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•Gran parte de i. 1aspir•ci~a 
aa~aadt1ca pro•iaae ae J.A ••­
perieac1•• 7 apanAS es pasibl..a 
creer ea l.8 axis't11ac1a de UD 
coocaptc a:isoluta.aeate inauta­
ble aa rigor aAta8'tico di•o­
ciado de toda experiencia hu­..,,. .. 

Joaa Voa Neuaaaa 



La intención d~ oatn tesla ea la de moatror que 

el rozonomlento matemático puede aer de gran valor 

para laa llamadas clencioa no exactas. En nuestro 

caso veremos una aplicación a la genético, que ea 

una rama de lo Biología. 

El propósito primordial de eate trabajo ea el 

estudio del enfoque de un modelo matemJtico dnl Jlgebrn 

lineal hacia algunas caractor!aticos de lo Genltica. 

Esto teais nato dividida en troa Cop{tulos, El 

primer cop!tulo comprende un planteamiento de lo que 

conaiderJ lo m~a relevante del estudio de la Gen~tica 

para na! poder entender lo terminolog!o y loa conceptoa 

del torear cop!tulo, 

En el capítulo doa exponemos los definiciones 

y conceptos motemJticoa que neceattomoa para uanr 

el modelo en el algulente cnp!tulo. 

Tanto el primer como el segundo cap!tulo aon 

una baae pero el copftulo tres, que trota de lo 

construcctJn .del modelo para prndocir cómo ao 

dlatrlbuyen algunos tipoa do herencia -estudiados en 

la gon~tica- en une determinada generociJn. En oqu! 

donde tengo la eloboroci&n del modelo, as! como 

varios ejemplos do apltcocionos a ésto, 

Todos loa ejempllficocionea pueden opl.tcarso 

deado otro enfoque mnte~Ótico lla~ndo Cadenoa do Horkov. 
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Uno de los ejemplos del tercer capltulo es 

planteado dos veces: una desde el punto do vista del 

modelo y la otra usando Cadenas de Harkov. Aunque en 

ambos planteamientos llesamos a la misma conclusión, 

traté do mostrar que con el uso del Alsebra Lineal 

la solución de este prOblema fu~ mas sencilla. 
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"so 1:a"i:ure ae•.La w:i.tn us, anc taitea away 

Our P~•ftn:.n9s en• b7 on•, •n~ ~7 'l:C• nand 

Leaas ua to re•t ao 9enti7, ~n•t we 90 

Scarce know!n9 it •• wiBn to 9Q or st•7• 

31t:.n9 toofull ot •J.••P to understanc 

How :!a.1.· th• u~no•n -=.rascenaa tit• wnat •• 

i<.now. • 



!.· GC!'n9tica 

~· la cionc1a ~ue se preo:upa princ:.~i.ente del conociaien-:o 

~e .:..aa pro?i•daci.11111 :i10::.Ó9iea11 ~ue se tr•nsaiteD ae paa.rea a h.ijoG. 

:;ea:.an-:e la e:<per:.aentac.ion r 11tl estuC:i.o. loa genético• han 

eatanlecico ciertas reql•• que car•ct•r1:ar. ~. traaaa1111¿n ae 1• 

:t11rancia 'n:.olJr¡rica ... ) 

La ~enét:.ca as e! estuai~ c1en'tÍiico de !A heranc1e r ae au 

v.u-.:i.ac1on er. teaos los or9,.,n.:.s.111011 •1iv1entes. ••1 

;e '• 

f·~.;. .!.l.:u:iaCa Zla·'º es-.:e n:iaore por R1.!.li•• Ba-.:e•on en l906. 

L1. he~er.c:.a ce los rasgos fts:.cos 7 d11t las enferaedacea se conoce 

:asee ei !.n1~io ae !• nist~:1• de la aeaic1na occ1d•ntal 7 •ntea 

.:e:.. S~':TlO X:-,:, c!so:a ae con.111t:e:ab4 coao una ae:cla ·a. carac'ter••· 

.?:cas c:.anc1.-s tienen :.:n ec1:1ien:;~ ':Aft el.aro co110 la l'.iené-::.c•. ya 

( 1ii:::!-~8d-. t !il!ién .:.ni.ció S'.ls i~ves't19ac.:.on•• •n l856 11::11p:t.eancio 

:r~i~•n~es ?ars •Veriquar co•o •e nereCaban loa caracterea 

1nCl.·1iCua..:.as. 

?'.l:>ll.cÓ :ius resul-..ados "" 1866 en la ~e'.'1s'!a a• la Soc1adad d• 

~l.stor1• Natural ~· arnnn. 

i!enael tU.vo éx1-.:.o en !11.1s. inv.,sti7ac1gnes gracias • su Or1:i.lante 

parsp1ca~:.a y oatocolo~!a: pres-.:.Ó a-:enciÓn a un solo rasgo 

t•I Aa:ian r! Sl!b. et a.!.. "'Cenet!ca General"'. p.J5.l6. cit. bibl.iogr;!iea tlt. 

,..., Jal!les H. C--:-.;.o. Albert ·rowle. "'Hod•rn B1ologJ'•. p.!.J:?.dt.1 libUot. lll· 

• 



caca \'e:.· sv aae9uro que :u~r•n variedaCea puras y tuvo un 1rnfoque 

culln":1-:at:.\•o en !IU estue1io y aunque fu.: presentada co•o hiPÓte•is~ 

el tlecpo na áe•ostr•do que es tunóa11ent•l•ente definitiva 7 

correcta. 

En rea:id•d este fué el un1co mrtodo d• an•liaia Qenético hasta 

el cescu~rie1ento Ce la qenética aolecular en loa ar.os cincuentas. 

~ada una ce ~as ~eiulaa, ae loa euchoa aillonea que pueden 

ccnst:.tuir un or9an1sao. esta foreaoa por la aemorana celular. el 

citop~asaa 7 el núcleo con au respectiva ae•brana nuclear. tFig.lJ 

· nÚ•l•o 

11ea.orana cel 

aeabrana nuclear 

ri:acao:ss 
Pigura 

ce:. oroanis110. 

al núcleo esta constituido por ac1do aesaxirri~onucléico (i\ONJ cuya 

colécula esta fo~eaaa por una dable'cad•n• de nucleÓt1doa en for•• 

Un nucle~t1do esta !armado por una da las 4 bases fadenina. guanina. 



. 
h1 con~~1tu1rse ia aotJJ.e caocna ce ADN. la.a ba.aes s• a1tuan en 1a. 

porc1on 1nterna. una enfrente a otra do ta~ aancr• que J.G qucn1na 

y la aaenlna con l~ tia1na. JJe o~t• ~or•• l.a necuenc1a ae ~•• en 

una oe ~•s ces cadenas es coapleaeouu-1a ae J.A otra. 

Cuta nstructur• pe~te que el ADH •• Duplique aoi~cui. a ao1~cuJ.. 

QP~9.AS.iJ{n_qp_~g 

U!t:ae ei Pwito oe vista ZunciDAD..L un ven ea LA porc1~n de ••ta 

dooie ~~l1co ae AUN. ~· contiene lA .informeciÓa neceaar1a para ia 

a!ntes1s de un po1ip.;'.ptiao especÍ%1co. Var1oa pali~ptidoa fo~an 

Hucnos qenes uniaon uno traa otro coao laa cuan-e.a aa u.a co1lar 

!or.a.r.m•un cro•osoaa • 

.i:.n c~r•~ pa1&0r~s,1os ganas ~on porciones á~ c:-oaonaaaa i;'U• contiOnon 

~a 1nZo=--iac1~n aue cotaraina las ca.rActer!st1cao Qenet1cda. ~o~os 

son las un1oaaes Ce tr<U1saisiÓn nereaita.r1a. 

locas laa céiula~ ae un ina1v1duo a• l• ••~cie Au.ana coDt1en•tt 

~6 croaosoaas tiJ da lo~ cualau un a.ieabro del ¡M.r oa de ar19en ~terno 

T oi o~ro ~o origen ••terno). 

Da Áos 2j PAre•. 22 son idénticos en el hoa=z.e 7 en l• aaJ•r 7 ae 

duno•inaa au~o~oaa.s y UD par dii1ere en a&bOD aa•O• l..l,...doa 

$eXocroaosom<lS. 

• 



i!.n ,1.:1 •uJere1tssm-es~ .:cor ... ao oor 0011 cro•o•o-11 idlÍnti.coa XX,.7. an 

el ho•bre por dos cro•o11oaas diferentes:un X 7 Wl Y. 

La fw:ici~D del ••ter1al genético ea ~ s1qu111Dt•: 

Par• que el c~digo coatea1do en •l. ADH se tr•duzca •n \IAa prot•Ína. 

es necea&ri• l• intervenci~n de otro tipo óe ~cido nucl~ico: El. •cido 

r1bonucléico (AR.N). El ARN es llD.11 c•d~ 11i•pl• de nucleÓtidoa r¡ue 

contiene ri.l:>o .. en lu9&r de de110•1rr1boaa y ur•cito en Yaz d• ti•ina· 

;..[P.nS•&p1Ón oaJ aater1a1 genésico 

· Las céJ.u.las aoÚticas., •• decir toc!Aa h• céluJ.•• D•J. orv.aniaao 

aenos l•a 9eraJ.n9.l••• s• diviQ•n y tr•naaiton au .. teri-1. 990.tico 

•las e.lulAa b1jaa por •PC1io
0

de l• daplic•ciÓn de eate aateri-1. 7 

el ae~i•ao de la •itosja. 

rar• la tr•nzais1"ña del .. t.tarial. geiuÍtico d• 1UL9 veneracion • 

otr• interv1enen 2 procesos: la .. J.oats y l.a fecunct.ci~n. 

Lól ae1oa111 es la div1s1¿n que autrwa ias c~lulaa geraina~ea en las 

' . qonada~ para origin.1r •los P•••toa (o.-.ú.os o e11peraato:oidesJ. Durante 

l~ ael.o3is loa pares cro•osoaicoa se separan C•9Vrtt9&nl en 1os g .. etos 

óe ~ aanera que ead.ÍI g-.eto recibe wa a.ieabrO Cae caaa par 

cro•osO•.ico. e11 óecir 2J c.roaosoa&11. Ad...í.a ea .l&a priaer- fas-

óe -1.• ae10111a ocurre nora.Ueate el. iaterca&bio ~co (crosai.D91 o-r» 

que resal.ta dei intercaabio de 9en•• situados en loa aia•o• laga.re:a 

no don cro•o•oa.s hoaOl09oa que 1nt•9raa un par croaaeoa.ico. 

Lon cra•ano-• qu• fora.au w:i par •• die.n qu• 1100 llo•Dlavos f' 

· los ganes que en~aa coatenidoa tae.b19n a• ll•-...n baadlogoa • 

• 



l>ur•nt• l• fecun~ci~n •• tusion.n lo• o.uc1•o• de 2 vaa•to• co'9Ulo 

7 e•i-ra.tozoid•) F se r•at&bl•C9 •l o.~•ro croao•Óaico buaaao no"riaal 

eo. •l cigoto. 

El c.lgoto h• recibido. por lo i..nto la ait.ad da •u.e croaoao ... 

Ea •l •o••nto qu• •• ~ora.a el cigoto ae ••t&Dl•ce •1 ••xo cro•o•oatco 

qu• •porte el. ••s-raatozoid• (X o V>. :F• qUa el ci.uio aieapnt conti911• 

un x. 
L.oa 46 cro•osoeaa del cigoto con aua aile• d• v•nee con•titay911 

ol v•not~po d•l nue•o indi•iduo1 eu •XIJr••ion final •n tJrainoa de 

car•cteri•t.lC•• flaic••• bioqufaicaa. funcional.•• .. r~ •l f•notipo. 

iU. Eenot.lPO r••ul.ta de l• estrecha iat•raccicio. •Dt.r• genotipo F aedio 

Aa.biente. 

Acc1Óg cPgiqa 

Laa dif•reocia• entre loa organiaaoa aoa dabi..._ • ait'arenoi .. 

en loa proc••o• fiaiolÓgicoa da su• c9l.ulaa que ••~ datarainadae . . 
por la acc.lDD ganica. 

t. acc.lo'a da loa veo.ea a ni••l •olaev;lar iapl.iCa aLnteaia d• 

protalaaa 7 eo.zi ... que 10.teractúaa •• u... c.91111.a 7 eatre •&riaa 

~l\lla•-

El. re•ul.tado final. de la •cciÓa gtÍnica "ª por 1o tanto WI car.C.oter 

qua pu.ae ••r una caracter!atlca obaer.ahle •o •1 iaai•iduo o una 

propiedad bioqufaica. un proceso cmlul.&r o una eatructa.ra anatÓaica. 

Si WI gen que interwieue en 1• s!ntesia da una prota!na auta (•• 

altera) •• foraará una proteina llD.Oraal.. Si dicb• protei.na •• 

• 



J.•po~t&nt8 •n i. •atructur• de dife.rentea Órvaaoa 'I' tejió11a. ea al.loa 

•• OD .. rva,r,/ el •f'act~ Doci•o dal 9BD aut.&do. 

Un solo gen pueda c•uamr un coajll.Dto da c.r•cterlsticaa~lo i¡ue 

- u ... al.ad.r099 cl!n.1.co. 

P.ra coaprender la •cci~n de.lo• gen•• .,; o-ceaario tener en cuenta 

loa.aiiwuiaota icoDc•ptoa: 

-Loa vanea aacargedoa de an.a ai ... fanciÓo gaaeral.aeat• ocup.aa el 

aiaao lugar (locua) •• loa c.roaoao ... hoaÓlogoa 7 ea d•aoaiaaa •lelos. 

-Cuando doa alelo• aoo ~dénticoa ao dice qua el indi•iduo •• boaocigoto 

coo respecto • ••• par da v•oaa. ai 1por lo contrario loa &lelos aon 

diferente• el indi•iduo ea baterocigoto. 

lfilrA; Llaaeaoa a •A• gea doaiaaat• 7 a •a• gen receai•o• 

-Cwando ea al hateroc.1.9oto WI v•a a&Difiaata au efecto sobre al da 

aua al.aloa •• dice que •• doeinaata. Ej .. plo: (A••• 
-Por •l coatrar~o gn gen •• receaivo C\&a!ldo para ae.aifaatar .. al 

1nd1v1ouo aoceait.a aar boaocigoto. Ejeapplo; (a.•) 

-En oc•c.1.onaa al hetarociqoto pueda expresar el feaot1po da .aooa 

•.lelo•. En esta e-o •• Dable de codoainant••· 

•Loa genes i¡ue •• eacueati-aa •a loa c.roaoa~ autoaÓaicoa a• danoailUlD 

autoaÓaicoa. 

-Loa V9D•• local.izadoa ea loa croaoao ... X o J (aasocroaoaÓaicoa) 

•• 11-...a liqadoa al. aeao. 

-Con respecto a loa genaa qu• ae encuentra.a en el X. la au)er que 

tiene dos croaoao_. X. PIHt~• aer betlltOC'igota. aieatr- qua el boahro 

qua '1-.icaaente tl.ene UD x. ••r• aieare heaie~voto par• todoa 1aa genes 

10 



r .. 

deo A. T"caoa Ot!t.o= ocnos snan coa:.n1u1i.os o rac11:1i1voa :io ll4.n.l.t.:.o:in.1&n 

ffn ai ~ollhre neaiciqo't.o. 

:::IOlllOCl.QO'\.O noa.1.c1q~'tO 

lo~ ca..r•ctctr!ot11:a. raaC10 .o a!ncoa" i¡u• ;JUttee o no a;init••tara• cm 

a.o. :ir.cicu.eato. pero qua e.:i cou110. ca all;Nna ait11rac1~n un al -..c .. ria:&. 

U'.OL;JlA~~n-RV..-~tMJ V.i.9.9.'Y--.i..ttriq\1:'.~UP..1.il 
i..a c~res1on ;eaéc1c4 a~cl·raprasant.•Cl4 par i~u tuac1onea ca 

ex?ro~:.v1Cad 1 pe~e-;.ranc10. ~ ~riaar~ 1na1ca la vsr11U>1J..1c~a 

'!'onotÍ.;n.-=• pruduc1á.a ror -.:n ai::ao gon T ;iona'tra.a.c1a :ia ret1are • .l.o 

aa:i1:::.:.as'to ani.ra .1os .!.nd1\•:í:::uo:t l?Ortanores. JCepreoe¡:¡l:o pcr io canco 

u:i cato aatad!stico. 

11 
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.t. • 'i , bqXP.~c;:UJ_;'.;.__..l\!ISU.9'.J.Mllll':! 
J'on• c•raC"terl~'t~CA cie lo:; orqani.saos VLvos. · tan'tD.loa 

norsales co•o l.03 o1U1ora.:..le~. son ~l resultaao ne .la 1ntoracci.a'n que 

aMl.Dte en~• el. qonoaa 7 el aedi.o ~· .los rodea. 

rara.La ae~erainac1Jn ae al.qunas d• lAs caracter!si;1can de loa 

orquni.fiaoa. ~os ~•ci;ore~ .4n 1aportantas aoo .los heredi"t:C.rioa. aientrn: 

111uo 1'AZ'• ot.ra:J son .los &abien1:alea. •unqU9 por l.o peneral p&rl:.:u::i-pen 

oabos .. 

Llesno 01 aoaento ae ~• tecundac1Jn en 01 1naiv1duo. io'tA!rael;Úa.n 

nos 't.lPQS ne 1n:t'l.uencjas. lA prJ.aar• da .;atas oa .la nerencia qve d4t"á 

la inioraac1ón oo l•• car•cter!aticaa coao por ejeaplo grupo• 

aenqu!naoo. La. anou..aaa invo.lucraaa en •.l dasarro.U.o nel inai•idao 

~s DÁ aea10 aabi.eni;e. qou• Junto ~on el aateriLl geomtico a.;• alqu.aaa 

caractarlai;1cos coao; 'UIJ.l.a. conat2tuc1da d•i cu•rJ:IO• color aei pelo. 

de ~o• ojos. •~c. 

. 
ano~a.l••• •• hureQAQ ae cos ••n•r•• crGaoaoaicaa. 

s.s.J ~ tora• ••noelian• •i.aple 

J.1.2 lln forma pol1g~Dic• o ault&f•ctori&l. 

1.8.t ff•reaci• Henaeli•:ia s&aP!• 

La nerencia aena•~i...n• siaplo os aquo~l• ea la que la presencia 

o auseaci• ae una ca.racter!attca depende oe un ao~o p.ar ae genes 

G~eios. Si loa genoa 9\lD aeteraiiao.n Al.qwi.a ca.racter!atica se eacueatr4D 

12 
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' 

an.4lquno ae los 2J f?<lr'es aa autoAo•az, entonces aicaa caract•r!at1ca 

De12enn1endo.cel etecto aai a.a fdca.inAll~ o r•cesi•of y D• su 

laca~izacJ.Ón l~ autosolall o en X). ~as caracterÍsticas s• heredan 

en :i.oras: 

A¡ Au~csÓa1ca aaaii::i.anta 

•• AutosÓ&l.ca. recesi•• 
J Rerenc1a 

º' i.l.CllGDA .u X rae.si•• ,,, l.1v•c• ., ;¡ aoaJ.nollllta 
·~ Ber~ccia ~J.g~c• ai ze~o 

Al ricrenc1a 4utoso•ica doa1nante.- ~ 1190 doal.naDt• se axpr. .. en 

el i~d~•1ouo haterocigoto. qua lo ba heredado. sin J.•port.ar el astado 

CD !IUI a.lelo • 

. 
, nn~or.enac. Coaa ~os qenes aoaJ.nAntos !il:• proaucan entorwedaa son 

oroqenitores 7 ael otro bareóa el cielo noraal.. t>Or 1o tanto •• 

nete~oc1qoto. A su v•=· 10 ... proP4DJ.e es que se ~s• coa Rna person.. 

noraa.L 1 as1 sus hijos rec101r.án aa nu con7U111U• el qen normal. 7 tendr•n 

la ~robA!:Jil1aao Ce raci.!::11r aa ~l ei 9en aut.aat• o el v•n no~. El 

ri~a90 a• que wi hiJo nareaa ·~ qen ~o.-.al. es entone•• aei ~u,. Por 

' otra parte. ei hijo que no hereda al 9eo. no •atara &.tectado F·no 

13 
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.. 
'::;i.~.s=.i.t.~r.i. e:. c.E.r.acur.1.• a 5U ceeer.oeneia. 

•:=ao ~.!. 1;1en •ut.e:i~c:1.eg n: ":111n11 relació'n en le. ae9re9ac1¿n ael •X . . 
o aeJ. Y VD J.os espt1r•a.to~oiaos. .-.bes :u:xos e3lan iqua..i..nnt.e a.f~das. 

Goncral..aeace U>do i..Pal.Viduo CDQ l.a e&raC"t8rÚt.ica o enfermedad U-=- un 

;ir0911ru tor .-!'~ado, • aenoa óe que a. trate da una •u'ttlc::i.C:n de nowo 

c.iqo'to. 

U .La •~ual..ióad :.e coooceQ cuando -ncm 934 aa.f'eraedades qu. -

nereaa..a en :!:ora. auto~Ó-.ica doai.n.an"te T ou-- 093 que prot1aole.uuai. -

U-&nS&J."USn asi..ctr 

• 1 

aoa.tJre heterociqoto ~ 

noabre hoaoc19oto noraa1 

I 

II 

III 

' 
aujer neteroci9'o.ta 

@ aujer hoaocigota 
noraal. 

~te •rDol gen11al.~9ico es un ejoaplo de una·ca.ractaristica 

~ecoaad..&a en zoraa autosÓaica doainante. En este •Jeap~O se represen~. 

dentro ae !os c!rculos 7 los cuadros, los croaosoe&.11 en donde se 

encuentrilG los qenes que detera1n&a. esa caracter!stica. Al. gen 

l•t Victor A )tcKusick.MD.•Hendeliaa Inherita.ace in Maa•.pag. 545. 
nu bin.Uogutlc. 121. 
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ao•inanto 3e 1• iaeatific• coa J.a le't.r• •A•. Podaaos oD.SerYar ciu• 

la carac-ter!stic.s s~lo esf.á presa1:1ta en aqu•llos :r.uJtttaa izu- t.Lft•D 

o.:. o;on coainllJlte tl··l. Il-2. 11-3. 111•21. 7 que .acuua.ás aon J.oo tlaicoa 

enfarmi!Kiad en el. .Lnaiviauo boaocigoto pa:ra esa par da ale~oa. par 

.lo t<1%1to. .La Per.sorus afectada habrá rai::!.bido lln qtll:I autant• en cada 

uoo ae ous ;>4Ó~o.s. Lo~ padres aei afectado son entoacaa nateroci~otoa 

p4ra ose qea T son sanos precisa.ente porque. un. 9en r9Ce9i•o ~o •• 

~x~r.rsa en ias neterociqotos. 

Los hiJos de una ~•Ja oe hoteroc19oto• pueden her9Cl4r a9boa AJ.aloa 

noraaJ.es T ser noaociqoto3 nóraaies. coa una pr~oah1lidad de 1:4 (25') 

o .t11en n•rea.: al. 11en aut.ata de .la a11dr9 7 el noraai ael. pedre. o bien 

al ~on ~ut.inte oei padre 7 a.l nor#al. de .la .. are. Ea 9au. doa 

Dl.tuaciones al aijo ser~ hetarociqoto nor.&1. •J. i"JU&.l.. qu• loa 

oro~eoitores. con un• ~robaoilia•d aa ?~4 15U\J. s~ ei ~i~o bereaa 

e~ ~•n au~a'.nta ae a~~ ?4c..r•s ~ara noaoc~qoto 7 estara atectaao. 

con una oroonoiiiaaa ce i:~ (2~'' ae ser ho•oc1goto 7 preaent.ar l• 

en:feraedaa Ó e.l. caraC"tar • 

.Puaato cn1e 1os oaterociqotoa para loa 9enaa aut.ant•a reC"aaiTOa 

seo no~:.i.ea. 7 J.oa dact:..doa sÓlo a~c.D CU&11ao •• c .. aa do• 

heterocigotoa. ganerAlaente los 4rnoJ.aa geneal;,icoa no 1nQicaa la 

pre5encia aa J.a onferaedad entra J.oa ancea'Cr'Oa aaJ. caso !ndica 7 loa 

afect.adoa se oDServan en la ais•a beraaodad. Soa ezcepcioaala• laa 

ta.mili~ en laa,qua ba7 un ancestro coaÚzl 7 aatriaonioa conaan9Uinaos 

15 



fracUentas, en ias qUe ·los hataroc19o~os •a eat.111 c..aaado entre el.los 

T produc1endo bo•oci9otoa &:!ect&dos en varias 9eneracion••· Bato aucadn 

an pohlaciones a1aladaa cu..ltu.ral o 9e09r1fica.ent• e~ l.a.111 que aa 

de~ect. un. incidencia elevada de A.lgun ~cieiento •Utos~co 

ru~ai•o. 

Actual.aente aa conocen cuazulo aeao• 588 •nf•.i-.edadea •UtoaÓaicaa 

recaai• .. y otr•a 710 que •u1 probabl ... nte ae berltden de l.a ai.aaa 

IULDara.1 .. J 

E:fa•plo: 

I 

II 

III 

Not•ciÓn: ~ S heteroci9otoa 

~ S bo•ociqotoa que pzwaent.an 1a car•cteri•tica 

~ @ boaoci9otoa noraalea. 

El &rbol 9enealÓgico aa u.a ejaaplo tlpico de wu. caractariat1ca 

heredada en foraa autoaÓeica rece•i••· Loa aujetoa afectados deben 

tanar el v•n que loa distingue en dobla doaia. par lo QU8 'IÍaicaaant• 

loa 1ndi•1duoa boaoci9otoa II-2 1 lI-J están &:!ectadoa. alaatr .. qua 

I•) ll.IJ2.pa9.545 .. eita ilibl1o;raUea 121 

" 



los h•terOc1votoa 1-1. 1-2. 11-5. 111-1. 111-2 7 111-4 ao pr•aeat&a 

1.A caracter[atic•-

C) Harencia ligada .i X r•c••i••-- Coao r• i• ba ..ncio1U1do,i. aajmr 

t1ene 2 croaoao-11 XX y por 1.o tanto pu.et• amr batarocivat.a u 

boaoc19ota con respecto a l.os 9enes qu• - •Dcuentr- ._ al X. Ea 

•1l.a. la ralación de do•ia.ancia 7 rec.ai•idad •• ll.••• • cabo ..a ~ar.a 
parecida a loa genes auto11Óa1cos. Por •1 cantrar10. •a el bcnabr9 era• 

sOl.o t1•D• un croaoaoaa X 7 •s b••ici9oto. todos loa genea 'lU9 .. 

encuentran en au '1.aico X •• •xprw&aa •b 1apo,rtar •i - i. aajer •v 

efecto ea doainante o receaívo. 

Cuando se ~•ta de un 9en··ligado al. X receaivo. l.• auJmr 

ileteroci9ot.a qua proc.zw• con un boaluw ao:aal.. puMla transait.a..r .i 

croaoao- X con el. q•a auta.nt• a wi. AJ.ja que ••rÁ bateroc1i¡ioc.a aor9&1 

o a un h1Jo qua por ser beaicivoto expresar• al. ~anotipo aataa.t•. 

Por oua parte puede !ieredar el gen norwal. a una bija a a un bi JO 

7 aaco:J :sarán no~••· Por lo tanto ti•a• w:i riesvo a• l; 4 o :!:5' 

de procraar un hijo eaferao. 1;4 o 25' d• tener una hija nateroci9ota 

7 50' a• i¡ua nazcan atnoa o nirui.s ao~•s- Cuando •l boabre aLeet.ado 

ae e-• coa una aujer boaociqota nor.&l.o tra.a-ita al. X con •l. i¡i­

autaate a todas aua bijas" qüe ••rÚ aaterocivotaa. lli-tr- qua a 

:&.oa varones tranaait• •l. Y. conaiCJQJ.-t•aenta a~ sa oba•rwa traa..aiaiÓa 

directa de hoabr. a aoabr.. 

Para que una aujer pres•nte una enf'araeaad Ó carácter reC8•i•o 

l19aao "1 X. neC8!1ita rec1bir el gea aut..ate del. padre (&Lactado) 



r&r-ea'te. 

Ejeaplo: 

t. beaofil1e es un p.adeciaiento rece•1•o li9edo al. X. que coaaiatt: 

ea \UI aé.fic1t •a .la ca.QUl.aciÓn de i. aaagre. lo Q'U8 aoti•• que i.. 

h•aorreg1 .. sea.a cop1oaa.s. A c:oatiauaci~ .. an.sl1aaráa cAao• ea loa 

que se pUede o ao preaen't.Ar .la beaofilia. 

Con la aiquiente noteciÓa analiaareaoa la aituecioÍa preaentada 

ea l.a table de ebejo: 

X(AJY hoa.bre &&DO 

X(AJX(•J 0 X(•JX(A) aujer po~ador• ae aeaofil1• 

X(eJXf•J aUJer. en.fttraa 

X(AJX1AJ aujer sen. 

~~ ancbo pos .. un gen (A ó aJ y la nea.tira dos (AA.A• Ó .. , en sua 

re~pec<t1vo• croaoso .. s X. aa c..abio dei croaoso .. Y io '1nico que se 

••be es 1• aeterain.acida del Gexo. 

9-........~ XfAJ y 

X(•J XfeJX(A) X(aJY 

X{A J X(AJXfAJ X(A)Y 

Useaoo la u.ble e.aterior llaaada cu.d.ro de Pwu::ie'tto debid0 • 



au Oiaeftador R.C .. Punnett.. - obaerya qq• ea el caao de cv.atro bijoa 

las poaihi11dadea de qu• ae praa•at.e l..a Deaofi.l.ia aoa i.. •iVQ.i .. t.as 

-Una hija pc,rtaciora d• la eaLe.nect.do lo i¡ue equ.i•a.l.• • wa 25' 

d• 9ata pabl.acióa. .. 

-Un hijo en.fenio. lo que 11qai•ale u.aDiÚ a ua 25' de .'ata 

pohlaci6a 

-Y por iltiao. una bija 7 aa. hijo ~. 1o qua eqa.i•Al.• • u 

50\ de ia población .. 

.Ea. el algu1ea~a caao .. aaaliza a lo• hijoa de UA boabr9 .a:!~ 

coa un• aYjer IJAJUl: 

9~ X(a) 

X(A) X(A)X(I) 

X(A} X(A)X(a) 

r 
X(A)Y 

X(AJY 
S. ohaerya qua de cuat:ro hijoa. doa hija• 

-r&a portador .. 7 doa hi joa 11&noa. 

En al caao da uaa aajer •n.f•~ 7 ua. ~ aaao, J.aa 

pasia.1lidadaa de cuatro hijoa aaa.. dos hij.. portadaraa 7 ~oda• loa 

hijos varone• aer&a af'eat.lldos .. 

N X(A) y 

XCaJ X(a)X(A) X(a)Y 

X Ca) X(!')X(A) X(a)Y 

' Por u:ltiao se puedls aba•r.ar qua loa bijoa da u.a.a aajmr •a.f~ 

p un haabra eaf•rao aar.:.. •i-pr. aaf~a .. 

~ X(a) y 

X(a) X(a)X(al Xfa)Y 

X(a) Xfa)X(a) X(•IY 

" 



, r; 

t..s •peculiaridades de éste tipo da herenci• se e.-pl.ica.a.. r• qua 

coao el 9en aaora&l es r•c:tt•i•o. este no •• ••Pr••• ea i.. •uje~a 

heteroci9otas. F •n c-.bio si se aanifieata en loa boabr.11 ciu• 

presentan UZla. sol.a copia dal. g•a auoraal. en ttl. cro.aao .. X. en dandao 

no est• presente el al•lo correspoad19':1.te. pueato que .i cro•o•o&a 

Y no conti.a.e loa ~••os 9aa•• c¡qe el croeos~ X. 

D) Herencia doaina.nte ligada al. X.- ~iat.o elvuaoa caracteres F 

~deci•ientos deterain.do• por l.oa o-ne• doaiaantea loc.iizados en 

•l croaoao.,. X. Estos genes ae e~reaan tanto ea l..aa aujerea 

heterocigotaa, como ea loa •a.roa .. beaictgotos. i.. auj-.r beteroc::190~ 

#f"ectada tiene 50• de ries9oa da tra!Ulaitlr el. X con el gen aa'Call'te 

a cualc¡1,11iera de sus bijas illdependienteaaate del •••o dal producto. 

Por ob-a parte al bollhr9 afectado traAaalW su JC COlll el v- autaAt• 

a todas ava hlj.. qua •atarán a:feat.adaa coao ~l ~ • ai.DIJWlO d9 •1111 

bi jaa Y•ron ... 

Ea; ~r•cu•nta que al efecto del ven autaat• ••• aa7or en les 

haabrea que .lo herecum qt&• en 1•11 aujar.a J' ea al.guaoa· c..aaa· aat• 

eEecta ea letal. p&r• el baab1"9 in utero. 1Aa biatorias ~ .. 111.rea 

aueauu. aujerws dectaU. 7 un. aa7or iacldeac.i.a de &banca. 

Loa r .. voa 7 erd"~dea qu.a •• '-Z'&DS~t9D coao doaiaaDtaa 

ligados al. JC. son t.aa. aac .. oa qua •a.rioa autora• no 1-daacrU... 

Ea rnsuaaa. la beraacia liga~ al seao ~aucic.aa da l.a.•ivuiaat. 

aan•r•: WI deacendienta .. cbo r9cibe coa ip&l probabilidad Wlo de 

loa 9ane11 da au aad.ral J' una descendiente h•abr• reclb9 coa igual 
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.Ea la •ctu4l1dad ae conocen cuando .. noa l15 enfer8ed.aa•• 

lig•d~ni•• &l. X 7 otra.s 1215 que au7 probableae.a.t. ao Qorltd91l de l..a 

eiaaa fot"9a. fA) 

1.5.2 ffor..ncia Pol19ánic. o aultifactorial 

E.a. ésta tipo de herencia no intcrrwi .... un ven o u.a par d.e g9119a 

sino el efecto aditivo de aul.tiples 9enea q1;1e interacciosum. con el 

aed10 aahiente. Coao ejeaplo de áat. herencia teneaoa: l.a eatata.ra~ 

ía 1nteligenc1a. e~ color da la piel 7 la aa7ar Pterte de .i.. 

.. 1fo~c1onaa conv~ni~a ~ica.. 

l.oa c.rac~res producido~ por factor.a a~tiplea suelan 

distribuir•• u la pobUciÓn de acuerdo a la curw• nora.-l. de 

oiatr1buciÓn cont!n~. 

c...Z.acter!atic .. de i. herencia •u.ltif.ctori&l.: 

AJ C.. fr•cuenci• d•l carácter en loa p.-.rientea d8! pr1aer vr•da oe 

uzs •f•ctado •a aprox1aad.aaent• i911&1 a l• raiz cuadr.a• ae la 

frecuencia de la pob1aciJn. 

biJO• &feat:adoa. 

C) El rieaca da r-currencia· .. Ú. alto ai el. def'ecta •• ... aeftlro. 

D) El rieag~ de recurrencia •• .a. al to •i el. propÓai to •• del -•o 

aeaoa treC'UeDte afec~do por e1 defecto. 

A diferencia de la oen:nc1a aendaliana aiaple (en a.l cuál. un-. 

eo~eraltdaa puad• o ~o aparncer depeodi•ndo d~ cÓao eat.ln d11teiainadoa 

{.fo) llú.A•P•IJ-54~. cit1 D1Dl1o;rlfica 121 
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ios cro•D•o ... I en la •ultifactori&l.,la frecuenci• de 1011 

~deciaiento• es -1o"r entre 1011 ¡a&riente11 de 1011 :sujetos afect.do• 

que entre la pobl•c1Óa ea general. 7 ta.ato aás frecuente cuanto ~ 

cerc.no ea el parentesco. 

La .anera de arer1c;uar al wia enferaedad e• tra.D.11aitida conLorae 

• esta tipo de herencia es coaP&r&ndD el. par.c:ido que ••i•~ en 

relaciÓa • i• característica. eat.re indiriduoa qu. tengan di.1"erentea 

gradoa de parentesco. Esta foraa de --1.isia - basa en el. becbo que 

•ientraa aás carC&Qo es el parentesco eatr. doa personas. aá.a gen•• 

tJ.enea en co•~• 1 por lo tanto 111 una caracterlatic.ir. •• deteraiaade 

genat1c ... ate aerán úa ~ecida.a ea C\Y.Dto al. rasgo un padrn 7 au 

hijo. qu.- dos priaoa beraano11. 

1.6 TnU.iegtp r Pr•nnciép de las Enfwnwd..ad•• U.reditqiy 

.E.laten eao~idadea cromoaC:aicea a l.aa cual.ea •• aebea alvuaoa 

padeciaientoa. que pueden afectar el. aÚaaro o i.. eatructura d• loa 

croeoso .... e 1avolucrar 1011 auto•o ... o bien loa croao110 ... aexualea. 

Desde baee t1eapo 11e be cOa111darado 1• po11ibil.1dad da tratar 

enfera~ea bereditar1•• aedi&nta l.a eodificaciÓa del a.ci.10 aabiente. 

ea "•1 que .la ea..feraed.d vei:u~tic. •• d•aarrolle, o tzADajaaQo cea el. 

... tarial venético. 

Ea el. priaero de loa ce11011 aer{a une ae.aipa.laciá"a del eedio 

aabieate que ae barÍ.an procediaieatoe tal.ea coao: eTit.ar el coataato 

de 11ubst&acia11 peli9ro11ea que puedea afectar a un orvaaiaaor l.• 

adaiaist.raciÓa de prodactoa deficiente• o aiepleeeate adaiaiat.rar 

eaziaaa auple•entari~. 
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h .;l aequndo a• loa eaaoa •• nial.J....-• ~ aanipgl•cloa daJ. 

aat•r.1.al v•~tlco. qge •• UD p~cedi.aiaato r-1.attw ... ate a...-o qQ9 

conaista •n la iiu• •• 11.&u ia9ea.1.erla v•a~tlca. czu• trata d• aoclif'l.CA.l' 

i. cacU.f"icac.1.o'n de loa gaa.a aiaanal.- • 

.ll. cana•jo v•nético •• 1-Po~te. 'ª VQ9 co-i•ta - proporoi~ 

illf'oruciC:a aatar. el rieavo da vu• OC1&1Ta o •• npit.a .,.. .-l'araedall 

v•aética - la.f'~ia• 

Para proporciaoar couaejo vlUMÍtica _.9'CU-....te •• IWcea&rio 

contar coa el dia'IJlÓ•tico praciao da la •Df'•rtl9dad aatar. l.a ..- .. 

va a uat'araar. ca11acmr cóao .. berec&a el pad•cl.ai-'Ca. ooamúcar el. 

r.1.•avo al. iatera.ada para qge aa{ .. dacsida al ... n.rso de aootóa. 

anal.izar ~ resiatrar loa r.su.1t.ad.oa. acorto ~ a lar9o plaso ... 1 COUlljD 

v•n9ttao para CODOC9r •• •f'•c.tiwidad. 

Ea laa d•oiaionaa q1&8 to ... loa iateraa.doa daa~ de SWCl'llli.r 

-•.....-1-to pÚtico ao .i.at•rwi• .... -Cl'la.iw._t. 1-u~ 

méd.1eoa. aiao ..,. illE1uJ'h taabi9q 1'.ctorea Cl"lll.cara.l.aa • ..o11ioaal. ... 

t'Afliliarwa. f'i.D&l:tciaroa. i...i... raligioaoa. etc. 

J.7 Ri9WP9ª 4• fad.wgi•i•pSQW •n f.pf•raed.ad•• ff•r•d)S.rlaa 

•> lti•-.ui .. 1aa ea:f~ •ad•liaoaa ·~•a 

Ea laa •td'~d•• aut~o- daaJ.naat-. ~ claacead..aia de • 

1...U.widao dttc'Udo tiane aa 5ft • prol:MahilidM .S. -tar d~ 
J' u so• de ... aaao ,,.. qa.- .. 1- aaf'a.PlllCladea ••toa.-i ... 

daail&alltaa. •l V•D ano~ - ex¡tr•- - aatado beteroci90to). 

Ea al caaa d• eQ.faraftadea aatoamioat1 r9C'9111.Y- •l r1aa90 ..- ti_. 



probiu>ilidad T ·1~' ae qu• aea cl!nic-ent• ••no. r• ••• no•oc19oto 

normal. o b•t•roc19oto ·co•o a"9 prov~nitorea. 

En laa •Df•rw.•daaea i19ad .. al •••o, la ••i•tencia a• un ni)o eafer•o 

ió.•atific• • l• aadrw co•o porudora d• un 9•n a.nora&).. 

b) Rieavo• •D U• ea.feraedadm• poli9Jaic .. : 

Loa eJ•ap1oa tÍpicoa de traa~orao• aul.tiJ'aei;orial.ea o poli9tÚdcoa . . . 
aon l.&a aal1orsacioD9a coDgeni~ aQJ.tiple• f' ano de loa .atiTD• ... 

fr9C"llentea de cacau.l.t. •• praci..-a~e al d• .la paraj• qQ9 aolicita 

conaejo v•a9tico par habar tenido &1qua bija aal.:for.ado. 

El pri-r probi.a. que s• pre•eai.a en -t.o• e-o• au•le aar qga e1 

aia911Óatico en lo• nifto• ...i.tormedoa ea .. noa preciao f' a ,,.oaa 

iapoa1b1e d8 ••~blecmr. y ain diagaÓatico no puede proporcionar .. 

ub ca-ajo 9en.:'tico adecu.c10 •. Por lo p .. ra.&.,el ri• .. O da qge •• repita 

.\.t• tipa ó.• ..it'or-..cionaa .. lo• ber.uao• de loa aajeto• ~actadoa 

o en aua bijoa no ea -yor al 5' de probebilldado que ea aaf' inferior 

al. cs. l .. •l1Lera9dadaa aaadlll.i.all&a aiaol••· <•, 

El. eutudio óa i.. ~n•tica •• iocr-•n~ d{a con d!a por. ~ 

iaportancia qua ti•D• para en'tendar 7 control.ar 1.a b•raacia datectuaaa 

ea plan~ 7 aAiaa.L99. 

La. Geatitica e• rel••aa.W pare -t.nder al baUre. La. hllMAl.dad 

e• una eapeci• biolÓVica auaqga daaarroU.. C1lltura y ci•il.isac.:a. 

Aa! ~oao al reato da lo• orvani.aaoa, aaaoa •1 pradlla"Co da :a.a ..alaciÓn 

nistC:rica organicao que cantlnua realizándose. 

La i•port..anci.a 7 naceaidad d• pro•-r ali ... to • toda l.& bu.anidad. 

CF) Ruban Li•k•r. •La Gan•tica T Usted•. ~g.78. du blbUo;ráfica UT 



hacm llU• 'l.a 9ené"t;1.ca •• •Piiqo• •a 1.a ••riCGl:t:or• .a fo~ 
áivnific•tiv• .. Siailar.•nt•• lA ~tic. apl.ic:.da al 9\llldo -1aal 

e• iaparc.ante p.r• ••jorar r•Z&:m r ••i proporcionar .a ••t• O&ll¡Mt 

-jor .11.-ntaciÓn al. aoam. .. 

1 .. 9,.l O.bj•to d•l ••tudio da l&9 •nt'•r.ed&ci" be.rM.ltart ... 

Loa .. t:udio .. .;u• har n ctLa - UC9A para i. tle~J.Ó. ... 

•nf•ra.d&daa herttdJ. "t&ri&a .. ll• .. aa • cabo pri&c.t...i.e-w .-r l.&9 

s1.quim:r.t.a r•&oa.•: 

- Para d•tlHrta.r • J.o:a paci .. t.. caa. probl. .... ......_ltarioa ... •• 

t.r•taai•nto. MAa"jD 7 prinwac::iG'. oportua.aa. l.aa cwales ~ ..r 

pr•coaC'#'PC'ima.l,. p.r.na't&l 7 .POll't.Oat&l. 

- Por •l int•r•• pu.r .... t. ci~~ÍfiC:O d• a•ari.-.r l.9 frecna..ot. .. 

ci•r<c.am aa.Ee~dea b•.-.Oit&ri.&9 7 ~r ••t•hl .. t l'.tOtsll' m•= 

j,zw.,..~1909 .. grUpoa pob1-cioaale9 .. · 

Pe -ta 9&D•r• .. psw ... ta l.a poalbilldad. a. aborrar mlaf.ri•1-tN 

• J.nt.9grar • a aoc4-.d a illd.iwictao• ... o• •1 - uat.a. adPCMtd·-ta. 

i .. e .. :r. Objeto d•l aatudio del• Gen9tica •11 141 .awriC'!ill.~u.r.;. 

El apro•ecti..Jli•nt:o de l• 9-aét:1.c• - •1 ca.po de l.& avr1c1*l.t:ara 

se dabe a i .. •isu.iant•• ra•aaea: 

-Pa.r-a -jora.r loa p:r09r .... cW calti•a' ob~ .i .:.t.ao 
ap:rcwac:luulJ.-co cltl 1• tiPT•• 

- .rara obt .. •.r w...-t..ci011 .. lll9"9a Ú-idn -, ..l. ~r tm -jor cUAe. 

•n el •ldldo. 

- Par• c.-..r t.t'po• d• plurt•• v•o.:c1caaaaw OOlll~ i¡ue •­

nrsiatenUta a 1-• •of"eraod&d .. y l•• incl...uel- da.l -ci-po .. · 

•• 



- P.ara ••jarar ias prDQ"raaas da c:ultiva y ab~•n•r ••Jar cal.iciad 7 

ca.at':iaad de ai1a.ata p.ra 11:1 buaanidad. 

' 



2--

" 

.•Nac~aaa a•r Uoaarvator c&a• 

::ó91D1P g•t&a 11.&t. 1•t •• fUI d•a 

\i9o••t•r di• Un•.a.ch•rhe1t a•r 

B•obacntunv•n un a•r aer R•chnunv•n 

aarall.8 obg•-"•itatan GrCilen. n.cb 

•tr.nq ••t ... t.a.ach•n Pr.a.n~ipian sa 

tritrd1van. • 

,-.J, 



~,1 PwfJpts¡Óp q• Ma~ 

Una ••tr1z es una d1apoaici~n r•ctan9ula:- de nuaeroa. diapueatoa 

•• • ren9J.onaa r n co.luan••• 

EJ•aplo: 

"•J r 
•u •13 

•• ª;¿1 ª;¿~ •2:. ••• ª2n 

• •• º•2 .., ... 
~RXat El. a!aoolo ªiJ denota •l nÚti•ro en el 1-éaiao ran9J.oá 7 en 

~a j-9a1aa coluana d•.1 arrieglo. 

Una aat.r1z Loraada por una •o.la co.lu.ana aa llaaa vector co.lu.ana. 

La. co~uana de orden j d• la aatriz A •• el conjunto ordanado 

aa a e.leaantoa. denotada por A'. 

•' = 

.,, 
•,::j 

.. , 
Uru1 aatriz pueda aar vista coao UD. conjunto de n vectores colu.na 

ae orden •• 

.,, 

.,, 

.. 



. . 
Jt!is1plicac19n pqr ~sce11r.-

El. producto ae un escalar k 7 una .. tr1z A. •• J.a aatri: qu• 

•• obti•n• au.ltiplicando coao el•••nto •• A por •• 

r· .. ªl.: 

º•J 
""11 .. 12 ••1n 

, ... • •21 •22 .,. ... ;:1 ""22 •• 2n 

••• ª•2 . .. ~ .. ... 2 .. ... 
Ku¿s1p&1E'gtpn de Kairtc••·-

~•an A 7 B ••tr1caa taiaa que al nÜ.aro 09 coluanaa da A •• 1gu..l 

al nuaaro óa rangion•• da &. EAtonc:e• al producto da A 7 • •• la aatri• 

co~ •J. a1aao nuaarc aa t1.l.ma da A 7 al a1aao nÚ.aro da coluanaa aa 

S 7 cu70 alaaento an al 1-~a1ao ranglo"n 7 J.a j-:S1.. coluana aa o»tiana 

ault1plicando •.l i-éaiao rang.1..0~ aa A por J.a j-.'aiaa coluana da a • 

.----
•u .,. ª11 : º1j: .bln el! cln 

••• ~ ·- -. 
[•_1;:~::::~~~j.; 1c1 ,; 

!. •• := 
' . ' ' ' .. , ••• ... ' ' Dpn c.,. : DPJ: c., 
L .. • ... 

n 
a onda c1, - .i;, •u .. , 

t;JeapJ..o: 

[: :] [: .:] [-: -:] 
~11 •1j [:~ . ["11 ., • •12 :~ •21 •2.i: .,. ., • ••• .. 



Hatr1c,w• Cu'adadaa.-

. Un• .. t.riz con igual n~ero de renglon•• J' col\.laDaa recih. el 

naabre de -triz: cuadract.. S. dice que una ... triz: cuadrada ea de­

~rd•D Do ai tiene a renglonaa 7 a fil.&9. 

La diagonal principal.. o aimpleaenta i. diagonal. de una .. tria 

cuadrab A• [•1 ~ • ••ta foraada por lo• nÓ.ero• a 11 • •22 • .... •• •na• 

Lai aat.rtz cuadrada de orden n con 1 ea todo• lo• luvarai• de 

lA diagonal. principal. 7 O 911 todo• lo• otro• :1uga.r••• ae u ... -tria: 

-·-.. • -=· .. -"~: 1 :~r 
fottncie de Ma\r1991 Cu•4r1!da1.-

Si A e• una aatria de n)(n 7 k e• un entera pomitt-.o. definlao• •º· ln• .1. "· a2a u. ¡l .. 1i,_21, 1••1 •••• 

Hatr!a Interw•·-

El. elaaento uuJ.dad para aultiplicactC:n de .. tricti• de orden A)(n 

ea ID 7• que AinªInA· A 

PftfJniqltrn, Si para un. ut:riz dada A existe una .. tria denotada por 

""-1 • 1-11 ,. 18 • 

entonce• deciao• 'ltle A •• invertible 7 que A-l •• l• iDY•.1"11• d• A. 

-Para toda aatriz: cuadrada A. 1• inversa A-l axiate •i 7 salo •i 

JAI 'fl. o 

30 



Ejeaplor Bal.111111011 la inv•raa A·l d• i.. -triz 

111 ••cribiaos 
··1 

· de tal for.a 11¡11• 

. -~ -~ 
~ :] ........ ····~·~ •• 7• • 

X • 
• + 2J' 

'· o. 
• •• o 
z + 2• 1 

7 • 

al r•aol,,.r éat• 11i11te- d• •cuaoion•• •• obti•oe .- 2/3. :r- 1/3. 

.... ... r· q 
A-l ~ . 1/3 ~l ~ 

- 1/3 •• 1/J, d• 

Nota: Exi•t•n vario• _.-todoa para •ocoat.rar la 1.nw•rsa A-l d• Wl8 

-tris inv•rtihle A; •a la aivui•nt• cita 11oa· ~aplicado• vario• de 

••to• •~todoa. ( • ) 

p.twrataapS••,-

A todai -tria cuadrada le corr.spond• UD. núa•ra •apmaÍfJ.co. 

u ... do •l d•t•%Winant• de i.. aatri• 1 QUe •• ••orlbal det (l) : 1•1. 

t. d•flnlcJ.O"o d• "d•t•r11iD&Dt• •• 11117 ••teaaa. Par lo tasi.to no• 

referire•o• al libro de Alg•b~a Lto..i, alta blbliowráftoa 15 pag. 33. 

o.ducciC:ri para .i cuo particular dal d!taraiaute da u.a aatrlz l>Cl. 

lt> Arlal IUala.u, Elena JI:. de JU111iun •HAtrie11s, A¡ille11cion- MataÚtieu ao 
Econoala J' Adalni•traci~n•. pp. 35J-390-cita blhllogrÁfica 114. 
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Deduccio'a par• el c•ao particul..r del d•teraiaante de ua• .. triz 
Eje•plo1 

rk·····u 1 ~ l 1 
·o · ... 1 0 1 " 0 rt-l. o 1 

. ºJ 
o 1 

• o 1 
: : ·: -~ : : • fl•l) : -: .i • o _, • • • • o o -· o • • 
OltlO•-l.o •IO •·l o 1 • .... 
0000111 ° 00 • 1- • • • 1·).. 

[ rA O ' 'I r -A . . , li -;-~ !!] ~ ffi -· • y 11-~ ·-~ ! -: ~ : + : ~ • • • • • .. ,. o ... 1 .... 
• l·l o o . ,_, o o l·l • • 1 

-1 • 
•. l 
1 • 
• o 

JJ] . u-~ [--~[.A ¡: ~ ,~I .. 1! -~ · a 1· • ·~ o o +).. • ,.1. o 
O 1-A O 111 1-

-;:~~~1:.:):1 .. ¡: :¡~1¡: º ,.!,J L º • ,:,j º 1-1 º • o • -A '] 
• ¡.) 

•"}..6 - 5/2A
5 + 3¡2)..

4 + ''ª~3 -11111)..2 .+ 1/1& 

15Xl5 • 

' 

. 
Coaoci191Sdo •l det•r.iaante de u.u. .. t.ria pode•o• YttriLicar •i •• o no 
in••rtibl.e. [ 

IAI • o no in .. rtibl• 
IAI ~ o illTltrtibl• 

2 .. 3 let.riae h"P'ÑU·-

Par• •l ••tudio d• J. •plieaciria de l• Genética el. Alg•br• Lineal. . . 
a•c•ait.•o• coaoc•r UIMI de .t.a .. t.rie9• eapeci-1•• 11.._da di•voual .. 

QefiniplÓn dw ff4trlg piwqgnal. 

Ona -t.ria dJagoJUll, •• UA• .. uiz ~dreda •n l• q\19 todo• loa 

•l•••atoa ciue ae •a~•atr.a Luer• de l• diagonal priacipel aOlll c•roa. 

•ato ••• ªJj o 11.1••Pr• que J ~ j .. . - [:". .,, ~ 1- di•lil' (•11 • •22" •••• •na.> 
o "nal 

La aatria 1U!Jdad. que •• d•aot• por I .. 

J2 



.Sl. La. ... tri: l ti•n• n :(11••• entone•• •• pU•d• ••Cribar 111 •.a 

lu~ar de ••cribir I. 

dot.acoa de aoa operac.1.oa•a , 
l.ln• l.l.Aa•da aaicaon. 9U• aso::.• • caa• par de •l~toa x. 7 s •• 

. ' un •~eaento x+y t ~: lo otra i.!.aaada auJ.t1pl1C•Cl.OD qu• asocia a cada 

par a•.eiea•n~oa"x. y t K. un ele•9nto llJ'lK T qua satiatacen laa nue•• 

prop:.ecaae11 dacaa • continuacio'n •• llaaaao CU•6'PO• Daaraaoa J.a pa.lADi:"a 

••calar para da•l.OIW&r un •l•a•ato de IUl cuerpo K • 

SL daa1qnaaos POr K •l coajunto ll 

112gul.antaa propl.ed•a•• sa aat1atacan 

. 
da ~o• niaaaroa r••l••• la• 

l. ~11oc1at1•1aaa d• la auaa 

z • 114:1 ~ tx•y' • z. para toa~ ~.7.z • « 
~- ~i•t•ccia d•i el•••nto nautrai =ero 

x+o • O+r.. para tQGo x~x 

J • .c.xiat•ncia o•l al•••ato aiaátrico 
x+C-x) • o • f-xJ+x. w xcK 

•· Conautatividad a• la suaa 
,. 

5. Asoc1at1vidad •n la aultipl:.caci~a 
X(]":•J • tX7 Jz. ~ x.7.::. L K 

6. ~1st•nci4 del •leaanto unidad 1 
x•1 • i·x. ~ x • ~ 



1. ex1•t•nc1a a•l •l•••nto 1nverao 
xx~l• l • .-•x. V X ~ U t K . •• Conautati.Yidad •D .l• a\Ut1pJ.icacion 

X7 ""' 7X• ••• ' ' K 

•• Ui•tributividad da 1- aultiplicaci~n •• ... i.ciÓn • .la •uaa .. 
x(:r+zJ • x:r.,.xz. sa.ra todo •·7•= t k 

Un ••pac10 V•ctorial conata da un cuarvro K da a•c.l.&raa. o.a ccmju.nto 

no •ac10 V da obj•toa 11.aadoa ••ctor9'a con: 

AJ • • Una oparac1on J..L..._d• ad1c1on qua aaoeia • cada par et. 

v•ctore• u.Y e: V JA auaa u+Y l V aatiafaci•Ddo l.aa aiguiancaa 

. 
- l• aa1c1oa as aaociat1•a u+C•+tfl a tu+•J""! V u.v.• 1 V 

la adición •• coo.au~t1Ya u~•• .... u par• todo u.Y 1 V 

ax.tata 'llA Único wacto.r an v. aaaoUdo por O 7 l.laaado Yacto.r 
nUl.o tal qu• u.+o u • u e: V 

- para todo vector u. e: V axiata u.a vactor aa v. danot.ao 
por -u para el cuaJ. u+( -u1 • O 

81 Una Operación lj..a .. d& ault1pJ.icac1:n por ••calar qua asoc1• 

• c.ad.11 ••cal.u . .tc:K 7 a cada vector uc:V un proaucto ka. 

aatiafac1ando laa aigulaataa propladaaaa1 

- lu • u para toao uc:V 

- <•1~Ju • • 1 <•2u1 para toao u1V 7 .t1 .a2 1 K 

- •(u+•J •CU+•• para todo u.wlV 7 •a« 

- (a1+k2 1u • a1 u?•2u para todo u'V• t 1a 2tV 



r 

:Saa '1(:\) UQ eapac10 vector1a1 7 W ~ su.aconJunto ae v. ~upong-oa 

que ~ aat1•tace la• •iVU1•nt•• cona1c1onaa: 

C•I a1 u.v l w •ntoacea a+• l w 

(bJ •1 • l W J' • r ~. antonca• ••tW 

Uitonoea W •• un espacio vectorial aobr9 K J'• que para 11: • O ea 

l•I• ootaneaoa que Ocw. • para 11:• -1 la a~iraaci~a (~) no• d&ce 

vu• -u11:w pare toa.o u1N. ·La• otras propiedad•• del e•pacio ••ctor1al 

aon •~i1csaa para W por nerenc1a r• qua aon •~idea .-r• v. zie dic. 

que W •• un aUbe•pacio de VCKJ. 

. . 
0.t.:.n&cion. W un aubcoaj11111-

to no vacio da V. ~1 W to~ un espacio Y8ctoriaJ. 
en reiac1Ón a J.•• operaciones da V oactaoa Qua 
WCKJ •• UD aapacio .-ctor1al da VIKJ. 

ar¡uauoa •actorea .• 1. •a aoa J.1naaJ.a911te Ua1J9nd1anta• a:a. •x1at•a 

a1aaen-co• .a A.. • • • • ll:n r Y. no toaoa nUJ.oa calea que 

~1 no ex1atan tLL•• nuaaro• entooc•a dac1aoa qua tv1 • •••• • 0 1 •• 

iineal••nt• indmpendi•nt• á qu• •~·,•••••a aoa l1naa1••nta 

ina•pmnd1entea • 

. 
1Jet1n1e19n Q• Bel• 

On• Da•• ~· "D. •spwcio v•ctoria.l V(KJ •s llD conjunto de •actorea 

lin•ai•ent• 1nd•P9ndtant•• que V•n•rian VC~J • 

•• 



• 

·~ea Vt~J un e•p•c10 V•Ct.Dr1LL con una Da•• a•d• l•~·v2 , •ni• . 
caaa •rect:>r v t V (IO ¡iueci• aer escri. to d• a:>do Wlico 

+ 

. 
son 11• .. do• coordenao.a de·• en r9l•cioD a i. ta.•• 

a 7 la aatri: coluaoa 

[~ 
•• la &&tri:: coordeudal de v en relAció'n a .la ~-- 1. 

2.S AQ$DfAlpr T AytptPJttar de U11.e tle\J11 

Zean VtMJ 7 W(K) doa espac1oa vectarialea 

'Jna tr•nafonac.io~n lin•a.l. •• wu1 .función T;V(KJ- WCK) 9",¡• 

asocia a C'aU \"actor •tV~KJ Wl vec'tor TtUJUflKJ Ntia.facien.do laa 

aivuientea propiadadea: 

l'(kuJ 

l'(aJ + TlvJ. para todo u.v t V(IO 

•TCu1 •. para todo -tK 7 todo • t VfKJ 

Utai función T:V(KJ~ W(KJ •• una tranaformaci~n lin~al. a! 7 

aÓlaaer:ite :1.{ 

T(Jtu-tv) ~k'.ffu) + T(v) para todo u. v t V(KJ 7 ktK 



El conjunto de tod•a la• transfo~cion•s lin•a.1•• de V(KJ en 

W(K). junto con l• •u•• T aul.tiplicaci~n esca.lar e• W1 e•pacio 

vectori•l sobr• el cuerpo K. 

El espacio vector1•l Ce tod•s 1•• t.ransforaaciones lin•.al•• de 

V en W aobre un •iaao cuerpo K •• dMnotado u•ualaenta por L(V, WJ. 

Sea V(KJ un e•pacio vectorial de diaan•iÓn finita 7 TtL(V, VJ. 

Supong .. o• qua v · •• un •actor no nu.io de V Uil que 

TfvJ a >..v 

parn olg~n escalar~ 1 J.:. Entonces nl escalar .l.. le llamo111os 

valor caracter!stico (~ autovolor) y n v le lla•nmon vector 

cnractar{sttco (Ó outovcctor do T) correapondtonte nl vnlor 

cnracterlatico de :l.. 

El conjunto de todo• lo• vector.•.caractar!aticoa aaoci~oa 

al valor caracter!•tico A • denotado por Va.• •• lla-.do aa..,.oto 

caracter!atico ••ociado • ). • 

Si AtHMn ( KJ. A 1: K •• un •alor caracterlatico de A ai para 

algún vactor lcoluana) no nulo X 1 X", 

clJ 

Deciaos en asta caso qua X as el vector c-.racterlstico (eiganvalor 

valor prop10 o autovalor d• la -t~i= AJ. de A .. oc.l¡.do a ).. • 

Si A• ancontr.aoa lo• val.orea caractarlaticoa 

de A. 

Bu•c•aos un es cal.ar )... 1' un ~ctor no nulo X• [;] tal•• qua: AJ( • A X 

t J [:J A[:J 
" 



tal ecuac1qn •atr1ci&l es equivalente &J. siate ... : f X+,, ... X [' 1- ) X + Zy o 
o 

X + 27• X lx + (2- )7 o 

Un ai•t•.. boa09éDeo poa.. una •Oluci~n no tri•ial a! 7 aÓl.aaente 

a! •l.datar11inante da la aatris de loa coeficiente••• o. 

1
1-• • , 
> z.).. 

Loa valora• caractar!aticoa da A aon ).1 ... 4 T l..2 .. -1 

Si A~ (TJ 8 1 X• {v) 8 son lAa repreaantacionea aatricialea 

del. opmrador lineal T del •actor • ~ V.(I(). en relacid'n • una hall .. 

dada 8• 1•1 • •z• •·•• •a } de V(K). entone•• encontrar loa valorea 

caracter{aticoa de T. •• decir, reaol••r la acu.aci~n ••ctorial. 

T(Y) A. Y 

ea equivalente a reaolvar la acuaciJn .. tricial 

(l) 

Si •• escoja una Adad.a, entonces cual.quiera X que aatiaíaga • 

(11 debe satisfacer al conJu.nto de n ecuacioaea lineal.ea hoaov:nBaa. 

con n incÓqnitaa. descrito en (2). 

Exiat1rá una aolucio~ X'O para la ac:uaciÓn (2) a{ 7 ~Óla al 
IA-.UI• O 

30 



1' 

Al polinoaio de vrado n aobre el cuerpo K 

•11-).. •12 •1. 

•21 •2:.-::l •2. 

f().Ja IA-.).J:nf• 

•.2 
•• le llaaa polinoaio earacteriatioo da A (7 da TJ. 

A la •cuacion f(A)• /A-J.ln/• O •• la 11• .. ac::u.cio'n 

caracter!atica da A (7 da TJ. Loa ."&lora• c~actar!aticoa d• A (7 

d• TJ aon laa ra!caa da f(.\.)• o. a• decir. loa aac..i.r.. l.1 ~•• 

qua f().1 J• O 

Loa V9Ctor•a X r' O c¡ua aatiaf'•C9a. la aC"Uacioo AX •AX aoa 

llaaadoa autovactoraa (vactoraa caractarfaticoa. aig•avaotoraa. 

vectoraa propio•) da la .. tria A corraapondiantaa &l. autovalor;l... 

Unai va: ancontradoa lo~ autovaloraa a Pa.t'ti.r del •i•t•.. AX•)JC. 

par• cada autovalor encontrado A•• encuantra un conjunto aoluciÓn 

del siateaa (A-AIJX• o. 11 ... cto S?-• 

El aiguiaote paao a ·a99Qir ea encontrar "1l.A ~•• para tal. oonj"onto 

aolución. 7 eato noa da a.n cooju.n.to da vector.a line&l.aent• 

independieat•• aaoci•do• al ••cal.Ar). D.111 co.11ijiuito liualaet.. ind• ... dian" • 

•utov•ctorti• ••oci•do• • l• ••triz A •• eatoaa.• S- US.i• doadeA •• 

un autov.ior de A. 

En el ejeaplo anterior obtuviaoa A 1• 4 A2• -1 

aubstitUJ"•ado >.. 1 .. 4 ea el •i•t•- (A-4IJX• O 'teaeaoa 



[->~ • 27• o 

3x-21rO 

o aiaploaente lx - 2r O 

Entonces. el conjunto aoiuci~n es 

(x. l/2x) I x t JI ) 

' Por lo tanto una be•• para eata conjunto aoluclon •• al vector 

[:] 
la cual ••t~ foraada por UD autovactor aaociado al valor proplaX1•t. 

T cualquier otro vector propio aaociado a )..1 • 4 •• Wl aÚl.tiplo da 

2. 3 ~ 

Subatltureodo ).2• -1 an al aiataaa (A-(-l)l)X• O tanaaoa 

fz· .... o 

~x+2r•O 
' o aiaplaaanta x + r • O 

Entoncaa al conjunto aoluciáD aa 

s":. • 1 I•· -•> / • ' 11 J 

Una baaa para Jata conjunto aoluciÓn ea al vector 

la cua.1 aat.t foraada por un autovector .. ociado al val.ar propio 

~z• -1 7 cualqu1er otro vector propio aaoclado a A.z• -1 •• un 

a&ltlplo da lo -1 J. 

ConcluaiJ'n 1 
[

fz] [ ']} ea un conjunto L. I. b ' -1 

•• 



••.·::i• aai:ri::: A E Hn..,nCJ.'J ea dl.•9onall.:110.1e sl. 7 :1olaaente a:. A 

~.:.-•eo• n Yec1;.:or•a1 =.iractll'l.0!st1co.s lintta!aent• inaep11naien-:••· 

:!n eat.e c•so 1u . .).. ••••• ·;,!l son J.os v-..!orc.-a caraC'tert'stiCos cie 

A 

;l¡ o 

o ;i., 

: .. ii-lAM • 

o o ;i.. 

~; y só~aasnt• st la i-:3i~• coluana d~ la aa~iz dta9cina~izaut• h 

ea u.~ aut~vaa-:or ce A c~r~qspona1ente al vaior c~ac-:er!aticoiLiº 

in ~ • .:!. •••• n 

• •• • A n :ion loa ••lcires 

A~aHL podeaos 1•ua1~r los correaponaion-:~• vactc:11s coluana de cada 

laCc dd l• Ülti:a ;9~alcad 1 -=~ndre~os; 



.;,p qiJ.t" •Ue-at2·• ql.le M.o. e2 un vector c111.r.11ctert:s":ico de lt. co1.·reaponc.:i.11n.t• 

.tl .,.:.. ... :: .:-11:-111..:•":e-r!s't.i.Co -\. CoAo ti c:J ir.vort:.=le. sua r:oluana:, e:1 

ci.~c1r, ~.)a .a•.Jtov11ctorea óa A. son .i...l. 

s~penoaaos ahor.111 qi.:11 Ir. tl.e:ie n '-'•=torea C"•r.a.ct11r!aticos H1 ••••• n= 

~.:i.nesl11en":• independ1en":aa. Aa! ex1oten 11sc•!&r11a >..1 , •••• ~ t•1•s 

••• 

Del1n1enao ;¡ .:oc.o l• ~.ctri: CUJA.s c':lluans• 11.l)h ... oa vectcres 

~~racterlrticoa de A tenC:aaoa AffttOH. aonde 

O• 

o 

Q 

o 

1 h es ~n~ aa":rl.: invcr":ible 7~ ~u11 .sus vac~~=~~ c~~u~n• ~cr. L.;. 

A.ti.. !i~!AU"' J) ; ;;:::r ~o tar.'to A ea. diai;a~11.ll:•ble." i• i 

encor.~r•r •utoval~rea y autovact~r••• es d1.•9onali:abl• sa que paae• 

jos veC"torea características 

[-,'J ' ['1 ~ J...1 ~u• ~on linealmente !ndep11na!entea. 

es la catri: cur•• coluanaa aon loa vectarea 



¡-

• ¡; 

t~i: .. ¡.sf:P jp~2.Ww~¡:af• 

Vna •Dt~~= cuaaradn :->-!~1 ,; ~s •s~ocas~ica •i c~C• una d• BUD 

=!!as •s un v'c~er Q• prooan~-i~na. 

•tin \'ector no nu~-.> u .rfl :ln pi.:nt>:t .t1;::. ce un• aai:o.·i= ci:acir•tJa A ::-1 

i:. ~•r:a•n•ce t':!.jo • .l.••• n>:t caalu.a c':l~ndo a• •Ultipl.1.cft ·por A 

tln• r • .;iaona ci• l'!'aclrov es una sec;uene1a Ce exper!avntaa reali:::ado• 

on un •l•t••• X con ~•a si9u1entos pr>:tpi•daaea. 



!~c.u~~•~os Sl.Sz···•~n y el resu.~uca de c~d• •~per~•enta de~9nce 

Qu s1 X c&Zlh1a Ó no A un nue?~ es~•Co del conJunto 1~ 1 .~1 ••••• sn,• 

=:.;,. 11~:.-:;e:u. ;s.;'.lo pueC" caab!ar. a• un ostad::i .S.:.. .s oo;ro .S; Jli oe •tectú, 

un uv.pe:i••n'to. 

- ~~ proo&!>ll~dad a• caabiar del •1ateas oeJ.. cataaa ~i .~ Sj depende 

J'n~caaente de 5j 7 $i' en el. estac.:. del s1a'taaa en el aoaento oel 

axperieento. s~~a probabilidad s• denota coao ~ij• 

L:>t\ n~at1ro• P¡j se J.la••n probabilJ.dadea de tro1nsJ..ciori T pu11aen 

or~•n~:ar>• en una to:sa a• 1U11~ri: 

s, 

s, [" s, P:;?l 

p • 

" .. , r. 

.:oluana sea J.. 

S1 Sn 

'"-"] ;l;::!.'"Pi:a 

. . . 
P1:11•••0ln:s 

. 
~rJon>•i:"!..).''lo 

~..it.l.f. Si P e~ un~ aa~r1: r•aul•r d~ transi~i~n ~r.tonces 

ja) :.ar: pot:"Bnc.i.ao P" :u1 11prc.xi:io11n "' una 11atri: O {caca r11:119lon 

.::i.• U •• un pU..,'tD fi~o u e.e l• aa'tr.::.: ?1. 

1~) CACA ren9lÓc de U es el 01~•~ v~c'::or de proiwl~1l!cad u • 

•• 



- s:. . 
F' 111s u:u• ao:.r:.: rugulAr ce t1·an.!i:.c101 .. 

~o: lu anterior entQnce~ 

i .:a• s ... :> 0:1 c.i1.1:.u¡UJ..or vec:.or aa pr.=obt.cil.:.dr.c _.p::J a.a a¡:rc.xic~ 

• u. 

de P .. 

~- • Si P •:. ~r.a 11-lo":.:.•1: r.,.ru!.01· óe tr.a.a11t.c-.~n. entonce• 

1 :.: P -:.ivn11 un iÍniee \"ec-:cr d1r proll11biliaaa f;;.je> A. y los 

::011pon•nt'ft:1 cer A aon t1;,do1t poa1tivoa. 

1i1 ñ~! ?n•T cona• ceca ren9ltn de T •• un v•c~or fijo de A. 

t J) G .. 1. e11 ':lD •.1ec~or ce pr0Dai::11.lid•c; •nt;c-ncea lia y_pr..,.1r, ... . 
Este ~eoreaa •~•Atr• c;ue •1 ? es una ••tri: ae tranuic1on re~~lar, 

u::r.to:u:e~ 4 .::.a !:..rv• ( 11• .... ~. ld. prca11:H.lidaó de que cu.al.quier e11":.ado 

Sj ~cur:•.•• •~rnxl~•c•11unt• i'1U•l ~~ coapan•nte al del v~c~or de 

;11·00•!.ii .. idao !1 ji;, A dr:t i', 

•• Jn 11stono ;ij aa un ~reC'111so .:e Haricav :111 l.liia .. abao:vect• a.:. 0;r:, 

;roc••o se A•Dti•n• un ~a estad~ aoa v•: cou• en-:.ra •n ,l • 

. •• 



~Tu pulpa ha de vivir en ai cuerpo. 

1 las se•ill•• de tu aañana flor•cer;á.n 

1ta al corazoa. 

Y tu fragan.cia •erá ai aliento. 

Y gozareao• junto• ea lea e•tacionea de 

la al:•ra.idad: 
Kh•li1 Gibran 

A p L X e A e z o N 

. o:E:r..... 

ALGEBRA L X N E A L 

A LA 

G E N E T X C: A 

• 



l?LANT.EAHIENTO DEL MODELO 

EStr cepf tulo eat: enfocado • un• •Pliceci~n del •lv•br• lineal. 

• l• 9en~tic•. Pod••oa ob•erv•r que ese. apliceci~n. taabie~ pueda 

explicarse d•sd• el punto de viste de C.denaa d• Harkov. coao 

coaent•reaoa •n una aplic•ci~n. 

Va•oa a utilizer un •odelo aate~tico •pli~do • le gen~tie&. 

Hediante ••t• •odelo encontrereaos ecuacionea Vil• nos P9raitir.:n 

deterainar l• diatrihuci~n • trew~• del ti••PO de lea di•tiac.a 

estructura• gen~tic•• que utilizareaoa. 

En l•• •pliceciones 9ue •• present.arán. tre~jareaos con l• 

herencia aendeliena aieple de l••- doa fo.-...a que coao Yiaoa en el 

cep!tulo uno. aon la herencia eutoa~ai~ 7 la herencia li~da •l aexo. 

En el caso de la herencia euto•~aica utilizareaos el aodelo aplicado 

•n la agriC\lltura 7 taabi~n • loa .. rea huaari.oa. 

Por otro ledo •n el caso de la heranaie ligada al e•xo. 

'util1zareaoa el aodelo aplicado a parejas de eachoa 7 he#hres (tabla 

J.JJ. Esto lo hareaoa ea! puesto que cuando•• eatudia el croaoaoae 

r. que Ún1ceaente •• encuentre en loa noabrea. solaeente •• conoce 

le !nforaaci~n relativa a le existencia de un ven tipo a Ó A. 1 con 

••ta sola 1nforaeciÓn no ea posible" deterainer cuando un aecho ea 

h!hrido. 

IAs siguiente• t~le• presentan le diatribucio"'a de loa genotipos 

poaihlea en loa deacendient••• partiendo de toda.a laa coabineciones 

poaiblea de loa genotipos de loa padrea. 
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Uenot~po aa ~o• SM1draa 

AA-AA AA·• ..... A.11•11.a ..... s•-&a 

Genotipo AA 1 • u • . -
de 1011 .. o • l .. • o 
111,oa ~ o o o .. • 1 

T•bl.a J.l 

~tipa Cll! ~> PICl&11S lhe•• ucn1 

1A,U1 iA.!.11 1A.u1l11,(Lt,¡ 1•.A.i ra.111o1 

Ga:iol::po 1 A l • o 1 .. o 
•• i • o • l o • l , .. -- . . " " -e .. D .. l 1 .. o biJOa r 

~ o o o o • • • 

Gttnotipo• d• 1oa pedr•a 
11\,*iol.1 {A.Mi 1Ü.f.ll 11.u. ¡,,y¡ , .... , 

G•notJpoa ..... 1 • o o o o 

··~ 
(A.Ali o • o 1 • o 

p&r•j•• (1,u! D o o o • o 
ia.11.A: o .. o o u • •• h,,,. o • 1 o • " hijoa 
lloMil o o o o .. i 

Tabla 3.3 

•• 



La. t•bla J.l ae •plic• a los casos de ¡a herencia autosÓaica,' 

aientras que la tabla J.J se •plica a los casos de la herencia ligad• 

al sexo. La ta~la J.2 no se aplica al aodelo pero la aenciono porque 

de ~h! obteneaos 1• J.J. 

Para eap•aar a construir el aodalo debeaoa eapecificar coao 

eapie:a el proceao. 

Co•o priaar paso deberaaoa•encontrar una diatribuciC:n inicial 

da g•notipoa. S• considera una a•cu•ncia de experiaentoa finita y 

un nÚaero de posibilidades para cada axperiaento. 

Sea X la diatribuci¿n de genotipo• que •atudiareaoa. Lo que 

quereaoa encontrar as xª. que ea una distribucio'n de genotipos en 

la n-~siaa generaci¿n. Supondremos que: 

(l) 

donde. xn•l ea l• diatrihuciÓn anterior e l.a n-~ai .. .,.aeracio"a 7 

' A ea una ••tria nxn obtenida d• la tabla J.l ai •• herencia autoaoaica 

y de la J.J. al ea herencia ligada al aaxo. 

Llaaareaoa por 1 

el coaj11nto de f'raaciOIMI• de loa veaotipoa reaul.tantea en .1a n-eÍii .. 

generaci¿n 7 por1 • 0 • h 0 • ºo• •••• f'0 

el conjunto de f'raccionaa de ganotipoa de le genaraoiÓa inicial • 

. •.. [1:] 
Adaaáa ccao aabeaoa •a• bn• •••• f 8 aon valorea pro~ilÍaticoa VU• 

agotan todaa lea poaibilidadea en C\lAli¡uiar ganaraci~n. por.lo-tanto-

•• 



Por otro l•do de!inire•oa • lo• ••c•l•re• probaJ>il!sticoa aac•doa 

de l•• t•bl•• J.1 7 J.J con letra• 9ri99•• ••• •.· "•• 15•• l·.• •• 

. 
d• que •• produzc• un genotipo d•terminado. podreao• plantear a traY•• 

d• laa t-.bl.aa anterior••: 

Escribiendo Jste conjunto de •cu•cionea en fora• aatr.icial tendraaoa1 

•• •1 •1 '1 •1 •n-1 

•• •• •• '• •• bn-1 c. ., . , ., ., cn-1 

'• •• 16 "6 . .. •• fn-1 

o x" •A xza-l tal coao hablaaoa planteado en (1) 

Usando el concepto de potencia da aatr!c•a podsaoa ••tabl•car 

qua. ai austitu!aoa valore• da n an x" • AX"-1 obtanaao• laa 

••• 



ecuaéionesi x1 • AXu. x 2 • AX 1 = A2x 0 • x 3 •AX¿ .. A3x 0 , etc. Por 

lo que en 9eneral se obtiene: xn • AnXO (2) 

Si pode•o• encontrar una expresión explícita para A", podre•os 

aplicar la ecuación (2) r obtener una expresioñ explÍcita par• xn. 

Para encontrar la expreaiÓn expllcita de An, supondremos que 

la matriz A es diogonelizoble, o sea trabajaremos con uno 

matriz de la forma A• HDH-l , donde H es una motriz invertible 

J D una matriz diagonal. 

5n cons•cuencia podr••os obten•r: 

A2 "' HDIDH-l 

A2 .. HD2H-l 

o ••• 

d• l• •isa• ••ner• sera; 

HD~H-l HDM-l 

HDJH-l 

r 9enerali:ando obt•neaos: 

An a HDn-lH-1 MDH-1 

donda O J H son: 

,.1ºº o 
o ~ o o 

D • o o .,.,, o 

o o o ···~ 

., 

o ••• 

o ••• 
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donde !os ').
1

• i 1.2.J ...... 6 son loa v•lore• propios 

corraapondi•nt•• a la aatriz A ~ 

H • 

dond• los vi. i a 1. 2. 3. 

corr•spondientes a l.a .. triz A. 

. . ........ 
i v. J 

6 aon loa V•ctor•• propio• 

Con el procedi•iento qu• •• •ueatra a continuación. ae •ncuantran 

los valor•• proploa correspondientes a la .. tria A. 

Co•o aabeaoa, por definición de autovalor 

AX • A.X (4) 

de ••ta ••nera podeaoa .. criblr 

., • . n •• 
•2 b. 

·:>.. 
b. 

ºn º• 

•• f . • '• 
por (41 sera 

AX-'Axa o 

lo cual noa peralte obtener el aiat ... 

CA-').I) X o 

,., - ').,) •• + •• •• + '1 º• + + •1 fn o 

•2 •a·+ '"2 -').,) b. + '2 º• + + •2 fn o 
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Del sistema anterior obten••o• el polino•io ceracterÍatico de A que ea: 

ª1 -'). ., r, •1 ., 82-A r, ., 
(51 

., •• r, 86-).. 

Igualando f5) • cero obt•ne•o• la ecuaci¿n car•cter!stica cupae raíces 

nos darin loa valorea )..i. i• 1. 2. J, ••• , 6 o sea los valor•• propios 

Ahora buaque•o• loa vectores propio• correspondientes a la aatriz 

•• 
Par• ello sustitu7a•oa 

';>.."" ~i en el aiat11aa IA - ~I )X • O 

conjunto solución S~ haciendo: 

116 ªn • 86 bn • "6 en ....... 186 - )..i) 1 n .. o 
para tod.. 1• l. 2, J, •••• 6 

Pnrn SA. se deteri11ino una boae V1 
l 

' que estora formado do 

outovectorea, con estos se formo lo matriz H, 

't•ndre•oa que1 

[ 
: ' ; ~[:>..~o ... ºJ[ ' ' ' ]"'¡·1 1 1 1 ...n • 1 1 1 

1 º"1.···º 1 1 1 o •,¡·,¡···¡·· o;· ... ·• •1¡•2¡···¡·· ~· 
, 1 • o o ••• ~ , 1 1 o 
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r. 

R••olvi•ndo,eate producto de aatric•• llegar••O• • ecuacion•• vu• 

~erán laa foraulaa ••pllcitaa qua proporcionaráa. laa fraccione• d• 
• loa genotipo• d• la• generacione• de orden n, expreaada• en fu.ncion 

de lea fraccionea de loa genotipoa inicial••· Coao el nÓearo d• 

gab9reoionaa. o aea n, va creciendo con al tiaapo aplio-.ndo ll•ltea 

pare D•• pod.raaoa predecir a que tienden. en cada caao, l.oa walona 

da •o• ba! º•' '"n· 

•• 



APL::C:CAC::C:ONES 

A.- Hodglo 1plic1do a 11 hergnci1 au101Ó1ica. 

Veaaos coao •• aplica el aodelo a l• herencia autosÓaica en la 

agricultura. De la tabla 3.1 (ver pag.~8)podcmon sQCnr nlgunQS aQtrlccs 

cuadradas. Todaa ella• diagonalizables. 

Ejeaplo 1.- Supongaaos que un agricultor tiene una gran pobl1ciÓn 

de plantas con una cierta distribución de loa posibles tipo• de 

El agricultor desea iniciar un programa de cultivos en el cual 

todaa l~s plantas de la población aaan fecundadas por una planta de 

genotipo •Aa•1 7a que considera que dicha fecundaciÓ~ aejorará da 

aanera considerable la especie en dicho prograaa de cultivo. 

Anali=areaoa cual será la fÓraula de la diatr~buciÓn de lo• tres 

posibles tipos de genotipos de la población. deapu9a de un cierto 

nJaero de generaciones • ... ; 
ªn• fraccio'n de plantas del genotipo •AA• que ha7 en la n-ésiaa 

generacion • 

•n• 
. 

fraccion de planta• del genotipo •Aa• qUe ha7 en la n-aaiaa 

v•n•r•ci,;n. 

ºn• fracci~n da plantas del genotipo •aa• qUe ha7 en la n-:aiaa 

Usando el aodelo. coao consecuencia de la tabla l.l (toaando 

en cuenta nada aas las coluanaa donde queda el genotipo •Aa•Ji 

l AA¡¡· r1¡· 'L" 
li!!;.i11t-J M ; "'"' •• 

" 
•• 



deter•in.•o• l• di•tribuciÓn d• los 9enotipoa en cada v•n•r•ciÓn. 

• partir d• la di•tribuci&n •n la v•n•raciÓn anterior. Ta•bién pod•~o• 

deter•inarla a partir d• •l 

Ad obt•n••o• •1 •i'IJUi•nt• •i•t•.,. 

•n 

bo 

ºn 

. .., •n-1 

• 
•• 

..... 
b:1-\' 

. 
o 

+ 

• 

d• •cuacion••: 

• bn-• 

• bn-t • "' cn-1 

• en-• 

Eap•c••o• bu•cando lo• valor•• propio• 1 lo• vector•• propio• 

correapondiente• a la aacria A: 

• 

!>e ah! obt•n••o• ei ~i•t•aa (A-).J) X o. que •• 

lh-').)an+'-bn~o 

h•n + (ti - ").. )bn + l'I º.::i .. o 

-bn + (l'I - ~)en • O 

•• 



•-). 

• 
o 

• 
•-'.h 
• 

o 

• •-). 
-)..3 + J/2 '),.2 - l/2A, 

.t. ecueciÓn ceract•r.latica •• ).. 3 - 3/2 ).2 .+ 1/2.A.• O 

ó ").J).2 - l/2A+ 112> • o 

Loa valor•• propio• aoa: 

) /2 

(J/2 

/ 
+ 1/2) / 2 • l • A.z 

).,i D (J/2± -J9¡4 - 4 Cl/2J . 
"'(3/2 - l/2) / 2 • • • ~ 

Ahora P••••o• al cálculo de loa vector•• caracterfaticoa1 aubatitu7•ndo 

A• ~l •O en el •i•teaa CA - ~?) X• o. t•neaoa; 

••• + ""• o 

••• + ••• + • •• o 

••• + ••• o 

cu70 conjunto solución •• 

[ -~ l 
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SustitUJendo ~ .. ).2 .. 1 en el siate•• (A -'XI) X ,. O ~en••O• 

••n •b. o 

••• •b. + 'º• o 

•en •bn o 

CUJO conjunto solución .. 
Una base para este conjunto soluci~n ••tá foraado por •l •ector; 

Y sustituyendo ).. .. >.:¡ .. l/i en el ai•t••• (A - AI) X • O teneaos 

El conjunto soluciOn es1 

••• 
•b. 

o 

Una base para este conjunto 11oluc1Jn aaU: foraado por el vector 

[. _: ] 
Considerando que loa autovectore• v 1 , v2 •• v3 • correapondientea 

a los autovalore• )..1 • "2• ~· aon 

•• 



v; • [-: J, ., . [ _: ] 
Sabe•o• que A ea diagonalizable 7• que poaee J valorea caracter!•tico• 

diatintoa. siendo que •l orden de A •• 3. 

podaaos escribir: 

D " [:l ~2 ~} [: : : ] 
7 

[• + •<">" • 
.., + .,,.,,n • 
" + '11( 'llJª • 

• - "<•>" J 
., + (-i,) <">" 
.. + (-lli)(l'IJº [::] 

•• 



[" C• 

e• 

111ntoncea: 

•n .. "•o 
•n .. ••o 
ºn • "ªo 

c:o1110 •o + i:,0 

ecuaciones a: 

•n 

•n 
ºn 

• l'i(l'))n ••o • ••o • ,. - i,¡i,J" 

'º• l • "''"'>" ••o • ••• • .. - i'JI"'>" 'ºo 
• ..,,..,,n l•o ••o ,. - 11(1'lln 'ºo 

• to,p.,J"•o • ••o 'ºo i,(l')J"co 

• l'l(l'iJ"ao • • •• • ••o l'il"ll>"c0 

"''"''"ªo • ••o • ••o l'lll'iJ"co 

l. podeaoa reducir nuestro aiatea• de 

•• e 1/:?.ln+l C•o - º•' • • {l/2)ni-l l•o - c 0 1 

• • 11/2Jn+l l•o - c 0 J 

~as ecuecionea anteriores aon f~r•ulaa explÍcitea que proporcionan 

las fraccionea de los v•not1pos de la 9eneraciÓn de plantas óe arden 

n. expresadas en func1Ón de las fraccion•s de loa 9enotipoa iniciales. 

Usando un teorea• de Cálculo que se refiere a l!•it•• al infinito 

que dices Si n es cu•lquier •ntero positivo. entone••: 

al IT 1 < l 

En con traaoa 1 

•o 

" 



lb • • (a, 1n+l <•o -coJ • .... 
li• • • 1.,,n·•'l •o - CQ) • 
n-

lia • • C"Jn+l l•o -coJ • -
Con esto conclulaos que: 

Con este reaultedo podeaoa predecir que aieapre que el orden n de 

le generación correspondiente ae• c~d• V•% aáa grand•. la aitad de 

la poblacio"n tendrá' el genotipo·Aa. 7 h•bre'une cuarta parte da plantas 

de genotipo AA T otra cuarta parte de plantas del genotipo ••· 

Recordando las definiciones del capitulo 1. veaoa qua en la . . 
estructura genetica del organiaao. la aitad de la poblacion sera 

homocigote. dividi~ndoae una cuarta parte del tipo AA 7 l• otra cuarta 

~arte del tipo ••· La otra parte de le poblaci¿n ser: heterocigota. 

Aunque tangaaoa este tipo de resultado a• debe recordar 'ZU• el feno"aeno 

se puede ver afectado por condicion•• del eedio •ablente. Pode•o• 

obaerv•r que cuando •l orden n de l• gene.racion corr~spona19nte seG 

=nó~ Ve% e3o granae hllbr,: una cuart• parte de .:ate tlpo de genotipo. 

Sin embargo sar!• 1nteraaa.ate var coao aa daaarrol..la .:ste exporiaento 

en l• pra~tic• pa.r• var coao influ7e al •&dio .ablente en el fenotipo. 

Veaaoa • que raaultado ll.1tQ .. oa con un• aplic•cio9r. igual • l• 

anterior ca-.biADdo el pragra .. de cultivo por otra • 

. , 
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Eie•plo :!:.-, ~uponqaaos ahor• que al. .;ii9rlcultor aesaa nacer au proqrw 

' de ~lt1YOB bajo e.:. aupuasto da 'lUe tocias .las plan~s d• la pobl.acJ.on . ' 
scro!Ul fecundadas por una pl~ta del. qanot1po AA. Decide n.c•r ••t• 
i:ir~ra- ae cul.t1vo F41 que piensa qU• las planwa qu• aon del 9snotípo 

AA aon de aejor calidad.. va .. oa cu..l. aer~ .la 1Óraul.a ae di•tribuc1~n 

oe loa tres poaialea tl.PG• da qanot1pos de i. poblacio~ .. en la 

qen•racio"n •n• .. De la tAbla fJ.lJ podaeoa d•t•r•1~ar la diatr1buo1o"n 

de l.oa v•not1pca en cada qanaració'n to-ndo en cuenta nada aáe .la 

priaera. aequnC.. y tercera coluan&9 donae aparece una pl&nta con 

11onot1po AA .. 

~j:!J!'(¡ 

Li 
f;;(k. 

M 
¡¡ .. 

u .. 

Otra vez podaaoa aatarainar la ciatr1~ucia'n oa los genotipos a travea 

' oe un a1aqr ... da ~anc1s1an: 

' La distribuc1on da ioa 9enotipoa ea: 

•• 



•• •a-J. • ".ibn~l 

•• tUin-l + 0 n-l 

º• o 

Etectuo11nao el ain•o procttd.1aiento que en el oje•Plo ~terior 

obteneaos 

Entonc•a; 

•o • ªo + C'o - l~Jnbo 
(t'.l:Jªho + (iitJn-.Jco 

o 

•a 1 - fttJªbo - (ltJa-1º0 

bn c-Jªbo .• ,~,n-lºo 

º• o 

Estas ecuaciones proporcion.!Ul l•• fraccionas de loa ~enotipos da 

la generacioft de pl.vlta~ de orden n, expresadas en fu.ncicin da la• 

fraccione• de loa genotipos iniciales. 



1ºoaando lÍ•ito. cuando n t.!enae al. ief:inito. podo•os concluir que: 

•• 
"n ·­.. o 

o 

Coa este renultado nos pode•oa diu- cuenta que al caab1a.r ei pr09r ... 

de cul.tivo por .i.a fecundación de plantas con una planta del genotipo 

hA oatene•oa que a •eaida que n crece. las planta~ oe lA poblacio'n 

tondoran a ser ael qonotipo AA. Esto es. a iarqo plazo. el aqricul.tor 

tendr~ puras piantas Gel genotipo AA. 

Proaento otro tipo de u1eaplo de la •iaaa ap.L1cac1on. 7• que considero 

que el resultaao ael experiaento es 1ntere~ante. 

~jeaplo J.- Supongaaos ahora que el aqricultor nace la sivu1ent• 

aoa1t1cac1cin a su dxper1aonto. Estacl•ce qu• cada pl.!Ulta de la 

' pobla.cion :sea :tort1.1.1:::.,aa s.::.o~pre can una p.J.anta oo su propio qeoo~.i.po. 

H~c1ondo e~~o tipa de cultivo voaaos que es lo que sucede en ~a 

Usando l• priaera. cuarta 7 noxt• col1111oa da la tabla (l.l) 

' obtcno•os la a1str1bocion ae los veootipoa ao cadA 9eoerac100 

•2."i'.•i!i"A 

" ihS li!~~ •• 

•• 

....... ,.,.,,., .. •;;:¡.-.<::.>U\~'<: .... ..... u·u 

' 



TA&!Ji~n poda•os obtener la d1str1aucio'n de los v•notipoa con •l 

t. diatriauciJn d• los ganotipoa de l•• plan~ ea: 

"n = "'n-l lilbn-l 

bn hbn-1 

ºn "'bn-.L cn-1 

Ef•ctu•ndo el •is•o procltdi•iento qu• en los DJeaplos ant•riore• 

ohteneaoa 

[::: 
Entone••: 

Ta-..nao el lÍaite: 

•• 



li• <•o • .. - (l'Jln•! )aoJ ••• . ... . 
n•• 

ha '"'ªbo .. o ·-· 
:t.i• fC'o + .. - (tiiJ 11'°" )b0 J • º• . ""• ·-· 

Con ea.to conclni•os 11Qe: 

•• •o • ""• 
•• - o 

º• º• • .... 
Las conc~usiones que obten1190• son que •ieaprw qua •• f•rt1i1za 

un• poDlaC'iC:n de plantas. cad. un.a con su propio geaot1po. •• oDt•Ddr ... 

una pablaci~n que a 1111 l.&rga cant•nd.rá ~ic,..•nte genotipo• de ti~ 

AA 1' ••· 

Es auy intareoant• oDsarrar que •i sa cruzan pl.ant.aa C'DD su ~rapio 

genotipo, an el ~urturo ti•Dd• a desaparacer la el••• de los ntbr1dos. 

-----A continuac1o'n veAllloe un •Je•p:t.o qua •• puede apliC'&r a los 

ser~s nuaanas par• •l caso aa una enfaraedod auta•oa1ca raca•iv•. 

Recordeaoa del cap{tulo uno c¡ue una nQfa.ra..Sad aatoaC:.ica reca•1•a 

es aquella en J.a que se Pr•••ntan un par da gane• recasi•oa que •• 

encuentran de al9UD• foraa af•c~do•· Ea dac1r. la enf'•r•edad de1 

individuo se expresa ~iC'aaent• cuando 9ata •• boaocigoto. para \Ul 

par de geneaf es dec1r. la acc1Ón del gen debe encontrar•• en doDl• 

aosis. . 
Veaeos cceo se aplica el •odelo para ia erraQicac1on de al.'if'U'll 

enferaedad autosÓaiC'a: 

•• 



Ejemplo 4.- Supongamos que existe un prograaa para identificar 

• loa portadores de una enferaedad autoaÓaica receaiva 7 óada la 

naturale:a de la enfer•edad. todos los portadores identificados 

prometen no proc.t·ear hijos entre ellos 111i11a.oa. De esta foraa, los 

futuros hijos tendr~n padrea noraales (cruza• de tipo; AA-AA) o un 

progenitor no.nal 7 otro portador (cruzas de tipo: AA-A•). Coa.o 

consecuencia de esto. en el futuro no habr~ descendencia que sufra 

la anfenedad. aun~e existan portador•• en laa ganeracionaa futuras. 

Anali:areaoa cual ser~ la fracci~n de loa genotipo• resultante• qua . 
tendran laa futuras ganeracionaa. siguiendo al prograaa de a.atriaonioa 

controlados. 

IA siguiente tabla se ob~iene de la tabla (3.1) aupriaiendo laa 

coluanaa J, 4.· s. 6 7 la tercer~ fila. 

GENOTIPO DE LOS PADRES 
AA-U .. _ .. 

CEJIOTIPO ~ l • DB LOS 
BJJOS •• . . 

Sea: 

donde; 

x• • [::] 

• •n ea la fraccion da la poblacion da ~anoa (o sea. del 
genotipo AA que hay en la generacion de orden n). . . 

bn ea la fraccion de la poblacion que son portad,ar•• (o 
sea, del genotipo Aa) que ha7 en la generacion de orden 

n. 
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Coao consecuencia de la uabl• J.4 o por el si911iente di•~raaa 

de ~rancisiÓn. podeao5 aetoraiD.a.r la di5tribuc1Ón de los genotipo• 

en cada 9enaraciÓn a p.rtir de la distribución en la 9enerac1o"n 

Ani lle9 .. os • las u19uientes ecu.cioae•: 

•a 4 n-l + loü:ln-1 

bn "°bn-.1. 

La5 ecuacione5 anteriores se pueden e5cribir e~ for .. aatricfaJ. 

coao; 

Dlll esta foraa nos dAaos cuentQ que éste tipo de apl1cacion1ta 

~e efect~a de la ai••a aAnera que las dr herenc1• autos~a1ca en la 

aqricultura. 

Canociondo la distr1buciC:n inicial. la de los 9enot1pos da la 

n-és1&m 9enerac1a'n so ux~resa d• la s1guient• foraa: 

Encontreaoa la foram dia9on.al de A : 

e 1 -AJ 
+ ""º o 

(ft -1'.l o 

El pol1noaio caractar!stico as 

•• 



( 1 - ;.. ) ('t - '-i 3t2A + 't 

;.,)3 Au:;v&.;.ore:11 11on 

"-1 (:J/2 ~ ..J914. - 4(1)(1o1J
0 

/2 

~13/2 + 1/¿)/2 

"'(3/.2 - 1/21/':!. • 112 ..,. A 2 

Do la ecuación CQroccer!atica encontramoa loa QUtovalorea 

)., 

:luostitUJ'ondo A "" °A1 

S). 
1 

1 7 • 

J< 1 ' 

Una ~ase para este conjunto ao1uc1Ón en e1 v•ctor 

• {A -).IJX:O 

"l•n .. io,bD 0 

El conJunto solucion es 

•• 

t•Deaos; 



Una ha•• p&f• esto conjunto •oluciÓn •• el ••ctor: 

S.beao• qua A es dia9onali:abla :J'• qua PO._ aoa yaJ.or­

c•r-•cter.latJ.co• ~ ,.. l 7 A2 .., '11 di•tintosr sialldo qua al arden da 

A ea 2~ 

x• • Aºxº • HD•.-lxO • [1 . 1 J 11 O J rl 1] [ •o ] 
o -1 o f~Jª ~ -1 o0 

Entoacea 

r ·~··] [' -'] [ª•] 
Lo -t'llJº o -1 bo 

·. ~ 1-'".'J [••J l-o • 11-:-•••.,o] 
~ <•>ª ªo L C"J bo 

•a. • ª" • bo - c-..>ªªo 
bn = f'->"b0 
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ll• 1-c~J"bo • 1. ~ ·-
da •odo que poda•os concluir que 

o 

Con este resuitmao ao• da•os cuenta que a l.a l.r9a n~ ea1nt1ran 

portadore• oe eaferm~adas autos~~icas recas1v••• sino que. bajo é'ate 

En interesante not&r qua bajo est• tipo de ap&rea•i•nta• d9 

aatri•onio• controlada• pueda llegar • deaa~eer 4J.1JUDa d•t•rainada 

enfer•edad de ~· espacie nuaa.na. aunque se deba do toaar an cuenta 

~a tana da autac1~n que puada cr••rse. 

' En las huaanos na en ca•ua esta ti~a oa aparaa.a1antas 7a qUe 

' n•F ra:ane• at1c .. involucrad••· 

Elt!•plo S.- A continu•c1o'"a con11lderaré el ejaaplo &ntarior pero ahora 

axpl1c~dolo aasda al pi¡nto da vista da cadenas O• Markav. 

Nuestro aJaaplo s• puad• ver coao una secuencia da axper1aanto~ 

con las pro~1edada• siguientes. El ronultado oa cada axporiaanto e• 

alqUho do un nÚaero finito da resul.tados posibles Si• s 2 ••••• Sr. 
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Z.a su~onu que 1~ ?robaD1lidad aoi reu.ltaao s
1 

en cual.quier 

experi•entc.. dM1ao no en necesa.ria.aente 1ndepena1ente d11 lo• reaul.tanps 

ci~ ~os exper1•ontos prov1on. d1no que depende cuaoao aUcao aoJ. 

Supona•oe que 001 n~•eroo dacios piJ que representa 1a pronabil1dad 

ael resul'Ulao 5) en cualquier exper.iaan~o preceaente. Los reau1tadoa 

~-·· s~, .••. s· se llaaan estado~. y los n~aeros p so l.ia.aan 
- r . .1J 

~ro0o1D1l.ia~aea ae tran.sicio'a. Si auponaaos qUe el proceso coaienza 

en alcnin o~tedo pll.r~~culi!U:', tonoaos entonces suf1c1ente in:foraacia'n 

;u:ir.:i oeterainar .las probl!t11J..idades oe lan propos1ciones qua se refieren 

a toca secuencia ao experiaentos. Coao T• v1aos en el capÍtu.lo 2. 

este proceso ~e cenoainat'llnenas ao MarAov. 

1..as proi>ft=iil1dades do transiciÓn ~a puaaen escribir de dos fara.as. 

' !.,.¡.. prl.aer far ... es por aeaio da un dia9raaa de transicion (ooao 1o 

naao~ necbo en toaoa ios eJea.loa1. La. oequna• fora. ea por aad10 de 

una aJtr.iz ilaaada Hatr1z do transiciria: 

En la aa.tr1z P la au ... da los eleaento• aa caa. colu.ana •• l. 

E~to onbe ae sar as! an cualquier aatri: da tr40a1c1rin puesto que 

los eJ.e•anto.11 óe la J-.;'s1.aa coluaaa repr11nentan laa · probab1l.J.dades 

" , 
~oU"ll toaas ~aa pos1bil1dado.11 cuando el pracaso aata 110 a1 estado •,· 

~ecordeaoa ~e ~llra obtenar una cadena da Ha.rko• debeaos 

e~peciflca.r co•o empieza el proceso. Se supone que e.;,.oataoo inicial 

se escoja por un procediaieato al.eatorio que salaccion• el. estado 
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ªJ con prob.bilidad pj(O) Podeaos representar estas probabilidades 

ini~ialea por medio del vector: 

Sea p~n) la probabilidad de que el proceso esté en el estado ªJ despu•• 

de n pasos: 
pn ¡ Pfn) P1n) ) 

Loa vectores PO y Pn son vectores probabilidad, por lo que su• 

coaponentes deben sor no negativos y su auaa igual • uno. 

Hasta ahora comparando nuestro ejeaplo con lo visto da cadena• 

de Harkov, podeaoa darnos cuenta que loa vectores de probabilidad 

con•tituren nuestra diatribuci~n de genotipo• Xª 

aatri: de tranaici~n P •• nueatr.• aatri:: 

A·[: :] 
Taabt8n en ca.denaa de Harkov ae encuentra i¡ue las probabilidades 

satisfacen las eC"Uacione!I aiguientea. 1tt1 

P11 p1n-l) • P21 Pin-l) 

P12 P1n-l) + Pz2 p~n-lJ 

Pf"> expresa el hecho d• qu• la probabilidad d• •star •n •l ••~•do 

s 1 después d• n pasos. •a la suaa de las probabilidad•• d• •atar •n 

eada uno de los dos posibles estados ~espu9s d• n-1 paso ~ aoviJndo•• 

al estado a 1 en el n-ésiao paso. 

(~) J. G. Kenned7 11t al, •tntroduccion a las uteaaticas finitas•, pp. 300. 
cita biblio;rafica 113. 
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En nuestro eje9plo teneaoa lo aiaao que es: 

+ 

Sabe•os que el vector de probabilidad u es un punto fijo de l• aatriz 

P. ai u a PU. 

En el aiat••• IA - ~I) X = O cuando).• 1 teneao11 que: 

IA-I)X"'O 

AX X. 

A continuacion tend.r••o• que elevar potencia11 d• l• .. tris de 

iranaicion A par• encentar •l punta t1jo1 

r, ·] .. [' "·] ., [' 
L º " º 1/4 º 

A 
0.815 J 
0.125 

... [: :::::J .. = [: ::::::] •• • [: 

O.HU J 
O.Dl512S 

•'. [: O.U2U75] 

0.007!125 

14 



por lo que podeaoa suponer que; 

para coaprobarlo u a Au.. 

[: :][:] [:] 
Obaerveaoa que cuando uaaaoa algebra lin•al en todoa loa caaoa •xi•ta 

A= l. que es jua.tificada por la exiatancia de un punto fijo P•ra 

la ••tri: P • 



B.- Hoc!glo aQtisod2 a la herenci11 ligada al seMo. 

Ahora veamos co•o ae aplica el •odelo a la herencia ligada al sexo. 

Oe ia tabla J.J .(ver pag.'tf) pode•oa formar una •atriz cuadrada: 

a partir de ell•, planteare•os el siguiente eje•plo. 

Ejeaplo 6,- Suponvaaoa qu• existe un progra•a de aparea•i•nto en 

el cual -de la descendencia de un aacho 7 una he~ra- se seleccionan 

dos de sus hijos al azar. uno de cada sexo, 7 se cruzan; repiti¿ndose 

eSte tipo de aP.reamiento en las siguientes generaciones. bajo •l 

misao procediaiento. 

En loa animales es comJn hacer .Iste tipo de apareaainntos •n 

laboratorios de investigacio'n cientffica para predecir con que 

frecuencia se pueden presentar cinrtas enferaedades ligadas al sexo. 

En los seres humanos esto no se debe de hacer debido a que se preata 

a que haya malformaciones genJticaa en los descendientes. Sin embargo, 

entra loa gobernantes del antiguo Egipto 7 de otras civilizaciones, 

este tipo de aatrimonios entre her•ano 7 hermana eran mu7 comunes, 

para conservar el iinaje real. 

Para el estudio de loa snrea humanos. lo ideal serla trabajar 

con un probleaa en el qu• se utilicen parejas aleatorias 7 analizar 

las siguientes generaciones. Esto por desgracia no •• puede hacer, 

ya que a medida que vayan avanzando las generacioneS futuras. mientra• 

a:s mezcla exista, m¡{a falta de "infor•aciC:n tendremos. 

,. 



En este ejemplo. la pareja original de macho 1 heabra pued• ser d• 

la •iquiente foraa: 

Esto se debe a· la for- en que ocurre eate tipo de berenci• 

explicada en el capitulo I. 

Las parejea de heraanoa qUe se apare.n en las aiquientea 

qeneracionea tienen una cierta probabilidad de aer da alguno de 1011 

aiquientea aeia tipoa: (A.AA). (A.AA). (A.aa). la.AA), (e,Aa) Ó (a,aa). 

••• l• probabilidad que la pareja cruzada de heraanoa 

en la n-:siaa generaciC:n aea del tipo (A,AA) 

••• lo probabilidad d• que ... d•l tipo (A.Aa) 

c •• lo probabilidad do que ••• dol tipo (A.aa) 

••• l• probabilidad de qu• ... dol tipo (a,AA> 

"n' l• probabilidad do ..,, . ... dol tipo (a.Aa) 

'·· l• probabilidad d• ..,,. • •• dol tipo (a.aa) 

Usando la tabla 3.3 1 el siguiente dia;raaa •• transici~n pod••o~ 
det•rainar la di11tribuci~n de loa genotipo• •n ' cada qeneracioa 
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con lo ~ue resultan las siguientes ecuaciones: 

•• ªn-1 + ltbn-1 

•. lllibn-1 + dn-1 + lliein-1 

º• •n-1 

•• lllibn-1 

•• i.bn-1 + cn-1 + i.en-1 

'· "•n-1 + fn-1 

Nuevaaent• obt•n••o• xª • AXn-1 .. donde 

•• ªn-1 1 • o o o o 

•• bn-1 o • o 1 • o 

xn-1 
o o o o • o 

x" J ) • o • o o o o 
o • o • o 

'• fn-1 o o o o • 1 

Cono en loa ejeaplos anterior•• tenemoa 

Encontreaoa la foraa diar;ional de .. 
El polinoaio caracteriatico ••• ••: 

J-}. • o o o o 
o •-A o 1 • o 

l•-~If• 
o o -1 o • = )..6 - 512* ... l12>! ... ·s1e).l - 11116~ ... 1116 o • o -}. o o 
o • 1 o •->- o. 
o o o o ' J-). 
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La ecuación ~aractar!stlca es: 

ESTA 
SALIR 

TESIS 
!JE LA 

A6 - s12Jti ·+ 312~ + s¡e").2 - i1116°X' ... 1/16 = o 

los va1orea propios son : 

NO OfBE 
BUJUOTECA 

A1• 1. A,· 1. A,• •• ;..,. -·· ;>..,;· 0(1 +V.¡. ;..- •(1 - '5¡ 

Subatitu7endo A=~ en el aisteaa (A-~I) X"' o. se encuentra el 

conjunto aoluci¿n para cada ).1 7 luego una base para cada conjwito 

solución. 

Considereaos que loa autovectores ~orrespondientea a loa 

autovalorea dados son 

•1 !1 o o o o o l •2 !O o o o o 1 

v, [-1 2 -1 1 -z 1 l v, [1 -· -J J • -1 

•• [llfl(-3-'5) 1 llfl(-1+'5) 1111(-l+ii) 1 111(-J-ff) 

•• (llfl(-3+'f5) 1 "<-1-<S'> 111(-1-'15) 1 "l-3+é') 

Aplicando la ecuación x• • Aºxº. donde Aª• MDnH-1 obtan-oa, 

o ·1 •1°-l -€1 •1-J .rs, 11 >ª o o o o o 
o o 2 ·• l o OJª o o o o 
o o ·1 

_, •t-1 +f'SJ •t-1 _.,.., o o ,,,. • o • ... ... ,-1 té) •[-1 -15) , ... ,ª . o o ' o o o o • 
o • _, • 1 1 o o o o :ir.1hR1j1o 
o ·l lt(-l -fil •t-J +'/f) o o .o o O [1Ul·'iJ!1 



2/3 l/3 . 2/3 1/3 o •() 
o 1/3 2/3 1/3 2/3 bo 
o l/B -1/4 l/4 -1/8 o ºo 
o -1/24 -1/12 1/12 1/24 o •• 
o {St 5Jt2D 5/5 5/5 15t 51/10 o •o 
o ¡5- 51/10 - 5/5 - 5/5 u- ~l/20 o '• 

Pode•o• siap11ficar haciendo n tender •1 infinito •n 

o o 
O' l o 

»" 
o o o 
o o o 
o o o 

o D o 

7, por 1o tanto. 

x• 

o o o 
o o o 
o o o 
o o o 
o o o 

o o .. 

l/Jc0 + 2/Jd0 + l/Je0 

o 
o 
o 
D 

»"• 

1/Jb0 + 2/Jc0 + l/Jd0 + 2/l•o + f 0 

aa!, 

.. ~o 

o 
o 
o 
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Poda•oa concluir que en la 9eneracio'n de orden n , todas la• 

P•r~jas da her•anos y har•anas serin del venotipo {A,AAJ ~ (a.aa). 

Entonces, si la pareja inicial de este tipo de pro9ra•a es d•l 

tipo {A.AA) (asto ea a 0 ~ J, b 0 gc0=d 0 =e0 -t"0 B OJ. Yn que tiende 

a infinito obtene•oa el siqui•nt• resultado : 

x" r100000 

Pero ai la pareja inicial •• d•l tipo {A, ••> "(esto ••• c 0 • 1 

7 a 0•b0 =d0=a0 =f0 J, entonces cuando n tiende • infinito obten••o•: 

J/J o o o o 2/J 

Eje•plo 1.- Pode•os interpretar uno de los estudio• aas fa•o•o• 

que aa ha h•cho de Rerenoia li9ada al a•Mo en case • la aplicac~~n 

anterior. Eate ha sióo el óe la reina Victoria de Inglaterra que era 

Portadora d• h•aofilia. Vea•oa aag~n au arbol v•nealo9ico cómo se 

oU•PllÓ 1• descendencia real. 

. ., 



Tabla l.5 (. J 

wAlfoMo IPtJ11dpe 1 !. Coniu) 

Gon:.J.o: 

i!Dliii 

ilCi"'ñ:A 

(Jal1-:UJI 

Alit'l1 dt 
feu• 

""'' 

kfio l!I 11inu 

fh~o1111t Tnuto11 .. , 
Alnls fCzunic!i) 

buu.sh 

"""' ¡..:::..:::::'-----iC1.u&11o1 
T)l91 

b.riqut dt Pnsh 

5"b11111do 

r'f-'!!!::!..----L.;:; 11.tldtMZ di ?ruJ 1 

Jor;• f 

Jar;t E:l11udo 

Eui'i'U 

"'"' 

Joro¡t rI 

Eduuda nu 

llfllb Silpsca 

(f:.J Otto Towle, •ffodern BlologT• pp. 179 
c:ita biblio;ra!ic:a t28. 
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Art.s tra!l;-Jorn 

!11.u 
Eli:&blth u 

e Huj•r Horaal. 
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Al ser ,la reina Victoria portadora y Alberto sano, aeq~n el cuadro 

de PYnnett del capftulo II. las probabilidades de sus hijos eran de~ 

~ de aujeres portadoras. 

~ de aujores sanas. 

- de hoaDrea aanoa. 

- de hoabrea enferaoa 

¿Se cuaplio' ésto en la pri••ra 9eneraciÓn7 

La Reina tuvo nueve hijos que ae distribuJeron de la si1JUi•nt• 

•anera: 

J •Ujere• sanas. 

2 hijas portadoras. 

2 hoabrea aAnos, 

2 hijos enferaos. 

En la aequnda goneraciJn se cae; Alejandra de Dinaaarca con 

Eduardo VII J aabos eran aanos por aabos lados. Toda su descendencia 

resulto" aan•• prolon9~ndoae hasta nuestros d!aa1 por lo que la fa•ili• 

real•de Mindsor ha perdido la posibilidad de su parte de contraer 

la enferaedad de la heaofili•· 

Alicia de Hesae que era una hija portador•. a• caaci con Lula 

IV que era un hoabre sano. Tuvieron siete hijo• que se diatribu7eron 

de la si9uiente aanera: 

J hijas sanas, 

2 hijas portadoras, 

hijo enfer~o. 

hijo sano. 

03 



El hijo, Loapoldo ara hemof!l.ico r se cAs~ con una aujer sana 

lla.111~da Elena. Según el cuadro dl!t Pun·nett las probabilidades se 

dÍstribuyen de la siguiente 1"or•111: 

to, da hijas portadoras 7 

to, de hijos aano1, 

Efectiva111ente. los resultados t11ndiaron a dJch.s probabilid•des. Tuvo 

un hijo sano T un• hi j• portadora. 

En •1 ca.ao de la hija Beatri: ·que era portador•- c•a•d• con 

Enrique de Ba.ttengur!iJ -que era sano- 11e si91111 cu•pliendo e1 cuadro 

de Punnett. T• que •U desc•ndenci• ;fu.;1 

1 hija portadora 

hijo sano· 

2 hijo• enfer•o•. 

Con la aplicación del •ivebra .iin'll1l. podr!a h1ber predeeido 

de anteaano coso se hubiera desa.rro1.lado 1• propagación de 1a h••ofilia 

en generaciones ~uturas. 

•En la aplicación anterior bAbÍa•o1 obtt:1nido: 

•• ... ªo+ 2/Jb0 + l/Jc0 + 2/Jd0 + l/J11 0 

•• o 

º• • o 

•. • o 

•• • o 

'• .. 1/Jb0 + 2/3c:0 + l/Jd0 + 2/le0 + t 0 

Estas ecuaciones conatit117en com.o sor: ~· diatribucio"n de p .. reja11 

de hermanos qua en la n-éstma generac.i.C:n fue.ron de1 tipo l1uAA) • 

•• 



(A.Aa). (A.aa), la.AA}, (o.,Ao.) 7/0 (•,••). PodDaoa an•liz:ar 111 11jeaplo 

•nterior aplicado • la faailia reo.l, 1• que eataaos eatudiando un~ 

caracter!stica Jnica que ea lo. heaofilia, en la cual no no• !aporta 

saber ai los descendientes fueron el producto de parejas de h11raanos, 

1• que ~xiste la aia .. probabilidad. Por ejeaplo 1 ai una aujer 

portadora•• casa con un hoabra sano, la para;la tandr• la·aiaaa 

probabilidad de tener hijos heaof{licoa o no, lndependleateaente de 

que el aapoao fuera o no heraano. Lo iaportante es analizar coao ae 

propaga la heaofllia. Cabe considerar que entre laa faaillaa raalea, 

loa lazos consan!JUlneoa entre parejas de eapoaoa 9eneralaente aoa 

fuertes. 

La faallla de Windaor que ea la faallia real de la Gran BretaBa, 

eaplez:a con la pareja de la R~ina Victoria (1937-1901) 7 Alberto. Esto 

conatltu7e que la pareja inicial de éste progr ... fue del tipa (A,Aa) 

(•ato ••• b 0 • 1. a 0=c0-ci0•a0=t0• D} por lo que an la n-e'alaa 

gen11raclci'n •• deb.r!a haber obtenido 1 

f • 1/3 .n 

que al9nlflca 2/J de la poblacl~n serían pareja• •anaa 7 1/J 

heaofÍlicas. 

De la tabla J.5 no teneaoa la lnforaaclÓn de todos loa 

descendientes de la cuarta ganeracl~n filial, por lo que teneaoe ¡¡ue 

suponer -en baae a la lnforaaclÓn que tenaaoa accesible- que nuestraa 

concluaiones serán ciartaaJ al la inforaaciÓn de la descendencia del 

reato de la faailia real fuera conocida, estoy convencida de que 

h.'J.br{a coincidido con los resultado• anteriores • 

•• 
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