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"Gran parte de ia inspiracicn
mateadtica proviecne ce la sx-
perieficia, y aponas es posiblae
creer on la sxistencia de un
conteptc absolutaments iaauta—
ble as rigor sazeadtico diso-
ciado da toda experiencia hu-
mana.*

Jonn Von Neusann



La intencidn de esta tesis es la de mestrar gue
el rozonamiento matemdtico puede ser de gran valor
para 1as llamadas clencinas no exoctaas. En nuesatro
cnaa yeremon una aplicacicdn a la genetica, que es
una rama de la Biclog{a.

El propdsito primordial de este trabajo es ol
estudio del enfoque de un modelo oatematico del Jlgebrn
1ineal hacis algunas caracter{aticoa de lo Gendtica.

Eata tesism psta dividida en tros Cnpftnloa. El
primer capftule comprende un planteamiento de lo que
conaiderd lo mAs relevanta dol estudio de la Gondtice
para asl poder entender ls terminolog{n y lom concepton
del tercer capftula,

En ol capitulo dom exponemos las definiciones
y Conceptos matematlicos que necesitamos para usar
¢l modelo on el migulante capltule.

Tanto el primer como el segundo capitulo mon
una base para el capftulo tres, que trata de la
construccidn del modelo para prodeclr como e
distribuyen algunoa tipoa de herencla -estudiados an
14 genctica- en una determinnda seneraclén. Es aqui
donde tengoc la elaboracidn del modelo, as{ como .
varios e femplos de nplicaciones a éate,

Todas las ecjemplificaciones pueden aplicarse

deade otro enfoque matematico llamado Cadenas de Markov.




Uno de los efemplos del tercer :ﬂp{tulu es
planteado dos veces: un-n desde el punto de vista del
modelo y la otra uwsando Cadenas de Markov. Aunque en
ambos planteamlentos llegomos a la miswma cnnclunio'n_.
trace de moatrar que con el uso del Algebra Lineal

la solucion de este problema fué mas sencilla. -



“Sa Kasuro ofals with us, anc taxes away
Cur Rlaytninga cne hy cne, ani oy Toa a;nd
. Leads us to rast sSo gently, That we go
Scarce knowing if we wisn to go or szay,
Jeing Toefuyll of sleap to underatans
flow far the unznown trascenas Tne WIAT wE
#nom,”

Heary Wadaworzh Longfe..ow
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1.~ Genética

Es la cinacia que sp proaofupa princ:paimentes dei: toaacimisnto
ie _as propisdades bioisgicas gue Se Tranasiten de paores & h1i0G.
ladlante ia axpar:nun:acxén Yy el eqtudxo. ios genetices han ’
eatableci:o ciertas reglas JgUe CAracCTEriSan LA traaamision ae la

hurencia oioidgica.t®?
- L) . : - .
Lna Senetica en el eatuaic cientifico de la hersncia y ce au

.
variacion an tcaos loa aruansikos 'llvlﬂn:a:...'

fué ilamada pajo pate nompre por Wiliiasm PBateson en 1906.
ia here

ncia ce los rasgos f{s:cos y de las enferasdaces se cocnoce
Seace el 1nicico ae 1z niatcoia de La asaicina ocoidental y antes
zal sinlo XX, €3ta se conaiceraba comc una zeczcla ‘dw caracteras.
#7oas ciencias tieaen un sonienss Tan claro como La Genatica. ya
zue zan el =msanif:icaco actual ‘eroezc a meciazos ael siglo ﬁix‘cnn
luos ejperizentos ce Un =Gnje austriacs dregorio Johan Hencel
(1320-1838+) suien inicic sus ijvestigaciones en (836 expileancs
Fuizanies para averiguar como se herecaban ilos caracteres

incividuazes,

Punlicd sus resulzados =n 1865 sn la revista aw la Socledad de

Hiscoria Natural e Briian.
> > - Py
Wencel tuve ex1%0 &3 sus 1nvastigaciones gracias a au odrillante

. +
poripircasia y ne:nco;o;ia: ;res:é aztencicn a un sclo rasgo

&) Agdrian ¥ Ski. =t al, "GCanetlca General®. p.i5,16. cits bibliografica #l%.
a8 James H. G:zo. Albert Towle, “Hodern Blology®™, p.132cits Bibliog. #20.
. -] . . .



caca ves, . se aauquré que fueran varjedages puras y tuvo un enfogue

CUAMIITATIVC eh JU &sTudio ¥ aungue fue presentada come nipotreais,

el ticzpo na demostrado que es fyhdasentalaente definitiva y

COIrrecta.

En realidad este fud el vYnico método de anaiisis gendtico hasta

e} gescubrim:ientc Se la genftica soiecular en los afios cincuentas.

1.3 Cepatitueiofi Genszica
. . ] " -
Cada uha ce ‘as cerulas, ce los muchos willones gue puedan

censtituir un organissc, nsta forsaoa por la asmbrana celular., sl

citopiasma ¥ el nuciec con au respectiva membrana nuclear. (Fig.l)

*
nucleo

neanrana celuyla
seabrana nuclear

riscsozas
) Pigura 1

ot . ' . P
£i matrerial genetico se encuentra en el nucleo de todas las celuias

del organisac.

£1 ndciec msta constituidc por acado cesoxirrisonucléico (ADN)} cura

goiecula esta formaca por una doble’ cadmpa de nuciectidos sn foraa
de adiicae.
Un nuclegticdo esta formado por una de laz 4 bases {pdenina, guanina,

timina, citocinal, una pentosa [ocesoxarribosa) y un foszsfato.

A Tostor. ootz A a0
50 |Rr i Os 7“'.‘ An AR X ﬁid c."' °§ {‘-b‘

. e, H O 0 . . O

: T, o © %% eo
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T . %05® Sdo g lleeio %”fr‘b c e
Deso P asa- Pigura 2



.
Al copazituirse la donle cavena ce ADN, ilaa bases se nxt&un cn la,
porczﬁn interna. una enfrente a otra de Tali mancra gque la guanina
en UndA cAcfna sSismpre so aparca con la citocina en la otra cageha,
¥ ia aoenina con 13 timlna., Ue onra forsa la secuenclia e basas en
una ce i4s cos cadenas ed coapleasntaria ae la otra.
iuta mstructura permite gue el ADN me duplaigue moleculs & -nldbul.

- ’
antes ce toaa civision celular.

DeZa0acion. de Goa
Unzae ei Punto ae vasta funcional un gen s 1la porcl&n ce esta

dooie helice ae AUN. que contiene la informacidn necesaris pars la
sintes:is de un poiipeptide especirico. Varios polipeptidos forsaran
im estructura de una proceina o enzisa,

Mucnos gones unicos uno tras otro toso las =u;at.a as un coiler

.

formaran’ un CromQSQoRa.

L eIras pailanras, 195 genes £on porciones de coomosomas sue contiencn
N Ld . -

1a informacion due cotarmina las caraczerfst:icas gencricas. tgtos

son las unicades Ge transmision Nerecitaria.

iocas las celulas ce un incividuo aw la especie Aumana contienen
46 cromososas (23 de los cuales un mienbro del par oa de origen paterno

Y ©i otro am origen maternc). ]
e 108 23 parpg, 22 SOD identicos en el homore y en la mujer y 5w

denominan autosomas ¥ un par difieore en axbos sexos llasados

SeXorronoscadn.



En 12 luJbrﬂﬁmusla' Iorsago vor Gos cromosomas jdenticos XX,y mn

el hombre por dos crososcaas diferentesiunm X y un Y. .

La funciob del material genatico ms ia siguiente:

Para gue al cédign tontenidon en =l ADN se traduzca en una proteina
#3 nocesaria la intesvencion de stro tipe 6w acido nucléice: El 4cido
ribonucléice (ARN). El ARN ea uns cadens simple de nucledtidos quas

contiens riposa en lugar de dosomirriboss ¥ uracito an vex de timina.

_ Franamisicn owl paterial gengtice

Las celulas somaticas, as decir todas las celulas del organismo
meNos las germinales, se dividan y transmiton sy material gendtico
a las ceiulas hijas por amqio de la duplicacith de wste aaterial y
el wocanismo de la mitosis.

fara ta tranzmisiBn del material mun'tico de una qan-racic;a a
otra interviensn 2 procesos: la ssiosis y la facundacion.
La mmi0315 a5 la division que sufren las ceiylas g-nina:lan en las
qo:mdls rara originar a los gasscos (r.;vulna o esperaatoc=cides). Durante
la meolo3is loas parea c:o-ost;ucul ae neparah {aegregan) #n los gamestos
de tal mAanera gua cada gamsto recibs uUn Bi1embro des caca par
cromosémico, s decir 23 cromcsoman- Ademas sn ias primerax fases
Ge ia weigs:s ofurre norsalaents el intercembio genico {crossisg over)
gus resulta del iktercaabioc de gehes situados e&n los aissos lugarss
do Gos cromosomas nomologos gue integran un par Cromosomico.

Los cromoscaas que foraan un par sa dicen que son nonch.ogoa 4

"los genes gue estan costenidos tasbien s llaman hnln.lngol.



Durante la facundacl&h ms fusicnan los nuclecs de 2 GARSTOS (nzulo

r--ua-rn-:uxoid-) ¥ se restablece =l puserc cromosomico humano normal
en sl cigoto. ' :

El cigots ha recibido, por 1o tanto la mitad de Sus CrOROBORAS
del padre ¥ la otra mitad ds la Radre.

En sl acmsnto que se forma -l_ciqato se astablece sl mexo cromosomico
qua aporte el espermatozoide (X o ¥}, ya qus el owvulo miespre contisne
un X.

Los 46 cronoﬁo—aa del cigoto con sus miles de genes constitTuyen
el genotipo del nuavo indiwiduo; msu expresion final en t;rllio- da
caractaristicas fisicas. bioquimicas, funcionales sars ml fanotipo.
£1 fenotipo resuita da la entrecha interaccidn sntre genotipo ¥ lld}o

.

arbisnte.

: n_Ge

Las difersncias entre los organissos son debidas a difersncias
en los procesos fisloldgicos de sus celulas que Ilt‘h dereraioadsas
Por la accion usnica.

La accion de los genea & nivel solecular iaplaica siotesis de
protafnas ¥ enzimss que interactian en una celula ¥y esbtrs varias
calulas. _ .

El resultado final de la accicn q;axcn #a por lo tanto un cardcter
que pusde asr una caracterfstica cbservabls eo el inaividuo o una

propisdad bioguimica, un proceso cmlular o una sstructura anstomica.
Si un gen qgue intervisne on la aintesis de una prote{na auta (se
altera) se foraara una proteoina anorsal. Si dicha proteina es




;lpo;tlnti an la astryctura de diferentas cruanocs ¥ tejidos. sa ellos
28 opservard el efacto necivo del gen mutado. : '

Un solo gen puede causar un conjunto de caracterizticas.lo gue

se llama sindrome climice.

Para cospreader la -ccién de.los genas --' necasarioc tener en cusnta

los siguisnte concaptos:

~los genes socargados de uha mismss funcian g ralmante F ol

aismo lygar {(locus) en los cromososas ho-Jlnvnl ¥ se denominan alelos.
=Cuando dos nlnl&- son }déhtlcos ao dice que el individuo es homocigoto
con respecto a ese par de genes, 5i,por lo contrario los aislos son
difersntes el individuo es heterocigoto.

NOTA: Llamemos a "A®" gan dominant®s y a "a* gen recasivo.

~Cuando so el heterocigeto ua gen sanifiesta su efecto sobre &l de
sus alelios ae dice gue &8 dosinants, Ejemplo: {(A.&)

-For »l :antrnr§o un gen as recesivo cuando para sanifestarse sl
indiviouo nocesita ssr homacigoto. Ejespplo: {a.a)

-En ocacicnos al hnturociqato.pund- exprwsar ¢l fenotapo de amoos
dlelos. En #ste caso s& fahls de codosinantes.

-Los genss qgue se encuentran en los crososomas autonomicos se dlnﬁninqn
autosomicos.

-Los genes iocalizados en los cromcscaas X o ¥ (-u:ocroloaﬁiicol)

se liasan jigados al amxo. .

-Con respemcto A& los genas gue se sncuyentran en el X, la aujer quae

tioane dos croaoacmas X, pued, ser hetarocigota, mientras queo el hombre

que ﬂhlc.aent. tiene un X, sera siesre hemicigoto para todos los genes

10
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de A. Toros arto= GERoX 3040 COMINANLAS O [ECHEDILVES A0 RANLTACILan

D oi nombre ABRICIGOTO. .
gremplo:
AUTCLSOMAS SEXOCROmOLURAL
A A A
felel. Jol—hE [-2] ATy roCigotd DORLEAJOSTO

isca caractar{atica. rasge o =£ntona gomr Queae o nn.-anit.:turll on

i ZHCLEISRTO, o qgue 23 causa ce alguna atteracion on o} macerial
“enPIico 5t liOMa ROrecizdétic,

{ONU Xramdo cue SPartt 8n Yi QHCLIMLANIC, It 2 O sure=iturio oe Loumy
rengéniTo. '
UCIARAFASD_ Q0 SARrRNi VAGAR Y. bendiranmia

La oxpresidn generica oscd ‘representaca por i3y runcicnes ce
expreaxvlﬁad ¥ penetrancia. ki primerc indica ;n variabilicaq
fonotipzﬁl prodicica por h piznss gan y pona*rancia 30 retlere & ia
presensia 0 ausenclia ge uf asidc! ea decir s oun tfeacaecno am todo

0 nida. &oarca tasslvn la frecushcia ton la gque Uuh QERGTLIPC Sé hace

ranirZranto anire tos :ndiviZues portanores. lhicpresento pel’® 10 Tanto

un cato astadistica.

1i



i.4 herpocia_y di Mecie Asnignte

loaa caracteristicn de lor organiamos vVivos, TARTOlos *

- I
Rorxales como 103 ancrmales, son el resultano ge la interaccion gue

nxiSte anire ol gohowma y fl madic que loi rodea.
rFara is seterainacion de algunas de las caracter{sticas de los
orqunifmon. 1od factore: mat importantes pon los hereditatrios, alentras

guft para otras soh ios ambisntales. aunque por lo general partaicipen

anbos.
i'®soo 0. mokBnto oe ra fecundacich eh Of inaividuo, lnteractdan

Q03 tipos ae influencias. La primora de astan ea la herencia que cara
la informacion co ias caracterfsticas como por ejemple grupos
ulnqulncon. L& sngunda Involucraoa en el desarrcilo el inaividuo

a3 el argio ambiente. gue junto con el msaterial genpstico qa££ aligqunan

caracteristicas como: talla. constitucion del cyarpo. color del pelo,

de 4103 ojoa. &tC.

1.5 Mprigeapaigs tormas_ce _borescia

[3 - .
Lan caracrer{aticas genieticad®. tantd las noryaleg comc iax
- 2
anorsaliss, =& Rurecan C8 COS RALKEIas CTIroRCOSORICAS.

1.8.1 En forma asnoeliana siapie

1.8.1 %in forma polxg;hiea o sultifacroriai

1.5.1 Herencia Mendeliana siaple
ia narencia menasiiana sisple &3 agucila oo la gue la prosencia

o ausencia coe una ceracteristica depande ge un 3010 par do Denes

alei03. S1 los genca gue determinan alguns caracteriatica ao eacuantran

12
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LY
en.nlquno ae 103 2) pares oo autosomas, entonces cicna caracteristica

. R ) . . . .
23 liamads nerencia autoscmica. Si estcs gehesS Ous catefmiban aiguna
.caracteristica estin 5ituacos en cromnsosas sexuales, se Liama asreacia

ligaoa al sexo.

Parponan _ge Hgrencia

Depenaienco. eal eiecto ael oen {cominants o recesiva) y ce su

iocalizacion {en autosoma o @n X}, ias caracteristicaz as hersdan

en roreal
A) Anicsomica com:nante A
. Herencaim auntosomlca
&) Aurosomica recesiva
C) Ligada al X recesiva

. Harercza ligaca ai sexo
i} Ligaca al X coainante .

A} Herencia auroackica dominante.- £l gea dominants 3@ EXpresa mo

el indiviguo hetarcsigoto, que io ba haradado; s21n importar el estado
ce sl aislo, '
Por .o tanto., xoce :néivx:uo que hareca al genrt.nu:‘ la éarnczcrfst;ca'

3 cnzoraecac. CoRo Lof Qenes tdomihantod que producen entorsedaa son

rares, ol ingavicduo casl siomdre horeca ol gent ce un adlo ae sus

progehitores y del otro hefeada el aislo normal, por lo tanto &8

fsterocigoto. A Su ves, 1O BAS proganie €3 gue as Cas® oA Gha parsoha
normal y asi sus hijos reciciran am nt conyugus ql den normal ¥y tendran
ia probabilican de rociocir ce #1 e1 gen mutants o el gen normal. El
ri&sgo G que un hijo nereas ¢i gen ancrmal &3 entonces del HU%. Por

’
otra parte. el hijo que no hervdn #i gen. no tstara atectado ¥ no

13



;:a.-..\a.l.'..:r: el ceracter & su Gecenoencia.
- Csmo =i gen autcadmics ns Tiene relacidn en la segregacidn ael *X
S ael ¥ en ios esporaatozoices, amhos mexos estAn igualaents afectados.
Geneoralsente tode inaividuo ron ia caracteristica o enfersedad tiens un
Progemitor afoctaco, A Eenos de gue se trate de una luuc:l.o'n de oovo
o5 cm.r. octurrida en uyno de lox gasstos gqua se umieron para formar =1
cigoto.
£n la actualigad se conocen cuando mencs 934 enfarsedades gque se
nerecan en forma autosdmica dominanie y otras #93 gus prosaplesants se

transsston L

Ejenplo:

O] @ M &1 n

t T ' 3 L) R

, + N - y
Notavion: E nombre aeterocigoto @ mujmr oexerocigota

@ nombre homocigoto normal @lujuahouocigotn
norm

Easte arbol gunndc’lqicn &3 un ojeapio de una caracteristica
afrecada en Iorma antoscaica dominante. Fn &ste s)ompio Se representan,
dentro an loa circulos ¥ los cuadros., los croaoscaas an donde ae

encuentran 1os genes Que determinan ess caracter{stica. Al gen

(%t Viezor A McKusick.MD."Hendelian Inheritance in Han®.pag. 545.
cita binlicgratics #il.

14
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dn-inan:B ae ie acdentifica con la letra "A*™, Podemcs obnservar que
ia caracterfszica sdlo aate presente en agualios zuj#tos gue tienen
e. gon cominance yi-l, Il-2, II-3., IIl-2). 7 qua ademaz son log dnicos

gue la pueaasn transmitir,

by fimrencia autosomica recesiva.~ Un gsh recesivo ablo produce
anferaecad en m inaivicuo h-oluciqnto TAra ess par de salslios, por

lo tanto, la peraona afectada hobra recibido un geh Butants sn cada
uno & sus pad:és. Lo= padres del afectado son entonces neterocigotos
paAra ense gen ¥ soﬁ sanos precisamante porgue. un gen recesivo no se
=ypresa ey los nsterocigotos.

Log hi)os de una pareja de heterocigotos pueden herecdar ambes alolos
norpalies Y sEr nokocigotold pormalems, con unag procabilidad de l:i (25%)
© hien perecar &l gen mutantn de la xadre ¥y el normai aosl padre, g bien
el gan sutante el pzdre ¥ el normal de la madre. En estan dos
sityacionas ol nijo sera nnIerocigoto norsal al aguas que los
Dropealtorss. con unad probasilidad ae 2314 (50b). S el biio hereda

[ SN[} -lu'.a'ntu oe amd03 padres Sora Nuavcigota ¥ eidtara atectaao.

coh una propasiliidaa Ce i:4d {25V) Q¢ Ser homocigoto ¥ PreaonTAr is
enfsrmedac o 8L caracCter.

Puyeato gus lo3 neteroccigotos para loa genes putantss recesivos
10D poysales. y log a.!-c:.-d.as sélo aparsced cuvandoc s casan dos
ixu:lrociqotou. generaimente los arnoles qlnnalo'qict:l no inaican la
presencia de la onferasdad encre ioa anCestros del caso Indice Yy lcs
afectadss se cbiervan eh la misma hersandad. Son exceprionaies las

familias on las queo hay un ancestro comtin ¥ matrimcnios consanguinsocs

15



frecuentes. =n las gue los hetercclgotos me eatan casando entre ellos
¥ produciendo heoaoccigotos ntucr‘.ndns an varias generaciones. Esto sucede
en poblacicnes aisladas cultural o geograficamente en las que ae
detetta una incidencia eleavads de algun padacieiento autosoaico
rucesivo. i
Actualmentes se conoCen cuando manos 588 enfarmedades autosomicas
racesivas y otran 710 qus muy probablessnte se hersden de la missa

haneré- i) .-

Ejemplo:

I E:F___*

i

_.@ 2
n @M © M eTH
® B

i ]
o p =
Notacicn: @ @ heterocigotos
@ @ hosocigotos gQua pressatan ia caracteriatica

@ @ hosocigotos normales.

El arbal genealdgicc es un ejesplo tiptca de una caractarjistica

heredada en forma automomica recesiva. Los sujetas afectados deben
toner &l gen qua los distingue en dobls dosis, por lo qus unicasente
los individuos homocigotos II-2 y II-3 sstin efectados. mientras que

i®) IRID.pag.545. cita dinliogratica a2l
. 14



loa noteroecigotes I-i., I-2, 1l1-5., 11I-l. III-2 y III-4 no presantan

1a caracteristica. .

C} Herencia ligada al X receasiva.~ Como ya e ha sencionado,la sajer
tiena 2 cromosvuman XX ¥y por lo tanto pueds sear hetarocigota u
homocigota con re#specto a 13 genés gquik sa ahcuentran &#a el X. En
alla,. la rnluci&n de dominancia ¥ recesividad se lisva a cabo an forma
parecida a loa genes autoadsicoa. For el contrario., an el hombre que
20lo tienm un cromcsoas X y es hamicigoto. todoa loas genas gua ae
encuenctran #n su Gnico X ae exprasan sis iaportar si em la sujer su
efgcto os dominante o recesivo.

Cuandc sa trata de un gen ligado al X recesivo. la msujer
heterocigota gue procresa con un hoabre nossal. pusda transaitar el
cromoscmm X con vl gan mutante a una aija gue sera heterocigota norsal
o a un hije gus por aer heaicigoto nxpruuu-' vl fasnoripo mutants.

Por otra parts putde heredar +1 gen normal a una hija o a un hijo

7 ampos soranh noraales. !-';or lo tanto tiens un riesge ae 1:4 o 5%

de procrear un hljo enferso., li4 o 25% de tener uca hija nexerocigota
¥y 50% as gue nazcan aifios o nifias noraales. Cuando el hosbre afectade
ne casa Con una mujer homccigota Rormal. trarnsaite el X con sl gea
mutanze a todas sus hijas que asran n-t-rm:-.iqom. ajisntras que a "
ios varcnes transaite si ¥, consiguisnteasats no ss obasrva transmision
directa de hoabrw a hombre. :

Para que una sujer presante una enfaraedad o m‘cter recesivo

ligano ai X, necesita recabir el gen mutante del padre {(afectado)
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L]
Yy de la madre porradora {asterocigota). Esta uxtuae;&h ag presenta
- + L]

rArERsDntS .

Ejemplo:
La bemofilia &3 un padeciniento recesivo ligadoc al X, gum conaiats

en un qeficit eo lé coagulacidn de la sangre, lo que motiva gus las
hemorragias asan copicsas. A continuacidn se analizaren casos en los
que sag pusds o no presentar la hemofilias.

Con la siguients notacidn analizaramos la situacion presentada
an la tabla de abajo:
X{A)Y hoabre nano
X{A)X(a) o X{a)X{A)} mujer portadiora age aemofilia
X{a)d(a) mujyer enfarma .
K{A)X(A} mujer sana

X{a)Y hombre o&atermo

EL macho puoses un gen (A o &) y la nembra dos {AA.Aa © aa)l en sus
respactivos cromososas X. on casmhio del croscsoma Y lo inieca gque 3%

Sabe es la ceterminacidn del sexo.

o~ xca) ¥
Xta) | Xta)X(A) X(ary
X(A) | X(AIX(A) XA)Y

Usantdo la tabla anterior Ilamada cusdro de Punmett, debido a
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su disefiador R.C. Punnett, as ocbhserva gus sa el taso de cuatro hijos
las posibilidades de qus as prasents la hasofilia son las signisntes:
~Una bija portadora de la enfersedad., lo gue eguivale a un 25%
de #sta poblacicn.
-Un hijo enforac. 1o qua egquivale taambien a un 25% de esta
poblacicn
-Y por dltiso. una hija ¥ uwn hijo sanocs, lo gua equivale & Tn
508 de la poblacidn.

En wi siguisnte caso se analiya & lom hijos da un hoabre snfarmse

Con una EUujer Sanad

Q Xi{a) s
X{A) | X{AIX(A} X{A)Y

Se cbserva qua de cuatro hijos, dos hijas

XtA) | Xa)xta) Xeary ssran portadaoras y doa hijoa sanosa.

En ai caso de una mujer snferma y un bombre sano, las

poatbilidades de cuatro hijos son. @os hijas portadoras y todos los

hijos varcnes saran afactados.

o) X(A) : 4
X(a)) X{a}X(A) X(a)Y

X(a}} X(a}X{A} X{a)Y

Por I;ltilo se pueds observar que los hijos da una anjer enfearaa

¥ un hoabre saferso slr-'u siesprs enfurmos.

O~ xia) Y
Xia) | X{a)X(a) X{a)}Y
X(m) | X{a}X(a) X(a)Y

9
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' Laa -pecnliaridades de este tipo de herescia ss explican, ya qus
como =) gen anormal es recesivo, «3te no A® expresa wn las sujeres
heterccigotas, y an cambic sl se sanifiesta an loa hoabres gque
Presentan una acla copia del gen apormal ea sl crosososa X. on dondw
noc eata prosants «l alelo correspondisnte. pussto que sl cromcaoas

¥ no contisne los misaocs genas gque sl cromosomas X.

D) Herencia dominante ligada &l X.- Enisten algunos caractarss y
padecimlenteos determinados por los genes doainantes iocaliradoa en
al cromosoma X. Eatos Qoass a% S&XPrelan tantoc en las mujeres
heterccigotas, coso an los varones hesicigotos. L& mujer haterocigota
afectada tiens 50% de riesgoa ds trangmitir «1 X con sl gen aatante
& cualguisra de soa hijos independientesente del sexo del producto.
Por otra parte sl hoanhre afectado transpite su X con el gam autants
a todes sus hijes que sstarin afectadas como &l ¥y a ningunc da sos
hijos vargnes.

Ex frecusnts que el efecto del gan stutante Sea Rayor en los
hogbres gué 10 herfaan qQues &n las Bujetss ¥ &0 &lQUNcR’ CASOS w3T8
efpscto es letal para el bombrw in ytero. iLas historias familiares
musstran., aujeres afectadas y una aayor lncidlm:ia de abortcos.

Los rasgos y enfsrasdades que se transaiten como dominantes

ligados al X. son tapn escasos que varios autores no lssdescriben.
En roaumen, la herancia ligada al sexo fuociona de ls siguiente
manera: un descendients macho recibe con igual probabilidad uno de

los genes de su madre ¥y una descendiente hembra recibe con igual
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probabilidad =l gan de au padre y unc de au sadre.
En 1a actualidad se conpcen cusndo sencs 115 enfersedadea
ligacadas al X y otras 128 que muy probablesents se horsden de la

aisaa forma. i*)

1.5.2 Horencia Poligenica o sultifactorial

En estm tipo de horencia no interviens uh gen ¢ an par ds genss
sino el efecto aditive de multiplea genes gqus interaccionan con el
medio ambiente. Comc ejemplo de eata berencis tepomos: la wstatura.
ia intaligencia. o1 color &e la pisl y la mayaor parts de las
asiformaciones congenitas unicas.

Los caracteres producidos por factores -\‘altqiplnl suslen
distribuirse sn ia poblacidn de acuerdo a ia curva normali da
nistribucicn contibBua.

Caracterinticas de la herencia sultifactorial:

A) La frecuancia del caracter en los parientes de primer grado ae

un afectado @s aproximadaments igual a la raiz cuadraca de la
frecuencia de la poblacida.

8) El risago des recurrencia aumenta duspu-'a del nacisiento de dos
hizos afectados.

C) El tiesgo ds recurrencia‘wes mis aito ai gl dafacto os Bas sovero.
D}y &1 riesgo de recurrencia es ass alto =i el proposito es del samo

avnos frecusats afoectado por ei defecto.

A diferancia de ia nerencia mendeliana simple {en el cual una

enferssdad pusde © no aparecer depsndiendo de como esten determinados

(%) lhid.pag.545. cita tizliografics &l
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los cromoscmas) en la sultifactorial,la frecusencia de los .
pad.-:iuicntol @s sayor entre los parientss de los sujetos afwctagdos
gus entre la poblacidn en general, y tanto mas frecuante cuantc mas
cercano es al parentasco.

la manera de averiguar »i una enfsraedad es traocsaitida conforms
a gste tipo de herancia es cosparandce el parecido gque sxiare en
relacicn & la caracteristica, entre individuos Que tengan diferentss
grados de parentesco. Esta foraa de analinis sse bass en el hecho que
Rigntras mAs CArcanc s el parentasco eatre dos personas. ais geoss
tienen sn comun, y por lo tante 3i una caracteristica ms determinads
gehéticasents serdn msas parecidas sn cuantc al rasgo un paire ¥ su

hijo. gua dos primos hersanoa.

1.6 Tratamionto v Prevencicn de las Enfersedages Hereditarias

Existen anoraxlidades cromoscmicas a las cusles se ceben algunos
padecisientos. que pueden afectar ol Aimero o la estructura de los
Cromo3clas. & iovolucrar los autcsomas o bien los cromosomRas sexuales.

Desde bace tiompo se ha considerado ia posibilidad de tratar
enfermedades bersditarias ssdiance la modificacicdn del medic asbiecte.
an sl que la snferasdac qen-’tic. se desarrolls, © trabajando con el
material gendtico.

En ml primero de lom casos aeria una nnjpn.‘lncln’n del sedie
anbjents gque se harfan procedimisentos tales comol ovitar el contl;.'to
de substancias p.ligx;osu gue pusdan afectar a un organismo; la
administracidn de productos deficientes o sisplements adsinistrar

eanzisas suplemsntarias.
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En el segundo ds los casos sm realizard uns manipuiecica dal
sateriai ganstico. Jus a8 us pt:oc.dm-nto ralactivassote nuavre qie
consiste sn lo gque am llams ingenierfa qcn-’tiu. Qque trata de sodificar
la codificacicn de los genss anormales.

El conasjo genstico @3 iwposrtants. Fa Qus consiste em proporciomas
informscion sobre el riasgo d.- gques ocuwITa G B9 Fepita uam nl.{m

genstica en la familia.
d | ta us ario

Para proporcionar jo gmnstico
contar con el :u‘anélt.ieo precino de la enfarsedad scbhre la gqua sa
va a inforsar, conocer cdmo se hereda el padeciniento, comunicar al
riesgo al intersssdc pars que asi se decids algwn curso da scoidm.
apnalizar ¥ registrar los rasultados. acarto ¥ a4 laryo plazo dal cenuja
genstico para vonocer au sfectividad.

En las decisiones qus taosan los interssados d-lpit'l de recibir
asesoramiento gen#tico mo interviensa sxclunivapssata los aspecton
médicos. simo gue infiuysn tambisen factores culturales., saocicnales.

fapiliares. financiaros. lsgales, rwligiosos. etc.

Bl

1.7 Riesgos de Padecinisntos en Enfermedaden Heredivariss

a) Kiwagoa ea ias eaferasdades asndeiianas sisples:

En las enfermedades -utuodnu dominsntes. cads desceadencia de wm
individuo a.fntado tisne ua 50% de probabilidad de satar afectade

2 un 50N de ger sanc (ya gus en las sofesrmedades sutosomicas
dominantes, ®1 gen anoraal me expresa en estado haterocigoto).

En el caso de snfermadadss autosomicas racesivas el riesgo que tiems

uny parwis heterocigota de tessar un hijo afsctado es de 25V de
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proh_nnu;dnd ¥ /9% aqa que sea clinicamente sanc. ya Sea NOmOSAGOTO
noraal ¢ heterocigoto coms sus proganitores. .

En las enfermedaces ligadas al mexo, la sxistancia d® un a8ijo anfermo
id-ntitlicn a la sadre como portadors ds un gen anormal.

b) Riesgos sn las snfermsdades poligdnicas:

Los sjeaplos tipicos de trastormos sultifactorialss o pnuq-'ninn-

son las Balforasacionss conq-'nim lﬁleiplul ¥ uno de lo-‘ sotivos mas
irecusntes de consulta &8 precisamante el ds ia parsis gus solicita
consejo q-n‘tico por babsar tenido algun hijo maiformado.

El vrisar probless que S pressata s €siof casos susls ser que el
uiagoostice en los nifos malformados @8 manos preciso y a veces
imposibie de establecer. y sin diagnostico no pusde propotcicnarse

uhh consejo q-a-‘t..lcn adscuado. . Por lo geasral, sl riessc de quse 3¢ repita
-\t- tipo de malforsacionss sn los hersanos de loa sujetcs afectados
o an aus hijos oo #3 sayor al 5% de probahilidad, gqus s muy inferior
al ae las anfermedadss mendslianas niulol.(.’

1.6 Qpisto cel wssudio de la Genésica

El sutudic de 1a Genetlca se incremsnta dia con dias por ia
amporzancia gque tisns para -n'tm-r ¥ controlar la harsnocia detectuosa
on plantus ¥y anisales. .

La Genstica es reievants pars satander sl bomore. LA busanidad
@8 uns especis bioldgica ausqus desarroils cultura y civilizacin.
Asf{ coso el resto de los organiasos, sosos el pru.duute de ia svolucidn
Distorica organica, gus continua realizindoss,
La importancia y necesidad de provesr alimsnto a toda ia husanidad.

{¢) Huben Lisker, "La Genetica y Usted®. pag.78. ciu biblicgrafica 1i7



hace quw hll genstica sw apligue en la sgricultors en forawa
significativa. Sieilarseats., la Genetica aplicada al wundo animal
es isporcants para saejorar razas y asi proporcionar en aste canpo

ssior alimsntacion sl nombre.

1.8.1 Chjetc dal sstudic ds lan snfermedades barsditacias.

Los eatudias qus hoy en dia se bacen pars ls detecoidw da .
enfernwdadas hereditarias s# llevan a cabo priacipalasats pnr las
siguisntes raranes:
- Para detectar a los pacisntes con problemas herwditarios phra su
tratasientc. sansjo y prevescica cportunas, ias ceslss pusdes ser
preconcepcional, prenatal y postoatal.
~ Por el iuterws puramante ci.n‘t.(!iqo de averigear ia frecusacia de
cisxrran snferuadades hnmltu.;.{.u ¥ poder eatablecer asf ProgranaAs
pravantivos en grupos poblacicsalas,’ .

Ds sxta mansrs ss prusesnta la posibilidad de aborrar aafriaisatos

& integrar a la sociedad & jpdividuos sanos si se tratas adecasdasents.

1-8.2 Objarc del estudio de la Canetica en la ayriculrura.
ElL aprovechamisnto de ia gm‘uco ea el caspo de la agriculiora

an debe a las siguisntes razobes:
~Pars sajorar los prograsas de cultivo ¥ ohtsser sl saxino

aprovachaniento dw la tierrs.
- Paca obteper vegetacios e lugatwa arides y sal teser un mejor cliss

an ol ausdo.
- Para trwar tipos de plantes gepsticansnts cowtroladas que ssam

resistentes 4 las enformodades y las inclesencias del ciewpa. -

25



~ Para msjorar los prograsos da cultivo

canticad de alimsnta para la humanidad.

y obtoner maejor validsd ¥y



- *Nachasa aer Unsarvator cas
Seinige getan nat. ist o8 an dea
Gsometer die Unsacherheit der
. Beobacntungen un asr der Rechaungsn
aaraus obgeleiteten GriSen, oach
strang matematimchen Pranzipien sm
witrdagen.*

Carl Frisarich Gauss.

AL GENM . LNEAI



2.= Aigenora Linmal

Una matriz &3 una dxspanicién recrangula~ de nineros, dispusstos
an = Tenglonhas ¥y n columnas.
Ejeaplo:

51 %2 %3 e My

A= By My By err Sy
sl a2 %3 v %y

boxa: El afmvole a;, denota el nimerc an el i-esimo renglod ¥ en

ia j-ssisa coluana del arreglo. . .

Una aatriz forasada por una sola coluana s llamsa vector columna.
La columna de orden J d-'ln matriz A s el conjunto ordenade

e m alesentas. denotada por A7,

Al=f -

Una matriz pyueds asr vista como uUn conjunto de n vectorss colusna

ce orden =m.
ay
a4
A= rﬂlo ﬂ‘v aJt PRy ﬂn ] + con AJ = -

|
i



224 ALOUWDER VPOIATIONGT 0O RATIICOD
Moleiplicacion por FACRAAL,= )
El, producto de un escalar k ¥ una satriz A, es .a satriz gus

a& obtisne multiplicando caca elemssnto de A por k.

&, &, .-. 8, Ka,. kalz “ns h.ln
a a cee & na | 7 % eee KA.
ra= x 21 22 2Zn - 2L 22 in
. - = . . a &
aLy- gz e 8. KBy, KA, e x‘-n

Mujziplacacion de Hasrices.- .

Swan A ¥ B matrices talss gue el niserc as colusnams de A es igual

a: nisero de rengionas de b. Entonces wi producto de A ¥ B =s la sazriz
con el miamc niserc de tilas de A ¥y =1 miamo Ausero de columnas aw
B ¥y cuyo elemento an sl x-;l;lo r-ngxdh ¥ la j-‘;ll‘ caluana se cbtisne

[ ,
multaplicande el i-esimo rengliob a® A por ia j-esiaa coluana de B,

- 1r —— -— — -
[}
. a, =-e .lp Djy ees :Dljl e ,bln Sp1 see &)
. : .
Ade ‘-._““..._.-"." . ...:. AT A :::.-. -
E_._il...:......_:.ii - sas :. : sas - - :-e‘u: -
. e . . cee Ve b oaes . e =
' ]
' .
agl e AL hpl .en :DPJE ses Bog a1 *** Cgn
5 ol Loaat o I J
n
donde €, 151 a, b'J
Ejeaplo:
1 b5 .« J -4 -8
=
. 4 1 0 =1 [} L]
S Mz R M2 ¥t Mg %
21 %z X 22, ¥ * 8 %



Matrices Coadradas,= '
. Una satrix con igual nimero de renglones ¥ columnas recibe el .

nosbre de matrir cuadrada-. Se dice gque una matriz cuadrada es de.

ardan By 81 tiena n renglonss y o filasa.
La diagonal principal, o simplesspnts la disgonsl de uns satriz

" cuadrads A= [.1J . esta formsads por los nuReros By 0 Boor ense B, .

La antrix cusadrada de orden n con 1 sn todor los lugares de
la diagonal principal ¥ O en todos los otros lugares, se llass astrir
unitaria 6 mstriz identidad v se reprasenta xr

5i A ws una satriz de nxn y k es un enterc positivo, definimos
Oer, Me=a 2 A=ad . R

Hatyis Inversa.-
El elemente unided pars multiplicacidn de metrices de orden nxa
as In ya que AInHInA- A .
Egt;ntg[ﬁn‘ Si para una satriz dada A axiaste una mnatriz denotada por
A"l tal que Mt enar
[
entonces decimos qua A #s invertiblas y gue Ahl os la jioversa de A.

-Para tcda matrir cuadrada A. la inversa A" existe 8 ¥y solo =i

1Al # 0



Ejemplo: Hallemos la inversa A” de la satriz

1 -
. A=y 2

sl escribimos s z
=
r

]. debenos deterainar %, ¥, 2 ¥y W
L

L - = z 1 4]
ssz
b 4 ] 4] 1
Esto es, Xe¥.Z y'w deben satisfacer -
- . x - y=li, t - =0
X + 2y = 0, z2+2mw1

al resclver sésta sistoma de scuacionss me obtisne == 2/3. y» 173,

w= 1/3 y 2= 1/3, de modo que

At o= 13 .
: -

Nota: Existen varios metcdos para sncontrar la inversa A'I de una
satriz invertible A: en la sigulsnte cits son sxplicados varios de
estos sdtodos. te)

Deterninantes.-

A toda matriz cuadrada le corrssponds un nimsro sspec{fice,

llasado el determinante de la matriz; qus se sscribs dat (A) G IAl. -

La definicion da detorminants sa nuy extansa. Por lo tanteo nos

referirencs al libro de Algebra Linsal, cita biblicgrafioa &% pag. 33.

Mu:c!.;n pars el caso particular del dsteralbante de una matriz Ix3.

Ejesplo: y by oo
LP hz czl = Ilbzcz + '253':1 + 'Jblcl'- ‘lhEBZ - '.2'?1""3 - '.3b291
3 By 53
(#) Ariel Klelsan, Elena K. de Klaiman "Matrices, Aplicaclones Matsmaticas en
Econon{a y Adainistracifn®. pp. 3%3-390.cita bibliografica #ld.
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Deduccidh paxa ol caso particular del determinante de una matriz 6X6.

Ejemplor

I-As ¢ 0 0 0
ot Ao I N O P o1 w0 .
pere toa g 'EXEN] 8 -2 0 a0
0 % p A p glvtm]{e oA o o} -afo 0 -2 0 0 (r
O N 1 0 aAD L LU 6 1 pwia
6 0 0 0 t 00 & N ) [ N T Y
kS ]  Fru J rO il
) N o » 0 -0 £ 0
R (L Hn‘lnxnn"nlnl I | IR W] I
a1y 00 & Il o0 0 1k o b1

[ fopedl « 3 ook o

AR B R R AR Y

o -c
—~o
-

28 - 5722% 4 32 A% + 57800 - 111823 4 1116
Conociendo el determinante de una matriz podemos verificar si es ° no

invertible.
{Al = 0 no invertible
1Al » O invertible

" 2.3 MEatrices Bspecialen.-

Para ol satudio da la apliur:.ia’n de la Gen#tica al Algehra Linesl
necesitanos conocer una ds las nu:i.r.-- aspeciales llanada diaqo;ml.
Defipicidn de Matriz Diegonale

Una matriz diagonal o8 una matriz cuadrada en la que todos loa
sleasatcs gue ae encusntran fusra de la diagonal principal son ceros.
asto es, aﬁn 0 sieapre gqus i £ 3. )

ay 0 caw ]
a= {0 Ay --- O l=diag (a;;, @y, ~ees ay)
[+] 1] .-.. 00l

Ejemplo:
La matriz unidad, gue se denota por I.
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®> la aatriz 2:333na) cuyos diementcs @R la clagonal Son ‘a unioac !
' 1 U eee ® *
Iwld 4 ean @
[ I S |

S1 la satriz 1 tiene n filas, entonces ss pusde escribar Ih [ 2]

lugar de 'lcrihir 1.

Z.4 Copowpko_om Enbecio Vectoriad

un conjuato # de ohjatocs X: ¥+ =. ... dotacos de dos oPeracicoes
una linmada .uic;da. gue asccia 4 Cada pAr cde slmmsantos x. ¥ £ K.
un eLsasnto x+y [ K la otra iiasada -u;tiplxc-cloﬁ Qque asocia & cads
par ce .eienentos X, ¥ ¢ K. us elsmenato xyiK ¥ gqua satistacen ias nueve
propiecaass dacas a continuacicn &s llamsco cusrpo. Usaresos la palabra
escalar para designar un slssento de un cuerpo q.

51 designascs per K el conjunto R de loa na-.ro- realasa. las
f1guisntes propiladides 38 s&tistacen

le. ABpcratividad de la auak
Z + I¥*z1 = (x+*¥) + Zz, pars %040 X,¥.% & K

‘e Exiszencia del slesasnto nsutral *era
* ®+U = O+»r:. para tagde xrK

Je Existencia ceal siemento siastrico
Xx+{=x} = U w (~x)}ex, ¥ xtK

%. Copsutarividad cs la susa
x+y = yexu, V X7 T K

S. Asoscaatividad en la nnltipi;cacxén
x{y=) = |xy)z, ¥ .yt KX

6. Existencia del elemsnto unidad 1
x*L = 1°%x, ¥ 21K



f. EX19TENClae gl eleaento inverao

* 8. Conautatividad en la luxtxplicqcisn

xxt= 2w x7ix, wxyO LK

XF = Fx. Fx, rt X

9. Distributividad de la sultiplicacidn en ralacich a la suaa.

x{yrx) = xy+xx, para todo x,¥sx t K

Un sspacic vectorial copnata de un cuerpa K de escalares, un conjunto

no vacio

A)

B)

V da objetos llamados vectorss con?

Una op-rnc;éh lianada ldacxoﬁ Jus asocia & cads par de
vactores u,v £ V la sausa ut+v ¢ V zatisfacisndo las aiguisntes

propiedadest
la adicacn es asociativa utlvrw} = (urw)ew ¥ u.v.m gV

' ia adicicn ws ConmuTativa UTY = viu para tedo u,v t V

existe un unico vector en V. desotado por O r llamado vector
nulo tal gue utd = u ¥ uc ¥

para todo vector u L V existe un vector an V., denotaao
por ~¢ pars el cual ut+({-uy) = 0

Una éperacién liangds -ultaplielcxéh por escalar que asocia
a caca sscalar  kiX ¥y a cada vector urV¥ un procucto ko
satisfaciendo las sigulentes propiedscas:

iu = yu para toqo .u:U

thyky)u = & (kyu) para toao ut¥ y X%y ¢ K
R(utw) = gxu + kv para toda u,wV ¥y kK .

(x;+k3)u = X urksu  para todo wtV, R KLV
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Sea ViX) un espacio vectorial y W oea aubcon3iuntc de ¥. bSUpohgldlos
que ¥ satistace las siguientes Conaicicnes:

ti} 21 u.v L W Snronces sy L W

i3

(b) =m2 weW y =t K, sntoaces KviW

Entonces W es un espacio vactorial sohre K ya que para k = 0 sn

{a}, Ooptenenocs Que OcCW, v para k= -1 la afiraacidn {t1) nos dlel‘

Que ~urW para todo ulW,. Las otras propiedades del sspacio vactorial
son validas para H'por RErencia Ya gue a0D V‘lidll para V. s dice
gue W &= un subaspacic ce V{K).

Dc:;é;cién. Ssa V{(K} uD espacio vectorial W un subconjun-
to no vacio de V. 51 W forms un sspacio wectorial
®n relacich a las cperacionss de V gecimos gum
W{X} =s un aspacio vectorial ds ViK).

Sea V(X) un espacic wvectorial y saa |v1. wawe v-l ua subconjunto
os ViK). Se dice gque "1' ees v.l s linsalasnte depenaisnte o
AJUSLLOS YECIOIES ¥,, ..«»: ¥, 800 linsaiasnte dependisntes 31 sxisten

s#Lementof K . .../ hn £ ¥ nco togos nulos tales que

RV, * e R T W Q
51 PO existen tales nuawros sntonces ﬂIC&I;l que t'L' ansa vnl an
Linealsante independisnta & que ¥, 2, eeee ¥, 80D linsalssnte

inaspendientes.

’

Petanacion oo Hase
Jna hale para un sspacio vactoarial V(M) &3 un conjunto de vectores

lineainents 1ndepsndientes gus gsneran Vih}.

-El nimero de vectores sn una base dada para un sspatio wvactorial

»
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-
*
g8 fonoCclcd ¢oap dimshslon OBl eSpAClO. .
~Zea VIK) un espacio vactrorial con una Dase caca ivL.vz. cses vn}.‘

L)
cach vYectar v r V(K} puede ser s#scrito cde mddo unicao

v a kl v, o+ kz Yo * aae kn v,

como combinacicn lineal de los vectoras de la base 8. Loz elemsntos

ki' Kyr wues in son llsaadcs coordenadas cds v en rillct&h a la base

8 y la matriz columna

X
k.

(vly =

| A B

e la matriz coordenada de v sn ralacich a is base #.

2.8 Autovalor v Autovecotor de uns Matrix

Sean WViK) y WK) &ol mapacios vectoriales -

Una transformacion iinmal ®s una funcicn T:V(R!-rﬂlf! qae
asocia a caca vector wiIV{K) un vector T(u)zwiK} satisfaciendo laa

aiguientes propiedades:
T{u+vr) = T{u} + T{v). para todo u.v £ W(N}

Tika} = kT{u),. para todo kiK 7 tode w & WiK)

Una funcidh T:V(K)—= W(K} e= una transformacidn lineal si ¥

adlanente af
T(kutv) =kT{u} + Ti{v) para todo u, v r V(K} ¥ XtK
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El cot-;ju.nto de todas las transformacionms lineales de V{K) an
W{K}, Junto con la suma ¥y lnltiplil:-ctc:a sacalar es un espacio

vactorlal socbre &l cuerpo K.
El mapario vectorial de todaa las tranaformacionss lineales de

V an W sobre un mismo cuerpo K es denotado usualments por L{V. W).
Sea V{K) un espacio v-;:tnrinl de dimensidn finfta y TeL{V, V).
Supongasos gue v.as un vector no hulo de V tal que

Ti{v) = Av
para algin eacalar A ¢ XK. Entoncea al escalar A le llamamos
valor caracterfstico (o autovalor) y a v le llamamos vector
caracter{atico (¢ autovecter de T) correspondiente al valer

caracter{atica de A
El conjunto de todoa los vactores caracteristicos asociados

al valor caracter{stico A . denotado por Vi. e llanado espacio

caracter{stico asociado & A .

Si AtMnxn (K), At K es un valor caracteristico de A =i para

algin vector (columna) no nule XiK
' ax =AX - (1)

Decimos an este cazac qgue X ea &l v-ctﬁr caracter{stico (emigenvalor
valor propic o autovalor de la matriz A). de A asociado a A

Ejeaplol
1 2

S5i A= ] sncontremos los valores caracter{sticos
3 2

de A.
Buacancs un wacalar ) ¥y to wector fic Bolo X= [] tales gque: AX =AX

8 ]U-*U



’,
tal ecuaciqn satracial es squivalente al sistema :
% + 2y= x ’ {l= ) x +2y=m 0 .
o
Ax + 2y= x Ix + (2- )y =0

Un sisteaa honoqin-o pOses una solucion po trivial sf y sdlanente

s{ @1 detarminante de la satriz de lom cosficientes es 0.

=% 2

2 A2-32-a4= (A-4) (A+1)= D
3 2-M

Los valoras caracteristicos de A son )'1" 4 ¥ :‘2' -1

Si A= ['.l‘]' ¥y X= [v]. son lam reprossntacicpes satriciales
del opsrador linsal T del vector v [ Vlf.lﬂ. on relacidn a una base
dada f= "1' Vo ease ¥} de V(K). entonces sncontrar ‘I.a- valores
caracterf{aticos de T. es decir, rescolvar la ecuacidn vsctorial

Tiv}) = Avw
es sgulvalente a resolver la ecuacidn matricial

AL = AX

O

(A-AT_ )X = O (2)

51 se escoje una Adada, entonces cualquiera X que satisfaga a
1) debe saviafacer al conjunto de n wecuacicnes linealss homcgenoas,
con n incognitas. deacrito en {2).

Exiatird uns soluciof XJ0 para ia scuacidn (2) s y =6lo sf

|A=21}= O

Sea T t L{V,V} y ssa 8 una base de V(R) ta) que [Tlg= A.
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Al peolincaio de grado n scbre el cuarpo K

. a“-l a5, TLTINN \

a
21 -2..-1 ces . @y,

-

fla)= [A-N_ (=

®al

a2 ser A p7A

se le llana polinomsio caracteriatico de A (¥ ds T}.

A la mcuacion £{a)= M-M’nlﬂ 0 2w le llama scuacicn
caracterfatics de A (y de T). Los ‘vuor.l caracteristicos de A {y
de T) son las rafices de f£{i)= O, as decir., los sscalsres A, tales

Qque ﬂ).iju ]

Los vactorss X ¢ 0 que satisfacen la ecuacion AX flx son
llasados autovectorsa (vectores caractar{sticos, elganvactoras,
vactores propios) de la aatriz A correspondientes al autovalor k.

Una vez encontradcs los autovalorss a partir del sisteas Adw)X,
para cada autovalor ancontrado A ss encusntra un conjunto sclucidn
del sistema (A-AL)X= 0. llamado Sj. '

El sigulente paso & segyuir -; spcontrar una base para tal oconjunto
solucidn, ¥ ssto nos da un conjunto ds vectorss linealasnte
independientas asociados al --::-Lu-k Un coajunto linealnents. independiente de
autovactores ascociados a la matriz A as entonces 5= US;. donded es
un autovalor de A.

Ejeaplo:
En @l sjeaplo anterior obtuvimos J\l- 4 lzn -1
substituyeado Al’ 4 on sl sistena (A~4I)X= O teneaos



=K + 2y= 0O #
) o siapleaente Ix - 2y= 0

3x - 2yr 0

Entoncea, el coajunto sclucion es

S‘\- { (x, 3/2x} / x £ R )
1

Por lo tanto una base para #ste conjunto solucion as al vector
2
]
la cual ssta foraada por.un autovector ascociado al valor proplo ll-‘l-
y cualquier otro vector proplo asociado a ).x- 4 s un ltfltiplo de
[ 2. 31
Substituyendo )-2; -1 wn el sistesa (A-{-1)I}X= O teneacs

ax + 2y = @ ’
o simpleawnte x +y = 0
Ix + 2y = Q

Entonces el cosjunto solucidn es

SAZ-u [ i, =%} /2 R
Una base para dste conjunto solucion es el vector

N

la cual ests foraads POor un -utnv-'ctar ascciada al valor propilo
Az- -1 y cualquier otzrc vector propioc asociado a ;\2- -1 e= un

siltiplo de [ 1, =1 ].

2 1
Conclusidn 1 5= 5, UJ SA - . es un canjunto L. I.
o) 2 3 -
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@7 Lov auzovaTtOres 4o LR ARErid A.

) . v
2.6 Diggenalizscion_ de una Ratrisz
*Lna pazriz A« HnAn(HJ ea diagonalizanie a: y solasente si A
wosee 0 vectores caractarfaticos linvalmente indepancienzes.

In oate casc 3i A, ... Aa son ioa valores cazacteristigos de

A ey
rsl o ane u
2 1 eee
o= A lAN = :
] o . A“_J

5i y adiamsnte 3i la i-€3iza columna de ic mavriz diagenaiizante M
85 un auTeVEcTOr e A COLTE3IPONAiGBNtE &l vailor caracteristico A,.
B lsde sase N

- - .
Pescscregich.-  Supsngaros que  Adh_ o

nTL&NCes axistd una Aairix ¥ invertinle a4l que

-

1K) #3 gdiagonalitzpie.

pu N ipH, B3 cecir

In

~“r=pll conte D es una mavr:z ciagonal.

P

A [+)
i D= = . €EAteOCes Al. enes &n son los valores

caracterfacicor de A.
loa vettores coluana de la marrir H. Tono

Soan H. ..., KT,

AHmHL podemos Ljualar ios correspondicntts vecrarea toiumna de cada

e e e L R
Ladc Se¢ 1a ulvtiza jguaicad y Tendrexos:

4i



. £
. L Y LA L R |
.
R . : ' * X t .
ip qgue avestra gue M* e3 un vector caragteristico de A corresponciente
. L4 N .
al walo:s spracseriatice Ai‘ Como fd es invert:ihle, sua coiumnaz, es
CECLE, 528 ASTOVECLOTES A0 A, SO0 iels
Supcngamkas ahurs que b tiene & vestores raracterfsticos Hl.....ﬁz
iinealmente independientas, Asi existen esculares X . .... )h tales
que
i i
=
A
efiniendd W <oEd im aztri= CUyAs Columnas xop .08 vecteros

saracteristicos de A tendresos  ANTDHE, conde

D] [+ I A“J

M &3 una masriz invertible yu gue fus veciores colucha sen L.l.
LI b

Axt, H'lhnw D 5 suz ilo tanto A es dinvahall:nnlo.‘ L

Sranple: 1 A
i8 zatsaz As . cel ejamplo anteriol usaio para
3 =2

SADORtrar Autovalcras ¥ autevectores, =8 diagonalliaple ya ques posee

dos vectores :lr-c:er{stzcas
1

gus fon liinealzente lndepenaientes.

£ [: -] 3 ia :ntrz curds columnas soh 105 vectores

iy fits L. @e Sruza, "ilgebra Lipeal%, pp. 133-130, cita h:hllnqratica 5.
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stlcom de n. entonces

TEracier

: _. 205 a1 i L R -
N 3Ad = = =b
55 w51 |3 -1 vl

wa Una RATri: diagonal cuyos elccentos de la dimgonal son los

12
[ F]

13
L

auzcvalsres 4 y ~; dea A.

2.7 Cuadpnan g Magzoy

dn vestar ce recibe #1 pombra G vector de prodablilicaa si

+

LUT COEPODENnTeY #on NC AAQUTAVOS ¥ SU Zund @3 lgual a -,

basxases. Eprocdstazap
{na mazri: cusdrada H-!piJI &3 eztocHntiva 2i cada una de suo

-1

zilas es Un vICTICLr of Propapi-iGhd.
«{n vector no nuiv u ¢8 un puntd 1135 ce una natiis cuadrada A 21

1 ﬁ-raan-c. fijo, i.e«, no cambla cuando se mulriplica por A

. wahTu

Pefanigion gde Cagena de Mazkay

Una C.agona de Mackov @3 una sesguencia ce sxperimuntos realizades

en un siatena X von LAas sigulentas propledaces.

~ En cualguier zomento ol sistsza guade estar en cualquisra de
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n
. . N ] : N
ay s1 X caakisa o NG 4 uUn nueavs astacs del eonjunto usl.s,...-.sns.

. -
-G veTacos U,.5:.-.45, ¥ el rest.taco de cada eiperimento depence

-

. L4 - . . -
4 UizTeaa aclo pueca cnluiu; ar un ostadas S, & otro S. 3i ae etectde
- L

un erpesimsantd.
= L3 propabliidad ce cambiar del sistesa oel estaao si ai Sj depends

dnicanente de 53 7 5. o5 vl estaco del siztema en 81l momento cal
cxperimonto. Buta probabpilidad as densta como P;j‘

.
Lot numeraon pij s& llaman probablilidades de transicich T pueaen

ArgANLIAra® en una foSED aw masricz

s s, s,

Sy |fan PazePig

Sz |Pax Pazeeag
P =
PR
' sn Pal Py2na

&
gue 3¢ llama gasriz de irans.clon.
- L2 N . ’ e
Pefinleidt.- Ura natsiz e trans.cion s una gatris cuatrada Goa
elaanzos nu negativos calon qua la suma de loB risnenton ae cada
Scoluane ses f.
ip.rues Si P os una kRatris regulaer de cransisidn sntonces
. .

{a) Lat potencian P" sa nproxismn a una matriz O {(caca renglon

de U o3 un punte fijo u ne la matriz P,

- - 4 o -

(D) Cada renglorn cde U es el mixau vector de probasiliicad u.

{e) Las coppaneénter 3m 2 sch positivas.
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« EL P ws una anzrii reguiar ce trana:nxgh. Yy ¥ ¥ U 03taAR cacdas
por lu anterior entcocnnes : *
ia) s. £ o3 Cusiyuiar vector am prabacil:dec yPn L8 AFCOXinH

a de.
{b} El vector u ez sl uUnico vector de probab:iicac punto L1359

de P.

ingzeay-- SI P es ura satziz regulayr de transicidn. satonces

t24 P =iwnwe un dnite veacter de probabilican £.3¢ A. y los
cosponentas cy A son todos positivoa.

i) Ei% PP=T conde caca rengldn ds T es un vector fijo de A.

13} 5. % we un wecior ce prooabilided entonces lim XPT=h
. ) e

Eate ieoIsma RUEATrS uUe P11 T @ una Ratri: ce tranvicidén regular,
earoncen 4 & larga {(neai, la prcompilidad de gue cualguier ss:zado
ﬂj JCUrTA, es ADIONiSacasunte igual al cospoaente a, del vecior de
srooabiiidan faxde & Ze P.

- Jn astaas Sj ag un Jrocass ca Harxkoy e lians absdrveacte sb &L

. ’
FLOCE0 BE Aqalliand ¢n Iy estade tba VRE QU entra BN sl.
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“Tu pulpa ha de vivir esn ai cuorpo;

Y las semnillas de tu majians florecasin
en ai corazon.

Y tu fragancia serd mi alianto.

Y gozaremos juntos an las wstaciones des

la _-tomid-d:
Khalil Gibran

3.- A PL I CACTION
AL G EBRA L I N E AL
A LA
‘G ENE T X C A



3.2 PLANTEAMIIENTO DIEL. MODELD

.

X Este capftulo estd enfocado a una aplicacich del algsbra lin;al
ihqnﬁuhPMnmoMuurwununﬂuuﬁmtnMé wﬁ;
axplicarse desds el puntc de vista de Cadenas de Markov, como
cosentareacs &n una npllcqci&h.

Vamos & utilizar un modslo matsmatico aplicado a la qin;tiCl.
Mudiante sste modelo ancontraremos ecuaciones guas nos pcr.itir‘n
d-;nruinar la distribucicn a traves del tisnpo da las distintas
estructuras gsneticas que utiliraresos.

En las aplicaciones gus se presentacan, trabajarenos con la
herencia aendeliana simple de las dos forsas gue como viaos en sl
capitulc uno. son la herencia autosonica y la hersncia ligada al saxo.
En a1l caso de la herencia auto-&}len utilizaresos sl mcdelo aplicade
on la agricultura y tasbisn a los serss hussnos.

Por otro lado sn el caso de ls hersncia ligads sl mexo,
'utilx:nrclo- 2l modelo aplicado a parwjas de machos y heabras (tabla
3.2). Eato lo haremcs as{ puestc que cuando as estudia el cromoscas
Y, que dnicamente se encuentra en los nombres, sclamente as conoce
la infuruaci&h relativa a la existencia de un gen tipo a 6 A, ¥ con

#ata sola :nforaacicn no e posible determinar cuande un machc es

hibrido.

Las siguientes tablas pressntan la distribucicdh de los gesnctipos

posibles en los descandientes, partiende de todas las combinaciones

posibles de los genotipos de los padres.

47



Usnotipo de loa pacdres
MA-AR| AA-AnAA-ca| An-An| A - 1g-an
Genotipo A 1 nlo L} Q 1]
de loa An ] L 1 » L3 [1]
aijos aa 1] o |6 L3 » 1
Tabla 1J.1
wen0tipd ex 123 paaes {Pafre. ascre:
(R RR iR Bay fiA ar fra il | qo. hegla. as)
F—— 1 1 »" | o 1 " [
de i a [ L] 1 o ] 1
los i AA 1 n O 1] 4] 0
i 108 Bl ma] o w | 1 » 0
? faa]0 |0 o Jo [» <
Taola 1.2
Genotipos de los padres
1o dokn [ia dai | it ans] fnabho Jiasha) fias 0nd
Genotipos [oh, Ry 1 » Q O L] [ <]
de las {A.aa] 0 n [4 1 L] 0
parajas hoaat] 0O o a ] LY 0
ja,Ah;] O L) 0 [] ] O
ae
) is. ) O . 1 [+) n 1]
ol jaa 1| € 0 ] [*] n i
Tabla 3.3 '
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La tabla 3.i{ se aplica a los casos de la herencia autosdmica.’
aientras gque la tabla 3-3.33 aplica a los casos de la herencia ligada
al sqxo:‘za tahla 1.2 no s» aplica al aodelo perc la aenciono porgque )
de ‘ahl{ ocbtenemcs ia 3.3,

Para aspeiar a conatruir el wodelo debemos especlficar como
uipiazl wl procesc.

Comc primer paso debersmos’ sncontralb una distzibucion inicial
da genotipos. Sa censidera una ascusencia ac esxporinantos fipnita ¥y
un nussrs de poaibilidades para cada axperimentc.

Sea X la distribugion de genotipos gque estudiaresmcos. Lo gque

quersscs encontrar es X7, gus es unae diltribucidh de genotipos en

la n-i;ila q.ncrnciéh.-Supondremun ques
X0 o Axn-l )

donde, X" ! e5 la distribucidn anterior a la n-esias generacicn y
A =g una satriz nxn obtenida ds la tabla 3.! si as harencla -utosénic.
y de la 3.3, si es herencia ligada al saxo.

Llamarsaos port

8. bn. (] Y !n

nl
®l conjunto ds fraccionas de los genotipos resultantes sn la n-euina
cuncraeiéh ¥ port & b Go. ceas !6

@l conjunto ds fracoclones de ganotipos ds la qun.raei&h inicial.

- .

a ° d
Por lo tanto denotarsacs por XK'= : y X'= :

£ £,

Ademas como sabemcs ans Bos we.s £, 80N Valores probabil{aticos que

agotan todas las poaibilidades en cualquisr q.n-:auléh..pcr-lo—tlnto‘
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se dabers cualply gue:

a,  + hn +o, + dn +»

" + L, =1

Por otro lado definiremos a los escalares probablifsticos anacados

de las tablas 3.1 ¥y 3.3 con latraa griegas L .x' Yy B e B ..

".'l = 1, 24 3, eanes 6
Entonces si - bn' Cgs eves fn o8 on cada caso la probabilidad

da que se produzrca un genotipo determinado, podreacs plantear a trav;i

de las tablas anterioraes:
a, Se a, ¢+ .[ Boog * Y7 Tpg ¥ oene ¥ .‘ £
by ~maxap_ ) + 8, b +ryo, e+
c, =®ya, ,+ IJ bn-l + T30, ) * e ¥ .3 ‘n-l

!n =wg e, , t8 ;b T gt 8,

.- Escribliendo dste conjunto ds ecuacicnes en forasa matricial tendrssos:

~ - — - - -
- op B ¥ oee- 9y A1l
b | T2 83 Ty «ee 8, booy
LA ay By T4 .0a 0y Cn-1
T, ag By Tg oen O Lfn_l

o x® = A X®! tal como habfanca plantsado an {1}

Usando =l concepto de potencia de satrices podemcs eatablecer

que. 8i sustitufmos valores de n en X" = Ax®"}  chtenemos las
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scuacionas: X! -_ax“. %2 = axt = A2¢%, %3 = A% = %9, are. Por
" lo que an genaral se obtiene: X" = a“x“ {2}
Si podemcs encontrar una axpresldn explicita para A", podremos
aplicar la emcuacidn {2Z) y obtener una exprasicn explicita para X™.
Para encontrar la expresicn explicita de A", supondremos que
la matriz A es diagonalizable, o sea trabo jaremos con unao

wattiz de la forma A= MON~! + donde H es unn motriz lnvertible
y D unn matriz disgonal,
§n consecuencia podresos chtener:

A% = won! wpn!
y como N"IM = I sara:

A = upIow™! o ama
A2 = wp?n!
de la missa manera sera:
A = DKL oMl o sea
A? = wp3n?
} genaralizande obtenomos: ¢

A" = HD“-"H-l snu“ o sea

A" = ypPu~! T T
donde D ¥y M son:
[ =
A 00 ...00
o 1L2 0 ... 0O
P=lo o2y .. o
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donda leos ',\1. i = 1,2, 3: weusy § =mon los valores propioa

corrsapondienten a la matriz A y

- H = [\I’lsVzEV: é.... Ve ]
' H .
donde los V". {1 =1, 2, 3, auer & 308 los vectores propios
correapondientes a la satriz A. 7
Con el procedimisnto gue se Busstra a continuacidn, 3e sncusntran

las valores proplos correspondientes a la antriz A.

Comc sabemos, por definicion de autovalor
AX = A X (4)

de esta manera podemcos escribir

L nx Ty aee 'l-l _.J —onj'
b b
L 32 Ty wee By e: -1 u:
L_ L as Te .... L Lfn,-J Lfn

por {4) serd
AX - AX =0
loc cual nos permite obtener el sistems

{(A-AI) X =0

lag ~A) a, + B, b, +7, €. +.cct8 £ =0
ay a '+ {8, -A) bytryco,+ eeo v, £, =0

"s"n“"shn""’c"a"""“s“)‘"n‘“
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Del sistema anterior chtenemos el polinoaio caractaristico de A que es;
crl-'). By Ty ee. 8,

ay 85-A Ta e-- B,

-

" {5}
§ Y6 v 95 A

Igualando {5) a cero cbtenemos la ecuacidn caracterfstica curas raices

nos daran los valores 11. i= 1, 2, 34 +e«+s 6 © 2ea los valores propioa

Ahora busqueaos los vectores propios correspondientes a la matriz

Ao
Para 0116 susti{ituyamos
P 7\1 en al sistama (A - AI}X = 0
y de gsta foraa sncontrarescs conjunto asolucicn 531 haclendo:

(’1-11' a, + By by + T 0, ¥ we. v 0 f50

“2‘;:""82-Ai,bn'fzcn""'*azzn'o
o &+ Be b vrec ""+‘96_)‘i’fn=o

n 13

para toda i=m 1, 2, 3 seee 6

L4
Para Sxi ne determinn una base V, que eoatard formado de

putovectorea, con estos se¢ forma 1n matriz M.

Ressplazands en X? = APX° el valor de A" = HD™ ™! dado en (3)

+andrenocs gue!

. n
- ' ; ' A, 0 e O : ;
b, toy | oMy ...0 v
n -1 o t 1 -
Ey (= X7 = (MD'H ) X° = "1-"2:"'| Vgl| o . C... 0 MV Vo e
: Py : o
- [ ! " 1 )
£, P 0 0 ... N o
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Resclvisndo, este producto de matrices llsgarsass a gcuacionss gus

g-rih las forsulas expiicitas que proporcionnr‘n lag fraccionas de ,
los genotipos de las generaciones de orden n, sxpresadas an !uneiéh
de la® fraccicnes de lcos genotipos iniciales. Como el nunero de

generacionss, o sea n, va creciendo con el tieapo aplicando limites

‘para new podremcs predecir a qua tienden., en cada caso. los valores

de a- bn' Cge ==es ‘n'

54



2.2 APLICACIONES

A.- MHedelo aplicado.q la herencia autoscmica,
Veanos como se aplica ol modelo a la herencia autosdmica on la
agricultura. De la tabla 3.] {ver pag.48) podemos sncar algunns matrices

cuadradas. Tedas ellass diagonalizables,

Ejeaplo }.- Suponyames que un agricultor tiena una gran poblacicn
de plantas con una cisrta diatribucicn de los posibles tipos de
genotipos: “AA® "Aa" ¥y "aa”.

El agricultor desea iniciar un programa de cultivoa an sl cual
todas las plantas de la poh11016n ssan fecundadas por una planta de
genotipo "Aa"i ya que considera gue dicha fucundlciéq lojar-r; de
manera considesrable la espacie en dicho programa de cultivo.
Analizaresos cual sera la formuls de la distribucion de los tres
posibles tipos de genctipos de la poblacion. d.lpu;l de un clerto
ninero de generacionea.

+ fraccich de plantas del genotipo "AAY gue hay an la n-ealna
' generacion.

b_. {rucciéh de plantas del gsnotipo "Aa" que hay sn la n-asiss
won-rnuién.

c.. fraccidn de plantas del genotipo "aa® qus hay en la n-eaisa

genstacicn.

Usande al modelo., como consecusncls de la tabla 3.1 {temando

en cuatita nada asa las columnas donde gueda wl genotipo "Aa™):

T Ty

Boda | A P
[

=

um

GENGTLio AR
Aa
&6

-
" X
L] L]

o




deterainancs la distribucion de las ganotipos en cada q-nnrncl&h.

a partir de la distribucidn en la qon-ra:iau anterior. Taabien pod.rn-

detarainarla a partir de el siguiente diagrasa de transicidn:

a. b )
/.-4—'—'—-~

Asf obtansmos sl siguients sistessa de scuaciones:

Ou

XP e A", [ |=x|unullb

Enpecescs buscando los valores proplos y los vectores proplos

corrsspondisntes a la matriz A:

Q - a,
n =)\ bn
L] L] c, s,

te ahi obtenssos el sistesa (A-AI) X = 0, que @8

th ~Ala, « #p_ =0
ha ¢ (i "'Z)bn +hec =0
hbn * (R - a}cn =0



El polinomio caracterfatico de A es

n-A » ]
m ohA = -3 32208 - a2
0 L] h-A

la scuacicn caracter{stica es ).3 - 372 )‘2 + .1/2_7\- o

8 ADE - 37224 1/2) = 0

Loz valorea propilos son:

Ay o (J/z-ruz;/zax.?\:

7&‘ a (322 ~Jos4 - 4 (172) ) sz =
(/2 -172) 7 2=ha Xy

Ahora pasemos al cdlculo de los vactores caracterfsticos; substituyendo
7« = A.l = 0 en el sistema (A -~ Al) X = 0, tenemos:
hln + lhh = 0

n n
hbn + hcn = 0

hln'l'&b + he = 0

cuyo conjunto solucidn es
521 = {(a, ~2a,4a, )/a, t R)

Una base para este cohjunto solucion esta forsado por el vactor

a7



Suatituyendo A= 12 =1 mn el aiatepa (A -AJI) X = O tenemcs

hln - hb“ = [v]
hl“ - hb + he - [
hﬂn - -bﬂ - ]

Cuyo conjunto solucicn es
=), - e, 2a,, a) /&, ¢ R )

Una base para easte conjunto solucicn estd formado por sl vector:
1
2
1

Y sustituyendo ) = )3 2 172 en el sistema (A - AI) X = 0 tensomon

hbu = 0
Iun + hr:n = 0
Vabh = 0

El conjunto solucion est

~

Shy = ((a, 0, -a)) /&, t IR }

Una bane para este conjunto solucin’n -stn' foraado por el vector

o
-1

Considerando qus los autovectores Vl. Vz, \'3. correspondisntes

a los autovalores 7\1. 25 P son
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Sabenos que A ea diagonalizable ya gue pomes J valorss caracteri{sticos

distintos, siendc que el orden de A es 3.

podenos escribir:

-M D o 0 Q 0
p = |o s O =|0 1 0
0 o 7\3 a [ ]
L
[ N N v
] *
M= vlzvz:\':--z 2 0
1 1 1 1 =}
e [} ] - - -

. Usando en la mcuacion X° a A"X? el hechc de gqus A® = MpPN~ 1,

& [+ 1 1} fe o o " -n n a,
Xe (o L™= 0™ %= -2 2 o f o "o |[w w w]|p
11 1fjo o mPlln 0 -n{|e

[0 1 ™% = » ap ]

=lo 2 ™| |w & = by’

1wt " 0 - g

w+hih)® W ow - mm)® .0'

ol LR T B T EUITC YL N T

LR TUT L S RN C LYY I N
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(x + mem™ ga, o+ Wy o+ (w - owim? g, -
= e+ da, + mby + (h = ww)” e,
o+ w)™ Jag o+ Wy o+ tk - R(m® ey

sntonces:
n n
a = "O + #win) a; + hbo -+ hca - Wiw} <5
. h n
b, = hay + wimfay o+ mby o+ me, - miaTg
c, = Wap =+ h[%)nnu + wo, o+ Wm, - h(&)ncu

Como a, + ho v 6 = 1, podemos reducir nuestro sistesa da

ecuacicnes a:

a = W 2™ e - e
b, = w+ (/2™ (ag - el
€h = "+ (l/2)n+1 tao - cg)

Las ecuaciones anteriores son férnulas explicitas que proporcionan
las fraccionea de los genotipos de la qaneraciéﬂ ds plantas de orden
fn. exprosadas en funcioh de las fracciones de los genotipos iniciales.
Usando un teorems de Calculoc que se refisre a limites al infinlto

qua dice: Si n aa cualguier enterc pasitivo, sntonces:
fp a0 a1 Iricl

Encontrancs:
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dinw o+ ™ ga o) =
nem )
. Maw o+ P4 — o) = o
n-ew .
liaw o+ (™ qag e =
e

Con esto conclufsos gue:

Con este resultado podemos predecir que sjespre que el orden n de
la generacicn correspondiente soa cada vez nan grande, la mitad de
la pnblaclo’n tandra sl ganotipa‘h. y habra una cuarta parte de plantas
de genotipo AA y otra cuarta parte de plantas del genotipo aa.
Recordando las definiciones del capitulc 1, vasos gue en la
astructura gena’ticn del organismo. la mitad de la poblaclo;: a-r;
homocigota., dividiendose una cuarta parte del tipo AA ¥ la otra cuarta
Parte del tipo aa. La otra parte des la pnhlaclo'n sara hmterocigota.
Aungue tengamcos este tipo de resultade se debs recordar qus el fancasno
se pysds ver afectado po.r condicioness del sedio ambishte. Pocdeaos
obaervar gque cuando sl orden n de la generacion corresspontisnts saa
Tnda vezx l;ﬂ grance hnbrn' una cuarta parte de u’st.c tipo de genotipo.
Sin eabargo serfa interesante ver como se dasarrolla este sxporissnto
an la pra.r:tur:n paAra ver colo influye 8l sedio ambisnte en el fenotipo.
Veanos & que resultado llegasos con una aplil‘:a:lo’h imul-l 1a

antarior caabiando =1 prograsa de cultive por otro.

[ 7}



Ezempio 2= suponqa-os ahora gue ol agricultor adesea nacer su Programa
. de cultivos bajo e: supussto de qus todas las plantas de ia pohl-c;dh

meran fecundadas por una planta del genotipo AA. Decide nacer ‘ht-'

programa o8 £ultivo Te que piensa éu- las plantas que acn del genotipo

AR 30n de mejor calidad. Veamos cual serd la fdrmula as distribucioa

ce leos tres pominles tipos Q- gqenotipos de la poblaciﬁh. an la

geonaracich "n*. De ia tabla {3.1) podemos detersinar la distribucion

de leos genctipos mn cada qunnraciéh tolfndo on cuants pada mas la

prisera, segunda y tercera coluacas donde aparece una planta con

genotipo AR.

. et A oL s PO SRET W20 x Y
AA-AA Ad-A3 Al
CEAZTIRY ) R h 2 '
a v & o

L
Utra va:z podeson awtarminar la cistribucicn ae los genctipos a traves

’
as un diagqrasa do prnmnsum:

(&) _

La diatrlhuczén de loa qQenotipos as:
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n -1
. n ¥ n~1 * Fn-t .
Sy = 3

Efectuando el minmc procedimiento gus on ol ojosplo anterior

cbhtanamos
ay v =) 803+ (1-2{ni%cy)
¥8= A%x% ap®y~1x% th sy o+ 2 (w7,
L 0
- .
3y *+ by + &g - (mpy - (Ml
= ()%, + (n)°to,
0
Entonces:
a, = ag +by +oy - imip, - m® e,
n, n-a .
o, = (m%y + (n)"Ac,
e, = 0 ’

Como: a bn r e, = L oag + ha + &y =1y c, = U, entonces:

a = 1 - (m%, - )" g,
by = (WP, » 11" e,

a, = 0

Eatas acuacionos proporcionan las fraccionea de los ‘ganatipas de

la goheracicn de plantas de orden B, expresadas en tun_::io'n da las

.

fracciones de loa genatipos injciales.
-
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Tomando limite, cuando n tionas al infinito, podesos congluir gque:

. ) .n —— 1 )
ay —_— U
e, —T—* 0

Con este resultado nos podemcos dar cuenta qﬂa al cambiar el prograna
de cultive por ia fecundacidn de plantas con una planta del genotrapo
AA ootenemos que a mecida gue p crece, las plantas as la poblnci&h
tondoran a ser aek genotipo AA. Esto ea, a largo plazo, el agricultor

Tendra puras piantas del genotipo AA.

Presento otro tapo de viemplo de la minma apxxcacadh. ya qgue consaiderc

gue el resyltaao cel experiasnto €3 interasante.

Ejemplo 3.~ Supongamos ahora ﬁun el agricultor nace la siguisnte
nooxt;cncx&h A #8U @xparimcnto. Eastabiete gque cads planta de la
poblacion nea fortilizaga S:empre con unA planta oce su propio ganofipo.
Haciondo msto tipo de cultivo veamos que us lo gque sucede en ia
guncrccxén ae orden n.

Usando 1l& primera, cuarta ¥y noxta colusna de la tabla {(3.1)

L
obtcoomes la cistribucion ae ios genotipos an cada gmsperacion

' ol ki L A AR N - Dot 31
Ak AR s Aa- 38-03
A 1 b [
] A1 [} h v
§ s WEEL
LS Bl 3 T [ B
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Tamnien podomas chtener la diatr;nuciéh de los genotipos con el

siguliente diagrama de trnnsicién: .

Ao Aa

La distripucidn de los ganctipos da las plantss es:

-

n n-1 n-i
bu = ”bn-l
Cqn T Wbp, T Chy

Efasctuando &l mismo procediminonto que en loca ojesapleos anteriores

obteneacs
ag + (- uin)Min,
Rl . it S 19178,
cg + (" ~ m#) B,
Entonces:
o = #g + (- (b,
o
a = (wiThy
€q = cg + tw - (m®* by

Tomande el limite:
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lim fap + (5~ (07" P)ny) = oay ¢ hoy
nem

lam (binho =0
Nuea

. n+l
iim (co + (- (n) )hoJ =gy + hbo

nen
Con ®snto concluimasn gque:

ay — a, + 'lho
hu_ o

g, —™ g + hno

Las conciusiches qua obtencweos scn que sicapre que se fercilize
una pobincic:’n de plantas, cada una con su propio genotipo, Be obtaendra
una poblacidn que & la larga contendra tUnicassnste genotipos de tit;ﬂ
AN 7 aa.

Es auy intarosante oosaorvar Que Si se Cruzan piantas con su propio

genotipo, eaa el furituro tiende a aesaparecer la clase de los nibridon.

=———me A contiRuacicn veasos un ®JAEPLO gque s& pueds aplicar a las
saras NURANOS DArd ol caso as una enfersedoad autosomita Iecasiva.
Recordemcs del clpftulo und que una onfarmeddad lnto:o'li.cl reacasiva
a3 aguells en la qur 38 presentan un par de genss recesivos que se
encuentran de algupas forma afectades. Es decir, la snfarsedad del
individuo se expresa Unicamente cuando ents em homocigote, para un
par de gahes; es decir. la accidn del gen deba ancontrarse «n doble
gosis, ) .
Veamos como =& aplica sl modelo paras i& nrr-dicnc;o’n ds alguns

enfarsedad autosomica:

(1]



Ejenglo 4.~ Supongamos qums existe un prograsa pars ldentificar
a los portadores de una enfersedad autoscmica recesiva ¥y dada la
naturaleara de la snfermedad. todos los portadores identificados
propeten no procroar hijos entre ellos misnos. De esta forma, los
futuroa hijos tendran padres normales (cruzas de tipo: AA-RA) © un
progenitor norsal y otro portador {cruzas de tipo: AA-Aa). Como
consecuencia de esto, eon el future no habra descendencia que sufra
la spfermedad, aungue existan portaderes sn las gensraciocnes futuras.
Analizaresmos cual snx; la frmccidn de los gehotipoa resultantes gue
tend:‘h las futuras gensraciones., ajigulendo el prograsa de matrismonios
controlados.

La siguients tabla se obtienes de la tabla (J.1) =muprimiendo las

colunnas 3, 4,:5, 6 y la tercera fila.

GENOTIPO DE LOS FADRES
__ AR-AA_ | AA-As
GENOTIFO Lr) 1 [Y
DE_LOS -
H1Jos Aa [] [
Tabla 3.4
Sea:
. ==
“n
XP =
l:'ﬂ
donde; -

a4, o3 la fraccion de ia pahlaci&h de sancs (o sea. dsl
ganotipo AR que hary en la genarnciéh de orden h).

b es la fracc&éh de la pohllciJn Que son portadores (o
r
asa, del genotipo Aa) gue hay on la generaclion de orden

ne
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Como consecuencia de la tabla 3.4 o por el siguionte diagrams
de ;rnnciaidh. podemes aetorminar la distribucicn de loa genotipas .

en cada generacion a partir de la distribucicn em la gennracion

IOEGTEN

Asi{ llegamcs & las saguientes ecuaciones:

anterior:

i % 85

5 = Wb,

+ hhu_l

Las ecuaciocnes anteriorea me pueden escribir en foraa satricial

como?
X" = ax®l

Do esta forma nos damos cuentn que date tipo de aplicaciones

== efec:ﬁa de la aisma manera gue los de herencaa au:oué.xcﬂ «n la

agricultura.
Conociondo la distribucidn iniciai, la de los genotipos do la

n-dsisa qana:acj&h 50 uxpresa de la siguientm forsa:
X = aA%?

Encantresos la forma diagonal de A @

1 » a, -l a, a (1 =X hbu = 0

b b b, (n-A} = 0O

El polinomio caracteristico ==

[-1.]



1-1 " . ‘
= (1=2) (h-A) = A% - 372A+ w
L -

w$3 Auzsvaiores son /(312 1- 1/&)./2 = 1 a)l
Ay = (w22 B/ - arem s2 '-.-\ :
: o ‘ (72 = 12072 = 1/2= A,

,
Do la eccuacidn caracterf{atica encontramos los autovalores

P D W
anora pasesns al ca'lr.-ulo de los vectores caractaristicos.

Supstiturende A = ‘Ax 2 | en el mistema (A — Al)A = U tenemos:

m::n = 0
‘QDn = 0
Cuyeé conjunto asslucion ea
) -~ t ta . 0) 4 a, 1+ E )

1

Una base para #ate conjunto solucidh es el vector

o

&

Supgrxtu?endol = 2, = % en el sistesa {A ~AI)A=0 tenesos:
ha, o+ hbn = 0

El conjuato zoclucion es

-a ) /A e R}

] 22 = { (.h.
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Una base para =sto conjunte solucicn es el vector:

1
-1
Los autovectoras san
1
Vo= r v
a

Sabemos gue A a3 diagonaiizablis ya que posew Cos valores

caracteristicos 11 =1y Rz =k distintos; sissdo que el ardea de

A as 2.

Do eata foras:

%0 o A9 o NpTWTixY =

1]

‘o - o -
]

- -~ ,

¥ ¥ - -
hd -

-] - |

-

Q [

Entonces

a, =a,+ b, - (h)“no

n
b, = (W}"b,

70
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Coma ap ¢ ho o 1, la primora ncuacién as; a, = X - tﬁ}"nn

M Anara,

1im 1-(m)"h, = 2. y

D=

iim m;“bo =0
n=—

de modo que podesos concluir gue

.n-—.l

bn—_-_..o

Con &ste resultaco nos damos cuents gue & la largs no exxntzr‘n
portadores ae enfermcdades nutoséiicna racesives, sino que, bajo 63t|
tipo de apareamientos, =010 habra una poclacidn sana.

En intarnal;t! notar gue bajo aste tipo de apareasisntos de
matrimonios controlados pueds llogar a desapsrecer aiguna deterginada
snfermedad de la especie humana, aunque se debe de tomar &n cuenta
1a tasa de lutlcién qua puSde cIeArab.

En lor numAnos no @5 comun eate tipo de aparesamientos ya que

»
oAy ra~ones ericas involucradas.

Ejemsplo 5,- A cnutinu.:;&k cotsiderar? ol mjomplo anterior pero ahora
expllc‘hﬁuln aesde al punto de viata de cadeonas as Markov.

Nueatre ejomplo se pusde vor cofio una SgCufncia de oxperimentos
con las propiedades sigquientes. El1 resultado e cada exporimento es

alquno de un atmeroc finito de resultados posibles 51. SZ‘ —ame Sr.
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Sa supono que la probabilidad dol reultace S] en cualquier
experinento daco no en necesariasente indepentiente da los resultacps
Cn ioS erperimontos Previos, sino que depende cuando mucho aei

Iosultano ael experimento inandrato anterior,

~ L4
Suponemos gue nay numeros dacos p, _ que representa la prooabilidad

1]
del resuizaco 5, &n cualqguier oxpelflacnto precodcente. Los reoultacdos

[¥]

s . Sar aua. S; ae_lla-ln e::adog. ¥y los ninercs p , ao Liaman
prooanllicdagen ce trmn;ici&h. 5i muponesos gue al proceso comienza
an aiu{n astado parsicuiar, renescs entonces suficiente in!oraaci&h
Pora aetarmainar ias probabilidades oe las proposiciones que as retieren
a toca socusncia o oxpearimantos. Como ya vimos on sl capitulo 2.
este procesc *m canokinaananas ao Markov.,

Las probasilidades de trnnsiciéh Ze pumgen escribir de doa formaa.
ILua primer forma o3 por svaic de un diagrasa de tranlxci&h {como lo

ntaoss necho en todos 108 eyemlos). LA segunoa forma es por mecio de

L
una mdtraz ilamada Maxtriz de tranaicion:

Eh la matriz P la suma de los elementos ne caaa columna es l.
Euto anbe oo sar asi en enalquiar matriz de trnuslciéh puesto gque
los micmentos go ia J-é&xla COlUROA reprensntan lnn-probahxlldadea
Para togas iaa pusxéil:dadua cuandp &1 proceso ust; en el aatado aj.

kecordeach que pAra obfensr una cadena .des Harkov debemos
especificar como espi®za al procesoc. Sa supone que e%rnstnuo inicial

se ecscoje por un procedimiento aleatorio que seleccions el satado

12



a4y con probabilidad pj(o’. Podenon representar estas probabijidades
inig¢iales por medic del vector:

B = p p{® 50
Sea pS") la probabpilidad de gue el proceso este en el astado ay dllpﬂ‘l
de n pasoas;
Pt o= | p{"’ pi?l

Loa vectores PD y P® son vectores probabilidad, por lo que =mus
corponantes deben aer no negatives ¥y su suaa igual a uno.

Hasta ahora comparando nusiatro cjeaplc con lo vistc de cadenas
de Harkov, podemos darnos cuenta gue los vectores de probabilidad
constituyen nuestra distribucicn de genotipos X° = (ap: by 1 ¥ la

matriz de transicido P es nuestra matriz:

A=
[+] L]

Tasbien sn cadonas de MHarkov se sncuentra gue las probabilidades

satisfacen las ecuaciones alguientes. (&)

(n}) {n=1) la«l)
Py = opy By + P B
(n) _ (n-1) : in=1)
P3 P12 P MERTT RS
P{“’ expresa el hecho de gue la probabilidad de estar so el astado
5l despuds de n pasoa, o5 1la suma de las prebabilidades de estar en

cada uno de los dos posibles estados gnnpués de n-1 paso ¥ moviendose

al estado a; an el n-asiso paso,

{E) J. G. Kennedy et al, *Introduccion s las watesaticas finltas®, pp. 300,
cita bibliografica #13.
13



En nuestro sjeaploc tenemos lo aismo que es:

-

Sabemos que sl vector de probabilidad u es un punto fijo de 1la matriz
P, =mi u ; Pu.
En el mistema (A -AI) X = 0 cuando A= 1 tenemcs gue:
(R-I)XxX=0
AX - X =0
AX = XN.

' A continuacion tendreacs que elevar potencias de la astriz de

'trnnl.lt.fion A para snhcontar &l punto tijoi

- _ -
1 on ‘ 1 374 1 0.87%
A o= a2 = A =
0w : 0 174 0 0.128 _]
— R
L1 0.3 r-l 0.9647% 1 3.500)
At - as = A = '
0 0.062% 1] 0.0 ] 0.01562%
rl 09921873
ﬁ’ - s w
0 D.0078125

kL




por le gue podemcs auponer gue:d

1 1
Al =
o) 0
para coaprobarlo u = Ay,
1 L] 1 1
=
0 L o o

Observemos gque cuando usamos algebra lineal en tedos los casos sxiste
A= 1, ques es juatificada por la existencia de un punto fijo para

la matriz P .
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Ahora veamos como se aplica el modelo a la hersncia ligada al sexo.
De ia tabla 3.3 (ver pag.4® ) podemos formar una aatriz cuadradaj

a partir de ella, plantearemcs ol siguiente ejemplo.

Ejempio 6.- Supongamcs que exinate un prograas de aparsasisnto an

el cual -de la descendoncia de un macho y una hembra- se assleccionan
dos de sus hijos &l azar. unc de cada Soxo, ¥ 8o cruzan; repitidndose
este tipo de aﬂarnaglanto sh las siguientas generacioneas. bajo el

mismo procedimiento. .

- Nota :

En los aniasalas as cnndﬁ hacer este tipo de aparsasisntoa mn
laboratorics de ane:tigaci&h =1e;tffica para predecir con qua
frecuencla se pueden presepntar ciertas enferasdades ligadas al sexc.
En los serss husanosa &ato no ae debes de hacer debido a que se presta
a gue haya salformacicnas gunétic.s anh los descendientes. Sin emabarge,
entre los gobernantes deol antiguo Egipto y de otras nivilizecianel.'
eate tipo de matrimonios entre ho{lnnu y harnana eran muy cokuhes,
pata conservar el linaje real.

Para el matudio de 1&; seres humancs., lo ideal ser{a trabajar
con un problesa en el que sa utilicen parejas aleatorias y analizar
las siguientes generaciones., Eate por dasgracia no se puede hacar,
ya gue a medida gue vayan avanzando las generacionesa’ futuras. aientras

aas mezcla axista, zas falta de ‘informacidn tendramos.
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En aste ejemplo. la pareja original de macho ¥ heabra pucde ser de

}l siguiente foraa:

{A. MA), (A, Ma). (A, aa}, {a, MA). {a, Aa), ({a, aa)

Estoc e debe a la forasa an gue ocurre asts tipo de herencia
explicada sn el capltulo I. .

Las parsejas de hermancs gqgue ae aparsan en las sliguientes
ganeracicnes tienen una cierta probabilidad de ser de alguno de los
siguisntas seis tipoa: (A.AR), (A.Aa). (A.aa). (a.AR). {(a.As) ™y (a.a8).

Para mncontrarlos establecemos @

a_, la probabilidad que la pareja cruzada de hersanos
en la n-ssiua gennrlci&h sea del tipo (A.AR)

b, la probabilidad de que sea del tipo (A,Aa)
c. . la probabilidad da gque s&a del tipo (A.sa)
d_. la praobabilidad da que sea d-i tipo (a.AM)
la probabllidad de que sea dal tipo (a.Aa)
In. la probabllidad de que sea d.} tipo (a.an)

Usando la tabla 3.3 y el aigulente diagrama de transicicn podllb;
detarsinar la distribucicn de los genctipos en cada qencr-ci&ﬁ

anterior:

. Y
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con lo gue reaultan las siguientes ecuaciones:

T Gy v U,

1
hn = Moy rdpoy h"n-l
°n % ®p-1
dn = llbn_l
o, = hhn_l +*Cuy t h’n-l

b 4 = “’n-l + L.

Nusvapente obtenwson XP = AXR°l

En donde

[ ] -l T P& ] 0 o 1] 1] 1
o n-1
n bn-l ‘ [ " 1] I L] 0

- . [¢] [+4 0 o L] 0

x? = 3 xn-l - 3 A =

. . 0 L] 0 o 1] 0

. . [+ L} 1 [+ ] L] Q
fnJ ‘n-l J 0 0 ] 0 L} 1 N

Comop en loa ejemplos anteriores tenenos
X® = ATx0

. Encontrancs la forma diagonal ds A .

El polinomio caracteristico de A es:

=2 A o o 0 D
0 WA 0 1 [} 0
0 o -2 ¢ " 0
la-n[- 6 w o -A o o |=A- 5/205 « 320 e85 - 11116R + 1718
0 L] 1 0 w-A 0°
0 o 0 L IS T §

-]
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ESTA TESIS NO DEBE
SALR BE LA BIBLISTECA

-
La ecuacidn caracter{stica es:
L T 5720+ 320 + 5280 - 117160 » 1716 = € .
los valores propios son @
A=l A=t Agmow, A= oom Age w1l +VE), Az a1l - VE)

Substitursndo 2-= 21 en el sistesa (h-}ilj X= 0, se encuentra el
conjunte solucidn para cadu'li ¥ luego una base para cada conjunto
solucidn.

Consideronos que los autovactoras correspondientes a los

autovalores dados =on 3

VI = [1 © 0 0 0 @] V: = [0 0 0 O O 1]

V; = [-1 2-1 1-2 1} . Vg = (1-6-3 3 6-1)
Ve = [M(-3-V5) 1 W(-1+V3) w{-1+75) 1 w(-3-V5) )

Vo o= (WM-24V5) 1 w(-1-95) w{-1-V5) 1 w(-3+{5) ]

Aplicando la ecuacidn X = A0, donde A%= HD"K™! obtensscs.

N w3 - w2 e 6 0 e o —1
¢ 0 2 -6 1 1 e M a o o o
0 @ -1 <3 a-l +5)  w(-1 -(5) o o (Mo o o *
e o o 1 3 -wi-t W5} w1 -T5) o ¢ o (w0 ®
° o -2 & L 1 0 o o 0%
KT T 5 w3 ‘rs'_;‘ Lf o ¢ 0 o ihf:-GtE’_
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23 1 23 13 df-_*gj:'r-abf_"-‘
X3 23 1y 2 1 '
e 174 a4 -8 o} |ey
-1724 -112 1512 1724 o | '
{5¢ 5}/20 575 575 (5 50 Q

i5- 5720 -~ 5/5 - 5/5 (5 5)20 O_J

O 0 0 O 0O -

g
£ J

Pademos simplificar haclendo n tender al infinitc en D%; de msta forma

T_E o o o o 0
o 1 0 0 o 0
0 0o o o o o
p* =
0 0 .o 0 o o
a 0 o o o 0
0 o o0 0 o 0
- ]

¥, por lo tanto.

&y + 2/3by + 1/3cy + 2/3dg + 11390-7 -
0
: 0
Xt =
o
o
1/3by + 2/3cg + 1/3d, + 2/, + £,
—
aaf,
;n : 30 + 2/3by + 173 o + 2/3d; + 1/3e
cn=0 ‘
d? = o
'egzo
£n.= 1/3by + 2/364 + 1/3d) + 2/3ey + £



Padexoa conclulr gue en la genaracié% de orden n , tcdas lan
Parejas de horsanos y hermanas saran del genotipc (A,AA)} O {a.aa).
Entoncesa, sj la pareja inicial de ests tipo de programa ea dal
tipo (A.AA) (esto a3 ag = 1. h°=c°=d°=eo-f°= 0). Vn gque tiende
a infinito obtenwmos el siguients resultado @
X = [1 0 0 0 0 0 )

Poero si la pareja inicial s del tipo {A., ma} ‘(esto es, cg = 1

y nozbo=d°=¢o=£03. entonceas cyando n tiende a infinito obtenesosn:

‘ . X = 1173 0 0 0 0 273 )

‘Eganglo i Podemos {interpretar uno de los estudics nds famcacs
que st ha hecho de herencia iigada al sexo en pane a la nplicaczén
ahterior. Este ha side el de la reina Victoria de Iingiaterra que era
portadora de hénnfilia. Veamcn sagﬁn su arbol gonaalo%ico como sa

cumplid ia deacendencia real.



3.5

i iecpolan
TR

fletoria Eugezia
Alejandry Kiberto

Tarles Eduards
Al# jandro

Alicis

o adudadd @ Maria Victoria
.- [ Nicoias il
Tem de Rusia
HE Alfredo
Aiejenira
e -
M Erzegte
Irece
o Enrigue de Prusia
1N @ lubeth i
VICTLRTA | @ vicsoria farta  [H
1837-253) =
837-2 - -
s EL Y E S o

Sduardo VII

Victoria

1

Federico 11
de Alemanls

{#) Otto Towle, “Hodern Biologr® 179

cita bibliografica #28.
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a2

tm)

£ Alfonse (Principe a la Ceroaa)

Goncalex
Karia
Bratriz
Jean
Jaina

Merio ez pizer
Fiscount Tresatoa
May

Aaxiy jCrarevich)
Anastasia

Enrique de Prisia
Segisaundo
Haldewar de Fruilae

fatn Antoale

v Arastrasg-Jores Lagy Sara
Jorge Edgando

Earique ?‘i_m:u.:n.
Naria Lir‘ey

Elizabeth

Jarge FI
Eduardo VIII

Faioa
. Elizabeta Ii
Wallis Siapsen

@ Mufer Normal

@ Hujer Portadora
M Rozbre Norsal

7 Hozbre Hemof{lico



Al ser la reina Victoria portadora y Alberto sano, seqén &l cuadro

de Punnett del cap{tulo I1, ias probabhilidades de sus hijos eran de:

W de pujeres portadoras.
a de mpujeras sanas.
W ds hombras sanos.

W de hoabres enfermos

{Se cusplic &ato &n la primera gensracicn?

La Reina tuvo nueve hiljos gue se distriburercn de la siguisnte

Ranera:

J mujeres sanas.
2 hijas portadecras.,
2 hombres sanos,

2 hijos &nfermon.

En la segunpda qencracién se casc Alejandra de Dinamarca con
Eduardo VII ¥y ambas aran sanos por ambos lados. Toda 3su doscandencia
rasultd sana. prolonq‘hdo:e hasta nuestros dias; por 1o gue la familia
raal ‘de Windsor ha perdido la posibilidad He su parte de contraer
la enferasdad de la hemofilia.

Alicia do Hesse que era una hija portadora, se casd con Luis
IV que era un hoabre sano. Tuvieron siete hijos que se dlstrihuy;ron

de la siguiente manera:;

J hijas sanas,
2 hijas peortadoras,
1 hijo enferpo,

1 hijo sano.

k]



El hijo, Loepoldo era hencf{lico y =em caao’ con una oujer sapa
llazada Elnna. Seqt;n el cuadro dee Punnett las probabllidades se

distribuyen de la siguiente forma:

n de hijas portadoras r

- b de hijos sanos.

Efsctivanents, los resuitados tendieron a dichas probabilidades. Tuve
un hijo sanc y una hija portadora.

En el caso de la hija Beatri= -que era portadora- casada cob
Enrique de Battengurg -que era sano- 3 sigue cumpliendo el cuadro

de Punnett. ya que su doscendencia fust

1 hija portadora
1 hijo sano’

2 hijos enfarmos.

Con 1a aplicacion del ilgebra Lineal, podrf{a haber predacido

de anteaano como s® hublera deoaarrollade la prupaqa:ic‘m de la hemofilia

.

* on genoracliaones fyuturas.

En la aplicacion anterior habiasc obtenido: .

o
b

= &g+ 2/3b, +1/3cg + 2/3do * 1/3e,

r

=0

=0

=0

=0

1/an + 2/3cp ¢ 1/3dg + 2/1e, + 14

n a
a

n

o

Estas ecuaciones consatityyen como atra la dlatribuc.{u'n de parejas

de hercancs gue en la n-esiza genernc.i.c;n fue=xoh deld ti_;no (AAR),

B4



{A,Ra), (A.aa), (a,AR), (a.ha} y/o (a,aa}. Podemos analizar el sjemplo
anterior aplicado 4 la fawilia roal, ya qua estamos estudlando una
caracter{stica tnica que as la hemnfilia., en la cual no nos importa
saber al los dc;cnndientua fuercn el preoducte de parojas de hersanoos,
YA que gxistn la alsma probabilidad. Por ejesplo, si uns aujer
pertadora ss casa con un hombrs sano, la parsja tandra le aisma
probabilidad de tenar hijos hemof{licos o mo. independientemente ds
qus el saposo fuera o no hersanc. Lo importante es analizar come se
Propaga la hemofilia. Cabe considerar gque sntra las familias realea.
los laios consangulpecs entre parejas da gsposos generalmente son
fusrtes.

La familia de Windsor qua o5 la familia real de la Gran Bretala,
espieza con la pareja de la Reina Victoria (1837-1901) y Alberto. Esto
constituye que la pareia inicial de este prograna fus del tipo (A.Aa)
(esto es. bo = 1, ag=cy=d re uf,= 0} por lo que an la n-esisa

generacicn se dsbarfa haber obtenido @

#,= 2/3, B=0, c=0 d=0, ex0 ° £=1/3

qua significa 2/3 de la puhla:ién serian parejas sanas y 1/3
hemof{licas. ) )

De la tabla 3.5 no tenemcs la informacidn de todos los
deacendientes da la cuarta ganernciau filial, por lo qua tenemoa gua
suponer -&n bass a la informacidn gue tensacs accesible~ Que nu-ltras.
conclusiones seran clertas; si la inforsacicon de la descendencia del
resto de la fasilia real fuera conocida, estoy convencida de que

habr{a coincididc cen los resultados anteriores.
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