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INTIWDUCCION 

Uno df! los problemas fundame11t.ales de la Topología de 

conjnnt..e>s es el de poder dpcidir cuándo dos espacios (t.upol~gicos> 

son difcrent.es. Propied-.de» t..alPs como conexidad, compacidad .• 

separ<.lbi li dad, et.e. p11eden sePvir para est.c fin. Al t;CJ que en 

part.icular es sum.:.ment.e Út..il para t.;,l ol.ijet..jvo es el di? 

poder decir si un """pacio tiene aguje1•os, cuJnt.os t,iene, de qué 

t.ipo san ._;t.c. 

Una forma muy senr.llla de definir c¡ue un espacio t.enga 
110 e!>pac j l) conexo 

I 
est.a 

ar;uJera<lo si no se puede- pone1· ..::orno la unión de 1fos subconjuntos 

A los espacios 

que no t.iem .. 11 a~ujeru-, les 11 <rn•aremos r~~,pac íos unicoh..,rent.es. 

El ejemplo dp1co rle un espa<.:ío qut- 110 es •micoherent.e es 

11n anillo como: 

X ., Que se puedt· poner como A ,_, B donde 

•=( y•·( 
con A n 8 "' 

que claramente no es conexo. 

Una propiedad ai;radablP. que tiene Psi.e e$pacio X es que, 
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para cuaJquer n11111ero natui•.ll n, X se puEH1e poner como Ja unión de 

una cadena circular dr: n pt:dazos cone¡.;os y cerrados en J.') que cada 

esl.:1b1511 scho int.ersect.;, a su sui;esor y a su ant..,-cesor. 
}., 

Este f.r,1bajo est.i r1edicadn a desr:ribir los pasos que se han 

dado par·a responder la si!!:Ul ent.P prer;unLa: Para qu.f espacios 

3@:Ujl?rados "'·" posible t·ncont.r·.\r c.;;drmas de• este tipo con n 

eslabones ? . 

Obsérvese que cuólndo X se puede ¡:,uni::r como la uniÓn r1e n+1 

eslabones, entuncc:s,. fuudiendo dos Ps1.:ibo1ll'"' rm uno solo, X se 

puede poner como la 1mión de n eslabones. Es muy fácil encontrar 

espacios a~ujerados ( ver •'.iemplo ) que na se pueden poner .como 

la unión de tres eslabonr:s < para .-, 1 casu de tt·t:s eslabones y sólo 

para ~st.te se t.ienf' que pedir que la int.ersecciÓn de los t.rt-s sea 

vacfr1 pues dt: lo contrario Pl problema no tiene sentido ) po1-

ejemplo, sin pedirle lo anLerlar, cualquier espacio X se puede 

poner como la t..mión di:.· t.n:s e>slabones donde cada uno de ellos es 

igual a X mismo, y por Ja oi.Jservari._:n ,1nterior X no sr: puede poner 

r.omo una cadena de nin¡;Ún t.amaño. El problema con est.os eJemplos 

es que no son local rn1>nt.e cnnexos por Jo q11e vamos a pedir que 

nuest.1-os espac ins sean loc;,J mt-111.,. c:onexos. TambifÍn pediremos que 

nuestros espacins se«n T1 y normales. Estas propiedades de 

separación se 11t,ilizan todo el tiempo pero no se sabe si son 

indespensables. 
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agu,Jer .. uJu. 

su1Jco11junt.os <~err<ldus conexus A y B cuya unión es 

i11t...,1·sPcci1{n 110 es conexa. 

X '." Sil 

o 
A n ft 

o 
serÍ<l ~1rtir o A y R en dos pedaz•~ 

e A B = 

Un í•rinier intent.o para 
poner a X como la u11 iÓn 
de cuatro eslabones. 

1:1 si~•1ient.e es un ejemplo <le que no siempre se pueden partir A y 

11 en est.a l'orm<i. 

X = 

A = 

( 

Est.f' ejf'lnplo sim!J Le ilust.ra 
a grosso mCJdo el t.ipo de 

dificultades que surgen al 
t.rabajar los problemas que 
son at.acados en esta t.esis. 

A cont.inuación describiremos el contenido de los capítulos 

de este t.rabajo. Para abreviar, denotaremos por P<n> la siguient.e 

af'irmaciÓn: X a~uje1·ado implica que se puede poner co1110 la unión 

de una r.adena circular cnn n eslabc.1nes. 
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1:;11.•.ít.ulo l. Definimos los cnnjunt.os más i111port.<1ntes usados 

r~n est.e t.rabajn y prol>é1111os algunills propiedilldes 

prt::l i111i nor·es de car~t . ..,r c;enerdl. 

CnpÍt.ulo 11. Mosl.ramos que P<3> ne. es cie1·t.o para espacios 
que no son loca lllK'nt.c cor1l•xc.s y vemos que para los espacios qut: 
Vdmos a cunsiuerar en est.•• t.rilb;1 jo <conexos, 
T1 y norm,i!es), ~i es c..ie1·t.o. 

lncal•ent.e conexos. 

Ca pi t.11 lo 11 l. Host.ramns qul· !> i X t. 1 elw 1 .:i propil•drtd de que 

.:::lfla vez qu" X se puPda po11L·1· cumci lo1 uni1'.n de dos cerrados 

conexos A y ll se t.iene que A r f1 t.i.,ne 11;ida a1ás un núm~ro finit.n 

de component.es, ent.onces pe 11> 1-s \"Prdadera para t.nr1a n 2': 3. 

Gap{tuln IV. ncmnst.r. 1rP1111 •s r¡He si X es compacto entonce-; 

f'(l'I) e y por t.a11t.n P< 3). PI <1> P<5> > es ciert.a . 

Capítulo V. Const.r·u irem.-,s 1111 L.,j •. ·rnplo de un esp.lcio p..1ra el 

que P<~> es falsa. 

Cap{t.ulo vr. ProhdOIÍIS '""'° Pl-1) es ~erdadera. 

Cap{t.ulo VIL Host.r.•mos un •!jPrnplo de un espacio compacto 

para el cual P<7> es fal~a. 
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CAPITULO I 

Derin1cloneM 1111pnrtantes 

Tndo el t..1empo X denotar;;, a wtenos que se indique ot.ra cosa, 

un esp..,cio topolÓr;ico ct1nexo. localmente conexo, normal y Tt. Un 

contínuo de X es un «ubcon.Junto cerrado y conexo de X <no 

necesar lamente compact.o). Unit i"'.'t;.i Ón rle X es un subconjunto 

abiert.o y conexo de X. Un 111apeo es una funcicSn cont,inua. 

Si /\ es cuall¡uier espacio lopolÓi;ico, definimos boCA> = 

< numero de coinponent.es d..- A) - 1, si este numero es fini t.o, t>n 

caso ·~nntrario, bo<A> = ro. Tc.mb1tln definimos C<A> 
co111pcmen t.e <conexa) clt~ A ) . 

E : E es 

El gr:uio de m11lt.icohe1encia, t«Xi. de X se det'ine por: 

r<X> e: sup < bo <H '' J~) : 11 y K son continuos de X y X = A 1.,.1 B ). 

En el caso de que t'C'O = O dec imo« que X es unicoherent.e, de lo 

cont.rario X es mul licolaerent.r•. X es f' ini !.amente mul t.icuherent.e si 

O < rcX1 < ~. Finalmente. si O < r<X> s oo, pero boCH n K> < oo parJ 

cualesquiera continuos H y K d~ X tales que X = H u K, rlecimos que 

X es débil-finitament.e n111ll.icoherent.e. L.:i existencia de ryspacios 

débil-finitamenle multicüh~·re11t.es pdra lo,;; que r<X>= w t•s: mostrada 

por A. H. St.one en [ 8 J. 

Denotart'mos al conjunto d.-, números nat.urales por N. Si 

n EN, det'inimos n = < 1, 2, ... ,n >. Si k y r son ent.eros 

k t&n r r·epresent.a el elemento de n que es conr:ruent.e a k + i· 

< de manL·ra similar se def'ine para la diferencia ). Por 

comodidad sólo escribiremcis k e r < resp k e r > si se entiende 
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de qu•· n est.~unos hablc1r1<ln. 

Si A1, A,, ... , An e X rlec 1 mns que 1.1 secuenciai C A1, A:1., 

An ) es una cadena circul.~r si no hay t.res A, · ~ que t.eng"n puntos 

en comdn y, y A' n A1 - ~ si y stlo si , = 1 ~ 1 o J • , • 1. < o 

equiv~lent.ement.e 1 ' In = 1, lo cu~l signific~: el valor 
I 

..tisolut.o de la di:ferencia en .-lulo "n" ). 

Denot.:ll't)ntC•S por P(r.1 con n 2 3 la siguiente prnr.1osiclÓn: 

Pcni = Exist.en Al, A2. An cont.inuo~ de X talt>s que X "' Al u A2 

u .... u An y ( A1, A2, ... A1.) t'S uua cadena circul¡u·. 

Como dijimos ant..es. Pl objetivo d~ t•st. ... l.raLa.io es analizar 

los av'1nces Ull espm..:io 

m11lt.icoherent.e para qui·· Pln) sea ciert.;.i ?. 

Resultados P1·"l iminal'é'S 

Para Lis tres primeras proposir::iones de est.a . ' secc1on la 

única hip6t.esis q11e se neces i t.a dL· X e,,; que sea un espacio conexu. 

1. - Pl'oposici ón. Sea 0 "' ,\ ·= X y n ¡: O. <>nt.onces t>o< A> ;,_ n 

si y sólo si exist.en suhcnnjunt.os no ,·acíus y mut.11ament..e sepa1·at.los 

A1,A2, ... An~1 de X t.ales que A= Al u Az u ... u An+I. 

Demost.raciÓn. Supon¡;amos prim1,.ro que A = At u Az 1...1 u 

An+1 con A1 .... An•l no vacíos y mut.uament.e separados. ele~imos 

punt..os p
1 

e A1, Pn+ 1 €: An• t. Para cada 6 ñ+f sea Di la 

component..e de A que l..iene a P,· Como A• y (u< Aj :Je ñ+f-<.> }) 

son conjuntos sepa1'ados cuya unión cont..iene al conexo Di, t.enemos 

que D• debe est.ar contenido en alguno de los dos, y como 

int.ersect..a a A,, t..enemos que o, e AL. Est..o implica que D, ,.. D¡ si 
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de quP n est.amos habldr1<Jn. 

Si A1, A:1, .•. , /\n e X rleclmns que 1.1 $ecuenciil ( /\1, A2, 

An ) es una cadena circul21r si no hay Lres AL·" que Leng-.n punt.os 

en comdn y, y AL n AJ - 0 si y A&lo si L = 1 • 1 o J = , $ 1. C o 

equivnlenLemenL~ 1 ' - 1 In • 1, lo cudl signitlca: el valor 

ilbsolut.o de la diterencia en -"tulo .. n .. ). 

Denot.a1·emr.1s por !'ir., con n <.: 3 la siguiente propoeoicidn: 

Pe n> '" Existen A1, /\2. . . . Ar> cont.inuos de X La les que X "' A1 u A2 

u .... u An y ( A1, A2, ... /\,,) ;,s una cadena cJrcular. 

Como dijimos anLes. Pl objeLivo ~e PSLa Lra~ajo es analizar 

los avnnces en la pr,..cunt.a Qué Jebe r.umpl ir Ull espai.:io 

mult.icoherenLe para qu.-. P~n) sea cierLa ?. 

Para 1:1s t.res primeras proposír.ionE.•s de est.a . ' seccHm la 

Única hip6Lesis que se nec.L·sit.<i dL· X e,; que sea un espacio conexo. 

1.- Proposicidn. Sea 0 - A~ X y n ~o. ~nt.onces ho1Ai ¡ n 

si y sólo si exist.en suhcnnjunt.os no vacios y mut.11amenLe s~·pa1·ados 

A1,A2, .•• An~I de X t.ales que A= A1 u A2 u .•. u An•1. 

DemosLraciÓn. Supongamos prim·~rc• que A = At u A2 u u 

An01 con Ai ••.. An•i no vacíos y mut.uamenLe separados. ~~1e~in1os 

punt.os P, E A1, Pn+ 1 E: An•l. Pa1·a .::adci i ¿ ñ+r sea Dl la 

component.e de A que t..iene a P,. Como A\ y ( u { AJ. :J E ñ+f-<.} )) 

son conjunt.os separados . ' cuya un1011 conLiene al conexo Di, t.enemos 

que º' debe est..ar cont.enido en alguno de los dos, y como 

int.ersecLa a A,' t.enemos que DL e AL • Est.o implica que DL • D¡ si 
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;. ;111 j, :.s{ que A tiene al m~nos 1t + 1 CCJmpon.-.ntes. Por lo t.ant.ro 

bocAi ~ n. 

Ahora l'mponga11os que bnr A> ~ n. A una colección fin!.t.a Al, 

••• Am dP. r::onjunt.os no vacíos y separados dos a dos t.ales que A 

A1 u ... u Aro le llaiware111C1s und 111 - s"•parac!Ón de A. Si m > 1 y Al, 

••• Am rs una 111 - -.paración de A, ent.oncl'S As, ... Am-2, <Am-1 u 

Am > es un.1 ' m - 1 / - separación de A. Queremos probar que 

existe una e n • 1 l - sep:. rae 1 0n rle A, suput•¡;arnos que esto no 

ocurroo-, por la ol:iservaci~11 que hicill'IOS arrib.'l, entunces no exist.e 

• - separación de A para 11i11:;una m <! 11 + 1. 

Sea m., = 111ax < rn •' :,-¡ : e-= ist.e una rn-separac iÓn rte A } como 

A = At es una 1-separar:ión de A, U.mem.1s que me efectivamente 

existe. Aderaas 1 s mo < f\ + 1. ~eJ A1, ... , Amo una mo-~eparacidn 

de A. Si , e ffi~ y A, es conexo entonc~s, como A = Ai u < u < A¡ 

J e mo < , > } y estos con.Ju11Lc1s estan separados, tenemos que A, 

es una componenL~ de A. Entonces si cada A, fuera conexo .• 

tendríamos qUP la:<; comp0nent«·s t.le A serían A.', Am<> y enl..onces 

bocAi = 1110 - 1 < n. Esl..a conl.radicciÓn muest.ra que al,un A\ no es 

conexo. Supon,a111os, sin pérdida ti~ i;eneral idad que Amo no es 

conexo. Entonces exist.en suhconjunt.os no vacíos y sPparados 11 y t:'. 

de X t.ales qut> Arno = H u K. Ot> modu que A1, ..• , Amo- t, H, K es 

una (1110 + 1)-separación de A. E"'t.o cont.radic:e la C'lecci¿n de 1110 y 

t.er111ina la prueba dt> la propusición. 

2.- Proposición. Si A es un subconjunto conexo de X 

K son subcunjunt.os separados de X 1..ales que X A 11 

entonces A u H y A u K son conexos. 

Demost.raciÓn. Supon!!;-OS por eje111plo, que A u H 

1:onexo. Sean E y f subconjunt.os no vac!os y separados de X 

- a -
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que A u H = F: u F. r.uftto A es conexo, .\ e E o ,\ e F. Suponramos que 

A e E. Entonces X A u H u K = E •J F u K. Ade•ás F e H >' e!'ll.O 

i11plica que E u S:: y F son conjunt.us no vac{os y separados cuya 

unión es X. Esto cont.radice la r.onexidad de X y prueba la 

proposición 

3.- Proposición Si A PS u• subcoajunto conexo de X y O es 

una component.e de X - A entonces X - D es conexo. 

l>ell'IClst.raciÓn. Supon,a.os que X D no es conexo, 

ent.onces X - D = 11 u K donde 11 y K son no vacíos y separados. <.:01110 

A e 11 u K y A ,~s r.onexo. en tunees A e 11 o A e K. Supongamos, por 

ejemplo, r¡ue A e H. Por lct proposición 2 .• D u K es conexo, además 

D u J:: e X - A y co"'o D es componente de X - A, tenemos que 

D u K = D. Esto implica que K 

proposición 

O. Este absurdo prueba la 

(. - Proposición. Si A c•s unc1 ·~omponentc •de B entoru.:es se 

tiene que Fri\ e FrB. 

Demostración. Sea x e F'1· A, sUJ:•On(!;arnos que x .e Fl' B. Yci que 

x e Fr A e A-c D-== Fr El u Int B. enLonces x e Int. ll y t.:omo X es 

localinenLe conexo, existe una región u de X tal r¡ue X E u e Int B. 

ColllO X E Fr A, lJ n <X - A) .. o y u n A .. o, así que A u u es un 

subconjunto conexo de u. PI" ro A es comµonente de D, de aquí que A 

u u = A y entonces u () ex - A) = 0. Est.a contradicción tf'rmina la 

prueba. 

5.- Proposición. Sea ( Aa a e J > una familia de 

subconjuntos de X, entonces Fr C u ( Aa : et e J } ) e C u < FrCAa) 

1 CI E J } -:). 
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f)emo.-;!.:·aciÓn :-'11pr.nr;am .. <; 1¡uP exisl..f' ''" punt.n X " r1-c ,_. { A1t 

l (• E J > ) t.a l que .. fli C '-' t Fl'\ Au> : a e J > -) , ent.cmct1s exist.e 

una re¡;ion U dP. X t.::il que x "' U y U .-, < u { Fr(Au) : a e J l ) .-

O. Como 

alguna 

X E 

¡l E j 

Pr< ~ < Ao : o E J 

y U º' C X - < u 

} t.en...,mos qui;, ll º' :.
1
) ,.. lJ 

lw :a •.. J } )) ,.. 0, en 

part.i...:ular U n <X - A13> .- O. º'' man.:ra que U "'s 11n Cl~njllnt.o cr.inexu 

que int.ersPct.a a •o y a X A~. Est.o implica que U n Fr A~ ;o0 e. 
Esto contradice la eleccic~n .le U y concluye la prueba. 

6. - Proposición. Sean A, B suticonjunt.os cerrados ajenos )' no 

vacíos de X y ;;ea i" un suLconjunt.o ...:unexo ,¡,~ X t..J l 411e A ,.., N "' 0 

y B n N "' <f>. ent.onces existe D .,, e <X -(,\ ·.· ru > t.al que u-,-, A ,.. o 

Dr:·rnost.raciÓn. Dada 1> "'- e: <X - <A •J ll>), por la ¡•roposiciJn 4 

PrD e Fr< X -<A u B> ) = l'r< A u l.1 > e A u 1:1, as! que FrD ..: A u B. 

Supongamos qua nuest.ra propo,;; ición es fn lsa. f.·nt.oncps Frl> e: A o 

Fl'B e: D u D n N "' n ['.t r.~ t.oda D ,_ C o: - C.\ '-' In . 

S~»-.11 H '" '-' n • e tx - lA ~ llJ> Fr D e A > f 

sea K,. u< De C <X - <A •.J B)): Fr De 13 l. Si 11 n !;. n N ;o< 0 

entonces existe íl E e: <X <o\ • • ID > t.al que 1'1·1> e A, F1 n e B y 

ll ,-, N "' 0. Como est.amos supon i•"nct .. que l:> pr1,~usici1Sn t<S f<:1l:;a, 

F'rD t..endr!a que ser var.Ía, pero X es conexo y íl .,,. 0 esto implica 

que O "' X v eutoncP.s A ·-• fl =O lo cu .. il cout.r.,tlü:e !J hlp&t.esis di'.! 

que A y 13 
, 

son no vacios. Oe modo quf' H º' K 1-. N = 0. Ademas H y 

son abi1~rt.os porque X es localmt<nt.e cunt-xo, •'•SÍ ql1e H y h est<(n 

separados. Notemos que N - <A u B> -:-: H u K. 

Sean P = A u H y Q = D u h. Entonces N e P u Q, N n P y 

N n Q son no va.: íos por hipÓt.esis. 

Por la proposic i.511 5, FrP = F'rCA u H> ..:: < FrA u FrH-) 
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F'rA u f'rH e \..• F'rC '' < {) E e (" .\ - ( ,\ u B> ) f'I'[) e A } e ;\ u 

< .... ( F'r D D "" r; <X -<A u B) y f'r D -x-; A u A - = A p así e e e e 

que F'rP e P y ent.onci;,s p es cerrJdu. Slmilélrment.e, Q es cerradu. 

(:lara-nt.e f' _,-, Q '"'N = 0 HPlllOS ol.Jt.enido ent.onc.:es una separac i ó'n 

rle N. Est.J cont.radicciÓn prueh.'\ la proposición 

7. ProposiciÓ:-i. Sea O una re¡;.iÓn de X y sean x, y e D 

enLonces i,oxist.e una rebiÓn U df: X t.aJ que t.;,l que x,y.: U e u-e D. 

De111ost.ración. Dada " '" l.J, comú X t-S rei;ular y Tt, i;xist.e Vp 

abie1·t.o t.aJ que p € Vp :: V~ r: D. Cler,i111os ur1u rt:'~iói. Up de X t.al 

que p E Up e Yp. Cunside1·Pmo.!. la r:ubiert.a abierta u = { Up :ro -= D> 

de D. Ya l/Ut• [J f~S i.:onexu. por r 11 l, l.t·nernos qlle X, y' se pueden 

conect.ar por u11a cadena ,;imple dP elen11•nt.os rle U. PS dP.c.ir existen 

•. • 'UP,-,-1'-' 

Up..,"' 0, "~ llp
1 

y y e llp
1
,. Definimos 11 = llp

1
•, ..• u UP,.,· Ent.ouces 

U es una ri:i;iÓn de X qllt> cumple ln q•:t-1 qucriamos. 

C:st.a proposición puede ¡;ene1· i .l .izarse a 

[) una r·eg-iÓn rle X y K un 

subconjunto comp .. ct.o de D. •_·11!1i11cP,.. t-Xi,..t.e una región U lle X Lal 

que K e U e U e 1). 

Demost.raciÓn. Elf•g-inms un punl.o pu e K < si 0, 

hacemos U = íJ ). Por l;i pror•osiciÜn í' por Ccida punto p e K, 

podemos elegir una r·~¡;ión Up lle X t.al que po, p E IJp e Up D. 

Ent.onces < Up p e K > es una cubierta abierta de K ~or lo que 

exist.en n E IN y p1, ... , pn e K t.ales que r. e Up 1 u 

po e Up
1 

n r. Upn t.enemos que U= Up
1 

u •.. u Up,. es una regicfo de 

X con las propiedades requeridas. 
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C.\PITllLO II 

En est.e capít.ulo 111ost.raremos un ejemplo de un espacio 

conexo, mét.rico que no es locah1ent.e conexo t'Íraica111ent.e en un punt.o 

y mult.icolaerent.e en el que no vale f'<3>. Tan1bien 11ost.r~rwMOs que 

si X r.'5 mult.ic:ohe1·ent.e < .1dem~s de las hipÓt.esis que est.<1mos 

suponitmdo para él > ent.onces f'C:;) es ciert.a. 

y = 

1. Un t:jemplo. 

Consideremos el siguient.e subespacio Y del plano Euclidiano 

L, 

L, - ( 
u < Ln ' n E IN }) u < p > 1 

L, donde Ln es el sc¡!;111ent.o en l?.2 

que une a O = <0,0) con C1 !) 
'n 

y p .. (1,0) 

Y es conexo porque cada Ln es L:onexo, t.odos t.jenen un punt.o 

en co111ún y p G C u < Ln : n e IN >). Y clarament.e es mét.rico < lo 

est.a1110s t.omando co•o subespacio dP R2 
). 

Hacemos A a C u < L
2

,, : n e ~I ·, > u < p > y B = C u < L 2 n-t: 

n e IN )} u < p }. Clarai.ent.e A y li son subespacios cerrados 

conexos de Y t.ales que Y = A u U. Además A n B { o. p ) y 

ent.onces A n B no es conexo. Est.o pr·ueba que Y es mult.icoherent.e. 

Ahora supongamos que f'(3) es verdadera para Y, ent.onces 

exist.en At, A2, A3 continuos de Y t.ales que Y A1 u A:z u A3, 
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Ai n Az, A2 n A3, A3 n At sun no vacíos y Al n A2 n A3 fil. En 

part.icular, no es posible qm: o es1.e en los t.rc:s Á\ • •. 

Supongamos por ejewiplo, q11e O fl! A3. Como A3 es conexo, eat.onces A3 

= < p } o A3 e Ln para alguna n E IN. No es posible que A3 :s { p } 

porque de lo cont.rario, como At n A3 • 0 • A2 n "3, t.endr!amos 

que p e At n A2 n Aa que sería un absurdo. Por lo t.ant.o existe 

n -: IN t.al que A3 e Ln. COMO Ln es un segment.o y A3 es cerrado en 

X, ent.onces A3 rs cerrado y conexo en Ln y por t.ant.o A3 debe ser 

un segmenlo ( no puede ser u11 punt.o por la misma razón de que no 

podía ser < " 
} ). Suponr;amos que A3 es el sc:r;ment.o que une a los 

punt.os "a" y "b" donde "a" est.á 11ás cer-ca que "b" de "O". 

Como a e Ai n A2 n A3. J e At u a e A2. Supongamos que 

a fl! A.2. Nolemos que X < a } = H t.> K donde H y K son como en el 

dibujo y ent.nnces 11 y K est.;{n separados y A3 n H .. 0. 

L .. K .. 

Ya que A2 e 11 u·t::, t.enemos que A2 e H o A2 e K. Si A2 e H 

t>nt.on.ces A2 n Aa = 0 que es absurdo, de manera que A2 e K y 
.......... 

por t.ant.o A.2 debe ser et.ro segment.o. Supongamos que A2 = c d donde 

"e"' est.á m"s cerca que "d" del origen. Enlences c e á""b A3, 

porque de lo cont.rario A2 no int.ersect.a a A.3 y e e A1 pues de ot.ra 

111anera A1 quedaría en la misma co11ponent.e de X { e > que 

cont.iene al "o" y no podría int.ersect.ar a A2. Hemos obt.enido que c 

e At n A2 n A3. Est.a cont.r-adicciÓn t.ermina la prueba rle que P(3) 

no se cumple para Y. 

2. X es mult.icoherent.e si y sólo si vale PC3) para X. 
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T~or•~a 1.- X es mulLicohercnLe si y s610 si vale PC3>. 

l>amosLraciÓn. Supon-=;amos pri111>·ro que X es mt1l t.icoherent.e. 

Sean A,B,H y 1:. ct·r1·aLlos no vaL!o,,. de JI. t.ales que A,-, fl = 0 .• 11 y 1:. 

son r.unexos y X = H u 1:.. ~ean Uu y Vn •I• •S •:011j1111t.os abiert.o!" dt· X 

t.alE:·s que A e Uo, B e Vo y u;:; n Vo 

: E n E 1111 0 J. Como X es ho1;alm,·r1t.P conexo, t.enem<os qne V es 

abiert.o. Además B .::. V y v-,.., u-.. ll. 

Elec;imns una compo11t-nle 'w' de Uo t.<tl qne 'il n A ,.. 0. llaci:mos 

At = 'ti- y A,. = A At. Dada x e~ - V, ~xist.e V1 cumponent.e de Uo 

t.al que x ~ W1 y V 1111 ~1. asl que W1 es una vecindad de x ajena a W 

y enlences x • A - w-. De manPra qne A2 = A - W. Entonces A1 y A2 

son dos subconjunt.os cerrudos .1jenos dL! X. [lp modo q11e E'Xi ">le un 

subcon.iunt.o abit•rt.o U2 dte X l.dl qu.;, A~ .. U2 y u2 f"¡ ..,- o. 
S"a u = u { E .~ CCU2) • 1 E ('"¡ A2 ,. 0 } . Ent.oni.;es u es alliert.o, 

- -A2 e u y u ri w .. 0 . 

Hacemos Z = H •' 'rl u IJ ._. V. Snt.onces Z es conexo. 

r-:i eg irnos un punt.o b e B, l'n t .. •rn'fO'S b e 'il-. así que c:xist.e una 

component.e O de 7. \1 t.al q11p h ll. 

Sea Y • H u W u D, ent.onces Y es conexo. Y e Z ·y D e W. 

Aseguramos que D es una compnnent.e df> Y 11. Para probar est.o 

suponi;amos que Dt es la component.P de Y - W t.al que D e DL. Como 

Dt e Y - 11 e Z - 11 y O es cumpnnent.e de 2 - '11, t.enemos que Dt e U. 

Por t.ant.u O ..,,.. component.e de Y - 11. Est.o implica < Proposic.:ión 3 > 

que Y - O es conexo 

Definimos 81 = K, B2 = < Y - D > y 83 = D-. Ent.onces Bt, 82 

y 83 son subconjunt.os cerrados y conexos de X. Como X = H u K ..:.. 
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y 'J 1: .:: ( y - Ll ) u Ll ..) ! : [:;:i lene mos r¡•ie X = A1 · • B2 u 

A3. YJ que O ~ A n V e U1 , < Y - U > e B1 n ~2, Lenemos que 

lll ,-, R2 "' ll. l>ado que b 

Dt n B3 "' ~. ~amo D t?s un 

e~p;icio cone'<CJ Y. t.enenH . .s 

Ll r·. K e ¡;,, ni, t.enemo~ que 

"'11bc:onjunt.o prupil• y n11 

ljll•· 0 "' f'ryl fl) = í> -Y r. 

Vi'ICÍCJ del 

< y - O )-Y 

finalment.e prob;i¡ enios q11t: [h r B2 U:ct = O. Supo11ga111us que 

exisL~ un punLo p • K ( \' - [l ) -,-, [) K ,., C 11 u \.! > " O- = < K n 

H ,-, D-> u < K n \.'-,·. D-) 

Vamos c1 analizar varios casos 

(al. p n A. Como W n U 0 y 'it' es abierto, t.enemos que 

p e '11, asi que p .: A - W = .\2 e 1J ~ Z. r.omo U es abiert.o, existe 

un.-1 rer;iÓn I'. de X t.al que p .s E ,. U y !:: n 1r = 0 y entonce:« E e Z 

- V. Como p E D-, lt'nemo!> que E n fJ ,.:. 0 y ya c¡••e ll es coni¡.011enLe 

de Z - W, t.en~mos que !.'. D. r:st.o es uua c:o11l.radi.<::cicfo µues 

pe <Y-0). 

Cb>. p e B. Ya qu~ V-n Uo ll, Lenemos que p e .,.,-, Se;, Q una 

rer;i6n de X t.:11 que p -= Q e V y Q n w-= O. Entonces Q e Z w y 

Q n U • O. De manera que <) e O. Est.o es rte nuevo una 

cont.radicci~n. 

<e>. p e K n w-n n-, p e A y p e B. Entonces p H, 

ademas p e w- implica que p e v- y p -: u- De modo que exist.e 

una rer;i6n R de X t.al que p e R y R n 0. Pt'rO 

H u W u U u V ) n D 

V n D, asi que V n O • 0. Est.a nueva cont.radicci&n termina la 

prueba de que Bt n B2 n 11 ... e 0. \- esLo prueba que P(3) es v;;lida. 
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Ahora suponr;amos qi:e rc~n ef' v.~lit.I·•· es d<:c.ir que existen 

"~"·uos A• .... y A> ... X cales q•• A• o A• ••• ., ,., ., ••• 

,\3 n 1t•1 .. o, At n Az n A3 = o y X Al IJ Ali ,... ,\3 • Ent.onces Ál, 

Az A3 son cont.innos de X 
. , ){ y 

int.ersecci&n 

IJ 

e: u ya Ufl \.011 es 
(:t.•0 

igual a ( Al .-. A.2 ) u ( A1 () ,\3 ) que son dos 
chrradoS ajenos y no 

vacfos. De 111odo que A1 () ( A2 d 1\3 ) no es c.:on•~xo. 
Est.o prueba que 

)1 es .u l t.icohc rent.c. 

- 16 -



CAPITULO 111 

El objet.ivo d"' est.e capít.ulo es M<"'St.ra1• q11e si X es dlbil 

t'inil-nt.e 111ullicoherent.e, entonces r<J1> es v&lida pa1·a t.oda 

n <': 3. La idea piira la pru;,ba de est.e> Teorema fm: ext.raida del 

art.!culo [ 3 J. 

Lema 1.- Supongamos que X = H u JC y H n l.: = A u D, donde H 

y K son cont.inuos de X y A y B son cerrados ajenos y no vacíos. 

Ent.oncP.s exist.e D e CC X - K > tal que D-n A,,. l:l y 0-n B,,. 0. 

De111ost.ración. De acuerdu con la proposici6n ó, exist.e 

O e G( X - C A u B ) t.al que 0-n A ,,. 0, D-i"'l B,. l:l y O n H ,,. 0. 

ComoDcX-CAul:l)=X <Hn.i;.)=CX-H)l;(X-K), D 

es conexo y X - 11, X - i: son abiert.os ajenos de X t.ene111os 

que D e X - H o D e X - K. Pero O n H ,,. 0. as{ que D e X - K. 

Sea E la componcnt.e de 

D n E ,,. 0, E e X - ( A u B l 

X - ( A u B >, obt.enemos que E e 

componente de X - JC. 

\ - K que co11t.iene a D. Ent.onces 

y ya que D es component.e de 

D. De manera que O = E es 

Lema 2. - Sean P, Q, ~· t: subconjuntos cerrados de X y sea D 

una regiÓr1 de X t.ales que bo< FrD > < "'• FrO = P u Q, P n Q 0 y 

C n < P •J D > O. Ent.011ces existe un cont.inuo U de X t.al 

que P e Int.C B > y B n < C u Q > • 0. 

DemostraciÓ11. TOlllt:mos un subconjunto abierto U de X t.al q11e 

Pe U, y u-,-,< Q u C > = 0. Suponcamos que ~<FrD) = < C1, ••• Cr >. 
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Para cada <' r, e, •:.: I' .-... e, ·e: Q por que P y Q son cerradt•» 

ajenos. Pod..,mos suponer qtJP. C1 u ..• v C;; = P cu11 k ~ r. Si I' ·,. 0, 

hacemos B = " y t.erminamu::; la prueba. Suponr;amos pues que 1 s. k. 

Sean 111, ... U;; las co111ponent.es <le U que c.:unt.iE'nen a C1, 

respect.ivament.e. 

Ya que 0 ,. e, e u, n fr D y u, es abiert.o .• pu demos eler;.ir 

punt.o " ~' u, ,-, D p;•r.J l E k. ApliCcillllO ];, propos1 e ir.fo B 
\ 

Ck 

un 

.. 
K .. < X ;' ' "1o: } V oht.enemos una r"'~ton V de X t.a l qu.,. 

{ x,> V V - u. Dr:t'inimos ¡; V - UÍ ur. "1• e e e V u ... u 

Clar<1ment.e B t.if'nt' las propicJadc:s requer;das. 

Lema3.- Si X es d/.bil finiL .. m&nt.u mul t.inJherent.e y 

X = 11 u K, 11 n K = ,\ '-' B, donde 11 y ¡;. son •:• .. nt.inuos ue X y A, B 

son cerrados ajenos no va.:fos rle X, nnt.onces es posible r.unst.ruir 

una sucesi<~n ch: rer;iones < Om )111 ur: :-. y nna Sllo":esil~n de cont.inuos 

< Bm >m ile X t.ales q11e: 

<a>. D1 e G( X - i:. ) . D7 ¿ C< X - ( K u 01 ) ) ' 03 ~ G< X - ( " l.) 
H1 u B~• )), 

(b). DÍ n A .. 0, y pal"a e.ida '" ' 1 oñi ,-, ¡:; .. ., . D + l '1 llm -"' .. 
<c>. DÍ n A e Int. D1, D::Í n 131 e lnt. 82 .• ll::; n l12 e int. B::i, ... 
(d). lh ,-, K "'' B 3 n ( K u lt l ) "' "'' 11.. () ( K u a 1 u l:l :t ) = IJ .. 

(e). D1 - D2 ~ 03 ~ ..• , v para t.od~ m ~ 1. Bm•l e llm. 

(f). o;,., n < Bt u 82 '-' ... ,u Hm-1) =O par;:i t.oda m 2: 7.. 

<~>. B1 ,.., B = 0. 

l>e111ust.raci&n. lla1·emos la const.1·11cc iÓn on formi.l induct.iva. 

(1). m = 1. De acu~rdo con el le111a 1, exist.e D1 component.e de 

X - K t.al que OÍ n A 111 0 y Di n B ~ 0. La propisiciÓn 3 implica 

que X - D1 es conexo. COlllO Di u C X - Ds > X y X es cWbil 

i"iui t.ament.e •ul t.icoherent.e, t.t:neMOs que tio< FrD1 > '" boC Dt· n 
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e X - 01 J) < oo. Sean i· = Di · A y Q = DI .-. B. r:nt.onc:ei> por· . lu 

proposición ~ FrD1 e Fr< X - 1:. > ri DI e frt: ri H e ~ ri H = A u 8. 

I>~ aqof t>t• sir;ue que r u !) F'rD1. 

Aplicando el Lema 2 <. para C = B ) . oblenemos 1m conlinuo 

81 de X f.al que 01 ,, A e !nt. 81 y 111 ri 1.>i ri 8 = Id. Esto concluye 

el priiaer paso de la inducciÚn. 

(2). Supon~amos que h..in sido cunst.ruidos Dt, ..• , Dm y 81, •.• , 

Bm. 

Es claro que X = 11 ._, ( 1:. u Bi •-• ... •,; Elm ). Por Cb) y Cr:), 

K , , IJ1 ,. IJ y t.ambién por- Cb) y (1 1, l.en.,.111os que 81 ri Hz " 0, IJ2 

n 83 1111 0, ••• , Bm-1 .-. Dm "" O. De manera que K1 = K L· lh u u Bm 

es un cont.inuo de X. Por C.;> y <e>, B2 u ..• u Hm e 11 .,sf que 

H ri Kt = B • J ( A v < 11 r1 U 1 ) u P.2 u u Dm >. (¡;) y (d) 

implican que A1 .. A u < 11 n 01 ) u U2 u ·-' l.lm es un cerrado 

< no vac!o > de X aje:nu a B. De acue1·do con ( b), o;;; ri B Jtl O y 

o;;; ri At fll 0. Apl ic;:indo 1 :t JJr·oposición (¡' obt.euemos qm: 

Dm~l a Ct X - < B u A1 >> Ltl que Dm•t no;~ 0, 0;+1 n As ,. 0 y 

o;;;., n e ,,. 0. 

Dm•l e X < A 1 u 8 > e X - ( H ,, K 1 > "' ( X - 11 > u 

( X - K1 ) QUF' son dos abiertos ajenos. ademas Om+ t es con1"XO de 

modo q111o· Dm+t c. X - 11 o Dm•t e X - Kt. Como Dm+1 ri o;;; 1111 0 y son 

abierto:!<, t.enenms que Dm• 1 '' Dm "" 0 y por <a>, o,,, e H. Est.o 

i•plica que Dm• t no ei;;L;Í cont.enido en X H. De modo que 

Dm•t e X - l:.1. Sea E la componenl.e de X - K1 t.al que Dm+t e E. 

Ent.onces E e X - K1 e X - t A1 u B ), r:; '' l>m + t 111 0 y 

Dm+t e r,( X - ( A u B) ). De aqui qu~ E= Dm•t. Pnr 

Dm+ 1 e r;( X C K u ... u a,,, ». 

Ya que X - < K: u IH u . . . u Bm > e X - < t u Bl u u 

Bm-1), Dm+I r.Om"'llJ yD111.,;:(;( X-( 1:. u l:lt u u l:lm-t)), 
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~enf,lllOS que Dm•t e Dm. Pur Cf" 1, o;;; ,-. < [;1 u •.• '-' Bm-2 ) = 111, as{ 

que D;;;+ t ,, C B1 u u Dm-2 > c. 

Si fl ,. 0;;;+1 n Bm- t e o:;; n Bm-1 ..: int. Bm, ent.unces o;,+ t ,.., 

Int. Bm "" 0, as! qu" Dm+l n int. Bm "" O est.o es absurdo porque Dm+t 

e X - < K u B1 u ... u Bm ). Pnr t.ant.o o;;;., n Bm-1 a 0. 

Si 0 io1 o;;;. 1 n A e D'i ,.., •' e lnt. B1 ent.onces n,;;.1 r1 lnt. B1 ,. e 
asi QUE· Dm+t n B1 "" 0. Esto nu es posible pues l>m•1 e X - < K u B1 

u Bm >. Por t.a11t.o D;;;•1 n A = 0. 

~esumiendo o;;;., n <A u B1 u ... u Bm-1 ) 0.. y como por 

const.rucción, 0;;;+1 n A1 .,. n. oht.cnemos que o;;;.1 ,..., a, .. .,. 0. 

Como K1 es conexo, la proposi.:ión 3 implica que X - Dm+1 es 

conexo y ya que X es dtfoll t'inu.a .. ent.e mult.icoherent.e, t.~·nemos que 

boC 1-'1·1),,, + t ) < "'· 

!lacemos P '" D;;;•1 n Bm == s;;;.1 r. At y Q = D;;;•t n B. Ent.onces 

FrOm•t P u Q y P, Q son cerrados ajenos. También hace~os 

C = K u Bt u u Bm-t. Supong-amos que exist.e x e P n e, 
ent.onces x € ( D;;;•1 n Bm ) n ( K u B1 u ... u Bm-1 ) Como 

D;;;+t n C A u Bt u u B1n ) 0 y Dm•1 e 11, tenemos que 

x -=: 11 n Bm n K = Bm n C A u O ) y x e A, as{ que X E Bm n B. Est.o 

no es posible por C~), <e> y <a>. Por t.ant.o P n e 
entonces aplicar el Lema 2 y obt.en~r un cont.inuo 

l'l. Podernos 

Bm•1 de X 

t.al que D;;;•t n Bm e Int. Bm•1 y Bm•t n C K u B1 u .•. u B1n-t 

'J < o;;;. 1 n B > > == 0. 

Final~ent.e, co~o 1 .,. o;;;+t n Bm e Int. llm•t, t.ene1110s 

qur 0 "" D"'•t ,-, int. llmH as{ que Dm n Brn+t ,. 8, ade11Ss im+t es un 

subconjunLo conexo de X - (tu B1 u ••. u Em-1. > y Dm es una 
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component.e de X - < 1:. u D1 ._, .. v El1 .. -1 ). De aqu( que Bm+t e Om. 

Est.o t.ermir1a la t nducci6n y la ¡..rueb;i del lema. 

Teor<'ma 2.- Si X es dtbtl finiLdmunt.e mult.icoherent.e, 

er.t.onces f'tn) ~s v~lid;i ¡,;1rd t.01la n <: 3. 

Demost.raciÓn. Tomemos 11 ~ 3. Sean 11, K, A y B subconjunt.os 

cerrados de X t.ales que X = H J K. 11 n K = A c.• B, A y B son ajenos 

y no vac!os y H, K sun conexos. S1:;.•n < Dn >n y ( [;,, ) como eri el 

lema 3. Haremos la demosLrac;i~n por p.:.osns. 

Primer paso. Sl 1 s s < s + 2 < r y D es componen le de 
- -X - ( K ll Bt u u Br ) ent.onCl'S () r. E. = o o D ("\ Br = 0. 

- -Supon¡!;amos que D n Br .. 0, t::H1to1u.:es 0 .. D n Dr -1 e D ÍI o~. •2. de 

aquí que D n º" •2 .. 0. C.:omo D e X - ( K u Bt u u nr ) e 

X - l l.'. u B1 u . . . u D. -1 ) y o~ ... 2 é (;( X - ( K u 81 ._, 
'' . u 

B·• • 1 ) . t.enemos qut () <.: o .. •:..:. ( f') implica P.nLonces que 

D - ( Bt º" ) 0. Por t.ant.o D - n~ o. ..... u . . . u .. ("\ == 

St:gundo pase•. Para t.oda m ::: ;¿ f1·Dm• 1 .;:. 1: u Bm y K n Bm = 0. 

Por la proposición 4, F1· Om • t e Fr< K u R1 u u Bm ) e K U 81 U 

u Bm. Por ot.r<1 part.e, u;..• t n <. 01 u • . . u Dm-1 ) 0. Por 

t.ant.o, frDm•t e K u Bm. Aplicando la propiedad (e) t.enemos que 

Bm e Dm-1 e X - < K u Bt u ... u Bm-2) de manera que Bm n K •e. 

Tercer paso. Derinimos f = u < Bm : m 2 2 >. Sea E la 

componont.e de X F que conLil•ne a K. [)e acuerdo con la 

proposición 3, X - E es conexo y c0mo X es débil finitament.e 

•ul~icoheren~e, t.enemos que FrE tiene un nd•ero finit.o de 

co~ponent.es. Supong3mos que C< FrE) e< Et, ... , Er >. En est.e 

t.ercer paso aseguramos que ; 

Sean 11 <: 2 y j e r t..lles que Ej ,-, Bm .- riJ ent.onces 
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E¡ n ( u { Br k._01+ ... !l) o. 

Supuui;amo:; que E 1 n < '·' B• : k ;:: m + 2 >) Jll 0. Cuma E¡ e 

FrEcFrfcF-=B2u ... uU .. ·1•JCBm+2u )-cB2u 'J 

Bm•l u o;.,, Est.o implica que E¡ e U2 u u Bm u < Bm+t Om+1 > 
u Dm+l. f'or lo que est.amos supoulendo, EJ n o,";,+1 ,. ·0 y por 

hipÓt.esisi E¡ n < R2 u u Bm u < Bm+t - Um•t )) ,. O Ademas, 

Um+t y C B2 u u Bm Bm•I - 0~+1 )l son cerrados y EJ es 

conexo, esto i.mplic« que exist.e un punt.n x E E¡ n o;;;oi n ( B2 u 

••• U Brn U ( Bm+l - Dm•t )). 

De la propied;:id (f)' X E E, n 0;;;+1 n ( Um u ( Bm• t - º"' + 1 
)), Como 

E; n o;;;. 1 "811. ::: FrF '· int. Bm+ t e propiL•dad Ce) ) e FrF n int. F 

0, tenemos que X E E¡ n Din• 1 '. ( Bn1• 1 - 01"1+ 1 ) . Asi quE> X e E¡ n 

Fr Dm-+ 1 n Bm+t e E¡ n f;. u Dm ) n Bru ~ t .. l:i (1 Bm n Bm+t ( ver 

p~su 2 ). De modo que x e E1 n < Fr Dn•• ) n B" e frf n int. Um•I e 

Frf ,-, int. f = fil. Est« co11tl'adiccüfo Le1·min<1 la prueba del t.erce1· 

paso. 

Cuarto paso. En est.0 pasu demost.r;:.mos que existe N E IN t.al 

que FrE n < u < Bk : k ? ~ }) = U. 

Para j E r, hacemos I.1 = < m ~ IN : Ei n Bm Jll 0 } . Por el t.ercer 

paso, Ii es f'init.o. Tomemos N e IN t.al que· N > k para t.oda k e It u 

... u Ir. Entonces N t.iene la prc1piedad que queremos. 

Quint.o paso. Sea D e C( X - < K u Bt u ... L• BN•5n )) t.al que 

D n K,. 0, entonces D n ( BN u BN•i u .•. u BN•5n-2) • 0. 

Supon~amos que exist.e k e < N , N + 1, ... ' N + 5n - 2 } t.al que 

-D n Bk - 0. Primero most.ra1·emos que D e ce X e K u Bi u 82 u 

... )) . Como X - ( K u 81 u 82 u ) e X - e ~ u B1 u u 

ílN•'!'in ) bast.ara probar que D e X - ( K u B1 82 u ), Es decir 
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I> r1 <. K u Eh •.J f12 u . . . J = 0. Ya sal•en1(0S que O n ( K u B1 u '-' 

FIN+'5n ) == 0, Supon~amos que 0 "' O n e DN •5n • 1 •.J ) e U ,..., 

DN+!.i ... Asi que D ,-, DN•5n ,,. U, ademas O .;: X - < K u lh u u 

BN•5n) e X - C K u 81 u ... u BN•&n-1) y 0N•5~ es cnmponenLP de 

est.e ÚlLimo. Por t.anlo D e DN+Un. De aqu{ que l!J ,. D-r, SI: e DÑ•Un ,..., 

( 111 u . . . u RN•5n-2 ) • Eslo conLradice la propil:dad (f') y Lermina 

la prueba de que O e CC X - C K u Bt v B~ u ... )). 

En parLicular, O e X - f'. AdemiÍ!-> n-n K ,.. 0 y K e X - F implic;i que 

K u O es un subconjunto ~oncxo de X - F. d0 modo que K u O ~ E. 

L 2 N 

}) e E-n < u < Bk k<:N>n<X E ) e fr E ,-, 1..• < Bk k ;;.: N 

}) 0. Por t.anLo D-,..., < l:lN u BN• 1 '-' '.J BN•15n-2 )) 0. 

SexLo paso. Hacemos m = 5n y definimos Ft = K 1. • .1 !ll u u 

DN+i, F2 = BN•2, f'3 BN•3, f.,, = DN•m, probaremos que si 

o E ~( X - ( f1 u 

enLonces 1 i - fm S 2. 

Supong.-Jmos que , < J • Ana 1 i :~aremos dos casos: 

Ca). 1 < l o < 
alguna 1 s N + , 

1 y D -, ·, K = 0 > . Entonces 

si , > 1 tomamos 1 + N + i. 

y 

y si ' 1, 

0 para 

1 sería 

menor o igual que N + >. Como D-n BN·• ,,:. 0, por el primer paso 

tenemos que. no es posiblP. que l + 2 < N + J • asi que N + , + 2 2 

1 + 2 2 N + J > N +, enton~cs J e< , + 1, l + 2 >, de modo qu~ 

1 l lm s 2. 

(b). , = 1 y o-,., K ,.. 0. Pul' el qui11tu paso, j debe de est.ar en 

< 5n 1, 5n ) . entonces 1 ' - J fm ~ 2. 

S~pLimo paso. Definimos los conjuntos: Ct a Ft u u Fa; 

C2 = FH u ... u f'10; ... ; Cn-1 = fscn-ll-4 u u Fec ... -o y 

e,., Fl5n-1 .._, ... u Fl5n. Y, para s e 5ñ, hace111os Aa = CG u ( < D e 

~(X- ( F1 u ... u Fsn) : D-n Ca - 0 }), DemosLraremos que At, 
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. . . , 
A .. sora r:ont.inuos dP X t.ulPS que X = Al LJ •.. •..} An y e At, 

An > es una cadena circular . 

Las propiedades (b) ,. te> dP.l Lt·111a 3 implican Br•1 (l Br ,.. 0 

para t.oña l' "' 'N y que B1 ,-, K ... 0. ne 
, 

C1, Cn aq•u que ... , son 

·~ont.inuos de X. Es lo imr.tica que /lt. ... , An son cont.inuos de x. 
Clarament.e f' 1 u ... u r~n e A1 l.' '' .\ro. Ahora dado X ~ X - e F1 

I,' • • • '1 Fon ) ' ex ist,(, n e r;( \: C ra u ... u fsn) t.al que x e D. 

Como K e X - D, t.<:>nemos qui:- 0 "" FrD e F1 u ... u F'Gn = C1 LJ ~' 

Cn. Lle ni.mera que x e A~ para algun s e n. Hemos pruballo entonces 

que X = A1 u . . . u Aro. 

Comv calla Br iulersr:cl.a a Br • 1 • t.e11L~rnos qu1..· el.ida 1 ~ s < n, fr,~ '' 

fo;,g + s ;11 0. De aquí que> . .\~ n A~• 1 "' 0. f'111· la pt'opi pcJ,1d ClJ) del 

lema 3 tenemos que O ?d DÑ•s ... • 1 •) B~·5n e l>Ñ•!.in• 1 n Cn y 0 "" 

DÑ+!int 1 n B ·:: DÑ+.,n• 1 r1 K r DÑ·~""'•t n Ct. Ad~mas DN•5r1 .. J ~ G<. X 

< Ft u ... u fGn )) . Eslo implica quP. l>N•:S•" 1 e An ,-, Ai. Por t.ant.o 

At ,.., An • (~. Hemos probado cnl.onces que pa1·a t.oda s <-;; ñ, ,\,. n Aa•1 

,., "'· 
Suponi;amos ahora que s, r E ll son t.ales 1tue s ... r y ;\a r, Ar ¡l!. "' 
probaremos que 1 "' - r In " 1. PélPa k <:: ñ de1'inimos Lk u { D E 

~( X - ( Ft Ftsn )) D -u ... 1.J : - K "' " }. C1, t.0111~es A~ = e~ ..... L:;' y 

Ar Cr u L;:". 

Las Pl'Opied;idc·~ en y (C) del LF>mJ J impl icc1n que l.h ,··, Bi ... ~' si 

y solo si 1 ' - $ 1. Aclem.:Ís por (a) )' (e) del mismo lema K n ( 

82 u ... ) = 0. De aquí'. que Fe ,..., l'J .. 0 si y solo si 1 ' - J ! 1 

y e, n Cj .. 0 si y sÓio si 1 ' 1 $ 1. 

Notemos que, para k e n, Lk n < C1 u u Cn > 0. 

Entonces 0 ~ A~ n Ar C Ca u L;; > ,-, C Cr n L'; ) .. < c.. n Cr ) u 

< c .. n Fr Lr ) u 



Si Cr n Ce • O, Y·' dijimCJs qu.::, ent.c..nces O < 1· s s 1. Dada 

D e ~( X - r F1 u 

Frll r. 

'.J f'5,, ) ) tal que rrD n e,. • 0. Entonces 

_, P5.o ) ,.. 0. f'or el paso ó, t.enemos que FrD e 

las direre11c1as 5s 6 y 5s 

consideradas en módulo 5n ) . De llldll<'l'a que < ver µreposición 5 ) 

FrLc e < u < FrD : D • G( X - < F1 u 

5- e f5,.-H u ... u FEQ•2. Por t.antu FrLs e f5•-~ u ... u F!5~•2. 

( las operaciones marcadas en Jos !nd ices s11n considerad ... c.. en 

m6dul o :in ) . 

Ahora supongamos que 1.:r n F1•Ls "' O. Entonces O >11 Cr n l'rLs e 

Fr,.;r-4U ... Fr.ir) r•<F~••·-~1.· ... ufs~·2 ). De aqu{ que existe 

j E { 5r - 4, 5r } t.al que I;« ,-, ( Ft1 .. - " '-' . . . •.J F5• •i ) • O. 

DI? manera que i e < 5s - ·t. . .. , ~ls + '."! l. Entonces 51· e < 5s 7, 

... , 5s + 7 >, De aquí q11e 5r e < 5s - 5. 5s. 5s + 5 >. De modo 

que r e < s 

entonces 5n 

1, s, s + 1 } 'en el caso rtll que :ir 5s 

5r - 5s + ~ ~ n 1 r - s + t ~ r 

tanto, r - s In s 1. 

s + 1 ) . ,, 
5 

Poi• 

Si mi larment.e sr· an,11 i Z<t e 1 , aso en que e,. .-, FrLr ,.. 0. Ahora 

supongamos. qu•! L .. n L, ,. 0. E11Lunces L .. n Lr ;e 0 o FrL"' n 

FrLr ., 0. Si L• n Lr >11 0, ent.unces exist.e D e C( X - ( F1 u u 

F!5ro )) tal que D-.-. c .. • 0 y D-n Cr • 0. Entonces D e L~ y D e Lr 

ademas 0 ,. D-n Co e L;'." r. C;o = FrLr n C..-.. Así. que, por el aniÍl is is 

anterior, 1 r - s In s 1. 

Fin.> lmente supongamos que FrLo ri F'rLr .. l<l eut.onces < F5~ -1.> •..J 

•..J F5r • 2 ) .. 0. De modo que existe ' e 

< 5r - 6, ••• 1 5r + 2 Lal quP p, n ( F5s-6 u ... u F5~•2) • 0 y 

entonces i e< 5s - •, ... , 5s + 3 >. Así que 5r e< ~s - 9, 

5s + 9 >. De •odo que 5r ¿ < 5s - 5, 5s, 5s + 5 }. 

que ( r - s In s 1. 

Esto implica 

- 25 -



Por t.ant.o, en cualquiet· ca!"o, l r - s In s 1. Est.o prueba que !'(11) 

es v"l ida para X y t.ermi na la prut?ba del t.L"ore111a. 
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C.:/\í'ITULO IV 

l::n est.e ca1.1ft.ulo ~upondr-iernos l'Jlll? X es t.ambi~n compact.o y 

ult..icoherent.e y probaremos r.¡m:, c-n tsl.e t.:dSO, P(ó) es ciert.a. La 

prueba es un extracto Je la de R. ~'. Uh:kma11, Jr. C 3 J. 

Lema 4.. Sean A y R dC1s subconJ11nt.os cerrados a,¡enos de X y 

D e CC X - < A •..1 D >> t.al que ()-.·, A "' O "' O-,, D. Ent.unces t::xiste 

un continuo F de X y exisLen Dt. Dz e GC X - <A u D u F >> t.ales 

que F e D, !Jt n A ,. 0, Di n F "' o. o2 r, F ""0, n2 r1 B ,. l!I y para 

toda E E r;c X - ( A u B V F )'>. E-n A 

Oemost.raci6n. Sean IJ " V at.iert.os de X t.ales que A e U, 

B e V y FrD Fr«X < A 1_• D >> e A u U .Y 

C A u B n F1• U "' 0, t.enemus que FrD .-, fplJ U. De manera que 

FrU > n D < Frll > n o:" ,\sf que F1·U > n D e:s un subconjunt.C1 

compacto de D y entonces, por la proposJ e iÚr. O, e:dst.e un 

contin•to F de X ta 1 que e FrU > n O e F e D. 

Como f <.: ll, F' n <. A _, IJ > = 0. rk mudo qU•? A y ( F u R > son 

cerrados ajenos ~ inte1·sect.i'ln ambos "' o:" De acuerdo con la 

proposici&n 6, existe 01 componente lle X C F u A u B ) tal que 

Dt .-1 A ,. 0, Di n C F '-' B ) "" CJ y Di . , U "' O. Pero lli y ll se.in 

abiert.os de modo 4ue Os n l> ,. 0. Eb'Lo implica que Dt e D. Si 

Di n H ,. 0, ent.onces ll 1 n U ,. O ,. D l' n C X - U->. De aqui 4uu 

Dt n U ,. 0 y 01 n < X - U-> "' 0. De 1nanera que Dt r1 Fr U .,.. 0. Asi 

que D1 n < ll n F1· U ) ,. 0. Y entonces D1 n F "' 0. Est.a 

contradiccion prueba que Di n B 0. Entonces Di' " F "' 0. 

Ue una menera ,.;imilar se demut:sLra que existe 
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- ll2 e r;.- X - e r u A L' H ) ) t.a 1 q11~· Di . F ;;:: í1 , l>;: r. A == o v 

D;;' ,~ B .,. O. 

Ahor·a ~.upo11~<1mos que •:·:-:h.t.t- ¡; .¿ e;( X - < F' L A u !I ) ) t.a l 

que E-r. F .,. 0, E-n A ,. O y E-r. [; ><O. Comu F e D. tenemos 

D ,.: o. Allem ... ,.; !:: e X A 1..• 1.1 ) , de 

moll1(!J'a q11c E e D. Ya que e-,, U ¡;:: D "' E-n ~ X - U-), obt.enemos que 

E r, Fr U ,.. fl. De modo que 0 ,. E n Fr u = E r, D n Fr u ) ·~ f. n F'. 

Ent.on1.:es 0 "" E n F. Est.a cont.1·adic1~io~:1 t~·1·mu1a la prueba del lema. 

Lema 5. Exi,.;t.c·n cont.lnuos ajeno"' Pnt.re si C1, C2 y Ca de X y 

exist.en component.es 01, 07 y !>3 de X - < <.;1 u C2 L.' C3 ) 

t.ales qUt.• pal'.'\ , = 1 , 2, . 3, u;- ,-, e i "" o .,. o, n e, • 1 y 

t.oda E G C( X - < C1 •J C2 u C3 > ) , E-,., Ct = 0 o E-n C2 

para 

0 o 

E-n C3 = 0. 

Demost.r:1ci6n. Como X es mult.icoherent.e, e:dsten cont.inuos H 

y K de X y existen subconjunt.u,; .-:en·.1.tos, <1je11os )' no va.::Íos A y [l 

de X t.a 1 es que X ..: H u K y !l n t:: 

propo::;iciJn o, t-Xist.e O e {;( X -

A v U. De acuerdo con la 

Ya qu~ De X - CAVO)= X - 11 ) u 

< X K > que son dos ahi.ert.os ajem,s y como D •!S conexo y 

D ,-, 11 ,. 0, l.en•~mos que D e X - i:. 

Por el Lema 4, exüd.e un continuo C1 de X y exist.en 

componentes E1 y E2 de X - ( A u U v C1 ) t.ales que EÍ ,.., A 1111 0, 

El ,.., C1 ,. 0. F.2 n C1 .,. 0, 1:2 n D ,. o, C1 e D }' E1 1111 E? .. rara cada 

l = 1, 2, 0 .. E;:' () e 1 e F.;:' ri D. ne aqu r que EL n D. "' (j y como 

t::¡ e X ( A L' [l u Ct e X 

que E\ e X - < G1 u K ) e X 

( A u~ ), tenemos que E• e D. Asi 

< C1 u A v B ). Esto implica que E\ 

es component.e de X - ( C1 u K ). 

Aplicando ot1·a vez el Len1a <l., pero ahora a C1, K y El 
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un c0111. i 1:11•, C;, d•~ ). y o 1' [)2 de 

X ( CtuKuC2 Lalf·,,· qu¿. C2c Et, Dinc1,-0 

Di n C2 .,. 0, 02 f"I C2 "' 0, L'2° ro ¡.; '" O y p."lra t,c,da E e:: 

C< X - C Ct u C2 u K )). E-() C1 =O o E-f"I C2 = 0 o E-f"I K = O. 

Definimos C3 = K y 03 = 1-:2. Como E2 es .1jPno a Et, t.enemos que E:! 

rs ajeno a C2, de man~ra que Ez ~ X - e Lt u C2 u C3 ) e 

X - ( A u B u Ci, ) • Y como E2 es componen Le º"°' X - < A u B u C1 ) , 

obt.e11e111os que 03 e t:< X - ( Cs u C2 u C3 )). Es f~cil comprobar 

que C1, C2, C3, 01, 02 y 03 t.1enen la~ propiedades enunciadas. 

Teorema 3. P(ó) es cier1,;, par., X. 

Demostración. Sean C1, C7.. C3 D1, lh v lJ3 como en el lema 5. 

Definimos C C1 u C2 u C3 V para 1 1, 7., 3, hacemos 

u ( [) € C( X - e ) : Fr D e Ci }) y 

u. V D e C( X C ) : [)-,-, C1 .. O y O-,-, C1 • I l"I l<I } • <.:larament.e 

U1, U2 y U3 son ajenos enLre si y como para Lada D e ec X - C ), 

Fr f) c. t:1 ll C2 •.J C3, t..cnemos que X - C lh u B2 u B:> ) "' lli u U2 

u U3. 

Para cada L e ( 1, 2, 3 >, definimos y, = B1 u u. u B1•1. 

Como FrYL = fr < BL ~·u, u o,., >e FrC1 u Fr Cu {De GC X C) 

y : Fr ll e r:, } ) 'i Fr < u < O E I'.:( X - C ) 

0-n C1+1 ~ 0)) u fr CL•t u Fr Cu {O a CC X e J : FrD e 

C1+1 >)el ver proposiciott 4 ) e, u G, u Ce, u C1•1) u CL•1 u 

C,+1 e y,. t..enemos que y, es cerrado. Dada Da G( X e ), 
FrD "'fl. de aqu{ que D1 es conexo, ent..onces u. '-' u, y UL '--' (l, •1 

son cnnexos. Además U< es no vacio pues r.:ont.iene a lH. Por tant.o 

Y< es conexo. 

Arc-ument.ando co1110 en el p.{rrafo ant.eriot' se obt.iene que B1, 

82 y lJ3 son cerrados, conexos y ajenos ent.re si. Dada D e 
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r:c x - e ) , e 

De mnrlo que no ~uede t~isLi1· D e ce X - C > Lal que Fr D e c. 
y 

Llt u~ u ll:! 

133 n Y 1 = (J. 

0. 

, 
aq111 se out ieue que 

Ent,111ces Y 1 n Y:z .= l:Lt, 

0 y D:t n Y:J y 

V;,mos a prob;u· ahora que Y 1 se p11ede reprt·sentar· como 

Y1 A1 u A2, clont.le A1. 1\.¿ ,,.on cout.inuos tales que ll1 e At, !.12 ·:: 

.\2 y < A1 n Az ) n C 81 u n2 > = 0. Para esto necesi t.<1mos probar 

antes el sir;-uit·nte hecho : :'i 1: es •m s11l1conjunto conexo Je X tal 

que H1 e E, y E n B2 = O, "·11tonces E n Y1 es conexo. Primt~1·0 

observemcis qu<·.- como lJ 1 : Y 1, Y 1 .-. íL• = í'l y Y 1, fl3 so11 ce1·rados, 

entonc;es lit y B:i son cunj11utos separados. Darlo U1 y U2 u IJ::i son 

abiert.os ajenos, entonces y son conjuntos 

separai.Jos. Como U 1 e E y t.: n U 2 0, tenemos que E = P.1 '-' 

t E , . lit ) ,_, ( E ,, ( IJ.., u B:. u ll:J ) ). Aplicamuc: la proprisir it~n 2 

al esp:1ci11 E y el subesp.11:!0 co11e:-..n Ut, cut.onces D1 u ( E ,.-, 111 

) es conexo y como r. 1 u C E ,., ll 1 > E n Y1 concluimos quP 

E n Y1 es r:onexn. En 1·orma similar, se puPde probar que si E es 

un subconjunto conexo de X 1~1 que B2 e E y E n B1 0, 

entonces E n Yt es r.onexn. 

Ahora mastl'aremos por que exist.('n At y A2. Tomemos un 

abierto V de X t.al que B1 -:: \' y v-,, f:l2 = 0. Sea U la componente de 

V que contie111~ a ll1, enl«11ces t.ambien U es abierto. B1 e U y 

n. Sed .... 1 d c:ornpouen LP t.le X U que contiene a B2. 

Entoncefol por la px·opdsiciJn 3, X - \1 es taml>i•~n conexo. <a<irament,e 

W es un cont.inuo que contiene a B:z y ajeno a Bi. Por lo que \ 

probamos en el p~rra1'o anterior, el conjunto A2 e: W n Yt es un 

continuo que contiene a B~. Ya que Fr< X - W ) = Fr W e Fr< X U 

> = rr U y fr U n < f!J u B2 ) • 0, t.enemo~ que Fr< X - W ) n < 
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n, 1_, n2 ' = lll. ,, ) 

B2 r1 ( )( - \1 )- "' 0. Y V<1 r¡11e B 1 e ll e ( X \1 ) .• ap l i· :amos 

n11ev~1ment.o? lo d.;,l p.;!'r.tl·o <o1.t t;-\·ir.r, oht.enemos que o:l conj•111t.o 

A1 = < X - \1 )- n Y1 es un c11nt.!u11u q11.-, cont.1ene a lh. Cl.:i.r-amenl.€' 

A t · J A2 = Y 1 y comú Al n \ 2 .,,- 1 , < X - l.' )- = Fr<" X \1 >. 

tenemos que < A1 .-1 ,\2 ) 1-1 < Ei1 u IJ2 ) 

const.rucci~n de At y Az. 

o. Est.n t.ermina la 

An.;Jogamf'nt.e es posibh• cnnst.ruir ront.Jn\11•-o A3, A·t.. As y Al· 

dP. X tales que A3 

( Bz L' f:la ) = 0 ; Al5 '-' Au Y:J, fla :: As, Bt e Ao y A5 1'> Ac. ,-, 

< B3 u 81 > D. Finalmente demosL1~remos r¡ue P<ó> es v&lida para 

X checando que A1, t\2, Aa, .\.a. ,\s y .\o sat.ista<.:i>n ¡,, prophidad de 

ser •ma cadena circular rle seis eslabone~:. 

Para empezar X .. 61 u Bz u U:., 1_1 111 u U:;, IJ U3 = Yt u Y2 v Y3 

=A1c 1 A2l•A:lUA4uAr.uAi,. A10.A2"'í1 \. resp. A:.<11.\41"0 y 

A5 n A6 ,.. 0 ) porque dí.' ¡., r:ont.r,.,rir• At y A2 ( ri:•,;p. <. A:< y A• 

y < ¡\15 y Ao ) ) serf:1n una separación de Y1 < resp. Y2 y Ya ). 

A2 ;, A::- ;e lil < resp. A4 ,.., Ar. ,.. O y Ar:. n .\1 "' 0 ) porque •. 11nbos 

conLienen a D2 C resp. H3 y Bs 1. l~r t.anLo A• n A••i - 0 para 

Loda i € ~. Como At n < A3 u A4 u A~ ) t A 1 1-· ( A3 '-' A• ) 

u < As n A5 > A1 n Y1 n Y~ ) u ( A1 n 1'1 n Y3 n A5 

< As n B2 > u < Bs n As J e << A1 ~ Az ) n Bl J u <.< Ao n As > n 

Dt ) = 0 u 0 = 0, tenemos que At s&lo ir1Lersect.a ..i Az y Ao. En 

forma similar se prueba r¡ue carla >\• !>'olo int.e1·se:ct.a a A• tt y a 

A· -1. En particul.:1r tres <Jit·erent..e::. /h s no pueden tener puntos en 

com.t'n. Est.o t.ermi11a la pruel.Ja del Leorema. 
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CAP I'flJLO V 

En este capítulo constf'uir·emos un ejemplo de un espacio 

conexo, loc.1lment.i:- conexo, mult.icohe.reni.e y métrico X, par..i el 

cual PC5) es t'alsa. Este ejemplo se debe a R. F. l>ickman ( 2 J. 

El ejemplo se const.ruye de la ~iguienle m<lnera: 

como pr-i•er paso t,omamos al intervalo I . par·a cad.i pareja de 

racionales diferent.es en 1, le pegamos a un segmento que 

coincida con I nada más en esos dos puntos. Como se¡;undt1 P·lSO a 

cada uno de los sesmentos que añadimos en el primer paso, le 

hace11os lo 111ismo que le hicimos a I en <.:l primer p.:iso, es decir, 

le añadi111os un se,ment.•J para cada pa1·eja de .racionales del 

sepento. El t.ercef' paso consiste en añ"ldiI· se,ment..os d los 

se:;mentos creados en el scgund" paso. \ ai,;f sucesi vament.c·. 

Segtnent.os del 

primer paso. 

St:¡;ment.os del 

segundo paso. 

Este capÍ~ulo lo dividiremos en dos partes. La primera es 

para 11ostrar que la descripción anterio1· :;;e puede llevar a cabo y 

que nos da COlllO result.ado 1111 espacio X con•,xo, local111ent.e conexo, 

mult.icoherent.e y métrici.1. La sr·~unda part..e '-'"' para pt"obar que P<~> 

no es válida para X. 

Primera Parle. 

Oefinici&n. Un espacio Métrico < X, d ) es llamado arco 
~ 
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1:nnv(•Xo ,;i ¡,.~¡·;• r:11;,lE·squier-:1 J.,s pnnt.o.,; x. v <i X, x"' y o e¡..Jst . .: 

un arco C en X < s11besp¡1._;io ~ de X que e~ huhh!omorfo a I > t.:ilt-s 

q•Jt'l X, V <:o C y d(x,.;) + <ICc,y1 "". dCx,y) para toda C .¿ C. 

CJ nrament..e tlldo ._,spac io at'cu - r.:rm\'exo es con.~xo y localmente 

ccinexo. 

Supongamos que tenemos 1m" r~1mil ia de espacios métricos 

7 = C < X3, Ja > : a 6 A ~ < O > > tales quP O ~ A y: 

Cal. Para cada a • A. Xo ~ Xo es un subconjunto cerrado y 110 

vac{o de X.,. Ade1111s da coinc ick r;on dn en Xo ri Xa. 

(b). Los elernent.os <lf:' la f'.·1milia < Xo - Xo : a e A > s•.•n 

a,lt·nos dos a rlos. 

Dcf in imos A" '" A u <. O ) y R; = u < Xo x Xa a .: A ) • 

Notese 1¡ue si a .¡¡ A, x .: Xu - Xo y (:-;.·y> ~ R; impU can que y e Xa. 

Del'inimos también x,. •u< x., a E A• y 6r<x,y> = d<x,y> cua11do 

<.x.y) e Xa x Xa.. La tfoica form.-i en qtw <x,y> puede pertenecer a 

Xu x x.,, y Xi, x Xb con a "' b es cua11du <x, y) pertenece ademis a 

Xo x Xo y entonces clo.<x.y> ., do<x,y> = JbCx,y>. Esto muest..ra que 

67 PSt.~ bien def'inida. Finalme11t.« deJ'lnlmos dr : x,. x x,. --> lR por 

+ .s,.czn,- 1. Zn,) : m 2' 2, 

(z1,z2), ... , <zm-1,zm).;R;r xaz1, y=:t.rn). 

9. PropCJsiciJn. dr- es una i.1tt..r ica para x,, que coinci.cle con 

dn en Xa para t..oda ¡) e A9. Dada a e A•, si X e x .. y y e Xa, 

ento111:es d
1
cx,y) - inf < ó;(X,7.) + .!>,.<z,y) z 6 Xa n Xo ) . 

Adends, si x., ,··, Xo es f'init.o p<tra cada a e A y todos los e,,,;pacio~ 

< x .. ,da > son arco - convexos, entonces < X7 ,ct7 > es arco 

convexo. 

D~•ost.ración. Para ahorrarnos notaci6n, escribire~os 2, 6, 
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X, y d en lug:H· de ~· d7'' X;: y rl¡. res¡.1 .. 1:t. l vament.e. Dividimos 
1 

esta prueba en e i neo paso«. 

Primer p.'lso. Si x. v e \"o, r-utonc:es d< :..:. y) = doCx .• y). 

Par.'\ 1Jt•olia1• esto, t.om~1111os m ;.: 2 y z1, ... , zm e X, tales que x 

:.::1, y= Zm r (z1,z2), ...• (Z•e-1,Zm) E 1-:. Suµongamus que Zl1. 

z~n son los z, 's qui· perLeuei.;en a Xo doodf• 1 = k1 < 
e n ;:: 2 ) . 

< k·· = m. 

Tomemos s "" ñ. 2~~~ ~~~t, 

pertenecPn todos a un mi smn x .. ,. Si !,. ., + 1 = i.:~-i. scha 

Zl~·l 

t.enemos '' 

los puntos Z;" y ZL ~ , 1 

entonces que k• < k .. ·1. 

<¡ue perLcnec.:en 

F.11t.011ces Zk 

."lmbus '' Xo. Supongamos 

•• 1 
t Xa - Xo para alguna a ~ 

A - (O>. Como ( Zt •• 
1
.ZL •• 

2
> e k. tenemos que Zt •• 2 e 

todavia kc + .2 < kw • 1, t'nt.onces que Zt
0 

•:Z e Xa - X<J. Est.C> 

Xo. Si 

implica 

que z1,,. + 3 "' Xu. P1·oc.:t.,liendo de ._•st.,1 maner<1, se obtiene que Zx 0, 

Zks• 1, •... Zk.
01 

E X.i. E11 c•ialquier caso, exisLt• a•< A• tal que 

Z~,., ... , %1.
9

• 1 e Xa. f.nLonces óCZl .Zt • 1) + 1><Z1: • 1, Z>. • 2> . a q ~ 
+ 

+ 

+ ó(~ks+I- 1,Zk,. 01 ) 2 Por t.rnto ó<Z1 . Z1 
~ 

1) + 

EsLo implica qut! óCZ1,Z2) + doCZkw,Zxw•t) para t.oda se ii. 

bCZm-1,Zm);:: doCZk 1.Z< 2 ) + ... .,. 

~o{x,y>. De aqui que dCx,y) ~ 

,Zk J 
- 1 " 

doCx,y). La otra 

dolZ>: 
1

, Zkn) 

desigualdad 

+ 

es 

cierta porque doCx,y) es unu de los n~meros que se consideran 

para def'inir dCx, y) ( basta l1acer x = z 1 , y = z2 y m = 2 ) . Por 

tanto dCx,y> = doCx,y>. 

Se:;undo paso. Si x, y e Xo. r.on a € A, entonces dCX,}') .. 
daCx,y). l'ara mostrar esto tomemos nuevamente m:?: 2 y Z1, ..• , Zm 

e X tales que x = Z1, y• Zm y CZ1,Z2>, (Zm-1,Zm) e R. 
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Si< 2'1, ... ' Zrn > x,.,, ent.onc~s 6<21,Zz) + + 

+ dn(Zm-t,Zm> ~ d~<z1,Zm) • d~cx.y>. 

lle modo CJllP. óCZ1,Z2> + ... + ó(Z,,-.-1.Zm) <: d_.<x_.y). Si t 21, ... , 
Zm } no est..{ cont.enido en Xu .• sean h y k el rnt.xJmn )' e! mí'n!mo de 

< s "" ñi : z,. <i! X" } respect.i vamer•t.P Entonces 1 < h !, k < m y 
Zt-.-1 , ¡¿:k•t "'Xc.. ArlernJs Zh-1 "Xo pues de lo cont.1-;1rio Zh-1 "" 

Xa - Xo y <Zh·t,Zhl ~ implican que 2h Xa q11e es una 

cont.I'adicciún con la elei.:r.:1Ón de h. Por el mismo 

Zk • 1 e Xo. 

Entonces ó<Z1,Z2) + 

6CZh-2,Zh-t) + óCZh-1,Zh> + 

+ ó(Zm- l, Zm) 

6CZm-t,Zm> '?.<por la nc-fí11idvn dP dO!t.-t,Zk+i) ) d"G'.1,;¿2) + 

+ 

d<1CZrn-1,Zm> <:<por el primer paso dt;¿r.-1,l'.•.•1> = doC¿:h-1,¿:1.>1) 

• daCZh-t,Zk•t) ) e da(2t,Z~> = daCx,y). 

En c11all¡uiur caso, o<Z1,Z2> + ... + ó(Zm-1,Zml ~ da(x,y>. 

Esto implica que dCx,y) '.'. du<x,y). La ot.!'a df.'sibualdarl se debe, 

nu~vamtmt.e, a que do(x,y) = ó(x,y) e<> de las sumas consideradas rn 

la defínicid'n de dCx,y). l'cw lo l.d11t.o, d(x.r> ,. lla<x,y). 

Terce1· paso. Si a e A, y e Xo ) x e Xo, tnLonces dCx,yl ~ 

inf < dCx,z> + d<z,yl z .¡ X.; ('1 Xo } ' En t'l CdSIJ e11 que X e Xo .. 

hacemos z = x y t.ene111os que dCx,y> = clu<x,x) + d<x,y) = < por el 

primer paso) d<x,x> + d<x,y) = d<x,z) + d<z,y) ¿ inr < d<x,w> + 

d{w,yl : w e Xo n Xu >. Suponcamos entonces que x R Xo. 

Tomemos m ~ 2 y Z1, ... , Zm E X tales que x = Z1, y = Zm y 

<Z1,Z2), ••• 1 (Zm-1, Zrn1 E R. Sea s .. 111!n < k e m : z~ e Xa >. Como 

Zt .. X E X., - Xo y <Z1, Z2> e R, Tene1110s que 22 E x"'. Asi que 

2 < s :S m. Not.emos que z .. -1 E Xo pues de lo contrario, z., -1 E 
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X·-> - Xr1 y C?.~·1,Zc.> /; k implicarí.m que z, .. X<> q11e es absurdo. 

l'r.•r tanl.o z .. -1 E Xa '' \o. 

Entonc:f:s -'•<Z1, l.:n + -t ''-•(Í"!1· 1,6r.1) + 

d<Z~ • 1. z.,,) inf < d<x,zl + d(z,y) ~: •.• X , -, X o > . 
'1<:1:,y> :~ inr e d<:-.:,z> + d< .t., y) : :~ .:: x.~ \r, l 

CUétf'l.U paso. el L'S 1111a Y t:>n t.or1cf--s .• se puede 

1"t:;i_·11tpl.1:1.<1r· la desigualdad pur i~u.ilclad ·~n "·l t.erce1· pasc1. 

Comprohare1110s ent.011c.:•·"' lJs 1·1·opi.•~uades tle rutÍLri.:a par.i d. 

(a). Clarament.e d<x.y> _ O p.1ra Lc.dns x. y ._; X. 

Cb) Si x • X. e11t.011c~b x 

p1·imeros dos pasos) Lllx.~o = dutx.x> u. 

<e>. Supong•:11nos qur. 11<~:.y.> = 11. Si x. y est.án en un mJ.:;1110 Xa < a<"' 

A• >. ent.ouc~·s lo!; cJr.,,.: ¡orimt•ros pasos implican que x }'· 

"'° A. Come. 

x., " X1.1 1.•s ct·1·J"<HJ0 en )(,, t':I: is1.P " > O Loll que < z ,, x,, do<x.z> 

f:. ) < por el Lercer paso > inr 

d<x.z> + d<z.y> ( por \a) y el segundo paso > 

i O t' ( d., ( X , Z) : 7. E X" • ·, X o } ~- ) 0. As{ ']UP d(X,}') ) ~. Est..a 

1~onl.r<1di ce lÓn prueba que ''. y deb••n esl.ill' é'll el mismo x., y, pur 

t.Llnt.o ~ = y. 

Cd>. PLlra compro~1P que dC~.y; = d<y,:1:). 

a e A• y <x.y) E Xo. X X'~. P.nt.011c.;es ólx,yl d,,(x,yl J.,ty,x1 

ó<y,~.·i. As! que éi(x,)"~ = t1<y.x> p;11·;, t.oda <x.y> E R. 

{e). Dados x, y, z & X, d<x,Zl + dt~.y> = inf { 6Cx,Z~> + ... + 

6(7.111-1,Z) : <Z1.Z2> •...• <Zm·t,Zm) e R, m 2 2, x = Z1, Z = Zm + 

i111' c5<Z.W2> + ... + 6<\l<-1,y): k?.: 2, <'111,'ll;>.), .. ., 011<-1,'ll<> e 

R y Z = \11, 'llk·• y>• inl' C 6<x, Z2> + ... + 6CZm-1,Z) + 6CZ,W~l 

+ + 6( W1 • 1 , y> : ( x, Z2), <Zm· 1, Z.>, <Z, ~'2>, 
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R, m,k ~ 2 J ~ d<x,y>. Por LanLo d<x,v> s d<x,z> + d<z,yl. 

Quinto paso. Si •. ªª" < .\ .• , dn) < .., .: A• ) es arco - convei.:o y 

er.L011uJs <X, d > &s arco 

convexo. 

Tomemos x, y "' X. x "' y. Si ami•us ~.unto,; c•st.án en •m m.ismo x.1 
< a E A• ), cumo (X_,,111 = CXo.u") "'"' <H·i:.:o - convexo. exf.,t,e C .:i1·co 

en X con las f•f'OJl icd<irlP~ rec.¡u .. ricJ,1s. l'od._•mos suponer entor1•;es que 

P.xistc a t A Lal qu•· X .:: X" " y "' x .... Por el Lercer ( y el 

cuarL•) ) paso, ex isL(· z Xo ,., Xo l.J! qur• d<x,y> d<:..:,z> + 

d<z,y). Supong~1mos ljllt.· y Xb con >: o<:.:: A•. Ent.onces c:dst.¡, 

... € Xo n Xb t.nl qne dlz .... ) + t1< ... ,V) = ,J(z,y) <. si b "'o y z E x1., 

hacemos z = w. Si. b ;.: tJ y :< .,., X•o. w exisL·~ por el !.ercer < y 

cuarto ) paso. Si b O. hacemos w = y. ). 

Como Lodos los x.,. 's- son llrco - conve:-.;os, c::dsten arcos C1, Cz y C3 

.::n· Xa, Xo y Xb respectivamentt-

a C1, z,• e Cz, w,y e C3. d<x.z> 

y ¡.>or tant.o en X ) tales t¡ue x, z 

u(x,x
1

) + d<x
1
,z), d<z,W) 

Aqu{ esLar!amos snpo11ienr10 que 

x "'z, z "' •, y w "" y. En el caso en que SIO' diera algu11d ( o 

al,unas ) igualdad ent.1·P. es Los punto», sólo tomaríamos arcú.s pJra 

los que .sean dit'erc.nt.eo; v S•? haría 1111 "rc;ume11Lo como el que vamos 

a hacer >. 

Entonces, para cualquier x
1
.s C1, d<x,y> "'dC;..:,z) + t.i(z,.,.., + 

d(w,y> = dCx,x 1> + d<x 1 .~> + ~<z,w) + dCw,yl ~ dCx,x 1> + ctCx 1,y). 

dCx,yl. Asi que dCx,;•> d<x.x
1
> + dCx

1
,.y), En est.a forma 

se muest.ra que d<x,y> 

x0 € C1 u C~ u C:i. 

F'lnalmenLe, como·c1 u C2 u C:i es arco 
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•. 

o 

-.rcL> e11 C1 v <!~ u C3 r¡ue r.Jene a )( y a y. l::nt.u11.:e~ e 1.if-111:1 l . .,, · 

propiedades req11o:r id<1s. 

C<111str11cciÓ11 <lid ejPmplo. 

racJonales de I v O < a
1 

ii ,. CO,O). 

< ... < a s .., 

<a 2 , b:t), 

b 1' 

t. -· b < n 

••• J (an,b,.,>, ü. 
!J son nu111eros 

n 

. . . < b1 > . Don.de 

. 
¡---< l, ( <n,.b,), l<t2,b2), .. ., (a".b.,>, o,. .. )) 

~ 
¡, l 1 a. t I>, h1 b, 1 

Para 111•u1~•Jar mejor a X, se.inL1·oduce la siguiente nnl.aci •. fu: 

Denotamos 1•nr· 5 .11 conjunto dt: sucesionl•s de elemenlos di;, Q x Q. 

Para cad.'\ n € CI. h.1ct.•inos Pn = { ( <a1,b1), ... , (d .b ) . o. ü, 
" " 

) e s o < .;t 1 < il < < .. < ,, < ( bl ( 1 > . Si 
"' " r. 

n = ( <a1.b1)· . ' <a .l• ) , o ) = -~ .. hacL~mos ce: "' a e l.> n' " " " (1 

a• = ( (a i, I• 1) • ... <:i.,_,. Ln-1)' ü. ) E Pn-1 ( Po = O> 

donde o " ü. ü, ... ) ) . lu (t.. l'lÍ : ca < t. < e" } '·' 
b } donde a ,.. (\ 

le rJ;.,mos d Ict l ~· inét.rica da que lo har::e isom~Lric.o al 

inLerv<tlo lc
0

.e>
0

J. F.s decir, da( <t.,a), Cs,a) ) .= ¡1. si, 

dn(a
0

,b
0
> = e,,, - c

0
, d"( <t.,o), a

0
) = L - ca y da< <s,ct), '::·0 ) 

ec: - t.. 

Para el caso en q•ie n = O, las d.•,t'iniciones son : <t• a, 

cr..t = O. ell = 1, a 0 = <cu·ª"), bu Ce
0
,a•), Ia = < (l.,ct) O s t.·;; 

1 } y do es la m.;°t.rir:a usual, esLo es dat <L.co.<s,n) ) = )s- t.¡. 
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O >. de1'ini111os Xn =u < Ia : a"' rk para 

al¡;una k e º· 1. ... , n ) }, LnLu1H·es Xn (t., ( ta 1,b1) .• ... ' 
Cak,t\)• ij' ) ) e X () $ k ~ n, x. u l Xn : n -= (;l• ' y , 

Xo ..: X1 ,. X2 .. 

Ot.ras dPl'l nic io11es que nos se1·!.n tlt.i les so11 : 

Par;, n • ~l y o e Pn, definimos i;:<.1' 

(s2,l.2)' e X ( <s
1
.t.

1
>, (sn,t.n). Ü, ... J = CI ), 

Ko • J'.a' u < a
0

, bu > y Lu. l'or ~lt.imr.i, defifaJmos 

p .. u ( 1'11 n e ~ > y P• = P ~ Pu. Not~mos que : 

CD. lo .:. i.:o. 

liD. 1.:c• ..-. Xn -1 l (• ( Si " .e }'n ) . 

< i iD. Jc.1 ,..., Xn-1 

es est.to· int.ervalli. 

1.:~1 lo + la u11i6n de t.odos los int.ervalos que se construyen 

sobre la + la unicfo de t.odos los iut.erval<•S que se const.ruyen 

sob1'<1 uno que r~s cous Lruidu sobre 1 <' ~ • • . • 

Xn = la unión d•~ t.o<lus los lnt.r~rvctlos que se han const.ruid<.1 

h<tsL.~ el P·'•So n-/.simo. 

Pord derinir la mdt.rira del espacio X, const.ruiremns 
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<1 ). dn es mét.i·ir.:a pi\ra Xn. 

(2). d.-.. 1 coincide con <Ir. t.'n X11. 

(3). dn ·~oinc1de con de en la. par.:i cualquier a e f'n. 

<4>. CXn,dn) es arco ~nnvr~~. 

(5). Si k e ~. a & P~ n Xn y y ~ Xn Ka. entonces rJ,,(x,y> = 

1. Para n O. Xo J<i. di: manera qu., podemos definir do= <líi. 

2. Supongamos que han sido definidas do. di, ' ... dn con las 

propiedddes requeridas, dr.• l sera const.ru ida aplicdndo la 

proposi cic5n 9. p01· lo que tenemos que .lcnmod.n· t.odo pal'a pode1· 

aplicilr dicha proposic.:hr11. 

Hacemos 1 = < <la.do> <.Xn.dr.) }, 

ltencionamos en (iii) qne si a ~ Pn•t, ent.onces lo r' Xn 

< a
0

, ba } . De modo que la n Xn es cerrado en lu. Adera.:s, d.-.<a
0

• b~,> 

¡"_:, dn( <c
0

,.Cl•) 1 <.eu,u•) ( por hip6t.esis de inducci&n J 

do•< <c
0

.o•), <e
0

,o•J ) ea - cu = daCa0 , l\,>. De maner<t q11e 

d ... y dc.t coinciden l~n Iu n Xn. Finalment.t•, s.l a, () E Pr, • 1 y X .: 

( la Xn ) n <. I (3 - Xn ) ent.onces " .. ªu y bo. De aquí que X es 

de las ror111as X = <.t.. o> y X = <s,(l>. Ent.onces a = (l. Est.o pruel1.t 

que lo!'< conjunt.os 11e la familia { Iu - Xn : a E Pn•I } son ajenos 

dos a dos. 

11 ... mos sat.isfeclio enl.onces las· hir6t.esis de la proposici~n 

9. F.nt.onces exisl.e una met.rica dn•1 p.1ra x,. = u ( 1<.t : a E p.,+ t 

}) u Xn = Xn•l que ext.iende a l.odos las da's y 'a dn. 
• Ade•.fs 

<Xn•t,dn•1) es arco convexo porque cadd <Jo,do) es an int.ervalo e 

lar. Xn = < a
0

, b
0

} para t.oda a e P"·t. Y t.a•bil!°n, sl o e Pn•t, 

x e la y y e lo, entonces dn•t<x,y) 
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Sr..! o nos Ld l.<1 co111¡·1·01:>a1 qtJe d. • 1 cu•p1 • 

Anal iCtllhJS dos <':iJSO.S : 

k n + i. En t.011ci:-s a "' Pn • t . .\ ... [ que < l L l mpli ca <¡llL· 

y e Ia, e (i) impli<.:d que y e la. E11t.ow .,.,..;, por e•>. 

dn+l<x,y> = m!n dn•tC."\
0

,y>, dn • I (:>.,U ) 
" 

+ 

(ti) 1 ~ k $ n. :::; l x -e '(,, >t - Xn .• ent.oru::.:·s c·xi.sL. · (J e I'•• • 1 

y x •·s d•.• la forma >.. = 1 t..(J>. C:o1110 x 

"¡ J::a - Xn, y u .;, p¡. y k :;; 11, l.e1wmos que t "n• .,0 ) '- lt• e Xn • 

.:is! que >.. E Kú l:u · . fl•· mndu q1w 

y (1• su11 C.1, • b 1 J. < '\ • b • > ·~11t.011cPs c:u,d qu i•,1 · .- l 1•111••11 t.n de '\ 1k 

la 1'orma cs.¡J) ~ <s,(J•> pl'rt.enece ~· Ku'. lle m-.111<•1·:i que 111 -:: K1.•. 

Ent..oni~es y ,:¿ l rl' \pl j (':tildo (*). f.Pl!Pnon"' 'flJ•• C''d ~,!.,• ;'.' .. ' ''< . V ' ) 

y "' Ir - < a}'. b/' } . Ent.nnces }' ""' de la 1'orma r 

Ccn•t' d,,. 1 >, ii, ... ) y y es rle 1;, J'orrua y 

+ dt1+l(¿, .y>. 

< <c1,d1)' 

<s.r>. Supon~amos 

Ent.onc.es z de 

t'orma z e Cr,¡ "> o z = (r. t• >. Como l' )1 r• t.i1;-w"n <tl menos n 

Así que<<c
1
,d

1
). <c

1
.d

1
>.Ü, 

Ir - { ªr" IJJ'} i m¡•l ií:.3 qu~· ' '·:-, dt- le. f'or111.•1 y 
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Ce 1 . d 1 J, •• ., (en+ 1 , d,. • l), O, '>). Dl· nq11 f q\1e y .;; l:n' e l:e1. 

Est.a cont.rad icción p1'11Pba que Ir n 1:(' = 0. En 1Jarti<·11 LAI', 

Zt e Ir. E1tl.onces, aplicanJo t•), 

e t. ª?" br > .- X11 dn•t<Z1.Z2> + 
'111 

dn• 1<Z2,y). C.:11ando y 

en cualquier e.isa: 

e Xn. hacemos Zz = y y ent.unces f..:ne111os que, 

Exist.e Z2 G Xn - t;.c.1 !.al que d .. •1<Z1,y) = dn•1CZ1,Z2> + dn•t<Z2,y>. 

Podemos •mt..onces aplicar la hip0Lesis •le ind11cci!.r1 a Zt y Zz 

y obtencmc1<; q•1t'.' : dn•1<Z1,Z2> = m!n { Llr>+1(Z1,<1
0

J ·~ dn>t<",.,.t:z>, 

dn•1<Z1,ti
0
> + d .. •1<ti

0
.Z2} } < prir1emos dr .. 1 por q11e e1< una 

ext.ensi6n de dr ). Supongamos, por Pjemplo. que dn•1<Zs,Z2> 

dn+1CZ1,an) + dn°1<an.Z2>. 

Ent.once:,< d ... •1<x.y) 

dn+t<Z1,Z;~) + d ..• 1<Z2,y> "'d ... •t<x.Z1> + dn•1CZ1,a,,) + dn•a<a«.Z;,) 

+ dn»l(Z2,y> ...: dnot(x,a
0

) + dn+ilau,)');:: dn•llX,y). lle ma111Jl'<I qut: 

dn+1tx,.1
0

) +d .. + s(aLt,y) dn•J(X,y) !. cln•llx,b,,> + rln•t<LiCl,y>. Poi• 

tanto dn+1Cx,y> = n1{n { dn•l<X.•\,> + rlr, 0 1t.i
0

,y>, dr.+1Cx.b
0

) + 

dn • 1Ch,,, y) } . 

llL"mns comprobad" ¡,-JI t.c)nCt'S l <1 prr,p i >"•lad <: 5). I:sl.o tt'r111l11a 1.·l 

paso inductivu y por t.anto, la prue~• de la exi•tencia de las dn's 

l:!stá comph•ta. 

Consideremos a X con 1.::t m~t.rica rl que ext. ienc.le .~ dn p<ir·a 

tuda 11 E UJ. formalment.e esl.a rné'trlc., puede definil'"'e as{ O a dos 

x.y <='X, PXi"f.en n,rn =u, t.ales que x "'Xn. y.: Xm y, por Pjemplu, 

n :S m. Entonce,. x,y e Xm as! que tiene sentldo def'iulr d<x.y) 

dm<x,y). La propiedad <2) implica qut' est,a definici6n no <Jepe11de 

de m Es fác~il probax· 1111e, así cleflnida, des una mét.rica. f'or 

1<1s pI'<J¡.Jiedade" (3) y (4), t.enc•mo-; ent,onc<",; que d coincide• c:un d<.t 
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en lo P·'.\ra t.(lrl;• r.• v <X . .-\~ es :"lrco convexo. i::nt.1.mces X e,o: 11n 

l"Spar.lo COllPXl.1 \' loc:1l111e11t.e •:•.Jll.,XO. 

Para comproba1· q111?- !'C~I > Ps ra1~.1 para X, p1·ob.:.remc1s •1a.:. 

.serie de pru¡.iiPdillh:s p.·,1·a e!>t.e espacio. 

A. P•H'd t.oda e< "' P se.-. X = Ku ,. l.u y !;,.. ,·, l.(· 1 a,, hn } . L>r: 

las defi11iciones de i.:o y Lt1, t:s cl<tro que X 

Lo '- \ ª"' 1'
0 

J. P.Jr;i pruhar la ot.ra inclttsiÓn. es sul'ic.l•:•nt.E• 

mo,..t.rar que "a' 110 •; Lo. es der:i r t¡ttf· a,J. b0 .e ¡.:"'. Sj et = 

< (a
1
,bt) •... , (an,b,..>. O. 

forma: 

la 

.. ) ) y si al¡;unu e.Je ellr•s 

C..iLI,,_ l. bl"'\_ l.,. o 
a. Est.o no es p•:osilJle pues <an,bn.> "'O. Pn1· t.ant.o .1

0
.1•0 « Kc•'· 

Es tri t.ermi na l.i p1·11eb.:. de que l.(1 '' Lu "' \ ··\,. b
0 

) • 

cerr•1do. 1.0111!."ITIUS X - Let ¡.:ll - \ ºa } . St ... 1..\ = 
. 

es X e ºo' e m111 

<. dCx,.\
1
), ulx, be,> l'rob.1remos que Ut:<:o .-:: i.:o JLi' he..: }. 

Supon¡;-amos qut· Pxist.e y ·- lit. ( :.;) t.al l}llt:l )' o! Ko <. ªa• be ,l. 

t::nt.onces y +.! Ko o y ªo. b(I ) . L.~ se1;11ncla 
.. 

úpC1un 110 es posible· 

rui=s d("a' X), d<..bll. X) ;;:: e > d<x. >'-'· de manera que y e' Ko. 

Sea k E IN t..aL q11e a•= 1'1. Tomemos n E IN t.;·ll qu·~ n 2: k, x,y E 

Xn. Ent.onct.",.,- x E .\n ·, Ku y ,. E Xn h.<t. ['o:· m-idu que por · L.1 

propi.,.,rlarl <~i) <.. e.Je este caµft..ulo >. t..enemos que~> dCx,y> = , 
nnn 

< d<x.a
0

) + d<au.y>, d<.x,t\,) + dCbc\·y> } ~ 111f11 < d(x,aa)' d(x .. bu> 

} = c. Est.., co11t.t·arHr.cic~11 prud1a que Bt.:<..xJ ., X - L1. Por t.ant.u La 
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l'•.1rt1 probar que Lt'I t;;~ i:onexo, t.omemus x ·' La - l ",.. 1·,n J "' X 

parrafu .mt.eril•r, se muesL1·a que fü;<x> e X - "' l t·st..u prut:ha, 

en part.icul ••r. q1Je "<' es cerr.1du ) . S11pu11¡;.1111os, por· ejemplo, 

qt1~ e ... d( )(' ª<.1), Sea e un arco <'ll X t.ct l quv X,Ja t e: y dCx.c> + 

dC e, a
0

) d<x .• 'l ... ) p:ira t.cn!.t1 ..; E c. o .• c1,, e E e - ''r.t} ' ct< x,c,' < 
d(X. a

0
) " c. De 111anera que e <.: llf'(X) u < a } ( X -(1 

} c. Lr.t. llemns prubado Pnt.oncL:~ qu., r.u.llq11ir,r pn a t~u 

puo.•d" r:onci:t...i1·se por UJ, COllf?XO dent.1·0 de l.u ;¡ .tl !.';llf\l) 

puntos ªa o bCi. Ent.unces si prc1ba111os <JU<.• ll o 

coni:>ct.arst' por un COflL'XO dentro de Lo, l.enúren11.1s q1m 

Por definicii.~n. a . ti 
c..t \.! 

¡,., ,t\~t .. ~U l'i\lllíJS qtt•;! 

= X - Kr.t, rl•· no ser así »x1st.r> 7. = ( t.. < < ,, , • h 
1 
'. 

lr.t•.Ent.onCPS <:t = ( (¡l,,bl)' ..... (<\.'bl.), o, ... 

Ka ) •.) { a 
(( 

dt?' " C\r:! LL. 

dP. lt1S tl1 1<; 

y ¡, fJllfrdí•h .. 
1.u (•:'"i t:t1nexc1. 

r (o. l.u 

) "" Ko' n 

c;i,.b1)' 

Como z <· 

< t."'" J o 't. = <.. t.. fo~)• J l u quv 

nos llevaría <.1 que e< = a• o a = <a»•. Est.a cunt.radiu.;iÓn t.ermin.a 

la pr·ueba de que La es ccnexo. 

C. Para t.od."I o';. P. l . .r• P.S un cont.inuo de X. Ya mencionamus hace 

dos p:lrr<1fos q11e Ko es con•.'.xn. 1'1•occ,dit>ntfo como en ese mi>"mo 

p~rra!'o, ••s posihlP p!'l1bar fJll" c11alq11ier punt.n x <IE· l~o puedP. 

con•'CLarse por 1111 c:onexo dent.l'l• de Ka " ::ilguno de los dos punt.os 

"L't o h .. ,. Y CútnO Ic.' es un ,,;uli..;un.iunt.o conexo de KL' q11e coul.iene ;1 

est.os dos p1111t.c•s, pod•~nlCI>" concl11i1• que J.:a es cnnP.'<O. 

CH. X es m11lt.il.oht:1.:11t.1•. Est.t:• •·s iTt111t>t.li<.1t..o de las propiedad"'"' 

::;upongamos lJUf: P<5) e<" v~l tdo ~"tl'<t X. Seau C1, C2, C:.i, 

C.i. y 1:s cont.i11u11s de X t.ales q1Je >; = C1 •.• C2 .._, C:J ;,• C.i u Cti 
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si y sólo si ' - J 115 
<E- S. hacemo~ l>t X IJ 

claro q11.-, lh e, < e: •• 1 u e - 1 >. n, 

VaCÍO pUt"S de lo l:>Jnf.rariO, <:, = ( C, n C, • I ) '-' 

1. 

< } ) . 

seri<1 Ulld se~.r<11·..tcJc'ín de e, v qut> es c1Jnexo. QU•·remos l•ht..ener una 

co111.ra<1ic •. iJn a 1.1 s11posicir~11 de que f't!J> es v<Ílida p<lr.1 X. 

hace1• est.o. prol.JC11·P.1K>s prime1·0 e inco af i r111ac. iones. 

Para 

ll. Si 1.1 '·' P• L' '. ·.=. 5 sou Lalt:!:3 quL• In •. Dl 111 C·J e lo. 1)) '" () .. 

ent.oncP.s 1 ' - 1 . 

t~S l'alsa. Si.11 p~1·tlidl~ dt! 

r 1 .. '· C1•111u c:.11! •. 1 lh (.•S 

ah i N•t.o \' e 1 espac 1 o < 1 n, ,¡ JI o > e-. isom~t.r i t:o a llll int.ervalo, 

IH, Cv 1.,u> .c ht ,-, 1)3 con k e T y que, ¡.i.:ir ejempl1.1, u., < v 1 . 

Para k e r, hac•1mo:; 1\ "' ( (éll,bl)' .. " <-.,,,b,,), (Ul,vlc), ü, ... ) 

donrlP ( <a
1
,b

1
), .... > = a en el c.-.su en que a e 

l'n con 11 ..:: 1 . En el caso c•n que a = O .«implement.P hacemos 

(Jk = < (111<.vk)' i:i. . ). Ent.onces a
1
.h = l.uk,u) "K(J~ .-.. Dt y b¡.lk 

<v,,a) · 1:.01 n D:.. lle 111.n1era q111J i;:(Jk es conexo, int.Prs~·c:t.a a C1 y 

a C3 que son cerrados ajenos. Ent.onces J.:.(!k no puede estar 

cont.enido ,..n C1 u C3. lle aquí' quE• exü:t.e 'le 5 L~d que i.;,1. n 

- o. Como ªrk E DI y bpk E 03, Lenemos que ªnl'bPk e c.k. de 

se deduc"' enLc111r.es que e,, c t i:..1,. - L
1
;i.: > u ( l.¡J¡ - 1:

1 
;;. 

K{.1k 

CA> 

( X - ~J, ~ X - KOt ) que son dos ablert..os ajenos de X. Ya qu~ 

r:, 1 es ·~OllPXO e j 11Ler:'<er:t.<1 .l K¡Jk, Le11P111r,~ que e,, e ;,:f1k L¡Jc 

K/Jk - ( ªílt, b(JI. > = ~(;;,. PtJI' t.ant.o c. k e i:..¡1¡ • 

Tomemos h, k E 4 Lales r¡ut· 11 ,.. k. EnL011ce::; < ul, v, > ,., 
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1.ll· m,\nera qui;-(. <t:
1
,d

1
), 

'1, t.euemos •11.1e • I, "' , 1 Cumo 

ª(Ji E Ct - e, 1. por 4ue C. l e K¡:n, - Líl• ) }' "in- ., e:_, e,..,. 
t.enemos que ., J • 3. llemü,.. probado t•11Lo11· f'S que t '3 .•l. 1. i 2. \. :.\ •. 4 

son St.·is r.lem•'nLoc; difer>'-nLes d•.· 'i. CsL" coaLr·adi..;ci6n pr·ueba a D. 

E. Si et E P• e , . 1 ..: ~ sun tales. qu<· 1 1. - ; j 5 <: 2 .• C:, r. Iu "' 0 

.::11pon~.1mos, sin ¡•él'dida de 1>"11e1·a1 id:id. que , = 1 y J = 3. 

la es un c:ün,junt.o cm11c•xo que int.ersect.a a lc.s conjur.t.us 

ajr·nus C! l y ('' un p11nt .. .1 

02 C• x .~ C · - l C1 u C:.i •.• • <.;¡ ) "- O!'i. ~·ur t.antn Ic- n U, •t "" O 

o Ia n p, -1 ""0. 

F. Si a.;, I'• e •,;.:~son t.al~·s 411t· la.-. e,,. o, It· n c,+1 ,. 

fl e la r·. D J "' 0, en t.onces J ,. , t& 3. 

Supon~.1mns que es falS<t e.sc..a :11'irmaciÓr1 y que. pur ejemplo, 

l = J y ·' -· .s. EnLonces lü ,, C1 .. " "' la n C2 )' n .. la r, D+ 

e la ¡"¡ C4. Por E J t.enemos que Ici n 02 .. " o It:t n flto .. H. La 

primera 
, 

conLradice De I et llt .. n. Como op.:: ic1n o. nt..lnerü rp1e ,., ... 
In r, C2 .. " e l<' r, C-~ .. "' aplicando ot.1·a Vt~Z E .• ol.it.enemos 

que la .-·. lJ: "' ~J u lo n 03 ,._ 0. Amh:ts opciones conL1·adicm1 D por 

que la n 05 • e. Est.o t.ermina la prueb3 de F. 

G. Si u e P•, ent.onces exist~ , e § t.al que Jo n e, 

Supon¡i;amos q11e no e<; ciert.o. Entonces lo '' C1 • 0, 

la n C3 JI. flJ ,. E imr•lica11 que Jan 05 ""U i:i Ic< ,-, lJ2..: O. Atnb<Js 
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co11l.1·<1dJ1·•:11 I' por que est.amu5> :'>U¡>L>nienúo qui: la inl.(.•r!:>t:ct.a t.odos 

Jos e, 's. l::s!.o prur·ba o. 

cont.enidü a11 CL, ent.oncf':;< o, • 1 n To ,,e U o lh -1 n Tu Jlfl II. 

~11po111{anms, por ejemplo. qu" , = 1. ~1 In r. < C:J '-' l: .. > ,. O, 

ent.oncL's .... sta afirmac.iun "''~ si¡;ue inrneuiJ!.ament.e de L. S1q1on:;<1mcv• 

.,nt.onces q•tP. I« '' < C:·1 • • C.l > 
Ct, exisi.l: x E < la - C1 > 

la n ( 02 u Da > "' w. 

Ahora estamns 1 i si.e'" ¡· ., r.-1 nbt.eni>r 11ri.:i cont.rad ice it~n cn11 la 

supusiciÓn q11e hicimos de que PCi> es v.Ílida. 

Sea m .. , 
{ k fN : m1n "' Xl ('¡ e, "' o par.:i t.oda E 5 l. 

Ent.onces l':\:ÍSl.e 'o € i" 
.) t.il l que Xm - t n e,º = "' (si 111 1, la 

ex 1 si.ene i a de 'o se olJt. it·ll" de (J } . .Suponl:'amos. por ejemplo, que 

'
0 

= 3. Tnmemos x e ( c::i r1 Xm ) - Xm- 1 , ent.onces "'x ist.c a t l'm t.al 

r¡ue x € to. de manera q11e C:• n l:c:i ,. l!. Notemos q1w ªa·l'a <i! t::i. 

Como C::J es con<•xo, ªu·ba < C:>, C:i 1' 1 l\.u ,. o y X - { ªu' ba } 

.. < i:u - { a ba } } u ( La - { ª('<· bCt } ( X - Lo ) u a' 
( X Ku } es una 

. , 
Sl'pdt'ac1011, tenemos que C:i e Ka { ªu• ba >. 

f'or ot.1·a pJrt.e, Ca r. le< .. 0 e Ta llO est.á cont.enido en Ca 

( ªa.• bo e C3 ) junt.o cnn H implican 4ue 02 " Ia "'o o º" () 

la ,. 0. Suponr;amos, sin p•~rdida de r;eneralidad que 04 ,.., lt.1 ""l:J. 

Aser;ul'amos que C:.t .... la "" 0 pues de lo cont.r·ar io, 

ªa• bet e (!¿' " ... C2 () C:J e: C2 ro Ka. AsÍ que C2 e ( X - Ka } 

u < X - Lo. ), C2 (o ( X - Lo ) ;.e (1 y C2 es conexo. lle modo que C2 e 

X - Lo e Ka. POI' t.ant..:. Cz .-. Xm ··- Kv ,, Xm .. T<. pm· (ii) }. y 
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ent.onr.:es C2 r, Xm e C2 n lu = 0. l::st.o es •ma c.ont.radi..:.ciÓn con la 

elecci6n de 11. Por t.ant.o C:.i n la "' 0 

Ahor:c1 ,·amos a most.r<ir que ·"'a• 11u e C2. Si, po1· r•jemplo 

:Ja e C2 .• ccimo ªa t<! C:.., tenemos qui:, ªa t C1 " C2 (1 ªo E D2. 

La ser;unrla opción cont.radice (). ( porque ya t.enía111os que 

D• n lo ,. . ) . La pri-ra opci~n t.a11bién f:S absurda por t'. Por 

t.<int.o ª<~'hCI e C2. 

Enlunc•.'S C2 e X - { ªo~ bu } e in Lt:•rsf·r: t.J <I K«. La Cllllí'XÍdad 

de C2 jmpli«.:a que l.:2 e Ka - { a h >. ::;¡ i: l n Jo .. o, <·nt.ouccs u: ll 

ªa•hac e- Ct. Est.o implica q11e C1 e X - l.'.t! o Ct e X La. 

roro "' ,,, Ct n C2 •':' C1 ,- f.:t•, "" m:\nera q•w C.:1 e Ku - la. Adem&'s 

0 111 Ct n Xm e < Ka - la ) ,., Xm = 0. Est.d cont.1-.'Jclicción Ol'lP.St.ra que 

C1 n Itt ,. l'l. l'or t.ant.CJ, Ct n la .,. " • C2 n la y D4 r1 la "" 0. Est.o 

cont.radic:e F )' t.ermina la prueba d1~ q11e PC~i) ll') es v.ilida par., X. 



CA!' l'fULO VI 

En est.c cap{t.ulo probar·emos <plP. P<4) es ver·ú:idF•ra. La 

clt:AIOst.ración fue ~xt.raida d<.< l 6 J. 

L•.•rna 6. - Sea .\ cnnex1), Joc.•1llll•.·1,t .... COllPXu, no1·m;1l, Ts r 

mult.icol1e1•ent . .;,. Ent.om::e.;¡ exi:st.en continuos J\1 Az A:1 y A• ue X 

t.alP.s que ( At, A2, A3, A• ) es •111<1 cad,ma ciri.:ular, si 

At n Az ) u < A2 

n A3 ) ·u ( Aa n A• ) •...' ( ,\-o • , ,\ 1 l J = O. 

IJemost.raciún. '\ mul 1.icohe1•enu, i111pl ica 1.¡w· oxist.en cont.inuo-;; 

11 y " de X t.a les que X = 11 •j " y ll " K 110 es c•irwxc>. :,·e;,m /\ y [) 

lf!f%kl 

1 t·xi,o;l.p una t:omporwnLe D rlt• X - 11 t.«.l c¡111? o-,., i\ "" iJ y D-r. 11 1'! O. 

S1:a11 U1 y V1 .1tJit>rt.os clt> X t,;dt:"' r¡ue A -:. U1. 8 ·~ V1 y ll'i n vi O. 

Elt:¡;imos u11.1 compn1"'''"·'·' 11 de U1 y 1m" co111pnui:nt.t· V de V1 t.ales que 

11 n 0-n A ?' 0 y \' r, D-,-, B >< H. Ent.onces podernos elegir punt.os 

U •e U 1 • O \' V .; V r. D. 

Como X es regular y l uca 1 mf:'n t.•-' <:Oll!!:l:<J. podemns dar una 

en D. HaciP.1tdn una t:a<lf'n•·• t'inil.il r.011 lus ulementns de esta 

i:11bi..:-i·t..~ ent.re 11 y v, pudemcis con,,;t.1·u il• un abl erl.c1 c:om.:xci W <le I> 

t.nl quu u.v G W < v-c D. 

St?- USCt;°Ut·ti que Frl! ( D es ce1~rddl.> 
~ Para vu1· y t111 var..:10. 

que es ··:errado tomamos :.. "' ( F't•U ,., D )- e FrU e X - ( .A L' B ) = 

X - ( H n K ) = ( X - lf ) <..' X - K ), 
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X - 11 L.'1 que 

absurrlci, Si x e n enLoncus es\st~ E compon~nLe d~ 
X € e y E ,. D. );; es abie1·t.O y aj•·uO a 1'1·11 ,., l). 

as.r que x <' n, por LanLo < FrU ,-, ¡; 1 

FrU n l> es cerrado. Como 11 -= U n D 

frll n D. EsLo prueba que 

V ·~ \' ('\ 0 

ln que impliC.'.l que 

que 
n ( X - U ) "" 0. 

D n frU ,,. O. En for111a sinü 1.11· se pru•1ba que l'"rV n D es un r.errado 

fl(J vac1o. 

y 

Sean P y Q abierLos de X Lales quu D n FrU e r, D n fr\' <.. Q. 

f'-n Q- 0, P-u Q- <.:. D, P- 0 l. frll n < X - n ) = kl, Q n 

( FrV n ( X D )} 0, P-n \'-= O ~· Q 0 U- 0. Sea r l,l 

cuniponenl.ie de P u Q •.J 'rl que cont.i~llt.' a 'ti. 

A• son conLi11it1c1s de X. 1\1 n ,\:, '· H n l> = O, ,\2 ,-, 111 .:. ll-

O, 0 .. A n U ~-. At 0 A2. O ,. 13 '' V .-: A1 0 A•, 0 ,. < u } e ,\2 n O <:. 

A2 t"'I A3 y 0 "' { v > <. A4 n ,\:i. Pur t.anLo < ,\1, A~. ;\'.l, A·l ) es 

una cadeana circular. 

Sea Y "' ,\1 u A2 u .\~ u A 1. Entonces A1 n A2 e < 11 0 U ) u < 

11 n Fr U ) e U u e 11 ,-, l < X - ll 1 •.: < X - J.: ) 

) ,: l! L) 
X - !:. ) 

y ;-.. o. 

U u InL 11 ..:: JnL Y. De 1..·sLa m:~11era < At n A2 
n <. X 

Ahot·a Lomamns x o, A7. n A3 = ll-n T-. Si x .;, ll u T "'- InL Y 

ent.onr.es x ., ( X - Y 5:" Supon~.:imos .~nLunces que x .: frU ,., frT e 

frll n fr< í' • 1 Q u \: ' ·= frU n < frP l.-' FrQ u F1·\I ) 

< FrU n Frl' ) u < Frll ,-, f'rQ 
u 

frll ,.., f'r'fl ) 

( f'rU 

ll n FrP) u 1. fr-U ,., <.X - I>) ,-, Frl'> u<. FrU ,, fr'll) 

FrU ,-, f'r-'11. O•~ modo que X .s fr-u n fr\</ "' Fr-U ,..., D <- P. 

AsÍ que '11 '-' < _, J E<"- un suhr.on_iut1t..o cow-';c• ,\e 'i l• r'. l>e 
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aq11{ q11L' W '--' < x ) e T y ent.onre~ :-.: '"' T. 

x 1o! T. F.st.o prueba que A.:l n i\3 e lnt. ~. y por t.ant-.> A2 ,-, A:"1 ,-, 

< X - Y J = 0. 

F i ua 1 mPnt.e t.umemus x E ,\3 ,. , A4 = T-,-, v-:- S11pc·n~:;1mu..; qur x ·= 

FrT n FrV -: Fr< P u O u W ) ,--, Fr\' e < f'rf' u FrQ L F'r'tl ) n F'rV < 
FrP ,-, FrV ._, F'rQ o'I F'rV > 'J e Fr\I ,- Fr\ ) = < F'rV ,, FrQ n D ) L' 

( FrV n F'rQ n X O )) L' ( F'r'W r.fr V ) = F'rW n F'rV. l)E, 111anera 

que x e rrw n FrV e O n FrV e O Por t.anLo W u < x > es un 

subcoujunt.o cunexo LIP \1 u Q. As( qm• 'tri u x ) e T. F.st.o es 

absurrlo pnrque x e T. Hemos proha1lu en t.unr:t:s que F'rT , , F'r\' 0. 

De aqu! que A3 n A-e e T u V e lnt. Y. Por L1nt.o A:3 ,-, A4 n 

< X - Y )- = IJ. Est.o t.ermin;i la prueli.~ i.l•!l lema. 

Lema 7. Supun,,;amos que e:xist.en conUuuos K, H .• A, y D de X 

t.alc•s que X = H u ~. 11 , , K "' A c.. ll y A n B = ·0. Ent.nucPs l'< 4> vale 

para X. 

Demost.rac.:ió'n. St-:rn U y \' abie1·t.os de X L.1les que A e U, [1 e 

V y u-,-, v-= O. Sea P = ( cumr1onent.P ele U '1"'" c.:ont.il·11l' a A > y sea 

Q < component.e di:' X - P 4ue cont.ilme a n >. Se.l S < X Q :;-, 

de est.a manPl""l S y Q ~on cont.im1os ilP X, X S u Q, B Q }' como 

A e P, P n Q 0, t.enemos que A e < X Q )- y que A e S. 

Ademas Q n S Q n ( X - Q )- r1·Q e Frf> e FI'll e X - < ,\ u B ) 

e X H > u< X - K ), asi que Q n S e X - < A u R > < X - H ) 

u < X K l. 

l1el'inimos At = S n K, A2 = K n Q. A3 = H n Q y A4 = H n S .• 

evident.emente A.t, A?. 1\3 y A• son cerrados de X. i\dein:fs .. X H u K. 

= ;:; '-' Q, im(.>lica qu~ X At 1...1 A2 u A3 v A•. Ya que S es un espacio 

conexo )' S - A ( s ,.., ( X - H ) ) IJ ( s () ( X - K ) , ( si X O: 

S - A entonces x ~ D pues dE lu cont.rdi-io x e S n Q e FrU e U'; 

donde t-st.o es absurdo pues u-,.., B = O, así pu.,s :>.: '" lJ, r por t.ant.o 
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x e C X - H ) '-' C X - K > ) dM1df.' est.os dus 1~ l t.iuic • .._ cnn.ju11Lus St•ll 

1,1os abie1·t.os de S - /\, lo que impll ca que A 1.J ( S < X - 1: ) ) )' 

A n C S ,., X - t:. > "'º" conexos. 

Pero A u C S n C X - H )) = S n K e At y A u C S r C \ - K )) 

e: S r, H = A-1. Est.u prueba que A1 y A .. snn cont.i1111os dP \. lle igual 

manera A2 y A::i son Ct•nLlnuos de X. 

Como A e S ,., K. = A 1 y A e S n ll A-t, t.enemos que 

A• n At "'0. SimilarmenLe, corno Be Q '" K = A2 y Be Q n 11 A3, 

t.enemui> que A2 n A:.i "" u. Por ot.ro lacte, K = < K ,, S ) u < K n Q >, 
K n S ..: O, K n Q ,. n y K ,-, ~. K ', Q son cerrados, t.enernos que 

K '" Q ) • 0 < K es conexo ) .. As{ que .\1 n A2 111 U. 

Análogame11t.e A3 n A• ,. 0. 

Finalmentt:, .\1 ,., A3 = < S n K. > n < H n Q ) e < K n H > n 

< < X H u X-t:::>> 0, as{ que At n A3 = 0 y A2 n A-t 

K n Q n 11 n S 

i?l espacio X. 

lll. Ent.onces A2 n A-1 e O. Por t.ant.l"> PC.D vrile par.:1 

Lcmc1 3 • Sea ( A1, A2, 1\3, A• > una cadP.n.l cil'cular, sea 

'{ At u A2 u A:i u A-1. Supongamos que exist.e una cornponen1.e D de 

X - Y t.al que rrD ~ At u A3, FrD n At "' O y FrD 

Entonces PC4.) es valida para X. 

Oemost.ración. Como D es component.e del complement.o 

conexo, ent.onces X - D es un cont.inuo de X. Hacemos 11 = X 

-K D L' At u A3 ent.onces H y K son cont.inuos de X, X = H 

H K ( X - D ) n ( D-u At A:i ) ( ( X - D ) o - ) n u n 

X D ,., A1 ) u ( ( X - I> ) n A:i ) Frl> u A1 u A3 = Al 

o. 

ele un 

D y 

u K y 

!J ( ( 

u A:i. 

Así quP. H ,, K = A1 u A:i. Por t.ant.o podemos aplicar el lema 

7 y ob~ener que PC4.) es v~llda para X. 

- 52 -



Lt::1na Y . ~upt.1nt;.:1111os qur.' c.-r. X t. xi st.P:-1 

.1). lln:. c«dPri.t r: 1 rcular < th, n2, E:.... s.. , de cont i 1111us ue X. 

ti>. Cer·1·adu1- ajL·11os P y (l t.11 •. ..- que \ - l llt ,_, H~ .., ll;; 

Pu Q, P "B•"' 0, Q ,-, BJ = l:J. Entour:es P<-1> es válid·1 p.•ril \'. 

fl•·must.rñc i.'•n. H;:icemos Z = U 1 u B;, .. J (l3 '·' B•. Uadil O 

c:umploflfmt.c de X - Z, D e P u O y como r· y Q so11 C•.'r·i·ados aje11os 

t.enetnl•H que n .- r o D e Q. ~¡ exist.it:·I'<l algu11.;i 1".:umpm1entl.! d1.• 

X Z _que cumplil qu,. < fl'll e: Ht u U" y frlJ ,-, Ut ,. O y f1· D ,·, 

B::i .. 0 ) o < PrD e B2 u Fl• y frD ,-, »~ ,. 0 y Fr· D ,-, B3 :11! O >. 

Ent,onces PCd.) es v~l.ida p<1r;1 X. por t.a11t.c1 ['»•demos supono:.•r· q11r• est.n 

no oc•n:re. 

Det'inimos At Bt u l ~J \ D ll ¿ ~C \ - Z > y frD Bt )) 

u ( u D O ._, G< X - Z ) , l> e P y l"r·L> •) nt • O })~ 

A:z='B2u(v u lJ G<X-Z yF1·1lc::lJ2)), 

As • D3 u l u D L> e G< X - Z > y frD B::i ll. 

A°'" :e Bol u < u D D e Gl X - Z > y FrD r. D• >> u <. u < I> D <= 

ce X - Z >. D ~ Q y Fr D n R• ,. 0 }~~ 

Vdlllu>< <s ~¡¡·obr1r una »eric· 1te µro¡...1edade-;: d .. A1. A¿ Aa y A•. 

<.A). X = At •J A~ -' A" u .\•. 

Sea X E X, si x ¿ 2 = Dt u lh u U'.! u 64 ent.c111ces X <: Al 1..1 A2 

•.i i\:J •.; A4. Supong-<imos e11t.on.:es que x <?. Z. Sea l> la componente de­

X •• Z t..11 que x e l>. Ei1t.011ci:s Fr O e F1-< X - 2 ) = Fr Z e Z 

íli u Ei2 u lh u B4. AsÍ que Fr L> e 131 '-' IJ2 u lb •-• U4. Además se 

t.iene que D...: Pu Q, as! que [le P 11 1>·.:: (l, ·~011 lo que fr D...: P 

u F1·lJ ·::: Q. AnalicPmus lo:.; pusibles ca,,;us: 

(a). D .:: P. Entonces Fr D e P D-r. B:-.i "' 0. NoLr•mos que 

Frll ..,. 0, puest.n que D no es var.{o ••l igual quP Z. Si Fr D e Ih 

con , € d ~ ent.unc • .-s D e A• . De m.111.,,1·..1 que podemos supono•r que Fr D 
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int.r·1·secLa :-1J 1t11:·1JOS a d<.J:-- J:, 's. Si i1:f.1.··1·:-.1: .. ct. .. 1 :s lJ1. t.1:t.t1ncv~ ¡: ·-= 

E 

Y f" il· l.dULO 

l. 3, 

• 
0, 

} ' 

ent.onc:c.-s L> e '"'. Supuni;jmos t'llLl•llCl•s q111· FrD int.f:t·sect . .i .tl menos a 

dos fl< 's. SI no i11Le1·sei.:t.a a u ... e111 . .:.11cu:,; 1"1·1> .:. [lt '-' H:• y los 

int.r .. rsect.a a ambos. I.:st.o es contrario a lo q11e e!'-l.«111os supon if.'udo. 

Ent.or1ces FrD n B.1 ,. n. Dt· maner·d qu•~ D e -"'·•· Le• quc· t.c•rmina la 

prueba .d~ •iU<· X = .\1 u A2 u ,\3 u A~. 

(ID. Al, A;z, A3 .. y A .. son ..:0nt.i11un"' ile >... 

Dar1~• lJ r:ümpune11l..,. el·· X - z. Frll ;a! O. SI 1'1·!1 B 1 ent.011c:;<:'.~ 

ll 1 l.' fl es CQ[l(•XU. ;; i F1·ll ,.., H 1 "' u. l'.'~1 • ... 11•.t'S IH u ll t.amb i ~n .. ,., 

conexü. Uc• ilL¡uÍ que ,\t es cu1u•;o.:n. Si111ila1·me1at.e :...,, 

1:rmex1Js. 

F1-< u { D ll ~,;.. r;c X 7. y r·, :i - llt } ) 

( )) FrU :i e;( X z ) y FrU = Ut -¡y ... ¡;,. lle mane1·a q11e Ut u 

( u o 1) E C:< X z ) '! FrD ,_ Bt }) es cerr·ado. Poi· L,1nt.o A1 es 

..:•~1"1·ad11. ~imi larmenl<' A'¿, ;\3 y ,\4 son cerr«dos. Est.u l..t-rmina la 

prueba de < B>. 

Como O "' !:i t r' H :• e: A l n 1\ 2 , 

Similarmt>nt.P .. A-¿ .., A'..J ,.. o. ,\3 .-. A .. ""O y i\.1 n :\1 "'O. 

Veamus ahora A1 n ¡\3 "' O. Cla1 amenl.E: l11 r-. Aa '" l:I. 'l'.1mbief11 es 

1·tcl 1 ver q11P ·-• < O : ll .:= C( X 

a 1; t D : l> e c.;C X - Z ) ,. l-'1·1l 

Z ) y Frl> ce. fl1 t:S a Jeno •• [!:; y 

r.1111· t ... nt..1.1 u ll 



C( X - 2 > y Fl'll <: H1 > l"' «jeno a ":•. í-'Jr1<tlmer:t.f'- ( _ !J. ; ;: '" 

C< X - ~ >. O .; P r Frll r, R 1 "' O })'- e P, p11r t.ant.n < • · D 

(1 e C< X - 7. ) , 1J -~ P y F'rll '' fl 1 ,. O ))- es ajt-r.u .1 83. Si ( u 

< D : D .- <:< X- % ) , D e P y rl'D ,-, 81 • IJ ))- , , AJ "' 0 1•nt.onci:s 

existiría un t-lt:ment.o x en la int.Prst:cción ant.t,,. rnt:nclonitJa. As! 

qui: )( [) p..ira ali;una D .: C:< X - 7. ) t.al 4u .. F'rD .: B:J. E11t.onces 

D n ( u { E l E e C< X - ~ > .. E c. P y frE n !Ji .. O )) ,. 0. De 

mane1·a que f'rlJ ·- 83 y FrD n P, 1 -' o, t:st.o es .1bs11rclo. Poi· t.ant.o 

At n A3 .. 0. ~irnilarment.e A2 n A .. íJ. Est.o t.e,·min<• la pruel•., del 

lema. 

Teorema J. Si X es mult.icohr•rent.e, ent.onces 1'(4) v.:de fJ·"\ra 

el esp..i_cju X. 

Dc,most.ración. Por el ll•m..i 6, E>xio;t.en cont.inucis A1, /\2, A3 y 

A·' de X t.alf!s que < A1, A2, A:J. A4 ) es una cade11a circuJ;ip y si 

Y = At u A2 u A3 u A•, ~nt.onces C X - Y j- n < < A1 n A2) u 

( A2 n A3 ) u < A3 n A•> LJ < A" · 1 •• \1 ) ) = 0. 

Sean H1 = C X - Y )-;, A1, 112 = ( X - Y )-n A;;, 113 = < X - Y )-n A3 

}' ti• = < X - Y )- n A4. Ent.onces 111, 112, ll:J r !14 son r.errados 

de X, ajenos dos a dos. asi que exist.en abie1·t.os U 1, U2 .• 113 y U+ 

de X l.ctlPS q11e ul. ui. u3 }' u:; SVll d,j.-nos dos "' dos, lll e u, y 

U'in<A:t.•-·A:.uA•> Uz1,CA11 .... A.:iuA4) U3.-1CA1u A.., u 

A• ) U¡ n C At u A2 u A3 o. 

Sea v, = u < D D e CCU¡) y D n ~. ~O J. Claramente v, es 

abiel't.o de X, y, e u, y llL e v, para t.od.i E { 1,2,3,4 }. 

A cont.i nuaciÓn probaremos una serie ele hechos import.ant.es para 

lograr la demost.raciÓn del t.eorema. 

< ,\). 'fl)da cc·mpone11t.1c.· de \", irit.ersect..:. a A·.. S•~a D <= <:<V. ) .• 
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ele¡;imos X "" D <. v,, E--nf.,lOf".t•S ex1,,t,t., E e C(U,) l.é!l que "' .e r: \' 

r: n A• .. f}. C:nt-onces E "- y, y E es cCJJJexu, así 4ue E ': D. AdemC:s 

11 ~: E por que D e u, )' D es COJ11.J:\:;n. Pur t..111 t.o E .. D. ne md11er."\ que 

ll n A, .. H . 

Sea ll :: /( - < Y u V t u V2 u V3 u V4 ) • 

< D>. 11 C's cerr·ado y aj1:110 <• Y. 

Como Frr "' ( X - Y )-r, Y .. < X - Y 5-n < At u A2 u A3 u A• ) 

,. lit u H2 u 113 u ff.1 e: Vt u V2 u V3 u V• t.enemos que Y u < Vt u v., 

u V3 u V• > = Iut- < Y u Vt u V2 u V3 u v. ). Por tanto 11 es 

cerrado. 

Sea V abie1·t..o de X t.al que 11 e V e v- e X - Y. l::ntonces 

X = Y u V1 u V2 u Va u V• u 11 = Y u Vt u V2 u Y3 u V• u V. 

Def.i11imos .41 = [) D e G<V2> >, ~1 = l U ; D e C(V3J } y 

C1 = < D : De ~<Vl, n n < u"'• > • 0 y D ne u '81 > ,.. u >. rara 

n ~·2, definimns: 

.4n = < n IJ E C<V1 l y D r, u Cn-t ) .. " } 

fin < n ll "' C(V4) y n (': u ~f"\""f ) .. 0 

Cn { D ll e C(V), l> r. ( ( u .C1 ) u u ( U f4n ) ... "' 
D n ( ( L' 'flt ) u ... u ( UBn ) ) • o ) . 

Definimos .. ( .42 u .. 3 u ... ) y 21 = ( '112 u 'B:i lJ 

Sean: B1 .. At u < u < D : D ~s cumponent-e de V1 y D fi! '4 }):-

82 = A2 u [ < 
Cu C2) u ... ) J:-

u .41 > u ( u "'2 > u .•. 5- u ( e u G1 ) u 

y 

) . 

B3 A3 uf C Cu 'Bt >u Cu 212 >u ••.. ) u< l u Gt > u 

(u ~2) u ... ) T." 
A4 •.I ( IJ { D D es compu111m 1.t dfi v.. y [l fi! fJ i .. ¡:-
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CC). Ut, B2 Ela y Ui son cuhLlnu~~. 

Cla:ran·,.11t.., !11, U2 B3 y !:!• son c1•1·ra<lr•s. Cr11110 LorL1s J .1s 

compont-nt.es o.!t' v. int.erM ... :tan a ,\1 .• t.enemns r¡ut.- At ',) ( ·-· ( lJ J) 

es component.e de V t y D e "4 > > e,;; cone:..o. dt' mil11era •111e El 1 l•S 

t:onexn. ~imildI'lllt"rlt.e, e .. t"S cone::-:o, A2 u ( L' -.41 ) y AJ 1..J < u 'lJ1 ) 

son cone:-.:oi>. Todo t!lemento de u G1 ~!.La un un conexo O e •.JC 1 qur: 

int.e1'sec:t.a a C v :r41 ) • <•s{ que A7. u ( '-' ;11 ) •.1 < v r:1 > es r.unf.>xo. 

· • A2 ) 

que int.ersP.ct.a a u 1':1 >. De marwra r¡uc .\:; u < u .41 > u ( l.' Gt ) 

1.1 ( u A2 ) e!'< conexo. Procediendo de igu.il m<tner<l SP prueba que 

A2 u < L' .41 > L' < '-' e 1 > u < ... A2 > u < u c2 > u ... 

Por t.ant.o 82 e:;; conexo. Símilarment. ... U• es c11111:Xt•. 

<D>. ( B1, B2, 83, B• ) es una cadena cir•cular. 

" - At f'l /12 e B1 f'l B2. /\si q11t· 1i 1 n U:t. .,,, 0. 

f-;2 n B::. • 11, 113 ,-, íl• "" 0 y fl• n !ll ;ii o. 

es conexo 

Tomemos X E 82 na .. , cntonc<:s X E ( ,\2 U ( l.' ..i1 )-v ( ( U A2 ) V 

( u .'4::s ) '-' •• , 5- u l < '-' G t > u u G¿ ) •.... -;- ,-, A4 •) { u 

( D : ll e C(Vü y O .a :!l -y e ( A-:1. 1,.1 V2 ., VÍ u V-> n < A" 1.1 \'4 J = 

( A?. "" Á4 ) u ( A2 () y¡ ) L' ( V2 ,., ,\~ ) u 

'! 

l'or t.ant.o X e V-n V¡. E11l.nnces X e: Y ..J Vt " Vi u y;_ 

Como ,)( .. y u V1 u V2 u V:J l.I y,¡ ,_, V. LE•nfrmU!o< que X .. - Y4 u V. 

A1wlice111os ¡,,,;; dos posibilidades: 

(d). x .;: V->. Sea D la compont·nt.e de V• que cont,iene a x. Como x e 

e < •-' C1 ) u 'i-;- '·•memos i.¡ue f'Xist.e n ·•· IN t.al que U n ( 1' <>n ) 

es dist.int.o uel vacío. Entonces exlst.e E <= C:n t.al que O ,-, E .,,, 0. 

Por L.ml.o, D t·s componen Le de v .. que int.ersect.a a < u Cn ) . Est.o 

i•plica que O "" fln+1 e ~. CollO x -= < ·-• f' 

Lenemos que existe f' e v. t ... 1 que F >! 1! y D n F' ~ 0. EnLances 
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Chl. X e V. Se<1 D l;, c..:Omf'nnr·nU: ,1 .. V que cont.i<.11P a x. Como x .; 

( ( 1.J Ct ) LJ ) . f.enentCIS CjUe [) ¡-, ( ( L • C t ) • .' .. ) . "" n, as! 

que e:.;it>l.e n "-; t.al que D ri l •J Gn ) "' O. lle manl'ra que existe 

E e e;,, t.al q1.1e !> ,., C ,. 0. Entc.1>ct:s E es componPnl.e JE> V al 1,ual 

que (J y se iril.f:H'oH:ct.an as{ que x .e O "' E. 

l!omo x " ( t,.1 l r : F <= G<V4) ' F ..- '1J }):- t.c-nemos que exist, ... 

f' cumpunent.e de V.1 lal qtll• F ~ 'D y F n E "" l'J. Pero E <. Cn, <1s! que 

f'n(uCn>IO<OY•~llt.LmcesF ._ 1ln•1 e 1.l. l::st.a .:ont.1'adicr.ión 

muP.st..ra que t.ampocu es posibl1..• que x e V. f'u1· t.11111.o !12 r1 64 0. 

~n t'orma simi.!<11· se p1·11eha que 81 () H3 = o. C011.::lu tmos •·nt.oncE>s 

que ( B L, D2. B:J, 04 ) es una cadena cil•ct1 lar. 

lE). lla~amo~ 7. == Dt v O:. u fl:• u B·L Ent.onc.:es X - % e \'. 

Sea I> u11 . .1 compo.menf.e de Vt, si I> e A, entonc.:1~0. D ,;; "'" pa1•u 

algun¡_, n <:: 2. A.">Í qtw O e < u Ar ) y f!l1t.onces [) -:. 82 e l:. Si D té "4 

i>nlonces O .- Bt ~. En cualquier c.1~u ~ ~ Z. Por tJnl.o Vt e Z. 

Si mil.:n·inent.e \14 ·.: Z. Dada 11na componr,nf.<, O <1<" Vz, !J e < u .fi > .-
R2 e 7.. De m11r.e1'.-. que V1. c Z. Siml.l arment.e V3 e 2 Claramente 

Y e Z. por t • .-111t.o Y u V1 v V2 •J V3 v v. e Z. De modo 4ul: 

X - 2 e X - ( y V V1 u V2 u v~ u v. ) = " ~ v. 

Se•:tn 9' :: < IJ ; D <' r;c V) , D n C X - 2 ) ,,- 0 y [J ", B 2 ~ 0 >, 

Q • < O D e GCV), I> n C X 2 ) ~ O y D n B3 - 0 } y 

~ • < D U~ G<V>. D n X 2 ) ~O y O n í 82 u B3 ) 0 >. 

Sean l' = < •.J '1' > r 1 ( X - Z ) . Q < LJ Q ) n < X - Z > y por .Sl t. i mo 

sea R .. e •J -. > ,.., ( X - Z > 

<F>. P-n Q-= P-n R-= Q-n IC= P-,-, B:. = Q n U:t = l'Cn < 82 u B3 > ., " 

y X - Z e P u O u R. 
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~11pong-amc1,, que existe x e P-n Q- ·= < X - i )-, e 11 e V, de 

marwra que ex.isl.1.• 1111a componente D de V t,al qutt x ..: D. Com•• x 

r.enPmos que 

E 1, < X - 2 ) "' i1, E n D2 "' 0 r:: .-. lJ .. u. Enl..:.nces E u )' 

il .1 ( X - 2 > ,,; ". I> , 1 82 • 0. Usando que x e Q- se ot>f,iene 

1111e O n B3 ,,. 0 

Como O r. B2 "' 0 y B:. = A2 u < <. u ·Al ) <J )- u C < u Ct > 
u . . . . 5'"; !1 ,. V <:: ( X Az ) , Lenemos que V n ( u Cl ) ,, ••• > 
<~S d.ístinl.o del vacío o D r1 < ( u .is u > rs direrent.e del 

vacfo. E:n el primer caso, O '1 v Cn ) ;>11 0 pa1•a aJ.¡!;Una n. Así que 

exist.e E e ~n t.:il que D n E ,.. o. Entonces E <1s component.e de V y 

E n < < u ,.l > u . . . u C u An ) J "" 0. Como Tamt1j ~n I> es 

com¡.JOnent.e de V. t.enemos 4ue lJ E. Enlunces D e cGn ·: 13~ e Z. As[ 

que D n e X - 2 

( ( l.J "41 } •.) 

o. Donde est.a cont.r.ldicc iün µPueb ... que O ,-, 

) "' G. f)e maner.'t que existe 1. .¿ IN 

ll n ( • ... ' Án ;>11 O. 

Ya qne D n 83 "" IJ y Ef3 = A=> u < < •J 'Bt u 

e ( •J e1 ) 1..• ••• )- tenemos que D n < u '111 ) u 

hien D '" C < u Ct ) u . . . ) '"' 0. Razonando como en el p~rrafn 

<Jnt.erior se obt.itme que e:<.iste m e L'I t.al que' O ,-, ( u 2lm ) "' 0. 

Suponi::amos pnl' eji;,mµlo, r¡ue n 1: m. Ent.onces D r, < C u A1 > u 

u ( U 4m ) ) ~ 0 y D n < ( u 'lll ) u . . . <.J < u !J,,, > ) • 0. De 

manel'a qtte D "' Cm y D <: u r:m ) e B;: e Z. Entonces D e 2. Est.a 

cont.radicci&'n prueba q1tf' f'-n Q-= u. 

Ahora supon¡;amos que existe una x E P-ri R- ..: ( X - 2 ) e 

11 e V. Ent.oiu~es cxist.e una co111;:ionent.e D dt- V t.al que x .; D. Como 

x e R-c ( ·.; 'k :>-;- Te1tt'111ns qut> D n ( u 1< J • CJ. Uí1 n1arwr·.:i q1.1Et ex.lst . ._. 
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j 
J 

·T 

f. e ~ t.al qui:: O r. 1-: io< H. As! que f. c•s r:omp<•nu1Lt· dr.· V ' f• •J· 1 ... 11.i.,, 

O = t::, y ;irJ.,,111~!-' E n ( U2 i...' 8'.J ) .. O. t:<•llll• x E P-.-.: < •.J 'J' ¡-;- l..enf'mv,; 

q11.-· o n f v.,>,. 0, ~sr qth" •:xi.si.., r- ,, 'I' 1.al rl'w D ,.., F "' kl. 

I.:nt.onces F es , omponenf.t> de \' < )' por t .. rnt.u ll = r ) y f' n ¡;, "' O. 

De 11m11:!r::1 q1.1e fl :1 B2 ,., M { y D ; ' 

c:nnt.radi.c1;i1Ín pl'Ut!ba que p-,.., R-= c-J. 

Simllannent.,. se pr·u1>ba qu"' 

l.J2 1.' [I:• O ) . l:.!"t.n 

Ahox·a s11pong<.tmos quL· t-:dsl.L' x .:; p-,-, IJ:• e p-,- < X - % ;- .:; 

11 e V. Ent.1.,11ees ex ist.e •ma compouc:nt.e lJ rfo V t.al que >. <. n. Como 

x ~ r- = < e ~ ~ > n e X - ;.:: > ¡- _ Lc:tnemus que~ 

ll '' ( u !1' ) ,,. '1. De milnera 1111e c·xisle E '" ?' t..•• l que I> •• E ;e 0. 

Ent.onces E es 1111a c:ompone11t.1• dE' V. E n 

<le modo que n 

I> n Ba .,. O. 

E. De manL~l'a que U n < X - 2 > ,,. l:l. n n 1 :z "' l'l y 

l-1azo11d1HJn .-:nmo en 1 .. 

ol:JLiene una cont.r .. Jic:ción. l'ur tant.o, .. -,.. ll:. = O. SimUc~rmenLe se 

prueb . .1 quu Q , , R2 = D. 

Supón~a~e aho1·" quP exist.e x e X - ;.:: ;-.~ 

11 •:". V, asr quL· (•:dste 1) componenle dP V 1.dl que X "' D. 

1,unemos q11P O ,-, R = I> n ( < u ~ ) n asi q11e D n 

< u fe ) ,,. fJ. Est.o implica qlle existe E E~ t.al 4ue D r1 E "" 0. 

Ent.onces t:; es componente: dP V ( as! r¡ut- D = r. ·, y E n C 132 •-• lJ<.< ) 

•~s no vac!o. D··· est.a manera :-.: -= O '.) Í:l3 ) 0. Est.a 

co11t.rauiccir~n prueba r¡ue k ,-, < B2 ,_, [13 .> = !(). 

Dado x .., ( X - Z ) e V. tJXist.e U componen Le de ~· t.al Q\11? x '' 

O <::. V. Si D n 82 "" C!J, ent.unces O e 1' as! que x e <. t..· 'l' ) n 

C X z ) I'. Si D í• ll:J ,,. IJ, ent.onces D E Q, de modo qui:: X 

X Z ) = Q. Si D n < B2 u B~ J EJ, ent.0111.es O e '.R. 

as! qui.! x F. < u ~ ) n < X - 7. R. Po1· t.ant.o. x e I' L' Q u R. De 
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mant:J';1 que X - Z c. r u Q u R. Cun est.u l.1•rmi fld } ., pl'tltd•<t de lF,. 

La p1·ueba d1•l t.eorP.1na s... si1;11e cnlum::•"S del lein;:a u 

( haciendo Pl = P- y Qs = Q-,_, R-
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CAPITULO Y 1 I. 

En est.e capft.ulo exponemos el e.Jemplo cli. H. Bell y k. F'. 

Dickm;in .Tr. l 1 J , que cons ist.I' de un ,;uhcunJunt..u conexo .• 

localmenLe con1·,xrJ, compacto y mult.icn.herente d,. C-<2 pnra el cual 

P< 7) es fals~1. 

El si~uienLe lema nos sera út.il para proLar :)'Jl· P<7) es 

l'a l!«a en l' 1 mencionado subconjunt.o. 

Lema 1 O. Supont;amo:; que X - < ª·· b > R •.J 1' u Q, dCtrtde 

a, ti '' X, a - h y R, P y Q son reg-iones a.Jené•S dos <• dos de X 

1\n ) una 1.:adena 

ci1·cular de cuntinuos de X t.ales que X = A1 u ... '·' ..\ •.. Sl Am e li: 

pal'a ali;una m. ent.cmceo< P-u Q- iut.l•rst>l:La a lo mJs a cuat.ro Ak '•. 

Demostración. Supon¡;a111CJs· n 2 ~i. ObservPmos q11e < a, b .> e 

FrR n Frr n F'rQ. Dada x "'- FrR, s1 x ~' P. t-nt.nnces f' n ¡:,: >!! o. .~si.e• 

'"s absurdo de modo que x -r. f' y si mi l;i1·mP.1tLP x >! Q. Allein,-ís R 

ab i ert.o i mp l i ca que x e: R. f'or t..:111 t.o x ·~ < ,-, . b > . llt!mos probado 

que FrR = < a, b ) . Análot;ament.e FrP < a, b > = F1·Q. 

Supo11ga111os. sin pérdida de t;Pneralillad, que At e R. Tomamos 

a e Al ) , k = mJ:- l , E ñ : ét <= A, >, l "' m{n < l e ñ 

m = mín < , e n L E A1 ) y p = m,h { ' E n : l• E "' >. COlllú 

cada eli;,ment..o de- X put:de .,.,;t.;.11· a lo 111-~s e11 düs Al 's r 1..uaudo est..& 

P.fl dos lle el lús est.os son cunsecut. l vos, LL'ne1111Js qui:; k o 

k = 1 + 1 C no ponemos k = l 111 1 por que a, i.J f< Ai ) y t..ambién que 

P"m o P"'rn+i. 
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S11po11;.;.:1111os p<>r e.jerupln 1.p:<.: 1 :.. ''' V~1tl(.1:,: •& p1.,,1 •. 11• tJ11P 

k + l ?. m. Snponc;amu·,; que ... ~t.o no ocu1·1 "'' "'" dF-r:lr que k + 1 < m. 

Ent.oncE."s < A4 •J u A1_ • 2 u ... u A_,,_ 1) y A~·~" ._; u i\ 1,, 1 s .. 11 

dos cont.i n11""' que no t.ie11e11 a " '' " 11 i a " ¡. " y µop t.ant.11 t.·:;;LC:u 

cont.t::ni<Jos en I< u P •- C,1. C1.11110 1\ 1 """L~ <.:c;,nt..en ido en e 1 segundu y Pn 

R y R, P y Q son abiert.us ..ij .. nos. t.enemos <JUe A
1
,,D 1•.• •. u A1.,. 1 R. 

El ot.1•0 con,junt.o ( A,_+ 1 v ... c..· Am- I) deLe est. ... r r.rmt.eni uo e11 k, P 

0 Q. Supc111¡\'.imos, por ejemplo que ".. 
1 

• .1 • • • U /\ E:Sl..~\ cur1tf~n i dCJ 
m-1 

De m.~nera que como Q c. ;.\ 1 e· ,_, ,\.,. d11be ocur1-ir' qw· Q ·~ c. A
1 

Ak ) '--' ( Am l.I AP ) • As[ que c· I collJUllLO Q 1..· b 

interst-cl...i a amho,:;, es 

conexo y. cumü est.a01os supun ie11du qt1P k + 1 < m, t.enPmus que <. ,'. 
1 

u 

,'\k ) n ( Am 

2; m. '/ C.:Onll• 

•.• A ) = U. Esto es 1111.i cunt.r.ullr:ciú11. Z'lll' 1 .. 1111.o k + 1 
p 

!S k :::. l + 1 :; k + + 2 \ 111 !. p :; m + l _. t.ene111ü>; 

+ 2 y l s 111 .s I' ~ 111 + l ,, 

l + 3. Pur t.ant.o t 1, !->, m. f' 1 + 1. 1 + .¿' J + ~I > • 

Supon~<,mu« q11P 111.h. < 1, k, m p > = l + q.. < .• on O s q !• :1. 

Ent.on·~es < l. k, m. l' <:(1,1+1, 

Al+QIBI '-' Al+ql!l2 u ... • .. · A1 _1 es 110 r.01ijunt.n de X que 11.-. t.iene a 

" .~ " ni " " b " v que CL>11t..iene <1 At. Entonces es un cont.i.nuo 

1~ontcnido en F: '-' P u Q que iul.t'rst•i;t. .. a 1:. 

est.ar contenido en k. rero X = At ·-' ... u fin. 

De modo que P-u Q- = f' u O u { .) . b } e X 

}'-u Q- sólo puedt; lnt,ersectar a A1 , Al+t"" 

P-u Q- int.ersect..a a lo m.is a cu.1t.rc1 A1 ',-,;. 

R. '/ ent.once,; 

Por t.a11t.o 

Ej(•mplo. Dados dos punt.os dif'erenl.es p.q E !R; definí.mas: 

p q .. se,m1.•nl.o que uue aJ punt.o "p" con el punt.o " q" y p..-¡_¡ 

p q { p, 'l >. pq se ll,1ma st-i;ment.o ahi1-,rt.o i.:uu ex1.1·emus µ }' ..¡. 

- 63 -



Para el <1bnr;1r t-1 P .lemp lo. c':onst.ru iremos induct.i \'an1t-1.t.e dos 

:=;lJCE-SiOOf:S ( SI'\ )n )' ( U1·. )r., uu111Je cada S" t:!' un GCJ!l,jlllll..O t¡ll•.' 

const.a de 3 X .1"- 1 SP¡?;m•;nl.os ahü·rt.os rtjr111os d"s d dos) c . .<t!rl !J.., 

es una col ecci6n rlP 3 x ·1"- 1 aliiP1·t.us r;r,m'<1xns y <1,jentos <k>.-" ·• rlos. 

Tant.o s" cumo llr. LiE-nt:ll p1·u¡1 i "'tlades .ldiciu11..tlf's qu.: 

especifica1·emos más ad&lant.P. 

Para empeza1 eleg-imo~. l.!"f..'S f'lJHLu!'-> ª· ti, e "' ~~2 t ... ~"'"' l)llf; (d 

1.rián¡;11lo A abe SP.;) eq11 i l.~t.ero ¡jp J'"l' í met.1·u :3. 
r-.. ....... ........ 

DcfinJmos St = { a b, b r;, e a ). f.lt'gimos p<tl"l c.:ida E St \In 

abiert.u convexo 111 que c:nnt.cns-" .. l t • .:il lJllt• 1 I iámt.1·0 rie U:t 

di~~ef.ro de I y e U1 -) n ( u ( lJJ J € ~s I ) }) = Jos 

ext.remos de l. Definimos IJ1 = < 111 : l e Si i. 

Ahora diremos como cunstr11i 1· Sr,• l y u .. • 1, un.1 vez que se 

han r.011st.r11ido S" y llr,. P<lra Cdd.t 

por a(!) >' b(J). s~'" 111ll) = 1/2 ~ a(l) + hCI> ) s11 p11nt.o me<lio. 

Elegimos 1111 punto pCD ~I ~11 m(~!) 

Derinimo~ Sn•l = v < {a(l) m<I>. m<I> b(l),~l>, 

} t.ales q11e t .e Sn } . A los segmentu,,; .. 1( J.) m< !) , ........--..... ~ 
a(l) p(J) y b<I> p<I> les Jlamaremns sucubores dl! l. 

11 ( 1/22n. 
............--. 
r~ 
m<D hCI>, 

Con t:'st.a 

convenció'n Sn+l = < J : J es suc•~sor d~· 1111 element.u dt> Sn >. 

Notemos que si J, K .:: S"•1, entonces J- y K- s.Slo pueden 

intersectarsc en sus ex l.. remos. Adem~s c:ada J .;;; Sn + 1 es un sucesor 

de un I E Sn. De manerJ que: l!S posi Lle construir 1111a colecci6n 

Un•1 = < IJJ J E Sn + 1 } de ab ie1·t.os convexos ajenos dos a dos 

tales q11e .T e UJ e lit, diamel..ro de llJ = diá111etro de J y 

Ui n ( U { IJK f K E Sn+l - { J l i5 = ( a(l), ~(J) ) .. ,($), 
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Con est.n Lermina 1-i const.rucciÓn d11 < s, Jr. y 1 11· ),., 

Definimos S u S" : n ~ IN } • El espacio X se define · 

ent.onces como X ( L' { I : 1 " s }) . 

Antes de probar l.is propiedadr•s que requerimos de X, es 

necesario most.rar algunas propiedades de < Sn )n v t Un ln. 

Para cada n e ~. ha~emos ~n • w r 

cm S, rJir-c•mos que J t>s dcscendif'nt..... dP 

I ~ Sn }. Dados J ~ I 

~¡ PXisle m a~ y J1, 

J .. , .;,,: S t.all'!s que J• •t es sucesot• de J• par~ t.oda .;: 

1, ... , m-t > ,_. I '" Jt y J = Jm. 

(U. X = < u Mn l n , m )5, ~" e Hn•t para toda n e IN y 

n <~ k }) p<lra toda k ,, o~. X = < u < Hn 

- ~--La p1·imera igualdad t-s clara. Dada I E s.,, 1 = < a(l) m<I> ) 

u ( 
,.,.---...... --

mCI) IJCI) ) <: Hn+t. De manera que Hn e Hn•t. La segunda 

ic;ualdad rt-sult.a ent.onc•)S ir1mediat.a. 

<2>. Petra cad:'\ n e ::;. X ·= ··-' f ui I e Sn } . 

Sea X E u Mm : m <: n }, Ent.ow:es X e J p.u•a alguna J e Sm 

con m ? n. Si m • n, entonces x e J-c u¡ e u { Ui ; I E Sn l. Si 

111 > n ent.onces J es sucesor r.Je algun t-lemt'nt.o de Jm-1 de Sm-1, :-i 
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su ve:.: e::. SUCt:'-r.11· de un t>lem.,nt.o de Jm-:.! dt:; Sn,··2. J r • J !"o;; 

sucesot' de un f: l i:-ment.o I de Sn. Pe· m .. ne1·a que J e UJ e UJ ,,,. 
1 

~ 

e UJ ro• t e Ur. J·c.i· l .. lnt.o, '{ ..: u1. Est.u f'T"IJf:! •d qu~: 

'-' { f'lm 1 m ,;-- n } e u { u'J 1 I E Sn ) . CL'llUO Sr. es r i11 it.n, 1 1 t.encmos 

i.nt.oncec, q•1e • • 1 U] : 1 E ;e:,., } e<> 1..errndo y ent.onces cont.lrm .. a X. 

(3). X es cump:1o:t.u. 

Pot· C.!>, X e v { u1 : I "' !':1 >. Adt..•m<Ís <.:<td'> U1 cu11 

t.iP.ne diámet.ru igual ¿i 1 y St t.ien•.• Lrt>s o=Jement.u.-.. 

que X f'S .1c•it •.. >du y ¡11w l.Jnto, cow¡, .. ct.o. 

(4). l'ara t.na..i I ;, s, Uz n X = 

( U { j € S : J es descendiPnt.e de J JJ ~ J-. 

Si J e s dr>scendit:nL» de 1 .... nt.nnr.es. por const.rucció11. 

J e UJ e U:r así qut;o J e 111 ,-, X. Adf'm.~s 1 .::. llr ,., :\. Est.o prueba 1.1 

co11f.P11ción " :_, ". 

l>L1d.1 x E IJ'I n ( , , < !1m : m <! n }) , t.eiwmos qut· existen m > 11 y 

.J -e Sm t.al qtlf! :1. e J:- Como J , Sno y 111 > n, exist.e t:. .: ;;.., t.al que J 

e:-; descf'nd lente de 1:. Si K "" I, Pnt.unce,:; x <= Ur n J-e U{ n UJ' e 

111 ... ui< r~ { ;¡( l). b(l) <. 1:- De m<ineI«l qui:: X ¿ 1:- Si !'. I, 

ent.unces x .;; < •.J < J E S J es descendient.L' de I }). Hemos 

probado e11 t.onCEc'S quP U! n { u ( l'lm 1 m > n } > e 

< u < J e S : J es descendient.e di. }) u C S6lo nos !'al t.ar{a 

most1·ar qtrn llr ri X = r Ur ri < u e :11n : m > n > TT. La cunt.enciÓn 

" :~ "PS illffff'Ui•tl.d lle (1). 

Sea X.;; Uz '·X. Sj x.: { d(j), b<l) }, e11t.c1111:es x E n Mn c.: 

u:r n Mn•t. Si u( I), b(l) >' E-ni.unces 

X '° u ( UJ : J s,, - < I } > asi que x t.ier1v una vr:ci11dad V t.al 

~uc V ri r u { lli : J E Sn < I ) }) 0. Sea \o' UOi't \'(•CiWletd 

i:u<1lquif.'ra de x r.ont.enida eu V. Comu x t X m > 11 J), 
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se t.im1e que tl .. w . ' ( \} ( f'lm ' '" > 11 } ) . pur (.¿) y ,·t.)¿'•lllt' "' c . V 1 ' 
tenemos que P'>te conjunto est..'. cunt.enido •.!ll lJ'i. Por t.:.111.r• 

" n ( u ( !'lm . m > n }) .. 117 "' L'. Est." mues!.r·.:1 qui· X "' 
( llJ , , 

1 

<5>. P;n·a tl'.lda I c. s. < Ur ,, \ ) - < étCI> 1 es r::oriexo. 

rrJmf'J•(> se proliar<~ q•ll' si I e s,., ,. m > ". enl.clflCt'S Cat 

( y-._, ( ') { .J J ·.i S1°•1 •.J •• • c.· Sm y j es ele~· e111lic11tF- ele I ))) -

( a(]) } es conexo. 

NoL¡,omos qu,e 1-- < a<I> >es uu seg1111 .. mto al cual lt· falta un 

ext.remo, de maner<1 que J-- ( a<l> } es conexo. <.:01110 Cn • t 

( lJ < J-e Sn+t : J C.'S c!escendient.e dt• I )) - < a<J> : = 

tenemos que ld arirmJción es ,,;¡ida µar..i m = n + t. 

I u 

S11pnngamos ahora q•te Cm •·.,; .;1111exo. Se" J '= Sm• t t.11 quf· J PS 

descendiente de l. Entor11:es ''xist.e K .;; s, .. t.;d que K es elecendlenLe 

de I y J es sucesor de K. PS dt•c 1 r: .......--... .....--..... ~ 
Je< a<K> m<K>, m<K> l><K), aCID prK), ~) }. Entonces 

s = :.;n:.rñ1(fi '·' ñi(j::TE<G ,_. ?tck)-p(k> u p(Í;)-ii(k') = K . 1 d'fi;Tp(k) 

u p(f:)-b(k) es un conjunto homeomort'o a un drculo, además 

S - { a<I> ) e Cm•t, 0 ~ K - l d(l) 1 ~ Cm n S 

manel'd que S - { a< I) : <JS un subconjunto coni=xo de Gm • 1 q11e 

i nt.ersect.a ét e,,, y que cunt.iene o1 J-- a e I> J . E:1 ton ces 

j-- ( d( I) > está "'n 1.1 misma com¡wnt:11t.; de Cm• 1 que Cm para toda 

.J ·~ ~ ... 1 . l'nr La rol.o Cm+ 1 •·s conp:'u. 

obt.en.::mo!> i=ntonces qu;, <' = 
•J < Cm : m > n ) I '·' J .: s y .J es descf.:ndienLr:: 

do: I }) - ( ét<I> > es CC•ll•.'XO. Dadas X e ui n x > - e dCi> > y w 
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ahierl.r.• Lk· X L.-•l que x ¿ \/. ¡11.11' (-1), .,,. r· 1 "' o o 'ti ,., J ?' o r•·.11·.1 

rt 1 ~una .J e: !" descendi P11t.e dP l. Cnmo I y J s•;ll se¡;m•"11t.os. W ,., l 

1.Jene unc1 ird'lnidad df' punLos o W n J Lit.:11e 1m~1 in1'l11iddd rt .... 

punLns, pn parLlcular C 'rl ~ I - { d( !) } "' o o ( 'rl (; J ) 

a< 1 > } "' O prtra al ;;-und J desc .. ndienl.e- d•: J. En cualquif·r c;,,,ro, W ,.., 

r. "' 0. De aqu( •lll•~ e e e ui ~ x l - < a<I> > 

UÍ ''X ) - { a<I> es conexo. 

Cól. l'ara t.oda 1 e S. Ui " X es co11e:-:o. 

Como aCI> & < I - < a<I> 

por (5) Len0mos que C 

UÍ n X es conexu. 

C7>. X ''" conexn. 

UÍ n X - < al!> } 

e e:- f'u1· t.ant.o 

{ .:.ll) } >:-
'-' { a< I> ) 

S:1!Jr111os o.¡11t; St 

Ui,;, •.J lira. Enf.r1nco.•S X 

:-;"h, Gi.:. ,0, >y q11t por <2) X,. 11..,.,._ 

X r, U~,, ). 

l'nr (6.> C'1da •mo dP est.os cunjunLos son conexos, los dns primeros 

Llen(•n a "b" y lns dos 1~1 t.imos .i "e". l'or Lant.o X "'s conexo. 

(8). X •:~ 111ult.icohP1'L'llf.e. 

Hacemos H = C X n IJ&-b J •.J l X n Uii':: l v K X ,-, Ul'.'.. 

Ent.onceo;; 11 y K son subcnnj11nt.os cerri'ldos con.,,xus de X, adf!más 

a, e } H n K. y como para Lo da I S1, 

ui n < u t uj : J S1 - < 1} » = < a<J), b<D >, tenemos que 

H " K = < .:., e } . Pr;p t.anL<'• X .::~ mult.icolleret'.Le. 

(9) La lon~i~ud de I s 1 , 2"- 1 + 1 / 2" + ... + 1 / 2~n- 2 

p.1ra Lodo I e Sr, y para t.od.:t n .s iN. E11 cunsf.•Gl'o.·11ci<1 .. rara toda 

n <= IN y toda -e Sn, di.;'.met.ro df! tl1 
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mA TESIS MO DEBE 
SALIR DE U B18LIUTECA 

lla1·P.m1:1s la pr11el•.1 inch1r:t.i \'<.1ment .. •. 

Por de1'i11ir.i1.fo, p:n·a l ~ ~1, 1 on¡; i t.m1 de I / 
..,o 

,<;11pongamus que lJ a!'irn1.11:iL~r' ,.,, váliu.. p«ra 11. ,.,....---...., 
Sn + 1, F.nl,rmce!'O existe 1 .. , :::; .. l.;1 l c¡t1<• J ·" < ;H IJ m1 T). 

T 01111:m<J:.< .1 "' 
~ m< I> h< l >, 

~I ·r ~ i a( ) pt ) , p<. I) b< l) > donde m( I > e:-. e 1 punt.o meo"! o 1.lt? 1 y ¡...< I) Ps 

un punl.o que d t sL1 dio: m1 l) me u os q11r· / ,l.~I•, 

,,,.---...... ,,,,---..... 
··'· ( a( l.' rn<l J, rn< I> '10) >, entonce,,; lon¡;lt.ud dt.' j 

= ( 1 / 2 < lon~Jt.urt de I l s C 1 / 2 > 
+ 1 / 2 2 n-:z ) = 1 / ?." + 1 / ;~"· 1 + -¡. l / ;¿2n-l 

+ 

1 / 2 ( n .+ t .1 - l + 1 / 2 l n • 1 J + + 1 / z ,1. l.'.'' .. t ) - 7 . .....---.... 
Ahora s 1 .J = .~(}) pe D, ""l.onc1:s lOll!!; i t.1irl úe J ll>n¡; l t..uú de 
~ . ,,,,---..... 

a<I) m<D + lon~i1.ud de mCI> p<l> :; ( 1 / 2 ) <1 / :~"· 1- 1 / 2" + 

... + i //.2n·2) + 1 / Z" = .! / 2 •r,.l•-I .¡. l / ;¡'r•·ll -¡. + 

1 / 2 2 e'" 1 ) -
7 . En forma simiL11· St' comprud>.ot la úesl¡;u;,ldi1d pétrá 

.~ 
J = pCl) bCI>. Est.o termina la prueba do <91. 

C1UJ. X es JocaJmuntu conexo. 

Prc•b.'1remos que X es L:onc>;o Jn,-Klcinen "" t..odc.os sus puntos y 

entonce"' pur l 12 J. X t.o"S lr.1..:.tl1111..0Le cunexo. 

Se<tn µ .,;, X y \( atdert.o rte X tal r¡11e µ e W. Sea .: > O tal qut-

l:l·:(p) ,. \.' y s0•1 n e IN tal que 1 / 2"-:i < ..: / 2. 

Hacemos A •J { X () u~ 1 I E Sn )' p <! llt } . V = X - A y por 1!lt..imo 1 

D = t X () u'I 1 I e Sn y 1 p E Ur } . Ent..onces A y B sc•n subconjunt..os 

cerrarlos de X, V PS abie,rt.o d"' X, ademas por (ó) B t'S conexo. t'or 

(9) cada X ('¡ u1 t.it>llF." diámetro men0r n i¡;u<tl que 1 / :l.n-2, r!P 

111anera que tod1·.1s lus punt.us u.- B distan ¡lf• p a lo m:~s Hn 1 / 2 .. ' ·:i. 
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i'úl' t.ant.o B ... B<{p) \f. 

Dl• <J.> SI! uu1.ie11e qui:- '. ·. il. !'(•!' :..•n.t.o V "'"' veci¡¡d.1u tJ,. ¡, 

cont.en 1 da 1:n W y 1 .... 10,.. l us punl..u:,< d~· V ,_., pued"'n <:<>lu.·1. t..:11· por un 

cnnt-:xc, < ll ) d1 •11t.ro de "fl. Esto muest.r", qu • .- X f!S cc111exn i...-i::l C' i r1en 

en p y t.Prmu.a la prueba de que X ,.,,. loc<1lment.e cunexo. 

(11). Par<:i t.urlu I -ES, X - 111 e" conexo. 

Como I E s , t•Xi!'t.e n € lN t.a 1 que ·= Sn. f'rnl •J remos la 

ar i 1·mac i 6n h.1(: i <:11(10 imlur.ció11 en n. 

Sea 1 "' ;:-;,, .s11pong:11nos por ejemplu q11t_• ..~. Por <!'i). 1(11'< 

con jun t.os C1 = e 111"'.:: - < b ) - X y <::- "' ( u:i'c - { d } ) () X 

son conexos y ambus tienen a "e", de manc•ra que· C1 u C..:;> es cnrwxo. 

f!7 = X - U~. l.a cont.Pncióu X - u];, e C1 1_, C; 

se si!:'ue de Cl.> > do:: que :1 y b .: 11-;'l .. 

e''"'º < ué< v u:!:! > n 1C":' = < a. b } • e u::?t u u'b<: ) n t!~'":' 

a, r: } y u?-. ,_, n:-f7., < e, h } • t.~·nL•mos que a e Uiic, 

b e u:S:-, y Pnt.onces C1 1.J C..:2 e X - U;;t.., Esto t.ermin.'\ la base de la 

inducción. 

Ahora supongamos que la af' i rmac il~11 t:S e iert.a pa1·co 11. Tomeml)s 

J e Sn • l, entonces exist...- l e Sn t..::i I quL· ...---... ~ 
donde Ji = rl(l) mCl}. J2 = m<I> bCl), 
~ . 
pCl> bCJ). Sup011~amc1s, 1•01· e.111mplo, que 

J ¿ J•~J3 j4 } 

.J::. ;\(J) p< 1). J4 

.J .J 1 ( lo<: tlem.~s casus 

so11 similares ), Aseguramos que X - U] 

X - uí' > .._. e e UJ:. - <. m< D > > ,-. X .> '·-' e< t(j 
3 

- • ac D > ) ,-, l\ J 

u < UJ,
1 

.-. X >. 
Como UJ e U1, 

aCD, m<l) ,-, m<I>, ~1CI> > 111< l) } , t.enF>mos que 

t llJ
2 

- < mCT>) > n X e X - llJ'. $lmil.wmcnt.•~. < Uj':i- \ a<I) } ) 
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·-----
n X )' u:;..1 ,· ~ 

,. 
son suhconj•mt.os dt" ~\ u:;. E.-:>1.u JJl'lJ• .. lid 1:1 ,\ 

cont.ención .. :, 

D<td<l X .;¡ X - ((j. rur (2), exist . .: h '"" 
g, ..... t.al •rte ' E ui::. ::;.,.a 

l. E. S" !.al q11t- K es s11ceso1· de L.. i\nali:lamos Jos cascos: 

l1). L 11< l. f'or <•), Ui: r, IJÍ e { a<I), b(!J 1. Cr.1111• lli:'. e Ui:. 

l.enemos que X ,¿: Ui:. Sl X E! Ux, enl.ollCt'S X E { a( 1), b<.1) ) . No &S 

posible que x = a(!) po1·qu1: x e uj' y aCD e: lfj. DP manerñ qu"' x = 

b( !) , donde 1:,.;t.e ú l t.J.mo p~rt.i;n<,t:...:• a < IG" r1 X ) . Est.o prut;,b« q111.· x 

e < x - ui > v e uj' 
4 

r, X > . 

C2l. L • I. Entonces K E { Ji, J~. J~. J• ). X E u¡ y X a uj' 

i111plica11 que K E' < J2, J~>. J• > y como x f!' ( a<I), m<.J) >, tenemos 

que x G < e uj
2 

- < m<IJ > > n X > v e e uj'
3 

- < aCI> > > n ~) u 

C UJ
4 

n X >. F.st.o termina la prueba de la ii.ualdad. 

Ya que h<I) (¡ ( u:; 2 - { m<I> } ) ,., X n uY,. ..... ( X - ui )- \" 

p(l) Eo l u:;3 - ( a<D } ) n X n 111 .. , usdndo la hip6t.esis de 

inducció11, Ci) y (6). concluimos que X uj es co11exo. L:st.o 

t.Qrmina la prueha de cu). 

(1~D. Para tot!<i 1 e X. X - < aCI), b(l) } t.iene exact.ament.<' tres 

componentes: la qup t.it::n•· " ¡«.!), l<) .pie l.iPne ..:. m< lJ, ( amb.Js 

c:untenidds eu Ur ) y X - Ur. Adem.Ís las tl't"S t.ient-n a a<l> y a 

b(IJ en su ce1•radura. 

~ ~ ~ 
Sean Jt .. a<D m<D. . J2 m<D b<D. J3 .. a<D p<D. 

J4 ... ~ p<I> bCD. A.<legux-amos que X - ( aCI)' bCD } ... ( X - UÍ ) V 

( uj, - < .a(!) ) () X u [ ( u:; 2 - < !,( !) } ) ,, X > l..' 

{ ( uj' - ( a<IJ } ) r. X '--' [ ( Uj
4 

- < b<D ) ) ''X l. 
3 

Sea x -e< a(J), b<I> >, ent.rmc::es poi· (2), existe K e Sn+J 

t:a1 que x El UiC. Sea l "" Sn t<il que K E:S sucesor dP L. Sl L "' 1, 
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por (>!<), ui: r·. U"T { a<D, L<l) }, Como X E ui< e Ui: y 

X e: ( a<D, b(l) I' tenemof' c¡UI'• X ..; X - u:r. 
Si L = I, ent.onces K E { J¡ .• jz. J:... J4 } . De mt.tnera que 

X E ( UJ - { aCD, b(l> } 

' 
) n X. para alguna '. Est.o prueha la 

cont.ención .. e .. 
De <•> se obt.iene que b< D e: u:; 

1 
u u:; 

3 
y quf' a< D e u:; 

2 
u u:; 

4
• De 

aquí se sigue la contenc.i6n " ;:, " De (11) y (5) se oLt.iene que 

los t.res uniendos de la derecha de la igualdad < al inicio de este 

inciso ) son conexos < m< D e u:; 
1 

n u:; 
2 

y p< D e u:; 
3 

f"l .uj' 
4 

) • 

Notemos que e X - ui )- n Ur ·= < por C2) > 

< u< u:; : J e Sn - < I > }) n u!= < a(!), bC!) >. Ya que el 

segundo y tercero uniendos est<Ín contenidos en Ui' y sin e~cepción 

.de los tres ninguno tiene a los puntos a(l) y b(l), tenemos que el 

primer uniendo está separado d1~ los otros dos. Por <•>, si 

intersect.amos las cerradur:ts de los dos Últimos unfendos, 

obtenemos un s11bconjunto de ( a< D, m< D, b(l) > f"l a(l), pCD, 

b(l) > .. { a< I>, b(l) >. Razonando, como arriba obtenemos que 

estos conjuntos están separados . 

Por t.ant.o los t.res uniendos son conexos y est~n mut.uament.e 

separados, ent.onces deben ser component.es de X - < a(l), bCI) }, 

(13). X no se puede poner como la u1iiú"n de una cadena circular de 

siet.e eslabones. 

Supongamos que X = C1 u Cz u . . . u e·,·, donde C C1, .... • C7 ) 

es una cadena circular. 

Se probará por inducción que paPu toda n, existe I -= s.. tal que 

U"i - < aCI>, b<I> >contiene al~~n e,. 

(a) Cada punto de X 1,uede .,,,;L.t1· en a lo 111!.s dos ele lus e, ·'s. 
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Ent.nnces sÓlu seL-. r!i, los C: 's pucdt•11 i11i.···i"··t-Ll .. ·11 .o l l~Ull.JUlll.O 

e l. 

1:1. 

Por 1~;. X i.- lJ,~:l',. 

" 
rs IUI 

suhr:nr1jun1~n cul1l·~,1 l dr.." X ... lo, e 

1:ompleml"r1t.u rJ, · X - u ,rt. 1:s d<.:< i 1·. e 1 11u est..·r c .... te ni do en ~ - 1.1 fT; 

y comD clt•h"' ·~st.;. r:ont.enidt• .:.•n •. 1 I ;:1111.i C:t•m1•un1:11L1" Lit:.· J .1s cont.eni<lus 

pur <12) ). dv X - < .o. IJ >. 

ª· IJ 1. 

tb). Supong.unos que Ja arirmaci~n es válida p.rra n. ::if.'<o I " Sn 

Lal que, por ejemplo, Ct ~ Ui - <t(l), l1CJ) l. EnLonc:es C1 f.-'SLa1· 

con.tenido t.<n la cu1111'one11l.f.< de X - t .'!( D, htl) } que co11l.ienP. :1 

p<l> o 1:n 1.1 •J'W cont.iPnf" a m<I> e vt·1· o:n ). 

ca:-,:o en que r•::>L<~ Pn 1-1 compunen t.u dt: pe I) 

an~logo ). 

f.• l 1 ,t.ro c.'lso es 

Sean R =la componente <fo X - l a<I>, lo<l> l que i::ont.it'nt• a 

pC J), P la c¡11e cont.i t>nt• .:1 m< J > Q X u'i. 1-:111.onc1:s 

X - { a(r>. b(]>} =Pu Q u 11!, a(!).- t.CD. P, l) y R son regiones 

ajenas dos a dos C son componenL1:s de un abiert.o ) y P-n Q-,-, iC = 

<. a<D, b<D }. Como C1 ·= R. ,1plicando el lema 10 .• uLt.1•nt<mos que 

P-u Q- int.ersect.a a lo m.1s a 4 de los c, 's. Entonces al menus t.N•s 

de lns c,•s est.dn contenidas en R. Así que existen'• .: 7 t.ales 

que CL .t e, e ~.~ l Jlllll! J I l , " 1. Como c:u.1 lqui.er punttJ de X puede 

L•st.ar a lo más en dos CK's, t.enemos quf'.• alg-uno de los cnnjunt.ns 

C1, e,, C.:¡ 

p< J) _, Gi. 

nu COll LiL·ll•: a p( I). ;:uponga111os pul' ejemplo que 

Usando la not.acufo Je la pl'Ul'ba r!•' <12). t..enemos 

que R = C C UJ~ - < a<I> > > n X J u l 11)_, - L<I J ) , .. , X J . l'Ul' 

<•>· la int.ersecci&1 de las cerradura~ de est.os dos conjuntos Pst.& 

cont.enida en < aCI>, pCI) > n l pCil, b<I> > = 
R = < C Uj :J - ( aC D, p< ll > > r·, X > •..J C < U)" 
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ri X ) es una sepa1·:1c i rrn d·< 1< - < p< 11 >. Ad.,m.'.,, e:, :- 1< - < p< I > > 

de maneJ'd que C1 est.J cc.nt.enido t-11 al~unl• de est.us rhJs c:oujunt.os. 

La pru.-h.l dt? 1.1 inducción •!si.<~ ent.oru.:C's cumplet.a puest.u que 

]3, j4 FS•.•l. 

Dt- actJt.~l'do con < <J > ~ pa1· .. 1 ca<I""" n "=. ~~~ LE·nc:mns 1.mt.onces que 

e:ost.e e, t.al que dLÍmtit.ro de e, ;:; 1 / z••- 2
• Cumo sC.lu h<>y siet.e 

e, 's, al¡;11no de ellos debe t.ener dü'Ímvt.r·o i~ucol ., cero. es decir, 

exist.e , 
0 

.;;, f t.al qu·· ¡;, 
n 

ceonst .. 1 dt- 11(1 sLdn p1mt.o p 0 . Pero 

c,
0

,·,C,
0
•1,.0 y Ct

0
nCt

0
-1,..U. Asiquep

0
,;<.;,

0
-1 "Ct

0
•i. 

Est.o es al.Jsurdo por la de!'inició11 ele C<ldena circul<tI» t'or t.ant.o X 

nD se puede pone!' como l<l u11ión de 11na c.idPria . circular de 7 

f" J emf'n Los. Las oper<1cio11es m.11·r.adas en lDs Indices de lo"' e, ',.; 
-;on co11sideradas en m&.tulo /. 

Por l . ..i::t..o P<7) no es v&licta rti siqui.er::i para t'spacios 

comp<lct.os. 
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