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INTRODUCCION

Uno de los problemas fundamentales de la Topologfia de
canjuntos es el de poder decidir cuindo dos espacios (tupoldgicos)
won diferentes. Propiedades tales como conexidad, compacidad,
sepaprabilidad, etc. pueden servir para este fin. Algo que en
“particular es sumamente dLiIl para tal objetivo es el de
poder decir si un expacio tiene agujeros, cudntos tiene, de gqué
Lipo son etc. o

Una farma muy sencilia de definir que un  espacio  tenga
agu jeros es la siguiente: becimos que un  espacio cunexo esta
agu jerado si no se puede paner como la unidn de dos subconjuntos
cerrados conexos cuya intersc. . ifn es discunoxa A los espacios

que no tienen agujerus les llamaremos espacios unicoherentes,

Eil ejemplyu Lipice de un espacio que no es unicoherente es

un anillo como:

X = Que se puede poner como A u B donde

‘ i

que claramente no es conexo.

con AnB =

Una propiedad agradable que tiere este espacio X es que,



para cualquer numero natural n, X se puede poner como la unién de
una cadena circular de n pedazos conexos y cerrados en la que cada

eslabdn sdlo intersecta a su sucesor v a su antecesor.

A'A A A‘ b ‘: At
A :

Este frabajo est4 dedicady a describir los pasos que se han
dado para responder la sigulente pregunta: Para qud  espacios
agu jerados &= posible encontrar cadenas de este Lipo con n

eslabones 7.

Obsérvese que cuando X se puede poner como la union de n+l
eslabones, entounces, fundiendo dos eslabopes en uno solo, X se
puede poner como la unidn de n eslabones. Es muy fdcil encontrar
espacios agujerados ¢ ver «jemplo > gque no se pucden poner .como
la unidn de tres eslabones € para vl caso de tres eslabones y sdlo
para éste se tiene que pedir que la interseccirdn de los tres sea
vacia pues de lo contrario ~! problema no tiene sentido O por
ejemplo, sin pedirle lo anterior, cualquier espacio X se puede
poner como la unidn de tres eslabones donde cada uno de ellos es
igual a X mismo, y por la observariJ n anterior X no se puede puner
como una caedena de ningin tamano. 11 problema con estos ejewplos
es que no son localmente conexos por lo que vamos a pedir que
nuesiros espacins sean localmente vopexos. También pediremos dque
nuestros espacios sean Ti y normales. Estas propiedades de
separacidn se utilizan todo el tiempo pero no se sabe sl son

indespensables.



Ahora supnpgamos quu M es agu jerado. entonces  existLoen
subcon juntos cerrados conexus Ay R cuva unidn es X vy sn

interseccidn no es conexa.

Un primer intento para
() poner a X como la union
A = =B AnH de cuatro eslabones,

0

seria partir a A y B en dos pedazos:
I'l siguiente es un ejemplo de que no siempre se pueden partir Ay

B en esta torma.

Este ejemplo simple ilustra
X = a grosso modo el tipo de
dificultades que surgen al
trabajar los problemas que
son atacados en esta tesis.

A continuacidn describiremos el contenido de los capitulos
de este trabajo. Para abreviar, denotaremos por P(n) la siguiente
afirmacidn: X agujerado implica que se puede poner como la unidn

de una radena circular con n eslabones.
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Gapftulo 1. Definimos los conjuntos mias importantes usados
en este trabajo Yy tambidén probamos algunas propiedades

preliminares de caractur general.

Capftulo II. Mostramos que P(3)> no es cierto para espncids
gue no son localmente conexus v vemous que para  los espacios quo
vamos a considerar en este trabajo (conexos, localmente conexos.
T1 y normales), si es cierto.

Capi{tulo 1iI. Mostramos que =i X tiene la propicdad de que
chda vez que X se pueda  poner como  le unidn  de dos cerrados
conexos Ay B se tiene que A r [ t.iene nada mas un ndmero  finito

de componentes, entonces P(n) s verdadera para toda n & 3.

Cap{tuln IV. Demnstraremns que si X es  compacto entonces

PC6Y € y por tanto PC3), Pid) - P(5) ) es cierta

Capftulo V. Comstruiremus un ¢jemplo de un  espacio para el

que P8 es talsa.

Capftulo VI. Probamns que P(4) es verdadera.

Capf{tulo VIl, Mostramos un ejemnlo de un espacio compacto

para el cual PC(7> es falsua.



CAPITULO I

Detriniciones Importantes

Tndo el tiempo X denotara, a menos que se indigue otra cusa,
un espucio topoldgice conexo. localmente conexo. normal y Tt. Un
continuo de X es un <subconjunto cerrado y conexo de X (no
necesariamente compacto). Una regién de X es  un subcon junto

N 4
“abierto y conexo de X. Un mapeo es una funcion cont.inua.

Si A es cualquier espacio topoldgico, definimos boCA> =
¢ numero de componentes de A) — 1, si este numero es finito, en
casa contrario, boCA) = o. También defininos A = ( E ' E es

componente (conexad de A ),

El grado de multicoherencia, r«X>, de N se detine por:

r{X) = sup { bo (Hn X)) ! il y K son continuos de X y X = Au B2,

En el caso de que r(X)> = 0 decimous que X es unicoherente, de lo
contrafio X es multicoherente. X es finitamente multicuherente si
0 < rcXy < w Finalmente. si 0 < r{XD> 5 o, pero be(H n K> < « para
cualesquiera continuos H y X de X tales que X = H u K, decimos que
X es débil-finitamente multicoherente. La existencia de espacios
débil-finitamente multicoherentes para los que r(X)= w es mostrada

por A. H. Stone en [ 8 1.

Denotaremos al conjunto de ndmeros naturales por N. Si
n e N, definimos n =41, 2, ...,n) Si k y r son enteros
k @n r representa el elemento de n que es congruente a k + 1
¢ de manera similar se define para la diferencia >. Por

comodidad sdlo escribiremds K er C resp k € r ) si se entiende

- -



de que n estamns hablando.

St A1, Az, ...,An c X decimns que la secuencia C A, A2,
An ) es una cadena circular si no hay tres Ai ¢ que tengan puntos
encominy, yA. nAy w9 siysdlosiv=,; €310, .81. (o
equivalentemente |+ — , {n =1, lo cusl significa: el valor

abscluto de la diferencia en -‘dulo 't oD,

Denotaremas por FPir, con n & 3 la siguiente proposicidn:
Ptny = Existen As, Az, ... An continuos de X tales que X = A1 U A2

U....u An ¥y C A1, A2, ... A1) es una cadena circular.

Como dijimos antes., &1 objetivo de este Lrabajo es analizar
los avances en la preguntoa Qué Jdebe cumplir un espacio
multicoherente para que- Pin) sea cierta 7.

Resuliados Preliminares

n : . i
Para las tres primeras proposiciones de esta seccion la

dnica hipétesis que se necesita de X es que sea un espacio conexo.

1.~ Proposicidn., Sea @ m A < X ¥y n = 0. entonces hocA) : n

si y s6lo si existen subconjuntos no vacios y mutuamente separados

AL A2,.. . An+a de X tales que A = A1 U Az L ... U An+t.
Demostracidn. Supongamos primero que A = A1 U Az U L., U
An+1 con At .... An+t no vacios y mutuamente separados. elegimos

€ An+1. Para cada 1 &« n+l sea Di la

puntos p, € A, Poey

componente de A que tiene a p . Como Av y C U € Aj }1J en¥-Gir B
son conjuntos separados cuya unidn contiene al conexo Di, tenemos
que Di debe estar contenido en alguno de los dus, y como

intersecta a A., tenemos que D. ¢ Ai. Esto implica que D. = D, si

-7 -



de que n o estamos hablando.

Si A1, A2, ... ,An c X decinns que la secuencia ( A1, A2,
An D es una cadena circular si no hay tres Ai'c que tengun puntos
encomdny, y AL nAj #® siysdlosi.=,; €10j =« @1, Co
equivalentemente | + - o =1, 1lo cusl significa: el valor

absoluto de la diferencia en s@dulo “n” ).

Denotaremas por Forn, con n & 3 la siguiente prnposicldn:
Pcny = Existen Ai, A2. ... An continuos de X tales que X = At U A2

U....UAn y C A1, A2, ... A es una cadena circular.

Como di jimos antes, =1 objetivo de este trabajo es analizar
los avances en la pregunta Que  debe cumplir un espacio
mult.icoherente para qur Pun) sea cierta 7.

Resultados Preliminares

: : : : 3
Para las tres primeras proposiciones de esta seccion la

Gnica hipétesis que se necesita de X es que sea un espacio conexo,

1.— Proposicidn. Sea i w A = X v n = 0, entonces hacA) = n

si y s6l0 si existen subconjuntos no vacios y mutuamente separados

At Az,.. . An+s de X tales que A = A1 U Az U ... U An+t.
Demostracidn. Supongamos primero que A= At U A2 U ... U

An+1 con AL .... An+t no vacios y mutuamente separados. elegimos

puntos p, € A, ... Ph.y € An+y. Para cada i1 < n+¥l sea Di la

componente de A que tiene a p . Como Ai y C u € Aj {J e n¥i-Gir B
son conjuntos separados cuya unidn contiene al conexo Di, tenemos
que Di. debe estar contenido en alguno de los dous, y como

intersecta a A., Lenemos que D. ¢ A, Esto implica que D. D) si
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i = j, as{ que A tiene al menos 1 + 1 componentes. Por lo  tanto

bocAy 2 n.

Ahora supongamos que borA; = n. A una coleccidn finita As,
....Am de conjuntos no vacios y separados dos a dos tales que A =
A1 U ...V Am le llamaremos una m - suparacién de A, Sim > 1 y As,
...Am &3 una m ~ separacién de A, entonces Ai, ...Am-2, (Am-3 U
Am ) es una ( m - 1 y - separacidn de A, Queremos probar que
existe una ¢ n + 1 3 - sepnracxdn de A, supongamos que  esto  no
ocurre, pur la observacidn que hicimos arriba, entonces no existe

m - separacidn de A para ninguna m =z n + 1.

Sea mo =max { m « XN ! existe una m—separacién de A )} como

A = At es una l-separacidn de A, Lenenos que me efectivamente
. 2

existe. Ademas 1 < mo < n + L. fea Ai, ...,Amc una mo-separacion

de A, Si i € me y AL es conexo enlonces, como A = Ay U C U { Aj H
) €eflo — < v > } y estos conjuntos estan separados, tenemos gue Ac
es una componente de A. Entonces si cada A.  fuera conexo,
tendriamos que las componenies de A serian AL, ..., Amo y entonces
bocA) = mo ~ 1 ¢ n. Esta contradiccidn muestra que algun AL no es
conexo. Supongamos, sin pérdida dg generalidad que Amo no es
conexo. Entonces existen suhconjuntos no vacios y separados Hy K
de X tales que Amo = H U K. De modo que At, ..., Amo-t, H, K es
una (mo + 1)-separacidn de A. Exto conLradice‘la eleccidn de me y

termina la prueba de la propusicidn.

2.~ PrOposicién. Si A es un subconjunto conexo de X y H,
K son subcunjuntos separades de X tales que X - A = I v K,

entonces A u Hy A u K son conexos.

Demostracidn. Supongamos por ejemplo, que A U H no es

vonexo. Sean E y F subconjuntos no vacf{os y separados de X tales

-8 -



'que AuH =FEuF. Como A es conexo, A ¢ E o A < F. Supongamos que
AcE. Entonces X = AuHuUuK=EuUFUK. Ademds F ¢ H y esto
implica que E u K y F son conjuntus no vacios y separados cuya
unidn es X. Esto contradice la conexidad de X y prueba la

proposicidn

3.- Proposicién Si A es um subconjunto conexo de X y D es

una componente de X — A entonces X - D es conexo.

Demostracidn. Supongamos que X - D no es conexo,
entonces X - D = H u K donde Il y K son no vacfos y separadus. Como
AcHOUKy Aes conexo., entonces A ¢ o A ¢ K. Supongamos, por
ejemplo, que A ¢ H. Por la proposicidn 2, D u K es conexo, ademds
D u K ¢ X~A ycomo D es componente de X - A, Lenenos que
D uK= D, Esto implica que K = . Este absurdo prueba la

proposicidn

4.- Proposicidn. Si A ¢s una ~omponente ‘de B entonces - se

tiene que FrA c FrB.

Demostracidn. Sea x e Fir A, supungamos que X = I'r B. Ya que
X €« FrAc AcB™= Fr Bu Int B, enlonces x e Int. By como X es
localmente conexo, existe una regidn U de X tal que x € U < InlL B.
Como x e Fr A, Un (X - A) m Oy Unam@, asi que A u U es un
subconjunto conexo de B. Pero A es componente de B, de aqui que A
UU=Ayentonces U n (X - AY = 0. Esta contradiccidn termina la

prueba.

5.~ Proposicidn. Sea ( Aa ! a € J } una familia de

subconjuntos de X, entonces Fr C U { Aa | ¢ € J D <« C u € Fr(Aaad
tae] ).

&



Denc=t.racidn. Supongamos que existe un puntn x ¢ FoC w € An
Vawe J2) tal que 2w & C Ut FitAw ' o e J 75, entonces existe
wna region U de X tal que X «c U v U C UL FrdAad ae J? > =
U. Como x e FrC L ( Aa } a e J ) tenemos qgue U Aﬂ » ¢ para
alguna f3e ] y UndX-Cu ¢ Au la « J > 3> = @, en

particular U mn (X -~ Ay = 0. De manera que U es un conjunto conexo

{
que intersecta a Aﬂ y aX - Aﬂ. Esto implica que U n Fr An b 2.

Esto contradice la eleccidn .e U y concluye la prueba.

6.~ Proposicidn. Sean A, B subconjuntos cerrados ajenos y no
vanos de X y sea N un subconjunto cunexo de X tal que AN N m @

y B Nme. entonces existe D e 6 (X ~¢\ - By ) tal que D A w O

DrnBwaepyDeaN=0

Domostracidn. Dada D & & (X - CA U B, por la proposiciJn 4
FrD < Fr¢ X =CA U BY > =Irc Aubd>cAubB, as{ que FrD <« A u B.
Supongamos que nuestra proposicidn es falsa. entonces FrD <« A o
FrB «c BuD o aN=o0Opara toda D « 6 (X = (A v B

Sean H=ou(De(X=-wAwubB» } Fr D « A )Y ¥
sea Kmru{(Del8 (X~-AUB) VFrDcecB?YY SiHnK n N = 0
entonces existe D ¢ 6 (X - (A, B ) tal que I''th ¢ A, FiD ¢ B ¥y
D N ®@ Como estamos suponiendo gque la propusicidn  es falsa,
FrD tendr{a que ser varfa, pero X es conexa y D = ¢ esto implica
» que D = X v entonces A .« R =0 lo cual contrdice la hipdtesis de
que ‘A y B son no vacfos. De modo que H kN = 8. Ademas H y K
son abiertos porgue X es localmente conexo, as{ que H v K estdn

separados. Notemos que N — (A u B) = H u K.

Sean P = AUHyYy Q=BUK. Entonces NcPu Q, N n P y

N ~ Q son no vacfos por hipdtesis.

Por la proposicidn 5, FrP = Fr(A U H) ¢ C FrA o Frit’) =



FraA U FrH « v FrC v DeBi-~AUB)) ' FrDcAY ) cA u
CUuC FrD ' DPe8 X ~(AUB YyFrDcATcAUACc=ACcCP asi

que FrP ¢ P y entonces P es cerradu. Similarmente, Q es cerradou.
Claramente ¥ -~ 0 " N = 8 . Hemos obtenido entonces una separaciéh

de N. Esta contradiccidn prueba la proposicidn

7. Proposicién, Sea D una regidn de X y sean Xx,y € D

entonces existe una regidn U de X tal que tal que x,y € U c U < D,

Demostracidn. Dada p - D, comu X €s regular y Ti, existe Vp
abierto tal que p € Vp = Vi « D. Elegimos una regidu Up de X tal
que p € Up < Vp. Consideremos la cubierta ablerta %t = ¢ Up {p = D}

de D, Ya que D es conexu, por [ 11}, Lencmos que x,y, se pueden

conectar por una cadena simple de elementos de N, es decir existen
nelN y I b, tales que prrlupz = O, ...,Upn_‘ﬁ
Upn- B, xslp yyelp . Definimos U = Ilp o ... v Up . Entonces

U es una regidn de X que cumple lo que queriamos.
Esta pvoposicién puede gencirilizarse a
3. Proposicidn. Seun D una regidén de X y K un

subcon junto compacto de D. entonces existe una regidn U de X tal

que K ¢ U < U <« D.

Demostracidn. Elegimos un punto po € K ¢ si XK = 0,
hacemos U = @ 7. Por la proposicidn Y por cada punto p € K,
podemos elegir una regidn Up de N tal que po,p e lp < Us -~ D.

Entonces ( Up | p € K > es una cubierta abierta de K por lo que
existen ne Ny p1, ..., pn € K tales que K ¢ Up‘ ] U Upn. Como
po € pr N ~ Upn tenemos que U = Up1 u ...LlUp" es una regiéh de

X con las propiedades requeridas.



CAPITULO IX

En este capftulo mostraremos un ejemplo de un espacio
conexo, métrico que no es localmente conexo ‘inicamente en un punto
y multicoherente en €l que no vale P(3). Tambien mostraremos que
gi X es multicoherente ¢ ademds de las hipétesis que estamos

suponiendo para é1 ) entonces P(Z) es cierta.
1. Un Ejemplo.
Consideremos el siguiente subespacio Y del plano Euclidiano

Rz H Lv

(9 m (U{(Ln }nelNI ulp)
Ly donde Ln es el scgmento en B2

que une a 0 = (0,0) con (1,%)

yp= (1,0

[ [ 4

Y es conexo porque cada Ln es conexo, todos tienmen un  punto
en comin y p € ¢ U ( Ln ! n € N)>5. Y claramente es métrico ¢ lo

estamos t.omando como subespacio de RZ >,

Hacemos A= C LU (L, nel*»>ulplryB=Cu L,
nelN3» ud{p?) Claramente A y B son subespacios cerrados
conexos de Y tales que Y = AU U. Ademas An B = ( 0. p 2 y

entonces A n B no es conexo. Esto prueba que Y es multicoherente.

Ahora supongamos que P(3) es verdadera para Y, entonces

existen A1, A2, Ao continuos de Y tales que ¥ = A1 u Az U As,

- 12 -



‘At n Az, Az " A3, A3 n A1 son no vacfos y Avn Az n A3 = @, En
particular, no es posible qu:: " 0 " este en los tres Ai‘s.
Supongamos por ejemplo, que 0 & A3. Comu A3 es conexo, emtonces As
=4{ p ) o Aa c Ln para alguna n € N. No es posibie que Az = ( p 2
porque de lo contrario, como At N A3 » @ w A2 n~ A3, tendrfamos

que p € A1 n Az n Aa gque seria un absurdo. Por lo tanto existe
n <N tal que A3 ¢ Ln. Como L.n es un segmento y As e cerrado en
X, entonces A3 es cerrado y conexo en Ln y por tanto A3z debe ser
un segmento ¢ no puede ser un punto por la misma razdn de que no
podfa ser { p » ). Supongamos gue A3 es el segmento que une a los

puntos “a” y "b" donde "a" estd mids cerca que “b" de "0"

Como a & A1 n Az N A3, 4 & A1 0 a &« Az. Supongamocs que
a & A2. Notemos que X ~ { a » = Hu K donde H v K son como en el

dibujo y entnnces H y K estdn separados y Aa m H = @.

e - A o~ ISP R A .

Ya que A2z ¢ H UK, tenemos que Az c H o A2 <« K. Si Az c H
entonces Az n As = § que es absurdo, de manera que Az < K ¥y
por tant.o Az debe ser otro segmento. Supongamos que A2 = é'h donde
“c" esta mds cerca que "d" del origen. Entonces c e ab = Aa,
po;que de lo contrario A2 no intersecta a A3 y ¢ € At pues de otra
manera Ai: guedarfa en la misma componente de X - ( ¢ } que
contiene al "o" y no podrfa intersectar a Az. Hemos obtenido que c
€ At N Az n A3. Esta contradiccidp termina la prueba de que P(3)

no se cumple para Y.

2. X es multicoherente si y sdlo si vale P(3> para X.

- 13 -



Teorema 1.~ X es multicoherente si y sblo si vale P(3).

Demostracidn. Suponcamos prim-ro que X e§ mult.icoherente.
Sean A,B,H y K cerrados no vacfos de X tales que A~ B =8, Hy K
son cunexos y X = H v K. Sean Uo y Vo dos conjuntos abiertos de X
tales que A cUo, Bc Vo y Us n Ve = U. Hacemos V = U  E € B(Ve)
tEmBxg s Comuo X es lucalmente conexo, tenemus que V es

abierto. Ademds B ¢« Vy ¥V n UT= ¢,

Elegimns una componente % de Uo tal que ¥ »n A » . Hacemos
At = W y A2 = A — A1. Dada x e A - ¥, existe ¥1 cumponente de Uo
tal que x ¢ W1 ¥y ¥ » %1, asi que ¥: es< una vecindad de x ajena a W
y entonces X « A - W . De manera que Az = A - ¥. Entonces A1 y A2
son dos subconjuntos cerrados ajenos doe X. De modo que existe un
subcon junto abierto U2z di: X tal que A2 =« Uz y UZ «» W = 0.
1

Ska U= U E < 6U2) ' EnAz w0 >, Entonces U es abierto,

Az c Uy UTrn ¥ = o,

Hacemos 2 = H v W o U « V. Entunces ¢ es conexo.
Flegimos un punto b € B, entonres b e ¥, as{ que existe una

componente‘ Dde 7 - %W tal] yne h .: D,

Sea Y = Hu ¥ uD, entonces Y ¢s conexo, Yc 2y D ¢ VW.
Aseguramos que D es una componente de Y - W. Para probar esto
supongamos que D1 es la componente de Y - ¥ tal que D ¢ D.. Como
Dt «Y-¥ c2Z - V¥ yD es componente de 2 - ¥, Lenemos que D1 < D.
Por tantu D e~ componente de Y — ¥. Esto implica ¢ Proposicidn 3 )
que Y - D es conexo

Definimos Br = K, B2 = ¢ Y- D > y Ba = D . Entonces Bi, Bz

v Ba son subconjuntos cerrados y conexos de X, Como X = H u K <



Y X

SCY =DO>oub ol By ublz . Ua tencmos que X = Ay .1 B2 U
Aa. Yuque 0 = Arn¥cbBt 7CY~-DD> < Br n B2, Lenemos que
iy =~ Bz 0, Dado que b = D K < Bs- Bi, tenemos que
1y ~ Ba ® 3. Como D 2s un subconjunto prupio 'y no  vacfu del
espacio conexo Y. tenemus gun @ x Fryh) = pY e Yy -pHY
< DY ~D> = Dar B. uasi que Bz - By = 0.

Finalmente probatemos que

existe un punto p e K . € Y - D

HadDD udCKn¥rDD)=CAn

Yanos « analizar varius

ad. p e A Comn Wnu

p& V¥, asi Jue p e A~ V¥ = A2

]

una regién P de X tal que p &

[

~ ¥, Como p € D7, tenemos que
de 2 - VW,
CY-Dn>O.

L)

pe

(b>. B. Ya que V A Yo
Qa Vy

manera

p =
regidn de X tal que p «
Qrmn b = O

contradiccidn.

De que

@W. pekn¥abd, p
P
p

B RNDcRNZADcR n (

ademas p e W implica que @

una regidn R de X tal que €

¥ nD, asi que ¥ n D = . Esta

tenemos que P D.

B + B2

>TA D
DTy ¢

casos ¢

= y
U«
y E

u
b= O

= (),

0NV =

n

Ay p

Viy p
R y R
HouV¥Wu

nueva

Z. Goma U es

I'sto es

tenemos que p « ¥,

- Ba = I, Suponganus  que
Kn CHUWIY b =CKn

BADD bW (Kav¥WnbdD.

¥ es abierto, tenemos que

abierto, existe
n¥ =0y entonces P « 2
Y ya que D

es comjponente

. s
upna  coulradiccion pues

Sea Q unn

¢, Entonces Q c 2 - W y

Esto es «de nuevo una

& B.

a U,

Entonces p « H,

De modo que existe
ACHUVLUED =

BuVInbDbe=RnNnWnD c

. Pero

contradiccidn termina 1la

prueba de que Bi1 n B2 n Bs = @. Y esto prueba que P(3) es vdlida.
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Ahora supongames que PPl es vilida, es decir que existen
continuos A1, A2, Y Az de X Lales que Al nAz =0, Az v A3 # a,
Aa n At w (J, AL 0 Az O Az =9 Y X = Ay ¥ Az O A3. Entonces AL,
Az w As son continios de X cuya unidn  es X y uen interseccién
jgual a C AL i~ A2 y u € AL O Aa ) que son dos cérrados ajenos Y no
vacfos:‘ pe modo queé AL 1 C Az W A3 D no €8 conexo. Esto prueba que

X es multicohwe rente.




CGAPITULO XTIX

El objetivo de este capitulo es mostrar que si X es dfbil
finitamente muliicoherente, entonces P<n) es vidlida para toda
n > 3. La idea para la prucha de este Teorema fue extraida del

artfculo [ 3 1.

Lema 1.~ Supongamos que X = Hu Ky H n K= A u D, donde H
y K son continuos de X y A y B son cerrados ajenos y no vacios.

Entonces existe D € 6C X - K > tal que Dn A O3y D nBa=o.

Demostracidn. De acuerdo con 1la proposicién é, existe
De6CX-CAuB)IY)tal que D AmO3, DAaBmr@dyDnl = 8
Como DeX -~ CAUVUBIYY=X -~ (CHNK)=(X~H>u(CX~-KDJ, b
esconexoc y X ~-~H, X - K son ablertos ajenos de X tenemos

que DcX~H o DecX-K PeroDmrHm@, as{ que Dc X - K.

Sea E la componente de ¥ - K que contiene a D. Entonces
DNEw@, E ¢ X-CAuBdY» y va que D es componente de
X-<CAuUBD), obtenemos que E ¢ D. De manera que D = E es

componente de X -~ K.

Lema 2.~ Sean P, Q, v C subcon juntos cerrados de X y sea D
una regidn de X tales que bo( FrD ) < w, FED = P U Q, PN Q =0 y
Cnd<CPub>>=(0. Entonces existe un continuo H de X tal

que P o Int¢ B> yBn<CCuQ)d =6

pemostracidmn. Tomemos un subconjunto abierto U de X tal que

PcU, y¥nCQuC)=e0. Supongamos que BCFrP) = ( C1, ...Cr ).
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Para cada - ¢r, C. 2P o C 2@ por que P y Q son cerrados
ajenos. Podemos suponer que €1 LU ... VW Ck = P cow k= r. Si §''= 0,
bacemos B = @ y terminamous la prueba. Supongamos pues que 1 < k.
Sean Ui, ... Ux las componentes de U gue cuntienen a Ciy, ..., Ck

respectivamente.

Yo que O w C. c U nFr D y h es ablerto, podemos elegir un

punto x ¢ UBu ~ D para .« = K. Aplicando 1la proposicidn 8 a
K= X, » X, } ¥y oblenemos una region vV de X tal que
«x,, , %) ¢ Ve Veb Dbefinimos B = Vu Ur u ...u Bi.

Claramente B ticne las propicdades requeridas.

Lema 3.- Si X es débil finilamente multiruherente y
X=HBuK, # nK=4JAuvB, donde H y K son cuntinuwos de X y A, B
son cerrados ajenos no vauios de X, entonces es posible construir
una sucesidn de regiones ( Dm dm  de N y una sucesidn de continuos
¢ Bm Om de X tales que:

a). D1 e 6C X - K ), D2 s 8C X - ¢ XuUuB1 ), D3 s 6CX~-CKuwu
B1 v Bz 3>,

bY). DI mnA =@, yparacadam > 1 Dmn B =D, D+ 3 abhmm@,,.
¢ed. DY » A ¢ Int By, DZ n Bt « Tnt Bz, D5 n B2 ¢ Iint Ba,

). B2 nK=0@, Ban{FKUBs ) =@, Bs 0 ¢ KuBL uBz )=y,
ed. Dt == P2 5 Da > ..., v para toda m > 1, Bms+g € Dm.

(F>. Dmer N C Bt B2 i ..., U fim-a > = O para toda m 2 2.

(g). Br nB = 0.

I N N
Vemustracidn. Haremos la construccidn en forma inductiva.

<1>. m =1, De acuerdo con el lema i, existe D1 componente de
X-Ktalque BT nA =0y DIl nBm@ La propisicidn 3 implica
que X - Di es conexo. Coma DT U C X - D1 > = X y X es daébil

finitamente wmulticoherente, tenemos que boC FrPi > = bhal Dy n
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R

CX=D1 2> < w Sean P =Pt - Ay Q=DY{ . B. Entopres por -1la

proposicidn ¢ FrDi ¢ IFr¢ X =K ) abDT c Frk nH e X A H = A u B,
De aqufi se sigue que P w0 = FrD:.

Aplicando el Lema 2 < para C = B ), obtenemos un continuo
Bs de X tfal due Ds mAcintBi y Bt n DI "B =¢. Esto concluye

el primer paso de la induccidn.

(2>. Supongamos que han sido construidos D, ..., Dmy B2, ...,
Bm.

Es claro que X = H v ( Kuw Bs v ... o Bm J. Por (b) y (),
KBt w0 y también por (b) y (1), tenemos que Bi ~ Bz » @, Bz
N Bawm@, ..., Bn-1t o Bm = {} De manera que 1 = K v B:1 U ... U Bm
es un continuo de X. Por (a2 y (&), Bz u ... ullm <l as{ que
HnKi =B CAUCHnNn it > Pzyu ... w Bm 2. (g y b
implican que A1 = A uwu ( HnBs YU B2uU ... o Hm es un cerrado

¢ no vacio > de X ajenu a B. De acuerdo con (b), Dm nB m 0O y
Dm n At » 3. Aplicando Ja proposicidn G, obtenemos que
Dmt1 ¢ 8¢ X -~ C B U At D) tal que Dmet " Dm 2 B, Di+t n AL o By

Dn+s N B = @,

Dm+y <« X - CAs UBDI>= X~(HNKy D= CX~H O v
C X ~ K1 ) que son dos abiertos ajenos, ademas Dm+t es conexo de
modo que Dmet ¢ X ~ H © Dmst < X ~ Ki. Como Dm+t @ Dm » B y son
abiertos, tenemos que Dmet " Dm w & y por <dad, Dm < H. Esto
implica que Dm+t no estd countenido en X - H. De modc que
Dm+t « X -~ Ks1. Sea E la componente de X -~ K1 tal qué Dm+t <« E.
Entonces E <« X ~Ki ¢ X -~ AL uB)), E n Dm+s m O y
Dmys < B8C X - CAu B)). De aqui que E = Dmet. Por tanto

Dm¢t € BC X -~ C Ku ... uBm),

Yaque X~-(KuBtu ... uBm)decX~-¢CK v Bt U ... U
Brn-1), Dm+t "D M B y D == 6¢C X - C K U B: v ... w Bm-1)),
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tenemos que Dm+t < Dm. Pur (fs, Dn i C By U .., U Bm-2) = @, as{

que Dm+t AnC B1 U ... UBm-2) = @,

Si O o Dm+s N Bm-t < D'n @ Bm-1 < int Bm, entunces Dm+1 n
Int Bm » @, as{ qui Dm+s N int. Bm » U esto es absurdo porque Dm+1

cX~CKuBi u... UuBm?) Por tanto Dm+t M Bm-1 =» @,

Si 8 % Dme1 N A c DI A A < Int Bt entonces Dm+t r Int. Bt w @
asi que Dmss n Bs » @B, Esto no es posible pues Dm+t ¢ X - ¢ K U By

.. UBm ). Por tanto Dm+s N A = 0.

Resumiendo Dm+t A ¢ AU Bit U ... UBm-1 > = 0, y como por

construccidn, Dm+t m At = 3, obtenemos que Dm+i » Bn = 8.

Como K1 ¢s conexn, la proposicidn 3 implica que X - Dm+1 es
conexo y va que X es débil finitamente multicoherente, tenemos que

boC Frdmer ) < .

Hacemos P = Dm+1 N bm = Brmes n A1 v Q = Dmes n B. Entonces
Frimes = Pou Q y P, Q son cerrados ajenos. También hacemos
C=K uwbBt u... uBm-t. Supungamos que existe x € P n C,
entonces ¥ £ ( Dm+t " Bm > n CKuUBiuU... U Bm-t > Como
Dmet N CAUBLU ... UBm) =0 y Dmst <« i, tenemos que
XeBnBnnKk=Bun(AuUuB)YyxeAl, as{ que x € Bn n B. Esto
no es posible por (g), (e y (ad., Por tanto P n C = @. Podemos
entonces aplicar el Lema 2 y obtener un continuo Bm.i  de X

tal que Dm-s A Bm < Int Bmet y Bmet N CKUBL U... U Bm1t

' CDmst "B DD =0,

Finalmente, como # = Dm+1t A Bm < Int Bm+s, tenemos
que @ o Dm+t ~ int Bm+s asi que Dm n Bm+s m @, ademis Bm+1 es umn

subconjunto conexo de X - ¢ KuBir u... UBm-2 ) ¥ Dm es una
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.componente de X - ¢ KBt v ... v Bu-t ). De aquf que Bm+1 < Dm.

Esto termipa la induccién y la prueba del lema.

Teoroma 2.— Si X es débil Trinitamente wmulticoherente,

entonces P(n) es v&lida para tola n > 3.

Demostracidn. Tomemos n 2 3. Sean W, K, A y B subconjuntos
cerrados de X tales que X = H K. Hn K = A v B, Ay B son ajenos
y no vacfos y H, K sun conexos. Sean ¢ Dn Dn y € En > como en el

" . 4
lema 3. Haremos la demostracion por pasos.

Primer paso. S1 1 £ 5 < s + 2 < r y D es componente de
X~ CKuBt u... UBr ) entonces D rn Bc = 6 0 D n Br = 0.

Supongamas que D' Br m 8, entonces O # D" Dr-1 ¢ D m Das2, de

aquf que DN Dsv2 mB. Como D ¢ X~ CKUBL U ... UDBr > <
X=-¢CKuBt u... UBa-1 > y Dss+2z & 6 X =CKuUB1 v ... )
B:+1 D, tenemos que D < Duex. (> implica entonces que
DPNnd<CBtu... uBa ) =06, Por tanto DN B = 0.

Segundo pasce. Para todam > 2 FiDmet © X U Bm y KN Bm = @,
Por la proposicidn 4, Fr Dm+1 ¢ Fr¢ X U By v .., UBm > c KuB1 U
U Bm. Por otra parte, Dmey n( BL U ... v Bm-t > = 6. Por

tanto, FrDm+1 < K uw Bm. Aplicando la propiedad (e) tenemos que

Bm ¢« Dm-1 ¢ X - ¢ Kuwu Bt v ... v Bm-2 ) de manera que Bm n K = @,
Tercer paso. Detinimos F =y ( Bn : m 2 2 Y} Sea E la
componente de X - F que contivcne a K. De acuerdo con la

proposicidh 3, X - E es conexo y como X es débil finitamente
multicoherente, tenemos que FrE tiene un ndmero finito de
componentes. Supongamos que 8C FrE > = ( Es, ..., Er ). En este
tercer paso aseguramnos que

Sean w22 y Jje r tales que Ej ¢ Bm » § entonces
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Ej nCuUu B @ ham+ 2 ¥ =0,

Supongamos que By n (. B @ k2m+ 2 )= 8, Como E; <
FPEcFrFcFeB2u... Ubiarg U € Bmezu.... 3 ¢B2u ... v
B+t U Dm+1. Esto implica que E; ¢ B2 u ... uw Bm U € Bm+s = Dmes D

U Dm+1, Por lo que estamos suponiendo, E; N Dm+1 = 0 y por
hipStesis; E; m ( B2 U ... U Bm U ( Bms1 = Dm+1 2> m 0 .  Ademas,
Dm+1 y ¢ B2 U ... U Bm - ¢ Bmest ~ Dr+12 D) son cerrados y E; es
conexo, esto implica que existe un punto X € E; A Dmet o ¢ Bz u

U Bn u ¢ Bmet = Dmet D).

De la propiedad (>, x € By, n Dm+t »~ € Bm U € Bmsy - Drss D). Como
Ej n Dm+1 n Bu. = FrF ¢, int Bmet ( propicdad (¢ > < FrF n int F =
0, tenemos que X € Ej m Diner 12 € Bme1 = Dm+1 ). Asi que X € Ej 1 (
Fr Dm+t mnBm+t ) cEj) nC KUBm)Y mBnrt = L) n Bm n Bm+t  (  ver
paso 2 2. De modo que x € E) » C Fr Dret 3 n B < FrF n int. mes ¢
FrF r int F = . Esta contradiccidn tevmina la prueba del tercer

pasa.

Cuarto paso. En este pasou demostrumos que existe N e N tal

que FrE n C u ¢ BL @ k 2 N »> = 0,

Para j e T, hacemos I; = ( m =D : E; n Bm # 0 ). Por el tercer
paso, I, es finito. Tomemns N € N tal que N > k para toda k ¢ I1 u

¢ Ir. Entonces N tiene la propiedad que queremos.

Quinto paso. Sea D € 6C X - ¢ K v By u ...u BNvsn D) tal que
DA Kwm@, entonces D n ¢ BN W BNyt U ... U BNsBn-2 D = 0,
Supongamos que existe k e ( N, N+ 1, ..., N+ 5n~-2)>» tal gque
D™ n Bx ™ 0. Primero mostraremos que D € ¢ X — ¢ X uB1 U Bz U
e 2. Como X -~ CKuBit uB2u ... DecX-CK uv Bs v ... U

AN+sn ) bastara probar que D ¢« X - ¢ X uBi1 B2 v .., >, Es decir
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Dee ¢ KuBt wBzu ... ) = 0. Ya salemos que DnC K uBs u ... v

BN+sn D = @, Supongamos que @ ® D n ( DNesSnes 0w ..., ) <« D N
Dn+un. Asi que D m DnN-sn = 3, ademas D 2 X - C K u Br v ... wu
Buesn D ¢ X - C KUuBt u... UBNeba-1 J ¥y Du+en es componente  de

este dltimo. Por tanto D < Dneun. De aquf que 8 # D r Bk c DRvSn N
C Bt Uu... U BNeBn-2 ). Esto contradice la propicdad () y Lermipa
la prueba de que D e 6C X - ¢ X w By v By u ... ).

En particular, D < X -~ F. Ademds N K w8 y K ¢ X - F implica que

K u D es un subconjunto conexo de X - F. de modo que Ku D & E.

Entunces D"A ¢ BN U BN+t U ... UBNeBn-2 D c EAnCU{C{Bx: k2 N
D cENCUlLBL: kz2N)»NC(X-E)cFrEmnCu{Br: kx N
3) = ¢. Por tanto D'rm ¢ BN U BNst U ... U BN+Bn-2 D)) = O,

Sexto pasc. Hacemos m = Sn y definimos Ft = Ku BL v ... w
Bn+t, F2 = Bne2, Fo = BNes, ... Fu = Bnem, probaremos que si
De8CX~CFstu... UFnY>), Dn Fu = &8 y Dn Fyj » ©
entonces | ¢« - ; jm S 2,

Supongamos que + € ;. Analizaremos dos casos:
€a). 1 <L o ¢ =1yDnK=®0)> Entonces Dn BL ®» © para
alguna 1 s N+ . Csi v >1 tomamos 1 + N+ ¢ y si « =1, 1 serfa

menor o igual que N + 1 ). Como D"n Bnew = @, por el primer paso

tenemos que., no es pasible que 1 + 2 (N + ,;, asi que N+ . + 2 2
1 +22N+ ) >N+ ¢ entonees ) € € « +1, ( +2 1, de modo que
J i - jm s 2.

CbY. i =1 y D nK @ Por el quinto paso, j debe de estar en

{S5n -1, 5n ), entonces | «+ - ; |m £ 2.

Séptimo paso. Definimos los conjuntos: Gt = F1 U ... U Fa;

Cz2=Fs u... UF10; ...; Cnh-t = Fsin-12-4« U ... U Fsin-1) ¥y
Cn = FSn-1 U ... UFsn. Y, para s € 5n, hacemos As = Cc U C { D €
6 X~ CF1u...uUFsn Y : D" Ce B 3J. Demostraremos que A1,
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vo.. Anoson contiinuos de X tales que X = At v L. 0 An y O Ay,

+++, An ) es una cadena circular.

Las propiedades (b) v (¢> del Lema 3 implican Be+t n Be 2 @
para toda r « Ny que By ~ K = 0. De aqui que Ci, ..., Cn son
cont.ipuos de X. Esto implica que At. ..., An sSon continuos de X.
Claramente F1 u ... UTFsn ¢ A1t U ... :* An. Ahora dado x ¢« X = ¢ F1
... v Fon ), existe D ¢ BC X - (F1 o ... U Fsn ) tal que x € D.
Como K ¢ X = D, tenemos que 6 = FrD ¢ Fr w ... UFsn =Ct u ... U

Cn. De manera que x € As para algun s e n. Hemos prubado entonces

que X = Ax‘u .. U AN,

Comv ada Br intersccta a Bret, Lenemos que dada 1 = s < n, Fos
Fua+s # 0. De aqui que As 0 Ac+t o 1. Porr la  propiedad ()  del
lema 3 tenemos que @ & DResner M BN+Bn < DN+tinsr N Gn y 0 =~
DR+Gr+t N B < DR+*Sn+t rn K < Dissinsg n Ct. Ademas DN+Sn+g « 8GC X —
C F1 u... UuFgn ). Esto {mplica que DNesuet < An m AL, Por tanto
A1 i An = 3. Hemos probado entnnces que para toda s @ 0, As A As+1
= 0,

Supongamos ahora que s, T & n son tales que s < ry Ae v Ar 2 0,

it

probaremns que | 5 = r |[n s 1. Para k e n definimos Lk = u { D
BCX —CF1 U ... uFsn )Y : DK ™0 ) Eutonces Aa = Cs w bs ¥

Ar = Cr u Lr.

Las propiedades (1) y (g) del Lema 3 implican gque B, .+ Bj = (8 si
y solosi |+ - | S 1. Ademds por Cad y (e)> del mismo lema K rm (
B2u ... > =0, De aquf que F. nF) m B si ysolosi | « - |} 21

YyG nCj mBsiysdlosi |+ -, | s 1.

Notemos que, para k e n, Lk n ¢ Gt U ... u Gn > = @,
Entonces @ ¥ As nAr = C Ge W ls ) mCCG NnLr) =CCenGr D U
CCanFrLr U CFrL:s mCr DucC Lanltd.

- 24 -



Si Cr nCs m 0, ya dijimus que, entounces 0 < 1 — s g 1. Dada

De8CX~-¢Ftu ... wFs:)) tal que TrD n Cs » 0. Entonces
Ftb n ( Foe-4 w ... 0 Fs: ) = 8. Por el paso 6, tenemos gque FrD <
Fos-~6 ... L Fsc-2 € las diterencias 8s - 6 y 3¢ - 27 son

consideradas en mddulo 5n ). Dé manera que ¢ ver proposicién §
FrLe c C U CFrD : D e 6C X = CFL u ... UFsn ) y DnCs = 0O )
3 ¢ Fse-6u ... U Fsc+2. Por tanto Frls ¢ F6c-6 W ... U Fsss2.
C las operaciones marcadas en los fndices son  consideradis  en

médulo Sn D.

Ahora supongamos que tUr m Frls «# 8. Entonces 0 2 G o Frls « (

Frar-4 U ... F5r ) » (Fs-6 0 ... U Fscr2 ). De aqui que existe
i e {5 ~-4, ..., 5r ) tal que Fo n C Fse-s v o, L Fsae2 ) = O,

De manera que i « { 9s - 7, ., 9s + 3 ). Entonces 51 € ( s - 7,

., 838 +7 ). De aquf que 5r € ( §s ~ 5, Ss. 55 + 5 ». De modo
que r e ( s -1, s, s +1 ) «en el caso en que Yr = §Hs - §
entonces 5n | Sr - 55 + 5 2 Aajr-s+ 4t r = s +1 >  Por

tanto, | r - s |n s t.

Similarmente s+ analiza el vaso en que Cs o FrLr = 8. Ahora
supongamos que Le n Le m 8. Entunces Le nbLr = 08 o FrLs n
Frir M @. Si Ls n Lr ® 0, entunces existe D e 6C X - C Ft v ... v
Fsn J) tal que D" Cs ® @ y D" Cr ® O. Entonces D ¢ Ls y D < Lr
ademas @ = DA Cs < L7 ~ C: = Frlr m Ca. As{ que, por el anilisis

anterior, | r - s |n S 1.

Finalmente supongamos que Frhe m Frlr = @ entonces ¢ Fee-o .
UFss+2 ) n C(Fsr-s u... uFsr+2 ) = @, De modo que existe i €
{S5r -6, ..., 85r+2 ) tal que Fu n C Fss~6 U ... F53+2 > = @ y

entonces L € ( 58 - T, ..., 58 + 3 }. As{ que 5r e { Bs = 9, ...,
55 + 9 }. De modo que 5r < ( §5s -~ 5, 5s, 55 + 5 ». Esto implica

qQque | r-s |nsS1.
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Por tanto, en cualquier caso, | 1r - s |n s 1. Fsto prueba que '(n)

es valida para X y termina la prueba del teorema.
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CACITULO IV

En este capftulo supondremas que X es también compacto vy
ulticoherente y probaremos cue, =n este caso, PU0) es cierta. La

prueba &s un extracto de la de R. F. Dickman, Jr. [ 3 1.

Lema 4. Sean A y R dos subconjuntos cerrados agenvs de X y
De €CX=-CAwUBDY tal que DT A # 00 m DA B. Entonces existe
un continuo F de X y existen Di, Dz € 6C X - C Ao DB Ul ) tales
que F cD, D1 nA =@, DI nF =0, Dz, F =9, D2+ B =0 y para
toda E€ 6( X - C AUBUF M, EnA=0cEnF=0oEnB=0

Demostracidn. Sean U1 v V abiertos de X tales que A ¢ U,
BcV y Un V=0 Como Frb < Fr{(X — CAwBDI < AuB vy
CAUB)IYNnFrU =0, tenemos que FrD - FrU = @, De manera que
CFrU d>nb =¢ Frl D A b7 As{ que ¢ Fr*U D A D ¢s un  subconjunto
compacto de D y entonces, por la proposicién 3, existe un

continno F de X tal que ¢ Frt D n D ¢« F = D,

Como F <« D, Fn ¢ AubB)d)=0 de modo que Ay CFuwuB) son
cerrados ajenos & intersectan awmbos a DT De acuerdo con la
proposlcidn 6, existe Di componente de X — ( F U A v B ) tal que
DT m Am @, DI n C FuB)Y =0 y DT .sLDm= ©. Pero b1 y U son
abiertos de modo yue D1 n D = 8. Esto implica que D1 < D, Si
DI AR # @, entonces LT MU =3 =Dl ~n C X~UD. De aqui yuc
Dt nU= By Dind¢X~-UD =8 De manera que Dt i Fr U = 0. Asi
que D1 nCDAAnF1r U > » @. Y entonces i n F # @. Esta

contradiccion prueba que DY n B = 8., Entonces Dy n F = 9,

De una menera similar se demuestra que existe
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Dz € € X-CFUAURY DY tal que Pz F @, DZmA=0vy

D7 A B = (1,

Ahora supougamos que oxjsle L e €O X - C Fu Au B3 tal
que Er F 20, ENMnAwx@O y ErEx0G Como F < D. tLenemos
que B oD w8, ast yue £ .. D = 0. Ademax Ec X - C A © B », de
manera que E < D. Ya gque E v U = 0 = E'n C X - U7), obtenemos: que
ErnFrUmi(., Demodo que @ wEnFr u=EnC Do Frudce E n F.

Entonces 8 # E m» F. Esta contradicridn termina la prucha del lema.

Lema 5. Existen continuos ajenos entre si €1, G2 y Ca de X y
existen componentes D1, Dz y Do de X - C Gt v C2z o G3 )
tales que para i+ =1, 2, 3, DI ~Cim@ #Din Co+s1 y para
toda Ee€€ X ~CCs ut2uCs>), EnCi=0 o Ent2=08 o
ETn C3 = @,

Demostracidn. Como X es multicoherente, existen continuos H
y K de X y existen subconjuntous cerrados, ajenos y no vacfos A y B
de X tales que X =« HuKy UnK = A o H#. De acuerdo con la
proposicidn o, existe D e 6 X - ( AL B DY) tal que Dn A ma@,
DnBx@d y DaHmY, Yague BeX=-CALB)IY=CX-H> v
C X - K> que son dos abiertos ajenus y como D es conexo y

D~ =6, Lencmos que D « X —- K.

Por el Lema 4, existe un continuo C1 de X y existen
componentes E£1 y E2 de X = C Au B uCi > tales que E1 n A = @,
E4 nCt 20, F2nC: #8, L2 n B =0, Ct <Dy Exr = E2. Para cada
i =1, 2, O =xE nCi <F. nD. De aqu{ que E. n D, O y como
Bl e X =~ CALVvBuUCGC )= X-CAuUY), tenemos que Ei ¢ D. Asi
que Bi « X = CCi UK) cX~CCi uAuB). Esto implica que Ei

es componente de X - ¢ C1 U K 3,

Aplicando otra vez el Lema 4, pero ahora a Ci, K y Ei
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" obtenemos un  conbimue Gz de Ny conpunent es D1, D2 de
X - ¢ Gt uKuCz > taler que Cz ¢ Ei, DYt " Cr m @ ,

P nCz2 m B, D2 nC2 =0, Dzak =0 y para toda E

n

€CX-(CCluCukK»P, EnCi=00oEntz=08o0o En K = 0
Definimos C3 = K y D3 = Ez2. Como Ez es ajeno a Ei, tenemos que E=
©s ajeno a C2, de manera que E2 < X - (¢ (1 uwCzuC3 2 <
X=-CAuUBUGCL > Y como E2 es componente de X ~ C AuB UGy 2,
obtenemos que Ds € 6C X -~ ¢ C1 U Cz u Ca J). Es récil comprobar

que Ci, G2, Cs, D1, D» y D3 tienen la« propiedades enunciadas.
Teorema 3. PL6) es cierta para X.

Demostracidn. Sean Ci, G2, Cs. D1, Dz v D3 como en el lema 5.
Definimos C = C1 v C2 v Cs v para 4 = 1, 2, 3, hacemos :

Bi =C v {bhDeX-C)>: FrDctC ¥y

U 2 {(DeblX~-CY»:DnrnC 0y D Cet »m8 ) Claramente
Ui, Uz y U3 son ajenos entre si y como para toda b = 8 X - C ),
Fr D ¢ tis v €2 uCa, tenemos que X — ¢ B1t v Bz UuBad> = 4 U U2

v Ua,

Para cada i € ( 1, 2, 3 », definimos Yi = Bo v Ui w Bue+y,

Como FrYi = Fr ¢ By v Uy U B+t Do Fr&L uFr Cwu (D e X -0
FrPecC 2 u Fr{ u (De€(X~-G)>:Dn C = @ y
DA G+t »wB>) UFPrCivru FrCu{(De8 X~-C3: FrD <
Cu+r ¥ ) « € ver proposicion 4 O C. u G U C G WGt ) uGivg v
Cu +t .c Y.. tenemos que Y. es cerrado. Dada D e 6(C X - C O,
FrD = 0. de aqui que B. es conexo, entonces Bu u U y Ui u Boes

son cnnexos. Ademds Ui es no vacio pues countiene a Di. Por tanto

Yi es conexo.

Argumentando como en el pérrato anterior se obtiene que Bi,

B2 y b3 son cerrados, conexos y ajenos entre si. Dada D e
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‘@C X - CD), e« .- 3, como D es abierto. tenemos rque DT € e Fro D
le mndo que no puede existir D e GC X - C ) Lal que Fr D« C.
y ¢ DnC+1 m@ o D -2x0 ) Le aqui se obtiene que
C By wBewBas ) n CUL Uz w Us )

n

©. Entonces Yt n Yz = Rz,
Y2 nYa =HBa, Ya ~ Y1 =B1, Bt 7 Yz = @ y Bz n Ya = @ y
Ba m Ys = (.

Yamos a probar ahora que Yt se puede representar como
Y1 = As u A2, donde Ay, Az »on continuos tales que Br < A1, B2 <
Az y € A1t n A2z ) n C B: v Bz ) = ¢, Para est.o necesitamos probar
antes el siguicnte hecho : fi Il es un subcon junto conexo Je X tal
que B1 <« E, vy En B2 = 0, entonces E n Y1 es conexo. Primero’
observemos que como Uit - Vi, Yr oo Ba = fy Y1, BRBa son cerrados,
entonces U1 y Ba son conjuntos separados. Dado Ut y U2 o U3 son
abiertos ajenos, entonces Uy y U2 u Us son con juntos
separados. Como B1r <« F y LK n Bz =6, tenemos que LE = Bi v
€ Eco Ut Yu C EnC Uz uBs wlla ) ) Aplicamos la propnsicidn 2
al espacio E y el subespacio corexn B, entonces By u ¢ E o Ug
> es conexo y como Bi v CE Ui > = EnYt concluimos que
E n Yt es conexa. En forma similar, se puede probar que si E es
uﬁ subcon junto conexo de X tal que Bz cE yE n B1 = @,

entonces E N Y1 es conexo.

Ahora mostraremos por que existen Aty Az, Tomemos un
ablerto V de X tul que Bi = V' y Voo B2 = 0. Sea U la componente de
V que contiens a BB1, entunces tambien U es abierto, Bi ¢ U y
UTr B2 = 4. Sea W la componentr de X - U que contiene a Bz,
Entonces poar la propasiciéh 3, X = ¥ es tambien conexo. Ularamente
¥ es un continuo que contiene a B2 y ajeno a Bi. Por lo que
probamos en el pérrafo anterior, el conjunto A2 =W n Yt es un
continuo que contien2 a B2. Yaque Fr¢ X - WD) =Fr ¥WcFr(X- U

d=Fr Uy FrUndCR B2 ) =@, tenemos que Fr{ X =¥ ) n (
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Ry LRz > =0, Como ademes Bz ~ (X -~ v ) =0, obtenemns  qu.-
Bz nC X =-W3 =0 Yvaque Bi clf ¢ ¢ X - ¥W D, aplicames

nevamente lo  del parrafo anderior, ohtenemos que el  conjunto

At = C X - W3 N Y1 es un continuo que contiene a By, Claramente
At DAz = Y ycomo At naze ¥ (CX-WIY = Frc X - W ),
tenemus que ¢ At o A2 ) v (C Brulbz2 ) = (. EsLo termina la

construccidn de Ai y Az.

Anéjogamnnhe es posible construir continues A3, A4, As v Au
de X tales nfque Aa ' A4 = Yo, M ¢ A3, Ba = As, A a3 n A I
CB2auBa)=08; As i Ae = Ya, Ha z As, Bir ¢ As Vv As v Ao
C Ba u Bt ) = 8. Finalmente demostraremos que PC(6> es vdlida para
X checando que At, A2, A3, A4, A5 y Ae satistacen la propledad de

ser una cadena circular de seis eslabones.

Para empezar X = Br U B2 o Bs vl Uz o3 = Y1 uYzu Ya
B AL U AZ UAS U AG U AS U A, AL L A2 = O Cresp. A o Al 2 0y
A5 N A » @ 2 porque Jde Jo contrario At y Az C resp. C Az y Ae D)
y ¢ A6 y As > > serfan una separacidn de Yi ¢ resp. Yz y Ys ).
Az Ax e Cresp. Ad m Ao m O vy As mn Ay w @ )  porgue ambos
cont.ienen a B2 ( resp. Bzx y Br ). lor tanto A n Av+«t # @ para
toda i €&, Como At rn C A3 LA+ L AL D = C A1 o C A3 wAs DD
LV CALnAs > = (AL nYr Y > o CAt Yt Y3 nAs D =
CAs MB2) LCOBLNMAS ) c (C AL m A2 ) nnB2 ) udC AsnAs D)
Bi1 D =@ u@ =@, tenemos que Ai sdlo intersecta a Az y Ao. En
forma similar se prueba que cada Av solo intersecta a Aivr y a
Av-1. FEn particular tres direreﬁbes Av s no pueden tener puntos on

comfn. Esto teimina la prueba el Leorema.



CAPLIULO V

En este cap{tulo construiremos un ejemplo de un espacio
conexo, localmente conexo, multicoherente y métrico X, para el

cual P(5) es falsa. Este ejemplo se debe a R. F., Dickman { 2 1,
El ejemplo se construye de la siguiente manera:

Como primer paso tomamos al intervalo I, para cada pareja de
racionales diferentes en 1, le pegamas a I un segmento que
coincida con 1 nada mas en esos dos puntos. Como segundo paso a
cada uno de los segmentos que anadimos en el primer paso, le
hacemos lo mismo que le hicimus a 1 en ¢l primer paso, es decir,
le anadimos un segmento para cada pareja de racionales del
segmento. El tercer pasc consiste en anadir segmentos a los

segmentos creados en el segundu paso. X au{ sucesivamente.

Segmentos del :ﬁ q:: Segmentos del

primer paso. segundo paso.
o ' 1

Este capitulo lo dividiremos en dos partes. La primera es
para mostrar que la descripcidn anterior se puede llevar a cabo y
que nos da como resultado un espacio X conexo, localmente conexo,
mulLicoﬁePenLe y métrico. La scgunda parte es para probar gue P(Y)

no es vilida para X.
Primera Parte.

Perinicidn. Un espacio nétriqo ( X, d) es llamado arco -~
S
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‘ceonvexo si para enalesquiera dos pintos X v @ X, X =y 0 eaiste
., un arco (G en X ( subespacio U de X que es houweonorfo a I ) tales
que X, ve Uy dix,2) + dlc,ys = d(x,y> para toda ¢ ¢ Q.
Claramente todo wspaclo arco — convexo es conexo y localmente

conexo.

Supongamos que tenemos una Camilia de espacios métlricos

= ((Xa,dad:ae A0 > tales que 0 &« A y:

Ca). Para cada a € A. Xn r. Xa es un subconjunto cerrado y uo
vac{o de Xu. Adends da colncide con dn en Xo A Xa.
(b). Los elementos de la familia ( Xa - Xo: a € A ) sun

ajenos dos a dos.

Definimos A = A LU L 0 2y Ky =u{Xax Xa : a e A Y.
Notese (ue si a ¢ A, X € Xa - Xoy (x,¥y) & Ry implican gque v e Xeo.
Derinimos también Xp = v { Xa : a€ A ) y 6}(x,y) = d(x,y) cuando
(x.v> € Xa X Xa. La dnica forma en que (x,y> puede pertenecer a
Xa X Xa y Xb x Xv con a m b es cuandu (x,y) pertenece ademds a
Xo x Xo y entonces do(x.y)l= dolx,y) = do(x,y). Esta muestra que
6, »st4 bien definida. Finalmente derinimos d, H x, X X, --> R por
d,(x,y) = int « 6,021,220 + &yl22,23) & ...+ GplZr-y, 20 2 om 2 2,

(z1,22), ..., €(Zm~1,ZmD & Ry y X = 21, ¥y =um ).

9. Propusicién. dy es una wétrica para Xy que coincide con
da en Xa para toda a € Av. Dada a ¢ A+, 1 X € Xa y y & Xa,
entonces d’Cx,y) =dnf € du(x,m) + Oplz,yY @ 2 € Xa n Xo 3.
Adends, si Xa v Xo es finiio para cada a € A y todos los espacios
€ Xa,da ) son arco - convexos, entonces ( x,,d, ) es arco -

convexo.

Demostracidn. Para ahorrarnos notacidn, escribiremos R, &,
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X, vy d en lugar de Ry, dw, Xe ¥y dy resprctivamente.  Dividinos

i
- esta prueba en cinco pasos,

Primer paso. Si X. v € No, entonces d(x,v)Y = do(x,y).
Para probar esto, tomamos m 2 2y 21, ..., 2m € X, tales que x =
21, y = Zm y (21,22), ..., (2w-t,2m) € K. Supongamos gue Zh.oeees
zx ~ son 108 2. 's qui pertenecen a Xo domde 1 = k1 < ... < ke = m,

Cn 22O,

Tomemos s « I,  aseguramos que qu, ZK;t, 4N o
-

pertenecen todos a un mismo Xa. Si ks + 1 = Ke-a, sélo Lenemos A

los puntos st y Zk“ que pertenecen ambos o Xo.  Supongamos

[

entonces que Kz < ka-t. Entonces an e Xa = No para alguna & «

44

A-C0 1 Como C Zi__ .2 ) ¢ K tenemos que Zi_ , < Xo. Si

todavia ke + 2 < ku+1, entonces que Zx__, € Xa = ¥Xo. Esto  implica

que Zh°+ 3 e« Xo. Procediendo de esta manera, se obtiene que Zku.

stv Ly e Zk=~x < Xa. Fn cualquier caso, existe a « A« tal que
A A4S &€ Xa. Entonces &2 .2k« 1) + &(21 _+ 1,2k + 2) +
< e+ s % < %
AR (¥4 - 1,7k ) = dal2i % » 1> + ... %
s+t s < u
do(Zkg.‘- 1,Arﬂ4’) > do(&ku,ZLg“) = du(ékﬂ,dkg.‘).
Por tanto 6(&}h.31;‘ 1+ L+ olhk - 1,£kﬁ’1) =

dOCZkG'Zku+l) para toda s « n. Eslo implica que &(21,22> + ... +
Zm-1,Zm) 2 dolZx ,2x_ ) + ... + dulZ: L4k ) 2 dotZy ,Z2x ) =
1 2 -1 n 1 n
dol(x,y). De aqui que dd(x,y) = dol(x,y>. La otra desigualdad es
cierta porque do(x,y) es unu de los nimeros que se consideran
para definir d(x,y> ( basta hacer x = z1 , y =zzym=2 ). Por

tanto d(x,y> = do(x,y>.

Sezundo pasn. Si X, y € Xa con @ € A, entonces dlx,y> =
dalx,y>. Para mostrar esto tomemos nuevamente m 2 2 y 21, ..., 2m

€ X tales que x = 24, y = Zm y (21,22), ..., (Zm-1,Zm) € R.
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Si{2s, ..., 2Zm ) - Xn, entonces &(2:1.,22> + ... +
J(Zm—n,Zm) = dal(Z24,22) + ... + dal@m-1,Zm) & dalZ1,2md = dalx.yd.
be modb que &CZ1,22) + ... + Hem-~1.2m) = dulx,yd). S1 C Zi, ...,
Zm ¥ no estd contenido en Xa, sean h y k el miximo y el mfnimo de
{ s em: Ze @ Xa ¥ respectivamente Entonces 1 < h s k ¢ m vy

2Zh-1 , Zk+1 e Xo. Ademds Zn-1 o Xo pues de lo contrario 2Zn-t =

Xa ~ Xoy €(2Zn-2,2r) -~ R implican que 2Zr = Xa que es  una
contradiccidn con la eleccidn de h., Por el mismo argument.o
Zx+1 e Xo.

Entonces 6(21,222 + .., + &(2m-1.,2m> = S(Z&1,2:) +

SCZh-2,2h~1) + &CZh-1,2n) + + (2K @1+ SCAL - Lkrz) +
&C2Zm~-1,2m> 2 ( por la definicidn de  d€(2h-1,2k+1> > doCdr.22) +
coe ¥ dal2Zh-2,Z2h-1) + d(dh-21.,41v+1) 4+ daldy sy, dye2) o+ L., 0+
da(Zm-1,2m> = ( por el primer paso d{(dh-31,di+13 = doldh~1,Z1L1)

= dal2h-1,2x+1) > =& dalZ1,2n) = dalx,yd.

En cnalyuier caso, &(ds,22) + ... + &6Z@m-1,2md) 2 dalX,y).
Esto implica que d(x,y)> > du(x,v). La otra desigualdad se debe,
nuevamente, a que do(x,y) = a(x,y) es de las sunas conslideradas rn

la definicidn de d(x,y). Por lo Lanlo, d(x.y> = da(x,y).

Tercer paso, Si a ¢ A, y @ Xo ) X € Xe, entonces d(x,y) =2
inf { ddx,2) + dlz2,¥v) @ 2 = No o Xo ). En el casu en que X € Xuo,
hacemos z = X Yy tenemos que d(x,y) = do(x,x> + d(x,y> = { por el
primer paso 2> d(x,xY + d(x,y) = d{x,2> + d(z,y) & inf { d(x,w> +

dlw,y) : w € Xa n Xu ). Supongamos entonces que x & Xo

Tomemos m > 2 y 21, ..., 2m € X Lales que x = 21, ¥y = Zm Yy
24,22, ..., (Zm-1,Zm e R. Sea s s min { ke n : 2¢ & Xa }. Como
2t = X € Xo ~ Xa y (21,22> € R, Tenemos que 22 € Xa. Asi que

2 < s sm Notemos que 2s-1 € Xo pues de lo contrario, 2s~1 €
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Xa = No ¥y (Zs-~1,2s) € k implicarfan que 2. = Xa que es absurdo.

CPor tanta Zs-1 € Xao o N0,

Entonces AH(Z1,42) + ... 4 &4 Awdy = S(21 .82 0+ ... 0+
&(Z:"Z,Z&;—‘l) + &Zi~3.2:) + 4+ &llni-t, 2 g d(2s.7. -1 +
d€Z:-1, 200 : ing C dx, 7Y + d(z.y> @ o = Xa o Xe ). De agqal  que

AN, yd 2z oany  dOx,2) + dlez,yY @ 2 < Xa - Xo 1}

4 .
Cuart.u paso. d e una métrica para X, Y entonces, se  puede
recvinplazar la  desigualdad  por igualdad en el tercer paso.

Comprobaremes entonces las propiedades de mfbrica para d.

Cad. Claramente d{x,y> = 0 para todos x, vy ¢ X.

(LY $i x < X, entonces x » XNa para alguma s ¢ A+ as{ que ( por Jos
prrimeros dos pasos ) d(x.N2 = dulx.x) = 0.

ey, Supongamos gue dix,y) = 0, $i x. y estdn en un mismo Xa € o «
A* ). entonces  los  dos primeros  pasos  ilmplican que x =y,
Supongamns entonces ¢ue X = Xu - Xoy y & Xa con o e A, Coma
Xa n Xu es cerrado en Xa, existe £ > 0 tal que { 2 ¢ Xa @ dolx,2)
&2 = Na - No, EpLonces dx.y)> & ( por el tercer paso ) inf
{dix,2) + d(z.y) 1 2 = Xa v Xu > - C por (ad) y el segundu paso D
int ( dat(x.2) @ 7z e Xa o Xo Y 2 & > 0. As{ que d(x,y> > &. Esta
contradiccidn prueba que x. y deben estar en el mismo Xa  y, pur
tanto x = y.

(d). Para comprobar que dix,y> = d(y,x>. basta recordar gque si
ae Ay (X,.¥) € Xa x Xa, enptonces &(x,y) = da(x,y) = daty,x) =
SCy,»r. Asf que &(x,y" = HCv,X) parn toda (N.y) € R.

(e). Dados x, y, z ¢ X, d(x,2) + d(zZ. y> = inf ¢ &x,22> + ... +
SZm~-1,22 1+ (21,220, ..., (Zm-1,Z2m) €e R, m 2 2, x =21, 2 = 2m } +
int € SCZ2.W2) + ... + H(We-1,¥) ¢+ K 2 2, (Wg,W2d, ..., (Ye-1,Wi) e
Ry 2= VWi, W=y ) = inf ( &(x, 227 + ... + &(@m-1,2) + &(2,¥W2)
+ .00+ SV -1 YY) 0 (x,22), ..., Cm-1,2), (Z,¥2), ...(VWx-1,y) €
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R, mk 22 ) 2 ddx.y). Por tanto d(x,v) s di{x,2z) + d{z,y).

Quinto paso. Si vada (Ns,dad ( o & A* D es arco - convexo Vv
Xa r Xo &s finito para toda a < A, entonces (X,d) es  arcao -

convexo.

Tomemos X,y € N. X # y. $i ambus puntos estan en un mismo Xa
Ca e Ae ), cumo (Xa,d) = (Xa.da) ex arco — convexo, existe € arco
en X con las propiedades requeridas, Podemos suponer entonnes  que
existe a ¢« A tal gque x & Na v ¥ w Xa. Por el tercer ( y el
cuarto } paso, existe 2z « Xo v Xo  Lal que d(xX,y) = dx,z> +
dCz,y». Supongamos Jue y = Xe con k& Ae. Entonces exlste
w € Xo N Xbo tal que dtz . w) + dw,v) = 2. y) ¢ 51 b #0 v 2e X,
hacemos z = w. Si b x ) y v = Xn, w oxXiste por el Lercer vy
cuarto > paso. Si b = 0, hacemos w = y. 2,
Como todos los Xa's son arco - convexos, oxisten arcos Ci, Cz2 y Co
en’ Xa, Xo y Xbv respectivamenite ( y por tanto en X > tales (que x,%2
¢ Ci, 2,w € U2, w,y € Qa, dlx,z2) = d(x.x‘) + d(x‘,z). d(z,w) =
d(z,xz) + d(xz,w) y dlw,yv) = d(w,xa) + dlx,,y) para cualesquiera
X, € 01, x, €C2 y x ¢ Ca Aqui estarfamos suponiendo que
X ™2z, z2®w, yw =y Enelcaso en que se diera alguna ¢ o
algunas ) igualdad entre cestos puntos, sdlo tomar{amos arcos para
los que sean diferentes v se harfa un argumento como el que vanos

a hacer .

Entonces, para cualquier X, & C1, dix,y> = dix,z) + d(z,ws +
diw,y> = d(x,xl) + d(xl.z) +ddz, > + dlw,y) 2 ddx,x > + dCx‘,y) b
d(x,yd. Asi que d(x,y) = d(x.xl> + d(xt,y}, En esta forma
se muestra gque d(x,y) = d(x,xo) + d(xo,y) para cualguier
X e €1 v Cz v G3.

o

Finalmente, como Ci1 U Cz u C3 es arco -~ conexo, existe C
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urco eén Gt v Gz v Ca que tiene a x y a y. Entonces O tiene  luas

propiedades regqueridas.
Construccidn del ejemplo.

Definimos X = ( C &, ¢ (a,b)d, Ca,,b ), ..., (a,b)D), 0.

. nelNu{( 0, a,, ... a_, b, ..., b son numeros

racionales de I v O < a, ¢...<a gt b <¢... <b *. Donde

0= 0,0,

o & &, & ¢ h b b1

: . . . P
Para mane jar mejor a X, se introduce la siguiente notaciJvn:
Denntamos por § 11 conjunto de sucesiones de elementos de Q x Q.

Para cada n e DN, hacemos Pn = ¢ (a,b ), ., Ca by 0L 0,

) e $: u<a, <a <., Cu < b < ... Db, <1y Si
1 2 n r I
n=C<C .b> ..., €a.ld) 0)=<h hacemos c_=a , e = b,
1 13 n n [d e «t n
at = CCa,, by, ..., CGa b 9,0, ...)ePu-t C Po = ( 0O
1 1 n-t n-1
donde 6 = ¢ 0.0, ...00. la = ( gy <t<e, } u
Cag. ho } donde a = (ca.u~), b, = (e, ,a%).

Le damos a T« 1a métrica da que lo hace isométrico al
intervalo lcc.ea]. Fs decir, daC( (t,ad, (s, > = |t - s},
da(aa.ba) se =-c, dal (L), a) =t —-c, ¥y dat (5,0, DY) =

[o] 4] Ta
e, - t.

Para el caso en que a = 0, las dafiniciones son @ «av = aq,

c, = 0. e =1, a, = Cc,.ard), b

o » Ay = (ea,a'), Ta = ( (LD ¢ D £ L. 35

[
1}y da s la métrica usual, eslo es dat (L,o0 (s,n) > = js~ L}.
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Para n e be =Nwu i 0) defininos Xn = u { I : o & Prx para

alguna k € ¢ 0, 1. ..., n 2} EnLounces Xn = (1 C (a1,b‘), ey
Ca,bd>, T, ...>)2=X:0sk » n, X =0 (Xn:neately
Xo <= X1 . Xz ... .

Otras del'iniciones que nos seran dtiles son :

Para n e iy a € Pn, definimos Ko« = ( (L,( s b,
Gsout,), woo D ) e Xt CUs by, oL (s L), 0, ...0 =& ),
Ka = Ka' u « a, b, Y vy La = X - Ke'. Yor ﬁlbimm, definjimos
P=2udPu: neii)yPe =P o Pu. Notemos que
Cid. Ic o Ka.

Cild, Ko oo Xn-t = Yo C si o0 P ).
(iiid. Ja n Xn-1 = ( a, b, Y CsiaePnd.
Para ¢ = ¢ Ca . b)Y, Ca by, O L0

2’2

4__~J~;I« es este intervalo.

i 1

d & by b .

Ka = la + la unidn de todos los intervalos que se construyen

sobre Ia + la unidn de todos los intervalos que se construyen

sobre uno que es conslkruido sohre le ¢

Xn = la unidn de todos los intervalos rque se han  construido

hasta el paso n-dsimo.

Para definir la métrica del espacio X, construiremns

primero, de wanera inductiva una sucesicn de métricas do, di,

t.ales ques, para cada n < MNe



(. dn es métrica para Xn.

2>, dn+t cnincide con dn en Xn.

. dn coincide con du en la, para cualquier a € Pn.

. (Xn,dn) es arco convexo.

5). Sikaen, aePr @mXny y<Xn- Ka, entonces dn(x,y) =

min ( dn(x,a“) + d:.(aa,y), dr-(X.ch) + dr.(ba,y) Y.

~

1. Para n = 0. Xo = 1, de manera que podemos definir do = dfi,

2. Supongamos que han sido definidas do. di1, ..., dn con las
propiedades requeridas, dr-t sera construida aplicando la
proposicidn 9. por lo que Lenemos que  acomodar todo  para  poder

aplicar dicha pruposlci;ﬁn

Hacemos # = ( (Ia,dad : o € Pnet v ( Xn,drd 3,
Mencionamos en <(iiid que si o = Pnet, entonces Ta v Xn =
Cagb, 2. De modo que la o Xn es cerrado en l«. Ademds, d“(au’ba)
v“= dnC Cc_,a%), (e ,a¢) > = C por hipStesis de induccidn )

das (cu.am), (ea,u-) )= e, " cC, = da(aa,hu). De manera que
dn y du coinciden en Ia n Xn., Finalmente, si a, 3 € Prns1 y X &
Cla =~ Xn)nt Iy - Xn > entonces x = a, ¥y b,. De aqui que x es
de las formas x = (t..a) y x = (s,3). Entonces a =-3. Esto prueha
que los conjuntos de la fumilia ( Ju = Xn : o € Pn+iy )’son ajenos
dos a dos.

Hemos satisfecho entonces las hipdtesis de la proposicidn
9. Entonces existe una metrica dn+s para Xy = C U Clu: a ePnet
3 v Xn = Xn+t quo extiende a todos las dea’'s y ;a dn. Ademds
(Xn+1,dn+1) es arco convexo porque cada (Ia,do) es wn intervalo e
Ic A Xn = ( a,, b Y para toda a € Pn-1. Y también, sl a € Pnet,
xeloy y « la, entonces dnviCx,yd = min € dneadx,a) +

dnetCag,yd, dnei(x,b) + dnealb,,yd ) ... 090,
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Soilo nos folta comprobar que d. -1 cumpl:  cen 1. propied. o

). Tomemos k < n + 1, « -z Pu, X = Ke riXnet vy e Xnet = K
Analicemus dos rasos

a) K =n+ 1. Entonces a = Pner.  Asf que <il) implica qguu
y € Ta, e (i) implica que y & Ia. Entonr..=, por (#), tenemos que
drti(x,y) = w@fin ( dnviCx,a) + dneslag,y), dnetta,b, >+
dn-1Cb_,¥).

Chy 1 sk <€n St x e Xnet - Xn, entonces existe- 3 € Prner tal

que x e I < 4 b. }. Entonces 3 es de la forma (3= ¢ (a_,b ),

po 17
ey (an‘l,bm‘l).u, o)y xesde la forma N = (b, . Como X

<Ko -~ Xn, y «webPryksn, tenemos que { o, uu) < fe o Xn.

W

as{ que x e Ku - ¢ A b, = Ka'. D modu que  « Ca oo L,
a.

1
1’

(ak,bk), 0, ... 2 = Como k - u. las primeras k coopdenardas de 3

Y (3* son (a‘.bl). P (nL.bk) entonces cualgquier elementn de X de

la forma (s.{3) y (3,3 pertenece a Ka’. De manela que Iﬂ = Re
Entonues y « lﬂ' Aplicando (&), tenemos que oviste o« o uﬁ b
¢ ha o Xno tal que desr(y,y) = droe1la ) + dnettedy ,y2.
Cuando x « Xn, hacemos Z1 = X y entonces Lenemos (e, on Olalguier
Caso

Existe 21 < Ko n Xn Lal gue dasa(n,v) = deot(x, 200 + dr20d1,y).

i,

¢

iy = Xnet — Xn, entinces existe 3 < ' tal  que

y e 1ly -« ar. b? }. Entonces 30 es de la forma py = ( (Cx‘dl)’ e,

(c 3, D, ... >y yesde laformay = (s.). Supongamos

n‘i'dn0l
yurr  existe un punto 2z e« Iy ~ Ket. Entonces 2z es de la
forma z = (1,32 0 2 = (p,p+). Como » y p+ Lienen al wmenos n
coordenadas dit'erentes de 0 tenemos que 2z 0 Ya-i. Yo que 1 5 K
n, tenemos que  z % Xk-1. Ademds, g b Aot e malera

qie = & Ka = My bﬁ 3= Ka'.

Asf  que ¢ c,dpd oo, Cepldd, 0, L

i
[
h

pre Y
Iy =+ aw, DT} implica que voes de la Forma y = (a7 = ou. <
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Ce,.d.2, ..., o, .d 0, o, .23, Do aquf que y € Ke' = Ka.
Esta contradiccidn prueba que Iy n Ke = 0, En particular,
Z1 e Iy. EnlLonces, aplicando (#), tenemos que existe Z2

e { aT, b? Y2 Xn — Ka tal que de+1(Z21,¥> = dne1(21.22) +

™
dn+1(Z22,y). Cuando v € Xn, hacemos 22 = y y entunces fenemos que,
en cualquier caso:

Existe 22 € Xn - Ko tal que dn+1€(21,y) = dn+1(21,22) + dne2(22,y).

Podemos ontonces aplicar la hipdbesis de induccidn a Z1 y 22
y obtenemas que @ dne1C21,22> = min ¢ dre1CZ1,a,0  + dneila 42,
dn~1(21,ba) + dnot(b0.22) Y ¢ ponemos dnet  por que  es  una
extensién de dr ). Supongamos, por  ejemplu.  que dnr1(Z23,22) =

dn+1(Zy,a ) + dnetla Z2).

Entonces dn+t(X,y) = dneg(X,Z21) + dnes1(Z1,y) = dat1(x,21) +
An+1(Z1, 220 + dottZ22,y) = dret(Xx,21) + dnet1(ds.a > + dnvx(aU.Zz)
+ dnr1(22,y) = dn~1(x,a0) + dn»x(au,y) S dn-1(X,y?). be mancra  que
dn+1(x.a“) + dnax(au,y) = dnetlx,y) s dastdX, b)) + dnrx(ba,y). Por
tanto dr+tdx,y> = min < dnstCx.a )+ doeita,,y?, dretdx.bd o+

dn>l(hv,y) 2.

Hemos comprobado entonces la propicdad €5, Esto termina el
paso inductivu y por tanto, la prueba de la existencia de las dn’s

estd completa,

Consideremos a X cvon la métrica d que extiende a dn para
toda 1 e W, Formalmente esta métrica puede def'inirse asf{ : Dados
X,y € X, existen n,m <« I tales que x « Xn, y € Xm y, por ejemplo,
n s m. Entonces x.y € Xm as{ que tiene sentido definir dx,y> =
dm(x,y). La propiedad (2) implica que esta definicidn no depende
de m Es fdcil probar que, as{ definida, d es una métrica. For

1as propledades (3 y (4), tepemos entonces due d coincide con da



en la para toda o v (X, d> es arco convexo. Entunces X es un

espacio conexu v localmente cunexo.
Segunda Parte. P(5) es talsa para X.

Para comprobar que P(%) es talsa para X, probaremos nia

serie de prupiedades para este espacio.

Al Para toda ¢ = P sea X = Ko o Lay ke v he =4 a0 by, Dbe
las definiciones de Ka v Lu, es claro que X = K¢ w Lha y que Ka o

La < < a . bu }. Para proubar la otra inclusidn, es suticiente

383 : : Lo, es i B r ko’ &4 =
most.rar que "o hn < la, es decir que a . hc & Ka i«
C Ca,.b1), ..., Ca_,b >, 0. . ) cntences a v b son de la
1 n » [€) ’ «
forma:
Cs,Ca,by, oo, ca b0, 0, ...2 ) y si algunu de ellos
estuviera en Ka’, entonces ¢ Ca ,b>, ..., ta _ ..b 7. 0o . ) =
(A0 -
) s 2 " R 0 > N - ",
a. Este no es posible pues Ca_,b 2 » 0. Por tanto a b, ¢ K.

Esto termina la prueba de que ha m La = ( 4. by 2.
B. Para toda @ ¢ P, La ex un continua de X. Para probar que Lo

b ). Sea & = min

es cerrado, tomemuos x € X — La = Ka -« ans by

< d(x,a”), d(x,bm) Y. Probarenos que Be(xo < Ko - a,, hu ¥,
Supongamos que existe v ¢ Ledx) tal que y &« Ka -  a,, Db, 1.
Entonces y 2 Ka oy 2 ( a,. b, Y. La segunda apcidn no es  posible

pues dla , X, d(ba.x) z & > d(x.y>. de manera que y & Ka.

Sea k €« N tal que a = I, Tomemos n € N tal que n =z kK, N,y €
Xn. Entonces x € xp cr Key v e Xn - Kao D¢ modo que por -la
propiedad 45 de este capitulo >, tenemos que £ > dCx,y> = min
€ ddx.a) + dCa.y), dix,b ) + &b .y) > 2 min € dix,a,), dx,b)
? = £. Esta contrvadiccidn prucba que Be(x) - X - Le. Por tantuv La

es cerrado.



Fara  probar gque Lo es conexo, towmemos X o« La = ¢ a h“ r =X
- Ko, Sea » = min € ddx,« 0. b, Y. Procediendo  como  en el
parrafo anterior, se muestra que Bo(x) ¢ X - Ko ¢ esto prucha,

en particular., que Kka es cerrado J.  Supungamos, por ejemplo,
que € = dix,a. ). Sea C un arco en ¥ tal qu N, ay e ( y dix,cy) +
d(c.aa) = d(x‘au) para toda ¢ € C. Dada ¢ e C - ¢ a2, dix,cy> <

ot

alx.a > = £, De manera que C « Br(x) U € a, 3> <= C X - Ka 2wt a,

} ¢ La. Hemns prubado epntonces que cualquier  pnnto Jde X de Lo
puede: conectarse por uk conexo deniro de Lo a alzuno de  fous dos
puntos a, o ba' Entounces si probamos que a .y b, pueden

conectarse por un conexo dentro de La, tendremos que La os conexo.

Por definfcidin. a .t G el Aseguramos gque foe o L

[§3 4

= X ~ Ka, der no ser as{ existe 7z = ( t, € (n‘.bi)‘ e YD) e Kot on
lee.Entonces o= ( Ca b >, ..., Ca b)), D, ...» = ¢ C(a_..b)),

ceey Ca by 0, 00 Ly = ey oo tasde (R o1 DL Como 2w

3 P |
Tuw, 2 debe de ser de Ja forma z = (L,an) 0oz = ¢ L.Caerd*) Jo que
nos llevarfa a que ¢ = a¢ 0 @ = (asd=~. Esta contradiccidn  termina

la prueba de (que La es conexo.

c. Para toda a = P. ket #s un continuo de X. Ya mencionamns hace
dos pArrafos gque Ka es  conexo.  Procediendo como en  ese  mismo
parrara, s posihle probar que cualquier punto x  de Ka  puede
conectarse por un conexo dentro de Ka a alguno de los dos  puntos
g @ hu. Y como Lat es un subuonijunto conexo de Ko gque coutiene a

estos dos puntus, podemos concluir gue Ko es conevxo,

CH. X exs milticoherzute, Esto es inmediato  de las  propiedades

anteriores.

Supongamos Jue P(5) es valida para X. Seau Ci1, Cz2, Gu,

Cs ¥y Us continuos de X Lales que X = Q1 w2 v € tau Cu
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y C Cy B si y sdlo si v -4 s 1. Para :-ada
i e H. hacemos Di = X =~ ( (€ : 5 =28 - (.2 . Es
claro gue Do = Ci = C Gy 0 C -1 ). DU ws un  conjunto na
vacio pues de lo vontrario, Gi = € OG0 n Cuet > 0 ¢ GCo v Goot D)
serfa una sepuracidn Jde Civ que es conexo. Queremos ubtener una
contradic.idn a la suposicidn de que P(%) es v4lida para X. Para

hacer esto. probaremos primero cinco arfirmoaciones.

D. Si weaPe e .. <8 son tales que Ia v Do # @ e Lo 7 D; =0,

entonces |« -y s o %,

Supongamos que esta atirmuiidn es  falsa,  Sin pdrdida  de
general idad podemos Sapeoact o o= 1y ) = 0 Como cadda Do es
ahicrto y el espacio ¢ la,djla ) es  {sométrico a un  intervalo,

tenemos que podemos elepir racionales u

Uy "a' u, ¥ Ve V2' vu’

1

v, tales que u, < u, <, Cug,o v <y, Sy Sy, L

) e la
1 2 3 b

s

Dt, Cv ,) ¢ T~ D3 con k e T y que, por ejemplu, u, < v, .

Para k e &, hacemos 3, = ( Ca,bd, .., Ca b, Cu,v o, 0, ...

donde C Ca b >, .... Ca b ), i, ... > = cenel casv en que o €
'n con n - 1. En el caso en gque a = 0 simplemente hacemos

A, = CCu v, 0. .. .> Entonces Ay, = LU, s K, mDtyb =

! (213
N Du. De manera que Kﬂk es conexo, intersecta a G y

(vk,m) : Ku,
a Ca gqu¢ son cerrados ajenos. Lbkntonces Kﬁk no puede estar
contenido en €1 w Ca. De aqui que existe | e 5 tal que Gi| n Kﬂk

= 0. Como a, e Dty bﬂk < Da, tenemus que nﬁl’bﬂk e G . de A

3k
se deduce entonces que G < ¢ KPV - L{).k > u L Lu; - K“L )y =
X - Ld» > v C X - Kﬂk ) que son dos abiertos ajenous de X. Ya que
C‘L es conexo e inlersecta a Kﬂk’ tenemos gque G, < Kﬂk - L”; =
k“k -« gy b[JL > = .{l:}k. Par tanto C. e K{-‘“.
Tomemos h, k € 7 tales que h = k, Entonces  (u ,v,) =
Cu v 2. Asi que fin *# 3r. Esto implica  que Kﬁ“ ] KAL = 0.
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Cx =, ¢ (cl.d‘). R D I - kﬁk I8 KQ& doe manera  gque ¢ (u‘,d‘),
NN C UUTE N 0, ...> es igual a e o a i ).

Y como Cep o Clh < kﬁh "Lhk = @, tenemos sjue oy, Cumo

aﬂ! € @1 - G Cpor que C. < Kﬂu - Lﬂk ) oy h“y s e = G,

tenemos que .| = {,3. Hemus probado entou.es que l.U,L‘.iﬁ.\w.~4

son scis elemontos difercntes de 5. Esta coatradiceidn prueba a D,
E. SicePre .,y elbsuntales que Vv - ; |52 2, G nla=g

v Conla =0 entonces Dusy A ta ® Y 0 bo-g o la x5

Supongamos, sin pérdida de gepneralidad, que « =1y ; = 3.
Ia es un conjunto conexo que  intersecta a  los  conjunhtous
verrados ajrnos Oy C. (. entonces  existe un punt.o
N« Tt = ¢ Cs v €3 v Ce ). Entonres 0 & Gz = C Gy wGa oty Do
Dz o x = Ci-CC0Ct vwCy oC > ¢ Ds. Por tanto Ie n Dvey = O

o JTon -1 =0,

F. SiacwlPe e +,; €05 son tales que [a o G = O, Te n Cort

0 e JIar Dy ¢ O, entonces ; ® « @ 3.

Supongamos que es falsa esta afirmacidn y que, por ejemplo,
v =1 v, =4, FEntonces lannCi » @ x Tan G2 y O = lanrn D+
< Ia i Cs. Por E, tenemos que It nDz ¥ o Ian Duv = 6. La
primera Dpciﬁn contradice D. De manera que la i Du = 0, Como
I mCz = e Icrn Ce 20, aplicando otra vez E, obt.enenios
que Io » D # 8 0 I n D3 = 0. Amhas opciones contradicen D por

que Ia n Ds = . Esto termina la prueba de F.
G. €i a e P+, entonces existe { e 5 tal que Ta n G = @.

Supongamos que no es cierto. Entonces Jon Cu = @,

Ioa m Ca @ v E implican gue Ja nDs # ¢ o Ta ~ Dz = (3. Ambas
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conlradivven F  por que estamous suponiendo que la intersecta todos

los Ci’'s. Esto prueba G.

H. Si @aebPe € 1 =5 sun tales yue Gi rJa x @ e In no  estd

contenido en Cuo, entonces Diet mJa #¢0 a -t rm T 0,

Supongamos, por ejemplo, que « = 1., S e C G v ls ) m O,
entonces vsta afirmacion se sigue inmediatamente de L. Supongamos
entonces que Te o € G w0 Ga > = B, Como Te no estd contenido  en
C1, existe x € ( Ta - €1 > = ¢ Un u Cs D> < Dz U Ds. Por tanto,

Ia v ¢ D2 v Ds ) = v,

. N 4
Ahora estamos listos poara obtener una contradiccion con la

RPN 4 PR . e
supusicion que hicimos de que P(5) es valida.

r.

[A]

Seam=min { k e N: Xk "G = O para toda . e
Entonces existe « & 5 tal que Xo-t v Gy = @, (si wm = 1, la
existencia de tg S€ abticn~ de G ). Supongamoss, por ejemplo, que
te T 3. Tomemos X & ¢ C3 i Xm ) - Xm-1, entonces existe o ¢ Pm tal

que x = la, de manera que Gn o Ke = ¢, Notemos que aa‘ha « Ug.

Comn Cs es conexo, a .b_ <« Cs, C3 v ha = dy X - { a b, ?

ot Ta o’
= ( Ka-(« ag. bu Y > v ( La -« a.. ba } = (X - La>d v
C X - Kat ) eS una separacidn, tenemos que C3 < Ka - ( a, b, >.

For otra parte, Car laca o 0 e Ta no estd contenido en Ca

Ca,by, e Csd junto con H  implican gque Dz n Ia =20 o D4 n

Ia = ¢, Supongamos, sin pgrdida de generalidad que Ds N Ju = O,

Aseguramos que Cz: n Ia = OB pues de lo contrario,

o Pg @ Gz, f » C2nCs cCz2rka Asf que C2 < (X - Ko D

VX ~Lax), C2nCX~-La)d)=0y Cz es conexo. De modo que G2 ¢

a

X - La ¢ Ka. Por tantoe Cz m Xm 2 Kee v Xm = Tee C por <Ciid >, Y
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entonces €z - Xm < C2 n la = O, Esto es una contradiccidn  con  la

eleccién de m. Por tanto Cz n Ia = @

Ahora  vamos  a mostrar que a b e C2. Si, por rjemplo

2, € Cz, como a, % Cy, tenemos que a, € Ct nC2z2 o a, & D2.
La segunda opcidn contradice bD. ( porque ya teniamos que
De n 1o » ® 3. La primera opcifn también es absurda por F. Por
tantn a“.h0 e C2.

Entonces Gz <« X - { a bu } e intersecta a Ka. La conexidad

o’

de C2 implica que U2z ¢ Ka - { a . b 1 St GinJoa= 8,  cotooces
(&Y (&3

aa,bac « Ct. Esto implica que Ci < X - Ke o €t < X - La

Pero ¥ Cit nC2 <« C1 ¢ Koo de manera que G < Ka - la. Ademds

P WCinXmec CKa= lad>n Xm= 8. Esta contradiccidn miestra que

Ci nJTuu k@ Por tanto, Ct m law 0 = Cz2n lay Da rn la= 8. Esto

contradice F y termina la prueba de que PCI) no es vilida para X
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GAPLITULO VI

En este capitulo probaremes  que  P4) es verdadera. La

demostracidn fue extraida de L 6 .

Lema 6.~ Sea N conexo, localmente  conexo, pormal, Tiooy
multicoherente, Entonces existen continuos Ar A2 A3y Ae de X
tales que (¢ Ar, Az, A3, Ae¢ 3 es uno  cadena circular, v si
Y = At U Ar U A3 U A4, entonces ¢ X - Y 3 a0 C AL oAz 2w Az
AA3 ) vl A3 v Ae ) w C Qs o A D ) =

.

Bemostracidn., X muliicoherente iwplica gue existen continuos
# y Kde X tales que X = o K y H~ K no es copexo, Yean Ay D
cerradeos ajenos v no varfos tales que A W B = B o K. Por el lema
1 existe una componente D de X -~ H tal que DA # Uy D B ® D
Scan Ut y Vi abiertos de X tales que A < Ui, B o Vi y U7 A VY = @,
Elegimos upa componente 1 de Ut y una componente V de Vi tales que
UnbDnAm®0 y V~AD B =@ Lntonces podemos elegir puntos

g = Ui D v o ve VD,

Como X es regular y localmente conexu, podemas  dar  una
cubierta  de D por abiertos conexos cuya cerradura esté  contenida
en D. Haciendn una cadena f{inita con lus elementos de esta
vublerta entre vy v, pudemus construir un abierto conexo W de D

tal que u,v & ¥ ¢ Ve D,

Se asegura que Frll ¢ D es cerrado y no vacfo.  Para ver
que es verrado tomamas A <« C Frl DS ¢ Fri c X - C AU B > =

X~-CHNnK>=CX~H)ceX-XK),
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Goma X £ D¢ k"= K, asi que X 7 - Ry entonoes XS n - b
si x &P entonces eviste E componente de X - H tal que
xet y E= D. L es abierte y ajvuo @ el oo D Esto es absurdo,

as{ que x ¢ D, POT Lanto ¢ Fro o b 57 . Fry n D Lsto prueba que

Fru b es

que W o~ Dm=O Yy p (X -V4 y = 8. 1o que implica que

pnFru~ 0.

ae vacio.

Sean P Yy Q abiertos de X tales quv p nFru ¢ P, Dn Fryv <« Q.

PTh Q= 9,
¢ Frv n ¢ X

component.e de PL QW ¥ que contiene a ¥.

pefinimos A1 = i, Az = 4o oas =T y As T V. Claramenbe AL,

A4 soOn continiuus de %. At noaa o B p = B, Az (A= e V=

0, 0= AN

Az A3 Y pg=(v?ic A4 MOAD Pur tanto C A;, Az, A3, Al ) . es

una cadeana

Sea Y

|lﬂFrU)cUU(Hﬁl(X—H)U(X—'K)])(;UL:( X - K

g v Int H

Ahora

entonces X ¥ ¢ X - Y 37 Supongamos eontonces que X e Frd n FrT <

Fri n Fre r
¢ Frd N FrP
C Fri N

= FrUu o Fr¥v.

cerrado, Como wenbD v vV n D t.encmos

En forma similal s€ prueba que FrVv n D es un cerrado

PuQ <« b P~ ~ ¢ Frth (X ~-Dn>> =% Qg o~

- DO =9 PV =gy Q N - = @©. Sea r = 1o

U ¢ Ay Az, g BNV T AL N As, O H (u)cAxn Q <
circular.

= AL U Az W Ao U Al Entonces At 7 Az < CH O voYyuw €
< Int Y. De csta manera ¢ AL O AzdY XY 7= 0.

Lomamos X € Az 7 Az = U T, Qi xeVWuTl-w Int ¥

Q¥ )T Fry n ¢ FrP v FrQ W Fir¥ > =
y u ¢ Frib ™ FrQ > ¥ ¢ Fru - Fr¥y
Fry > v ¢ Fru o ¢ X~ p >~ FrP2 v ¢ Fru v: Fr¥ 2

pr» modo fque X € Fru o Fr¥ = e n D < P.

Asi que W x 3 €v un gsuheon junto conexu e y o P be
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aqui que W (X2 e T y entonres X « T. Esto es absurdo pues

x ¢« T. Fsto prueba que Az rn Aa < Int. Y, ¥ por tant>» A2 o A3

CX-Y)=0

Finalmente tumemos x € Aa ¢ A4 = T m VI Supungamus que X

I

FeT n FeV 2 FrC P 0 Q u W D) i FrV ¢ ¢ FrP u FrQ « Fr¥W > ~n Frv s (
FrP mn FrvVv ) o C FrQ A FrV > U C Fr¥ e« Fry D = ¢ FrV A FrQ n DD v
CFrVoFrQ m ¢ X =D 2 v C Fr¥ ¢fr V ) = FrW¥ n FrV. De manera
que x € 'tW " FrV ¢ D n Fi'V ¢ Q. Por ftanto ¥ u ( x > es un
subcon junto conexo de W u Q. Asf{ qyue W U ¢ x 1 < T. Esto es
absurdo porque x £ T. Hemos probadu entunces que FrT o, FrV = 0.
Pe aquf que Az N A4 c TuV < Int Y. Por tanto Aa « A4 N

CX - Y73 =0, Esto termina la pruelia del lema.

Lema 7. Supongamos que ¢Xisten continuos K, H, A, y B de X
tales que X = Hu K, H o K=A0o Uy AnB =0 Entonces P(4d vale

para X.

Demosiracidn. Sean U y V abjertos de X tuales que A ¢ U, B <«
VyUnvV=0 SeaP = ( componente de U que contienc a A 2 y sea

Q = componenbe"de X - P yue contijene a B > Sea s =CX-Q »
de esta manera S y Q son continuos de X, X = S wQ, B_.Q y como
AcP, PnQ =6, tenemos que A < ( X — Q2 v que A < S.
Ademas 0 S = QX =Q)Y =FQcFrPcFrle X-CAUB)D
cCX-Hd>UCX~-K) asique nScX~-CAuUB)Y=CX~H)D

v CX =KD,

bet'inimos At = S A K, A2 =KnQ, As=HnQyAs=H n S,
evidentemente At, A>, Az y As son cerrados de X. Ademds, X = Hu K
= 5 v Q, implica que X = A1 U A2 U A3 U A4. Ya que S es un espacio
conexo y S-A=CSnCX~-H>>YuC3nCX-KY)I) C(si x =
S - A entonces x & B pues de lo contrario x € S n Q < Fr < U

donde esto es absurdo pues U n B =g, asf{ pues x = U, y por tanto

- 51 -



Xe (X ~-H)udCX - KD dende estos dos ltimos conjuntos  son
dos abiertos de S - A, lo que implica que A W (S (X - 1D Dy
ANnCS e X =KD son conexos.

Pero AU (S mCX~HXNW=8nmnKes Aty AuCSr(CN=-X2M
= 8§ r H = As. Esto prueba que At y As son continuos de X, De igual

manera Az y Az son cunlinuos de X.

Como AcSnmK=A1 y A <« S n I = A4, tenemos qgue
A4 N At » @, Similarmente, como B « Q vi K= A2 y BcocQnH = A3z,
tenemos que Az n Aa » P, Por otro lado K= C K A8 >uCKnQ ),
KnS=#0, KnQmO y K8, K Q son cerrados, tenemos que
CKNnSO)nCKnQ > =@ C Kes conexo 3., Asf que A1t n Az = 0,

Andlogament.e As A A4 = D,

Finalmente, At " A3 = (S nNnK)n CHMNQR) cCKnH ) n
CCX-HD>U(X~K)>)=¢, asi que Ax N Au = B y Az N A+ =
KnQnHHnS =9 Entonces Az n A4 = 3. Por tanto P(4) vale para
2]l espacio X.

Lema 8 . Sea ¢ At, A2, A3, As D> una cadena circular, sea
Y = At U Az U Aa L A4, Supongamos que existe una componente D de
X - Y tal que FrD < Ar v A3, FrD n A = 0 y FrD ) A3 L o.

Entonces P(4) es valida para X.

Demostracidn. Como D es componenté del complemento de un
conexo, entonces X — D es un continuo de X. Hacemos = X - D y
= D"u A1 U A3 entonces H y K son continuos de X, X=H u K y

AK=CX=-D)>NnCDUALUAID)=CCX=-D>n D> u C

»x T

-~ D) At DU C CX=-DD>2nA3a ) = FrD u A1t U A3 = At U A3,

Asf que H n K = A1 u A3, Por tanto podemos aplicar el lema
7 y ohtener que P(4)> es vdlida para X.
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Lema v, Supoungamos que en X existen
a2, Wna cadenas aarcular ¢ gy, Bz, Bs. Ha 0 de continuos de X.

b}, Cerrados ajunos P vy O tales que X = ¢ By o By o s o Ly )«

PugQ, P, Br=60, 0, B, =0. Entonces P(4) es vilids para Y,

Pemastracidn, Hacemos 2 = Bt u Bz o Ba o Bse. Ppada D
cumpunent.e de X - 2, Dc P uQ vy coma I'y O <on cerrados ajenos
tenemus que D - P o D ¢ Q. &i existicra alguna compouente de
X - 2 que cumpla que ( F'bh ¢ By U lin y Frb By =0 y Frr D

By » ﬂ‘) o C(FrDcBzauBs y FrD o By 26y Fr Do Bax0),
Entonces P(4> es v4lida para X, por tanto pademos suponor quir estn

no ocurre.

Definimos A1 = Bt w c (D }{DaaC X -Z)>y FrD « Bt 2

VCLCD!IDs6X -2 DcPylrhnbBi =0 75,
Az ='Hz 0 Cu LD D GCX -2 Dy Fih o B2 )
!'De6CN -2y FrD < Ba 1),

As = Ba wu C v (D
At = Ba 0w C L (D {DeC X -2)yFrDceBse DuCuULD IDe
Q

ECX 2. D=QyFrDaBs wo Y37

Vamus a probar una serie de propledades do Ar. Az Aa Yy Ag,
CAY). X = At 0 Az 0 Ad L A,

Sea x 2 X, 8i x € 2 = Bt u Bz v Ua U Bs entunces X € AL U A2
) A3 w A4, Supongamos entonves que x € Z. Sea D la componente  de

X - 2 tal que x € D. Entonces Fr D e FiC X - 2 > = ¥r 2 <« 2

"

Bt U B2z UBs uBs. As{ que Fr D < By w H2 u Ba o Be. Ademds se
tiene que Dc P uQ, asf que D c P o D'z 0O, con lo que Fr D ¢ P
v Fib = Q. Analicemus los pusibles casos:

Cad. D < P. Entonces Fr D ¢ P 3y D~ Bs = f. Notemos que
Frd = @, puesto que D no es vacio al igual que 2. Si Fr D < B

con v & 4, entonces D < Au. De manera que pudemos suponer que Fr D



intresecta al mepos a dos T ’s. Siointeasecta 2 B, centonces 12 <
At. Y no puede ocurrir gue no inlersecte o Bt opues as 1o aont rariv
intersecta Pz v o Ba v estd cunbcalas en los dos,

Bstu es confpario  a o ue cstamos S poniewie. Y por Lanbo

<@

termina la Jdemustracion del caso (ad.

(hd. b = Q Fntonces Do Be = U Entonces VD . Bz = 8,
Frb ¢ Br u By u Ba, Si FrhD ¢ Be parr alguna « e (1, 3, 3 2,
entonui:s D ¢ Ac. Supongamus entonces gqur FrD intersecta al menos a
dos Bi’s. Si no intersecta a Bs, ehlonces I'th o« B o Bas y los
intersecta a ambos. Lsto es conbtrario a lo que estamos suponiendo.
Entonces FrD r By ® 0O, De manera que D ¢ As. Lo gque termina  la

prucba des que X = At u Az 10 Az 0 Ag

CB>. A1, Az, Aa. y A4 son continuos de N,

Dada D compunente dee X - 20 Frb 2 0.0 §i b o B entonces
B: wDes conexo. 31 Frd o Hy o« 0, entonces B o D tambi€n o
conexo. De aqui que A1 es counexo. Similarmente 4o, Ay As  son
CONeXus.
Fir ud b | heBCX -2y [4da By 3.

Cu L FrD ! D BCX - 2) y FrD 81 7 ¢ Bi. De maners que Wt U

CutltDiDedd X =2y D Bt ) es cerrado. Porr Lanto Ar es
cerrado. Similarmente Az, A3 ¥ A4 son  cerrados. Hsto termina la

prueba de (B).

CCY. C A1, A2. A3, A4 ) s una cadena circular,
Como O = 81 v He <« Ay A A2, tenemos que AL o Az = O,

Similarmente, Az ~ As &2 (), A3 & AL 2 0y A oA &2 O

Veamus ahora Ai n Az = 0. Claramente B1 o As = 6. Tambidn es

rdcil ver que G {( D ' D e X=-2)y Frh ol ) es ajenc & Bs y

aty D} De COCX =2 v Frh o He » pr fombn u ¢ |§] H D e
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GC X -2 )y FirD ¢ Bt} e¢s ajeno a A3, Frnalmente ¢ o ¢ D, !0 s

CCX -2, DzPyFrd Bl =05 cb, por tantn ¢ =+ ¢ D !
DeClX=-2Z2)> DaPyFrdafs m0 3 esajeroa Ba, € ¢ o
CD!D~GX=2), Dc Py FrDr Bt 0¥ 1 A3 = 6 entonces
existirfa un elemento x  en la interseccidn antes mencionada. As{
qui X « D para alguna D € €€ X - 2 3 tal que FrD o B3. Eutonces
DnNnCUu(E | Ee(X~-2Z2), EcPyYFrEnbs = 0 3 »x d. De
manera que Frb - Ba y FPFrD ~ B # 8, esto es absurdo. Por tanto
A1 n A3 = 0. Similarmente Az o A+ = 0. Esto Lermina la prueba del

lema.

Teorema 4. Si X es multicoherente, entonces I'(4) vale para

el espaciv X.

Demostracidn. Por el lema 6, existen continuos A1, A2, As y
A+ de X tales que C Ai, Az, A3, A+ D es una cudena circular y si
Y = At U A2 U A3 U A4, entonces € X - Y )T A ¢ C AL o A2)
CA2n A3 ) UC A3 M AL L C A v A1 2 ) = 0.
Sean Ht = ¢ X =~ Y D7ii A1, H2 = ¢ X = Y 3 n Az, Ha = C X - Y ) n As
y He = ¢ X = Y 57 n A4, Entonces Hi, Hz, Hs y M4 son cerrados
de X, ajenus dos a dos, asi que existen abliertos Ui, Uz, Ha y Us
de X Lales que UT, UZ, U3 y U4 son ajenos dos a dos, Hi < Uy
UT nC Az v As U Ae ) = U2 nC A1t A3 UAL D = U3 nC AL v Az u
Ae ) = U3 n C At U A2z v Az Y = 0,

Sea Vo= 0o (D | DeCWUidy Dn A =8 ) Claramente V. es
abierto de X, Vi ¢« Ui y Ili « V. para toda « € { 1,2,3.4 2.

A continuacidn probaremos una serie de hechos importantes para

lograr la demostracidn del teorema.

CA). Toda componente de Vi intersecta a A.. Sea D e GCV.),
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elegimos X € D « Vi,

EnA = 0. Entonces E < Vi v E es conexu, as{ yue E «

e E por que D < Uy

DN A =0,

Sea B = X - C Y

(B>. Il es cerrado y a

entonres existe E € G(UL) tal que

y D es conexo.

UVt v Vo

Jeno & Y.

Pur

tanto E = D,

b

D,

e L ¥
Adends

De manera que

U Va u Va D,

Como Fry = ¢ X = Y DX rn Y = CX =Y Y A< At UAz UA3 U As )

= Ht v Ha v Ha U H4

v V¥Ya U Ve D Int. ¢ Y

cerrado.

Sea YV abierto d

X=Y uVi uVzuVa
Definimos Ay =
G = (D :HD e B(V),
n 2'2, definimos:
dn = <D} D e CVY
Bro= (DD e BCVaD
En (D} D eV,
DAadC CuBdu...
Definimos # = (
Sean: Br = Ay v C U (
B2 = A2 Ul CC
CuBzdu... > I7
Bs = Az ul C(
CuBzdu > 17
Ba = Ad 0 C u A

Vi u V2 U Va u Vs tenemos que Y u ( Vi U

U Va D).

v Vi u Vz v Vs

e

U Vs UR

« Db}

D & €V 3,

n o

D r(
D v Bn-g
nC(
¢ UBn

C © % <

Y= B2,

Az U A3 U ...

D L

UL ) U A2 D

u Pt d>u Cuw B2

AL ) = By

X tal que l = Vo V-  cX -

B

U Bn-t )@
) m P

(W PR R VRN

>y 3
D es cumponente

(W

\J

D | D es compunhenti.e

Vz

Por tanto R es

Y. Lntonces

Y u Ve 0w V2 uVau Ve 0 V.

=(D | D g6y

Dndu®B Dy > Fara

Ul U dn ) )

( 82 v B3
de Vi y D & 4 337

u

LY ude Cug ) v

duvC Cu 61 D w

e

de Vo y D & © 357



SCQ). Bi, B2 By y B son cuntinuus,

Clarvam-nte Oy, B2 By y B4 son cerrados. Como fodas  las
componentes de Vi ointerseotan a As, tenemos que A1 o (w t D HE
es componente de Vi y D e 4 3> ws coneno, de manera que Bir es
conexa., Similarmente, Be es conexo, Az u{ v 41 2y Ag o C w B D)
son conexas., Todo elemento de U 61 esta un un cunexo D ¢ G que
intersecta a € U A D, asi que Az U C L A1 ) ¢ U B D) as conexn.
Todo elemento de € U A2 J @sLA en un conexo contenido en & o Az )
que intersecta a ¢ v 61 ). Do manera que Az w C w skt D U C v B )
¢ U A2 ) es conexo. Procediendo de igual manera se  prueba  gque

Az v Cusdt ) CU B d)u Cha Az D u w8 d>u ... es  conexo

Por tanto B2 es conexo., Simitarmente Us es conexuo.

D), C Bi, Bz, Ba, B4 ) es una cadena circular.

9w Ar NnA2 <« Bt n Bz, Asi que- Hr n Be = @, Similarmente
Bz n By mi, U3 1" Re 28 y Bse v By = 0.

Tomemos X ¢ B2 rn HBa, ontonces x ¢ ¢ Az v ( o 41 YU C bz > U
Cuda ) u . .77 UCOLEGL > UCUEEY ... ) D€ A 12 L UL
(D Ded&Ver y D a8 7 cCAzu V2 uVIiuV)dnCAd uVi) =
CAz mAs > U CAz N Y¥E D W V2 o A4 D U € V2 o V& > v
CVT mAEY LCVIAVEI D) GO VaAr>udVAVEid=C Vv ),
Por tanto X € Vi1 Vi, Entonces x & Y U Y1 o Vz u Va,

Como X =Y Ve uVz u Vs uVye oV, tenemus que X « Vo o V.,

Aunlicemos  las dos posibilidades:

Cad. x ¢ V4. Sea D la componente de V4 que contiene a x. Como X €
CC wet > u.,. Y, tenemos yue existe n - N tal gue D n C 1y &n )
es distinto del vacfu. Entonces existe E « 6n tal que D« E = @
Par tunto, D ex componente de Vi que intersecta a ( U 8n . Esto

implica que D ¢ Bnss ¢ 8, Como X <« ¢ U F ! F e8lVad v I' &8 3,

tenemos que existe F € Ve L.l que F ¢ 2 v DnF » @& Entonces



D=FeB v

D=F « R Esta cuntiadicuidn prueha que x 2 Vs,

h). x € V. Sea D la componente e Vo que conticne a x. Como X €
CCuweérdu ... 7, tenemos que D v C C 0 €1 D v ... ) .m 0, asf
que existe n « N tal que D n C wu Gn ) = B, De manera que existe
E e tn tal yue D n £ = 0. Entonces E es componenle de ¥V al  igual
que U y se intersectan as{ que x « D = E.

Como x &« ¢ w A 'V F & 6(Vad vy F & B 33 tonemos que  existe

F cumpunente de Vi tal que F @ By F n E = Q.

FNACUubn ) 20y entonces F ¢« Bn-t < 8.

muesira que tampocu es posible que x e V. Por

En forma similar se prueba que By n Ha = 0.

que ¢ B, B2, Bs,

(B>, Hagamos 2 = B1 v Dz u Ba v B4. Entonces

Sea D una compunent.e de Vi, si D & 4, entonces D e

alguna n 2 2. Asf gque D € € U 4 ) y eutonces
entonces D = By .2 2. En cualquier casu D o Z,
Similarmente V4 = 2. Dada una componente D de
Bz < 2. Similarmente

Y « 2.

De marera que Vu < Z,

por tanto Yuvy v V2 uVso Vs

X-2cX~CYuViuVYazuVauVed>=l oV,

Pero E « €n, as{ que
Esta contradiccidn
tanto B2 oo B« = @,

Concluimos entonces

B4 ) es una cadena circular,

X -7 c V.

o para
DBz cZ SiDues
< 2.

) e

Por tunto Vi

V2, D« Cu A
Va3 <« 2 . Claramente

< Z. De modo yue

DnNnCX -2 ) =<¢ yDvr B2z ®ff >,

Sean = ¢ b | D e 6(V),
Qe (D | DeV), DACX~2)>#8 y DnBamwg?) ¥y
R=(D!DeVI . DAC(X~2)m0 y Dn

Sean ¥ = C WP ) (X ~2). Q=

sea R = C ORI (X -2

F. PAnQ =P AR =Qnk=
y X~2cPuQ R
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Supongamas que existe x e PAaQ < (X -2 >, cl eV, de

mapera que existe una compunente D de V tal que X <« D, Coms X«
P2 uP)mdX~23 3 cicuw?d .o 3 tenemos que
DrCu?d>mo, asfi que existe L componente de Vo tai  que
End(X~-2)m=00, E~B2mw0 y L[ Dw@. Entunces E = D y

DX ~-2 > «0, DBz m@, lsando que x € Q se obliene

que D Ba wmp

Como D n B2z m@ y Bz =Azu CudA Du... 3 uCCu&s)d
U.... J;, Do VeCX~A2) tenemos gque Dn ¢ C OB D> U ...D
es distinto del vacfio o D¢ Cusdt du ... > es diferente del
vacfo. Ep el primer caso, D n C U Gn ) & @ para aiguna n. Asi que
existe E € 8n tal que D n E » . Entonces E es componente de V ¢
EmCCusdtdu... uC U 40 > 3 = @, Coma Tambifn D es
componente de V. tenemos que D = E. Entonces D < «€n =z B2 ¢ 2. Asf
que D C X -2 = u., Donde esta contradiccidn pruebu gque D @

CCuAL > u,., 2 =0, De manepa gque existe o N tal que

Dyt An ) =0,

——

Yaque DnBax@ y Ba=Azxu d (u$ > v ... JF wu
CCu®r dDu ... 3 tenemos que D¢ CuUuBL DU ... > = O o
bien D o € C U Gt 3w ... > = @, Razonapndo como en el pzft-r‘nfn

anterior se obliene que existe m e N tal que’ D » C U Bn D = @,
Supangamas pnr e joemplo, que n < m. Entonces D o C C U A D U

VCusdn ) ) y D CuBrdu ... uCUBnd) = ¢ De
manera que D € 6n y D« (. w 6m 3 ¢ Bz « 2. Entonces D ¢ 4. Esta

contradiceidn prucba awe Fn Q7= 0.

Ahora supangamos que existe una xe P AR < (X ~-273 <
H < V. EnLonces existe wna componente D de V tol que x ¢ D, Como

x e R < €y R37 Tenemas que D m C U k) m §. D& manera gne oxXiste
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F e R tal que D n E = ¢, As{ que F s componente dic V v poal Lanbo
D=E, vy ademds E~ ¢ Bz B3 ) =0, Gmo X € P e ¢ L P37 Lenemos
gue D u PO =@, asl que existe F e # tal que D n o= @,
Lntonces F es componentie de V C y por tantue D = F 2 y F bz & 0O,
De manera que D o B2z = 0 Cy D v € Bz v Ba > = g ). bksta

contradiccicdn prueba que P R = 0.

Similarmenie se prueba gque QT R = D

Ahora supongamos que existe x ¢ P e Bs c PTv (. X - 237 =
B < V. Entonces existe una componente D de V tal que X ¢ D, Como
X € PP =CCuP)d) n CX=-273 2 cuv ¢ 37 tenemus que

D Cu?d =i, De manera que existe E e P tal que D 0 KB = @,

‘Entonces E es unha componentr de V., E n ( N-¥d)w ¢ v Ealz=o,

de modo que D = E. De manera que D n (X - 2 > 20, Dtz x Oy
Dn Ba = 0. Razonandn oMo en Lo pdsina  anterior  se
obLiene una contradiccidn. Por tanto, P Bz = 8. Similarmente se

prueha que Q vy Hz = 0.

Supdngase ahora que existe x - R ¢ Be u B3 ) 2 € X - ¥ 57
H = ¥V, as{ quu existe D componente de V Lal que x ¢ Do Coma % & R,

tenemos que D AR =Dn C Cu DI (X -2 ))>=@ asi queDd o

H

CuXK) =g Esto implica que existe E 2 R tal que D nn E = 8.
Entonces £ es componente de V ( asf que D = £ % y En € Bz v Bx D

ws no vacfo. Do esta manera x e D ~ (¢ B2 o 83 > = O. Esta

contradiceidn prueba que kK o € Bz v Da ) = @.

Pado x = ¢ X - 2 > ¢ V. existe D componente de V Lal que x
DeV. SiDnBz #@, entonces De Pasf que x € ¢ v % D> n
CX~-2>=0)P Si Drbsm=n, entonces D e Q, de modo que X
e CuQIn(X-2)>=Q SiDn(Bz2ubBs =8¢, entones D e R

asf que x e (L URD> A (X ~-2) =R, Porr tante, x e’ U Q U R. De
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manera due X = 2 ¢ P u Q u R, Cun esto ternina la prueha de (Fa.

La prueba el teorema se¢ sigue entonces del lema U

¢ haciendo Pt = P" y Q1 = Q u R O,
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CAPITULO VIT.

En este capftulo exponemos el ejemplo e H. Bell y k. F.
Dickman Jr. [ 1 3, que consiste de un subcon juntu conexo,
localmente conexo, compacto y mullLicoherente de 2% para el cual

P(7) es falsa.

El siguiente lema nos sera dLil para probar que P(7T) es

falsa en el mencionado subcon junto.

Lema 10. Supongomnos que X - € a,b i = R w P u Q, donde
a,bae X, a=b y R, PyQ sonregiones ajenas dos a dos de X
tales que (a, b} s R v P n QT Sea ¢ A1, ..., An D una cadena
circular de cunlinuos de X tales que X = At u ... v An. S1 Amc R

para alguna m, entonces P u Q7 intersecta a lo mds a cuatro Ak 'e.

Demustracién. Supongamos n & %. Observemos que ( a, b )} <
FrR n FrP n FrQ. Dada x « FrR, s1 X ¢ P, entonces P R ® 0, esto
28 absurdo de modo que x = F y similarmente x e Q. Ademds R
abiert.o implica que x & K. Por tanto x = ( a, b ». Hemos probado

que FrR = { a, b ). An5105amente FrP = ( a, b} = FrQ.

Suponzamos, sin pérdida de generulidad, que A1 < R, Tomamos

'aeAl >, k=mdn L v €n | a « Al ),

21

1 =min ¢ . &
m=apin (. «en !beA 3 v p=mix (. en ! be A }. Como
cada elemento de X puede estar a lo mfs en dus Av's y cuando  estd
en dos de ellos est.os son cunsecutivos, Lenenons que -1 = k o
kK =1+ 1Cno ponemos k = 1 @ 1 por que a,b & A1 ) y también que

paam o p=m+1.
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Supongamos por ejenplo que 1L om0 Vames a0 prodmie g
k + L 2 m, Supongamus que osto no ocurle, es declr gque K + 1 ¢ m.

Entonces C A VA L u... LA Dy Algy 9o W N son

dos continuus que no tienen a " a i a " b " y por tantu  cstdn

contenidos en K u P L 0. Come AL estd contenido en el segundu v en

Ry R, PyQ son abiertus aj-nos, tenemos que Ar U Al@l < R,

oL
-1

El otro conjunto ¢ Ay v o A ) debe estar contenido en K, P

o Q. Supongumous, por ejemplo que Ay e WAL estd  contenido

en R u ', Entonces Q es ajgeno a Ak’1u R Alm1 VoL U Aler
De manera que como Q < A1 v ... o A, debe ocurrir gue @ = ¢ Ay
Ay v CA L A, D Asf que ¢l congunto Q o ¢ &, b ;i esta
contenido en ¢ Ay ALY LA L AP J, ntersecta a  ambos, es
conexno y cuomo estamos supunivndo que k + 1 < m, tenemos que 31 [
Ak Y n € Am K Ap ) = (1. Esto es una contradincidn, Por tanto kK + 1
2m Ycomer 1 £k =1l +1 sk+1: 1 +2yuspsm+ L, tenenos
que 1l = ms ) +2 y lsmspasm+ Lo

} +#3., Por tanto ¢ 1, &, m, p )} o ¢ !, 1L 41,1+ 2, 0«3,

Supongamus que mix € 1, k, mp > =1 +q, caon D s g & 4.
Entonces ¢ 1, k, m. p > < €1, 1 + 1.-..., L+ ¢q 3. De monera  qgue

A U Ay es un conjunto de X que nn tiene a

A1+qea

1+qd2
“b " v que contiene a A1, Entonces es un continuo

E) ni a
vontenido en R u P U Q gue intersecta a K. De manera gque  debe

estar contenido en K. Pero X = At o« ... U An

Demodo que PuUuQ =P uQud{a, brYecX- R Y entonces
P7u Q7 sdlo puede Intersectar a Ay, Ay, Ajyq: FPor tanto

P U Q intersecta a lo mds a cuatro A ’s.

Ejemplo. Dados dos puntos diferentes p,q € ®? definimos |
. ~~

QaTy p 4y =

pPqg-<p, q°?. 5‘h se llama segmento abhiurto con extremos p y .

B—E = segmenlo que une al punto “p' con el punto
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Para elaborar el ejemplo, construiremos inductivameute dos
sucesiones ¢ Sn dn y ¢ U dr, dunde cada Sn es  un conjunto  que
consta de 3 x 4" 7! segmentos abiertos ajencs dus a dos y  cada U
“es una coleccidn de 3 x 4"7! abiertos convexos v ajenos dos o dos.
Tanto Sn COomo Ur Lienen propicdades adiciunales que

especificaremos mds adelante,

Para empezar elegimos tres puntos a, h, ¢ ¢ w2 Lales gue el
tridngulo Aabc sea equititero de porimetru 3.
Definimous S1 = éﬁh, ﬁﬂE. éﬁﬁ }. Elegimos para cada | & St un
abiertu convexo VYr que contenga o 1 tal yue didintro de bt =
didmetro de Ty C U173 ~ ¢ u ( Uy tJess - ¢ 1 > 3 = los

extremos de 1. Definimos Wi = « Ug | 1 e St 2.

Ahora diremos como construir Seep y Urss, una vez gque se
han rconstruido Sn y lHln. Para cada [ ¢ Sn, denotamos a sus extremos
por aCId y bCI>. Sea miId = 172 ¢ aCld + h(l) > su puntc medio.
Elegimos un punto pCI> e Ui - I~ tii’ﬂgs\” mCl> = pCId ¢ 1220,
Definimos Sn+t = u ( {aCId mCI>, mCId b(I),/ﬁgll\E:I), PCI>_bedd
} tales que T 2 Sn . A los segmentous <)) m(I), mCI> h(ID,
aCld pCY) y LCIY pdId> les llamaremons sucesores de 1. Con  esxta

Py —
convencion Sn+1 = ( J ) J es sucesor de un elenento de Sno).

Notemos que si J, K € Sn+1, entonces J~ y K  sdlo pueden
intersectarsce en sus extremos. Ademids cada J < Sn+1 €S un  sucesor
de un I € Sn. De manera que ¢s posible coastruir una coleccidn
Unvg = { Uy |} J € Sn+1 ) de abiertos convexos ajenos dos a dos

tales que J ¢ Uy < Ur, diametro de 1y = didmetro de J vy

UT n C Ut UK | KeSnet =€ J1YT3 = ¢ aCl>, LCId D ... .00,



Con estn termina la construccidn de ¢ Sc o y € e D,

Definimos S = u { Sn | n &N . El espacio X se define °

entonces como X = ¢ v (1 | I« S ).

Antes de probar las propiedades que requerimos de X, es

necesario mostrar algunas propiedades de ¢ Sn dn v C Un dn.

Para cada n & N, hacémos Mn = o ( 17 1 I & Sn ). Dados J & I
en S, diremos que j es descendiente de | si existe me N y Ji,
Juw ¢ S tales que Ji+t es sucesor de Ju para toda i = {

1, v, m-t Y el = Jry J=]Jm

(). X =Cu(Hn ! ne ™3I, Mn c Hn+1 para toda n e N y

X=Cu CHn ! nz k3 paratoda k ¢ N
La primera igualdad es clara. Dada I = Sn, I'= ¢ af;;—;z?)-3

N
U Cm{I> LCID> > < Hn+1. De manera que Mn <« Hn+t. La segunda

igualdad resulta entonces inmediata.
(2). Paracada ne ¥, X = ( UT ! T & Sn ).

Seax € u{ Mm { m n > Entonces x € J° para alguna J € $m
conmz n. Sim=an, entonces x € J < U cu CUT ;T e 8n ). S

m > n entonces J es sucesor de algun elemento de Jm-1 de Sm-t, a



SU ves es sucesor de un elemento de Jm-2 de Sm-2, ... Jr o1 es

sucesor de un elemento I de Sn. De monera gue Jj < Uy < Uy, R
"

Uy ., < Ur. Ter banta, ¥ < U1, Esto proela que:

COMm Im>nYcufUT ! 1 eSn t. Gomo Se s finito, Lencmos

entonces que ++ « U3 ' 1 € 8+ } es cerrado y entonces conlien. a X.
(3). X es vompa:to.
Por €2, X c o L UT ! T = €1 2. Ademds cada U con T = 81

tiene didmetro igual a1 y $1 tLiene tres elementus. De manera

que X es acotado y por tanto, compacto.

4>, Para toda [ ¢ S, UT » X =

CudJe8& ! ) es descendivnte de 1 33 o 1.

Si J e s descendiente de 1, entonces, por coastruccidn,

] < Uy ¢ Ur asi que J < BT ~ X. Ademds 1 < Ur o X. Esto prueba la

ol

cantencidn ' =
Dada x € BT nv ¢ & { Mm ! m & n ), tenemos que existen m > n y
J = Sm tal que » € JT Como J « Smy m > n, exisle K <« idn tal que ]
es descendiente de X. Si K = I, entonces x ¢ UT n J o UT A lUJ <
UL o UK « € ACI>, hCIY )} < IT De manera que x <« 1. Si K = 1,
entonces x ¢ ¢ U { J € § | J es descendiente de 1 7). Hemos
probado entonces que U n C u (MHm | m> 0 ) ))c

CufJes ! Jes descendiente de 1 ¥5 u IT Sélo nos raltaria
mostrar que WIT A X =L UT n ¢ u (M ! m>n ¥ 3T, La contencidn
"o " es inmediata de (1),

Sea x € UT « X. 8i x ¢ ¢ aCiy, bC1Y ), entonces x &€ I oo Mn <
HI 1 Mne+z. Si ox e ¢ aCl, bl ¥, entunces
x«eu Uy | J«Sy=-<¢I?Y ) asi que x tienc una‘vecindad vV tal
que VA€ u Uyt JeSn~(1I3%2 = 6 Sea V una vecindad

cuslquiera de x contenida en V. Comu X € X = C U C Hm | m>n 33,

.
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se tiene que ) = W ot O Hm bom > ¥, por (L) Yy e ¥ o V)
tenemos ue este conjunto est.t cuntenido en UT. Por tanto
¥AadCudtm imd>n? ANl 2 Esto muestira que x e ¢ BT 1)

CudtlMm 'm>n 273 v compieta Lo prucba de (4>, 7
(5. Para tnda I ¢ S, ¢ UT «1 XN D = ( aCl) 1 es monexo.

Primero se probard qui- si I € S» v'm > n, entuhces Cm =
CTUCuC]T ]St u...v Smy |} es descemlionte de I 33> =
€ ad1Y } es conexo.

Notemos que I - € aCld } es un segmento al  cual le falta un
extremo, de manera que I~ ( a(l> )} es conexo. Como Cney = I 5}

Cu i J e Sn+i V' J es descendiente de 1)) ~- ( acl) ) =

C 17w adIy m(IY w mCId™BLIY w ACII pUTIY U pCIDTLCTY = € ac1d ) =

€ AaUIF7BTIS - ¢ acl> »> v ¢ EISTHTIY - ¢ acld 3 o pCId BCIJ,

tenemos que la alirmacidn es vdlida para m = n + 1.

Supongamos ahora que Cm s aonexo. Sea J = Sm-t tal que J es
descendiente de I. Entonces existe K ¢ Sw tal que K es decendlente
de I 'y J es sucesor de K, es declir:

TN
e € aCk> mK>, meK) bLCK), k> piRy, 5?::——;?E) >. Entonces

(4

= aCk) k) o mCKY bCk) o alk) pCk) v pCk) b(k> = K 1 atkd pdkd

s

u p(EI"BCKY s un  conjunto homeomorfo a un  cfirculo, ademds
S=-Cafl) > cCm+r, = K -t all) ) c S =  alld 2. be
manera que S - { aC(I> ! ¢s un subconjunto conexo de CUmer  que
intersecta a Cu y gue contiene o J - ( a¢l> ». Entonces
JT= € aCI> ¥ estd en la misma componente de Gmet que Cm para  toda

J =2 Siiet. Por tanto Gmst s conexo.

Ya que Cnet « UWUn+2 2 ..., obtenemos entonces qui € =
wECmIm>nY = I CuJ 1) eSS y J es descendienle

de I 3> = ¢ aCl) » es conuxo. Dadas x € CUT A X D =€ a(l) >y W
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ahierto de X Lol que x = W, por (4, W oo | 2 00 o ¥ .0 J ® 0 para
alguna ) € S descendiente de 1. Como 1 y ] sun segmentos, W oo 1
t.jene una infinidad de puntos o W n J ticvne nna  intinidad e
puntns, en particular ( W ~ I ) - ( aC(I2 ¥ # 6 o (¥ JD) - <
a(l> }» m © para alguna J descendienle de 1. En cualquier caso, ¥ o
CwpP, De aquf qua Ce U rnx)d - atid < €. Pur  tanto

CUT v« X ) = ¢ aCld ) es conexo.

C6). PPara toda I e S. UI i X es conexo.
Comn aCId) € ¢ I - € aCId> 3} 37« ¢ CUT n X > = ¢ atld> » 37
por €52 tenemos qque ¢ ( UT A X D> - ¢ atDhh > > u ¢ ad » =

UT A X »s conexo.

(7Y. X ¢s conexo,
~~
Sabemos yne St = ( 5—%. b oo, Sh oy y que por ¢2) X -~ &S o
Ube M. Enfonces X = € X A U8 ) 0 C X U Y u € X »n B& D,
For (63 cada uno Jde estos counjuntos son conexos, los dns primeros

tienen a "b" y los dos dltimos a "c¢”. Por tanto X es conexo.

(8). ¥ v+ multicohercntie.

Hacemos H = ¢ X n I > wC X nn UE: > v K = X ~ U
Entonces i y K son subconjuntos cerrados conexus de X, ademds
{ a, ¢ » « H N K. Y como para toda 1 < S,
UT A Cu bl ! JesSt=¢C1l3»=(atl), Kl) », tenemos que

Hi K ={ a, ¢, Por tante X es multicoherernte.

(9> La longitud de I <1 ~» 2" + 1, 2"+ .. +1 » 2%"°%
para todo I € Sy para toda n € N, En consecucencia . lara toda

n-2

nalNy tLada I e Sn, didmetro de U1 = longitud de 1 £ 1 7 2 .
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ESTA TESIS MO DEBE
SALUR DE LA BiBLIGTECA

Haremns la prueba inducf.ivamente.
Par derinicidn, para I = 1, longitud de I = { < § » 29
Supongamos que la afirmacide o= v3liua  para n.  Tomemos | =
Sn+1. EpLonces existe 1 -z S tal que J = € addy moT), m(I) h(l),
5(;;~;?T), p(?;—;??) > donde m(1? es el punto medio de 1 y pCId es

un punto que dista de mI> menos que t o~ 23"

TN N
#10J = Cadi> mCIy, m{I» h(I> }, entonces longitud de }
=C1/2YClengitudde I > s (17225 C1 2"+t » 20 +
+1 ,2%°72 5 s 1 2% 4 g 2" e w1 s 2t

1 7 z(nft.‘—l + 1, an'l) P Y z'l\n*l)':‘ ¢

i /2(7'\414"1 + 1 /zlh’lJ ...+ 1 /7-‘\.”")”7.

Ahora si ] = ST;;”;:?), vntunces longitud de J . longlitud de

dCI> m<ly + longitud de mCId pC1) 2 C 1 23 ¢l » 27 v+ 4 72"+
1,22y v 20 =y 2NN b s Y e L

1~ 23277 pp forma similar se comprueba la  desigualdad  para

J = b(l) bCI>. Esto termina la prueha de (93,
10>, X es lncalmenie conexo.

Praobaremos que X es conexo Im~Kleinen en todos sus puntos vy
entonces por [ 12 1, X es localmenle cunexo.

Sean p &« X y ¥ abierto de X tal que p € W, Sea ¢ > 0 tal que
BAp) o Wy seanelNtal quet »2°7°% ¢ <~ 2.
Hacemos A = U { X A UI ! I €Sny pealll 2, V=X-Ay por fltimo
B={XnUI !I&eSnypedlI) Entonzes Ay B scn subcanjuntos

cerrados de X, V es abierto de X, ademas por (6) B es conexo. For
€(9) cada X i UT tiene didmetro menor o igual que A 7 2"’2, e

manera que todos lus puntus de B distan de p a lo mis en 1 7 2" 7%,



ror tanto B . Betpd o W

De (22 se wbtiene que v .o POl Lauto Voes  veciodad Qe p
contenida en ¥ y tLonlos los puntus de V se pueden cuoncoutar  por  un
conexo ¢ B2 dontro de W, Esto muestr. quir X es conexo le-~Kleinen

en p y termina la prueba de que X es localmente conexo.
€11). Para tadu I € S, X - UT es conexo.

Como 1 € 8, existen e N tal yue 1 = Sn. Probaremos 1la

afirmacidn hacivndo induccidn en n.

Yea 1 € Ni, supongamos por ejemplo que I = j’\L. Por (5), lus

conjuntos C1 = C U™ ~— (b ) -~ X y Co=C U ~-Cad) > n X

son conexos ¥ ambus tienen a “c de manera que Ci1 u G2 es conexo.
Aseguramos que Ci o+ G2 = X - UZD, La contencidn X - UL ¢ C1 u G2

se sigue de (2> y de que a y b o WL

Como € UR W UR > A I =Ca, b)Y CUDHOUER)I n D =
fa, o>y CUR LB > o~ 7B = o, b)Y, tenumos que a @  URE,
b ¢ UE: y entoncess C1 w €z < X — Uav. Esto termina la buse de la

induccidn.

Ahora supongamos que la afirmacidn es cierta para n. Tomemos

J € Sn+1, entonces existe 1 € Sn_tal que J e ¢ Ji, J2, Js3 Js
SN _
donde J1 = a(l) mCI), J2z = m(I> b(I>, Ja = adl) pCld, J+ =

p(l) b(l). Supengamos, por ejemplo, que .J = Jt1 ¢ los demis casus
son similares ). Aseguramos que X - UJ = ’

CX-UT) u K UJ2 =L mI) ) O X 2w (C ”ja -4 altl) ¥y > m XD
v CUY, aX .

Como Uy < Ui, X ~-UT < X - UJ. ademds por (%, uj‘ f 1152 -
Cadld, mCI> + ¢ ¢ mCIy, NCI> Y = ¢ m(Y> 3, tenemous que

¢ uSz —{mCT) Y > N X X - Uy, Similarmente, u33- Ladid ¥y >
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nX y U34 7. X son subconjuntos de X - HJ. Esto prusba 1a
contencidn L

Dada X @ X = UJ. Por €2), existe K-w $ret tal que x e UK, »Séa
I. € S»n Lal que K es sucesor de L. Analizamos dos casos:

(1Y, L = I. Por ¢, UL r; UT < € aCld, bCL) 7. Come U < UL,
tenemos que x € YL, SI x e UT, entonces x & { alld, b(i> ». No es
posible que x = aCl) porque x € UJ y aCId e U7. De manera que x =
bC(I>, donde este Gltimo pertencce a C UF, v X ). Esio prueba gqne x

e C X - 61T ) uc uj‘ XD,

€2). L = I. Entonces K € ¢ Jt, Jz, Ju, J4 >. x e UK y x & UT
implican nque K € € Jz2, Ja, Js > vy como x & ( a(I),vm(I) )}, tenemos
que x < C CUJ, = ¢mId2D>AXd>uCCUT, -~€CalDdrd)aXxd u
¢ US‘ n X ). Esto termina la prueba de la igualdad.

Yaque h(I> ¢ C U, - (. mIY > > aXAU] nCX~- UT 3 v
PCId €t By, - C alld 2 >n X n UJ,, wusando la hipbtesis de
induccidn, (5> y (6>, concluimos gue X - U] es conexo. Lsto

Lermina la pruecha de (11).

€12). Para toda 1 e X. X = { aCI), b(Id> ) tiene exactamente tres
componentes: 1a que tiene a ;(I), la que Liepe « m(lr,  ambas
contenidas en UT ) y X - UT. Ademds las tres tienen a acld y a

b(I> en su cerradura.

Sean Jt1 = éf;;—;:?),, Jz = ﬁ?;;——;??), Ja = 5{;;——;:?).
J+ = 5?;;—;??5. Asaguramos (que X ~ { adld, b(}) Y= (X -VUT > v
£« 031 “€{alld ) n X 1 u {( sz - LI D) AX ) Yo
LU, - Catiy?rd>nXl ol U, - <CbI>)Y)d>nXl.

Sea x & € adId, b(I) 1}, entonces por (2), existe K € Snsi

tal que x ¢ UK. Sea 1L € Sn tLal que K es sucesor de L. Si L = I,
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por ¢¥, UL ~ UT = ( aCId, bCI> ). Como x & UK < UL vy
x & ( aCI>, b(l) », tenemos que x & X — UT.

Si L = I, entonces K e ( Ji, Jz, Js. Js 2. De manera que
x e ( UJL - € a(l), b(I> » > n X, para alguna .. EstLo prueba la
contencidn " < .

De (%> se obtiene que bCI> e Uy, u UJ, y que aCId e UJ, u uy,. De
aqui se sigue la contencidn " > . De (11> y (5) se obtiene que
los tres uniendos de la derecha de la igualdad ¢ al! inicio de este

inciso > son conexos ¢ mCId e UJ nUJ, y pcDd e uia n-UF‘ >,

Notemos que ¢ X = UT 3~ n UT =« € por (2> >

CuLUT ! JeSn—-<C1I2>»3 n UT=(acld, bCI> ). Ya que el
segundo y tercero uniendos estdn contenidos en UT y sin excepcidn
.de los tres ninguno tiene a los puntos a(l) y bdI), tenemos que el
primer uniendo estd separado de los otros dos. Por (%), si

intersectamos las cerraduras de los dos tltimos uniendos,
obtenemos un subconjunto de ¢ adId, mCId, bCId> > n{ acCI>, pcD,
b(I> » = { a(I>, b(I> }». Razonando, cono arriba obtenemos que

estos conjuntos estdn separados .

Por tanto los tres uniendos son conexos y estdn mutuamente

separados, entonces deben ser componentes de X - { aC(I), b(I> .

€13>. X no se puede poner como la unidn de una cadena circular de

siete eslabones.

Supongamos que X = €1 v C2 u ... v Cv, donde ¢ G, ..., CG7
es una cadena circular.
Se probard por induccidn que para toda n, existe I ¢ S. tal que

UTI - ¢ aCId, bCI> > conticne algin C..

cad Cada punto de X puede eslar en a lo wids dos de los Cu's.
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Entonces s6lo seis i los € s pueden  inbersectar ol con junto

Ca, b, ¢ asf que uno de ollos ne jonterse-La o € a, b, < 1.

Supongamos que: C1 o « a, b, ¢ ) = 0, Elegimos un punt.o X, EI PR
Por (2., " podemss  suponer e X “ U3, Entonces Gr oesoan

9

suhconjunto coneso de X - ¢ o, b, o 1t que  intersecta  al
complemento de X = UL, es decir, Ci1 nu est.d contenido en X - UM
y como debe esha contenido en alb@ina componente de las conlenidas
en DI ¢ por 2> >, de X - ¢ a. b Y, tenemos  que Ui oo
Ut -~ Ca. b

(b). Supongamos que la arirmacidn es vdlida para n., Sea I e Sn
tal que, por ejemplo, Ci < UT - € aCL), LCId )}, Entonces Cr estar
conlenido en la componente de X = € acl), beId ¥ que coutiene A
pC1) o en la que contiene a mCI>) ¢ verr (12 ). Anslizaremnos el
cago en que estd en la componente de pCId ¢ el otro caso es

andlogo ».

Sgan R = la componente de X - ¢« a(I>, LCI> } que contiene a
pCIy, P la que contiene a mChH y Q = X - UI. Enlonces
X-Cadl, b<ly) > =P uQuR, atld = LCID>, P, 0 y R sun regiones
ajenas dos a dos € son componentes de un abierto > y P°n Q n R =
¢ adld, b(I> ). Como Ct < R, uplicando el lJema 10, oblLenemos que
PTu Q7 intersecta a lo mis a 4 de los G 's. Entonces al menos tres
de los Ci'’s estdn contenidas en R. As{ que existen 1, ; « 7 tales
que Ci, G < K, + = ;, «, ; = 1. Como cualquier punto de X puede
estar a lo mds en dos Ck’s, tenemos que alguno de  los  conjuntos
Ct, G, €, no contiem: a p<id. SFuponganmos  por  ejemplo  que
pdI> = Gi. Usando la notacidn de la pruvba den 12>, Ltenemcs
que R=( CUJ - CatId>r>nX 1ol Uy, ~blI)>naX 1. JFor
(%) la interseccidn de las cerraduras de estos dos conjuntos estd
contenida en € aCId, pCI> > n ¢ pCI), b(I> ¥ = { pCI> }, por tantu
R=(C( UFS = € adl, pch 2 > XD>wuwC( UE‘ = ¢ pCI>, bCID> > O
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n X ) és una separacidn de K - € pCId ro Ademds G 2 K =~ & pcI)
de manera que G estd contenido en alzuno de estus dus  conjuntos.
La prueba de 1la induccidn estd entonces completa puesto que

Ja, Ja & S-et.

De acuerdo con (9), para cada n ¢ 3N, Lenemos  entonces que
existe G tal que didmetro de C. s 1 2 2772, Gomo sdlu  hay siete
C.'s, alguno de ellos debe tener didimetro igual a cero, es decir,
existe o« T tal.gque C, copsta de uh sulo punto Py Pero
C\O I CLO’I =0 vy CLO oG =1 = 0, Asi que Py = U;O—l o G ot
Esto es absurdo por la definicidn de cadena circular. Por tanto X
no se puede poner como la unidn de una cadena -circular de 7
elemenlos. Las operaciones marcadas en los fndices de los Ci's

son consideradas en médulo 7.

Por Laito PC7) no es vdlida ni siquiera para espacios

compactos.
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