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Canter, pcr el contrarzc, ¢ree anls ezistene:a &el

inflnzto aetual- el *infinito acabado’ . que/horrgrzzaba & Geuss ¥ -
qué Kronecker adlo aﬁmite como devenir. El autor de ls Tecria dg -

Cngnﬁtos mira: por primara vez ¢BYa & ¢ara el 1nflaitc ¥ ni 88 des;
lumbra ni ge aterra, como cuando mlr&mos ‘el gol o la,muerte* Eroneg.
 cker, en ecambio,” aparta 1os gics de la sima que abrs @ sus pies 1a -

teoria pesltzva del ‘infinito y hace en &l cuerpo de.la ¥atemdtica
‘una ablacidn que no es la limlﬁaalén griega, sing la protesta inge

vitable contra el absolutismo totalizedor ﬂe*tipo kantiano de. que
‘estaha nmpapada,la teoria de Cantnr. Lo

..a..Loa.finitmstaa scn cautos y -cuando - sientenAqueﬁ

el suelo cscila bag@ aus ples dan marcha atrds;. los 1nfzn1tiatas,
més»audacesg procuran
han vuelto a la esﬁahllidad avanzan de pueve Sin. tener en cuenta -
gue el andamzo que les h&,dervida para sag construecicnes pende de
urn hzlo qug se. paede ramper. ST ,

~ E:anéiscn~?e:a»~

mantener el . eqnzlibrio ¥ cuanéo creen que -




" INTRODUCCION

Cuando nosoiros abrimos cualquier libro de Historia
ﬁe‘las,la;amétieaﬁ nos enconiramos con dos posturas, con respecto

a su contenido, diametralmente opuestas,

En la'pri&era\aiempre nos mencionam que es um libro
ap*o para cualguier persona y que no e zaces:ta ningin conocimien
+¢ previo de la Matemdtica. Por lo zeneral, ss le ‘da mucha MO
tancia a 168 asgeetas perSanales del matemdiics en cuestidn ¥ una
“¢msi nula importancia al desarrollo de su obra, ELl resultado es un

anscdgtario de ia Matemdtica, o mds claramentes, una ‘chismologfa’.-

La segumda postura abarca aguellos libros que estdn
&edzcadns & la gente aspecializada en el SEBPO mateméticca Gompren
den, en,su mayo*ia, una rama especifica de la ﬁatamé%wca. Parc, -

‘ &asgraezaﬁam&nte, sdlo son accesibles a una paquelia ainoria,

¥i intencidn sl escxibir esia tesis es hacer wi en-
sayo de Historia de la Teorfa de Conjuntos que mo ses un anecdoba—
730, para que la genée\especi&lizéda este interesaday y que sea, -
al mismo tiempo, £4cii de comprender a todas aguellas personas gue
no Se &é@ican, o que mpenas empiezan sus estudics (superiores) de
Hatemitices,

41 hager un trabajo Qe hzstorza siempre nos sent3m~
nos obllgados a justificarlo. Bl conocsr o estudiar la Historia de
iz Ciencla gque nos oeupe siempre he sido menospreciads, nunca se -
ie ha dado a8l sstudis de la Historiaz de las Hatemdticas el valor -

gus =& merece,
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No voy a xntentar ;ustlflcar su estudio dentro de -
la propia Matemétlca o la necegidad de hacerlo. Veémeslo desﬁe el

puntc de vista de su ensefiansa. Estamog acastumhradosVa gstudiar -

la Matemdtica ya hecha, y_no como se ha ido creandas .

La presente teszs pueds con51ﬁararse nomo un pegque-
fio muestrario de algunas de las lecturas, comentaries y discucio-e
nes que se hicieron durante los cursos de: Tecorias &@floa Conjuntos
I y 11, Historia de las Matemdticas I y II y otros seminarios cur-

sados con el Prof. PFrancisco Zubleta R,

No debe olvidarse, en ningin mementc;’que antes gue
1 1ibro de Teoria de Coﬁjgntos este snsayo &3 un inkento por Nie-
ter una "Nueva Historia de la Teoria de Canjuntas";iggnque @8 il
rtante seflalar que hasta la fécha no se ha publ;qéﬁﬂ ninguna, -~
i embargo, esta tesis puede ser utilizada camo\uﬁﬁiibro initroduc
io al tema, y, en el mejor de los cases, como unslihro CORDLEm= -
*ntério al curse de ‘*Teoria de los Conjuntos 1°t, éue por su contg

o @0, es diffcil de encontrar.

Ro pretend& hacer un andiisis complste de todas las

 fuestiones que originaron el estudio de la Teoria ¢

Son juntos, &g

#p tampoco lo hacemos de su desarrollo ni de sus‘caﬁsaeuﬁnciaa. Mu

s punios sélo son menclanados y otros de plano ua ‘son tomadoa -

" en consideraclén.
La tesis fus dividida en siete 1ibw f{a 1a manera
“de los griegos] principales: )
{1} En el primero seflalamos alguno +108 problem

mas que influenciaron a Cantor a dedicarse a cuesiiones como: el ~
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concepto de continuidad y el concepte del infinito. Tomandp en. -

cwenta Gnicamente los problemas concernientss a la Matemédtica.y ds

:e §an&a de lado las cuestiones filosdficas o pertenscientes a oiras
| cisneias, '

(2) El segundo es una pequefia biografia de Cantor.’
Bsie capitulo tiene un fin divulgateric o de :uliura‘generai ¥, oo .
1o considero de fundamental importancia para csﬁpreﬁder'squbra. -
‘Qientraslqﬁe\consi&ero que pars entender su.viéa 8l hay gue congw-
ger su obra. |

(3) BL 1ibro III es la traduccién de una de las me-

morias mds representativas de la obra de Cantor: "Coniribuciones a

- 1z Fundamentamcifn de la Teoria de‘las-ﬁﬁmerQS‘Trénsfihitasw { prdo—

mer artfculo, 1895). Por cuestiones técmicas me fue imposible tra-
ducirio del idioma original. ‘

‘ El fin de este capiiuls . es el de mosirar las ideas
originaies y no sl de querer hacer una iraduccidn perfecta del ar-
ticulo, Bn este libre comsiderc de igual importancia las notas gue
se mencionans ya que ésias son las gue nos muestran la importancis,

ilos comentarios y las oriticas gue posteriormente s€ le han hecho

a 1a obra de Canior.

{4) En el librc IV se ﬁesarra¢l& de uns mansrs sis-

i . temftica la Teoria de Conjuntos pars llegar al Teorvems del 5“@&»@?
‘ ﬁen;&e Zermelo, partiendo de 1a definicidn de Can;&gﬁe Bisn~Ordena
do. ' ‘

{5} Ei guinto 1libro es un esiudlc sobre leg diferen
tes tipos de paradojas y antinomias que surgievon alrededor de ls
;earia aungue algunas de éztas no pertenccen necssariamente al -

" 3ampa de la Katen&tica.
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{6) En el 1ibro'VI~se<intentavmosérar,cuales han 83
do Lnsv&iﬁepéates,mediqs que -han propuesto los matemfticos y fiié?
‘sofos pafa_resglver‘algunos\deiles problemas gque DProVOCATON Un Cam
- os dentro de las'Fﬁndamantqacde_la &atgméti@a a principics dé S
Cglo. | | o

{7) Y, finalmente, se sefialan algunas de las qsn&ig
:sionés gue se pueden obiener a través del estudio de la Ristoria.Q«
de ia5Teér£afdeVConjnntﬂs, ademds se sefialan algunos de 1os resul-
tadoslgég;mo&ernoswqge‘han inﬁluiga notablemente en el dﬁﬁarr@lld

de la Teorfa de Comjuntos. -

Fo me gueda més gue agradecerles de la mansra mds ~
sincera a los profesores Francisce Zubieta R. y Guillermo Torres D,

.sus innumerables consejos y correcciones.



IEY infinito! Ningdn otro proble
ma he conmovide tan pﬂﬂhn&mmume el
eapirihzdal hombre.

o David Hilbert..

LIBRO l.~

BOSQUEJO EISTORICO

- Es en\lé escuéla pitagﬁricaa funda&a en Crotona en
la negunda mltad del siglo VI a.u., donde encontramos 1a prlmera -

(1)

erzsis -de: ia Hatemdtica . usta escuela fundaaa por P;ﬁégoras, -

wi2)

“figura semilegendaria y semzxreal , 8¢ dedicd a estudios de tl

po ciemtifico, filoséfico y politicos.

‘ ‘Mds que una escuela sra wna’ secta, pues ts&ca los =~
dogmas y ensenanzas se rodesban de mlsterzss ¥ secretos, Es A1 fLem
:cll averaguar cuales fueron las veréaderas contribncionﬂs y aporta
eiunes de los pltagﬁrzcss a. 1av§atemétiea, pues los coanelmxentoa

se trasmltian de una forma oral y'sa le a rl&uian a Pltégoras.

Sln.lugar a dudas su‘maysr aportacidn a la ﬁa*eaétl
ca fue la demostraﬁléﬁ del hoy llamado ”Teorema de Pl%égeraqﬂ‘ag
»La‘crlsxs que mencionamos en el primer pérraﬁc se generd, denirs -
'&efla aecta pltagérxca, con el ‘&ascuhrzmzento* 'de los nhmeros 1—~
‘rraolﬂnales al generallzar el famuso taorem&. "Bl descubrlmiento -
de IQS irraezonales, esas caaas que no eran nﬁmeros, esnmsvié proﬁ
lfundamente la escuela mltagérlva' la secta impusé el ‘secreto sobre

ese escénéalg ¥ una leyenda cuenta que Hlpaso, que &asobeuaclé la’
. araen, fue alcanzado por la ira de los éleses y pereczé en un nan-

fraglo"{4’
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Poco tiempo més tarde la Matemética sufrlria un rus
vo- ataque por medlo de Zendn de Elea L450 8.C. aprox, - ?) quien:
"Desarrollande las doctrinas de Parménldes, el jefe de la escuels

. ) @ - e
eleética,’déécubre;que‘al punic vulnerable del pitagérismo radica

en la interpretaéién‘ﬂel cuerps geométrico como pluralidad, y con

sus faﬁosa& paradoﬁas hace despertar el espiritu critico de los mg

Vtemétiqosﬂllamandolla ateﬁcién sobre las cuestiones en que’iater=~
‘visne el congepto de in?ihitaVy, al substituir la dactfina geomé»~
trica de la pluralxdaﬁ por 12 doctrina abstracta de la unida& 1s

da un sagnmfxcado szmb51¢co @e tendencxa 1dealmsta qae culmlna deg

paés en Plat6n¢ o(5)

Eertranﬁ Russell afirms ser el primerce en haber esg-
tuﬁlado serlamente las paradojas de Zen&n al hacer el siguiente ¢Q
mentario: ‘“Eneste munde capricheso nada 1o es més gue la fama pés
tuma. Una de las vfctimas més notables de la falta de juicio ae la
.posterlﬁad es el eledtico zenén, Habxesdo 1nventa§o cuatro argumen
‘tos, ‘todaos 1ncoamensurablemante suz¢les ¥ prgzundcs, la gra“er&a -

de los,filéaofés'subsiguiéﬁtes lo gonsiderd como Un mero impeéter
v jdzgé a cada uno ¥ 2 todes sus argumentos éomo acfismaa.“(é}
Las paraﬁo;as ae Zendn son las 31guzentes.

(1) Im Blcatomia@— Zenén argumentaba que no hay mo-

vzmlenta porquﬂ aquello gue se mua¥e caalqulsr alstancia debve lle-

gar a la mitad de su curse antesm fde lliegar al fzn&l: pere, an antes -

- de avanzar la mitad‘de su distancia,~§séié naber avanzade la mitad

de esa mitad, y asf ‘ad infinitum’; de aqai que el movimiento no -
puede nunea empezar.

{2) Aqalles ¥ 1a Tcrﬁuga-- Se afirma que iquiles -

nunéa élcanza a la tcrtuga, nues aguiles déberd llegar primerzmen~—



- mente.

Tger.®
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te al puntc,dcnéé empezd la tortuga, al llegar a este punto Agui -
les, la tortuga deberd estar eén otro mds adelante, y asi sucesiva-
{3} La Flecha,~ Una flecha que sS€ mueve en un ins--
tante dade estd en reposc o no esid sn reposc, es decir, se mueve,

Si'el instante es indivisible, la flecﬁa'na puadeVmoverse, ?uas sl

- Jo hace éi instante quedaria dividido inmediatamente. Fero el tiepg
} po estd constituide de. 1nstantes, Como la flecha mo pueée moverse

"~ en ningdn instante, no uoﬁré MOVETEE &n n;ngﬁn momento., Be agul -

gue siempre permanecer4 en reposo. "Se ha considerado que ésta es

‘uha paradsja tan monstruosa gue no merece siquiera discusidn seria
Cemasse Y'veremos gue es un lugsar muy comﬁn‘ﬁuy impoftante ¥ muy apli

. cable, a- saber: 'Todo valor poslble de una variable es una comsian

(1)

{4} El Estadioc.- "ba mitad del tiampa pﬁede ser i--

gual al doble del t;e@pe. Supongancs tres fllas de cuerpos, una da

‘1as cuales (A) estd en descanso mlentras las otras dos (B,0) me -

musven con 1gaal velaci&ad en opuesias élreccianes {fig 1). Por el

tiempo en qae todos astén en la misma parue de la carvera, B habré
pasado dos veces tantos cuerpus en ¢ como en & {fig 2).
Por tanmto el tiempo que tarda em pasar ¢ es dos ve-

ces mayor que el gque tarda en pasar A. Pero el tiempo que By & -

‘tardan en alcanzar la pcsielén de 4 es el mismo. Por tanto, 81 do-

ble del,t;empo es igual & la mitad®. (8)
A s,qo 2 a3 e »
& B & O e B @ 8 @& @
c i & B BB & B @ #
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; La*rama—qqe,a&quiririaluna,maéur&z insospechads se-
ria la Gebmetria;'Es canflﬂs~¢ﬁlamentcs**de Buclides {300 a.c., =
SpTroX.) cuando la geanetria llega a su. méximo esplendor. Bs fan iz
'partante su- 1mfluen61a gue el mismo Inmanuel Kant (1724-1804) basd
sus estudios sobre la razém.en el molde conceptual del gebmetre a-
1e jandrinos ‘Posteriorments veremos la- influencia qua tuvd Esnt en
&1 surgimiento de las diferentes escuelas Llleséf1eas dentrc dg la
:Eatemética.z

Si tomamos las "Elementes“ comg la obra que repre--—
senta las ideas ée cs gr;egos, vemcskqae ellos tenlan el concapto
‘de un espacio finite, aungue muy grande, o gque podian pensar sn un
espacio infiniteide wna manera cousiructiva. Por ejempls, en el se
_gundo postulado  de Euclides leemos: “Prolangar porvccatinuidai &an

iinea recta una recta delimitada”. (9

En el famomo gquinto nss%u¢a_
dc,ﬂeVlee: “Gue, si una recta 1ncldente sobr& dos rectas, hace An-
gnlas'lnxernos ¥y Ge la mlsma parie menores gue &os rectos, prolon-

g&daa~nsas dos rectas zndcfxnxdamenta poincidirdn por la parfe en

{10)
que estén los éngules menorss gus 4dos énvulas rectos,” ) Tambidn
en La &efznlezén 23 8el libwe I, Buplides mencicnas la misma ldez,

11
asf como en nuchas otras pregeszulones.( )

Si, como en el segunde postulade, Euclides menciona
gue 1la recha estd delimiﬁaéé 28 porgue ﬁe estd pensandy en la reg-
ta como uns totalidad ya dada. Pero no por €sio imposibilita a la
recka de ser infinita, porque como menciona en sl guinte pea%ula@a
j en la definicidn 23, la rectz puede ser prolongada indefinidamen.

te.
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?ero la Matemdtice Griega: llevaba dentro de si los

{12}

elementos que ;a acabarian: lz imaginacidn v;sual ¥.el intsrés

(13)

tan impsrtante que adguiere el. sentido de la estética nacen

que el desarrollo de 1z Matemética se frensa,

Xienzrasfaéia la Yatemdtica griega aparecia la Arii
métiga indt, y es de agul de donde surge el &lgebra creada por los
Arabes, Ia difusidn del 4lgebra produce una verdaders revolucidn -
que?éxalta\iakfaeultad creadora de los maéemé%icoa,'pero se pradu;
eg una nueva- cipisis, pues la sintesis’algebréieo—lﬂgica'quue‘que—

daba reducida la matemdtica ideal era innaplicable sn la Fisies.

Bl problema del infinitc no habla alﬁo olyidade por
{;&} eo Ga¥ilei (1564-1642) escribid -

le'siguiente* *Esto de fijar un infinite como mayor gque otro infie

los hombres de ciencia.

nito es, en mi opinién, un concepto que - nunes ‘se podrd comprender
Vde ningtn modo., "( 5) ‘

‘ E1 difloge entre ‘Salyatius’ ¥ 'Sagredc’ es de 1a -
siguieﬁte maners:

“Jalvatius: Si pregunto que cudnios son los ndmeros
gusdrados me puedes contestar en verdad gue hay tantos como rafces
cuadradas, §quﬂﬁ eada cuvafrade tiene su-raiz? 7 cada ralz su cuge
‘drado, ¥y no hay ni un sdlc cuadrado que tenga més de una rsiz, oi
 una raiz que tenga més de un sdlo cuadrado.

aagrmag. ;@ué es lo que debe umo coacluxr bajo o
tas circunstancias? . ,

Salvatius: Ho cresc que queps oira decisidn que la -~
de decir que todos los ntmercs son infinitos, hay infinitos cuadra
dos y ni la multitud de cuadrados es mds grande que la de todos -
los nfmercs ni esta es mayor que aquélla, ¥, en conclusién, 108 8-

tributos de ‘igualdad’, ‘mayor qus’, ¢ "menor que' no:tienen lugar -
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NPT . 3 s P (16}
entre los infinitos, sino tzn sdlo en las cantidzdes finitas®,

“bn el ejempls de Galllee todss {1la clase} de ios ~

enteros cuadrados es equivalente a la clase de todos los enteros -

‘positives."” (17)
1 2 3 sreeee f <3 seceve
I ! |
1 4 9 seeeee 12 La...

Es en 163?, con René Descartes {15Q6~16§G}, cuaada
nace propiamente la Gegmetria Analitlﬂa {zunque &l nombre es muy -
pasterler), ¥a. gque en uumo de los ensayos {"La Geameﬁxia"} ‘que anmuj

rece en el "Dlssurso del Eétodo §ara sonduﬂxr bien la rasén ¥ buse

‘car la veréaﬁ en laﬁ Gieaclas ademés La Dléptrlba, Losg, kates 58

F i la Gegmetria’ que son ensayes de ese métada”, es de &anﬁe sargen

los fundamentos de la nueva rama matamétlca. Es en esta obra donde .
aparece per primera vez el uso de las primeras iezr&s del alfabeto

{859,Cs000as) paﬁa 1aa‘valeres canccades‘g las dltimas {x,y,z,,,.}

pars los valores deseeaasidas,'asi tambidn codmo el uso Ge Los expg
" mentes. ‘ N ‘ ‘

A .Descartes demliestra la posiﬁilidaﬁ de determinar la
recta temando dos de sus puntos, y no slmplemente el segmento que
los une. Este hecho es fnndamenta; pues cambma por completo el con
cspto de infinito. Al estar dada la recia enterz nosotros no tene-

mos necesidad de prolongarla indefinidamente pues la itersmos deuer
(183

minada‘camyletamente, o se&, nbtenemocs un iﬁfinito actual.
John Wallis (1616-1703) fue el primerc em introdu-—

" eir el simBolo de infinito (s} en la Matemdtica, &sto lo hiznd en
su obra m4s famosa “Arithmetica Infinitorum” (1655). Ademds fue el

primere gque se dedied al esgtudic siszemético de las series.
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Més tarde, cuando Se crea el Cédleulo Diferencial e
Integral 3¢ abandona la concepcidn Sintétics y desaparece la i
dad armonlcsa de la Matemitica qus le habian dade Euclldes a la =

Geometria y Descaries al Algebra. (19)

Guillermo Godofreds Leibriz (1646-1715), uno de los
creadores del Céleulo, "se pregunta: ;Qué hay nmds, ndmeros nstura-
les 142;3,.,.,33.., $ ndmeros pares 2,4;6,.q;23,.,,? se asusta y &
flrma."ﬁl ndmere de todos los nimerss snclerrs una caniraéicciﬁn‘

¥ arch;va el probliema,” »(20)

Pocos aflos més tarde, en 17564, Va*taxre ﬁecia* “Ad»
 31tim08, sn Geametria, no solanente magnltudes &niiﬁl%as, eg &%clr,
aagnltudesAgayares que cualguier magnitud asignada, pero magnitu——
: &ééV&afiniﬁas infiﬁit&me&te méyares una que la otra. Esto asombra

Vinuestra dlmensién de eerabros, ‘el cual tlenﬁ cerca 4z sels pulgs~-
- das de larga, ¢ince de amcho, ¥ seis de profundldaé, en las cabgw—
- zas nés graades »{21) Un poco méswaéelaate dice: “Tememos definido
hébilmente el Lnf nito en aritmética mediante un nudo dé amor, de

gsta menera oo pera zo posessmos por lo tanto una necidn clara de
€. nl22) .

Inmanuel Kant sefiald en su "Introdmceidn de ls Cri-
tieca de 1la Razén Pura” quetlas proposicionss se dividen en Anaiiti

cas y Sintétices, y estas fltimas a su vez en ‘a prieri’ y ‘a pos-
tériori'. Kant asegura gue 1as proposicliones analiticss son aquew-
1las cuya negacidén s comtradictoria em si, mientras gue las sinﬁﬁ
ticas sah aquellas gue afladen algo nﬁeve a nuesire conocimienio, =
las & priecri son condicioﬁés necesariags 42 la posibilidad de la ex

periencia ohjetiva, mientras que las a partériari dependen de la -~



percepcidn sensible,

ahara, Kant afirma que todas las proposiciones de -
la Mateméﬁzca pura pertenecen a la clase 1ntu1ﬁl7a de las proposi~
ciones sintét;aaa a priori, éste deblde a que. {1} ‘som juicios

téticos ya que al describir el espacic y el %1empe aescrzhz&os 

5
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, tiéad63v§art1culares, ¥ {2) son a pricri poraue no describimes

gresiaaes~sensib;eﬁ (azfaescribir el espacio ¥y el tiempo} sinn

™)
ol
w

matrices permanentes e invariantes del espeaio y el tiempo.

"La matem&tica pura tiene su cbjeto de estudio en -
la estructura del espacic y el tiempo, libre de material empirxcae
La mauemétlca aglxeada, en camble} tiene su objeto de estuaxo en -
ja estructura del espacio y el éiemyﬁ jﬁntamenxe'coﬁ 2l material -

que<la'llena.”(23}

Hientras que con Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
el Andlisis salfa triunfante de suAleémica con la Geometria DES—m
criptiva*réhavanﬁo 21 concepto filoséfico'de contix&i&a& & introdu
eciendo (de nueva cuanta) el rigor en la ¥atembdtica: aohann Karl -
Friedrich Gauss (1777-18%55) atacaba ia idea del infinito ‘actual’
de la siguiente panera: "Protesic contra el usc de la magnitud in-
finita comd uns cosa compleia, que jamis puede permitirséfen‘ﬁate~
méﬁicas; Infinito es siﬁpleméite‘una forma de habiar,‘yila verdade
ra significacién es un limite =2l que ciertas razones se aproximan

. 24
indefinidamente, mientras otras aumentan sin restrieexéa.”( )

4 través del desarrollc del presente trabajo nos hg
mas podido dar cuenta de los problemas internos {(no tcaes) que 11&
; vabe dentro de si la Eatemézlca, debidos grznclnaimente al aoacepw
to de infinitoe. Ademés, ¢l fracaso de las especulaciones esbre el
infinito antual‘y la aritmetizacidn del Andlisis crean dos disci--

’pliﬁas‘irreductihles al parecer: la Hatemitica de lo finito y de -
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o iﬁfinit&, la de lo numerable y la del continuo, gque correspon-—
dex a‘las‘conﬁicienas histdricas de la evolucidn del pensamienio -

-

patemdtico.

‘ ‘Bs aqui cuandc aparece si genio de un 'demente'en -
" el contexte de nuesira historia con su ‘Teoria de los Conjuntos’:
- ‘eorg Cantor (1845-1918). Quien contestaria a Gauss de la siguien=—
te‘manéia° "A.pesar de la diferencia esencial entre los Qonceg%oé
del lnflaltg pntencxal' y ‘actual’ ~e1 grim&rc significa una‘mégm

7 nltud flaxta 'varlable', que aumenta més alld de todos los limites

flnltos ‘mientras el ﬁltlmo 28 una. m&gnltua *constante®, fija, més

alld’ de tedas las magaztu&es flnitas~ ambas son eon frecueacxa eon
fundlﬁas “{25}



La esancia de i Matemitica ra-
dica en su libertad.
Georg Cantor.

LIBRO II.=

i UM DEMENTE.....GE0RG CANTOR ;

~ Georg Ferdinand Indwig Cantor nacié el 3 de marze -
de 1845 en la ciudad de San Petesburge, Rusia. Los pa&res de Georg
fueron: Georg ﬂaldemar Gantor ¥ Maria Bohn. Fue el mayor de su fam-.

milia, adlo tuyé dos hermanps. Constantzn ¥ Sophie K@billng.

‘ . . La famllla era crxstlana, su padre pratestante ¥ su
. madre caﬁﬁlmoa. Santor, al igual gue Leanolé Eronecker (1823mlﬁg¢}
" se ineclind por el nrotestantlsmo. Aﬁos més tarde los jesuitas sg -

“basarian en la Teoria de Conjuntos en sus. 1nten%as de dar nuevas -

demnstraclunes de‘lg‘ezlstencxa ae‘D;os ¥y de algun@s«mlatermgg de
la feligién; Génto:»nu solamente ne contribuyé a eésias ideas sine

que las ptacd de una manera formal.

E1 ﬁalento:y precacidad matémética de Canfor'fuerom
recondcidas antes &e gue €ate cuméliera los guince aﬁss. Primerg-——
mente tomd clases particularés,\pasaadu éés tarde 2 la escuela elg
mental de Sén,Petesbﬁrgov.ﬁogteriqrmente; ya én Alemania, asistid
a escuelas priyaﬁaa aﬁﬂFrénefort ¥y Dé;sogagt ¥, & la sdad de guin~
éevaﬁos ingreséken el Iﬁétitutd de Wiesbaden §1860}5

Su padre lo ¢bligd a seguir los estudiss de ingenieg
ria, por ser una carrers mé2 lucrativa, imnosibilitando 2n un nrig
\clpxo sus estudios en Matemdtica. Hés tarde el padre ce&eria de su

caprlcho Qermltxénéole la entraﬁa a ia Unzveraldaé Ge znrzch en -
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1862, Al afic siguiente murid su padre, y se cambid a la Universi--

dad de Berlin. '
-

En Berlin, Cantor se especializd en los estudios de

‘%atemétlca, ?1losafia y Fisica, aunque. a esta fltima nunca se dedi

6. &qui sus maestros fueron Ernst Eduard Kummer (1810~1593}, Karl
Weiaﬁtxaas (1815n1897} y Eronecker. Posteriormeate pasd a otra Uni

versidad v estuvd un semestre (1866) en Gﬁttihgeﬁ, el centro mafe-

mético’més—impcrtante gue ha habldo en ia Historia de la Matemdti-

CEle

4 los 22 afios, Cantor publicd su primer traba;e lna
tdmv;&ual y perscnal basado en una aemorla de Gauss (”Dis uisitio

nes Arxthmezlcae“} dande habia de jado un problems pendisntel El -

prgblama censzstia en 1a solucidn en némeros enteros X:¥,%, 42 1z

Vecuaczdn 1ndeterm1naﬁa

2

ax? + by® + cz2 = 0O

donde a,b,c son nfmercs enteros. Era unz demostracibén completamen—
te clfsica, por lo gque se ve el italenio del matemdiico pers no su
gran genio. Lo mismo se puede decir de todos sus trabajos hasta la

ednd de 29 afios,

Cantor primerameats‘se dedicd a la teorfa gausiana
de nimeros, postériormente pasd al Andlisis rigurosc, en particum-
~ iar sl estudic de las Teorfas de las Series Trigononétricas. El e§'
- tudic de los conceptos de continuidad, de Limite y de canvergenéid
Lo 1levar0n al estudio exhaustive de los fundamentos del anélisia:

y de la filosofia del infinito.
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La carrera académica de Cantor transcurrid en la U=

(26)

niversidad de Halle donde, en 1869, fue nombradec masstro‘Pri——

(27

vatdczent . Bn 1872 es nombrado profesor ayudante y antes de -~
que su obra fusra atacada por la critlca €8 nombrade professr ordx

nario (1879),

i En 1874 publicd su primers memorla relacxonada con.
- la Teoria. de Conjuntos. BEn esta memcrla Cantor se revweld como 4 )
’matemétmco ereador y orlglnal &ebléo a 105 métodes seguidos vy 58 -
lc& ‘resuliados obtenides, En esta’ memoria ﬁemasﬁré la numerabili--—

dad de los nﬁmeras algehréleesiza’

Gantor se casd en 1874 con Vally Guttman, tuvs dos
- hijos ¥y cuatro hlgas, de los cuales nznguno se dedicd a la,Matemé~
tics.

; En 188¢, Cantor fue internado psr primera ves en -
una clinxca para anfermus mentales, Debido & su- falia de caréater,
a sus coastan%es momentos d&ﬁr&SlVOS ¥ al ataque ingesante de sug

contemperéneos, ﬁantur comenzd a dudar de su obra. Los ataquas de

Kraﬂeeker fusron tan constantes ¥ faltos de misericordia que fue -
1mgeszbls pars. Gantur consegulr uns plaza 1mpartanfe en la ﬁaiverm
slda&. ‘Las vxsxtas & 1a elinica se hlcierontmés aanstantea ¥ DLOm
langadas, Gantar, finalmente, soliciid al Deuartamants de ﬁatamétl

eas de la Unxversluad su trasiado al de ?1losoiia,

Richard Dedekind (1831-1916) simpatizé con Cantor -
perque*la.obra' de ambom y sus censecuescias habian tomado caminos
paralelos. Tsmbién &harlesv%erm;te {1822-1901} simpatizd con Can-——

tor ¥ asi 1o demuestra &1 ex uno de sus escritos: “Los elogios que
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Hermite me hace en su carta ..... respecte & 1a cuestidn de la teo

ria de conjunios son tan importantes en mi opinidn, tan inmerecis-
dos, gque no me atreve a publicarlos para ngvancurrxr en el reprg-—
¢he de haber sidq deslumbrado p@r‘ellos."(gg)

Poco a poco 5u obra fua reconocida, recibid milti-—
plas hgncres‘ Cantor ¥ Kroneckar habfan lograde una reconciliacidn,
aunque de una manera su@erflclal, pocos afios ‘antes de gue dste i~

tm& murz.era.

Finalments, Cantor murid el & de emerc de 1318, & ~
la edad de 73 afios, en la clinica psxquxétvlca ds Halle.- Su obra
solamente pueds ser comparada, en importancia, a 1a de Isaac Rewum
ton {1643-1727) ¥ Gadcfreda @. Leibniz (1646-1716).



T

¥EL congepto de infinito es nueg
tro pejor emigo; ss también el mayor o~
nemige de nuestra pas mental. Weisstrass.
nos ﬁmeaoaicrmqupahmmw al fin do-
mado 7 domesticado completaments este &
~lamento 1ngobaxnab}e. Sin embargo, no -
 fue asi; volvid a recobrar gu libertad.
Rilbert y Brouwer han venide a domesti-
carkc una ves mas. 4 Por cuanio tisepe?
Deseames saberlo.”
James Plerpont.

"LIBRO I1l.~

(481 CONTRIBUCION A LA PUNDAMENTACION
DE LOS_NUMEROS |
TRANSFINITOS .~
{Primer Articulo).

’

§1
EL GONGE P70 DE POTENGIA O NUMERO G&EEIH&LQM

Por un agrsgads {msage} entsnaemas cualguier c&leca ‘

vczdﬂ E‘dentra ¢ un todo de oujetes m determinados y bien Glgtine—

tos de. nuestra percepeidn o nuestre pensamlento. Estos objetos son

1lamados los elvmanucs de M.

En simbﬂles exaresam@s esto asi:

}il} | - ¥ = {m} {30

7 Denctamos la uniédn ds muchos agregados H,N,P,......
ios Quales no tienen elementos comunes, dentrs de un agregado sin-
gular por

(2) (4,8, 2,000.0) 3,

‘Llamaremcs con el nombre de ‘partet o ’agrégado paxr

cial’ de un agregadc ¥ cualquier otro agregado ﬁl cuyos elementos

ftamblén son elementos de M,



. parte equivalente deflnxda By de N, e inversamente.
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Si ¥, €8 una parte de My y Ml 28 una parte de ¥, en
(32)

tonces Mo es una parte de M,

’ Todo agregado M tiene uma ‘potencie’, la cual tam~~‘
bidn llamaremos su ‘némerc cardinal’,
Llamaremos con el nombre de "potencia’ § ‘admerc -
@araxnal' de ¥ el conecepto general que, con ayuda de la actlvldaﬁ

&e nnsstra,lntellgencza, surge del agregado ¥ cuando hacemos abs~—-

[traqeién de la naturaleza de sus elementos m 3 del orden em el =

cual estdn dédos,, ;
[482} Denotames el resultado de este doble acto de

‘abstraccidn, el mimerc cardinal o potencia de ¥, por -

(3) g 6y

Dsgde gque cada elemento szngula% w, 51 nos abatrae~

mos de su aaturaleza, se csnv1@rte an una ‘unlﬁad'ﬁ el numere Fel-ha

,&inal’ﬁ:as un agregsdc uﬁflﬂiéﬂ‘ﬁﬁﬁgﬁﬁﬁtﬂ de vridades, ¥ sste oime
ro tiene exiQtencia en nusstra mente come una imagsn zutelectual o

‘proyeccidn de un agrogaés B dado.

Decimos que dos agregades ¥ y N son ‘equivalentes’,

en simbolos
M~y & H~H,

i es posible ponerlos, por alguma regla, ep una relacidn tal gue

2 ¢ada elemento ée rads agregaﬁo éorreSpanda une y sclesmente un 8-

lemento del otro. A cada parte ¥y de ¥ correspende, entonces, une
(34}
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5i tenemos tal regla de co~ordinacidn de dos agrega
des eqaivaientes, entonces aparte del caso en que cada uno de ellos
cahsisﬁa solamente de un elemento, podemos modificar esta regls de
. muchas maneras., Podemos, por ejemplo, tomar siempre cuidade de un
glemento eSpeeial mg de ¥ a su correspondiente elemsnto especial -
,nozﬂa N, Por si, de acuerdo a la‘regla'original, lo8 elementos m,
>y g no éekcarresponden; pero al elemento mg de M corresponde el -
" elemento n3 de N, y al elemenio n, de N ocrrespdnde él elementd‘ml‘
de ¥, tnmamosvla‘regla‘ﬁo&ificada de acuerdo a la cual By COTYSHw~—
‘ponde a8 ng ymy & ny ¥ §ara los otros elementos la regla origiﬁal
que&a'sig élterar. Por estos medics el fin seﬁahfiene«(35}

Todo agregado es equivalente a si mismo
(%) M~ E,

' 8i dos: agregados son gdnivalentes a un tercero, Son eguivalentes -
entre si, es decir;

De fundamenial importamcia es el teorema gue dos P
. gregados B y B tienen el mismo nfmerc cardinal si, y s6le si, son
. equivalentes; asi, ‘ ‘ '

(7] de ¥ ~ N obtenemos M = W

(8} de ¥ = N obtenemos ¥ ~ N.

Asf la equivalencia de agregados forma la condicidn necesaria y su

- ficiente para la igualhad de sus ndmeres carainales‘{37)

,E4833 De heohe, de acuerdc 2 la definicidn anterior

de potencia, el nfmero cardinsl ¥ queda sin alterar si en el lugaxr -

de. cada uno, o muchos o afip todos los elementos m de M 0tras cosas
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son substituidas. 8i, ahora, ¥ ~ N, existe wna regla &evcc~ordina-

cibn mediante 1a cua& M y ¥ estén referidos univocamente‘y recipro :

camenﬁevuao al otrog y por esto al elefiento m de W carrespénﬁe el

ele@ento n de N substituido, y, de esta forma,‘ﬁ se transforma en

. H sin alierar su nimero cardinal, Consecuentemsnte

?iz?ét

_El eonverso del %tecoremas resulta de 1a nobta que efiw-

tre los elementos de ¥ y las diferentes unidades de su nimerc cayr-

dinal ¥ wna relacién reeiprocamente univeca (o biunivoca} de  eow-

rrespondencia subsisie. Porque, come vemes, M crece, por asi deeir

- 1o, fuera detﬁ de tal manera gque de cada elemento m de ¥ una uni-

dad especial de ¥ surge. 4si podemos decir que

(9 e E

' De 1a misma mamers N ~ H, Si emtan&as‘§7=f§, tenemos, por (&),

E ~ N,

Mencionaremos el siguiente teorema, el cual resuita

inmediatemente del comeepto de eguivalencia. 3i M,N,P,... son agreg

. gados que no tisnen elementos comunes, ¥ ,H°,P',...... son tasbién

sgregados con 1a misma propiedad, y si
M~MY, NoN PPy soeoe
entonces siempre benemos

(M, N, Praeea) ~ (MF N . B* ..0.)s

éz
*EAYOR® ¥ "MENOR®™ CON POTENCIAS.-

(\Si para dos agregaéos ¥ y ¥ con los nfmercs carding
les a=M y b= N, y ambas condiciones:
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{a) No existe parte de ¥ &quAe‘sea eguivalente a N,
{b) Existe una parte Ny de N, tal que Nj ~ M
se cumplen, €8 obvig que estas condiciones se fsiguen; aumpiien&o si
en ellas son reemplazades; ¥ y N, por dos  agregados equivalen%es,
M* y N*, As{ ellas expresan una relacién xieflnxda de los nimeros -
cardinales & y. 50 del uno al otro.

[484] Ademds, 12 equivalencia de B y N, y asf la i-

gualdad de o y'b, es sxclusiva, porque si tenemos M ~ N, tendremos,

porgue Ny ® M, la egquivalencia Ny ~ N, ¥ en*éonces, porgue M ~ H, -
dehe‘-axistir una parte ¥j de ¥ tal cgaé ¥ ~ B, y por lo tanioc debe
mos tener My ~ N; y esto céntr&éice 1a condicidn (a).
Terceramen‘l;e, la relacidn de &« a b a5 tal que hace

' impmsi’c-}.e la misma relacidn de b a o3 mrguea si en (2) ¥ (b) las -
' paries ;tugaﬁas por ¥ y ¥ scn mtercamb:.aﬂas dos can&iemnes BT e
gen, las cuales scn contraeilctorlas & las ya foma&as.

. Exprﬁ&mo:: ia’ relaclén de & dn b c&racterlzada poT
{(a}) y (b} diciendo: & es "menor" que b & b es "mayor® gue @3 en ——
simbolos o

7 {1} a<kdbsra
Podemos probar fdeiimente gue

{2) 81 ach y% ¢ ¢, entegnces siempre tenemos &< ¢ .

Andlogamente, de la definiecidn, se sigue inmediata-
mente que, gi . P es una parde de un sgregade P, de @< ?’1 se sigue
a<PydePel se sigue T¢b. ‘

| | Hemos visto que de estas tres relaciones

a=b ,ac¢h,beca



-19 -

cada un& excluye a las btraé dos. Por oitre lado, el teorema que, -
con cualasquiera dos nimeros cardinales q,y'b, una de esas tres re
1acignes debe realizarse necesariamenﬁé, no €8 por su significado
:évi&ente por si misma y diffcilmente puede ser probada en este pun
. |

No hasta més tarde, cuando nosotros hayameos aldelan~
tado en el examen sobre las sucesiones ascedentes de los nimeros - :
 garéinalss7transfinitos ¥y uﬁa»visién éentra de su‘éonaxién, resuli-
vﬁ&révia'vefdaé del tsorema: ‘ |

| h.— Si &y b son dos nimeres cardinales cuaslesquis-
ra, entonces 6 & = b, 6 aché arb.

De este teorema los teorecmas s;gu;&n%es, de los cua
1es, como Ses, a0 haremos usg aqui pusden ser derivados 31mplemen
Cte. : o
‘ ' B.— Si dos agregados M y N son tales que ¥ es equi~
?va&enta & una parte ¥y de B y K a una parte H; de M, entonges ¥ ¥
B ‘son equivalentes;

. Ge= 381 El &8 una partﬁ ée un agregado K, %2 es una

parte del agregado My, y si leos agrega&as Hy ﬁg sog aqulvalentes,
. entonces ¥y es equivalente & ambos M y MZ’ '

D= Si, con dos agregades H yyﬁ, ¥ no es squivalen
te a ¥ nd a una parte de M, existe una parie Nj de N que es @quiﬂg
‘lente a Mj ’ ;
‘ E.- Si des agregados ¥ y N no son equivalentes, y g
xiste una parte Hy de N que es eguivalente a'ﬁ, entonces ningﬁna‘a

parte de M es eguivalente a H.

fa8s5] .83 ‘
Lh ADICION Y BULTIPLICACION CON POTENCIAS.

C b unidn de dos agregades ¥ y H gue no tlanan 8lemm

mentosS comunes fue denotada en §l, {2) por {(#,H). Lo llamamos 81 -
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"&grégado unidan {vereinigungsmenge) de ¥ v N®,

31 M* y N' son oircs dos agregados sin elementos co
mtm,es, ¥y siMwe ¥* y B~ N', vemos que tenemos

(E,N) » {M',N").

De aqui qua el nfimero carﬂznal de (M, 3@} solamenta aepen&e de },os =
n&mercs cardinales H = a4 y N =b .
Esto nos llevas a la def‘lpm:.én de 1a suma de ayh.

- Ponemos

(1} | ¢;+ b = (#,N).

* Deads q.iae en el concepbc 4e potenciaz hacemos abstifag
gidn del orden de los elementos, concluimos inmediatamente gque

(2) o ,; a+b=bia (38)
|y parg tres nimeros cardinales cualesquiera &, b ,¢ tenemos
* . ) ' ’ 14
(3 ~ &+ (b+ey = (a+h) *¢.‘39}

Llegdmss ahora a la multiplicacién. Cualgquier eie--
(mem;o m de un agregado B ptwde ser pensado como ligado can e E S
e;mer slemento n de qtm agrggaﬁo N para asi former un nueve ele--'
mente (m,n}; é@m‘taﬁms por (M H) el agregado "rie todas esies ligedn
‘ras (m,n} ¥ 1o }..Lam&mss e}. "ag*rega&o de ié.gaduras {verbindongsmen- o
) de Moy N, ast '

(4) (h.5) = {{=,0)}.
ﬁesiqs que ia potencia de (K.N) sclamente depende de las potencias
i3 :»"‘-,y‘f’!’ =h; porgus si resmplagzamos los agregades X y § por  los
agregados

W o lny gt = {n]
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respectivamente equivalenies a ellos y, consideramos m,m' y n,n' -

como elementos correspondientes, entonces el agregado
B : . N ] -
(g*.5") = {(n",n"}
es’ llevade en una correspondencia reciproca y univoca con {(M,N} =

guardando a."{m,n} ¥ *"m',n ) como elementos carrespon&wnﬁes. asi -

3, , ‘ {(M*.H*) w (n.m),

Definimos zhora el producto q-% por la ecuacién

(6) a-b = .

[486] Un agregado con el nfimero cardinal 4-b puede
‘ser compuesto a‘parkir, de los agrsgadss E‘iy N con los ndmercs carw
~dinales; ay b de acuerdo a la sigﬂien‘sé regla: Comenzamos & pariir
del agragmis K 3’ veemplazamos en el ca&a elemmta n por un agrega_
fgo Mn My si, em:onces, reunimos los elementes d,e todes astos e

gregados By én un ﬁ@de S, Temos que

¢1) | s e (KN,
W
|

;

¥ consecuentemente
=§ = QQ.E gb »

Akﬁerque, si, con cua,.lgaiezv regia dada la correspordencia de los &0§
- agregados equivalentes ¥ y My, denétaﬁmas p‘er' m sl elemento de B -

que ecorresponde al elementc my de My, ienemos

& : § = {mn}s

o

‘y asfi los agregados 3 ¥ {8.4) pueden ser referidos reciprocamente
¥ univocamente unoe al otre tomando mp ¥ (m,n) como elementos Cowe—

rrespondienies.
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De nuestras definiciones resultan inmediatamente -~

los teoremas

(9) | ab=b.a

{1{1} Qo{b'¢} = (qéb)'Q
(11) arllb+e) = acbrqoes
Aporgua

{M. N} » (N.¥)

(M. (N.P))} w ((M.N).P)
(M.(N,P)) & ((H.N),(¥.P).

La adicién y multiplicacidn da pctencias estdn suje

tas, por lo tantc, a las 1eyes canmatatlvas, asogl atlvas v &13%#1«

. butivas.

&4

.+ LA EXPONENCIACICN DE POTENCIAS,-

Por un “cubrimiente de un agregado ¥ con elemenios
del agregade K", &, més simplemenﬁe, por ua Ycubrimiento de N con

H® egtenﬁemoaausa,regla meddiante la cual cada elemento n de N 8-

. +4 iigada a‘ﬁn elementd definide de ¥, édnée ung -y el mismo elemen

] to de, E.pue&e venir r&petx@a&enﬁe en la aplicacléa. %1 slemento de

B llgadq con” n, g, de ‘una ?o%ma, un valor ds una ;unelén de ny ¥

f puede spr denotade por f(n)F ¥ ea llamada una sfuncidn cublerta de

; n". L& cub;erta corrsbﬂwnﬁzente de N serd llamada T{M),.

5

487} Dos cubiertas £3(N} y fz(N) se dicsn iguales

f}ai, y s88le si, para tados los elementos n de N la ecuacidn

(1  £1(m) = faln)



@
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se cumple, de tal forma que si esta ecuacidn no subsiste adn péra,

un elemento singular o = ng, £3(N} y £{(N} son caracterizadas como

cubrimientos diferentes de HN. Por'ejeméle, 8i mg &5 wn elemento -

- particular de ¥, debemos hacer que, para todos los n's

f{n) = mp;

ssta regla constituye un cubrimisnte particular de N con M. Ofra —

“laves distintos de M y mp un elemﬁntaipartiCular dsg K,

flng) = mg

: {n) = Wy s

‘para todos 1los n's que son diferentes de ng.

La tatéli&ad;&e cubliertas diferentes de N con ¥

‘ma un agfegaﬁo definido con leos elementos £{¥}; lo¢ llesmamos el
*agregado cubierfa (belegunsmenge) de ¥ con ¥", ¥ 1o denotamos por
(Wim). Asf:

(2y (mim) = {20},
8i M~ ' y ¥ e N7, encontramos fdcilmente qué

(3) \ CO(MVE) e (NN

E=a y ﬁ=E;'nos sirvavpara nuestra definicidn de 0&:

(4} ‘ & = (T8},

Pars cualesquiera itres agregados E,E,P, probamos ig

" cilmente los teoremas

E clape de cubrimientos resulta si mp y m3 son Sos elementos particu

for

as{ el nfmere cardinal de (N1¥) depende sdlo de los cardinales
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s

(5) (M) L (PUE)) ~ ((H,B)1H),
(6) ‘ ((P1E}.(PIN)) ~ (PI(H.H}),
0 (R > (BN)1E),

de los cuales, si ponemos P = ¢, tenemos, por (4} y poniendo aten~
eidn al §3, los teoremas para cualesquiera ires nimeros cardlaa}e?
Q;bt¢j

(8) &g =
(9) | bt (k)
(10) (a8)¢ = gbee

i48$} Vemos que tan profundas y enrigquecedoras son
estas simples férmulas extendidas a potencias medisnte el siguien~
te ejemplo. Si denotamod

2 potencia del continuo lineal X (o sea,
la totalidad X de nfmeros reales tales gue 0 £ x< 1) por ¢, vemos -
fécilﬁ%gte qus puede ser representada por, entre otras, la fSrmum-
las: ' ’ o ‘

{11} = 2"

donde el .§6 da el significado de Y. De necho, por (4), 2™ es la -

potencia de todas las representaciones

(12) X = fgl} & f§22 + swe 4 f§v2 P (&Gnﬁe f(?) = O 5 k- l)
2 2 2v

de los nfmeros x en el sistema binario. Si poiemes atencidn al he-
cho de que cada nimero x estd representade una solse ves, con la ex

sepeidn de los nmerss, X = 2V + 141, los cuales estdn repressnta-~
‘ 2v .
-dos dos vsces, tenﬁmos,‘siﬂéenotamos ia totalidad “aumerable” de z

guel por {svy},

. 2% = [Tsvls D).
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i sacamos de X cualquier agregadc numerable {tvf ¥ denotamos el -

restante por Xy, tenemos:
I = ({8}, X10 = Qtopanl {tovisXi),
(‘{3\?}'91) = {{Sv};{tv} sxl}:

{tovar} m {59}y {32v) o {tuf , X3 = Xy

asi que | : |
X"’({Sv},i}, Sii’%{_?{}?ggﬁ
| WSTITUTO o2 ecorogsy
7Rl QU ' - UNamr
y o% X =¢.

De (11) se sigue elevando al cuadrado por 86, (&),
g = 2P 2% w phth L pte L g
yofis aguf qué, continuands 1a multiplicacidn por
(x3) ' v =¢,

donde v. es cualquier nlmero cardinal finite.

’}Si alzamos ambos lados de (11} a la potencia Xe' cbe

tenenos

(e - g
perc desde que, por el §6 (8) ,aﬁwﬁfe;ﬂ:f«, tenemos

(14) FIagp

Las f3rmulas {13} v {14) significan que L& Gimenm—
sidn-v ¥ la dimensifn-X del continuo tienen la potencia de la di-
mensidn~1 continua. As{ el conienido completo de ami articule eh el
Jgurggk de Crelle, Vol LYXXIV, 1878, estd derivado algebrdicamente

‘puro con estas pocas plumadas de las férmulas fundamentales. del -

cdleulo con ndmercs cardinales,
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105 HUMEROS CARDINALES PINITOS .

Eostraremos ahora como lésrgrincipiequue hemas 25~

tablecido, sobre los cuales comstruiremos mds tarde la teorfa del
' infinito o nﬁmeros'cardinalas transfinitos, pro?grcianénﬁo»ﬁambién
1a més natural, coria y rigurosa funﬁaﬁentacién a2 la tenria de -

los nimeros finitos.

A uma cosa singular ey, si 1z subllamamos bajo el -
concepto de agregado Bp = {eg}, corresponde a un nﬁmerc Ca”ﬁlﬂ&l,

al cual llamames "uno” y lo denotamos por 1; tLenemos
‘ {1) ’ ‘ 1l = ,?éﬁ.’ |
- Unamos abora a By otra cosa ey, y llamamos al cenjunto unidn Ey, -
tal que ‘ : k
{2}’ Aﬁl,z‘(EO,el} = (80,81}

Bl nfmero cardinal de By es llamado "dos" y estd demotado por 2:

-

{3} 2 = By.
" Afiadiendo nuevos elementos obtenemos la serie de agregados
Ep = (By,ea), By = {Bg,e3), veu-e

la cual nos da sucesivamente, una sucesidn ilimitada, los otres -
asi 11amados "nimeros cardipales finitos" denmotados por 3,4,5....:
- Brp uso gué hemos heche de estos nimeros comc swufijos estd Justifi-
caﬁo gor el hecho de que un nfmerc sélo puede ser usado como un sB
fl;e cuando ha side defznxao como un ndmero a&ralnal Tenemos, si

p@r vl es entendido &l nnmere inmediatamente precedente de ¥ en -

1s serie anterior

{4 v "‘%V—l
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{5) ' By = (By.y.8v} = (80:01,00ce.,8vy).
De la definicidn de la sume en 8l 3 sg sigue
(53 Ev = Ev—l + 1

‘&8 decmr, cada nfmerc cardinal exceptc el 1, es lia suma del 1nma~*
(40)

dxa;o predecesor ¥y L.
Ahora, los siguientes teoremas vienen a caer en pri
‘mer planc:
Ao Los térmlnos de la serie ilimitada de numeras -
‘ uardlnales finitos ‘

152535000083 Fgnnscs

. son tgdos diferentes umo del otro (es decir, la condicién de equi-
 ?31encia establecida en el 1 no se cu&§;e~para los agregados COmm
‘ rresponézeaues}e

@Sé} B.- Cada uno de estos nwimerss v es mayor gque
1os que lo preceden y menor que los que le- sxguea {52} ' ,
/ G.- Ho existen numeﬁos cardlnales que, sn magnitud,
ealgan °ntre dos nfimeros consecutivoes v ¥ v+l {(§2).

Haremos la demostracién de sstos teorsmas descansan
do sobre les dos siguientes, D y E. Debemos, entonces, en el ordii
«1mm lugar, dar demostracionss rmguresas de los ﬁl*l&as teoremas.

o 31 B es un agrega&o kal - qua tleae igualdad ﬁe o
ggtenela(can nznguna de sus partes, entonces el agregado (M,e) el
eual«sarge de ¥ afiadifndole un elemento singular e, tiene 1a misma
prgpiéd&dVdﬁ ser de igual potencia con ninguna de sus partes;

o ’E.- i N es um agregado coun el nimero cardinal fing
‘to v, ¥ Ny es cualquier parte de N, sl nimero cardinal de Ny es i-

~gual a unc de los nfmeros precedenies 1,2,3;cc.00,7-1.

- Demostracidn del D.- Supongamos que el agregado -
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(u, e} @8 equivalente a una de Bus paries 1a ﬁaal llamaremos F. En
tonces dos casos, ambos de los cuales casn en una contradlccxoa, -
deben distinguirse: .

" {a).~ EL agregado N contiene & e como elemento; sea.
N = (ﬁl,e}, entonces My es una parte de B porgue ? 85 una garté de
{E.e}. Como vimos en el §1, ia ragla de ccrxespondencxa de los dos
agregadoa equivalentes (M,e) y {ﬁl,e} puede ser de ial forma modi-
Ficada que el elemento e de une corresponds al mismo elemento & . -
del otrs, por lo gue, entences, K y'ﬁl estén referidos reeipraca-
mente ¥ univocamante une al otro. Pero ésto contradice la SUGGEi-—
© gidn que M no’as equivgiente a su parte Bys
{b).— La ‘parte N de (M,e) no contlene 2 e como ele-
: menio, de tal menera gue N es § M 6 una parte de 8. En 1a regla da
:,c@ rsspondencla entre (L, e} ¥ K, ia cual cae en‘la base Qe nuestra“
‘ h;pﬁtesms, al elemenio e del primero permitase al e&emenxo £ de; -
4l timo ccrrespender. Sea N = (My,f); entonces el agrEgadn M es -
. puesto en una relacidn reeiprocamente univoca con Mi. Pero My es -
una parte de H y de dgul de ¥. De agqui que ¥ ﬁehe ser equlvaleﬂtp

& una de sus partas, ¥ esto conmiradice naﬁstr& hlpétesx

Demnstraeién'del B, - Suponﬁremés la vergcidad del -
teorema hasta cierta v, y eatonces concluir su validez pa;aieanﬁ~
mere v+l el ecualk 3igue\ingeéiatamente, de la éiggienzs manera: Bm
pezamos con el agregade Ey = (ea,el,ag,..y.;gev)' como un agregado
con el nﬁmerc cardinal v+l. B3i-el teorema es cilerto para esie agr@
ga&o, 1a veracidad pars cualquler‘agregada con el mismo nﬁ&erc car
dinal v+l se sigue lnmeéxatamente de §l. dga E' cualquier parie -
de Ev; distinguimes los siguientes casos A

(353» E' no contiens a ey como slemento, enitonces E
es Byl {}91] 6 una parte de Ev-1, y asi tiene comc mémerc cardi--

nal a2 v § & unc de 108 nimBras 1,2,3,.....,¥-1, porque supusimos -
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nuestro tesorema verdadere parz el agregado By.l, con 2l nidmero car .

d¢inal v.
{b).~ B® consiste del elemento singviar e, enton--
‘ces E' = 1.
‘ {c}.~ E* consiste de ey y un conjunto B'', 2l gue
E? = (E", syje BY® &35 una parta de Ev~1 ¥ tiene por le¢ tanto, por
1la théteszs, como ndmero carélnai & uno ée 105 nimeros 1,2,35ecc0
‘,.,?al, Pero shorsa Ero= B . 1, ¥ asi el nimerce cardinzl de E! es

uno de los nimercs 2,3;3seeces Vo

; Demostracidn del 4,- Cada ung de los agregades que
hemos denciado por By tisne la propiedad de no ser eguivalente 3 -

. cualguiera de sus partes, Porgwe si suponemos que ésto es cisrte ~

para cieria v, Se sigue &el teorems D due &sto es de la misma for-

ma para el numera que ‘le szgue inmaéxa%amente v+l. Para v = 1 re

i, rs
conocemos inmedi atamenxe que el agregade By = {ey,e;) no es equiva
~lente a éualquiera de sus partea? las cuales son agul {eg) v {e1).
Consideremos, ahors, cnalesquiera;ch nfmercs u y v de la serie -~
2:2;35e0..07 Butonces, si u es el primere y v es el dltimo, By.j -

es una parie de Ey.l. Asf By v By Do son sguivalentes, y consg

. - - ‘
cuentemente sus ndmeros cardinales u = Byl ¥ Vv = Ey-1 no son igua

ies.

Demosiracidn dél-B.m 3i de ioé dos ndmeros cardina-
les finitos u y v el primere s el anterior ¥ el segundo &8s el G-
tlmc, entances w € ¥, Para canszﬁer&r ios dos agresados ¥ = Byl y
B = Bya1t §ara~ellos cada una de 1as con&lc;onea en &2 para e ¥
‘se cumplen. La condicidn {2} esté cumpiida porgue, por el iecrema

E una parte de B = Ey.3 puede tener solamente uno de 1los nimeros -

cardinales 15233500000 stel, ¥ per'lo tanto, por el teorema A, no -

puede ser equivalente al agregado B = Ey y. La condicién (b} se -
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cumple porque M mismo es una parté de HN.
Demostracidn del C.- Sea @ un nfmerc cardinel menor
‘que v+l. Debido a la condicién (b) del 2, exxete une. parte de Iy

con el nimers. cardinal @, Por el teorena E, ana parte de Ey so0lf-

mente pusde tener uno ae los numerps carﬁlnales,1,2,3,;..°.,ve Asi_,

< es igual a2,uno de los ntmeros cardinales 1;253,000005V. Por el

teorema B, ningune de éstos es mayor gue v. Consecuentemente no &=

xiste un ntmero cardinal el cual es menor gue v+l ¥y mayor que v.

De importancia para lo que sigue s el siguiente -~
teorema; ' h

 F.- 5i E es cualguier agregadc de diferentes ntme—-

ros cardinales finitos, existe uno, k;, entre ellos el cual es me-

bner que el resta, y por Lo tanto el menor &e todos.

fdgaj Demostracidn.- Bl agregado X ¢ zontiens. el ni
. mera‘i, en cuye caso es el menor, ¥y = 1, ¢ no lo centzene. En el
dltimo casc, sea J el agregado de todos aquellos mimeros cardingm—
les de nuestra serie 1 2,3,,.,0.; los cuales son menorss que ague-
llos que exms+en en K. 51 un nlimpero ¥ perteﬁece a 4, ﬁoéos lcs nﬁ
mETCS meaores que v perienecen a.J. Pero d debe tener un elementa
vy tal que vg + 1,5 consecuentemente todos los. nﬁmeras mayorss no
pertanecen a J, perqgue de otra manéra J ccnten&r;a todos los nﬁmem
ros flnltos,wppeato que losunﬁmeros pertenecisntes a X~ng gestédn -
écntenidaé‘enzg‘;ési J es el segmento {avschnitt) {132,.L..°,v1§.
El ndmerc vy o+ 1 = k3 es necesariamente un slemenic éeJK ¥ RENOT -

que el resto. .

De F conéluimos:

- Todo conjunte X = {k; de dlfereutes némeros car

dinaies finitos puede ser ll@Vado a la forma de la serie

(Klvk2!k3t'*"‘}



tal que
kl{ kz £ k3 <;c-ia‘
26

EL MENOR NUMERQ CARDINAL TRANSFINITO
ALEPH-CERQ.-

Gsaguntas con nﬁme”es sar&&nales finitos son Llama—
: doa "canmnms finitos", todos les oiros :ms llama.remas "con;mtos
tranaf;ax*os“ y sSus nﬁmeras cardinales “nﬁmezas caréxnales traasfz
' nltas" y ‘

El grlmer egemmla de un ccngumto tra&sfznxto estd -
dade nox la taﬁal;&ad de lo= aﬁmercs cardlﬁaies finitos ¥3 Iiamars
mos & su némero cardinal (&1) “4lepb-Cero” y lo denotamos por Xo s

asi‘defzslmog

Que % es un nﬁmera ﬁarélnal transfinito, es decir,

que no s &vua; a c&alau*er ‘ntmero f1n$ta 4, Se sigue del simple -

hechovqae, si a un agregado {v}.es sumade wn nueve elenenio €g, €1

agregado~unién ({v},e,) es equivalente al sgregado original {v}. -
‘ E%rgué,nésotrcs podemes pensar bn una correspondencia recipraczmegb
te énivaaa‘entré ellos; &l slemento e, del primero corresponde el
eiementQAi‘&ei segunaé, ¥ al‘élaﬁenta v del primeré cérresgon&e el

elemento v+l 421 obro. Por el §3 tenemos asi
{2} ‘ You L=
?aro moetramﬁs en el §5 que u+1 &3 silempre dxferente fe %, ¥ por -

Aflp tanto x»ns es igual a cuslguier uimerc Tinite u.

W : 7 > u
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-5 . . :
B93J Esto se sigue, sl ponemos atencidn al &3, de los ires hechos

que u = (3,2,3,040005u}, gque no existe parte del agregado (1,2,3,.
...s,u} que ses equivalente al agregade {v}, y que (1,2, 3seesso,nl

es 1 mismo una parte de {v}. (42)

‘Por oiro lado, Xo es el menor de los nimeros cardi-
nales transfinitos. 5i & es cualgquier nimerc cardinal $ramsfinitc

diferente de X, entonees
(4) X &
&sto descansa en los teoremas siguientes:

Ay Gualquler agrega&o transfinito T fiene partes -
con el nimerc cardinal %, -
o Demestraclén.«‘Si, mediénte cualquier regia, heﬁaa
sacado un némerc finite de elementos tl,tg,o,.,.,tv_l,‘ énséa siem
pro la peszblllda& de sacar un elemento posterior te ‘Bl agrégaéa
{ﬁv}, donde v denota cualguier nfmero card;nal fznm;s,i03~una gaf~
te de T con el nimere cardinal %, porque {tv}~ {Vé‘(él}e

E;~ Si S es un agregaéo‘traﬁsfinito zon el ndmerc —
cardinal Xs, y*Sl es cualqnlar Barte transfinita de §, entances, -
Sl Yo

Demostracidn.~ Hemos supuesto gque § = {v} Escégase
una regla de correspondencia definida entre estos das agregaéos? -
¥, ¢on esta regla, dendtese por s aguel elesments de § gue’ ccrres~

‘gandﬂ al elemento. v de v} tal gue,’

= {sv}-

La yarte 81 de S consxste de clertos elementos sy de 8, ¥ ;a ta&a—

s

;ll&aﬂ de ndmeros k- farma una parie transfznxta K dal agregad& v}
Por el teorema G del §5 el agregado K puede ser. illevado a la forma

de una serie
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K= ikviz?
donde

Ky < Eguqt
consecuentemente tenemos

81 ={skyl

De aqui se 31gua que S 8y ¥ por lo tanto §1 =Y.

De 4 g B resulta la férmula (4}, si hemos ebservado

o1 ng(4ﬁ3}; |

De {2} coﬁciﬁimbs,.aﬁadiendo 1 a ambos lados,
o #2 =Xt 1 = Xo
Y, rep»it:iénd,o esto
(5) ‘ %o+ v =R
También tenemos

{6y. % + Ko

i

oo

‘\ [494.1}.,'Para, por (l} del<§3, ?v"; %+ Xw es el nlmero ~

Cgardinsl de (iavi, b§ } porgue
{av}h = {bob= 2.
Ahora, oﬁ?iamente
| {vi = ({2w-1},{2v}),
(lav-1},{2v]) = (Lav), by )y
¥ por léytanje
(T hTovh) = 4%} =
La ecuacidn {6§ tambiéﬁ pﬁeﬂeyser'esqriia

Fo o2 = to
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¥, afiadiendc Xo repetidamente a ambos ladcs,vencontramas gue
| n | Hosv = ¥o ko = ¥eo
También tenemos

(8) | Youils = Ko,

) Demostracidn.- Por (6) del §3, o« % es el nfmero -
cardinal del agregado de ligaduras

{{utv)} b
donde w ¥y v son cualesquisra ntmercs cardinales finitos los cuales
son independientes uno del otro. Si A también represen%:a cualqguier
némero cardinsl finito, tal quelil}l, {ul, y {v] son diferentes no~
«zﬁacicnasfSOZamentejpara ¢l mismo agregado de todos los nimeros fi-

nitos, tenemos que mosStrar que
fu,m} ~ {2}

Denotemos w+v par'g; entonces p toma todos los walores numéricos -
2,314 4400005 ¥ existen (u,v) en todos los elementos ~p~lvpara los

cualés u+v = p, llanémosle:
{ly ?"‘l}s (21 ?”g}ib"‘f*v{P“"ly 1ja

- En esta sucesidn imagina primero el elemento (1,1); para el cual -
P = 25 §anga, entonces los dos elementos pars iog euales p = 3, en
‘tonces los tres elementos para los cuales 91= 4, ¥ asl en adélanigs
Por 1o gue obtensmos todos los elementos {u,‘v}‘en uns sucesidn sié

. ple
(1,135 (1,23,{2,1)s {1,3),02;2),(3,1): {(1;4),(2,3) 5000

'y agui, como Fdcilmente vemos, el elemente (u,v) viens sn el A —é-

' sime lugar donde

H{‘?} T A= ou o+ {mvel} {uwkve2) ‘
: 2
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la variable‘l toma todos los valores numérices 1,2,3,0c..., una s8¢
la wvez. Consecuentemente, por el significado de {9}, subsiste una

relacibn reciprocamente univoca entre los agregados {v} y {{u,v)}.

,Bgﬁl Si ambos lados de la scuacidn (8} son auliie—
plicados por %, obtenemos &3 = %2 =%, y, medisnte multiplicasio

nes repetidas por ¥os obtenemos la ecuacidn, vdlida para'tadé'nﬁme«

ro cardinel finito v

Los teoremas E y A del &5 nos llevan a'este;teoréma
sobre agregados finitos:

Coome ?oda‘agragado finito E es tal que es equivalen~

"{e a ninguna de sus partes.

Este teorema sostiene fuerte op&sz idn al siguients
sobre agregadcs znfxnxtGS'
‘ D.~ Todo agregado transflnzto T es tal gue tisns -
partes Ty que son eguivalentes a é1.
Bemostraclén.w Por el tecrema 4 de este parégrafo ]

ziste una parte S = gv} de T con el nfimero cardinal %. Sea T = =~

©_ {8,U), tal que U estd compuesio de aquellos elementds de T que son

diferentes de los elementos ty. Pongamos 5y = {tv+l§f Ty = (Sl,G},
entonces Tl es una parts ée.T, ¥. e hecho, aguella parfe que Surw-

ge fuers de T si dejamos fuera el‘elemento singular ty. Desde que.

'S5 ~ 81, por elttebrema B de este pardgrafo, y. U ~ U, tenemos, por

el €1, T A Ty .

Brn estos ftecremas € y D la diferencia ssencial efiw—
tre econjuntos finitos y tramsfinitos, a la cuél me referia en el &
fio de 1877, en el volumen LXXXIV [1878)} del Journal de Crelle, 242

" pp., aparece en Su forma mAS clara.
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‘unitaria, y también para tode agregado bien-ordenade creciendo ili

“4nica.
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Después de haber introducido el menor nidmerc cardi-
nal transflnltc loy'derlvado sus propxeda&ea gue caen s primera ma
g, la‘euestlén surge hasia los numeras cardinales mayores y conmo
provienen de %, Debemos mostrar que los nmdmercs cardinales transfi
nites pueden ser arreglados de acuerdc a sus magnitudes, y, en es-

te . erden, formar como los nfmeros finites, un "agregado bien=orde-

}nado" en el sentide extsndldo de las palabras. Con eX&pCléﬁ de X%,

PpOT una regla definida, el ndmerc cardinal o*éxzmc mayor Xy, sale

de éste nediante la misma regla el siguiente mayoz*Xx,Ky'asi en a-

" delante. Perc afin ia sucesién ilimitada de ntmeres cardinales

%», )ij ¥ xﬁ,eooaey x:vpsoouva

no agota el concepto de nlmero cardinal transfinito. Demosiraremos

la existencia de un nlimero cardinal el cual denctamos mediante Xw

¥ ogue demuestra é1 miSEO\ser el siguiente mayor a iodes loé ARG

ros }@; sacado del procedimiento de lz misme manera como 3§ sale de

X un préximo mayor X , y asi en adelante, sin fin,

[496] Para cada niméro cardinal transfinito & exis—

te un préxime mayor procediendoe fuera de 61 de acuerds a una regla

fmitadamenté de mimeros cardinales traﬁsfinitos,{a}, existe uno ma-

yor que ie s;gne precediendo fuﬂra ue aquel agregado de una forms
{44}

Para 1z fundacidn rigurosa de esta materia, descu-—

bierta en 1882 r expuesta en el panfleto Grundlagen einer allgemel.

nen mannichfaltigkeitslehre (Leipzig, 1883) y en el volumen XXI -

. del Eathematische,énnalen, hacemos uso de los asi llamados “ﬁipqs

de orden" cuya teoria tenemos que poner fuera en los siguientes ol

régrafos.
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03 TIPOS BE'ORDEE DE AGREGADOS SIMPLEBENTE QRDENADOS,-

Llamamos un agregado M "éimglemente ordenado” si -
una regla definida de "orden de precedencia” sobre sus eiementos m,
tal que, de éada dos elementos my y mg,,uga toma el “"menor® y el g
tro el “mayor" rango, ¥ tal que, si de tfes'eleﬁeﬁtas‘ml, mg,y‘mS,A
. m1 digamoes, es de menor rango que my, y my es ge mggor rango que -

'my, entonces mp es de menor rango que m3.

La relacién de dos elementos my y mp, en la cual my
tiene el menor rango en el orden de precgedencis dado y my el mayor,
se expresa por la férmula: ‘

) Com<dmp mpy w4V

Asi, por ejemplo, todo agregado P de. pantos defini-~
;dos sobre una linea recta es un agregado simplemente or&enado si,
. para cada dos puntes py ¥ Po pertenecxentes a ella, aquel CUYE OY— -
iﬁenada {han side fijados un origen y una ﬁlrbcczén pasmtzva) es la
_menor se le da el wenor TAngo.

‘Es evzﬁente que uno y el mismo cenaunto pusden ser
:"smmglemente ardenaaos“ de acuerdo a reglas muy dxferentes. Asi, -
:per e;emplog con el conjunto B de todos los nﬁmerosyraclonalgs.§g ~
- sitivos pfq (dénde P ¥ g son primnsvrelativos eﬁte:aé}~los cuales
'aom‘mayores gue cere y menores Jgue uno, éxiste, prime?amente, gu -
orden "naturalﬁ de acuerdo a su magnituds entonces. elios pueden 4‘F
«éer arregliados (y en este orden denotaremos al conjunto por‘ka) -
;talfquve,f de dos némeros gl/ql ¥ ’92/{;2 para los cuales las sumas -~
pi+q1 ¥y Pota, tienen diféregtes valores, el ntimerc para 31,§“31 la

suma corréspondiente es menor toma el menor rango, y, &i



Pitqy = Potdn,

. entoneces el mis peguefic de los dos nlmeros racionales es el menor,
[497}‘33 este orden de precedencia, nuesiro agregado, desde gque  a
une y el mismo valor de p+g pertenece solamente a un nlmerg finito

de nfmerocs racionales psa, svidentemente tiene la forma

Ro :3: (I’l‘gl’.g,a.... ;rn,-ooac} w2 (}_?éf:&!g’l!;?g’é"""}
: : 4

donde

rv’< Tyele

Siempre, entoneces, cuando nosotros hablamos de un a
gregado ¥ ﬁsimpleménte ordenado®, nosgotros imaginamos acositado un
orden definido de precedencia de sus elementos, ea,elrsenﬁiﬁo eXmm
puesto arriba, V ;

Bxisten agregados ordenados doblemenie, terceramen-
- te, v-mente y & -mente, pero paré el presente no 108 considerarew
nos, Asf que en lo que sigue usaremos la expresién mds corta "agre
" gado oréenado" cuando pensamos en “agregadosg simplemenie-ordengm——

dos. "

Cada sgregado ordenado M tiens un “tipo ordinal® de

‘finido, o mds cortamente un "tipo® definido, el cual denctamos por
(2} M.

Por esto entendemos el concepio gensral que resulta
de & si nos absitrgemos solamenite dg la naturaleza de los elementos
‘m, ¥ retenemos el orden de precedenciz entre elles. Asi el %ipo ox
dinal § es &1 mismo uwn agregado-ordenado cuyos elementos son unida

~des las cuales tienen el mismo orden de precedencis enire cada una




dy
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de ellas como los elementos correspondientes de M, de low cuales g

‘1las son derivadas por abstraccién.

Llsmamos & 408 agregedos-ordenados M v B "similares®

{dhniich} si ellos pueden sSer puestos en una correspondencia biuni

voca unoe al otro de tal manera que, sl my ¥ ms son cualesguiera -
dos elementos de M y ny ¥y n, los correspondisntes elementos de N,

entonces la relacidn de ranga‘de m; a m, en B es la misma como &~

,quella de ny a ny, en N. Una correspondencia tal de con;untes sam1~'

lares la llamamos una "mmag’naclén"(4s) (abblzdung) de estos agre~

gados unc sobre oire. En una "1mag1nacxén" tal, a cada parte -l& -

cual obviamente sélo,aparece COmo un agregado—ordaﬂaﬁn- M4 de M -

'correspande una parte similar N; de N.

Expresamos la similaricdad de dos agregados M y H -

por la férmula

(3) o ' N N,

Todo agregado es similar a si mismo.

Si dos agregados-ordenados son similares a un terce

ro, ellos son similares entre si.

[498} Una consideracidn simple muestra que dos =gre
gados-ordenados tienen el mismo tipe ordinsl si,‘y s8lc =i, smon si

milares; de tal forma que de las férmulas
{4y ' B=FNyu=23y

una es siempre consecuencia de la otra. .
8i, con/gl tipo ordinal W abstraemos el orden de pre

cedencia de sus elementcs, obtenemcs ($1) el nimero cardinal ¥ del

agregado~ordenado. ¥, el éﬁai es, al mismo tiempo, el ndmero cgrﬁiQ

nal gdel tipo ordinal. De # = N siesmpre se sigue # = N, es decir, =

aQIEgados—drdenaﬁes de tipos iguales siempre tienen la misma poten
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‘su correspondiente nimero cardinal.

14 permltlde usar los m;smos simbo;os 1,2,3, 4,».0..,v,...o. para e

- 4 -

cia o nfmerg cardinsl; de la similaridad ds agregadosaordenaéos BE

sigue su eguivalencia. For. otro lado, dos zgregados pueden ser e—-

gquivalentes sin ser similares.

Usaremos las letras mlndsculas del alfabeto griego
nara denotar tipos ordlnalﬂs, Si« g3 un t?oo ardznal, entendemos

por

{5} =4
' (47)

Los tipos ordinales de agregaﬁos-cr&enaﬁes finites
no ofrecen interds sspecial. Para €sto nos convencemos fdcilmente
qus,‘pagg ‘uno y &1 mls&o mdmerc cardinel finito v,,tédos lés agre—
gaﬁeé simplemente“or&enados\sen simiiaresuuna aia%rg, ¥ asi tienen

uno v el mismo tipo. Asi los tipos aréinéles simples fini%és estén

=

llos, aungue.son‘conceptualmente diferentes 2 los. nimeros cardinas

~ les. El caso es totalmente diferente con lo® tipos prdinales trang

-finitos; porgue para unc ¥y el mismo nlémero cardinal pertenscen und

ignumerabilidad de tipps diferentes de agregadés'Simplementeuordeé

. nados, los cuales, en su totalidad, coustituyen una “clase de $i--

pos™ {typenclasse) perticular. Cada una de estas clases de tipos -

est4, por lo tanto, determinada por el némerc cardianl transfinito
. el cual es comtn a todes los tipos nerteneclentes a la clase. &

si lo lxamamcs vro brevedad 12 clase de tipos EQ]. Aguells clase -

1

gue se presenta naturalmente primero a nosatros, ¥ cuysa completa

‘lRVéSﬁlg&Clén debe, por sonsiguiente, ser el préximo 6bwet1vo espe

"0131 de la Teor {a de Qonguntos Transfinitos, es la clase de tipos

[351'¢a,caal abvarea todoes los tipos con el menor de los nimercs -

~sugetas g las mlsmas *eyes gae los nﬁmeras cardinalas- fln&tos ¥ es
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cardinales iransfinitos li, A pertir del nfmerc cardinal que DETER
MINA la clase de tipos [al tenemos queddistingﬁif el nfmero cardi-
snal &8l cual por su parte [49§} ESTA DETERMINADO POR lafclaae,ée
tivos [@]. Bl @ltimo es el nimero cardinal que 1) 1a clase [a] -
tiene, en cuanto representa un agregaﬁc-ardena&aAdefinido cuyss e-
iementosisgn toéés'los tipos of cbn el mimero cérdig&lkﬁ, ?éramas‘-

que,-é;: es diferente de &, y desde luego éiemprg MAEYOT Que Ol

‘ 81 en un agregado-ordenado K todas las relaciones -
de'precedencia de sus elamentosrestén invertidas,; de tal forma que
mmenor® se vuelve "mayor” y "mayor® se vuelve 5menor“ en«ﬁﬁdas par
ﬁes,»obtenemcs de nuevo un agregaéa—orienadc,~é1rcual dena@aﬁoa -

por

{6) . ¥
y llamado el "inverso” de M. Denotamos el tipo ordinal de B, si -
o =¥, por

(1) vy, 48]

Puede suee@er que Yol =ol éoma, pof ejemplo, en el
" caso de tipos finitos o en aquel del tipe del agregadc de todos =

los nimeros racionales gque son mayores gue cero y mencres gue uno
en s§~arden natural de precedencia. Bste tipo lo investigaremos ba

jola ﬁo’téeic‘;n e

Remaracaremos mds adelanite que das‘agregados—cndéngV
-dos similares pueden ser imaginados uno sobre otro 0 en uUna manera
o en muchas maneras; eﬁ el primer casc el tipo en cuestidn es simi
.larka'él nismo en une maners solamente, en el segundo caso en mu~

chas maneras. No solamente todos 1os tipos finitous, sin embargo -~
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los tipos de conjuntos bien-ordenados transfinitos, de los cuales

‘nos ocuparemos mds tarde y los cuales llamamos “nimercs ordinsles

traﬁsfinitos"? son tales que ellos permiten una imagen singular gg

bre ellos mlsmos, Por otro lado, el tlp@f? es gimilar a si mismn -

en una lnflnldad de maneras.

Harem@s clara esta diferencia mediante dos ejemﬁlQS'

simples, 20r w*wntendemcs el tipo del agregado blennerdeaade

(el,éz,aoaoo ,QVpooooo};

en el cual

ev‘<ev4»1"
y donde v representa todos los nimerocs ecardinales fimites éen turno.
Otro agregade bien-ordenado
(flyfzggco'o gfv,nonnv)

con la condicidn

3

fv < fvﬂ.’

del mismo tipo w obviamente solamente puede ser imaginado en el -

~f0rmado ﬁe tal manera que ey ¥ £y son elementos correspondientes.

ParaAel, el elementa mensr en rango del prlmeroy debe, en el proce

s0 de 1magznar, ser ﬂorrelaclona&o al nenor elemento f; del. segun-

«de, el pr6x1ma después de e; en rango (e2) a 2, 61 préxing des—-—-

pués de flr y asi en a&alante. [500] Toda otra cerresnnn&enc;a bl&l
fvoca de dos conjuntos equivalentes {ey} y {fv} nc es una “1mag10~’
nacidn® en el sentide éue la hemes compuesto arribsﬁparafié“teoria‘

de tipos, . ' .
‘ Por otro lado, tomemos un agregade ordenade de la =

forma
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{ev)s
donde v representa todos los enteros finitos positivos y negativos,

ineluyendo el éern} y,doﬁde del mismo moda

ey £ evel-

Esta comjunto-no tiene elemento mencr ni mayor en rango. Su tipo -

es, por la definicién dada en 2l § 8,

*W%W.

Bs similar a €1 mismo en una infinidad de mansras. Consideremcs un

bahjunﬁo‘del misms tipo

{eafs

\égn&é ’

f‘; '< :%4-1‘

Ent@nees los. dos agregados ordenados pueden ser imaginados uno So-

bre otre de tal forma gque, si entendemos por v§ un slemento defini
do de. los nﬁmerGS'vﬁ, el.elémen%aan, del primero corresponde al e

1emento fyg+vt del segundo. Desde que ¥4 es arbitrario, tenemps a-

'qui nna infinidad de imdgenes,

El econcepic de "iipo ordinal® desarroliade agui, -
puando es transferide de manera seme jante a Yconjuntos ordenados ~

multiplicades”, contisne, en conjunecidn con el conceptc de "numerOj

‘cardinal ¢ "potencis® initroducide em el §1, toda cosa capaz de -

ésr'numera&a {anzahlmissigs) gus es pensable, ¥ en este sentido no

Apuede ser generalzza&a mds alld., No contiene nada arbitrario, sin

“emabrgc es la extenszﬁn natural del concepio de ndmerc. Herece ser

anfgtizade(aspec;almente que el criterio de igualdad (4) se sigue
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van necesidad absoluta del cénceptc de tipe ordinsl y consecuente-

mente no permite alteracidn. La causa mds importante del gran &-

rror de G, Veromese en "Grundsziize der Geometrie® {alemdn por 4. -

Sheep, Leipzig, 1894} es el no reconccimiento de este punto.

‘ En 1la pdgina 30 el "ndmero {anzahl oder zahl) de un
grugo'ordenado" estd definido del mismo modo como aqugi que hemos
;liamado‘el *tipo ordinal de un agregadc simplemente orﬁeaa&o* (iur
1ehfe vom transfiniten‘ Halle, 1890} pp 68753 reimpreso de ia,zéi
tschr. fur Philos. und Philos. Kritik de 1887). [501] Sin embargo,
Veronese piensa que el debe hacer una adicidn al critefio ds igual
dadi. El dice en la pdgina 31: "Nimeros cuyas unida&es‘Ceresﬁondeh

uno a ofiro Ynicamente y en el misme orden en los zuales el primerc

no es una parte del otro o igual a una parte del atrclSonfigﬁalés",

La definicidén de igualdad contiene un circulo y asi eé‘sin sentido
 50&§1 es el significado de "no igusl a uné,parteVﬁel otro en esta
:adieién?, Para contestar esta pregunta, debemos saber Qrime:oicuag
?&o dés~ﬁﬁmeros son iguales o desiguales. Asi, a parte‘da lz arbi~
trariedad de su definicidn de igual; presupone una definicidn de i
‘guaidad, y estas de nuevo presupons una definicidn de igﬁaldad; en
C1a cualfaébemes saber de nueve gue son‘igualéé o desié@ales; ¥ asi
smcesivamente ﬁD‘INEiﬁI?B&. Despuéds gue Vercnese, por 331 decirioc,
hé dadq por su propia voluntad recqnocimienthé 1a fﬁﬁdamentaeién
iédispensable para la comparacién de ndmeros, nq debemns estar sor
prendidos,r con €l dgsoréenlcon el éual, més‘tarde,-*él‘opéra con
sus nimeros pseudotransfinites, y les atribuye propiedades las cua
les eilosVno pueden poseer simplemente porque ellos miéﬁas, en 1a
formé imaginada por é1;noc tienen existencia exepto sobre el papel.
De esta manera, tambidn la similaridad extracrdinarig entre sus

“ntimeros® a los muy absurdos "mimeros infinitos" ds Fontenelle en

L su "Géowmétrie de 1'infini® (Paris, 1727) llega a ser'camprensible;

»



Recientemente, W. killing ha dado la expresidn de bienvenida a sus

audas concernientes a la fundamentacidn del libro de Veronese en —

el ﬂIndex,uectlanum" de la academia de Minster de 1895-1896. (49)

bg

: DU&A I MJmTI?LLCACIQN Dy LOS LIPOS D8 OEDBN, -

Bl agregado unidn (¥,N) de dos agregados M y~§ pue~
k de, st ¥ ¥y E@Aestén ordenados, ser concebids como un asgregsdo orde~
pado en el cual las relaciones de preea&anciav de los elementos de
~1&.ehtre s1los mismos asi como las relaciones &é precedencia. de ios
~elementos de N entre ellos mismos gueden igual como en M y N res—
bectivamente, y todos los elementos de i tienen menor range que g
-dos las elementss de M. Si M* y N* son otros dos agregados br&ang
dos, M2 ' y N 2 N" [s02] ‘entonces {m,x} (M',N*): asi el tipo
-ordinal de {M,H) depen&e selamente de los tipos ordinales o= o y
® = /4. De esta mansra definimos

A(l\)‘ | o+ B = (M %)(%)

Brn la suma =« +/5 llamamos & o €l "sumandé”™ yfﬁ el "sumador®.

Para tres tipos cualesquiera probamos fécllmente 1a

Ley asociativa:
(2.} ‘ 'g(«i-(‘ﬁ-;-g’)a{ai-yﬁ)g{.

Por otro lado, la ley conmutativa no és védlida, en general, para -
la adicidn de tipos. Vemos esio mediante el siguiente ejemplo sim-
ple:

Si w es el tipo, ya mencionado en el &7, del conjun

0 bien-ordenado



2

vdé w = lfﬁ;
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haS

B =8548 r00s0e38ypecnsnls ey £ By,qr

entonces 1l+w no es igual a w+l. Porque si f es un nueve elementn,
tensmos por {i}:

1+w = (f,E§
w+l =

0.
Pero el agregado
k {£,BE) = {f,eo,el;..,;,,e§,...»')
es simiiar sl conjunto B, ¥y consacueﬁtemante
14W = W,

Por el‘acntrario, los agregados B y {E,f} no son similarea, pbrqué

. el primerﬁ no tiene un elemento gue sea el mayor en rango, peTo el .

-segundo tiene el términe mayor f. De esta manera w+l es diferente

(51) )

-

Fuera de los dos agregados ordenados ¥ y K con los

tipog of y}ﬁ‘pédemes levantar un agregado ordenado S sustituyendo‘~

‘cada elemento n de N por un zgregado ordenado ¥y el cual/tieng, 8L

mismo tipo o de ¥, de modo que
@ |  Ep =
y; para‘él orden de greceﬁengia en
(4) ‘ 5 ={up}
racemos las dos reglas:

{1} Cada dos elementos de S 1los cuales pertenecen a uno y . al

mismo agregado My retienen en S el mismo orden de precedencia como



T
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{2} Cada dos elementos de 3 qﬁerperteneCen e dos agregados éi
ferentes mnl ¥ Mp, tienen la misma relacidén de precedencia .como ny
¥ np tienen en N. ' ’

Bl tipc,préinal de 5 depende, como vemos fécilmente,

sdlamente de los tipos of yyg: definimos

(5) =8

} [503} En este producto £ e€s llamado el *multiplicando™ yiﬁ’el "mul

txalmcaéar"

En cualquier imagen definida de ¥ sobre ¥, sea my

¢l elemento de M, que corresponde al elementc m de M entonces -

también podemos escribir

(8) - 5 *-{?n}:

. Qonsiderese un tercer agregada P ={p} con el bipo ordinal E ;3',

“entonces ?cf (5),

“rfp= {Fa} o gy ={To}, &g )ey= {(mal}s
(et ey = ATy

‘Perc los dos agregades ordenados {(mn}P§y {m(n )} son similares, y
‘ esnén imaginados wno Sobre otra si ovservamos los elementos (mn}

¥ m§Rp) come. correspondiéndose. Consecuentemente, para tres slpos

y ﬁ ¥y -1 ley‘asoeiatiya

(7 ' (oo 5 )= ole (Aey)

subsiste. De (1) y (5) se sigue féciluente la ley distributiva

(8 Aol + f ) = deftioy

pero en esta forma solamente, donde el factor de dos términos es -

el multiplicador,



- es diferente de w obviamente.

dos los tipes por sus nfmeros cardinales.
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Por el ﬂonsrarla, er la sultiplicacidn como en 1z a
dxclén, ia lev conmutatlva no es generaxmante vélléa. Par &*ewﬁla,

?-w y w-2 son tlpos diferentesy aerque, por ( },

2ew

it

(elrf}_;ezyfgge¢qcc;ﬁvybv;o,q tcg} = W

- mientras que

{81,62\,.‘ oooyevg‘nnn-vo“:fl ,fg;aa:«a,fv«,::vc-‘}

(52}

wWe2

]

8i nosctrcs eomnamames las &ef1niczcnes de las fegsl-28

© . raciones elementales para los numeros car&lnales, dadas en sl §3,

con aguellas establecidas agui para tipos 0?ﬁ1h&1€$; fdcilmente v§ 

' ’,mos que el nfmero cardinal de 1z suma de dos tipos es igual a la -
" .suma de los nimeros cardinales de los tipos singulares, y/que é1 -
T5 nﬁmeraucérdinal del producto de dos tipes es igual &1jprodtcta de

fains ntimeros éardinales'de-lqs tipos singulares. Cada ecuscidn en--
“ tre tipot ordinales gue procede de las dos operacionQSréle@entales

W‘pérmanece correcta, por lo tanto, podemcs reemplazar en e¢llas o

(53}

bod Y

EL 1IP0 ORDINAL % DEL AGREGADO B DE TODOS LOS NUME-

'ROS RACIONALES QUS SON MAYORES QUE CERO Y MENOBES QUE UNO, EN SU -
ORDEN NATURAL DE PRECEDENCIA.— ' '

Por B entendemos, como en el §7, 2l sistenma de (o~

. dos los ntmeros racionagles p/q {siende p ¥ ¢ primos relatives) los

cualies sén:>@ ¥ ¢1, en eun orden natural de precedencia, donde la -~
magnltuﬁ de un ndmero determlna 8u TAngo. Dennuamas el tipm ordi-—

nal de R por‘n

e -

(1) | m= R
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entonces el tipo ordinal de ¥ es M2

ﬁ = AT,

- Demostracidn.~ 4 causa de la condicidn {a), M puede ser llevado -

&éntro de la forma [505] de wun agregado bien-ordenado de tipo w: -

teniendo arreglada tal forma, lo denotamos por M, ¥ vonemos
{5} ‘ Mo = (M} 4BDyeuneesMygacacele
Tenemos ahora gue demostrar gue

(6) ' ¥ = R;

es decir, debemos probar gue K puede ser iméginado sobre R de tal

forma que la Telacidn de precedencla de’ tod&s ¥ cnalesqalera ﬁos g

- lementos en ¥ es la misma que aqaella ae lcs das slementos earres—

«pond;entes en RB.

Sea el elemento rl en R cgrrelacloaada al alementa

‘,ml de M. El elemento Ip tiene una relacidn de precedencia a‘rl én

E. A causa de 1a condieidn (1), exzsten una,lnfln&dad de elesmentos

mv de ¥ que tzenen 1la misma rezacléﬂ de nveceéenaza en M a my como.

.rp 2 Ty en R, de elios’ ‘escogemcs aguel que *enga el inﬁlce MEROT -~

en Mg, sea este m12 ¥ correlacxenado a ro. Ei elemente r3 tiene &n

" B relacicnes def;nl&as de arecedencxa & ry y rz. a causa de laa -

condzclonns {b) ¥ {c} existen una 1nf1n1daé de elemeatasAmv de &

los cuales tlenen la misma relacidn de prsqsﬁeacza am ¥ Wi, QEA%
gomo Ty & rl ¥ rp & Ry de sllos escogémos’ ;seg oy §~ el cual tie~
ne el menor inalee en Mg, y correlacionado & r3. Be BCUBTED & ésta

ley 1maglnamos e; proceso 4e cnrrelac;én contanao. 81 a los ¥ ele~

‘mentos .

i P o O T

de R estdn correlacionados, como imdgenes, elementos definidos



lementos My ,Mp)yesa.s sl

- 5] -

ml’le?mIBV*'~**vmlvq

-los cuales tienen las mismas relaciones de précedencia entre uno ¥y
otro en & COmo los elemenios corresvpondisntes en R ‘entonces al e-

lemento r, ., de B se lef correlsciona squel elemento B el de ¥ que

tiene el fndzce menor en My de aguellos que tienen las mismas rela

eiones de¢ precedencia para

ml,mlzgmlB,...ﬁ.,mlv
en ¥ como Irysl 8 T1sT2secene Ty B H.

De esta manera hemos corrolaelonado elemennas defi~

 n1aos my de M 2 todos los elementos Ty de R, ¥ los elementos my

tieneén ea M el nismo orden de precedencxa cumo‘los elementios Qo=

rrespondientes ry en B. Peroc afn tenemos gue demostrar que los ele-

- mentos mp incluyen T000S los elementos my de b, 6, 1o que es lo =

“misme, que 1a sucesidn

1,«12,1399!105 9}.‘y,aocov

;[5@%} sélo es una permutacidén de la sucesidn

132;350006Vsa000e

Probamos este por induccidn completa: demostraremos gue, si los e-

¢+ @Parecen en ia imagen, sste tanbién ea 8l

' caso para el elemento siguiente Myal.

‘Sea A tan grande gque, entre los elementos

ml,ml2,m13,.gae.,mll,

" 1p8 elementos

ml sl pevess sy

los cuales, por hipétesis, aparecen en ia imagen, estdn contenides.

Puede ser t&mhién que Ry ApAreznca entre ellas:’sntcncss Wy,] apa
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rece en la imagen. Pero si my,; no estd entre los elementos

ml,mlg,mla,.....,ml)‘, »

ennances mv+1 tlene, con respecto a estos elementos, una posicidn
ordinal defznlﬁa en M; wvne infinidsd de elementos en E tienen la -

misma posicidn ordlnalVen R con reS§ecto 8 T sT0vaesee sy, entre -

N 1os cuales sea Tlsv Bouel con el indice menor en By. Entonces my,1

‘tiene, como podemos hacerlo fécilmente seguro, la misma vosicidn -

ordimal con respecioc a

ml’m12!° sean ,m]_lﬁ,_l.

en ¥ como ). tiene con respecto a

+T{
T sXps035000nn yTh e 1

en R. Desde que m) sMoy...s., By han aparecido ya en la imagen, mv+l

&8 aquel elemento con el inaice menor en ¥ el cual tiene esta posi

cidén ordinal con respecto a

ml,m}_g,. srae flgllw_lt

Consecuentemente, de acuerdo a nuestra regla de corrslacida

T
asi, en este caso también, el elemento Mysl aparecs en la imagen,
¥ rl%v es el elemento de R al cual estd correlacionado.

Vemos, entonees, gue pbr nusestra maners de corrgla~
cionar, el AGREGADD TOTaL ¥ estd imaginado sobre el AGREGADO TOTAL
R: ¥ y B son agregados similares; 1o cusl teniamos que'probar.

Del teorema gue nosotros acabamos de demcstrar TG
'sultan, por ejemplo, los siguientes teoremas:

[SQ?] El tipo ordinal del agregado de todos los 4y

. meros racionales megatives y positives, incluyendo el cero, en su
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Ao~ 81 dos series fundamentales scn coherenies a =
una tercera, ellas son'coherentesvuna a oira.
Bo=- Dcs serzes fundamentales brocedlendo de la mzsn

ma a;reeexén de 1z cual una es parite de la oira son coharentea.

8i existe en M un elemento By el cual tiene una po-
s1c1on con respectc a la serie fundamenial {av§ gue?
(a} para tode v By L B,

{b) para cada elemento m de ¥ gue precede a mg existe un ecierto nd

‘mers vg tal que

> s, PATA V & Vo,

‘entonces llamames a mg un “elemento 1imite (grenzelment} de {av}

‘en H%, y'tamblén un “elemente principal {ﬁauptelement} de H”' Dél

misme modo llamamas a m0 un "elemento princlpal ds ¥ y tamb;én‘ua

"elementn 1im1te de {by } en M" si estas condicicnes se satisfacen:

3

{a) para cada v ‘ by P Mg,

(b} para cada elemento m de ¥ que sigue a me exisie un cierto nime

ro Vo el gue

by > m, para v 3 Vo.

Una seris fundamental no puede~ten9r‘m£s de un eleéw -

mento limite en M{ pero M tiene, en general, muchos elemenios ?xig
cipales. ‘ S

Percihiges la'veracidad de los siguientes teoremas:

G.~ Si una serie fundamental tiene un elemento 1imi
te en i, todas las éarieé fundamentales coherentes a ella tienen -
el mismc elemenﬁa‘limite en M.

D.- Si dos series fundamentalss (ya sea que DProce=-

-

|
|
|
i

e e -



el mismo elemenio limite en i, son coherentes.

as llamado‘un,"agregado perfecto".

57 -

den en la misma direccidn. o en direcciones opuestas) tienen une ¥

(55)

Si M y ¥*' son dos agregados similarmente ordenados

;talés que

(6) % =B

_y;formamos cualguier imagen de los dos agregalos, entonces Venos -

' fdcilmente que los siguientes teoremas son vélidos:

{Sld‘ E.- Para cada serie fundamental en M CcOTréS-——

., ponde como imagén una serie fundamental en M', e'invérsamentef 8 ~
' cada serie ascendente una ascedente, y a cada serle descendiente -
ana. aescenélente, a una’ ser;e fundamenta; coherente enVM correspon
Ide‘como‘imagen una sefie‘fundaﬁental ccheren%e en B, e inversameg
te. B ‘

. F.~ Si a una serie fundamental en M pertenece un e~
lemento limite en M, entonces a la serie fundamental correspondien

te en M' pertenece un elemento limite en M', e inversamente: y es-

tos .dos elementos 1limites son 1mégenes uno del otro en la imagina-

Clona

G.- A los elementos principales de ¥ corresponden -

. como imdgenes elementos principales de H', e inversamente,

Si un agfegado ¥ consiste de elementos priﬁcipales,

de tal forma gue cada uno d2 los elementos es un elemento pringi--

pal, lc llamamos un "agregadc el cual es denso en é1 mismo" (inmsi-

chdiéhﬁe_ﬁenga). S5i para cada serie fundamental en M existe un ele

‘méntn limite en &, llamamos a il un Yagregado Cerrado" {abeeschlo—~

seene). Un agregado que es ambos "denso en si mismo" y “cerrado¥ -

(56) $i un agregado tiene uno de
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Jdesquiera dos ﬁe sus elemento x y x°
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estos tfes predicades, cada agregado similar tiene el mismc predi~

Z cadc; asi también estos prealcados pue&ea ser adscriios. a los $i-

pos. ordinales correspsndlentes, y as{ e31ﬂten "tznos que 307 Gehe- -
sos8 en ellos mismos™, "tinos cerrados”, “tlgos perfectos“, 7 et
bién “tipos densos en todas partes”. (é?}. k ‘
Por ejemplo, s es un tipe el cual es "demso en si
mismo”, ¥y, como demasiramos en el éé, es también denss en-todag- -
partes, pere no es “nerradc”. Los tipos w ¥ %y no tzenen Plementes .
prlncxpales, pero wWv .y v+ ¥% cada ungo tlene un elements prlne1p&l,

y son tipos "eerrados" E1l tipo wel tiene dos elamentcs principa——

~les, pero nc es “cerrado“‘ ¥ el tipo ws3+v tiene tres elementos -

(57)

prlnclpales, ¥ es “oerrauo”

11

EL TIPO OQRLINAL 2 DEL CONTINUQ LINEAL X.=-

Wos dirigimos a la investigacidén del $ipo ordinal -

-

o del conauntov = {x} de todos los nﬁmeros reales xvtalés que =% O

¥y % £ 1, en su orden natural de preceeencxa? de tal forma, que cua.
x £ x', si x« x',{Ea)
Sea la notacidén para esie tipo
(1) -3,
[51ﬂ De los elementos de la zeori& de los nlmercs

r&ezonales e 1rracxanales sabemos que cada serie *und¢menual {xv%

~en X tiéne un elemento limite X, en X, y asi tambidn, inversamente

cada clementoe x de X es un,élemenﬁo iimite de una serie fundamen——
tal coherente en X. Consecuentemente X s un “agregada perfecte” ¥

8 es un "tipo nerfecto" (58

e
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Pero & no estd perfectamente caracterizado por esoal
ademds nosotros debemos Iijar nuestra atencidn sobre'la siguiente
~propiedad de Z. El agrega&O«x csﬁtiehe*come;parte al agregado R'de
tlpg ordlnal m invest tiggdo en el §9, y de tal manera que, éntre -

cualesgulera dos elementos xp y X; de X, caen elementos de K.

' Eastraremos ahora gue esias preaie&ades,'tomadés -
juntas, caracterizan el tipo ar61na1 g del contznuo 1Lneal X de -
wa ‘manera exhaustiva, asi tenemos el teorema:

V 81 un agregado ordenado ¥ es tal gue {(a} es “perfeg
to" v (b} en é1 estd contenido un agregadd $ con el nlimerc cardie-
nal 5 = Xoy el cual soporta una relaciéh(tal de ¥ .que, entre cua-
198qu1era dos elementos mo y my de & caen elementes de S, entonces
B =B,

Bemostracién.- 8i8 tiene un elemento winimeo o mdximo, éstos ele——.
mentas, pcr {bl, éesempeﬂan sl mismo carécter como elementos de Hy
aériamss remsverlos de S. sin gue S pierda con eso la relaeldn a B
«ex§resada en {b). De esia manera, suponemos que 3 no tiens slemen
%o minimo o médximg, de mode que, por el §9, tiene el tipo ordinsl
q,fnesdé que S es una parte de ¥, entre cualesquiera dos elemen--—

.

. tos sq ¥ 51 de S otro elemento de S debe, por (b), caer. Por otra

barﬁe, por {b} tenemos 3 = Yo, asi los agregedos & y R son “gimila

‘res® uno a otre
3 2R,

Sefialamos cualguier imaginacién de R sobre §, y ase
guramos gue de una “imaginacién® definida de X sobre ¥ de 1a sic—
3gﬁiente gaﬂeraf v '
‘ ' Sean todos log elementos de X que, al mismo tiempé,
pe}tenecén al agregado R y corresponden como imAdgenes a aguelles ¢
1emen os de K que son, &l mismo tiemvo, elemenﬁos de 8 y, en 1la i~

‘pagen supuesta de R sobre §, corresgonden a Llos elementos dichos -
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de R. Pero sl x5, es un elemento de X el cual no pertenece a R, ¥
debe ser observado homo un elementa 1imite de una serie funaameﬂa*

tal {le contenida en X, y esta serie puede ger reemulazada por =

una serie fundamental coherénte {ry } contenida en R. A esto [512]

cerrasnonde como imagen uns serie funéamental {s; % er‘S v ¥, 13‘-
cual, a causa de {a], esta 1;m1ﬁa&a por un elementa mo de ¥ que no-
pertenece a 8 (F, §1G}‘ Sea este elementc m, de ¥ (elﬁaual permaqg
ce &1 mismo, por E,C, ¥ Q del §1G, 8i las series fundaméntalﬁS‘ -
{xv «{rk } son reemplazadas por otras limitadas nsr el mismo ela‘

mento X5 en X) 1a 1magen de %o en X. Iﬁve%samente, a cada elemento

;mg»de Moel cual no existe en 5 pertenece a un elemento camyletameg
‘te definido Xy de X el cual no pertenece a B y del cual m, es 1a i

. mAgen.

De esta manera una eorresponﬂenc1a bluniveca entre

I ¥ ¥ estd establecida, y tenemos ahora gue mostrar que da una L P

maglnaclén" de estos agregadosu

. ~ﬁsto s, por supuesto, el caso des aquslzas alemeaww
tos de X gue perienecen avR, ¥ para aquellos_elemenrcsyde E que -
pertenecenvawS. Comparemos un elemento ? de ® eon:uﬁ glemento X, -
de X el caal ne pertenece a R{ sean § ¥ Mgy 108 elemenﬁés corresgog'
dientes de M. 5i r & Xg, existe una serie.fuﬁéamentai'{rkv}; la -

cual estd limitada por x, ¥y, de una ciertava

r { T, Para v 2 Vo.

La imagen de {rk } en M o3 una serie fundamental ascendente {Sl §9~

1a cual estard limitada por un my, ¥ terismos (%10; s}w_( m, pPara -

cada v, § 8 £ S, para v y Vg asi (§?) s 4 mga
Si r » Xo; concluimos andléogamente gueé S > Mg«
 {onsideremos, Tinalmente, dos ‘elementos Zg ¥ X5 no

pertenecientes a R y los elementos my y my correspondientes a ellss
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en li; entonces mostramos, mediante una consideracidn andloga,
‘si X@ £ xQ, entonces my £ mi.

quet

La demostraclén de la szmllarldad de X y ¥ estd aca

‘ba&a ahora, ¥ asi tenemos

E =8,

Halle, Marzo 1895,




LIBRO IV.-

“Zenén se referia a tres proble-
MBSeesss Trathbase del problema de o
infinitesimal, de Io 1nfxnztc y de la
continuidadesec. Desde sn época & la
nueftra, los mejores talentos de cada
generacidn han atacado a su vez esios
problemas, pero, hablando en términos
generales, ne han logrado nadécsssas
Welestrasa, Dedekind y Cantoresce«e
los han resaelio completamente. Sus
soluciones....s son tan claras gque no
dejen lugsr a la menor duda. Eata som
guista ea;nbﬁhﬂﬁemmwe bamas:npor
tante ds la gque la qpmn:pme&a,jactar
Be.

Bertrand Russell.

EL TEQREMA DE ZERMELO

§1.-, CONJUNTOS BLEN-ORDENADOS .-

Un eongunta crdenaﬁs &8 l}amado pien-ordenado 8l to

&o subcenaunto no vacio ‘tiene un primer elemento. Como egemplas dé&

con;untos bzenﬁardenaﬁas tenemos: :
l.*VTnaa 80§}uﬂtﬁ';lﬁlb0 ordenado es bienpérdenadoﬁ
2o~ K = }1,2,3,4,00004)
3em Ab
b=’ G

5= D

liegmado su

i

i

‘{1,;,3,,«....

¢

(60)

= {30,‘33_332,..',.» 9b09bl”““bk-l}
11,5,9,000,256,10,000,3,7,11,.00,4,8,12,...}
,.,..’?;,g,g,...q,}

333

E1 3ipo de orden d4e un conjunto bien-ordenade es -

fudmers ordinal”

s, & mds simplemente, su ‘ordinal‘'. En -

¢l caso de los conjuntos infinites bien-ordenados se les llama ‘nd

iiﬁitqs,

Oy

-
b

.2,

_ ‘meros ordinales transfinitos®. shora, como todeos 108 conjuntos fi-

aitos ordenados son §ien ordenados el conjunito de todas los tivpos

yocaao

en el orden gue los menciono, es un ordinal,
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Teorema-l,— “En todo conjunto bien~-ordenadc cada e-
lemento, gue no &s un ﬁliims elemento, ftlenme un inmediato sudasor.“
| Demastraclonae Sea ay un elemenio de un can;uﬂto A
alenroraenado. Bl congunto de elementos gque Siguen a ay en A es un
subcongunto'de A, ¥ por lo,ﬁanto, de acuerdc ‘a.la definicidn de hi
en»ordenadn, si no es vacio tlene un primer- elementc a2. Entcncns
alAQ a5, 'y no existe un a, tal que a; < 2 4{32 de acuerdo a la de
finicidn de . ap. '

2 » Q.B.D.

El siguiente hecho. se sague 1nmediatamente de laz da
flnlclén de conjunto blen«ordenaao. 7
Teprema 2.~ "Cada subcorjunto Ay de un conjunio & -
(61‘ ,
Asi come tanbién es obvio que:

Teorema 3.~ “"Cada - cangunto ordenado que es s;mllar

a un conjunto bzen—ordenaao es él,mlsmo alen«aréenauo,

Le llamaremos ‘segmenxo'€92) de A al conjunio de - to

dos ‘los elementos de un conjunio ordenado A que preceden a cierts

‘elements u de A. M&s claramente se dice, el segmento determinado -

por H.
Un segmento de un conjunito siempre 28 un subcona&n~

(63)

to proplio del conjuntio

Teorema 4.- "La unidén de una finidad mutuamente dis
junta de econjuntes bien-ordenados es bien-ordenable, sin importar:
elior&en en el que los términos son tomados.”

' De este teorema se daspfenﬁe que la Suma de wna fi-

nidadjde srdinales . es Siempre un ordinal. aunque lo mismd puede =
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ser aulzca.dc a una 3.nf1n1aad de termlnos, prew,nlsndo su arreglo -

corresr:mnalen’ce & un conjunio bien-ordenado.

-

51 A y B son dos conjuntos con los tipos ordinales

o< ¥ 4y respectivamente, y si 4 es similar a un segmento de B, en-

tonces « es llamado "menor gue” /6(até/d) Anélogamente con giﬁ'es
crlb;unos /329<, " /599 mayor gue ot ¥,

La igualdad de los tipos ordinales (u “/d) estd de~
finida por la szmllarldad de conguntos correspondlenteS« :

Podemos definir esie orden entre ordinales “de acuer
do a su magnitud”, y resulta que es:
l.- Irreflexiva, o sea, no podemos obiener
ol L ol b

2.~ asimétrica, es decir, si

«OM/

no puede ser cierto que . ' '
o ‘ BIBLIOTECA
' /d < ote HHSTITUTO DE ECOLOSIE
o ' UNAM
3.~ Transitiva, ya que de -

oéa./g ¥ /5 4{
se . sigue gue
ALy

Pero 1o gque si no podemos concluir es que esta rela

‘cidn sea conectiva, 0 sea, gue dados dos conjuntos bien-ordenados
cualesguiera nosotros podamos deécidir cual de los dos tiene menor

o mayor (o afn igual) tipo ordinal.
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Una nueva definicidn de conjunto finito (y desds -
1ueg0 de conjunto infinito) estd dada por el siguiente %earema:
. Teorema 5. *Un conjunto A bien-ordenado en el orw-
den dado de sus élementes vy bilen-ordenadc en el orden inversoﬂgg}‘
débe ser finite.® )

Demostracidn.~ Supongamos que 4 es infinite. 41 con

siderar el orden inverso de sus elementos vemos gue existe al me-—

nos un subcenjunto (pueds ser el mismo conjunic) gue no tiene un -

primer slemento y por lo tanto, no estéd bien-ordenado. Uontraria—

meﬂ%e'a‘nue~tra nipdtesis, por lo due & debe ser finito.
' Gek.D. |
Teorema 6.~ "El conjunto de todos los nldmeros ordi-
nales gue son manoies que un ordinal dadool, guede ser‘ordenada de
acuerds a las magﬁgtudes crecientes de 1os ordimmles: el ccnjunto
ordenado AQ&}'szeniio de esta manera esid bien-ordenads, ¥y él L
(65

PO de‘Agx} es sl mismo‘srdinal En simbolos

A} =",
. Demostracién.~ Sea B un conjumto arbitrario bilen-or

denado y<£ su tipo ordinal. Como cualguier elemento y‘ée”ﬁ{w} ey -

- un epréinal menor quex{; se sigue de la definicidn de Xa relacidn -

- de mencf o mayorvque,’B tiene un segmento cuyo tipo ordinal es k.

Deiaqui)que si ¥y, )z son elemenios distintos de afoty, son 103~t;~
pos. de diferentes segmentos de B determinades por elementos by ¥y -
bg‘de B respectivamente. Dependiende de si by < bp 8 by < by en B,
teﬁga&os {l/“{Zyé yz < ¥l°(66} Gomo se ve fédcilmsuie, g@x} es un
cenguntevbrdenads {véasé nota 44}, '

- Para demostrar que Al{d) es bien-ordenado debemos -~
mosirar un wmapeo similar de #{pt) dentro del conjugta bign-ordenado
B. ahora, si y e un elemento de A(x), y<e, entonces sea y asigna

do al glemento b de B gque determing en B el segmento de tino ordi-
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nalz’. gata regla define una corresjondencia unc-a-ung entre ing &
lementos de alx} y B. Es més, el mapes construido es similar. Para
S ver €sto consideremos elementns distintos Brs bo de B ¥ los ording

- les correspondientes Y1i: Yo que

o
@O

rienecen a A{xK). 4dhora, como son
similares,‘el tipo ordinal de B es tambidn el tipo ordinal‘éevéég}q
Por lo tanto, A(x) =«. ' ‘ ‘

GeE.D.

$ 2.~ COMP4RABI ILIDAD DE TIPOS QRDINALES.-

Enuncxaremos y demostraremog oiros teoremas DATE -

que se vea de una manera mds natural el surgimiente del teorema de

comparabilidad entre ordinales de conjuntos bien-~crdenados.

?eerema T~ “"Supongames gue existe un mapeo smmllar

i
i
|
i

entre el cengunto 4 bien-ordenado y un subcongunto (preplc o lmpra

ana} B, denotando los elemeates de A y Bporaybd resnectlvamentec

|1 anSIﬂeraEOS lz posicidn de estes elementos en el con;unto i,

“tenemos invariablemente a = b 6§ a £ b, pero mumca b < a.®
Demﬁstvaclén.— Lo demostraremos dor reduceidn al an

surdo. Supongamos que el conjunto de pares de - e1=mentes a,b para -

lms,cua&es b £ a, no es vacle,. Las b's con b« a constituyen un -

@

subconjunto de un conjunto B bien-crdenado, ¥ ﬁiegan,'nor 1o tamto,

un nrlmer elemento bg. Para el elemento ag cerresnondlente al ﬁg -

&

~tenemos by {,ao. El elemento by, como sea, es tamblen un elemento
de 4, y lo denotames por &;. A este eslemenis ay corresponde un sle

mento by de B. Por lo que, con 16s elementos ag, a1 de 4 estdn asg

g ciados los &lementos b;, by de B. Desde que a1 = by £ 8¢, ¥y la si-
milaridad del mapeo no disturbe el orden en la sucesidn, tambiénier
~tenemos al.{;ao, o sea, bl 4{31. De aguil gue, bg no es el.primér 2

lemento de B para preceder el elemento corresoondiente de A el &-

f




$ bt 6? e
1lemento bl‘< b, tenia ya esta propisdad. Por lo gue el suponer gue
b < a nos lleva a una contradiceidn.
' Q.E.D.

De aquil se cbtiene inmediatamente gus
Teorema &,- “Todo conjuntc 4 bien-ordenado pusde =

ser maneado similarmente sobre si mismo unfcamente por el mapeo i

déntico. Si A4 esté bien-ordenado, y A 2 B, entonces existe un sdlo

. mapeo similar de &4 en B". »
Bemostraclén.~ Sabemos que A es un subconjuntc de -

Si mismo. Sean a y a' dos elementos que S€ carresnomden bajo el ma
" peo de 4 en si mismo. Entonces, de acuerdo al teorema 7, nunca te-
nemos a .4 a° 6~3;A< a, por lo gue invariableménteftenemds a2 = 8a',

_ ‘Bnel caso En que B pudie*a ser mapeado SGhra A ﬁe
. dos. maneras, substz*uyendo B por 4, maneariamos A sobre si mismo —
_de &os maneras, lo gue contradiria la nrz&era parte del %eorema.

QeE.B.

Teorema 9.— "Si B es un segmento de un conjunto A
hlen—or&enado, ¥y © es un segmento del conjunto B, entonces { tam—
bxén es un segmento de AY.

Teorema 10.- "Sean Ay y Ay dos ségmentos distintos

del mismo conjunto & bien-ordenado. Entonces unc de los segmentos

@3 un segmento del otro,

Teerema 1l.- "Bejo un mapeo similar de un ccnjun%a
A bxenu dc gobre un cenjunto B bien-prdenzado, Qada segmehto -
de 4 se~transf0rma en un segmento de B.Y
‘ Demostracifn.— Sea Ap un segmento de a, y sea el e-
lemento b de B el que se corresponde al elemento a de A, Entonces

'<lcs elemsntos:@e A gue preceden al slementio a van precisamsnite a -



S

~mente, cuyas elementos son ordinales.
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ilos elementos de B que Dreveﬁen al eiemﬁnto ba

Q.E D.

Tesrema 12.~- “ﬁlngun conguntc A baEﬁPcrdenadc es si
milar & cualqulera de qus segmentos, ¢ & un segmento de un ‘subcon~
junto.” 7 ‘
Demostracidn.- Si, para algéﬁrsegmento;Aé del sub--
céujunto A* € 4, tenemos Af & A, el elemento a del cﬁnjunto Avcoé—
rresucnderé a un slemento de Am, 8 dec;r, a un ele&enﬁo que io e

precede en 4, lo cual, ‘por el teorema T, o8 1mpcszhle. 81, ahera,

;Am ¥ Ap Son des segmentos distintos del mmamc conjunte, enfonces -

de acuerdo al teorema 10, ung de ellos dehe ser un 5egmentn del -
otro, ¥, por lo tanto, no pueden ser simllares.
‘ Q.E.D.
Ahora ya tehemos,las elementos‘necesarios'para oy B
der campérap,las;conjuntos bien-ordenados con reépecta”a‘SQS‘crai;
nales. -

Pogremz 13.~ Comparabilidad de Tipos Ordinales,- -

'“Dos conjuntos bien~ordenados son o similares uns & otro, o uno es

‘gimilar a un segmente del otro. De agul que unz y s6lo una de las

rélacignes

0{-‘—'/3,'9(1:_/6,/)‘.4#(.

‘se maatlene entre. ordinales « y4."

Semuatraclén‘~ ‘833 4.y B son dos csn;untos blen—orde

,nados con tipos ordznales < y/€ respect1vaments, debenos reemnla—

‘zarlos por los conJuntos similares estandar C(«t) ¥ G§g$ reapectlva

Sea 1la lnterseccxén,de CG»J yolg)s 1 estd bien--

‘oraenado, perque u“ subconjunts de conjunios blen«arﬁenaées es -
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bien-ordenado {teorema 2). 31 un ordinmal fijo pertenece & I, enton

"ces todo ordinal menor también pertenecce a L {véase teorema 6). -

"Por lo gue I "empieza" con 0,1:2,3,0uu..

S8i I no coincide con C{®}, 1 es obviamente un seg--

mento de G}, ¥ ané}.ogamente funcmna para 1 ¥y G(/e} Es decir, te

ler. caso.-

- 2do.. caso.-

I3

| ler., CBS0.-

4D, CAS0..

. HEmOS
I=cle) ' I.segmento de Clx)
. Eer, caéo : 2do. caso
= G(/é)' ‘
Gy = C{a) - C‘(}A) segmento de G}
. C 3er, caao" 40. caso
I segmento de G{/g} o , ' ‘
\ ‘ G{cc} segmento de f}(/?')

A€ g{x) yB G(l,ﬁ), por 1o que 4 2 B, es degir, aafﬁ

. B2 G{uL), o sea,/gé.o(, de acuerdc a la definicidn de -

la relacién menor entre ordinales.

fia’- Gg,é}, es. decir, o< 4.

gs impositvle. Perque segﬁn nuestro escue*aa, el tipo or
dn;al de 1 es mesnor que anbos o YA Y de aqu:i; gue, -
siy es el ordinal que sigue imediatme‘nte & todos los
ordinales ca’nﬁeﬁi&os en I, ‘2{ debe estar en C{e) ¥ -
C(/y),i y de agui que Y estd en 1. Contradiccidn pu‘ésto
gue };abiamos supuesto que y no estaba en I.

Be aguil que sdlo uno de los tres primeros casocs ss rea
lizae en la comparacién de tipos ordinales.

GeE.D.

%3.—- C’omparabllxma,& de Gardinales.-

Bem.do a este ultzmo teorema {sobre camoarabllzdad

(67}

de tipos o:dlnaiea; ¥ al Teprema d4e Bculvalencia estamos ahora
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capacitsados para comparar los cardinales de conjuntos bien-ordens-

‘aos.

Teorema 1&.- yomp&ranllld&& de vardlnalas. "Log -

cardlna;ea de dos coﬁ;antos bzen—ordenados ¢ 'son 1guales o bien -
une €5 mayor que otro.”

' Bemostracidn.~ Sean 4 y B dos cohjuatos bien—orﬁeaa
dos. Por el tearema anterlor, el primer casa Slaﬁl;lc& gue A w-B
debido a la deflnzc1én de si mllarldaa tenemcs é n»B, g esto impl -
oa’ que 1os,cardiﬁalea de 4 v B son iguales,

Saoemos que el segmenio de un con;unto es un s&bcon.

junte propic del congunto. De aqui que, si el primer casc no ELE

(reallza entonces. & és. eqalvalente a un subcanauﬂta de B 6B es ., -

equlvalentera un subcon;unto de 4. Bsto guierse ﬁec;r por sl LeoTem

ma de 5qu1valencxa gue el eavalnal de A es 1gaal o menor qua gl de

B, o qué el cardinal de B es igual o menor que el de Ao

G.E,. Do

Necesitames 3ust1fzear el uso del Prlnclpls da In«~

’Qucazdn Transfinita {(véase nota 43} en 1as demczzyaclanes, aunque

sabemos qLe s mucho més Gtil ¥ profunda cuanﬁo;la utilizamos en

8

lés definiciones. Fue J. von Neumann (1923) ei»primera en darse
cuenta de la necesidad de esta gustlfxcaalén.

Tegrema 15.,- "Sea P(x) una propzedad o argumenta

R

que ea'significativa'para todos 108 elementas gt de un conjunto A
bien-ordenado. Si: ' k
(a) Pvesiverdaderé para el primer eslemento de A% ¥, 7
(v) La veracidad de P'pararte&oéklas elementos de 4 que préég
den a determinado elemento 'a’, impiida‘la‘veréciﬁaa para
e : . , .

entonces P &s verdadera para todos los elemsntos de A.¥
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Demostracidn.~ Lo demosiraremos vpor reduccidn al ab

surdo. Supongamos que 8l subcdnjunto de A que contiene aguellas -

*a® para las ecuasles P no es verdaderaz, no es vacio. Goma A es un -

gonjunto bilen-ordenado, el subconjunto tiene un primer el smento &,

" el cual por {(a) no es el orimer elemento de 4. Por la definicidén -
" ge ag, P es verdadera para todos los slementos que preceden a agt
—pér 1o tanto, por {(b) P debe ser verdadera para ag también. Contra

‘diceidn, de aguil gue el subconjunto para los cuales P no es verda-

dera es vacio.

G.E.D.

$4.- EL TEOREMA DEL BUEN-ORDEN, -

Llegamos ahora a uno de los resulta*os més SoTpren~
dentes dentro de la Teoria de Conguntas ?ransflnltas 'de Cantor: el

Peo*ema ‘del Buen—Oraen, demostrado por E. Zermelo {“ﬁathemaﬁ;sch&

*annalen 59 (1934} 514*516 pp.%, ¥ una segunda dewostraclén en ”Ea«,
5»hematxscbe Annalen 65 (1938) 107-128 np,")

Teorems 17.~ “Todeo ccngunto infinito S pueae Sey -

bien ordena&o.“(ﬁs)

o £1i nosoiros aceplames el Axiema de Eleccidn {véase
Libro VII, §1) entonces estamos aceptando, auﬂque ses de una mane-
ra implicita, el Teorema del 5uen-Oraen, e 1nvarsamente, si acepis

wos el Teorema del Buen-Urden dshémcs hacer lo mismo con e; Axioma.

. d4¢ kleceidn. gs decir, los dos principios son equivalentes.

4hora, si nosoires tomamos como vdlido el Axioma de
BEleccibn, y obligadamente el Teorema de 4ermelo, vemos gue €sios =

son equivalentesua log siguientes principios:
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{1) Teoreme de Humeracidn.- "Para cualquier conjun~

to 4 existe un ordimal « tal que K = A4." (Por el simbolo 'm' enti-
éndase'la‘equipoténcia, es decir, el concepto que resulta cuande -
entre dos conjuntos existe una correépcnﬁencia UNO~8~-UNo ¥ tieﬁen
el mismo nidmerc cardinal). 4

{2} E1 Lems de Zorn.; "Si 4 es un conjunto parcial-

mente ordenaéa tal gue toéé cadena en 4 tiene una cota superior, -
féhﬁéﬂcés & contiene un elsmento ﬁéximcp“‘{gna cadena es un conjun-
'to totalmente ordenado. Y por una cadena 'en A' entendemas un sub-

conjunto de 4 tal gue el subconjunto resulta estar totalmente orde

nado).

(3) Ba_Ley_de la Tricotomia.- "Dados dos conjuntos.
‘cualeQQuierarsiempre sucede gue A < B, 4=B 6B <4 con respecto

g sus cardinales.®

- Para ver algunasrde ias posibles eguivalencias del
sxiomd & Eleccidén, y por supuesto del Teorema del Buen-Orden, wéa

se: RUBIN, H. & RUBIN, J.E. “BEquivalents of the axiom of Choice,"

Horth-Holland. amsterdam. 1970. 158 pp. (Studies in Logic and the .

" FounGations of Mathematics). .
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"Captor introduid en ia ciencia una
nueya forma de conaiderar &l infinito ma~-
temiticoesses perc ha ocurrido. que hemos.

contrade ciertas paradojas, cisertas apa
rentes contradicciones gque hubleran heche
lzg deliclas de Zenqn da Elea y 1s Escue-
la de Megara.
: Heard Paxacare {1905},

LIBRO V.-

LaS PARADQJAS

%l.- INTBODUCCIGH CGKCEPTﬁAL.@

La palabra “naradoga“ pr0v1ene del gr:ego' estd cem ;

ou'sta del prefijo PARA que denota ‘contrariedad®, ‘proximidad®, -

me janza'; y de la palabre 00XA gue significa ‘opinidn’,

- , 0 sea, una paradoja es una opiniénm contraria s la -
ﬁﬁ. En filosoffia es una contradiccidn a la que llega el ragzona-
nio,apstraato. Es tamhién,la,figura,&elqpensamienﬁo gue consis-—

wenlémplear expresiones o frases que envnelven contradiccidn..

La palabra “antlnomla“ también preoviene del griego.

&sté formada por un prefijo ANTI que significa 'en contra', y por

la palabra ROKOS aue‘31gnlllca fley’.

Una antinemia es una contradiccidn enire dss leyes,

o dos arxnchxos. Es la reunidn de dos consecuengias contradictom—

-~ rias que resultan de la mlsma premisa.

- Una naradoJa es una contradiceidn aparente que tie-
ne Soluclén dentrs del '..33,8*t;emaa,9 mientras gque la antinomia ne la -

tiene,\Aunque actualmente s esta diferencia no se le da mucha im——

(6?)

‘ portancia .y se les menciona - 1ndlst1ntam=n*e. Por ejemplo, W.V.

Quine divide las paradojas en tres grupos: (1) verfdicas, (2} fal-

sidicas ¥y {3) antinomias y de éstas afirma: "Una antinomia da ori-
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iales} qué ia sucesidn de todos los ordinales (en su orden de mag-
nitud) estd bien-ordenada. Se sigue que la sucesién de todos los -

ardlnales tlene un - numero ordlnal, algamasjl Pero en ese caso 'la

: suce516n de todos los cralnales 1ncluyendo~ﬂ.t1ene el nlmero ordi-

" nal O+1, el cual debe ser mayor que fl, de aqui que, L no es el ni

mero orﬁlnal de todos: 1os ordlnales.“(75)

En otras pdlabras, Burali-Forti eon31ﬁera el conjun

‘to0 de todos los nimeros ordlnales. Bste con;unta no puede existir

”porque~si‘existiera'estaria bienacrdénadc, ¥ por lo tanto, tendria

un tipo de orden que és un elemento del conjunto considerado: aho-
Ta, demo'el conjunto de todes los nfimeros ordinalés inferiores a - .

dlChG tlpo es un segmento del conjunto de los ordlnales, seria 5@

~megante a uno de sus elementos, lo cual es un absurdo,

i

- La Péraéaja de Cantor,= Cantor desciubrif esia -

paradosa en l899, nera obv1amente ésta no. fuﬁ publicada lnmedlata-

mente. Esta paradoja fue dada a conoeer en 1932 cuando se publica-

rOH;sus;obras‘completasg

.

. Hosotros sabemos, por un tecorema de Cantor, gque la

pOuencla e} nﬁmerO\cardlnal de un conjunto’ es 31empre mencr gue la

(76)

cardinalidad de su conjunto p0w8n01a , €8 deCLr,

Cantor se dié cuenta de gue no podia hablar del conjunto univer——

ai,‘('rl)

pues siempre tendria que

y se estd supeniendo implicitamente que

2U ¢ T.
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Aunque muy sencilla esta paradoja no es de ninguns

;formd elemental, pues se necesitan los coneaptos té“nlcca de  sub-
co¢3unto{y de cungunto pobencia. Y es por ésto gque ahora nos vemos

"en la necesidad de hablar de conjuntos universales ‘relativos®.

3.~ La Paradaaa de Russell.- En 1992, Berﬁrand Hupa

ssell ‘did a conocer. su paradoja en. una carza 1r1g1da a Gottlob -

(78)

Frege La para&cga dige: Sea H el cengunte ds todes los cangun

tog qnﬁ ne son elementos de si mlsmos,‘ﬂ es un congﬁnﬁo de primera

(79) -

"‘clase y BOY lo tanto, es distintoe de cada mo de sus eleman——

tos; péro como tambidn M debe contener todos 1es~cam;uatcs de pri-

mera clase, tiene que contenerse a si mismo y entonces es de segun’

dg clase.-

La ver31én lﬂfarmal de esta paraﬂe;a es la 31gaxan—k

’te, Sunongamea gue en un ciertoe pais los blbllotecarlas an&stum«~~_

‘bran catalsgar sus 1ibros, no medxanta un catélago de. f}chas, &190.

medlante un libro de hﬁgas sueltas, es decir, el catélaga mismo es.
un llbro. algunas ‘bibliotecarios catalogan 8l aatélogo mlsma en el .

\ aatélogo, pere Gtros no ‘hacen io mlsms. B@ nr&n& Russell &eﬁsmlnaji

la prxmera clase de catdlogos como un eou;unﬁa B, o 'sea, 168 con

<3untos ﬁ,son ﬁoa;untas que se cnntlenen a si mxsmas, Pers, ,gué BY

cede si 91 blblzotecarlo general del nais declde hacer un catélega 
ﬁe todos los catdlogos gque no sé ea%alogan s si mismes?, Este caté
logo, sdebe catalogarse a Si.mlsmﬂ o no?
E&a versidn un poco méas formal es la sxgazente. <
"Sea w 1a clase de todas aguellas clases que no son mle&aros~de sl
ismos. Entonces; no imgprta que clases X puede ser, 'xtes‘ﬁna w°
#s eguivalente a 'z no es una¥! De aqui que, ddndole a x e; G

{80}

lor w, 'w es una w' es eguivalente & 'w no es uns w', "
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De . la paradoja de Russell ex1sten varias versiones
egu;valente& entre las que estdn:

_a) Sugongamos que existe una aldea donde sdlo hay -

Cun barbero, y s¢ afirma gue el varberc rasura a todos los hombres
~de la aldea gque ne se rasuran a si mismos., La contradiccida surge

Leushdo unc se prégnata: jel barbero se rasura a si mismo?.

,b} Supdngase gue tc&o muﬁicipia ﬁé«méxicc-tiena un

alcalde, ¥ no pusden existir dQS‘municipios,distintos gus tengan -

T sl mismd aicalda;‘bo gue si puede sucedsr es gue 21 alealde nok*e—

sx&a en su munlc1nla, que es lo m4s comtn. Pero un dia se nramulga

una 1ey, 31n tomar en cuenta la Oulﬂlén dg los 01udadaros, la cual -
oallga a tuqos los alcaldes gue no residen en su municipio 3 resi-

dir en un lugar especial S. Desaforiunamente, la poblacidn es ian -

“grande que Se ven en la necesidad de transformar esta dres en un -

nuevo municipio H.
ﬁes no&amos preguntar entonses. ;Qonde roszde sl al

...,

calde de 572, 'En el mﬁnlclbic séle pusden reslﬁxr aguellos alcain

‘des qae no r631den en su propio munlclplo, por $0 gue el ajcalide -~
‘de S na auede re Sldlr en B3, Pero si el alealde de S no reside en -

8. t;ene que v;vzr en 5 0omque asi 1o obllga la Ley. Este probiema .

le fus ﬂomunlﬂado al jefe del poder e;ecutlve q&lem excxwmé *La -
scluclén de aste. probﬁema ni nos beneficisa ni nos per3udxca, sing

toda lo cantrarxo»

E ' musssll intentd mostrar que 1z Hatemditica erz una -
parte de la Légica vor medio de paradojas 1dgicas gue se encontra-—

b&n ‘en un campc p*e-matemétlco, La mds fambsa es la 31gulenge. Su

‘ceda gue podemos leidlr todes los adjetives del diccionario en -

'dos conjuntos. En el primerc van a estar todas las palabras gue s¢

{81)

an: QredlC&thaS , ¥ en 2l segundo van & estar todas 12s palamm—-
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bras impredicativas. " Pero, zqué sucede con la palabra "impreéi
cativa"?, ien qué conjunto debe estar?. “Llegamas a la consecuencid
paradd jica de que 1mpredlcaol~ es impredicazbtle 5i y sdleo 3i impre-~

ﬁlcable,no es‘lmpreélcab¢a.u(83)

§ 3.= LaS ?&R&EGJQS sammcgs.-

Otro tipo de parado jas anareezorsn mids tavée, 1&5 ~

naradogas seméntlcas.{84}

A l.- La Paraéaga de Richard.- Jules~ént01ne Kiaharé “
(1864—1921) publicé en la "Revue Générale des Sciences Pures eﬁ Ap

~Q__gaées." {tomo EVI, n&m 12, pég 541, correwnandiente al 30 &e in
nio de 1905} 1a paradoja gque actualmente 1leva su,nsmbra.

7 Rlchard demostré que todos 1os nimerss defxniﬁss‘ -
‘por medio de un nimero finitc de palabras forman un congunta numem'
rablie, y sxn emharga se puede fermar un nﬁmera deflnxda por usm né—
'mero flnlﬁa de palabras que no se ensnentra en‘este conauntm»

B : Lo lmnerﬁante de esta paradeja es gue sn su faﬂmula
cién utiliza el méiodo de la diagonal, méto&o qﬁe_%&nter,h&bi& gowy
pularizaas‘can‘susldemostraciones. Existen,‘ahora,‘mﬁé&isimas vér”
51anes de esta paradn ja. )

' “Eata. p&ra&o;a es especzalmen%e 1nteresante por gus
1mp*1eac;oaes caneernxenﬁes a lengaases ‘come el castellana, ¥ por'
su BSuI@Ch& ?ar@ntesco con ia éemestraclén cantoriana ﬁe<la NO=Snn
merabi’idad ae las- funcxmnes de la teoria de 103 nfmerss. Richard
expuso la naradoaa en forma relativa a la aefznacién de anArﬁmero
real, paraleslameunte a la demostracién cantoriana de la no=-enumeTra-—-

' (85)

vilidad de los nfmercs reales,"

{86)

La‘&ntinoéia de Derry a8 esenclalmente una inge

nicsa & ilustrativa sim?iificaciﬁn de 1a paradoja de Richard.
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2.~ La Paradoja de Grelling y Nelson.— Poco tiempo

més tarde, en 1908, aparecié otra paradoja de tipo semdntico debi-

ga a Grelling y Nelson. En clerta forma ésta era un caso particu——

‘larfdeiiéupafa&aga de Russell con respecto a las palsbras impredi-

cativas,

Unos cuantos adjetivos en espafiel, come ‘espafiol’ o

'polisildbico’, itlienen ellos mismos 1a'pr0§ie§ad gue denotan. FPor

_ejemnlo, el,adjetive espafiol es espafol, el adjetive polisildbice

e po;zs;léblco. Pero la gran mayoris no tienen la misma propiedad.

Gome, por ejemplo, la palabra monosilédbica nb &5 monosildbica, o~

md%ﬁampece las palabraé—blaﬁco, caliente, ete. tienen la oronie&ad

que.denotan. EL segunuo tipo d& adjetivos es llamado hetercléglco,

\*~y ai anallzam@s con cuidado esia 9&1abra nos damos cuenta gue: el

a&g tlva heterolégico es aetevolégzca si v sélo si heteroldgics no
es hﬁtereléglco.

3o L2 Paraﬁova del Cretenﬁe,» Pal vez la paradoja

jmés antlgua es aguﬁlla que se le atriduye sl fildscefo Epiménides -~

ds Creﬁa (szglo ¥I 4.C.). Se supone. que mnlménldes aalrmé GUE S e

"Los cretenses mienten sxempre’. La uara&ega Surgzé cuando un ore~

? tense afirmé: ‘*estoy mintiendo*®. “Es 15g1&amsnue_lnsatls;avtorlo -

que pudiésemos escapar de 1a parado ja sdélo merced él'histériea X2

_ci&egﬁeidé que existiera algdn cretense gue alguma vez dijese 1a -

(87)

Una versidn més moderna de €sta se refiere al perso

naje 'Sancho Pamza' del "Quijote” de Cervantes. La paradoja de San

cho Panza es como sigue: 4l ser nowbrade gobernsder de 1z insula,

-8anche promulgd una nueva ley que decfs? "Bn ia Gnica entrada aue
hay én iz Insula se instalard una horea con el fin de ejecutar a -

' toda aguella persona gue al ser interrogada acerca del motive que

la trajo a la Insula mienta., FPor el contrario, si diee la verdad,

vedrd transitar libremente por donde le plazea,®
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Los interrogadores no habian tenido ningln problema
hasta que se presentd un hombre que confesd: “Yo vengﬁ a4 que me a- -
. horquen.” 5i lo ahorcaban, este hombre habia dicho la verdad y, te
nia derecho~a vivir en 1la Insuia. Pero si, por el»sontéariegync io
‘hacian, el héﬁbre habia mentido ¥ tenian la ebligacidn de ahorcar-
lo. Parece ser gue 3ancho Panza lo ahcrcé en castigo por los dolo-

res de cabeza que le produjd este preblema.(SE)

&4.- NOTAS GENERALES A LAS PARADOJAS.-

Si analizames un poéo 1as parade jas mencionadas an-
terzormeaue noes podemes dar cuenta que: .

a) La paradoja de Burali-Forti ycstulaba 1mpliezta—

}

menté‘la existencia de todos 103 niémercs orainales de Cantor. Lo
- que demuestra que la nocidén *todos los ordinales’ es una nocidn i-
\1egitima‘
‘ b) Le paradoja de Cantor habla de una ‘totalidad’ -
ya dada, el cenganto de todos los conjuntes.
c} La oaraéasa de Eussell engia que se precisara -
“el concepto de 'clase‘ v adehds el admltlr que ‘todot ccngunto con
tiene, al mencs, una parte gque no es alemen o de €1 mismo.
~ 4} La paradoja de Richard conducia simplsmanté~a un
eircule vicioso, y se cbn¢lu§e que ‘todos ios némeros' es una PLo~-

posicidn ilegitima.

Ld mayor parte ds 1as paradojas utilizan los eonceg‘
tos de orden y de existencia —que no estaban bien definidos— y . la
palabra 'todos’, que c;mb‘hemns'vista es una palabra muy peligrosa
en ﬁateméticas por la gfan,éantida&'de paraddjas,m antinomias gque
vpue&eVgenerar. Es debido ‘a esto cue la définicidén de Russell del -

3

concepto & ‘potencia' esté mal, pues est4 mencionando wuna totali-
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dad gue no puede existir
El problema del grden fue resuelio en 1905 con la -

- obra de 5ermelo, donde preclsa la diferencia entre conjuntes orde~

nados ¥ conjuntos bien-ordenados. Aunque por estar fundameniada es
ta distineidn en el Axioma de Eleceidn {véase nota 43} fue rechaza

da inmeditamente por la Escuela Intuicionista (véase Libro VIIL,é1).

De estos problemas el wmés dfficil de resolver ers
el concerniente & la ‘exisiencia’ en latemiticas. Este es un punfc
donde 1és,diacusiones no han acabado aln. Por sjempia, Benri Pdin.
caré afirma quei Y.....en Matemdtica 1la nalabrsz existir no puede -
tener més gue un sentido: significa exento de ccn%r&dicéién."(SQ)

kientras que para los Intuilcilonistas mds esirictos el hécho ds que

un‘ebjeto"eiista' quiere:aecir gue podemos ‘construirlo’;, o que -

'poéemes prsbar en un nimero finito de pascs que tal odbjeto ti&ne -
‘ﬁal urogxedad. Para los Formalisitas como David Hilbert, todo ohje~
«ta estd en 9951b111aaé de ezmstxr{QG} sismpre y cuando no ‘dmpligue

con radlcc;én dentro del sxstema.. ‘

Parece ser que el problema més f4cil de resolver &

fue el concerniente a la palabra ‘todos® o el de considerar wna g

‘ﬁaliaad gue contuviera todo ente posible de existir o de yensarse,
‘pues. como anteriormente habiamos mencionado, actualmente se consis

deran los conjuntos universales como conjunios ‘relativos’.
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"Hadie se?a Jomds capaz de sRpl
sarnos del pereisc gue Cantor ha cres
de pare nesoiroes.®

David Hilbart.

LIBRD ¥I,

LA AZICHATIZACIOR DE La TEQRIA DE CONJUNT(OS

élﬁa DIFERENTES FORWAS DE sTaCaR EL PHOBLEMA, -

Las tres diferentes sscuslas filopdficas de la NMate

, . . . e f
mética {véase Libro VII, ? } tomaron caminos diferentes vara eryé-

-

dicar 1as paradsj=s ¢ antvinomias de la Teoris ds Conjuntos.

Los Intuicionistas rechezaron inmedistamenie la Teo

ris de Conj&ﬂtos Transfinitos y no se wieron en la necesidsa

o

de in
tamtar fundams ntarla en principics gue estuvieran exsnios de  tods

b7

Q(

nistas afirmaban que la Matemdiica Pura es una creacidn libre del

0

spizitu humane ¥y que no tisre ninguna relacidn con los hechos de
e

& experiencia, Por esto mismo, l@ﬁ Intuicionistas se preccunarcn

més por darle un fundamento y bases rigidas y rigurcsas a su pro-

‘pia escuela.

‘Los Logicistas guerien wmosirar gue 13 Matemdtica se

podfa reducir a la Ldgica, ¥ deblan dar una axicmatizacidn donde

todoes los esn tos ¥ reglas &a inferencia Matemdtiea fueran vis-

Ctos como generados por 1la Légica. Para ¢ésto contaban con los gran~

des avances de ia Ldégics debidos a les irabajos de George Jocle ~

"{"Las Leyes del Pensamientc”, 18%4) y Gotilob Frege ("Fundsmentos
"de la aritmdtica”, 1884

. 29 &n canzrannsxeléﬁ con 1z Bsguela Fermalista, los Intuicio
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Los Formaelistas no estaban dispuestos a abandonsr -
ia Teoria de Conjuntos 8implements pergue existlieran ciertas cofe

tradicclones interunas en ells. Se habis llegado a la conclusidn de

Ka)

ue ia nocidén de ‘conjunte’ podria generar ls idea de "nimerc natu
ral® y, & parsir de ésta se §c&ria reproducir toda le Hatesmdtica:
por 1o que, los Formalistas, estmban obligados a ﬁostrar un Siste~
ma Axidmético_éel cual se gensrara boda la Teoria de Conjuntos {ex
cluyende 1é&s paradojas) vava de esta forma reproducir y fundamen-

tar 1g Batemdética por completo.

Antes de conitinuar con el estudic de las diferentesn

axiomatizaciones ds la Tsoria de Conjunios haremes wa peguelic resy

21
men ¢ lista de los simbolos que utilizarsmos en este capitulm{~ }:

{1} "=%.....para 1a eguipotencis (si.....entonces y reciprocs
mente, § si y sdlo sij,

(2) =% Sars la implicascidn (si.....sntonces)

! g e 3

{3} "9v_,,,.para la nsgacidn {(neo).

{4} »%%.,...para la conjuncién {yi.

(5) "V¥.....pava la alternativa (oj:

(6) "{%)".....para la cuasntificacidén universal {para toda x).

{7} "{By)®.....paTR l& cuantificacidn particular {existe una

¥ tal guej.
{8) "¢".....pertenencisa.
{9) fe".....ingluzidn.

(10} néwaovagganjunﬁé V%Ci@e
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éz.« LA TEQORIA DE TIPGS.~

‘ Los primeros logicistas gue hicieron trabajes en la
fundamentacidén de la Teoris -de Conjuntos fueron Berirand Russell y

4lfred North Whitehead, quienss en su "Principia ¥athemstica” -

{principalmente en el tomo I1) desarrollaren la ‘Teoris &e fi?cs’,

41fred North Whitehead, fildsofo y matemdtico in—-
glés, nacié en Ramsgate, Kent el 15 de febrers de 1861 v murid an
Cambridge, &assachusetts el 30 de diciembre de 1647,

Wnitehead se gradud en Cambridge en 1884. Durante -
la mayor parte de su vida ensefié matemdiicas en Inglaterra, pero
en 1924 fue & los Estados Unidos comé-prafasor de Filosofia en 1la

- Universidad de Ear?ar&; ¥ permsnecid alli hasta su muérte. Su prin
eipal interes yradicd en,%rﬁtai de fundamentar la matemdtica en la
'Légica, aungue también se dedicéd a muchisimas cuestionses filosdfi-
) césc Son también mﬁy interesantes sus lecturas en cuestiones tales

comai "La Organlzaclén del Pepsamiento. Anatomis de algunas Ideas

clentifacas. EL &spacza, el Tiempo y la Relatividad.™ {UN&M. Mézl—;

eo. 1964, CentrTo de Estudies Pilosdficos. Cuaﬁernov§13}.

Sir Bertrand Arthur Rnssélz, ratemético y fildsofe
ingliés, nacid en Trelleck, Konmouthshire el 18 de mayoe Ge 1872 ¥

murié en Penrhyndendraeth, Merionethshire el 2 de febrerc de 1970,

A 1o largo de¢ la mayor parte de su vida fus un pavi'

fista pilitante y por elle perdid su puesio en la Universidad Gu—-
rante la Primera Guerravkunﬁialu

Sus ideas sobre los problemas sociales Som poco con
vencionales. £n 1940 fue nombrado profesor de la Universidad de la
- ciudad de Nueva York. Perc su nombramiento fue retiradc por orden

de la Corte Suprema del Estade,
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&n 1950 recibid el fPremic Hobel de Literaturz y, en
el wio de 1981 estuve en la circel.
Entre algunas de sus obras ienemos:

2) "Principis Mathematica",

b} *Los Principics de la Matemdtica®,

¢} ®Misticismo y Ldgical,

d} “Ensayos sobre Bducacidn™, eic.
Anslizande su obra vemos gue: "Un tipo estd definide
como ¢l rango de significancia de uma funcifn propesicional, es de
eir, como lm ccleccidn de argumentos para 1os cuales la llamads -

. y 2}
funcida tiene valares“¢{9 / :

#hitehead y Russell aseguran gue para facilitar ia
.compreﬁsién del concepto de conjunito o de clase es necesario esta~
plecer una jerarquiavée tipos. Esta jerarquia de tipos sé& forma a
partir de los individuos (substancias inﬁividuales{93}) qus forman
el‘tiyé,ﬁ. 41 considerar las classes ¢ conjuntos de individues for-
nanes el tipo 1, y a1 tomar las clazses de clases de individuos ha-

cemos el tipo 2, y asf ‘ad infinitum®.

Bor lo que, las clases de tipo i (i en H, i» 1) tie
nen por elemenios solamente cosas de tipe i-1. Es por esto gue &ugl

ca nos petriamos preguniar por los conjuntos gque . se contienen s

s{ mismos, pues estariamos considerande cosas en un tipe gue dste

no suede contener.

Tambidn es fdeil de wer gue tendremoes una infinided
de tipcs diferentes {(se supone la existencia de la totalidad ys da

da de los némsres naturales), ademds tendremos en cada tipo un con
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junto o clase vacla y, el conjunte universal de gada tipo 1 nerie-
nece o estd contenido en el.tipo i+l; por lo que noSOtres no podew

mos hacer ninguns afirmacidn acerca del coujunto de todos lo8 oone

junios.,

En la Teoria de Tipos debemos ponerle a cada veris-

ble un indice gque indigue en gue tipc &s5tédn sus valeres, ¥ por el

i{ndice nosotros sabremos si ssiamos hablande de individuos {zn) - 6

de clases de 1nd1v1dGOS {x3}. Bn la e@ria de Tipos 8o tieme senti

© Go bacer una pronosicidn exisitencial o una cuaatz;icaczén ULV O T
. sal sin mencionar & gue tipo nos estamos refiriends., Y si nasotros

sefialamos que xj & yj entonces debe sugedsr gue ] = i+1l.

Los logicistas admiten tres axiomas para el desarro

1io de 1a Teoria de Tipes:

Tl.~ Axioma de Extensionalidad.- "Dos clases gug -

tienen lo8 mismos miembros som 1dénticas.”™ O 39&, una clase estd ~

totalmente determinade cuando sus miembros estdn dados. En simbo--—

los tensmos:

(xi) (%1 & Fie1 = Xi & 3341) = (F1a1 = 25410

i

2.~ Axioma de Separacidén o de Comprensidn.- "Existe

nna elase de $ipo i&lﬁcorresp&ndiente a toda frase gue sirve de dg

finicién para los objetes de tipe i. Por lo tanto, 8i *F(xi)' es -

(9)(;

una frase de T donde '¥i,;" no aparece ifenencs

(Byjqerd(xa)(xi & yis1 = Flxidiv.
Este axioma nos permite formular definiclones predi

cativas gue sin €1 serfan 1mprea1uatﬁvas {(véase nota 153}. Pers -

los mismos crea&ores de la teoria afirman: "La 3mstxflcaelén de es

te gxiomd o8 puramenie pragmétics: lleva a los resuliados deseados

-
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‘ga, Sino en una espescie Qe paraisc para los ldgicos.®
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¥ no otros, Pero es claro gue no es la clase de axioma, del cual -
podamos guedar saﬁisfechos.“agS)

Ti.~ Axioma del Infinito.-— *Dade cualguier nimsro -
natural Q;Eiempre existe otro mayor n+l.” Este axioma nos assgursa

la existencia de una infinidad de ndmeros naturales,

Podriamos anaiizar las paradojas del capitulo ante-
rior y ver gue éstas no Se pueden realizar deanire de la Teoris de

Tipos, pero ;qué nos asegura gue no surgirédn otras?

Otro puntc que es imporitante mencionar es gus 1 rg
duccidn completa de la Matemética dentro ds la Légics, no se ha -
llevado a cabo, pues el occncepto de iteracidn, gque es un doncepto
matemdtico, se esitd utilizando en 1z fa%malacién de la Tesoris de -

Tipos. ‘ o

Es por esto gue Hermann Weyl afirma guel ",...0. ¥8
ne se¢ pusde decir gus las Matemdticas sstdn Tundadas scbre la Ligi
(98)  pambién

Henri Poincaré critica la Teoris de Tipos digiende: “..... pero lo

que £l Sr. Russell pretende y &5 lo gqus me parece dudose, €85 qus -

despuds de estos llamados 2 la iatuicidn, no se hardn mds: no ha

brd gue hacer otras ¥ podrdn constituirse las Matemdticas Integra~

. . . - : 97}
mente sin haeer intervenir ningln elemantaknueva,“( !

$3.~ LOS AXIOMAS DE ZERMELO.-
-

Es en 1907, cuando Erpst Zermslo {(desgraciadamente,

sé tienen muy pocos datos de su vida) se dedicd a la tarea ds sis-

tematizar log resuliades de la Teoris de Jonjuntos cobtenidos hasta

entonces. Primeramente demostrd que la Teoria de Conjuntos Finites

s
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ne se podia fundar sin el Axioma de Eleccidn y enuncid una serie -
de axiomas para fundamentar la Teorias de Conjunios Transfinitos -

siguiendo el ejemplo de su maestre David Hilbert, quien babia axio

matizade la Geometria Buclidiana en su obra "Fundamenios de feome-
tria®, 1899, ‘

ia axiomatizacidn de Zermelo para la Teorla de Con-
juntos Transfinifos estd ezpuesta en su memoria: *Untersungen Uber

gﬁ(gg} Hath. 4nnalen 65 (1308} -~

die Grundlagen der %&engﬂenlehi'e,
261-281 pp.

Zermele comienza su articule de la siguiente mane—
‘ra: "La Teoria de Conjuntos es aquells rama de las Matemdticas pu-

yo objativo es 3nvasﬁigar;mateméticamenxe tos conceptos fundamenta

les de ‘nfémerc', ‘orden', y 'funcidn', en su sencillez primitiva,
'y por esa razén desarrolilar los fundaméntos ldgicos de toda la -

aritmética y el andlisis; y de acusrde con.ést@.cﬁmstituyé U COm-

" poneate indispénsable de 1a Ciencia Matemitica. Bn el momento pre-

‘sente, como sea, 12 simple existencia de esta discinlina parece -

>Sér‘amenazaéa por clertas paradojas o ‘antinamias’; las cuales pug -

den ser derivadas a partir aé‘lo que parecen ser sus principlos e-
o sencisles y pars los cuales hééta ahora no se& ha encontrade una S
luveidn completamente satisfactoria..... En estas circunstancias Bo
sotres no tenemos otra eslternativa mas gque tratar el camino inverso
i ¥ émgezando en la"Teo?ia de Conjuntos'® hnistéricamente existents,
; vuscar los principics que son regueridos para esta disciplina mats
mética. Este problema debe ser resuelto de tal manera que los prin
cipios estén hecho suficientemente angostos para excluir iodas las

contradiccionss, v aldn hechos suficientemente anchosS DAYa Pregel-—
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, .
var todo aquello que es valorable €n esta teori&.“{gg}

Para crear su teoris axiomdtica supone:
(100)

{2) La existencia de un cierto dominio A de ~—
elementos abstractos.

{0} La existencia dé los elemtnos de este dominie,
los cuales estédn representados por las ietras 2,byC 00000

(¢} Gue cualquier argumento de igualdad, a = b, se
entiende como 1a acercidén de gue los simbolos 'a® y '’ designan ~
el mismo. objeio. ‘

{4) La existencia de upa relacidn primitivd, & € b,
ia cual 2s8td definida para el dominic . 8i esta relacidn se man-
tiene para dos objetes particulerss a y b, decimos que b es un con

junto ¥ que & e& un elements ds este conjunto. Por esto mismo, pe-

ro ne necesariamenie todos, los objetos de ¥ son conjuntos.

{e} Define también une relacién entre conjunios, la
de los subconjuntes: S1 M y N son dos conjuntos tales que para ¢a—

da x & # implica x & N, entonces degimos que B es un subconjunio -
- {101

R . R 102
Los axiomas que €l enunciz sen los 51guleﬁtes:( )

. Alew= Axioma de Determinscidn o Extensionalidad {Beg
;immtheit)(lQB}.« 31 cada elemento de un conjuntc M es también un
elemento de N y viéeversa, si, por 1o tanto, ambos ¥ ¢ N y N &M,

entonces siempre ¥ = Nt &, mds brevemente: Tode conjunio estd dew-

‘terminsdo por sus slemenitos.®

42, AXioma de Qonjuntos Elementales (Slementarmen-

104) - : i oad s ‘ ; .
gen}g {.- “ixigte un conjunmto {fieticic}, el ‘eonjunto vacio’, §,

el cual no contiene elementeos, 51 'a' &s cualguler objsto del domi

nio, entonces exisie un conjunis {a§ gl cual contiens a ‘'a’ y sola

mente & '&' como eliemento; si 'a' y ‘DY son cuslesgulera dos obje-
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tos del dominio, entonces existe un conjunto—{a,b} el cual contie-
ne a ‘a’ y 'v’ come elementos, perc ningln objeto x distinio de -
‘af y &bt’ﬂ ‘

43,- Axiona de Separacidn (Aussenderuns}(‘”jf

“Siempre que la funcidn proposicicnal G{x) estd definida(lﬁé) paRTL
todos los elementos de un conjunto b, ¥ posee un subconjunto Mg -
gue contiene como elementos precisamente aguellios elementos x da M
parzs los cuales #{x) es verdadera.”

44.- axioma del Uonjunte Potencia {Potenamenge}(la?}“

"4 cada conjunte T carrespogde atre conjunic WT, el ‘conjunto poten
piat de T, gue csﬂ+1v“e como elementos precisamente ifodos 1os sube
conjuntos de T.7

{ 3
15,~ Axioms de la Unidn {Yereinigung)‘lOS’gu "4 Cam

éa conjunte T corresponde otro conjunte ¥, la ‘unidn’ de T, que =

sontiene como elementos precisamente todos los elementos de los e

Lementos de T.7

; . . . (109} ..
46.- axioma de BEleceidn (a&swa&l}& e B5LT g8 -

un conjunte cuyos elementos son todes conjunitos gue son diferentes
del € y mutuamente disjuntos, su unidn £T incluye al mencs un Sube
gonjunto Sy gue tiene unc ¥y solamente un elsmento en comfn con ca-
ds slemento de T.¢

)(ilﬁ}a_

%7 .+ axioma del Infinitec {(Unendlichen *Exis

te en 2l dominic al mencs un conjunto Z gue contiene al conjunto -
acio come elemento y estd de tal formma constiituldo que a cada uno

de sus elementos ‘a! corresponde un elemento posterior de la forma

“lal, ern otras palabras, ocue con cade uno de sus elementos 'a® tanm

pién contiene al conjunto correspondiente {a} como un elemento.®

Simbdlicamente podemos expresar los axiomas de Zer-

melo de la sigulénte manera:
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l,~ () {yi{(z){z e x

L]

Z & ylm K= ¥,

L2~ (Bx){yllry e xjoeg ()(ey)lx e 7 & (2)(z s 7 =

z = x) & E(W}(Z}(Sy){w ey&zey)ld(xifxeysi{zxew Vx = z]1).

43.- 51 "¥* no aparece en *F{zj)t:

(2)(Ey)(z){x e 7y = [xr e 2 & P(x)]).
Zho= (2} {By)(x)[x e 3’5§kw}(w E LT W B Z)].
5.~ {2z} (By)(x)[x e y =2 (Ew){x e w& w s 2)].

26.- (3)[(x}(x e t = (32)(z & %) & (7)(y e t) &

=

(veu&kwex)}l.
ZT o {Ez}[é ez & {x}{x s z:y\{xf & 23],
De cualquier forma, en el ariiculo original de Zer

melo lz formulszeidn y discusidn preliminar de sus axiomas sélo ocn

pa un peguefic espacio, s mis, el mismo Zermelo se disculpa por no

Jhaber desmostrado que sus axiomas son conSistentes. Zermelo esisdk

ba més interesado én discutir la eguivalencia ds conjuntos ¥ BOS~—
trar gue Ge estos siste aziomas se sigue la Teorfs de los Nimeros

. ' Ca S {111 . .
Sardinales Transfinitos de Ganter‘ i1) mas no las paradojas y anti

nomias,

§ 4.~ LA AXIOMATIZAGION DE AERUELO-FRAENKEL..

Abraham sdolf Fraenkel naeid en Alemanisz en 1891, -
1legd a ser Hecior de la Universidad Hedbrea @e Jerssalen de 1938 .a
1840, y se le reconoce como uno de 1os més grandes aportadores a -

1a Fundamentaecidn de la Katemdtica.
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La axiometizgceidn de Zermelo fue tomada por los For
malistas como la base para icdos sus trabsjos posteripres, pues el
trabaijo eras buenc, ¥ Solaumente hable q&e'aclarar o detallar concep
08 como el de ‘definitud® gque Zermelo habia dejade sin discutir.
Zermelo decia gue wna afirmacién estd ‘definida’ au&é&a su veragi-
dad ¢ falsedad estd ;decidida«por las relaciones bdsiess del dowi-
nio ¥ por el significade de los axiomas ¥y las lsyes usiversales de

la Légicac?{ll2}

En wn articulo publicado en 1925, con el mismo titu
Bo del articule coriginal de Zermelo, Fraenkel elabar6<larsiguiente
‘sugerenciagll3}que 2l concepio de ‘definitud’ podris ser precisado
de’ una manera muy natural, identificando las afirmacicnes defini-——
das con las combinaciones de integrantes atdmicos de las dos for—-
mas. a € b’y a = b; con ayuwda de otro caicept@, 2l ;ancep%o de “fun
ciéﬁ’ referido a conjuntos, Fraenkel definié este concepto de lz -
siguienite manera: ) ‘
' {a) Ei conjunto potencis de %, el conjunto unidn de z, -
un par gue depende de X, ¥ tambiéu cualguier gonjunibo. constante, -

todos son llamados funcicnes de %, Una funcidén de una funeidn ds x

es de nueve 1llamada una funcidn de x.

{b} Sean #(x} 7 §(x} funciones dadas de %, ¥ sea ‘af unmo
de los simbolos primitivos =, #, &, #. Entonces, si B y ¥ son con-
juntos tales gue los elementes de N son precisagente los elementos
‘v* de M pars los cuales la relacidn g{y}&g{y) funciona, N €8 1llg-
mado un ‘Aussonderungsmenge' de K gue esiid dete?minaéc porT © . en

simbolos

(2) ¥ = ¥elyloply)®
(e} 81 (1), v 8i & es una funciés‘de ia indeterminada x

4 si la indeterminads x estd envuelta en las Ifunciones § 5 ¢ (apar
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te de la variable auxiliar 71, entonces H (como dependiente gene--

ral de x) es llamada una funcidn de x.

Con estas ideas Fmaenkel redacitd el tercer axioma -
de lermslo {inomsﬁer aussonderung} de la manera siguiente: ¥3i ¥
es cualguier conjunio, g{x} ¥ pix} son cualesquieras dos funeciones,
§ 'of denota una de las relacicnes pri&itiﬁas =, £, € ; &, entonces

existe el ‘Aussounderunsmenge’ ﬁ@{y}o?{yi' .

Este nuevo desarrcelle del coxncepio de 'definitud? ~
es zhora parie de la Teorda de Conjuntes Estanéar; ¥ ‘pusde cuéplir
con los axiomas originales de Zermelo. Psro &l misme Zermeln no 1o

‘meepta porgue dice gqus eSte argumenio se basa en las prepiedades -
de los nﬁmarcé natuﬁgles? los cusles deben ser introducides en una

etapa posterior.

Fraenkel propusd mids reformas 2z la Teor

“

io para hacerla més formal, Por ejemplo, al interpretar Zermelo la

relacidn a = b 1o hacis semdnticamente, pensande que a2 ¥ b desizgnsa

ben el mismo ‘objeso®. Praenkel en cambic le daba un use gomo cons

tante primitiva son 21 mismo stato gue '€° en el sistema, El mismo
Praenkel propusé un dominio béAsico de conjuntes, el cuwal funciona-

. Cs e s } . . 114
ba como un ‘dominio de individuos® para su teoria &xxométlaa.{ )

" o X ’ 115}
¥Bn un articulo previn publicado en 1922{* 5'§ Frasn

cel nabla provueste la introduccidn de un axioma adicional. Esto -~
debido a2 que el axioma siete de Zermelo afirmaba la existencia de
un conjurto infinite Zo con elementos §, {@}, {{%fé,*.,;a ¥y ademds

gl axioma cuairo hacla gue los conjuntos

Zy = Mg, dp =Ylrs esees
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tuvieran nlmeros cardinales cada vey mayores, pero ne exis*ia un &
xxoma qae garantizara la ex1stencia de un congunﬁo aue fusra la u-

" nién de todos estos conjuntos Zrs B0y wssas

Este axloma que propone Fraenkel es el Axioma de -

Beemplazaniento (Ersetzung): "Si ¥ es un conjunto, ¥ gi cads elew-
mento de M es reemplazads por un ‘objeto del dominio U, snitonces

-

M es de nueve un conjuanto®,

Si en la lista original de axiomas de Zermelo noso-
tros sustituimos el tercer axioms por la nusva versidn qgue da«Fra»
enkel en términos de funciones ¥y aﬁaéimbs'el Axioma de Reemplazim-
miento nos encontramos con la Axiomatizacién de Teoris de Con jurie—
tos que s conccids actualmente con el nombre de la 'Axiomatizge.

C¢idn de Zermeloéﬁraenxel'.

. Una buena versidn de estos axiomas, aunque no es la

orlgznal, se encuentra en: COHEN, Paul J. & HERSH, Reuben., "I O"ia,

de Conjuntos No-Cantoriana.® Scientifig-American. Dicetembre, 1567.

$5.~ UNa NUEVA TEI&B&EQCI&‘(VOI‘E NEUMANK) .~
Johann von Naumann ﬁacié en Budapest, Hungria, el -
28 de diciembre de 1993;y murié en Washington, D.0. el § de febre-
ro d= 1957,

16)

: {
- Yon EEU@ann abandond Eungria‘l en 1919 duranie. -

4

los desdérdenes que smguleron a la derrota de nuatW£a-Hungr£a en la
. primera Guerra Bundial, y estudid en distintas ﬁnlver51dades de A
lemania ¥ Suiza. Hacla 1z mitad de los aflos veinte ‘estabs en la U-
niversidad de GHtingen, donde conocid a J. Robvert Gppenhim§r {1904

~1967) .
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En 1830 1legd a los Zstados Unidos y ensefiéd Fisica

¥ Hatsméticas en la Universidad de Princeton.

Van,Neumang realizd impﬁ?tantes traba jos en muchas
rapas de las matemdticas avanzadas¢{117) Por un ladso, reslizd un'»
sgtudio meticuloso de la ﬁecénica—cnéntica, demostrando en 1544 -
que la Mecdnica-Oundulatoria de Schrédinger y 1a kecdnica-Matriecial

g& Heisenberg ergn matemdticamente eguivalentes,

Inclusé mds importante fue su desarrello de unz nus |
va rama de las matemdticas 1lamada 'Teoria de Juegos’'. Ya en el a-

o de 1928 habla escrito ariiculos sobre la materia, pere su libro

&efiniti?o "The Theory of Games and Economic Behavior® no aparecid

sino hasta 1944. ‘ '

Yon Neumann aplicé también sus habilidades matemd-
tieas a la direccidn de compubadoras gigantes que*realizaron,,a'su
¥ez, cdlculos enormemenie veloces que ayudaron & la produccidn-de

1a bomba-H.

En 195% fue elegido miembro de la Atomic Energy Co-

migssion y en 1956 recibid el premioc Fermi,

El primer tradbajo matemdtico de ven Neumasnn fue su
tesis doctoral {(Budapest, 1925) donde reconsiderd los axiomas de -
sermelosFraenkel. 3u tesis trzieba sobre laz censtruccidn axiomdti-

ca de iz Teoris de Conjuntos Gensral.

4ungue la tesis fue oublicada en Hingaro, las par-

te8 esencisles de ésta fusron publicadas en Alemdn en dos ariicue-
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los: (1) “Eine Axiomatisieruﬁg der Wengelehre"” (J. reine angew. — -
Math., 154 {1925) 2}9-240 pp.). En este primer articulo dié su sig

- tema de axiomas en los cuales &1 basd su tratamiento de conjuntos,

con una breve explicacién de las razones por las gue €1 tomé los a
xiomas de una forma particuwlar y, también destacs en términos géné-
rales de que gualquier caracteriszacidn axiomdtica de la Teoria de
Conjuntos puede ser ca*egér*ca*(lla) (2} "Die Axxemacmslrung der -
'ggggenlehrs“ (ﬁath. he, 27 {1928} 669-752 pp.). Agui es dande [ -

muestira en detalle como es gue la Teoria de Conjuntos puede ser de

gucida de sus axiomas,

Bl tratamiente de conjuntos de von Neumenn es ung -
generalizacidn del iratamiento Zermelo-Fraenkel, en,él cual la vie
’jé teoria es retenidas sustancislmente, pero de wna forma modifica~
da. A primera vistaz los nuevos axiomas parecen ser may diferentes
de los antériores, pero ésto es debido solamentevaivcambio de len-
‘gﬁajé;"Cuando las nociones de 1a Teoris de Conjuntos son usadas en
satemdticas existen dos posibles lenguajes en los auales puedén‘.~
ser expresadas’ el 1engua3e de conjuntos y sus miembros,; y el len~
‘guaje de funcienes y sus argumentos; y los dos gon equivalentes, -
;‘yg gue cualguier fﬁncién §ueae'éer interpretada como un conjunto -
de pares ordenados ¥y cualquierkccnjunto‘puede ger especificada con
“la ayuda ‘de una ;unclén caracteristica. Obvxamente el lenguage pre
farldo por 4ermelo era el de conjuntos, sin embargo 1a idea de -
- ‘funclén‘ ‘estaba ya implicita en la nocxén de Aussanderung de zer—

: melo, v én la teoria de Fraenkel se convzerte en unz realidad exw-‘

' piicita. BL 1enghage de von Neumann es el opuesto 51 de Zermelo y,,

?undamenua sus axipmas en términos de funcmones h'4 argnmenteﬁ»
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Sin embargo la diferencia fundamental entre los siéy
temas de Zermelo-Praenkel ¥ von Neumann no eg el lenguaje, sino 1a
xorma como tratan- de erradicar las parads jas de la Teoria Intultl—
va de Canauntos. éermelomFraenkel habian tratado. de eliminar lzs -
paradogas ;1m1tan&o el s1gn1flcado de la formulacién de conjuntos
a aguellos gue eran indispensables en loz propé81tos matemdticos.
Pero en el 31stema de von Neumann las limitaci ones~sen més sevew~-

{1*9) ¥ privan a los mateméticos de modos de angumenfar que al~
"gunas veces son utlges ¥y que parecen.estar libwes de vicies de cir
cularidad. Von Neumann toms las restricciones hHechas por Zermelo-
‘Fraenkel y ademds hace otras para totalidades en un sentido més -
extenso. Por 1o que, si el sistema de Fraenkel estéd basado sn un -
postulado singular de dominic de conjuntos entonces von Neumann

postula dos domlnlos'{lzo)

un dominio de argumenios y un dominin -
de funciones, y la interseccidn de ambos es un dominic de FUnei1om—

neg-argunentos.

S5i *x' es una funcién y 'y' es un argumento, von -

Neumann Gerota ‘el valor de.la funcién,x\para<el argﬁmento vt pﬁr
%,¥]. Para poder repreééntar totalidades en su glstema por medio
de funciones caracteristicas; vpostula dos argumentos constantes A
v B, (j entences 1lama uns funcidn ‘a’ un ‘dominio' =i es tal que,
§ara cualquier argumento x, & {a;x}‘= A & [a,xl = B, Una funeién -
tal(esrres§ende intuitivamente & la fotalidad de todos aquellos ar
gumentos x para los cuales Ea,xjﬁA&; eg decir, para los euales -
[a,x] = B, 851 un daminia¥qén‘esﬁe sentido especial, no es simple~-
mente una funcidn con la prdpieéad justificada, pero si urié Furg———

cidn-arguments, entonces von Heumann lo 1lama un conjunto.

Por lo gue la distincién de von Heumenn entre fun-
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icunes y funclones-argunento sirve narz proteger la Teoria de Coue
juntos contra lag paradojas, como la de Russell y la de Burali-For
ti. Trabajando con una Teoris axiomdtica de Jonjuatos, en lusar de

un Sistema Logistico, como el "Principia sathemsatica®™, en el cusl

todas las noclones matemdticas estdn definidas en términoes de unas
pocas ideas primitivas gue pertenscen & la Légica., Bl evita la ne-
cesidad de uwna teoris completz de Lipos y esid en posibilidades de

manejar con uns estratificacidn mucho més simple &e sus sntidades
(121}

dentre de dos impenetrables estratos.

s . o L. {122
Bn este sentido el axioma de bxeluszsn{ ) de wvon .
Neumann €5 un principio muy fuerte, ¥ de éste pﬁﬂdea.ser deducidos

el Axioma de Separacién de Zermelo ¥ el Axioma de Hesmplazamiento

. de Fraenkel. Ademds, con 1la utilizacidn de este 4dxioma em el 3Sistg

ma saxiomético de von Neumsnn, el Teorema del Buém—@rden pusde ssr
demostrade sin utilizar el Axioma de Eleccidn. '

En la presentacidn Tormal de su teoriay von Neumann
wiiliza uns terminologia neutra, ¥y en lugar de decir: *argumeniéﬂ
menciona 'I-obieto'; en lugar de decir *funcidn® éiﬁe *li-objeto®:
¥ én lagarvde ffuncién arguménte’ llems ¥YI-I1I objeto’.

e

o8 sxiomas intrdduesdsés por von Neumann son los si

gulentes:

YNl.- & v B son I-objetos.

VN2 o= [x,y] tiene significado si y sélo si xz es un

s
Ii-objeto y 'y es un I-obietoy ‘¥ es siemnre I~abjeﬁoa
V¥3.- {%,y) tiene significado si *x' y 'y' son I~}

A Co : {123}
setos; ¥ es &1 mismo un I-objeto.
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iidd,~ Sean a y v Il-objetos; si fa,x] = [nsxj vara

todos los I-o0bjetos x, entonces a = b,

La forma como =21 sistema axiomdiico de von Neumann
trata los conjuntos es a veces tosca ¥y artificial. Pero una de las

B

direccionses de mds recilente investigecidn dentre de la Teoris de -

-

Cenjuntos s tomar las ventajas de los mejoramisntos  sustanciales

Y

echos por von Neumann, ¥ al mismo tiemoo regresar al punto de wis

a mé

ot
0

natural de Cantor.

§6a‘ La UNIFICACION DE LA LOGICA MaTEMATICA

Y La
L.

TEQRI4 DE COHJUNTQOS .-

La Matemdiica actualmente estd siendo concebida co-
mé sl asté&io de sstructuras abstracias, de la cual su base native—
ral es la Teoria de Conjuntos. Hemos visto come desde Zermelo has-
ta von Neumann se ha ide construysnde una Teoria de Conjuntos abs-
tracta suficientemente completa y~fuerte para servir de Tbase a un
t?at&miént0‘cempletaménte rigureso de las matemdticas puras. E1 ob
jetivo inmediate de todos sstos estudios era ponerlos sn una relén
¢idn mds estrecha con la Légica Matemftica. Esto fue hecho por =
Paul Bernays en unas serie de articulos;pmblioades en ¢l Journal of

Symbolic Logic {véase biblicgrafia)] ¥y revisados

=

completados més

tarde en su "axiomatic Set Theory", amsterdam, 19584

Bernays siguiendo los pasos de Zermelo ¥y rraengel,
trata los conjuntos de una maners estriciamente matemdticas oSt~
' léndoles simplemente con sus propisdades bédsicas como entes primi-
tives, y no tratando de derivarlos de ideas més bdsleas de la Ldgi

ca. Pero, sl mismo tiewpo, no excliuye de sus sistems 12 nocidn de




. gimbolos de la forma B e a § B € € no son pernitides.

extensidn de un predicadc.

Ahora, adontando las ideas de won Reumann, el traba

Jja con 'econjuntes® y ‘clases' en lugar de I-objetos y II—obgetas.
{124}

- Los conjuntos " son las entluaﬁes esencizles {ingividuss) de s .

' e 5 125
teoria, mientras gue las cxases ) son entidades xdealesgicﬁ}
Un conjunte, interprsiado intultivamente, es ud agregado y, vna -

clase es la exﬁenszég de un predicado.

Bernays toma las sig&ientas convenciones:
(1} Para dos conjuntos cualesguiera 'a‘ y ‘b', §a e b &
a ¢ b; y para cuaslquier conjuntc *a' ¥ cualquier clase 'A', S a € &
4 ad 4, dependiendo si tienen o no la propiedad expresada en el «f
predélcado defini&a de 4.

{2} Hinguna clase B puede ser considerads come mismbro,

ya sea de ua,cénjunte o 4e otra clase, y las combinaciones de los
{127)

Los concepiocs de ‘clase® y 'conjunio’ se correspon~
den mds ¢ menos s los conceptos de Il-objeto y I-objeto, perc ha-

blando dstrictamente son cosas totalmente diferentes., En el‘sistem‘

ma de Bernays puede suceder gue un conjunto *a® ¥y una glase 'B' -

tengan los mismos miembros, en esite caso se diece guwe la plass 'BY

festd revresentada’ por el conjunto *af.

Lo primero que hace Bernays en la presentacidn fore
mal d2 su sisiema es especificar el cdleulo légice en gue va a baé~-
sar su sistema. Para ezvecificar ésto, Bernays introeduce snééticé-
ment e el cdleulo de predicades resiringhidos; formula sus axiomas y

las raglas de derxVaclén ¢ de inferencia, en términos de wvariablss
{128 '

sintdcticas.
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De las expresiones simbdlices bien-formadas, algu~-

(129}

ras son términos ¥ otras son férmulas, y éstas dos categorias

- pueden ser definidas sintdcticamente por recursién.

La relacidn de ‘*identidad®, a = b, eg tomads coms -

. e K130
una relacidn prlmmtlva( 3 ‘,
minos®s Para las ‘clases-términe’ existe una relacién equivalents

(1231) Co {132

4 B ¥y puede ser definids simplemente comeo:

AwD z{x}{ze A=z xw3B).

, Las dnicas ffrmulas primitivas atdmicas gue suceden
en el sistema son aquellas de la forma a =D, a ¢ b, ¥y 8 ¢ B, -

- donde fa’ y 'b' son conjuntos-términc y B es una clase-término. Pa

ra el casc de las clases-términc tenemos el - "Esguema de Chum-.
133)
cpt(133)

‘Bernays especifica paso a paso sus axiomss y  pars
ésto se ayuda de varias definiciones. Los »rimeros axiomas gue é1

enuncia sont

Bl.- Axioma de Igualdad,—

a=obz={a e d=he A},

B2.- Axioma de Extensionalidad,-

{(x}{xeazxedb=>a=Dh

Nosoiros podriames nacer més Tuerite el axioma (Bl},

ia doble implicacidn

a=5bz {x}(xe az % eb):

vy siempre conescis dos ‘conjunios-itdre
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pere esta fdrmula se puede derivar dentro del sistema y, dice que

un conjunto estd univocamente determinado por sus elemen%oa.ﬁl}g)

dosotros podemos definir algunos conceptos de olgw—
ses como: '

DBl.- El Complemeato de una clase
A% m {x} x & ﬁé,

DB2.~ La Unidn de Glases.

AVBm{x)lze aV xe ),
" DB3.~ La Interseccidn de Clases,

sABa{xlxe 4 &xe Bl

DB -~ Lavsz&se Uniwersal.
Qn&{x§x=x}-,

DB5.~ La Clase Vacia.
§¢¢{x bz £ =f,

¥ desarrolliar formalmente el Zlgebra bogleana de clases.
shora, pasan&o é la Axiomatisacidn de la Teorda éa

. Gonguntos, Bernays considera los siguientes axiomas:

B3.~ Axioma del Conjunto Vacio.~ 'El conjunto wacio

no contisne elemenitos, ¢ 8es,
o , ' afg .

B4,~ Axioma de Unidn de Conjuntos Elamenﬁaies.- ‘En

este axioma bjc corresponde a la unlén de b V {c§ ée los dos con——
juntos, b y {c}, en simbolos

s = bia z (ae bV a=aql.t
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(8]

B5.~ axioma de la Unidn,~ 'Agui %{m,t(§}) COTTE G
fgén&e a la ugxén §g§€§)’ donde t(§) es un conjunto gue depende de
g es decir,

ae %}m,t{g}} = (Eg){§ ¢ mé&a et{s)),

Otras definiciones que é1 da son:

DB&.~ EY .conjunto unidad ‘a’

‘ ‘ [a] = &1a. ‘
DB7.~ Bl par no-~crdenado
fa,u] = [a] sb.
DB8.~ El par ordenadc {&,b) ‘

-

{a,0) = [[a], [vl].

Una cose imporitante que hay que mencionar es gue el

. axioms de Separacidn no es necesario en este sistema, ya gue exis-
. te un esquema derivable gue formaliza La afirmacidn que, para cual
quier conjunto b y cualquier predicado P(x), existe un conjunto ' -

»

~gue econsiste de todos los elementos ‘a® de *b’' gue satisfacen Pla)

ademée de los axiomas gue hemos mencionade son nece .

garios, para el desarrolle completo de la Teoris de Conjuntos, los

Axiomas del Conjuntos Potencisz (B&), el axioma de Eleccién {B7), ¥

K
gl axioma del Infinite (B8}, que corresvonden & los Axiomas de Zer

melo y Fraenkel,

& 7o~ La THORIA DBL 4IG-7AG.~

Bl 16 de noviembre de 19356 se re¢ihié en la Amerie—

can Eathematical-Eonthlyklj5} un articulo tituledo "iueva Fundamen
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tacidén de la Légica-katemdtica", escriio por un fildsofo logocista

llamado #illard van Ormen Quine. BEn este articulo se intentaba darA
una nueve exicmatizacidn de la Teoria de Conjuntos,. desde wn punto
de vistz logicista, a pesar de los resultados publicados DOCOS B

 fios antes por Kurt Gudel {véase libreo VIi, §3).

Como cosa curiosa no se hablan dado trabajos, den-
‘%ro‘de la EscueialLogicisﬁa, que superaran o mejoraran los trabané'
- Jos de Russell y ¥hitehead. ¥ digo cﬁ:iosag porgue ei travajoe que
'fQuine presentd intentando mejorar la Teoris de Tipos fue rconociene
do los teoremas de Gbdel lo gque le daba pocas posibilidades a esta

‘superacidn o mejorfa.

. g Bl sistema o teoris gue presentd sn su artisulo es
fcénoside actuslmente con el nombre de ‘Teorfa del Zig-Zeg®, la que
'f&enotar&mos por 'Q°,

Como apuntdibamos en lineas anteriores esté ‘Peoria
del Zig-Zag® es wn inteato de generalizaciéﬁ ¢ sansachamisnts de 1s
Teoria de Tipos, Bl aspecto formal de diche ensachamiento es muy -
simple, ﬁero tiene modificaciones ssenciales. La inovacidn princi-
pal de‘Quina es el eﬁpleo de un.Principio de ‘Egtratificacidin ée -
Giases® gue permite eliminar los {ndices de los tipusé{lsé} Quine
afirma gué una frase estsd estratificdda cuando es‘paaible enumerar
cada variavle de tai maﬁeré que un atimero entero sea gtiguetade a
cada una de las apariciones de la migﬁa variasble, v ademis que 1z
variavle que sigue & '47 toma el ndmero enteroc consesutivo 4s B

gual ds la variable gue précede a ‘e'. Por ejmplo, 1a frase

(xrevéeyez)Vixewdw ez}
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estd estratificada, porgue podemos asignarles s las variables ntme
ros esnteros como el 1 a 1a 'x', el 2 a la 'w' yala 'y', yel 3 a

ila *'s', Pero

Xey& ye z &z ex

(xeyayenV zez

‘no estdn estratificadas porgue no es posible enconirar una NUNEra-—

cidn gque cumple las condiciones.

For otro lado, {uing no exige que 3odas las frases
de Q estén estratificadas. De hecho la notacidn primitiva y el do-
minio de las frases de Q son exactamenite los mismos gue los del -

sistema de Zermelo {4}. Hl sistema Q, como 21 %, contiene también

‘1a teoriz de la Cusntificacidn para las varisbles generalss ‘'x’', -

ty*, ete. Ademds, o1 Principic de Estratificacidn nc interviene mas

gue como una restriceidn sobre los axiomas gue postuian existencia

. (137) .

Pasando a2 1a teoria en =i vemos gue Quine define 1s

identidad en G como sigue:

x=yz {z}){s 222>y ez}

¥ los axiomas que postula son los siguientes:

I

Ql.~ AXioma de Extensicnalidad,-—

*{(2i1{ze x5 2 & yl= x = ¥k

2.~ Axioma gel Ziswiag.- "Si "Ffx)® estd estratifi

‘cada v no contiene ninguns 'y libre, entonces

Eytx)[xe vz Flx)



- 106 -

Formalmente, QF es el mismo axioma 72 del sistems T
perc sin Indices de tipos, ya que estd entendide que mientras los
inélces de los tipos no aparezcan, las variables distintas parmaﬁe

(138)

cerdn oistintas,.

A pesar de tal seme janza fsrmal al 81stema T, § es
completamente difersnte de T. Por ejemplo, nosotros ncdembs probar

en ¢ la existencia de un conjunto universal U tal que:

(x)(x & U),

verce en particular

Ue U,

& pesar del Prlnelnlc ds Estratificacidn sabre el g
xioma Q2 exzste en § al menos un conganto que es elemento de si -

{139}

mismo®, ¥ dstec no sucede en T, Por lo gque, si nosotros tuvie-
ramos un quelo aollcable a 2 ésie no podria ser vdlido para el -
. sistema Q.

Debido & este hecho y & que la Teoria de Nimeros uo

podia desarrollarse dentro del sistema Q,{lgo}

Quine propone clier-
tas mejorss a su axiomatizaéién; Para ésto hace una generalizacidn
dg su propio sistema y, shora, 1a notacidn y el dominic de frases

son exactamente iguales a«los‘corresyondien%es de von Neupann.

Sw nuevo sistema {(lo denctaremos vor “NQ*) tisne -
tres axxomas, donde: N

AQ1Q~ Bz una general;zasxén de Gl, o ses,

{z){ze x2z2eyl={xe lo=y el
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NQ2.~ Es sl idéntico de g2, r4L)

HQ3l,~ Es el axioma gue estipula la existencia de -

S — R

clgses:
C(EBy)x) [ xe ¥ = R(x)]

donde *F{x}' es no importa que frase de HQ en la gue ‘Y’ no apare

e,

8.~ EL GRUPO NICOLAS BOURBAKI.—

Es sorprendente gue, desruds de todos 1los trabajos
realizados en la Légica~Batemdtica con 1z intencidn de dar un ins
trumento légico capaz de sostensr la total complejitud de las mate

maticas modernmas con rigor ¥ claridad, nos enconbremos con un Sis

‘temg increliblemente simple. Este sistema fue creado por Hicolds -

Bourbaki,

Pero lo més sorvreandente de todo &S gue "su nombre

e

es griego, su naciconalidad es francesa ¥ su historim es curicsa. -

'Es uno de los matemdticos mds influyentes del sigle Xi. Existen mu

cnas leyenas acerca de &1, ¥y cada 4is va habiento mds. Casi cada

une 4¢ los matemdticos conoce unas poeas historias seerca de é1 ¥

Vgrobéblemente ha inventado ftambiédn un par de ellas mds. Sus traba-

jos se leen y se citan extsnsamente en todo el mundo. Existen jévwe
ass en Rio de Janeire cuys educacidén matewdtica ha sido basads ca~

v existen famosos matemdtices en -

o

si enteramente en sus irabajos

Berkeley y &n G8tiingen que plensan que su inrl

1<

(6]

jo =8 owsrunicioso. .

. Tiene partidarios fervientes y detractores wvociferantes en cudle—=

guier grupc de matemdticos gque se refna,., sl hecho més exirafio sob-

bre €1, sin ewmbarge, es que no existe,
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Este francés no existente con nombre griego es Nieco

1lés Bourbaki. E1l hecho es que Wicolds Bourbaki ss un seuddnime ¢
(42}

lective utilizachpor una corporacidn informal de matemdticos.®

% . El estudio de la Teerfa de Conjuntos ¥y Lbgica-Hats -
mética estd contenido en la primera parte de la obre monumenial de

leos Bourbaki: *Eléments de Eathémstigue®, la cual s& he estado Tl

plicande desde 1939 (hasta la fecha ss pan publicado mds de 30 vo-
1tmenes).

Pasande a su axiomatizaclén vemos gue los Bourbaki
no introducen ningin formalismo pars las classs, ¥ en éu -sistena
todes los términos son ‘conjuntos-itérmincs’. Pere éste 0o es una
diferencia de fundamental imporitancia eaire su sistama ¥ el de Ber
nays, ya gque el Esquema de Church dice gque las clases slrven sola-
mente para @roveer una formsa alternativa de hacer argunentos Qus -

envuslven predicados,

Bn los momentos en gue Bernays dice gue uns clase &

"estd representada’ por un conjuato 'a’, Bourbaki diece gque unm pre

dicado(l43) B{x) es ’conjunta&le‘ {en francés collygl.
Rosotros podemes definir la ‘relacién conjuntable”
e . en nuestro simbolisme diclendo:

Colly B(x) = (Ey)(x)(x & y = R{x)).

Los axicmas de los Bourbaki son:

B0%,.~ axicma de Determinacidn o Bxtensidn,—

(N(y)(zeygé&yex)=>x=7 ).
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Boz,~ Axioma de los Conjuntos Blementalss,-

(xi{y) Colly {z = xV¥ z = ).

B0 3.~ Axioma del Par Urdenado,-

N[y = uv)z(x=uey=v)].

BO4.~- Axioma del Conjuntc Pobencia,-

{x} Colly (v € x).

BOS,~ Axioms del Infinito.-

Existe uz conjunte infinito.

Ademfs de sstos cinco axiomas, existe un fuerite eg-

guema, llamado por Bourbaki el ®BEsquema de Seleccidn y Reunidn®, ~

. el ¢ual>absorbe por completc los sigulentes a;icmas:

f{l}‘&xioma'ée Separacidn,

{2} axiocma de la Unidn, ¥ ) 4

{3) Axiomza de Sustituveidén de Fraenkel.

Finalmente, como es clare, el grupo Bourbaki apoya
fuértemente la idea d&. gue la fundamentacidn més aprooiada para -
las Katemfticas puras es una combinacidén de la Légica Simbdlica ¥
lé Teoria Axiomédtica de Conjunios. Como nosciros sabemos esté idea

fue prinmeraments sefizlada por Paul Bernays,

Y, por oitro lado, no cabe duda de gus este intento
de fundamentar ia matemdtica es la empresa més grande ¥y provechoss,
deﬁtr@ de las matemdticas, que se formularon y cuestionaron los ma
temdtices del presente sizlo.



“Las g@ﬁarakﬁmwm p@&&aﬂhﬂ%%
considerardn 1s Teoris 2:E?m$es
cons wwe enfermedad de iz
hemos restablscido®

Benri Poinesyé (1908).

LIBROQ VI~

CONCLUSIONES Y OTROS BESULTADGS

$ 1.~ La TEORIA DE CONJUNTOS CANPORIANA

BIBLICTECA

L3508 INSTITUTO DE ESOLOBIA
IEPLICACIONES FILOSOPICAS UNZM

La teoria &e‘COnjaatos, en sus primeros aflos, fuwd
un auge fuera de toda medida; abarcando por igual su desarvello
tedrico ¥ susAaplicaciones. Pero, posteriormente, surgiercn alguwé
_ nas cuestiones que enterpeciercon un alcance mas pﬂafunds dentro de

1 misma :eqria.(144>

. Una de las cuestiones gue entorpescieron este deBaew
rrollo fue el fAxioms de Eleceidn'®, el cuzl como ya hablamos men-
ciocnade, puede ser comparado, dentro de su marce histdrieco, al fa

moso guinto posiuvlado de Buclides,

Ya, hacia 1880 y 1890 Cantor habia hachc unas demos
traciones con un argumento gus es ldgicamente sguivalente al Axiuw
me de Eleccidn. Pue en 1962 cuando Bepo Levi se diéd cuenta,ée} w8y
de dicho axicma. sn 1904, Zermelo lo utilizé axplici%amente en -1a

emestracidn del Teowrema del Buen~Orden. Desde 1304 a 1910 s8¢ pu-
" blicaron en varias revistas articulos donde se destacaba el scentd

¢ismo hacia la demostracidn dada por Zermelo. Las eriticas se seva
‘ ra%an en dos grandes grupos: {a} agueéllos gue no aceptaban el aXig
ﬁa, wero acepbaban la demostracidn y, (b} aqusllos gue aceptaben - -

el asxioma pero no la demosiradidn. En 1908, Lermelo demostird el -
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mismo ieorema por un método totslmente alferente, pero gue tambidn

dependia del Axioms de Fleccidn.

s

Les malenvendidos ¥ audas gue existian en torno del

<

axiomz de Elececidn y del coneerto del Infinito actual diersn orie—

gen a tres diferentes escuelas filozdéficas dentrp de 1z matemdti
(145)
T

1.~ Lo Escuela Logicisia.- Las logicistas conside—

como la base de la matemdiica y, afirman gue la 14

i

zica realiza la reduccidn de conecevtos vy métodos. de inferencia ma-
temética, o sea, consideran que la matemdtica es solomente una par
te de la Ldgica.

Aungue A.N. #hnifehesd y Bertrand Russell son consie

derados como los fundederes de esta sscuela, yaz alguncs otros matg

- mésicos y fildsofos babian hecho estudios en este campo como sond

R. Llull {1231-1315), J. Garamul (I606-1682), René Descartes, Godo

(148) (147}

freédo Guillermc Lelbniz, < Gottlob Frege y &l dtalisne &,

) . - A 8)
Beano’ {1858-1932), (148

Analizandc la obra de shitehead y Hussell, "Frinci-

ria Mathemaiica®, vemos que ésta emvieza como si fuera un tratado

de Légica y avanza pasulatinamente mediante operaciones légicas y -
definiciones para justificar todos los elementos fTumdamentales de

la matemitica.

Para poder redueclr todos los iteoremas natemdticos a

1e Légica, los logicistas admiten como verdaderos los axiomas de -

Tnufinitud, Bleccidn y RKeducibilidad {vézse el §2 ael eanliule ¥I).
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2.~ La Escuels Formelista,~ El fundador de ests eg-

cusla fue David Hilbert, guien asn su libro "Pundamentos de. ls Geo-

metria™ {1899}, fundamentd la geomeiria e hizdé patente su consSisw—
tencia relativa reapecto a la Aritmética y al Andlisis, ¥, deid -
ver ls necssidad de fundamentar éstasg, aunqﬁe para éstoc es negesi-
rie hacer lo misme primero con la feoria de Nimeras ¥ la Teoris 42

Conjuntos.

51

Zz agul cuando Hilbert toma las idess de Xant para

el desarrollo de su Hatemética en su intento de funfamemtar la Ma~

temética. “La idea fundamentzl de Hilber: al crear la teoris forme

lista para la fundamentacidn de 1s matemética consiste en lz intul

cidn de gue‘ha de ser posible establecer mds alld de tods duda la

validez de las matemdticas cldsicas, incluso de las no construeii-

vas, 3pelanda al cardcter finitista o finitario de 1as demostrac ig
(149)

Ios formalistas, en las demosiracionss .y deduccicww
nes, nunca ioman en cuenta &l contenidc material o intuwdicidn de =
los conceptos primitivos, o sea, el contenido esencial de los tér—

minos primitives {punto, recta, edc.) es lo gue estd definido inew

-

piicitamente por los sxiomas, Zo un sistema formal no tiene senti-"

havlar de werdad o falsedad pues Loz términss, férmulas, demog-
traciones ¥ teoremas, son simples combinaciones de los elemenios -

primitivos,

$i nosotros pretendemeos fundamesniar la matemdiica -
por medio de un sistema formal gs neceserio que sus elementos y &=
xiomas tengan un cardeder existencisl, La difersnciaz csepcial ef--

4re los sictemas axicmdticos de Hilbert y Russell es gqus el prise-
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ro debe considerarse como existencial y el ssgzundo como gendtico o
material,

La opinidn gue tenfan les dos fundadores de las o=
tras escuelsas es la slgulentes
"El formalista sostiens gue lz razén humana no dis-

pone de imégenes exactas de las lineas recitas o de los nlmercs ma-

yores que ales, por ejemplo...... B8 clerto gue a partir de cleprs

tas relacgiones entre sntidades matemdiicas gue tomamos como axio-
nas, deducimos otras relacicneé.siguienéa reglas fijas, <teniendo

ila conviceidn de gue de ssta manera derivamos verdades = partir de
otras verdsdes por medio de un‘razonamieﬁtc‘iégicaa..‘.. Pero para
el formalista, la exactitud matemditice reside solanente sn el des-
pliegue de la sucesidn de relaciones, y es independiente de la’sig‘
rificacién gue queramos dar a esias relacicnes o a las entidaﬁea -

£
. N 150
relacionzdas ¢on e}__'s.a.ﬂss.“'k 50)

- C"Logt formalistas son semejentes a un relojerc gue
se halla ian absorblds por el desso de gue sus relojes tapgan basn
asgecto, que olvida gue 1a misidn de los mismos es la de sefialar -

- P s s P L4151) -
@]l tiempo, ¥ cescuida la miquina.”

Sin embargo, a pesar de estos comentarios ¥ muchas

etras criticas, son 10s formalistas los que mds adepbos tienen en

B

1z actualidad.

-

1.~ La dscuela [atuicionists.- Fue Leopold Krongce-

xer el primere cue criticd los itrabajos de Dedekind y Canior poOTe-

que 1os objetos matemdiices que ellos manejaben no podian ser cong

- truides y, aue, por lo tanite, sl conteéniao de sus Leoremas era Vas

eio vy gue todas sus esneculaciones no tenian seniido. Posteriormen
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te, Henri Poincaré menciond la importancia que tenia em la construc
cién la intuicidn del Pripcipio Matemdtico de Induccidn de@letaiu
(véase la demostracidn del teorema‘(ﬁj de la nota 43}. BEntre los
més conocidos intuicionistas estdn: 5. Borel, Hermann Weyl, L.E.d.
Spouwer‘quien #s conocido como €l fundador delviutuiéicnismo, &; -

Heyting, S.0. Klenne y/P. Lorenzen.

El principioc bésice de los Intuicionistas es el =
Principio dg *Construceidn Menial', el cual no pusde ser reducido
N funda&o en algo mis primitive o radical. La matemdtiea intuieia~f
nista comienza por construir los nfmsros npaturales de UnS EARera -~

genética existencial.

Pare ellos no as}necesaria discuti?® los concepios -
de comstruccidn mental e intuicién matemdtica pues éstos se nallsn
en un campo presmatemitico o dentro de la Filosofia de la Matemfti

ca. .

Los Imtuicionistas sdlo consideran como conjuntos
existentes asquellos gué son finites, infigitas en potencia ¥y, aqag
llés:que son éguivalentes & los paturales: pero 3ars ellog @5 abew
sardokhab;a; de cualguier conjunto infinito actual. TamMpoco AEep——
tan‘loé argumentos exiétenciales, g ellos hay gue Qogtrarles el -
‘piocedimientp de construccidn ¥ no splameﬁﬁe sefialar ls exis¥ipecia
del objeto.

Para los Intuicionistas no vale el Prineipic del
(152] V '

{153)

- impredicativas,

“Tercer Hxcluso como téampoeo es vdlido el usc de definiciones
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"ia Bscuela lntwicionista, cuyo recuerdo subsistird

dnicamente a titule de curicsidad histdrica, habré‘ténida al. menos

1a ptilidad dﬁ,ebligar a sus aﬂversarios, es decir, a la inmenss -

mayoria de los matemdtices, a prscisar sus posiciones v & tomar -
congiencia mis claramente de las raszones (de orden 1dgico unas, ¥

sentimentales las Gtr§s} de su confianza en lasgﬁatemétieas.“(lsé}

A gérti& del deserrollc de la Teoria de los Nfmercs
Transfinitos de Cantor surgid otro problemas "Bl Problema del Cons
tinuo®. Cantver supusd (Hipdiesis del Continuo) que‘2>é era igual a
ﬁlniinmediatﬁ sucesor de M en la sucesidn de los ndmeros caf@inas
18& tranéfinitas}, es decir gue,

2’)4’0: ;‘éa B

Posteriormente, se generalizd la Hipbtesis del Con

tinuo ¥ s& supusd que
an“ a4l

Hilbert, por ejemplo, pensd gue esid podria ser deducide de los &=

ziomas de la seoria como un teorema.

Por oitre lado, como el "Axioma de Eleccidn' era ne-

gesario en muchas ramas de la Matemdtica, los Hatemdiicos se plan~

‘fesron dos preguntas:

{1} ¥ks independiente de log principios cldsicos de

la Légica y Matewdtica, o puede ser probade a partir de otros axio

- mas? Esta ‘pregunts fue conitestads por Faul Cohen sen ;1863:, (véase

iz pdblicgrafia), quisn demostrd gue el azioma era independiente.
. 4 by @ 3 P ¥

de esta manera sepultd todos los intentos de demostracidn gque se -

hicieron del axioma a partir de 1922,

{2} s¢s el axioma compatible cen los vrincipios 1légi
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cos o matemédticos, o el tomarlo en cuenta ncs lleva a contradic-
,cida?'La respuesta a esta pregunta fue afirmativa y la contestd -

Lurt Godel en varios articulos a partir de 1938,

&

& 2,~ TBORIAS DE CONJUNTOS NO-CANTORIANAS.—

*La teoria abstracta de conjuntos .se encuentra actu

almente en un estado de cambio que es andlogo en varios respecios s
(155}

De la misma forma como aparecieron las CGeonmetrias

No-Buclidianas a partir de la negacidn del guinio postulado, asi -

- también aparecieron las Teorlas de Conjuntos Ho-Cantorianss z par-
tir de la negacidn del axioma de Eleccidn y de 1la negacidn de 1z -

‘Hipdtesis del Gontinuo.

Aungue Xurt Gddel es mds conscido por sus Yleoremas
de lncomplétez {véase =1 §3 de este mismo capitulo), también fue ~
gl causante de gue surgisran diferentes jteorias de sonjuntos 0=
caﬂteriénaso

Para crear este jipo de teorias demostrd (1938} que:
(156) es consig

e

si la teoria de conjuntos sin el axioma de eleccidn

-~ kY
} o L . :
(157 gntonces tamh;én lo es la ieoris de conjunios con gl 8«

tente

igaa de Eleecidn. Es decir, si nosoiros eTICONSTARSS Un& contradig
cidn en la jecria a&piificaéa, entonces la contradiccidn debe sz
tar tambidén dentro de la feoria gue no considera el Axiowms de Eleg
cidn., En pocss palsbras, el Axioma ds Eleccidn es tan peligrosc cg

me les otros axionmas.




Pero lo mismo demostrd 584sl considerande la Hipdte
sis del Continue como un axionma mds de su sistema, O sea, que si
1z teoria de conjuntos tipica {la cantorisna) contenis alguna corn=
tradiccidn considerando 1a Hipdtesis del Gontinuo, enionces esta

_contradigeidn deberia estar en el sistema que hemos rastringuido
es decir, la teorfa de conjuntos sin la Hipdtesis del Continuo. Es

wuy importante seflalar gque Gddel no ha demosirade gue
W
L) 27 = X

sino que solamsnte ha demcstrade gue (1) no vpuede ser dsmostrado
como falso, es deecir, en nuestras manos estd el considerarls o no
dentro de la iteorifa. Como sSe ve éste no es el tipo de demostracidn

que Hilbert habia supussio.

Sabemos noscotros gue las dos ‘pasibie3 negaciones
dgel guinto postulade de Buclides implican gue: (i) la paralela ¥ra
zada en un punio dade con respecio & una réaxa dada no es fGnica y;
que {ii) dada una rectd y un puato fuera de ella, no sxiste ningu~
na recta paralela a2 la recta dada due pase por el punbo.

Baséndonos en este hecho nosotros pedriamcy fofmular
teorias de conjuntes que cossidsraran come un axioma la negacidn
del axioma del klsccifn, Con este axioma nosotiros padriamas crear
una Teoriade Conjuntos tetalmente distinta a la gue hemos estudia-
§6 durante el desarrollc de la presente tesis.

Perc asi come consideramos tesorias de conjuntos  em
donde 2l axioma d& Eleccidn no intervenga, noscitros tambidn podrig
mas,considerar teorias donde la Hindtesis del Conmtimuo no tuviera

VEl0T.
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§ 3.~ 1OS TROREMAS DE INCOMPLETEZ DE GODEL
Y SUS \
CONSECUENCIAS EN LA FUNDAMENTAGION DE LA MATEMATICA

Desde un punto de vista estrictamente matemdtico,
la Teoria gxiamética de Conjuntos que nosotros esiudizmos en el 41
timo capitulo de una respuesta aceptable a la demanda de una funda
mentacién segurs para la matemdtica  vpura., Las ma%e&éiicas'pueﬁen
ger de hecho erigidas sobre esta fundamentacidng y hasia la fechs
lnc sé‘ha dado minguna demostracidn de la consistencia de la Teoria
de Conjuntos: las contradicciomes, paradejas o antinomias parecen
haber\sida excluidas de la teoria al aplicar 1lazs restricciones 1d-
gicas incorporadas al sistsma. Sin embsrge, cuande vemos la Teoria
de Sonjun%os‘ﬁesde un punto de vissa filosdTico apreciamos que gug

dan muchas pregunitas abiertas.

Bl primero en seflalar los graves errores y dificul=-
Vtades que.presentaba la axiomaiizascidn de Zermelo fue Skélem an
C1922 {véase nota 113). Algunos de los problemas que sefiald fuéren
resuelitos por les'seguiﬂeres‘ de @ermelo; éoma en €} caso del con
~ cepto de 'definitud’ gue Fraenkel aclard, pero obtras de las cues
tiones han quedado sin resolvef* Por ejemplo, uma de 1as objecig
nes qae'SKalem seﬁalabé gra una apréate cireularidad en el sistema
dse Z&fmelos Esto, debido a Qus Zermelo no le habia dado muche im-
portancia & su ‘gominio de individuos@, ¥ resuliaba ser a partir -
de este hecho, ague 1z ieoris, presentads axiomdticamente, contenia
ella misma parte de su base légica, Otra de las objeciones que se~
fialé del tratamiento de Zermelo es conocida amctualmente como: “La

Paradoja de Skolemﬁoilﬁa} '

Todos los Formalistas esiaban segurss de gue proa%g
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encontrarian la Teoria axiomdtica de los (onjuntos perfects que
ies permitiria fundameniar la Matemdtica por completo. Su desenga—
flo vino eon los resultados obtenidos por Kurt 68del con sus famo-

sos “Teoremas de Incompletez", demostrados en 1931,

Los teoremas de G8del se pueden enunciar de la si-

"
guiente manera:{‘gg)

Teorems l.~ "S1 el sistem& S es consistente, enton-
"ces es incompleio®, ¢ sea, siempre existe unz fdrmuls indecidible.
Tegrema 2.- "S5i 2l sistema 5 es éonsistente ¥y Lo su
ficientemsnte rico para podsr yeprssentar la ariitméiica elemental
‘entonces la consistencia del sistema es imposible demostrarlia den.
tro del sistema mismo®,
‘ &

Hermann Weyl sSintediszs wuy claramente las implica
ciones de estos tecremas «cuaaio‘ dice: "GBdel demostrd gus en el
‘ formalismo de Eiib@rt?' de bhecho en cualguler sistema formsl ¥ qﬁe
no sea éémssiado restringuide suceden dos cosas raras: {13 se“;aew
den encontrar praposiciones ariiméticas de naturalesza relétivamenm
te (&) elemental gue son evidentemente ciertas pero no deducibles
dentro del Formalismo., [2) La fé?&ulajﬂ.que expresa. ls consisten.—
cia &el sistema i, no es deducible dentro de M., Més precisamente,
‘una deduccién de § u £ dentro del formalismo M llevaria directamen

T (160)
ta 8 unsa coauradzac16n 8B M.

Como nosotrcos sabemos, Hilberi y la £scusla Forma
lista creian poder fundamentar las matvemdticas cldsicas por medio

> ‘
(1813 la cual se podria desarro

de una teoria de ls demosiracidn,
1llar en un marco estrictamente finitistas asi como tambiédn,  Hil

bert esperaba reducir ¢l tratameinto de los problemas de gxisien—
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162) o,

{ ’ ¥ por Ulitimo, Hilw-
bert también consideraba que lz matemdtica psrienecia al orden de
lo deducible. o

cila a manipulaciones siempre efectusles:

Si bien los teoremas de G8del no acabaron de ralz
las ideas de Hilvert, ei como dice Hermann Weyl: *Las esperaﬂzas
de obtener una demostracidn finitista de la consistencis se han he

L(163) -

cho verdaderamente tenues,

$ 4.~ CONCLUSIONES. -

Hasta hoy en dfa sigue sorpreandiendo el deéarrﬁll@
de la Teoria de Conjunios a todos los matemdticos, Bs un hecho ft: B
s{ finico en la Historia de la Ciencia sl que uﬁ’sélo hombre haya -
,p@dids/fundar una aueve rama de 13 ciencia en séle dos decadas, ¥y
“teniendo en contra todes los prejuicids ¥ antagonismos ds sus con-
. tempordnzos,

Ya ¢l mismc Cantor lo sefialabs a finales del siglo.
pasado: “La descripeidn de mis investigaciones sn la Teoris de los
Agregados ha alcanzado un eéstado donde la continuacidn de esas ine
vestigaciones han venide & depender de la generalizacidn del con
cepta &é«entero positivo real 'ﬁés 2114 de los limites actuales:
una generalizacidn gue toma una direccidn que, hasta donde yo sé,
nadie ba considerade aln. Y k

Dependo de esta generalizacidn del conecesto de nidme
ro en tal mediﬁa gug sin ella no peirié lograr librements ni si-
- gulers vequsfios avsuces én ia Teoria de los sgregades. Espers que
xesta situaeidn llegus =z jﬁst?fiqar, o a eXcusar 4de Ser necesario,
1a‘introdgccién en mig argumeﬁtos de ideas aparentemente extrafias.

De hecho el propdsito no es otro gue el de generalizar o extender
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la serie de los enteros reales mds alld del infinito. Por atrevido

que e€8to pudliera parecer, zpreso no s8lo la esperanza gino tam
bign la firme conviccoidn de que a su tiempo esta generalizacidn se

ré& reconocida como un paso patural, aproviado y bien sencillo. Con

" todo tengo plena coneiencia gue al adopiar tal procedimsinte me ©o

loco en opesicidén de los criterios mise extendidos respecto al infi
nito en las matemdticas, asi gome & las opiniones sn bozga sobre la

¥ )
: - . 16 .
naturaleza del ntmeroc.” " 64)

Pero lo mds sorprendsnte de todo es gque ssta nueva

‘rapa d¢ la Matemdética se¢ haya convertido en is pledra angulsr de -

1a fundamentacidn de varizs remss de la Matemdtica y, més ain, cue

ha side la forma de unién mds fuerte gue ha existido entre la ¥ate

=
matica y 1s Ldgica.

Acturalmente es imposible hablar de la Teoria de las.

. Punciones Reales, de la Teoria de 1z Kedida, dée las Integrales de

Riemann, de 1la Topolozia y, en general del indlisie Batemdtico sin
mencionar la Teoria de Conjuntos, principaimente la Teoria de (Con-
juntes de ‘Puntos. ademés, hc‘hay que olvidar que lo primere que
1ievé = Cantor & la investigacidn de la Teorfa de Conjuntos fuercn

ios problemas analiticos.

Le Tsorfia de las Probabilidades estd fundamentads -
én los concepios y métodos conjuntigtas, o sea, gue seAgodria ol

éar gue no s48lo las matemdtioas puras como son el dlgsbra, la geo-
éetria; ete, han utilizado esta nueva rama de las matemdiicas para
?andaéentarse, sino gue también lo han hecho las gue podriamos con

siderar como matemdticas aplicadas.

|

48 por ésto que Prasnkel dlce! "Debidramss, vor £s-
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to, incluir la Teoria de los Conjuntos entre las grandes revolucio
nes cient{ficas gue han transformado nuestra visién del mundo tan

profunda y sorprendentemente desde finalesvdel‘sigia*XIX.“{lés)

Por Wltimo, quisiera sefialar que como dijo Hermann
weyl: "Los fundamentos filtimos y el sentido Gltimo de las matemdti
cas permanecen come problems abierte; no sabemes en gué direccidn
se encuantra ls solucidén, nil sigulera sabemos si pueue gsperarse

L1166}

- ung respuesta cbjetiva final. Y segun ¥ raenkel“'"La teoria -

de los conjuntos ha resultado ser el instrumento con el cual pue

den definirse y anlizarse metddicsmennie los conceptos primarics‘

de lus matemdticas vistos como una totslidad. La teoria de los con
(167)

juntos parece predestinadsa a este Dr@?ésito.“ Jin embargo, a
3 I 80,

Wltimas fechas los matemdticos han aceptado como cierta la afirma
cidn de ﬁeyl ¥y caﬁo falsa la de Fraenkel y, ahora parece ser gue
_estén intentado la fundamentacidn de la matemdtica en una nueva

“rama llamada 'Tecvia del Topol’



o T a3

LIBRO I,~ "BOS(UmJO HISTORICQ™.

{1).~ No discutiremos en este irabajo si deberiamos llamarla ‘Mate .
mitica’ o ‘katemdiicas?', por no considerarlo de fundamental
importancia para su desarrsllioc. Y-wmencionaremcs indistinta-—-
mente *la Ratemdtica® o 'las Matemdticas’, (

"{2).~ BaBINI, José. “"Historia Sucinta de la Meteméticz™. Espasa——
& .. {alpe. pdg 15. '

{3).~ La demosiracidn original del teoremas se ha perdide. Aunque
probablemente halla sido alguna de las dos siguientes:
‘ ‘a} Cualgumier cuadrado &#BCD {fig. 1)} puede ser dividides,
en dos cusdrades BE y DX y dos rsctdngules iguales AK y CE,
esto es, es igual al cuadrado sobre FX, al cuadradc socbre EX
¥ cuatre veces el tridngulo A8F. Pero, si iomamos los puntos

s

A _F m A
I B :
¥
G
Bl "1 o B
"TE
fig 1. ‘ Fig 2. ,
G spbre BU, H sobre OD, v B sobre D&, %8l gue BG, CH ¥y DB ~

son cadd uno iguales a AF, puede: ser fdcilmente mostrads -
_que EPGA es un cuvadrado, y que los bSridngulcs AEF, BRG, CGH
v DHE son iguales: asi el cuadrado ABCD es también igual al
cuadrade sobre BF y cuatro veces el tridngulo &EF. De aqul -
; gue el cuadrado sobre ZF es igual 2 la suma de los cuadrados
- schre FK y ZK. ‘
' b} Sea ABC un tridngulo rectdngule {(fig, 2 si

sl fngulo recto. Dibdjese AD perpendicular a BC. Los tridngu
los 48C y Doa son semejantes., Por 1o tanto -

i BC : 4C = 4B : BD,

o . andlogemente
BC : aC

i
i
K]
j]
<



{4)
{5}
{E}em

{?);-
{8)“""

{9)e=

{lo} E Sl

{1l}.-
(12).-

(13).-
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De agui que ‘
482 4+ 402 = BC (BD + DC) = BCZ.

Hacia el afic 300 a.C., aproximadaments, se conocian veints -
demostraciones aigtintas el Seorema, detuaslimente hay més ds
700. Un compedic de éstas se encuenira en ¢.L. Loomis., "The
Poithagorean Proposition." National Countil of Teachers of -
Hathematics. U.S.4.

BaBiNI,\José* "Origen y ﬂaturaleza de la Ciencia." Espésa~—
Calpe. pdg 58.

VVER&; Pranciseo. "Puntos Criticos de la Matemdtica Contempo-
rénea.” Losada. pdgs. 9-10.

RUSSELL, Bertrand. "Los Principiocs de 1z Yetemdiica.”™ Espasa
- (alpe. pédgs 395-6,

ibidem. pdg 399.

BUBNET, John. "La 4urcra del Penssmiento Griege,* Argos. -
pégs 388-9. ‘

GARCIa BACCA, Juan David. "BElementes de Geometria.™ U.H.i.¥.
pdg k1. El subrayado es mio.

Ividem. pdg 11. Bl autor sraduce ‘al infinite’, perec cons sidg
rando la opinidn de oires autores me parece més correcic tin
definidamente’g 51 suhrayaﬁo también es mia. :

#Def 23.- aineas paralelas son agquellas lineas gus, estando

an el mismo planc y siendo prolongadas indefinidamente en wﬁ
bas direcciones, no se encuentran una & otrs en pinguna Gi--
receién.” HEATH, Sir Thomas. "The Thirteen books of Euclid's
Blements.™ pdg 154. (E1 subraysdo dentroc de 1s nota es mio).

Importantes estudios sobre la funcidn de los gjios y de 13 -
vista se han hecho en las diferenies escuelas o dpocas de la
Eatemdtica Griega. Recordemos, por ejemplo, gue Edips en 1w
Tar de suicidarse: {al conocer su pecado) se gaca los ojos -
por comsiderarle un castigo més cruel.

fsta decadencia o cafda vertical de la Matemdtlca Griega se
ve clarvamente en sl estudic de la fscuela Helenistica. Bn s~
1la ya no figuran creadcres. sino epizonos, glosadores y co-
menuarlsfas.




(19};5

(20) .~

{21) .~

(22).~

(23}.-

(24} .~
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Heo analizaremos 1la concepcidn del infinite que tenfan los -
f£ilésétos como: San agustin, Sante Tomés de Aguino, ste., -
por salirse del contextc de nuestro irabajo.

haLE&E 5. Galileo., "Dialogues Councerning Two Hew 3ciences.®
Dover., péag 31. - :

Ibidem. pdg 31.

BELL, Hric Temple. “Hathematics: Queen and Servant of Scien:
‘ge." HeGraw-Hills pdg 400. : :

fste concepto no ha side aceptads de lz misma maners por o

dos los matemétiicos. Bay guiemss alegan gue la recta no es-
t£ dada completamente, sino gue solamente se determina el -
segmento unido por los dos puntos.

Bl Cdleulo estaba basado en ideas obscuras 'y poco fundamen
tadas. Se tenfan demostraciomes de algunes casos partlcal§
res. 2sto fue visto por George Berkeley (1684-1753) quien i
nicid una critica profundas 8 los fundamentos del Cdlcoulo,

Hay guienmes intentaron imitar a los grisgos en sus demostra

cicnes como Abraham de Moivre {(1667-1754) perc fracasd én
sus intentos. Bsta cuestidn se salvaria con la obra de ham
bres como Bernhard Bolzamo (1781-1848), sugustin Louis Cau-
chy {1789-1857), Niels Hemrik Abel {1802-1823), Carl Gustav
Jacob Jacobi (1804-1851) y Karl Weiestrass (1815-1897).

MEDA YIDAL, Manuel., "E]l Problsma del iInfinito.” Revista Ha-
temdtica. Segunda serze. J&E%“O ? pdg 17. La nota original
no he podido encontrar

VOLTAIRE, Franeois Marie Arcuet. "A Dictionary of Philogg—-
phy." artfeule 'Infinite'. Boston. 1584. (Recopilada por MO
RITZ, Robert, “On wmathematics.®™ Dover. pdg 336).

Ibidem. (Reccpilada por MORITZ, Robvert., 0p.Cit. pég 337).

vy

KOR¥sR, Stephan. “Introduceidn s la Fi
tica,” Sigio X¥I. ndg 31.

losofiz de la Katemée

GAUSS, J.K.F. "Brief an Schumacker," derke. Bd 8. 1831,
216. {(Becopilada por MORITZ, Robert. Op. Cit. pdg 337}.

pég
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(25) .~ CANTQR, Georg. "Zum Problem des aActualem Unendliehen.” Hatu

{25}0”
(27}~
(28).-

Ll

re und Offenborung. Bd 32. 1886. pdz 226. (Reconilzda por —
WORITZ, Bobert. Op. Cit. pég 337).

LIBRO Il.~ “;UN DEGEATZ.,....380RG CANTOR:

Era unas institucidn sin ninguns importancia.
Brofesor que vive de las colegiaturas de sus alumnos,

La demostracmén es la siguiente: uua¢gu1=r raiz de i=a souA~
cidn algevrdica de grado pesitivo =,

(1) apxﬂ+alxn**+.ca,.+aﬂ,lx+aq = §ao £ o

gon coeficientes enteros ax es llamada un nam@ro algebrdico.
Por simplicidad nos restringuiremos a nimeros algebriicos -
reales. Sabemos que {1} tiene a lo més n ralces rezles,

Arregliamos todas las ecuaciones dé 1s forma {1} DPETC
ne tomando su grado n o la magnitud de sus coeficlentes, si
no de acuerdy a ia magnitud del eniterc posiiive

(2} &= {n-1) + {ag]l + {a3|+ ccvo. + [ani,

al cuwal le llamamos la altura de la ecvacidn, h estd defini
da de una manera fnica por. {1}, y zdemds sdlc una finidad
de ecuaciones {1} eson altura h corresponden & ung h dada,
srreglando las ecuaciones de unz altura dada de nna forma
arbitraria y agoeellas de diferentes alturas h mediante valg
res crecientes de h, obtenemos uns sucesidn due contiene to
das las sousciones. (1), cada una en un lugar dsterminade.

Finalmsnte cada ecuacibn (de rafces reales) &s reemplaizada

por su finidad de rafees, las cuales pueden ser arregladas
arbltrarlaments. a4si obtenemos una enumeracidn de %odos los
nlmeros = algebrdicos reales {de los cuales, para abolir 1a
repeticidn, omitimos agusllos gque estén con anuerlorlaq&}
De agui gue, el conjunto de todos los ndmeros algebrdicos
reales sea numerable, o sea, los podemos poner en corrssnon
dencia’ uno~a-unc con el gonjunto de los nimeros naturales.

QOtra demostracidn andlogs &g la sigulente: Sea como an

ctes (1) ¥y ,

b= 56+ lagol + {81} + caeee * lanl,

&8 evidente qus exite Solamente un nfdmero finito de poling~’
mics de coeficientes enteros de una altura dada h: designe-
mos esie cen’uﬁéo medinate ky. Designemos tambidn con Ky el
conjunto fermaac por &l cero solamente. El conjuntoe de te
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dos los polinomios de coeficientes enteros es sz unidn del

-conjunto numerable de los conjuntos finitos

Mﬂ’gl.’;ﬁz""" gﬁkye.unt,

¢ sea, es numeradble, y& gue, la unidn de un conjuntornumera
ble dé conjuntos finitos, ous no itienen elementos camunes,_
‘es un conjunto numerable. :

De aqui, ya que tode subconjunto infinite B de un cone
junto numerable 4 es numerable, se deduce que el conjunto
de todos los polinomios irreductibles de coeficientes ente
ros tambifn es numerable. Sabemos gqus todo nimero algebrél
co es raiz de un polinomic irreductible de cosficientes en-
teres y solamente de unc. Por cousiguients, reuniendce todas
i1as raices de todos los polinomios de este tipo, o gsa, to

mando 1z unidn de un conjunto numerable ds conjuntos flnl

tos, obtensmos sl conjunto de fodos los nlmeros algebralcgs
de agul gue, el conjunto de todos los nlmeros algebrdicos
reales es numerabl&.

Obsérvese que la difersnwcia essncial entre las dos de
mostraciones es que en 12 primera demostracidn mostrames -
que los nifmeros algebrdicos reales son numerables, mientras
que en la segunda demostramos gue el conjunto de todos 1los
nfimeros algebrdicos es numerable.

BELL, Eric Temple. "Los Grandes Matemdiicos." Ed. Losada., -
Pdg 600. do menciona la noia original {(de ésto se disculpa
2l sutor en =1 préloge de su libroj.

) LIBRO II1.~ ®CONTRIBUCION A La FUNDARSAPACION Do La TEG
Rla DE LOS NUasHUS CAHUIRALES TRANSFIHITOS M= ‘

La definicidn orlglnal de {(antor s la blgu¢an@e. “Unter el
ner ‘menge' verstehen wir jede Lusammenfassung M von bestlg
mien wohlu“terschledenen Obj ﬂten Eunserer Auschauung oder
unseresiiwelche die 1emeﬁte von & genannt we*dpn, zyw einem
Fanzen.® : .
Un agregade puede ser llamado congunta, coleccidn, cla
se, dominio o tetalidad. E= imoporitante hacer mencidn que )
idea de ‘una coleccidn dentro de un tode' mo contribuye mu
eho & aclarar la idea d¢ conjunito, La idez debe ayudar a dg
¢idir si un elemento pertensce o no a un conjunte. '
El conjunto- contiene sus elementos ¢ los elementos per
tenecen al conjuhto. Los eieﬁénﬁas de un conjunto no deben
repetirse. Tambidn se¢ vid lz necesidad de definir el BOﬁiQﬁ



(32)

(31).-

(33)

{.34} » ™

(35).-
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to vacfo o nulo, adn santes de 1sa creacidn de la Teoris de
Conjuntos. sste con;unto se denots por P.

Ba unidn de dos oonjantos W y N es el conjunto de todos los
slementos gue pertenecen a M o a ¥ o a ambos, Le unidn 'eo
rresponde' & laz operacidn 1dgice ‘o'. CGantor no defins. ls —
interseccién de conjuntos, cue ‘corresvonde’ & 1z sverscidn
légica 'y" {conjuncién}. La interseccién de 1los conjuntos L
y N es el conjunto de todos los elementos que sSon comunes a
B y N

L]

.~ S31i M y N son conjuntos y si cada elemento de M tamcléﬂ pERL

tenece a N, entonces k es llamado un subconjunto de H Ei%e)

particular, ¥ es un subconjunto propic de I si csntiene 51

menos un elemento el cual no pertenece a . .
Los conjuntos K y N son llamados iguales (M = §) si ea

‘da uno es subconjunto del otro. La relacidn '=' denscta solz

mente iguasldad de extensidn ¥ no de idéantidad,

«= Como podemos ver Cantor no define lo gque es un nfmero cardi

nal, sine &l tener nGmerc cardinal; Berirand Russell (1872—

1970) lo definid, al igual que Gottlob Frege (1848-1925) de

la. siguiente manera: “El nfmero cardingl de S ez el conjuné
to de todos los conjuntos gue son eguivalentes a 3", Wds
tarde veremos (Libro ' §4} porgue estd mal esta aeilnxclén.
B1 nfmero cardinal o potehcia de un conjunto estd ¢ef1n1dc

‘1mplic1tamente.

Dos conjuntos se lbaman equivalentes 51 es posible encon-
trar una gorrespondencia uno-a-uno entre sus elementost ¥
de acul gue, una corrsspondencia uno-a-uno de los elementos
de ¥ con los elementos de N es también llamada un maneo de

i en {(aentro de) #, o entre N y k. Por lo gque podemos decir

gue, M es eguivalente a N si existe un mapeo del conjunto &
en el conjunte H. :

Una observacidn importante gue debe haCPI%@ es que has
ta el momento para nada se ha mencionado gue los congun+os

sean finitos o infinitos.

Si los conjuntos tienen n elementos entonces sxisten n-fac
torial maneras de modificar o hacer esta regla, un el caso
gue contenszan un nimero lﬁflﬁltc ds elenentos entonces exig
4e un ndmero infinito de mansras de hacer estas reglas.,
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48emds, si m M~ P entonces P~ K de acuerdo & la simetria -
del mapso. La conaicidn (5} sxpress que 1a relacidn es re--
fiexiva y la (€} dice gue la relacidn es transitiva. Cantor
fue el primere en hablar, de una manersa clara, de Lo que &8
una relaciém de equivalencia,

tra formulscidn natural podria ser: “Uonjunitss eguivalen—
tes tiensn igusles nfmercs cardinales &, Iinversamente, 1o
dos los conjunios con 1guales nimercs cardinales son ecquiva

et "

eIITes .

a+l = (&,0) ~ (BN} » (5,u) » (F) =% +a.
san k,N,P tres conjuntos cualesguiera con nlmeros carding
leu a, h & respectivamente, entonces
aj-{°§ + C Vom (B, 0,00 ) e (W,(H,P))} o (B,H,P) » ((W,H},2)
/ S (TLE R = (a+ b) +4.

de ve @ simple vista que, los axiomas (e Peano, se pueden
considerar. como consecuencias de la definicidn de los pume

‘ros3 cardinales finlitos dads por Cantor. &s obvio, también,

gue ftienen las mismes caracterfsticas y propiedades.

Qantor definid los soniuntes infinitos de una maners vewa 5
vz, =g vueden definir 46 uns forma positiva y definir los -
conjuntos finitos de un modo negativo, {hubo gente que re-e-

chazd la teoria de Centor porgue ésie Gefinld negdativamente

los conjuntes infinitos}), ‘ )
Sabemos gue exis$e una infinidad de nimeros naturales,
o que, dado un conjunto de nfmeros naturales ¥y lo seguimos
gwweranao éste nuncs se agotaré§ Este tipo de conjunios (ig
flnltaﬁj s6lo los pueds generar ¢ producir el hombre en su
ments pues, apasrentemente, en la naturaleza no exisien con~
juntos infinitos. '
Teniendo el conjunto infinite de los nimeros naturales
(¥), es fdeil crear diferentes conjuntos infinitos, por e-w
jemplo:
(1) B - $1,2,3,4,5}.
{2} B1 conjunto de los ﬁﬁmercs srimos, 42 3,,, ,4,.‘,}
(3) El conjunto de los ntumercs pares. {2,4,6, 8,.‘,..}
{4) Bl conjunto de las potencias de 4. {l,&,wé b@,.,.,,}
Analicemos algunas proniecades de H:

o

fond
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Teorema 1.- "Cualquier subconjunto infinito ¥, de uwn -
conjunto H de nimercs naturales {enterocs positives) es- &qmlﬂ

valente 2 H.Y

Demostracidn.~ Sabemos gque cuslguler conjunte de ntme-
ros naturales tiene un elemento minimo. Sea ny el minimo ng
mero en Hp, ¥ 2ea ny el minime ndmero en el residuo,.

Ny = Ng =~ {m}
Ny = Ny = {np} = % - {ny,nz}, ete.
por g, denotamos el regiduo del conjunto

Ng = Nyog =~ fnk} = Ny - {nz_,ﬂgynjg.n..‘,nkj:

Los residucs no pueden acabarse porgue ésto implicarfa que
el conjunto Ny es finito. BEntomeces podemos seguir selsccio
nando slementos indefinidamente., Sea,

lgé = {ﬂlyng,n.};uc@oegﬁ};yaanoq%

el cual es un subconjunte de ¥, vpero H{ = Ny, porgue cada
elemenio. n de Ny estd en 8§ y viceversa, Por oitro lade,
HY » K en vista de gue la funcidn que asoccia 2 cada elemenew
to np de N§ el elemento k de H. Por lo tanio, Hp & E.
: Q.B.D. - -
Demos ahora la siguiente definicidn: "Cualguier conjun
to que es equivalente al conjunto ¥ de los nimeros natura
les es. 1lamado numerable,”
Por ejemplo, el conjunto dé los nfmeros pares es ﬁumerableg
y& «gue se puede poner en correspondencia wno-s~-uno con 108
ndmeros naturales, por medio de la funcidn f(x) = 2x. ‘Fuede
verse de 1z siguiente maners:

l g 3 4 s eesw x ae0 en
LT
2 4 6 8 veeee 2K eeuas

Una propiedad de  los conjuntos numerahles es gue todos sus
sunconjuntos son infinitos o numerabies‘

Teorems 2.~ "Un conjunic oue contiens log elementos de
una infinidad numerable de conjuntos numerablss es tambidn
numerable," . '

Demostracidn.- Lo haremos para el caso pariicular de ~
los ndmeros racionales., Sea el conjunto de todes los racio-
nales g8, donde gf/s puede ser reducido a fracciones mds =
simples. S1i restringuimos g y s a valores naturales, eniton-
ces para cads s dade obtenemos un conjunto numsrable de ra
nlonales g/s {q = 1,2,35-000..73 48 aqui gue si s toma toacs
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los wvalores naturales, obtenemos un conjunto numerable de
conjuntes numerables. Para demostrar que estos conjuntos -
~Jjuntes contienen una infinidad de miembros numersbles, los
arreglamos primeroc en una sucesidn de renglones de acuverdo

. con sus denominadores s de la sigulente menera: ‘

1 z 3 4 5
1 1 1 1 L

;/2 KL S
2 P 2 2 2

J?/)F //

i/ 2% 3 4 5 .l
3 3 3 ) 3

;.,/_a 30045 e
4 4 4 4 4

{
'anaootosso»oaeaooewcsosoe«o;‘esio,

hos insertamos como se ilustra en el esguenms, enton -
ces obienemos todos los racionales qfs come elementos de
una sucesién simple. Finalmepte, consideramos tres modifica
ciones: ‘ ‘ :
1.~ 4ntes de 171 ponemos o/l = o,
2.~ Gada ¢/s debe estar seguido por el racional negati
vo ~{g/8}. , '
3.~ Omitimos Hpdos los raclonales que sean iguales a
un racional dado con anterioridad en la sucesidn,
De agul que todos los racionales distintos estdn arre
glados en una sucesibn, 1o cual demuesira gue el conjunto
‘de todos los racionales es numeradie.
' ' ‘ CeEaD.
Lz numerabilidad de los nimeros reales algebriicos fue .
demostrada en 1la noka 28. )
Generalizendo, podemos decir gue la suma de conjuntos
finitos o rumerables es también finita o numerable, siempre
y cuandc la suma sea finita o numerable,
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Sean A y B dos conjuntos tales qgue 4 ¥y B no tienen slemsenw
t08 comunes, entonces:

l.~ 81 A y B son finitos entonces A + B es finito.

2.=~ 31 A es finito y B es numerable entoneces A + B es
numerable, .

3.~ Si A y B son numerables, entonces 4 + B es numera
blie, h

De los teoremas (1} y {2} podrismos dedueir:

1.~ Que cuslguier conjunto infinito es eqnivalente a
un subgconjuntc propio de &1 mismo {verdaderc).

Il.~ Que cualesquiera dos conjuntes infinitos son eq&z
valenies entre si {falsc).

Teorema 3.—- "Cualguier econjuntc numerable es equ;&alen
te a un subconjunto infinito propic de el mismo.*
Demostraciin.- Sea

B o= {bl,bng’g,e-.ad
numerable. Entonces por €l fegrema \l) GOuwuntas tales como
02!‘33,“---} » APk Dyl 000 n e e e s} s

son también numerables, o sea, equivalentes a B.
- Q.B.Be

La conjetura (1) también puede ser tomada como defini
¢idn de conjunie infinito:  "Un conjunto es infinite cuando

e8 equzvalente a un, subconjunto propic de &1 mismo®.

Esto contradice el famoso prinecipio formulado por los
griegos (tanto fildsofos como matemdticos) de que "el todo
e8 mayor gque cualguiera de sus paries’, Nocidén Comdn 5 de -

Euclides. De la misma manera que contradice el dfalogo de -
Galileo {ver Libro l}. Al llegar Bolzans a este resultado -

pensé gus habia llegado 2 una contradiccidn gue no se vpodia
saivar,

Demostraremos que la conjetura (II} es falsa, o sea,.
gue existen coaguntos infinitos gque nc son egquivalentes en
tre sf. Porque de otra manera, no tendris nlngﬁn interds ia
teoria si +todos los conjunios infinitos fueran iguales, ya
gue seria una teoria paralela a la de los conjuntos finie
05, o ,

‘Vamos a considerar segmentes de lineas rectas, conside
réndolas como los conjuntos de todos los puntes gue caen 80
bre los segmentes de las lineas. :
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ugemnlc 1.~ Sean los segmentos 4B y CD tales gue AB es
mencr gue CD (fig 3). aflrmamoD que el conjunto de todos
los puntos del segmento 4B es eguivalente al conjunto de o

- dos los pustos del segmento Ch. Para~ﬁemcstrarlo~dibuiam95

los segmentos paralslos uno & otro. Unimos los puntos 4, ©
7 B,D, ¥ prolongdndolas se intersectan en un pugto E debido
& la diferencia de longitudes. Si trazamos un rayo desde el

fig 3.

punto E €ste dintersscta ambos segmenth ¢ ninguno de ellos,

Sez el raye KEF gue intersecta a2 AB en F y a (D sn G: a la
interseccidn  del rayo con AB 1k asignamos la intersescidn

deX wrayo con CD, e inversamente, de e#sta forma cbienemos

ung correspondencisa uno-a-und entre los dos segmentos, 1o

gque demuestra que son equivalentes,

Ejemplo 2.~ Podemos generalizer el hacho anterior afir
mande gus el conjunto de todos los puntos de un segmento de
recta 83 eqguivalente a3l conjiunto de todos los puntos de la
recta compleia, o sea, infinita. :

Sean AB {excluyendo los exiremos ﬁ B} y CD dos rectas
tales gue AB es un smegmente finite y €D 1nf1n1to {en cuanto
magnitud). Sea B el centro de 4B, doblamocs el segments sn T
y 1o ponemos sobrs la lines (D de t2l forme gue E llegue a
ser un punto de éstas (fig. 4,, tomando en cuenta ques A y B

caen en 2l mismo lado de la recia y a igual distancia &e ﬁ.‘

¥, sea F el.punto medic entre A ¥ B en sus nuevas posicio
neS. ) '
Cualquier rayo trazado desde F intersecta ambos segmen

tp8, o© mo intersecta ningune (excluimes los eXtremos Duss

los raycs FA y FB son paralelss a la recta). 4l punto E lo
asignamos a £1 mismo. Ahora, al. punto p & q de la recta AR



...13{1,...

fig 4.

§¢EB le asignamos el punto p* 6 q' de la recta CE 6 Ep, &
inversamente. De esta forma demostramos gue ambos csn;untas
‘se ccrresponden VRGN0 «

. L3emals 3.~ Podrfiamocs mosirar otros e jeizplos de ¥ipo
geamétriﬂo como el de la fig. 5, donde se ve lz wmisme ides.
Tambidn- existen ejemplos de %ipo tr%gonométrlco dcn@a o
medio de composicidn de fundiomes se puedsn hacer ejemplos
..del mismo ‘tipo.

. fig 5. .
Bertrand ‘Hussell guizo mostrar este tipo de iﬁeas DO
medic de situaciones ‘de 1a *vida real', come lo demuestrs

su mencidn a Tristén Shanéy,‘“na paradoga de Tristdn Shane-
4y, es inversa a 1a de Aguiles y demuesira que la tortugs,
a condicidn de que ge le 44 tiempo, Llegard exactamente tan
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lejes come aguiles, Tristdn Jhandy, como se sabe, invirtid

dos aflos para hacer la crénica de los dos primeros dias de
su vids, y se lamentaba de gue a ese ritme el material se -
ie acumularia mds rdpidaments de lo gue €1 ers canaz de ela
. borarle, de susrie que con 2l paso de los afics cada verm es~
tarias mds lejos del final de su relato. Ahora biem, yo gsog
tengo gue si €1 hubiese vivido eternamente 3in sentirse can
gado de su trabajo, entonces, atn en el caso de queé su vida
nubiese estado tan repleta de acontecimeintos comc cuando
empezd, ninguna narte de su bilografia bhabria guedade sin es
cribirse,.... E8ta proposicidn paraddjica, pero perfectameg,
te verdadera, depends del hecho de gue el nfmerc de dias de
 todo &1 tiempc mo es mayor gue el nimero de los afies.® (RU
SSBLL, Bertrand. "Misticismes v Légica,”™ Ed. Paides., pég.~
109). El misme Russell expone esta paradoja de wuna manera
muy formal en ®Log Principios de la Matemdtica.' pdz. 407.

BEn 1873, Cantor demostrd la no-numersbilidad de los
nimeros reaies, al publicar el hoy llamade *Teorema Funda--—
ental,” Para hacer ésto 1lamd al conjunto de todos los ng
meros reales de un intervale {se corresponden oon todos los
puntos del mismo intervalc) Yel continuo®™ {en particular -
del intervale 0,1 }, 1 cual es eguivalente a cualquier -
segmento finite o infinito (en cuanto a su magnitud}, a €s
tz conclusidn hablamos llegado sn los sjemplos {1),(2} 7 -

(3).

Teorema 4.~ "Teorema Fundamental¥.- ELl conjunto K de -
todos los nfmeros naturales no es8 eguivalente al continue,
pero si 1o es & un subconjunte propic del continug, o sea,
gl continuoc es mds que wa conjunto infinitc numarable.

Demostracidn.~ Sea el ‘continuo’ el conjunto de punmios
o nimeros del intervale [0,I] y lo denctamos por €. Debemos
representar sus elementos (nﬁmeros reales) 4z upa mansra -
conveniente. La forma més conveniente es rernresentarles en
forma d¢ decimesles {fracciones decimales). Sabemes gue todo
nfmers real positive pusde ser extendido en una ¥ sdlo wna
forma de decimal infinito. (Epn un decimal gue desplids de
cualquisr digito econtiene otro &igito distinto de cero. B
xisten reales gque admiten una expansidn en decimal berminal
por ejemplo, 172 = 0,5, perc tambidén acepta una expansidn -~
infinita, tambidn 1/2 = 0.499%.....). Todas las fracciones
deciamiss de € comienzan con O.--+«-+, debemos incluir el ni
mero k= 0,999, .... en €, pero no debemcs incluir el nimero
cero, por 1o gus € es el conjunte de todas las fracciones -
decimales infinitas cue empiezan con Jes=eeel,
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=1 teorema asegura gue un  conjunts numerable no n&ede
contener todas los decimales de §. Lo demosiraremos por TE
duccidn al absurde, o sea, supondrsmos gque € es numerable §
llegaremos a una contradiccidn,

Si € fuera numerahle, podriamos escoger una regla de
correspondencisa uno-a-uno entre § y ¥, ls cual convierie a
eada decimal de € en un natural n de ¥, ¢ inversamente. Lia
mamos al decimal relacionadoc a n el ‘n-ésimo decimal’ ¥ ha
blamos del primero, seguﬂda, ,.,.gdsczma« Debido a nnestra
hipétesis podemos esoribir los ela&gntos de € conmg una ‘suceg
sidn:

SRS b P K P AR R

0unpIRDPARINPGw e s s
[+ 3313323133n34: s t:-, «

0.1410004 30440 w0

1
P Y R s RN T

donde loe nik (i, ¥ = 1,2,0000.,9) son digitos. Quitemos el
cerg inicial comGn, nos guedard un cuadrado 1nfln1to de a1
gitos con el vértice nmyy, el cual se extiende de derecha ha
ela abajo. . Uomo todos los decimales son nflnztas nlngﬁn
renglén puede consistir de ceros sclamente.

“Sea f4° un decimal infinito {definide univocamente) -~
consitruido de la maners siguilente: Consideremos la diagonal
del cuadrado que pasa a través de los digitos

017102203350 000e 3B lsencen
Sea f4* el dsecimal infinite
4 = 0,874203040000-8iceccns

cuyes 4igitos estédn definidos de tal forma gued para oada
i para lz cusl ngq es diferente del mfinerc 1, hacemos di =
1; para ios cuales nii = L, hacemos d; = 2, etc, De agqui
que siemprs, 4i # nii. © sSea, para cads i, Gi &8 ﬁxfarente
‘del dfgito i-ésimo del decimal i-dsimo. .

El slemento '4° de € es distinto de cualguier elementa
de ¢ y, por lo taanto, ne estd contenido en niesirc cuadrade,
el ecusl hebiamos supussto cnnxenia todes los declnales infi
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Con ésto hemos demostrado gue la conjetura (II
sz, y de esta manera hemos meosirado oue existen con
infinizos mayores gue otros. ‘ '

Cuando hicimos notar el hecho de gue un conjunto es in
finito cusndo es eguivslente a une parte de. 41 miswmo, no te
mamos en consideracidn las criticas que ha recibido el mé%a
do de correspondencla entre el conjunto ¥y una parie dé 61
misme por parte de los fildsofos y a*gun&b matemidticos. La
eritica consiste en afirmar qus al hacer nosotros el mapeo
deberiamos asignar &l elemento del conjunitc total el mismg
elemento conswaeraé en el subeonjunto, tomando en cuents
que el elemento Gebe pertenecer al subconjunto. £n el casec
en gue aceptiéramos esita critica hasta el més simple e jemplo
gue hemos daéa, el gue el conjunto de los nimeros naturales
es equivalente al conjunto de los ndmeros pares, estaria
mal, porgue al vrimsr elemento del primer conjunto no ls co
rresponde su "idéntico’ en el segunde. Con ésio se reSCata
ria la negacién de la quinta noeién comin de Euclides,

Bl no sceptar este hecho es algo arbitraric. Lo gue de
bemos hacer para mostrar gue dos conjunics no son equivaleg
tes es  cemosirar que cualguisr regla o mapso nos lleva a
mostrar uns omisidn o falte de algin elemento, V

&stamos conscientes de nue esta correspondencis ungea—
uno ne es svidente vpor si misma, ¥ es5td basada en 495 he
chos muy importantes: a) en el anfdlisis coaaTeta de la natu

raleza geométrica de la recta y o) gn la definicidn ar;tmév

ticae de los ntYmerss irrarzional ¥ reales,

W

Cuando Gantor demosird gue alerh~lero es el menor de los nd .
meres - cardineles transfinitos utilizd un hecho tan sutil

que ni &1 mismo se 418 perfectamente cuenta del hecho. Hsie
es c¢onoclog hoy dis cowmo el Maxzioms de Fleccién®., Por consi
deraric wn hscho de mucha imporiancis lo discutiremos nds
vrofundamente. Demosiraremos nrimerc otros Lsoremas donde
ste axioma se ve mis elaramente,
Lfeoyema 5,- "Todo con i
conjunts numerable,”

infinito P contiene un sub

[
Lo
5
ct
o

Demostracidn.- El teorsme lo demostraremos por ‘Induc

cidn Hatemdtica®. {(E1 Pripcivic de Induccidn Hatemdtica se

o

-enuncia de. la sigulente manera: 51 el primer elemento de un

conjunto B tiene unz prooiedad y se demuestra gque =i tenidn
gnlz otro elements cualguiera (n}, tambifn la tiens 2l oon-
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secutivo de €ste {n+l), todos los slementos del canjunto -
tienen la misma propiedad., ElL Princinio dz Induccidn Trans-
finita eés la generalizacién el Préﬂéipia de Induccidn Hate
mdtica (véase Libro IV, 3, teorema 15). “Los ldgicos admi-
ten para el principic de induccidn com nieda 1o oue aimito -
'para el postulado de Euclides, perc mb guieren wer en  cllo
més que uns definicidn disfrazada.® {POIHCARE, Henwri, “{ien
cia y Método." Espasa-Calpe. pdg 117)).

Empecemos nor escoger un elemento a?bitrario p1 del
conjunto no vacio P, y formamos el subconjumio ‘

8y = {p1l ‘ -
de P el cual contiene un slemento singular. El restante,
Pi = P S}«’

es no vacio, vorgue de otra manera P estaris formado ber . .
elemento y no por una infinidad; vor lo tanto podemos es&a
ger un elemento arbiirarisc ps de Py ¥ formames el subcon gnn
0

Sp = {p1.2s]
&e P el cual contiene dos elementos. Debemos akora snnaner
nducuivamente gae después de tales n pasos 5&%”3»&%&3 je
n un natural} gque hemos llsgsedo al subconjunts

z

Sn = {P1s02seevs.0pl
de P sl cual contiene n slementos. Desds gue el restante,
Ppy= 2« 54

sigue siende infinito, .podemos escoger un elemento 33013”8
rio Py G¢ Fpy ¥ anaﬁxénaols a los elame;toa de Sp obtene
mos el subeonjunto

Sper = {919?2r~ asre anme@.}}
de P el cuzl contiene n4l elemenios., 3Je sigue que, por &
sl principic de indwccidn, pars cualguier natural n exisie
un subconjunic Sp de P el cual contiene n elementos Jjusig~—
mente, estos subconjuntos forman una sucesidn infiniia

{Sl,Sg,)o....,Smguu.}s

EBs més, han sido comstruidos de tal menera que cualquier Sp

©eontiene & lod gue 1o procedan, o se&, Sy & S para m < n.
Finalmente, iz unidn P de todos los comjumtos Sy,  con

4iene suchoz {poziblements “todos) miembros numemabies ‘de P,
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g 2{-?1«’?2”.“' y?nw...e»}u
Hemos construido un subconjunto numerable de un conguﬁts in

finito.
QoD

Teoyrems 6.~ "Cualguier coanjunto infinitec P es equiva
iente a un subconjunic infinite propic de Po® -

Demostracifn.~ Por el tecrema anterior, existe E un -
subconjunto numerable de P. Demotamos la diferencia, P - P,
per P*; si P colncide con P, entonces P' es el conjunto va
cio. En cualguier caso, $enemas -

(2,P%),

guy_?‘>no tienen elemeﬁtas comunes {esiames utilizando la -
notacidn cantoriana pava ls unién), Ahora omitimos el elee
mento p3y del conjuntoc numerable -

B ={D1,Prseeses
¥ denotamos el restante P - pj pér Fi. entonces
. Ry = (2,EY) |
es un subconjuntc propio de P, porgue P} no contiene el sle

~mento py ¢ P. Adn mds, By oy P‘ S0n 8jenos.
Ahors construwmas la cerrespcn&ennma wio=-a-unoe de

= (27,2),
dentro de su subconjunto propio
Py = {B,BY)
“de 1z sigulente manera: Como no sabemos si P’ es vaclo, fi
-nito o infinito a cada elemento de P' le asigamamos su  1dén
tico. Por otre lade, ia correspondencia wno-s-uno entre P y
Py ld damos como ejemplificamos en el sigulente ssquemas

.'?,‘: }91 pz ER pn.‘l }.:}n R

- 1
2y = Po P3 coses CPn T Ppay seeee

‘La demostracién esid compleia, ya que las dos corres
pondsnciis uno~a-ung hagen una sols correspondencia uno-s-~
uno entre F y Pi.

Q.E.D.
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oeﬁalaremoa una vez mds un teqrﬁmo dado. nor
Teorema 7.~ *Un conjunio finito A ns puede
lente a un subconjunto propio de 41 wismo.®
‘ Demostracidn.- La demostracidsn ss evidente vor sf mis-
me s1 suponemos gue A contiene un sdlo pl&nertc,

Cantor.
zer equiv§

SUnonenos
el teerema vadlido pars cualouler conjunto A que contiense n

elementes, vy fdcilmenite concluimos cue es verdaders paras -
cualculer conjunto A4 con n+l glementos,

(ag.u. u‘-

Hussell llame ‘reflexive’ cuslcuier conjunto que es g
quivalente a un subconjunto »ropio ds €1 mismo.

gxaminande con detalle la demau%wa01oa del teorema cin
co encontramos une aiferenciz notable entre los oraced;mlen
tos matemdticos tradicionales y los agui n@n31onamcs. Por
lo general, en lasg matemdticas tradicionales los concentos
usades estdn deterninados univocamente. Avngue tambidn se
tienen otros casos, cuando se postula algln concesio es wor
gue se supone que ial concepto. ha sido demostrado ex1stezte
en nuestro caso, nosotres bodemos 'escoger' ~un elemento ar
bitrario de un conjunto 4 cuando Thewos demesiradoe gue el
conjunto a4 es diferente del vecls, o sea, estamcs suponien
do gue los argumenios que siguen son independientes del ele
mento particular escegide. De la aisma manera, cuando nosg
tros procedemosS a escogey un hlmere Tinita (%) de elemerntos
del conjunto A debemos preveer gue el conjunis 4 contenga
al menos n elementos. '

L0 gue se alirma es gque pAra uno no estd permitido to
mar una infinidsd. deé pasos- escogiendo elementos QuUE no &8

‘%4n determinados por uns ley definida, aungue los procedi

mientos 1égicos y mateméticos son més fuertes hoy que a fi
nales del siglo pasado, -esta posture se sigus defendlendo

‘sin  tomar en consideracidn oue el proceso del vensamgento

no puede ser medido por una longitud de tiempo definida.

Imaginemos un conjunio numsrable cuyos elementos son
*pares de gzapatos'! un primero, sesundO,..e.., D-E8imO,....
.., DAr pars cads natural n. Una pregunta que nos vodriamos
formular es la sigulente: ;g8 el counjunto de toldos estos
‘pares' eqguivalente al conjunto de los 'zapatos® conteni—-
dos en:los pares? asignemos al primer par, el zapato lzoui-.
erdo del primer par; al segundo ,par, el zapato derecho del.

~prdmer par; al tercer par, el zapabo lzquierdo del segundo

par, y asil sucesivamente. De esta manera hacemos COorrespon~
der al zapatoc izquierde del n-ésimo par el (2n~1)-€simo par
y =l zapato derecho del m-é€simo par el en~8gimo var. Hemos
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mostrado una correspondencia uno~a-uno entre el conjunto de

N

todos los pares de zapatos y el conjunto de todos los zapa-
tos, ¥ por lo tanto, ambos tienen cardinalidad aleph-cerc -
(habiamos supueste gque el conjunto de pares de zapa+ss era
numerable).

Bueno, ahora cambiemos los ’zapazos‘ pleka ‘calcetlnes'
o sea, tenemos una infinidad de calcetines. Como icdos Sabe
mos los productores de calcetines no hacen diferencias en
tre el calcetin derscho e izguierdo. Por 1o gue nosotros sé
lo podremos asigner calcetines ‘arbitrarios' al hacer nues
tro mapeo, ésto lo podemos hacer uma finidad de veces, a mg
nos gue, no tengamos nosotros el prejuicio de no poder ha
cerlo una infinidad de veces. Si sélo consideramos una fini
dad posible de asignaciones nosofros no podemos concluir
que ambos conjuntos tienen el wmismo mimero cardinal zleph-
cero. (El ejemplo es de Berirand Russell, pers la noia or&‘
ginal me ha sido imposible encontrarla)

Como vemos de agul surgid uwy nueve principio, el cusl
fue descubierte a principios del sigle Xi, sin el cual nos
seria imposible demostrar algunos de los resultados méds 2
sombrosos de la Teoriz de Conaustcs Pransfinitos. Este prmg
cipio fue llamado ‘axioma de Eleccidn' por E. Zermelo -
(1304}, m4s tarde llamadc 'Axicma Multiplicative' por B. Ru
ssell (19086).

Zermelo lo enuncid de ls siguiente maners en 1908: "Pg
ra cualquier conjunto 3, cuyos elementos son econjuntos no -
vacios, corresponde al menos una funcidn f(x} wnivalente -
tal que para cada element¢ x de 5, £(x) es un elemento del
conjunto xz. Bn tal caso, f es llamada unéa fnncxén selecto--
T e "

Russell lo enuncid de la siguiente manera: "Dado un =
conjunto de clases mutuamente excluyentes, nlngana de las
cuales sea nula, existe por lo menos une clase consistente
en un representante de cada clase del OOﬂletﬁ;“ {RUSSELL,
B. "Los Prineipios de la Matemdbica," Hspasa~Calpe, pdg 11).
En otras palabras: "35i 5 es un conjunio ial gue cualesguie-
ra dos conjuntos de 8 no tienen elemented comunes y som  no
vacios, entences existe al menos una clase D 1a cusl contig
ne un elemsnioe singular de cada elemente de Sr
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A este hecho se le conoce como el *Tecreme de Cantor.® 'Da-
do cualguier cardinal finito o transfinite, existe uno =na

‘yor.' Es decir, sl 4 es cualquier conjunio, entonces el -

coniunto P{4a) {conjunto ,potencia de A4} cuyss slementos son
todos Los subeonjuntos de A tiene wun cardinal maysr que _A.
Por lo tantc, ademds de los cardinsles finitos, existen unz
infinidad de cardinsles itransfinitos.

Se dice que un conjunto 4 estéd ordensdo si ademds de la re
lacidn de igualdad ‘=', wuna relacibn que sazisface las si
zgulentes tres relacicnes estd definida en A:

1.~ Para cualesquiera elemenios diferentes aj,ap de 4-
al menos unc de Los argumentos ay £ an {¥ag precede a as®),
as £ a; se verifica.

2.- Si ay £ ap entonces ay # ag.

3.- 81 a3 £ a3, ¥ az £ aj entonces z; < a3,
Sabemos gue Si aj = a1, 5@ sigue de (2) gue a1« 2, y ademés.
gue nunca es clerto que

ap {2y y ap £ a1
sean compatidbles. Ffor 1o tanio, conclulmes gue una y 8018w

mente una de las $tres relaciones de orden siguientes

ay = ap, a1 L ag, a9<al
se verifica para cualeoeulera dos ‘elementos 1,22 de un con
Junto ordenado.

Si omitimos - 1a condicidn (1) de ia definicidn antesrior
obitenemos los conjuntas parcialmenie-prdenados. Como se ve
glaramenie, el orden definido zantericormente no define wusg -
relacidn de eguivalencia ya gue no pueds ser gue: :

(2 ‘ a1 < a1
¥y que -
{23 S5i a3 £ ap entonces ap £ a3.-
Debe nensarse. que el sigrificado del simbolo £ nus&e -
cambiar de conjunto a comjunto, unas veces pueds cczne;&&r
con el simbole ¢ y otras con el simbolo >. Por ejemplo,
B.- 58 4 = {evane,=3,~2,=1,0,1,2,3,0c000 ). houi £ co-
incide con <. : ‘
.- 568 B = {a....,B 2,1} . aqui £ coineide con >.
3.~ Sea ¢ ={ 0,1,-1,2 -2,.@..=} . En este caso el sim-
bolo £ cclnclde en perEes comn £ ¥ en paries con .

B8 obvio que los subeconjuntos de un ywﬁguntc nwaenada
tanbién estdn ordenados.

-
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de dice que dos conjuntos ordenados son iguales, en -

gimbolos A = B, sl contisnen los mismos elementos, ¥y si la

relacidn de orden a £ v védlida para A invariablements impli

ea la relacidn & ¥ b vdlida para B, Reciprocasmente, enton

- . . ces, 8¢ sigue obviamente qus a8 ¥ b siempre implica a £ b, -

{46).~ También se puede decir ‘proyeccidn’. - : -
- (4?) - Un eongzmrc ordenadc 4 g3 llemado ‘similar’ a un conjunto
ordenado B si existe un mapero dz A dentro de B que Preser-
ve el orden. Es decir, si a, a' son elementos distintos de
Ay b, ', son losz elem’eﬁtcs de B asignados a ellos por el
mapeo, respeciivamente, entonces a £ a’ debe implicar gque .
b & ', Cada uno de dichos mapeos es llamado ‘mapso sSimilard

Sean per ejemplo, el conjunto de $odos los nimercs na-
turales y el conjunto de todos los niumergs pares., Tenemos,
con sus  ordenenes de magniiud correspondientes, un mapeo
f que asignz & cada natural su doble, es decir, £lx} = 2z,
Zste mapeo preserva el orden entre lcés dos conjunios y ade-
. mfs es una correspondencia uno-a-uno, Por lo gue 1os nfime-—-—
ros pares {(positives) y los némerom naturales scn gimilaras
¥, -adends, squivalentes, :

Ahox'a, conjuntos similares, y sélc tales conjuntos, -
tisnen el mismo tipo de orden.

Tenemos cuatro m‘@pxeaadea fundameniales gque resultan.
de la definicidn: ’

‘ (1) A¢ 4, todo conjunto ordenado es similar a si mis-
MO i
{2) Si A= ¥ entonces B & a.
Lot (3) 8 A2 B y B 2 ¢, entonces 4 £ C. , .
(4) 42 B implica 4 ~ B,
‘ Seflalaremos algunos resulitados nnpar’nantese
= ] 1,~ 8i un gonjunte ordenado B es eguivaiente a wn con~
junio ordenazdo &4, entonces B pusde ser ordesnade de tal mans
ra gue B £ 4,
2.- 31 dos conjuntos son similares, entonces o ambos -
tienen primers {(dltimc) elemento o ninguno de los 403 CONim-
juntoes tlenen tales elemenios,

&48)‘» En general, % denota el tépa de orden que resulta de oL cuan
do el orden de la sucesién de los elementos estd invertido.
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(51} .=
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b=
nes y polémicas que tuvé Cantor con otros matemfiicns
consecusnciag de su teoria,

Sean A ¥ B dos conjuntos ordensdos ajencs, Defi
lacidn ordenadora pasra log elementes ¢ de 1a
sigue: sean ¢ y ¢' dos elementos de la unidn.
tenecen a A, dejamos a £ a' 6 2' { & en lu uni
do si la primera o la segunda de estas relacions
para estos elementos en &. 31 ambos elewenios pert
os

era
B, entozmces la relacidn que es valida para esllo B a
cumplirse de nueve en la wunidn, Pero si wno ds Leme
tos pertenece a &, y 8l oitro pertensce a B, digames ¢ esté
en 4y c* estd en 3, ‘entonces dejamos o £ of en la unids

i
La relacida araeuadara asi definida para la wnidn es obviae
mente transitiva, y por Lo tanto ordenz a C.

hl ejemplso gus Se 43 en la memoria 6rlﬁlﬁal“€3 mug elarsg -
pera también se aoérian considerar los siguientes

(1) N4+ W= W,
porgue tenemos

n={1,2,3,0000.,n),

= {n+l,n+2,043,00000 ) BIBLIOTECA
a £ one , INSTITUTG DE ECOLOGH
¥ o sant e UNAM

o+ W {*,2,,,.¢.ea,n n+l ,ned n¢3,u....}‘w W
Be la misma mansTa- se pusde ‘mostrar gue:
) oW e o W
{2} g o= Yy
POTQUE

o = {.eee., 043,042,041 b,

a={ng,.....,3,2,0}
Por lo gque L.

¥R+ on o= [L.... 042,041, n,.....,J,»,lé W,

¥ de esﬁoq ejemplas poldemos deducir que

w, wel, we2, w+3, .

‘son distintos tipos de orden,



(52) .-

—~ B} producto de dos i

C (.-
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{3} B1 %ipo *w + w pertenece al conjunte “
ceenn=3,=2,=1,0,1,2,3,.0...}
al tipo w + *y al conjunto

11,2,3,.. .00 ,-3,-2,-1].

r‘h—

Loy o

Tomande en con81ﬁeracz6n leos resultados antericres pow-

demes obianer:.
{4} B+ wr W= {n+ W +(w = W + w3
{(5) wr+n+w=w+{n+ewn =w+ W
(&) WA WA D = WA WA D,
¥ par el oire lado
() *wen+w=(¥w+n}+w="%s+w
{8) A4+ e w Py ow n. k
DOS Ofdinalesbtambién'pﬁeﬁe sey defini
do de la siguiente nansra:
sean dados ¢os tipos

ro. Representando por « = ¥ = B, Pormamos el conjunto -
de todos los pares de slementos (a,b), donds a esid en A 7§

¥
b estd en B, y definimos un orden para estos sares €stinue

lando que: ’ .
{&ivbl} 4 (_aQ?bQ}r

ay < ap, asi como también para a} = ap, by £ by.
Pcr ¢ denctamos el .ceonjunto ds todos los pares de elementos

(a,b) ordenados_de esia BARETA. Entonces el producto ¢j§ de

be ser igual a C.

ae orden, £ y 4, distintos de cg
< z

Bn la versién en inglés dice: YEvery egquation between ordi.

nal types wich procedes from the itwo elementary operations
remaing correct, therefure, if we replace in it all +&he %y

tions to the Pounding of the Théory of Pransfinite Numbera?

‘pes by their cardinal numbers.” {CaNIOR, Georg. ™“Contribu

Dover. pdg 122.) No seguf iliteralmentes la traﬁunazén en G-

te pérrafe, pero sdls fue con la ides de gus fuera més cly

T

31 dos elementes a y &' de un cqonjunito ordenado A tlene la
propiédad gue ningln elemsnto de 4 cae enire 21los, enton-

ces son llamados elementos contiguos o consecutivos. Si eg

tos elementos seatisfacen 1a relacidn a £ a', sntonces & . es
llamado el inmediato predecesor de a', y a' es llamado el



{55}

(55) » =
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inmediato sucesor de a. Un conjunto ordenado es llamadc
‘agnso’ si contlene al menos dos elementos y no tisne ele-—
mentos contiguos.

Come todo conjunta finito tiene ai menos dos. elementos
contiguos itodo conjunte ‘denso’ es infinite.

Dados dos nfmercs racionales, digamos a y b, Su proms-
dio (46 valor medic) a+b/2 es racional tambléna De agul que
entre dos ndmeros raeicnales cualesquiera cae sismpre oiro
nlmero ‘racional. De aqui se sigue entomces que entre cuales
quiera dos nfmercs racionales siempre sxiste uma Inflﬂiéﬁﬁ
de ravionales. Vemos clavamente, debido & esis propiedad de

los racionales, que nunca podemos hablar del 1nmed;9t0 suee -
sor de un nbGmeroc raclcn&i dado.

Las ‘series fuadameniales® pueden ser estudiadas come squi
valentes a las sucesiones. Je puede ver esta analogla enire
las series fundamentazles ccherentes y las sucesiones ‘mond

tonas', tanto crecientes como aeoreclantes. Y ?13araas como
se definen. los concepios de 'cote de una sucesidn' ‘limla-
‘te 'de una sucesidn'i y los concentos de ‘slementy Lim;te’ ¥
‘elemanto principal’.

[ Pars ver una lntreauccl6n realmente 1ntu;%iva &l tema

de *Series y. Sucesloaea’, wéase el Baﬁ&Ch, St&?haﬁa ”Qélc -

1o: leerenclal e Integral.“ UTEHA.

3i én .conjunto de puntos A estd dado, umygunto a {1 cuak
puede nertenecer & no a 4) es 1lamade uwn *punto 1i§ite* de

& 81 ba&a vencidad de a contiene una 1sfzn1daa ﬁe p&ntaa de

B
Una definieidn équivalente 23 la siaaienta: ‘"Sea A wn
eonjunto ¥ a un punte, rio necesariamente ex A. n*oaceb 3 -

es . llamaéa‘un 'punio limite’® de &' si toda- vec:n&aﬁ de a ceﬂ;
‘tzene al menos un punto -de & distinito de a.m (Per una @ecxn,

dad: de radaa e el punte a, entiénﬁase el conjunto- de- pan
tos del 1nter1c«r del circule de radio 8 ¥ eentro en 8. .

Sea A' el conjunto de todos los puntod limzte de umn =

eon;anta Ay gntoncas decimos. que el conjumtbo & es a&rradc

si A7 T

Al conjunto 4 se le Ilama ‘denso en 31 mlsmo mi'&‘zkt

¥y 4 é=§ ¥ ge le llama ‘perfecio?, si A' = & F A # §
‘ Ahsra, todo conjunte finite 4 es perrads porque- A g

vagia? y el waclo es un subconjunty Ge cualqn4&r conjunto.
¥, como tods: conjunte finito no es demso en sl mismo no pﬁe
de ser perfecto.
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{57}.~ La intencién de Cantor no es reslmente estudisr las Series
Fundamentales en si, sino definirlas simplemente para peder
usarias en el'estudio del tipo ordinal 8.,

{58).~ Ya sabemos que toda la recta real es veguivalente al segmen
‘ to [0,1] {véase a0t 42).

{59 m ¥ par medio del Conmtinuo Lineal ¥ podemos idsntificar todos

ios egonjunics con tipo ordinzl &, 1o que nos daria ls cla-

se de tipos orainmales [8].

' LIBRO IV.< “EIL TEORBMA DE ZEBKELO”,

{60).~ E1 conjunto vaclo se considera bien-ordenado.
{BL)e= Bajo elvorden prescrito para é1 por A.

fiSE}‘4~Taﬂbiég es llamado ‘seccién’.
{62}

r§§3§;~ Esta es debido & gue el e&&m&nt@ que 4egtermina al . segmento -

no asﬁé en 81 segmento.

l:MfSe oi;xeng reemvlazando cada a<{b por b { a {véase Libro =
,Aill 73

f{& eaﬂa&flnaa&iaﬁo s&ceSsr de los elementos de 3&1}.

ste resultade se debe a 1a sunaszelénAﬁe que ambos, ¥i ¥
{2 son mencres gue el mismo tlp& Qrdznal .

'xGOTGEﬁ de &q&lValnneza. "33 cadq wne dg 1os conguntas e
ent : ncmn;unto d@l stro, @nt“c@s los congun

o )sexiste un- ssnaamto blenyorﬁsna&a W q&e cont ene. mxact%
9mante Los eleméntos de S

ﬁIBRG V.~ “&AS PﬁRADOS&S.

gindnimos.

’1La mayoria de los autores utilizen estas dos palabras c&mﬁ



(70) .=

{71} em=

{(72) e~

(73)um

(74) o=
(75) o~
(76) -

77} =

(78) .-

(79).=

{80} .=
(8L).~

(82).-

(B3) om
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QUINE, W.V.0. “Paradojgi“ Scientific American, {Recepilado:
KLINE, sorris. "Matemdiicas en el Mundo Moderno.®” Ed., Blume.,

pdg 226).

Esto es un error muy grave en mi opinidn, nunca se ha sabi
do de un nific gue se pregunte: ;Qué es un nimero? Sabemos
gue lo necesario y fundamental es gue sdle maneje sus pro-

. piedades.,

Arnaud Denjoy {1884 - 7 ). Profesor de la Scborna, Genera-
1izé el concepito de integral de Lebesque.

VERA, Fco. Op. Cit. pdg 13.

Cantor le escribid una carta a Hilbhert, en 1896, donde mues
tra que esta observacidn ya la haoia notado £1. ’

RUSSELL, Bertrand. “"kathematical Logic as\based on the theo

‘ry_of Types.” pég 223~4.‘

E1 conjunto potencia de un conjunto es el conit nza de todos
sus subconjuntos (véase nota 44). '

Es el conjuntc gque contiene todos los conjuntes.

Esta paradoja fue descubierta knﬁe3end1entemeﬂu poT  Zerme
1o en 1908,

Un conjuntc de conjuntos de primera clase &s un conjunto de
primera clase. Un conjunto de segunda clase siempre contig

ne entre sus elementos comjunios de segunda clase,

RUSSELL, Bertrand. Op. Git. pdg 222.

Es el nombre de las clases a que S¢ reuusen las cosas oue

se. pugden decir del sujeto, o sea, son gropxedadas que se &
plican a si mismas. Por ejsmplo, la palabra,esdru;ula 88" 63
&;ﬁjala, ia palzbra absiracta es absiracia.

- Son propiedades que no se aplican a si mismas. Por ejemplo,

la palabra concreita no eS concreta, la palabra blanca no es
blanca. o :
FRAGNKEL, Abraham y otros. "Foundations sf‘Set;Thebry;"‘KQg'
th Hélland. pég 7« S '




{84).~

(85) o=
(86) .~

(87).~
(88).~

{89).~
(é@},—

{9L).-

(92) .=

C(93)-

o {94) -
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Algunas son muy anteriores & las de la Teorfa de Conjuntos,
perc nunca se hablan estudiado dentro del campo matemdtico.

KLEENE, 3.C. Op. Cit. pdg 45.

Bertrand Russell fue el orimerc en publicarla en: "On some

_dlfflCQLtles in the Theory of Transfinite Numbers and Order

Types ®
KLEENE, 8.C. Op. Cit. pag 46.

Mds que Hodo €3 una leyenda, pues no es posible encontrar -

“dicha situacidn en ia obra de Cervantes. Aunque en el Cap.
‘LI éel tomo 1I aparece uan hecho parecido.

POIHCARE, Henri. "(Ciencia y métcdo.™ Espasa-Calpe. pdg 117.

Y por ésto se le llama también a la Hatemdtica Pormalista-
como la °"Ciencia de lo Posible’.

;

'LIBRO VI.- L& AXTOMATIZACION DE LA TEORIA DE CONJUNTOS.-—

Supcndremes conocida la Ldgica Blemental, perc al mismo =

"tiempo, no es necesarioc gue el lector maneje la Légica Fore

mal pars la lectura de este capitule.

RUSSELL, Bertrand. ¢§athemat1cal~Laglc as based on the Theo
‘ry of T o, Types." pag 236. -

Que segin Cantor esiamos capacitados para pensar (véase el

Libro III, §5).

Por *T* entiéndase el campo donde se cumplen los axiocmas,
Unz Peorfa Foimal T esid deflnlda cuando se cumplen las si

‘gulentes condiciones:

{1} Un cenjunto numerable de simbalos estd  dado Como
1los simbel@s de T. Una su5631én finita de Qimba1os de T es

';llamada una expresién de T.

(2} Existe un subconjunte de las expresiones de T lla

N bmadas fﬁrmulas—blen~farmauas {(fpf) de T.

C13) Un onjurta de fhi es nuﬁsta aparte y liamaée el -
congunto de. ax10mas de T.
L4y Ex1ste un- conjunto. inito A7 ,405.0004 440 d€ relam—

Jclones gitre las fof liamadas reglas de dnferencia,
fPosterlormente hablaremcs de 2% {&ermelo)y PLEY {Zermelo~
’?raenﬁel}, ete.




N (95).‘

(96) o=

(97) .~
{98) .~
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RUSSELL, B, y WHITEHEAD, A.N. "Principia kathematics.” In
troduceidn, ‘ ‘

WEYL, Hermenun. “Mathematics and Logic: 4 brief survey ser
ving as vreface to a review of the ‘Philosophy of Berirind
Russe;l s . S ‘ SR

POIHCARE, Henri. Op.0it. pde 127.

Estd fraducide al inglés en: HEIJE 5@03;, Jean van. “From -
Frege to G8del: & Source Book in ﬁathemaﬁla 1~Log1c, ;8”9-

' 231,“ Nerth~§oll¢n& pég 199~215.

(99) .-

{100} e~

Hﬁzgggaogf, Jean van. 0p.Cit. pég 200. El subrayado es mio..

Por ‘dominio’ entiéndase el campo donde son vdlidas sstas -
proposiciones, &demés, el aamiﬂlo ne 8 un con}unto, 3ues =

- caeriamos de nnevo en la falacla de 3ngener un conjunte uni -

(102} o -

- {103) .-

(104).-

{105} .-
{106) o

(157) -

{108} .-

versal.

Zermelo utiliza la notacidén K 4 N para denotar quée B es  un
subconjuntd de N. KEsta notacidn fus desarrollaﬁa.nor Sch@»—
der en su “Algebra der Logxk » 1800, v i
Log axiomas que mencionamos son los priginales de Zermels,.
Pero la interpretacidn simbdliica, que 1es damos a 103 axme-
mas es mia, no estd muy formalizada.

Este axioma define la relacidén de igusldad.

Este axioma admite la eXistencia del congupze vacio y de =

los- ccﬁg&ntes farmadns por uno ¥y 405 elenmentos.

Este axicﬁé afirma que &ad@ -on conjunto ¥ um predicaﬁd‘egic
t& un subconjunto del @nngunto formado por los elementcs nE
ra los cuales el predicado es verdadero.

En este axichma entendemos gue una prapvosicién es+é definiis

cuande podemos establecer su validez por medio ae las leyez
16g1eas unlvarsalea.

Este axioma admite Ia ex&sﬁenela del "an;unta ée ilas partes
de un conjunto.

Admite la existencia del conjunto unidn formads nor los ele
mentos de 1os elemenios de un conjunto.- » —




(109} .~

'ilgo}‘~

- 151 =

3¢ puede interpretar como sl hecho que‘garantiza gue el -

‘producto no es vacls cusndo algumo de sus factires no es

vacio.

Este axiona admite la existenﬂia de un Gonjunte infinito
que contiene al conjunto vacio. Hste axioma sirve para re
preaentar la progresidn 0,1,2,..... 48 los nﬁmeras natura-

 les.

(111).-

Si se gbieren es tuﬁl&v desarrellos axlcmatlzados de la Teo
ria de Conjuntos véase: ﬁRﬁuﬁKEL, AvA. .y otros, “Founda
tions of Set Theory."® Horth-Holland.: SUPPEQJ Patrick. "4
xiomatie Sew %neery,“ Dover.; - BﬁﬁﬂﬁYS Paul; “&xsamatla
Set Thearyw" North~Holland.

&nrmelo ecnsvdera%a como af lrnaclones ae*znadas aé by -
¥ € A,

mnta sugestidn ya habla sido heeha por S&mlcm en su articu
S o “himige | Bemerrungen zur axiomatischen Beesrimdung derV

" Mengeniehre,®, leldo en el Congresc de Matemdticas Escandi
| havas en 1922, sdlo ~que Skﬁlem na con51éeraba\&espﬁés 8L -

\ canee&ta de  funcidn.

{ 114} A

).

‘M,ﬁe‘silmismos,

De gsta forma allmiaa%a ios ‘conjunios gue no son elementos

FRAZNKEL, a.4. "Zu den Grundlsgen der Cantor-Zermelo chen

ﬁengenlenr&,” Math., Anmalen 86 (1522) 230-237 pp.

{207 =

(118).-

éll(}) [t

fPasterzormentefse naturalzzaria~amer1cano,

Se éeélcé a la Tecria de Goaguatos,' Bcuaciones leereacla

-1esﬁ Andlisis %axeméﬁlce, ﬂompuzaazéa, Andiisis Eumérlea,

;nveatlgaclén de Oneraclones, Tapalegia, ste.

v Séa1‘quﬁ;tﬁdaﬂ sus. realizaciones son categéricas.

Estas limitaciones més severas son innecgsarias, pues las

‘parsdo jas no se puenan Gar, ya que estaban eliminadas deg

~;ée‘antes.. &demés, restringuen mds el campo de trabago.»

{120).~

Van Hewmann supone gque ia 1&terseccmén de estos des domi
nios Do es vacia.



- 152 -

{121).~ ¥p hay qus olvidsr que cuzndo la Tsoris de Tipos fue formy

{122}~
';padriax definir toialidades demesiade grandes a partir de

(123} .=

{124} .-

{l‘?g}c""

(226) .~

(227}~

- posiclones gue no eran ni analiticas ni sintdticaes: sinme
que perienseish a wa giupe muy especial ilamado .por €1

lada nosctros hicimos mencidn de la necesidad de-uma jerar
guizacidn de los tipos, y que éste ers infinita, o

El azioma por medio del cual €1 impide 1as . fgﬁ@lﬂﬂ&“ que

argumentos establece que una funcibn ‘a’ llega a\@er wng -
iuﬁc$éﬁmargumenta #i y 86ls si existe una funeidn b {en

‘el dominiec de funcionss nes“mladaﬂ poar is t&sVia; TRl gue, -

para caéa<argnm&g+o'az’ existe un argumenée Yv* para el

:uu&l la,5] #4 3 [b,y] = =

Eéase el ‘par {erdenado)} x,y‘»
Los conjunios los denota medlante letras latinas mindscu -
las. Nosotros wiilizeremos las letras mintiseulas d8 BUSS——

tro alfabeto.

Las clases estdn denotadas vor letras latizas mayvisculs

A

uuanéa mencionames gue Kant avéas@ uzbra I} afirmsba
jas’ proposiciones se dividen en analiticas g axa*ézic
mencionanss superfisialmente 1&3 ‘ideas de vazdn® que
bién considere. Kant considera va que existisn ciertas

Fi
Eo§

it

TR [ B

h ot
F e

deas de razdm®. S@g%ﬁ~ﬁdﬁ existen ciertas propesiciones
gque dependen solamente de 1@ fnrmaczSﬁAael individuo, come

s 'Fé*. Porgue, la fs no agregs nada rievo A nuestro cong
4 -

cimiento, perd cuando tenemos fe ne se ﬁéhefzamp@ca 3 18 -

experiencia,

Cuando Hilber$ publicd su pregrama‘ tanmbidn scepid -
el Q@ﬁcﬁ?t@ de ‘ideas de razdn' y afirmabs gue ol weneepio
de "infinito actual’ sra une de ellas.

shors, en &l caso de Faul Bermeys y sus ¢lases, pare-

-oe ser gque ésie esid tomande tesmbidn las idess de Eant, oa

ra dg esta forms considerar sus ‘clases’ como gntes 1d8gem

‘les.,

¥o son fé?mulaSwa*aawT&rmaaas &fbf} del sigtens 4uUe BETowe
nays bz oreado.

C{128) .~ En‘Lugar de ponerles en variables del misme zlstema,

25

},~ Pueden ser ‘conjuntos-términes' o ‘classs-términes’.
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£130}.~ Esto 1o haos bas«n&ace sn A.A. Fraenkel y no en la concep
cidn semdntica de K. Zermelo.

RO & Ny 3 e Léase ‘& 88 eﬁuiValeﬂt@ a B, Bernays utiliza la notacidn
R AZE 3, pero. nasotrus wkilisaremos 1& fotacidn conxencaanal
~ . {cantorlana)
}T_(Laz}.»~ﬁama las claSes son tratadas simplemente como extsnsiones
. de¢ predicados, esta. ralaelén puede ser definida explicite -
, mente en zérmlnes de ia relaczén 18gica de 1a doble zmplz

caczéﬁa’ S

. 4133}~ Eote esgquema formaliza el *?rzne;g&c ée Gomprensidn’, perg
'~f'?,‘v*solamen%e y&ede ser a;lzca&a a olases y no & ecnguﬁtasﬁ'

,{13439» sete - nri¢bipiﬁ fue. tamaba por 7ermela ¥ ?raenm come el
o ‘&xmam& ée uetevmln&czén - ~

'{23§3¢a‘Se enecusntra eni. QUI&P ﬁlllamﬁ wan Orman. “ﬁsade un pundo
ae v*sta légice." ariel.

§136}gh‘@uﬁ goma habizmos apuntads ‘gon a&%&rxar&éaﬁv era un &afe»~
S 4o de ia Teoria Ge Tipos, pues se estaba ubtilizandoe el
concepie de Ateracxénq Ademés 8l tr&bagar con los indices
es demasiade lazbor osa, pues & niveley superiores es 4ifi
‘cil situarse en el tipo en que unmo estéd trabajands. '
{137}.~ Esto @aracw ser heche con la intencidén de que los Laualclaf
‘ © nistas no rechacen de arlﬂe&sze sus ax*em&s.

(138}.» Eebemos‘acoréafnaﬂ guﬁ'm"%ehaad ¥ Russell sé hablan dis
‘ ) culpado de no gus%zflcaz 1z validsg ‘del axioma T2 aen*ra
del szstema Te ‘

{138).~ Esie necho fue cwidado con gran esmerc por Russell y Walte:
© - head ya gue daba ple a clertas parsdojes, gue el mismo Ry
ssell nabia deqcub-er;ua '

{140),~ 28n existiendo este conjunto U, Quine nc tenia un axioma
) guae positulars la existsnmelisz de uwn conjunte infimito  ocomo
era T3 en T.

{141}).- Parz gue el sistema sea no condradictoric ez wmuy imporian

: , -

4e que 1as varlables de 'F{x}® sean mindsculas.



{342}~
{144},~
{145} .-

(146) .~

(148)
(149} .~

{150} o

(152) .-

{153} e

&
" impredicativo.” KLEENB, 5.0. Op. Cit. pég 48.

- 154 -

HALEOS, Pauwl R. “Hicolds Bourbaki,® Seientific Amsrican. -
Mayo. 1957. (Recopilado por: RLINE, korris. Op. Cit. pég.
83).

EXl les llama relaciones a los pradicados.

h&BRﬁ ¥1l, ~,“§0WCLU$IGNES Y OTRGQ HEﬁLLT&LQQ“

A algunoﬁ de los hechas gue’ enﬁerp@aleron este ﬁeea*reLW
taér&eo, ‘como son las paradejas, ya no las aﬁ@lzza¢emc%9

‘por haberles dedicado un esvacio any grande en capitulos

antericres.

No hnaremos un andlisis profunde de estas escuslas par no
considerarlo de fundamentsl importancia para el Gesarrolic
del trabajo, selamente mencionaremos sus prxaczna&ﬂs caras
teristicas.

Fuz el primerc gue formuld sus principios.
Erege fue ei‘primara gue 1z extendid.

G ?aana fue el primer matendtice gue Iz dssarrolic afdn)
i, ‘
20U, Alberio. “Fundamentos de 1z Metemdtica,® Lossda,
76

s
e
{1

BROUWER, L.E.J. “Intuitionism and Formalism.” pdz. 83.
RUSSELL, Bertrand. “Los Principios de la Katemdfive,” Esps
sa~-Galpe. pédg 8. - '

Establece lo siguienits: De dos Julcios contradictorios,
uno e8 verdaderc y otro es false, no habiendo oira posibi
lidad, din decidir cudl es verdadero y cudl e False. Esis
principic -se utilize vgara establecer las demostracionss
p@r~‘3&ﬁu€ni5ﬂ al abswurde’ ‘

®Cuande un cangqatu ¥y un obiete particular m san]&efia&
dos de maners nue,.por un lado m 2s uwn miembro de H, ¥ dor
otro, la definicidn de m depends de M, decimoe gue el pry
ecelimients {o la definzclén de m, © 12 finicidn de M) es

A
Q
£
&




g

(1&4).-

(155).~
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BOURBAKI, Hicolds, "Elementos de Historia de lasimatéméti
cas.? Alzanza Egd. pég 62. El subrayado es mio. i

COHER, Pau¢ J & BERSE Ruben. "Teoris de Conjuntos No-Jan
toriana.® pég'zsa, {Eecapllaﬁo por: KLINE, Morris, Op.Cit.

. 238-24T7 ppl.

<{156}s~

(157} e

(158)i=
{159} .=

(180}~

‘,{1é1)&§'

(162} 0=

(163).-

(165).~
{166} .~

“

0 sea, no se estd suponisndo qus el ax&om& sea var&a&aro o

‘falso.

Bs decir, gue dentro del sistema no se puede demostrar A y

-
La cuzl no mosiraremes por no estar al nivel de esta besmis,

Estos no son los enunciados originales. Para esto véase:

LADRILRE, Jean. "Limitaciones Internas de los Formalistasy
‘Tecnos, pdg 370. - , ;

WEYL, Hermsnn., *Filpsofis de las UWatemdticas ¥ de lm Clen.
cia Hatural,® U.H,a.M. pdg 2512,

También llasade ‘Metamatembtica®.

Para ésto identificaba 1z existencia matemdtica con 1a nd

aonsradiceidn {véase &1 final del.éégréapiﬁuio‘¥}@

WEYL, Hermann. Ob, Cit. pdg 252.

FRAEHKEL, A.4. "“Teoriz de los Conjuntos v Idgica,™ U N,a.¥,
pig 12, Seglin 63 se pusde encontrar esto en: CANTOR, Georg.
"Gesammlbe Abhandlungen Mathematischen und Pkilesonﬁisehaﬁ '
Inhalts,” Ed. por B. Jermelo. Berliaeizagg. {reim. 1961}.
pég 15"5& ‘ ' - '

PRAKBEEL, A.4. Qp. C1%. pédg 127.
#WirLh, Hermann, Gy.vﬁit. pag 251,

FRAZSKEL, A.h. Op. Cit. pdg 126,
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