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1 N T RO D U e e ION 

Cuando nosotros abrimos eualqui&r 1.1'01'0 de Historia 

de las lta;temáticasnos encontramos con dos posturas, con respecto 

a. su contenido, diamet.raaetlte opuestas. 

nos mencionan que es un libro 

ap1;.o para cualquier persona y que no se necesita ningún conocimie!:, 

to previo de la Matemática. Parlo general, se le·da mucha impor-­

tan¡;:ia éL loa aspectos persona.les del matemático en cuestión y una 

al desarrollo de su obra. El resultada es. un 

. de la o más clar~mente, una '~~~~mu 

abarca libros que están 

dedicados a la gente en campo matemático. Compre! 

de la Mate!ll.á1::! 

t sólo son accesibles a una. 

Pero, 

minor!a.. 

sayo 

Mi intención al e5c~ibir esta tesis as haoer ~ en­

Historia de lareorfa de Conjuntos que no sea un anecdota-

rio, para que la este interesada; y que sea,-

tiampot fácil de oomprender a todas 

W) se dedican, o que apenas 

Jlatemáticas~ 

Al haoer un trabajo historia 

mos Obligados a IU eonocer 1) 

la Ciencia que nos ocupa ha sido 

personas que 

de 

nos sen ti­

la Rietoria de 

• nunca se -

le na dado al estudio de la His'toria de las Matemátioas el valor -

que se merece. 
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No voy a intentar justificar su estudio dentro de _ 

la propia Matemátioa o la necesidad de hacerlo. Ve''-oslo d~sde el 

punto de vista de su enseñanza. Estamos acostumbradOS a. estudiar _ 

la Matemática y. no como' se ha ido creands:, 

La presente tesis puede considerarse"como un peque­

ño muestrario de de las lecturas, comentariOlll '1 d1scucioo..", 

nas que se hicieron durante los cursos de: Teoría los Conjuntos 

1 y 11, Historia de las Matemáticas 1 y 11 Y otros seminarios cur­

sados con el Pro!. Francisco Zubieta R. 

No -debe olvidarse, en ningán momentoj> que antes que 

libro de 'reo,ria de Oonjuntos este ensayo es un por ha.--

&r una "Nueva Historia de la Teoría de Conjuntos", aunque es im-­

ortante señalar que hasta la fecha no se ha pUblicado ninguna. 

'¡tn embargo, esta tesis puede ser utilizada como un>~ibro introdu.2, 

tema, y, en el me de los casos, como un comple~ 

al curso de tTeoría de los Conjuntos r', por su cont! 

difíoil de enoontrar • 

.111 pretendo hacer un análisis comp~eto de todas las 

ationes que originaron el estudio de ~a Teoria 

tampoco lo hacemos de su desarrollo ni de sus cQ~seeuencias. 

s puntos s610 son mencionados y otros de plano no son tomadoS 

en cO,nsideraci6n. 

La tesis. fue dividida en siete librO'lf.(a la ,manera 

de los griegos) principales: 

(1) En el {"",Ufl.H'"U señalamos 

mas que ~f~uenciaron a Cantor a dedicarse como; el -
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concepto de continuidad y el concepto del infinito. Tomando en 

cuenta. únicamente los problemas concernientes él la Matemática,y d!! 

de l:ado las cuestion,es o pertenecientes a. .otras 

ciencias. 

(2) El segundo es una pequeña biograf:!a de Cantor .. · 

capítulO tiene un fin 

lo considero de fundamental 

o de cul t~a general y t no. 

para su obra. -

que considero que para entender su vida. si· 

cer s;¡¡¡. obra. 

que con~--

( El libro IIr es la traducción de una de las me­

morías más de la obra 

del i<lioma 

El fin de este es el de mostrar l.as ideas 

y no el de querer hacer una traducci6n del·ar-

t!culo. En este libro considero de laá notas que 

se mencionan; ya que son J.as ,que nos muestr~J.a 

16S comentarios y las criticas que 

a la o ora de Oan:tor. 

se le han 11.e:ooo 

En el libro IV sa: desarrolla de una manera sis-

1iemática la Teor1a de Co.njuntos para al Teorema del 

den de Zernrelo, 

do. 

tes "tipos de 

de :La defiriiei6nde 

(5) El quinto libro es un estudio soore las 

y antinomiaS que alr.ededor de la 

aunque algunas de éstas no pertenecen necesariamente al 

campo de la Matemática.. 
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(6) En el libro VI 136 intenta moatrarcua.1es han 

do los diferenteemedios q~hanp;ropu&ato losmatem.¡itieoa y fil6.,.. 

<sofos para resolver algu:p.os de;1.os proble.l!las que· provooilU'on un ea-
. . . 

os dentro de 108 Fundamentos de la M.a1;émAtiqa a principios de 81--

glo. 

<l7} Y, .finalme.n:te,se sef!<alan alg"'.mas de 1.a8 concl~ 

siones que. se pueden obtener lit travésd.E;ll /estu~ió de :la H:istoria 

de la Teor:(a.de Conjuntos, además se séñalan t;tlgunos de 1.08 

tados~ás modernOS que han intl.uidonota?l.ement.e en el tlesar.ro.lloc 

de<:la Teoría de ponjuntos. 

No me queda, más qJ1e agradecerles de la manera 

sincera a los profesore¡;¡ Francisco .Zubieta R. l' Guil1enn{)~o'li'res D. 

sus il:mumerabl~s consejos y correcciones. 
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ltl. B RO l •. -

tEl intWtol Nir1gÚn otro proble 
111& ha cOlUIIIfVldo tan prof'un~te el­
eep!rltu ati hOÍllbl'e. 

i>avid Rilbert. 

B6SQ,UEJO HISTORICO 

Es en la escuel.a pit<ig(li-ica g fundada en Crotona en 

la segunda mitad del siglo VI a. c. ~ dond.e encontramos 180 primera -

crisis <le la ~atemática{1.). Esta escuela fundada pór Pitágoras. 

"figurasemil.egendal'ia. y semirreal .. {2). se dedicó a estudios de ti 

Pe cient!fico~ filosófico. y politicos. 

Más que .una. es.cue>la $raunasecta. pues todos los -

dogmas y enseñanzas se ródeaban'de misteriol!: y secretos. Es difí-­

·oil averiguar cuales fueron las verdaderas contribuciones yaport!: 

lj!atemáti:ca.. p'áeS los conocimientos, 

se tr<l-~it!an de una fol"llUii oral y se le atribuían a Pitágoras. 

Sin lugar a dudas su mayor aportac16n a la Mat~má1;! 

ca fue la,demostraci6n del. hoy llamado. "Teorema de Pitágoras"\ 

La cr,isis que mencionamos en el primer párrafo se generó. dentro -:' 

dala secta pitagórica, CO~ el 'descubrimietrto'de los números i­

rr4ci,anales al generaI.izar el famoso teorema.. "El' descubrimiento -
, . 

dé.losi:rrctcionaI.es, esas .coÍ9as que no eran números, conmovió pro';' 

funda¡nente la escuela pitagórica; la secta i¡npusó elsecreto .sobre 

ese escándalo y una leyenda cuenta ~l¡e Hipasa, que desobedeció Ia· 

orden"fue a1.canzado por la ira de 1GS dioses y pereci6 en un nau­

fragio,,(4). 
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Poco tiempo más tarde la Matemática sufriría un nue 

vo ataque por medio de Zanón de Elea (450 a"c. aprox. - 1) quien: 

"Desarrollando las doctrinas de Parménides, el jefe dala escuela 

eleáticá, descubre que el punto vulnerable del pita.g6rismo radica 

en la interpret.aci6n del cuerpo geométrico como pluralidad. y con 

sus famosas parado jas hace despertar el espírl tucrítiao de lbs m! 

temáticos .. llamando la atenci6n sobre las cuestiones en que inter-­

viene el concepi;n de infiíli to y, al suoeti tuir la. doctrina geomé-­

trica de la pluralidad por la -doctrina abstracta de 1aunidad~ le 

da un significado sim,b61ico de tendencia idealista que culmina. 

puésen Plat6n.,,(5) 

'Bertrand Hussell afi.rma ser el primero en haber es­

tudiado seriamente las paradojas de Zenól;t ál.hacer el siguiente 02, 

IlÍ.entario: . "Enaste mundo capriChOSO nada 10 es que la fa:ua 

tuma. Una de las vfctimasmás notables de la falta. de juicio de la 

posteridad es el eleático ,Zen6n. Habiendo inventado auatro argume!! 

tos ,todos inconmensurablemente sutiles y , la 

de los filósofos subsiguientes lo consideró como un mero 

y juzgÓ a cada uno y a todos sus arg'.lmentos como sofism.as. 

Las parado jas de Zenón son las sigli.ientes: 

O,) La Dicotomía..- Zenón .argumentaba que no hay mo­

vimiento porque aquello que se m.ueve cualquier distancia debe lle­

gar a la mitad de Su ourso antes de llegar al finalf pero. antes -

da avanzar la mii;ad de su distancia., debió haber avanzado la mitad 

de esa mitad t yasl 'ad infinitum'; de que el movimiento no -

puede nunca empezar. 

(2) !quiles 'S la Tort~.- Se afirma que Aquiles 

nunc.a alcanza a la tortuga, pue.s Aquiles déberá. llegar primeramen-
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te al punto donde empezó la tortuga, al llegar a este punto Aqui-­

les, la tortuga deberá estar en otro más adelante, y as! suoesiva­

mente. 

(3) La Flecha.- Una flecha que se mueve en un ins-­

tanta dado está en reposo o no está en reposo, es decir, se mueve. 

Si el instante es indivisible, la flecha no puede moverse. pues si 

lo hace el instante que dar:! a dividido inmediatamente. Pero el tia!! 

po está constituid.o de instantes. Como la flecha no puede moverse 

en ningún instante, no podrá moverse en ningán momento .. De aquí 

que siempre permanecerá en reposo. "Se ha considerada que ésta es 

una paradoja tan monstruosa que no merece siquiera discusión seria 

• •• •• y veremos que es un lugE\.I' mUY comÚtlmuy importante y muy apl! 

cable, a l!Jaber: 'Todo valor posible de una variable es una eonst~ 
"1;""' .. (7) e • 

mitád del tiempo puede ser 

gua¡ al. doble del tiempo. Supongalllos tres filas de ouerpos r una de 

las cuales (A) está en descanso mientras las otras dos (B,O) se -

mU<l<V&:!'l oon igual velooidad en direcciones (fig 1). Por el 

t:l;empo en que todos en la misma parte de carrera, B habrá 

pasado dos veoes tantos cuerpo"s en e como en A (fig 2) .. 

Por tanto el tiempo que tarda en pa.sar e es dos ve-

oes mayor que el tarda en pa.sar A. Pero el tiempo que B y e 

tarrdan en aloanzar la posioi6nde .1.. es el mismo. Por tanto, el do-

ble del tiempo es a 1.13. mitad". ( 8) 

A . . .. .. A 

B . e_ 
B 

e 411---'-- • e . .. 
(fig 1) (fig 2) 
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La rama q~, adquirirla, ~amadure.z 

ría la 'Geometr:!'.'a. Es con.les "Ele1lle.ntos.rt:de:. 

apro x.,: }cuan'do 

portante su 

llega a. su máximo 

el. mismo .Inmanuel 

se-

a.e", 

basó 

sus estUdios sobre la razón' en el molde del geómetra a-

lejandrino", Posterio'rmente veremos la influencia quetuv6 Kant en 

.el surgimj,ento de láS diferentes escuelas filosóficas dentro de la 

Matemática •. 

Si tomamos los "Elementos" como la obra que repre--

santa las ideas de los griegos. vemos que ellos el concepto 

de un espacio finito 'f aunque lllllY grande, o que pensar en un. 

espacio infinito de una manera constructiva. Por e.u:\liWD.LO. en el 

, gundo Euclides leemos! 

línea recta una recta delimitada". ( 

por continuidad en 

quinto postu1a-

do se lee.: , si una recta incidente sobre dos rectas, hace án-

in.ternoB JI de la úú;;¡ma parte menores reetos, 

gadas esas dos rectas indefinidamente coincidirán por la parte en 
--:o- (1 ¡-) 

estén los .ángulos menores que dos rectos.'" _u T'?!:lbién 

en lia ... ,.. ... "' ... ,,,u 2.3 del.libxo l. Euclides menciona la llli.sma idea, 

as! como en ~~'C~~~ otras 

Si, como en el • Euclides menci.ona 

que la recta está delimitada es porque no está pensando en la rec­

ta como una totalidad ya dada. Pero no por ésto imposibilita a la 

recta de ser infinita, porque cpmo menciona en el quinto 

JI en la definición 23 t 'la recta ser prolongada 

te." 
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Pero la Matemática lleva.ba dentro de si los 

elementos Q.uela acabarían! la imaginaci6n visual (12) interés 

que adquiere el sentido la hacen 

que el desarrollo de la Matemática se frene. 

Mientras'ca!a la Matemática ~z"~~~a aparecía la Arit 

mética y es de aqu! de donde surge el creada por los 

,Arabas. La difusión del álgebra produce una verdadera revolución -

que exalta lá facultad oreadora de los 

ce una nueva· crisis~ pues la síntesis 

daba reducida la matemá.tica ideal. era 

• pero se produ­

a que que­

en la Ffsica. 

El del infinito no había sido olvidado por 

los hombres de ciencia. (14) Galileo Galilei escribió _ 

lo sigu:i,ente: "Esto de un infinito como que otro 1nf1-

nito es, en mi un concepto que nunca se 

de 

entre 'Sal vatius' y. • es de la -

siguiente manera: 

"Salvatius: Si pregunto que cuántos son las números 

cuadrado.s me oontestar en. verdad que hay tantos como .raices 

cuadradas, porque cada tiene sura!~~ y cada raíz su cua-

drado;, y no ni un 5Ó].o cuadrado que tenga más. de una raíz, ni 

una rafz que más de un' sólo cuadrado. 

es lo que debe unO concluir bajo es--

tes circunstancias? 

Salvatius No creo que quepa otra decisión que la -

de decir que todosloB nÚlllerasson infinitos. infinitos 

dos y ni la multitud de cuadrados es más grande que la de todos 

.10s números 

tributos de ' 

esta es mayor que y, en los a,-

que', o 'menor que' no tienen lu&ar 
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entre los infinitos, sino tan 6610 en. las cantidades finitas".; 16 

"En el ejemplo de Galileo todos (la clase) de los 

enteros cuadrados es equivalente a la clase de todos loa enteros -
. positivos ... (17) 

1. 2 3 ....... 

1 ! t 
1 4, 9 

Es en 1637. con Rané Descartes (1596-1650), cuando 

nace propiaDl:ente la Geome'j;rl.a Analítica (aunque el nombre es muy -

posterior) f ya que en uno de los ensayos que 

.receen "Discurso del Método para conducir bien 1a razó,n y. bus­

car la verdad 4all las Oiencias, además :La Dióptrica,. LOI;I. Meeteoros 

y 1:a GeQmetria.;-,que .80n ensayos de €lee nuttodo". es de donde surgen 

los fundamentos de la nueva rama matemática. Es en esta obra donde 

aparece por primera vez el uso de las primeras letras del alfabeto 

fa., o,e,. u •• ) palla 10.8. va.lores conocidos y las Últimas (x ,y ,Z, ••• ) 

para los ·valores desconoaido6; 

. nantes. 

también CDUlO el uso de los 

Descartes demuestra la de determinar la 

recta tomando dos de sus PWltoS f y no simplemente e~ segmento que 

los une. Este hecho es fundamental pues por comnleto el con . -
c.epto de infinito .. Al estar dada la recta entera nosotros no tene-

mos necesidad de pues la. tenemos 

minadacomple~ente. o sea, obtenemos un infinito actual.( 

John WalIjs (1616-1703) fue el en introdu--

cir simi:iolo de infinito (.o) en la M.a:t;emática. ásto lo hi$ó en 

su obra más famosa "Arithmetica Infinitorum" (1655). Además fue el 

primero que se dedicó al e~1:udio sis'temático de las series. 
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Ilás tarde, cuando se crea, el ClUculo Diferencial e 

Integral se abandona la concepci6nsintética y desaparece la ,uni--
I 

dad armoniosa de la Katémátioa que le nabían dado Euclides a la -

Geometría y Descartes al Algebra.(19) 

.Guillermo Godofredo Leibniz U646-1716), uno de 10$ 

creadOres del Cálcul..o. "se pregunta: ¿ Qu~ hay más ~ llÚllleros natura-

leS 1,2,} •••• ~n1 ••• Ó números pares2_4,6, .. ;2n, ••• ? se asusta y!: 

firma . .: 'lO.. nómero de todos 1.os números encierra una contrad.icoi6n· 

y archiva el "' ... ''' .... e .. 
.. (20) 

años más tarde. en 1764, : "Ad-

m:i.timos,en Geometría, 00 infinitas, e8111&o.ir, 

magnitudes mayores que magnitud asignada, pero 

.des otra. Esto aaombra 

nuestra: dimeu.s1dn de aerS.D1"IJS •. el cual tiene cerca de seis 

dasds largn, cinco de ancho, y seis de 
21) zas más grandes. . Un poco 

en la8 cabe­

di.ce: "Tenemos definido 

hábiaente el infinito en ar.itmética mediante un de de 

esta manera ca; pero no poseemos por lo tanto una noo16n clara de 
f~ ... (22) 

Inmanuel Kant señal6 en SJ]. 

que las 

cas y Sintétioas, y estas t'Utimas a su vez en fa ; y "a pos-

'. Kant asegura que las analíticas son aque--

11aa cuya negaci6n es en sí, mientras que las sint! 

ticas son aquellas que algo nuevo a. nuestro conocimiento t -

las a priori son condiciones necesarias de la de la ex 

periencia mi.entras que las a porteriori dependen de la -
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percepci&n sensible. 

Ahora, Kant afirma que todas las proposiciones de -

laMate~ática pura .pertenecen a la clase intuitiva de las proposi­

cionessintéticas a priori. ésto debido a que: (1) son juicios 

tét1cos. ya que .a1 describir el espacio y el tiempo describimos en­

tidades particulares, y (2) son a priori porque no describimos im-. 

presiones. sensibles (al describir el espacio yel tiempo) sino las 

matrices permanentes e invariantes del espaaio yel tiempo. 

"La matemática pura tiene su objeto de estudio en -

la estruetilra del espacio yal tiempo, Ü.bre de material emp:(rico. 

matemática aplicada, en cámbio. tiene su. objeto de estudio en _ 

la estructura del. espacio y el tiempo juntamente con e~ material 
que la llena ... (23) 

iliel1tr.as que con Augustin Louis l.ia.uttll.Y (1789-1857} 

Análisis salia triunfante de su.polámica. con Geomatria Des--

criptiva' renovando el concepto fU.os6fico de e introdu 

ciendo (de nq.eva cuenta) el rigor en la Matemática; Johann Karl-

Friedrich Gausa (1777-1855) atacaba la del infinito 'actual' 

de la siguiente manera.: "Protesto contra. el uso de la ma.gnitud in­

finita. como ~ cosa coÍnpleta.~ que jamás puede permitirse enMate­

máticas" Infinito es Simplemente una forma de hablar,. y: la 

ra significaci6n·es un limite al que ciertas raZones se aproximan 

indefinidamente.milmtras otras aU!ll.entan sin restricción ... (24) 

A través del desarrol.lo del presente trabajo 'nos he; 
, 

mos, podidO dar cuenta de los problemas internos (no todos) que 

vaba déntro de sí la .atell1á.~ica. debidos principalmellte al. concep­

to de infinito. Además, el fracaso de· las .especuJ..acionea sobre el 

infinito actual y la aritmetización del Análisis crean dos 

plinas irreductibles al parecer: la Matemática de lo finito y de -
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lo infinito, la de 10 nmnerable y la del continu.o, que correspon-­

de.n a la.s condioiones históricas de la evoluci6n del pensamiento -

matemático. 

Es aquí cuando aparece el. ge.nio de un • demente • en -

e1.contexto de nuestra historia con su 'Teor!ade los Conjuntos·: 

Georg Cantor (1845-1918). Quien contestada a Gansa de 1.a siguien­

te manera: "A pesar de la di:ferencia esencial entre los conceptos 

,del infinito • potencial " y 'actual' -el primero 

nitud finita ·variable·. que aumenta allá de todos los ¡imites 

,mientras el Último es una. magnitud 'constante', fija. más 

allá de .todas las magnitudes f'initas- ambas son con frecuencia co!! 
fundiodas ... (25) 



La. eefll:l.Cia 40 la. Hat_tica ra­
dtca «íl 8U libertad~ 

Geor¡ Cantor. 

L ¡ B·R O rl.-

Georg Ferd:i..nand LU.dwig Cantdr nació el 3 de marzo -

de 1845 en la ciu.dad de San Petesbuxgo. Rusia. Los padre.s.de Georg 

fueron: Georg Waldemar Cant.or y María BoJlm. Fue el mayor de su fa­

milia, sólo tuv6 dos he~s: CO:n:stantin y Sophie I'lobiling. 

La familia eracristiana f su padre protestant.e y su 

madre catól.ioa. Cantor, al igual que Leopold Kronecker 

se inclinó por el. protestantismo. Años más tarde los jesuitas se -

basarie en la Teoría de. Conjun:l:ios en qUS intentos 

demostrcacioues de la existencia de Dios y de 

dar nuevas -

ms. terios de 

la religión. Cantor no solamente no contribuyó a estas 1.deassino 

que las ~taoó de ~a manera formal. 

El talento y precocidad matemática de Cantor fueron 

reconocidas antes de que ~ate cumpliera. los quince años. Primera­

mente tom.6elases particulares t pasando más tarde a la escuela 

mental de San Petesburgo~ .'oá'teriormente. en Alemania. asisti6 

a escudas privadas en Francfort y Darmotadt y ,a la edad de quin­

eé. años ingresó en el Instituto de Wiesbaden 

Su. padre lo oblig6 a seguir los estudiOs de 

ría., por ser una carrera. más lucrativa, imposibilitando en un pri! 

eipio sus estcuq,ios en Matemática. llás tarde i,ü cederfa de su 

capricho permitiéndole 1a e~:trada a la UniVersidad de Zurich en 
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1862~ AJ. año si~iente muri6 su 

dad de BerlÍn. 

, y se cambió a la Universi--

En Berlín, Canoor se especializó en los estudios de 

Matemática., Filosofía y Física., aunque a esta última.nunoa se dedi 

ció. Aquí sus maestros fueron Ernst Eduard Kummer (1810-1893), Karl 

(1815-189?} y Kronecker. Pos.teriormente pasó a otra Un! 

y estuvó un semestre ( en GBtti'ngen, el centro mate-

mático más importante que ha habido en la Historia de la Matemáti-

ca. 

A los 22 años, Cantor publicó su trabajo in-

dividual y personal basad.o en una memoria de Gauss ("Disquisi tio-

donde habia dejado ún problema • El 

la solu.cióu·ennÚDl.eros enteros x,Y,l?}, de la 

ecuación indeterminada 

+ by2 + cz2 = O 

donde a.b,cson námeros enteros. Era una completamen-

te clásica t por 10 se ve el talento del matemátioo pero no su 

gran genio. Lo mismo 

edad de 29 años. 

Cantor 

decir de todos sus hasta la 

se dedicó a.18, teor:!a gausiana 

denÓlD.eros, pasó al Análisis riguroso. en particu-­

lar al estudio de las Teorías de las Series Trigonométrioas. El es 

tudiode los conceptos de cOllti!luidad~ de límite y de 

lo lJ.9varon al exhaustivo de los fundamentos del análisis 

y de la filosof:ía del infinito. 
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La carrera académica de Cantor .transcurri6 en la U­
niversidadde 

vatdozent( 

Hal1e(26) donde, en 1869, fue nombrado maestro Pri-­

• En 1872 es nombrado profesor ayudante y antes de 

que su obra fuera atacada por la crítica es nombrado profesor 

nario (1879). 

En pUblio6 su primera memoria. relacionada con 

la Teoría de Conjuntos. En esta memoria .Cantor se reveló como un. -

ma.temático creador y original debido a lC~s s.eguidos -:r a -

locsresulta.dos obtenidos. En esta memoria demostr6 :la numerabili-­

dad de .108 n:6meros algebráieos(28). 

Cantor se cas6 en. 1874 con Guttman1' tuv6 
hij.os y cuatro 

tica", 

jas. de los cuales n.i:ílg~o se dedicó a la """,r.«l,m,;¡,_ 

En Cantor fue internado por primera en 

una cl:!nicá para enfermos mentales. asa falta de carácter, 

a Sus constantes momentos depresivos y al ataque .in.cesante de sus 

éonte:lI!.poráneo-s, Cantor comenz.ó a dUdar de su oora .. Losataqu.es de 

Kronecker fueron tan constantes ¡¡,faltos de·miserioordiaque fue,';' 

impo s ibl.e eonsepir una im:porta,nte en.. la Univer­

sidad.Las' visitas al.a eJ.!n:ica se hicieron 

lOJíl:gadas" Cantor, finalmente, solioit6 al 

. cae de la Univers.idad su traslado al de Filosof'ía. 

Ij..Ll;U.~ • .I.-U' Dedekind( 1831-1916) 

porque.' J.a. obra de a!i!loos. ¡¡sus. con.$eoutnwias hab!an 

paraleJ.Qs. ~aJIlbién Char1.e13 -<He;rm:i te ().822:'1901.) 

con Cantor -

caminOB 

c.onCan--

tor y as! lo demuestra él en uno de sus escritos: -Los elogios que 
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Baratita me hace en su carta ••••• respecto a la cuestión de la te2, 

ría de conjuntos son tan importantes en mi opinión, tan inmereci-­

dos t que no me atrevo a publicarlos pára no incurrir en el repro--­

che de haber sido des.lumbrado por en.os." (29) 

POcOO a poco su obra fue reconocida" recibió mÚlti--

pl,es bonores.Cantor y Kronecker logrado una reconciliación, 

au;nque de u:na manera. • pocos años -antes de que. áste 111-

t:1.$o muriera. 

Finalmente, Cantor muri-ó el 6 de enero de 1918, a -

la edad de 73 años en la cUnica psiquiátrica de Hálle.- Su obra 

so.lamente puede ser comparada, en importancía, a 1a de Isaac New--

ton (164)-1727} y Godofredo Leibniz (1646-1716). 



tos 

.Por un 

•• dentro de un 

!fEl concepto d~ infinito 6S suee 
tl'O mejor SlIIigo;estdlbién el mqor, tJ= 
lUilllligo de nuestra pálI mutal. 'ieielltrase 
noeenseiió a cr~ que hemos al fin do­
mado ,. domesticado cOlIIpletdente e8te e 

. l_ento ingo.bemable. Sin _\largo, no = 
fue asi; volvi9 a recobrar su libertad. 
Hilbert '1 Brou~ han venido a dOlllesti­
oarlo 'lUla vez .... ¡j Por ouanto tieliflPO? 
DeseuOll saberlo." 

Jaú Pbrpont • 

colec­

m determinados lf bien distin­

. nuestra 1) nuestro Estos objetos son 

lós elementos de )1* 

En símbolos expresamos esto as:!: 

(l:) lt = {m~ (0) 

Denotamos la unión de muchos agregados 

los cuales no tienen elementos comunes. dentro de un a&Te'HS,ao 

gul.ar por 

sin-

(2) 
(31) , 

(., •.•...... ) . 

L~amaremos con el nombre de 'parte' o 'agregado p~ 

cial.' de· un • cualquier otro agrega40 Ml cuyos elementos 

también son elementos de M. 



- 15 -

SiM2 es una parte de Ml y M1 as una parte de M. en 

tonces M2 es una parte de M.(32) 

Todo .agregado JI! tiene una 'potencia', 1.a cUál tam-­

bién llamaremos su 'n11mero c.ardinal·. 

Llamaremos con el nombre de 'potencia" 6 *námero 

cardinal' de M el concepto general que. con ay-,¡da de la actividad 

dé nuestra inteligencia, surge del agregado Jii cuando hacemo.s abs--

·traqciónde 1.a naturaleza de sus elementos m y del; orden en el. 

cual es.tán dados~ 

[46~ Denotamos el resu1 tado de este dobl.e acto de 

abstraec.ión, el n11mero cardinal o potencia de !l. por 

M (33) 

Desde que cada elemento 

mos de su • se convierte en una 'unidad', 

'es un agregado definido cClmpuesto de 

ro tiene existencia en nuestra mente como una 

proyecci6n de un 1lI dado. 

ca!"'-

\1 Y este 

int~lectu:a1 o 

Decimos que· dos- agregados M y N son • equi va1.entes • • 

en simboloa 

6 

si es posible ponerlos, por alguna regl.a, en una relaci6n tal qu.e 

a cada elemento de cada agregado corresponda une y un e­

leme.ato del otro.. A cada parte de .M corresponde. entonces. una 

parte e qui valente definida Nl de N. e inversamen:te. (34) 
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Si tenemos tal regla de co-ordinaci6n de dos agreg!! 

dos equivalentes, entonces aparte del caso en que cada uno de ellos 

oonsista solamente de un elemento, podemos m.odificar esta regla de 

muohas mane ras. Podemos. por ejemplo. tomar siempre cuidado de .un 

e1emento especial mo de M a su correspondiente elemento espeoial -

no. de N. Por si, de acu.erdo a la .regla original t los eleaentos Il1o 

y no no se corresponden, p.ero al elemento Illo de M corresponde el -

elemento nI de N, y al elemento no de N corresponde el elemento lItl 

de M. tomamoB.1a regla modificada de acuerdo a la cual. l'Ilo corres-­

ponde a no y ml a n1 y para los otros elementos la regla 

qu.eda 'sin alterar. Por estos medios el fin se obtiene.' 35) 

Todo agregado es equivalente a si la1smo 

(5) 

s.i dos; agregados son e.quivalentes a un tercero, son équiva¡entes -

entre s:f.~ es deoir; 

(61 da ji ,.. P y N ".; P s.e sigue M. Ñ N. (36) 

De fundamental importancia. es el teorema. que dos a.­

gregados • y N tienen el mismo n~ero cardinal si, y s610 si, son 

equiva:j.entes..; as1, 

(7) de }4,...) N obtenemos ¡ == 1\1 

( B) de '1 = N obtenemos JI ,..;¡ N. 

As! la equivalencia de agregados fOrJaa la necesaria y su 

fleiante para la igualdad de sus. n~eros cardinales~ (37) 

[483] De heoho J de acuerdo a la definiei6n anterior 

de potencia, el. nt1mero cardinal i queda sin .alterar si en el lugar 

de cada uno, o muchos o aÚ!:J todos los elementos mde )! otras 
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so.n substituidas. Si. ahora, M.-.) N. existe una regla de co-ordina­

ci6n mediante la cual M y N están ref.sridos unívocamente y red.pr2, 

camen:teuno al otro; y por esto al elemento III de M corresponde el 

elemento n. de N substituido, Y1 de esta ferma, iI! se transforma en 

N sin alterar su nÜll'lero cardinal. Consecuentemente 

.El converse del teorema resulta de la nota que en-­

;;:te 1.08 elementos de lltí y las diferentes unidades de su nÚInero.car­

dinal i una relación univoca (o de 00."-'-... 
rrespondencia subsiste .. Porque, como vemos, JI. crece, por as! 

lo.. fuera deM de tal manera que de cada elemento m de M una uni-

da.d especial de M surge~ As:! decir que 

( 9) 

])a la lIluma lIlanerá .H ,." Ñ. Si entonces i == Ñ f tenemos. por (6). 

Mencionaremos el sigu:i.ente teorema, el cual resUlta 

inmediatamente del concepto de equiva1~neia .• Si M .... son agr!. 

gadosque. no tienen elementos A\' ,N' , ....... son también 

agregados con la propiedad, ¡¡si 

entonees tenemos 

(lIl.N '1il"".) ,..,> (J4f,Jj¡t,pl,~ ••• ). 

Ó2 

"MAYOR" Y "MENOa" CONro~ENCIAS.-

3.;1 para dos agregados M y N con los nÜll'leros card~ 

les A.. ==, ¡ y b = Ñ, y ambas condiciones: 
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(a) No existe parte de M.que sea equivalente a N, 

(b) Existe una parte N1 de N, tal que NIN JI 

se cumplen, eS- obvio que estas condiciones se siguen cumpliendo si 

en ellas son reemplazados, M. Y N, por dos .. equivalentes, 

lVi t y.Ne. AI:I! .e11as expresan una relaci6n definida de 108 números -

cardinales ~ yb del uno al otro. 

[484] Además, la equivalencia de JI y N. Y ss! la 

guald.ad de <>t. y,b, es exclusiva, porque si tenemos JI '" N, tendremos" 

po·rque H1t\! M., la e NI (J N, Y entonces .. porque 11 N N. -

debe .existir una parte MI de M. tal que MIN M, Y por lo tanto 

mOE! tener litl'" N; Y .esto contradi.ce la condición (a) .. 

'Ferceramente~ la relación de o.. a b> es. tal que haoe 

imposible la misma relación de lo. a.o..; por<;.ue si en (a) y. (b) las -

partes jUgadas por 14 yN son intercambiadas. dos sur-­

gen, 1ascua1.es son contradictorias a 1as ya forma.da.s. 

Expresamos la rela.ciÓn de .c... en b caracteriza.da por 

(a) l' (b) d.ieiendo: l>.. ea "menor" que b eS b es "mayorJ" que <U en -

símbolos 

(1) 

Podemos probar fácilmente que 

(2) Si .. «. " yl, < .... en:toneessi.empre tel'l~Os -c.. < {J .. 

Apálogamente, de la se sigue inmediata-
:IIí 

mente que J si. , 

~< P yde P < b 
es una parte de un agregado P t de <l< PI se sigue 

se sigue PI.(.b. 

Hemos v1'2to que de estas ;relaciones 
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cada una excluye a las otras dos. ,Por otro lado. el teorema que. -

con ouaJ.esquiera dos nÚllleros cardinales <\ y b. una de esas tres 

'laciones debe realizarse necesariamenté t no es por su 

evidente por sI 

too 

y difícilmente puede ser probada eneete P1.I!! 

No hasta más tarde • .cuando nosotros hayamos adelan­

.tado en el examen s.obre las sucesiones ascedentes de los nUmeros -

cardinales transfinitos y una visión 

la verdad del teorema: 

de su conexión, resul-

.4.,,- Si ~ y.b son dos ná'meros cardinales cuales 

ra, entonces 6 <t. = b-, ó <Cl. <: h 6 ~> 1> • 

De este los teoremas siguientes, de los c1l!: 

les,. como sea, nO' haremos uso ser deriíl"ados simpleme!! 

te. 

doS 

'valenta· a uná. parte Nl de N y N a una parte 

N son .equivalentes; 

de entonces.]¡f ;¡ 

,c.- Si es una parte de un agregado JII ~ M2 es una 

pa.rte y si los eqUíva1en'tes, 

entonces es a ambos M y 

D~- S~. con doS M Y N. N no es 

te a14 ni a una parte de M, existe una de N que es 

E.- dos agregados._ y N no son eqUívalentes~ 1 ~ 

xiste una parte 

parte de JI! es 

de N que es equivalente a 

a N. 

entonces 

agregados M Y N que no tienen'ele-­

mentas comunes fue denotada. en §l, (2) por (M,N). Lo llamamos el -
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"agregado unión (vereinigungsmenge) de M y I'f". 

Si M- Y N' san otros dos sin elementos c~ 

munes, y si ti N M" Y N N N' t vemos que tenemos 

(M ,N) ,J (M'.N'). 

D~ aqu.f que el n'&nero cardinal de (M"N) solamente depende de los _ 

números ca.rdinales 1: :::: Q.. 7 Ñ := b •. 

Esto nos lleva a la definición de la suma de ~ y~. 

Ponemos 

(1) 0..+ b. = (J .. ,N). 

Desde que en el concepto de hacemos abstrae 

o16n orden de los elementos, concluimos inmediatamente . que 

(2) ~ +10. = b +<!L (38) 

y para. tres números cardinal.es cualesquiera <l., b • <> t'~memos 

ahora. a la multiplicaci6n. Cualquier ele--

men1:o m de un agregado M ser pensado como ligado con cual---

quier e1emento n de otro ag,t'$ga.do N para as! formar un nueVQ ele-­

ll1en:!;;Q. (m.,n); p.or (M.N) el. agregado de .. tOrdas estas ligad,::; 

ras. (m,n) y. lO ll.amamos él de ligadu:..l"S.s (verbindo.ngsaen-

de M y Nito As! 

(4) (JI.N) = {(m,n)l. 

Vemos qu.e la de) so19.lllente dep.ende de las potencias 

=~ 1"1 =~; porque si r,emplazSlll.os los agregad.os l!i y N por los 

agregadQl:i 
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respectivamente equivalentes a ellos y, consideramos ru,m' y n,n" -

como e].ementos correspondientes, entonces el agregado 

es llevado en una eorrespondencia reciproca y univoca. con 

guardando a {mtn} y (mt,n') como elementos correspondientes. As! -

(M'.N') .... (M.N). 

Definimos ahora. el producto <t. \:.. por la ecuación 

( 6) 

con el n-amero cardinal ~ .. b puede 

ser compuesto a partir de los agregadós My N con los n'lÍmeros \'lar ... 

. dinales: .Q. t.b de acuerdo a la regla: Comenzamos a 

del. agregado N y ICeempla¡¡o;a:mos eh e1 cada elemento n· por un l:Uil::r<:l'¡¡:!:I.,.. 

doMn M; si, en.tonces.reunimos los eJ.ementos de todos estos ~ 

gl'egados én un todo St vemos que 

y consecuentemente 

Po't'nUA. si, con cualquier regl.a dada la. de los dos 

agregados equivalentes M y por m el elemento de M 

que al elemento mn de I\!!nt·tenemos 

(8) 

y as! los agregados S y 

Y unívocamente uno al. ot.ro 

rrespondientes .. 

ser referidos recíprocamente 

mn y (m.n) como elementos 0.0---
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De nuestras definiciones resultan inmediatamente 

~.os teoremas 

(9) 

(lO} 

(ll) 

porque 

~.b=~."" 

4..(b.~}.,. (4.>.1»04 

<Q.' (b +<)) .. 

(M.(N.P» ~ «M.N).P) 

} J:.:I «M.N) , CM. 

La· adición y multiplioación de potencias están 

tas, por lo tanto, a. las leyes corimutativas. 

. butivas. 

Por un "cubrimiento de un 

y distri-

N con elementos 

del agregado M.f'. 6, • por un "cubrimiento de N con 

11" f entendemos- una regla mediante la cual cada. n de. :ies-. 

tá l.igado a un defi~ido de J.l, uno y ¡ü mismo 

to de.ll venir re-petidamente .en la aplicaci6n. El elemento da 

• con n. es, de una forma, un valor de una funci6n de nv y 

puede ser . denotado por. f(n); y es llamada lma. "función cubierta de 

n". Lá cubierta de N será llamada 

(487] Dos 

y 8610 si, para todos elementos n de N la ecuaci6n 
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se cumple, de tal: forma que si esta ecuaci6n no subs±ste aún para 

un elemento singular n '" no~ fl(N) y son caracterizadas como 

cubrilllientos diferentes de N. Por e • si roo es un elemento 

de Ni. debemos que. para todQslos n' s 

f{n} == lllO; 

es"ta regla un cubrim:l,ento de N con M. otra -

dé cu.brimientos resulta si mo y ml són aos elementos 

1a.res distintos .de M y TIc un elemento de N, 

f{n} = lBl>' 

para todos los n~s que son diferentes de Do-

La totalidad de cubiertas diferentes de N con • fo~ 

. ma un agregado 

"agregado cubierta ( 

(NH!). As!: 

(2) 

{3} 

con los elementos f(lf); 1.0 llamamos 

gunsme·ng;e) de N con M". Y lo denotamos por 

(NIM) = {f(N)}. 

que 

As! el cardinal df3 de los cardinales 

I = ~ y ~; nos sirve para nuestra definición de .d: : 

Para cuales tres JI[ .' P, probamos 

allmente los teoremas 
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( 6) 

) 
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(NIM}.(PIM)} '" «li,P)¡M), 

{(PfM).(PIN) ~ (PI(M.N»)~ 

(PI (NIM» Ñ (P.N)! 
,. 

de los cuales t si ponemos P = ~, tenemos, por (4) JI poniendo aten-

ción al 93, los teoremas para cualesquiera tres números cardinales 

~, 1:> t.(¡ : 

( 8) 

(9) 

(lO) 

.ot • ¿ :: <tOH . 

~ • !al; =: <<\..b)<: 

(ó,.-)<: = <tb>,c 

1488] Vemos que tan profun~aa JI enriquecedoras son 

estas Simples fórmulas extendidas a mediante el 

te ejemplo. Si poten.cia del continuo linéál X (o sea. 

la totalidad X de números reales tales que O:: x'¡; 

fáci1i'ente . puede ser por, entre 

la: 

(ll) 

donde el.9 6 da el significado de ;(.. De hecho. por 

potencia de todas las representaciones 

por <., vemos -

fórmu-

~ , 2 es la -

(12) X "" ;r(1) + 
2 

+ ..... + fe v) .... u.. (donde f(v) = O Q a 
2v 

de los números x en el sistema binario. Si ponemos atención al he-

eho de que número x está representado una sola con la ex 

cepción de 1QS números,.x == ~{l, los cuales representa-

dos dos veces, tenemos, si denotamos la totalid.ad"nume:rable~ de !: 

que1 por {ay}, 

_ 21.,.= 
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Si sacamos de l: <cualquier agregado numerable {tvl Y denotamos el -

restante por 

as! que 

y as! (~l) 

~ tenemos: 
,. 

x = ({ ({ t2v-lr • {t2v} ,XI>. 

({svhX ) = ({sv}. 

{t2v-l} N {a v} , {t2V} N {tv} • 

X tV ( ,X) , 

De (11) se elevando al cuadrado por ~6. ( 

q • -c =: • 2 j", "" 2?t. +:t.. = 2 ~o :: <; 

aquí que, éontinuandó la por 

(13) 

donde v. es cualqui.ernÚlnero cardinal finito. 

Si ambos lados de (11) a la potencia X. o~ 
tenemos 

pero de.sde que, por el 96 (al t<,,,,,"/.,, tenemos 

(14) = .e 

Las fórmulas ( que la dimen--

aión-vy la del continuo tienen la pot.encia de la di .. 

mensi6.n-l continua. Aa! el contenido oompleto de mi artíoulo en. el 

Journal de Orelle. Vol LXXl.IV. • está derivado algebráicamente 

puro con estas pocas plumadas de las f6rmulaa fundamentales. del 

cálculo con números cardinales. 
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LOS HUMEROS CARDINALES FINlTOS.-

lIiostrare.!!lOS ahora como 1ós que .hemos es-

tablecido, sobre :108 cuales construiremos másta,rde la teoría del 

infinito o nlSmeros cardinales transfinítos, proporcionando también 

la más natural, .corta y rigurosa fundamentación de la teoría. de 

los números finitos. 

A una cosa singular 160' si la subllamamos el -

concepto de agregado Ea = (eo), corresponde a un número cardinal. 

al cual llamamo.s "uno" y lo denotamos por 1; tenemos 

(1) -1. ::::: Ec' 

. Unamos abora a Ea otra .cosa e:b Y llamamos al co.njunto unión 

tal que 

(2) 

lU n&nero cardinal de es· llamado "dos" y está denotado por 2: 

. lúiadiendo nuevos' elementos otrt.enemos la serie de agregado.s 

la cualno.s· da sucesivamente, una sucesión ilimitada, los otres 

así llamados "números cardinales finitos" deno'tados por 3 .5 •••• ~ 

El uso qué hemos· hecho de estos números como sufijos está 

cado por el hecho de que un. número s6~o pued.e ser como un su 

fijo cuando ha sido definido como un llWnera cardinal. fenemos. si 

por v-l es entendido el nÚ!:llJ'ro inmediatamente 

la serie anterior 

(4) V ::: 

de v en -
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De la definici6n. de la sume en el "Sjl sigue 

(6) + 1 

es decir, cada número cardinal excepto el 1J es la suma delinme-­

diato predecesor y 1.(40) 

Ahora, los siguientes teorema~ vienen a caer en pr! 

mer plano: 

A.- Los términos de la serie ilimitada denÚlneres -

cardinales· finitos 

1" 2 ; 3,. • .... $O • ,·v, '* ....... 

son todos. d·if'erentes uno del otro (es 1a 6ondici6n de equi-

valencia estab1ecida en el 91 no se cumple para los agregados co­

rrespondientes). 

(490) 1;l.- Cada uno de estos números v es mayor que 

los· qué lo y menor que los que le (§ 2). 

c.- No existen números cardinales que. en magnitUd. 

caigan entre dos números consecutivos v y v+l (§2). 

Haremos la demostración de estos teoremas descansan 

do.sobre dos siguientes. D y E. Debemos. entonces, en e1 

mG;;tugaI't dar . de los dltimos teoremas. 

D.- Si lil es un agregado ·tal. que tiene igualdad de 

potencia con ninguna. de sus partes, entonces el agregado (M,e) el. 

cuai de M añadiéndole un elemento e. tiene la misma 

prgpiedad de ser de potencia con ninguna de sus partes. 

E.- Si N es un con el. námero cardinal. 

to v. y NI es cua1quier parte de N, el número ca.rdinal. de es i-

auno de 108 n~eros. urecea.e~~etS 1 .3 ••••••• v-l. 

Demostración del D.- que el a.gregado 
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(M,a) es equivalente a una de sus part·es la cual ll$l!lal'emos Ne 
'. 

toncesdos casos, ambos de los cuales caen en una contradicción, 

deben distinguirse: 

(a).- El agregado N contiene a e como sea 

N = (M1 ,e); entonces M1 6S una parte de.M porque N es una parte de 

agregados.,s Ql.Ü valentes JI (MI.e) :P1;l.edS ser da tal formám.odi-

. ficada que el' elemento e de uno corresponda. a.l mismo elemento :e 

del otro; por l.oqr¡.e , entonces, M Y están refe·ridos 

mente· Y' un!vocsunente uno al otro. Pero ésto 

ción .que M no es e qui valente a su parte Ml;" 

(b).~ La parte N de (M,e) no 

la. 

a e como ele-

mento, de tal. manera que N es ólli 6 una parte de :M. En la reglá de 

, correspondencia entre (Ji .e}y N. la cual cae en la basa nuestra 

hipótesis, al ele\Jl,ento .e del per¡nftase al elemento f del-

úl timo oorresponder. Sea. N :::: (M1-~f); entonces el M es 

6ll una relación recíprocamente univoca con "1" -Pero es 

una parte deN yde áqu!de .M. De aqu! que M debe ser 

auna de sus partes. y esto contradice nuestra 

Demo.straci6n del E.- Supondremos la verácidad del -

teQrema hasta cierta v, y entonces concluir su vs.¡idez para el nú-

mero '11'+1 el cual, 

pazamos con el ~D,~~,g~,nA 

con el número cardinal 

, la veracidad para 

como un agregado, 

Si· el teorema es oie'rto para esi¡e 

agregado con el mismo número 

'11'+1. se sigue inmediatamente de §l. Sea E' cualq\1.ier parte 

de Ev; distinguimos :Los 'siguientes 

( .- Et no'contiene a av como E;llemento p entonces E 

es Ev-l (491) 6 un.a parte de t y as.! tiene como. número cardi---

nal a v 6 a uno de los nUmeras 1,2.3 •••••• t porqu.'€ 
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nuestro teorema verdadero para el agregado Ev-l. con el námero car 

dinal v. 

(b).- E* consi.ste del e!emento ev ' enton--

ces B' "" l. 
(ej.-E' consiste deev y un conjunto E", tal que 

E' = (1S t
• t ev). E" es una de y tiene por lo tanto"por 

la hipótesis, como número cardinal a uno de 10B números 1,2.3, •••• 

•• ,v-l.. Pero ahora 'Ef "" i'· +1, Y as! el 

uno d;e loS números 2,3t3~ •• M •• tV. 

cardinal de E'es 

Demostración A.- Cada uno de los agregados que 

hemos denotado por 

cualquiera de sus 

para cierta v, se 

tiene de no ser equivalente a 

si suponemos que ésto es cierto 

del teorema D que ésto es de la misma for-

ma para ,el número que l.e 

conocemos inmediatams¡::tte que el :: (eo,sl) no es equiv! 

lente a cualquiera de sus partes t las cuales son aqui (eo ) y (el)" 

Considere.mos. ,dos námeros u y v de la serie 

1.2.3 •••••• ; entonces, si 11 es el y v es el Último, Eu-l 

no son equivalentes. y cons~ es una parte de y 

cuentemente sus n1Smeros cardinales u = iU-l y v = Ev-l no son 

.les", 

les finitos u y v el 

del B.- Si de los dos números cardina­

es el <m.terior y el segundo es el Úl-

timo. en'toncas u < v. Para los dos agregados Ji( '" y 

N :: para ellos c.ada una de las condiciones en. § 2 para i < i 
éstá cumplida porque. por el teorema 

E una parte de III "" puede tener solamente uno de Los números 

cardinales 1,2. .." .... u-l, y por lo tanto. por el teorema no 

ser al agregado N = BV_lo La. condici6n ( se 
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cumple porque M mismo es una parte de N. 

Demostración del C.- Sea ~ un n1'itaero carliinal menor 

que v+l. Debido a la condici6n (b) del 92. existe una de 

con el número cardinal <>... Por el teorema E, u...'la sola-

mente puede tener uno de los nÚlI¡eros cardinales 1.2~ 3 ... u. ,'lo As!. 

<11... es igual auno de 1013 números cardinales 1.2,3,.o ••.• "v. Por el 

teorema B. ninguno de é.sto.s el:! mayor que v. Consecuentemente no e.." 

xiste un número cardinal el cual es menor que '1+1 y mayor 

De importancia para lo que es el 

teorema: 

F.~ Si. lf es Cualquier agregado de .diferentes nÚlne-­

ros cardinales finitos, existe uno, kl. entre ellos el ctlal.es me­

nor que .él resto. y por lo tanto el menor de todos. 

[492.] Demostración.-El K (,) contiene el 

mero 1, ~n cuyo caso es el menor, kl :;: l~ o no lo co~tiene. En el. 

últim.o caso,ssa J el agregado de todos aquellos n:ámeros cardina.­

les de nuestra serie 1.2,3 ••••••• los cuales son menores que aque­

llQs que existen en K. Si ?U námero v pertenece a J p todos los 

meros menores que· v pertenecen a·.J. Pero J tener un elemento. 

v1. tal que VJ..+ l. 'i consecuentemente todos los. mayor~s .00 

pertenecen a P9rque de otra manera J tOo,08 los 

ros finitos •. puesto que los números pertenecientes a. Kno están 

contenidos en .J. Así J es el segmento (li.oscbnitt) (1.2,..... } .. 

El número vl + 1 :;: 

que el resto. 

es necesariamente un elemento K Y menor -

De F conéluimos: 

G.- Todo conjUnto K = {k} de d·iferentes námeros 01'11' 

dinales finitos ser l~evado a la forma de la serie 
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tal· que 

Conjuntos con n4ne¡"os cardinales finitos son 11ama­

"conjuntos , todos los otros los llamaremos ~conjuntoa 

transtinitos" y SUS .u"",,,:;'..!.,,, 

nitos", 

cardinales 

El 

dado por la,. tot~;i.dad de loa números 

cardinal (~l) 

:= .~. (41) 

transfi· 

es.tá -

JG:.. , 

que no es 

Que J4 es ,un 

a cual 

transfinito. ea 

número finito u, se sigue del 

hecho. que, si a un agregado { es sumado un nuevo elemento e(:!? él 

({vJ.eo ) es 

noso'tros 

te m!vooa 

elem.ento 1 del 

pensaven una 

611.08; al el$mer.d¡o eo d&1 

y al'elementó v del 

elemento v+1 del otiro. Por el §3 tenemos aa:! 

2.} + 1. "" 

mostramos en el que u+1 es 

00 es ~"''i,--'''' ,número finito u. 

corresponde el 

el 

de u. JI por -
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que u 

ponemos atenci6n al, ~3. de los tres heCr.108 

, que no existe parte del agregado (1?2, 

•••• ,u) que sea equivalente al agregado {V]. Y que 

es él mismo'una parte de {vJ~ (42) 

Por otro lado. Xo es el menor de los ,números cardi­

nales tra~sfinitos. Si <:X. es cualquie.r número card.inal transfird:to 

dif'erente d~ ~, entone_'es 

(4) 

Esto descansa en loa teoremas siguientes: 

A.- Cualquier agregado transfinito 'f .tiene partes -

con el número cardinal~ .. 

Demostraci6l'l.-Si. mediante 

sacado, un número fínito de 

pre la posibilidad de sac'ar un 

! t v } t donde .., denota cua.1.quier número cardinal 

te de [' con el número cardinal ".po.rque { IV 

re'gl.a~ nemos 

queda 

tv·El 
• es una 'par-

B~- Si S es un agregado transf'inito con el número -

cardinal. )1..., y SI, es cualquier transfinita de i:I. entonces, 

SI = ;4,.. 
Demostración.- Hemos supuesto· que S N { .. E'sc6 ;jasé 

una regla. de correspondencia definida. entre estos a,gregados. -

y, con e.sta regla. denótesepor s.., aquel elementada Sque'corres­

pande al.. elemento. v de { v J tal. que. 

La parte de S de ciertos elementos sk de y la to~ 

lidad, de números k e
, forma u:n:a. parte transfini te K del agregado 1 v j. 

Por el teorema G del §5 el agregado K puede ser,11evado a la forma 

una serie 
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donde 

consecuentemente tenemos 

={Skv!· 

De aquí ,se que N S, Y por lo tanto Si ==~. 
De A y B resu2tala fórmula (4) F si hemos &bservadO 

el ~ 2. 

D.e (2) concluimos ~ añadiendo 1 a ambos lados. 

Tt repitiendo ,esto 

( 5) 

También -penemos 

(6) , '" :¿'. 

por (1) del 93. '1- es el número 

éardinal de' 

Ahora, o bviamen,te 

{v} == ({2v-l}.{2v}), 

La ecuaci6n (6) también puede ser escrita 

-2 '" )!,...; 
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JI, afiadiendo Xo a ambos 1adOB, encontramos que 

v. k = ;!lo. 

También tenemos 

( 8) 

Por (6) del §3. J{., .. j..,. es el número -

cardinal del agregado de 

donde u y v son números cardinales finitos los cuales 

son indepenq.ientes uno del otro. Si ). también representa cua1quier 

número cardinal finito, que {).}, {uJ. y ·80n 

taciones solamente para. el mismo .de todos los números fi-

ni.tos. tenemos mostrar que 

Denotemo.su+v por f'; entonces f toma todos los valores numéricos-

2,t ...••• y existen (u.v) en todos los elementos p-l.para los 

cuales u+v = p, 1iamémosle: 

(1, 

En esta sucesión el elemento (1 ¡, para el cual -

p :::; 2, ponga, entonces los dos elemento.s para los eual.6.s ,P= 3, 

tonce.s .los trese.lementos los cuales p= 4, Y as! en adelante. 

Por lo que obtenemos todos loS elementos 

pIe 

(1,1); (1,2).(2 

JI aqu!, como fácilmente vemos, el elemento (u, v) viene en el ;t -é­

simo lugar donde 
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la variable).. toma todos los valorea numérico.s 1.2,3 ••••••• una B~ 

l.a vez. Consecuentemente. por el significado de (9). subsiste una 

rélaci6n recíprocamente unívoca entre los agregados {vJ y {{u,v}J. 

[4951 Si ambos hdos de la ecuaci6n (8) son ~u1ti­

plicados por Y... obtenemos 'l.e3 = j.,2::~. Y. medi~te multiplicasi!!. 

nes rlilpetidas por t" obtenemos la ecuación. válida para todo núme­

ro cardinal finito v: 

(10) )!",v =~. 

Los teor~mas E y A del ~5 nos llevan a.esteteorema. 

so bre agregados finitos.: 

C • ..;. ~odo agregado finito E es tal que es equivalen"': 

te a ninguna de sus partes. 

Este teorema sostiene fuerte oposición al sig-..¡iente 

sobre agregados infinitos: 

D.- Todo agregaao transfinito T es tal que tiene 

parte.s TI que son equivalentes a él. 

Delllostráción.- Por el teorema A de este parágI'a,.fo e 

xiste una parte S :: .ttvJ de T con el nmnero cardintll ~.Sea T == 

(S,U), tal que U está compuesj;o de aquellos elementós de l' que iSon 

diferentes de los e1emento5 t v- Pongamos 31 '" {tv+l.l ~ 1'1 = (S].,u)f 

entonces Tl es una parte de 1', y, de hecho, aquell.a parte que sur-

ge fuera de T si dejamos fuera el elemento Des.de que 

S ~Sl.. por el teorema B de este parágrafo~ yU ÑU, tenemos, por 

e191. l' Ñ Tl~ 

En estos -peoremas e y D la diferencia esencial en­

tre conjuntos finitos y transfinitos.a la cual me re feria en el ~ 

iio de 1877, en el volumen ,LXXXIV [1878] ael Journalde Crelle. 242 

pp .. , aparece en su. forma l!l.~ clara. 
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Después de haber introducido el menor número cardi­

nal transfinito '"k y derivado sus propi:dades que caen a primera m~ 

no, la.cues'tión surge hasta los números cardinales mayores y como 

provienen de~. Debemos mostrar que los números cardinales transfi 

nitos pueden ser de acaerdo a sus 

te orden, formar como los números finitos, un "agregado 

nado" en el sentido extendido de las palabras. Con exepci6n de )4 p 

-
por una regla definida, el número cardinal prÓtiínc mayor ...tJ., sale 

de éste mediante. la misma regla el sigUiente mayor t~ • y asi en a­

·delante. Pero alin la sucesi6n ilimitada de números cardinales 

no agota. el concepto de número cardinal transfinito. D.emostraremos 

l.a existencia de un número cardinal el cual denotamos mediante X ... 
. y que demuestra. él mismo ser el siguiente mayor a todes los nóme­

ros t.;. sacada del procedimiento. de la misma manera como ~ sale de 

)1.; un prótimo mayor}L;"".¡ 1 y as! en adelante • sin fin. 

[496} Para cada nóm~ro cardinal transfinito <=t. exis­

te un próximo mayor procediendo fuera de él de acuerdo a una regla 

unitaria f y también para todo 

mitadamente .denúmeros 

bien-ordenado creciendo. i11 

transfinitos.{<:t..l. existe uno ma-

yorquele sigue procediendo f~rade aquel agregado de una forma 
-"_<. (44) w.u.ca. 

Para la fundación de esta materia, descu--

biertaen 1882 Y expuesta en el panfleto Grundlag.en einar allgeme.!. 

1883) Y en el volumen 

del MathematischeAnnal.en~ hacemos uso de los así l.lamados "tipos 

de orden" cuya teoría tenemos que pone,r fuera en los 

rágrafos. 
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§7 
LOS TIPOS DE ORDEN Di:: AGRl!:GAOOS S¡MPLl!;üNTE ORDENAOOS.-

Llamamos un agreg<\.do M "simplemente ordena.d~" si 

una regla definida de "orden de precedencia" sobre sus elemento.s m, 

tal que, de cada dos elementos mI y m2' .uno toma el· "menor" y 191 5! 

tro el "mayor" rango, y tal que, si de tres' elemento.s .mI' m2 y m3' . 

mI digamos. es de menOr rango quem2' y m2 es .de menor rango que -

. m3' entonces ml es de menor rango que m3. 

La relación de,dos elementos ml. y m2, en 1a cual mI 

tiene el menor ra.'lgo en el orden de preCEl'dencia dado y m2 el' mayor, 

se expresa parla f6rmula: 

(1) 

Aa! .. por ejemplo. todo agr~gado P de· puntos defini­

dos sobre una línea recta es un agregado simplemente ordena.dQ si, 

. para cada dos puntos PI Y P2 pertenecientes a ella. aquel cuya ox- . 

denada (han sido fijados un origen y unadirecci6n positiva) es la 

menor se le da el menor rango. 

Es evidente q'b16 uno y el mis~ conjunto pue~en ser 

"simplemente ordenados" de acuerdo a reglas lAuy .diferentes. AS:L 1 -

por ~jemplo, . con el cOJ;ljunto Jl de todos los núm.eros racionaJ.es.p~ 

sitivos pjq (donde p y q son primos relativos ente;t:'os) 108 cuales 

son mayo·res que cero y menores que uno. existe. pri1il:eramente 1 su -

orden "natural" de acuerdo a su magnitud; entonces ellos pueden 

ser árreglallos (y en e~te orden denotaremos al conjunto por Ro) 
ta1 que, dedos números pll ql y p,¿/ Q.2 para 105 cua1es las sumas 

Pl+ql y P2+ q2 tienen diferel;ltes valores, el nmnero para el 1lual la 

suma correspondiente es menor "ama el menor rango, 1. si 



entom.l$S el más pe de los dos números racionales es el menor. 

[497] .En esta orden da precedencia, nuestro ~~r~~~,uo. desde que a 

wioy el mis.l!lo valor de p+q pertenece .solamsnte a un número finí to. 

de números racionales pí ti, evídentemeilte tiene la 

donde 

Siempre, entonce~. cuando nosotros hablamos de un ~ 

gregado lli. "simplemente ordenado", nosotros imaginamos acostado un 

orden definido precedencia de .sus el,ementos t en el ex--

puesto arriba. 

B;¡dsten ordenadol? doblemente, terceramen-

te. v-mente y ó..:-mente; pero para el presente no los considerare--

mos. Así que en 10 que s~gue la expresión más corta 

ordenado" cuando pensamos en "agregados simplemente-ordena---

dos." 

Cada ordenado M tiene un "tipo ordinal" 

finido, o más un .. de.finido. el c.ual denotamos por 

(2) 

Por esto entendemos el concepto general que resulta 

de lWi si nos abstraemos solamente de la naturaleza de los elementos 

m, y retenemos el de entre ellos. As! el tipo o~ 

dínal Mes él mismo un agregado-ordenado cuyos e::).ementos s'on unid!! 

des las cuales tienen el mismo orden de precedencia entre cada una 
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de ellas como los elementos correspondientes de M. de los cuales e 

l1as. son der~vadas por abstracción. 

Llamamos a dos agregados-ordenados M y .N ".similares" 

(ahnlich) si ellos pueden ser puestos en una corresponden'Ciabiun! 

vocauno al otro de tal manera que, si mI. y m2 son cuales quiera 

dos elementos de M y nl y n2 los correspondientes elementos de N, 

entonces la relación de rango de ml a m2 en M es la misma como a.:.­

quell.a de nl a n2 en N. Una correspondencia tal de conjuntos simi­

lares la llamamos una 1t:mnaginaci6nu(46) (abblid~g) de est:os agre­

ga40s uno sobre otro. En una "imagill.aci6nttt:al.~ a cada parte -la -

cuaiobviamente s6l.o,aparece como un agregado-ordenado- MI dé M-

. ·corresponde una partesimilarNl de N. 

Expresamos la So.imil.aridad de. dos agregad.os li y N 

porl.afórmula 

Todo agregado es similar a si mismo. 

Si dos agregados-ordenados son similares a ~ tare.! 

ro, elles son similares entre si. 

(498) Una consideración simple muestra que dos agr~ 

gados-ordenados ti.enen el mism.o tipo ordinal si, y s610 si, son 81:. 
mil.ares; de· tal forma que de las f6rmul:as 

una es siempre consecuencia de l.a otra. 

Si, con ~l tipo ordinal. M abstraemos el orden de pr~ 

cedencia de sus elementos, .obtenemos (§:l) el nlÍmexo cardinal M del. 

agregado-:úrdenado M. el cuaJ, es, al mismo tiem.po. el número cardi-

nál del tipo ordinal. De M '" Ñ siempre se sigue i == • es decir,-

agregados-ordenados de tipos iguales siempre tienen la misn¡apote!l 
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o.ia o número cardinal; de la similaridad de agregados-ordenados se 

su equivalencia. Por otro lado, ~os agregados pueden ser 6-­

quivalentes sin ser similares. 

Usaremos las letras. minúsculas del alfabet1) griego 

para deItotar tipos ordinales. Si '" es ll.."1. ordinal, entendemos 

]Jor 

( 5) 

correspondiente número cardinal,,(47) 

Los tipos o~dinales de agregad.os-ordenados finitos 

no ofrecí'n interés eBpeciaLPara ésto nos convencemos fácilmente 

que, para. uno y él mismo número cardinal finito v, . todos los agre­

gaüos simplemente-ordenaÜO¡:¡ son similares.uno a otro, y así tienen 

UÍloy mismo tipo. Así los tipos ordinales finitós estan 

suje.tos alas mismas leyes que los números cardinales· finitos y ea 
. ..... 

ti penni ti.do usar los mismos símbolps 1,2,3.4 ........ v y* • ••• para! 

, aunque son conceptualmente diferentes a los números cardina ... 

les. El caso es totalmente con.los tipos ordinales 

finitos; POrque para uno y el m2smo número cardinal. pertenecen una. 

i.q.numerabiliaad de tipos diferentes de agrega.dos simplemente-orde..;;. 

nados,1.os cuales, en su totalidad, qonstituyenuna "clase de ti-... 

pos" (typ.enclásse) particUlar. Cada una de estas clases de tipos -

está, por lo tanto, determinada por el número cardia..."ll transfinito 

ó., cual es común a todos los tipos pertenecientes a la. clase. A 

s110 llamamos pro brevedad la clase de tipos [oJo Aquella clase 

que presenta naturalmente primero a nosotros, y cuya completa 

. investigaci6n d.ebe. por consiguiente, ser E't1 Objetivo esp~ 

c:j.al de la Teoria: de Conjuntos l'ransfíni t06, es la clase de ti.pos 

[;4] la cual abarca. todos los tipos con el menor de 106 números 
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card¡inales trans fini tos ~. Á partir del número cardinal que DETE! 

MINA la. clase de tipos· [<;J tenemos que disting¡.¡.ir elnÚ!l1ero cardi-
~ . . 

nal ~. ~l cual por su parte (499) ESTA D1!\'rERMINADO POR la clase de 

tipos [~.1. El Último es el ,número cardinal que (91) la clase [<l] -

."tiene. en cuanto representa un agregado-ordenado definido cuyos e­

lementos son todos los tipos ot con él nl1mero cardinal <\.. Veremos -

que« es diferente de 4., y ¡iesde luego siempr7 maYor que Q.. 

Si en un agregado-ordenad\) .14 todas las relaciones -

de precedenccia de sus elementos están invertidas, de tal forma que 

"menór" se vuelve ~mayor" y "lllayor" se vuelve "menor" en todas 

tes, ootenEl!llOs de nuevo un agregado-ordenado, el cual denotamo!3 

por 

(6) 

y ~lama.dQ el "inverso" de M. Denotamos el. 

o{ =M, por 

ordinal de M. si-

"ol.. (48) 

caso de 

Puede suoeder que 

finitos o en 

= o( 1 como. por ejemplo. en el 

del tipo del de todos 

losnÚDl.eros raoionales que son mayores que cero y menores que uno 

en su arden natural 

jo ncrtaci6n ". 

precedencia. Este tipo lo investigaremos ba 

dos similares pueden ser 

o en muchas maneras, en el 

más adelante que dos agregados-orden~ 

uno sobre otro o en ~~a manera 

caso el. tipo en. cuesti6n es 

lar a él mismo en una manera solamente, en el segundo caso en mu.­

chas maneras. No 'solamente todos los tipos finitQs, sinemllargo 
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los tipos de conjuntos bien-ordenados transfinitos, de los cuales 

nos ocu?aremos más tarde y los cuales llamamos ~nÚMeros ordinales 

trarisfinitos", son tales que ellos permiten una imagen singular 

ore elles mismos. Por otro la.do. el tipo 1. es similar a si m15M 

en una infinidad de maneras. 

Haremos clara esta diferenciamed1ante dos ejemplos 

simples .• l'Ol" w a-ntend'emos el del agregado bien-ordenado 

en el cual 

ev -< ev+l t 

y donde v representa todos los llÚMeros cardinales fwitosen turno. 

Otro agregado bien-ordenado 

con la condici6n 

del mismo tipo.w ooviamentesolamente ser imaginado' en el 

formado de tal manera que ev y fv son elementos 

Para el f el elemento meno.r en rango delprimeró, debe t en elproc!!. 
i . 

so de imaginar t ser correlacionado al menor fl del se"~~-

do, el pr6ximo después de el en rango (e2) a t2~ ei·p1'6x:i.mo des-

de tI' y as! en adelante. [500] Toda otra' bi)! 

nívooa de dos conjuntos equivalentes {av} y {fv} no es una .. :imagi ..... 

naci6n" en el .sentido que la. hemos compuesto arriba. paralii> teoría 

de 

Por otro .lado, tomemos un agregalio ordenado de .la -

forma 
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{ 

donde v representa todos los finitos positivos y negativos, 

incluyendo el cero, y.donde del mismo modo 

conjunto no tiene elemento menor ni mayor en rango. Su tipo 

es" por la definici6n dada en el § 8, 

*w + w. 

Es similar a él mism" en una infinidad de maneras. Consideremos un 

conjunto del mismo tipo 

l f;.l ' 
donde 

los dos agregados ordenados pueden ser uno 60-

otro de ta¡ fórma que. si entendemos po;!:' un elemento de 

do de los n-wneros v$. el elemento av ' del corresponde al 2-

lemento del. segu."ldo. Desde que es arbitrario .a-
una de imágenes. 

El concepto de "tipo ordinal" desarrollado 

transferido de manera semejante a 

• contiene. en conjunci6n.con el concepto de 

cardinal" o introducido en el §l. toda cosa capaz de -

ser numerada ige) que es pensable, y en este sentido no 

más allá. No contiene nada arbitrario, sin 

La extensión natural del concepto de número. Merece ser 

que el criterio de igualdad (4) se 
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necesidad absoluta del concepto de tipo ordinal y consecuente­

menta no permite alteraci6n. La causa más importante del gran e­

rror de G. Veronese en "Grundz~e der Geo!!letrie" (Alemán Jlor Á.-

Sheep, Leipzig, 1894) es el no reconocimiento de este .punto. 

En la página 30 el "número (a..'1.zahl oder·zahl.) de un 

grupo ordenadott está definido del mismo modo COTIla aquel que hemos 

lla!!lado . el "tipo ·ordinal de un agregado simplement.e ordeIlado" (zur 

lehre vom transfiniten. Halle, 1890, pp 68-75; reimpreso de la 

tschr. für Philos. und Philos. Kritik de 1887). [501] Sin embargo, 

Verones.e piensa que el debe hacer una adición al criterio deigua! 

dad. El d.iceen la página 31: 1fNt1m.eros cuyas unidades corresponden 

uno a oj¡ro únicamente y en el mismo orden en los cuales el primero 

no es una. parte del otro .Q igual a una parte del otro son iguales". 

La definición de igualdad contiene un círculo y así es sin sentido .• 

¿Cuál es el. significado de otno igual a una parte del otro enasta 

ádición? Para contestar esta pregunta, deb.emos saber primero cuan 

.do dos n~eros son iguales o desiguales. Así. a parte de laarbi­

trarie:dad de su definición de igual, presupone una. definici6n de .! 
gu:a.ldad. y esta de nuevo presupone una definición de igualdad. en 

la cual debemos saber de nuevo que son iguales 1) desiguales, JI as;i 

sucesivamente AD INFnUTUIi. Después que eron.6se ,por así decirlo. 

ha dado por su voluntad reconocimiento a la fundamentación 

indispensable para la comparac.i6n de números. no debemns estar SO~ 

prendidoS, con el desorden con el cual. más·ta:rds t él opera con 

sus números pseudotransfinitos. y les atribuye propiedades las c~ 

les ellos no pueden poseer simplemente porque ellos mismos, en la 

forma imagi.nada por él ¡no. tienen existencia exepto sobre el papel. 

De esta manera. también- la similaridad extra.ordinaria entre SUB 

"números" a los muy absurdos "números infinitos" de.Fontenel1e en 

su "Géométrie de l'infini" (París. 1727) llega a ser comprensible. 



- 45 -

Recientemente t W. h.illing ha dado la expresión de bienvenida a sus 

dudas concernientes a la fundamentación del libro de Veronese en .... 

el"index Lectionum" üe la Academia de l\!I.Unster de 1895 ... 1896. (49) 

98 

El unión (M..N) de dos agregados M JI N pue~ 

de; si M JI N están. ordenad,os •. ser concebido como un 

nado en el cual las relaciones de precedencia de los elementos da 

. M en.tre ellos mismos asI como las relaciones de precedencia. de los 

elementos de. N entre ellos mismos queden igual como en M JI N res­

peo"tivamente, JI todos losel¡;¡mentos de M tienen menor rango que t,2. 

·0.0.8 los elementos de N. Si l/í' Y N t son otros dos agregádos ordeh,!! 

dos. M clM' Y N e.,N f. [502] entonces (M ..,. (Ni I ,N" J; así el tipo 

. ordinal de (Ni.N) d.epende solamente de los t.ipos ordinales i ;= o<. y 

Ñ '" De esta manera definimos 

( 
( 50) 

hin la suma o<. + ¡, llamamos a at el "sumando" y ¡5 el "sumador". 

tres tipos probamos fácilmente la 

ley asociativa: 

al. + (¡s + r ) = ( ,;. +.¡1 ) + K' • 

I'ór otro lado, la conmutativa no es • en general, vara -

la adici6n de tipó.s. Vemos esto mediante el siguiente e sim-

Si w es el tipo 1 ya mencionado en el § 7. del conj1l!! 

uien-ordenado 
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E = ( , .... "' . .,ev,·· .. ··}t 

entonces l+w no es igual a w+l. Porque si f 6S un nuevo elemento, 

tenemos por (1): 

l+w 

w+l = (Etf). 

Pero el agregado 

es similar al conjunto R, y consecuentemente 

l+w = w. 

Por él contrario. los agregados E y (E, f:) no sO.n similares. porqué 

. el primero no tiene. un elemento qua sea mayo.ren rango. 'Pero 

segund.o1;iene el término. mayor f. De esta manera w+l..es diferente 

de w = l+w. (51) 

Fuera de los dos agregados ordenados 1lI! y N con los 

tipos.c;l. y /,podemos levantar un agregado, ordenadOS sustituyendo ... 

cada elemento n de N 'Por un agregado ordenado 

mismo tipo r;I.. de M, de modo que 

y, para el orden de precedencia en 

(4) 

hacemos las dos reglas: 

(1) Cada elementos de S los cuales 

eJ.. cua¡ tiene el 

a UPO y al 

mismo agregado Mn ret:ienen en S el mismo orden de precedencia como 



- 47 -

(2) Cada das elementos de S que pertenecen actos agregados 

farantes Mn1 Y Mn2 tienen la misma relaci6n de precedencia como nI 

y n2 tiene~ en N. 

El tipo ordinal de S depende, como vemos fácilmente, 

solamente de los tipos ol y ~; definimos 

.,( .¡g = s. 
[503]· En este producto c{ es llamado el "multfplicando" y ¡6 el "mul 

tiplicador". 

En cualquier iI!lag~n de 

elel.emento de Mn que corresponde al 

también podemos escribir 

(6) s == {mn} .. 

de M sobre Mn sea mn 
ID li~ entonces 

Considerese un tercer 

entonces por ( 

P :::.{ ccm el tipo ordinal P == r ~ 

( 

(ol-/)·r= {m(Up)J. 

Pero los dos ordenados {{mn)p} y {m(np )} son similares~ y 

eS.Jián uno sobre otro si observamos los elementos (mn}p 

y m(l'lp) como correspondiéndose. Consecuentemente, para tres tipos 

.1. • p y r la ley asociativa 

(7) (d. ¡1 )~(= d-. (,~. () 

subsiste. De (1) y (5) se sigue fácilmente la ley distributiva 

( 8) 

pero en esta forma solamente, donde el factor de dos términos es­

¡ü multiplicador. 
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POf'el contrario. en la lIlultiolicaci6n como en la ! 

diciqn, la ley conmutativa. no es generalmente vá.lida. PO? ejem.,lo. 

2-..,.., y w·2 son tipos diferentes; porque, por ( 

lIL~entraSque 

es dife.rente de w obviamente. (52) 

Si nosotros oomparamos las .definiciones de las ope­

racione:¡¡ elementales para. lOS .números cardinales, (ladas. en al ~ 3. 

con aquellas·establecidas aquí para tipos ordinales, fácilmente V!;. 

mO.8 que el número cardinal de la sUIlIa de dos es igual a la -

,SUIlIa de los números eardínales de los tipos singulares, y que 

número cardinal del producto de dos tipos es igual al producto 11e 

los números cárdinales de los tipos singulares. Cada ecuaci6n en-­

tre tipos ordina.l.9s que procede de las dos operaciones elementales 

. permanece correcta, por .10 tanto, podemos reemplazar en ella.sto­

dos 10st11'08 por Sus números cardinalea.(53) 

EL U.PO . ORDINAL :'l DEL AGREGADO R DE rores LOS NUME­

ROS RACIQNALESQUE SONKAYORES QUE CERO Y MENORES QUE UNO. 

ORDEN NATURAL DEPRECEDEliCIA.-

Por Ji entendemos, como en el 97, el sistema dato..;. 

dos los números racionctles pjq (Siendo p y q primos relativos) los 

cuales san )·0 y .:1, ensa ord.en natural de precedencia. donde la ;., 

magriii;ud de un número determina su rango. Denotamos el tipo ordi-­

nal de R por trt: 

-(1) f1l.= Ji. 



50 -

el tipo ordinal de M es '1 : 

· Demostración.- A causa de la condición ,.M ser llevado 

dentro de la forma [505J de un agrega:do bien;';'ordenadode tip.o w! 

arreglada tal forma, lo deno'tamos por y ponemos 

= (ml ,m2, • .... .... ,mV"f""" lit .) 4) 

Tenemos ahora que demostrar que 

( 6) 

es decir, debemos probar que' }Ji puede ser imaginado sobre R de 

forma qu.e la relación de precedencia de· tod~s y qnalesquiera dos Id 

lementos .en .M es l.a misma que aquella de los dos elementos corre¡;­

pendientes en R. 

Sea el elemento r1 en Ji al e1emento 

· mi de 1\[. El elemento 1'2 tiene una relación precedenc.ia a 1'1 

R. A caqsade la Qon¡;lición (b) f existen 'U.'la infinidad de 

de. M que tiene.n la misma relación en·j¿ a ml como 

· r2 a 1'1 en R; de 

en Mo. sea este 

escogemos aquel qu.e tenga e:!. índice .menor -

y oorrelaeionado a 2'2-

a definidall( de precedencia a rl y: r2: a cau.sa de las 

condiciones (b) y (e) existen una infinidad de ·e1ementos lllV de M 

los cúales tienen misma relación de precedencia a m:!. y 1!l12 en Ji 

como 2'3 a 2'1 y aR; de e11.08 escogemos 

ne .6.1 menor aullao ' y correlacionado a 

ley: el proceso de correlación 

mentos 

e.1 .cual 

acu,erdo a esta 

• Si a los v e1e-

deR están correlacionados. como imágenes. Etlementos definidos 



- 51-

ml'ml2'm13t"···· ,mlv" 

l.os cuales tienen las mismas relacione.s de précedencia entre '..mO y 

otro en M como los elementos correspondientes en R. entúnces al e-

lemento rv+lde R se le correlaciona 

tiene sI índice menar en Mo de 

cianes .de precedencia para 

elemento ml
Y

+1 de í'II .que 

que tienen las mismas 

en M como rv+l a rl'r2 ••••••• rv en R. 

De esta manera hemos correlaúionado elementos defi­

nidos ínly de M a todos los elementos rv de R. y los elementos 

tienen en lii el mismo orden de precedencia cómo los co--

rrespondientes rv en R. Pero aún tenemos que demostrar que los el.e 

mentos mlv incluyen TODOS los elementos ID" de M, 

mismo, que la sucesión 

[506] sólo es una, permutación de la sucesión 

lo que es lo ,... 

Probam.os es1;® por inducción : demostraremos que. si los e-

• aparecen en la imagen, aste también es el 

caso para. el elemento siguiente m,,+!. 

Sea A tan granlie que. entre los elementos 

1\).6 elementos 

los cuales, por .' aparecen en la imagen, están contenidos. 

Fuede ser también que mv+l aparezca entre ellos, entonces mv+l 
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rece en la imagen. Pero si mY+l no está entre los elementos 

ml ,m12 ! ml 3." ••• ,ml,!., 

entonces mY+l. tiene, con respecto a estos elementos. una posici6n 

ordinal ,definida en M; una infinidad de elementos en R tienen la 

misma posición ordinal en D oon respec+~ a r r t 
A vv 1. 2, •••••• rl. en re 

los cuales séa rl+~ aquel con el indioe menor en Ro_ Entonces mv+l 

tien~. como podemos hacerlo fácilmente s~guro, la misma DQsiciÓn. _ 

ordiaal con respecto a 

en M como rl+r tiene con respecto a 

en R. Desde que ml.m2 ••••••• mv han. aparecido ya en la --0--' mv+l 
es aquel elemento. con el Indice menor en M el cuai tiene esta pos1 

016n ordinal con respecto a 

ml'ml2'······~lA~_l· 

Consecuentemente, de acuer~o a nuestra regla de correlación 

lRl).+rr ... mY+l' 

Así, en este caso también, el elemento mV+l aparece en la , . 

y r~+y es el elemento de B. al cual está ~orDelacionado. 

Vemos, entonces, qUé por nuestra manera de correla­

cionar, el AGREGADO TOTAL M está imaginado sobre el AGREGADO TOTAL 

K; M y R son agregados similares, lo cual teníamos que probar. 

Del teorema que nosotros acabamos de demostrar re-­

.sUl tan. por ejemplo, los siguientes teoremas: 

[507J El tipo ordinal del de todos los nú-

meros rac:i:onales negativos y positivos, incluyendo el cero, en su. 
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A.- Si dos series fundamentales son coherentes a 

una tercera, ellas son coherentes una a otra. 

B.- Dos series fundamentales procediendo de la mis­

ma dirección de la cual una es parte de l.a otra son coherentes. 

Si existe en M un elemento mo el cual. tiene una po.-

sición con respecto a la 

para todo v 

fundamental {av) que; 

av L. mOl 

(b) para cada elemento m de M que precede a mo existe \meierto nú 

mero 'lo tal que 

ay > m, para v ~ Vo t 

ento.nces llamamos a mo un "elemento 11mi te . 

>.en 1';1", y también un "elemento principal. 

mismo modo llamamos a mo un. "e1emento principal de 

"ele~ento limite de {by} en M" si esta.s condiciones se 

{a} para cada v 

de JI". Del 

y también un 

(b) para cada elemento mde M que 

ro Vo tal. que 

~ mo existe uncierton~e 

bv ~ m. para v ~ vo-

Una serie fundamental no puede tener más de un e1e-

mento limite en M; pero M tiene. en general., muchos e1emantos 

cipales. 

Percibimos la veracidad de los teoremas: , 
0.- Si una serie fundamental .tiene un elemento 

te en M, todas las series fundamentales coherentes a e1.1a tienen -

el mismo elemento. límite en M. 

D.- Si dos series.fundamentales {ya sea que proce--
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den en la misma direcci6n o en direcciO::1es opuestas) tienen uno y 

el mismo elemento limite en M, son coherentes. (55) 

Si M Y M' son dos agregados similarmente ordenados 

táles que 

(6) j' , 

y formamos cualquJ.er imagen de los dos agregados. entonces vemos -

fácilmente que los siguientes teoremas son válidos: 

[510J E.- Para cada serie fundamental en Al! corres-­

ponde como imagim una serie fundamental en M', e inversamente; a 

cada serie ascendente una ascedente., y a cada serie descendiente 

una descendiente; a una serie fundamental coherente en Al! corrasp0E. 

de como imagen una serie fundamental coherente enM', e inversamen 

te. 

F .... Si a una serie fundamental enM pertenece un e­

lemento lí~ite . en M, entonces a la serie fundamental correspondieE. 

te en AI!' pertenece. un. elemento límite en AI!'. e ihversamente: y es­

tosdos elementos límites son imágenes uno del otro en la imagina-
. ; 

Cl.on. 

G.~ A los elementos principales de M corresponden -

como imágenes elementos principales de M', e inversamente. 

Si un agregado M consiste de elementos principales, 

de tal forma que cada.uno de los elementos es un elemento princi-­

pal., lo llamamos un "agregado el cual es denso en él mismo" (insi­

c.hdichtefiíenge). Si para cada serie fundamental en m existe un ele 

mento limite en M. llamamos a M un "agregado Cerrado" (abeeschlo-­

seene). Un agregado que es ambos "denso en si mismo" y "cerrado" -

es llamado un "agregado perfecto". (56) Si un agregado tiene uno de 
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cado; as! también estos prea.icados pueden S;6r adscritos a. los ti-

pos ordinales correspondientes, y asiexiEten "tipos 

sos en ellos mismos", "tipos cerrados", .. 

bi~n .ttipos .densos en todas partes";, (99). 

perfectos". y 

Por ejemplo , .Pl. es un tipo el cual es "derulO en sí 

mismo", y, como demostramos en el ~9, es también denso en-tddas- -

partes, pero no es "cerrado". Los tipos w y .'11 no tienen elementos 

principales. pero w+vy v+ 1>w cada uno tiene· un eleme.nto principal, 

y son tipos "cerrados". El tipo '11 .. 3 tiene dos elementos 

les, pero no es "cerrado"; yal tipo w-3+v tiene tres elementos 

principales, y es "oerradO",,(57) 

l~os dirigil:ll0S a la investigación del tipo ordi.run -

del conjunto .l..::: tX} de todos los nmneros reales x tales qu.e x: o 
J x ~ 1, en su orden natural de precedencia. de tal forma~ que eua 

les quiera dos de sus elemento x y x' 

x -< x'. si x <. x·. ( 
Sea l.a notaci6n p.ara. est.e tipo 

(1) i =&. 

(51~ De los elementos de la .teoriadelos nmneros 

racionales e irracionales sabemos que cada serie fundamental {Xvi 
en :1. tiéne un elemento' límite Xo. en .l., y as! también, inversamente 

cada elemento x de Z es >un elemento limite de una 

tal coherente en X. Consecuentemente·]; es un .. 

es un "tipo (59} 

fundarnen-­

perfecto" y 
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Paro El no está perfectamente caracterizado por eSQt 

además nosotros debemos fijar nuestra atención sobre la 

propiedad daX. El agregado X como· parte al agregado Ji de 

"l investiggdo en el ~9. y de tal manera que, entre 

cualesquiera dos elementos Xo Y Xl de X. caen elementos de R. 

Mostraremos ahora que estas propiedades, tomadas 

juntas, oaracterizan el tipo ordinal 8cel 

una manera exhaustiva. as! tenemos el teorema: 

lineal X de 

Si un ordenado M es tal que es "nerfec 
" -

to" y (b). en él está contenido un S con el nÚc'llero cardi-­

nalS ::: t-.. y el cual soporta una relación tal de M que. entre cua­

lesquiera dos elementos IDo y mI de l\(¡ caen elementos de S, 

ji "" e. 
Demostraci6n.- Si S tiene un elemento mínimo o máximo, éstos e1e--

mantos • por {b}, 

pOdríamos removerlos 

el mi$mo 

S sin que S 

como e1ementos de M~ 

con eso larelaciónaM 

en (b). De es.ta manera. suponemos que S no tiene eiLemen­

o máximo. de modo que. por el 99. tiene el ordinal 

11(. Desde que S es una parte de M, entre dos elemen--

. tos So y de S otro elemento deS debe, por ('o), caer. Por otra 

, por (b) • así los agregados S y R son 

. res" uno a otro 

S !:!.. R. 

cual de R sobre S. y as~ 

que da una "imaginación" definida de X sobre .M de la 8i--­

manera: 

Sean todos los elementos de X • al mismo 

pertenecen al R Y corresponden como imágenes a aquellos ~ 

lementos de M qu~ son, al mismo tiemuo, elementos de S y, en la i-

magen sU1i)uesta de R sobre S, a los elementos 



- 60 -

de R. Pero si Xo es un elemento de X el cual .no pertenece a R. 

debe ser observado Como un elemento limite de una serie fundamen--

tal {xvi contenida SIl X. JI esta serie ser reemplazada por 

una serie coherénte { rkv} 

corresponde como imagen U.."la seriefuhdamental 

en R. A esto [512] 

{ s.lv ~ en S y 14. la -

eRal. a causa de (a). está por un el:emento D10 dé M que no 

a S (F. ~ 10)" S.ea este elemento lIIO ·de IV! (el cual 

ce mismo, por E • JI D del 910, si fundamentales 

\Xv} y. {I'kv} son reenrpl.azadas por otras limitadas por el mismo 

ment·o xl) en :1) la· imagen de Xc en l. Inver~aJllente, a cada el:ement<l 

mo de llII .e1 no Elxiste en S pertenece a un elemento completams!! 

t.e definido Xo de I el cual no pertenece a R y del cua11llo es la: i 

. magen. 

De esta. manera una correa.pon:denc:ia 

I. y ro está. establecida 1 'y tenemos ahora que 

b'imi:ivo.p.a entre 

qué da una .. i-

maginaci6n" de estos 

Esto 8.6, por supuesto,. el 

tos de I. .que pertenecen aR. y para 

de\aquellCJs 

elementos de IV! 

pertenecen a S. Comparemos un elemento r de i con un 

de X el cual no pertenece a R; sean s y mo l:os correspo!!; 

de M. Si r <. Xo, existe una serie fwidan¡.ental {I'kvl, la 

cual limitada por Xo JI, de una cierta.vQ 

r <. I'kv para v, Yo' 

La de {Tkv } en hl es una serie fundamental ascendente {SAV}' 
la cual estará. limitada por un , y te.nemos (§ 

cada v. y s.( slv para ,v ~ vo• As! C§1) ? <. mo> 

Si r > xo; concluimos 

Consideremos, finalmente,doselementos :Ka Y Xó nO 

a R Y los elementosmo y mo a ellos 
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en Mi entonces mostramos, mediante una consideraci6n que: 
si :leo < XÓ' entonces ma < mó' 

La demostraci6n de la similaridad de X y M está aea. 
bada ahora, y as! tenemos 

Halle, Marzo 1895. 



L. r B R O IV.-

!fZenÓn se rei'eria,a tres probl.e­
~ ...... Tratlbasa del problema de 1:0 
infinitesimal, de lo infinito y de la 
continuidad. ••••• Desde su ~pooa. a la 
nuelftra, los mejores tal.entos de cada 
genéraoiÓrl. han atacado a su vez estos 

pero. hliblando en términos 
no han logrado riadaOO •• ~4 
Dedek~ 1 Cattto~ •••••• 

108 ha!l renelto cOmpletamente. Sus 
soluoiC!'llJlfs ...... SOIl.:tan claras que ]10 

a la menor duda. Esta eon 
problablemente la má& impo¡ 

de la que la ~a: p".leda jact.&!. 

EL TEOREMA DE ZERMELO 

Un ·conjunto ordenado es ll1amado bien-ordenado si to 

no vaciotiene un primer elemento. Como e de 

bien-ordenados tenemos: 

1.- Todo conjunto finito ordenado es bien-ordenado. (60) 

2.- N = {1.2,3.4, •••• J 
3.- "" i ao ,al ~a2 •••••• , bo • bl , ••••• bk_l} 

4."" C {l,5,9 ••.• ,2,6,10, ••• ,3·,7,11 ••••• 4,8,12, ••• } 

5.- D {lI2,3,·····,~~~·~······'~·~·1······} 

El tipo de orden de un conj~~to es 

llamado su 'número ordinal', 6 más simple~ente. su 'ordinal'. En 

el caso 

meros 

ni. to !:'! 

finitos 

lal!! conjuntos infinitos bien-ordenados se les llama 

'. Ahora, como todos los conjuntos fi­

ordenados el conjunto de todos 106 tinos 

o ,1 , 2 , 3,4, • ''f • 4 .. 

en el orden que los menciono, es un ordinal. 
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"En todo conjunto bi-en-ordenado cada e­

lemento, que no es un Último e~emento, tiene un inmediato sucesor." 

Demostración.- Sea al un elemento de un A 

bien-ordenado. El conjunto de elementos que a al en A es un 

subconjunto de A, y por lo tanto, de acuerdo a .. la definición de 

en-ordenado, si no es vacío tiene un primer elemento 8;2. Entonces 

...( a2 ,y no· existe un a o tal que al -< ao <: de acus.rdo a la de 

finici6n de a2. 

Q.E.D. 

El siguiente hecho s~ sigue inmediatamente de la. 

finición de conjunto bien-ordenado: 

Teórema 2.- "Cada subconjunto 

b:ien-ordenado es también bien-ordenado.,,(6l) 

Así como también es obvio que: 

Teorema 3.- "Cada conjunto 

a un con.junto bien-ordenado e.s él mismo 

de un conjunto A -

que essimi~ar 

Le l.lama;rell,los 'segmento ( de A al conjunto de 

dos los elementos de un conjunto ordena.do A que acierto 

elemento a de A • .Más c:~ara.mente se dice. e1segment.o determinado -

a. 

to 

Un segmento de uncónjunto siempre es un subconjun­
(63) , 

del conjunto • 

Teorema 4.- "La unión de una finidad mutuamente 

junta de conjuntos bien-ordenados es bien-ordenable. sin "importar. 

el .orden en el que los t"érminos son tomados;" 

De este teorema se desprende que la suma de una fi­

nidad .de ordinales es siem¡:¡r'e un ordinal. rl.imque lo mi:smo puede 
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ser aplicado a una infinidad de términos t previniendo su arreglo _ 

correspondiente a un conjunto bien-ordenado. 

Si A Y B son dos conjuntos con los tipos ordinales 

e><.. y ;8, respectivamente. y si A es similar a un segmento de B, en-· 

toncas o{ es llamado "menor que" ¡6 ( el ¿¡d). Análogamente con ¡;("¡1 e~ 
cribimos !'Zf){., .. I es mayor que ",". 

La igualdad de los tipos oX'dinales (.,¿ = ~) está de-

finidá por la de conjuntos correspondientes. 

Podemos definir eS.teorden entre ordinales "de acuer 

do a su. magnitud"ll y resulta que es: 

1.- o sea, no podemos obtener 

20- ASimétrica, es decir, si 

no puede ser cierto que 

BIBLIOTECA 
INSTITUTO DE """"'-V'IlíJiII! 

3.- Transitiva, ya que de 

se sigue que 

olLr· 
Pero lo que si no podemos concluir es que esta rel~ 

ei6n sea conectiva, o sea, que dados dos conjuntos bien-ordenados 

nosotros podamos cual de los dos tiene menor 

o mayor (o aún igual) tipo ordinal. 
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Una nueva definici.ón de conjun-co finito (y desde 

lu.ego de infinito) está. dada por el teorema: 

"Un conj1,Ulto A bien-ordenado en el 01'-­

(64) . 
den dado de sus elementos y bien-ordenado en el orden inverso 

debe ser finito. ll 

Demostración.- ;;iupongamos qu.e ll. es infinito. Al con 
, '''';'' 

inverso de sus elementos vemos que existe al me-.... 

nOS .un subconj1.L."1.to (puede ser el mismo conjunto) que no tiene un -

elemento y .por lo tanto, no está bien-ordenada. Contraria--

mente a nuestra 1s, por lo ·tiue A debe ser firü too 

de todos los números ordi­

nales que son menores que un ordinal dado oL. puede ser ordenado de 

acuerdo a las crecientes de ordimües! el conjunto 

ordenado A(o<.) de esta manera está bien-ordenado. y el ti-

po de a(c,t.) es el mismo ordinal <><.(65) • simbolos 

Demostración.- Sea B un arbitrario 

denado y. d.. su tipo ordinal. Oomo cualqUier elemento ~ de es 

un ULU~H~.~ menor que~. se sigue de la definición de ~a 

. .de mellor o mayor que • .ti tiene un segmento cuyo ordinal es 

De aquí que si • (2 son elementos distintos de A (<X.) , Son los ti-

¡fOS de diferentes seglItentl}s de B determinados por elementos bl ;¡ -

b2de B res·pectivamente. de si en B¡ 

tengamos <. (2 Ó (l' (66) Como se ve fácilmente, 11.(0<.) es un 

.cor¡.;iuntooT'denado nota 44}. 

Para demostrar que 11.(¡,.L} es bien-ordenado debemos 

un ma~eo similar de dentro del conjunto bien-ordenado 

B.ahora, si '( es un elemento de A(<>(.), '( J'....t.., entonces sea r 
do al elemento b de B que determi~a en b el de tipo ordi-
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(. Bsta regla define una corres;londencia unó-a....;uno Blltrelof! e 

lamentos de A(~) y B. ~s más, el mapeoconstruido es similar. rara 

ver ésto consideremos elementDs distintos bl, 02 de B y. 

les correspondientes 5"1' (2 que perte.necen a A(..<:.). Ahora, como son 

similares, el tipo ordinal de B es también el tipo ordinal de ). 

Por lo tanto t A(CX:) = d... 

Q.B.D. 

~ 2.-COMPARABILIDAD DE TIPOS ORDINALES.-

Enunciaremos y demostraremos teoremas para 

que se vea de una manera más natural el surgimiento del 

comparabilidad entre ordinales de conjuntos bien-ordenados~ 

Teorema 7.- NSupongamos que existe un mapso 

entre el conjunto A bien-ordenado y un subconjunto (.propio o 

) B, denotando los elementos de A y B por a y b 

consitleramos la. posición de estos elementos en el conjunto A,­

tenemos invariablemente a", b 6 a'( b. pero nunca b <a ... 

Demostración.- Lo-demostraremos al 

surdo. Supongamos que el conjunto de pares de elementos a,b para 

los, cualesb -< a, no es 'lacio. Las b's con b..( a. constituyen un 

subconju.'lto de un conjunto Boien-ordenado, y tienen,por lo tanto, 

un primer elemento bo- Para el elemento ao correspondiente al b o -

tenemos bo 1... a o * El elemento b01 como sea, es tambi~n un elemento 

de A, y lo denotamos por al- A este elemento al corresponde .!.l.'l 

mento bl de B.llor lo que , con los elemento,g ao 1 al de A están aso 

ciados los bOJ de E.Desde que al '" bo .( 800' Y la si­

milaridad del mapeo no dist~be el o:ttden en l.a 8.uce8160, también ~ 

tene\llOs al ~ 800' o sea, b¡ L.. al- De aqui que! 00 no es el. -primel" ~ 

de B ?ara el elemento correspondiente tie .1\.: el e-
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~ement() <. '00 tenia ya esta l,)rQ Por lo que el suponer que 

b ...(a nos lleva a una contradicci6n. 

ser mapeado 
<1" vI. 

Q.E.D. 

De se obtiene que: 

Teorema 8.- "Todo conjunto A 

sobre si mismo unícamente por el mapeo i-

A está bi e n-o rd.e nado , y A e! B, entonces existe un 

mapeo similar de A en E". 

Demost.raci6n.- Sabemos que A es unsubcQnjunto de -

mismo. Sean a y a' dos elementos que se corresponden el ma 

de 11. en si 

nemes a .( a' 6 a' 

• Entonces, de acuerdo al teorema 7. nunca te'­

a, por 1.0 que invariablemente tenemos a == 

En el caso en que B pUdiera ser mapeado sobre A 

. do.s , subst i tuyendo·· B . ppr A r A sobre si mismo 

• 10 que contradiriala prime"ra parte del 

Q.E.D. 

de un 

en-orll.€Il'G\.dLO r Y G es un segmimto conjunto entonces e tam--

de Al>. 

"Sean Aro Y dos segmentos distintos 

del mismo conjunto A bien-ordenado. Entonces uno de los segmentos 

es un segmento del otro. 

un mapeo similar de un 

A B bien-ordenado. cada segmento 

de a se transforma en un segmento de 

- Sea Am un de a. y sea el €l-

b de 13 el que se corresponde a.l elemento de A. Entonces 

los .elementosde A que preceden al elemento a van precisamente a -
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los elementos de B que preceden al el.emento 

Teorema. 1.2.- "Ningún conjunto Abien-ordenado es 

milar a cualquiera de Slll1 segmentos, o aun·segmento de unsu.bcon­

junto." 

Demostraci6n.- Si, para alg11n segmento A¡;¡ del sub-­

conjunto A' E A. tenemos A¡j¡ !!:! A, el elemento a dEÜ c.Qlljunto A 00;"-

rresponderá a un elemento de Anh eS decir, a un ele.mento que lo 
. . . 

precede en A. lo cual. por el teorema $, es imposible. Si, ahóra. 

Am y An son do.s segmentos distintos del mismo • entonces-

de acuerdo al teorema la, uno de ellos debe ser un se~entodel 

otro, Y. por 10 tanto, no pueden ser similares. 

Q.E .. D. 

Ahora ya tenemos .10$ elementos necesarios 

der compára;r los conjuntos bien-ordenados con 

na1.es* 

a sus ordi':" 

Teorema 13.- Comparabilidadde Tipps Ord,inales.-

. "Dos conjuntos bien-oxdenado~ son o similares uno a otro, o Uno es 

similar a un segmento del otro. De.aq'ui que una y s610 una. de 

relaciones 

se mantiene entre. ordinales o<. y l." 
Demostraci6n.-Si AyBs.on dos conjuntos 

nadas con tipos ordina!es o<. y l. respectivamente., debemos reempla­

. zarlos por Los conjuntos· similares. estandar C(~) y cy>respectiv,!!: 

mente, cuyos 6.1ementos son ordinales •. 

Sea 1 la inters e ce 16n de C<o.:) y e V4'); 1 es tá. bien-~ 

oraenado, porque un s'ubconj'tUlto de co.njuntos bien-ordenados es. 
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bien-ordenado (teorema 2). ~i un orQinal pertenece a l, ento~ 

. ces.todo ordinal menor también pertenece a 1 (véase teorema 6). 

Por lo que' ¡,"empieza" con 0.1.2.3,< •••• 

Si 1 no coincide.oon C(~}, 1 es obviamente un sag-­

mento de C(o(.). y análogamente funciona para 1 y CiY')' Es decir, te 

nemas 

1 = C(al) de C{a<} 

ler. caso 2do. cáso 

C(¡1) . segmento C(":) 

3er. caso 40. caso 
1 se.gmento de C<J} . i 

segmento de e <1> I 
ler. oa50.- A cl. C(~) y B '.:!! C(¡1L por lo que A ~.B 1 es 

·2.do • caso. - B cl.. osea.¡4¿"'. de aCllerdoa la definici6n .de-

la relación menor entre ordináles. 

3t?r. oa80.- AcL C(jJ} , esdecir.o(¿p. 
4" 

40. oa50.- Es Porque nuestro esquema, el oI' 

de tipos 

dinal de. 1 es menor que ambos 

sir es el ordinal que sigue a toaos los 

contenidos e.n l. r debe estar en C{~) y 

que (' en Ih Contradicción 

que habíamos supuesto que '( no e.staba en l. 

De que sólo uno de los tres pri:neros casos se rea 

liza en la de ordinales. 

Q.E.D. 

Debido a este (sobre comparabiLidad 

) y al Teorema de Bcuivalencia(67) estamos ahora 
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capacitados para comparar los cardinales de conjuntos bien-ordena~ 

UQS. 

"Los 

cardinales de dos conjunt.os bien-ordenados o son iguales o bien' 

uno es mayor que otro." 

Demostraci6n.- Sean A y B dQS conjuntos bien-ordena 

d.os. Por e]. teorema anterior, el primer caso que. A e:!.. B, 

debido a la definición de similaridad tenemos A ..."tB. Y esto 

ca que los cardinales de A 'Y B son iguales. 

Sabemos q).1e el segmento de un conjunto eS ~ 

junto propio del conjunto. Dé aquí que. si el caso no se 

reaJ.iza entonces A ésequivalen,:te a un subconjunto de B 6 B es , 

e qui vi3.1ente a un subconjunto de A. Esto. quiere decir el 

·ma de Equiva1.imcia q"\1eel cardináJ. de. A es o menor que "ü· d. 

:.6, o que el. cardinal de B es igual Q menor que el deA. 

Q.E.D. 

Necesi tamos justificar el uso del PrinCipio de 

ducción Transfinita (vé~ae nota43l en las ~ aunque 

aab~mos que es ~ucho ütil; y profunda cuando la en 

las d.efiniciones. Fue J. von Neumann (1923) el.primero en dars,e. 

de. la necesidad. de esta justificación. 

Teorema.15.- "Sea. pez) una propie'dad o argumento 

que es s 

bien-ord~mado. Si: 

para todos los elementos .uu conjunto ;:. 

(a) P es verdad.era para el primer elemento de A~ y. 

(b) .La veracidad P para todos :Los elementos de A que 

den a determinado elemento 'a', implica la veracidad 

entonces P es verdadera todos los elementos.de A." 
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Demostraci6n.- .Lo demostraremos Dor reducción al ab 

surdo. Supongamos que subconjunto d;, il. q-íle contiene aquellas 

'a' para las cuales P no es verdadera, no es vacio. Como A es un 

conjunto bien-ordenado el un elementoao 
el cual por· (a) no es el primer elemento de A. Por la definici6n -

de ao, P. es verdadera para todos los elem.entos que preceden a. ao; 

por le tanto, por (b) P debe ser verdadera. para a o también. Contra 

dicción. de 

deraea vacio~ 

que el para los cuales P 110 es verda-

.D. 

94.- EL TEOREMA DEL ln.lf:N-ORDEN.-

ahora a uno de.l.os resultados más sorpren ... 

dentro de la de Cantor: el. 
leo.remadel Buen-Orq.en, por E. Zermelo ( 

imnalen 59 (1904) 514-516 pp." y una segUnda demostración en "llIla­

bien ordenado." 

(1908) 107-128 pp. n). 

- "Todo éon;'iu.."lto ini'inito S puede ser 
~~=;;;....;::..:..;;-

Si nosotros el axioma de (véase 

:Libro VII, 91) entonces estamos aceptando ~ aunque sea de una mane-

ra implícita, el Teorema de.l e inversamente. si 

mos el 

de 

del Buen-Orden debemos hacer lo mismo con el Axioma 

~s decir, las dos son e 

Ahora, si tomamos. como válido el de 

Elecci6n, y 

equivalentes a los 

el Teorema de ¿ermelo, vemos que éstos ... 

principios; 
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(1) Teorema de Numer~ción.- "Para 

to JI. existe un ordinal o<.. tal que g( ~ A. n (Por el símbolo .~' enti­

éndase la equipotencia. es decir, el concepto que resulta cuando­

entre dos conjuntos existe una correspondencia uno-a-uno y tienen 

el mismo número cardinal). 

(2) El .Lema de Zorn.- KSi A es un parcial-

mente ordenado tal que toda cadena en A tiene una cota . -
entonces A contiene, un elemento máximo." ( 

to totalmente ordenado. Y por una cadena • 

conjunto de A tal que el subconjunto 

nado). 

cadena es un conj~ 

A' entendemQs un sub­

estar totalmente erd~ 

=;-.:;;.;;."-:::;.;:;.-..=.;;;.....=.;:;.;:;.;:;...;;..;;;.;==-_- "Dad.os do.s conjuntos 

cualesquiera siempre sucede que A <. B, Á = B ó B " A con respecto 

'a sus .cardinales." 

Para ver algunas de las equivalencias del 

.Il.xioma dé Elección. y por del Teorema Buen-Orden.vé!! 

se: RUJ31N, H. &RUBIN, J.E. "!quivalents oí the Axiom of.Choice." 

North-'Holland. Amsterdam. 1:170. in Logic and the 

Foundations of ) . , 
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"Cantor i:Q.trGdu:1~ en la ciencia una. 
nueva. forl'lla dt'lcorusiderar el infinito ma­
temático ...... pero ha ocurrido que hemo¡¡¡ 
encontrado ciertas para.dojas, c;i.ertas a.p!, 
rentes cont.:rad1ccion".· que hubieran hecho 
las del:l.cia.a de Zenónde Eles. '1 la Escu ... 
la. de Megara. . 

Henri Poincm (1905). 

LA,SPARADOJ AS 

~¡.- INTRODUCCION CONCEPTUAL.~ 

La proviene del griego~ está com 

de 1 pre fi jo PARA que deno ta • contrariedad I f I proximidad • • 

• s~rnejanz,a'; y de la pala.bra OOXA. q,ue s 'opini6n' • 

o s.eat una paradoja es una opinión contraria a la -

·filosof1aas una contradiecióna la llega el ra!1lona-

.apstracto. Es t¡;¡;mbién la de1pensamiento que consis-

emplear expresipnes o frases que contta.dieci6n. 

La pc>.labra también del 

Es'tá formada por un ANTI que significa 'en co.ntra '. ypor 

la !1i::1.J.,d.UL·"" NOMOS que significa ~1ey·. 

Una antinomia es una contradicción entre dos leyes, 

o dos principios. Es la r.euni6n de dos consecuencias contradicto--

ri:a8 que· resuJ.tan de la misma premisa. 

Una paradoja es una contradicci6n aparente que tie-

nes:olución dentro del mientras que la antinomia no 1.a 

tiene. Aunque actualmente. a esta no se le da mucha im­

portanc::ia;{y se les menciona indistintamente. Por e • N.V. 

QuJ.,ne divide las u"" ... "" .... ujas en tres grupos: (1) veridicas 1 } fal-

.... u ........ ''''R. Y (3) antinomias y éstas : "Una antinomia d.a ori-
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rales) que la sucesi6n de todos los ordinales (en su orden de mag­

nitud) está bien-ordenada. Se sigue qúe la sucesi6n de todos los -

ordinales tiene un número ordinal, digamosJl... Pero en ese caso la 

,sucesi6n d.e todos los ordinales incluyendo 1L tiene el número ordi-., 
nal..!l+l t el cual debe ser mayor que J2.. de aquí que • ..:fl. no es el nú 

mero ordinal de todos los ordinales.,,(15) 

En otras palabras, Burali-Forti considera el conj~ 

to de todos los números ordinales. Este conjunto no puede existir 

porqu.e si existiera estaría bien'-ordenado. y por lo tai:J.to t tendría 

un tipo de orden que es un elemento del conjunto considerado; aho­

ra, domo· el conjunto de todos los números ordinales inferiores a­

dicho. tipo es un segmento del conjunto de los ordinales. seria se­

mejante auno de sus elementos y lo cual es un absurdo. 

20- La Paradoja de Gantor,,- Cantor descubrió esta -

parado ja en 1899,. perQ obvia¡mente ésta no fue. publicada inmediata-
• 

mente. Esta paradoja fue dada a conocer en 1932 cuando se publica-

ron sus obras completas. 

Nosotros sabemos., por un teqrema de Cantor, que la 

potencia o número 'cardinal de ~~ éonjunto es siempre menor que la 
. (16) cardinalidad de su conjunto potenc~a • es decir, 

M .( 2M• 

Cantor se di6 cuenta de que no podía hablar del conjunto univer­
. (71) 

sal, . pues siempre tendría que 

U , 2U , 

y se está s.uponiendo implici t.amente que 
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Atm.que muy senoilla esta parado no es d~ ninguna 

forma element.al t pues se necesitan 10$ conceptos técnicos de 

conju...'lto y de conjuntopotenoia. Y es ésto que ahora nos vemos . . 

. en . la neces idad de hablar de con;jUll'tos universale.s reativos 1 • 

3.- La Paradoja de Rus.sell.- En 1902,. Bertrand Ru-

ssell dfó a conocer su parado;ia en ur...a carta 

Frege. (78) La paradoja dice: Sea 111 el 

Gottlob 

las conj.un 

tos que no son elementos de si mismos. M es Un conjunto de 

clase (19) y, por lo tanto, es distinto de cada uno de sus elem-eJ:".,.;.­

tos; pero como tambien M debe contener todos los conjUntos 

mera clase.,. tiene que contenerse a si mismo y entonceS eS'de 

.da clase.' 

La versión ini'ormal de paradoja.es la siguien-

te.: SupongaIÍ'los que en un cierto país los b:l.bliotec:larios ac()st~­

brancatálogar sus lipros, no. mediante un catálogo de fichas, 
'., 

mediante un libro de hojas sueltas, e,sdecÍT; el 

un11bro. Algunos bibliotecarios catalQganel 

catálogo,. pero. o.tras nO hacen lo mismo.' Bertrand 

a: la primera clase catálogos como un conjunto 

. juntos son eon;junto~ que se, contien~n a· s1 

es 

llismo .en el 

o sea, 16s con 

oede sial: bibliotedariogeneral. del pa1sdecide hacer uneat.álego 

de todoS'lo'S catálogos que no seoatal.ogan a 

logo, ¿debe cat~Üogarse a s1 mismo o no.? 

Una versión Q~ poco más formal es 

"Sea w la clase de tod::¡.saquellas álases que no son miembros· de sI 

mismos. Entonces, no importa que clase x puede ser, 'xes una w' 

es eqUiva~ente a • X no es. :una 'Jf.} De aqui que, dá.ndo~e a x e~ va-­
BO} 

J.:or w, 'w es una. w' es equivalente a 'w no es una w· 
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De,la paradoja de Russell existen varias versiones 

entre las que están: 

a)· Supongamos que existe una aldea donde 8610 hay.­

un barbero, y se afirma que el bar'bero rasura a todos los hombre$. 

·dé la aldea. que .no se rasuran a s1mismos. La contradicción surge 

.ouandouno se pregunta: barbero S6:¡:-asura a si mismo:? 

DI que todo lllu.'licipio de tiene un 

alcalde, y no existir dos municipios que. 

el m:i.smo alcalde~. Lo qUe si suceder €laque el alcalde no re-

es 10 más sida en su 

una ley, tomar en cuenta la 

Pero un día se promulga 

da los ciudadanos, la 

· oo.liga a todos los alcaldes que no re.sidl:;n en su municipio a resi-

que se van en la 

t la población es tan 

.. esta área en un -

nuevo s. 
Nos entonces.: l;'ssideel' 

ca~de de. S ?-. E.n S 16610 pueden residir aquellos alcal~ 

· des. mu.t;icipio~ por que el alcalde 

· de S no en S. Pero si el alcalde de S no reside e.n 

S, tiene S porque así lo Este 

le eOlnunicadoal ejecutivo exclamó: "La .,. 

ni nos ni nos perjudioa, sinO' 

todo 1.0 contrario.'" 

intent6 mostrar que la Matemática era una -

parte de la L6gica por medio de Ut:LL'<:LUujas o.uese encontra­

ea la siguiente: Su 

del a.iccionarioen 

en un campo La 

que vvu~~v~ dividir todos los 

conjuntos. En el van a estar todas 1.as palabras que s!!!. 

an predicativas{!31}, y en el segundo van a estar todas las pala--
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b . ·d· . (82) ras ~mpre~catl.vas. . Pero, ¿ sucede eoo. la palabra 

cativa"?, ¿en qué conjunto debe estar? "Llegamos a la consecuenei;!t 

paradójio.a de que impredicabLe e.s impredi.cable si y sólo. si inrp-re­

dicable no es impredicable ... (83) 

Otro tipo de paradojas 

parado jas semánticas. (84) 

1..- La Paradoja de Richard.- Jules-Antoine Richard 

(1864-1921) publicó en"la trRevue Générale des Science$ Pures.et Ay 

pliguées. fI (tomo XVI, nÚln 12, pág 541, correspondiente al de J,B: 

nio de 1905) la paradoja que actualmente lleva su nombre~ 

Richard demostr6 que todos los números definid.c.s 

. por medio de un nQero finito de paJ.abras forman un con.juntonume­

rable~ y sin embargo se pwede formar un nmnero definido por UiI!:i nú-

mero finito de palabras que no se encuentra. en conjurito~ 

Lo importante de esta parad9ja es qu.e en su 

ci6n uti.li$a el m~todo de diagonal, método 

pularizado con sus demostraciones. Existen. a,hora. muchisimas ver-

,,¡iones de esta ja. 

"Esta paradoja es especialmente intere.sante por sus 

implicaciones concerniente!3 a lenguajescQmo el castellano,;¡ 

su est;recho- p.arentesco con. la demostraci6ri cantoriana de .no-en]¿ 

merabilidad de las funciones de la teoría .de los ntimeros. Richard 

expuso la 1laradoja en forma relativa. a la de de un ntimara 

real. 1laral'elamente a la demostración cantoriana de la no-enumera-
, , (85) 

bli.lidad de los n:6meros rea1es." 
(8é) 

La ,antinomia de Berry es esenciaJ.mente una ing.! 

niosa e i1ust.rativa de la parado de Richard. 
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2.-

más tarde, en 19:08, 

Poco tiempo 

semántico debi-

da a Gre11ing y Melsan. En cierta forma ésta era un caso 

l.ar de 

éativas •. 

de. Russell con respecto a las 

Unos cuantos en espa.Yiol ~ corno • español' o 

• pClisiláblico' t tienen ellos. mism.os la propiedad que denotan. Por 

adjei;ivo • el adjetivo pOlisilábico 

es pOlisilábi,co. Pera la gran no tienen1a mlsma 'Propiedad. 

Como ~ por El jemplo , mor..osilábica no es monosilábica. co-

mo las caliente. etc. tienen la 

quedenot,an. El segundo tipo de adjetivos es llamado h.eterológico, 

',y si ¡:¡.nalizamos con cuidado esta palabra nos dam.os cuenta que: el 

es si y s610 si hétero16gioo no 

es hetero16gico. 

~:.....:=~~,J~~~~~~~~=.Ta1. vez la parado 

más antigua es filósofo Epillfénides -

de VI A. C.). Se supone. que 

siempre t • La parado 

afirmó que: 

cuando u'll cre-

tense afirm6: 's.stoy mintiendo', "Es insatisfactorio - . 

que pudiésemos escapar de la paradoja merced alh.ist6rico ac­

cidentade que existiéra algún cretense que ve:?; dijese la -

verdad ... (87) 

más moderna de ésta se refiere al oers,2, 

n,aje, 'Sancho Paaza' del" de Cervantes. La paradaja de 

Panza es como : Al ser nombrado de la ínsula, 

Sancho promulgó lL'la nueva ley que decia,: "En laÚ!lica entrada que 

la fns1U.a se instalará una horca con el fin de ejecutara -

aquella persona que al se.r acerca del mativo que 

trajaala fnsUlamienta. Por el contrario, si la verdad, 

lJodrá transitar 'libremente por donde le plazca." 
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10s interrogadores no hablan tenido ningún problema 

hasta que se presentó un hombre que confesó: "Yo vengo EL que me a­

horquen." Si lo ahorcaban, este hombre había dicho la verdad Y1· te 

nía derecho a vivir en la ínsula. Pero si, por elcontBario, no lo 

hacían, el. hombre había m.entido y tenían la obligación de ahorcar­

lo. Parece ser que Sancho Panza lo ahorcó en castigo por 1080.010-
( 8S) 

res de ca1Jeza que le produjó este problema. 

Si analizamos un poco las paradojas mencionadas an­

teriormente nos podemos dar cuenta que:. 

a} parado ja d~ Burali-Forti postul¡;j.ba implici ta-

mente la existencia de -¡;odos los números ordinales de Cantor. Lo­

q1,1e demuestra que 1:a noción • todos los ordinales f .es una noción i­

legítima. 

b) La paradoja de Cantor habla de una'totalidad' 

ya dada; el conjunto de todos los conjuntos. 

o} La. paradoja de Russell exigía que se pre.ci5ara 

~ el conoepto de., • clase f y adefuás el admitir que • todo' conjunt.o caE. 

tiene, al menos, una parte que no es elemento de él mismo. 

0.) La parado de Richard conduc1a simplemente a un 

circulo vicioso, y se concluye que • .todos los números • es una pro­

pOSición ilegitima. 

La mayor parte de las paradojas utilizan los concel!· 

tos de orden y de existencia -que no estaban bien definidos- y: . la 

palabra 'todos', que como·hemos visto es una palabra muy peligrosa 

en Matemáticas por la gran cantidad de paradojas o antinomias que 

puede generar. Es debido a esto que la definición de Russell del -

concepto de ' está mal, pues está mencionando una totali-



• - 81 -

dad que no puede existir~ 

EL problema del orden fue resuelto en 1905 con la -

. obra de Zermelo, donde precisó la á.iferencia entre conjuntos orde­

nados y conjuntos bien-ordenados. Aunque por estar fundamentada es 

ta distinción en el Axioma de El.ección (véase nota 43) fue rechaza 

da inm.editamente por la Escuela Intuicionista (véase Libro VII ,§l). 

De estos problemas el más dificil de resolver era 

concerniente a la 'existencia' en ~atemáticas. Este es un punto 

donde las discusiones no han acabado alín. Por ejemplo, Henri in­

caré afirma. que: " •.•• en Matemática la ;:>alabra exh"11,ir no ,meda -

tener más que un sentido: s exento de contradicción." (89) 

que para los Intuicionistas más estriGtocs el hecho de que 

un objeto • exista' quiere decir que podemos • construirlo', o que 

podemos probar en un nÚlIl¡¡¡rO finito de que tal objeto tiene 

.ta1 progieda(l. 

t·o está en 

los Formalistas como David liilbert. todo 

de 
90) y cuan,do no 

contradicción d.entro del sistema. 

Parece ser que el más fácil de resolver -

fue el concerniente a la palabra 'todos' 0·e1 considerar una 

que contuviera todo ente posible de existir o de pensarse, 

pues como anteriormente habíamos mencionado, actualmente se consi'" 

de,ran los conjuntos universales como conjuntos 'relativos'. 



"t~adie 
SUf.lJJS del pa;r'aJ.I!IG 

do para .Iloe,otroa~f! 
RUbert. 

de 
ha 

Las tres diferentes escuelas filosóficas de la 

mática (véase Libro VII tomaron ca¡¡ü.nos diferentes Dara erl'a~ 

dicar las paradojós o antinomias de la Teoría de Conjuntos 

Los rechazaron inmediatamente la 

ria de Transfini tos y no se "üeron en la. necesidad de 

tentar fundamentarla en que estuvieran exentos de 'toda. 

duda. en con la Bscuela Formalista los 

nistas afirmaban que la Matemática Pura es 1L.'la creación libre del 

humano y que no tiene relación con los hechos de 

la experiencia. Por esto mismo los Intuicionistas se preocuparon 

más por darle un fundamento y bases y a. su pro-

escuela. 

, Los 

a la 

"'""LLaH mostrar que la Matemá:tica se 

debian dar una axiomatización donde 

todos los conceptos y reglas de inferencia Matemátiea fueran vis-

tos como generados por la Para ésto contaban cOa los gran-

avances de la debidos a los jos George 3001e 

) y Gott:lob 



Los Formalistas no estaban dispuestos a abandonar 

la Teoria de Conjuntos simplemente porque existieran ciertas con­

internas en ella. Se habia llegado a la .conclusión de 

que la noción de conjunto' 

ral Y. a partir de ésta se 

gener~r la idea de 'nQ~ero 

toda la fíilatemátioa~ 

por lo que. las Formalistas,· estaban a mostrar un 8iste-

ma Axiomático cual se generara toda la1'eoria de 

cll.l.yendo lás paradojas) para de esta forma reproducir y fundamen­

tar la Matemática por completo. 

Antes de continuar con el estudio de las diferentes 

axiomatizaciones de.la Teoría de haremos un 

roen 1) lista de los' sÍllfDolos que utilizaremos en· este 

•••• para la (Si. ..entonces y 

mente, 6 si y s610 

"::>" •••• 'fiara la •• entonces J 

"1" ••• para la (no) • 

.. &lI ••••• para la 

••••• para la alternativa (o)~ 

" " ••••• para la universal ( 

) " " •••• para la cuantificaci6n 

y tal que). 

vacio. 

toda 

{existe una 
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Los primeros logicistas que hicieron en la 

fundamentación de la Teor1ade Conjuntos BertrandRussell y 

lüfred North Whi tehead I quienes en su 

Alfred Horth fi16sofo y matemático in--

I nació en , Kant el 15 de febrero de JI muri6 en 

Massachusetts el 30 de diciembre de 19471. 

Whitehead se en en 1884. Durante 

la mayor parte de su vida enseñ6 matemáticas en pero 

en 19l4 fue a los Estados Unidos como de Filosofia en la 

Uní vers.idad de Harvard I y hasta su muerte. Su 

radic6en tratar de fundamentar la matemática en 

~v~.~a, aunque también se a muchísimas cuestiones 

caso Son también muy interesantes sus lecturas en cuesti:oaes tales 

Sir Bertrand Arthur Russell. matemátioo y filóso.fo 

t nació en Trelleck. Monmouthshire el 18 de mayo de y 

murió en 

A lo 

• Merionethshire el 2 de febrero de 1970$ 

de la mayor parte de su vida fue un 

fista militante y'por ello su puesto en la Universidad du--

rauta la Primera Guerra ~undial. 

~ua ide~ sobre los problemas sociales son poco CO~ 

venoionales. ~n 1940fuenombrado de la Universidad de la 

aiuciad de Nueva York. Pero su nombramiento fue retirado por orden 

de 1.8. Corte tluprema del .í:;stado. 



En 1950 recibi6 el Eremio Nobal de Literatura Y. en 

el año de 1961 estuvo en la cárcel. 

Entre algunas de sus obras tenemos: 

Analizando su obra vemos que: "Un está definido 

como el rango de de una funci6n proposicional, es 

la colecci6n de argumentos para los cuales la llamada 

funci6.n tiene valores" 92) 

:iJhitehead y Ruasell que para facilitar la 

del concepto de o de clase es necesario esta-

blecer una de de forma a 

individuos (substancias (93) que forman 

el o. Al considerar las 6 conjtrrrtos de individuos for-

mamo$, el tipo 1, y al tomar las clases de clases de individuos ha­

cemos el tipo 2, y as! 'ad infinitum' 

Por lo que. las clases de tipo i (i en B, i) 1) 

nen por elementos solamente cosas de tipo i-1. Es por esto que 

ca nos podríamos preguntar por 

pues estaríamQs.considerando cosas en 1.l.it tipo que éste 

También es fácil ni? ver que tendremos una infinidad 

de d.iferentes (se supone. la. existencia de la totalidad ya 

da de los número~ ,además tend.:relllOs en cada tino 1L>l con 
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junto o clase vacía Y. el conjunto universal de cada. tipo i 'J¡:;rte-

nece o está contenido en el. tipo i+l¡ por lo que no 

mos hacer ninguIla afirmaci6n acerca del 

En la Teoría de Tipos debemos a cada varia-

ble un que en que tipo están sus valores, y por el 

si estamos hablando as individuos 6 

de clases de En la Teoria de 

do hacer una proposici6~ existencial o una univer-

sal sin mencionar a que tipo nos estamos refiriendo. Y si nosotros 

que Xi 01'> entonces .debe suceder que j = 1+1. 

Los admiten tres axiomas para el 

110 la Teoria de Tipos: 

"Dos clases que 

los mismos miembros son idénticas." (} sea una cla.se 

determinada cuando sus miembros están dados. En si.mbo-­

los tenemos: 

( 

"'Existe 

una clase de 

í'inici6n para los de tipo i. Por lo tanto. si 'F(xi) I el! -

una frase de T(94) donde • no aparece tenemos 

Este axioma nos formular definiciones 

cativas que sin él serian no"ta. 15 3). Pero 

los mismos creadores de la teoría afirman: ~La de 9.5 

te axioma es puramente : lleva a los resultados deseados 
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y no otros. Pero es claro que no es la clase de axioma, del cual _ 

podamos satisfechos.,,(95) 

KDado cualquier número -

na.tural n Este axioma nos asegura 

la existencia una infinidad de números naturales. 

Podríamos analizar las paradojas del ante-

1.'101.' Y ver que éstas no se pueden realizar dentro de la Teoría de 

'I'ipos, pero ¿ nos asegura que no otras? 

Otro punto que es mencionar es que la 

completa de la Matemát.ica dentro de la no se ha 

llevado a cabo, pues el concepto de que es u."l concepto 

se está utilizando en la formUl.aci6n de la Teoría de -

Es por' esto que Herma~ afirma que: u...... ya 

no se decir que las Matemáticas están fundadas sobre la 

. ca. sino en una especie de para los .. ( También 

Henri Poincaré critica la Teoría de diciendo: pero lo 

que el Sr. Ruasell y es lo que me parece dudoso, es que 

de estos llamados a la no se más; no 

brá que hacer,otras y constituirse las Matemáticas 

mente sin hacer nuevo. ,,(97) 

Es en 1907, cuando Ernst Zermelo (desgraciadamente 

sé tienen muy pocos datos de su se dedicó a la -tarea de Si5-

tematizar los resultados de la Teoria de Conjuntos obtenidos hasta 

entonces. Primeramente·demostró que la Teoria de Conjuntos Finitos 
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no se pOdía fundar sin el Axioma de Elección y enunció una serie 

de axiomas para fundamentar la Teoría de Conjuntos Transfinitos,-

siguiendo el e de su maestro David Hilbert quien había 

matizado la Geometriá Euclidiana en su obra 

• 1899. 

La axiomatización de Zermelo para la 'reoria de Con­

Transfinitos está expuesta en su memoria: 

( 98) :lta;th~ 

261-281 pp. 

lermelo comienza su de la. llIans:--

ra: "La Teorla de Conjuntos es aquella rama de las Matemática.s éU-

,yo objetivo es los oonceptos 

les de t número', • orden', y e función' f en su senoillez 

y por esa razón los fundamentos de toda la 

aritmética y el análisis; y de acuerdo con ést.o 

de la Ciencia Matemática. En el.·momento pre.,. 

sente, como sea, la existencia de esta. parece 

amenazada por ciertas jas o 'antinomias', las pus 

den ser derivadas a de lo qu.e parecen ser sus e-

senciales y para los cuales hasta ahora no sella eneontrádouna 

lución completamente satisfactoria ••• ,. En estas circunstancias no 

sotros no tenemos otra alternativa mas que tratar el camino 

y, empezando en la Teoría de Conjuntos' históricamente existente, 

que son re para esta buscar los 

mática. Este d~be ser resuelto de ta.l manera que los 

estén hecho suficientemente para excluir todas las 

contradicciones, y aún heohos suficientemente anehos para preser-



val' todo aqueU.o que es valorable en esta teoría ••.• (99) 

Para crear su teoría axiQmática supone: 

(a)':'a existencia de un cierto dominio (100) .("t{ de 

elementos abstractos. 

(b) La existencia de los elemtnos de este dominio, 

los cuales están por las letras a.b.o •••••• 

(e) Que cual de 

entiende ccnno la acerci6n de que los símbolos 'a' y 'b' 

el mismo objeto. 

a b. se 

La existencia de una relaci6n primitiva, a é b, 

la cual está definida para el dominio~. Si esta relación se man­

tiene para dos objetos a y b. decimos que b es un con 

junto y que a es un elemento de este '. Por estG mismo. pe­

ro no ne'cesariamente todos, los 

(e) Define también una relación entre conjuntos, la 

,de los subconjuntos: 

da X6 M implica x Ei 

Si 

N. 

m y 

entonces 

tales que para ea­

que íIil es un subconjunto -
\ 

de N. ! 

Los axiomas que él enuncia S<ln los s .C 

elemento áe N' y viceversa, si, por lo tanto, ambos}J: t N Y N k Id, 

entonces s ~ Nr 6,más brevemente: Todo conjunto está de--

terminado por sus elementos " 

gen)(104)._ "JSxiste un conjunto (ficticio), el 'conjunto vacío', t, 
el cual no contiene • Si a' es cual objeto del 

nio. entonces existe un con.ju..'1to {a ~ el cual contiene a • a ;;1 

mente a 'a' como elemento; si 'a' y 'b' son cuales dos obje-
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tos del dominio I entonces existe un conjunto {a.bj el cual contie-

ne a la' y 'o' co~o elementos, gero objeto x de 

'a.' y 'b' ... 
(105 ) .-

que la 1)ara 
todos los ,elementos de un fu, M posee un 

que contiene como elementos precisamente aquellos elementos x de M 

para los cuales es verdadera," 

( 

"A cada conju..l1to '1' corresponde otro conjunto l.(T, el conjunto 

cia' de T, que contiene como elenent;os precisamente todos los sub-

conjuntos de T." 

.da conjunto '11 

contiene. como elementos 

lamentos de T." 

un conjunto cuyos 

del ! y mutuamente 

.- "A ca-

, uniÓn' de 'J: f que '" 

toaoa loa elem.entos de loa e-

"Si T es -

que son diferentes 

• su uni6n (T incluye al menos un sub-

conjunto que tiene uno y solamente 14~ elemento en común con ca-

da elemento de T." 

te en el dominio al :menos 14"l conjunto Z que contiene al 

vacio como elemento y está de tal fo~ma constituido que a cada uno 

de sus elementos 'a' corresponde un elemento posterior de la forma 

en otras nalabras, que con cada uno de su.'3 elementos 'a' 

bién con~iene al conjur.to correspondiente { como un elemento." 

Simbólicamente podemos expresar los axiomas de Zer~ 

malo de la manera: 
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,H.- x) y) [(z)( Z éi X .; Z E> y;::::> X y]. 

:/'2.- (b;x) ( b y e x),*& 

x)&[(w)(z) (WGY&:Z6 &: 

¡;¡ y &: (zHz G y:::::> 

[x é y ¡¡¡ (x 6 W V x "" 

:&3.- 8i''1' no aparece en ': 

{X)(X é Y := 

Z4.- (~y) (x) 

Z6. (t)[( (x é t =-
t 

)(z é x&: Z <5 y»]:::::> 

)" 

El x'::> W 6 z)J. 

(x e w & W G 

{z '"' &: 

(x € t = 
(JI' é 

{v}[v w "" 

(veu&u.€ ». 
'" z &: (x) (x ;;: z ":::> { 

De forma. en el articulo.vr·~~~~~~ de 

melo la formulación y discusión de sus axiomaa só1.o 

pe. un pequeño 

haber 

ba más 

• es más, el mismo Zermelo se disculpa por no 

qu.e sus axiomas son consistentes. Zermelo esta~ 

en discutir la de conjuntos y mos--

trar de estos siete axiomas se sigue la de los Números 
In) 

Transfinitos de mas no laa jas y 

nomias. 

Abraham Adolf Fraenkel nació en Alemania en 

a ser Rector de la Universidaü Hebrea .~~ Jerasalen dea 

1940, Y se le reconoce como uno de los :más apartadores a -

la Fundamentación de la 
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La de Zermelo fue tomada ]Jor les 

malistas como la base para todos sus • "pues el 

trabajo era. bueno, y solamente había que aclarar o detallar concen 

tos como el de 'definitud' que Zermelo habia de sin discutir. 

Zermelo decía que una está 'definida' cuando su veraci-

dad c está 'deoidida'por las relaciones del domi-

nio tt{ por .el 

la 
(112) 

En un 

lIro del artícruc 

de los axiomas las leyes universales de 

en 1925 con el mismo 

de Zarmelo. Fraenkel elaboró la 

que el concepto de 'definitud 

de una manera muy natural 1 identif.j.cando las 

ser 

defini­

for--con las combinaciones de at6micos de las 

mas a € b Y a = b; con de • el concepto de ' 

• referido á Fraenkel defini6 este conc.epto de la 

manera: 

( El potencia de x. el unión de x. 

un que de x~ y también cual conjunto constante. 

todos son llamados Una funci6n de una funci6n de x 

es de nuevo llamada una función de x. 

( 

de los símbolos 

y r(x) funciones dadas de x, y sea '0* uno 

"" f fo, é f ,l. Entonces l' si M y N son .cOn-

juntos tales que los elementos de N son los elementos 

de llii para los cuales la relaci6n f< lIT es 11a~ 

ó si la 

'Auasonderungsmenge' de M que está determinado por o ~ en 

(e) i (1 

o 

y si ~ es '~a f~~ción de la indeterminada x 

x está envuelta en las funciones ~ y .¡p (apa!. 
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te de la variablea'.xxil iar y), entonces 1, (como de pendiente gene-­

ral de x) es llamada una funci6n de x. 

Con estas ideas F~aer~el redactó el tercer axioma 

de '¿;ermelo (Axiom.·der il.ussonderung) de 2.amanera : "Si 

as conjunto. q(x) y ~(x) son cualesquiera dos funciones, 

y 'o' denota una de las relaciones prim.i ti vas ::;. f:. ,6 • i. entonces 

existe el ' y jo 

Este nuevo desarrollo del concepto de 'definitud 

es ahora parte de la Teoría de Conjuntos Estandar. y puede 

con los axiomas de ¿;ermelo. Pero el mismo Zermelo no lo 

porque dice este argumento se basa en las propiedades -

de los núoeros naturales, los cuales deben ser introducidos en una 

etapa 

más reformas a la Te'oría de Zerme-

lo para hacerla más formal. Por e 

relación a = b lo hacia semán~icamente 

• al interpretar Zermelo la 

que a y b design~ 

el mismo 'o ojeto • Frasn.1cel en cambio le daba un uso como cons 

tante .con el mismo stato que lé' en. el sistema. El mismo 

Fraenkel un dominio básico de conjuntos,. el cual funciona­

ba como un 'dominio de individuOlS' para su teor1a axiomática.(114) 

lcado en 1922(115). Frae~ 
kel propuesto la introducci6n de un axioma " Esto .-

debido a que el axioma siete de termelo afirmaba la existencia de 

un conjunto infinito con elementos f. < -r}. {{ ~ j J , ••• '.. y además 

el axioma cuatro hacia que los conjuntos 
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tuvieran números cardinales cada vez , pero no exist1a un a 

xiom8. que la existencia de un conjunto que fuera la 11-

ni6n de todos estos conjuntos 

que propone Fraenkel es el Axioma de 

: "Si M es un y ai cada ele--

mento de Iil es por un • o b jeto del dominio -w.'. entonces 

Ji es nuevo un 

Si en la lista de de Zermelo noso-

tros sustituimos el tercer axioma por la nueva versión que da Fra~ 

enkel en. términ.osde fiLt;l,ciones y añadimos el Axioma de 

miento nos encontramos con la Axiolllatizaci6n de Teoria de 

. tos que es conocida actualmente con el nombre de la 

aión de Zermelo-Fraenkel'. 

Una buena versi6n de estos axiomas. aunque no es. la· 

. L"5.t..ua...... se encuentra en: Paul J. & HERSH, Reuben • 

v_~~~~~~~~~ 
" Scientific-American. Dieá:embre, 

Johann van Neumann nació en Budapest, Hungria, el -

28 de diciembre de 1903 y muri6 en 

ro d€ 1957. 

Van Neumann abando~ó 

los desórdenes que a la derrota de 

D.C~ el 8 de febre-

en 1919 durante.­

en.la 

Primera Guerra Mundial, y estudi6 en distintas Universidades de A-

lemania y Suiza. la mitad de los años veinte estaba en la U~ 

niversidad de Got , donde conoció a J. Robert (1904 

-1967) • 
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En 1930 a los ~stados Unidos y enseñó Física 

y en la Universidad de Princeton. 

Ven Neumann realizó en mu.chas 
(117) 

ramas de las matemáticas avanzadas. Por un lado, realizó un 

estudio meticuloso de la .ikIecánica-Guántica. demostrando en 1944 

que la Mecánica-Ondulatoria de y la mecánica-Matricial 

dé Heisenberg eran 

Incluso más fue su desarrollo de a~a nue 

va rama de las matemáticas llamada 'Teoria de '. Ya en el a-

!io de habia articulos sobre la materia, pero su libro 

definitivo 

sin:} hasta 

ticas a la 

la bomba-H. 

Ven .Neumann aplicó también sus 

de computadoras 

enormemente veloces 

que 

a la 

En 1955 fue miembro de la Atomic 

mise ion y en 1956 recibió el Fermi. 

no 

matemá-

, a su 

de 

Co-

~l primer trabajo matemáticó de von Neumar~~ fue su 

tesis doctoral donde reconsideró los axiomas de ~ 

lermelo,.i.lraenkeL Su tesis trataba sobre la construccj,6n axiomáti .... 

ca. de la reoria de Conjuntos General. 

A~~que la tesis fue oub1icada en las par-

tes esenciales da. ésta. fueron en Alemán en dos articu--
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los: (1) (J. relilne angew. 

l\Ii.ath., l54 {1925} 219-240 pp.). En este primer articUlo di6 su 

tema de. axiomas en los cuales ~l basó su tratamiento de conjunt09t 

con una breve explicación de las razones por las que tomó los a 

xiomas de una forma particular y, tambián destacó en términos 

rales de que cualquier caracterización axiomática de la Teoria de 

Conjuntos puede ser categ6rica;(118} (2) "Die Axiomatisirung der.­

!Viengenlehre" (Math. Z., 27 (1928) 669-752 PP.). Aqu! es donde de--

muestra en detalle como es que la Teoría 

aucidade sus axiomas. 

Conjuntos puede ser de 

El tratamiento de conjuntos de von Neumenn es una 

generalización del tratamiento Zermelo-Fraenkel. en el cual la 

ja teoría es retenida sustancialmente, pero de una forma modifica-

. A primera vista los nuevos axioma,s parElcen. ser muy dife.rentes 

de los antériores, pero ésto es.debido solamente al cambio de len­

guaje.Cuando las nociones de la Teoria de Conjuntos son usadas en 

!Vla.te-máticasexistendos posibles lenguajes en ios cuales pueden 

ser expresadas: el lenguaje de conjuntos y sus miembros, y el lf;ln­

guaje de funciones JI sus argumentos,; JI los dos son equivalentes. 

ya que cua.lquier funci6n !?uede ser interpretada como un. conj\IDto -

de pares ordenados y cualquier conjunto puede ser especificado con 

la ayuda 'de una funci6n caracteristica. Obviamente .el lenguaje pr~ 

ferido por ¿ermela era el da conjuntos, sin la idea de 

'funci6n' estaba ya en la noci6n de Aussonderung de Zer-

melo t JI en la teoria de Fraenkel se cO.!l,vierte .en, una realidad ex­

plicita. El lenguaje de von Neumann es el opuesto al de Zermeloy •. 

fundamenta. sus axiomas en término13de funciones JI argumentos. 
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Sin la diferencia fUllldamental entre los sis 

temas de ~ermelo-Fraenkel y van Neumann no es el lenguaje, sino la 

forma como tratan de erradicar las paradojas de la Teoria Intuiti­

va de Conjuntos. ~ermelo-Fraenkel hablan tratado de elíminap las _ 

parado limitando el significado de la formulaci6n de conjuntos 

a aquellos que eran indispensables en los propósitos matemáticos. 

Pero en el sistema de van Neumann l.as limi tacíonesson más seve--­

ras
Ü1

.g) y pri'l1an a los matemáticos de modos de ar.gumentar que a1-

veces son dtiles y que parecen estar lib:JIes .de vicios de 

cularidad. Von l'Íeumann toma las restricciones hechas- por Zermelo­

Fraenkel y además' hace otras pal"a totalidades en un sentido más _ 

ex~enso. Por 10 que, sí el sistema de Fraenkel está basado en un 

postulado s de dominio de conjUntos entonces van Neumann 
- -. . " (120) d - . d t d' . postula dos a.Qm~l1~os; un om~nJ.o e argumen 'os y un omJ.n~o-

de funciones, y la intersecci6n. de ambos es un dominio de funcio,":,­

nes-argumentos. 

Si'x' es una función y 'y' es un argumento, van 

Neumann denota • el valor de .la funci6n x para el ar&umento nor 

[x,y]. Para poder represent.ar totalidades en su ~;istema por medio 

defunciones características, postula dos argumentos constantes A 

y B, Y entonces llama una funci6n 'a' un 'dominio' si es tal que, 

para cualquier argumento x, 6 [a,x] = A ó [a,x] ~ B. Una funci6n 

tal corresponde intuitivamente a la totalidad detedos aquellos 

x para los cuales [a,xJ~ A,es decir, para los cUales 

[a,x} '" B. 3i un dominio, en.este sentido especial, no es 

mente una funci6n con la justificada, pero si ~:a fun---

, entonces von l\!eumann 10 llama un conjunto. 

Por lo que la distinci6n de von Neumann entre fun- o
-
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ciones y sirve Dara la Teoria de CQ~~ 

j~~tos contra las , como .la de Russell y la de 

ti. 

un Sistema 

con una 'recria Axiomática de • en lugar de 

; en el cual 

todas las nociones matemáticas -están definidas en términos de unas 

pocas ideas que pertenecen a la El evita la ne-

Cesidad de una teoría completa de y está en de 

mane con una estratificaci6n mucho más de SUB entidades 

dentro estratos. 
) 

122} 
van En este sentido el Axioma de 

Ne~ann es un principio muy fuerte. y de éste ser deducidos 

el .l\.xioma de 

de Fraenkel. 

de Zermelo y el Axio!lla de Reemplazamiento 

, con la utilización de este Axioma en el 

ma Axiomático de "Ion Neumann, el. Teorema del Buen-Orden puede ser 

demrostrado sin utilizar el Axioma de Elecci6n. 

En lapresentaci6n for:nal de su teoría? von 

utiliza una ter:ninologia neutra, y en lugar de decir: 

menciona • t; en de decir 'función' dice ' 

y lugar de 'función • llama TI_II ob 

Los axiomas intródueidós por vonNeumann son los 

VNl.- A Y 13 son I-obJetos. 

tiene si y 03610 x es un· 

II-objeto y 'y' es un 

- (x, tiene significado si 'x' y 'y' son 
..... (123) 

y es éi mis~o un I-obJ8co. 
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- Sean a y b 11-ob 

atos x, entonces a = b. 

si [b, xl nara 

forma como 8:" sisi;ema axiomático de vo'n Neumann 

trata los conjuntos es a veces tosca y • Pero una de las 

direcciones de más reciente invest dentro de la Teoría de -

es tomar las ventajas de los me sustanciales 

hechos por van Neumann, y al mismo "tiemoo regresar al pu.'1to de vis 

ta más natural Cantor. 

La Matemática actualmente está siendo concebida co­

mo el estudio de estructuras abstractas, de la cual su base natu-­

ral es la Teoría de Conjuntos. Resos visto como desd.e Zermelo has-

ta von i~eumann se ha ido ~~a Teoría de Con abs-

tracta suficientemente completa para servir de base a un 

tratamiento co'Ur¿letamente de las puras. El 

inmediato de todos estos estudios era ponerlos en ~~a rela-

aión más estrecha con la Matemática. Esto fue hecho por 

Paul Bernays en ~~a serie de articulos en el Jo,urnal of 

Logic 

en su 

rlernays 

y revisados y más 

, n.iJ1st€:rdam, I 

los 

trata los conjuntos ie una manera estricta.mente ma.temática; P;Qstu-

lána.olos sim\úemente con sus pro báslcas como entes 

ti'109, y no de derivarlos de ideas más básicas de la 

ca. ¡ al mismo no excluye de sus sistem", la noción de 
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extensión de wl predicado. 

las ideas de von Neumann. el trab~ 

con • conjuntos , y 'clases' en lugar de I-objetos y II-objetos. 

¡'os 
. (1241 

conJuntos' son las entidades esenciales (individuos) de la 

mientras que las clases ( Son entidades ideales (126) ~ 
Un conju.'1to., interpretado intuitivamente, es url Y. una 

clase es la extensi6n de un 

Bernays toma las convenciones: 

Pa~a dos cuales 

a ~ b; Y para cualquier conjunto 'a' y 

6 a ~ A, dependiendo si tienen o no la 

definido de A. 

'a" y "b', 6 a _ b 6 

clase • A'. 6 a é: A 

en el ..... ' 

(2) Ninguna clase B ser considerada. como miembro, 

ya sea de un conjunto o de otra clase, y las combinaciones de los 

si.mbolos la forma B e a 6 B e e no son 

Los conceptos de 'cla.se' y • 

den má.s o menos a los conceptos de 

blando estrictamente son cosas totalmente 

ma de puede .suceder que un 

(127) 

se correspon-

• pero na­
T'A n T.:",,,. • En el siste-

'8,' y una clase 'B' 

108 mismos miembros, en este caso se dice que la clase 'B 

'está. por el conjunto • 

Lo que hace for-

mal de su sistema es es-pecificar el cálcu.lo que va a ba-

sal' su sistema. Para especifi~ar ésto t introduce 

me;¡¡.te el cálculo d.e restringuido; formula sus axiomas y 

las de derivaci6n o de inferencia, en términos de va.riables 

sintácticas. 
(12 
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De las s bien-formadas, algu-

nas son 
129) 

Y otras son fórmulas, y éstas dos 

ser definidas sintácticamente por recursi6n. 

de 'identidad', a = b, ea tomada como-

una rel.aciÓn 
130\ 

J. Y conecta dos • 

minos'. Para las ! clases-térrr,ino' existe una 

A .... B Y puede ser definida simplemente c~mo: (132) 

ii",B':!( (xeA::xill?B) • 

.Las únicas fórmulas prünitivas atómicas que suceden 

en el sistema son de la forma a = b, a 6 b, Y 

donde 'a' y 'b' son Y B es una 

ra el caso de las cla8es-té~~ino tenemos el de Chur--

h ' .(133) e , 

Bernays paso a paso sus axiomas para 

ésto se ayuda Los axiomas que él 

son! 

a b ::::::> (a €o A :::;;o b 10: 

lliosotros hacer más fuerte el axioma 

la doblé 

a - b :! (x) (x e a :::. X e.. b) ~ 
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?8rO esta fórmula se derivar dentro del sistema Y. dice que 

un conjunto está unívocamente determinado por sus elementos. (134) 

ses como: 

Nosotros podemos definir algunos conceptos de 01a--

DBl.- El de una clase 

DB2.- La Uni6n de Clases. 

A V B Ñ {X ¡ X e A V x G 

DB3.~ La Intersección de Clases. 

DB4.- La Clase Uni~ersal. 

U NI 1 x = x~. 

DB5.- La Clase Vacía. 

t'" ix¡IGx}, 

y desarrollar formalmente el booleana de clases. 

Ahora, pasando a la Axiomatizaci6n de la Teoría de 

Conjuntos, Bernays considera los siguientes axiomas: 

B3.- Axioma del Conjunto Vacio.- -B'l conjunto 

no contiene elementos, o sea, 

a ¡ 

este axioma b;c 

b y {el. en símbolos 

a e '0;0 _ ta e b V a e 
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,t(f)) corres--

ponde a la unión 

~ t es decir, 

ae 

que 

Otras definiciones que él da son: 

DB6.- El conjunto unidaa 'a' 

DB7.- El par no-ordenado 

: b. 

DB8.- El par ordenado 

• b) 

Una cosa que que mencionar es 

de 

el 

,Axioma de' no es necesario en este • ya que exis-

te un derivable que formaliza la afirmación que. para. 

b Y • existe un conjunto 

. que consis.te de todos los elementos 'a' de • b' que 

Además de los axiomas que hemós mencionado son 

sarios, para desarrollo de la Teoría de los 

Axiomas del Potencia , el Axioma de Elección ). y 

el Axioma del Infinito (BS).· que a los Axiorxas de 

y 

El 16 de noviembre de 1936 se recibi6 en la &meri--

can liathematicaJ. ) un s.rtfculo ti tUlado ":.::..::~:E:..-=-:::=::'::::~:.:! 
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• escrito por ~~ 

llamado 'HIlard van Orman Quina. En este articulo se intentaba dar 

una nueva axiomatización de la Teoria de desde u.ri 
de vista , a pesar de los resultados, pocas a-

. ños antes por ~urt G~del {véase libro VII, ~ 

Como cosa curiosa no se hablan dado den~ 

de la , que superaran o me 

jos de Rusasll ¡ Whitehead.Y curioso porque el 

':.,uins intentando me la Teoría de fue cono cien-

do los lo que le daba pocas a esta 

o me 

El sistema o teoría que en su articulo eS 

conocido actualmente con el nombre de "l!eoria del la. 

}}or 'Q'. 

Como en lineas anteriores esta 'Teoria 

del 

Teoria de 

es un intento de o ensachamiento de 1.8. 

• El aspecto formal de dicho ensachamiento es muy -

pero tiene modificaciones esenciales._ La inovaci6n 

de Quina es el 

Clases' que 

afirma que una 

de un 

eliminar los indices 

está estratificada cuando es 

cada variable de tal manera que un mimara entero sea 

e.uumerar 

a 

cada una de las 

'Variable que 

de la misma variable, y además que la 

el número entero consecutivo de a---

quel de la variable que a '~'. Por ejmplo la 

(x e y &: Y e 
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está estratificada. porque a las variables 

ros 9r¡,teros como ella la 'x', el 2 a la ''li' y a la 'y'. y el 3 a 

la ·s·. Pero 

6 

(x e y & Y " z) \1 x G Z 

no están estratificadas no es posibIt.e encontrar una numera-

ci6n que cumpla las condiciones. 

Por otro lado, Quina no que todas las frases 

.... """""'0. De hecho la notaci6n y el 0.'0-

de las frases de Q son exactament"e los mismos que los del 

sistema de (;':;) • .l51 sistema Q, como el Z. contis.ne también 

la teorfa de la Cuantificación para las variables generales 'x', -

, etc. Además, el de 3stra:tificación no interviene mas 

que como una restricción sobre los axiomas que postulan existenci? 

de ( 131) 

Pasando a la teoría en si vemos que Guille define la 

identidad en Q como 

x = y '" ( (i e z =- y e;. z) 

y axiomas qu.e son los 

'( (Z E X ,.. Z "' ::::::> X = y.' 

está 

cada y no 

(x}[xE. aF( 
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Formalmente, Q2 es el mismo axioma T2 del sistema 'l' 

pero sin Indiees de ya que está entendido que mientras los 

índices de los no aparezcan, las variables distintas perman~ 

esrán aistintas. (138) 

A pesar de tal semejanza formal al sistema T. Q es 

completamente diferente de T. ejemplO. nosotros pod~mos probar 

en Q la existencia de un conjunto universal U tal que: 

(x ti U). 

pero en particular 

U e U. 

A pesar del Principio de sobre el a 

xioma Q2 existe en Q al menos un 'conjunto que es ele~nto de si 

mismo', y ésto no sucede en 'r.(l Por lo que, si nosotros tuvie­

ramos un mqdelo aplicable a T éste no podría ser válido para. el -­

sistema. Q. 

Debido a. este hecho y a oue la Teoría de Nruneros no 

desarrollarse dentro del sistema Q.(140) Quina propone cier-

tas mejoras a su Para ésto hace una 

de su propio sistema Y. 8-.'101'13., la. notaci6n y el dominio de frases 

son exactamente iguales a los de van Neumann. 

Su nuevo sistema (lo denotaremos ,lOr NQ' j til'llie 

tres o..l\..J..Q!J1i:li.::¡. donde: 

J.Z<·i:i.CJ..o.u de • o sea t 

(Z){ZE XJIl Z ey)=(xE Z·::::>y ~ 
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Es el idéntico de Q2. (141) 

Es el axioma que la existencia de 

clases: 

(x) [ X E Y s F( 

doude 'F( • es no que frase de NQ en que-Y' no aoare-

ce. 

Es sorprendente que de todos los trabajos 

realizados en la con la intenci6n de dar un 

trumento capaz de sostener la total complejitud de las 

mátioas modernas con y olaridad .nos encontremos con un 

tema • Este sistema fue creado por Nicolás 

.Pero lo más de todo es que "su nombre 

.8S , su nacio.nalidad es franc·esa y su historia es curiosa.-

Es uno de los matemáticos más del XX. Existen mu 

chas acerca de él. y cada dia va habienQQ más. Casi cada 

uno de los .conoce unas pocas h~9torias acarca de él y 

probablemente ha inventado también un par de ellas más. traba­

se leen y se citan exter~amente en todo el mundo. Existen 

ne.s en Río de Janeiro cuya educación matemática ha sido basada ca.­

enteramente en sus trabajos y existen famosos matemáticos en 

y Eln Gott que que su influjo es 

Tiene fervientes y detractores vociferantes en cual~-­

quier grupo de matemáticos que se reúna. i!;1 hecho más extraño SO~ 

bre él, sin es que no existe. 
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Bate francés no existente con nombre es lUce 

las Bourbaki. gl hecho es que Nicolás Bourbaki es un seud6nimo co 
('í4A

\ 

lectivo utilizado por una informal de matemá.ticos." - q 

El estudio de la Teoría de 

matica contenido en la parte de la obra monumental de 

los Bourbaki: , la cual se ha estado ~u-

blicando desde 1939 (hasta la fecha se han 

lúmenes) 

más de 30 VQ- > 

Pasando a su axiomatizaci6n vemos que los Boux'oaki 

no introducen ningún formalismo para las clases y en su sistema 

todos los términos son • Pero ésto no es una 

de fundamental entre su sistema y el de 

naya, ya que el Esquema de Churen dice las clases sirven 

mente para proveer una forma de~hacer que -

envuelvan 

En los momentos en que Bernays dice que una clase II 

'está por un 'a', Bourbaki dice que un 

'conjuntable' (en francés coll:x). 

Nosotros definir la trelaci'ón 

en nuestro sim~olismQ diciendo: 

) . 

Los axiomas de los 30urbaki son~ 
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(z xVz=y). 

( (u}(y)(v) [(x 

( x) 

Existe U."l con infinito. 

Además de estos cinco axiomas, existe un fuerte- es­

quema., llamado por Bourbaki el "~squema., de ;Jelecci6n y Reunión" 

el cual .absorbe por completo los 

Axioma de 

(2 Axioma. de la. 

(3) Axioma de Sustituci6n de Fraenkel. 

Finalmente, como es claro. el grupo Bourbaki apoya 

fuertemente la. idea de que la más apropiada. para 

las watemáticas pura~ es una combinaciÓn de la Simb6lica y 

la Teoría de Conjuntos Como nosotros sabemos esta idea. 

fue señalada por Paul 

Y, otro lado, no cabe duda. de que este intento 

de fu.>¡damentar la lilatemática es la emDresa más y provechosa, 

dentro de las matemáticas, que se 

temáticos del presente 

y cuestionaron los ma 
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La teoría de conjuntos, en sus primeros ~~os tuV'6 

un fi.uge fuera de toda medida; abarc.ando su desarrollo 

te6rico y sus 

nas cuestiones 

la misma 

• Pero, , surgieron 

entorpecieron un alcance más profúndo dentro de 
144) 

Una de las cuestiones que este deBa--

rrollo fu.e el tAxioma de E1.ecci6n't el cu.al como ya habíamos men-

cionado. ser comparado, dentro de su marco histórico, al 

maso quinto postulado de Euclides. 

hacia 1880 Y 1890 Cantor habia hacho unas 

tracioIies con un Que es equivalente al Axio~ 

roa de Elecci6n. Fue en 1902 cuando Bepo 1evi se dió cuenta del uso 

de dicho axioma. ~n 1904, Zermelo lo utiliz6 explicitamente enla 

uemosTración del Teorema del Buen-Orden. Desde 1904 a 1910 se pu-

blicaron en articulos donde se destacaba el 

cismo hacia la demostraci6n dada por Zermelo. Las criticas se 

raban en doS grupos: (a) aquellos que no el 

ma, ~ero acentaban la demostración Yt que aceptaban 

el axioma pero no la En • ¿armelo demostró el 
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mismo teorema por U,'l método tot"lmiOnte alferente t "[Jero que también 

dependia del Axioma d", Elección. 

Los malentenaidos Qc<das que e::dsti6.n en corno del 

Axiome. de Elección y del concepto del Infinito Actual dieron ori-­

diferentes escuelas filos6ficas dentro de la 

Los conside--

ran a. la. como la base de la Ji¡b;temática Y. a.firman que la 

realiza la reducción de conceptos 

temática, o· sea. c.onsideran. que la 

métodos de inferencia. ma-

es solamente 1L1'la pa.!, 

te de la 

Aunque A.N. Whitehead y Bertrand Russell son oonsi­

como los f1..mdadores de esta escuela., ya algunos otros 

máticos y fil6sofos hablan hecho estudios en este campo como son: 

R. {1231-1 • J. (~606-1682), Rané Descartes, 

frédo Leibniz, 
(147) 

el italiano 
( 

Analizando la obra de nhitehead y Russsll, 

t vemos que ésta empieza como si fuera un 

mediante operaciones y -

para justificar todos los elementos fundamentales de 

la matemática. 

Para reducir todos los teoremas a 

los admiten como verdaderos los axiomas de -

Infinitud, Elecci6n y cilidad véase el 92 úel 
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~ __ ~~~~~~~~~~~~_- El fundador de esta es­

cuela fue David Silbert. quien en su libro 

f"mdament6 la e hiz6 patente su consis--

respecto a la Arit~ética y al Análisis. y 

ver la necesidad de 

rio hacer lo mis~o con la 

1 aunque para ésto es necesa­

de Nmneros y la Teoría de 

Conjuntos. 

Es cu~~do Hilbert toma las ideas de Kant para 

el desarrollo de su Matemática en su de fundame~tar la 

temátioa. "La idea fundamental de Hilbert al orear la teoría forma 

lista :para la f1.L.'1,iamentaci6n de la matemática consiste en la 

oi6n de que ha de ser allá de toda duda la 

de las n9 constru.cti-' validez de las matemáticas clásicas, 

nes 

nes, nunca 

los concept9s 

doha'olarde 

al carácter o finitario dalas 

.' 
Los formalistas, en las y deduecio--

en cuenta el contenido material o :i.ntuición de 

, o sea, el contenido esencial de los tér­

f recta, etc.) es 10 que está definido im--

por los axiomas, En un sistema formal no senti-· 

o falsedad pues 103 términos, fórmulas, demos-

tracionas y teoremas, son 

primitivos 

combinaciones de los elementos -

Si nosotros fundamentar la matemática -

por media de un sistema formal es necesario que sus elementos ya·· 

xiomas teagan un existenciaL La "aencia.1 en--

tre los sistemas axiomáticos de Eilbert ;! J.us:5ell es que el 
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ro debe consiaerarse como existencial y el 

material. 

Como o 

La que tenían los dos fundadores de las 0-

tras escuelas es la s 

pone de 

"El formalista sostiene que la razón humana no diB­

exactas de las lineas recta,:; o de los números ma-

yores que (lie;;:; ~ por e jemplo~ ••••• Es cierto que a de cier-

tas relaciones entre entiCiades matemáticas que tomamos como axio-

mas. deducimos otras relaciones re glé'.s teniendo 

la de que de esta manera derivamos verdade.s a de 

otras verdades por medio de un razonamiento Pero 

el formalista. la exactitud matemát.ica reside solamente en el des-

pliegue de la sucesi6n de relaciones, y e~ de la 

nificaci6n que queramos dar a estas relaciones o a las entidades, 
'150) relacionadas con ellas."~ 

"Los formalistas son semejantes aun relojero que 

se halla can absorbido por el deseo de que sus relojes tangan buen 

aspecto, que olvida que la misión de los es la de señalar 

el tie::npo,y o.escuida la •• (l51) 

Sin embargo, a pesar de estos comentarios y muchas 

otras criticas, son los formalistas los que más tienen en 

la actualidad. 

F'ue Leopold l:í..ronec--

~er el Y Cantor por--

que los objetos matemáticos . que ellos manejaban no ser con~ 

truidos y, que, ?or io tanto. el contenico de sus era va-

cio y que todas sus as"'€culaciones no terdan sentido. 
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te, Her~i Poincaré mencion6 la importancia que tenia en la eonstruc 

ai6n la intuición del Principio Matemático de Inducci6n Completa _ 

(véase la üemostraci6n del teorema (5) úe la nota Entre los 

más conocidos intuicionistas están: ri. ]ore1. Hermann l"eylJ L.E~J 

31'ou';'(er quien es conocido como el fundador del Intuicionism<:), A. ~ 

S.C. Klenne y P. Lorenzen. 

básico de los lntuicionistas es el 

de 'Construcción Mental'. el cual no puede ser reducido 

o en algo más o radical. La matemática 

nista comienza por construir los números nat,.;¡rales de Ulladi1anera 

genética existencial. 

Para ellos no eslnecesario los conceptoa-

de construoción mental e intuición matemática pues éstos se hall.an 

en un campo p,re""matemático o dentro de la de l.a 

ca. 

Los 8610 consideran como conjuntos 

existentes aquellos que so.n • infinitos en y.., 

llos que son 

surdo 

tan los 

del 

a los naturales; pe.ro para ellos es a~-

conjunto infinito actualé 

existenciales, a ellos 

de construcción y no 

Para 

que mostrarles el 

señalar la 

Tercer 
( 152' ~xcluso J 

los Intuicionistas no vale el 

como támpoco es vál ido el uso 

del 

de definiciOnes 
(15 
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"La Escuela lntuicionista t cuyo recuerdo subsistirá 

a título de curiosidad hist6rica, habrá al menos 
la utilid.ad a sus adversarios, es a la inmensa 

de los matemáticos, a preoisar sus posiciones y a 

más claramente de las razones (de orden lógico unas, y 

sentimentales las de su confianza en las Mátemáticas. w(154) 

a del desarrollo de la Teoría de 108 

Transfinitos de Cantor "El Problema del Con-

tín;¡o". Cantor del que 2~ era a 

'tI (inmediato sucesor de en la sucesi6n de los nú.'ller08 cardina..;, 

les transfinitos • es decir que, 

se la del 

tinuo y se que 

Hil bert. ?or ejemplo. que esto. ser deducido de los a-

¡üomas de la teoría como 11..'1 teorema* 

Por otro lado, como el 'Axioma de Elección' era ne-

ces~io en muchas ramas de la 

tearonúos Preguntas: 

• los matemáticos se 

la 

mas? Esta 

.1a 

independiente de los 

y litatemática, o ser a 

:::'ue contestada por Pa'll Cohen en 

demostr6 que el axioma era 

clásicos de 

3; • 

de esta manera todos los intentos de demostración que se 

hicieron del axioma a partir de 1922. 

(2) el axioma con los 
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cos o matemáticos, o el tomarlo en cuenta nos lleva a contraéiic-

cic6n? La respuesta a esta pregUl'lta fue ;¡ la contestó 

.t>.1irt GGide·len varios artículos a partir de. 1938. 

"La teoría abstracta de conjUl'ltos se encuentra 

IUmente en Ul'l estado de cambio que es análogo en yarios respectos 

a la revoluci6n del XIX de la Geometria." 

De la misma forma COrnO las Geometrías 

a partir de la del t así ~ 

también aparecieron Teorías de Conjuntos No~Cantorianas a par-

tir de la del ",-xioma de Elección y a.e la 

del Continuo. 

de 1a-

Aunque Kurt Gtide.l es más conocido por sus "Teoremas 

de 

el caUSB...Ylte de que 

cantorianas. 

si la teori.a de 

t
· t (157) en e entonces 

xio:na de 

ci6n en la teoría 

el § 3 de es te mismo ~. también fue -

diferentesteo:t'1as de no-

crear este' de teorías demostré que 

sin el ax:ioma de 
l56} 

lo es la teoría de conjuntos con el a.". 

Es decir. si nosotros encontramos una 

, entonces la contradicoión debe es-

tar también dentro üe la ;teoría que no considera el Axioma de 

ción~ En pocas palabras, el Axioma dé ¡Uecci6nes tan 

mo los otros axiomas. 
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.Pero lo mi"mo demostró Godel considerando la 

aiadal Continuo como un axioma más de su sistema. O sea, que sí 

la teoría de conjuntos contenía alguna con~ 

tradicci6n la del Continuo. entonces esta 

debería estar en el sistema que hemos 

teoría de conj'.Ultos sin la del Continuo. Es 

muy importa~te señalar que Godel no ha demostrado que 

( 

sino que solamente ha demostrado que ( no puede ser demostrado 

como falso, es decir, en nuestras manos está. el considerarlo no 

dentro de la teoría. Como se ve éste no es el de demostración 

que Hilbert su.puesto 

aabemos nosotros qu.e las dos 

del de Euclides implican que: (i) la paralela 

zada en 1.L'1 punto dado con respecto a 1L'1a reecta dada no es ÍL"llca y j 

que (ii) dada una recta y un punto fuera de ella, no existe -"> .... ,.'5"'-

na recta. paralela a la recta dada pase por el punto. 

Basándonos en este hecho nosotros formular 

teorias de que consideraran como un axioma la 

Con este axioma nosotros crear· del _~.X.l..oma del 

una Teoria de totalmente distinta a la que hemos estudia ... 

do durante el desarrollo de ]1resente tesis. 

Pero as! como consideramos i;60rias de conjuntas. en 

donde el axioma de Elecci6n no • nosotros también 

mos consia.erar teo:::,ias donde la 13 del Continuo 110 tuviera 

valor. 
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Desde un punto de vista estrictamente matemático, 

la Teoría AA .• VID~ de Conjuntos que nosotros estudiamos en el 

timo capítulo de una respuesta a la demanda de Una 

mentaci6n segura para la matemá.tica pura. Las 

ser de hecho sobre esta y hasta la fecha­

no se ha dado. demostración de la 

de Conjuntos; las contradicciones, 

sido excluidas de la teoría al 

incorporadas al sistema. Sin 

las 

cuando vemos la 

Conjuntos desde un p~~to de vista filosófióc 

d~n mu.chas preguntas abiertas. 

El en señalar los graves errores y 

Teoría 

parecen 

16-

tades que, la axiomatizaci6n de Zermelo fue Sko1em en 

1922 nota 1l3}. de los que seña16 fueron 

resueltos por los de ~ermelo. como en el caso del CO~ 

capto d.e • de fini tud que Fraenkel aclaró, pero otras de las cuas 

sin resolver. Por ejemplo, una de las 

nes que Skolem señalaba era una circularidad en el sistema 

de • Esto, d.ebido a que Zermelo no le habia: dado mucha im-

portancia a su 'dominio d~ individuos', y resultaba ser a 

de este hecho, la teoría, axiomáticamente. contenía 

ella misma parte de su base lógica* Otra de las oh que se-

Baló del tratamiento de termelo es conocida actualmente como~ 

Paradoja de Skolem".( 

Todos los j!'ormalistas estaban seguros de que 
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BnCQntrarian la Teoría Axiomática de los Conjuntas perfecta q'J.e 

les fundamentar la Matemática por completo. Su 

ño vino con los resultados obtenidos por Kurt (rijael con sus famo~ 

sos NTeoremas de Incompletez". demostradoS en 1931. 

Los teoremas de Godel se pueden enunciar de la 81-

manera: ( 

ces es 

"Si. el sistema S es consistente. entan­

siempre existe tl.'1a fórmula indecidible. 

"Si el sistema S es consistente y lo 

fi::üentemente rico para poder representar la aritmética elemental 

entonces consis"G6ncia del sistema es den-

tro del sistema mismo". 

Hermann sintetiza muy claramente las 

ciones de estos teoremas cuando dice: "G5del demostr6 que en el 

formalismo de Hilbert ~ de hecho en sistema formal ~ que 

no sea demasiado suced.en dos cosas raras: ( se pue-

den encontrar aritméticas de naturaleza relativamen-

te(t) elemental son evidentemente ciertas pero no 

dentro del lo:::,malismo. (2) .La f6rmula.1l que expresa la consisten-­

cia del sistema M, no es deducible dentro de M.. Más 

una deducción de t u JI.. dentro del formalismo M llevaría 

ta .a una contradicción en 
,,( 

Como nosotT'oS sabemos 1 Hilbert y la Escuela 

lista creían poder fundamentar las 

de una "soria de la demostración.(161 

clásicas por medio 

la cual se 

llar en un marco estrictamente finitista, así como también, 

bert es¡:;eraba el trata'l1einto de los problemas de 
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cía a (162' 
efectuales; ) y por Hil­

al orden de bert también consideraba que la matemática 

lo deducible. 

Si bien los teoremas de G~del no acabaron de ra.lz 

las ideas de Hilbert, si como dice Hermann : "Las esperanzas 

de obtener una finitista de la consistencia se han 

cho verdaderamente tenues."( 

Hasta hoy en día e1 desarrollo 

de la -Teoría de Conjuntos a todos los matemátioos. Es un hecho ca-

si único en la Historia de 

podido fundar una nueva 

Ciencia el que un sólo haya -

de la ciencia en s610 dosdecadas~ y 

teniendo en contra todos los prejuicios y de sus oon-

Ya el mismo Cantor 10 seña1aba a finales del 

pasado: "La descripción de mis investigaciones en la Teoría de los 

ha al canzado Ul'l donde la continuación de esas in-

han venido a depender de la del con 

cepto de entero positivo real más allá de los l!mitas actuales; 

una generalización que toma una dirección que, hasta donde yo sé. 

nadie hlj!. considerado aún. 

de esta del conc6uto de 

ro en tal Que sin ella no lograr libremente ni 8i-

pe avances en la Teor!a de los que 

esta situaci6n llegue a jUst~ficar. o a excusar de ser necesario, 

la en mis a!'gumentos de ideas aparentemente extrañas. 

De hecho el ito no es otro que el de o extender 
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serie de los enteros reales más allá del in~inito. Por atrevido 

qt¡.e esto pudiera parecer, expreso no sólo la esperanza 

bi.én la firme convicci6n de que a su esta se 

rá reconocida como un ~aso natural, apropiado y bien sencillo. Con 

todo tengo plena conciencia que al adoptar tal procedim¡;into me c2-

loco en oposición de los criterios más extendidos respecto al 

nito en las matemát.icas opiniones en boga sobre la 

naturaleza del número." 

Pero lo de todo es que esta nueva 

rama d~ la Matemática se haya convertido en la angula.r de -

la fundamentaci6n de varia.s ramas de la Matemática y, más que 

ha sido la forma de 'unión más fuerte que ha existido entre la 

mática y la 

Actualm.,.nte es hablar de la 'reoria de las. 

Reales, de la Teoría de la liIiedida, de las de 

Riemann~ de la 

mencionar la '.l'eoria de 

de 'P~~tos. Además, no 

a Cantor a la 

analíticos. 

del Análisis Matemático sin 

la Teoría 

que olvidar que lo 

de la Teoría de 

de Con-

que 

fueron 

La Teoría de las ProDEtbilidades está fundamentada 

en los conceptos y métodos , o sea, que se. pen-

sar que no 5610 las matemáticas Duras como son el , la geo-

, etc, han util.izado esta nueva rama de las matemá.ticas para 

, sino que también lo han las que con 

matemáticas 

.GS Dor ésto que a.ice: "Debiéramos, Dor 
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to, incluir la Teoria de los Conjuntos entre las grandes revoluci~ 

nes científicas que han transformado nuestra visión del mundo tan 

profunda y sorprendentemente desde finales del XIX.,,{I65) 

Por Último, quisiera señalar que como dijo Hermann 

Víeyl: nLos fundamentos 111timos y el sentido Último d'e las matemáti 

cas perrlanecen como problema abierto; no sabemos en qué direcci6n 

se encuentra la sOluci6n, ni siquiera sabemos si puede esperarse 

una respuesta objetiva final.,,(166) Y següu Fraenkel:' "La teoria­

de los conjuntos ha resultado ser el instrt~ento con el cual pu~ 

den definirse y anlizarse met6dicamennte los co;uoeptos primarios 

de los matemáticas vistos como una totCilidad. La teoría de los co!,! 

d t · d' 6 ··t ,,(167) ~ . b juntos parece pre es ~na a a este prop s~ o. .:an emargo 1 a 

últimas fechas los matemáticos han aceptado como oieMa la 

oión de W~yl y como falsa la de Fraenkel y. ahora parece ser que 

están intentado la fundamentación de la matemática en una nueva 

~rama llamáda 'Teoría del Topoi', 
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(1).- No discutiremos en este trabajo si deberíamos llamarla 
mática' o 'Matemáticas', por no considerarlo de fundamental 

para su desarrollo. 
o 'las Matemáticas', 

.. (2).- BABHU, José. 
Calpe. 19. 

(3).- La demostración del teorema se ha 
halla s l.ao alglLl1a de las dos 

C1,4alquier cuadrado F.BCD ( 1) 
en dos cuadrados B~ y DK Y dos 
esto es, es al cuadrado sobre ffh, al 
y cuatro veces el AEF. Pero, si 

perdido. 

ser dividido, 
AK y CR, 

cuadrado sobre EK 
tomamos los puntos 

A 

• B ___ ---,. __ D--J.. ___ ~ 

1. 2. 

G sobre BC, H sobre eD, y E sobre DA, tal que BG, CH y DE 
san cada: uno iguales a AF, ser fácilmente mostrado 
que EFGA es un cuadrado ~ y que los AEF. 
Y DHE son el cuadrado ABeD es también 
cuadrado sobreEF y cuatro veces el AEF. 
que el cuadrado sobre EF es a la suma de los 

FK EK. 
2), siendo A -

el BC~ Los 
los 4.l:lC y 

.Be AC i-.,B : BD, 

Be D(J v, 



- .124 -

De aquí que 

+ AC 2 = BC(BD + DO) = BC2• 

Hacia el ~o 300 .A~C.t aproximadamente, se conoclan veinte.-
üistíntas del teorema. Actualmente más de 

de éstas se encuen.tra en ~$L. 
~~~:5!:'=';~::"":::'=':!:!)J~~~~" Nationa1 Oouneil of Teachars 

(4).- BaBINI., José. .. 
Calpe. pág 

.- VERA, Francisco. 
ránea. n Losada. 

RUSSELL. Bertrand. 
• págs 395-6. 

(7).- Ibídem. 399. 

(8). - BURNgT, J ohn. 
págs 388-9. 

Argos~ 

(10).- El autor traduce 'al infinito' pero 
de otros autores me parece más 

también es mio .. 

(11).- "Def 23.- Lineas paralelas .son aquellas lineas que, estando 

(12).-

en el mismo plano y siendo 
bas • no se encuentran 

Sir Tho:ma~~s:'~,~~~~~~~~~~~-;~;t~ 154. (El 

estudios sobre la función de los ojos y de la 
han hecho en las diferentes escuelas o épocas de la 

• que en 
se saca los ojos 

(13).- ista decadencia. o caída de la :Matemática se 
ve claramente en el estudio de la riscuela Helen1stica.. En e­
lla ::la no creado.res. sino 1 co­

tas. 
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(14).- ¡io analizaremos la concepción del infiní to que tenían los -
filósófos como: San agustin., Santo i'omás de Aquino, etc •• -
pOr salirse del contexto de nuestro trabajo. 

(15) .- GALlLEI Galileo. .. 
Dover. 31-

.- Ibídem. 31-

(27) .- BELL. Brío Temple. 
" ~ 

(1$).- Este concepto no ha sido aceptado de la misma. manera por t.2. 
dos los matemá.ticos. . alegan que la recta no es-
tá dada t sino que solamente se determina el -
segmento unido por los dos puntos. 

(19).- l:!:l Cálculo estaba basado en ideas obscuras 

(20) .-

. -

f ,-. \ 

23) .-

( .-

taú3.s. Se tenían demo.straciones 
fue visto por 

a los 
imitar a los 

cienes como Abraham de Moivre (1667-17 
sus intentos. Esta cuestión se s1ll.1varia 
bres como Bernhard 1301zano 

{ Henrik Abel ( , 
y K'arl Weiestrass (181 

v~; .. .n."'U-"'. Francois Marie Arouet • 
.. Articulo 'Infinito', 
y Rohert, 

Ibidem. por MORITl, Robert. Op.Cit. 

KOR?t:;;H Í' 

ti 

GAUSS 
216. 

obra de 
Cau­

Gustav 
\ 
I • 

337) • 
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.- CAi'TTOR. 
re und 
íJJ.ORITZ. Robert. Op. Cit. pág 337). 

(26) .-

(27).- Profesor que vive de las de sus alumnos • 

• - La demostración es la raíz de la ecua-
ci6n de grado positivo n. 

(l) 

con enteros ak es llamada ll...'1. número 
Eor nos restringuiremos a números 

que (1) tiene a lo más n 
Arreglamos todas las ecuaciones dé la forma (1) pero 

no tomando su grado n o la magnitud de sus coeficientes, 
no de acuerdo a la magnitud del entero positivo 

(2) h == + I aol + I 
al cual le llamamos la altura de la 
da de lL'la manera úni.ca por. (1), y 
de ecuaciones (1) con altura.h 

las da una altura 
arbitraria y aquellas de diferentes alturas 
res crecientes de h. obtenemos una sucesión 
das las ecuaciones. (1), cada una en un 
Finalmente cada ecuación (de raices reales 
por su finidad de • las cuales pueden ser 

• As! obtenemos una enumeraci6n de todos los 
reales (de los cuales j. para 

aquellos que estén eón 
De aqui que f de todos los mimaros 
reales sea numerable, o sea, los podemos 
dencia 1LYJ.o..:.a-uno con el conjunto de las :1aturales. 

Otra demostración es l'a s :. Sea como an 
. teS ( y 

h= n + laol + I + ••••• + I an l. 
es evidente que exi te solamente lLYJ. número finí to de pOlino-· 
mios de coeficientes enteros de una altura dada h: 
mos este conjunto medinate también 
conjunto formado por ~l cero sola~ente. El de 
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dos 10$ de coeficientes enteros esáa ~~i6n del 
conjunto nlLllerable de los conjuntos finitos 

o sea, es numerable, ya que, la uni6n de un conjunto numera 
ble conjuntos'finitos que no tienen elementos comunes.­
es un conjunto numerable. 

De , ya que toda subconjunto infinito B de ~~ con-
junto numerable· A es numerable, se deduce que el 
de los de 
ros también es numerable. Sa.bemos que todo. número 
ca es raíz de un irreductible de coeficientes en-

solamente de uno. Por • reuniendo todas 
de todos los polinomios de este 

mando la '~i6n de un conj~~to numerable de 
tos, el conju..1lto de todos los números 
de aquí Que el conjunto de todos los 
reales es numerable. 

que la diferencia esencial. entre las dos 
mostraciones es 
que los números 
que en la 
números 

.- B.ELL, Erío Temple. 
600 •. ifa menciona 

el autor e11 el 

( ).- La definici6n 

, demostración mostramos 
reales son numeraoles, mientras 

el conju..~to de los 

Ed 4 Losada. -
se 

n~r ' verstehen 
roten Objektenm unsere~ 

~lemente van ~ genannt zu einem 

Un ser llamado conj~~to colecci6n, 
se, domin~oo totalidad. Bs hacer mención que la 
idea de I-una coleoci6n dentro de un todo ' no 
eho a aclarar la idea de conjunto. La. idea debe 
cidir si un elemento pertenece o no a un conjunto. 

El contiene sus elementos o los elementos 
Los elem€mtos de un no deo.en 

repetirse. se vió la necesidad de definir el 
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to vacío o nulo, aún antes de la creaci6n de la Teoría de 
Conjuntos • .Dste conjunto se denota 1)or ¡. . 

• - Launi6n de dos conjuntos Iv] y i'í es el conjunto de todos los 
elementos que cen a o a N o a ambos. L.a::unión 'co 
rresponde' a la operaci6n l6gica 'o'. no define. la : 
intersecci6n de conjuntos, Que • corresponde , a la oueración 
16gica 'y' (conjunci6n). La intersección de los conjtU1tos 
y N es el conjunto (te todos los elementos q1) .. eson comunes a 
M y N. • 

(32).- Si M. Y N son conjuntos y si cada elemento de M también ~er 
tenece a N, entonces ¡¡~ es llamado un subconjunto de J5n 
párticular. M es un subconjunto propio de ;'f si contiene al 
menos un elemento el cual no pertenece a ¡Ii. 

Los conjuntos fu y N son .llamados iguales si ca 
da uno es subconjunto del otro. La relaci611 'e' denota 
mente de extensi6n y no de ideantidad. 

(33).- Como podemos ver Cantor no define lo que es un niÍ.111ero 
nal t sino el número cardinaL Bertrand Russell ( 
1970) , al igual que' Gottlob ( 
la manera: "El número el conjun-i; 
to de todos los c.onjuntos· que son e él. Sil. Más 
i;;arde veremos (Libro V, §4) pO.rq~e está mal esta 
El número cardinal o potenc.ia de un conjcmto está definido 
implícitamente. 

{34).- Dos se lJ¡¡aman e si es posible encon-
trar una correspondencia uno-a-urill entre sus elementos~ y 
de aquí que, una correspondencia uno-a-uno de los elementos 
de M con los elementos de N es también llamada un mapeo de 
¡,¡ e11 (deiltpO' de) ¡\J, o entre N y 111. Por lo que decir 
que, fu es equivalente a N si existe ~~ ma?eo del conjunto 
en el conjunto N. 

Una observación importante que debe ,hacerse es que haE'. 
ta el momento para nada se ha mencionado que los conjuntos 
sean finitos o infinitos • 

• - Si los conjuntos tienen n elementos entences 
torial maneras de modificar o hacer es~a regla. t;n el 
que contengan un nÚJl1ero de elementos entonces exis 
te un nú.'1l.ero infinito de maneras de hacer estas reglas. 
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Además, si j,¡ ,.;; P entonces P Ñ !l~ de acuerdo la s imetria 
del rnapeo. La conGición (5) expreslil, ~u.e la relaci.6n es re-­
flexiva y la (6) dice que la relación es transitiva. Cantor 
fue el en hablar, de lL1'1a manera clara, de 10 que es 
u..'1a relación' de 

(37).- Otra ser: "Conjuntos 
e, inversamente, to 

lentesQ=" 

.- Sabemos que 

. - Sean Ji¡ 

les <t, ,~ , 

.0..+ (b+<::)= 

.- ~e ve a vista que, los ~xiomas de , 
considerar como consecuencias de la definición 
ros cardinales finitos dada por Cantor. 
que tienen las mismas caracterfsticas y 

son e 

lo. + <>... • 

también, 

.- Cantor definió 108 infinitos de una manera 
va, se definir de una 
conjuntos de un modo 
chaz6 la teoría de Cantor porque éste 

y definir los -
(hUbo gente que re~­

definió negativamente 
conJuntos infinitos 

que existe 
un conjunto 

nunca se 
los 

U."la .infinidad de números naturales t 
de ná~eros naturales y lo 

Este tipo de conjuntos ( 
o el hombre en su 

mente pues, aparentemente, en la naturaleza no con-

el conjlL'1to infinito de los números naturales 
(N). es fácil cre8.r dj,ferentes conjuntos infinitos, Dor e-­
jemplo: 

(1) !l - {l,2.3.4.5}. 
(2) El conjunto de los nUmeros primos. {2.3.5,7, ••••• } 
(3) El conjunto de los m'i.meros pares. {2, 4,6, ••••• } 
(4) El conjunto de las potencias ce 4. ,4.16.64 ••••• ,} 

Analicemos algu..'1as pronieó.ades de N: 
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subconjunto infinito No de un -
naturales (enteros positivos) es 

Demostraci6n.- Sabemos que de núme-
rOS naturales tiene un elemento mínimo. Sea nI el mínimo 
mero Etn No. Y sea n2 el mínimo nl1mero en el residuo. 

NI :: No 

N2 = NI {n2} 

{nI} 
No - l nI ,n2J, atoe 

por l:lk+1 denota.mos el residuo del conjunto 

{ :; l'io - {nl,n2 •••••• nkj. 

Los residuos no 
el 
mando elemento~ 

el cual es 1.L.'l 
elemento. n de 

Ñ !l en 
1;0 llk de N& el 

1>ueden acabarse porque ésto 
fini too 

N. pero p por~ue cada 
y viceversa. Por otro lado, 

que asocia a cada aleman-

de 
está en liÓ 

de que la 
ele.mento k de:l. Por. 10 tanto. ,." N. 

Q.E.D. 
Demos ahora la definición: 

to que es al 
les' es .. llamado numerable. ft 
Por ejemplo. el coujUhto de los números pares es numerable, 
ya que se puede poner en correspondencia uno..;.a-uno con los 
nl1meros naturales, por medio de la función "" 2x. "Puede 
verse de la manera: 

1 2 3 4 ....... ~ x ¡ 
2 

I 
4 

I 
6 

-1 
8 *' ..... 

Una de lcs cOnjuntos numerables es que todos sus 
subconjuntos son infinitos o numerables. 

"Un conjunto que contiene los elementos de 
una numerable de conj1.L.~"os es también 
numerable." 

Demostración.- Lo haremos para el caso de ;;;. 
los números racionales. Sea el conjunto todos 1.013 racto'" 
nales ,donde qJs puede ser reducido· a fracciones más 
simples. Si restringuimos q ya a valores naturales t el'l:ton':" 
ces para s dada obtenemos un ocnju...'1to numerable de ra 
cionales qjs (q = 1,2.l,. •••• ); dEl c..qui que si s toma. todos 
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los valores naturales, obtenemos ~~ 
numerables. Para demostrar 

una infinidad de miembros 
en una sucesión de 

numerable de 
conjuntos 

numerables. los 
de. 

con sus denominadores s de la siguiente manera: 

2 2. 

1 '/' 

1 

l/ ~)./ i 2. 

1/2 

/ 

2 2 2 

1 ~/ '< ! 2. .;;:i. 

3 3 3 3 

~ .:i ! 2- ~ Q ... ;;> ~ ~ 

4 4 4 4 ,4 

I 
! 
t 

como se ilustra en el esquema, 
~es 

una 
ciones: 

racionales q/s como 
, consideramos 

ponemos 0/1 = o. 1.- illtes de 
2 .. - (Jada debe estar por el racional 

vo -(q/s). 
3.- Omitimos todos los racionales 

un racional dado con anterioridad en la 
De que todos los racionales 

glados en una lo cual 
de todos los raciona.les es numeraole. 

Q.E",DiI 

que sean 
sucesión. 

La numerabilidad de los números reales 
demostrada en la 28. 

a 

fue 

G.eneralizando, podemos decir que la suma de conju...'1tos 
finitos o numerables es también finita o numerable, 
y cuando la suma sea finita o numerable. 
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(42).- Sean A y B dos conjuntos tales Que a y B no tienen elemen--
tos comunes, entonces: 

1.- Si Ay B son finitos 
2.- Si. A es. finito y B es 

A + B es finito. 
numerable entonces A + B es 

numerable. 
3.- Si A Y B son numerables. A + B es numera 

'ole. 

De los teoremas (1) y (2} podríamos deducir: 
Que_ cual conjunto infinito es a 

un subconjunto de él mismo ( 
11.- Que cualesquiera dos conjuntos infinitos son 

val.entes entre sit falso) • 

Teorema 3.- "Cualquier conjunto numerable es 
te a un SUbconjunto infinito de el mismo." 

Demostración.- Sea 

numerable. Entonces por el teorema { conjuntos tales como! 

{02' •••••• } , {bk'bk+l'bk+2.· .... }, 

son también numerables, o sea, equivalentes a B .. 
Q.E .. J;l" 

La conjetura ( también puede 
oión . conjunto infinito:· "Un conjunto es 
ese a un. subconjunto de él .mismo". 

Esto contpadiee el famo.so princJ.pJ.o por los 
(tanto filósofos como matemáticos) de que todo 

es mayor que cualquiera de sus • Común 5 de 
Euclides. De la misma manera que contradice el dial.ogo de 
Galileo Li bro l). .H Bolzano a este restll tado 
pensó que habia a ~ contradicción que no se 
salvar. 

Demostraremos que la conjetura ( es falsa, o sea, 
que existen conjuntos infinitos que no 
tre si. de otra manerá, no tendria .u ... U.5 ........ 

teoria si todos los infinitos fueran iguales, ya 
que sería una teoria paralela a la de los conjuntos fini-
tos. 

Vamos a considerar segmentos de rectas. 
rándolas como los conjuntos de todos los puntos que caen s,2, 
bre los segmento·s de lis líneas. 
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segmentos AB Y eD ta.les que AB es 
menor que que el conjunto de 
los puntos del segmento AB es e('illÍvalente al conjunto 
dos los puntos del segmento eD. demostrarlo 
los segmen-tos uno a otro. Unimos los puntos A, e 
.¡¡ B ,y íntersectan en un punta Ji: debido 
a la ciíferencia _ Si trazamos un rayo desde eJ. 

3. 

punto E éste .. intersecta ambos seg.nentos o 
Sea el EF que a AS en F y 
L~tersecci6n del 

rayo con CD~ e 

de ellos. 
e.n G: a la 

una ll,."'l.o-a-uno los dos segulentos r lo 
que demuestra que son e 

los puntos de la 
recta com.ple:ta, a sea, infinita. 

Sean AB ( los extremos A. B)· y en dós rect.a.s 
tales que AB es u.ri segmento finito y UD infinito (en cuanto 

• Sea E el centro de AB doblamos el segmento en E 
y lo "Donemos sobre la linea CD de tal forma que E llegue a 
ser ~ punto de ( 4) , . A Y B 
caen en el mismo lado de E.) 
Y, sea F el,pll,.~to medio 
nas •. 

Cualquier rayo trazado desde F ambos 
tus, o no intersecta ninguno (excl1.limos los extremos j)ues 
los rayos ?A y FB son paralelos a la .recta).· Al ptL'1to E lo 
asignamos a él mismo. Ahora, al., Oll,.'1to p 6 q de la recta AS 
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A--------------______________ __ B 

C--~~--------------~--------------~~------------D 

fig 4. 

6~EB le asignamos eL punto p' 6 de la recta CE óED~ e 
inversamente. De esta fo:rma demostramos que 

. se corresponden. uno-a-uno. 

Ejemnlo 3.- Podríamos mostrar 
geomtftric:;' como el q,e la 5, donde 
También' existen ejemplos de tipo 
medio de composicion de funciones se 

.del mismo tipo. 

A 

fig 5. 

mism~ idea. 
donde por 

Bertrand'Russel1 quizo mostrar este de ideas por 
medio de situaciones 'de la. 'vida real'. como lo demuestra. 
su mención a. Tristán Shandy~ "La paradoja de Tristán Shan--
dy, es inversa a la de y demuestra que la tortuga, 
a condición de que se le dé tiempo, . exactamente tan 
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lejos como Aquiles.rristán ::lhandy, como se sabe, invirtió 
dos años para hacer la cr6nica de los dos diasde 
su vida •. y se lamentaba de Que a ese el. material se -
1.e acumularla m.ás rápidamente de lo que él era canaz <te 
horarIo, de suerte Que con el ¿aso de los años cada vez es-

más le del final de su relato. Ahora bien, yo sos 
tengo que si él hubiese vivido eternamente sin sentirsE' can 
sado de , éntonces, aú-'Il en el. caso de que su vida 
hubiese tan re91.eta de acontecimeintos como cuando 
elÍ1pe~6 I habr1a 
cribirse o • G ",. 

te verdadera, 
todo el no es de los años$" 

~:::':"'::":::'=:':::':==!.::!..._J _.;;;.;;~oc;;.::.;;;;;.::.." E d • Pa i do s • pág. SSELL. Bertrand. 
1()9). El mismo 
muy formal en 

ja de una manera 
pág. 407. 

En 3, 
números reales. el hoy llamado "Teorema Fúnda-­
mental." Para hacer ésto llamó al conjunto de todos los nú. 
meros reales de un intervalo (s~ co.rresponden con todos los 
puntos del mismo "el (en 
del intervalo O )$ el oual es equivalente 
segmento finito o infinito (en cuanto a 
ta.conclusión hablamos llegado en los e 
(3) • 

todos 
pera 
el 

a un o sea, 
es más que ti.'1. conjunto infinito numerable •. 

Demostraoión.- Sea continuo' el de puntos 
o números del y lo denotamos por C. Deb.emos 
representar sus de una manera 
conveniente. La forma. ·más co'nveniente es representarlos en 
forma de decimales (fracciones decimales). Sabemos todo 
número real puede ser extendido en una y 
forma de decimal infinito" un decimal que 

contiene otro distinto de 
xieten reales que admiten una en decima.l 
por ejemplo, 1/2 = 0.5. pero también acepta. una 

una 
de 

infinita, también "" 0.4999 ••••• ). Todas las fracciones 
deciamles de e comienzan con O.····· ,debemos incluir el 
mero ~~. 0.999 ••••• en e, pero no debemos incluir el número 
cero, por.lo que O es el conjunto de todas las 

infinitas que empiezan con O.·····. 
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~l teqrema asegura Que un 
contener todos los decim~les de 
ducciQn al absurdo, o sea. 
llegaremos .a una contradicción. 

conjunto nwnerable no 
C. Lo demostraremos por 

que e es numerable y 

Si e fuera numerab.le, escoger una regla de 
correspondencia tl..'lo-a-uno entre O y la cual convierte a 
cada decimal de e en un natural n. de e inversamente·, 
mamos al decimal relacionado a n el tn-ésimo t y 
blamos del primero, segundo, ••••• Debi.do a nuestra 

podemos escribir los elementos de e com;) una 
si6n= 

dond.6 losnik (i. k = 1,2, •••••• 9) son Quitemos. el. 
cerq inicial común, nos quedará un cuadrado 

con el vértice nll. el cual se 
. Gomo todos 10s decimales son infinitos 

rengl6np.uede .oonsistir de ceros solamente. 
Se~ 'd' un decimal infinitoun1vocamente) 

construido de la manera ,siguiente: Consideremo!? la 
del cuadrado que El través de los 

Sea 'd' el decimal infinito 

cuyos digito~ están definidos de tal 
i para la cual nii es diferente del 
1; para 10.8 cuales nii = 1, hacemos 

forma que: para cada 
1, hacemos di = 

2, etc. De 
que siempre, F hii. o sea, para c~da ir di es diferente 
del i-ésimo del decimal i-ésimo. 

El elemento • d" d,e e es distint.o de cualquier elemento 
de e y. ppr lo tanto, no está oontenido en nuestro cuadrado t 

el cual habíamos contenía todos los decimales 
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nitos empezando con el cero. Lsto contradice nuestra híp6te 
8is, 10 que demuestra Que e no es e a N. 

Q.E.D. 

Con ésto hemos demostrado que la 
sa. y de esta manera hemos mostrado 
infinitos

C 

mayores que otros. 

(Ir) es 
existen conjuntos -

Cuando hicimos notar el hecho de que un conjunto es in 
finito cuando es auna. J)arte cél mismo, no to 
mamas en consideración las criticas que ha recibido el 
do de correspondencia entre el y una parte dé 
mismo por parte de los fil6sofos y matemáticos. La 
critica hacer nosotros ~l mapao 
deberíamos total el mismo 
elemento 
queelelement() 

en el subconjunto, 
debe pertenecer al 

esta critica 

tomando en cuenta 

que el losnÚlneros naturales 
es e conjunto de los números pares, 
mal, por.que al conjunto no le co 

su 'idéntico' en el 
de la quinta noción 

BIno aceptar este hecho es 

Con ésto se 
com1Ín de Euclides. 

Lo que de 
bemos hacerpara,ffiostrar que dos conjuntos no son e 
tes es uemostrar que (} nos lleva a 

omisión o falta de 
de esta 

si misma, y 
en el análisis 

recta y en la 
tica de los nthneros irracio:ruües y reales. 

(43).- Cuando Cantor demostró que aleph-Cero es el 
meros cardinales transfinitos utilizó un hecho tan 
que ni él mismo se di6 cuenta del hecho. Este 
es conociaoc hoy elia como el '\Axioma de • Por 
derarlo t~~ hecho de mucha importancia lo discutiremos 
profundamente. Demostraremos ,rimero otros teoremas donde 
este axioma se ve más claramente. 

conjunto infinito oontiene a~ 
11 

Demostracióh.- El teorema lo demostraremos por 
ci6n Principio de Inducción Matemática se 

manera: el elemento de un 
illla pro~iedad y se demuestra que si 

Gola otro elementCl cUal ra ( ~ también la -ciene el con-
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secutivo de éste (n+l)t todos los elem&ntos del 
tienen la misma propiedad. El de Inducci6n Trans-
finita és lagenerali~ación 
mática (véase Libro IV, 3, • "l.os 
ten para de 
para el post.uado de Euclides, pero no ver en 
más que una definici6n disfrazada." (POHIC"..RE. HBurí • 

.. pág 117)). 
un element.o PI del 

,el 

S1 "" { 

de P el cual contiene un elemento El restante, 

PI := P -

es no vacio, porque de otra manara 
el eme u'to y no pqr una infinidad; 
ger un elemento arbitrario P2 de 
to 

P estar1a formado 
llOr lo tanto podemos 

y formamos el 

S2 = {PI 
de P el oual flos elementos.. Debemos ahora supo.uer 
inductivamente qúe después de tales nasos ( por 
n U<"l natural) que hemos al subco::ljunto 

Su := lPl~:02 •• ' ••• 

de P el cual contiene n elementos. Desde que el restante, 

Fu = P - Sn' 

infinito, escoger un elemento 
rio 
moa 

y añadiéndolo a los de Sn 

deP el cual contiene n+l elementos. 
al de • para 
un súbeonjunto alcnal 
mente, estos subconjuntos forman una 

Es sido co~struidos de tal manera qua 
contiene a los que lo o e 

P da todos los 
tiene muchos ( -todos) miembros numerables 
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11a.mémosla 

P = { 

Hemos construido un subconjunto numerable de un 
finito. 

Q.E.D. 

in 

conjunto infinito P es equiv! 
infinito de p.n 

l'Qr el te.orema anterior. existe P un 
subconjunto numerable de.P. Denotamos la diferencia,-P -
por p,.. si coincide con p. entonces P' es el conjunto va 
cio. En caso, tenemos 

p = Pf), 

Y p' no tienen comunes (estamos la -
notaci6n cantoriana. para l.a ~_~·~/. Ahora om! timos el ele-­
mento PI del conjunto numerable 

y denotamos el restante P 

es un 
P1 .de P. Ji. fu. más 

Ahora construimos 

p "" {P 

dentro de su 

• entonces 

no contiene 

de la siguiente Como no sabemos si P' es vaclo. 
nito o infinito a cada elemento de pt le su 
tico~ 

~a damos como e 
entre !y 

esquema: 

La demostración está completa.~ ya que las dos corres 
haeen una sola uno-a-

Q.E.D. 
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Senalaremos una vez más un teorem2l. dado flor Cantor. 
finito A no puede "sr e 

lente de él rcismo." 
demostración es evidente Dor si mis­

ma si suponemos que JI. cO~ltiene un 13610 elemento, - sUl'onemos 
el teorema váliúo para: cual conjunto.A que contiene n 
elementos; y fácilmente concluimos "ue es verdadero para 
cual A con n+l elementos. 

ltussell llama 'reflexivo' cualnüer conjunto que es ~ 
a un subconjunto ,rapio de él mismo. 

J:';xaminando con detalle la demoEtración" del teorema cin 
ca encontramos unaai f"Elrencia no tél.ble en"tre los orocedimieñ 
tos matemáticos tradicionales y los aqui méncio~ad?s. Por 
lo general, en matemáticas tradicionales los concentoB 
usados están determinados univocamente. AunQue también se. 
tienen otros casos, cuando se DostuJ.a concepto es oo.!: 
que se sUl'one que tal concepto sido ciem.ostrado existente 
~n nuestro caso, nosotros un elemento ar 
ti trario de un unto A cuando demostrado que el 
conjunto a es diferente del vacío, o sea, estamos suponien 
do que los argumentos que s son ind~pendientes del ele 
mento particular De la mi:"ma manera. noso 
tros procedemos a escoger un número finito de elementos 
del conjuntD JI. debemós preveer que el A contenga 
al menos n elementos • 

.Lo que .se afirma es que 

nales del siglo pasado, esta postura 
'sin tomar en consideraci6n 
no puede ser medido por ~~a definida.. 

Imaginemos un conjun¡;o numerable cuyos 60n 

'nares de zapatos 1: u.'l , t ••••• , n-ésimo, •••. 
• •• par para cada natural n. Una -;:rregunta que nos Dodríamos 
formular es la siguiente: ¿LS el conjunto de todos estos 
'pares" equivalente al conjunto de los 'zaoatos' conteni-­
dos en los pares? As.ignemos al par, el zapato izoui-
erdo del orimer par; al .segundo!par, el derecho del 

';l)r3JIlier p~r; al tercer par 1 el del segundo 
nar, y así sucesivamente. De esta manera hacemos correspon­
der al zapato izquierdo del. n-ésimo par el (2n-l)-ésimo par 
y ~"l zapato dBrecho del n-ésimo :oar el 2n-ésimo uar. Hemos 
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mostrado una correspondencia uno-a-:-uno el conjunto de 
todos los pares de zapatos y el conjunto de tonos los,zapa­
to.s, y por lo tanto. ambos tienen· cardinalidadaleph-cero -
(hablamos supuesto que el conjunto de paresél.é zap~tos era 
numerable) • 

Bueno, ahora cambiemos los 'zapatos' por 'calcetines'.· 
o sea, tenemos una infinidad de calcetines. CQmo todos 
mos los productores da calcetines no hacen d.iferencias e!,! 
tre el calcetín derecho e izquierdo. PQr 10 que nosotros 86 
10 podremos asignar calcetines 'arbitrarios' al hacernues 
tro mapeo, ésto lo podemos hacer una finidad de veces, a -
nos que, no tengamos nosotros el prejuicio de no poder 
cerl,o una infinidad de veces. Si sólo .consideramos una 
dad posible de asignaciones nosotros. no podemos 
que ambos conjuntos el mismo número cardinal a,leph­
cero. (El ejemplo es de Bertrand Russe:l:l, pero la nata ori 
ginal me ha sido imposible encontrarla). 

Como vemos de surgió ~ nuevo principio, el cual 
fue descubierto a principios del siglo XX, sin el cual nos 
seria imposible demostrar algunos de los resultados más a 
sombrosos- de la Teoría de Conjuntos Transfinitos. Este priñ 
Cl.pl.Q . fue llamado 'axioma de Elección' por E. Zermelo : 
(1904) 1 más tarde llamado 'Axioma Multiplicativo' por B. Hu 
ssell (1906). .-

germel0 lo enunció de 16 siguiente manera en 1908: "Pa 
ra cualquier conjunto S. cuyos elementos son conjuntos no = 
vacios, corresponde al·menos una función f(x)imiv.alente 
tal que para cada x S p f (x) es un :elemento del 
conjunto x. En tal caso ,f es llaInada una función selecto-­
ra. tt 

Ruasell 10 ent~~ci6 de la m~nera: "Dado un 
conjlmto de clases mutuamel1te excluyentes, ninguna ds. las 
cuales sea. nula, existe por lo menos una clase consistente 
en un representante de cada del'" (RUSSELL, 
B. "Los Principios de la Matemáticá." 11). 
En otras pálabras: "Si S es un conju."1to.cualeaquie­
ra dos conjuntos de s no tienen elementos oomunes Y son no 
v.aclos, entonces existe al menos una clase P+a cual 
ne un elemento de cada elemento de 
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(44).- A este hecho se le conoce como el "Teorema de Cantor." 'Da-
do cu.alquier cardinal finito o transfini to existe uno ma 
yor.' Es decir, si A es cualquier entonces el 
conjunto P(A) \.conjunto,pote~ia de elementos son 
todos los SUbconjuntos de A tiene un cardinal mayor que 
,Por lo tan,te. además de los cardinales ' finitos 1 exis ten lli'1."i 

infinidad de,cardinales transfinitos~ 

+'"" Se dice que un conjunto A está ordenado si además de la 
lación de '='. una relaci6n que sa"tisface las 
guientes tres relaciones está definida en A: 

1.- Para cuales elementos diferentes 8.1.a2 de b..' 

al menos uno de los argumentos al .( a2 precede a ) 
a2< al se verifica. 

2.- Si al ~ a2 entonces al ft a2. 
3.- Si al < a2, y a2 ~ a3 entonces al < 

Sabemos que si al = al. se sigue de (2 que al al Y 
que nunca es cierto que 

al < a2 y a2 .( al 

sean • Parlo tanto, concluimos que una y.sola--
mente una de las tres de orden 

al '" a2, al.l, a2, 8.2 .( al 

se verifica para dos elementos al,a2 :le un CO!! 

junto 
Si omitimos 

obtenemos los , Como se ve 
claram.ente. el orden definido a.nteriormente. no define tma -
relación da ya que no puede ser qu.e': 

(l) 

y que 

( 2) 

.Debe pensarse, que el oIel símbolo <. puede-
cambiar de c.onjunto a conjunto, unas veces coincidir 
con al simbolo < y otras con el símbolo>. Por El jemplo, 

L.- Sea A { ••••• ,-3.-2,-1.O,1,2.3 •••••• ~qui< co-
incide con< , 

2.-· Sea B ::: { ••••• f 3~2.1:} • Aqui <. coincide con ). 
3.- Sea e ={ o ,-1,2 ,. •• ;.}. En este caso el s1m-

bolo .t. .coincide en . eon t. y en con >" 
Es obVio que los de un .ordenado 

también están 
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Se dice que dos oonjuntos ordenados son , en 
símbolos A '" B, 8.i contienen los mismos elementos, y s i la 
relación de orden a...{ ti válida para A invariablemente 
ca la relación a ..t b par~ B. Recíprooamente, enton 
ces, se obviamente que a l:' b implica a.( b • 

• - También se decir ' 

.- Un ordenado A es llamado '~imilar' a un 
ordenado B si existe ~~ mapero de A dentro de B que preser­
ve el orden. Es decir. si a. a' son elementos distintos de 
A y b, b', son los alementos de B a ellos por el 
mapeo t , entonces a.( a· debe que 
b <. b·. dichos mapeos es llamado similarQ 

por ejemplo, al de todos los números na-
turales y el conjunto de todos 
con ordenE/nas de 
f que a oada natural su doble f . es decir, 
Este mapeo preserva el orden entre los dos'conjuntos yade-
más uno-a"·uno. Por lo que los nfune--
ros y los nfuneros naturales son similares 

conjuntos , y sólo tales conjuntos, 
tienen el mismo tipo de orden. 

Tenemos cuatro funda:neZltales que 
de la. 

lIlO. 

(l) A eL A, todo ordenado es similar a si mis-

( Si A I.:'!. };J entonces B cl. A. 

Si lA t:f!. B ;¡ B = e entonces A cl c. 
(4) lA ~ B implica A ~ B. 

Señalaremos resultados 
1 •. - Si u:n. ordenado B es a un oon-

junto ordenado A, entonces B puede ser ordenado de tal 
ra queB Ci A. 

2.- Si dos conjuntos son similares. en~onces o ambos -
tienen ( elemento o de los dos con--

.- En general. "'.,e. denota el de orden que resulta de ..,(. cua.!!;. 
do el orden de la sucesión de los elementos está invertido. 
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(49).- Bste puede ser un e la gran cantidaa de 
néS y que tuv6 Cantor con Q~ros matemáticos 0~~O 
consecuencias de su teoría. 

(50).- Sean A y B dos ordenf:.dos ajenos. Definar:1cs :,;na 
lación ordenadora para los elementos e a:e la Ull1.6n e como 
sigue~ sean e y c· dos elementos la unión. ~~ a~~os rye~ 

tenecen a tI.. de jamos a .( a' 6 a I a en la unión, de 8.0;;'-"";:: 
do si la primera o de estas relaciones :::e cum?le 
para estos elementos en A. 3i ambos elementos pertenec€n a 
:8, entonces la que es válida nara ellos en B d.5b~ 
clli~ylirse de nuevo en la unión. Pero si uno de los elemen--
tos pertenece a A, y el otro a B, "~ está 
en A y c' está 6:1 .:3, e .( e en la unión. 
La relación orúenadora así 9ara launi6n es 
mente 'transitiva, y por lo tanto or,iena a C • 

• - ejemplo que se da en la memoria 
pero también se considerar 

n + VI '1'1, 

porque tenemos 

VI == {n+l ,n+ 3 •• • • J 
JI de aquí Q.ue 

n + w == {1.2.3p •.•• ,n ,n+2 

claro, -

B1BUOTECA 
INSnnrf-O 01; EOOlOGtA 

VNA.M 
,~ •..• J.=w. 

De la misma manera se mostrar que: 

, (2) 

porque 

y 

Por lo que 

'ltw = { ••.•••• n+ 3. n+ 2 } f 

l' L ? 1 "1. ? ti + n =- .~ ... '" fn+_~n+ ,n, ... , .. t'-,t-

y de estos poñemos deducir que 

'fi, w+ 1, '1'1+ 2. w+ 3 , • • •• 

son distintos d~ orden. 
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El tipo ~ + w pertenece al 

y el 

{ ••••• ,-3.-2.-1,O.1,2,3, .••• 4! 
w -1- .w al conjunto 

~1,2J<3,,,, 'f" $ $ ,-3;-2 

Tomana!') en consideración los resultados anteriores -¡lO-. 

d.emos obtener: 

(4) n .¡. w + w "" + + W W-I- 1111'; 

{ ... "¡ + n ... Vil "" W ..;- {n + "" w.+ w; 

( Vil + Vil + n =: W + + n. 

y por el otrO' lado 

(7) il>w + n + w "" ..- n) + Vi '¿¡;"II + w~ 

n + lifw. + w F li'f¡ + w + n. 

El producto de dos ordinales también 
do de la s :nane-ra: 

ro. 
lÍe todos los 
b está en B, 
laudo que; 

{a 
be 

la versiÓn en 
nal wich 
remains correct, 

orden ".( y , distintos ce 
= Formamos el 
(80.0), a está en A y 

estos Dares estipu~-

-< (.13.2, b2) , 

como también para al = 
el de todos los 
de esta manera. Entonces 

pes their cardinal 

ro. 

( .- Si dos elementos a y a' de un ordenado tiene la 
que elemento de A cae entre ellos, enton-

ces son ll.amados elementos contiguos o Si es 
relaci6n a ~ a'. entonces a es 

de a', ya' es el 
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inmediato sucesor de a. Un conjunto ordenado es 
·a.enso· si contiene al menos dos elementos y no tiene ele­
mentos contiguos. 

Como todo conjunto finí te tiene al manos dos. elemen:toa 
contiguos toaoconjunto fdenso' es infinito. 

Dados dosnúm:eros racionales. a y su pTome.-
dio (6· valor medio) a+bj2 es raci.onal tambi~n~ De aqui 
entre dos números raciona¡es cualesquiera cae otro 
núm:eroraci<tnal. De aquí se sigue entonces qtm entre cuales 
quiera dos números racionales e:ltiste 'Una infinidad­
de racionales. Vemos claramente t debido a de 
los racüonales. que nunca hablar 
sor de un número dado. 

( 55):. - Las • fuildamen tale.s· pueden 
valentes a las s,ucesiones. Se puede 
las series fundamentales coherentes y las 
to~as t, tanto crecientes como deorecientes. 
se definen. los de t de una sucesión', 
te de una sucesiÓn'; y los conce1?tos de • elemento . limité ' y 
'elemento principal'. 

ver ·UDa introducción realmen'lie intu;i.:t.iva al 
del SeTies y Sucesiones'~ f ,véase el BillaR," St:ephan .. 

~!....!~!;;!:';':::~=:!:."'=:'-=:!!:!:::!É~±:!~:"""" UTERA • 

• - Si ún ,con.junto .. de puntos A est.á dado, un Punto a (el. 
puede pertenecer" Il no a A) es llaUíadCí un ~p~l'l:l;O limite' de 
A si todavencidad de a cont.iene una infinidad de· 

definici6n equivalente es la 
a un punto, rto. necesariamente 
un • punto 11mi:te' d.e A si 

nu;llOSun punt04e A distinto 
del punto a~entiénda8e 

cÚ\culO 4!e radio e 
de tQ'Q.J)S ·los 

d.onj'.into A,.· EntoncesdecÍ4llos que el 
si A~ A. 

Al conjunto A se le 1:1wna 'denso en si • siA íZ~~ 
yA Fi.y se ~e Uama ·perfecto·, si A' "" A yA./:, i. 

Ahora. todo c.onjunto finito A es 
vaaio,,· yyaeio un subconjunto de 
y t CO!JlO finito no eS 

de ser perfecto. 
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(57).- La intención de Cantor no es realmente estudiar las Series 
Fundamental.es en si, sino definirlas simplemente para poder 
usarlas en el estudio del tipo ordinall;" 

~- Ya sabemos que toda la 
"\;0 [O ,1.] (véase nota 

real es ,¡equivaUmte al segmeE; 

.- 1 por del Continuo Lineal 1: podemos identificar todos 
los conjuntos con 9,· 10 que nos daría la cla-
se .de tipos oráinales [8]. 

(fto).- El oonjunto 'lacio se considera bien-ordenado • 

. (61).- Bajo orden prescrito para él por A • 

. (62).- es llam.ado t seeci6n' • 

((531:-- Esto es debido a que el que 
no en 

b 

" 
utilizan 

al segmento 

b < a;. (véase Lihro 

de A(ol). 

ambos, ~1 Y 

mejor en.Un.cj,·ílil 
(ordenado o sin 

Vi que contiene 

dos '91"labras com~ 
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(70).- QUIliE, 'Ji.V.O. "Paradoja6 " Scientific American. (Recopilado: 
.KLINE, Morris. "Matemáticas en el lliiundo Moderno." Ed. B1ume. 
pág 226). 

(71).- lSsto es un error muy grave en mi opini6n, nunca se ha sabi 
do d.e un niño que se pregunte: ¿Qué es un n1b:iero? Sabemos 
que lo necesario y fundamental es que sólo maneje sus pro­
piedades. 

(72).- Arnaud Denjoy (1884 - ? ). Profeso.r de la Soborna. Genera­
lizó el concepto de in~egral de Lebesque. 

(73).- VERA, Feo. Op. Cit. pág 13. 

(74).- Cantor le escribió una carta a Hilbert, en 1896, donde mues 
tra que esta observaci6n ya la ha-ola notado él. 

(.75).- RUSSELL. Bertrand. "Mathematical Logia as base.d on the theo 
!y of Types." pág 223-4. 

(1.6).- El c.onjunto potencia de un conjunto es e.l conju..'1to de todos 
sus subconjuntos (véase nota 44). 

(77).:"" Es el conjunto que contiene todos 108 conjU .. '1.t9S. 

(78).- Esta paradoja fue descubierta independientemente por 
lo en 1908. 

(79 ).- Un conjunto de conjuntos de primera clase es un conju-l-"ltode 
primera clase. Un conjunto de segunda clase siempre conti~ 
~e entre sus elementos conjuntos de segunda clase •. 

(80).- RUSSEI.L. Bertrand. Op. ah .. pág 222. 

(8l) .-Es el nombre de las clases a que se reducen las cosas que 
se pueden decir del sujeto, o sea, son propieq.ades que, sea 
plican a si mismas. Por ejemplo, 1:a palabra esdrú.j~a. es es 
d~'6.ju1a. la palabra abstracta es abstracta. 

(8;2).-' Son propiedades que no se aplican a sl mi$mas • ..Por ejemplo, 
la .pa1apra concreta no es concreta. la pala.bra blanca no es 
blanca. 

(83).- ~Nfl:EL. Abraham y otros" "Foundations 01'36"'1; Thaory.!.." 
th Holland. pág 7. 
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(84).- Algunas son muy anterior~s a las de la Teo~!a de Conjuntos, 
pero nunca se habían estuuiado dentro del campo matemático. 

(85).- KLEENE, S.C. Op. Cit. pág 45. 

(86).- Beri;r¡:¡.nd Russell fue el?rimero en publicarla en: "On some 
difficul ties in the ¡rheory of Transfini te Numbers and Order 
!yp~" 

(81).- KLEENE, S.C. Op. Cit. pág46. 

(88).- Más que todo es una leyenda,' pues no es posible encontrar -
dicha situación en la obra de Cervantes. Aunque en el Cap. 
LI del tomo 11 aparece un hecho parecido. 

(89).- POhiCARB, Henri. "Ciencia y métod.o." Espasa-Calpe. pág 117. 

(90).- y por ésto se le llama también a la Matemática Formalista 
como la 'Ciencia de io Posible'. 

LIBRO VI.- LA UIOMATIZACION PE LA TEORll DE CONJUN'l'OS.-

(91) " ... Supondremos conocida la Lógica lnementa1, pero al mismo 
tiempo, no es necesario que el. lector mane je la Lógica For­
mal para la lectura de este capitulo. 

(92) '.- RUSSELL, Bertrand. "Mathema"tical-Logic as basad Dn the l'heo 
T.,y of Ty¡¡es." pág 236. 

(93).- Que segtL'1 
Libro In. 

Cantor estamos capacitados para pensar (véase el 
§ 5). 

( 94).- Por tT' entiéndase el campo donde se cUlllplen 108 axiolllas. 
Ulla Teoria Formal T está definida cuando se cumplen las si 
guientes condiciones: 

(1) Un conjunto numerable de símbolos está dado como 
los símbolos de. T. Una sucesi6n finita de simbolos de T es 
llamada una expresión de 'r. 

(2) Existé un subconjunto de las expresione.s de :1' lla 
. madas fÓrmulas"'JJien-.Íormadas (foí) de T • 

. (3) conjunto de. fbí es puesto' aparte y llamado el -
conjunto de. Axiomas de T. 

(4}Exist.$ un conjunto finito Al,Ái.,.. o .•• fAnde rela­
Qiones entre la.s rbf llamadas reglas deinf~rencia. 
PosteriormentE> hablaremos de 'Z' (Zermelo), 'ZF' (Zermelo­
Fraenkel), etc. 



- 150 -

(95).- RUSSKLL, B. y WHlifEHEAD, A.N. 
troducoi6n. 

(96).- WEYL,Hermann .. "iia"themai;ics <lna Logic:. A bríe! su::rYeys~r 
ving <lspreface to a reviElw oí the' Philos{.lp~ Of Be:r~ 
Rússe:U .... 

(97).'- POINCARE, Henri. Op.Cit. pág 127. 

(98) .-

(99).- HEIJENOORf, .lean van. Op.Cit. pág 200. El subraY-ddo es 

(100).- Por 'dominio' entiéndase el campo donde estas 
proposiciones. Además. el dominio no es unl;:olijú11to, 
caer!amos de nuevo en la falacia de su.;poner un conjunto 

~lql).-

(102) .-

versal. 

Zermelo utiliza la notac:'6n M ~ N Para 
subco~jtttltó de. N ... ES1;anotaei6n fue desa:rr • .,,1.:I;!Üia, 
der en su "Al.gebrader Log!!S." 1.890. 

de Los axiomas que mencionamos son 108 

Pero la interpretación simb61.iea, que 
mas es mía, no está mUy formalizada.. 

les damos a los axio-

(~0:3).- Este axipma define ~a de igualdad. 

(l.04).- Este ax~om:a a-uite la existencia del, conj;ttri'to vacío y de "-
. conjuntos formados uno. y e~eme.ntos~ 

(l05) "". Esteaxio.a afirma que dadOÍln conjunto y tUl predioado 
teunsubc-onjunto de~ eonjunto formado por ~.os el~mentos 
ra los el predicado es verdadero. 

(l06) .-En este enten1""'c>s qu.e tL'la proposición es'tá ==== 
cuando establecer su validez por medie de 
~ógi41~a:s universl.Üea. 

(107)..- Este a.xioma admite la. existencia del 
de un conjunto. 

las par1;es 

(l08).- Admite la existencia. del conjunto unión formado \>or los el!. 
mentos ·de los e~ementoá de un conjunto. 
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(109}.- puede interpretar como el hecho que garantiza que e1-
:producto no es vacia cuando alguno de sus factires nO es 
vacío ... 

(.110)~- Este axioma admite la existeneia de un ccm.junto infinito 
al .conjunto vacio. Este axioma sirve re 

la progresi6nO,l.2 , ... ' ••• d$ numeros natura: 
l.e8 • 

• - Zermelo oonsideraJ;¡a. como afirmaciones 
M .~ l~. 

(113)·-

(l14)~- De esta forma elimina'l;a los 
desimiamoa~ 

se naturaliz:aria americano. 

.- Estas limi tardones 
iJ<>'J:'~UD ja.s no se 

antes~ Además, 

i 

no son elementos 

las 

(120} •. - V&nlleumann supone que la ,intersecci6n de estl.)s dos dom! 
nías no es 'vacia.. 
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de 
y que éste 

• - Los Gonj'l4'ltos los denota mediante letras 
$ NosQ'tros u:tilizaremos las letras 

Las clases están denotadas yor letras lati:1as 

Q""l;e-" 

de 

nueat-ro 
a la -

también ,;"r""r,-tt' 

y afirmaba que el. concepto 
actual' era una da 

.,-

. ce 
ra. 
les. 

No son 
nayaha creado. 

.- Pueden ser 

Qaso de faul y sus 
't;ambién las idéas 

como 

{ del sistema 

i o .' 
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"aión 

situarse 

ser hecho 
rec.l:taeen de 

del 

ya que 
ssallhabfa 

T. 
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en A. Frael1kel y no en la concel! 
Ze!'llielo. 

si.m!ilemente .. como extensiones 
pued.e defi.n.ida . "' .... p,r.. ...... "' ... 

relac·i6"u de la doble 

de 
y 

por Zermelo y Fraenkel como el 

willard van Orman. 

pues El. 

en que 

n~enc~on de que los 

Whitehead y 
la val.idez 

gran esmero por Russall 
ci.srtas que el 

.~ existiendo este conjunto " Quina no tenia un axioma 
que la existencia un conjunto como 
era 

Para quee:t contrad.ictorio es muy 
te que llii:s variables de • sean 
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(~42).- 1:lli..wtll,Jil, Paul R. "iUco1ás Bourbaki." Scientific .~Irler.ican~ -
1.957. (Recopilado por: KLINE. 1t.orris" Cit .. 

(143).- El les llama relaciones a los 

(144).- A 

( 

por 
anteriores • 

• - No haremos un análisis profundo de estas escúelas por nD 
de para el desarrollo 

.- Fue el primero Que sus 

fue el primero que la extendiÓ. 

"( o- Peana fue 9.1 primer matemático que la desarrollo 

. -

.. -

más. 

:Uberto • 

76" 

Bertrand. 

De dos 
~ es verdadero y otro es falso, ud habiendo 

sin decidir cuál es verdadero y 
principiase utiliza 
por· 'Reducción al absurdo' .. 

• - .aCuando un M y un () b m 
dos de manera q~e, por un la~o ro es un miembro 

de M. decimos que 6.1 
la definicion es 

48~ 
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(l54).- BOURB.aKI, .Ni9:o1ás. "Eleme.ntos de Historia de las Matemáti 
Cás~" Alianza Ed. pág 62. El subrayado es mio. 

(155).- :Paul J .• &: 
tariana." pág: 
238-24 7 pp~ • 

Raban. ,oTeada de Conjuntos No.Can 
{Recopilado por:KLÍNE, M.orris. O-p.Cit. 

• - O sea, no s.e está s.uponiendo que el. 
. falso·. 

(157) ¡,- .Es decir, que dentro del sistema no 
., A;, 

sea vardadero (1 

puede demostrar A y 

.- La cual no mostraremos por no estar al nivel de esta 

• .4!lúJll¡.I..~,:tUo. J ean. 
pág 370. 

También llamada 'Metamatemática~o 

).- Para ée¡iio l.a 

.- WEYL. Hermann. 252. 

(1.64) .-

. ~ FR.AI$NKEL. A.A. Op • Cit. 127. 

{166}.- Hermann. Oit. pág 25:1.. 

{ .- FB~l'iKEL. A-<tIA;g Cit. 126. 

matemática con la no 
éapitul.o V) 
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