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INTRODUCCTI OHN

En los fGltimos afics el desarrcolle de la Investigacién de Opera
ciones y Ciencias de la Ceomputacién ha sido explosivo en té&rmi
nos de retroalimentacidn de ideas 3 técnicas para la solucidn

de problemas actuales. Un caso tipico de esta interaccidn es
sin duda la Optimizacibdn Combinatoria y la extensa variedad de

problemas prdcticos gue plantea v resuelve.

El té€rmino combinatoria se refiere al estudio de los cordena-
mientos o secleccidén de un conjunta finito de cbjetos. Este
términc ha sideo popularizado al aplicar técnicas paras determi
nar la probabilidad de un cierto subconjunto de acuerdo a la
forma axiomdtica. Una nueva linea de investigacidn relaciona-
da con el término combinatoria ha ganado particular interés.
En este contexto se desea determinar el mejor arreglo o sub-
conjunto de elementos de un conjunto en estudio, de acuerdo a
un cierto criterio o funcibn de mérito. Especificamente la op
timizacidn combinatoria esti definida por una problemidtica que3 
a primera vista parece sencilla pues el esquema del problema

cque analiza es sencillo de definir:

Pados un conjunto finito E de elementos; un conjunte finito S
de subconjuntes de E y una funcién £: S5 -+ R lo que se pre-

tende es determinar el elemento s* gue pertenece a § tal jue
q q



£{s*) = min (£f(s) | s8¢ 8 1}

El proceso trivial de enumeraciétn del conjunto de los casos,
cuya salucién se antosja sencilla, si usamos el método de com-
paracidn exhaustiva de los elementos de acuerdo a [, aunqué
tefricamente es posible, conduce a procedimientos de una efi-
caclia desastrosa c¢cuando el nGmero de elementos de E es grande,
lo cual es inaceptable. Un ejemplo clidsico de esta situaciédn
es el problema del agente viajero, guien tiene gue visitar n
ciudades y deseca establecer un itinerario gue le permita pa-
sar una s6la vez por cada una de las ciudades y finalmente llg
gar al punto de partida, minimizando la distancia recorrida.
Usuaimente este problema se formula de la siguiente manera: da
da una red R(X,E,d); donde X es el conjunto de nodos que repre-
sentan las ciudades, E es el conjunto de aristas gque unen un
par de nodos y d{e) una funcidn positiva gque asocia a cada
arista de E su longitud, se desea determinar. la trayectoria
¢con nodo inicial y final idé&nticos cue pase por todos lbs:no-

dos una séla vez vy de leongitud minima.

El problema se pliantea de la siguiente manera: determinar

s*¢S tal que:
£(s*) = min (€£(s) | seS!}

donde



£(s) = Z..d(éi:
egs

S = (3/5 es la traycctoria con el mismo nodo inicial
y final)

Sabemos gue si n es ¢l nGmero de ciudades, entonces {(n-1)!:
es el niimero de itinerarios a comparar si n = 100, 99! es un

nimero muy grande.

En contraparte y dentro de este mismo campo de la Optimizacidn
Combinatoria existen problemas, que debido a su peculiar es-
tructura, pueden ser resucltos por algoritrmos eficaces los
cuales se consideran on la literatura especializada como "E4-
ciles". Un ejemplo de uno de estos problemas es el de la de-
terminacibn del drbol de expansién de peso miximo en una grdi-

fica el cual tiene ¢l siguiente planteamiento:

Dada una gr&fica simple y conectada G:(V.E} donde V es el con-
junto de nodos vy E el de aristas, y una funcién positiva de
ponderacién w:E~R, determinar la grifica que no forme ciclos
'y conecte a todos los nodos. Un procedimiento consisfé én”ir;.
tomando las aristas de mavor peso, siempre y cuando no formen
ciclo, hasta formar el Arbol. Esto tiene un trabajo Cchputa-;V
cional de (|¥]|-1})* iteraciones lo cual es una evidencia de la |
eficacia de talbproceso. Esto es debido a que este prbblema:l

tiene inherente una estructura algebraica denominada matroide.

*|V| cardinalidad del conjunto V.



El estudio de la tecorfia de matroides empicza en la década de
los treintas, cuando Van der Wacrden propone un sistema de pos
tulados parsa la dependencia lineal algebrdica. Sin embargo es
Whitney en (935 cuien usa y define el término de Matroide con-
cibiéncolo ccmo una generalizaciSén de la es<tructura algebrdica
de matrices. Por tanto mucho del lenguaje de esta teoria estd
basada en el Algebra lineal. El mismo Whitney introduce el
concepto dual de una matroide y chserva gue el subgonijunte de
aristas de una gr&fica gque no tiene circuitos tisne las mismas
propiedades de indepcendencia que los subconjuntos linealmenﬁe
independientes lo que Lo lleva a2 incluir términos de teoric de

grificas.

Es Jack Edmonds quien impulsa la Optimizacidn Combinatoria al
aplicar el algoritmo glotén a aguellos problemas de esta area
que tengan una estructura fundamental de cardcter matroidal.
Otros autores encontraron diversas ramificaciones en areas co-
mo Geometria v teoria de rejillas. Alqunos articulos repre-
sentativos del desarrollo de esti: teoria son los de Birkhoff,
Maclanie y Dilworh. En geomet:ia combinateria estan los ar%-
tficulos de Crape vy Reta, en teorfa Je graficas esté-Tutte y.en

optimizacién combinatoria, Jack Edmenrds.

EL objetivo de este trabajo es analizsir los fundamentos y re-
sultados bisicos de matroldes asi como su aplicacién a la op-.
timizacién combinatoria con especial énfasis a aguélles probig

mas que se resuelven usando la técnica del algoritmo glotOn.



Este trabﬁjo se desarrolla comoe sigue: En el capitulo uno sec
define el problema de Cptimizacidén Combinatoria y se presen-
tan ejemplos tipicos, en particular aquellos cuyo método de

solucién resulta eficaz. Asimismo se discute brevemente el

importante cencepto de complejidad algorftmica.

El capfituio dos revisa los conceptos bidsicos de matroides,
sus definiciones, cgquivalencias, operaciones bhisicas y el con
cepto de dualidad. AsiI como la manera en gue se usan en algu

nos problemas de gré

bh

1C25.

El capitulo tres presenta =1l algoritmo glotdn con aplicaciones
sencillas a los problemas de determinacién de vectores lineal
mente independientes, en matrices, el drbol de expansifn y f£i

nalmente sus variaciones.

El capitulo cuatro discute el problema de acoplamiento en gri
ficas bipartitas, teoria transversal, transversales, transver
sales comunes y para cada una, _ sus representaciones como

matroides.

El capitulo cinco plantea dos aplicaciones del algoritmo glo—. 
t6n para encontrar el drbol de expansitn de peso mdximo o-mi-.:
niﬁo, especfficamente los problemas de sintesis de redes y la " -

construccidn de la red do Steiner.



En el capitulo seis se dan las conclusiones.

En el apéndice A se dan los conceptos bisicos de graficas
micntras que en el apéndice B se plantea el problema de -
satisfaceibn. En el apéndice C se¢ presentan los listados
de programas de algunos de los algoritmos glotones que se
manejaron en el trabajo, finalmente cn el apZndice D se da

una explicacidbn intuitiva de la definici®n de matroide.




CAPITULO 1§
OPTIMIZACION COMBINATORIA

El término combinatorio se refiere al estudio de los ordena-
nientos o seleccibn de un conjunto finito de objectos y, resuel
ve praoblemas sobre la existencia ¢ enumeracién de tales arre-
glos. Recientemente una nucva linea de investigacidon combina-
toria ha ganado particular interés, pues se desea determinar
cufil es el mejor arreglo de acuerdo a un cierto criterio. La-
problemitica que se define de esta forma es la Optimizacitn
Combinatoria, gque parcce en primera instancia muy sencilla, <l
esquema de un problema de este campo es el siguiente: dado un
conjuntoe finito de elementos, y una ponderacidén gque afecte a
cada elemento, se desea determinar el arreglo o subcoﬁjunto Op
timo., EBsta problemiticz tiene un sentido matemitico y un gran
interés operacional, debido a que st importancia prictica nece
sit6 de la croacidn de herramientas matemfticas v algoritmicas
dando una relacifn tedrico-préctica intensa. En este capitulo

se define formalmente el problema de Optimizacién Combinatoria.

Bi capitulo se desarrolla como sigue: En la primera'SECCiéai
se proporciona la definicitn formal del probléma de 6§timiza—'
éién combinatoria vy se ilustra con ejemplos tipicos. En'la sg'
gunda seccifn se plantean los problemas "f&éiles" de optimiza-
cifn combinatoria y on la dltima se da un breve bosquejo de

Complejidad Algoritmica.



1.1 Fl problcema de optimizacién combinatoria.

Una clase importante de problemas de optimizacitn la constitu-
ven los problemas discretos o bien problemas con un nGmnero fi-
nito de alternativas factibles., Esta clase de problemas sc ca
racteriza por lLa generalidad con cue sec trata a la funcidn ob-
jetivo ¥y es estudiada con esta seccidén bajo el nombre de proble
mas de optimizacidn combinatoria. Dicho problema se define a
nwartir de un conjunto finito £ vy una Eu:‘lcién I:e +» R v 1o gue

se preteade as determinar el elema@nto sS:8 tal gue
£{s5) = min {£(s) | & «8S}

Acerca de la funcién £, diremcs gque no s diferenciable con lo

pot

cunl onn 25 posible recurrir a las vtdenicas de] cdlcule, para la

o
'

terminacisdn del minime de la funecibn.

En problemas de optimizacidén dorde el conjunts § tiene xxcos elemen—
tos, un método para encontrar el minimo de £{s) serd el exhaus-
tivo; sin émbargo hacemos notar gue no debemos desorientarnos
per la aparente trivialidlad do 1z J-finicién, va que recurrien—
‘do al problézﬁa del agente v.iajero en una red gquc ticn.c" 101 ciu-
‘dades, decir que basta con hacer una lista de itinerarios v es-._—

coger ¢l mejor, es praActicamente imposible calcular.



Otra manera de plantear el problema de optimizaci&n combinato
ria es considerando una funci6n objetivo separada de las res-
‘tricciones, es decir: 8i existe un conjunto finito E y una

funci6n c:& - R tal gue

. sy =} cle).

e:zs
Otra forma equivalente es plantcarlo como un problema de P.L.Y
en variable bivalente. Considere una matriz A de orden mxn,
un m-vactor columna b, un n-vecteor renglsSn ¢, un n-vector X

gue contiene las variables de decisidn, entonces sc desoar

Max =z

1l
¢}
5

S.Q

Ax < b

2. 0'1
nja[ ]

oy dado que las varlables solo puedcn tomar valores ¢ drl}ﬁﬁd

es DOSlble aplxcar los métodos conocidos _para resolver p;bblgf;:"

mas de programaCLGn lineal con varlables reales.

Alcunos problemas tipicos son:

* P.L. Programacién Lincal.



ELl bfoblcma de traslado.

El problema consiste en determinar un itinerario de longitud
mInima‘para trasladarse de una ciudad A a una ciudad B. Se su
pone Juo se cuenta con un mapa de carreteras al gue se asocia
una griafica G = {%,E)} donde ¥ es @l conjunto de nodos, los cua
les represcentan los cruceros del mapa, v E es el conjunte de
aristas gue unen a cada par de nodos. La grifica del mapa de
carreteras se supone simdtrica, esto es podemos viajar en am-—

bos sentidos.

Si a cada arista c<E se asogia su *longitud" die), entonces se

tiene la red R = (X,E,4d}.

El problema del traslarde se pusde nlantenr como el problema de
ia ruta mds corta del nodo A al nodo B, de la siguiente nanaras
dados dos nodes A y B, de la red B = (X,E,d) encontrar una su-
coesisn de aristas donde el extremo inicial de la primera aris-
ta es A, y el extremo final de la {ltima arista es B, de longi
tud minima. La lengitud del camins ¢s igual a la suma de las

“longitudes de los arces cue componen la secuecncia.

El problema queda planteado de la sidquiente forma, dados:

s = {8, ! §; es una ruta de A a B}, v
E(s) = ) die)
ecs.
1
S¢ desea encontrar: &cS tal que £(8) = min {f(s) | scs}.

10



El problema del agente viajero.

Un agente viajero tiene que visitar n ciudades y desea esta-—
blecer un itinzrario que le permita pasar una sola vez por
cada una de las ciudades y finalmente llegar al punto de pax

tida, minimizande la distancia recorrida.

Este problema se puede formular de la siguiente manera: dada
ana‘red Ri{X,E.,d) dende X es el conjunte de nodos gque repre-
sentan las ciudades, E eos el conjunto de aristas gue unen un
'pér de nodos y df{e) una funcidn 2ositiva que asocia a cada
arista eeE su longiﬁud,_se desca encontrar una trayectoria
con nodo inicial y f£inal idénticas que visite todas las ciu-

dades vy tenga longitud minima.
El problema se plantea de la siguiente manera:

Sean S = {Si ! S; 75 travyectoria con el mismo nodo inicial
vy finall vy,

£{s) = §} dle)

ecs

se desea encontrar s £S5 tal gue:

£(s) = min {£(s) | seS}

11



El problema de la mochila.

Considere n objetos, con un peso aj ¥ un valor cj para el j~é&si
mo objeto (3=1,...,n}. S desea seleccicnar un subconjunto de
@505 objetos cuyo pesco total sea inferior o igual a un ndmero
dade y gue el valor de los objetos sea mizimo, es decir, deter-—
minar J ¢il,2,...,n} tal gque z c., sZea méxima con la restric-
- jed
cibn L aj < b.
F=J
Si se asocia a cada objeto una variable xj cue puzda tomar el

valor 1 si j=J, y ¢ si no lo es. La formulacitn con programa-

Gidbn entera de este problcoma sard

max z = ¥ c_xj
sujeto a ¥ a.x. < b
x; = 10,1] . 3=L,2,...,n

observe gue este problema tiene una funcién objetive separada.

Este problema conserva su nombre m&s por razones tradicionales
que represen;ati#os Qe la realidad, ya que no toma en cuénta .
las utilidades cruzadas que se presentan al llcﬁaf‘und}mﬁéhiia o
de viaje sin embargo cl modelo ticne aplicabiiidaa'enfoﬁfés

problemas.



1.2 Los problemas ficiles de Optimizacién Combinatoria.

El'pkoblema del agente viajero y el de la mochila, presentan una
‘dificultad comtn, la de encontrar un algoritmo que los rosuelva
de manera eficiente, cuando el nlimero de ciudades o artfculos
sea muy grande, va que todos los matodos conocidos para su selu
cidén {(exhaustivo, ramificacifn v acotamiento) tiecnen una tasa

de crecimiento del ticmpe computacional exponencial en n (nfimero
de ciudades). Aungque existen algoritmos heuristicos de aproxima
cifn con una tasa de orden polinomial en n y experimentalhente
se ha observado gue funcionan bien, para ver algunos de estos

procesas ver {4] vy {9].

Por fortuna no todos los problemas de optimizacidn conbinatoria
poseen esa dificultad, v a continuaciéfn se presenta una serie

de problemas distintos gue tienen en comdn un algoritmo gue los
resuelve de manera eficaz, lo cual los hace en este sentido fa-

ciles.

_La:caracteristica, de este tipo de problemas, que consiste éh
_Se; resuelto por un algoritme que esencialmente es el mismo,.é
 pesar_de gue el plantemaiento v tipo de problema es muy diferen
te, no se debe a una casualidad, es el marco teSrico-abstracto
de la teorfa de matroides lo que permite gue puedan ser reshel—_

tos peor tales algoritmos.

Para los problemas gue a continuaci&n se presentan, se resuelven
intuitivamente, con el objeto de construir el procedimiento de

solucidn.

13



Un problema de scmiacoplamiento.

Sea »H = [aij] una matriz de orden mxn no negativa. Suponga
zue sc desea determinar un subconjunto de elementos de la ma-
triz cuyo peso sea maximo, sujeto a la restriccifn de gue no
se seleoccione dos elementos del mismo rengldén. Una manera de
escribir este programa es como sigue:
Hax z = [ ajs *ij

sujoto a

n. . .
) x.. <« 1 ’ i=1,2,...,m

Una forma intuitiva de resolver el probloema consiste en selec.
zionar uno v s®lo un clemento de mayor peso de cada rengldn.

tzpecificamente si A es:

4 5 I
©
_ @

li

A

[N}

N W I
| XY c’ GB
w =

Entonces los elementos con circule son los seleccionados es de

~

cir s = (6, 8, 10 yv 18) 7 & = (X35 = 1, %55 .= 1, =1,

22 X34

Xyg « 1).

14



El Srboi de peso maximo.

Una red de televisitn desea rentar canales de video, de tal ma
nera que las estaciones en varias ciudades puedan formar una
red conectada. Cada cable {i,]) gue conecta a una ciudad i
con una ciudad J tiene un costo por renta cij' ¢cComo cons-

truir la red de cableado a un costo total minimo?.

Claramente este problema se puede resolver determinando el ar-
bol de expansién minima o replantearleo y tratarlo como un pro-
blema de drbol de peso miximo, haciendo wij = N - Cij donde o

es el nfimero mfs grande v, entonces encontrar el drbol dc puso
midximo. El algoritmo de solucifn consiste en ir seleccionando
las aristas (gue represcntan los canales de videso) de mavor pe

so pero sin gue se formen ciclos.

Considere la gréfica siguiente:

15




A continuacién se presenta la grafica transformada, y la gr&-

fica solucién..

16



Un problema particular.

Dada una digriafica D = (V,A) donde V es el conjunto de nodos

¥ A el conjunto de arcos: y una funcifn de ponderacidn posi-
tiva W:a - R, se desea encontrar un subconjunto B de A con pe
so mis grande tal gue no haya dos arcos de 2 gue tengan el mis
mo node final. Estec es el problema de optimizacién combinato-
rio asociade con una parejsa de conjuntos (A,F) donde un sub-
conjunto B de A estl en F, si y s8lo si no contiene dos arcos

de 8 que finalicen en el mismo nodo.

El procedimiento intuitive para resolver este problema consis-
te en aplicar para todos los nodos la siguiente instruccidn:’
Seleccignar el arceo con mavor pesco gque finalice en el node
vi(i=l,....n} v ningdn otre arco podra ser seleccionado. Al

terminar de seleccionar se obtendrd el conjunto B de A Sptimo.

Considere la digrafica D = (V,A)

17



Aplicando el procedimiento descrito anteriormente se ohtienc:

18



Un problema de secuenciacidn.

Un cierto nmero de trabajos van a ser procesados por una séG-
la maguina. Todos regquicren el mismo tiempo de procesamiento,
digamos una hora. A cada trabajo se le asigna su hora de en=
trega ¥ su corrzspondiente penalizacifSn en caso de no aestar
terminado. El problema es: ¢En qué- orden deben entrar los
trabajos a la maguina de tal manera gue se minimice el costo

. L
total de penalizacidn.

De nuevo .se intuye gue para resolver este problema, podomos

proceder a sceleccionar el trabajo ¢on mayor penalizacifin vy con
tiempo de entrega menor; si dos trabajos se tienen que entre-
gar a la misma hora, evidentemente se seleccionard el de mavor

penalizacidn.

Supongamnos que se tienen los siguientes trabajos con horas de

entrega y penalizaci&n deseritos:

!

Orden de trabajo Hora de entrega Penalizacién

1 1 10
9

L= 0 P I % R PF I
N oa oy o~

BT ) TV B - R N ]

19



"o mis esquemdticamente:

OrdendeTrabajo
Iy N 4] dyb

-

1 2 3 4 5 6 Hora de entrega

Aplicando ¢l mé&todo intuikive: procedercmos a oscoger el tra-
bajo uno, en lugar del trabajo 2, y& gue el uno ticne peﬁaliza—
cifn mavor. Luego sc elige el trabajo cuatre, luego el Ltres y
no el cirzo y finalmente el trabajc seis. De esta manera la

secuenciscién es: 1, 4, 3, y 6, ahorrdndose 25 de penalizaciéﬁ

y solo pagando 13 por los trabajos no entregados a Liempo.

La intensidn de prescntar estos problemas es abservar gue tie-
nen COﬂ-'lO punto comin; el algoritmo de soluc_iﬁn, qus gonsiste ‘en
ir tomando el componehte de mayor peso gue saitisfaga ciertas 7
restricciones. Pues bien este es el csquema del algoritmo glo-—-.-
+on o'greedy en inalés que fué desarrollado por Jacg‘Edmcnds,_y
cuyo nombre se debe a gue consiste en “comer" los elementoé_ae,}f
E en un cierto orden sin jamis poner en tela'de'ﬁUicib una se-

_1c¢cién recalizada (lo comido, comido. estd).

Egte algoritmeo funciona cuande una familia de soluciones facti-
bles S de un problema de Optimizacidn Combinatorjia con uh&_fnn—_'
‘cién objetivo separada es hereditaria o cerrada bajo la inclu- -

8i6n es decir si s €e§ , s'cs => s'cS.

20



Lo gue significa gque si uﬁ conjunto es solucién factible cual-
quier subconjunto del mismo también lo es.

Asi para los problemas de Optimizacion Combinatoria donde sc
tiene a E un cénjuntc finito de elementos; E = {cl,.._,en}, una
funcibn £:E + R v 8= .5 ¢ E| S es una solucién factible}
donde 5 e85 cerradso baio la inclusidn, el principio del algorit

mo glotdén puede ser presentado de la siguiente manera:

. Principio del Algoritmo Clotén.

E = {el, eq,...,en}, ey 1= 1,...,n.
(s = {s ¢ E | S, = ley,...,2 ), K < n, | &5, s'cs => s'eS})

1T es el conjunto de solucidn Sotima)l

1. I =29
2. Para i = 1l,...,n hacer
si IU{e,; <5 entonces I = IU{e,}
‘TIN PARA

FIN ALGORITMO.

Es importante observar que en el paso dos es donde 'se construye

el conjunto Sptimo de sclucidn y tanto el conjunto solucidn $

~como la pregrunta (IUce; }<5?, Estdn determinados por las. res— =

tricciones del problema y hacen que este algoritmo sea dife-

rente para cada aplicacion.

21
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1.3 Complejidad Algoritmica.

El objetivo de esta seccidn es dar un sentideo preciso de algo
ritmo eficuz del problema de optimizacidn combinatoria y a

los t&érminos de problemas "ficil" y "difficil".

Los algoritmos pueden ser evaluados por una variedad de crite
rios. En el caso de los problemas de optimizaciédn combinato-
ria, se estd interesado en la tasa de crecimiento del tiempp
o espaclio reguerido para resolver problemas “"grandes"., Para
dafinir cuando un probloma es grande © ne, se asocia a un pro
blema un enterco llamado la dimensién del problema, y corres-
vondo a2l nfimero de datos de entrada del problema. Esquemdti-
camente se dice gue un algoritmo es eficaz si el nUGmero de
cperaciones neces4rias para resolver el probiema es acotado
cor una funcidén polinomial de la dimensién del problema. De-
agul cs posible deducir directamente gue una definicién de
problemas "ficiles" son aguellos gue se resuelven por un al-

garitro eficaz.

La tcorfa de la complejidad algoxritmica muestra que una clase
amplia de problemas de optimizacibn combinatoria (como el del
agente viajero, mochila y otros) tienen una,nivel_idéntico
con respecto a la existencia de un algoritmo polinomial. Es
decir 5i existe un algoritme poiinomial que permite resgLvef'
uno s6lo de estos problemas, entonces existe un algoripm@jpﬂ

ra cada uno de ellos que los resuelve.



A este tipo de problemas se les denomina come dMP-completos.

La existencia de tal eqguivalencia le da validez a la siguiente
‘conjetura: Los problemas pertenecientes a csta clase son in-

trinsecamente complejos o bien los problemas MNP completos son

diffciles.

Para medir la eficacia de un algoritmo dadoe se establece una
relacifn entre la duraci6n de ejecucitn del mismo definida por
T({n) v la dimensién n del problema, es decir se plantea la si-
guiente cuestidn: éCudles son las funciones gque relacionan 1&
dimensién del problema con el niimero de operaciones elementa-
leg (flops)* del algoritmo de solucidn, gue nos determina

cuando un algoritmo 'es eficaz?.

S5i un ticmpe de proceso algoritmico para una entrada de dimen-—
sidn n es‘cnz para alguna constante ¢, se dice que el.tiempo
de complejidad de estec algaritmo es 0(n®) ({(de orden n?) més
p;écisamente: dadaé dos funciocnes £,9:N + N, se dige que [ es

O{g) si existe una constante c tal que
VE()} < e lg(n)| ¥ neN

Una Ffuncién £ es "polinomial® si es QO(g) vy g es un polinomio

‘en n, o existen dos constantes ¢ v k tales gue

fi{n) = cnk ”9 n ekl

* {asignacidn, suma, resta).
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Un algoritmo es polinomial si el nimerco de operaciones clemen-

tales necesarias para resolver un problema de dimensiénrn cs
una, funciétn polinomial en n. Un algdritmo es eficiz si v s6lo
51 es polinomial. Dec esta manera, para calcular la compleji-
dad de un algoritmo, sSc tiene gue contar las-0peracioncs por

realizar.

Se pecdrfa sospechar gue el tremendo incremento en las veloci-
dades de las computadoras podria decrementar la importancia

de la eficiencia de los algoritmos desafortunadamente esto no
es asi, supdngase gue se tienen cinco algoritmas ﬁ,,...,As coﬁ

el siguicnte tiempo de complejidhd

Algoritmo Complejidad
Ay = -~ = == - mn
A - -=- - - - - nlogn
Ay - - - = -~ - n?
Au = == = = - pi
Ag " = = = = = = = 20

Suponga gue una unidad de tiempeo es igual a una millonésima de .

sagundo.

El algoritmo Ay puede procesar en un segundo una entrada de ta
mafio 1000, mientras gue Ay pucde procesar ¢n un segundo una en
trada de a lo més 9. En el cuadro se presentan las dimensio-

nes de problemas gue puedcn ser resueltos en un segundo,  un mi.

nuto ¥y una hora por cada algoritmo.



Algoritmo Complejidad 1l seq, 1l min, 1l hora

I n 1000 6x10" 3.6x10°
Az nlogn 140 - 4893 2.4x10°
A n* 31 244 1897
A i n? 10 39 153
As 2" 9 15 21

Observe que el algoritmo mis eficiente es Ay ¥ el peor ez A

Se dice que los algoritmos polinomiales son, de hecho nés efi
caces que los ne polinomiales, con excepcién del métodc sim=-

pPlex que al no ser polinomial es eficaz experimentalmente.

FER
)
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Los problemas NP, NP-Duros y NP-Completos .

La clase de probleomas NP, {(donde el simholo. NP no quiere decir
no oolinomiales) o5 aguella que contionz a los problemas cue
pucden s3er resucltos en tiempo polincmial wmor un algoritme no

deterministico.

Los algoritmos no deterministicos son una construccibén arbitra
ria v a difecrencia de los deterministicos no pueden ser imple

mentados en una computadora, debido o goe alngdn implamento £

li=

sico es3 zapar de tener un compartamicnte no deterministico no
acotado. Sin embargeo el conceptoe do algoritmo no determinis—
tic5 tiene un gran interts tebrico, pues permite definir la
¢calse 1P de manera mas riguresa.  Un algoritme no deterministi
co conticne lz2 instruccién "seleccidn", la cual opera sobre un
coniunte finitvo, pero no se especifica como esta seleceién es
afecruada v, en cada seleccidn realizada la respuesta puede

ser cierta ¢ falsa. Do este mode los algoritmos no determinis

m

icos se caracterizan por un lado zor saber s: existe al moenos
una manera de efectuar la seleccidén gue conduce a la respuesta

¢ierta en un minimo tiempo ¥, por =21 otro se caracterizan en

.l"l

ue s8lo pucden resolver los de “"reconocimientos" estos

robhlemas sdlo resuelven sobre la existencia o no de la solu-

3

cifn, pero no calcula soluciones. Sin embarge todo problema
de Optimizacidn combinatoria es suceptible de reduccibn a uno
de reconocimionteo usanda este Gltime como vehiculo para de—

mostrar si es NP o no.



A continuacibn sz presentan dos ejemplos de algoritmos no de-

terministicos usando tres instrucciones: SELECCION, FALSO Y

CIERTO. La inszruccidn de Seleceibnis) es una funcidn de va-
lores miiltiples, cuyos valeores son los clementos da un conjun-—
to finite S; en cada conjunto Sk estan las alternativas de s0-
lucifn del prohlema Yy esta restriccifn pucde explorarlas todas
simultanecamente, creandeo “"copias" de si misma vara cada alter-

nativa.

La instruccidén FALSCO deticne la ejecucidn para esa copia del
proceso cuande lz seleceifn es incorrecta, La instruceidn
CIERTO detiene 1a ejecucidn de todas las instancias del algo-

ritmo e indica el resultado satisfactorio.

El primer ejemplo es un algoritmo no deterministico gque deter-
mina cuando en un problema se tiene gue hacer una busqueda ex-—
haustiva de un canjunteo de posibles scoluciones, tiene una so-

iucién.

Esgueniiticamente tzl problema se puede representar por un &r- .

bol de bisqueda de solucicones parciales.

) meuzar.-
////
/‘/ -
'VSL L‘Sl cH Primera selecclion
A 4
5, Lo Y / Lo . .
25V 8.8 5 - L5, Segunda seleccidn dada
G 7207l % sy */JJ 8y (5 s:{‘i la primera :
5. . ! . )
35 8, s

300 5,0 5 530
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Biemplo 1. Algoritmo no determinf{stico para determinar cuando

un problema tiens solucidn.. .

Empezar
K: = 1
Calcule 3,

Mientras 5. = o hacer:

: = SELECCION (S,)
I T —————— Iu

Si tal,a.), . ,ak) 2s una spolucisn entonces CIERTO

Si no
R = K+l

Calcule Sk

//en (al‘a7""‘ak—l) no hay solucién //

FIN Mientras
FALSQO

FIN.

#éte algoritme por ser no deterministice 2§ solo de recqno;i—_f
miento, pues sole informa si el problema tiene sdiuciﬁn_é hé;ﬁ
pero no la calcula, v ademfs s importante observar gue estd
acotado polinomialmente pues las operaciones "cvalcule sk" v
pruchas ask = 0?0 a(al,ag,...,ak) gs solucidn? pueden ser he-

‘ches en tiempo rolinomill sobre los datos de entrada asi como

cada ruta computacional.
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Ejemplo_2. Algoritmo no deterministicoﬁacotado polinomizlmen-

te para dezterminar cuando , el problema.del agente viajero tig
den nxn de distancias).

ne solucibn con un costo de a lo'mas b. (€ es la matriz de or

K:

Cost: = 0
Mientras § s hacer

K K+1

a3 SELECCION{S)
5 - la.:

Cost:= cost + C la, -1, a.]

MIENTRAS

TIN

Cost:= cost + Clan,l]

si Cost < b entunces CIERTO
TALSO

pytel

Sa

Iy

ALCORITMO.
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Es'evidcnté qée estas construcciones algoaritmicas son arbitra-
.rias y hacen caso omiso de consideraciones usuales para las
construcciones de algoritmos deterministicos, perc su importan
¢ia en la tcoria de compleiidad algorftimica os relevante pucs
se puecde afiomar gue todo problema que se resuelva gor un ale-
goritmo no deterministico acotado polinomialmente pertenece a

la clase NP,

A partirp de definivr a la clase de problemas NP comc los gue se
pueden resolver zgbricamente en tiempo polinomial por un algo-
ritme no deterministico es rosible deducir que los problemas P
gque se resuelven por algorizmos deterministicos son un caso

particular de los HP es decir P CNP.

Para la mayoria de los problemas de la clase NP no se sabe de-—
cir s5i éstos pueden o nn ser resueltos por un algoritmo poli-
nomial. Lo {inico que sco sabe @s gue no se conoce algoritmo

polinomial para resclwverlos.

Emxisto una clase amplia de sroblemas gue son eguivalentes des-
de el punto de vista de la existencia de un algoritmo pblinO*
mial para resolverlos en este sentideo: 5i uno s5lo de estos
problemas pucde ser resuclto por un algoritmo polinomial, en--

tonces todos lo susden.

Para desecribir esta clase de equivalencia, se define lo gque es
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una reduccidn polinomial P.: Un probklema Py se roeduce en tiem
po polinomial a Pp; si ezxiste un algoritmo para P, gue recurre
a un algoritmo de P> ¥y este es pelinomial, entonces P, tambien

es polinomial. 81 P; se reduce & P; ¥ P, = P entoncaes PeP¥.

Un problema s NP-duro, si todo problema de la clase HP puede

reducirse polinomialmente a €1, ¥ un problema es NP-completo

si es NP vy NP duro.

Por lo tanto para probar gue un problema es NP~duro s6lo es ne
cesario probar gue es reductible a alguno MP-dureo, la dificul-
tad es establcer como punto de partida, gque algdn problema
particular es NP-duro, el cual se puede usar para probar gue

otros son de la clase NP-~duros.

Es Cook quien asegurando la existencia de un problema NP-com-
pleto fundamentd la teorfia de la complejidad algoritmica pues
demuestra gque un problcma matemitico de satisfaccidn (ver apen
dice 1) es NP-completo y que los problemas de Optimizacién com
binatorio tales como el agente viajereo, mochila y otros se
.pueden reducir polinomialmente al de satisfaccién y ﬁor téhﬁb

son MNP completos.

Finalmente podemos clasificar los problemas segun su compleji-

dad algoritmica cen "faciles" y "dificiles": dentro de los pri-
g Y

meros hacemos una subgeclasificacidn, es decir los "mis faciles"

*P - Polinomio



como s.on: semiacoplamiento, drbol de cxpansidSn minima o maxi-
ma ¥y todos aquellos que se resuelven con el algoritmo glotdn.
Entre los fFdeclles menciconaremos a ol problema de la ruta mas

corta, flujo miAmximo stc. ¥ entre los dificiles se ticnen a:

el clisico y multicitado agente viajere, la red puntos de

Steiner, mochila, pandilla, etc.
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CAPITULO 2

CCNCEPTOS BASICOS DE MATROIDES

Un aspecto importantce de los problemas de optimizacidén combina
toria discutidos cn el capitulo anterior eg su estructura alge
braica peculiar. Dicha estructura puede asociarse con el con-
cepto de matroide postuladeo por Whitney en 1935 como una gene-—
ralizacibn del concepte de dependencia lineal vy sus implicacio
nes en diversos campos de las matematicas aplicadas. En los
inicioé de la teoria matroidal, el &nfasis se centraba en as-
pectos abstractos v de matemdticas puras, sin embarge, los
avances recientes de la investigacidn de operaciones han demog

trado su aplicabilidad a problemas reales.

En este capitulo se discuten los aspectos basicos de la teorfa
de matroides que se usan en capitulos posteriores. EL capitu-
lo se desarrolla como sigue: En la primera seccifin se propor-—
ciona la definicitn bisica y se ilustra por medio de ejemplos.
BEn la segunda scccidn se muestran las formas equivalentes de
definir una matroide. En la tercera seccifin se discuten las.
operaciones conlmatroides mientras cgue en la Gltima se discu-

te cl concepto de dualidad.



2.1 bDefinicidn basica.

una manera de motivar los conceptos y la definicifn bhisica de
matroides es empezar con algaunas observaciones de algebra li-

neal relacicnadas con independencia de vectores. Sea

1 3 - & 1

2 5 ~-10 4

y denote por e, la {-&sima columna de¢ I. Zos siguientes sub-

conjuntos de columnas de & son lincealmente independientes

{el}’ ‘:@—::’: (23}1- {ch): {ﬁlfez}:

{e,,e;, {ey.e.}, ler,e,), {es,eq}.

En particular se observa gue si S es un conjunto de columnas
linealmente independientes lo mismo es cisrto de cualguier sub
.conjunto de S, Taombifén se verifica que si A ¥y B son conjuntos
de columnas linealmente independientes de cardinalidad uno v
dos respectivamenta, entonces existe una columna e, de B - A

tal que A, {e, } consiste de vectores linealmente independientes.

Las observaciones .anteriores son gencralizables y equivalen al

siguiente resultado: Sea A matriz mxn. Entonces

Pl, Si S es un conjunto de columnas linealmente independien-

tes de + lo mismo es cierto de cualquier subconjunto de S.
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P2. Sean I, I .1 conjuntos de columnas linealmente indepen
dientes de A con £ ¥ ptl elementos, respectivamente. Enton-
cos existe una <alumna de Ip+l - Ip} gue denotanos wor e% tal
que Iy {ck} cz n conjunto de columnas linealnente indepen—

dientes.

ElL primer postulzdo és inmediato v s¢ sigue de las propieda-

des de independencia lineal, El segundo queda demostrado en

it

el teorema siculisnto.

Teorema 1, Sea & una matriz de orden mxn. Denote por a; el

{~-&3imo vector csolumna de Ah. Sean

I = la, , &, s.aa,a, }
) i, i, i

I
+1 = {2, , &, ,;...,4 y

"3

subconjuntos de cclumnas de A linealmente independientes.: En’

tonces existe a. -T —IU tal que IhU{E; } consiste de colum
o o . . X

-

~

nas. lincalmente 3 endientes.

Denostracifn. Supongamus que esta afirmacifn es falsa. En-

tonces todos lgs elementos de ID+1 nertenece al subespacio ge

nerado por los clementos de ID y csto es una centradiccidng
vucs se tendrian p+l vectores lincalmente independientes en un
subespacio de dimensidn p. Por lo tanto, existe un vector,

columna aj ¢l . — I, con la propiedad sehfalada. R

ko F o
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Dada una matriz A de orden m#n podemos formar la parejé dé' :
conjuntos {(£,F) donde E es el conjunto dé ceolumnas de ﬂiy =

es una familia de subconjuntos de E linealmente iﬁdébeﬁdien—
tes gue satisfacen P1) v BP2). Estos resultados nermiten in-

troducir los siguicntes conceptos:

Un sistema de subconjuntos S consiste de un sar de conjuntos

(E,F) donde F es un conjunto de subconjuntos deo E ceorrado ba-~

‘jo la operacidn de inclusidn*, El sistema de subconjuntos se
denota por 8 = (E,F} y a los elementos de ¥ se les dice inde-
‘pendientes.

Una matroide, es un sistema de subconjuntos con propiedades
particulares y se define formalmente como: Una matroide
= {E,¥) es un sistema de subconjuntos donde E contiene un

nimera finito de elementos ¥y F es tal gue satisface.

M1) aeF

M2) Si XeF y Q CX => Q:F

113) si Ip. IP+l
entonces existe chp+1 - ID

¢¥ con cardinalidad p v p+l resovecctivamente,

tal ‘que Iokjfxiar'

Algunos ejemplos clfisicos de matroides se describen a conti-

nuacidn.

* g5i peT y B'e P entonces p'ef
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Ejemplo 2.1 (Matroide uniforme}. Sean los conjuntos finitos
E = {e,., e;....,en}, F = {I | ICE donde |I} < k, k < n} enton

ces M = (E, Fk) cs unha patroide.

La verificaci®fn de¢ asta aseveracidn es como sigue: Las prime-
ras dos propiedades que definen una matroide se satisfacen di-
roectamente. Para demosirar la tercera propiedaa ohserve que si

se tiencn dos conjuntos I_, I

P ol de F se tienen dos casos: i)

[a] = i 3 [ Loa 3 3 § £
Ip Ip+l by 1i) IP *p+k = 4. 8i i) se Satlsfa?u ontonces
Ipl}{x}EF para cualgquier =Xt Ip+1' Si ii) se satisface, enton-

ces 2viste al menos un elemento y en I tal gque v = T -1_.

p+l ptl "p
Por lo tanto IPLJ{Y}EF, 0 bien se concluye la tercera propie-

dad de una matroide.

Ejemplo 2.2 (Matroide de matriz). Sea A una matriz de orden

mxn. Sea E el conjunto fermado por las ceolumnas de A y

F = { I ¢ E| I es un conjunto de columnas linecalmente }
independientes de A o

entences M = (E,F) es una matroide.

La verificacidén de la primera y segunda propiedad es directa

mientras que la tercera se sigue del teorema 1.

'Ejemolo 2.3 (Matroide grdfica). Sea G'= (U, E) una grdfica
no-dirigida donde U es el conjunto de vértice y E conjunto de
aristas. Sea F = {I c E]I no tienen diclos}, entonces Mé(E,F}

es una matroide.
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Los dos primeros sostulados de matroide se cumplen para el sis
tema de subconjuntos ¥ = (E,F). Con el prop6sito de verificar
el tercer zostulzdo denocte por Ip v Ip+1' dos subconjuntos de
aristas gue no forman ciclo y qgue contiecnen p ¥ n+l aristas,

respectivarense. 3Sea ¥ un vértice que es extremo de una aris-

-

o

ta de Ip+l von

W3

una arista de I_3 incide en &1. Dencte por e
E

la arista de I__ . que incide en ¥v. Es inmediato que &cI_ ,~I_
v el conjuncto de aristas Ipu {e} no tienec ciclos. Por 1o tan-
te ¥ = (E,F) es una matroide.

A continuacidn se sresenta un ejemplo mas de matroide, vy aun-.
gue ne verilicameos las condiciones ogue definen a una matroide,

sc ?rcsentun dos ilustraciones concretas.

carbicidéerl,  Sea B oun condiunte finito v

= “

Ejemplo 2.4

it {B);, E2,...,2 % una particiébn de E, esto es, una coleccibn

de subconjunteos ajenes que cubren a E. S2a P = (X er| INE

B

j =1,...,% tiene 2 lo mis un elementol}. Entonces i = (E,F)

@s una matroidea.

Ejemplo 2.3 {continuda). Considere la digréfica:
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donde D = (V,A)}) con V conjunto de nodos de la grdafica y-A es

el conjunto de arcos. 3ea E = A donde
.f\ = {(Vlr VB)' {‘-’lt \-’4); (vzr vl)r (VZI Vo, (VB' Vz)
(Vgr V) (Vg Vo), Ve, Vo), (Vg, Vi)
si hacemos & ={E;, Bz, Ej, E,, E5i donde E, = {(V,, V,}},
Ez = {(VE; Vz)‘ (VQ’ ‘Jz)}f E3 = {(Vln V3]' (VS; VB)} Et‘ = {\rl)

V) bs By = [V, V), (Vi Vi), (v, V)1, cntonces

F = (ICE | 11”133.1 < i, §=1,2,...,5}

. Un conjunto I de F podria ser: I = {(vz,vl), (Va, Vs, (Vs,
V3), (Vl,vq), (v3, VS)E. Este ejemplo esti aseociado con el

nroblema clisico del agente viajero.

Otro ejemplo de matroide particifn es el relacionado con el
problema de semiacoplamiento. Especificamente. Sea W==[9ij1
una matriz de orden mxn no negativa. Se desea escoger el sub
conjuntc de mixime peso de elementos sujeto a la réstriccién
que no haya dos elementos del mismé renglén. Agui E = {wij}
Yy la particifn a considerar es: :

n={R,;, Rz,...,Rm} dohac Ri i n

{w . w. «re W,
1 ’ 2 ! )
entonces

F={Ice! TR, =1 1i=1,2,...,m}.

Para el ejemplo particular (1,3,1) el subconjunto independien-—

te de clementos de miasino peso es I = (6, 9;510,'18).
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2.2, Carachc*tzaCLOnes couivalpntes de una matr01dc

En la seccibn antorior s¢ establecid el concepto de matroide
como una generalizacidén del concesteo de independencia lineal
Jel algebra lineal o bien, del congcepto de drbol usads eon -
grificas. Una vez definida esta estructura conviene estakle
cer algunas de sus caracterizacicnes equivalentes usando los
conceptos de base (semejante al algebra lineal), rando, opera

dor cerradura ¥ circuito.

Zmpezaremos la discusidn con una observacidn. Sea M = (E,F}
una matroide v sea X, ¥, clementos de ¥, esto es, cada uno
d2 ellos es un subconjunto independiente. Denote por |[X!,
EY!; la cardinalidad de ¥, ¥, respectivamente y suponga gue
la ;ardinaiidad da X es mener gue la de ¥, E1l subeconjunto .
Y - ﬁ es independiconte pues es un subconjunto de Y. anvie-
ne breguntarse sl existe un subconjunto Z de ¥ - X tal éue

[

Z UX sea lnchCndlane ¥ tenqa la misma caralndlldua Jc f.”‘
La respuesta es afirmativa. S5Sin embargo, antes de demogtrar;
tal aseveracifn y con el propdsite de motivar adicionalmente
;os ccnceptos de independencia de conjuntos gue se manéjanr—
ﬂoqtcrlorm nte, mencionaremoé aque es posible tener un cbnjuﬂ
to o dc Y - x tal que la cardinalidad del subccnjunto 1ndepen

dlcntc ZU\ sea mayor que la de Y.
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Ejemplo. Consxderese la matrolde M= (E P) donde

17T Hﬂ

1

'H_o’ o | 1 il

E =

1
I Lo

y F consiste de todos los posibles conjuntos de elementos de

E tales que los vectores correspondientes sean linealmente

independientes. Sean
— ] —_ e —
P (] 1
x=]lo Y = 0 1‘
0 1 | |
o] I i
‘v observe gue Xfly = §. Asimismo, si hacemos Z = Y se tieno
que Z CY - ¥ v Z UX es un subconjunto independiente (pues con

siste de vectores lincalmente independientes} v su cardinali

dad es tres, mientras que la cardinalidad de Y es dos.

ﬁn' virtuﬂ"aei'ejemﬁlo.anﬁerior podemos decir"qﬁe"x"Y; ébh
subcon3untos independientes de una matroide tales que 1x1<Wi
as 9051b1e que exista un subconjunto 1ndepeudlente Z en ¥ ;-X
tal que ZLJh sea independiente v |2 ,X]| ]Y]. En este caso
podemcs'elihinar algunos elcmentos dé.z,.bara'obtéﬁef ﬁﬁ;céﬁ-f
jﬁﬁtdrzofal que ZOLJX sea indcpcnaiente Yy tengalla misﬁalcaz

dinalidad de Y.

41



En el teorecma 2 se demueztrc que dados dos subconjuntos inde
pendientes ¥, ¥ de una matroide tal gue |x| < |v]| entonces
existe un subconjunto Zy de ¥ - ¥ tal gue Zau es indepen-
diente y tienc la misma cardinalidad qué ¥. La importancia
dc.este resultado esta ligadea a2l conceptio de basc‘de_matroi

de que definimos a continuacibn.

-Un subconjunto X de S se dice maximal respecto a una propie
dad » =i X satisface dicta propiedad y no eXiste otro subcon
junto da & que contenga propiamente a X y satisfaga la propie
dad . Ura base B de una matroide M = {E,I" a3 un subconjun
to maximal indegcorniiontez de E. Eguivalentemente, B es un subTon
junte iﬁdependiente ¥y no existe otro subconjunto independisn
te gue lo contenga proplamente. Caonvience observar gue si X,
¥ son bases de una matroide necesariamente tiznen el mismo -
nimerco de celementos. LUna manera.de demostrar esta asaevera-—-
cibn es como sigue: Suponga que |X| < |¥|. Entonces existe
un subconjunto 2, de Y - X tal que Z,(;Xes independiente y -
lZO‘JXl7= [¥|. Sin embargo, esto contradice la maximalidad

del conjunto X; pues es ura base.

En términos de algebra lineal, el resultadeo anterior equiva-l
le a decir que en un espacic vectorial X todas sus bases tie
:ncne el mismo ntmero de vectores; ¢n tdrminos de una'gf&ﬁiéa_
conectada todos los arboles de exXpansidn tienen el mismo ni-

noro de aristas.
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Teorema 2 Sea MM = (E,F) uma matroide y sea X, Y clementos

de F tales que |#%| < |¥]. Entonces, existe un conjunto Z

0
contenido en Y- tal que ZOUX mertenece a F v tiene la mis-
ma cardinalidad cue Y.

Demnostracién. Sea ZO c ¥ - i el conjunto tal gue ZDUK es in
dependiente y {ZOUXE > tzux] para todo 2z C ¥ - ¥ tal que %

'UX es independiente. Si |2, UX] > [Y| el resultado es inme-
diato; »ues, si acaso, eliminamos alguneos elementos de ZD
para obtener lo que deseamss. Suponga que 120 ux] < 1v}.
Entonces, existe un subconjunto Y, de Y tal que |YD!=QZGEK{+1
Dado gque YO e¢s indapendiente (pues es subconjunto de Y}, sa

bemos gue existe un elemento ¥ do ¥, — (ZOUX) tal que -

0
ZOUX Uy} es indegendiente v tiene la misma cardinalidad que
YO'. Sin embargo, ¢s inmediato gque y pertenece a ¥ - X ¥y gue
ZOU{y} pertenece a ¥ - X. Asimismo lzo ux| < |zou(y}ux1 v

se contradice la rmaximalidad de 25+ Esto termina la prueba.
Una consecuencia inmediata de este resultado es dado a conti
nuacidn v os inmediata en el casc de bases de un espacio vec

torial.

Corolario 1. Sea M = (E,F) una matroide. Entonces todas las

bases ‘de una matroide tiene la misma cardinalidad. -
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uUn aspecto importante del concepto de base de una matroide,
es que dichas bases satisfacen un conjunto reducide de pro-
piedades (Tecrema J) vy reciprocamente, es posible definir una
‘matroide usando un vonjunto ée bases que satisfagan las Dro-
piedades mencionadas {Teorema 3). Especificamente, podemos
definir una matroide usando la pareija de conjuntos (E,:) don

de f es el conjunto de bases de la matroide.

Bjemplo 2. Considerese la matrecide M = (E,[ donde

L1 Ll

y £, coniunto de bascs, es dada pox

1
—2 r

73]
n

LG

Ejemplo 3. Considerese la grifica

_ ]
by

y defina la matroide grifica M = (E,8) donde E = {el,%ejé,f,”

YA fteyr o) ey, e}

a4



Teorema 3. Sea { el conjunto de bases de una matraide

M = (E,F). Entonces se cumple gue

i) 24 no existe conjunte =n » que este contenido pro-
: 3 2!

piamente en otro conjunto de I,

;- . L . . .
ii) 51 Bl b4 B2 estan en & ¥ el“'l' centoncaes eXiste ezsuz

tal que {Bl -{el)} U {e,} pertencce a @.

Reciprocamenta, si (E,3) ¢s una estructura finita gue satis-
face las propiedades anteriores, entonces M = {E,F) donde

F={I | I < B para algun Bz3} es una matroide.

Demostracifn. Las propiedades i ¥ ii son inmediatos del

ceorerna 2 v las debidas 2 una matreide. E1 resultado re-

ciproco es como sigue: 1la coulegcidn de conjuntos F satisface

la propiedad de scr no-vacia v ser cerrada respecto a la in-

clusibn. Sean X, Y elementos de & cuya cardinalidad es P v
B

p + 1, respectivarentao. Sean v B2 las bases o elementos

1
de ® tales que X UB;, Y CB.. =Especificamente, X = {x;, Xyr-
- p xp): B = {xl'r xzr-‘--rxp; cp_i_l!'--ch;}: Y = {yl' :r':_,:t--

c1t rp+2,...,rm}. Hagamos

e Yo Yot ¥e Bolyye vaeevg,
Bl - {CN}. Entonces, existe 2232 tal gque

i ..."5: —
ing =t N}}U{z} pe
tenece a B, 0 bien es una base. Si z2eY terminames pues el
conjunto XU{z!}! es independieante. De otra mancra, podemos re
petir el proceso anterior con B, = {81—(CN}}U{2} terminamos

o-bien renctircmos el rroceso con pequenos cambios, pero Gni-

camente un nmere £initc de veces. Bsto termina la prucia,



Otra’ muncrh equ1valentc de caracterizar una maLrolde es usan-
do cl concept:o de e Eunc16n ancjo xr defz.n:_da en el con-

junto flnLtO E coTo

n
i

-
i

max {1} |x € n, XeF)

dende A CE. lote gue la funcibn rango r ticne como dominio

. . E -
el conjunto potencia 27 y como contradominio los nmeros ente

[n3}

ros positivos., =1 rango de E 3¢ dice gue es el rangeo de la

matroide.

Observe gue si tratamos con la matroide matriz, entonces ta
funcidén rango r ecuivale a determinar el maximo subconjunto de
vectores que es lincalmente independiente o bien el concepto
de rango de una mzatoiz (o submatriz) usado en algebra lineai.

Un ejepple sencilleo de estc chservacidn of5 Como

o

siguie:  Sea

la matroide M = {Z,rta}) Jdonde

- — - -

—}il !3 6 ll
E—]&_ i !

Lzl s -0 4
entonces ri{a) = 2 si (A © 2, 25to es, el subconjunto de vec—'
tores contenides en A o5 mayor gue dos o bien r(a) = {X| don-

de X o5 el mixime subconjunto de vectores linealmente indepen

dientes on A sSi (A] < 2

En €l caso de matroide uniforme conn = 4 y k

]

2, la funcién

rango r es scncilla de definiy, pues eguivale a lo siguiente:

r{adY = 2 si |al = 2, e bien r{d) = |A|l si |al

Ia

2 donde A CEH. -
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Un cjoemplo mas de la apliéacianhﬁél'cﬁhgéptoTae la Ffuncién ran
go se tiene en el caso de la matroide asociada a la grafica

G = (MN,E} dada como

esto es, la matroide M = (E,r{a)) donde L = {el,ez,c3,e4} ¥

r{A} = |vi{A)Y| -~ K(A) donde A es cualgquier subconjunto de aris

tas de G, VI(A) los viériices de O v RN} denota el ndmero de

componentes en la subgr&fica gencrada por A, Especificamentes:

0 para A = {e.}:

1 para A = {e;} & {ei,eu} i=1,2,3

’l b HO= ':5:—'_'133} 5 [92,33,8;,];
ridA) = 4§ ,
i 2 para A = {e:,e:}, {er,c3).ler,ez,e3)
|
i {er,e:-,e4), {er,o3.a4}
L {elre:te3:eh}
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El rango de:la miatroide es.|[v(G)} - 1 = 2 donde V(G) son to-
dos los vértices de G..
En 2l siguiente teorema se nmuestran algunas de las propiedades

hisica

G

de la funcitn rango vy en el corclario corrcspondiente

se justifica su equivalencia con el concephto de matroide.

Teorema 4. Considere una matroide M = (E,F) v und funcién
range r sobre E. Entonces dados X, & y B subconjuntos arpti-

trarics de E; v, 2 elemnentos arbitraios de E se satisface:

X

a, r(x)y =0 . '?*

L, ooy ©oma dyly oo () o+ 1

<
-
[
~
—
red
[
o
-
—
8

r{X) implica que
r{N.gptvi 12} = r(x}

d. z(A;B) + r(RYS) < ori

r(g).

+

Demostracidn a s inmediato. b sea (Al = r(X) v [Bi=sr{xy iv})
donde A CN y B Cx.y) {y.!. Obscrve gsue [A| < [Bl; pues si

tAar 2 187 implicaria que B no os maximal independiente de

X ;iv}. nNotese que !B] < [Al + 1 teniéndoseé dos posibilida-
des: (A {y)iF lo ques implica que r(Xy {#}} = (¥} ¥ por tan
to IB] = 'al o bien (&, {vI)zl lo que implica ri{x, {y} =

T(¥) + 1y por tanto 'B! = {al + 1y rilxg [y} < r(x) + 1.

"Sea r(X) = lAa] donde A X. Come ri(Xg {y}) = |A] ontonces

A iylEP de 1a misma forma Ay {Z}IF entonces Ay (v}l {2HF

i8



;. Sea YeF, Y CAy) B,

r{A Bl = p ]"{ 1 ¥ por el teorema

2 existe 2 C Y - X 1¥], si % = vy donde

V CA - B, W CB --A ento yV{, Wy X, V, W son ajenos

por pares v X VeF, X(ViCA;, %y WeF y X W C B. Entonces

.gmj#-r@)i[xuV[+}wa]

L3

It
¥
+

B3

= (A, B8) + r{aAB).

Corolario 4.1 Si r es una funcién sebre un conjunto finite E

que satisface las propiedades del teorema, entonces M=(E,F{r})

es una matroide donJa
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_bﬁro_dé_ids ¢6ﬁée§tos quc'céraﬁﬁéﬁizén”ﬁné ma£roide cs el de
circuiﬁqs;' Antéslde proceder a definir el conécpto deo ci;cuito
difemoé:éﬂe un ﬁubcoujunto_x de & eé un subconjunto minimal de
. -si . =® pésee una clexrta propiedad P y no hay un ¢onjuntoc con
ctenide propiamente 2n X v que ademibs posza dicha propledad.

”Qp cirevito de una matroide M = (E,F) es un subconjunto mini-—
_mal deﬁcndiente. La coleccidén de circuitos de ¥ la denotare-

mos por C.

2

Sjemplo 1. Conszidere la matreids uniforme definida por

Moo= (2,0) conn o= 4, kX = 2 dende E = {@),€:,03,84 1.

C = {{e,,ex,e3}1, (21,€:,eu), {e;,e5,2.)1}.

Ejenpleo 2. Considere la matroide do matriz definida por

1 =(E,{) donde:

(7L g—s"i ~ -6 "[1}
T sl e )
c- (121 T En
T N S T R

Ejemplo 3.

donde: E ==




La colececisén C de circuitos de una matroide M, tienc las si-

.guientes propisdades:
a. 51 C es un c1rcu1to entoncea r{C)

‘b. 8i C es un circuits’ Lntcnces 1cl

-

c. Una matroide sin circuitos tlenc aOlO ‘una base

d. ‘Cada subconjunto propio'de'un'CLrCUlto es'inéependiente.

A continuacidn se prescnta otra definicifn de matroides con

base eon sus circuitos ¥ en ¢l teccrema 5.

pDefinicidn 2 . Sea E un conjunto finito v € una familia de

pagFS S

subconjuntos de E, entonces M = (E,C) os una matreide s5i y 56

lo si satisfaco:

—
H
[}
[
Q

T
Q

J

1 o0 implica que ¢, ¢ ¢, ni g, $ Gy -
(2) sic £ ¢, z=C tal que Zsclr‘c, implica la existencia de
c3 C (e, . e-) - {2} tal gque < eC.

La justificacifn de csta definicibdn se sigue del teorema 5.
De dicho heorema tambidn se infiere gue si A es un subconjun—
to independiente en M = (E,F} entonces, para todo xgBE-3a, el

conjunte AU{x! tiene a lo mas un circuito.

5%




Toorema 5. Sea  C familia’

T

e circuitos de B, entonces.

e

2. 5i 1y

(8]
<
m
o]
n
o
T
0
3
7]
)
o
Q0
Hy-

 02 Y'Cn“é_c1
‘ a - . N .. ’ '. s -". -.. t N . ;. N - .
I, 8L ey 3 e eC ¥ 2 = c.lle; inmplica gque existe un circuito

ey & leyyed) - Sz

Domostracidn a. BEs inmzdiato. b, Supcnga gue c©; ¥ ¢ son oir
cuitos, tales gus no existe cirxcuito c; cley,yyes) - {zZis an-

ternzces dicho conjunto 25 independiente y
rifc; =) - 123y = ;011‘1031 - 1;

Sin embargo ri{ec,) = 2., - 1; ric:) = jez] - 1 v rie;Ne:) =

ey MNe,|. Aplicando 1z desiguaidad de la funcifn rango

r{c;) + r{cz} » rlecys;cz) + ric, Ne,)

:((C*_'..'IC;) - {Z}) + r(C}"\C-J)
o bien

fer] + Jeal = 2> tey el =1 o+ jerDNen)

lerd + ltexf = 2 > dei o+ el -1
-z -1

gue es una contradicci&n y existe c3 € (G1;C2) ~ {2} con

2 cc;f‘c:.n




Una matroide pusde caracterizarce pér nedio de sus bases, fun
cibn rango y su colccciénlde circuitos; Una forma adicional
para caracterizar una matroide es a travis del concepto de ope
rador cerradura. El ogperador corradura de un conjunto A ¢ E
es el superconiunto marximal de A gue tienc ¢l misno rango de

h; donde el supsrconjunto maximal se establece por la funcién:

Sp con dominic y contradominio el conjunto potencial de E de-

finida por:

Sp(ﬂ) = IxzE | ri{ay {x}) = c(A), A ¢ EY.

¥ una matroide se puede caracterizar por la pareja M = (E,
SP(A)]. La Jjustificacidn de esta equivalencia nc se demuestra,

pero puede consultarse on Welsh [ 1.

Ejemplo 1. Considere una matroide uniforme con n =4, k.= 2

definida gpor M = (E, SDlA)) donde B

{er,ez,e3,e41, v

[ {al si |al < 2 (A c E)
(ay =

= =i 'al > 2

-

Ejemplo 2, Considere la matroide de matriz definida por .

M= (C, SP(A)) donde:

1

f
3

1

1ﬂ-w4




Y Sp{hi = {xeE | wiay (x} = r{n)}:cspecificamente, si denota-

mos Como ai'cl i-Zsimo elemento de E tenemos:

{farl si A = (a,})
. \{au} si A = {a.‘}
5,a) =
s {2;,a3} 8i A = {(a-} 6 {a,} 6 ‘a>,a1}
!
| E para otros casos de A, & £ E.
s (E) = E
p

Ejemplo 3. Considere la matroide griGfica de la figura defini-

da por M = (E, S_(a)) donde E = (ey,es,e5,ec} v 5 (A) = {x<E]

especilficamente
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2.3 Operacicones gon matcroides.

En esta seccién se discuten las operaciones con matroides. 2
“travis de estas oporaciones se genceran otras matreoides.  Las
opcraciones gue se discuten gon.anigquilamiento o restriccidn,

contraccién, truncamiento, suma directa ¥ suma.

Sea M = (E,F} una malroide vy T CE. Se define la matroide gue

anicailit a E-T o qgue sc restringe @ T como: H|[T = (T, FCE[T)),

donde F(E!T)} = {x |

-

T CT v HeF!.

Ejemplo 1. Considere la matroide de matriz M = (E,F,() donde
[ —
i 737 -6 ‘H
I
2 T l_'lo_l.f

seda e; el elemento i-&simo de E, entonces:

(i) (eid, les}, {es), (es,es), {.EL;E_J}}

Sea T = {e¢:} entcnces Ml7T = (¥, F{(E|T)}) donde

F(E!|TY

]
.
ir

-
——
12

ra

—
-
—r—
0

"
ot

e

os decir:

i3

RCER RN



Ejemplo 2;-1Séa:la¥grﬁfica G = (V,B)
. N : € .
1 Is| \t/ . .

:}.

/

. - -

5i se define al canjunto ¥ cvomo el conjunto de subgrdficasn de
G gque no contienen cicle, se tisne la matroide M = (E,F,U)

- 1
1
i

dondo: E={a, b, o, d, o

b
{!ch;f ‘-!)lfriv é_aicld}t 13:]31‘-‘1}}"1
N
o= {ic}, ta,n.c}}
¥

‘Sea T = ia,c,d:

”)
I
3

i

oA

v la grifica ascciada es

S

a “

coirc =¢ observa se anigquild (L,el=E-7, o bien se restringi& a . T.




Las_propicdades de-una:maproidé
a.  5Bi x és'aépbndiéﬁtc‘eh'ﬁ’yi
en M|T..
b. ElL rango de MIT es r(u!T) =
c.
T.
Sea M = (C,F) una nmatroide y sc

contraida a T, dencotada por M.T

F(M.T) = {¥% CT] exdiste una base T2
Ejemplo 1.

Sea T = {a,}, BE - T = {a,,a3} ¥ 5._
mar Fi{M.T), sc tiene quec probas gue
E-T es independientc en & = (E,F).

larty {aster

‘por tanto F{M,T) ik,

{ _

.

F{M,T)

-

B

a Te E,

L

-

‘restringida sen:

¢ T entonces ¢ es depcendiente

r(T).

Los circuites de MiT zon los circuitos de M contenidos cen

se define la matroide

(T,7.7) donde

E-T en M tal que x=

Considere la matroide matriz del ejomple anterior,

r = {[a:}, {a,}}, pare for-
{a,) venido a las bases de

Se¢ obscrva que

bg ‘:al}u {ajleF

{a 1} es decir

1
2

o ]}}



Ejemplo 2. Considérese la grafica ¢ = (V,E) del cijemplo de ma
troide grafica anterior. Sea T = {a,ec.,d}, B-1 = {b,e} v BE—T“
{b}. Para formar ¥(M,T), sc¢ tichne gue probar para cada subcon

junto de T unido a (b} si pertencce o no a r. Se observa gue

{x}cT; {x}y) {blzF dimplica gue {»}eF{M.T) para x = a.,c,d
Ax,yleT: {=.yiy {LieF implica que {x,yle F(M.T)} para

{=,»} = [a,d} ¢ {c,d}. Pero {a,clcT ¥y

{a,c); {b}llF por tanto (a,cl} F(4,T).

an resumen:

#?H,T)y = {2, {al, {c}, {41, fa,d}, {=,d}}, y la grafica asocia-

ga a M{T, F(M.T)) esz:

-

o
3]
)



Ejemplo 3. 'ConsidérQSE la gréfica G = (V,E),

E = [al b.r c, d, .e.r Er g:. hl ip}

) ;
=1
a
6
B
La matroide asociada es M =(E,F} donde F = {A EEI A no contie~
ne ciclel. Sea T = {a,b,e,d,e,f}, entonces E-T = (g,h,i}.,
BE—T = {g,h,i}. La matroide contraida a T es M = (T, F(M.T))
donde F({M.T) = {X CT| Existe una base yecE-T de M tal gue

x|y vell, eépecificamente
F(M,T) = {‘pr {El:‘, {b}r {C}: (d}r {arc)' {ard}r {b.rC}.r {brd}}

cuya grifica asociada es:

Sea M = (E,F} una matreide v K < r(E) k entero positivo. Una
matroide M, = (E,Fk) truncada a k, tiene su familia de conjun-
tos independientes como I, = {X boXeF oy X £ K}, xr{d) = min

(K, r(a)l.
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Ejemplo 1. . Considere la matreide de matriz M = (E,F) donde
RO N R =

gis)

Sea ei ¢l i-észimo elemento de E, entonces

2 .

F o= {ﬂ (a1}, fes), {es}, (er,esl {e“e;}}

¢l rango de la matroide es r{H) = r(E) = 2. Sea k=1, entonces
la matroide truncada a 1 es M; = (E;F;)} con r{M:}=1 ¥

Fy {;: {evr}, {es}, {91}} .

Ejemplo 2. Sea 6 = (V,E), E = {a,b,c,d,e!

e rOc

&

®

cuya matroide asociada es M = (E,F), donde F = {A CE | A no
contienc ciclol, rango = r (MM} = r(E) = 3. Sea k = 2, entonces

la matroide truncada a 2 es M, = (EF;) con ridM:} = 2 ¥

ey = {5, tal, ), (), tab}, fasel, (b,e)]

»

GO



Finalmente sean M' = (Ef;P')'y ' = (E",F") dos wmatroides don-

de E'TVg" = 4, se define la suma directa M*' @ M" = (E'UE",F)

donde F = {AUB | ACF', BCF"}.

Ejemplo 1. Secan G' v G" las siguientes grdficas

c

O——)

entonces las matroides asociadas respectivas son: _
M' = (E' ;F'} donde E' = [albrc}r P = {‘:’: {a}l {b}l ‘.,CI,D}}

y M' = (E", FP") donde E" = {c}, F' {¢, {e}}.

La matroide generada por la suma directa es:
M!' @ M" = (E'UE", F}; E'UE" = {a,b,c,c}

y F = {-;‘. {a},{b},ic},{a,b},[a,e},{b,e}-,{a,b,e]}

La gré&fica asociada a M' & M" es

¢ D
e
a
G B
La operacidn de¢ suma de matroides se define como la anterior -

sin pedir que E' N E"= o,
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2.4 bualidad

En Programacidn Linecal el conecepto de dualidad consiste en aso

ciay 2 tode problema lineal un correspondicnte probloma lincal

dual., EBEn ¢l casc de matroides, dada una matroide ¥ = (8,5}
eniste una matroide ggg; definida como U* = (E,.T*) donde cada

base de M* es cl complementc de unz de ¥ gue se le dencming
cobase de M, y viceversa; en estes términos la familia de sub-

conjuntos independientes de la matroice dual M@* se deline Qomi

nj
*

= {I* | existe B*cf* tal que I* ¢ B*! ¥y i* o3 el conjunto

jah
w

bases de M*. Esta definicién se justifica on el tecrema 6
{(Whitney) y da entrada a propiedades vy relaclianes tales canrno
gque los circuitos y rango de M* son los correspondientes co-
cirouitos ¥ corrango de ¥y viceversa, le cual permite una mani

pulacifn y aplicacidn 4c las matroides més amplia.

En términos de un conjunte de vertores lincalmente independien
tes, el concepto de matroide dual se observa en el siguiente

ecjemplos
Ejemplo. Sea M(Z,3) una matroide de matriz dond

-3 — -6 |71
:' 5 |
1

—t
—y

-
|

8]

C h!
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rhora escoja un alemento e ¢ *'(Bplll* ). Bp + e contie-

P
ne un Gnico circuito en M. Sea e' % e un elemento de esc cir-

Bp+1

cuito, el conjunto B'p = B, e} - {e'} es una basec de M dis-

junta da I*P. 5i I*p+l - (I*pL,B‘p) + &, entonces as el caso 1.

Si IP*l - (Ip"B.p) = 3 repatimos eskte argumento ccn B‘p en lu
gar de BD hasta que se obtaenga una base que nos lleva al caso

1l,est0 ocurre en un ntmero finito de itevaciones.

Existe una variedad interesante de resultados gue relacionan

a las matroides duales entre ellas, a saber:
a)y (M*Y = p
b} Si XeE y {x}#F implica =xcB* para toda B*cf*

c) ¥l rango de M* = r* (M*) = |E|

r {M)

que pueden interpretarse come sigue: en relacién a la primera
propiedad, podemes observar gue es semejante a la de programaQ
cifn lineal, esto es cl dual del dual es el primal, ademis se
sigue de l1a definicién de B*, pues B* = E - B para tbda 555

entonces B = E - B* vy (B*)*= E - B* = B,

En la segunda propiedad se observa gue s5i existe un clemento

de E que sea dependiecnte entonces estard en todas las bases de
la matroide dual, esto se observa claramente en ¢l ejemplo de
la natroide gréfica, pues sicndo es EE v e, un ciclo, entonces

¢, €sta en las dos bases de la matroide dual.
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cntonces M* = (E,8*) donde

{i‘-s‘fj |1 \ {‘31 ‘1'% {_3‘. i"—s‘h
ST N PN IR R AU Y T R ST
1 T -6 7 17 —37
AT L |2 h
2 | i -10 | b2 ) s S
y F*¥ = IT* | existe B*ct* tal que I* ¢ B*l.

En cl caso cspecial de una ﬁatroide griéfica su matroide dual
seri upna cogr&tica. Si la grifica es conectada, sus drboles
son las kases de ! v 163 coarpoles (cortes) son las bases de
H*, Hay qu¢ notar gque no  nocasariamnente 25 CLiarto Que un co-
ciclo es el comglemento de un ciclo y en matroides tampoco es
necesario gue el complemento de un circuito sea un co—ci:cui;

to.

Eiemelo, Sea M = [(E,Z) una matroide gr&fica donde E = {ey,es,-
esr .} v 6 l{e.,2:), {ei,es}} entonces M% = (E,:3*) donde
B* = {{Ejreh}! MCRE- N B F* = {@r(ez},{eg}, (Qg,ﬂu}; {e;,ew}?

at
oy,




Teoorema 6. Sea M = {E,F) una matroide cuya familia de bases

es'p = {B ] B es base de M} entonces B* = {E-B { BeB} es la
familia de bases de una matroide deantada por M* = ({E,F*) don-
de F* = {I* | existe B*cB* tal que I* ¢ B*},

Demostyacidn. Los axiomas M1}, M2) vy M2} =zon satisfechos por

M*, mAs aun F* § ¢ puesto gue H£F*, Sean I*p, I*p+l dos con-

juntos en F* con p vy p+1l elementcs respectivamente. Sea BD s

Bp+l dos bases de M disjuntas de I;, Iprl respectivamente

entonces sa presentan dos cascs:

Caso 1. Suponga I* - (I¥,uBy) £ 5y sea @ ¢ I -

p p+l
(I*p\’B*p) entonces IPL,{e} es disjunto de Bp' entonces

p+l

I*pL;{e}c F+ y Ml se denuestra.

Casc 2. Suponga I*p+l - (I;kjap} = $ primero deseamos demosf

trar que B (BPL;I*p) @5 no vaclo. Suponga B

o+l P+l— (Bpu I*p)=¢‘

es decir Bp+l c BD‘JI*p entonces se¢ tiene las sigulentes rela-—

ciones:
- % * o T
(Boyy = I uIx,, - I*) ¢ By
mn’ X o *
[Bp+l pr)gj{l*p+l T p) [=] I*p_
Boritt I¥pa1 & Bpu T,
; { L1 e !
de donde ,Bp+1| + pel < ,Bpl + p
p+l < pt!
por tanto Bp+l - (BPL‘I*p) 4

G5



La tercera propicdad gue relaciona los rangos de un par de ma-
troides duales s2 justifica en el teorema 7, y podoemos obtener
los rangos para los dos ecjemplos anteriores; en ¢l ejemplo de

matroides dualaes de matriz se ticne:

1
*
1t
1%
1
"

{11}

r* {M*) 2.

1l
£
k
I
1t

En el ejemplo de matroides duales graficas se ticne igualmeonte

—* (M*)

1
(24
]

r (M)

it
£

|
b2

= 2.
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Teorema 7. La funcibn rango dgiﬁné_mﬁtfoide de M y su dual M*

estan relacionadas,por;-?
r*(d) = |Al + r(E =~ A} - ©(E) A CE

Demostracidn, El rango de A en M* estd determinado por una ba

se de M con un nfmero ninimo de elementos en A. 1la mixima car
dinalidad de un conjunto independiente de M, disjunto de A, es
r{E - A), tal conjunto estd contenide en A. El nimero de ele-

mentos en A no contenidos en esta base es:
Al + r{E - A) - r(E).

Corclario 7.1 r*(M*) = |E| - r(M); r{E} = r(M) y r*(E)=r¥*(M*)

si A = E entonces r(E) = [E| - £(E), entonces r* (M*)=|E] - r{4).

Finalmente mencicnarxemosg la relacidn entre las operaciones de
restriccifn y contraccidn con respecto a la dualidad, la apli-
cacidén de la truncacidbn a una matroide corresponde a la con-

traccién de su dual y viceversa es decir:

Para alguna matroide M = (E,F) y un stbeonjunto P ¢ E sé cumple

{t1 | T)* = M*.T

(. T)*

i

M*{T
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CAPITULO 3

EL ALGORITMO GLOTOHN

Los problemas de Gptimizacidn Combinatoria gue involucran la
cstructura do una matroide, pucden ser resueltos por el enfo
gque del algoritmo glotdn, desarrollado por Jack Edmonds, vy
cuyo principic fundamental consiste en seleccionar los cele-
mentos de miximo pess d2l gonjunto de la matroide para fcr-
mar una base 6ptima. Este hace gue los algoritmos sean muy
efizientes e implica gue los preoblemas resueltos por este al-

goritmo sean "ficiles"

En este capi:iulo sc analiza la Zcrma on gue ¢l algoritmo glo-
t6n resuelve los problemas combinatorios gue tienen estructu-
ra de una sola matyoide. En la primera seccidn se introduce
al concepto de orden lexicogrifico, teoremas de unicidad de
la base &Sptima vy se mencionan sus aplicaciones més comunes.
En 12 segunde se duscribe el algoribtae glotdn para matroides
de matrices sc justifica, se discute su complejidad, sé pre-—
senta en scudo cddigo ¥ se ejemplifica. En la tercera sec-
citn se describe el problema del 4drbol de expansibn minima y
cl algoritmo glotdn, presentandoe dos algoritmos con seudocGI-
dige, discusibn do su compleiidad y ejemplo para cada uno, Y
en la Gltima seccidn una variacién del algoritmo gldtﬁn para.

el problema de dualidad.



3.1 El algoritmo glot6n para Matroides.

Considere una matroide B = {E,F) ¥ una funcibn de ponderacién
positiva w:E ~ I, es decir, a cada elcmento eiaE se le asigna
un peso no-negativo w(ci) > Q. gz desca encontrar un conjunto
independiente maximal para el que la suma de las ponderaciones
de sus elementos sen miximpa. Al vonderar los elementos de la
matroide se induce un orden lexicogrifico en los conjuntos

independientes.

Una manera de definir el orden lexicogréfico es como sique:

considere, Il = {al..--,am} eI, = {b bn}, donde los ele-—

lro'v-:
mentos estin listados decrecientemente segln su peso, es de-

cir w(al) > w(aal Zeee2 w(am} v w(bl) > w{bz) 3...3w(bn). Se
dice gque I, es lexicogrificamente mayor que I, si existe al-
gGn k tal gue w(ai) = w(bi) para 1 <1 <k -1y w(ak) > w(bp)
o si w(ai) = w(bi) para L < i < n ym > n. Un conjunto que

cs lexicogrificamente mayor gue cualguier otro, es lexicogra-

ficamente mixime. Obviamente un conjunto lexicogrdficamente

méxime debe ser una base vy si todos los elementos ponderados
son distintos esta base es (nica. Un conjunto lexicegrdfica-

mente miximo tiene peso méximo.

69



Teorema 3.1 (Rado E&monds);- Seé F la familia de conjuntos in
dependientes de una ﬁa;fbidc; con una ponderacidn no negativa
de ins eclementos en E cﬁtohccs miiste un conjunto lexicogrifica-
mente miximo en F que tiene peso maximo. Reciprocamente,  si
M = {E,F) es un sistema de subconjuntes gue satisface esta con

" dicidn entonces M oes una matroidoe.

Demostracisn, Sca ¢ la familia de conduntos independicentes de
unz matroide cuyos eclomentos estin ponderados. Sea o= | By,
-.-:sb_) una base lexicogrificamente maxima v sca I = {a,,d:,..
n o L 3

..-,am} clgln otvo conjunto independiente donde wib,) i wib,)®
R A [ > (e > e e e Wil -

Iowib ) vy wiay) > wilasy) > zowlag)
Suponga w(bk) < w(ah) para algidn k, considure Rk—t = (b], bz,.
. es ! = {a,,a,,... . 3 ®xis LU -

sbp e Ty {ay,a,, rayl Entonces existe aj;v I, B 1

tal que By ibl, Boseraby g ai} es independicnte y lemico-
grificamente mayor gue B pucsto gue w(ai) b w(nk) g wthk) para
1 < i < k, lo cual contradice que B es lexicogrificamente mbxi
me ¥ por tanto w(bp) > wila_} para todo p, ¥ B os un conjunco in
dependiente de peso miximo. Recliprocamente. Suponga gue M no-
es una matroide, entonces puede existir un conjunto A EIE ¥
-dés conjuntos maximales I e I' de A en F donde I| « [I'l..$u-

“ponga

[ 147 8i e,c1
| ) '
w(e,)y = 1 51 e, - 1
1 i
[ 0 ¢n otro caso



Entonces I estd contenido en un conjunto lexicograficamente
miximo cuys peso es menor gue I' vy la condicidén del teorema no

se cumple, por lo tante M es matroide.

Como sc demostrd cn ¢l tenrema una base lexicogré&ficamente maxi

ma o sdlo tiene peso nméaximo, sino gque tigne elemento a elemen-

ts mayvor ponderacidn gua cualguier otro conjunto independicnte.

Se dice gque un conjuntc E en F es O6ptimo en el sentido de Gale
531 para algln otro conjunto IeF existe una funeidn h uno a uno,
h: 7 ~ B tal gue w(e) < w(h{a)} para tedo I. Asil, solamente
las bases pueden sor Sptimas en este sentido, pues como se vid
en el capitulo anterior para todeo conjunte independiente, siem
pre ﬁabr& una basc gue lo contenga, entonces ademés de que

IBf > [1], los elementes de B tiecne mayor ponderacidn elemento

a elemento qgque los de I.
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Teorema 3.2 (Gale). Sea F la familia de conjuntos independien
tes de una matroide entonces dada una ponderacié6n de los cle-

mentos en &, existe un conjunto B que es Sptimo en el sentido

de Gale en F. PReciprocamente, si M = (E,F) es un sistema de
subconjuntos gueo satisface esta condicién entonces M es una ma
troide.

La prueba es semejante al del teoxema 2.1 ¥ no se renroaduca.
Los teoremas anteriores son un vehiculc para demostrar gue una
hase lexicograficamenta, maximal es de peso mé&ximo ¥ es Optinmo

en el sentido de Gale.

Lo importante en la discusifn anterjior es gue una base lexico-
grificamente maximal puede ser encontrada por el algoritmo glo
tSn gue se describe a continuacibdn, cuya idea bdsica es: ele-
gir los elementos de la matroide segOn su peso; primero el ele
mento mis grande, rechazando un elemento solamente si su elec-
cién podrfa destruir la independencia del conjunto de elemen-
tos elaegidos. EL aspecteo fundamental de este algoritmo es la
prucha de la independencia para cada caso de aplicacifn. En-
el caso de gue algunos elementos tengan peso negativo, el ai?
goritmo los rechaza, es decir se aplica a una matroide obteni-

da por el aniguilamiento de los elementos negativos.



hlgoritmo: Glotin

PropGsito: Dado un conjuntd E = {el,...;en} ¥ una ponderacién

W:E ~IR tal gue w(ei) > 0 se desea encontrar una base Gptima

de la matroide M = [E,F,PR)
Empezar - N
I: = ¢

Mientras E 4 ¢

Sca ¢ CE gue tenga Iayor peso;

.E: =E - e

Si I + e ¢cf. Entonges I: = I + e
FIN (Mientras)

FIN.

Agui la pragunta de pertencecer a P es constructiva y determi-
na la diferencia @21 algoritmo para cada aplicacifn concreta.
La propiedad algcoritmica de matvoides es su intima relacién

con el algoritmo Glotdn, pues si primero logramos determinar - -

gue un preblema de eptimalidad combinatoria tiene una estructu

ra de una matroide, y una funcitn de ponderacién cntonces la-
aplicacifn del algoricms glordn eptimiza el problema de la ma
nera s efjciente lo cuol, por un lado hace interesante ei es
tudioc de la teorfia matroidal conr el Algoritmo Gln;dn, Y por el
otro da una cquivalencia entre el algoritmo vy las maﬁroides.

A continuacién se establece un tevrema de eguivalencias,’



Teoremna 3.2. Sea b

ces

fu

1 = {E,F} un sistama de subconjuntos, enton

ios sigulentes nposzulados son equivalentes:

15

M es matreoide

q T s T mor 1Tl = e s = . torn o pwis
si Ip' Tgep 57 SOn i Ty ‘Ip+l¥ p + 1 entonces oxis
te e ¢ lp+l - zp tal cue IF\J{e} ¢ F (propiedad de reecmpla-
zo0}) .

Si A es un stbconjunto de E, I e I' son subconjuntos maxi-

nales independientes de A entonces [I| = |I'].

El algoritmo glotbn resuelve cualguier caso de problemnasg

de optimizacifén combinatoria gque se pureda represehtar por

-

L

el sistema M = (5,7




Entre las aplicaciones del algoritmeo glot6én podemos mencionar:

Matroide de matriz.

En una matroide de matriz se desca encontrar un cenjunto lemi-
cogrificamente miximo de columnas linealmente independientes,
la prucka de indepcendencia lincal, se puede llevar a cabho usan

do eliminacifin CGaussiana.

1l drbeol de expansidSn néxima,

En el prcbilema de cableado {+ ), los elementos del cableado
son elementos de una matroide gréfica, la prueba de indepen-
dencia es equivalente a probar la existencia de un ciclo en

un subconjunto de arcos.

£l problema de semiacoplampiento.

Del ejemplo { * ), los elementos de la matriz w son ¢lemenios
de una matroide particibn, donde los valores numérico son sus
respectivas ponderaciones. Aqui los conjuntos independientes

contienen a lo mis un elemento de cada renglbn.

Lo mismo ccurre en el problema de la digr&fica, sus arcos son
los glementos de una matroide particidn y los conjuntos inde-
pendientes son los conjuntos de arcos donde no hay dos que

terminen en el mismo nodo.

*Problema del capitulo I.



El problema de secuenciacifn.

En el ejemplo ( ) los trabajos para.ser procesados son los
elementos de una matroide transversal y sUs ponderacicnes son
los valores de penalizacisn. Esta matroide transversal tiene
una estructura simple ¥y la prueba de independencia es parti-

cularmente f8cil.

* Un problema de secucnciacidén del capituleo 1.

6




3.2 Algoritmo clotbn narz matroildos de matrices.

En esta secrcifn se aplica =] algoritmo glotfn al problera de

cncontrar el coniunto manimal de columnas lincalns

dientes y de peso mixinmce do una matriz A e
describe con Zdetalle el prosedinmiento v el seudocdliige cuc lo

reguelve, un cjermplo ilustrativo y la dizcunisn de su connle-—

La siguioente Iorma:

Consideye la matriz A de crden nun donde A, roprasonta la i

8sima columna, vy wia.) denota su vonderacibn. S dosen choe-

ner £l cenjunte maxzinel de coolumnogs linecalmente indeopendizi-

ves ouya gumn fde mendoeraciones t2anga un valer maximo.




Algoritmo: Glotdn para matrices.

Prondsito: Este algoritmo va a ir formando para una matriz,
con columnas ordenadas en forma decreciente seqin sus pe30S5, sub
conjuntos de columnas linealmente independientes en cada itera-
cifn por medic de elininacién géussiana, hasta lle.gar al sub-
conjunté maximal de columnas linealmente independientes y ade-—

mis de maxima ponderacién.

Descripcidn

Pase 1. Eliminaci&n
1.1 5i la columna k es cero ir a 1.2, de otro modo
se escoge cualguier entrada diferente de cero en
la columna, digamos aik ¥ se usa para eliminar
los elementos diferentes de cero que estdn a la

derecha, es decir se le resta 21§, veces la co-

a’
Jumna k de cada columna j, j >kfk

1.2 Si kX < n hacer k = k+l y regresar a 1.1 de otro

modo parar.

FIN.
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ESTA TESIS WO DEBE
SALIR BE LA BIBLIOTEGA

Justificacifn del algoritmo,

Sean [:al,az,...,an:] las columnas de la matriz A, supenca
cue la columna a; es diferente de cero, cntonces se elige

cualquicyr entrada diferente de cero para livotear; cor ejem-

plo aiy- Ahore se desea hacer ceros a la derecha do “yq €S
dacir necesitamos queo a.. - £, a,, = 0 para j & 1 de donde
a ij j Tzl
g, o= —2 .
I 24

Entonces la primera iteracibn es:

A o

:(1) = 3 - E 1

generando la siguilente matriz:

—= ={1Y =0 -1
L_al,aé roaq ),...,an ! |
con esto se ha construido los subconjuntos de cardinalidad
. Iy,
(1),

dos de columnas linealnente independientes es decir {a.,,a
2 ll

‘ ]
es linealmente indeprendiente si 5;1, ¥ 0 vy a, + 0 entonces
(2 ozt o )y, o o 2y
aj = aj Qj(hz Y 9§ 3,...,n,BJ E

se tiene

son conjuntos linealmente independien ..

tes de cardinalidad 3 si aéz) + 0.

1
dond= {al, aé ), a

Desputis de r pasos (r es el range de la matriz) se tendré -

T

excepto por 2l orden la matriz



Wl Ll . S

LHEges . Ut e Sl .
WAL EE R I s LT M
OIS P

A oo .
T I B

- s

- =(1) ={z w-(r-1) 0,0,...
Cay, a3, 83" aF ) SO T

cuyas columnas son el miximo conjunto linealmente independien

te.

Es interesante observar gue la forma en que se hace la elimi-
nacisén no pérmiﬁe gue se elija en una iteracibn p, el misﬁo
nivel de la iteracidn p—~1i1. Ademis ﬁqui ro se construye la
factorizacién de una matriz en LU ni UL, pues no interesa re—
solver el sistema de ecuaciones asociado a la matfiz, sino
formar subconjuntos de cclunnas linealmente independientes
gque guarden su orden para obtener la base Sptima en cuanto a

SuS pPesoSs,

BO



Compleijidad Algoritmica.

Este algcritmo converge a la solucidn en 0(mn?).

Dem. En eiecto, dado gue como hemnos visto sb6lo se ﬁacen r

iteracicnes donde r es el rango do la matriz; ¢ con cada ite-
racisdn se cfectuan m (n-k); K=l,...,r, floms {asignacicnes,
sumas vy productos) entonces en total se tione 3 kil(m(n—}:])

=3 Cmri(n- z+1 |.
2

Aahora bien s5i la matriz es de rango completo je r = n con

n < m entonces las operaciones a efectuar son :

30mn (n - n+¥l T =< mn?.
2

Bl




Algoritmo glotdén en Seudo-cbdigo

Empezar

Leer M.N.A(I,J)

K =1

MIENTRAS K = N . Hacer I = 1
MIENTRAS I < M. Hacer

SI AC IK_I = {1, entonces
Empezar
Arra K] =1
PAPA J = K+1,...,N hacer
BETA [ g1 = A[ALFA{K],J }
A[ALFA[K| K

PARA L = 1,...,M Hacer

AL,J] = A[L,d]-85Ta [J_* a[L K]

I =1+ ;
FIN ESI Y MIENTRAS I)
K=K+ 1
FIN (MIENTRAS X}

IMPRIMIR

FIN

——

jsr3
18}




Ejemplo 3.2.1  ‘Encontrar un subconjunto maximal de peso mixi-
mo para la siguiente matriz:

[T

o
0 -1 -1 1 1
.!.\: =
3 w2 g S 4
2 1 5 Q 2
RES0S 10. 9 B 4 1
Iteraciédn 1.
¥ =1
i =1
‘-'ll'_-l' alfa f__l__‘ =1
§ = 2, Beta iz = %?% =0
Lt =1 a;z = 9-0(1} =

r
I
%]
sk}

X
I
li
I
=
|
()
—~
o
—
i

5
]
(W]
[u!]

W
y
fl
3
1
o
—
[PV
~—
]

=3 a;: = 8-2{3) = 2
=4 a,;: = 53-2{(2) = 1

. - [ (15 W
J = 4, Beta t._,_i =y



=1 a;, =0

i =2 agz, =1

L =3 ajz, =1

L= 4 ay, = 0

J =5 Beta {5] = &5 = 3

ajy

=1 a;5 = L-1{(1} = 0

$ = 2 asr = 1~1{(0} =1

i =3 azs = 4-1(3) =1

1 =4 ayg = 2=-1(2) =0

Al salir de la primera iteracidn se tiene la nueva matriz

l_l 0 0 o} o

. ] -1 -1 1 lA]

AT 3 2 2 1 1
Lz 1 1 o 0|

donde cualgquier columna J(j>l) eon la columna 1 es lin ind. '

Iteracidn 2

K= 2

i=1 i =2

a,~ = D: asa2 ¥ 0; az,=-~1 Alfa =2
i= 2 J = 3 BctaSr-_g-;';-l‘—'l

2



po= __-'al‘a’: 0 - L 0)

vi= 2 ayy=-l- (1) (=1) = 0

P=3 lags =2 (0 2) =0

L= 4 agy=1- (1) (1) =0

_.J-=.4.: Beté'[_—at_—}?%-—-ml
P =1 Ay, =0 - (<13{ 0) = 6

=2 a;, =1 - (=L)(-1) =0

=3 a3z, = L - (=1)( 2) = 3

L= 4 Auyq T 0 - (-12( 1) =1
J =5 Beta [5] =228 = -1

i =1 ajs =0- (-1){ 0) =0

o= 2 dyq = 1 - (_l) (_l) =0
= 3 assg = 1 - (1) (=2} = 3
=4 ayg =0 - (-13{( 1)y =2

Al salir da la segunda iteracidn se tiene la nueva wmatriz:

ri o o o o"li
i
1
) I o -1 0 0 0
Y
l 3 2 0 3 3
i
(2 1 o 1 1|
donde las columnas [él,ﬁél) v 5;:) ] para J = 4, 5 son lineal—

mente indezendientes.
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Iteracidn 3.

Xx'=3

i=2 !wé i =3 "
i .

as: % 02no’ . a,; = 0?no-

K o= 4

i =1 —> i = 2 >

a;, ¥ 0?no=  a,, ¥ 07no-

L o= 1 a5
= 2 azs
= 3 235

L= 4 ays

.
3

F

07?no-

hizo ninguna operacidn.

(W1}

3 Alfa [§} = 13

a3y
{(Ly(oy =0
{1} {0) = 0O
(LY (3) = 0
LY@y =0

al =zalir de la tercera iteracibn se tiene:

<l algoricmo terminariz asi:

86

0
0
G
0

= W o O
o o o O

| SO ———

1

. Aqui el algoritro no



w
i
W
P
1
L
-
»
i
o5
!
b
It
wn

-
in
-

o?no-
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hsi las columnas a,, 2, 7, aé )_j forman el conjunto masinal

de. columnas lineszlmente independientes cuyo peso maxine as

Y ¢ w(3d®)y) =2 10 + 9+ 4 = 23,

El programa cn cerbo Paseal d2l1 presente algeritmo se. encuentra

en el apéndice Z.
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3.3 El algoritmo glotdHn v el arbhol de expansidn minima.

Uno de los problemas mAs frecuentes en Qptimizacién Combinato-
ria es ¢l de encontrar la red que comunicue a una serie de no-
dos de manara Ostima, tal es el caso del cableado telefbnico,
tuberia do agua, de gas, ctc. En esta scccibn so plantea el
problema del &rkol de expansidn minima gue representa tal si-
tuacidn, su caracierizacidn matroidal v los algoritmos glote-~

nes de solucidn.

Considere G; (V,E) una gréfica simple y conectada, v una fun-
ci6n de ponderacidn sobre los elementos de E;w:E-+R tal gue
w(ei) > 0 el problema de encontrar el &rbol de expansibdn de ve
so minimo (AEMIYN) consiste en determinar aguél Arbol T = (V,EY)
cuyva £({t) seca minima o mixima, donde

£(e) = ] wiey)

eiaT

La eéstructura matroidal gue esti detris de la prasente cues-
£ifn es la siguienteo: el encontrar un Arbol en una grdfica
eguivale a encentrar una base en una matroide grifica con el
misme coniunto E de aristas. Debideo a esto se sugiere la apli
cacién de alaoritmos glotonoes apropiados, los cuales hacen uso
del teorena 2.4 Gonde & partir de un nodo arbitrario (vi) sg-
lececionar ¢l arco o monor vonderacidbn que salga, por ejemplo{
el arco (Vi,vj) vara inicializar el Srbol con'T={(vi,vj)}, Y
despufs ir anadiendo el arco de mencor ponderacidn gue salgade

v, © Vj vore no doe log dos vy asi sucesivamente se forma el rbol.

w
@




Teoroma 3.4 Sea (U;T}, (Usz)tf--r(Uka)] un bosque de cox
pansién Qe ¥V y, sea |v,u] el arce de menor ponderacidbn de
todos agquelleos gue s6Hlo btiencen un extreme final en U,. En-
tonces entre todos losk&rbolcs de crxpansifn que contiencn to
dos l1os arcos ¢n T = U T. hay uno gquae as Sptimo, cl que con

_ j=1 1 7
tiene a [v,u;.

Benostracidn.  Subonga que existe un arbol de expansifn (U, R

con TeF v {v,u ¢t F el cual tiene menor ponderacidn gque todos
leos drboles de expansidn gue contienen a T ¥ Ef,uj. Si se

afade el arco v a I, so forma un Gnrico ciclo, que

=)

no contiene solamente nodos en U, porque velU; entonces cxis-
te un arco {v',u'] # {v,u] en este ciclo con u'scU; vy v'ocv-U;.

Por hiipdtesi

H
it}

v',u7] » {¥,4] vy nc pertenece a T. por tantg

si quitamos a [v',u'], obtendromos un nuevo drbel de expan-

si6n (V,F') = F'y vy {([v,ajt - 15,0}, conteniende a T vy

[Q,@] con menor ponderacié&n o iguzl a (V,F), lo cual contra-
dice la suposicidn de que (V,F) es el de menor ponderacifin

gue cualguier 4drbol ¢ue contenga a |v,u] y T.
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Algoritma: Prim {glotén) NEMIN

Propf&isito: Dada una gr&fica G = (/;E) vy las pondcraciones

de los arcos, oncontrar el drbol de expansifn con pessz nini-

no.
Doscripcibn
Paso 1. Iniciar la construccidn del drbol de expansidrn mini

ma T incluyendo un nodo arbhitrario para formar el

cenijunto de nodes de T en U.

Pasa 2, Seleccicnar ol arco (vi, vj) con menocy ponderacidn

da entre los arcos (Vi’ VP) con Vi en T v v, fuera

o

doe T v aladir {v,, v.) a Ty v, a U. -
* 3 3
Pase 3. Cuandd U = V se tiene el drbol de expansidn de peso
minimo. '
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Algoritme glotfn AEMIN en Seudocddigo.

Entrada: V: Un conjunto de vértices
dij: ponderaciones de los arcos [vi, vj} de B;

si Ivi,vjléE, dij = m,

salida: T: EL cocnjunto de aristas que forman el Arbol de
‘ peso minimo. '

Empezar:
q:.=V{V1}: T: = g;
Para toda veV - {V;} hacer: CERCA [V]: = V.;
. Mientras U = V hacer:
MIN: = =
Para toda veV - U hacer
Si 4d(V,CERCA [V]) < MIid. Entonces

BINz

d(Vy, CERCA [V]):

PROX:

v
U: = U + [PROX];
T: = T + {[FROX, CERCA [PROX]}:
Para tdda vevV - U hacer - S
Si @V, CERCA [V]) > d4[V,PROX]. Entonces -
CERCA [V] = PROX; : :
FIN MIENTRAS

FIN
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Complejidad Algoritmica.

Este algoritmo resuelve correctamente el problema de &adrbol de

expansitn minima en 0(n?) tiempo donde n = |V]|,

Demostracitn.

Debido a gque al final del algoritmo [U| = |V]| = n. y} a gue
siempre sc le ahaden a T arcos que salen de U, entonges la
grafica resultante (U,T) es un &Srbol de expansién de G. Para
demostrar que &ste es el Sptimo, se prueba por induccidn so-
bre la cardinalidad del conjunto U gue existe siempre un ar-
bol de expansidn Optimec de G conteniende el correspondiente

conjunto T.

Para U = {ivV,;} ¥ T = 5 es cierto. Se supone cierto para
jelUul, 1 <« j < |V] se puede observar gue el Arbol de expzn-
5idn parcial (U,T) es parte de un bosgue {(U;Tl),...,(uk,Tk)}
con U, = U, K= |[V] — |U| + L y T, =...= T, = ¢. Por el teo-
rema {3.4.), entre todos los &rboles gque contienen a T,
existe uno que es de menor ponderacldn y que contiéne aTy

a la arista que sale de U, sin embargo por la hipbtesis de
induccifn. Existe un drbol globalmente 6ptimo que contiene
a T. Por tanto existe tambi&n un arbol Sptimo que contiene
a T ¥y a la arista gue sale de U, 2l cual es exactamente T en

la siguiente iteracién cuando |[U} = j + 1.

Para el tiempo limitce de operaciones notamos que este algo-
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ritmo hace n-1 iteraciones puesto gque una arista es ahadida
en cada iteracifn. La inieializacidn hace n-1 asignaciones
por tanto toma O(n) tieméo ¥, encontrar ¢l préximo tambifén re-
guiere n-k asignaciones para la k-€sima iteracion, asimismo
las asignaciones para el arregle CERCA scon n- para la k-&sima
iteracidn, lo cual nos dan E;:E posibles asignacicnes con lo

que la cota del tiempo que se toma el algoritme os di Q(n?).
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" Bjempleo 3.3.1

Sea la siguiente grafica conectada

v= {1, 2, 3, 4, 5, 6}
d:z,""'?; d13=8, d23=7' dzq'_—'a, d:,_5=6, d35=6, d35=4' dg‘5=2, d55=7o

Uu=1{1}, T: =4V -(1})=1{2,3,4,5,6}
CERCA (2] = 1, CERCA =1, cerca [E] = 1., CErRCA [5] =1

CERCA = 1,

MIN = =

p[2,I] =7, 7 < » => MIN: = 7; PROX: = 2
D[3,1] =8 8 } 7

p{d,1] =» =} 7

DIS,L] == o« & 7

DG, == = § 7

Us= {1} + {2) = [1,2}
Te= o + {[2,1]}
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ep[3,1] > b[3,Z]? 8 » 7 =» CERCA = 2
ep[4,f] » b(4,4]2 = > 8 =» CERCA [4] = 2
éd(5,I] » p[5,2]? @« » 2 => CERCA [8] = 2
eD6,L] » D[6,2]7 = } =,

2a. Iteracitn

MIN = =, V - U = {3, 4, 5, 6}

0l3,2] =7, 7 ¢ = =» MIN = 7, PROX: = 3
p{4.,2] = 8 8 % 7

p[5,2] = 6 6 < 7 => MIN = 6, PROX: = 5
D[6.2] = = = { 6

U= (1,2} + {5} = {1,2,5]}

r=({2.1], .2

¢b[3,2] > p[3,5]2 7 > 6 CERCA [3] = 5
en(a,Z] » p(4,5j7 8 » 5 CERCA [4f] =5
¢p(5.,2] » p5.5]? 6 t =

ep(6,2] > p[6,8]? = > 5 CERCA {§] = 5.
3a. Tteracion.

MIN =« V- U = {3,4,6}

D(3,3] = 6 < = =» MIN = 6; PROX: = 3
p[4,5] =2 2 < 7 => MIN = 2 PROX:=4-
p(6,5] = 7 7 & 2

Uu=1{1,2,5} + {4} = (1,2,5,4}

(.0, B.21+ (3,5 = (&4, 6.4, 3.5

T
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eD[3,5] » p(3,4]? 6 ¢t =
¢D{A,5] » Dlg,d4]? 2 % =
¢‘,Dl:6,5:] 4 DEG,-Q]? 7% =

da. Iteracién

vV-uU= (3,6}, MIN = =
p{3,5]
o(6,5]
U= (1,2,5,4}) + {3} = {1,2,3,4,5}

T = (.4, G, B.a

6, 6 < « =» MIN: = 6; PROX: = 3

il

7, 7+ 6

¢p[3,5] » p(3,3]2 6t =

en(8,5] » pDB,3j? 7 » 4 => CERCA [6] = 3.
5a. Iteracibe

V-u= {6}, MIN = = _
B{6,3] = 47 4 < = => MIN = 4, PROX: = 6
U=1{1,2,3,4,5,6} '
T=i24d, G.3., .5, B2, GOy
85,31 > p[%, €] o
U =V

c

rin.
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El &rbol de expansitn minima es:

cuyc costo es 235.

Un programa de computadora con el nombre de ALNIN asociado al

presente algoritmo se encuentra en el apéndice C.
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Un algoritmo para encontrar el Adrbol de expansibn minima en:

O(|E| log [V]).

Algqunos problemas plantean dgrificas huecas, esto es gue tienen
cuando mucho-(lgi) aristas, esto genera matrices huecas de or
den (nxn) de distancias, entonces el algoritmo anterior dque

tiene gque revisar por 1o menos una vez cada disbancia para ase
gurar la entrada o exclusitn de aristas al arbol, ne es el me-

jor.

A continuacidn se presenta un algoritmo que resuelve este pro-

blema en O(E| log |v]) tiempo, el cual es asintSticamonte me-
jor que el anterior para grificas huecas y, tami&n se basa en
el teorema 34 s8lo gque aqui en cada iteracifn se generan y

crecen simulténecamente los componentes que formardn el drbol,
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Algoritmo AEMIN 2 en seudoctdigo.

Entrada: Una gréafica conectada G = (V,E) y para cada arista

. . o . . }.
[vi,vj] cE una distancia dij’ dij si [vl,v 14E

3

Salida: (V,T} Arbol de expansion dc peso minimo de G.

Empezar:
T: =5 C: = {{vy},...,{un}}.
(* Cise inicializa & C como &l conjunto de componentes conec
tados de {V,T)*)
Mientras JC| 4 1 hacer:
Para todo SieC hacer MIN[il: = o
Para todo {u,v)cE hacer:

Sea Si, 53 los conjiunbkos gue contichen a v ¥y u respec-

tivamente,
si i &+ j. Entonces:
si Dlu,v] < MIN[i] Entonces MIN[i] = D[u,v];
CHICO[i] = fu,vl;
5 pfu,v]l < MIN[3] Entonces MIN[J] = D{v,ul:
CHICOIJ] = [u,v},

{Chico [jl: es el arco mas chico que sale”de'si)-

Para todo Sjcc hacer T = TU{chico [j1}

Encontrar el conjunto C de componentes conectados ‘de

(v rT) -

FIN Micntras

99



Ejemplo,. Dada la misma grédfica del ejemplo anterior y la ma-

triz de distancias entre cada par de nodos:

Iteraciédn 1.

bR

Para,todo_[u,v]aﬂllasl,.255 .

¢DI[1,2]
eD[1,2]
eD(1,3]
“eb[1,3]
eDI(2, 3]

eD[2,31

<

<

<

MIN

MIN

MIN

MIN

MIN

MIN

1
2
3
4
5
&

B = {t1,2), [1,3}1,

(5.611.
~rre=d €© = {11,
5, = (11, s, = {2}

§. eC; MIN (i} =

{217
1]z
(317
(112
3172

(2]?

2 3
7 8
o 7
7 @
8 w
"6 6
L) 4

w!

(2,31, f2,43, (2,51, (3,51, [3,6], [4,5],

wm

7
7
8
8
7
7

(2,3,

-

<

31, 137,

{5}, f6l}

ves S, = [B].

6

2

o o=> MIN [2)

= => MIN

(1)

= => MIN {3}

8 => MIN

100

(3]

i=11, 2,...,6.

i

chico
chico

chico

chico

(2]
S [1).
(3]

131

H [}

i

[1.2]

AL,

[1:31

Lt

[2,3]



eD[2,4] < MIN [4)? B8 < = => MIN -[4] = 8 chico {4] = [2,4]

eD[2,4) < MIN (21272 8 § =
eb[2,5] < MIN [5]? 6 < = =r MIN {5] = 6 chico i3] = (2,5]
eD[2,5] < M1y [212 6 < 7 => MIN [2] = 6 chico [2] = (2,5}
eD{3,5] < MIN [5172 6 4 6
eDI3,5] < MIN [3]12 6 < 8 =>» MIN [3] = 6 chico [2) = [3,5]

cD[3,6] <« MIN [6]17 4 < =

1l
\'l

MIN [6] = 4 chico [8] = [3,86]

¢D[3,6] < MIN [3]1?2 4 < 6 =+ MIN [3] = 4 chico [3] = [3,6]
¢D[4,5] < MIN {512 2 < 6 =>» MIN [5] = 2 Chieo [3) = [4,5]
¢DE4,5] < MIN {4]? 2 < 8 =» MIN [4] = 2 chico [4] = [4,5]
eDI5,6] < MIn [6]12 7 < 4

%]

¢D{5,6] < MIN [3]17 7 <

[1} = 8,eC T = TU {chico [11} = ¢ + {[1.,2]}

(2} = S,eC T = TU {chico [2]} = ([1,2]} + {[2,5]}

(31 = s;eC T = TU (chico [31} = {(1,2}, 2,31} + 13,6)} -
(4] = SdeC T = TU {chico [41} = {[1,2), (2,51, (3,61} + {4,531} .

Encontrar el conjunto C de componentes conectadas

0
1

{{1. 2, 4, s}, {3,6}}

s

[}

(1,2,4,5}, 8, = 13,6}

BN

1

' la.grﬁfica es:

s
(:£> 8 ) S5
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IteracidntZ.

el #

1

' para §,cC  MIN [1}

52€C MIN [2]

{l.31eE

D[1,3] <
D[1,3] <«

[2,3)1eR,
DE2,3] <

p{2,3] <«

{2,4], 2<s

(2,51 2t=s8

I

les

1 2

he) [l]adm

MIN [2] 8 < =

2z8

17 =%5,

MIN [1};7 < 8

MIN [2]:;7 < B

1

4:z8

i 1

3z8,

[2,5] 3;82 5551

D[3,5] <
D[3,5] <
[2,6)cz=E
[4,5]1<=E
[5,6]cE
Di5,6] <«
DI5,6] <
5

2 cC T

T

HIM [1] 6 <

~J

MIN [2] 6 < 7

3z8,, EzE
de8

58

td

5«8

31

l!

—

628

i 2

MIN [1];,7 %+ 6

MIN [2);7 ¢+ 6

{ra.,21, (2.5,

[

=> MIN

=> MIN

=> MIN

il
v

MIN

=> MIN

> MIN

[1)
(2]

(1}
(21

(1]
i2]

(3,61,

Il

li

chico

chica

chice

chico

chico

chico

[11
[21

{11}
(2]

(i1

[2)

t4,511 + {[3,5]}

(ra.,21, (2,51, [3,61, [4,5], [3,5]}

(1,3]
(1,3]

f2,31]
[2,3]

{3,5]

[3,5]



El A4rbol de expansién minima que fué& obtenido en 2 iteracio-

nges &os:
2
e \\ 6
7 2
ra
,_/
oy
G
s ©)
O G
Teorema

Este arbol encuentra correctamente el arbol de expansién mi
nima para una grifica (V,E) y una funcidn de distancias en

O({E] log |V!) tiempo ). Su demostracidn se'Puede ver en.
(s 1.
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3.4 WVariaci6n del algoritmo glotdn.

3.4.1 Dpualidad en el algoritmo glotdn.

En esta scccidn se verd una variante del glotdn gque permite
obtener la solucidn de la matroide primal, y al mismo tiempo
la de la matroide dual, cs decir obtiene un conjunto maximal
de peoso maximo para cl primal y otro de peso minimo para el
dual, basfndosc en las sigulentes ideas: Supongae gua los cle-
mentos de E tienen una ponderacién y gque N es una base lexico-
grificamente maxima. Entonces E - A es una cobase lexicogrifi
camente minima, es claro gue al resclver un problema de maximi
zacidn para la matroide primal tambié&n se resuelve el problema
de minimizacidn para su dual, asi un algoritmo glotdn para el
primal corresponde a uno de abstencifn para el dual y vicever-

sa.

Cada elemento gue es descartado por el glotdn es el elemento

mis pequefo de al menos un circuito de la matroide.

Suponga gue A = Cys Corens s han sido elegidos por =1 glotén,

pero A 4+ e es dependiente, entonces @, .1 ©S rechazado, dado

K+l
gque A es independiente vy A+ek+l es dependiente se sique gue

e forma un circuito con algln subconjunto de A cuyos clemen

k+1

- tos ya se sabe QU SON MAYOrCs que Cp ..

Similarmente cada elemnento que cs descartado por el algoritmo
de abstensidn aplicado a la matroide dual; seri el elemento mas

pesado de al penods un cocircuito de la matroide primal. Estas
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relaciones duales han hecho que autores como Rosenstighl: ha-
gan las siguientes obscrvaciones acerca de los chlculos del

Arbol de expansién mdximar

Todos los algeoritmos para calcular el Srbol de expansidn mé&xi-

ma de una grifica cumplen las siguientes condicionas:

1. HNingiln arco del drbol de expansidn mixima es 2l z2rco mis

poegucno de algfin ciclo de la gré&fica,

2. Cada arco del &rbol de expansidn méxima es ¢l mis grande

de al menos un cociclo de la gréfica.

Basados en estos principios se fo6rmula una variante del proce-
dimiento glotdn para matroides en general, gue requiere sola-
mente de la construccidn de circuitos v cocircuitcos de la ma-

troide.
A continuacidn se da dos versiones del algoritho,
3.4.2 variante del algoritmo ¢glotdn versidn 1.

Paso {0} CEmpezar:

Sea A = conjunto de e¢lementos del conijunto Sprimo
A' = complemento de A
B = conjunto de clementos gue no han sido elegidos
para ningunce de los dos conduntos.
Paso 1. Seleccidn de clementos

1.0 mMientras B # &
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1.1 Trate de encontrar un circuitc de e¢lementos en
AUD. Si un ¢ircuito £ existe, mueva 21 elemen-
te més peguefio de C de B a A',

Si no existe un circuito, mueva los clementos
aue guoden en B a A& ¥y pare.

1.2 Trate de cncontrar un circuito de elementos A'UB.
Si un cocircuito D existe, mueva el elemento mas
grande de D de B a A.

“Si no existe un cocircuito mueva los elementos

gue guedan en B a A' y pare.

Antes de ver la otra versisdn, se ilustyrard el algoritmo con un

ejemplo sencillo.

Ejemplo. Considere la grdfica

cuya matroide ascciada es: M = (E,C,D), . donde:

E ={a, b, c, 4, e, £} , S Sy
c {1a,bq), (afe), {(bde)(dfe} (beef)!
D { (def), {bed), lacf), (ade)l.

]

H

mhora siguiendo el algoritmo s¢ encontrarid el conjunto Sptimo

tanto para la matroide primal g¢omo para su dual.
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h=A"=+; B={a, b, ¢, &, e, £}

1.1 Sea € = {abec ] en dAUB=1{abcdef}

aeC es cl mis peguefio = A' = {a}l 8= {bc d e £}

1.2 Sea D = {cd b} en A'UB = {a b cde £}

ceD es el mls grande => A = {¢c} B = {b d e £}
1.1 Sea AUB={bcde f} vy C= (b d e};

deC es el mds pequefic => A' = {a,d}, B = {b e f}.
1.2 Sea A'UB = {a b d e f}; D = {f e d}

eel es el mis grande => A

{c e}, B = {b £}

1.1 aAauB = {bcec fl; C=f{bce f};

feC es el mis pequeio => A'* = {a & £} = B = {b}

1.2 A'UB = {a b d £} = D;

beD es el mayor => A = {c b e} => B = ¢

1.1 AUB = {c b er no ciiste circuito v
A = {g,b e} U{s+} = (c b e}.
FIN
¥ la sclucidén Sptima para la matroide primal es: A = {b c e}
y para la matroide dual es: A' = {a d £}, cuyos pesds maximo

y minimo respectivamente son 20 y 7. Y cuyas graficas son:
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2
c
a
A = Conjunto indeperdiente A'  Conjunto indepandiente
de peso miximo. de pes2 minino.

Este algoritmo se puede presentar con las operaciones de bo-
rrado y contracciSn de matroides para los pasos 1.1 y 1.2, a
continuacién se da la versiétn 2 de la variante del algoritmo
glotdn v se jlustra con el mismo ejemple para mostrar su

equivalencia.




3.4.3 variante del algoritmo_glotén versién 2.

0.

A

Empezar

- = Conjunto de elementos del conjunto Gptimo
A' = Complemento de A
B =

Conjunto de elementos que no han sido elegidos para

ninguno de los conjuntos A & A'.

Seleccitn de elementos

1.1

Trate de encontrar un circuito de elemenitos de B.
Si existe un circuito en ¢, muecva el elementos mé&s pe
quefic de C de B a ' A'- v borre ¢1 elemento dea la ma-~

troide. Sin no existe, mueva los elementos gue gue-—

den de B a A y pare.

Trate de encontrar un ocircuito de elementos de B.
Si existe un cocircuito D mueva el elemento mis gran-
de de D a B a A y contraiga los elementos de la ma-
troide. Si no existe un cocircuito, mueva los elemen

tos que gueden de B a A Y pare.



Con el mismo ejemplo anterior.

H = (ErCFD)7 E = [alblctdlclf}; C = ({albtc}l’ (alfte)‘r (btdle)l

(b,c,e,f):; D = {(dterf]r (b,c,ad), {a,c,£), {E!,d.&)}

1.1 Sea C = {a,b.c); a es el menor =+ B = {b,c;d.e,f}; A'={a}
w = - (a}: Elb,c,d,e,8,}, C = {(b,d,e), (c,d,0)};
D = {(bldrc’l (e,q,£)1}

1.2 Sea D = (b,d,c), b es el mayor =>» B = {c,d,e,f}; A = {b}

M = w (ny: B = (c.d,e,8) € = ((e,d,8) (c,d,e))

1.1 Sea € = {c,d,£) 4 es el menor => B = {c,e,£}; A' = {a,d}

m3Y = ) _ 141 E = (c,e,f}, C = {e,d,£} D = {(c,e), (e,€)}.

1.2 Sea D = (e,f), e es c©l mayoi => B = [¢,f}, A = [b,e}

B B T O S - P

1.1 Sea C = {(c,f) f es el mencr => B
nis =y ld

il

{C}r At = {afdl:}
{fl; E = {cl; €= & v D = [c}.

1.2 Sea D= {¢} => B =3 yv A= {b,e,dl.

Como B = o todos los elcmentos han sido elegidos y el proceso .’

termina con el resultado:

A= {b,e,d} yv A' = {(a,d,£}.
n



CAPITULD 4
ACOPLAMIENTO Y TEORIA TRANSVERSAL

Un problema bdsico de la Optimiz;cién Combinatoria es el pro-
blema de acoplamiento gue consiste en encontrar el nGmero de
parejas o acoplamientos gue existen en un car de conjuntos aje
nos y cuya aplicacién inmediata se encucntra en problemas de
asignaci6tn de recursos. Esta problemitica se enfoca desde dos
puntos de vista eguivalente; con teoria de gréficas y con tuo-
rfa transversal, las cuales encuentran su generalizacibn en
teorfa matroidal. En general este tipo de¢ problemas plantean
la interseccitn de matroides y en consecuencia el algoritmo
glotdn no funciona. Aungue cabe mencionar gue existe al menos
un problema de transversal gue contempla una s3la matroide, el
de la asignacidn de trabajos en una sola mfgquina y por tanto es

factible resolverlo por ¢l algoritmo glotsdn,

Este capitulo se desarrolla de la siguiente manera:; En la pri-
mera secclidbn se plantea ¢l preoblema de acoplamiento completo en'
una grafica bipartita, el tecrema de Philip Hall y se describen
ejemplos. En la segunda seccifén se discute la teoria transver—
sal ¥ el teorem2 de Hall para transversales. En la tercera sec
cifén se discuten las transversales parciales. En la cuarta sec
cibn se presentan dos aplicaciones: cuadros latines y matrices

{0,1). En la gquinta seccifn se presentan las matroides trans-—

versales v el glotdn para una matroide transversal, v se ejem-

plifica con el problema de la secuenciacifn en la asignacién dé
trabajo, en la Gltima scccién sea definen las matroides y trans-

versales comuncs y la interseccién de matroides.



4.1 El problema de acoplamiento completo en grificas bipar-

titas.

Sca G = {vlﬁ{g una gré&fica bipaftita donde Vl v Y2 son conjun-
tos de vértices disjuntus, A os un conjunto de arists’ gue une
a un nodo de 7, con un nodo de Vz. Un subconjunte » ¢ A es un
acoplamiento si no hay dos arceos en X gue incidan en ¢l mismo
nodo. Con respectd a un acoplamiento X, un node j es acopla-

do o cubicrto si existe un arco que incide en j, si un node no

as acoplado, se dice no acoplado o expuesto.

Un acoplamiento completo o méximo entre Vl Y VZ en una grafica
bipartita G = (vl,vz) es una correspondencia biunivoca entre
las virtices de Vy ¥ oun subconjunto de leos viértices de V2 con
la propicdad de gue los viérticues correspondientes gueden uni-
dos o bien, dicho de otro modo: dada una gréfica bipartita en

contrar un acoplamiento gue contenga un niimero maximo de arceos.

Unc de los problemas fundamentales gue se plantean en una gra-
"£ica bipartita es: cEn gqué condiciones existe un acoplamien-—
to miximo?, la respuesta a esto estd dada por el teorema de

P. Hall. Motivamos esta problemitica a través del‘problema:mgl

trimonial,

Considere un conjunto finito de j6venes, cada uno de los cua-—
les conoce a varias sciioritas. ¢En qué condiciones es posible
casar a los jbvenes de forma que cada uno se case con una seio

rita gue conoce?.

-
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Considere ¢l caso especifico de cuatro jOvenes {hl, hz’ h3,
h4} Yy cinco sefioritas {ml, My, Mg, My, mS} ¥ cue la relacién
entre ellos o5 como la gque se muestra eon la siguilente tabla,

donde .. re
T 1]

"

resenta gue el joven hi conoce 2 la sengrita mj

by, 1 Sqy - - €14  S13
A2 ] €21

3 1S3 €33  S3a

ay C42 ' Caq

La representacidn grifica de la problemética es:

hl ' O my

by O m,

h, O \ —Om

3 3

4
M




Una posible solucibn secria:
I3 . . 3
1(hlln5)r ”12' ml)a thal m3)| (h“t' mz);

es declr es un acoplamiento complete o mAxime acoplamiento.

Do agui se desprende cue una condicifn necesaria, para que el
problema matrimonial tenga solucidn es que cada k jovenes co=-
nozca colectivamente al meneos k sefioritas para todos los enteg

ros k, 1 ¢ k < n donde n es5 nmeroc de muchaches,

El gquo &sta sea una condicidn necesaria se desprende directa-
mente del hecho gue si no fuera cierta para un conjunto k de
jévenes, cntonces no s¢ nodrian casar a todos los jSvenes de

esa conjunto ni a log restanters.

Esta condicidn necesaria es suficiente, esto dltimo gueda de-

mostrade por cl teoreme de Hall, demostrado en 1935.




Teorema 4.1.

(Philip Hall, 1935). Una condicién necesaria y suficiente pa
ra la solucién del problema matrimonial es gue cada conjunto
de k jbévencs conczca colectivamente al menos a k chicas

l < k < n,

Demostracién. La condicidn es obviamente necesaria y para de

mostrar la suficiencia procederemos peor induccidn sobre n

{el nGmero de jévenes).

"'El teorema es evidentemente cierto si n = 1. Suponga gue hay

n jovenes, entonces hay dos cases a considerar:

i) Supdngase que cada k jvenes (K < n) conoce colectivancn
te al menos a k+l schioritas (de forma gue la condicidn es
siémpre cierta con una sehorita de sobra). Entonces tbmando
un joven cualguiera y casindolo con cualguiera de las sefiori-
tas gue conozca, la condicidn original sigue siendo cierta pa
ra los otros m-1 jovenes. Estos m-l jovenes pueden ser casa-
dos por induccién, comleténdese asi la demostracitn en'eéte

caso.

ii) Supbngase ahora gue existe un conjunto de k jovenes

{x < m} que conocen colectivamente a k seforitas exactamente.
Entonces estos X jovenes pueden ser casados peor induccidn que
dando alin m-k jovenes. Pero cualguier coleccifn de h de es-

tos m-k joevenes (h < m - Kk} debe conocer al menos h de las
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senoritag restantes, de otro modo estos h jovenes més los k
jovenes conccerian colectivamente menos de h + K sehoritas
en contra de lo supuesto. Por tanto la condicifn original

se cumple para los m - X j6venes.

En tdrminos de grificas el enunciado del tenrema se estable-~
ce de la siguiente forma: Sca G = (Vl, Ay Vz) una gr&fica
bipartita y sea 4 (X)), (w c Vl}, el conjunto de aquellos var-
tices de Vz que son adyacentes a un vértice al menos de X; en
tonces existe un aceoplamiento completo entre Vl Y Vo sl y s6-—~

lo si %] < | ¢(x)} para cada conjunto X de V.

Corolarip 4.1. S5i cada joven tiene {(r > 1) novias, y cada se

fiorita tienc r novios, entcnces el problema matrimonizl tiene

una solucidn.

En términos de graiicas el corolaric es como sigue:

Corolario 4.2. Si G es una grafica bipartita regular_(de gr§f-

do r) con r > 0 entonces G tiene un acoplamiento perfecto. '
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Ejémglo 1. Un contratista publica un anuncio o¢n el que ofre
ce cuatro puestos de trabajo: uno para albanil, otro para

un carpintero, un terceroc para un fontanero y finalmente oktro
para un herrero. Poco después recibe cinco solicitudes, una
‘para ¢l trabajo de carpintero, otra para el trabajo de alba-

nil, una terccra para leos trabajes de albanil v fontanero, vy
dos para los trabajos de fontanero y herrero., ¢Pueden gue-

dar cubiertos los cuatro trabajos?.

Es posible representar la situaciédn antes descrita a través

de la siguicente gr&fica bipartita:

T
o

o (}\ O 8,
Q Os,

" \\qu
\ss

{Albanil, carpintero, fontanero, herrero}l

=1

daonde:

T

It

S5 = {Slf 521 53r 54; 55}

Evidentemente los cuatro trabajos guedan cubiertos pues es

cumplen las condiciones de Hall,
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Ejemplo 2. El departamento de Economia de una universidad
cuenta con cinco profesores para cubrir siecte cursos en un se
mestre dado. Los cursos regueridos y las preferencias de ca-

da profesor se muestran en la siguicente tabla:

curso
profesor 3 Ba B,y By By Bs B,
Al si si no no ne no no
Az no no si si si no no
Ag si no si no no no no
Aq no no no no si si si
AS no si no si no si no
_
Donde los cursgos son: Bl = Historia; B2 = Economia Politica:
B3 = Microecononia; B‘1 = Macroeconomia; B5 Econometria; BG =
Matematicas ¥ B, = Computacibn.

El problema consiste en determinar el n@mero miximo de cursos
que se pueden atender suponicndo que cada profesor sblo ‘pueda
impartir un curso.

La grafica asociada es:
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- La respuesta es gue dado Que se cumplen las condiciones de

. Hall para gue exista un aceplamiento completo sco sigue’ que se.

_ pueden atender 5 cursos.
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‘Ejemplo 3. En la siguiente grdfica bipartita se puede compro

bar que no existe acoplamiento:

1 1
2 2
30 3
L S —QO 4
o5
Obsérvese gue cuando se toman los'ﬁqdos l, 3, v 4 de Vl' 5616
- se relacionan con los nodos 2, 4 de Vz'es decir: X = {l,.3,

4}, olx) = {2,4} v |x] i f¢{x)|. Por tanto no se cumplen las -

- condiciones del teorema de Hall-implicando la ausencia de aco-

plamiento miximo,

Para finalizar esta seccidn diremos que el enfogue matroidal
del problema de acoplamiento bipartita, involucra la interseg
cidn de dos matreides vy el cual queda formulade de la sigui'e_!_\_

te maneras
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Sca G = (vl, A, V2) una grifica bipartita. Sea_ﬂ; una parti-
ciftn de A donde dos aristas estaran en un blogue de tal parti
cién si v s6lo si ellas son incidentes en un mismo nodo de

Vl. Andlogamente seca I; definida para los nodos de Vz. Sea
Ml = (Al rl) v M2 = (Az Fz) matroides particidn determinados
por la particién_ﬂg v fa. Un subconjunto I ¢ A es un acopla-

miento en G si ¥ 36lo si I es una incerseccidn de M, ¥ M, ©

1 2
bien ICFl & F:.
Ejemplo, el problema del contratista toma su caracter ma

\
troidal de la siguiente forma:

Sea G(Vl, A, v2} la grafica bipartita:
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donde:

v

il

1 = vy vy vy vde Yy = {ugs uye ug, u,, ugd

A = {el, Coe B €,, Cg, g, ©q, ea}

considere las siguientes particiones

-
1]

{{el' ez}r {33]; {eqr esr 86}' {‘37: Esl}

=1
4
|

x = {{el}' (ea}r (ezaed}n {esre-‘;}r {06, Ga}}

Entonces Ml (A, Fy) v M, = (A, F:} son las matroides par-

ticiones determinados peor Iy ¥y 2 respectivamente, un acopla-

miento de G sera:

I = {e;, e3r ¢4, e,} pues Ic FLOVF,,




4.2 . Tecoria transversal.

Considere una familia de subconjuntos no necesariamente dife-

rentes YV = (hv...,nn) de un conjunto dado E. Un subconjunto
K= (R penn n b (g + xj) de E tal gue xjeA. para cada j
{3 = 1,...,n} e5 llamado un transversal de U.

Un transversal consiste de elementos distintos donde cada uno
representa a un subconjunto de la familia U, por lo guc so le

denomina "sistema de reopresentantes distintos" "SRDTY.

Observe que cl proklema de la determinacién de un acoplamion-
to completo en grédficas bipartitas se puede plantear com2 un
problema de determinar un transversal de un coniunto dado.

Especificamente en el ejemple del probloma del matrimonic de

la seccifn anterior tenemos gque si hacemos:
E = {ml' mzt man m4f ms}? U = {hlt h2| hal h4}
hy = {my.m,,mg}, by = {my}, by = {m,,my,m,}, b, lmy,m,10
Los pesibles transversales son:

T

1 {‘“5‘ My, Moy md}: mgehy . myeh,, m2€h3. m,ch

T, = {m4, My Mg, mz}: mgehy , mygh,, m,chy, m

T3 (ms, m

l.r



gue correspondce a tres sistemas de representantes distintos o

tres acoplamientos completos distintos.

El determinar los transversales para U = (A,,...,An}; corres-—

ponde a encontrar accplamicntos completos o miéiximoes de la gri
. . . -~

fica bipartita G = (J, @, E) dondc

P ..
J=1{l,...,nt, ENg = & yv % es definida como

=

= {je: e EAj}
le:jec®, jeJ}

= {e,ecAj para algun j=J}

= U A, J'c J.
jeJ’
En el ejemple anterior:
U = {h,, Ry, by, hyli e = {my, my, mg, my, mg}J =(1,2,3,4})

1 = {ml,mq,ms}, h, = {ml}, h, = {mz,m3,m4}, hy = {mz,mq}

>
]

{lml, lm,, 1lmg, 2ml, 3m,, 3m3, 3m,, Smy. 4m4}

cﬁya grafica bipartita G = (J, @, E)

J E
1 ml
2 m2
3 Wy
34 my
o™Ms
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.y un transversal T, = {Sml, 1m2, 3m3, 4m4}, note que con es-

ta notacidn es mis explicito los acoplamientos que sc forman.

La condicifn necesaria y suficiente para gue ! = tenga una
transversal X =_€zl,...,xn} (xi #_xj) con #»j eA. para cada j
: p]
es5;
I u Al » |3'| para toeda 3'c {1,...,n}

jEJI J
o equivalentemente
13| > 13'} para toda J'¢J.

Lo cual gueda dermostrado en el siguiente teorema,



Tcoréma,4,2;_f1rhiiip,‘Hall”pa?a~t;ansversaics}.: La familia
) =_(Ai;{.L,Aﬁ) de subconjuntos de.E-posécl,una'transvcrsal .

si y z6lo si:

i u Aj{ > |J'| para tcda J' ¢ {1,...,n}
4 L]

Demostracidn. La condicién de necesidad es trivial. rara la

suficiencia, suponga que |2(J'), > (J') para cada J'e {1l,..

+

ey

...,n'. En particular |A,, = (! =7 1y b =1y Ay o# 0L

i
Por lo tanto ¢l subconjunto Al de U tiene una transversal, ha
cidéndolo por induccidn sobre m se denuestra gue (Al,...,hm)

ticene una transversal para 1 < m < n, Suponga gue para

L - m <« n, 21l resultado es cierto v sin pérdida de generali-

'scribimos: E = L, . = M. : PO
dad, escribimos: E {hl. ;Ym} { i 5 j} donde ylehl, .
xm;An, ahora guerenos onceeontrar un transversal de (Al,...,

AE‘.H-I‘ .

e {%,,...,%_} entonces cs claro gue existe un clemen-—
1 m 4

51 Aa,1 £

to de &m+1 distinto de Ryveooed ¢l gual compleotari una trans

m - .
arsal de (.. P sews Corc si ol {8y, enn [
vaersal de ('l' Ay ,Am+1) rerc si A, € Ixy, .,xm}, enton

ces hacemos el siguiente proceso:

1, Sen EO = Am+1

T

Dado E,. ¢ {xl,...,xm} denote peor J_{c J) el conjunto de

0w

uficiencia de las x='s en B v forme el conjunto

I}

A
g+l = M)



3. 0 bicn E c {xl,...,xm} en cuyo caso aplicamos 2 con

£+l

&+ 1 en lugar de t, o E g {ey,0002 ) en cuyo caso

t+1

se detienc 21 proceso.

Obsorve que, dado xiEAi para <cada j = {1,...,m}, se siguec que

L .
E, ¢ Uj;Jtnj =TI, = E

se detiene. Resum}endo, dado Aoyl < Ey g El EresvsE Ey

pe] Para cada t hasta gue el proceso

+1 ¢

sigue gue

0

iEt:+1I =1 (TIU A

U{m+1l}| = |7

= | ¥ wutnell} > o,

Asi E_ C E por tanto Eg C E; C Ey,..., C© {xl,...,xm} Y se

t t+1"’

sique que el procoso debe terminar en: EO""'Et+1 donde

L= R I . - — .
e = 90T 9y € Hyaeeaanmgt oy Epgy ERN T 0 - £ SPRISE I
o - i x Yo = : e -
Dado bcu(Jt} Ly X0 b “Ajt' para algin b_Jt Jt—l‘
-Use a b para representar al conjunto.njt'en ia transversal

. gue. se va a construir.

El siguiente xjt 2 B, - E _4

] o N _ - - A -
para algdn jt-1 ¢ Jt—l Jt—2' Use a: hjt para reprcsentér a

ara representar a Ai

= ‘:‘(Jt_l)-‘b(Jt_z) Y xjtt-Ajt_l

. etc.

* £~-2

Big-1’ ¥je-1 P

i 4 = ‘ -— = Q § — '} = -
~ El: siguiente Xig T E, By e (Jy) ¢(Jy) v szuajl para al
gun jyeJ, - JO; use a Ny, para representar a Ajl' En la Glti-

. : e R o= W - E : a &
ma iteracidn hjl:nl EO *(JO) EO Y le £ Aio para algdn

] ~CT

ig use x., PAara representar a A., y X, para representar a

0 b J 3



?\m_’_l ‘= Eo.

Finalmente observemcs gue dado xjehj para 1 < j < m el con-

junto jel{{i,...,m} - {jo,...,jt}} junte con x £a

j: m+1l’

Xyy ERgorec-r¥y je-1 it
{xl, xz,...,xm,b} de elementos diferentes de (Al,...,a

j0

v ben nos da una transversal

& ZA

m+l}'

Por tanto se ha exibido una transversal y se sigue por induc

citn que {Al,...,An) tiene una transversal.
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Ejemplo 4.1: Seca U = {Al. A2. A3, Y hs).una familia de

subconjuntos de {(x,, “oe %0 Ry ¥gy %) {2

Ay o= (xl, %o 23} A, = {xz, Hayr Heo xG}, Ay = (xl,

Ay = Ag = {xg, xq}. Suponga que:
¥, representa
¥, representa
®, representa
x representa

graficamente tenemos la

)\1 <

Ay 2

Agy - o

A, 2
N

siguiente gituacibn:

donde'
Haql
a Al
a A?.
a !'53
a 3\4
Al€§ o
&2@ Lo
Ay @ ]
A, B
A©@ -
&

Bl problema consiste en encontrarle un representante al con-

junto Ag, pero Ay © {xl. Kor Xqy x4}, entoncas qtilizando.él

arocedimiento de la demostracién del teorema 4.2.



!

"(xl,_x3, 0 & [xl’xszB’x4} lmpllC? ira2; T =1
= (1,3,4}; B, = %;le = B1(1,3,4)) = AJUAUA =Tx ng0p0,

'(xl,xz;x3,x4} c {xl,xz}xz,xq} implica ir a 2; T = 2

{1,2,3,4}; E5 = %(3,) = %({1,2,3,4}) = &, UA,UA

Ja 3

= (xl, Ky Xgy Ko ®

(390 Ngs Xgu My, g, x.) 3 {2, x5, x5, 3,} parar en T=2.
¢}

A
b eI, - {x,, 2, Xy %y,

. . . . . — Fe - . N R )
boelsy, Xy sgy Xyr Xge ®gl - gy Xy Xy wgd =ixg, gl

P, o= Jy =3, = {1,2,3,4} - {1,3,4} =2

NEEAil; ll =} - J = {11'3:4} “'{314} = 1

%2 2 1’ 1 0
N, EA,.
rl eEl - Eo: Xy Eﬂio JOEJO = (3,4} sea jDSB_r
g £A3
N EEO = AS.
lo cual preduce
. s - - * -
*1 }2 *3 xy) g
A3 A1 s B P

* o s novid
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Un problema comidn gue se presenta en la literatura de opti-
mizacibn combinatoria y grdfica cvs el del Harem, el cual con
siste en: Considere un conjunto de hombres denotados
Az,....an v osusonga que cada hombre Aj conoce m, mujeres, don
de j=l,...,n; 5e desca determinar el midximo de "parejas” com
patibles suponiends gue un mismo hombre se puede cazar con va

2

rias mujeres y gue lo reciproco no es cierto,

Las condiciones para resolver este problema se encuentra en

el teorema 4.3.

-

'Ejemplo: Considere U = {A;,N,} una familia donde A es el hom
bre i; Ay = {m, myr mgl, Ay = {my, myr my, mSY:'Ai‘desea te-

ner 2 esposas ¥ A, tres. Como se cumple

o oAl > 3 r. ¥vJ' ¢ {1,2}

§a30 ) jegr
Entonces existe X=X,UX, con 1311 =2 vy lle =3 v Xl=£m2.m5y{
X2={m3, m,y e ms} para A, ¥ Ay respectivamente, es-decir ¥, sdp'”

las esposas del sehor Ay vy X, las del sefor A,.
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Teorema 4.3. Sea nl,...,An subconjuntes de un conjunto El M

SEA Cysee. X cnteros positivos. Entonces existe un conjunto

¥ el cual puede ser particionado en X | = z. ¥y

U...Ux_ con |x

1 3

¥, © Aj para cada j si ¥ sOle si

[

S N r. para tode J' c {1,...,n}
jeg' jegr )

Demostracifin. Sea U = (T'17°°°*"™ i LA A LR L VAR ity

1 Fa n
una familia que consiste de r, copias de Aj para 1 < 3 < n.

.4 3 S ol b , = ". .
Existe un conjunto X'= X,U,...,U¥  con jgj[ £y ¥ Xy S Ay
si y s6lc i U tiene una transversal,

Por ol teorema de Hall este cucede i oy s6lo si para cada
n

s < 3 rj la unién de los conjuntos en cualguier subfamilia
<l

de s mieriros de U ticne cardinalidad al menos S.

Considere una tipica subfamilia de 5§ miembros de U, la cual

consistirid dc digamos 3. copias de Aj, donde 0 < Sj < rj pa-
n : :
ral<dy<n vy ¥ S] = 5, 5i escribimos §° = {j:sj > 0},
= - i=1 ’
entonces  § Sj = 85; y un conjunto X existe como se habia re
jed’ ' : . IR

guerido si y s6lo si:

) v T, t v S
U 'A-l_i 2 Sy para todo J' © (L,...,n} v Sy entero con 0 < 5; < ry.
Jed J jeJ J

y si §; =r,; se tience que X existe si y s6lo si

| U nj| > _2 'rj para todo J' ¢ {1,...,n},
jed! JeJ
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4.3 rTransversales parciales.

Considere una familia de subconjuntos no necesariamente dife
rontes de U = (Al,...,hn)- Entonces %, = {xl, xz....,xﬁ} es

una transversal parcial de tamafo 2 de U si X. ©s una trans-

7

versal de [Al""'hﬁl’ 1 < L < n.
Ejemplo. Considere la familiz U = {{a,b}, {a,b}, {a}} enton
ces % = {a,b} es una parcial transversal de tamano 2 de U,

pues x es transversal de {‘a,b}, {a,bit}.

La familia U = {Al,...,An) éd¢e subconjuntos de E tiene una
transversal parcial de tamaio I (i > 0} si v s6lo si
P U a,] = 13"l = n + & para tedo 7' ¢ {1,...,n}
jeg*

dicho resultado se prueba en el teorema 4.4.

Ejemplo 4.3. Considere E = {a, b, ¢, 4, e}; U = {la,c,e},

{b,d}, {(b,d}, {b,d}l}l, se desea ver si U tiene transversales
parciales de tamano # = 1, 2, 3, 4. Para resolver este pro-
blemarse determinan todaé las uniones Unj. J'eJd' para cada .
cardinalidad de J* y se comgara [035,1 con |F'] - n + &, los

resultados se encuentran o los cuadros 1 y 2:
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De la columna 5 del cuadro 2 se deduce que U sclo tiene

transversales parciales de tamafio 1, 2 y 3, sin embarge no

tiene transversales do tamafio 4, pues para J' = {2, 3, 4},
] U A.}] =2, micntras que |J']-n + 7 =
Jed'

1a condicién del teorema 4.3.

3 v no se cumple
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Teorema 4.4
La familia U = {A,,...,An) de suocahjuntéé aé_Eftiéhénﬂna_
“transversal parcial de tamafc (2 » 0) si y s6lo si

joAal 2 i3l -—n+ & ¥ 3 e {1,...,n}
yzgr J

Dem: Si U tienc tal transversal parcial, o si las condicio-
nes dadas se cumplen, cliertamoente I < n, Entonces sea D un

conjunto de n - L elementcs disjuntos de E y sea Aj' = A,UD

para cada jef{l,...,n}. Entosess U tiense una transversal par

cial de longitud @ si v z=Glc =i la familia (Al',...,&r”}

v
1'-“‘
i)

ne una transversal, le cunl {(zzr el teorema de ilall) sucoia
8i v solo si
{ © .n.i'! =4I ¥ 3 e {(1,...,n}
jeJ’
o dado gque estos condicliones son automiticamente sotisfeehas
si I' = %, si y sdlo si
| v a0t = lavfwa £2, 3" ¢ (L,...,n)
jed"’
En ocaciones lo gue interesa es saber gi un conjunto dado
M ¢ E es una transversal parcial de la familia U = (A,...,An},
Esto sucede cuande |( U Aj]f\m| > ]3] + 1] - n para todo
. F=J°
J' ¢ {l,...,n}, lo cual se demuestra en cl teorana 4.5,
Ejemplo Sea E = {a,b,c,d,e}; U = {{ace}, {ba}, {bd}, {bdl} v

1 = fa, b, ¢}. ¢Es M una transversal parcial de UZ?.
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Obteniendo todos los conjuntos [ ({ U Aj) 44} vy comparande la
. ‘ . ‘EJ'
cardinalidad de estos con |J'| + ?M ] - n como se ohserva on

el cuadro 1, se concluyec gque M no es transversal parcial de

U, pues | U aj.-'“r»xl P {al + 11l - n cuande J = {1,2,3}.
=31
C L oAbk RGO 1
A | o8 * c D I !
13| ]J‘}-ﬁ-l:-li—-n!% ' ) Niarcy | bl 2 B
i
1 G i {1} {a,c} 2> 0
i
% Pof2) = (3} = (4} (b 1-0
3
2 1 L 1,21=01,3)={1,4) {a,b,c} 3w |
' (2,3)={2,4)=(2,5) (b} 1-1 |
|
3 2 | 11,2,3)=(1,2,43=(1,3,4} | {a,b.c] 342
! (2,3, {1} 1tz
—

137



4.4 Aplicaciones de transversales.

Cuadros latinos.

Un rectingulo latlno mxn es una matriz M = (mi ) de orden

|
mun, cuyos 2lemantos son nlmeros enteros gue satisfacaon:

ii) ningln par de elementos de cualguier fila o coclumna son

S5i m = n entonces es un cuadro latino, donde sélo se cumple Li).

Bl prcbhlems gue se plantea es: ¢Tode rectingulo latino de or-
den mxn, m < n s puede convertiyr en un cuadrado latino?, di-
cho problena tiene soluegifn con base en el siguienze resulta-

do:

Sea M un rectingulo latino de mxn con m < n entonces M puede
ser convertido en un cuadrado latino afadiendo n~m filas nue-—

vas.

Ejemplo. Considere el siguiente recténgulo latino:

3 4 2 5 1

E=1il, 2, 5, 4, 5}




construya la familia Uy = (Ay,...,A ) donde A, denota el con-
junto de elementos de E gue no aparecen en la i-é&sima columna

.de M.

Ay = (2,4,3), Ay = (1,3,5), Ay = (1,4,5), A, = (1,2,3)
¥
A, = (2,3,4).

o }

Obtenga una transversal T de U y afiddala como tercer rengl6n

al recténgulc

1 2 3 5
T, = (4,1,5,2,3) - a4 2 5 1
4 5 2 3
Repitiendo el proceso .hasta obtener el cuadro
1 2 3 4 5
T, = (5,3,4,1,2) 3 4 2 5 1
-» 4 1 5 .2 3
Ty = (2,5,1,3,4) 5 3 4 1 2 _
o 2 5 1 3 4 ),
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Matrices (D.1).

Las matrieces (0,1} son muy importantes pues costas son las de
adyacencia de una grafica, también podemos obtener vna matriz
de adyacenzia A de orden mxn de la familia U = (Al,...,nn) de

dl:l ‘l] = 1 si Gj n'.x\j ‘11.3

en otro caso. El rango de tiérmino de A se define como el ma-

E = {cl,...,cn}; donde A = | }; < = 0
vor némero de unos de A, tal gue ninglin par de uno estdn en

la misma £ila o columna, entonces U Liene una transversal si
vy s6lo sf el ranyo de términos de A es r, ¥y este as el nlmero

de elomentos dée una Lransversal parcial de U.

: 1 2 3 W 5 115 12 12 iz
Bierrlo. Sea E = {a, b, @, 4, e}; u = {{acel, {bdl, {bd}, {bd
b c 4 =}
Al [ 1 0] 1 0 1

A

39

A=

b

Aquf el rango de té&rmino de A es 3 y por tanto U tiene una

transversal parcial de tamano 3.

El encontrar ¢l rango de términos de una matriz (0,1) asociada
a una grifica bipartita e¢s eguivelente a encontrar cl ndmero

miximo de¢ acoplamientos en la gréifica.
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4.5 HMatroides transversales.

Una vez gue se ha introducidoe el concepto de transversales y
transversales parciales, resulta natural introducir el concep .
to de matroides transversales el cual se puede mirar desde

dos enfogues eguivalentes,

Si E es un conjunto ?inito no vacio y si U = (Al,...,ﬂm) eas
una familiz de sztbeconjuntos no vacios de E, entonces todas
las transversales parciales de U pueden ser considerados cono
los conjuntos independientes de una matroide M = (E,F(U)) so-~
bre E. El rango de un subconjunto X de E es igual al tamans

del transversal parcial mavor contenido en X.

Ejemplo. Considere E = {1,2,3}, U ={1}, {2,3}}.

Las transversales parciales de tamafio 1 son:
Ty = {1}, T, = {21, Ty = {3}
Las transversales parciales de tamafio 2 son:

2
Tl = {ll:’-}r Tf = [113}

gque corresponde a la familia F de conjuntos independientes

de E.

=
0
¥
e
il

{1} o {2} o {3} o (2,3}

(1,2} o {1,3)

18]
/]
e
“
I



Otra forma de definir una matroide transversal. es a partir de
" una grdfica .bipartita.

Considere una'g:éfida'bipartita.G '5_ (U,ﬁE) doﬁdc 8] ={Al"'

...,An} én esta familiéfdé”éuﬁédhjuhtos de E; E = (Ql, Eoree

'...,cm} v el arco (i,jf e & si y s6lo si ej ed; .
Entonces, M = [E,F) es5 una matroide transversal donde F es el

conjunto de transversales parciales de U.

Ejemplo, Considere B = (1,2,3}, U = [Al, Az} dondcec Al = {1},
A, = {2,3} vy G = (U, %, E} la siguiente grdfica bipartita,

donde ¥ = ((1,1), (2,2}, (2,3)}

I

La matroide transversal asociada a esta grdfica es: M={E,F)

acndc
F = {&, {2}, (2}, {3}, {2,2}, {1,3}}
o bien
F = {7 tal que T es transversal parciai de U}
[1 si x= {3} 6 (2} 6 {3} 6 (2,3}

n
“
il
——
%)
[
'_A
F
i

{1,2} © {1,3}



Hasta aquf sc ha visto como un transversal sec puede ver como
un sistema de represcentantes distintos, conoun acbplamiento de
uné grafica bipartitn © c¢ome un conjunto independiente do una
mﬁtroidc. En los dos primeros casos se discutieron las condi
ciones necesarias ¥y suficientes para la existencia de trans-—
versales y acoplamiento miximo a travds del teorema de Hall,
Resulta natural plantearse la siguicente progunta. iCudles
son las condiciones necesarias ¥y suficientes para gquo una ma-
troide transversal tenga un conjunto independiente maximal?.
La respuesta se cnceuentra en el teorema de Rado ¢l cual es

una extensidn del teorema do Philip jlall,

Teorema 4. 5. Do Rado (1942). Sea M o= {2, F) una matroide con
funcifn rango r. Entonces la familia U = (AI,...,An) do sub-

conjunto de B tiene una transversal s oy sGlo of

=

r({ u Aj) > 13') para toda J* ¢ {1l,...,n}
Aed’

Con ¢l tecorema de Rado tenemos la condicidn necesaria v sufi-
ciente para gue una familia U de subconjuntos de B tengan una
transversal qua corresponde a un conjunto indapundicnte maxi-~
mal de M. Si ahora ¢l problema consiste an enconcrar unﬁ

transversal Sptima, entonces para los casos particulares don-

de se planten ungd gola patveoide transversal se pucde vutilizar:
alguna versifn apropinda del algoritmo glotfn, a continuacidn

damos esta versidn,
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Algoritmo Glotdn Dara una transversal.

PropSsito.- Encontrar una transversal parcial o total de una

familia U = (A1""An, de maximo peso, representada por una ma

triz (0,1), cuvyas <¢oclumnas estan ordenados en forma dacrecien-

MIENTRAS T < N ragar J = 1
NriITRAS T - M hacer

8i A{I,J] = 1 en

EZsgribir [I,J3], W(J}).

]
fl

P+ W(J); K= I+1l; L=J + 1:
Mientras L < N hacer

AI,L! =0 L =10 +1 S N AP

falil
TIN

I =T+ 1

{FIN SI y MIENTRAS J)

I =1I+1
FIN {MTENTRAS IO
Escribir P,
FIN 144



Ejemplo. Considere el conjunto de trabajos E = {(1,2,3,4,5,6};

La familia_u = {Ai {_Ai son los trabajos gue se tienen gue en
tregar a la hora i}ngs daéir Al = (1,2}, Ay = (a), A3 = [3,5}),
Ry = hg = 3, Ay = (G)Iy los pesos wil) = 10, w2} = 9, w(3)=7,
w4} = 6, w(3) = 4, wi6) = 2.
La matriz (0,1) asociada es la siguiente:
]“1 1 o o o 07
;9 ¢ 0 1 0 0
. Q 0 1 0 1 0
A =
0 0 0 0 0 V)
EG 0 o 0 o 0
0 0 0 0 1]
pesos 10 7 6 4 2
Siguiendo el za2lgoritmo
M =6, N=6¢&
P=0I=1,J-=1 _
Al1,1}] =1 . 1,11, 1o

kT
I—I
-
o83
—_
1
o
-
2
‘,—l
w
]

0, Af1,4] = 0, Afl,51 = 0, al1,6] =u,

J = 2

J =1, J =2 J =2 J = _
Al2,1161, ALZ,21%), A[Z2,3171, A[2,4]=1 (2,41

' ' P=16, K= 3, J =5

Al2,51=0, A[2,6]=0
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5

o
il

1=3, 3=1 - 3=

2

a=3

AL3,11%1, AI3,11$1, A[3,3).....13,3]

J o= &

I =4 J =1 J

It

Al4,11%), Af4,21%),

I =5 J =1 J

It

A[5,11$1, A[5,2]1%1,
I - 0 J =1 J =
LG, L1EL, ALe,2]%1,

P = 23
La seccuencia &ptima

[1,1] a la ho
[2,4] a la ho
3,31 a la ho

[6,6] a la heo
En total se tiene un

Obscrve gquoc gon este

P =

A3

de

oa
ra
ra

ra

23, =4, 3

=

,41=0, &{3,51=0, A03,6]=0

J =3 J o=
,3

J =3 J=
,31%%, Al5,4
J = 3 J =

4

+}

J =5 S = 6

11, afd,alxl, Al4,31%), Ald,6)+1

J = 5 J = &
1, Al5,51%1, Al5,61+1

J =5 J =66

L3141, Al6,41+1, Al6,5]1%1, al6,61=1

trubajoes nst

1 el trabajo

28]

el trabajo

el trabajo

o

el trabajo

ahorro de 25.

o

rocediniento

So

f6,61.

con ahorro de 10
con ahorre da 6
con ahorro de 7

con ahorro de 2

obtienen todas las posi

bles transversales o bien parej.s de dos subconjuntes, de pe

S0 miximo. Pero os importante hacer notar que s8lo funciona

cuando Aif‘Aj = ¢, pues cs el caso de una sola matroide.
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4.6 Matroides ¥ transversales Comunes.

Un transversal comin se define como el conjunto de m elementos
gue pertencecen a las familias U = (Al,...,hm) y W ='(Bl}.}.,Bﬁ)

de sunconjuntos de un conjunto finito E.

Las condiciones zara gue un par de familias de subconjunto de
un conjunto tengan un transversal comdn se establecen en la si

guicnte gencralizacién del tcorema de Hall.

Teorema 4. Sca E un conjunto f£inito no vacio y sean U = (Al.,

---:hnl Yy W= (Bl'-'.'Bﬂ) dos familias de subconjuntos no va-
'

cios de E. Enltonces U y W tlenen un transversal comurn ni v ac

lo si, para todos los subconjuntos J v K de (1,2,...,m}

AT o Bl 2 LI 4 Rl - om

[t u
jeJg 3 kex

L demostracifn se omite.

Mo se sabe en gue condiciones cxiste un transversal comGn pa-

ra tres familias Jde subconjuntos no vacios de un conjunto.

Una aplicacitn de transversales comunes se encuentra cn proble
mas de horarios, donde £ puede denotar el conjunte de horas en

que deben celebarse las clases, los conjuntos A; denotan las

por n profesores dados y las conjuntosrBi de

"3

horas disponibles
notan las horas en las gque hay n aulas. Entonces el descubri-
miento de una transversal comin de U ¥ W, permite asignar a ca

da profesor en aula disponible y a una hora conveniente para cl.



Especificamente considere el siguientce:

Ejemplo: En una escuela que tiene un horario de 7 a 11 AM.
diario, se¢ imparten c¢lases con diuracitn de una hora. En tal
escuela laboran tres profesores (Pl, P2 Y PZ): los cuales tie
nen las siguientes horas disponibles; Pp a las 7, 2, 11 hrs.
P, @ las 7 y 8 hrs. P, 2 las 9 a 10 hrs. cada profcsor s6lo
debe dar un curseo. Por otre lade se cucenta con tres aulas

Al’ Az Y AB a las 7, 8 v 10 se tienc disponible ol aula A a

l T

las 7 ¥ 9 el aula 32 v & las 11 hrs. el aula AB.

JZomo asignar ¢ zada profesor un aula a la hora gque el pueda

dor #12 curso?.

s=a E = (7, 8, 9, 1.0, 11}, U = {?1’ Py, Pyl v W = {Al, Ay A3}
donde P, = (7, 9, 11}, P, = (7( 8}, Py = (9, 11) v 31_3_(7' 2,
10, A, = (7, 9) ¥y Ay = (11}).

5l proklema es encontrar una transversal comdn entre U v W.
Una transversal comin es

9=p r‘z‘\

T = {7, 9, 10} pues 7 apzf‘al, 1 3

- 0
11 "P3 A3.

Laa respuesta es:

El profesor P, en el aula aA; a las 7 hrs.
El profesor 2, en ol aula A, a las 9 hrs.

El profesor P3 en ¢l aula A3 a las 11 hrs.
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Matroides de Transversales comunes.

Asi como a un transversal se le¢ asocia una matroide también

a un transversal comtn sc le asocia una matroide.

Considere un conjunto finito no vacio E vy, sea 4 = (Al,....ﬁn)

v W o= [Bl,....an) dos familias de subconjuntes no vacios de E,

entonces U v W tienen una matroide transversal comn si v #dlo

si para todo los subconjuntos J y K de {1,...,n: se cumplo:
r({ U Ay fruoBY) 2 [T+ K] - on
ied ke¥
PBemostracién:
Sea M = (E,r) la matroide cuyos conjuntos independientes son

los transversales parciales de la familia U, entonces U y W
tienen una transversal comdn si vy s6lo si W tiene una trans-
versal independiente, pero por €l teorema de Rado para matroji
des (4.3}, esto es asi 51 y s6lo si r(UBj) > K] % K({i...n}
es decir la unidn de k cualesquiera Bj conticné un transver—

sal parcial de U de tamaho k.
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Interseccidn de Matreoides.

Una transversal comln v ¢l problema de acoplamiento en grafi-
cas bipartitas resultan ser problemas que invelucran la inter

seccidn de matroides:

Dados Ml = (B, Fl] Y M2 = (B, F2) dos matroicdes sobre un mis-
mo conjunta E, entonces er‘Mz = (E,Flr‘Fz)'cs una interscc-
cisn de matroides, cuando se desen encontrar una transversal
com@n entre los conjuntos F13’°F2' sc plantea la cuestién de

cnoontrar un conjunto IéFlf‘Fz.

Si los eclementos del conjunto E tienen asignado una pondera-
ciGn, antonces se puede pedir gue el conjunto IcFIf‘FE san
6ptimo ¢ decir maximal y agui aparecce la interragante; dSc
puede usar el algoritmo glot6n?. La respuesta desaforcunada-

mente es negativa.

Ejemplo. Considere la gréfica G = (V, U, E) donde v={vl) vz},

u = {u, uwl v E= (e, ey e, 2} con wiey) = 4, wic,) = 3,

il

1.

w(e3) = 3, w(gdy

150



t

Si se utiliza el algoritmo glotén para encontrar el acopla-

miento de mirximo peso el resultado seria:

D,

e. =

@&

4

S5in embargo esto no es el maximo.

El maximo es:
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CAPITULO 5

APLICACIONES DEL ALGORITMO GLOTON
En este capftulo se describen dos aplicaciones del algoritmo
glotdn relacionados con cl problema del Arbol de expansidn Ya
sea de peso minimo o mixkimo. Especificamente el de Sintesis

de Redes de flujo y el do la red de Steiner.

'En la primera scecién se plantea el problema de sintesis de
redes de flujo, gue censiste en la construccidn de una red
"factible gue minimice el costo de proveer una unidad de capaci
dad de un arco gue conecta dos nodos. Asimismo so prescenta un
algoritmo gue come primer paso calcula el drbol de paso miximo;
entonces si para este paso se usa el algoritmo glotSn el algo-

ritmo resulta eficiente.

El problema de la Red de Steiner gue se discute en la segunda
seccién, y que consiste en encontrar un Arbol de expansidn de
peso minimo sobre n nodos, usandq s puntos auxiliares (los.pun
toé de Steiner)}., Ho ha sido posible, pese a la aplicacién del
algoritmo glo&Sn encontrar un procedimiento eficaz para resol
verlo, pues las posibles elecciones de los puntos de Steiner

conducen a que este problema sea de la clase »P duro.



Aplicaciones del glotbn. -

5.1 Sintesis de Redes: una avnlicacidén del drbol de exransién

maxina.

El problema de encontrar el drbol de expansién miaxima es decir
el drbol de expansitn de peso maximo de una grafica ¢ = (V,E}
 conectada con pesos wij > 0 asignados a cada arco [Vi‘ vj] es
esencialmente el mismo gue el problema de encontrar el 4drbol
dé expansidén de peso minimo descrito en el capitulo 3, S5i de-

finimos a la distancia 4,. = W - w.. donde W = max {(w..}.
ij ij i3 ij

Entongces la suma de las distancias d{t) de'cualquicr drbol de
expansidn * estard relacionade con el peso total wi{t) de t por

w.. = 1 (w-d, .} = (IV] - L)W ~ a(T).

wit} = i3 D i3
) et ijeT

Asi es inmediato que el Arbol de expansidn minima bajc‘d es el

mismo gque al miximo de G bajo w.

Si G fuera desconectada, el bosgque de peso miximo de G = (V,E)

bajo w es la unién de las componentes conectadas bajo d. - ..

153



Sintesis de Redes de Flujo.

En el problema de sintesis de flujo en una red se ha encontra-
do una interesante aplicacidén del cdlculo del drholi e expan~

5i6n con peso maxXimo.

Suponga gue tenemos una matriz Rnxn R = [rij] de reguerimien-

tos de flujo. Se llamari una red factible si es posible indu-
cir un flujo de valor Vi3 entre los nodos i y j donde wij > i3
Aguf se plantea el problema de la construccitn de une red fac-

-

tible que minimice algquna funcién de las capacidades de los ar
cas o, 4 por ejempla _i. a4 S5 donde a3 puede ser el costo

1.7

de proveer una unidad de capacidad de un arco entre v V..

it 73
Este es un problema de programacifn lineal y puede ser resuel-
to aplicando el m&todo dual simplex para un sistema de 2" - 1
desigualdades lineales deo la forma:
I C.. > max {r .}
FeT JeT
para cada corte {S,T) de la red.
Sin embargo existe un procedimiento propuesto por Gomory and Hu .
que no requiere una enumeracién explfcita de esas constantes. -

A continuacién se describe el procese para la versién simplifi-. .

cada donde los aij son iguales,
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Algoritmo: Gomory y Hu
‘Propfsito:  Determinar una red de sintesis de flujo.-

Descripcibn

R: Una matriz de requerimientos

V. Un conjunteo de nodos

S = La red de sintesis de £lujos con costos constantes.

5 . c arimie i . - ' o

Paso 1 (Arbol de regquerimiento dominante) Sea Ty 21l pes
representante del arco (vi,vj) en una grdfica de n .no-
dog. - Encontrasr el a&rpol Jde expansibn mixima el cual

es el drbol de roguerimientos dominantes.

Pasc 2. (Descomposicisén del Arbol de requerimiento dominante}.
Deseci, ponex el arbol de reguerimientos dominante en una
suma de un drbol de reguerimiehto uniforme mﬁs.unfpcdg'
20, por medio de la resta del drbol intecrior m&s pcé@g
fio al drbol dominante.
bescomponer cada drkel no uniforine gque guade, de la’
miznn manera hasta que el Arbol de requerimicnto_dbmiﬁaﬁ
te seg¢a expresado como una sumé de drboles unifo:ﬁés de -

reguerimientos.
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Paso 3.

{(Sintesis deal ciéld]. Sintetizar cada 4rbol unifor-
me come un ciclo a través de sus nodos ¥y algln otro.
Cada arco del ciclo tiene capacidad igual a la mitad
del requerimiento unifeorme., Suponer los ciclos zesul

tantes para formar la red final sumando las capacida-

des en los arcos. '

Cada arco de-la red final corvesponde a un arce deo la

capacidad requerida on cada direceidn,




Ejemplc 5.1

Considerce la sigulente matriz de reguerimientes:

1 e 3 4 5

1 {70 4 9 1 37T
2 4 Q G 5 3
R=13]09 6 0 1 2
4 i 5 1 0 7

5 3 3 2 7 o |

Cuya red asociada es la siguiente:
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Paso 2. Descompesicitn del drbol de regquerimiento dominante

en la suma de uniformes

i ()___._._(3 :)”

7

N Eta
3

TR

Paso 3. (Sintesis de la red).

3.1 sintesis en ciclos de cada drbol . o P

i
'
t



: Superpqsidiénlderlos ciclos resultantes

Red final.

Comoe cada arco final corresponde a un arco de la capacidad re-

gquerida en cada direccifn se tiene la red final.

Eiii

y;;%) ' " ;‘
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Justificaci6bn del algoritmo.

Para justificar el algoritmo, primero probaremos gue la red es

factible y luego quc cs Sptima.

La red resultante es factible, pucs como en cada nodo se tiene

gque flujo rme entra es igual al que sale entonces se pucde in-

ducir un flujo wii mayoer o igual al gue reguiere =22 noedo (j).

o > r.j siempre y cuando las capacidades de los arcos lo per

i3 - i
L
)

itan i.e. C.. > max {(r,.}.
m e., 3 i3 2 gyt )

Ahora bien la red es Sptima pues para alguna red factible sz

- eumple gue:

T > r 1 1 =
3 Cij > max {rij‘ i=1,2,....n .

E£sto es la suma de las capacidades de los arcos incidentes que
entran en algtn nodo (i} debe ser al menos tan grande como: el

méximo del flujo de reguerimientos de i.

Aaun si la deésigualdad se satisface con igualdad para la-red.

sintetizada por el algoritmo:.”, la red es Sptima. .
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5.2 EL problema de la red Steiner*.

. .
Los puntos de Steiner.

Una aplicacifn interesante del drbol de expansidn wminima sc en-
cuentra oen el problema de Steiner el cual consiste en cnconkrar
un arbol de longitud minima gue una n puntos en el plano, con
la ayuda d¢ otros S runtos (los puntos de Steincr].' Estc pro-.
blema se plantes y resolvid para 3 puntos de la siguiento mane-

/
ra:

Considere gue tres aldeas A, B ¥ C han de ser unidas por un sis

tema de carreteras de longitud total minima.

En téiminos matemdticos ¢l problema equivale a gue dadns tres
puntes en el plano, A, B y C se pide un cuartoc punto P tal gue
la suma a + b + ¢ sca minima, dond2 a, b y ¢ sen las distancias

del punto P a A, B v C respectivam:nte.

La solucitn del problema es la sigulcente: St en él'tri&ngulp
n_B C todos los angulos san enores gque 1209, P es el ﬁ#nfo-dqﬁ-
de el cual cada uano de ioﬁhtxcs lados aB, BC 'y ChA subﬁiende un
Sngulo de ABC; Ahora bien si un &ngulo - -de ABC, por ejgmélo C

es igual o mavor gue 120° cl punto P coincide con el vértice C.

i

* pascheroni Jacob Steinecr (1796-1863) profl. de geometria en laf
Universidad de Berlin. : ' o
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Demostracibn:

Existen dos posibilidades: P coincide con uno de los vértices
o P es distinto de ellos. En gl primer caso es5 evidente gue p
debe ser el vértice de mayor &ngule de ABG, sca el C, puestd

que la suma CA + CB €35 menor gue cualesguiera otra suma de los

otros dos lados del triangulo ABC {ver figura)

CA+CB < CAh+AB vy CA + CB < CB + AB

~En el segundo caso sea X una circunferencia de radio c y EenQ
tre C entonces si P es un punto de K,.tal gue PA + PB es mini-
mo ¥y si A ¥y B son exteriores a K PA ¥y PB deben formar dngulos
.ihales con el radio BC, puesto gue los &ngulgs_dérPA ¥ PB con
respectn a la tangente son'igdaleé, yd éﬁe lé'distanciarmés
corta de A a B pasando por P (P estd en la tangenﬁe.al_éf;culo)
es aquélla donde. PA y PB coﬁ respecto a la tangénte.formaiaﬁéu—.

los iguales (de incidencia y'feflexiﬁn) observe las figurasp
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PES

s}

Dado quco eL.mismo razonamiento se aplica a la posicidn de P y
al circulo de radio a y centro A, entonces los dngulos forma-
dos por PA, PR y PC son iguales, es decir de 120°. Aqui se
“ha supuesto gque A ¥y B son exteriores a X, si al menos A se en
contrara en ¥ o fuera interior, ¥ dado que P no coincide con

A o B tendriamos a + b > AB, pero AC < ¢ ya gue A nc s ex-

terior a K de donde resulta:

a+b-+c_::I\B+‘AC

1o gue significa gque s6lo obtendriamos ‘la misma suma de_a;s% o

tancias si P coincide c¢on A v por tanto A v B soOn exteriores.-:

Resulta muy dificil la generalizacidtn de estas ideas para mds.

de tres puntos,
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L]

La red de Steiner. Un problema matroidal.

%1}
.

Sin embargo un problema un poco mis ficil v que basado en los
cuntos de Steiner es el de la red de Steiner, el cual consis-
te en encontrar el drbol de peso minimo gue una a n nodos, en:
una grdfica de (n+*s) nodos, diche drkol puede o no incluir

algunes de los s nodos. El problema de la red de Steiner tie

ne interpretacién matroidal:

Sea T un drbol de expansiédn para los n nodos especificos, en-

tonces el problema se puede formular como sigue:

En la matroide gr&fica de la red encontrar un conjunto indo-
cendiente I de pesoc minimo tal que Sp(T)ESp(I), es decir; dada
una grifica con n nodos vy un drbol T de ella de peso minimo,
sodenos encontrar un 4drbol T' con nodos y puntos de Steiner,

el cual siempre serd menor.

Antes de ver como se puede resolver este problema se verd un
resultado que dice cual es el nmimero miximo de puntos de Stei

. ner de vna grifica de n nodos.

Lema. Suponga gue las longitudes de los arcos aij-denuna red
satisfagen una métrica, es decir son no negativos v cumplen

con

ij ki
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Demostraci6n.

Sea p el ndmero de puntosg de Steiner en un 4rbol minimo. Sea
¥ la media del andmero de arcos del 4rbol incidentes en los
puntos de 3Steiner 7 sea ¥ la media del n@merc de arcos del &r
bol incidente 25 los n puntos. El nimero de arcos cn ol ar-—

bhol cs:

R I 41
n+p=-1 = RE t Y

2
pero debido a lz condicién de métrica, ﬁ > 3, pues si x =0
¢l punto de Steiner no esti en el &4rbol, si x = 1 no conecta-
rfz ni sigquiera dos nodos, y si x = 2 por la condicifn de m&-

trica no tendrfa sentido ese punto pues aij < aij + akj sien-

do k el punto Ze Steiner; ademfs, y > 1, esto es obvio pues

3p+n
=prh

los rodos tiensn gue estar conectados, por tante n+p-1l > %

de donde p < n - 2.

'Lé resolucién de la red de Steinef hace uso de algoritmos qué
desaforiunadamente son NP. En el ptesente trabajo se pfesen-
ta un algoritmo Que resulta polindmial en n Y exponencial en .
S. Su.descripciﬁn s@ hace paralelameﬁte con su ilusﬁfacién

sobre un ejempilo.

Algoritmo para la Red de Steiner.

Ceonsidere la grifica de la figura donde se desea unir los .
puntos 1, 2 ¥ 3 por un &rbol de expansibn minima que puede. 

usar los puntos de Steiner 4, 5, 6 y 7.



Algoritmo para la red de Steiner.

Paso l: Cilcule de la ruta mias corta.
Si los arcos pesados no satisfacen las condicioﬁes
métricas, calcular la ruta mis corta entre tedos los
pares de nodos, y replantee los arcos. pcsados con las
longitudes de las rutas mds cortas anadlendo los ar-
cos en la red donde sea necesario:

Para estc paso construimos 1a nat*lh de dxstancxas

1 2 3 4 5 6 7
1 7= & 1 3. = T
21 6 @ e @ 2 3 @
3 5 o o2 5 w LY 2
11l e 5 e 2 e 1
513 2 =& 2 = o 4
1= 3 « o = o 4
7l w2 ¥ 4 4 =
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1 “1.,2,3,7) {1,2)
{1,3)
i,7)
(2,3}
(2,7}
(3,7}

L [ | | I A

.Paso 3.

Seleccionar el Zrbol de minino peso, y transf£Srmelo
dentro del drbol de la red original es decir reempla-—
zar cada arco del drbol de eupansibtn con los arcos de
la ruta mfis corta entre los nodos en cuestidn.

_El drbol de peso minimo fue el gue contiene los no-

dos (1, 2, 3, 4):

tas m&s cortas se tiene:

l68

transformdndelo en la red original y tomando las ru- - -



y con el algoritmo de la cascada por ejemplo encontra

mos la matriz de rutas mds cortas antre par de nodos.

ﬁaso 2.. Cllculo del drpbol de expansi6n minima.
Para cada posible subconjunto de n-2 o m=nos puntos
de Steiner resuclva <l Arbol de expansifs minima.
En nuestro ejemplo habra (3) + () drboles de expan-

si6n nminima.

Cantidad de rodos distancias ariol Beso
puntos  do en el entre los
Steinsr arinl vodes

4 .
0 (1,2,3) (1,2}

(1,3) =
(3,2)

~1 o LR
L

1l

1 {1,2,3,4) (1,2)
. (1,3)

{1,4)

(2,3}

{2.,4)

(3.4)

(U1 O A I
[N e

1 (1;2;3'5) (102)
{1,3)
{1,5}
(2,3)
(2.5)
3,5

I (O [ I
[ R CRNE PRI

1 - {1,2,3,6) (1,2)
{1,3)
(1,G)
{2,3)
(2,6}
{3,8)

LI O I ¢

QAW I
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Complejidad.

Este algoritmo requicre la solucién de un problema de &rbol
de expansidn minima sobre no mds gue 2n - 2 nodos para cada

o cambio de puntos de Steinex, donde:

n-2

i=0
y de agui se sigue gue la complejidad computacicnal estd aco-
tada por 0{n?, 2%) el cual es polinomial en n, pero exponen-
cial en s y esto sin ceontar con que el. cidlculo de la ruta mas

corta del paso uno es de O(n+s) 3.

Por tanto este problema estd dentro de la clase NP.
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CAPITULO 6

CONCLUS T ONES

El problema de optimizacibn combinatoria ha sido analizado tan
to. en su.estructura como =u factibilidad de aplicacifn a pro-
plenas tipicos de la Investigacitn de Operaciones. Como consg
cucncia de este anflisis se han revisadao cdnceptos tan imoon -
tantes comc la complejidad algorfitmica ¥ se ha idencilicado

~ ol

una clase de problemas de optimizacién combinatoria gue acep-

tan un anflisis tefrico por medic del concepto de matroide in-

troducidc peor Whitney y popularizado en la filtima década.’

El concepto de matroide vy sus implicaciones en la_opthnizaci&n
combinatoria estdin resumidos en @l denominado algoritmo gloLdn
cuya simplicidad de aplicacidn a una variedad de problemas

préicticos es cada vez més conocida. Esta simplicidad evita el
fantasma de la complejidad computacional ¥ cada dia alienta la
identificacién de problemas combinatorios praéticos gue puedeﬁ'

ser resteltos bajo este esguema.

Uﬁ aspecto importante del enfogue matroidal seguido en este

‘trabajo respecto a la optimizacién combinatoria es la unifica-
cién de conceptes de campos tales como el dlgebra lineai-y la .
téoria de gr&fiéas v osu corrcspondicnte'aplicacién on prdble?'

mas de Investigacidn de Operaciones.




L.os problemas “"difficiles" que corresponden a aguéllos que tie-
nen algoritmo NP como son, El agente viaijero, satisfaccidbn mo-
chila v todos los eguivalentes en el sentido computacional,
tienen una estructura guc corresponde a la interseccifn de tres
matroides, la cual no ha sido resuecita. Estc es un problema
gque gueda abiertc, ¥ en la medida en gue la teorfia matroidal
como computacidn avancen sc tendrén mayores posibilidades dg

canalizarlo y -resolverlo.

Ademfis de las aplicaciones gue se presentaron en este trabajo
" existen otros campos donde laz teoria matroidal es aplicable,
como por ejemplo en redes ellctricas con el lema de colorea-—
.mienté de arcos vy las relaciones entre circuitos y cocircui-

tos de una matroide y su Zual.

Tambi&n existen estructuras combinatorias y geomé&tricas gue re
sultan ser variaciones de matroldes, entre los gue podemos men
‘gionar a las matreides orientadas cuyas aplicaciones se tienen

en Programaciédn Lineal wver [11].

Finalmente, me parece guc estas estructuras son muy ricas y es .

importante  segquir incursionando en esta teorfa, pues sus apli-

caciones en la matemftica aplicada son relevantes..
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A CONCEPTOS BASICOS DE GRAFICAS.

Una grdfica G es un par ordenade de conjunktos (V.E), donde

v o= (vl,...,vn) es un conjunto no vacio de clemenzos llamados

vartices © nodos y E es una familia finita de pares no ordena

Iz

dos de elemgntos de V, llamados aristas gue sc dencsta (?i,vj).
Una grifica G se dice simple si E es solo un subconjunto de

pares no ordenades de v.

Una digr&fica (& grifica orientada o red) es un par erdenado
de conjuntos (V,al, donde VvV ¢s un conjunito no vacio de elemen
tos llamados v&rtices o nodes y A ¢s una familia finita de pa
zes ordenados de elementos dé VvV, llamados arcos o axlistas

4

nrientadas o di-aristas, donde (v., vj) = (vj, vi}. Se dice

i
¥y w de una grifica son advacentes si la grd

.

que dos vértices
fica contiene una arista que los une, v se dicé gue dicha aris

ta ¢s incidente en los vértices.

Se dice que dos aristas diferentes de G son adyacentes si tie

nen, al menes, un vértice en com(n.

El grado de un vértice v de G es igual al nimero de aristas
que inciden en v. Un vértice aislado es un vértice de grado

coro. Un vértice extremo o terminal tiene grado uno.

La matriz de advacencia asociada a una grifieca G con el conjun

to de virtices: {v,,.-..,v..} es la matriz A = [a..} de orden
1 n i3

nxn donde aij es ol ndmero de aristas gue unen a un par de
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vértices adyacentes. La suma de los clementos de cada fila o

columna es igual al grado del vértice correspondicnte.

La matriz de incidencia ascciada a una grifica G con ¢l conjun

to de vértices: {vl,....vn} v el conjunto o familia de aristas
{c >} es - i = - * a L. =
ley,e-uua l o la matriz B [le] de orden mxn donde blj 1
si el vértice vj y la arista e; son incidentes y bij = 0 en

otro caso.

Una gridfica completa es una gridfica simple donde cualquicr par

de vértices son adyacentes,

Una grifica regular es una gréfica donde todos sus veértices

tienen el mismo grado.

Una grifica bipartita es aguells donde ¢l conjunto de vértices

purede ser particionado en des subeconjuntos Vl vy vV, tal gue ca-’

-

L
(vy. V,} es llamada una biparticibn de la gréafica.

da arista tiene un extremo en V. 1 otro en V,, tal particién

La bravecborin

15

una arifica G es una sucesidn de aristas ad-

yvacentes sin repeticién gue une un par de vértices (vi, vj),“

El circuito de una grifica es una trayectoria donde el vértice
© nodo inicial coincide con el nodo £inal y tiene una sola

arista.

Traycctoria Euleriana de una grificza G es una trayectoria cerrg‘;

da que incluye a todas las aristas de G.



Circuito Hamiltoncano de una grédfica, es una trayectoria cerra

da que pasa exactamente una vez a traviés deo cada vértice de G.

Un bosgque es una grafica gue no contiene eircuito. Un drbol

es un bosque conexo.

Teorema. Sea T una grdfica con n vértices. Los siguientes

enunciados referentes a T son eguivalentes.

‘a) T es un drbol
b} T no contiene circuitecs, y posee n-1 aristas
c) T es conexo, y tiene n-1 aristas

d} <Cada par de viértices de T estan conectados por una Gnica
trayectoria. '
e) T no contiene ningfin circuito, perc la adicién de eral--

gquier nueva arista crea exactamente unoc.
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B, FEL PROBLEMA DE SATISFACCION.

Dado un conjunto X = {xl,...,xn} de variables booleanas y una

expresidtn booclena de la forma

E = ClﬁCZ,...,ACm

donde cada 'clausula’ Ci (iél,...,m) es una e¥presisdn de la
forma:
C, ="u. Vu, V,...,Vu.
1 J1 Jz2 ! ! jk(i}
y donde cada uy €3 una de las variables de X. El problema con
siste en determinar si existen valores de las variables

k
k=1l,...,n tales gue E = 1,

Ejemplos, Sea {xl v ¥, V xBJA(xl v xz}A(x3). La resppesta es

[

'verdadera cuando x®y 061y %, = 1, Xq = 1 pues, E = 1.
Mientras que para E = {xl Vo, v 53) A (§l v xz) A {§2 v §3). 

pues E = 0.

La respuesta es falsa
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PROGRAMAS

En éstos apéndices se muestran tres programas de compﬁtadora,

correspondientes al ﬂlgoritmorglctén que resuclven dlgunos prg.
blemas especiflices de optimizacién combinatoria tratndés en ¢l
presente trabajo. Los programas estan escritos en Pascal, v

se corrieren cn la versidn turbo Pascal-versidén 3, de una

microcomputadera Printaform.

Los progruamas fueron escritoes por Irene SAnchez Guevara en la
Seccidn de Investigacién de Operaciones de la Divisibén de Es-
tudios de Posgrado de la Facultad de Ingenierfia, UNAM, cén di-

cicmbfc de 1987.
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{ NOMEBRE: GLOMAT *3
L% *3
L% NOMERE DEL ARCHIVD: GLOMAT *y
{L#* Lo J
{*® PROPOSITO: DADA UMNA MATRIZ COM COLUMNAS ORDENADAS EN FORPMA *>
{* . DECRECIEMTE SHEGUM SU PESO, ESTE PROGRAMA ENCUEN *)
LA Tizew EL. SUECONJIUNTO DE COLUMMAS LINEALMEMTE INDE *X
{% PEHDIEMTES Y DE PESD MAXIMO, POR MEDIO DE CLIMI *3
X HACTON GALISSIANA, ®3
CREARERR R NN RN RS A Rt A AL TR FA LK T ERRNNR AT TE C AR RN R EA S C R RN RN AKX N
{n : ko
% DESCRIPCION: ESTE PROGRAMA S0LC COMNSTA DELL PROGRAMA PRINCIPAL, * 3
{# LAHS VARIAEBELES OUE IMTERYIENDIN SONM LLAS SIGUITENTES: * )
{% My N DE TIPO EMTERID, 50N LAS YARIARIES QIE CORRESPOMDERM AL FU- ¥
L% MERD DE REMGLOMES Y COLUMHNAS DE LA MATRIZ Y
{»* Ar DE TIPO ARPREGLO O DOS DIMEMIIVNES, BES LA MATRII DE DATOS * 3
{= QUE SfE LEE Y DOMDE SE BEFECTUA LA ELIMINACION GAUSZSIANA. 3
{#* Vis DE TIPO ARREGLO WHIDIMEMSIUMAL, 35 EL VECTOR DE PESOS 02 * 3
L - LAS COLUMNAS DE A ¥ EL CUAL SE LLEE. -y
% P: DE TIPO REAL, ES LA YARIABLE DOMDE SE CALCULA EL MAAIMD PRGO XF
{* NE LLAS COLUMNAS LIMEALMENMTE IMDEPENMDIENTES. ""'3'
L#

L E R R e R A DR M W 0 e Rt M D e O R A6 IO IR W 3 N A NN R K k"

programn Gloton;
{n DECLARACIONETS #3

const
Renglones = 103
Columnas = 103
var
NyM, I,dsi,L: integer;
Az arrayll..Renglones,!l..Columnasl of renlj
WAl fa,Betazarrayll..Colunnasl of reals
Pireal;

{* LECTURA DE DATOS 'y

begin
CLRSCR;

HR'_[TELN(‘ PR LI RS S E RS T ESDEEE S S SR S ETE LTSS TN L **********l***l**'ﬂ*—ﬂi****’ )-

WRITELM({ S %

blr-i beliN (P 2 Dome o1 numerao de enlumnas
Readini(i); 7
kT tel N * Dame 21 numoro Jde renglones

"Readlin (M
HRTITELN({®

IR I TELN (7 % % 5 890 3 A0 4 56 3 3 36 3 2 o X 4—1*-3(*'(-4-****1—*****!****!****!*******l—*l***l )-' }

WRITELN; READLN;CLRSCR;
for [:=1 to M do
for .J:=1 to N do
bagin
iritel i (/* Dame &1 valor de A, 1,7, 54,7

Readin (ALI,J1)
end;
HRIT&LN('*lil!xhiil%ﬂ***n*K*i***ll*h*************l}***ll**')-
WRITELMN; READLM;CLRSCR
for d"‘l to N do
bhagin

Wi tel N Dame ©1 valor de la conuna ‘' ,Jd,° -
Readin(WELT)
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*’)l B

LV %




L R e R IR T L IR

Lx EMPIEZA EL PROGRAMA *%

P:=0.04
K := 13
Lhilo KW 4N do
g inr
Tz=213
while I = M do
bDegin
if ATL, KDY ()Y O then
hegin
AVFalidl = 1
=Pk LK)
for JirFK+1 Lo ©l do
begin
Eletaldld = Altrunc(alfaliKild),J1 /7 aAaltrunciAl faliKl i, Kl
for =1 to M da
ALL,d):=AlL,dl-RBetal JI¥ALL K] : -
endj
K 2= K 4 1
end;
I := 1 1+ 1
end;
K or= K o+ %
end; :
fL* - - ESCRITURA DE LOS RESULTADOS *¥

HRITELM; WRITELN;

VR T TELN {00000 K0 K 3 J0 00 53 W 2090 690 03630 3 000 W e 26 0 30 M e e £ )
CHRITELMN{* LAS COLUMMAS LINEALMENTE IMNDEPEMDIENTES LA B
WRITELN( "+ ESTAN EN ESTA MATRIZ: i H
TR TTELN (7 %03 5% 00k e 2 0 203 0332 4 00N 2 50 223 M S N XA RN ! )

o WRITELN;WRITELN;

e WRTTELNC ¥ x1y;

for  l:=1 to M do begin

for J:=1 4to N do
WritedALTI, 3:5:0);

Writelng
H . ends
WRITELN;S
WRITELN;S
NH[|bLN(’ﬂ¥¥¥'#VJ********I*******&ﬂl**&**k}****!*****lN******')-
WRITEILM( ¥ . D B O
WRITELN( 7 * EL PESO MAXIMO ES ¢, P:10:2, ./ : *')--

1

iNRITELN('k**w*n**a*i*wa*n****a*ax*ax****u***************4****f)
end.




LEBEETEEERIESSSI PR AL R DI R RS RER TR DEE DTS RS X T A SN
* .

¥
* Dame ol numero cde coluwmas ' *
* Dame 21 numaro de renglones *
el *
*

FANo ke e Nl RN A LS TR A NN REHAN AR TN LI A R o L]

** Dang &1 wvalor de Al1, 1) £ 1

X Dame: ol wvalor doe A, 4 D

* Darner 21 valor dae 0L, w2

* Darme 21 valor doe A1, ) * 0

* Daca 2l valor do ACL D) £ 1.

* Dawe 1 valor de AE, 1) ¥ Q

* Dame 21 walor de A2,3) E A §

- Datae el valor do AE,3) * -1

* Dawer 21 walor de A(E, ) * 1

x Dame &1 valow de AE,5) * 1

* Dame 21 wvalor de A3, 12 . * 3

* Dame el valar de AS,2) x 2

* Dame el valor de ALR,3) * 8

* Dame el wvalor de A{3,4) # 1

* Dame o1 wvalor de A3, 5) * 9

* Dame 21 wvalor cde Al4a, 1) ® =2

* Dame 21 walor da A(4,2) * 1

* Dam= &) wvalor de A{A,3) * 3

* Dame 21 valor de Ald,4) ' * O

* Dame o1 valor de AL4,5) * 7

PR L S e R TR L TR R R R TR R R e

# Dame 21 valor de 1a columna 1 * 10

* Damn 21 valor Jdoe 1a columna 2 ® 9

* Dame 21 valor de Ta coluwmna 3 * g

* Dame 21 valor de 1a coluwnna L3 * 4

* Damz 21 valor de 1a columna O * 1
B N A S R T R R E Lok R T S R R i e e A e T T
* LAS COLUMNAS LTHEAL MENTE INDEPENDIENTES . ' ' *
* FESTAN EN ESTA FMINTRIZ: *

LR SRR OER S EELELEL AL LEE SRR EESERERESHES SR LLTE X EEES L EE EELEEEEE T T

1 ¢ O O (8]
o —1 o) o] o
3 a2 Q 2 o
2 1 & 1 O

X NRRA R XA RC R AR EATHANLT KA A ARTARK AT A AT T LN AR AN

* *
»® EL PESO MAXIMD 2SS 23.00 *
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NOMERE: AEMIN

FROFOSITO: DADA UMA GRAFICA (V,E)Y Y LAS PONDERACIONES DE LDS AR-

A

M

X

M NOMERE DEL ARCHIYVO: AEMIN

»

5

* COAg, EMCOMTRAR Bl AREOL DE EXPAMSION COM PRSE0O MINMINMO
¥
X

£ % £ % ok Kk x k%
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ESTE PROGRAMA CONMSTA DE UN SOLO MADULD OUE ES EL PROGBRAMA PRIMNCIPAL,Y CO-
RIESPOMDE A UM ALGORITHMO DEL TIPO GLOTOM. ‘
LAGS VARIABLES OUE IHTERVYIENEN S0M:
V DE TIPO COMJUNTO: ES EL COMJLUNTO DE RNODOS DE LA GRAFTCA, QL SE GE-
HERA AL LEER EL. NUPRERD DE HMHODOS,
U DE TIPO CONJOLNTO: EZ EL CORJUNTO DE RDODOS QUE SE VA FORMANDO [ER CADA
[ TERACION,

D DE TIPDO ARREGLO: ES LA MATRIZ DE DISTANCIAS ENTRE CADA PAR DE MNODOS
ADYACENTES, CUANMDGO LOS nNODOS MO L0 S0M SE PIDE QUE
LAS DISTANCIAS SEAN DE ORDEN MUY GRANDE. (100 O 100003,
T ES UM ARREGLO DC REGISTRO: ES LA LISTA DONDE SE EHCUENTRAN LAS ARISTAZ
QUR COMNFORMAN EL AREOL.

» E3
o DECLARACIONES *
* *%}
CONST

MAXINT=32000;

M = 203
CTYPE

ARCO=RECORD
IMI: INTEGER;
FIN: INTEGER;
EMD;
var
¥: ARRAYL1..M1 OF INTEGER;
O: ARRAYL1..My1..M]1 OF REAL.;
U,V: SET OF 1..M3
MIN: REAL}
CONT, IND,PROXy I, Jy N s INTEGERS3
T:ARRAY C1l..M1 OF ARCO;

Surt: REALLS ]
{ix*!*w»xu*w&******n***r*x*w**u*****x****xﬁ&*****l******i*****u********
* PROQGRAMA PRINCIPFAL ‘ R
*k}na*xxn*****w******aﬁw*****u***xaa*ﬁi**nxnn*n**xxanlx**x**a***m***w**}_;
BEGIM

= Ke=0;
{ﬁHKIK!HKxR!l!XX!!!(!!!!F**%*'W**t*lIW%***%!******W**IN*
*  LECTURA DE DRATOS *

HOAN KW A NN K N aow €K A O RN MM N N N
WRITEILN O BRI R A R i It b e i b b B R R IR R B 7 ) 5

URITELN (4 _ #)5
WRITELM (‘8§ DAME L NUMERO DE NODOS, { MAXIMO 20) SI QUIERES MAS  1H°);
WRITELWN {‘# CAMGIA EL VALDR DE LA CONSTANTE ™M DEL PROGRAMA $#7)
WRITELN (‘i TP

WRITELN - {4 B G RO R U D B R B I R N 7 )

WRITELMWLRITELN;

HEATLN (N);

V=13

WRITE (CEL CONJUNTG DE NODDS ES: {3




wr-ilerlng
WRITELMC #ERHHHOHE S B S S S8 0 3 1 IHHHHHE R I i i e e e 7 )

WRITELM("# i R I

WRITELNMOE  1L.0OS ARCDS OUE FORMAN EL ARBOL DE PESO MINIMO SOn: $'9;

VRITELMO" [ 2
CONT: =05

FOR I[:= 1 TGO M B0
FOR J:= 1 TGO W DO

BEGLM
FOR IND:=1 TO K DO
BEGIM
IF (TLIMDI.INTI=1) AMD (TLINDI.FIN==d) THEN
EEGINM
WRITE [ DTN L R K
COMT: =CONT » 1
I COrTsy=rl THER
SEG UM
. W TTEL G
COMT =0
E il
ENG
NG
ENDg

WRTTELN;

WIRITELN( 4 :
BHTDTELM 7 s b Akt th a3 00 B B0 0 0 O Rt B ST 00 G W 30 0 S S I SR I S R i
WRITELNS ' : :

WRITELLM;S

WRITELN C B b BB E G BRI R R S R R BB AR RGNS ) ;
LRITELMC C 1t : ry: o
WRITEENC/#  EL VALOR, PESD D LONGITUD DEL AREOL ES: *,SUM:10:2, 7 #7);
WRITELMO ) : BY 33
WIRYTELN O/ B R R S N AR R BB SRR R SR R RSB R s R g )
EMD,

L

L B
3




| I

H

i

RGN UN RS R IR R B RS R A SR I S B R S b i iy it
#

#
# DAME ELL NUMERD DE NODDS, ¢ MAXTMO 20 SI OUIERES MAS
i CAMEIA EL VALDR D LA COMSTANMTE M DELL PROGRAMA H
il 3

TR IR I A I A A D St R I I I G I I T S Bt I i e i

&
EL COMMRITO DE HODNS5 E3: {1 2 3 4 35 &6 ¥

LRI SRR R R R AT LR L R A A R R LR AR LRI RIS R TR R S R R LR R RN TR IR R LR RIS 4
# I
f DAME LADL DISTANECIAS ENTRE CaDa PAR DE NODOS #
¥ DIRECTAMENTE COMECTADOS, EM CASO COMTRARIG |

i DALES DISTANCIAS DR 100, 1600 O 10 Q00 #
I SEGUN =L OROEM DE L5 DATOS. i¥
i i
BN Rt s ARG D I O S R ke
# Dame la distancia de 1 A 2 EH 7
i Dans 1a distancia dz 1 A 3 # a
B Dame l1a distancia de 1 A £ 1 100
1 Danz 1a distancia de 1 A S I 100
13 - Dame la distancia de t 6 # 100
i Dame 1a distancia de @ A 3 # 7
Ef3 Damer 1a dizstancia de 2 A 4 i a
113 famez 12 distancia de 2 p 9 § &
# Dame 1a distancia doe 2 A & ¥ 100
# Dame la distancia de 3 A 4 H 1090
4 Dame la distancia de 3 A 5 H &
# Dame la distancia de 3 A & B4 i
EH Dame 1a distancia dae 4 A D i 2
i Peme la digtancia de 4 A & H 100
# Dame 1a distancia de S A & i 7

iteracion
i ter-acion
i teracion
iteracion
iteracion

arigsta entrante 21
arista 2ntrante 52
arista entrants a5
arista entrante 335
arista entrante &3

ThEN0-

IR IR A S0 4R S D TR U OO0 0 AR RS TR 3 RO B I R R A e s

it . -
¥ 1,05 aRCOS OUE FORMAMN EL AREDL DE PESO MIMIMO SOM: . B
1 R
2,4 (3,5 4,5) 15,2) (6,3) : .
# #

TEIL R ORI A I R 0O 3 Bt T P A DR AR L I U B T A B e S R R

FUHAWHRB IO OEE RN GO R I I R W D AR R 4

i )
#  EL VALOR, PEFSDO O LORGITUO DEL. AREDL ES: 25.00 #
1 #
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pragram GLOTOM _PARA_ENCOMTRAR UMNA. TRAMSVERSALS
LRI N H B 3 DR MR M D S T T KR M N N MR R S K )
[£3

*3
[ NOMERE: GLOTON PARA FRCOMTRAR UMA TRAMNSVERSAL %3
o A
[ WIHAERE DEL. ARCHIYD: GLOTRANSG L
{_!- &
¥ FPROFOSTTO: ESTE PROSEAMA CALCILA UM SUBECOHJUNTO TRAMNSVERDAL # 3
£ DE UMaA FaltTLIA D SUSCONJUMTOS, PARA TAL DEIETIVO 45
L ES MECESARIO DARLE LA IHFORMALION A TRAYES DE WA 23
L€ MATIRLZ CENMO UMD Coro_aS COLUMMAS ORDEMADAS QECRIE 3
¥ CICHTENMENTE SEGLE GUS PEAOS.UMA APLICACIONM TIMPOR- <3
{* TAMTE ORI CALCILD OE ESTA [RANGYVERSAL E3 LA OEIE * 3}
£ MER URA SECUENGIA OE M TRALGAJIDS ER UG HARLITHA *}
C €3
L% DESCRIFCION: ESTE £5 Un PROGEANA QUE COPRESPOMDE & UM ALGORIT «)
{#* 1D DEL TIPOD GL.OTOM, ¥ SOLO CONSTA DEL PROGRAMA %
£ o PRIMCIPALL. LAS YARIABLES QUE INTERVIEMEN SOM: -3
{* M DE TIPD ARREGLO, E5TA 25 LA MATRIZ CERMD UMD, LA CUALL DERE  #*)
{* SER LELIDA CON LAS COLUMMASG Eh FORMA DECRE %3}
{* CIEMTE, COM RESFECTD A SU PESO. + )
{% | Wi DE TIPO ARREGLO, ESTE ES L VECTOR DE PESDS DE CADA COLURM- =)
1% Pl %
{* Py OF TIPO REAL, ESTH ES La VEARIAGLE DOMDE SE CALCUL A FL. PE +*3¥
{¥* S0 MAZIMD DE LA TRAMSYERSAL OBTEMIDA ¥
L 4y
{!&'&'4-!'*1—3(-!—%1-‘-‘11*44*1-}&-#'&*1&{-‘141-'(-1';-1—-&4-(—%1—*4—1—*41 -3 i‘x-«-*‘i—-in-t*ﬁ-r&-d!-'t*i‘ AR AN K ER 1‘}
{#% 3
{# T DECLARACTONES oy
~ar
A ARRAY [1..80.1..507 OF 1HTOGER;
W: ARRAY C1,.301 0OF REAL;
T,Jd, K, ., M,N  INTEGER:
P REAL;
{% *¥
{# LECTURA O DATRS *3
L+ Y.
BREGIN CLRSCR;

3 B R B e p kT B N S RO R B T
WRITELN( 3 it * *

}
WRITELR(» } o L]
WRITELNC * OAME EL. PUIMERQ DE RENGLOMES DE LA MATRIZ - P )
WRITE (/4 i TEy s
READLN (M) . : e
WRITELNL # DAME EL NUMERD DE COLUMMAS DE LA MATRIZ : L)
WRITE ("’ * : ®ryy
READLM (N2y : ’ o
WRITELML A OAME LA MATRIZ PDR RENMGLOMES : Sy
VIRITELM( * ’ K1Y
VIRTTELN( = 4nxaxﬂgﬂvw11**va4wt*«**f*‘*nﬂ%u***ﬂ*w¥é%***%ﬂ**x»********+*’y
FOR 1:= 1 7O ™M DO
FOR J:= 1 TO p 00D _

BEGIM ) . . N

WRITE (/*, DAME FL VALDR DE AL 1, ,%,d, 1= . X ST

READILM (AL, 1) ' ;
HRITELN WRITELN; n:nnim E1.RSCR; ] : R
VRITELN ("% : : *1 Yy
VWRITELNL ® LA MATRIZI (O, 1) ES: : i . *7 35 0
WHITELNL “* _ : Keyg o
WRITEL.NG ' ’ ' i

Bl S LN

FOR I:=:1 70 M l)fl

e T



- Jdre-t g B DD
WRITE(ALL,J1:5);
WRITELN;

EMD3WRITELM: READL Mi CLRECRS

FOR J:=t1 T0 b DO
FERIN SRR : o
WRITE (% DAME EL VALDR DE LA COLUMMA *,J, ° * 2T
PEADLIN (WLJ1) ' ’
END3 READLM; CLRISCR 3 _ ,
WRTTELM; WRUTELT: : ' {

W ITELM{ " # S #a ek e K X F AT L R PR AU EA R KT E LR FFRRRERANE RN A EARRRRF RN )y {
VIRTTELML * ’ w4y
WP ITELN(f« LA SECUETIGIA DPTIMA DE TRARAJDS ES: yy
WRTTELML * %4y ;

MRlTELN('*w*i:fﬁnﬂnxg::x*wxw*w&*wﬁ**wmnni**muwwwu**wn%**n**;**u**%*&au*r)=

VIRTTELLM;

P:=0, 03 ' |'

I:"-t; Je=1g |

WHIILE I<(= M DO
EEGINM

Jri=1y
WHILE J{= ™ DO
BEGIM
IF ALL,JY = 1 THEN
BEGIM : _ )
VRITE (/#%#% LTy d, A LA HORA 7,10 :
URITELM( EL TRABAJO *, J,’ CON AHORRO DE ‘, WLJI:10:2}%;
WRITEL RS ’ . . :
=PHHLJY
FOR t.:= J+1 TO N DO
ALI,LT:= 0
CFOR K= I+1 TDO M DO
ALK, 37 =0
EnD
.'}='-=IJ+!.
EMDs : .
Le=1+1 ] ]
EnND; ) o )
VIRITELMN(/ ##%HEdm it RN kY AXHHE R A A H DA R R R A AR R AR RE AT AR R RRRERRAE J g
VWRITELN( * ' IR 40 TR

MRITELN(/®  EL FESD G AICHRO MAXIHMO DE FSTA BECUENCIA ES:,P:10:2,% *7);
HWRITELN( * : ‘ I L I
RT TELN (/#0000 % %000 M o0 00030500 003810 3 4 3 O30 0 R 3090 1030 30 4050 0k o 3 0 6 X0 0 30 309 30 9 1 2 26 3030 27 )
EMD. i ; e
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APENDICE D
MATROJDES

Antes de dar la definici&n formal de matroide observemos cier-

tas propicdades que poseen las matrices.

“1 3 -6
2 6 =~10

Cualguier subconjunte de columnas de A s linealmente indepen-

Considere la matriz:

diente o linealmente dependiente, Yy estas clases de conjuntos
no son arbitrarios, para verlo consideremos a E como el conjun

'to de columnas de A. Es decir:
_ 1 3 - 6
= {01, 121, (50}

Observemos que cada columna por si sola es linealmente indepen

diente pues

(=N

A

i

nw

— =

1l

1

oo - .
et ]

M
|
11
ey
IOG'\
|
!
o Rl o
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Entonces de la matriz A se ha formado la pareja (E,F) E = con-

junto de columna de A ¥y F = {subcenjunto de columnas linealmen

te independientes}. Ademis F tiene las siguientes propiedades:

1) Cualguicr subconjunto de un conjunto de c¢olumnas linealmen-—

a)

‘te independiente tambi&n lo es

Por ejemplo si {l 1 T 1 3 J } es l.i.
2 1. 1.5

entonces [gl también es L:11l.

Si Ipe 1 son conjuntos de columnas L-i de p y p+l colum-

P+l
nas respectivamente, entonces Ip junteo con alquné columna

de Ip+1'formar& un conjunto de columnas £2.,i. de p+l colum-

nas,
Haremos esta prucha cxhaustiva para I, = [gi
I,r Ip € 21, = I, &T,H Ilu{e} esta cn F?

BIBIGT ] 0L e
1T

—
[
[

ot

o
—t
i ]
[ SCN o
b
[
I
=
%] LJ|

T -
j esca aen F.

—

g:I[%.I :lg J :13 I % ] :1g Ino estd en F.

En todos los casos siempre existls al menos una columna de I,

gue junito con I formd un conjunto de columnas 1.i de cardipa-

lidad 2.
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gue son las combinaciones lineales de cada unag, su finica solu-

cidbn posible es K = 0.

Las columnas [;] v [g]: {;1 v Ijlg] son dos conjuntos de co-

lumnas linealmente independientes pues para:
.71 . |73 ~o
‘1!_2:[ * R __51 |~_01
Y. 1 . = 67 o
| 2]+ mlhe] - ]

La Gnica soluecidn posible para ambas combinaciones son K

1fh2=9.g

‘Mientras que para las columnas [g] ¥ [:lg]. Son iinealmente

dependientes.. La combinaci&n:

3 -6 T _ |0
Kll_S:I * Kz‘_—lo] = l_o:[
Tiene el siguiente conjunto de soluciones -

K, = = 2, Ky = £ . L &R

y obviamente las tres columnas son 1.d.

Con todos los conjuntos de columnas l.i. podemos formar la fa— I

milia F que la llamaremos familia de conjuntos indepéndiehtes.

- ol 3 -6 1, .3 TR S
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Este siempre se cumple pues de lo contrario sucederia que un
conjunto de p+l columnas £.i estaria generado por el conjunto

de p columnas .1 y se contradice cque Ip+l es Z.1i.

Estas propiedades son generalizables para todas las matrices vy
podemos decir que para toda matriz, si tomamos‘a E.como el con
junte de vectores columna de A y F la familia de subeconjuntos

de E linealmente independientes entonces la pareja (E,F) satis

face las propiedades 1 y 2 y se le denominar& matroide de A.

Adgm&s de los vectores columna de las matricés ciisten otros
conjuntos que también ticnen estas propiliedades:tales como los
conjuntos de aristas de una gridfica donde la cualidad de inde-
pendencia sc define como los subconjuntos de aristas de la grd

fica gue no forman ciclo.

Ejemplo.

Considere G = (V,E}; V = {1,2,3,4} E = {a,b,c,d,e}
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Los conjuntos de aristas de G que no forman ciclos estan en la

familia F
- F o= e, {a}, (b*, {c}, {4}, {ab}, {ad}, {a,ci, (bec}, (b,d}
':C:d]'r ':El,b,d}, {av.crd}r {b,C,d}:‘.

1) De nucvo: cualquier subconjunto de uno que no contiene ci-

clos tampoco contiene ciclos.

Por ejemplo si se toma {a,c,d} entonces {a,c}, {a,d}, {c,d},
{al, {c}, (d} son independientes pues tampoco forma ciclo,

U también se cumple que:

2) Dados dos subconjuntos IpeI de aristas de cardinalidad

p+1
Py p+1'siempre habrd wna arista en la diferencia tal que
unida al conjunto de cardinalidad p genere otro conjunto

" independiente de cardinalidad p+l.

Por ejemplo tomemos a I, = {a,c}
I, 13. eel, - I, I,U0{e}
{a,c} {a,b,a} {b} - {a,b,c} no es independiente
{a,b,da} {d} {a,c,d} si es independiente -
{a,cl {a,c,d} {a} {a,ec,d} =i es independieﬁfe5
{a,c} {a,c,al {b} {a,b,c} no esrindeﬁendiente:
{a,c} {b,¢,a? {a} {a,c,d} si es independiente
y de nuevo de una grafica G = (V,E) se formS una pareja (E,F)
donde F = (1 ¢ E | I no conticne ciclo) que cumple con. dos propiedades.” *
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Asi{ pues, podemos ahora dar la definicifn de matroide en for-

ma gencral.

Una Matroide M = (E,F) es una pareja de subconjuntos donde E

es un conjunto finito de elementos y F es una familia de sub-

conjuntos de E que satisface las siguientes propiedades.
1)y ¢ e F
2} 8i AeF y B C A entonces B € F

3) si Ip e Ip+l-e F con cardinalidad p v p+l respectivamdnte

entonces existe mel ., ~ I tal que I U{x}‘s F. T

A los elementos de F se les denomina conjuntos indopendienies. .
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