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1 N T R o D u e e 1 o N 

En ios últimos años el desarrollo de la Invcstigaci6n de Oper~ 

cienes y Ciencias de la Cor..putaci6n ha sido explosivo en térmf. 

nos de retroalimentación de idc.:i.s J." t6cnic.:ts para la soluci6n 

de problemas actuales. Un caso típico de esta interacci6n es 

sin duda la Optimizaci6n Combinatoria y la extensa variedad de 

problemas prácticos que plantea y resuelve. 

El término combinatoria se refiere al estudio de los orden~­

mientos o selecci6n de un conjun'.:.o finito de objetos. Este 

término ha sido populurizndo al apl.icar técnicas pa:':'?. determf. 

nar la probabilidad de un cierto subconjunto de acuerdo a la 

forma axiomática. Una nueva linea de investigaci6n relaciona­

da con el término combinatoria ha ganado particular interés. 

En este contexto se desea determinar el mejor arreglo o sub­

conjunto de elementos de un conjunto en estudio, de acuerdo a 

un cierto criterio o función de rn~rito. Específicamente la ºE 

timizaci6n combinatoria estS definida por una problemática que 

a primera vista parece sencilla-pues el esquema del problema 

que analiza es sencillo de definir: 

Dados un conjunto finito E de elementos: un conjunto finito S 

de subconjuntos de E y una funci6n f: S 4 :R lo que se pre­

tende es determinar el elemento s* que pertenece a S tal que 



f ( s*) min (f (s) S< S 

El proceso trivial de enumeración del conjunto de los casos, 

cu1a soluci6n se antoja sencilla, si usamos el mGtodo de com­

paración exhaustiva de los elementos de acuerdo a f, aunque 

te6ricamcntc es posible, conduce a procedimientos de una efi­

cacia desastrosa cuando el nGmero de elementos de E es grande, 

lo cual es inaceptable. Un ejemplo clásico de esta situación 

es el problema del agente viajero, quien tiene que visitar n 

ciudades y desea establecer un itinerario que le permita pa­

sar una s6la vez por cada una de las ciudades y finalmente ll~ 

gar al punto de partida, minimizando la dista~cia recorrida. 

Usualmente este problema se formula de la siguiente n1anera: da 

da una red RlX,E,d); donde X es el co:1junto de nodos que repre­

sentan las ciudades, E es el conjunto de aristas que unen un 

par de nodos y d{e) una funci6n positiva que asocia a cada 

arista de E su longitud, se desea determinar la trayectoria 

con nodo inicial y final id~nticos que pase por todos los no­

dos una s6la vez y de longitud mínima. 

El probl.ema se plantea de la siguiente manera: 

s*i::S tal. que: 

min (f(s) scS} 

donde 

determinar 



f (S) I d ce> 
ecS 

s (s/s es la trayectoria con el mismo nodo inicial 
y final) 

Sabemos que si n es el número de ciudades, entonces (n-1) ! 

es el número de itinerarios a comparar si n = 100, 99! es un 

namero muy grande. 

En contrap.:irte y dentro de este mismo campo de la Optimizaci.6n 

Combinatoria existen problemas, que debido a su peculiar es-

tructura, pueden ser resueltos por algoritr.:os eficaces los 

cuales se consideran 8n la literatura especial.izada como ºfá-

ciles". Un ejemplo de uno de estos problemas es el de la de-

terminación del ~rbol de expansión de peso máximo en una grd-

fica el cual tiene el siguiente planteamiento: 

Dada una gráfica simple y conectada G:(V.E} donde y es el con­

junto de nodos y E el de .:iris tas, y una funci6n positiva de 

ponderaci6n w:E -m., determinar 1.a gráfica que no forme ciclos 

y conecte a todos los nodos. Un procedimiento consiste en ir 

tornando las aristas de mayor peso, siempre y cuando no formen 

ciclo, hasta formar el árbol. Esto tiene un trabajo Computa-

cional de (\~il-ll* iteraciones lo cual es una evidencia de l.a 

eficacia de tal proceso. Esto es debido a que este problema 

tiene inherente una estructura algebraica denominada matroide. 

*\VI ca.nlin.J.lid..~d del. conjunto v. 



El cstud~o de la tcor1a de matroides empieza en la década de 

los treint.:.as, cuando Van dcr \·1aerden propone un sistema de Pº!! 

tul.atlas pa~a la dependencia lincnl algebrc1:ica. Sin embargo es 

~·lhitncy en ; ~35 quien usa y define el término de r.iatroide con­

cibiéndolo cerno una gcneral.izaci6n de la cs~ructura algcbr~ica 

de ::;atrices. Por tanto mucho del lengu<J.jc de cst,;i teoría está 

basada en el Al.gebra lineal.. El mismo Whitney introduce el 

concepto dual de una matroide y.observa que el subconjunto de 

aristas de una gráfica que no tiene circuitos tiene las mismas 

propiedades de independencia que .los subconjuntos line¿~lr..cnt.c 

independientes 1.o que l.o lleva a incluir términos de tcor~~ de 

gráficas. 

Es J'ack Ed.-:1onds quien impulsa la Optimizaci.6n Combinat.oria ,al 

aplicar el al.goritrno glotón a aquel.los problemas de esta área 

que tengan una estructura fundamental de car.:ícter matroida.l. 

Otros autores encontraron diversas ramificaciones en areas ce-

me Geometr1a y teorf.a de rejilJ.a.s. Algunos articulas repre-

sen ta ti vos del desarrollo de est.~· teoría son los de Birkhoff, 

.!laclanic y lJilworh. En geon1~t.i. i.:i. cor..binatori.a están los ar-

t!culos de Crapo y Rota, en tcorf.a .·~e gráficas está Tutte y en 

optimización combinatoria, Jack Edmcnds. 

El objetivo de este trabajo es analiza~ los fundamentos y re­

sultados básicos de matroiUes asf. corno su aplicación a la op­

timización combinatoria con especial énfasis a aquéllos probl~ 

mas que se resuelven usando la tGcnica del algoritmo glotón. 



Este trabajo se dcsar~olla como sigue: ~n el cap!tulo uno se 

define el problema de Optimizaci6n Combinatoria y se presen­

tan ejemplos tfpicos, en particular aquellos cuyo método de 

solución resulta eficaz. Asimismo se discute brc~Jemente el 

importante conce2to de complejidad algorítmica. 

El cap!tu..:.o dos re•1is,;:i los conceptos básicos de ma troides, 

sus definiciones, equivalencias, operaciones básicas y el ca~ 

ccpto de dualidad. Asf como la manera en que se usan en alg~ 

nos problemas de grá~ic~s. 

El capítulo tres presc:1t¿i t:;!l algoritmo glot6n con ap2..icaciones 

sencillas a los problemas de deterrninaci6n de vectores linea!_ 

mente independientes, en r:latrices, el árbol de e:.;!_::..'.!.nsi6n y fi 

nalmente sus variaciones. 

El capitulo cuatro disct.it~ el problema de acoplamiento en gr~ 

ficas bipartitas, teoría transversal, transversales, transve~ 

sales comunes y para cada una, 

matroides. 

sus representaciones corno 

El capítulo cinco plantea dos aplicaciones del algoritmo glo­

t6n para encontrar el cirbol de expansión de peso máximo 0-.m!­

nimo, específica~ente los problemas de síntesis de redes y la 

construcci6n de la red de Steiner. 



En el capítulo seis se dan las conclusiones. 

En el apéndice !~ se dc;in los conceptos btisicos de grtificas 

mientras que en el apéndice B se plantea el problema de -

satisfacci6n. En el apéndice e se presentan los listados 

de programas de algunos de los algoritmos glotones que se 

manejaron en el trabajo, finalraente en el apéndice D se da 

una explicuci6n intuitiva de la definición de matroide. 



CAPITULO 1 

OPTIMIZACIÓN COMBINATORIA 

El término combinatorio se rcf icrc al estudio de los ordena­

mientos o selección de un conjunto :inito de objetos y, resue! 

ve problc:nas sobre lu c:<istcnciü. ·1 enumeración de tales arre-

glas. Recientemente un.u. nucv.:! linea de investigaci6n combina-

toria ha ganado particular interés, pues se desea determinar 

cuil es el mejor arreglo de acuerdo a un cierto criterio. La 

probl.cmStica que se define de esta forma es la Optirnizaci6n 

Combinatoria, que parece en primera instancia muy sencilla, ~l 

esquema de un problema de este campo es el siguiente: dado un 

conjunto finito de elementos, y una ponderación que afecte a 

cada clen1cnto, se desea detcrr.tin.:i.r el arreglo o ~ubconjunt.o 6,e 

timo .. Esta problcrr1.'.'.'.i.!:.ic:i. tiene un sentido matemático y un gran 

ir.tcrés operacional, debido a que su i~portancia pr~ctica nece 

sit6 de la crc.:lción de herramientas maternSticas y algorítmicas 

dando una relación teórico-práctica intensa. En este capitulo 

se define formalmente el problema de 0Ftirnizaci6n Combinatoria. 

El capítulo se dcsarroll~ como sigue: En la pri~era secci6n 

se proporciona la definición formal del problema de optimiza-

ci6n combinatoria y se ilustra con ejemplos típicos. En ·ia SE; 

gunda sección se pl.c:i.ntco.n los problemas "fáciles" de optimiza­

ción combinatoria ':i en 1-:J. última se da un breve bosquejo de 

Complejidad Algorítmica. 



l. l .~l oroblcmzi de optimiz.<:tci6n combinutoria .. 

Una clase importante de problemas de optimizzici6n la constitu­

yen los problemas discr-:!tos o bien problc;;1as con un número fi-

nito de alternativas factibles. Esta r.lilsc de problemas se e~ 

~actcriza por la generalidad con que se trata a la función ob­

jetivo y es estudiado en esta sección bü.jo el nombre de probl~ 

mas de optimiz.aci6n combinatoria. Dicho problema se define a 

~artir de un conjunto finito ~y una runciGn ~:S ~ R y lo que 

se prct1:::-1<lc es determinar el elemento S::.s tal que 

f(s) = min {f(s) \ s >:S) 

Ac·~rca de J_a funci6n f, dirorr.oz que no es difercnciable con lo 

e:.-~? n~ ~s posible recurrir a las t6cnica~ de] cálculo, ~a~a la 

detcr7'ii.n~ci6n del mínimo de la f1.~nci6n. 

E:--. problemas de optir:1izaci.6n {]-2:-.dc el ronjunto S tiene p:..x..'Os elemen­

tos, un '.T1étodo para encontrar el r..ínimo de f (z) será el cxhaus-

ti\'O; sin embargo hacemos notar que no debemos desorientarnos 

?o:.· la. aparente triviuli..!.J..:.1 de l=. ~1 ~:i:ii ci6n, ya que recurrien­

do al problema del u.gente vi<:?.jero en una red que tiene l.Ol. ciu­

d~des, decir que basta con hilcer una lista de itinerarios y es­

coger el mejor, es pi=ácticamcnte imposibl.c calcular .. 

s 



Otra manera de plantear el problema de optimizaci6n combinat2 

ria es considerando una funci6n objetivo separada de las res-

triccioncs, es decir: Si existe un conjunto finito E y una 

funci6n c:E ~ R tal que 

= (s) /. e (e) • 
e.::s 

Otra forma equivalente es plantearlo como un problema de P.L. · . .-

en variable bivalente. considere una matriz A de orden m:<n, 

un m-vector columna b, un n-vector renglón e, un n-vector x 

q·ue contiene las v<iriablcs de dccisi6n, entonct;!S se dcs·Z!a: 

l>tax z e :-: 

s." 
4"\X < b 

y dado que las variables sol.o pueden tomar valores O· 6 l ,_ -.no 

es posible aplicar los métodos conocidos para resolver pr_oble 

mas de program~ci6~ lineal con variables reales. 

Alounos problemas t!picos son: 

"' P. L. Program~ci6n Lineal. 

9 



El problema de traslado. 

El prob1ema consiste en determinar un itinerario de longitud 

mrni.mn para trasludarsc de una ciudad A .J. una ciudad B. Se s~ 

pone que se cuenta con un ~apa de carreteras al que se asocia 

una gr:i fica G = {X, El donde i: es el conjunto de nodos, los cua 

les representan los cruceros del mu.pa, y E es el conjunto de 

aristns que unen a cada par de nodos. La grtifica del mnpa de 

carreteras se supone sim.:Strica, esto es poden1os viujar en am-

bos :::;cntidos. 

Si a cada arista c~E se asocia su ''J.ongiLud'' d(e), entonces se 

tiene la red R = (X,E,d). 

l.:i ruta m~s corta del nodo t\ al nodo B, do la siguienl:.e ;uanera: 

d.u.dos dos nodos A y D, de lu red P. (X,E,cl} encontrar una su-

ccsi6n de üristas donde el extrcn10 inicial de la primera aris-

ta es A, y el extremo final de la última arista es B, de long! 

tud mínima. La longitud del ca1n.L:1~ es igu..il a la suma de las 

longitudes de los arcos que componen la secuencia. 

El problema queda planteado de la siguiente fonna, dados: 

si es unu rut.:i de A a B}, y 

f (s) ~ d (C) 
e<::S. 

i 

Se dese~ encontrar: Ses tal que f(§) min {f(s) ses}. 

10 



El problema del agente viajero. 

Un agente viajero tiene que visitar n ciudades y desea esta-

blcccr un itinürario que le permita pasar una sola vez por 

cad.;i una de las ciudades 'i finillrr.cntc llegar al punt:.o de pü._E 

tida, minimizando la distancia recorrida. 

Este problema se puede formular de la siguiente manera: dada 

una·red R(X,E,d} donde X es el conjunto de nodos que repre-

sentan las ciudades, E es el conjunto de aristas que unen un 

par de nodos y d(e) una funci6n ~ositiva que asocia a cadA 

arista ee:E su longitud, se desea encontrar una trayectoria 

con nodo inicial y final idénticas que visite todas J_as ciu-

dades y tenga longitud mínima. 

El problema se ?lantea de la siguiente manera: 

Sean s si P~ trayectoria con el mismo nodo inicial 

y final} y, 

f(s) I d(e) 
et:S 

se desea encontrar s es tal que: 

f(s) min (f(s) 5€5} 

11 



El problema de la mochila. 

Considere n objetos, con un peso a J. y un •.ralor e. para el j-Gsi 
J -

mo objeto (j=l, ... ,n). Se desea seleccionar un subconjunto de 

esos objetos cuyo peso total sea inferior o igual a un número 

dudo y que el valor de los objetos sea mt;.:-:imo, es decir, deter-

minar J c~-1,2, ..• ,n} 

ci6n ¿ a. < b. 
j cJ J 

tal que I c. 
j e:J J 

sea rná:-:irnu con la restric-

Si se asocia a cada objeto un<J. variable xj que pueda tomar el 

valor 1 si j~J, y O si no lo es. 

ci6n entera de ~ste prob1cma scrS 

mn.x z = ¿ 

La formu1aciGn con programa-

C.X. 
J J 

sujeto a I a.X. < b 
J J 

" . {(1,1) 
J 

j=l.,2, ••• ,n 

observe que este problema tiene una función objetivo separada. 

Este problema conserva su nombre méis por razones tradici·onal.es 

que representativos de la real.idad, ya éiue no toma eli cuéOta 

l.:ts utilidades cruzadas que se presentan al. llcn..ir ·una ··rn'OChila 

de viaje sin e.1lbargo el modelo tic.ne a·plicabilid?id en: ot.I:-os 

problem.:ts. 

12 



1.2 Los problemas f~cilcs de Optimizaci6n Combinatoria. 

El problema del agente viajero y el de la mochila, presentan una 

difiCultad cOmdn, la de c:-tcontrar un nlgoritmo que los rcsuelv.:i 

de manera eficiente, cuando el ndmcro de ciudades o artículos 

sea muy grande, ya que todos los métodos conocidos pura su sol~ 

ci6n {exhaustivo, ramificaci6n y acotnmicnto) tienen una tasa 

de crecimiento del ticr::pc comput.:i.cional e;-:ponencial en n (número 

de ciudades). Aunque existen algoritmos heurísticos de aproxim~ 

ci6n con una tasa de orden polinonial en n y e>;perimentalmentc 

se ha observado que funcionün bien, para ver algunos de estos 

procesos ver [41 y (9]. 

Por fortuna no todos los problemas de optimiznci6n combinatoria 

poseen esa dificultad, y a continuaci6n se presenta una serie 

de problemas distintos que tienen en común un algoritmo que los 

resuelve de manera eficaz, lo cual los hace en este sentido fá­

ciles. 

La característica, de este tipo_ de problemas, que consiste en 

ser resuelto por un algoritmo que esencialmente es el mismo, a 

·pesar de que el planternaicnto y tipo de problema es muy dif ere~ 

te, no se debe a una casualidad, es el marco tc6rico-abstracto 

de l.:i teoría de matroidcs lo que pc!:1ni te que puedan ser resuel­

tos por tales algoritmos. 

Para los problemas que a continuaci6n se presentan, se resuelven 

intuitivamente, con el objeto de construir el procedimiento de 

soluci6n. 

13 
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Un oroblema de semiacoolamiento. 

[a .. ] unil matriz de orden mxn no negativa. 
1J 

su~onga 

que se desea determinar un subconjunto de elementos de la ma-

triz cu:-·o peso sea má:<ir.io, sujeto a la rcstricci6n de que no 

se seleccione dos elementos del ~ismo renglón. 

escribir este prograrnn es como sigue: 

suj cto u. 

I·l<l.x z = Ií. 

n 
~ X .. < l 

j=l .LJ 

a .. 
1J 

"ij e [O,l] 

x .. 
1) 

Una r.ianera de 

i=l,2, .•• ,rn 

Un.J. fornla int.ui ti va de resolver el p.::oblcrna consiste en seleE 

cionu.r uno y zólo un clcrncnto de mayor peso de cada rt!:ngl6n. 

s~pecif icamente si A es: 

-4 ® 4 

3 @ l 

" 2 9 2 

l 2 3 

Entonces los elementos con círculo son los seleccionados es de 

cir s (6, s, lo y 18) .. X= (x 12 = l, x 22 = 1, x. 34 = l, 

"44 l). 

14 



El 5.'rboÍ de peso mSximo. 

una red de telcvisi6n desea rentar canales de video, de tal m~ 

ncra que las estaciones en varias ciudades puedan formar una 

red conectada. Cada cable (i,j) que conecta a una ciudad i 

con una ciudad j tiene un costo por renta cijº ¿Como cons-

truir la red de cableado a un costo total mínimo?. 

Claramente este problema se puede resolver determinando el ~r-

bol de cxpansi6n mínima o replante3rlo y tratarlo como un pru-

blcma de árbol de peso m;i.ximo, l1¿¡cicndo w .. = N - C .. dor:C.:...:. r.; 
l.J l.J 

es el número más grande y, entonces encontrar el ~rbol de p~~o 

máximo. El algoritmo de soluci6n consiste en ir seleccionando 

las aristas (que rcpres.:::ntan los canales de ·.rideo) de mayor p~ 

so pero sin qu~ se [armen ciclos. 

Considere la gr~f~cu siguiente: 

15 



i~ continuación se presenta la gr<ífica t.ransformada, y 1a gr§.-

fica solución .. 

2 

17 

4 

13 
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Un problema particular. 

Dada una <ligr5fica D = (V,A) donde V es el conjunto de nodos 

y A el conjunto de arcos: y una funci6n de ?Ondcraci6n posi­

tiva \·l:t\ ·- _?., se desea cncontrilr un subconjunto B de ,"\ con p~ 

so rntis grande tal que no hu:,·n dos arcos de 3 que tengan el mi_§_ 

mo nodo final. Este es el problema de optimizaci6n combinato-

ria asociado con una pareja de conjuntos (A,F) donde un sub­

conjunto B de A est~ en F, si y s6lo si no contiene dos arcos 

de B que finalicen en el mismo nodo. 

El procedimiento intuitivo para resolver este problema consis­

te en aplicar para todos los nodos la siguiente instrucción: 

Scleccionur el arco con muyor peso que finalice en el nodo 

vi ( i=l, •.. , n) y ningdn otro urca podrá ser seleccionado. Al 

terminar de seleccionar se obtendrá el conjunto B de A 6ptirno. 

Considere la digrÚfica D = (V,A) 

7 
4 
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Aplicando el procedimiento descrito anteriormente se obtiene: 

6 

7 

' 

7 

~ 
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Un problema de secuenciaci6n. 

Un cierto número de trabajos van a ser procesados por una s6-

la müquina .. Todos requieren el mismo tiempo de procesamiento, 

digamos una hora. .r\ cadz.i trabc:i.jo se 1.c asigna su hora de en-

trcga y su correspondiente penalización en caso de no estar 

terminado. El problem<l es: ¿En qué· orden deben entrar los 

trabajos a la ~~quina de tal manera que se minimice el costo 

total de penalización. 

De nuevo. se intuye que para resolver este problema, porlc:':'los 

proceder a seleccionar el trabajo con mayor penalización y con 

tiempo de entrega menor; si dos trabajos se tienen que entre-

gar a la misma hora, evidentemente se seleccionará el de mayor 

penalizaci6n. 

Supongamos que se tienen los siguientes trabajos con horas de 

entrega y penalización descritos:. 

Orden de trabajo i Hora de entrega Pcnalizaci6n 

1 
1 

1 10 

2 
1 

1 9 

3 
i 

3 7 

4 2 6 

5 1 3 4 
1 

6 6 i 2 
. 

19 



o mSs esquemáticamente: 

L¡ 6 
OrdendeTrabi'ljO 

5 Hora de cntreg.::i 

Aplicando el método intuitivo: procederemos a escoger el tra-

b~jo uno, en lugar del trabajo 2, ya que el uno tiene penaliza-

ci6n mayor. Luego 5C elige el trabajo cuat1:0, luego el tres y 

no eJ. cir..:::..:> y finalmente el trabaje seis. De esta ma~era la 

sccuenci.:..ci6n es: 1, 4, 3, y 6, ahorrándose 25 ¿e penalización 

y solo pagando 13 por los trabajos no entregados a '::i.empo. 

r.en corno pun.to cornún; el algoritmo de soluci6n, que consiste en 

ir tomando el com?onente de mayor peso que s.::.tisfaga c'iertas 

restricciones. Pues bien este es e1 esquema del algoritmo-glo-

t6r. '=' · 9reedy en ingl6s que fué desarrollado por Jack_ Edmonds, y 

cuyo nombre se debe a que consiste en "comer" los elementos de 

E en un cierto orden sin jamás poner en tela de jUicio una se--

lccci6n realizada {lo co1!lido, comido est~). 

Este nlqnritmo funcion.:i cuando una fam'iliit de soluciones f'acti~ 

bles S de un problema de Optimiznci6n coffibiná.toria con ~n-~ fun­

ci6n objetivo separ.:ida es hcrcdit.:iria o cerr.ada bajo la· inClu-

si6n es decir sis es , s'cs => s'cS. 
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Lo que significa que si un conjunto es solución factible cual-

quier subconjunto del mismo también lo es. 

Asi para los problc~~s de Optimizacion Combinatoria donde se 

tiene a E un con~unto ~inito de elementos; E= {c1 , ... ,on}, una 

función f:E - m- y s = ~s ~E \ s es una soluci6n factible} 

donde S es cerrado bajo la inclusión, el principio del ~lgori~ 

mo glotón puede ser presentado de la siguiente manera: 

Princioio del ;,.lqorit:::o Glotón. 

(S ={S.!: E\ sk = (el., .•• ,ek), K _:: n, ss.S, .s 1 cs => s's-S}) 

·(I es el conju~to de soluci6n 6ptima) 

l.. I=<) 

2. Para i l; ... , n hacer 

FIN PARA 

Fil'¡ ALGORITMO. 

Es importante obsrirvar- que en el paso dos es donde ·se co_nstruye 

el conjunto 6pti7.'to de sc.luci6n y t.:i.nto el conjunto sol.uci6n s 

Están detcrminad_os por las res-

tricciones d~l problcr.1.:1 y hLtcen que 

rente para cada ~plicación. 
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1.3 Complejidad Algorítmica. 

El objetivo de esta secci6n es dar un sentido preciso de alg~ 

ritmo cf ic~z del problema de optimizaci6n combinatoria y a 

los t6rminos de problemas ''f~cil'' y ''difícil''. 

Los algoritmos pueden ser evaluados por una variedad de crits: 

rios. En el caso de los problemas de optimización combinato­

ria, se cst~ interesado en la tasa de crecimiento del ciempo 

o espacio ::-cquerido paru. resolver proble1nas "grandes". Para 

definir cuando un problc.;ma es grande o no, se asocia a un pr.E2. 

blema un entero llamado la dimensión del problema, y corres­

;:c:--.c.2 .:J.J n(ur.e~o de dntos de entrada del problema. Esquem&ti­

camP.nte se dice que un algoritmo es eficaz si el nGmero de 

o~eracione¿; ncccs<:'!: i_as p.:!.rCi ri:;:3olver el IJ.i:ui.:;;.ie1ua es acotado 

por una funci6n polinomial de 1a dimensión del problema. De 

aquí es posible deducir directamente que una definici6n de 

problemas "fS.ci1es" son aquell.os que se resuelven por un al­

:;::iri t!1"o pficnz.. 

La teoría de la complejidad algorítmica muestra que una clase 

ampl.ia de problemas de optimización combinatoria (como el del 

agent~ viajero, mochila y otros) tienen una nivel. id~ntico 

con respecto a la existencia de un al.goritmo polinomial. Es 

d1.Jcir si existe un algoritmo polinomial. que permite resolver 

uno s6lo de estos probl.crnas, entonces existe un al.goritm6 p~ 

ra cada uno de ellos que los resuelve .. 
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l\ este tipo de problemas se les denomina como MP-completos. 

La existencia de tal equivalencia le da validez a la siguiente 

conjetura: Los problc~as pertenecientes a esta clase son in-

trfnsecamcntc complejos o bien los problemas ~lP completos son 

difíciles. 

Para· medir la eficacia de un algoritmo dado se establece una 

relaci6n entre la duraci6n de ejecución del mismo definida por 

T (n) y la dimensión n del probletna., es decir se plante.:i la si-

guiente cuesti6n: ¿Cu5les son las funciones que relacionan la 

dirnensi6n del problema con el número de _operaciones elementa­

les (flops)* del algoritmo de solución, que nos determina 

cuando un algoritmo ·es eficaz?. 

Si un t:icnpo de proceso :i.lgorítmico para unn entrada de dimen­

sión n es en:?. para algunil constante c, se dice que el tientpo 

de complejidad de este algoritmo es O (n::?.) (de orden n 2
) más 

precisamente: dadas dos funciones f,g:N + N, se dice que f es 

O(g)· si existe una constante e tal que 

~ f(n) / < c jg(n) ! "i n;:N 

una funci6n f es "polinomial" si es o (g) y g es un polinomio 

en n, o existen dos constantes e y k tales que 

f (n) k 
< en 

* {asignaci6n, suma, resta). 
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Q!! algoritmo ~ polinon1inl si el número de operaciones elemen­

tales ncccsurias pura rcsolve:r un problcm<:i de dimcnsi6n n c:s 

un.:i. funci6n polinomiaJ. en n. Un algoritmo es ef icSz si y s6lo 

si es polinomial. De esta ~ancra, para calcul.:ir la compleji-

dnd de un algorit~o, se tiene que contar las operaciones por 

rcaliz.nr. 

Se pcd::-1.:i. sospecho.r que el trc::-.cndo incremento en l.as vel.oci­

dadcs de las computadorus podría decrementar la importancia 

de la eficicnci;;i. de los algoritmos desafortunadamente esto no 

es asi, sup6ngasc que se tienen cinco algoritmos A 1 , ••• ,A 5 con 

el siguiente tiempo de complejidad 

Algoritmo 

l\ l 

i\ ;'! 

l\' 

Complejidad 

n 

nlogn 

n' 

n' 
2n 

Suponga que una unidad de tiempo es igual a una mill.onésirna de 

s~gundo. 

El algoritmo ~1 puede proccs~r en un segundo una entrada de t~ 

m<:1ño 1000 1 mientras q\.IC 1\.5 puede pr.OCl!S<lr en Un segundo una e,!!. 

trada de a 1o mSs 9 .. En el cuudro s.e presentan ias· dimensio-

nes de problemas que pueden ser resueltos en un segundo·, un m_! 

nuto )-' una hora por cada ulgoritmo .. 
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1\1 oritrno Com lc.idad 1 se 1 min. 1 hora 

1\ l n 1000 6x.10'* 3.6xl0& 

ll, nlogn 140 4893 2.4x10!; 

1\ l n:: 31 24 4 1897 

1\, n' 10 39 153 

1\' 2º 9 15 21 

Observe que el algoritr.i.o ~~s eficiente es A1 y el peor es A~. 

Se dice que los algoritrnos polinomial.~s son, de hecho m~s efi 

caces que los no polino~iales, con excepci6n del.mGtodo si~-

plex que al no ser polinonial es eficaz experimental.mente. 

25 
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Los problemas NP, NP-ouros y NP-Completos. 

La clase de problemas NP, (donde el símhol.o NP no quiere decir 

no polinomiales) es aq~clla que conti0ne a los problemas que 

pueden .3C!r rcsuc:ltos en tiernpo poiinomial por u:: algoritmo no 

dctcrmin!.stico. 

L05 ulgorit~os no dcterminísticoD son un~ construcción nrDitr~ 

ria y ~ diferencia de los detcrmin1sticos no ?UCdan sor irapl~ 

sico es .::-a;:ia= de tener un con\porta:r.icnto no dstcrr:'.inístico no 

..::i.cotudo. Si:: embargo el concepto de ulgo:::-i tno no dBtcrwinís-

tico tiene un gr.:in intcr6s tc6ri..co, pues pc:rnitc definir la 

Cn algor i t:.>.o r:o determiníst_i 

co :::o:-tticnc: l:< instrucci6n "selección", la cual opera sobre un 

co~j:1nto ~inico, ?üro no se especifica co~o estn selección es 

efuctuadn y, en cada selección re~lizada la respuesta puede 

ser cierta o 5~lsa. De este modo .!.os algorit:.rr.os no detcrminí.§_ 

cicos se caracterizan por un lado ~or saber 5i existe o1 menos 

u~~ manera de efectuar la selección que conduce a la respuesta 

cierto en un ª'ínimo tiempo y, po:::"" el otro se caracterizan en 

que sólo pueden resolver los d0 "reconocimientos" estos 

problcmus sólo .resuelven sobre la existencia o no de la solu-

ción, pero no calculo soluciones. Sin embargo todo problema 

de Upti.mi:::...i.ciGn co:r.bin.::i.toria es s•.!c-:•ptiblc de reducción u uno 

de rcconocimionto usanc.lo este último como 

mostrar si es NP o no. 
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A continuación s~ presentan dos ejemplos de algoritmos no de-

tcrmin!5ticos usando tres instrucciones: SELECCION, FALSO Y 

CIERTO. L~ i~s~rucciGn de Selecci6n{s) es una funci6n de va-

lores múltiples, c:.iyos valores son los clc1ncntos d,J: un conjun-

to finito 5; en =ada conjunto Sk estan las alternativas de so­

lución del probl~na y esta restricción puede eY.plorarlas todas 

simultancamente, creando "copias" de si misma para cada alter-

n.::.tiva. 

La instrucción F?.LSO detiene la ej ccuci6n para esa copia del 

proceso cuando la selección es incorrecta. La instrucción 

CIERTO detiene la cjccuci6n de todas las instancias del algo-

ritn\o e indica el ;:;-esult.:i.do satisfactorio. 

El primer. ejemplo es un aigoritmo no deterrninistico que deter-

mina cuando en un problema se tiene que hacer una busqueda ex-

haustiva de u~ c~njunto de posibles soluciones, tiene una so-

1uci6n. 

Esquem5ticamente tal p:::oblema se puede representar por un ~r-

bol de búsqueda de soluciones parciales. 
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Ejemplo 1. /,.lgc.ri tmo no dcterminístico para determinar cuando 

un problema tie~~ solución. 

Empcznr 

K: = 1 

Calcule S~ 
L 

!'-1icntrus s . 
. -: 

;.. : 
... :. 

;f ,~ hacer: 

= S EI~ECCION 

Si <u 1 ,u 2 , ... ,ak) es una solución entonces CIERTO 

Si no 

K: = K+l. 

Calcule Sk 

FIN Mientras 

FIN. 

Este .:il.goritnto por ser no deterr!tin:lstico ~s solo J.t..: r.z:conoci-

miento, pues solo informa si el problen1a tiene solución o no, 

p~ro no ln calcula, y además es importante observar que est.:i 

acotado polinomial:ncnte pues las operaciones "culcule sk 11 y 

pruebas ¿Sk = .; ? :: ¿ (41
1 

, a
2

, •.• , uk) es solución? pueden ser he­

chos en tiempo ::-olinomi.:il sobre los datos de entrada asi con\o 

cada rutn computacional. 
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Ejemplo 2. F~lgoritmo no detcrm.iní.~tico acotado polinomi.::lmen­

te p<lr.:i. determinar cuando , e_~ problema .del agente viajero tiE_ 

ne soluci6n con un costo de a lo.mas b. 

den nxn de distancias). 

s = {2,3, .... ,n} 

ª1: = 1 

K: = 1 

cost: o 

Mientras S T ~ hacer 

K: K+l 

ak:= SELECCIO~(S) 

s: s - { ,:ik: 

cost:= cost + C {uk-1, ak] 

;:'!~: :O!IENTR.t\.S 

Cost:= cost + C[an,1] 

Si Cost < b entonces CIERTO 

F::-1 ALGORITMO. 
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Es evidente que estas construcciones algoritmicas son arbitra­

rias y hacen caso omiso de consideraciones usuales para las 

construcciones de algoritPOS detcrminisLicos, pero su ii:l~ortw.~ 

ci.a en la tcoria de complejidad algorítimica es relevante p~~s 

se puede afir;nu.r que todo problemu que se resuelv2 ?Or un al­

goritmo no deter~inistico acotado polinomialmcnte pertenece a 

la cl.:ise tJP. 

A partir de definir u. la c!asc de problemas NP co~o los que se 

pueden rasolver =o6ric~~cnte en tiempo polinomial po: un algo­

ritno no detcrrni:1íst.ico es ;:-os.iblc dcducj.r que los probler:tas P 

que se resuelven por .::i.190.:-i-:.mos determinísticos son un caso 

particula: de los NP es decir P CNP. 

Paru. lu m.::iyoria de los p!:"oblernas de la clase HP no se sabe de­

cir si 6stos p':..:cdcn o r!.r:> se!:" resueltos por un algo.rit~o poli-

nomial. Lo único que s~ s~be es que no se conoce algoritmo 

pol~nomial p~ra resolverlas. 

!::::i!:"t.<::' 'Jnn cln~c ~mp1 i~ de ?roblemas que son equi.-....-.:i.lcntes des­

de el punto <le vista de la exist.encia de un ulgoritrno polino­

miul p<lru rcsol\.·erlos c:i. este sentido: si uno s6lo de estos 

problcm~s puede s.zr rcsucl to por un ulgori tmo polinomial., en-· 

tonccs todos lo ?\1.Zden. 

Pnra doscribi= cst.:i. clase de cquivalcnciu., se define lo que ~s 
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una reducciGn polinomial P.: Un problema P 1 se reduce en tie~ 

po polinomiül a P 2 si existe un algoritmo para P 1 que recurre 

a un algoritmo de P 2 y este es polinomial, entonces P 1 tambicn 

es polinomial. Si P 1 se reduce a P 2 y P 2 ~ ? entonces P 1 cP*. 

Un problcna es NP-duro, si todo p!:'oblc:na de la. clase HP puede 

reducirse polinomia.lmentc u él, y un problema es NP-completo 

si es :JP y NP duro. 

Por lo tanto pura probar que un problema es NP-duro s6lo es n~ 

cesarlo probar que es reductible a alguno NP-duro, la dificul­

tad es cstablccr como punto de :_:>artida, que algún problen1a 

particular es NP-duro, el cual se puede usar para prob~r que 

otros son de la clase NP-duros. 

Es Cook quien asegurando la existencia de un problema NP-com­

pleto fundament6 la teoría de la complejidad algor{trnica pues 

demuestra que un problema matemático de satisfacción (ver ape~ 

dice ll) es t-:P-completo y que los problemas de Optimización ce!!! 

bin.:i.torio tales como el agente viajero, mochila y otros se 

pueden reducir polinomialrnerite al de satisfacci6n y por tant'o 

son NP completos. 

Finalmente podemos clasificar los problemas segun su compleji­

dad algoritmica en "f.[lcilcs" y "diiíciles": dentro de los pri­

meros h.:iccmos una subclasific~ci6n, es decir los "m~s fá.ciles" 

* P - Polinomio 
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como son: scmiacoplamiento, .1.rbol c1c cxpansi6n mínima o mil:-:i­

rnu y todos aquellos que se resuelven con el .:i.lgoritmo glotón. 

Entre los fáciles mcncio~arcmos a el problema de la ruta m~s 

cortc:i, flujo m~:-:imo etc. y entre los difíciles se tienen a: 

el cldsico y multicitado agente viujcro, lu red puntos <le 

Steincr, mochila, pandilla, etc. 
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CAPITULO 2 

CONCEPTOS Bl\S 1 COS DE MATRO !DES 

Un aspecto importilnt:c de los r:iroblemas de oritimiz¿ición combina 

toriu discutidos en el capítulo anterior es su estructura alg~ 

braica peculiar. Dichil estructura 9uede asociarse con el con-

ccpto de matroide postulado por Hhitney en 1935 como una gene­

ralización del concepto de de!pendencia lineal y sus impl icaci~ 

ncs en diversos crunpos de las maten~ticas aplicadas. En los 

inicios de la tcoria raatroidal, el énfasis se centraba en as­

pectos abstractos y de mnternilt.ic.:is puras, sin embargo, los 

avances recientes de la investigación de O[?Craciones han demos 

trado su aplicabilidad a p~oblemas reales. 

En este capítulo se discuten los aspectos básicos de la teoría 

de rnatroides que se usan en capítulos posteriores. El capítu­

lo se desarrolla como sigue: En la primera secci6n se propor­

ciona la dcfinici6n bfisica ':l se il.ustra por medio de ejemplos. 

En la segunda sección se muestran las formas equivalentes de 

definir una matroide. En la tercera sección se discuten las 

operaciones con matroides mientras que en la última se discu­

te el concepto de dualidad. 



2.1 Definición bSsica. 

Una m.:incra de r.".otivar los conceptos y la dcfinici6n b5.sica de 

~ntroides es c~pczar con algunas observaciones de algebra li-

neal relacionadas con inde?endencia de vectores. Scu 

3 

5 

- 6 

-10 

y dénote por e. la ~-ésima columna de Z. .e ~os siguientes sub-

conjuntos de columnas de 2 son lincalr.,ente indepencJ.icntcs 

En particular se observa que si 5 es un conjt1nt-.o r,ie colur::n.::.s 

lineal1nent0 ind~pend Lente:,;; lo misr:io es cierto de cualquier su_E 

conjunto de s. T.::.r.ibién se verifica que si Z\ y B son conjuntos 

de columnas linealr.lcnte indcpendicnt:.cs de cardinalidad uno y 

dos respectivamente, entonces existe una columna ek de B - A 

t<ll que .'\\J {ckl consiste de vectores linealmente indepa.-rlientes. 

Las observaciones .ü.nteriores son generalizables y equivalen al 

siguiente resultado: Sea A. rr.atri~ rr1,.:n. Entonces 

Pl. Si s es un conjunto de columnas linealmente inclependien-

tes de .-._ lo r.~ismo e~ cierto de cualquier subconjunto de S. 
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P2. Sean lp e -?+l conjuntos de columnus linealmente indcpe~ 

dier~tes de /\ co:: F "J p+l elementos, respectivamente. En ton-

ces existe una colu:-.1na de I 
1 

- I , que dcnota:-:-.os cor e,, tal 
p+ p - /;. 

que lp'J {ckJ es ·..:.:-:. conju:-ito de columnas li:i.e:alr.,cntc indc;:>cn-

dientes. 

El pri~cr postu:~du es in~cdiato y se sigue de las propiedn-

des de indepeP.dc::cia lineal. El segundo queda de~ostrado en 

el teorema siguia~tc. 

Tcorcna l. Sea .:.. una nutriz de orden nx.n. Denote por U¡ el 

.i.-é3irno vector c.:::.lunna de 1~. Sean 

I = {a. ª· 'ªip ? '1 '2 

I :;+l t~. ª· J1 J2 
' .. ,a. 

Jp+l 
) 

subconjuntos de ccluknas de A linealmente independientes. E~ 

tonces ~xistc .J..;. :-!o+l -1,.l tul que consiste de collJ!!! 
~· .-: • k 

nas linc~l~c~te i~dependientes. 

Dcnostr.:i.ción. 5'..!pong~r.ios C)UC esta afirmación es falsa. En-

tonccs todos les elementos de Ip+l 9ertenece al subcsQacio g~ 

ncraüo por los cl¿o::~entos de I y esto es una contradicci6n; 

" 9ucs se tcndi:-í.a:-: ?+l vectores lincu.lr.'lentc indepe~dientes en un 

subcspacio de d!~cnsi6n r· Por lo tanto, existo un vector, 

colu~na a. LI +· - I con ln ~ropiedad señalada. 
Jk f.' - :? 
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Dada una matriz A de orden ~xn podemos formar lu pareja de 

conjuntos (E,F) donde E es el conjunto de colufl'lnns de i\ y F 

es una farailia de Gubconjuntos de E linealmente indcpendicn-

tes que sati:~faccn Pl) y P2). Estos resultados porDitan in-

traducir los siguientes conceptos: 

Un sistema de subconjuntos S consiste de un ?ªr do conjuntos 

(E,F) donde F es un conjunto de subconjuntos de E cerrado ba-

jo la operaci6n de inclusi6n*. El sistema de subconjun~os se 

denota por S = (E,F) y a los elementos de F se les tlicc inde-

pendientes. 

Una r:i.atroide, es un sister.in. de subconjuntos ::on pror:>iedades 

particulares y se def inc formalnente como: 

rI = (S,F) es un sistema de subconjuntos donde E contic:le un 

número finito de cler?tentos y F es tal que satisface. 

Hl) 

U2) Si XEF y Q C X :-::"> Q::F 

!13) Si I~, I 1 EF con cardinalidad p y p+l resocctivarncntc, 
JO' p+-

entonces existe xcI!)+l - r
9 

tal que Ipu f:<}=:F 

Algunos ejer:lplos cl5.sicos de· ma tro'ides se describen a con ti-

nuaci.6n. 

• Si ?:.:l" y P'c P entonces P'~F 
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Ejemplo 2.1 {Matroidc uniforme} .. Sean los conjuntos finitos 

E= {e 1 , c 2 , ••• ,en}, F = {I 1 ICE donde Ir!< k, k < n} cnton 

ces I·l = (E, Fk) es una f.'latroide. 

La verificación de c~tu ascveraci6n es como sigue: Las pr irr.c-

ras dos propicdudes que definen una rr.atroidc se satisfu.ccn di-

rcctnraente. Para demostrar la tercera propiedad ob3crvc que si 

se tienen dos conjuntos Ip, Ip+l de F se tienen dos casos: i) 

I f1 I = !,> y ii) I n -
p p+l. p 'p+k 

.!. .. 
T ,;. 

IP 1..J {>:} e:F para cualquier XF: Ip+l" 

Si i) se satisface entonces 

si ii) se satisface, enton-

ces ·zx.iste al. menos un elemento y en Ip+l tal que y ~ Ip+l-Ip. 

Por lo tanto Ipu {y}e:F, o bien se concluye la tercera propie­

dad de una mLltroidc. 

Elemplo 2. 2 (t-lntroidc de matriz) .. Sea A una matriz de orden 

mxn. Sea E el. conjunto formado por 1.as columnas de A y 

F = { I e E 1 I es un conjunto de columnas linealmente } 
independientes de A 

entonces t·l (E,F) es una matroide. 

La vcrif icaci6n de la primera y segunda propiedad es directa 

mientras que la tercera se sigue del teorema l. 

Eiemolo 2.3 (Matroidc grfifica). Sea G·= (U, E) uDa gráfica 

no-dirigida donde.U es el conjunto de v~rtice y E conjunto de 

aristas. Sea F = ( I e E
0 I I no tien~n c.l.clos}, entonces t·1= {E, F) 

es una matroidc. 
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Los dos pri~cros ?Ostulados de matroidc se cumplen ~ara el sis 

temu. de subconjuntos :1 = (E,P). Con el pro.p6sito de verificar 

el tercer postulado denote por Ip y Ip+l' dos subco~juntos de 

aristas que no fc:::-::!an ciclo y que contienen p -¡ IJ+l aristas, 

respcctivar:".ent.c. Sea ~ un vcirticc que es extremo de una aris-

ta de Ip+l . ni..'1q~nu a::::-ista de Ip tncide en él. Denote por e 

la arista de I~+l que i~cide en v. Es inr:\cdiato que éc Ir>+l. -Ip 

y el. conjunto de aristas Ip u ter no tiene ciclos. ?or lo tan-

to !·1 = (E,::') es 'c.lna natroide. 

l\ continuación se ?re:sc:"l.td. t1n cjempl.o más de matroide, y aun-. 

que no Vc!:i:':ic.:1.r.,os las conciicir)nes f!U0 definen a una matroide, 

se ~rcsant~n des ilustraciones concretas. 

Ejemplo 2.·~ Sea E U" ~cnjunto ~inito y 

n {C 1 , E:_, ... ,E::.:· una !?ürl:i.ción de E, esto es, una ~olecci6n 

de subconju~t.·::is .:i.jenos que cubren a E. Se;:!. F = { I ~E 1 

j = 1, .•. ,k tiene c:1. lo ni'.is un elcncnto}. Entonces ~-1 = CE, F) 

es una rnatroide.. 

Ejemplo 2.5 (cont:inó.:i.). Considere la digráfica: 
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donde D = (V,A) con V conjunto de nodos de ln gr~(ica y A es 

el conjunto de arcos. Sea E ::: A donde 

/\ 

si hacemos í:={E 1 , Ez, E3, E1,, E 5 i donde E¡ (V 2' Vl-)), 

E2 = { (V 3' V 2) I (V 4 I V 2) } I E3 = { (V l' V3) I (VS' VJ) ) E1, {V 1' 

V 4) } ' Es = ( (V 2' V
5
l, (V3, V~) , (V 

4
, V 5) } ' entonces 

o 

F (ICE 1,2, •.. ,5} 

Un conjunto I de F podría ser: 

v3 >, <v1 ,v4 >, <v 3 , v 5 >::. Este ejem~lo está asociado con el 

problema clásico del agente víajero. 

Otro ejemplo de matroide ~artici6n es el relacionado con el 

~roblcma de semiacoplarniento. Específicamente. Sea W = [yi~ 

una matriz de orden mxn no negativa. se desea escoger el su~ 

conjunto de máximo peso de elementos sujeto a la restricci6n 

que no haya dos elementos del mismo rengl6n. 

y la partici6n a considerar es: 

!1 ={R 1 , R 2 , ••• ,R!:"I} dond.:.- Ri 

entonces 

Aqui E= (wij} 

F = { I e ¡,; 1 1 I n Ri 1 < l i 1,2,.~.,rn}. 

Para el ejemplo particular (1,3,1) el subconjunto independien­

te de elementos de má::ir.10 peso es I = (6, 8, 10, 18). 
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2.2. Caractc~iz;:icioncs cciutvalentes de una matroide 

En la secci6n anterior se cstableci6 el concepto de matroidc 

como una gcneralizuci6n del cünCC?to de independencia lineal 

Jel algebra lineal o bien, c.!cl cor.:::::c:;:ito de. ::i.rbol uso..:lo c:i -

gráficas. Una vez cicfinid'1 esta estructura conviene estable 

c.:;r .:il.g"...lr.~z de sus caractcrizacicr.cs equi~1alentes usando los 

conceptos de base (semejante al algebra lineal), rango, oper~ 

dar ce==adura y circuito. 

2~pczaremoG la discusión con una observación. Sea l·! = {E,F) 

u:i.a matroide y sea X., Y, clcr.i.entos de F, esto es, cada uno 

de ellos es un subconjunto independience. Den.o te por \X~ , 

1 vl 
1 - 1 , la cardinalidad de X, Y, rC:!specti.vamente y suponga que 

lu. cardinalidad d.:! X es r:icnor que la de Y, El subconjunto 

'::. - X es indepcndic:'l.tc pues es un subconjunto de Y. Convie-

ne preguntarse si existe un subconjunto Z de Y - X tal que 

Z UX sea independiente y tenga la -.~J..srna cardina.liJ.:id de Y. 

La respuesta es afirmativa. Sin ~~bargo, antes de demostrar 

tal aseveraci6n y con el propósito de mo~ivar adicionalmente 

los conceptos de independencia ele conjuntos que se manejan -

:'.'o~tcriormente, mencionaremos que es posible tener un conjU,!! 

to :: de Y - :-: tal que lu. car<lin:l.lidad del subconjunto indcpC!!, 

diente ZUX sea mayor que la de Y. 
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Ej:cm~.lo. Considérese la matroide !·! = (E,F) donde 

[ \1 l í o l r, l ¡11 
1 

E 

1 l: J l 
1 
J ' : 1 

1 1 1 
o 

1 
1 

1 
L ..l L -1 

y F consiste de todos los posibles conjuntos de elementos de 

E tal.es qt!e los vectores correspondientes sean lin12.::i.lrncntc 

independientes. Sean 

y 

·y observe qu~ xf1y = $. Asimismo, si hacemos z = Y se tiene 

que Z CY - :..: y z UX es un subconjunto independiente (pues cog 

siste de vectores linealmente independientes) y sÚ cardinal!_ 

dad es tres, nientras que la cardinalidi:ld de Y es dos. 

En v:L.rtud del ejemplo anterior podemos decir que- x·;y, soil 

subconjuntos_ independientes de una matroide tales que \Xl<IYI 
es po.sible que exista un subconjunto independiente z en Y - X 

tal que ZuX sea independiente y ]Z1..JXI > IY\. En este caso 

podemos eliminur algunos clcntentos de z 1 para obtener un co!!_ 

junto z 0 tul que z
0

lJX seu independiente y tenga la misma car 

dinalidad de Y. 

41 



En el teorema 2 se dcmucstr.::: que dados dos subconjuntos i!'1d!:. 

pendientes X, Y de una rnatroidc tal que !xi < \'l! entonces 

existe un subconjunto z0 de Y - X tal que ZotJX es indc~c~-

diente y tiene la misr.ia cardinalidad que Y. L.:i i~po rtancia 

de este resultado esta lig~da ~l concepto de busc de m~troi 

de que definimos a continuación. 

Un subconjunto X de S se <lice n1aximal respecto a una propi~ 

déld :_) si X satisface dic!-. .J. propiedad y no existe otro subcon 

junto dn S que contenga propiamente a X y satiRfa~a le propi~ 

dad :-·. • .:i. hase ó de una ~atroide M = (E,f'' ~s ur; subconju:;_ 

to maximal indep~~~icnte de E. Equival.enteP.l.ente, B es uri. .su:::.::0!:!_ 

junto ir:.cl.ependiente y no e:-:iste otro subconjunto indepcndicE:_ 

te <:_!Ue lL' conte::.g.:i. propi.:imeat.e. Conviene observar que si X, 

Y son bases de U!1a matroide necesa.:-iamente ti':'!nen el misno -

nCunero de elementos. t:na r.1anera de demostrar esta asevera--

ción es como sigue: Suponga que \X j < ! Y I' • Entonces existe 

un subconjunto z 0 de Y - X tal que z 0 \¡Xes independiente y -

IZo\JXI = IYI. Sin embargo, esto contradice la maximalidad 

del conjunto X: pues es una base. 

Bn tórn1inos de algebra lineal, el resultado antei:-ior ec¡uiv.:i.­

lc a. decir que e!"'I un cs?acio vecto!~ iul X todas sus bnses ci~ 

nene el mis1no número Clc vectores; C!n t(;r1ninos de una grS.fica 

conectada todos los §rbolcs de expansi6n tienen el mismo nG­

n1cro de a.ristas. 
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'l'eorema 2 Sea ?-1 = CE, F) urna matroidc y sea X, Y elementos 

de F tales que \X\ • \Y\. Entonces, existe un conjunto z
0 

contenido en Y-:<. tal que z 0uz pertenece a F y tiene la mis-

ma cardinalidud que Y. 

Dcmostraci6n. Sea z0 ~ Y - X el conjunto tal que z 0ux es i~ 

dcpencliE:nte '::l ..::.. ¡ zu:,: 1 ?Urn todo Z ~ Y - X tal que Z 

UX es· independiente. Si Jz 0 UX\ ~ !YI el resultado es inmc-

diato; ?Ucs, si acaso, elimina.~os algunos elementos de z 0 

para obtener lo q'.!C dcscar:!QS. Supong;:;i que \ z 0 UX] < i Y). 

Entonces, existe ur. subco:iju:1to Y0 de Y tal que \Y 0 !=1z 0t.:}~\+l 
Dado que Y0 es ind~9cndie:1te (pues es subconjunto de Y} sa 

bemos que existe t.::i clcmcr.to y de Y0 - (Z 0UX) tal que 

z
0
ux U{y} es indepc:1dicntc y tiene la misma cardinalidad que 

Y 
0

. Sin embargo, ~s inmcdi.J.to que y pertenece a Y - X y qua 

Asimismo \z0 ux\ < \z 0u(yJux\ y 

se contradice l<:i na:<imalid.:::id de z 0 • Esto termina la prueba. 

Una consecuencia inmediata de este resultado es dado a cent~ 

nuaci6n y es inmediata en el caso de bases de un espacio ves 

torial. 

Corol.:i.rio 1. Se~ ~ = (E,F) un~ matro~de. Entonces todas lns 

bases de una matroidc tiene la misma cardinalidad. 
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un aspecto importante del concepto de base de una matroidc, 

es que dichas bases sat.isfacen un conjunto reducido ele pro-

piedades {Teorc~a 3) y reciprocamcnte, es posible definir una 

·r..atroic1c usando un cor.junto di'.! bases que satisfagan las pro-

piedades rncncionadus (Teorema 3). Específicamente, podemos 

definir una rnatroidc •.;s.:i.n::lo la pareja de conjuntos (E,S) don 

de B es el conjunto de bases de la patroide. 

Ejemplo 2. Cons.ldcresc la wat..roidc ~1 (E,[-,} donde 

y $, conjunto de bases, es el a da por 

{1-1] ¡--61)1 
_2 • _ -10 s r 

Ejemplo 3. Considerese la gr5f ica 

y defina la 1natroidc gr~f.icü ?-1 ..., 

y G = 
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Teorema 3. Sea n el conjunto de bases de una mutr~ide 

r.t = (E,F). Entonces se cum9le que 

i) 3 + ~ y no existe conjunto en .. que este contenido p~o-

piamcntc en otro conjunto de 

ii) Si B1 y a 2 cstan en 2 y c 1 sB 1 , entonces existe e 2 cu 2 

tal que {Bl -{e1 }} U {c 2 } pertenece a B. 

Recíprocamente, si (E,~} es una estructura finita que satis-

facc las propiedades anteriores, entonces J.t = (E,F) donde 

F = (I I < B para algun 3<:!3} es una matroide. 

Dcmostraci6n. Las pro~iedadcs 1 y ii son in~ediatos del 

ccorena 2 y las debidas ~ unu matroide. El resultado re-

cíproco es como sigue: la cu!ección de conjuntos F satisface 

la propiedad de ser no-·.~aci<::i y ser cerrada respecto a la in-

clusi6n. Sean X, Y elC!:i.cntos de ·=' cuya cardinalidad es P y 

p + 1, rcspectiv~~entc. Sean B1 y n 2 las bases o elementos 

de P tules que X ~R1 , Y CB:· Específicamente, X= {x 1 , x
2
,. 

••• , xp}; B = {x. 1 ·, x 2 , .... ,xp, cp+l' ... ,cN}: Y= fy1 , ~· 2 , ... 

••• , Yp' Y;:i+l} :y, 3 2 {y1 , y 2 , ••. ,y
9
+l' rp+ 2 , .... ,r,.;} .. Hagamc~: 

E1 - {cN}.. Entonces, c!,istc z::3 2 tal que {r.i1 -:'.:.N}}U{z} per-

tenece a (3, O bien es unu b<:1.se. Si zcY ternin.:i.1-;tOS pues el 

conjunto XU{ z} es indcpcndic;1te. De otra manera, podemos r~ 

pctir el proceso anterior. con _!!1 = ( n1 - .{ cN}} U{ z} tcrmi.namos 

o bien repetiremos el F-oc€.so con Fequeños cambios, pero úni-

camente u11 número finito de veces. Esto termina la p1:ucL:! . 
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otra rn.::incra equivalerita de caracteriz.:ir una· nlutróide es usan-

do el concepto de o funci6n rnnqo r definida en el con-

junto finito E co:i:o 

r(;..) = max {\Y.\ \X~ A, Xe:F} 

donde .7\ .f.E. Ho~c que la. función rango r tiene corr.o dominio 

el conjunto potencia 2E y como contradominío los nCimeros cnt!!, 

ros positivos. El ra~go de E se dice que es el rango de la 

matroidc. 

Obscr .. ,,rc qu0 si "C.!'.'Lltamos con la F.tatroide 1nz1triz, ento:.ccs la 

función rangcl r eq'.li.va.!.e a de-t:c.=-minar el mS.ximo subconjunto de 

vectores que es l:..:;c.:i.lmcnl:.e indc?cndicnt:e o bien el concepto 

de rango de una ~~~=iz (o suh~~triz) usado en ulgebra lineal. 

la matroide M = (E, r (:~)) d.ondc 

E {[:] 1} 
entonces r(A} = 2 si ;~•.: ~' •:?Sto es, el subconjunto de vec-

tares contenidos en A es n~ayor que dos o bien r (A) = ! x·¡ don-

de X es el m~\xi!:'!C S'..tbconjun'.:o de vectores lineulmente indcpeE_ 

clientes en ti. :.;i. ;;-,.¡ .::. 2. 

Er, el caso de n· . .:?.t:roiJ.Q uniforme con n = 4 y k 2, l.a iunci6n 

rango r es scncill~ de definir, pues equivale a lo siguiente: 

r{I\) = 2 si !Al ' e, o bien r{A) = !Al si l••I < 2 donde 1\ fE. 
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un cjcn1plo mas de la' aplicacl.6n dt31 ~~ncepto de lu función ru;;, 

go se tiene en el caso de la' .matroiClc. ·aSociada a ·1a grflfica 

G = {N,E) dada como 

\V(A) \ - K(A) do~dc A es cualquier s~bconjunto de ari~ 

tas de G, V (A) los vért.ic.:t.:::.s d~ :~ "_¡_' :: (.".} d..::?nota el número de 

componentes en la subg=~=ica ge~crada por_A. Específicamente: 

r 

o pura A {e .. } ; 

1 p.:i.rw. A ( "i} ó {ei,e .. } i=l,2,J 

1 y " ~C..: 1 C3; ó {e:,eJ,e,,}; 
r ( ;'\) = ' 1 2 p.:!.'.!:"'<l t\ {c1,c.:! {ci,C3}, (c1,ez,C3} 

1 

Í.~1,e:,e .. }, {e1,C3,C1,} 

{c 1 ,e: ,e 3 ,e .. } 
\ 
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El rango de la- mD.~roidc es ·IV (G) ! - l 

dos los vértices de G. 

2 donde V(G) son to-

En el siguiente teorc1nu. se muestran algunas de las prop.icdi!dcs 

brtsicas de la f unciGn rango y en el corolario corrospo~diante 

se justific.:i. su equivalencia. con el conccptó de :n~tr.oidc. 

Teore1na 4. Co:isidere una mutroidc M = (E,F) y un:1 ::unción 

rango r sobre E- Ento::<ccs dados :<, ~\ y I3 subconjuntos arni-

trarios de E; y, Z clencntos arbitraios de E se s.:i.tisfacc: 

u. r (.:. l o 

b. ::(:·:l < r{:·:,_, {y}) < ::{>:) + 1 

c. Si:: (Xt.1 fyf} =r:t:.:,1 {Z}) r(X} implica que 

r(X•.J \•,/},_J iZ}) r (X) 

d. r(."\,:!3) + r(I._t\s) < r(~t) + r(B). 

Demostr.::i.ción a Cs inr1cdi3.tO. ~sea ¡_:;¡ = r(X) y jB)=r{X1.; ~y;-) 

donde A ex y ne:-: .1 '-Y .. Ob5cr:vc que !A]~ \D\; pues si 

;A: !s1 imµlicnri.n que B no as mQXimal independiente de 

X \:{y!·. t..:otesc que )ui < iAi + l teniéndose dos ¡:;osibilidw.­

rles: (.-'\ 1 ; (y}) ~F lo que in1pl.::..cci. que r{X~ 1 {y}) = r{X} y por tan 

t:o !B] == ~rt! o bien ("\ 1, ~y}):::r lo qi1e implicw. r(X•,J {y} 

::::-(X) + 1 y por tLlnt.o !B1 = f:-\i + l y r(X\J fy} < r{X) + !. 

se::i r(Xl = \t'\¡ do11.J.c ~1. e X. Cor.e r.CXt.1 ly}) = jA] entonces 

:'\ l.1 {y}fF de l.:i misn1.:i. formil A.1,; {Z}tF entonces AtJ {y}1,.J {Zlfr:" 
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y se implica que r (Au [y, zl.l. =. 1 Al = · r (X). 
::_ >.--·· .":_ 

d. Sea XsF, X·~ Ana, rU.i1 a·¡;.,,,fa;.;1x1 ='q¡ Sea YE:P, Y fAtJ B, 

r(i\\JB) = p !Y!= pde5~.:Í.;.:~~{}~!.:Ó. !iil y por el teorema 
;•, -

talc;ue(i>.Jzl ;;¡y¡, 
. .;·_..:_,_·· •. ··-· ---·é -~- -.. ' ' 

2 existe Z C Y - X si ,, V lJ \·1 donde 

v f. A - B, \·l e B - A erit_o-~-~~s __ ·y_·-.-~:·=,?-j·~:_v_-(J \'l y X, v, w son ajenos 

por pares y XLJV-c;F,_-Xt;,v.-:=.~;->_:1.,JW_e;F y :·:lJW f B. Entonces 

" .. 

r(A) + r(B) > !Xu v¡ + !Xu 1~! 

-::(Au3) + r(AÍ'B). 

Corolario 4.1 Si r es u~~ fcnci6n sobre un conjunto finito E 

que satisface las propiedades del teorema, entonces M=(E,F(r)) 

es una matroidc don.·: .. : 

;¡ ! r (I) ! I ! } 
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Otro de .los conceptos que caractr.::rizun una rnatroidc es el de 

circuitos. Antes de proceder a definir el concepto d0 clrcuito 

dirc1nos que un subconjunto X de S es un subconj:;nto ~al de 

x. Si X pcsce u:iu cicrt.:i. proFiedad P y no hciy un conjunto COE_ 

te nicle ;:ropia~entc t:!n X y qi.:.e adem!'ls posea dich.,:i. propicdc:id. 

Un circuito de "..:.na m.:i.troide !·1 (E,F) es un subconjunto mini-

mal dcpcnd~ento. La colccci6n de circuitos de ;.1 la denotare-

n10S por C. 

Cor.~.!.dcrc la mntroide uniforr.ie dcfinidu !.JOr 

:-1 {.S,C) con n ::=- ..,;, k = 2 dc1~de E:= {c 1 ,e=,c:!,e.,}. 

C =' {fc2,ez,e3}, {e1,C¿,ei,}, {e;,C3,ei.}}. 

Co~s.!.derc la. natroidc de? matriz Cc.:inid<J por 

:·! =(E,Cl donde: 

ri- 1 3 1 ¡- -6 11 ' 1 l 
E ~1 l_2 i i 1 f 

'- 5 
~ 

_-10 J_J 

( ¡-3 -r ,- -6 -r 
1 1 1 1 e ' i 

L e 

' 5 1 -10 l·' 1 ~ 

Ei emplo 3. Considere l.:t r.1atroide gr5ficu definida por M=(E,C) 

donde: E= {c1 1 C: 1e3,e,,} y C ={{a,,}, {e;:,C3}} 

so 



,-

Lil colección C de circuitos de una mutr~idc !·i_, tiene: las si-

,guicntcs propi~dacics: 

il. Si e es e.:i. circuito enton·ces r (C) ·= 1e1 - 1 

Si e es u.n circuito "cn-to·nces·· 1c:1 ' riE! ,,. 1 -b. 

c. un.:i oatroiCe sin circuitos tiene sólo una base 

d. Cada subconjunto propio ·ac \ú1 é"il:-cUito en ir>d'2pcndicnt.c. 

l'-\ continuaci6n se presenta otra definici6n cle rr.ntroides con 

base e:--. st.:..:: .:::..rct:itoz j' en el tccrcr:1:i. 5. 

Definici6n 2 Seu. E un conjunto finito y C una ::a::1ili.:i <le: 

subconjuntos de E, entonces ~t = (E,C) es unu miltroidc si y s6 

lo si satisface: 

( 1) Si el 
'" 

e2 ,; e implic<l que el $ c2 ni c2 ~ el. 

( 2) Si el Ce 
- ,• tul que Z-::c

1 
n e implica le. existencia de ce 

2 

c3 e (C1 e, 1 - ( z} tal que c3 ce. 

La justificaci6:i. de esta definición se sigue del teorema 5 .. 

De dicho teorc~3 t~mbiGn se inf ierc que si A es un subconjun-

to indcpcndicn':.c en l·t = (E, F> entonces, paru todo xe-:E-.'\, el 

conjunto AU{:·:} t.icnc o. lo mas un circuito. 
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Toorcma 5. Sen e fa~ilia de circuitos de E, entonces 

;::); . Si e, + e, sC cnto:;ccs e, ·-2. e, y e_, .oE e, 

l). Si C¡ -1. C; t:.C y z ~ e, ( \ C: ir.'opl ica que existe un circi.;ito ,~ 

CJ e (e, \, .' e l - z:. 

Do:nostr.:ici6n u. Ss i:-_-:-.-:::d.iuto. !?_. Supcng.:i guc c 1 ~ e~ sr.:i:-i ::ir 

cuitos, tules que no e:·:iste circuito c 3 ~(c 1 ,_ 1 e'") - fz;. :::n-

tc~ce~ dichll co~iunt~ ~~ i~dapendicntc y 

~ 1 (c 1 ; e i '.J e 2 \ - 1; 

Sin embargo r (c 1 ) . -=· - l; r (e;;) = l e~ l - 1 y r (e 1 f'\ e:) 

; el f\ e:> i . l\plicanclo :.!..:.,si·;u~1.~Ldad de l;;i función r~ngo 

:.- ( (:::::: 1..1 e:.) \.Z}) + r(c 1 ;")e:!} 

o bien 

¡e, 1 + ! e, 1 ¡c1 \J e, 1 + 1 e, n e, 1 
1 

1 Ct ) + C;:: 1 i e i .,. C: \ 1 

" l 

que es una contradicci6~ y existe c 3 E (c1, 1 c 2 ) - {Z} cori. 

Z e e 1 f") e~ . 
0 
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Una matroidc pu<:-de cnracteri;;~e.irce: por medio de sus bases, fu_!l 

ci6n rango y su colccci6n de circuitos. Una fortna adicional 

para cnractcriza~ una mntroidc es a travWs del concepto de op~ 

rndor ccrrndur~. El operador cerr~duru de un conjunto A ~ E 

es el supcrconju.nto maxi:nal de A que tiene el misn~o rango de-

A; donde el SU':J~!"coniunto ma:..:i1nal se establece po:i: la función: 

Sp con dominio : contra.dominio el conjunto potencial de E de­

finida por: 

r(Au {;..:}) = r(A), A -2 E}. 

Y una matroide se t.JUcdc carélcterizur por la pareja l-1 (E, 

Sp (A)). La justificaciGn de esta equivalencia no se demuestra,. 

pero puede cons'..ll t:.arsc en \·ielsh ] • 

Eiemplo l. Considere u~a matroide uniforme con n = 4, k 2 

si < 2 (A E E) 

r: si !~-\ > 2 

Ejemplo 2. Considere ln matroide de matriz definida por 

r-1 = (C, SP(A)l donde: 
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r{AlJ {x} = r(A)} cspecific.nmcntc, si denota-

mos como a. el i-8simo elemento de E tenemos: 
1 

r {al l si /\ = (a i l 

i í a" l si ¡, {u .. } 
Sp(A} 1(a,,a,] si l\ = ( il' } 6 {a~ } 6 •:a.~,al} 

i E para otros casos de tt' ;, E E. 

S (E) E. 
p 

Ejemplo 3. Considere la matroidc grilfica de 1~ figura defini­

da por M. = (E, Sp{1'\)) donde E= {e 1 ,e:?,c 3 ,ei.} y Sp(A) = {xs:E\ 

entonces S (E) 
p 

CZiJCcí!:icamcnte 

' 1 

1 ci ' 0
" 

=1 
¡e: ,e) ,e,. 
1 
lC1 1 C~,CJ,C., 

E. 

1 

e z 

A {e,,} 

¡, {e.} i 
'· 

1,2,3 

otros cuses de ~, 
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.2.3 Operaciones con mncroides. 

En cstu. sección se discuten las operaciones con Inatroidcs. P. 

tr.:iv~s d"c estns opcrucior.es se generan otras mu.troidcs. Las 

operaciones que se discuten son: aniquilar.i.icnto o restricción, 

contracci6n, tLunc~micnto, sum~ directa y suma. 

Sea H = (E,F) un~ m~Lroido y 7 CE. Se define la ~a~roidc que 

<.Uli:-:ui.l-:1 ::i E-T o que se rcst.=inqc a 'f corno: M ! T = (T, FCE] T)} , 

donde F !E!Tl 

Ejenplo l. 

X C7 :•:cF i. 

Consid~rc lCI ~utroidc de matriz M = (E,F,C) donde 

E 
¡- -G 11 
1 -10 Jf 

seu. e 1 el elemento i-6simo de E, entonces: 

F 

Sea T 

es decir: 

f: •• ·, (n,\, \. } \• } { } l .... _. c2 , e 3 , e 1 ,e~ , 

F(E!T) 

F (E i '!') 

(T, F(E!T)) donde 

L, (e,}, {e,)} 
l 
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~crnplo 2. Seo la gr~fica G (V,E) 

Si se define al ccnju11to ~ ~o~~ el conjunto de subgr~fic~~ de 

G que no contienen ciclo, se !:is::c la matroidc :.J = (E, F, C) 

donde: E= {a, b, e, d, 

F {·:,, {<i'r, 1 ll~, ícl, :~1:, 1=:.,b}, {a,cf, (a,d}, 

{b,c), ',b,d}, i.u,c,d}, 

e { i e}, tn,b,c}~ , 

sea T = :::a,c,a; cnt.oncPs M;T 

' = l ;" I 

y la gr~ficn ~sociadu e~ 

(T, F(E\T)) 

l ¿¡ , e · , 

donde 

' {u,c,d}.f, 
' 

como se obscrv~ se nniquil6 ih,c}=E-T, o bien se restringió a T. 
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Las propicdudes de una matroide r,Cstringida son: 

a. Si x es dependiente en t-1 y x: E T entonces e es dependiente 

en ~IJT. 

b. El rango de MIT es r(l-t!T) r (T). 

c. Los circuitos dC! M!T zon los circuitos de M contenidos en 

T. 

Sea M = (I:,F) una r.iutroidc y se<:! T~ E, se define ln rnilt.t·oidc 

contraida a T, denotada por M.T = (T,F.T) donde 

F(M.T) = {X CT\ existe una baso~~ E-Ten ~l tal que XtJ ~:~}. 

Ejemplo l. Considere 

Sea T = {a 1 }, E - T = 

la wu.troidc matriz del cjC!nplo u.ntcrior. 

lu:,.:i. 3 } y :::. 2 _T ={ta:?}, {a 1 l}. p.:i.r.:.: far-

mar F(l-1.T), se tiene que proba:: que {a 1 } v~nido a las bnscs de 

E-Tes independiente en :.1. = (E,F}. Se obscrvu que 

por tanto F(M,T) = {~, {a 1 }} es decir 

F(M,T) 
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Ejemplo 2. ConsidBrcsc l~ gr~ficu G ~ (V,E) del ejemplo de ma 

troidc gráfica untcrior. Sea. •.r = {u.,c,d}, E-'l.' = {b,e} y BE-T= 

{bl. Para. forrn.:i.r I-' (N.T), se: tiene que probar para cada subco;; 

junto de 'l' unido a ~ b} si pcrtcncc.:- o no a :e. Se observa que 

{x}cT; {::-:}1,J {b},:F implic.'.l que {x}cF(M.T) para x c::,c,d 

{x,y}cT; {x,yJ u {b}r:F implica que {x,y}c F(M.'l') p;:ira 

{x,::.•} = {a,d} o {c,d}. Pero {a,c}cT y 

{a,c}lJ {b}lF por t,;:into {a,c}~ F(M .• T). 

en resumen: 

F(H.T) = {~, {a}, {e}, {d}, {a,Ci}, fc,d}}, y la gráfica asocia-

~a a M(T, F(M.T)) es: 
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La matroidc asociada es r>l = (E,F} donde F = {l\. ~El A no contie-

ne ciclo}. Sea T = {a,b,c,d,c,f}, entonces E-T (g,h,i), 

BE-T = { t"J, h, i} • La m2 troide contraida a T es t-1 (T, F(M.T)) 

donde F(t-1.T} = {X CTI Existe una base ycE-T de l·1 tal que 

XlJ ysP}, específicarncnte 

F (t-1,T) = { 4J, {a;, {b}, {c}, {d}, {u,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}} 

cuya gráfica asociada es: 
i:l 

Sea M = (E,F) una matroidc y¡..;:_:: r(E) k entero positivo. Una 

matroide r.tk = (E,Fk) trunc.:ida n k, tiene su familia de conjun-

tos in<lepen<lient~::::; co1110 F k = { :-:: l Xt:F y 

{K, r(A) }. 
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Ejemplo l. Consider·e .la matroide de matriz !-t 

,- -
6 ]1 

, -10 r 
' J 

Sea ci el i-ésimo elemento de E, entonces 

F = fo 
l" 

{e i } , 

·.(E,E'} donde 

el rango de lü mütroidc es r (!·!) = r (E) = 2. Sea k=l, entonces 

la matroidc truncada a 

F1 
r . 
l" {et } , 

Ejer.inlo ~- Sea G = (V,E), E= {a,b,c,d,e} 

y 

cuya matroidc asociada es r-1 = (E, F), donde F = {A f. E 1 A no 

contiene ciclo 1. rango r(M) = r(E) = 3. Sea k = 2, entonces 

la m.:ttroide truncad<:i a 2 es M2 = (E 1 F 2 ) con r(t·l:::) = 2 y 

F
2 

{;. {<:il, {b), {e}, (a,bl. {a,c}, {b,cl} 
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Finalmente sean 1·1 1 = (E 1 
, F 1 

) y t·1 11 = (E", F") clos matroidcs don­

de E 1 flE" =,~,se define l.;i ~directa l·l' CD M11 = (E'UE",F) 

donde F = {AUB ! ACF 1
, BCF''}. 

Sca11 G 1 y G'' las siguientes gr~ficas 

a 

2 )-------13 
b 

entonces las matroides asociad~s respectivas son: 

:r-t 1 (E• , F • } donde E' = (a , b, e} , F ' { ,-;i , {a} , ( b} , { a, b}} 

y M. 1 = (E", F"} donde E" = {e}, F 1 {9, (e}}. 

La matroide generada por la suma directa es: 

M' e ~-1" = (E'UE", F}: E 1 UE" = {a,b,c,c} 

y F = {;i, {.::i},{b},{c},{a,b},{a,e},{b,e},{a,b,e}} 

La gráfica asociad.:i a M • e 1'1" es 

4 
e 

¡---,be---{ 3 

LLl operu.ci6n de suma do matroides se define como la anterior 

sin pedir que 8' r~ E"= r~. 
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2.4 Dualidad 

En Programación Lincnl el concepto de dualid~d cnnsistc en aso 

ciar .:i. todo problema lineal un: correspondiente problc.:~o ..:.incc::il 

dual. En el caso do matroidcs, d.J.tla una mutroidc! :·'. :o: (E,:F} 

c:·:istc una matroidc du_al dcfinid.:i. cerno :·1* _.::___lE, F*·) do1~l.lC ct\da 

base de M* es el con"tplemcntc de: u:-l.:::. de !·1 que se le dcnor.iinu 

cobas e de M, y viceversa; en es to:i tGrr.ii:to.s .la f ~mi 1 i a de sub-

conjuntos independientes de la mat:::oióc dual :>>"' se de[in0 -.-:~rr..:.i 

F* = 0: I * existe B*EB* tal que l* ~ D*l y ~k es el conjunto 

de b.:!.SCS de ''* " . Esta definición 3C justifica en e]. 

(\·Jhitney) y da ent.:rada 2. r->=opicdc:..clcs y relucioncs tales c...::ir::o 

que los circ·.iitos y rango de ~-1·.\" son los cor~espondic!"!tcs co-

ci!:~Ui.tos y i.:c=r~C:iO de 1·1 y •Jic(-.!Versd, le cuaJ. pcrr.iitc uno. m.:tni 

pulaci6n y aplicación de lar; rnutroidcs rntis amplia. 

En términos de u;-i conjunto de ve~>tores J.inc:.:i.lmcntc indcpcndieE 

tes, el concepto de mat.roidc dual se obs(?t·va en el siguiente 

ejemplo: 

Ejemplo. sea N(S,31 una ma.troide de mutriz donde 

E 
[ ¡-1 -r ¡-31 ¡- -G 1 e: J} ' ' 
¡ 1 2 l 5 ' 1 -10 J 
" - _! 

/( 1-1 1 ¡-3 1H¡-~ 1 

1 

-G ·· 1 r 1-1 - ¡-: 1} " = ; '1 1 1 lr ) 2 1 1[1_~ l 1 s 1 -1 () -Jl _- .l l -
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;,hora escoja un elemento e c. ·ap+l B + e contic­
P 

ne un único circuito en i·t. SC<l e' + e un elemento do ese cir-

cuita, el conjunto B' p = a
9

,_ 1 í'e} - {e'} es un<l base de !·1 dis­

JllOt<l de I*p Si I*p+l (!*pu B' p) + .~, entonces Ds el c.-:1so l. 

Si Ip+l - (IplJ B' p) = .;: re¡;H.:!timos este .:irgumcnto con 8' p en ltl 

gar de Bp hasta que se obtenga una base que nos lleva al caso 

1, esto ocllrrc en un número finito de iteraciones. 

E>:iste una variedad interesante de: :resultados que relacionan 

a las rnatroidcs duales entre ellas, a saber: 

a) (!-l*f'" = M 

b) Si XEE y {x}tF implica xsB* para toda B*cG* 

e) El rango de :-t* = r* (t-1*) IEI - r(M) 

que pueden interpretarse como sigue: en relación a la primera 

propiedad, podemos observar que es semejante u la de programa-

ci6n lineal, esto es el du<ll del dual es el primal, además se 

sigue de la definición de B*, pues B* =E - B pLlra toda BcS 

entonces B =E - B* y (B*>*= E - B* =B. 

En la segunda propiedad se observa que si C>:iste un elemento 

de E que Sea. dependiente entonces estar5 en todas las bases de 

l.:t matroide dual, esto se observa claramente en el ejemplo de 

la m~troidc grSfica, pues siendo e4 EE y c 4 un ciclo, entonces 

e:, esta en las dos bLises de l.:i. matroide dual. 
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e:ntonccs :•1* (E, f, *) donde 

{ ¡- -6 

l -10 ..i. 
l~ 

-10 J.· 
-6 

!1-1] ¡- -6 ]} { ¡-21 -_ll 
1 ¡ __ 2 ¡_ -10 

y F* l I * existe a~~s* tal que I* E B*}: 

En ci. cw.so cspc.=ial d0 un.3 matroidc gráfica su ro.:i.t=oide dual 

serfi una cográfica. Si ln gr~fica es conectada, sus 5rbalcs 

son las buses de !! y los cou.1·0olcs (cortes) son liJS buses de 

H*. !-lny que no::.ur qu~ rio ncccsa.i.·icu¡u.~nte es ciert:.o que un co-

ciclo es el comr_:;lcocntr;i de un ciclo y en mñtroides tampoco es 

necesario que el comµlcment:o de un circuito sea un co-circui-

to. 

Eiemulo. Sea N = (E, E) una n1utroide grtificn dond'e E = {c 1 ,e2, 

e 3 , e,.} y f:i l{w~,.:!~} 1 {e1,c~}} entonces M'JI< = (E,:3*} donde 

F 1· = -!·~,(e 2 },{e 3 }, {c 2 ,e,_i, {c3,ei.}} 
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Teoremw 6. Sc<l M = (E, F) una matroidc cuya f.:imilia de bases 

es B = {B 1 u es base de r-t} entonces B* = {E-B \ BEB} es la 

famili~ de bases de una matroide denotada por M* = (E,F*} don-

deF*={I--. existe B*cG* tal que I* e B*}. 

Demostra.ci6n. Los axiomas !·11}, t-12) y r·13} ~~on satisfechos por 

~!*, md.s aun F* f t;. puesto que ,~s-F*. sean I*p I* dos 
I p+l 

juntos en F* con p y p+l el.em1.;:ntcs rcspectiv.J..r.".cntc. 

Bp+l dos buses de M disjuntas de 

entonces se presentan dos cases: 

Caso 1. Suponga I*p+l 

respectiv<J.mente 

,. x~ 

p+l 

(I*p\J B*p) entonces Ip\J {e} es disjunto de np' entonces 

I* l.J {e}c F" y t-tl se demuc~tru. p 

con-

Caso 2. Suponga I * p+l. - (I*uB l = Q primero deseamos demos-P p . 

trar que B - (O \J I * ) p+l p p es no vacio. suponga Bp+l-(BpvI*p)==Q 

es decir Bp+l s=_ BP tJ I * P entonces se tiene li!s siguientes rela­

ciones: 

de donde 

por tanto 

( Bp+l - I * ) \J ( I • - I * ) e B p p+l p p 

(B (\ I * ) ~; { I * () I * ) E I * p+l. p p+l p p 

+ p+l < 1 B \ 1 p 

p+l<pt! 
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r.a tercera propiedad que rcluciona los rangos de un par de mi'l­

troides duales se justifica en el t.core1na 7, y podemos obtener 

los rangos para los dos ej emr.ilos untcriorcs ~ en el cj cmplo de 

matroides duales de n1atriz se tiene: 

r* (:·!~'} 

r* (M*) 

\E! r (M) 

4 - 2 = 2. 

En el ejemplo de niatroides ..::uul~s g¡:.'.'.ificas se t.icnc igu.:il;;-.~::-:.c 

r*(M*} r(M) 

4 - 2 = 2. 
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Teorema 7. La función :::ango de :un~ ma-troide de 1·1 y su dual M* 

cstan relacionadas por: 

r* (i'\) IAI T r(E - A) - r(E) i~ c E 

Demostraci6n. El r.:ingo de l\ en l-l* estti dcterrr.inndo por una ba 

se de M con un número r.iínimo de elementos en A. 

dinalidad de un conjunto independiente de M, disjunto de A, es 

r (E - r~), tal conjunto estc'.i contenido en A. El nlimero de ele­

mentos en A na contenidos en esta base es: 

!i\l + r{E - A} - r(E). 

Coralario 7. 1 r* (t-1*) IEl - r(M); r(E) = r(M} y r*(E)=r*(M*) 

si A = E entonces r (E) = ; E/ - r (E), entonces r* (I·t*) =jEj - r(M). 

Finalmente mencionaremos la relación entre las operaciones de 

rcstricci6n y contrncci6n con respecto a la dualidad, la apli­

cación de la truncaci6n a una matroide corresponde a la con­

tracci6n de su dual y viceversa es decir: 

Para algunn matroidc M = (E,F) y un subconjunto TE. E se cumple 

(t·I T) * M* .T 

(M T) * M*IT 
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CAPITULO 3 

EL ALGORITMO GLOTÓM 

Los problemas de Optimiz<Jci6n Co1nbinatorici que involucran la 

estructura d:: un.::i. matroidc, pueden ser resueltos por el enf.9_ 

que del algori t!no glot6n, desarrollado por Jack Edrnonds, y 

cuyo principio fu~damcn~al consiste en seleccionar los ele­

mentos de méiximo pc:>o d·:?l conjunto de la ntat.roide para fer-

mar una base 6ptim~. Esto hace que los algoritmos sean muy 

o2i~icntcs e ireplica que los probl~~as resueltos por este al­

goritmo sean "fácilesº 

En este capítulo s.:: an.;.liz.::. l.:i. f"crm.::i. en q:.!c el algorit:n::J glo-

t6n resuelve los problerr..:is combin.:.i.torios que tienen cstructu-

ra de: \..:nn sola r:;ntroicle. En la primera secci6n se introduce 

el concepto de orden lexicográfico, teoremas de unicidad de 

l~ base 6ptima ~ se mencionan sus aplicaciones más comunes. 

i:;n la. segundtl .;:;..; Uwti<..:l.·1.:.h..: c:l cilgvrit;no gl.ot:ún p.:i.ra m.:i.t=oidc~ 

dt..: m . .:itriccs zc. justi.:ic.:i, se discute su complejidad, se pre-

senta en seudo cddigo y se ejemplifica. En la tercera sec-

ci6n se describe el problerna dal árbol de expansi6u mínima y 

el .:i.lgoritr:10 glotón, presentando dos algoritmos con seudoc6 -

cligo, discusión de s1.1 complejidad y ejemplo para cada uno, y 

en la última sección un¿i vuriaci6n del algoritmo glot6n para 

el problem~ de duulid~U. 



3.1 El alqoritmo qlot6n para Matroidcs. 

Considere una matroide M = (E,Fl y una func;i6n de ponderaci6n 

positiva w: E ·• ID., es decir, a cada elemento e i t.:E se le asigna 

un peso no-ncgutivo w(ci) _:: O. S2 clcGca encontrar un conjunto 

independiente maximal pura el que la suma de las ponderaciones 

de sus ~lcmcn~os sea maxirna. ,\l ponderar los elementos de la 

rna troide se induce un orden lcxicogr5fico en los conjuntos 

independientes. 

Una manera de definir el orden lexicogr~fico es como sigue: 

considere, I 1 = {a1 , ... ,am} e r 2 = {b1 , ••. ,bn}' donde los ele­

mentos están listados decrecientemente según su peso, es de-

cir w(a
1

l 2:. ,.¡(a
2

) ::_ ••• ::_ w(u.m} y \-1(b
1

) ::_ ',oJ(b 2 ) ..::_ •.• ::_w(bn). Se 

dice que IJ es lexicográficamente mayor que r 2 si e.>:iste al­

g6n k tal que w(ai) = w(bi) para 1 < i < k - 1 y w{ak) > w(bk) 

o si w(ai} = w(bi) para l < i < n y m > n. Un conjunto que 

es lexicogrfificamcntc mayor que cualquier otro, es lexicoqrá-

f icamen te m5ximo. Ob\riarnente un conjunto le:-:icográficamcntc 

máximo debe ser una base y si todos los elementos ponderados 

son distintos esta base es Gnica. 

mente mSximo tiene peso máximo. 
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Teorema 3.1 (Rado Edrnonds} ~ sea F la filmilia de conjuntos i~ 

dependientes de una matiOidc, con unu. rondcr.::ici6n r!O ncgutiva 

de 10;-;. clcr..cr,tos en E entonces o:·:istc un co:i.iunto lcx.icogr.:Ífica-

ment.c rn.fi:-:ir.10 en F que tiene peso m[1:<imo. H~c'i.proc.:i.mcn.tc, si 

r-t = {E,F) es un sistcnla de subconjuntos que ::;utisf.::1cc cstn co~ 

dición entonces :.\ es un.:i mat::oidc. 

D.::r;,os t. r.::.c i6 n. Sen P la familin do conjuntos independientes de 

una matroidc cuyos elementos cst:.""1n pondcru.do~;. Sc.:l n == 

,bn} una bnsc lc:-:icogr5fican1cntc m5,:{imu y ~;c,:i I 

,am} c-.lgún otro conjunto independiente dando · ... ·(b
1

l ~ w(b2 }2:_ 

> • > w (ü } • 
m 

P,Y,_- l '="· ( bJ.' b2 I • 

l < i ~ k, lo cual contradice que B es lcxicogc5~icamcntc m6xi 

r!!~ y por tanto \.: {b } 
¡:: 

> w{a ) ... r 
dependiente de peso máximo~ 

par¿¡. todo p, y B es un conjunto i~ 

Rccíproc:i.mcnte. Suponga que M no 

es un'1. matroide, entonces puede e:-:istir un conjunto i\ E E y 

dos conjuntos m.:iximalcs I e I' de A en F donde \II < \I' \. Su-

ponga 

r l+;: si e.!: I 

1 

l 

\oJ (ci ). 1 si e. el' I 

l l 

o en otro c.:iso 

70 



Entonces I c~tá contenido en un conjunto lexicogr~ficamente 

m::i.ximo cuyo peso es menor que I • y la condición del teorema no 

se cumplo, por lo to.nto :·! es matroidc. 
11 

Como se demostró en el ~0'.)rt;!!">lt:l ur.a bus e lcxicogrS.f icamcntc 1:1á:-:J:. 

ma :10 sólo tiene peso :-:.clximo, sino que tiene elemento a elemen­

to ~~yor ronderaci6n qu0 cualquier otro conjunto independiente. 

Se dice que un conjunte E en F es óptimo en el sentido de Galc 

si puru nlgún otro conjunto !EF existe una funci6n h uno a uno, 

h: I ... B tal. que \,•(e) < •,,,¡ (h (e)) para todo I. i\SÍ, solamente 

las boscs pueden ser 6ptinas en este sentido, pues como se vi6 

en el ca.p!tulo a.ntcrio= p.:i.!:a todo conjunto independiente, sie!!! 

pre habr~ unu base que lo contenga, entonces adern5s de que 

! B! ::_ 1 I J, los clcmc:1tcs Ce B tiene m.:i.yor pondcraci6n elemento 

a elcrncnto que 3-os de I. 
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Teorema 3. 2 (Gale). Sea F la familia de conjuntos indcpcndie~ 

tes de una matroidc entonces dada una ponderaci6n de los ele­

mentos en E, c:-:istc un conjunto B que es 6ptimo en el sentido 

de Galc en F. Rcctprocaracntc, si M = (E,F) es un sistema de 

subconjuntos que s~tisfacc esta condici6n entonces M es una m~ 

troide. 

La prueba es semcjanto al del tco;:cmo. 3.1 y no se rer.roduco. 

Los teoremas anteriores son un vehículo para demostrar que una 

base lexicográficamente, maximal es de peso máximo y es 6ptimo 

en el sentido de Galc. 

Lo importante en la discusión anterior es que una base lexico­

gr~f ic<J.mcntc ma:-:imal puede ser encontrad.:i. por el algoritmo gl_e 

t6n que se describe a continuaci6n, cuya idea b~sica es: ele­

gir los elementos de la m~troidc según su peso; primero el elE: 

mento más grande, rechazando un elernento solamente si su elec­

ci6n podría destruir la independencia del conjunto de elemen­

tos elegidos. E:!. :i.:::pccto fundamental de este algoritmo es la 

prueba de la independencia para cada caso de aplicaci6n. En 

el caso de que algunos elementos tengan peso negativo, el al­

goritn\O los rechaz.:i, es decir se aplica a una matroide obteni­

da por el aniquilamiento de los elementos negativos. 
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hlgoritn'.O: Glot6n 

Prop6sito: Dado un CO!ljunto E = le 1 , ..• ,en} y una ponderación 

\·1: E ... IR tal que .,., (ei) _:: O se dc:.:;ca encontrar una base 6ptima 

de la mu.t=oidc :.! = (E,F,P.) 

DESCRIPCION 

Empezar 

r.-1ientras E 4= <;> 

sea e cE que tenga :n.rlyor pe:;o; 

E: E e 

Si I + e sF. Er!.t.onccs ! : I + e 

FIN (Mientras) 

FIN. 

Aqui lu. pregunta de Fcrtcnccer a F es constructiva y determi­

na la diferencia d~l algoritnto para cada aplicaci6n concreta. 

La propiedad ülgorítmic.:i. de mo.t""'."oic!es es su intima relación 

con el algoritmo Glo~6n, pues si primero lograrnos determinar 

que un probler.1i!. de opti:nalid.:i.d combinatoria tiene una {-?structu 

ra de una matroidc, y una funci6n ele ponderación entonces lD. 

aplicaci6n del :?..lgcri ':.:'::'.:> f"Jl0r6n npt:: imi. za el problema de la m~ 

nera m::is eficient.0 lo cuol, por un lado hncc: interesante el es 

tudio de l:i tcor.í.:.:i m.:i.tro idnl con el l\.lgoritmo Glot6n, y poi: el 

otro da una cquiv.:-:lcnci.:i entre el L"llgoritrno y las matroides. 

A continunci6n se c~ot.:i.blccc un tcorcmn de equivillencias. 
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Tcorcn1a 3. 3. Sea :·t = {E,F) un sist•.'!Tna de subconjuntos, ento.!;_ 

ces los siguientes pos~ula<los son equivalentes: 

a. l·t es rr.atroiC.e 

b. S ,_· I T - -:- ~,.... ·- 1 , 1 = r ,_,,. 
p' -p+l"" - ~'-'·· ¡.>-p· -

te e E T "'"'p+l 

zo} • 

tal c_:ue Iu(elcF 
!' 

(propiedad de rccmpla-

c. Si A es un su.bconjur-.to de E, I e ! 1 son subconjunt:.os maxi-

nales independientes de A ento:1ccs \ I \ i I' i · 

d~ El algoritmo glot6n ::-csuelve cualquier c.::i~;o de p:-oblcr.1;:!.s 

de optirnizaci6~ cor.tbinatori~ que se pueda representar por 

el sist8;;-..:i. ~-1 :::: (E,::). 

-- - ----.--·--



Entre las aplicaciones del algoritmo glot6n podemos mencionar: 

Matroide de matriz. 

En unu. r:iatroidc Ce matriz se desea encontrar un conjunto lc:-:i­

cográficümcnte r..á:-~imo de colu:¡;nv.s line<J.lrnente indcpc;-:dientcs, 

la pruc~~ de in~epcndcncia lineal, se pued~ llcv2r 2 cabo usan 

do eliminaci6n Gaussiana. 

El Srbol de exnansión ra~xima. 

En el probler:i.a de cableado ( * ) , los elementos del c<J.blcado 

son elementos de una matroide gráfica, la prueba de indepen­

dencia es equivale:lte a probar la e:r:istenci.a de un ciclo en 

un subconjunto de arcos. 

~oblema de semiacopla1ui.ento. 

Del ejemplo ( * ) / los el.e:nentos de la matriz w son elc..'Tlcntos 

de una matroide partici6n, donde los valores numGrico son sus 

respectivas ponderaciones. Agui los conjuntos independientes 

contienen a lo más un eleIT'.ento <le cada rengl6n. 

Lo mis1no ocurre en el problema de la digrfificn, sus nrcos son 

los elementos de una mutroide partición y los conjuntos inde­

pendientes son los conjunto5 de arcos donde no ha.y dos que 

terminen en el mismo nodo. 

*!?roblcmu del c.::i.pitulo I-.-
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El problema de secuenciaci6n. 

En el ejeniplo ( " ) lo:::=; t::abajos para ser procesados son los 

elementos de una ::1atroicle transversal y sUs ponderaciones son 

los valores de penalizaci5n. Esta matroide transversal tiene 

una e~tructura si::1ple y la r)rueba de independencia es parti­

cularmente fácil. 

* Un problema <le sccucnci~ci6n del capítulo l. 
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3.2 Algoritmo alot6n ~~r.a ~Q~roidcs de matrices. 

En esta. sccciún se aplicn F..:l algori i:.r.,o glotón Jl prol)lcr:•a. de 

encontrar el conj;.!:-.to r>.:'.:·:i--:-,al de col.u:.~nas l.inc.·.:llt>~!:to inC.r:-pe!!. 

dientes y de pc~o m5xi~c de u~3 ~~triz A clc ord•Jn rxn. Se 

describe cu1. ::lctn!.lc el ?ro~cdir::icnto ''.! el .'.::C'<"c~oc~'.:·..!i~~c c:ui::; lo 

resuelve, un cjc:-.plo ilustrnt.i.vo y l.:;. ,;;..:;c\.:~·.i ~·n do su cc7.1r,lc­

j id<!d ccmr ... u tnc ionz.1. 

El proLlcrr:a se describe •.:-r: .2.o :>ic;ui·~r:tc !:0!:1:-.<'1: 



fl.lgori tmo: Glotón para matrices. 

Pronósito: Este algoritr.:o va a ir formando para una matriz, 

con columnas ordenadas en forma decreciente según sus pesos, su~ 

conjuntos de columnas linealmente independientes en cada itera-

cién por medio de eli~in~ci6n gaussiana, hasta lle~ar al sub-

conjunto maxi~al de colum~as linealmente independientes y ade­

mSz de máxima ponderaci6n. 

Paso l. 

FIN. 

Descripción 

Eliminación 

1.1 Si la colu.TTina J;. es cero ir a 1. 2, de otro modo 

se escoge cualquier ent~ada diferente de cero ·en 

la columna, digamos ªik y se usa para eliminar 

los elementos diferentes de cero que están a la 

derecha, es decir se l:e resta ªi i, veces la ca"'" 
a:k 

lurnna k Ce cada columna j, j >k~~ 

Si k < n hacer k k+l y regresar a 1.1 de otro 

modo parar. 
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Justificaci6n del algorltrno. 

ESTA 
S!!UR 

TESIS 
DE LA 

tta DEBE 
81BLIOTICA 

Sean cal ,az, ... ,a_n] l.:i.s columnas de la matri:.'. ;.\, !>Upc;nga 

que la columna 5 1 es diícrc11te de cero, entonces se elige 

cualquier entruda diferente dz cero para 1•i~.·ot.car; r:-or ejem-

.:\hora se desea hacer ceros a 1-a derecha de u.il E:s 

decir necesitamos que aij - ej ªil = O para j ~ l <le donde 
ªij 

~j ªil 

Er!.tonces la pri~era i teraci6n es: 

j=2, .... ,.n. 

generando la siguiente matriz: 

con esto se ha construido los subconjuntos de cardinalidad 

dos de columnas lincalnente in<leP_endientes es. decir {a a(l}} 
l' j 

es linealmente independiente si a~ 1 l +-o y ªi2 +o entonces 

se tiene 

- {2) 
ª-) 

d - ( ( l) onae a
1

, .:i.
2 

, 

" ) s . (a; · } ; 
J -

j=3, ••• ,n; aj 

-{2) -(Z) J 
ª3 ' • • • 'ªn 

linealn1ente in1lepeudie!!. 

tes de cardinalidad 3 si 

son conjuntos 

(e) ' o aj T . 

Después de r pasos (r es el rango de la matriz) se tendr~ 

excepto por el orden la m~triz 
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~' '.-~ 1 • 

-~t.J--~ ~··' 
\;. 

,·: ., 
,-¡1:, ~- ~. 

cuyas columnas son el máximo conjunto lincalmf::ntc independie!l 

te~ 

Es interesante observar que la for.r.la en que se hace la elimi-

naci6n no permite que se elija en una iteraci6n p, el mismo 

nivel Je la iteraciGn p-l~ Adem~s aquí no se construye la 

factorizaci6n de una ran.triz en LU ni UL·, pues rl.o interesa re-

solver el sistema de ecuaciones asociado a la matriz, sino 

formar subconjuntos de coluranas linealmente independientes 

que guarden su orden para obtener la base 6ptima en cuanto a 

sus pesos, 
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Complejidad Alqorítmica. 

Este <J.lgcrit;no con·Jcrgc a la solución cr. O (mn 2 ) 

Der:l. En efc:cto, dudo que como hei:los visto s6lo se hacen r 

iteraciones donde r es ol rango d~ la matriz; J en cada itc-

ración se cfcctuan rn (n-k); K=l, ... ,r, flops {asignaciones, 
r 

sur.ias y productos) entonces en total se ti<:=ne 3 k~l (m(n-k)) 

= 3 [ mr ( n- r+l J . 
L 

Ahora bien si la matriz es de rango completo ic 

n < m entonces las operaciones a efectuar son 

3[mn(n-n+l J <mn 2 • 
-2-
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l1lgoritmo glot6n en Seudo-c6digo 

Empezar 

Leer l·l. N. l\. ( I ,J) 

K = l 

MIENTR2\S K .-: N . Hacer I 1 

r·lIENTR.i\S I ..::, !·!. Hacer 

SI A[ IK J = O, entonces 

E;npezar 

FIZ.: 

AIFA [ K] = I 

?AP...A J = r:+l, ••• , N h<J.ccr 

BETA [J] = A ¡].LFA [Kj ,J J 
A ¡].LFA [Kj K J 

PARA L = 1, ••• ,t-1 Hacer 

K K + 1 

I I + l 

FIN (SI Y Z·lIENT?...:'\S I) 

K = K + l 

FIN (MIENTRAS K) 

DIPRIMIR 
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Ejcmnlo 3.2.1 Encontrar. un S.ubconjun'ta·· rnaximat ele. peso máxi-

mo para la siguiente mntr.iz.: 

1 o 2 o 1 

o -1 -1 1 1 
;, 

3 2 8 1 4 

2 1 5 o 2 

pesos 10 9 8 4 1 

Iteración l. 

i( 1 

i = 1 

al 1 =l, alfa ill 1 

j = ' Beta w ~ o "' a¡ 1 

= 1 a 12. 0-0(1} o 

' 2 ª22 - l-0(0) = - 1 

'· 3 a3z 2-0(3) 2 

~ .:lz..:: 1-0{2) 1 

j -' ' Beta ¡ 3-~ = 2..J..J.. 2 
d 11 

l ª" 2-2(1) o 

i1: J = -1-2(0) - -1 

3 a .. 
·': 8-2(3) 2 

.¡ .:l:¡:: 5-2{2) l 

J , ' Beta =o !:!...Ll.. 
"1 1 

1 
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'· = 1 al I¡ o 

1. = 2 a21+ 1 

'· 3 a311 1 

J. 4 a1,4 o 

J 5 Beta ~ ~ 1 
a i l 

' 1 al 5 = 1-1(1) o 

2 az~ 1-1(0) 1 

1 3 "-3 5 4-1(3) 1 

1 4 a11 s 2-1 (2) o 

Al salir de la primera iteraci6n se tiene la nueva rn"atriz 

rl o o o :1 
1 

i) -1 -1 1 
A' 

1 
3 2 2 1 1 

L 2 1 1 o Oj 

donde cualquier columna J(j>l) con la columna 1 es lin ind. 

Iteración 2 

K 2 

i 1 i = 2 

u~: o' ª22 
~ º' ª: 2. = -1 Alfa m = 2 T 

i = 2 J = 3 Beta CTI = fl.u. = 1 
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1. l ª1 3 = o - (1) ( 0) o 

'· 2 ª2 3 = -i (1) (-1) = o 

3 a33 = 2 ( 1) ( 2) o 

4 ª" 1 - (1) (1) o 

J 4 Beta w a 7 i, 

a. 2 2 
1 

¡ = l a111 o - (-1) ( 0) o 

" 2 3.¿1, l ( -1.) (-l) o 

3 él3 1¡ 1 (-1) ( 2) 3 

4 ª4 4 o (-1) ( 1) 1 

J 5 Beta m ª'' 
ü2 2 

1 

l .J. 1 s o (-1) ( 0) o 

2 ª25 1 (-1) (-1) o 

3 '135 1 (-]_) (-2) 3 

4 .:i,, 5 = o - (-]_) ( 1) l 

Al salir ¿.3 la segunda iteración se tiene 1-a nueva t:iatriz: 

r i o o o O! 
i 

1 1 

- (e l 1 
o -1 o o o 

1 

,, 

L 
3 2 o 3 3 

1 

2 l o 1 ]_ J 

,-: -(!) -(2) 
donde las columnas L.?1, .:i~ y a_, ] para J 

J 
4, 5 son lineal-

mente indc~c~dicntes. 

85 



Itcraci6n 3. 

l< = 3 

i = 2 !--· i 3 ,-> 
' O?no-\ ª2 ': ~ O ?no.J a:? J = 

i 1, i 

:f O? no-1 AqUf el algori!xo r.o 

.; 5 

ª'') 
hizo ninguna or..eración. 

K = 4 

i 1 I_, i = 2 1, i 3 

' al'• O?no-1 ª21. = O?no-" a 31. 3 Al f.:? m = 3 

J = 5 Beta w= §!..U. 1 
a 3 I~ 

l 1 ªis = o - (1) (O) o 

= 2 .:125 o (1) (O) o 

= 3 a35 3 (1) (3) = o 

4 a1, 5 = 1 (1) (1) = o 

al sal.ir de la tercera itcraci6n se tiene: 

1 o o o o\ 

• ( 3) 
o -1 o o o l .~ 

3 2 o 3 :J L2 1 o 1 

el _a1goricmo terminarí~ así: 
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K 5 i = 3 r· i 4 1-> i 5 

-'- ri ?:--:.::.i-' ~ ' O?no-l ª~% ' • o = 

K 6, l~ > 5 

- (21 -a11 J fcrman el conjunto rr,a;-:i1:"1al 

ele columnas line.;i;lm.ente ir.depenc.licntes cuyo peso má:-:i::io es: 

- e • l - <" l \·l\0.1} - :-·.'(a:1. • ) + \·1(.:tt, } 10 + 9 + 4 23. 

El program.:i. e~ -:-...:.!:bo ?.J.SC2.l d"7!l prc5cntc algoritmo se encuentra 

en el apéndice ~· 
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3.3 El alqoritr::o glotón y el árbol de expansión mínima. 

uno de los probl-::mas mtis frecuentes en Optimización Combinato-

ria es el de enco:itrar la red que comunique a unil serie de no-

dos de milnCril 6~t~~a, tal es el caso del cableado tGlcfónico, 

tubería t.!·:! agua, de gas, etc. En esta sección se plantea el 

problema del 5rbol de c:.-:pansi6n mínima que representa tal si-

tu~ción, su car~=~cri2~ci6n ~~troidal y los alQOrit~os gloto-

nes de soluci6n. 

Considere G:(V,E} una gráfica 5implc y conectada, y una fun-

ci6n de ponderación sobre los elementos de E;w:E 4"R tal que 

w{ei) ;;. O el problema de encontrar el S.rbol de expansi6n de p~ 

so mf.nir.to (AEMI:;) consiste en determinar aquGl árbol T = (V,E') 

cuya f(t) sea mf.ni~a o rn5xima, donde 

[ (ti = 

La estructura Inatroidal que est~ detr§.s de la presente cues-

ti6n es la siguiente: el encontrar un ~rbol en una gráfica 

equivale a encon~rnr una base en una matroide gráfica con el 

rnis1no conjunto E de aristas. Debido a esto se sugiere la apl~ 

caci6n de '"1.l'l'orit:::os gl.otoncs apropiados, los cuales hacen uso 

del tcorc:::i. J .. 1 .'!on¿c <.l. purtir de un nodo arbi t:r:ario (vi) se-

leccion.i:!.· el .:i.::-cc d·2 "'.or:or !Jondcracf6n que salga, por ejemplo 

el arco 

dcspu6s 

(vi 1 \·j) F:!.ril 

i::- .:iñadi cndo 

iniciu.lizar el árbol con 'l' ={ 

el u.reo de menor pondcraci6n 

(vi,vj) }, y 

que salga de 

vi o v j p~ro no 1..!c lo::~ :Jos y u.si. succsivnmente se fornu el. árbol. 
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Teorema 3.t, 

pansi6n de •¡ y, sea [Y , u] el arco· c!e menor pondcr.-:i.ci6n de 

todos aquellos que s6lo tienen un e:.: tremo fin.i.l en U t. En-

tonccs cntr<::? todos los [\rbolcs de c::-:pansión que contienen to 
k 

dos los arcos en T 

tiene a [Y,t!J. 

U T. hay uno que es óptimo, el cruc con 
j~l J 

Dcmostr.:i.ción. Suponga que existe un árbol de e:-~pansi6n (U, F) 

con T c F y [Y,~ ~ F el cual t.icne WC!nor ponderación que todos 

los 5rboles de expar..s:-:6n que contienC:1 a T .Y [Y,u]. Si se 

añade el arco [Y,aj a F, se forma un único ciclo, que 

no contiene solamente nodos en U'1, porque vc:U¡ entonces GXi~­

te un arco [Y• ,u 1
] =f (Y,t!J en este ci::lo con u 1 cU¡ y '\.' 1 cV-U 1• 

Por l':.i;_:iótcsis Gr' ,u'] :· ey,aj y ne :;::crtenece u T. por ta.ntq. 

si quitamos a [jr• ,u'] ::ibtcndr12~os un nue;.ro árbol de cxpan-

sión {V,F') F' U Fu r '.:3·' ,u']}, conteniendo a T y 

13·, tU con menor pondcraci.6n o igu;:.l a (V, F) , lo cual contru­

dicc la suposici6n de que (~l, F) e:,; el de menor pondcrac16n 

que cualquier .:i.rbol que conteng2 a G~, aj :r T. 
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l\lqoritmo: Prirn (glotón) l\E!UN 

Prop6sito: Dada unn grS.fica ·G = \'/;E) y lns ponderacionE!s 

de los .J. reos, encontrar el ürbol ele c;.:pansi6n con pese :-;í.ni-

rno. 

Paso l. 

Paso 2. 

D.:?scripci6n 

I:i.icia:::- la construcción del árbol de cxpansió:. r..!.ni 

r:-.LJ. T !.ncluyendo u~ nodo arbitrario para forr:ia::: el 

conjunto de nades de T en u. 

Selcccicnar el arco (vi' vj) con menor ponde=aci6n 

de entre los arcos (vi, vk) con v 1 en T y vk fuera 

aTy,l.aU. 
J 

Paso 3. Cuando U '/ se cicne el árbol de expansi6n de peso 

r.::í'.ni.rno. 
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/\lgoritmo glot6n AEMIN en Seudoc6digo. 

Entrada: V: Un conjunto de vértices 

d .. 
lJ 

ponderaciones de los arcos [vi, vj} de E¡ 

'" 

Salida: T: El conjunto de aristas que forman el. árbol. de 

peso minirr10~ 

Empezar: 

FIN 

U: = {V¡}; T: Q; 

Para toda ve.V - {V1 } hacer: CERCA [V]: =V¡; 

?-lie:i.t~·~S U ~ V h<iccr: 

l·!IN: = ~; 

Para toda vtV - U hacer. 

Si d(V1CERCA [V]) <Mm. 

t·:IN: 

PP.OX: 

U: =U+ [PROX]; 

r:ntonces 

d(V1 CERCA [V])• 

V 

T: T + { [PROX, CERCA [PROX]}' 

Para toda ve.V - U hacer 

FIN MIENTRAS 

Si d(V, CERCA [V]) > d[V,PROX]. Entonces 

CERCA (V] = PROX, 
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Complejidad Algor.í trnica .. 

Este algoritmo resuelve correctamente el problema de árbol de 

cxpansi6n rntnima en O(n2) tiempo donde n = IVI. 

Den1ostraci6n. 

Debido a que al final del algoritmo ful = lvl = n, y, a que 

siempre se le añaden a T arcos que salen de U, entonces la 

grSfica resultante (U,T) es un árbol de expansión de G. Para 

demostrar que éste es el 6ptimo, se prueba por inducci6n so­

bre la cardinalidad del conjunto U que existe siempre un ár­

bol de expansión 6ptimo de G conteniendo el correspondiente 

conjunto T. 

Para u {V 1 } y T = ? es cierto. Se supone cierto pc"r2 

j" 1u1' l .::. j < IVI se puede observar que el árbol de e.J:¡.;:.:-:.--

si6n parcial (U ,T) es parte de un bosque { (U1'1'1} '• ••, (Uk,Tk)} 

con U¡ = u, K IV/ /ul + l y T2 - .... - Tk = 9. Por el tea-

rema (3 .. 4.) , entre todos los ~rbo1es que contienen a T, 

existe uno que es de menor ponderaci6n y que contiene a T y 

a la ~rista que sale de U, sin embargo por la hipótesis de 

inducci6n. Existe un árbol globalmente 6ptimo que contiene 

a T. Por tanto existe también un Srbol 6ptimo que contiene 

a T y a la arista que sale de U, ~l cual es exactamente.Ten 

la siguiente itcraci6n cuando !UI = j + l. 

Para el tiempo 11mitc de operaciones notamos que este algo-
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ritmo hace n-1 iteraciones puesto que una arista es a~adida 

en cada itcraci6n. L;;i. inicializaci6n hace n-1 asignaciones 

por tanto toma O(n} tiempo y., encontrar el prG:-:ir:io t.:ar:tbién re-

quiere n-k asignaciones para la k-6sima itcrG~ión, asímismo 

l.as asignaciones para el. Ll.rrt.:]"lO CERC;\ ::;en ~-:: r:i.::i.:::-v. l:! k-ésima 

iteraci6n, lo cual nos dan n2-n posibles asi.s=<aci.cn~s con lo 
¿--

que la cota del tiempo que se toma el algorit.::-.o e::; de O(n2) . 

. ,,·' 
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Ejempl.o 3. 3. l 

sea la siguiente gr.fif ica conectada 

2 8 
4 

7 6 2 

1 7 

7 
8 

3 6 
4 

V= {l., 2, 3, 4, 5, 6} 

u = { ll' T: = 9 V - { 1) {2,3,4,5,6} 

CERCA w 1, CERCA rn 1, CERCA III l, CERCA !}] = l 

CERCA [I] l, 

MIN = ~ 

o(!!,1] = 7, 7 < ~ => MIN: = 7; PROX: = 2 

o[),:(] =8 8 f 7 

oQ,1] i 7 

o@, l] ¡ 7 

o@,1] = ~ f 7 

U:= { 1) + { 2) = { 1, 2) 

T:= ., + 1(}!,l]l 
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¿D[l,l] > oQ,2]? 8 > 7 =:.. CERCA m 2 

¿o[j,1] > o[4,:[j? ~ > 8 ::;::- CERCA [}] 2 

¿o[?,1] > 0[5,2]? 00 > 2 => CERCA w 2 

¿o!Ji,(] > o[Ji,2]? '" t "· 

2a. Itcraci6n 

MIN = "", V - U = { 3, 4, 5, 6} 

D~,2] = 7, 7 < => !·1I~l = 7, PROX: = 3 

o¡},;¡] = 8 8 ~ 7 

o[},2] = 6 6 < 7 => NIN 6, PROX: = 5 

0[10.:[j - t 6 

u {1,2} ~ í5} {1,2,5} 

T = ![?,l], [},:[¡¡ 

¿o[l,2] > oQ,5]? 7 > 6 CEP.Clt ITJ 5 

¿O(}, 2] > oG,5.J? 8 > 5 CERCl'. GJ = 5 

¿o[?,;u > o@, s]? 6 } 

¿D(],2] > o[Ji,'[J? - > 5 CERCA (]] = 5 • 

3a. Tteraci.6n. 

MIN = "" V - U {J,4,6} 

o[!,8 = 6 6 < - => MIN 6; PROX: = 3 

o[l,s] = 2 2 < 7 => NIN 2 PROX: 4 

o@,8 = 7 7 f 2 

u = {l,2,5) + { 4) = {l,2,5,4} 

T {i}?,1], [?,2]l + {(j,S]J = ( [f, l]' [?,2], G, 5J l 
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¿oQ,5] > oQ,4]? 6 t -
¿o¡].'![] > o!J,fl? 2 t -
¿o[j;,5] > o[j;,4]? 7 l -
4a. Iteración 

V - U= {3,6), MIN = • 

o[},5] 

D [j;, 5] 

6, 6 -: 

7, 7 t 6 

=> 1'\IN: G; PROX: 

u = {1,2,5,4} + { 3} = {l,2,3,4,5} 

T { [), l]' G,5], Q,'>]} 

¿D (}, 5] > o[l,3]? G t -
¿o[},5] > o[},3]? 7 > 4 => CERCA []] 

5;!_. Iteraci6n 

V - u = { 6} • MIN = -
o(§,j_] = 4; 4 < -=> MIN = 4' PROX: --
u {1,2,3,4,5,6} 

T - r.2 1-, ...,, ~-, 
1l,.!t:..J.t L?1-_:1 

oQ;,3] > o(§,~ 

U= V 

FIN .. 
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El ~rbol de cxpQnsi6n m1nima es: 

2 4 

7 6 2 

1 

6 

cuyo costo es 25. 

Un prog r'11<ta de computadora con el nontbre de AEI·iIN asociatlo al. 

preGcnte algoritn10 se encuentra en el ap{!ndice C. 



Un algoritmo para encontrar el árbol de expansión mínima en: 

Algunos problemas plantean gráficas huecas, esto es que tienen 

cuando mucho (l~I) aristas, esto genera matrices huecas de or 

den (nxn) de distancias, entonces el algoritmo anterior que 

tiene que revisar por lo menos una vez cada Uistancia para ase 

gurar la entrada o exclusi6n de aristas al árbol, no es el me-

jor. 

A continuaci6n se presenta un algoritmo que resuelve este pro­

blema en o ( 1E1 lag 1v1) tiempo, el cual es asint6tican:~:::. t.:-' r:i.c-

jor que el anterior para gráficas huecas y, tamién se basa en 

el teorema 34 s6lo que aqu1 en cada i teraci6n se generan y 

crecen sirnult§.nc<:~r~cntc los corn9oneiltes que formarán el árbol. 
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Algoritmo t~EMIN 2 en scudoc6d igo. 

Entrada: Una gráfica conectada G = (V,E) y para cada arista 

[v1 ,vj] cE una distancia dij' dij=~ si [vi,vjJtE. 

Sal.ida: (V ,T) Arbol de expansión de peso míni1no de G. 

Empezar: 

T: = ') C: = {{v¡), ... ,{Un)). 

(* C:se inicializa a e como el conjunto de componentes cone~ 

t~dos de {V,T)*) 

Mientras !el + l hacer: 

~-

Para todo Sii:;C hacer MIN[i]: ....., 

Para todo [u,v)cE hacer: 

Sea Si, Sj los conjurd:.os que contienen a v y u respec­

tivarre.nte. 

Si i 4: j. Ent.onc0;s: 

S~ O[u,v] < MIN[i] Entonces 

~~ D[u,v] < MIN{jl Entonces 

MIN[i) = D[u,v]' 
CHICO[i] = [u,v]; 

MIN[J] D[v,u]; 

CHICO[J] = [u,v). 

{Chico [j]: es el arco más chico que sale de ·s1 >. 
Para todo SjcC hacer T = TU(chico [j]} 

Encontri:ir el conjunto C de componentes conectados 'de 

(V ,T) • 

FIN t-licntras 
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Ejcm~lo. Dada la misma gráfica del ejemplo anterior y la ma-

triz de distancias entre cada par de nodos: 

l 2 3 4 5 6 

l 7 8 

2 7 ro 7 8 G ,, 

3 8 7 2 

4 8 2 ro 

5 ro G 6 ro 7 

G ~ .; 00 7 ro 

E= {(l,2], fl,3}, (2,3], [2,4}, [2,Sl, [3,5], [3,6], [4,5], 

[5,6ll-

T: =9 C = { [ll, [2, J. [3], [3], [5], [61} 

s
1 

= 111, 5
2 

= [21 , - .• , 5 6 = [61 _ 

Iteraci6n l .. 

Si &C¡ MIN {i] = ~ i = 1, 2, ... ,6. 

Para .todo. [u,v] e;E\ ics1 , 2e;S 2 . 

¿O[l,21 < MIN [21? 7 < = => MIN [21 

¿O[l,21 < MIN [ l l? 7 < ro => MIN [ l 1 

¿D[l,3} < MIN [ 3]? 8 < ro => r.tIN [ 3 l = 

¿O[l,3} < L'-1IN [ 1 l? 8 t 7 

¿0[2,3} < MIN [ 31 ? 7 < 8 => MIN [31 

¿0[2,31 < MIN [ 21? 7 t 7 
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7 chiCo 

7 chico 

8 chico 

7 chico 

[ 21 [l, 2 l 

[l] = ll,~1 

[3] = [ l, 31 

[ 31 [ 2' 31 



¿0(2,4] < MIN (41? 8 < "' => MIN (4 J 8 chico ( 4 1 [ 2 '41 

¿0[2,4] < MIN ( 21? 8 t 
¿0(2,51 < MIN ( 51? G < '" =:> l·lIN ( 51 6 chico (51 r 2, si 

¿0[2,51 < !·:I :: [21? G < 7 => MIN [21 6 chico (2 J f 2, 51 

¿O f 3, 5} < !-rIN 151? 6 6 

¿D [ 3, 5) < :-1IN ( 31? 6 < 8 =? l·lIN ( 3 J 6 chico 131 ( 3' 51 

¿0[3,61 < !·!IN ( 6]? 4 < => MIN ( 6 J 4 chico (6] [ 3' 6] 

¿O { 3, 6] < !·!IN 13]? 4 < 6 => MIN ( 3] 4 chico [3] I 3, 61 

¿0(4,5] < t·1IN { 5 J? 2 < 6 => !·1IN ( 5] 2 Chico 15] [ 4 r 5] 

¿O [4, 5] < l·1IN ( 4 J? 2 < 8 => !·1IN [ 4 J 2 chico [ 4] ( 4' 5] 

¿O{S,6] < !·lIN ( 6]? 7 < 4 

¿0(5,6] < ~lIN l SI? 7 < 2 

111 - sl.cc T TU {chico [ l] ) ~ + {[1,2]) 

{2) s
2
ec T TU {chico ( 2) ) {{1,2]} + {(2,5]) 

( 3 J s 3ec T = TU {chico 1 3) ) { ( 1' 2 J ' {2,5]; + {3,6]} 

( 4 J s 4 ec T TU {chico ( 4 J ) {(1,2], (2,5], ( 3' 6 J } + 

2ncontrar el conjunto C de componentes conectadas 

e {o, 2, 4, si, ) 
(3,6)¡ 

s
1 

{1,2,4,s}, s 2 = {3,6} 

y la grSfica es: 

{(4,5]] 

3 )------------~) 52 
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Iteración 2. 

lcl ' 1 'f 

Para s
1

c:c !·!! ~j [ 1 J 

s 2 oc NI:; [2) w 

[l,2]s.i.: lr:.51, 2r;Sl 

[l,J]<E lr;Sl 3cs 2 

0(1,3] < l·lIN [11 8 < ~ => ?-lIN [l] 8 chico [ 1 J [l, 3] 

o ( 1, 3 J < :·IIN [ 21 a < => MIN [2] 8 chico [2] [ l, 3] 

[2,3]oE, 2.:s 1 , .3 SS 
2 

0(2,3] < ~·lIN [ 1 i; 7 < 8 => MIN [l] 7 chico [ 1 J [ 2' 3 J 

o [ 2' 31 < ~·1IN (21; 7 < 8 => MII.J [ 2 J 7 chico [ 2] [2,3] 

(2,4] / 2::::51, 4::5 l 

[ 2' 5 J 2::51 5::51 

[ 3 / 5] 3c52 5::51 

0[3,5] < ~·lIN [ l] 5 < 7 => MIN [ 1 J 6 chico [l] [ 3' 5 J 

D[3,5] < NIN [ 21 6 < 7 > r-tIN [2] 6 chico [ 2] [ 3' 5 J 

[3,EJ ::E 3::52, ¡; - e --2 

[4,S]<E 4!::$11 5~51 

[5,6]sE Se::Sl I 6052 

O[S,6] < :-IIN ( l]; 7 t 6 

o [ 5, G] < ~·IIN ( 2 I; 7 + G 

s 2 ce ~· { [ 1 , 2 J , [ 2, 5] , [ 3, 6] / [ 4' 5 J J +([3,5]} 

'i' [[1,2], [ 2, 5] , [ 3, 6] , [ 4 / 5] / [3,5]) 
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e 1 3, 4, s, 6}f 

lcl = l 

FIN 

El árbol de e~.:.?<:i.nsi6n "1Ír.ima que fué obtenido en 2 itcracio-

nes es: 

6 

~____,4 Q 

Teorema 

Este 5rbol encuentra co::::-rcctamentc el ~rbol de expansi6n m~ 

ni1n.:i pura unu. gz-S.ficu (V, E) y una fuuci6n de distanCÍ;:lS c:i. 

O ( 1E1 log 1V1 ) tiempo ) . Su demostración se puede ver en 

[ 8 l. 
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3.4 Variaci6n del algoritmo glotón. 

3.4.l ouulidad en el algoritmo glot6n. 

En cstu secci6n se verá una vuriantc del glot6n que ;>crmitc 

obtener la soluc.::..6n de la mi.troidc primal, y al Llisrno tie1npo 

la de la matroido dual, es decir obtiene un conjunto maximal 

de peso máximo para el primal. y otro de peso mínimo para el 

dual, bas6ndosc en las siguientes ideas: Supongc que loz ele-

mentas de E tienen una ponderaci6n y que ~ es un~ base lexico-

gr.!ificamentc m5.xirna. Entonces E - A es una cebase lexicogrSf ! 

camcntc m:í.nima, es claro que al resolver un problema de maxim! 

zaci6n para la oatroide primal también se resuelve el problema 

de minimizu.ci6n ~ara su dual, as:í. un algoritn10 glotón pura el 

primal corresponde a uno de abstención para el dual y vicever­

sa. 

Cada elemento que es descartado por el glotón es el elemento 

mgs pequeño de al menos un circuito de la matroide. 

Suponga que A = el, e 2 , •.• ,ck han sido elegidos por el glot6n_, 

pero i\ + ek+l es dependiente 1 entonces ek+l es rechazado, dado 

que A es independiente y A+ek+l es dependiente se sigue que 

ek+l forn1a un circuito con <Jlgún subconjunto de A cuyos el.eme!! 

tos yu se s.:i.bc que son rr.~yorcs que ck+l. 

similurmcntc cada elemento que es descurtado por el algoritmo 

de abstcnsi6n aplicado a lu matroide dual; ser~ el elemento m~s 

pe sudo de .:i.l 1:ienos un cocircui to de l.a matroide primal. Estas 
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relaciones duales han hecho que autores como Rosenstiehl ha­

gan las siguientes observaciones acerca de los cálculos del 

firbol de e:·:pansi6n :ntix.ima: 

'l'odo;;; los u.lgorit'-105 i.:>élr<!. calcular el .:irbol de c:-:par:sión máxi­

ma de un~ g~~fica cumplen las siguientes condiciones: 

1. ningún arco del ~rbol de e:-:pansi6n máxima es el a.reo más 

pequeño de algdn ciclo de la gráfica. 

2. Cada arco del ~=bol de expunsi6n má;..:imí.l. es el r:iás grande 

de al menos u~ cociclo de la 9ráfica. 

Basados en estos principios se fórmula una v~riante del proce­

dimiento glotón pur~ matroidcs en general, que requiere sola­

mente de la cou::;t.rucci6n dr;? circuit;oz y cocircuit:os de la ma­

troidc. 

I\ continuación se dn dos \.~ersiones del .:i.lgoritmo. 

3.4.2 Variunte del .a.lgoritmo glotón Vc.?:si6n l. 

Paso {0} Empezar: 

Sea A conjunto de elementos del conjunto 6pcimo 

Paso l. 

A 1 complemento de A 

i3 conjunt.o de elementos que no han sido elegidos 

p~ru n.i.ngur:.c de los dos con;untos. 

Sclecci6n de elementos 

1.0 Mientras D + ~ 
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1.1 Trate de encontrar un circuito de elementos en 

AUil. Si un circuito C existe, mueva el clcmen-

to illCÍS pegucño de C de O a A'. 

Si no existe un circuito, 1nucva los elementos 

que queden en B a [~ y pare. 

1.2 Tr~ce de cncont~ar un circuito tlc elementos A'UB. 

Si un cocircuito D c:-:istc, mue''ª el elemento rneis 

grande de D tlc B a A. 

ºSi ~o existe un cocircuito mueva los elc~entos 

que quedan en B a A 1 y pare. 

Antes de ver la ot=a versión, se ilustrará el algoritmo con un 

ejemplo sencillo. 

Ejemplo. Considere la grSfica 

b=S 

_-J 

f=2 

cuya matroide asociada es: r.t = (E,C, D), . donde: 

E {a, b, e, d, e, f} 

e { (<:i,bé)' (afe)' (bde) (dfc) (bcef)) 

o l (dcf), (bcd), (acf), (acle)}. 

Ahor.:i siguiendo el algoritmo se encontrará el conjunto 6ptirno 

tanto para la m.:i.croiclc µrim.:i.l como p.:i.ra su dual. 
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A' '~; B {a, b, e, d, e, f} 

l. l Sea e = (a b e ) en AUB = {ü 

acC es el más pequeño => A' 

l. 2 Sea D = {e d b} en 1\ 1 UB = {a 

eco es el m~s grande => A = 

1.1 Sea AUB = {b e d e f} y e = 

dcC es el mtis pequeño => A' 

1.2 Sea·A'UD = {a b de f}; D 

eco es el mSs grande => A 

b e d e f} 

= {al B = {b e d 

b e d e f} 

{e} B = {b d e 

{b d e}; 

= {a,d}, B = (b 

(f e d} 

{e el. B = {b f) 

l.l AUB = (be e f}; e= {be e f}; 

e f) 

f} 

e f} • 

fcC es el m.ris pequeño => A' = {a d f} => B {b} 

1.2 A'UB = {a b d f} = D; 

bcD es el mayor => A = {e b e} => B $ 

l. l AUB {e O e/ no c""i::;tc circuito y 

A= {c,b e} U{\'} = {e b e}. 

FIN 

Y la solución óptima para la matroidc primal es: A = {b e e} 

y para la matroidc dual es: A' {ad f}, cuyos pcsds m~xirno 

y mínimo respectivamente son 20 y 7 .. Y cuyas grlifiCa·s son: 
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e 

b 
l¡.-------; 

3 

2 

e 

A = Conju..""ltO independiente 

de peso rnáxirrc. 

1 2 

d 

A' Conjunto ind~_ndientt.: 

de pe$-:> mín.ll10. 

Este algoritmo se puede presentar con las operaciones de bo­

rrado y contracci6n de rnatroides pura los pasos 1.1 y 1.2, a 

continuación se da la versión 2 de la variante del algoritmo 

glot6n ·y se ilustra con el mismo ejemplo para mostrar su 

equivalencia. 
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3.•t. 3 variante del algoritmo glotón versión 2. 

O. Empezar 

A conjunto de elementos del conjunto óptimo 

A 1 Complemento de A 

B = conjunto de elementos que no hnn sido elegidos para 

ninguno de los conjuntos A 6 A'. 

l. Sclecci6n de elementos 

1.1 Trate de encontrar un circuito de elementos d0 D. 

Si existe un circuito en e, mueva el elementos rn~s p~ 

qu~ño de e de B a A'- y borre el elemento de lama­

troide. Sin no existe, mueva los elementos que que­

den de B a A y pare. 

1. 2 Trate de encontrar un r:ocircui:...o de clen\entos de B. 

Si existe un cocircuito o mueva el elemento m§s gran­

de de D a B a A y contr~iga los elementos de la ma­

troide. Si no existe un cocircuito, mueva los el.eme~ 

tos que queden de B a A' y pare. 
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Con el mismo ejemplo anterior. 

I·l (E,C;D}; E= {a,b,c,d,c,f}; C = { (a,b,c), (a,f,e}, {b,d,e} 

(b,c,c,f}}; D = {(d,c,f), (b,c,d), {a,c,f), (a,d,c)/ 

l.l Sea e (a,b,c); a es el n1cnor =:· B = {b,c,d,e,f}; ;~·={a} 

Z..1(l} = M {a}: E{b,c,d,c,f,}, C = { {b,d,c), (c,d,f)}; 

O = { (b,d,c), (c,d, f)} 

Sea O = (b,d,c), bes el mayor => B = {c,d,e,f}; A 

= M(l.). (b): E= {e,d,e,f) e= { (e,d,f) (e,d,e)) 

Sea e= {c,d,f} des el menor=> B = {c,e,f}; A' 

= t·l(Z) - {d): E {e,c,f}, C = {e,d,f) D = { (e,e), 

{b} 

{a,d} 

(e,f)}. 

Sea D = (c,f), e es el mayor=> B = {c,f}, A { b, e} 

J. 2 

= H(Jl_ Le): E B; e= (e,f). 

Sea e = {c,f) 

= M(4) - (f}; 

f es el menor => B 

E = {el; e = 9 y D 

{e}, A 1 

{el. 

Sea o = {e} => B ¿ y A= {b,e,d). 

{a,d, f} 

Como B = .;i todos los elementos han sido el.egidas y el. proceso 

termina con el resultado: 

A {b,e,d} y A' 
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CAPITULO l.J 

ACOPLAMIENTO Y TEOR!A TRArlS'/ERSAL 

un problema btisico de la Optimiza_ci6n Cor.ibinutoria es el pro­

blema de acoplamiento q\,le consiste en cnco:i.trar el número de 

parejas o acoplamientos que existen en un ~ar de conjuntos aj_s:: 

nos y cuya aplicación inmediata se encuc:i.t=a en problemas de 

asignaci6n de recursos. Est~ problcm~tic~ se enfoca desde dos 

puntos de vista equivalente; con teoría de gr~f icas y con t~o­

ría transversal, las cuales encuentran su gcncraliz~ci6n en 

teoría matroidal. En general este tipo de problemas plantean 

1.a intersección de rnatro.i.dcs y en consecue:1cia el algoritmo 

glot6n no funciona. Aunque cabe mencionar que existe al menos 

un problema de tr.:i.nsvcrsal que contempla u~1a sólo. matroide, el 

de la asignación de trabajos en una sola náquina y por tanto es 

factible resolverlo por el algoritmo glot6:-t. 

Este capitulo se desarrolla de la siguiente manera: En la pri-

mera secci6n se plantea el problema de aco?lamiento completo en 

una gr~fica bipartita, el teorema de Philip Hall y se describen 

ejemplos. En la segunda sección se discute la teoría transver­

sal y el teorema de H.:i.11 para transversales. En la tercera ses:. 

ci6n se discuten las transversales parciales. En la cuarta se~ 

ci6n se prc.scntun dos uplicaciones; cuadro~ l.:itinos y m;:i.trices 

(0,1). En la quinta sección se prcscnt.:in l.:is matroides trans-

versales y el glotón para un.:i. matroide transversal, y se ejem­

plifica con el problcmu de la secuenciaci6n en lu usignaci6n de 

trabajo, en la liltima sccci6n se definen las matroidcs y trans­

versales comunes Y ln intersección de matroides. 



4.1 El problema de acoolarniento compieto en gr~ficas bipar­

titas. 

Sea G = tV
1

,v
2

) unc:i. grti.fica bipartita donde v
1 

y\" 
2 

son conjun­

tos de vértices disjuntos,~ 0s un conjunto de arista' que une 

a un nodo de ·;¡ 
1 

con un nodo de ·.¡ 2 . Un subconjunto ..... E. ¡'\. es un 

acoplamiento si no hay dos arcos en .r~ que incidan en el mismo 

nodo. Con respecto a un acoplamiento X, un nodo j es acopla-

do o cubierto si c:-:istc un arco que i.ncidc en j, si un nodo no 

es acoplado, se dice no ncoplado o expuesto. 

un nc<:?pl;:imicnto cornpleto o máximo entre v 1 y v
2 

er. una gráfica 

bipurti ta G == (v 1 ,v 2 ) es una correspondencia biunívoca entre 

los v~rtic~s de v1 y un zubconjunto de los vertices de v2 con 

la i?ropicda.r:l. de qu~ lo:; v~rticL·...; correspondientes queden uni-

dos o bi_en, dicho de o ti.·o ntodo: dndn una gráfica bipartita eE_ 

centrar un <icoplamicnto que contenga un número máximo de arcos. 

uno de los problemas fundamentales que se plantean en una grá.-

~ica hi.partita es: ¿En qu6 condiciones existe un acoplarnien-

to máxinlO?, la respuesta a esto est.:i dada por el teorema de 

P. Hall. Motivamos esta probl.cmática a trav~s del problema n1~ 

trimoni<ll. 

considere un conjunto finito de j6venes, cada uno de los cua-

les conoce a voi:ias señoritas. ¿En qué condiciones es posible 

casar a los jóvenes de formu que cada uno se case con una señ2 

rita que conoce?. 

1) ? 



considere el caso específico de cua~ro j6vencs fh1 , h 2 , h 3 , 

h 4 } y cinco sefioritas {m1 , m2 , m3 , m4 , m5 } y que la relaci6n 

entre ellos es como la que se muestra en la siguiente tabla, 

donr1c c. 
ij 

rc~::-.:::scnta que el joven h. 
i 

conoce " la señor.ita !:'lj 

!:11 m2 m3 m4 r.:5 

hl cll cl4 cl5 

h2 c21 

h3 CJl C33 C34 

h4 C42 C44 

La reprcscnt,;i,ción gr.!i!:ica de la problcn1~tic.:i. es: 
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Una posible soluci6n sería: 

es decir es un acorla~iento completo o m~ximo acoplamiento. 

Oc aquí se dcspre~dG que una condición necesaria, para que el 

problema matrimonial tc:-iga soluci6n es que cada k jóvenes co­

nozcLl colcctivur.1cntc al ;:i.cnos k señoritas para todos los ente 

::::-os k, 1 < k < n donde ;i es número de muchachos. 

El que é5ta sea una co~dici6n necesaria se desprende dirccta­

n\ente del hecho qlle si no fuera cierta par.::. un .:•.:.injunto k de 

j6venes, entonces no se po<lr'Lau ca::-;ar a todos los j6'1..-·cncs de 

ese conjunt:o ni ~ los· ~.:·~t;i.ntc:_;. 

Esta condición ncccs.:i::-ia es snficicnte, esto último queda de­

mostrado por el tcorcr:i.01 de Bc.111, demostrado en 1935. 
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Tcorcmu 4. 1. 

(Philip Hall, 1935). Una condici6n necesaria y suf icicnte p~ 

ra la solución del problema matrimonial es que cada conjunto 

de k j6ve~cs conozca colectivamente al menos a k chicas 

l < k < n. 

Demostraci6n. La condici6n es obvi.:unentc necesaria y paru de 

mostrar la suficiencia procederemos por inducci6n sobre n 

(el número de jóvenes). 

El teorema es evidentemente cicr~o si n = l. suponga que he.:,· 

n jovenes, entonces h.:i.y doz casos a considerar: 

i) Sup6ngasc que cada k j6venes (k < n) conoce colcctivamc!! 

te al menos a %+1 señoritas (de forma que la condición es 

siempre cierta con una señorita de sobra}. Entonces tornando 

un joven cualquiera y casándolo con cualquiera de las señori­

tas que conozca, la condici6n original sigue siendo cierta p~ 

r:i los otros ~-1 jovenes. Estos n1-l jovenes pueden ser casa­

dos por inducción, comletándose así la demostración en este 

caso. 

ii) Supóngase ahora que existe un conjunto de k jovenes 

(k < m) que conocen colectivamente a k señoritas exact.:i.mcnte. 

Entonces estos k jovenes pueden ser casados por inducción qu~ 

dando aún m-k jovenes. Pero cualquier colecci6n de h de es­

tos m-k jovenes (h < n1 - k} debe conocer al menos h de las 
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señoritas restantes, de otro modo estos h jovenes mSs los k 

jovenes conocerían colectivamente menos de h + K señoritas 

en contra de lo supuesto. Por tanto la condición original 

se cumple para los m - ~ jóvenes. 

En t~rminos de yr5f icas el enunciado d~l teorema se estable-

ce de la siguiente forma: una grSf ica 

bipartita y sea ·~ {:.:), (X e V 1 ), el conjunto de aquellos v~r­

ticcs de 'l z que son adyacentes a un v8rtice al menos de X~ CE_ 

tonccs e;.:istc un acopl~miento completo entre v 1 y '-'z si y só-

lo si \x1 < '~(X} paru cada conjunto X de V. 

Corolario 4 .1. Si Ci\da joven tiene (r 2·_ 1) novias, y cada S!: 

ñori ta tiene r uovios, en t.o:iccs el problema ni.'ltrimoni~l tiene 

una solución. 

En tGrminos de grilficas el corolario es como sigue: 

Carolo.ria 4.2. Si G es una gráfica bipartita regular {de. gra 

do r) con r > O entonces G tiene un acoplamiento perfecto. 
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Ejemplo 1. Un contratista publica un anuncio en el que ofr~ 

ce cuatro puestos de trabajo: uno para albañil, otro para 

un carpintero, un tercero para un fontanero y finalmcnto otro 

para un herrero. Poco dcspu6s recibe cinco solicitudes, una 

para el trabajo de carpintero, otra para el trabajo de alba-

ñil, una tcrccr.:i para los trabajos de albañil y fontanero, y 

dos para los trabajos de fontanero y herrero. ¿Pueden que.:. 

dar cubiertos los cuatro trabajos?. 

Es posible representar la si tuaci6n antes dcscri ta a través 

de la siguiente grfifica bipartita: 

1' s 
¡, o sl 

e 52 

F \... Os3 

ll S4 

donde: 

T = {Albañil, carpintero, fontanero, herrero} 

Evidentemente los cuatro trabajos quedan cubiertos pues es 

cumplen las condiciones de Hall.. 
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EjcmElo 2. El departamento de Econom:í.a de una universidad 

cuenta con cinco profesores para cubrir siete cursos en un se 

mcstrc dado. Los cursos requeridos y las pref erencius de ca-

ª" profesor se :nuestrun en ln siguiente tabla: 

curso 

1 profesor ª1 ª2 B3 B4 ªs 86 87 

''1 si si no no no no no 
1 

A2 no no si si si no no 

1 
A3 si no si no no no no 1 

1 

A4 no no no no si si si 

'"'s no si no si no si no 

Donde los cursos son: n 1 = Historia; B2 = Economía Pol.f.tica; 

s 3 = r-1icroeconoofa; a.1 = ?-lacroeconomía; 

Matemáticas y B7 = Computaci6n. 

a
5 

Econometr:i'.:a; B = 
6 

El. problema consiste en determinar el n6rnero m5ximo de cursos 

que se pueden acender suponiendo que cada profesor sólo· 'pueda 

impartir un curso. 

La gráfica asociada es: 
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La respuesta es que dudo que se cumplen las condiciones de 

.U.:i..11 p.::ir.:i que cxist.::i un a.copl.:ir.:icnto ccr.i.plcto se_ sigue' que se 

pueden atender 5 cursos. 
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Ejemplo J. En la siguiente grSfica bipartita se puede compr~ 

bar que no e:·:istc 11coplamicnto: 

Os 

ObsGrvese que cuando se toman los nodos 1, 3, y 4 de v 1 , sólo 

se relacionan con los nodos 2, 4 de v 2 es decir: X {l, 3, 

4}. .;> (X) = { 2, 4} y 1X1 ~ 1 <H X) 1 • Por tanto no se cumplen las 

condiciones del teorema de Hall ·-implicando la ausencia de aco-

plamiento máximo. 

Para finalizar esta sección diremos que el enfoque matroidal 

del problema de acoplamiento bipartita, involucra la intcrseE 

ci6n de dos matroides y el cúa.l <;ueda formulado de la siguie~ 

te manera: 
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sea G = (V1 , A, v 2 ) una gr5fica bipartita. Sea IT1 una parti-

ci6n de A donde dos aristas cstaran en un bloque de tal partJ: 

ci6n si y s6lo si ellas son incidentes en un mismo nodo de 

Análogarr.cnte sea ~ 2 definida para los nodos de v
2

• Se'1 

rnatroidcs partición determinados 

por la partición íl 1 y Un subconjunto I ~ A es un acopla-

miento en G si y sólo si I es una inccrsecci6n de r.1
1 

y ~-1 2 o 

bien I e; F 1 n F :z • 

Ejemolo, el problema del contratista toma su caractcr ma 

troidal de la siguiente forma: 

Sea G(V1 , A, v 2 ) la gr~fica bipartita: 
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donde: 

considere las siguientes particiones 

Entonces M1 = (A, F 1 ) y r.1 2 = (A, F2 } son las matroides par­

ticiones determinados por H1 y íl 2 respectivamente, un acopli?­

micnto de G será: 
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4.2 Tcoria transversal. 

Considérc una familia de subconjuntos no necesariamente dife-

rentes U = ("1, ..• ,A0 ) de un conjunto dudo E. un subconjunto 

(:-:; f x.) de E tal que x. t:A. pnra cada j 
~ J J J 

(j = l, ... ,n} es llamado un transversal~ g. 

Un transversal consiste de elementos distintos donde cnda uno 

representa a un subconjunto de la familia U, por lo qi;.c se le 

denomina "sistena de representantes distintos" "S?.D". 

Observe que el proble:nil de la dctcrminaci6n de u:i. acopla.~_:_c!"!-

to completo en gráficas bipartitas se puede plantear cor::'..:.i un 

problema de determinar un transversal de un conjunto dado. 

Específicamente en el ejemplo del problema del matrimonio de 

la secci6n anterior tenernos que si hacemos: 

Los posibles transversales son: 
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que corresponde a tres sistemas de representantes distintos o 

t'res acoplamientos completos distintos. 

El determinar las transversales parn U = {A,, ••• ,;\ } : corres-
~ n 

pande a cncont::ur accplamicnt:.os completos o r.1.'.'.i.ximos de la gr!!. 
~ 

fica bipartita G = (J, •:i, E) donde 

J = {l, ..• ,n}, En J <."> y~ l"'!S definida como 

'S (J 1) 

En el ejemplo anterior: 

~e:jcsi, jsJ} 

[ ~ ce~ para algun. J"oJ] '"-, - l' j 

U A. 
j E:J' ) 

J' e J. 

cu~·a gráfica bipartita G = (J / i, E) 

J E 

l 

2 

3 

124 



note que con es-

ta notaci6n es más explicito los acoplamientos que se formun. 

La condici6n necesaria y suficiente para que ~; = tcngil una 

e:; .. .:. para cada j 
J 

es: 

u 
je;:J' 

1J 1 1 para toda J'c {l, ... ,n} 

o equivillentcmentc 

19 (J) 1 > \J' para toda .J'E,J. 

Lo cual queda dc~ostrado en el siguiente teorema. 
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(PhiJ.ip, Hall para transversales}. La fumilia 

u = (A
1

, •••. ,An) _de subconjuntos de E posee una transversal 

si y s6lo si: 

u ú. ¡ > \ J' ! para toda J' _s. ( 1, ... , n} 
j!:J' J 

Demostración. La condición de necesidad es trivial. Para la 

suficiencia, suponga que ¡8(J') ~ (J') paEa cada J'E [l, •. 

... , n: . En pnrticular ¡n. 1 ¡ = ¡ ~(l) 1 ( 1) 1 y ,\1 f o. 

Por lo tanto el subconjunto ,;._
1 

de U tiene una tr.::i.nsvcrsal, ha 

ciéndolo por inducción sobre m se dcr:iucstra que (,'\
1

, •.. ,1\m) 

tiene una transversa). para 1 < m < n. Suponga que para 

1 r., Ql resultado es cierto y sin pérdida de generali-

dad, cscriiJimos: E= {x 1 , .•. ,xm} (xi~ xj) donde x 1 ~A 1 , ... , 

xmEA8 , ahora qucrc~os encontrar un transversal da (A 1 , ..• , 

Si i\~+l ~ (;-:
1

, •.. , :< ) entonces CG claro qua existe un clemen­
m 

trans 

versal de t.. 1 , .. ·\2 , ... ,i\n
1
+l) ~ere si ''r:i.+l _.s. {x 1 , ... ,xm}, ente!! 

ces h~ccmos el siguiente proceso: 

2. D.:-ido Et~ lx 1 , ... ,~:n1 } denote por Jt(E J) el conjunto de 

suficiencia de lns :-:'sen· Et y forme el conjunto 

" Et+l ~ •) (Jt). 
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3. O bien Et+l ~ f:.:: 1 , •.• ,xm} en cuyo caso_ aplicamos 2 con 

t +len lugar de t, o Et+l ~ {x1 , •.. ,xm} en cuyo caso 

ze detiene el proceso. 

Observe que, dado x 1 cAi para cada j = {l, ... ,m}, se sigue que 

Et e U. J tt. = ~(Jt) = Et+l para cada t hasta que el proceso 
- Ji: t J 

se detiene. Resumiendo, dado Am+l =Ea E E1 E1···1E Et+l se 

sigue que 

Asi Et C Et+l' por ~citl~U Ea C El C E2 , ... , E {x 1 , ... ,xm} y se 

sigue que el proc2~0 debe terminar en: E0 , .•. ,Et+l donde 

et= $(Jt-l) E {:-:1'""" ,;-:m} Y Et+l = $ (Jt) .! {x1 1 ••• ,xn}. 

Dado bc$(Jt) - ~xi•··· ,xm} y b EAjt' para algGn bsJt - Jt-l" 

-Use a b para representar al conjunto Ajt en la transversal 

que se va a construir. 

El siguiente xjt ~ Et - Et-l = 
para algún jt-1 ~ Jt-l - Jt_ 2 . Use a: xjt para representar a 

Ait-l' xjt-l para representar a Ait- 2 . etc. 

~ ~ 

El siguiente xj 2 ~ E2 E1 = ~IJ 1 ) - OIJ 0 ) y xj 2 sAjl para al-

gun j 1 cJ 1 - J 0 ; ese a xj 2 para representar a Ajl" En la últi­

ma itcraci6n xj 1 ~E 1 E 0 = 3(J0 } - E0 y xj 1 e A10 para algún 

j 0cJ0 use xjl p3r~ representar a Ajo y xjO para representar a 
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Finalmente observemos que dado ;.:j E:l\j para l < j < m el con­

junto xj: jio:({.i, ... ,::;; - {j 0 , ••. ,jt}} junto con xjO e::\m+l' 

xjl io:Ai 0 , ... ,xjt ~Ajt-l y b E:Ajt nos da una transversal 

{x
1

, x
2

, ..• ,:<rn,b} de elementos diferentes de (t\
1

, ••. ,Am+l). 

Por tanto se ha exibido una transversal y se sigue por induc 

ci6n que {A1 , ••. ,An) tiene una transversal. 

1 :~ '\ 



Ejemplo 4.1: Scc;i U= (A
1

, A2 , A
3

, A
4

, l\
5

) una fClmilia de 

subconjuntos de Cx1 , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 , x 6 } (xi+ xj) donde 

A3 = {:-:1' >:3} Al { :-:1, x2' x3} A2 = { :-:2, X3, :-:5, >: G } ' 
¡\ •t = "s {x3, ., \ 

··4 •. Suponga que: 

;-:1 rcprescnt.:i '1 Al 

:-:2 representa '1 A2 

.X.3 representa a t\3 

:-: 4 representa a ".¡ 

gráficamente tenemos lo siguiente situación: 

''i -·-Xl i\ -··-~::.·: .. , 

";:, e> ., 
"2 ~· .. 

.. 2 '"2 

A3 X3 A
3

0 l\i) XJ 

A. X "'·l X4 .. 4 

"'s X5 "'se • )(5 

:<G e_x6 

El ?roblcma consiste en encontrarle un representante ~l con-

junto A5 , pero A5 E {x1 , x 2 , x 3 , x 4 }, entonces utilizando.el 

····rocedimiento de l;;i demostración del teorema 4. 2. 
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l. _sea E
0 

.=_AS:·: _E 0 ·= _{:.-:)'., X
4

}-,-_s·- C~ 1 !_ x2', ~ 3 ,- x
4

}: T o 

2. 

3. 

J 0 = {3,4}; E1 "'".1CJ()l = S¡¡3,4.ll. =·A
3

UA
4 

= (x 1 , x 3 , 

{1,2,3,4}; E 3 = ~>·cJ 2 ) = f:~({l,2,3,4}) 

(x
1

, x
2

, x
3

, x
4

, ;.:
5

, x
6

} 

2 

., \ 
~4' 

3. Cx 1 , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 , x 6 1 ~ lx1 , x 2 , x 3 , x 4 } parar en T=2. 

lo 

·\ 
b e ) (J 

2 
l - Cx1 , =·=2 ' XJ' x4) 

x2, :-:3, X ,¡ ' x
5

, \ :-:G, r •• , .... 1, 

s~a b XS' X5t:.Ai2; j2 - J2 - 3 1 

::::::· X5::1'"\2 

X:? e: Al • 

:-:.1 <El 

xl <A3 

x ... EEO 
~ 

= i\5. 

cu.:tl produce 

x2 ' 
x

3
, :-:4 } - {xs, :-: 6} 

{l,2,3,4} - {l,3,4} =2 

(l,3,4) -(3,4) = l 

X 
l x2 XJ (x4 l * xs 

l J l J ! 
/\3 Al i\5 A4 A2 

* ro se nov i6 
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¡'l xl 

"2 x2 

i\3 x3 

V l\. "4 " 
1~ -~ X, , , 

0 x6 
Un problema e o::: un que se presenta en la 1.i ter atura de opti-

mizaci6n combinatoria y gráfica es el del I!a~e!!\, el cu;;.l co~ 

sistc en: Considere un conjunto de hombres denot.Jdos por 1'\
1

, 

,'\2 , ••• ,A0 y su;::onga que cada hombre Aj conoce mj mujere!:;, don 

de j=l, •.• ,n; Se desea dct•'!r.minar el m~:-:irno de "parejas" ºº.!!! 

patiblcs suponic:ido que un mismo hombre se puede cas.~.r con v.:i 

ri~s mujeres y que lo reciproco no es cierto. 

Las condiciones para resolver este problema se encuentra en 

el teorema 4.3. 

Eiemplo: 

ner 2 esposas y :'\ 2 tres. 

u i\. ! 
j ~:J 1 J 

familia donde A·. t:!~ el ho::i. 
i -

Como se cumple 

r. V J' e {1,2} 
J -

Entonces existe X:=x1 u:-: 2 con \x1 ¡ =2 y !x2 ! =3 y x 1 =tm2 ,m 5 l, 

x
2

={n,
3

, m
4

, m5 ~· para l\
1 

y A 2 respectivamente, es decir Xi son 

las esposas del scfior A1 y x2 1.as del sefior A2 • 
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Tcorcm<l. 4. 3. Sea A1 , ••. ,An subconjuntos de un conjunto E
1 

y 

sea r
1

, ... ,rn cntcr.o~ positivos. Entonces existe un conjunto 

X el cual puede ser partir.ionado en x 1 u ... u~n con lxjl = rj y 

Xj e Aj pura cada j sí y s6lo si 

;,. i: 
j c.J 1 

r. para todo J 1 

J 
e {l, ... ,n} 

oemostraci6n .. Sea U c .... ~1' · · • '.1·~1 A2, • · · , A2, · · · , l\ , · • • , _, ... 

una familia que consiste de r, copias de Aj para 1 < j ~ n. 

Existe un conjunto X= x 1 u, .•. ,ux
0 

con lxjl rj y Xj ~Aj 

si y s6lo Si U tiene un~ transversal. 

Por el teorcm.:i de Hall esto ~:.:!c,_.:J,_.: si y s6lo si p;i,ra cad-1 
n 

s < í 
r<l 

r. 
J 

la uni6~ de los conjuntos en cualquier subfamilia 

de s ñ1·l.err'.1ros de U tiene curdinCTlidad al menos S. 

Considere una típica subfamil.ia de s miembros de u, la cual 

consistir.'.i de dig.:!~O!:: S . copias de .i\.. / donde O < S. < r. pa-

ra l .::_ j 

entonces 

querido 

< n 

í 
j e:J 1 

n J l - J J 
y í s. = s. 

i=l. J 
Si escribirnos j 1 = {j:Sj > O}, 

S. = S; y un conjunto X existe como se habia re 
J . 

si y s6lo si: 

1 U A.\ .:_ I s. p..:.r.:? todo J' e {.l, ..• ,n} y SJ. entero con O< si< rJ. 
je:J' J jEJ' J 

ri se tiene que X cx~stc si y s6lo si 

1 u 1\. \ 
j e:J 1 J 

> í r. para todo J' ~ {l, ... ,n}a 
j E:J' J 
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4.3 Transversales parciales. 

Considere una familia de subconjuntos no necesariamente dif~ 

rentes de U= CA 1 , ... ,An). 

unu transversal parcial de tamaño i de U si X~ es una trans-,, 

versal de (A1 , ... ,A_~), 1 ~ ~ n. 

Ejen1olo. Considere la famili.:i. U= {{a,b}, {n,b}, {a}J ento._!} 

ces x = {a,b} es una parcial transversal de tamafio 2 de U, 

pues x es transversal de {~a,b}, {a,b}]. 

La familia U= (A1 , ... ,An) de subconjuntos de E tiene una 

transversal parcial de tama;;.o .•. (;, ;.. 0) si y sólo si 

i u ;., 1 
j ¿J' J 

\J' ! - n + ~para todo J 1 E {l, ... ,n} 

dicho resultado se prueba en el teorema 4.4. 

Ejemplo 4.3. Considere E= {a, b, e, d, e}; U = {{a,c,e}, 

(b,d)' {b,d)' (b,d)}' se desea ver si U tiene transversales 

parciales de tam<:iño .. = 1, 2, 3, 4. Para resolver este pro-

blerna se determinan todas las uniones UA., j 1 cJ 1 para cada 
J 

cordinalidüd de J 1 y se compara \ UAj 1 \ con \ J 1 1 - n + .9..., los 

resultados se cncuen tran m los cuadros 1 y 2: 
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!J' 1 

1 

2 

3 

4 

l 
1 

2 
J 

: 1 [J' '. i 1 
' 

l 
1 

1 
1 2 1 

1 
3 ; 

i .. 
1 

2 l 

1 

2 
3 
4 1 

1 1 
1 

1 ' 3 ' 1 1 

1 
' 2 1 

3 i 
4 1 

f 

4 1 
2 
J 
4 1 

CU/\DRO 1 

J' 

( 1} 

\2) = (3j = l4) 

{ 1, 2} { 1 ' 3 } { 1 , ,¡} 

{2,3} = {2,4} l 2' 5} 

{l,2,3} {1,2,4}, 

( 2, J 1 ·1} 

11,3,4) 1 

1 
1 

{ 1, ~, 3, .¡ ! 
l 
1 

CUADRO 2 

3 
\ 

4 

!J' l-n+:: i \uA4 1 j'CJI ¡u 

- 2 i 3 6 2 3 > 
- 1 

1 

s 6 2 s > 
o s 6 2 s > 
l 5 s > 

1 

- 1 3 6 2 3 > 
o s 6 2 s > 
1 s 6 2 s > 
J s s > 

o J 6 2 J > 
1 s 6 2 s > 
2 s 6 2 5 > 
3 5 5 > 

1 3 6 2 3 > 
2 s 6 2 s > 
J 5 6 2 5 > 
4 s 
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tJ ¡\. ' j ' cJ' 
l 

{.:i e C; 

ib ' . (, . 

{a b e d e! 

~o d~ 

¡..::. b e d e) 

(b d} 

ia b e d CI 

5 

1 ;~i ¡ . ! j' !-n+•: -
- 2, 2 > - 2 
- 1, 2 > - 1 

o 2 > o 
- 2 

1 

- 1, 2 > - l 
o, 2 > o 
1, 2 1 
2 

o' 2 > o 
1, 2 ;. 1 
2' 2 = 2 
J 

1, 2 > l 
2, 2 = 2 
3, 2 t 3 



De la columna 5 del cuadro 2 se deduce que U solo tiene 

transversales parciales de tamaño l, 2 y 3, sin embargo no 

tiene transversales de tamaño 4, pues para J' = (2, 3, 4}, 

1 U A.! = 2, ~icntras que \J' \- n + l = 3 y no se cumple 
j&J' J 

la condición del teorema 4.3. 
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Teorema 4.4 

Ln familia U = {A,, ••• ,A ) de suocOÍljunta·S de E tiene unél 
~ n 

trc:insvcrsal parcial de tamüño (1, ;.. O) si y 5610 si 

1 u ,, . l 
j ;:J 1 J 

!J'j - n + •: V J 1 ~ {l, ••• ,n} 

Dcrn: Si U tiene tal transversal pnrcial., o si las condicio-

ncs dadas se CU.í.plcn, cic:.-t<!;:1.::~;-.tr.; t < n. Entonces se~ D un 

conjunto de n - ~ elcrncntcs di~juntos de E y SCél l\. 1 

J 

para cada je: {l., ... , n} • Ento:--,,_-;r-,,.::o. U tiene un.;i. ti:an.svcrsal par 

ci.;i.l de longitud i. si '.,;.' :::C.lc ::.~ la famili.a (l\.1
1

, ••• ,:\:--.') t.ici 

ne un.:i. transversal, lo ~::..:c:;l (:.::.-:.:: el tcorer.1c:. de i!.:i..11) suc~.:.!1; 

sí. y solo si 

u ,,"\ i 1 

j2:J. 
> ! J 1 V J' ~ {l, ••. ,n} 

o dado que cstL!s condiciones so:; uut.omliticamentc !:.:~!ti~:;t:cc!1.:ts 

si I' = $, si y s61n si 

1 u ,\ .• 
j E:J • J 

!J' 1 V J' =¡¡, ~, J' E_ {l, ••• ,n} 

En ocuciones lo que intcrcsu es sw.ber si un conjunto dado 

t-1 e E es una tr"1.nsvcrsal p<:trcial de l.:i fa1nilia ll = (A, ••• ,An). 

Esto sucede cuando l ( U A_.) f) t·l I > J J 1 1 + ! !-t 1 - n pnra todo 
j ¿J 1 J -

J' E {l, ... ,n}, lo cu.:i.l se demuestra en el teorctnu. 4.5. 

Ejcn1plo Sc.n E= {a,b,c,d,c}; U=--- f{ncc}, {bd}, {bd}, {bd}} v 

r-1 = {u, b, e} • ¿Es !'-1 un;:i t ransv~rs<ll parci.:i.1 de U?. 
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Obteniendo todos los conjuntos 

cardinalidad de estos con IJ 1 l 

{ ( u A.) f'\ M} y comparando la 
. J' J 

+ 1~ J - n como se observa en 

el cuadro 1, se concluye que M no es transversal parcial de 

U, pues 

A B 

'. U ;.,, . .'\ r·l \ l ¡ J' 1 + \ M ! - n cuando J = [ 1, 2, J} . 
j <=::J 1 J 

e: " 
¡, D " o l 

e D 
\J' \ \J' \+!Mi-r. J' (Lll~. l n 1 ab:} \D! > 

J -

l o (l} (a,c) 2 ; 

(2) = {3} = ( :,¡ (bí l 

2 l {l,2}={1,3}=(1,4} {a,b,c} J ' 

{2,3}={2,4}={2,5} (b) l 

J 2 {l,2,3}=(1,2,4}={1,3,4} {a,b,c} 3 t 
{2,3,4} {b} l t 
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4.4 Aplicucio~cs de transversales. 

Cuanros !atinas. 

Un rcct:lngulo li:!.tino mxn es una mat.riz M (m .. ) de: orden 
1] 

m:-:n, cu::o:::; ::::!lc::-.c::.tos son números enteros que satis:accn: 

i) 1 < m .. < n 
1] 

ii) ningún par de elamentos de cualquier fila o cc.:..·_¡~n.'.l. son 

iguales. 

n entonces e5 un cuadro latino, donde sólo 58 ccmplc ii}. 

El r-~:.!:: 1.0::-.c. qu~ se plantea es: ¿Todo rectángulo la':.ino de ar-

den mxn, rr. < n se pnede convertir en un cuadrado 2..:i:.ino?, di-

cho problcina tie:i.e soluci6n con base en t:::l siguier.':.e resulto:!.-

do: 

sea M un rectángulo latino de mxn con m < n entonces N pllcde 

ser convertido en un cuadrado latino añadiendo n-~ :ilas nuc-

vas. 

Eiemplo .. Considere el siguiente rectángulo latino: 

1 2 3 

3 2 5 

E i..1,2,.;,,4,5) 
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construya la familia u= (A1 , ••. ,An) donde Ai denota el con­

junto de elementos de E que no aparecen en la i-ésima columna 

de l·t. 

( 2 , 4 , 5) , ,;.2 (l,3,5), A
3 

(1,4,5), ¡~4 (1,2,3) 

y 

n.
5 

= ( 2 , 3 , 4) • 

Obtenga una transversal T de U y añfidala con10 tercer rcng16n 

al rectiS.ngulo 

Repitiendo el 

T2 

T3 

(4,1,5,2,3) -Jo [~ 
proceso hasta obtener 

1 

(5,3,4,1,2) 3 

-· 4 

(2,5,1,3,4) 5 

2 
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l·tatriccs (O. l). 

Las matrices (0,1) son mu1 importantes pues estas son las de 

adyacencia de una gráfica, también podemos obtener una matriz 

de ¿¡,dyacon:;iél A de orden m:-.:n de la familiu U 

E= {cl, .•• ,cnJ; donde A. l s L c. 
J 

en otro célso. El rarigo de tGrinino de A se define como el ~a-

yor número de unos de A, tal que ningún par de uno est;J:n en 

la ~isma filü o columna, entonces U tiene una transversal si 

y sólo sí el rar•':i:::i de tér.:linos de A es r, y este es el nú::-ic::-o 

de 0lcmcnto~ d2 una transversal parcial de U. 

l ' 5 l JS l z { t,J), l 2 
fj ~:~~ :-.__:_~. Sea. E {a, b e, d, e}; u { {ace}, {bd)' {bd}} 

' 
a b e d e 

. Al r 1 o 1 o l 

i 

A2 1 o 1 o 1 o 
1 A 
1 

AJ 1 o 1 o 1 o 

/ 
A4 1 o 1 o 1 o 

Aquí el rango de término de A es 3 y por tanto U tiene una 

tr~nsvcrsal parcial de ta~año 3. 

El cncontrLlr el rango de términos de una matriz (0,1) asociada 

a un.:i. .:._.1r:i.iic.:i bipartit.::i. es cquiv,-lcnte n encontrar el número 

m~xin10 de .:i.copl.:tmicntos en la grt!fica. 
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4.5 Matroidcs transversales. 

Una vez que se ha introducido el concepto de transversales y 

transversales parciales, resulta natural introducir el conccE ,., 

to de mutroidcs transversales el cual se puede mirur desde 

dos cn!:oqucs equivalentes. 

Si E es un conjunto finito no vacio y si U= (A 1 , ... ,Am) es 

una furnili~ de .z.-...:.!";conj 1..!:1tos no v<Jcios de E, entonces todas 

las transversales parciales de U pueden ser considerados con10 

los conjuntos independientes de una matroit'ic Z·1 = (E, F (U)) so-

brc E. El rango de un subconjunto X de E es igu~tl al t<lr:H1Ü:) 

del transvc::sal parcial muyor contenido en :<. 

Ej c:r:olo. Considere E = { 1, 2, 3}, U = ({ 1}, { 2, 3}}. 

Las t1:ansvcrsales parciales de tan1año l son: 

Ti= {l}, T2 = {2}, T) {3} 

Las transversales parciales de tamaño 2 son: 

' T1 [1,2), T 1 = [1,3) 
• 

que corresponde a la familia F de conjuntos independientes 

de E. 

si x. [l} o {2) o [3) o \2,3} 

r (x) 

si X [1,2) o (1,3) 
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o.tra forma de dcf inir u.na mntr0idc .~ranSvcrsal "7s a partir de 

una gráfica bipartita. 

Considere una gráfica bipartita G 

••• , An} en esta familia de subconjunt'os de E; E = ( e
1

, c
2

, •• 

. . . ·,cm} y el arco (i,j) E: ~,. si y s6lo si ej E:l\i. 

Entonces, t·t (E,F} es una matroide transversal donde F es el 

conjunto de t::ransversales parciales de u. 

~cmplo. 

A2 = {2,3} y G = (U, B, E} la siguiente gráfica bipartita, 

d:Jn()C f¡°; = { (l,l), (?. , 2) ( 2, 3} } 

La. mntroide trnnsversnl asociada a esta gráfica es: l'-l=(E,;:} 

donde 

o bien 

F {~, {l), {2}, {3), {1,2), {1,3)) 

F {T tal que T .es transversal parcial de U} 

r (" l 
si :-: = {") 6 (2) 6 {3} 6 (2,3) 

si :-: = {l ,2) 6 (1,3) 



Hasta aquí se ha visto como un tl:-ansvcrsal se puede ver canto 

un sistema de representantes distinto:::;, cono un ticopln.micnto de 

una gr.;lfica bipu:-t.itn o co:no un .conjunto independiente de una 

miltroidc. En los dos pri:-::cros c:::isos se di~cuticron lc.1s con<ll 

cienes necesarias y suf iciontcs p..:ir~ la existencia de tr~ns-

versales y acopl.:i~icnto m5ximo a trav~s del tcorc~a de liall. 

Resulta natural plantearse la siguiente prcguntn. ¿Cu.:Ílcs 

son 1.:i.s condiciones ncccs.:i::-i.J.:..-; y suficiente::; p.'."l.l'.".:t que un..:i ma-

troidc tr.:insvcrsal tenga un conjunto in<lcpcndiontc 111<.1;...:i.:il.:il 7. 

La respuesta se cncucntr~ e~ el teorema de Rndo al cuJl es 

una extensión del tcorcn,-:i. de Phil i.p lla_ll. 

Tea rcrn.:i ·1. 5. De R~i.do ( 1 9 -~ 2 l . S~i1 ~ ~ t~ 1 F) un:1 m~troicic con 

función rango r. 

conjunto de E tiene una. tr,:tnsvc:-so.l sí y s(¡lo si 

r ( U A.) 
j cJ 1 J 

~ J 1 p~r~ toda J 1 ~ ll., ... ,nl 

Con el teorema de Rudo tcncw.os la condición ncccs~ri~ y sufi-

ciente para que una filrnili.;i U de subconjuntos de E tcngn.n una 

transversal qu'C! CO!:'rcsponde a un conJunto inJ.e:¡:a::::dicnt~ mu.xi-

Si ahora el problcwa consiste en cncontrur una 

trnnsvcrsal 6ptima, entonces p.:ira los casos particulares don-

de se pl.:inte.:1 ~ solo. m.:tt.roide tr~nsvcrsu.1 se µu~dc utilizLtr 

.:llguna vwrsi6n .:ir.-rorii~tl.:i del .:ilgorit1no slotón, i:\ continu.:ici6n 

damos esta vcrsi6n. 
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Algoritmo Glotón ~ara una transversal. 

Prop6sito.- Enco:"l.trar una transversal parciü.l o total de una 

fnmilin U= (I\.
1

, .•• ti.n) de m.'.'.i.:..:imo peso, rcprcsentnda por una m_e. 

triz (0,1), cu:::::.s colu:r,nas cstan ordenados en forma dccrecien-

te según las po~~~~acio~cs de su~ columnas, y con la co~dici6n 

; . l\. f> A. 
i J Descrioci6n 

!.c~r M,N, A[I,J], W(J) 

·.·: ( ~; i J l; 

~lIENTRAS I < N ~~car J = l 

Si ~\[I,J] = l 

E.s:::~ibir [I ,J], t·l (J). 

P = P + W(J); K = I+l; L=J + !; 

~!~entras L < N hacer 

.:-\¡ ¡ I L} = o ; 

J = J + l 

(FIN SI ~· MIENTfu'S J) 

I = I + l 

FIN (t·1IENTRAS I) 

Escribir P. 

FIN 

L = r~ + l 
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Ejemplo. Considere el conjunto de tru.bajos' E= {1,2,3,4,5,6}; 

La familia u = {Ai 1 hi son los trabajos que se tienen que e~ 

(1,2), A2 = (t;), l\J = [3,5], 

n 4 = A5 = ~, A6 = (6) y los pesos w(l} = 10, w{2) = 9, w(3)=7, 

\·1(4) = 6, w($) = 4, w(6) = 2. 

Lu matriz (0,1) asociada es la siguiente: 

¡-1 1 o o o o 

1 o o o 1 o o 

1 

o o l o 1 o 
A 

1 

o o o o o o 

o o o o o o 
1 o o o o o l ¡_ 

pesos 10 9 7 6 4 2 

Siguiendo el ~lgori tr.io 

M = 6, N = 6 

p = o I = 1, J 1 

A[l,l] l fl,11, 10 

P= 10, K = 2, L = 2 

A[l,2] =O, A[l,3] = O, A[l,4] = O, J\[l,5] O, A{l,6] = U, 

J 2 

J = 1, J = ~ J = '· J = .: 

A[2,l]~l, A[2,2}~1, A[2,Jl+l, A[2,4l=l [ 2' 41 

P = 16, K = 3, J 5 

A[2,5]=0, A[2,6]=0 
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J 5 

I 3, J = 1 J = 2 J = 3 

;'\[3,l]ofl, A[3,l]'fl, ;"\[3,3] ••••• [3,3] 

P = 23, K = 4, J = 4 

A[3,4)=0, A[3,5}=0, A[3,G]=O 

I 4 J = 1 J = 2 J = J J = .¡ J = 5 

A[4,l]:fl, A(4,2!-hl, l'>.(-1,31~1, ;;,(.t,4J:fl, t~[·l,S];fl, A(•1,G]fl 

I = 5 J = 1 J = 2 J = 3 J = .¡ J = 5 ,J = 6 

1"\[5,l}:j:l, A[5,2Jfl, A[S,J]:i:l, :;{5,41,fl, 1\{5,SJ+l, 1\[5,614':1 

I '.• J = 1 J = 2 J ~ 3 J = .¡ J = 5 J = G 

.. :'..,~14=1 1\(6,2):¡:1, A[6,3J:fl, .;[6,4Jfl, Af6,5J=f-l, i\[6,ó}~l 

p [ G, G l • 

La secuencia 6ptimLl de tr~1bajos i=s: 

[1,1] a la hora. 1 el trabajo 1 con ahorro de 10 

[2, 4] a la hora 2 el trabajo .¡ con ahorro de 6 

[ 3' 31 a la hor.:i. 3 el tr.:i.bajo 3 con ahorro de 7 

[6, 6] a la hora 6 el trab.:i.jo 6 con ahorro de 2 

En total se tiene un ahorro de 25. 

Observe que con este praccdi~icnto se obtienen todns las posi 

bles transvcrs<:tles o bien p.:ircj.~s de dos subconjuntos, de p~ 

so mS.ximo. Pero es i1nportci.nte h ... tcer not.:ir que s6lo funciono 

cu.:i.ndo /\i ()Aj = '~, µucs es el cnso de una sola. mutroi.:lc. 



4.6 Matroides y transversales Comunes. 

Un transversnl cornl'.'.in se define como el conjunto de m elementos 

que pertenecen a las familias U = (Al, ••• , Am) y \·l = (B
1

, ••• , Bm) 

de sunconjuntos Ce un conjunto finito E. 

Las condiciones par.:i q"...le un par de fumili.:i.s de subconjunto de 

un conjunto tengan un transversal común se establecen en la sl 

guicnte generalización del teorema de Hall. 

Tcorcnt.:i 4. 

••• , i"\n l y \·: 

cios de E. 

Sea E un conju:"'lto finito no vacio y sean U = (,;.
1
,, 

CB 1 , ... ,Br:i) dos familius de subconjuntos no va-

Enl:onccs U y \•1 tienen un transversal comu:-. 'I. ~ !-_:.__-

lo si, p3ra todos los subconjuntos J y K de {1,2, ... ,m} 

( U A. ) f1 ( U Bk) ! > \ J \ + \ K \ - m 
j EJ ) ksK • 

La demostraci6n se omite. 

No se sabe en que condiciones existe un transversul coman pu-

ra tres familia~ ~e: s~!:'::o;;:juntos no vacios de un conjunto. 

una aplicación de transvcrs.:i.les comunes se encuentra en probl~ 

mas de horarios, donde E puede denotar el conjunto de horas en 

que deben celcbnrsc las cl~scs, los conjuntos A; dcnotiln las 

horc;is disponibles por r.1 r:-rofcsor~s e.ludes y lns conjuntos Bi d~ 

not.:i.n las horas en 1.:is que ha;:· n aulas. Entonces el descubri-

miento de una transversal común de U y \·J, permite asignar a e~ 

da profesor en .:illl.:1 clisponiblc J' a una hora conveniente pnra el. 
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Específicamente considere el siguiente: 

Ejemplo: En una escuela que tiene un horario ele 7 a 11 J\!·1. 

diario, se imparten clüscs con duruci6n de una hora. En tal 

escuela laboran tres profesores (P
1

, P
2 

y ri
3
); lo.::; c~1alcs ti~ 

nen las siguientes horas disponibles; Pi a las 7, 9, 11 hrs. 

P2 a las 7 y 8 hrs. P3 ~ las 9 n 10 hrs. cada prof~sor s6lo 

debe dar un curso. 

A1 , A2 y A
3 

a las 

las 7 y 9 el aula 

7. 

"2 

Por otro 1 ado se cucntu con tres .:iul.:is 

8 y 10 se tiene disponible el aula t~l' 

y ¿, las ll hrs. el aula l~ 3. 

.:.·.:orno asignar w. ::ada prv fesor un aula a l.:1 hora que el pueda 

d.:::r t;'J curso?. 

a 

sea E= (7, e, 9, 10, 11}, u= {Pl, P2, P3} y t·i =(Al, '"2' A3} 

donde P
1 

= (7, 9, 11), P 2 ~ (7, 8}, P
3 

= (9, 1.1) y A
1 

= (7, 8, 

1 O) , Az = ( 7, 9) y A 3 = ( 11) . 

¡::;l prol:.lC.":12. es encontrar una tr<J.nsversal común entre U y \'l. 

Una transversal común es 

La respuesta es: 

El profesor p en el .;i.ulci "1 " las 7 hrs. - 2 

El prof csor p en el .:i.ulci A2 " l.:i.s 9 hrs. - 1 

El prof csor P3 en el .:i.uln ''3 "' lns 11 hrs. 



Matroides de Transversales comunes. 

Así como a un tru.nsversal se le ,;i.socia una mat:.roidc también 

a un tru.nsvcrsal comGn se l~ asocia una mu.troidc. 

Considere un conjunto finito no vucio E 'I• ~C<l U= tA
1

, .•• ,; .. 
0

) 

y W = {B1 , ... ,B0 ) dos familias de subconjunt:.03 no vacios de E, 

entonces U y W tienen una matroide transversal comGn si y s6l0 

si paru. todo los subconjuntos J y K de [l, ... ,n: se cumple: 

r({UJ,.) 
j t:J J 

n C u Bk l l > \ J \ + 1 K 1 - n 
ksK 

Dcmostraci6n: 

Sea l·1 = (E, r) la mutroidc cuyos conjuntos independientes son 

los transversules parciales de la fumilin u, entonces U y t>: 

tienen una transversal coman si y s6lo si W tiene una truns-

versal .independiente, pero por el teorema de Rada para tn~trol:, 

des (4.5}, esto es así sí y s6lo si r{UB.) > \Kl V K{{l .•. n} 
J -

es decir la uni6n de k. cualesquiera B. contiene un transvcr­
J 

sal parcial de U de tnmafio k. 



Intersección de Matroidcs. 

una transversal común y el problema de acoplamiento en gráf i-

cas bipartitas resultan ser problemas que involucran la intc~ 

sección de matroidcs: 

Dados M1 = (E, F 1 l y M2 = (E, F2 ) dos r.i..:itroidcs sobre un mis-

mo conjur.t1.·: E, entonces M. '' M l 2 (E,F 1 '' F 2
}· es uno. intcrscc-

ción de ··:~troides, cunndo se dcscn encontrar una transversal 

com(\n. entre los conjuntos F 1 y cF 2 , se plantea la cuestión. de 

e:1~~ntrar un conjunto r¿F
1 
''r 2 

Si 1u::: clc:mcntos del conjunto E tienen asignL1.do unu. oondcra-

ció~,, entonces se puede pedir que el conjunto IcF 1 '' F2 sea 

6ptimo e:~ decir maximal y agui aparece lu intcrrog.:1nte: ¿Se 

puede usar el alsoritmo glotón?. La rcspuestLJ. dcsufort:un.:ida.-

mente es negativa. 

Ejernp-lo. Considere la gráfica G = (V, U, E) donde V={vl', v 2 }, 

4 

c 4=1 
)<'-~~~~~~~~~~-"'\'u2 
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Si se utiliza el algoritmo glot6n püra encontrar el acopla­

miento de m5ximo peso el resultado ser!n: 

e =l 
6)~~~~·-l~~~~~~~~~iS) 

Sin embargo esto no es el máximo. 

El mfiximo es: 
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CAPITULO 5 

APL! CAC l ONES DEL ALGOR l TMO GLOTÓN 

En este capítulo se describen dos aplicaciones del nlgor.Í.tmo 

glot6n rel.acionc:i.dos con el problema del árbol de c:-cpansi6n ya 

sea de peso mínimo o ra~:.;imo. Espccfficamcntc el de Síntesis 

de Redes da [lujo y el de l~ red de Stcincr. 

En la primera sccci6n se pl~ntea el problema de síntesis de 

redes de flujo, que consiste en la construcción de una reo 

"factible que minimice el costo de proveer unn unidad de capac~ 

dad de un arco que conecta dos nodos. Asimismo se presenta un 

algoritmo que como pri1ncr paso calcula el árbol de paso m<'.'.i.>:imo; 

entonces si para este paso se usa el algoritmo glot6n el algo­

ritmo resulta eficiente. 

El problema de la Red de Steiner que se discute en la segunda 

sccci6n, y que consiste en encontrar un ~rbol de ex:pnnsi6n de 

peso minimo sobre n nodos, usando s puntos auxiliares (.l.os, pu_!! 

tos de Steiner). No ha sido posible, pese a la aplicaci6n del 

algoritmo gloG6n encontrar un procedimien'to eficaz para reso_! 

verlo, pues las posibles elecciones de los puntos de Steiner 

conducen a que este problem.:i. sea de la clase i1P duro. 



Aplicaciones del qlot6n. 

5.1 Síntesis de Redes: una a?licaci6n del .:irbol de cx~ansi6n 

m~xima. 

El problema de encontrar el árbol de expansión mSxima es decir 

el Srbol de expa~si6n de peso máximo de una gráfica G = (V,E} 

conectada con pesos w .. > O asignados a cada arco [v ~-' vJ.} es 
.l.J - ... 

esencialmente el mismo que el problema de encontrar el .:irbol 

de expansión de peso mínimo descrito en el capitulo 3. Si de-

finirnos a la distancia d .. = \•1 - w .. donde W = max {w~J·) • 
.l.J .l.J ij ... 

Entonces la suma de las distancias d(t) de cualquier ~rbol de 

c:<pansi6n 'f est.:!.rá relacion.:i.do con el peso total w (t) de t por 

w (t) L (w-d .. j =<IV! - l)W - d(T). 
ijcT- l.J 

Así es inn1ediato que el árbol de cxp.:i.nsi6n mínima bujo d es el 

mismo que al m~ximo de G bajo w. 

Si G fuera desconectada, el bosque de peso máximo de G = (V,E) 

bajo ·w es la uni6n de las componentes conectadas b~jo_ d. 
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Síntesis de Redes de Fluio, 

En el problema de s1ntcsis de flujo en una red se ha encentra-

do un.:i. interesante aplicaci6n del c.1.lculo del tirbr.:_;_ e:.(! cxp<l.n-

si6n con peso m5ximo_ 

Suponga que tenernos una matriz Rnxn R = [rij] de requerimien­

tos de flujo. Se llamará una red factible si es posible indu­

cir un flujo de valor w.;J· entre los nodos i ':l j donde ·...;~J· > ::: . ... .... - iJ. 

Aquí se plantea el problema de la construcci6n de una red fac-

tible que minimice alguna función de las capacidades de los ª.E 

cos cij por ejemplo /. ªij cij donde ªij puede ser el costo 
i,j 

de proveer una unidad de capacidad de un arco entre vi, vj. 

Este es un problema de ~rvgram.:i.ci6n lineal y puede ser resuel­

to aplicando el método dual simple:< para un sistema de 2° - l 

desigualdades lineales de 1« forma: 

I C .. > rnax {riJ. l 
icS J.J ie:s 

jET 

para cada corte (S,T) de la red~ 

Sin embargo existe un procedimiento propuesto por Gornory and_Hu 

que no requiere una enumernci6n explícita de esas constantes. 

A continuaci6n se describe el proceso para la versión simplifi­

cada donde los ªij son iguales. 
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Algoritmo:. Gomory y liu 

Prop6sito: Determinar una red dC siritcsis de flujo. 

Descrioci6n 

Entrada: 

R: Una matriz de requerimientos 

v·~ Un conjt:nto de nodos 

Salida: 

S = La red de síntesis de flujos con costos constantes. 

Pu.so l. 

Paso 2. 

(Arbol de requerimiento dominante). Sea r. . el peso 
l.) 

rcpresent~ntc del arco (v.,v.) en una grfifica den no-
1 J 

dos. Encontra-I. <.::il árbol d~ uxp.:.u1si6n rn5.xirna el cual 

es el tirbol de r1:2L1nc.rimientos dominantes. 

(Dcscomposici6n del tirbol U.e requerimiento dominante). 

Deso::t . .poner el árbol de requerimiento dominnnte en una 

SUMC'l. c'IP. un árbol de r.egueJ:imiei\to uniforme mtis un pcd.e, 

zo, i'ºr medio de la resta del lirbol interior mfis pcqti~ 

ño al árbol dominante. 

Descomponer cudn .!irbol. no uniforine que quede, de la 

:~s~"l manera hasta q~c el árbol de requerimiento domina!! 

te sea c:-:prcs.:i.do como una suma U.e tirbolc::; uniformes de 

requerimientos. 
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Paso 3. (S~ntcsis del ciclo). Sintetizar cada ~rbol unifor-

me como un ciclo a trav6s de sus nodos y olgdn otro. 

Cada arco del ciclo tic~e capacidad igual a la pit~d 

del rcqucr ir.i.icnto uni for:~.c .- Suponer los ci·clos z:-asul 

tan tes pard forr:'l..:ir la red f in<-1 ~ _;1.11~h1ndo Las c.:i.p<.1.cida­

dcs en loB urcos. 

Cada arco de la red final cor~cspondc o un urce de la 

cüp~cid.:i.d rcqul..!riJ.u wn .:::.:i.,J,:i. -.?irccción. 
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Ejemplo 5. l 

Considere la siguiente ~utriz de requerimientos: 

l 2 3 •1 5 

1 ¡-o 4 9 1 3 ' 
2 4 o G 5 3 1 

1 
R 3 9 6 o 1 2 

1 

4 l. 5 1 o 7 1 

l 5 3 3 2 7 o 

cuya red asociada es la siguiente: 

Paso l. Arbol de requerimiento dominante 
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Pnso 2. 

1 

Paso 3. 

ocscompcsici6n del. árbol de requerimiento dominante 

en 1.a suma de uniformes 

2 
1 

1 1--~1~--t 3 

(Sfntcsis de la red) 

3.1. Síntesis en ciclos de cada árbol 

I 1-

~ 
~ 
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3 ,,, 
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,. 
1 ... 
1-
' L 



Superposici6n·de los ciclos ·resultantes 

J 3 

31; 

Red final. 

como cada arco final corresponde u un arco de la capaCidad re-

querida en cada direcci6n se tiene la red final. 
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Justificaci6n del algoritmo. 

Para justificar el algoritmo, primero probaremos que la red es 

factible y luego que es 6ptima. 

La red resultante es factible, pues como en cada nodo se tiene 

que flujo ··¡11e ent:r.:i. es :igual al que sale ontonccs se puede in-

ducir un flujo\: .. mayor o igual al que requiere el nodo (j) .·. 
iJ 

· .. , - ~-
;:. J --

r ij sier.iprc y cuando la~-; capacidc:idcs de los arcos lo peE 

mi tan i. e., \' C. . > ma:-: ( r 'J.}. 
l. .l.J - "'"' 

Al1ora bien la red es 6ptima pues para alguna red factible .:,·_;! 

cumple que: 

i=l,2, .•. ,n 

Esto es la suma de las capacidades de los arcos incidentes que 

entran en algó.n r:.odo C.i) debe ser al tncnos tan grande como . el. 

mSx:imo. del flujo de requerimientos de i. 

Aun sí la desigualdad se sutisf.:i.cc:_ con igualdad puro. la -red 

sintetizada po~ el algoritmo.~. la red es óptima. 

160 



5.2 El problema de la red Stciner*. 

Los.puntos de Steincr. 

Una aplicaci6n intcrcs'antc del tirbol de c:-:p.::insi6n mínima se en-

cuentra en el problema de Stcincr el cual consista en encontrar 

un 6rbol de longitud minim~ que una n puntos en el plano, con 

la ayuda de otros S puntos (los puntos de Steincr) . Este pro-

blema se plantc6 y rcsolvi6 para 3 puntos de la siguiente ~l~~e-

ril: 

Cons.idc!:-n que tres .:!.ldcas h, B y C han de ser unidas por un si.:! 

tema d<:: carrcter.:i.s de longitud tota.l n1:i.nima. 

En té .. -:-1inos natem5ticos el problema ~qi1:ival0 a que C2C~s tres 

puntos en el plu.no, ~\, B y C se pide un cuurto punto P tal que 

la suma u + b + e sea mrnirnu, donde.~ n., b y e son las distancias 

del punto P a l\, B y e rcspectivam·-::nte. 

La so].1.:ci6n del problema es la siguiente: 

¡, B C todos los ungulos sr.n ·"'"nares que 120(1, P es el punto des 

de el C'-".al cada ·<Jno de Jos C.i:~s lados AB, BC ·y cr .. subtiende un 

d.ngulo de ABC. Ahora bien si un ángulo de ABC, por ejemplo e 

es igual o mayor que 120(1 el punto P coincide con el v6rt~ce c. 

* Nuscheroni Jacob Stcincr (1796-1863) proí. de geometría en la 

Univcrsidud de Bcrlin. 
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Demos traci6n: 

Existen dos posibilidades: P coincide con uno de los vértices 

o P es distinto de ellos. En el pri~cr c~so es evidente que P 

debe ser el vértice de mayor tingulo de /\OC, sen el C, puesto 

que la suma Ci\ + CB es menor gue cualesquiera otra suma de los 

otros dos lados del triangulo ABC (ver figura) 

~" 
e 

CA + CB < Ci\ + AB y CA + CB < CB + A.E 

En el segundo caso sea K una circunferencia de radio e y cen-

tro e entonces si P.es un punto de K, tal que PA + PB es míni­

mo y si A y B son exteriores a K PA y PB deben formar ángulos 

iuales con el radio PC, pu<;sto qu~ los <'.i.ngulo.s. de PI\ y PB con 

respecto a l.:i tangente son iguales, y.:i que la distancia más 

corta de A a B pasando por P (P est5 en la tangente al c{rculo) 

es aquGlla donde. PA y PB con respecto a la tangente forma ~ngu­

los iguales (de incidencia y reflexión) observe las figuras: 
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Dado que e~ mismo razonamiento se aplica a la posición de P y 

al círculo de radio a y centro A, entonces los Cíngulos forma­

dos por Pt'\., PB y PC son igun.les, es decir de 120º. Aquí. se 

ha. supuesto que A y l3 son ext~r ioi:t..~s a !{, si al menos A se e_!! 

contra.ra e:1 K o fuera i11t:.erior, y dado que P no coincide con 

1\ o B tendr!arnos a + b _:: AD, pero AC < e ya que A ne es ex­

terior a K de donde resulta: 

a + b + e > AB +· AC 

lo que significa que s6lo obtendrf.amos la n\isma suma de dis..'.: 

tancias si P coincide- con A y por tanto A y B 'son exteriores. 

Result.:i muy dificil la gcnernlizaci6n de estas ideas para -m~s 

de tres puntos. 

1 GJ 
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La red de Stcincr. Un problema matroidal. 

Sin embargo un problema un poco más fácil y que basado en los 

puntos de Steincr es el de la red de Stcincr, el cual consis-

te en enco~trar el ~rbol de peso mínimo que una a n nodos, en· 

c:ia g:::-5fica de (!"'.+s) nodos, dicho ~rbol puede o no incluir 

algunos de los s nodos. El problema de la red de Steiner ti~ 

ne intcrprctaci6n matroidal: 

sea T un 5.rbol de expansión para los n nodos específicos, en-

tonces el problema se puede formular corno sigue: 

En lu matroide gr<lf.lc.:i de la red encontrar un conjunto inc..l...!-

pendiente I de peso mínimo tal que S {T) e S (I), es decir; dada 
p - p 

u~a gr5fica con n nodos y un árbol T de ella de peso mínimo, 

pode~os encontrar un árbol. T' con nodos y· puntos de Steiner, 

el cual siempre será menor. 

Antes de ver como se puede resolver este problema se verá un 

resul.ta.do qu.c dice cual es el nUmero máximo de puntos de Ste.!'. 

ner de una gráfica de n nodos. 

Suponga que las longitudes de los arcos a .. de una red 
:LJ 

satisfacen unil métrica, es· decir son no negativos y cumplen 

con 

V i,j,k. 



Demostraci6n. 

Sea p el nGmcro de puntos de Steiner en un ~rbol mínimo. Sea 

x la mcdiu. del ~úmcro de arcos del ilrbol incidentes en los 

puntos de Stci~e= y sea Y la media del nGncro de arcos del fir 

bol incidente e~ los n puntos. 

bol es: 

n+p-1 

Ei número de arcos en el ár-

PX + ny 

2 

pero debido a .!..a condíci6n de métríca, :{ .::_ 3, pues si x = O 

el punto de Stei:i.er no estti en el árbol, si x = 1 no conecta-

rf:: ni siquier~ dos nodos, y si x = 2 por la condición de mé-

trica no tendr!a sentido ese punt:o pues ªij .5_ ªij + ªkj sien­

do k el punto :!e Stetncr; adcn1:js 1 y 2. lJ A;Sto es ui.Jv.io pues 

los nodos tiener. que estar conectados, por tanto n+p-1 > 

de donde p ~ n - 2. 

La resolución de la red de Steiner hace uso de algoritmos que 

desufortunu.dame:-.te son NP_. En el presente trabajo se presen-

ta un algoriL~o que resulta polinomial en n y exponencial en 

s. su dnscripci6n se hace paralelamente con su ilustración 

sobre un ejemplo. 

Considere l.:i gr5.:ica de la figur.:1· donde se dese.:i. uni-i.- los 

puntos 1, 2 y 3 por un tirbol..., de expansión mtnin1a que puede 

us~r los puntos de Steincr 4, 5, 6 y 7. 
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Algoritmo oara la red de St.einer. 

Paso l. Cálculo de la ruta m5s corta. 

Si los arcos pesados no satisfacen las condiciones 

m6tricas, calcular la ruta m5s corta entre todos los 

pr:i.res de nodos, y replur.tee los arcos pesados con las 

longitudes de las rutas más cortas añadiendo los ar-

cos e:: la red donde sea necesario: 

Para este paso construimos la matriz de distancias 

l 2 3 4 5 6 7 

l ,-ro 6 5 l 3. w ro 
2 ! 6 w ~ w 2 3 00 

3 5 5 w 2 

.¡ 1 5 2 w 1 

5 3 2 2 w 4 

6 3 w w 00 w 4 

7 ,_ '" 2 1 4 4 w 
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1 ¡, 1 (1,2,3, 7) (1,2) 5 9 
(1, 3) 4 
(1, 7) 2 5 2 
(2,3) 7 
(2, 7) 5 o (3, 7) 2 7 

P21SO 3. Seleccionar el árbol de mínimo peso, y transf6rmelo 

dentro del árbol de la red original es decir reempla-

zar cada arco del ~rbol de cxpnnsi6n con los arcos de 

la ruta más corta entre los nodos en cuestión. 

El árbol de peso mínimo fue el que contiene los no-

dos ( 1 , 2, 3, ·l) : 

l 
1 

4 

2 

transforrn~ndolo en la red original y tornando las ru-

tas m~s cortas se tiene: 

3 

1 
2 

1 
5 

2 
2 7 

lGB 



y con el ulgori tmo de l_a cascada por eje::'.plo encontr!! 

mos le matriz de rutas m~s cortas antre ?ar de nodos. 

Paso 2. Ctilculo del árbol de c;.:pansi6n mínima. 

P¿ira cada posible subconjunto de n-2 o r;-.,;;:;.os puntos 

de Steiner resuelva ·~l ti.rbol de c:·:pansi6:--. :nínima. 

En nuestro ejemplo habr.ti ( 1r)) + { ~) ~rbols3 de c;·:p.:i.n-

si6n r.iínirna. 

cantidad de r-•--1os distancias árl::ol Peso 
puntos de e..'1 el entre los 

Steiner árl::nl n'Xlos 

o (1,2, 3) (1,2) 5 &~' 9 
(l, 3) 4 
(3,2) 7 

l {1,2,3,4) (1, ? ) ~ 

0.,_~ 
8 

(1, 3) 4 
(1, 4) l 
(2' 3) 7 . 4 
(2,4) -· 4 G;:..-(3,4) 3 

l (1,2,3,5) (l,2) 5 4 9 
(1,3) 4 
(1,5) 3 
(2,3) 7 
(2,5) 2 
(3,5) 5 

l (1, 2, 3, G) (1,2) 5 12 
(1,3) 4 
(l ,G) 6 
(2,3) ~ 7 
(2,6) 3 
(3,6) 6 
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Complejidad. 

Este algoritmo requiere la soluci6n de un problema de árbol 

de expansión mínima sobre no m~s que 2n - 2 nodos para cada 

cr cambio de puntos de Steincr, donde: 

n-2 
o I 

i=O 

y de aqui se sigue que la complejidad computacional est~ aco­

tada por O{n 2 , 2 5
) el cual es polinomial en n, pero exponen-

cial en s y esto sin contar con que el.c~lculo de la ruta más 

corta del paso uno es de O(n+s) 3 

Por tanto este problema est.'.'.i. dentro de la clase NP. 
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CAPITULO 6 

e o N e L u s 1 o N E s 

E.l proble::;a de optiraiz.::i.ci6n combinatoria ha sido analiz.:i.do tn~ 

to en su estructura como su factibilidad de aplicación a ?rb-

bleoas típicos de la Invcstig~ci6n de Operaciones. Cor:i.o con.se 

cucnci.:i de este élná'.lisis se han revisado conceptos ta;. in~:-•a:.·· 

tantes co::io la cor.1plejidad algorítmica y se ha iden·.:.i.!:i..:.:.::.d::...• 

una clase de problcoas de opti~izaci6n combinatoria que accp-

tan un a~5lisis te6rico por medio del concepto de r:i.atroide in-

traducido por \'2hitney y popularizado en la íllti!na década.· 

El. concept:o de matroidc y sus implicaciones en la opti:ni.z,'!ci.Qn 

combinatoria cstdn resumidos en el denominado algoritr.i.o glot6n 

cuya sirr.plicidad de aplicación a una variedad de problemas 

prácticos es cada vez más conocida. Esta simplicidad evita el 

fantasma de lu corr.plcjid.:id computacional y cada di.a alienta la 

identificación de problemas combinatorios prácticos que pueden 

Ser resueltos b.:ijo este esquema. 

Un aspecto importante del enfoque rnatroidal seguido en este 

trab.:tjo respecto .:t la optimización combinatoria es' la unificu:­

ci6n de conceptos de campos tales como el álgebra lineal.y la 

tcoria de gráfic.:is y su correspondiente aplicación en proble­

mas de Investigación tic Opcrnciones. 



Los problemas "difíciles" que corresponden a aquéllos que tie­

nen algoritmo NP como son, El ngcntc viajero, satisfacci6n rno­

chila y todos los equivalentes en el sentido computacional, 

tienen una estructura guc corresponde a la intersección de tres 

matroidcs, la cu~l no ha sido resuelta. Este es un problema 

que queda abierto, y en la medida en que la teoría matroidal 

como computación avancen se tendr~n mayores posibilidades de 

canalizarlo y ·resolverlo. 

Adcm~s de las aplicaciones que se presentaron en este trabajo 

existen otros campos donde la teoría natroidal es aplicable, 

como por ejemplo en redes e16ctricas con el lema de co1orea­

miento de arcos y las relaciones entre circuitos y cocircui­

tos de una matroide y su ¿ual. 

También existen estructuras combinatorias y geométricas que r~ 

sultan ser variaciones de matroidas, entre los que podemos me~ 

cionar a las matroides orientadas cuyas aplicaciones se' tienen 

en Programaci6n Lineal ver [11]. 

Finalmente, me parece que estas estructuras son muy ricas y es 

importante· seguir incursionando en esta teorra, pues sus apli­

c'aciones en la matem5.tica aplicada son relevantes. 
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f\, CONCEPTOS BÁS 1 COS DE GRÁF 1 CAS, 

Una gráficn G es un par ordenado de conjuntos (V.E), donde 

V= {v1 , ... ,v
0

) es un conjunto no vacio de clcmen~os llamados 

vértices 2 ~ '.:' E es unu familia f ini tu ele par.;:::; no orden~ 

dos de elementos de \ 1 , ll<;l.mu<Jos ilrist·ns que se den? ta. «' v ) • i I j • 

Una gr<.lficu G SE;: dice simple si E es solo un subconJunto <le 

pares no orde~ados de v. 

Una digr5fica (6 gr5fica orientada o red) es un par ordenado 

de conjuntos (V,;;} , donde V es ur. conjunto no vacio de elcmcn 

tos llamados vértices o nodos y .?\. es un.-:i familia finita de p~ 

~es ordenados de elementos de V, llamados arcos o a:~stas 

nricntadas o di-nristas, donde (v. ' ·1.r.) 
l J 

Se dice 

que dos vfrticcs \. y h' de unu gr.:lfic.:'.!. son adyacentes si la gr.§. 

fica contiene una Qrista que los une, ~· se dicb que dicha nris 

ta es incidente en los v~rticcs. 

Se dice que dos aristas diferentes de G son adyacentes si tie 

nen, al menos, un vértice en común. 

El _2Eado de un vértice \r de G es igual al nú1nero de aristas 

que inciden en v. Un vértice ai~lado es un vértice de grado 

cero. Un v6rticc extremo o tcrminnl tiene grado uno. 

La matriz d.:! adv.:tcencia u.soci.:ida u unu. gráfica G con el conju.!! 

to de vGrticcs: [a .. 1 de orden 
i) 

nxn donde ªij es el número de aristas que unen a ui:i p.:ir de 



v~rticcs adyacentes. La suma de los elementos de cada fila o 

columna es igual al grado del vórtice correspondiente. 

La matriz de incidencia asociadu. a una gráfica G con el conj'-l.!! 

to de •Jér.ticcs: {v
1

, ..• ,'Jn} y el conjunto o familia de Llristas 

[b .. ] de orden mxn donde b .. = l 
1] 1] 

si el vértice vJ. y la arista e. son incidentes y b .. = O en 
i iJ 

otro caso. 

Una gráfica comolcta es unü gráfica simple donde cualquier par 

de v6rtices son adyacentes. 

U!1a qr,~_:'.:ica regular es ur.a gráfica donde todos sus vértices 

tienen el mismo grudo. 

un.:i. qráfica bioarttta (J'S agucll~ donclc: el conjunto de vérLices· 

puede ser part.:icionc:?do en dos !:iubconjuntos v
1 

y v 2 tal que ca­

da arist.a tiene un e>:t:rcmo en v 1 ;· et.ro en v 2 , tal. partici6n 

(V 
1

, V;¿) es 11.amada una bipar'tici6n de la grtifica. 

Lct t..i:a.v~.:=tori.::. ~ 2!lE. rirtifi ca .Q e:-; un°": sucesión de aristas ad-

yacentes sin repetición que une un par de vértices {vi, vj). 

El circuito de ~ gráfica es una trayectoria donde el Vértice 

o nodo inicial coincide con el nodo final y tiene una sola 

arista. 

Trayectoria Eulcriana EE: ~ qr5fi~ Q es una trayectoria cerra 

da que inclu~{c a toc14ls l.:is u.ristas de G. 



Circuito Ilamiltoncano .Q!:: ~ gr:Jfica, es una trayectoria cerr~ 

da que pasa exactamente una vez a través de cnda vértice de G. 

Un bosque es una gr~fica que no contiene circuito. 

es un bosque conexo. 

Un árbol 

Teorema. Sea T una grSfica con n v6rticcs. Los siguientes 

enunciados referentes a T son equivalentes. 

·a) Tes un árbol 

b) T no contiene circuitcs, y posee n-1 aristas 

e) T es conexo, y tiene n-1 aristas 

d) Cada par de · . .rértices de T es tan conectados por t.1n::i única 

trayectoria. 

e) T no contiene ningún circuito, pero 1.a adici6n de Ct.:.:!l-­

qtticr nueva ?J.rista crea cx.actarr.ente uno. 
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B, EL PROBLEMA DE SAT!SFACCION, 

Dado un conjurito X = {x
1

, •.• ,xn} d_e v.::iriablcs booleanas y una 

expresión boolena de lu forma 

donde cada 'cláusula' ci (i=l, .•. ,m) es una expresión de la 

forma: 

ci =·u. vu. v, ... ,vu. 
)l )2 Jk(i) 

y donde cada uj e~ una de las variables de X. El problema con 

siste en determinar si existen v~lores de las varia~les Y.k 

k=l, .. ~,n tales que E= l. 

Ejemplos. Se.n (x
1 

V x 2 V X
3

) 1\ {X.
1 

V x
2

lA (x3 ). La respuesta es 

verdadera cuand~ x 1 O 6 l y x 2 = 1, x 3 = 1 pues, E = l.. 

i•1icntr<J.s que para E 

La respuesta es falsa pues E = O. 
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P R O G R A M A S 

lin estos itpGndiccs se mucstrnn tres programas de computa<lorn, 

corrcspon<li.cntcs al algoritmo glotón que resuelven algunos pr~ 

blcmns cspccrficos <le optimi:3ci6n combinatoria tratados en el 

presente trabajo. Los programas cstan escritos en Pascal, 

se corrieron en la vcrsi6n turbo Pascal-vcrsi6n 3, de una 

microcomputa<lora Printaform. 

y 

Los programas fueron escritos por Irene S6nchc= Gucvara .en la 

Sccci6n de Invcstigaci6n <le Operaciones de la Divisi6n de Es­

tt1~lío~ de Po~gra<lo de la Facultad de Ingeniería, UNi\,\I, en di­

ciembre de 1987. 
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NOMElRE: GLOMAT 

NOMBRE DEL ARCHIVO: GLOMAT 
• J-

F'RCJPOS r TO: Ot.or ... UN(, r-1ATH I z CON COLUMNAS ORDENAt>AS EN FORt-tA "* )­
O~CREC I ENTE SEGUN SU PESO, ESTE PRDGRf\Mf., ENCIJEN ,..J­
Tf~1". EL SUE.:CON,IUMTO PE COLUMl'lAS LINEALMENTE INDE :;;-; 
PEMDIEl'ITES Y DE PC::SO MAXIMO, POR MEDIO DE ELIMI *l­
t,.J/..,CJOtl Ul\LISSif\NI\. *} 

·- C******* .. *******~~····*•1••4~~5~A(M~~~~~~~~*~-·~··~~~·~*•*•······~···~)(~)t-} 
1 { '* ·JI'.} 

{ * OESCB I PC t ON: ESTE PP.OGP. r,r\t, SOi. o CONS'í ¡, O~L PROGnf1t11\ PP. l NC I pf,L. ~} 

!.:.OI {11 L/;S VARI1\E:LES ClUE INTEn'-)IC.r-ICN SlUM Ll1~i S1GUJEM1ES: *} 

{·)- M y N DE TIPO Et·ITERO, SON \_f,S ~)t ... Rlf1E:Lr::.:; DIJE connESPOMDEN f1L NU-- )(·} 
{ ·M MERO DE: HEMGLO!~E.S Y COLlJt·1t.¡/1S DE Lt1 Mt1TH I Z -M )-

{-)(- A: DE TIPO ,;EREGLO DE DOS Oit'\El'lSiüNES, ES LA MATRIZ DE Of-.í03 jt.} 

{·Jt OUE SE LEE y DOl'IDE: SE LFr::c·~·u1, L{, ELIMltU'-.CION Gt,USSlf1tlr--.. -M·)-

{* t..J: DE TIPO t ... HREGLO U~IIDit-lENSitJM/\L, ES EL VECTOR DE PESOS DI::'. ·:+} 

{·11· LAS COLUMr.JAS DE ¡, Y EL Cllf1L. SE LEE. -lil·} 

-: < lt-- p: DE T t PO REAL 1 ES LA 'JAR tr.,E:LE ODt·lOE SE CALCULA EL Mf"'I": r·:•J í1ESO X·} 

-

{·lf· DE Lt\S COl.\.H1NAS L!f'IEl\LMEl,ITE l MOEPEt-.lDIENTES. -!<-} 

{* 
{**•*•*****~*******~·~****••*•***.**~·~*~**~*~*R**~~**~•********~~***~«~~} 

pr-ogr-arn Gl atan; 
<~ o E e L A F A e I o N E s 

const t 
Renglone5 10; \ 
Calurnnas 10; 

V8r 1,, N,M, I,J,t<,L: integer; 
A:array[l •. R2nglones,l •• Calumn~sJ oF re~l; 
W,Alfa,Beta:array(l •• ColumnasJ of- real; ¡ 

::g~ ~:::~:M DE DATOS ~} 1

111 CLRSCR; 
WRITELN< 1 *****~**11•~·*****~*~*•***********4***********~*************** 1 >; .

1 i-lR I TELN ( , * . * I >.; 
i-fr- i l..1::LN (' r. D.:J:,1c el n•.H:irrn dro rnl umnas i!· 1

) ;/ 

Read 1 n ( N >; .L 
l-Jrl teLNC 1 * Dame el numero d~ renglones '!(· >.;¡ 

·Readln<M>; 
ioJRITELN( 1 -K· *~>; \ 
WRITELNC 1 *****~**********~~*•**~**~**~***************************4***'>; 
l-JRl TELN; READLN; CLRSCR; 
Far I: = 1 to M da 

for J:=l to N do 
beqin 

\.Jr i teLt'-J C '* DarnP e 1 Vil 1 nr th·! A (' , l, ' , ' , J, ' ) 

ReadlnCt-'\CI,JJ) 
end; 
WRITELNC'*~~~~-~•••*M***~~~**~·*******~************~******* 1 ); 

i-JR ITELN; REAOLN; CLl~SCR ¡ 
far· J:~l to N do 
begin 

l·lr· i tcl.N ( 1 *· 
Re.:ldln(!,..J[JJJ 

~.-.rl • Pi="/\rl\,..l\l.· •.. r1.n~rn. 

0<1me e 1 va 1 nr de 1 a co1ouna I, J, I * ' ) ; 



,,..,¡ 

..... l .......... , ........... , 

EMPIEZA EL PROGRAMA 

P:='"O.O; 
K : ~ l ; 
l-Jt1i1r:.' \-\<Ne.In 

ond; 

I: :..~1; 
t•lhile I {;=: 11 t.lo 
begln 

if A(l 1 \~) C> O ttien 
beqin 

Al f.-:1(l\J ::o:. !; 
P:=Pl·\.-lt:hJ; 
fc1r· d:=\\+1 ton do 
b~g in 

E:e:.,tu(LJ] := A(trunc<AlfaC~<.J>,JJ / A(trunc<l,lfi!(H.J>,l<J; 
fnr L: =t to t1 do 

A(L,JJ:=A(L,JJ-Beta(JJ*A[L,KJ 
U>nd; 

I< : = \( + 1 
cnd; 
I ; =· l -1 

end; 
\{::.;\(+1 

{"* ESCRITURA DE LOS RESULTADOS *"} 

t.-JR ITELt'I; !,;JR ITELN; 
\.Jn l TELN ( '·)l·il·)l··•··lfdt --··ll··IC.·*·**1(·*·,.·**· 1C.·**°"'"*****·i1 .. 1t-·1t·**"*'"*··lt-*i(·* 11:-tt··lt--l(·*i(··lt-********~·**•***"*·**, ) ; 
WR ITELN ( '·• LAS COLUMNAS LINEALMENTE HlDEPENOIENTES *' l; 
WRITELt-1('* ESTAN EN ESTA MATRIZ: *' >; 
WR t TELN ( I ·)1- lt·lt*·>l·Jl-Jt-·lt-·Jt-·)l;-***·lt- lt-·)t-i(.··ll-*'ll··lt-·)l·lt--.E-'il-"lt--·1'--lt-·lt-i(· lt-i(.··•***•lt.)(•**''•**·ll .. Jt-***•)(•-j(• l(·*·Jl·-lt·*'lt·*·" M•**' ) ; 
l-JR lTELN; l,.lRITELN; 

Far t:=l to M da begin 

for J:=1 td N do 
\.lr· i te (A ( I , J J : 5: O ) ; 

,. 1 \·lr·iteln; 
; end• 

,....,; WHITELN; 
1 

l-JRlTl::LN; 
··1 WH 1 1 t.Ll>l ( ~ i:. }(X Y.'!: .V ·•·-"·**:,¡.*****·M•********il· lt··M-·•·*** Jl.·)l-****·111-Jl-·lld4··Jit-·M-.l(·-M·****** I ) ; 

,...,,¡ l·JR 1 TEl_f'l ( • * * I _) j 

1.-JHliELN( '* EL PESO MAXlf'lO ES I, P: 10:2, *_1 >;·· 
···~ WRlTELN< ;* J1. 1 .)¡ 

~ WH 1 TELN ( '·*'** • •·IE-**-M·**·*·•*·*·:ll ****-!t·*,.·-ll·*il ·)l··****:ll·***************-it·***·*·' ) 
end. 



·---~ 

--~ 

-M··" M--M··M·-Jil -Jll· )(· * W- ~· * il-* )E--Jll ·)l'·X•*·)f** *.-**""M *X-~~ lt lldt-·ló-*·X· )! ·l!-·>1.·-M·it· M·~ ~-11 *it·** ~··)1··1-**il .. "11--11·**** 
• • • 
• • 

* • 
• 
' • 
• 
" • 
* • 
* • 
• 
* • .. 
• 
• 
* 
* 

Oarnc.- el nurnr_•r·o c\r.:> columna!:'> 
li0im~ ~1 num~r o d1~ r1:;.ngl ones 

Üill•IC: f.C:· l VW \CH de /\ ( 1 , 1 l 
Dilm(_. e>) \1 i1 l CH"· du {\ ( l , 2) 
Oarr .. : -~ l val nr· de' ¡\ ( t , '."") ) 
Ü<H~(-· í•l va 1 or· c.! r. (\( 1.fl) 
[J;Jr;.~ '° l Vil 1 r.ir· d12 r, ( 1, s "i 

º""'º' C' 1 vu l or· ck (\ ( 2, l l 
Q,;rne "1 ''ª l nr· de ¡\(2,::?J 
[lamc:-! el v;;i l c:1r de• f,(2,3) 
Dil:r.r~ "1 valor d·~ (;(2,•1) 

Ournr? El VC:. l Ol' du /\ ( ;-->, 5) 

O:.irnn el valor de A< :3, l l 
D.:lirne Pl Vülor· e.le f\C:l,2) 
O.::i1;;0 "1 v.::ilor ch~ (\(::),3) 

O~mH el valor du f\(3,i~) 

Oarnn 1: 1 valor de ¡'";J.,(3,5) 

D<ltnc> el vn 1 or dE.· (\ ( •1, 1 l 
Oarr .. '? "1 ,,,, l or· da t. <'1, 2) 

D.:i111e el valor el E_> l\(Jl,3) 
Oarnc "1 va 1 or- '1<:' f,(•1,4) 
Ou:nc "1 vc::ilor· de• r .. (l\, ~"i > 

* • 
• 
• 
• •· 
·• 
·• 
* 
' • • 
" , 
* • 
* • 
* .. 

********•*••*•****~*~•·******~***~~******¡~****•** 

• Daine el vc::ilor dE• 1 i) col ur.1na 

* Ü-3.Tilf'? •? 1 valor d~ 1 .• r:i:ll 11rnnn 2 

• O ame E' 1 v;:i 1 or· d<O 1 ~ ccilurnnu 3 

* OarnP. ·~ 1 v.-1 l nr dt? 1 i) colu1nna ,, 
• Darn.~ el v.:o l or· de· l a columna 5 

•· 
* 
* 
* 
* 

1 
o 
;~ 

o 
1 
o 
-1 
-1 
1 
1 
3 
2 
8 
1 
4 
2 
1 
5 
o 
2 

10 
9 
8 
4 

" 

• 
• 
• 

*********~·~***~*~*****~******~*~**~~********••*****~**'~***** 

* L/\S COLUMNr'\S l. T Mt=.:l' .. t MENTE ItJDEPEND l EtHES * 
* F.STAN EN E.ST t\ i·tt\TR 1 Z: * 
*~»M***~*•*~********~***«*~~~~ft*~*****»**~*****»***~***~··~*** 

1 
o 
8 

o 
-1 

2 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
3 
1 

o 
o 
o 
o 

•***•*·M-••~*~~*~·*~*~*****~~*~*«**************~~*~~~** 

* • 
. .,. E.L PESO MAX lMO ES 23. 00 * 
* * 
*~**•*****•~••>*****•*****~*****·tM*~*~********M-***** 

5 
4 



' 
·M NUMBHE: AEMIM 

·• NOMDRE DEL ARCHIVO: AEMIN 

" 

" • 
• • 

·); F'R(lf'OSITO: Dl\D,"., UN/\ GRt1FIC/-\ <V,E) Y LAS PONDERACICll'lES DE LOS AH- * 
.,.. CDS, ENCONTRf,R EL ARE:OL DE EXP/\NSIOM COM PE~30 MINIMO ~ 

·• 

E~>TE PR013RAMI-\ CONS1M DE LIN SOLO MODULO flLIE ES EL PROGRt1t·lf\ PHINCIPAL, Y CO­
RRESPONDE A UM /1LG<JRITMO DEL TIPO GLOTON. 
Ll'IS V/\RIAE:LES DUE JflTER\JJENEN SON: 
V DE TIPO CCll'lclUMTO: ES EL C:ONdLiNTO DE HODOS DE l._(; Gflt1FJL.A, CHH.:.' SE C-iE­

tlEl~A t1L LEí:.R EL NUMERO DE NODOS. 
ll DE :rJP[J CONclUnTo: ES EL COt..tdUN"IO DE MODOS QUE SE V1\ FOP.M,\t,lDO En CAOf., 

r rr~RAr.: I fJN. 

O DE TIPCJ ARREGLO: ES LA Mf..,THIZ DE DISTANCIAS ENTRE C/\DA PAR DE NODOS 
¡'.i,Q'll1C~NTES, CIJt'INDO LOS t..iooos NO LO SON SE PIDE Ll\JE: 
LAS DIST/\NCIAS SEAN DE ORDEN MUY GílAt...jDE. < 100 O 10000 >. 

T Eg UN ,,RREGLO DE REGISTRO: ES LA LISTA DONDE SE EtlCUENTRAN Lr .... s /\RISTt .... s 
DUE CONFORMAN EL ARBOL. 

* • o E e L A R A e I o N E s 
.. 
• 

* 
CONST 

MAX INT=32000; 
M =~ 20; 

TYPE 
ARCCl=RECORD 

Vilr 

IMI: INTEGER¡ 
FIN: INTEGER; 

El'ID; 

X: ARRAYCl •• MJ OF !NTEGER; 
O: ARRAYCl •• M,1 •• MJ OF 'REAl_¡ 
U,V: SET OF 1 .. M; 
l"IIN:Ht.:::AL; 
CONT,IND,PRDX, I, J, N ,l~: INTEGER; 
í:ARrtAY Cl •• MJ OF 1-\RCO¡ 
SUl'1: REAL; 

-( il··)(· * "ll··*·)l;·lf-·)(··)l· *·!(>-V.· ****** ** **·ll- ·•·"11-* ·lt-** X•*·*****· ****'1t·11:··1(>-M ** ***.***** *il·*** ***.*** ***** 
* PROGRAMA PRINCIPAL . ·M-­

*~~"**•"~*****••~*******~****•***********•*·"ll-"11-*******"ll-*•***************~> 
BEGIM 

l<:=O; 
{~~)()()()(~K)()(~KXXXX~~t~X·*"ll-~~···~~·~·•*MM·"ll-•***·*"11-******·•**"** 

"11- LECTURA DE D1\TOS ~ 
~~K~XA*)l)()()()l~·x~·~~·x•"ll-KJl-)l~)(·*A••M"ll-*)(*~·~····~*·*•*•****> 

1.-JR [ TELN ( 'n lt n lt ltO 11 \) lt lt lt \~ ltn ltU lt HUll lt ltUUU uno ltUU ltttUU Utt lt nnuun ttn nuu ltllltltUUtttt o, ) ; 
t.JHITE.LN ('U tt' >; 
HRCTELN ('0 01\Mé EL NUMERO DE NODOS, ( l'lt-..XIl'10 20) SI QUIERES MAS H'>.; 
1.-lHI"rELI~ <'U CAMDI/'1 EL VALOR DE LA CONSTANTE M DEL PROGRAMA tt'); 
WRITELN ('lt li'); 
WRITELN ('flllltllltttltttRttltl}ltlllltlttltttlttllltlttttllllllltttttttltttttltftttttttltll#ttltflttDttttUl~tttlttt~lt'>; 

l·JR I TELN; 1.-JI~ I TELN; 
íH:'.l\OLN <N >; 
V:::::( J; 
l·lf( 1 TE ('EL CON,IUN1 Cl DE NODOS ES: _{' ) ; 



l•IJ'· Í lL~ln; 

WRITELN<'ttttttttttttttttttttttHttttttttttttttttttttlttttttlltttttttttttttltttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt'l 
WR I TELN ( ' tt tt' l 
1,.JnlTELN< ·n LOS f1RCOS OUE FORt1f1N EL AR(..¡QL OE PESO MINIMO SON: H') 
\.JR I TELN < ' 11 11 ' l 

CCINT: =--o; 
FGR l:= l TO N 00 

FOR L': = 1 TO N DO 
8EGIM 

FOR.IND:=l TO f( DO 
E:EGIN 

IF {T(Il,JfJ]. ll'<ll"-"l) 
8EGIN 

f1ND CTCTND:J.FIN,:J) THEN 

t-JH J TF <' 
coM r: ~~i:ori r 
I ¡- t:Dt:l } =-n 

EHO 
END; 

ENO; 
l-Jf< 1 ·1 ELN; 

( t 1 l \ t , I 1 J 1 

.... 1 ; 
THEtl 
E:EG IM 
!,.Jf~ I TEi. t4; 
CfJN í : .=() 

E r·lll 

' ) ' ) ; 

l-JR l TELN ( I H H • ) ; 
l·JH I TELM (' tt Ult-1~1~lt ltUHUH tt;f; n n ttn lt I~ nltUltU#U ttHltU~nn lt#Ultl~#nuunnutt 1tunnn1i no tt 11 i~' ) ; 
!,.JRITELN; 
t·lR ITELN; 
l·Jf11 TELN < ' 1111u11 n t~ u u aun un u 1; 1111 n t~n4Htnn f..l 1t u-nnnn un u ;~nttunnun UU4t nnttnntttt tt-tHt ' > ; 
!,.JR I TELN ( ' lt a' ) ; 
1.-JHITELN<'~I EL VALOR, PESO O LONGITUD DEL AR80L ES: ',SUM:10:2, 'i~'); 

WRITELN<'lt ~· l; 
WRITELN<'ltttl~ltt~l~tttt»11ttl~ltlti~llttttltltttttttttttt~t~#1t~ttt4tttntt41ttltltl~#tt##ltttl~tttt»ittttt#lt') 

ENO. 



. 
' ,..¡ 

"1 
' 

ttllttUttllttttlllttttttttttttttttttttlttttlttttttttlttttttttttttttlttttttttlttttDtttttttttttttttttt 
" tt u Ol\t1E EL NLIMEP.0' DE NODOS, ( M/\XlMO 20) SI QUIERES Mr,s n 
O CAMBit"" EL \Jf_.,t_OR OE Lt\ COt'tSfANTE M DEL PROGRAM1\ tt 
ti it 
1•1~1ttt11n1t11111111"1t1tttn11111•11at•11n~:1111111111111111tt1111111111"1111tt11»11n11tttt»tt"ttu1111 

lo 
EL COMJIJnTO DE tlClOOS ES: { 1 ;::? 3 4 !5 6 )-

11111\lll\\lllllllllllttllttllltll~lllllllllllll\l\tl\l\llltlt\tllll\ll\\\llll\llll~ttttlillll 

" n 
ti DAME LAS DISTt,MCIAS ENTHE Ct-iDA PAR DE NDDCIS U 
u o lRECTt ... MEt.JTE COt-IECT r ... oos, E.M CASO CO\\ITHAR IO ¡~ 

U Ol\LES DISTANCif_,,S DE 100, 1000 Cl 10 000 tt 
U SEGUN EL ORDEN DE LOS Dt"'TOS. U 

u OüUH::? 1 a di-:-.tancia d" 
,, 2 H 7 

tt ºª'"f? 1 ·' 
r1 i ~t.¡nr: i .3 Lll? t ,, 3 1 8 

l\ O ame 1 a distancia de l A ~ " 100 
ti Oa1n;:: 1 a di-::.tuncia de l ,, 5 " 100 
tt O ame la c.l i st~1nc i 21 r.lc l (\ 6 \1 100 
ll Dame 1. distanci.:i. de 2 A 3 ll 7 

• ()amf! l " dí ::-tanc i €1 de 2 (\ 4 n 8 
ll Dame 1 , di c;tr'lnC i •'l de 2 ,, ,, \\ 6 
\1 ().:;tme 1 ~ di stanc i 0:1 de· 2 (\ 6 " 100 
ti DarnF. la dist.:incid º" 3 (\ 4 " 100 
;1 Oillne 1 " d is tune i <:'I de 3 P. 5 1> 6 

" Ournc la distanci."l d1? 3 A 6 ll 4 
;, O ame 1" el i stanc i c:..1 de 4 (\ ~ _, i> 2 
11 Q¿¡me la di ;:.t¿¡nc i ci ciE• •l (\ 6 • 100 
11 Dame 1 " di~tuncia di= 5 A 6 ;1 7 

i tc>r~c ion 1 ar i ';5t3 entr·eon te 21 
i t•?rac ion 2 ~r i ~t,'l 2n tr ilnte l:~.J 

~-
i teruc ion 3 arista entrt:1ntE.• 4~ 

iterucion 4 .:Jr i~ta entran te 35 
i tcrilC ion 5 <lriStil en tr.:iri te 63 

1tn~innn.»n u ttnH u :t n !tO~t u t• n ~i 1t n u tt tt u~~ a n it n u n~tn it·tt-ttu 1Htnn 1~ nn ;~;~u tt n~t ~ tt4l 
tt • 
U LOS 1~íl.COS OUE FORr-1,\l'l EL 1\íl.E:IJL DE PESO l"1INil'10 SON: tt 
o • 

<2' l) C3,5l (!:"J, 2) (6, 3) 
• tt 
n n tt 1~ n-u it un it 1~ 1i n 1~ 111t 11111~ 1111n1t n 1\ n u t1 it a-;t 11 n ni} n n n it 1111nu1t nn 1tnun-u tt n-it-on a 

n n n \~ uHnnun !lo u 1Ht 1~n 1iun nnu 1111111tuu.11~~n"n1iu un u nn i~uun ~ n lHtnunuuu. 
n n 
n EL. VP.LCln, PFSO o LO\'..JG l TUD OEl. AHE:OL ES: 25. 00 u 
n n 
ttlltt»ltlttt»tt11ttltü~ltltllltl1Ullttllttl1Dl~lll~llllll!ll~llttlli~ill~ttttilttlllltt#lltttt#lltt~l 

) 



progr am GLOTOM._PAR f\._ENCONTR AR . lJl'l/\_. TRAt·JSVERS.''\L; 
{*·i·*~·~*****M***M*-******~*+•****~*****~********~~M**~**~-•*•********~***> 
C* *J 

{• 

t.IOMDílt=:: Gl.ClTON Pt1Hf, Ft·IC:Clt·ITRf1R llt-IA TRf,NS\JEHS/\t. 

r-•no1-·c1:; 1 T (1: t:c:~.;·¡ F PPC•G!--!f\t·IA Ct-.. LC~ lL/1 UN SUf:CCH·IJLll'lTO TllAMS'.JEHfif\l. 
or-=: Ul'l;., F1\t"11Llf\ o~ s111::cor-1~1ur.ir1Js. rr.P.r., rr"'L rJe .. 11~r1vo 
ES MECESr.n 1 o 01\P.LE L;\ I \·.1r·nP.M1\CIOM (, TP.~.~JES DE unr1 
M1\·r11I.7. r:r::i:n UtlO; CüM \_(.,'.; COIJJl·lt·li\'.; ClílOEt'\f,Ot-\8 OECHE 
C I E'l'I fEt~F.r.ITE SE(.,Uf.1 su;:, PESDS. l!Mf• f\Pl. t Cl\C 1 OH I l1POH·­
T1\M fE OF.1_ r::r.1_cu1_0 CoE E.STli íR1\t\'.3'1EJ~SAL ES L1\ l)E: re 
r.IE:.H LIN1\ SF.CL1E1·.1c1r, úr-~ N THf,[:;,JOS EH Llt...!1. M/~tlllllJf1 

') 

'} 

' J 

' J 
~- ·¡ 

<) 

~-} 

l)ESC:f:' 1 PC-: I (lf.l: ESTE F.S UN F•K(ilJÍ'./,1·1r, OUE C!lfJPFSPDNDF P. UM 1\Lf:lCln I T .(·} 
\.10 OEL TIPO GLOTON, '( SOLO CONSTA DEL rnoGRf-.MA ~-} 

PH INC:IPAL. t.r,s \)/1H lt;Bl.ES ClUE IMTEH\11 ENEN SllM: '!-) 

,, : or:. T !. PO AnHi::::Gt.0. E:~T A :::s- 1.1; Mt; Tn 1 l CERO UMO ~ L/\ CUr\L DEE:E *} 

SFH LE IOA C:ON LAS COLLIMNt~B Et..J FOBMf, DECRE "!} 

ClENTE, 1:0M Rt=:SPECTO .'\ SU PESO. "} 
1.-J: DE TIPO f1RREGt.O, E$Tf; ES EL 'JEC:TDR DE PESOS DE C1\Dt-i COLUM·- -«-} 

P; DF. TIPO REf\t.. 
N1\ 

EST1\ E!:l L;, '·JB/-.RI/.,[;LE oor.ins SE r:.t-.LCUt;, Fl 
sn MAX !MO OE LA TRt-\MSVERS1\L OBTENIDA 

PE 

{·)fo. 

(•***~***•*•*~~·*•+1·***·~•*+I·+•++~*1~~i******~·~~»~•*********~~~~~(A~~»~~} 

e~ •> 
<* D E e l. A n t .. e t o t·l E s A:} 

VC\I'" 

ti: ARRt ... Y [l •• ~0.1 •• ~iOJ OF 
ltJ: ARRAY Cl •• :-3Ql OF REAi.; 
t,J,~<:,l.,M,N !NTEGER~ 
P : nr:r .. 1.; 

I t·!TEGCR.; 

t_~CTlJR/\ 01-:::: 01\TOS 

8~GIN CLP.SCR; 

*} 
·~} 

' 

1 

1 

i 

1 
i 
! 

WRITELNl'*•*~***~**~*•~•**1~~******~****~*******~*~~*~*~·*~****~********'> 
l·!R 1 TEl .t>l < '* *, l ¡' 

ltJRITE.l.Nt' _. 01\l'IE EL l'HJi'lERO DE RENGLONES DE L1\ MATRIZ "'') -
WRlTE<'~ -~'>;, 

RF.AOLN tM>; 
1.-Jn:I.TELt..t{ '.;(· 
l..lRITE< '·* 
RF.r.oL N <N); 

()f1ME F..L NLIMERC1 DE COLUMNAS DE LA MATRIZ '*··, ) ; ' 
·~ '-.); 

WR l TELN l '~ O,\MF. LA MATR l Z POH REMGLONF.S *' -) ; 
\.lR l TEL1'1 ( I )lo ".(-, ) ; 

\.JFt l TELN < '·• -;.·-!(· * ..,._,., )( • t ~-:-- ·" ~" * ... • >t- o1- ~ it·it>*-* *~;o.~ ii. * •:1t* 1t·i! **~¡.:11< *"*· 1!-* ¡.¡.*-f:·-tt t1·"1t* M tt-***** *****' )'; R 
F'OR l: ~ 1 TO i'1 DO 

FOH .J: :-: 1 TCJ l'l DO 
8"G!M 
t.JRITE < '"'. DAME Ft. V/\Lnn DE ,.,r, 1 r~ ·, 1

, J, • J:.:. 
READl.M lA[ I, .Jl > 
END; 

\.Jf{ l TELN; l·IR I TE:L N; HEAOl_tJ; Cl .RSC;R; 
l·ln 1 TELt.J < ' -Ji 

\.JR 1 TE'..l.N t '* LA M1\TR l '!. <O, 1) ES: 
HíilTELtJl '* 
~.JR I l"El _N; 

FClll I:•,1 ·1n l'1 no 
,-,rr:- T "' 

) . . • 

* I ,.; 

* I ) ; 

jo¡-' ) ; 



\·UH .. 1: ~-1. 1 U r·I Ull 
WRITE<ACI,JJ:5l; 
\·lR 1 TEL.N; 

EMD;l.-lRlTELM; REf,Dl N;CLRSCH; 

r-011 ,J:-= \ TO n DIJ 
F:FGIN 
VlHITE (' * 
P.EAOLN {\,l(Jl) 

Of\ME EL VALClR DE LI". C:OLUKMA ', J,' 

END; REl\Ol.tl; CLí<Sl.f..'.; 
\,lR I lr::LN; \·ll1 t IEl_M o 

·• 

VJH l TF:LN ( I ~· ll ll ,¡."' ;:1-tl- -· +-ll··il: * ~·-'1-.JI.· 11- )!;·)()fo~-~\:·.,..~"" """""*~·"··'ll·)l·M·~ !(· )(•*** M-*-M ·!(*!JI.*)(·** JI·**~****): +1-!Jl.-M·!JI., ) ; 

\,Jl1 I TELN ( ' '+ *' ) ;; 
VJHITELN< ,.,. l.f\ GF.CLH7JIC1/\ OPTIMA DE TRf\E:A .. 105 ES: ~-· >; 
\·JR t T:..=:LM ( ' ·+ "*' } ; 
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/\C.l,L):-::i O; 
FC1R I<:= 1+1 
1\LK,Jl::=Q 
El'lO; 

( ' , l ' I , I , J, • ) :¡ " LP. HORA I '1 ) • 
TRt ... 8f-1JO J. I CON AHORRO DE ' VJCJJ:t0:2); 

TO t-1 ()0 

TO M DO 

~JRlTELN('**•*~**~******•~M~~*~****~******~**************************«*'l; 
\.JRlT~LNC' ll- ·•' l; 
l•Jn1·rELN('« EL F'~SO G ,\l\O~!P.Q Mi\XlMQ OE FSTA SECUF..NCI¡\ ES:' ,P: 10:2,' ~·~ >;. 
WRlTELN('..t '*')· 
WRl ·reL N (,..E-""~" ... lt "lt-~ )(· 11 'f-~11-,>lcll '!I- )l. 11 •. ~ . .,¡.1(··)1.-)(-.,o( ~-··****~****-ti ~***il·~··• **~*-*****'*'.K·it-'ti-**..;:*_· •. ) .. ""1 

ENO. , i 
I' 
1 

1 



• 
• 
• 
• 
• ,. 
• 

• 
• 
• 

• • • 
* ·• 
• 

• 
* .,. 

)l .(·)l-

*)(.)( 

*** 
.... )(.)[-

t 
o 
o 
o 
o 
o 

DAME Ft MUl1EUD DE REt·IGL.tlNES OE IA t·1f1TR I Z 

DAME. EL tlUMEHD UE COl ll1·lNAS OE Lf, Ml\THtZ 

Df\t·tE:. t._t, f1f1TRIZ POR PEtlCiLONES 

1_,-, M1\TP. t Z ( •1 • ES: 

o o o o 
o (\ 1 o (\ 

o 1 Q l o 
o o o o o 
o o o o o 
(\ o o o 1 

OAME EL VALOR DE Lt, COLUMMA • 
DAME El. VAL OH DE Li\ COLUMt-lf\ 2 * 
Df~M~ IOL VALf1R OE LA COLUMNA 3 ·• 
Di\~IE El. VALOR DE LA CClLllt-tNA ,, • 
Dt..,ME EL VALOR DE L1\ COl_UMN.<!\ 5 * 
O t.., ME EL VALOR OE li\ COLllt'iN/\ 6 •· 

Lr, SECUENC1r, OPTIMA DE "íRABl'IJOS ES: 

( t '·1 l ; A LA HORA El. TR1'\E:1'\JO CON AHüt(RO 

<2,'1->; ,, LA HtlR ,.\ 2 EL TRAE:f\JO 4 CON AHOP.RO 

(3,8); A l .i\ HORA 8 EL TRf,8AJO 3 CON AHORRO 

(b, 6). ¡\ t_,; HDRI\ 6 EL TRr'\E:1'\JO 6 CON AHORRO 

10 
9 
7 
6 
4 
2 

DE 

DE 

DE 

DE 

' * ·• 

• 
' •6 
• 
.'+!,> 

• 
~ 

.• 
• 
* 

1 o. 0") 

l1.00 

7.00 

2.00 

~***)[~~~~~-·~~·~·•***•*******••***•**~****************•******'* 

• 
• 
• 

E!_ PC::SO {') f.,HrJ11110 Mr'\XlMO or:: 1;:.sr11 SECUENCIA G.S: 25.00 
~ 

• 
• 



APENDICE D 

MATROIDES 

Antes de dar la dcf inici6n formal de matroide observemos cier-

tas propiedades que poseen las matrices. 

Considere la matriz: 

A 
3 

6 
-61 
-10 

Cunlguicr subconjunto de columnas ele l\ es linealmente indepen-

~icnte o linc.:i.lmcnte dependiente, y .cst.as clases de. co_njuntos 

no son arLit.rarios, para verlo consideremos a E como el conju!! 

to de columnas de A. Es decir: 

Observemos que cada columna por si sola es linealmente indepe!! 

diente pues 

[gJ 

K[~ I = [g I 
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Entonces de la matriz A se ha forn1ado la pu.reja (E,F) E = con­

junto de colu~na de A y F = {subconjunto de columnas linealrne~ 

te independientes}. Adcm6s F tiene las siguientes propiedades: 

1) Cualquier subconjunto de un conjunto de columnas linealmen-

te independiente también lo es 

Por ejemplo si {[;}, [~]} es l.i. 

entonces también es 2.:i. 

a) Si Ipe Ip+l son conjuntos de columnas ~-i de p y p+l colum­

nas respectivamente, entonces IP junto con alguna columna 

de Ip+l. formur~ un conjunto de columnas z .. i. de p+l col.urn­

nas. 

Haremos C!it.:l prucbn c:-:h~ust.iva par::<. I 1 [~] 

[tTD J[~] [~] [~ }[~ J esta en F. 

,-, J ¡-3 "T \_2 _S J. esca en F. 

En todos los casos siempre cxisti6 al menos una columria de I 2 

que junto con I formó un conjunto- de col umnus· l. i de cardina-

lid ad 2. 
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que son las- combinaciones lineales de Cilda una) su única solu-

ci6n posible es K = O. 

Las columnas son dos conjuntos de co-

lumnas linealmente independientes pues para: 

y 

La 0.nica solnr::.i6n posible pr=ira ambas combin.:v::iones son K
1 

=K
2
=0. 

MienLras que para las columnas {~] y {= 1 ~]. Son linealmente 

dependientes. La combinaci6n: 

Tiene el siguiente conjunto de soluciones · 

t 

y obviamente.las tres columnas son l.d. 

con todos los conjuntos de columnas l. i. podemos formar ia fá.~· 

rnilia F que la llamaremos _familia de.conjuntos independientes. 

. F 
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Esto siempre se cumple pues de lo contrario sucedería que un 

conjunto de p+l columnas ~-i estaría generado por el conjunto 

de p columnas l... i y se contradice guc Ip+l es 2... i. 

Estas propiedades son generalizables para todas las Qatrices y 

podemos decir que para toda matriz, si tomamos a E como el co~ 

junto de vectores colu~na de A y F la familia de subconjuntos 

de E linealmente independientes entonces la pareja (E,F) sati~ 

face las propiedades l y 2 y se le denominará matroide de A. 

-1\dernSs de los vectores columna. de las matrices c::isten otros 

conjuntos que también tienen estas propiedades·tales como los 

conjuntos de aristas de una gr&fica donde la cualidad de inde­

pendencia se define como los subconjuntos de aristas de la gr! 

fica que no forman ciclo. 

Ejemplo. 

Considere G {V,E}; V (1,2,3,4} E = {a,b,c,d,e} 

a b 

2¡-~-c~~-(jj~ 
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Los conjuntos de aristas de G que no forman ciclos estan en ia 

fainilia F 

F {·~, {n}, {})\, {e}, {d}, {abl, (ad}, {a,c}, {be}, {b,d} 

~c,d}, ia,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d}}. 

l) Oc nuevo: cualquier subconjunto de uno que .no contiene ci­

clos tampoco contiene ciclos. 

Por ejemplo si se toma {a,c,d} entonces {a,c}, {a,d}, (c,d}, 

{a}, le}, td} son independientes pues tampoco forma cicl.o,. 

._. tnmbi6n se cumpl.e que: 

2) 02do~ dos subconjuntos Ipeip+l de aristas de cardinalidad 

p y p+l' sic..'1¡.:-t:'c habrá una arista en la diferencia tal que 

unidn al conjunto de cardinalidad p gcncrG otro conjunto 

independiente de cardinalidad p+l . 

. Por ejemplo tomemos a I 2 ·= {a,c} 

I2 I3 e.:I 
3 - I2 I

2
U{e} 

{Ll,c} [a,b,d} {b} {a,b,c} 

{a,b,d) {d) {a,c,d} 

{a,c} {a,c,d} {d} {a,c,d} 

{a,c} {a,c,d} {b} {a,b,c} 

{a, e} {b,c,·d} {d) {a,c,d} 

no es independien.te 

si es independiente 

si es independiente 

no es independiente 

si es independiente 

y de nuevo de una gráfica G = (V,E) se form6 una pareja (E,F) 

donde F = (I E. E 1 I no contiene ciclo} que cumple con. dos propiedad~; 
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Asi. pues, podemos ahora dar la definici6n dL: mc:i.troide en for-

ma general. 

Una r-iatroidc r-1 = (E, F) es una pareja de subconjuntos donde E 

cS un conjunto finito de elementos y F es una familia de sub-

conjuntos de E que satisface las siguientes propiedades. 

1) ~ < F 

2) Si AEF y B C A entonces B e: F 

3) si Ip e Ip+l ·e: F con cardinalidad p y -p+l respectiv.:>..mcinte 

entonces existe xeip+l - IP tal que IPU{x} e: F. 

A l,os elementos <l:e F se les denomina conjuntos indc:Pf.:!ndientes. 
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