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1. INTRODUCCION

E! estudio de las vibraciones no tiene un origen recien=-
te, sino que data de los tiempos de Lagrange (1736 - 1813),
Los primeros trabajos desarrollados en este campo se enfocan al
estudio de fenbmenos naturales y a teorlas matem&ticas. En la
actualidad un basto nGmero de investigaciones se realizan en el
campo de la técnica, tales como el disedo de edificios, de tur~
binas, motores y otrBs tantas cosas.

En la aplicacibn de la teorfa de vibraciones a sistemas
mec&nicos o fisicos complejos, se requiere hacer simplificacio-
nes del movimiento de &stos. Usualmente consisten en reducir
el sistema a un nGmero finito de pardmetros inerciales, dislpa-
tivos y restitutivos, relacionados con aspectos cinem&ticos.
Una representacibn comGn de emplear en estos casos,ha sido la
de sistemas de masas concentradas interconectadas con resortes
y amortiguadores. Sin embargo, hay ocasiones en que la masa -
del resorte en consideraciédn, no puede ser despreciada, motivo
por el cual en el andlisis se deberd considerar la continuidad
del sistema,

Para representar la distpacién de energfa en un sistema,
generalmente se emplea un elemento mecénico del tipo de amorti-
guamliento viscose. Conviene aclarar que en cualquier sistema
la fricci6bn interna que se genera cuando estd sometida a una so
Vicitacién dindmica, es de distintos tipos; por lo que para in-
cluirla en un an&lisis debersn hacerse consideraciones cuidado-
sas. En este casoc los sistemas se claisificardn simplemente en
amortiguados y no amortiguados; un sistema no amortiguado podra
ser aque! en que los efectos de friccién interna son desprecia-
bles.



Uno de los objetivos primordiales de 1a dinimica estruc-
tural es presentar métodos para analfzar los esfuerzos y defle-
xfones desarrollados en cualquler tipo de estructura, cuando es-
t4 sometida a cargas arbitrarias dinmicas. El térmico "din&mi~-

co' se dfine simplemente como "varlacién del tiempo"

En este trabajJo de tesis se presenta un resumen tedri
co de dinamica estructural, con una serie de ejemplos de aplica-
clén y programas en microcomputadora y calculadoras de escrito--
rio que permiten facilitar su anadlisis. Tienen el objetivo de
ser llustrativo y brindar una vislén didictica para los que se =~

inician en esta rama de !a ingenlerfa estructural.

El Caplftulo 2 se refiere a los sistemas discretos de un
grado de libertad donde se analiza la respuesta dindmica de es~
tructuras que por sus caracterfsticas pueden ser estudladas con
una sola coordenada para describir su movimlento. Contiene vi-
braciones libres, forzadas arménicamente y forzadas arbitraria-
mente; sin y con amortiguamiento en cada caso. Cuando se pre--
senta una fuerza excitadora cuafquiera, se emplean métodos numé
ricos para evaluar la soluclén.

En el Capftulo 3 se anallizan respuestas din&micas de los
sistemas discretos de varios grados de libertad. Su contenido -
es el siguiente: Vibraciones libres sin amortiguamiento, don-
de se incluye la solucién por medio de la ecuacibn caracterfisti~
ca y por medio de la aplicacién de métodos Iterativos para la ob
tencién de las frecuencias naturales y las configuraciones moda-
les; vibraciones libres con amortiguamiento; vibracliones forza--
das sin y con amortiguamiento, donde se analiza la obtencién de
la matriz de amortiguamiento y el desacoplamiento de las ecuacipo
nes de movimiento. Se presenta también la obtencién del espec--
tro de respuesta y de! espectro de diseiio, para gl an§lisis sfs-

mico. Se finaliza con la explicacién de los métodos de disedo



sfsmico, modal espectral y anilisis sfismico estadtico. Conside
rando en ambos casos la reducciébn por ductilidad . Para el -
desarrollo de los sistemas de paré&metros distribuidos; en el -
Capftulo 4, se estudian aquellos sistemas elssticos, en los ~
cuales no pueden despreciarse la masa en toda su longitud y -
que son conocidos como slstemas contlnuos; se analizan las vi-
gas de corte y las vigas de flexién; se describe el método de

superposicién de modos y se explica el desacoplamiento de las

ecuaciones de movimiento.

El Capftulo 5 redne en forma ordenada los ejercicios -
de aplicacién de cada capftulo respectivamente, con el fin de
aclarar toda la informacién te6rica recopilada, en ejemplos di
déctlcos. Ademés se incrementa el capftulo con la utilizacibn
de programas de calculadora HP 41C y de la microcomputadora -
Sigma fommadoreen algunos ejemplos para aclarar los criterios de
andllsls o para facllitar el uso de los métodos establecidos -
en este trabajo.

€s usual emplear dos enfoques para calcular la respuesta
estructural: la determinista y !a no determinista; el método -
que escoja dependerd en que tanto se pueden definir las cargas.
St se conoce bien ta varfaci6n en el tiempo de la carga, se ten-
drén cargas dindmicas prescritas y se hard un an&lisls determi-
nista; si la variacién no es blen conocida pero se puede defl~
nir en un sentido estadistico o probalistico, entonces se tie~~
nen cargas aleatorias (no deterministas). En este trabajo se
analizan sistemas deterministas sometidos a cargas din&dmicas =~
prescritas.



2. SISTEMAS DE UN GRADO LIBERTAD CON COHPORTAMIENTO LINEAL

2.1 VIBRACION LIBRE NO AMORTIGUADA

{Movimiento arménica simple)

En Ja figura sigulente se presente en forma diagramética un =
sistema de un grado de libertad sin amortiguamiento, se ha su
puesto que el resorte no tiene masa y obedece la Ley Hooke

(Fuerza Estabilizadora K ).

i I)(;

S1 tiramos del cuerpo en sentido de Tas x, una distancia x| y
luego lo soltamos, el cuerpo se pondrd a vibrar. Para tener
la idea clara de las fuerzas que actdan en el cuerpo se hace

el siquiente D.C.L. {Diagroma de cuerpo libre) .

-—Kx Por conveniencia el desplaza---
-
miento hacia abajo se considera
—— ——— positivo.
+x
W=mg
De 1a figura anterior establecemos la siguiente ecuacién
dzx
- Kx = W = mg B g = = R = aceleracibn
dt

de esta manera cbtenemos



my{ + Kx =0
dividiendo entre 1a masa m y designamos P2 = %
Resulta una ecuaci6én diferencial ordinarla,
y homogenea de segundo orden,

%o+ sz = 0
1ineal
Cuya solucién general es de la forma:
x (t) = A cos pt + B sen pt
Ay B, se determinan de las
t =0, x = X y X = Xo

donde las constantes arbitrarias,
condiciones Iniciales. Por ejemplo si

A= x, ¥y 8B = k,/p
ec.2.1.1

Con lo cual
x (t) = xo cos pt + %./p sen pt

Haciendo el siguiente andlisis

%

y x %
) 0 cosp = =2 | sen ot = =%
3¢ Xop c PC

s

Xo
De la propiedad trigonométrica
C cos (Pt -~ &) = C {cos Pt cos &+ sen Pt senes]

Obtenemos:
C cos (Pt ~ex) = C fcos Pt(%) + sen Pt(%
€ cos (Pt -e) = xo cos Pt + %2 sen Pt
se puede escribir como
ec.2,1.2

Por lo tanto la ec.2.1.1
x {t) = C cos (Pt -o%}
donde € y o& son constantes y se les conoce:



C= Amplitud

&= Angulo de fase

P=y¥k/m = frecuencia natural del sistema
pa2af, f = frecuencia angular circular

1
f=1/T ; P=2nmx
2

Por lo que T = —5— = Perfodo

Puede verse que si el resorte fuese esforzado por una fuerza
tgual al peso mg. de la masa vibrante, la deflexi6n eststica

ests dada por:
- D3 : -l
5 est . ; K =5

y en este caso

‘,—r Vo9 __ V.2 ec.2.1.2

dest m dest
Para calcular la amplitud, se tiene que para t = 0, el despla
zamiento inicial es x, = -dest, con velocidad inicial ﬁ,-JZgh

{(movimiento rectilineo uniforme acelerado)

c -v/‘/(~.ses:)2 + o zgh My r5est)? ec.2.1.3

c -\/(--c‘)eslz)2 + (2h ¢Sest)2 : € = Amplitud méxima
dest +C =deflexibébn total

Cuande t = F; x = 0

—t
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2,2 VIBRACION LIBRE AMORTIGUADA

En los sistemas vibratorios reales, la masa al cabo de un ---
tiempo de estar moviéndose, se detiene. La masa al estar des
plazada una distancia x, desde su posici6n de equilibrio su -
amplitud disminuye conforme pasa el tiempo y la masa termina-
r4 por pararse. Tal es el caso de un oscilador de un grado -
de libertad que vibra libremente bajo la influencia de un - -

amortiguamiento (fuerza disipadora) viscoso. Ver figura.

Fit)=o

Lo que nos determina una ecuacién de 1a forma
my + cy + ky = 0

dividiendo todo entre m
o < . k

Vrey+oy=0

st =y pa

E1td

§ + 2ny + sz = 0 ec.2.2.1
La solucién de la ecuacién diferencial ests dada por:
y = celt

Al sustituir la solucién en la ecuacién de movimiento obtene-



m ﬂz +cpt k=sQ

Analizando el resultado anterior, encontramos tres casos dife

rentes de amortiguamiento segln el signo del radical, ver ta~-
bta 2.1

Tabla 2, RELACION DEL RADICAL v nz - P2

CASO RELACION SIGNO TiPO DE AMORTIGUAMIENTO
A nw>P + Sotreasortigusdo
B n =p [ Avortiguanmiento cr{tico
[ n<P - Bubamortiguade

CASO A. Mouimiento sohresmoriigundo.

£1 caso en que el término dentro del radical es positivo, ==
Cuando esto ocurre se tiene un decremento del movimiento y su
forma es aperi6dica. Sus dos rafces son reales y distintas.

L3 solucién estd dada por

y (1) =~ ¢, oMF ag, o2 €c.2.2.2

Las rafces #y y My se pueden expresar en términos del factor

de amortiguamiento#* 7 como

# =*'JP1~P"'I -9

1

P
fy = =P - P I - 1 sion=

el

*E£l factor de amortiguamiento es la relacién j= c/cr, se debe de resal--
tar que 2n = c/m, C = 2nm. En el caso de amortiguamiento critico n = B,
entonces C,, = 2Pm por 10 qua H = % .



Cuando el 7 >1 ;

y () = & TPHEy o (dnP1 Py exp 421 py1 ec.2.2.3
donde la frecuencia natural del sistema es:
pp = pYnio

otras formas de expresar la solucién anterior son:

y (1) = e e cos (pfa2o0) ¢, sen (¢ doP-ne) ec.2.2.4
y {(t) = e-"Pt[c'cos Ppt + C, sen Pnt] ec.2.2.5

CASO B. Movimients con amortiguaniento critico.

Corresponde al caso en que !a cantidad dentro del radical es

nula.

n-P,——g:r-J .CcrthJ;

cer =2 YKm ; Coeficiente de amortiguamiento critico

El coeficiente Ccr sirve para definir la relacién adimensio-~
nal C/Ccr Ylamada factor de amortiguamiento viscoso.

En este caso las rafces 4y ¥ M, SON iguales y valen

o= opy o= -Cer/2m

Una solucién independiente es:

~{Cer/2m)t

Y, {t)=C e

1
Otra solucién independiente puede hallarse empleando la fun-~

cién:

va(t) = €yt e-(Cer/2m)t

Por lo tanto la soluci6n general estd dada por:
y(8) = (gy3c,,) o (CeT/2mt ec.2.2.6



CASO C. Movimiento  subamortiguado.

El caso en que el término dentro del radical es negativo co--
rrespondiente a este movimlento; ésto implica que:

)2

3ix

n < p o sea (—E—

2m <

Debldo a ello, las rafces son complejas y conjugadas, esto es:

Hy = =P + 1P J1 -1
= -np - 4p Y1 -1

Hy
La soluclién se puede expresar como:
Y(t)=e” Ptic, expli 17 P)ec, exp(-i Y177 Pty ec.2.2.7

Puesto que Gnicamente los valores reales de Y(t) son de inte~
rés préctico conviene introducir otras constantes definldas -

por:
C,=1/2 + t/218 = AXLE .,

. . A-18
C2 /2 + 1/21 8 5

Empleando las férmulas para las funciones circulares
.

ix -ix ix -ix
+ e -
cos x = S___i__ﬁ___ , sen x = 5 e

v(t) = e Pilacosy 1- 1% pt + Bsendi-v° pr ] ec.2.2.8
o més conveniente

Y(t) = Ao e Pt cos (J1-9° Pt -nlo); y para y-y°,9=?° y t=o



; 2
donde  Ag = Jyg + o+ v TP)

2
o

tanao-y+y°"P, - 7Pt
o€

es la amplitud méxlIma
Ph Yo
X4

- Seed _é\‘-ho-q"

L

.- C’M R A
- !
T S WP -

2n . ’_ n 2
T e = . PT= P 1 (—nc)

P’

A= Age ner Ay = Aoe-'lP(t + 1)

2n 1
SMPT_ S P e " TP e
Agfhy = e '= e e d1 - (F/nen? (" /nc) e pd 1 - ("/neh " /nc)

desarrollando !

Jm—z en series llegamos a
1= ("/nc)

n 2
Ay /Ay = e-Znn/nc [+ 172("7/n0c))

n 2
Ap/hy = p donde A= e 27 nfnc 11 4+ 1/2 ( /nc)”)
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Podemos observar que las amplitudes decrecen segln una progre-
sién geométrica.

A =8N

Ay = Ay, amplitud mixima, A3 = pzA‘

Ay = p Al Ay = ﬂ]A‘ y asi sucesivamente
€1 decremento logarftmico "3 ' se obtendrd de la siguiente
forma:
&= Ln (Az/A4) ' o sea & =tnp
. 28N

y si Az/A1 = exp ( )+ entonces obtenemos para va

-

lores muy pequeiios del amortiguamiento
85 2a9
2.3, CONSIDERACIONES SOBRE EL AMORTIGUAMIENTO

Tres son los tipos mds comunes de amortiguamiento: el viscoso,
el de Coulomb y el histerético. El primero de ellos est4 aso
ciado con cuerpos que se mueven dentro de fluldos a baja velo-
cidad; en ese <caso la fuerza amortiguadora se supone propor--

clonal a la primera potencia de la velocidad del movimiento,
Fd {t) = - cy

donde ¢ es la constante de amortiguamiento y y es la veloci-
dad de] movimiento.

El amortiguamiento de Coulomb o amortiguamiento seco estd aso-
ciado con el deslizamiento de dos cuerpos o superficies secas,
y 1a fuerza resistente estd dada por



Fe (t) =% u N

donde # es el coeficiente de friccién clnética del material y
N es ta fuerza Normal.

El otro amortiguamiento es el histerético, también 1lamado s6~
1ido o estructural y estd asociado con la friccién interna y -
es aproximadamente proporcional a 1a amplitud del desplazamicn
to del cuerpo deformado; es independiente de fa frecuencla de
vibracién y es el resultado de la fricei6n entre planos tnter~-
nos. La energfa que se disipa en forma de calor, por ciclo, -
es:

te = kxco vl . »cquw, st ¢co = cq‘-:-'

K = Rigidez del resorte
2] = Constante adimensional para amortiguamiento s6lldo
y = Ampllitud de vibracién

(A} = frecuencla de excitacién

cq = (Conatante de amortiguamiento viscoso guuivalente.

Puesto que ta amplitud de la vibracisn es proporcional a ta -~
amplitud de 1a deformacién unitaria, el trabajo Us disipado -~
por ciclo debido al amortiguamiento estructural puede escribl.c_'_
se como

Us = 5 v2

con s = gscatar que representa.la proporcionalidad., lgualando
los valores de Uc y Us, se tiene:

Yc = Us , entonces 7w cq wa = 5y2 vt ocq = 752-)
s K Ik .
2 B e s H de esto resulta

Yy = ": factor de amortiguamiento estructural



P TR

Esta cantidad puede relacionarse con el amortiguamiento viscoso
equivalente, cq, dlvidiendo la ecuacién anterior entre Ccr=2mp

y empleando la notacién de k = pzm

Nk NP2m np . factor de amor

C

B = —9%. ~trem

T q Ter~ = GapT ~ Zewp- = 20, 79" tiguamiento ~
equivalente

2.4, MOVIMIENTO ARMONICO FORZADO NO AMORTIGUADO

En este tipo de movimiento se considera que la masa estad forza
da a vibrar por una fuerza arnfnica como se indica en la ‘-

figura .

D.C.L.

T

m

:

W=MX

F(t)= Fcos wt F(t)=Fcos wt

Supdngase que la fuerza F(t) tiene una frecuencia f = -Z(Lv

La ecuacién de equilibrio dindmico es:



mk + kx = F cosa & ec.2.4,1

ta solucidén particular es:

x = X cos wt

Con ta primera y segunda derivada obtenemos:
Xk = @ X sen wt

2 w-w! % coswt

sustituyendo en la ecuacién 2.4.1 resulta

F
k ~wlm

, donde « 4 P

Las ecuaciones para x y X dan el estado estacionarioc de la vi
bracién forzada., Para tener la solucién completa de la ecua-
clén de movimiento deberd de sumarse a esta solucidn particu-
lar, la ecuaci6n de la homogénea que corresponde al caso de -
vibracién libre. Esto es:

X (t) = A cos (Pt ~a) + X cos wy ec.2.4.2

En los sistemas de Va prdtica siempre hay algo de amortigua--
miento de tal suerte gue eventualmente se amortiguan las vi-~
bracidnes y Gnilcamente }a vibracién forzada permanece; esta -
vlbraélén producto de la combinacldén de ta vibraciéan libre vy
forzada se llama transitoria.

s1 W £ P , entonces la ecuacién 2.4,2 nos queda:
x{t} = Acas Pt + B sen Pt + —F casat
k=wlm

Para t = 0, x = x, Yy X = Xg

se tiene A = x4 - £, 8=t/
k - mw?



Entonces
F

k-m

cos Pt+

- : - cos P tyec.2.4.3.
x(t)=x  cos Pt+x°/p sen Pt - F/, .2 oF ’

La ecuacién anterior se puede arreglar , sim=k/ p, en 1a forma :

x(t)=x cos Pt *fpg sen pt + £ coswt - cos pr , ec.2.h.b,

K (1 - Wre?)
El movimiento real descrito por la ecuacién 2.4.3 es la super-
posicién de dos movimientos arménicos que tienen diferentes -
amplitudes y frecuencias. Un caso particular se ilustra en -~
1a figura,

XA
Vibracién Porzada

( F senw t)

Vibracién Libre

Si aplicamos la regla de L'Hopital* para evaluar el 1imite - -
cuando w-+p (Resonancia) llegamos a:

io FP
x(t) = x, €os pt + —= sen Pt + ot sen Pt

Para Xy = iou o ypara t =o , en la ec.2.4.4

cos Pt +—tf . Cos Wt
k-wm K=y m

x(t) = -

transitorio estacionario

# Regla de L'Hopital, Dadas las funciones £(x) y g(x), derivables en el
intervalo 0<|x-2K8 siendo’d un nimero, y g{x) £ 0 para todos los valp
res de'x'del intervalo, de manera que un, f(x) =0y lim g{x)= 0, 81~
existe o es infinito el lim £'(x), se verificas

x48 B'L}

tim £{x)_tm£{x)
XA glx xng (x)



F
x(t) & ———— (cos wt - cos Pt)
k-w?m

2.5 MOVIMIENTO ARMONICO FORZADO AMORT IGUADO

Consideremos el sigulente slstema mostrado en la figura

La ecuaclién de equilibrio di
némlco seré:

¢ LTJ mi + ck + kx = F cos wt

donde w es la frecuencia de

l excitacién

F (t) = Fcos wt

Matemdticamente es m&s convenlente considerar a la funcibn ex-
citadora en término de una representaci6bn complieja; ésto se -
puede hacer al escribir la fuerza como Femt

S se define al desplazamiento complejo como ''z'' la ecuacién
de movimiento se puede expresar como:

m¢ + ct + kz = Fe‘Wt
Si se supone que 1a soluclbn es L
- L1 o= i Awe 1WE , i o= A wle Wt

donde A es un ndimero complejo, se tiene

cow?A ¢ 1 cw A+ KA = F



donde

F

——— , stz (Tw) = (k - mwz) +  lwe
(k =~ m w*) + fwe

A=

entonces la solucién particular es

F e lwt
z ( 1w)

A su vez, se puede escribir z (lw) = Jzle te

donde jzil = J(k - mwz)2 + (cw)2

de tal manera que:

« = tan"! (--SEL—T— Yy ze I~ e 1wt - a)
k - my tzl

Por otro fado, la solucibn de la ecuaciédn de equilibrio dinami
co es:

£ (A, cos wt + A, sen Wt)
X 1 2

Xp

Y O I

y del Inclso de la vibraclén libre con amortiguamiento conoce
mos 1a soluciébn de 1a homogénea de esta ecuaclién:

Xy = e-'“’t [A cos V1 - 12 pr o+ B send) -N ptl
para el caso de movimliento subamortiguado*
Si w/p = y "/nc =" (ya se conoc¥a como factor de amorti-

guamiento) y sumando Ia solucién particular con la homogénea,

obtenemos la solucién general

* Hoja siguiente



x{t) = e P"t (A cosJ pte send 1-72 Pt + f cos e - =)
¥ ./ (-3, (anay
primer término de la acuacién es un estado

transitorio inical que se diluye conforme pasa ec.2.5.1.
el tiempo. {Ver Figura 2.5.A)

El

#El caso de amortiguamiento donde n<p, es donde existe mayor
oscllacién y presenta un caso wm8s comGn en la vida real.
(Movimlento subamortiguado)



s T=27/w

P

% P N /-\ >t

\/‘K_P_caa(“'t-‘!)ﬂ
K

Estado transitorio

b= !

[O-@FP+ 5T ()

. Figura 2.5.A.

En 1a figura 2.5.A observamos el valor (/ [‘_‘}]2 - P(ln];)

Este valor es conocido como factor de amplificacién ylo identi

flcamos como "“fFa'. (Ver Figura 2.5.8, y 2.5.C.)
7 =01

I |

Fa

de

~ ;&Q~
U} :—\-\-\
~hE] == , Wp
% o8 10 15 0 25 - 2

Figura 2.5.8.
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De la Figura 2.5.B. se aprecia que el valor méximo de Fa no se
alcanza en w/p = 1. Entonces para encontrar el valor méximo -
hacemos:

Derivamos d Fa/dw = 0 y reducimos términos;
2 2
w n
1-1{3) 2 ()
El valor maximo de Fa se alcanza para:

a- Ji- 2(m)? €c.2.5.2.

[
Pero se verifica que para Ik 0,cuando w/p-. 1

[ 180°®
M=o~ e
. L~ g el 1500
\ [ /
-60° / 120
Ansulo ”LJ,._—-——*
de -50° 90°
Fase
. 4 -120°)- - . 60°
T=150° / 30°
- 10°8 d z'”:o"'L! " | o0
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El! valor de O = Jl -2 02 serd siempre menor y a8 jo muche =
igual a uno. Despejando® , el Fa max. es:

1 1
Fa max = Jo - i s u il ;!12 " UL eci2isa3.

tuando w =P , sucede gue w/p = 1 , por lo que
1 1
Fa max = = . 5
LK n_ 4w i,

,/n (pf} + b3 95D ﬁ(nc) 21

2.6. RESONANCIA

Respuesta resonante.

De ta flgura 2,5.8 se muestra ta variacién del factor de ampll
ficacidén puede observarse que la respuesta estaclionaria del pl
co ocurre para valores de w/p cercanos a la unidad en slstemas
con poco amoriguamiente. A} igual que el sistema no amortigug
do, Ta situacién de considencia de la frecuencia forzada con
la natural del sistema se llama Resonancia (w = p).

La expresién 2.5.3, el Factor de ampliiacién se sujeta como una
funcidn de ta relacidn de frecuencis {2 = w/p). Y en funcién
del factor de amortliguamiento quedars:

Partiendo de la ecuaclién 2,5.2. resulta:

Fa =
2 v -1

Para tener uns idea mis completa de la naturaleza de esta res
puesta resonante es necesario considerar la ecuacién general
de respuesta.

x{t) = e'"p'(A cos P,t +Bsen P t)+ F (1-02) cos wt+2 N Usenwt
0 b X v 7
\ﬁl—(f] + {290)
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1
Para el caso de Resonancia (w = p}, Fa = j=?==?= , entonces:
-

F cos Wt
t + Bcos PDt) +

-1
x(t) = JIPt (A sen P 5

D
1

F
Por lo que B = E S A= P

F ; para x=xg v X=Xg
De tal forma que con ella la soluclén queda como sigue:

n
t-n

x(t)= ;—,—l- E [e” Pt ( sen Ppt + cos Ppt) - cos pt)

Si 4 es muy pequeda, entonces P, & P
e A E et .
x(t) 7 % Lle 1} cos pt ]

2.7, RESPUESTA [MPULSIVA

En los casos tratados anterlormente se han considerado fuerzas
excltadoras senoidales o cosenaidales (arménlcas). Sin embar-
go no todas las fuerzas que ei:ltan a la masa de un sistema vi
bratorio son de esta naturaleza. Un tipo muy importante de ~
fuerza excitadora es cuando ella varfa sin seguir ninguna unj
formidad respecto al tiempo, a tales fuerzas les ilamaremos -
fuerzas excitadoras cualquiera. Es decir arbltrarias.



- 24 -
Figura 2.7.A

felt)

Veremos este caso desde su mayor simplicidad, medlante su res
puesta impulsiva.

Para calcular la respuesta se puede hacer el siguiente desa--
rrollo de caricter general. Una carga impulsiva es una carga
que se aplica en un perfodo corto. El impulso se define como
el producto de la fuerza por el tiempo de su duracién., Sea -
por ejemplo el impulso de ta fuerza F(r) sedalado en la Figu-
ra 2.7.8. en el tiempo v y durante un intervalo dr

Ftr)
F(:)d-
P
-~
T >t
T d T

Figura 2,7.B.



Este impulso al actuar en un cuerpo de masa produce un - -«
camblo en la velocidad que se puede determlinar por las leyes
de Newton como

mdo = F (1), v= velocidad
dz
dv = Elddr,
m dv = velocidad incremental

Este camblio de velocidad se puede sustitulr en la ecuaclén

y(t) = yq cos Pt + Yo sen Pt

Si Vo = velocidad inlclal y vy, = o , en el tiempo
- Flr)d~v -

dy(t) r sen P (t T)
Ahora la carga se puede tratar como una serle de impulsos cor
tos o suces{vos intervalos dr, produclendo cada uno de ellos
su propia respuesta diferencial en el tiempo t.
El desplazamiento total en el tiempo t estd dado por:

1 t
y(t) = T F(r) senP (t - 7) dr ec.2.7.1.

o

Esta integral es conocida como Integral! de Duhamel.

Para Inctuir las condlciones iniciales del problema basta con

expresar la ecuacién de la siguiente forma

t
y(t) = yo cos Pt + !2 sen Pt+-l— 5 F(r) sen P (t-17) dr
P mp Jo

ec.2.7.2.



. 26 -

Algunos problemas de dindmica estructural donde exista la ac-
cién de una fuerza excltadora de comportamiento arbitrario se
analizarén por medioc de Ja solucién de la Integral! de Duhamet.
Se puede apreclar en la Tabla 2.7.1. tres casos generales co-
nunes.,

Tabla 2.7.1%

CASO DE FUERZA SOLUCION DE LA (NTEGRAL DE DUMAMEL
FlbconsTaNTE
Pof———— v(t) = o [1 - cos Pt}
. K
FI P
ECTAKGULAR y(t) = <. [t - cos Pt] si t<td
Po K
i::::]______ ' y(t) = PO fcos p(t-td)-cos Pt]
id K st td
s
RYANGULAR Pory. .t ,sen Ptysi tatd
Po y(t)=i—(l cos Pt td+—F?§__)

i

y(t)-%’-[-cos Preffi Bt Y5t 1> ed

2.8, EXCITACION ARBITRAR!IA NO AMORTIGUADA

En muchos casos practicos la funclién de carga aplicada es cong
cida Gnicamente en forma experimental, tal como es en el caso

de movimientos sismicos, entonces la respuesta debe evaluarse

numéricamente, para ello conviene establecer la integral de -
puhame! de la siquiente manera:

t t
y{t)=sen Pt E%- jo F{r) cos P7 dr ~cos Pt E%— So F{r} sen P7dr

o bien

y(t) ={alt) sen p t -8 (t) cos pt}/mp



donde N
ate) = | Fn) cos proan 2.8.1

o
B(t) = St F(t) sen Pt dr 2.8.2

o

Se pueden emplear diversos métodos de Integracidén numérica pa
ra estas Integrales, slin embargo, los m&s usuales son los de
la suma simple de la regla trapecial y la regla de simpson.
Con estos métodos lo que se hace es aproximar la integral por
sumas del &rea bajo curva de la funcién; por conveniencla se
emplean Intervalos iguales de tlempo.

La soluclén Incremental de la ecuacién 2.8.1 y 2.8.2 es:

aF

AF
Altg) = Aleg-q)+ Fleigy )=ty A—t:-(senmn-senwt‘_‘)/aﬁ -
1) I

{coswtj-coswti-1+w(t] senwt - tj.; sen wtj.y)]}

Fi AF
(cos wt 4 c0s wtilw+ —L

B(ty) = B(tj-1)+ Flep-q)-ty-y N
ty w? ty

[sen wty-senwtj-1 - w(tj cos wty-tj-; cos wtj-1)}]



REGLA TRAPEC 1AL

Y

W v

Fig. 2.8.A.

REGLA DE SIMPSON

28

Xj+1
De la Flgura 2.8.A, |j= Sf(x) dx
Xj
Y X TXy " h. I
si h+o Hi= 5 h{Yi+yie1),..
(Area de un Trapecio). Tomando en -

cuenta que I:f(x)d,g-j:f (x) dx*‘I:f(K)dx.

Entonces el 4rea total | es la
suma de 4dreas parclales I,
n-1
0 sea Il = £ 1, lo que condu-
=1
ce a:

h n-1
125 [yityn+ 2'?-'1 ¥l

Para obtener un valor aproximado
de ta integral de F(x) en el in-
tervalo xo¢ x€ X, se parte de -
la Interpolaci6én de Newton.

F(x)év°+('f)-\yo+(;)Azyo+(;)A3y°+
N +(_'f) A Yo
o bien

- Z
F(x)éy°+KAy°+ —_K(’Z(l]) 4 yo+

K(K-1) (K-2) adyos

v (B dvo
31
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X2
De la figura se obtlene que S

n f
F(x)ﬁs (interpolacién de Newton)
Xo o

lntegrando se obtiene
x 2 3. 2

S " Ex) axmh Myor §8ve+ (% + G)atvole bl2vor Byo+ @ - k)
x
[+]

ST dyo=Yi-yp Y Azyo-v2-2v|+v°

X
’; &S "FGx) dx = & (vgrhyyeva)

Xo
n-1
Por lo tanto el Srea total serd | = JE I con lo cual tene-
i=1
mos que
ordenadas de . ordenadas de

| & -;3 [ygty +h 2 +

orden impar orden par

ahora bien si

A
Alt) & 4 -;- [«L‘ (t)}

a

donde para la regla trapecial en forma incremental se obtlene

A A
am2, £ (t) = I {t -a7)+ {F(t ~-47) cos P (t-at)+ F(t) cos P t]
2 2 Yy Yi-1
A
Siendo -E (t-4t) el valor de la suma determinada en el tiempo
precedente t -47T



Para la regla de Simpson.

A A
3=3 £ (t)=r (t=247)+ [F(t-247)cos P(t-247)+4F(t-a7)cos Plt-av)
. P 1L s
3 3 v o

+ F{t) cos P t ]
)
Y2

con (t-247%) Igual al valor de la suma en el tiempo prece-

wM >

dente t - 247

De manera ansloga

(t)

o ™Mot

; 1
B (t) 2av L

Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacién que da el valor

de la respuesta dindmica se tlene:

A B
AT 1 d
x(t) = w3 f (t) sen pt s; (t) cos pt

2.9. EXCITACION ARBITRARIA AMORTIGUADA

Considérese la ecuaci6n de movimiento para sistemas de un gra-
do de llbertad con amortiguamliento sometido a una excitacién -

F(z)

arbitraria F(t) F(7)
-~
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Su ecuacidn de equilibrio dindmlico es

mE + ckx + Kx = F{¥)

Dividiendo esta ecuaclén entre m, se obtiene gue

K+ 2 n % 4+ P2 x = g {t) ,dondeq(c)nf-'%!—)-

En cualquier instante T se puede calcular el ‘tmpulso lncremen
tal qd? , representado por cada banda d%¥ ., E£ste impulso - ~
transmlte a cada unidad de masa un Incremento lnstanténeo de
velocidad (velocidad incremental) lgual a:

dx = q d%

Al tratar este incremento de velocidad como 51 fuera una velg

cidad en el Instante ¥ se puede conclulr que el desplazamien
to incremental a un tiempo dado es:

dx = e 7P{t-7) a4p sen Py (¢ -7)
Pp

.Y de aqul se obtiene que

- 7Pt [
x-f——-—ﬁ—————-x em’tq sen PD {(t ~7) &% ec.2.9.1
b
[
o bien
: - -
x = L F(T) e ne{e-T) sen P_(t-7) d7 ec.2.9.2
mPD [
o

(Integral de Duhamel)
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st x = X = o para t = o

t

IUEL N x+7 xg 1 g T
X = e [xo cos Pyt +T_ sen Py ot+ mPdl, e F(7)
b

sen Pp (t-%) d7 ]

Esta ecuacién puede escriblrse como:

x(t) = [A(t) sen Py t — B(t) cos Py tl/Pn m
donde
t e"IPT
Alt) -jo F (r) KD cos Py ¥ dF
t 7P?T
B(t) -S F(¥) :'nn sen Py T d ¥
o

Si se cdlcula en forma Incremental

(t)]
(t)]

Con la regla trapecial (a = 2)

>

Ale) =4t L [

oM

oM o

. 1
B(t) 247 L [

[SE¥E1]

A
{t)=[z (t-8%)+ F(t-a7)cos Py (t-4%) Jexpl-7Pav)+Flt)cos Ryt
2
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Con la regla Simpson (a = 3)

A A
I (t)=fr(t-2a7)+ F(t-24% Ycos Pp(t-24%)]exp (-np24T)+4F (t-av)
3 2

cos PD(t-At) exp(-MPAT }+F(t) cos P, t

0
La integral B(t) est& dada por una expreslén simllar cambian -
do las funciones '"coseno' por las "seno'.

La certeza de la solucién numérica depende en gran medida del
tamafo del "paso" de integracién; en términos generales, este
paso debe escogerse pequefio. Un valor que conduce a buenos
resultados es el que se obtlene de hacer a3 & T/10, donde
T es el perlodo del oscilador.

2.10 METODOS DE INTEGRACION DIRECTA

Su nombre se debe a que antes de la integracién numérica, no -
se realizas ninguna transformacién en las ecuaciones. En estos
métodos se considera que se conoce el desplazamiento, la velo
cidad y la aceleraci6n, al tiempo t = 0. En la solucién, el
tlempo total se divide en n Intervalos iguales y el esquema -
de Integracién empleado conduce a la solucién aproximada en -
los tiempos 0, 4t, 24t, 34¢t, .oy t, t +8¢t,...., T

a. Método de diferenclias centrales.

Si una ecuacién diferencial tiene coeficientes constantes,
como es la de equilibrio del oscilador, es posible obtener la
soluci6én mediante un proceso de integracl6n empleando diferen~
cias finitas; de estos esquemas el m&s conveniente es el de las
centrales, en &1 se considera que:

R, om—

)
t atrl

- +
Xeear T 2%p Y *rear



s . .
L (~x

24T

X

vt Xevaw )

El desplazamiento en el tlempo t+AT se obtiene de la ecuaclién

mRt +ock, o+ kxt = F('r)t ec.210.1

Al sustitulr el valoy de las ecuaciones para Xt y it resulta

1 1 2
™ ™ % aE MXpaar 7 FO) - (e g mxg
1 1
(—r m = —— c)x,
ag? 24T t~AT

de donde se puede obtener el valor de LIPS

La obtencién de ta soluciédn x se base en establecer la con

dicién de equilibrio en el tlz;:z t, esto es, X,  4gp se calcula
empleands 1a ecuacién {2.10.1), por esta razén el procedimien-
to de integracién se conoce como "expl{tite”, Los métodos que
emplean la ecuacioén de equilibrio en el tlempo t +4%, se deng

minan "implicitos »,

Para apllicar este método los pasaos a segulr son Jos siguieantes:
1. Intcfalizar %, X y X. Conocer xg, kg y Ry

2. SelecclanarAv €47 crftlco

3, Calcular la carga efectiva en el tiempo t

F‘('c)t - F(t)t - (k-azm)xt - (aom - atc)xt_Az

. = s -
con a = iooay Poa, 2a

Av?
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4. Obtener el desplazamiento en el tiempot +a47%

Fle), . Fu)

*t vaz

[(:\";—)2- + 2—4%"] fagm + ajcl

5. St se requiere obtener la aceleracién y veloclidad en el - ~

tiempo t.
X, o= ao(xt_m, - 2x, ¢+ xt+A7)
Apmagloxg pp # Xe+ar )

51 e) sistema no estd amortiguado, c = 0 y el problema se redu

ce:

con

FEd = Fo) = (k- agmxg - (elpmd x

b, Método de Houbolt

En este método se emplea un esquema de diferencias finitas
para calcular la aceleraclén y velocidad en funci6n de los des

plazamientos;asf, se tiene que

) 1 _
Resar = 337 (PXeaar = 5%t *+ hxpoy %pozar )

. 1
*eraT " Tpp (xy gy = 18% * 9%, g = 2% pug)
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Para obtener la solucién en el tiempo t +A7T , se considera el

equilibrio en el tlempo t + 4%

MR erart Fraar * K = FE) pae

Al sustitulr la ecuacidén para X

t+4T Y it*Ab’ se obtiene:
2 1 - 5 3 -
(A_tz m ez Ot k)xHA,‘ F(r)nn,‘ + (Arz m o+ c)x,
4 3 1
- (e m o+~ c)x,_ + (= m o+ —)x, _
at? 28t tTAT - 4v? ap U207

Para aplicar el método de Houbolt los pasos son los slgulentes:

1. Iniclatizar x, x y X. Conocer Xg ko Yy )'(o

2. Selecclonar el incremento de tiempo A% vy calcular las - -

constantes

2
a m—t_: 3. = s a. = a, ® —2-: 3, = - 23
o 3 J 2 %3 v, [
ar2 647 Az Az
-a a a
a. = 3 a, = "o a, = 3
5 P 6 —_ i 7 5

3. Calcular la carga efectiva en el tiempo t + A7

-
FOF)eiar = FUB) ppay + mlagny * ayx ag + 3g%, )

+ c(aBXt * aSXt’A‘t) *agx sz
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4., Obtener el desplazamiento en t + AT

- .
FlE)iiaz = Fl%) s ar

x =
t+aY
[_zl. +__1_1_C_+K] lagm + a

2 c + k]
(a7) 64T

1

5. SI se requiere, calcular la acelteracién y la velocidad en

el timepo t +47%

X a

tear © P0%tear T 2%t T 24%e-ar T Y6*i-2a%

- a,X

Xevaz = Y1 %trar 3%t 7 ¥*t-az - ¥7%t-2av

c. Método de Newmark

En este método se supone que la velocidad y el desplazamlento

estdn dados por

it+df' it + [(1-8) Ke o+ 6“t+dtldz e.c.2.10.2

Xewap ™ %¢ * x, AT + [(% -n)ﬁct +czk““]m:z e.c.2.10.3
donde & y 5 son paré&metros, que se obtienen de estudios de con
vergencia y establilidad. Si se emplea @®= 1/6y & = 1/2, ~
el esquema corresponde al método de aceleracién lineal. Si
se emplea @« = 1/4 y & = 1/2 se obtiene el esquema de acele-
racién promedio constante, que es el que originalmente propu-

so Newmark, y corresponde a lo que se ilustra en la figura



______ =Tl _
i
Ye | Valle+Feony) | %t+ag
{ | t
+ tedp |

Para conocer el desplazamiento, la velocidad y aceleraclén en
el tiempo t +4% se plantea la ecuacién de equillbrio en el -

tiempo t + AT

m X +c

t+az Xprap K

F(z)

Xt+ar t+az e.c.2.10.4

De la ec.2.10.3 se obtlene X en funclén de x, .. v sustity

t+ay t+a

vye en la ec.2,10,2 con ello se obtienen expreslones para - -

X Y

L4y . Posteriormente se sustituyen esos valores en

Xt+ax

la ec.2.10.4 para conocer el valor de x Después de eso

t+a%"
se podrdn obtener con las ecs.2.10.2 y 2.10.3 los valores de

| Y

t+az *traz

Los pasos para aplicar el método de Newmark son los sigulentes:

1. Iniciatizar x, X y K; esto es, conocer x X y R
o, ‘o o

2, Seleccionar e! valor de 4T , el de los pardmetros e« y b5 ,y
calcular las constantes de integraclén,

8¢ 0.5; ayp 0.25 (0.5 +8)°2
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- L SRR IS NI YRR S,
L) oAzl 3y «dr 22 PY Y 20 l'alf ) !
ag = Ai!- (;6—- -2) ag= 4T (1 -&) y a7=dA'b'

3. Calcular la carga efectiva en el tiempo t + AT

~
F(z‘)H“:F(v)“M+ m(ao Xy *oap ko +oag Rt)+C(a' x *ay

+ a

Y

4, Obtiene el desplazamiento para t +4v.

A -~
x . Fl2)iiay - Fiz),yae
t+4% o . 8¢ .k am +ac+ k
afar)2  «dT

5, Calcular la aceleracién y la velocidad en el tiempo

R = a_{

t +az ° x) - Ay k- agx

*t+var - Xt 2 %

Xy 44T '*:*36"*57“t¢4z

kt+

t +47,
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SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD CON COMPORTAMIENTO LINEAL

3.1 MATR1Z DE MASAS Y RIGIDECES

3.1.1 Matriz de Masas

Los métodos descritos en la secclén anterior pueden ser
usados para evaluar la respuesta de una estructura de un grado
de libertad* ante cualquier movimiento de exclitacién. Los re-
sultados pueden ser obtenidos en la forma de una historia com
pleta de tiempo de las feurzas o desplazamiento, por medio de
una evaluacién numérica de 1a Integral de Duhamel. Sin embar-
go, los resultados de! andlisis pueden ser representativos de
la conducta de la estructura solamente si sus movimientos pue-
den ser definidos confliablemente por un desplazamiento simple.
Esto se puede lograr si concentramos las masas en un punyo -
simple el cual esté oblligado a moverse en una direccién, si la
disposlicién de la estructura es tal que permite solamente un -
modo simple de desplazamiento. €n general, la masa concentra-
da del sistema estars distribuida por toda la estructura y se-
r§ capaz de desplazarse en muchos modos independlentes.

A este proceso de simplificacién se le conoce como dis-
cretizacién de la masa de la estructura. La masa que se utilf
za en el an&lisis de un edificio Incluye todas las cargas vi--
vas y muertas, como el peso propio de los elementos estructura
les y no estructurales, mds aquellos valores probables de las~
cargas vivas mé6viles o variables.

As! por razones en primer lugar de reduccién de los pro
cesos operacionales no se analizan estructuras reales sino es-
tructuras ideales. La idealizaclién consiste en discretizar -
sus masas. (Ver Figuras 3.1.A y 3.1.8B)

#Grado de libertad, es una masa concentrada, expresada
en forma de coordenada independiente y obligada a moverse en -
una direccién, si la disposiclén de ta estructura es tal que -

permite solamente un modo simple de desplazamiento.



Una vez discretizada la masa, estamos en presencia de sis

temas de un ndmero finlto de grados de libertad.

La matriz de masas es diagonal solamente cuando elegimos
como coordenadas cantidades proporcionales a los desplazamientos
del centroide de cada masa y las rotaciones de la masa con res=--

pecto a sus ejes de inercia principales. {ver figurs 3.9,B.)

My _
MASA 1] 1" ']
o ;
Elc E. KON S
1 Mg © . f
MASA % T
l': : ’
Ele Elq v ','
— L L v
HI N
2
:L_‘x st At
M O
Eatructura real. Eatructura jdeslisada . M= 0 »
Fig. 3.1.A. Pig. 3.1.B. L

3.1.2 Matriz de Rigideces

Lta matriz k se le 11ama usualmente matriz de rigldeces
del sistema.Pero noes ta matriz de rigidez que se conoce para -
marcos la cual relaciona los desplazamientos angulares y linea--

les con los momentos y tas fuerzas aplicadas en los nudos.



0 sea
", « : X 0,
1 12
Hz - —— 92
k21 | Ka
1 ! 61

La matriz que aquf resulté es la llamada matriz de rigideces
lineal la cual la dividimos en cuatro matrices.

[K||] son los momentos que producen glros unitarios
[K,,] son los momentos que producen desplazamlentos unltarios
12

[K2|] son las fuerzas que producen glros unitarios

[KZZ] son las fuerzas que producen desplazamlentos unitarios

con estos conceptos podemos escribir que
(M) = [k, ) (01 + [Ky,] [4]
[F} = [k, 1 Eo] + [ky,] [48]

S1 se considera que no se aplican momentos en los nudos se ob--
tiene:

(F] = =Ty, [k, 177 (K 0 (81 + [K,,) (6]
Factorizando (& ]

IF) = (IKy,] = [ky, ) 1Ky 177 [k,,1) (8] ec.3.1.1



Cuando la inercla de las trabes de un marco se considera
muy grande con respecto a la de las columnas. Es decir rigidez
inflnlta, se reduce el slstema de 6 a 3 grados de libertad vya
que los giros de las trabes se hacen cero. Por lo tanto la - -
ecuacién 3.1.1 se reduce a:

[F] = [k,,] [$] ec.3.1.2

Cuando no se hace la ldeallizacién de marco rfgido para -
resolver el problema de vibraci6bn de un marco, la matriz de ri-
gideces se obtienen de la expresién 3.1.1 y suele llamarse a la
solucién del problema como solucién exacta en sistemas discre--
tos. Mientras cualquier marco en que se realice la considera~-
ciébn de lnercla Infinita en la trabe, se puede idealizar como -
un sistema de tantos resortes y masas como columnas y pisos ten
ga el marco.

Se muestra en la figura sliguiente:

L=k H3 - Matriz de Rigldez Lineal co
rrespondiente del sistema -
[ K —— es de la forma
3
KI + KZ -K2 0
T = oK f—— My —
K =l -K, Kp+ Ky Ky
K, ———r
2
0 ~K, K3
I=ol -~ M, —
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3.2 VIBRACION LIBRE NO AMORTIGUADA

La ecuaclén general de equilibrio dinamico de cualquier
sistema de varios grados de libertad suele escribirse como:

F o+ F +F

\ 0 s * P(t) ec.3.2.1

donde

Fl = Fuerza de Inercia

FD = Fuerza Disipadora
Fs = Fuerza Restauradora
P(t) = Fuerza Excitadora

Cuando se llega al caso de que FD y P{t) se anulen - - -
(FD = P(t) = D) entonces la estructura oscila libremente. Este
movimiento es conocido como vibraciédn libre no amortiguada y ta

ec.3.2.1 se reduce a:

F. +F. =0 ec.3.2.2

Para sistemas de varlos grados de libertad las fuerzas de
inercia en la ec.3.2.2 son simplemente:

F' « MO ec.3.2.3
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donde FI es el vector de fuerzas de Inercia,M es la matriz de
masas y U es el vector de aceleraclones.
se maneja como:

En forma matricial

J——
FI, My 0 0 0 a,
F|2 0 M, 0 0 u,
H H : H 0 :
FIn Lo . 0 0 “n un

- - JL

de lgual manera ta fuerza restauradora es de la forma

Fs = Ku ec.3.2.4

donde Fs es el vector fuerza el&sticas, K es la matrlz de rigi~
deces ydes el vector de desplazamiento, entonces

_ o -
Fs, Kiv Kz o K| {4
Fsy Ka1r Koz« Kgal Y2
an Knl Kn2 * Knn Yn

L L - L -t




Toda estructura eldstica puede vibrar libremente en forma tal -
que el desplazamiento de cada una de sus masas con respecto a
su posicién de equilibrlio eststico es igual al producto de una
funcién de la posicién de la masa considerada por una funcibn
del tiempo, que es la misma para todas las masas.

En otras palabras el desplazamiento puede expresarse como:

u(t) = z 0 (¢) ec.3.2.5
en forma matrictal u{t)y 2Z

u1 z

u{t) =1 wu

donde z es la matriz de modos naturales, al conjunto de valores
z; se le denominan formas de! modo.

derivando 3.2.5 obtenemos gue
u(e) =z g(r)

Sustituyendo 3.2.3y 3.2.4 en 3.2.2 resulta

MZ g (t) + KZo(t) =0 ec.3.2.6



Para la masa my el desarrolle de la expresiédn resulta

n
mozy glt) +(f1 KlJ z,) 6(t) =0

dividiendo entre myoz,
n
by
gty + v K
"3

z
L A PR S

entonces la ecuacién 3.2.7 se reduce a

g(t) + p2o(t) = o
Cambiando de simbologfa
o = 9 (t)

Por lo tanto

Cuya solucién es
® = a sen p (t -%)

derivando dos veces

{1 % o9ft) =0

o= -~ pz asenp (t %)= -7p

2

frecuencia natural del

]

ec.3.2.7

sistema

ec.3.2.8

ec.3.2.9
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En la expresién anterior s’ es la amplitud méxima del mo~
vimlento vibratorio. Si sustituimos ec.3.2.9 en 3.2.6 nos -
queda:

(k-p2H)z = o ec.3.2.10
Que es un sistema de ecuaciones lineales homogéneas; para
que existan valores de Z distintos de cero es necesario que el -
determinante del sistema se anule, esto es
2
lK-PH = 0 ec.3.2.11
3.3 SOLUCION MEDIANTE LA ECUACION CARACTERISTICA
La ecuacl6n 3.2.11 representa un problema de valores ca-

racterfsticos. Desarroliando el determinante se tlene una soly
cién algebraica del grado n, En forma matricial nos queda:

2
(K, + K,) - PZm, K, . )
2
-k (K, + Ky) = PPm, . K,
=0
0 -k . K -p%m
n n n

El grado n de la ecuacibn algebraica viene a ser determi
nado por el nGmero de masas.



De la teorfa de las ecuaciones se sabe que una ecuaclén -~
tiene tantas rafces como sea su grado. Estas rafces correspon-
den a las frecuencias cuadradas de los perfodos de los modos de
vibrar del sistema y son los valores que hacen el determinante
igual a cero, Sustituyendo cada una de !las n rafces en la ex-~
presi6én 3,210 nos resulta las formas de los n modos.

i = nGmero de masas

] = nGmero de modos

H .
c) c c>lo‘ cz‘ scB C).oc
' ’
'I \N\ -‘_','
¢ s, P
LN (?Ihl é) stB <? e
‘ .
X I, ~.
! [ Y
Mo Q ™ <?ICB ()nnﬂ
/ / /
——— e
Modo Z A Modo 2 8 Modo Z c
P o= P, P o= Py P o= P



Un modo de vibrar es entonces, la conflguraclén de las ma
sas que se mueven con igual frecuencla. Y no definen las ampli
tudes de las vibraciones de las masas, sl no las relaciones en-

tre ellas.,

3.4 ORTOGONALIDAD Y NORMALIZACION DE LOS MODOS

Los modos de vibrar tienen las siguientes propiedades que
son usados para estudlios dindmicos de las estructuras

a*) Ortogonalidad con respecto @ la matriz de masas

Zj TMZr -0 st jJAr ec.3.4.1

para cada masa mg seréd

b m oz, 2 =0 sin¢m ec.3.h.2

b*} Ortogonalidad con respecto a la matriz de rigldeces

T

j K2r = 0 si J 4 r ec.3.4.3

z
¢ ) Los modos naturales constituyen un conjunto completo, lo -
que significa que cualquier configuraclién de desplazamien-

to u puede expresarse como una combinacién iineal de las £l'

de decir como

L Para 1ls comprobaclidédn de 1a ortogonalidad debemos ha-
cer la suposicién que la matriz de masas y riglideces sea simé~-~
trica. Es obvio que la matriz de masas lo sea, pero la matriz
de Rigideces se hace mediante la conslideraciébn del teorema de -~

Maxwell.



El producto 2 T MZ, es igual a una constante orbitraria
cuyo valor depende de la escala a la gque se tome cada modo. Si
dicha constante es obligada a2 tomar el valor de la unidad, mod}
ficando la escala del modo, se dice que se ha normallzado el mo
do con respecto a la masa.

La converslén usada para normalizar los modos consiste en
cumplir la sigulente ecuacién.

z M2Z = ec.3.4.4%

Para llegar a esta normalizaci6én de los modos se puede -
emplear la siguiente expresién:

ZnJ = ZJ GF-3-“-5

3.5 SOLUCION GENERAL

Al encontrar los modos de vibrar de una estructura, se -
estdn obteniendo soluciones particularesdel sistema de ecuacio
nes diferenciales, La solucibn generalyes la combinacién 1i--
neal de todas las soluciones particulares. E£sto es,que la for
ma de vibrar de la estructurayes la combinacién Jlineal de to--
dos sus modos,
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O sad
v}y = z1 s () ec.3.5.1
En forma matriclal
Yy 1" 21 31 ni| [ € -s0s Py el
“2 12 122 :32 n2 c2 cos P2 t
z ]
U3 13 23 33 n3| | €3 €08 Py ¢
s
Un n 2n 3n an Cp cos Pnt
. J L - .
I ]
Donde b4 = 3 Zy; . LI
[z ] = z = IA'j '2] N .'n_]
z = Pyn ®in * ®onn
L -

Procedimiento:

Este mé&todo supone conocida las condiciones
el tlempo t = 0,

iniciales en

1.

2,

Obtener Jos modos de vibrar normallzadas [2]

Obtener las constantes Cl sustituyendo en las condiclones
iniciales t = 0y {U}= {uo)por medio de 1a expresién -
que en forma matrlclal es:

¢ = [zIT [M] [Uo]



para cada masa m, es

u
c = ¥ -

1 Yon Mn
nnl

in
3. Se encuentra la respuesta al movimiento (desplazamiento) me-
dlante 1a ec.3.5.1

3.6 METODOS NUMERICOS PARA OBTENER MODOS Y FRECUENCIAS DE Vi~
BRAR.

Se puede observar en los puntos tratados anteriormente -
que a medida que crece nuestro sistema de varios grados de }i--
bertad, aumenta la dificultad en los procedimientos de an8lisis.

Para ellos se han desarrollado métodos numéricos de apro-
ximaclonas sucesivas facilitando el trabajo y obteniendo resul
tados aceptables en los estudios dindmicos.

Existen varios tipos de métodos numéricos de los cuales -
menclonaremos los sigulentess®

1. Método de Newmark

2. Mé&todo de Holzer

3. MEtodo de lteracidn inversa

4, Método de Stodola con la matriz de rigideces
5. Meétodo de Jacobi

*En caso de que se requieran emplear otros métodos itera
tivos se recomienda las siguientes bibliograffas: {. Martinez,
Navarro A, y Ceniceros J. “Dindmica Estructural’ Ed. Universita
rio. Universidad de Zacatecas, 1983, México y Thomsan T. "Teo-
ria de Vibraciones"., Ed. Plentice/Hall iInternacional, 1983,



3.6.1 Método de Newmark

Este método se puede aplicar a cualquler estructura 1{--
neal con acoplamiento entre 1as diferentes masas y es aceptable
para el c8lculo del modo fundamental de vibracién (ler. modo) -

de las estructuras llamadas senclllas o cercanamente acopladas,

Los pasos en que consiste el método son los siguientes:

a. Suponer una forma para el modo. Es usualmente apro--
piado suponer valores iguales al némero de orden del piso.

b. Obtener la fuerza de inercia en cada masa correspon--
diente a 1a configuracién supuesta. Esta fuerza serfa HXPz; co

mo se desconoce p2 se calculan los productos MX = F/p2

c. Con las fuerzas de inercia se calculan Vas fuerzas --
cortantes en los entrepisos, también divididos entre p2, es de-

cir se calcula V/pz



d. A partir de las fuerzas cortantes y de la rigideces ~
se obtienen las deformaclones también divididas entre pz. Esto

se representa como AY/p2

e. Acumulando las deformaciones de entrepiso, determine
una nueva configuracién de los desplazamiento de las masas V/p2

f. Obtener p2 para cada uno, como los cocientes X/(Y/pz)

$i la configuraci6n de X supuesta (Punto a.) es la co~ -
rrecta se obtendrd el mismo valor de pz para cada una de las -
masas. En caso contrario los valores de X se tendrin que norma
lizar y repetir el procedimiento. La normalizacifén consiste en
hacer que el desplazamiento de la primera masa sea igual a la -
unidad.

Para calcular la frecuencia se pueden promediar los vaio
res del aGltimo ciclo, por medlo de la expresién.

s 2 2
o o Z(F/p%)(v/p7) ec.3.6.1.0

u(vsp?)?
3.6.2 Método de Holzer

Se empleard este método cuando se requleran encontrar -~
configuraciones modales consecutivas al primer modo. Y se em--

pleard a estructuras sencillamente acopladas.
Los pasos a seguir son:
a. Suponer arbitrariamente un valor de p2 mayor que el -~

del modo fundamenteal, previamente obtenido por cualquier méto-
da.



b. Suponer ja amplitud del movimiento X, de 1a primera -~
masa a partir del apoyo. Conviene suponer un valor unlitario, =
Esta amplitud supuesta es también igual al desplazamiento AX
de! primer entreplso.

1

c. Calcular ta fuerza cortante en el primer resorte*

d. Se calcutaré ahora la fuerza de inercla de la primera
masa de ta siguiente manera:
2
F, - Hip X‘
e. Satisfaclendo el equilibrio calcular 1a fuerza cortap
te en el segundo resorte,

f. Se obtiene la deformacién como

P P4 P

g. Lalcular 1a amplitud del desplazamiento de }a segundas

.masa xz - X,\ + A xz y la fuerza de Inercia en ta misma

2
Fa = Hpp Xy

*Los resortes son una forma de simbolizar las rigldeces
de antrepiso K‘. en las representaciones esquemiticas de siste~
mas de varios grados de libertad.



h. Repetir los pasos (e) a (g) con el tercer resorte y -
la tercera masa.

i. ContinGe el proceso hasta llegar a la Gltima masa.

Si se satisface el equilibrio entre la fuerza cortante -
del Gltimo resorte y la fuerza de inercia de la Gltima masa, en
tonces la frecuencia escogida y las amplitudes calculadas co- -
rresponden a un modo natural de vibracién. Por lo general se -
obtendrs un residuo.

Representando en una gr&fica los residuos obtenidos con-
tra los distintos valores de pz supuestos, se obtendr& una cur-

va sorrespondientes a las frecuencias naturales.

Para el andlisis de cada modo se tendr& que seguir el -
procedimiento mencionado, y para reducir el nGmero de iteracio-
nes se acepta una interpolaci6tn lineal para tener una mejor - -~
aproximacién de la frecuencia buscada.

72 - 2 LV ec.3.6.2.1

X FX
3.6.3 Método de lteracibédn Inversa

Este procedimiento es apropiado para resolver problemas
de valores caracterfsticos mediante operaciones matriciales. -
Este método esta basado a partir de la siguiente expresién

Kz = p? Mz

Los pasos a seguir son:

a. Suponer un valor arbitrario X de Z, lo que es lo mis,



mo que suponer un valor arbitrario de p2 z.
b. Calcular el valor X! = M X

c. Calcular el vector Y resolviendo el sistema de ecua--
clones sigulentes:

KY = Xx!

d. Si el vector Y es igual al vector X maltiplicado por
una constante l/pz. entonces se tiene un forma modal. Si no se
cumple 13 igualdad se tendr& que repetir el mé&todo hasta llegar
3 una aproximacién aceptable. Para cada iteracién se tendra -
que normallzar los valores de Y,

La frecuencia p2 se calculars de la sligulente forma:
2 viox

p? =
UMy

El método sirve también para determinar los modos supe--
riores de vibraclén, S6lo que para este caso se emplears K' en
vez K. Es decir:

K' = K = uiM

El valor g es un valor que elegimas, el cual tendr§ que
ser muy aproximado a ﬁz'de| modo correspondiente. Lo que hace

que se disminuya el nfimero de iteraciones.

filnalmente en los modos superiores PZ se calcula

v g

2
P = u o+
YT HY




3.6.4 Método de Stodola con la Matriz de Rigideces.

El método Stodola Rigideces es también conocido con el -
nombre de Vianello. Su calificativo "rigideces' se debe a la -
utilizacién de 1a matriz de rigidez de ta estructura. Al igual
que todos los métodos, parte de la ecuacion del equilibrio ding
mico., Es decir de;

Kz -p2uz = o0

Se despeja M Z y se premultiplica por N-l, lo que re--

sulta
2 = - wlkz
P
Stodola suglere para el cilculo del modo mis alto.
a. Suponer un vector Zo. premultiplicado por n" K, o
s5ea

b. El resultado obtenido de 2z, se divide cada uno de ~
sus valores con el primero de ellos de arriba hacia abajo.

¢. Los valores obtenidos en el Incisec b) se vuelven a -
operar en el Inciso a) y b}, Si la segunda iteraci6n es muy -~

aproximada a la primera, entonces esta es la solucién del modo.

d. Una vez encontrada la solucién del modo, esta se nor-
maliza con la expresién 3.4.5 y se obtiene Zn

Dado que el método converge hacia el mode m&s alto, se -

tendrd que encontrar la constante C‘ para el célculo de cada mo



do lnferic;r con la sigufente expresién:

¢, = zn' # 2o

donde Zn se refiere al mayor modo normalizado.
Para modos Inferiores:

e. Se propone Zo# para e! modo de interés.

f. Se encuentra (:l correspondiente y se encuentra _2_6'_ de
la siguiente forma:

26 = {0} - ¢, {zn}
i = V,2, 3 . . . segGn modo de interés

g. Los 26 no estan afectados por el modo n; se haréd para
cada ilteracién., Con los valores de 15 se tendr&n que seguir -

los Incisos a., b., c. y d..

h. Obtenidos los modos de interés, se calculars ta fre--

cuencia cuadrada para cada modo con la ecuacibn.

T
Zn‘ K Zn‘

ln|T M Zn‘

* Para suponer los valores de 2o , se tendrd que pensar
en la configuracién de! modo de interés. Dando mayor importan-

cta al signo que e corresponsa a cada valor del modo.



3.6.5 MNétodo de Jacobi.

Conocido tambjé&n como método de diagonalidad por rotacio
nes sucesivas, este procedimiento permite determinar, simulté--
neamente, todas tas frecuencias y modos de sistemas complejos -
“n" grados de libertad, con tlempos de ejecuclibn razonables en
las computadoras actuales. Consiste, esenclalmente, en diagona
Vizar 12 matriz dinSmica o su inversa con el objeto de obtener,
en la ecuacibn matricial caracterfstica, una serie de expresio-
nes independientes, flciles de resolver.

Secuencia de Cdlculo.

Primero se define la matriz diagonal inferior y superior,
de tal manera que se cumpla:

L L = M ec.3.6.5.1



1"

21

Ltnl

donde

Ln2

M
Liy

En este método,

6—1 —L L

LMB 0 .

Matriz de masas

= Ltz = badh -

ni

Lon

Hy2/lyy

Myuftyy

n2

HI;W

2n

nn

la matriz de masas, puede ser consisten-

te, masa distribuida (sistemas continuos) o.bien diagonal, ma~-
sas concentradas (sigtemas discretos).

acuerdo con:

En seguida se procede a hacer un camblio de coordenadas de

v {0

donde { D } es la funcidn de desplazamiento.

0Ce 3:6.5.2



Sustituyendo en la expresién caracteristica K{D}- w’M D 1a
ecuacién 3.6,5.1 vy la 3.6.5.2 nos queda

koLt z o= WL .

por lo que

L-‘ K(L')-1 z s wl g
St G*’ = L7V k(L)' matriz dindmica inversa ec.3.6.5.3
entonces G* z = wz Z,ya que ¢'a c.",
por lo tanto % "' gt 3 ww? ec.3.6.5.4

De esta forma, empezaremos con una matriz G*o y multiplicando
por una secuencla de matrices de rotacién RI para i =1, 2, 3,,
+s N, como Sigue:

. de i *
etc. y para valores adecuados R, la matriz Gn se convierte

en una matriz diagonal, al cabo de n ciclos, donde se obtienen
directamente las frecuencias naturales al sustituirla en la --
ecuacién 3.6.5.4,

Las formas modales se encuentran todas simultdneamente,
. I . N
dentro de una sola matriz 'z, multiplicando entre si las matri~

ces de rotacién.
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n
2= Ry Ry Ry o o LR = Ry R U Simboliza una serle
=1 de productos

ta matriz de rotacién o transformacibon Rl’ se escoge de
tal forma que &n cada ciclo se vayan eliminando los elementos
que esten fuera de la diagonal de Ya matriz dinSmica. Es de--
cir R‘ se construye reemplazando los términos sen o, =~ sen o,
y tos o en las posiciones rs, sr, rr y ss de la matriz unita-~
ria. Como se Indica en la expresidn siguiente:

Columna r Colusna s
pmeen -
}
1
cos 0 . ~sen O - Fila r
Ry = .. ec.3.6.5.5
sen 0 . cos O Fila &
1
1

siendo r y s los subindices del elementos no diagonal gue se
desea eliminar, y @ es un 8dngulo de rotacién matrictal dado por:

2g*
28 = ang tang rs

% -g%

v 795

en donde 9':;5, g?r, ggs son los respectivos elementos de la ma~

triz dindmica inversa G* del ciclo anterior,



3.7 VIBRACION LIBRE AMORITGUADA

3.7.1 Matriz de Amortiguamiento

El componente caracteristlico de este movimiento, es el =~
efecto de la fuerza disipadora. Y puede ser expresada como el
producto de un grupo de coeficientes de influencia del amortigua
miento multiplicados por las velocidades ocasionadas por los -~
desplazamientos, de cada masa concentrada, a través del tiempo.
La fuerza disipadorao también fuerza de amortiguamlento, por ana
logia con la expresi6n de la fuerza de Inercla y el&stica puede
ser escrita como:

En 1a cual F) es el vector de la fuerza de amortiguamlien
to, U es el vector de velocidades y c es la matriz de amortigua
miento.

Ahora Ya ecuaci6n de equlliibrio dindmico puede ser expre
sada simb6licamente como:

F + F + F = 0 ec.3.7.1

o bien

Hd+ Cd + Ku = 0 ec.3.7.2
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ST C es proporcional a M o a K, es evidente que se cum--
pla la condicibn de ortogonalidad Z, € Zr = 0. Y se puede ex--
presar segGn el amortiguamiento de Rayleigh de 1a forma:

C =5M + K

donde § y f con constantes. A} aplicar la matriz modal (2] re-
sulta:

(217 ozl = s1217 wiz) + gt KEL 7 EV 4B A e

donde | es una matriz unitaria y A es una matriz diagonal de --
los valores propios.

[~ 2
uh
2
W
A .
2
ws-—l

Asf, sustituyendo la expresi6n 3.7.3 en la ecuacidén 3.7.2
obtenemos que para la i-é&sima ecuaclidn.

¢ + (6 + 8 p‘z)§i¢ pﬁv‘ =0 ec.3.7.4
y el amortiguamiento modal puede definirse por 1a ecvacibn;

2 §‘ P =5+ popy ec.3. 7.5



por lo tanto

- e, ppyl ec.3.%6

donde
fl = razén de amortlguamiento para el modo i

3.8 SUPERPOSICION DE REPUESTAS MODALES

Un sistema de N grados de libertad, va a tener N formas
de modos de vibrar independientes. Para cualquier forma arbi-
traria los desplazamientosde la estructura puede ser expresada
en términos de las amplitudes de estas formas, tratdndolas como
coordenadas de desplazamiento generalizadas. Asl, en general,
cualquier desplazamiento u, puede ser dado como la suma de las
contribuciones que resulta de cada modo.

n
up o= f 3y zU ec.3.8.1
=]

Como ya se vié6, aJ es la amptltud del i-é&simo modo. En
forma de matriz, e} vector completo de desplazamiento puede ser
expresado comos

n
Uy = 2 Aj ZJ = {z]a ec.3.8.2
Jjsl
hacemos un cambio de variable A = Y

Donde Y es el vector de coordenadas gencralizadas, que -
representan las amplitudes del modo de vibracién, también llama

das como coordenadas normales del sistema.

U = [2)v ec.3.8.3
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Los sistemas de varios grados de libertad pueden ser ex-
presados en términos de las coordenadas normales. Para la ecua- -

ci6én de vibracién tibre amortiguada resulta.
Mizl ¥ o+ cfz] ¥ +k [2ZlY « 0 ec.3.8.4

Si la ecuacién 3.8.4 la multiplicamos por el vector - =

ZJT nos queda como:

T

T M(z1¥+ 257 claly - z

kK{zl v =0
Z)

la cual se reduce por las propiedades de ortogonalidad en

T e T : T -
JA T C T A2 KA 0 ec.3.8.5

La ecuaclén de coordenadas normales del movimiento puede
ser expresada mis convenlentemente como

My }ij +oeyn ;\J +REA w0 ec.3.8.6
donde
Hj* - ZJT H Z‘l y es la masa generalizada
Cj* = ZJ.T C Zj , es el amortiguamiento generalizado
Kj* = ZjT K ZJ , es la rigidez generalizada,

para condiciones iniclales en la ecuacién 3.8.5

Uo = Z Ao ece3.847

J Tej



entonces
T T
A U Y4
j Mlo = Zj M ZJ Aoj
por lo tanto
P
"J'—JT—J—
o
l‘| M ZJ
simitarmente
Uo- ZJAOJ
entonces
T . T A
L3 RN Zj L] ZJ A°J
y resulta que
. 2, nu
A . —de 0
ol Twnz
o

Ahora bien, de la misma forma que el capftulo anterior =
obtenemos que la solucién de la ecuacién 3.8.6 es:

Ao +n P‘ Au . .
AJ(t)- exp [-nj P] t] ——J———j-————-lp|j sen plyt o+ Aoj cos PJ t
ec.3.8,8

Por Gltimo, la expresién del desplazamlento final se ex
presa como la superposicién de respuestas modales.

U{t) = Ixj(t) ec.3.8.9



donde :
UJ(:) =z AJ(t) ec.3.8.10

finalmente sustituyendo la ecuacién 3.8,10 en 3.8.9

u(e) == z, Aj(t)

J = a los modos de vibrar, 1, 2,3, ..., etc

3.9 VIBRACION FORZADA NO AMORTIGUADA
3.9.1 Desacoplamiento de los modos de vibrar.

Otra propiedad de los modos de vibrar es que se pueden -
desacoplar, esto es: son independientes entre si. E) desacopls
miento de los modos es clave para resolver la vibracién cuando -
las masas son excitadas por una fuerza., Regresemos a la ecua--
cién matriclal de equilibrio din&mico para vibracién libre:

MU + Ku =0

donde su solucién general resulta, como ya se vié antes en la -
ecuacién 3.5.1

{v} = (21 (s(t)]

para hacer esta combinaci6n, sabemos que Jos modos tienen que -
estar normalizados.



Ahora bien, s5f los modos estdn escritos matriclalmente,

se puede ver aue:

T
fzy 2z, . vz 1 iz, 2, 2.1«
} = Matriz identidad

s derivamos la ecuacién 3.5.1 dos veces y separamos las fre-~ -

cuenclias tenemos;
h&} =[z1{ p ] { é(t)} 1° derlvada
fal =1zt 21 {sw] 2° derivada
la matriz de frecuencias obtenidassers en forma diagonal.

St tenemos fuera del vector {g(tﬂ a las frecuencias cua~
dradas; entonces is(tﬂ - {S(tg, o sea:

{6} = 121 ¢ P2 3 [Istv) ec.3.9.1

sustituyendo las ecuaclones 3.5.1 y 3.9.1 en la ecuacibn de vi-
bracién libre resulta

1T w2l P2 1 fs(o} + 12T x 1z) {s(e)} = o

como las modos estdn narmallzados: {237 #{z] = [1] entonces
(21" klz) o) + o2 1 () = o

por lo tanto

U2 1 = 1z17 kizl



Ahora por otro lado al no sacar la frecuencia y lo fre-=-
cuencia cuadrada de la primera y segunda derivadas de 3.5.1 ob-
tenemos al sustituirlas en la ecuacién de equilibrio dinamico.
nizl {s(e)) + x [z} {s()} = o

premultiplicando por [Z]T

1217 k2] {s(o} + (217 izl {5} - o
sabiendo que
(21" ktz1 - 1 P2 )
(z1" miz) =
Entonces 1a ecuacién de vibraci6én libre nos resulta como
2 1 st + |{§(c)] - 0 ec.3.9.2

Un sistema de n grados de libertad se puede tranaformar

a "n" sistemas de un grado de libertad.
De 1a ecuaci6n 3.9.2 resulta que
P2 {v¢)} +{ﬁ1(t)} -0
Pl {Uz(t)} +{ﬁz(t)} -« 0

p.? {Un(t)] +{iin(t)} = 0



que son '"n" ecuaclones diferenciales homegéneas de segundo or--
den y ademds ‘desacopladas, esto es: independientementes.

$1 nuestro sistes es forzado por alguna fuerza excitado-
dora F(t), entonces estamos en el caso de vibracién forzada no
amortiguada si ¢=0, En este caso la eucalcdn 3.9.2 nos resulta

PEs(el + 1?1 {s(e} = tR(e))

lo cual conduce que

{i,m} + o2 {yw)} = fo
{500} + 72 {yo] - 0

{ﬁn(t)} + Pnz{Un(t)] = F (t)

que también resulta 'n"” ecuaciones diferenciales no homogéneas
de segundo orden desacopladas.

La solucién para cada ecuacién desacoplada de un sistema
forzado no amortiguado es de la forma:

¢
y(t) = sen Pt —-'—-—5 F(t) con P¥ df - cos Pt ——{ F(¥) sen® d¥
mp 7 ap

o bien
y(t) = [A(t) sen pt - B(t) cos pt} /mp

Como ya se vié en el capitulo anterior existen métodos -

ntmericos con los que se puede contar para faciltitar el céleculo
de la ecuaclén anterior.



3.10 VIBRACION FORZADA AMORT(GUARA

El an&lisis dinadmico de un sistema forzado y amortiguado
serd de }a misma manera que en el caso anterior, es decir por
e]l método de superposici6tn de modos de vibrar.

be 1a ecuacién de equilibrio dinimico para e} caso amor
tiguado.

MO + €& + KXu = F(t) ec.3.10.1

puede hacerse una simpiificacién importante en !as ecuaciones -
de movimiento debido a)l hecho de que cada modo tiene una ecuacifn - -
independiente de forma exactamente igual a la de un sistema de
un grado de libertad, al desacoplar Jos modos. Por las propie-
dades de ortogonalidad de )as formas wmodales.

La ecuacidén de coordenadas normasles del sistema, simpll
ficada en coordenadas generalizadas' resulta ser:

Mh An + Ch An + KhAn=Fn*(t) ec.3.10.2

de la misma manera que en caso de vibracién libre
Fnx{t) = 2 T F{t), es la fuerza generatizada.la ecua-
ci6n 3.10.2 es importante porque de ella se obtiene que:

tnx = 2%, B, Mn ec.3.10.3

& 2
Kn = Py nz ec.3.10.4

y haclendo uso de 3.10.3 y 3.10.% npos queda 3.10.2 como
2 Fon*x(t)

An+t 2%n Pn An + Pn’ an = IOZ ec.3.10.5
Mn -

V £1 desarrollo es exactamente igual que el visto en el -
punto 3.8 al definir la expresidon 3.8.6



Ahora en términos de excitacién por movimiento del suelo
durante un sismo, la presién efectiva puede ser escrito como:

Frle) = m us(t) ec.3.10.6

El vector de presiones efectivas completa apllcada‘esta
dada por el producto de la matriz de masasy la aceleraci6n dela
tierra, ésto es:

F(t) = M?ug(t) ec.3.10,7

~

Donde | representa un vector unidad de dimensién N. =~

Entonces sustituyendo la ecuacién 3.10.7 en 3.10.2 obtenemos.
“ . T ~
Mnk An 4 Cnx An & Knk An = 2,0 M H.Ig(t)
F

$1 1lamamos a xl= _Z-JT M 1 y represeata el factor de -
participacién del! temblor para el modo n de un slstema multigra
do, entonces la ecuacidn 3.10.5 se puede escribir como:

P2

An+ 22pn Pn An + Pn2 An = % “g(‘)
Mn

ec.3.10.8

La respuesta del n-é&simo modo en cualquier tiempo t, puge
de ser obtenida por una evaluacién numérica de la expresidn de

Duhamel, al hacer la integracién siguiente:

t
An{t) = L B S o (%) e-(? Pn (t-r))sen Pn {(t-%) d7
Mn* Pn 9

° ec.3.10.9



simplificando, usando el simbolo V (t) para representar el va--
for de ta integral en el tiempo t

o

An(t) = 2 () © E€.3.10.10
Mn Pn

€1 desplazamiento del piso (o masa) | en un tiempo t, =
es obtenido entonces superponiendo ia respuesta de todas los mg
dosycalculada por dicho perfodo de tiempo t.

u = g 2y, Anlt)

Debe notarse que estructuras con muchos grados de liber-
tad, la mayor parte de la energfa vibracional es absorbida en -
los inferiores, y por lo general es suficlentemente preciso su-
poner solamente los efectos de los primeros modos. Las fuerzas
sfsmicas en fa estructura pueden entonces ser expresadas en tér
minos de las aceleraciones efectivas.

Angic () = Pn? An(t)

de las culdles la aceleracibn en cualquier piso i es
2

Bingye {t) = Pn" 2z, An(t) ec.3,10.11

y la fuerza sismica en cualquier piso | en un tiempo t es
2

Qo (t) = m AT 2, An(t)
superponiendo todas las contribuciones modales , las fuerzas sis
micas en toda la estructura pueden ser expresadas en forma matr}i

cla) camo
alt) = niz1e? an(e)



donde [Z] es la matriz cuadrada de distribuciones de amplitudes
relativas en cada modo, y P2 es 1a matriz diagonal de qf para ca-

da uno de los "n"modos.

3.1 ESPECTROS DE RESPUESTA

En el cdlculo de las estructuras se observa que uno de -
agentes externos capaces de llevarlos a una condiclién de estado
1fmite es el sismo. El sismo es una excitacién en la base de -
sistemas vibratorios y por lo tanto se puede transformar en un
problema de excitacién en la masa. Para conocer las caracte--
rfsticas del movimiento, es necesario conocer los llamados ace-
lerogramas registrados en aparatos especiales conocidos como -
acelerégrafos.

Un acelerograma es un registro contfnuo de las acelera-
ciones del terreno como funcién del tiempo durante un sismo, es
decir una furicién aleatoria de impulsos no periodicos.

Aceleracién del

suelo U * ////A\//\&
A
LAV \/ \

t{seq)

Figura 3.11.A



o bien
0.02
0.0%
4 0,00
9 -0.0
-0.02

t(seg)

Figura 3.11.8

Por medio de una Integracién numérica y otras considera-
clones sobre la precisi6bn de las lectrua del registro, es posi-
ble construlr la excltaciédn como velocidad y desplazamiento.

Velocidad 16

del :uelo 2 Pa) /\/\/\ /\\
-8 \/ W w A
-16 t{seg)

Figura 3.1t1.C
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Figura 3.12.0

u

Para entender el comportamiento de! movimiento es necesa

rio conocer los acelerogramas de tres componentes ortogonales
del desplazamiento del suelo en un punto: dos componentes hori-

zontales y una vertical. oes7e
STE

- F
NORIE

*
Sop *

\\.15 KTICAL

3
¥

Figura 3.11.E



Conocida la excitacién es posible caleular la respuesta
méxima que sufre un sistema de un grado de libertad de perfode
Tl . Ahora si reunimos las respuestas de varios sistemas de un
grado de libertad con diferente perfodo cada sistema, nos resul
ta, lo que se conoce como Espectro de respuesta. As(mlsmo, se -
obtiene espectros de respuesta para el desplazamiento, veloci--

dad y aceleracibn.
1]
/9
0.03
0.02
0.01
T T T T T{(Perfodos)

Figura 3.11.F

St superponemos todos los espectros de respuesta obtenl-
dos para cada excitacién (en esta caso sismo) se formard una en

volvente tlamada Espectro de disefo.

Espectro de Diseio

ﬁ T(Perfodos)




3.11.1 Anélisis del espectro de respucsta

La historia de respuesta: de la fuerza de cualquier es-~
tructura de varios grados de libertad estd completamente defin]
da por las expreslones

n
u(t) = » z v(t)
n=j

Y por
a,(t) = nzwv()

La respuesta mixima de cualquier modo puede ser obtenido
de! espectro de respuesta del temblor siguiendo los mismos pro-
cedimientos usados para las estructuras de grado simple.

L)
introduciendo Sunﬂ 1a velocidad espectral para el modo'nf
la ecuacién 3.10.10 nos queda como:

A s . R

* *
M n Pn M n

An(t)max = + Sdn ec.3.11.1

-
donde Edn, es el desplazamiento espectral.

Entonces la distribuci6n de los m&ximos desplazamiento en
el modo"n?esta” dada por: ’

&

Un max = b4 Y(t)max = 2 ;:— + Sdn ec.3.11.2
n

Similarmente, la distribuci6n de las maximas fuerzas efec
.
tivgs del sismo en el modo "n" sera:

2 %

q =M Z Pn Y =M 2
M#n

n max max * San ec.3.11.3




Las ecuaciones 3.11.2 y 3.11.3 proporcionan la respuesta
maxima en cada modo que deba considerarse. Como los m&ximos mo-
dales no ocurren necesariamente al mismo tiempo, ni tampoco - =~
tienen el mismo signo, no podrén ser combinados para dar ta res~
puesta total de manera precisa. Lo mejor que puede hacerse es =
un andlisis espectral de respuesta, que consiste en combinar las
respuestas modales sobre una base probabilfstica.

~ / 2 2 2
Uamax Ual max AL max AEER L PP max

ec.3.11.h

donde*n"es el nomero mayor de los modos.

3.12 ANALISIS SISMICO MODAL ESPECTRAL

El artfculo 241 del Reglamento especifica como método de
an&lisis dindmico a)l andlisis modal espectral y el c8lculo paso
a paso ante temblores espectficos. Se tiene que emplear alguno
de estos métodos cuando no se satisfacen las limitaciones que =
existen para aplicar el método estético.

El anslisis modal espectral es llamado asf, porgue impli
ca el uso de los conceptos de modos de vibrar y de espectros de
disefio. E1 c&lculo paso a paso también puede ser modal, pero pa
ra definir la excitaci6n sfsmica se emplean acelerogramas de tem
blores y no espectros.

De la ecuacién 3.11.3 citamos los dos aspectos importan
tes del andlisis modal espectral.

%

a, = M2 -y San ec. J3.12.1
Mn
Contribucibn Contribucién
modal espectral.

1. Ver hoja sigulente



s
donde San es la aceleracién espectral para el modo n.

De la contribuc¢ién modal podembs observar que el coclien-

te del factor de participacién entre la matriz de masa generall
zada determina un coeficlente nue define la escala a la que In-

terviene el modo "n" en el movimiento. Este coeficiente es 1la

mado como coeficiente de participacién.

th - ;‘L* = 2l w1
Hn T
In MZn

‘para cada modo J se tiene
L
tn = A=t 7
Iomj zjﬁ
=1

La contribucién espectral estd afectada por el factor de
reduccién por ductilided LQ. Cuando la estructura satisfaga
todos los requisitos de algunos de los casos que se citan en
los incisos correspondientes de los cédigos, el factor Q tendr$
un valor segln el caso.

Entonces la fuerza sismica podr& reducirse al dividir ia
ordenada espectral del modo n, entre el valor de Q. Esto hace
que las deformaciones calculadas con las fuerzas sismicas redu-

cidas, se muitipliquenpor Q y correglr los efectos de segundo -
orden.

Ahora bien, el valor de la rrdenada espectral como el de
ductilidad dependen uirecctamente del valor T,. Donde T; es el

perfodo de! modo i. (yer Tablas 3.12.A y 3.12.B).

1, 2, ver hoja sigulente




% Si se desea ampliar los conocimientos del cédlculo -
Paso a paso se recomienda la bibliograffa: Enrique Bazan Zuri-
ta y Robertp Mell Piralla, Manual de Disefo Sfsmico de Edifi~ =
cios, Edit. Limusa, 1985

2E1 valor del factor de ductllidad ; es el grado de - -
aceptacibén de formacion de articulaciones plasticas en el di-
sefio de estructuras,asegurando un mecanismo de fallas del tipo
ductil.

La existencia de articulaciones pl&sticas, ocasiona la
liberacién de un porcentaje de la energfa acumulado por las fuer
zas de inercia.

Esto hace que se acepte en el andlisis sismico, la reduc
cién de la fuerza sismica por medio del factor de ducti}idad
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TABLA |.1 ESPECTROS DE DISERD

. = o
® o<t 2 oa=a s T, T
Clmm ——
| t
L ® T¢€, L.
! I
a | ® r
1 . T2
1 i @ T>T2 i a=c¢|—
1 i > T
T Ty T
donde: a : ordenada espectral § aceleracién con res-
pecto a'"g®
a : ordenada espectral para T = 0
c : coeficiente sismico basico
r : exponente adimensional
T : perfodo natural de la estructura o uno de

sus modos, en segundos

TI'TZ ¢ perfodos naturales que definen la forma ~
del espectro, en segundos

T
zogfé SIi:ICA T1PO DE
REPUBL I CA SUELO ¢ % T Ty r
t 0.08 0.032 0.30 0.8 1/2
A ] 0.12 0.045 1 0.55 | 2.0 2/3
1t 0.16 0.06 0.75 | 3.3 1
1 0.16 0.03 0.30 | 0.8 1/2
B I 0.32 0.054 | o0.50 | 2.0 2/3
111 0.40 0.10 0.80 | 3.3 1
1 0.24 0.05 0.25 | 0.67 172
4 B 0.30 0.08 0. 45 1.6 2/3
11 0.36 9.10 0.60 | 2.9 1
1 0.48 0.09 0.15 | 0.55 172
)] ] 0.56 0.14 0.30 | 1.4 2/3
111 0.64 0.18 0.45 | 2.7 1




NOTA:

Las ordenadas espectrales que se obtienen son para es=~-
tructuras del grupo B. Estas deberin multiplicarse por 1.5 en
el caso de estructuras del grupo A.
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TABLA 1.2 FACTOR DE DUCTILIDAD

© @

5
@ a-t+-0 %
® a-q !

donde

Q'YQ Factor de ductilidad

a¢

T Perfodo de vibracién considerado

CASO

FACTOR DE DUCTILIDAD
[}

SECUN RESISTENCIA A FUERZAS
LATERALES.

1 4.0

€5 suministrada por sé6lo -
marcos.

La contribucién del marco
es més del 50% cuvando exis-
ta contraventeo 0 muro.

ta contribucién del muro o
contraventeo en marcos ten-
gan _més 50%.

Cuando los marcos o colum-
nas no cumplan las condicig
nes anteriores.

Es suministrada por muros
de mamposteria de piezas ~
huecas, confinadas o con rgf
fuerzo interior.

Es suministrada al menos -
parcialmente por elementos
o materiales fuera de los -
mencionados.

e b P o i




Por lo tanto

Al]

Sanjs

.o
donde AnJ es cada aceleracibn que toma la masa 'n"en el modo J.

AnJ = a x 981/Q

a = ordenada espectral

Visto 1o anterior, estamos en posibilidad de obtener los
cortantes sismicos como:

92 Viz ¢+ VYia
a2 - Vaz ¢ Van
q32 . \I32 . V3n
9,2 - Vn3 . Vg

donde S = matriz de sumas

Con base en estudios probalisticos en estructuras e)ésti
cas es mds realista estimar la respuesta total como:

f. 2
R = LJ R $



D sea

/(v”)2 S LT

R /(v“)z U LT

L!((vnl)z ¥ ("nz)2 e (vnn)z

Finalmente, los momentos de volteo mé&ximos para cada mo~

do se obtienen:

Mo = H VR

R=
donde
h‘ h2 ...hn
H = ] h2 -..h“
Q 0 ...hn
siendo
w
L 1)
Yot I S
haay
(TS ] .

r— =

Rl

RZ

Vin

b
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3.13 ANALISIS S1SMICO ESTATICO

El andlisis dindmico descrito antes,puede ser demasliado
complicado para determinado tipo de estructuras, en ios que no
se justifique un andlisis de esta naturaleza. Un criterio -~
simplificado de an&lisis es el llamado an&lisis estético.

Es de interés resaltar,que el andlisis sfsmico estdtico
resulta un disedo conservador, para edificlios regultares sin cam-
bios bruscos en la distribucl6n de masas y rigideces.

Para calcular las fuerzas cortantes de disefio a diferen-
tes niveles de un edificio,se ysarj un conjunto de fuerzas -
horizontales que actuan en los puntos en los que se suponen con
centradas las masas de la estructura., Cada una de las fuerzas
se obtienencon el producto del peso de la masa correspondiente
por un coeficiente que varfa linealmente desde un valor nulo en
la basejoen el nivel a partir del cual las deformaciones de la es- - - - -
tructura puedan ser apreclables, hasta un méximo en el extremo
superior del sistema. O sea:

_ fn wn on
T,
{[ Fn<l wnoq -1
[ \
1 | ] 1
! | 1 '
A 1 \
Eq w4 ™y
H L Fa donde a, es la acelera-
)
3 ciébn con respecto a la
K E X2, ™2 gravedad de la masa m;.
h2 b w) my aizﬂ_
" ‘ s
4 L [ U = 1,2,3, . « 4N
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Por condicliones espectrales de.disedo, la fuerza cortante
v »
en la base para cada masa | es

v = -—g- w, ec.3.13.5

T I £,
§ n Q i ec.3.13.6
z w, h'
L]
Contribucibn Contribucitn
de proporcibn espectral
lineatl

Con la contribuci6n de proporcién lineal, el anslisis es
thtico hace que sus masas concentradas se aproximen a la confi-
guracién del primer modo de vibrar del sistema. E1 perfodo dal
primer modo es conocldo como perfodo fundamental.

€1 reglamento de construccién,permite reducciones en el
valor de la fuerza cortante en el disedo estStico cuando el pg
rfodo de la estructura se aproxima a! perfodo fundamental. Pa
ra elilo,se propone el perfodo de vibracién T, de ta sigulente
manera:

2
W, X
t 1 1 2
T = ARG SN I
2 g =%
donde x; = V/K = fuerza cortante
rigidez

Los métodos de la mecénica no pueden emplearse para cal~
cular el perfodo fundamental de vibracién antes de que se tenga



un diseiio de ia estructura aunque sea preliminar. Se necesltan
férmulas sencillas que abarquen s6lo una descripcién general -
del tipo de edificio. Una férmula reciente recomendada para -
edificlos a base de marcos rfgidos es la siguiente:

.

donde T = Perfodo fundamental, CT = 0,035 y 0.025 para mar-
cos de acero y concreto, respectivamente y H es la altura del -

ediflcio en pies.

tna férmula usada comunmente para edifictos de concreto
reforzado con muros de cortante y marcos de acero contraventeado

es la sigutente:
. _0.05 H
,[ L

donde L = es la dimensi6n de 1a planta en ples en direccion del
anSlisis.
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4. SISTEMAS CONTINUOS CON COMPORTAMIENTO LINEAL

4.1 VIGA UNIFORME DE CORTE.
En los sistemas que estudiamos en los capitulos anteriores

supusimos que las masas estaban concentradas en los pun
tos discretos o en cuerpos rigidos , unidos entre si1y -
al terreno mediante resortes y amortiguadores carentes de _
masa. Aqui trataremos los sistemas con masa Yy elasticidad
continuamente distribuida ; se supone que estos cuerpos son -
homogéneos e isbtropos, que obedecen 1a ley de Hooke. Para
especificar 1la posicién de toda particula en un cuerpo e-
ldstico,se requiere un nlmero infinito de coordenadas y ta-
les cuerpos poseen por lo tanto un nGimero infinito de --
grados de libertad.

La estructura de parfmetro distribuido mis sencilla es un
sistema sin amortiguamiento, wunidimensional,estrechamente aco-
plada, lineal con masa Yy rigidez uniforme por wunidad de
longitud. El1 movimiénto obedece a la siguiente ecuacion -

diferencial.

n a2 x _k a? x
dt?

= P ec.4.1.1
dy2

donde ;

m = densidad de masa (masa por unidad de longitud o por
unidad de volGmen)

x = al desplazamiento de un punto de abscisa " y "

t = al tiempo.



k = rigidez
p = 1la carga distribuida por unidad de 1longitud o por

unidad de volimen,

=
dy
X .
. Y
ox
S=Koy
o5
f? t* oy 4
dy iirerior
Figura 4.1,A Figura 4.1.B

Suponiendo que la pendiente ©@x /@y es proporconal al _

esfuerzo cortante medio en 1la seccibn transversal

kK = S ; 8= Ix - S
é Dy A E
.l s - 9 x - S ec.4.1.2
k 9y AE

S denota la fuerza cortante transversal em la seccidén con

siderada.La diferencia entre S de 1la parte superior , a



la inferior (figura 4.1.A y 4.1.B) de

un segmento infinitest-

mal es (@S / @y} dy. Segin el principic de D'Alambert ,
ésta debe estar en equilibrio con 1la suma de las fuerzas
externas que obran en dicho segmento Pdy y las fuerzas de

inercia correspondientes a (9%/@ tz) mdy :

2
85 _ dy , Py _ m@X dr.g 4.3
Dy ot
Sa S= kOx / ®y entonces, la ecuacién 4.1.3 se reduce
a la ecuacién 4.1.1.
Haciendo P = 0 resulta una ecuaci6n homogénea ;
2 2 2
a’; - V21 ec.4.1.3.1
ot Oy
donde v2 = k/m vy suponiendo que x(y,t} puede expresarse -
como el producto de una funcién de "y" y de una funcitn
dc Ilt" ,
L %y ec.d.1.4
podemos escribir la ec.4.1.3.1 como

.. 2

B - vizp e () =0



entonces
8 vi o 2
n_ o= n__ = =W,
en Zn

La dltima expresién se pucde descomponer en

n - 2
3, =Wy ec.4.1.5
Zn 2
N L EE -wn ec.4.1.6
n v?

La solucidén general de la ccuacién 4.1.5 es de la forma

Gn = Csentwt + Dcos@t ec.4.1.7
La solucibén gencral de la ecuacién 4.1.6 es
Zn= An sen%}_ y *Bn cos(uT y cc.4.1.8

Los coeficientes An y Bn determinan la configuracién mo-

dal, sustituyendo 1la ec, 4.1.7 y 4.1,8 en 4.1.4 obtenemos

x = (Ansen (J y + Bncos (J y)(CsenWt + D cosWwt)
v v

Esta forma describe el modo natural enésimo de vibracién del

sistema.



4.2, VIGAS DE  FLEXION.

Para frecuencias de vibracidn pequefia en estructuras{por ejem-
plo una chimenea) pueden idealizarse adecuadamente como vigas
cuyas deformaciones dependen de los momentos flexionantes, des
preciande 1la influencia de 1as fuerzas de corte, el amorti-
guamiento y la inercia rotacional. Bajo estas suposiciones
podemos escribir 1la ecuacién diferencial del movimiento u-
sando el principio de D'Alambert. Para desplazamientos peque
fios se tiene que:

2 2 2 2
2 9° (EX1O°x /Dy° )
BTk a,f Py

ec.4.2.1

donde m = masa por unidad de longitud

x = desplazamiento perpendicular al eje de la viga
t = tiempo

E = mbédulo de elasticidad

1 = momento de inercia de la seccifm transversal.

y = coordenada a lo largo del eje de la viga.

P = carga externa por unidad de longitud.
La ecuacifén 4.2.1 se conoce coma la formulaci6n del problema
Bernaulli-Euler.
Considerando 1las vibraciones 1libres de una viga uniforme es
decir, en el caso de que m y EI son independientes de "y" y

si P=0, La ecuacién 4.2.1 se convierte en

n D% +EI o
(2] t? o yZ
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con coeficientes constantes. Procediendo como la viga de cor

te determinamos 1la forma del modo natural enésimo, dado por
Zn = An senh (A n(y-an))+ Bn sen (A n(y-bn)) ec.,4.2.2

donde An, Bn, an, y bn son constantes de unidades de longitud
Las filtimas dos constantes y la relaci6n An/Bn dependen de

las condiciones de frontera. Asimisme el pardmectro ?\:=0)§ m/EL
y las frecuencias mnaturales circulares @Wn  también dependen
de las condiciones de 1los extremcs. La ec.4.2.2 también puede

escribirse como:

Zn=An' senhAn y + An" coshAny + Bn' sen An y + Bn" cos Any
ec.4,2.3
donde An',An",Bn' y Bn'" son constantes, dependiendo tres de e-
llas de las condiciones de frontera 1y la cuarta arbitraria.
Para determinar 1la ecuacién diferencial de vibraciones de
ec.4.2.1, consideremos las fuerzas y momentos actuantes en -

una porcibén de la viga.

P(y)dy

donde S y M son la
fuerza cortante y el
momento flector respec

tivamente.

Figura 4.2.A.
Sumando las fuerzas en el sentido perpendicular al eje ‘}"

se obtiene:



Si (Os/0y)dy = 4V
y &V - P () dy =20

entonces _t:l_ = P@ , vy atl v

por lo tanto

WM _av . (p
3,7 Oy

El momento flector esti relacionado con 1la curvatura por me
dio de la ecuacidn , que para las coordenadas iniciales en 1la

figura 4.2.A. es:
M= E1(8% s0yH

sustituyendo la ecuacifm 4.2.5. en 1la ecuacibn 4.2.4. resulta

d%(E IAOzxZ/a ) N
Oy

Para una viga que vibra con respecto a su posicién de e-
quilibrio estitico bajo su propio peso, la carga por unidad_
de longitud es igual a 1la carga de inercia debido a su ma
sa y aceleracién ., Como la fuerza de inercia estd en la
misma direcciébn de P(y), como se muestra en 1la figura 4,2.A
y suponiendo movimiento -arménico tenemos ;

P(y) = mu.)zx Y

E19% _ n wh

a4 =0



t
por 1lo tanto
Noe omw? ec. 4.2.4
E 1
La ecuacién 4,.2.3 es una respuesta debido a que suponemcé -

una solucién del tipo

x = g7 €c.4.2.5

que satisface 1la ecuacién diferencial cuando
c=t A y c=t 4N

camo
+

rAY
e = cosh Ay * senhAy
+*

LAy
. e =cosJ\y:isenA y
La solucibén en la forma de la ec.4.2.3 se establece inmedia

tamente.

Las frecuencias naturales de vibracifn.* se encuentran en la

ec.4.2.4 como
- EXL
Who ?\ﬁj/ L (an EL
m1l

En donde A n depende de las condiciones de bhorde 4de1 -

problema.
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4,3, METODOD DE LA SUMA DE LOS MODOS,
Las estructuras compuestas de vigas soh comunes en i{ngenierTa,
Constltuyen sivtemas con un Inflnito nimero de grados de liber
tad, y los métodos de suma de modos hacen pasibie su andlisis,
Los modos utillzados para representar la deflexion de un siste
ma no siempre nacesitan ser ortogonates,
En las ecuaclores de movimiento en sistemas discretos fueron -
desacopladas por la matriz modal, para obtener la respuesta de
fa vibracién en términos de las coordenadas normales del sls-
tema, Ahora aplicasremos una técnica similar a sistemas conti-
nuos, desarroitando la deflexidn en términos de los modos nor-
males del sistema,
Consideramos el movimiento generai de una viga cargada por una
fyerza distribulda P(y,t), cuya ecuacién de.mcvlmlento es

32Et  (3%x/3y?) + mdlx = Ply,t)

R d at?

o bien,

{E1 x" (M1 + oAt} = P (y,t)yec b3l
Los modos normales Zi{y) de tal viga, deben satisfacer
2
{EY Zn"}" ~ wmly) 2o = 0

s sus condiciones de borde., Los modos 21(y) son también fun--

ciones ortogonales que satisfacen la relacibn,

! para j = i
S,m(y) i 7} dy -{:1 pars J = i sec b3
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Representando la solucidn al problema general en términos de -

Zi (y) y de 1a coordenada generalizada qi(t) resulta
x(y,t) = E21 (y) qi(t) , ec.h.3.2
[}

€n donde.la maza generalizada NT en la ec.4,3,1 se define co-

mol . .

N .
2
nf-s 21 (y) m {y) dy ,ec.h.3.3
o o
An§logamente la rigldez generalizada es?
* l ]
K1 -I El {Zi (y)}*dy ,ec.h.3.4
0

La fuerza generalizada P?, se determina del trabajo hecho por
ta fuerza aplicada p(y,t) dy en el desplazamiento virtual -

&qi .
&W -L, P(y,t) (E2i &qi) d¥

1
--‘f squ Plr,t) Zi(y)dy
o

o bien

1
i -I P(y,t) Zi {y) dy ,ec. 4.3.5
o

y2. Las ecuaciones 4.3.3 y 4,3.4 son obtenidas por la rela-
cién de ortogonalidad y el planteamiento de la ecuacidn
de la energfa cinética y potencial respectivame. Se re=-
comienda consultar William T, Thomson.™ Teorfa de Vibracio

nes * . Bditorial Prentice /Hsll Internacional. Cap{tule XI ,
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La evaluacifn de la contribucién del modo "n‘en alguna configy
racién arbitraria x {(¥,t}, se obtiene al multiplicar Zn(¥) nfy)

en ambos extremos de la barra y al lntegrar resulta

] 4
§ woremeow-Zaw 2 mne e
° j=1 a

3
=i (1) (Za(9)1200) 67 yec.4.3.6

fespejando la coordenada genera-

T x(y,t)
Fi r,,%\ iizada obtenemos,

/"‘\Z‘(y)q:(t) S:
{t)= ds Zn(¥im(y) x(¥,c)dy
e Ot
T § )t ) ay

Za{y)qa{t)

ec,4,3.7
5 &
+ Que es equivalente para sistemas
Zalylaale)
de parSmetros discretos.Con el =

”Q” \-/’2' objeto de satisfacer ¥ = L debe-

+

mos teper wn=nny donde n~1,2,3,..
[N

etc,
Fig. h.3.8. Por tanto los perfodos naturales
de vibracidn son
Ty 24 Th=t T,
u n

Y ltas confliguraciones modales son

Z = An sen nfuy ,ec 4.3.8
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donde u = V K/m(y)

4.k DESACOPLAMIENTO DE LAS ECUACIONES DE MOVINIENTO

h,4,1 Vigas a flexi6n sin amortiguamlento,

Partlendo de la 2cuacién diferencial del movimiento para una =

unad viga a flexidén (ec. 4.2.1)

m 3%k o+ 3% (E12%x/3y%) = P{¥,1)
T3 3y

expresada en coordenadas normales seglin la ecuacltén 4,3.6

2 m(y)zi(v)&',(:):f d? {Etd%2i(¥) }q{t) =Py, t)
E3 bﬁ;;’ h}

Multipticando por el término Zn(Y) e integrando nos gueda

o ue 2 ol 1]
E 5 mf a2, 002,008+ a1 0] za0) dy =
1=} iz

d42(E1d?2) }
° dy? dy?
[
Zn(yY) P(Y,t}dr,ec.h.b.1
-
Aplicando las propledades de ortogonalidad resulta

. 11 )
qn(t)J’ mly) 2% (Y)dy&qn(t)J 2, ly}d? (€ d’Zn)dy
o 2 2
© dy dy

2
-f In(y) PIY,t)dy,ec b, k.2
(-]

donde

2 LR
ar Zn(Y)_q_z_gﬂ diZn)dy = m,?j Zn m(y)dy
° ay?  dy? °

Por lo tanto, nuestra expresidn abreviada nos queda como:

Mo g (8) + w? Mo g, (t) = Pnlt) ec. 4.4.3
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Resolviendo la ecuacién 4.4.3 nos da exactamente lgual a los
resultados conslderados anterlormente por el caso de pardme

tros discretos

gn(t) = 1 j' Pn(¥)sen wn(t-7)ds hohh
Mn wn °

Y la evaluacién de respuestas de desplazamiento, usando las ex

presiones de ccordenadas normales nos queda

x(v,t) =T 21 (v)an(t)
\=1

Cuando los desplazamientos dindmicos de la estructura se pue-
den evaluar a través del tiempo, las fuerzas internas de la es
tructura se pueden establecer aplicando la relacién fuerza-des
plazamiento. Para el elemento viga, los momentos Internos son
proporcionales a las curvaturas; tal que se toma la segunda de
rivada de expresiones de desplazadlentos dados.

My, e) = 81 _a%x

T
R4

4,4,2 Vigas a flexién con amortiguamliento.

En la formulacidn anterior de las ecuaciones de movimiento de
los mlembros de una viga tipo, no se consideraron los mecanis
mos que absorven energfa de la estructura durante la respuesta
din8mica. Estos tipos de mecanismos del amortiguamiento que -
puede incorporarse a la formulacidn sin dificultad son la re-

sistencia a los desplazamientos transversales de la viga y la
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resistencla de rigidez del material de Va viga, SI la resis-

tencla a la velocidad transversal se representa como c(¥Y), la
correspondiente de fuerza amortiguadora (disipadora) es fD(Y)
= c(y)3x/3t y contribuye a la relacién de equilibrio transver

sal, entonces resulta que

3x = P - m3ix - cdx ec.4.4.2.1
Y att t

Similarmente, si la resistencia a la velocidad de tensidn es
representada por Cs, el esfuerzo de amortiguamiento es

gp = & 9€/3t donde ¢ es la tensibn normal local. En el cual
la tensién varfa linealmente sobre la seccidén; esto es facll-
de mostrar con la respuesta del momento amortiguado en la si-

gulente expresidn

Moty = 0 ) da=c 1v)ax ec. 4.4.2.2,
3y2dt
Ahora incorporando el momento amortiguado en la relacién - -~

%-V )Y sustituyen en la 4.4.2,1 la ecuacidn diferencial de!

Y
movimiento nos queda como
) 2 3 2
—(E12%x 4+ C_ 1 3%x Y+ m 3% 4 Chx = P
ay*( at s ay“az) %?' at
ec. 4, 04.2.3

Es de interés transformar la ecuacién 4.4.2.3 en coordenadas -

normales. Esto es
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1: miy)2 fY)q‘(t)H: cly) zi(v) q‘(c)
iml

o . £
L g2 [csl(y)d’z;]q(:) + T gjfx(y)d‘zs]qim
i=fdy? dy? i=1dy dy?

=P {y,t)

ec. b b 2,4

multiplicando por Zn(y), integrando y aplicando las relaciones
de ortogonalidad Junto con la masa generalizada y la carga ge~
nerallizadora obtenemos.

Mo q) () + I q(t)j zn(y)[c(y)zu(y>+d=( Viy)d? u)]uw
=t dy?

wn? Mn gn(t)=Palt) ec.b. b4.2.5

Las ecuaclones de movimiento de los diferentes modos se aco--
plan al término del amortiguamlento si satlsface las condiclo
nes de ortogonalidad equivalente a las propledades de las ma~

sas y rigideces. Se ha investigado en este caso que:
c(y) =ao mly} Cs=aB , ec. h.h.2.86

donde a0 y a1 son simples factores de proporcionalidad (ambas
teniendo dimensiones recfprocas al tiempo)., Sustituyendo a =
ec.h.4.2,6 en 4.4.2,5 y aplicando las condiciones de ortogona
lidad resultta un desacoplamiento en la ecuvacidn de coordenadas
normales,

Mo G (t)+ (80 Mas &y w? M)A (t)+w? Mog (t)=Pn(t) ,ec.b.b.2.7
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Finalmente, derlvando a través de la masa generallizadora e In
troduciendo la relacién de amortiguamiento en el n-enésimo mo

do, define que:

N, = _80 + &, un
n 2n 2
Por lo que resulta:

" . 2
qrit) + nWn g (t) +@n gn{t) = Pn(t)
Mn

Estd claro que donde exlIsten las propledades de rigidez y de

masas de tipo de Rayleigh de pardmetros distribuldos pueden -

desacoplarse en forma -semefante a los sistemas de pardmetros~-

discretos.

{ny
'
i
My f-frm e - Proporcién de Rigldéz:

J_,Proporclén de masa
8,=0;n= ap
N T

Elhove Ng = o ~

m wn {w)
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h.,5 CONDICIONES DE BORDE.
Para satisfacer las condiciones 1Tmite, se deben escoger los -
puntos extremos de la estructura. Los ejemplos de tTplcas con

diciones de borde para vigas, se dan a contlinuacidn:

4.5,1 viga simpiumente apoyada. Como se muestra en la Figura
4.5.Y.A, sea m el punto de apoyo en el extremo. Las condlicio

nes de borde o 1Tmite en el extremo izquierdo de la viga son:

z(y) 2{0)=0 Confliguracidn modal
~h en el punto m
0= y
| H(0)=E1 2Z"(0)=0 Momento en el
1 ' punto 'm",
———— e

Fig. 4.5.1.A

4.5.2, Extremo fl]o. En este extremo ladeflex!&n y ta pendiente
son ambas nulas, como se muestra en la Fligura 4,5.2.,A, Si m.
es el punto donde se encuentra la condicifn de borde tenemos:

2(0)=0 Configuracién modal en
el punto m

Z'(0)=0 La pendiente en el pun=-
tom

Flg. 4.5.2.A,
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4.5.3., Extremo llbre. En el extremo libre de una viga, el
momento y el cortante deben ser cero. Sea "' el extremo de-
recho de la viga como se muestra en la Figura 4,5,3.A., en la

cual observamos:

Z(y) (’l H(D=E1 Z9(L)=0 Momento en el
y punto £

S(U=E! 2" (L)=0 Cortante en
el punto £

_——— - -

Fig., 4.5.3.A

4.6 MODOS NORMALES DE VIGAS UNIFORMES.
Supongamos que las vibraciones libres de una viga uniforme es

tdn gobernadas por la ecuacidn diferencial de Euler.

4 2
£ 3% 4y a0

3t
Para determinar los modos normales de vibracién, la solucién
en la forma

xy, 8 = 2 (y)et@nt

es sustituida en la Ec. (1) para obtener

y - 4 =
¢'z () -~ A "2 (y) =0
dy*
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Ilhre-libre empotrada-empotrada

L]
in = In
1 i
in - Zn
"
Zn = Zn
it 1
Zn = In

4.6.3 VIGA EMPOTRADA-LIBRE

n 7\nl (>\nl)z w,/wy
1 1,8751 3,5160 1,0000
2 4,694 22,0345 6,2669

3 7,8548 61,6972 17,5475

4.6.4 VIGA EMPOTRADA-ARTICULADA

n Ap! 02 w /0y

1 3,9266 15,4182 1,0000
2 7,0686 49,9645 3,2406
3 10,2101 104,2477 6,7613

4.6.5 VIGA LIBRE-ARTICULADA

Las frecuenclas naturales de la viga libre-articulada son lgua
les a las de la viga empotrada-articulada. Las funciones ca-
racterfsticas de la viga libre-articulada estdn relacionadas a

las de la viga empotrada-articulada como sigue:



en donde:

Zn(y) = funcidn caracterfstica que describe la deflexidn del
modo n &simo
m = densidad de masa por unidad de longitud

N on omw?
An mmn/El
Wy = (Anl)* VEI/mI“ = frecuencia natura) del modo n ésimo.

Las funciones caracterfsticas Zn(y) y las frecuencias de modo
normal “n dependen de las condiciones de borde y han sido ta-
buladas por Young y Felgar. Un resumen abreviado tomado de =~

ese trabajo, se presenta aqufl.
4,6,1 VIGA EMPOTRADA-EMPOTRADA

n ! (Ahl)‘ w, fwy
1 4,7300 22,3733 1,0000
2 7,8532 61,6728  2,7565

3 10,9956 120,903k  5,4039

b,6.2 VIGA LIBRE-LIBRE

Las frecuencias naturales de la viga libre-libre son iguales
a aquellos de la viga empotrada-empotrada. Las funciones ca-
racterfsticas de la viga libre-libre estin relaclonadas a las

de la viga empotrada-empotrada como sigue:
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Vibre-articulada empotrada~articulada
Zn - n
n - n'
1"
In = in
(3R} )
Zn - in

A continuacidn se presentan las Tablas 17, 2, y 3
pars le evsluecién de las funclones carscteristicas
y derivadss de los modos de vibrar segdn sus con-

diclones de borde.
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TABLA L.
'FUNCIONES CARACTERISTICAS Y DERIVADAS
VIGA EMPOTRADA-EMPOTRADA
PRIMER MODO

Z ¢ __L _dil‘ ’ dlz‘ 1 ! d’z)
7 Z, 2y ~ 7y Z A; 47’ 2; 3 dy'
0.00 0.0000G 0.0000G 2.00000 ~ 196500
0.04 0.03358 0.34324 1.62832 ~1.96285
0.08 0.12545 0.61624 1.25802 ~1.94862
0.12 0.26237 0.81956 0.89234 —-1.91254
Q.16 0.43126 0.95451 0.5615 -1.84732
020 0.61939 1.02342 0.19545 ~1.724814
024 0.81459 1.02986 ~0.12305 ~ 161250
028 1.00546 097870 ~041240 ~1.44017
032 1.18168 0.87608 ~0.66581 -~ 1.2329¢
036" 1.33419 0.72992 ~0.82699 ~0.99452
040 1.45545 0.54723 ~ L4050 -0.73007
044 1.53962 033897 ~1.15202 —-0.44611
0.48 1.58271 0.11478 - 1.20854 ~0.15007
052 1582 -0.11478 ~1.20854 0.15007
0.56 1.53962 -0.33897 ~1.15202 0.44611
060 1.45545 -0.54723 - 104050 0.73007
0.64 133419 . =0.72991 ~0.8769% 0.99452
068 1.18168 ~0.87608 ~0.66581 1.23296
on 1.00546 -0.97870 ~041240 1.44017
076 081459 - 1.02986 ~0.12305 1.61250
Q.86 0.61939 - 1.02342 0.19545 1.74814
084 043126 —0.9545% 053615 1.84732
088 0.26237 -G.81956 0.89234 1.91254
092 0.12545 ~0.61624 1.25802 1.94862
096 0.03358 -0.34324 1.62832 1.96285
1.00 0.00000 0.00000 2.00000 1.96500




-

. TABLA 1.

FUNCIONES CARACTERISTICAS Y DERIVADAS
VIGA EMPOTRADA-EMPOTRADA

SEGUNDO MODO

b4 2 zi-tda § oL 147 w3 4
7 1 1 AI dy 2 k; dy‘ LY 7\; dY'
0.00 0.00000 0.00000 2.00000 -20015%
0.04 0.08834 0:52955 137202 ~1.99205
0.08 031214 0.86296 075386 - 193186
on 0.61058 100644 016113 ~1.78813
0.16 0.92602 097427 -035923 ~1.54652
0.20 120674 075030 - 0.75450 ~121002
0.24 1.41008 0.48755 —L1133 -0.79651
028 1.50485 0.10660 - 128991 -0.33555
02 147357 -0.30736 ~132106 0.13566
036 131314 ~0.70819 - 120786 0.57665
040 1.03457 ~1.05271 — 096605 054823
0.44 0.66150 - 130448 ~0.62296 121670
048 02131 ~ 143728 -0.21508 135744
052 | -02ms) -1.43728 021508 135744
056 | -066150 ~1.30448 06229 121670
060 | -1.0457 - 108271 096605 0.94823
064 | —131314 ~0.70819 1.20786 057665
068 | —14m357 -030736 1.32106 0.13566
o712 | ~1s0%s 0.10660 128991 ~033535
076 | -—141008 0.48755 111133 ~079651
080 | —12067 070930 079450 -121002
084 | -092602 057427 035923 - 152651
088 | ~06i088 10064 ~0.16113 - 158813
092 | -o031214 0.86296 -075386 -193186
0% | -o08s34 0.52955 - 137202 —1.99205
100 0.00000 0.00000 ~2,00000 ~200155




VIGA EMPOTRADA-EMPOTRIZADA
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TABLA 1.
FUNGCIONES CARACTERISTICAS Y DERIVADAS

TERCER MODO

b Y 1 diz, LIAC)
_ z . e —— ¥ o —— L
7 3 Z3 » dy 24 MNap Zs b dyl
0.00 0.62000 0.00000 2.00000 ~1.999%)
0.04 0.16510 0.68646 112323 - 197469
0.08 0.54204 0.99303 0.28189 -~ 1.B2280
0.12 09smn 0.95006 ~0.45252 ~1.45447
0.16 134190 0.62285 -0.99738 ~0.56698
0.20 1.50782 0.11050 —1.28572 -0.3319%
0.24 142974 ~0.46573 -1.28637 032333
0.28 LIOTS -0.98087 -1.01443 0.88956
0.32 0.59186 - 1.32694 ~0.53145 126880
036 ~0.02445 —~ 143171 0.06438 1.39529
040 ~0.62837 - 1.27099 065569 1.24912
0.44 ~ 110738 - 0.87257 1.12747 0.8609¢
048 ~13N% ~031031 1.38852 0.30669
0.52 ~ 137174 0.31031 1.38852 ~0.30669
0.56 ~1.10739 0.87257 112747 ~ 036096
0.60 ~0.62827 1.2709% 0.65569 —-1.24312
064 ~0.02445 1417t 0.06438 ~ 139529
“0.68 0.59186 132694 -0.53145 ~ 1.26880
0.2 110719 0.95087 ~ 101443 - 088956
076 142971 046573 - 1.28637 -031333
0.80 1.50782 ~0.11050 ~128572 033199
0.84 1.34190 ~0.62285 ~0.99738 0.96698
0.88 0.98720 - 0.95006 - 045252 148847
0.92 0.54804 - 095303 0.28189 1.82280
096 016510 - 0.68646 1.12323 197469
1.00 0.00000 000000 ° 2.00000 - 1.99993
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TABLA 2.
FUNCIONES CARACTERISTICAS Y DERIVADAS
VIGA EMPOTRADA-LIBRE
PRIMER MODO

4 '-idz_‘ '-‘il_Z_'. wo L 42
1 Z 2Ty | AT TN
0.00 0.00000 0.00000 200000 - 146819
0 0.00552 012588 189988 - 146505
008 0.02168 0.2£350 177950 - 146710
0.12 0.04784 0.41286 1.66985 —1.46455
0.6 0.08340 0.53300 1.56016 - 1.459¢68
020 0.12774 0.64692 145096 ~ 145182
024 0.18024 075167 134247 ~1.44032
028 0.24030 054832 123500 ~1.42459
032 0.30730 0.936% 1.2388% ~1.40410
036 0.38065 101771 1.02451 ~1.37834
040 0.45977 1.09070 092227 —1.34685
044 0.54408 115612 082262 ~1.30924
048 0.63301 1.21418 0.72603 -1.26512
0.52 0.72603 1.26512 0.63301 -1.21418
0.56 0.82262 1,30924 0.54408 - 115612
0.60 092227 1.34685 045977 - - 1.09070
0.64 102454 1.37834 038065 ~1.017M
068 1.12889- 1.40410 0.30730 - 093696
on 1.23500 1.42459 024030 - 0.84832
076 134247 1.44032 0.18024 -0.75167
0380 14509 1.45182 012774 ~0.64692
084 1.56016 1.45968 008340 -0.53400
088 1.66985 1.46455 004784 -0.41286
092 1.77980 1.46710 002168 -0.28350
096 1.88988 1.46805 0.00552 ~0.14588
1.00 2.00000 1.46819 0.00000 0.00000




VIGA EMPOTRADA-LIBRE
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TABLA 2,
FUNCIONES CARACTERISTICAS Y DERIVADAS

SEGUNDO MODO

b (o 1-dt P AN wo 140
7 22 y 41 e dy 21 by dy" Z A1 dy
0.00 0.00000 0.00000 2.00000 -2.03693
0.04 0.03301 0.33962 161764 —203483
0.08 0.12305 0.60754 1.23660 -202077
0.12 0.25670 0.80728 0.86004 —1.985%
0.16 0.42070 0.93108 045261 —1.92267
0.20 0.60211 0.93020 0.14007 —1.82682
0.24 0.78852 ©.98502 -0.19123 —1.69625
0.28 0.96827 092013 —0.49475 -1.53113
032 1.13068 0.80136 —0.76419 ~1.333713
0.36 1.26626 0.63565 -0.99384 -1.10821
0.40 1.366%4 0.42094 —1.1789% —0.86040
0.44 1.42619 - 0,19593 - 1.31600 -0.59748
048 1.43920 ~0.06012 — 1.40289 -0327172
0.52 . 1.40289 -0.32712 —1.43920 -0,06012
0.56 1.31600 —0.59748 -~ 1,42619 0.19593
0.60 117895 —0.86D40 —1,36694 0,430
0.64 0.99384 - 1,10821 -~ 1.26626 0.63565
0.68 0.76419 - 1.33373 ~1.13068 0.80136
072 0.49475 - 153113 —0.96827 0.92013
0.76 0.19123 —1.69625 -0, 78852 098502
0.80 - 0.14007 — 1.82682 -0.60211 0,99020
0.84 ~0.49261 - 1.92267 —-0.42070 0.93108
0.88 -~ 0.86004 - 1.98590 -0.25670 080428
0.92 - 1.23660 —2.02097 -0.12305 0.60754
0.96 - 1.61764 —2.03483 ~0.03301 0313962
1.00 ~2.00000 - ~2.03693 0.00000 0.00000
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TABLA 2.

FUNCIONES CARACTERISTICAS Y DERIVADAS

VIGA EMPOTRADA-LIBRE
* “TERCER MODO

Y .1 dg | d%, 1 4%,
Z z - [ S 3 [ et §
7 ? DL | PTAY | TTTA
0.00 0.05000 0.00000 260000 — 1.99845
0.04 0.08839 0.52979 1.37287 —~1.91£92
0.08 0.31236 0.86367 0.75558 - 192871
0.12 0.61120 1.0078$ 0.16974 — 178480
0.16 0.92728 0.97665 -0.35563 —1.54286
0.20 1.20901 0.79394 —0.78975 —1.20575
0.24 1.41376 0.49285 -1.10515 —~0.79124
0.28 1.51056 0.11405 - 128189 — 032872
0.32 1.48203 -0.29711 ~1.31055 0.14479
0.36 132534 —0.69422 ~1.19398 0.58908
0.40 1.05185 ~1.03374 —0.94753 0.96533
0.44 0.68565 - 12788) - 0.59802 124030
0.48 0.26103 - 1.40247 ~0.18130 1.39004
0.52 ~0.18130 - 1.39004 0.26103 1.40247
0.56 -0.59802 ~ 1.24030 0.68568 127881
0.60 ~0.94753 ~0.96533 1.05185 103374
0.64 — 119398 - 0.58908 132534 069422
0.68 —1.31085 -0.14479 1.48203 029711
0.712 ~ 128189 0.32872 151056 ~0.11405
0.76 - 110515 0.79124 141376 - 049285
0.80 ~0.78975 1.20578 1.20901 ~0.75394
0.84 ~0.35563 1.54236 092718 ~097665
0.88 016974 1.78480 061120 — 100785
092 075558 192871 031238 -0.86367
0.96 137287 1.98892 008829 ~052979
1.00 2.00000 1.99845 0.00000 0.00000
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TABLA 3.
TERISTICAS ¥ DERIVADAS

VIGA EMPOTRADA-ARTICULADA
PRIMER MODO

2 )
Y. . P ] oL 22 wo )44
7 Z Zi N dy 2 N 3 21 xNay
0.00 0.00000 0.00000 2.00300 —2.00185
0.04 0.02338 0.28944 1.68568 —-2.00031
0.08 0.05834 0.5295% 1.37202 ~-1.99203
0.12 0.18715 0.72055 1.06060 -1.97079
0.16 0.31214 0.86290 0.75386 -1.93187
0.20 0.45574 095776 0.45486 - 1.87177
024 0.61058 1.00043 0.16712 - 1.78812
0.28 0.76958 1.05105 -0.10554 - 167975
032 0.92601 0.91427 -0.35923 — 1.54652
036 1.07363 0.89940 - 0.59009 ~1.38932
0.40 1.20675 0.79029 ~0.79450 - 1.21002
0.44 1.32032 065138 —0.96918 -1.01128
0.48 1.41006 0.48755 - 111133 - 0.79652
0.52 1.47245 0.30410 - 1.21875 -0.56977
0.56 1.50485 0.10661 - —1.28992 ~0.33555
0.60 1.50550 ~0.09916 -1.32402 -0.09872
0.64 1.47357 -0.30736 - 1.32106 0.13566
0.68 1.40913 ~-051224 - 1.28180 0.36247
0.7i 131313 —0,70820 - 1.20786 0.57666
0.76 1.18741 —0.88996 -1.10157 0.77340
0.80 1.03457 ~1.05270 - 0.96606 0.94823
0.84 0.85795 - 1.19210 - 0.80507 1.09714
0.88 0.6615) ~1.30448 ~0.62295 1.21670
092 0.44974 - 1.38693 —0.42455 13414
0.96 0.22752 - 143727 -0.21507 1.35743
1.00 0.00000 —1.45420 0.00000 1.37533




TABLA 3

FUNCIONES CARACTERISTICAS Y DERIVADAS
VIGA EMPOTRADA-ARTICULADA

SEGUNDO MODO

b > PRI W PO NG < oo L87
7 Za Za s Ay Za AL dy* Z3 N oy
0.00 0,000 0.00000 2.00000 ~2,00000
0.04 0.072¢1 0.48557 143502 ~ 199300
0.08 025958 081207 0.87658 —1.94824
0.12 0.51637 0.98325 0.3393? — 1.83960
Q.16 0.80176 1.00789 ~0.15633 — 165333
020 107449 0.90088 ~0.58802 - 138736
024 1.30078 0,68345 —0.93412 ~1.05012
0.28 1.45308 036242 - 117673 —0.65879
0.32 1.51208 0.02894 - 1.30380 -0.23724
036 146765 -0.34350 ~1.31068 0.18649
040 1.31923 -0.70122 —1.20092 058286
0.4 1.07550 - 101270 - 0.98634 0.92349
0.48 0.75348 - L.25090 - 0.68631 1.18364
052 037700 ~ 139515 ~0.32640 134442
056 002536 - 143265 0.06348 1.39438
0.60 —0.42268 - 135944 0.45136 133056
0.64 —078413 ~1,18058 0.80569 115876
0.68 - 1.08158 —-0.90972 L9776 089319
0.72 ~ 129186 - 056793 1303958 0.55537
0.76 ~ 139858 —0.18205 1 40755 0.17245
0.80 - 139351 021752 1.40010 ~0.224%4
0,84 - 12726 0.59923 1.28198 —0.60506
0.88 - 1.05919 093288 1.06244 ~0.93759
0.92 -0.75676 1.19208 0.75879 —1.19604
0.96 —0.3540¢ 1.3562% 0.39504 —1.35983
1.00 0.00000 1.41251 0.00000 ~ 141592




- 124

TABLA 3.
FUNCIONES CARACTERISTICAS ¥ DERIVADAS

VIGA EMPOTRADA-ARTICULADA

TERCER MODO

Y , 195 P ) o | 42y

e . m—— Z - e m— . e ——

7 Zs B D T A | BTy
0,00 0.00000 0.02000 2.00000 ~ 2.00000
0,04 0,14410 0.65020 1.38532 -~ 1.9996§
0,08 0.45626 0.97168 0.39742 -~ 1.8553%
0,12 0.89584 0.95591 ~0.30845 ~ 157331
0.16 1.25604 0.74002 ~ 0.86560 ~ 113046
0.20 147476 Q.30725 ~ 121513 ~0.56678
0,24 149419 ~021934 -~ 1.3i168 0.02683
0.28 1.29662 ~0.73864 ~ 118198 062397
0,32 0.90489 —~1.15556 ~0.82867 10934
036 037703 ~1.39512 ~0.32637 134445
040 - 0.20439 ~ 141364 0.23807 1371996
0.44 ~0.,74658 A ~1.20525 0.76897 118287
0.48 ~1.16213 ~0.80234 L1711 078746
Q.52 - L3R422 -0.26954 139411 0.26005
0.56 ~ 137687 0.30522 138344 ~031179
0,60 - 1,54194 0.82507 114631 | - 083344
0,64 ~0.71844 1.21582 6,72134 ~1,21873
. 0.68 -~0,17628 1.40210 0.17821 ~ 140403
0,72 0.3951% 1.35742 ~0.39391 ~ 135870
0.76 090188 2.08924 ~0.90103 - 109010
080 1.26035 0.64175 ~ 1.25980 -0.64233
0,84 1.41160 0.08860 - 141124 -o.owoq
0.88 1.33072 ~0.47918 ~ 133049 0.47891
0.92 1.03098 ~0.96820 ~ 1.03085 0.96800
086 0.56168 - 1.29798 —0.56162 1.25782
1.00 0,00090 ~1.41429 0 00000 141444
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5.- SOLUCION DE EJERCICIOS Y PROGRAMAS DE MICROCOMPUTADORA
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PROBLEMA E-1

Una masa de w = 985kg se deja caer desde una altura de 2 cm ,al
centro de una viga simplemente apoyada de 350 cm. de longitud.
El perfil de la viga es conoclida como IPR 152x101 de 12.7 kg/m
[Ver Manual AHM$A]. Despreciando la masa distribuida de la vl
ga y suponiendo que después del primer contacto, la masa y la
viga no se separan.

Se desea conocer:

a., La frecuencia

b, La deflex!én total

c. La velocidad y aceleracién en T = 0.08 seg.
d. E! 4ngulo de fase

3

2cm

:

350 cm T

Figura E.l.l.
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SOLUCION

La viga IPR 152 x 101 (12.7) tlene Ix = 616 cm?. y

E=2 x loskg/cm

La deflexién de una viga apoyada libremente es:

w3 985(350]°

$ est = 3
48E1 48[2 x 10° x 616]

= {,066 cm,

ta frecuencla natural

9
P .’ ,,__ﬁﬁl__ = 30,33 r|4459
4 1.066

set

La frecuenclia angular es

- P 30.33
2n [6.2832]

4,83 ciclos por segundo

La amplitud es:

c -/(-Gest)z + (29h /fa/sest)?

¢ =~ J(1.066)2 + (2 x 2 x 1.066)% = 4,29 cm.

La deflexién serd 4.39 + 1.066 = 5.46 cm.
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X
@~ ¢ = 4,39 cm.
io - 2gh = 62.6h cm/seg.
'\ m Pt = 30.38x0.08 = 2.43 rad
v U —'t
t=0

La velocidad y aceleracién en T = 0.08 seg.

x(t} = x  cos Pt + x /P sen Pt =

x(s08) = 4.39(cos 2.43) + 2.07 sen [2.43] = -1.97 cm.
*o

x(t) = -x, P sen Pt + e (P) cos Pt =

%(.08) = -133,15[0.65}+62.64[~0.76] = -134.15 cm/seg.

R(t) = %, P2 cos Pt - io P sen Pt =

%(.08) = -4038.4{-0,76]-1699.24(0.65] = 1B3h.68 cm/seg.



El &ngulo de fase es

-1 %o 1 62.64

&ngulo de fase @ = tan ot tan~ 25.19°
(t=o) o 4,39(30.33)
e % (1) . - o
dngulo de fase a = tan ! °[ F = tan Vo_o13k5 = 65.99
1=0.08 *o -1.97030.33}

Con &ste Gltimo resulitado observamos el camblo del &nguloc de -
fase a través del tiempo.

= 65.99°
Ay 0.0 = 7

0"
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PROBLEMA E-2

El peso de una plataforma que se muestra en la Flgura E.2.A.
es de 50 tons,y se somete a una vibraclén libre, al librarlo
de una fuerza que e)erce el gato hidridulico. La medlcién se
empezd desde un desplazamiento x = 3 cm. en t = 0, S§i el -
desplazamlento m&ximo de) retorno es de 2 cm. en t = 0.64 seg.

O0BTENER

a. E1 decremento logarftmlco

b. El factor de amortiguamiento

c. El coeficiente de amortiguamiento vliscoso

d. El coeficiente de amortiguamiento sélido

e. &n qué tiempo se reduce la amplitud A 0.1 cm,
f. Grafique el decremento de la ampllitud.

_=z$ZZS;

50 ton

gato hidrdulico

(tensor)

TS v

Figura E.2.A.



SOLUCION

a. Decremento logar{tmico es:

A
5 = Ln —te= tn -3~ = o0.41
A 2
2
b. El factor de amortiguamlento es:
L]
51 A! s e J- U3
)
)
o.41 + 22 9.4 == = 0.065

.2 = 0,065
@ « 2 (0.065) = 0,408 0.41 (Amortiguamiento pequefio)

c, EV coeficiente de amortiguamiento viscoso.

2n 6.28

Pp = e e . 9.813 rad/seq.
T 0.64
PD = Pyl - Wz movimiento sub-amortiguado.
P o= i) - 9.813 = 9,834 rad/seg .
Ji-n J1- (0. 0652

Cer = 2mp = 2(9.834)

(—ﬂﬁ@—) = 1001.446 Kg-Seg/cm.

c—‘;rn'», ¢ = 0.065 Cr; c= 0.065(1000,446) =

€ = 65,159 Kg-Seg/cm.
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d. €1 coeflclente de amortiguamiento sé6lido.

7 k

cq = F

k =pP2m = (9.834)% (50.968) = 4928.991 kg/cm.

0.065 (4928.991)
T 9.834

cq 32.579 kg-seg/cm.

e. Célculo del tiempo cuando se reduce la amplitud AL 0.) cm.

-2+ 1%/2) - g-0.hoBA[1+0.0021]

p= 0.6641
I\l = 3 cm.
af-v b s A Jevcios] A T ST T A Jercuos
Ayl o 1 3 Ag | 5]0.130]0.389 5
Ay | 1 [ 0.6641 1 1.994 1 Ay | 610,086 {0.25 6
Ay | 2 | 0.k [ 1,326 2 Ag | 7 ]0.057 |0.172 7
Ay | 3 0.29% | 0.88 3 Ag | 8 10.038 |o.114 8
Ag | & | 0.195 | 0.586 4 Aol 9 [0-025 10.0786 9
Comprobando

3 cm.
o1 em, = 30
Ln 30 = 3.4012

Ay
bn =— = & +6 +4 + 6 &+ , ., , +é& = kd

A2




f.

Grafica del

x(t)
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30 = 3.4012 &k

3.h012
0.5

decremento

8.29 = 9 ciclos

logarftmlco

e ractme,
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PROBLEMA E-3

La Planta Halocarburos, S.A. de C,V., ubicada en Tulpetlac Edo,
de México, requiere determinar la respuesta de un garafe de treg
nes ante excitaciones externas., Los Ingenleros encargados de-
cidieron probar mediante un tensor que trabaja con una fuerza
arménica, Ver Figura E-3-1. Si se conslideran 45 segundos de
tiempo de prueba con un desplazamiento y velocidad inicial de

0.25 em. y 3,4 cm/seg. respectivamente.
Se desea obtener:

a. La respuesta de vibracién libre

b. La respuesta de vibraci6én sobre-amortiguada-

c. La respuesta de vibracién sub-amortiguada

d. La respuesta de vibracién amortiguada - criticamente

e. La respuesta tomando en cuenta la acclén de la fuer:za
excltadora en cada movimiento de los incisos anteriores.

-

Resumen de resultados

Los valores ¢ son: as ¢ = o, by ¢ =2310, ¢z ¢ = 395 4
ds ¢ = 1559, un [ K9~ seglm] c/u.

[T

35m 6m
TiPO LOSA"

SEC, 2 = 50cm*S0cm
SEC. | ° 40cmX SOcm
Figura E-3-1 E£SPESOR LOSA = 10¢cm

F{1) = 5C0520¢
w = 200 RPM
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La rigidez del marco es:

24 E

k=
W3

El m6dulo de elasticidad es:

E = 10 000 fle = 10 OOOJ 200 = 141 h21.35 kg/cmz.

La Inercia es:

3 3
Iy = ._B_l..;‘.. - ﬂ)—-"‘-%s—& = 416 666.67 cm®.

H = 8 m. = BOO cm.

El = 141 421.35 x K16 666.67 = 5.8925 x 10'° kg/emZ.

24 (5.8925 x 10'%)
(800)3

k = = 2762,10 kg/cm.
Cslculo del peso:

sec.@ principal 0.50 x 0.50 x 6 x & x 2.4 = (4.4 toms,

losa 0.15 x 10.5 x 6 x 2.4 = 22.68 tons,

sec. (@ secundaria 0.50 x 0.50 x 10.5 x 2.4 = 6.3 tons,

relleno 2 x 3 x 0.10 x 10,5 x 1.8 = 5.67 tonse.
2 49,05 tons.

Por consideraciones externas no estimadas aumentamos un 10%

w= 49,05 x 1.1 = 53.955 tora,
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La riglidez total es 2762.,10 x & = 11048.4 kg/cm.
La masa es:
W = 53 955/981 = 55 kg seg/cm.

La frecuencia natural es:

P = '_”_gg_a_‘!. v 14,1732 rad/seg.

Desarrollo:

Las respuestas que obedecen a cada movimlento respectivamente
estédn dadas por las siguientes expresiones:

1. x(t) = C1 cos pt + C, sen pt

2. x(t) = ePH(c, cos Pyt + ¢

2
0 2senPDt) P. =J?M-4

)
3. x(t) = e'”"t[c‘ + ¢yt

4, x(t) = e"’pt[c cos P't + C, sen P't] pP' = l-'nz
1 2

Para las condiciones de t = o , x = Xy ¥ X = Xoo ¥ sablendo

que M = n/p nos queda que:

1. x(t) = X, cos pt + % Ee—:Lt , P = fk/m
- . sen Pt 2_ 2
2, x(t)-ent[xo cos Ppt + X - nx, PD 1, Pp =\ 0t

3.0 x(t) = e "Fhx  + (k- onx) t] o, P o= n
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- oo Nt | i - sen P't
b, x(t) e x, cos P't + & = nx BT 1, p

De esta manera se puede establecer las sigulentes ecuaciones:
x(e) = e ™ ix €+ (x - nx YV ] P én
o ] [

€ = cos Pit

. Sen Pit
v Pi

donde Pi = P, o0 PD.O P' ; segln sea el caso de movimiento

x{t) = e Nt (xo + (io - nxo) t] P=n
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PROGRAHA 1

HP ki
Programa para obtener el desplazamiento a traves Jel tiempo -

en slstemas de un grado de libertad. En vibracion libre con

o sin amortiguamiento. -

(1] LBL T VIBRAR T PSE (1F] STo @9
002 RAD 0@7  TLIBRE 02¢ RCL @2
803  Txes 1 908 AVIEW 921 RCL 94
[-T-1 PROMPT ee9 RCL ea 022 *

aes 570 @8 e1e X=01 823 CHS
86  Tve = ? o1t GTO 91 824 eMx
087 PROMPT 012 GTO T 4N = P> g7y STO 10
208 STO @1 Q13 LBL @1 026 RCL @2
ee9 TN =1 o1k 1 827 RCL Q@
218 PROMPT 15 STO @5 828 *

o1t STO @2 816 GT0 TDESPLAZ g9 cHS
812 T =1 017 END 030 ENTER /2
213 PROMPT ee1 LBLY DESPLAZ 831 RCL @1
o1y 570 @3 202 RCL @5

eis 1) = 1 03z 4+

816  PROMPT 683  RCLe3 933 ENTER
@17  STO ek sel 034 RCL @9
018 Trz2 =1 8as5 ENTERA 035 &

019 PROMPT 806 RCLA 816 sTo 19
eze  sTO 12 o7 x 837  niL @0
021 Tat = 1 08  sTO @7 03% kL 8
822 PROMPT es  cos AEE I

023 sT0 86 are STO @8 A ENTER A
024 670 T LIBRE AR Rei @7 kL 11

925  END ez SIN YOI

813 ENTERTA

e8!l LBL T LIBRE ' ENTER A

202  RCL ok ath Rt °3’ ¢tr ber 1a

083 TTi = 1 215 ENTER e .

984 ARCL X 816 RCL 5 et Vs .
817 * - S

aes AVIEW t- L2l

018 /



oug
LLE]
8508
@51
852
053
@54
955
056
857
058

068
061

862
281

002
003

LY}
205
006
ee7
008
089
etle
AR

812
o3
(3L
15
016
9y
918
Q19
ez9

AVIEW

PSE

RCL 8k

REL 06

¥

sT0 @4

RCL 32

RCL @k
X<y Y

X¢= Y1
GTO 08

GTO LIBRE
LBL @8
sTOP
END
LBL
DEG
CRITICO
AVIEW
RCL @2
RCL 23
X = Y7
GTO @2
1o £
LBL 82
RCL @2
LCL o4
*

CHS

EAX

STO 19
RCL 0@
RCL @2
*
EMTER A

(N = P>

NL> P>

021
822
823
024
825
@26
827
828
829
830
831
032
233
934
035
036
037
038
e39
(11))
L1
042
943
[ 1T
045
046
47
a4u8

139

T

RCL @1 005
+ 006
ENTER # 007
RCL @4 008
* 009
ENTER A 010
RCL @@ o1
* 012
STO @5 013
ENTER 04
RCL 1@ 015
* 016
X = 017
ARCLX 018
AVIEW 019
PSE 020
PSE 021
RCL 84 022
RCL @6 023
+ 024
STO ok 025
RCL 12 026
RCL o4 027
X< v 028
X¢ = Y7 029
GTO @@ 030
GTOY LIBRE

LBL @@
STOP

END

LBL T Z NLX PR
RAD

SOBRE - A

AV IEW

RCL @2
RCL @3
X>Y71

GTO @k

GTO 3

LBL 93

RCL @2

XA2

RCL 93

XA 2

SQRT

STO o5

GTO T DESPLAZ
LBL o4

SUB - A
AVIEW

RCL ©3

X2

RCL 02

Xn2

SQRT

STO o5

6T0 Y DESPLAZ
END
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Soluciodn:

a. Respuesta ante vibracién libre

x, = 0.25 cm, , io = 3,5 cm/seg. , P = 14,1732 rad/seg.

n=o TeA e gy e 033 seq.
n 1t (seg)|x(t) (cm)
ofo 0.25
1] 0,044 0.347 x (1)
2]0.088 1 0.312
310.183]0.158
410,177 [-0.057
5| 0.222 [0.25
6| 0.266 [0.347
7]0.310-0.312
810.3551-0.158
910.399 ) 0,057 &F--f-~TN-"---m—-—-----———-———- |
107 0.443 | 0,25 '.
11§ 0.488 [ 0.347 |
:
{s 5%
|
'
:
|
1

F————7: 0.4433 e



- w1 -

b. Respuesta ante vibracién llbre sobre-amortiguads nd>p
Xy = 0.25 ¢cm ; 5(0 = 3.5 cm/seg ; ¢ = 2310 ; n = -%‘-‘ = _.._12]330 = 21
P = 14,1732 rad/seg.
o = J 2 - a2 - Junt - 200.88 = 15.496 rad/ses.
n ot t (seg) | x(t) (em)
T o= 20 - 0.kor e o] o 0.25
1 0.041v | -0.098
2 0.081 0.031
3 0.122 1 -0.006
4 0.164 | -0.001
x(t) 51 0.205| 0.002
6 0.246 } -0,001
7 0.287 0.001%
0.25 8 0,328 [
9 | 0.369 0
10 0.410 0
11 0.451 0
] 2 3 4 S L] 7 8 9 10
]
1
1
|
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c., La respuesta ante vibracién subamortiguada p>» n

xy = 0.25 cm ; k= 3.5 cm/seg , € = 395 , nagi- = 39 3.59

P = 14,1732 rad/seg

=JUi732)2 - (3.59)% = 13.711 rad/seg T = 2T = 0.4583 %8,
D PD

t (seg) x{(t){em)

n

0 [} 0.25
\ 0.046 | 0.132
2 ] 0,092 -0.059
3 | 0,137 -0.157
4 | 0.183 | -0.108
5 | 0.229( 0.112
6 | 0.275 | 0.093
7 {0.321 0.081%
8 10,367} 0.009
9 | 0.412] -0,052
10 | 0.458 | -0,058
11 ] o.s04 | -0.017

X=0.25
0132 p--

U S
.Y S

i
[ §

0.157 } ________
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d, Respuesta ante vibracién amortiguada crfticamente n = p

X, = 0.25 cm, X_ = 3.5 cm/seg , ¢ = 1559 n = o = 1552 _ 44 y73
° 110

[ 2m
P o= 141732 rad/seg. T =215 = 0.443 aeg
n oyt (seg) | x(t) {em)
0 0 0.25
1 | o.ou4 | 0.3
2 | 0.088 | 0.25
3 | 0.133 | 0.182
b} 177 | 0.123
5 | 0.222 | 0.08
6 | 0.266 | 0.05
7 | 0.310 | 0.03)
8 0.355 0.019
9 0.399 0.011
10 | o.443 | 0.007
11 0.488 0.004
x{1
0.3
0.25

- e e —

L

ot
~

.

© 1

o

St
At ——
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e . La respuesta tomando en cuenta la accién de la fuerza excitadora en
cada movimiento de los incisos anteriores

f « Resumen de resultados.

P Peso = 53 955 kg.
F(t) = 5 cos 20t K = 110484 kg/em.

o7 W 4
w=e 200 RPM = 20.94 rad/seg’ .

PROGRAMA 2. Contribuadn de lofuerza  %U0) s[Ffx-w'm]] cos wt

ot LBL T F/ < k-w> 22 PROMPT
02 RAD 23 sT0 @b
03 TFa 24 GTO @3
ok PROMPT 25 LBL 03
Y STO 08 26 RCL @k
86 K = 7 27 T o=
87 PROUPT 28 ARCLX
08 STO o1 29 AVIEW
09  Tw = ? 38 RCL B3
10 PROMPT 31 983

M STO @2 32 /

12 TPESO 1 33 ENTERA
13 PROMPT 34 RCL 02
] STO @3 35 X722
15 T o= 7 36

16 PROMPT 37 CHS

17 STO o4 38 RCL 01
18 T2 = 2 39 +

19 PROMPT he STO 67
29 STO ©5 b1 RCL 02
21 Tat= 1 42 RCL ek



43
44
L}
46
47
48
h9
58
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

*

cos

STO @8
RCL 80
RCL @8

*

ENTER /
RCL @7

/

STO 1@
TXc PART =
PROMPT
STO 13
RCL- 18
RCL 13

+

STO 14

Xc + Xd =

45

61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
n
72
73
74
75

ARCLX
AVIEW
sTOP

RCL ok
RCL @6

STO o4
RCL 85
RCL o4
XLy
X&=Y ?
GTO @@
GTO @3
LBL o@
END



e DESFLAZAMIENTO emmempe-  DESPLAZAMIENTD

PARA CONDICTORES INTCYATES DE PARA CONDICIONES INICIALES NULAS
VIERACIONE LIERE Y AMORTIGUADA DEL MOVIMIENTO ARMONICO FORZADO
SOLUCIOR DE LA ECUACION DIFERENCIAL % ==t t = cos Pt c=0
I T
Y 2
R 108 cos wie 238 sen Pt) c$0
X /P 4%2@)2
. t OB EGBRESBESIBECEESEESIRER
(38)} [iire |Sobre-aleub-a| Crft | Litze foure-a] Sub-al critico
o 0 0.25 0.25} 0.25] 0.25 0.000 | ~.118 | ~,382 } -.168
1 0.04 | 0.344]~.089 Jo.132] 0.302] 0.067)0.246 | -.007 | 0.200
2 0.08 | 0.330]0,015 |=,059} 0.262] 0,202} 0.447] 0.282 | 0.435
3 0.12 { 0.212} 0.006 {=.157 | 0.200] 0.260| 0.352] 0.452 | 0.383
4 0.16 | 0,029 -.007 }-.108 | 0,143} 0.129] 0.025] 0.324 } 0.007
5 0.20 | -.164] 0.004 [0,012} 0.097) =-.173] ~.319] -.018] =279
U 0.24 { =.305{ ~.001 {0.093} 0.065] ~.488] =.452] -.348] =~.452
7 0,28 | ~.351] 0.000 {0.081 | 0.042] -.608| -.286] =-.448{ ~.325
8 0.32 | ~.281} 0.000 {~.009 ) 0.027] -.417] 0.068} ~.251} 0,017
9 0,36 § -.133} 0.000 |~,052} 0.017] 0.027} 0.379} 0.111}] 0.347
10 0.40 | 0.062] 0.000 |-.058] 0.011] 0.504| 0.438} 0.400] 0.448
1M .44 1 0.238] 0,000 {-.017 | 0,007} 0.756] 0.207 0.425f 0.254
12 C.48 0,34 { 0,000 {0,027 | 0.004] 0.642{ -.161{ 0.168} -.110

g
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PROBLEMA E-b

Un motor de 7 800 kg se va a sujetar a una viga que en sus -
extremos va a estar apoyada; ver la Figura E-k.a,h. Encuen--
tre:

a. La frecuenclia natural, b. La Rigidez, c. E) desplaza--
miento maximo., Compare resultados en ambos casos {Ver Figura
[E-b4.a, b]) Si el motor transmite una frecuencia de 452 R.P,H,
y una fuerza de 40,18 kg.

1
}

40 cm

FIG. E- 4.0

30cm

Seccién
f'c = 200 kg/cm?

I—A

S00cm

T

FiG, E-4.b

3
€1 = 10 000 J 200 «x i‘l.‘_élﬁ)_. = 1.273 x 10'0 Kq/end
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Soluclién:

Wwe=0.b x 0,3 x2,4=0,288 Ton/m. = 2.88 kg/cm.

3 4 . 3 4
§ est = -PL I Y . .1 800 (500) + _.2.88 (500}
192 €1 © 3BUET © Jg0(1.273 x 1019 384[1.273 x 10'0)
§est = 0,3989 + 0,0368 = 0.436 cm.

- 500
flecha 1imite 560 " 1.000 cm. ya que soporta equipo,

d est < dpermisible

a, La frecuencla natural es:

9 981
P .j-—m - 74 - 47,434 rad/seg.
b, ta rigidez es:

K = P . 1800 + 1huo
P3 0.%38

= 21 192,66 kg/cm.
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c. El desplazamiento miximo es:

w 452 x 2n

2 —=Sp5— = 47.383 rad/seg. 47.434 rad/seg*
X = % __.°°3_“J_;2 ; t =0, x =aXm&x.
e

X = 40.18 ] = 0,447 .cm
21 162.66 (0.0042%) " ’ *

& estitico +6dinsmico = 0,436 + 0.447 = 0.883 cm.

L
Eammc%

3 4 3 4
e 5w _ 7800 (500) 5 _2.88[500]" _
‘_’e“ WE I B dglr273x1070  3001,273010"0

Sest = 1,596 + 0.18397 = 1.780 cm.

a. La frecuencia natural es:

= %ﬁ- = 23.476 rad/seg

-]

b. La rigidez es:

K = 57 - 5 191.011 kg/em.
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¢, E) desplazamiento m&ximo es:

40.18 1 ) "
x = FrvEn Teressy - 00028

Sest + 6 dindmica = 1.78 40,0025 = 1,782 cm.

* La frecuencia natural es aproximada a Va frecuencia exci-
tadora por lo que entra en resonancia la viga y ésto ha-

ce que el desplazamiento din&mico sea méximo.

%% Se observa claramente que el desplazamiento dinémico es -
muy pequeflo, ya que la diferencia entre las frecuencias -
es considerable.



PROBLEMA E-5

Determinar la respuesta din&mica de la estructura indicada en

la Figura E-5.1. Cuvando estd sometida a la accién de la car-
ga dindmica (explosién). Utilice la integral de Duhamel {So
lucién Incremental). F1) ton.
w
£ 17 500 Kq
K = 17 BOO Kg/em S4r--

1
1
i

H
000 0.02 004 0.06

La soluclén incremental de la integral de Duhame) est& dada
por:

- - AFi
Aley) Al M+[F(e, ) tioy 557 (sen Pt -sen Pt;_,)/P,
a FI
) [cos Pt ~cos Pt'_1+P((l sen Pt,-t, , sen Pt;_,)]
4 Ati

AF
B(t;)= B(ti_l)*'[F(tl_‘)-t'_‘ _TF:—](cos Pt, = cos Pt;}/ P+
aF

-P—Z—XT fsen Pt -sen Pt'_‘-P(t' cos Pt -t _, cos Ptl-l)]

x(t) = [A sen P, - B cos Pt]/HP

M - u?g—?—o = 17.839 kg/segz/cm.

P 'H—;Tg%g' = 31.58 rad/seg.

N = 6 ; yaque el tiempo vadet =0 a t = 0.10 seg.
con 4% = 0.02
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Programa de la soluclén Incremental de la integral de Duhamel
en Sigma Commodore 16 k.

205 REM SOLUCION INCREMT

etle PRINT "DAME N FRECUENCIA P, MASA H"
a5 INPUT M, P, M

217 PRINT "DAME LOS TIEMPOS": PRINT
020 FOR | = 1 TON N

825 PRINT "TF. (" ¢ |, ") aM;

030 INPUT T (1)

ohe NEXT | : PRINT: PRINT

045 PRINT "DAME LAS FUERZAS": PRINT
(11 FOR | = TO N

955 PRINT “F{"; 1 ; ' ) «hy

260 INPUT F(I)

070 NEXT |3 PRINT: PRINT

080 T(e) = @

290 F(e) = o

100 SUM = @ : MAS = @

110 FOR | = TO N

120 Z = (FOI) = F (1-1)) 7 (T(2) - T(1))
130 W= (FOI) - Fl=-1) /7 (P 2% (T(2) - T(1))
140 WA(L) = SIN (PxT(1))

159 WB(I) = SIN (P*T(1-1))

160 we(l) = cos (PxT(I-1))

170 Wwo{1) = €OS (P#T{1-1))

180 FC{t)= F(I-1) - T(I=-1)72

190 AT1 (1) = FC(t) #wa(i)-wB (1)) /P

200 A22(1) = FC(1) »wp(1)~-wc(1))/p

210 Gl {1)=wr(wc(1)-wp(1))

220 G2(1)=wHP (T (1)*WA(1)-T{1-1)*wB (1))
230 D11 (1)=c1{I)+c2(1)

240 HY (1) =W (WA(1)-wB (1))

258 H2 (1) =W (T (1) (We(1)-T(1-1)2wp (1)
260 D22 (t)=H1{1)-RH2(1)
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270 AA{1)=A11 (1) +D11 (1)

28e B8B{1)=A22(1)+022(2)

298 CA(L)=AA{1)+SUH

388 CB(§)=88(1)+MAS

3t1e SUMmSUM+AA( L)

320 MAS=MAS+BB{ 1)

330 NEXT |

340 FOR ! = 1 TON

358 Xt{1)=CA{s)aWA (1) =CB(1)*WwC (1)
360 %{1)=x1{1;/CHnP

37e NEX 1

388 PRINT PTIEMPO T{1)" ;MFUERZA F{1}"; “DESPLAZ X({{}"
399 FOR | = TO N

400 PRINT T ()", “F(1)V "X (1)

e PRINT

h2e NEXT 1

k30 END

RESULTADOS:

T F{1) X(1)

[] ® °
.02 54 o00 ©.19781766
0.0% S5k ge0 1.2926031
8.06 [] 2,86195219
8.08 [} 3.52488551

.19 ] 2,827884)



PROBLEMA E-6

Obtener la respuesta de la sigulente estructura sometida a
la carga que se indica usando la integral Duhamel., Utili-

ce la regla de Simpson y trapecial, compare resultados,

El movimiento es no amortiguado.

(1) ton
-
— X
44
F(n Wz 44 000 Kg
K = 40 000 Kg/cm \
0.025 0.050 '
Datos:

P = 29.86 rad / seg
AT=sT/10 , T = 0.20 seg.

Obtener como valor extremo AT = 0,20 seg.

a. SIMPSON
A B
§ (¢) = g (t-237)+[F{t-227) cos P(t-2a7)+4F(t-17) cos P{t-A7)+F(t)cos P¢]

(t) =

Uty
wismi

(t-240)+[F{t-237) sen P(t-23%)+ kF(t-az)sen P(t-a¥)+F (t) sen Pt]

P .f% .fﬁ&nig_gq_xﬂ.‘_ = 29.86 rai/seg



N T F(z) €0S PT | F(T)COS P¥|FACTOR) FACXF{r)cOSP .4 A ’;-'\

1 [1} 0 1 o 0 1} 0 0

2 | 0.005 8 800 0.9883 8 702.10 1 34 808.42 51 629.6)

3 0.010 17 600 0.9557 16 821.19 1 16 821.19 51 619.61
k1 0.015 { 26 400 0.9014 | 23 795.87 & 95 183.46 1h 112

5 0.020 35 200 0.8269 29 107.35 1 29 107.85 192 741.61
6 | 0.025 { u4 oo0 0.731 32 299.09 4 129 196.34 180 299.97

7 | 0.030 | 35 200 0.6249 | 21 996.28 1 21 996.28 373 041.58
8 0.035 26 400 0.5019 13 247.93 4 52 991.71 81 457.2%

9 0.040 17 600 0.3676 6 L6g.26 1 6 469.26 4sh 498.83
10 | 0.045 8 8o¢ 0.2251 1 981.31 L] 7 925.26 14 394.52

11 0.050 0.000 0.0777 0 1 0 468 893.35

GGl




FAC x B
z
wl F@) | senpa | F(z)senpy | FACTOR | FT)SEN as 3
1 0 0 [} 0 1 o
2 0.005 8 800 | 0.1488 1 308.96 4 5 235.86 10 412.47
3{0.010 17 600 [ 0.2942 | 5 177.61 1 177.61 10 413.47
41o.015 26 4oo [ o0.4331 |11 43314 4 45 732.58 | 70 704.18
5] 0.020 |35 200} 0.5623 | 19 793.99 1 19 793.99 81 117.65
6 [ 0.025 | 44 000 0.6791 |29 879.24 ) 119 516.97 | 166 791.93
7| 0.030 |35 200 | 0.7807 [ 27 480.97 1 27 480.97 247 909.58
8] 0.035 |26 400 | 0.8650 | 22 835.33 [ 91 341.33 ] 135 190.22
91 0.040 | 17 600 | 0.9300 | 16 367.92 1 16 367.92 383 099.80
10| 0.045 | 8 800 ] 0.9743 | 8 574.05 4 34 296.21 50 664.13
11]0.050 | 0.000] 0.9970| 0 000.0 1 000 433 763.93
. 1 B
A(t) =4z sz ()1 ; a=3
a
1 B
B(e) 247 5 [E () 1; a=3
a
AT 1 A 8
x(t) = WP 3 [£ (t) senpt - (t) cos pt 1 = 6 x R
a a
_ Az 1 0.005 - -6
6= W~ 3 " TGES (29.86) 3 1.2k x 10

g4l



B A [ £ cm
T F(T) Z3 23(2) sen Pt ZB(t)cos Pti(t):)::s:: G(x R)
0 s
21 0.005 8 B8oo
3]0.010 17 600 10 413.47 15 189.43 9 952.15 5 237.15 | 0.00649
41o0.018 26 4oo
51 0.020 35 200 81 117.65 108 378.61 89 618.27 18 760.34 | 0.02326
6| 0.025 44 000
710.030 35 200 247 909.58 291 233.56 1B1 992.07 {109 2b41.49 j0.13546
810.035 | 26 koo
9] 0.040 17 600 383 099.80 422 683.91 140 827.49 |281 856.42 | 0.34950
10 | 0.045 8 800
11 0.050 0 433 763.93 467 4B86.67 33 703.46 [433 783.21 | 0.53789

[A-1%




b. Trapecial

A A
s (t) + = (t-ar)+[F(t-aT)cos P (t-4%7)+F(t) cos Ptl
2

% (t) = % (t-a7)+[F(t-AT ) sen P(t-AZ)+F(t)} sen PA]
) B
N | T | F() cos P Fz)C0S Pr Ah 5 SEN PZ| F(T)SEN PT a8 :
1}0.0 0.00 1 [ 0 0 0 0 0 0
2)0.005| 8 800]0.9883! 8 702.10 | 8 702.10§ B8 702.10| 0.1488 1 308.96 1 308.96 1 308.96
310.010 | 17 600 0.9557 | 16 821.19 | 25 523.29| 34 225.4 |-0.2942 5 177.61 6 486.57 7 795.53
4{0.15 {26 400 {0.9014 { 23 795.87 | 40 617.06] 74 842.5 { 0.4331{ 11 433.14 | 16 610.75 { 24 406.28
5| 0.020 | 35 200 | 0.8269 | 29 107.35 | 52 903.22 | 127 745.68 |-0.5623 | 19 793.99 | 31 227.13 | 55 633.41
61 0.025 { 44 000 { 0.7341 | 32 299.09 | 61 406.44 | 189 152,12 0.6791 | 29 879.24 | 49 673.23 | 105 306.64
710.030 | 35 200 | 0.6249 | 21 996.28 | 54 295.37 { 243 L47.49{-0.7807 | 27 480.97 | 57 360.21 | 162 666.85
810.035 | 26 noo | 0.5019 | 13 247.93 | 35 2u4.21] 278 691.70] 0.8650 | 22 835.33 | 50 316.30 | 212 983.15
510.040 |17 500 0.3676 | 6 469.26 | 19 717.19] 298 408.9 |-0.9300] 16 367.92 | 39 203.25 [252 186.40
10| 0.045] 8 800§ 0.2251{ 1 981.31 8 450.57 [ 306 859.5 | 0.9743| 8 574.05 { 24 g9h1.0 (277 128.4
11} 0.050 000 | 0.0777 0 1 981.31} 308 841.8 | 0.9970 0 8 57h.1 [ 285 702.5
A
A =47 %[Z(ﬂ] ; a=2
a
aw2

1 A
a(:)iAT-a-[Z(t)];
a

a6l



AT A B
x(t) = - [E(t) senP, -Z (t) cospt ] = GxR
a a
0.005 6

G = m = 1.867 x 10

A B fcmy |

N T F(Z) {ZWsen Pt fl!) cos Pt R 6 x R
110.00 | 0.00 ) 0 o °

2 | 0.005 | 8 800 1 294.87 1 294.43 0.44 | 0.00000
3 |0.010 {17 600 10 06%.11% 7 450.19 2 618.92 { 0.0049
y lo.015 }26 oo 32 414.29 21 999.82 | 10 414.47 | 0.0194
5 | 0.020 | 35 200 71 831.40 46 003.27 | 25 828.13 | 0.0482
6 |o.025 |44 o000 | 128 453.20 77 305.60 | 51 147.60 | 0.0955
7 |o.030 |35 200 | 190 059.46 | 101 650.51 [ 88 408.95 | 0.1651
8 {0.035 {26 400 | 241 068.32 | 106 896.24 | 134 172.08 | 0.2505
9 ]o0.040 |17 600 | 277 520.28 92 703.72 | 184 816.56 | 0.3451
10 |o.o45 | 8 800 | 298 973.21 62 381.60 | 236 591.61 | 0.4417
11 {o0.050 0 307 915.27 22 199.08 | 285 716.19 | 0.5334

651
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PROBLEMA E-7

Con los métodos de integracién de dlferenclias centrales ,- -
Houbolty Newmark, obtener la respuesta (desplazamiento) de la
estructura indicada en el Problema E-6; compare resultados:

Datos:

W = b4 000 kg
w - 29.86 rad/seq.

T = 0.21 seg.

AT = 0.005 seg

5 oos T
k = 4o 000 ke/cm

Método de diferenclas centrales.

Las expresiones* que deducen la tabla siguiente son:

W= w/981 ay =4t/
a, = 1/a1* F2(T) = F(T)-(K-a,M)x - (a -3 ,c)x; _,
a, = 1/247 T - —f200

M ¢

[—_7 + ]

at? ot

a, = 2/471%



N 000 { 0.005 0.0t0 0.m5 0.020 c.s | ' o e.055 | o.0h0 ]| o.0hs | o.050

: X, '8 ° L 0.004 0.0198 0.0084 0.0953% 0.1656 | 0.2513] o.3m | o.8k30f 0.5
[ e .
R [} 0 (] 0.0043 0.01951  o.0MA 0.0958 | ©.165 o251 0.361) 0.4b30
e
o b | o | seeo 17 600 26000 | 35 200 # o000 35 200 | 26 %00 | 17 600 $80] 00

S Fmy e 8 %00 349881 86790.4 175069 | 29708.% ¥5000h. 3 €20 956 794 769 | 959 708 {1103 138
- .
5 Ry o | o.00ks 0.0195 0.0A% 0.0358 0.1656 o513 | .| o.M30 | o.s35  o.6ine
N !

218 | o hwa 180,038 smao | gL | L essse o | shs [0 |y 1-ar.0
.

= o 0.49%05 1.95 4,308 7.634 nne 15,86 18.08 19.17 18.08 17.187%

*Las exorestonss estdn sdaptadas s} programs que a continuacidn se presents.
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Programa del método de Diferencias Centrales en HP 41 C.

81 LBL  DIF CEN
02%W= 7
@3 PROMPT
24 STO €@
@5 "Kax ?
26 FROMPT
o7 STO ot
00 *C= 7
99 FHOMNPT
16 STO @2
11 T4 =2
12 FROMPT
13 STO €3
14 RCL @
15 981

16 /

17 STO @4
18 TMASA =
19 ARCL X
20 AVIEW
21 PSE
22 HCL @3
23 1l

24 4/ %
25 STO 05
2% 2

27 RCL 03
28 [

29 1/%
30 STU 06
3 2

32 RCL 85
3%

34 STO 07
35 RCL 03
6xte

37 2
B/
39 ST0 8

. 40 GTO @1

41 LZL @1
42 ¥ XL=?

43 YROKPT
44 STO 29
45 ¥ iy =1=7
46 PROMPT
47 STO 12

. 48 TI(TY =7

49 FROMPT
50 ST0 13
51 RCL 1
52 EXTER
53 RCL @7
54 HCL @4
55 =

56 -

57 ENTER
56 WCL 89
59 e

68 STO 14
61 RCL &5
62 RCL @4
63 =

64 ENTER J
65 HCL @6
66 RCL 82
67 o

e -

69 ENTER P
7@ RCL 12
71 [ )

72 ST0 15

73 BCL 13
74 RCL 14
B -

76 ENTER }!
77 RCL 15
78 -

79 8TO 16
80 Y FAD =
B1 ARCL X
82 AVIEW
83 STOP
84 RCL @4
85 RCL 05
86 w

87 ENTER A
66 RCL 82
49 RCL 06
9¢ s

91 +

92 ST0 @2
93 HCL 16
94 RCL 2@
95 /

96 STO 17
97 1AL +1=
98 ARCL X
99 AVIEW
109 STOP
101 RCL 12
102 Evmin P
193 2
104 RCL @9
125 »

186 -

187 HCL 17
128 +
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129 ELTER [/
118 KCL 5
111 ¢

112 STO 18
113 Ta=
114 ARCL X
115 AVIEW
116 S1I0F
117 RCL 17
118 HCL 12
19 -

126 KCL 06
121 =

122 S0 19
123 "V =
124 ARCL X
125 AVIEW
126 STOP
127 GTO @1
128 ENL.
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Método de Houbolt

Las expresiones correspondientes al método son:

2 1Al 5 3
a ® —= ; 3, ® —— ; 8, =5 ; 8, @ —=— ; a3, = ~ 23
o T2 1 6T 2 T2 3 T 4 o
S } 20 . 3
ag " i ag 7=+ 9 )

Fa(t) = Fle) .+ [ale*akx'_1+36xi_zl;c[a3xl+a5 i-1)

+ a7 1-2

F2(T)

[aOH + a‘c+k]

X -

Las expresiones anterlores adaptadas al programa correspondien
te a) método.



- %5 -

Yrograma para encontrar el desplazamiento , velocidad y aceleracidn por

medic del mftodo de loubolt en H P 41 C

©1  LBLT HOUBOLT 3 . 61 1BL @2
22 W=7 52 / 62 TXi=17
@3 FROMPT 33 STO @6 63 Inonpe
24 STC 00 34 5 €4 STC 13
25 T =7 35 RCL 83 65 TRL-1 =7
@6 FROMIT % xfe 66 ¥0LPT
87 10 et 31/ 67 ST0 14
o8 T¢ =7 38 S0 o7 68 TX-2 =?
89  FHOLET 39 3 €9  FuoOKDPT
1¢ g10 @2 48 RCL @3 70 ST0 15
11 %7 = 7 41 / 71 TRt =2
12 PaONPT 42 STC 88 72  YROWPT
13 510 @3 43 -2 73 sTO 16
14 HOL ee 44 RKCL @5 74 RCL @7
15 981 45 o 75 NCL 13
%/ 46 510 @9 7% e

17 570 e4 47 ®CL @8 77 ERTR [}
16 THAGA = 48 2 78 RCL 09
19 AKCL X 4/ 79 RCL 14
2¢  AVIEW 58 CHS g0 e

21 PBE 51 STO 18 81 +

2 2 52 kL @5 82 ENLR P
2} KiL @3 53 2 83 KCL 11
uarpe 54 / 84 RCL 15
5 / 55 ST0 11 85

26 57O 85 56 RCL 88 86  +

27 11 57 9 87 mvmm P
25 ECTER [} 58 / 88 RCL @4
29 6 59 ST0 12 89 u

30 HCL e3 60 GT0 82 Qe sT0 17



91 RCL @8
92 RCL 13
93 "

94 ENTER 2
95 RCL 1@
96 RCL 14
97T =

98 +

99 ENTER }
1¢8 oL 0z
121

182 Evmr P
183 HCL 12
104 RCL 15
105 w

106 4+

107 ST0 18
188 RCL 16
109 RCL 17
11«

111 BN A
112 RCL 18
13+

114 570 19
15 TFA+1=
116 ARCL X
117 AVIEW
118 5TOP
119 HCL @4
120 RCL €5
121 o

122 evram P

123 RCL @6
124 RCL @2
125 «
126+

127 ExTEn P
128 HCL @1
129 +

130 puma P
131 HCL 19
132/

133 1/ X
134 STO 20
135 "X+l =
136 ARCL X
137 AVICW
138 STOP
139 HCL @5
140 RCL 20
141 .

142 ¥Nten P
143 HCL €7
144 RCL 13
45 »

146 -
147 NCL 89
148 RCL 14
149 e

150 -

151 KCL 11
152 RCL 15
155 e

154 =

155 ST0 21
156 TAy+1=
157 ARCL X
158 AVIEW
159 STOP
160 HCL @6
161 RCL 20
162w

163 ENTER P
164 RCL @8
165 RCL 13
166 =

167 =

166 ENTER P
169 RCL 18
170 RCL 14
171 e

172 =

173 BTER P
174 RCL 12
175 RCL 15
176 =

17 -

178 510 22
179 Wist=
180 ARCL X
181 AVIEW
182 STOP
183 G10 €2
184 EID



TARLA DE AESULTADOSYE

- 18?7 -

3 ] 0.005 8.0t 0.015 * 0.020 0.025 | 0.0% 0.035 | 0.000 | ©0.0hs {0.050

iy [ 0,004 o.0t108 0.0292 ©.0292 [RIFS M RY, ] 0.2602} 0.3 0.837) jo.521)

” ° ° 0,0026 0.0108 0.0108 0.0687] o0.1123 0.1798] o.z602f 0.3am {0373

o X [ °. [ 0.0024 0.0t08 o.0292 ) 0.0167 Co.nzsl o.ael  o.26m Jowm

ot .

als.

SPED,, fBsml 17 6o 26 400 35 200 000 35200 § 26 kOO 17 600 | 8 800 o0 00

- m’p,_;,'» B0 391296 106057.5 283938.2 A07303.3 652 188 fohho079.9  |1262083] 1586717 {189352% 163616
, * . M

;'é, "m~ 0.0024 0.0108 0.0292 00617 L onz .8 v.2602) 0.3} 0.3 jousan 0.591
RS 150,00 | 38278 562.53 728.75 8689 |6av.53 356,63 [82.15 [amnse  [-ven.6 {53106
g Y 0.54 25146 | %.958 8.3 12,1825 | 15.0% 17,006 {17.96 | 17.56 -] 15861 13.759




Kitodo de Mewmard

re 0.2 Ao 0.5
t, ooo| o.008 0.010 0.015 n.ml o.ms| o.0% [ 0.0% [ o.000 - 0.005 0.56 0,055
. ° 6.0012 o087 0.023 o.ml oam] o.aem| o.asas e.amr 0.44h08) 0.5306
v . (X ] 1.9% Ao 7.59%) 11.6981] 15.510 | 18,004 {19.922 0. 17.1651
A o j1s.1 35.0% 568.38 757.99 99082 [€30.97 (M).07 (9h.09 196,74 AN
FT) 0 1 O BoD] 17 600 2% d0o s 200 M oos| 35 200§ 26 hec | 17 600 | 8 Sec [ °
r:(i)m 8800 . {52 600.32 | 1636208 [ 30toMS.h | 729695{ 1220068 11820910 | 2054799 ) 3179566.9 38290088, 104 |4k02i) .00
ey 10y ey 0.0 ooy o.en] caem| e.2s] e 0,4406 0.5306 0.6101
Ay 195.11 305.99 560,370  732.00 [0se.m2 [633.97 [863.07 [Wh.09 ~196.74 A7 ~5hk.0682
Y (X (X 8328 7.59] 11.663 ) 15,511 | 10,000 [19.122 W 17.1651 n.6219
.<.‘ ‘
neva:

E1 pregrame do sste mbtode se deservells es ¢l gredlems E-10
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PROBLEHA E-8

Obtener ta respuesta de un sistema no amortiguado con la fuer
za que se indica en la figura B~ 8,A y E- 8.B

F(#) ton,
w = 19 830 kg.
k = 21 000 kg/cm.
33
t
|
0.02 tos ¢
FIG. E-B.A F1G6. E~-B.8B

Utilice la Integral de Duhamel.

Soluctén:

De la figura E-8A obtenemos que:

F

ot ,o0gt gty FO'JS 000 kg ty = 0.02 seg.
4

Pl
£ tyg t&t, s t, = 0.04seg.

o t)tz
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t
x(t) --—‘5- S F(T) sen P (t-z}d  ; F(T) » Fo ¥
[+

m
ty

¢ t
x{t) = -2 S T sen P(t-7)d7T

mpt
14

Integrando por partes Sudv = uy - \vdu

sea u =7 dv = sen P(t-T)

du = d7 v

Ssen P(t-7)d7T

v = cos P(t~-7)

1
P

ofet

t
Srsen P(t-T)d T = cos P(t-7)- 5-:; cos p(t=-7)d?
[+]

S-‘F cos P(t-%)d 7 -%— Scos P(t=Z }dT = - J—z sen P(t-T)
p
t t
S T cos P(t~T)dT = %cos P(t-T) - —‘r sen P(t-7)
P
o [+

= [%-—‘-—2- sen Pt]

x{(t) = ——

’ K ’21 000
Pw | = = |f-220 = 32.23 ved/ge
n 20.214 /ee3



t x (1)
0.0 0.0 cm

33 000 1 R
TGy ooz L 3e 00t

sen 32.23 (0.01)] = 0,01288 cm.

0.02 2532.63 (0.0310 (0.00136))= 0.10678 cm.

para t gt £ty ; integrando se obtiene

F(ry = F

F
-0 1 sen P(t-ty) _ sin p t
x(t) ape; (7 Tt + — 5 1

sen 32,23(7-0.02)
32.23

x{t) = 2532.63[0.03103(0.02 + sen 32’;23(7)”

t x(t)

0.02 0.10678 en

0.03 2532,63(0,3103(0.02+40.00983-0.02554)) = 0,33714 cm
0.04 2532.63(0.03103(0.0240.01864-0,02980)] = 0.69471cm

0.05 2532.6310.03103(0.02+0.02554-0.03100)] = 1,t4266cm




Resumiendo:

N = 6,

Resultados:

=

[ R I PR R

t(
0.00
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05

)

(seg)
Comprobando con la solucién incremental

- 0O O O o ©

172 -

x{1)
.00
,01288
.10678
33714
69471
14266
(em)

P = 32,23 rad/seg. ,

T

(1)

0

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05

(seg)

FIY

0.00
16 500
33 000
33 000
33 ooo0

0

(kg )

2
M = 20.214 kalseq.

x{1)

0,000
0.0135339471
0.106596594
0.336992733
0.694529843
1.11532043

(cm)
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PROBLEMA E-9

El marco de la figura estd sometldo a la historia de carga -
que se muestra; se pide calcular los desplazamientos para -
0«4 t & 0.72 seg.

La evaluacién nGmerica de la integral de Duhamel se haré em-
pleando la regla de Simpson con At = 0.42 seg.

= 35 041.32 kg
= 35,72 kg-seg?/cm.
1428.7 kg/cm.
71.43 kg-seg/cm.

o x X
]

F1) Ke
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PRUGHAMA DEL METODU 5IMPSON EN SIGMA COMMOporsl6 K PARA ENCONTRAR LA
RESPUESTA DESPLAZAMIENTD PARA SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD CON
0 SIN AMORT IGUAMIENTO, EXCITADU HRBITHARIAMENTE.

18 REM METUDO SIMPSON

2@ SCNCLR

3@ PRINT "METUOD DE SIMPSON®

48 FRINT: PRINT "EMPEZAMDS P/RETURN®
5@ INPUT "PULSA RETURnM

6@ PRINT "DAME N, PESD (KG), RIGIDEZ (KG/CM)*
78 IMPUT N, W, R: HeNe2

8@ DIM GB(H), BB (H)

98 DIM T(H),F(H),GACH)

180 DIM K(H),FA(H),FB(H)

11@ DIi BACH),S5BCH) ARCH)

12@ DIM XC(H),XD(H),XR(H)

125 PRINT

138 PRINT: 0=8

140 PRINT "DAME AT=?7 ";: INPUT AT
156 FOR I=1 TU N

168 T(I)=0

17@ 0=0+AT

188 NEXT I; PRINT "DAME LAS FUERZAS FCI)®
199 PRINT

208 FOR I=1 TO N

218 PRINT *F (9;1;")=";

228 INPUTF(I)
238 NEXT I: PRINT

248 P=5dR (R/(d/981))

258 Usp

268 INPUT "DAME EL HMORT. C="j C
278 IF C=2 THEW 3.8

288 CRe2* (u/981)*V

298 Z= C/CR

398 IF CLCR THEW 328

31@ IF CXLR THEN 31@



47
4ae
usp
528
518
528
538
540
550
568
578
580
598
68@
61@
620
63e
64a
658
668
678
689
690
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P=5QR{1-(L/CR)2)*V:GUTU 34p
P=8QR((C/UH)22-1)*V:G0TO0 348

FOR I=1 TG N

Gu(I)=F(1)* COS (p*T(I))

GE(I)=F(I)* SIN (PeT(I1))

NEXT 1

PRINT "EL AMORTIGUAMIENTO C/CR=";Z:;%
INPUT "PULSA RETURN";
EAEXP(~Z9Ve29AT)

EB=EXP(~Z*V*AT)

FOR J=2 TG N STEP 2

K{D) =l

NEXT 3

FOR Ial TU N STEP 1

K{X)=1

NEXT X

FOR l«) TO N

FACI)aGR(I)*K(I)

FBCI)sGB(I)*K(I)

NEXT I

M=2ll/981

PRINT: PRINT "MASA=";M;"(AG-SEG 2/CM)*
PRINT: PRINT ®FRECUENCIA=";P;"(RAD/SEG)"
INPUT “PULSA RETURN®;

SUM=p

HMAS=g

FOR 1«2 TO N STEP 2
SA(I)=FA(I=1)*EA+FA(1)eEB+FA(T41)
SH(I)=FB(I-1)*ERMFBCI)PEB+FB(I+1)
NEXT I

SA()1)=8

58(1)=p

FOR Is2 TO N STEP 2

S5UM=3UM® ER+SA(T)

AR(T)nSUM

MAS=MAS®EA+SB(T)

BB(I)=MAS

NEXT I



708
71@
728
730
742
750
768
770
780

822
aie
a2e
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G=AT/(MeP®3) :L=N-1

PRINT: PRINT " Lis®;;(EM/Hu)"
FOR J=2 TO L STEP 2

J=1+1

XC(I)=AA(I)*SIN(P*T(J))
XD(3)=88(1)*COS(P*T(I))
XR(2)=(XC()=Xx2(I))*G

PRINT #T=%;7(3);

BRINT F=mF(D);

PRINT "XR=";XK(J) ;" (CM)¥

NEXT 1

PRINT *

EKD

oun
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RUN

METODO DE sIMPSON

EMPE24MOS P/RETURN
PULSA (e TUkN??
DAME N, PESO (KG) ,RIGIDEZ (KG/CM)
725,35041.32,1428.7

DAML AT?7D.B6
DAME Lni FUERZAS (F(I)

F(1)s
F(2)=188
F(3)=45%
F(4)=1000.52
F{5)=1814
F{6)=2801
F(7)=Lpaz2
F(8)=4500
F(9)=taa2
F(l@)=36808
F(l1)=2722
F(12)=1689
F(13)= @
FQlu)= 8
F(15)=
F(16)=
F(17)=
F(18)=
F(19)=
F(28)=
F(21)= 0
F(22)= 8
F(23)= 8
F{24)= B
F(25)= @

| R mS
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DAME EL AMORT.C=771.43
EL AMORTIGUAMIENTO C/CR=@,158897283
PULSA RETURN?
MASA=35,72

FRECUENCIA 6.24479627
PULSA RETURN?
G=8,966@3172E-@5 (CM/KG)

T=,12 Fal 5k X=f, 8222504323
T=.24 F=l1814 X= .2214520872
T=.36 F=4282 X= .922L620857
T=.48 F=4282 X=2,32925@37
T=. 60 F=2722 X=3.67988536
Ta,72 F=@ X=3.84392842
T=.84 F=0 Xe2,28141129
T=.96 F=8 X=-, 86108281922
T=1.88 (] X=-1.87393784
T=1.20 F=@ Xe+2,38563@41
T=1.32 F=0 X=-1.62682023
T=1.44 F=R X==, 2320 10854

(CM)
(cM)
(cM)
(CM)
(CiM)
(M)
(CM)
(CH)
(cm)
(cu)
(cM)
(c™)
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PROBLEMA E-10

Resolver el mismo eferclcio del Problema E-9, con el método
directo de Newmark.

# = 3572 kg-segzlcm.
K = 1428.,7 kg/cm.
C = 71.43 kg-seg/cnm.

Las expresiones carrespondientes a este método son:

a = 1/h @ =a para la calculadora
4 = 1/2 d =4 para la calcutadora
1 & 1 1
a_ = i a8, = ;oa, = oA, Bye— -1
O eatt T ear 2 uan 3 2«

KR
a,‘=-—%~~|; a5=—2—-(—:~-2); ae-d'r(l-b)ya7nb_‘1

F{t) = () oy, mlagx ta,k 4agk Moo (a X +ay & vack, )

4 Xeang " ¥y T Rilv

AT

t+atr

Keran®

. s x - %X, - k_ax
Bra gy = K+ 2.4 “MAYt £37)

F(7)
aOH + alC + K

Fe)

Fevar ©

H2 " [ Y K

8 At nat
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Programa del método de Neumark en H P 41 O, pura encontrar la sceleracién

la velocidad y cesplazamientos

91  LBL " NEWHARK 32 ST0 87 63w

@2 Tw=1 %3 RCL @4 64 STO 14
83  PHOMPD 34 RCL 8% 65 1

@4 STO 0 % . 66 RCL @5
o5 TK=1? ‘36 1/x 67~

06  FHOKPT 37 STO 08 68 RCL 03
87 510 o1 3 2 69 o

.28 TG m? 39 RCL 84 .70 STO 12
09  PROMPT T 71 HCL €5
1 570 e2 4 1/ x 72 KCL @3
1 Wr=? 42 ey P 73 o

12 FPROMPY 43 1 74 STO 13
13 STO 3 4 - 75 RCL 2
14 T 7 45 ST0 @9 76 981

15 PHOMPT 46 HCL @5 M/

16 B0 @4 47 HCL @4 78 STO 14
17 Td=1 8 / 79 GTO 0@
18 PROKPT 49 ENTER [} 8¢ LBL 00
19 51O 05 58 1 Bt Txia?
20 RCL 4 51 - 82 FROMPP
21 RCL 83 52 STO 1@ 83 #1015
22 x}2 53 RCL &5 84 TV =7
23 . 54 RCL @4 85 FROMPT
248 1/x 55 / 86 ST0 16
25 S0 06 56 EuTER 87 “a=1
26 ROL @5, 57 2 88  PHOMPT
27 mmR 58 - 83 ST0 17
28 RCL @4 © 59 mNmm [ 9¢ RCL @6
2% RCL @3 6@ HCL 23 91 RCL 15
32 . 61 2 92 .

./ 62 |/ 93 BHTHR }



94 RCL @8
95 HCL 16
- g6 »

91 .+

98 ENTER
99 RCL @9
180 RCL 17
191 e

102 +

103 ENTHR }
104 HCL 14
105 »

186 STO 18
17 RCL o7
108 RCL 15
199 =

119 ENTER
111 RCL 1@
112 RCL 16
13 .

114 4+

115 ENpTR P
116 RCL 11
117 RCL 17
118

119 »

120 ENTE /'
121 RCL @2
122

123 ST0 19
124 B(Top+l = 7
125 PROMPT
126 STO 20
127 RCL 20
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128 RCL 18
129 ¢

136 RCL 19
131«

132 STO 21
133 F2O+ 1=
134 ARCL X
135 AVIEW
136 STOP
137 RCL 26
138 RCL 14
139 »

140 e P
141 RCL @7
142 RCL @2
143 o

144 +

145 ENTER]
146 RCL 01
147  »

148 WNE™ A
149 RCL 21
150 /
1511/ %
152 ST0 22
153 Xi+i=
154 ARCL X
155 AVIEW
156 STOP
157 HCL 22
158 RCL 15
159 -

160 1TER P
161 RCL 06

162 »

163 ENTER J
164 RCL 08
165 RCL 16
166 »
167 -
168 RCL 09
169 RCY 17
1786w

171 -
172 510 23
173 Mt =
174 ARCL X
175 AVIEW
176 S0P
177 RCL 23
178 RCL 13
179 »

180 ETER 7
181 RCL 17
162 HCL 12
183

184

185 ETER [
186 RCL 16
187 +

168 Vil
189 £RCL X
190 AVIEW
191 STOP
192 GTG 0@
193 BD



"Hatodo de Wewmsrk
¥ = 35081.32 hg.
K = 1420.7 kg/cm.

't e 71.43 kg-seg/em. a= 0,25, 3 e0.5
t 00 | 0.06 0.12 0.18 0.2 0.30 0.36 0.52 0.68 olsh | 0.60
Xy ’ L] 0.0041 0.0260 0.0901 0i234 0.5018 0.9386] 1.5598 2.303 3.0359] 3.6117
'
v o 0.1379]  0.5%06 1.5%43 3.2338f  5.6913 8.6k, 11.8370 12,9261  11.5051 7.6869
8, .0 45973 1o.8g09] 213179 34.9793)  %6.9377| s8.9992f  39.9218|  -3.667h| -h3.6502 -83.624
FThi,q | 180 | b5H 1000.50 | 184 2800 082 4500 4082 3600 2722 T
n.(}'\)_M 180 [1128.96 11917.65 {10155.25 [21825.56 {40828.79 67848.78 {100161.97 |[132056.9% |[157102.08 169490.91
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¢ XN on (3] XKD 0.% [ 1.08 (KD K v | ta
14 .06 e | sam]  raee] raen]  eem|  -news] s -aaees] 2w -2 -reen

v“ 1,005k $.2sshl -1s.0i9] 1278 {19678 187021 -15.5750]  -10.580% -b.78n 1.00%1 6.0242] 9.7059

A shaus] c3es0 | crensw | -shems] raav] o sroael i) a7 wwM]  sasie)  7h8 | A2

FDy,y o [J ° ° [N ° ° ° ° ] 0

ey 143377 113983605 19960002 | sene5.56 | SE7.08M| oSt |07yt [sN0.5 10326926 |Shi02.32 17357343
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PROBLEMA E-11

Calcular los modos de vibrar de la estructura mostrada en la fi

gura. Utllice la ecuacibn caracterfstica y considere marco rf-
gido.

DATOS:
,444, 25%°
14 s
o rirgpfa s, YL < e .
’,’f" . = ¢ F----H1 meduto de elastl
—— el l: H cidad 6 2
jﬁ&g,/_» €= 2.1 x 10° kg/cm
[ ‘
-, \
300 4 7 ':‘____
T ” ;';'
A
300 -
. A
doed 3X
>
300 Tz
22
A --

"4 :
H Cotumna 1
IPR 406 x 178 {67.0)

= 19 618 cm‘., 1 = 818 cm“ Y

En columnas | vl

x1

4 =
1y =8 800 cm ', lYZ 451 cm

En trabes e = 68 740 cmk
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En entrepiso

Carga viva 350 kg/m2
Carga muerta 200 kg/mz
Tuberfas 85 kg/m2
Total 436 kg/m2 + equlipo

En azotea 150 150
2 Peso vacio 1800 kg.
Carga viva 100 kg/u; Peso en oper. 2800 kg.
Carga muerta 150 kg/m Peso en prue
P ba 6500 kg.
Total 250 kg/m2
Solucién:
Obtenci6n de masas:
NIVEL | ALTURA AREA PESO/AREA
] (m) “(m2) kg/m2 PESO MASA
kg kg 589
(HETR) 9
1 3 168 636 + EQUIPO 92 400 9 418.96
2 6 168 636 + EQUIPO 92 400 10 948,01
3 9 168 250 42 000 4 281,35
Matriz de masas serés:
9.42 0 0
Moo= 0 9.42 0 en Ton L:]S_




- 186 -

Obtencién de las Rigideces:’

Considerando como marcos rlgido, calculemos sélo la rigl
dez de las columnas:

12 €1 6
Ky = —g ‘2"2-"‘“’3"'9 18 _ 18 318.133 1;% En la direccién x
h (300)
12 €| 6 )
K, = 3 Y o ‘2x2.1x103x818 763.4667 %’% €n Va direccibn vy
h (300)
12E1 6
K, = 7 x . l12x2. |x|03x 9 800 _ 9 416.67 %% En direccitn x
h (300)
12 €1 6
K, = 5 ‘2"2""‘0;‘4‘5‘ 420.93 lé% En direccion vy
h (300)

En la direccién ** tenemos:

x
L}

3 9146,67x4x3
k
= 109760.04 -C-“%

18378.133xbx3
K
= 220537.6 21

N\

K o= 18378.133xhx3
= 220537.6 &2
V72 3
1
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La matriz de Rigideces es:

4.410 -2.205 0
K = |-2,205 34303 -1.098
0 -1.038 1.098

En la direccién *y®tenemos:

Ky = 42093 x3 x4 = 505116 X2

3

= 763.467 x3 x & = 9 161.60 K

KZ )

= 763.867 x 3 x b = 9161.60 X

Kl cm

0.1632 ~0.09161 0
-0.03161 0.1421 -0.0505
0 ~0.0505 0.0505

en

Ton
m

Jon
m
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cdlculo de los modos de vibrar en direccidon "x':

hohy - 9,424  -2.205 0

-2.205 3.30 - 9.424 -1.098 = 0

0 -1.098 1.098 - 4,282 4

-379.796 4% + 408,451 A% - 109.94 A+ 5.321 = 0

3 yoe 2 .

14 ~ 10754 + 0.289.41 - 0.014 = 0

.l] = 0.06186 P] = 0.24871

AZ = 0.33255 P2 = 0.57667

,\3 = 0.68062 l"‘3 = 0.824997
solucién del ler, sistema de ecuaciones P]2 = 0,06186
3.83 Z] - 2,205 Z2 +OZ3 = 0 ) Z3 = 1
-2.205 Z‘ + 2.72 Z2 - 1.098 23 = 0 ‘22 = 0.76
0 ZI - 1,098 Z2 + 0.83 Z3 = 0 ,21 = 0,44
Solucién del 2do. sistema de ecuaciones Pz2 = 0.33255
1.277 Z‘ - 2,205 Z2 + 0 13 = 0 , 23 = 1
-2.205 Z] + 0.167 Z2 - 1.098 13 = 0 'ZZ = -0.296
0 Zl - 1.098 Z2 - 0.325 Z3 = 0 ,Z] = «0.511
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Soluctén para el 3er. sistema de ecuaciones:

-2.0014 Z‘ ~2.2050 Z2 - 0 Z3 = 0,23 = 1
~2.2050 I, ~3.1114 Zz - 1.098 23 = 0, Z‘ = -1.653
1} ZI ~1.098 Z2 - 1.8150 Z3 = O,Z‘ « 1.834

para la direccidén "y" los modos de vibrar serd:

0.183 - 9,424 -0.0961 0
~0.09161 0.1h66 ~ 9.42 4 -0.0505 = 0
o -0.0505 0.0505 ~ 4.28.1

entonces la ecuacién caracterfstica sera:

l/‘; - 6.04679.\2 + 0,00056 A ~ 1.23753 x H).6 = 0
2 ™ 0.015069 P2 = 0.12276 .
3 = 0.0288778 P3 = 0.16993
y " 0.00281 Py = 0.05301

Solucién del ler, sistema de ecuaciones:

0.[565292' -~ 0.09161 7 + 0 Z3 = 0 ) 23 L |
~0.09161 Z' + 0.12010 23 - 0.0505 23 =0 ’ 22 = 0,762
0 21 -~ 0.0505 12 + 0.038473 Z3 = 0, Z] = 0, hk7
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Soluclién del 2do. sistema de ecuaciones:
0.4105 Zl - 0.09161 Z2 + 0 Z3
~-0,09161 Zl + 0.00465 Z2 - 0,0505 Z3
0 Zl ~ 0.0505 Z2 - 0.01399 Z2
Sotuci6n del 3er. sistema de ecuaciones:
-0.08903 Z, - 0.09161 z, -0 Z3
-0.09161 Z‘ - 0.12543 Z2 - 0.0505 Z3
0 z, - 0.0505 Z, - 0.0731 Z3
Normallzando los modos nos queda:
. RN
ZnJ = Zjn 3 donde n = 1T h2
J J
Direccion "X
0.29
0.22
0.128
n= 029 n= 0,364
P = 0,249 seg-‘ P = 0,577 seg-l
T= 2 22523 seg T = 10.889 seg
ler. Modo 2do, Modo

=0 Z3 = |

=0 42, =-0.277

=0 ,2, =-0.6182

=0, 2y = o

=0 , Z2 = ~1.448

= 0 Zl = 1.489
0.127
-0.210
0.233

n
Px 0.825 seg '
T= 7.616 seg

3er, Modo



Direcci6on 'y

0.29

0.22

0.128

ns= 0.29
P = 0,05301 seg
T= 118,529 seg

1

ler. Hodo

= 0.34

P = 0.12276 seq”’

= 51,183 seg
2do. Modo

0.149

-0.216

0.222

RSy A, W

n= 0.149
P= 0.16993 seg”
T= 36.975 seg

3er. Modo
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PORBLEMA E-12

Por el método de Newmark y Holzer encuentre los modos y
perfodos de vibraci6n y compruebe las propiedades de ortogonall

dad de los modos.

4
Dimensiones de columnas
wl 1@ ® Modulo de Eissticidad (3) 30430 <
€= 1410 000 ton/m2

T <8¢0

400
® ® ®

T 30 <5

ul o © ® ® 15 = 0.00068 o'
m—~
Soluci6n:

Representando la estructura en un sistema de varios gra-

dos de libertad.

2
w30 3.058 ton seg
m

m

3 am
K Ky = 12{141 0000)0.00068 ., 5 . 355.55 ton/m

64
2

m, - M3y e fonsey. Ky 12(2210000) (0.00125%3) = 991.4 t/m

Kz, 9.81 m
6 2

mo= B0 . 6.1 fonseg

kL 9,81 m

I PIAL)] 0000} (2x0.,00213+0.00068) = 1636,48 ton/m.
1
64
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Método Hewmark para encontrar el Pricer mode de vibracifn.

Tover O waedd motoed] x @ 52 V/pz_' el vt @ noraLIZAND0 ) o2
DECRECIENTE] T+ ¥/m Tim SUPUESTO ] +EQ® ()] tz® Q®/9
3 3.058 3 3.174 0.05632 3.96736 51,44033
369.55 9.174 0.02552
2 4.383 2 B.766 0.03280) 2.2313 60.976
99714 17.940 0.01810
1 6.116 1 6.136 0. 01470 1 68.027
7 1636.48 24,056 | 0.01470
3 3.058 3.97 12.14 0.0730 4.269 Sh.384
359.55 12.148 0.0338
2 h.383 x 2.23 9.77% 0.03920: 2.292 56.888
1.4 21.914 0.022%
1 6.116 1 5.116 0.0171 1 58,48
1636.48 | 28.030 | 0.
3 3.058 4.269 13.055 0.0777 h.341 5h, 941
359.55 _ 13.055 | 0.0363
2 4.383 2.292 10.0h6 < 0.043k 2.313 55.362
ﬂl.h 23.060 0.0235
1 6.116 1 6.116 0.0179 1 65.866
1636.48 29.217 [ 0.0179 .
3 3.058 A 340 13.275 0.0786 4.360 55.229
359.5% : 13.275 | 0.03692
2 4.383 2.313 10.139 0.041686 2.308 55.548
991.4 23.414 | 0.0236
1 6.116 1 6,116 0.01804 1 55,432
1616.08 29.530 0.01804
2 . Eleled) 1.5726 -
' Tn(ve?)? oozaug - CITII e
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Hétodo Holzer, para encontrar los modos de vibrar.

Pzz = supuesta = 3P‘z = 166,0 seg-z
fteraci6n 1
X
Nivel Masa Rigidez | Supuestal 4 X v F Res lduo
3 3.058 9.072 36.543] -598.139
359.55 -1,565 | -562.59
2 4,383 1.627 1183.77
991.4 0.627 621,18
1 6.116 1 1015.3
1636.48 1 1636. 48
lteracion 2 #,% = 200 seg™"
X ax v F Reslduo
Nivel Masa Réglidez | Supuestal
3 3.058 -0, 888 -543,068 285.68
359.55 ~2.305 {-828.744
2 4,383 1.h17 1242.0
931.4 0.41684 413,26 o
1 6.116 1 1223.2
1636.48 ' 1636.48
fteracién 3 Pz2 = 723 seg.z
X 3 X v F Residuo
Nivel Masa Rigidez | Supuesta
3 3,058 -1.433 ~977.255 +3.571
359.55 -2,708 1-973.68%
2 k.383 1.275 1246,196
991.4 0.2751272.512
1 6.166 1 1363.868
1636.48 1 1636. 48




lteracién &, Pz2 = 221 seg™?
X
Nivel Masa figidez | Supuesta) A X ) F Res{duo
3 3.058 -1.39229% ~-940.934] -21.1700
3£9.55 -2.676 |-962.104
2 4.383 1.28731 1246.944
931.4 0.28731 284,84
1 6. 616 1 1351.64
1636.48 \ 1636, 43
\teracién 5, Pzz = 222.4% seg""’
X
Nivel Masa Rigidez | Supuesta A X Y F Res idua
3 3.058 -1.41859 -965.462 | -4.708
359.55 r2.658 {-970.17
2 4,383 1,2787 1246. 450
991.4 0.2787 ] 276.28
1 6.116 1 1360.20
1636.48 1 1636, 48
tteraci6n 6, Pz2 = 222.7 seg”?
X
Nivel Hesa Rigidez | Supuesta | A X v F Res i duo
3 3.058 -1,42613 971.21 | -0.64
359.55 -2.70296| -971.85
2 4,383 1.27683 1246.30
991.4 0.27683 274.45
1 6,116 1 1362.033
1636.48 1 1636, 48
P2 = 222.7 seg?

2
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Calculo del tercer modo de vibrar

Tra. Iteracion P = 650 seg?
X
Hivel Masa Rigldez |Supuesta| & X v F Residuo
3 3.058 2,984 5772.51 | -4239.71
359.55 4.2631]1532,803
2 4,383 =1.359 -3871.73
991.4 -2.359 32338.92
1 6.116 1 3975.4
) 1636. 48 1 1636.48
2d z -2
a. lteracién P3 = 570 seg
X
Nivel Masa Rigidez |Supuesta|{ 4 X v ¥ Reslduo
3 3,058 0.00486 8.430 304,67
359.55 0.87083 313,11
2 4.1383 -0.866 -2162,75
931.4 -1.866 |-1849.64
1 6.116 i 348612
1636 .48 1 1636,48
3da. |Iteraci6n P3z = 578 seg'2
X
Nivel Hasa Rigidez |Supuesta| A X v F Residuo
3 3.058 0,252 -Lhk, 77 -25.318
359.55 1.16661 419,47
2 4,383 -0.915 2318, 04
991.4 -1.915 }-1898.57
1 6.116 1 3535.05
1636.48 1 1636. 48
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4ta, [teracién P32 = 576.8 seg'2
X
Nivel Masa Rigidez ) Supuesta] A X v F Res iduo
3 3.058 0.2143 377.949 25.42
359.55 1,1218] 403.37
2 4,383 ~0.9076 ~2294.60
991.4 ~1.90761-1891.23
! 6.116 1 3527.7
1636.48 ! 1636.48
Sta. {teracié6n P32 = 577.4  seg~?
X
Nivel Masa Rigidez | Supuesta] 4 X v F Residuo
3 3.058 0.2333 412.067 -0.6076
359.55 1443 ) 411,46
2 4,383 0.911 2306.358
991.4 -1.911 -1394.898
1 6.116 1 3531.378
1636.48 ) 1636. 48
6ta. (teracion P2 = 577.38 seg?
X
Nivel Masa Rigidez | Supuestaf AX v r Res iduo
3 3.058 0,2324 410.374 0.8152
359.55 1.1436 | 411.189
2 4.383 -0.9112 -'23054966
991.4 ~1.9112 |-1894.776
1 6,166 1 3531.256
1636.48 1 1636.48
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Tma. lteracl6n P32 = 577.39 seg”?
X
Nivel Masa Rigidez | Supuestaj 4 X v £ Residuo
3 3.058 0.2326 410.853 -0,469
359.55 LAkh | 411,329
2 4.383 -0.9113 2306, 16
991. h =1.9113/-1894,84
1 6.116 1 3531.32
1636.48 1 1636. 48
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Hormalizando los modos

n = T
SRS
n = 0.10709 n = 0.22657 n = 0,380
— 0.4648 0.088
:
r— 0.2477 0.389 0.346
i
r 0.1071 0.22657 0.38
)
P = 7.439 seg”' P = 14,923 seq”! P = 24.029
T = 0.845 seg T = 0.421 seg T = 0.261 seg

Comprobando la ortogonalidad.

T

Z)

M Zr = 0

{0.1071, 0.2477, 0.4648] | 6.116 0 0
0 4,385 0 = {0.655, 1.086, 1.421]
0 0 3.058

[0.655, 1.036, 1.421) | 0.227]
0.389 | = 0.112+0
-0.323
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T
ZJ K Zr 0

[0.1071, 0.2477, 0.4648] | 2627.88 -991.4 0
-991.4  1350.95 ~-359.55] = [35.876,61.33,78.058]
0 ~359.55  359.55

[35.876 61.333 78.058] | 0,2266
0.389 | = 6.775-0
-0.323

Los resulados no son exactamente cero, por errores de redondeo

y por aproximacién del método.
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PROBLEMA E-13

Para el sigulente sistema de cuatro grados de libertad, calcule
los modos de vibrar con el método de la matriz inversa y com- -
pruebe las propiedades de ortogonallidad. Considere marcos infj
nitamente rigidos:

T 50 Ton 4o
3m
T 73 Ton k\\ IBO trabes M6dulo de
3m Elasticidad
T 84 Tan @IMO columnas E = 1410000 t—‘%‘-
dm m
T 10 Ton
3m
[ I N S,

Solucién:

Las masas concentradas serén:

2
my, = w,/g = B5/9.81 = B.6646 ‘—"—"'"ie—ﬁ—

2
m, = ",3._._"‘1/9. 73/9.81 = 7.hL41) _':gr_ll_“_s_eg_

2
my, = w,/g = 50/9.81 = 5.09684 tonmseg



Entonces la matriz de mas

8.6646 0
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as es:

0 0
0 7.4414 0 0
M =10 0 7.4414 0
0 9 0 5
Las rigideces seran
4
ki = 12 El . 12(1410000)  (0.40)
3
H 27 12
K=2K, = 2673.78 ton/m

La matriz de Rigideces es:

5347.56 ~2673.78

(| 267378 s347.56 -
0 -2673.78
[ [ -

0
2673.78
5347.56
2673.78

.09684

= 1336.89 ton/m

0

0
-2673.78
2673.78



Método de interacion inversa
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(primer modo)

X Normali
Nivell Supuesta X! Y zacién

1 [ 20.38736 ) 0.069921]| 2,828

3 3 22,3242 | 0.062296] 2.514

2 2 14,8828 0.046324] 1.869

i 1 8.66L46 0.0247810

4 2.822 {14.383281] 0.056151{ 2.69723

3 2.514 [1B.707681] 0.0507721 2.4388

2 1.869 [13.90798 ] 0.038396] 1.84437
L1 1 8.6646 | 0.020818] 1

[ 2.69723|13.74735 ] 0.05444 | 2.68138

3 2.43886(18.14853 | 0.049294] 2.42792

2 1.84437|13.72469 | 0.037365] 1.84037

1 1 B8.6646 0.020303] 1

4 2.60138{13,86656%] 0.053959] Z.67521

3 2.42792118.06712 ) 0.04891 | 2.L424BY

2 1.84037]13,63493 | 0.03710 | 1.83937]

1 1 8.66uL6 0.02017 1

4 2.67521]13.68512 | 0.0541 2.67822

3 2,.42489|18.04458 | 0.0490 2. 42574

2 1.83937|13.68749 | 0.0372 1.84158

1 1 B.6646 | 0.0202 1

4 2.67822113.65046 ;) 0.0542 2.6805

3 2.42574)18,05090 | 0.0491 2.42829

2 1.84158]13.70393 | 0.0372 1.83976

1 1 8.6646 | 0,02022 { 1

Primer modo

2,68
2.43
1.84
1



< 2mh - ]
p2 vox
PR S
YTMy

_ 0.02022x8. 664640, 0372x13. 70393-+0. 491x18. 0509+0. 0542x13. 65046
(0.02022)2x8. 6646+ (0. 0372) 27, byt b+{0. 049 1) 247 41 4+(0, 0542 ) 2x5. 09684

PZ = .31 = 49,4303 seg

0.04675

~2
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Para los modos superiores se tiene

K' = K- uHM
suponiendo un valor p = 240
3268.06 -2673.78 0
K- -2673.78 3561, 62 -2673.78 0
0 -2673.78 3561.62 -2673.78
0 0 -2673.78 1450.54
X Normal i
Nivel| Supuesta Xt \ zacién
4 -1 -5.0968 | -0.0109 |}-2.2199
3 1 7.4414 -0.0040 -.81349
2 1 74414 0.00278 0.5643
1 1 8.6646 0.00942 1
L} =2.2199 p11.2791 -0,00641 {-0,607
3 -0.8135 ) -6.0536 0.000742| 0.07036
2 0.5643 4.1988 0.00966 0.91523
1 1 8.6646 0.01055 1
L] -0.607 -3.0947 -0.,00827 [-1.469
3 0.07036{ 0.5236 -0.00333 |-0.5913
2 0.91523} 6.811 0.00362 0.6465
1 1 B.66Lb 0.00563 1
) -1.469 -7.490 -0.00655 |-0.7675
3 -0.5913 | -4.4o00 -0.000754}-0.0883
2 0.6L465 4.8112 0.00719 0.84269
1 1 8.66u46 0.00854 1
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X Normall
Nivel Supuesta X! Y zacidn
4 -0.7675 [-3.9118 | -0.007835}-1.25282] -6.3854
3 -0,0883 |-0.6567 |-0.002760f -.44418] -3.3053
2 0.8459 | 6.27081 0.004353] 0.70066] 5.2139
1 3 8.6646 | o.006213] 1 8.6646
i -1.252¢€2 {-6.3854 | -0.00689 |-0.8800
3 -0.4h418 1~3.30653 | -0.00135 |-0.1723
2 0.7006L | 5.2139 0.00633 | 0.8083
1 1 B.6646 0.00729 | 1
4 -0,880 ~4.48520 { ~0.00757 | -1.485
3 -0.1723 {~1.28246 | -0.00243 {-0.3685
2 0.8083 6.0151150 0.0048 0.7304
1 1 8.6646 0. 00659 i
4 ~1.1485 [-5.8535 }~-.00708 -0.9458
3 -0.3685 {-2.7418 |-0.00165 |-0,2205
2 0.7304 | 5.435%5 0.005%0 | 0.78914
1 1 8.6646 0.00748 | 1
4 -0.9458 |-4.82078 [ -0.00745 | -1.0937
3 -0.2205 {~1.6410 }-0.00224 |-~0.3285
2 0.78914) 5.87234 | 0.00508 | 0.7463
! 1 8.6646 0.00681 | 1
4 -1,0937 [~5.5746 ]-0.00718 }-0.9831
3 -0.3285 {-2.4h47 |-0.00181 |-0.2477
2 0.7463 5.5533 0.00568 0.7783
1 1 8.6646 .00230 1
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Hivel]Supulsta Xt ¥ ﬁgg‘}‘g:‘l
i -0.9831 | -5.0105 | -0.007378}-1.064
3 <0.2477 | ~1.8433 | ~0.002129{-3.3171
2 0.7783 | 5.7920 0.005232] 0.7548
1 1 8.6646 0,.006931] 1
2do. Modo Promedio
] ~1.064 -5.4250 | ~0.00723 {-1.004 ~1.03%
3 -0.3171 | -2.2852 | ~0.001893{-0.263 | "0-23%
2 0.7548 | 5.6165 | 0.00556 | 0.77 0.76
1 T 8.6646 | 0.00720 | 1 !
e & 00707x8 664640, 00550x5, 7043+0,00201x2, oslmc 00730x5.21775 =

(0.00707)28. 6646+ (0,00540) 2x7. lmtu(o 00201)2x7. hh14+{0,0073) *x5. 09684

0,1343
0.00035

= 141.3

2

P2 mpe 4w 200 + 113 = B3 seq Tl
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Para el tercer modo tenemos si u = 800
-1584.12 -2673.78 '} 0
K'= K-nM=|-2673.78 -605.56 0 )
0 -2673.98 -605.56 -2673.78
0 0 -2673.78  -1403.69
Hivel | 54 pués ta X¢ ¥ I ggé‘}'g,’,i -

4 1 5.0968 0.01948 | 1.07773
3 -1 -7.404 -0.01213 [-0.6712¢
2 -1 -7.4414  }-0.01395 {-0.7717
1 1 B.6646 0.01808 1
4 1.07773 | 5.4930 0.0171533 1.0653
3 ~0.67125 |-4.9950 ~0.011060 -0.6868%
2 -0.77174 |~5.7428 }-0.012780 [-0.79372
1 1 8.6646 0,016102 |1
4 1.0653 | 5.4296 0.017275 | 1.0651
3 -0.68685 [-5.1111 ~0.011099 (-0.68437
2 ~0.79372 [-5.9064 |-0.01285 [-0.7922§
1 1 8.6646 0.01622 1 tercer modo
4 1.0651 | 5.428691 [ 0.017256 [ 1.0650 1.0650
3 -0.68437 -5.092678 |-0.01109 Fo.68hu3 -0.68443
2 -0.79226 [5.895546 (-0.01284 [-0.79247 -0.79247
1 1 8.6646 0.01620 |1 1
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1= 0:01620x8.66k6+0. 012845 .895546-+0. 01109x5. 092678+0. 017256x5. 4528691 .
(0.01620) 2x8. 6646+ (0. 01284) 2x7 . kb1 4+ (0. 01109) 2x7 . b1 4+ (0. 017256) 2x5. 0968

A= 0.36622 61.757

0.00593

2

Py¥ = 800 + 61.757 = 861.757 seg ?

Y para el cuarto modo se supone u = 1200

-5049.96 -2673.78 0 0
Kek- M « |-2673.78  -3582.12  -2673.78 0
0 -2673.78 -3582.12  -2673.78
0 0 ~2673.78  -3442.43
X Normal i
Nivel Supuesta X! Y zaclién
4 1 5.0968 0.009879 [-2,01556
3 -1 -g. 4414 | -0.014625 | 2,9839
2 1 -7.4414 0.0124978F2,54985
1 -1 -B.6646 -o.oogo|u3r|
I -2.01556410.2729 | -0.226658 [1.6069
3 2,9839 (22.2044 0.033023 | 2.34122
2 -2,54985-18.9744 | -0.02988 [-2.,1184
1 1 8.6646 0.014105 |1
i -1.6069 [-8.1900 | -0.01879 |-1.6899
3 2.34122 (1724229 0.02725 | 2.4512
2 -2.1184 <15.7641 } -0.02424 [|-2.1802
1 1 8.664L6 0.01112 1
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[ -1.6899 |-8.61297 |-0.01940 |-1.6687
3 2.4512 (18,2405 0.02820 | 2.4255
2 -2,1802 -16.2238 [-0.02520 [-2.1674
1 1 B.6646 0.01163 | 1

4 ~1.6687 |-8.5052 -0.019266 |-1.6740
3 2.h255 [18.0488 0.02799 { 2.43168
2 ~2.1674 -16.1283 ~0.02498 |-2.17027
1 1 8.6646 0.01151 1

4 -1.6740 [-8.53225 [-0.019299 |-1.6727
3 2.43168{18.09513 | 0.02804 | 2.43012
2 -2.1703 -16.14986 (-0,02503 |~2.16957
1 1 8.6646 0.01153 | 1

[ -1.,6727 {-8.52534 |-0.019291[-1.6730
3 2,43012{18.083502| 0.028025] 2.4305
2 -2.16957-16,144604]-0.02502 (-2.1697
1 1 8.6646 0.011530]} 1

4 -1.6730 |-8.52710 }-0.019293 [-1.6730
3 2.4305 |18.0865 0.02803 | 2.4304
2 ~2,1697 -16.14592 [-0.02502 |-2.1697
1 1 8.6646 0.01153 | 1

4to. modo de vibrar
~1.6730
2.4304
-2.1697
1
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- 0.01153x8.6646+0.2502x16.14592+0. 02803x18.0865+0.019293x8.52710

A

A o= 137535 g6, 742
0.01355

Phﬁ P+ 4 = 1200 + 86,742 = 1286.742 seg

-2

Normalizando. Znj = Zjn ; n= T
Zj MZj

Primer modo

0.2525

0.2289

0.1733

0,0942

. e = 0.0942

™ J112.635

P, = 7.0307 seg '

T,= 0.8937 seg

Segundo modo

0.2370

o— -

-0.0665%

n e et = 0,2292

* Ji9.o38

Po= 19.6275 seg”'

T,= 0.3218 seg

(0.01153)%x8.6646+{0.02502)2x7. b1 144 (0. 02802) 2x7. 4 14+(0.019293) 2x5 . 0968

0.17M19

0.2233
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Tercer modo Cuarto modo
. 0.2240 -0.1658 _
0.2409
-0.0785
0.21033 0.0991
ny= Fm=lee = 0.21033 no= ==l = 0.0991
J22.605 4 Jiot.917

Py= 29.3557 seg” P = 35.8712 seg”!
Ta= 0.3218 seg T4= 0.1752 seg
Propiedades de ortogonalidad
12 23" mir=o0
[0.0942, 0.1733, 0.2289, 0.2525] | 8.6646 0 0 0

0 7.4 0 0

0 0 7.404 o

0 0 0 5.09684
[0.81621, 1,28959, 1.70334, 1.28695)

[o0.81621, 1.28959, 1.70334, 1.28695]{ 0.2292

0.17419
-0.0665 | = ~-00789 —> 0

-0.,2370
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l_O-.0942 ¢ 0.1733, 0.2289,0.252;] 5347.56 ~2673.78
=2673.78  5347.56
0 =-2673.78

] 0

[30.3741 62.834  85.561

E40-3741 s 62,834 , 85,561 , 65.101d 0.0931
=0.07689%

0.2409
«~0.1658

o] [¢]

=-2673.78 [}
5347.56 -2673.78
-2673.78 2673.78

65.10@

= 9.21807 —» ¢
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PROBLEMA E-14

Para el sigulente sistema de cuatro grados de iibertad, calcule
tos modos de vibrar con el método Stodola con ta matriz de Righ
deces, N0 se considers las trabes infinitamente rigidas.

T W, = 50 Ton

W, = 73 Jon

4o em
73 Ton 7 '—'I
im 2 ____ \§° em trabes Médulo de elas~»
4 P - ticidad
¥, = 85 Ton V/A -——IJ";O em  columnas ton

e = 14y gogo 122
m

&
T
=
]

JS Vo =

10 m.

Solucidn:

tas masas concentradas serén:

2
m, = w‘/g = B5/9.81 = 8.6646 ton 5’—;-1—

w 2
2 - se
my = my o= ot = 73/9.81 7.4414 ton —aﬂ—

2
my = w,fg = 50/9.81 = 5.09684 ton Eﬁﬂ—

La matriz de masas concentradas es:

8.6646 0 [} 1]
0 7.8414 o )
M- 0 0 7.4014 0
(] [} 0 5.09684
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Calculemos 1a rigidez angular y lineal:

0.40 (0.80)° 4
lT ~—-——Ti————— 0.01707 m
{o.40)" 4
te = {248 . 0.00213 m

IT/Ic = 0,01707/7,00213 = 8.0141
Entonces
IT = B,0141 1c y
2
E lc = 3003.3 ton - m

para las columnas es:

Ka = “_ﬁ_‘_'% Elc = 1.333 € Ic
MkL --"’—5‘---‘1 € lc = 0.666 E lc
h 9
KL . 12 gl_ 12 g e = o0.444 E lc
h 27

Kk = MEV b (g o14) E lc = 3.206 Elc
10



Por lo tanto ta matriz de Rigideces es:

"y

-
[~ N M, L "y, e He ", Mg Fy F, Fy Fy
5.871 1.602 0.667 O 0 0 0 ] 0.667 0 0
1.602 5.871 0 0.667 1} 0 1} s} 0.667 0 0
0.667 © 5.871 1.602 0.667 O 0 0 -0.667 0 0.667 0
0 0.667 1.602 5.871 0.667 0O ] -0.667 0 0.667 ©
o 0 0.667 0 871 1.667 0.667 © 0 -0.667 0 0.667
0 o 0 0.667 1.602 5.871 0 0.667 | 0 -0.667 0 0.667
0 0 o 0 .667 o 4.538 1.602) 0 0 -0.667 0.667
0 0 0 0 0.667 1.602 4.538 | o o 0867 4 ¢gg
0 0 -0.667 -0.667 0 0 0 1.776 0.888 0 0
0.667 0.667 0 0 .667 0.667 0 (] -0.888 1.776 ©.888 o
0 0 0.667 0.667 0 -0.667 =-0.667 | © -0.888 1.776 -0.888
o 0 o o .667 0.667 0.667 0.667) O 0 -0.888 0.888

92



que’' es de la forma

["] K11
F Ky

esto es que

entonces

N -1
[&,,]

0.
.05268
.02533
.013190
.0036988
.002582
. 00077
.00066

18758

05263
.18758
.01319
.02582
.002618
.003680
. 00066
.00077

-.02533
0.01319
0.191271
-.05530
-.026268
0.013888
0.005234
-.003930

0.0.1319
-0.02533
--05530
0.19127
0.014166
0.026130
-.003889
0.005234%

0.00368
-.002582
-.02619
0.01388
0.19349
-.056762
~.035853
0.020999

-.00262
0.00369
0.01416
~.02627
-.05898
0.193494
0.021372
-.03598

00077

-.00066

0.
. 00389
.035984
0.
0.2590197
.094525

00524

020399

0.00066
-.00077
-.00393
0.00523
0.021372
~.035834
-.094580

0.2590137

~Lig =



[K“]-l [K|2] =1 0,008077 -.088998 0.001667 0.079973

0.008204 -.090465 0.001688 0.081307
.000896 0.009571 -.108785 0.100087
-.006123 0.009918 -.103592 0.099723

finalmente

-1
Ky Iy 1 Ik )

1.776 -0.888 o© 1]
-0.888 1.776 -0.888 ©

rl.6550|7

-0.887942
D 0.116301
to.006178

4970.513
-2666.756
] 349,287

L -18.554
Para el c&lculo de los

x
1 ]

vianelo se emplear$ el
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0.008097 0.089258 -.008024 0.00063:
0.008097 0.159506 -.008024 0.000674
~.090692 0.000428 0.089805 -.007137
-.090692 -.000173 0.089798 -.007370

0.120983 -0.000170 -0.119789 0.009675
-0.000058 0.286294 -.012942 0.106701
~0.116301 -0.012819 0.2614k4 -0.142916
0.006178 -0.107378 -0,133418 0.2408]{

0.120983 -0.000170 -0.119789 0.009676
0.000058  0.286294 -0.12942 -0.106701
%=l o -0.888 1.776 -0.888  |-0.116301 -0.012818  0.26144 -0.142916

0 0 -0.888 0.888 0.006178 -0.107378 ~0.139418 0.24081)

-0.88783 0.119789 0.009676 |
1.488706 0.87506 0.106701%

-0,87518 1.51456 -0,745084
0.107378 0.74858 0.6“7157_

-2666.420 359.762  29.060]
4471.031 -2628,068 320.455
~2628,.428 4548.678 -2237.711

322.488 -2248.210 1943.607]

modos de vibrar con el método

programa que a contlnuaclén se

<E lc

de Stodola
presenta:



- 219 -

Programa para encontrar las frecuencias, perfodo y los modos de
vibrar de un sistema de varios grados de llbertad con el método
de Stodola con matriz de Rigideces.

2 REM ""STODOLA RIGIDEZ"

3 SCHCLR

5 REIMARK LEE DATOS Y CALCULA (1/M)* K
6 N =1

8 INPUT '"GRADOS DE LIBERTAD" ; G

10 DIM F(1), (1), L(1)

12 DIM N(3), s(1), w(1)

th DiM {60, P(GO, T(G)

16 DIM X(G), z(G)

18 DIMA(G, G), H(G, G)

26 DIHM R(G, &), Y (G, G)

24 PRINT "DAME LOS PESOS"

25 FOR I =1 T0G

30 INPUT W

48  LET M(I, 1) = 9.81/W

50  NEXT |

55  PRINT "DAME LA MATRIZ DE RIGIDECES"
60 FOR | = 170G

78 FORJ =1 TO G

8¢ INPUT R (i, J)

90  NEXT J

108 NEXT |

116 FOR | = 1 TO
120 FOR J = 1 TO
130 LET A (1, J)
149 FOR K = 1 TO G

150 LET A (i, J) = A(1, J) + M(1, K)* R (K, J)
160 NEXT K

178 NEXT J

180 LET X(1) = RND( .5)

(2~



198
192
196
198
200
210
220
23e
240
250
269
270
28e
284
3¢
302
304
366
310
3
315
320
33e
340
350
360
379
38e
399
Leo
4ie
429
430
hhe
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NEXT |

LET N2 = N

PRINT " ITERCION'"; N2;

PRINT “HODO' ; G + | -N

FOR J =1 TO G

LET C(J4) = @

FOR K = | TO G

LET C(J) = ¢(J) + A (J, K}* X(K)
NEXT K

NEXT J

FOR | =2 T0 G

LET €(1) = c(1)7¢(1)

LET X(1) = ¢c(1)

NEXT |

LET X{1) =1

U= 0,01

Ho= .01

Vv = c(2) -F

IF(v) < (U) THEN 311 : ELSE 515
IF(V) »(H) THEN '32¢ : ELSE 515
REMARK CALCULA FRECUENCIA Y PERIODO
FOR J =1 TO G

"LET c{J) = @

FOR K =170 G
LEY €(J4) = €(J) + R(J, K)* X(K)
NEXT K

NEXT J

LET L = 0

LET S = @

FOR | = ) TO G

LET L =L + X(1)%x c(1)

LET S = S + (X{1)t2)/n(1, 1)
NEXT |

LET P(N} = L/S



hse
hss
46e
47e
LY:T]

1)
505
518
515
(31}
538
she
550
568
570
580
598
600
619
620
630
bhe
645
650
660
670
689
690
700
710
720
73
749
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LET T(N) = 6.283185 7 SQR (P(N))
REMARK NORMALIZA Y ALMACENA MODOS
FOR I =1 70 G

LET Y(I,N) = X{I1})/SQR (S)

LET X{i) = RND (9.5)

NEXT i

LEY N = N.+ 1

REMARK QUITA MODD
LET F = X(2)

LET F = X{(2)

IF N = | THEN 194

FOR =1 TO N - }

LET Z{t) = @

FOR J = 1 TO G

LET Z2(T) = 2 (1) + (¥Y(4, 1)* X(J)I/M(y,
NEXT J

NEXT 1

FOR | = | TO N - 1

FOR J =1 70 G

LET X{4) = x{4) =2(1)* v(4, 1)
NEXT J

NEXY

{F N< > (G+1) THEN 194

REMARK IMPRIME RESULTADOS
PRINT " MATRIZ DE MODOS “
PRINT “MODO 1, 2, 3,, N
PRINT

FOR | =1 TO G

FOR = G TO 1 STEP - 1

PRINT Y1, J4);

NEXT J: PRINT

NEXT 1

PRINT

FOR | = @ TO & - 1

i)



755
76@
770
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PRINT "p("; 1 + 1 ;") %2 ="; P{G-1)
PRINT "T("; 1+ 13%) = "y 7(G-1); "sEg"
REXT 1

END.
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Resultados

fer. Modo 2do. Modo 3er. Modo  H4to. Modo Nivel

0.144378 0.186959 0.23501 0,155423
0.140077211 0.208500 -0.08237 -0.213559
0.22558644 -0.039500 =0.173131 0.201925
0.2236747 -0.,2611938 0.221398 -0.139069

W N -

P2 o= 633233 T, = 0.78958 seg
Pt = 2561512 T, = 0.33258 seg
932 = 696.6692 Ty = 0.23805 seg

P,‘ = 1117.82309 T,‘ = 0.18793 seg

Los resultados obtenidos fueron determinagos en24 [teraciones.
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PROBLEMA E-15

Con el fin de demostrar la aplicacién del método de Jacobi, copn
siderese el sistema oscilatorio de la Figura E-15. para el cual
se tiene los datos siguientes:

Figura E=15

2 - 0 1 0 0
K= k|- 2 =1 Y M=am 0 1 0
0 -1 3 0 0 2

Puesto que M es diagonal, la matriz L y L' se encuentra fécil-~
mente asi:

M= L° L
0 0
L =/m 1
0
1 0 0
L'm/m 0 1 0
0 0 2
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La matriz dindmica inversa resulta

Gt=c"! = P ok !

G* = G -l 000 l -0.7071
-0 7071 1.5000

Los ciclos de rotacién se inician eliminando, por ejemplo, el
término 9%, (r =1, 5 =2), asf

- 29%rs - 2L1) toc
tang 2 8 9 e T 9P z-2

S g 3
y siendo sen f = 0.7071, y cos § = 0.7071, se tiene que:

~0.707¢% -0.707%v ©
R‘- 0.707V -0.707t 0
0 (] 1

El triple producto resulta ser

CoD o Q5D

1 6% R‘ = 1.000 0.5000

-0.500 0.500

En lgual forma, para r =1, s = 3, se obtiene:

2 (-0.500)

tang 2 # = 7550 - 1.500

= - 0.67 .: g = 163° 09"

o sea que (sen g = 0.2899, y cos ¢ = -0.9571)
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y por lo tanto
’?-1516 0.1450 0
G¥, = R', G* R = 0.1450

LI
| © -'c.h786

Después de sels ciclos se obtlene finalmente

o |

71619 0 0 7]
G*G = R'g 5*5 R6 - i} 1.6789 ¢
B 0 0.6594

El producto de las matrices de rotaclén es
n
1 Ry .....Rn-l'llnlk'

n -0.6209 0.6074 -0.4959
Z= T R, = 0.7215 0.1949 -0.6646
i=1 -0.3070 -0,7702 -0.5592

Ahora D= (L)' z - 2.86  -1.12  1.26

Jm -3.33 -0.36  1.68
1.00 1.00 1.00
y como A=m leK

{2} oxg {2 =X vae A £

Para obtener finalmente las frecuencias naturales

,K
V‘ = 0.8119 T

/K
Nz = 1,2961 ”

K
\rl3 = 1.7808 =

=
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FROGRA#A PRAA ENCONTRAR LDa MUDCu OL VIGBRAR DE UN SISTEMA CUN VARIOS
GRADDS DE LIBLRTAD CUN € METODO DE JACOBX EN LA SIGHA COMMODORE. 16°K.

5 SCNCLR

10 REM ENTRADA DE DATUS

20 GDsus 7m

28 REM INICIA

3 GOsus sel

L2 Gusug 8@

46 REM SALIDA LE RESULTADOS
58 G0 sUB 75p

6@ GOTU 3pes

65 REM ENTRADA DE DATQS

70 PRINT Lo
88 PRINT "METODO CICLICO DE JACOBI®
168 PRINT

1880 PRINTMW=TAMAKD DEL PROBLEMA®
198  PRINT#DAME EL VALDR DE N%;
2a@  PRINT

218 INPUT N

228 DIM ACN,N),BGH),U(N,NY

225  PRINT

227  PRINT "DaME EL VALOR DE S1¥;
230 INPUT S1

24 PRINT

258 PRINT

26@  PRINTUENTRADA DE MhTRIZ TRIANGULAR SUPERIDR®
278 PRINT

280  PRINT“DE LR MATRIZ A, POR COLMS®

298  PRINT

328 FOR J=) TON

338 PRINT .

342 PRINT "ENTRADA DE LA PARTE SUPR. DE LA COLM.";3
358 PRINT

368 FOR Ix) TU 3

378 REM PRINT "AC";1;%,";3;")=";

382 INPUT ACE,D)



390
upe
L5a

478
L8p
Lop
5ad
518
529

550
560

579
580

618

2
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NEXT I

PRINT

NEXT 3

FOR 1=1 TO N

Il=1-)

FER J=1 10 I1

A(I,3)=A(3,1)

NEXT 3

NEXT I

PRINY

PRINT "ENTRADA DE ELEMENTOS DE®
PRINT "MATRIZ DIAGUNAL BY
PRINT

FUR I=1 TO N

PRINT “DC%;I;%)=%;

INPUT BCI)

WEXT I

PRINT

RETLRN

REM NUMERD Maa. OE RUTACIOGES
1=2%5]1

Ti=1/(1812)

PRINT
ZCRCLAPRINT#TOLERANGIA="; Ty
H=5o Mo

Rl=P

T2=.1

Nl=Nal

RETURN

REM 3HLIUA OE La EIGENSOLUCIONES
FRINT

PRINTYSULLUIUNY : PRINT

PRINT YMUMERU OE ITERWCIONES®;RY
PRINT

FUH D=1 TO &

PRINT

PRINT "EIGCIVALORY ;1 2;%="=,;8(J)



868
87a

LED)
98

918

95a

969

972

275

a0

939

995

1000
1995
1010
1028
1030
1068
1050
1068
1018
1299
1100
1119
1120
1130
1169
1158
1169
117@
1188
1198
1208
1219
1228
1230
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PRINT

PRINT"SU EIGENVECTOR E£5
PRINT

FOR Iel TO N

PRINT U(I,3)

NEXT I

PRINT

NEXT 3

AETUAN

REM SOLUCION AL EIGENPRUBLEMA
GOSUB 1139

GO3UB 1290

REM CHECH UF RUTATIONS
IFX1 Tl THEN 111@

REM CHECK NO.OF ROTATIONS
IFRL R THEN 104@
T2=,1*X1

GOTO 9@

PRINT

PRINT#® ¢ ERROK® o #

PRINT “NO SE LUGRA CONVERGENGIA®
PRINT

PRINT #gITH®;R];"ITERAGIONES®
£ND

GhaUB 183@

RETURN

FOR I=1 TU N

FOR J-1 TO N

U1, )=

NEXT 2

WI, =1

NEXT 1

FOR I=} TO W

B1=SJR(B(I)

BlI)=1/81

NEXT 1

FOR I=1 TO &



1249
1250
1268
1279
1269
1298
1380
131
1328
1330
1342
13s5@
1360
1372
1380
1390
1428
1410
1428
1439
LY
1458
1460
1472
1480
1490
15@2
1518
152@
1525
1538
1542
155@
1562
157@
1588
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FOR J=1 TO N
A(I,3)=B(1)*A(I,2)*B(J)
NEAT J

MEXT I

RETURN

X1=9

FOR K=1 TO N1

Kl=H+1

FOR L=K1l TO N
Al=A(K,K)

AZ=A(K,L)

A3=H(L,L)
X=H2¢A2/(A1*A3)

IF X X1 THEN 1398
GOTO 14a0

Kl=X

IFX T2 THEN 1888
Rl=R1l+1

IF Al=A3 THEN 1472
=,5%(Al-A3)/A2
21=1+1/(2°2)
Tsag*(1+5qR(21))

GCTO 1488

T=1

Cel/SQR(1+T,T)

S5=0eT

52=5"5

C2=C*C

H(i\. L)=e

AN TaiwaForrinCION OE ELEMENTCE DIRGUAALES
AQ=2%A2°C*s

A(K K)=H1*L2+10+R3" 52
AL, L)=H1"52mnb=R3*L2
FOR I=1 TO K

IF I  THEN 16@@

IF I K THEN 1648



1599
1680
1612
la2d
1630
1642
1650
1660
1670
1680
1690
1702
1718
172

1732
1748
1758
1768
1770
178@
1798
laed
1819
1820
183
1840
1850
18608
187a
1880
1890
19a@
1918
1928
1932
1949

GOTO 174@

AD=A(I,K)
ACI,K)=C*AD+3*ACT,L)
AL, L)==00 AU LoACT,L)
GOTO 174

IF I4L THEN 1678

IF Iyt THEN 1718
GOTO 17u@

AD=A(H,18)
A(K,1)=Cea0+5*a(I,L)
A(T,L)=5*A0+C*A(I,L)
GOT0 1760

AD=A(K, 1)

Ak, D=CTAO+SACL, 1)

AL, 1)=-5*A0+CA(L, 1)
NEXT I

FOR 1=1 TO N
UD=U(I,H)
UCL,K)=CoUCesoL(T,L)
UCL,L)=~5*u0*Cu(l,L)
NEXT 1

NEXT L

KEXT K

RETURK

FUR I=1 TU N

FOR J=1 TO N
UCI,)=U(I,3)*8(I)
NEXT 2

NEAT 1

FGH 1=1 TO N
8(I)=A(I, 1)

NEXT I

FOR I=1 TO N1

I1=I+1

z=6(1)

[
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1958
1968
1978
1988
1999
e
2014
2028
2038
2843
2058
2869
2878
2869
3008
s

FOR J=11 TO N

IF 248(1) THEN 1990
eB(3)

ed

NEXT 3

B(M)=B(1)

8=z

FOR J=1 TQ N
T=u(3,1)

Uw(J, I)=U(J, M)
Ue(3,M)a2

NEXT 3

NEXT I

RETURN

PRINT *FIN DEL PROGRAMA*
END
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PROBLEMA E-16

Encontrar la solucién general a la vibracién del sistema que se
muestra en la figura:

L = 0.2039 ton - segzlcm

k = B0 ton/cm

my = 0.4078 ton - segzlcm
k = 200 ton/cm
<> m = 0.4078 ton-segzlcm

k = 200 ton/cm

Condiclones iniciales 1 0
Xo =t 2 cm to = 0 em/s
3 0

Solucién:

Con alguno de los métodos menclionados anteriormente se calculan

Yos modos de vibrar del sistema.

1 1 1
{z] =}(1.751 0.853 -0.803
2,541 ~1,968 0.321
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donde

Pyo= 11.05 seg Y T = 0.5686 seg
P, = 23,71 seq’! y T, = 0.2650 seg
P3 = 37,08 seg-‘ y T3 = 0.1694 seg

1

La matriz de modos normalizados es: N =
JZMZ

0.58 0.82 1.20
{zn] =]1.02 0.70 -0.97
1.48 1,61 0.39

como estamos en el caso de vibracién libre, emplearemos 1a solu

cién general como:
v o= 1zl {s (o)
para esto calculamos el valro de las constantes Cl

¢, = 1217 Hxo

0 sea:
0.58 1.02 1.48 0.4078 o 0 1 1.973752
¢ =f0.82 0.70 ~t1.61[+f{0 0.4078 0 b 2| ®] -o0.079521

l1.20 -0.97 0.39 0 0 0.203913 -0.0682



Por lo tan

La soluclé

.

pero Xo

>

>
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= -0.0632

C‘ = 1.973752, C2 = -0,07952%, C3

to

+ io/p sen pt

nes X = Xo cos Pt
0 entonces
o.sé] 0.82]
=1 1,02} (1.973752) Cos 11.051t -4 0.70{(-0.079521)cos 23.71 ¢t +
1.48 1.61
1.20]
-0.97| (-0.0632) cos 37.08 t
g 0.39]




236 -

Para la masa m,

| s(E), s(t), s(€), X,

0 1.145 -0.065 -0.076 t.004
0.03 1,082 -0.049 -0.033 1.000
0.06 | 0.902 -0,010 0.046 0.938
0.09 | 0.624 0.035 0.074 0.733
0.12 { 0.277 0.062 0.020 0.359
0,15 }-0,099 0.060 -0.057 -0.096
0.18 [-0.k465 0.028 -0.070 «0.507
o.21 [-0.780 -0.017 ~0.005 -0.802
0.24 |[-1.010 -0.054 0.065 -0.891
0.27 |-1.131 ~0.065 0.063 -1.133
0.30 1-1.128 -0.04h -0.010 -1.182
0.33 [-1.002 -0.002 -0.073 -1.077
Para la masa mjp

t s(t), s(t), S(t)3 b3

0 2.013 -0.056 0.061 2.018
0.03 1.904 -0.042 0.027 1.891
0.06 | 1.587 ~0.008 -0.037 1.542
0.09 | 1.097 0.03 -0.06 1.067
0.12{ 0.488 0.053 -0.016 0.525
0.15 [-0.174 0.051 0.046 -0,077
0,18 { ~.818 0.024 0.057 -0.737
0.21 | -1.312 -0.015 0.004 -1.323
0.24 |-1.777 -0.046 -0,053 -1.876
0.27 | -1.988 -0.055 ~0.051 -2.094
0.30 | -1.983 -0.038 0.008 ~2.01h
0.33 | -1.762 -0,002 0.058 -1.706




Para la masa m
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3

t s(t), :~;(t)2 ,S(t)3 Xy

0 2.921 0,128 -0.025 3.024
0.03 | 2,762 0.097 -0.011 2,848
0.06 | 2,302 0.019 0.015 2.336
0.09 1.592 -0,068 0.024 1.548
0.12 | 0,708 -0.122 0,006 0.592
0.15 {-0.253 “0.117 -0.019 -0.389
0.18 |-1.187 -0.055 -0,023 -1.265
0.21 |-1.997 0.034 -0.002 -1.965
0.24 {-2.578 0,106 0.021 -2.451
0.27 |-2.885 0.127 0.021 -2.737
0.30 |-2.877 0.086 -0.003 ~2.794
0.33 {-2.556 0.004 -0.023 -2.575
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PROBLEMA E-17

Encuentre 13 respuesta para el sistema amortiguado que se mues~
tra en la flgura y cuyos datos se indican a continuacidn duran~
te un tiempo de 0.62 segundos,

M
L-pMa Condiciones {niclales
3 K3 0 |
e Xo 0lcm Xom| 11 em/ goq
2 Ky
0 1
L ~oM,
4 K)
kg s?
myo- 55 o K, = 3 471 kg/em
~ 55 Kk s? K 3 471 kg/
M2 cm 2 = g/cm
2
my = 55 -‘ig-ﬁ-s—- Ky = 3 471 kg/em
#odo 1 Modo 2 Modo 3
2.2470 ~0,8021 0,555
1.8019 [T -1.247

1 1 i

2

124,99 rad/seg2 Pzz = 982,133 rad/seq P3 = 2051.003 rad/seg2

P, = 11,186 rad/seg P, = 31.339 rad/seg P3 = 45,288 rad/seg

1 2

T = 0.562 seg T = 0.2005 seq T =  0.1387 seg
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La matriz de amortiguamiento es:

172.37 -61,52 0
C=]-61.52 172.37 -61.52
0 -61.52 110.85

Solucidn:

La ecuacién de coordenadas normales de! movimiento es:

* * *
M A + C K A = 0
T S
Para cada modo es:
wt 2.7 Mz asa generallzad
j J ] masa generallzada
* T
CJ - ZJ c ZJ amortiguamiento general!lzado
¥ T

KJ' - ZJ K Z-| rigidez generalizada

y para todos los modos serd:

1 1.8019 2,2470}}55 O O |t 1 1
ZTH Z = |1 o0.4451 -0,8021pf 0 S5 o0 §|1,8019 O0.445T  -1,247

1 -1.247 0.555 0 0 55(2.2470 -0.8021  0.555

= 1511,271893 -0.0161154 -2.73883
~0.0161154 101.2813 -0.68940
-0.006364 -0.011285 159.3667

nos interesa la diagonal princlpal de la matriz 511,2719
10,2813
159.3667
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T 1 1.8019 2.24700) 6942 ~3471 i 1
2 KZ = |1 0,445 -0,8021j4-3471 6942 -347111 1.8019 0.4451 «1,247| =
1 -1

W247 0,555 0 -3471 3471]] 2,247 -0.8021 0.555
6392,6581 1.6424 2,6873
= -. 4815 9938.69695 -.65671
0.69732 -2.06212 32267.1553
nos interesa la diagonal principal 6392.6581
9938.69695
32267.1553
—
1 1.8019 2,24700{ 172.37 -61,52 © 1 1
z T CZ =|1 0.445 -0.8021p} -61.52 172,37 -61.52]'| 1,8019 0.4451 -1.247] =
11,247 0,555 0 -61,52 110.8 2,247 -.8021 0,555
[571.8324 -0,02079 .018067
=] -0.03188 266.991 -0.01561
L 0.018067 -0.046671 713.1365
nos Interesa la diagonal principal 571.8324
266.991
713.1365

Las ecuaciones desacopladas son lineales, homogéneas y de 2do -
grado.

+ 571.8324 A, + 6392,6581 A, = O

1. 511.2719 A ;

J ]

2. 101.2813 A, + 266.991 A

j + 9938.69695 A, = O

i J

3, 159.3667 KJ + 713.1365 AJ +32267.1553 A = 0

La sotucién de cada una de las ecuaciones esta dada por la expre
sién:

- L}
X(t) = e "t [F‘ cos P't + {C, - n C,) iﬁﬂps—i] JP =P p? - 2
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Normalizacidén de los modos ZInj = Zj n ;3 n = e
. z Mz
J J

Modo 1 ' Modo 2 Modo 3

1

ne

0.099) - =0.0797 0.0440
0.0796 0.04k42 -0,0988
0.0k42 0.0994 0.0792

tileulo de €, = [2]7 4 [xd

0.0kk2 0,0796 0.05993 55 0 [ 1 12,2705

=10.0994 0.0442 -0.0797j.70 55 0].f t {=] 3.5145
0.0792 -0,0988 .04k 6 o0 55 1 1.342
e - 5118324 | 4 5593
m 2(511.2719)

- 266,991 -
R TR 7671 0%73: ) AL

- S . I13.1365
ng T 055 3667) 2.2644

[E333.658
By en.a715 = 3:536 radfseg ,p'= \}pla-n? = 12,346 rad/seg,

9938.697
Byiorzes = 9.9% rad/seg ,p)- Pi-ni = 97.2648 rad/seg

222 7.15§
BV 159.5667 = 14.2292 rad/see.p,'n/ p§ -0 = 199.8899 rad/seg

1 i
= 0,0442 n o= s = 0,099 n= = 0.079
\" 511.27 J 101.28 4 159.37
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La respuesta del sistema es:

[u}- z, s(t), + Zg s(t), + 3 s}y

sustituyendo datos en este problema resulta
s(e), = e 05593 € (o cos 12,346 ¢ + 12,2705 2EIZAH6 ¢
S(t)z w e 1¢31163 t 5 pyys sen 97.2648 t

97.2648

e-2.26hh t [1.342 Se0 199.8899 t

5(1:)3 -
199.8899



Los desplazamientos de la masa LM

Z,.=0.0652 Z,.=0.093h Z,,=0.0792 T
s(t) 1 s{t) n s(t) L fu}
t 1 Z“S(t)‘ 2 Z, S(t)2 3 Z3ls(t)3

o] o0.000] 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.3 o0.054 | 2.387x1073 ] 0.012 1.193%1073 | 0.003 2.376%10"% | 1.518x1073
0.6) 0.092] 4.066x1073] 0.014 1.392x1073 | o.001 7.920x107° | 5.537x1073
0.9| o.116] 5.127x1073 | 0.011 1.093x10°3 | 1.5x1078 | 1.188x1077 | 6.220x1073
1.2] 6.130] 5.746x1073 | 0.007 6.958x10"% | -3.8x10"" |-3.0t0x1075 | 6.u412x1073
1.51 o0.136| 6.011x10"3| 0.003 2.982x10" % [ -1.9x107% {-1.505x107% | 6.324x1073
1.8 0.137 | 6.055x1073 | 2.92x107% | 2.302x107% | -3.9x1077 { 0.000 6.084x1073
2.1 0.134 ] 5.923x1073 |-0.001 -9.94x10"> 4.99x107° ] 0.000 5.824x10 >
2.41 0.128 | 5.658x107° |-0.001 -9.94x10"> 2.54x107°] 0.000 5.559x10 >
2.7] o0.121] s5.3u8x1073 |-0. 001 -9.34x1075 7.7x10°% | 0.000 5.249x107>
3.0} 0.112 | 4.950x10 3 j-0.001 -9.94x107° -6.sx\o'6 0.000 4.851x1073
3.3 | 0.102 | 4.508x1073 |-3.00x107% |-2.982x1075 | -3.32x107] 0.000 §.478x10 3
3.6 | 0.093 | &.111x1073 |-5.5x1075  [-5.467x1078 | -1.34x1073] 0.000 4. 056x1072
3.9 0.084 | 3.713x1073 7.182x107%] 7.139x107¢ | 0.000 0.000 3.729x10 3
b2 | 0.075 | 3.315x1073 1.09x10°% | 1.083x107% | 0.000 0.000 3.326x107>
45| o0.066 | 2.917x1073{ 9.64x10"5 | 9.582x107% | 0.000 0.000 2.927x1073
5.8 ] o0.058 ) 2.564x1073] 6.37x1075 | 6.333x107% | 0.000 0.000 2.57x103
5.1 1 0.051 | 2.256x1073] 3.12x107% | 3.101x1078 | 0.000 0.0000 2.257x1073

£he
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-t , ZZI S(t)2

Tt 2y S(t),

SOLNIIWYZY1dS3a
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Para el segundo modo

2,,-0.0196 | 2,,=0.0442 | Z,,=-.0988 s

t oz, s, | 22502 1 I (1) fu)

o |o.000 0.000 0.000 10.000

0.3 | 4.298x1073 5.3nhxlo"' Lo g64x10™" | 4.532x1073
0.6 {7.323x103 | 6.188x10™" L0.988x107" | 7.843x1073
0.9 9.23ux103 | n.862x107% F1.482x1077 | 9.720x1073
1.2 {1.035x1072 | 3.094x107 [3.75ux107° | 1.070x1072
1.5 [1.083x10°2 | 1.326x10™* [1.877x107> | 1.098x1072
1.8 [1.091x1072 0.1291x1o'“ 3.853x10°° | 1.092x107%
2.1 |1.067x1072 {-b.420x10™ Fa.930x1078 | 1.022x1072
2.4 [ 1.019x1072 |- t20x107" |2.500x1078 | 9.785x1073
2.7 |9.632x1073 |-4.420a10™% | 0.000 9.190x107>
3.0 {8.915x1073 {-4. 420107 { 0.000 8.473x1073
3.3 {8.119x1073 |-0.1326x10™* | 0.000 8.106x1073
3.6 {7.503x1073 | -.0243x10™" | 0.000 7.401x1073
3.9 {6.686x1073 | 0.0317x10™" | 0.000 6.689x1073
h.2 |5.970x1073 | 0.04818x10"] 0.000 5.975x1073
4.5 [5.254x1073 | 0.04261x10™4 0.000 5.258x1073
5.8 {4.617x1073 | 0.02816x10™Y 0.000 4.620x1073
5.1 |4.060x1073 | 0.01379x10™Y 0.000 h.061x1073

ENTO

DESPLAZAHNI

ahe



Para el tercer modo
113=0_0993 223-0.0797 7, ,=D. 0040 {ﬁ}
t ;3 S(t)' Z,3 s(:)2 132 s(t)
o | 0.0000 0.000 0.000 p.000

0.3] 5.362x10°3 |-9.560x10™% | 1.32x007% [b.538x1073
0.6] 9.136x10°3 |-1.116x1073 L h.toxr0™®  [8.064x1073
0.9111.51900°% [-8.767x107 6.60x10°8 {1.064x1072
1.2§12.9001073 |-5.579x10™% F1.672x107% |1.233x1072
1.5§13.505x107 |-2.391x10" 8. 260x1076 |1.326x1072
1.8113.60ux1073 |-0.232x107% Fi.716x1078 {1.358x1072
21133061073 | 0.797x107% | 2.196x1076 {1.339x1072
2.6012.71001073 | 0.797x107% | 1.118x1078 |1.279x1072
2.7{12.015x10723 | a.737x10™* | 6.000 1.209x1072
3.0{t1.122x1073 | 0.797x10”" | 0.000 1.120x1072
3.3|v0.129x10"> | 0.2391x107" { 0.000 1.015x10°2
3.6] 9.235x1073 | o0.0438x107" | 0.000 9.239x10"3
3.9] 8.3tix1073 | -.05724x10™Y 0.000 8.335x1073
4.2} 7.4u8x1073 | -.08687x10™ 0.000 7.439x1073
4.5) 6.55ux1073 | -.07683x10™Y 0.000 6.546x107
4.8} 5.759x107> | -.05977x10™4 0.000 5.754x1073
5.1] 5.08x1073 | -.02087107% 0.000 5.062x1073

z‘3s(t)‘

L 4

~ 223S(t)2

"y

5,233S(t)3

DESPLAZAMNIENTOS

L)

Py
« &
—~—

Iad

9z
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PROBLEMA E-18

Obtener la historia del desplazamiento de los niveles en la es-
tructura que se indica. Los marcos estdn a cada 5 metros en el
sentido perpenrdicular; se pide la respuesta de desplazamiento desde
t =0 hasta t = 1.4 seg. '

0.25 F{t) 0.3 ka/cm?

IPS 10 ligera Peso total de muros y co-
lumnas en cada entrepiso

m
2
0.50 F(t_) 0.05 kg/cm es de 0.01 kg/cn?

4

3.5m IPS 10 Vigera
0.75 F(t)} 0.07 kg/em? C

1PS 10 pesada

3.5 m

F(:) 0.10 kg/cm? Para I1PS 10' la imercla
T es:
IPS 10 pesada.

3.5 m
| | ligera = 5 082,2 cmu
- - - | pesada = 6 068,7 e

5 o

fuerza de excitacién

£F(t), Ky

soooky-- - - --

olh——-—---

>t, seg.

E-_—_.———
s
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Célculo de los pesos:

wy = 0.10 (500) (500) + 0.01 (350) (500)2 =
W, = 28 500 kg

W, = (0.07 kg/en?)(500)% + 3 500 = 21 000 kg

wy = (0.05 kg/en®) (500)% + 3 500 = 16 000 kg

w, = (0.03 ka/cn®)(500)% + 3 500 = 11 000 kg

Célculo de las masas:

mo = w/g = 28500/981 = 29,05 kg-seg’/cm
2
= 21,407 kg-seg“/em
2
= 16.310 kg-seg /cm
2
m, = 11.213 kg-seg“/em
Calculo de rigideces:

Considerando un sistema de marcos rigidos, la rigidez seré:

Ke = -‘l-—gl , para cada columna de cada entrepiso.
H
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2012 (2. 0x10%)
(350)°

6 068.7]

= 6 794.113 kg/cm

K2 = KI = 6 794.113 kg/cm

2012 (2.0x10%) 5 082.2]
(350)3

= 5 689.693 kg/cm

Ky, = K3 5 689.693 kg/cm

Obtenemos los modos y frecuenclas de vibraclén con Newmark y

Holzer.
2.65 -1,22
2.39 -0,48
1.78 0.66
1.00 1.00
Ter.  Modo 2do. Modo
P, = 50.07 rad/seg’ P, = 308.47 rad/seg’
T = 0.88 seg T = 0.36 seg
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1,00

ler, Modo hto, Modo
2 2 2
P3 = 742,90 rad/seg Py = 1169.05 rad/seg

T3 - 0.23 seg Th - 0.18 seq

Desacoplamiento de las ecuaciones de equllibrio,

La ecuaci6bn matriclial de equilibrlo es:
Mg (t) + K x (t) =P (t)

L a solucibn para cada modo "' se puede escribir como:
X} = 2] VY]

€l desplazamiento total se obtiene con la suma

fn

x(t} = 21 Y‘ + 22 Y2 + ... %2, ¥, = ¥ InV¥Yns= y

n=
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Aplicando las condiclones de ortogonalidad del modo con respec~

to a las matrices de masas y rigideces, se obtiene:

n*l YJ + K*J Yy =Py (t)
con
T
ME, o= 2 MY
T
K*J z ;K zj
T
P*J z i P (t)

Para el problema en cuestlédn se tiene

29.05 [} ] 0
[ 21,41 [} 0
K = 0 0 16,31 0
- 0 0 0 11.21
135588.2 ~6794.1 0 0
~6794.1 12483.8  -6794.1 0
K = 1} ~5689.7 11379.4 ~5689.7
[ [1} -5689.7 5689.7
T -
z ] [ zj
t 1.78  2.39  2.65/129.05 O 0 0 1 1 ' 1
t0.66 -0.48 -1.22 0 2. 0 [ 1.78 0,66 -1.11 ~2.67
o=t -0.58  t.22f'l o [ 16.31 o || 2.39 -0.48 -0.58 4,55
t-2,67 k.55 3,44 0 0 0 11.21) | 2.65 1,22 1,22 -3.4k
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268.772 -0.7503  0.38113  2,4695

-0.7503 58.8190 1.2208 2.7464

0.3812 1.2208 77.600 2.h146
2.4696  2.7464  2.4146 651.992

nos Interesa la diagonal principal de la matriz 268.772
58.819
77.600
651.992
T
A j K ZJ =
t 1.78 2,39 2.65|] 13588,2 ~6794.1 0 0 1 1 1 1
1 0,66 -0,48 -1.22|| -6294,1 12483.8 -5689.7 0 [{1.78 0.66 -1.11 2,67
1 -1.11 0,58 1,22 0 -5689.7 11379.4 -5689.7(|2.39 -0.48 -0.58 k.55
1 ~2.67 k.55 -3.44 0 0 -56B9.7 56B89.7(j2.65 -1.22 1,22 -3.44

13429.3915 ~59.01099 114.6299 58“.103&2
~59,01097 18089.5118 651.7902 2081.9154

= 114.6298 651.7902 57074.98 -651.4872

584,103 2081.915 -651.,487 758129.128
nos interesa l1a diagonal principal de la matriz 12429.39
18089.51
57074.98

758129.13
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z j F {t) =

T 1.78 2,39  2.65 1 4.,1925

1 0.66 -0.48 -1.22]1{ 0.75 0.95

i -1.t1 -0.58  t.22} ] o.50{F(V) 0.183 | ¥(t)
to-2.67  4.55 -~3.44}] 0.25 0.4125

Ecuacliones desacopladas

268.8 ; + 13429.4 y = 4,2 F(t) , para el ler. oscilador modal

Py, = /lﬁﬁli;ﬂ = 7.068 rad/seg
268.8

58.8 y, + 18083.51 y, = 0.95 F(t) , para el 2do. osciiador modal

(- ’18089-51 = 17,5k rad/seg
58.8

77.6 ;3 + 57074,98 Y3 = 0.18 F(t), para el 3er oscilar modal

Py = /élﬂlﬂ;%ﬂ = 27,120 rad/seg
77.

652.0 Py *+ 758129, vy = 0.4t F(t) , para el Wto. oscilador modal

Py -’ 158129.1 34.099 rad/seqg
652



- 254 =

La solucién para cada ecuaclédn desacoplada se obtiene mediante

la siguiente expresibn:
t

y(t) = ¥, cos pt +-U—°'sen Pt + \F(") sen P (t-%) dw
P m Y

Integral de Duhamel
Ley de los senos en Integral de Duhamel
t t
y(t) = sen Pt S F(8) cos P (t-B) d¥ - cos Pt —— S F®) sen PT AT
[] ™5
o bien:

y(t) -{A(t) sen Pt - B(t) cos Pt) /mp

utilizaremos el criterio de Simpson para integracién.
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Para el tercer y cuarto oscilador usaremos el programa

blema £-9 para ¢l criterio de Simpson:

77.6 V: + 57074.98 Y5 = 0,18 F(c)
soluctén
6 = 4.75167 x 1978

(seg) (xg) (cm)
T = 0.1 F o= 0.0 Y =
T = 0.2 F o= 228.1 Y =
T = 0.3 F = 456.3 Y o=
T = 0.4 F o= 68B4.4 Y =
T = 0.5 F = 912.5 Y =
T = 0.6 F = 912.5 Y =
T o= 0.7 F = 912.5 Y =
T = 0.8 F o= 912.5 Y o=
T = 0.9 F o= 9t12.5 Y =
T = 1.0 F o= 6844 Y =
T = 1.1 F = 456.3 Y =
T = 1.2 F o= 228.1 Y =
T o= 1.3 F o= 0 Y =
T = 1.4 F o= 0 Y =
T = 1.5 F o= 0 Y =
T = 1.6 F o= 0 Y =
652.0 ¥, + 758129.19 = 0.41 F(t)
6 = 7.49641 x 1077
T = 0.1 Fo= 0 Y =
T = 0.2 F = 520.9 Y =
T « 0.3 F o= 1041.9 Yy =
T = 0.4 F = 1562.8 Y =
T = 0.5 F = 2083.8 Y =
T = 0.6 F = 2083.8 Y =

del Pro

]
0.00353
0.00921
0.01098
0.0177
0.0158
0.0161
0.0175
0.0146
0.0146
0.00544
0.00678
0.00214
0,000643
0.000972
0.00241

0
0.000774
0.00140
0.00231
0.00281
0.00305



W W N = OD 0N

R B B I Ry
- - - e m a0 00O

MMM MMM T M
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= 2083.8 Y = 0.00287
= 2083.8 Y = 0.00295
= 1562.8 Y = 0.00295
= 1041.9 ¥ = 0.00212
= 520.9 Y = 0.00163
= 0 Y = 0.000519
= "] Y = 0.000262
- o Y = 0.000250
= 0 Y = 0,000220
- Q Y = 0.000174



Para el Nivel

1.
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\H K3t A 21 ¥a £ RS K R i
1] 1 0 1 0 1 0 1 1] 0
0.1 1 0.319 1 0.0294 1 0.0035 1 0.00077 0.0656
0.2 ] 0.2359 1 0. 1446 1 0.0092 1 0.0014 0.3911
0.3 1 0.7030 1 0.2286 1 0.0140 1 0,0023 0.9449
0.4 1 1.3993 1 0.2382 1 0.0177 1 0.0028 1.6580
0.5 1 2.1509 1 0.,2766 1 0.0158 1 0,0031 2, 4464
0.6 1 2.634 1 0.2826 1 0.0161 1 0.0029 2.9357
0.7 1 2.620t 1 0.2419 1 0.0175% 1 0.0030 2.8825
0.8 1 2.1158 1 0.2508 1 0.146 1 0.0030 2.3842
0.9 1 1.3276 1 0.2587 1 0.0146 1 0,0021 1.6030
1.0 1 0.4734 1 0.1211 1 0.0054 1 0.0016 0.6015
1o 1 [-0.2304 1 0.0079 1 0.0068 1 0,00052 | -6.2152
1.2 1 |-0.6378 1 0.0313 1 -0.0021 1 +0,00026 | -0,6083
1.3 1 |-0.7116 1 g.0101 1 0,00064 1 -0.00025{ -0,7011
1.4 1 |-0.4488 1 -0.0350 1 0.00097 1 0.00022 | -0.4826
1.5 ] 0.0264 1 0.0026 1 ~0.0024 1 ~0,00017 0.0264
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Para el nlvel 2.

Zlz = 1.78 Z22 = 0,66 232

Brof 42 Vi Zaz Ya| %32 Y3 w2 Yu | %y

= =1,11 2“2 = -2.67

Y

o
o

0 0 0 0
0.0568 | 9.0194{ -.0039| -.0021 | 0.07
0.4199| 0.0954} -,0102| =-.0037 | 0.50
1.2513] 0.1509 | =-.0122] =-.0061 1.38
2,4908| o0.1572 ] -.0186| -.0075 | 2.62
3.8286| 0.1826 | ~.0175| -,0083 | 3.99
4.6887 | 0,1865 ~,0179 -.0077 | 4.86
4.66381 0.1597 [ ~-.0194] -.0080 | 4.80
3.7661| o0.1655( -0.162| =-.0080 | 3.91
2.3631] 0.1707 | -.0162 ~,0056 | 2.51
0.8432| o0.0799 | ~-.0060} ~.0043 | 0.91
-.4t01| o©0.0052 (| -.0075| ~-.0014 | -0,41

-1.1353} 0.0207 | 0.0023| =-.0007 | ~1.113

-1.2666( 0.0067 | ~-.0007} 0.0007 | ~1.260
-.7989| -.o0231 -.0011 | -0.0006 | -0.824
o.0470] o0.0017 | o0.0027] 0.0005} 0.052

—- - - - - - 000 0 00 0 O QC
VoW N = O W oSN O W N -




Para el nivel 3.

z = 2.39 z = -0.48 4 = -0.58 23,‘-’0.55

V3 ZIAS Y“ Ziy vi

0.0762) =-.01h4t1 | -,002 | 0.0035] 0.0636
0.5638| ~.0694 | -.009 { 0.0064 | 0.4918
1.6802| -.1097 | -.0064] 0.0105| 1.5746
3.34431 -,t1h7 ) -,0103] 0.0127 | 3.2320
5.1407( -.1328 | -,0092] 0.0t41 ] s5.0128
.2955{ ~.1356 | ~.0093] 0.0132 ) 6.:638
.26201 =-.1161 | ~-,0102] 0.0%37 | 6.l49%
L0568 =.1204 | ~,0085f 0.0137 | 4.9416
L1730 -.12k2 | -.0085} 0.0096 | 3.0499
L1314 -.0581 | ~.0031) 0.0073( 1.0776
-.5507! -.0038 | -.0039] 0.0024] -.5560
-1.5243| ~-.0150 | 0.0012] 0.0012) -1.5369
-1.7007) -.0048 | -.0004| -.0011 | ~1.7070
-1.0726 | 0.0168 | -,0006] 0.0010 | -1.0554
0.063V| =-.0012 ] 0.0014] -.0008] 0.0625

- W W o Oy

- e = o - -0 0 0 0 OC O 0O 0o
Vi & W N = O W D~ oW N -
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Para el nivel &,
1,y = 2.65 2y, = -1.22 Zyy = 1.22 Zyy = -3.04
Pol T Yol Pua Yo | Zuy YslZuy Y| 2V Jv
o} o 0 0 0 0
0.1} 0.,0845 | -,0358 | 0.0043 | -.0028] 0.0502
0.2] 0.6251 { -.1758 [ 0,0112 | -.0048 { 0,4557
0.3/ 1.8630 | -.0278 | 0.0134 ] -.0079 | 1.8407
O.k| 3.7081 | ~,2897 | 0.0216 | -.0096 | 3.4304
0.5) 5.6999 ] -'3363 | 0.0192 | -.0103 ] 5.3725
0.6 6.9804 { ~.3435 | 0.0196 | -.0100 ] 6.6465
0.7] 6.9433 | -.2942 | 0,0213 | -.0103 | 6.6601
0.8| 5.6069 | -.3050 } 0,0179 | -.0100] 5.3098
0.9] 3.5181 -13146 | 0.0181 [-'0072 | 3.21458
1.0] 1.2545 } -, 1473 } 0.0063 | -.0055 ]| 1.1081
1.1]-0.6106 } -.0096 | 0.0084 | -.0017 ) -0.6135
1.2{-1.6902 | -.0381 -.0027 | -.00t0 | -1.7320
1.3{-1.8857 | -.0123 | 0.0006 [ 0.0007 { ~1.8967
t.h}=1.1893 | 0.0426 | 0.0015 | -.0007 | =1.1460
1.5} 0.0700 | 0.0032 | -.0033 |0.0007 | 0.0642




PROBLEMA E-19
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Del sistema mostrado en la flgura, realizar el andlisls stsmico
dinfmico Modal Espectral en la direccién X,
pectro de disefio en la Zona 8,

tilidad Q= b4,

1 1 ™o
3.05

o ms
3.5

+ ’\18
3.5

- m7
3.05

E '"6
3.05

- 4
3.05 "5

-+ m‘.
3.05

-+~ m3
3.05

- & mz
3.05

9 3 m‘
4.0

18.59

18.59

18.77

20.34

20.56

20.56

21.60

21.83

21.83

23.90

K = 5640
K = 5660
K = 6600
K = 7530

K = 7800

K = 8930
K = 9200

K = 10060

K= 18710

Considerar &! es~

Terreno 1t y un factor de duc~

m,masa = {T segzlm]

K,

Rigidez = [T/m]
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Por alguno de los métodos numéricos encontramos los tres prime~
ros modos de vibrar,

14,32 -5.42 2.94
_____ 13,82 -3.98 0.88
12.34 =1.hk9 =1.79
11,56 0.99 -3.00
i
10.10 . 2.95 -2.35
‘
8.1 3 k.21 -0.41
1
1
6.60 +- 4.58 1.62
\
h77 %- 3.98 2.69
1
2.82 -i-. 2.67 2.37
i
1 1 1
ler. Modo 2do. Modo Modo
p%, = 10.89 P2, = 80.66 P2 = 2115
Py = 3.30 rad/seg P2 = 8.98 rad/seg P3 = 14,54 rad/seg

T, =1.90 seg T, = 0.70.seg T3 = 0.43 seg



Matrlz de
Masas
M

23.90
0

o 0o 0 0 0 o o O

I

0
21.83
0

0O 0 0O o0 Qo O

0

0
21.83

0

o o O o o o
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0
0
0
21.60
Y]

o 0o o O O

0
0
0
0
20.56

o o o ©

0
20,56
0

0
0
0

o O O O O

0
20.34
0
0
1]

o 0 0o © o ©

0
18.77
0
0

0O 0O 0 o 0 o ©

0
18.59
0

0O 0O 0o o c o o

0
18.59

p——
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Las fuerzas sTsmlcas maximas se obtienen por medio de la

NE.—ﬁ—n-

M%n

expresibn para cada modo.

qn max = San

y el desplazamlento se puede calcular con la ecuacién

Unmax=ZnZn— S dn

M¥n

San = P Sdn

Sdn = San

para el primer modo

W= 2T Mz, = 18125.42
% T
n-z‘ Mt = 1684.44
T = 1.90 seg, compar&ndolo con los valores del perfodo para un
terreno de Tipo I1t; en la Zona B8 del espectro de disedo,
se tiene que:
T)T2 , es decir,1.90 0.80
a=c (To/m)' = 0.4 (%8%1.90)" « 0.17

Sdn es afectado por el factor de ductilidad Q=4

Sdn = a x g /QF = 0.17 x 9.81/4(10.89) = 0.0383 m



o -
14.32
13.82

- 267 -~

un max = 12.34}18125.42
TEBH. 4

1,560

10,10
8.41
6.60
4,77
2.82

- -
para el segundo modo:
Meomzl Moz, = 2018,34

2 3 2

FnagTa M1~ 231,97

T = 0,70 comparsndolo con el espectro de disefio:

x 0.0383 =

< T<T2,u dectr,0.3¢0.740.8

a.
[
0.
0.
0.
0.
0,
0.
Q.
[

6515
o497
ohby
0416
0363
0303
0237
o172
6101
0036

=

en {m}

Sdn = c x g/QP = 0.40 x 9.81/4(-80.66) = 0.0122Z m



-5.42
-3.98
-1.49
0.99
2,95
uz max = L.21
4.55
3.98
2.67
1
para>el tercer modo:
T
"*3 4 3 M 13 -
T
Fno o= 2w
T = 0.43
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231.97
2418.34

x 0.0122

896.66

13,05

Sdn = 0.40 x 9.81/4(211.5) = 0.0046

[ 2,94
0.88

-1.79

-3.00

~2.35

-0.h
1.62
2.69
2.37
1

U3 max =

J

13.05
896.66

x 0.0046 =

=

)
e ccoocooo

o.

0.
0.
-0
0.

\]
o
0
0
0

L

-0.
-0.
L0017
.0019
.0035
. 0049
.0053
L0047
.0031
-0012

00287]
00006
00012
.00020
00016
.00003
.00011
.00018
.00016
. 00007

ooGﬂ
0047

en [m]

<1< Tz.‘es decir,0.3 {0.43 { 0.8
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como Un = Zn x" San -;—
M P
P2 Un = In ;n San
M
n
Cilculo de lee fuerzas afsmicas
qn = M P2 Ur , . Q, = K Un-sVector de desplazamiento méxl

mos

Matriz de Rigidez

Para el primer modo

ul —
10.1521 \OJSJ
19.846 29.998
-11.518 18.480
a = 21,429 {ton V, = Sq,= 39.909| ton
6.891 46.800
7.980 54,780
3.265 58.045
7.275 65.32
0.0700 65.39
| 1.9660] _6_:7.356_
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Para el segundo modo

92

¥ 1
-9.0240
-7.9560
-2.1600
1.8219
6.3990
7.6000
8.6780
9,3620
4,3940
3.3380

L. -

ton V2 = § a,

En el tercer modo

43 =

—
15.8484
i 4,8296
-. 4908
-.8292
-.7128
-, 1430
0.5369
0.8090
0.7214

LO.‘OO‘03

-9,
.980
-19.
=17.
<920
-3'
358
.720
19.
22.

=16

-10

14

024

140
319

320

114
hs2

L8484
.0188
.5280
L3012
L0140
L1620
.6251
.1839
-9053

.3096

ton

ton
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Cédlculo de los momentos de volteo

Matriz de
alturas de

nivel H

3.05
3.05
3.05
3,05

3.05
3.05
3.05
3.05
3.05

Para el Primer Modo

0
3
3
3
3.05 3.
3
3
3
3
3

.05
.05
.05

05

.05
.05
.05
.05
.05

.05
.05
05
.05
.05
.05
.05

Vector de momentos de volteo

My

1

= H'V’

o o o o

0 0 O 0o o o
o o o0 o o o

050
.05 3.05 0 [}
.05 3.05 3.05 O

o O O o0 o o0 O

0

.05 3.05 3.05 3.05 ¢

.05 3.05 3.05 3.05 4,00

™ 30,9686 |
122. 4575
178.8215
300.5440
443, 2840
£10.9630
787.4002
936, 6262
1186.0657
L1b56.0867

o

ton ~m
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Para el Segundo Modo

B -27.5235—1
-79.3122
Wy, = H-\l2 = -137.6892 | ton - m
-190.5123
-223,8182
-233.9442
-217.6022
-172.7062
-114. 4085

L_—Z“.GOOL

Para el Tercer Modo

48,3376
51,4450
53.0554
52.1367
My, = HeV, = 49,0440
45,5000
43.5934
4y, 1542
46,9154
[ 52.1538 |
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Superposicién de respuestas modales:

2 2 2
U-/U]+Uz+u3

N Uy U, U U2| Uzz U23 uz,+u22+uz3'U' ’ v
10 10,0515] -.0063]0.00287 [0.0027 3.969x10‘5p.237xw” 0.0027 0.0524
9 }o.0497| -.0047]0. 00006 0. 0025 2.209x10"%.6x1072 | 0.0025 0.0502
8 |0.0444{-0.0007{-.00012 J0. 0020 2.89x10°8 | kix1078] 0.0020 0.0448
7 |o.ou16] 0.0012(-. 00020 |0. 0017 1. kx1078 b.oox1073| 0.0017 0.0412
6 10.0363] 0,0035{-.00016|0.0013 l.zzsno'jz.ssxlo'a 0.0013 0.0362
5 10.0303| 0.0049]-.00003 }0. 0009 2.401x10"%h. 00x10™'? 0. 0003 0.0304
4 |0.0237] 0.0053|0. 00011 [0, 0006 2.809x10 . 21x10°8 0. 0006 0.0251
3 {0.0172| 0.0047|0,00018 [0. 0003 2.209x|0_ﬂ3.2'4x10-8 0.0003 0.0179
2 [0.0101| 0.0031{0.,00016{0.0001 9.610x10 % 56x10° 0. 0001 0.0105
1 | 0.0036] 0.0012[0. 00007 |1. 296x1075] 1. 4tx1076 B.90x107% 1.4k05x10™% [o. 0038
Fadily vyt q23
Nl g9 9, a3 qz, 97, q23 F
to] 10.152 | -9.024} 15.8484 | 103.063 81.433 | 251,172 | 20.873
9| 19.846 | -7.956 I-14.8296 | 393.864 63.298 | 219.917 { 26.023
8|-11.518 | -2.16C ] -0.4908 | 132.664 4,666 0.241 11.729
7| 21.429 { 1.8210] -0.8292 | 459.202 3.316 0.688 | 21.522} ton
6] 6.891 ]0.3990] -0.7128 | 47.486 40.947 0.508 9.431
5| 7.980 | 7.6000| -.1480[ 63.68 57.760 0.022 11,021
4| 3.265 |8.67801 0.5369 | 10.66 75.308 0.288 9.287
3] 7.275 | 3.3620| 0.8090 | 52.926 87.647 0.654 11.884
2| o.0700] 4.3940| o0.7214 | o0.005 19.307 0.520 4,453
1] 1.9660] 3.338 | 0.4043 | 3.865 1,142 0.163 3.895
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Vv = A} s +v22 + \lz

MYy v, v v, v v

to 110.152 | -9.024 ' 15,8484} 103.063 81.433 | 251,172 20,873

9 {29.993 {-16,980 § 1.0188] 899.880 | 288.320 1,038 | 34,485
8118.480 {~19.140 )} 0.5280f 341.510 | 366.340 6.279 26.615

7 139.909 {~17.319 | ~0.3012{1592.728 | 299.948 0.091 h3.506
6 1 46.800 [~10.920 | -1.0140{2190.024 119.246 1,028 48,066
5154.780 | -3.320 | -1.1620{3000.843 11.022 1.350 54.893

4 }53.0k5 | 5.358 | ~0.6251}3369.222 28,708 0.331 58.295
3165.320] 14,720} 0.1839|4268.702 | 216.678 0.034 66.973
2165.390 § 19.174 ] 0.9053}4275.852 | 365.345 0.820 68.132
1137.356 § 22,452} 1,3096}4536.831 566,092 1.715 71.012

N = mz‘ ’""22 . Hv23

N nv| Hvz Hv3 mzl Hvzz Mv23 My
o] 30.9636| -27.5232 | 48.3376 958.745) 757.527 | 2336.52h | .63.662
9] 122.8215| =79.3122 | 51.9450 14995.398) 6290.425 | 2646.533 | 157.701
8] 178.8215{ -137.6892 | 53.0554 | 31977.129]18958.316 | 2814.875 | 231.841
71 300.5490{ -190.5123 | 52.1367 | 90326.696{36294936 | 2718.236 | 359.639
6| 443.2840 | -223.8182 | 49.0440 | 196500.705{50094 587 | 2405.314 { 499,000
5| 610.3630] -233.9442 | 45.5000 | 372542.972{54729.889 | 2070.250 [ 655.243
4} 787.4002 | ~217.6022 | 43.5934 | 619999.075[47350717( 1900.385 [ 818.077
3] 986.6062 | -172.7062 | bh.1542 | 973391.794]29827.432 [ 1349.583 | 1002.581
2{1186.0657 | -114.4085 | 46.9154 { 140675.845]13089 305 ] 2201.055 | 1192.49k
1]1456.4867 | -24.6005 | 52.1538 | 2121353.507| 605.185| 2720.019 | 1457.628

ton~m
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PROBLEMA E-20

Con los mismos datos del Problema E-19 encuentre las fuerzas
y los cortantes sismicos. Utilizando el andlisis Sfsmico Estatico.

Sotucién

a) An&lisis sfsmico estético

T Yy, = 182.37

3.05 ) K = 5640
+ 4 v9' 182.37

3.05 K = 5660
+ $wg = 1843

3.05 K = 6600
+ W, = 193.54

3.05 K = 7530
+ pWg = 201.69

3.05 K = 7800
+ ®u; = 201.63

3.05 K = 8300
+ sV, = 211.90

3.05 K = 8930
+ 4w, = 2tkas

3.05 K = 9200
+ ¢w, = 21415

3,05 K = 10060
-+ d\.’, = 234,46

4,00 K = 18710
mobe =t




Solucién

W, h;
Fi = &w, n T
[
Contibucibn Vineal
Nivel| W, hy h, %&ﬁ%T’
10 182,37 | 31.45] 5735.54] 0.17
9 182.37 | 28.40] 5179.31] 0.15
8 184,13 | 26.35] 4667.70] 0.4
7 199,54 | 22.30| 4449.74] 0.13
6 201,69 | 19,25 3882.53 0.1
5 201.69 {16.20| 3267.38{ 0.09
[ 2 11.90 {13,151 2786.491{ 0.08
3 214,15 §10.10] 2162.92( 0.06
2 214,15 | 7.05{ 1509.76] 0.0k
1 234,46 | 4 937.84] 0.03
SUMA |2026.45 34573. 21} 1
Contribucién espectral
¢ = 0.40yv, Q=4 , c/Q=0.10
Niver (M0 g, F v
70 344,497 [ 3%.%50 [ 34,55
9 303.968 30.397 64,847
8 283.703 28.370 93.217
7 263.438 | 26.344 [ 119.561
[ 222.910 | 22.291 |141.852
5 182.381 18.240 | 160.092
4 162.116 | 16.212 1176.304
3 121,587 | 12.159 1 188,463
2 81.058 8.106 |196.569
1 60.794 6.079 | 202,648




Calculo del Perfodo
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1./33 seg
123

1 20.9142, Y2
T =63 lggy 735Ecy

T = 1,9038 seg

Segidn el espectro de disefo
T>T, 1.9038> 0.8

/4
1, T = Cp H
CT = 0,025 para concreto
H = 31.45 m = 3145 cm = 103.182 pies
T = 0.035 (103.182)37% .
2
EW, X
2. T o= 6.3 é ot B I
Zr, x,

v K V/K X(m}
34.45 ) 5640 | 0,00611] 0.1557
64.85 | 5660 10,0115 | 0,1495
93.22 6600 |o.0142 | 0.1381

119.56 }7530 {0.0159 0.1239
141,85 17800 [0.0182 0.1080
160,09 18300 |0.0133 | 0,0898
176.304(8930 {0.0197 | 0.0705
188.463(9200 |0.0205 0.0508
196.569|10060{0.0195 | 0.0303
202.648(18710{0.0108 | 0.0108

Reduccién de fuerza sfismica

c = 0,40,

re 1, T

2

=0.8, 7T =

Existe reduccién de fuerzas
sismlcas,

.9038 , Q = 4

a = (T,/T)" = (0.8/1.9038)" = 0.42

Kp=a (1= (1 -q) Ew/(wh) =



.18 (0.06) = 0.0105

278 -~

.5 rq (1 - q) V'/ ( V‘hlz) =

42 (1 -1(1 - 0.42)) 2026.45/34579.21 =

K, = 1.5 (1) 0.42) 2026.45/745,583.44 = 0.00099

K, % = 0.0105 91.'19 = 0.00105

K, g— - 0.00099 -"-,'.—‘ﬁ’- = 0.00010

nivel | wih, k, cra fun? &, oo F v vk |x(m )
10 6.022 18.038  J24.060] 24.060 | 0.0048 |o0.094
9 5.438 14,709 20,147 | 44.207 { 0.0078 {0.090
8 4,901 11.833  |16.734] 60.941 | 0.0092 |0.082
7 4.672 9.923  [14.595| 75.536 | 0.01003]0.073
6 4.077 7.474  l11.ss1187.087 | 0.01117]0.063
5 3.431 5.292 8.724{ 95.811 [ 0.012 ]o.052
4 2.926 3.664 6.594 [102.405 | 0.011 |o.040
3 2.271 2.185 4.456 [106.861 | 0.012 ]o0.029
2 1.585 1.064 2.649 [109.510 [ 6,011 fo.017
] 0.985 0.375 1.360 |110.870 [ 0.006 Jo0.006
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PROBLEMA E-21

Considere una pila fijada en la base, sujeta a una funcidn
de carga Po en el extremo superior, como se muestra en la
figura E-21.A , Encuentre las ecuaciones que gobiernen a la

respuesta del desplazamiento y a la fuerza axial.

P(e)=F, 4P

K=AE

L & = conatante Fo
»t
x
Pigura B2tk
Solucidn:

Las dos condiciones limite que deben considerarse en este
caso son:
At y=0 Zn{o}= 0O
At y=L R{L)=AEZ2'(L)=0
Sustituyendo el primer casc en la ecuacidon 4.1.8
Zn:An senw (0) + Bn cos w (0) = O

v v

Bn = 0

Hacliendo la primera derivada de la ecuacidn 4.1.B,tomando

Br=0 y sustituyendo la segunda ecuaridn queda:
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EA 2' (L)=EA An wcos Wl =0
v v

La solucidn trivial An=0 es exclusiva para un caso en par
ticular.
Si An # 0 entonces:

cos w (L)=0

v

Para lo cual
w (L) =2n-1
\4 2 "

La configuracidn modal de la viga estd dada por

Zn (x) = An sen Zn-—l."(l) Donde An determina
2 L la escala del modo.

y la frecuencia de vibracidn resulta

wn = /(m/v)2 EA = 2n-1. [EA
2

m 2 n

donde n=1, 2,3,4.... modos de vibrar

La masa y la carga generalizada resulta como:
¢ 2 L 2
Mn = j m(y) 2n® (Y) dy = m (y) J 2n(y) dy
L] ° '. 2
=m (y) An J sen (2n~1 77y )dx=
Q 2 L

Si An =1 Mn = L
2

y

L
Pn=JPu (y,t ) zn (y} dy = -Po Zn (L) = + Po

©

=
"

par
-n = impar

La respuesta de la coordenada generxlizada es:
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Mn Yn +wn2 Mn Yn = Pn

SPn (Z) senwn ( t=7T) 4T
Integral de Duhamel

entonces Yn (t) =E}‘-—R

¥Yn {(t) = 1 Pol 1-cos Wnt
Mnun  [Wn
= 2 Po, ( 1- coswn ¢t )

pa-

mL  wn

La respuesta del desplazamiento sera

o«
x{ y,t ) = & Zn (y) ¥n (%)
n=1

x{y,t) = Z raen 2n— 1 lll.] [ 2 Po (1—coswntl]

n=tlo 2 mL won
La evaluacién minima serd para 3 modos de vibrar,
ok
x(y,t) =8 Po L 3 + 1-coswnt sen ( 2n-1 T!Lj
T2 e nal ( 2a-1 )2
La respuesta a fuerza Normal resulta

N ( y,t) = EA dy
dx

of
=8Po L. § [+ l-coswnt (2n-1 ) W cos (2n-lypy

w2 pa enZ 2 L 2 b

ot
= 4Po b3 [: l-coswt cos (2n-1 wy )
LUt 2n-1 2
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PROBLEMA E- 22

Encuentra la respuesta dindmica de una viga, simplemente apoyada,
sujeta a una carga Po en funcién de tiempo localizada a una distancia

L/2, como se muestra en la figura E-22.A

P(t)

Hy
L 1 R
‘Lx L /2 L/2

KsE I, =constante,
Figura B-22.4

Solucién:
Las cuatro condiciones lfmite para una viga simplemente apoyada son:
At y=0 Z(0) = 0

M(0) = EIZ" (0) = O

At ysL Z(L) = 0

M(L) = EIZ" (L) =0

Sustituyendo en la ecuacién 4.2.3, tenemos:

Z(0)= senh An (0) + An" cosh An (0) + B‘nzenAn (0) +B"ncosA n{0)=0
2(0)= An" cosh An (0)+B"n cosAn (0) = O

y para 2"(y) tenemos

2%(0)= AZ(A'n senh An (0)+A"n cosh An (0)-B'n sen A n (0)-B"'n cosA(0))
24(0)= AX(A"n cosh An (0)-B"n cosAn (0) ) = 0

Para lo cual

A'n + B'n = 0 y A'n = B"n =0



- 283 -

por lo tanto

A'n = B'"n =0
Similarmente sustituyendo la segunda condicidn en la ecuacidn 4,2,3

y tomando en cuenta que A"n =B"n = 0 resulta:

Z(L) = A'n senh A(L) + B'n senA(L) = 0
z9(L) = A%(-A'n senh A(L) + B'n senA(L)= 0
-A'n senh A (L)+B'n senA(L) = 0
B'n senA(L})= A'n senh A(L) (2)
entonces sustituyendo (2) en (1) obtenemos:
2a'n senh A(L) = 0
De agquf que A'n = O ya que la funcidn seno hiperbdlicoc no se desvanece,

por lo tanto

2(L)= B'n sen A\ {L) = O Para B'n determina la escala del modo.
Si B'n=0 tenemos una solucién trivial exclusiva para un caso en particu
lar,
Para la proporcién de la ecuacién de la frecuencia tenemos:
sen A(L) = O
Parla lo cual
AlL) = n¥% ; n=1,2,3,..% modos de vibrar

+la frecuencia para A= nTr/L , donde por definicidén tenemos

;\d = wm ;u_)zn= 7\4!51 = {nm) EI

EI m L m
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o sea
n= (7\.1)2 EY
RN
o bien
nanz‘nz / EY
4

ml
La figura de vibracién es dada por la ecuacién 4.2.3, con A'n=A'ns=
B'n = O
Zn(y)+B n sennlty
[%
donde B'n determina la escala del modo.
haciendo B'n = 1 tenemos

n {y) =sen nW_ y
L

La carga y masa generalizada es:

34
>

- L
Mn= San (yymiyldy=m Ssenz allx d =
© ° L

o |

Pn =5L2n {y) p ( yot} dy =Po 2n ( y=L/2 )} = (LPo
° 1 n=l,5,9,....
donde o = -1 n=3,7,11,...
0 nspar

4

Resolviendo la ecuacién de r de las coord normales;

Mn gn =wn M an = Pn
. t
qn (t) « _1 5 Pn (%) senwn (t-T) Ay
MnWn Vg
de aquf que

<t
g (t) = 20tPo Ssenwn (t-T) d¥ =2p0fn (l-coslint)
n ° 7L wh
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La evaluacidén de la respuesta del desplazamiento es:

ot
x (y.,t ) =% 2n (y} aqn (t)
n=1

o
x{y,t) = s 2Po £h { 1- cos (Wnt) sen nhx
n=l L Wh L

La evaluacién de los momentos dindmicos de la viga.

Ayt =8 O 3%

dy?

x 2.2
}6( y.t ) = EI Z 2FPo & n (l-cosWnt ) (~-n"N°)

n=l @b Wn? L2

sen nMly
L
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PROBLEMA E-23

Los cuarenta pisos de un edificio largo que se muestra en la figura
B~23.A tiene una altura de piso uniforme de 3,20 metros, con un peso
por piso de 260 tomeladas ¥y con una inercia equivalente a
25 ecolumnss de 3,225 x 109 ol‘ oonstante . El piso de loSa es
rigidg, no se considera el amortiguamiento y la deformacién por car-
ga axial.

a) Determine la frecuencia de los tres primeros modos de vibrar,

b) Encontrar la respuesta mfxima de desplazamiento y el tiempo en -~
que se establece cuando la estructura es sometida a un impulso como

ge muestra en la figura:
A

3
fﬂ\uhlo por

) piso = 260 ton.
Po = 60To!
M
[
= .
5

r 1 t seg
Ngm 3,225 x 10%a*  Impuleo.

E = 210.9 ton/ ca’

P
——

>y

7 /AR

Figura B-23.A
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Solucidn:

Las condicicnes de borde son:

At x= o z{0) =0 (1)
2'{0) = 0 (2)
At y= |, M= EI 2" (1) = 0 (3)
V=EI2Z"(L)=0 {4)

Entonces para la primera condicién de borde
2{0) = A'n senh A (0) + A"n cosh A(0) + B'n senA{0) + B'n cos A(0) = 0
2{0) = A"n cosh A(0) + B"n cos A\ (0} = 0

.. A'n = - B'n

Para la segunda condicién

2' (0} = A (A' ncosh A (0} 4+ A"nsenh A (0} +Bhcos A(0)
- B'n sen A{0) } =0

2' (0) = A( A'n cosh A(0) + B'n cosA{0) )

. A'n = -B'n
Para la tercera condicién
200(L) -f("n senhA(L)+ A"n coshA(L) ~B'n gzenA(L)= B"n coaA\(L))= O
y para la cuarta condicién
27+ (L) -73(4':. coshA(L)+ A"n senhA(L)-B'n cosA(L)~ B™n senA(L) )= 0
reduciendo términos en las doe dltimas ecuaciones y expresandola en

un sistema de ecuaciones resulta

A'n (senh AL + sen "L ) + A"n (coshNL + cos AL ) =0

A'n (cosh AL +cos AL ) + An ( senh AL~senAL) =0
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en forma matricial

( senh ANL + sen AL } (cosh AL +cosA L) Atn

{ cosh NL + cos AL ) { senh AL~ senAlL } am]=?®

Para evitar la solucion trivial, se requiere que el determinante sea
igual a cero,
A= determinante = senh® A\ L ~ sen®AL ~ cosh® A L ~ cos?AL ~
2cos AL cosh ANL=0 °
por lo tanto
A =1 +cosAlLcosh AL=0
cosAL cosh AL = -L
Para encontrar los valores de la frecuencia tendremos que evaluar AL,
1o cudl ys fueron evaluados,{leer modos normales de vigas uniformes,
punto 4.6 ) por Young y Felgar .

Para una viga empotrada - 1libre

wodo AnL {Anii? wn/ W,
1 1.3751 3.5160 1
2 4,941 22.035 6.2668
3 7.3548 51.6972 17.5475

La evaluacién de las frecuencias serdn:

u)n=(7\nl.)2 ’ [
- 4
m L
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masa = W/ 981 = 260/9R1 = 0.265 Ton s = 265.04 Kg s*
cm cm

m (x)= m = 40 ( 265.04 / 12800 ) = 0.828 Kg s°
3
cm

nL® = 0.828 ( 12800 )? = 2.223 x 10'® kg o? cm?

Tp=3.225 x 107 eat

E = 210900 Kg/cm2

B I = 3.225 x 107 (210900) = 6.802 x 10'% kgecm?

Las frecuencias de los tres primeros modos son:

W, = 3.5160 6.802210'4 - 0.615 rad/scg
2.223 x 10'8

T =2 =10,216 seg
w

W, = 6.2669 (0.619 =3.854 rad/seg v Ty = 1.6308¢eg

W 5 = 17.5475 0,615 ) =10.792rad/seg »T3 = 0,582 seg



Los primeros tres modos son:

x/L
1.0 4 ¢ 2.000
0.96 -H’ 1.8898
0.84 . ‘ 1.5601
0.72 .13 1.2350
0.60 'f.; 0.9227
0.48 {4 o.63%0
0.36 ,4: 0.3806
0.24 4‘: 0.1402
0.12 ; 0.0478
0.00 {4 o.00
P
ler.Modo

290 -

[} 4 -2.000

. -1.61764

-

1

'J - ~0.49261

.‘.‘ 0.49475
1

4% 1.17895
)

4 L 1.4392

1.26626

4 ¢ o.78852
[

&

} !' 0.2567

;
3 o.00

2do. Modo

-1.28189
-0.94753
0.26103
1.32534
s 1.41376
0.61120

0.00

3er.Modo

La ecuacién de la respuesta de desplazamiento en coordenadas gene-

ralizades es:

q (t) =

——L———

o Wn

Integral de Duhamel

t
Pn(%isenWn (t-%) a3

L

L
Mn = J mix) n? (x) dx =m (X)I senz( 2n-1 Wx
(] o

2 L

Mn = 0.828 ( 12800 ) = 5 300.71 Kg-s

L 2

Pn o= j!’u(x,t) 2n(x) dx = -Po 2n(L)= & Po
°

cm

+ 0 = par

- n = impar
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La variacién de 1a fuerza a través del tiempo es @

Po = 60

ton

t (seg)

La solucién integral de Duhamel es:

q(t) =1 Po (t_sengt) ; para t € td
Mn wztd w

qft) = _1 Po (ta cos (t ~td) + sen (t-td ) - sen) &
w (3]

Mn wacd
para t> td

Para wl =0.619 rad/seg t&€ td
t 1 -~ Po ( gen W t , (‘t- sen )t ) q(t)

Mn w? w w
0.2 - 29.927 0.00349 0.19651 - 5.881
o.4 — 29.927 0.00€90 0. 39310 ~11.764
0.6 —~ 29,927 0.01047 0.58953 -17.643
08 - 29.927 0.01396 0.78604 —~23.524
1 C - 29,927 0.01745 0.98255 — 29,405




Pera )} = 3854 rad y ot < td

seg
t (L _Po ( sen Wt ) t- sen{)t q(t)
o witd w (-~
0,2 0,762 0.00349 0.19651 0.150
0.4 0,762 0.00698 0.39302 0.299
0.6 0,762 0.01047 0.58953 0.449
0.8 0.762 0.01396 0.76604 0,559
1.0 0,762 0.01745 0.98255 0,749
Para () 3 =10.792 rad v t & td
seg
t{ 1  _Po__ (sena)t) (t - senwt )} q(t)
4
Mn w:td w w
0.2 | — 0,097 0.00349 0.19651 -0.019
0.4 § —0,097 0,00689 0.39302 — 0.038
0.6 | _g,097 0.01047 0.58953 — 0,057
0.8 | —0.097 0.01396 0.78604 —0.076
1.0 | — 0.097 0.01745 0.98255 —~ 0,095




Para (.L)l =0,615
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rad/seg yit> td

t |1 =Po (t-td) kdcol w(t-td) senw(t-td)} | -senw t | q (t)
Mn w’{' td w w
15 |~ 29.927 0.5 0.99999 0,0087 =0.0262 |.29.403
2.0{.. 29,927 1.0 0.99994 0.0175 =0,0349 =29.404
2.5 29,927 1.5 099987 0.0262 -0.0436 {—29.402
340 {—29.927 2,0 0499939 0.0349 ~0.0524 |~29.396
Para (dz = 3,854 rad/seg y t> td
1 _Po - t-td t
t fa W (t-td) Edoolw(t ty) .2%0_(__) - ____“&U q()
1.5 | 0.762 0.5 0.99943 0.0087 -0.0262 | 0.748
2.0} 0.762 1.0 0.99774 0.0175 -0.,0349 0.747
2,5 | 0.762 1.5 0.99491 0.0262 ~0.0436 | 0.745
3.0 | 0. 762 2.0 0,99036 0.0349 -0,0524 | 0.742
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Para ul, = 140,792 rad/seg y t> td

t |31 Pa (t-td } |t, oosw(t~t,)|senwit-td) {-senwt | q{t)
- e d N T
Mo Wy td
1.5 |~ 0,097 0.5 0.99557 -.0,0087 ~0,0262 |-0,094
2.0 |~ 0,097 1.0 0,982%1 0.017% -0.0343 1.0.094
2.5 |- 0,097 1.5 0.96036 0.0262 ~0.0436 {-0.091
3.0 { ~ 0,097 2.0 0.92968. 0,0349  |=0.0524 {-0.089

Del resultado se aobtiene que la coordenada mixima para cada modo es
en el tiempo t = 1 seg. También se observa que la participacién mo-
dal cada vez es menor a medida en que nos alejamos del primer medo

de vibrar.

En los tiempos mayores de td se nota un decremento muy pequefio en -
los valores de las coordenadas generalizadas q(t), ocasionados por

las propiedudes geométricas y elésticas de las elementns estructu~

rales. Sin embargo el decremento es impercentible y no se conside~

ran los efectos del amortiguemiento, por lo tanto el movimiento se

jdentifica como vibracién forzada no amortiguada.

Entonces, los desplazsmientos méximos serén:

Mt)= g aqilt) 2
i=1



Para t =1 seg.

x(t) = 9y

x(1)9=29.405

— ——

2.00

1.8898
1.5601
1.2350
0.9227
0.6330
0.3806
0.1802
0.0478

b

0.0000
-

+0.749.
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200 |

-1.6176

-0.4926
0.4945
141789
1.4392
1.2663
0.7852
0.2567

o

= 0,095

2,00
13787
=0.3556
~1,2619
=0.9475
0.2610
1.3253
144138
0.6112

x(cm)

Tso.ah—q
«56.91

- 46,21
=35.82"
26416
=17.56
-10.37
- 4,85
- 1.27.

0.0000

0.00
b~ —
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- PROGRAMA PARA MULTIFLICACION Y SUMA DE DOS MATRICES

@81 REM ARREGLU MATRICIAL

@02 PRINT "DHME LA MATRIZ A®
@85 INPUT "ORDEN DE N ¥ M"; N,M
218 DIM AP(N,M)

@20 FOR I =1 TO N

@32 FOR J =L TO M

4@ INPUT AP(I,J)

858 NEXT J: NEXT I

865 PRINT "DAME LA MATRIZ BY
968 INPUT “ORDEN DE O V P*; O,P
270 IFNQDTHEN 289

9ae DIM 8R(O,P)

@99 FOR I= 1 TG O

189 FOR J= } TO P

119 INPUT BP(1,)

128 NEXT J: NEXT I

135 SCNCLR

140 PRINT *LA MATRIZ A ES"; Nj% %M
145 FOR I =1 TO N

150 FUR J =1 TO M

155 PRINT * " AR(1,3)

168 NEXT J: PRINT

165 NEXT I

167 PRINT °HULSE RETURN®

168 INPUT

178 PRINT "LA MATRIZ B ES" 0; " ;P
175 FORI =1 TO O

180 FOR J= 1 TO P

185 PRINT * ":BP(1,)

198 NEXT J; PRINT

195 NEXT 1

2@B PRINT

285 DIM (CP(N,M)

218 IF(N/M)<>(0/P) THEN 250

213 SCACLR: PRINT YLA SUMM DE A + B E3"
214 PRINT



228
225
238
235
238
248
241
245
247
250
253
255
258
268
263
265
268
279
273
275
278
288
285
290
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FOR I= 1 TO N

FUR J=1T0 M
CR(1,2)=hP(1,3)+BP(1,3)
FRINT P,

KEXT 33 #HINT

NEXT I

PRINT "PULSE HeTURig®

INPUT

DIM DH(N,P)

SCNELR

PRINT "LA MULTIPLICACION DE 4°8 £y
FOR I= 1 TO N

FUl J= 1 TU P

SUit= @

FuA k=1 TU M

DA(I,3) = AH(I,K) * 8FCK,J) + SumM
SUM= DP(1,3)

NEXT &

PRINT * ".0R(1,3),

NEXT J: PRINT

NEAT 1

3TUR

PRINT "ROU SE DPeRA EL ORDEWY
PRINT " MDE LA MATRIZ®
END
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PRUGRAMA PARA CALCULAR UN SISTEMA DE ECUACIONES:

4 REM SISTEMA DE ECUACIONES

6 PRINT ™0000000000000000CKX X000
7 PRINT

B PRINT "SOLUCIUN DE SISTEMAs*

9 PRINT ¥ ®: ®DE ECUACIONES®
18 PRINT

11 PRINT "0000G0000KO000000000X
12 ¢RINT

13 FRINT

14 PRINT

28 IWPUT "NUMCRD DE ECUACIONES®; N
38 DIM A (N,id) ,BCN) ,LUCN,N)

35 DIA ¥V (N),X(N)

48 FOR 1=1 TO N : FOR J=1 T0 N

58 PRINT ® LA ICF CLALFR AL LT
68 INPUT A(1,1)

78

NEXT J: NEXT 1

a® FUR J=1 TO N

9@ rRINT " B(";3;)=";
188 INPUT 8(J): wukT J

181 FOR 1 = 1 TO N2 FUR J=1 Tu N
11@ IF 1 = J THEN 14@

113 FUR R=1 TU (I-1)

115 5=5+LUC1,RI*LU(R,J) s NEXT R
128 LU(1,3)=(AC1,J)-5)/LU(3, )
13@ 5=2 : Gu TU 160

148 FO d=l Tu (I-1): S=35+LU(I,R)*LU(#,J)
143 NEXT R

158 LU(I,J)=A(1,])-5:5=@

16@ NEXT J:nEAT 1

178 FOR I=1 TO N

188 FCR J=1 Tu (1-1)

198 SR=5R+LU(I,J)*¥(J): WEXT J
2@8 Y(I)=b(I)~-o4 : Sr=0
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210 NEAT I

22@ FOR I=N TO 1 STEP -1

225 FUR J=1 TO N

23@ 52=524LUCI,J)*X(3): WNEAT J
262 X(D=(Y(1)-52)/LU(1,3): 52=2
25@ NeXT I

255 SCNCLR

257 PRINT: PRINT "LA SOLUGION ES:®
258 FRINT

268 FIR I=1 TON

265 PRINT®  X(";13")=";X(1): PRINT
268 NLXT I

278 END
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PROGRAMA PARA UBTENER LA MATRIZ INVERSA

w

18
28
3e
35
4
45

60

n

s

98
180
128
138
140
158
155
169
178
lee
190
220

228
232

236
237
238

258
260
3ee

REM MATRIZ INVEKSA

SENCLR

INPUT "ORDEN DE LA MATRIZ CUARDRADA®; N
DIM A(N,N)

FOR I=} TUN

FOR J=1 TO N

FRINT w (" I; v,"33;") =,
INPUT ACI,J)

WNEXT J: NEXT I

FOR L=l TO N

XeA(L,L)

IF X€)0 THEN 128

PRINT "MATRIZ SINGULAR®:END
A(L,L)=1

FOR J=1 TU N
A(L,3)=AlL,3)/X

NEXT 2

Fuit Iel TO N

IF I=L THEN 228

X=A(I,L)

ACI,L)=0

FOR J=L TG N
A(IL,)=n(1,3)-X*A(L,D)

WEXT J

NEXT I

NEXT L

SCNCLR

PRINT

rRINT: PRINT PMATHIZ INVERSH®
PRINT

FOR I=1 TO N: FOR J=1 TO N

PRINT * ws A(I,3),
“EXT J: PRINT:NEXT 1
END
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PRUGRAMA ©ARA ENCUNTRAR LA ECUACION CAHACTERISTIGA

1@ REHM "LEVERRIER -FADDEEU"

2@ INPUT “DAWE EL URDENY; N

25 DIM A (W,N)

38 IF N>=2 THEW S@

4@ END

S@ FOR I=1 TUN

68 FUR J=1 Tu N

7@ INPUT ¢ ":ACT,J)

8@ NEXT J: NEXT 1

98 FOR I=1 TO N:FOR J=1 TO N

" 108 8(1,3)= A (3,3)

11@ NEXT J: WEAT I

128 FOR L=1 TO N

130 TiAZA= @

14@ FOR I=) TO N

158 TRAZA = TRAZA + B(I,I): NEXT I
16@ PCL)= -TAAZA/L

178 FUR I=1 TD v

180 B (I,1)=8(1,I) + PLL) : NEXT 1
198 IF L<? (N-1) THEN 232

208 FOR I=1 TON:FOR Jel TU N

218 ADJ (I,3)= O(1,): WEXT 3

22@ NexXT I

23@ FUR J=1} TO N: FOR I=1 TO N
24@ TOL (1)=B(I,) :NEXT J

25@ FOR I=l TU W

268 PRUD = @

27@ FUR K=l TO W

2808 PROD = FROD + ACI,K)*COL(K) : WEXT K
299 B(1,3)=rRUD:NEXT 1

302 NEXT J: NEXT L

31@ SCNCLR

320 PRINT: rRINT

338 PRINT “ECUACION CARACTERISTICA®
348 PRINT: PRINT

350 FOR Lel TU W
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36@ PRINT * . B(L)

378 NEXT L

371 PRINT: PRINT

373 PRINT " NUT A ™

376 PRINT: PRINT

378 PRINT "LaA ULTIMA CIFAA £S5 EL TERMING®
BPPRINT * INDEPENDIENTE™"
398 ENO
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PROGRAMA PARA SOLUCIONAR UNA ECUACION CARACTERISTICA:

1@ REM NEWTON RAPHSUN

20 INPUT "DAME R PRELIMINKHY; R

30 INPUT "WUMERD DE INTERAUCIUNES®; v D I
4@ INPUT "DAME EL GRADO%; N

58 IF N> =2 THEN 7@

68 PRINT "ES DE GRADO =1%; END

78 =M+l

682 FOR 1«1 TO M

98 PRINT “A(";1;%)=",: IMUT A(1)
10@ APRDX = @,88) :NEAT I

11@ FUR L=1 TO NDI

128 B(1)=4(1)

138 FUR 1«2 TOM

168 BCI)sA(I)+R*H(1-1); NEXT 1.

158 C(3)=8(1)

168 FUR I=2 TU N

178 © (L)=b(I)+r"C(I-1): NEXT I

188 V=:i-tlit)}/L(N)

19@ HEL=RHS ( (R-Y)/V)

282 PRINT: PRIWT

218 PRINT "NUMERD DE INTERAULIUNES®; Li PRINT
220 PRINT ®APAUXLIMALIUN"; REL: PRINT
23@ PRInT "3 WRAIZ® 5 Vi PRIRT
268 IF RELL =APROX THEN 29@

258 R=¥: NEXT L

268 PRINT: PRINT

27@ PRINT °NO CONVERGE ENv; WDI; "1TERACIUNES®
280 END

29@ PRINT “LA RAIZ E5"; Vi PRINT

300 PRINT "LA WUEUA ECURCION £3%

310 FOR Ia) TU M

320 PRINT » " B(I); weA(I)
33@ WEXT I: ERD
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6 . CONCLUS | ONES

1. La din&mica estructural, es la parte especlfica de la
mecénica clédsica, que se encarga de estudiar las causas y efec-
tos del movimiento de un slstema estructural, a través de un in
tervalo de tiempo dado, Los resultados obtenidos dependerd&n de
1a forma de Idealizar los problemas; ya sea como sistemas dis--
cretos o sistemas contfnuos; y ademés, en cada caso, es de suma
importanclia, el criterio con que se fijen los conceptos primor-
diales de rigidez, masa y peso, el empleo del amortiguamiento y
la condicién de excltacién en que se forje el sistema,

2., El planteamiento de las ecuacliones que gobiernan un -
sistema estructural vibratorio, estar§ sometido por cuatro ti--
pos de fuerzas fundamentales; 'La fuerza de Inercia®, establec]
da directamente por la segunda ley de Newton; "La Fuerza Restay
radora' ,que dependers esencialemten del comportamiento del ma--
terial de la estructura, en la relacién de proporcionalidad -
carga - deformacién, que puede ser lineal (el&stico) o no Vi~ -
neal; 'La Fuerza Disipadora'; que se representa como un elemen-
to mec&nico, 1lamado amortiguamiento, y dependiendo su intenci-
dad, el sistema puede - denominarse como subamortiguado, msobre-
amortiguado y amortiguado crfticamente. Por Glitmo tenemos la
fuerza provocada por algln agente externo como por ejemplo un
motor, un sismo o una explosidn , y usuaimente la |lamamos como
"Fuerza de Excitacibn'.los dos primeros tipos de fuerza, son par-
te esencial y fundamenta) de las ecuaciones de movimiento de la
mecénica de vibracfones. Las éltimas pueder ser desprecia-
bles, sT las condiciones y el criterio de andlisis lo permite.
La consideracién de la fuerza de disipacién y excitacibn respec
tivamente y en forma independiente en la ecuacibn de movimiento,
hace que el movimiento se clasifiqw en diversas formas seglGn sea

su caso, por ejemplo; en vibracién libre, vibraclién libre amort]
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guada, vibraciéon forzada, vibraclién forzada amortiguada, vibra-
cién arménicamente forzada, etc. y a su vez cada una de estas -
divisiones, tlene una solucién en particular de su ecuaclbn de
movimiento.

3. La resonancia se da en sistemas forzados, es declr, -
en sistemas excitados por algln agente externo. La resonancla
consiste en la aproximacién de 1a intensidad de la frecuencia -
excitadora con la frecuencia natural del sistema, provocando 1|a
agudeza de los elementos mecinicos que trabajan sobre la estruc
tura ocaslonando una falla Irremedeable del elemento. Por esta
razén es recomendable que cuando se produce un sf{smo por acomo-
do del suelo, los edificlios de largos perfodos y frecuencias -
lentas estén cimentados en terrenos rocosos con perfodos cortos
y frecuenclas ré&pidas y viceversa. De esta manera se evita la
igualdad de la frecuencia del suelo con la de la estructura, -

por lo que la estructura sufriré menos deteriodos.

4. El anslisls de sistemas discretos, hace que una estruc
tura de “n'" grados de libertad se descomponga en '"n' sistemas de
un grado de llbertad. Slendo "n" el nOmero de masas concentra-
das con que se forma el sistema. Para é&sto se necesita hacer
el llamado desacoplamiento modal, el cual consiste en obtener -
Ya ecuacién de movimiento que goblerna a cada sistema de grado
simple, formado por la matriz generalizada de masas, rigideces,
amortiguamiento y fuerzas excitadoras. Cada ecuacién de movi--
miento de un grado de libertad podrd ser analizada con los méto
dos numéricos de la integracién de Duhamel (Como son por ejem--
plo: La trapecial, Simpson, diferencias centrales, Houbolt, =~
Newmark, etc,) si son sistemas forzados, o con la solucién ge-
neral de tas ecuaciones diferenciales cuando se trate de siste-
mas no forzados.
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5. E1 modo de vibrar de un sistema de varios grados de -
tibertad se define como ta configuracién o forma del movimiento
vibratorio en un plano, gque toma !a estructura en cada perfodo
definido cuando se obliga a oscitar. Existen varios métodos pa
ra encontrar los modas de vibrar de los cuales mencionaremos a}l
gunos: MHétodo de la Ecuacién Caracteristica, como método direg
to, y los métodos de Newmark,Holzert, Matriz lnversa, Stodola y
Jacobl, como métodos lterativos. La eleccién del método consis
te en la disponibiiidad de los medios de informacién, el enten-
dimlento y las herramientas de trabajo, siends ésta Gltima el ~
empleo de la computadora que hace que se simpliflique parcial o
totaimente el andlisfs, E1! tlempo que tarda la computadora en
procesar un programs también es un factor decisivo en la elec-~
cién del método, ya que impllica en 1a economta de! proyecto. =~
Entre m&s r&pido se efecute el progmmd m&s econbmico serd el -
an&lisis.

6. EV an&lisis sfsmico dindmico visto en este trabajo -
coansta de dos partes caracterfsticas; la participaci6n modal y
ta participacién espectral, En fos ejemplos realizados observa
mos que para cada moda se presenta una frecuenclia y un perfado
natural diferente que permite ordenar los modos de vibrar en -~
farma creciente con respecto a sus frecuencias y en forma decrg
ciente conh respecto a sus perfodas. De tal mapera que el pri--
mer modo siempre tendrid la menar frecuencia y el perfodo més -
targo, Entre mas pequeia sea la frecuencia y m&s largo sea e}
perlodo,mayor serd su contribuci6n modal. €1 reglamento, de ta
Comisién Federal de Electricidad, recomienda que en el andlisis
sismico modal espectral se considere la contribucién de todo mo
do cuyo perfodo natural sea mayor o fgual gque 0.4 segundos, pe-
ro en ningun caso podr§ considerarse menos de tres mados. E§ -
primer modo de vibrar tiene una configuracién de tipo simple, -
que en muchas casos se aproxima a una distribuctén tineal, con
un periodo natural conocido como perfodo fundamenta! de vibra-
cibn,
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E) an8lisis est&tlco parte de esta distribucié6n lineal -
basada en e! principio de la conservaci6n de la energfa, provo
cando que en algunos casos se obtengan disefios conservadores.
E! espectro de disedo determina el coeficlente sismico a partir
de fa mecroregionslisacién y wicroregionalisacién sismica; y ade-
més del perfodo natura) de vibracién., El espectro de disefio de
termina también el porcentaje de amortiguamlento para la que es
disefiada la estructura. Por lo tanto si cambiamos el porcenta-
Jje de amortiguamiento en el espectro de disefo, cambiar§ los -
coeficientes sTsmicos y se tendran otras fuerzas sismicas de di
sefio muy diferentes a las primeras. Con esto se hace notar que
el amortiguamiento sl Interviene en el disefio sfsmico modal es-
pectral y en el disefio sfsmico estético.

7. Los sistemas de multigrados de )libertad, donde el ni-
mero de masas que se forman, es muy grande, o en sistemas con -
masa y eldstica continuamente distribuida, homogénea, lsotrépi-
cos y que obedecen la ley de Hooke; son los llamados sistemas -
contfnuos. Ef andlisis de los sistemas distribuidos o contfnuos,
es semejante a los sistemas discretos; es decir, acepta un des-
acoplamiento modal en base de coordenadas generallzadas en fun-
cién de Ja longitud. Los métodos de an&lisis permite ideallzar
el sistema como una viga sometida a cortante, o flexién, o a es
fuerzos combinados, para lo cual, es necesario considerar las -
condiciones de frontera de) sistema. Esto hace que se extlenda
i1a idealizacién de sistemas contfnuos y permita analizar desde
la vibraci6n de una viga simplemente apoyada hasta la de un ed]
ficio de cuarenta niveles de longitud.

8. E1 objetivo de este trabajo fue la de agrupar la in-
formaci6bn b&sica necesarla para el entendimiento del comporta-
miento de estructuras sometidas a vibracién. PDesde el caso més
simpie, como son los sistemas de un grado de |lbertad, hasta -

llegar a los sistemas continuos. E! camino seguido fue la de -
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ordenar lo mejor posible 1a teorla que se presenta en varlos -
libros de dindmica estructural y darles alguna apllicacit6n, ela
borando y resolviendo ejemplos representativos y dldacticos -
con énfasis a la aplicaciébn de la computadora, Para ésto se -
presentan varios métodos iterativos simplificando total o par-
cialmente 1a solucién del problema. Los programas de computadg
ra presentados en este trabajo tienen la finalidad de mostrar -
algoritmos que sirvan de ayuda a)l estudiante de dinémica estruc

tural facllitando la comprensién y el uso de los métodos de and
tisis,
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