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CAPITULO UNO

IHTRODUCCLI OH

El  coeficiente de viscosidad cortante es uno de los
coelficientes de Lransporte mis utilizados en la ingenierfa y el
conocimlentc de valaores conflables para diche parametro es de gran
utilidad, Por otra parte, o8 bren conocido  gus estle coelflciente

maléculas de los

osta relaciconado con algunas propledades de Lo
flaides, cuestion que se analivarsa on este trabajo.

Para la evaluacién dol coolictente de viscozidad cortante

existen dos mélodos: ol de la teorfa cinédtica vy ol de la teoria de

wndionta de la teoria oiy

enfoquas : ol de flaldos diluides ¥y el de los fldldos densos, El
primero de los enfoques es descrito por la ecuacidn de Boltzmann,
vy el segundo por la ocuacidn de Enskog. Do este par de scuaciones
pueden obteners !as wouaci ones er congervacion Jde la
hidrodinidmica y a partir de estas ocuaciones pueden encontrarse
las expresicnes de los coeficientes de transporte, entre ellos el
de la viscosidad cortante.

Las expresiones para los coeficlentes de transporte dependen
del potencial intermolecular de las particulas del fluido. Por
ventajas de tipo téenico es  usual que las interacciones
intermolecul ares se modelen por el potencial de Lennard-Jones. For

otra parte, para flaidos denzos, las caracteristicas principales



del fluide dependen principalmente de la parte repulsiva del

potencial intermelecular. A partir de esto. se ha propuesto

utilizar un potencial de esfera dura efective para evaluar la
viscosidad cortante con teorfas de esferas duras como la de
Enzkog. Con esta propussta, el problema que surge es =1 de la

eleccidn del difmetlro de la ecafera dura a partir de nuestro

potencial modelo. Una opoion para el diamstro que ha mostrado dar

buenes resultades y gque se discute adelante, oz la de partic del

pardmetre ¢ del polenctal de Lennard-Jones y asignar un didmetro

nte del ostado ternmodinamice del sistenma. Esta es

efective depond

la primera opeién a considerar,

l.La olra teoria bazsada  en el principio de estados

ta teoria, la viscostdad de un fldldo es

En o«

correspondl ent
lgualada, salvo faclores, a la de un fldido de referencia, en el
pondl ente, Para este fluido de

estado  te dinfunico corr

nocezita doruna pouacion para la

Pelerencia

viscosidad, una ecuacion do estado, Deblido a la informaclidn que
manejan ambas teworiazn, olndtica v doe estados correspondientes, se

resul tados. BEsto

espera que este Gltimo modelo proporcionae mejore
es cierto, como lo mostraremos, para mezcelas dende los componentes
no son esféricos y tienen muchos grados de libertad internos. Sin
embargo, para mezclas con componentes esféricos y con pecos grados
de libertad internos, los errores de ambas teorlias no son muy
diferentes ontre si, cuando se les comparan con los  valores
experimnentales.

Existe ademis una correccisn, correccién de Enskog, al modelo
de la teoria de estados correspondientes. Dicha correccidn hace

v

uso de la teworfa cinética. Esta es propuesta para mejorar los



valores de la viscosidad por diferencias en masa y tamafio de los
componentes de la mercla, Para esta correccion existe un modelo
propuesto por J. F. Ely, que como voremss no da buenos resultados.

Bl trabajo que so raalize fud, on primer luger, el de

ssidad cortante dados por la tcorta

comparar los valores doe la vis

clndlica con log didmstros efectivos y los de la teoria de estados

La gsegunda parte de este trabajo consistio en

correspondient

Lo ol ameiios

aestudiar los alcances de la aplic

coxg y comparar & estos con los del modelo

en la correcciédn de Ens
de Ely.

resultados obtenidos de los

Para la comparacisn de 1

tomard comoe referepcia una  relacidn

modelos  anteriores,

1o de un ajuste a datos de

empirica; dicha rélacidn oz el result

la wviscosidad obtenidos ompertmentalmento. La relacidn usada en

ecte estudio T'us Lh propuesbe §oF v Stiel . Esta v ootras

relaciones empiricas se proporctonan en ol capitule 3. En ol

eouactén de Beoltzmann v

capitule 3 z¢ hace un brove estudlo

de la de BEnskoy. ecuacion  se  proporciona  un

bosgquajo de su de Ser deduce el teorema H v se
proporcionan las scuacliones de conservacidn que de ella resultan.

Por oltimo, =e eshoza el mrlodo de solucidn de Chapman-Enskog,

para ]l coeficiente de  viscosidad

deduciendose la wxpr

se exponen las mediticaciones que

cortante. Para fluldes
deben de hacerse a la ecuacien de Boltzmann para poder dar la
expresiédn para la =cuacién de Enskeog.  Ademis se menciona la
generalizacton de la ecuacidn de Enskog a nezclas, los problemas
soluciones a

que aparecen en esta generalizacién, asl como las

estos problemas. Por Ultimo =se da la expresidn para la viscosidad



ebtenida a partir de la ecuacidn de Enskog.
Para poder entendor el modelo de la viscosidad cortante

obtenide de la teorfa de estados correspondientes, se hace una

presentacion de onta Leorfa, Fosteriormente, s explica el porque
algunes  fluldes no cumplen con  esta  teoria ¥y como  puede
generalizarse la teorfsa de estados correspondiontes para integrar
a dichos flufdos. Adomids se presenta la mansra en que la teoria de

estados correspondientoes pusde ser aplicada a merclas. Con lo

anterior,

preseatan el omodoele para evaluar e viscosidod

cortante, junto con la correccion de Enshog. E s dosceribey sn
el capitulo 4. En ol capitulo 8 oo proporeionan los resultados que

se obtuvieren asi su deseripeion cuando e aplicaron ambas

eriben

Lteoriag, cindtica vy estados correspondientes. Tambidn se de

los resultados los medelos para la correccion de Enskog. Fl
propussto por Ely y nusstra proposicldn de aplicar didmetros
efectivos.

Por wltimo, en el capitulo B se presenta un resumen a manera

de conclusidn de este trakajo.



CAPITULO DOS

RELACICHES EMPIRICAS PARA El. CALCULO DE LA VISCOSIDAD CORTANTE

La dificultad de obtener la viscosidad cortante de una

ststancia v mescla on todos logs sstados termcedinamicos ha sido

parclalmente resuelta en las areas donde esta informacidn es

importante, reallzande ajustesn aempiricos de los datos
expazrimentales.  aqul  se pregsenta un resumon de este tipo de
ajustes.

AdDofinicidn de la viscosidad cortante,

Coandn se aplica un esfuerzoe Langencial a una poreién de un
fldido este se musve ¥ al wismo Liempo aparece un gradiente de
velocidades., Este gradiente es perpendicular al esfuerzo aplicado,
-

F ovalor maximo se encuentra en la regidén donde se aplica el

esfuerzo. Entoness, se define (3R] a la viscosidad certante como

la ravén del asfuor: aplicado al gradiente de velocidades que

aparece.
Dae lo anterior podemos decir cque la viscosidad eg una medida
de la friceién interna del flutdo. Esta friceldn tiende a oponerse
a cualquier cambio dinamice eon el movimlento ol Cldido.
Por como @5 definida, la viscosidad tiene dimensiones de
Cfuenzad Cilemned »C (angdtud)z = Conaoaed [ Clengitudd C temned 1

esta unidad corresponde en el sistema cgs al poise,



BiRelaciones para la viscosidad,
Cabe aclarar que tedas las relaciones que a continuacién se
presentan solo son aplicables a fluidos no polares; para otro tipo

de fldidos es necesario derivar obtras relaciones [238).

1DFlaido puro, bajas densidades

Para un fluido de esforas duras, en el régimen diluido. la
teoria cindtica da la siguients expresion para la viscesidad
cortants, n,

n = &6, 29

donde H o3 el peso molecular, T ez la temperatura, a es el
. 03,2
diametro de la esfera dura en angstroms y 177 o8 una de las

integrales de celisidn [(19). La viscosidad tiene entonces las

dimensiones de micropolses JuP).
¥ +

Para ol calculo de (}d'm cuande el potencial intermolecular

&3 ¢l de un Lennard-Jonas,

chr:» - 45{[ g ]

siendo o la profundidad del potencial y ¢ el valor para el cual

12

wWaed = 0, =me tlene la siguiente expresiédn general para las
integrales de colisién {331

. S S E . C o 4RT PsencST V-P).

P expCDT™Y  expCFT™Y)  explHTD

con 'I‘* = KRT~e, siendo R la constante de Boltzmann., Neufeld et af.

[331 realizando un ajuste de minimos cuadrados de los calculos

obtentdos por computadora, dan los siguilentes coeficientes para

12,2}

)



A= 1,16145, B s 0.14847, C = 0.82487, D = 0.77320,
E = 2.186178, | F = 2.43787, G = 0, H =0,
R = -6.435E4, S = 18.0323. W = -0. 7683, P = 7.27371

Al evaluar la visceoslidad .utilizando esta relacién, el error

promedio ques se tiene, cuands no se considera el dulitimo términe en
. 1,59 .

la  expresidn  general de [y w28 de  0.064% slempre que

=
0. 357 =100, Para lez calcoculos de la viscesidad gque se nocesitaron

calveular zelo o consideraren los primeros Lres términos,

2Hezclaz, bajas densidades.
Cuando o extiende al caso de mezelas, la viscosidad esta en

%

funcion g losn valoros carscteristicos de los componentes de la

misma, La forma gque @ata preszenta os (38]

donde ® e la fraccion mol del 1-ésimo compongnte, n es la
viscosidad del i-ézimo componente ¥ ¢ es un pardnetro de ajuste,
1)

An mejores resultades, es la dada por

e
ue

LLa expresion para ‘,&;) q
Wilke (45]. Esta os

1 + <o, /njn"’zcmjxrrf\) R

(S N T “ 1oz ’

[ec1 M HJJ]
b (bj. = 773Mi<;>”./6n\}4)). M‘L es el peso molecular del i —ésimo
componenta. El error prawdio es menor del 1% cuando esta relacidn

se aplica para calcular n,.-

3)Fluido puro, altas densidades.

Por argumentos relacionados con la tLeoria de estados



correspondientes, e epncuentra que  es conveniente  obtener
relaciongs para la viscosidad en forma residual (381, Esta
relaciédn tiene la forma sigutente

Cn ~ n e,

donde n° es la viscosidad para densidades bajas, la cual debe de

M Pp?7%  En esta lgualdad, T, ¥

“

estar en upoise (uPd, v § o= T,

Pc son la tomperatura ¥ presion critica, y M oes el peso wmolecular
del components del flaido. Jossi, Stiel y Thodos (22) proponen la
siguiente relaclon para este casoe
{in ~ 77""){" FUET Il 5pr + cpf + p:,r:,j + e,o: .
cor

a = 11,0230, 8 = 0.23364, ¢ = 0Q.58333,

d = ~0.407583, e = 0.063324,

en la cuil e, = p./pc. Aqui, & es la densidad del fluldo y p_ es la
densidad eritica del mismo, El valor de n asi obtenido tiene
aprosximadaments un crror de 10 con respacto al valor experimental

{38} cuande O. 1Spr£3.

O Mezclas, altas densidades.

Como en el caso de monocomponente, el ajuste de curvas a
datos experimentales e3 mas sencillo cuando se tiene la viscosidad
en forma reducida. En este caso la mejor relacidn propuesta es la

dada por Dean y Stiel (9). Esta se evpresa por

& . - . 1., 850
0o ¢ = 1.08Jexpll. 438 - expC-1.111 ) ,
y — w2 = 1.08 [oxpli. 4 3prm) expC-1.1 prm 1

n_ es la viscosidad de la mezela a altas densidades, uP,

n_ es la viscosidad de la mezcla a bajas densidades, uP,!



e, es la densidad pseudoreducida de la mezela, o 7p
m <
m m

p_ @3 la densidad de la mezcla, g~mol /em”,

=3 ms  la donsidad pseudceritica de la mezcla, g-mol/cm{

2 = P‘_ ./'cf.c ch

£ =
m m m m
16 . 402,.2/3
¢ =T M P '
™ < e 1
m bid
donde
(=28
1; = L ﬁﬁ;' temperatura pseudocritica de la mezela, K,
m i L
Z =1 xg% . compresibllidad pseudocritica de la mezcla,
‘m T 13
3 .
Vc = I uivc, volumen pseudocritice de la mezcla, em - g-mol,
m L +

P = 2C RTC fVc . presidn pseudecritica de la mozela, atmdsleras.

m ™m m Al
Para estas  wcuacionos, £ e la  fraceion mol  del i-ésimo
1
comporiente, B ez la constante de los gases y T , 2 ¥y V. sen
o < <.
1) 1 1

los wvalores de la tenperatura, la compresibilidad y el volumen en
el punto critico para el | -ggsino componnnte.

Esta ecuacidn e salisfactoria para densidades reducidas
menares de 2, en la cual el error propedio es de 3.7%. Los mejores

resultados son obtenidos para hidrocarburos y gases ncobles [(38).

La grafica de esta relacidén =ze nmuestra en la sigulente pagina.
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CAPITULO TRES

TEORTA CINETICA DE FLUIDOS

La teoria cindlica pretends explicar las propiedades {uers de
equilibrio de los fluldos, en términos de las  propiedades
microscopicas de las particulas que constituyven a dichos fluldos,
asi como de las fuerzas entre ellaz, Unoe do los propositos de esta
teorta we la de dar una explicacion ol hecho de que una amplia

variedad do fluyen segun la  eouaciéon hidroedinamica  de

Navier-Stokes, Ast mismeo, ol de  dar  expresiones  para los

Coeliciawiben do Lrancporta gue aposreesn en dicha eotacion,

La teoria cinelica ticne infeios cen los trabajosn de Do

Bernoulli, dlausiuz vy {31, ®ln empbargo, ol avance mas
impoertante fus heohe por Boltzmann, €1, en 1872, derivd una
ecuacion para la razénm de cambio de la (uncion de distribucion de
una partf{cula, en un gas diluldo fuera de equilibrio (101,

El primer intoento de generalizar la ecuacidn de Boltzmann a

altas dencidades, 1rud hecho por Enskog en 1922, Estas dos

ecuaciones son las que a continuacidn se describen.

AEcuacidn de Boltzmann
13Derivacion clasica. Fliaidoe puro. 8as moncatémico.
Huestra primera suposicidén al hacer la derivacidn de la

ecuacidn de Boltzmann, es que el flaido se encuentra en un régimen

11



diluido, Para este régimen, el volumen de cada particula es muche
menor que el volumen libre medio por particula w (=V-/H. donde V es
el volumen total ¥y N ez el numero de particulas en dicho volumen).
Entonces debe cumplicse que
d” « v, 3 noa i,
=

dende: n_ C=1-0) es la densidad numérica del fluido v d es alguna
longitud caracteristiica de las particulaz del rldido. Ademas,
contgideraromos quo ol potencial  intermolecular es de alcance
fintto (10,17,

Come  indicamoes  amteriormente, la  ecuacidn de  Boltzmann
describe ¢l desarrollo en ol tiempo de la funcidn de distribucion

e - . PN -
do una partfcula, fC."x,vl.t,J. Esta se define de tal manera que [23)

£CF LV L dar dv
i 1 4 %

es ol nimoero promedio de particulas que se encuentran, al tiempo
11 § Ve e 1 ety N . g o hod
t, dentte Jdo un olewsnte de volumen dr ) alrededor del punto vy
) - + .
tienen una velocidad entre v,y vt dvi. Dobe hacerse notar que el

tomando de tal manera que las

elemento de volunen dl?‘d?}‘ dehe
propledades macroseapleas del fluldo no varien apreciablemente en
este elemento, poro que tambidén sea capaz de contener un gran
numero de partfculas, sobre el cual tenga sentido realizar un
promedio estadistico.

El principal motivo de describir el comportamiente en el
tiempo de j'(x*‘t.\';x.t_'). vs debldo al hecho de que las propledades
macroscédpliecas de un rl1dide pueden ser calculadas a partir de ella
(391,

Como lo que nos interesa son las propiedades de bulto del

fluido, no se tomaran en cuenta los efeclos que aparezcan debido a

12



las paredes del recipiente. En la referencia [10] se discute este

problema.

Consideremos un gas sujolo a una fuerza externa me, siendo n
la masa de las particulas ,consideradns, v ? es la fuerza por
unidad de masa, Esta fuerza puede ser uncidn de la posicidn y del
tiempo, no azi de la velooidad (131, Cuando ha transcurrido un

Ltienpoe At, la velecidad de cunlquier partfcula gue no haya chocado

. - R
con alguna obra cambia de v oa v o+ ral v sy
1

i
Lo cambla de ¢ a
s i

-+ - R . e -+ 4 -+

rt* 51At. S oen un principlo halbdla f&rx.vi.t) dridv‘ particulas,

despuds de un intervaleo at, las miasmas particulas ocuparan el
L . R @A A

volumen drldv! alredador el punto Cr‘+vibt.vl+bAt). Estas seran

ahora

FOF +% AL,V 4FAL, Leatddd dv .
1S < i i kA

Sin embarge, el nimero de particulas en el segundo caso no serd en
gengral ol misme gue en ol priscero. BEste os debldo a los Chogues
que existen entre particulas. Estos chogues hacen que algunas de
nuestras particulas originales camblen su Lrayecteria, sallendo de
nuestra roglidn de interéds. Por el misme motivo. nuwvas particoulas
alcanzaran la regldn considerada, Este canbio debe ser
proporcional a d?;fﬂAL f13] ¥ lo representaremocs por Cdfxﬂt)cd.
de aqui

a7

- - * F-K X _ + -, . oF o )
(,0"(:(".4-\111\!.,.v2 FRAL, LHALD fCr A L))dridv‘ 3 _Dld! ‘thAL

Dividiendo por AL y haciendolo tender a cero, obtenemos

A af
9)‘ = [:)“{] ,
col
a R . a
donde Df = 3% + v~6 — F ﬁ‘a 3 f
Ty s

13



Como  primer postul ade,  consideraremos que el término

Caj'/(?L)c'L puede escribirse como [38]
Cor aLd  df db at = ¢ - [ oodl o at
col 1 2 + - E I 4

> EY .

donde M drxdvizzt representa ol numero esperado de colisiones que
»

ocurren durante el intervale At, en ol cual una particula que se

eneuentra on los iptervalos (F ,F +drf

- “¥ d
2oy (v, v -i'dv’) camblia su
- 3

. -3 -¥ ~» .
velocidad a cualguier olra v ; y dr ‘dv AL represonta sl nGmero
~ E

- »
de chogues donde la wveloeldad final de la partfeula ests entre v
1

> -+

¥ v tdy .

1 1
Para la evaxluancidn de estoz dos  térmdnes, es necesarlo
conacer la mecinica de las colisiongs. Debido al régimen dque se
estudia, el diluido, solo aquellas en las que intervienen dos
particulas nos interesan. Ya qus colisiones donde intervengan mas

particulas son nuy improbables y por 1o tanto poco importantes.

Por olro lado, COnslderar enos quer Las particulas

interaccionan a través de un potencial esfarlicamente simétrico, y
en consecuencia, las fuerzas ontre wllas seran de tipo central.
s Bupondremnos adicionalmente, que no exdsten fuerzas exteriores,
Las masas de las particulas que chocan son m vy m éstas se
acercan una a la otra con velocidades \71 ¥ \72, y se¢ alejan,
despues del choque. con velocldades i;; y 3;.

Para facllitar la descripcidn, elegimos a la primera
particula como nuestro orligen. As{, las velocidades relativas son

-+ -» - +
g=v, -V ,santes del chogqus, y g's v

, despues del choque.
De las ecuaciones de conservacion Cenergia y momentod es posible

demostrar [13] que fﬁl = ié;'l. e esto se concluye que la

trayectoria de la particula & después de la colisidn se éncontrara

14



especificada al indlicar los valores de S y de los angulos y y £,
los gue se tlustran en la figura {. Sin embargo. en el gas, lo gque
se tiene es un flujo de particulas del tipo 2 con velocldad 3 De
estas, conzideraremos solo, aquellas que tengan un pardmetro de
impacto entre b y b + db, v cuve angulo azimutal so encuentre
entre £ y £ + de&. Las particulas gue pueden chocar con la
particula 1 en el tiempo 4t (el cual dobe ser mayor al tiempo de
duracion de una colicidnd o onouontran on un cllindro Cllamado
cilindro de colistdnd., La base de este cilindro es bdbde y su

generatriz es §AL. de tal manera que su volumen btotal es5 gbdbdzbt.

Figura 1.Geometria de una celisidén bLinaria. La particula que

: . C o s el .~
colisiona tiene una velocidad inicial g y su velocidad rinal es
"'

g'.El Angulo y @3 el dngulo de dispersidon y £ es el 4angulo

azimutal, b es el parinetlro de impacto.

El numero total de particulas que intervienen en las
colisiones fue calculade per primera vez por Boltzmann haclendo
una suposiclién [391, la cual es conocida como la suposicidn del

caos molecular (Stosszanhlansatz), en la cual se considera que el

15



numero de pares de particulas en el elemento dif con velocidades
1

- - . .
en los intervalos v" VP ) y € < ;
1 [

“
o v v dv )y que son
H 2 2

capaces de participar en una collsion estd dada por

FOE LV AR oY fCF L0 L udl gt
i i 4 1 k4 2 1 2

Con esla supoesicion, ol ntmero de  pares que se  encuentran

dentro del cilindro de colisién estd dada por [13]
FOF v LY 0P LY L Wababdedy dY df AL
1 3 - i 3 i 4 1

Esta consideracidn no tnvoludra la correlacidn entre las diversas

pararse gque esta férmula =sea

particulas. Do

valida para liguidon o densos,  donde existe una fuerte

correlacion  espacial.  La de  caocs molecular es la

responsable  doe la introd la drroevacrsibilidad de 1la
ecuacion de movimientoe (137,

De 1o anterior, =l ninero de particulas que salen de nuestra

regidn de interen debido a lag colisiones o calzulada al inteagrar

o
z
-

sobre tedas las posibilidades de 32. by
N _ A . . +2 N et
I"_ = fdvz J.dﬂ fdb ginfCr ‘.J&|LJfCr1'V2'L)

Para las partliculas ganadas poer colisiédn, se Liene que
consgiderar otro procero, conocido como colisién de restitucidn., En
¢l, la particula 2 colisionar tiene velocidad iniclal 25’ y su
veloclidad inal deboerd ser (_’lj espués de diversos pasos simliares
a los de la evaluacidn de ', encontramos

- - . - =, B ) N

r = j‘dv2 Jde fdb gbscr LVrieogCr e

Al combinar los resullados anteriores, obtenemos la ecuacidn

de Boltzmann,

Of = j‘d(}z fdz:: Idb gbcf;f;"f‘fzj .

16



A N e
donde ji = f“x'\x't)’ f2 = /(11,v2,t,) ,
.o L e o g 3,
f’ = f(.rl.v‘.t). i, = f(ri,v2.L)

Una forma alternativa de escribir la eccuacién de Boltzrann es

la sigujente N
Bf = JC;’i._i'EJ .

donde el Lérmino de la derecha es conecido como el operador de

colisidn.

SdHezclas.

La extensidn de la wcuacidn de Boltzmann a mezclas fluidas es
sencilla. Para dsta  extensidn  se  plde que el potencial
intermolecular sea aditive por pares, Para simplificar las cosas,

donotames a la funcldn de distribucidn de las particulas de la

e .
especie 1 come fCr v .3, entonces J 07 .70 2z el operador de
L H b 18] T 1
; &
colisidn para lag particulas de la especiwes {0y J. S F es la
L

fuerza externa que actda sobre las part{culas de la especle 1,

tonomos ontonces pars osta espocie

19
B ¥ .
Caf 7oL + ¥ - 3 IR W N > T
1 1 v,k 13 . 1) i )
a 3 v& =1

donde k es el nimero tolal de componentes de la mezcla.

BPropiedades generalos do la ecuacidn de Bolztmann.
alInvariantes eolisienales y ccuaciones de conservacidén,

La ecuacidén dz Bolizmann o3 una ecuacién integro-diferencial
cuya soluclion general no e3  conooida. Sin enmbargo,  pueden
establecerse algunas propludades generales o importantes del

término de  coltision Este nos permite  delinear al gunas

17



caracterizlicas notables de sy solusidén.
La ecuacidn de Bolbemann para sl i-~ésimo componente de la

mezcla, pucde eszcribirse como

Df =L J‘Lff\‘f,) .

N

donde Bf = Cdf s> o+ -'.""-—m—-« PR f. Sea ¢ una

propindad de ia mezela la cual sole dopende de v, & = &V, su

razén de camblo dobido a colisiones se dofine como [13)

®

donde §L 25 la misma propledad que $, solo que para el i-ésimo

G5 Y
= M%;_ o b
Tt et

L
e col

componente, ¥y su razdén de cambio es [13)

&b 1
v e fad ow oy b
Z e 3 Jd‘/ IO
E o P O

Para este par de scuaclobes o es i« dendidad numirica dol (-dsime
1
componente vy n = ¥ n. La primera do estas ecuaciones puede
o L
1
escribirse despuds de algunes pasos algebralcos (131, como

N L=t I % 4P fin (b obCE & & - D - oLt g
("’L} o An LE fd‘i.ld")]dddb gbCh & @ = %0 = @D f SO
g i

donde % son  las cantidades correspondientes despuds de la

AY
colisién.
Si ahora multiplicames a la ecuacidédn de Boltzmann por ﬁi e

-»
integramos sobre v obtonamos

fa¥ 5 Df = ncoz o
L L <

il i ol

la que puede ser transformada, al integrar por partes, en

Fn <& 3 : 3%
i s -2 @y ety ¢+ |2
a ar Vo v a v ! . Jeot

18



donde los paréntesis angulados denctan el promedio de la cantidad
correzpondiente.  Para este promedio se ltoma la  funcion de
distribucién de una partfcula come la funcién de distribucion de
probabllidades. .

Al sumar sobre todas las compenentes encontramos el cambio

neto on 2, el cudl oo exprosa coma

Hndi>d 8§ da ; a0 3%
teLle = - CnguEdd 4+ n{f «———_; D o+ (:ﬂ—] } .

. R
Jdr - a

De dnterds ospecial es el caso en el que se tisne que
o+ D = B o+ B,
i } + }

¢, de manera equivalente

Esto nos indica que la propiedad ¥ se conserva en colisiones. A
dichas propiedades e lues conoce o Lovartan colizianales Fe
posible demostrar que scolo existen 8 invarlantes colisionales
linealmente independientes para partliculas sin grades de libertad
intvernos {173, Eatos son

v 12
& = m, T owomv o, $ = omv o, & = mv, &= =mV
1 2 x 3 y 4 = 5 2
Cualquier combinacién lineal de ellos también es un invariante
colisional. Cuande estos iInvartantes son  sustitulfdos en la

ecuacidén do camblo de la propiedad 2 se obtlenen las ecuaciones de

conservacidén de la hidrodinidmica,

1 dp [ -
& = m, —me T e U
p dt 0?
-
- de 3 a
3 = mv, P =L ek - —F,
dt oo a—br
§,=imv2' pg}f-«ia—[}?.g_a«»z:pﬁv,
2 dt » >
ar dr 8

19



en donde

d .3 + v g
i at o7
po = Bom fa¥ U f . velocidad del fluido,

9 o= v > - &, velocidad de difusion de la especie 1,

U =¥ - & . velocidad paculiar de la particula i,

P-1 m‘fch;x 6‘\(}‘1”L ,  tensor de esfuerzos,
+

L

[ ¥

1 .2
= L3 m\j.dvi U,‘Uf v flujo de calor.
t

p)Teorema H.

Junto con  las ecuaciones de conservacién macroscédpicas,
podemos  derivar otra propledad importante de la ecuacidn de
Boltzmann, Esta o3 unn relacidn cuantitativa que confirma quo los
procesos . irreversibles  eon el tiempo evolucionan hacia el
cequilibrio. Este resultado es conocido como teorema H.

Para ello consideraremos una maezela en la cual lag funciones
de distribucien de cada componente son  independientes de la
posicidén. Adlclionalmente  supendrencs ques no  existen fuerzas
aexternas Uy actien sobre lax particulas. Bajo estas
consideraciones la ecuacidn de Boltzmann para mezclas es entonces
reducida, y para la especie | tenenns
af

ECL = }j:fd(;j fae Jab gpcsr st g2

Se define a continuacidn una funcional, de la forma (10,13)

20



H(LD = T fde Fing
1

af
Derivando ezta ecuacidn con respecte a L y sustituyendo EE'L' es

posible reescribirla como

Vo

. - L 2 3 v bl £t gt 4 g )
ar " E}‘:}J:fdv". fdv) Jae fav gL(fif’ f_t[’)lnf\f) .

D2l dlgebra seo concee gue la cantidad (%-yDlnlx/y) es positiva,
exceplo para x=y, donde se anula. Ast

dH

dt

1A

o .,

lo cual nos indica que la funcional H es no-creciente en el
tiempo.
Cuando Lam, H tiende a up limite finito gque corresponde al

estado en el cual (dH-dtd = O, En este estado ha de tenerse
+ i v+ * N
lnfL ln,J lnj‘L ).hfJ

es decir, 1..,’L LSoun Llavarisets ealistional. Por este sotlivo, lnf':
delsr ser una comblancidn lingal de loes invarlantes celisionales
anteriorrenty mencleonades. Lo forma final de /‘ ez [13]
if.Ciél,) = n Cm /}Jrzk'l)q/;’exp[ - UERTY

Ay i 1 t 1T

la cual es la funcidn de distribucion de velocidades de Maxwell en
el equilibrio Ltermodinamico. En ella se definen adlicionalmente los
sigulentes parametros

n o= fgﬁ'fl/_t ,

Si-tpge [Eavn]

i

siendo m la masa de las particulas de la especie i.
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4280lucien de la ecuaclon de Boltzmann.
adMstodo de Chapman-Enskog.

Comno se menciond al principlo del capitulo, la ecuacion de
foltomann deseribe la evelucidén temporal de la  funcidn  de

distribucidn do una particula =n un gas diluido, Sin embargo hay

que enfatlvar que dicha evolucidn ectd determinada por los tiempos

der relajacidn caraclaristicos del sistoma, Estos Liompos  estan

relaciondaues O Yanagltudes bisicas I8 dol gas: el aicance

efcctive de las fuerzas intorseloculares, ¢ o ol camine libre

medlio, ¢ Clongitud enbre chegues consecubives), vy alguna longhtud

macrogcdplica caractoristica, como la longltud del contenedor, L.

que satisfacen la ecuacidn de

De  tal manera  gue pars

Boltzmann wstas longitudes cumplen la siguicenlo relacion
roo« dow L.
(=]

Asociadoz a estas  tonglluwdces oo tlenen los  tiempos L‘rro/\'n.
e

t p:[/\f9 Y

| Lov oy que corresponden a Jdividir las longftudes
m. a

muz:r:
por alguna velocidad caraclerfstica, v . Esta velocidad es
w

genaralmente tomada coms la el sonldo en dicho sistema. Los

tiompos satisfacen la relacidn

Lot « L .
[~ mip Mo

La primera de estas desigualdades expresa el hecho de que el
gas se ancuentra en un régimen diluido. Por lo que cada particula
se encuentra mas tiempo en vuelo libre. Este vuelo es interrumpido
ocaslonalmente por colisienes. La segunda destgualdad, t «t '

mfp macr

permite describir la evolucion temporal del  gas hacla el
equilibric térmico en dos etapas [(81:
DPara Licnpos menores gue t , etapa cingtica, para una adecuada

mip

aa



deseripeion de la evolucion hacia el equilibric ol gas ha de ser
descrite por fCifid;‘,t,)A La tfuncidn de distribucion debe ser

obtenida de la solucién genoral de la ecuacion de Boltzmann;

O Para L = L ctapa hide

L s t o inamica, dende el gas para  una
wip ¥ qas, | n
i

descripeidn adecuads on Zu ovolueirdn hacia @l wquilibrio, pueds

ser descrita por lan § cantidades hidredinamteas nCr.t), o0r.t) vy

. = -
TCr.td  en lugar de ,,/‘\ri.v‘,t). cantidadesz  wa han sido

definidas anterlon s

hidrodinamica pusde entenderseo

La existoncia de la
la sigutlents argumentacidn., Para cualgquier estado inicial tedas

lag particulas habrin tenido warios decpuds de un tiempo

particulag

wdes de la

ot . Purante cada cwlisldn laz weloc
mip

inveolueradas  cambian mucha  debido & laz intaensas fusrzas

.

L
©n consetweneia Jer A L2 cambia muy

intermolecul are
vapldomente ron el tiempo. Sin esbargoe nlr, ), L Y TR, L) no
cambian apreciablemuinte dobido a celistones, ya que ¢l nlmsro de
pat‘i,icul;\.s, Junto con su energla y momento se conservan durante
col isionas.

Con lo anterior, so propuso una solucidn especial a la
ecuaclédn de Boltzmann., Eata proposicién fue hecha por Chapmann y
Enskog (1331, En esta proposicion, la etapa de interds es la
hidrodinamica, con lo cual f estsd completamente determinada por
las 5 cantidades hidrodinamicas mencionadas anteriormente. Asi, la

ser camblada on la sigulente forma

dependencia temporal debe

[P P S >
J L R o R i I AS MV £ (PR B
177 ) PR
e t
m{ g
Para encontrar la soluclén con esta forma para J/ hacemos un
'

desarrollo en serie de potencias de un pardmetro que se




contlderard pequefio. Al sustitulr oste desarrollo en la ecuacidn
de Boltzmann y al comparar ambas serfes, las igualdades que deben

cumplirse son

k
5 J\,Cfi(m,f"“") -0, ‘L= 1,2,.. ..k,
j=1 3] H
k [$e3] 11 2) x {r) (s 1]
SIS A A SECRNE o B OF SLLIN A G
Jzi oA, jzi il

¢ry .
Agul f representa el n-ésimo terminoe del desarrollo de f
[ P
O . .
La solucidn de es Jdel tipo de una maxweliana (13) para
v

cada una de las componentes, es decir,

(0} e e 2
fi = 1 Om A2k axpl-m U 28T, on 18,0000k,
1 1 T
Para obtener las soluciones do loe demis términos, defininmos
L ATyt . B
la funcidn A EY fl /f& . Con esta definicidén la2 ecuactones a

resolvar son ahora (16,131

k 13 3
HENFASVAPIEES IR AT ALEEIES S MK A
i1 3 I J =1 LS I 1 o1 LP]

donde

i

> - N [T, 3 e AV o A
LIWe = [aV, fde [db gbsWf 7o + b - ¢ - @)2

Para r=1, tenesmos
0 x -+ 1}
:Df’\ =~—ELUCv)¢> , L= .2, k.
=1

>

- <0 )
Conocenos la forma de /l , de tal manera que su derivada es
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m U m
i on 1 L LYy d s
Df T wf {-;;r C“n d -+ {_2«,? é-}u‘ = InT + TT[QD‘ §ULU].;-?— DA

con

3 [ ni. nx (')L a ., ‘OL Py pu. Y
Aol ol B S e S DS Inp - o FL - z - F.
dr I r & }

Este términe ez conocido como la fuerza de difusién de la especie
L. Ademas P o= nkT ¢ 0 es el Lensor unitario.

Bl opwerador LL;CC'L) s isotrdplco (101 v por lo tante, el tipo
de soluclidén de rj,\:” debo ser do la forma [13)

o) 1 &y - i R b g =
¢_‘M~ngrﬁic§, K T InT “(E "v '
3

g r ¢ r

en la cual

a2 -y,

1 [ J2] %
}
B = peudt
19 1 1 %
A = acudt
t 1 t 8
B = BCUOD O - L%
i i i 37t

Bustituyendo la expresidon propuesta para ¢> Y en la ecuacién que
i

esta debe satisfacer, encontramoz las ecuaciones que deben cumplir

lasg tres Ultimas expresiones [13]

(B3P = L fae s - Ly de Nt (S
n.p p'p P ] 3

PP i
F () mJU:j S B
{ a]~-—}j:_fdjfj T iadili{ LIS
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donde al. a y [E son funciones arbitrarias definidas para cada
conztituyente de la mezcla. Las {ntegrales de parentesis estin
definidas por

TOY ()

7OCR *F -F'-F 006 +G -G ~-G") ,
i LR B LS R |

(F‘.G}:Z% y; ? fd:{fdgjfdnfdb aby!
para cualesqulera dos cantidades F y &,

Fara cblenor los cosflicleontes Df, A ¥y B se han  propuestos
diversos métodos. El mas ventajoso (10} es el propueste por
Burnett (41. En ¢l se hace uso de lus polincmios do Sonine., Estos

se definen como (131

n
Lo . capyPTCmindl)
S 0% ¢ p?f = Cn-pd T idmepy

Estos polinomlos son funciounes proplas, con argumento :—anz/h.T, del
operador de colizidn linvarizado para las molédculas de Maxwell
Couyo potencial es riskr ) 1101,

Al zustitolr las exprosiones para d{“. 1'53. K\. {B& y {B,E} en

la expreslon del tensor do presidn, obtenemes (131
1. &
P = pl - gkr((B.LBJ:b .
‘donde & o8 la razdn de cambio del tensor de esfuerzos, sin traza y
con componentes

1 a”t a“j] 1 8 - .
= + —-§--——-u 2]

T EEN 7%
donde 6” s la delta de Kronecker, vy se define el coeficiente de
viscosidad como n = ::t-h'l'(iB.iB).

Para ol caleculo de la viscosidad, primero consideraremos el
calculo de la integral [B,E)]. Como funcidn de prueba para (E‘L

tomaremos una combinacién linwal de polinomios de Sonine,

\
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n- £
E = Ecudctd - 2P - ™ st d - Lot
3 [N it 374 p=o vup 52 [RREY 3

§, ."FL\,' 1/2‘*
c - o= s .
on LL [ahT] U\
Lo que e plds ontonces, os que

5

k
(E,E1 = 2kTY T

Qv n) ime
{' b b
[

Lyt L, Y =0

1) 1,4 T

sea maxinmo., Eosto resulta doe un método variaciconal [(13). En esta
. T .
ecuacién, HY oS una Mpresion guo invelucra integrales de
i)
parentesis, del arqumento £ (131,
19

La anterior condicidn e¢s cumplida cuando

¥ on-t a ins - n
- e iny 2 s 4 . - -
h?t };_0 H” Uj.q S RTTh ép,u P -3 -~ NS p=0,1,...,n"1,

donds we ha tonado solamente hasta el polinomio de Sonine de orden

n. Esto ez 1o gque s conoce como la p-dsima aproximacidn de

Enchog.
Tomando 1a expresion para Et y ubtilizando esta Gliima
condicidén, se obtiens

[E,E) = SECn b,
L=t 1 V.0

de tal manera que la n-ésima aproximacidn para la viscosidad esta
dada como
k

i
[yl o G —ékT‘ E Cni/n)b

[ETY

in)

iy
Para las subsiguientes ecuaciones, scolo se considera el caso
de esferas duras.
FPor otra parte, los coceficlentes HP? para p=0 y q=0 que se
1S

requieren, pueden escribirse come



x b 2x o x nom
HOO . % . X '\ t 3 . mt
vi o 1 3 n N
Y)\ 1 t=s v 73Cm 'f'mt) %
CLand '
4 mon
0o s

Ry = TETT
y )15 + {m ‘h'?x_)z
v 3

dondse,

e Cam R YE
h)llr~i S

£

e
i

- e 122
CErm  RTD
]

siendo moy a las masas v radios de la especle |,

~1 -1 -t
= I + om N
3

a = Co+adr 2, i
[ iy L

v
y % oes la fraccion mol del compononte {.

En la primera aproximacion (n=1), lovs coeficientes b?;

caloulan de lag esuadcionos

]

koo :
JE'LH\'-J A

,nl/n). i=1.,2,.. . k.

‘Reselviendo este sistoma y sustituyendo los resultados en

exprasidén para {pl  encontramos
e}

H H x au oo
14 [ Y H
" 14 1k
[nh = - - .
Qo oo .
- x o
ke e % PRGN T
. ke ¥k
% ERVIR )
k

BYEcuacion de Enskog
1)Fluide puro. Esferas duras.

\

Como se indicd anterlormente, la ecuacidn de Boltzmann

28
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vialida para describir fluldos en ol reégimen diluido, pero si se
stA Interezado en (ldldos densoz eg necesario desarrollar una
Leorfa que sea aplicable en oste reégimen.,

El primer intento =0 da generalizacidén de la ecuacidn de

ha por Dovid Enskog en 1822 (31, Para ello,

Boltzmama fue h
consliderd ol caso de esferas duras, Desarrollamos a contlnuaclidén
una derivacldn intuitiva de ecola wovuacldn.

. ~ . N

Sra e owl ovaolor guo oune fos contros do las particulas, vy que
entonces @) términe do colisién on la ecuacidn de Beltzmann puede

ser escrito como
" N " y
j(?.&.&)fcﬁ.ét.t)a 3 81dEavay dfaL
1

= oG E)d8, siendo ¢ el diimebro de las

en donde tlene quoe g
eaferas del flatde (107,

Sin embargo, p;‘.l“.'fx gasns densos, se deben de tomar en cuenta
Jles sigulentes azspectes (131
OPebido al tamaffo finito de las particulas, los centros de las
particulas en colisidn no se encuantran en el mismo punto. Por lo
que si en el instante del choque ol centio Jdé la primera particula
se encuentra en I, la segunda estara en f-al.
DENn un gas denso, el volumen por particula yva es comparable con
el volumen do cada particula. Asi, el volumen en =21 cual una
particula bpuede encontarse se reduce y la probabilidad de que
ocurran collsiones se incrementa. Para tomar en cuenta este efecto
se  introduce, en (=38 térming  de  colision, la funcidn de
distribucidn radial de pares de dos esferas en contacto (10). Para
este caso, Enskog temd el valor de equilibrieo local para 1la

funcidén de distribucidn radial (311,
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WOLa hipdtesis de colisiones binarias se mantiens, ya que la
probabilidad de que ocurra una colisién  entre tres o  mAs
particulas es {nprobable para el case de esferas duras.

Al tomar en consideracidn lo anterior y siguiendo argumentes
similares en la wvaluacién del término de colistén para la

ecuacion de Sollomaenn, se oblicoos la counclen do Unskog,

i N RO ] T . . ‘ T
%;-fc?.\.".t) + et JOELE u-‘z.m»i’g: FeEL UL =
- . g r Jd v

i d:}‘_fd?; alg-2loc-a- O G ol 7, VL L £ -0l 43§, £

- x(?.r’mi&!)f(r‘,G.ufchai—;.?/t.w) ,

donde & es la funcidn de Heaviside.
Do esta ecuncién pusden darivarse ecuaclones de conservacidn.

Estas tlenen una forma sindlar a las dadas por la ecuacidn de

+
wann. Cgle gus o agqul ! wvector de floie de ealor, A, v el

tensor de la presién, P son reemplazades por (13)

- - v b
q = qk qP ,
P =P +F

k P

Aqui ak y lPk son las contribuciones cinéticas, al vector de flujo
de calor y el tensor de la presién respectivamente, debido al
movimiento de las moléculas del gas. Estas son las mismas que las
dadas por la ecuacidn de Roltzmann, Mientras que r':.(p y (Pp son las
conhtribuciones provenientes de la transferencia por collisiones, de
la energia y momento, respectivamonte,

La expresidén para la viszscosidad cortante que se obtliene, para
2] caso de fldaidos monocomponentes, es (101

7)EC na, D = %Cl + I—énnasx) 27706 ™ + Fé}xza‘xc amkTD 12
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donde N, es el valor para la viscosidad de esferas duras dada por
la ecuacidn de Boltzmann., Ademas, n y T son la densidad numérica y
la temperalura. For otra parte, y=x{nd. es la funclén de

ko (1Q7.

distribucidn radial de pares en conts

ZIMezclas.
La primera generalizacidn de la ecuacidn de Enskeg a mezclas

o hinario, Posteriormente

fue realizada par Thorne (7] parae el

lo hicieron para nultloomponentos., Una

Tham vy Gubbins [

div merclas, €5 que no es claro en que

dificulatad, en el
punto debe ser ovaluada la densidad gue aparecs on la funeldn de
distribucidn radial. Bsto debide o 1o diferenciae de masa v tamafo
de las esleras en la mescla,

Rarajas, Garcla-Colin Y Fima (i1, exami naron las
conggcuenel sl de sleoir: el punto medio, el punto de contacto y el

e coligidn para evaluar  ie

centro de masa de  laun
densidad. Elles mostraron que ninguna de estas elecelones debfa de
ser preforida, va que todas ellas conllevan a conflictos con la
termodinamica irreversible, pues al derivar  las  escuaciuhes
hidrodindmicas, el conjunto de coeficlentes de difusidn y difusion
térmica no satlsfacen las relaciones reciprocas de Onsager [10).
Esto cuestiond la validez de la llamada teoria ezténdard de Enskog
CSETD.

Para resolver este probleomna, van Pei jeren y Ernst {21
propusieron una generalizacidn alternativa de la teorfa de Enskog
a multicomponentes. Esta os conocida come (eorfa revisada de
Enskog CRET). En ella tomaron 2 la funcidon de distribuclidn radial

de la mezcla, z .. como una funcional no local de los campos de
B

31



denzidad de los diverzos compenantes deol flulde. Haciendo eosto
obtienen una teorta consistente con la termodinidmica irreversible,
ademis de que esta formulacion tiens un toorema H (401, La férmula

propuesta por van Beijeren vy Ernst es

. . 1 - o
[gr + v .,ﬁ: . c&‘/ma-__f’«_; ch‘r.?r.w 2 I CAAED
v Yoy v d v - 1= v
donde
C = {f A "!{\ Q(Q"’ a9 z
J,‘jcf.l.fj) i av, v el vﬁ)(e: V,;)ai,
4 b -~ R ~ A
BT * = A
Equr.r u{}v...!(n‘:))f_lCr.vi.L);’)(r«va‘jc.vj.‘,)
- x(?,gﬂa SIEn O f (R ¥ L/ Lr-a &, v, 01,
3 %) + 1 v b) L) 3
con .

a = Ca+al &
1 1

Aunque van Bol jeren y Ernst dan una forma general de solucidn

para la wouacldn, no derivan expresiones explicitas para los

coeficientes de Lransporte, Este trabajo es realizado por Lépez de
Haro, Cohen y Fincaid (311, usande el oscalamiento propuesto por
Barajas et af. {1). Elles desarrollan un mdtode similar al usado

para reseolver la ecuacisn de Bollzmannh, dande la siguiente

expresidén para el coeficiente do la viscosidad cortante
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1 k a X a n 3%
s o= + =], INQ . e R
m=zE [«1 s L™y ijuij]n To,
(%3 § Pk S
4k % nm_‘m)k. Loz ‘
+ s L VRN ST 9
. 152 L m o+m nxnja\)l\)
L OIS s 3}

Para que estos resultados puedan zor aplicedos o los flutdos

eres adecuados de los Jdi dnetros

reales se deben de proporcionar

de las esferas duras Celd para cada conponente Jde la mozcla, Bn
1

eeta linea e trabajo una posibilrdad

calcular un didmetro efectivo & partir del polencial utlilizado

para modelar cada componente de la mezecla, En > trabajo. =l

potencial  modelo utilizade es el Lennard-Jenes. £ melodo de

Lo s el apdndice.

obtaner ol diimetre efectiveo se d
Linea de trabajo se ha infclado reclontoemente {8 vy es lo que se
usara para raali{zar el ostudio numdrico sobre la vizcosldad y la

comparacidin con Lo Lerria da ectados correspondientes,



CAPITULO CUATRO

TEORIA DE ESTADOS CORRESFONDIENTES

A) Anlecedentes

la idea do gue la ecuacion de estado de un flaido vy sus
funciones ternodindmicas afines se  puedan exprasar  de  forma
universal utilizande varfabloes reducidas tiene sus inlcies dosde

o duoastas variables ez lo que se

fines del siglo pasadeo. Bl
conoce cono wstados correspondlientes. Do esta manora sl 2o conocen
diversas propledades de una sustanclia. «stas pueden se utilizadas
para predecir valarss  de las  wmbsmas propledades de  otras

sﬁshan«:j as que no han gtdo esiudiadas experimentalaente, pero guo
reu;‘xen clertoes requicitos gue menclonaremos a continuacion,

La praimera teorfa de estados correspondientes fué propuesta
por van der Waals en 1873, £l derivéd su ecuacidn de estado on la

forma [361

P =1Cv, Ty 1
r rr

donde Pr. vr Y 'I“r son la presisdn reducida, el volumen reducide y

la temperatura yeducida. Estas se definen por

P v . T
Px_= B ’ vr= v » 'lr~~:f— '
< c c

donde ol subindice ¢ indica el respective valor en el punto

critico,
AY

La razén por lo qu2 esto es posible, es deblde a que los
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poltenciales  {ntermoleculares de  divers

grupez do mol&culas
pusden ser transfermados en uno solo mediante la multiplicacién

adecuada de ciertos parametros, como lo seffal aremos @n breve.

B) Poslulados v derivacion

El  primor  desarrolleo general  desde el punto de  wvista

microscépico sebre la teoria de estados correspondientes CTECI fué
dade  por  Fiizer (347, Sus argumoentos han side ligeramente

HEL

D1y Rowlinson

£411, pero nanteniendo la idoa basiea.

So opresenta aqui una derdvacidn a nivel molecular de la TEC,
Ella tiene como principal wontaja. sobre la der{vacion
HECT OO0, in der ularitficasr Las aproxemaciones heahas,

indicando de

manora los dominieos de validez que n‘.r:ben't:m‘
esperados.

Sl oen esta teoria so desoan comparar sustancias poaliatdmieas
con mopoatémicas, ea necwsar lo elimdnar ¢l efeclo de grados de
libertad intorno. Para ollo la TEC hace el siguiente:

POSTULADO 1. la funcion de particidn canédnica puede separarse on

contribuci ones translaclional &  iInterna, que  son mutuamente

independi entes,

o . : oL )
Q= Q CNTV) Q. CHTD

Para esta relacidn, N es el ntmero de particulas del sistema,
T es la temperatura y V es el volumen., Por otra parte, Qint se
supone independiente de la densidad. En consecuencila, para una

temperatura dada esta toma el valor del respective gas ideal.

Este postulado ez valido solo para bajas densidades ¢ para

@
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rluidos monealdémicos & cualquier donsidad. La ecuacion ¢2) no os
satisfactoria para cuando Uratanos con fluidos cuyas noléculas
tlienen un numero grande de grados internos de libertad & en donde
aparecen puentes do hidrogeno.

Hormalmente, las diferenciaz  en  ehergias para  ostados
cudntices consecutives correspondientes a les grades de libertad
translacionz! con auy pogqueios on comparacidn cen KT, donde k es
la constants do Boltosoans Por ocoto, la TEC hace ol siguiente:
POSTULADO 2.El movimlonto oxterno de los centros de masa de las

moldculas, o3 e

nefalmonte olisico, y por tanto, la estadiglica
de Boltzmann puede ser usada.
Al uando  oste  postulado se  cumple  podenos  usar el

hamiltoniane clasico

donds 1 o3 la masa molecular y U es la abreviacién de
UC?;... . .?N) Y ﬁ us el momento de la molécula. Do tal manera que
si tomamos nuestras dos primeras suposiciones juntas, la funcidn
bde particidn es

- “3N.., ' . 2 12
Q QintA z_.N/N. ' A Ch 72nmkT) ,

donde h ez la censtante de  Planck, vy la desviacidén del
comportamlento del gas ldeal estéd determinada por

z,= [ Jexpt-puciaaf L oaf L

»

Este postulado no ez satisfactorio para moléculas ligeras,
comd H y He. o para muy bajas temperaturas, donde los efectos
cuanticos son importantes.

N

Por ultimo, la TEC pide la correspondencia entre los



polenciales intermolecularaes de diversos grupos, esta
corregpondencia débe de cumplir el siguiente:

POSTULADO 3.La energla potencial teotal del fluido se  puede
expresar como el producto #e un pacdmotlro de energla, £,y una
funcidn de las distancias internoleculares reducidas, rrg, entre
las moldculas.

-+ R - . -
Usry = U4r r ..‘.r:,) = ey C¢ r 9, .Y s Efp\'l:/ﬂ) , 03

1z & I 15
Come un ejomplo de 1a validesr de oste postulade en algunas

sustanclas pucde observarse en la siguiente padgina las graficas de

»

potenciales internoleculares de algunos g: 5 nobles obtenidos por

a2 todes los

disporsian molecular {301, La gegunda de ol

potenciales ya escalades, A los de molaculas que cumplen

conformes,

con el tercer postutado se les conoce come
Por otra parte, osto postulado ne implica necesarlamente
a2 TEC oo cunnle bien para altas

aditividad por pares. Do Lhoohs,

aditivo., La suposicidn que

tencial no

densidade an donde el

., en la ecuacion (33, es una funcldn univercal que requiere dos
parametros, ¢ y £, que caracterisan s la moldoula, es buena
aproximacion para casos simples, tales como gases nobles. Para
moléculas mas complejas, son necesarios paramstros adielonales.
Los postulados hechos anLeriormenﬁ: se aplican de manera muy
convincente a fluldos simples, es decir , cuando el potencial
intermolecular no o3 complicado., Para tomar en cuenta moléculas

complejas los postulades deben de generalizarse.
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C) Tratamiento empirico de las desviaciones
12 Factor acdnbirico

Este tratamiento estd basado en ¢l hecho de que la ecuacion
de estado se puede desarrollar coro [ f(‘lr.Tr.é{). donde y es un
tercer parametro que se introduce para tratar las desviaciones de

La TEC, Ay, por efjemple, ¥y = A para {1utdos cuantlcos.

Una carrelacidn empirica fue desarrollada por Pitzer e ol
{351, en términos de 1o que se conoce cuino facbaor acdnbrico, .

Este o3 definide en Lérminos de la presidén reductida de vapor a la

temparatura reducida da T-T 0 < 0,700,
w s ~log (PCTAT = 0.7000-P 1 -1,000.

Esta definfcidn, aparentemnsnte arbitraria, fue elegida debido a la
facilidad v precistdn con la qus pueds medirse esta cantidad.
También deblde & que a T/’i‘{“_ = Q.700, la prestén de vapor de un
fliddo simple e casi {}.U)O?C, Do enta forma ol factor acéntrico
de las sustanciags monoatémicas es esonclalmente cero. Este tercer
parametlro e supone que toma on cuenta las desviaclones de la TEC

‘gue estan relactonadas con la forma de las espRcles molweulares,

corrigiendo leos datos para moldéculas no esféricas.

&> Factores de forma

Aunque el factor acéntrico es de gran utilidad, este pasa a
ser inadecuado para cuande el potencial intermolecular es muy
complejo. De aqul que se hayan propuesto teorias con mis de un
factor de correccién. Entre ellas se encuentran los factores de
forma propuestos por Leach, Chappelear y Leland (28], Estos se

escogen de tal manera gque las propledades del fluide de interds
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sean iguales a la del (ldide de referencia. En particular. las
propiedades oscoglidas son la enorgia libre y la compresibilidad.
Los factores de forma <son entonces obtenldos por  solucion

simuliénea de las ecusciones siguientes (440

AMevo = g Ao Tes D - RT na
f 1,0

1,0 o 1,0 1,0
Y
ZfVUTR = s Y el T of )
donde huo Yy fuo San

A= VEASe T V00
1 o 1,0 L 1 AY

Lo
, £ ¥
foo= CT /U708 (T ,Y )
1.0 13 = AR =] 1 t L
conf
Agqui, ¢io Vi aln son  los faclores de forma, A e la
' Ve

contribucion de la parte configuracienal de la funcidn de
particion «a Llo #nergla libre de Helpholta, €1 subindice |
representa 1o sustancia  cuy2s  propledades  se relactonan con
aquellas del ldddo do referencia, subindice o

Dubido a2 la diftfcultad para obtener la solucidn de las
scuaciones anteriores, Leach ¢t of. [87) proponen una rolacidén
empirica a primer orden para los factores de forma. Cuando el
metano es utilizado como sustancia de referoncia,. estas relaciones
tienen la forma

U o - + 29
8 (T ,V ,0) =1 + Cw -~ wila + bInT +(c+ d,/TIV ~0.51,

1.0 1 1 4 t k= 1 1 1 i i 1 1%

* . €
B TV 03 =01 +w - wI<a dV + b+ oV o« d 3T 12525,
t,0 3 i i 13 =] 2 3 2 2 2 t o 18

donde

™ = mt nca.max<"r:',o. 533,
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V" oz mindZ,naKVe, 0,63,
1%

agul ™ y v son la temperatura y volumen reducidos por el punto
crities ¥ w es 2! factor acénptrico de Pitzer., Los valores de los
coeficiontes que aparocen oan #3tas ocuacionoes se proporelonaran
posteriormenta. El desarrello de estac ecuaciones es discullido con

mas detalle por Leach (831

I Teoria de solucidn conforme [ 38)

El problema planteado abora es el aplicar la TEC a mezglas.
La manera mas simple de atacar oste problema es la de postular la
exislencla de un fluide purs equivalente. Esta fluido es definido
de tal manera que Ltenga las mismas propledades termodinamicas
configuracienales que la mezcla, & la wsisma  Lemperatura  y
donsided, Pora la mozcela oxisten diversos componentes y por lo

ciales fntornmoloculares ¢ . Eotos nos lleva

tanto df verusos polo
al problama de epncentrar un Unice potencial para el £ldido
hipoldtico, @ En los potenciales, c,b”, ¥ o@, He Supone que  os
‘vAlida la aditividad por pares. Una mezcla donde se cumple el que
Lodas lag interacclones tieneon la misma forma funcional es llamada
conform,

El problema surglide entonces, es el de encontrar los nuevos
paranetros g, Y £, & usar para el fldido equivalente. Una manera

de obtenerles, s la de suponer que la funcién de distribucidn

radial so pucde escalar (181, como
. ~ 2 . .

guCr/ou) gi)_CJ d,”.) gnCr cr”)

y los poltenciales se pueden escalar segun la TEC.\ 8L esta

consideracion ze sustituye en la ecuacidn de la contribucidén del
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potencial intermolecular a la energfa para una mezcla y se le
compara con la respectiva para un fluido puro, se encuentra que Se

debe satisfacer

3 - 3
£g = VX RE O
®on E}‘qun

v )

El parametro g, esta definido (28] por

2 " ]
= Mo
G)t {: ‘E“ 1 )G\j

Agqui . es la fraccidn mol del i-d4simo componente. Estas reglas de
mezel ado son conocidadas como 1as reglas de mozclado de la teortia
de “van der Waals 1 CwvdWid. Las reglas gue se utillizan para
caleular loz valores de e:” Yy a\j. parametros de reduccion del

potencial {ntermolecular para las especles L vy §, son las de

Lorentz-Borthelot,

e = CeedV* 6 =Co + gds2
i) (O 1) S i

E) Viscosidad de mezclas
1) Fundamentos

El modelc que aqui se oXpondrd fue desarrollade por Ely y
Hanley (18] y es conocido con el nombre de CSVM (nodelo de la
viscesidad de mezclas conformesd. En este procedimiente  la
viscosidad, 1n, de una mezcla a temperatura T, densidad p ¥y
composiclidn (xL>. es lgualada, siguiendo el nmodelo de la teorfa de
solucidn confeorme, a la viscosidad de un rlatdo puro hipotélico,

es decir,
N o1 = nxCp.T)

mezr

De agqui, via TEC, hacemos
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4 = -
nx>p.73 nOCpo.lo)Fn .

donde

X

/2
b4 12 ~2/3

X,o X,0

=z

F
n

en la cual x se reflere al fluldo de interés y el subindice o al
fluide de referencia; M es el pesc molecular, TO y p_ estan
o

definidos coo

To “ T/fx,a ' po z pha,o
En estas definiclonea ya han sido ineclufdos los factores de forma
dentro do la definicion de f v h, para considerar corroecclones por
la no esfericlidad de las moléculas.

Lo que =se ttiene son log Tactores fho v hhn para cada
sustancia de la mezcla, por lo que nos resta conocer tanto /x'o

coma h . Loz pardmetraos £ 0y ¢ Jdel prlonciall son usualmente
»,0

relacionades con la Lemperatura y volumen critico, es declr,
-C <
e~ T ¢ ~ Vo,

lo que suglere ubtilizar reglas de mezclado andlogas a las
utilizadas en la teorfia de solucidn conforme. Con esto las reglas

de mezclado son

b h
v ) w0 Lo

fo P, = DL xxS
v

1,2

Cf f D ’

ij,o e’ o

.,
{3

cat”® v r %8

1o i,0 )

u

43



Lo que resta @5 encontrar una regla doe mozclado para las
masas, que a3 lo que a continuacion se hara. La funcidn de
distribucion radial para un flaide fuera de equilibrio debido a la

presencia de una fuerza cortante puede desarrollarse como {14)

gC?.yOG) =g Cr) v pCrd¥y oo

o

©s . . .
donde p wl Lensor de esfuerzos, simétrico y sin traza, T es

el tenzor de cooflctientes, w(rd es una funcion escalar de la
separacion intermolecular, la tomporatura y la donsidad, y tiene

unidades del inverso  del  tiempo, Crd  es la funcion  de
|

3
el

distribucién radial on A particr de esta ecuacidn., se

pueds mostrar gque la centribucidn a la viscosidad debido  al

polencial, » , esta dadx por (121
u
2

: acdu
n, = ~~1-f~3_[—\—}~~;‘ Jar gy

¥ para una mmecla

& K ﬂduL j
N, ® »~~».-—[-—~) oy fdr o ")\,C rd

K

v
Escalando estas ecuaciones y comparandolas entre si, se obtiene,
escriblendo las ecuaciones en términos de las N'as y f'u,

409 402\ 402
x, 0w, 0 x

h

49 as2  1/2
LE=xxh .

YU U000 g
v

en donde

M = 2MM /(M + M)
- vl L 3

23 Procedimiento de calculo
Aunque en lo expuesto en el marco anterior las variables
utilizadas fueron la densidad y la temperatura, en el momento de

realizar los calculos, es mis apropladado tLrabajar con 1la



temporatura y la presidn (12). Esto e debido a que la depundencia
con la temperatura de la viscosidad a densidad constante es
pequefia, micntras que la dependencia con la temperatura a presion
constante puede ser muy grande,

Los parametros necesarlos poara calcular la viscozidad son: la
temperatura critica, densidad o volumen critico, presion eritica,
factor acédnirico vy poso molecular de cada uno de los componentes

de la mezola. Estos mlsmos parametros son necesaries para el

fliido de referencia. ademas de BU
de la superficlie (3,0,7T3 o 1la viscosidad para este fldido. Los
valores a disposicidn son entonces: la prestdn, 1a temperatura y

la composlicldn de la mezcla, La densidad de la mezela se obllene

al eoncontrar la pre equivalonte do la sustancla do referancia

via la razdn PO = th\ 0/‘_{( X der La presfon correspondiente de la
X, o,

mezela, P . Inlclalmente, los factores de forma son igualades a la
o

unidau. Dade ."( - P("po.’!';‘). se oncuonira e . Ast, la primera
] €

aproximacidn a la denstdad e sigue do Py p’tx o Fopitiendo por
iteraclion con la férmula para les factores de forma se encuentra

Y

la dengidad final: de aqul, tenfendo va los wvalores de p, ’(xo
hx’c‘ se pueden evaluar Fn. Py Y TD. sigulendo nono,To). y por fin

npr.'D.

3> Ecuaciones
Para el fluido de referencia es comén utilizar al metano

{12), esto es debido a que dicha sustancia ha sido ampliamente

I

estudiada, como para poder dar ecuacliones de estade y de la
viscosidad., La eleccidn de esta sustancia como la de r\eferencia

lleva a sugerir ciertos tipos de problemas que se pudieran

45



presentar. Entre estas se encuentira la carencia de conformidad
entre ¢l metano y las mevclas quse se van a estudiar, sfoctos de
grados de libertad internos, grades de rotacidn ccultos, ete,

Fara la vouacidn de estado del metano Hanley vy Ely escogleron

la propuasta i Jacobuen y Stowart [&1), gque ol una ecuacidn con

R términos., Esta so presenta en la tabla 1. El promgedio de la

desviactan abaosluta art e Lae densi dades caleouladas Y
wapoerimentales  al uwtilizarse el provedimients  anberiormente

dezscrite, o3 wmenuor a O.8% (132 scobre Ltoda la supeiritocle PVT,

TABLA 1, ECUACION DY ESTaAb) DEL KMETANG
2 15
a2t X4

v n \' P,
P o= }:a}‘crap + k anii,xp

nEL Lo R e

axpl ~rp2)

RT

&
%

o
¢

NT + HTY% o 4+ N AT + N
1 2 3 4 5

&
1

NT+H + NAT+ NT
= ? ki1 o

a =H T+ N =+ N T
Y 10 14 iz

o = N

<3 12

o =N /T +HN_-1°
<1 44 4%

@, Nm'/l

a = N _ T + N -2
2] i ¥4 18

a = N /T:z

& 19

a =M T « N T
iC 20 24

a =N 1% +n 1
14 22 29

a = N /'Tz + M ,r"!‘s
1z 24 25

o =N TP w1
13 20 27

a = N _sTF + N1
14 28 2

" = N /,1.2 + N '/TE! + N /'T‘
15 i (3] L - 92



1 N 1 N‘

1 -1.18434731 4465E~2 17 1.071143181503E-5

2 7.8403772T2657E-L | 18 -9, Z908EL TAS3D3E -3

3 1. 20T7COTLTHE AN 19 1.610140169312E-4

4 6. 260681 393432E+2 20 3. 4G8330870TE0E+ 4

3] =3, 4900544001 21 E+4 21 -1, 37067 elB%04BE 0

5 5. 301 Q433655 3EE~4 aa L. 7901 OBOTHE

7 -2, GTHTCAATEA7THE-L 23 1. B1ER5B074A323BEAD

8 5. OL194TAUC4E7TE+ 24 . 2653004 E0268E -1

j&] -&. 8218 QD03E+4 &9 1. B201 737605336+

10 -2, QG4SN T TEAT4A4E -5 Jedal 1. 440668505811 E~3

11 1. 265031 844888E-8 ar ~3. 1505001 23708E+1

12 -1, 10G2GELDS rcnt v O o2 -8 PANRRGHBRAGLE~G

13 2, 060831 3383408E-4 29 1. 6U4eB0edd 1 B2E-3

14 ~3., 174982181 30283 30 B 651 2045032880E -9

1% 5, 191603004 TTRE O Bl -3, 598238682063E~6

16 -3, 074944210271 E~-4 32 3.183537437491 2E-5
Unidades: prosion on atmosfaran; dongidad on mol.l; tempearatura on
grados kelvin; gamma = 0.000G; R = 0. GHL0TGLIG.

Para la ccuacien de la viscosidad, las discrepancias fueren

mayores, En primer  lugar una extrapelacidn para densidades

reducidas elovadas no es posible,

decidieron calcular

la

“psoudodatos™ vy a

regldon

los

datos

dobido al gran valor de Cdn/dp)T

2.5 (12] Fara resolver este problema, Hanley y Ely
Ypseudodates” de la viscozidad del metano en
de  altas densidades.  Entonces ajustaron a  estos

reales del metano para dar una forma



funcional  para la  viscosidad n_- Los “pseudedatos" fueron
derivados de la ecuacion de estados correspendientes
mCp T = n‘:'“"’l:px.rgxrn .
donde n; 23 la viscostdad egquivalente deol moetano y n?xp es  algun
valor selecctonade para un hidrocarburo pesado.

Sin wwbargo, 4o los datos as! obtenides encontraron que [123:

€1 apareco una aparente ne correspondencia en la viscosidad a

densidades equivalenies de p = 27,5 mui.l (1

son infariores

un

comparacidn con el

la denzidad indicada antesd, vy {28, un

promedic del 16%,

f

rompimiento de la correlacidn original del netano st se oxirapola
por debajo del punto bLriple. Esto fue encontrado para cuande se

tomaron los datos de leo sistemas de los hldrocarburos del propano

al eicosanec.

8

ntre  las posibles {(ucntcrs Ade error de los  resultados
anteriores consideraron ol hecho de que la denscidad en laz
ecuaciones de leos Tlactores do forma es constante a bajas
“temperaturas reducidas. Poro esta posibilidad fue eliminada per lo
siguiente: dada la ccuacidn de estado del metano y del sistema i,
las ecuacliones para h‘lu N4 f"o fucron resueltas simultaneamente
para obtenoer ostos valores., Los lactores de forma resultantes,
tienen la misma forma funclonmal propucsta por Leach e af [27],
pere con la restriccion sobre T eliminada., Los coeflcientes
resultantes estan dados wn la tabla 2. Sin embargo, la no

correspondencia se slgue presentande aun con los nuevos factores

de forma.
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TABLA 2. COEFICIENTES DE LOS FACTORES DE FORMA

Coeficiantes de & Coeficienles do ¢
a = 3. 0a0E59 a, = 0. 334901
b‘ = ~0. BERTHES b? = =1, 023545
o o= O % c = -0, 932813
t 2
dt = = 4835884 t:i2 z =0, 754839

Para eliminar esta no correspondencia, Hanley introdujo un
nueve factor, Xn, en La eccuacidn do la viscosidad, Su forma

funcional osta basada rvn la teorfia modificada de Enskog (161, y es

T, af S R

+ - - " X X, X

hn = 1 w 7 5T - .
H,o ® Vv =2

x o

P23 - e ~
donde w = 1,2 y 7 o= Y SRR Finalmente, la ecuacidn para la

viscosidad aes

nCp T = Ty 4 0 TCT e an,Cp T X
donde nii) ¥ nc‘z’ rapresentan la viscozidad del gas diluido y su
primera coerreccidn en la densidad. Mientras que Ay ez el resto y
domina a altas densidadeos, Habiendo seleccionade el facler Xn. la
viscosidad equivalente del metano para An fud definida como
An Cp (T = [7)?KpCp\,1’l)/FU SO 7;;2’0‘0),30]5(”7’ '
Los coeficientes finales para la viscosidad del metano estan dados
en la tabla 3.

Sin embargo, para valores de la viscosidad en mezclas, existe
un Factor que no se ha tomado en cuenta, el tamafo de los

componentes, por lo gque hubo de modificarse el factor Xﬂ' siendo

ahora de la forma [12]
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TABLA 3.
e, 1O = 770(’1') + n‘CT)p + anlpe, T

124
S bg SR ]
niT = Ec T
e
nt(T3 = b1 + bz[b%—lnﬁbe4)J

Al T - @yp(a‘+a2/13{exp((am+a‘/TJ/z)pu"+Cp/p )po'
3 “* <

ECUACION DE LA VISCOSIDAD DEL. FLUIDO DE PEFERENCI A

5
Ca_+a T
s -3

+a7/I‘ 231-1.03

i EX b

<.
. . t 1
1 ~1.02301C0427E+] 1. DEOSYEQETIE+D 2. 807741 30TE+B
2 1. T42EREETGLERE -1, 3337234008E~1 ~3. 31E8B74033E+5
3 1. 7450545674E+1 1.4 1. 608101 838E+5
4 -2. B4TB3ZB2R0E+3 1. 0BE+2 ~4.331904871E+8
S 1. 3388502102E~1 7. 082481 330E+4
[$) 1. 42072309767 E+2 =7.118620750E+3
7. 5. 00200BBI7SOE+3 4. 3291 7d400E~E
8 ~1. 445041 210E+)
g 2. 0371194788 ~1
en Kelvin, denmidad en g/cmg
12
i L - w Tx a’{x.o {‘x a + bn
no ¥y aT . 1+ cr '
K., o X
<
donds
R s p ey v M
- 1 A7 mLry
t
con a = 0.16126, b = -4.851613 y ¢ = -5.35484. En esta ecuacidn,

V¢  como el volumen critico del componente menor en la mezcla.

men
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I3Correcelidn de BEnzkog

Como ya e nenciond, la ultima forma de =1 Factor Xn Loma en
cuenta la diferoncia de tamafio de los componentes, sin embargo
esta no os la dnica alternativa, Ely (11) propuso ctro modolo para
esta correccidn. En ella se toma la primera oxpresion para Xn para
los chlculos con WUsVH ¥ o dezhreolla o la vizcosidad como una

serie. Esta serle fue propuoesta por v bLeland, junto con

(6,801, para diversan propiodade

sus celaboradors

on equilibrio, En vste desarrolio se propore un modd
confforme  para las  propledades  termodinamicas oo mezclas  en
equilibrieo. Para «llo, una propiedad reducida de uns mezela es
degarrollada alrededor de la proplodad correspondiente de una
mezela de osferas duras. Por cjumpla, 54 :'{m.»,»- ropresenta ol valor
de alguna proplsdad de 1a mezcla real, se oblione

=

™

oo 4. ED
b L) = X s XX FY - KT Cma’Yy + X Ut 1 .
I{me:Cp’T . GZL{IJQL ' . \4} fated X ip 1"

£
Aqui, X denota el vaior de la propledad en una mezcla de
moz
: ; ED
eaforas duras Jdo ddimetros {a), (x> dencta la composicidn, X“
t S
es el valor de la propiedad en un fluide puro de esferas duras de
diametro efectivo a y X ws el valor obtenido de una sustancia de
b o
e 3 a
referencla pura evaluada on ol punto (p',T') donde p' = pa 7o v
=l o o k3 L=l
T)
< [»] X
A pesar de que las propledades de transporte no pueden, en
general, sor dosarrolladas en una serie perturbativa [(24), Ely

decidid  aplicarle al modelo estudiado anteriormente.  Asft se

obtiene para este modelo
) ED . a . kD 3 ; . o~
s 3= (pa Y, x>, - C R o1 Cp T OF .
nm“Cp.T.{.»cL).{m_L;) 7)m92(.\pa\. ,(x\) (ml)) n, tee mx) nte T n

Este modelo es lo que llamaremes correccidén de Enskog.
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Para la correccién de Enskog, Ely {11) propone utilizar como

diametros a los obtenidos de la relacién

a =V h o s3.088N 07

o o [ ) o
»

donde el factor 32.088 es elogido para que el metano tenga el valor

reportads en [3871. Aczlen'af::;.\ii es el volumen ceritico del componente
=

reupective, ¥ hr‘ o3 la funciédn gque involuora los factores de

Ar que onbs rolacian s obtenida al considerar el

m:’g“/s) y derl hecho de que para la ecuacién de van
der Waals ezte es tgual a Vo3

Como me regquiers Lambion de los respeclivos valores de la
mezela confarae, EBly ulilisza las sigulentes reglas de mezclado

para los dismetros y masas,

a
a = X X a2
»® LE o @ o
o
Mo e 2,4 1,70
u [‘: ;;‘ o p wp wpl o x '
donde
a =Ca + ad/B
L7 & £

m = 2m m #Cm + m)
o o2 = #

La alternativa que se propone en este trabajo, es el de
aplicar la modelaclién de didmetros para realizar la correccion de
Enskog. Para realizar los cdlculos, se utilizaron las mismas
reglas de mezclado. Pero como en el modelamiento se requiere del

parameiro £ esbe g¢ obtuvo por

) 3
5x0x~ v £ ><(Xx’]J .«;w} Uﬂp .
C N
en la cual, £ = Ce £ 2P
og o



CAPTTULO CINCO

RESULTADOS Y DISCUSION

e han dozcrito en este trabajo basicamente tres diferentes
métodos de evaluacién del coeficiente de viscosidad cortante: 1del
ajuste  de  curvas 2 datos exparimentales, de las cuales
utilizaremss la ecuacion prepuesta por Doan y Stiel;, 2)la teoria
cindtica dJde Dnakog (RETY v, 3la teoria basada on el principio de
estados correspondicentes, conocida como CSVH, Ademis, tamblién se
nenciond una cerreccion a CEVM, correccoidén tipo Enskog, la cual

toma en cuenta la diferencla de masa y tamafio de los componentes

Con las teorfas anterlores, se reallzd &l sigulente trabajo.
DOComparar los valores de la wviscosidad cortante obtenidos por
CEVM v por PET, FEn este ultimo se utllizd como didmetro, un
diametro efectivo que refleja la suavidad de la parte repulsiva
del potencial de Lennard~-Jones. A esta opcidn le llamamos QDRET
(siglas en inglés de teoria revisada de Enskog con dildmetros
modelados), {DSe estudid la factibilidad de aplicar ODRET en la
correcclidn tipo Enskeyg al wmodelo CSVH, y zu comparacidén con el
método propucsto por Ely (111 para osta correcciéen. Con el fin de
determinar la bondad de cada método se compararon con la relacidn
de Dean y Stiel (que proviens de datos obtenldos experimentalesz).

La aplicacién de este trabajo se enfocd en mezclas de
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hidrovarbures, v

muestran los resultados para los siguientes
sistemas: melano-propanoc, metanosetano, metano-pentano Yy

etanospantano.

AY Teoria cin®tica vs. estados correspondientes
De antericores Lrabajos [8). se concce que el criterio de
asignar diametres efectivos que mejor resuitados proporciona es ol
propuesto por Razalah v Ztell Cvéase ol apéndiced. Para utilizarlo
Lomamos  log parametlros ¢ v o« de la referencia {38), Esta e3 la
e

opcidn que tomamos para realizar los calceulos con OORE

Ja siguiente notacidn:

Para las siguientos grafd gud

C8S son los vilores i ncosidad obtenides por CSVM, OR son los
valores quo se obtionon por CDRET, y DF repreocenta los valores que
A AR R

SE ODLiunwn w1 Solocion

presentan los

Come se muestra on la grafica 1, en la cual
datos  obtenidos para la wvisvesidad  por los tres métodos
; I

soraa de tos dos métodos tedricos no son grandes

ablerlcres, loo
con respecto a los de la relacidn empirica. Estos errorez, en
promedio, son del 20N para ODRET y menores del 10% para CSVM. Sin
embargo, para componentes esférices y con pocos grados de libertad
internos, la desviacidén de les resultados entro ODRET y CSVM es la
mizma cen respecto a Dean vy Stiel. Este o de esperarse, ya que
para componentes esférlicos y pocos grados de libertad internos

resul tados [SBel. aso  contrario con

%)

ODRET da woxcelent.
componentes no esfeéricos y con muchos grados de libertad internos

Estos comportamientos

donde CSVM da mejores resultados que ODR

podran observarse en graficas posteriores.
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Grafica Ll.Comparacion de los valores de la viscosidad cortante para

el sistema metano-propans  dados por la teortfa cinética y de

estades corrospondions o=,

B> Correccidn de Enskog

Agqui es donde sSe presentan los reosultados de las dos
propuestas a la correccion de Enskog: la presentada por Ely y la
de aplicar los dlametros efectivos. En primer lugar, y para
comprobar que el modelo propuesto por Ely lo realizidbamos en forma
correcta, nos propusimes reproducir diversos puntos, para diversas

tenmperaturas vy densidades reduclidas, de la grarfica 2, tomada del

N ENSKOJ__ENSKOO
articulo de Ely [(11). En esta grafica se hace Ay =
mé 2
ENSKOQ
n” . Los wvalores encontrados se muestran con cruces en la

misma grafica, los cuales como puede observarse, reproducen los



datos de las curvas.

30 v ;

N
&
?
o}
X
)
"
©
<

~10 ) t

0 1.0 2.0 3.0
Densidad reducida
Grafica 2. Comportamiento de los térmicos "eineticos” de la

correceion de Enskog con la temperatura para una mezcla binaria
L

donde m = sz Y 0.7 862.

Para las siguientes graficas seguimos 1a notacidn ya descrita
y adiclonames la siguiente: RE es el valor de la viscosidad
encontrado cuando se aplicsd RET con los di 4metros propuestos por
Ely; CR es el valor de la correcelién de Enskog cuando ge aplica
ODRET y CE es el de la correccion de Enskog en el modelo de Ely,

.
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Se han incluido CSVM y ODRET para roferoncias con estas teorias.
Cuande ze toma algun zistoma donde los componentes no son muy
disimiles, es de esperarse que los valores que propercionan CSYH vy

o que

la corrwceldén de Enskog no sean diferontes. Esto

anoselano, Las comnposicionss on

osporamos; Suceda on sistoma metl

=ste slstema son do 0.5 para cada componente. Para hacer el
ostudlie se tomaron trws temporaturas diferentes, varlandoss la
densidad, Las Lewmporaburas escogldas fusron: 1.1TC. 1.IT;+SOD ¥
1.11;41000. Estos ¢asos son los mostrados en las graficas 2, 4 y 8
respochivamente.

Como pucde observarse, los resultados obtenidos por RET con
log diametros de Ely son Sciempre maloes, tanto gque on la grafica B
ne se incluyon para no perder proporocidén en la misma. Por olro

lado, y como 1o anticipamos, so espsra que la correccidn de Enskog

no difloras da los de CEVM, pero solo ol caso donde so aplica ODRET

cunple con ssto, no ¢ »l modelo de BEly, @l cudl o3 mayo

Cuando se consideran sistemas con componentes mds disimiles,
debe de esperarse que la correccidn sea apreclable, principalments

doduce do la grafica &, Fara comproebar

a altas densidades, como
astas deducclones, cleginos loz sigulentes sistemas:
metanospentano y etancspentano, on los cuales el pontano tiene una
concentracion de 0. 25, Para las temperaturazs s5e ha escogido el
criterio anteriormente utiflizado. Los datos del primer sistema se
presentan en las grAficas 6, 7 y 8, mlenlras que las del segunde
sistema se encuentran on las graficas 9, 10 y 11,

Al observar estas uUltimas 6 graficas puede notarse que los
valores que se obtienen para el modelo de Ely se restringen a

bajas densidades. Esto se debe a que los valores que se obbtlienen
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on RET para dicho modelo presentan una abrupta subida. Para
entender  este comportamniento, analizamos los valores de los
difmetros que so ubilizan para los medelos deo la correccién. Las
grafrficas de los didmetros para los {res sistemas estudiados son

las enumeradas con los valores 12, 13 y 14, En ellas 1z notacién

n

al etano y CB8 al

es la sigulente: C1 representa al netanos, C
pentano; P es ol prosedio do la merola correspondiente,. Siolos
puntos estin unidos con lineas, estoes soen los diameolros propuestos

contrario, =son los

ya o moded ados

por Ely, on

utilizados por ODRET.

Como puede apreciarse, los diémetros propuestos por Ely son

slempre mayores a los modelados, Esto necosariamentes nos lleva a

[3

3 .
gque =l valor de ng” (n oes la densidad numaricad, converge ma

répidamente al valor de 1. Esg en este valor donde el algoritme de
Carnahan-Starling, el cual es ubllizado para evaluar la funcidn de
distribucidn radial en contacto, esn Jdlvoergents, crwprendiéndose de
osta manera el subito increnonto on los valores del modelo de Ely.

Por otro lado, ¢l problema mencionado no. so proegenta en el
modelo que proponemos. Esue cunple con las propiledades esperadas
para la correccidn, para todo el intervalo de densidades mostrado
en las graficas,

Por Gltimo, se muestran las graficas 195, 15 y 17, en donde se
expone el comportamiento de la correccidén de Enskog con la
temperatura, a una densidad reducida de 8. En estas graficas puede
observarse una similitud en los resultados que se encuentran para
este caso ¥ los anteriores. Por ejemplo, encontramos que ¢l método
propuesto por Ely para la correccidn de Enskog no  puede

proporcionar ningun valer para dos de log sistemas gue son
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moztrados, E3to so debe a los mismes problenss que we msnclonaron

eon anterloridad.



CAPTTULO SEIS

CONCLUSTONES

Como s ha mostrade, la teoria revisada de Enskog con

diametros modelados CODRETY da  valores confiables para  la

viscosidad cortante en menclas cuves componentes son moldculas

sfdricasz y con poeos gradeos de libertad Interncs. Como ventaja

adicional, esto se legra con muy poaca informacién de enbrada. St
estos valores se comparan con les gue se obtienen del modelo de la

Leoria de estados correspondirenlan (CEVHDY, 1as diforencias,. con

respecte a los valores oxperimentales, entre les resuliados de

ambas teorias no son diferont zo presonta cuando se towna
la ywelecldn onpririca de Dean ¥y Stiel como referencia. Fero en
cua;\hé estos modelos wmon utilizades en mezcolas en donde loz
componentas  Lienan  mis  grados de libertad, los valores que
propereiona CSVM son mejores gque los de ODRET. Esto se debe on
gran parte 3 la informacidn con la que trabajan ambas teorfas. Ya
que CSVH requiasre adicionalmente de una ecuacidén de estade, una
ecuacién para la viscosidad del fldaldo de referencla, etc.

Sin  embargo, cuando se requiere obtener un valor mas
confiable de la correccidn de Enskog, ODRET ha mostrade ser una
mefjor herramienta, en comparacidédn con el nodele de Ely. Entre las

ventajas que se pueden sefalar estan las siguientes: ODRET puede

abarcar un mayor intervalo de estados termodinamicos para realizar
\
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la correccicn; esta teorfa ya no se rostringe

solamente a

mezclas

con componentes esféricos. Esto se debe s que la parte primordial
en la correccion de Enskeg ez la diferencla Anmmxog Yy no los
valores de cada uno de sus términos, Aqui es donde ODRET di& los
mejores resul Lados. f

Por ultimo cabge sefialar que la correccidn no tiene un
criteric para poder decldir cuando puede © no ser utilizada. De
tal manera que ne slempra se conslgue un mejor valor de la
viscosidad, Un caso concreto s el de fa wezcla ol >, en

la cuil la correcclidn no siempre propociona mejores reosultados.
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APEMDICE’

DI AMETROS MODELADOS

Método variaclional (Rasalah-Stelld (371,
Para este caso, se supone que el potencial esta dado por
ulry = u’Crd) + Aw(r).
De la desiqualdad de Gibbs-Buogollubov,
fax rint = [ds flng

cuando

fdx { = fdx [ N

la energia libre de Helmholtz por unidad de volumen es

A2 A%+ ihpzfg%z*)w( Pdr . (&)

donde AT e la energia libre y g° es la funclién de distribucién

PR . @ o HE
Fatlial Gel Zistoms oon retencial o, Cuando se hace u = u y u =
LJ )
U, la desigualdad es
Ly, Mg L, R E - -+ .
AT 5 A + E.\,’J ﬁ; TCrdwlrdr cad

ende ol rodio de la esfera dura se escoge de tal manera que

&%

el lado derecho de la desigualdad (2 sea minino.
El potencial gque se ha elegido entonces muestra la siguiente

estructura

[ I%] us

u + u = o r { cv
12

() ()] e

doqde ¢ y &£ son los parametros de Lennard-Jones y cd es el radio

awlrd

1t

de la esfera dura. Denotaremos por <, al valor que hace minimo el

(6153



lado derecho de (&), Este o3, en general. funcién tanto de la
Ltenmperatura como de la densidad.
Para los calculos, se reducen las variables de la sigulente
L3 3 L 3 0% -
manera, o = o, d = ¢, T = kTre ¥ y = rcg. De esta

manera, la ecuacidn (3 pusde ezcribirse como

AokT € wCe, o T

donde
* % A° * z *r
e @
g, o Ty = sy v SRR 1 ™ - (J-— - 1]1 cc”p'“>] .
) 2¥ A ]

c”T <
y
R a_® S wj{ _ 4 (= I -
I Cepd = [ [ T o et dydy

b4 W
s os oo 4 o 3 = 2

1,¢epd ju 3 9 CueeTp dwdy

i

donde ol superindice coro ge refiere a las propiedades del sislena
de esferas duras.

e 3 %,
Para g Cu,c'p 2 se ulilizaron los resultados de la ecuacion

Uy
de Peorcus-Yevick oblenidas por Toreopn ) Beseman [43). Para el

cidleulo de las integrales, se utilizaron las férnulas doadas por

Kozak y Rice [25), qus es un ajuste de minimes cuadrades a ellas.

Su resultado ez
¢ & A r.‘z "‘J
IA(d 3 = ~0.902% - 0.3331d - 020834 + 0. 535%8d .
2 o3
+ 0.4187d

jeas
jag
I

I,¢d™y = 04353 + 0.6540d" ~ 0.027:
Para el calculo de la energia libre en exceso del sistema de

esferas duras utilizaron de las posibilidades que estudiaron la

aproximaclon de Padé hecha por Hoover y Ree (201 la cual es
ex, o . 251 OEa1 A0 s 2
A = 2. 0943954 {1 ~ 0.8310%814d + O.02098281d "1
T T S pac T N
pkT [1 - 0.8604B6G7d" + O.18120022d" ° 1

Con estos resultados, el diametro c g es funcidén de la

temperatura y de la densidad. Aungue cuando se tema el limite de
Y
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bajas densidades, la dependegncia en la densidad desaparece [37],
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