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CAPITULO UNO 

I NTRODUCCI ótJ 

El cceficienle do viscosidad cortante éS uno de los 

coef !cientos de lr anspor Le más uti 11 zados en l ."l 1 ngenl er i a y ''l 

t;onocimienlc de VJ.lo?'i.::rs confiables p.:.-1r:.i dicho part11r1elro es dt.:?- gran 

utilid.:,¡d. Pnr ot_r.'.'\. p.\r·le. e·:;; bti·?n conocido que· t'~slo ccnf1c.iw~nt1..::~ 

o·slá r(~lacicnado con ;...l9unzi:::: propi;.'..!d.1ck.·~ de l;:.,\:.; 7n1.")l1'.:-ctJl<.\::-; de· lc)S. 

flú.idcs> cur:•:..--:;Lión qth~" ::;~-. ,\ll .. \li·.:~·1r.\ en ~Y.:t1...:-. Lr.:.\.lx).JO. 

enfoques : ol da fluidos d1lu1dos y ol do los flúidos donsos. El 

primQ·ro de los enroques o:.;. dcscri lo por l¡i t-::-cuacióri <.h.:1 Bol t:zmann. 

y al s1 .. :~gundo por la c·c:u.:tcíón de Enskog. fY,___::• es.le par c.h--? t~cuac1on1~s 

pueden obtener-;.:;e conSté!rvac.i ón de la 

hidrodinó.mic;i y a p~:\rlit· de c~sti.\S üCll.:-i..cione:::; puedt:!'n onconlr.J.rst:..,,, 

las oxprc$ioncs dt:- los co•:~Cicif'.:nles d1~ transporto, ent..ro ellos al 

da la viscosidad corlanlo. 

Las expros l on0-.:; para 1 os coefi el ~nles de lranspor le dependen 

del poL<mci,'1 1ntormolocular do las pcirliculas del flúido. Por 

vantaj;:,s de lipo lécnico usual que las inlera.cciori.es 

irrlermoleculare~; ::.:;o mc.~d0len pcw t:.".l-1 pc-lencial de Lúnnard-Jonos. Por 

otra parle, para flúidos densos, las caraclerisllcas principales 



del rluidc dependen pr1ncipalmenle de la parle repulsiva dL~l 

polencial i nlecr:1~)l(H.:t.ll.)f'. A p~rlir da oslo. se ha propue~-:;t.o 

utilizar un potenci.:-d do esford.. dura ofaclivo pa .. ra evaluar la 

vi scasid..:.1,d cor t. a ntc,. con lccw ta.:~. dn Q::,:-;fnr..:.\'S dur .:\S como la de 

t.:.•lcce:i6n dc·l diámtJlru dt: l,:'.. e?..'.fe>t~;\ dttr-~-,, zi partir do nuf~SLro 

pott::•11citd f!K'.H .. k•io. Un.a opclón p.~\r .. \ el dtc".\.n:r~tr-o qut:- h ... 1. 111w~:Lr.::1dt:..:) d.:lr 

buonos r •.:-sul l.~,dc~·:.~ y qu\: ~:;.l°)' di '..:;citt.u t\cil··l .J-nlc•. •::-:. l .i de' p.:.1r Li 1· dt?l 

13 prim~-!r.:\ opción.:.\ corL~idc:f'¿t.r, 

La ol r·.i. te(.Jr 1.:..\ •·.!~-.;l,\ b~·t'.:::.::id.1 0n t'1'1 pr i nci pi o dü es la.dos 

co1· r f:·:::;pondj_ (~11t 0. 

vi:.cosid"d, una (•CU.telón d•í cc;t,ado. C·,~bido a la informac.lón que 

es ci er tot corno lo 11~0$trarc•mos. p.31·a m€~zcl as dof'ldo los componentes 

no SOi) esféricos y t. i cnnn muchos grados de 11 b,,,,. tad inler nos. Sin 

embargo. p.:'\r.:.\ HH.:'?::cl as con componente:.; osfér leos y con pocos graCcJs 

de lib.:rlad inlo1·nos. los or!'L)1'8S de ambas Leorias no son muy 

di fJ:.?ft~1ntí~S enlro si. cuando se~ lt:-s comp3.ran con los valores 

ex.peri nv.Jrttal "~s. 

Existe adf.?'rn,.'t::; una corrección, correcclón de Enskog, al nv.:>delo 

dt.? la teorla de úSL.--H.ios cor1~espondient.es. Dicha corrección hace 

uso d<J> la leor!a cinólica. Est-a es propuE~sta para mejorar los 



valore~ dt? la viscosidad por diferencias on masa y t..:una.f\o do los 

componenLos. de la n\tY..::cla. Púr.J. f)St...1 corrf:•cción ü~dstt?' un mod0lo 

propuoslo por J. F. Ely, qllo como vc•ri-:-.:-nv~>~ no d.:l buenos rt:isulla.dos. 

en la corrección de En:::~kog y t:ornp._1.rar a. c~:;to::; ~:on los del modele 

de Ely. 

Para 1 .. t co1üpar,\c.ióri de los re:,;ull.ldos obtt:>r)iJos de los 

una rolación 

emplrica; dicha rolación os al rosullado d~ un ajustn a datos de 

la viscosicbd obten.\ doc~ o:-:p»l .. l ll\•)nLü "'''l)to. La rol .~ci ón usada en 

f'C"l.3.Ci0f'H)'$ CfnpfriC;.i'.:, :.';L"" })rüpOrCi()f),'\rl Pll c::-1 Cdplt.Ulü '-'• Cr¡, el 

capitulo 3 ::...:;ü {);i,co un L,r~uvo L.·,..,;l:.1.Ji'.:) de· 1:1. ,.,_,,,,;-11,)f·ión t.te Boltzmann y 

prope>rciona.n l~·:;.::.; ~"'cuaclon(.. .. ·:; de cüns~::-rv.:\ción qut.'?" de c-lla resultan. 

Por último. s0 (;-~·,;boz.1 el m·:·Lt-..do de ·:;:;oluctón d(·:.' Ch¿·,pm.._\n-Ensh:cg, 

coc•ficit'~l1lc ch;- viscos.!.cl;;).d 

corlant.o. P..:t.r.3. flúidos daT1:::0:; se f?~-<pon<-.,,n las modificaciones que 

C?Xpr~::?siór) para 13. •:?cuación de· Enskc,g. 

generalización de la ocuación d0 Ens~:og a rue2zclas. los problemas 

que 3pareccn en e~t.). ~.p:;ne1-dli=ac1ón. a:::;i corno las soluciones a 

cst.os problemas. Por últ..irno se t.la L, e~<pr<>sión para la viscosid¿,d 

3 



uoten1aa a p~rt1r do la ~cu~ci6r1 do Enskog. 

oblunido de l.:i l~.··!)rl~1 de t~sl..idos corrÚ'spondienLüs, s,,~ hac1:! lln::i 

pres0nt~c1ós~ de 0~t;, lo~)t·I~. Poslar1ormcntü, se explica 01 porqué 

al\Junos fl tüdo:; con y corno puedo 

propu8slo pcw Ely y nu.~slra propos.lción de aplic,\r di:imolros 

ofecU vos. 

Por ultimo, en el capl lulo ti so proscmla un resumen a ma11era 

d"> conclusi.ón do eslo trabajo. 
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CAP! TULO OOS 

RELACIONES EMPIRICAS PA.'<A EL CALCULO DE LA VISCOSIDAD CORTANTE 

La di f lcul tad do obLonor 1 a vi ,-,cosi d;,.d cor tanta d8 u1 .. 1 

imporLant.n, ompirtcos los da.los 

ajust.:.•s. 

A)Dofil)ici6n de 1;:. vi•5cosidad coI'lar.le. 

m\ sin.-) t,it..~inpo t.\p;:!rt.~cu LlO 9r:l-di0nl~ dn 

apa1·oce. 

W lo anl¡;=rior podemos decir quo la viscosidad es una medid~1 

da la fricción inlerna del flúido. Esla fricción llande a oponerse 

a cualquic~r- cambio din.irnico tJl1 e1 11n . .)virnio~to 1:1•::-:-l flúido. 

Por como eó~ definida, J •. , viscosicbd liene dimensione-s de 

esla Ul)id.:i.d corresponde en ol sislem.1 cgs al polse. 

5 



8) Rel ac l ones ¡xir a 1 a vi scosi d;1d. 

Cabe aclarar· quo todds las 1·olac1onos que a continuación se 

prosenlan '.O;olo son ;iplic;;blos a flúidos no pol.\r•~s; para olro tipo 

do flúidos es n0ces~r10 dor1var '~tras relaciones C38J. 

1)Flúido puro, bajas dens1dados 

P.?tr;; un fl•jido de esferas dur.'.ls, c>n el r6g1nien diluido, la 

teorla cJn~llcA da !A 

cortantt;:., n, 

dondo M n·::: ol P'·H;o rn•..::il(:-cula..r. T os la lomper:i.lura. a. 8-S ol 

dia.m~::-tro de l;l t~$!'era dura en angstroms y Ot·:..-z~ úS un.:\ de las 

i nlogral o:; de col i 5;! 6n ( Hll. La vi scosid.1d U ene onlonc1"}S las 

di monsi onc-:;; de nci cr opo.t se:::; ( pP). 

Para ol c.'.ilculo do n'1·"' cuando el polencial intermolecular 

( ~ (] 
siendo " la profundidad del polencJal y c1 el v•\lor para el cual 

O, sv liene l;:, sl.guionle expresión general para las 

inlegralos do colisión (331 

e ... ------- + -.. 
expCDT ) 

E 
+ 

G 

• expCHT ) 

*ª •w +RT sonC ST -P) , 

con -r"' " l<T/,;, siendo !< la constante de- Bollzmann. Neufel::I et at. 

¡33¡ realiz;-'lndo un aju'.";te do rninirnos cuadrados de los cálculos 

obtenidos por cornpuLadora, dan los siguientes cooficianLes para 
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A 1. 16145, B o. l 48•l7. e= o.52497, D = 0.77320, 

E 2. 16178, p 2. 43?87, G o. o. 

R -6.435E4, s 18. 0323, -o. 7683, p 7.27371 

¡\1 ev."lltJc\r la viscosidad .utiliz.:indo esta relación. el error 

p1-omodio qU(.'• s~~ tieno, cuand1..;:; no so con·~1dora ()l úll1mo lórmirio én 

1 a expr º'~ i 6n de de O.OGM; siompr,~ que 

• O. 3~T ~100. P~.tfo:l le::. ~;..'!lcttlo;:; de la vi~;cos1dúd qui.:.~ :;..:- nccesi.l.aron 

Cu~1ndo se- c·xt.iondo al C.3.'..';0 do m¡..:r.zcl;•s. lil vist';osidad esl.á en 

func1on :..h.~ lus ·.; .. 1l:_""r".;-~: c,:ir;'lct.cristicos do los componentes de la 

donde x üS !.:l fraccióh mol 
\ 

del ri, es la 

viscosidad d,2'1 l··ésimo c:omponcnle y </1 es tm parámalro de ajusl.e. 
\j 

La nxprosl.on p .. J\í..t. 11\.J que 0:'\ mojares 

Wilkc [451. E:~la os 

[8C1 . ] 1/ z •· l-1 d·l) 
\ J 

resullados, es la dada por 

i-ési mo 

componenle. El <;rror p1·u111úd.1.o es menor del t '.Y. cuando esta relacJ. 6n 

se aplica para calcular Dm· 

3)Flúido puro, altas donsidades. 

Por argumentos relacionados con la leerla de estados 

7 
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correspondientcs 1 se que es conveni.;-nte oblener 

r·olaciones par1 la vi::;co;;id;>d on forma residual [ 381. Es; la 

relación lleno la forma slgu1enle 

. 
donde n os la viscosidad p~ra densidades bajas, la cual debo do 

oslar ~1·1 µpolso CµPJ, y = T1/º,¡.J'"Zp2/3. 
e .-; 

En esla igualdad, T
0 

y 

P~ ;:on .11\ ter:1;.:-t:·rat.ur21. y presl(:;f1 cr1t1ca. y f.! L":::i. t.::-1 ptJ·.io rnolecul¡¡,r 

dül componontt? dol fluido. Jos~;1. Sliol y 111odos (221 proponen la 

(('1) - 17,.)( + l.Jt/4 ":; ü. + lp 

con 

a. 1. 0230, 

f 

z 
+ cp 

r 

6 = o. 23364, e = o. 58533, 

ti. = -o. 40('58, ,, ' o. 093324. 

en la cuál p 
r 

p/pc. ,\qui, p os l::t densidad dul flúido y pe es la 

densid;:i.d cri lic.:i d.:,\ nusmo. El v.'.\lor 1.fo. lJ as1 obtenido lhrne 

[ 381 cuando O. 1 ~p ~3. 
r 

4)Mezclas, altas densidades. 

Como en el caso do monocomponenle, el ajusle de curvas a 

dalos experimenlalt>s os más sencillo cuando se Liana la viscosidad 

en forma reducic.b. En esl•~ caso la mojor relación propuesla es la 

dada por Dean y St.iel (9J. Est.."t se expresa por 

l. 08 [oxpU .. i39p
1 

) -· oxpC--1. lllp;· 
858

)] 

m m 

t::Of1 la cu.'.11 

l) 
m 

e::. la vi scosi d.1.d de la mezcl.3. a al las d<?nsidades, µP, 

. 
la viscosidad de la mezcla bajas densidades, µP, \ 

l) os a 
m 
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os la densidad ps1~udoreducid.:l de l.:l mezcla, p /p 
m e 

m 

la densidad psoudocr1lica de la mezcla, g-mol /cm9
, 

p 
e 

m 

RT 
e 

m 

¡; = Tv<>,,.¡,i1"2p2/3 
;;. e m e 

donde 

T 
e 

rn 

z 
e 

V 

p 

e 
m 

e 
m 

m m 

E x.T 
' e 

lúrnperalura pseudocr1 tlca de la mezcla, ºK, 

' 
E xz 

\ e 
comprasibilldad pseudocrllica de la mezcla, 

' 
E x.V 

' e 
l 

z RT /V 
e e e 

m 

Para oslas acu~cionr1~ 1 l ;:\ f r r:tcc1 t::in mol de1 i -ósimo 

compor.en to. r~. os l.:.t r.:onslan.Lo dü los gases y T 
e 

al punto cr1Lico para el i-os1mo componunlo. 

z 
e 

' 
y V 

e 
sen 

' 

Es la ecuación os s.1 Li sL1c Lor i a pcU·a densi dadüs rúduci d.;.s 

ma-noros. de 2, en .la cual b'l orror prornodio es de 3. 7?-·¿. Los mejores 

resul Lados son obleni dos par a hi drocarb~iros y gases nobles ( 39]. 

La gráfica dú esla relación so muostra en la siguiente página. 

g 
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CAP1TULO TRES 

TEOR! A CI NtTI CA DE FLúI OOS 

La lcoria cinóLlca pr.:,t,encte explicar lcl.S prup1tttl<t.J.,5 ru.::1-a .Jv 

oqui 1 i br i o cJv 1 os f 1 ui do:;, et'\ lúr rai no~~ do 1 as propi t::>d.?.dos 

micro~cóplcas de las p~rt1c11las qu0 consliluyún a c.lichos fluiJos, 

así corno do i .. ~1::; ftJerzas onlrfJ n'1 l.~::~. Uno dQ los p1~opó~;;ilo.;; d1:..)- os:l~:.i 

loor 1 a t:~s la de dar una c·>~pl i c:t.cí ór1. .:d hoc ho •.Je qut~ un .. 1 .:inrpl 1 a 

mi ::;rno, ol (;>Kprosiont.:~:; para los 

La lr.torla c:in,.:_..ttc.::i. licIH:.1' sus ir1tc1os. cen 1Gs t..r~1b~t.Jo:-; dt:.! D. 

Borfll'.JUlli, Cl~·,u:..:lu:; y M...:i.:·:'.·1c-ll f31. :.:.~lri ~:~111b.'..\1·90, ol av .. ':\.11ce más 

ir..pC:-t.~:;t~ f'•.!0 ~V..,."."hf'I pc.r f~!')llzm,"'\fln. Él. O!'\ 18r/2, d(?r.lvó Una 

ecuación p~·q~8. l~·i r.:..zón de c.:t.mbio de l.1. fU[')Ción do d.istr-ibllción dt?" 

una parlicula. en un gaG diluido fuera do equilibrio llOJ. 

El prlmor inl(.'nlo de• gonc1· .. tli::<-~.r la 0cu.::ición do Bollzmann a 

allas densidades, ruó hocho por Enskog on 1022. Eslas dos 

ecu~ciones son las quo a conlinu2.ción se describen. 

AJEcuación de Bollzm.'.lnn 

1)Dt.:.riv<1ción cL\,c;ica. Flúido piwo, Gas monoatómico, 

Nuestra p1·in1'~1·a suposición al hac~~r l.- derivación do la 

ecuación de !3ollz1nan11, es que ei flúido se encuenlr·a en un régimen 

11 



el vvl u1nen total y tl es ·~l numen:.i de p«1· t 1 cul as en di cho volumen). 

n d;J <-' i. 
o 

dondü n
0 

C 0 1 /U) es 1.-, den·c;i dad nurn-01'1 ca del fl ui dt) y d es alguna 

inlermolecula1~ es de alcance 

r i ni lo r 1o.1 ?l . 

Como l¿l OCU<;\C.ión de Boltzman11 

doscribu t:l do'.;;1sr·(_•.J.lo •.'rl r~l tiempo de la función do distribución 

1cr .\~ )t)dr d;; 
i t 1 t 

t., 

ti r~nen un;:, vo 1 oc l dad nn t r v 

Esta so d<"Í im• do tal manera que (333 

dt, alrcidodor del punLo ~ y 
i 

elemcnlo ~ú vcl1..1~nc·n di"! d\i dc .. bt;- ·sc•r Lo1n~'lndo do lal m.l.ner- ... \ que las 
1 t 

numero de par t.i cu.!ª"', sobro el cual Lcnga sont,i do real 1 zar un 

prom0dio "3Sl.3.disti co. 

El prJ.ncipal rnolivo do describir ol comporlar.üento en el 

Li empo de {( .~ , ;j , L) , os debido '11 hecho do quo las propiedades 
- 1 1 

macroscópicas d,., un ¡' l úi do puodori s12r cal cuL,d.~5 a par li r d" olla 

[ 391. 

Como lo que nos i nlor esa so11 las pr opi odados de bullo del 

flúido, no se lomaran en cuenta los efectos que aparezcan debido a 

12 



las paredes del recip1onle. En la referencia llOJ se discula oslu 

problcmz,. 

Considorernos un gas sujolo .. 1. una fui:rza. '~xlorn"- m.F. siendo m 

vol umon df c1;!; 
1 i 

ahora 

.:\l r edr.1dor 

.... ..,. ... -t ... ·-1' 

d1J'l 

/Cr +v b.l,v •~úl,l+ót)dr dv 
1 1 1 i 1.. 

punto -· ... ·• •\ Cr +v úl,v +h\l) . 
t t 1 

df~ i! 3 
l 

parl1culas, 

során 

Sin emb'1rgo, el númuro d& p;•rllculas cm el segundo caso no Sérá en 

que ex!.slen onlra p;,rttcuL:co.. Esloo. choques haC•?n que <ilguna.s dü 

alcanzarán l;). r·ogión consi dor <'.\d.1. Es lo cambio 

de aqui 

<ter .. ;; M .. v +~\-.t,l•-t..u - ¡ci~ ,;; ,t)>dr dv 
í1 1 11 !l 

Dividiendo por At y haci.:.ndolo l.:mder a c<.>ro, obtenemos 

Ü/ ~ (!() 

donde Df 

col 

lt/ 
-- dl 

.• íJ 
+ v·--

1} f 
1 

l + p._íJ_ f 
o ~ • 

13 
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Con10 primer post.ul.3do, consi der .:J.r emos que el lérmir.o 

e é)f/au dr d;:; lll 
· col t 1 

ocurr·on du1·~11lo t~l intervalo ht. on 01 cual tJnn parlicula que se 

en los 

veloc.id.ad a cualqulc·r otr.\ 

, / , 1' ·•dr 
_, 
V . , . 

' ¡ 
V 

~ ..,.. .• ·t 
l 'i • V ·~·dv ) ca1nbi a su 

1 1 1 

númit•r-o 

de choqUüs donde la vnloci<j.id f1n~l d0 la p~rt1cul3 está enlre t 
1 

y t +d~ . 
l i 

conocr:..Jr la. nn""?c.ini ca de'! l :o;t.s col 1 ~i orioi.;. Debido ~\l rf;~~gi. mf"l;n qut:• s~ 

part.lculas J1os jnt.erc.-·~;.-\n. Y<:i qu!J' col1:;iono::; dando 1nlerv,-:r-ngan m~s 

parlJ.cu.las son muy imprub:lbles y por lo l<rnl0 poco imporl<1ntes. 

Por l.-;do, que part1cula.si 

inlaracc1onan a lrav~s du un potencial asCérlcamonlo simétrica, y 

· Supondreruos adicior1.1lrn8nt.e, quü no existen fuerzaf;; f,;oxleriores. 

Las masas do 1 :i." par l i cul a'.·O quo chocan 

acercan una a 1 ;'\ ot.ra con velocidades 

des pues del choque. vol oci d.i.dt:,.J ;; t con y 
1 

Para facililar la dfjSCI' 1 pe! ón. 

son m 
1 .. .. 

y 

V y v"J., 
1 .. 

v•. 
2 

elegimos a 

m, 
z 

la 

óst..as se 

primera 

parlicul'-1 como nuestro or!gc~n. Asf, lt1s ve!o'.~idad~s rel.'.lliv.J.s ~on 

.... ·• -t g = v
2 

- v
1 

tanles del choque. y g' = -· v' 
2 

- V· 
' 

dospues del choque. 

De las ecu.:icj ones de cori~-:;er vaci ón C onergi a y momonlo) as posible 

damosLrar [13] que 1i.i1 19· 1. L"' esto se coricl uy,, que la 

lrayecloria de la parlicul.i 2 dospu&s de la colisión se éncont..rará 
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especificada ;i.l indic;i.r· los v;:iloros de g y de los ángulos x y c. 

los que se tlust;an en .la figura 1. Sin embargo. en el gas, lo que 

se tiene es uri flujo de- p.:>rtlcul<:is dt>l tipo 2 con velocidad g. °"' 

impJct.o ont.r-o b y b + db. y cuyo át"lqulo ct:.:.imutal s1..1' oncuont.re 

cilindro de colisión). La bC1se de este cilindro es tdbdc y su 

generatriz es gi'IL, de Lü m;:mora que é.u volumen loLü es gbdbdcb.l. 

Figura 1.Geomelria de Uth~ colisiói> \Jii>;:,,ri.i. La particula que 

colisiona Liono una volocid~,d ini-.::ial g y su velocidad final 0s 

g'. El ángulo .:t e·~ l?l án9ul o d·~ d1 cJ;p0rsl ón y c es el ángulo 

az i mula.l , b 8-S úl p~t .. ám(.-..lr· o de i. rnpac'Lo. 

El número lotal de pa1·t1culas que inlervlenon en las 

col i sion<"•s fue calculado pc1· pr· i mor a voz por Bol lzmJ.nn haciendo 

una suposición [391, la cual es conocida como la suposición del 

caos molecular CStosszahlansatz). en la cual se considera que el 

15 



en los l nt..or· val f.'1.S 
.. 
V 

1 
·Y- d~ ) 

' 
y ( ~ . 

z 
-· V 

2 

-· dr con velocidades 
1 

d;;) 
z 

y que son 

capaces do parliclpar en una colisión está dada por 

.rcr .~ ,t)dr~dV¡ct ,;¡ ,t)dr*d\•, 
1. 1 i 1 1 ?. ' z 

dentro dt>l cilindr-c_;. dr.• culi:.aén ,o,<;tá d.~d:. por [131 

¡cf! • ~ . t .. ) 1cf--.. . :;. . t)ot:::.JL,dcrl~ d~ dr ¡_\l 
11 ·1z - 121 

Es.l.::t considc·r~1r::S.ór~ no 1nvo}lJi.:r.-L 1.:t c..::wrclac.ión ontr;; las d1vt.:t1·:-:,,1s 

·r gb/Ct ,:; ,L)JCf: ,v ,t,) 
~ 1 1 1 2 

Pc\ra l.:i.o~ p;_,rtlcUL::1:; '.):\n.,.:.hs por colisión, se Llene que 

consider,-.r al.ro procac·o, conocido como colisión de reslit.uci6n. En 

ól, .la parlicul;i. ¡, colisionar Lieno velocidad inicial O' y su 

velocid;:;d !'in:ü düb0rá ser· g. C\:-,;pL1és de diversos pasos similares 

a los dci la evaluación de· r , encot)lramos 

r fct;;
2 

j'ctc j'ctb gb¡cf'.' ,;;',t)/CÍ~ ,;;',L) 
+ J' 1 1 1 2 

Al combinar los r esul lados anler i ores, oblenemos la ecuación 

de Bol l zmann, 
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dondo 11 ¡e;.~ ,t), /2 1c;1,V2,t) 
t 1 

!' -- /C r , ;j• • U, 1; fe; ,V· .t..) • t t t 2 

Una. forJM al l<>c n.>l.1 v.a d'°' esc1·1 bl r l:i. ecuac1 6n de Ek>l tzn•,lf)l) es 

la siguienlo 

donde el lórrnino de la derecha es conocido como el operador de 

col i si 6n. 

sencilla. 

. _. ~· . 
(.":Ol!'1ü /.ti' , V , t..J t 

\. ! ! 

pido que 

.,ntc•r";,.-s J ( f • / ) 
'·' l , 

c-1 

y j . Si F C'S l ;, 

fuerza <;;-:-:terna. que :-tctlla sobre lo.s p.-irliculas de• l.:i especie i. 

CiJ//iJl) 
\ 

... 
+ V 

1 
_, 

i) I" 

k 

I.:J (f./) 
lJ. \. J 

J.!:.1 
l 

dondt:.1t k es el nU.u~€ .. H·o lot~.;.l d!:.-:. compononles do !..J. mezcla. 

3) Pr opi cd=-.dc:: g:~:-nf:r· td J:."''-; d1J l <1. >::>cuzic.:i ón dt? Bol zlmann. 

a)Invar~ianles coli~lon~les y ccuacionüs de conservación. 

La ecu..:lción c..h::.· 8c;ll:~rnann es una l:cu~cl6n .integro-diferencial 

cuya sol U<.:i ÓI) genar·al ni.) es Cól)GCld<'.i .. S111 t?mbargo. pueden 

establecerse Z\lgunas propiL:J;·.tdi:::s gc-nor::d0::; o importantes d8l 

término de col iSi<'.m. Esto nos perrni te d.:-1 i neZir 

17 



caraclerist1c,1s notable:-. de su solu:::1ó11. 

Le. ecu.~ci ón d0 Bol tzm&nn p.ir a el i -ési mo componen lo de 1 a 

mezcla, puado oscribirse como 

Dí, e E 1,icf,.f? 
·' 

DJ 
' 

+ 
.. o 
V 

l o t 
+ 

1 

p ·-"
i ,, t 

l 

f. 
l 

Sea una 

propirJdad de la mr~zcla l.::i. {.:.ual solo dopondo do V.~ ~(~). su 

razón do cambio dobido a colisiones se, dof1no como [13) 

n (~-) = 
col 

1 
[

·¡¡;, i 
E n _ _:_J 
' l (ll 

cr.l 

donde -l\ r;-.:; !.._1. mi~rn.\ propied3d que 1li. solo que par-a el 1-ésimo 

[
;;.¡, ] 

DL 

1 

col = n 
l 

r J«i;i ·r· J e / • / ) 
) \ \.) l J 

par do UCUaClütle~ li ~~ 
l 

12 n. La primüra do e!>las ecuacionos puade 
l 

esc1·ibirs~ dcspuó~ tie ~lguncs pasos algebraicos (131, como 

· (~~-J '· _ _!._EEfdv.fCiv jrJcjdb ybU· • <1c -1" -- ·:"JlF/'-//) 
Cl, col -~n \_ j ,,. J l J 1.. J \. J \. J 

donde ·?' 
' 

son las cantidades correspondienlús después de la 

colisión. 

Si ahora mulliplic.1mos a la ,;cu."\ción de BolLzmann por w, e 

int.egramo~; sobre V\., oblunemos 

la que puede ser· lr3r1sform~da, al inlegrar por parles. en 

c'Kn (,¡). )) 
' a ·e n <V .:¡; )) + 

iJ ~ \ l. \. 
n.{F-<~ .¡; > 
' a~ ' 

+ 
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donde los parénlesis angulados denclan el promedio do la canLidad 

correspondiente. Para osla prom~dio se Loma 

dlslribuclón do una parlicula corno la función do dislribucion da 

pro babi 11 dado:;. 

Al surn,"'ir sobrt.~ lod~1s las compcnon~.os onconlr .. -imos el cambio 

rielo en ·~. C' l 

if> + (~ ~! •I! ~ ;.. ·l'i. 
J ' J 

61 de mano1·a üqui va.lont.o 

[a.l.\) - ~o 
OL 

~ol 

Eo;to noc; iJ)dica quo la propiodad .:¡; so coflsorva en colisiones. A 

po~iblc- demostr"1.r quo sol0 t.:.,'"x.lst..er"t 6 invariantes col1sion.a.les 

li11ealmonlo independic11los JJ~1·a p~J·t1cul~s sin gr·ados de libertad 

~ = m .• 
i 

1 2 
-·mV 
2 

Cu.üquior combinación lino::tl de .:.·llos lamb.ién es un lnvariant.e 

colislonal. invariantes son sust.i lui do:c: en la 

ecuación do c.:11nblo do 1'1 propiedad 'l'! so obtienen las ecuaciones de 

conservación do la hidrodinámi.c<>., 

-· m.v, 

1 2 
-mv 
2 

1 dp 
p dt 

du 
p dl 

.. 
·u 

19 
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._~n donde 

·• 11 + v·--
iJ 1 

E m fdv ~./ 
\_· l \. \_ 

<v > 
' 

.. 
- '-' 

velocidad del flúido, 

velocidad dv difusaón de la especie i, 

o 
' 

·• .. 
V - V velocidad P•''culi:u· de !;:, pai-licula i, 

lP r;mrdv 00; 
\J' \. .. \. l 

lonsor do osfuorzos. 

·• q flujo do calor. 

b) ·reor ema H. 

Junto con las ocuacionns: de conservaciór1 macroscópicas, 

p0d;,mo;; derivar otr.1 propiedad imporLant.:- do la ecuación de 

Bol lzman11. 

i rrevors.l ble~; tiempo evolucionan hacia el 

.equilibrio. Este resultado es conocido como lcorema H. 

do dislribución de c:'lda compo11c.nte son independientes de la 

posición. Adicionalmc!onlt..J supon.drt:~mos qui_? n.o oxist..on f'uerzas 

quo sobre 

a¡ 
~=E fdv fdc Jdb gbCJ' J'-f /) 
Vv . ) \ ) \ ) 

l 

parllculas. Bajo 

Se define a conlinuación un<:> funcional. de la forma t10,\3l 

20 
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H(u = r: rdv 11r..1 J \ \. \. 

Dúr i va.t\do es la ecuación con 

posiblo roesc1·ibirla como 

Of, 
respec\.o a l y susliluyendo °JL""' 

dH 1 y _, J ~ 1: lj 
d--L ·.• - -4 r; r; d'.r dv Íd,,; fdb gbC f • /' - f / ) l n-. -f-

' J .I' . \ ) \ J J 
\. J 1..., 

es 

r:>~l .Hg.,bra so concco que la canlid.'.l.d (:<-y)lnCx/y) es posi\.iva, 

dH !Ó O ar 
lo cual nos indica quü L:i. fur1cional H 0s no-cri:.ciente en el 

Lit:>mpo. 

Cu:md0 t,~'"• H liondo a un 11mllo finito quo corro::;ponde al 

t~st.ado on el cu:i.l CdH/dt) = O. En. osLe o;stado ha de tonerso 

ln/ + ln/ = ln/' + lr1f' 
\. J \. l 

dol:rtJ- ser una combi.J.nción linval de los invdc1 .. -.t1lw::; coli:::ional~5 

antorl.01·n~.;j·fltu r.-:oncicn2:.dr.':·:;. L(-! for~ma. final de f '~::.; [ 131 
\ 

l:> cutil üs la función de d!.:>lribución de velocidades de Maxwell en 

el equilibrio l<~nnodin.\1nico. En ella se dt>fJ.nen adicionalmente los 

siguiontos par.'unvlro'~ 

n. = rd~ /. 
\ j' \. l 

siendo m, l.:i. nt:tsa de l'1s parliculas de la especie i. 
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4)Sol ucJ ón de 1 ;'.l ocu;icl ón do Bol tzmam1. 

Como !;e ir,encionó al principio del c;.\pft.ulo, la ecuación de 

la función do 

c:fcclivL~, 1:.h? ld.;:; f'.l0r'ZI't.S in+ .. ~Jrr.v .. ?l1)cui._;.re:;, r c:-1 c~111üno libro 
.;:• 

mo.croscópic.). c.::i.r;_~c~ori~.~tit'.:<..\, ...:0.:n:) l."'. !0119.Ltud dL;l contt~.·nedor, L. 

r ('( e « L. 
o 

por alguna v0locidad ccir aclcr 1 '.;l l ca, 

t.iompo.s: S;:llisí-.1.cen la relación 

«l «l 
mf p rno.cr 

V 

los tiempos t. "º /V • e o o 

Esta volo<;idad es 

Ln primera do oslas desigualdades expresa el h0cho de que el 

gas ~o -~ncuonlra en un régim<~n diluido. Por lo que cad;i. parlicula 

s0 urict.tent..r-a n\.\s tiempo t-i:'n vuclCJ 1 ihre. Est..f..;- vuelo es inlorrumpido 

acasi ot1.:tl m0nlt?» por col 1 s ion.os. L~"l sc-gunda. desi gua.l dad. lmf P «t mcic r 

permi le describir e·vol ucJ. óri. dt . .'l gas hacia el 

equilibrio t.órmico on dos elap.:ts [81: 

íJPar-a Licmpos menor·es que t.rnfr-' •:>L¿,pa cir.ética, para un.'>. adecuada 
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de-ser 1 pe i On do 1 J. evol u..:: i ór1 h1).C' i ... 1 ol oqu111 br lo "'~l g .. ,s h .. \ dt" ~;or 

descrito por La función de d1slribución debe ser 

obtenida de la solución gúnoral do la acuación do 8ollznmnn; 

hi drcdi n.: .. 1ni ctt_, dc·ndo f-_::..t paca una 

TCf. U en 1 ugar 

Lci. oxi~:-~t\~·ncit\ drJ 1:1 et_;•.p.::_!._ hidrr)din,\1nicJ pu~')do c·nlendt.'.!rso dt::-

U>l 
mf p 

involucrada'" cambi.;ln mucho dob1do 

intermolecul~ro~, /Cr ,v ,l) 
l 1 

muy 

Con lo ::t.nlt.•rior·, .so- p1~opuso Ur'l:.1 solur.::.ión ospocial a i~ 

ecuación de Bollzma.tm. E~;t.a pr·oposici611 fue' hecha por Chapmann y 

Enskog (13l. En .-:-sla proposición, la et.::i.p.1 do interés es la 

hidrodinámict1, con lo cual j ,,slá co1nplelamonto determinada por 

las 5 cantid¡i_des hidrodinámic;,s m"'ncionad¡i_s anteriormente. i\si, la 

dependencJ.:J. lempvral debG ser c~1HLl.Ji.J.d.'.l. en lt\ s.iguienle forma 

/Cf , ~ , U 
1 1 

~-~,-----> 

l>:> t 
míp 

/( ,~ • ;j 1 Tl, ¡,. T) 
i 1 

Para encont.1-ar la solución con esLa forma para / hacemos un 

desa.r rol 1 o en serie de~ polt-111.ci as de un parámotro que se 

23 
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considerará. paquei'ío. Al o.ustit.uir os•_,, dosarrollo on L:i ocuac16r> 

d<> Elol lzmann y al. campar ar ambas S•~r 1 es. las 1 gual dades que deb.s-n 

cumpllrso son 

k 
E J .tJ.'º' ./º') 

F l lJ < J 
o. 1 ,2, ...• k' 

! , 1 ..... k. 

Aqu1 /n> r•:.prosenla ol n-és!.mo torminc dol desarrollo de / . 
p p 

La solución dn j «Jl e:> del Upo cJ,;: un;J m.'l.:{wol i ana ( 13) para 
' 

~ 1'2, ... f k. 

l a f tmci ón Con es la d-ef 1 ni cJ. én l :lS ecuac1one-s 

resolvor son :.hora (10,13l 

k 
- E L. Cv)</>',.¡ 
j~ 1 1.J 

donde 

L. cv)</J " fctv. Íd,; rdb gb;'º'/º'c"' "' "'' rt>') \) J J J' J. \ ) < + j - ¡ - J 

Para r~l, lenemu:;; 

k 
:o/º' ~ - E L. e v) ¡p"'. 

\ j,i \) 
i 1.2 .... k. 

Conocemos la f'or ma de /
0

', de lal manera que su derivada es 
' 
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.,,1m,_1c•)'{-~, ·*, .. .,, . ('\u~ 5),. o m, ("' "' 1 z ) a .. ... , - ---;, u a + ----,-- - ,,, lJ ·- lnT +-·,u u - ;,u·o :- v 
2k f e , aí! A:1 , , 3 , iJ~ l 

con 

('\) ['\ P,) a , P, (~ P, -~] -- + ·- - - -- l np - - F - E - F . 
'' " P a i~ P , i P i 

Est.o lórtnino es conocido como l.:' fuorz.;i de d.lfusión do la especie 

i. Adem~s P = nkT DO es el lGnsor unitario. 

Cl opt_,r~tdor L C~) ü:,; isolróf.'.tlt.':O f10J v p;:)r- lo t.~nt..o, el tipo 
lj ., 

en la cual 

J"' 
p .. \ d 
p r: \ 

} 

A. A cu )Ó 
t. t t l 

1 A--~ lnT - !.. l!i.:-i!.- i 
n 1af!' n i.U'i! 

U3. BCU )(\)D. - 3~\Y,ü) 
\. \. \, \ 

Suslilt1yendo la ·~xpr>J-s:ión propue-st.a para ip'" en la ecuac.ión que 

osta debo salisfacnr, e-n·-~.onlra1r.os la::. ecuac.ior~os que deben cumplir 

la.s lres últimas oxprosiont..,.s [13) 

l A:, aJ 

( IB, !El 

r: Ídy 
n . J' J 

J 

m 

[ 

U
;! 

¡")) _J_L -
i 2hT '3' a ·O '3].. "' 

'-- J J 

1 E '" r...¡v /º'e ó u -- !..3 J?a): !E nkT ¡J. J ,1 ¡ J ¡ J 
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donde dl, ~y !E son funcionos arbitrarias definidas para cada 

const.iluyonl•.:- de la mezcla. Las inte9ral0s de p.:i.rcnl•~sis están 

def i ni d.'.\S por 

CF',GJ:4~ E E J<lvJcttJar.Jdb 9b/º';"»cF +P-F"-F')CG+G-G'-G') 
\. J \. j \. j L J !,, J \ J 

f'ar.·.1. wbLcncr le.~~; coef!ciontes o:" A\ y B so han propueslos 

d1 versos mót.odos. El in.\s V<?nlr,joso [ 1úl .;s E;l. propucslo por 

se definen cc.n-co [ 13 l 

op<)r "'dor dL> colisión linear i Z.'\dCJ par a las moléculas de Maxwell 

i)l, A , 03 y [ IB, IEJ en 
l l l 

la expreslón del i-t-n:>ur de pr•-'Sl 6n. obtenemos (131 

IP = pD - ~><Tí IB, IBL¡; 

·dondo ~ os la ra.2'.<'.m d,., cambJ.o ..J.:.l t.onsor <ie esfuerzos, sln traza y 

con componenl,:s 

a .. 
- --·~) c5 
3 {J 1 \¡ 

donde 6 .. os la della do Kronocker, y se defino el coi;ficiont.e de 
lJ 

vi SC051 d;:id COn\0 l) = _!_kn íB. fBJ . .... 
Pa1·a el cálculo do la visc~osidad, prJmero considei-aremos el 

cálculo do la inlegr·al [!B,IIJ. Como fLmción do prueba para lE. 

tomaremos una combinación l in•Jal de pol l nomios do Soni n.;, 
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!E 
l 

Lo qua se pi<Jq ontonce~, os que 

[([,[[] 
k n-1 

5 
I:: ¡{-ir b<n> b'"' 2·"T ¿; \) \.,q l' r 

~, F1 r, 1~ ~o 

5e>á máximo. Est.o rt"~ul L:>. d·-' un r.16todo var i aci onal ( 13J. En esta 

ecttai-:.iór1, 

La ::>nleri •X <:ondición •?S ctirnplJ.da cuando 

k n-l 
2 

n 

r: E flpq b 
tn} ¿, 

' J ), q fú. 
" ¡.-.u 

f'l:!1 q=O 

P=Ü, 1, ... , n-1. 

n. Esto es lo que so conoce como la n-ós.lm<:1 aproxl.m.).c!6n do 

En~kog. 

TomL<ndo L'> ·~xpr.::.sión par-. IEi. y 1.1lilizando osla úllima 

condición, se obLiuno 

le 
[([,([] = 5i:Cn/r0b<r» 

. \, "•º 
1,.:;:: 1 

de lal man<Wá. quo la n-ósima aproximación para la viscosidad aslá 

da.da como 

k 
~N.T i: C n /n) b'"' 
2 . i. i.,o 

\:":i 

Para las subsiguient.os ecuaciones. solo se cot~sidera el caso 

de esf ér· as dLir as. 

Por olrn. parlo, los coeficlonLos Hpq para p=O y q=O que se 
l i 

requieren, pueden escribirse como 
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1 

donde, 

z 
X 

' f"))] + 
\ 1 

Cmn i«"D i/ 2 

5 \. 

+ ''\) rn 
\ 

siendo n\ y a. l:;.s ni.,s<1s y radios de l.'!. especie 1, 

ª· 'J 
(a, +a)/2, 

\ l -· rn, 
'l 

-1 -l 
m + rr.. 

) 

fr acci 6n mol di) l cornpononlo i. 

En 

! :1. 2 •... k . 

los coef1cienlos se 

. Resolviendo est,o ,,L:.t.c:::.c. y <;usliluy<mdo los resullados en la 

e><pros16n par~, l11J..., 011cont.ra111os 

Hºº .. ·Hºº X 
11 1k 1 

Hºº .. ·Hºº X 
k 1 k k k 

X • • • x V 
l k 

l)Flüido puro. Esferas duras. 

Como se indicó anteriormente, la ecuación de Bollzmann es 
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v.\lida par" d~,,>cribir flüidos ot\ •)l regi11:on diluido, pero si su 

Leerla quo sea aplicable en 0slo rógimun. 

las p;:;_rllcul<>s, y quo 

esferas del flúido [101. 

Sin eJnb._¡_rgot par;:i gt.l:::;r~s donsos. se dobt~n dt~ lomar en cuont.a 

los siguiente~ ~~rectos (131: 

OOebido al lamai'\o finilo do las parliculas, los o::nlros de las 

parllculas en colisión no se encuentr:1n en ._,1 rnismo punl..:i. Por lo. 

que si en el ins\..anlo dol cheque •.>l c.:v11L1 0 .J,, l" prii:~cr.:i p:i.rtl.rtr1a 

lDEn un gas denso, ol volumtm por· pc,rllcuL1 ya 0s compar-ablo con 

ol volumon do cae.fa. parllcula. J\sl, ol volumon on el cual una 

par licul a puode enconlarse se r-educi> y la prob::1bi l i dad do qu0 

ocurran colisiorn)'S se increna:~11l.::i.. Par_.t. lom3.r ül"'l. ct.lt;tnt..'.l este efocLo 

ol t.t'.'.~r mi no de colisión, la función de 

dislribución radial do pa1·cs de do~ esferas en conlaclo 1101. Para 

este ca.so, Enskog lomó ol valor do oqt11libr10 local para la 

función de distribución radial (311. 
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probabilidad da qtJü ocurr,"\ una collslón er1lra lres: o mAs 

partlcula!.'> es improb~~ble par¡1 el caso de c;.~fera:.; duras. 

Al lom.a.r nn con::-.i da-.:•r .:-ic .1 Óf) lo .1nlt:>r' i ur· y s.1 gui c.-ndo ."lr gumc-nlcs 

lúrrnino de colls1ón para l,~ 

(.f ... •f-eJC r • v, D •· y ... '1 lCf!°.Y~t) + Cf~/m.J·~ /Ci!,~.t) :.-
D ; J ~ 

J d:j
1
fdE af9·E¡ec-·9·~)<:t<l~.i!-Q.-"~)/Cr",~,t)/C;-,J~~.~~1 ,t) 

- x<i~ J r+a~~)/Cf!, V. t)/(r+a.é#. V ,t.)) 
t 

donde e e-s la funcic'in de He.~,vL;lde. 

Estas tienen una forma sinlil.\r ·' lac: dad.:is por L1 ecuación de 

"';-- V p] 

tensor de la pre;:;i 611, ff'. son reempl aZi:\do~¡ por [ 13l 

·¡p [p + !P 
k p 

.. 
Aqui qk y IF\, '"ºº las conlribucionos cinólicas, al vector de flujo 

de calor y el tensor do L1. proslón resp<~cti varnenle, debido al 

movimionLo dt? las moléculas: dn! g.as. Estas son las mismas quo las 

dadas por l <\ ocuación de- !3ol lznunn. Mi cmlras que q y !P son las 
p p 

contribuciones prov01lienlos d0 la transferencia por colisiones, de 

la energia y mome1'lto, rf..J-spccti vamonte. 

L.21. .:xpr L~si 6n par el la vi :>e os i dad corlan Lo qtw se obtiene. pa!' a 
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donde r,
0 

es el valor par a l c1 vl scosi d~td do esfer.1s duras d.;. da por 

la ecuación do 8ollzrnann. Ad.;;más, n y T son la densidad numóric.\ y 

Por otra parle, 

dislribtición radLü de p.:1r.:;,:;. .:,n cor1Lv.:to ( 101. 

2JMezcl<>.~. 

L~ primer.J. gonor.:tliz;\ .. :icJn do la ocuJ.ci6n do Enskog a mezclas 

Tham y Gubbir1c; f .¡;::J lo ht ·:..::i t-;-r 011 p._\f' ,). f.\Ul f. ir.: C'!np0l1%!'nt ('~;. Una 

l:?nraj;~::;, y Fi l"i;:, ( 1l, 

st!-1· prct'cr!;·~.~~ y;" que todas tJ-11:-i.s conlle'l..-i.n a conflictos. con la 

tormodinAmtca irrcvorsibl0. 

hidrodinár~cas, el conjunlo de ca•ficiDnles do difusión y difusión 

Eslo cuesll.onó l;i. validez de la ll.:i.ni.1d.o. t<?or·ia e;:tt,nd'1rd de Enskog 

CSED. 

Para r-osolvo1' esle problorn~-"!. va.n Pt:-i jnren y Ernst.. (2] 

propusier·on un.-, g<>n01·ali:::::>c.lón .ü tcrnati v~, de L; teoria de Enskog 

a mullicomponenles. Esla es conoci.da como leorio. revisada de 

Enskog CRET). En ella Lomaron a la función de distr·ibución radi;:,l 

de la mezcla, como t...tn..'l funcion.:J.l no local de los campos de 
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obti•~nen una leoria cons1slente con la l•'!rmodinárnlca irreversible, 

además duque esla formul;icíón Lierw un l•.'orema H f<IOJ. La fórmul,1. 

- + [" -+ (1 0 1 C· 

v ·-- + c;.'/rrú·----Jfcr,;;,t.) = EJ Cf,f) ctt 
t rJ 't 1. <1 ~ 1. 1:: 1 tJ " 1 

dond<:> 

J. C/ ,/) 
,, t J J,.J, (~:'; d~ 

~ ., j 

con 

.. 
v .. 

J• 

,;,._ V 
' i 

~, ~ ·V - 2M .. e V .. · ~E 
i j \) l' 

M ... ~./Cm -t· m.) 
ij 1. t j 

ª· . (a +a,) _,r¿i 
lJ . J 

Ci:: cr.t+a 3J<n ))/Cr.~~.D/Cr+tt.e.~·.u 
tj lJ \ l \ J \.J , 

Aunque van B<>Ijeren y Ernsl dan unil forma general de sol uc.íón 

para l.;;, ocuación, r;o deriv,)n O><pr<>sionas oxpl1cit.as para los 

coeficientes de· transporl<'•. EsLt.' tr:.-.b.>Jo es re,üizado por López de 

Haro, Coh011 y l'.J nc;:,í d [ 31 J. usando el •>scal ami en lo propuesto por 

Barajas et al. f1l. Ell.cc; des.'.1rro.lL>n un 1né<Lodo slnúlar al usado 

p'1ra rosolvor la ocuac.ión do BolJ ... zm.:tnn, dando la siguianLé 

expresión par.a el COt'.?ficionlt:.• dv 1.1 viscosidad cort..anle 
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Para que esto:; result..ados ¡'.>U•éd'1n :::0r .1pllr:c:d0s ,; los flúidos 

rc~lcs se dPben tlú proporcicr13.r v;\.lot·o·s adecu::i.dos {.:h.:..• los di.\rn0t..ros 

de las oSfúr-a':.; dur;:i..~: (a) p.).ra c,-u.:t.i. corriponnnle 1..k: l.A m:::;:cl.:l. En 
l 

El múlodo dt."!' 

linea do tz~.:-i.bajo St'.'~ h,;:1 iniciado reciont.umonlo [5J y es lo quo S"";C-
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CAPtTULO CUATRO 

TEORlA DE ESTADOS CORRESPONDIENTES 

La idee< dü que l .'l ecuaci 6n do estado do un flúido y sus 

uni vnrsal ut.J 1 izando var i ;,.bl (?::; roducid,;1:s li 0n.:, sus: í nici o:; dosdo 

conoct.~· como QSt;:i.l!i:::.:-: i.:orr0:~:pcindi(;intos. D>:..J 0:.-;t.1 11i.: .. 1n~1r~1. sl SI!.! Ct)nocon 

reunen ciertos requl~llo~ que mt~ncion~rcn~s a conlini1ación. 

por van der Waal s on 1 ()"/3. f;l <lor i vó su ocuaci 6n de est...ado on l;:., 

forma [ 3GJ 

P = f(V , T) (1) 
r r r 

donde Pr' Vr y T, sc>n la presión reducida, el volumen reducido y 

la tamperaLu1·a 1·~ducid8. Eslas se definan por 

p ~__i:_ 
r p 

e 

donde el subi ndi ce 

critico. 

indica el rospcct.ivo valor en el punt.o 

La razón por lo que csL<.) <:>s posible, es debido a que los 
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pótúncio.lu:;;, .i.nt.'íic)Prnolúcular"~""E"i dú divorsu.;; ~1rupo:; du mol~.:-r~ula'.:"i 

puodon sor lran;;fo1-mado:" on uno solo n1odl.~nlo la multiplicación 

adi~c:u.1.d.1 de el L"f' los p.1r.\n:c:....t ... ros, como lo se-f'°a.l .1rt:tmos (~f"I breve. 

El primt-er punlo de visL:i. 

microscópico ~{;obro la t..oori.-:-t do 0slLidos. corre~;:poridli:':'nt..es CTEC) fué 

coi do 1 iger.'>monlo 

( 41] ~ pt-.!'f"f) mant(;nit:-ndo l.:i idc• .. 1 b.\~;J.c;·~. 

El13 tit''."110 como p~ 1 ne i ¡.nl sobro la dor 1 vac i ón 

:..:.1;u·.tI1c;)¡· 

indicando d(::- (_:~~::ta m.:-lnor;l lf):':"J. dorni ni os de· val l doz que r_ic·ben ser 

os por :'.ldo::;. 

libi~rt,<d .\nl(•rno. P;:.ra •)l lo 1 a TEC h.:.i.co ol sic1uinnle: 

POSTULADO l. La !"'unción d0 p;:ir Li ci ón canónica puodt' sopar ar so on 

l.r.,..ns.ld.ciond..l quo son muluarnent.e 

indopondJcnles, 

(2) 

Pard esla relación, H es el número de parliculas dt~l sistema, 

T es la lemperalura y V éS el volumen. Po!' otra parle, Qinl se 

supone i ndependl en Lo de la d!~hsi dad. En canse.e ucnci a.. par a una 

tomperat.ura dada esta Loma el valor d0l r0specLivo gas ideal. 

Esle postulado es v.\lldo o;olo par.1 bajas (lt~nsidarles ó para 
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flúidos: mono.:t.Lóm1co:;. a cualquior donsld:~d. L.;t ecuación (2) no os 

salisfacLoria ¡xH· . ..1. cu.:ttH .. io t.r~--.t:in:os con flúidos cuyas moléculas 

Normal r;·,onl''. par.< ostados 

¡\~: 1 • 

hamilloniano cl~s1co 

lle {p,h = 

dondo lü 0;; 1 ._\ m=i$4 m0l ccul ar y U(f!') c5 l rt abrevl ación d~~ 

UC r ..... , r ) y ¡; es e.l moment.o de la molécula. Do lal manera que 
1 N 

si lomamos nuestras do:-; primeras suposiciones juntas, la función 

de parli.ción es 

A = ( h 2 /2rrml<ff) 1 ,-
2 

dor)de h t?'~·~ la Ct)nsla.nto de Pl anck. y la desv1 ación del 

compor lami nflt.o del g.:i.s i rJi¡~al ":.-slá delernú nada por 

J J .. ·• .. 
· · · ">:P [ -(JU{ r > J dr ... dr-

1 ~l 

Es le poslu.l :>do no e:; s;; l1 sf actor 1 o para moléculas ligeras, 

como H
2 

y Hü. o para muy b;1jas lomperaluras, donde los efectos 

cuánlicos son impor-lanlvs. 

Por üllin10, la TEC pide la correspondencia entre los 
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potencial os inlormolecularos do diversos grupos, os la 

correspond.mcia c:l<ebe de cumplir ol slguientc: 

POSTULADO 3. La enor g1 Z1- potencial lolal fl~idc so puede 

expresar como r;~l produclo \i.Íú un p.:u·.¡\tm)tro de cncrgl~\. t:, y un& 

1 as mol é·r:;t,1! ."'t.s. 

(3) 

stJsLa1lclas puedo obs~~rvar~;,! e1) l~ siguienle págin~ las g1·áfic~s de 

adi li vi<lad poi-

~. en la ~cuació11 (3), es un:\ función L1nive1·saJ. que rcquiorc dos 

aproximación para casos ~~implo~¡. t.ales como gas;;?S nobles. Par.? 

moléculas más c0mplt:-jas, son nücosarios pt1r.:\me::~lros .. 1die:ioni:llcs. 

Los poslul ado~• hcchoc> .:mler i or m·~nlo so apl i c;:i.n de manera muy 

convincunt.o a flúidos simplc-s, úS docir cuando ol potencial 

inlermolecular no os complicado. Para lom,;r en cuenla moléculas 

complejas los postulados debon J,; gcneraliz.:i1-se. 

37 



C2 -1 -

> ... 
2 -2 

3 

if/~--::::;:::--
// / 

/ / 
Xe2 

---1......:~::':.........J.~--........ -~~-'---' 
4 5 7 

R{A) 

Polencialos de gaS(1S nobh;s oblenido~; por disporsióo mol<~cular 

[Tomado de la roforonci a 31)] 

Ñ o 
-s:' 

o -

--ttelio 
··-·······Neón 
·--- /oqán 
-- ---· KryplÓn 
·-·-·- - Xenón 

2.0 

Los mismos polencial es dc- l:; figura antcr ior pero éscal a.dos segun 

el criterio indic:ldo en el lE>xto (Tomado de la referencia 30] 



C) Tt'at...ami 8nlo empi rico de las dos vi aci onos 

1) Factor acónlrico 

Esle trala.micn\.o cst.:1 basado cm el hecho de que la ecuación 

Este o~ definido e11 lt~r·ifüt·.o:; del,:. prf~':-;ior1 r-cdu~id.:i de vapor a la. 

c...> = -Lo0 ( PCT/T .. ·" O. 700)/F'c l --1. 000. 

f acl l i J.?«J y pr •.?C l ~' i c~·l1 con l ;, que puede mcdl r se os la cant.i dad. 

·'- T/i' e 
0. ""lOO. de un 

parámalro se .. supone quo tom.). c·n CL1t:"'!'-r.ta las dt..:o:-:viztcioncs de- la TEC 

'quo c~t~n r~:-1 aclt.,n..::.d.'.\s: con l"'-._ forma de las ospüc!t~s rnolt.:Jculo.res, 

corrigiendo los dalos para mol•'.>cul;1s no esféricas. 

2) Factort~s de form.J.. 

Aunque ol factor acóntrico es de gran utilidad, este pasa a 

ser inad<>cuadv ¡xn-c; cu::md0 f'.>.\ poLc:ncial intermolecular es muy 

complojo. 00 ;:.qui quo so h.:i.y;:m propueslo t.eorias con más do un 

faclor do corrc:cci.ón. Enlro ol.1'1s se onctiontran los factores do 

forma propuesto::; por Loach, Chappolear y L<>land l28J. Est.os se 

escogen de tal rnan.:l'l·a que la" propiedades del flúido d'e interós 

39 



sean iguales a la del flúido do roforoncia. En particular. las 

propiedad.:.s oscogldas son J;:, enorgi.:1 llbro y l..l compresibLlidad. 

Los La.cloros de fon11:;. ·~on enlo11ces obtenidos por solución 

sirnultárn~a do las ocu.-.:.cton.0:~ siguientos (44) 

Ac. 0
"
1cv. "D 

' 
y 

ZCV,T) 
' ' ' 

Z (V /.h ~ T /.f ) 
O l,O 1. \,.;:;. 

do11de h. y f son 
1..,0 \,O 

Aqui, y () son. 
\•º 

factores de fornki.,. ACO"lf es 

contribución de la parta configuracionnl da la función do 

part1cLon El sublndice 

la diftcullJd para oblonor la solución de las 

ocuaclonc·s .ant(;!rioros1 L\--> .. iCh et t1l. (27J proponl~n una rul;::i..::iétn 

omp!rica a primer orden para los factorus do form;a. Cuando el 

tnetano os utili~!ado como ~.;u!:;t.J.nc.;ia do rc-feroncia~ estas relaciones. 

llenen la forma 

+ Cw - w )[a+ b lnT• +Ce+ d /T)CV'- 0.5)J, 

don do 

r• " m1n<2.máx<T" ,O. 5}}, 
' 

-::. 1 1 \. 1 j \. \. 
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• nún{2,má:«V .O.<;;)), 
' 

.:iqui r" y v"' son la lc;mp1>r.>lura y volumon reducidos por al punto 

ct·1tit:ü y<~ es el L~ct.or ac6ntrlco de Pitz~r. Los valores dE, los 

µo~tcr·i0rmenlo. El do~arrcllo d0 osla~ ccuacionos o~ disculldo con 

rnás dt2la'1l le por Leach { 2GJ. 

D) Teoria do solución conformo (361 

El problonv\ pl'1nto:ido ahora es ol ::ipLlca.r la TEC <:< niozcl~s. 

configuracional0s qu0 l~ rnozcla, 

Lat\l-ó di versos p(YL<;i'~ci:~l .::1 s in~_r.!'r·molc~ul:-tr•.):: ,r/t 
'J 

::::·• n nos l lev.J. 

al · probl ~;ir:-..... "1. dn e11ccnlr¿\r un uni co pot..nnci al par.J. t.::-1 f 1 úi do 

Efl 1 os potnnci ,'.\los. ~ 
'J 

St} :::ur~ono qur~ os 

t..odas la;; inl•~racclon!'.>S lienon la mic~ma !'orma. !'uncional os llamad." 

conformt:::-. 

El problema courgido o:mt.onc.;,s, os el de on•;ontrar los nuevos 

¡)arámst.ro::; o y 1~ :< us;ir p;:ira al flúido equivalent.o. Una manera 
H i< 

de obl<>norlos. es la do o,upon•:·r qun la función d€1 distribución 

radial so puode escalar !181, como 

y los po\.c•nci al es se pueden ~>scal ar soglln 1 a TEC. Si esta 

consideracion so sustituye on la ecuación de la contribución del 

, . 

' 
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po\.oncial ir1\.ermolocular a la onerg1a para una mezcla y se le 

co111para con la respec\.iva pa.ra un flúido puro, so .:-ncuenlra que so 

debo sa\.isfaci.>r 

'} 
e Cf 

X X " ~< X 1:. O . 
J lJ \.j 

El par~melro ff, eslá definido [291 por 

(/", E t X:< (71} 
}( \ J \J 

Aqui x os la fr~\Cción mol dél 
l 

i-ósimo cornponenlo. Es t..~s reglas do 

m(•zcl a.do ::;on conoci dadas como las rogl ns do mozcl ado do la \.oor.i a 

de "van d•~r \fa.al'~ l" CvdWl). L.1s roglac~ que so ulillzan pc\r,• 

po\.enclal inL<.·r·molecl!lar para las espoclos 

Lorenlz-Borlhulot. 

,_. 
i.i 

1/Z 
(e e) 

\ J 

E) Viscosidad de mezclas 

1) F'undamenlos 

y j , son las de 

El mod•·Üo que .<qui "º oxpondrá fue desarrollado por Ely y 

Hanley [12J y es conocido con el nombre de CSVH (modelo de la 

viscosidad do mozclas conformos). ·En esL•~ procedimienlo la 

viscosidad, r¡, de un;:,. rnozcla a tomper.-,,lura T. densidad p y 

composición <x,>, es igu.'tlada, sigLii•mdo el mod<~lo de la leoria de 

solución conforme. a la viscosidad de un flúido puro hipolt'1lico, 

és decir, 

r¡ Cp,D = Y) (p, T) 
moz M 

Do aqui, via TEC, hacemos 
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Y) Cp,D 
X 

dondo 

r¡Cp,T)F 
o o o 'iJ 

-M-
]

i/2 
¡1"2 

X,O 

º 

en la cual x so refiero al flúido de interés y el sublndice o al 

flúido de ruferencia; M es el pese molecular, T est..an 
o 

definido::.,. cou10 

T = T/f 
o :<,ü 

En c:::L1s d<>flnicione:; ya han ,c;ido i1)cluidos los fact..ores de forma 

denlro do la dofiniclón de f y h, para considerar corroccionas por 

la no esfericidad de las mclécul~'"'· 

Lo SOl'l f ~1cLores l 
"º 

y h 
'"' 

para cada 

sustancia do la mozcl~. por lo que no:; ro~La conocer L'.l.nto f 
x,o 

'>cm usualrncnlü 

rel~cionn.dos con la lompor.alura y volumen crlt.il"'.:O, os decir, 

lo qu,~ sugier•o. ulllizar r·~glas do mezclado análogas a las 

ut..ilizadas en la Leoda de solución conforme. Con esto las reglas 

do mezclado sc11 

h 
x.o E E X Xlt 

i j lJ.o 

con 
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L .. c qoo r,")~t.a vs.; oricoritr~ir un¿\ rogl.1 do mozclado p.).ra las 

masas, qu-:> es lo que a contlnu:._cl<)n se hara. La función de 

dlslribución radial para un flúido fuora do equilibrio debido a la 

Oi.J 
dando y !.'.'.<~ ol te>n:-;;or rk ... cisfu0r·::os. ::;irnótric:o y sin traza, U es 

urü dad e~; del j !1V2!''.:.D del función 

puedo n1oslrar qu~) 1;1 contribución a la viscosidad dobido al 

poloncial. )] . ost~ 
u 

[ 1 ?.l 
2 

r¡ ~ --~rr-(_t_l__, .r d r 
u 15 V _, J' 

2 ( N ) ~duL. 
1' = _:!~- -- r'_ r' Jdr r ___ J 1.> C r) 
'u lb V - "-' dr tJ 

' 
Escalando astas ocuacionos y comparándolas ontre si, se obtiene, 

escribiendo lCis "·cuaciones ún lérmJ.nos de las h's y f'~. 

h ,,,9
1

u2 Htn. 
x,O x,O X 

en donde 

I: E X. X h .. .'!) ¡1/2 H1 /2 
t J i.j,o 1.j,o LJ 

M 2H M /CM + M) 
LJ t ) J 

2) Procedimiento de cjlculo 

Aunque en lo expuesto en el marco anler i or las variables 

utilizadas fueron la densidad y la Lemperalura, en el momonlo de 

realizar los calcules, üs mas apropiadado trabajar con la 



lemporatura y L• p1·osión [12J. Esto o:; debido.>. c:¡uo la dependencia 

con la t.ernperalur.:-. de L, v.isco,;idad a deM;l.dad const.anle es 

pequof'ía, micnlras qu0- la depend(:•nci.;:\. con l.:.\ lcmperalura. a pres:.ión 

! :.:'.ctor .::\Ct'J11Lr i co y püso mol oclJl d.!' d~ cada uno de 1 os cornpon0nl.os 

mezcla. P . ln.ici.1lmenl1). lo::; f~).clorr.:rs ck~ for111a ~--•on igu;\l.::tdos a la 
X 

h"•º se puede1) .~valu,"\r f'l). p
0 

y T
0

, siguie11do n
0

Cp
0

, T
0
). y por fin 

1?/P• D. 

3) Ecuaciones 

Para el flúido de referencia es común utilizar al met.ano 

(181, eslo t~s debido a quo dicha suslancia ha sido ampliamc:nl·é! 

est.udiad::i., como p::i.ra poder dar ocu::i.-:::ionos de estado y de la 

viscosidad. La elocci611 do o:ola suslancia como la de 1:eforoncia 

lleva a sugerir ciorlos l1pos do problümas que so pudieran 
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1 
!! 

presentar. Entre o:;t.as se encuenlra la c."l.roncia dr-:;- cc.)nfortn.idad 

enCre el mc,,t.an.o y las mozcl<4i.s qut.:· so van a 0'.3ludiar. ef0ctos: de 

grados do libertad internos, grados do rotación ocullos, ole. 

y 

al. uU. l i ;'.;1rsc el 

TABLA 1 . ECUACI 6tl D:C E:'::I'AD<) DEL HETANO 

p + r 
r;:.:.10 

~-- zn-1? 2 
11 C !Jp •?xpC-yp) 

n 

a, RT 
i 

a. NT + N ·rn + H + N /T + N ,,-i-2 
2 1 2 9 " !:) 

a. N,? + N + N /I' + H /12 
a ? u p 

a. ~ 11 T ... N + N /[ .. to u :1:: 

a. N 
!:I .t3 

a, N /T + N /f2 
G ... 15 

a, N /T 
? ió 

a. N /T + N /j'2 

" 17 1n 

a. N ,...Tz ., 11> 

a. ~ N ,z .... + N ff 
'º 20 2i 

a. N /r + N /(' 
u 22 29 

N 
....... :! 

t! ,.,rs a. ,. i 
1Z 24 25 

a. 11 /r + N /f .. 
19 26 27 

a N /Tz + N ,,..T:1 
14 20 29 

a. N /1'2 + N /T" + N /T• 
11:> ªº 9i 92 
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1 

? . 540'3772.72G5í'E-1 18 -~l. 2:!o1085l 745353E-·3 

10 1. bl 01 •10160312.E-,l 

1 " 20 1 

1 
¿i l 
2J 

1 :: 

4 6.~GC~81393432E+2 

5.30104G3G5S~2E-4 

8 5. 011<:HT9364 .• ".:7E+1 tJ. 2G530GU50288E-1 

1 ~~ 
1 

g 

10 

11 

12 

1. 820.t 7376Q'J33E+1 

1.4d0888905811E-3 

-3. 15n90:?ll 23798E+l 

13 8.0GOG1335340BE-4 129 
--3.17·1'Jl"2l!ol.:lUd.':-3 · 301 8.15L'."·1"10Jf3886E-9 

~. J 'Hu0<30Ci·l77:~t: 1 O 1 '41 -;-;, 508235589063E-5 

_:-3:.9?·194•1210271 E-:'.'._ ____ i.32 ¡ _ 

14 

16 3.153374374912.E-9 

Urn.daclofJ: proo\on almo~forao; "'' mol.rl; lompor o.lura '"' 
gtadom kotv1.n; 90.rnmn ::: O. 0096; n ':.'.' O. om~O!'.i'.616. 

m21yores. En pri mm· una extrapolación para d0ns1dades 

roducilLls c1ov~1.das n•:i os pcJSiblc, dc•bi.do .. ~ll gran vz¡lor d"J (cJn/dp)·r 

si 2. ~3 ( 1 é2l. probl erna. Hanley y Ely 

decidieron C¿)lc.ul ... lr "psot1<...iod~:1.\.(.z.;::" do la vi~;r~osid.._1d del molano ~:1n 

la región de altas Et1lonce.s os los 

ºpsoudodatos" y ;l los dalos rc .. ,llüs del 1110Lano pa.ra dar una for1n.1 
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vi sco::~1 d.1.d Los "pseudodatos" fueron 

derivados do la 0cuac i ón de c .. ~~t.3dos co:·respondi en los 

ll' C p • T ) 
o o o 

der1~;idad1::s eqt..t.iv.-i.l\E:ntns dt!- p ~ ¿·,·.:s lfüJl/L (l<..::'~~ r,·,-::11it.:.dos "':....,r1 

por deb~jo dt:.·l purilo lriplü. Eslo fu0' e11conLr.ido p.u'.,:~ ct.1.lndo 50 

lomaron lo~ d.:1.los de les sist~-~m;!s dt:- los hidrocar·bui~o:-; dol propz~no 

al oicosano. 

't,emperat.uras redut...l.d.:~.:.;. !..,:::-r0 ~"""st.~·, posibilid.:ld fue oJ.irninada por lo 

las ocua.cionez p,a;·a h y f fueron rosuclla.s simull.anea.ment..ü 
\.,o \..e 

para obt..c.•r10-r i:;..s-;to-::-. valoros. Los f.1cLort::-S dt:?- forma rt?sulL.anlcs, 

lienGn la misma form.'.\ funcional propuo,;la por Loach el al. [271, 

.. 
pero con la reslricciór) sobro T olimln~da. Los coeficientes 

resullanles eslan dados en la labla 2. Sin embargo, l;:i. no 

correspondoncia se sigue prt:senl.:\ndo aún cót'l los nuevos f,"\cl.ores 

de forma. 
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TABLA 2. COEFICIENTES DE LOS FACTORES DE FORMA 

Ccmficiont.-.s do O 

a O. 0905l'59 
1 

b -o. 8f327f-52 
l 

e O. 316r53ü 
1 

Cooficientas do-··"''-----

a O. 394901 
2 

b ' -1.023545 z 

e -0.932813 
2 

nuevo f acf....or ~ X • on l.< ccqación do L; v1scosid<>d. 
l) 

Su forma 

dond·~ V' .1. • ._, ./ 7. 

vi scasi dad ·~s 

( 1 ) 
donde 1¡

0 

Final niont.e, la ecuación para la 

• f.1¡ Cp ,T )X 
o o o t] 

prit110ra corrt!cción én l.'.\ dc·n~;Jdad. Miont.ras que Ü)/ e~ el resto y 

domina a altas donsidadas. Habiendo soloccionado al facL01· X , lil 
l) 

viscosidad eqwiv.:>.lentc- dol met.:i.no para t.¡¡ fl.16 definid,, ·~omo 

Los coeficient.es fin;i.les para la viscosidad dl"l metano est.;).n dados 

en la \.3bla 3. 

S1n ornb.:.\r·go, par-a valor&s <lt20 la. víscosid~ld an mezclds, existe 

un f<i.ctor que no so ha lomado en cuenta, el lamaf'ío de los 

componentes, por lo que hubo do mod1fJc,'<.rse el factor x.,.,. slerido 

ahora de la forma r 12) 
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TABLA 3. ECUAClóN DE LA VISCOSIDAD DEL FLUIDO DE REFERENCIA 

i 

+a ff)J-1.0> 
7 

b 
' ----------·--·-·-·----·---·----------

1 -1.02391C0427E+1 1.59i39859271E+O 

-1. 3337234608E-1 

3 1. '~ 

4 -2.84763282f30E+3 1. G8E+2 

B 1. 336B~>02192E-1 

1 . 420?23976í'E+2 

7 5. 00~!06097é!OE+3 

a 

9 
,.. 

T or. Kelv\n. dentt\dod on g/cm 

1/2 

; {[ T [ bj X o O 

]] 
~e 

} t;. 

{ a + bR 
X 1 - 11' 

X X 

Y) -r;::- oT _.e 1'+CR 
>< ,¿ 

o 

dond9 

-1 
E x.CVc / V )1/3 

R 
mm 

e 
' 

2.907741307E+5 

-3.312874033E+O 

1 . G081Ol838E +6 

-4. 331904871 E+5' 

'(. 0!324813308+4 

-7. 116020750E+3 

-1.445911210E+1 

2.037119479E-1 

} 

con a 0.16120, b = -4. 51613 y c ~ -5. 3548·t. En esta ecuación, 

Ve como ol volumen critico del componente rnonor en la mezcla. 
min 
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3)Corrocci6n d<> Eno~kog 

Cerno ya se me-r1clo11ó. la ulUma rorma df.' td L'!t::tor X tt)n\.:t éf\ 
l) 

cth:?nl.:i la difcroncia. do lamat'ío do los componenlos. sín ~mbargo 

me::c: 1-~~:~ en 

desarrollada al redodor de l.\ propi •)cbd corr,;c;pond.! enlt:> do una 

+X Cp'. l'J 
CJ O 

Aqui, 

esfol~as dui·..:t.s .Jv· c!i=-.rn~:-trn·~ {a.). {:..:.) denol.J. l..1. composición, xii:[l 
< X 

es él valor d(~ l~ propiod.J.d i.:rn uri fluído pUt'ú de c.sfer~\s duras de 

diAmolro efoclivo ªx y Y.
0 

os f?l v.:tlor· obtenido do una suslancia do 

referencia pura avaluada en ol 

T' Te /¿e . 
O X 

punto ( p' , T') 
o o 

a a 
pa /a 

X O 
y 

general , SC'l~ des ar rol l .:ld:J.s en un~\ serie pt:r t ltr b.:d. .. i Vd. [ 24) , El y 

decidió aplicarlo al 1\si se 

obt.iene po.ra oslc modelo 

Este modelo t::-s lo que llamart!'rnos corrección J.t:- Ensko9. 
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Para la corrección de Enskog, Ely 1111 propone uLilizar como 

di.'.unG>lros a l.os oblcnldoc; da la relación 

a. 
"' 

= CVC h /3. Oti8N )1/'.l 
o o::, o o 

dondo 01 f;H:::lor 3. 058 <!S elugido para que ol mot;ino longa el valor 

raporlado on [381. r\dl;-mús,Vc es el volumon c.rlt..ico del componente 
o 

y h (:;:; .l.1 funciór: que i nvol t.i<:r,-i. 10s faclorL~~ dt~ 
D.',0 

par,).m;c_\lro b (:::2:rH c?/'3) y t"k:l hecho de quo p .. "i1·a. .L'.'t. ccu.::!ción du van 
·::::1 

Como ~;o roqu.lnro l.~unbión do los respoc.:Li vos valort.~3 do lj 

Jl\ú-21'...:1.a c1_.•1lfcs1 ,¡¡,,~, Cly l:Lil.1::;:). l.,,_s cigutenl€-s. r,~glas de mozclado 

a 
X 

donde 

1/2 "' ] -1.l 1."l. (1 a 
C<(J O<f. ~ 

a, Ca + a. )/2 
"'P '-" f3 

m. 21n 11• /Cm + m ) 
cxp "' fl e< (J 

La alt_ernaliva qua so propono on eslo trabajo, es el de 

aplicar la modeLi.ción de diámntros para re.;.lizar la corrección do 

Er1skog. Para realizar los cálculos, se utilizaron las mismas 

r-eglas de mt.!!zclado. Pero como ün el rnodeL1mienlo se requiE>re del 

parám.;Lro e . es Le 
X 

!) 

E E e e= X X e 
X X O< ;J 

"' {J 

en la cual, e 
Cl{J 

OI{] 

so obtuvo por 

:l 
tJ 

«{J 
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CAPITULO CINCO 

RESULTADOS Y DISCUSióN 

S•~ h.~d~ do::::cr· i lo on este lr .7lb'1jo bási ca.menl•) tres di fer entes 

métodos de eval uacJ ón del coc-f i c1 <)nl•~ de vi seos.! d<'.'!.d cor tanto: 1 )el 

aj ust.<~ do curv.).$ d:il.os o;-r.por i mc~nlal o~;. do las cuales 

utilizaremos la .:cucteló11 prop<1c<;L\ por [),:.,:in y St...ld; 2)L; teoria 

cint::!t..ica i..k· L:r1:;l.:cg Cf':ET) -:/. ~).l:". tt~l'.'WÍ ;;\ h<l~~\dii ün ül pt'"inc1p.lo do 

es lado~; corrüspondi f!fli:...O'..J. conoci d..:t. con~o CSVH. Adt.:mt.\s. lambi ón so 

menciorH;, un;x cor,rucclón ;l c~:VM. corrección tipo Enskogt la cui?t.l 

loma t.~n cuHnta la cHfi:::rt:.~r-1ci.7'. df~ ma:;:t y t.1m;:\l)o de lL)S cornpono11tt-s 

Con l~s l~or1as dnler·io1·os. se r~~ll=ó el siguiante trabajo. 

DComparar lo:; va.loro~; dü l;:i, viscosid;.c! co1·LanT..P obtenidos por 

CSVM y por P.ET. En t~~::LP ül t.i mo so utilizó como di .:\mol ro• un 

diámetro ofect.ivo que- refleja la suavldad do L1 parle repul,~iv;:, 

del pol•?ncial d<• Lenn;n·d-Jonos. A es L.'.\ opción lo l Li.mamos ODRET 

(siglas <.>n inglés d,_, loorl.a rovisad;, do En'.~kog con di.'lmotros 

mod<~l;:i,dos). i.DSe esludió la f.:i.cllbilidad do aplicar ODRET en la 

método propucsLo por Ely (111 para osla corrocción. Con el fin de 

determin«.r la bond;:i,d do cad.'.\ método se co111pararon con la rt:>lación 

de Dean y St1el Cque provier .. ~ do dato'.; obtenidos oxperirr;enlales). 

La apl i caci 6n de este lrabajo se enfocó en mezclas de 
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hidrocarburos. y :; .. ,:; .. rnue,::;tr.-1.n los re-!;L1l t...idos para los siguientes 

si st.emas: mol ar10-,...pr opa no. mnt .. 1.no/úlano. y 

etano/p•:>r1tano. 

/\) T~cwi.:'.\ cin6tica vs. estados corrt::spt)ndi0ntP.;os 

Do antorioros Lrabtlji.~s fS). $.e conocH que el crit..Gtrio d1;1 

as.ignar di 6.1tv1!trcs efoctl v 1.)S que mejor l'V!::>U.i L,-\.Jv.:1 pr0p:...-::rcion..:t es ~--~l 

propuesto por Ras~ia~\ y Sl(·ll Cvé~~0 ul ~p~ndi.:ei. P~r-a utilizarlo 

opción qt10 lomamo~; p.lt·~ r··)~liz~r los c~lculc·~ co11 ODRET. 

Par·:_\ l.:-1~:; sigl.Ii'}!it(:::; g¡·~d~i •.:,'.\:: ~.-.c'lJUim~>·; 1 ~1 Sl\_'"}tJ1ente not-Jc! ón: 

es ~;on lo=> \'~dort:•s (]!-;! 1.1 vj_·:_~co~~1d.HJ obl 1.:inidc1:·; por CSVM, OR son lt)S 

valoro;:; quu so obliü!1fw~n por- ODRET, y DS r1:?prn~cnta los valoros qut~ 

da.tos oblünldu-> p.:.t.r .. 1 l.:_\ por 1 os n1úlodos 

con resp1,'")CL0 a lo'.:; d8 l.). 1-el.:v..::ión ompirica. Eslos ti'r·rorc::. en 

prom<:>dio, '"ºn del .::o:; para ODRET y mnnoros dol 10~; pzir,., CSVM. Sin 

embargo. para coinpuncnlos t:!sft~ricos y con poco:; grados de libort.ad 

internos, Lo. desviación do los resulló'.\dos entro ODRET y CSVM es la 

misma con rospect..o a Dt:?&tn y Sliol. Eslo es de esporarso. ya que: 

para componentes osrér i ,cos y pocos grados de l i ber L""d internos 

ODRET da re:-:;ul lados (5cl. Caso contrario con 

componenles no esft:>ricos y con muchos !]r.:ldoo:; do liborlad ir1tornos 

donde CSVM da mejores resulL.:ldos quo ODRET. Estos comportamientos 

podrán observarse en gráficas posteriores. 
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1.2 

1.1 

1. 

0.9 

I 
' 

u es 
• e'> 
- tG 

CH4/C3H8 (.75/.25) 
T M 258.94 K 

+ 

+ 

el sislema met..ano-prop.:mo dCid<)c-; por la leor1.; cinéUca y de 

8) Corrección de Enskog 

Aqu1 ~s donde se pres&nt..an los r-csult.ados de las dos 

propuaslas a la corrección da Enskog: la present..ada por Ely y la 

do aplicar lo;;; dlátnülros ofocLivos. Ei"l primnr lugar, y para 

comprobar que el modelo propuest<> por Ely lo re.-al1zt,bamos en forma 

correcL1, nos propuslt!\l)S 1·eproducir dlv•~rsos puntos, para diversas 

tcmpcr.:-.t·La-~s y densidades reduciti;.1~;. do la gr·o.\fica 2. torn.'.:lda dt:?l 

ar U culo de Ely [ 11 l. En osl.;\ grafica se hace 

r;:NSI<OO n Los va.lores cnconlrados se muestran con crucos en la 
X 

misma gráfica, los cuáles como puedo observarse. reproduc(~n los 
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dalos dt- las curvas. 

30 

1 
1 

.¡e X1=0.25~ 1 

20 
1 

"'- , 
I 

o X1 = 0.50-..... I ! 
1 "'!/ ! 

N !'! \ I .1 
~ 10 o x1 ::0.75 ......... / 
o , ...... ../ o ;.: I / 
" Q Ir./ 
~ '/ / 
<l 

~·,,, 
.... · 

o 

-10 ______ ¡ ______ t__ ___ _ 

o 1.0 2.0 3.0 

Densic1ad rt?ducida 

Gráfica 2. Comporlami•?nlo de los \,órmlcos "ciné\,icos" de la 

corrección de Enskog con la lemporalura para una mezcla binaria 

Para 1.:i.s siguienl<::c; gráf'icas seguimos la nolaclón ya descrita 

y adicionamos l,, siguienle: RB es ·~l valor de la viscosidad 

enconlrado cuando se .:i.plicó PET con ios diámetros propuestos por 

Ely¡ CR es el valor de la corrección de Enskog cuando Fe aplica 

ODRET y CE os •?l de la corrección de Enskog on el modelo de Ely. 
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&~ han 1ncluidco CSVM y ODRCT p:;ra rof<CH'om::l;>.s coi' oslas loorl.:>s. 

Cu .. \ndo :.;e t.oni,') algún :::islt::ma don.dt~ los componerd .... <;~s no so11 muy 

donsi dad. 

Eslo os lo qua 

1. 1 T 1. 1 T +50° 
" 

y 

Cerno put:"de o}.);;t.)r '/::\rse. l ()~ r-e~t.;l l.:tdos obten! do,_-; por F!ET con 

no se incl 1.Jyon p.J.ra no por·dor proporc16h on la rni5rnr.L Por otro 

a altas donsidados, cerno St~ doduce do la gráfica¿, ~~1-a =omprobar 

es las deducciones, elegimos .tos si guien!..cs s1s.t.:.?1J\d.S: 

melano/penLa1'0 y ct.;;,no/pcn!..ano, en los cual oc~ el ponlano li ene una 

concenll'ación do O. 25. P.>ra 1 as lomporaluras so ha escogido el 

criterio anleriorm~:mte uliliz:<do. Los datos del prill\er sistema se 

presenlat'l t.:n las t]r.'\fic.J.s G, '7 y 8. mlcntr.::ts que la.s; del seljundo 

sistoma se encuonl1·~n en l~s g1·~ficas 01 10 y 11. 

Al observ.1r estas últimas 6 9raficas puedo nolars.:. qwe los; 

valoros que so oblieno1' para •::ol rnodolo de Ely se reslringon a 

bajas d<.>nsidades. EsLo s<~ dobt) a que los v.>.loros quo se ~)blianon 
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Gráficas 3,4,S.Comparaci6n de los diversos mét..odos de evaluación de 

la viscosidad cortante para el sislen~ melano-elano para diversas 

lemper al ur as. 
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Gráficas 6,7,8.Comparación de los diversos métodos de evaluación de 

la viscosidad cortante para el sistema metano-penlano para 

diversas lemperaluras. 



on RET p<-ra dicho mod<üo pri"sonl.:i.n una abrupt.¿, subida. Para 

.'.l.nal izamos: los valores de los 

di.imelro:o;; quo.'.:o uLiliza11 para lo'.; rnodc>los do l<J. corr~>cción. Las 

gráficas de los diámelros para los lros sislomas osludiados son 

ponlano; Si los 

Ul.l 11 Z;~.H:ios por 0[)~~ET. 

num~~~r i 1,;.:i). conVE.•rge 

Carnnhan-Sl~r·ling. ol cu~l os u1.1liz~do pa1·~ ovalu~r la función da 

esta maner,a 01 ~úbi to incrnmünl.o en los v~:\lQrt.::.::; dol n;od~lu Lli:r Ely. 

Por oLro lado, ol probloma mencicH·1:-i.do no. ~:;o prc:~~enl.:-t er\ el 

para l;~ corrección, par.< todo ol int.orv;i.lo da donsidados moslrado 

en las gráficas. 

Por últ.imo, c:o muoslran las gráfic;;s 1:3, 16 y 17, en donde se 

expone el .comport.amient.o de 1.:. corrección do Enskog con la 

lemp~ralura, a una densidad reducida do 2. En eslas gráficas puede 

obser va.rs~ una si mi.1 i tucJ on lo~; r&sul l ... 1dos quo se c~ncuenlr an para 

est.e caso y los :interiores. Por ejemplo, onconlr-,J.mo~ que c-1 mólodo 

propu<C>slo por Ely para la con·occi6r1 de Enskog no puede 

proporcionar ningün valor p¡1ra dos de los sislemas que son 
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Grá.ficas 16,16,17.Comporlamiento con la temperatura de la 

viscosidad cortante para los diferentes métodos de evaluación. 



con anterioridad. · 
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CAP1 TULO SEIS 

COHCLUS1 ONES 

Como se ha mostrado, 

diámolros model.:;dos CODRET) da ccit1f1 ,;, bl t)S para la 

los valores que 

¡:,ro;:~r~!.0n.~ CSVM :.;on mojoros qutY lo!; do ODRET. Eslo se debo on 

que CSVM r•?qui•,wn adiclonalmenlo do un<:> ecuación do estado, una 

ecuació1) p.:>1'.::. la. visco,;idad del flúido de reforencla, ele. 

un valor más 

confiable de la corr<~cción de Enskoa. ODRET ha mostrado sor una 

mojor horr.::lm.ienLa, en compar~'-Ción con ul Jhodolo dr_1i F:ly. Entre las 

vent.aj as que se puoden sel'íal a1· están 1 as sigui o:mle:::: ODRET puede 

abarcar un mayor inte1·valo de esl::i.do::: termodinámicos para realizar 
1 
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con <:ompo¡-¡t:,>onl•~·.::-~ t:~sf~":trico:~;. E~:;l.o si) dt.?bo o quo l:\ parlo prir..1ordi.a.l 

úTl la car·1't.?'C•.:Lór1 dn En~:;kog es l.} di.ft::r-f:"flcia ti~/:ns•~oo y no los 

mojores ro:-:..sul t~H.1os. 

Por ül limo c;1b~~~ ~nríalar que l,\ cül't'occión no li,..:ne un 

crilcr·!c F''"'.f','.\ podc•r Jr:.·~ldt..r cu~;tndo puode o no ser utilizad;).. De

tal rnanora qUr:) no ~;ic-mpr·o so conSi'fJUE~ 1.1n m~.'.!'jor v.:llor de la 

la cutt.l la cort'occión no ~;i8mpre propocton.1 n:L:_i.jore:.:; resultados. 
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APtllDICE 

DI /,METROS MODELADOS 

Mólodo var 1 aci onal e R;:,.sai ah-Stoll) C 37J. 

P;:.ra ost"' caso. se supone q•.te ol poloncl al está dado por 

uC r) = u"c r) + A.WCr). 

Do- 1 a dosi gual dad do 01 bb::;-bqgol l ubov. 

cuando 

Jdx f , fdx g 

la •?n<.J>rgla lib1·0 do Hnlmholl::: por tmidad de volumon es 

o i z. f o ... 
/:\ :S A + ;>-.p J'J (r)w(;·)dr (1) 

donde A
0 

o::; 1.1 oncr9ia libre y g
0 

.os la función de distribución 

uLJ, la desigualdad os 

ol lado dor ocho dr; l .::i d"1Si gu~•l d.:i.d C 2) :;;ea ml nl mo. 

El poloncial quü '""' ha <>logido •é<I>loncos muestra la siguiente 

estructura 

A.wCr) 
LJ ns 

u +u =-oo r < ce 

!' ) C(/ 

donde <I y ,; son los pcir.'.\matros do Lennard-Jc>n<>s )' ce os el radio 

de la esf1?ra dura. Dc•nola.rc:mos por c
0 

al valor que hace rni nimo el 
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1.<ido derecho do C2). F.:;le o;:;, i:>n <Jonor.:.l. función lanlo e.le la 

lemperalura corr.o de la deno;idad. 

Para los cálculo~;. so t'úduc0n las v~riablas d~ la siguionle 

.. 
maner.'.:l. p 

3 ~ 

F-0 • d 
3 .. 

e P • y 

n.<:inüra~ l.:\ ,·:.cu.1ciór. Ca) puedo escr1b1rsa como 

.. . 
!V'pkT :; y.K.c,p .T) 

dond<> 

y 

" .. l (e' p ) 
A 

De est.a 

donde t~l s;uporindlc:~~" cr:ro ~:::o rt::ficr1:: a l.\s p1~apiod.ades del sisl.~rn..Á 

Ko:tak y Rico f25J, qtJG (!S un aju:.-:;lu UL- minin~os cuadr¿\do!"'; a ellas. 

Su resul lado <~s 

-0.0021 0.3321d 
,. 

.. 
0.4353 + 0.6540d 

~2 _.:.l 

- 0.0273d + 0.41G7d 

Para el c:,lculo de L\ E111org1a libre, en exceso del sislerna de 

esferas duras ut.ili2:.i·o1-.. de, l"·_:; posibJ.licb.d<>o:: qua estudiaron la 

d.pro;.drn:o.ción de Pad¿· he~ha por Hoüver y Reo (20] la cuñ.l es 

Con estos r-e~:;ullados. el di.t.Jn~:lro e" es función de la 
o 

t.ernperalura y de la dcm;idad. Aunque cu¿rndo se lom<'.l el limile de 

67 

1 

1 



bajas densid.i.des, la c:JE,pendencia E-n la densidad desaparece [37J. 
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