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RESUMEN

Un problema clasico de la teoria de graficas, =5 el
denocminado problema del cartero chino consistente en

recorrer todos los arcos p aristas e wuna grafica a

o -cbsto, minimo. Dicho problema tiene  aplicaciones

3fiﬁmediata= tales como: el trazado de rutas de :amiones
'?de servi:in pablico para 'la: recoleccidén de desechos
'tsblidas, en el repartn de artl:ulns a una comunidad, 2n
Vel re:nrridn de 1as plumas de un graflcadnr para el
5t;;zadn de mapas. Eh' este £rabago 562 dESEFibE' la
ff;mplantacién de un alécritmn polinomial para la
 __dé£erminaci¢n de 1a ruta ﬁﬁtima en una fed' o ografica
_;cﬁn arcos dirigidos o no dirigidos v con pesDs o cos tos
' ;$n;i§ﬂn5 al paso de cada arco. Una aplicacidn al

problema de desechos sélidos se anexa,
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INTRODUCCTION

‘Una de las ramas de la ciencia que tiene un amplio campo de
aplicaciédn es 1la Teoria de Braficas. Existen nUMErosas
aplicaciones en ramas tan diversas como: ingenieria, quimica,
planeacidn, educacidén, administracidn y sicologia, entre otras.
fuizd 21 uso exttenso de las griaficas se deba en parte al dicho que
dice: "Un dibujo dice ma&s gque mil palabras”, yva que el lenguaje de
las éraficas trata estrechamente con la filosofia de esta idea. A
menudo, la manera natural de reflexionar cuandoe nos enfrentamos a
uﬁ problema abstracto es dibujar en una hoja de papel puntos que
puedan representar indiwviduos, lugares, o cosas y conectarleos por
medic de lineas o flechas que simbolicen unalcierté relacidén. Esta
represenﬁa:ién dé la realidad por medio de figuras tiené dbs 
ventajas: R

(1) Se puede expresar la estrdactura analitica de la situacidén -
dada. - .

(2) Desde un punto de vista practico, presenta upna visidn global

del problema; que da una gula valiosa para nuestra intuicidn y
razonamiento. .

El primer_articuln sobre teoria de graficas 1o escribid Euléf,_eh
1734 spbhre un problema ée como atravesar una y sélamenté una - vez
cada uno de los siete puentes de la ciudad  de Kanigéberg. Una
generalizacidn de este primer problema de la Teoria de Graficas es

el Problema del Cartere Chino. El problema puede describirse como




sigue: wun cartero debe recoger sus cartas en la oficina postal e
ir entregandolas a 1o large de su ruta para finalmente regresar a
la oficina postal. El cartero desea conservar su energla y por 1lo
tanto quiere cubrir su zopa recorriendo la ruta ma&s corta posible.
En términos gféficos, el problema del cartero es= un problema de
como cubrir todas las calles en su zona vy regresar &l punto de
partida con la mepor distancia total recorrida. Dbviamente no
Gnicamente un cartero se enfrenta a tal problema, este essguema es
comdn en otro tipo de problematicas tales como: wun policia desea
conocer ®l camino mas eficiente para patrullar todas lIas calles de
su delegacidn; un granjero desea conocer la mejor ruta para
sembrar sus camposi un camidn recolector de basura desea conocer
la mejor forma de barrer su zonaj para el trazado de una red de

carreteras en un polo de desarrocllo, etc.

ta splucidn de este problema s sepcilla, usando el mé&todo
exhaustivo, cuando el ndmero de calles p posibles rutas es
pequelln.. Sin embargo, el problema se wvuelve cnmpli:ado__cuandn
dicho'nﬁmera aumenta. En tal caso es conveniente la introduccidn

dé técnicas de optimizacidn que permitan la determinacidn 6ptima
de recorrido que deba hacerse. En affos recientes, diversns
esfuerzos se han realizado en el area de Investigacidn de
Operaciones para resoclver problemas de determinacidn de rutaé

Sptimas. .



Antes de decidir gue modelo o algoritme hay ogue usar, se debe
conocer cual es 2l objetivo o criterio para la seleccidn de la
ruta mas corta. Algunos pueden ser: cumplir con determinpade rangoe
de horario en cada sitio; minimizar la distancia total recorridag
legrar el menor tiempo de recorridos o} incluso cualguier
combinacidn de lps objetivos anteriores. Sea cual fuere la funcidn
obietivo que se establezca, asi como las restricciones al sistema,
1o mads prebable es que el ndmero de opciones sea muy grande; por
ejemplo, si tenemos una ruta en la gue se debeon recorrer 10 calles
vy cualguier sentido en que se recorran es valido, 21 npaGmero de
combinaciones (soluciones factibles), es 20! (veinte factoriall,
cantidad que seria imposible de analizar en un tiempo razonable,
atin por la computadora mas veloz del mundp; ya gue si  se =zupone
que la computadora pueda programarse para examinar las soluciones
factibles de este problema a razdn de mil millones de 'snlu:iaﬁas
por segundo, entonces la computadora terminaria su tarea, en mas
de 77 aflos, ¥ para 1l calles en alrededor de 35642 ablns. €Con lo
anterior se pretende destacar la importancia vy necesidad de
utilizar algoritmos y soluciones analiticas a 1los prnblemas de

diseflo de rutas a fin de obitener una o mas soluciones “"éptimas”.

El problema de determinacidn de rutas Optimas puede ser atacado
usando diversos enfoques. Uno de estos &5 en términos - de
programacidn entera, sin embargo, log correspondientes mdtodos de

splucidn resultan inadecuados para casos practicos. Un enfogque qﬁe



ha demostrado ser wUtil es gl de teoria de grificas, dado que sus
métodos de sclucién resultan sencillos vy faciles de implantar en
la computadora. £n este enfogque conviene analizar =1 problema en
cuestidn, en términos de graficas no dirigidas o dirigidas,
dependiendo de la restriccidn gQue se tenga en el sentido  de

recorrer una calle o avenida {(en una direccidn o en ambas).

El preoblema del cartere chinp puede transformarse de manera
natural en un problema de optimizacidén en una graficag donde 1las
calles o caminos pueden transformarse en arcos, sus uniones vy
cruces en nodos y la distancia wviajada por el cartero al  ir
recorriendo cada calle, &n la longitud o© peso asociado a  este
arco. De modo que para la grafica  asociada, el problema es
identificar el ciclo gue atraviesa cada arco al menos una vez vy

cuya distancia total es minima.

Las graficas mas simples que se pueden estudiar en el problema del
cartero chino, son aquellas en las gue hay una ruta gue atravieéa
-cada arco exactamente una vez. La longitud total de una ruta: de
este tipo, e&s la suma de todas las longitudes de los arcos qn. 1§
grafica vy és evidente que no existe otra ruta de longitud mas
corta. Este caso especial no se ve afectado por la longitud de los
areps, ya gue podemocs alterar las longitudes de 1os arcos vy la
ruta seguira siendo dptima. Para este caso especiai ne es

necesario el uso de las distancias de cada arco- La ruta que

4=



satisfare estas restricciones se conoce come ruta de Euler oo
Euleriana. Fara este tipo de graficas, el problema de  encontrar
una ruta, se reduce a encontrar una ruta de Euler. Un problema mas
dificil es encentrar una ruta del cartero chino en graficas donde
no extistan rutas de Euler o alguna o fodeos 1los arcos  son
dirigidos. En el casse que se& tenga una grafica en la gque no
existan rutas de Euler, el objetivo es seleccionar algunes arcos
en la grafica gque deban recorrerse mAs de una ves de tal forma que
se recorran todos los arcos en la grafica al menos wna vez y que
hagan la distancia total recorrida minima, asi gue se daebe
encontrar las distancias mas cortas entre cada par de nodos de
grado impar y aparejar o acoplar estos nodos de modo que el

acoplamiento total sea de longitud minima.

El objetivo de este trabajo es describir vy analizar el problema
del cartero chino para graficas dirigidas vy no dirigidas, con
especial &nfasis en algoritmos de Solucidn polinomiales y su
correspondiente implantacidn en PC, usands estructuras de -ﬁatns
recientes que resultan muy eficientes; también se inciuye la
aﬁlicacién a4 un caso practico. .

Conviene seffalar que desde la décéda de los 905, el problema de-
acoplamiento se ha estudiadeo desde un punte de vista técnico vy
complicado y les resultados obtenidnﬁ han aparecido en revistaé

especializadas. La  importancia de los capitulos donde 58



desarrollan 1os problemas de acoplamiento, radica en la sepcillez
de la presentacidn, la facilidad para implementar el algoritmo en
una computadora y segln extensos estudios muestran que estos
algoritmos son muy rapidos v para prapositas practicos,
problamente =ean los algoritmos mas rapidos de todos los
algoritmos de acoplamiento conocidos; esta aseveracidn también se
extiende al caso del algaritmo para resclver 21 problema del
carterc chino &n graficas nNo dirigidas yva que la parte Que consung

mas tiempo es la del acoplamiento entre nodos de grado impar.

Este trabaijio se desarrolla como sigue: En el capitulo 1 se dan las
definicianes basicas que se empleardn a lo largo de todo el
trébajn; la forma de almacenar ef;cientemente en la computadora
una grafica y el concepto de complejidad computacionpal. El
capitulo 2 trata el problema de acoplamiento de max ima
cardinalidad. En el capitulo 3 se trata el problema de
acoplamientn pesado necesario para la solucidn del problema dal
cartero chino en graficas no dirigidas. En el capitulo 4 se.

plantea el problema del cartetro chino en gr&ficas no dirigidas,‘es

decir, para el caso en due se pueden transitar las calles (arcos) -

en ambos sentidos asi como algunas alternativas de solucidén
talgoritmos) vy ejemplos ilustrativos. En el capitulo 5 se hace 1o
mismo que en el capitulec 4 pero considerandoc que la grafica es

dirigida, esto es, cuando 1las calles dnicamente se pueden

transitar en un sd4lo sentido. En el capitulo 6 se tienen la__“



conclusiones. Finalmente, en el apéndice, se dan las entradas de
datos vy algunas caracieristicas de los programas desarrollados en

PASCAL v FORTRAN de los algoritmos que se presentaron en el texto.

-




CAPITULO 1
ASPECTOS  BASBICOS

Los problemas de acoplamisnto y del cartero chino tratados epn @2l

presente trabajo, caen dentro de las disciplinas conocidas como

optimizacidn combinatoria, teoria de graficas vy teoria de redes,

tres Areas de las matemAticas aplicadas relativamente recientes

gue tienen difersnte filosofia y forma de tratar los problemas. La

diversidad de tales discipiinas y enfogues de ansalisis da prigen a

que no existe wna notacidén v terminologia homogénea. Para alqgunos

autores un término puede significar algo completamente distinto

del significado que le dan otros; asimismo, términos distintes

pusden significar lo mismo. Debido a esto, el presente capitulo

establece un minimo de terminologia y el significado que se dara

en los capitulos posteriores.

El desarrollo del capitulo es como sigue: en la seccidn 1.1 se
establecen algunas defipiciones de los conceptos basicos empleades
a 15 largo del trabajo. En la seccidn 1.2 se definen vy 'cnmentan_
las estructuras especificas que reguieren 1lo0s ,prnblehas de
acoplamiento y cartero chine. En la séc:ién 1.3 =52 tratan aspectﬁs.
de la representacidén vy manejo de graiicas' en la computadora,
dichas estructuras son las empleadas en h =13 programas de

computadora implantados en este trabajo. La seccidn 1.4 comenta el

problema de la compleijidad computacional de los algoritmos, esto




es, como se incrementa la memoria v los tiempos requeridos para
resolver un problema en la computadora conforme se incrementa el

tamafMo del mismo.

1.1 Definicipnes

tna grafica G = (N,A) consigte de un conjunto finito de nodos N =

(vi, vz,...,vn} v un conjunto finito de arcos A = {al, a2,...,am}.

A cada arco a le corresponde un par de nedos distintos {(u,v) a los

que se dice que intide. Cada nodo de la gr&afica se vepresenta  por

up punto v cada arco por una linea gue uWune sus dos nodos

terminales (Vea figura 1.1Y. Una gréfica s dice gque es dirigida o

digrafica si la pareja de nodos {u, v) . también 1lamada arco,

asociados a cada arco a 25 un par ordenado. El arco a se dice que

est& dirigido del nodo u al nodo v, y la direccién se representa’
por uﬁa flecha en €l arco (Vea figuwra 1.2). Una grafica se dice no
dirigida si sus nodos terminales no estan ordenados ,es decir, s{
sus arcos no tienen direccidén. Una grafica dirigida o no dirigida

se dice pesada si se asigna un ndmerc real a cada arco de la
grafica. Este ndmero generalmente se refiere como el peso del

arco. En la practica, este namero puede representar rconﬁéﬁtds

tales como distancia, tiempp, costo, o cualquier otro atributo del

arco.

Dos arcos se dicen paralelos si tienen el mismo par de nodos

terminales (y adicionalmente, si tienen la misma direccidn, en el



caso de una qgrafica dirigida). A través de este trabajo,

supaondremos que las graficas no tienen arcos en paralelo (a menos
gue no se diga lo contrario)g

asi, se podrid hacer referencia a

cada arco por medio de sus nodos terminales, por ejemplec en 1la

figura 1.1 el arco a., también puede bhacerse referencia como
-~

(Vv ).
2’5"

1 Vo V3
13.2 aq_
24 a3 =
a‘_? aé
V7 5 vq.

&

Figura 1.1 Grafica no dirigida con 7 nodos y 7 arcos.

Figura 1.2 Grafica dirigida
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1.2 Estruéturas aspeciales

Existen diversas clazses de dJraficas especiales que conviene
mencionar asi como algunas componentes de la misma gue s
necesariec tipificar. En una grafica dirigida dado un arco (Ltyv)
{dirigido del nodo u al nodo v) se dieg que v ©es up sSucesocr
inmediato de w, v u es el predecesor inmediato de v. Si el arco
(U, v} no es dirigido, entonces se dice que u v v son adyacentes.
Una trayectoria simple o trayectoria P de un node v, a otro nodo

1

Vi Bn o una grafica G es una sucesidén de arcos (vl,vz), (vz,VE),-..,
(vk—z’vkwl)’ (vk_l,vk), algunas veces escrito, por simplicidad
como (vl,vz,...,vk>, en donde todos los nodos VyiVaprenesV, SON
distintos. En una grafica dirigida, esta trayectoria se dice gue
esti dirigida_de vV, @ V3 Bn una arafica rno dirigida se dice que
es una trayectoria entre Vi Y V- El'peso de la trayectoria P en
la grafica, s la suma de los pesos de los arcos de P. Por
ejemplo, en la grafica de la figura 1.3, la sucesidn de arcos
(5,2), (2,1), (1,3) es una trayectoria del nodo 5 al 3 que consta
de tres arcos y tiene peso de 70. Un sdlo arco (u,v) claramente es
una travyectoria de uw a v.o Un ciclo est& definido de la misma
 manera'que una tra?ectnria, excepto que el primer nodo vy y"él
Gltimo nodo vk son iguales. En la grafica de 1a Ffigura 1.3, la
sucesidn de arcos (2,1}, (1,3), (5,2) e5 un ciclo. Una grafica que
no contiene ciclos se llama acfclica.

En general, en una grafica existen muchas trayectorias de un nodo

-11-



s a otro nodo t. Entre todas las trayectorias de s a t, la que
tiene el peso menor, se le llama trayectoria mas corta de s a t.
Elaramente, pueden existir varias de estas trayectorias entre s vy
t.

Una subhgrafica de una grafica 6 = (N,AY, es una grafica cuyos
nodos y arcoes est&n en 6. Una grafica no dirigida G se dice que es
conectada si para todo par de nodos vi ¥ vy en G, existe al menos
una trayectoria. Una grafica dirigida G se dice que es5 conectada
si es conectada la grafica no dirigida obtenida de 6 al ignorar

las direceiones de todos sus arcos.

Una grafica conectada, no dirigida y aciclica se 1llama un &rbol v .
puede mostrarse que existe solamente wuna trayectoria entre cada
par de nodos en el arbol. Por lo tanto agregando un arco al Arbol
se forma exactamente un ticlo. Puede también mostrarse que un

arbovl con n nodos tiene exactamente n—1 arcos.

Un arbol de expansidn T de una grafica no dirigida y conectada es
una subgrafica de G que es un 4rbol y contiene a tho_nDdo ‘de B.'
Paé.ejempln en la grafica de la figura 1.3, un &arbol de expansidén
se muestra con lineas mas fuertes. El pesc del arbol de expansion
T en una red conectatda,; es la suma de las pesos de los-arcus de T.
El peso del arbol de expansidén de la figura 1.3 es 131. En
general, dada una grafica conectada gxristen diversos érbulés de

expansidn y a menudo se desea encontrar uno que tenga peso minimo.

212.



A tal Arbol se le 1llama aArbol de peso minimo.

Figura 1.3 Grafica con pesos en sus arcos

1.3 Representacidn de una grifica en l1a computadora

Uno de los aspectos mas importantes en la manipulacidn de uwuna
grafica es su representaciédn en computadora. La mas simple' V4
quizés la mas popular representacidn en la computadora del_qna
grafica es la matriz pesada. La wmatriz pesada o 1& matriz
nodos—nodos de uwna grafica, es una matriz W = Ewijﬂ de orden nxn,
en donde Wy es el peso del arco (i,i) en G. Si no existe arco del

modo i al nodeo j en 6 entonces el elemento correspondiente w se.

i}
hace @ (en la practica un ndmero miuy drandel). Los elementos de l1a .

diagonal principal también son wm. Es facil nbserVér aque la matriz 
pesada de una grafica no dirigida es siempre simétrica. L.a matriz

pesada de la grafica de la figura 1.3 es:

-13-
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. . 2 .
Es claro que una matriz pesada reqguiere de n palabras de memoria

de ia computadora para guardar la grafica. Una grafica no dirigida
usualmente sdélo requiere la mitad de almacenamiento ya gque 1la
matriz es simédtrica. Si la grafica tiepe mucho menos de n¥x{n—1i)
arcos, el namero maximo de arcos posibles, entonces &5 mucho mas
eficiente {(desde 21 punto de vista de ahorro de memoria)l guardar
la listg de los m arcos en tres vectores, uno con los nodos
iniciales, otreo con los nodos finales y el tercerc con ias- pésns.
Esta representacidn puede implementarse por medio de tres
_arreglos: B=(b1, bz,...,bm), D=<d1, dz,...,dm) Y Z=(zi, Zoseens
zm). El arco i va del nodo b; al nodo d1 €on " un  peso ;. Far

ejemplo, la grafica de la fiqura 1.3 puede representarse comop:

B = (1,1,2,2,3,3:3,5,5)
D= (3,5,1,4,1,2,4,2,4)
Z = (35,43,19,85,18,43,11,16,77)

Note que la lista de arcos esti en orden ascendente con respecﬁo a-
su nodo inicial. Peroc pueden listarse en cualquier otra forma
diferente al orden anterior. Este método de | representacidén

requiere de 3m palabras de memoria de computadora, en contraste

-14-



con n2 palabras de memoria gue se requieren para la matriz pesada.

En algunos algoritmos el procedimiento para guardar una red es mas
eficiente si todos los arcos gue salen de un nodo san Agrupados
Juntos. En este tipo de representacidn sélamente se necesita
guardar cada arco por medio de su nodo terminal (v su  respectivo
-peso) va que el nodo inicial implicitamente esta definido. Esta
representacidn esti implementada convenientemente por medio de n
listas ligadas, una para cada nodo i. Todps los arcos que salen
del i-—-ésimo nodo estan ligados juntes. Asi, cada arco reguiere
tres campos: uno para el nodo destino del arco, otro para el peso
del arcop y otro mas para apuntar al siguiente arce de la 1lista
{gue sale del mismo nodo i). Cada lista ligada tiene wna -cabeza
.que contiene el punto a gue apunta el primer arco gQue sale del
nodp correspondiente. Estas cabezas se quardan secuencialmente en
un arreglo, va que en un procedimiento tipico se empezara
aleaturiamientn en 21 nodo k (y se accesara todos sus sSucesores
inmediatos.).lLa figura 1.4 muestra una lista ligada aayacente de -
la grafica de la figura 1.%. Esta representacidn requiere 3m +: n
palabras de almacenamiento. El1 almacenamiento reqﬁeridn es.
iigeramente mayor gue 2l almacenamiento para una lista da arcos,
pero la liga de estos arcos ﬁropﬁrcibnan mayor ¥lexibilidad ¥
facilidad cuando se desea agregar- o qguitar arcos de la

representacidén.

=-15-



La lista ligada hacia adelante es una variacidn de la lista ligada
adyacente. Si en el proceso sobre la grafica no se requiere
agregar ni quitar arcos, entonces se pueden ahorrar los
apuntadares para cada uno de 1los arceos en la representacidn
anterior y simplemente guardar Jlos arcos secuencialmente. (Todas
los arcos gue salen del nodo k se guardan inmediatamente despuds
de todos los arcos gue salen del nodo k—i). For sjemplo, la lista
ligada hacia adelante para la grafica de la figura 1.3, se muestra

en la figura 1.5 usande tres arreglos. Observe que todos los arcaos

i cabeza nodo peso liga

—l 3 35 A E— S-nil }
> aleslni1 |
| T T 5 T - N Y e PR iy Py vy

— 1 19 »—

HIT

nil

I
1

16 '—"—*I 4-ni1 |

Figura 1.4 Lista ligada advyacente de la fig. 1.2.

‘que salen del nodo i son: (i, NODD_FINCAPUNTADORCi11), (i,
NDDD_FiNEAPUNTﬂDGR[i] +1 1),ye...,(iy NODO_FINLCAPUNTADORL: + 13 -
11). MNote que el caso i = n, se toma cuidadosamente agregande una
celda artificial al arreglo APUNTADOR que contiene e valor {m +
1J. En forma anpadloga a la lista ligaQa hacia adelante, una grafica

puede representarse por una lista ligada hacia atras, donde todos
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los arces que entran a un nodo

Para una grafica dirigida
en una lista ligada hacia
palabras de memoria.

Con esta

palabras de memoria,

alguna flexibilidad. {Ya que todos los
forma secuencial, el agregar o quitar
facilmente.)
i APUNTADDR NODO_FIN
1 1 .T————————b 3
2 3 e 5
3 =] ‘:__H\\\s_b 1
5 8 & 4
S B8 & 1
& i0 2
4
2
¥-3

de n nodos y m arcos,
adelante requiere,
representacidn

con respecto a la lista ligada,

arcos

arcos

156

77

k pueden agruparse juntos.

la representacidn
de (n  + 1) +  2m
se han gqanadeo m

a expensas de

se han guardado en

no puede realizarse

Figura 1.5 Representacidén hacia adelante de la fig. 1.2..

Estas son las cuatro estructuras de,

graficas, Existen otras variaciones

datos

pero

mas frecuentes para

en este trabajo, -



los arcos gue entran a un nodo ¥ pueden agruparse juntos.

Para una grafica dirigida de n nodos ¥y m arcos,

en una lista ligada hacia adelante requiere,

palabras de memoria. Con esta representacidn

palabras de memoria, con respecto a la lista ligada,

alguna flexibilidad. (Ya gue todos los

arcos

forma secuencial, el agregar o guitar arcos

facilmente.?

i APUNTADOR NODO_FIN
1 JR e ———— 3

2 i S

3 S ® 1

4 2 e

=] 8 o

&

N
C XE

P N| &N

FESD

43

19

83

18

43

11

14

77

la representacién
de tn + 1) + 2m
22 han ganade m

s

no

a expensas de

han guardado en

puede

realizarse

Figura 1.5 FRepresentacidn hacia adelante de la fig. 1.2.

Estas son las cuatro estructuras de,

graficas. Existen otras wvariaciones
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unicamente se emplearan las vya descritas. No uiste Hna
representacidn de una grafica en la conputadora que sea mejor que
otra. La eleccidn depende de 1la naturaleza del procesn Que s
realiza en la grafica, tamafio, lenguaje gue se use, entre otras

taracteristicas.

1.4 Complejidad computacional.

En este trabajo se presentan tres tipos de problemas en graficas:
el problema de acoplamiento, el problema del cartero chino vy el
problema de flujo a costo minimo (usado para resolver ei problema
del :artero chino en graficas dirigidas). Lps dps primeros
problemas son de naturaleza combinatoria v el tercero se -puede

resolver, resolviendo su dual, que también es de naturaleza

combinatoria. El conjunto de soluciones de cada uno de estos es
finito. En una grafica con n nodos y m arcos hay a lo mas 2"
posibles acoplamientos, no mas de (2m)! rutas del tipo reguerido
por el carteroc chino, y no mas de 2" cortes (E1 problema de corte
minimo o cortadura minima, es el problema dual del problema de
flujo maximo. Véase Rl&g. Cada uno de estps problemas se puede
resolver haciendo un programa gue liste todas las -snlu:innes'
posibles y escoja la mejor de ellas. Se podria. pénsar quel los
problemas anteriores no ofrecen 21 menor .retn; ya que para. su
solucidn, se requiere la consideracidn de wn ndGmero fipito de

posibilidades y el problema matematicamente es trivial.
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Esta linea de razonamiento encuentra diversas dificultades cuando
se tiene }la necesidad de encontrar la solucidn Sptima a alguno de
estos problemas. For ejemplo, suponga que m=10 vy que la
computadora pueda  programarse para  examinar las spluciones
factibles del problema del carteroc chino a razén de mil millilones
de soluciones por segundo, entonces si  hay {2m) ! soluciones
posibles, la computadora terminaria su tarea, en mas de 77 allos,
para m = 11 en alrededor de 35642 afios. Este tipo de soluciones
desde g1 buntn de vista practico no es recomendable. El reto de
los estudiosos de problemas de caraActer combinatorio, es el de
desarrollar algoritmos de busqueda para los gque se tenga un nédmero
de operaciones elementales, aceptablements pequefo; asi como los
de este trabajo, el de desarrollar & implantar programas en 1la
tnmputadnra que lleven a una =olucidn aceptable de los problemas
antes menpcionados. En este contexto,; una solucidn aceptable a un
problema, se refiere a que para obtener la solucidn del problema
los requerimientos de almacenamiento y el tiempo de proceso sean
"razonables".El problema de 1l1a complejidad computacional se
refiere a cuando un problema esta bien resuslto o mal resuelto,
desde el punto de vista computacional. Especificamente, un
”algnritma se considera ‘bueno", si el namero ﬁe 4pasn5
computacionales elementales que requiere para su  ejecucidn, esfa
acotado por un polinomioc en el tamafo del problema.

Una funcidn polinomial crece mucho menos rapidoc dque  una funcidn
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expanencial, ¥ una funcidn exponencial crece mucho menos rapido

que una funcidn factorial.,

Suponga que un aldoritmo para resalver un problema de graficas,
regquiere de 100n3 operaciones y otro reguiere de 2" operacibnes,
en donde n es el numero de npodos. El algoribtmo exponencial es mas
eficiente para gr&aficas con menos de 17 nedos, Para graficas
mayores de 17 nodos, el algoritmo polinomial es mas rapide. Un
problema con S0 npodos para este algoritmo polinomial, as

computacionalmente factible de resolver, mientras que para el

alaoritmo exponencial es imposible.

En general, si n es el tamafio del problema y el ndamero de pasos

computacionales requeridos por un cierto algoritmo es:

an + a n +t...t Ba,N + a
k =1 * 1 )

donde a. > 0, Bntonces decimos gque 21 algoritmo es "de orden nk "
Y se escrihbe D{nk). Agul npo interesa la magnitud del coeficiente
a, . Por lo tanto, preferiremos un algoritmo D(nk) a cualqu#er dtrn
algnritmn.ﬂtnk+1); la raczdn se.debe a que para valores grandes de
n el algoritmo de orden Dtnk) sersd mas eficiente que :uaiquier'

k+1

algoritmo O(n }. Por consiguiente, preferiremé5 un algnritmo'

0(n™) que reguiere de 10"°no pperaciones scbre un algoritmo Dtn4)

que redquiere de 10n4 + zon” operaciones, splamente porque' el

algoritmo pDin™ requiere de menor tiempeo de ejecucidn a partir de
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una n grande. En la practica, 5 raro gue uno se enfrente a una
alternativa tan extrema como la anterior, cuando =se oabtiepe un

algoritmo de un exponente menor, par lo general, su coeficiente

tiene un tamafio aceptable.

Es importante notar, gue @ ha supuesto que todas las operaciones
requieren de una unidad de tiempo, sin importar el tamafio de los
operandos. Esta suposicidn no es wvalida rigurosamente; sin
embargo, para los fines planteados anteriormente, lps algoritmos
van a seguir teniendo el mismo orden cuando se hagan los célculos

tomando en cuenta las distintas operaciones a que haga referencia.

-21-~



CAPITULO 2
ACOPLAMIENTO  MAXIMO

Un acoplamiento en una grafica es cualguier conjunte de arcos de

la grafica tal quz a rada nodo incide a lo mas un arco. Entre los

prablemas de acoplamiento aue son importantes para la solucidn del

problema del cartero chino, estan: el acoplamiento de manima

b

cardinalidad y el acoplamiento de peso manimo o pesado. En 1la

literatura scbre el tema, estos problemas se resuslven

primeramente para graficas bipartitas y posteriormente para

cualquier tipo de grafica. La razdn de gue se resuelva primero  en

graficas bipartitas, se debe a lo simple de la solucidén, ya que el

problema de acoplamiento de maxima cardinalidad se puede resolver

coma wn problema de flujo maximo [R1&61 vy el problema de

acoplamiento de peso maximo se puede plantear como un problema

lineal cuyas restricciones permiten soluciones enteras C[R143J. La

estructuras de uwna grafica bipartita permite que haya algoritmos

especializados, relativamente simples para la solucidn de los

problemas anteriores L[R11 y R141. Desgraciadamente, para resolver

el problema del cartero, se requiers dar solucidn a un probiema de

acopiamientn de peso maximo en una grafica que no as bipartita.

Conviene sefalar que desde la década de 1os 50%s, el problema de

aceplamiento se ha estudiado desde un punto de vista téecnico vy

complicado vy los resul tados obtenidos han aparecido en revistas

especializadas. La importancia de este capitulo radica en 1a

sencillas de la presentacidn, la facilidad para implementar el
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algoritmo en una computadora y seqgun estudios extensos realicados
por Derigs [R3] muestran gue este algoritmo es imuy rapido vy para
propositos practicos, problamente sea el algoritmo mas rapido de

todos los algoritmos de acoplamiento conocidos.

El desarrollo del capitulo es como sigue: en la seccidén 2.1 se
describen los problemas de aceoplamiento y de acoplamiento m&zimo vy
se dan algunas definiciones, también se presentan 1los resultados
basicos que caracterizan los acoplaﬁientns; en la seccidn 2.2 se
detalla la forma que se maneian las floraciones vy 1os criterios
gue se siguen en el crecimiento de los arboles alternantes; en 1a
seccidén 2.3 se.describe el algoritmo de acoplamiento maximo; en la
seccidén 2.4 se desarrolla un ejemplo del algoritmo de acoplamiento
maximo vy finalmente en la seccidén 2.5 se establece 1a complejidad

computacional del algoritmo descrito en la seccidn 2.3.

2.1 Descripcidén y resultados basicos

Un econjunto M de arcos en una grafica no dirigida G=(N,A) se dice
que_es un acoplamiento si no existen dos arcos en M gque tengan un
nodo en comén. Por ejemplo, en la grafica de 1la +igura 2.1, el
conjunto de arcos €¢1,5), (2,3, (7,813 es un acoplamiento, ' vya que
no enisteﬁ dos arcos gue incidan a un mismo hqdn. El conjunto
€(1,5),(2,46),(3,7}) eps otro acoplamianto. PEFD el cnnjunto
{(2,3), (3,4 no 25 un acoplamiento porgue 1os arcos tienen wup
nodo comdn. Un sélo arco en una graficé obviamente es un
acoplamiento.El problema de acoplamiento de maxima cakdinalidéd,
consiste en encontrar un acoplamiento en la grafica con el maybr_
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Numero de arcos posible.

En un acoplamiento M, se dice que un arco estd acoplado si esta en
M y no acaopladp si npo esta en M. Similarmente un nodo # Y= dice
gue esta acoplado o saturadec si es un nodo terminal de algﬂp arco
{xt,y) que pertenece al acoplamiento, Los nodos terminales del arco
(x,¥) en M se dice gque sen compaferos. Un node que no esta
actoplado se llama expuesto o libre. En la figura 2.1, los noedos 1,
2, 5, Sy 7, 8 son neodos acoplados o saturados, mientras que los
nodos 4 v 6 son expuestos o libres (con respecto al acoplamiento M

{(1,5),1(2,3),(7,8)>, marcado con lineas mas fuertes en la figura

2.1).

"
N
o
'

Figura 2.1.

j Unartraye;turia alternante con respecto a un acoplamiento M! es
uﬁa fra?éctoria simpié en la gue se alternan arcos ccnﬁeniﬁns y.nd
cnntéﬁidos en M. For ejemplo, para 2l acoplamiento de 1la figura.
2.1, 1la .trayectoria (1,2,3,4) es una trayectoria alternanie,
tambidgn las_ trayectorias (1,5,?,3) Y {4,B,7:3,2,6} son
trayectorias alternantes; pero (S,&,?,B) no 25 una trayeﬁioriﬁ

alternante, ya que 1los arcos (5,6) vy (6,7) no estdn en el

acoplamiento.
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Una trayectoria aumentante es una trayectoria alternante en la gue
sus nodos inicial y final =sstan espuestos.” Por ejemplo &n la
figura 2.1, la trayectoria (&, 7.8,4) es una trayectoria
aumentante; también lo son las trayectorias (6,5,1,2,3,48) v
(4,8,7,3,2,6).81i 2n una trayectoria aumentante se intercambian los
arcos que estan en el acoplamiento por los arcos que no estan =15
el acoplamiento, entonces se obtiene, un acoplamientc que contiene
un arco mas que €1 acoplamiento original. En consecuencia, si  un
acoplamiento tiene una trayectoria aumentante entonces el
acoplamiento no puede ser de maxima cardinalidad y el resultado
ipverso también es valido. Esta idea se resume’ en el siguiente

teorema debido a Berge L[195371.

Tecrema 2.1. Un acoplamiento M no es de maxima cardinalidad, si

sélpo si 21 acoplamiento M tiene una trayectoria aumentante.

Prueba: Gi existe una trayectoria aumentante;, claramente el
acoplamiento M no es de maxima cardinalidad. Suponga que M .nD_ es
un acoplamiento de maxima :ardinalidéd. Sea M" un acnplamiénté.'dé:
maxima cardinalidad de mode gque |[M*] > M}, También sea G° 1la
grafica formada por los nodos de G y los arcos gue estan en M o en
M’ pero no en ambos. Note que: .

ta) G* tiene mas arcos de M* que de M.

(b a cada nodo de B* incide a lo mas un arco de M’ y a lo  mAs

. un arco de M. |

Se sigue que cada componente de B o es un nodo aislado o una.
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trayectoria alternante. Sin embargo al menos una componente debe

tener mas arcos de M* que de M (por {(a)). Esta componente s una

trayectoria aumentante en M. =
Este teorema es la bazse de todos los algoritmos para et probl ema
de acoplamiento y sugiere g1 siguiente métode para encontrar un
acoplamiento maximo en uma grafica G. Comenzar con un acoplamiento
arbitrario M en una grafica G dada tque puede sSer wvaciol.
Encontrar una trayectoria aumentante F con respecto a M. Entonces
construir otreo acoplamiento ™M = (M-P)U(P-M). Claramente 1la
cardinalidad de M’ es mayor que la de M. lLuego empiece con M7,
encontrando wna trayectoria aumentante con respecto a M* y proceda
como antes. Se repite este procedimiento bhasta qQue se encuentra un
acoplamiento que no tenga trayectorias aumentantes. Este
acoplamiento final 25 un acoplamiesnto de cardinalidad maxima.gl
método descrito antericormente puede consumir mucho tiempo a no ser
que se tenga una manera sistematica vy eficiente de encontrar
traQectDrias aumentantes ya que el numero de posibles trayectorias

crece exponencialmente conforme crece el tamafio de 1a grafica.

"Una solucidn elegante al problema anterior fud prdpnrc;dnada por
Edmonds C[19465] vy consiste en 1o siguiente: para encontrar una
trayectoria aumentante con respecto a un acoplamiento M, comience
2n cgualquier nodo expuesto r. =31 existe otro nodo exdXpuesto S
adyacente a r, agregue el arco (r,s) al acoplamiento actual M. Si
no existe ningdn node expuesto adyacente a r, eﬁtonces todos lo=

nodos adyacentes a r estan acopladeos, se hara crecer un  arbol
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enraizado en r (vea la grafica de 1a figura 2.2). Sea r la rai:z

situada en un nivel O y todos los nodos advacentes al, az,...,aq,
en un nivel 1 {Los nodos a s aq,...,aq, patan saturados.).- Ahora

incluya en este Arbol todos los arcos acoplados incidentes en a

1!
az,...,aq, y situe sus respectivos nodos terminales bl’ bz,...,bq,
ern el nivel 2. A continuacidén, todos los nodos adyacentes a los bi

(estos nodos no estan contenidos en el Arbal) se colocan a un

nivel 3. Se contipua en cada upo de los b, como al principio en r.
Un &arbol construido en la forma anterior se l1lama Arbol
alternante. Mas formalmente, un arbel alternante con respecto a un

acoplamiento M, es un arbol enraizado en un nodo expuestoc que
tiene la propiedad que todas las trayectorias que principian en la
rai= son travectorias alternantes (Existe sdlamente una

travyectoria entre cada par de nodos en el &rbol),

{exterior)

1 (interior)

2 (exteridr)

3 {interior)

Figura 2.2. Arbol alternante,

En el &rbol alterpante, se llamaran nodos interiores a los nodos

situados en los niveles impares Yy nodos exteriores a los nodos
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si tuados en los niveles pares. Conforme el a&rbol alternante crece,
si se encuentra en un nodo interior, entonces se agrega al  arbol
‘el correspondiente arco acoplade. FPor lo tanto todo nodo interior
es de grado 2. Pero en los nodos exteriores s pueden surgir
diferentes casos. Si s examina up arco (#,y) incidente en . Si vy
2S un nodo expuesto y no esta contenido en el &Arbol, se habra
encontradoe una trayectoria aumentante. De otra manera, si y 8s  un
nodo saturado con nodo compafiere =z (ninguno de los dos todavia en
el 4arbol), se agragan ambos arcos (#,y) y (y,z) al arbol, haciendo
Y. un nodo interior yv z un nodo exterior. 51 y esta en el Arbol
como un nodo interior (las dos formas en gque esto puede pasar se

muestran en la figura 2.3(a)), el ciclo formado agregando el arco

AsubhEmkvesanNAaBN DAYy
[N R

——

-t
<
I.lll.l..lil.ll..

I Ta.® oy’
(al tb)

Figura 2.3 Ciclos farmadops en arboles alternantes:

ta) Ciclos Pares  (b) Ciclos Impares.

{X,¥) al &rbol es un ciclo de longitud par {(contiepe un namero par
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de arcos). Fuede mastrarse gue el arco Gi,y) puede ignorarse vya
que No crea una travectoria aumentante adicional. Finalmente. si1 vy
esta en 21 Aarbol comp nodo exterior, se habrd formado un ciclo de
longitud impar (vea figura 2.3{(b)). (Esto nc puede ocwrrir en las
graficas bipartitas.) A este ciclo altzrnante de longitud impar se
.le llama Floracidn. La presencia de Floracienes complican el

algoritmo de acoplamiento para graficas no bipartitas.

2.2 Manejo de floraciocnes y arbol alternante

En 21 algoritmo original de Edmonds, cuando se detecta una
floracidén =e contrae a un Gnico nodo (llamado pseudonodo), y sSse
guarda para su futura expansicn. El pseudonodo gue reemplaza a 1a
floracidn se registra en el arbol como un nodo exterior y 2! aArbol
slgue su crecimiento como va se explicd antes. Aungque la
contraccidn de un nodo conpceptual mente es simple, la
implementacidn en la computadora se vuelve complicada. Edmonds
mostré que usando el teorema de Berge, &l concepto de A&rhol
alternante y 1la contraccidn y expansidn de floraciones, un

. acoplamiento maximo puede obtenerse en un ticmpo Dtns).

Posteriormente, Gabow [12721 refina el algoritmo de Edmonds
evifandu explicitamente las contracciones vy xpansiones de
floraciones y ocbteniendo un algoritmo que converge en un fiampn.
D(ns). Lawler [19746]1 también obtiene una version mndificada.'del'
algoritmo de Edmonds que trabaja en ;n tiempo D(n3), en donde 1las

contracciones vy expansiones de floraciones no se requieren -

explici tamente, debido a una eficiente técnica de etiquetacién
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para recorrerlas.

&)

N

4
=) 3
Figura 2.4 Floracidn.

En este capitulo se empleara una teéecnica mucho mas simple de
etiquetacidn desarrollada por Pape Yy Conradt C[19801. Ellos’
desarrollan cada ciclo de longitud impar en dos ~ trayectorias
alternantes, que s2 basa en el hecho que un node j debe estar en
una distén:ia par {(un nodoe =2xterior) a lo largo de 1la trayectoria
desde la raiz y a upa distancia impar {(un nndn. interior) a 1o
" largo de oira trayectoria desde la raiz si ¥y s&lo si 3 gsta en un
:;hlo impar. Por ejemplo en la figura 2.4, el nbdo &4 a lo largo dg
la trayectoria alternante (1,2,3,4,5,6.7) es un nodo 'int'ericlr':,.
mientras que 2! mismo nodo & a lo largo de la trayectoria -
alterpante (1,2,3,7,6,5) es un nodo exterior. PFPor 1o tanto los
cinco nodeos en el ciclo impar de 1a figura 2.4 puedep' tener'

etiguetas interior v exterior.
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El Arbol altermante debe crecer a 1o ancho (breadth—first)

comenzandoe en un nodo expuesto r arbitrario. Como ya se menciond
al principico, el crecimiento comienza en un nodo exterior. (En
todos leos nodos interiores agregamos 1los cerrespondientes arcos
acoplados.) Para llevar a cabo la btisqueda a lo ancho definimos
una lista @ gue contiene todos los nodos exteriores en el Arbol
Cque no han sido euplorados. Se toma un nodo 1 del inicio de 1la
lista, se elimina de 1la lista y se explora, examinando todos los

nodos adyacentes a 1 (vea figura 2.2).

Para registrar los nodos del &rbol que estan como raiz o como
nodos interiores, se guardan en un  arreglo booleano denominado
noarbel de tamat™Mo n (n es 21 ndmero de nodos en la grafical, Al

inicio hacemos cada una de sus componentes verdadera excepto 1la

raiz r. Esto es: -

noarbol (r) <« falsog
para todo j € N, j # r haz noarbol +« verdadero

Cada vez gue un nuevo nodo j en el &rbel s hace interior se
registra como noarbol (j) « falso. Recuerde que Eiempre' que entra

al Arbol un nodo ipterior, su nodo adyacente acoplado se hace

auntomaticamente nodo exterior.

Otra arreglo, llamado padre, de tamafio n se utiliza para obtener
la trayectoria hacia atras hasta la raiz cuando se descubre una
trayectpria aumentante v el acoplamiento se agranda. Fara un podop

etterior w, padre{w) = u si hay una travectoria (o, j,w) en el
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arbol alternante de uw a w, vy {(iw) B5 W arco acoplado.

2.3 Algoritmo de acaoplamiento maximo

Comi=nce con un acoplamiento inicial obtenido de la forma descrita
anteriormente v contenideo =n =1 arreglo acopla; también se tendra
en la variable expo el numerc de nodos expuestos. Se contipua en
la busqueda de un acaplamisnto maximo sélamente =i expo Z 2. En
este caso se toma el primer nodeo npuesto r encontrado vy se

comienza ha hacer crecer el arbol alternante desde r por el método

de btisgqueda a 1o ancho.

Cuando se trate de expander desde un nodo exterior Ao (tomadp del
inicio de 1a lista ) y se mire su nodo advyacente v, entonces
Existen.varins casos. Si noarbol (y)=falso, ignoramos 21 arco (x,y}
(y procedemos con el siguiente nodo adyacente a #). Esto se debe a
dque si noarbolily)=falso implica que y est&i como nodoc interior en
el arbol vy el arco (#,y) estid en el acoplamiento actual o forma un
ciclo par con el Arbol. En ambos casos se puede ignorar (x,y),

Asi, se necesita considerar sdlamente aguellos nodos adyacentes a

¥ cuyo noarbol tenga valores verdaderos.
Ahora, para €l caso nearbol (y)=verdadero, 2l node vy puede ser
acoplado o puede ser expuesto., Si es expuesto: (es decir, si.

acopla(y)=0), se ha encontrado una trayectoria aumentante. . Y se

procede ha hacer el acoplamiento con cardipalidad mayor, trazandop

la trayectoria desde este nodo a la ralz e intercambiar los arcos

gque estan en el acoplamienpto con arcos que no lo estan. - Enseguida
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se abandona el arbol alternante actual perc se continua con el

ciclo principal haciendo crecer un Arbol alternante desde el

siguiente nodo expuesto.

Si y no es un nodo eixpuesto, primero se debe estar seguro gue y nNo
sea un ancestro de x en el arbol; de otra manera, puede
encaontrarse  un trayectoria aumentante falsa. Esto se logra
checando desde la trayecteoria de x a la raiz usando el arreglo
abuelo. En el caso que y sea aﬁcestrn de x, no se hace nada. S5i v
Nno es ancestro de ¥, v y estid acoplado con el nodo  z, se deben

incorporar al Arbol (es decir, insgsertar en 1la 1lista al nodo

‘exterior z, y hacer abuelot(z) <« x; noarbol(y) < falso).

Se termina el ciclo de construccidn del Arbol cquando se encuentra
una trayectoria aumentante (es deeir, 1la variable bopleana
encontrar = verdadera) o cuando no hay mas nodos exteriores gue

expander (es decir, cuando la lista est& vacia).

El algoritmo de acoplamiento fipaliza {es decir, el acoplamiento
obtenido es m&ximo? cuando =1 numero de nodos expuestns es. méan
que 2 o cuando todn.nodo expueéto existente ha pasado a formar
parte de la ralz de algan arbol alternante sin haber obtenido una
tra*ecturia aumentante. |

El algoritmo de acoplamiento m&x;mu puede describirse _mas

formalmente y de manera compacta como sigue:
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Algoritmo 2.1: Acoplamiento maximo

comienza
empieza con un aceplamiento inicialj
para todo r € M haz
si (acoplair) = O) y (expo Z 2) entonces
comienza {% crece arbol alternante enraizado en r ¥7
para toda v € N haz noarbol (v} + verdadero;
noarbol {r) <« falso:
inicialica @ conteniendo unicamente a r;
enconktrar « faleo; {¥ tray. aumentante no encontrada %37
repite {Xx hasta que R=¢ o encontrar = verdadero X3
"horra nodo N de B3 (¥ :x encabeza la lista en & *7
mientras ng encontrar haz
comienza
para todo vy advacente a % haz
si noarbol {(yv)=verdadero entonces
comienza
agrandar acoplamientos
BMpo « expo—Zj
encontrar <« verdadero

fin
sino si acoplal(y) # ® entonces
comienza

2 ¢ acoplafly);

s5i (% 2 r) or {2z no es ancestro de %} entonces

conienza {X agrega arcos (H,y) y (y.2) al arbol
noarbol (y) < falso;
abuelo(z} <« xj
insertar = en la cola de @

fin

fin
fin {X mientras x>
hasta encontrar o (@ = &
fin {x para %7
fin

Aungue se puede iniciar el algoritmo con cualquief Jacoplamiénto
inicial, incluyendo el vacio, es mias eficliente ccmenzaf con  un
acoplamiento tan grande como sea posible. Un acoplamiento ini:ial,
"razonablemente grande", puede obtenerse rapidamente considerando

cada nodo exkpuesto j 20 la grafica y acoplandolo con =1 primer

noda expuesto adyacente a e£ste nodo.
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Sea la wvariable expo denote =1 ndmero de nodos expuestos en 1a

grafica y el arreglo acopla de tamafMo n denote el acoplamiento en

la grafica. Esto es, si (i,)) 28 wn arco en el acoplamiento,

entonces acoplaiil=]j y acoplali)=i. Para un node expuesto <y

acoplatlitl=0, El siguwiente algoribtmo da este acoplamiento inicial.

Algoritme 2.2: Acoplamiento inicial

comienza

para toda v € N haz acoplalv) « Oj
expo <« n: (X numeroc de nodos expuestos X7
para toda uw & M haz
comienza
si acopla(u) = 0 entonces
comienza
v 4 un nodo expuesto adyacente a uj;
acopla(u) <« v;
acoplalv) « ug
expo + Pxpo-2
fin
£in
fin

El acoplamiento se agranda cuando s2 ha encontrade uwun nodo

expuesto vy adyacente a el npode actual Ha El algoritmo para

agrandar el acoplamiento a través de la trayectoria gue une a vy

con r intercambiande los arcos acoplados en no  acoplados vy

viceversa, es el siguiente:
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Algoritmo 2.3: Agrandamiento del acoplamiento

acopla(y) « u3

repite
siguiente « acopla(x) (¥ siguiente 25 £! antiguo compafero de i
acopla{xi) « vy (¥ vy es el nuevo campafiero de &t %3
si siguiente # O entonces {% si i No 25 la& raiz %3

comienza
4+ abuelof(x);
acoplalsiguiente) <« u;
Y « siguiente

fin
hasta siguiente = ©
Finalmente el algoritma para determinpar si el nodo = {que esta

acoplado con vy v @58 nieto del nodo actuwal %) es un ancestro de

en el Arbol alternante censtruido es:

Algoritmo 2.4: Chequep para la formacidn de ciclos impares

si % ¥ r eptonees {¥ la raliz mo tiene ancestro *2
comienza
u ¢ abuelofud;
mientras (uw # r) y ( # vy} haz
u <« abusloful; {¥ recorriendo &rbol hacia atras X3
si u = r entonces z No es un ancestro de o
fin

Dbserﬁe que los arcos (x,y) vy (y,2) se incerporan al arbol en el
algoritmo 2.1 solamente cuando. z no es un ancestro de x (es decir,

cuando no se ha formado un ciclo impar).
2.4 Ejemplo .

Considere la gr&fica G con 11 nodos y 12 arcos dada en  la figura

2.5, El1 acoplamientn ipicial producido por el algoritmo 2.2 se
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muestra con lineas fuertes.

Empezaremos la aplicaci®n del algoritmo de acoplamiento maximo con

el primer nodo expuesto encontrado que ®s el 9 y por lo tanto se

be 1
W————
3 //// \\\\ - \\\\
= *? { 2 3 a4 s & 7 B 9 10 11
acopla|" 2 [t T AT S Te6 [ST8B8{7T0o]olol]
L & expo = 2

11 ®i0

Figura 2.5. Acoplamiento inicial en la grafica

comienza 21 arbol alternante con el nodo 9 como raiz, conforme el
algoritmo 2.1. Los arcos (?,1) vy (1,2) se agregan - al  arbnl.' El
sigq;ente crecimiento comienta en el nodo 2. Despuds de- :Dmpletar
el ciclo para ({(para tndd5 los modos adyacentes a 20, el'”&rboi

alternante, los dos arreglos y G se muestran en la figﬁra 2.6,

Después el nodo 4 se guita de la cabezxa de B y sus nodos
adyacentes {3,6,8% se erxaminan en este orden. El nodo 3 se ignora
porgue noarbol (3)=falso. Para el nodo &, ya qué acopla (&) = 5 =

rafiz, un chequo para la ancestralidad de 4, por el algoritmo 2 4,

)
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1
-3
2 1 2 3 a4 5 & 7 8 9 10 11
///// \\\\\ nearbol | F [ W [ F [V IF IV Y7 IF [ YV
3 5 abuelo | I 2 1 [ 2 1 i 2 | | ] I
inicio fin
5, 7, 4. &
4 & a

Figura 2.46. Arhel alternante

revela que S no es un ancestro de 4 en el arbol construido harsta
agui. Por lo tanto, los arcos (4,&6) v (46,53) se agregan al arbol;
de manera similar, se agregan los arcos (4,8) y (8,7). En seguida,
se eiplora el nodo & gque esta a i1a cabeza de G, vy el Arbol crece a
través de lo=s arcos (6,4 y (4,7). La situacidn en este momento se

encuentra sintetizada en la Figura 2.7.

Ahora se explora e} nodo 5 y unicamente se necesita considerar el
arcs (5,2). Puesto que acopa{2) =1, y5 : ~ raiz, sechecasi les

un ancestro de 5, con el algoritmo 2.4, come sigue:

u « abuelo(d) = 4

presto que v Yy W 2 hacemos
U < abueslolu) = abuelo(d4) = Z.

Ahora u = 2 = vy.

Como u Iy 2 es un ancestro de S.

For 1o tanto, no se hace nada.

-

Enseguida se tona 21 nodo 7 y se verifica que para ambos nodos

adyacentes & y 8, noarbol(4) = noarbol(8) = falso. Asfi, ne se hace
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nada en =! nodo 7. E]l nodo siguiente =2n G es el 3. Los nodos

<
1
2
: 1 2 3 12 5 & 7 B % 10 t1
/\ noarbol | F TV [ F JF [ F T F JFIFJIF TV Y|
3 S abuelo | [ & [ & 1=z | 412 [a (e 1 ] i
inicio +in
5. 2. 8 6: 5. 7. 3, B

I N NS

Figura 2.7. Arbol Alternante

adyacentes a 3 son el 2 y 4. Como noarbol (2) = wverdadero, se

examina el arco (3,2}). Ya gque acopla(2) =1 raiz, se debe checar

si 1 es up ancestro de 3 y en efecto este @5 el caso., Por 1o tanto

no se hace nada en 3.

Fipalmente se explora el node By 2l Gnico nodo actualmente en '_Q.

De los tres nodos - adyacentes a B, se ve gue noarbol(4) =

noarbol {7} = falso. Pero noarbol {(10) = verdadero y acoplat(i10} = O.
Por lo tanto, se ha encontrade una trayectoria alternante vy se
debe aumentar el acoplamiento actual por medio del! algoritmo 2.3.

Después de aumentar la cardinalidad del acoplamipnto en uno, s2

hace expo « expo — 2 =3 - 2 =1, yv encontrar e« verdadera Como
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encontrar = verdadera, se sale del ciclo repite...hasta en el
algoritmo 2.1, abandonando el Arbol alternante actual (y el
conjunto @ asi como los arreglos noarbol, abuelo v acoplal. Se
debe continuar en el cicglo etterior, comentando  desde un nodo

axpuesto, pero como eipo = 1, el proceso para.

2.5 Analisis de la complejidad

El aceoplamiente inicial obtenideo por el algoritmo 2.2, ejecuta dos
ciclos para exactamente n veces. En el segundo ci:lo; en  cada
iteracidn, todos 1ps nodos adyacentes se eraminan. Por 1o tanto,
en el algoritmo 2.2 cada arco de la grafica se examina dcs veces vy
chtiene un acoplamiento inicial en B(m).

Para el algoritmo 2.1, el ciclo erterno puede ser sjecutado a 1o
mas n veces, ya gue un Arbol alternante esti enraizado a 1o méas
una wvez 2n cada nodo. {(Comanmente este ciclo deberad ejecutarse
unas cuantas veces, ya que generalmente habrd unos cuantos nodos
expuestos con respecto al acoplamiente inicial.) Para cada wvalor
de la raiz r, el ciclo repite...hasta se ejecutari a lo mas n—-1
veces, ya gue un nodp puede insertarse en la cola a 1o mis Qna
ver, y tada iteracidn de este ciclo elimina un nodo de la cola.
Ahora para cada % eliminado de la cola, el ciclc mientras se
ejecuta una vez para cada vecino de »#. Por 19 tanto la condicidén
noarbol (y) = verdadero se prusba, en el peor de 1los casos, nm
veces durante la ejecucién del algoritmo. Note sin embargo que
esta condicidn puede ser verdadera a'ln mas una ves por “hudn Y
para cada wvalor de la raliz r, puesto gue solamente un nodo y puede

ser encontrado que no este en el arbol alternante, y sSe agrega al
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aArbol [haciendo noarbol {y) « falsol. Asi, en cada iteracidén para
hacer crecer el arbol alternante, la condicidn noarbol {y) =
verdadero debe satisfacerse no mas de n veces. Unicamente despuéds
de que esta condicidn sg satisface se agranda el acoplamiento
(algoritmo 2.3) o s agregan  al arbol los arcos (ray)e (ya.z)
{despuds de checar si no son  ancestros tcon €1 algoritmo 2.4).
Estas dos operaciones requieren a lo mas de D{(n) de tiempo. For lo
tanto, para cbtener un acoplamiento de maikima cardinalidad con
este algoritmo se requiere de D(n3> de tiempo en el peor de 10;

CASDS.
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CAPITULO 3
ACCPLAMIENTO  PESADO

En estes capitulo se generalizan las ideas del eapitulo anterior,

al caso en gue cada arco de la grafica tiene un peEsD o0 costo vy

s
deromina 21 problema de acoplamiento pesado; dicho problema
consiste en determinar un acoolamients tal gue la suma de los
pesos de los arcos que lo forman z2a méxima. El1 problema  de

acoplamiento pesado se plantea en términos de un problema de
programacidn lineal y para proceder a obtener el algoritmo de
solucidn correspondiente, es nacesario exztender el manejo de las
floraciones y del arbol alternante, para aplicar el algoritmo de
acoplamiento maximo a una subgraifica, en donde 1las soluciones
propuestas cumplen con las condiciones de holgura complementaria.
El algoritmp de solucidn se basa en unp métoade primal—dual, donde
nb aparecen explicitamente todas las restricciopnes del modelo
lipneal, sino que se présentan o eliminan al mismo tiempo gQue las

floraciones aparecen o se eliminan.

El desarrollo de este capfitulo es5 como sigue: en la seccidn 3.1 se

entienden 1las definiciones ds trayectoria aumentante vy los
resultadops basicos del capitulo anterior; en la seccidén 3.2 se
modifica para el caso de acoplamiento pesado, el problema del

crecimiento de arboles alternantes yva tratados en el capitulo 223

en la seccidn 3.3 se plantea y se desarrnlla el algoritmo 'qe

solucidn; en la seccidn .4 se da un ejemplo del empleo del’

algoritmo; v en la seccidn 3.5 se discute la complejidad del



-

algcritmo propussto.

3.1 Resultados basicos
El algoritmo de acoplamiento pesado es una generalizacidn degl
algoritmo descriteo en el capitulo 2. Una trayectoria aumentante

pesada con regpectoc al acoblamiento M, 25 una trayectoria

alternante on donde la suma de los pessos de los arcos gue no estan
en M es mayor que la suma de los pesos de 1os arcos que estan en
M. Ademés, si el primero o el dltimo arco de la +trayectoria no
estad en M, entonces el arco tiene un nodo expuesto. Claramente, st
se intercambian los arcos gue no estan en M por los gque estan  en
M, en 1a trayectoria alternante, se obtendri un acoplamiento nuevo
de mavyor peso. A diferencia de las trayectorias aumentantes
gefinidas en el capitulo 2, una trayectoria aumentante pesada en M

puede tener arcops de M al inicie o al final. Esto induce 1las

siguigntes definiciones. Una trayectoria aumentante pesada en M
gue contiene:

(a) mis arcos fuera de M que en M se 1llama

trayectoria
aumentante fuerte.

(b} - el mismo ndmero de arcos fuera de M gque en M. se 1llama
trayectoria aumentante neutral. ’

{c) mads arcos en M gue fuera de M se llama traye:tqria
aumentante débil.

El teorema 2.1 tiene la siquiente extensidn:

Teorema 3.1. Existe una trayectoria ;umentante pesada en M si vy

55lo sf M no es un acoplamiento de peso maéiimo.
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Prueba: Claramente si existe una trayectoria aumentante pesada P
en G={MN,”A entonces se puede intercamblar 1os papeles de los arcos
en P y obtener un acoplamiento de mavor peso. Asi M no puede ser

un acoplamignto de peso m&uimp.

En forma inversa. suponga que Pl no es un acoplamiento deg  peso
maiimp. Se demeostrard que G contiene una trayectoria auwnentantke

pesada. Sea.ﬂ’ un acoplamiento de peso manimo, de modo que wiM*) >
witr., Sea 6° la grafica formada por todo= los modos de G vy los
arceos gue estan 2n M o MY pero no en ambos. En cada nodo de G a
los mas incide un arco de M y uno de M. Asi, cada componente de
G* es una.traye:toria (guizas un ciclo de longituwd par) de arcos
que se alternan en M y M. Como wiM™)} > wi(M} entonces debe haber
por lo menos una componente de G* en la que 1a suma de log pesos

de lops arcos para arcos €n M’ gue exceda la suma de los peses de

1los arcos en M. Esta componente es una trayectoria aumentante

pesada en M. ]
S5.2 Basqueda de trayectorias aumentantes

El algoritmo pQue se llamard algoritmo de bﬂsqueda..d; .'una~'
trayectoria auwmentante, TRAUMIG), es equivalente a 1la _pafte 'aé'
crecimiento del Arbol alternante del algoritme 2.2, solamenﬁe que
en este caszo si se guardara memoria de las Ffloraciones due 1=
vayan obteniendo. (Vea algoritmo 3.1). T se inicializa externamente
en v, ¥ s etigueta exterior. Hay de hecho, tres ﬁosibles salidas
del algoritmy y estan etiguetadas por M, By H. Uni:gmente la

salida M indica que se ha encontrado wna trayectoria aumentante.
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En gteas palahraz, gue 2n alguna rama. de T s’ ha . encontrado  un

nodo edpussto. Enseguida se describirda cada salida.

Mote gue TRAUM{G) construye un arbol a.nn ser gque y se encusnfre
etiguetado exterior, 2n cuyd caso, 52 ha encontradeo wn cicle de
longitud impar vy esto causa un brinco a B, 81 y es intarior, s
detectka un cicle de longitud par., En este caso (d,y) No se agrega

a Tv el procedinmienta busca entender el arbol desde algdn otro

nodo exterior.

Algoritmo 3.1. Busguda de trayectorias aumentantes TRAUMIG).

1. Escoja un nodo exterior  en T y algdan arco (x,y} no esuplorado
previamente. Considere que (x,y} ha sido explorado. Si no
erxiste tal arco vaya a H.

2. 5i y es expuesto-y no etiquetado, agrege (x,y) a T. Vaya a M.

3. Si y es exterior agrege {(x,vy} a T. Vaya a H.

4. Si y es interior vaya a 1.

5. Sea (y,z=) el arco 2n A con punto final y. Agrege (#,y) vy (y,z)
a T. Etiguete v interior ¥ = exterior. VYaya a 1.

Comp ya se menciond en el capitulo 2, 1la presencia de ciclos

impares introduce ambiguedadeé en la bdsqueda de tra?ector}as
alternantes. Esto sucede puesto gue cualguier nodo j, en este tipo
de ciclos, puede etiquetarse tanto eutEEiDr como interior
dependiendo de la direccidn que se tomd alrededor del cicleo pafa
llegar a j. 8i Jj se etigueta intériur, entonges T npo  puede
extenderse a partir de J y no se pueden detectar pDEiblgs

trayectorias aumentantes. De hecho, el algokitmo de acoplamiento
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de peso manrimno que usa TRAUMIG! deja todas 1as opciovpes abiertas
recordando cualquier ciclo C de longitud impar. Una grafica nueva
se construye al contraer C para formar un  sdlo noda  ebiguetado
exterior. El algoritmo centinua Son obtra llamada al  procedimignto
TRAUM{G) . Todas las stiquerbtas enteriores e inkeriores 2@ 1levan
adelante, excepto laz fque estéan =on C. S5i subsecuentemente en una
rama de T se encuentra qu2 hay wn nodo  expuesto, entonces la
trayectoria aumentante encontrada, puede pasar a través de uwuno o
mas de estos pseudonodos. De hecho, note que un cicle de longitud
impar puede por si mismo contener pseudoncodos y asi sucesivamente.

Cada pseudonodo puede contener en su interior otros psewdonodos.

Se regresara a esto cuando se describa l1a salida a l1a etiqueta A.

Considere la salida a H. En esta sitdacidn T no puede extenderse.
Cada trayectoria alternante tracada a partir de la raliz de T se
interrumpe en algdn nodo exterior. El dnico nodo expuestn es la
ralz de T. A este tipo de Arbol se 1le llama arbol hdGngaro. Algunos
de los nodos etiquatadus exterior pueden ser pseuadonodos, pero
cada nodo etiguetado interior es un nodo ordinario. Es  importante
natar que.arcns gue ccnectan nodos que estZn en T con nodos gue no
estan en T unicamente pueden unirse a nodos interiores de T. De
otro modo algdn noda exterior deberad estar conectado a un nodo-
expuesto o T puede eitenderse a partir del nodo. Se puede ver gue
Nningdn nodo en el Arbol hdngaro |, puede formar parte de una
trayectoria aumentante, vya que T sdlamente contiene un nodo
expuesto, si algan noda de T estad en una trayectoria aumentante,

entonces eskta trayectoria debe entrar a T por un arco gue no esta
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contenido en A, que llega a un nede intericr. De ahi en adelante,
la trayectoria vwisita alternadamente nedaos exteriores e
interiores, entrando a los primeros por arcos n A y a los dltimos
por arcos que no estan en A, Tal trayectoria nunca puede alcanz-ar
la raiz de T ni dejar a 7. For 1o tanto saliendo a H, el algoritmo
puede remover T de la grafica v continuar con ia bOzgueda de 1la

trayectocria aumentante actual. Sl eventualmente A s auvmenta,

entonces T debe restablecerse a G antes de buscar la siguiente

trayectoria aumentante.

Finmalmente conzidere la salida a M. T contiene wna trayectoria
aumentante de la rafiz de 7 a alqgidn otro nodo expussto. Sin embargo
esta puede pasar a traves de una o mas floraciones contralidas.
Estas se expanden y un lado de cada ciclo de longitud impar (el
lado de longitud par) puede interpolarse dentro de la trayectoria.
- S2 continua en la misma forma hasta gue no existan floraciones  en
la trayectoria aumentante. De hecho cada expansidén puede exponer
otros pseudonodos que fueron creados anteriormente al gue se st
expandiendo. 8in embargo, eventualmente no perpane:erén

floraciones vy un aumento de A es posible.

3.3 Algoritmo de solucidn

Antes de describir e1 algoritmo de acoplamiento de peso maximo, Se
planteara el problema en términos de programacidn lineal. En lo
que sigue, sea xluy,v)=1 si Bl arco (u,v) esta en M vy xiu,v)=0 si
no est&; wiuy,v) denote el peso de arce (u,v). AsL, el prablema de

acoplamiento pesado queda:
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Maz:timizar 2 Wingv) iU, v)
(., vy

sujeto a: E Hlu,v) =2 1 para toda u e Mo

A

1A

E i, ) r, para I =2 k=2

tu,v) = Ft;_

¥

iu, v 0 para toda (u,v) & A

Como cada arco tiens un peso wtiu,v) entonces, la funcidn objetivo
es simplemente el peso del acoplamiento. El primer <conjunto de
restricciones establece gue no mas de un arco 2n M es incidente . a

cualgquier nodo u. En el segundo tonjunte de restriceciones R

k
denota la subgrafica inducida por cualguier conjunto de (2rk+1)
nodos. Se denotarad por =z el natmero de estas subgraficas.

Claramente, no hay mas de ry ércos de RP en M. Comb se demostrara,
esta formulacidn particular proveé un conjunto de condiciones de
holgura complementaria agque pueden satisfacerse asignando valores O

0 1 a cada xx{u,v).

El problema dual se puede expresar come sigue. Las variablés
‘duales Yo ¥ Tk estan asociadas con las restricciones primales para

el nodo v y la subgratica R respectivamente.

K®
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Minimizar 2 Y, * i rS
v k

sujeto a: yu+yv+ E z, Z wiu,v) para toda u,v) € A
ki (u,v) & RP

Yy, 0 para toda v e N
Ty Z 0 para { = k =
Note que dentro de la restriccidn para {u,v}, la suma es sobre

tocda k tal gue Rr contiene (u,v}.

-L.as condiciones de holgura complementaria para el par primal-dual

son las siguientes:

wiu,v) > O o yu+yv+ 2 2y, = Wwin,v) para toda (u,v) € A
kilu,v) & Rk
Yu - & 2 #iluyv) = 1 para toda u € N
4
2y >0 2 wl{u,v) = e para toda 1 £ k £ 2z

u,v) e Rk

Se referira a estops tres conjuntos de condiciones como condiciones

de holgura - para el arco, nodo v cardinalidad impar

respectivamente.

El algoritmo gue se describiri comiepza con 21 acoplamiento nulo

{esto es, xn(u,v)=0 para todo {(u,v) &« A} y con variables duales:-
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WY ==

y_= b= _:maﬁlh(u,v)),'para toda s < M
i (LIPS

3, = O, para t < k' = 2.

Con esta solucidn inicial, se ohserva que las restricciones y las
condiciones de no negatividad se cumplan para ambos problemas vy de
hecha, se siguen satisfaciendo a 1o largqo de la ejecucidn del
algoritmo. Con la epxcepcidon de las condiciones de holgura en los
nodos, todas las otras condiciones de holgura se satisfacen. Gin
embargo, a medida que se ejecuta el algoritmo, estas condiciones
s van satisfaciendo una & una. Cuando todas las condiciones de
holgura en los nodos se cumplien, el algoritme termina con  un
acoplamiento de peso mauimo, vya que la solucidn que da es factible
en el primal y en el dual y cumple con las condiciones de holgura
complementaria. Note gue si algtn nodo v no satisface las
condiciones de holgura en el nodo, entonces Yy >0 vy v es un nedo

expuesto (en todas partes E ni{u,v) es cero o unal.
Y

El algoritmo esencialmente ceonsiste en encontrar en cada iteracidn
una trayectoria aumentante {usando el procedimiento TRAUM,
descrito descrito en 1la seccidn 3.2) en la subgrafica G 8§ qgue

cbnsiste de los arcos (U,Vv) € A* donde:

*... 1] —3
A= L (u,vy yu+ Y, * 2 : zy, Wwiu. vy 3

k:fu,v) & RP

Si se encuentra una trayectoria aumentante, entonces se extiende

entre dos nodos expuestos r ¥y S para los que se cumple:
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. = N a W > 0
/r VE
Si se intercambian los papeles de les arcos a lo largo de esta
trayectoria aumentante fuerte, entonces se hare que r vy s
satisfagan las condicicones de holgura en sus nodos. Mote gue se

toma convenientemente el tdrmino de trayectoria auwmentante fuerte,

atn cuando no es clare que el peso del acopl amiento sea
incrementado. Lo importante es gue este "aumento" causa dgque dos
nodos mas satisfagan 1as condicipnes de holgura en nodos. Como

cada arco {(u,v}) en la trayectoria pertenece a 1la subgr&afica G6°,
las condiciones de bholgura en los arcos también permanecen
satisfechas. Suponga gue en lugar de encontrar wna trayectoria
aumentante fuerte en G*, la busgqueda finaliza con un 4rbol
hdngaro. (un  Arbol alternante que no tiene trayectorias
aumentantes) En este casop se hacen cambios en las wvariables
duales. Estos cambios pueden permitir que unoc o varios arcos sean
agregados a A*, un pseudonodo se expandera o la variable dual de
algdn nodo exterior se convertira en cerp. En el dltimp caso si el
nodo en cuestidn es la raiz del Arbel de bdsqueda, entonces este
nodo ahora satisface las condiciones de.holgura; si no es raiz,.
entonces la.traye:toria de la raiz al nodo es ung‘ tréyectaria
aumentante neutral y aumentando a lo largo de la trayectoria, 1la
rals satisface sus condiciones de holgura en el nodo. Note que
este aumento expone al nodo v para el cual yv= O3 sin embargo v
satisface la condicidn de hplgura en'e1 nodo simplemente borqué
Y,= ©. Gi alguno de los primerps dos casos ocurre  (esto es, se

agregan arcos a n* [=] =1 =) expande un pseudonodo) entonces  la
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hasqueda para una trayectoria awnentante puede continpuar desde la
misma rafz. Eventualmente, ssta bdsqueda resultarda en que la raiz

satisfaga las condiciones de holgura.

Algoritmo 3.2: Cambios en las variables duales, CVD

1. para todo nodo u mis externo etiguetado exterior y todo nodo
u contenido en una floracidn mas externa cuyo pseudonodo est&
etiquetado exterior haga

Yo ¥ Yu*t

Z. para todo nodo u mas enterno etiquetado interior y todo node
u contenida en wupa floracidn mis externpa cuyo pseudonodo estd
etiguetado interior haga

Yo € yu+t
3. para toda floracidn mas externa Rk cuyo pseudonodo esta
etiquetado exterior haga
3y, & S+ 2t
4. para toda floracidn mis externa Hk cuyn pseudon>do esta

etiquetado exterior haga

2z, — 2t

“k K

Cambios en las variables duales envuelven una cantidad t como se
describe_en 2l procedimientpn de cambhios de variables duales, cVD,
del algoritmo 3.2 En las lineas 1 ¥y 2 los cambios se hacen é'ryu
para nodos u que no estén contenidos en una floracién (ﬁndas Mmas

extericres) o a nodps u contenidos en una Ffloracidn mas externa.

{pero no contenidos en floraciones anidadas mas prnfundaménte)-
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Algoritmo 3.3: Procedimiento para evaluar t, EV-

1. b, L mim{z, 2
1 2 K k
k
donde RP esta en la floracidn mas externa cuyo psewdonodo

esta etiguetado interior.

2. t2 -« minCyv}
th
donde u 25 cualguier nodo mas externo etiguetado exterior o
cdalquier nodo contenido en una floracidn mAsS extearna  cuyo
pseudonodo esta etigquetado exterior.

3. t, « min ( Yoty,™ wWwlu,vy >
{Uy V)
donde 1 es cualquier nodo mas externo etiguetado exterior o
cualquier +floracidén mas externa cuyo pseudonodo esta

gtiquetado exterior v v e un npdo no stiquetade o esta

contenide en una floracidn mas externa cuyo pseuwdonodo ne
esta etiqguetado.

4. t -

a min { yu+yv— wil,v)>

(u,v)

=

dende u ¥y v estan en nedos mas externos etiquetados exterior
0o nodos contenidos en diferentes floraciones mas externas
cuyos pseudonoda esta etiguetado exterior.

taat, >

555

5. t « mind t,,t,,

Se ﬁefine t comp el maxkimo tal que las variables duales ¢nntiqqeﬁ
dando una solucidn factible al problema dual. Las restricciones
duales yv las condiciones de no negatividad continuan Siéhdo
validas si t se obtiene mediante |1a evaluacidn de t en el
procedimiento, EV, del algoritmo 3.35. Mote que en la proposicidn 4

de este diagrama, u ¥y v no estan contenidos en la misma floracieén
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mas externa. Si  asi fusra, enlonces cualgquier cambio a las

variaples duales no afectaria la restricciéps::

pussto gue 21 cambio de t en cada Yu ¥ Yy esta compensado por

el
cambio de 2t en ?y, para la floracidn mas externa que conkenga a u
Y .
A continuacidn se considera el efecto de los cambios en 1las
variables duales:
{a) Si t = t1 entonces alguna variable dual ::k se hace cero. Se
expande el pseudonodo astciado a su ciclp original de longitud

impar.'El pseudonodo fue etiquetado interior y debe haber tenido
el punto final en algdn arco de M. Este arco por lo tanto. acopla

algdén arco en el ciclo de longitud impar ascciado. Los otros 2r

et

K
nodos del ciclo pueden entonces acoplarse agregandose arcos del
ciclp a M. También cuando el pseudonpdo se expande, Se puede
retener las etiguetas enistentes en los nodos que definen a T vy
{si el pseudonodo tienes agrado 2 en T) s puede agregar a T 1la
unica travectoria alrededor de un lado de la floracidén que . deja a
T :onectada.y alternante. En este caso etiguetamos los nodos de'ia

trayectnria.exterior e interior de la manera apropiada.
(h) Si t ='t2, entontes alquna variable dual Y, € chQiErte en
cero. La travectoria en el arbol de basqueda de la rafz a u (si u

no 25 la ralz) =25 una trayectoria alternante con el mismo namero
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de arcos en My fuera de M. Bi se iptercambian los papeles de los
arcos a 1o largo de esta travectoria entonces la raliz se convierte
2n aceoplada (satisfaciendo las condicienes de holgura en los
nodos) ¥ puesto gque yu=0, u  tambidn continua satisfaciendo l1a
condicidn de holgura =n el nodo. 3t la wvartable y para la raiz es
cero, entonces cumple con la condicion de holgura en sua  nodo. £En
ambos casos se puede continuar construyendo wn nuevo  arbol de
bGaqueda desde otro nhodo expuestn v para el cual Y, > 0. Si no
gxiste este nodo, el algoritmo hara.

tc) 51 £ = tS’ entonces 2l arco asociado pusde agregarse a ﬁ* Y

la busqueda para una trayectoria aumentante puede extenderse,

*

(d» Bi © = tq, entonces 21 arco asociado puede agregarse a A

Cuands coptinua la bdsqueda de una trayectoria aumentante, esta

resultard en el descubrimiento de un ciclo impsar.

Con la explicacidn anterior, se puede presentar e1 procedimiento
del Arbol hGngaro dado en el algoritmo 3.4. Cuando el

procedimientn TRAUM sale a H, la etiqueta H es una 1lamaﬁa &
ARHUN, La salida dé ARHUM regresa a TRALUM, etiﬁuetadu'pmr Mo ala
probosici@n etiquetada C. Esto precede a TRAUM y.escoje la rai% Be
un Arbol alternante nuevo. Note qgue ARHUN incluye 7 los -
procedimientos EV v CVD en las lingpas L vy 2. La lin2a 3 expande

pseudonodos como =g describe en " (a) arriba. La proposicidén
condicional de las lineas 4~4 trata con trayectorias aumentantés

(neutrales) comp se describe en (by. La linea 7 agrega arcos
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apropiados a ﬁt de acuerdo a 1o preescrito en (c) y {(d). S5i t = t

entonces la raiz de T se hace que satisfaga la condicién de
holgura en el nodo de modo gue una nueva ral:z debera escogerse
para un nuevo arbgl T. Esto se lojra a ktrawes de las lineas 8-10.

En los wtros casos, t=t1, t'.3 o t4, la buasgueda en =1 arbol actual

pliede continuarse en 1z l1ilamada a TRAUM en la linea 11.

Algoritmo 3.4: El arbol hdngaro, ARHUN.

1. EYW
2. ‘CvD
3. 5i t=t1 entonces e:xpande cada pseudonodo mas externo

etiguetado interior y gue tenga =u variable z igual a gero.

4. Si t=t_, y (la variable y de 1a raiz de T = ¢) entonces
comienza

S. idantifique la trayectoria alternante P de la rafz a algdn
nodo cuya variable y sea cero.

&. Intercambie los papeles de los arcos a lo largo de P
fin

7. Si t=t3 (=] t=t4 entonces aumente A*

8. Si t=t2 entonces comienza

4

. remueva todas las etiguetas interiores y eiuteriores
10, "wvaya a C
fin

11, Si t=t1 o t=t3 o t=t4 entonces vaya a M.

Ahora se est& en posicién de presentar el algoritmo - de
acoplamiento de peso maximo gue esta esbozado en el algoritmo 3.5.
La 1linea 1 inicializa M en 21 acoplamienta vacio. En 1la linea 2

las variables duales y  se inicializan, mientras que la variable z
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de cada floracidn s inicializa en la linga 5 cuando sSe descubre
la floracidn. =1 paso genegral del algoritmo se inicializa en la
linea 3 con la identjificacidn de uwun npodo gue no satisfaga la
condicidn de holgura en nRodo. Dentro de 1la linea 4 al
procedimiento d= bdsgueda de una trayectoria aumenhante crea  un
arbol alternent= snraicade zn s23he node vy Gnicamente usa los arcos
de A gue define G°. Como se describid en un principio, 1la salida

del procedimiento TRAUM a B si se encuentra una floracidn, a H  si

Algoritmo 3.5: Acoplamiento de peso maximo

1. Medd

2. Para toda v en N haz
1 L]
Y, € 5 max € w(vi,vj) ! (vi,vj) en 7
g 3. Escoja un nodo v tal que v es expuesto y yv> . Si no

extste tal nodo vaya a L. Etigquete v exterior.
M: 4.  TRAUMIG®)

B: 5. Identifigua 1l1la fleoracidn vy saltela. Etiquete el
pssudonode resultante exterior vy asigne wcero a su
variable =.
vaya a M.

H: b. ARHUM

-} 7. . Identifique la trayectoria aumentante {(fuerte). Aumente
- M intercambiandop los papeles de los arcos. Quite todas
las etiquetas interiores y exteriores.
vaya a C.

Ls 8. Eupanda todos los pseudonodos restantes em la grafica
final haciédndolo en =1 orden inverso al gque fueron
ancantrados, induciendo vn acoplamiento m&ximo en cada
floracidn expandida. :

se descubre un arbol htngaro y a A si se descubre una trayectoria

aumentante {fuerte). Las proposiciones de las lineas 5, & vy 7
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resultarn en un regresoc a la linsa 3 si la cnndicién de holgura
complementaria del nodo raiz en el aArhol sSg satisface o en un
regreso a la linea 4 cuando el &rbol! puede seguir desarrocllandose.
Eventualmente todos los nodos satisfaceran sus condiciones de
helgura complementaria vy el algoritmo termina en 1a linea 3.

Como se indicd, el crecimiento de un arbol alternante desde alguna
raiz v gventualmente resultarid en gque las condiciones de holgura
complementaria en el nodo sSe satisfagan. Comoc se ha visto, el
algoritmo mantiene factibilidad en la soluclidn primal vy en 1la
solucidn dual. Para la wverificacidén completa del algoritme, por lo
tanto Gnicamente se debe mostrar gue al terminar, las condiciones
de holgura complementaria en les arcos, Yy en los subconjuntos de
cardinalidad impar se cumplen. MNote que si un arco {(u,v) esta sn M
vy no esti en un pssudonodoa entonces (u,v) estée en ﬁ*. También si
tu,v) esta contenido dentro de algun pseudonodo entonces el wvalor
de (yu+yv+ E :m) no cambia por cambios a las wvariables duales.
Asl, las condiciones de holgura en les arcos: se satisfacen.
Considere las variables z. Cualguier 2y puede hacerse pn5itiva
solamente si esta contenida dentro de algan pseudonodo. Siempre
que un pseudonpodo sea expandido, wun acoplamignto maximo se 1pduca.
en los arces del ciclo impar, de maodo gque al terminar el algoritmo .
{cuando ya no existen pssudonodos) las cendiciones de holgura en
los subronjuntos de cardinalidad impar se satisfacen. Es fFacil ver
que el algoritmo de acoplamiento de pesc maximo es un algoritmo ¢e

tiempo polinomial.
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3.4 Ejemlo
Con el fin de mostrar como btrabaia ! algoritmo 3.5, considere la

grafica de la figuwa 3.1 =2n donde los numeros sobre los arcos s0on

los pesos asignados

2]
[ ]
t

(£}

Figura 5.1

En la figura 3.2 se han puesto los cambios en la variables duales
¥ en la variable g Los npodos 1, 3, 4, 5 vy b, se toman
respectivamente como ralces de los nuevos Arboles alternantes en

cada iteracidn del algoritmo 3.35.

Se inicia con un acoplamiento M = ¢ y el conjunto,
. )

AY = L wevy |y, vyt 3 T m WY = 01,3, (1,3

k:(u,v)eﬂk

-59-



Se escoje el
TRAUM (57 ) =

Se escoje el
TRAUM(G™ ) :

ARHUN: EV:
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Ficura 3.2

nodo 1 (1 se etigqueta esterior)

(1,2 se  explora., 2 es wun nodo expuesto ¥y  no
etiguetado, de modo gue
T « 1 2

y hay una salida a A
(1,2} s upa trayectoria aumentante Ffuerte, de modo

que (1,2) s2 agrega a M vy se remueven las etiquetas
de G.

Salida a ©,

nodo 3 ({3 se stigueta esterior?
{(3,1) se euplora:
T 3 1 2

No se pueden explorar arcos adiciohales desde 2 9 2.
Salida a H. ' o

t1=m, t.=3 (nodos 2

y 3)
t3=3 larcos {(2.4) y (3,5)), t4=1 {arco (2,3))
Asi, t = tq = 1
Yy * 3+i=4, Yo + 3—1=2, Y5 * 3-1=2

s agrega el arco (2,3} a A*. Salida a M.

{2,3) se explora; como 3 esta etiguetado exterior se
encuentra wna floracidén consistente de 1los arcos
1,2),1(2,3),(1,3). Salida a B. X
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TRAUMAG ")
ARHUM:EY:

EvD:

Sg escoje el
TRAUI(G" ) =

Se escoje el
TRAUM(G? ¥ =

ARHUN: EWV

‘ty=m , t,=my t o=t

CVYD:

TRAUMIG® ) 2

ARHUN:ENV:

Se epntrae la fleracidn v el pspudonndo se dencta por
B y 32 etigqueta exteriaor. El arco (1,2) se remusve de

+ D, Salida a .

tlo eristen arcos explorables desde B, Salida a H
=@, =2 (nodos 2 y T3)
k

=2 tare 2 y iS,5)13, L=

= farcos I b BY] Fi7) I I L» [+1]
Asi, £ = b =t = 2

Y, * 3=2=2, vy, « 2-2Z=0, Yo * 2=2=0
pad QO+ 202 =

B + (23 3

s& agregan (2.4) (3,5 a A*
Todas las etiguetas se remueven de 6
Salida a C.

nodoc 4 {4 =se etiqueta extericr?

(4,2} se snplora. 2 es expuesto vy  no etiqﬁetadn de
modo que

T ¢ &————H8
Salida a A.
(4,2) 25 una trayectoria aumentante, de modo Que

(4,2} se agrega a M. LLa etiqueta exterior se remueve
de 4 :

Salida a C.

nodeo 9 (S se setiqueta exterior)
(5,3) se explora de modo gue
T ¢ S—Bee——ut

Mingtén arco se puede explorar desde S o 4
Salida a H.

tlﬂz, {nodo R) t2=3 (hodos 4 y 5}

_ 17 2 :

Yy -~ 24+2=4, Yo «~ 0+2=2, Yz - Q+2=2 )

g ¢4 - 22 = o T
Se expande el nodo B. El iado de longitud par de 1la

Ya « 3-2=1, Yg ¥ 3—-2=1,

floracidn se interpola dentro de T etiguetando
apropiadamente sus nodos. (1,3) sSe agrega a i3 I
T «3 —3 1 2 4 :

Satida a M-

Mo existe ningdn arco explorable desde 5, 1 o© 4
Salida a H. N

t1=m, t2=1 (nodos 4 vy 35)
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it

t.=3 tarcoi{l,&)) mwp b=k, = 1

b

+ k)

3 Y= &2
Nt

k
CvD: ¥, * 3-1=3, v, & 2+1=3
¥g € 1-1=0, yg + 1-1=0

Todas las etiguetas se remueven.
Salida a €.

Se escoje2 gl node & (6 se otiqueta 2uterior)
TRAUMAG? )T « &

Mingun arco s pueds eiplorar desde &
Salida & H.
ARKUN: EY £ =eo, t2=m, =2, b,=m; L = b = =2
CvD: Yy ¥ I-2=1
Se agrega arco (1,6} a ﬁx
Salida a M

TRAUMIG®): T «+ & 1 =] 5
5 es un nodo libre vy no etiquetado. Salida a A
A: La trayectoria aumentante es (6,1,5,5). Asi (1,3} =1=

quita de M mientras gue (&,1) vy (3,5) se agregan a M,
Se quitan todas las etiquetas. :
Salida a C.

Mo eriste ningGn nodo expuesto, salida a L. No existen vya
pseudonodos de modo que el algoriimo termina con:

Moo= €01,6),(2,8), (3,53

-62-



CAPITULO 4
EL. PROBLEMA DEL CARTERO CHINO 1

]l problema de determipacidn de rutas Sptimas puede ser  abtacado
usando diversos gnfoques. Ura de estos Bs en términos de
programacion entera, =in embarge, lous correspondizntes métodos de
solucidén resultan inadecuados para cazos pra&cticos. Un enfogque due
ha demostrado =er dtil es el de teorfia de gQraficas, dado que sus
m&todos de solucidn resultan sencillos y faciles de implantar en
la computadora. En eske enfocque conviene analizar el problema  en
cuestidn en términos de graficas no-dirigidas o dirigidas,
dependiendo de la restriccidn que sSe tenga en el sentido de
recorrer una calle o avenida {(en una direccidn o en ambas}. En
este capitulo se resuelve 21 problema para el taso de arcos no
dirigidos (es decir, arcos gque seg2 pueden transitar en ambops

sentidos).

El desarrollo del capituloc es como sigus: en 1la seccidn 4.1 se
ﬁescribe el modelo; en la seccidn S$.2 s8 enuncian . algunos
&Dn:eptoé Y Eesultados basicos para el estudio dél prnb]ema'_para
arcos no dirigidos; en la seccidn 4.3 se propone el ‘algnritmq de
solucidn al problema; en la seccidn 4.4 se dan  algunos eljemplos
ilustrativos d=1 algoritmo de solucidn; finalmente en 1la sgﬁ:ién
4.5 se.aa un ejemplo de aplicacidn a un caso de recoleccidn dé

-

residuos sélidaos.
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4.3 Descripcidén del modelo

El problema que se tiene es escoger una ruta que pase a traves de
cada calle o gamino al meEnes una vex y s regrese al puntn de
partida, de tal forws gue la distancia total recorrida sea 1a
minima posibie. A este problema =e le conboce Como 21 Problema dei

Cartero Chino.

Este tipo de problema, se puede transformar de manara natural en
un preblema de optimizacidn en una graficas donde las calles (=]
caminos pueden transformarses en arcos, SUs uniones Yy  Ccruces en
nodos vy la distancia viajada por el cartero al ir recorriendo cada
calle en la longitud asociada a este arco. De modo gue para la
grafica asocciada, €1 problema es iddentificar el circuito qgue
atraviesa cada arco al menos una vez y cuya distancia total sea
minima. La longitud total del circuito se evalua sumando las
longitudes de los arcos multiplicados por el nUimero de veces gue

cada arcop se usa.

4.2 Conceptos y resultados basicos

Las graficas mas simples que se pueden estudiar para este tipo 'de-
problema, son aquellas en las gue hay una ruta gue atraviesa cada -
arco exactamente una vez. La longitud total de una ruta de gste
tipop, &5 la suma de todas 1las longitudes de los arcﬁs en ié
grafica y es evidente que no existe " otra ruta de lopgitud mas
corta. Este caso especial no se ve afectado por la longitud de los
arcos, ya gue podemos alterar las longitudes de los arcos ; la:

ruta sequiri siends oSptimaj para este caso especial no es’
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necesario el uso de las distancias de cada arco. La  ruta ue
q

satisface estas restricciones se conoce como ruta de Euler o

Euleriana. Para este tipo de graficas, el problema de encontrar

una ruta, se reduce a encontrar uwna ruta de BEular. Un problema mas
difficil es encontrar wha ruta del cartero chino en graficas donde

no exiskan trutas de Euler o©o algune o tedos 1lps  argeos  son

dirigidos, este ultimo caso =sers tratado en el capitulo siguiente,
En particular la figura 4.1 muestra una grafica gque tiene wvarias

rutas de Euler, mientras gue la figura 4.7 no tiepe ninguna.

For otra parte se debe hacer notar gquz empetar én cualquier punto
de la grafica no afecta la ruta en =i mnisma. Suponga que se ha
encontrado una ruta gue comienza y finaliza en el nodo s y se
requfere una ruta gue comience y finalice en otro nodo t. Entonces
la ruta gue cemienza en s deberad en algdan momento pasar por el
nodo t. La primera visita a t puede dividir 1a ruta en dos

trayectorias P1 vy P2, Una ruta dque se origine en t puede

ejecutarse usando la trayectoria P2 y en seguida Pl.

1 2

5

Figura 4,1 Grafica con varias rutas de Euler.
For ejemplo: 1-2-4-1{-53~-5-4~3~1,
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Figura 4.2, Brafica que no tienz rutas de Euler.

4.3 Algoritmo de splucidn

El primer pasc para determinar una ruta en una grafica no difigida
es especificar si la grafica es o na  pars una grafica par es
aguella en la que el ndmero de arcos Que inciden a todo nodo es
par. 8i alguno de los nedos tiene un ndmero de arcos incidentes
impar, entonces se dice que la grafica no 2s par. En una grafica
par se puede encontrar una rubta por la que se transite cada arco
solamente una vez. Agqui se describe wun algoritmo qgue determina
alguna de estas rutas. En otro tipo de grafica tgrafica no par}
determinaremos una ruta pero algunos arcos deberan circularse  mas
de una ve:z creadndese una grafica extendida de la criéinal cﬁn:
algunos arcos duplicados, de modo tal que, la grafica entendida
resulta par v la distancia adicional recorrida sea minima.

La primera parte, es =sncontrar si la griafica es ©o no  parg esﬁn

simpiemente se realiza, contando 1os arcos gue inciden en cada .
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nodo. S5i egxiste un nodo cor up nuneroc impar de arcos, entonces no
#iske ruta de Euler. LOs nodos rcn - unt NGmero impar de arcos
incidentes vcurren por pares ya gue cada arco £n la grafica
centribuye con des wnidades a 1a suma de los grados de todos los
nodos {(una por cada uno de sus nodos Eermeorales), asi, la suma de
todo=s las arcos incidentes a todos los nodos es par pero esta suma
contiene swmandos pares 2 impares (ya sea que =21 nodo sSea par o
impar respectivamente). Es por ello gue en estos sumandos debe
haber un ndmero par de sumandos impares para que la suma total sea

par.

En una grafica par, encontrar una ruta de Euler es sencillo. Fara
tal propdsito los arcos se dividen en dos conjuntos, aquellos gue
han =sido wusados (logs ya transitados en la ruta) y el resto. Una
ruta se construye transfiriende arcos del dltimo conjuntn al
primero. Inicialmente, todes 1les arces estéan en el segundo.
Empezando con el origen de la }uta deseada, cualguier arco no
usado incidente a este nodo se selecriona. Este arco se convierte
en usado; el proceso se repite, encontrando un arco que no ha sidn_
‘usado en el otro nodo terminal gue une el arco usado y el procesc
continua hasta que el origen se alcanta. Si en esta aEapa, £ndn5
los arcos va se han usado, enkonces la ruta ests completa. De ﬁtra
forma, una o mas partes extras deberan agregarse en la ruta; estas
partes se encuentran seleccionando un nodo en la ruta gue poséé LN
arce incidente no usado. Este nodo se utiliza como el puntu'
iﬁicial para Qna ruta de arcos no usados vy esta Ymini  ruotat =1}

inserta en la ruta en e! nunto donde 1la ruta original visita <1
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nodo seleccionzdo, Este procesoc continug hasta gue todos 1os arceos
han sido usados. Formalmenke esto puede escribirse como wn

algoritmo (ver algoritmo 4.1%.

ALGORITMO 4.1. CARTERDO CHINO £N UNA GRAFICA NO-DIRIGIDA PéR.

PROFPOSITO. Determinar la ruta de longitud minima en una grafica
no-dirigida donde todos los nodos tisnen grado par.

bBESCRIPLCIOMWN

Paso 0: Spa s el origen des l1a ruta. Etiquete todos los arcos
como "no usados'". Sea t = 5 (t representa 2l ultimo nodo
visitado). Sean U y V dos conjuntos vacios de arcos, que
representan la ruta parcialmente completa vy la sucesiva
"mini-ruta" respectivamente.

Faso 1. Encuentre cualguier arco entre & y q {otro nodo) que no
ha sido usado. Uselo vy agréguelo a Y., Haga & = q.

Paso 2. Si t es igual a s, haga el paso 3; de otra manera
regrese al pasoi.

‘Paso 3. Inserte U en V, en el punto de V donde s se toca por
primera vez; U se convierte en vaclo. Encuentre un nodo
t visitado en V¥V, pero que tienpe arcos incidentes no
‘dsados. S5i no eniste este nodo, entonces pare, la ruta
e=t& completa: de otra forma, sPa s = t vy regrese al
paso 1.

Cuwando se tiene una grafica que no es par entonces algunpbs arces
deben transitarse mas de uwna wves=. El objetivo es seleccionar
aguellos arcos que hagan minima la distancia total recorrida. La
longitud de 1a ruta es 1a longitud de los arcdquue se repiten{'
mas la longitud total (costo +ijo) de todos 1los arco=s en la
grafica. Para encontrar el mejor de estps conjuntos, ponga primero

atencidn en los nodos de orden impar. FPuesto que cada visita a un
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nodo, requiere el uso de dos arcos, es evidente gue al menos uno
de los arcos Qque terminan en  wun nodo impar deb=rid usarse dos
veces. De modo que la primera parte del m&$todo es encontrar todos
iocs nodos de orden impar y entonces encaonktrar i1a distancia mas

corta entre ellos.

Fara completar wna ruta EBEulerjiana se debera incluir las
trayesctorias entre los nodos impares. Estos nodos deberan ser
aparejados, esto es, deberia especificarse gue pares de nodos
impares se conectan por medio de una trayectoria, de manera tal
que la distancia total del acoplamiento sea minima. 51  enisten
tnicamente dos nodos impares se tiepne un Gnico (y posibled
a:nplaﬁiento. Sin embargo, si hay cuatro nodos impares, digamos
asb,c,d, existen tres posibles acoplamientos {ta,b), (cad);
ta,c), (b,d); (a,d),{(b,c}¥; si hay seis nodos impares entonces hay
quince posibles acoplamientos; en general, si hay 2m nodos impares
hay (2m)'/m!%2m posibles acoplamientos. Una vez que se encusntra
el acoplamineto &ptimo las trayectorias correspondientes s5e
agregan a la grafica original, convirtiéndola en una grafica par Y

se encuentra, en esta grafica extendida, una ruta de Euler.

El algoritmo para solucionar el problema del cartero chino. en

cualquier grafica ho dirigida se describe en el algoritmo 4.2.
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ALGORITHMO 4.2, CARTERDO CHINO EN UNA RED NO-DIRIGIDA.

FROPDSITO. Determinar la ruta de longitud minima en una grafica
no—dirigida cualesqguiera.
DE SCRIIZILION
FPaso 0. Determine =i @21 ovrden de cada nodo 1 de la grafica G =
(Hy,A)Y es par o impar. Sea S={il, gneens 12p} el
conjunto de todos los nodos impares. Si S es vacio, vaya

al paso 3.

Paso 1. Usando la matkriz D de loengitudes de los arcos calcule ia
matriz de Zp¥lp de distancias mas cortas entre miembros

de 5, usande una rutina de trayectoria més corta entre
dos nodos.

Faso 2. Encuentre las parejas de miembros de S gue tienen minima
longitud total, por mz2dio del método de enumeracidn
exhautiva o un algoritmo de acoplamiento. Usando s=ste
acoplamiento, encuentre las trayectorias que
corresponden a estas distancias mas cortas vy agregue los
arcos de eita trayectoria al conjupto A, formande el
conjunte A .

Faso 3. Encuentre una ruta de Euler en (N,A*) que 25 una grafica

no dirigida par.

A.4 Ejemplos ilustrativos

Ejemplo 4.1
Considere la grAfica que se muestra en la figura 4.3 _ﬁande
N = 01,2,3,4,53;
A = {(1,2),(1,3),(2,3),(2,43,(2,‘5),(3,4),(3,5)}.

con matriz de lengitudes o costos entre cada par de nodos:
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fpliquemps el algoritmo

Paso

Faso

Pas=o

Faso
FPasao

FPaso

Q.

EO

EL

£1

noda 1 ti=ne
nodo 2 tiene
nodo 5 tiene
nodo 4 tiene

nodo S tienpe

s =4

¥

8gNSO

Figura

dadn 2n la seccidn

orden
orden
orden
orden

orden

(N,A™) = (N,A)

S5 ez wvacio, entonces vaya al paso 3.

Use 2l algoritmo de Euier en (N,ﬁ*).

Sean 5 = 1, t
na usados,.
Selecciane el

Repita pasoc 1.

= 5,

arco

[N e

~Si o U

BoWWS

SBNGE

2

4

8]

Seleccione arco (2,5)
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4.3

Haga U = V¥

y uselo.

(1.2):

d. Todos los arcos en A

11,2) v Gselo.

£¢1,2),(2,513; t=5.

*
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Faso
Paso
Paso
Paso

FPaso

Faso

Paso

!
3]

£1

In

*
H

m
%

El
E2

E1

£l

E2

E3

Repita paso 1.

Seleccione arco (5,3) vy dselo. U = {{1,2),1(2,5) . (5,333
Lt = 3.

Fenita paso 1.

Selgccione areo (S, 1) ¥ aselo. u =
81,2, (2, ), (3.3, (3,133 &t = 1.
Como &t = s, vaya al pasoc 3

Vo= {(1,2),(2,5),(5,3),(3,1)}; U =4¢. Los nodos 2 v

i

va han sido visitados en ¥, pero ti=nen arcos incidentes
no usados. Sea t = 5 = 2 y vaya al paso 1.

Seleccione arce (2,4} y daselo, U = {((2,4)Y. £ = 4,
Repita paso 1.

Seleccione arco (4,3) vy dselo. U = {((2,4),(4, 333 £t = 3

Repita paso 1.

Seleccione arco (3,2) y dselo. U = {(2,4),(4,2),(3,2)3;
t = 2. .

Como t = s5; vaya &l paso 3.

Vo= €(1,2),(2,4),(4,3),(3,2),(2,5),(5,3),t3,1)}; U=d.

¥a no hay nodos cen arces incidentes, ne usados; de modo

due Vv representa la ruta del cartero @n esta grafica.

En este ejemplo todos lo: nodos tienen orden par, de modo que . np

hay necesidad de wsar la matriz de longitudes D.

Ejemplo 4.2

Considere la grafica gque se muestra en la figura 4.4 donde

[ =

£1,2,3.3,5.6477%1 A = (UL,2) (1,3, (1, M, ¢1,5), (2,5},
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(2,73 45,80, (3, 6),(4,5) ,(5,7),{s,7)3. Con matriz de longitudes:

[ Q 4 10 9 10 o w ]

& o] @ © 8 ® 16
10 [} o 2 -] 7 o
9 o 12 a S ) w©
10 8 @ S Q © 7
w© o 7 S ] [¢) 13

L © 1s w© w 7 13 o]

2

Figura 4.4

Faso 0 Como los nodos 2,3,6 ¥ 7 tienen orden impar, entonces: S .
= { 2,3,46,7 23 ﬁ* = A. *
Paso 1 La matriz de distancias mas cortas entre estos nodos es: -
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0 14 13
¥ 16 ) 7 20
D=
i8 7 o 13
15 0 12 a
Faso . Los tres posibles aparejamientos sons:
{al 12,3 v (4,73 longitud = 18 + 13 = 29

(b} (Z2,8) v (Z2,7); longitud = 18 + 20 = 38

() 2,70 ¥y iT,58Yy lengitud = 15 + 7 = 22
El mejor aparejémientc Bs (2,7 vy (3,6)3 cuyas
travectorias correspondientes SoMn: (2,5, (3,7} b

(5,6),de modo que A = A + { (2,5),(5,7),(3,6) .

FPaso 3. Encuentre una ruta de Euler en (N,A*). Haciende los
pasos como en el ejemplo anterior, encnntramns_la ruta:
Vo= {(1,2),02,8) ,(9,7)387,2) , (Z2,9), (5,7, (7,8),(56,3},
(B3,8),(8,6),(6,3),(F,13,(1,4),{4,5),(5,1)%.

Con una longitud total de 130 unidades.

4.5 Ejemplo de aplicacidn

Fara ilustrar como pasar de la geometria del area héjnf estuaio a
una repressntacidén de la misma en la terminologia nodes a?:ps' de
una grafica, a continuacidén se presenta un ejemplo de diseﬁn_ de
rutas de recoleccidén de residucs séalidos municipales. Paré este
ejemplo se incluye su representacidn EsquemAtica v _'algunas-
observaciones sobre la mejor farma &E pasarlos a la terminologfia

nodas arcos de una grafica no dirigida.
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Considere gue el area bajpo estudio 25 la gue se representa en

forma esquemaAtica en 1la figura 4.5. Suponga que cada wna de las

calles puede ser transitada en ambos sentidos. La representacidén

espacial del area bajo estudio, puede modi ficarse a o

representacidn en forma de nodos vy arcos asighando a cada seamento

de calle un arco ne dirigido v en los puntos donde concurren dos o

mAas calles un nodo. Esta transformacidn se representa en 1a

grafica de la figura 4.4, deonde puede obeervarse gue machos de los

nodos que se sncuentran en las fronteras del area bajo estudio

tienen orden impar (por ejemplo les nodes 2, 8, 14, 392, 40, etc.)

para el caso de la grafica de la figura 4.6 tenemos 22 nedos de

orden impar. Si se alimenta al programa CHINO_I con estos datos de

acuerdo a su entrada de datos, descrita en el apéndice, se obtiene-

la solucidn que se anexa a continuacidn.
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Figura 4.5. Representacidn esguematica del Area
bajo estudio del ejemplo 4.5
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Figura 4.&4. Representacién de la geometria del EjEQplQ’4L5.
en términos de una grafica no dirigida

-717-



Solucidn del ciemplo de aplicacidn 4.5 (vea grafica de la figura 4.4)

por el programa CHIMNG_[

Una ruta del cartero chino an Ja rad no dirigida es :

Medo ipicisl Mode final Arcno usado

dgal ~odo i al node =2 por el arca 1

d=l rodo = ai nacao 3 por el arco o

dal oo 3 al node z pPor 21 arco 4

del noco = al nodao 15 por el arco S

del nodo lé al nodo 17 por ei arco 37
g=1 noceo 17 al nodo 13 par 21 arco 38
del nedo ig al nodo 22 por 1 arco 41
del nodo pes al necdo 18 por el arco 4t
del nodo 13 al nodo 1z por 21 arco 40
del nodo 1e al nodo 20 por el arcoc z
dzl nodo 20 al nodo 21 por el arco 44
del nodo 21 al npodo 22 por =l arco LT
del nodo 22 al rodo 23 por Bl arco 48
del nado 23 al nodo 24 por el arco S50
del nodo 2 al nodo 25 por el arco 52
del nodo 25 al nodo 26 Por &1 arco o4
del nodo 26 al nodo 27 por el arco 56
del nodo 27 al nodo 28 por el arco 58
del nodo 28 al nodo 14 por £1 arco 4
del nodo 14 al naodo 28 por el arco 35
del nodo 28 al nodo 15 por el arco 36
del nodo 15 al nodo 14 por el arco 33
del neodo 14 al nodo 135 por 81 arco 3L
cel nodo 13 al nodo 27 por el arco 2
del nodo =7 al nodo =7 por el arco 59
dzl rnodo 37 al nodo Sé por el arco 73
da2l ncdo Sb al nodo 25 por 21 arco (=1
221 nodo 25 al nodo 11 por el arco 27
<2l nodo 11 al nodo 12 por el. arco 26
del nodo 12 al nodo 13 par el arco 28
del nodo 13 al nodo 12 por el arce . 2%
der]l nodo 12 al nodo Zé6 por el arco 30
d=1 nodo 26 al nodo 37 por el arco a7
del nodo 37 al nodo ) por el arco 73
del nodo Ja al noto a2 por el arco 74
del ncdo 42 al nodo a3 por 21 arco 80
del nodo 41 al nodo 34 por el arco 70
gzl nodo 24 al nodo 23 por el arco 51
del nodo 23 al nodo 3 por 1 arco a2
del nodo 4 al nodo B8 fpor el arco 18
del nodo 8 al nodo 4 por el arco 19
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Mode inicial _ Modo final fAree uzade

del node ] ' al nodo 10 por 21 arco 2t
del nodo 10 al nado i por el arco 2Z
del nodo 11 al nodo 10 por el arco 2
del ncdo 12 al redo 23 por 21 arco 25
del nodo 24 al nodo 35 per el arco S3
del node =5 al nede o PO 21 arco 71
dei nodo 36 al nodo i por el arco 71
del nodo 33 ai nodo 42 por &1 arco 7z
del nodo 42 al nodes 30 por el &rco T2
tdel nodoe 35 al noado =4 por =21 arco &5
g2l neado 3 al nodo 33 por el arco &7
del nodo 33 21 nodo 43 por el arco [5)=]
del nodo G0 al ncocdo 4] por 21 arco 78
del nodo &1 al ncdo 4G por el arco 79
del nodo 40 al nodo 32 por 21 arco 77
del nodo e al nodo 32 por el arco bt
dal nodo 32 al nodo 21 por el arco 47
del nedo 23 al nodo 7 por el arco 17
del nodo 7 al nodo & por &1 arco i3
del nodo & al nedo 7 por el arco iq
del nodo 7 al nodo a por el arco 16
del nodo =] al nodo 22 por el arca 20
del! nodo 2z al nodo 33 nor el arco 49
del nodo =3 al nodo 32 por el arco &5
d=l rnode 32 ai nodo 31 por el arco &3
del necdo 31 al nocdo =8 por el arco &4
del nodo 38 al nordo 32 por 21 arco 75
del nodo 39 al nodo 38 por el arco 78
del nodo 3 al nodo 30 por el arco &2
del node 30 al nodo 19 por el arco 43
d2l nodo 1% al nodnp 5 por el arco 12
el nodo 5 al ncdo 4 por 21 arco 8
del nedo 4 al nodo 5 por el arco g
dal node S al nodo & por el arco 11
"..del nodo & al nodo 20 por el arco - 15
del nodo 20 al nodo 31 por el arco 45
del nodo a3 | al nodo 30 por el arco &t
del nodo 3G al nodo 29 por el arco &0
del nodo 29 al nodo 17 por el arco 39
del nodo 17 al ncdo p por el arco 7
del npdo 2 al nodo q por gl arco &
dal nodo 4 al nodo i8 por 21 arco 1o
el nodo 18 al noedo 17 por el arco 3B
del nodo 17 al nodo 16 por el arcao 3
del nodo 16 al nodo 1 pcr el arco 2

Con una longitud total de 633 unidades
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CAPITULO &
£EL PROBLEMA DEL. CARTERC CHINC II

En este capitulo se considerarid =21 problema del cartero chino en

una grafica dirigida y cor pesos en sus arcos. 51 la grafica tiene

ciertas taractericticas zntoncszs e dued= estendesr el concepto de

ruta de Euleri si no, £n algunos rcasos se podri extender agregando

arcos en peralelo de tal suerkte que SE obtenga, camo =N el

capltulo 4, una griafica en la gue enristan rutas de Euler. Enisten

graficas dirigidas en las que no tiene solucidén el problema del

cartero chino camo se discute en 1a seccidn 3.1,

El desarrello del capitulo es como sigue: en 1a seccidn 5.1 se

describe el modeloy en la seccien 5,2 se enuncian algunes

conceptos v resultados basicos para el estudic del problema para

arcos no dirigidos; en la seccidn 5.3 se propone el algoritmo de

solucién al prablema; en la seccidn 5.4 =2 da un ejemplo

ilustrativo del algoritmo de solucidni fimalmente en la seccidn
5.4 se da un ejemplo de aplicacidn a un casp de recoleccidn de
residuos sdédlidos cuponiendo gue las calles se recorren en un  solo

sentido previamente establecido.

5.1 Descripcidn.

En coptraste caon la sitwacidn descrita en el capltulo anterior, en
el caso de arcos dirigidos puede que no exista wuna ruta, puesto’
gue es posible, gue un nodo o varios nodos estén ligados al | resto

de los nodos de la grafica en una direccidén pero no haya ferma de
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regresar a ellios, como =& mareetra on ta grafica de la figura 5.1
2n donde 1los nodos 1| v 2 tienen arcos due comunisan corr 1os nodos
D, 84, 5 vy b. FPero una vez estande en los nodos 3, a S o A es

imposible regresar a 1 o 2.

1 — ~ 2
e o —g 5
a3
ds
Figura.g.1 Mo hay ruta del cartero chino puesto que es imposibie

regra2sar a los nodos 1 oy 2.

5.2 Conceptos y resultados basicos

En una grafica con arcos dirigidos pueden ocurrir dos situacjones:

3i 2l numeroe de arcos gue entran a un nedoy, es igual al ndmero de

arcos que salen del neodo, para tode podo de la grafica, Véhtqpcgs

existe una ruta de Euler; de obra manera no ﬁay ruta de Euler.- Eni
la primera de estas situaciones se dice que la grafica es

simdtrica.

En una grafica dirigida simétrica, se puede encontrar una ruta del
cartero chino por el m#todo descrito. para una ruta de Euler en. una
grafica no dirigida, unicamente hay que tener cuidado en estngeﬁ.

el arco que se va a usar, entre aquellos qgue salen del nodo en el
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que actualmente se esta,

]

Figura 5.2

Cuando la grafica no es simétrica, se tendrd la npecesidad de
repetir.algunné arcos para completar la ruta. En contraste al
problema de repetir arcos en una grafica no dirigida, donde el
maximo ndmero de veces que un arco se transita es dos, en  una
grafica dirigida un arco pusde atravesarse cualquier namero. . de
veces., For ejemplo 1a figura 5.2 muestra wvna grafica en la qué los -
arcos (1,2) y (2,3 se usan n veces, vy N puede incrementarse s;n
limite agregando arcos y nodos en la forma que se indica. Para
encontrar una ruta del cartero chino, primero es necesario
calocular cuantas veces se debe usar ctada arco. Una vez gque esto se
conoce sSe puede encontrar una ruta de Euler en l1a Jgrafica

simétrica gue resulta de extender 1la grafica original con  el.
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WGinero epropladeo de copias de2 cada arco.

5.3 Algoritmo de solucidn.,

Suponcgamos que la grafica (rl,A) no es simétrica v para cada nodo i
conteninde en A doenotenons ooy E(LY) 21 conjunto ds arcos gue antran
ai nodo 13 @85 decir E(i) = £(j.i} I (jyi) en A 3 y por Sii} el
cenjunto de aircos que saien del nodeo i, =3 decir S0y = £(i, ) |
{i,3Y en A 3. 51 E¢i) tiene menocs elementos gque Sii), entences,
alguno de los migmbros de E(i} tendra gue repstirse; de otra
manera, miembros en S (i) no se podran usar. Dcurre lo contrario
tuando S{i) tiene mennos elementos que E(i). Suponga quea asociamoes
a.:ada arco (i,k) un ndmeroc X(j.k) + 1 gue registra el namerc de
veaces que el arco debe ser usado. Claramente X(3j, k) 2 O. E1 namero
de veces que se visita 21 nodo i esta dado por el ndmerc de vecess
que_el cartero deja 21 nodeo i o por 21 ndmero de veces que el
cartéro enktra al npodo i. Estos dos ndmeros deberan ser igualess;

asi gue: el numeroc de veces que se entra al nodo i es  igual al

namero de veces que se sale del nodo i o biens

[Eti] + § Xtd,i) = Sty ] + § X, 5 (S04
£ £ 5

Pero también se debe escoger X(i, i) de tal manera que minimice la

suma 2 Cli,j2¥X(i, ) para (i,j) en A, donde Cli,J) es la 1nngitud
del arco {i,j). Este preblema se puede ver cbmo un problema . de
flujo a costo minimo en donde X representa el flujo y C el costo.

Arreglands la ecuacidn (5,1} nos dea la ecuacidn de balance de
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fiwio en el nodo i como:

Tt 33 - X045 = [EG ] - st = v
i

rara gu2 <=1 flulio =2 conserve =2n 21 npodo i, en el problema de
flujo a eo=to minimo, el nodo i debe considerarse como un nodo
fuenlte (YIii) > ) o gomo wun nodo sumidero (Y1) < O), Fara
convertir =Zste problema a un problema de flujo factible a costo
minimo, agquellos nodos i, que actuen como nodos Fuente deben
ligarse a un nedo artificial per arcos cuyo flujo 23 Yi) vy un
conjunto de arcos similar usados para ligar los nodos sumidern.
Una vex gue el problema de fiujo a costo minime se resuslve para
X{i, j), este ndmero de copiag del arco (i, 3) deberA agregarse a la
grafica, y se puede encontrar entonces una rupa de Euler En.la

grafica simétrica aumentada gue resulta. (Ver algoritmo S5.1).
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ALGORITHMD S.1. CARTERDO CHINO £N UNA GRAFICA DIRIGIDA.

FPROPOSITO
dirigida cuaiquiera.

D

Faso

=

3 £ R

.

Paso 1.

FPaso 2.

Determinar la ruta de longitoad minima en una grafica

I 701 0M

namero de arcoeos que salen de i - el ndmero de arcos gu=z
entran a i. 3i ¥Y{i} = € para todo i1 en M, vaya al pase

Fara cada nodo i de la grafica 6 = (M,A), calculs ¥Y({i) =

Para cada arco (i,J) en A, haga ila ceota inferior 1(i,3)
= 0, 1a ecota sup=rior uli,j) = o y el cvosto Cti,j) igual
a la longitud del arco. Agregue un nodo r vy los
siguientes arcos: Para todo nodo 1 con Y (i) >0, haga un
arco {r,i1) con l(r,i} = ulr,i) = Y({i) y Glr,i) = 0. Para
‘todeo node i gon ¥Y{(i3€0, haga un arco (i,r) con 1l({i,r) =
wuii,r) = [Yii)l y Bti,r) = 0. Resuelva el problema de
flujo a costo minimo en esta grafica asociada, con los
costos y  restricciones dados arriba, con flujos
resultantes X(i,3) en el arco (1,3, Agregue X, j2?

copias del arco (i, Jj) a la grafica aumentada (N,A*).

Encuentre una ruta de Euler en 1la grafica dirigida

CN;A*)- Este paso es idéntico al algoritmo para una ruta
de Euler en una grafica par no dirigida, excepto en el
pasoc 1 de este algoritmo, 1 siguiente arco (@ AL} debe
ser un arco dirigido que vaya de t a q.

s.

ry

Ejemplo ilustrativo

Considere 1la grafica dirigida de 1la +Figura 5.3 - donde:

N

A

£1,2,3,4,5,43

COL,2) 4 (2,30, (2,60, (Teb) , (B, 3) (5,3, (S,4), (b, 1), (6;8), (6,53

obhserve que la mabktriz de longitudes o costos es:
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Figura 5.3

Faso O. Y(1)=0, Y(2.)=—1, Y(3)=2, Y(4r=1, Y(S)=—1, Y{&)=—1.
Haga 4,A%) = o,

FPaso 1. Resuelva el problema de flujo a costo minimo  barafnla‘
grafica que se muestra en la figura'5.4. La suluciﬁﬁ e;;f
Xti, J)=0 excepto para; X(1,2)=1; x'c3,5)=3;' x&'4,3_)=1';'
X{b6, 1y=1; X(6,5)=1. A* se convierte en:
At 01,23, (3,6) (3,0) ,{F,8), (4,5, (5,5),(8,1)3

Pasa 2. Encuentre uwuna rufa de Euler en la grafica IN;A*)

mostrada en la flgura S.5. Una ruta en esta grafica es:

por ejemplo:
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11,2, (2,.3),(3,8), (6y5) ,"-.qz-,,'-g.j',_ (F,6). g_;s,s', ,?:(5,-4,'_, ‘4’3', ,

(3,60, 06, 3) (4,33, (T,6), 5 1), (1,2),¢2,8),(6,1).

(1, L,

_._;"
I
!

‘A L, ~
{
\

(0,m,14)

(O, 12

{0, 11)

(0, 0, &)

(0,00, 13}

(0, m, 5)

Figura S5.4. Froblema de flujo a costo minimo para 1a fig. 5.3

Figura 5.5
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5.5 Ejemplo de aplicacien

Fara tlustrar como pasar de la geometria del area bajo estudioc (e2n
donde existan direceciones permisibles al recorrer el areal), a una
representacidn de la misma en la terminologla nodos y arcos de una
grafica dirigida, a ceontinuacidn se presenta un ejenmplo de disefo
de rutas de recolsccidn de residuos sdlidos municipales. Fara este
ejemplo se incluye su rreopresentacidn ezquemdtica vy algunas

ohservaciones.

Considere que en =1 &rea bajo estudico del ejemplo de aplicacidn de
la seccidn 4.5; las calles tienen los sentidos dados en la figura
3.46. Asi que, cada una de ias calles anicamente se puede transitar
an el sentido que se indica. La representacidn espacial del Area
bajo estudio, puede modificarse a upa representacidn en forma de
nodos—arcps en una grafica dirigida, asignando a cada segmento de
calle un arco dirigido en el =sentido que se indica, Y en 1los
puntos donde concuwrren dos ©  Mmas calles un nodoa. Esta
transformacidn se representa en la grafica de la figura 5.7, donde
puede observarse que muchos de los nodos no tienen 21 mismo ndmero
de arcos que entran y salen, por ejemplo 2, 11, 1&, 42 esto es,
la grAtica dirigida np es simétrica v necesariamente una ruta. ~del

cartero chino tendra que repetir algunos arcos mas do una ves.

Si se alimenta al pregrama CHINGO_I1 con estos datos de acuerdo a

s entrada de datos, descrita en el apéndice, se obtiene 1la’

so0lucidn que se anexa a continuacian.
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Figura 5.&. Representacion esquemadtica del area

bajo estudio del ejemplo S.5
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. Figura 5.7. Representacidn de la gepmetrla del e_)emple 5.9
en términos de una grafica d;rlgld-‘:\
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Solucidn del ejcmplnlde aplicacidn 3.5 (wvea grafica de la figura S.73

ol programa CHINC I

Lna ruta del o

3

rtero chino en la red dirigida es:

Modeo itnicial Mode final Arco usado

del nodc 1 a1 nodo = por 2l arco 1

del nodao 2 al nodo = por el arco =

del node 3 al nodo [ Dor el arco S

d=1 nodo 4 al nodo S pot 21 arco 7

d2l nodo b al nodo & por 21 arco 2

del nodo & al nodo 7 por 21 arco 11
del nodo 7 al nodo =] po- el arco 1z
del nocdo - 8 al nodo g per 2l arco 15
del nodo 9 al node 10 por el arco 17
del nodo 10 al nodo 11 por el arco 19
del ncdo 11 al nodo 12 por el arco 21
dei nodo 12 al nodo 13 por el arco 23
del nodo 1= al nodo 14 por el arco 25
cdel nodo 14 al node 15 por el arco 27
del nodc 15 al nodo 28 por 21 arco 29
del nodo 28 al nodo 14 por el arco 28
del nodo 14 al nodo 15 por el arco 27
del nodo 15 al nodo 28 por el arcao z
del nodo 28 al nodo 27 por el arco S1
del nodo 27 al nods 24 por el arco 49
del nodo 26 al nodo 12 por el arco 249
del nodo 12 al nodo 13 por el arco 23
del nodo 13 al nodo 27 por el arco 26
del nodo 27 al nodo 25 por 21 arco /9
del nodo 2& al nodo 25 por el arco -~ 47
del naodo 25 al nodo 1) _ "por el arco 48
del nodo ) al nodo 37 por el arco -1
del ncodo 37 al nodo 24 por el arco S0
del nodo 286 al nodo 25 por el arco 487
del nodo 25 al nodo 1) por £l arco 48
del nodo S5 al npdo 37 por &1 arco &b
del nodo 37 al nodo 27 por 1 arco s2
del nodo 27 al nodo 25 por el arco 4%
del nodo | 26 al nedo 253 por el arco 47
del nodo 25 al nodo 3& por 2! arco 18
del nado 34 al necdo 42 por 21 arco &7
del nodo 42 al npodo 41 por el arco 71
del nodo 41 al nodo 40 por el arco 70
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Modo inicial dNodo - final Arco usado

d=1 nodo 40 al nodo =3 par el arcao &1
del nodo 33 al nodo 22 por 2l arco 42
del nodo 22 al nodo =] por el arco 156
del nodo B al nodeo &4 por el arco 15
del nodo 7 al podo 3 par el arco iB
del nodo 2 al nodo 2z por el arco ai
cel nodo 22 al naoulo zi por el arco 39
del nodo =2 al naodo 32 por el arco a0
del nodo =2 al nedo I3 pur el arco =8
del nodo e al node T4 por el arco &0
del ncdc 34 al nodo ) por el arco &2
del nodo S al nodo 36 por el arco &4
del nodo Tb al nodo 2 por el arco &7
del nrnode az al nodo o por el arco &5
del nodo 35 al noda 24 por el arco 1)
del nodo pede ) al npodo 10 por el arco 20
del nodo 10 al nodo 1t por el arcc 17
d=21 nodo 11 al npodo RS por el arco 22
del nodo 25 al nodo 29 por el arco 45
del podo 24 al nodo 23 por el arco &35
del ncdo 23 al nodo 34 por el arco 44
del nodo 34 al nodo 41 por el arco &3
del nado 41 : al nodao 40 por el arco . 70
del nodo 40 al nodo 39 por el arco &%
del nodo 37 al npodo B8 por el arco &8
del nodo 38 al nodo 30 por el arco a5
del nodo 30 al nodo 31 por el arco 54
del nodo 31 al nodo 32 por el arco 56
del nodo 32 al nodo 32 por el arco S9
del nodo 39 al nodo =8 por el arco &8
del nodo 38 al nodo 3 por el arco 57
del nodo 31 al nodo 20 por el arco 38
del nodo 20 al nodo & por el arco 12
del nodo & al ncdo 7 por el arco 11
del nodo 7 al nodo 2r por el arco 14 .
‘del nodo @ 21 al nodo 20 por el arco 37
del nodo Z0 al nodo 12 -por el arco 35
del npodo 12 al nodo 30 por el arco 36
del nodo 30 al nodo 3 por el arco 54
del nodo 3 al nodo 20 por el arco - 38
del nodo 20 al node 19 por 21 arco .35
del nodo 19 al nodo 18 por el arco 35
del noda 18 al nado 4 por el arco 2
del nodo 4 al nodo S por el arco 7
del neodo S al nodo 19 paor el arco - 10
del nodo 1z al nodo "i8 por el arco - | 33
del nodo 18 al nodo 17 por el arco 31
del nodo’ 17 al nodo 16, por el arco 30



Modo inicial Modo finmal Arco usado

tdel nodo 9= al node = por el arco 4

del nodo 2 al nado = Por e1 arco 3

del nodo I al nodo i por 21 arco &

del nodo 17 al nodo ol par 21 arco 32
del node 2% al nodo 18 por el arco 34
dal nodo e al nodo 17 por =21 arco 3t
del nodo 17 21 nodo 29 por 81 arco 32
del nedo =7 al nodo 3 por el arco 53
del nodo IO al nodo 1 por =1 arco 54
del nodo 31 al nodo 20 por el arco 38
del nodo 20 al nodo 19 por el arco 39
del nodo i9 al nodo 18 por el arco 33
del nodo 18 al nodno 17 por 21 arco 31
del nodo 17 al nodo 14 por el arco =

del nodo 14 al nodo 1 por el arco 2

Con una longitud total de 752 unidades
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CONCLUSIONES

En este trabalje se presentaron deos problemas clasicos
de 1a teoria de graficas vy la investigacidén de
oparacicnes como sen: 21 probls=ma del cartero chino vy
21 problema de acoplamiento. Lios algoritmos descritos
para la sclucidn de estos problemas son de 1o mas
eficientes, st no es gue los mas eficientes que
actualmente existen,; io que hace a este trabajo de gran
importancia en las aplicaciones practicas a problemas
reales cuya modelacidn pueda ser planteada en términcé

de l1ops modelos ya descritos.

Lo= algoritmos gue se desarrollaron en el texto, estan
programados en PASCAL o en FORTRAM 'y se encuentran
implantados para computadoras IEM-PC o cnmhatibles. Una
breve descripcidn de la entrada de datos y.‘resﬁltados

se bosqueja =n el apéndice.
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APENDICE

Los algoritmogs tratados a btraves de los capitules 2 a S del
documento, =2 encuentran implantados para computadoras IBM-FC o
compatinles oo un paquete. El programa se @jecuta al dar de  alta
el zisztema operativo con ! diskotte que 1o centizsne o =i va se

2stsd dentro d=l sistema MS-D0OS, para invocarlo tecles CHIMNG,

Todes ios programas perrmiten mansjar una grafica de hasta 100
nodeos vy 100 arcos si su problema es de mas de estas dimensiones
dehe hacer modificaciones sobre los programas fuente. Despues de
antoeisecutarse el programa o invocarleo, aparecera el siguiente
mena:

"MENU PRIMCIPAL'
Frodgrama para resolver el problema del cartero chino en
redes dirigidas y no dirigidas.
Se cuenta con las siquiegntes opciones:
1) Creacidn o corr=2ccidn de un archivo de datos.
2) Ejecucidn del problema de acoplamientc maximo.

3} Ejecucisén del problema de acoplamiento pesado.

&4} Ejecucidn del problema del cartera chino en una
grafica no dirigida.

=) Ejecucidn del problema del cartero chino en una
grafica dirigida.

&) Desplegar un archivo de datos o de resultados.
7) Salida del menu.

Tecled el ndémero de la opcidn gue desea

En este momento debe escoger alguna &e la opcionpes tecleanda un
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namero del toal 7 oy en ssguida RETURM.

PAgul aparecara el lptrero: "Favpr de esperar un momento." o
indicara gue se esti cargande el programa adecuado de acuerdo con
la opcidn escogida.

Cada wuna de las opcirones del mentl se describiran a continuacidn:

1) Creacidn o correccidn de un archivo de datos.

Esta opcidn permite crear o corregiy un archivo gque se empleara en
las opciones 2 a S. El archivo creado agui, puede usarss en cada
una d= las opciones 2 a 5 segdn sea el problasma que se quiera

resolver. Cuando se teclea esta opcidn apareceri el siguiente
mena:

CREACIOM O CORRECCION DE UM ARCHIVO DE DATOS

Para crear o modificar un archivo de datos, recuerde que su
problema debe estar en la representacion nodos arcos como se
explica en el apendice. Si 21 problema e no dirigido, el
orden en que se dan los nodos a los gue incide un arco es
indiferente. Pern si el praoblema es dirigido, entances el
orden dehera ser sl adecuado.

El numerc manimp de arcos permitido = de 100.

Si algun arcae de un archiveo ya creado quiere borrarse,
unicamente cambie el valor de su nodo inicial por cero.

En seguida se piden los siguientes datos:

1) Mombre del archivo de datos gque se va a crear
D corregir.

2 Titulo o identificacion de la corrida.

Z) bumerec de nodos en el problema. i

4) Numerao de arcos en el problema.

5) Modo en donde el cartero inicia suw ruta.

4} Para cada arco, su nodo inicial, su nodo final,
Y Su pesn o costo.

Fulse cualquier tecla para continuar
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Comwno =2 Cije artarioramesnte, esta enbrads de dakos @2% Ccomdn para

laz opcivnes I a o del memnl1 principal.- La grafica dekte
gspecificarse como =g explica en la seccidn 1.3 del documento como
lista de los tres arreglos B, O ¥ Z: (Yea seceidn 1.7 También los
nodos deberan numerasse oo orden Cons2oubivo comencandg en 1,
hasta &1 vaio- narimn, 02 Jdebe cningidir con el pdmero de nodes
del proplema. Duizad alguncg datos no Sean nesnesarios para alguna
da las vpcignes; como por edoreplo, &n 2l problema d2 acsplamiento

manimo no se reaqulers DesT o 2 los arcos, @ este caso

&
ese datkto ne =2 usark, pe-c deter

2) Ejecucien del problema de acoplamiento maximo.

Esta opcidn obitiene s! acoplamiento maximo en la grafica comc se
describe en el capitule =2, &1 programa ~(COMA  iaplementa el
algoritmo descrito 2n 21 capitulo 2 para encontrar wun acoplamiento
de matima cardinalidad en una grafica no diriglida que no cantenga

nodos aislados., El programa sigue lo esbozado en el algoritme Z.1.

El procadimiento ACOINICIAL obtienpe un acoplamiento idinicial como
se describe en ©1 algoritmoe 2.2. Enseguida, para todo nodo
expuesto RAIZ se construye un Arbol alterpante. Si se encuentra
una trayectoria aumentante el acoplamiento actual se agranda en la
forma que se explica en el algoritmo 2.3. Si no es el caso, el
node bajo consideracidn (NEHR) v su acoplado (MATWI) se incluyen
al Arbol alternante, rfezpuds de checar su ancestridad {es decir,
que no se forma un ciclo impar por el algoritmo 2.4). La variable

boolesana AGARBOL se hace TRUE. En este caso MATWI s=2 agrega a Q..

La red suministrada a 23ke prograna se da en forma de lista ligada
hacia adelante (vea seccidn 1.3) y tiene N nodos y M arcos. El
arreglo AFUNTADDR, apunta al inicio en el arraglo NDDD#:N,' que

contiene la lista de nodon adyacenteas. Como la grafica s no

-
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dirigigs, cada arcd se reprasenta Zos weEeS, una por cades uno de

3us nodoes btesminal os,

3) Ejecuci<dn del oroblema de acoplamiento pesado.

Zl programad para rs6ol ver ei oroblema de acpoplamientoc pesado
descrito an el capitulo 3 estad o2sceitc &n FORTRAN y consiste de un
programa prisncioal DAara  cpeasaciones Jde entrada salida vy las

Sabrutinas SrF, SCAML, SCANZ.

Zn el programa principal e ezprcifican los arreglos y vectores 2n

la proposicidn DIMEMSION. El tamnafic puesde zer alterado dependiendo

del problema particular.

EMTRADA: La entrada de datos en el nimero par N de nodos ¥  dentro
del programa se maneja l1a parkts superior de 1a matriz de
costos C que e3s simédirice y entera. Sus elementos se leen

por columna en la forma siguiente.

1225133523514 %24°%24* * " N2, NP TN-L N °
En SMP se guwardan en el vector CC{I} de longitud

K = O0.5%N)%(MN-1)

Y =e requieren, un ndmerc suficientemente grande

N M
suF > 2 (2 :ij) y la precisién de la maguina.

i=1 3=1
hE .
Fara identificar el copsto €{1,J) en &l wvector CC{(K) se usa el
apuntador P(IY), I = 2.....N coen
PI2)y =0

PI{I) = P(I-1) + I — 2, I = 3,.-.45N.
Ahora sea I > J, 1,3 = },2,...,N ¥
IND = P{1) + J

Entonces se encuentra el elemento Cl{I,J5) como CC{IMD).

SALLIDA: El programa principal imprime a 1a salida, el nombre del
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problema, el acSplamiento dptimpo M sSe gquarda en 21 veckor
MHATEHM(I) v se imprime a 1A salida en la forma

I —— MMATCHI) ,  I= 1,2.....N
que significa gque el arco que conecta 1 vy MMATCH(D) es  un

oo acoplado.

¥ el valor E S5 del acoplamiznto dpbimoc se da.
e; jv’.'—:N

-
El programa requiere de una capacicdad de almacenamiento de (1/2)p°

+ 13,

4) Ejecucidén del problema del cartero chino en una grafica no
dirigida.

EX pfngrama para resolver el problema del cartero chino en

graficas no dirigidas, descrito en el capitulo 4, esta escrito en

FORTRAM v consiste de um programa principal para operaciones de

antrada salida y las subrutinas CPFP, PRUEF1, PRUEFZ, SCHR, ERW,

KASYU ¥ TOUR. En CPF se determina el conjunto de arcos duplicados vy

2n TOWUR se construye la ruta Euleriana.

En el programa principal se especifican los arreglos y vectores an
la proposicidn DIMENSION. El tamafio puede ser alterado dependiendo
tdel problema particulasr.

ENTRADA: Aparte del ndmero de neodos M v del nGmero de arcos M, CPF
requiere, e forma interna, la lista 1ligada N hacia
‘adelante (vea seccidn 1.3) ¥y el costo de los arcos
aspciados. Estas listas estan contenidas en dos wvectores
MB y KOST de longitud 2M. Para la identificacién de los
nodos adyacentes se usa el vector INDEX de longitud N+1,
Para cada node 1 la lista de nedos adyacentes se guarda
en las pusicionss
MB{IMDER(I}), .« yNE{INDEX(I+L1)—1)

Las listas MHBE, KOS5T vy IMPEX "se construyen en &1 programa
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principal., Fara eshte propésikto 2l programa principal
requiersg para cada nodoc 1 el nameEre GRAEAR(I) de  arecas
sdyacentes, es decir, el grado d=1 nedoc I.
Fara cada areco v 1a grafica e leen sus nmades adyacentes
Y PEeso.
Se regquinre fa grecisidn Jdoe la macuina EFE y un 2ntk=ro
suficigntem=nke grands TCF = 2 c.
eijeﬂ
Tambidn se defirne un nodo especifico donde &1 rpartoro
comienza su ruta.
SALIDA: El orograma principal iaprim2 en la salida el mombre  del
srablema v la lista de arcos con sus pesos asociados.
Z1 norlo donde el carterp comienzta su ruta, la 1lista de
arcos duplicadeos vy luos neodos que caracterizanm la  ruta
optima dal carter-o. Azil, para cada nodo v la lista
asociada
LV(L),...,LV(k)
se especifica.
Finalwente 21 seszo de los arcos duplicados v 21 peso de la
ruta del eartero se dan.
El programa requiere de una capacidad de almacenamiento de 2M +

12M. El tiempe de corrida depende 2n gran parte de 1la estructura
de la grafica.

S) Ejecucidn del preoblema del cartero chino en wna grafica
dirigida. o

E} programa para rasolver el problema del cartero chine en

graficas dirigidas, descrito en 21 capitulo 5, esta escrito en

‘BASIC. En este programa es importante recordar, coms sSe describe

en gl capitulo 5, que la grafica es dirigida, esto es, si existe

el arco (i, j?, unicamente se pueds transitar por &1, del nodo i al
nodo j.
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&) Desplegar un archivo de datos o de resultados.

Esta spoicdn permilke desplegar 2n la pantalla un archivo dez dateos o
d2 resultados creado  por 21 Prog:- ama- tnicamente se debe
proporcionar el nombre del archivo y la exten=zidn del mismo vy

aparecera 2n pantalla.

7) Salida del menud.

Esta opeidm permite abandonar 21 sistema CHIND v zalir al sistema

oparativo.
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