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RESUMEN 

Un problema clásico de la teorLa de grá.ficas, es el 

denominado problema del cartero chino consistente en 

recorrer todos los arcos o aristas de una. gráTica a 

·_cOsto. ,minimo. Dicho problema tiene aplicac~ones 

·inmediatas tales como: el trazado de rutas de camiones 

<de ·servicio póblico para la recol eCción de desechos 

sól i.~os; en el reparto de art! culos a una comunidad; en 

·-:-c·_/_.Bl -~eC:orrido de las plumas de un ·graTicador para el 
. / ·' <:- ' -

:trazado de mapas. En este trabajo se describe la 

in)plantac:ión de un algoritmo polinomial para la 

determinación de la ruta óptima en una red o gráfica 

con arcos dirigido!OO o no dirigido-;: y con pesos o co~tos 

asociados al paso de cada arco~ Una aplicación al 

problema de desechos sólidos se anexa. 
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INTRODUCCION 

·Una de las ramas de la ciencia que ti ene Lln amplio campo de 

aplicación es la Teoria de Gr-áfic:as. E:.:isten numerosas 

aplicaciones en ramas tan diversas como: ingenieria, qui mica, 

planeac:ión, educación, administración y sicolog!a, entre otras. 

Quizá el uso e}:tenso de las gráficas se deba en parte al dicho qL1e 

dice: ''Un dibujo dice más que mil palabras••, ya que el lenguaje de 

las gráficas trata estrechamente con la filosofia de esta idea. A 

menuda, la manera natural de refle:-!ionar cuando nos enTrentamos a 

un problema abs·tracto es dibujar en una hoja de papel puntos que 

puedan representar individuos, lugares, o cosas y conectarlos por 

medio de lineas o flechas que simbolicen una cierta relación. Esta 

representación de la realidad por medio de figuras tiene dos 

ventajas: 

(1) Se puede expresar la estructura aná.litiéa de la 
dada. 

situación 

(2) Desde un punto de vista prá.c:tic:o, presenta una visión global 
del problema; que da una gu~a valiosa para nuestra intuición y 
razonamiento. 

El primer art~c:ulo sobre teoria de gráficas lo escribió Euler en 

1736 sobre un problema de como atravesar una y sólamente una vez 

cada uno de 1 os siete pL\entes de la ciudad de KOnigsberg. Una 

generalización de este primer problema de la Teor~a de Gráficas es 

el Prcbl ema del Cartero Chino. El pr .. obl ema puede describirse como 
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sigue: Ltn cartero debe recoger sus cartas en la ofic:ina postal e 

ir entregándolas a lo largo de su ruta para finalmente regresar a 

la ofic:ina postal. El c:artero desea conservar su energía y por lo 

tanto quiere cubrir su zona rec:orriendo la ruta más c:orta posible. 

En términos gráfic:os, el problema del cartero es un 

como c:ubrir todas las calles en su zona y regresar 

partida c:on la menor distancia total recorrida .. 

problema 

al pL1nto 

de 

de 

Obviamente no 

únicamente un cartero se enfrenta a tal problema, este esquema es 

común en otro tipo de problemátic:as tales como: un polic:ia desea 

conoc:er el camino más efic:iente para patrullar todas las calles de 

su delegación; un granjero desea conoc:er la mejor ruta para 

sembrar sus campos; un camión recolector de basura desea conocer 

la mejor forma de barrer su zona; para el trazado de una red de 

carreteras en un polo de desarrollo, etc. 

La solución de este problema es 

exhaustivo, cuando el número de 

pequeNo. Sin embargo, el problema 

sencilla, 

calles o 

se vuelve 

usando el método 

posibles rutas es 

complicado cuando 

dicho número aumenta. En tal caso es conveniente la introducción 

de técnicas de optimización que permitan la determinación óptima 

de recorrido que deba hacerse. En aNos recientes, diversos 

esfuerzos se han realizado en el 

Operaciones para resolver 

óptimas. 

problemas 
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Antes de decidir que modelo o algoritmo hay que usar, se debe 

conocer cuál es el objetivo o criterio para la selección de la 

ruta más corta. Algunos pueden ser: cumplir con determinado rango 

de horario en cada sitio; minimi=ar la distancia total 

lograr el menor tiempo de recorrido; o incluso 

recorrida; 

cualquier 

combinación de los objetivos anteriores. Sea cual fuere la función 

objetivo que se establezca, asi como las restricciones al sistema, 

lo mAs probable es que el número de opciones sea muy grande; por 

ejemplo, si tenemos una ruta en la que se deben recorrer 10 calles 

y cualquier sentido en que se recorran _es válido, el n<imero de 

combinaciones (soluciones factibles), es 20! <veinte factorial), 

cantidad que seria imposible de anali=ar en un tiempo razonable, 

aún por 1 a computadora más veloz del mundo; ya que si se supone 

que la computadora pueda programarse para examinar las soluciones 

factibles de este problema a razón de mil millones de soluciones 

por segundo, entonces la computadora terminarla su tarea, 

de 77 anos, y para 11 calles en alrededor de 35642 a~os. 

en má.s 

Con lo 

anterior se pretende destacar la importancia y necesidad 

utilizar algoritmos y soluciones anAliticas a los problemas 

diseno de rutas a fin de obtener una o má.s soluciones "6ptimas 11 • 

de 

de 

El problema de determinación de rutas óptimas puede 

usando diversos enfoques. Uno de estos es en 

ser atacado 

términos de 

programación entera, sin embargo, los correspondientes métodos de 

solución resultan inadecuados para casos prá.cticos. Un enToque que 
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ha demostrado ser útil es el de teoria de gráficas, dado que sus 

métodos de solución resultan sencillos y fáciles de implantar en 

la computadora. En este enfoque conviene analizar el problema en 

cuestión, en términos de gráficas no dirigidas o di ri gi das, 

dependiendo de la restricción que se tenga en el sentido de 

recorrer una calle o avenida <en una dirección o en ambas). 

El problema del cartero chino puede transformarse de manera 

natural en un problema de optimización en una gráfica; donde las 

calles o caminos pueden transformarse en arcos, 

cruces en nodos y la distancia viajada por el 

recorriendo cada calle, en la longitud 

arco. De modo que para la gráfica 

o peso 

asociada, 

sus uniones y 

cartero al ir 

asociado a este 

el problema es 

identificar el ciclo que atraviesa cada arco al menos una vez y 

cuya distancia total es minima. 

Las gráTicas más simples que se pueden estudiar en el problema del 

cartero chino, son aquellas en las que hay una ruta que 

cada arco exactamente una vez. La longitud total de una 

atraviesa 

ruta de 

este tipo, es la suma de todas las longitudes de los arcos e,n .la 

gr~fica y es evidente que no existe otra ruta de longitud mAs 

corta. Este caso especial no se ve afectado por la longitud de los 

arcos, ya que podemos alterar las longitudes de los arcos y la 

ruta seguirá si ende óptima. Para. este caso especial no es 

necesario el uso de las distancias de cada arco. La ruta que 
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satisface estas restricciones se conoce como ruta de Euler o 

Euleriana. Para este tipo de gráficas~ el problema de encontrar 

una ruta, se reduce a encontrar una ruta de Euler. Un problema más 

dificil es encontrar una ruta del cartero chino en gráficas donde 

no e::istan rutas de Eul er o alguno o todos los arcos son 

dirigidos. En el caso que se tenga una gráfica en la que no 

e>;istan rutas de Euler, el objetivo es seleccionar algunos arcos 

en la gráfica que deban recorrerse más de una ve= de tal forma que 

se recorran todos los arcos en la gráfica al menos una vez y que 

debe hagan la distancia total recorrida minima, asi que se 

encontrar las distancias más cortas entre cada par de nodos de 

grado impar y aparejar o estos nodos de modo que el 

acoplamiento total sea de longitud minima. 

El objetivo de este trabajo es describir y analizar el problema 

del cartero chino para gráficas 

especial .énfasis en algoritmos 

dirigidas y 

de Solución 

no dirigidas, con 

polinomiales y su 

correspondiente implantación en PC, usando estructuras 

recientes que resultan muy eTicientes; también se 

aplicación a un caso práctico. 

de datos 

incluye la 

Conviene se~alar que desde la década de los so~s, el problema de 

acoplamiento se ha estudiado desde un punto 

complicado y los resultados obtenidos han 

especiali~adas. La importancia de los 
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desarrollan los problemas de acoplamiento~ radica en la sencille~ 

de la presentación, la facilidad para implementar el algoritmo en 

una compLltadora y 

algoritmos 

problamente 

son 

sean 

según e:: tensos 

muy rápidos y 

los algoritmos 

estudios muestran que estos 

para pr6positos prácticos, 

más rápidos de todos los 

algoritmos de acoplamiento conocidos; esta aseveración también se 

extiende al caso del algo~itmo para resolver el problema del 

cartero chino en gráficas no dirigidas ya qLu:o 1~1 parte que consume 

más tiempo es la del acoplamiento entre nodos de grado impar. 

Este trabajo se desarrolla como sigue: En el capitulo 1 se dan las 

definiciones básicas que se emplearán a lo largo de todo el 

trabajo; la forma de almacenar eficientemente en 1 a computadora 

una gráfica y el concepto de 

capitulo 2 trata el problema 

cardinalidad. En el capitulo 3 

complejidad compLttacional. El 

de acoplamiento de máxima 

se trata el problema de 

del acoplamiento pesado necesario para la solución 

cartero chino en gráficas no dirigidas. En 

del problema 

el capitulo 4 se 

plantea el problema del cartero chino en gráficas no dirigidas, es 

decir, para el caso en que se pueden transitar las calles <arcos) 

en ambos sentidos asi como algunas alternativas de solución 

(algoritmos> y ejemplos ilustrativos. En el capitulo 5 se hace lo 

mismo que en el capitulo 4 pero considerando que la 

dirigida, esto es, cuando las c~lles únicamente 

transitar en un sólo sentido. En ·e1 capitulo 6 se 
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conclusiones. Finalmente, en el apéndice, se dan las entradas de 

datos y algunas características de los programas desarrollados en 

PASCAL y FORTRAN de 1 os algoritmos que se presentaron en el te:< to. 
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CAPITULO 1 

ASPECTOS BASICOS 

Los problemas de acoplamiento y del cartero chino tratados en el 

present~ trabajo, caen dentro de las disciplinas conocidas como 

optimi=ación combinatoria, teoria de gráficas y teoría de redes, 

tres Areas de las matemáticas aplicadas relativamente recientes 

qLte tienen diferente .filosof1a y forma de tratar los problemas. La 

diversidad de tales disciplinas y enfwquc=s de análisis da origen a 

que no e::iste Ltna notación y terminolog!a homogénea. Para 

autores un término puede significar 

del significado que le dan otros; 

algo completamente 

asimismo, términos 

pueden significar lo mismo. Debido a esto, el presente 

establece un mínimo de terminologia y el significado que 

en los capitules posteriores. 

El desarr.ollo del capitulo es como sigue: en 1 a sección 

algunos 

distinto 

distintos 

capitulo 

se dará 

1. 1 se 

establecen algunas definiciones de los conceptos básicos empleados 

a lo largo del trabajo. En la sección 1.2 se definen y comentan 

las estructuras especificas que requieren los problemas de 

acoplamiento y cartero chino. En la sección 1.3 se tratan aspectos 

de la representación y manejo de gr~ficas en la computadora, 

dichas estructuras son las empleadas en los programas de 

computadora implantados en este trabajo. La sección 1.4 comenta el 

problema de la complejidad computacional de los algoritmos, esto 

-8-
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es, c:omo se i nc:rement ,;.\ la memoria y los tiempos requeridos para 

resolver un problema en la computadora conforme se 

tama~o del mismo. 

incrementa el 

1.1 DeTiniciones 

Una grá:fica G = CN,A> consiste de un conjunto Tinito de nodos l'J 

<v 1 , v 2 , ••• ,vn} y un conjunto Tinito de arcos A= <a 1 , 

A c:ada arc:o a le corresponde un par de nodos distintos 

ª2, .... ,am}. 

(L\,v) a los 

que se dice que incide. Cada nodo de la gráfica se representa por 

un punto y cada arco por una linea que une sus dos nodos 

terminales <Vea figura 1.1>. Una gráfica se dice que es dirigida o 

digráTica si la pareja de nodos <u,v> también llamada arco, 

asociados a cada arco a es un par ordenado. El arco a se dice que 

está dirigido del nodo u al nodo v, y la dirección se representa 

por una flecha en el arco <Vea Tigura 1.2). Una gráfica se dice no 

dirigida si sus nodos terminales no estAn ordenados ,es decir, si 

sus arcos no tienen dirección. Una gráfica dirigida o no dirigida 

se dice pesada si se asigna un número real a cada arco de la 

grAfica. Este número generalmente se refiere como el peso del 

arco. En la práctica, este número puede representar conceptos 

tales como distancia, tiempo, costo, o cualquier otro atributo del 

arco e 

Dos arcos se dicen paralelos si tienen el mismo par de nodos 

terminales <y adicionalmente, si tienen la misma dirección, en el 

-9-



caso de una gráfica dirigida). A través de este trabajo, 

supondremos que las grá-Ficas no tienen arcos en paralelo (a menos 

que no se diga lo contrario>; asl~ se podrá hacer re-ferenci a a 

cada arco por medio de sus nodos terminales, por ejemplo en la 

-figura 1.1 el arco también puede hacerse referencia como 

<v..,,vo::!). - ~ 

vl V2 v3 
ª2 ª4 

ª1 ª3 ªs 

ª9 ª6 
v7 5 v4 

ªe 

6 

Figura 1.1 Grá-Fica no dirigida con 7 nodos y 9 arcos. 

. 

' . 

Figura 1.2 Gráf~ca dirigida 

-1 O-
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1.2 Estructuras especiales 

Existen diversas clases de gráficas especiales 

mencionar asi como algunas componentes de la 

que 

misma 

conviene 

que es 

necesario tipific:ar. En 1..1na gráfica dirigida dado t .. .ln arco (u, V) 

(dirigido del nodo u al nodo v) se dice que v es un sucesor 

inmediato de u, y u es el predecesor inmediato de v. Si el are: o 

<u,v> no es dirigido, entonces se dice que u y v son adyacentes. 

Una trayectoria simple o trayectoria P de Ltn nodo v
1 

a otro nodo 

vk en una gráfica G es una sucesión de arcos (v
1
,v

2
>, 

<vk_2 ~vk_ 1 >, <vk-l'vk>' algunas veces escrito,,... por 

(v2,v3), ••• , 

simplicidad 

como <v 1,v2 , ••• ,vlt)' en donde todos los nodos v 1 ,v2 , .... ,vk 

distintos. En una gráfica dirigida, esta trayectoria se dice 

está dirigida_de v 1 a vk; en una gráfica no dirigida se dice 

sen 

que 

que 

es una trayectoria entre v 1 y vk. El'peso de la trayectoria P en 

la gráfica, es la suma de los pesos de los arcos de P.. Por 

eje~plo, en la gráfica de la figura 1 .. 3, la sucesión de arcos 

<5,2), <2, 1), C1,3) es una trayectoria del nodo 5 al 3 que consta 

de tres arcos y tiene peso de 70 .. Un sólo arco <u,v) claramente es 

una trayectoria de u a v. Un ciclo está deTinido de la misma 

manera que una trayectoria, excepto que el primer nodo v
1 

y ·el 

~ltimo nodo vk son iguales .. En la gr~fica de la Tigura 1. 3, la 

sucesión de arcos <2, 1>, <1,5), <5,2) es un ciclo. Una grfi.fica que 

no contiene ciclos se llama aciclica. 

En general, en una gráfica existen muchas trayectorias de un nodo 
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s a otro nodo t. Entre todas las trayectorias de s a t, la que 

tiene el peso menor, se le llama trayectoria má.s corta de s a t. 

Claramente, pueden existir varias de estas trayectorias entre s y 

t. 

Una subgráfica de una gráfica G = <N, A> , es una gráfica cuyos 

no~os y arcos están en G. Una gráfica no dirigida G se dice que es 

conectada si para todo par de nodos vi y vj en G, existe al ffil?hOS 

una trayectoria. Una gráfica dirigida G se dice que es c:onectada 

si es conectada la gráfica no dirigida obtenida de G 

las direc:c:iones de todos SLlS arcos. 

al ignorar 

Una gráfica conectada, no dirigida y ac~c:lic:a se llama un árbol y 

puede mostrarse que e:-: i ste sol amente una trayectoria entre cada 

par de nodos en el árbol. Por lo tanto agregando un arc:o al árbol 

se forma exactamente un ciclo. Puede también mostrarse que un 

árbol con n nodos tiene exactamente n-1 arc:os. 

Un árbol de expansi6n T de una gráfica no dirigida y c:onec:tada es 

una subgráfic:a de G que es un árbol y contiene a todo nodo de G. 

Por ejemplo en la gráfica de la figura 1.3, un árbol de expansión 

se muestra con lineas más fuertes. El peso del árbol de expansión 

T en una red conectada, es la suma de los pesos de los arcos de T. 

El peso del árbol de expansión de la figura 1.3 es 131. 

general, dada una gráfica conectada ~xisten diversos árboles 

En 

de 

expansión y a menudo se desea encentrar uno que tenga pese m1nimo. 
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A tal árbol se le llama árbol de peso mlnimo. 

18 

1 3 

43~· 4:

5

/ 11 

/ 6 _2 /as . " 4 
5 

l 
77 

Figura 1.3 Grá.fir:::a r:::on pesos en sus arr:::os 

1.3 Representación de una gráfica en la computadora 

Uno de los aspectos más importantes en la manipulación de una 

grá.fica es su representación en computadora. La más simple y 

quizás la más popular representación en la computadora de una 

grá.Tica es la matriz pesada. La matriz pesada o la matriz 

nodos-nodos de una gráfica, es una matriz W = C:wijJ de orden nxn, 

en donde wij es el peso del arco (i,j) en G. Si no.existe arco del 

nodo i al nodo j en G entonces el elemento correspondiente w1 j se 

hace oo <en la práctica un n~mero muy grande>. Los elementos de ·la 

diagonal principal también son ~. Es -Fácil oqservar que la matriz 

pesada de una gráTica no dirigida es siempre simétrica. La matriz 

pesada de la gráfica de la figura 1.3 es: 

-13-
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w = 

Q) 

19 

Q) 

Q) 

18 43 

Q) "' 

"' 16 

-·~ 
Q) 

"' 
"' 
"' 

Q) 

85 

11 

Q) 

77 

43 

Q) 

Q) 

Q) 

Q) 

Es claro que una matri= pesada requiere de n 2 palabras de memoria 

de la computadora para guardar la gráfica. Una gráfica no dirigida 

usualmente sólo requiere la mitad de almacenamiento ya qu" la 

matriz es simétrica. Si la gráfica tiene mucho menos de n*<n-1) 

arcos, el número máximo de arcos posibles, entonces es mucho más 

eficiente (desde el punto de vista de ahorro de memoria> 

la lista de los marcos en tres vectores, uno con los 

iniciales, otro con los nodos finales y el tercero con los 

Esta representación puede implementarse por medio de 

y Z= Cz l, 

zm). El arco i va del nodo b 1 al nodo d 1 con un 

guardar 

nodos 

pesos. 

tres 

Por 

ejemplo, la gráfica de la figura 1.3 puede representarse como: 

s = c1,1,2,2,3,3,3,s,s> 
D = C3,S,1,4,1,2,4,2,4) 

z (35,43,19,85,18,43,11,16,77) 

Note que la lista de arcos está en orden ascendente con respecto a 

su nodo inicial. Pero pueden listarse en cualquier otra Terma 

diferente al orden anterior. Este método de representación 

requiere de 3m palabras de memoria -de computadora, en contraste 
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con n 2 palabras de memoria que se requieren para la matriz pesada. 

En algunos algoritmos el procedimiento para guardar una red es más 

eficiente si todos los arcos que salen de un nodo son agrupados 

Juntos. En este tipo de representación sólamente se necesita 

guardar cada arco por medio de su nodo terminal <y sLt respectivo 

definido. Esta peso) ya que el nodo inicial implicitamente está 

representación está implementada convenientemente por medio de n 

listas ligadas~ una para cada nodo i. Todos los arcos que salen 

del i-ésimo nodo están ligados juntos. Asi, cada arco requiere 

tres campos: uno para el nodo destino del arco, otro para el 

del arco y otro más para apuntar al siguiente arco de la 

peso 

lista 

(que sale del mismo nodo i). Cada lista ligada tiene una . cabeza 

que contiene el punto a que apunta el primer arco que sale del 

nodo correspondiente. 

un arreglo, ya que 

Estas cabezas se guardan secuencialmente en 

en un procedimiento tipico se empezará. 

aleatoriamiento en el nodo k (y se accesará todos 

inmediatos.).La figura 1.4 muestra una lista ligada 

sus sucesores 

adyacente de 

la gráfica de la figura 1.3. Esta representación requiere 3m + n 

palabras de almacenamiento. El almacenamiento requerido es 

ligeramente mayor que el almacenamiento para una lista da arcos, 

pero la liga de estos arcos proporcionan mayor 

Taci 1 i dad cuando se desea agregar o quitar 

representación .. 
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La lista ligada hacia adelante es una variación de la lista ligada 

adyacente. Si en el proceso sobre la gráfica no se requiere 

agregar ni quitar arcos, entonces se pueden ahorrar los 

apuntadores para cada uno de los arc::os en la representación 

anterior y simplemente g1,.1ard.:\r l O'=! arcos secuencial mente. <Todos 

los arcos que salen del nodo k se guardan inmediatamente después 

de todos los arcos qLte salen del nodo k-1>. Por ejemplo, la lista 

ligada hacia ad~lante para la gráfica de la figura 1.3, se muestra 

en la figura 1.5 usando tres arreglos. Observe que todos los arcos 

i cabeza nodo peso liga 

1 - --1 3 35 • • I sl431nil 1 

2 - -·I 1 19 • •I 4lsslnil 1 

3 - --1 1 18 • • I 2!431 
__ ,_,., 

4111 lnil 

4 ni 1 

5 - --1 2 16 • • I 41771nil 

Figura 1.4 Lista ligada adyacente de la fig. 1 .. 2 .. 

que salen del nodo i son: ( i ' NODO_FINCAPUNTADORCiJJl, ( i, 

NDDD_FINCAPUNTADOR[i J +1 J), .... , Ci, NODD_FIN[APUNTADOR[:O + 1J 

ll). Note que el caso i = n, se toma cuidadosamente agregando una 

celda artificial al arreglo APUNTADO~ que contiene el valor <m + 

1>. En forma análoga a la lista ligada hacia adelante, una grá.fi.c:a 

puede representarse por una lista ligada hacia atrás, donde todos 
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los arcos que entran a un nodo k pueden agruparse juntos .. 

Para una gráfica dirigida de n nodos y m arcos, la representación 

en una lista ligada hacia adelante requiere, de Cn + 1) + 2m 

palabras de memoria .. Con esta representación se han ganado m 

palabras de memoria, con respecto a la lista ligada, a expensas de 

alguna flexibilidad .. <Ya que todos los arcos se han guardado en 

forma secuencial, el agregar o quitar arcos no puede 

fAci 1 mente.) 

i APUNTADOR NDDD_FIN PESO 

1 1 3 35 

2 3 5 43 

3 5 1 19 

4 8 4 85 

5 8 1 18 

6 10 2 43 

4 11 

2 16 

4 77 

realizarse 

Figura 1.5 Representación hacia adelante de la fig. 1 .. 2. 

Estas son las cuatro estructuras de. datos más frecuentes para 

gr~ficas. Existen otras variaciones pero en este trabajo, 
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los arcos que entran a un nodo !~ pueden agruparse juntos. 

Para una gráfica dirigida de n nodos y m arcos, la representación 

en una lista ligada hacia adelante requiere, de (n + 1) + 2m 

palabras de memoria. Con esta representación se han ganado m 

palabras de memoria, con respecto a la lista ligada, a expensas de 

alguna fle>:ibilidad. <Ya que todos los arcos se han guardado en 

forma secuencial, el agregar o quitar arcos no puede 

fácilmente.> 

i APUNTADOR NDDD_FIN PESO 

1 1 3 35 

2 3 5 43 

3 5 1 19 

4 8 4 85 

5 8 1 18 

6 10 2 43 

4 11 

2 16 

4 77 

realizarse 

Figura 1.5 Representación hacia adelante de la Tig. 1.2. 

Estas son las cuatro estructuras de~ datos más frecuentes para 

grá:fi cas .. Existen otras variaciones pero en este trabajo, 
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unicamente se emplearán las y,;i, descritas.. No e::i ste una 

representación de una gráfica en la computadora que sea mejor que 

otra. La elección depende de la naturaleza del 

reali=a en la gráfica, tamaFSo~ lenguaje que se 

caracteri :.ti cas. 

1.4 Complejidad computacional. 

proceso que se 

use, ec-ntre otras 

En este trabajo se presentan tres tipos de problemas en gráficas: 

el problema de acopl ami en to, el problema del cartero chino y el 

problema de flujo a costo minimo (usado para resolver el 

del cartero chino en grAficas dirigidas). Los dos 

problema 

primeros 

se ·puede problemas son de naturale=a combinatoria y el tercero 

resolver, resolviendo su dual, que también es de naturaleza 

combinatoria. El conjunto de soluciones de cada uno de estos es 

finito. En una gráfica con n nodos y m arcos hay a lo 

posibles acoplamientos, no más de (2m> ! rutas del tipo requerido 

por el cartero chino, y no más de 2n cortes <El problema de corte 

es el problema dual del problema de minimo o cortadura minima, 

flujo mtl.~timo. Véase R16). Cada uno de estos problemas se puede 

resolver haciendo un programa que liste todas las soluciones 

posibles y escoja la mejor de ellas. Se podr~a pensar que los 

problemas anteriores no ofrecen el menor reto; ya que para su 

solución, se requiere la consideración de un número finito de 

posibilidades y el problema matemáticamente es trivial. 
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Esta linea de razonamiento enCLlentra diversas dificultades cLiando 

se tiene la necesidad de encontrar la ~oluci6n óptima a alguno de 

estos problemas. F'or ejemplo, SLtponga que m=!O y 

las computador a pLleda programarse para examinar 

factible~ del problema del cartero chino a ra=ón de mil 

de soluciones por segundo:- entonces si hay (2m) ! 

posibles, la computadora terminaria su tarea, en más de 

para m = 11 en alrededor de 35642 aNos. Este tipo de 

desde el punto de vista práctico no es recomendable. El 

los estudiosos de problemas de carácter combinatorio, 

que la 

soluciones 

millones 

soluciones 

77 aNos, 

soluciones 

reto 

es el 

de 

de 

desarrollar algoritmos de búsqueda para los que se tenga un nómero 

de operaciones elementales, aceptablemente pequeNo; asL como los 

de este trabajo, el de desarrollar e implantar programas en la 

computadora que lleven a una solución aceptable de los problemas 

antes mencionados. En este contexto, una solución aceptable a un 

probl·ema, se reTiere a que para obtener la solución del problema 

los requerimientos de almacenamiento y el tiempo de proceso sean 

"razonabl es 11
• El problema de la complejidad computacional se 

refiere a cuando un problema esta bien resuelto o mal resuelto, 

desde el 

algoritmo 

punto de vista computacional. 

se considera "bueno", si el 

Especi.ficamente, 

núinero de 

computacionales elementales que requiere para su ejecución, 

acotado por un polinomio en el tamaHo del problema. 

un 

pasos 

está. 

Una función polinomial crece mucho menos rápido que una función 
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exponencial, y una función e>:ponencial crece mucho menos rápido 

que una función factorial. 

Suponga que un algoritmo par a resol ver un problema de gráficas, 

requiere de 100n
3 operaciones y otro requiere de 2n operaci enes, 

en donde n es el número de nodos. El algoritmo exponencial es más 

eficiente para gráficas con menos de 17 nodos. Para gráficas 

mayores de 17 nodos, el algoritmo polinomial es más rápido. Un 

problema c:on 50 nodos para este algoritmo polinomial, es 

computacionalmente factible de resol ver, mientras que para el 

algoritmo exponencial es imposible. 

En general, si n es el tamafio del problema y el número de pasos 

computacionales requeridos por un cierto algoritmo es: 

donde ª¡~ > o, entonces decimos que el algoritmo es "de orden nk 11 

I• y se escribe O<n~>. Aquí no interesa la magnitud del coeficiente 

ªk" Por lo tanto, preferiremos un algoritmo OCnk> a cualquier Otro 

•~+1 algoritmo OCn~ >; la ra:ón se debe a que para valores grandes de 

n el algoritmo de orden O(nk> ser~ mAs eficiente que cualquier 

algoritmo O<nk+l>. Por consiguiente, preferiremos un algoritmo 

ocn 3 > que requiere de 10.s.0 n3 operaciones sobre un algoritmo O<n4 > 

que requiere de J On 4 + 20n 3 operaciones, solamente porque el 

algoritmo ocn3 > requiere de menor tiempo de ejecución a partir de 
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"! 
i 

una n grande. En la prác:tic:a. es r.:.ro que Lino se enfrente a una 

alternativa tan e>:trema como la anterior~ CL1ando se obtiene un 

algoritmo de un exponente menor, par lo general, SC\ c:oef i c:i ente 

tiene un tama~o ac:eptable. 

Es importante notar, que se ha supuesto que todas las operac:i enes 

requieren de una unidad de tiempo, sin importar el tamaf'{o de los 

oper andas .. Esta suposi e: i ón no es válida rigurosamente; sin 

embargo, para los fines planteados anteriormente, los algoritmos 

van a seguir teniendo el mismo orden c:uando se hagan los cálc:ulos 

tomando en cuenta las distintas operac:iones a que haga referencia. 
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CAPITULO 2 

ACOPLAMIENTO MAXIMO 

Un ac:oplamiento en una gráfica es cu.:alqL.ier conjLtnto de ar-cos de 

1 a gráfica tal qua a cad~ r;odo i ne i cle d lo más un arco. Entre 1 os 

problemas de acoplamiento que sor. importantes para la solución del 

problema del cartero chino~ están: el acoplamiento de má::ima 

pesado. En la cardinalidad y el acoplamiento de peso 

literatura sobre el tema, estos 

má;;imc o 

problemas se resuelven 

primeramente para gráficas bipartitas y posteriormente para 

cualquier tipo de grá·fica. La razón de que se resuelva primero en 

gráficas bipartitas, se debe a lo simple de la solución, ya que el 

problema de acoplamiento de máxima cardinal id ad se pLtede resolver 

como un problema de -flujo má.aimo CR16J y el problema de 

acoplamiento de peso má:-:imo se puede plantear como un problema 

lineal cuyas restricciones ¡:>E!rmiten soluciones enteras CR14J. La 

estructL\r.:. de una gráfica bipartita permite qLte haya algoritmos 

especializados, relativamente simples para la solL\ción de los 

problemas anteriores CR11 y R16J. Desgraciadamente, para resolver 

el problema del cartero, se requiere- dar solución a un problema de 

acoplamiento de peso má~:imo en una gráfica que no es bipartita. 

Conviene seftalar que desde la década de los so~s, el problema de 

acoplamiento se ha estudiado desde un punto de vista técnico y 

complicado y los resultados obtenidos han 

especializadas. La importancia de este 

aparecido 

cap.itulo 

en 

radica 

revistas 

en la 

sencillez de la presentación, la facilidad para implementar el 
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algoritmo en Llnd computadora y según e:stLldios extensos reali::ados 

por Derigs CR3J muestran que este algoritmo es muy rápido y 

própositos prácticos, problamente sea el algoritmo más rápido 

todos las algoritmos de acoplamiento conocidos. 

para 

de 

El desarrollo del capitulo es como sigue: en la sección 2 .. 1 se 

describen los problemas de acoplamiento y de acoplamiento máximo y 

se dan algunas definiciones, también se presentan los resultados 

básicos que cara_cterizan los acoplamientos; en la sección 2.2 se 

detalla la forma que se manejan las floraciones y les criterios 

que se siguen en el crecimiento de los árboles alternantes; en ·1a 

sección 2.3 se describe el algoritmo de acoplamiento máximo; en la 

sección 2.4 se desarrolla Ltn ejemplo del algoritmo de acoplamiento 

máximo y Tinalment1~ en la sección 2.5 se establece la complejidad 

computacional del algoritmo descrito en la sección 2.3. 

2.1 Descripción y resultados básicos 

Un conjunto M de arcos en una gráfica no dirigida G=<N,A) se dice 

que es un acoplamiento si no existen dos arcos en M que tengan un 

nodo en común. Por ejemplo, en la gráTica de la Ti gura el 

conjunto de arcos {(1,5>,<2,3>,<7,BlJ. es un acoplamiento, 

2. 1, 

ya que 

no e>:i sten dos arcos que incidan a un mismo nodo. El 

C<l,5>, (2,6), (3,7)} es otro acoplamiento. 

<<2,3>, <3,4)> no es un acoplamiento porque 

Pero el 

los arcos 

conjunto 

conjunto 

ti en en un 

nodo común. Un sólo arco en una gráTica obviamente es un 

acoplamiento.El problema de acoplamiento de máxima cardinalidad, 

consiste en encontrar un acoplamiento en la grAiica con 
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número de arcos posible. 

En un acoplamiento M, se dice que un arco está acoplado si está en 

M y no acoplado si no está en M. Si mi 1 ar mente un nodo ~! se dice 

que está acoplado o saturado si es un nodo terminal de algüp arco 

C:!,y) que pertenece al 3c:oplamiento. Los nodos terminales del arco 

<x,y> en r1 se dice que sen compa~eros. Un nodo que no está 

acoplado se llama expuesto o libre. En la Tigura 2.1, los nodos 1, 

2, 3, 5, 7, 8 son nodos acoplados o saturados, mientras que los 

nodos 4 y 6 son expuestos o libres <con respecto al acoplamiento M 

= <<1,Sl, (2,3>, <7,8)}, marcado con lineas más Tuertes en la Tigura 

2.1). 

a .. 

I I 
7 B 

Figura 2 .. 1. 

Una trayectoria al.ternante con respecto a un acopl ami ente M, es 

una trayectoria simple en la que se alternan arcos conteni_dos y no 

contenidos en H .. Por ejemplo, para el acoplamiento de la figura 

2.1, la trayectoria (1,2,3,4) es una trayectoria al ter nante, 

también las trayectorias Cl,5,~,3) y <4,B,7,3,2,6) son 

trayectorias alternantes; pero CS,6,7,8) no es una trayectoria 

alternante, ya que los arcos <5,6) y (6, 7> no están en el 

acoplamiento. 
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Una trayectoria aumentante es una trayectoria alternante en la que 

sus nodos inicial y final están exp1.1estos." Por ejemplo en la 

-figura 2. 1, 

aumentante; 

1 a trayectoria (6,7,8,4) es una trayectoria 

también lo son las trayectorias y 

(4,B,7,3,2,6}.Si en una trayectoria aumentante se intercambian los 

arcos que están en el acoplamiento por los arcos que no están en 

el acoplamiento, entonces se obtiene, un acoplamiento que contiene 

un arco más que el acoplamiento original. En consecuencia, si 

acoplamiento tiene una trayectoria aumentante entonces 

un 

el 

acoplamiento no puede ser de má:<ima cardinalidad y el 

inverso también es válido. Esta idea se resume en 

teorema debido a Berge C1957J. 

el 

resultado 

siguiente 

Teorema 2.1. Un acoplamiento M no es de máxima cardinalidad, si 

sólo si el acoplamiento M tiene uOa trayectoria aumentante. 

Prueba: Si e:<iste una trayectoria aumentante, claramente el 

acoplamiento M no es de máxima cardinalidad. SL.tponga que M no es 

un acoplamiento de máxima cardinalidad. Sea r-i~ un acoplamiento "de· 

máxima cardinalidad de modo que fl"t"' 1 > IM I • También sea a~ la 

gráfica Tormada por los nodos de G y los arcos que están en M o en 

M• pero no en ambos. Note que: 

<a> G" tiene más arcos de M~ que t:fe M. 

<b> a cada nodo de a~ incide a lo más un arco de M' y a lo más 

un arco de M. 

Se sigue que cada componente de G~ o es un nodo aislado o una 
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trayectoria alternante. Sin embargo al menos una componente 

tener más arcos de 1'1" que de M <por <a>>. Esta componente es 

trayectoria aumentante en M. 

debe 

una 

• 
Este teorema es la base de todos los algoritmos para el problema 

de acoplamiento y sugiere el siguiente método para encontrar un 

acoplamiento má::imo en una gráfica G. Comen=ar con un 

arbitrario M en una gráfica G dada (que puede 

acop l ami ente 

ser vaci o) • 

Encontrar una trayectoria aumentante P con respecto a M. Entonces 

construir otro acopl ami en to 1"1" <M-P>U <P-M>. Claramente la 

cardinalidad de M' es mayor que la de M. Luego empiece con M', 

encontrando una trayectoria aumentante con respecto a M" y proceda 

como antes. Se repite este procedimiento hasta que se encuentra un 

acoplamiento que no tenga trayectorias aumentantes. Este 

acoplamiento Tinal es un acoplamiento de cardinalidad máxima.El 

método descrito anteriormente puede consumir mucho tiempo a no ser 

que se tenga una manera sistemática y eficiente de encontrar 

trayectorias aumentanteg ya que el número de posibles trayectorias 

crece exponencialmente conforme crece el tamano de la grAfica. 

Una solución elegante al problema anterior Tué próporcionada por 

Edmonds t1965J y consiste en lo siguiente: para encontrar una 

trayectoria aumentante con respecto a un acoplamiento M, comience 

en cualquier nodo expuesto r. Sl existe otro nodo expuesto s 

adyacente a r, agregue el arco (r,s) al acoplamiento actual M. Si 

no e:tiste ningún nodo eHpuesto adyacente a r, entonces todos les 

nodos adyacentes a r están acoplados, se hará crecer un ~rbol 
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enrai:ado en r (vea la gráfica de la figura 2.2>. Sea r la rai: 

situada en un nivel O y todos los nodos adyacentes a
1

, 

en un nivel 1 están saturados.>. Ahora 

incluya en este árbol todos los arcos acoplados incidentes en a
1

, 

a 2 , ••• 'ªq' y si_tue sus respectivos nodos terminales b 1 , b 2 , ••• ,bq' 

en el nivel 2. A continuación~ todos los nodos adyacentes a los bi 

(estos nodos no están contenidos en el Arbol) se colocan a un 

nivel 3. Se continua en cada uno de los bi como al principio en r. 

Un árbol construido en la forma anterior se llama árbol 

alternante. Más formalmente, un A.rbol alternante con respecto a un 

acoplamiento M, es un árbol enrai=ado en un nodo expuesto 

tiene la propiedad que todas las trayectorias que principian en la 

rai.z sen trayectorias alternantes <Existe sólamente una 

trayectoria entre cada par de nodos en el árbol>. 

nivel O <exterior> 

ª2 ª3 a 
q nivel 

b2 b3 b 
q nivel 

• • nivel 

Figura 2. 2. Arbol, alternante. 

En el árbol alternante, se llamarán nodos interiores a 

situados en los niveles impares y nodos eKteriores a 
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situados en los niveles pares. Conforme el árbol alternante crece, 

si se encuentra en un nodo interior, entonces se agrega al árbol 

el correspondiente arco acoRlado. Por lo tanto todo nodo interior 

es de grado 2. Pero en 1 os nodos exteriores x pueden surgir 

diferentes casos. Si se e¡:amina un arco <~:,y) incidente en:: .. Si y 

es un nodo expuesto y no está contenido en el árbol, se habrá. 

encontrado una trayectoria aLtmentante. De otra manera, si y es Ltn 

nodo saturado con nodo compafiero z (ninguno de los dos todavía en 

el árbol>, se agragan ambos arcos <:~,y> y <y,z> al árbol, haciendo 

y un nodo interior y :z un nodo exterior. Si y está en el árbol 

como un nodo interior (las dos formas en que esto puede pasar se 

muestran en la figura 2.3<a>>, el ciclo formado agregando el arco 

x' y x' 

y' 

X y' 

(al (b) 

Figura 2.3 Ciclos -formados en árboles alternantes:. 

<a> Ciclos Pares· (b) Ciclos Impares. 

<x,y> al árbol es un ciclo de longitud par (contiene un n(Jmero par 
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de c;.rcos). Puede mostrarse que el arco <::,y> puede ignorarse ya 

que no crea una trayectoria aumentante adicional. Finalmente~ si y 

está en el árbol como nodo e::terior, se habrá formado un ciclo de 

longitud impar (vea figura 2.3\b)). <Esto no puede ocurrir en las 

gráficas bipartitas.) A este ciclo alternante de longitud impar se 

le llama Tloración. La presenc1a de floraciones complican el 

algoritmo de acoplamiento para gráficas no bipartitas. 

2.2 Manejo de Tloraciones y árbol alternante 

En el algoritmo original de Edmonds, cuando se detecta una 

floración se contrae a un único nodo (llamado pseudonodo>, y se 

guarda para su futura expansión .. El pseudonodo que reemplaza a la 

Tloración se registra en el árbol como Ltn nodo exterior y el á.rbol 

sigLte su creci mi ente como 

contracción de un nodo 

ya se e>tplicó antes. 

conceptualmente es 

Aunque 

simple, 

la 

l " 

implementación en la computadora se vuelve complicada. Edmonds 

mostró que usando el teorema de Berge, el concepto de árbol 

al ter nante y 1 a contracción y expansión de floraciones, un 

acoplamiento máximo puede obtenerse en un ti ampo D<n4 >. 

Posteriormente, Gabow [ 1972J refina el algoritmo de Edmonds 

evitando explicitamente las contracciones y e:{pansi enes de 

floraciones y obteniendo un algoritmo que converge en un tiempo 

D<n3 >. Lawler [19761 también obtiene una version modiTicada del 

algoritmo de Edmonds que trabaja en un tiempo ocn 3 >, en donde las 

contracciones y e:<pansi enes de floraciones no se requieren 

e:tpllci tamente, debido a L1na eficiente técnica de etiquetac:ión 
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para recorrerlas. 

1 

2 

Figura 2 .. 4 Floración. 

En este cap~tulo se emplearA 

etiquetación desarrollada 

desarrollan cada ciclo de 

una t6cnica mucho mAs simple de 

C: 1980J. Ellos· por Pape 

longitud 

y Conradt 

impar en dos trayectorias 

alternantes, que se basa en el hecho que un nodo j debe 

una distancia par <un nodo e:<terior> a lo largo de la 

estar en 

trayectoria 

desde la ra~= y a una distancia impar (un nodo interior> a le 

largo de otra trayectoria desde la ra~z si y sólo si j estA en un 

ciclo impar. Por ejemple en la Tigura 2.4, el nodo 6 a lo largo de 

la trayectoria alternante c1,2,3,4,5,6,7) es 

mientras que el mismo nodo 6 a le largo 

alternante <1,2,3,7,6,5) es un nodo ewterior. 

cinco nodos en el ciclo impar de 
0

la -figura 

etiquetas interior y e;-:terior. 
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El Ar bol alternante debe crecer a lo ancho lbreadth-first> 

comenzando en un nodo expuesto r arbitrario. Como ya se menc:ionó 

al principio, el crecimiento comien=a en un nodo e>: teri or. <En 

todos los nodos interiores agregamos los correspondientes arcos 

acoplados.> Para llevar a C3bo la búsqueda a lo ancho definimos 

una lista Q qL\e contiene todos los nodos exteriores en el árbol 

que no han sido e}:plorados. Se toma Lln nodo }: del inicio de la 

lista, se elimina de la lista y se explora, examinando todos los 

nodos adyacentes a :< <vea figura 2.2>. 

Para registrar los nodos del árbol que están como raiz o como 

nodos interiores, se guardan en un arreglo booleano denominado 

noarbol de tamafio n <n es el número de nodos en la grá.fica>, Al 

inicio hacemos cada una de sus componentes verdadera e}(cepto la 

raiz r. Esto es: 

noarbol <r> +-falso; 
para todo j e N, j ~ r haz noarbol +- verdadero 

Cada vez que un nuevo nodo j en el árbol se hace interior se 

registra como noarbolCj> ~falso. Recuerde que siempre que entra 

al árbol Lln nodo interior, su nodo adyacente acoplado se hace 

automflticamente nodo eHterior. 

Otra arreglo, llamado padre, de tamano n se utiliza para obtener 

la trayectoria hacia atrás hasta la ralz cuando se descubre una 

trayectoria BLlmentante y el acoplamiento se agranda .. Para un nodo 

exterior w, padrc<w> u si hay una trayectoria cu,j,w) en el 
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árbol alternante de '-\ a w, y {j,w> es un arco acoplado. 

2.3 Algoritmo de acoplamiento máximo 

Comience con un acoplamiento inicial obtenido de la Terma descrita 

anteriormente y contenido en el arreglo acopla; también se tendr~ 

en la variable e!<po el nómero de nodos expuestos. Se continua en 

la búsqueda de un acoplamiento má~·:imo s6lamente si e>:po ~ 2. En 

este caso se toma el primer nodo e~·: puesto r encontrado y se 

comienza ha hacer crecer el árbol alternante desde r por el método 

de búsqueda a 1 o ancho. 

Cuando se trate de expander desde un nodo exterior x 

inicio de la lista Q) y se mire su nodo adyacente 

(tomado del 

y, entonces 

existen varios casos .. Si noarbol <y>=-falso, ignoramos el arco (:<,y) 

<y procedemos con el siguiente nodo adyacente ax). Esto se debe a 

que si noarbolty>=-falso implica que y está como nodo interior en 

el árbol y el arco <x,y> estA en el acoplamiento actual o Terma un 

ciclo par con el árbol. En ambos casos se puede ignorar <x,y>. 

As~, se necesita considerar s6lamente aquellos nodos adyacentes ~ 

x cuyo noarbol tenga valores verdaderos. 

Ahora, para el caso noarbol<y>=verdadero, 

acoplado o puede ser eHpuesto. Si es 

el nodo 

e>: puesto 

y 

(es 

puede 

decir, 

ser 

si 

acoplaty>=O>, se ha encontrado una trayectoria aumentahte. V se 

procede ha hacer el acoplamiento con cardinalidad mayor, trazando 

la trayectoria desde este nodo a la ra1: e intercambiar los arcos 

que están en el acoplamiento con arcos que no lo están. Enseg1..\i da 
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se abandona el Arbol ~lternante actual pero se continua 

ciclo principal haciendo crecer 

siguiente nodo expuesto. 

un Ar bol alternante 

con 

desde 

el 

el 

Si y no es un nodo e::puesto~ primero se debe estar seguro que y no 

sea un ancestro de en el árbol; de otra manera, puede 

logra 

arreglo 

encontrarse un trayectoria aumentante falsa. Esto se 

checando desde la trayectoria de x a la raLz usando el 

abuelo. En el caso que y sea ancestro de x, no se hace nada. Si y 

no es ancestro de x, y y está acoplado con el nodo z' 

incorporar al árbol Ces decir, in~ertar en la 1 ista 

exterior z, y hacer abuelo(z) ... x; noarbol<y} ... falso). 

Se termina el ciclo de construcción del árbol cuando se 

una trayectoria aumentan te (es decir, la variable 

se deben 

al nodo 

encuentra 

booleana 

encontrar = verdadera> o cuando no hay más nodos 

expander <es decir,· cuando la lista está vacia). 

exteriores que 

El algoritmo de acoplamiento finaliza <es decir, el acoplamiento 

obtenido es máximo> cuando el número de nodos expuestos es menor 

que 2 o cuando todo nodo expuesto existente ha pasado a formar 

parte de la ra~z de algún árbol alternante sin haber obtenido una 

trayectoria aumentante. 

El algoritmo de acoplamiento máximo puede describirse mAs 

Tormalmente y de manera compacta como sigue: 
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Algoritmo 2-1: Acoplamiento máximo 

comienza 
empie:a con un acoplamiento inicial; 
para todo r e N haz 

-fin 

si (acopla<r> =O> y <e::po ~ 2> entonces 
comienza {* crece árbol alternante enrai:ado en r *l 

para toda v e N haz noarbol (v) +verdadero; 
noa.rbol <r> + ·falso~ 

-fin 

iniciali:a Q conte~iendo unicamente a r; 
encontrar +falso; <* tray. aumentante no encontrada *} 
repite {:t:. hasta que Q=<f> o encontrar = verdadero *} 

borra nodo N de Q; C* :: encabe:a la lista en Q *> 
mientras no encontrar haz 
comien2a 

para todo y adyacente a x haz 
si noarbol <y>=verdadero entonces 
comienza 

Tin 

agrandar acopl ami en to; 
expo +- expo-2; 
encontrar + verdadero 

sino si acopla<y> ~ x entonces 
comienza 

-fin 

z + acopla<y>; 
si <x ~ r> or <z no es ancestro de x> entonces 
comienza <* agrega arcos Cx,y> y <y,z> al árbol 

noarbol <y> + falso; 
abuelo(z) +- x; 
insertar z en la cola de Q 

-fin 

Tin <* mientras *> 
hasta encontrar o (Q = <I>> 

<* para *> 

Aunque se puede iniciar el algoritmo con cualquier acoplamiento 

inicial, incluyendo el vacío, es más eficiente comenzar con un 

acoplamiento tan grande como sea posible. Un acoplamiento inicial, 

"razonablemente grande", puede obtenerse rá.pi damente considerando 

cada nodo e:-:: puesto j en 1 a gráfica y acoplándolo con el primer 

nodo expuesto adyacente a este nodo. 
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Sea la 'Jdri abl e expo denote el número de nodos e::pLtestos en 1 " 

grá:Fica y el arreglo acopla de t¿i..maf'io n denote el acoplamiento en 

la gráfica. Esto es, si <i,j> es arco en el acopl ami ente, 

entonc2s acopla(i)=j y acopla(j)=i. Para un nodo e:<pL1esto 

ac:oplaCl:l=O. El siguiente algoritmo da este acoplamiento inicial. 

Algoritmo 2.2: Acoplamiento inicial 

comienza 
para toda v e N haz ac:opl a e v > +- O; 
expo +. n; <* numero de nodos e~:puestos *} 
para toda u e M haz 
comienza 

si acopla Cu> O entonces 
comienza 

Tin 
Tin 

-fin 

v +- un nodo e~:puesto adyacente a u; 
acopla <u> +- v; 
acopla Cv> .,. u; 
e>:po +- expo-2 

El acoplamiento se agranda cuando se ha encontrado un nodo 

expuesto y adyacente a el nodo ac.tual x. El algoritmo para 

agrandar el acoplamiento a través de la trayectoria que une a y 

con r intercambiando los arcos acoplados en no acoplados y 

viceversa, es el sigui ente: 
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Algoritmo 2.3~ Agrandamiento del acoplamiento 

acopla<y> ... :~; 

repite 
siguiente .,. acoplat>:> (~ :;igu1ente es el antiguo compaf'fero de .. 
acopla<::> •y (* y es el nuevo campanero de ;: *l 
si siguiente ~ O entonces <* si :: no es la ra1= *l 
comienza 

-fin 

~= • abuelo<::); 
acopla<siguiente) ... ::; 
y + sigui ente 

hasta siguiente = O 

Finalmente el algoritmo para determinar si el nodo z (que está 

acoplado con y y es nieto del nodo actual x > es un ancestro de >t 

en el árbol alternante construido es: 

Algoritmo 2.4: Chequeo para la formación de ciclos impares 

si x ~ r entonces <* la rai: no tiene ancestro *> 
comienza 

-fin 

u ,._ abuelo(x); 
mientras Cu ~ r> y cu ~ y) haz 

u+ abuelo<u>; <s recorriendo árbol hacia atrás*) 
si u = r entonces z no es un ancestro de x 

Observe que los arcos C~:,y) y Cy,::> se incorporan al árbol en el 

algoritffio 2.1 solamente cuando.z no es un ancestro de x (es decir, 

cuando no se ha formado un ciclo impar). 

2.4 Ejemplo 

Considere la gráfica G con 11 nodos y 12 arcos dada en la figura 

2.5. El acoplamiento inicial producido por el algoritmo 2.2 se 
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muestra con lineas fuertes. 

Empezaremos la aplicación del .:\lgori tmo de acoplamiento má~:imo con 

el primer nodo eNpLlesto encontrado que es el 9 y por lo tanto se 

2 1 

3 /~ 
5 ~. 9 

2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 

acopla! 2 1 4 3 6 5 B 7 o o o 

4 6 
e::po = 2 

B ,JI'<.:-----• 7 

Figura 2.s. Acoplamiento inicial en la gráfica 

comienza el árbol alternante con el nodo 9 como ra1z, conforme el 

algoritmo 2.1. Los arcos <9,1) y Cl,2> se agregan al árbol. El 

siguiente crecimiento comien=a en el nodo 2. Después de completar 

el ciclo para Cpara todos los nodos adyacentes a 2), el árbol 

alternante, los dos arreglos y Q se muestran en la figura 2.6. 

Después el nodo 4 se quita de la cabe:: a de Q y sus nodos 

adyacentes {3,6,8} se examinan en es~e orden. El nodo 3 se ignora 

porque noarbol <3>=falso. Para el nodo 6, ya que acoplaC6> 5 ,. 

ra1z, un cheque para la ancestralidad de 4, por el algoritmo 2.4, 
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2 -· 4 5 6 7 B 9 10 

ncarbol F V F V F V V ., F 

abuelo 9 2 2 

inicio -fin 
9, :? ~ 4, 6 

Q 

Figura 2. 6. Ar bol alternante 

revela que 5 no es un ancestro de 4 en el árbol construido hasta 

aqui. Por lo tanto, los arcos <4,6> y <6,5) se agregan al árbol; 

de manera similar, se agregan los arcos <4,Bl y CS,7>. En seguida, 

se e~:plora el nodo 6 que está a la cabeza de Q, y el árbol crece a 

través de 1 os arcos C6, 4) y C6, 7). La situación en este momento se 

encuentra sintetizada en la Figura 2.7. 

Ahora se el·:plora el nodo 5 y unic:amente se necesita considerar el 

arce es, 2> • Puesto que acop: a (2) = 1, y 5 raiz, se checa si 1 es 

un aticestro de 5, con el algoritmo 2.4, como sigue: 

u +abuelo C5> = 4 
puesto que u 

u +- abuelo (u) = 
Ahora u = 2 = y. 

r y LI 

abuelo(4) 
2 hacemos 

= 2. 

Como u r, 2 es un 
Por lo tanto, no se hace 

ancestro de 5. 
nada. 

Enseguida se toma el nodo 7 y se verifica que para ambos nodos 

adyacentes 6 y a, noarbol<6> = noarbol(8) =falso. As~, no se hace 
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nada en e-1 nodo 7. El nodo sigui ente en Q es el ..... Los nodos 

9 

1 

2 

:r/J 
:1/ ""i: :r/ "'1: 

noarbol 

abuelo 

1 

F 

2 3 .. 
V F F 

9 b 2 

inicio 
9, 2!' 4, b, 

Q 

Figura 2. 7. Arbol Alternante 

adyacentes a 3 son el 2 y 4, Como noarbol <2> 

5 b 7 

1 t- F F 

1 4 2 4 

-fin 
5, 7, 3, B 

verdadero, 

8 9 

F F 

6 

se 

examina el arco (3, 2>. Ya que acopla (2) = 1 rai.z, se debe checar 

si 1 es un ancestro de 3 y en eTecto este es el caso. Por lo tanto 

no .se hace nada en 3. 

Finalmente se e:<plora el nodo B, el ánico nodo actualmente en Q. 

De los tres nodos adyacentes a B, se ve que noarbol<4> 

noarbolC7> = Talso. Pero noarbol (10) =verdadero y acoplaC10) =O. 

Por lo tanto, se ha encontrado una trayectoria alternante y se 

debe aumentar el acopl ami ente actual por medio del algoritmo 2. 3. 

Después de aumentar la cardinalidad del acoplami~nto en uno, se 

hace expo + expo - 2 = 3 - 2 = 1, y encontrar + verdadera Como 
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encontrar = ve.-r\Jaciera .• ~e sal e del cicla repite •.• hasta en "l 

el 

Se 

algoritmo 2. 1. abandonando el árbol alternan te actual <y 

conjunto O asi como 1 os ~rregl os noarbol. abL1el o y acopla). 

debe continuar en el ciclo e::te1-ior, comc>nzando desde? un nodo 

2:,puesto, pero como e:~po = 1, el proceso par.:.\. 

2.5 Análisis de la complejidad 

El acoplamiento inicial obtenido por el algoritmo 2 .. 2. ejecuta dos 

ciclos para eHactamente n veces. En el segundo ciclo, en cada 

iteración, todos los nodos adyacentes se e::aminan. Por lo tanto~ 

en el algoritmo 2.2 cada arco de la gráfica se e:<amina dos veces y 

obtiene un acoplamiento inicial en OCm> .. 

Para el algoritmo 2 .. 1, el ciclo e::terno puede ser ejecutado a lo 

más n veces, ya que un árbol alternante está enrai=ado a lo más 

una vez en cada nodo.. <Comúnmente este ciclo deberá ejecutarse 

unas cuantas veces, ya que generalmente habrá unos cuantos 

expuestos con respecto al acoplamiento inicial.> Para cada 

nodos 

valor 

de la raiz r, el ciclo repite ••• hasta se ejecutará a lo más n-1 

veces, ya que un nodo puede insertarse en la cola a lo má.s una 

vez, y cada iteración de este ciclo elimina un nodo de la cola .. 

Ahora para cada x eliminado de la cola, el ciclo mientras se 

ejecuta una vez para cada vecino de x. Por lo tanto la condición 

naarbol<y> = verd~dero se pruaba, en el peor de los casos, 

veces durante la ejecución del algoritmo. Note sin embargo 

nm 

que 

esta condición puede ser verdadera a lo más una ve: por nodo y 

para cada valor de la raiz r, puesto que solamente un nodo y puede 

ser encontrado que no este en el árbol alternante, y se agrega al 
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Arbol (haciendo noarbol<y> ~ falsoJ. Asi, en cada iteración para 

hacer crecer el Ar bol alternan te, la condición noarbol <y> = 

verdadero debe satisfacerse no más de n veces .. Unicamente después 

de que esta condición se satisface se agranda el acopl ami en to 

<algoritmo 2 .. 3) o se ag~egan al árbot los arcos 

(después de checar si no son ancestros c:on el algoritmo 2 .. 4). 

Estas dos operaciones requ1eren a lo más de O<n> de tiempo. Por lo 

tanto, para obtener un acoplamiento de má::ima cardinalidad c:on 

3 este algoritmo se requiere de O<n > de tiempo en el peor de los 

casos. 

J 

J 
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CAPITULO 3 

ACOPLAMIENTO PESADO 

En este capitulo se gener~li=an las ideas dsl capi tLtlo anterior, 

al caso en que cada arco de la gráfica tiene un peso o costo y se 

der.omi na el problema de acoplamiento pesado; 

consiste en determinar"'" un ac:opla.mi1.?nto tal que 

pesos de los arcos que lo forman sea má::ima. 

dicho 

1 a SLlma 

problema 

de los 

El problema de 

acoplamiento pesado se plantea en términos de un problema de 

programación lineal y para proceder obtener el algoritmo de 

solución correspondiente._ es necesario e:·:tender el manejo de las 

floraciones y del Arbol alternante, para aplicar el algoritmo de 

acoplamiento má:~imo a una subgráfica, en donde las soluciones 

propuestas cumplen con las condiciones de holgura complementaria. 

El algoritmo de solución se basa en un método primal-dual, donde 

no aparecen explicitamente todas las restricciones del modelo 

lineal, sino que se presentan o eliminan al mismo tiempo 

floraciones aparecen o se eliminan. 

que las 

El desarrollo de este cap1tulo es como sigue: 

e,:tienden las definiciones de trayec:.toria 

resultados básicos del capitulo anterior; en 

en la sección 3.1 se 

aumentan te 

la sección 

y los 

3.2 se 

modifica para el caso de acoplamiento pesado, el problema del 

crecimiento de Arboles alternantes ya tratados en el capitulo 

en ld sección 3.3 se plantea y 

solución; en la sección 3.4 se 

algoritmo; y en la sección 3.5 

se 

da 

se 
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j 

algoritmo propuesto. 

3.1 Resultados básicos 

El algoritmo de acoplamiento pesado es una general i zaci6n del 

algoritmo dGscrito en el capitulo 2. Una trayectoria aumentante 

pesada con respecto al acopl ami en to M, es una trayectoria 

alternante en donde la suma de los pesos de los arcos que no están 

en M es mayor que la suma de los pesos de los arcos que están en 

t-1. Además, si el primero o el úl tin-.o arco de la trayectoria no 

está en M, entonces el arco ti ene L1n nodo e:{puesto. Claramente, si 

se intercambian los arcos que no están en M por los que están en 

M, en la trayectoria alternante, se obtendrá un acoplamiento nuevo 

de mayor peso. A diferencia de las trayectorias aumentantes 

definidas en el capitL1lo 2, una trayectoria aumentante pesada en M 

puede tener arcos de M al inicio o al final. Esto induce las 

siguientes definiciones. Una trayectoria aumentante pesada en M 

que contiene: 

<a> más arcos fuera de M que 
aumentante fuer-te. 

en M se llama trayectoria 

(b) el mismo número de arcos fuera de M que en t-1 se 11 ama 
trayectoria aumentante neutral~ 

(e) más arcos en 1"1 que -fuera de M se 
aumentante débil. 

El teorema 2.1 tiene la siguiente e:!tensión: 

llama trayectoria 

Teorema :S .. 1. E>: i ste una trayectoria aumentante pesada en t1 si y 

sólo si M no es un acoplamiento de peso má.:~imo. 
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Prueba: Cli::\ramente si e::istC" LUI~• tr'ayector"la aL1mentante pesada P 

en G=<N:oA> entonces se puede intercambiar los papeles de los arcos 

en P y obtener- un acoplamiento de mayor peso. As1 1'1 no puede ser 

un acopl::i.miento de pe$o má::imo. 

En forma inversa. suponga que l'I no es Lln acoplamiento d" peso 

mfl.~·:imo. Se de·mostr.:\r-á. que G contiene una trayectoria 

pesada. Sea t-F un acop2amiento de peso má::imo, de modo que wctl·') > 

W(t'I>. Sea G~ l& gráfica formada por todos los nodos de G y los 

arcos que están 2n !'1 o M" pero no en ambos. En cada nodo de G" 

los más incide un arco de M y uno de ~I". As!, cada componente de 

G" es una trayectoria <quizás un ciclo de longitud par> de arcos 

que se alternan en M y M". Como w <M·· > > w <M> entonces debe haber 

por lo menos una componente de G~ en la que la suma de 

de los arcos pñra arcos en M~ que exceda la sum"a de los 

1 os arcos en M. Esta 

pesada en 1'1. 

componente es una trayectoria 

3.2 Búsqueda de trayectorias aumentantes 

los pesos 

pesos de 

aumentan te 

• 

El algoritmo que se llamará algoritmo de bOsqueda de una 

trayectoria aumentante, TRAUM<G>, es equivalente a la parte de 

crecimiento del árbol alternante del algoritmo 2.2, s6lamente que 

en este caso si se guardará memoria de las ~!oraciones que se 

vayan obteniendo. <Vea algoritmo 3.1>; T se inicializa externamente 

en v, y se etiqueta exterior. 1-lay de hecho, tres posibles salidas 

del ulgoritmo y están etiquetadas por M, B y H. Unicamente la 

salida M indice\ que o;;E? ha encontrado una trayectoria aumentan te .. 
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81 otras palabras, que en dlguna rao1d d~ T se 1,~ encontr~do un 

nodo e::puesto. En5eguida se describirA cada salida. 

Note que TRAUM <G> construye un árbol a no ~er qL1e y SE' enc:L1en tre 

etiquetado e!: ter i or :o en cu·yo caso, 52 ha enc:on tr ado Lln ciclo de 

longitud impar y esto c:~LlSa L\11 brinco a Ei. Si y es int.~rioi-, 

det.:?cta t.tn ciclo de longitud p.~r .. En est1~ caso (::,y> no sa agrega 

a T y el procedimiento bL1sca e::tender el árbol desde otro 

nodo exterior. 

Algoritmo 3.1 .. ~úsquda de trayectorias aumentantes TRAUM<G>. 

1 .. Escoja un nodo exterior :: en T y algún arco 
previamente. Considere que <>:,y> ha sido 
existe tal arco vaya a H. 

(>:,y> no e}:pl orado 
e>:plorado.. Si no 

2 .. Si y es expuesto y no etiquetado, agrege C::, y> a T.. Vaya a M. 

3. Si y es exterior agrege <x,y> a T. Vaya a B. 

4. Si y es interior vaya a 1. 

5. Sea Cy,::> el arc:o en A con punto final y. Agrege <~:,y> y 
a T. Etiquete y interior y z exterior. Vaya a 1 .. 

Como ya se mencionó en el capitulo 2, la presencia de 

<y,z> 

ciclos 

impares introduce ambiguedades e>n la btlsqueda de trayector"ias 

alternantes. Esto sucede puesto que cualquier nodo j, en este tipo 

de ciclos, puede etiquetarse tanto e:! teri or como interior 

dependiendo de la dirección que se tomó alrededor del ciclo para 

llegar a j. Si j se etiqueta intérior, entonces T no puede 

extenderse a partir de j y no se pueden detectar posibles 

trayectorias aumentantes. De hecho, el algoritmo de acoplamiento 
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de peso má:: i1no que '-lS<'I TRt.:iUM iG/ cl~ja toda;; i a.s opciunes abiertds 

recordando cualquier ciclo C de longitl.ld irnpc.\r. Una gráfica nueva 

se construye al contraer e par·a formar un sólo nodo 

e::terior. El algoritmo contint..1~). •:c11 otr"¡ l l<:tmc.\da al. pr-ccedimiento 

TRAUM(G) - Todas l~-5 etiqu~tas e::ter1ore=- e llev<=ln 

adelani:e, e:~cepto l~s que <:.>stán ~n C. S;i subsecuentemente en una 

ram~ de T se encuentf'a qt.11? t"1ay un nodo e:: puesto, entonces la 

trayectoria aumentan te encontrada~ puede pasar a través de uno o 

más de estos pseudonodos. De hecho, note que un ciclo de longitud 

impar p1..tede por si mismo contener pseudonodos y asi sucesiv;lmente. 

Cada pset..1donodo puede contener en su interior otros pseudonodos. 

Se r·egresará a esto cuando se describa la salida a la etiqueta A. 

Considere la salida a H. En esta situación T no puede extenderse. 

Cada trayectoria alternante tra=ada a partir de la ra~z de T 

interrumpe en algón nodo exterior. El único nodo expuesto es 

se 

la 

ra~z de T. A este tipo de árbol se le llama arbol hOngaro. Algunos 

de los nodos etiquetados exterior pueden ser pseudonodos, pero 

cada nodo etiquetado interior es un nodo ordinario. Es importante 

notar que arcos que conectan nodos que están en T con nodos que no 

están en T unicamente pueden unirse a nodos interiores de T., De 

otro modo algún nodo e:<terior deberá estar conectado a un nodo 

expuesto o T puede e::tenderse a partir del nodo. Se puede ver que 

ningún nodo en el Arbol húngaro puede +armar parte de una 

trayectoria a.umentante, ya que T sólamente contiene un nodo 

expuesto, si algún nodo de T estA en una trayectoria aumentante, 

entonces esta trayectoria debe entrar a T por un arco que no está 
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contenido en A, qt.te l"..oga .a un nodo interior. De ahi en adelante,. 

la trayec ter i a altornadamente nodos exteriores e 

interior-es~ entrando c.' 1os primeros por arcos en A y a los úli".imos 

por are.os que no están en~. Tal trayectoria nunca puede alean= ar 

la ral= de T ni dejar a T. Por lo tanto saliendo a H, el algoritmo 

puede remover T de la gráfica y continL\ar con la b(Jsqueda de la 

trayectcria at1mentante act1.1al. Si eventualmente A se aumenta, 

entonces T debe rest:1.blecerse .a G antes 

trayectoria aumentante. 

Finalmente considere la salida a M. T 

de buscar la sigui en te 

contiene L\na trayectoria 

aumentante de la rai:::: de T a algún otro nodo expuesto. Sin embargo 

esta puede pasar a través de una o má.s floraciones contraldas. 

Estas se expanden y un lado de cada ciclo de longitud impar (el 

lado de longitud par) puede interpolarse dentro de la trayectoria. 

Se continua en la misma Terma hasta que no existan floraciones en 

la trayectoria aumentante. De hecho cada expansión puede exponer 

otros pseudonodos que fueron creados anteriormente al que se está 

e::pandiendo. Sin embargo, eventualmente no per,manecerAn 

floraciones y un aumento de A es posible. 

3.3 Algoritmo de solución 

Antes de describir el algoritmo de acoplamiento de peso má):imo, se 

planteará el problema en términos de.programación lineal. En lo 

que sigue, sea xlu,v>=l si el arco <u,v> está en M y x<u,v>=O si 

no está.; \l'J(u,v> denote el peso de arco <u,v). Asi, el problema de 

acopl ami en to pesado qued~: 
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sujeto a: 

Ma:: i mi= ar l \-1(u,v> :: <u,v) 

(U~ V) 

l :: Cu, v> ::: 1 par<?. toda u e M 

V 

~ ~=<u, v> s rk para 1 s k s 
<u,v) E R~; 

::<u,vl "' o para toda (U~V) 

= 

e A 

Como cada arco tiene un peso ,..,cu,v) entonces, la func:ión objetivo 

es simplemente el peso del acoplamiento. El primer c.onjunto de 

restricciones establece que no más de un arco en M es incidente a 

c~alquier nodo u. En el segundo conjunto de restricciones Rk 

denota la sut:>grá.fica inducida por cualquier conjunto de (2rk+1> 

subgrá-ficas. nodos. Se denotará por z el n6mero de estas 

Claramente, no hay más de r 1: arcos de Rk en M. Como se demostrará., 

esta formulación particular proveé un conjunto de condiciones de 

holgura complementaria que pueden satisfacerse asignando valores O 

o 1 a cada xcu,v>. 

El problema dual se puede expresar como sigue. Las variables 

duales Yv y zk están asociadas con las restricciones primales para 

el nodo v y la subgráfica R
1
,, respectivamente. 
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Minimizar 2 Yv + 2 rkzk 
V k 

sujeto a: Yu+yv + 2 zk ;,; w<u,v> para toda <u,vl E A 
k: <u,v} E R~~ 

Yv ;,; o para toda v e N 

zk ;,; o par a 1 :S k 5 = 

Note que dentro de la restricción para <u,v>, la suma es sobre 

toda k tal que RI; contiene <u, v). 

Las condiciones de holgura complementaria para el par primal-dual 

son las siguientes: 

n<u,v> >O .. yu+yv+ l zk w<u,v) para toda <u,v> E A 

k: <u,v> e Rk 

~ x <u,v> 
V 

1 para toda u E N 

~ x <u,v) 

<u,v) e Rk 

para toda 15k:Sz 

Se reTerir~ a estos tres conjL\ntos de condiciones como condiciones 

de holgura para el arco, nodo y cardinalidad impar 

respectivamente. 

El algoritmo qL\e se describirá comieri::a con el acoplamiento nulo 

<esto es, x<u,v>=O para todo <u,v) E A) y con variables duales: 
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ma:: (¡.I <Ll, v)), 

(Lt,•1) 

= 1~ O, para l :5 k S :: 

para toda s e M 

Con esta solución inicial, se observa que las restricciones y las 

condiciones de no negatividad se cumplen para ambos problemas y de 

hecho, se siguen satisfaciendo a lo 1 argo de la ejecución del 

algoritmo. Con la e:~cepci6n de las condiciones de holgura en los 

nodos, todas las otras condiciones de holgura se satisfacen. Sin 

embargo, a medida que se ejecuta el algoritmo, estas condiciones 

se van satisfaciendo una a una. Cuando todas las condiciones de 

holgura en los nodos se cumplen, el algoritmo termina con un 

acoplamiento de peso má:·:imo, ya que la solución que da es Tac:tible 

en el primal y en el dual y cumple con las condiciones de holgura 

complementaria. Note que si algún nodo v no satis-fac:e las 

condiciones de holgura en el nodo, entonces yv > O y v es un nodo 

expuesto (en todas partes ~ x<u,v> es cero o uno>. 

V 

El algoritmo esencialmente consiste en encontrar en cada iteración 

una trayectoria aumentan te (usando el procedimiento TRAUM, 

descrito descrito en la sección 3.2) en la subgráTica a~s G que 

consiste de los arcos tu,v> E A* donde: 

<u,v) yu+ yv+ l W(U~V) ) 

k: (u,v> 

Si se encuentra una trayectoria aumentante, entonces se extiende 

entre dos nodos expuestos r y s para los que se cumple: 
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Si se intercambian los papeles de los arcos a lo largo de esta 

trayectoria au1nen tan te entonces se hace quP. r y s 

satisfag.:ln las condiciones r:I.? h1~i.gura en sus nodos. Note que se 

toma convenientemE.>nte el término de trayectoria aumentante fuerte, 

aún cuando no ~s claro qL1~ el peso del acopl ami en to sea 

incremE!ntado. Lo importante es que este "aumento" caLlsa que dos 

nodos más satisfagan las condiciones de holgura en nodos. Como 

cada arco <u,v> en la trayectoria pertenece a la subgráfica G~, 

las condiciones de holgura en los arcos también permanecen 

satisfechas. Suponga que en lugar de encontrar una trayectoria 

aumentante Tuerte en G~, la búsqueda Tinaliza con un árbol 

húngaro. (un árbol alternante que no tiene trayectorias 

aumentantes> En este caso se hacen cambios en 1 as variables 

duales. Estos cambios pueden permitir que uno o varios arcos sean 

* agregados a A , un pseudonodo se expanderá o la variable dual de 

algún nodo exterior se convertirá en cero. En el último caso si el 

nodo en cuestión es la ralz del árbol de búsqueda, entonces este 

nodo ahora satisface las condiciones de holgura; si no es ra.1z ~ 

entonces la trayectoria de la ralz al nodo es una trayectoria 

aumentante neutral y aumentando a lo largo de la trayectoria, la 

ra.1;: sati s.face sus c:ondi cienes de holgura en el nodo. Note que 

este aumento expone al nodo v para el cual yv= O; sin embargo v 

satisface la condición de holgura en el nodo simplemente porque 

yv= O .. Si alguno de 1 os primeros dos casos ocurre testo es, se 

agregan arcos a o se expande un pseudonodo> entonces la 
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búsqueda para una trayectoria aument;.nte puede continuar desde la 

misma ra1::. EventL1almente, esta búsqueda resultará en que la rai:: 

satisfaga las condiciones de holgura. 

Algoritmo 3.2: Cambios en las variables duales~ CVD 

1. para todo nodo u más externo etiquetado e}:terior y todo nodo 
u contenido en una floración más externa cuyo pseudonodo está 
etiquetado e:: teri or haga 

Yu +- yu-t 

"• para todo nodo u más e':terno etiquetado interior y todo nodo 
u contenido en una f 1 crac i ón más e:{ terna cuyo pseudonodo está 
etiquetado interior haga 

y +t 
u 

3. para toda floración m:..s ex terna cuyo pseudonodo está 

4. 

etiquetado exterior haga 

::k .-::k+ 2t 

para toda floración más 

etiquetado exterior haga 

:.:k .. zk- 2t 

externa cuyo pseudon:>do 

Cambios en las variables duales envuelven una cantidad t como 

describe en el procedimiento de cambios de variables duales, 

está 

se 

evo, 

del algoritmo 3.2 En las lineas 1 y 2 los cambios se hacen a yu 

para nodos u que no est~n contenidos en una Tloración (nodos mfls 

entericres) o a nodos u contenidos en una floración más externa 

<pero no contenidos en floraciones anidadas más profundamente) .. 
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Algoritmo :;. 3: Procedimiento para evaluar t, EV 

1. 1 . { ' ;::;- m1n =,.• 
- R • 

k 
donde Rk esta en la floración 

esta etiqL.etado interior. 

más e:·: terna cuyo pseudonodo 

2. t 2 +- minCyv} 
u 

donde u es cualquier nodo más externo etiquetado exterior o 
cualquier nodo contenido en una floración más externa cuyo 
pseudonodo esta etiquetado exterior. 

3. t 3 • min < y +y - wtu.v>l 
<u,v> u v 

4. 

donde u es cualquier nodo más e:·: terno eti qLtetado exterior o 
cualquier floración más externa cuyo pseudonodo está 
etiquetado exterior y v es un nodo no etiquetado o está 
contenido en una Tloración más externa cuyo pseudonodo no 
esta etiquetado. 

min < y +y - w<u,v>> 
<u,v> u v 

donde u y v están en nodos más externos etiquetados exterior 
o nodos contenidos en diferentes floraciones más externas 
cuyos pseudonodo esta etiquetado e>:terior. 

Se define t como el má:<imo tal que las variables duales continuen 

dando una solución Tactible al problema dual. Las restricciones 

duales y las condiciones de no negatividad continuan siendo 

válidas si t se obtiene mediante la evaluación de t en el 

procedimiento, EV, del algoritmo 3.3. Mote que en la proposición 4 

de este diagrama, u y v no están contenidos en la misma floración 
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más e::terna. Si asi f1..tera, enlences cualquier cambio a 1 as 

variables dualea no afectaría la restricción: 

yu+yv+ l =k ~ w(u~v) 

puesto que el cambio de t en cada yu y Yv esta compensado por el 

cambio de 2t en ;:k para la floración más e:-:terna qLte contenga a Ll 

y v. 

A continuación se considera 

variables duales: 

el efecto de 1 os cambios en las 

(a) Si t = t
1 

entonces alguna variable dual =k se hace cero. Se 

expande el pseudonodo asociado a su ciclo original de longitud 

impar. El pseudonodo fue etiquetado interior y debe haber tenido 

el punto Tinal en algún arco de M. Este arco por lo tanto~ acopla 

algún arco en el ciclo de longitud impar asociado. Los 

nodos del ciclo pueden entonces acoplarse 

ciclo a M. También cuando el pseudonodo 

agregándose 

se expande, 

otros 2r~, 

arcos del 

se puede 

retener las etiquetas e::istentes en los nodos que deTinen " T 

a T 

y 

la (si el pseudonodo tiene grado 2 en T> se puede agregar 

única trayectoria alrededor de un lado de la floración que deja a 

T conectada y alternante. En este caso etiquetamos los nodos de la 

trayec.toria e:~terior e interior de la manera apropiada. 

(b) Si t = -t
2

, Qntonc:es alguna variable dual yu se convierte en 

cero. La trayectoria en el árbol de búsqueda de- la ralz a u <si u 

no es la ra.iz> es una trayectoria alternante con el mismo nOmero 
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de arcos en M y fuera de M. Si se intercambian los pa.pelss de los 

arcos a lo largo de esta trayectoria entonces la ral= se convierte 

en acoplada <satisfaciendo 

nodos) y puesto que yL\=(I, 

condición de holgura en el 

las condiciones de holgura en 

u tamb i án continua satisfaciendo 

nodo. Si la variable y para la ralz 

los 

la 

es 

cero, entonces cumple con la condici.on de holgura en SL\ nodo. En 

ambos casos se puede continuar construyendo un nuevo .árbol 

búsqueda desde otro nodo expuesto v para el cual Yv 

existe este nodo, el algoritmo para. 

C>. Si 

de 

no 

(e) Si t = t 3 , entonces el arco asociado puede agregarse a A* y 

la bósqueda para una trayectoria aumentante puede extenderse. 

(d) Si t = t 4 , entonces el arco asociado puede agregarse a A*. 

Cuando continL\a la búsqueda de una trayectoria aumentante, esta 

resultará en el descubrimiento de un ciclo impar. 

Con la explicación anterior, se puede presentar el 

del árbol hóngaro dado en el algoritmo 3.4. 

procedimiento 

cuando el 

procedimiento TRAUM sale a H, la etiqueta 

ARHUN. La salida de ARHUN regresa a TRAUl"1, 

H es una 11 amada a 

etiquetado por M o a la 

proposición etiquetada C. Esto pre·cede a TRAUM y escoje la rai~ de 

un árbol alternante nuevo. Note que ARHUN inc:ll.lye los 

procedimientos EV y CVD en las lineas 1 y 2. La linea 3 expande 

pseudonodos como se describe en • (a) arriba. La proposición 

condicional de las lineas 4-6 trata con trayectorias aumentan tes 

<neutrales) como se describe en (b) • La linea 7 agrega arcos 
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apropiados~ A~ de acuerdo~ lo preescrito en tc> y <d>. Si t = t
2 

entonces la raiz de T se hace q1...ie sa ti sfag¿;¡; la condición de 

holgura en el nodo de modo que una nueva rai:::: deberá escogerse 

para un nuevo ár-bol T. Esto se 109ra a través de las lineas 8-10. 

En los otros cdo;;os, t=t 1 , t
3 

o t,i~ la bú::;queda en el árbol actual 

puede c:on ti nuar-se en l =i: 11 amada .=-. TRAIJM en 1 a 1 i nea 11. 

Algoritmo 3.4: El árbol húngaro, ARHUN. 

1. Et) 

2. evo 

3. Si entonces e:{ pande cada pseudonodo más externo 

etiquetado interior y que tenga su variable:: igual a cero. 

4. Si ·t=t
2 

y Cla variable y de 

c:omi-enza 

la rai:: de T 

Identifique la trayectoria alternante P de la rai~ 
nado cuya variable y sea cero. 

6. Intercambie los papeles de los arcos a lo largo de P 
-fin 

7. Si t=t3 o t=t4 entonces aumente A* 

8. Si t=t
2 

entonces comienza 

entonces 

a algón 

9. 
10. 

remueva todas las etiquetas interiores y c::teriores 
vaya a e 
-fin 

11. Si t=t
1 

o t=t
3 

o t=t
4 

entonces vaya a M. 

Ahora se está en posición de presentar el algoritmo de 

acoplamiento de peso máximo que está esbozado en el algoritmo 3.5. 

La linea 1 inicializa M en el acoplamiento vac~o. En la linea 2 

las variables duales yv se inicializan, mientras que la variable z 
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de cada flo:-·aciór, se in1ciali ::.=:\ en li\ linea 5 cu.=..u~do se descubre 

la floración. Sl pa.so gener.:;il del algoritmo se iniciali=a e>n 1 a 

linea 3 c:on la identificación de un nodo que no satisfaga la 

c:ondi ci 6n de hol gur-a en nodo. Den t. ro de la linea 4 el 

procedi mi en to de búsqueda de una t,~.'lyec: tori a ere"' un 

árbol alter-nante enrai::ado en e~te nodo y únicamente usa los arcos 

de At que de&ine G~. Como se describió en un principio, la salida 

del procedimiento TRAUM a B si se encuentra una +loraci6n, a H si 

Algoritmo 3. 5:: Acoplamiento de peso má.ximo 

e: 

B: 

H: 

A: 

L: 

1. M+<j> 

2. 

~-

4. 

s. 

6. 

7. 

B. 

Para toda v en N haz 
1 

y v +- z max < w <vi , v j) Cv i, v j) e A } 

Escoja un nodo v tal que v es expuesto y yv> O. 

e:<iste tal nodo vaya a L. Etiquete v exterior. 

TRAUM <G' l 

Si no 

Identifique la +loración y 
pseudonodo resultante exterior 
variable z. 

sAltela. Etiquete el 
y asigne cero a su 

vaya a M. 

ARHUM 

Identifique la trayectoria aumentante (fuer-te>. Aumente 
M intercambiando los papeles de los arcos. Quite todas 
las etiquetas inter-iores y exteriores. 
vaya a c. 

E:{panda todos los pseudonodos restantes en la gráfica 
final haciéndolo en el orden inverso al que fueron 
encontrados, induciendo un acoplamiento mAximo en cada 
floración expandida. 

se descubre un Arbol ~óngaro y a A si se descubre una trayectoria 

aumentante (fuerte>. Las proposiciones de las lineas s, 6 y 7 
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resultan en un regreso a l~ linea 3 si la cond1ci6n de hol gLtra 

complementaria del nodo ra1.z en el árbol se satisface o en un 

regreso a la linea 4 cuando el árbol puede seguir desarrollándose. 

Eventualmente todos los nodos satisfacerán sus condiciones de 

holgura complementaria y el dlgoritmo ter-mina en la linea s. 

Como se indicó, el crecimiento de un árbol alternante desde alguna 

ral:: v eventualmente resultará en que las condiciones de holgLtra 

complementaria en el nodo 5e satisfagan. Como se ha visto, el 

algoritmo mantiene factibilidad en la solución primal y en la 

solución dual. Para la verificación completa del algoritmo, por lo 

tanto únicamente se debe mostrar que al terminar, las condiciones 

de holgura complementaria en los arcos, y en los subconjuntos de 

cardinalidad impar se cumplen. Mote que si un arco <u,v> esta en M 

y no está en un pseudonodo entonces <u,v> esté en A*. También si 

<u,v) esta contenido dentro de algún pseudonodo entonces el valor 

de <yu+yv+ l ::m) no cambia por cambios a las variables duales. 

As1., las condiciones de holgura en los arcos· se satisfacen. 

Considere las variables z. Cualquier puede hacerse positiva 

solamente si está contenida dentro de algún pseudonodo. Siempre 

que un pseudonodo sea e~ipandido, un acoplamiento máximo se induce 

en los arcos del ciclo impar, de modo que al terminar el algoritmo 

(cuando ya no existen pseudonodos> las condiciones de hol~ura en 

los subconjuntos de cardinalidad impar se satisfacen. Es fá.cil ver 

que el algoritmo de acoplamiento de peso máximo es un algoritmo de 

tiempo polinomial. 
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3 .. 4 Ejemlo 

Con el ~in de mostrar como trabaja ~l algoritmo 3.5, considere la 

gráfica de la figura 3.1 en donde los n(l:meros sobre los arco5 son 

los pesos a~ignados 

6 6 

3 

Fi gLtra 3. 1 

En la figura 3.2 se han puesto los cambios en la variables duales 

y en la variable ~ 8 . Los nodos 1 ' 3, 4, 5 y 6, se toman 

respectivamente como ralees de los nuevos árboles alternantes en 

cada iteración del algoritino 3 .. 5. 

Se inicia con un acoplamiento l"I = el> y el conjunto, 

wcu,v)) -= {(1,2)' (1,3)) 

-59-



Y¡ Yz Y3 Y4 Y~ 
~ 

'/ 6 :: a 

, .. 3 3 3 3 ~ -· 
( 1: 
( 3} 4 2 2 .:;. , (> --

2 () (1 ·-' ·-· 3 4 

(4} 

(5) 4 2 2 3 (> 

3 3 3 >) (> 3 

(6) 1 3 3 " (> 3 

Fi gL1ra 3.2 

Se escoje el nodo 1 (1 se etiqL\eta e:<terior> 

TRAUMCG'">: <1,2) se explora. 2 es un nodo expuesto y no 
eti qLletado, de modo qL1e 

A: 

T <- 1---2 
y hay una salida a A 
< 1, 2> es Llna trayectoria aumentan te fuerte, de modo 
que <1,2) se agrega a M y se remueven las etiquetas 
de G. 
Salida a C. 

Se escoje el nodo 3 (3 se etiqueta e~:terior> 

TRAUM <G'" >: <3, 1 > se e::pl ora: 
T +- 3---1-2 
No se pueden e:<plorar arcos adicionales desde 3 o 
Salida a H. 

ARHUM: EV: t 
1 
=oo, t

2
=3 <nodos 2 y ::>> 

t 3 =3 Careos <2,4> y <3,5>>, t 4 =1 Careo (2,3)) 

Asi, t = l
4 

= 1 

C\JD: y
1 

+ 3+1=4, y
2 

+- 3-1=2, Y- ~ 3-1=2 ., * se agrega el arco <2,3> a A • Salida a M. 
TRAUMCG,>: C2,3) se explora; como ';5 está etiquetado e:<terior se 

encuentra una floración consistente de los arcos 
<1,2) ~ <2,3>, (1,3). Salida a B. 
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e: SL• c:ontr""e la f!orac16n '.' el 
E- y :5e etiqueta e::terior. El 
~1. 

pse1.tdonodo se denota por 
ar·co t 1, :?) se remueve deo-~ 

... o. Salida a M. 

TRAUM<G') :No e;-.istar. arcos explorables de<;:;d1::- r~. Sal ida a H 
ARHUM:EV: t l =ca, t 2 =2 <:1odos 2 y 3> 

CVD: 

t 3 ~z (arcos <2,4> 1 <~,51>~ t 4 =ru 

As1. t = t 2 ~ t 3 2 

+- 4-2=2~ Y::; .,. 2-2=ü~ v ........ 2-2=0 
··' 

=B fo O + 2<2> = 4 

se agregan <2,4> (3,5) 
Todas las etiquetas se 
Salida a C. 

a A·; 
r-et11L1even de G 

Se escoje el nodo 4 (4 se etiqueta e::terior) 

TRAUl"ICG~ >: <4,2> se e::plora. 2 es expuesto y 
modo que 
T +- 4---B 
Salida a A. 

no etiquetado de 

A: <4,2) 
<4,2) 
de 4 

es una trayectoria aumentante, de modo que 
se agrega a M. La etiqueta exterior se remueve 

Salida a c. 

Se escoje el nodo 5 (5 se etiqueta e:<terior> 

TRAUt-t<G~): (5 1 3> se explora de modo que 
T 4- S----8-4 

ARHUN: EV 

evo: 

Ningún arco se puede explorar desde 5 o 4 
Salida a H. 
t 

1 
=2, <nodo B> 

t 
3

=co t 
4 

=ro; t 

y 1 +- 2+2=4, Yz 

t
2

=3 <nodos 

t1 = 2 

4- 0+2=2, y
3 

4 y 5) 

.... 0+2=2 

y
4 

+- 3-2=1, Ys +- 3-2=1, z.
0 

+ 4 - 2(2) = O 

Se expande el nodo B. El lado de longitud 
floración se interpola dentro de T 
apropiadamente sus nodos. < l, 3> se agrega 
T <t- 5---.3-1---2-4 
Salida a M. 

par de la 
etiquetando 
a 1'1: 

TRAUl'1{G,): Mo existe ningún arco e:cplorable desde 5, 1 o 4 
Salida a H. 

ARHUN:E"-': t
1
=oo, t 2 =1 <nodos 4 y 5) 
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C'JD: 

t-=3 <arco<1,6>> t 4=00; t t_ ~ 

C• ~ 

Y1 .. 4-1=3, Y2 .. 2~ 1.::3' Y3 .. 2+1=::: . 

~· 4 <- 1-1=0, Y5 .. 1-1=0 

Todas las etiquetas se remuP-ven. 
Salida~"' c. 

1 

Se escoje el nodo 6 (6 se etiqueta e::te:'"'ior> 

TRAUM<G~ > :T +- 6 

ARHUN: EV 

evo: 

TRAUM tG·· l: 

MingUn ~reo se puede e::pl orar desde 6 
Salid:\.:\ H. 
t 1 =co, t

2
=co, 

y 1 ... 3-2.::1 

t3=2, t 4.=co; t 

Se agrega arco <1,6> 
Salida a M 
T +- 6---1---3.--5 

~ a A 

= 2 

5 es un nodo libre y no etiquetado. Salida a A 
A: La trayectoria aumentante es <6,1,3,5). Asi <t,3> se 

quita de M mientras que <6,1> y <3,5) se agregan a M. 
Se quitan todas las etiquetas. 
Sal ida a C .. 

No e}: i ste ningún nodo e:: puesto, salida a L. No existen ya 

pseudonodos de modo que el algoritmo termina con: 

M = < <1,6>, <2,4>, <3,:S>J-
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CAPITULO 4-

EL PROBLEMA DEL CARTERO CHINO I 

El problema de determinación de rutas óptimas puede ser atacado 

usdndo diversos enfoqL1es. Ur;o estos es en términos de 

programación entera., sin embargo, los cor·r--e-=.po1idisntes métodos de­

solución· resultan inadecuados p .. tr¿;, C.:\Sos prácticos. Un enfoque que 

ha demostrado ser útil es el de teoria de gráficas, dado qu€ sus 

métodos de solución resultan sencillos y fáciles de 

la computadora. En este enfcque conviene ari¿.li::.ar el 

cuestión en términos de gráficas no-dirigidas 

dependiendo de la restricción que se tenga 

recorrer una calle o avenida <en una dirección 

este capitulo se resuelve el probl1':'ma para el 

en 

o 

caso 

o 

el 

en 

implantar 

problema 

en 

en 

dir-igidas~ 

d" 

sentido 

ambas). 

arcos 

de 

En 

no 

dirigidos (es decir, 

sentidos>. 

arcos que se pueden transitar en ambos 

El desarrollo del capitulo es como sigue: en la sección 4.1 se 

describe el modelo; en la sección 4.2 se enuncian .:i.lgunoz 

conceptos y resultados básicos para el estudio del problema para 

arcos no dirigidos; en la sección 4.3 se propone el algoritmo de 

solución al problema; en la sección 4.4 se dan algunos ejemplos 

ilustrativos d2l algoritmo de solución; Tinalmente en la sección 

4.5 se da un ejemplo de aplicación a un 

residuos sólidos. 
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4.1 Descripción del modele 

El problema que se ti ene es escoger una ruta que pase a través de 

cada cal le o camino al meno5 un~ ve::: y se regrese al punto de 

partida, de tal for•ns que la distancia total recorrida sea l " 

minima po=ible. A este problr?m,:\ ::.e le conoce como el Problema del 

Cartero Chino. 

Este tipo de problema, se puede transformar de inanera natural en 

un problema de optimi::.aci6n en una gráfica; donde 1 as cal les o 

caminos pueden transformarse en arcos, sus uniones y cruces en 

nodos y la distancia viajada por el cartero al 

calle en la longitud asociada a este arco~ De 

gráfica asociada, el problema es identificar 

ir recorriendo cada 

modo que para la 

el circuito qL\e 

atraviesa cada arco al menos una vez y cuya distancia total sea 

m1.nima. La longitud total del circuito se evalua sumando las 

longitudes de los arcos multiplicados por el número de veces que 

cada arco se usd. 

4.2 Conceptos y resultados bAsicos 

Las gráficas m:t.s simples que se pueden estudiar para este tipo de 

problema, son aquellas en las que hay una ruta que atraviesa cada 

arco e~ac:tamente una vez. La longitud total de una ruta de este 

tipo, es la suma de todas las longitudes de los arcos en la 

grAfica y es evidente que no existe· otra ruta de longitud m~s 

corta. Este caso especial no se ve afectado por la longitud de los 

arcos, ya que podemos al ter ar 1 as 1 ongi tudes de los arcos y 1 a 

ruta. segt.1i rá siendci 6pti ma; para este c~so ~special no es 

- 64-



l 
N 

. , 
,J 

' 
\ -

necesario el uso de las dist.::1ncias de c~da ill""CO. 

satisface estas restricciones se conoce:: como ruta de Euler o 

Euleriana. Para este tipo de gráficas. el problema de encontrar-

L~n~ ruta~ st: reduce a encontrar uno:\ ruti:!. de EL1ler. Un problema más 

dificil es encont1~ar una ruta del cartero chino en gráficas donde 

no e:-: i stan rutas de Euler o alguno o toc!os los arcos son 

dirigidos, este 1'.:lltimo caso será tr-atado en el capitulo siguiente. 

En particular la figura 4.1 mL1estra una grá.fica que tiene varias 

rutas de Euler, mientras t:¡LlE la figu~·a 4.'2 no tiene ninguna. 

Por otra parte se debe hacer notar qu9 empe=ar en cualquier punto 

de la gráfica no afecta la ruta en si misma. Suponga que se ha 

encontrado una rLlta que comienza y finali:?a en el nodo s y se 

requiere una ruta que comience y finalice en otra nodo t. Entonces 

la ruta que camien=a en s deberá en algún momento pasar por el 

nodo t. La primera visita a t puede dividir la ruta en dos 

trayectorias Pl y P2. Una rLtta que se origine en t 

ejecutarse usando la trayectoria P2 y en seguida Pl. 

Figura 4.1 Grt.a-fica con varias rLttas de Euler • 
Por ejemplo: 1-2-4-1-3-5-4-3-1. 
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Figura 4.2. Gráfica que no tiene r-utas de Euler. 

4.3 Algoritmo de solución 

El primer paso para determinar una ruta en una gráfica no dirigida 

es especificar si la gráfica es o no par; una gráfica par es 

aquella en la que el número de arcos que inciden a todo nodo es 

par. Si alguno de los nodos tiene un número de arcos incidentes 

impar, entonces se dice que la gráfica no es par. En una gráfic:a 

par se puede encontrar una ruta por la que se transite cada are: o 

solamente una vez. Aquí se describe un algoritmo que determina 

alguna de estas rutas. En otro tipo de gráfica (gráfica no parl 

determinaremos una ruta pero algunos arcos deberán circularse más 

de una vez c1eAndose una gráfica e>:tendida de la original con 

algunos arcos duplicados, de modo tal que, la gráfica e:~tendida 

resulta par y la dist~ncia adicional recorrida sea m1nima. 

La primera parte, es encontrar si la gráfica es o no par; esto 

simplemente se realiza, contando los arcos que inciden en cada 
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nodo. Si e::iste Ltn nodo con un núinE>ra impar de arcos, entonces no 

e::iste ruta de Euler. Los nodos r:cn un impar de arcos 

incidentes ocurren por pares ya que cada arco en 

ecntrlbuye ~on dos unidades a la ~UmCI. d~ les grados de 

la grá.-fica 

todos los 

nodos (una por cada uno de sus nodos term .. r,dles>, asl, la suma de 

todos los ar~o~ incidentes a todos los nodos es par pero esta suma 

contiene sumandos pares e impares (ya sea que :!l nodo sea par o 

impar respectivamente>. Es por ello que "" estos sumandos debe 

haber L\n número par de sumandos impares para que 1 a suma total sea 

par. 

En una gráfica p3r, encontrar una ruta de Euler es sencillo. Para 

tal propósito los .oircos se dividen en· dos conjuntos, aquellos que 

han sido usados <los ya transitados en la ruta> y el resto. Una 

ruta se construye trans-f ir i en do arcos del último conjunto al 

primero. Inicialmente, todos los arcos están en el segundo. 

Empezando con el origen de la ruta. deseada~ cualquier arco no 

usado incidente a este nodo se selecciona. Este arco se convierte 

en usado; el proceso se repite, encontrando un arco que no ha si do 

usado en el otro nodo terminal que une el arco usado y el proceso 

continua hasta que el origen se alcan::a .. Si en esta etapa, todos 

los a1~cos ya se han usado, entonces la ruta es·tá. completa. De otra 

forma, una o mAs partes e>:tras deberán agregarse en la ruta; estas 

partes se encuentran seleccionando un nodo en la ruta que posee un 

arco incidente no us~do. Este nodo se utiliza como el punto 

inicial para una ruta de arcos no usados y es.·ta "mini 

inserta ~n la ruta en el 11ur1to donde l~ ruta original 

-67-

ruta" 

vi si ti'I 

se 

"l 



11oc!o seleccion"'.do. Este proceso c:ontin1.1.:_, ha-5l:a que todo:: los arcos 

han si do usados. FormCc-11 me11 te esto puede escribirse como un 

algoritmo {ver algoritmo 4.1). 

ALGORITl'10 4 .. 1. CARTERO CHINO EN UNA GRAFICA NO-DIRIGIDA PAR. 

PROPOSITO. 

Paso O: 

Paso 1. 

Paso 2. 

Paso 3. 

Determinar la ruta de longitud mínima en una gráTica 
no-dirigida donde todos los nodos tienen grado par .. 

o E s e R I p e I o N 

Sea. s el origen de la ruta. Etiquete todos los arcos 
como "no usados". Sea t = s <t representa el (lltimo nodo 
visitado). Sean U y V dos conjuntos vac~os de arcos, que 
representan la ruta parcialmente completa y la sucesiva 
"mini-ruta" respectivamente .. 

Encuentre cualquier arco entre t y q <otro nodo) que no 
ha sido usado. Uselo y agréguelo a U. Haga t = q. 

Si t es igual a s, 
regrese al paso·!. 

haga el paso 3; de otra manera 

Inserte U en V, en el punto de V donde s se toca por 
primera vez; U se convierte en vac~o. Encuentre un nodo 
t visitado en V, pero que tiene arcos incidentes no 
usados. Si no e::i ste este nodo, entonces pare, 1 a ruta 
est~ complet~; de otra forma, sea s = t y regrese al 
paso 1. 

Cuando se tiene Llna gráfica que no es par entonces algunos arcos 

deben transitarse más de una ve~. El objetivo es seleccionar 

aquellos arcos que hagan minima la distancia total recorrida. La 

longitud de la ruta es la longitud de los arcos ·que se repiten, 

más la longitud total (costo fijo> de todos 1 os arcos en la 

gráfica. Para encontrar el mejor de estos conjuntos, ponga primero 

atenci 6n en los nodos de orden impar. Puesto que cada vi si ta a un 
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nodo, requiere el uso de dos arcos~ es evidente que al menos 

de los arcos qur? terminan en un nodo impar- deb~rá usarse 

uno 

des 

veces. De modo que l~ primera pa~te del método es encontrar todos 

los nodos de orden impar y entcnc~s 

corta entre ellos. 

Para completar L\na ruta Euleriana 

encontrar la 

se deberá 

trayectorias entre los nodos impares. Estos nodos 

distancia 

incluir 

deberán 

m:is 

las 

ser 

aparejados, esto es. deberá especi-ficarse que pares de nodos 

impares se conectan por medio de una trayectoria, de manera tal 

que la distancia total del acoplamiento sea mí.nima. Si 

(y 

e>:isten 

Onicamente dos nodos impares se tiene 

acoplamiento. Sin ernb~rgo, si hay cuatro 

un 

nodos 

'Onico 

impares, 

posible> 

digamos 

a,b,c,d, e:-: i sten tres posibles acoplamientos <<a,b>,<c,d>; 

<a,c), <b,d); <a,d>, <b,c>}; si hay seis nodos impares entonces hay 

quince posibles acoplamientos; en general, si hay 2m nodos impares 

hay (2m)!/m!*2m posibles acoplamientos. Una vez que se encuentra 

el acoplamineto óptimo las trayectorias correspondientes se 

agregan a la grá-fica original, convirtiéndola en una grá-fica par y 

se encuentra, en esta grá-fica extendida, una ruta de Euler. 

El algoritmo para solucionar el problema del cartero chino en 

cualquier grá;fica no dirigida se describe en el algoritmo 4.2. 
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ALGORITMO 4.2. CARTERO CHINO EN UNA RED NO-DIRIGIDA-

PROPDSITO. 

Pa..:.o o. 

Paso 1. 

Paso 2. 

Paso 3. 

Determinar la ruta de longitud mínima en una 
no-dirigida cualesquiera. 

D E s e ~ I p e o N 

gráfica. 

DGtermi ne si <? 1 
<M,A> es p:::i.r o 

or·den de cada nodo i de la gráfica G 
impar. Sea S={i 

1
, 1

2
, ••. , t 2p~· el 

conjunto de todos 
al paso 3. 

los nodos impares. Si S es vacío, va.y.a 

Usando la matri:: O de longitudes de los arcos calculE> la 
matri= de 2p*2P de distancias más cortas entre miembros 
de s, usando una rutina de trayectoria más corta entre 
dos nodos. 

EnCL\entre las parejas de miembros de S qLle tienen mínima 
longitud total, par m-=:lio del método de enumeración 
exhautiva o un algoritmo de acoplamiento. Usando este 
acoplamiento, encuentre las trayectorias que 
corresponden a estas distancias más cortas y agregue los 
arcos de e~ta trayectoria al conjunto A, formando el 
c:on junto A • 

Enc:Llentre una ruta de Euler en <N,A*> que es una grá'fic:a 
no dirigida par. 

4.4 Ejemplos ilustrativos 

Ejemplo 4.1 

Considere la grá.fica que se muestra en la -figura 4.3 donde? 

N = Cl,2,3,4,5); 

A {(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5)) 

con matriz de longitudes o costos entre cada par de nodos: 
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Fi gLtr"'a 4. 3 

Apliquemos el algoritmo dado en la sección Cl.2>: 

Paso o. 

Paso 

Paso EO 

Paso El 

Paso EZ 

Paso El 

nodo 1 tiene orden 2 

nodo 2 ti ene orden 4 

nodo 3 tiene orden 4 

nodo 4 tiene orden 2 

nodo 5 tiene orden 2 

CN, A> 

S es vaci.o, entonces vaya al paso 3. 

Use el algoritmo de Euler en * <M, A >. 

Sean S = 1, t =s. Haga U= V=~· Todos los arcos en A* 

no usa.dos. 

Seleccione el arco Cl,2) y úselo. U= <<1,2)}; t = 2. 

Repita. paso 1. 

Seleccione arco <2,5) y ós~lo. U= C<l,2>,<2,5>>; t=S. 
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Paso E2 Repite.°' paso 1. 

Seleccione ~~co <5,3l y úselo. U [(1,2>, <'2,5) .• <5:i3>} 

t = 3. 

Paso E:? 

Paso El Seleccione arco (.3,1) y ósel o. u 

Paso E2 Como t = s. vaya al paso 3 

Paso V= {(1,2l,<2,5l,<5,3),(3,l)}; U = ~- Los nodos 2 y 3 

ya han sido visitados en V, pero tienen arcos incidentes 

no usados. Sea t =;; .= 2 y vaya. al paso 1. 

Paso El Seleccione arco <2,4> y úselo. U= <<2,4)). t 4. 

Paso E2 Repita paso 1. 

Paso El Seleccione arco C4,3) y úselo. U {(2,4>,<4,3)}; t = 3 

Paso E2 Repita paso 1. 

Paso El Seleccione arco C3,2l y úselo. U = { <2, 4), C4, 2>, C3, 2>}; 

t = 2. 

Paso E2 Como t = s, vaya al paso 3. 

Paso E3 V = e e 1 , 2 > , e 2, 4 > , e 4, 3> , c3, 2> , < 2, 5> , es, 3 > , es, 1 > l ; 

Va no hay nodos con arcos incidentes, no usados; de modo 

que V representa la ruta del cartero 1.>n esta gráfica. 

En este ejemplo totio!"E lo~, nodos tienen orden par, de modo que no 

hay necesidad de Lsar la matri;:: de longitudes D. 

Ejemplo 4.2 

Considere la gráfica que se mt.lestra en la figura 4.4 donde 

N = A 
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<2,7)~(3,4),(3,6),(4,5),(5,7>,<6,7)}. Con matri:: de longitudes: 

o " !<) 9 10 "' "' 
" (1 "' "' 8 "' 16 

lC> "' o ·~ "' 7 "' 
9 "' 12 o 5 5 "' 

10 8 "' 5 o "' 7 

"' "' 7 5 "' o 13 

"' 16 "' "' 7 13 o 

3 

1 

2 

Figura 4.4 

Paso O Como los nodos 2,3,6 y 7 tienen orden impar, enton~es: s 

= { 2,3,6,7 }; A* = A. 

Paso 1 La matri: de distancias mas cortas entre estos nodos es: 
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Paso ~ ~-

Paso 

[ o 

16 18 

"] o'= 
16 o 7 20 

18 7 o 13 

15 2!) 1;:; o 

Los tres posibles ap.areja..mientos son: 

\'a} \2~ 3) y Cé., 7> ; longitud 18 + 13 29 

Cb) <2, 6) y <3,7); longitud 18 + 20 38 

(~) e::., 7) y e:., .s> ; 1 ongi tud 15 + 7 22 

El mejor apareJan)i ento es C2, 7) y (3,6); cuyas 

trayectorias correspondientes son: (2, 5>, (5, 7) y 

(3,6),de modo que A* 

Encuentre una ruta de 

A+ < C2,5), C5,7>, C3,6> }. 

Euler en * CN, A ) • Haciende los 

pasos como en el ejemplo anterior, encontramos la ruta: 

V = {(1,2>,<2,S>,CS,7>,<7,2),C2,~),(5,7>,C7,6>,C6,3), 

C3,4>, C4,6), C6,3>, C3,1>, Cl,4>, <4,5), C5,1)}. 

Con una longitud total de 130 unidades. 

4.5 Ejemplo de aplicación 

Para ilustrar como pasar de la geometrla del área bajo estudio a 

una representación de la misma en la terminolog1.a nodos arcos de 

una grá.fica, a continL1ación se presenta un ejemplo de diseNo de 

rutas de recolección de residuos sólidos municipales. Para este 

ejemplo se incluye su representación esquemática y algunas 

observaciones sobre la mejor forma de pasarlos a la terminolog1.a 

nodos arcos de una gráfica no dirigida. 

-74-



1 
1 • 

Considere qt.\e el área bajo estudio es la que se representa en 

forma esquemAtl.ca en la figuri?. 4.5. SL1ponga qL1e c:ada una de las 

calles puede ser transitada en ambos sentidos. La representación 

espacial del área bajo estudio. puede modificarse a 

representación en forma de nodo5 y urcos asignando a cada segmento 

de c:alle un arco no dir-igido y en los puntos donde concurren dos o 

más calles un nodo. Esta transformación se representa en l" 

gráfica de la -figura 4.6, donde puede observarse que muchos de los 

nodos que se encuentran en las fronteras del área bajo estudio 

tienen orden impar lpo1"'" ejemplo los nodos 2, s, 14, 39, 40, etc:.) 

para el caso de la gráfica de la figura 4.6 tenemos 22 nodos de 

orden impar. Si se alimenta al programa CHIND_I c:on estos datos de 

acuerdo a su entrada de datos, descrita en el apéndice, se obtiene 

la solución que se ane>:a a continuación. 
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~11 I~ 
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Dl · 117 
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L7 
[7 

-
Figura 4.5. Representación esquemática del Area 

bajo estudio del ejemplo 4.5 
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1------11e ~~ 
~ '., 

.<:: -..,----... J·-------·~.------' 30\ 

! 

1------J 39 

1 

34}-----1 

wr-------J 

121------1 

Figura 4.6. Representación de la geometrLa del ejemplo 4.5 
en términos de uná gráfica no dirigida 
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Soluc16r, del c:je.nplo dr-.:- .:.~p!.icc.ciór. 4.5 <ve;;. gráfir:a dG· la figura 4.6> 

pc.r e:!. programa CPirlC r 

U:i.:t r?..•ta del car-tero chinci ~n la r-::.>d no dir-igida es 

de?l .-iodo 
d::l 1.oc:!c 
d<=l necio 
dc:l noc!o 
del nodo 
d~l nodc 
c!el nodo 
del nodo' 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
Cel nodo 
del nodo 
d~l r.odo 
dal ncdo 
cl.?l nodo 
i::~1 nodo 
del nodo 
dé-l nodo 
del nodo 
dgl nodo 
del nodo 
del nodo 
del ncdo 
del nodo 
del nOdo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 

Medo init:i::\l 

1 

2 
16 
17 
18 
29 
18 
19 
2(1 
21 
2.2 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
14 
28 
15 
14 
13 
27 
37 
36 
25 
11 
12 
13 
12 
26 
37 
36 
42 
41 

23 
9 
8 

al nodo 
al noc!o 
al nndo 
a.l nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al ncdo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nado 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nado 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al noclo 
i'.ll nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
C\l nodo 
al nodo 

Nade !=inal 
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3 
2 
16 
!7 
16 
29 
18 
[9 
,2,') 

21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
14 
28 
15 
14 
13 
27 
37 

25 
11 
12 
13 
12 
26 
37 
36 
42 
41 
34 
~23 

9 
8 
9 

Arco usado 

por el arco 
por el arco 
por el nrco 
por e:l arco 
por e:i arco 
por el .;\reo 
por el arco 
por ol arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por ~1 arco 
por el e.o.reo 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por- el are.o 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el ar-co 
por el arco 
por el arco 

3 
4 
5 
37 
38 
41 
41 
40 
42 
44 
46 
48 
50 
52 
54 
56 
58 
34 
3:5 
36 

31 
32 
59 
73 
55 
27 
26 
28 
29 
30 
57 
73 
74 
80 
70 
51 

18 
19 



d.::>l nodo 
del nodo 
del nodo 
del ncdo 
del nodo 
c:!t.~l nodo 
doi nodo 
d¡;¡.l nodo 
dE>l nodo 
del nodo 
del nc.do 
de::. nodo 
dc:l nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
dal nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nCdo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
Cal nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
dal nodo 
.:iel nodo 
del nodo 
del nodo 

tlodo inicial 

9 
10 
11 
10 
24 
35 
36 

41 
40 
39 
32 
2~ 

7 
6 
7 
8 
22 

32 
31 
38 
39 
38 
30 
19 
s 
4 
5 
6 
20 
31 
3() 

29 
17 

4 
18 
17 
16 

al nado 
al ncdo 
al r1odo 
al r.r:do 
al nodo 
al ncdo 
al nodo 
cil IH'?dO 

c--:ol r1odn 
al noc!o 
al nodo 
a1 noca 
al :icdo 
al ncdo 
al nodo 
al r.or.lo 
al 11odo 
al 11odo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al ncdo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 

Nodo final 

1 C> 
11 
10 
24 
35 
,;;.o 

35 
42 
35 
34 

40 
41 
40 
39 
32 
'21 
7 
6 
7 
B 
22 
33 
32 
31 
38 
39 
38 
30 
19 
5 
4 
5 
6 
20 
31 
30 
29 
17 
3 
4 
18 
17 
16 
1 

Con una longitud total de 633 unidadP.s 
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por el 
por e::. 
por el 
por el 
por el 
por el 
par el 
por t=-1 
por- el 
por- el 
por el 
por el 
pO:"" el 
por e! 
por el 
par el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
por el 
pC'r el 

.3rco 

.:orco 
arco 
a..-co 
a..- e o 
~:u-co 

e.reo 
.nrco 
,-~reo 

arco 
arco 
arco 
arco 
<.'lrco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arc:o 
arco 
are: o 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 
arco 

21 
..;.._, 

24 
25 

71 
71 
7~ 

69 
67 
68 
78 
79 
77 
66 
47 
17 
13 
14 
16 
20 
49 
65 
63 
64 
75 
76 
62 
43 
12 
8 
9 
11 
15 
45 
61 
60 
39 
7 
6 
10 
38 
37 
2 



CAPITULO 5 

EL PROBLEMA DEL CARTERO CHINO Il 

En este capitLllO s~ considerou·á el problema del C.:'\rtero chino en 

una gráfica dirigida y con pesos en sus arcos. Si la gráfica tiene 

ciertas carc:it: t<::?rist i ca:: 2r1tor.ces; se ¡:n.tede e:: tender el concepto dí~ 

ruta de SL1.ler; si 110, en '°'lgunos r:asos se podrá. e:-:tender agregando 

arcos en paralelo de tal se obtenga, como en el 

capitulo 4, una gráfica en la que ~:~istan rutas de Euler. E::isten 

gráficas dirigidas en las que na tiene solución 

cartero chino como se discL\te en la sección 5. 1. 

el problema del 

El desarrollo del capitulo es como sigue: en la sección 

describe el modelo; en la sección 5.2 se enuncian 

5. 1 se 

algL1nos 

conceptos y resultados básicos para el estudio del problema para 

arcos no dirigidos; en la sección 5.3 se propone el 

solución al problema; en la sección 5.4 se da 

ilustrativo del algoritmo de solL\ci6n; finalmente en 

algoritmo de 

un ejemplo 

la sección 

5.4 se da un ejemplo de aplicación a un caso de recolección de 

residuos sólidos suponiendo que las calles se recorren en un 

sentido previamente establecido. 

5.1 Descripción. 

solo 

En contraste con la situación descrita en el capitulo anterior, en 

el caso de arcos dirigidos puede que. no e>:ista una ruta, 

que es posible, que un nodo o varios nodos estén ligados al 

puesto 

resto 

de los nodos de la gráfica en una dirección pero no haya forma de 
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reg:--?scc\r a ellos~ c:omo 51? mue=tr.:;. on la gráfica de la figura 5. 1 

en donde los nodos l y 2 tienen .:.reos que c:omun 'l. .::an c:on 1 os nodos 

3, 4~ 5 y 6. Pero una ve::. estando en los nodos _,, 5 o 6 es 

imposible regresar a 1 o 2. 

Figura.5.1 No hay ruta del cartero chino puesto que es imposible 
regresar a los nodos 1 y 2. 

5.2 Conceptos y resultados básicos 

En una gráfica con arcos dirigidos pueden OC:Ltrrir dos situaciones: 

si el número de arcos que entran a un nodo, es igual al n<Jmero de 

arc:os que salen del nodo, para todo nodo de la gráfica, entonces 

e>:iste una ruta de Euler; de otra manera no hay ruta de Euler. En 

la primera de estas situaciones se dice que la grAfica es 

simétrica. 

En una gráfica dirigida simétrica~ se puede encontrar una ruta del 

cartero chino por el método descrito-para una ruta de Euler en una 

gráfica no dirig1da, unic:amente hay que tener cuidado en escoger 

el arco que se va a 1.1sar, entre aquellos que sñl en del nodo en el 
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que d.ct1.1almente se está. 

1 3 

Figura 5.2 

Cuando la gráfica no es simétrica, se tendrá la necesidad 

repetir algunos arcos para completar la ruta. En contraste 

problema de repetir arcos en una gráfica no dirigida, donde 

máximo número de veces qLle un arco se transita es dos, en 

de 

al 

el 

una 

gráfica dirigida un arco puede atravesarse cualquier número. de 

veces. Por ejemplo la figura 5.2 muestra una gráfica en la que los 

arcos Cl,2> y <2,3) :e usan n veces, y n puede incrementarse sin 

1.imite agregando .O\rt:o!:;. y nodos en la forma. 

encontrar una ruta del cartero chino, 

que se 

primero 

indica. Para 

es necesario 

calcular cuántas v~ces se debe usar cada arco. Una vez que esto se 

conoce se puede encontrar Llna ruta de Eul er en la gráfica 

simétrica que resultd de e~: tender la gráfica original con el 
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número ~.~proplado de copias d::? r:nd<.t .~rt:ü. 

5.3 Algoritmo de solución. 

SL1pong.3mos que la grá.Fica <l'l,Al no es simétrica. y para cad.il nodo i 

contr:nidc. en A d1~note.nos ~•or E(i} el conjunto ds- arc:o5 que ::=ntran 

al nodo i ; es decir E ( :i I = {e j ~ i ) CJ,i) en A} y por s { i) et 

conjunto de- •. ~i-co:; qt.1E· s.:..1.1-:-n del nodo i, e-:; decir se i} 

{i,J) en A}, Si E(i) tiene menos elementos q1.,e entonces, 

alguno de los miembros de ECi) tendrá que repetirse; de otra 

maner.:.1, ini E.>mbro-:. en Se i i no se podrá.n usar. Ocurre to contrario 

cuando S(i) tiene menas elementos que E<i>. Suponga que asociamos 

a cada arco (j,kl un número X(j,k) + l que registra el número de 

veces que el arco debe ser usado. Claramente X< j, k> ~ o. El n'(rmero 

de veces que se visita el nodo i está dado por el número de veces 

que el cartero deja el nodo i o por el nó:mero de veces que el 

cartero entra al nodo i. Estos dos números deberán ser iguales; 

as.1 que: el número de veces que se entra al nodo i es igual al 

número de veces que se sale del nodo i o bien; 

¡c:ci> ¡ +}: XCj,il = ¡scil 1 +}: X<i,jl (5. 1) 

j j 

Pero también se debe escoger XCi,j> de ·tal JTtanera que minimice la 

suma l CCi,J>*XCi,j) para <i,J) en A, donde CCi,j) es la longitud 

del arco ti, j >. Estc::o pl""cbl em:i. se pue9e ver como un problema de 

-flujo a costo mlnimo en donde X repr-escntd el flujo y C el costo. 

Arreglando la ecuación CS. 1) nos da 1 " ecuación de bal anee de 
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FlLfo c11 ~l nodo i como~ 

l <X!i,j} - :X(j,il> 

j 

jE<i l 1 - ¡scil 1 y~ i l 

?.aré.t que -:1 .&.lujo -:;e conserve er"I el nodo i, en el probl~md de 

.flujo a costo mini rno, el nodo i debv considerarse como un nodo 

fuente CY~i> > 0) o como un nodo sumidero CY<i> <O>. Para 

cc:.nvertir aste problema a un problema de flujo factible a costo 

míniino, .o\quel lo;; nodos i, que actu~n como nodos fuente deben 

ligarse a un ncdo artificial por arcos cuyo flujo es YCi) y un 

conjunto de arcos similar usados para ligar los nodos sumidero. 

Una vez que el problema de flujo a costo m.1nimo se resuelve para 

X<i,j), este nómero de copias del arco (i,j) deberá agregarse a la 

gráfica., y se pL\ede encontrar entonces una ruta de Euler en la 

grAfica simétrica aumentada que resulta. <Ver algoritmo 5.1>. 
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ALGORITNO S. 1. CARTERO CHINO EN UNA GRAFICA DIRIGIDA. 

PROPOSITO Determinar la 1~uta de longitud mínima en una graFica 
dirigida cualquiera. 

o E s e R I p e I o ~' 

Paso O. 

Paso 1. 

Paso 2 .. 

Para cada nodo l de 
número de arcos que 
entran a i . Si •;e i) 

:2. 

la gráfica G = <N,A>, calcule Y<i) = 
salen de i - el número de arcos qus 
-= O para todo i en N, vaya al paso 

Para c:adi\ arco <i,J> en A, haga la cota inferior 1 Ci,j> 
-=o, la cota SL\p~rior u<i,jl = oo y el costo CCi,jl igual 
a la lon~itud del arco. Agregue un nodo r y los 
siguientes a!"cos: Para todo nodo i con YCi> >O, haga un 
arco Cr,i> con 1 <r,i) = L1<r,i> = Y<i> y C<r,i> =O. Para 
todo nodo i con YCi><O, haga un arco Ci,r) con l Ci,r> 
uCi,r) fY<i> 1 y CCi,r> =o. Resuelva el problema de 
flujo a costo mínimo en esta gráfica asociada, con los 
costos y restricciones dados arriba, con flujos 
resultantes X<i,jl en el arco Ci,j). Agregue XCi,j) 

copias del arco Ci,j) a la gráfica aumentada <N,A*>ª 

Encuentre una ruta de Euler en la gráfica dirigida 

<N;A~). Este paso es idéntico al algoritmo para una ruta 
de Euler en una gráfica par no dirigida, excepto en el 
paso 1 de este algoritmo, el siguiente arco Ct,q> debe 
ser un arco dirigido que vaya de t a q. 

5.4 Ejemplo ilustrativo 

Considere la gráfica dirigida de la figura 5.3 donde: 

N <1,2,3,4,5,6} 

A <<1,2>, <2,3>, C2,6), <3,6), <4,3) ~ C5,3>, <S,4>, C6, 1>, C6,4), C6,5>> 

y observe que la matri=: de longitudes o costos es: 
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Paso o. 

Paso 1. 

Paso 2. 

1) 1 (l ro 00 ro ro 

ro o 1 •'l- ro ro 12 

ro ro o m ro 11 
o 

ro ro 5 o ro ro 

ro ro 6 15 o ro 

3 ro ro 1::; 10 (i 

1 2 

~ 12 ~ 
6 

11 
3 

~ / 
5 15 4 

Figura 5 .. 3 

Y(l>=O, Y<2>=-1, YC3)=2, Y(4)=1, Y<S>=-1, Y(6)=-1. 

Haga <t-1,A*> tt-1,A> 

Resuelva el problema de ~lujo a costo minimo para la 

grá~ica que se muestra en la Tigura 5.4. La solución es: 

XCI,J>=O excepto para; 

XC6, 1>=1; XC6,5)=1. A* 

X<1,2>=1; X <3,6)=3; 

se convierte en: 

A+ CC1,2>,C3,6),C3,6),C3,6),(4,5J,C6,5>,C6,1)) 

X<4,3>=1; 

Encuentre una ruta de Euler en la gráfica 

mostrada en la figura 5 .. 5. Una ruta en esta grAfica es 

por ejemplo: 
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'I 
'· 

~r 
i \ 
1 .. 

\ 

~ 1 '2) ~ ( 2' 3) ' (:; .• b) .• { b' 5) ,- (5' 3) • (.:;' 6, '. '6' 5) ' (~' 4) ' ( 4' 3) ' 

( 3' 6) ' ( 6' 4) ' ( 4' 3) ' ( 3' 6) ~ (6' 1 ) ' ( 1 '2_) ' ( 2, 6) ' ( 6' 1 ) • 

\ 
\ 

(1, 1,0) 

co. oo .• 12) 

2 

co, oo, 14) 

Figura 5.4. Problema de flujo a costo minimo para la fig. 5.3 
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5.5 Ejemplo de aplicaci•n 

Para ilustrar como pasar de la geometrla del área bajo estudio <en 

donde e:(istan direcciones permisibles al recorrer el área), a •.ina 

t-epresentación de la misma en la terminolog!a nodos Y arcos de una 

grAfica dirigida, a ccntinuac16n se presenta un eje1nplo de diseNo 

de rutas de recolección de residuos sólidos municip.:1lns. F'ara est:1? 

ejemplo se ::;u 1~8prE·sentaci6n esqLtemática y alguna5 

observaci enes. 

Ccr.sidere que en el árec'I b:.>.jo estudio del ejemplo de ~1.plicación de 

la sección 4.5, las calles tienen los sentidos dados en la figura 

5.6. Asi que, cada una de las calles únicamente se puede transitar 

en el sentido que se indica. La representación espacial 

bajo estudio, puede modificarse a una represent~ción en 

del área 

forma de 

nodos-arcos en una grá·fica dirigida, asignando a cada segmento de 

calle un arco dirigido en el sentido 

puntos donde concurren dos o más 

que se 

calles 

indica, y en 

un nodo. 

les 

Esta 

transformación se representa en la gráfica de la figura 5.7, donde 

puede observarse que muchos de los nodos no tienen el mismo número 

de arcos que entran y salen, por ejemplo 2, 11, 16, 42; esto es, 

la gráfica dirigida no es simétrica y necesdriamente una ruta del 

cai- tero chino tendrá que repetir al gLtnos arcos más de una vez. 

Si se alimenta al programa CHIMO_II con estos datos de acuerc.Jo a 

su entrada de datos, descrita en el apéndice, se obtiene la 

solución que s~ anexa a continuación. 
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1 n 1 

Figura 5.6. Representación esquemática del área 
bajo estudio del ejemplo 5.5 
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Figura 5.7. RepresGntaci6n de la geometria del ejemplo 5.5 
en -términos de una" gráfica _dirigida 
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Sol u.:: iO:; del ej~~mplo de ¿..pl tr:ar:i6n 5.5 (vea grA·f!.ca de 1,, Figura. 5.7) 

pot- í.Z'l progt-ama ;:HINC ! I 

L.:na rL>ta del .::.o~te:--o chino er; la red dirigida es: 

l'·!OdO inicial tlci::!c finc:-.1 At·co usado 

del nodc 1 "'1 nodo '.2 por el arco 1 
dE>l nodo :: al nodo ~ par el arco 3 ·-· del nodo _, al nodo 4 par el arco 5 
del nodo 4 al nodo 5 por 4 el arco 7 
del nodo 5 al nodo 6 por el arco 9 
del nodo 6 al nodo 7 poi- el arco 11 
del nodo 7 al nodc1 8 po- el ar-ce 13 
del nodo 8 al nodo 9 po- el arco 15 
del nodo 9 al nodo 10 por el arco 17 
del nodo 10 al nodo 1l por el arco 19 
del nodo 11 al nodo 12 por el arco 21 
del nodo 12 al nodo 13 por el arco 23 
del nodo 13 al nodo 14 por el arco 25 
d"l nodo 14 al nodo 15 por el arco 27 
del nade 15 al nodo 28 por el arco 29 
del nodo 28 al nodo 14 por el arco 28 
del nodo 14 al nodo 15 por el arco 27 
del nodo 15 al nodo 28 por el arco 29 
del nodo 28 al nodo 27 por el arco 51 
del nodo 27 al nodo 26 por el arco 49 
del nodo 26 al nodo 12 por el arco 24 
del nodo 12 al nodo 13 por el arco 23 
del nodo 13 al nodo 27 por el arco 26 
del no_do 27 al nodo 26 por el arco 49 
del nodo 26 al nodo 25 por el arco 47 
del nodo 25 al nodo 36 por el arco 48 
del nodo 36 al nodo 37 por el arco 66 
del nodo 37 al nodo 26 por el arco 50 
del nodo 26 al nodo 25 por el al'""CO 47 
del nodo 25 al nodo 36 por el arco 48 
del nodo 36 al nodo 37 por el arco 66 
del nodo 37 al nodo 27 por el arco 52 
del nodo 27 al nodo 26 por el arco 49 
del nodo 26 al nodo 25 por "l arco 47 
del nodo 25 al nodo 36 por el arco 48 
del nodo 36 al nodo ·42 por el arco 6.7 
del nodo 42 al nodo 41 por el arco 71 
del nodo 41 al nodo 40 por el arco 70 
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Nodo inicid1 

dsl nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodc. 
del nodo 
del nodo 
Cel nodc 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nade 
del ne.do 
d!;l ne.do 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
d~l nodo 
del nodo 
del nodo 
del ncdo 
d2l nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
del nodo 
de! nodo 
del nodo 
del nodo 

40 
....... ~ 

22 
8 
9 

22 
21 
32 
33 
34 
35 
"06 
42 
35 
24 
1 o 
11 
25 
24 
23 
34 
41 
40 
39 
38 
30 
31 
32 
39 
38 
31 
20 
6 ., 
21 
20 
19 
30 
31 
20 
19 
18 
4 
5 
19 
18 
17 

al nodo 
al nodo 
al nodo 
al noUo 
al nodo 
t\l nodo 
al n•:J1·!0 
al nodo 
c·,1 nodo 
al r1odo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al ni:..do 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 
al nodo 

Nodo final 

-92-

:?:2 
8 
9 

21 

33 
34 
35 
36 
42 
35 
24 
10 
! ! 
25 
24 
23 
34 
41 
40 
39 
38 
30 
31 
32 
39 
38 
31 
2(1 

6 
7 
21 
20 
19 
30 
31 
20 
19 
18 
4 
5 
19 

·19 
17 
16" 

Arc:o usado 

por el arco 
poi- el arco 
por el a.reo 
por el arco 
por el ~reo 

por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arc:o 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arce 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 
por el arco 

61 
4::? 
16 
15 
18 
41 
39 
4C> 
58 
60 
62 
64 
67 
65 
46 
20 
19 
2:?: 
45 
43 
44 
63 
70 
69 
68 
55 
54 
56 
59 
68 
57 
39 
12 
11 
14 

.37 
:SS 
36 
54 
38 
35 
33 
8 
7 
10 
33· 
31 
30 



Moc:!o inicic:1.l Modo f in.:i.l Arco usado 

del nodo 16 dl nodo por el arco q 
del nodo 2 al nodo 3 por el arco ::; 
del nodo 3 al nodo 17 por el are: o 6 
del nodo 17 al nodo 29 por el are: o 32 
del nodo 29 al nodo 18 por el are: o 34 
del nodo !8 al nocla 17 por el arco 31 
dé:l nodo 17 al nodo 29 por el arco 32 
ce l nodo 29 al nodo 30 por el arco 53 
del nodo 31) al nodo 31 por =l arco 54 
del nodo 31 al nodo 20 por el arco 38 
del nodo 20 al nodo 19 por el arco 35 
del nodo 19 .. 1 nodo 18 por el arco 33 
del nodi::l 18 al nodo 17 por el are: o 31 
del nodo 17 al nodo 16 por el arco 30 
del nodo 16 al nodo 1 por el arco 2 

Con una long! tud total de 752 L\nidades 
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CONCLUSIONES 

En este trabajo se presentaron dos problemas el ási ces 

de la teoria de gráficas y l" investigación de 

operaciones como son: el problema del cartero chino y 

el problema de acoplamiento. Lc·s algoritmos descr-itos 

eficientes, si no 

estos problemas 

es que los más 

son de lo 

ef i e: i entes 

más 

que 

actualmente e::isten, lo que hace a 'este trabajo de gran 

importancia en las aplicaciones prácticas a problemas 

reales cuya modelación pueda ser planteada en términos 

de los modelos ya descritos. 

Los algoritmos que se desarrollaron en el texto, están 

programados en PASCAL o en FORTRAl'-J y se encuentran 

implantados para computadoras lBM-PC o compatibles. Una 

breve descripción de la· entrada de datos y resultados 

se bosqueja en el apéndice. 
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APENDICE 

Los algoritmos tratados a través los 5 del 

documento, se encL11?ntran implantddos p¿tra 

capítulos 2 

c:omput~doras lBM-PC o 

compatibles c:-:1 :.<:i p.;.•.quE>tS>. El prcgra.rnc.• se ~jecL1ta al dar de:· alta 

t:! .;;i;.;Lsina oper<iti·10 ccn e! disl~i-:-ttc:i que; lo contiene o si se 

está dentro d~l si ~tem..1 :'·IS-DOS, para invocarlo teclee CHINO. 

Todos :i. os program;i.s pe1~rni ten manejar una gráfica de hasta 100 

nodos y 100 arcos si su problema es de más de estas dimensiones 

debe hacer mod~ficacior.es sobre los programas fuente. 

aLttoejecutarse el program.:. o 

menó: 

invocarlo, 

"l'lENU PRil'ICIPAL" 

aparecerá 

Después de 

el siguiente 

Programa para resolver el problema del cartero chino en 
redes dirigidas y no dirigidas. 
Se cuenta con las siguientes opciones: 

1> Creación o corrección de un archivo de datos. 

2> Ejecución del problema de ac:oplamiento mánimo. 

3) Ejecución del problema de acoplamiento pesado. 

4) EjecL1ci6n del problema del c:artero chino en una 
grATica no dirigida. 

5> Ejecución del problema del c:artero chino en una 
grATica dirigida. 

6) Desplegar un archivo de datos o de resultados. 

7) Salida del menú. 

Tecleé el número de la opción que desea 

En este momento debe escoger alguna de la opciones tecleando un 
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número dr:::-l 1 <.tl 7 y e:-1 segt.d da RETURN. 

letrero: ''Favor de esperar momento." 

in di Ci\rá que se e~tA cargando el programa adecuado de acuerdo con 

la opción escogida. 

Cadu L\n.a dt? las opciones del mí.!ntl se describi~·án a continuación: 

1> Creación o corrección de un archivo de datos. 

Esta opción permite crear o corregi1- un archivo que se empleará en 

las opciones 2 a 5. El archivo creado aqL11., puede usarse en cada 

una d= l~s opciones 2 a 5 según sea el 

rEsol ~,·er. C1.1ando se tec 1 ea 

menú: 

esta opción 

prablem~ 

aparecerá 

que 

el 

se qL1i era 

siguiente 

CREACIOM O CORRECCIOM DE UM ARCHIVO DE DATOS 

Para crear o modificar un archivo de datos, recuerde que su 
problema debe estar en la representacion nodos arcos como se 
e:<plica en el apendice. Si el problema es no dirigido, el 
orden en que se dan los nodos a los que incide un arco es 
indiferente. Pero si el problema es dirigido, entonces el 
orden debera ser el adecuado. 
El numero ma~:imo de arcos permitido es de 100. 
Si algun arco de ur. archivo ya creado quiere borrarse, 
unicamente cambie el valor di? su r.odo inicial por cero. 
En seguida $e piden los siguientes datos: 

1 > Nombre del archivo de datos que se va a crear 
o corregir. 

2> Titulo o identificacion de la corrida. 
3> Numero de nodos en el problema .. 
4) Numero de arcos en el problema. 
5) Nodo en donde el cartero inicia su ruta. 
b~ Para cada 8rco, su nodo inicial, su nodo final, 

y su peso o CO!itc.. 

PLilse cualquier tecla para continuar 
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Como ~a dij<:> ar.t~~lor-•n.:=:;te_, est.:. c:nt!'"ar!.l' . .-::Je d:lto·~ es ct:·mún 

1.:..:;;; opci Q¡¡es 5 del ment'.".1. principal- gráfica. dete 

especi f i ca!""se cerno se e:: p 1 i c.-l l'?f"1 1 a sec:ci ón 1.::: del documento como 

liste;. de los tres ar-reglos B .. r; Y Z; <'lea sección 1.::.¡ También los 

del pt"oblen)<.\. CL1i::á -~li,]· .. ~·;c-s d.C\tc>s n.::- ;:.e.:u1 n.=c:esarios 

de las opc¡ories.; Ct.'"\l!lO ?ª:- ej>;:.•1r.::ilo, en ~l pro~lel:"la d-2 

má:-.imo no se :--equ1 ei-~'"' ;JC-):;"'.:i c..- costo sobre lo:::. .olt"cos, ,;;:.;; 

e-se dato r:C SE· u=..ará, pE":ro dE'berá t'2clea.~se. 

2) Ejecución del problema de acoplamiento máximo-

1 ' 

pc.\ra al gun.::i. 

acopl ami en to 

este caso 

E5td opciór. obtícn~: !:-! l'\copl.;;.r.ii~nto má::imo er. la gráfica come. se 

describe en el 

algoritmo descrito en el 

2. C:l p r og r am.::o. ACDMA 

capítulo 2 p°"'ra encontrar 

i mp l emt?nta el 

i..ln acopl ami ente 

de má:-<ima cardinalidad en una gráfica no dirigida que no contenga 

nodos aislados. El program~ sigue lo esbo~ado en el algoritmo 2.1. 

El procadimiento t=iCDINICIAL obtiene un acoplamiento inicial como 

se describe en el algoritmo 2.2. Enseguida, para todo nodo 

e:< puesto RAI "Z se construye Ltn árbol al-ternante. Si se encuentra 

una trayectoria aumenlante el acoplamiento actual se agranda en la 

forma que se e>:plica en el algoritmo 2.3- Si no es el caso, el 

nodo bajo consid2r.:.\cl6n <NBHR> y SLl acoplado <MATWI> se incluyen 

al áirbol alternante, después de checar su ancestr i dad <es decir, 

que no se forma L\n ciclo impar por- el algoritmo 2 .. 4). La variable 

booleana AGARBOL se hace TRUE .. En este caso MATWI se agrega a Q. 

La red sumini=>trada :'.\ O?stP prolJrdm.=c se del en forma de lista· ligada 

hacia adelanto <vea sec.::ió;i 1.3) y tiene N nodos y M arcos. El 

ar:-aglo APUNTADOR, apL1ntil. .o\l inicio en el arreglo NDDOFIM, que 

contil?l1L! la lista de nodo5 adyace-ntlis. Como la gráfica S$ no 
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3) Ejecuci~n del problema de acoplamiento pesado. 

problE·mu de acoplamiento pesado 

desc:-ito 2n el capitule.:; está escril:c i;.-n FORTRAN y consiste de un 

programa princip¿i.l entrada s~lida y las 

E;1 el progra.n.,'\ pr·.i..nr.ipcil s-.e esp<'?cif.ican los arreglos y vectores .?n 

la proposiciór. Dii'lEMSIOl'I. E:l tamaft'c. puede ::.er alterado dependiend1.:> 

del problema particuler. 

ENTRADA: La entrada. de datos en el número par I'! de nodos y dentro 

del programa se maneja l.:\ parte SLtperior de la matri::: de 

costos e que e·.$ simétrici:'. y entera. SLlS elementos se leen 

por columna en la forma siguiente. 

c12'c13'c23'c14'c24'c34'···,cN-2,N'cN-1,N 

En Sl'I? se guardan en el vector CC{l) de longitud 

Y se requieren, un ndmero suficientemente grande 
N N 

SLIP > 2 <}: cij> y la precisión de la máquina. 

i=1 j=l 
J>'i 

Para identiTicar el costo C<l,J) en el 

apuntador P<I>, I = 2~ ••• ,N con 

P<2> O 

vector 

P<Il PCI-1> + I 2, 1 = 3, ••• , N. 

Ahora sea 1 > J, l,J 

INO = ? < 1) + J 

1,2, ... ,t.1 y 

CC<Kl 

Entonces se encuen tr-a el elemento C { I, J > como CC ( IMD> • 

SALIDA: El programa principal imprime a la salida, el 

-100-

se usa 

nombre 

el 

del 



proble1na., el :.u::cpli'.m1ento ópt.imo M se gi1ardci. en el 

MMATCH(l) y se imprime d la salida en la forma 

r NMATCH ( I; r= 1,2~ ..... ,N 

vector 

que significa c¡ue e-1 circo que conecta I y NMATCH(Il es un 

a.:-o:::o acoplc.\do .. 

Y el valor ¿ cij del dr:oplamiento óptimo se da .. 

e i j'eM 

,., 
El programa requiere de una capacidad de almacenamiento de (l/2lN~ 

+ 13N. 

4> Ejecución del problema del cartero 

dirigida. 

chino en una gráTica no 

El programa para resolver el problema del cartero chino en 

grá+icas no dirigidas, descrito en el capitulo 4, está escrito en 

FORTRAN y consiste de Llí1 programa principal 

entrada salida y las subrutinas CPP, PRUEF1, 

KASU Y TOUR. En CPP se determina el conjunto 

en TOUR se constr-uye la ruta Euleriana. 

para operaciones de 

PRUEF2, SCHR, ERW, 

de arcos duplicados y 

En el programa principal se especi+ican los arreglos y vectores en 

la proposición Dll'IENSION. El tamaf'ío puede ser alterado dependiendo 

del problema particular. 

ENTRADA: Aparte del número de nodos N y del número de arcos M, CPP 

requiere, t=n forma interna, la lista ligada hacia 

adelante (vea sección 1. 3) y el costo de los arcos 

asociados.. Estas 1 i stas están contenidas en dos vectores 

t-18 y KOST dQ longitud 2M. Para la identificación de los 

nodos adyacentes se usa el vector INDEX de 1 ongi tud N+l. 

Para cada nodc I la lista' de nodos adyacentes se guarda 

en las po5>i e i ori~s 

MB( lNDiEX < I) >, ••• ,NB ( INDEX <1+1 > -1 > 

La::. li-stas MB, KDST y IMDEX -se construyen en el programa 
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principal. P-:.'\ra aste pr-opó~l tr:i <:?1 prcgrama 

requiere par.~ c~da nodc I el número GR1';D ( I) 

.:.dyaccntes, es decir .• el l)rado d~l ncdc- I. 

principal 

ds- arr.:::i~ 

Para cad¿\ .:.:-c:c' L':·, l.:\ gráfica :::.e leen si..t;;. 1·1odos adyac:entE>s 

y pt?~O. 

So req;iin~·f? l2'. p~'2r.:isiór. Ct: la mác;uin-=i. EC:•Q y 

~'.Lfit.:i~·1tem:=ntr? g?·;;tnde TCF -= l c!.j 

e .. EA 
•J 

También se dE·f i r:e ur. nodo espec:J. f i. c:o dond~ 

comien=a su ruta. 

SALIDA: El programe.\ pri11c:ip.a:l imprime en la salida el 

lH1 ent~ro 

., l r:~rt:?rr:. 

nombr~ del 

~robl~m~ y la list~ de arcos c:on sus pesos asociados. 

~l noria dunje el c:a~·tero c:omien=a su ruta, la 

optime?, d21 carte;-o. 

asociada 

L,, < .l. ) ~ ••• , Lv ( k > 
se espec.:i·fica.. 

nodos que carac:teriz~n 

para cada nodo V 

1 ista de 

la 

la 

ruta 

1 i stil 

Fi11~l1nente el peso de los arcos duplicados y el peso de la 

ruta del cartero se dan. 

El programa requier'e dn una capacidad de almacenamiento 

12N. El tiempo de corrida depende en gran parte de la 

de la gráfica. 

de 2M + 

estructura 

5> Ejecución del 

dirigida.. 

problema del cartero chino en una gráTic:a 

El programa para resolver el problema del carter.o chino en 

grATicas dirigidas, descrito en el capitulo 5, está 

BASIC. En este programa es importante recordar, como 

en el capitulo 5, q-..1e la grá.f1ca es dirigida, esto es, 

escrito en 

se describe 

si e::iste 

el arco <i,J>, unicarr.ente se puede transitar por él, del nodo i al 

nodo j. 
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6) Desplegar un arc:hi vo de datos o de ·resultados .. 

Esta ojj.-:ión permite desplegar i?n la pantalla un archivo de d3tos o 

de ó'"'t=-Si..ll tado$ c:reado por el prog¡-ama .. 

proporcionar el nombre del ar.:hi vo y 

aparecerá en pan tal I a. 

7) Salida del menú. 

la 

Unicamente 

e:1tensión del 

Esl.:.. opción permite abandonar el s1 sl:.ema CJ-iIND y sal ir al 

operativo. 
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