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INTRODUCCION 

Un ~lgebra de Banach es un álgebra lineal asociativa que como 

espacio vectorial, es un espacio de Banach cuya norma satisface la 

desigualdad mull.iplicaLiva llxyll :S llxllllyll Huchos espacios de 

Banach que se estudian en Análisis son a 1 mismo tiempo algebras de 

Banach bajo una operación multiplicación. Un buen ejemplo es el 

espacio de las f'unciones absolut.amenLe integrables con la 

convolución como mulLiplicación. Algunos ejemplos de Análisis 

motivaron a el estudio de espacios de Banach, un interés similar 

se despertará en el futuro para las algebras de Banach, ello 

depende sin duda de la existencia de apropiadas herramientas 

algebraicas , puesLo que una gran parte del trabajo de álgebra se 

caracteriza por el estudio de propiedades universales lo cual es 

una limitación en los casos particularmente interesantes en 

Análisis. Son hasLa el momento varios los trabajos en los cuales 

son tratadas las propiedades adicionales dadas por una operación 

multiplicación sobre un espacio de Banach enLre ellos Nagumo con 

E:in.iee An.atytische Untersuchtm5en in. linearen metrischen Rineen y 

Yoshida con On the 15roup embedded tn th.e metrical comptete rin¡g, 

ambos publicados en 1936 LraLan anillos métricos, Von Neumann en 

Zur At¡gebra der Funkt. ionaloperatoren. 11n.d Th.eorie der n.ormaten. 

Operatoren., Murrav y Von Neumann con On rinss o/ operalors y SLone 

con su artículo Appl icat ion o/ the theory of Boolean. rin.es to 

eeneral topolo¡gy proporcionan un fuerte impulso a el estudio de 

las algebras de operadores. Tambi~n Wiener en su artículo 

Tauberian th.eorems y Beurling en Sur tes interaies de Fo1.lrier 

absotulllent con.vereen.tes publicados en 1932 y 1938 respectivamente 

son los pioneros en cuanto a la exposición de ciertas propiedades 

102 



algebraicas de la convolución que son esenciales en 

t.eoremas en análisis. Ge.lfand es uno de los fundadol'es 

algunos 

de la 

Leoría gene1·al de algebras de Banach cuyas primeras 

est.a aparecieron en su publicación On normed rt:nes 

ideas sobre 

elaborado en 

1939 pero que salió publicado hasLa 1941 en la U.R.S.S. La 

innovación de Gelfand consislid en el uso sisLemáLico de la Leoría 

elemenLal de la Leería de ideales para dar una demosLracidn a el 

t.eorema de Hazur dado a conocer sin prueba en París en 1938 en un 

arLículo llamado Sur Lea anneaux LinJaires v Pl'obado por 

Gelfand en Nornúer te 

basandose en una generalización 

funciones de valores vecLoriales. 

en 

de 

la U.R.S.S. 

el LeoPema de 

También 

que es t.rascendental en el caso de 

prueba 

algebJ'<lS 

hacia 194'1, 

Liouville a 

un resulta do 

conmutativas 

semisimples con identidad en donde usegura que cada una de estas 

algebras es insomorfa a un álgebra de funciones conLinuas sobre un 

espacio Hausdorff compacLo. En ese Liempo Gelfand usó esta 

Leoría para dar una prueba sencilla de el lema de Wiener que dice 

que el recíproco de una serie de Fouriel' absoluLamenLe convergente 

es t~mbién una serie absoluLamenl.e convergente esLo lo hizo en 

über abs;o l ut konver¡gent e t r ( eonontc~ l r i scho P.ei llen ·une! l nt e¡gral. e 

(194.D, est..e hecho al.rajo la aLención u las algebras de Banach, 

que fué observada como una herra111ie11La promet..edo1·a en Análisis 

pe1•0 un importanLe campo de invesLigación en álgebra. La t.eor•ía 

de algebras de Banach ha sido desarrollada desde enLonces en dos 

lineas principales debido a la influencia algebraica y analít.ica. 

El énfasis analítico nos lleva a el est.udio de cierLos casos 

parLiculares de algebras que tienen gran inf'luencia dent.ro de la 

t.eoría de funciones. La influencia algebraica considera 

basicament.e aspecLos Leóricos sobre su estrucLura encaminados a el 

t.rat.amient.o lo más general posible de las !'elaciones algebraicas 

dentro de esta esLructura. Se puede preever aún la influencia 

del Análisis sobre la t..eoría de algebras de Banach y el desarrollo 

t.eórico algebrair::o puede en un futuro ser considerado como una 

disciplina independienLe. 
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Rl trabajo consiste en primar lugar do una inLroduccicin a la 

l.eorfa gener<ll de algebras de fl;:in;:ich rroporcionando los concepl.os 

básicos y definiciones que se ilusl.I'dl1 co11 :d¡;unos 8jemplos. 

Un segundo capíLulo Lrata exclusivamenLe algebl'as de Banach 

conmutativas en cil se introduce el Leorema de Gelfand-Mazur que es 

una herramienta jmporLanLe dentro de la teoría. parLicularmenLe 

~Lil en al an6lisis posterior de los ideales máximos y funcionales 

lineales mulLiplicat..ivos de un álgebra de Banach. En esl,e 

esquema se analiza el espacio cuyos elementos son los ideales 

máximos para proseguir con un LralamienLo sobre divisores 

Lopológicos de cero par.-:i algebras d1c: IJanach en genet•al sobre los 

campos escalares IR y \C, donde para finalizar la sección se 

proporciona una caracLerización de los divisores Lopológicos de 

cero en términos de inverLibilidad. Est,a present,ación es 

novedosa puesLo que hasLa el momenLo 110 se ha hecho su 

presentación en ningtín trabajo de es le caracLer. 

Un Lercer capíLulo se dedica a una presentación de el cálculo 

funcional sobre algebras de Banach, así como de una aplicación de 

est.e para cont.ruir la exponencial en algebras de Banach 

proporcionan<lo un principio de consLrucción de algunas otras 

funciones. 
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l.l, CONCEPTOS BASICOS 

DEFINICION 1,1,1: Un ::J.·' ..... : .. !._::, sobre un campo O< (usualmente IR ó 
C) es un espacio vectorial sobre ~ dotado de una operación 
binaria, llamada 11111lt.iplicación de i\x¡\ en /\ tal q11e 

i) x(yz) = (xy)z 
ii·, x(y+z) = xy + xz; (y+ z)x = vx + zx 
((i· a(xy) = Cax)y = x(ay) 

x , y ,z e ¡\ ' ·:r e •C . 
Se dice que ¡\ es conmutativa si 
>:u) xy = yx , 

y que ,\ es un álgebra con identidad si existe 1m elemento e "" ,\ 
tal que 

,;) •:>X = X9 = x Cx E ,\). 

DEFINICION 1, 1. 2.: Un L.i.2::-J;::.t_-_:~ ,\ con una topología Hausdorf't' 
se llama :·c."::r.c::_•_~·:·:.•.:i:.:.'~ si las transformaciones : 

.,, > Cx,v>--• x + v 
'•. > <.x ,y)---> xy 

·.•ttt)O .. ,x)---> :>.x 
de /\x!I. --->/\. y [) x!I. ---•/\. respect.ivament.e son continuas. 

A la continuidad de la opera1:ión (1.Ji0 se le ILu11;1 
continuidad conjunta del producto. 

S'er1 ,\ 1111 álgeb1·a Lopol<ígica sobre 'l .. Uenot.ernos por ·l!f,\)" t.1 

t'ami lia de todas l<>s vecindades balanceadas del origen en .\, l. v. 
si U e .p(,\) enlences el origen o s inl.(U) y \U :;; U para c.ldrl · .. _. 
, I A 1 ::O: 1. La conLinui<l;:id conjunl.a del producto es equivale11C•> ., i.1 
siguif1nt..e condición ; Pnra cada U ~ ~(¡\) existe U¡') e ·li<1\) la 1 ''"" 

et 2 ,, 

(1) U e U 
(1 - rJ 

l>eR1os t. rae ión: 
1 :1 e~:pr1~sión (1) signif'ica que la multiplicación 

conju11l.;:11n<7nte continua on el origen, para demostrar 
cDnti11uid.1d Em todo Axi\ se procedE' de la siguiente manera; 

P~ra x ,y e /\. y V ~ ~(¡\) debemos encontrar un V
1

.., e tCi\J t.lt• 
o o :.:.! l 

tal f'ol'ma que si x s x +V. ,Y e y +v,, entonces 
<) /1 o ,1 

xy e X +y + V ó <x +v )(y +v ) s 
o o a o (So o (S 

X +y +y 
O O Ct 

pero esl.a tílt.ima relación se c11mple cuando V + V + v2 e V X .., !')y t') - • o(> ,, o ,, i:t 
2 

Comencemos encontrando un u
11 

con U/S s u,:.<, de la continuidad de la 

multiplicación escalar hay un \ s C0,1] tal que 

seleccione v
0 

qur~ cumpla : :,,-lv (SS U (i' 

u"¡ 
(. 

y 

• V + V + v2 r · · · -iy + · -ly \ + \ 2u¿ S 3U. ·:~ V 
ilSl XO (i ;'•y O fS .: AXOA (1 '" (f y O (l íi ,:t 

1Jon lo que se c•)nc L•I\ '-' Lé! prueba. 

llay una LL.1,:il'ic.Jci.,:. dP las algebr .. s t.opnl.11¡;Lcas qu1..• ·~·' J, .. ,, 1 
nn considerar ¡,,.., p1·opie1.f.1des del espacio t r)\."_.¡,_.g.ico subvac1•1,t , .. 
así encontramo~ . .ilg~bra,.; mPtricas Lnc:.l11w11I." convc~"'·· 
loci:\lmente acol .. ·1.f.i-1, »te. , cuando s11 1~c;pdc· 1 • <:i11bvac+c>nl.1) • :• 

métrico .. local-·r.••11•·.-·:-:o, local-;1cot"d'." et..· .. 1·1 ·-. t.tv;:11T10nt.•!. 
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l>EFIHICION J.1.3,: lln alb'·~t.rd dl' IJ~rn.-:idi t>s un .~lgebr-1 
t..opológica la cual tiene por esracio suby.:icent.e 1111 espar:in d1? 

Banach. 
Un álgebt•rt de flan°1<~h 1\ 110 11(:cr1sa1·iame11Le Liene identidad 

mult.iplicaLiva tl;:i cual si es que e:dsLc· la podernos denoLar por 
•:-), Si ,\ no Liene idro·11Lid.:1d podemos sumeq;il·la en 1m cilgeb1·a dr:? 
[kmach A co11 idenLídnd. de lri sí::;u ic·ril.P f'orm<i ; 

Cad<J <:il¡;ebr.1 de füinach que no tf!llb''' ide11t id.:1d 
sumet•gídn de11i.1·0 de un <il¡;ebra d•é' fü111ad1 q1w si J<i 
álgebra si~ consl.!'uye median f.p P 1 proccd im i PI! t.o dté' 
f'ormnlmenLe tal eleme11l.o e. Es deci1-. d•mol.emos 

pu~·de ser 
te11¡;a ,diclHl 

.:inexm·le 
por A al 

1 

álgebra que f!S Ja suma directa de A con el campo esc;:ilai· ·'L. 
/\ "" {(x,é•):x E ,\ ,. u ·~ •Cl 

1 

con las sjguienLes operaciones ; 

es rácil ver que A es 
1 

< x ,e,) + <Y .e) = < x+y ,c'(+1<> 
;\(X ,('..I) = (AX :A.':") 
C x ,a) (y ,(l) "' ( c<v+¡?:.;+xy+c•f)), 

un á lgehr;:i normada con ídeniJidad 

norma 11 (x ,cü 11 = JI x 11 + 1 o¡. 

Asi 

f;'..· y 

La ext,e11sió11 A es u11 espacio completo (puede verst~ como el 
producLo cartesiano de dos espacios de Banach) y su multiplicación 
conLinua pues para x,y e /1 ;A,µ e ~. se tiene : 

HCx.~)Cy~)H = UCXy+µx+xy+~µ>ll = l~µI + 11 µx+Xy+xyll $ 

~ J ~- i 1 /.1 1 + /1 :'>: 11 i ¡J 1 + 11 Y 11 i \ j + 11 X 11 11 Y 11 = 
= Cl~I + 11:-:Ul + CJµI + ttyP> = PC~e + xlH + UCµe + y)ll 

o 
Cli'!rarnenLe el álgeb1·•:. A· "' {(x ,()) ; x e ¡\} es 

de A isomorfica e isoméL1·ic.:1 con /l. ;:i A se le 
una subalgebra 

conoce como la 
1 

unización de /l. 
Por esLa construcción el esludio de las algebras de Banach 

puede ser reducido sjn pérdida de generalidad y elegancia a 
considerar unicamenl.e algebras de Banach con identidad. 

El siguiente resultado es necesario para la Leoría a 
desarrollar más adelante. 

TEOREMA i .1. 4, : Sea A un álgebra de Banach entonces existe un 
espacio de Banach );~ Lal que A es isomorfo a una subalgebra cerrada 
del álgebra BC~) de Lodos los operadores acolados de ~ en sí mismo 
con la norma U T U = sup U Tx U . 

llx11==1 
Demost.l'ación: 
Hacemos ~ = A si A t.iene identidad, de otro modo : 

~ = A é ü.e} 
así ~ es álgebra de Banach y tiene identidad CA es subálgebra de 
il\). La Ll'ansf'o1·rnación i¡t;A -> B(;,,'?) definida por :'f'x = Tx' 

donde T es el operador multiplicación en /\, es decir T~y) = xy 

para toda y e A, es un monomorf'isrno . Es fácil comprobar que ; 
T = \T +µT f..x+µy X V 

T == T T 
xy ~: Y 

para x,y e A, A. e <C. 
Además T = O e BC~) y T = O sólo si x 

O X 
o. Esta primeró'.l 

2 
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I "·' rf.P mur•cd. r.l que 1¡1 

que proh;ir qllP v• es 
Ja norma 1 1 1 x 1 1 1 = 

es is<1íll<•t·l'ic.1111• .dr,1•l11·dÍCI>, • 11 ,,.·;;1iido1 ti.if.1·.i 
homeomorf'í,..1111" P'll'it P!ln b;1..;t ... li:ocr·¡ vr_.,. q11e 
111' .11 r J.., 111·1·m.o Prt /\ son '"lllJv;ih.·11t...-,.., 1'n1• 

X 

1111 lado l,enemos ; 
(2) 11lxl11 = llT •• 11 = sup lxv• 1(•,,c/,,' 1· /lx/1..'il•:·li 

.• liy ll '.'.o1 

por Jo tanto 11¡x111 li•>li e!: 11;.;ll . 1 ¡ j. i ¡ ,. L. li SPr;in noJ'm<is 
equi va l0ntes si. podPmos probar que el ,:ilbd •l'd ;\ ~'~; comp Jet.a con l<.1 
norma 1 1 1. 1 1 ¡. En e!'ecLo la t'u11ció11 inyecl.i va p;/\·- ·····•ll< tn da<fo 
poi- v1<:0 = T:-./'s conLinu.1 por l.:i desib11;:d1.hd C.!.• v J<i 

l,¡•ansl'ormacÍÓll ÍllVt)l'SiJ '/ -l ;i¡•(,\)---->/\ Sera con!,j !lttd po¡· .. J t.eOI'P.ma 
de la !'unción iuvr.•rsa de 13an.:-ich. s1 probamos que ·i" :\) es .:il¡;r~bra 
de Banacl1, o sea que 111<A> es cr;>rra<fa rm l!C~). l>emr.•s !.Tx } n --.. ··•T .. 
on BU1(), e11l.onces par<'I y .z '" ,;" ~;fr Lieu<:·; 

T Cyzl = T lyJz 
X X ' 

r\ L 

por la asocialividad del prod11cLo. ql!e ---··->T 

DC~> y a que la mulLiplicación en U(~) es ~onlint1a 
pasando a el limite , q11e T(yz) = T<y)z. Tomando y 

SP t.#ic~ne, 
e t.0ne111os 

T(z)='J'G-)Z, donde 'f(e) = lím T {.;;·) = lím x x . 
n X n ., 

Así hemc•S det11osf.r<1do que TC~:) = T<e)x X Z 

" 
= T (X) 

X 

Lodü x ..;: i', po lo t.nn Lo T E V'C.I\) y las normas 1 ¡ 1 . 1 i ! y ;¡. 1i son 
equ.i valen Les. 

COROLARIO 1.1.S.: Sea/\ un álgebra de 
1111« norma PquivalenLe a la ori6ina1 en 
pl'oJJiedades i) 11xy11 :;. h il H y ll 

o 
Banach enlences existe 
¡\ que satisface las 

t d Si ,\ tiene ident.id.:id ""• entonces /lel/ = 1. 

Demostración: 
Proponemos la norma 1¡¡.111 del teorema anterior como la 

norma equiv,.ilent.e que saLisf'ace las propit?dades requeridas como se 
probará a cont.inur.icíón. Sea x,y.;;¡\ y z "" B <la bola unil,aria de 

L 

/\) ,entonces : 
UT Cz)ll UT T tz)U ~ 

XY X Y 
11 T i! 11 T < z) 11 ~ flT !! 11 T 11 11 z 11 ::; 11 T JI JI T 11 • 

X \' X )' X )' 
así llT U ~ 111' H llT U 

XY X Y 
o bien 111xy1 1 1 ;5; 111x111 1 ! 1Y111 ,para 

mostrar la segunda af'irmación 
eser ibamos 1 1 1 e 1 1 1 ; 

lllelll = 11 T,/x)ll 

sea la 

sup {llexJI} 
llx11=1 

identidad en 

sup {Jlxl/} == 1 
llxJl=i 

o 

/\' solo 



1.2. COHf'LLJI FICACioN 

Es conveniente desarrollar la Leoría de algebras de 
complejas dado que las algebras sobre el campo real vienen a 
un caso particular, Lambicin nos ahorramos el Lratamiento 
algebras sin identidad pues disponemos de la unización. 

Banach 
ser 

para 

Podemos sumergir el álg0bra real ,\ en una cierta álgebra 
compleja norrnada •\e- Sea ;\e el produc!,o cartesiano /\.x/I. en el 

cual las operaciones algebraicas son definidas así: 
Par;i <.x,y),(u,v) "-" ,\x,\ y a+tO-=: '[ riefinimos 

(x,y) + (u,v) = <"x+u,y+v) 
<.o+ t [i > <:<, v > = e ox-fiv ,c(v+(lx) 
<.x.v) C 11,v) = (~:11-vv,xv+y11) 

ent.onces 1\c es un álgebra comp Leja, est..e conjunt..o es un espacio de 

Banach con la suma v multiplicación antes di:,scril.as y con la norma 
definida por la fórmula 

¡cx,vll = sup {l\x cose - v sen811 + Hv cos8 + x sen ett> 

donde tt. U es la norma de/\.. 
La inmersión x---->Cx. O> de ,\ en Ac es un isomorfismo 

homeomórt'ico CreaD en vista de las desi:;11aldades 
!Cx,0)! = sup {l\x cos1?ll + llx sen 1?11} = s11p Ul:o-:il C¡cos81 + ¡sen1": \} 

a 0 

= llxll st1p {jcose1 + jse118I ~ 

en suma, ... -, .. -, i .•. ::.~ ... -·-
::: -~· '.!.~!- ~;.-_=::. ': ... 1 ~ '.1·~:.~.~ -

Sólu 11os r est.;l prob.:ir· q11c si 
,~ni.onces A f'"l completo cun L<1 

•C 

A es completo con la normA 
not·ma definida ¡. ¡. 

11. 11 
Sean 

<x },{y > sur.esiones de elementos del álgebra A. supongamos que 
n r. 

{(;.,: ,y J) L'"-' Ullil SllC•,sión de c .. t11chy en A,r:' ·~nLonces par;¡ 1.oda c>O 
ri n ~' -

Pxi~t..e N tal que n,m > N suLisi'acen ¡ex ,y> (x ,y )j <:: i.e. 
n n m m 

il X - X 
n rn 

por lo t..:inL" (x > ns do Cauchv •?n ,\ 
n 

<.;inálogamenLe {y } w;; de 
n 

Cauchy en ,\), se sigue q11e existen x ,y -: A por ser 
que Cx }--·--•x ; <y }-----4y. At'irrnamos que {(x , 

•1 n n 

i.e. qne 1/ >O 3 N' Lal que 1/ n > N' -~ 1 Cx ,Y > 
" n 

de íl<lnach Lal 
Y »--•Cx,y) 

n n 

(x ,y) 1 < 

/(x -x,y -v>I = s11p (ll(x-x> r:os1) - (y-v> sen$11 + 
r', n ~"') n 

+ iCx -x> sene + Cv -y> cos0~J 
I' n 

di. .... s-~il'f'ol Larcmos c:..:aU.;:1 t. .. 51·mino dt-,' la exp1·t-~sión que se 
•co!llC<..'l't';:1da enl.ri:> las llave~: v ;¡] f'in.'l.l 1~sr;ril1i.nl•)S 

resul Lante. 

,, 
" 

·I 

encuentra 
l;:i expresión 



UCx -x +x -xJ cos0 - (y -v +y -y) sen8U 
n m rn !' m m 

= H(Cx -x )+<x -x)J cosrJ -lly -y )+(y -y)] senen 
n m m 

= tt[Cx -x > cos8 - (y -y > senel + [Cx -x > cos 8 - <v -v> seneU 
nrt\ nm m m 

$ UCx -x ) cose - (y -y ) senBH + UCx -x> cose Cy -y) senett 
n m n rn m m 

de igual modo 
UCy -y) cosú + Cx -x) sendH 

n n 

= HCv"-y +ym-y) cose + Cx -x +xm-x) senúU 

11 [(y -y )+(y -y)) cos$ + [(x -x )+(x -x)Jsen811 
;-, m m r ~ ;\ '" 

11 (y -y cos,:1 + Cx -x ) sentiJ + re v -y) cos8 + (x -:'() sentiJll 
n m n m r71 m 

~ 11 (y -y ) cosf) + <.x -x ) senél!I + 11 (y -y) cos8 + (x -x) senell 
r. r:1 " m m "' así la exprt>slcin Lntal es 

:S sup {l/(x -x )cus8 - Cy -v >sen8~ + HCy -y >cose + Cx -x )senBll e r. m n ·n f'I f!\ n m 

+ ICx -xlcos~ - <lv -ylsen0D + ~Cv -v>cos8 + Cx -x)sen$1/} 
m m m 

::; sup {11 Cx -x )cos 1~ - ( .,. -\' )·~·~11ré1 '! + •! ( v -v .>cos,:1 + Cx -x )senG !1 }+ 
n n "" r, rr1 n rn 

+ 2Ci<x -x,O>i + :rn.Y -y)¡J 
m m 

:S l<x .v )-(x .Y >I + 2¡2L· 2 11x -:xll + 21. 2 !1v -ylll 
n n m rn m '11 

¡ex ,y) - (x .Y )j + z3
··

2 r11x -x11 + nv -vil! 
n n m rn m rn 

e 

poi' lu Lant.n ,\r. e,,; cílgt:l.11- .. 1 d1~ 8.'11v11:h • PalLaría probar la 

. >0mbnn1lLiplic.d.ividnd dP J., nopni.'1. p1~r1J 1-~s!.P desarrollo es larg<) y 
1:;ngorrosn pd 1 ... 1 incluir Lu .,11p1 í. 

La ~>ir,11 t.,11!.1? propos il:iu11 dice q11<;• !>ajo 111v1 cierLa condición 
un ;:íl6eb1-;i comp le j'l qu•~ "S ·Í l;;·~hl.'.'1 •.l•? fl;rn:1ch l.'e~il, tambiEin es 
~lgnbra de Banach compleJ'-'· 

PROPOSTCION t.?..J.: .~ea,\ un ú]gt .. ·Lc-.._ co111plejn L:i cual c~s u11 
álgebra 1·1•.-d 11••• ll•·•"·• •.1·•11 i :< ¡, Jonde l .. L1·.:1nsf'o1·111;1ción :-.:------·->~:-.: 
es cont..inu.1 1111 . , 11"1·m.i. 8nLoncr!s •.:>:-: isl..1-J 11ri.1 s1··r,1111da 1101·m" ;¡ :.· ,¡ 
equivaJ.r~nte a ; · ,-,.11 ¡,, •¡lll~ ¡\ es 1111 .:ilc;ebl'·~ 11111·111 .. cJ.1 com¡.d•',IL 

l>emosLrac i · ·1; 

.; 

complr!ja h;1jo i'". ,.•.,:ceptu pnsihlemenLto• que el e!eml~11t.n id1>11l,ido1•I 
no t.en¡;-a norma i;;11 .. d a i. •?si,.) l\1lL-:i se p1wde corrPgiI· m•:·diant.1· ·111.) 
mulLiplicación •:011venienf,e. L11 i11l.1>r.:•s.-1nt.r• .-.s proh .. 1r q1w !lx•I •.·s 
equivalenLe a jxj. En el'ect.o 1.i.1:;;L.i1· .. d1!scribii· la 1:ontir11Lid.1d 
de 1;1 Lr .. 1nsf'or·mación x---•L:•: 1. •.!. 3 ,,. > IJ 1;nust.é11d"" 1.;,d qur.• : 

i t X 1 ,. fÍ j .x 1 V :-.. • ,\ 

'I :< 11 s11p {x r:o,;8 + ".x >"M110} 

e 
,;11p l I x cose¡ '*' 1 x sen(I 1 > 



de aquí la equivalencia. 

•' i.>Up {. 1X1 + 1 t X 1 } 
(j 

;;; SllP { i Xi + /11 X!} 
e 

lxl<i+1D 

o 

ALGEBRAS COCIENTES 

Definición 1.2.2.: Sea A un álgebra, enLonces I S A se dice 
que es un ideal izquierdo (derecho) en ¡\ si I es un subespacio 
lineal de A tal que xI S I < Ix SD, x •: ,\ ,I S ¡\ además es llamado 
ideal bilaLeral si I es simulLaneamente izquierdo y derecho en A. 
Un ideal izquierdo Cderecho,bilaLeraD I S ¡\ es propio si l?!A , se 
dice que I es maximal si cuando J S A es 11n ideal en A Lal que ISJ 
LIL:ll Pt·e que I = J ó J = i\. Además, I -:; ·,\ se rl ice que es una 
s11bálgebra si I es un subespacio lineal tal q11e :-.,y _ I implica 

qU•é' XY '" l. 
Sea ¡\ 11n ;] l¡;ebra 

intrnol>tr'.irnos L.1 norma 
de Banach e I 11n ideal cerl'<1do. 

11IXI11 =in!' llx1I donde il.11 es la 
XEX 

¡\, enl.onces Lenemos la siguiente 
PROPOSICION 1.2,3.: :VI es 1111 álgPbr<i de Banach. 
Oemost.ración : 

En 1\/I 

Probamos de una vez que la 11IXI11 = inf llxll es norma en el 
xeX 

cocienLe A/l. 
O 111X111 ~ O es claro. 
• t ) SR a \ -= •C v X '" ,\/ [ 

i 1i\Xl11 =in!' 1!/.xl! =in!' l\111:-:!I 
x-=X X·:X 

tü) liiX + Y!ll .<: !llXlll + lllYlll 
En ef'f,•cl.o 

l\. I 111X11 ! 

1 i 1 X + Y i i 1 "" i 11 l' il z 11 inf' llx + yll -:· inf'( 11 xii+Uy:I) 
z·c:X+Y x-=X;veY x·.=.'<;veY 

= i. n t' 11~:11 + i 111' !I y 11 = 11IXI11 + 11IYI11 
X·::=X \'·.;;\' 

que 
< l•) Es inmediato que 1 i 1fOJ111 

111X111 = O, enLonr:Hs ·~x.isLe una 
= O , inversarnen te 
s11c1~sión {Y } •:>n 

supongamos 
A,Y ~= l 

n 
~ n ~ ~ , Lal que lím n X + Y ~ = O, 

" 
;\f' irrnamos que {Y } es de 

n 
n 

Cauchv en ,\. En el'ecLo •il considerar La relación : 
!IY -Y 11 = 11.l(+y -X-Y 11 '· !!X+Y !! + !IX+Y !I --->O c11ando n,111 - _.", 

n rn n rn 

pol' lo l.<1nf.o Y ... ---•Y •3 l por ser [ cnrrarlc•. 
r, 

.\hora biPn 'IX + Yll ~ HX + Y :1 + :1\' + y 11 --~o cuando 
n 

n ---.. --.,1• "1 11 X -· Y 11 -. O -> X - Y '·" I pu r l o rp 1 t:• f X 1 = !O J. 
..\<lemas ¡,,,,, n .. sult..11.los no paran •1h i p11r.:;; : 

.· .1 ! ! J XY 11 1 inl' "•~ 11 :'.:. i 111' 1, xv il 
zeXY XLX;Y Y 

i. n t' 11 x 11 11 v " = i 11 l' 11 x 11 i n 1' n Y '1 =- l 1 : X i : ' i i 1 Y 1 1 1 
x.c:.\; \'•-'Y :.;. X v-.:o Y 

por ii L t. imo l'..1 lt.1 prnli.J r q11e es C1)111p L•~Lu r ·~~;¡:_,.,i::teo "· 1 .:i lltH·m.1 

(, 



definida. Sea {x } una sucesión i'undamenLal de clases o sucesión 
n 

de Ca11chy i. e. l ! 1 X -X \ 1 1 --)U cuando n ,m --->•.•) 
n rn 

podemos elegir una subsucesión lX } Lal que la serie 
n 

k 

l 1 i i X11 - Xn 1 i \ 
k h1 k 

converge. Para un elememLo x e X podemos enconLrar 
1 n 

1 

t..al 4ue ;¡X -x. 11 < 2 1 1 1 X 
1 ;¿ n 

- X 11 l 
n 

2 

además para esLe x 
2 

1 

se puede enconLrar x ~ X 
3 n 

J 

11 xz -xJ 11 < 2 ! 11 X,., - xn 11 1 
2 3 

Lal que 

X 
2 

e11Lonces 

y así sucesivamenLe. En Lances Lambién <.x } es de Gauchy y por 

sucesión 
n 

LanLo exisLe x e ¡\ al cual converge. Pcr0 enlences la 

<X
11 

} converge a la clase 
k 

subsucesidn arbiLraria de 

¡\/J es complet..o. 
Cl 

X 

{X 

q11e 

> se 
n 

contiene a X, Cl11íl0 

sigue q11e X --•X y 
n 

{X } t~S n 
k 

por t.anl.o 

Una observación i111porLunL1~ sobre la t..opologia de 1\/I ; La 
Lransf'ormacidn homeomórt'ica de el ;ílgebra /\ en 1\/I con respecto a 
un ideal cerrado que es obLenido al asignar a cada elemenLo x ~ A 
la clase X rpie lo cont..iene es una l.ranst'ormación conLinua abierta. 

Para e L lo sea V ·; ¡\ una •?si'era ab ierL:i con cent.. ro en el 
m.-1gen. 

V = ( X ·= A; :: :..: :1 < 5} 
y sea W la í.111.isen de V en ¡\/I. Por Ja del'iní.ción de norm;:i en el 
álgebra de las clases residuales /\/[, la im~gen consisLe 
precisamenl,e de las clases )\ ·= ,\/I p.:1r<) las Clt<:d.es 11 X 11 :::; ó ,por 
lo t.anLo \o/ es un conjunto abierLo en 1\/I. De la misma 111aner;i 
¡.udumos ver q11P J.1 imágen de c:tda est'eril abiertn en i\ es nn 
conjunLo abierto en ¡\/{, PuesLo que l:ts esferas abietas forman 
un sist.emn de vecindades en 1\ se signe que ca<fa conj11nLo <1bierl,o 
de ¡\ tiene una imcigen abierta en A/l, O de oLra manera supongase 
que C' en ,\/[ es cerrado. Sea C L1 imágen inversa complet..-1 de C' 
V sea ". ,._, ex ) L •2 [}I ll!l<I SllGesión de C;111chy en e COll L ímil•: X "'= X 

1. 1. 

puesto q11e ; 
1 1 1 X - X 1 1 1 < 11 X -x 11 

n n 
se Liene que X = Lím X y por tanto perlenecc a C', pero x ~ C V 

n 

" por lo LnnLo e PS cerrado. 



I 

1 
1 
1 
1 
1 
• 

t.3. EJEMPLOS DE ALGEDRAS DE BANACll 

Ejemplo 1: Se;i ;;Z un espacio com¡F1cf.o !busdor-fl' y denot.e poi' 
COI() el conj1mt.o de t.odas las !'unciones complejas conLin1ws 
definidas sobre ~. Definimos las operaciones; 

(f + t' )Cx> = f' (:d + f' Cx) 
1 z 1 z 

<\ r ><-:d = \ r C:d 
l l 

(f' !' )Cx) == i' (x) t' (x) 
1 z 1 2 

ent.onces resulLa que C(~) es un cilgebra conmuLaLiva con identidad 
sobre el campo C. 

Por una parte se infiere que cada r s CC.:;.<) es acolada ya q11e 
J~ es compact.o y f cont.inua, de est.a forma es posible del' in ir la 
norma de 1' por : 

11 f' 11 
·".l) 

= sup {\f(:.:)jl 

se verifica medianf.e un ejercicio de rulina que r 11 es 
'·" 

en 

of'ect.o una norma. ce;:) es completo con 1:1 norma así definirb. 
F:n ef'ect.o; 

Si {f' } es de Cauchy enlonces 11' <x>-t' (x) 1 :'.: lit' -r 11 para 
n m ro n n m 

cada x .: ~Z. Por lo L:rnt.o <1' (x)} ('S 1111<:1 s11cesió11 de Cauchv de 

1Hímeros complejos paru carfa x ·.:: ~ 7 • poi' lo cu;ü e:..:ist.1~ 

f(x) = límf' (x) 
n 

n 

Es necesario mosLrar que f' e CC~l y que lím Uf - f H = O. 
n (U 

Dado ~ > O se eli~e N lal que n,m ~ N implica que Hf-f tt < 
n <ll 

para x' E J!. ex is t. e 11na v1~cind.'.\d lf de x' tal que 1 r (x')-f' (x) 1 (¡:; 
N N 

pal'a. X •:. lf, Poi' lo Lan to, 

j l'(x 'l-f'Cx> / ~ 

~: lím¡f (x')-1' tx')/+if' Cx'>-1' C:..:>¡+lím/l' Cx>-1' <.x>/ 
n N N N N ri 

que imp lic•i 
Liene 

l l' { x> 
" 

n n 

.-:. ~.{[; 

la cont.inuid;:id de f'. r\demás, para n ;:: N y x -e ~~ 

- f<:d¡ = ji' t:O - lím l' Cx>/ = lím ¡r Cx> 
n rn n 

l' <x.>j 
~, 

rn m 

::: lím st1p 11 t' -r 11 
n rn o) 

"' ent.onces 1 ím lit' - l'll = o y por tanl.o ce::~) t?S GomplL>l.o. Oe 
n oo 

propiedade~s dnJ S1JP1'e1111J se si:;ue la subm11J t.iplir.al.ividad de 
norma : 

se 

las 



llf'e;ll
00 

• •up !Cf'e;H><)I • e\Jp lf'(><)g(x)I ~ aup 1r<x)\ \g(x)\ 
xe~ xe~ xe~ 

= sup ifCx>I suplgCx>I = llftt llgll 
xe~ xel?: ro 00 

, por tanto C(~) es álgebra de Banach. 
o 

Eje•plo 2: Sea L1 <0,D el espacio de las funciones 
absolut.amente integrables sobre el intervalo [Q ,11, la norma dada 
por 

1 

11 x 11 • J
0 

1 x(t,) 1 dt, 

Por medio del teorema de Fubini es posible mostrar que para 

cada dos funciones x(t.),y(t.) que pert.enecen a L1 <0,1) con el 
producto definido a t.ravés de la convolución 

1 

<x*y)(t.) "' I xCt.-s)y(s) ds 
o 

donde x(t-s)=O si s)l. Se t.iene que x>l<y existe para toda t y 

además pertenece a L 1 <0 ,D, esta operación es asociativa, 

bilineal y la sustitución de s por t-s muestra que también es 

conmut.at.iva. Además 

de Pubini se tiene : 

1 

xlfey JI = J 
o 

~Ji{Ji 
o o 

1 

I J J 
1 

= I { J 
o o 

1 

basandose unicamente en el teorema 

1 

1 J x(t-s) y(s) dsl dt 
o 

x<t.-s>I 1 y(s)\ ds} dt. 

1 

o 
1 x(l-s) 1 dt } y(s) ds 

1 x< D dt. } y(s) ds 

1 

~ J x<t.> 1 dt I 1 y(s) 1 ds 
o o 

= 11 X 11 11 y 11 
Por lo tanto la convolución es continua respecto a ambos f act.ores. 

La complet.ez de L 1 <0 ,D es conocida y es un resultado de 
Análisis Funcional. o 

Ejeaplo 3: Sea ~ un espacio de Banach, denote por L<>R.~) el 
conjunto de las transfomaciones lineales de ~ en sí mismo, s~ 
def' inen la multiplicación en est.e espacio a t,ravés de la 
composición usual de las t.ransformaciones lineales, afirmamos que 

9 
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' 1 
1 
1 

Sean S y T elemenLos de LCUO y .x _ ~\. Entonces 
ll(S • THx)ll ~ llSll llT(x)ll :". !ISll llTll !lxll Vx e ~ 

Lomando x E ~:;; tal que llxil ~ O se tiene 11 S º T (x/llxll)ll ::; llSll l/Til 
por lo Lanto 11 S.T :! :; llSll llTll. 

Ahora mostr;:iremos qlJe LO'' ,:7 ) es complet..o. St-Jil {S } de 
n 

Ca u ch y en LOZ ,:C<)' en !,onces par;:i C 0'.\da e > o. existe 11n N l,C;l 1 q1ie 

11 S -S 11 < <: para n ,m ~ N. Por lo tnnto, si x ¿ jz. entonces 
n m 

tenemos llS Cx)-S (:di/ ~ llS -S 11 lixil ~~ <: ilxll i. e. {S Cx)) es de 
n m n rn n 

Cauchy, para cada x .: ~~, y pr.H' lo t,.:mLo converge 
S<x) e ~z. 

a 1111 elemento 

De la relación S Cx+y) = S (x) + S (y) se deduce en d P•'ISO '~ 
n n n 

el límiLe que SCx+yJ = SCx) + SCyl,análogamente SC~.xJ = 
demuestra así que S es lineal. Finalmente de llS -S 

n,m ~ N se deduce que NS Cx)-S Cx)ll ~ !lxll, 
n m 

llSC:dll :::, ( 11:) 11 + ,,;) !lxll lo c1Jal prueba que S es continu;:i 
N 

tanto está en LOI; .~~), además llS - S ¡¡ :S ,; p;:ira n ;:: N de 

infiere que la sucesión es } COllVPrg~ ó?I s Pn LC~.Y), 
" ·" LOZ )Z) es álgebra de Bnn<Jch. 

o 

:>..SCx), 
:5 e 

;)SÍ 

y por 

donde 

Ejemplo 4: Sea BVrn,1 J el espacio de todas 

se 
para 

que 

lo 

se 

funciones complejas de variac1on acoLada sobre [0,11 y nul<1s en 
las 

o 
las 
por 

que además son contin11as por la izquierda sobre <.O,D. Con 
operaciones de adición . mu l t,iplicación y m11 H. ir>licación 
escalares p11nt11al se tiene cp1e BV[(),1J es 1111 álgebra. 

Probaremos que BV[0,11 es un espacio de Banach con la 
norma 111'1! sup { v/pl: p p.:irt,ición de C0,1D donde 

\/ (p) = 2 
k 

/ f(x ) - f'(x > 1 
k k-1 

que está def' in ida pues si l' •es de variación ;:icot.ada 
conjun t.o { v /11> :P e !PlO .1 J> fJS ;:icof.ado. Para mostrar 

entonces el 
que ovro.1 J 

es un esp;:icio de !Janach r•?corcfaremos un resultado clásico de 
espacios de Elanach : "Si 27 es 1111 esp;:icio lineal normado entonces 'fl. 
es un espí\cio de Dilnac:h sii Jl;·:tra c.11.J.:.\ .sttcesión {f' } dt? vectot·es ~Jn 

n 

~ la condición~ 111' 11 
n 

< o:n implica convergencia Je 

" 
para e.l lo ref'ierase CONWAY "A course in !'1mct.io1wl ;1n•Üysis" . 

. ,:uponga que {1¡; } es una sucesión de funciones en IJV[(J,11 Lal 
'" 

que l 111¡1"!1., < ·~;. 
" 
Puesto que / '/1 (t.) 1 ~ / 111 {f,)-'/1 (()) ! + J·p <1.>-¡;(U/~~ 111¡1" 11 pnra 

" '' n 
n .-, 'J 

'" t, ot: ro.u. se siguP q 11 e 2 '1',,(I,) c:unvr!rgc• .:1hsol 0L.1menl,P. y 
.,,·1 

11n i1'c11·111emen Le ,, la l'11nc ió11 '1' 

inmP.d i.1to que 111< O> = O y q11e ··· 
((),1). 

det'inid.-i ,;-olirP el l0,1J. 
t.'S 1:011Li1111.-i f.101'.' lo1 iz.-¡11 if.•rd.1 

tu 

Es 
soln·•·'' 



Sólo resta probar que f es de variación acotada y que 
N 

lím 'I' - 2: 'i' 11 ... 
= o 

n 
n 

•'¡ = l 

En ef'ect.o sea O 

(0,11 ent.onces; 

l < l < . . . <t. 
o 1 k•1 

1 alguna part.ición de 

k k 00 ()) 

2 li¡.i(t,L>i)- >¡i(t.t)I = 2 l l 'f'nct.,H) 

c=o n=1 n=i 

k 00 

1
,,, ( l ) - 'I' (t. ) 1 
r n t,.+-l n t. 

00 k 

~ l { l 1 ,,,nct.,.1) - ~,n(l't) I} 

11 I',, 11 

n= 1 

por lo t.ant.o 11' es de v<u-ir1cicin acoLadu i. e. 'I' -: llVf0,1 l. 
Ademris mediant.e la desigualdad 

(1) 

11 '1-' - E 'I'" 11 
n= 1 

k N N 

~! sup l j ( I" - l 'l'n) (L ) <111 - l 'l'n )(\,e) 1 
L+I 

i. =o n=i n=l 
k (1) 00 

~ sup l ¿ '/In Cl > - ¿ 'I' ( t, ) 1 
L •1 n t 

l =o n= k • 1 n::N+L 

k (1) 

;':: Slip ¿ ¿ 'l'n (t,t+t) - 'I' n (l.,> 1 

L = 1) n=N•i 

(l) k 

l l 1 '11 e t. ) - '/l (!, ) 1 
~ Slip n l • I " 1 

n=N•I l=O 

,)) k 

.~ l Slip ¿ 
1 'I' n 

(t. ) - '/' ( l, )\ 
1 > 1 " t 1 

~-.-: N + 1 L=O 

11 



'.O 

,. ¿ 11 'f'nlJ 
'/ 

n= N• 1 

gs ciorta poro codo partición de [0,1] y cada N así que en el 

proceso de límil,e, N --> co se tiene 

n=1 
(1) 

ent.onces '/' 2 'I' n l~n la llOrma de BV[O ,1] y por lo l.,cint.o es 

n=t 
complet.o. 

¡\firmamos que 11t'g11 v ::; ll f!I llg!I • 
,, V 

En efecLo, puesto que 

111'"'11 = s11p lv (p);p E IPf0,1]} 
O V fg 

k 

{21 f(\)g{LL) t'CL )¡;CL )j} 
L-1 L-1 

sumando un 

L = 1 
cero de 1<1 forma t'(t. )g(t ) - f(L )g(I,) y usando la 

1,. 1. t. \. 
desigualdad 

del l,riángulo. 
k 

vr
9 

= sup {2: ¡ ru,,>¡ ¡c;u\> - g<t,_ 1)¡} 

rct. ) - r<L > ¡ 
l L-1 

L = I 

:S !!t'll ll•PI\ +:in 11•"11 
•¡ O V V (') V 

= 2 111'!1 ilgll 
V V 

se sigue 11ue 11 !'g !I v -:= 2 111' ll 11g11 lo cual prueba la con 1,inuidad de 

el producl,o. 
Cl 

Ejemplo 5: Sea lf el espacio de las l'unciom.•s complejas de 
variable real que p11eden ser rlesarroll•1das en una serie 
LrigonoméLrica absoluLamenLe convergente con la 11ormR Jada por : 

(0 (1) 

je 1 
n 

n=-oo n=-!O 
la serie en que se escribe z z(L) 1111 elemento de 

espacio est.á unicnmenLe deteminnda porq11e ,,;i 1111111.iplica con 
opernción convolución por la izquierda a expC-tkt.) se Liene ; 

r; exp<. t(n-k)t,) 

puesto que J;\ i::o11vergencia r.•s .,bsol11!. .. 1 y 1111il'orme rmLonc;es: 

11. 



rr rr 

J re ue -ikL 
dt.. = ¿ J t(n-k)t 

rl t. e "" n 

-n n€~ -rr 

rr 

{ 
l) si n ;.! k 

donde J 
t(n-k)L 

dL = 9 rr 

-n ,. J dL si n = k "k 

-n 
17 

de donde infiere = 1 

.f zCL) -tkL 
d L se que ;Ck .;. 

-21r- _,... 

por lo t..ant..o es única la represenLación <I Lravés de una serie 
i.e. los coef' icienLes esl.;:ín dados en forma 1inica. 

Además si 

xltl = l ak exp CtkL) e !f y y(L) = ~ b kexp(tjL) e F 

k k 
i:o>nl.011ces Lambién Lenemos que zCU = x<t,)y(t,) e !f, puest.o que el 
product..o de las series absoluLament.e convcrgenLes escriLas 
;111Ler iormenLe es Lnmbién una serie abso lu \.amen Le convergen Le 

•,l) 

\'e exp(luLJ f.. n 

n:-cn 
•.U 

Jonde en = '\ a b L k j 
'\a b 
l n-¡ J 

k • J ~n 1 =-oo 
m~s atln se Liene que 

•:l) 

!lzll 1 él l I b 1 
1)-j J 

n=-oo n=-r•> J =-f'.l."I 

('() 00 

= L { L \ a n) 1 b1 1 } 

1=-00 n=-tú 

1) (1) 

k =-·:o ¡=-oo 
por LanLo la m11ll,iplic<1ción es continua 
re::-;pecto .1 ambos ract.ores. Cff es un 
elemenLo 11nita1,i.o x(L) = 1>. 

o 

en la no1·mr;i 
::ü¡;ebra rfo 

de lF 
lhni'lch 

con 
con 
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1 
1 
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---------------
1, 4, INVERTIDILIDAD '{ CASI-INVERTIIHLIDAD 

En est..a part.e nns ocuparemos de an;_iliz;:ir con det.alle las 
nociones de invert.ibilidad v casi-inverLibilidnd en algebras de 
Banach. Comenzaremos det' ini•~ndo dichos concepl.os. 

DEFINICION 1,4,1: Sea A un cilgebra ~ompleja normada con 
idenLidad, diremos que un elemento l' E ¡\ es invertible (o regular) 
ÍZQtJierdo (derecho) si existe ot.ro elemenLo s ~ ¡\ kll que sr = ,;. 
(rs = <:>), al elemento s lo llamaremos .inverso izquie1·do (derecho) 
de r. 

Cuando un elemento sea sim11lLu111?'31J1enLe inverLible por Ll 
izquierda y derecha simplemente diremos que es inverl.ible en A en 
cuyo caso las inversas izqllierda y derecha coinciden y son 1111 

elemento 1ínico, el inverso de !', 

f>enoLese por 

entonces 

G'; = {X 1 X es invertible iz<p1ierdo} 

Gd = {x 1 x es inV•'.>rUble derecho} 

G = Gi n Gd = <x ¡x es inverLihlel 
restJlLa ser un grupo mulLiplicaLivo. Sin embargo no 
elemento de A es invertible 1.:tt.ernl <1sí daremos 1111 nombre <1 

elemenLos resLanLes. 

Lodo 
los 

OEFINICION 1,.1.2.: Si un elemenLo no es inverLible izq11icArdo 
(derecho) enLonc1:s será 11.lmado singlll.:tr izquierdo Cdf.'recho). 

Analogamenl.1; ; 

s( = <x !x es singular izqllierdo} 

sd • {x IX es singular derecho} 

· s s l u s~L 1. d · i · 1 asi = ,• icho ·~ <Jl,pa 1110.ner(t x es s1ngu ar s1 a menos 
le falla alg1ín inv•?rso. Una observación que es bueno recalcar es 
que un elemenl.o de ttn cilgebra real ¡\ es invertible sii es 
inverLible en la complejificación del ál~ebra. 

Estableceremos una propiedud imporLante de la norma en 
cualquier álg1~bra normad.;i que n;:1ce de la pregunta sobre fa 
exist.encia de 

lim x" 11
1 
·" 

" y que proporciorw un resultado básico en r~l esl,11d.io de algebras de 
Banach que está ligado con la exisl.encia de elementos invertibles. 

PROPOSJCION l,4.3, : El limite 

lirn 11 xn 11!/" 

" ex is Le para r.nda x 0 1\ y cumple las s igu ien Les propiedades 

1.) 1•(x) = inf' llxnllun 
ltJ O~ ~Cx> ~ Hxll 
'- t t) ~·Cr.1v> i·:•I lixll 

1. 1,) 1.>lxy) • ¡_,.(Y'<> y ;¡demás i•(x1:> == vC.x)k k '-' fN 
11 ) ;-;i xy v:< t-}'ntont::es 1.·C:iy) :":;. t .. (x) v{Y) 

¡ .• ( x+y > ~, ;.·< :>() + !.·(Y) 



Demostración : 

Iniciemos la prueba denoLando por u 
mostraremos q11e 

inf y 

Para e > O elegimos m e ~ Lal que llxmttl/m < ~ + e. Para n 
arbitraria podemos escribir n = pm + q con O .:'.; q :; m-1 así ; 

~ 
m llp/nil ¡¡<1/n X X 

~ {11 X 
}mp,.n 

11 X 
11:¡/n 

donde (pm)/n ---+ 1 ; q/n -> O por l,anL1) 
n n 

l.ím sup 11 xn\11/n ::; ¡..• + c. 
n 

PuesLo que e > O es arbitraria y v S 
Lenemos que 

lím sup 11 x"ll l/n :: i..· :': litn inl' 11 x":I 1 
"" 

n n 

Y así exisLe dicholímiLe y además lím 11 xnllt/n = v. 
n 

Para probar '· t sólo es necesario npela1· a 
mulLiplicaLiva <le la norma : 

O .:'.; !•(x) ~ lím 11 x"lll/n 

V ll E !N, 

la propiedad 

n 

puesto que es límite de 11na s11cesión no negat.iva, además 

n 11 L. n , . 1' { X :.: lll 

n n 

v(x) = inf' 

Demostraremos ii( a continuación 
Sea X e A. a e e 

x !In ::; 11 X !I }

L'n 

v(x) = lím 11 Ca x>"llvn 

.\hora se dem11estra •. 'J, 

n 

l•:ll lím 11 x"llvn 
n 

1a1 t,.<.x> 

lím 11 <.xv>"11 1
/n 

1" ,) 



lím ll(xy>Cxy),,. (xy)\11/n 
n 

lím x(yx)(yxl .•• lyx)y 11 1
'" 

n 

n- 1 1/n 

lím 11 x lvx> y 
n 

n 

pero lím 11 x íl 1
/n = lím y 11 1

/n = 1 de aquí se Liene que 
n n 

lím \1 (yx)n-i 11 l/n vCyx) 

" la oLra desigualdad es sim~Lrica. 

La igualdad v<x\:) = v(x)k k - ~ se obLiene inmediaLamenLe. 
F.n ef'ect.o : 

\· 
vCx ·> 

n 

n 

= lírn il x"lll/n { }
\: 

n 

= { lím 11 x" 111/n r = v(x)Y. 
n 

Para probar '·'• suponemos que xy = yx y probaremos q11e 
vCxy) ~ ~(x) v<v>. 

Asi, 

= 

= lím 

v(xy) = lím !\ Cxy)"llv" 
n 

(xyl(xyl .•. Cxy)\11/n 

lím x(yx)(y:d ... (yx)y 111/n 
n 

l.ím x(xy)(yx). •. Cyxly 111/n 

= lím 11 Cxx><vv>x ••. (yx)y 11 1
'" 

lím 11 
ll 

lírn 
n 

l.ím 
1\ 

r·, 

11, 



= lím 11 x3y3:-«yx> ... (yx)y 11 1 ·n 
n 

= lím 

" 
n 

::; lím 11 x"llun lím 11 y"¡¡Vn = v(x) v(y) 
n t\ 

la seglmda pélrte Liene mayor d ir icul l..3ú, demosL1·arentos que 
v(x+y) S vCx> + vCy) 

donde x e y conmutan, para hacer la prueba elegimos dos reales c.t,(? 

1..ales que a > ¡.;(:d ; ¡? ) v(y). Sea a = ct- 1
X y b = (3- 1 y ent..onces 

para cada n 

ent,onces 

n 

¡¡ 2 [ ~ J 
k=o 

k=o 

\: n-k 
X V 

1

,

1

1 /n 

elijamos en Le ros 11' y n" La les que n' 

lla"' !I llbn" = max 11 al:ll 11 b''-kll 

n 

{ 2 k ¡<''-k 11.:.1 n " 
~·Cx + y) ~ (~) I~ b" 

k=O 

={ <c.+rv"" a"tt 11 bn¡¡ }L/n 

,, ' 11 L-'n " 111/n = ((( + (i> :1 a 11 b" ,par<l t,oda 

+ n" = n 

11 t'"• 

n. 

V 

HasLa aquí lo 1ínico q11e hemos hecho ha sido aco!,ar a 1J(X + y), y 
necesitamos acotar a el miembro derecho de 1..'.I desigualdad por 

v(:d + ·1.·<v). 

Ahora se elige una s11cesión 

5 = lím 
m~,.n) 

11' 

~· 
n 

{ 
11 

m 
} tal que 
·m 

exist,.'.I. 

6 así •?legido es li111ile de los cocientes n'/n por ello q11eda 
rn rn 

unicamenLe deLerminada la elección de 

Liene Lambién que 

n'' 
m 

n' + n" n' n"( 
1:\SÍ m m m + m t = -

11 11 11 
rn m m 

n'' 
rn 1- = 

11 

"' 

que 

1\ ' 
rn 

n 

n =n'+n" se 
m 1n m 

pot· 1~ l lL1 la suces 11:in q1w converge a 6 Pst.;:i :1col.;"1d •. , por 1 , V se 

1·1 



observa que 

lím 
m n 

m 

1-6 

Podemos observar además que O ~ ó ~ 1 pues los 
cocientes de positivos y tales que n' ~ n . 

terminos 

l l 
Ahora analicemos los posibles valores que 

supongamos que 6 ~ O entonces necesariamente 

tendremos 

puede tomar 
n'~ oo 

m m 

esta última desigualdad es inmediata de la elección de a, como 

d 1 • , , • ( ) ( r•-1",' ) 1 ~ -1, esg osa a con~1nuac1on ; v a = v ~ ,, ~ v(x) 
a > v(x) así que v(a) < 1 y ó e [Q,1l. 

Si 6 = O entonces 

11 n' f/" lím sup a m m ~ lím 11 a 
(.;,/nm 

= 1 
m m 

de cualquier manera en ambos casos 1..enemos 

lím sup 11 

n' (/"m 
a m 

~ 1, 
m 

mediante un argumento análogo se obtiene 

" ¡¡1/"m 
límmsup 11 

n 
b m ~ 1, 

son 

6 
y 

se 

con 

de donde, v(x+y)~a + ~ además esto es válido para toda a > v(x) y 
toda ~ > v(y), y se infiere la desigualdad 

~cx+y) ~ vCx> + vCy) 
o 

Si A es conmutativa entonces se tiene por la propiedad v que 
v es una seminorma i. e. v(x) se puede anular sin que x sea 
necesariamente cero, esto nos lleva a considerar a el conjunto de 
elementos del álgebra sobre los cuales se anula v , al cual 
denotaremos en adelante por .A', en el caso en que .A' = {0) tenemos 
una norma en A. y nos podemos preguntar ¿ Cuándo coinciden v(x) y 
11 x 11 ? , esto se responde con el siguiente ; 

LEMA 1. "'· '°'• : Sea x e A, entonces v(x) coincide con 11 x sii 
llx 2 11= llx11 2

• 

De110st.raoión : 
Supongamos que v(x) = llxll entonces llx2 11 = vCx2

) = v(x) 2 = llxll 2 

por el resultado anterior, de ahí que la condición es necesaria. 

Ahora supongase que 11 x2 11 = x 11 2 ,para toda· x e A tenemos 
k k 

mediant.e un proceso iterat.ivo 11 x2 11 = x 11 2 V k POl' 

k 1/ k 
consiguiente v<x>=lím 11 x 2 

11 
2 = 11 x 11. 

k 

1R 



Sería convenienle dar una definicicin formal para el conjunto 
.,\' , cona id<i>r<i> : 

bEFINICION 1.d.S, : Un elemento x en un álgebr~ normada tal 
que v(x) = O es llamado LopologicamenLe nilpoLenLe. 

Y = <xi x es Lopologicamenle nilpoLenLe } 
Observamos que Lodo elemenLo nilpoLente es Lopologicamenle 

nilpolenle , ya que si x es nilpolenle enLonces habrci un m e ~ tal 
O asi 

limll xnlll/n = lím 11 xrn•t11L n = lim !J O xlllu" = lim 11 O 111/n =O 
n l l 

el inverso no vale como se verá 
esla t..esis. 

en un ejemplo del capi!,1110 2 de 

00 
Consideremos el ~l¡)"ebra de Banach ~ en donde e = 1 y la serie 

l <1-x)" converge absolutamente pflra x -=: ·C Lales q11e j 1-x 1 < 1 

k=o 
•.\) 

adenHÍs el valor al que converge es l 0-x)k 

:~=o 

1 
1-U-xf 

1 
X 

se 

sigue que x es inver!,ible y el inverso de x es!,ri dado por 
(1) 

L .::o 
esta construcción se hace par.:i .::ilgebras de 8;.innch en 0eneral eri el 
s i¡;u ien Le : 

LEHA 1,4,6. :Si ¡\ es un álgebra de B~llVJch entonces cada 
elemento r <: A tal que ):~(e-r) < 1 es invertible y s11 inverso est,;:í 

dado por la serie r-t,,, l (.;.-r)k. 

1: =O 

llemosl.ración 

Supongamos que v(e-r) < 1 , o sea lím 11 (e-r)"llvn = ::1 < 1 
n 

pOl' lo t..ant.o ex i:,;-ten (! < 1 y N ~ ~ tales que ll(e-rJ"tt < (!" < t 

para n ) N y como 2: fl" converge entonces se sigue que 

" (\) 

¿ 11(.;o-r)"ll converge. St?a y l (e-r)k 

k = 1) 

enl .. 011c1~s si n > m 

n=o0 

l.enemos 

n 

n rn n 

íl I (e-r)L - ~ Ce-r)k l (·:-~)k 
\::O I· =O 

k li(G-r) "11 

k = n•· 1 

---··u 

1'.'('J 

1 2 1 cuando n ,m -·---~ •l) y pn1· l,;1nt.o <Y } r;onverge ,, 1'.· = l>.;-r l . 

" 

J 1) 



j 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

Ahorn mosLraramos que r-1 
PA el inverso 

00 

:r r-l = r + l r(!i>-r)k 

k = l 
(1) •JJ 

= r + (r-9)(,,,-r) · ¿ l· + 2 (e-r)k 

k=i k = l 
\1) ->) 

= r + (e-1·)· 2 k - (e-r) 2 k+1 

k =t l: = l 

= r + 

de igual manera se prueba que -1 
r r = .;-. 

o 
COROLARIO 1 •. t.7. Si U e-r íl ( 1 enLonces r es invertible. 
Demostración : 
Tenemos que v(x) ~ 11 x U, por lo tanLo vCe-r) ( 1 y por el 

teorema anterior vemos que r es invertible. 
Cl 

Como se sabe, un cilgebra de Banach posee 
estrucLura, y hasLa el momento sólo se han analizado 
aigeb!'r1ic.3s, así que nos preguntamos sobre las 
1..opoldgicas de los elementos inverLible~. 

doble una 
propiedades 
propiedades 

'I'EOREHA 1.4.!J. : Sea A 1111 <ílgebra de Ba11nch y r <: ¡\ 
invi:rl. ible izquierdo <derecho) con inverso iZDflierdo (derecho) s, 
enl.onces cada x-= 1\ tal que llr-xll < :! sil es 1..ambién regular 
izquierdo Cdere~hnJ. Por lo Lant.o se Liene que cada uno de los 
<~on,junt.os Gt. Gª y G son abit:-rtos. 

Demostración : 

Puesto que lle-sxH 

llr-xll < l!sll-1 implica ; 

lls(r-;.:)11 :5 llsll llr-xll 

li<>-5XJI < l!sil ll,;11" 1 = 1 

la condición 

de donde se concluye q1~ sx es invert..ible izquierdo y de la 
definición se sabe que exisLe un elemenl.o !EA Lal que tCsx)=e , si 
asociamos de oLr.:i t'orma se obL iene C t 5 >x=e , lo cual implica que x 
es Lambién invert.ible izquierdo y la pr11eba concluye. 

o 

TEOREMA 1. 4. 9. : Para carla álgebra normada con idenLidad 
, la f,rilnsf'orm<:tción r --• r- 1 es un homeomort' ismo de G en G. 

Oemosl.ración : 

Es s111'icienl..e con prob.'lr q11e la 1,ranst'ormación r --• r. 1 
•)S 

con 1, in u a. Supongamos que r, r+h "" G y sea ( r+h)- 1 r 1 +¡.~ 
enLonces nuest..ra tarea ser~ mosl..rar que si llh~ es pequefia entonces 

Lambién llrll es puq11eií;1., va <JU<~ •. ; (r-1+»J(r+h) == e+r- 1 h+»r+h.h, 

»ntonci>s Lenemos '-i,, + hr + i./', = O, ;d1<.1ra si m1dL.iplic;11111Js por 

Poi· lo 

'I ¡, ll / 11 r., :1 2 11.,.1 + 1¡ \ ~ j .. t i ! • 

.'fl 



Si llhll llr-1
11 < 1 enLonces llkll - llhll li}l\I llr- 11! < llr-111 2 llhll 

• 11 ». il ( 1 - 11 h 11 !I r - l 11) :S il r -z 11 il h 11 , 

por lo t.anto il.l,!i ., 
1 - !I h !I 11 r - 1 11 

considerese ¡;; > o t..al que o < f; < 11 l'-l q y elijase 6 = E /2ur-1 11 2 

entonces para lihll < 6 obtenemos ilhil 11 :·-111 < 5 11 r- 1
11 < 1/2. Por 

lo t.ant.o, 11.411 < 2 llr- 1 11 2 11hll < 2 
-! 2 

llr H 5 = E:, ya que e > o es 

arbit.rario, se sigue que la Lransf'ormación en cuest.ión es continua 
lo cual conc l11ye la pr1.11~ba. 

Podemos 
clnsif' icar a 
n ilpoten Les. 

o 
proporcionar ahora 
los element.os de 

un 
,.\' 

resultado que nos ay11de "' 
i. e. a los t.opologicament.e 

PROPOSICION 
identidad e. Si 
es singular. 

DemosLración 

1.4.lO. Sea ;\ un álgebra de 
:-: -::: ¡\ es topologicamente nilpoLent.e 

Banach 
enLonces 

con 
X 

En ef'ect.o, supongamos q11e l~S invert.ible ent..onces 

== il Cx- 1)n xnlll/n :S 11 (x-1)nllun 11 x"lll/n ,para Loda n -= IN, 

simplemente considerando el proceso Je límite tenemos : 

n n 

lo cual contradice el hecho que 

lím 11 !) 

n 

por lo Lanlo x liene que ser singular. 
o 

Sin embargo el recíproco de la afirmación anterior no es 
cierto como lo muestra el siguiente : 

Ejemplo 1.4.11.: 
Considere el espacio d1? Uanach C([(),1]) con la normól del 

supremo : 

Del' inól 

tt f' tt = sup jf(x)j 
xe(0,1] 

{

-2x+1 

t'<.x> = 
2x-1 

aparece a conlinuación. 

f' <'" CC[(),1 D 

1/2 

2t 



Est..a función es continua pero no es invF.n•Lible. Además, ya 

que V n ~ ~ se t..iene que 11 rnll 
{ }

1/n 

1 y por 

lo Lant..o f no es nilpoLent..e. 
Recordemos que si ¡\ es un álgebra de Banach sin identidad 

entonces Lenemos un mecanismo para agregarsela. Sea ¡\ •• su 

unización. Supongase que el elemenLo (9-x)eA~ con xeA y que 

<.-r-x) es inverLible en 1\ ~, entonces el inverso (e-x.>- 1 es de la 
1'or-ma 

(;;;-y), con YE.\. 
Lo anterior significa que (e-x)(e-y)=e. 
Por lo LanLo 9=e(e-y)-x(e-y)=q-y-x+xy con x, y.¿¡\. r:on lo 

cual obLenemos q11e 
(1) 

Así para q11e (E>-x), con x•.=t\. sea inverl.ible se neces i. La que 
exista yeA Lal que se cumple (1). 

DEFINICION 1.4.12. : Sea r¡:1\xi\ --• ¡\ definido por 
·1¡Cx,y)=x+y-xy para x,y E ¡\, 

DEFINICION 1. 4. 13. : Sea ¡\ 11n álgebra de Banach sin identidad 
y x.:=A un elemento, x es casi-invcrt..iblc izquierdo si e:dst.e un 
elemento y e ¡\ llamado su casi-inverso, tal que r¡Cx,y) = O. 

CDe igual manera se define casi-invertible derecho, si es 
simult..aneamenLe casi-inverl.ible izq11ierdo y derecho entonces se 

dice simplemente que es casi-inverl.ible). 

En t..al caso se Liene l¡(x,y.> O 
casi-inve1•so y se le 1frmot..a por xº. 

1¡(y,x), a y s~ le llama 

A !!> Cv» ·~s posible def'inir la t..ranst'ormación 

T: A---• A~. 
T<x> = 9-x 

a n regularment..e se le denoLa por (o) i.e. nCx,y) = X y 
observ<;)se que la mult..iplicación C.> es Lrnnsf'ormada por T en l;,1 
mult..iplicación usual 

TCnCx,y)) = TCx.y) 
9 - X•Y = 9 - x- y + XY 

9 - X - y(9-x) = (~-X) (n-y) 
= TCx> TCv> 

La t..ranst'ormación T lleva a eJ conj11nt.u de los 
r.;1si-invert.ibles d•! ¡\ en el conjunt.o dr: lus Plr~menl,os 

elemenl,os 
inverl. ibJ u.·:: 

¡\ i11yect..ivarnent..1~. l'or ·~llu S•~ si¡;11•·.• q11•.• i:d cunj11nt.n de los 
i:d1•111ent.os Cdsi-inverLil,J,.,s ·~s 1111 ¡;1·11po 1:n11 1·1~sp.;or.tu .1 J..1 

La 1111 i.dad dP e.,;l.e o-1·11p1) PS ·~ l t.:•!ru de 1\. 

'.!l. 

np1~rac i1í11 



NuesLra la rea consisle en es le momenLo en 
proporcionar algt1nos crit.erios JHll'd localizar facilment..e alg11nos 
elernenLos casi-inverLibles. 

LEt" 1.4.14. : Sea xeA t..al que ~(xJ(l, x es casi-inverLible y 
00 

De1nost.ración 
SirnilarmenLe 

sticesión 

es convergen Le a 

-¿ 
n=1 

n 
X 

con la prueb;;¡ del lema 1. 4. 6. 

1:0 

y=l xk 
k =1 

{Y } = 
n 

en A. 

xY 
n 

" { 2: 
1: = 1 

X 
l t 

Por lo Lant..o 

y X 
n 

-2 :-.:k•l 

k=I 

n• 1 

k 
X = X 

= X + y n "'frl, 
n+I 

se 

Pasando a el límiLe se obt..iene xy = yx 
17(x,y) r¡(y,x) O 

por lo LanLo x es casi-inverLible y además y 

a 

se ve 

t.iene 

X + y 

. 
= X • 

que 

así 

Los elementos 
propieJaJ de ser un 
siguiente resulLado. 

casi-invertibles como conjunto poseen 
conj1111Lo abierto como se muestra en 

la 

la 
el 

'l'EOREt" 1.4.18. El conjunto de Lodos los elernent.os 
casi-inverl.ibles de 1111 álgebrn Je 8an<ich /\. es abierto, 

Oemosl.ración 

Si x es un elemento casi-inverLiu le de 

/\., entonces Pxisl.e xº ,o; 1\ con la propiedad r¡(x" ,x) 
bien, para y ~ A se Liene 

en consecuencia 

X • Y = 1)( X", Y) 

x"+y-x"y x'+ y - x y -x x 

= xº+ y -x"y - r¡<.x' ,x) 

x'+ y - x"y -x"-x + i x 

y - x - x y + x"x = (e-x 0 l(y-x) 

.,._. 
'-•..1 

O, i1hora 



' 1 
1 
1 
1 
1 

x'l· yll ~ Jl9 - x,11 Hy- xU 

así que para elementos y tales que lly - xtt ~ 
1 

lle - xº 11 

de inmedial,o v(x', y):; llx
0

o yll::.; lle - x
0

!I lly - :..:11 ( 1, 
lema anterior es casi-invertible para tales elementos y. 

se sig11e 

por el 
De aquí 

se infiere que exist.e un z ;:: /\ tal que z º, x º, y 
cada elemenLo y es casi-invertible izquierdo. 
argumento similar es posible prob;:ir que los 

O, por 
Mediante 

element.os 

ello 
un 

que 
1 satisfacen la desigualdad lly - xn ~ i. e. los elemenl..os y 

llo - xº 11 

que distan de X en menos de 1 son 
11;;. xº 11 

casi-inverLibles derechos, i.e. se t..iene la exisLencia 
vecindad de x consist.ent..e de elementos casi-invertibles 
justifica el teorema. 

también 

de una 
lo cual 



1 
1 
1 
1 
• 

...... 

1.B. EL ESPECTRO 

Una noción fundamental en la teoría de algebras de Banach es 

la de espectro. Si A es un álgebra de Banach compleja con 

identidad e, entonces se define el espectro de un elemento x e A 
como el conjunto de X. e <C tales que X.e-x (algunos autores 

consideran x-X.9) es no invertible o singular en A, ya que es 

conveniente extender esta definición a las algebras de Banach sin 

identidad, entonces hacemos la siguiente consideración. Sea X.~O. 

entonces (1/X.)(X.9-X) = Q-(1/X.)x por lo tanto tenemos que X. 

está en el espectro de x si y sólo si (1/X.)x es casi-singular, lo 

cual sería una buena definición de espectro en general. 

Además cero está en el espectro de x si y sólo si x es no 

invertible. Toda esta discusión se formaliza en la siguiente : 

DEFINICION 1.B.1. : Sea A un álgebra compleja y x algún 

elemento en A. Entonces el espectro de x en A, denotado por o(x) 

es el conjunto de X. e <C, X. ~ O, tales que (1/X.)x es casi-singular, 

e incluye al cero si x es singular. 

entonces O e o(x) para toda x e A. 
Así, si A no tiene identidad 

Observamos de nuevo si A 
tiene identidad e, entonces 

o(x) = {X. e <CI X.e-x es no invertible en A }. 
Observe que el espectro puede ser definido sobre un campo 

arbitrario de escalares, aquí nos ocuparemos de algebras 

complejas, en este caso el espectro de x,o(x) es compacto y no 

vacío. Esto puede fallar si el álgebra es real, por ello es útil 

su complejificación. 

DEFINICION 1.6.2. : Sea A un álgebra real y x algún 

de A. Entonces se define el espectro a(x) respecto a A 
espectro de x considerando este como un elemento 

complejif icación A<C de A. 

elemento 

como el 

de la 

Es posible observar de esta definición que el espectro de 11n 

elemento no es necesariamente real y puede por tanto no estar 

contenido en el campo escalar de el álgebra. 

El siguiente resultado proporciona una herramienta de uso 

frecuente en el desarrollo de la teoría puesto que fundamenta la 

demostración de la compacidad y no vacuidad del espectro. 
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Supongamos que vtx) ~ O y que la proposicidn es falsa en 
est..e caso. 

La funcicin f(z) = Cz-1x)" esLci definida y es continua 
Cú 

para 

1z1 ;:: ¡.,. • además l.enemos en est.e caso que 

12 1 ~ J.> mejor atln como l..enemos que 

continuidad de la casi-inversa proporciona 

lant..o t' debe ser unif'ormemrmt.e conl.inua para 
En et'ecLo : 
Dada ~ existe M t.al que si izl > H ~ 

1 z -z 1 <1 y 1 z 1 ; I z I > M 
t z 1 z 

( "1 o 

L-zJ 

lím 
"Z:-+W 

lím 
z ..... oo 

izl _, 

:</z 

-1 
Z X = o la 

r:<). 

LzJ o pOl' 

v. 

< ¡;/2 si 

Considero el compacl,o { z ; !'(:<) :; lz 1 :; H }, p;:ira ¿;)() 3 ó>O 

t..al que si ¡z -z 1 < ó y !z 1 ;lz i<2M lo que puede pasar es que 
1 z ! z 

Jz ¡>H i.e. que 
1 

1 z 1 = 1 z -z +z 1 ;; 1 z 1 - 1 z -z 1 z z ! 1 ! 2 1 

;:; 2H - ! z -z 1 2: 2H-M = M 
! 2 

pues 1 z -z ¡ <6 , por tanto se inf' iere que 1 z 1 >H pero puesto que 
1 z 2 

lz 1; lz ! >H se Liene que es unif'ormemenl,e cont..inua. 
1 z 

Seleccionemos ahora w ,. •• ,w las raices 
o 

complejas n-ésimas 
1 n 

de la unid;:id y \. ·= ~~ 1111 tescaL:ir t'ijo entonces zt = A. 

(( =1,.. ,n). Por otra p."3rt.e •!s posible hacer la desr::omposició11 
polinomios mónicos de ¿;r;ido uno, de in síguienl.1~ formri 

1-(:r (1-;J (1 ;J 
que escrita en término de 1'1 operaci<:iu (oJ se escribe como 

[:J = [;). ·[~] 
t n 

[~;;) n de donde so obtiene que ,, es Ci.ISÍ-iuvertible para carl.:1 n. 

Si denoL'.lmos = -l~ r~ r [ X r-tJ R. + + ,¡. z . r,-11!,onces se 
) 2' . } J 

c;t= [;J R. por Lant.o también r;.jr es 
) 

c;:isi-invert ib te y se L iene que : 



además 

rcz ,) 
J 

= (z-.1 x) • = 
J f (~.r 

J 
n: 1 -

Rj .. ( (; rr= RJ f ( ~ r 
n=t 

f [: r 1 • • [1 - [ ~y-·1 l1 - f ¡ ~ n} 
n=t n:1 

n=t 
t 

X 
1 ::; 5 n-1 y por 

t t 
Observemos que RJ tiene la forma 

w z. 
) ) 

ejemplo si tomamos la raíz i-ésima 

X + X + X .¡. + X = 
~w 

• 2 
·'·W ~.w 

J . n }. w 
i l 1 1 

X { ( 1 

) 
1 

J2+ ( 
1 r} :;;: 

.¡. ( -;- .¡. 
w w 

i 1 1 

{ " 
X 

=~-=-~ } :- o 
' w - 1 

1 

tenemos por tan Lo R + + R = o entonces la suma 
1 n 

;-~-,,...., 

Usando el hecho q1te f es unit'ormemente cont,inua, V &)0 3 v,µ 
tales ~ue µ(µ (que no dependen de la n que se ha elegido) y 

ilf'(vJ-t'(µ)ll < t: V J = 1, ... ,n. 
) ) 

Entonces : 

11 [ ( ; rr- [ [ ; rr 11 

1 
,, 

l'Cv J - - \' 
) n l 

/= l J = l 



1 n 

= 2 f'(vj)-r<µ f) 11 n 
J=t 

n 

:f 
1 

1 2 11 
f'(v .) - f'(µJ)ll < 1 

) 
n e = e 

n 
J= 

n 
\>' n e IN 

De ot..ra manera, puesLo que v < µ se sigue que H r;rr 11 (¿; 

para n grande, i. e. ( (; )") • ---. O cuando ( 
X )n v __ n __ , o · 

Sin embargo esLo es imposible pues Lo que 11 [~fil ~ 1 

V n E !N. Por lo LanLo la suposición a .z a(:d con jet! ~ ~, es 

t'alsa y el l,eorem<l debe ser cie1't..o. 
Q 

Un resultado que baranLiza 1ma t'orm<1 más simple de enconLNu' 
el espectro de 11n elemento x en 1m á l¡;ebra sin i.dt:?nLidad 1\ pr·opone 
que encuentre el especLro de x respecLo a 1\ = A •!; <Ce, lo cirnl en 

1 

algunos casos Je algebras parLiculares resulLa más sencillo. 
TEOREHA 1.6.4. : Sea ,\ un <:ilgebra de Banach sin identidad. 

Si x ..: ,\ enLonces o-A(x> = ºA Cx). 
1 

Demostración : 
Notamos primero que O E ª,\ (:..:), porque si s11pone que x 

1 

invertible en A, enLonces exisLe nlgtln y e ,\ y a e C Lales 
l 

Cx~)(y,a) = (xy+ax~) = C0,1) lo cual es imposible. 
Ahora s11pon¡;ase que ( e ºA(:-:). Si (=O enLonces por 

Si ~ ~ O enLonces x prirrafo anLerior se ve que ~ e o¡\(x). 
1 

casi-singular 1~n ;\ y pop lo l.ant..o en ,\ 
1 

~ 
,"\dem;is si supone que 

es casi-invel't.ible en 1\ , •?ntonces exist..e y ·~ ¡\ y a e •C Péll'il 
1 

u~ales se tiene ; 

( :</< ,0) Cy,aJ = Cx/~,0) + Cy,a) - Cx/~~)(y,a) 

es 

que 

el 

es 

( 
los 

Gonsecuen LP.men Le '.I o y y ::: o. ~ledianLe ttn 

procedimient..o ancilogo se obt.iene y o (). y 

casi-invertible en A. lo cu;:il es 1ma cont1·adicción. 

PS r:;¡s i-s im0 11 J.:11· en 1\ por l,an to '!¡\ < x) :: "/,\ < x). 
l 

:w 

también 
X 

¡: .. 
Entonces 

es 



Inversamente, el párrafo 

es singular en A
1

, entonces 

ant.erior muest.ra que si ( .,! o y x-(6' 
X casi-singular A, además es en 

O e a~x) por la primera parle 
1 

ªA<x> = ºA (x). 
1 

[J 

~ 
de la prueba. Por lo t..anlo 

PROPOSICION 1.B.B. : Sea A un álgebra de Banach. Si x e A, 
entonces a(x) es un subconjunt..o compaclo y no vacío de {(e~: 1(1 
~ llxll }. 

Deiaost.raoión 

En vist..a del t.eorema ant..erior ºA (x) 
1 

= ªA(x) cuando A no 

t.iene ident.idad, por ello podemos suponer sin pérdida de 

generalidad que A liene una ident.idad 6', Si suponemos que a(x)=0 

entonces x-(e es invertible para cada ( e ~. 
funcional lineal continuo sobre A t.al que 

considere la función g:~ ~ <C definida por 
• ( e <C. 

lím = }.... ... >,. 

Se puede probar que g es una función ent..era 

o 

x*C<x-Ae)- 1 >-x*ccx-A e)-
1

) 

1 - 1 
im A-A 

>..._.>.. o 

lím 
A.-+>... 

o 

o 

o 

o 

A-A. 
o 

= 

Enlonces sea x"' 1m 

x"'<x-1
) = 1 y 

gC()=x"'[<x-(e)-1
] 

"' como lomar inversos es una función continua y como x es conlinua 
entonces se sigue que (2) adopt..a la forma 

x* ( Cx-Ae)-1>2
) 
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.. g es entera. >1<>1<11< 

Para ello es suficiente ver que lím gC<> 
I< 1-•oo 

o. 

es evidente que <x-(<0?)- 1 = (x/( -..,.)- 1
/( por 

continuidad de la inversión en A se 

lím <x-(9)-1= lím <:·u'(-9)-1 = O 
1< 1 _,. co lt; 1->o;¡ --¡;----

Pero si 

tanto de 

deduce 

la 

Qlle 

Entonces puesto que 

lím x* 
k /->oo 

.. 
x es cont.in110 

x•(Q) = O 

obt.enernos 

lim ;;<O [(x-( 9)-1 J 
1 {!->ro 

Por t.ant.o g es una función entera acotada v por el teorema de 
Liouville se ve que es constante, se sig11e de inmediato que g(()=O 
~ e C, lo cual contradice que gCOl = 1. Por Lant..o a(x) - O. 

Ademris si ( e ~ es tal que I~ 1 ) UxH entonces 11 x/( 11 ( 1 

por Lanlo x/< es casi-invertible, atin mcis Lambi~n se veririca que 
o( X) e {~ -.=<C: 1 < 1 !: 11X11 )- • 

Para mostrar que es cerrado basLa1·.:i probar que el complemento 
del espectro es abierto, denotemos a Lal conjunto por O. 

Sea x t..al que ílxll)O , entonces 

~ ¡¡ = 1 ~ 
por lo tant..o < si 

1 
f 1 ilxll 

< 
6 

11 -;-:-1 ,ahora 
. XI 

bien 

como la f'unción 1/z es con!,inua 1m 'C'-<O>, •)ntonces exist.e 6 >O t.al 
1 

que si 
1
1 1 ¡ 6 
:\f <11x11 11~ rll<o es inverf,ible. 

Por lo tant..o B as abierto y o(x) es cerrado. 
Si llxtt=O ~ aCx) = CO>. Por lo tanto o(x) es un subconjunto 

cerrado de {( '" 1C; I~ 1 ~ lfxll } y 1..:imbién o(x) es campado. 

COROLARIO t,5,6. : Bajo las 
¡arant.iza que max ICI = u<x>. 

í;·wCx> 
Demost.raoión : 

o 
hipótesis <lel teorema ant,erior se 

Por la proposición 1. ~:l. :3. de est..a sección se L iene q11e 

v(x)=" sup jf, 1 así que sólo será necesario proba1' que 1.•(x):?: sup Ir.! 
(~o<x> r.~o(x) 

, nuevamente sólo se Lrat,ar.i el caso complejo. Supongamos que 

1 ( 1 , !o'nl.onces tenemos f e iC es t.al que v( x.> < " 
X :\ 

1 vCx) 

Tn 
que !.·<~) < 1, dSÍ que ., Por ·~s c;-¡si-invert.ible. 

~ -E o(:-<) entonces li! 1 < t«.:<) por· ello t.-1(:<)~ SlJp I~ }. 
('':G'(X) 

'.JO 

< 1 i. e. 

lo Lrnto si 

o 
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Con el resultado anterior se infiere que ~(xJ liene dos 
inLarpreLaciones, LanLo algebraica como topológica. max !(! y 

(Ea(:<) 

lím tt xntt 1
'" respecLivamenLe, los cuales corresponden a la 

n 
esLruct.ura de ¡\. 

DEFINICION i.B.7. : El ntlmero vACxl es llamndo el 

espect.ral de x. 
También nos interesa dar una caracterización de ªA(x) 

doble 

radio 

donde 

utilicemos las propiedades de A, para sit..11ar- f;:1cilm•:nt..e La 1 
conjunto en algebras part..iculares. La siguient..e proposición se 
cent..ra basicamente en el caso real. 

PROPOSICION 1.S,B, : Sea A un ~lgebra real y x ¿ A considere 
el número o+(li=r E 'C ((;l,,(J E tF') Si r=O ent.onces r ·:.= ,:-(x) sii x es 

singular en A. pero si r~O ent.onces r ~ uA(x) sii lrl~C2ax-x2 > es 

casi-singular en A. 
Demoslración : 
El proceso de complejificación funciona de Lal manera que si 

1\c t.iene ident.idad sil A la t..iene y 11n elemento es invert.ible en 

Aq:: sii es invertible en ¡\, así que para r=O se sigue la 

afirmación, cada element.o en A~ se escribe t.ambién como u+(y con 

u,v ~ ,\. Sea u+,~v = u-tv i. e. ¡;eneruliz<imos Ll noción del 
conjugado, de la misma form<l u+t v es c<:isi-inver·Lible sil 11-i:v es 
cas i-inverl.ibh1. 

Para x ~ A - 1 r X 
- l 

/' X 
- 1 

de igual' modo -1 
{" X es 

casi-inverlible en Ac sii r x t;•s casi-invert.il.ile en 

( r- 1
x )·( r-~) ( r -~ )·( r-1

x J 

= (1-r< ) ( t-r· 1
x ) lr1-2

( 2ox - x
2 

) 

1 (' 1-2 
( 2ox-:·:2) X es casi-inverlil.ile en es 

r 
casi-invert.ible en Ac y por lo LanLo en A. 

o 

Una co11secuencia r¡11e se desprende de esLe resultado, ·~s r¡11e 

si considera 1\ real ent..onccs ºA (x) es aut.oconjugado, es dei::ir 

t; -;; 7
1
\ C:d si i r; ·.o ~1¡\ <.x> , ailem<ls P·ll"'I \ ·= lP'{()> P.ntonces '/\. ~ o,c<x> 

sii i.-1x es casi-invo=n-t.ible. 
PROPOS!CION l., S, 9, : Se01 ¡\ un .. í.l¡;d)r;~ compl1?ja y x 

o lPmenl.o .:ipb i L1·<11· i o, denote por ,y( xJ s11 Pspect.rn resp~)cLo 
por otx>,. su .-.sp•!cLl'o 1·Pspect.0 a ,\ p•~l'<J visl.o •:nmo un 

r•Ja l. 

:-11 

~ A 11n 
·l A y 

<:il¡;ebra 
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1 

1 
1 
1 
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conjugados. 
De•ost.raoic5n 
Por la definición de especLro O e o(x)r sii O e o(x), así que 

supon¡;ase que A;o!Ü. Se<. A<C la complejificaciór. de A. sumergimos A 

en Ac con la siguienLe regla : 

A <----• i\c 
X t-------> (X ,Q) 

Para ;\=Cl+¡li. Ca ,¡1 <: fR) en Lonces : 
AX~ O.x,0) 
Hx,0) = Cox.13x) 

tal que si A(x,0) es casi-invertible en A~, debe existir 

que cumple 

Co.x,(1x) .(S,T) = O -> e1xs+s-,;¡xs+[lxt. = O y ¡íx+L-(lxs-c;xt. = O 

pero aquí definimos w = s+t:L en A se sigue de inmediaLo (Ax)•w = O 

CmedianLe el mismo razonamienLo w·C~x)=O y \x es casi-invertible 

en A. Enl..onces oCx)r conLiene a c:,(x) y a s11 conj11gado, en oLras 

palabras es o(x) .:111l,oconj110 ndo). Como en el campo escalar 

complejo se puede Lnmbi~n determinar la parLe real y compleja aquí 

se puede hacer, para el lo s1Jpongase q11e ;\x y :\x son 

casi-inverl..ibles en ¡\, ahora del'i1H1 

s = 0.x) º + <>:x>" 
2 

son elemenl..os de ¡\ que cumplen : 

y 

O= (ox,(ix).,(s,U 

.·. :\Cx,0) es casi-inverl..ible en 1\,C" 

t. 0.x>" - ( \x)' 
2t 

(s ,t.)· (ox .(3x) 

Se sigue que o(x) r está 

conl..enido en la unión <le o(x) con su complejo conjugado. 
o 



1.6. EL TEOREMA DE GELFAND-MA2UR 

Ahora estamos en posibilidades de obtener el teorema de 

Gelfand-Hazur para algebras de división normadas, este resultado 

será expuesto en varias proposiciones para facilitar su 

presentación, como vimos en la sección del espectro el caso 

complejo es particularmente más fácil de establecer. 

Inicialmente nos interesa dar una caracterización de las 

algebras de división normadas en término de su campo escalar. 

TEOREMA 1.6.1. : Si A es un álgebra de Banach de división 

compleja entonces A ~ <C. 

De1K>st.ración : 

Sea A como en la hipótesis, como es de división entonces 

tiene identidad, así como también un elemento x no nulo que es 

regular. Ahora bien, a(x) no contiene a el cero para cada 

elemento no cero x e A, y como a(x) es no vacío, existe ( e ~ tal 

que Ce-x es singular en A y esta última afirmació~ nos hace 

inferir que x = {e pues ,e-x debe ser igual a cero que es el único 

elemento singular. Se sigue de inmediato que x es un número 

complejo múltiplo de la identidad, por lo tanto A ~ ~. 
o 

Nuestra pregunta es la siguiente : Podremos afirmar que si A 
es un álgebra de división normada real entonces A ~ ~ ? La 

respuesta es no en general, sin embargo la afirmación anterior se 

verifica si la igualdad xz+ yz= O implica x = y = O. 

COROLARIO 1.6.2. : Sea A un álgebra de Banach real de 

división. Si xz+ yz=O implica x = y = O en A entonces A ~ ~. 
De1K>st.ración : 

Seleccionemos a e •C arbitrario y considere ahora la 

subalgebra conmutativa maximal que contiene a "a", la cual 

denotamos por <a>, esta es un álgebra de división normada real, 

que se puede complejificar. 

Si tomamos a.+i(3 e <a.><C con a. ,,¿ O y (3 ,,¿ O entonces az+ (3z;,i O 

ya que por la conmut.atividad tenemos: 

c~+t(3)(a-i(3){oz+ (3z)- 1 m e 

i.e. <a.>~ es también un álgebra de división normada compleja que 



l 
1 

element..os 
y se sigue 

elementos 

las hipót.geie dGl rgault.ado ant.Grior por lo t.anto los 

de <~>~ son números complejos múlt..iplos de la ident..idad, 
de la definición de álgebra complejificada <a>~ que los 

de <a> son múltiplos reales de la identidad, en 

particular a es también múltiplo de la identidad real, pero a fué 

elegido arbitrariamente, por lo cual se verifica la afirmación. 

o 

Dicha restricción x2 + y2= O implica que x = y ª O sólo podría 

darse en el campo de los reales, en los complejos fallaría así que 

el álgebra podría ser isomorfa incluso a ~ en el caso que sea 

conmutativa, esta idea intuitiva se formaliza en el siguiente: 

TEOREMA 1.6.3. : Si A es un álgebra conmutativa de Banach 

real de división, entonces A es isomorfa a ~ ó ~. 

De•ost.raoión 

Si la condición restrictiva en el teorema anterior se cumple 

entonces se sigue que A ~ ~. 
Así que supongamos la existencia de elementos a y b no nulos 

tales que a 2 + b2 = O. Como A es álgebra de división normada se 

sigue que a - O y b - O simultaneament.e pues de ot.ro modo : 

Si a = O y b - O ~ a 2 + b2 = b2
= O 

.. b = o . 
Definimos j 2 = ab- 1 para obtener j 2 = -e 

jz = (ab-1)(ab-1) = b-1a2b-1 = b-1(-bz)b-1= (-bz)(b-1)2 =-e 
Sea a+i~ algún núnero complejo y para x e A definimos 

<D.+~i > x = ea+ru> x 

para obetener mediante esta multiplicación por escalares a A 

un álgebra compleja. 

como 

Por ot.ra parte la transformación x -----+ i:x es continua ya 

que 11 ix 11 = n jxll ~ ttJtt ttxll en la norma de A. 

Por el último resultado visto en la parte de 

existe ot.ra norma 111 • 111 equivalente con 11. 11 t.al 

complejificación 

que A con la 

norma 11j.111 es un álgebra normada compleja y como por 

es álgeba con división entonces debe ser isomofa a ~. 

del primer teorema. 

o 

hipótesis 

en virtud 

Sin embargo hasta el momento se ha estudiado algebras 

conmut.ativas, así que nuestra tarea inmediata consiste en analizar 

el caso no conmut.at.ivo. 
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TEOREMA 1.6.4. : Sea A un álgebra de Banach real de división. 

Entonces A es isomorfa a los reales, los complejos o los 

cuaternios. 

De90st.ración: 

Simplemenle nos limitaremos a el caso no conmutativo pues los 

resultados anteriores cubren el otro caso. Tomamos x e A. puesto 

que A tiene identidad y a(x) ~ 0 , debe existir un número complejo 

~ = a+~i de tal manera que : 

1<1 2 - <2ax - x
2 )es singular. 

En efecto, si esto no pasara entonces 

1{1 2 
- <2ax - x 2) = <a2+~2) <2a.x-x2

) = <<a+~i) - x)C(a-~i) - x) 

por lo tanto tenemos 

9 = <I{ 12 
- (2oo<-x2)}((a+~i) - x) 

= <<a+~i)-x)((a-~i)-x)((a+~i)-x) 
por lo tanto (-x es invertible para cada ( en <C, lo cual es una 

contradicción pues a(x) es no vacío para cada x, por tanto 

necesariamente 

1 < l 2-<2ax-x2
) 

es singular, para alguna ( e <C, y así 

l{l 2-(2ax-x2
) =O 

lo cual muestra que cada elemento de A satisface una 

cuadrática con coeficientes reales i.e. A algebraico 

ecuación 

y sus 

elementos de satisfacen polinomios de grado finito <ig11al a dos). 

La conclusión se obtiene aplicando el teorema de Frobenius, el 

cual asegura que cada álgebra de división finita sobre los 

es isomorfa a ~. ~ ó los cuat.ernios. 

o 
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2,1, IDEALES MOOULA~ES 

DEFINICION 2,1,1,: Un ideal IS A es llamado ideal modular 
i~qui7rdo (derecho) ~i exisLe una i:genLfdad lat..eral 

1
9erecha 

C1zqu1erdo) modulo I. i. e. 11n ele111enLo "'r <e1 ) l,al que x-xe1 e I 
t r l Cx-e1x e!) para cada x e A. Obviamente los elemenLos e1 ,e

1 
est..! definición pueden ser remplazados por algunos elemenLos 
y e +m. para algún m . .; I. 

Adem~s observe que si I es ideal propio enlences se i,iene que 
r 

@ 1 no esL~ en I (pues de olro modo I=A y no sería propio) y si ISJ 

entonces Lambién J es un ideal modular izquierdo (derecho) con la 

unidad e~ Ce~). NuevamenLe un ideal I es llamado simplemenLe 

modular si es simulLaneamenLe izquierdo y derecho, para esLo debe 

exisLir su identidad módulo I i.e.un e 1 Lal que x-xe
1 

: x-e1x e I 
para x e A, de donde 

elegido como 

f'ormalizaremos las observaciones anl.erior•?S de mnvor relevancia 
la siguienle: 

PROPOSICION 2,1,2,: Sea A un cilgebrn. 
i) Si I S h es un ideal propio modular izquierdo 

Cderecho,bileLeral) y •i es una idenLidnd !al.eral derecha módulo 

r ent.onces e 1 g l. 

I 

ii) Si I ~ A es un iJeal modular izquierdo (derecho, 
bilaLeral) y J ~ A es un ideal izquierdo Cderecho,bilateral) tal 
que I f; J. entonces J es modular. ,\dem.:is, si .;. es una .i~lentidad 
módulo l entonces "" PS \lila identidad módulo J. 

ííi) Si I ~ A es un ideal bilaLeral propio modular enLonces 
A/l es un ~lgebra con ident.idad. 

Demosl.ración: 

Si I ideal propio izq11ierdo mo<l11l<:1r r es un y el es una 

ident.idad módulo I, en Lances la suposición r 
I implica que eI e que 

!' 
XP¡ e I, para cada x e A, y x puede ser expresado de la siguiente 

¡· !' 
manero; x • x e1 - Cx e 1 - xJ e I Cx e A> 

conLradiciendo que I sea propio. 
¡• 

Por lo t.ant.o ur ~ I. 

Para rnost.rar ti: habr;:í que hacer noL.11· q11e e~ es una ident,i.dad 

mrídulo es ideal izq1derdo mod1.1L:ir [. •1nL1.H1Cl)S x0~-x "' r pero I ~ J 

y x -: 1\, y tnrnbit.!11 J es modular r:o11 e~ 11n.1 i<fr·11t,idad módulo J. 
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Por dllimo es evidenle por la proposic1cin 1 de 
cocienLe que A/I es un ~lgabPa v Lambi~n Q + I as una 
para ~/I, donde e e ~ es una idunLidad módulo I ya que : 

(e + I)Cx + !) = ~x + l = x + I = xe + I = Cx + l)(e 
con x e A puesto que 9X - x e I y xe - x e 1, x e l. 

al¡;ebras 
idenl.id<1d 

+ l) 

o 
Nuestra pregunta es si dado un ideal izquierdo propio modular 

I ~ A siempre es posible enconLrar un ideal max1mo izquierdo 
modular que lo conLenga propiamente, L:i resp11esta se encuentra en 
la siguiente; 

PROPOSICIOff 2.1.3.: Sea A un cilgebra. si I 5 h es 
izquierdo propio modular (derecho, bilateral) entonces 
ideal izquierdo mciximo modular Cderecho.bilaLeral) H ~ A 
I s H. 

1111 ideal 
existe un 
L<.ü que 

De111ost.raci.ón : 
l' Supongamos que I es como en 1':1 hipótesis y t>I es 11na 

identidad módulo I, sea ~ la colección du Lodos los ideales 
propios izquierdos K 5 m tales que I S K. Se sigue que 5 ~ o Cal 
menos I e ~). Cada K ~ ~ es un ideal propio izquierdo modular y 

mód11lo K (poi' la p1-oposicicín anterior). ~i es una idenlidnd 

Más a1in ·'°'~ e K 

inlroducir un orden 

Ahora es convenienLe 

parcial en (SI a tr<.1vés del re.L:1cionL1l "·::" de la 
siguienle manera : 

Decimos q1ie K1 > K.2 si K1 :> K2 p;wa K,. . <.~. 

subconjunLo linealmenLe ordenado de 5, entonces 
K =U K o 

•=( 

Si <.K } es un 
':t 

se t .• iene que 

es un ideal propio izquierdo modular en 1\ que <1dernás conLiene a I, 

(claro pues ~nda K 
u 

K. lo contiene) y K no es Lodo A p11es 

Así que aplicando el lema de 2orn 
11n elemenlo maximal M -: <~. i. e. M 
modular ta 1 q11e contiene a I. M 

a (SI se inf'i1::1·e l.::i existencia de 
es un ideal maximal izquierdo 
:;, I 

a 
Una consecuencia de este res11lt .. ":ldo se enuncia en segui<l<'l. 
COROLARIO 2.1.4.: Sea I un ideal modular propio en A con 

identidad sf enlences 

I n fx e i\: lle~ - xll < 1} = O 

Oemost.raaión 

Como ll 9~ - x 11 < 1. en ton ces .,;~ x es c•1si regular, i. e. 

. l' 
<•?¡ - x) 

l' 
<.0I - x> 

¡· 

•. J 

r .entonces l,1;,11d remos q11e [ 

i;oni.l'i'lri.1111e11t.1~ .1 l1J dt•mosl.rotdo ·~n 111M pr·1Jposición ·HIL•~riul'. 
o 

'.!B 



COROLARIO 2.1.B.: La cerradura de un ideal modular propio es 11n 

ideal modular propio. 
Demost.ración : 
Sea o~ una ident.idad izquierda de A módulo un ideal mo<lula1' 

derecho I La l que 
t 

X "'{' e I V X E A. Probaremos que 

11 
L 

11 ~ 1 Vj I el - J € 

Supongamos lo para alguna 

j e I entonces por 

casi-inverLible. 

contrario es decir que Ue~ - j!I < 1 

las proposiciones de regularidad e~ 
Denolemos por i su casi-inversa. 

.1 es 

Entonces 
L ' e •1- 1> + t - <•i - J)t = o 

1 . + l. . L esLo da e
1 

= J e
1

t - t - Jt pero ello implica que •r se 

a una dislancia positiva de I se ve que la cerradura Je 

Lambién un ideal modular derecho disLint,o de 1\. 
o 

COROLARIO 2.1.60 : Cada ideal modular maximal es cerrado. 

halla 

I es 
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2.2. FUNCIONALES LINEALES HULTIPLICATIVOS 
E IDEALES MAXUIOS. 

Concentraremos nuestra atención desde esta sección y en las 
que siguen unicamente en algebras de Banach conmutativas, esta 
restricción será impuesta porque una parte importante de la teoría 
de algebra~ de Banach es desarrollada exclusivamente para estas 
algebras. Nos referimos a la teoría de representación de 
Gelfand, dicha teoría se basa en que el álgebra cociente de un 
álgebra de Banach conmutativa módulo un ideal máximo es un álgebra 
de división y por ello aplicando el teorema de Gelfand-Mazur el 
álgebra cociente es isomorfa a <C. Por lo tanto los ideales 
máximos regulares en un álgebra de Banach conmutativa determinan 
homomorfismos de A sobre ~ y usando esos homomorfismos podemos 
construir el álgebra de funciones continuas sobre un cierto 
espacio topológico Hausdorff localmente compacto. La siguiente 
afirmación es válida para algebras conmutativas la cual se plasma 
en un resultado puramente algebraico y sólo la enunciaremos para 
tenerla presente. 

PROPOSICIOH 2.2.1. : Sea A un álgebra conmutativa. Si McA 
es un ideal maldmo regular, entonces A/M es álgebra de división. 

DEPIHICION 2.2.2. : Sea A un álgebra de Banach con identidad 
Co sin ella). Un runcional homogeneo y aditivo lineal <no 
necesariamente continuo) derinido sobre /\ es llamado funcional 
lineal multiplicativo si 

i) f(xy) = f(x) f(y) 
ii) f(x) ~ O, para alguna x € /\. 

A el conjunto de tales funcionales se le denota usualmente 
por m'<A> va que depende de el álgebra sobre la cual estén 
definidas, ó simplemente fl'. 

A cont.inuación se establecerá la conexión entre los 
funcionales lineales multiplicativos de un álgebra A con identidad 
e y sus ideales máximos. 

TEOREMA 2, 2. 3. : Sea A un áli;ebra de Banach con identidad e. 
Entonces hay una correspondencia uno a uno entre los funcionales 
lineales multiplicativos no nulos y los ideales maximos de 
codimensión uno. Precisamente si f es un funcional lineal 

multiplicativo no nulo entonces r-1
(0) es un ideal máximo de 

codimens.i.ón uno y dado un ideal máximo de codimensión uno M, hay 

un funcional multiplicativo no nulo f:A <C con 11 = r-1CO>. 

Demostración : 

Sí f es un funcional lineal multiplicativo no nulo, entonces 

se ve facilmente que el conjunto 

ker r = {x E A:f(x) = o }=Mr 
es un ideal, además Hr es un subespacio de codimensión uno, por lo 

tanto Mr es un ideal máximo. Inversamente : Si H es un ideal 

máximo de A entonces es cerrado, lo cual implica que /\/M es un 

álgebra de división normada y por el teorema de Gelfand-Hazur se 
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~iene que A/H ~ ~ 
El homomorfismo natural 

es un funcional lineal multiplicativo. 

Por ser fH el homomorfismo canónico se tiene que 

Además tenemos que H=ker fH , se desprende de la primera parte de 

esta demostración que 

= H 

Analo~amente se obtiene que fM = f. 
f 

o 

Un análogo para algebras sin identidad se establece en el 
siguiente : 

TEOREMA 2.2.~. : Sea A un álgebra de Banach conmutativa 
compleja sin identidad. Entonces existe una correspondencia uno 
a uno entre funcionales lineales multiplicativos de A y los 
ideales modulares máximos de A. 

De1tastraoión : 
Si H es un ideal modular máximo de A entonces es cerrado como 

se probó en la sección 2.1. y el álgebra cociente es isomorfa a ~ 
puesto que esta álgebra cociente tiene identidad y no tiene 
ideales propios . El homomorfismo natural fH: A A/~ es 

un funcional lineal multiplicativo. 
Inversamente, si f es un funcional lineal multiplicativo 

entonces el conjunto 
H=s{xeA:f Cx)=O> 

es un ideal modular ya que existe xe/\ tal que 
tanto existe e eA tal que f(e )=1 y para cada xeA 

fCx-eH")=f(x)-f(eH)f(x)=O 

f(x)~O. 

se tiene 
por lo 

i.e. x-ewc eH, se infiere que el elemento ºHes identidad módulo H 

y el ideal H es modular entonces claramente es un ideal máximo 
ya que es un subespacio de codimensión uno. 

Para demostrar que la correspondencia entre ideales máximos 
· modulares y funcionales lineales multiplicativos es uno a uno se 
procede como en 2.2.3. 

o 

COROLARIO 2.2.B. : En cada álgebra conmutativa con 

existe al menos un funcional lineal multiplicativo. 

De1tastración : 

identidad 

Si A es el campo complejo entonces la identidad es tal 

funcional. Si h no es campo entonces existen elementos x e A los 

cuales no sonm invertibles si x es uno de tales elementos entonces 

xA es un ideal, el cual puede ser sumergido en un ideal máximo. 
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Entonces el álgebra A tiene un ideal máximo o equivalent.emenle un 

f'uncional lineal mult..iplicat.ivo. 

o 
Ya hemos t.enido ocasión de observar que los funcionales 

lineales mult.iplicat.ivos son básicos en los problemas 

concernientes a algebras de Banach conmut.at..ivas, i.e. forman un 

contexto de est.udio natural de las algebras complejas. 

TEOREMA 2.2,6. : Cada funcional lineal multiplicativo en un 

álgebra de Banach A es continuo. Es decir, lf(x) I~ llxll para xeA. 

De•osl.raoión 

El caso f::O es obvio. 

Para probar la desigualdad supongase que para algún xeA se 

tiene 1A.1 = 1 f( x) 1 > 11x11. Como A.oiO entonces x/A. es 

casi-invertible y su casi-inverso está dado por 

y = - f (~ r 
n=i 

, por lo tanto y = o que a su vez implica 

f(y)~i-f(y)=O lo cual es absurdo. 

' y así r es continua. 

Por lo tanto 1f(x)1 ~ llxll VxeA 

DEFINICION 2.2,7. Sea A un álgebra de Banach y x un 

elemento de A. Definimos la función x~(M) sobre ID'=fil'(A) 
mediant.e la fórmula 

x~<M) "' r r-t<">. 
A esta función se le llama la transformación de Gelfand de el 

elemento x e A, y por el corolario 2.2.7. se tiene 

su p 1 x~CM) 1 ~ 11x11 
Mefil' 

Denotemos por c8cm•> al álgebra de Banach de todas las 

funciones definidas sobre 'Jn' , con valores complejos y acotadas con 
la norma 

U p 11 = sup jp<H>I 
00 MeID' 

El siguiente resultado es una consecuencia de la definición 

la relación (1). 

PROPOSICION 2.2,0, : La transformación ge :x -----. ~ x es 

homomorfismo continuo (llamado la representación de Gelfand) de 

álgebra de Banach A en el álgebra C8CID'). La imágen de 
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identidad de A (~) bajo el homomorfismo es la función constante 

eA(ff)=1. Cada funcional lineal multiplicativo sobre A es de la 

f'orma f(x) = xA<Mo). donde Mo es un punto fijo en m·. 
De•ost.ración : 

La transformación x ----+ x,... es un homomorfismo de ¡\ sobre el 

álgebra A"' = {x"': 

complejos sobre m· . 

revela " que X es 

X e A} de funciones 

Además la estimación : 

x"ll - sup 1 x,...< t,) 1 
ro t.em· <A> 

== su p 1t(x)1 
t.em' <A> 

~ sup lit.JI llxll ~ 11 x 11 
tefil' {/\) 

una función continua 

"' transformación x ----+ X es decreciente en 

continuas de valores 

acotada y que la 

norma. 

Si tiene identidad, entonces e"{t) = 1 . t.. e 'JJ?' , de donde se 

sigue que A"' contiene funcionales constantes. ,... 
Se puede mostrar (cosa que no haremos aquí) que si A denota 

la imágen de A bajo 9e : A" = fX(/\) e c8cm•) ti"°' (posiblemente no 

completo) es un álgebra normada con la norma 

Ahora 

aplicaciones. 

llxll s 

enunciaremos un 

= sup lx"<M> 1 
He'Jll' 
resultado importante para las 

PROPOSICION 2.2.9 • Un elemento x e ¡\ es invertible sii 
..... 

A CM) 1'- O V H e fil' en est..e caso <x-1 )'"'(M) = [x"<M)J~ 1 

Oe1M>st.ración : 

Si x"<H
0

> a O entonces x e M
0 

y x no puede ser invertible en 

A. Recíprocamente si x no es invertible entonces xA es un ideal 

propio de A y entonces est.á contenido en algún ideal máximo M
0 

por 
lo tanto tenemos que x~<M )=0. La fórmula <x- 1)~(M) = Cx~CM)J-1 

o 
se sigue de inmediato de 

elemento invertible en 

mostrar que si f e m• (¡\) Y X es un 
A entonces f(x-1 )=[f(x)]-t lo cual es 

cierto pues si f e fü' <A>, entonces 

1 "' f'(e) = f(x x-1
) "' f(x)f(x- 1

) 

f<x)f<x-1> = 1 = r<x> Cf<x>r1 

pero el inverso es tinico. 

el resultado. 
o 

ahí 



Ejemplo Considere 

operación multiplicativa. 

/\. = l Cl) con 
1 

Los elementos 

la 

de /\. 

convolución como 

son sucesiones 

x=<x } ..,,. 
n n€«-

/\. es un espacio normado con 11 X = ~ IX( 1 < 00 

(e2 
como norma. 

( Se recuerda que la multiplicación se define por z=xll<y con 

Se tiene : 

) 

xll<y 11 "' L 1 L xn-k yk 1 
ne2 ke2 

~ L lxn-kl IYk 1 
n ,k.::2 

.. L lvkl llxll 

kE2 

llxll llyll 

Ahora checamos que es un álgebra conmutativa : 

Si x11<y = z donde z = \ x y haciendo t = n-k 
n L n-k k 

keZ 

k "' n-t. entonces z 
n ¿ Xn-<n-l>y n-L = 

teZ 

lo tanto z= yll<x se sigue la igualdad requerida. 

k e Z y 

\y X L n-l L 
por 

Aún más /\. t.iene elemento identidad pues considere el elemento 

l = { l =1 , l =O V ,e2'-.{Q}) 
o ' 

en efecto : 

Supongase que l*x 

demostrar que y = x 

y con x elemento arbitrario en /\., hay que 

= ... +o+O+i·x +o+o+ ... = x 
n n 

~ Y = {y } = {x } = X 
n n 

Hacemos ahora 
{ } 

00 

X - 6 
o t,n _

00 

tenemos que 

V n e IN 

X E 
o 

GCA> (o 



f 
simplemente G) puesto que x- 1 

o 

Sea FE mcA), podemos ver que IFCx )j = 1. En efecto puesto 
o 

que llx 11 = llx- 1 11 = 1 y llFll = 1, se tiene que ¡FCx )! :$ llFll 
o o o 

1 FCx ) ¡-1 = IF<x- 1 )1 ~ llFll 11 x- 1 11 = 1 entonces FCx ) = y 
o o o o 

O~t:S2rr 

Tomando un 

x = \ x xn 
L n º 
ne~ 

elemento arbitrario x = {x } e2 E A vemos 
n n 

FCx) es el valor de las series de Fourier con coeficientes 

en algún punto t., O~t:$2rr, el funcional es multiplicativo 

que : 

FCx·y) = ( L "n-k vk) e ~ 
\ int 

n ke~ 

= \ x e i<n-k>t y e tkt 
L · n-k k 

n,kd 

s 2= ykeikt 2= xpeipt. = F(x) FCy) 

k p 

llx 11 =1 
o 

i t e con 

que : 

i. e. 

{x } .,,, 
n ne"'-

puesto 

Donde inclusive se puede identificar a los funcionales F (ideales 

máximos de A) con los puntos de el círculo unitario 

i t. {e : O:St.<2rr } 

y puede tratar las transformaciones de Gelfand como funciones 

periódicas i nt e 

que se expresa FCx) son 

transformaciones de Gelfand 

pero puesto 

uniformemente 

son funciones 

círculo unitario y por la proposición 2.2.3. 

que las series en 

convergentes, las 

continuas sobre el 

se identifica el 

espacio de ideales máximos 'ffi(A) con el círculo unitario del plano 

complejo. 

a 
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2.3. EL ESPACIO DE LOS IDEALES HAXUIOS 

El hecho de que la represenLación de Gelfand sea conLinua no 

es casual. Descubriremos que el conjunLo ffi' de ideales mcixirnos 

de A puede ser dotado de una Lopología de Lal manera que resulLa 

ser un espacio Lopológico cornpacLo ClocalrnenLe compacto en el caso 

de algebras de Banach sin idenLidad) y las funciones x"' 

resulLen ser continuas. 

topología de Gelfand. 

simplemenLe por m. 

Es La t.opolog ia es conocida como lél 

Hl' con esLa Lopología es denol.ada 

DEFINICION 2.3.1 : Sean x ,x , ... ,x elementos 
l Z n 

de 

A y sea s un nlÍmero arbiLrtirio positivo. La v1-:cindad 

VUI ;x ,. . ,x ;e J de el ideal tni:"iximo M esLéÍ definida r:omo el 
o 1 n e 

conjunl.o de todos los ideales máximos M para los c11ales las 

des iguald•1des 

1 x"'<m-x"rn ) 1 <.:.-
l l <J 

i=1,.. ,n 

son válidas, i.e. 

VlH ;X ,. • ,x ;.d=UI: 1 x"'CM>-x"'OI ) 1 <.s:> 
o 1 n ' ~ o 

PROPOSICION 2,3,2. El espacio m de Lodos los ideales 

máximos de un álgebra A con la Lopología definida por las bases 

locales definidas anl.eriormenLe, 

llat1sdorfT. 

Demost.ración 

es 1111 espacio l..opológico 

La inl.e1·sección de dos vc~cinr.ladcs de 11n p11nLo M 
() 

contiene oLra de Lales vecindades, en e~!cLo para VUI ;X ••• ,X ;d 
o l n 

Y VUI ;Y ,. • ,y ;óJ se Liene q1w 
o l m 

vrn ;X ... ,X ,y , •.• v ;pk:Vrn ;X ••• ,X ;E lriVCH ;y ... ,y ;6] 
.,l nl m •)1 n •:il m 

dond1~ p= min {t: ,ó}. 

S:i se l.iene M .,,vrn ;x .... x ;,; l=:V q11e 
l •> 1 n ·o 

·~xisl,e 1rn vecindad V .¡,~ M de L~ 
l 

l'orma 11sadil en la 

2. 3.1., conL•::-nid<l en V • F:sl,o concl11ye ,., 

M -:;VCM ;x ... x ;..o: l=V enLonces JH'•Jpon1~mos 
l 0 t n ·~ 

V =VfH ;x ... ,x; min<c-jx"'CM )-x"'CH >j>l 
l. l l n ,,. L l l ·':) 

, ..::n 

.i 11med i.t Lu • p1e V c-:V . 
l 

ya 

del' i.11 icion 

q11e si 



Para cada dos punLos dist.int..os M y M efü ex is Len vecindades 
1 z 

ajenas. Para mosl.rarlo sean H ;>1M enl.onces 
1 z exist..e x dh'-M tal 

o z 

que x"'OI );>1x"'U1 ) y las vecindades V( M ;x ;c/z J. VUI ;x ;.,;/zl son 
01 ~2 1:: ;:'!o 

ajenas para c>O t..al q11e <:< 1 x"'CM )-x"'(M > ¡. 
o 1 c. 2 

o 

PROPOSICION Z.3.3. : El espacio ffiCAl de un álgebra de Banach 

A (con la t.opología de la definición 2.3.1.) es comract..o. 

Demost.ración : 

Para cada x-e.A consideremos el Jisca) cet·rado 

DC x)={;\E'C: p. ¡ :=; 11 x \/} 

Sea ID=n DCx) el producLo Lopológico de Lodos 
XEi\ 

est..os discos. 

Como sabemos si Cl,.w> >-=!D, en lonces una vecindad fundamental de 

o.'· 0 '} en ID, est.:t definida •le 1.1 sig11iE .. 11tp manera : 

V{{·~(!))}·. • ··-}-{{' (Q)}· j\ <Ol_. 1 < - ·-1 } 1'- ,X , •• ,X ,-..;... - ,\ . , . f,, c., 1-- , ••• ,n 
:< 1 r'I ;.: :< ;: 

\ t. 

donde x , .. ,x es 11na colección arbíl.r."'lria finit...l de elementos de 
1 n 

A. Ya que cada D<x> es compacto, entonces 1.en•?mos por el teorema 

de Tychonov que [> es Lambién compacto. 

En virt..ud de la desigualdad jx<MljSHxM, a cada ideal máximo M 

le corresponde un punt.o U'={µ >df'. donde u =xOD. 
.'; • X 

Además por 

condición de sepa1·nbilidad i •- i de la proposición anLerior dos 

ideales mriximos disLinLos corresponden a puntos disLinLos, i.e. 

ellos defieren a.l menos en 11na coordenada y son por t.anl,o 

dist.int..os. De este modo, JH=JI!(¡\) es l..r;rnsformado uno a uno sobre 

11na parLe Jll' Je 1?1 t?spacio ID. 

Resumiendo, sea 'P:m---•11) la lransf'orrnación dada por 

p esL•:Í bien de1' i.n id<l vn q u.-~ como 

t,oda X•.:A. :\Jem.'Ís se l. Í•?ne q11e 

entonces exisLe xeA Lal que x~M 

:-.:(H )=0 
l 

lo cual implica que <·< M );>1.,-,( M > 
r 1 r 2 

l 

se hizo v1~r ¡x"'nD¡:'.;;llxll 

si M JI 
l z 

i;•sLcín en Jn y 

v x:.=M
2 

por lo L.:in Lo l.enemos 

y xU·I ),.ilJ 
z 

pur otro lado si comparamos la 

1.opoln~ía .¡,~ JJl v la Lopolngia del p!'oducLo restringid·~ a ,pnD 

lí' 



1 

1 
1 
1 
1 

ob1u1rvaN1mos que la t.ranst'ormación '(> es un homeomorfismo sobre de 

1n en ip(fil). 

Si comprobamos que ~<m) es cerrado en ID entonces tendremos 

que éste y por lo t.ant.o también m sean compactos. 

Para comprobar que ~(m) es cerrado en ID. Sea ()={A },xeA, un 
)( 

punto de ID que es de acumulación de 0mi. Demostraremos que 

Oep<m> i. e. que existe un ideal máximo M tal que A. =x"<M ) VxeA 
o o o 

para este rín mostraremos que 
!'.) >-. =A. +A 

x+y X y 

i: !'.) µA =A. 
X µx 

i i i) A. =A. A. Cµe<C ,x ,yeA) 
xy x y 

La prueba de las dos primeras son similares a la de iii. 

Para comprobar il'.i considere la vecindad de O determinada por los 

elementos e,x,y,xy y un número positivo arbitrario c. 

Puesto que O es de acumulación de ~CID) pod~mos encontrar un 

punto tf'em' perteneciente a esta vecindad, i.e. para algún Hem se 

tiene 

IA
9

-e(M)j=j>-.
9
-ij<c 

IA. -x(M)j(c IA. -v<M>i<c 
)( y 

!>-- -xy(M)i=IA. -x(M)y(M)j(c 
xy xy 

pero entonces 

IA. -A A l~IA. -xCM)yCH)j+jx(M)[y(M)-A Jj+jA. [x(M)-A. 11 
xy x y xy y y x 

<c<i +iix 11+11 yll) 

puesto que e es arbitrario se sigue que 

A =A A 
xy x y 

A. =1 
9 

Entonces la correspondencia x~~->A. es una transformación 

homeomórfica de A en el campo de los números complejos, el núcleo 

de esta transformación es entonces un ideal máximo M tal que : 
o 

xCM )=A. VxeA 
o )( 

D 

<18 



PROPOQICION 2.3.4. : Sea fil' el espacio de t.odos los ideales 

máximos de un álgebra de Banach conmut.ativa, t.opologizada de 

manera que: 

1) 'ffi' es compact.o. 

2) Las funciones x~CM) son cont.inuas sobre 

Ent.onces fil' es homeomórf ico a 'ffi , donde m es el espacio de esos 

ideales máximos, t.opologizado de acuerdo con la definición 2.3.1. 
De110st.raoión : 

La t.ransformación de fil' sobre m que asocia a cada ideal 

máximo Hem' el mismo Me:'ffi es uno a uno. En consecuencia de la 

condición 2) la imágen inversa en 'ffi' de cada vecindad de m y por 

lo t.ant.o de cada abiert.o, de 'Jll es abierto en fü'. Ent.onces la 

transformación de 'ffi' sobre m es cont.inua. Pero puest.o que 'ffi' y 

m son compact.os (condición D y m es siempre un espacio Hausdorff 

la t.ransformación inversa es t.ambién cont.inua Ct.eorema de 

continuidad sobre espacios t.opológicos Hausdorff) i. e. 'ffi' es 

homeomórfico a m. 
Cl 

PROPOSICION 2.3.B. : Sea A un álgebra de Banach sin ident.idad 

ent.onces el espacio de los ideales máximos es localmente compact.o. 

De11<>st.ración 

Considere el álgebra con ident.idad A =A~e 
1 

y el funcional 

lineal mult.iplicativo f :A---~<C 

funcional 

para el cual definimos ot.ro 

f'·A----.~ • l 

f 'Ca ,A.>=f(a)+X, 

se observa que f' es lineal mult.iplicativo con el product.o de el 

álgebra A . Pero t.ambién se tiene que f':A <C induce un 
l 

funcional f:A <C , simplement.e considere f=f' ¡A. Se ve que 

la transformación de m'u{Q} fü'CA) es 1-1 Cabe 
1 

observar que m<A > es compacto y ambos conjunt.os poseen la misma 
l 

t.opología ello significa que a '11CA> al agregarle un punto es 

compact.o i. e. mCA>u<O> es compacto y por t..ant.o ffiCA> es localmente 

compacto. 

Cl 



Podgmos dar la lopolo5ía an al conjunto de ideales m•ximos 

sin hacer uso necesariamenle de Lodos los elemenlos del álgebra. 
DEFINICION l.3.6. : Un conjunto @ de de elementos de un 

álgebra de Banach A es llamado un sistema de generadores de esta 

álgebra si la más pequeña subalgebra cerrada con identidad que 

continene a @ es el álgebra total. 

Observe que el elemento identidad no ha sido incluído entre 

los generadores. 
TEOREMA 2.3.7, : El conjunto {~} formado por vecindades de la 

forma VCH;x , .. ,x ;el donde x varía sobre todos los elementos de 
1 n l 

un sistema m de generadores de A, es un sistema fundamental de 

vecindades en m. 
Deiaost.raoión 

Para hacer la prueba, 

VCH;y , .. ,y ;el contiene una 

hay que 

vecindad 

ver que 

de {[).¡}. 

cada vecindad 

ello Para 
1 m 

considere a los polinomios P Cx .... ,x ) , ••• ,P Cx , ••• ,x ) , 
1 1 n m 1 n 

difieren en norma de los correspondientes elementos y,.. ,y 
1 m 

está contenida menos de eh, sea ó tal que VCM;x , ... ,x ;ó] 
1 n 

VCH;P , ... ,P ;c/aJ. esta ó existe por la continuidad de la 
1 m 

el producto y la transformación de Gelfand. Entonces tendremos 

la vecindad V[H;x , ... ,x ;61 de {~} 
i n 

está contenida 

que 

en 

en 

suma, 

que 

en 

VCH;y , ... ,y ;e] pues ;Sea HeVrH ,x ,.x :61 ent..onces 
i n o 1 n 

HeVCH ;Y ,.y ;c1 i. e. 
o i m 

1 y'.'(H )-y'.'CM) 1~1 y'.'CH )-Pftetl ) ) 1+1 PftCM )-P~CH) 1+1 P~(H)-y~(H) 1 
lO L lO lO lO l l L 

~UP -y U +¡pft(H >-PftCM>I 
\. \. \. o l. 

~ 2c/3 + c/3 = e 

V H en esta vecindad y 'Vi=1, ... ,n. 
o 

.·. es un sistema fundamental de vecindades de M. 

Cl 

PROPOSICION 2.3,8, Si A t..iene un número finito de 

generadores X , ••• ,X , 
1 n 

entonces m=m<A> es homeomórf ico a un 

subconjunto cerrado y acotado de el espacio complejo 

n-d imens ion a 1. 
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' ' 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Demostración 

M <.x UD, ... ,x nf)) 
l T) 

es una lransrormacicin conLinua de valores singulares de ID sobre 

algtin subconjunLo fil' cerrado y acotado del espacio complejo 

n-d imens ion a 1. Mostraremos que esta t.ransf'ormación es 1-1. 
puesto fü y 'Jll' son espacios compacLos flausdorff' enLonces es 

cont..inua sobre ambos, en olras palabras m es homeomóri'ico a 111'. 

Supongase que tiene dos punt.os H
1 

y N
2 

transf'ormados sobre el 

mismo punt..o de JI?'. Esto significa que 

X nf )=x nf ) 
l l 1 z 

X (M )=x <M ) 
2 1 z 2 

x rn J=x nr) 
n i n Z 

En Lonces par<i cada polinomio P l'ormado por x •... ,x se 
l n 

Liene 

del álgebra /\, POI )=POI) 
l 2 

y puesto que x , •. ,x son generadores 
l n 

se sat.isf'ace la igualdad xUI J=xCH ) Vx"E./\. 
l 2 

Pero en ese caso por la condición de separabilidad (i( de la 

proposición 2. 3. 2. se Liene que H ==H • 
l 2 

o 

EsLe resulLado implica que si A Liene un solo generador 

enLonces lll es homeomort'o a 11n r::onj1rnt,o cerrado y acolado de punt..os 

de el plc1110 complejo. 



2.4. LA NORMA ESPECTRAL Y EL RADICAL. 

En toda esta sección supondremos que A es un álgebra de 

Banach conmutativa con identidad e. La transformación 

CxeA) define un homomorfismo de A sobre el álgebra A"=<x":xeA} 

de funciones de valores complejos sobre 'Jn(A). 

estimación : 

Además la 

llx"ll .. sup 1x"<M)1 = sup lfM(x) 1 ~ sup llfMll llxll ~ 
(]) MemCA) MemCA) r,.(='mCA) 

revela que cada ..... función continua acotada X es una y 

transformación 
,... 

es decreciente x_.x en norma. 

Además para cada xeA, se tiene llx"ll ~llxll, y podemos 
(l) 

la norma espectral en estos términos. 

llxll 

que la 

definir 

DEFINICION 2.4.1. 
elemento x es el número 

Sea xeA, la norma espectral de un 

llxll cmax 1x"'<m l~llxll 
s Mem 

o equivalentemente llxll 
5 
=max{ IA. 1 :A.ea(x)} 

con o(x) es el espectro de x, ello justifica el término de norma 
espectral. 

La equivalencia en la definición de norma espectral se prueba 

a continuación : 

PROPOSICION 2.4.2. : El espectro de un elemento x, a(x) 

coincide con el conjunto de wüores tornados por las funciones 

x"CM). 

Demoat.raaión 

Si x"<M ) = A. , entonces Cx-eA. )(M )=0, por ello x-A. eeM Y 
o o o o o o 

por tanto Cx-A. e)-
1 no existe. 

o 

Inversamente si <x-A. e)-
1 no existe, entonces <x-A. e)(ff) se 

o o 

anula en algún ideal máximo H , Le. x"CM )=A. . 
o o o 
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TEOREHA 2, .t, 3, Para cada x.:¡\ exisLe el límiLe 

De111ost.ración : 

De la desigualdad s11pjx"'UDi=maxjx"'nn¡:::11x11 se sigue que para 
Mem M<:JH 

t..oda tenemos 

llxi\ :;;Jim infilxc'¡¡Un 
~ n 

.,.si q11e sólo hace falt..a ¡wobar; 

Paré\ ello consideremos 1111 f'1rncional 

<?scribimos 

·~ O.>=Fr<e-\x>'- 1 1 
' ¡e 

poi' 

lineal 

Lenemos que 'P es una 1'11nción analiLica f~n el disco 

[>={\;:•C; 1 ;\ \ (1/ 11X11 } 

lo tanto 

f'ijo 

abiert.o 

(enLera en caso que ílx\I =O. como en la observación que anLecede a .. 
esLa proposición ), Un cálculo directo 11111est.ra 

PF (\)= I F'(xn)\n 

1'=0 

esl.a serie convP1·0e 11<ira t.oda \ t,.ü q11e p\ 1<1.1 11 ;d , lo c11<.1l 

resul l.a d•~ simp lemenLe c;1 lcul.ar el 1·;1dio de convergencia. 

Para C<'1dn \. l.•?nr;•mos 1 ím í·'Cx");.,-" =lim F'[ O.x)" l=O 

pero F'.,;i\'es rtl'biL1';:.r•i;1, .-.s1 q11e l._1 i~11oldad ville llF'-sA' por 

consiguiente L:i s11cesión {(\x)"'.> conveq;c debilment.e a cero y por 

t.an!,o es (1coL:1da, i.e. 3 (\tal q11e 

JMra n=t ,2 .... 

se sigue que 

l . I n 1t.,n 1 . [<' j\ .. r,]1.·n /' ,-1 1111 Slip 1 X 1 ~: 1111 Sllp '\ , 1 = ~ , 

p:ira Vnla :• i:un i\ 1 <1/'lxl! . ·~sl.1) si;;11ii'ic.1 q11•~ .. 

'. ;:) 

- ----~-... ···"·· ,,. ...... ±.!'~· -.... ·~-""'"""--""·""·~"'":..•""''"""""··o.a· • .,..;¡¡-"t•····· .. •·"iiiS-íii·······•,.,iíi~?i·-¡·¡¡·-•ríi·íi-i'íil"i"··1'i······11'iír 



1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
•• 

lim sup '!x''111.·r.=llx11 • 
n a 

que es lo que se quería probar. 

o 
COROLARIO 2.4,4, : Sea 111•I11 una norma equivalente a la 

norma original en A enLonces existe el límite lím 11 lx"¡ ¡¡t/n y se 
n 

t..iene 

Prueba : 

Gopiese l..al c11al la prueb;:i an t.ef' ior, 11s.-rndo una const.ant.e 

c:=c C\ en lugar de l\; G resulLa de que 11 l, 111 es una norma 
"· l . . . ' 1 

equivalente con la original. 

COROLARIO 2, 4, 5, : Sea 1\ una subál¡;ebra de A y sea ;.:.;;¡\ si 
o o 

c-(x) denot.a el espect.ro de x en ,\ y é: (x) denota el espectro de x 

r·espect.o a ¡\ , enton1;es l.) i¡.;11.1lJ.11.I 
o 

0 

111:1x { 1:1..1 ;\·=~·<.:.;) }=1111:1x < 1\1 ;\-'OC/ (x)} 
•J 

vale o equivalenL•:1uente 

111•~1x 1x"'cm1= 
~k;Jn(¡\) 

m;:ixjx"'<m¡ 
M-;;m<A ) 

o 

,;e sigue t..ambién de la rórm11la 

llx:I = max 1 :-:"'UD I · 
M".:Jl! 

De la i;;11•:1ldó'1d ilxli =lún1lx"!I un y f)IJP lo visto en 
:;; n 

subm11lt.iplic.:1Liva, con!,inu;:i y t,al q11e 11•.?!I =1. 

f)emosl.pación 

1lx!I::: mdx/x"'(M)j, que 
N-=JI! 

llli"IX j.-.:"'(ffJj =1ixl! = 
tklJI(,\) 

111.)x jx"UD! 
~kJll(,\ ) 

:.:;¡ 

la sección 

semi norma 

o 

- --............ ~avrn• 



COROLARIO 2.4.6. : Sea ~ un ~lgebra de Banach lun dlgebra 

posiblemente no conmuLaLiva) con norma 11. d. Entonces para cada xeA 

exisLe el límite 

si además xy=yx para x,veA enLonces Lambicin se tiene 

llx+yil :::;11xll +!iyll 
'P :,;- ~ 

y 1lxyll ::;11x11 llyll 
·;; ";;' 

Prueba: 

Vease proposición 1.4.3. 

o 

DEFINICION 2.4.7. En vista de q11e en un álgebra no 

conmutativa, no necesariamente A~íl una norma entonces 
s 

definimos en general el rauio espect1·étl de x corno el númel'o: 

l i 111 11 :.: ~ .. , 1 " • 

Existen sin embar~o otras caPacLerizaciones norma 

especLra l, una de las más i11Lereso:rn1.es es l;:i s ig11 ien t.e: 

Sea ¡\ un ~ilgebra de l:lanach con una norma 11 x !I. Una norma 

admisible es 11na norma 11 x il equiv;:ilent..e 

l,'t 1101•rna llxll, que sal,h;;f'ace lo.1s 1;ondü:io11es : 

() llxyd ~llxll !lv" 
·:t J 

•. l ) H.;. 11 = t 

Si A denol.a el •.:onj11ni,I) d1~ 1.odas las normas admisibles en ,\, 

la norm;i 1?specl.ra l viene .-, ser "la más peq11eila de 

normas admisibles" en r~l s ig11 ient.e sen t, ido. 

PROPOSICION 2.4.B. : ~e•1 :\ un •'Ílgebra de Banach enl.onces 

il X !I = i 11 f'{ 11 X 11 : 11 ., 11 ·=A}. 
:1 'l. 

Ocmost.raci.ón : 

Es s111'icient,e demosLr-.1r q11e Sl ~< "",\ y !lx 11 <t. 1:11 Lunces 
') ') :; 

•··xisLe llfl.'\ llQl'rtlél .:1dm is ib le q '!I 
• 1..-.1 que ilx il • ~'.1. Ya que si 

il x 11 =n., •}n l. unces dado a.+c, con .: >O, r.'11 Lonces X ,, ~s t. .. ü qll(' 

-~.;.-+~-

:.; !
1
j<1 . f>t.>1' lo L.:1nt.o ·~xist.e 11.11• .. 11.lmisilil1~ 1,;d que !lx :1':1. 

;:-.¡:-::-



Cada elemento de A se puede ser escrito (no unicamente> a 

de la suma 

·.n 

x=\ a xl: 
i:fo 1: 0 

través 

para a eA, xº•D y sólo un ntimero rinito 
k " 

de •:i son 
k 

distintas de 

r.:ero. Nosotros def'inimos 

!/X !I •=in!' \11 a. !I 
/.. '· ~: 

donde el ínf'imo 1.omado sobre tod::is l;:is posibles 

de x en la !~rma 

x=~ a xv. 
kfo k " 

represent.aciones 

se inf'iere que 11 x 11 •:Si; también est.a proposición se p11ede mostrar 
.;o 

si !I. 11 • es una norma ad mis ihle. 

y=) b :./ en Loni:es x y = \._ :/ f k r:) L :: > 
donde el término el: 

la forma 

pura t.odas 

e =)a b , i' se sigue qut• 
k r 1:-l l 

llxyll .. :::¡ !le: íis/: 1!;:1, 1ll!bil=?. 
,:-l t 

L 

l.:1s posil..iles rt~pres..-.:n Lac iones 

11.-j u? ilh 
l. 

de X e 

serie ,en part.ic11L:ir para el ínf'imo de estas. i. e. 

11 
L 

y 

!l:-:yll .. :Si11t'[ f llalH ~ ltbl!I} = llxll•llyll+-

en 

adquiere 

i'orma de 

La subadit,ividad de l.) !'1111cion;:d 11:{11 • se pr11eb;:i de 

similar pues 

rnaner·a 

:< + y 

.1sí 

11 él +b :1 
k k 

\ b xk 
? k •.) ,, 

::: Íll 1' ( f 

= ) 
f 

tlx 11·+11y11 •. 

L.1 Jll)l'llld 

""'" i nnt·mn) 



j 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

neu:i+Oi;c4+fln..l+, • , 
·::: ·~"' 

ent.on1;es Lenern(>S q11e !lx!l'::;llxll Vx;;;/\ , por 01.ro h~do, puesLo que 

llx il (1 ent.onGes poi" l-1 igualdad lim llxn1! 1 '"=1hll se tiene q11e 
'.::." ii . ....., g 

la 

sucesión {lix''¡¡} es a•:oL,~da i. ·~. exist.e C>O t,.:d qu·~ llx"'l!.::;C así que; 
·~ o 

11 ~ a X): il 
·l• 

llxll ~ :.: 2 11 ú 11 !lxkll 
l. k ·:; k ') 
k~ o \ =o 

J'() ·n 

::; 2 e 11:-,:x 11 z e¿ 11<11 
1: =o 

~ 
\:.::o 

en particular para el in1'imo de las posibles represenLaciones 

llx!I S: C llx!I 

~· poi- eUo las dos normas son eq11ivalen!.es. 

P<:1N1 demostrar q11e íl ;;il ~ =1 b.:1stdr .. i obs>:-rv<1r qt.1•:­

p:u·•'I cnda x·2,\. 

1!:.;ll ;'.';!lx!l ':51fxll 

L.~ S•='ól!ll(L.t desigualdad se JH•11eb;-i F:'n 1.a d•,.most.rdción 

llx!I = m;'I:-: : x,...,n-D ! ·• i/x!I 
Mdll 

'J 

La t..ransformación de Uelf.~1nd de 1m cil¡;1:-bra de 

A . En esLe c<:tS•) ·~l esL1J1.llo d·~ ,\ 

l\1cilil,<J 1m 1111ft.odo 1:ómodo de .1bordarlo. 

anterior 

Elanach 

sobre 

c11;,rndo dich<.i t.ranst'o1'mación es inyectiv<.i p.'tra lo cu•il definirnos el 

c(Jncepto de P<tdic:d .. 

(JU!' 

DEFINICION 2.d.9, 

< :<·¿,\: 11 :<11 =U)=n M 
~ ~kJJ! 

El s11bconj11nt.o de un áJ;ebr<i A 

il:\!I = o ~ = íl M 
r·kJH 

l L.111i.:1do f'• 1 ro.u! í •:•il .¡,., ,\ \' si:• de110L.i (>•)l' c:.J·.' ,\ .'. 

. ~'/ 

definido 

que 1111 



elemenlos son Lambi0n llamados elemenLos nilpotenles ~eneralizados 

por analogía a los elementos nilpolenl.es, i. e. que cumplen que 

xn=O para .:ilg1in enlc•1-.) n. de acuerdo con esto cada elemenLo 

nilpolente estri en el radical, i.e. 

PROPOSICION 2.4.10. El r•1dical es 11n ideal cerr;1do. 

Demoslración : 

Habrá que prob.1r que :',:::e:'•.,\)= {x;:i\; !I x !1 _ =UJ es cel'r;'tdo, en 

efecto: 

La inlersección de cuolr¡uier colección de conjunlos cerrados 

•?S cerr·ada t~n A. 

xrad(A) {xy ; yerad<A.• 

= {~:y : y-~M V MeJll } 

= {Xy ; xveM V Mdl! } 

= { z ; zdt V MeJll } 

o 

Un crite1•io p<1ra locétliz,)r elem•~nl.os >':n el :· ::z:h.',V se i:-n1mr.:ü1 

a continuación ; 

TEOREMA 2.4,11. Sea ;\ 1111 ;:il¡.;ebr.1 de B<lnoch. x.-:,\ •?ntonces 

xe:rad(¡\) sii el Ín\'f;!'so de (.;.+xyJ- 1 existe p.1ra t..oda v·=A. 
Demost.l'aaión : 

Suponga inicialm!'.'nl.P q11e x•2ra.::'(.,I,). ent.onces para cada i'eTll 

y C•)dr.t ~'·=1\ se 1.en•?mns-

!'(~+;<y) t'(,2) + f'(x)f'<y) = 1 

por lt1 det' inición de p.1d ic.1 l y lhll = :-.:; 11~:11 
;;¡ 

11111 lt.i plica t, i Vl)S 

Prop . en 

t.:d que o=t' <.xJ?'O por ,~Uo i' <.•.o+C-•?,.~dxl?'O y Pi eh~ment.o .;.+(-e/éth: 
·;. 

110 es inv•~!'l.iblu .:•11 ,\, 

'.l 



2. B. ALGEllRAS SEHISUIPLES 

Nos inl.er1?sa saber que propied<1des posee el n1ícleo de la 
Lransforrnación de Gelfand con respect,o a el álgebra ¡\, para ello 
también se puede usar el concepto de r<1dic<1l pues como vimos en la 
sección anLerior ; 

l'ad (,\) = { ,\ li111 n 111/n () } :.;, - ; X 

n 

{ :.: -- ,\ !.•(:-:) = o} 
= Ker ( x ____,. x ) 

= {:-: "'= A:x es Lopologir::amente nilpot.ent.e } 

Se vió también al mostrar la existencia e i¡;u<1ldad del limite 

v(:d = lim 11 x 11 ;¡ i/n 
n 

y algunas de sus propiedades, ~ue ~Cx> casi era norma Je no ser 
por elementos 110 cero que bajo l-' s·~ .11111 J ,,b,_rn, mencion;:ib.:unos q11e 
111ta solución rmI'il h•:tcer de o' 1111a t11)l'1J1<1 •O'r.•1 considel'a1· el cociente 
,\/ker(v), pero con ello no sepia 1m análisis directo del •Ü¡;ebra 
¡\, ,\hora describimos las .dg·~br.ls q11r~ si p111?den ser doL•Jd.:1s de 
una nor•ma con v(x). 

DEFIIHCION 2.5, l. : Sea ,\ •lll ci1¡;ebra de 8.1n;1ch decimos que ¡\ 
es semisimple c11a11do :·rdC,\)={()}. ,\ ''"' "'"misimple sii •?l 

hor11omort' is1110 de Gell',.tnd •-'"' i SOfll<)!'I' ismq a 1 g••hl'•1 icn. 
Es posiLle d1;,Lermin<J1' l.a esLr11cLur;:i t.opologic.-1 1rnicamente •l 

través de la estr·ud.ur.:i algebr::i ica en el caso de al¡;ebr:1s 
S•?ntisimples y c•)nmuLaLiv.-:is. 

En est.e sentido formul.:1remos l•:is si011ie11L1;,s proposiciones. 
PROPOSICION 2.G.2. : S•)·-rn ,\' y i\" dos al¡;dn«1s de ft.-.inach y 

s11pon0 amos q11e .¡, •?S 1111 homo11101-f ismo .d;;obr«üco ._¡.;. ·~l .Hg•~br.-:i ¡\' en 
el álgeb1•a semísimpl·~ ;\" •"lit.onces 'P es cu11f.inu.:1. 

Demostración 

P.nl.onc::es 

~1 conjunto Graf' 17 = { (x ,.j,(x) )~ ,\ 'x,\" con x ,; ¡\ '> es c1:rrado en 

·~l correspondient.e producto ,\'xi\", ·~n oLr.-.is P•lÜ1bN1S q11r~ si 

e!1~gimos una sucesión t..-tl rr11e x ---• x 11 n •) 
y ---· L 



Sea f ·2 JI?(¡\") y ¡\, 

Como rp no es idenLicament.e n11l'1 y rad(¡\' )={Q} 

sigue que r* <: me¡\,) y de acuerdo a la proposicici11 de 

de funcionales lineales mulLiplicaLivos ; 
* >!< f' Cx ) • r Cx ) 

11 o 

¡\ 11 

entonces se 

conLinuidad 

>I< 
con r C:->) = (f,,p<x.) fCpCx.>> i.>:>. f'(rf,(x )) t'CL> 

1) u u ' 11 

donde sólo se Sélbe que L:is imagen es de L y f< Xº) coinciden bajo r. 
i. e. f'( L) = f'(rpCx,}J pero 1' J:>S f'1111cional lint;-<ll mult,iplicaLivo, 

así f(L)-f(r/i(\}l = f'(L-r/,(x
1
}) = O 1v1r•1 c.1da I' .;: Jlt(,\"J. Como ¡\" 

es sernisirnple Sí:" sig11e que L = t<x, .. >. 
o 

OLro resuJ ta do in Leresan t.e por s11 con ten ido se enuncia a 
conLi11uació11 : 

PROPOSICION 2, G, 3, .Supongamos que bs algebr;:is de Banach A' 
y ,\" sou algeb1-aica111ent.e isomort'.ls y 1ma d•J ell.1s 1-)S semisirnple 
entonces ambas son Lopologicarnent.e isomorf'as. 

Oemosl.ración : 
(¡ 

Supo111;-a111os que A' ----> ,\" ~s isomnrfisrno algebraico, 

•:>nLonces , arnb;is t\' y :\" son sem.isirnpli:·s. 
-1 anterior D y ~ son ~ont.inuas. i. e. 

Por 
¡\' y 

proposición 

¡\" son 
LopologicamenLe isomorficas. 

o 
S1? p11ede obsev;01r que en est..:is -'llgebras bast.a conocer su 

est.ructura algebraic;:i p.1ra tener 1111ica111enLe determinada 
esl,puct.11ra !.opoló¡; ic.~. lf na consecur:ncü1 inm•~dia l.a dr~ 
pl'oposiciones anLE~r ioI'•;-s se •'!nuncia y prueba a con t. i nuación. 

su 
!.:is 

COROLARIO 2,8.·i, Cada endomorf'ismo C.111!.omorf'ismo 
.ügebraico) de un álgebra de l!anach semisirnple •?s r.:ont.in110. 

Demost.raoión : 
Sea ? 11n a11!.ornort'ismo de ;\ dado i. e. 1111a l,r;1nst'ormación uno <1 

11110 del :il¡;ebra en si 111is111;1 con 1 ;:1s p1•np ied;1des ; 

' ) Si X x ' en !..onces i-.. x >---> ;1 x' p.'I ra A.·='C. 
') 

· '- > ~i X f-----. x' y y ~-----• y 1 ent.onr:Ps 
l l 

x+y 1------• x'+y' y :·:v •---• x'v' 
Pudemos J.11':nsa1· :1 •:si.•? •111!.0111orl'is1110 como 1111 isomorl'ismo 

.J!¡;ebr•1ico r:nl.rr~ ·~l .il¡;1:br.:1 ,\de las t'1111ciones x y el .il;;<:dira ¡\' 
de L.1s corrr~spond ien l.1c•s 1'11nc ion•~s x '. IJs:mdo lé1 pro pos ici1Sn 
.. 111L•:rior l:1s ,ctlg•:·b1·o1s ,\ y ,\' son Lopl)Jo¡;ic.:1111e11L1: isomorl';is, i. e. 
l:i 1:011\'•!;;enci.1 dP 1:11.dq11ie1· sucesión {x } ·~ ,\ •:S •!<Jl1iv;.Jr,11l.P ·• la 

11 
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convergencia de su c:orresponr:lie11Le sucesión 

muesl..l'a que el aul.ornort'ismo es continuo. 

{x'} 
n ,\'. lo CtJal 

COROLARIO 2. G, B, : Si L:i im.:i¡;en A d•:: 11n ;:iJ:;l'>hra semisimple ¡\ 
es completa en l~t norma 11. íl 

5
, ·~ntonet:•s l::t 11c:1rm<.1 en ¡\ es 

equivalente a la norma espectral. 
Demostración 

Si la im<igen ¡\ d•? un álgebra semisimple es completa con 

y 11. 11 es la norma en ,\, entonces 3 C,\,11. JI) 

que µ es isomOl'f'ismo algebraico, pe!'O ,\ 

entonces C/\,11. U
5

) es álgebr;:i di? Banach. 

isomor.t'isrno topológico.así ; ,, 

µ " 
.._ __ .. (.\ ,11. 11 _) 

es cornpleLa con 

Por lo Lu1 f.o ,u 

q µ(X) ns ~ 11 ~ tt
5 

z e d x i para algtin e ) O en ~ 

de aqu.i se dedu<,;e que 
-1 

, .. ~ = Hx!I ~ d 1 • 'I -1 < ,) es con.1nua , µ x 

para d>O por LrnLo 11. íl y lJ. il::: ,;;on equiv.:ili;,nl.es. 

o 

il. 11 s 

tal 

11. 11 
$ 

es 

ilx 

Este ti lf . .irno ri~sult.;ido consLil.11ve una 
Leorerna de Ei<lelheit.. 

generalizacicin del 

llu r1Js11 ll.ado que es de p;:irLicular interés 
mt'is ·lde.i:mt.e S•? P.nt1ncia ;i co11f..inu.'.lciór1 : 

pues se 

PROPOSICION 2. 5, 6. : Si ,\ es un .:íigebra de 

normas 11 .11 y 11 , 11 . 
1 2 

Si. C\.11, 11 ) ·~s s•"misimple, 
1 

11 • 11 son norm;is eqtr i v;:i lun t.es sobre ¡\. 
2 

Prueba : 

C:ousidert- li'.l t..r."lnsf'ormación 

T·(,\,!l. I! )------>(i\,ll • 11 ) 
• 2 1 

Btrn;:ich bajo l.:ts 

en !.onces 11 º !I y 
1 

definido por TCx>=x : XEi\. EvidanLement.e T ~s un homomorrisrno de 

f:tlgebrr;is y poP f.2'l primer t..eor-•:Hníl dr~ esLa sección ~s cont.inuo. 

que (,\,lloll) \' (¡\,11,fl >son •?Spacios de L'l.":rnach ello implica que 
1 2 

por el !,eorem.:i de las dos normas 11.11 y 11 ., il se;rn e'111ivalenl,es. 
1 z 
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2. 6. DIVISORES TOPOLOGICOS OE CERO 

Sabemos que las algebras de Banach poseen una dobü~ 

est,ruct,ura, a saber algebraica y topológica, por ello es q11e si 

queremos extender o generalizar los conceptos algebraicos 

tales como los divisores de cero a algebras de Banach 

t,ener presente S\J n:~ t.11ra lez<1 t.opo lóg ic.-::i. 

11s11ales 

debemos 

DEFINICION 2. 6.1. : Sea i\ un ::ilgebra de Banach y x,¿l) ttn 

elemento t.le ¡\, decimos que x f'>S ltn divisor t.opológ ico de cero, si 

existe 1111a sucesión {:.: } .- ¡\ t.al q11e !ix il"'1 y lim x x=O. 
n ~ ~ n 

Observación : Para el caso 1.ho> .1lgdJr.1s no conrn11 l.a t, i vas 

t.enemos el i:oncept.o de t.liv.isor•~s l,opológicos de cero i21.plie1·dos o 

derechos: según el orden de los f'.:1cl,01·es en la m1d t.ipl.ic<1ción y 

simpL1,111ent.e divisores l.opológicos d•? ce1·0 a los ·~h~menl.os r¡11e 

r:111nplan sirnulL.rnP.amenLe :11111.ias pr-opied.'tdes. 

Se. puede dar 11na def'inic::ión ·~q11ivalenLe de divisor Lop0lc5gico 

de 1:1:.-ro 

Un diviso1· Lopo.16¡.;ico de cer-o es un elemento XEi\ para eJ cual 

exi::;l..;, <:.: ):::\ 1:1)11 
n 

'-) 11 x 11 ~C.>O P·H"l alg1in 6.,;!P y 21demás 
n 

"t) lin1 :.; x=O. 
n ~¡ 

Para mostr;.11· 1.-1 ecp1iv;-il0ncia supong-ase que ilx 11=1 :> Bx il~ó>O 
n " 

entonces !lx '!!=t. 
" 

lim \.,X 
" --,-. 

'J 

1 lírn X X 
n n 

t {) = o. 
~· ,., 

L:'I siguienLe propu.-;;icii5n se sig11e inmediaL•unenl,e de l..l 

• lt:'t' in icii:in. 

PROPOSICION Z,6.2. Los 1.I i v is01·c•s l.upo ló¡; ü:os 1 lfJ r.:1Jro 110 

1, 1 
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Demosl.ración : 

Para la hacer la ppueb<1 supondremos q11e existe x- 1
, para x un 

divisor Lopológico de ceNJ de A. EnLonces sea la sucesión {y )e¡\ 
n 

la requerida en la defillición. 

Si lím xy = O en Lonces lim y = lím x- 1xy = O es válido, 
n t1 n n n n 

por LanLo las condiciones y tt de la definición son 

incompaLibleey por ello x no puede ser divisor Lopológico <le cero. 

Cl 

MosLraremos en seguida 11na c;ener;Üización a Gel1';:ind-Maz11r 

para al¡;ebras conmut,at.iv;:is 11sando el concepto antes dnfinido. 

PROPOSICION 2. 6.3. : Sea A 1m ál;ebra de Banach 

conmutaLivn con identidad, enLonces las sig11i0nt..t~s 

son equivalenLes 

af'irmr.tciones 

-A no t.iene divisor-es 1...opoló¡;icos de cero. 

-¡\ es isomorfa a el campo de los n1i111eros comple.jos. 

l>emost.racióri 

La prueba se puede hacer mosL!'ando que si ,\ nu ·~s 1:1 campo de 

los números complejos 1?ntonces ,\ t.iene divisores topológicos de 

cero, el inverso se infiere t'acilmenle. Retomemos la s11posición 

que ¡\ con tiene un •:demen l.•) x el cual no es igual a Á0 para 

?- ~ •T:-::otx ;,~,o(x ) 
-::;, o o 

i. e. si :1. t:-sl..0í t-n 1.1 t'ro11Le1·a del especL1·0 d~ x (que pal' cierto 
" " 

es no vacío) ent..011ces el •:>l•:·menLo x -'t .. :;. •'o'S un divisor lopológico 
~:. , 

de cero en A. 

Tornamos 11na s1Jcesión de ntirneros <A. > no co11Lenicla •m 
n 

Cf( X ) , 
:, 

l,~ c1w.l converge a ;\ . 
'.) 

Los e lemt~nt.os x? -:•.n.;. son inve!'f,ibli:-s rm 

.\. fl.1ciendo : . /<il y =(x_-A -=') 11(· -· .:.)-111 
n .· n X /\, .. 

•J n 

tenemos 

<fll•~ 11 Y 11 =1 y ,)1.l1;orn.i,;; 

,¡¡X -\_ ·•·) ·I¡¡ ,, 1 t'(x J-t.. 1 .¡?:: ¡;\ -\ 1-1 ___ , ._., 
1.;i n :i n n 

Hx -." ·-. .J- 1 !1 = max 
e-. ~ 1 ·=.JI? 

( e• 

'" Q 

- --... -....... 



11 (X -~i .... e>Y !/ .s Hx -\ s->Y 11 + !A -A. 1 !!Y !! = 
•) "' " = r. r, " a' n 

= 11 (:X -\ ,,.)-1 !1-1 + p -A. 1 -> o 
n "' n n 

o 

COROLARIO 2.6.4. El res11lt .. <ido anterior es válido también 

para algebras de Banach complejas no conmuLaLivas con identidad. 

Demostración : 

En efecto, cualquiera de t.ales contiene una 

sub~lgebra conmuLaLiva no isomorl~ a el campo complejo : i.e. si A 
es no conmutativa y !.odas las s11bal¡;ebPas cnnnu1L1tivas son 

isomor·f'<."ls <1 1C enl..onces ¡\ es isomorl'a ;, ·C, como se dern11est..ra a 

cont...inuac.ión Tornemos xe~. sea <~.x> 

¡;enel'<ld<t por· x y pop e. que vi 1~111= a ser 

1.-1 subi..Íl0chr.1 

L;. cerr•1d111·,, f"n ,\ 

complejél 

de los 

polinomios de x incluyendo t.érmínos 1_:nnst.anLes, evidenl.emenLe 

(.;-,x) es conmut..al.iva, s.i (-?,X)~L •:nt.011c•?s :..: es invertible y 

saL.isf'ace un polinomio de grado dos con r:oel'icien!.es reales, pero 

:-.:.::,\ fué ·~leg.ido dl'biLrari•unent•J, ctsi que 1\ PS 1_:a111po y cualrp1.it'-'l" 

elernenLo s<:1l..isf'ace 11n polinomio con coel'icient•es r1,•a les de gl';:tdo 

dos y por 1111 Leor•?ma dr~ F'i·oben i11s se L Í•C'll•~ que ,\ e::; J-' :C t:i Q sal V•J 

isomorfismo. ~ obviamenl..e no PS rilgebra compleja y Q 1..ampoco lo 

es, como se puede ve1· pul' ejemplo con 1.-1 síglli•~nte !'r•l:1ción : 

t ( _Ji-d ¡>!} ( l ;, ) • 

donde i.: ,J ,!~ son ¡;enepadores de Q, ·~ i .,:<C, .1s i c¡ue sólo le queda sel' 

isornol'fa a <C pop t..;:inl..o ¡\~[ con ,\ no con111utat..iv.1 lo cual •?s una 

cont..radicción. 

llr~ aquí se concluye q11e h.1y 1m;:i s11b.ilgebr<:1 conm11tativ<1 en 1\ 

no isomorfa •1 <[, i:-sa sub<.i 1 0,~bl"•l l. ii:-111? divisores t..opológ icos de 

ceropor la proposición .-:rnl..rO"rior v el .-:i L¡;ebra misma Liene divisor•~s 

topológicos de cero. 

o 

En seg11 id.-i se pr11eb<1 un !'esu l L;1<_lo que 0 Em•~r<t l Ü:•1 ·~ l f..(1 orr~ma 

de Uell'and-Maz11r .1pelando los <111 l.1el' i111·111·~n 1..,, 
f·~':--.:p11t.~sLos. 

TEORF.HA 2.6,B. \no 

nPcesal'iamr;nt.e con11111t..at..iv.l ni con id•~nt.id<id) enf.onces solo 1111.:. de 

-/\. L i •me d j v i.sn1·es !.f)po lógicos de cel'f). 

-.\ 1•s ísn11101·f'1) o1 ,.¡ 1:;1111po de !.os lllÍmerns r:omplt!jns. 

{,t, 



Demostración : 

Como en la demosl.rilción anterior se puede observ;_,r que i\ 

Lieue una sub.:í lgebra con mu LCI t. i v.1 no isomod'a a •C. 

pérdida de generalidad podemos suponer que ¡\ es 

Así, sin 

con111uLaLiva. 

Probaremos q11e si ¡\ no es isomori'a ;:i •C, t'>nLonces t.iene divisores 

t.opológicos de cero. Como ¡\ no t.iene identidad, entonces 

lwciendo ¡\ =Aéü.9} 
1 

teorema anterior. 

, '\ Liene divisores 1.opológicos de cel'o por el 

Entonces exist.en elementos x E;\ v n1í111eros \. -=·C 
n n 

,n€1N t.<'tles que !I x 11 +p. 1 =1 ·""'º' y 
n n 

lim UCx +\ e)Cx +x 9)~=0 
r, v o n n 

clara111enLe x ~o. La sucesión <} .> es acotada por t.L1nt.o podernos 
•:> n 

suponer que converge 

fle aquí 

lím UCx +\ e)(x +\e)ll=O como ¡\ no Liene identidad entonces 
n ".J -J n 

\ i-.=fl. Así que ocurren tres casos. ,, 
Si \ =X=U, entonces el 

•) 
~l;ebra A mismLI Liene divisores 

topológicos de cero. 

Consideramos los dos cL1sos que subsist.en. 

i:) A. =O y /..;>!0. 
o 

Entonces x (x +\9)--)(J, 
:- n 

Supong<1mos 

primero q11e la sucesión {x > es conve1-gent.e y x ----->y. 
n n n 

Ent.onces 

x ( y+~,e)=O y 3zE1\ La l q11e 11=z(y+\ •.?)~0, pues Lo que de ot..ro modo el 
"' 

elemento -y/A. sería 11na idenLirfad de el <:íl:;ebr;:i ,\, 

a la suposición. 

conLrariamenLe 

En ton ces llEJ\ y 11x "=O , obl.en iendo q11e ,\ t..i.ene di visores de 

cero y a11t.0111<1l.icarn1mLe t.nmbién divisores t.opolcigicos Je cero. Si 

la sucesión {x } es divergent•'!, entonces r;xi.st..H ó>O Y 11n;i 
n 

de índices k --••-.:• tal•~s que llx -x 11"=6 
n n k 

X (X -x 
n k 

" 
= X (x 

•) 

n 

+\•? >-x ( )( 
r. ') 

de donde 

+/,e) ---> o 
k n 

11 

s11cesión 

v x •?S 1111 divisot' t.opo !ó:; i<:o de r:ero porque s<1Lisl'ace la 
' 

d1:>l'inicüi11 ·~q11iv.1!.-nt.•· de divisor l.l)poló0 i.co dP cero. 

o 

()·,· 
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Es claro que ul concepLo de divisor Lopolósico de cero es más 
geneN11 r¡11e el de di v isot' de 1;e1·0 pero el i11vPrso no siempre es 

válido como lo m11est .. r•1 el sig11ient,e •?jr>mplo. 

Ejemplo .l. 

Considere CC CO ,1 D 

definidas sobre [0,1J y 

norma dada por : 

el espacio de las !'unciones complejas 

con!, in11as S•)bre i:-sl,e in l,•:rvalo con la 

ilxi! = m••x ¡x(t,) ¡. 
o:S l :'.: i 

'{ sea x(t) en CU0,1D tal que es igual u cero solo en el 

p110Lo t=O, dicha !'unción no es un divisor ord inari1) de cero. 

Adem~s si considera la sucesión x lL) positiva v que sólo se anula 
n 

en lt .. ,),1.1 que alcanza su máximo valor en rn.ur.1 con !!:-.: (i.)11=1, 
n 

obviamente :-:x ----) O por tnn!,o x(L> es un divisor Lopológico de 
n n 

cero. 

,\1.ín mñs c<:1dn elemenLo q11e no t.eng;:i inverso frn 11n ;:il¡;ehr•1 no 

es neces<:triamenLe diviso!' Lopológ.ico de cero, ·~Uo si~ 111os!.1·,n·.) ci::>n 

ot,ro ejemplo. 

Ejemplo 2. 

Sea l e L •;spaci1J 
1 

•.'O 

{x: x=~ 
n:O 

con la norma definida por 

t.a l que 
n 

'º 

!lxll=I lxn/ 
n=o 

y L.' mult,iplicación en l por l<'t convol11ci6n. 
l 

y J X 1 «n 
n } 

n:t) 

Se observa que x es invert.ible en !. solo si x ;tfJ, si tomo la 
l o 

serie z, en Lances no ·~s invertib Le p11est.o q11e s11 Lérm ino 

independiente es 111110, sin emb<1rgo t.ampor.o es divisot· topológico 

de cero como se pr11r~ba a co11!.i1111aci6n 

·() 

En t>!'ed.u, ¡>.:ir.1 c11.-. J q11 iPr y= I y ,,z'·· _ l 1 St~ t. i.ent~ 
r'\: (J 
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>.I) (l) 

ZY :: z Lynzn ¿ y zr,+-1 

n 
n:O n:O 

ent.onces también se infiere de inmed L:i!.o rp1e 

llzyll = !lyll 

si ocurriera que z es un divisor topoló;ico de cero entonces 

existiría {y<m>} e l t.al q1w l!Y'm'!i=1 • de aq11í se 1.iene 
me:!N 1 

O = lím !lzY""'il = lim ¡¡y<rnl¡¡ 
m m 

lo cual sería una conLradiccicin. 

topológico de cero. 

a 

Por Lanl.o no p11ede ser divisor 

Una proposición que es t'undamentalmenLe 11na construcción de 

los divisores 1.opológicos de cero que es de gran utilidad 

proporcionar ejemplos, se enuncia en seguida: 

PROPOSICION 2.6.6. : Sea x 1111 >~lement.o arbit.rario de un 

.ilgebra nornwd.'I r::onm11La L i va ,\ y \ 11n pun 1 .. o en la fron ter.~ del 
·O 

espectro e(:..:) i. e. de el conj1111Lo de v.:ilo1·es x~OD. entonces 

es un divisor topológico de cero. 

Demosl.ración : 

En efect.o considere {~ J una sucesión que no pertenece a el 
n 

con~1nt.o de valores xnCM> y t.al que 

>. A. 
n n o 

Los elementos <x-A. ,,-.)- 1exisLen en A: 
"' 

lbciendo Lenemos ttY 11=1 y ademds 
n 

:1 (x-:• .. ,;o)-
1

11 ,'; llld X 

N~.dll 

1 xnOD-i>. 1-1 ~ j \ -:•. ,-1 
n •) n 

(1) 

n 

Cx -A. P)Y =lx-A. ~>Y +(\ -) >Y 
,., o n n n ' n r) n 

+ (\ -\ )'{ o 
11 ( x-i>. e-) -

1 11 n ,., r. n 

r. 

de ..-:tqtii se sigue qui~ :-~-:).._ ,-, P.S rl ivisor topológico de ci:H·o. 



Observe que esLa proposición es válida para un álgebra A 

nor-m::1da conmut.at.iva, lo cual ya represen La un avance en la 

caracLerización de t.ales elementos. 

Hast.a el momento no se ha esL11diado a los divisores 

Lopológicos <le cero para algebras de Banach reales, los siguientes 

resultados son los análogos a los ya enunciados para algebras de 

Banaci1 complejas. 

TEOREMA 2.6.7. : Sea ¡\ 1111 álgebr-a de Banach conmut.at.iv::1 

con idenLidad & enLonces las 

equivalenLes 

si¡;11ient.es a f' il·maciones 

-A no Liene divisores t.opológicos de cero. 

-A es isomorfa a el campo real o ~ el campo complejo. 

Demostración : 

real 

son 

Supongamos que ¡\ ~ ~:C por el t.eorema de Gelfand-Mazur 

existe x -=A t.;:d que x- 1 -.'!A Lomamos 
:> o 

¡\ , _____ ..,. 

il ,11 

la complejificación .\' PnLoncr~s 

r -: [!) = (<C,o<x )í":;o(x }),·!R ,t. O ya que O ·: aCx ). 
o a ,) ,:> 

íl<:C'( X ) ; 
o 

Sea r-:o!D cnt.onccs C:-:-r .:;.) ~'S div i:;or Lupoló()i•;u de cero. 
o 

Tomamos ahora L.1 sucesión de n1ímeros < r k:a<.x ) La.l que 
n o 

r >r , entonces los elernent.os x-r 0 son inv•~rLibles en A, en 
n n o 

virtud de el teorema ("un ele111e11Lo x•-"A es i.nverti.ble sii x~GD.-!O 

Y =<:-: -r e)-~ . -1 
,. -o " !I <x -1' e) 11 

o n 

1:nt.onces llY 11=1 y 11 ICx -r S")-
1

111 .!:: 11 JCx -r ·c-J-
1

111 
n .:tn on '; 

ma x 1 l' ( x >- r 1 · 
1

::: 1 r - r 1 - l 

!' ·=m, ~ r. ' r. 
, e 

n 

> ll!<X-r"-)- 1
111 ---> ·ll 

J n n 

•:omo 111 '111 Y !I ., 11 snn eq11iv.,l1mL1~s se sigue que 

Hx -1· -o-)- 1 11 
'.) 

','() 

---+ l) 
n 



j 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

por lo t..ant..o ttCx -relY H~Qlx -reJY u+¡r -r 1 
·::i n .::> n o n 

o 
n 

~ A tiene Jivisores Lopológicos de cero. 

a 

COROLARIO 2. 6. 8, : El resulaLado a11ter ior Lamb.ién es v.:ilido 

para algebras de Ban.:ich reales no conm11t.ativas con idenLidad. 

Demostración : 

En efecto cualquiera de Lates algebras conLiene 11na surilgebra 

conrnut..at.iva no isomorfa a IR o 'C: pues si ,\ es no cDnmut..:tt.iva y 

Lodas las subalgebras conmutativas son isomorfas a ~ o C entonces 

¡\ es isomorfa a iP ,'C o Q, como se demuesl.r<t a con l. iuuacíón sea 

xeA v considere (e ,x) la st1bcilgebra red! genern<la por x y por e, 

que viene •'.\ ser la cerradur'l en ,\ de los po.l inomios de x 

incl11yP.ndo f.é!'rnínos constan Les, ev id.;,n l.ernen l.1: <e,x> es 

conm11LRtivR, s1 ú>,x)~ o 'C, entonces x es invert.iblt> y 

un polinomio dr~ grado dos con coel'ici•"t1l.•~s rf1ales y por tm 

teorema de F'robenius ,\~;C o Q s.:ilvo isomorfismo Q no es un 

álgebra real como se ve en la rolacicin 

t ( j}1_) ;r!.( t J ,.• .'-~ 

donde i ,j ,h. son los generadores de Q por ello puede ::;er isomort';.i ·" 

IR ó 'C con l<i hiµdt..esis i\ no con11111L.:1t.iva lo ctlal es una 

conLrndicción. De aquí se concl11ye que hay 11110:1 

con11111t..aLiva en 1\ no isomorf\~ a fP ó 1C, es;'I s11lnílgebr::'I Liene 

divisore topológicos de cet'o por l.:i proposición ,1nt.crio1• y el 

ciJgebra misma t..iene divisores Lopolciglcos de cero. 

a 

TEOREHA 2.6.9. Se::i A 11n ;\ lgebr:1 1fo Ban.:ich re;Ü entonces ,\ 

Liene divisores Lopo Lcigicos de cero o es isornorJ'1) .1 ¡p, •C o Q. 

De111ost.r-ación : 

Copiese la demosl.1·ncir:i11 de el l.eor11ma )., 6.5. 

escalares complejos ~ por escalares !'eales r. 

o 

cambi;.111rlo Jos 

identidad 

no co iac id en Jos divisores topo lóg íi.:ns d~: <:<-n·o cun los e leme ni.os 

neces;=tr i os :tlgunos 

pr .. ~l imi.n.:H'<"S. 
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OEFINICION 2,6,10 

semisimple auLoadjunLa. 

elemento La! que : 

Sea ~ un dlgebra de Banach conmutativa 

Si XEJ\ e11Lonces denote por x"" el único 

X X. 

Dado xeA, se sabe que exisLe alg1í11 veA tal q11r~ v=x. 
que A es semisimple este elemento es ~nico. 

P11est.o 

PROPOSICION 2,6,11, : Sea ,\ un álgebra de Banach conmuLaLiva 

semisimple auLoadjunLa. 

definida por *;:X 

EnLonces 

t) Cx+y)• = x· + v· 

(;.;y)• x· Y 

Cax)'" par."J. x ,yeA y ct~C. 

U) La Lransi'or·mación *:A ¡\ 

• :;.¿¡\ isomorr i.:;;1110 topológico X es IJ(l 

ant.ilineal de ¡\ en sí mismo. 

Demost.ración 

,... 
Cx+y)• X~Y " + y X + ,... 

X y 

x+y 

(x"v> = x v 

.. xy 
. .. 

X y 

a X 

.. 
----• Ct X 

,... ,... 
• + ... 

X V 

Demost .. 1,arernos .;d1ora explicit..amHnLe ciue * f-;S isomorf' ismo 

topológico. Para •o-llo int.rod11ciremos una nueva norma en ¡\ 

dei'inidil por llxll =llx•11, xei\, r·esnlLa rutinario p!'ob<11' q11e t .. ·11 

rel•ición es efecLivarnt?nl.•~ una llol'md, poi' ·~jemplo si il :<11 =O 
·= 

IJondt? x=O lo r:11.) i imp i ic., que 

:::=o V por lo L.-1111.u :<=0 p11es ¡\ tjS semisimpie. .Jdem.is 11 '11 ·~sw una 

lltH'lllil Cl)n l.-1 c;11.11 ,\ •:!S t..11nb ién compi•.•l.o, pues su pon;;:.1 1 fllf' (x > PS 
~·' 



existe una subsucesión {t.' } 
., l: 

k 

entonces se infiere 

tal que 
n 

o pero 
k 

(en un álgebra sin radical la involución es cont.i1111a), i. e. 

infUt. 11)0 implica que inl'll t," 11 >O osí que x es un divisor 
n " n n 

l.opológico de cero. 

D 

COROLARIO 2,6,13. Si llxyil=ilxli llyll para x.v arbitrarios en ¡\ 

un álgeb1'a de Banach conm11 l.a t.i v<.1, en l.onces i\ es el cr.1111po de los 

números complejos. 

De111ost.raoic:in 

En efecto, A no Liene divisores LopolóGicos de cero puesto 

que de no ser así : exisLiPía {y } Lal que !ly 11=1 y x.-.o donde 
n n 

o = lím 11 XY 11 = l ím 11X11 11 y li = 11X11 lím !I y !I => 11X11 = o => X = o 
n n n n n n 

lo cual es una cont.radicción. 

infiere el resultado. 

p 

Por la proposición 2.6.~. se 



Una pre01rnL.-i 1v1Lural es sipuede ·~xisLir un álgebra de Banach 

para la cual el r;~dical es ella misma. 

propo1'cio1H1 ,, 1 sig11ient.e '" jemp lu: 

La I'espuest.a la 

Conside1·e el espacio I}UJ,1> con l.:i normn 

1 

li X 'i = f 1 X ( t,) 1 d l. 
' l) 

y con la mult ip Ucación convol11ción 

1 

(x>t<y)(t,)=f x<.L-r)v<r><h 
·O 

se p11ede mostrar como en la sección 1. 6. de ejemplos que 

ilx>l<y!l::;l!xll llyll y t;:1111bién es 11n álgebra de B.-:lnach. En et'ect.o esLa 

es 1111 ;i l 0 1~br;i con mu l.'1 ti w1 que no t, iene idrmt. irlé!d. 

Se p1iede obsrJrv;:ir que si :.;.:=L1C0,1) Lenemos que xCU=O para 

Ost..:::'-·, entonces (x*xJ(f,)=0 p<.lrd Osl.:Q¿· y por inducción para la 

n-ésima poi.encía de· convoluciún x"Ct>=O par·.1 ll::óL::.nz. Entonces 

" :.; =O para n sul'icient,ement.e ¡;r.rnde. Pero los elementos en 

L1(0,1) que se anul;)n sobre el inLe!'valo o::;t,::;.,; l'orma11 1m 

s11bconjunt.o denso en esL•) .Hgebr;i L 1 CO ,D (est.o es posible por 

como est,.;i d1:-finid•:t l..i nor-ma) y poi" ·~llo L1C0,1.> coincide con el 

radico. l. ,\dem.:ís, el <il¡;ebr;_i 1\=L1 <0.1.H·<:·'C posee 1111 solo 

máximo i¡;ual ,_, r.::zd(¡\.'=L 1 ((),U. 

siguiente manera : 

ideal 

la 

• r"I- l 

t.omese x=xCLh; 1 ;1sí tenemos que x"=<.·~-i)! así que x c;enera 

Ladas los polinomios y •':'SI.os son densos en el espacio 

;1d•:más 

1le donde 

1 
Cn-U! 

----·--> () 



.·. x es 11n elemento nilpol,enl,e ;;eneralizado y x;:rc:cCi\>. Puesto 

que el radic.:il es un ide.:il .:-ni.onces xp(:dErad(¡\), donde p es algún 

polinomio con coericient.es complejos. 

punto límite de t.ales polinomios, y como el radical es cerrado, 
1 

contiene a L CO ,1). Por et.ro l;:ido ningún elemento y=z+t,.e con 

z.;L 1(0 ,1) y 1'.~0, pertenece a e 1 radical porque el f'11ncion'1l 

definido por f(z+Ael=\ est.á en ffi(~) y f(y)=~~O 

L1CO,D=rad(i\>. 

de donde 

En la siguiente sección se analizarán .11 0ebras ,\ que c.:umple 

que radC¡\.)={0}. 

(,[) 



de Cauchy en (1\,il ·ll ), enl.onces evident.ement.e {x.,.} es unn sucesión 
e n 

de Cauchy en f¡\,11·11) y Lambién existe alg1ín YE./\ t.al que ; 

1Í111 il X• -y 11 == 0 
n n 

si proponemos x==y~ se obsePva que 

lirn llx -xll = lím ux·-x·n = lim ux·-vn = o 
n n n n n n 

ent.onces (/1.,11º11 _J es un espacio de Banach. Se sig11e que 

y CA,11·11> son ambas algebras de Banach conmut.aLivas y CA,11.11) es 

semisimple, por la proposición 2.5.6. se t.iene que lloll y 11.11 son 

normas equivalenLes. 

<: 

Enl.nnces en particular existen K >O y 
1 

tales q11e : K 11 :<11 ::; !I X 11 :: K 11 X 11 , XE1\ y también PS 
2 .:; 1 

isomol'l' ismo Lopológ ico. 

o 

K >u 
2 

un 

PROPOSICION 2.6.12. S'e., ,\ un cilgebr;i conm11L<ltiva simétrica 

aul.oadjunl .. d si11 radical. En !.onces :..:-;::,\ ~'s d .i v .isor Lopo lógico de 

cet'O sii x no t.ie11e iuvePso en ,\, 

Demost..ración : 

Si x es divisor topológico de cero entonces por la 

pro posición 2. 6. 2. de es L.:1 se ce ión se t. iene q110 x 110 es 

invertible. Supongamos ahora que no tiene inverso en A y 

" 
supongamos ridemás que x .. eA es t,3 l que x' <.H)=x( ~O pnra l,odn x-=.A. 

Entonces O es un punto fronl,1;r,) de el conj1111Lo de valores de la 

f'unción (:,x •>UD y por el res11lLado expuesto en ln p1-oposic ión 

2. 6. 6. :.:x" es un divisor topológico de cern i.e. 3 {!, }e¡\ 
n 

La! 

11ue inf' 11 t, 11 > O y .-isi : 
~• n 

xx+l. =x<x•t. o 
n n 

.tlu.wn s.i inl' llx .. t. 11 >O, 1,•1tl .• 011c1~s h.étcie11do L'=x~t se concluye eJ 
n n n 

1·1~s11 l t.ado. :->i esl.o 110 u1:11Pre i. e. si in I' 11 X., t. 11 =O 
n 



2,7 CARACTERIZACION DE LOS DIVISORES TOPOLOGICOS DE CERO 
EN TERHINOS DE INVERTIBILIDAD 

Una caracLerización imporLanLe en 1.érminos de inverLibilidad 
para los divisores t.opológicos de cero es q11e Pst.os son 
exactamente los elementos permanentemente singulares. 

DEFINICION 2, 7, 1, : Sean A.r algebras de B.'nach conmuLat..ivas 
con identidad e, r es llamada 11na extensión o s11per..-ílgebra de ¡\ 

si contiene una subá lgebra A' que <::on t.enga llll·'.I idenl, id ad e y sea 

isomorfa a A. Serci llamada extensión isom~Lrica si A' 
isomét.r ica a ¡\. se le denotará simp lem•~n !.P. por ¡\ < < r. 

DEFINICION 2,'{,2, Un eif:,menl,o x _ ¡\ (x ~ 0) es 
permanentemente sing11lar si x no es invert.ible en cada extensión 
de ,\. 

PROPOSICION 2.7,3, : 3ea ¡\un .""ilgebra de Ban.•ch conmuLol.iva 
con identidad e. lln elemento p ·= ,\ es per111anenl.e1ne11LeJ singular 

sii p es un divisor topológico de Ct"l'O, 

Dcmost.ración : 
lln p clivi.so!' topológico rle cero en 

de cer-o en r cualquier exLfmsió11 de ,\. 
A es 1111 di v isur 

.\dem<Ís 1.us 
lo Lan 1.o 

t.opológico 
divisores 

p no es topológicos de c•~ro no son invert.ibles por 
invertible en cada exl.•msicin do ,\, i. ·~. p ~1s 
singular. 

pe rnt<'llH.o'll Lemen Le 

Inversamente, supo11¡;a q11e p no es 11n divisor Lopológico 
cero y p;CO, en Lonces h.iy q111~ consl.1·11 ir 11na exLensi6n r > > ,\ 
que p sea invertible en r. Pa!'.1 est.o considere ,\' el á lgebr.i. 
Liene por elemen !.os L:1s ser i•'-S de put.enci~1::< i'u1·111é1 les 

':'.i 

con x <:: 1\, dol. .. -:tdo de L:1 1101·111<:-. 
n 

."<, 11 

n::o 

ro 

¿ X 

r1::: O 

!I < -:o 
n 

de 
Lal 
que 

Es f'ácil ver que ,\' con 1°:1 110!'111a 11. !I es 1111 ;;ílgebra de 

con la mu lliplicación de Ca11chv pc1ra s•~r ü~s de pot•~ncias. 

Oanach 

ndemás 

,\' es una ext..•ms ió11 isom1,;l.r ic;i d.-! ,\ pues se t, ie11e la <1s.ig11ación 

"r,onstard .. e" x ' -co 1\ '. 

De la ltipcí\.esis s•! si¡;11e 1p1e f' = ini' llpy11 > () .11111que t.;1111bié11 
ll '/ 11 :s l 

. ., •.• puede supon•~r q11e 11d' llr·v!I 1. si se i::n11sirle1·.i e/r '-'ll lugar de 
i! 'l 1\:::.::: t 

¡\, 

r;r:.· ' .) 



Ahora nos fijamos en el ideal I=Ce-p·lJA' - A' y 
consideramos el ~lgebra cocienLe r = i\'/I, Aquí denotamos por 

[x(t,)] a la clase lateral del el.emento xCt.J e /\'. Poi- la forma 

en la que esta det'inida L:i m11lt.iplicación en /\' se t.iene q11e 

[e]=[pJ[t.], 

y así (pJeGCr), siempt'e q11e [e]?!O, i.e. q11e l;<'i\'. 

la t.ransformacicin 

,\ --• r 
X i--- [x) 

x ---> x(U:x -> (:<] 

Probaremos q11e 

de A en r es una isomet.ría. 8sLo proba!'•' q11e ("='J;><l), V q11e r es 

una extensión de A. Para prol.lill' la af'it·rn.~c:icín anterior 11s;;iremos 

las siguientes est..imaciones : 

por ni.ro 

donde 

la 1il t, ima 

i.g11ald.~d 

(1) 

lado 

llx-Ce-pt,) 

::: 

~ 

k 

lim ¿ ( 
1:->r.n n=i 

ig11al<lnd .se 

[xJ 

ll(:dll = in.t' llx+(-?-pt.>yt.1.)1, :'.: llxll 
)/ ( t } .t;;:¡\' 

ro ro 

¿ y t. n llx-y +l Cpy - y Jt." 11 
n o n-1 n 

n.:o n;: 1 

CT) 

x-\' it + ¿ PY -y 11 
o ri-1 n 

n=1 
(l) 

x-y !I + L( !lpy 11 lly 11 ) 
o n-1 n 

n=l 

ro 

x-v JI + Ic l!y JI - l/y 11 ) 
~ r.-l n 

n::l 

lly 11 - lly 11 ) l írn 11 y JI - il yk 11 
11-1 n ~ 

¡--+•.-o 

obtiene de 1.1 conver0 encü1 de L:1 serie. 

x-y 11 + JI y il ~ 11 X 11, 
•.) o 

y 11 

'" 
lle 

1 ... 

(x] 11 X V X -= 1\, i,p, r •!S 11 nn •~X 1.ens irjn 

isomét.rir:•l de ¡\ t,.:-d q11e el el•:rnent,o p resultó ser invertible ·~n r. 

El r1~sult.C1dl) ·~s bast ... rnt.e iit.il solo rp1e aq11i hay 1111 

q11e 1111a ,_.xtensióu cnrntin paro1 t.<1lt.•s elernent.os. 

prob Lfnn."1, 

Rüt:l)I••lemos 

que ·~n 1,•J G·'.IP i.t..11 lo uno di~ esL.1 l.esis h<tcü1111os hinca pié •.!11 et 

c<1 r..-1ct.er más ~enr~r.:11 q1w t. Í•nw '°' l co111:1!pt.o de divisor t.opo Lót; ico 



de cero respecto a el de divisor de cero, en ese momenLo nos 

pudimos preg11nt.al' entonces ¿, b<ijo qué condiciones coinciden '? 

TEOREMA 2.7.4. St::'a ¡\ 11n <'ilgelw.1 dP. Banach (no 

necesariamente conrnuLaLiv.-'I, la exisl.encia de la ident.idad se 
supone). Ent.onces exisl.e r un álgebN1 de Ba11acl1 t.al 

isomorfa a una s11bálgebra de r en L:i que cada divisor 

de cero es un divisor de cero en r. 

que es 

Lopológico 

Demost.ración 

Considere el .:ilgebra 

x = <x > e A tales que 
n 

que consist.e 

111=<11 !=lím,,sup llx 

"' N={x¿¡\ : 1 1 1X111 =0} 

de las s11cesiones 

< Cú y sea 
n 

entonces r = A""' /N es álgebr;;i de Bandch con la norma 111 • 111 • r 
posee 11m1 subálgebra i\

0 
isomél.r ica a i\, Lal sub<ilgebra es 

precisament.e la subálgebra que Liene por elemenLos las . ~ sucesiones 

constan tes, Si X X ---• 0, 11 X !I 1 y x ;<(), entonces las 
n n n ') 

sucesiones {x > y <x } son element.os de r las cuales son divisores 
o " 

de cero y la clase que contiene a la sucesicin <x } est~ en A . 
o o 

o 
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3. CALCULO FUNCIONAL 

Nos preguntamos que signir icado tiene que una 
analítica en algebras de Banild1. 

l>EFINICION 3 .1.1. : Seéln A 11n espacio de Banach, 
de •C y f:n ----+ ¡\, Se dice que f es analítica en O 

A. .: (l exist..e el sig11ie11Le lirnite ; 
o 

lirn 
/..-•\ 

,-!,_ (f0)-t'0. )), 
,'.-.-\. o 

" 

función sea 

(l un abierto 
si para cada 

i. e. si para cada 1- , existe y E 1\ tal q11e para c.-:irl;:i .c>D existe 
o o 

ó>O Lal que si j\-~ 1<6 • enLonces 
·~ 

HCfl\)-fl\ ))l\-\ )- 1
- yd < ~ 

·o o 

.:s obvio que y es 1ínico con es La condición. 
o 

.. \ y lo 
·~ 

denotamos 

corno se hace usualmenLe por 1''0, ) y la !'unción f'':Cl---->A 
o 

definida por 1'' en :, =f'C:\ ) se le llama la derivada de r. 
o o 

PROPOSICION 3.1.2. : Sean ::~ 11n espacio de Banach, (l un 

abierto de <C, f' :Cl---..i~ 

Entonces .la t.ransf'ormación 

lllléi r1111ción .:inalit.ica y 

r*cr<z>> 
es una función compleja que es anali t. icd sobre O. 

Ocmost.ración 

En efecto 

lím 

lim 
Z->Z 

o 

1 

r"'u·cz))-i'>l<(f'(z )) 
o 

z - z 
o 

r"'<fCz)-f'(z )) 
z - z o 

2--+2 ,., 
•) 

*[ t' lim 
Z->Z 

l'Cz> - f'(z .. >
1 

= 
, 1'

11\1· 1 cz >> z - z ~ 
') 

El i;oncept..o de la int..e¡;r."l l. :1 lu 1..ll'go de 11na c11rv<1, de 1111<1 

t'uncicin con dominio comple jn v codnm in io 1111 esp¡¡cio o 1111 ,) lgebril 

de B<11h1ch l.;rn1b ién se1 ... í d•~ 11 til idad ·~n l•J que s ig11e, por lo cual 

pl'ncedemns :.i de!' in ir lt1. 

'/1) 



'.:±.'"::~ .. :.~:-. :- ;_¡ () v r es una !'unción cont..intH) definida 

en una vecindad de { r} con va lores en "~, entonces Jr se p1.1ed1~ 

r 
definir analogamente a como se hace pat'a funciones de valores 

escalares, i.e. como el límite en Y Je las sumas de la forma ; 

'\ [ ¡·Ct.. >-r<t >] t'Ct.' > L i i-1 
t.. ::; t, ) ::; t, . 

J-1 J 

Observación : Si f' es 11na función def'inida en una vecindad de 

la curva r en C, entonces escribiremos t'Ct..l donde t e [a,bJ en 

lugar de escribir f'(¡·Ct..)J. 

esc1'il.ura. 

Todo esto es Pilril simplificar la 

TEOREHA 3.1,3, : Sea 't.Z 11n espacio de Bnnach y y;[;i,b]-> 1C 

de variación 

Ent..onct~s h<:ty 

que si p 

enlences 

acotada y suponga q11e f':U1,bl ---4 

un element..o I ¿ ~z Lal que p<:1ra cada 

{f. 
o 

<L < ... <t.. } es 1111<1 partición 
1 m 

!lpll=ma:-;{(t. -t. l;l:o;k:5:rn} :S 6 
l. k-1 

I - ¿ f'(t.
1
')(r<\l-y(\_

1
))ll < ·-

1: 

n es cont.inua. .f¡\ 

¿; > o 3 6 > o tal 

de (¡_~ ,b l con 

para cualquier elección i"lrbiLraria de punt..os t< en el int.ervak> 

(1, ,t J. 
1:-1 k 

Est..e elemento I es llamado la inLegr..-d de 1' con !'espect.o a r 
sobre [,'.i ,bl y P.S d•.>110L11lo poi' ; 

h l.> 
I = J f'd¡" = J f'(((t.)) d¡·(L) o simplemente J 1' 

;¡ ,-, I' 
Demoslraaión : 
Pues Lo que t' i:s con Linua sobre un compacto se t, iene que 1' es 

1m i t'ormernen Le con t, in11a ; r>n Lonces podemos en con l,1·::ir inducti v•~menLe 

n1imeros positivos ¿. >ó > . .. 
l 7. 

t.al que si ls-Li<ó 
m 

i l'<~)-1'( L) 1 <l./111. 

P.:ira cada rn .?: 1 sea lP L.1 colección de Lodas las 

1.ales q1u: llpll < 5 observamos que lP - 1P ::· U' -. 
rn l l J-

1.fr~t' Í llól [f 1:01110 la ceprad111·;i del 1;onj1111t .. 1> 

'" 

se t.iene 

particiones 

t'inalmenLe 

( 1J { " ¿ l'Ct-¡'.HrUk>-r<L1 .. 1)>:p "'IPm 

k = 1 

V t. :'.:.L':'.:t. } 
Y. - l k k 

!10 



se ver it' ica que : tf ::· ¡¡:- ::; [F ::; 
1 2 3 

y además di;:irn 2 
-V(} .. ) 
111 • 

donde V<r> denoLa la longiLud de la curva y, Clo cual se mostrará 

en un anexo a la demosLración,anexo 1). 

De donde, por el Leorema de Cantor se sigue que 

exactamente un elemento I ""' :.·z l..e1l que I -e lF para coda m;:::L 
rn 

existe 

Habrci que hacer ver que el elemento I -= ~"- c11n1ple con las 

propiedades requeridas en el Leo rema en efecto sea e > O y 
2 2 m>-V<r> , entonces e > - V(r) ;::: diam CG" ). 
¡; 111 m 

P11est.o que 

[f -.:: BCI,.r>. Entonces si ó = 5 el teorema s•~ j11sLif'ica. 
rn m 

o 

I -s [F • 
m 

Anexo 1 : En la prueba del result.ado anterior se ha 11tilizado 

que 1F 
1 

:> 1F 
2

=> Li--
3 

::> ,lo que se sigue Ll' i v ialnten Le de que 

lP :;- !P -, IP _ ... , para mostrar que el di;ímeLro de el conjunto 
2 :1 

{ 
n 

\ rcv><r<t. >-r<t »:P -= !P L k Y. i:-1 m 

k = 1 

t .$l.'~ t. } 
k-1 k k 

2 es 111eno1' o ig11.:il q11e ¡¡¡ V(r) se puede exponer en dos etopas: 

Primera 

Sea m ;::: 1 l'ijo y P _ 

si P r C) 

[p ' 
m 

p;:ir;:i el primer paso habrá que 

mostrar q11e (y por t.anto entonces 
m 

;·CP)-o(C)) / < 1
/m l'Cr > 

sin pérdida de generalidad supondrernos que <) cont..iene 1rn p1111to m:'Ís 

que P. Sea t. ::: t.\, t. con 1:::j::'.::m y s11pon;;a que P U {t/J = C,l 
J -1 1 

y 

u ,u' tales que t. ~: 11 ::: t... ; 1:::: 11' ::; t. en Lances se obtiene 
1 - 1 J 

a( Q )=\re t.') ( ¡-C t. J-v (1, >J+t•( u)(¡· et," )-vU. ) )+1'( 11 1 
)( rC L >-re L + >) L k 1c • k-1 · • ·1·-1 k 

k"' J 
entonces usando el hecho de que /f'(r)-f'(r')/(1/m para jr-r'l«-Sm se 

obt.iene la estimación sig11 ien Le de la di!'i:~renr::ia de las sumas 

ft'CL')-f'{!,"))(¡-(L >-r<.t )) + 
J.: l. l. k-1 

t'<t.'><rct. >-r<t. n-1'<11><r<L'">-rCt. >>-1'<11 '><¡·<t. >-1 ct.'"»] 
J j ¡-1 1-1 1 

Ht 



m ¿ 1 yCt. ) - r<t. ) 1 + 1 (fCt')-fCu)Hy<t. f,)-r(t. )) 1 + 
1: k-1 1 1-1 

k ;>! J 

Seg1Jnda 

+ \ (f(l.')-1'(11'))<¡··<..t. )-y(L~)) 
1 j 

.. 1 ''( ) 
~ - • r 

111 

Sea P y R parLiciones arbiLrarias en ~ . Ent.onc .. ~s sea 
m 

Q = P u R una part.icicin que es simult.aneament.e refinamienLo 
de P como de R. !Jsando la primera parte se sigt.H? 

\ ~CPl - olR) I ~ !aCP)-aCQ)i + \aCOl-aCR)\ :; 2 
J/(y) 

111 

Lant.o 
que 

como (f es la cerradura del ·~onJIHd.o (t.> enLonces se Liene que 
m 

d i .. 1111 ¡¡.- :'; ~ H ¡-). 
1·1 111 

o 
Se sigue in media Lamen L.:~ de L·1 del' in icicí11 de integral l.:ls 

propiedades de linealidad de est.a. 
'.\ •1 

S11po11ga que 3 J"'rCrU.))dy(U y Jbg(yCL))dyCt.) entonces 

es integrable , puest.o que 

l~m s(f+g,r.Pn) = lím s<l',r.P) + l.ím s(g,y.I' > 
n n r, n 

:-l "'1 

.f.,t·c 1 cU)d¡-cu .¡. Jhg<¡Ct.))d¡-<t.> 

ana.LogarnenLe :::;e Liene que 
~ 

l. 0.f.>C¡ Ct>ldyCt.> 
~ ,, 

., 
;.. J,,rcr<L>)d¡-Ct.> 

Se t.iene L;:1mbién de 1.1 de!'inición que 

1·[ f:_
1

¡;l¡<.t.>Jdrct,>] = f.~fC¡:;CrCU>ldr<U 
·h . ~ 

Oc111ost.ración 
., 

l 1~111 l ( ¡CL)-¡l\
1
>] g(t,:) 

t = 1 

" 
lirn L 

':1 

r<t. >-rct. >)c;<t,')) 
l L -1 l 

o 

r+,.. 
o 



n 

= lim 
n r[ ~1 ( r<t'<>-r<t.,_1>);;<t.;>) 

n 

\ f( (r(L l-¡-<L ))g(L')) L._. l l-1 l 
lim 

n 

l = i 
n 

= l~m L <1·<Ll>-rCt\_
1
>>t'<g<t<>> J f(g) 

{" 
L = l 

para f un funcional lineal conLinuo. Cabe hacer hincapi¿ que la 

integral de la derecha t•s simplement.e l<1 inLegral usual 

funciones de valores complejos. 

Al igual que para t'11ncio11es Je va lores complejos se 

a qui 

l.iene 

TEORE~U 3.1.4. CDE CAUCHY> Si 2.Z es un espacio Je Banach y íl 

es 1111 subconj1111Lo abierLo de <C, t' :\1 
.... , -· 1111•1 l'1111c ió11 

analíLica y r
1
.r

2 
••••• rm son curvas cerradas recl.ii'icables en 0. 

tales que 

De111ost.['ación : 

Si P -: ~* enLonces 

Va "= { \,,(~ ·~11 tnnces L '" r t' =O. 
¡= l . ¡-J 

J FC1') ()' 
)' 

1 

por la versión esc~üa1• del Leo rema de C.:ilichy, como esto ocurre 

up .,,>k · \' '" f 1' O v el.'" se s L'"ll•~ que L.J = . º i=1· r 
1 

o 

DEFCNICION 3.l.G. llna curva c1~rr•11.la recLii'icable os 

posil.ivamenl.e orienL:Hl•:i c;i. w1r.1 cada a -: •C'-.{y} , n<r.a> es O ó l. 

8n est..1~ caso el l ... do in 1.er io1· 1.le l' denoL;:Hlo por D'9n. r es del' in ido 

F·.w (l'_i = { .1 -= ·1-'-<r>:n<¡ ,.:i) = IJ>. 

IJn;¡ r;111·v.1 r¡;f0.11----> 'L <-'S simple si ¡-<s)=¡,<I.> implkil que 

:::;=L o li ien s=O y t.=l. El t.'-'º"'-'llld d1.-, l.-i 1:11rva d•~ Jordéln 

l(lle si i' t?S 1111·-, <:lll'Vol i:rn·r.-vla 1·...,1:Líf'ic::.tl1(1~ simpl1_• •"lll.1)111:PS 

tiene dos com1u)11ert1.i: .. s y <¡· f 1•s (.] t'1·nnl.1~1-.·i de .d 01111a de 
l'or lo l..1nt.n n( )' , .. 1) l.0111.:1 dos y,)lo1·1~s en 11110 dt• Pllus el O y 

oLro !:1 sr,•~1ín la u1·i.e11L•1ci1í11 d.-1 1 . 

•( '-.()'} 

·~ \l.:1s. 
('11 •·'1 



Si r = <r .(' , .... ¡· } es una colección de curvas 
1 2 m 

cerradas 

rect.iricables entonces r es posiLivamenLe orienLada si ; 

<r } n < r > "" o 
l l 

U) Para a en <C '- Um<rJ n<r,a) 
J= 1 J 

E m n<r ,a) es O ó 
J= 1 J 

1. 

el lado inLerior de r (Den rl es rlerinido por Den r = 
y el lado exterior F1.1.;.. r =: «~:nCr ,a) "" Ol. 

{a;n<r ,a)=D 

Nuestro objet.ivo ahor;i es hacer cálculo funcional sobre 

algebras de B;inach pdra ello se esLablecerán ciertos 

l>•lsados en v;11•inbl., compleja. 

preliminures 

P..lra ello se proporciona una rt>sulL.'ldo inLeresanLe y lo 

s11t'icient.ement.e int.11it.ivn p<H'<.t Sl'I' int.+n·prel.é!do ¡;eomét.ricamenLe. 

PROPOSICION 3. 1. 6. : Se.:i O •tn subr::onjun Lo compacto de una 

región ~ del plano ~. Ent.onces e:dst.en segmentos red.os 

y1,yZ ,. •' •l'm en 1.;:iles 

compleja, analítica en ~ se t.iene 

"' 
f'(z) = \ ~ .1· L-·"- . 

~: = 1 

que para i'unción 

f(w) dw 
w - z 

Pilra t.odil ?. o: ()'.. 

conj1.1nl.o o~. 

Los sP.¡;111en Los l'orman u11 cerco alr1:!dedor de el 

Demost.raoicin 

Podemos s11po111~r que !i. = ~lf). y 

LPazamos llll<l cuadr íc1.1 la de recL•1s verLicil les y hor i~m1 Ca les e11 +:>l 

plrtno de l.al i'ormñ que dos recLas co11secut..ivas se e11cuenLran 

separa1.l<!S U1J(1 rl isf,,111•; Í.;1 111P11nr que ,5, 

gean i;. , .• 
1. t ••• ,,, 

1 rn 
los 1··~c C<ing11 los de es L.~ c1v1ur- ic11la r¡ue 

i.n Lersecan a lY ( 1•P.c11e1·1.k1s+'' que [)'. es compac:t.o). 

r, 

1 

d(!l'.;L'-lD 

_·:J~--~ 
¡· l 

IH 



1 
1 

DenoLemos por JR. a la f'ronl.era de P. , con bj:;m rP.corrid;:i 
J 1 

como un polígono en el sentido cont..r<trio a la manecillas del 

reloj. 

Sea z e P.¡,i~jSm enLonces se i11f'iere que d(z,!K)<-.126 
También muchos de los lados 

[~', 
de los rectangulos R pueden inLersecarse. 

J 
F:. t.ienen en comlin un lado y se<1 a y é' 

J 
en élR y aF: respecLivamenLe, tales q11e 

.J 

P. ll P. 
J 

{a > 
J 

<a 

S11pongase que 

los segment.os 

P. 
J 

rect..os 

Por las direcciones de JP. y dR .o y o son recorridas en 
.J l J l 

,,;ent.idos opuestos. Así si, 'P es 1111a l'11nción continua sobre 

se tiene 

J p + J ¡:· () 

<o } 
J 

:>e;l11 {' 
1

•l'
2 

, ... • r" los s1Jg111en Los d ir ic; idus de línea que 

const.il.uyen i:!xaGl,.'.lmenLe 1111 ladn 1h:.- 11110 de los P. 1:011 t<;j¿crn. 
1 

ns 

y 



1 

(1) 

m 

para cada función cont.inua p sobre U aP 
J = 1 J 

Se puede asegurar que cada y est.a en ~'~ 
k 

En erect.o pt1es 

ve t'<lcilmente si alguna de esLas r inLerseca a ~ enlences, se 
k 

que dos 1•ecLangulos Lendr ian poi' lado simu l ta11eamenl.e ri r y ambos 
k 

in t.ersecan a 0(. r l: sea comiín de dos recl,;.ingulos 

t' e> con L rad ice ln e h•cc i611 de los y . 
• "'"1 ,. • • '

1 'rn Si z pertenece a fr'. y 

no es frontera de a lgtin .". . ':'llt,onces ; 
j 

' 

l'(w) J 
w - z 

rn 

es continua sobre U aR para f' e ~:¡;({[). 
j 

Se sigue de (l) que 
J = 1 

m n 

(2) ¿ 2;t J {'( w) 
dw == I 2~t w - z 

J=1 JP. ~- ;.: 1 
1 

pt?l'O z pert.enece a el interior dP. r~x.1cL:i111en l,rJ 

z.:=P. 
l 

entonces 2~tJ 
i:W. 

!'<. w) 
----dw 

w - z 

J 

inl.egral es simrl•o-nu:mLe t'(z) por lil 

En l onces <.2.> propo1·<;iu11a 

en 

m 

Gll<'lndo z -= o·. '-UiJP. • 
1 = l J 

P.;oro 

n 

l'(z) ¿ 
k = t 

;1111hos l."lrlos 

l'u11ciones con l. inuas sobrr~ O , yci que 

o 

t'c5rm11la 

2;t.r 
}' k 

de est.a 

cada 

I f(w) 
dw w - z 

V 
1 l: 

uno de los P. 

v si z 

int.egrnl de 

l'Cw> Jw w - z 

J 
Si 

P.. esta 
1 

Cauchy. 

1i l t, im::1 ig11.:ild;:id son 

)' 
k 

es ·'ljeno 

:\hora hien, esf,.)s t'unciu111;>s co i.ncir.len •'!11 un s11bconj11nl.o denso 

!Y. 

de 

f.J 

116 



1 

1 
1 
1 

Se observa que si r=<y ,y , •.. ,y } y cada ¡: es 
1 2 m J 

rectif'icable 

entonces es posible definir f r de la siguiente manera : 
r 

m 

= I I r<r>dr , 
l l 

cuando f es continua en una vecindad de <r>. 

Sea A un álgebra de Banach con identidad y sea a e A. Uno 

de los principales usos de la proposición anterior ocurre cuando 

~=o(a). Si f;O ______. C es analítica y a(a) S O ,entonces se 
puede definir un elemento f(a) en A por ; 

(4-) f'(a)= 

donde r es como en la proposición con ~=a(a) pero para ello 
primero es necesario mostrar que (4.) no depende de la elección de 
la curva r, en otras palabras hay qtJe p1•obar que f(a) está bien 
definido. 

PROPOSICION 3,1.7. Sea A un álgebra de Banach con 
identidad, sea a e A y O un subconjunLo abierto de •C t.al qtJe 
o(a)c(l. Si r <r .r , ... . r } y {J. Cr ,T •••• ,T } son dos 

1 2 m t 2 k 

colecciones de curvas en ó positivamente orientadas y tales que 
o(a)SDenr y o(a)SOenó. , si f':ó ---+ <C es analiLica, ent..onces 

Deiaost.raoión 

J f(z)(z-a)- 1dz = 

r 
t'Cz)(z-a) dz J -1 

ó. 

Si 1~j~k sea r + la curva definida por r + Ct>=r .C1-t) para 
m J m J J 

o:;;t:;;1. Si z e º'o(a) entonces z E C'O o bien z e a(a). Si 

ocurre que ze<C,O, entonces 

m+k 

l n<r ;z) = ncr,z)-n(il,z) = o-o = o 
j = 1 J 

Si z ~ o(a) entonces : 
m+k 

l nCy ;z) = n<r.z)-n(.ó.,z> = 1-1 = O 
J = 1 J 

entonces 0 = { rj:1:5j:;;m+k } es un sistema de curvas cerradas en 

87 



Puesto que z ..-. f'(z)(z-a)- 1 es analítica sobre !1J el 
teorema de C.:111chv implica 

O = J f'Cz)(z-<1)- 1dz = 

e 
J t'Cz><z-é\)- 1dz - J l'(z)(z-a)-

1dz 

r D. 

o 

DEFINICION 3.1. 8. : Sea 1\ un álgeb!'a de Banach conmut.,,t,iva 

con identidad e y ~ una !'unción de valores complejos de 

compleja definida en un s11bconj11nt.o íD de ·C. 

que actúa sobre el elemenl.o x ~¡\si 7(:-;)c[• y p[x"'C·)J.21\"'. 

Ahora proporcion.;imos un l'esu l t.ado ese ne ial en el 

{'1incional sobre nlgebr<:is de Uanach. 

variable 

cálculo 

OBSERVACION : Crtr!a 1'11nción enLPra ;1ct.1ía sobr1'! c•1da elemento 

de un álgebra de üanach ¡\, Denotemos por 

una función entera. puesto q11e pol' 1.1 s11sl.it.ución l'ormal de x en 

lugar de A se obl..iene la serie L'\, x" la cual es claramente 

convergente en ¡\ a un elemento y, Entonces se tiene : 

(ú 

y"UD = L a n [x"OD 1 n = p(x"CM)) 

n =o 
también q11e la t'unción ad.tia sobre x. La convergencia se ve con 

la siguiente relnción 

(1) (l) ::; ¿ 11:,nll !lxlln 1 a 1 < oo 
n 

n:O n~o n:O n=O 

puesto que 1pCAJ es enLel'<'l converge ;:ibsolut..:unente en Lodo punl.o del 

plano <C. <.tdemás se p11ede Vf:'I' que acl.1ía 

•.O 

y'(M) 

r, =o 
1.l) ·.O 

= I>n(x'')n(M)= L •. 1 <x~<M»"=·p(x'·<~D>. 
n 

,•i =O 

Hf.l 



ident.id.,d .-e; v p analít.ir::e1 sobre nn s1Jbconj11nt.o abiert,o C2 de 

Ent.onces ¡:- acL1i<.1 sobx·e CFL:t e l·~nw·n t.n ~:°'"'' L:11 que c(x)cíl. P.n 

palabras, par.'.I cada :-;.,:¡\ 3 v•=,\ para l.;, cual la igualdad 
r< y )= . .::ü'(x) J 

es cierta para c.'\da t'11ncional t'-:;Jll(,\). 

Demostración : 

otras 

Sea x ·.: ¡\ fijo t.al que o(x) :: (2. Pllest.o r¡ue r.;rC.x) es compacto 
es posible cubrirlo 1;on 1111 número f'iniLo de cornponenLes d•"> \~. 
Ent.onces podernos suponer que (~ t.ir;ne un 111.imePo t'in.iLo de 
componentes. L<~ disL<rncL:i entre los conjuntos ._:-(.:-;) y 1>..(J •},,; 
posiliva y ""11 consecuencia, la proposic1011 '.:1.1. 6. c;;11·e1nt.iz,:1 1,'I 
exislencia cli~ 1m sis tema de ;1rcos comp;:1cl.os 1·ect if' ic.:iJ.. l,~s ·~n :"J • 

; ,¡- p •• }' 

1 2 ~ 
q11e 11nidos sin":>n d<? cerco p.u·a .. 1bierl.o 

(l con -::•(x)q·2 ·::\:. 

Los valores de p ~n ..~st .. :ín d:vlos por l.:i f'órm11J;;1 dr~ Ca11chy 

I i J ·~(\) 
d/., 

¿¡g \ :.: - " ;, "1 
' l 

que proporciona 1.1 s11st,it.11cion f'orm;il 
:n 

). = l 1' ¡ 

nbservamos q11P. la in t.egr.-l l esL.i bien del' inicJa p11es la l'11ncicin 

:-:<.:• .. > = ·;:·(\)C•.-ó·-x>-
1 

.\dern;:Ís 

t'(y) = f'[f 
¡. = 1 

== 
t f 1·[ ~n1. J ;:·O >0 . .;·-x>- 1dA. 

¡.o t 

... 
I~~~\ 
l el 

,. 
'1 

J l'C·¡.:·GUCle-x>- 1 )d>. 

1 ¡ 

l ·;1 /'. 

1 ll) 

] 



11) 

I:rh J 
l. = l ,· k 

V f ..: 'Jn, donde las cnrv ·"'IS ·, rodean a r;t(:d. 
1 k 

teorema es cierto. 

o 

p(f(x)) 

Consecuentemente 

PROPOSICION 3,L,10, Carla elemento v que saLisface 

es 

dei..erminado por x sii ,\ es 11n álgebra semisi111pl1~. 

Demosl.ración 

el 

la 

Supongamos que para al;una .<v 7'-y > .L:des 

que 

v =·r<.x) 
1 . 

V 

o sea, que para cada t'.;JH(¡\) Lenemos 

l'Cy )=.~(t'(x)) 
1 

y 

1 ~ 

t'Cv
2
>=•p(f'(x)). 

Por l•) tanto 

q11e exi.sl.0 y -y "'º L z 
semisimple, por 

!'( i' -v )=IJ para Lo da t'..dll(,\). lo cual 
1 z 

f.(llf.' P·~r t.enece al radical dP. ,\ \' 

lo t.anl.o si v 0sl.a determinado 

s ign it'ica 

:\ no es 

un ic'lmen te, 

md .. onces ,\ ..,s s1~111isi111p le. 

I11v1?t'same11t.e si ,\ <•s s•:misimplc v t.enemos que 

•?nl,onces razon;:indo crimo .:mLcs se v·~ que v =v . 
L Z 

;:'] 

S'e p11ed1~ ¡n·ubar que •: 1 e lemPn t.o v .1s i¡;n<1do a x v ,, ... es 

1micamenL•? dt?t1:1-minado por los req11e1·im.i1)nl,os .1dicio1v1l1es, como h1 

;:1si.gnaci611 de 110 homomor-1' ismo c11a11do x •es !' ijo \' '(• t. ienr• 

,,,obr.P. L~s i'u111:iones h<> 1011101·!';is, 111;·ís Pl'<?cÜ;•,m•~nt.e : 

l>EFCNICCON 3, 1, l t, : .~•:"1 !1• nn s11bconj11nt.o r::ornp11r::t.o de ,,, l 

pl;lnO complejo •C. 

t'nnc: i.011 l. 

si. t.odas 

1'11nr: ionQs 1: conv0r¡:;•.>n •lll i l'1n·m•:'ll!Pn l.¡o• r_•n ··sL1 \'f?G indad. El 
1 •':spac io . \ 1; •:s comp l•" t.n •º n ·~ l si:·11 l. i d•:i de ·•-,;t . .-, con ve1';;encL1. 

1 

1 1)() 



TEORnL\ 3.1.12. Sea ~ un cilgebra de Banach conmuLaLiva con 

identidad e y sea '11 •rn s11bc0nj11nt.o compricLo de el plano 

•C, Sea xeJ\ 1111 •o>leme11Lo l'ijo el c•wl t.i•!n"' especLt'o 

complejo 

oCx)c!D. 

Entonces exisl,•:! ex.1cL.1m1?n te 1ina t.ransf'orm.1c ión ; 
F x; 'P ----. v=·pCx.J 

de ¡\ID en 

o 
i i) 
uo 

et .¡1.;•C. 
i 1)) 

A que saLisface las siguientes 

Si pl\)=\ entonces pCxl=x. 
Si p(\)=1 entonces pCxJ=e. 
Si p0.)=S!p

1 
CU+(!,p

2 
l\) entonces 

condiciones 

1><" :-::>=up Cx)+¡~p (:..:) 
1 z 

Si .,,.(\)=·0 (\)·v CU enl.onces ;.(~:>=·;· l:-.:)·;) l:d. 
.. t' 1 . z . ' l . z 

1.>) ;;:i p ----• O en .\,T., en!.onces :.:· lx) O en ¡\, 
n n Y- · r. n 

rltÍn más esL:1 Lransf'orm.:11:ir:ín est..:í det.er·minad;i por la regla ; 

Demostración : 

con 

Bast.a1•o:l con probar que 1.:1 1.ransl'ormación descriLa en el 
enunciado satisface las propiedades t ••••• ~. 

i) Para rlemost.rar este inciso considere la expansión 

(\'i'-XJ°-1=\-1,;. + :•.-2~: + ;,-J~;Z + 
vá !.id.; pi1rA esca L11·c:·s :• L1 i•.?s que 
,p(A.):=\. sat.isl'aco 1..i i 011•üd.:id 

1 ¡._ / > 11 x :i • "-'ll Lunces L'I t'un~ión 

1·'· J=R 
. (• 

1 J I . -n x"d'.-1. 
2rn ~-

\\ \=R n.::o 

'º 
1 I J d'.-1. ., 

= 
21-ii 

X X 
; ....... n 

, .. = () ¡:· i =~! 

donde R > rnax< 1r:1: (-:=U.' >. 
: '· se prueba de m.-1He rd s irn i l.:t r. , ·' 

GOnlPl'Ob•llll05 ( ,1 i¡;11ald.:td ; 
se jusi. il' ic.-:i s 1 

_l_¡· c:•.,.-:.;)- 1
1• (\>.1·· O . .>d>-.=

2
_!_¡· O.'°-x>'· 1r e;, >dt •.1.!_¡· (u·,-.-x) 1

1" <.¡1.ld1.1 
.~fTt• 1 7. IT'·· l ~•·'TI.· ' . 2 

I t { 

dund1~ I' •es 1111 s ist.1f111<1 do:· < :11rvt1s CPl'l'.-1d . .1s •pt<.' rode.111 u el con.j11nl,u 
r¡i y 1:01tl,(•n id..is ·~n 1.-1 i11Lf~rst:•ccion V=U r·U d•:! Lus conj11nLos donde 

l :.! 

¡.' \' {' SUll ht>(<.>11101'1'.is, 
l 2 

Por 11n l.1do •o.L v•1lo1· di" L'I i111.1,•0 r•:1L 110 

depend•? •k• id Clll'Vd d1: in l.1:0 racicin <proposición 
la 1:111·v.-i r se p11c-de r•~<?.mp L.1z•1r por 

:1.1.í'.) 
mas 

•)ntonces 
(!,r.1ndr" 



Ci. e. r¡1Je la 1'órmub int.e¡;r;:il de C;:iuclw con la integración a lo 
largo de D. dei'ine una función holomorfa en c.:ula p1Jnl.o de r) y 
homot.óp ica <• r pero que esté contenida en V, .1 esól curva le 
llamaremos !:J., Ya que se ha hecho L.d reemph1~0 el 1~1do der·echo 
de la i¡;11 • .,1d.:td .'\dquiere la forma 

1 
= 2rn 

JJ 
¡· !:,. 

f I ·------µ - ;\,, [ 
.. -l ( )-1] 1· U.·.?-x > - µ•.>-x. l .vi.u 

I O . .;.-){) -i,.\ (\) 

r 
{kJ 

{ J 1 dA. dµ 
'fl 0 .. ) } 

µ - )• .. 

¡ 

'P (/...) 
pero 1 •?s 11na !'11ncicín holomori'a de la variable · ;1. para 

¡..1 - \ 

¡.1-:b. l'ija i. e. se 1.iene que = O por l.ant.o 

sigue que la i 0 ualdf.ld ·~"' v .. ; 1 id.i. 

se 

Para mostrar '.J inici.:dmenl..e se puede observar r¡ue se cump.le 
la r01':1ción ; 

il·p<xH = 

1 
- Arr•. 

___ 1_ .f. -po . .><.:>.·."-x'-l":· .. 
2rr>: 

/' 

J l¡:·O.>O""-x>-
1 1 d\>.I 

r 

r 1 ;:O > 1 !! 0.·'--xJ . .\:11 d 1 f.! 

I' 

111.1x l¡;-0.>I 111.·1x !ICl·•-:d. 1 11 dA. 
°'-'1· "·o0¡· 

¡· 



::; 2~t J d 1 \ ! 
r 

lrO . .>I rnax ii C\o-x)- 1 11 
.\er 

1 I max l ·p(\) 1 max 11 (\e-x)- 1
11 

2n \ 1 \-=r >....-.:.r 

con l\I = longitud de y. 

Ahora mostraremos r¡1ie si la Lrans!'ormación F x:1\[l ~ A 

satisface las condiciones del enunciado enLonces está derinida 

precisamente por F~/p.>=•o(x) con p<.x) con la t'órmula del enunciado. 

Sea si ·" ;" :I> ent..onces para \.;;:[> y 

F,[<A.-\ )-1 l=Cx-\_=J- 1
, po!' •.,d,ttt, v L'-'· 

X o ~' 

Cada función holornorl'.1 del' i11ida sob!'e 1111 conjunto abierto U 

se puede escribir como 

(5) ,·C• l 
1 J ·o<.~) 

d~ .2~ ,_ ,.: - il. 

r 
t.londo ,. f~S 11na C:lll"Ví.\ Cf~l'l'ad,) (1J bien 1111 sisLerna de Cll!'V<'IS 

cerrui:k1s) 1:onLenida en U y qtlt' conl.iene .~ s11 v•o-2 "' [l •?n Ct:0>n¡·. L<i 

in t,8~NJ l .J,;. la t?Xpresión C5) es <?1 p11n Ln l 1~111 i t..;. d~' J." s11cesión 

p 0.,) 
n 

1 
2n i 

k 
n 

L 
k=O 

,:.( < ' ) ( " + - ~ ) 
n,k n,I: 1 n,k 

( J - .\. 

n,k 

•~st..a s11c1?sión converc;e 11nil'ormemenLe sobre ¡-, r~nt..011ces también en 

P111?sLo que 

F .. <t .> 
·'• ,.., 

;Cf',)(~ +- ( )(~' "" - x)-1 
r.,,. n.k l n,k n,J: 

·~11 l.onces l<l s11ces ióu F .. e 1, J ':on ver:;e en :\. poi' la condición '-' Y 
·' n 

r 
v t ... :11nhié11 sn •:un1:l11y1, F~C.¡:..J=r·<:.:>. 

l)'.J 



TEOREMA 3, 1. 9, : ;;"~ª ,\ un .i l¡;ebra de B;:inach conmuta ti v;:i con 

identidad e y p analítica sobre un suhconjunto abierto O Je ~. 

Entonces ;:· acL1i.:i s0bre crid;i el <>mPn 1.o X".21\ La l que ~(:·dc(l, en 

palabras, para cada xe,\ 3 y-2,\ p.:ir~l lc.i cual L1 i0 ~1.:ddad 

otras 

f( y)=p[f'(x) l 

es cierta para cada f'uncional 1'--=JHC\J. 

Demostración : 
Sea X "= ¡\ 1' ijo t.<:11 que c-<.:O - (l. F'11esto que oCx) es compacto -

t:t"3 po8ibl1:. cubl'ir lo con \tn 11um,?ro l'init.o de componentes de 0.. 
E:nl,on1~R~ podr-m1~.'3 supon<?r fltl•:• (; Liem~ un núrneI'O t'inito de 
componentes. La disL;¡ncü1 enl,re los cor1j1.111 tos o(x) y 'I>,('¡ es 
positiva y en consecttenc ia, la proposición 3. 1. 6. garo:m t, iza la 
exist.enciLI de 1111 sisl.ema de arcos comp<1cl.os red.it'icubles en ~~' 

1' 1 'r z ••.• r m que unidos sirven de cerco para 1111 conjunto <:ibierto 

C'l con oCxk:0. ·-::Cl. 
o .:> 

Los valores de p •:>sL<in rl.1dos por L:i 1\5rm11l::i de Cauchy 

p(~) L t J p<.\) 
di<. 

2"!i \_ - ( 
l~ = 1 r ,. 

que proporcion.:i l.:i s11.sLil.11r:i1ín f'nrrna.l. 

y 

l::::t l'¡, 

observamos que la inl.1~gr<.1l est,.:í bien det'inid;:i p11es la !'unción 

xO .. ) = pO.)üs--x)- 1 

es conLinua a lo largo <le cada arco r~· Ademrís 

f'( y) = !'[ f 
1: = 1 

~,r[ 1 
= 2rn 

= L ~~l r 
¡._ = 1 

i ~ 1 

J 
¡· k 

i f 

J F°' H> ..;.-x > -1.¡;., ) 

«¡, 

"(O, H.;v,;.-xJ- 1d;, ] 
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CEROS DE FUNCIONES ENTERAS 

Aquí mosLraremos algunas aplicaciones. Si x es un elemenLo 
de un ~lgebra de Banach conmutaLiva A con idenLidad y r es una 
función enLera no constante Lal que fCxl=O. entonces existe algdn 
enlero no nega li vo n y b .:<C k=O ,1. .... n L:d q11e 

k 

con no toJas las b nulas. 
k 

n 

2 l· 
b x· 

k 
k=o 

o 

Tal afirmación es evident.ement.e cierta para los 
por lo c11<:ll resulta 1·azo11able el pl.:111Leamiento del 
i•es11ll<tdo ; 

polinomios 
siguiente 

PROPOSICION 3,2.1, : ~ea A un ~l~ebra rle Banach conmutativa 
con identidad y sea X"O'.\. :)i exist.e 11n.l f'11nció11 1~nter<1 no 
constant..e L:d q11e l't x >=O. en Lonces <?X ist .• , 1rn polinomio no 
constante p tal que plx)=O. 

Demosl.ración : 
Por la obser-v.'tción hecha en :J se sab•: q11e f'(x),,;;¡\ para cada 

f'unción entera !' y que f(x)~<M>=t'fx~(M>l par.1 M-=fil<1\) la colección 

de todos los ideales m.iximos 1·1:,c;u lal'es de ,\, 

P1iest.o que f'C:..:>=O entoncf1s se tiene !'b:"OD l=O H~ll!C\J que 
simplemenL1~ indic.:i que !' es idenLicamenLe n11lo sobre oCx> el cual 
por oLra p.:.rl.e es compacl.o y los cepos rl1? una !'unción •?nLel'n son 
aisL:tdos, do? lo cual S•? conclt1Y<:.• 1p11~ o(;,:) es t'üdLo, i.e. 

c.C.x)=<I.. ,t. ,. •• ,t.} 
1 ;~ 1 

rlenoLemos por '" la 11111H.iplic:id .. 111 d•?l c1:;ro __ de t' (para r-=1,. .. ,j) 
r r 

Def'ina 
1 ,,.._ 

pt.L>=n (t.-·.:i > r 
r 

r=1 

·'.lSÍ ;:il escr-ibir- l'(U=p(t,J;;U.J se infiere q1ie ;;<.t.> result.a 
t'11nción entr~r<l pues si "'- ::;5r<.1rl0Cp) 'ir .'\l dividir por 

r 

con L«1 l exponente, los exponen Les de cada s11milndo sólo 
lt;:ist;~ e11 .;:r•:u:/o(p) y el exponente dr~ el i-ésimo término ch: 
serie r1~s11lta der precisamenL•~ i:-sr•:id::·(pL A•ín más g no 
•Ju o(x), 1~SLd es la razón por .l.<:1 que t/o- ·~s .-.r1•.1líLic:-1 
veci11ddd U de n<.x} i. 1?, 1/¡; esL.~ dE>t'iuida y :11.lemiÍS 

~- Cx) = ("·C:d)- 1 
u• (') 
(") 

de esl.e modo 

O= O•Cg(x)l. 1 plxJ~<x><glxl) 1 

ser- una 
términos 

cambi.'.1rán 
la 

se .3n1ila 
·~n carl.-1 

a 



LAS COtWONENTES CONEXAS DE LA IDENTIDAD EN G. 

Si A es un álgebra de Banach conm11Lativa CQn identidad e 

enLonces es posible afirmar que el conjunLo 

invertibles en ¡\, es 1111 s11b0 r-11po <)bierLo de ,\. 

de los elementos 

En esta parLe se 

exhibirán resultados r:oncernicnt.es ;1 1111 Lipo especial de 

de Banach lliJmadas s1emisi111ples d11.-di:::.a1k1s en 2. 5. de esLa 

en las que ocurre q11e la componente conex;) de .;; es el 

cuyos elemenLos son de 1:1 t'orma 

f :-;n 
¿ ~! con x E A 

n=O 

,) lgebras 

Les is, 

conjunLo 

Esta expresión resulta t'amiliar y es la versión para álgebras 

de Banach de la exponencial. 

Suponga que ¡\ es un álgebra de Banach 

semisimple con identidad. Si x,yeA, entonces 

t t) 

( l. t) 

exp(xJ-si\. 
:\) xn 

exp(x)=\ :..., L n. 
n=O 

expCx+y)=explxJexp(y) 

Demostración : 

Como se vió en la sección ~ referent.e a el 

funcional , que si •p i::s 1111a !'unción compleja 'O'nteru y 

(1) 

p(z)= ¿ n a z 
n 

n=o 

cálculo 

11 "='C, n=0,1,4, ... paru Lorla z-~·C 
n 

entonces p acl.tla sobre cada 

·~1.ernenl.o x de 1111 cil:;ebr;;i de [li1n<.1ch ;\ de la siguiente m.-:iner.1 : 

. .., 

¡:(x>=I 
•1=0 

Por lo tanto hacienúo uso del Leorema :J.1.12. Lenernos q11e 

"' 

l ~o A" 

) ¿ n 

i-·xp(x>= (:-;) 
X 

il! = 
º' n..:O 

Par;1 rnost.r.-\1' 1. t 1. sirnplemr~nte h.1y que rn1tltiplicar- J;1s ser-ies 

1fof' in idas por exp< :O v ·~xp< y> y .1r-re; l.1r de m<Ht•"'r-a co11vr:•n ient.e, 



haciendo uso de la descomposición Je Ca+b>" como una suma de 

product.os al L•?l'lt<.ldos y con cuer icie11 l.P.s ciert.as expresiones de 

combinatorid. 

o 

LEUA 3. 2. 2. Sea 

semisimple con ident.idad &. 

algtin veA t.al que exp(y)•x. 

Demost.raoión 

un cilgebra de Banach conmutativa 

Si x-=A y 11 &-x il <1, entonces exist.e 

Puest.o que de-xH<l se sigue que x es inverLible, de donde se 

infiere que no cont.iene a O •.>11 i:•l conjunt.o compacto PansoCx"'). 

Sea (l un subconjunto abierto de <C l.al que Ran50Cx").::íl y O~. 

Entonces i'(\)=log A. , :\-sc'l es ·•lldlíLica sobri:: Cl, y por el l.eorema 

2? del Crilculo funcional se sigue que y=fCxleA d0nde : 

v'"'CM)=lo;~ x"CM), MsHK\> 

pero exp(y).e¡\ y 

exp(y)"'OD = exp<v"<M>> = e:,pU00 x'"'nl>> = :/'cm 
MeJnC¡\), de donde se concluye que exp<.y.l=x Je la hipót.esis que ,\ es 

semisimple. 

a 

EsLos lemas sustentan h prueba Je el siguiente 

TEOREMA 3. 2. 3. : Se<::1 ¡\ 1111 .i 10 •.;>bra de ffon.:ich semisimple y 

conmut..at.iva con identidad 9 y sea exp(¡\)=exp(x>¡xe¡\} entonces 

exp(¡\) es la component..e conexa de ~ en G el conjunto de todos los 

eLement..os invPrtibles en A. 

Demostración : 

Por el lema 3. 2.1. es f'c.icil V•?l' r¡ue exp(x)exp(-x)=expCO)=.;o 

se sigue que r¡( U=exp<. t.x), o:: l.:'::1 d1?f'ine 11na curva continua en 

exp(¡\J de ~ a exp(x), por lo cuol se infiere que exp(¡\J es conexa. 

De este modo exp(¡\) está cont..enida en la component..e conexa de e en 

G. Pero t'alta probar que exp(,\J es precisamente esL-:1 •:ornponent..e 

conexa, en L11¡;ar de prob;ir La otr;:i cnn Lt'nc ión Le damos la vuel t.a ;,1 

1'! L prob Lema y most.r.1rr~mos c¡ue nxp<.1\J <!S s i11111l Laneament.e abier•t..o y 

carr.:1do en G. 
En el'ecto, s11ponga que y=expCx) y sea z.,;¡\ tal que 

1)6 



se t,iene por un lado l\e-y- 1zll = lly-1y-y- 1zll ~ \ly-1 11 l\y-zll ( 1. 

En virLuJ del lema 4.4.2. debe exisLir algún elemenLo weA de Lal 

manera que exp(w)=y- 1 z por lo tanto 

z = vexp(wl = exp(x)expCw) = exp(x+w> 

donde zeexp(Al y se concluye que exp(A) es abierLo. Ahora 

suponga que YEG con y E exp(,\). Entonces existe algún z=exp(:d 

Lal que l\y-zl\(1/Uy-1 1\, argumentando igual que anLes se obtiene que 

Por tanLo veexplA) i.e. 

e~:p( :\ > .::: exp(,\) 
.-. exp(¡\) es cerrado. En suma se concluye la prueba pues se ha 

mosLrado que expCA> es la componenLe conexa de e en G. 
o 

Los lemas se pudieron hab1:r sido establecidos •:m el caso 

general vi.a argumen Los de ser i•~s de pot.•.o>ncias pero 

manera en que los esLablecimos resulLa poco accesible 

a1ín en la 

demost,rar los 

por la canLidad de cálculos que se t, ienen q1.1e ei'ecLuar, la oLra 

forma de esLablecerlos cuenL;:i con muchas menos posibilidades de 

ser expuesLa brevemenLe. 

La discusión en Lorno a exp(,\) y G provee de varios 

resulLados inLeresanLes. Recuerde que la Lransi'ormación 

x--+x-1 es conLin11a de donde se deduce que G es un grupo 

topológico, en seguida se tr.:it,;:i de realizar un análisis más 

detallado de este grupo. 

PROPOSICION 3.2.4. : Sea A un ;Ílgebra de Banach y G el grupo 

de los elemenLos invertibles en ¡\ y exp(¡\) la componente conexa de 

la identidad en G. EnLonces exp(,\) es 11n st1bgrupo normal abierto 

v cerrado de G, donde las clas1~s de exp(:\) son las component,es de 

G y G/expCA) es un grupo discreto. 

Demost.ración 

Puesto que G es un subgrupo abierto en un espacio 

localmente-conexo sus componentes son subconjuntos abierl,os y 

cerrados de G. Adem.-ís s.i x.v-=G ent.onct-s xexp(¡\) es 1m 

subconjunto conexo de G el cual contiene XV y x. Por lo t.anLo 

exp(¡\) U xexp(¡\) es conexo y esLá conLenido en expCA>. Entonces 

se sigue que xy esLá en exp(¡\) y así exp(¡\) es llll sernigr11po. 

SimilarmenLe x-texp(¡\)IJexp(¡\) es conexo, por t.anLo contenido 

en exp(¡\) v es por esLo q11e ·~xp(¡\) resulLa ser 1m subgrupo de G. 
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Como antes suponga que xeG. entonces el grupo conjugado 

es un subconjunto conexo que contiene a la identidad y 

x.;.xp(A)x·-t • .,.xp(A) 

xexp(Ah:-1 

por t.ant.o 

de donde exp(A) es un subgrupo normal de G y por tanto G/expCA> es 

un· grupo. 

Como xexp(A) es un subconjunto abierto y cerrado 

simultaneamente en G por la demosLración de el teorema 4.4.3. para 

cada xeG, las clases de exp(,\) son las componenl.es de G. 
Para concluirla demostrar, G/expCA) es discreLo ya que expCA) 

es un subconjunto abierto y cerrado de G. 

o 

Algunos autores llaman a G/exp(,\) el grupo de los índices 

abstractos de A. 

DEFINICION 3.2.B. : Si A es un álgebra de Banach entonces el 

grupo abstracto de índices denol.a ~¡\ es el grupo cociente discreto 

G/exp(¡\), además el índice abstracto es el homomorf'ismo natural r 
de ¡\ a ::>A. 

Ejemplo 3.2.6. 
Considere ~ un espacio compacto Hausdorff y sea G el conjunto 

de los elementos invertibles de CC~>. i.e. r en CC~> está en G sii 

f'(x)?IQ Vxe'd'-. . así G sólo consiste de las funciones conl.inuas de ~ 

Puesl.o que G es localmente arcoconexo, una función r 

está en exp(¡\) si existe un arco continuo de 

!'unciones en G t..al que f
0

=9 Y 1'
1
=/. 

Si definimos 

1p::i;:xrn,11 1c,un 
•p<x ,f..)=f A (x) 

ent..onces 'P es Gont..inua, y además : 

•p(x,O)=t' (x)=<S> 
o 

·p(x,U=t' Cx)=f'(x) Vxe~ 
l 

Por tanto f' es homotópica a la función constante 1, 

inversamente si g es una !'unción en G la cual es homotópica a 1 

ent..onces geexp(¡\). De manera análoga dos !'unciones ¡;
1 

,¡;
2 

en G 
representan el mismo elemento de G/exp(A) sii ¡; es homotópica a 

1 

g . Entonces G/exp(¡\) ni más ni menos qtJe el grupo de las clases 
2 

de homotopía de t.ransf'ormaciones de :f. a •C,{O} y se le denot.a ::> ¡\" 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

DEFINICION 3. Z. 7. : Si IJ, es un espacio compacto Hausdorf'f' 

entonces el primer grupo de cohomot.opía n'(~) de ~ es el grupo de 

las clases de homot.opía de transformaciones conLinuas de ~ a el 

círculo unitario en el plano complejo ID con mult.iplicación 

punt.ual. 

TEOREMA 3.z.s. : Si ~ es un espacio Hausdorff compact.o 

ent..onces el grupo abst..racLo de índices ::>,\ de CG?O y íl'(~) son 

nat.uralrnent.e isomorfos. 

Demost.raoión : 

Definase y; de n'<~> a 0A como sigue 

Una función continua f de ~ a !D det.ermina primero un elemento 

{f} de n'<~) y segundo una !'unción invertible sobre ~. determina 

una clase f+exp(i\) de ~A. Así <lile nosot.os det'inimos 

1p( {f} )=f'+exp(,\) 

Primero habá que mostra que tal función está bien definida 

i. e. que no depende del representante elegido, en efecto: 

Sea g una !'unción continua de ¿.z a ID tal que {f}={g} entonces 

f es homotópico a g y por t..anto r+exp(¡\)=g+exp(¡\) además puesto 

que la multiplicación en ambos n·c~> y G está def'inida 

puntualmente, la transformación 'I' resulta ser 1m homomorfismo. 

Ahora solo hay que mosLrar que 'f' es uno a uno y sobre. 

Para mostrar que >p es sobre sea t' un element..o invertible de 

COJO. Der ina ahora la .t'unción 

F<x,t.>=f(x)/lf<x>it 

Ent.onces F es cont.iniia. FCx ,O)=f(x) para x e "tf.. y g(x)=f (x ,D 

tiene módulo 1 para xe~. 

es sobre. 

Donde f+exp(i\)=g+exp(¡\) y por tanto >p 

Si r y g son funciones continuas de ~ a ID t..ales que 

1p({f})=1p({g}) entonces r es homot.ópico a t; en las funciones en G. 
Le. existe una f'unción G:~:d0,11-. <C\,{Q} tal que G(x,O)=f(x) y 

Si ndem~s definimos : 

FCx,L>=G<x,t.)/jGCx,t>¡ 

entonces F es cont.inua y se establece que t' y g son homot.ópicas 

en lil clase de funciones continuas de ~ a ID, En estos términos 

{f}={¡;} y por t,.'lnt..o 1¡i es 1mo a uno lo cual completa la pr1ieba. 

<.:on ayuda <le este resultado se infiere 

afirmación : 
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COROLARIO 3.2.9. : Si ~ es 
entonces 3 A es naturalmenl,e 

un espacio Hausdoff 
isomorfo a el prime 

cohomología de <'.:ECH 9é'1 C~.:Z) con coeficient.es ent.eros. 

compacto, 
grupo de 

La demostración de est.e result.ado es objeto de estudio en 
t,opología algebraica y se prueba que n'(~) y geio.~.2) son 

naturalment.e isomorfos. 

En particular para ~=m dot.ado de la Lopologí~ de Gelfand 

visto en el capítulo 2 de esLa t.esis se infiere el teorema de 

Arens-Royden, resultado que a su vez proporciona consecuencias 

importantes también dentro de la topología algebraica. 
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