
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 
DE MEXICO 

FACUL TAO DE CIENCIAS 

GRUPOS DE LIE DE 
DIMENSION BAJA 

T E s 1 s 
Oue para obtener el Título dt: 

MATEMATICO 
P e s e n t d: 

JOSE RAMON ~UZMAN 

M~xico, D. F. 1988 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



.. 

INDICE. 
CAPITULO l. 

GENERALIDADES DE GRUPOS Y Al.GEBRAS DE lIE. 
(lági.M.. 

9 Grupos dP. Líe •......•..... , .•.... , , , , , . 6 

9 2 Algebras de Lie ...•.... , . . . . . . . . • . . . . . 12. 

9 3 Correspondencia entre subgrupos v --~ 
subálgebras de Lie ••......•••.••....• 13. 

§ ' Clasificación d~ álgebras de diMensio 
nes 1.2,3 •.••••..•.•.......... ,....... 17. 

CAPITULO II. 

GRUPOS DE OIKENSION 1 Y 2. 

§ 1 Di-nsidn 1 v 2 •••.••.••. , •• ~. • • . • • • . . • 2¿. 

§ 1 

§ 2 

§ 3 

§ ' 
9 5 

§ 6 

§ 7 

CAPITULO III. 

DntENSION 3, 

El rrupo .IR' ••••••.• ; •••••••••••••• , • • • • 30. 

El crupo de Hein.enberg ..••••.•••••••• 3l. 

El crupo Af'in•caoxlR .. • .. . .. .. .. .. .. .. • 36. 

El grupo de isoaetrías del plano •.•.•• 38. 

El crupo de i~trí•• del espacio de -
"inkowsky •.••••..• , . • . • • . • . • • . • • • • • • . . • ¿5, 

El crupo espeocial lineal ..••.••••••.•• 52. 

La esf'era de dimensión 3 •. , •.•••• , . . . . • 57. 

APENDICE. 

Tabla reneral de crupos v álcebras de 
Lie de dlllensión baja • • • • • • • • • • • • • • • • • 62. 

Lista de sí•bolos usados •.•.•••••••.••. 71. 

Bibliografía .•• , • . . . • • • • . . . • • . . . • • • • • • • 73, 

3 



Próloiro 
Desdi:! nif'ío. sie111pre llamaron mi at.•~nci-:-in 1.1 cint.a de Hoebius \' 

la botella dr- Klein. Tr-at.e de construir la botella de Klein ,lo 
cual nunca logré • 
Después me di cuenta de que est.a botella estaba efect.iva111ent.e 
fol'91ada por do• de estas cint.as. 
Post.eriort1ent.e ttn los cursos universit.arios est.udié de •anera 
sist.ellática est.a.'!i dos superficies desde t.odos lO!il ángulos. 
Pensando en donde vivimos los seres hu11anos escuché varias 
pláticas sobre seres de di•ensión 1,2 ,3. 
Los sere• de di11enoión uno viven en un espacio dife090rfo a una 
rect.a . Los seres de di•ensión dos vivir ian en una variedl!d 
diferenciable de dí11ensión dos ,es decir una supttrficie. Los 
posibles uni ver•os para estos seres como pode110s ver 
tendrían for11as 11uv caprichosas.sus propiedades t.opólogicas v sus 
propiedades ceOllét.ricas serian ,.uy variadas. 
Si un espacio de estos. est.uviera visible a un habit..ant.e de 
di11Mtn•ión t.res,él,podría ta.ar un ser de estos v colocarlo en ot.ro 
luc•r de e.e 11ismo espacio, v el ser est.e sentiría que desaparece 
y 11parece en ot.ro lucar de 5l'U univen10,va que él no podría ver al 
.. r t.ridi11erurional que lo 111ueve. 
Nosotros, COllO habit.ant.es del espacio,t.ridi-n•ion11lM1, 
est.udia110s el universo en una localidad de él v. así, cualquier 
tridi11ensional pieRH que el univeNSO es U11 pedaao de -pac:io 
~·. Sin -~rco.análoea-nt.e a la •it.uación que ocurl'ió · •n 
di.ensión dos , pueden seres cuadridi111ensionales , tomar un 
habit.ant.e tridimensional.y t.rasporf.arlo a ot.ro lucar del 
universo C del t.ridilllenllional >, v la i11pres ión de est.e infeliz 
t.ridi11Mtnai.onal meria análoga a la de la creat.ura bidi11ension111. 
El objet.ivo de ettt.a tesis e1t J.101r+.rar la part.e 1Nt.eltát.iai de 
algunos universos de di111ensión f.res en los que tal vez en alguno 

de est.os podria110s vivir. 
Los conoci•ient.os necesarios para leerla son modestos • Un poco de 
álgebra abstracf.a v topología diferencial. 



RESUMEN 

El objetivo de est.e trabajo es est,udiar 
Lie de dimensirjn menor ó igual a 3 y sus 
siinplemente cont:!xos asociados. 

las algebras 
grupos de 

de 
Lie 

Al hacer lo anterior • usalllOs fuert,emente de correspondencia 
entre subgrupos y subálgebras de Lie . que no de•oslraremos aquí. 
En el primer capít.ulo se recuerdan los resultados básicos de 
grupos de Lii:o y la clasificación de las álgP.bras di:o LiP rl:'ales 
de dime11sicin mcrwr· o ig1Ja l a :~. 
En el s~gundo capítulo se estudian lo,:; grupos q11e corresponden 
a l~s álgebr;,s de LiP de dimensión 1 ~· 2. 
En el terce!' capit.1110 se estudian los grupos Que corresponden 
a las álgebras de LiP dr. dimensió11 3 v t..lles son : íR3 el ¡;rupo 
de Heinsenberi;, el gr11po Af in+ (!F')x !? y la cubriente universal 
df'l grupo de isomet.rías del plano que preservan orientación 
lso•(IR2> , el grupo de isomet.rias del espacio de Minkowsky 
EC1,1 ), el grupo esp+!i:ial lineal SL<2.IF) y la esfera deo 
di111ensión 3, S 3 

• 

El álgebra de Lie se esclarece de dos maneras : a través de la 
represent.ación mal.ricial y a travEis de los campos veét.oriales 
invariantes a izquierda . 
Finalmente se asocia a cada grupo de Lie una mét,rica 
riem~nniana invariante por traslación izquierda. 
Las referencias principales son; el libro de N. Jacobson Lie 
Algebras, para la clasificación de las álgebras de Líe. Para la 
part,e de grupos se ut.ilizaron las labias de clasificación de 
grupos de Lie contenidas en los siguientes art.ículos ;Flows on 
soMe three dimensional homogeneus spaces por Auslanuer L. 
Green L . y llahn F. C11rval11r•'"' of Left Inva1·iant. lietrics on 
Lie groups por Hilnor J. 3-Hanifolds whose universal 
coverings ar~ Lie Groups por Ravmond F. Vasquez A. T. 

Enero , 1988. 

J. R. Guzmán . 
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CAPITULO I. 
GENERALIDADES DE GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE. 

9 1. 

GRUPOS DE LIE. 
EMi:iezaremos con la definición de brupo de Lie. 

DEPINICION 1.1.Un grupo Lie es un grupo que t.ambien t.íene 
una est.ruct.ura de variedad diferencíable y t.al que la 

operación product.o y la operación inversa , 

* 
1 

:GxC1 ---+G , 
{)- :G -.. G , 

son diferenciables. 
A continuación obl.endt'emos alg1Jnos resull,ados a tit.1Jlo de ejemplo 
que post.erioi-mente vamos a utilizar. 

LEPIA 1.1.IRº con la operación dP suma es un grupo de Líe. 
llEPIOSTfACION 

Consideremos la operación de suma defini<:la de la sig1Jíent.e 
111anera, 

+Cx1" • • •"n ,vi"·· ,y n>=Cxl +y 1 •• · '·"n +y n). 
Que COlllO podet11os ver se verifican los axiomas de grupo. 

tfost.rare1110s que IR0 es una variedad diferenciable . 

SC'J puede considerar el atlas canónico, definido 
por 

A•{ (IRn ,id) } . 
Podet10s ver que el cambio de coordenadas es 
AdeMás la operación es difereociable pues 
existe y es igual a 

J • 
p ?.!:::?.?.!.:::? 

'eoo. 
su jacobíano 

[ 

1 o ... o 1 o ... o l 
o o ... 1 o o ... 1 • • LEMA 1.2. Cualq1Jier espacio vectorial de dimensión fínit.a es 

g:rupo de Lie. 
DEHOSTRACION 

Como ya se sabe, cualquier espacio 
por definición , solo basta i:lemost,rilr que se 
estructura de variedad diferenciablP.. 

Consideremos rma base del espacio vectorial 

6 

vect,orial es un 
le puede dar 

un 

grupo 
una 



entonces la siguiente aplicación tJ>, es •ma carta para el 
espacio , que lla111aremos V • 

¡/J:V - .. IR'' 

tJ>Co e+ ••• + a e )• Ca, •.. ,o ) • 
ll nn l n 

Pode11e>s ver que el ca•bio de coordenadas es la identidad. 
Además la operación del grupo es direrenci'lble. 

Recordemos que 

s' .. <ze{: lz 1• 1 >. 

LEHA 1.3 s' es un grupo de Lie. 
DEPIOSTRACION 

• 

Pode110s considerar la Multiplicación de números co..plejos 
ce.o la operación del grupo . De ésta manera este conjunto 
deviene en un grupo 

Adetnás S' es una variedad diferenciable • 

Considere111os los abiertos de este espacio, donde 
la topología heredada de ~s, 

V = < Cx.v>eS': 
t 

V= < Cx,y>eS' 
2 

V = < <x.v>eS1 
¡¡ 

V = < Cx,y)eS1 

' 

y){) ) • 

y<O >. 
,.)0 >. 
x<O >. 

C donde Cx,v> está identificado con el nú11ero c0tnplejo x 
Ta•bién considere•os el intervalo abierto C-1.1) y de 
.anera podemos definir los sistemas de coordenadas en 
abiertos c01110 a.b.c,d; si llamamos U•C-1,1> se tiene 

a , u .. V a(D• ( 1,/ 1-t 2 ), 
t 

b u .. V b<t.)• < t...-~z), 
z 

e u .. V cCt)= ( ~·2.t ), 
3 

d u .. V d(f,)• c-Ít-t.2
,t '· 

' 

s' tiene 

+ iy). 
esta 
estos 



Aquí pode•os ver.que todos los cambios 
de clase -e«' t~•bién, pode1110s ver que los 
cartas cubren a st 
Adet11ás es un ejercicin de rut.ina most.rar q11e 
v la operación inversa son diferenciables. 
Com•J consecuencia t..entmos q1Je S1es un grupo 

Recorde.os QUO $ 3 está definido por 

S3 
• «x.v.z.w)e.IR4 1 x2 + y2 + z2 + ,.z • 1 }, 

Como otro result.ado más veremos el si~uient..e 

LEl'fA l. 4. S3 "'s un g1•upo de Lie . 
DEl'fOSTRACION 
Consideremos los abiert.os en est..e espacio 

V• 
' 

\/ -
' 

{ 
{ 

<x
1
,x

2 
,>.:

3 
,x, )E Sª· 

<:-.:
1
,x

2
.x

3
,x

4
)e S;i: 

de coordenadas son 
codominiosi de estas 

la operación producto 

de Lie . • 

definidos como 

Los cuales son abiertos es est.e espacio, naturalmente, con la 
t..opologia relaLiva inducida por el espacio !R3

• 

A continuación . para com¡lel.ar la prueba podemos considerar el 
abiert..o de el espacio ~ : 

v-{cx,y,z)áR3
: x2+ y2+ z2 < 1 } . 

De est..a manera podemos definir los sistemas de coordenadas 

locales co1110 

t/1 ;V - V 
' ' 

ó t/1 :V - \/ 
J J 

dadas de manera nat.ural por 

<x .~· ,z) 

<x,y,z) 

Cx,y,z) 

<x .± -1 1->:2-y2-z2 .v.z>. 

< ±f 1-x2:;:¡-:;z:x s .z). 

8 



(X Y Z) (X Y Z .. _ / 1-x2-.,,2-z2) .. --..... 
Es facil ver que est,<JS cambios de coordenadas son de clase '13

00
• 

Y por todo lo anterior tenemos aquí una variedad diferenr.iable de 
dimensión 3 . 
A cont.in•1acíón vere111os que sª es un grupo . 

un Antes de iniciar la demostración haremos 
paréntesis para q11e venmos el porque s"' ocu1·rr. equipar 
con una opernr.ión de grupn, 

Consideremos el grupo de Hami!Lon 

p(' = { a+ ib+ jc+kd a,b,c,d e [R } , 

con su t.abla correspondiente de multiplic<:1r 

... i j k 1 
-~-\l -r-,-,--~---.---1 - "' -J l 

j -k -1 i j 
k j -1 -1 k 
1 ¡ i j k 1 

Observemos además que el product.o de 2 elementos de norma 1 es 
de norma 1, donde a+ ib+ jc+kd est.á ident.if icado con (a ,b ,c ,d>elli:4

• 

La operación ant,erior rest.ringida a sª es 

... -·-.. 
xv '+x ·'v+z•-z 'w 
xz'+x'z+wy'-yw' [ 

xx'-yy'-zz '-ww'] 

* C<x,y,z,w,)( x,'y',z:w')) = ~~'+x'w+yz'-y'z 

Con esla lev formidable de mult.iplicar.:ión S 3 devierw en un ¡;rupo. 
También se puede ver que est.a operación y la operación inversa 
son diferenciables. • 
Una pregunta natural es si toda esf•:ra es un ¡;r11po de Lie 

Exist.e un teorema f'amoso para esferas . 

9 



TEOREMA 1.1. S'' es un grupo de Líe solo para n • 1,3. 
La demostración de este teorema est.á fuera del alcance de esta 
tesis. 
Pasemos al estudio de ~at.rices. 
Definamos ahora el espacio vectorial 

,l\n (IP.)• { T:LR" .. IR~ 1 T es lineal } , 

Así de esti:I manera llegamos al: 

LEMA 1. 5 • .A4 (IR) P<; un espar:in vect.orial 
n 

DEHOSTRACION 

z 
,isomorfo a IR" • 

Primero es fácil ver que .Al (ri:) es 1m espacio vectorial 
" porque podemos considerar la suma usual de mal.rices y la 

mult.iplicación por un escalar ,t..amb~én la usual. 

Para ver que es isomorfo a IRn podemos considerar el 
isomorfismo dado por 

tP :.Al (IR) 
n 

[

a ... a l 11. 1" 

</> : : c:(a .. 
• • 11 
a ... a 

ni nn 

2 
!Rn 

LEMA 1.6 • .AI (IR) es un espacio t..opológico. 
DEHOSTRÁCION 

• 
Consideremos la t..opología inducida por la función <f> del teorema 

anterior v dl•finamos los abiertos en .M (IR) así; 
" 2 

() !; Al(n,IR) e.s at>iert.o si y solo si ,P(O) es abiert.o en IRn. 
Claramente podemos ver que los abiertos así definidos constit,uven 
una topología para este conjunto. • Utilizarnos ]<:> ant.E"rior para definir l<:>s grupos de mal.rices 
cu:.lles serán m11\· imporLant.es a lu lar¡;o de est.e Lr.'lbajo. 

LEHA 1. ;', GL<n,::P)={ ' . .:.~(n,iF'): del.ex);>< U } es un ¡;1·upo de Lie 
DEHOSTRACION 

los 

Para que este conjunt,o devenga en un gr11po consideraremos la 
mull.iplicación usual de mat,rices . 

Pues si t.omarnos :<. yeGL(n,0<) ent.onces podemos ver que 
det..(F.y);><Q , de aquí , concluimos que GLCn,IR) es cerrado. 

10 



\' como la mulf.iplicación de mllltricP.s es <isociat.iva v 
se tiene entonces QllP GL< n ,IF) es un grupo. 
-La f'unción dP.f'inirfa r.nmo sigue es un hnmomorfismo de 
grupos ; det.;GL< n ,IR) -·-.. !?-{Q} ;.. del.< x) • 

Lo ant,erior lo usaremos para ver que GLtn,lf) es una 
subvariedad de IR1' • k•n 2 

, 
2 

en efect.o ; 

GL(n ,IR) es un .'lbierto en IRn , ya que 
det -te IR-<0}) • GL<n ,IP.) pero la función det es 

cont.i011<'I de dnndt• SP siglJf'.' el !"f;'<::111t .. 1rlo. Arfom;is la operar::iñn del 
grupo es dif'r;-r·i>nr;iabli? v:J qll" usM1rl1:0 la"' 1:a1·1.:. r;anr:inica ip de 

GL(n,(;: > la P.Xpre~ion rar" l<'I oper;1c1ón es polinomial. 

LEMA 1. f:I. GL< n ,!R) tiene dos component.es 
DEHOSTRACION 

Una disr:<Jll'.>Xir5n par .. • est•~ espacio es 

GL ·en ,G' >={ xeGL<n ,IP.> ; detCx»O } 

GL-<n.íP.)={ xeGL<n,IR> : det..<x><O } 

\'a que , .r.omo conjuntos ,es inmediato que 

GL<n,f:P.JaGL:cn,IR) U GL-<n.fF>. 

• 

Primero, podemos ver que GL.(n,IR) y que GL-Cn, IR) son dos abiert.os 
en GL(n JR) , lo cual se sigue de que la función determinante es 
continua .Observemos . 

.¡. 
GL Cn,!F) íl GL-Cn, IR) • 0 . 

Ade•ás GL .¡. <11 ,IR) es arco conexo . Para ver esto bast.a mostrar 
que existe ·un camino cont.inuo que une al elemento 
identidad del grupo con un ri~L + Cn ,IR). Para encontrar tal camino 
se puede usar la forma canónica de Jordan de la matriz p . + 
Por otra parte no exist.e una curva cont,inu.~ que una un pe GL (n,!R) 
con un qeGL-<n,IR) 

Pues si exist.iera, se t.endrfa entonces 

;·:I 
Ahora s:i 

- GL<n,U?) yCO)=p 
consideramos que 

,-CO)=q es 

el det..<;<0)) > O r rlet..<r<D> < O . 

cont.inua. 

al ir de p a q rasamos por el cero por ser del.y cont..inua. \' 
obt.enemos una contradicción ya que 012 Im<det y). 

11 



. 9 2. 

ALGEBRAS DE LIE. 

DEF'INICION 2.1. Un álgebra dr Lie es una parej<.1 [§ ,[,]] donde )J es 
un LR- espacio vect.orial de rlimensión finit.a junf..t, con una 
operación bilineal que llamaremos paréntesis 

C.1: VKV ---.. v. 
y tal que est.a operación sat.isface las condiciones 

a) r :· .¡; l= -[y,:>. l . (ant.isim1:t.1· í"). 
b) í>:J.: • .; JI + !,¡,[., .;1 11 + !;,,!".~ ll= O. 

< idPnt.idad de Jacobi ' . 
Aqu i r.onsider;iremos espacios d•~ di me ns ion r in i t.a, aunque ex ist.en 
ot.ros como xnn que es el espacio vect.orial de c11mpos 
vect.oriales sobr<> J.~ variedad diferenci-Jble H que t.ienen 
dimP.nsión infinit.a y ff.lrma11 i:on el p..tré11ti>sis de campos un Jlgebra 
de Líe. 
DEF'INICION 2.2. 
Las const.ant.es de esf.1·uctura del álgebrd de Líe son los números 

ck tales que si <X .... ,X } es una base para 
LJ t n 

CX ,X l• \ ck X • 
L J l LJ k 

e ni.onces 

Estas const.ant.es determinan el álgebra de Lie. 
Pf.lr abuso de nf.ll.ación denotaremos simplemente por 'f} a ('fj,C,Jl. 

EJEMPLO 2.1. El espacio vectorial g!Cn,lR)= {x ~ 11Cn,lR) } junto 

con la operación Cx,yl•xv·-yx es un álgebra de Lie . 

EJE~PLO 2.2. ~3 junt.o con la operación del producLo cruz 
es un álgebra de Líe. 

El sig11ient.e lema 11os ayuda a obt.ener más ejemplos de álgebras de 
Líe • 
LEMA 2. t. Si [V,[ ,JJ es un .ílgcbra de Lie \t',;V es subespacio 
Vt?ct.orial , [,] cerrado en W , ent..onces-,'li es una álgebra de Lie. 

EJEMPLO 2. 3. .~(< n ,lR >= { XEgl(n ,IP.) : traza< i.;)=0 } es una álgebra 

d1~ Líe con la misma operación q11e HC.n ,!R). 

P"ra ello consideremos el mismo paréntesis de gl< n ,IR) , se 
puede ver que ésta operación es cerrada ""n ;;l<2 ,!f') además 
t.arnbi\in podemos ve>r que est.e ei> 110 subespacio vectorial de 
g.l(n ,!R). 

12 



9 3. 
CORRESPONDENCIA ENTRE SUBGRIJPOS Y SUBALGEBRAS 

DE LIE. 

Resumiremos ahora rápída111ente i:omo a part.ír rle u11 g-r11po de Líe 
puede obtenerse una álgebra de Lie asoci.'lda. En lo que sigue ,G y 
H será!' grupos de Lie • XCG) será el conjunt,o de ca111pos 
vect.oriales en G y XCH> el conjunto de ca•pos vectoriales en H. 

DEFINICION 3.1. Si tenemos una función 

1• G --.. H diferenciable 

dire1m:is q!I"" X e X<G> y Y • XCH> están 1 - relacionados si 

LEHA 3. l. Si X esLí t¡, - relacionado co11 Y , y si X
1 

está i¡, 

relacionado con Y t • en t.onces [X ,X 
1 
J está tp--re lacior1adr> con 

CY ,Y J • 
l 

DEltOSTRACION . 

Tenemos que most.rar que 

d</J cx,x ](p) • CY,Y l<.pCp)), 
l l 

lo cual es in11ediato , porque 

dlf> cx.x
1
Hp> • dt,b e x x, - x,x ><p>. 

"' d¡/> X X, Cp) - d4' X
1
X (p), 

• 

• 

= 

Y i¡, X, (p) - Y
1

ef; X <p), 

Y Y
1
C¡f>Cp)) - Y

1
YCtpCp)) , 

CY .Y
1

l4>Cp) . 

• 
DEF'INICION 3. 2. Si G es un grupo dt> Lie la función L :G 

9 
definida por L (:'() a ,.. x se llama la t.raslació11 izquierda 

9 o 

y si Xe.YCG) es t.al que dL XCp) • XCL (p)) decimos que 
9 9 

invariant.e izquiP.rdo. 

1.3 

--... G 

en G 

X es 



Est,o es posible va que 

s~ sigue inmediat.amenle 

L es siempre un difeo1110rfismo 
9 
de que la operación producto 

lo 

en 

que 

el 
grupo es -e"'. 
Análot;ament,e si R ·G - G R (x) xg, es la 

~· 9 
derecha en G v si XEXCG> es t.al que dR XCp) • X<R Cp)) 

traslación 

E>nt.onces 

deci110s que X es invariante derecho. 
9 9 

TE02EMA 3.1.El espacio de ca•pos invariantes ~ es iso111arfo al 
espacio tangente en el elemento identid:id del gr11po subv~r:ent.e. 
DEKOSTRACION 

Consideremos el isomorfismo 

tP 00= XC e ) . donde f~ es l<> ident.idad en G , 

que, colllO podemos ver es un isomorf'ismo de espacios vectoriales • 

• TEOREMA 3.2. El conjunto def'iriido por °§"" {campos vect.oriales en G 

invariantes izquierdos} es un álgebra de Lie con respecto 

al parént..esis de campos vectoriales 
DEltOSTRA CION 

Pácilmeot.e se pueúe ver que est.e conjunto deviene en un 
espacio vectorial si se usa la suma y p1·oducto por un escalar 
usuales en los campos vecf,oriales • además por el lema 2. 2. tenemos 
que este espacio es cerrado respec~o al parénlesis de Lie 
de los ca111POS vectoriales • • DEf'INICION 3. 3. Sea G y H grupos de Líe ,V 11na vecindad de la 

si ident.idad en G, rp es un homomorrismo local de Líe de G a H 

para toda x.v E V XV E V , 

~(xy) • tfi<x> rpCy) 
DEPINICION 3. '· 
Si [ '8. [,JtJ;= '§ y C Jll.', C,1

2
1:• flli' son dos 

Lie , diremos que <j>:'§ ---.fli' ,aplio1ción lineal, es un 
hoiwomorfismo df' álgP.hras si 

ip< Cx.v J 
1

) = C.t;<:ü ,¡p( v) 1
2

• 

Decimos que tfi es un isomorfismo si ,¡, liene inversa. 
TEOREHA 3. 3. Si rJ; : V ~ G --.. H es un homc1morf' ismo 
y V es una vecind<1d de la idenLidad r:IP. G enl,onr;es 

álgebras de 

local deLie 



es 1m homCJmorfismo rl•! ;ílgebras de Lie 
DEHOSTRACION 

Por la continuidad del product.o exist..e V ~ V t..al 
" que para t.oda x ,y E V x. y e V. 

Si L es la t.r.-islación izquierda en G . se sigue que 

( L. ~ >O'> .. Ct¡.. L > (''i) . q.w1 • 

dip CX) tlx•> '" dL tpcx> dri>CX") . 
- d< LIÍJ'.:i r/> > X., . 
• d( 4' L ><X > . .. 
• dt/J dLx ex .. > .. 
• dtf><X.,> 

De donde X y dip<X> est..án rp - relacionados entonces 

Y d~ es el homomorfiS1110 de álgebras buscado. • 
En est.e apart.ado recordaremos quo:- si conocemos un álgebra 
de Lie • est.a nos det.ermina un grupo de Lie localment..e 

COIWLARIO •. - Grupos de Lie isomorfos Lienen ál¡;ebras de Lie 
isomorl'as 
lnversa111ent.e , si conocemos un álgebra de Li"'. esta nos 
det.ermina un grupo de Lie. 

TEO~EltA 3. 4. Sean G v H grupos de Lie con álgebras de Lie '§ y ~ 
respect.iva111enl.e y G simplement.e com.•xo . Sea 1; ; '§ --.. !Je un 
homo111orl'ismo de <ilgebras r:le Li·~ Ent.r.inces exist.e un 1ínico 
ho1ftomorfismt> de grupos de Líe 1• : r. ~ H t.al QIJP drp = ( . 

Obser·,•ación : Exist.en grupos que t.i<"nP.n al¡;ebras de Lit.> isomorf'.;is 
que no SrJn isomorfos , por ejemplo ?- Y S1 

, 

COROLAF!IO Si G v H son simplemente conexo':' y t.ienen 
álgebras dP. Líe isomorfas ent.onces G y H son isomorfos . 
Exist.e un t.eorema debido a Ar.lo que no probaremos que dice Q11e 
t..oda álgebra de Lit~ se p•u~de represP.ntar· en el álgebra de Lie 
general lineal gl< n ,IF) para a l¡;•ín nEIN. 
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Ca.o consecuencia , si :¡¡ es un álgebra de Lie entonces existe un 
crupo de Lie , en particular uno simplemente conexo con álgebra de 
Lie '§ • 
En vist..a de esto se tiene el : 
TEO~E"A 3. 5. Exist.e una correspondencia inyect..iva entre clases 
de is0111orrismo de álgebras de li•~ y clases de isomorfisMO de 
grupos de Lie . 
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9 '· 
CLASIFICACION • 

DE ALGEBRAS DE DutENSIONES 1.2 .3. 

El tema de esl,e apart.ado i<;erá clasif'icar !,odas las 
álgnbras de Lie de diMensión baja.salvo isomorfismo, de 
diMensión Menor ó igual a 3. 

En lo que sigue , ~ será un álgebra de Líe de di111ensir-n Menor ó 
igual 3 , con su operación [,l. 

DEFINICION 4. 1. Si r> es una hase ele .: definim<J!:> 

f • {'!'\' ~. b: ,y ] ¡ ) E IJ< : X ,y <;(1 }· 
l ~ t t " l J 

DEFINICION 4. 2. 2<~.P .. {x~ 1 lx,yl•O , ye!} }• que llamaremos el 

cent.ro de ~-
DEFINICION 4. 3 11,;:~ es un ideal de 'f} si 

a) 11 es un subespacio vect..nrial de '.'j. 
b) Cuar.do xE§ , ye)'f ó xdt. yE§, enl..onces lx,yletl 

Denotaremos por genCx) el subespacio generado por xe'§, y 
que la dim~nsión de un álgebra de Lie [~ ,[, l J, es la 
de ~ COMO espacio vectorial. 

DIMENSION Uf\10. 

TEOREMA 4.1 Sea un álgebra de Lie de dimensión 
ent.ono~s es isomorfa a la dada por el parént.IO'sis 

CX,Xl•O, 
donde <X> es. una base de 'f}. 
DEMOSTRACION 

diremos 
dimensión 

1, c~.l .JJ 

Se puedt> ver que por la ant,isimet.ría del paréntesis 
necesariamente se tiene lX,Xl=O. 

Entonces en dimensión 1, existe una álgebra de Lie. • 
DEfINICION 4.4. Un álgebra de Lie l:§,[.lJ es ahr:liana cuando 
CX,Yi=O • para todo X.Y en la base de '§. 

LEMA 4.1. El álgebra definida por CX,XJ=O es abeliana. 
DEMOSTRACION • 
La idea en el caso de dimensión 2 v a es est..udiar las álgebras 
de acuerdo con la dimensión de 'J2 que p11P.rle ser de dimensión 
0,1,2,3. 
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DIP1ENSION DOS. 

TEOREMA 4. 2. Sea un álgebra de dimensfo11 2. [~.C. J J, y dim<:f>•O 
entonces '§ es abeliana. 
DEMOSTRACION 

Se sigue de que :f est.á generada por el elemento 

TEO~EMA 4.3. Sea un álgebra de Lie de di111ensión 2, .,:§,[,]] 
que dim<:f>~ O entonces es isomorfa a la dada por 

CX,Yl• X. 
donde <X ,Y> es una base de ~. 
DEMOSTRAClON 

Se tiene que necesariamente 
dim<b2 )•1, 

pues gen<CX,YD. entonces se puede eh·gir X t.al QUe 

'!}2 
"' i;en(X). 

es decir 

tal 

CX. Y l=aX "' O • pues si aX .. O entonces este es e 1 
caso abeliano. Si ahora hacemos 

un cambio de base, se tiene que 

CX ,YJaX. 
Entonces existe un álgebra no abeliana de dimensión 2 . • DEFINICION 4.5. Un ál~ebra '§ es soluble si existe nEIN t.al que 

'§º .. '§, 
.¡z .. l'§,'.§l, 

• • • • • • ~;.. • •; • iin'-i.~;,:1•]• ~· 0: • • • • • • • • • • 
TEOREHA 4.4. Un álgebra de Lie de dimensión 2 tal que CX,YJ•X . 
es soluble. 

DEMOSTRACION 
Se puede ver que en este caso 

:f = O. entonces nc:2. • 
DIMENSION TRES. 

TEOREM.~ 4. 5. Sea un .:ilgebra de Lie de dimensión 3. C'§.l.JJ tal 
que dimCf )= O entonces '§ es ah•: liana . 
DEMOSTRACION 

Ya que f está generada por CX,Yl entonces se tiene 
que 
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CX.YJ=O, !Y.Zl•O, CX,Zl=O. 
Ent..onces se sigue que exist.e un álgebra abeliarna de dimensión 3 • • 
TEORl-:HA 4. 6. 
que dim<t2 > 

por los 
paréntesis 

Sea un ál¡;ehro.i de Lie de dim•~11sión 3. [S:,l,]] 
• 1 y '1~ 2C'§) ent..onces es isomorfa a la dada 

lX,Yl=O , CY.ZJ•X , lX,21•0, 
donde <X. Y ,2) es una hase de '§ • 
DEltoSTRACIOI" 

Podemos s•iponer 

donde 
'g = genCX .Y .Z>. 

f • ¡;enCC\',2), 
va que [~.Xl=O por es~~r X un 2<~). 
y podemos suponer· 

lY ,21=X • 

se t..iene 
CX,YJ=O, lX.21=0,CY,Zl=X. 

t.al 

• DEFINICION 4.6. Un álgebra de Lie es nilpote11t.e si exist.e n<SN t.al 
que 

'fJº • :§ • 

. . . . 0" . ~ . ii ·.~.;-·, j . ~. o: .. 
TEOREHA 4. 7. Un álg•~bN de LiP. de dimensión 3 t.al que 

lX,YJ=O . .2 CY .Zl=X . lX,Zl=O . 
es nilpot..~nt..e y dimCJl = 1 

DEHOSTRACJON 
Se tiene = O~>. = ent.011ces 

n ilpot.ent.e. 

• TEORCHA 4. B. Sea un ál¡;t•br.-. de Lie d•1 dimensión 3, Lt;.l ,ll t.al 
que dim<f) = 1 v f nrJ est.ri r.ont.!"nid.1 en zc:~P •:nt.1Jnces 
es 

isomorfa a la dada por los parcint.esis 

CX,Zl•X. [X.21=0 
donde <. X. Y .z > es una hase d1> '§ • 
DEi10STRACION 

CY ,21=0, 

Si st1pnnP.mo~ que '§2 = gen{ X) , ent.ouces ex isl.t:._ Y 
t.al q11e CX.Yl"' O por no <:>st.'lr X en 2C.O ·~s d•:•;il-, por ej•~mplo 
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lX,Yl • (lX , 
haciendo un cambio de base X --- (l-'x 

lX.Yl • X. 
Si ahora hacemos R • genCX,Y), f ::;; R, 

~ se puede escribir como ent.onces 

'§ • R • B , B • gen<Z>, 
luego, la t.abla de 111ult.iplicar de esta álgebra es 

CX,Zl=X lX ,z1 .. o CY.ZJ .. o. 

pues si lX,Zl>' O ó fY,Zl" O se t.•~ndría dim<'f>" 

caso que 

pues en el 

CX.Zl=X • CY .21 = X • 
serÍii una cont.radicr::i<ln con qui:· d1m<:f)•l. 
Observación ; ~ es la suma direr::La de dus ál¡;cbr.:1s rk Lic. 

Tl::OREHA .J.9. Sea un álgebra de Líe de dimensión 3. [~,[." t..al 
d imCf) = 2, entonces es isomorfa '' la dad,1 por los paréntesis 

CX,Yl= O , CX.2l=o X + (l Y , CY.Zl=r X + 6 Y, 

con df.'l. [; ,6'J ] " o. 

donde <X.Y.Z> es una base de ~ 
DEKOSTRACION Se puede ver que 'f} se puede escribir como 

'§ = R 111 B. 

donde R"' gen<X.Y>. R es ideal de ~. 'f ::;; 
entonces se tiP.ne 

'§2 = ¡;ennX.ZJ.lY .zn. 

R • 

entonces [X ,2] V [\' ,Z) son lini:,ilmPnt.e indep•mdient.es 
dimCf) = 2. v también si .. ul :'§ '.~ SI" d,_.f ine por 

ent.oncec.; 

de donde se sigue 

l 

9 

ad <x)=(x.:;J. 

' 
!~ ] 

r\d Í z. 
l:f 
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CX,Yl=O,CX,2l=oX +¡?Y, CY,2JarX +¿y, 

v t:J6 - (ry "- O va que dim<:f> • 2 . 

• 
TEOREMA 4.10.Si CX.Yl "'º .cx.21 .. (J X + n Y. 
CY ,21• ¡• X + 6 Y, ent.onces dim<:f> • 2 y '§ es soluble. 
DEl!OSTRAC:ION 

.::>f.' Liene qu•.• si los r>'lrPnl.•~sis S'll.isfacen lo 
<int.e1· ior· •?ni.onces 

'§ª .. <O>. • 
TEOREMA 4. U. 
que dirn<f> 
parént.t"sis' 

Sea un <Ílgebra de Lie de dimensión 3, C~.C.11 t.al 
::i, entonces es isomorfa a la dada por los 

• 
CX.YJ• 2 !Y ,21 • ,) X [2,)(]•(1 y. 

y se puede elegir 
a • n • 1 ó a .. -1 = -~. 

do~de ( X ,Y .2> es una basf." de '§ 
DEl!OSTRACION 

Consideremos la base 

< X,Y,2> de f. 
hagamos 

CY,21 .. M. C2,Xl • N , CX.Yl • P , 
y t.ene111os ent.oni:es una mat,riz <a ) t.al que 

lJ 

por la identidad de J.:icobi se t.íene 

Cl1.Xl + CN,YJ + CP,21 =O, 

sust.it.uvendo 11,N,P.en lo anterior 

Ca i satisface que 
LJ 

a =a 
LJ JL 

llegamos a que 

de donde la mat.riz Ca ) es simétrica 
l J 

Sea ahora ot.ra base 
<X' ,Y' ,2'}, 
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V si definimos 

ent.onces 

Sea ahora 

analogamenLe una matriz 

[ ~ :] "' Cµ. ) [ ~ ] ' 
2' lj z 

det.Cµ. ) "' O. 
lj 

(µ ) 
LJ 

[~'.2'J=M', C2' ,X'J .. N' , [)('.Y 'l=P'. 

Susli tu vendo 

[ ~ '.] = ( lJ ) [ ~ ] • 
P' •J p 

donde se puede ver que la matriz (z.: ) est.á dad.1 por 
lJ 

(u )• adj((µ >1> .. «µ )1>-1det.(µ ), 
l J LJ LJ LJ 

antes de proseguir daremos la siguient.e 

DEFINICION -l. 6. Si R ,S son dos matrices decimos que son 
mult.iplicat.iva•ent.e cogredientes si existe Q , matriz invert.ible 
y p "' O t.al Q•te 

R .. p QL S Q • < Donde Q1 es la t.raspuest.a > • 

. Con t.odo lo anterior obt,enemos el siguiente dia¡;rama 

(o. ) 
lJ 

\X.Y .2> <H.N.P> 

<µ >l l (p ) 
\) lJ 

( ('>. ) 
l'. 

<X',Y',2'>-~ <H',N'.P'>. 

Y calculando se tiene ent.onces 

de donde se sigue q11e ce y ¡? son mult.iplicat,iv;:iment.e 
cogredient.es. Entonc':!s cada álgebr<l de LiP correspl)nde a •ma 
clase de cogrediencia. Es posible elegir el representante corno 
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<~>-[ g ~ ~ ] . 
donde ,--~~) significa tomar clase. 
Y comr; dim<:f> • 3, se sigue que ab,.tO , de donde se µuede elegir 
a•b•1 ó a=r-1 , b=1, en los paréntesis 

CX,Y1•2 . CY ,21•aX . C2,Xl=b Y • 

DEF'IN fCTON 4. 7. !111 .i (¡;-.,,bra de Líe '.~ ~=§ • .P.S simple sj y 
2(~)a O 

TEOREHA 4.12. El álgebra de Líe definid<1 r.omo CX,YJ=2, CY ,2J=aX 
C2.X1=bY . es simple. 
DEl'WSTRACION • 
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CAPITULO II. 

LOS GRUPOS DE LIE DE DIHENSION 1 y 2. 
§ 1. 

DIHENSION 1 y 2. 
Est.udiare1110s aquí a los grupos de Lie más sencillos y 
veremos algunos result.ados asociadas a est.os grupos. 

CASO DE DIHENSION l. 

TEOREMA 1.1. ~es un grupo de Li~ . 
Esl-1:· grupo co1·responri<> al <ilgebra de Lie •.lt~scrit.<t en el 

t.euroma 4.1. del capitulo I. 
Enuncbmo::,; ráp1dament.e algunas propiedades b.isicas de est.e 
grupn. 
TEOREHA 1. 2. IR no es compact.o . 
TEOREMA 1.3. La !'unción R:IP~ GL</.,!?.) definida por 

R<t>•[t ~]. 
es una representación de ~. 
DEHOSTRACION 
Observemos que R es un homomorfismo de grupos , de hecho es un 
difeomorfismo sobre su imagen. .. 
TEOREMA 1. 4-. El espacio t.angent.e a R([R) est..íctado por 

DEHOSTRACION 
Pues si consideramos cua !quier curva en IR y 

derivando ,evaluando en Oe!R • obt.enemos est.e result.ado . 
. . l •.. Y calculando el con•ut.ador de mat.r1ces se t.1ene o s1gu1ent.e: 

COROLARIO La const.ant.e de est.ruct.ura es O. 
EnumeraMos ahora algunos grupos de Lie asociados a IR . 
RecordP-mos que el grupo de isomet.rías de IR es !so(~) = ( f:IR ... 
IR 1 f(:-,:) • x + a , aotO >. 

TEOREMA 1.5. lso(~) 

DEttOSTRACION 
es isomorfo a ~ x Z 

2 

Consideremos la aplicación 

<f>:í?-.. !so'(~). 

t~-.. f(x)= X + t., 



donde Iso·(~) son las isomet.rías que preservan la orientación 
es po.;;ible ver q11e 4, es un isomorfismo y observant:lo que toda 01 

E Iso(tR) es composición de alg11na ~ e Iso•(i?) con la aplicación 
x - .. -x ó la identidad , el resultado se sigue . 

Consideremos otro import.ante grupo. 

El gr11po S1 
• ~ze<r: : 1 z j • 1 >. 

Cotno "" vimos , :::'.1 
es 1111 t;rupo de Lie 

• 
Est.p ,;r11po cr•rl'-""'Pon1fp a 1 ;i l¡:;Ph1·.~ d" 

.J. 1. di:- l cav it.11 l u l. 
Lit:· descr- it.a en el 

TEOREMA t. 6. S1 es compacto • 
DEHOSTRACION 
TEOREMA l. 7 •. Exist.e un n1011omorfismo 
OEHOSTRACJON 

Def' inamos la función 

rf1: st --.. 

[ 

cos<2nt.) 
i><ezn't) • -sin(2nt.) 

o 

GLC3 ,!?.), 

sin<2nt.) 
cosC2nt.) 

o 

en üLC ~~ ,[R). 

l.eorema 

se puede ver que est.a funcion es un difeomort'ismo sobre su imagen 
a&i que podemos identificar a la esfera de dimensión uno con el 
conjunto 

5 1 { [ cos<2nt.> 
• -sin<2rrt) 

Llegamos pues al siguiente ; 

sinC2nt.) ] 
cos<2nt.) 

TEOREMA 1. 8. Existe un mono•orfismo de gr-11pos de Lie tinl.re IR Y 
st 
OEl'IOSTRACION 

IR es la culwient.e universal de S1 

considerar la aplicación cubrient.e 
ya que se puede 

p;IR - .. s1. 
p(L) • cosC2nt.> + ( sinC2nL) . • 

Est.11diaremos ot.ro import.ant.e gr11po . el llarn;lc:ID gr11po de 
que es muy usado en físir.a . 

Este grupo est.á definido por 
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0<1,1) • { T !li'2 .. lR2 

~<x.v> a x2 
- y2 

1 T 

}· 
lineal 

~CTCx,y))"'4>Cx,y) donde 

TEOREMA 1.9. El conjunt..o definido por OC1,1>es un grupo de Lie 

con cuat.ro cot11ponent.es conexas y la c0111><>nent.e identidad es 

iso111orfa a IR 

DEHOSTRACION 

Es fácil ver que est.e es un subgrupo de GL(2 .IR> ya que 

0<1.D· { r ~ ~ J : r ~ ~ r r ~ -~ J r ~ ~ J= [ ~ -~ J J. 
• { [ ~ ~ ] 1 a 2 

- c
2 

• 1 • b
2 

- d
2 

• 1 ,ab - cd•O } , 

de lo anterior se puede despejar 

c2d2 
-1 • ---- - d2 

se si¡;ue que 

a 

- d2 . -------
si d • a 

si d • -a 

por lo que t,enemos 

ª2 

entonces 

ent.onces 
entonces 

b "" e , 
b c 

OC1,1) • { [ ~ ; ~ ] : a
2 

- c
2 = 1 } • 

De aquí , podemos ver que est..e grupo de LiP t.iene cuatro 
componentes conexas <véase la figura O } y es dP dimensión 1. 
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fie o. 

r.asi siempre tendremos en cuenta solamente la componente de la 
identidad o•c1.1 >de est.P. gr1iro que frecuentemente aparece en 
rP.lat..ividad ~· mPr..inic;:i cuántica . 
Es posible most.r'lr q1w la ar,lic:,owión i· dada poi· 

1 : !?. -· o·o.u. 
t; [ cosh< f.) 
-.. sinh(t) 

es un isomorfismo de gr1ipos de Lie. 

CASO DE DntENSION 2. 

sinh(t.)] 
coshCt.) ' 

• 
Consideremos ahora ot.ro importante grupo que se estudia en la 
siguiente serie de teoremas • 

TEOREllA i:'.10. !R2 es un grupo de Lie. · 
Este grupo corresponde al álgebra de Lie descrita 
4.2. del capitulo 1 . 

en el 

TEOREllA 1.11. ~2 es no compacto. 
TEOREllA 1.12. La función f;!R 2 GLC3,a?> definida por 

f(x,y) a [ ~ 
es una representación de !R2

• 

DEllOSTRACION 

o 
1 
o r J. 

Podemos ver que este es un homomorfismo de grupos . • 

teori:-ma 

TEOREllA 1. 13. El espacio tangente de f([R 2
) en la identidad es 

T0~2 
= {[ ~ ~ ~ ]:x.v~ } 

COROLARIO Las const.ant.es de estruct.ura son 0,0. 
TEOREMA 1. 14. Los campos VP.ctoriales invar Lrntes a 
de IR2 están dados poi· a a -;;:;:- ª~~ 

con respt>ct.o a <x,y) coordenadas canónic.:ts en iR2
• 
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" DEl10STRACION • TEOREMA 1.15. Una méti·ica riemanniana invariant.e a izquiP.rda sobre 
IR2 es 

ds2 = dx2 + dy2
• 

DEMOSTRACION 
El resultado que sigue se r·elar.iona 
trasf'ormaciones afines de IR Arin.CIR). 

TEOREMA 1. 16. Af'intlR> • { f : ¡¡¿_ .. IR 1 

es un ¡;rupo de Lit' . 

• con el conjunto de 

flx) .. ax + b a,belR, 

Esl.e ~rupo corresponde al álgd•ra de Lie descrit..1 en el t.eore111a 
4. 3. del capít.ulo 1. 
DEl10ST~AC!ON 

Es f'áci l ver que bajo la composición de runcionP,S este conjunto 
es un grupo . 

A fin· rnn es una varieddd dif'erenciable ya que 
considerar la carla nal.ural para esl.e ¡;rupo 
definida por 

e : Afin +(IR)---. rFtxlR2 • 
f'(x) - ( a,b ). 

podemos 
como la 

Además la operac1on producto y la operación inversa son 
diferenciables de <lhi que el grupo Ar in es un grupo de Lie de 
dimensión 2. • 
TEOREMA 1.17. La función f ;Afill • (l!O--.. GLC2 ,IR) del' in ida por 

r<ax + b )• [ 1 o ] b a ' 

es un•.l represenl.ación de Afin.(!R). 
DEHOSTRACION 

Pácilmente se pued1.> ver que esl..e es un homomorfismo de 
grupos 
TEOREMA 1.1fl. El 1.>spacio t.an¡;ent.e de f<Afiu•cn) ·• en la id•m t, idad 
es 

T.,C Afin'<IR) ) = { [ ~ ~ ] : a,b .;; IR } 
DEMOSTRACION • COROLARIO Las constante de cstruct.ur.'!. PS -1. 
DEMOSTRACION 
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Pues si consideramos la base d•?l espacio t.angent.e 

de esta maner.-i podemos \'er que el paréntesis 

[ [ ~ o ] . [ g o 
] ] = [ ~ o ][ :: o ] - [ g o ][ ~ g]. o o 1 1 

[ ~ o J. o 

• 
TEOREHA 1.19. Los campos inva1·iant.es a izquierd.1 d€• Af in •c!R> 
están dados por 

a a 
y ---ax y -av-

DEMOSTRACION 
Pa1·a ello calculamos la diferencial de 
valuamos en los vectores canónicos. 
TEOREMA 1.20. Una métrica riemanniana 
sobre Afin.(iR) es 

ds2 • _l_ < dx 2 + dy2 l. 
y2 

h traslación y la • invariante a izquierda 

DEtlOSTRACION • 
TEOR.EHA 1.21. Con la métric« ant.erior Afin.(lR) es isométrico al 
espacio hiperbólico IH2

• def' in ido por 

IH2 
• {(x,y)EIF2 

; v>O }. 
DEtlOSTRACION 

Consideremos el difeomorf ismo 

ax + b --4 <b,a). • 
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CAPITULO. III. 

DUIENSION 3. 

Estudiaremos ahora los ¡;r11pos de dimensión tres. Este es 1m caso 
muy especi<1l ya q11e los seres humanos vivimos presisamente en un 

universo QIJe tiene dimensión tres1 (excluyendo las interpretaciones 
físicas de La cuai· ta dtmensi:ón , . . . • e te. ) • Lo anterior lo pode1110s 
saber va que podemos ver que todas las cosas de nuestro universo 
tienen largo , ancho y espesor . As i que de est..::i manP.ra. como 
dijimos en el prólogo • cualquier Sf;'r humano pensaría que vive en 
un. abiert.o del espacio car!.esi.rno íP 3

• 

(¡ 1. 

El grupo IR3
• 

TEOREl'IA 1. 1. IP.3 es un grupo de Lie. 
Este grupo corresponde al álgebra dt• Líe descrita en el 
4.5. del capít..ulo 1. 
TEOREMA 1. 2. IR3 no es compacto. 

TEOREMA 1. 3. El grupo !R3 admite un monomorfismo a GLC4 ,IR) • 
DEl'IOSTRACION 

Consideremos la función 

:;, ;lP3 1'L<4,IR), 

ip<x.y,z) ., [ ~ ~ ~ ~ ] · • 
o o o 1 

teorema 

TEOREMA 1.4. El grupo IR3 visto :isí tiene poi· álgebra de Lie 
asociada al espacio vectorial 

1 
dQC\.r Eg 

lreg Y·> qu<> 

~· -{ [ ! o 
o 
o 
o 

la pa.rlé aspo.et.al 
d<> acuffrdD con 

o 
o 
() 

o 

d .. 

<il 

~ l a.h.c e IR 

nuaglro 'JnLVVrliO 

Dr. ELnOlQtn <>l 

V<lrlvdad dd Qre,v:ta.blo do d1.rnon•tÓn ci.Jc.tro. S<> 

d1.men•oilló~ por_, el t\.ampo. 
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<isi Que de manera obvia se pueden ident.if'ir:ar los vect.ores básicos 
q11e como veremos son los campos inv.1rianL<>s a izquiel'da. 

[ ! o o 1 

l [ ! o o ¡j ·[ ! o o 

!] 
,1 o o o a o o a o o 
--- = o o o . --- = o o · a-;; o o iJ X ,1 y 

o o o o o o o 

que producen el mismo ef'i;>r:t.o al t.rab:ijar con Pl p.1r•,;11t.es is de 
maf.r ices • COROL.\RW Las r:onsLant.es d•.• esf.rur:tura son 0,0,0. 
TEOREM·\ l. 5. Los campos i nv .. 1ri;rnl.es .) izr11Jie1·da de ¡;:; 3 son los campos 

donde hemos consider<1do l'-1 sisf.<:>md de r:oorrlenadas canónico en IR3
• 

DE'10STRACION 
S<.tbemos que J.i t.rasl<1r::ión en el gr11prJ de Lie iP 3 esLá dada por la 

f'unción 

LA<x.v,z) = (a+ x , b +y , c + z ), 

y , por supuesto la diferencial est.á dada por 

dL .. [ ~ 
A Q 

o 
1 
o 

asi q11e podemos ve1• que se saLisfdce 

y como 
campos 

dL <~-- ) = 
A iJ X 

podemos ver 
vect.1)riales 

!! __ <L <x y z)) 
el X A ' ' 

la situación es ;:in.:iloga los otros dos 

• En nt.ro ejemplo que est.udiemos quedara m•is claro como obtener 
los c;impns in\'•u·iant.i:-s a izquierda 

TEOREMA 1. 6. La mr•t.rir.:a ds2 
., dx 2 + dv2 + dz 2

• 

invar iant.e por t.r·."ls!ilción izquierda 
DE!'IOSTRACION 
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~ 2. 

El grupo de Heinsenberg. 

Consideraremos ahora ot.ro impo1·l.;tnl,e grupo que poi- simplicidad 
llam;wemos Nil , ;:ibreviación dP Nilpot,ent.e. También se le conoce 
como grupo de HeinsPnberg v que a saber está dado por el 

conjunt.o 

X 
1 
o 

y ] z 
1 

fEORE11A 2. t. Nil es un g1·upo de Lie 
Este gr11po corresponde ... 1 álgebra de Lie descrit<t en el 1,eorema 
4.6. del capítulo t. 
DE!10STRAC10N 

Se puede considerar la mult,iplicación usual de mal,rices \' así 
podemos ver que el element,o neut.ro es 

o 
1 
o 

l,ambién se deduce que el elemento 

Tenemos ahora la afirmación, 

-x 
1 
o 

~ ] . 
inverso de [ g 

zx -
y ] . -z 

1 

Nil es una variedad difel'•C>ndable . Par" <>llo 
considerar la carl,a canónica que está definida 

</1 : Ni l í?.
3 

X y ] 1 z es 
o 1 

se puede 
por la función 

~·[ g ~ ~ ] = (x,v.z) 

que como se puede ver el dominio es la t,oLalidad de Nil , asi que 
el cambio de coordenas es la id1?nt.idad y por lo t.lnt.o el jacobiano 

de cambio de coo1·de11adas PX ist.e . 
Tenemos p11es que \li il es una variedad dií'eri>nr.:i<.1b lr> nos falt.aria 
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por demostrar que la o~eración es diferenciable, y efectiva•ente 
• r.01110 

O ((x,y,z),Cu.v.w))m: (x +u , v + x11 +y , 11 + z) • 

ent..onces se sigue que el jacobiano es 

[ 1 o o 1 o 

~ ] w o 1 o 1 • dO 
o o 1 o o 

Así , qut;>da pues demost.1·ado que Nil es un grupo rie Lie 

Del resultado anterior t.enemos ... 1 • sig11ient.e : 

COROLARIO N iJ es di l'eomorfo a iY3 

TEOREHA 2.2. El oílge{bt·[.i 
0
de aLieh d]e Nil 

est.á dada por el co11junt,o 

.;Vil = ~ g ~ :a ,b ,e e [R l · 
DEHOSTRACION 
Consideremos cualquier curva en Ni 1 es decir 

r : I - .. Nil. 
definida por 

x<U 
1 
o 

v<t,) ] 
z<t.> , 

1 

donde x,y,z son funciones cont.inuament... diferenciables . Derivando 
t..enemos 

así que , e.le este modo 

T.<•iD • { [! 

X '(Q) 

o 

a 
o 
o 

o 
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COROLARIO Las const,ant,es de 
Como podemos ver 

conjunt.o 

~-Hz 1 o 
o o 
o o 

Se t.iene asi 

[X ,Y 

[y .z 

una base 

] ,Y=[ g 

esl,ruct.ura son 0,0,1. 
par.1 este P.spacici est.á 

o 1 
o o 
o o 

] ,Z= [ g 
o n }· o 
o 

[ X ,2 ] = y . 

• 

dada por 

TEOREMA 2. ~i. Los campos invariantes a 
Níl están dados por 

izquierda del grupo de Lie 

a + X f!. __ 
-J.i éfy 

DEHOSTRACION 
Evident.r.ment.e est.amos trab.'ljando en la cart.a glonal de NiL 
Par.3 obt.!"ner est,os Citmpo,,; obsérvemos el jacobiano d•~ Nil . 

e- 1 

Para ver que , ef'ectivamente son inv.)riantes a izquierda va 
sabemos que Nil difeomorf'o :R3 pero con ot.ra operaGión distint.a 

de la suma es der.ir la inducida PrJI' la multiplicación de 
matrices de los elementos típicos de Nil . !>e esl>J modo la 
t.raslación izquierda sobre el grupo de lleinserber:; est1' dada por 

LA (u ,v ,lll) = ( ll + a , v + ª"' + b , w + c ) 

donde hemos idenl,if'ic;Jdo a la matriz A con Ca,b,c) via el 
difeomorfismo que vimos 0:trriba . 

Tenemos pues que la diferencial d1;> ésta 1.raslar.ión est,a dada por 

di. = [ b 
A () 

o 
1 
o 

con lo que las identificaciones 

a a;¡- • (1,0,0) • a --JY = <O ,1,0) • 
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producen los campos de acuerdo a la definición 

o lo que es lo mismo 

o 
1 
o 

~ ] [ ~ ] = X(x + 11 , y + az + e , z + e), 

= CO, x + a , 1), 

que era lo que esp~rabamos 
Portemos ident.ificar los campos invariant.es a izquierda por 

a - [ g 
1 

g ] a 
'áX- o X ay-

o 

iJ -[ ~ 
o 

av- o 
o 

TEOREMA 2.4. La mét.rica ds2 = dx2 + 
invariante por t.raslación izquierda 
DE!tOSTRACION 

a . [ g + 
~-

1 ] . o 
o 

dy2 + 
en Nil. 

( 

o o ] . o 1 
o o 

• 
dz xdy) 2 , es 

Basta observar que las traslaciones izquierdas son 
isomet.rías·. 11 
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§ 3. 

El. grupo Afin'c!P.h!R. 

Ya sabemos qu~ Afín·(~) es un grupo de l.ie, t.ambién sabemos que 
también !;; lo es, de modo que es fácil demostrar el: 

TEOREMA 3.1. Afin"(~) x? es un grupo de Lie. 
Est..e grupo corresponde al álgebra de LiP. descrit.a en el t.eorema 
(.8. del capít.ulo 1. 
DEl'IOSTRACION 

Se puede consider:1r 
gr11pos ,. la carf.a produ.-t.o 
Afín"(!!\') v ií , de est.a forma 

la operacirín product.o direct.o do 
de las •:ólrt.a"' úe l'ls \'ar iedades 

Af i11' CW J es un gr•mo de Lie. 

+ TcORP.HA :l. 2. Afín <rR> x IF c:s di f•mmorf'o a [R
3

• 

DEHO~TRACION 

TEOREM.•\ :J. 3. La f11nció11 R: Arin'<IP> x !F ~ 

[ 1 
o o n IUax+b,U . ~ a o 
o 1 

o o o 

es una represent.ación del grupo Af'in"CíP>xlR 
DE:HOSTRACION 

F.st.e es un ejercicio de rut.ina. 

• 
GLC4,lf:> 

• TEOREMA 3.4. El álgebra de Lie est.• dada por 

{[ ~ 
DEHOSTRACION 

o 
V 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

Analogament.c a como se obt..uvo para N il. 
COROLARIO Las c<mst..ant.es de est.ruct..11ra son 1,0,0. 
OEHOSTRACION 

<fo fin ida por 

Bast...:i ele&"ir una b<ise del .il¡;ebra de Lit.> anLeriur V calcular 
los i:o11m11t.ad1Jrí'•s dr oa!"P.. • 
TEORE!'l;\ ~~. 5. Los r,;¡mp•Js inv;¡riant.es a izquierda están dados por 

J a a Yax- · v -áY- · -;;;· 
donde <x,y ,z) son coordenadas para el producto Afin·(~)x~ de 
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acuerdo al t..eorema 1.10. del capít..ulo I. 
DEHOSTRACION 

Bast..a observar que t.1s t..rasror·maciones izquierdas en 
Arin"c;;:)x\P son comp0s1c1on de t..raslaciones izquierdas en Arin•<IR> 
v t..raslaciones izquierdas en ~ • 

TEOREMA 3.6. La mét..rica ds2 
• -1-<dx2 + dv2

) 
Yz 

llét.rica invariant.e por i.riJslación izquierdd en 
DEMOSTRACION 

+ dz2 es 

Ar in• CIR >xlF'. 

La mét.r·k.1 es l'l product.0 de 
izquierdas en Afin.CIR) v !?. • 

mét,ricas • 

3í 

una 



9 4. 

El gr11po de is0taet.rías del plano. 

Aquí est.udíare1110s ot.r•~ ~r.,1po 
grupo de isomet.rias del p i·ln'-' 
el sí•bolo lso(IP2 > , al;1111•:>,;: 
movimientos rít;idos del pl,mo. 
TEOREMA (.1.El 'rupo de isomet.rias 
orientación est.a definido por el 

"'"" impnrt ... ir11 • .- • que a saber , es el 
• t.'S der~il· ""' ::-' . que not.aremos pur 
aut.1>1-..•,,. l Lim<.111 " est.e grupo los 

del plano 
conjunt.o 

que preservan 

{ f:!R 2 
.. 1?2 ¡ fCx,,1) • <x cos( + y sin( + a.-xsinC + y cos!; + b>} 

DEMOSTRACION 
Consideremos la m.,;trica riemanniana canónica en fP. 2 Jerinid<111 por 

la 

<r;, / .. [ ~ ~J. 
Además siempre est.are1110s en el sist.ema de coordenadas c.anon1co del 
plano. Por la¡ropiedad que tiene una isoi.et.ría t.enemos que si 
la función 11> :IR .. !R2 es un difeomorf'ismo del plano , tenemos que 
se satisf ac~ la relación 

En est.e probletna t.eneMOs la base del espacio t.anient.& canónica 
definida co.a 

{ ~-- i!__ } • { ~-- $!_ } 
éhc • i1v (Jxt • axz . 

si además suponemos que las componentes del difeomorfismo ip están 
dadas por 

tCx.v>• Cf<x,y> , h<x,y>>. 

se sigue que la diferencial es 

a;:-

[ 

ar 
d¡p • ~-

y ahora. identificando los vectores básicos tenemos 
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De este 1110dn t..enemos la siguient..e serie de icfont.idades que darán 
origen a un sist,ema de ecuacionP.s en derivadas parciales que es: 
difícil de resolver 

a a a a 
d~ ~ (g ) drp -- • -- (g ) ~· ax lJ 8x 8x \j Ul\ 

De aquí desslosando 

g'f" ( drp 
a 

dtP :X ) .. 1, 
pl ax . 

( 
iJ ' a 

) -grjx.pl difJ ay <lr/> ay 1. 

( dm ~- a ) o. grfxp) d,P ay ... ,. ax 

Es decir , en otras palabras 

( !!r ~ ] + ( ~h ~h ) • o. ax iJy ihl. av 

Este sistema de ecuaciones en derivadas parci;:iles tiene por 
soluciones 

f'(X,\') ,. x cos( + y sin( + a , 
h<x,y) • -x sin( + ..,. cos( + b 

donde r, ,a,h e IR • 

Se puede ver que rti<x ,y) son rotaciones , t.rasl;:iciones ó 
composición de P.llas para ( ,a,b _ elegidos de manera 
convenient.e . 
Invers;iment.e si d>:IP-2

- .. IR2 es una isomet..ría 
(Jrient.ació11 y .j¡(Q)aQ entonc•?s es posible most.rar 
trasformación lineal y orto¡;onal de donde es IJna 
.p<O>>' O ent.<mces componiendo con una t.raslación 
fija el origen y el resultado se sigue . 
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Consideremos la cubrient.e universal de Iso • {!R2 > dada por 

sin( o l r··( ª] } -sr( cos( o i : ( ,a,b e IR "rso·c!P.2> o 1 
o o 

TEOREHA '· 2. Iso·CIR2
) es un grupo de Lie. 

Esle grupo corresponde al álf;ehra do? Lie descrita 
'-· 9. del capílul<) 1 con m.it.riz asociarla liz-¡,J. 
DEHOSTRACION 

Se pupde VPr que bajo multiplicación de 
conjunto deviene en un grupo. Para ver que 
diferenciable podemos considerar la carta 

... 2 3 c:lso (!P. ) tR , 

---+2 ~ .. ((,a,~) , f€ Iso (IR). 
Ide11t.if icando Iso (IR) con IR mediant.e ést.a cart.a 

!R3 es un grupo con la operacion 

O :!R3x IR".. IR1 

·[ ¡~1.¡n l 
encont.rar que el 

[ x'cosz + y 'sinz + 
-x'sin: + y'cosz + 

+ z' 
jacobiano asociado que Podemos 

en el leorema 

matrices est.e 
es variedad 

t.enemos que 

~l 
es 

- x'cos( - y'sin( o o o sin( cos( 

- x'sin( + y'cos( 1 

o 

o 

o 

o 

1 

cos~ -sin( 

o o 

Ent .. onces el jacohiano exist.e y por lo t.ant.o el r.onjunt,o IsÓ<IR2> . 
es llº ¡:rupo de Lie . l(ps11 l lado Qlle también se puede ded1Jcir de QIJe 
lso (11? ) es un subgruµo cerN1do di:> GL<4 ,IR) • sin embar~ 11saremos 
dlD para hacer alg1Jnos c<ilc•llos d1~ la estruct.1Jra de so'c1n • • 

'º 



TEOREMA 4.4 .. El álgebra de Lie de 
espacio vectorial 

Is0r!R2
) est.á dada por el 

;.,!'" l • [ [-~ 
c 
o 
u 
o 

o h : o o 1 } g ~ j ; a ,b ,e -: lR • 

DEf'tOSTli!ACION 

se 
Consideremos cualquier· curva en el ~rupo Iso<tP.~ 

t.iene 

r : I .. Iso([f'2 > 

[ 

cos<(<t..)> 
-singC((t.)) r<t.> • 

sin(/'( t.)) 
cos<ret.> > 

o 
o 

derivando v evaluando en t.aO obtenemos 

o 
o 
1 
o 

[

-( 'CO) sinC(CO)) 
•Y '<0> • -('CQ) rsC(CO)) 

C '(0) cosC(CO)) 
-('COl sinC(CQ)) 

o 

tenemos la condición 

lo que implica 

o o 
1 o 
o 1 
o o 

(CO) = xCO) = yCO> = O 

o 

xCt.) l y(t.) 
(~t.> • 

o 
o 
o 
o 

de este modo llegamos al res11ltado requerido , es decir 

T < Iso<IP.2 > > .. .?-·>~1? 2 > . 
" • 

ent.onces 

TJ4>Rf;~A 4. 6. Los c:-impos vect.oriales invar iant.P.s a izqui~rda de 
Iso<IR ) est.;fo d.~dos pf)r . 



X .. cos(¡:) ~- - sin(z) 

y .. sin(z) ~--+ ax 

2= a az-
DEMOSTRACION 

Para la obt.ención de estos campos 
la operación del teorema de arriba 
observar es que la t.raslación 
definida por 

cos(z) 

vectoriales se puede observar 
.Otra cosa que tenemos que 

izq11ierda sobre JsoCIF:2
) t' . .,.t,.::i 

L•[ [ n . [:] ] · [-: cos(c) + y sinCcl + a ] 
sin(c) + v cos(c) + b . 

z + c 

Aquí , hemos ident.ificado la mat.riz A correspondient.e a el vector 

(a,b,c). 

Continuando tenemos que la diferencial de ést.a función en la 
carta canónica está dada por 

es decir 
[ 

cos(c) 
dL m -sin<c> 

A 0 
si identificamos 

sin<c) 
cos(c) 

o 

X= < cos{z), -sin(z) , O ), 

Y= < sin(z). cos(z) , O ) • 

z .. ( 0,0,1) • 

tenemos , por ejemplo que la condici•in de invarianza se cumple ya 
que 

[ 

cos<c> 
-si~(c) 
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los otros casos son análogos . • 
Est,11diare111os ahora el paréntesis de Lie de esta iílgl"bra de Lie 
Tene1110s pues el result.ado 

LEl'IA <l. 1. L.1s const.antes de esl.ruct..ura 
mat..riz asor.iada a est,a álgebra de Lie 
4.9. del capítulo I es 

[ ~ -1] o . 

DEl'IOSTRACJON 

son 0,-1,-1. De donde la 
de acuerdo al teorema 

Calcularemos los paréntesis 
est..e modo se t,iene 

est..os campos vectoriales, de 

-[x.z]• ~-(cos<z> ~- - sin(z) ~-) - (cos<z> ~- - sin<z>~-)~ 
az 

• cos<z> a:zax 

a2 
".'. cos<z> 'BXaz 

• Y. 

iJ ª2 <1 - sin(z) -a-x- - sin(z) -ai';fy - cos(z) -ay -

+ a2 
sin(z) i}ydz 

De aquí • podemos ver que 
De igual manera 

una consl.anl.e de est.ruct..ura es -1. 

[Y .z] • ~-( sin(z) ~- + cos(z) ~-- J U-,· 

es decir 

- (sinCz) ~-iJx + cos(z) ~--J~-
itv az 

iJZ iJ 8 2 iJ 
• sin<z>a.z-ax + cos<z>ax- + cos<z>-azav -sinCz>av-

02 ª2 
- sin(z)axáz - cos<z>-g.¡az . 

• X. 
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De aquí , podemos ver que' otra const.ant.e de est,ructura es 1. Y por 
últ.imo podemos ver que la ot,ra constante de estructura es cero ya 

que 

Ot.ra forma de obtener las const.antes de est.ructura es elegir 
una base (l del álgebra de Lie c01110 espacio de matrices y 

calcular los con•utadores de raatrices. 

-1 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o o 
o o 
o o 
o o 

:} 1 z l~ o . • o 
o o 

• 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

TEOREMA '·B. Una métrica invariant.e a izquierda sobre ISó<iRt') es la 

111ét,rica plana ds2 • dx2 + dy
2 + dz

2 

DEHOST~CION 
Basta observar que 

las diferenciales de las 

Is o• (IR2 ) son isomet.r í as de !R
3 ----=-

traslaciones izquierdas en 
(ve9s!:2-:teorema 4.6.) y como est.amos identificando 
Jso (IR ) el resultado se sigue . 

con 
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~5. 

El grupo rl~ isometrías del espacio de Minkowsky. 

Est.udi<trP.mos al.01·;' un esrrncio m•1v import,ant.e que llamaremos 
·~ 1 espacio de H inkow5k\• 

Aquí m1tenderP.mos por espacio d•~ Minkowsky el espacirJ vr:>ctorial 
IR2 con la sig11if~11t.e métrica semiriemanniana , " saber 

t.enemos pues , el primer !'l~sult.ado relacionado con este espacio 
que simbolizaremos 

M a CrR 2
• Cg ) J 

LJ 
TEOREMA 5.1 .. Los movimientos rígido~ de H 
orientación est.dn dddos por el siguient.e 
llamaremos EC1,1) : 

y Qllt~ 

conjunto 
preservan 
que 

la 

{ f :M .. M f(x,y) C xcosh<(> + vsinh<(> + a 

-xsiuh<()'+ ysinh<(> + b ) donde e ,a,beR } 

DEHOSTRACION 
Consideremos cualquier difeomorfismo con las 

siguientes , es decir 

se tiene entonces 
ip<x ,y) = < f<x ,y), g<x ,y)). 

8f' 

df m [ax
~g-
éJx 

~-] 
~IL ' 
éJy 

componentes 

identificando los vectores básicos 
coordenadas canónico de IR2 se liene 

asociados al sistema de 

él .. (1,0), -ax- éJ -ay .. (0,1) . 

entonces 

d.p ~-- (g ) dtfJ éJ éJ ) a ax- .. ---(g ox-· ax lj ' iJX LJ 

éJ 
(glJ 

) d.p éJ !?--(g ) a 
def; ay- av- = av-iJy lJ 

4.5 



o, en ol,ras palabr~s , hemos 1 leg~do al siguiFmt,e sist.ema de 
ecuaciones en derivad:is pardali>s . que , como ""' habi<tmos dicho 
representa un problPm:.i sa 1 vajP 

(~f - (~)~ 1, 

(~f [~r .. t, 

8f 8f ªli-~lí •O. ~ay axav 
el sist..ema ;.mt.erior tiene por soluciones efecLivament.e a 

f<x.v>= xcoshC(J + vsinhC() + a, 

g<x.v> .. -xsinh<t;> + ycoshC() + b. 
Inversamente si ip;l1 H es una isomel,ría que preserva 
"1-ient..ación y rt><O)~O entonces es posible mostrar que <P es una 
t.rasfoN11ación lineal que preserva el producto punl,o 
semirie .. nniano y la orientación debe de ser un elemento de 
o•c1,1) , vei· teorema 1. 9. Si f(O)""O ent.onces componiendo con 
una t.r.aslación adecuada <PT fija el origen y el result.ado se sigue . 

• Análogamente a como se hizo para las isomet.rías 
considerar la cubrient..c universal de E<1,1> en 
como 

sinhC() 
cosh<() 

o 
o 

o 
o 
1 
o 

De aquí podemos observar que el ¡;rupo de mat.rices 

de IR2 pode111os 
forma mal.ricial 

[ 
cosh<() sinh<I,' )] 

-sinhCp coshC() ' 
es isomorfo como grupo de Líe a O .. C1,D v como este grupo es 
isomol'fo a fR • Que a su vez admite un isomorfismo de la forma 

Entonces 

,, [ P.-( º"] ~ --.. O e" · 
t.enemos un isoAiorfismo de grupos tal que identifica 

[ 
coshC() 

-sinhCI,') 
sinh<OJ ._, [e·( 
cosh<I,') O 
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Con todo lo anterior y para simpliricar los cálculos podemos hacer 

·{[ ~ . o o '] ) = o EC1,D e ~ ;x,y,zeP. o 1 
o o 

Es posible Lambién usar mal.rices de la rorma 

r,,,-'~ º ·] LO el.. 
par.J kSP.-<O} rijo obteniendo con ello una familia dP grupos de 
Lie , por .simplicidad nos rest.rin¡;imos a usar· k=1. 

TEOREMA 5. 3. E<1.D es un grupo de Lie . 
Este grupo corresponde al álgebra de Lie descrita en el 
'· 9. del capittJlo 1. Con maLriz asodada c-ó ?J. 
DEl'IOSTRACION 

teorema 

SP puede consider;,ir J.i operacic5n de prorluct,o de mal.rices 
y de est.a mant:>ra podemos obtener que est.e conj•mt.o deviene en un 
grupo . 

EC1,D eiij •Jn•l variedad d if'erenci'1b le 

Consideremos la función 

der in ida por 

o o 
e "' O 
o 1 
o o ~ ] · ''·'·''· 

se p1iede ver que el dominio de est.a cart.a es la 
EU ,D . así que el cambio de coordenadas es de clase 
manera estamos próximos a demost.rar que EC1 .1) es tJn 
Consideremos el sigu ient.e resultado . 
La operar:íón es dil'erenciable vo1 que 

(} ;E(1,1) X E<1.1.> 

NX.Y) XY • 

Pues si 
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o o a o o <t ¡r l · [f l · X • e e O b Y a 
ec· o bt 

o 1 o 1 e' c 
o o 1 

entonces 

o o [f" o ex.Y> • 
e c•c·o 

o 1 

que compuest.a 
diferenr.:ial de 

o o 

con la cart,a ip es ': ... n· 

la operación es 

o 
1 
o 

x'e:: 
-v'e7 

1 

.de 

e2 
o 
o 

o o 1 

X + >'•' l Y + y'e e 
c + (:· ' 

1 

donde , obtenemos 

o 
-2 e 

o 

lr.i 

entonces el jacobiano existe , por lo tanto podemos concluir 
que EC1,1> es un grupo ele Líe . 

• 
TEOREMA El álgebra de Líe de El1,1> está dada por 

( vist.o como en el grupo GLC4,!R)) 

"1,1l. { [l 
DEHOSTRACION 

o 
c 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
n a,b,c e~ )· 

Se puede ,nuevamente considerar cualquier curva en EC1,1) 
es decir 

r : I 

definida por 

[

-7Cll 

y(t.) = i 

E<1,D, 
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derivando tenemos 
condición de q1J1? 

rl!" est.P m•)dn s•: t. iene 

:· (Q) = [ 
1 
o 
o 
o 

n () o 

l 1 o o 
o 1 o 
o o 1 

:.;(()) = v<O> = z<O> = o . • 

Como corolaric· t.enemos el result.ado que si¡;ue 
TEORE~A 5. B. Loo;; campos ver:t.orialPs invar1ant.es a izquierda de 

ECl ,1> est.án dados por· 

C>EMOSTRACIO!'i • 

X = e 
,1 
a;;;-

= a a\·-y = e 

2 .. i} __ 
dz 

Se puedP ver Qll(' l;i traslación izquierd.:i está d"'f'inida por 

«a ,b,c) ,(x ,v .2)) 

dL 
A 

dL E <x.v.z> 
A 

L 
A 

E< 1 .U EC1.D, 

( ;, + X ¡,·: , !-> + \' ·~ : .z + C ) , 

= [ ~ 
n 

n 
e 
o 

o ] 
~ . 

E e .3 + x ,, - .b + ,. e", z + e ) , 

la 



como por ejemplo si = 2 . entonces 

o 
P. 

<: 

o 

Ahora podemos V<"r el siguient.., 
basic.)menL;;- r.•ll·:11l•H· el ril¡;,.br.:1 d<: 

res11lt.ddo 
Li_P· d1~ [( 1 ~) 

• ,. 
LE:-IA 5.1. Las const.ant,es de ••-;LrucL•ir.~ del ;íl¡;••br., de Lie 
de Etl.t> son 1 , -1 • O . 

DEMOST~AC:ION 
Los parént.esis de est.os campos son 

= X. 

C-Y ,21 iJ 
= ---ch 

( -ziJ ) - c-z iJ ( a ) e éty - ih-- 02- , 

"' y 

CX.YJ = O 

Ahora obt.end1·emos las identif'icao::ionP.s con maLrlces <t'Ie 
corresponden a est.os c<1mpos vect.oriale,; 

Consideremos la sigu1enLP. basP. para 
subyacent.P a ~l ~l¡;ebrH de Lie ~ct.ll. 

el \'t>c;t.é•l'inl 

o 
o 
o 
o 

~ J .x= r g 
º L º 

o 
o 
o 
o 

() 

o 
o 
o 

~ l o . 
o 

-Y .. ¡ b 
(J 

(l 

() 

o 
() 

o 

o ·o 11 
g ; r· 
(J o J ' 
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Calculando los conmul,adores t.enemns otra forma 
cons:t.ant.f"s dt:" est..ruct.•u·a • 

de hallar las 

Se p11edP v"'r t.amhiéra que J., b;isu X.Y ,7. prod11c<" rd ál¡;ebra dP Lie 
gene1·•~d.1 vor· l X. Y 2 } con conm•Jt.adores 
CX,Yl=O .fX,21=-X, fY .2l=Y que es la .J,ula t>ll 1:'1 t.eore•n<l 4. 9. 

del capít.1110 I P•lr•j la matriz [ -~ ~ J. • 
TEOREHA S. O. l..1 mét.rir..-1 
inv.:tr-i;~nt.•• por Lr·aslnc:i1.in 1zquir:-1·d.:
l>E!10i:>TRACION 

+ + dz2 

Basta observar que las traslaciones izqukrd:;is son isometrias . • 

51 



'.) 6. 

El r;rupo especial lin11al. 

Nos referimos al r;rupll •Jspeci<il lineal qu.;- SP. def'inrJ como 

SL<2 ,IR) = { x E GL<2 ,IP) : det.Cx) = 1 }· 

El resultado que surg11 a primera vist.a es: 

TEOREHA 6. 1. SL<2 ,IP) es un gr1ipo de Líe . 
Est.e grupo corresponde al álgebra de Lie descrita 
4. 11 de! cap ít.11 lo 1. 
DEltOSTRACION 

Se puede ver est.o ya que el det.erminant.e 
dos matrices ele deter·minant.e 1 es también 1 . de 
es un subgrupo de GLC2 ,!R). 

SLC2,IR) es una variedad diferenciable 
Consideremos la función 

det : GLC2,IR) ~ IR , 

en el teorema 

del produr:t.o de 
donde SLC 2 ,IR J 

Entonces si consideramos la imagen inversa de 1 E IR es 
decir 

diJt-'c 1 ) • SLC2 ,IR) , 

solo f'alta probar que 1 e IF~ es un valor regular , pero esto es 
in111ediat.o porque 

det[ ~ ~ ] z ad - be , 

y en las cart.as usuales de GLC2 ,IR) y de !R se puede ver que la 
representación coordenada de det 

que tiene por 

r[ n ... -
diferencial a 

be . 

F = Cd,-c,-b,a l. 
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q1.1e como podemos ver tiP.ne rango uno , ya q1.1e a ,b,c,d E lf.' no son 
si111ult.áneamente i¡;uaks a cero , Se sigue pues que 1 es un 
valor regular de det . Luego, SL<2,IR) es un;i subvariedad de 
GL<2 ,!P.>. 
Para most.rar que la oper11ción es '8

00 calculamos explícitament.e s11 
expres1on en una carta • Est.e c;.ilculo nos será útil para obtener 
los campos invariantes izquierdos. Consideremos la función 

q, A:;;; SLC.2 .IR) - IR'x 11<
2

• 

donde A es un abierto 
escribirse como antes 

V 
1 + YZ 

X ]-
en SL<2,IR) t.al que 
con x > O • ,Sea 

sus 

x,y,z), 

eletnent.os 

+ 
+ 
+ 

bz ] L<l + yz)/x , 
z(l + bc)/a 

ent.onces el jacobiano es 

[ 
~ ~+yz/x 
z(1+bc}/a 2 c/d 

O a O 
O - b<1+yz}/x2 a 
X C 0 

b ] by/x , 
C1+bc)/a 

entonces la operación es 'e'XI y SLC2 ,iR) es un grupo de Lie • 

• 
COROLARIO SLC2 ,IR) es cerrado en OL<2 ,IR). 
DEl'IOSTRACION 

pueden 

Se sigue de que SL<2.IR) es la imagen inversa 
<1> bajo la función determinant.e ,que como se sabe es 

del cerrado 
continua. 

Una propiedad interesante 
conexo. Pero por simplicid.Jd 
su cubriente universal. 

es que SLC2 ,CR) no es 
trabajaremos con SLC2,IR) 

53 

simplement.e 
v no con 



TEOREMA 6.2. El álgebra de Lie de SLC2 ,IR) es1.á dada por el 
conjunto 

{[ ~ -~l a,b,cEIP } -·~i( 2 ,IR). 

DEMOSTRACION 
Consideremos cualquier curva en SLC2 ,IR) entonces , se t.iene 

r : I SL<2.!R), 

[ 

a(t,) 
y(t..) .,, 

c(l) 

bC.t.) ] • 

d(f..) 

a(t.) d(L) - cttl btt.> a 1. 

derivando esta relación 

a'(0)d(0) + d'(0)a(0) - c'(O)b(O) - b'CO>c<O)= O, 

y colllO se satisface la condición 

rCO> "' [01 º1]· 
se puede ver que 

a(O) "' 1. 

b<O) = o 

c(O) = O 

dCO) = 1 

de lllOdo que , ef'ect.uando operaciones 

a'CO) + d'(O) = O, 

en ot.ras palabrils tenemos que el ál¡;ebra de Lie 
forma 

·;l< 2 ,!R) • { [ ~ b ] 11,b,c E CF }· -a 

• 
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COROLARIO Las c<mst.ant.es de est.r•Jct.ura son 1. .1 -1. 
DEl'IOSTRACION 
Pues si elegimns la base c.mó11ic.:i d•: :!C2.J'). 

se t.iene que 

CX.Yl=2Y. lX 7.J .. -22 • íY.2l=X. 

Haciendo un cambio de base X---.. - ~X, 

y--.. Y, 

2---.. z. 
se obtienen const.:Jnt..es -1,1,1, que corresponde al segundo caso 
de álgebra de Líe en el t.eorema 4.11. en el capít.ulo I. 

• 
TEOREMA 6. 3. Los campos iu11.'lr.iant.es a izquie1•da 
Lie est.án dados por 

del gr11po 

+ 

DEl'IOSTRAC:ION 

a 
v av + éJ 

z az· 

(-1-~-) ,1 
X az 

Si se observa la dif'erencial de la operación 

~:i :<IR+ xlR2 )x(!P+ xrP.2 ) --.. :r:· x1F2
• 

definida página.s arriba, se obt,ierv~ el res11lf.'.ldo 
T~nemos qur~ la difPrencfol de la t.1·asl."lc16n izquiin·da 
d.~d:1 por 

•.•st.á 

o 
~11/x ]· 

(1 +hc)/a [ 

a 

di. • -b(1 +yz)/x2 

A 
e . 

() 

(bz/xl + a 

Ahori'I con las ident.il'icaciones 

a 
X --• ax 

¡¡ 
y Jy + él 

?. dZ = (X. -y .z). 
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iJ 
X ay • (0,x,0), 

iJ 
v ax (1 + yz)/x ~- • (y • O 

se puede observar Que 

1 + vz 
X 

) . 

Podemos ident.iricar los campos invariant.es a izquierda por 

a 
X ax y {!_ 

iJy 
+ z ~ .. [ ¿ -~ ] . 

iJ [ g ~ J iJ + a 
X ay • . y ax <1 + yz)/x az • 

TEOREMA 6. 4. Una mét.l'ica invariante a 
est.á dad.a 

z dx2 

ds • ---.¿ 

POi.' 

+ < xdz - zdx ) 2 

(1+yz)z--

DEHOSTRACION 

izquie!a 

+ y g~
-2 

[ ~ g]. 
sobre 

- L 
X 

SL<.2.IR) 

<xdz-zdx)J 2 

i+yz 

Bast.a observar que las t..raslaciones izq11 ierdas son 
isomet.rías . • 
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i-; 7 • 

El grupo s". 
El último grupo que necesitamos es la esfera S3

• 

TEOREMA 7.1. 83 es un grupo de Líe . 
Est.e grupo corresponde al áli;ebra de Lie descrita 
(,U. del capitulo I primer caso con t.odas las 
est.ructura 1. 

en e 1 t.eorema 
const.ant.es de 

OEPIOSTRACION 
Ver el t.eorema 1.4. deol capitulo I. 

Para mayor si111plicidad en los cálculos , análogamente a como lo 
hici1110s en SLC2 ,IR), no t.rabajaremos con el ~rupo simplemente 
conexo $1 sino con SOC3) que t.iene las m1smas propiedades 
locales COlllO grupo de Lie . Este grupo se define como 

SOC3) • {f:IRª .. l?.3 ! f es lineal ; det.<r>•1 ;ff1 
• I }. 

o de otra manera equivalente que se prest.a más fácil al cálculo 

SOC3> • { x e GL(3,IR) : det(x) • 1 1 x1x • I }• 

el Ptimer' result.ado q•Je se puede ver es; 

TEOREMA 7.2.S0<3) es un grupo d~ Lie. 
DEtlOSTRACION 

Se puede ver que est.e conjunto bajo la multiplicación usual de 
matrices es un grupo porque 
si x .v e $0(3) ent.onces 

det.<xv> • 1. 

xy<xv>1 
• I. 

Para dar una cart.a a S0(3) consirleremos los sii;uint.es elementos 
típicos de $0(3) que a saber están definidos por 

cost; cos~ - -cos( sin( - sin( sino 
- cosoi sin!'. sint; - coso. cost sin( 

=H 
sin( cos~ + -sin( sin~ + 
+ cosa sin~ cos( + cose cos( cos1: 

sino sin~ sinoi cosl'. cosa 
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La mat.ri2: ant.erior la obtuvimos del teorema dP. los .íngulos 
Euler íanos , que se clemu.::stra en ¡;P.ometrfo elemcnt.al. 

Cualquier rotación es el producto de las siguientes 
trasformaciones lineales . 

[ cos( -sin( o ]. sin( cos( o 
o o 1 

[ 1 o 
o COSCI 

o sintx 

[ 

cos~ 
sin~ 

o 

o 
- sini:x 

cosa 

-sin{ 
cos{ 
o 

l 

Consideremos la función 

c :As; SOC3>- <-n ,n )3s; IR3
, 

def'inida por-
c(H) .. <'a,(,( ) • 

donde H es elemento de A si puede escribirse r.:omo arriba para 
a,(,( E <-rr.rr),como se puede ver ésta carta t.iene como dominio a 
la ident,idad de S0(3) y el cambio de cooordenada es 
cont.inuaMente diferenciable. 

Solo restaría por demostrar que la operación del grupo 
es compatible con la de val'iedad diferenciable pero est.o es 
inmediato de calcularlo explícit.an1ente. • Recordemos que 

SlJ(2) .. <xeGLC2.1:):xx• = I , detCx)•1 }, 
dondP x• sifnif ica conj•1gar y LN1sponer a la maLriz x. 
TEOREHA 7.3.S ~ SUC2> como grupos . 
DEl'fOSTllACION 
Se puede considerar el isomorfismo 

rp :S3---~ SIJ<2). 

rJ:o(;.: + l \' + Jz + kw) • [ ~ : ~ ~ -z - tw ] 
X - l\' ' 

donde- hemos usado la ident.ific3ción de 11n <c'lemi;>nt.o dr, ¡;rllpo de 
Hamilton de norma 1 a IJll ~lement.o de la esf't-r:l de dimensión 3 . • 
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TEOREl"IA 7, 4, s3
· 

< + Id.- Id > 

DEPIOSTIMCION 

Se puede considerar la función 

f : SU<2> $0(3), 

sabiendo que el grupo SU<2> consta de los elementos 

SUC2> • 
([ 

cos<-~-> e:-;p(L(o + ( )/2) 

isinC-~> exp(-í(a - ()/2) 

sin(-L) 
2 

cose-'-> 2 

definamos pues la función ~ de la manera canónica , es decir 

~<B) • A. 

donde B es un ele111ent.o típico de SU<2> y donde A es un elemento 
típico de SOC3>. 

Fácil11en1e , con un poco de álgebra se puede ver que 
de est.a función es 

ker(I) • { + I , -I }· 

y por un conocido teorema de álgebra 

Sª/kerCU• SUC2)/ker<U ~ SOC3), 

TEOREPIA 7.5. SOC3> es compacto.· 
DEPIOSTRACION 

Este ~rupo se puede ver como 

• 

el núcleo 

S0<3>= SL<3> íl 0(3), 
por lo que si demostramos q1Je 0(3 > es cerrado en GLC3 ,!R) 
tendríamos que SOC3) es cerrado en GL<3.~) va que sabemos que 
SL<3> es cerrado en GL<3 ,IR), pero esto es fácil de ver si 
consideramos la función 

f:GLC3,<R) 

X 

Se puede ver que la matriz ident.idad es un cerrado de GLC3 ,IR). de 

59 



.,,_lllO<lo que la imagen inVFirs.a de ella es 

r-lCD• OC3). 

Ade111ás fácil111ent.e se puecte ver que esta función es cont.inua • de 
hecho diferenciable . de modo que S0(3) es un cerrado de OLC3,!IO. 
Ta•bién se puede ver que las ent.radas de la matriz t.ípica de SOC3) 
est.án siettpre en el int.ervalo cerrado c-1.+1 l • por lo que se 
sigue que SOC3) es acotado, v entonces se concluye que SOC3) es 
ca11pact.o en GLl3,!íO. • 
TEOREMA 7. 6. El álgebra de Lie de Lie de SO(§') est.á dada por 
el espacio vectorial 

{ [-~ g ~] : b,c,fe IR } • . .,6{3), 
-e -r o 

DEPfOSTRACION 
Consideremos cualqt1ier curva en S0<3>. 

y :I SOC3), 

ent.onces 

con la condición de que yCO) • I. 

Deriva¿do podet11os obtener 

r 'CO> /COJ + yrn>e/CO))' 

es decir 

r '(0) + c/con1 
• 

Ent.onces los elementos t.ípicos del 
sat.isfacen la condición 

A + At • º· 

• <O>, 

(0). 

álr;ebra 

y si ahora tenemos que rlet;(y(t,)) =1 • se sigue 

det.'<¡-<t.>J ; '(O) s O , 
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de donde 

COROLARIO 
DEMOSTRACION 

trazaCA> • O e ~. 

~,,.C3) .. ¡ [-~ ~ 
-c -r 

S ] c.b.r e ~ } 

• 
Las r.> •nstanf,es de esf.1·uct.1Jra son -1 ,-1,1. 

Como podemos ver , una base para este espacio vectorial 
subyacente a esta álg~bra de Lie es ; 

~. ([-¡ 1 
o 
o 

g ] . [ ~ 
o -1 [LH]] 

ex .Y 'l = (-~ 1 o ][J o 1 ] -· [J o g] [-¡ 1 o 
o o o o o o o 
o o o o o o o 

[o o iJ· • - 2 .. o o 
o -1 

Analoga111ente se sigue 

CY .2 ] .. - "· 
ex ,2 Y. 

Haciendo el cambio de hase 

" x. 
y - y. 

2 2. 

] . 

obt.cnemos const.'3ntes de estrur:t,ur.J 1 ,1. ,1, que r:r,rresponden al 
primer caso de álgebra de Lii:' citada en .,.¡ teorema ·L 11. del 
capitulo I. • 
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APENDICE. 
TABLA GENERAL DE GRUPOS Y ALGEBRAS DE DIHENSION 2 Y 3. 

NOHBRE 

REPRESENTACION ~ATRICIAL . 

ESPACIO TANGENTE EN ELEMENTO NEUTRO. 

¡[ 0 0 X ] o o y : 
o o o 

CONSTANTES ESTRUCTURALES. 
o. 

ALGEBRA DE LIE . 

Abe liana. 

TRASLACION IZQUIERDA. 

x.v.eR 

L.._ Cx,v> .., <x + a , y + b >. 

CAHPOS INVARIANTES A IZQUIERDA. 
a a ax . -a;. q -a.z. 

l· 

UNA METRICA INVARIANTE POR TRASLACION IZQUIERDA. 

NOMBRE Gr1.1po Afi11.(IR). 

REPRESENTACION MATRICIAL. 

[ ~ ~ ] ---.. f(x)= ax + b. a>O. 
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TOPOLOUIA. 
Dif'eomorfo 

ESPACIO TANGENTE EN F:LEHENTO Nf.llTRO. 

CONSTANTES DE ESTIWCTIJRA. 

-1. 

ALGEB2A DE LIE. 

Soluble. 

T2ASLACION IZQUIERDA, 

L•Cx,y) m C b +ay , ax ), 

CAMPQS INVARIANTES A IZQUIERDA. 
' iJ iJ . 

Y¡j(, Y'i;-· 

UNA METRICA INVARIANTE P02 T2ASLACION IZQUIERDA. 

¡: ~ ]· vz 

NOMBRE 

REPRESENTACION MATRICIALCCUBRIENTE UNIVERSAL), 

[

1 0 0 X] o 1 o ~· !I 

0 0 1 z .-. Cx,v.zleR • 
o o o 1 

ESPACIO TANGENTE EN EL ELEMENTO NEUTRO. 
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CONSTANTE~: EST~llCTllf..'.\LES. 

o . º· o 
ALGEBRA DE LIE . 

Abe liana 

TRASLACION IZQUIERDA. 

LA Cx,y,z)•(a + x,b + y,c + z >. 

CAMPOS INVARIANTES A I2QUIERDA. 
a 
8X-

UNA HETRICA INVARIANTE POR TRASLACION I2QUIERDA • 

<g. ) • o 1 o 
[ 

1 o o] 
LJ 0 Q 1 

NOl'IB2E Grupo de Heinsenberg. 

2EPRESENTACION MATRICIAL . 
<la misma que su definición >. 

TOPOLOGIA. 
Difeomorro a lR3

• 

ESPACIO TANGENTE EN·EL ELEMENTO NEUTRO. 



CONSTANTES DE ESTRUCTURA . 
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ALGEBRA DE LIE . 

N ilpot.ent.e. 

TRASLACION IZQUIE2DA. 

LA :Ni!::: IR3
- Nil! IR 

LA (x,v.z> • (a + x • b + v + az , z + e ) . 
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iJ iJ ax- . ¡y- _iJ__ + X .Jl 

cJz· ity 

UNA HETRICA INVARIANTE POR TRASLACION IZQUIERDA. 

NOPIBRE Afin 'clR>xlR. 
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ESPACIO TANGENTE EN ELEHENTO NEUTRO. 
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CONSTANTES ESTRUCTURALES 

1.0.0. 
ALGEBli DE LIE. 

Soluble. 

TRASLACION IZQUIERDA. [ 1 
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L• Cx,v.z)• 0 
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UNA ftETRICA INVARIANTE POR TRASLACION IZQUIERDA. 

NOPIBRE 

1 yz 
(g ) • o 

LJ 

1 o 

Grupo de RtOVi•ientos rígidos del Plano • 

DEFINICION 

Distancia en iR2; 

d :IR2 x !R2 
.. IR , 

< ( ~ ) • ( ~ :) ) .. 11 ( ~ : ~ :) 11 • 
i l ·11 es la norma usual , 

IsoUR
2 >" {r:IR2 

.. !f'
2 1 I! r<x.v> - f'(;.:',y') I!. ll<x-x'.v-v')ll} 
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0<2>= maLrices x L. q. xx1 ···;.;·at.riz idenLidad 

REPRESENTACION MATRICIAL <CUBRIENTE UNIVERSAL>. 

TOPOLOGIA. 
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o 

o 
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Consta de dos componenLes <Iso{(P2
>) conexas i. e. las 

isomet.rias que preservan la orienLación ~· las que la invierten. 

La cubrient.e universal i.e. las que preservan 
e• difeo.orfa a !Rll • 

ESPACIO TANGENTE EN EL ELEHENTO NEUTRO 

e 
o 
o 
o 

CONSTANTES DE ESTRUCTURA. 

o . -1 • -1 

ALGEBRA DE LIE. 
Soluble. 

TRASl.ACION IZQUIERDA. 

[ 

x cos(c) + y sin(c) 
L,. Cx ,y ,z) = -x sin<c> + y cos(c) 

z + e 

CAMPOS INVARIANTES POR TRASLACION I2QUIERDA. 

iJ az-
iJ ' 

cos(z) ax- sinCz) _!!_ 
,1y 

sin(z) ~-- + cos<z> E--
iJx iJv 
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UNA HETRICA INVARIANTE A IZQUIERDA 

(g )• o 1 o 
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1 o o ] 
lJ o o 1 

NOMBRE 

l>EFINICION. 

Movimientos rígidos del espacio de Minkowsky. 

Dista11cia en IR2
: 

d:tR2 
X IR2 ---.. IR 

((;<,y),(Z,lf)) xz - yw. 

El semiproducto escalar que induce esta distancia es definido por 

[ ~ -~ ] 
El espacio 

H • C!R2 
• d 1. 

se llama espacio de Hinkowsky 

EC1,D . • { iso111et.r ias de H } está dado por 

E<l,t> • {r:H H 1 rcx.v> • <x e-e + a • y ec + b );a,b,ce!R} 

REPRESENTACION MATRICIAL <CUBRIENTE UNIVERSAL>. 

X l y .... 
z 
1 

f<o. EC1.D. 

TOPOLOGIA. 

Dif'eomorfo a !R3 
• 
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ESPACIO TANGENTE EN EL ELEHENTO NEUTRO 

rn 
o 
'l. 

o 
o 

o 
ll 
() 

IJ 

CONSTANTES DE ESTRUCTURA 

1. -1 ·º 

ALGEBRA VE LJE . 

Soluble 

TRASLACION IZQUIERDA 

LA : EC1.1) E<i,D, 

L,.<x.v,z> • Cx e-e + a , y ec + b • z + e ). 

CAMPOS INVARIANTES POR TRASLACION I2QUIEROA 
iJ 
~-

--ziJ 
e ---itx 

UNA "ETRICA INVARIANTE A IZQUIERDA . 

[ 

e2'% 

(g. ) • o 
•J o 

NOPIBRE Grupo especial lineal 

DEf'INICION. 

SL(2,IR) • { [ ~ ~ ] ad - be • 1 a,b,c.d-:CR }· 

TOPOLOGIA. 

Cerrado en GL<2.~). No acoLado . 
En este caso no estamos usi\ndo la cubr-ient.e universal como modelo. 
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ESPACIO TANGENTE EN EL ELEMENTO NEUTRO 

{ [ ~ -~ ] : ~.V .z =~ } 

CONST.\1\TLS l>L LSH:Ut:Tlll!A . 

2. 1 • -2 . ó bien -1.1,1. 

ALGEBRA DE LIE . 

Simple 

TRASLACION IZQUIERDA. 

L" <x,y,z) • [ :: : :~1+yz)/x ]· 
ex + zC1 +bc)/a 

CAMPOS INVARIANTES A I20UIERDA. 
a a a 

x ax - v av + z az· 
iJ 

X ay ' 

iJ iJ Y h + ((1+ yz)/X)~ , 

UNA METRICA INVARIANTE POR TRASLACION IZQUIERDA. 

d_x __ 2 

ds2 
• + 

x2 

NOMBRE 

DEF'INICION 

<xdz - zdx> 2 

c1+vz> 2 

Grupo especial ortogonal 

S0<3> • { xeGL<3.tR>: det<x>•t , xxt • I J. 
REPRESENTACION HATRICIAL. 

Véase la página ·L 
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TOPOLOGIA • 
Compacto. 

En este caso no estamos usando la cubriente universal cont0 1110delo. 

ESPACIO TANGENTE EN EL ELEMENTO NEUTRO. 

{[:-~ ~ ~ ] : a,b,cG?.J 
-b -e O 

CONSTANTES DE ESTRUCTURA. 

-1,•1 ,1. ó bien 1 .-1,t. 

Al.OtBRA DE LIE. 
Si11Ple. 
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LISTA DE SJHBOLOS USADOS 

IR números reales 

s" esfera de dimensión n 

.A\Cn,!R) espacio de matrices de n x n 

GLCn,IR> grupo lineal general de grado 3 

det función determinante 

( .l p;tréntesis de Líe 

glCn ,IR) álgebra general lineal 

T PI et1pacio tangente a la variedad diferen 
p 

ciable PI 

L traslación en un grupo de Lie 
9 

dL diferencial de la traslación 
9 

SLCn,IR) grupo especial lineal 

XCM) es~cio vectorial de ca11pos vect.oria 
les en la variedad diferenciable PI 

genCx) generado por el eletM!nto x 

adx función adjunta asociada a un grupo 
de Lie 

Cg ) llétric::a rie•anniana en la variedad 
•J 

diferenciable M 

I.aCIR> grupo de Lie de is~trias de la 
recta real 

id tunció11 ident.idad 

ISOClR> cubrienLe universal Je IsoCIR> 

0(1,1) grupo de Lorent.z de t..ipo C1,1) 
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Af i n<!P) ¡;r11po de t.ransform.1ciones afines 
de la rP.ct.a real 

Nil grupo de Lie de Heinsenber¡; 

Jlú álgehr:• dt> Lie de Nil 

Iso<~2 ) Grupo de Lie de isot11et.rías del 
plano 

~~~~2) álgebra de Lie de Iso<~2 > 

H•C!?2
, [ ~ -~ J espacio cie Hinkowsl-w 

EC1,1) grupo de isomet.rias del espacio 
de Hinckowskv 

1!(1,1) ál¡;ebra de Lie del grupo E<1,1) 

SOC3) grupo de Lie especial ort.ogoanal 

SUC2) grupo de Lie especial unit.ario 

Ker(t/¡) núcleo de t/i 
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