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—PROLOGO

El problema central de este trabajo co! siste en estudiar la estabilidad estruc-
tural de los gérmenes de campos vectorialegrt'i'x"i‘gentas a ciertas variedades algebrdicas
con singularidad aislada que admiten una accién de C°*. '

En el primer capftulo se estudian superficies con singularidad simple, es decir,
superficies que son el cociente de C? bajo 1a accién de un subgrupo finito T' C SU(2).
En el segundo se trata el caso de variedades homogenecas de cualquier dimensién

en C™.

En el tercer capitulo se muestra que para superficies homogeneas en €3 1a rigides
topolégica vale en un abierto denso.

El trabajo se presenta de la siguiente manera, para facilitar su lectura:
En la primera parte, Generalidades, se encuentra el material bésico y definicio-
nes que serdn usados en ¢l transcurso del mismo. Posterior te, cada capftulo tiene su

propia introducecién, donde se describe el resultado fundamental. En los capitulos 1 y

2 se incluyen adem4{s, unos preliminares los cuales tran algu resutados bfsicos
relativos a ese capftulo. :

Finalmente quiero sefialar que este trabajo fue apoyado econémicamente en su
primera parte por el PSPA de 1a UNAM y en su parte final por CONACYT.



GENERALIDADES.

A continuacién se presentan algunas definiciones y resultados bdsicos sobre
gérmenes de campos vectoriales holomorfos con singularidad aislada (el origen) en C"™,
Xo(C™); es decir, gérmenes cuyas funciones coordenadas son funciones holomorfas que
resultan convergentes en alguna vecindad del origen.

v

r = {(21: 02 2n) € €7 ||21]12 + ... + |12ali? < r}

Si X esti en Xo(C"™) sus funciones coordenadas son funciones holomorfas que
se anulan en el origen desarrollandose en series de potencias se tiene que:

x(zl.....z,.)= ( 2 au. in '!..-z 3 ovey 2 GJ‘ Jn ' ..-zg;n) =

) (g.:a}‘z".....%:a'l‘n‘:’.;;‘

Su parte lineal A x es el campo vectorial cuyas entradas son los sumandos de
grado 1 de las funciones coordenadas.

Se dotaré a la familia de eatos gérmenes con la topologia de las series de poten-
cias [DUM].

Si se considera un germen de campo vectorial descrito por el desarrollo de series
de potencias de sus funciones coordenadas, para cada nimero natural k, se define la
siguiente relacién de equivalencia: El gemen de campo vectorial X esti relacionado de
orden k con el germen Y (X ~; Y) si y solo si coinciden en su k-ésuno desarrollo de
series de potencias sus funciones coordenadas, [GUI]. Se denota por G* al espaclo de
clases de equivalencia de orden k también llamadas k-jets. Se puede ver que G¥* tiene
estructura de espacio vectorial de dimensién finita sobre C y por lo tanto tiene una

topologfa euclidiana.

Supongase que k y { son nimeros naturales y que k < [, entonces la funcién
Py : G* — G* que asocia a cada l-jet su jet de orden k, es una funcién continua y la
familia {Pjx}iren cumple las siguientes propiedades:

i) Pix © Pryy = Pim donde l =2 k > m.

ii) Py = id para todo I.

Se considera el l{mite inverso G°°, de esta familia {G", Py}, que resulta ser por
definicién el conjunto
G = {y € TI G*; donde para todo k,l; k > I se cumple que Pi(y) = P Pi(v)}
L4
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donde I1; G* es el producto cartesiano generalizado, las proyecciones Fj; : G — Gk
resultan ser continuas en esta topologfa

De manera natural se identifica a todo germen de eampo vectorial cqn un dnico
punto en G°° y todo punto en G°° con un inico germen, siendo asi dotado con una
topologia el espacio, G°°.Ademdés obsérvese que el conjunto de gérmenes de campos
vectoriales cuya parte lineal no se anula, es un conjunto abierto, & G°°.

De esta manera se ha dado una topoldgfn. al espacio de todos los gérmenes,
incluyendo aquellos que resultan no convergentes en toda vecindad By, r > 0, lo cual
escapa al interés de este eatudio.

Considérese Xo(C™) como subespacio de G. Las propiedades de abertura y
densidad que se obtienen en este trabajo para los subespacios de Xg(C"™) sujetos a las
condiciones establecidas en cada caso, por ejemplo equivarianza bajo la accién de algin
subgrupo I de SU(2) (Capfitulo I), o bien la tangencia a alguna variedad V (Capfitulo
II), son suficientemente satisfactorias, en el siguiente sentido: Si se concidera como
espacio, para cualquier bola fija B,, el subespacio de Xp(C™) cuyos elementos ademsés
de estar sujetos a la condicién respectiva, convergen en B,, entonces los resultados de
abertura y densidad son vélidos en este contexto; teorema 1.11 y teorema 2.5.

Ahora se definen las equival i de gér de campos vectoriales que se
estudiardn en este trabajo. ’

- Se dice que dos gérmenes de campos vectoriales en la singularidad X y Y, son
topoldgicamente (diferenciablernente, biholomdrfi te) equivalentes si existe un ger-
men de homeomorfismo A (difeomorfismo, biholomorfiamo) de la variedad en sf misma,
que deja fija la singularidad y que lleva las curvas integrales definidas por X en las
curvas integrales definidas por Y.

Si ademdés h conjuga el pardmetro tiempo, se dice que X y Y son topolégicamente’
(diferenciablemente, biholomérficamente) conjugados.

Se dice que el gérmen X es estructuralmente estable, si existe una vecindad Vy
de X tal que para todo ¥ € Vx, X y Y son topolégicamente canjugados.

Ahora se presentaré un teorena clésico [PO,ARN] obtenido por Poincaré el cual
serd fundamental para las demostraciones de los capftulos posteriores.

Se dice que un campo vectorial lineal,

A(z3,23) = (@112 + ... + B1nZn;s .-y @n1 2L + oo + GunZn)

en C™ estd en el dominio de Poincaré si los valores propios {A1,...,An} de la
matriz con coeficientes a;;, no contienen en su envolvente convexa como puntos de C,
al origen; 0 ¢ ¥(Ag,..., A,.i. si adem&s para todo 3,5 = 1,...,n. A;/A; ¢ R se dice que el
campo es hiperbdlico. .

Se dice que el campo A(z;, ..., 2n) es resonante si se cumple alguna relacién del
siguiente tipo: )

'




As =zmhlk conmg €EN y ka >2
k k
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Teorema 1 (Poincaré). Si los valores proplos de la parte lineal de un germen

de campo vectoﬂal con singularidad aislada en el origen de C™, estan en el dominio de

Poincaré; yaon resonantes, entonces el germen es biholomorficamente conjugado a su
parte lineal en una vecindad del punto singular.

Cuando n = 2 el conjunto de gérmenes que estén en el dominio de Poincaré
¥ son no resonantes forman un conjunto abierto y denso en el espacio de todos los
gérmenes.

A continuacién se definirén alg tos bési que seran usados en todo
el texto, una presentacién detallada se encuentra en [GUN]

Si S es un conjunto de polinomios en Cl21,...0 Zn}], el espacio de polinomios de
n variables con coeficientes en C, la variedad algebrdica definida por S es el conjunto

V(S) = {(z1;---» zn) € C™®; F(21,..., 2a) = Opara todoF € S}

Obsérvese que si V(S) es una variedad algebréica en C™ entonces I(V'), el ideal
generado por S es finitamente generado (teorema de la base de Hilbert), es decir,

I(V) =< g1s--ergwm >- Si la matriz jacoviana J(V) = %&-‘.—J’:} tiene rango méximo en
plrang J(V) = n — m, se dice que p es un punto regular, si rangJ(V) < n — m se dice
que p es un punto singular.

) 3.Teorema[MIL]. Sea V una variedad algebrélca. en C® y z = (21,...,2n) una
singularidad aislada en V. Entonces cada esfera S/ 2n—1 ge radio € suficientemente
pequeiio, contrada en z intersecta a V en una vn.rlednd diferenciable (posiblemente
vacfa). Este resultado es enunciado en eun contexto més general, pero para los fines aquf
plmtea.do- basta esta versién. Se puede afirmar adn mi.s. 8i €3 ¥ €3 son suficientemente
pequeiios y .S"""l NV = K; i = 1,2 entonces Kl K3z. Respecto a los gérmenes
de campos vectronale- holomorfos se tiene que si X es un germen transversal en todo
punto a las esferas

S = ((#1,--2n) € Gilz1|? + .. + 22| = rr<r

con algin rg fijo, entonces X se puede descomponer en dos campos vectoriales
diferenciables reales:

i) El campo de precipitacidn dado por Xp =< X, R > X.
ii) El campo esférico dado por Xg = i< X, R > X.

Donde <,> es el producto hermitiano usual de C. El flujo que integra al
primero seré siempre transversal a las esferas $3" 1, en particular a las variedades K,
para r < rg. )



El flyjo del campo de tangencia definird una foliacién C°° sin singularidades en
S3n—1 en particular en K., si X resulta tangente a V.

X

RR-{

S,

Esta descomposicién seré de particular interés para la construccién de un ger-
men de homeomorfismo A : (V,0) — (V,0) que lleve la foliacién definida por un campo
X en la foliacién deflnida por otro Y, siempre que ambos sean transversales a las esferas

§3n—1 para todo r < rg. La idea seré uir un h fismo g : K, —» K, que
lleve la foliacién deflnida por X en la foliacién definida por Y7, luego utilizando los
flujos de precipitacién se extiende el hom fismho g a todo un germen de V.
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CAPITULO 1

ESTABILIDAD ESTRUCTURAL DE CAMPOS EN
SUPERFICIES CON SINGULARIDAD SIMPLE

_ INTRODUCCION

Sea I un subgrupo finito de SU(2) utumdo libremente en €2 — {0}; aunque T
no actia libremente en el origen el cociente de C2 bajo 1a accién tiene una estructura
de variedad algebréica con singularidad aislada en el origen. [<A].

los gérmenes de campos vectoriales en la singularidad son identificados con los
gérmenes de campos vectoriales holomorfos en C? equivariantes bajo la accién de T,
Io(cz /T).

Détese el espacio de gér: de ca vectoriales holomorfos en el origen de
€3, X5(c3), con l1a topologia de las series de potencias y considérese a Xo(C3/T) como
subespacio. En este capftulo se prueba el siguiente resultado:

Teorema 1.11 Existe un subconjunto 4 abierto y denso de Xo(C2/T') cuyos
elementos son estructuralmente estables, si ademés I’ no es diagonalizable, todo X
elemento de A es homeomérficamente equivalente al campo radial, R(zy, 23) = (21, z3).

En la seccién 1, se dan algunas definiciones ¥ herramientas bédsicas que se usarin
posteriormente.

En la seccién 2 se estudian las condicionea que el grupo impone a los gérmenes
T-equivariantes.

En las secciones 3y 4 se pruebn el resultado para los dos casos cualitativamente

distintos, Proposiciones 1.9 y 1.10. Estoa dos comportamientos dependen de que el
grupo tenga o no una representacién diagonal.



1 PRELIMINARES
Se dice que T un subgrupo de SU(2) actia libremente en €3 — O si se cumple

la siguiente propiedad: Si vy €T y y(z) = z, entonces ~ es el elemento identidad.

Adema&s como -y es una transformacién lineal actiia como su derivada en Xp(C3?),

es decir, si X € Xg(c3?),
D~(X (24, 23)) = (=1, 22)

asi los gérmenes que quedan fijjos bajo la accién del grupo T, 11 d géry -
egqusvariantes corresponden a los gér de pos vectoriales que bajan al cociente
de {c? —0/T}.

Desarrollando en sus series de potencias se tiene que

oo . . oo ‘5
X(=z4,23) = (X ¢,-’-ziz%, D° b;xiz])
: §,5=0 $,j=0

su parte lineal ea

Ax = (a1021 + ap1232. bros1 + borzz) = ::: :2:) (:; .

Si X (21,23) es T-equivariante, ¥(X (23, 22)) = X(~v(21, 23)). Escribiendo esta
condicién en coordenadas, si ’

y= (M ‘713)

“21 Y23

¥(X (21, 23)) = v(Ax (21, 22) + .io(aij“;‘{-bijz'i‘%.)) =
8,3 =

WAxteren) + 3 agjeheh biyeied) =
9,3 ==

(Ax(v(21,22)) + 3273 + 5 > 1%°(a45(v1121) (gammayaz}, bij(v2121) (42222))

por lo tanto las siguientes afirmaciones son vidlidas: k

i) Si X es I'-equivariante, su parte lineal Ay también lo es. :

ii) Ax es I'-equivariante si y solo si {Ax,7] = O para todo 94 en T, donde
(AxF. 7] = Axy— vAx. _

La esfera S} = {(21,23) € C3;|24|3 + |23|2 = r2} resulta equivariante bajo la
accién de cualquier subgrupo I’ de SU(2), por lo tanto el espacio cociente S? /T es una
subvariedad compacta real de C2 — {0}/I'. Adn més en la teorfa clésica desarrollada por
Klein [KI] se construye expficitamente el encaje que transforma €3 /T en una superficie
algebréica con singularidad aislada S en C3 y resulta ademés que con esta estructura,




§ es topolégicamente equivalente en una vecindad de la singularidad, al cono sobre
(a, 8) es un intervalo en R que contiene a 0, {MIL].

S3/T; es decir, I x S3/I donde [ =
Siempre que un germen X sea transversal a todas las variedades S /T con

0O < r < € pax-a algin eg > O se tendr& que el flujo que define X en B,-/P donde

= UrceS3 tiene una descomposicién en dos flujos reales uno transversal a todas las
esferu. lema 1.7 y otro tangente a ellas, corolario 1.8. Por lo tanto si X3 y X3 son
dos campos vectoriales holomorfos, transversales a S3/T', 0 < r < €9 y tales que las
foliaciones que ellos definen sobre S3/I sean topoldgic te equivalentes, se podré&

construir una equivalencia topolégica local entre X; y Xa3.
Para el caso en que I’ sea un subgrupo no diagonalizable se tendr£ que un subes-

pacio abierto y denso de Io(c’/ T') definird sobre $3/I' un'8brado de Seifert, proposicién
1.10, a continuacién se dan las deflniciones bésicas y un corolario de clasificacién de

ﬂi)rsdos de Seifert.
Un fidbradodeSeifert es una 3-variedad topoléSgica, cerrada, conexa, con una

descomposicién en fibras que cumple las siguientes propiedades:
i) Cada fibra es una curva cerrada simple.

ii) Cada punto se encuentrsa en una Gnica fbra.
Un toro sélido fibrado se obtiene de fibrar un cilindro D3 x I por las lineas
» = 1.

{zx}x1, z € D3 y rotar I23x {1} un dngulo 2x(u/n) e identificar con D3 x {0}, (12,7)

La fibra central es {0} x I.
iii)Para cada fibra F existe una, vecindad fibrada, es decir, un subconjunto

iii
abierto de la variedad que conti al, L(‘;ue es unién de fibras y que es homeomorfo a
un toro sélido ﬂbrndo, por un homeomorfismo que manda fibras en fibras y a F en la

fibra central.
Cuando Ia variedad es orientable por ejemplo S3/T', el conjunto de invariantes

{o: o, b;P’ (alnpl)r ooy (anrpn)}

o bien
{o: n,b; k, (al: pl)' eer (an’ B’I)}

Donde O significa que la variedad Af3 es orientable, o (respectivamente n) signi-
fica que el espacio cociente de las flbras es orientable (no orientable), p (respectivamente
k) es el género de la superficie cociente, b es Ia ciase de Euler que determina de ma-
nera inica Ia construccién del espacio sin fibras excepcionales, es decir sin fibras cuya
holonomia no sea trivial, y finalmente los nimeros a;, §; determinan de manera tnica,
uno a uno, las fibras excepcionales. Estas se pueden describir de la siguiente manera:
Considérese una vecindad fibrada V' de la fibra F;. Sobre Ia frontera de V, 3V que
topolégicamente es un 2-toro, se toma una fibra G; y una curva orientada @; tal que
GiQs = 1 asi M; == agQq + ;G donde la igualdad es salvo homologfa,0 < G; < ag, ¥

. oy



. resultado vale si sustituimos en el iado del 1

M; es un meridiano, es decir, una curva simple orientada en V que no es contraible en
V pero sf en su complemento.

Las variedades de Senfeft con grupo fundamental finito estdn clasificadas segin
el grupo [SE-TH], un corolario'inmediato de esta clasificacién es:

Corolario 1.1 Si T es un subgrupo finito no diagonalizable de SU(2) actuando
libremente en S° la variedad de Seifert queda determinada por los siguientes invariantes:

i) Si T es el subgrupo diédrico de orden 4n,

M = {0,0,—1;0, (2,1),(2,1),(n,1)}

ii) Si I es el tetraedro binario de orden 24, .

M = {0,0, —1;0, (2,1),(8,1),(3,1)}

iii) Si T es el octaedro binario de orden 48,

M = {0,0,—1;0, (2,1),(3,1),(4,1)}
iv) Si I es el icosaedro binario de orden 120,

M = {0,0,—1;0, (2,1),(3,1),(5, 1)}

2 GERMENES DE CAMPOS DE VECTORES I''EQUIVARIANTES:

Sea X(21,22) = (Ef5-0 a.,-zlzg,i: $S=0 bn,)zlz’) un elemento de Xo(C2?/T), su
parte lineal Ay, cuando no es degenerada, determina en muchos casos la naturaleza
topolégica de X.

Esta situacién no es muy restrictiva:

Lemma 1.3 El conjunto de gérmenes X en Xo(C32/I') cuya parte lineal no es
degenerada, es decir, el determinante de su parte lineal no se -.nula., es un abierto y
denso. .

Demostracién i) Densidad: Sea X = (X% .,-—o‘“-"zx" » 850 bijzizd) en
Xo(c3/T), la familia X’ = 1(z3,23) + X es un gérmen equivariante bajo I'. Sin
crece, X, se aproxima a X.

ii) Abertura: Se sigue del hecho de que Io(c3/ ) es subes ;)u:no de Io(c’) y el

C€%/T por C i)

La siguiente proposicién pen’nlte diagonalizar campos lineales l‘-equxvumntes.

&hando sean diagonalizables en €2,




Proposicién 1.8 Sea X elemento de Xo(C2/T) y ¢ : (€2,0) — (c2,0) un
biholomorfismo tal que D$(X) = Y, entonces el campo vectorial ¥ es equivariante
bajo la accién del grupo ' = ¢T¢ !, es decir ¥ es un ele_tteqto de Xo(Cc2/T).

Demostracién Sea & € l". 4 = ¢v¢$—3 por lo tanto,

D#:(Y (2)) = Dgyo~ (Y (2)) = Dov(X(¢71(2)) =

D#(X(v471(2))) = Y($16-1(2)) = Y (3(2))
[® ]
Observacién. Se puede considerar a C’/f‘ como una carta cocoordenada de

c3/T, por lo que cada biholomorfismo de c? induce una carta coordenada de Cc3/T.
Utilizando,, el teorema de Poincaré enunciado en la introduccién;se tiene que para
campos que satisfacen las hipotesis de este teorema existe un biholomorfismo local
¢ : (€2,0) — (C3,0) que linealiza el campo; sin embargo toda la simplificacién hecha al
eampo produce una complicacién equivalente del grupo I' = ¢I'¢p—L.

Cuando X es un campo lineal diagonalizable, existe B en GL(2,C) tal que
BXB-! = D es diagonal, sustituyendo en el enunciado de la proposicién a ¢ por B,
se tiene que D es un campo I*-equivariante, es decir en Xg(Cc32/T').

(Ta siguiente proposicién caracteriza los campos lineales en términos de la repre-

. sentacién del grupo, para su demostracién se desarrolla el lema 1.4.

Lema 1.4 Si T’ es un subgrupo finito de GL(2,C) y
=(% ®}: 7
7= (0 al” !
en I entonces, b =0 y a es raiz de la unidad.
Demostracién Por su definicién
__fon mnay b
In = ( o Gn 2

e

s 81 8i b = 0, yn # I para todo n € N por lo que/ grupo ciclico generado por <y no es

finito lo que resulta una contradiccién. Anadlogamente si ap = 1. (=]

Proposicién 1.5 i) Si T es un subgrupo finito diagonal de GL(2,C) y existe
4 €T dela forma
— (™M O
T=\o Az
con Ay # Az, entonces el campo lineal A € Xg(C2) es C-equivariante implica/que A es
diagonal, es decir, A(2;,23) = (a12),a223), a; € C.

ii) Sea T subgrupo finito de GL(2,C) y supongase que no es diagonalizable,
es decir, para todo M € GL(2,C) el grupo M. T'M~! tiene un elemento no diagonal.
Entonces un campo lineal A € Xo(C3?) es I'-equivariante si y solo si A es un miiltiplo
del campo radial, es decir, 4(z},22) = a(z3,23) con a € €.



Demostracién i) Sea
— [a11 @13
i A= (an Gzz)
asi [A,v9] = 0 si y solo si ayaA; = ajgAz ¥y @z1A1 = a3z1)a, asi ayjz3 = az; = O pues
Ay # Az, el resultado se tiene de la afirmacién ii) de los preliminares.

ii) La primera observacién es que todo campo lineal A tiene los mismos valores
propios. Supongamos que no, entonces A se puede diagonalizar. Sea

_ {1 O
D= 0 Az

su expresién diagonal, por el mismo argumento que se usé en la parte i) se prueba
que el grupo conjugado de T, I, debe ser diagonal pues cumple [P, 4] = O pero asi se
contradice una hipétesis.

Ahora supéngase que existe un campo no diagonalizable y es transformado de
ser nece-ario,/s’a su forma de Jordan

-G Y
"= (3 %)

pero por el lema 1.4,8 = O asi I es diagonal, y se contradice una hipétesis. Por lo
anterior todo ca.mpo lineal es mulhplo del campo radial y au representacién tiene la

forma:
G 3
a

Comentario. Siempre que el grupo I’ sea diagonalizable, su carta diagonal serd
el contexto adecuado para estudiar los gérmenes de campos lineales, proposicién 1.3,
los resultados que se tienen para campos lineales diagonales en el caso liso, es decir en
Xo(C2), son de gran utilidad con esta representacién como se verd mss adelante.

Si I’ tiene una expresién diagonal pero todo el to ti
propios, el m&hsu se hace como en el caso liso.

Es interesante resaltar el hecho de que las condlc:ones de equivarianza de

entonces [{A,4] =0 implica que

los mismos valores

" los eampos bajo la accién del grupo no solo imp restricciones sobre los cam-
pos, también pueden imponer restricciones al gmpo- Si existe un campo lineal T'-
equivariante, con dos valores propios distintos, T es diagonalizable.

La demostracién de la afirmacién anterior es como la del inciso i) de 1a propo-
sicién anterior.

A continuacién se analizan las propiedades de genericidad y estabilidad estruc-
tural para cuando I' es diagonalizable. -
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Para el caso liso se tiene que los campos vectoriales lineales que estén en el
dominio de Poincaré forman un conjunto abijerto y denso en el espacio de los campos
lineales, esto también ocurre para los campos hiperbélicos. Miés aun, en dimensién
-dos, el dominio de Poincaré contiene al espacio de lds gérmenes de campos vectoriales
hiperbédlicos.

Un resultado andlogo vale para campos lineales I'-equivariantes cuando I sea
diagonalizable. .

Proposicién 1.6 Sea I' un subgrupo diagonal de SU(2), Fr el conjunto de
campos vectoriales lineales '-equivariantes en el d inio de Poincaré y Hr el conjunto
de campos hiperbélicos I'-equivariantes. Entonces Py y Hr son subespacios abiertos y
densos en el espacio de los campos lineales I'-equivariantes.

Demostracién i) Los conjuntos Pr y Hr son abiertos pues son las restricciones
de abiertos en el caso liso. ’

ii) La densidad basta probarla para Hy < FPr. Si A con valores propios distintos,
es '-equivariante,

—

(M O
N0 Az

con A; = kAz, kK € R y Im)A; 7 0. Se tiene que la sucesién

A

_(M+1/n O
“"_( o Az

es una sucesién de campos hiperbdélicos que converge a A, cuando n — oco. o

Obsérvese que como en el caso liso la proposicién anterior implica que el con-
junto de campos en Xp(C?/T) con parte lineal hiperbélica (o bien en el dominio de
Poincaré) es un abierto denso.

3 GRUPOS DIAGONALIZABLES

El conjunto Py resulta interesante aqui, no solo ser un abierto denso, sino
también porque todo elemento es transversal a S3 pera todo r, real positivo. En
general, 8i X € Xo(C32) es tfnaversal a S3, X induce un foliacién sin puntos criticos
sobre S2, este hecho es fundamental para la demostracién de estabilidad estructural.
Cuando I' es diagonalizable, 1a demostracién de J. Guckenheimer [GU] para el caso liso
Xo(C?), se puede adaptar con algunas modificaciones.

Lema 1.7 Sea - X € Xo(C?), un campo cuya parte lineal Ax es hiperbélico,
entonces el campo esférico asociado a X, Xg en S3 es Morse-Smale, con solo dos
6rbitas cerradas una atractora y otra repulsora, y sin puntos fljos, (r suficientemente
pequed). :

- 11 -
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PDemostracidn La demostracién consiste en construir un difeomorfismo entre
(S3.2¥x) v (S2.94,) donde Sy es la foliacién generada por X. Con esto basta pues
Q45 e una foliacién definida por un campo lineal y en el trabajo de Guckenheimer se
prueba la afirmacién para estos casos.

Como Ax esté en el dominio de Poincaré es transversal a S3, asi existe r; € R
tal que si < r3, X es transversal a S para todo r < r;. Por el teorema de Poincaré
(generalidades), existe un biholomorfismo ¢ : (€3,0) — (C3,0) que linealiza al campo
X, es decir, D@(X) = A. Asi ¢(S3) es una esfera en C? aunque no isométrica si
transversal a A x. ’

Considérese S3 una esfera en €2 tal que su regién acotada contiene a ¢(S3).
Ahora el campo de precipitacién asociado a Ax (generalidades),

Ayp(2y,23) = < Ax(=1,23), (21, 23) > Ax (21, 23)
determina un flujo alrededor del origen,

pA':llxc’—~c’

que permite definir un difeomorfismo entre (53, < AJ;') y (S8, Ax)-
Se define £ : S3 — S3 como

J(21,23) = pa,(to, (21, 23))

donde tqg es el primer real positivo para el cual el flujo de precipitacién toca a ¢(S3).
las propiedades del flujo de precipitacién inducen las propiedades requeridas de
F . -
Ahora la demostracién se sigue de la composicién de los difeomorfismos ¢y f. O
Corolario 1.8 Sea I' un subgrupo finito de SU(2). Sea X € Xo(c2/T'), con su
parte lineal hiperbélica. Ent el po esférico X,, definido por X sobre S3/TI',.
para r un nimero real suficientemente pequed, es Morse-Smale sin puntos criticos y
con solo dos érbitas cerradas, una atractora y otra repulsora. '
Demostracidn Si X cumple las hipétesis, por el lema anterior se tiene que X,
sobre S3 resulta Morse-Smale. Ahora:

X, (21, 23) = i< X (21, 23), (21, 22) >X (21, 23)

es equivariante bajo la accién de T en S,’. ya que todo elemento 4 € T preserva el
producto hermitiano usual. Rk

La fibra de la accién es finita por lo que en S3/I solo puede haber dos 6rbitas
cerradas, las que resultan de identificar las dos érbitas cerradas C; y C3 en Sf. bajo 1a
accién de I'. Ademés por el mismo argumento, si se identifica una érbita no cerrada,
la cual tiene como conjunto atractor a C; y como repulsor a Cj3, esta nueva é6rbita en
S3/T tendri como conjunto atractor a C1 /T y como repulsor C3/T. [n]

- 12 —



Proposicién 1.9 Sea I’ un subgrupo finito diagonal de SU(2). Sea X € Xo(c3?),
I-equivariante tal que su parte lineal A x es hiperbélica.

Entonces X es estructuralmente estable.
Demostracién Supongase que X cumple las hipétesis de la proposicién.

Sea r como en el corolario 1.2, entonces existe una vecindad V,, de X en
Io(c’/l‘) tal que si ¥ € Vo, Y s tra.nsveua.l a S,. y adin més X, y Y. son conju-
gados topolégicamente como campos en S3/T ya que X, es Morse-Smale, corolario 1.8
v [PA].

Sea h : S3/T — S3/T el homeomorfismo que conjuga las foliaciones.

Sean: ¢’S ¥ Py los flujos de precipitacién asociados a X y Y respectivamente.
Se define F : (C2,0) — (c2,0) de la siguiente manera: .

Si (21, 23) estf en la bola acotada definida por S2, (z1,23) # (0,0), existe un
dnico real positivo ¢t y (wy, w3) en S tal que (23, 22) = px(t, (w1, w3)). Sea F(z;1,23) =
Py (¢, h(wy, w3))

Claramente F' es una funcién diferenciable cuya inversa se define de manera
andloga y resulta diferenciable, ademés es inmediato que F manda la foliacién compleja
asociada a X, en la correspondiente asociada a Y, ya que los flujos de precipitacién
preservan las foliaciones complejas. . (]

GRUPOS NO DIAGONALIZABLES

Para el caso en que T’ es un subgrupo no diagonalizable, existe un comunto
abierto y denso A en el eapacxo Xo(C3/T) cuyos elementos cortan transversalmente
a todo punto de la variedad S3/T para r suficientemente gequeo, de hecho A estd
constituido por los gérmenes de campos vectoriales en Xp(C?/I') cuya parte lineal no
se anula. S}/T con la foliacién definida, constituye un fibrado de Seifert; este hecho
serd fnndnmental para la demostracién de la estabilidad estructural.

Proposicién 1.10 Sea I' un subgrupo finito no diagonalizable de SU(2). En-
tonces cualesquiera dos gérmenes de campo vectorial en Xo(C2/I') con parte lineal no
nula, son topolégicamente equivalentes.

Demostracién La primera parte de la demostracién consiste en probar el
siguiente resultado:

Si X es un gennan en Io(c’/l‘) cuya parte hneal no es nula, para algdin r > 0

. suficientemente pequed, X define una foliacién ¥ x en S3/T que es diferenciablemente

equivalente a la foliacién que define el campo radial S5 uobre s3/r.

Supéngase que X es un germen en Xg{(C2/T') cuya parte lineal es no nula,
entonces

X (21,22) = AR(21, z2) + X3(21, z2)
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donde R es el campo radial, X2 es la parte no lineal y ) € C*.
Sin perder generalidad se puede suponer que A = 1.

Por su parte lineal se puede asegurar que existe un nuimero realrg > 0 tal que
8i 0 < r < rg, X es tranaversal a $3 en todo punto. Por lo que X define una foliacién
C°° sin puntos criticos en S3.

Sea ¢ : (C2,0) — (C3,0) el biholomorfismo tal que DY (X (23, £3)) = R(¥(21, £3))-
entonces \b(S,’o) es transversal al campo radial y la foliacién que éste define es diferen-
ciabl te equivalente a la foliacién que define X sobre S,’r El fiujo de precipitacion
del campo radial establece un difeomorfismo entre S,’o ¥ w(s,so), que manda la foliacién
definida por el campo radial en S,’° en la foliacién definida por el mismo campo en
¥(S3) Por lo tanto X define una foliacién por circulos en S3,.

. Como la foliscién S x en S,’o definida por I<R; X >X es equivariante bajo la
accién de T, el cual es finito, se tiene que la foliacién que defi el mi po en
el espacio cociente S;,3/I' es una foliacién donde cada érbita es un circulo. Por el
teorema de Epstein [EP], existe una accién diferenciable, efectiva de Sy sobre S,o’ /T
cuyas 6rbitas son las hojas de la foliacién definida por X. Ahora como I’ es subgrupo
finito de SU(2), por el corolario 1.1, Sy,®/T' admite un solo fibrado de Seifert, por lo
que los invariantes de Seifert que definen X y R son los mismos. Por lo tanto existe un
homeomorfiamo f : S,’o /T — S,’ol T que manda las hojas de la foliacién definida por X
en S,’o /T en las hojas de la foliacién definida por R. -

La demostracién se luye utili do el flujo de precipitacién del campo X,
Px R x C2 — C32, el cual es equivariante bajo 1a accién de T.

Sea By, = {(21,22) € €3||24]3 + |z2]? < r3} -

Sea g : By /T — B,y /T tal que g(z31,23) = px(to, f(rhor(ta, Z1, £3))), dond
(£1,£3) € C32 es el tinico punto tal que al aplicarle el flujo de precipitacién del campo
radial con condicién inicial en S,’o, tiene como imagen (23, z3), es decir, pr(to, Z3, Z3) =
(=1, 23). . ) K [u]

Finalmente cabe seiialar que los resultados anteriores se pueden sumarizar en
al siguiente teorema.

Teorema 1.11 Sea I' un subgrupo finito de SU(2). Xo(C?/T) el espacio de
gérmenes de campos vectoriales en el origen de €3, equivariantes bajo la accién de I'.

Entonces existe un subconjunto A abierto y denso de Xo{(C3/I') cuyos elementos
son estructuralmente estables. Si ademés I' no es diagonalizable, para todo X € 4, X
es h 6rficar te equivalente al campo radial R(z;, 23) = (23, 23).
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CAPITULO 2
!

RIGIDEZ TOPOLOGICA DE UNA CLASE DE CAMPOS EN
VARIEDADES HOMOGENEAS CON SINGULARIDAD AISLADA

INTRODUCCION

En este capftulo se prueba un teorema de rigides topolégica en una clase de
gérmenes de campos vectoriales tangentes a una variedad homogenea V' con singulari-
dad aislada en C™.

Considérense los gér; de camp toriales en C™ tangentes a V alrededor
del origen (la singularidad de V'), expresados en series de potencias se tiene que para
la clase definida como:

Ly = {X(zl...één) € Xo(c™)| X (21, )(z’..) = A(23,-.-2n) + ...; X tangente a V'}

Donde los puntos suponen términos de orden mayor o igual a dos. Se prueba
el siguiente resultado.

Teorema 2.5 Sea X € Ly y R el campo radial, R(zl,..,z..) = A(z;,...z,,)
ntonces X y R restringidos a V' son topolégi te equival

En la seccién 1 se encuentran algunas herramientas bésicas y definiciones que
serin usadas posteriormente.

En la seccién 2 se encuentra la demostracién del resultado enunciado anterior-
mente; la parte més técnica se localiza en el ) 2.2 donde se pruecba el resultado para
familias en L; que dependen de un parémetro ¢ en una vecindad del campo radial. En

la proposicién 2.4 se obtiene globalmente para Lj, esto permitiréd demostrar el resultado
como ha sido enunciado.
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1 PRELIMINARES

Una variedad homogenea en C™ es una variedad algebrdica V tal que el ideal
que la define I(V'), tiene un conjunto de generadores cuyos elementos son polinon?ioa
homogéneos.

Las variedades homogéneas estén caracterizadas por el hecho de admitir al
campo radial como campo tangente, compérese [OR)]. .

Proposicién 3.1 Sea V una variedad analftica en C™ y supongase que el campo
radial R es tangente a V. Entonces V es homogenea.

Demostracién Obaérvese que como R(zy,...2n) = (21,..-Za) es tangente a V,
las soluciones del campo estén en V. Es decir, si (21,...zs) es elementode V', e’ (23, ...zn)
estf en V' para todo T € C, por lo tanto si A € C A(z;,...2,) esth en V.

Ahora sea f'el anillo de las series convergentes, sean f; los tinicos polinomios
tales que .

F(2(21s . 2n)) = i—.:; € £i (21, ..20)

Supéngase que f se anula en V entonces si (z1,...z,) €V, 322, ' f;(21,..-2n) = O para
todo t cerca de O, por lo tanto f;(21,..-Zn) = O para todo (z1,...zn) € V.
.Sean f (1) soees (r) generadores del ideal I(V'). Sea J el ideal generado por { j'-(j )},
claramente J C I(V).
Ahora si (23,...25) noesti en V y. estd en el radio de convergencia de f () para
todo j, existe una pareja (s, 5) tal que ['-(’) (z1,...2n) # O, por lo tanto, si (zl,...z..) estd
en la variedad que define J, necesariarpente estd en V.

Asi el radical de J es I(V). Sea J’ el ideal generado por {f'-(i)} en Clzy,..., zn],
y sea I’ su radical. Entonces I'C{z),...,zn} = radJ = I(V) y por lo tanto I(V) es
generado por polinomios.

Ahora sea I'(V) el ideal de V' en C[z)1, ..., 24), si £ € I’(V') entonces f; € I'(V).
Si f es polinomial entonces hay un niimero finito de enteros tales que f; #0. .

_ Sean f(1), ..., Vi () generadores de I'(V'), entonces los polinomios homogéneos
(s} generan r'(v). a
A continuacién se da una definicién que serd usada en el enunciado del lema
2.1. .

Definicién: Un germen de campo vectorial ¥ € L es L-estructuralmente esta-
ble a un pardmetro si para cualquier familia

{¥Ye = Y + tX|X es un germen de campo vectorial y ¥z € L}¢c(—c,e)
con ¢ > 0, existen : § < ¢ y una familia de gérmenes de homeomorfismos
{#¢ : (V,0) = (V,0)|¢: (Sv;) "= Sy }ee(—5.6)
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Donde Ty, y Sy son las foliaciones definidas por ¥t y Y respectivamente.

Si ademés X varia en la familia de gérmenes de orden mayor o igual a p, se dice
que el parimetro es mayor o igual a p.

En todo el capitulo las equivalencias topolégicas entre campos de Ly, A € C*

siempre serdn equivalencias topolégicas sobre la variedad V.

3 RIGIDEZ TOPOLOGICA

La parte més técnica de la demostracién del resultado principal se encuentra
en el siguiente lema.

Lema 3.3 Sea V' una variedad homogenea con singularidad aislada en el origen.

Sea Lj el conjunto de gér de pos vectoriales tangentes a V' en una
vecindad del origen de C™ tales que su parte lineal es el campo radial.

Entonces el campo radial es Lj)-estructuralmente estable a un pardmetro de
orden mayor o igual a dos.

Ademsiés los h fiamos que. definen la estabilidad estructural dependen
analfticamente de este pardmetro.

Demostracién A continuacién se presenta un bosquejo de la demostracién la
cual es dividida en siete pasos, y que dard una perspectiva general.

Todo germen de campo vect.oru.l Y: = R + tX3; tiene dos componentes real

analiticas una transversal a las esferu S "—L para r suficientemente pequeiio, paso 1;
¥y otra tangente.

_La componente tangente produce una foliacién en K = S3"1 n vV, Sy, infini-
tamente diferenciable sin singularidades. Para probar que ¥; y R son topolégicamente
equivalentes, se construye un homeomorfismo Ig K — K que manda la foliacién Qy‘
en . Esto se hace construyendo un fibrado K x (—1,1) con una accién de S}, la cual
deja invariantes las subvariedades (K »t) ¥ cuyas 6rbitas en el tiempo t corresponden a
las 6rbitas de la foliacién Sy, en K, pasos 2 y 3.

El homeomorfismo f; se construye con el flujo que integra a un campo U (t)
equivariante bajo la accién de S! y donde ¢t varfa en un intervalo (—e, €) suficientemente
pequeiio, pasos 4,5 y 6.

Finalmente la 4 t ién se luye con los flujos de precipitacién de Ry
Y: que permiten extender el homeomorfismo f; : X — K a toda una vecindad de la
variedad V, de la singularidad.

1. Transversalidad de los gérmenes de campos vectoriales a las esferas de radio



pequeiio.

Para todo ltl < 1, existe una bola centrada en el origen de radio rg tal que
I(zl,...z..)h > Re|t < X’(zl....z,.) (23,.--zn) > | para (z3,...za) en esta bols y donde
X2(z;,...2n) es la parte no lineal del campo. Por lo tanto el campo ¥; es tr: versal a
la esfera S} "—‘ centrada en el origen y de radio r; < ro.

/ .
2.Construccién de un difeomorfismo que transforma la foliacién definida por Yg,
en la foliacién definida por R sobre las variedades de int ié

Sea K = S""“ N S, la variedad de lnteueeclén, todo campo ¥; define una
foliacién rell -.na.lit:c. sin singularidades E!'y. sobre K.
Para cada ¢ existe un biholomorfismo

@¢ : (C™,0) — (C™,0)tal que D (z)(Ye(2)) = ée(2)

Se denota por V¢ la imagen bajo ¢ de la variedad V.

¢.(I'( ) es una variedad diferenciable, ‘compacta y transversal al campo radial
contenida en V;. Se denota por ¥p la foliacién real analitica definida por el campo
radial sobre ¢¢(K)

Sea K¢ = S2* 1 NV;; K¢ es también tr v 1 al campo radial el cual define
una foliacién real l.n-.l(tlca S p en IK,;. La foliacién que define el campo radial sobre
S"“" es una foliacién por cfrculos y el flujo induce una accién de S! en S"‘—l Esto
muxno pasa en K.

El flujo de precipitacién iado al campo radial R, define un difeomorfismo

: (K¢, ¥R) — (¢e(K),¥R), que manda las hojas de la foliacién de SR en las de

S!R. Componiendo con ¢; * se tiene que g = ¢;"'p : (K¢, SR) — (K.Qy,) es un
difeomorfismo que manda i en Sy, -

3. Construccién de una accién de S? a lo largo de K x ( 1,1).

‘Sea g; la accién de S definida en K.,
or: St x K¢ — K, 0¢(0,k) = e? (k)

Ahora se define
o: St x (K x(—1,1)) — K x (—1,1)
o (0,k,t) = (67 1p(0e(0, p~ 2o (K))). 1)

Esta accién resulta ser libre R 4 deja globalmente invariantes los conjuntos de la
forma (K, tob to € (—1,1).
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Ahora como la fibra es compacta, el espacio de las érbitas {3 es una variedad
diferenciable (Hausdorff).

Sean s : K& x (—1,1) — (1 la proyeccién natural y 73 : K x (—1,1) — (—1,1)
la proyeccién al segundo factor que resulta ser una submersién de variedades. Se define
entonces la submersién x3 : 1 — (—1,1) como wnsg(m) = =3(k,t) donde k varfa en la
fibra S1 de KX tal que 71(k,t) = m.

= s . -,

4.Construccién de vecindades toroidales.
Existe un sistema de vecindades saturado por las fibras de la accién o en K x

(—1,1) tal que uno.de los tangentes a las curvas coorgdenadas se proyecta al
campo unitario tangente al intervalo (—1,1).
Para la obtencién de este sistemna, se va a construir en todo punto una ié

tranaversal a las fibras de la accién o, 1a cual tendré en su espacio ta.ngente al campo
a‘, definido por las curvas

a:(—1,1) —. (K x (—1, 1) tales que a(t) = (k,t)

donde k es un punto fijjo de K.

Nota: Si V tiene dimensién compleja I, I-g tiene dimensién real 2I — 1, abusando
de la notacién a continuacién se supondré que K tiene dimensién real n.

Sea (ko,t0) un punto en K x (—1,1). Sea W = Wj X ... x Wy una vecindad
producto con coordenadas (z,,..., -"n+l) donde W; es difeomorfo a un lnterv-.lo Y -,;;L_‘

es el campo tangente a las érbitas de o expresa.do en estas coord das. Sea 2 1 el campo

vectorial g; en estas nuevas coordenadas y supéngase que -ag‘- tangente a la subvariedad

L = {(z1s---Ta+1) €E W|xyt1 = Tpi1(ko,to) donde w4y esla n + l-proy-eccién}

Sea I una transversal a —-(ko. to) contenida en £ y que pasa por el punto (kg,%0)- Si

{ es suficientemente pequeiia, debe ser transversal a 38? en todo punto para el cual -—-
eaté contenido en el espacio tangente a L.

- 19 —
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_ Ahora l es una n — lvariedad que pasa por (ko.t0). Dejando correr_| bajo el
flujo ¢; generado por el campo vectorial g‘-’le tiene una variedad E(Eo.to) = U¢.-(t,'1) de
dimensién n que contiene a (%o, to).-'til‘qug 3’: es tangente y ademiés resulta transvérsal
al campo a%_—_;. poenld gk

La transversalidad se sigue del hecho de que a—,’-’;_—‘(ko.‘o) no es tangente a
E(h.go) en el puntt{ko.to) ¥y por la tinuidad del

D 3—‘—::‘- no estd en el generado
por {£;,TWo} en una vecindad de (ko, to).

Por otro lado si —’:(ko. to) no estd contenido en L,/eiitonces cualquier subvarie-
dad | de dimensié n—g tenida en £ puede ser utilizada p truir la
E(ko, to) con las propiedades anteriores, lo importante es que el campo vectorial 2. no
sea tangente a ! en una vecindad del punto (kg,fp). Ahora bien, por la transitividad
de la accién sobre las fibras, la unién de las imégenes de E(ko.to) Variando § en st
Uges19(0, E(15,¢4)) ©8 una vecindad V(g ) formada por érbitas de la accién.

Asi cada punto (k,t) € V{3, ;) se identifica con un dnico punto s € E(kosto) 8l
ser transformado por ¢ con un Gnico &ngulo # € S, por lo que la funcién

1L

@ : Viko.to) — E(kouto) X S* tal que ¢(k,t) = (s,0)

en claramente un difeomorfismo p corresponde a componer acciones diferenciables.
Ademds como el campo 5t 8 tangente a (3, .,) se puede suponer que si (55,...8n)
son las coordenadas de E(ko o) cOomo n-variedad, s = £ es decir que B,

3: © un campo
coordenado. A la pareja (#,V(xy,c,)) se le lama vecidad toroidal. o
La accién o expresada en estas coordenadas tiene la siguiente forma:

o : St x (B(ag.) * S1)s 0(8,(51,...80),w) = (.,,....a..,o.‘1= w)
por lo tanto el espacio de las hojas es identificado con E(ko.to)' con su proyeccién
#2B(kg,80) ¥ st E(xo,t0)+ 81 segundo factor.

Anélogamente la proyeccién iy al intervalo (—1,1) restringida a esta vecindad
toroidal tiene la forma :

wy B(h.to) x S — (—e, e)ﬁr;(a;....,a..,.) =sq =20

Final te la proyeccién wg en esta carta coordenada se define como

ns : Bpgeq) > (—6€) w3(a1,...0n) =80 = ¢

- Por 1o que el diagrama conmuta.
~ - ~
doa A N\‘\L\\“\‘ .
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8. Comtmcclén de un campo U(k,t), equivariante bajo la accién de o tal que
Dna(U) = 3—, el campo unitario canénico en (-1,1).

En K x (—1,1) se considera el campo diferencial 2 5 qQup en cada punto (k, to)
estd definido por la curva

4 :(—as,8) — K x (—1,1) 4(t) = (k, 0 + ¢)
Este campo no es equivariante bajo &, sin embargo al promediarlo a lo largo de cada
fibra, genera un campo equivariante. Se define
In a
U(k,t) = 1/2x /o Do(0,0(—0, (k,1))(5;)d6

Obsérvese que U(k,t) es equivariante bajo la accién de o.
Para 0p € S! ge tiene que

Do (69, k, t) (U(k,t)) =
L 2 a
Do(80.k,e)(1/2x [ Do(0,o(—0,k, 1)) (5;)d6) =
1/2x [ Do(00 + 0,0(~0, k. 0))(2)do —

1/2x j Do(80 + 0,0(—00 — 8,0(00. k, t)))( ;)0 =

1/2x [ Do (¢, 0(~¢",0(00. k. :)))(a)ao =

1/2x j Do(6',o(—0',0(00, k.0))) (5, )do'+
1/2% 7% Do(8',0(~¢, 0 (00, £, 0)) () 28" =
1/2x |7 Do(0',0(~0", o(00. k. ) () 0"+

1/2% j‘; % Do(6',0(—6", o(60, k. :)))(%)ao' =
U(o(%0, k. t))
La peniltima igualdad se da por la periodicidad de la accién o.
Ahora para mostrar que Dx3(U) = }, se utilizan las cartas toronddec.
Sea (¢, Viko, ¢o)) una carta toroidal alrededor del punto (kg,%0). Sean :‘ =
D¢(3—) = (—ftl,..., » 1, —fﬂ) Donde las ¢; son las funciones coordenadas de ¢. Asi en
estas coordenadas el campo vectorial U tiene la forma

- o1 —



1/2x [ 2= -g:(o, $(k, 1))do =

12" 221 4o, ..
w2, [ = a¢.. %n 49)

Por lo tanto Dx3(U) = gi

6.Construccién de un difeomorfismo f; : (K, t0) — (K, t), to = O el cual manda

la foliacién I g en la foliacién Ty, para t suficient te peq!
Sea (¢'V(Eo.¢o)) una vecindad toroidal de (kg,t0). Sea K’ la restriceién de K
en la vecindad. Asi, (K’,t) est& contenida en V(ko.to) 8i t es suficient te pequeiis.

Por el inciso anterior, el campo U(k,t) es un campo transversal a las subvarie-
dades K] = {(K',t)|t 8jo }, para todo t. Por la compasidad de K’ y un argumento
conocido de la teorfa bésica de ec dife: iales, existe un nidimero real positivo
& y un flujo ¥ con dominio (—§, ) x K' x (to — €,t0 + €) y codominio K’ x (tg — ¢, to + ¢€)

que integra al campo U(k, ¢) restringido a K’ x (t T€&t+ €). En coordenadas toroidales
se tiene que:

o("- Bls-cerSny 0) = (Ql("n L3 TR o)- weep S + U, ’n(“- 81y ey Sy 0)}
Por lo tanto #3®(u,s),..., 80, 0) = u 4+ 3, ¥y entonces se tiene que

D(u, K'.‘o) : (K'-‘O) - (K"‘o + u)/_z

es un difeomorfistno. Pero en coordenadas toroidales’ Drl I d’ asi Qque

D () = 1/2x(f)" 2D 2as,...,27)

es el camnpo vectorial tal que 7, es el flujo que 1o integra localmente, es decir, si
se define fiy4u @ (K'.20) — (K'.to + u). Como fiy+u(k) = ¥(u,k,t0), se tiene un
difeomorfismo que induce otro fi34-« en el espacio de las hojas y que ta con la’
proyeccién.

Finalmente, como todo esto se puede hacer para todo t en la vecindad toroidal
se extiende el dominijo de definicién a toda la vecindad.

Por otro 1ado como K es compacto, existen un ntmero finito de vecindades
toroidales, Vg, o)1 ---s V(&,,0) donde se tienen definidos difeomorfismos locales los cuales

e ———



coinciden en las intersecciones debido a que estéin definidos por el flujo de un campo
definido globalmente.

Sea u un nymero real positivo tal que ¢g + u sea un valor u:culble en todas las
vecindades V{;, o) para todo ¢ € {1...r}. Entonces se deflne fe5+u : (K,t0) — (K, to+u)
de manera natural con los difeomorfismos locales de las vecindades toroidales.

Lo anterior permite definir si 23 y £3 estdén en un mismo intervalo suficientemente
pequeiio (—é¢g, €g) un difeomorfismo

F3: (K, 9y;) — (K, 9y,)
Fia(k) = ¢, pf (0™ b2,)k)

donde aquf la f se define como se hizo para la pareja (20,20 + u).

7. Construccién de un germen de homeomorfismo g : (V, Sg,0) — (V, LXy;,0)
para ¢ en un intervalo suficientemente pequeno (—e, €) vecindad de O.

Supongase que p g, py,; : [0, co) xIC —; K son los flujos de prec:pltacndn asociados
a los campos R y Y; respectivamente.

Para todo z € V tal que |2] < r; existen Gnicos s € (0,00), & € K tales que
pPr(s, k) = =. .

Sea g¢ : (V,0) — (V,0) definida por g:(z) = py;(s, fe(k)). de esta manera se
obtiene el difeomorfismo deseado. s ]

Corolario 3.3 Supéngase ahora que L) es el conjunto de gérmenes de campos
vectoriales tangentes a V en una vecindad del origen de C™ tales que su parte lineal
es un miiltiplo complejo del campo radial, es decir X € L si y solo si X(21,...2n) =
A(Zy,-.-Zn) + ... A€ C".

Entonces el campo AR(z;, ..-2n) es L) -estructuralmente estable a un pardmetro.

Teorema 3.4 Sea V una variedad homogenea con singularidad aislada en el
origen de C™.

Sea L el conjunto de gér de campos vectoriales tangentes a V en una
vecidad del origen de C™, tales que su parte lineal es el campo radial.

Entonces si X € L, X es topolégicamente equivalente al campo radial R €]V

Demostraclién Considérese la familia de campos vectoriales ¥; = tR+(1—¢) X
donde t varfa en el intervalo (—e¢, 1+ €) con € un real positivo. La demostracién consiste
en probar que para todo Yz, campo de esta familia, existe una vecindad de Y3, tal que
si Y; eatd en esa vecindad, ¥; es homeomérficamente equivalente a Y;,. Si ocurre lo
anterior, todo campo Y; determina una componente conexa de la familia, el conjunto
de campos vectoriales que son homeomérficamente equivalentes a Y¢jpero la conexidad
del intervalo implica que solo hay una componente y el teorema queda demostrado.
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Sea Y, un ele}(mento de la familia. Existe un cambio de coordenadas
¢ :(c™,0) — (c*,0)
tal que Dé,(Yio(2)) = R($H(s)) Ahorasi t # to se tiene que
Do2(Yi(2)) = Dés(tR(z) + (1 — ) X(2)) =
Dés(toR(z) + (¢t — to) R(2) + (1 — to) X(s) + (to — ) X(2)) =

Dés(toR(x) + (1 —¢0) X(2) + (¢ — o) (R — X)) (2))) = R(4(2)) + Dés((t —to) (R —X)(2)))
Asi que D¢,(Y:(2)) € L.
Obeérvese ademis que si ¢(V) es la imagen de la -uperﬂcxe V bajo ¢, el campo

wvectorial radial es tangente, y por lo tanto ¢(V) es homogenea con singularidad aislada,
por lo tanto existe § > O y una familia analftica de homeomorfismos

¥r : (#(V),0) — (¢(V).0), |r| <&

tal que ¢y manda la foliacién definida por el campo D¢(Y;) en la foliacién definida por
el campo radial.

Finalmente la familia analftica de homeomorfismos definida como
ér = ¢ 1 : (V,0) — (V,0)

transforma la foliacién definida por el po Y; en la foliacién definida por el campo
Yeo» donde 7 = tg — ¢t varia en el intervalo (—§, 8).

a
Por lo- resultados anteriores se tiene que si X € Ly, X y AR mtringndo- 'Y

V son topolégic te equivalentes en V', pero la idnntndsd hace que R y AR sean
topolégicamente equivalentes, por lo que se ti el siguiente teor:

Teorema 2.5 Sea V una variedad homogenea con singularidad aislada en el
origen de C™. Si X € L,, entonces es topolégi te equivalente al’ po radial en
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CAPITULO 3
0o

RIGIDEZ TOPOLOGICA DE CAMPOS EN SUPERFICIES
HOMOGENEAS CON SINGULARIDAD AISLADA

INTRODUCCION
En el capitulo anterior se prueba un teorema de rigides en el espacio L de
campos vectoriales tangentes a una variedad homogenea con singularidad aislada, cuya
parte lineal es un miiltiplo del campo radial; sin embargo no se especificé qué tan
general es éste conjunto L, en el espacio de todos los gérmenes de campos vectoriales
tangentes a la variedad V.
En ute capftulo se analiza y precisa este problema cuando V es una superficie

encajada en C3.

En el Teorema 3.1 se hace una descripcién del conjunto de gérmenes de campos
vectoriales tangentes a S cuya parte lineal es no nula. Este conjunto resulta ser L,
el cual con la topologia de las series de_potencias es un subconjunto abierto y d
Finalmente, utilizando los Teoremas 2.y 3.1 se obtiene un resultado de rigides: En
un abierto y denso en el espacio de gérmenes tangentes a una superficie § homogenea,
irreducible, con singularidad aislada en Cc?*, todos los gérmenes son topoléglcunente
equivalentes al campo radial, Teorema 3.2.




1 SUPERFICIES CON UNA TERCIA EQUILIBRADA
3.1 Definlcién. Supdéngase que

- o} af o}
p(z1, 23, zs) = 2 arz) I3 x, 3
k=1
es un polinomio tal que ay € C*. El polfgono asociado a p(z), 23, z;) es e] conjunto de n
puntos o vértices distintos en C” cuyas coordenadas son las pot de cad do,

es decir, {(al,az)a,). «-s (aT.a3,a8%)}.
3.3 Lema Sea S una superficie homogenea, irreducible, no lineal con singu-
laridad aislada en el origen. Entonces el polinomio homogeneo que la define tiene un

poligono iado con al tres vértices.
Demostracién Supéngase que p(z;, 23, 23) es un pohnonuo que define n. S tal
que su poligono tiene solo dos vértices. p(zy,z3.z3) = azpl23?23s + bz.‘ " 3 Sin

perder generalidad le puede suponer que by > 1 (de no ser asf, S eltu(. conlhtuid-.
por planos). 3—(621 z: x, )I(.h,"o) = 0.

Supdngase que a3 O az son mayores que 1. Entonces 3-L(O.zg, 0) =0yla
singularidad no seria aislada. Por lo que solo es ponble que a3 = az = 1 (si alguna se
anula, la singularidad no serfa aislada).

Pero la transformacién lineal que define la matriz

- 1 O

—5 1 0

o 0 1

transforma al polinomio p(z;, 23, £3) en p(z;, 22, 23) = —cvf - av; + bv3. Nétese que
en tal caso S corresponde al cociente €2/z3.

Definicién 3.3 Sea p(2;, 23, £3) un polinomio; se define A.? como el subconjunto
de vértices del poligono de p para los cuales su i-ésima coordenada siempre se anula.

Nétese que .4 corresponde al conjunto de sumandos de. p, para los cuales no
aparece la i-ésima coordena.da.

Una condicién necesaria para que los inicos campos llnenle- diagonales tangen-
tes a una superficie homogenea sean multiplos del campo radial en C3 es dada en el
siguiente Lema. Dado un polinomio se dice que su poligono define dos vectores lineal-
mente independientes, si exiaten tres vérticea a, b, ¢ tales que los vectoresa—bya—c
son linealmente independientes. '

3.4 Lema Sea S una superficie homogenea en C3, definida por un polinomio
cuyo poligono define dos vectores linealmente mdependnentea.

Entonces los dnicos campos hnea.le- diagonales en C3, tmgentu a S son los
muiltiplos del campo radial. Es decir; x(zl,zz, z3) = A(21, 22,23), A €C.

[ )




Demostracién Sean a = (a;), & = (&), ¢ = (¢5) s = 1,2,3 tres vértices del
—— poligono para los cuales a — by a— c son linealmente independientes. Sea L):(‘(zl, z3,23) =
(A121, Az2232, A323) un campo lineal diagonal en C3, tangente a S. Sea

p(=y,23,23) = dl 1222233 + dzz zg’z, + d;zl‘z,’z,’ + oo + dmzit 232253,
el polinomio que define®'S. La condicién de tangencia 2-—-1 ,LA ;Z¢ = O determina las
siguientes igualdades:

Z&q—xib'-E’W-—m= l»\.-e.'

s=1 =

Una dicié ia de tangencia que (Ag, Az, As) satisfaga el siguiente
sistema:

lel("'_ ) = Z:A (a5 — <) "E‘A (b — ¢;) = 0.
= =
L Por la homogeneidad de p se lnbe que (A, A, A) es solucién del sistema. Asf el micleo
2 —— de la matriz de coeficientes es de dimensién mayor o igual a 1. Si tuviera dimensién
dos, sus vectores columna serfan linealmente dependientes, pero por lnpétesm esto no
ocurre. 8]
Nota: Como la condicién de tangencia no depende de los coeficientes d; (no
cero) del polinomio p(z;, £3, z3), en adelante se supondréd que estos coeficientes va.len
siempre la unidad.
Afirmacién 3.8 Si S es irreducible y p(z;, 23, 23) es el polinomio que la define,
existe una pareja de vértices a y b del poligono de p tales que a # by a € .ﬂ’ b e A’
para s #£ 3.
Demostracién Por el lema 3.2, existen tres vértices distintos a,b,ec. Suponer
que los tres estdn en A? implica que S no es irreducible o que hay otro vértice d € A;
con § F#£ 8. [u]

iy, 3 SUPERFICIES Y VERTICES PRINCIPALES
A continuacién se define una clase de superficies para las cuales se cumplen las
hipétesis del lema 3.4.

Lema 3.6 Sea S una superficie homogenen e irreducible, no lineal en c3, con
singularidad aislada y considérese la pareja de vértices a y b como en la afirmacién
.ntenor, lupéngue que existe un tercer vértice ¢ distinto de a y b tal que esté en

, kK F#15,5.
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Entonces los vectores del poligono que generan son linealmente independientes.

Demostracién Supéngase que los vectores con entradas a; — b; ¥y a; — ¢; con
= 1,2,3. son linealmente dependientgs, entonces existe A € Q* tal que A(a; — b;) =
ag.— ¢; para § = 1,2,3 generando asi uﬁ istema de ecuaci lineales

(A—1)a;—Ab; +¢,=0, + =1,2,3

’

El nucleo de la transfirmacién deﬂnldn por la mtrlz cuyos vectores columna son
(A —-1)(1,1,1); —A(2,1,1); (1,1,1) respectiva t di i6n dos. Una base de
este espacio esté forma.da. por los vectores (0,1,) y (1,1,1); nétese que A = 1 implica
by = 5.

Toda solucién (a;, b;, c;) delsist terior puede exp > vn.( A)+
n;(1,1,1), por lo que sin perder generalidad, se puede -uponer queac A}, be A ¥
c € AS. Entonces.

(ol bl’cl) = ml(o- 1, 4\) + "l(lt 1, 1)

(a3,0,¢c3) = m3(0,1,2) + na(1,1,1)

(as,b3,0) = mgs(0,1,)) +n3(1,1,1) 3
De la primera ecuacién se concluye: ny = O lo que implica by = m; > 0, y como
ey = myA, entones A > 0. De la tercera ién se luye: Amg = —ng entonces
ms < 0 pues ng > 0 pero ng -+ mg = bg > 0 por lo que A > 1, pues A < 1 implica que
|rms| > ns. De la segunda ecuacién se concluye mz — —ng y Amgz + na > O entonces
—Anz + nz > 0 lo cual es una contradiccién. [ ]

Definicién 3.7 Una tercia de vértices distintos a,b y ¢ de un polfgono se dice
que estd egquilibradasia € Ay, b€ A3 y c € As.

La siguiente proposicién se sigue inmediatamente de los lemnas 3.4 vy 3.6.

Proposicién 3.8 Sea S una superficie homogenea, irreducible y con singulari-
dad aislada en C3 tal que el polmomlo que la define posee un polfogono con una tercia
equilibrada de vértices.

Entonces los inicos campos lineales diagonales tangentes a S son miiltiplos del
campo radial, es decir, X(2,, 23, 23s) = A(23,22,23) con XA € C*.

A continuacién se especifica una condicién suficiente para que los Ginicos campos
lineales diagonales tangentes a una superficie homogenea, irreducible, con singularidad
aislada, sean los midltiplos del campo radial.

Definicién 3.9 Un vértice de un polfgono se dice que es principal si tiene dos
coordenadas nulas.

Proposicién 3.10 Supongase que S es un superficie homogenea, irreducible
con singularidad aislada en C3 tal que dos vértices del poligono del polinomio que la
define son principales.

Entonces, los dnicos campos lineales, diagonales- tangentes a S, son mulhplos
del campo radial.

e
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Demostracién Sin perder generalidad se puede suponer que M& prﬁ m“

cipales son (n,0,0) y (0,n,0). Asi se tiene que

p(zy, z2,23) = 27 + =5 +Z:zl‘zz’+zzp' fs { "

P 2‘;” “‘*‘2‘1 ‘z ‘a

donde T, 271233, z"zﬂ’ ¥ Ty 23223 det i los vérti en A3, A% y A} res-
pectivamente.
3
By = T+ Al 2) + 21(Clars 2, 7))
T 7y
kgt AN donde A corresponde a la suma de los monomios cuyos vértices estdn en Ay *.

aparecen sumandos de la forma 22~ ‘.z; 1 108 cuales generan una tercia equilibrada

{ del polinomio p(z1, 23, z3) ¥ por la proposicién anterior se tiene el resultado. Por tanto
L. A factoriza una variable o tiene a lo més un sumando.

Supéngase ahora que

22 — naft + Blar,23) + 22(D(21, 22, 23))

4 Si el polinomio A(23, 23) tiene dos o més sumandos y ningin factor comiin, entonces

a .
donde B corresponde a la de mo cuyos vértices estén en A:-"; . Por un
argun t el terior se concluye que B factoriza una variable o tiene a lo més
un sumando.

Si p(z3,23,23) # O sobre la linea (0,0, z3), entonces p(0,0,23) = 2J lo que
implica que el vértice (0,0,n) estd en el poligono y se tiene una tercia en equilibrio.
Por lo tanto se puede suponer que la linea (0, 0, z3) pertenece a §. Ahora ;,’,I;(o. 0, z3) =

A(0, z3) # 0implica que el monomio 23~ —1 s sumando de A(zz, z3) por lo tanto el vértice
(1,0,n—1) estd en el poligono y genera junto a los nntenore- una tercia equilibrada. Por

lo tanto se puede suponer que A(0, z3) = 0. Asi que FL(O 0, z3) = 0. Un argumento
_andlogo muestra que B(0, z3) = 0 por tanto, 3-2-(0 0, 2z3) = 0,Pero como la singularidad
es aislada entonces 3-2—(0.0 z3) # O ¥ por tanto 3-’—(0 0, z3) = nzi‘—" lo que obliga a
que el vértice (0,0, n) esté en el polfgono y asi se tenga una tércia equilibrada. [a )

Proposicién 3.11 Supéngase que S es como en la proposicién anterior y que
el poligono del polinomio (con grado mayor que dos) que la define tiene solamente un
vértice principal. Entonces todo campo lineal, diagonal, tangente, debe ser un miltiplo
del campo radial.

——— B B b . o o -
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Demostracién Sin perder generalidad se puede suponer que p(x,23,53) =
zl + A(z2, z3) + B(z1, 23, z3) donde todo sumando de B tiene a 23 como factor.

A(z;/, z3) no puede ser nulo pues z; seria factor de p. Asi, existe un vértice en

2"~ AP. B no puede tener sumandds que definan vértices en A2U Ag porque se consigue una

tercia equilibrada inmediatamente. Por lo tanto todo vértice definido por monomios de
B esté en el complemento de (Ui=3,2,;3 A?). Entonces 3‘-.&1(0.0. z3) = 0 = ,‘,’{;(o, z3,0)
Ademis 3-8,2’-(0, 22,0) =0 = 5’%(0. 0, z3) pues de otra forma habria otro vértie principal.

Como los ejes 23 y 23 estdnen S y la singularidad es aislada, a-a.L’(O. 0, z3) # O por
lo tanto p tiene un monomio de la forma 23:;_‘ y andlogamente 8",:’5(0' z3,0) # O implica
que p tiene un monomio de la forma 23— 145. Entonces los vértices (n,0,0),(0,n —1,1)
¥ (0,1,n — 1) estén definidos por p.

La condicién de tangencia de un campo lineal diagonal implica la resolucién
del sistema Ajn = Az(n — 1) + A3 = Az + (n — 1)A3 con variables ;. Entonces si

n > 2, Az = A3 = Ay ¥ el campo debe ser un miiltiplo del radial. [=]
Observacién: Para el caso n = 2 la afirmacién no es cierta. Considérese el
ejemplo
: (21,22, 23) = 2] + 22323
% _5,.. 92 _ 5. % _
B2 215 g, T 228 5o = 2n

la condicién de tangencia:
2232 4+ 2Xz2325 + 2Asxz323 = 22323 + 2(A3 + Ag)xazs = O

entonces Ay = Az + As. Pero este caso ha sido analizado en el capftulo 1.

Teorema 3.13 Si S es una superficie homogenea de grado mayor que dos,
irreducible con singularidad aislada en Cc3, los Gnicos campos lineales tangentes son
miiltiplos del campo radial, es decir son de la forma X (z3, 23, z3) = A(#1,23,23) ,A € C°.

Demostracién La primera partedela d t ién iste en observar que el
resultado es cierto si se restringe el enunciado a la familia de campos lineales diagonales
tangentes a S.

Por las dos proposiciones anteriores, se tiene que si p(z;, z3, 23) tiene uno o dos
vértices principales el teorema es cierto con ,la\restriccién anterior. Si p(=;,z3,23) no

ti vérti principales, por la afirmacién 2.1 se tiene que hay dos vértices a € .ﬂf b's
be A”- con i # 0 por lo que si k # i,5 y AL = 0 entonces la superficie no es irreducible
por tanto se tiene una tercia equilibrada y por la proposicién 3.8 se tiene el resultado,
en la familia de los campos lineales diagonales.

Supéngase ahora que X(z3,23,23) €8 un campo lineal diagonalizable. Entonces
existe M € GL(3,C) tal que MXM~1 = D, donde D es una matriz diagonal, es decir
si se aplica el cambio de coordenadas definido por M € C3, el campo lineal D(zy, 23, z3)



s

(a,b,0)
‘(a-i, b+4,0) (0--2, b+2,0)

S

(a-2, b«\-z,O) (-3, b+3,0)

es diagonal y tangente a la superficie homogenea $§ obtenida de §. Pero § cumple las
hipéStesis del teorema, por tanto el campo D(z;, 23, £s) es un miltiplo del radial y como
D conmuta con M se tiene que X es un miltiplo del campo radial.

Supingase que X(z;, 23, z3s) no es diagonalizable. Se probar& que entonces no
puede ser tangente a S, para lo cual se analizarén sus posibles formas de Jordan.

Por un cambio de coordenadas se puede suponer que X estd& expresada en su
forma de Jordan directamente.

a) Supéngase que X (2, 23,z3) = D(2), 23, 23) + N(z1,23,23) donde D es un
miiltiplo del campo radial y N(z;,23,23) = (zz. z3,0); 1a condicién de tangencia a §
aplicada a N(z,, 23, z3) tiene la forma 0 = 3—2-23 + 3L =1 a lo largo de S. Obaérvese
3{::, es un polinomio homogeneo del mismo grado que p(z;, 232, 23) o bien el pohnomio
nulo. Como p es irreducible p|3-2-zz + 31—21 ¥ por el grado p(z) = k(a-’—zz + a-f’-zl)(z)

Si p(21, 23, z3) tiene algin sumando de la forma z se sigue inmediatamente la
imposibilidad de la tangencia.

Analizando a los posibles vértices de p(z), 23, z3) se tiene que por hlpételw P
tiene un vértice de la forma (a,5,0), pero la igualdad anterior implica que 3-2-33 tiene
uno de la forma (a — 1,5 + 1,0) el cual se cancela con algunos de 3-2-11;10 anterior
implica que p tiene un vértice de la forma. (a — 2,0 + 2,0), o bien p mismo tiene un
vértice de la forma (a — 1,5 + 1,0).

Repitiendo eate argumento se llega a que p tiene un vértice principal lo cual es
una contradiceién, esto completa la prueba para esta forma de Jordan.

b) Asociada a la otra forma de Jordan se tiene una conltruccién como la an-
terior; la ecuacién que determina la condicién de tangencia es p(z) = k2 T3, 1o cual
conduce a una contradiccién inmediata pues p no serfa irreducible.

Los resultados anteriores con la topologia de las series de potencias se pueden
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sumarizar en el siguiente teorema.

Teorema 3.13 Sea S una superficie homogenea de grado mayor que dos; irre-
ducible, con singularidad aislada en C3. Sea Xo(S) el espacio de gérmenes de campos
vectoriales tangentes a S en la singularidad. Entonces, existe un conjunto abierto y

denso de Xo(S) formado por gérmenes que son topolégicamente equivalentes al P
radial.
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