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PROLOGO 

El problema central de este trabajo consiste en estudiar l& eatabilidad estruc­
tural de lo• &érm.enes de cam.pom vectorial~:'tiii'é~ntes a ciertam variedadea alcebráicB.11 
con •incula.ridad aislada que admiten una acción de e•. · 

En el primer cap{tulo •e eatudian •uperllcie• con •incularidad •imple, es decir, 
•upertlciea que .an el cociente de c 2 be.Jo la acción de un •ubcrupo ftnito re SU(2). 

En el .ecundo me trata el C&8o de variedades hom.oceneam de cualquier dimensión 
ene•. 

En el tercer cap{tulo se m.uestra que para •uperllciea homoceneam en c 1 la ri&ides 
topolósica vale en un abierto denso. · 

El trab-.io - presenta de la siguiente manera, para facilitar •u lectura: 
En la primera parte, Generalidades, - encuentra el material búico y deftnicio­

nea que .erán u.adom en el tranmcuuo del mismo. Pomteriormente, cada cap{tulo tiene tiu 
propia introducción, donde •e describe el resultado fundamental. En 108 capftuloe 1 y 
2 - Incluyen ademú, un08 preliminares lom cualea m.ue8tran alpn08 reautadom búicoe 
rela~iV08 a ese cap{tulo. 

J!'lnalmente quiero •eñalar que e8te traba.jo fue apoyado económicamente en •u 
primera parte por el PSPA de la UNAM y en •u parte ftnal por CONACYT. 



GENERALIDADES. 

A continuación se presentan algunas definiciones y resultados básicos sobre 
gérmenes de campos vectoriales holomoríos con singularidad aislada (el origen) en e", 
ro"(c"); es decir, gérmenes cuyas runciones coordenadas son runciones holomorras que 
resultan convergentes en alguna vecindad del origen. 

Br = {(z1, ... ,z,.) E c"l llz1lf' + ... + llznll2 < r} 
Si X está en Xo(C") sus íunciones coordenadas son funciones holomoñas que 

se anulan en el origen desarrollandose en series de potencias se tiene que: 

( . ~ 0 11 ... in.zºl • • • .zº", ···• .E: 0 i'i···inZÍ1 
• • • .z~-..) 

t¡u.ln. 'l•••'n 

X(.z1, ... , .z,.) 

( E a}1.z
11 •···•E a7,..z

1
") 

11 In 

Su parte lineal Ax em el campo vectorial cuyas entradas aon los suniand!"s de 
grado 1 de las funciones coordenadas. 

Se dotará a la íamilia de estos gérmenes con la topolog(a de las series de poten­
cias [DUM). 

Si se considera un germen de campo vectorial descrito por el desarrollo de series 
de potencias de sus funciones coordenadas, para cada número natural k, se define la 
siguiente relación de equivalencia: El gemen de campo vectorial X está relacionado de 
orden k con el germen Y (X -1: Y) si y solo ai coinciden en su k-ésimo desarrollo de 
series de potencias BUS funciones coordenadas, (GUI). Se denota por a• al espacio de 
eta.Ses de equivalencia de orden k también llamadas k-jets. Se puede ver que GI: tiene 
estructura de espacio vectorial de dimensión finita sobre e y por lo tanto tiene una 
topología euclidiana. 

Supongase que k y l son números naturales y que k < l, entonces la runci6n 
Pi1: : G' -> GI: que asocia a cada l-jet su jet de orden k, es una íunción continua y la 
familia {P11:}1,A:eN cumple las siguientes propiedades: · 

i)P11: o P1e.,. = P,.,. donde l ~ k ~ rn. 

ii).P,1 =id para todo l. 
Se considera el límite inverso G 00 , de esta familia { G", P11e}. que resulta ser por 

definición el con.junto 

G 00 ={y E llGº;donde para.todo k,l;k > l se cumple que P1e(Y) = P,1eP1(Y)} 

• 
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donde Da G 1 es el producto cartesiano generalizado, las proyecciones P,. : G 00 --+ G" 
resultan ser continuas en esta topología 

De manera natural se identifica & todo germen de campo vectorial cqn un único 
punto en G 00 y todo punto en G 00 con un único germen, siendo asi dotac!o con una 
topología el espacio 1G 00 .Ademáa obsérvese que el conjunto de ~~menes de campos 
vectoriales cuy& parte lineal no 11e anula, ea un conjunto abierto.~_.G00 : 

De esta manera se ha dado una topología al espacio de todos los g4írmenes, 
incluyendo aquellos que resultan no convergentes en toda vecindad Br. r > O, lo cual 
escapa al interés de este estudio. 

Considérese Xo{c'") como subespacio de G. Las propiedades de abertura y 
densidad que se obtienen en este traba.jo para los subespacios de Xo(cA) sujetos a las 
condiciones establecidas en cada caso, por ejemplo equivarianza be.jo la acci6n de algún 
subgrupo r de SU{2) (Capítulo I). o bien la tangencia a alguna variedad V (Capítulo 
11). son suft.cientemente satisfactorias, en el siguiente sentido: Si se concidera corno 
espacio, para cualquier bola BJa Br. el subespacio de Xo{c .. ) cuyos elementos además 
de estar sujetos a la condici6n. respectiva, convergen en Br• entonces los resultados de 
abertura y densidad son v4lidos en este contexto; teorema 1.11 y teorema 2.5. 

Ahora se definen las equivalencias de gérmenes de campos vectoriales que se 
estudiarán en este traba.jo . 

. Se dice que dos gérmenes de campos vectoriales en la singularidad X y Y,son 
topológicamcntc (di/crcncia6lcmcntc, 6ilaolomórficamcntc) equivalentes si existe un ger­
men de homeomorft.smo h (difeomorft.smo, biholomorft.smo) de la variedad en sí misma, 
que deja BJa la singularidad y que lleva las curvas integrales deft.nidas por X en las 
curvas integrales definidas por Y. 

Si además h conjuga el parámetro tiempo, se dice que X y Y son \Qp_o!ógi_ca,mente', 
{ dife_!:~n_ciablemente, biholo~6..!'._6.c~ente) ~njyg_ado'!. 

Se dice que el gérmen X es eatructuralmcntc cata6lc, si existe una vecindad Vx 
de X tal que para todo Y E Vx. X y Y son topológicamente ccmJ.ygados. 

1 Ahora se presentar'- un teorena clásico [PO,ARN) obtenido por Poincaré el cual 
.....l serii. fundamental para las demostraciones de los capítulos posteriores. · 

Se dice que un campo vectorial lineal, 

A{z¡, z2) = {a11z1 + ... + a¡,.z,., •.. , a,.¡z¡ + ... + a,.,.z,.) 

en e'" estii. en el dominio de Poincar4 si los valores propios {A¡, ••. ,A,.} de la 
matriz con coeft.cientes aa ·, no contienen en su envolvente convexa como pnntos de e, 
al origen; O t/. N{A¡, .•. ,>i.,.f, si además para todo i,; = 1, ... ,n. >i.0/>i.; '1. R se dice que el 
campo es laipcr6ólico. 

Se dice que el campo A{z1, ••.• zn) es rcaonantc si se cumple alguna relación del 
siguiente tipo: · 
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~. = E-1:~1: con tn¡, EN y Etn1: ~ 2 
A: A: 

Teorema 1 (Poincaré). Si los valores propios de la parte lineal de un germen 
de campo v~torial, con aingularidad aislada en el origen de e•, estan en el dominio de 
Poincar~ y:1ion reaonantes, entonces el aermen es biholomorflcamente conjugado a su 
parte lineal en una vecindad del punto singular. 

Cuando n = 2 el conjunto de gérmenes que esté en el dominio de Poincaré 
y aon no reaonantes forman un conjunto abierto y denso en el espacio de todos los 
gérmenea. 

A continuación ae definirán algunos concepto. búicos que •eran usados en todo 
el texto, una presentación detallada - encuentra en (GUN). 

Si Ses un conjunto de polinomios en C[•l•···•••I• el espacio de polinomios de 
n variables con coeficientes en e, la variedad al•c6rdica definida por S ea el conjunto 

V(S) = {(•i. ... , •,.) E e•; F(z1 , ••• , •,,.) = Opara todoF E S} 

Obsérvese que si V(S) es una variedad algebr"ica en e• entonces I(V), el ideal 
generado por S e• flnitamente generado (teorema de la baae· de Hilbert), ea decir, 
I(V) =< fll•···•flna >. Si la matrizjac~iana J(V) = ~Yaa,.--~ ... , tiene rango máximo en 
p!rang J(V) = n - tn, se dice que p ea un punto regular.';¡· r°:u.gJ(V) < n - rn se dice 
que pes un punto aingular. 

3.Teorema(MIL). Sea V una variedad algebr"ica en e• y • = (•l• ... ,a,.) una 
singularidad aislada en V. Entonces cada esfera s]•-l de radio E •uflcientemente 
pequeño, cóntrada en z intersecta a V en una variedad diferenciable (posiblemente 
vac(a). Eate resultado es enunciado en eun contexto mú general, pero para loa fines aqu( 
planteados baata esta versión. Se puede afirmar aún mú, ai El y E2 son suficientemente 
pequeño• y s~•-l n V = Ka i = 1, 2 entoncea Ki e! K2. Reapecto a loa gérmenes 
de campos vectroriales holomorfos ae tiene que si X es un germen tranaveraal en todo 
punto a laa eafer-

con algún ro Sjo, entonces X se puede descomponer en dos campo• vectorial.,;. 
diferenciables realea: 

i) El campo de precipitaci6n dado por x,. = <X, R >X. 
ii) El campo ea/~rico dado por Xs = i< X,R >X. 
Donde <, > es el producto hermitiano uaual de C. El. flujo que integra al 

primero aer" aiempre tranaversal a las esferas s~•-1, en particular a laa variedades Kr 
parar< ro. · 
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El ftttjo del campo de tangencia definirá una foliaci6n C 00 •in ainsularidadea en 
slra-1. en particular en Kr. ai X reaulta tangente a V. 

Eata deacompoaici6n aerá de particular interéa para la conatruccl6n de un ser­
men de homeomorflamo la : (V. O) -- (V, O) que lleve la foliación definida por un campo 
X en la foliación definida por otro Y• aiempre que amboa aean tranavenalea a laa eaferaa 
s!ra-l para todo r <ro. La idea aerá conatruir un homeomorflamo 11: Kr - Kr que 
lleve la foliación definida por XT en la foliación definida por YT• lueso utilizando los 
ftttjoa de precipitación ae extiende el homeomorflamo 11 a todo un sermen de V. 
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CAPITULO 1 

ESTADJLIDAD ESTR.UCTUR.AL DE CAMPOS EN 
SUPERFICIES CON SINGULARIDAD Sll\dPLE 

:INTR.ODUCCION 
. Sea r un •ubgrupo finito de SU(2) actuando libremente en c 2 - {O}; aunque r 

no actúa libremente en el origen el cociente de c 2 bajo la acción tiene una estructura 
de variedad algebráica con •ingularidad aislada en el origen. (cAl. · 

loa cérmenes de campos vectoriale11 en la •ingularidad son identitlcadoa con loa 
gérmenes de campos vectorial- holomorfoa en c 2 equivariantea bajo la acción de r. 
ro(c2 /r). 

Dótese el espacio de gérmenes de campos vectorial- holomorf- en el origen de 
c 2 , X0 (c2 ). con la topología de las •erie. de potencias y conmidl!re.e a X 0 (c2 /r) como 
subespacio. En este cap(tulo •e prueba el •i&uiente resultado: 

Teorema 1.i.1 Existe un •ubconJunto A abierto y denso de Xo(c2 /r) cuyoa 
elementos •on -tructuralmente estable11, •i ademú r no es diagonalizable, todo X 
elemento de A es homeomórftcamente equivalente al campo radial, R(•1 , .z2) = (z1 , 2:3)· 

En la sección 1, se dan alguna. definiciones y herramient- búic- que se usarán 
posteriormente. 

En la •ección 2 se estudian las condiciones que el grupo impone a to. gl!rmenes 
r-equivariant-. 

En las •ecciones 3 y 4 - prueba el reaultado para loa do• c- cualitativamente 
distintos, Proposiciones 1.9 y 1.10. Estoa doa comportamiento• dependen de que el 
grupo tenga o no una representación diagonal • 

-5-



.¡ 

j 

' ; -

1 PRELIMINAR.ES 
Se dice que r un aubgrupo de SU(2) actúa li6rernente en c 2 - O ai ae cumple 

. la siguiente propiedad: Si-, E r y -r(z) = z, entonces-, ea el eleDJento identida~. . 
·· Ademú como-, ea una tranaCormaci6n lineal actúa como au derivada en .t0 (c2), 
ea decir, ai X E %0 (c2 ), 

D"l(X(z1, •2)) = "l(•1, •2) 

aai loa g.!irmenea que quedan fij08 ba,jo la acción del arupo r, llamados g~rmenea r­
equivariante• corresponden a loa &4'irnienea de campoa vectoriales que ba,jan al cociente 
de {c2 -o/r}. 

Deaarrotlando en aua aeriea de potencias ae tiene que 

auparte lineal ea 

Ax = (010•1 + ao1z2, 610•1 + 6o1•2) = { ::: 

Si X(z1, •2) ea r-equivariante, "l(X(•1, .z2)) 
condición en coordenadas, ai 

,., = ('"'11 
'l2l 

Gol) c•1). 
6o1 •2 

"l(X(zi..1:2)) = "Y(Ax(z1,.z2) + E (a,;.zi.z~,6•;"'i~» = 
i,j=O 

()C) • • • • 

"l(Ax(•1. •2)) + E -r(ao;•l~. "•;•lz~) = 
i,j=O 

(Axb(•1,z2)) + E'i + 1>1-(aa;b11.zt)º(gamma12~,6,;b21zt)ºb22.z2);) 
por lo tanto laa aiguientea aftnnacionea aon válidas: . 
i) Si X· es r-equivariante, au parte lineal Ax tambi4!n lo ea. 

ii) Ax .ea r-equivariante ai y aolo ai (Ax,-r) = O para todo·-, en r, donde 
(Ax'.i'.-rl = Ax"l - -,Ax. . 

. La esfera sl = {(•1• •d E c 2; 1•112 + l.1:212 = r 2} resulta equivariante be.Jo la 
acción de cualquier aubgrupo r de SU(2), por lo tanto el espacio cociente sl /rea una 
aubvariedad compacta real de c 2 - {O} /r. Aún más en la teor(a clásica desarrollada por 
Klein (Kl) ae construye exp(icitamente el encaJe que tranaforma c 2 /r en una auper&cie 
algebráica con aingularidad aialadá. S en c 5 y resulta además que con esta estructura, 
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S ea topológicamente equivalente en una vecindad de Ja singularidad, al cono sobre 
S!/r; es decir, I x S!/r donde I =(a, 6) ea un intervalo en R que contiene a O, [MIL). 

Siempre que un germen X sea transversal a todas las variedades S! ¡r con 
O < r < EO para algún "º > O se tendr,¡ que el ftttjo que define X en Br/r donde 
Br = Ur<~s! tiene una descomposición en. dos ftttjoa reales uno transversal a todas las 
esferas, lema 1.7 7 otro tangente a ellas, corolario 1.8. Por Jo tanto si X1 7 X2 son 
dos campos vectoriales bolomorf'oa, transversales a S! /r, O < ,. < "º 7 tales que las 
foliaciones que ellos definen sobre S! ¡r sean topológicamente equivalentes, se podr4 
construir una equivalencia topológica local entre Xi 7 X2. 

Para el caso en que r sea un aubgrupo no diagonalizabJe se tendr" que un aubes­
pacio abierto 7 denso de ro( c2 /r} definirá sobre S! /r un1 Bbrado de Seifert, proposición 
1.10, a continuación se dan las deftnicione9 búicas 7 un corolario de clasiflcaci6n de 
flbradoa de Seifert. 

Un fi6rodoáeSeiferl es un.a 3-variedad topológica, cerrada, conexa, con una 
descomposición en fibras que cumple las siguientes propiedades: 

i) Cada flbra es una curva cerrada aünple. 
ii) Cada punto se encuentra en una única Bbra. 

Un toro sólido ftbrado se obtiene de ftbrar un cilindro D2 X I por las lineas 
{z}xI, z E D2 7 rotar D2x{l} un ángulo 2.r(µ/r¡) e identiftcarcon D2x{O}, (µ, r¡) = l . 
La fibra central ... {O} X r . 

iii)Para cada fibra F existe un~ '!~indad ftbrada, es decir, un subconjunto 
abierto de la variedad que contiene a F, c¡ü'é"es uni6n de fibras 7 que es homeomor(o a 
un toro sólido ftbrado, por un horneomorftsrno que manda fibras en fibras 7 a F en Ja 
flbra central. · 

Cuando la variedad es orientable por e:jemplo S!/r, el conjunto de invariantea 
es: 

{0,o,b;p, (a¡,/J1). •.. ,(a,.,P,.)} 

o bien 
{O, n, 6; k, (a¡,/J¡), •.. , (a,.,p,.)} 

Donde O signi8cia que la variedad M 3 e9 orientable, o (respectivamente n) signi­
fica que el espacio cociente de las ftbr- es orientable (no orientable), p (respectivamente 
k) es el ¡rénero de Ja auperftcie cociente, 6 es la clase de Euler que determina de ma­
nera única la construcción del espacio sin fibras excepcionales, ea decir •in Bbras cuya 
bolonomía no sea trivial, 7 finalmente Jos número• ao.P,; determinan de manera ánica, 
uno a uno, las fibras excepcionales. Estas se pueden describir de la siguiente manera: 
Considérese una vecindad flbrada V de la fibra F¡. Sobre Ja frontera de V, oV que 
topológicamente es un 2-toro, se toma una ftbra G 0 y una curva orientada Q,; tal que 
G 0Q0 = 1 asi M,; ~ a,¡Q,; + ¡J0G 0 donde Ja igualdad ea salvo homolog!a,O < /J,; < a,;, 7 
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M,;. e• un meridiano, - decir, una curva •irnple orientada en V que no - contraible en 
V pero •( en •U couiplemento. 

L .. variedade8 de SeiCe~ con grupo fundamental finito -tlln cl .. i&cadam megún 
el grupo [SE-TH), un corolario inmediato de e8t& cl&8iBcación e•: 

Corolario 1.1 Si r es un subgrupo flnito no diagonalizable de SU{2) actuando 
libreuiente en s• la variedad de SeiCert queda determinada por l011 •iguiente8 invariantes: 

i) Si r - el •ubgrupo diédrico de orden 4n, 

M = {O, o, -1; o, {2, 1), {2, 1), {n, 1)} 

ii) Si r - el tetraedro binario de orden 24, 

M = {O~ o, -1; o, (2, 1), {3, 1), {3, 1)} 

iii) Si r es el octaedro binario de orden 48, 

M = {0,o, -l;o, (2, 1), (3, l), {4, 1)} 

iv) Si r - el icosaedro binario de orden 120, 

M = {O,o,-l;o, (2,1),(3,1),(5,1)} 

3 GER.MENES DE CAMPOS DE VECTOR.ES r-EQU"IVAR.JANTES :. 

Sea X(z1.•2) = C~°:i=oaa;zi.r{.I:~..:o6iizi.r{> un elemento de ro(c2 /r). •u 
parte lineal Ax. cuando no es degenerada, determina en muchOll c&11011 la naturaleza 
topológica de X. 

Esta •ituación no e8 muy restrictiva: 
Lemma 1.3 El con.junto de gérmenes X en ro(c2 /r) cuya parte lineal no ea 

degenerada, ea decir, el deteruiinante de •U parte lineal no 8e anula, es un abierto y 
denso. 

Demo.tracl6n i) Densidad: Sea X = (E~=oGij.11i.r{. I:~=0 6ijzi.r{) en 
ro(c2/r), la í&Dlilia X' = !Czi.z2) +X ea un gérrnen equivariante botjo r. Si n 
crece, X,. ae aproxiDl& a X. 

ii) Abertura: Se sigue del hecho de que r0{c2/r~ e• •ubesfacio de Xo{c2 ) y el 
resultado vale si sustituimos en el enunciado del leuia e /r por e . ó 

La •iguiente proposición peruiite diagonalizar campos lineales r-equivariantes. 
Dando •ean diagonalizables en c 2 • 

-·-



·' 

Propomlclón 1.s Sea X eleinento de .ro(c2 /r) y t/> : (c2 ,0) - (c2 ,0) un 
biholoinorflsino tal que J.?4>(X) = Y, entonces el campo vectorial Y es o:.quivariante 
bajo la acción del srupo r = q.r~-1, es decir Y ea un elezpe~to de .ro(c2 /r). · 

Demostración Sea "Í' E r, "; = t/Ylt/>-1 por lo tantb, 

Dia(Y(z)) = D4>"Y4>-1 (Y(z)) = Dt/Yy(X(q,-1 (z)) = 

D4>(Xb4>-1(z))) = Y(t/Yl4>~1(z)) = Y(i(z)) 

Observación. Se puede considerar a c 2 /f coino una carta cocoordenada de 
c2 /r, por Jo que cada biholoinorflsino de c2 induce una carta coordenada de c 2 /r. 
Utilizand9:._ el teorema de Poinc&Ñ enunciado en Ja introducción~- tiene que para 
campoa que satisfacen las hipotesia de este teorema existe un biholomorflsino local 
.¡.: (c2 ,0) - (c2 ,0) que linealiza el campo¡ sin embargo ~da la simplificación hecha al 
campo produce una complicación equivalente del arupo r = .¡.rtf>-1 . 

Cuando X es un campo lineal diagonalizable, existe B en GL(2, e) ta!' que 
BXB-1 = D ea diaaonal, s~tituyendo en el enunciado de Ja eropoaición a 4> por B, 
se tiene que D ea un campo r-equivariante, es decir en .ro(c2 /r). 

(_Ía siguiente proposición caracteriza loa campos lineales en t.Srminoa de la repre­
sentación del grupo, para su de0108traci6n se desarrolla el Jeina 1.4. 

Lema 1.4 Si r ea un subgrupo &nito de GL(2, e) y 

'Y= (~ !)-= í' 

en r entonces, 6 = O y o es raíz de Ja unidad. 

Demostración Por su definición 

_ (º'" no,.-16) 

a 

..,,. - O o,. ( 

.¡ ,asi si 6 =O, -y,. '/= I para todo n EN por Jo que/~rupo cíclico senerado por -y no ea 
finito lo que resulta una contradicción. Anaálogamente si 01: = 1. a 

Proposición 1.5 i) Sir es un subgrupo finito diagonal de GL(2,c) y existe 
-y E r de la forina 

-y=(~l :2) 
con Al '/= A3, ,entonces el campo lineal A E Io(c2) ea r-equivariante iinp~cil}que A es 
diagonal, es decir, A(z11 •2) = (01•1,02•2), caa E c. 

ii) Sea r subgrupo finito de GL(2, e) y supongase que no ea diagonalizable, 
ea decir, para todo M E GL(2,c) el grupo MrM-1 tiene un eleinento no diagonal. 
Entonces un campo lineal A e I 0 (c2) es r-equivariante si y solo si A es un múltiplo 
del campo radial, es decir, A(z1,i2) = a(z1,z2) con o E c. 

-9-



Demoatracl6n i) Sea 
A= (ª11 ai:1) 

a21 a2:a 

-i [A,-,} = O si Y aolo si a12).1 = a12).2 Y a21).1 = a21).:a, -i c&12 = a21 = O pue8 · ¡ 
).1 i!' ).:a, el resultado ae tiene de la &flnnaeión ii) de loa preliminare8. 

ii) La primera observación e8 que todo caunpo lineal A tiene los mismos valores 
propioa. Supongamo. que no, entone- A ae puede diagonalizar. Sea 

D=(~ ~2) 
au expresión diagonal, por el miamo argumento que ae ua6 en la parte i) ae prueba 
que el grupo conjugado de r, f', debe aer diagonal pues cumple (D, -,} = O pero -i ae 
contradice una hip6tesia. 

Ahora aup6ngaae que exiate un campo no diagonalizable y es transformado de 
aer neceaario~a'a au forma de .Jordan 

A=(~ !) 
entonce8 (A,-,} = O bnplica que 

..., = (~ ~) 
pero por el lema 1.4,1 /J = O aai r es diagonal, y se contradice una hipótesis. Por lo 
anterior todo campo lineal es múltiplo del campo radial y au representación tiene la 
forma: 

(~ ~) 
a 

Comentario. Siempre que el grupo r aea diagonalizable, au carta diagonal aerá 
el contexto adecuado para estudiar loa gérmenes de campoa lineales, p.opoaición 1.3, 
loa resultados que ae tienen para campoa lineales diagonales en el caao liao, es deeir en 
Xo(c2 ), aon de gran utilidad con eata repreaentación como ae verá máa adelante. 

Si r tiene una expreaión diagonal pero todo elemento tiene los mismos valorea 
propios, el análisis. se hace como en el caso liso. 

Ea interesante reaaltar el hecho de que laa condiciones de equivarianza de 
los campos beJo la acción del grupo no aolo imponen re8triccionea aobre los cam­
poa, también pueden imponer restricciones al grupo: Si existe un campo lineal r­
equivariante, con dos valorea propioa distintos, entonces r ea diagonalizable. 

La de~ostración de la afirmación anterior es como la del inciso i) de la propo­
aición anterior. 

A continuación se analizan las propiedades de genericidad y estabilidad eatruc­
tural para cuando r es diagonalizáble. 
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Para el caso liso se tiene que los campo• vectoriales lineales que est~ en el 
dominio de Poincaré Corman un conjunto abierto 7 denso en el espacio de los campo• 
lineales, eato también ocurre para los campos hiperbólicos. Máa aun, en dimensión 

-dos, el- dominio de Poincaré contiene al espacio de IJs gérmenes de campos vectoriales 
hiperbólicos. 

Un resultado análogo vale para campos lineales r-equivariantea cuando r sea 
diagonalizable. 

Proposición 1.8 Sea r un ;tibgrupo diagonal de SU(2), Pr el éonjunto de 
campos vectoriales lineales r-equivariantes en el dominio de Poinc&Ñ 7 Hr el conjunto 
de campos hiperbólicos r-equivariantes. Entonces Pr 7 Hr aon subespacios abiertos 7 
denaos en el espacio de los campos lineales r-equivariantes. 

Demostración i) Loa conjuntos Pr 7 Hr aon abiertos pues son las restricciones 
de abiertos en el caso liso. · 

ii) La densidad basta probarla para Hr e Pr· Si A con valorea propios distintos, 
es r-equivariante, 

A=(~' ~) 
con A1 = loA2, lo E R y ImA,; #O. Se tiene que la sucesión 

A _ (At +1/n 
-- o 

es una sucesión de campos hiperbólicos que converge a A, cuando n .... oc. D 

Obsérvese que como en el caso liso la proposición anterior implica que el con­
junto de campos en X 0 (c2 /r) con parte lineal hiperbólica (o bien en el dominio de 
Poincaré) es un abierto denso. 

S GRUPOS DIAGON.ALIZADLES 
El conjunto Pr resulta interesante aqui, no solo ser un abierto denso, sino 

también porque todo elemento ea transversal a Sl pera todo r, real positivo. En 
general, •i X E Xo( c 2 ) es tl"nsversal a Sl, X induce un foliación ain puntos cr(ticos 
sobre Sl, este hecho es fundamental para la demostración de estabilidad estructural. 
Cuando r es diagonalizable, la demostración de J. Guckenheimer (GU) para el caso liso 
Xo(c2), se puede adaptar con algunas modiflcacionea. 

Lema 1.7' Sea- X e X0 (c2 ), un campo cu7a parte lineal Ax ea hiperbólico, 
entonces el campo eaCérico asociado a X, Xs en Sl ea Morae-Smale, con solo doia 
órbitas cerradas una &tractora 7 otra repulsora, 7 sin puntos fijos, (r suficientemente 
pequeo). 
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Demoatracl6n La demostración consiste en construir un diCeomorftsmo entre 
(Sl,9x) y (Sl,9Ax) donde 9x es la foliación generada por X. Con esto basta pues 
9 Ax ea una foliación deftnida por un campo lineal y en el trab,..jo de Guckenheimer se 
prueba la aftrmación para estos casos. 

Como Ax eat6. ien el dominio de Poincaré ea transversal a Sl. asi existe r1 E R 
tal que ai r < r1, X ea transversal a Sl para todo r < r1. Por el teorema de Poincaré 
(generalidades), existe un biholomorflsmo 4': (c2 ,0) -+ (c2 ,0) que linealiza al campo 
X, ea decir, D4'(X) = A. Aai 4'(Sl) ea una esfera en c 2 aunque no iaométrica ai 
transversal a Ax . 

Considérese Sl una esfera en c 2 tal que au reai6n acotada contiene a t/>(Sl). 
Ahora el campo de precipitación asociado a Ax (aeneralidadea). 

A,.(•i.•2) = < Ax(•1.•2). (•1.•2) >Ax(•1.•2) 

determina un flltjo alrededor del origen, 

PA,. : R X c 2 -+ c 2 

que permite definir un diCeomorftamo entre (Sl,9A~) Y (Sl,9Ax)· 

Se define / : Sl -+ Sl como 

/(z1, •2) = PA,.(to, (zi. •2)) 

donde to ea el primer real positivo para el cual el flltjo de precipitación toca a 4'(Sl). 
las propiedades del flu,jo de precipitación inducen las propiedades requeridas de 

/. 
Ahora la demostración se sigue de la composición de los diíeomorflsmos ti> y /. a 
Corolario 1.8 Sea r un aubarupo &nito de SU(2). Sea X E Xo(c2 /r), con 11u 

parte lineal hiperbólica. Entonces el campo esférico Xa, definido por X sobre Sl /r, . 
para r un número real auftcientemente pequeó, es Morae-Smale sin punto11 cdtico11 y 
con solo dos órbitas cerradas, una &tractora y otra repulaora. 

Demoatracl6n Si X cumple las hipótesis, por el lema anterior ae tiene que Xa 
sobre Sl resulta Morae-Smale. Ahora: 

x.(•1. •2) =a< X(•i.•2). C•1.•2) >XC•1.•2) 

es equivariante b,..jo la acción de r en Sl ya que todo elemento '"/ E r preserva el 
producto hermitiano usual. 

La ftbra de la acción es finita por lo que en Sl /r solo puede haber dos 6rbitaa 
cerradaa, 1aa que resultan de identiftcar las dos órbitaa cerradaa C1 y C2 en Sl, b,..jo la 
acción de r. Ademú por el mismo argumento, ai ae identiftca una órbita no cerrada, 
la cual tiene como conjunto &tractor a C1 ·y como repulaor a C2, eata nueva órbita en 
Sl ¡r tendr6. como conjunto atractór a C1/r y como repulaor C2/r. a 
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Propo•lcl6n 1.9 Sea r un aubgrupo finito diagonal de SU(2). Sea X E Xo(c2), 
r-equivariante tal que auparte lineal Ax es hiperbólica. 

Entonces X ea estructuralmente estable. 

Demomtracl6n Supongase que X cumple las hipótesis de la proposición. 

Sea r como en el corolario 1.2, entonces existe una vecindad Vro de X en 
Xo(c2 /r) tal que ai Y E Vro• Y ea transversal a S! y aún nula x. y Y8 aon conju­
gado• topol6gicamente como campoa en S! /r ya que X 8 ea Morae-Smale, corolario 1.8 
y(PA). 

Sea h : S! /r -+ S! /r el homeomortlamo que conjuga las foliaciones. 

---- Sean:_tj;~ y py los flujoa de precipitación aaociadoa a X y Y reapectivamente. 
Se detlne F: (e ,O)-+ (c2 ,0) de la aiguiente manera: . 

Si (.si,.s:i} estli. en la bola acotada definida por S!, (zi.•2) ,¡, (0,0), existe un 
único real positivo e y (w1, W2) en S! tal que (•1. •2) = Px(t, (wi. w2)). Sea F(•1. •2) = 
py(t,h(wi.w2)) 

Claramente F es una función diferenciable cuya inversa ae detlne de manera 
anli.loga y reaulta diferenciable, ademú es inmediato que F manda la foliación compleja 
asociada a X, en la correspondiente asociada a Y, ya que loa flujos de precipitación 
preservan laa foliaciones complejas. a 

GRUPOS NO DIAGONALIZADLES 

Para el caso en que r es un aubgrupo no diagonalizable, existe un conjunto 
abierto y denso A en el espacio Xo(c2/r) cuyos elementos cortan transversalmente 
a todo punto de la variedad S! /r para r •uflcientemente ~equeó, de hecho A está. 
constituido por loa gérmenes de campoa vectoriales en Xo(C /r) cuya parte lineal no 
se anula. S! /r con la foliación definida, constituye un flbrado de Seifert; este hecho 
será fund&1nental para la demoatración de la estabilidad estructural. 

Propo•lcl6n 1.10 Sea r un aubgrupo tlnito no diagonalizable de SU(2). En­
tonce• cualesquiera dos g6rmenea de campo vectorial en Xo(c2 /r) con parte lineal no 
nula, son topol6gicamente equivalentes. 

Demo•tracl6n La primera parte de la dei:nostraci6n consiste en probar el 
siguiente resultado: 

Si X es un germ~ en Xo(c2 /r) cuya parte lineal no es nula, para algún r > O 
suficientemente pequeó, X define una foliación 9' x en S! /r que es difereni::iablemente 
equivalente a la foliación que define el campo radial 9' R sobre S! /r. 

Supóngase que X es un germen en X 0 (c2 /r) cuya parte lineal ea no nula, 
entonces 
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donde R. - el campo radial, x2 ea la parte no lineal y )l. E e•. 
Sin perder generalidad ae puede suponer que )l. = 1. 
Por su parte lineal ae puede aaeaurar que existe un número realr0 > O tal que 

si O < r < ro. X es transversal a Sl en todo punto. Por lo que X de&ne una foliación 
e- sin puntos cdticos en Sl. 

Sea,P: (c2,o) - (c2 ,0) el biholo1DOrftamo tal que D,P(X(•1.z2)) = .R.(,P(•1 • .s2))". 
entoncea ,P(S;'

0
) es transversal al campo radial y la foliación que &te detlne es diferen­

ciablemente equivalente a la foliación que detlne X sobre Sl
0

• El tluJo de precipitacion 
del campo radial establece un difeomor&amo entre Slo y ,P(Sl0 ). que manda la foliación 
de&nida por el caznpo radial en Sl

0 
en la foliaéión de&nida por el IDÍBIDO campo en 

,P(Slo} Por lo tanto X detlne una f'oliación por clreulos en S~ • 

. Cozno la foliación S'x en Sl0 de&nida por a<Ir,"x->X ea equivariante ha.jo la 
acción de r. el cual es tlnito, ae tiene que la foliación que detlne el IDiamo caznpo en 
el espacio cociente Sra• ¡r ea una foliación donde cada órbita ea un clrculo. Por el 
teorezna de Epatein (EP), existe una acción diferenciable, efectiva de S1 sobre Sras /r 
cuyaa órbitaa son laa hojaa de la f'oliación detlnida por X. Ahora colDO r ea subgrupo 
ti.nito de SU(2), por el corolario 1.1, Sraª /r admite un solo tlbrado de Seifert, por lo 
que loa invariantes de Seifert que de&nen X y R son loa miamos. Por lo tanto existe un 
horneomortlazno /: Sl0 /r-> Sl0 /r que manda laa hojas de la foliación detlnida por X 
en S~/r en l .. hojaa de la foliación detlnida por R. 

· La demostración se concluye utilizando el tluJo de precipitación del caznpo X. 
PX: R x c 2 - c 2 , el cual ea equivariante ha.jo la acción der. 

Sea Bro = {(•i.•d E c 2 11z112 + lz212 < r~} 
Sea g : Bro/r -> Bro/r tal que g(z1,z2) = Px(to,/(rhoa(to,.i1,.i2))). donde 

(.i1,.i2) E c 2 es el único punto tal que al aplicarle el tluJo de precipitación del campo 
radial con condición inicial en S~. tiene como imagen (z1,z2). ea decir, P.R(to,.i1,.i2) = 
~1.~). a 

Finalmente cabe señalar que loa resultados anteriores se pueden sumarizar en 
al siguiente teorema. 

Teorema 1.11 Sea r un subgrupo ti.nito de SU(2). r 0 (c2 /r) el espacio de 
g.!irmenes de campos vectoriales en el origen de c 2 • eq1,livariantea ha.jo la acción de r. 

Entonces existe un subconjunto A abierto y denso de X0(c2 /r) cuyos elementos 
son estructuralmente establea. Si ademú r no ea diagonalizable, para todo X e A, X 
ea homeom6rtlcamente equivalente al campo radial R(z1,z2) = (•1.•2). 
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CAPITULO 2 

B.JGD>EZ TOPOLOGICA DE UNA CLASE DE CAMPOS EN 
VAB.IEDADES HOMOGENEAS CON SJNGULAR.D>AD AISLADA 

JNTB.ODUCCION 
En -te cap{tulo se prueba un teorema de rigides topol6gica en una clase de 

gérmene• _de campos vectoriales tangentes a una variedad hoDlOgenea V con •ingulari­
dad aislada en e•. 

Considérense los gérmenes de campos vectoriale• en en tangentes a V alrededor 
del origen (Ja 11ingularidad de V), expresados en series de potencia •e .tiene que para 
la clase definida como: 

L,. = {X(z1, .. ~zn) E Xo(cn) IX(z1o ·--~n) = ~(z1, ···•n) + ... ;X tangente a V} - ) 

Donde Jos puntos suponen términoe de orden mayor o igual a doe. Se prueba 
el 11iguiente resultado. 

Teorema :1.5 Sea X E L,. y R el campo radial, R(z1, .. ,zn) = ~(z1, .• .zn)-
ntonces X y R restringidos a V BOn topol6gic&111ente equivalentes. / 

En la 11ecci6n 1 •e encuentran algunas herramientas búicas y deftniciones que 
serán usadas posteriormente. 

En la 11ecci6n 2 se encuentra la demoatraci6n del resultado enunciado anterior­
mente; Ja parte mú técnica se localiza en el lema 2.2 donde se prueba el resultado para 
familias en Ll que dependen de un parámetro t en una vecindad del campo radial. En 
la proposici6n 2.4 se obtiene globalmente para Ll, esto permitirá demostrar el resultado 
como ha sido enunciado. 
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1 PRELIMINAR.ES 
Una variedad laomogenea en e" ea una variedad algebráica V tal que el ideal 

que la deftne I(V), tiene un conjunto de generadore• cuyos elementos son polino,io• 
homogéneos. 

L .. variedades hoD10géne .. están caracterizadas por el hecho de admitir al 
C&Dlpo radial co1DO C&Dlpo tangente, compárese (OR). 

Propo•lcldn 2.1 Sea V UD& variedad anaUtica en e,. y •upongase que el C&Dlpo 
radial R es tangente a V. Entonces V es homogenea. 

Demoatrac16n Obsérve.e que como R(•1, •.. z .. ) = (z1, ••• z,.) es tanf.ente a V, 
las •oluciones del campo e•tán en V. E8 decir, •i (•1 •••. z .. ) es elemento de V, e (z1, ... z .. ) 
está en V para todo T e e, por lo tanto •i A E e A(z1, ..• z,.) está en V. 

Ahora 8e& ¡:el anillo de i.. •eries conversentes, •ean fa los únicos polinomios 
tales que 

/(t(zi. ... z,.)) = E t 0 f.¡{•1 •... z,.) 
i=1 

Supóngase que / se anula en V entonces si (z1, ... z,.) E V, E~1 t 0 /.¡(•1 •... z,.) = O para 
todo t cerca de O, por lo tanto /.¡(z1, .•. z,.) =O para todo (z1, ... .s,.) E V . 

. Sean ¡(l), ... , ¡(r) generadorem del ideal I(V). Sea J el ideal generado por {/.¡(;». 
claramente Je I(V). 

Ahora •i (zi. •.. z,.) no está en V y estli. en el radio de convergencia de ¡(i) para 
todo;, existe una pareja (i,;) tal que ¡Ji>(.s¡, •.. .s,.) FO, por lo tanto, •i (z¡, ... z,.) está 
en la variedad que de6ne J, necesarilLIJlente está en V. 

Asi el radical de Je• I(V). Sea J 1 el ideal generado por{/.¡(;» en C[z1, .•• ,z,.), 
y sea I' au radical .. Entonces I'c{z1, ... , z,.} = radJ = · I(V) y por lo tanto I(V) es 
generado por polinomios. 

Ahora mea I 1{V) el ideal de V en C[•i. •.• , .s,.), •i .f E I 1(V) entonces /.¡E I'(V). 
Si / es polinomial entonces hay UD número &nito de enteros tales que /.¡ F O • 

. Sean ¡C1>, ... ,.f(r) generadores de I 1(V), entonces los polinomios homogéneos 
{/};)} generan I 1(V). a 

A continuación se da una de6nici6n que será usada en el enunciado del lema 
2.1. 

Deflnlcldn: Un germen de c&Dlpo vectorial Y EL es L-eatruduralmente eata-
6le a un parámetro si para cualquier Camilia 

{Ye= Y+ tX(X es un germen de campo vectorial y Ye E L}ae(-"•") 

con E > O, existen : li < E y una Camilia de gérmenes de homeomorftsmos 

{<i>a: (V,O)-'-+ (V,O)f<i>a (9y,) := S'y}ae(-6,6) 
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Donde 9Yo y 9y •on las foliaciones definidas por Ya y Y rempectivunente. 
Si adeniá.s X varía en la familia de gérnienes de orden niayor o igual a p, se dice 

que el paráme,ro es niayor o igual a p. 
En todo el capítulo laa equivalencias topológicas entre campos de L}I. • >. E e• 

.•iempre serán equivalencias topológicaa •obre la variedad V. 

3 RIGIDEZ TOPOLOGICA 
La parte mú t&nica de la demo11tración del resultado principal •e encuentra 

en el •iguiente lema. 
Lema 3.3 Sea V una variedad hornogenea con •inplaridad &U.lada en el origen. 

Sea L1 el conjunto de gérmena de camp08 vectoriales tangentes a V en una 
vecindad del origen de e• tales que •U parte lineal es el campo radial. 

Entonces el caznpo radial es L1-estructuralmente estable a un parámetro de 
orden mayor o igual a d08. 

Ademú lom horueomorftalln08 que. de&nen la estabilidad estructural dependen 
anaUticamente de e•te par~etro. 

Demoetracl6n A continuación se presenta un bomquejo de la· demostración la 
cual e• dividida en aiete paaom, y que dará una permpectiva general • 

. Todo germen de canipo vectorial Ya = R + tX2; tiene doa coniponente• real 
anaUticaa una tranmvenal a laa esferaa s~n-l parar auBcienteniente pequeño, paao 1; 
y otra tangente. 

La coniponente tangente produce una foliación en fe= s~•-1 n V. Soy¡ inBni­
tamente diCerenciable •in •ingularidades. Para probar que Ya y R aon topológicaniente 
equivalente., se construye un homeo111orBsmo /& : fe -- fe que manda la foliación Soy¡ 
en 9.R. Eato se hace construyendo~ Bbrado fe x (-1, 1) con una acción de si. la cual 
d<tia invariantea laa aubvariedades (fe, e) y cuyaa órbitaa en el tiempo t corresponden a 
1- 6rbit .. de la foliación §.Yo en fe, plUIOll 2 y 3. 

El homeomorBs1110 /& se conatruye con el Bvjo que integra a un campo U{t) 
equivariante baJo la acci6n de S 1 y donde t varía en un intervalo (-1!, 1!) auBcientemente 
pequeño, paaCM 4,5 y G. . 

Finalmente la demoatraci6n se concluye con lom B'ltjos de precipitaci6n de R y 
Ye que permiten ~tender el homeo010rBsmo /& : fe -+ fe a toda una vecindad de la 
variedad V, de la aingularidad. 

1. Transversalidad de los gérniencs de campom vectoriales a las esferas de radio 
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pequeño. 
Pa.!a todo (ti :;;: ~· existe una bola centrada en el origen de radio ro tal que 

1(•1, ...• ,.)tí > Re(t < X (•1, .•• z,.), (•1, •..• ,.) > 1 para (•1• ••• ..,,.) en esta bol~ y .donde 
X2(z1, ••• z,.J. ea la parte no lineal del campo. Por lo tanto el campo Ye ea tr&ftsversal a 
la esfera Sr1"-1 centrada en el origen y de radio rl < ro. 

I 

2.Conatrucci6n de un difeomorftamo que tr&JWforma la foliación deftnida por Ye, 
en la foliación de&nlda por R sobre l .. variedades de intersección. 

Sea fe = S'!, .. -1 n 8, la variedad de intersección; todo campo Ye de8.ne una 
foliación real anaHtica •in •inaularidades Soy, sobre fe. 

Para cada t existe un biholomor8.smo 

.¡,,: (c'",o)-+ (c'",O)~al que~t/Ja(•)(Ye(•)) = c/>e(•) 

Se denota por V, la imagen bltj·o c/>e de la variedad V • 
.¡,,(fe) e• una variedad diferenciable, compacta y tr&JWvenal al campo radial 

contenida en V,. Se denota por Sos la foliación real anaUtica deftnida por el campo 
radial sobre .¡,,(fe). 

Sea Ke ,..;, 8'!~-1 n V,; K 1 ea también transversal al campo radial el cual deftne 
una foliación real anal(tica 9.R en K 1 • La foliación que de8.ne el campo radial sobre 
Sl~-1 , ea una foliación por clrculos y el fluJo induce una acción de S1 en S'!,•-1 • Eato 
mismo p .. a en K 1 • 

El 8.uJo de precipitación asociado al campo radial R, de8.ne un difeomor8.smo 
~ : (Ke. 9a) -+ {c/>e(K), Sos}• que manda 1 .. hojas de la foliación de ~.R en las de 
9s. Componiendo con e/>& •e tiene que t1C = ci>&1P : (Kc,9.R) -+ (K,9y¡,) es un 
difeomor&smo que manda 9 B en 9y •• 

3. Conatrucción de una acción de 8 1 a lo largo de fe x (-1,1). 
·Sea oc la acción de 8 1 de&nida en Ke. 

º•: S 1 X Ke - Ke. 01(4',k) = e'1 (k) 

Ahora se de&ne 
O: 8 1 X (fe X (-1,1))-+ fe X (-1,1) 

o{tl, k, t) = (cf>-1 p(oe(9,p-1 oe(k))), t) 
-. Esta acción resulta ser libre y d<Va globaimente invariantes los con.juntos de la 

forma (fe,tobto e (-1,1). · 
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Ahora como la fibra es compacta, el espacio de laa 6rbitaa O ea una variedad 
diferenciable (Hau.dorft'). 

Sean ""1: K X (-1,1)-+ 0 la proyección natural y "'2: fe X (-1,1)-+ (-1,1) 
la proyección al aesundo f'actor que reaulta aer una aubaieraión de Y&riedadea. Se define 
entonca la aubmerai6n "'S : O -+ (-1, 1) como ,..s(na) = ,..s(k, t) donde k var(a en la 
flbra S 1 de K tal que "'1(A:,.t) =na. 

G 
\ o _; o 

-'t o ... 
-· o 

4.Conatrucción de vecindades toroidales. 
Existe un aiatem& de vecindades •aturado por laa flbraa de la acción o en i'c x 

(-1,1) tal que uno.de loa campoa taft&entes a laa curvaa coorjÍdenadaa se proyecta al 
campo unitario tansente al intervalo (-1, 1). 

Para la obtención de eate aiatema, ae va a conatruir en todo punto una aección 
tranaveraal a laa flbraa de la acción o, la cual tendr'- en au espacio tangente al C&Dlpo 
le, definido por laa curvaa . · · 

a: (-1,1) -+"Ji'c X (-1,1) tales que a(t) = (A:,t) 

donde A: ea un punto fijo de fe. 
Nota: Si V tiene diaienai6n compl~a l, fe tiene diaienaión real 21 - 1, &bu.ando 

de la notación a continuación ae aupondr'- que fe tiene diaienaión real n. 
Sea (A:o,to) un punto en i'c x (-1, 1). Sea W = W1 x ... x W,.+1 una vecindad 

producto con coordenadas (z¡, ... , za+1),donde W,; ea difeomorfo.a un intervalo y a.!_
1 

es el campo tangente a laa 6rbitaa "de o expresado en eataa coordenadas. Sea :, el C&Dlpo 

vectorial Ge en eataa nuevaa coordenadaa y aupóngaae que :, tangente & la aubvariedad 

./! = {(z1, •.. z,.+1) E Wlzn+1 = ,..,.+1(ko,to) donde ,..,.+1 es la n + 1-proyecci6n} 
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Ahora 1 e• unan - 1variedad que paaa por (A:o.to). D~ando correr 1 bllJo el 

ftujo ~í generado por el campo vectorial :,,•e tiene una variedad :E(Jro,to) = U~¡(t, 1) de 
dhnenmión n que cont ... ne a (A:o. to),--i"alc¡u111 I; - tanaente y ademú i:eaulta tr&nn"énal 

al campo a.,:_.. '""'"'" liºvt.l 

La tran.venalidad ae •isue del hecho de que a.:_
1 

(ko, to) no ea tangente a 

:E(lro,to) en el punt~ A:o.to) y por la continuidad del campo 8 ,.!_
1 

no-t'- en el generado 

por {/¡, TWo} en una vecindad de (ko. to). 

Por otro lado,•i ~fªt (l:g, to) no eat'- contenido en .C,teíítonc- cualquier •ubvarie­
dad 1 de dhnenmión n - contenida en .C puede mer utllisada para conmtruir la .ecci6n 
:E(ko. to) con l .. propicdadea anteriore9, lo importante ea que el campo vectorial :, no 
•ea tangente a 1 en una vecindad del punto (l:o, to). Ahora bien, por la truwitividad 
de la acción -bre 1- tlbr-, la unión de 1aa ünqenea de :E(lio.to) variando I en si 
U•es1o(I, :E(lro.to» ea una vecindad V(lio,to) f'ormada por órbit .. de la acción. 

A•i cada punto (k, t) e V(lro,to) - identifica con un ónico punto a E :E(i:o,to) al 
-r transformado por o con un ónico '-naulo I E S 1 , por lo que la función 

es claramente un dif'eomorft•mo puea corresponde a componer accione• diferenciables. 
Ademú como el campo :, - tanaente a :E(i:o.to) - puede •uponer que •i (.111 , ........ ) 

•on 1- coordenad- de J:(lro.to) como n-variedad, a,. = i a decir que :, ea un campe:> 
coordenado. A la partlia (.¡., V(i:o,coJl - le llama vccidad toroidal. ·­

La acción o expreaada en eat- coordenadall tiene la •iauiente forma: 

O: 8 1 X (J:(lio,Co) X 8 1). o(l,(.al••••.a,.),w) = (.sl•••••"••li= tu) 

por lo tanto el -pacio de l .. hoj- a identificado con :E(lro,Co)' con •U proyección 

"2:E(Jro,to) X 8 1 - :E(Jro,Co)' al -gundo factoY. 

An'-logament.e la proyección "' al intervalo (-1, 1) r-trin&ida a cata vecindad 
toroidal tiene la forma 

Wt: J:(lio,Co) X 8 1 - (-E,E)¿.-1(.s¡, ••. ,.a,.,I) =a,.= t 
Finalmente la proyección •a en cata carta coordenada •e detlne como 

"'ª : :E(lro,Co) - (-E, E) "•(•1 ......... ) = .... = e 

· 
4 

Por lo que el diagrama conmuta. 
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5.Conatrucción de un campo U(k, t), equivariante baJo la acción de o tal que 
Dwz(U) = /r. el campo unitario canónico en (-1,1). 

En K x (-1, 1) se considera el campo diferencial Ge q"f! en cada punto (.lo, to) 
está definido por la curva 

"'J: (-a,a) - K x (-1, 1) "'J(t) = (k,to + t) 

Este campo no ea equivariante baJo o, sin embargo al promediarlo a lo largo de cada 
fibra, genera un campo equivariante. Se define 

¡Z• iJ 
U(.lo,t) = 1/2w Jo Do(•,o(-•.(1:,t))(8 ,)cfB 

Ob~rveae que U(l:,t) e9 equivariante baJo la acción de o. 
Para •o E S 1 se tiene que 

Do(tlo, .lo, t)(U(k, t)) = 

12. a 
Do(tl0 ,k,t)(1/2,.. Jo Do(•,o(-B,k,t))(

0
t)dB) = 

¡Z• iJ 
1/2w Jo Do(Bo + B,o(-B,k,t))(

8
,)dB = 

12.. a 
1¡2.,,. Jo Do(•o + B,o(-Bo - B,o(Bo,l:,t)))(

8
,)cf• = 

J.2•+1a a ' 
1/2.,,. Do(B',o(-B',o(•o.k,t)))(-

0 
)dtl = 'º t 

1¡2.,,. 1
2

" Do(B',o{-11,o{lo,lo,t))){
8
8 )di'+ 

~ t 

~
2w+la . a 

1¡2.,,. Do(l',o(-B',o{lo,k,t)))(-
0 

)dl1 = 
2.. t 

1¡2.,,. 1
2

" Do(B',o(-B',o{lo,lo,t)))(
8
8 )di'+ 

~ t 

I'ª a 1/2.,,. Jo Do{ll1,o{-11,o(00 ,lo,t)))(
8

t)dll' = 

U(o(•o, I:, t)) 

La penúltima igualdad se da por la periodicidad de la acción o. 
Ahora para m ... trar que Dw2{U) = /¡:, - utilizan las cartas toroidales. 

Sea <•• V(.to,to» una carta toroidal alrededor del punto (.loo, to). Sean :, = 
D•CG.> = (!!/f, .... , 1, !!jr) Donde las•• son las funciones coordenad- de•· Asi en 
est- coordenadas el campo vectori&l U tiene la forma 
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1/2• fri2
" ~(9, tf»(k, t))d9 = o at . . 

¡2• 84»1 
1/2•(10 -¡¡edl, ... 

¡2• ª"'"' •• , 2w:, Jo --a¡-dl) 

Por lo tanto D•2(U) = la· 

6.Conatrucción de un difeomorflatno /e: (ié,e0)-+ {K,t), e0 =O el cual manda 
la foliación 9 B en la foliación 9y, para t autlcienteJD.ente pequeño. 

Sea (ti>, V("a,co)l una vecindad toroidal de (lro,to). Sea K 1 la reatricci6n de ié 
en la vecindad. A11i, (K', e) -tá contenida en V("a.to) si e - autlcientemente pequeña. 

Por el inciSo anterior, el campo U{A:1 e) - un campo transversal a las subvarie­
dades Kl = {(K',t)\t 8jo }, para todo e. Por la comp-id&d de K' y un araumento 
conocido de la teoría búica de ecuaclonea diferenciales, exiat.e un nún:lero real p09itivo 
6 y un ftuJo •con dominio (-6,6) x K' x (t0 -ot,to+ot) y codominio K'x (to-E,to+ot) 
que.integra al campo U(A:,t) restringido a K 1 x (e; E,&

0
+ ot). En coordenadas toroidales 

se t1ene que: 

•(u, .s1, •.• , .s,.,9) = (•1(u, .s1, ... , 9), ... ,a,.+ u, •,.(u, .s1, •.• , .a,.,9)} 

Por lo tanto •2•(u, .s1, ... ,a,., 9) = u+ a,.· y entonces se tiene que 

•(u,K',to): (K',to)-+ (K',to +u),,..-¡ 

ea un difeomorflamo. Pero en coordenadas toroidal~..:::= ~ asi que 

,2,, a•1 Dw:1(U) = 1/2•(¡
0 

atd9, •.. ,2w:) 

es el campo vectorial tal que •1 • - el ftuJo que lo integra localmente, - decir, si 
se define fao+• : (K',to) -+ (K',to +u). Como /ao+-.(k) = •(u,k,to), se tiene un 
difeomortlamo que induce otro Íeo+• en el e.apacio de las hoj- y que con111uta con la· 
proyección. 

Finabnente, como todo esto 11e puede hacer para todo t en la vecindad toroidal 
11e extiende el dominio de detlnici6n a toda la vecindad. 

Por otro lado co1110 ié es compacto, existen un número ftnito de vecindades 
toroidales, V(A:i,O), ••• , V(Tc,.,O) donde se tienen definidos difeo111orB11111os locales los cualea 
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coinciden en las intersecciones debido a que están definidos por el flqjo de un campo 
definido globalmente. 

Sea u un n1fmero real positivo tal que t0 + u mea un valor &e!;eaible en !odas las 
vecindades V(.to,O) para todo i e {1 ... r} •. Entoncea ae deflne feo+•: (K,to) - (K,to+u) 
de manera natural con los diCeomorflsrnos locales de laa vecindades toroidales. 

Lo anterior permite definir •i t1 y t2 están en un mismo intervalo suficientemente 
pequeño ( -Eg, Eo) un difeomorflsmo 

F::: (K,9y,) - (K,9y,) 

r.:c"=> = "'~1p/(p-1t1>e.>1c> 
donde &qu{ la f •e define como me hizo para la par~& (to.to+ u). 

7. Construcción de un germen de homeornorflsmo lle: (V,9a,O) - (V,9y,,O) 
~ara t en un intervalo suficientemente p~queñ~ (-E, E) vecindad de O. 

Supongaae que PR• PY, : (O, oo) x K -+\!('son los flqjos de precipitación a.ociados 
a los campos R y Yc respectivamente. 

Para todo z E V tal que l•I < ri existen únicos a E (O,oo), k E k tales que 
Pa(a,k) = z. 

Sea fle : (V,O) - (V,O) definida por flc(•) = py,(a,fe(k)). de eata manera se 
obtiene el difeomorflsrno deseado. a 

Corolario 2.S Supóngase ahora que L,. es el coJ\junto de gérmenes de campos 
vectoriales tangentea a V en una vecindad del origen de e• tales que •U parte lineal 
ea un múltiplo compl~o del campo radial, es decir X E L,.. •i y solo •i X(zi. ···•n) = 
A(•Jt···•,.) + ... A E e•. 

Entonces el campo AR(z1, ... zn) es L,.-eatructuralmente estable a un parámetro. 

Teorema 2.4 Sea V una variedad homogenea con •ingularidad aislada en el 
origen de e•. 

Sea L el c;ol\iunto de gérmenes de campos vectoriales tangentes a V en una 
- vecidad del origen de e•• tales que •u parte lineal es el campo radial. 

Entonces •i X E L, X es topol6gicarnente equivalente al campo radial R o/. 
Demo•tracl6n Considérese la familia de campos vectoriales Ya = tR+(l-t)X 

donde t varía en el intervalo (-E, 1 +E) con "' un real positivo. La demostración con•iste 
en probar que para todo Yeo campo de esta familia, existe una vecindad de Yco tal que 
•i Yc eat' en esa vecindad, Yc ea horneom6rflcarnente equivalente a Y,0 • Si ocurre lo 
anterior, todo campo Ya determina una componente conexa de la familia, el coJ\junto 
de campos vectoriales que son homeom6rflcamente equivalentes a Ya;pero la conexidad 
del intervalo implica que solo hay ·una componente y el teorema queda demostrado. 
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Seil. Yeo un el~nto de la familia. Exiate un CUDbio de coordenadaa 

,p: (cª.o)-+ (cª.o) 

tal que D~a(Yc0(a)) = R(,P(a)) Ahora •i t -F- to - tiene que 

Dcfia(Yc(•)) = Dcfia(tR(•) + (1 - t)X(•)) = 

D,Pa(toR(a) + (t - to)R(•) + (1 - to)X(•) + (to - t)X(•)) = 
D,Pa(t0 R(•) + (1-to)X(•) + (t - to)(R-X)(a))) = R(cfi(•)) + D,P.((e -to)(R-X)(a))) 

A•l que D,Pa(Ya(•)) E L. 
ObmúveM &demú que •i ,P(V) e. la imacen de la •upertlcie V b..So cfi. el campo 

'Veetorial radial - tansente, y por lo tanto ,P(V) - homocenea con •inaul&ridad &ialada, 
por lo tanto eximte 6 > O y una familia ana.Utica de homeomorftaD109 

"1r: (,P(V),O)-+ (,P(V),o). lrl < 6 

tal que t/lr manda la foliación de8nid& por el campo Dcfi(Yc) en la foliación definida por 
el campo radial. 

Fin~ente la familia analltica de homeomorftamom definid& como 

e/ir = cfi- 1 t/lcfi: (V,O) -+ (V,O) 

tr&n9Corma la Collaci6n de8nlda por el campo Ya en la foliación definida por el campo 
Y,0 , donde r =to - t varia en el interyalo (-6,6). _ D 

Por lom re.ultadom anterior- •e tiene que •1 X E LA• X y ]l.,B redrln&idom ·¡., 
V mon topoló&icamente equivalent- en V• pero la identidad hace que R y ]l.R mean 
topol6aicamente equlvalent-. por lo que - tiene el •iauiente teorema. 

T9orema 3.15 Sea V una variedad bomoaenea con •lnaularidad amlada en el 
oriaen de e•. Si X E LA, entone- - topo16aicarnente equivalente al ·campo radial en 
v. 
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CAPITULO 3 

RIGIDEZ TOPOLOGICA DE CAMPOS EN SUPERFICIES 
HOMOGENEAS CON SINGULA.lUDA.D AISLADA 

INTR.ODUCCION 
En el capítulo anterior - ·prueba un teorema de rlsides en el -pacio L de 

camp.,. vectorialea tansentea a una variedad homosen-· con •lnsulariclad aimlada, cuya 
parte lineal ea un múltiplo del campo radial; •in eznbarso no - •peei8c6 qú tan 
general eoi-éate coltjunto L, en el eapac:io de tod08 ¡.,.-~-de campOll vectorialea 
tansentea a Ja variedad V. 

En -te capítulo - analisa y precilla -te problema cuando V ea una auperftcie 
ene-Jada en es. 

En el "n!orema 3.1 - hace una deaeripci6n del cooJunto de shmene. de c&mp08 
vectorialea tansentem a S cuya parte lineal e• no nula. Eate coltjunto re.ult& •er L, 

- el cual con Ja topología de la8 -riea de.J>otenci- - un .ubcoltjunto abierto y den.o. 
l.:S_·_ Finalmente, utilisando J.,. Teorem- 2.-Py 3.1 -·obtiene un reaultado de rialdes: En 

- un abierto y den.o en el -pac:io de s'rmeneia tangentem a una auper&cie S homosenea, 
--, irreducible, con •insularidad miada en eª• tod08 108 sc!rmene. mon topológieamente 

equivalente. al campo radial, Teorema 3.2. 
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1 SUPERFICIES CON UNA TERCIA EQUILIBRADA 
3.1 Definición. Sup6ngase que 

~' ..... . 
p(zltz2,zs) = ~ ca¡,•1ª~"•s" 

•~1 

es un polinomio tal que a¡, E e•. El pal(flona asociado a p(•1, •2, zs) es el cou.junto den 
puntos o vértices diatintoa en eS cuy- coordenadaa 11<>n l .. potenciaa de cada •umando, 
es decir, {(caf,aj,cal), ••. ,(ar,ca;,ca:)}. 

3.3 Lema Sea S una •uperflcie homosenea, irreducible, no lineal con •insu­
laridad aimlada en el orisen. Entonces el polinomio hoznoseneo que la deflne tiene un 
polísono aaociado con al mel108 trem vérticem. 

Demo.trac16n Supónca.e que p(•1,•2 .. •s) e8 un polinomio que deflne a S tal 
que •U polísono tiene •olo da. vértices. p(•i.•2.•s) = a.s~1 .;1.;s + 6.-:•z~"•:". Sin 
perder ceneralidad 8e puede •oponer que 6s > 1 (de no mer aa{, S estaría con.tituida 

por planos). kC6z:1•~•:3)f(•a,q,O) =O. 

Sup6ncaae que 01 o •2 •on mayorem que l. Entonce. G!¡(O,zs,O) = O y la 
singularidad no sería &diada. Por lo que •olo es pa.ible que 01 = as = 1 (si alguna 8e 
anula, la singularidad no 8erfa aialada). 

Pero la transformación lineal que define la matriz 

( -~ 1 

-· 1 o o 

tr&D8forma al polinomio 1>(•1,•2,•s) en i>(•lt•2,•s) = -cavf - avf + 6vJ. Nótese que 
en tal ca.o S corresponde al cociente c2 /z2. a 

Deflnlcldn 3.3 Sea p(•lt •s •. •s) un polinomio; - deflne Af como el •ubconJunto 
de vértices del polígono de p para la. cualem su a-émirna coordenada •iempre se anula. 

Nóteme que Af corresponde al con.junto de sumandos de.p, para loa cuale8 no 
aparece la a-ésima coordenada. 

Una condición necesaria para que loa únicos campos lineales diagonalem tangen­
tes a una superficie hornogenea sean múltipla. del campo radial en es es dada en el 
siguiente Lema. Dado un polinomio se dice que •U polígono deflne dos vectores lineal­
mente independientes, si eximten trem vértices a, 6, e tale. que loa vectore• ca - 6 7 a - e 
son linealmente independientes. 

3.4 Lema Sea S una superficie hornogenea en es, deflnida por un polinomio 
cuyo polígono deflne dos vectores linealmente independientes. 

Entonces loa únicos campos lineales diagonales en es, tansentem a S son lo. 
múltiplos del campo radial. Es deéir; x(•lo•2,•s) = A(z1,z2,zs), A E c. 

'--'" 
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Dem08tracldn Sean•= (ca,¡), 6 = (6,¡), e= (e,¡) i = 1,2,3 tres vértice• del 
polígono para loa cualea o-6y o-e aon lineabnente independientes. Sea8(.c1,.c2, .es) 
(A1.ci.A2.c2,As.cs) un campo lineal diagonal en es, tangente a S. Sea 

el polinomio que deftnea·s. La condición de tangencia E1=t Sf¡A,¡.c,¡ =O determina laa 
•i•uientea (suald&dea: 

s • s s 
E .\,¡o,¡ = E A,¡6,¡ = E .\,¡e,¡ = ..• = E A,¡f!i 
•==1 •=1 •=t •=• 

Una condición necesaria de tangencia es que (~1 • ..\3, ~s) aatisíaga el siguiente 
aisteuia: s s s 

E..\,¡~-~=E..\a~-~-E..\,¡~-~=~· 
~1 ~1 li=l 

[., Por la homogeneidad de p ae aabe que (A,~. A) ea aolución del aiatema__, Asl el núcleo 
- de la uiatri:a de coeflcientea ea de dimensión mayor o igual a l. Si tuviera dimensión 

doa, aus vectores columna sedan linealmente depend.ientea, pero por hipótesis esto no 
ocurre. a 

Notas Co1no la condición de tangencia no depende de loa coeflcientes d,¡ (no 
cero) del polinomio p(.c1, •2,.cs), en adelante ae supondrii. que eatoa coeflcientea valen 
siempre la unidad. 

Aftrmaclón 3.15 Si Ses irreducible y p(.c1o.c20.cs) ea el polinomio que la define, 
existe una panüa de vértices • y 6 del poHgono de p tales que o 7" b y o E Af, 6 E A~ 
para i 7" ;. 

Demoatracldn Por el lema.3.2, existen· tres vértices distintos o,6,c. Suponer 
que loa trea est4n en Af implica que S no es irreducible o que hay otro vértice d E A~ 
con; 7" i. a 

3 SUPERFICIES Y VER.TICES PRINCIPALES 
A continuación ae define una clase de superficies para las cuales ae cumplen las 

hipótesis del lema 3.4. 
Lema a.e Sea S una euper6cie homogenea e irreducible, no lineal en e•, con 

singularidad aislada y considérese la pareja de vértices a y 6 como en la afirmación 
anterior, aup6naue que existe un tercer vértice e distinto de o y 6 tal que esté en 
At, le 7" i,;. 
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Entonces loa vectores del polígono que generan •on linealmente independientes. 
Demo•tracl6n Supóngase que loa vectores con entradu ai - 6- 7 a,¡ - ea con 

i = 1, 2, 3. •on lineabnente dependientf'"• entonces existe A E Q• tal que A(a,¡ - 60) = 
czo-- c0 para i = 1, 2, 3 generando ui ub •istern& de ecuaciones lineales 

.. (A - 1)•• - Abo+ ea= O, i = 1,2,3 

:_~.-~~"'º'''l.\.'-"'' ~ ,.D • 
El nucleo de la transnrmación detlnida por la matriz cuyoe vectores columna •on 

• 

1 

p. - 1)(1, 1, 1); -.\(1, 1, 1); (1, 1, l) respectivamente tiene dimensión doa. Una bue de 
este espacio está. formada por loa vectores (0, 1, A) y (1, l, 1); nótese que ..\ = 1 implica 
e..= c •• 

Toda •oluci6n (a,¡,"-• c0) del •isterna anterior puede expresa.ne como nao(0, 1, AJ+ 
n 0(l,1,1), por lo que •in perder generalidad, •e puede •uponer que a E Ar, b E A2 y 
c E A:. Entonces. -

(0,61,ci) = rn1(0,l,A) +n1(1,1,1) 

(a2,0,c2) = rn:a(0,1,A) +n:a(l,1,1) 

(•a.6s,O) = rna(0, 1,A) + na(l, 1, 1) 

De la primera ecuación •e concluye: n1 = O lo que implica 61 = rn1 > O, y corno 
c1 = rn1..\, entones ..\>O. De la tercera ecuación •e concluye: Arna = -na entonces 
rns < O pue• ns > O pero na + rna = ha > O por lo que A > 1, pues .\ < 1 implica que 
lrnsl > na. De la aeaund& ecuación se concluye rn2 = -n:a y Arn:a + n:a ~O entonces 
-An:a + n:a ~O lo cual - una contradicción. a 

Definición S.'T Una tercia de v~rtices distintos a, b y c de un poHgono •e dice 
que está. equilibrada •i a E Ai, b E A2 y c E As. 

La •i&ulente proposición se •igue inmediatamente de loe lemas 3.4 y 3.8 . 
Propo•lcl6n s.a Sea S una •uperficie hornogenea, irreducible y con •ingulari­

dad aislada en es tal que el polinomio que la define posee un políogono con una tercia 
equilibrada de v~rtices. 

Entonces loa únicoa campos lineale• diagonalea tangente• & S •on múltiplos del 
campo radial, es decir, X(•i. •2. •s) = A(•i. z:a, •a) con ..\ E e•. 

A continuación se especifica una condición •uftciente para que los únicos carnpoa 
lineales diagonales tangentes a una •uperficie bornogenea, irreducible, con •incularidad 
aislada, sean los múltiplos del campo radial. 

Definición S.9 Un vértice de un poHgono •e dice que es principal •i tiene do• 
coordenadas nulas. 

Propo•lcl6n s.10 Supong .. e que S e• un •uperficie hornogenea~ irreducible 
con singularidad aislada en eª tal que doa vhtices del poHgono del polinomio que la 
deftne son principales. 

Entonces, loa únicoe campos lineales, diagonales· tangentes a S, •on múltiploe 
del campo radial. 
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Demoatracl6n Sin perder generalidad se puede aupon~r que ~-~¡ ~~j¡;~·;r 
cipales aon (n,0,0} y (O,n,O}. Asi se tiene que 

p(z1,z2,za> = zr + z: + Ezr•z22 + E.f•z:3 + 
.. /1 

:E z12 z'13 + E zt• "'~ •=3 

.., . / 

donde E .. •iª z2'2 • 'E11 zr• z:3 
" E.., 4 2 •P determinan loe vértice• en A=. AC y Ar rea­

pectivamente. 

aap = nz~-l + A(•2.•s} + •1(C(z1.•2.zs)) 
•1 

.::¡: ..... .;-',,\----- donde A corresponde a la auma de loa monoDÚoa cuyoa vértices est6.n en A'f!¡. 
~ .~. f Si el polinomio A(•:a.•s} tiene doa o l'.DÚ aumandos y ningún factor común, entonces 
'-: .. ,,1 , aparecen aumandos de la forma •:-1 • •:-l loa cuales generan una tercia equilibrada 
~''-'.'-_..... 1 del polinomio p(•1.•2.•a} y por la proposición anterior ae tiene el reaultado. Por. tanto 
r~ 1-_ A factoriza una variable o tiene a lo l'.DÚ un sumando. 

1 .... ... 

Supóngase ahora que 

aap = nz;-1 + B(z1, za} + •2(D(z1. •:a. •s}} 
z2 

donde B correaponde a la aurna de monomios cuyos vértices est6.n en Af!¡. Por un 
argumento como el anterior ae concluye que B factoriza una variable o tiene a lo rnú 
unaumando. · 

Si p(•1.•2.•s} ,,¡, O aobre la linea (0,0,za). entonces p(O,O,zs) = •: lo que 
implica que el vértice (0,0,n} est" en el polfgono y ae tiene una tercia en equilibrio. 
Por lo tanto se puede auponer que la linea (O, O, zs) pertenece a S. Ahora lfa<o. O, za} = 
A(O, •s) ,,¡, O implica que el monomio z:-1 e• aumando de A(z2, •s} por lo tanto el vértice 
(1, O, n-1} est" en el polfgono y genera junto a los anteriores una tercia equilibrada. Por 
lo tanto se puede.aupon.;r que A(O,za} =O. Asi que lfsco,O,za} =O. Un argumento 

___ -~álogo mueatra que B(O, za} =O por tanto. lfa(o, O, za) = O.Pero como la aingularidad 

es aislada entonces /!s(O,O,za) ,,¡,O y por tanto ~(0,0,zs) = n•:-1 lo que obliga a 
que el vértice (O, O, n) esté en el polígono y asi se tenga una tércia equilibrada. D 

Propoalclón S.11 Supóngase que S es como en la proposición anterior y que 
el polígono del polinonúo (con grado mayor que dos) que la define tiene solamente un 
vértice principal. Entonces todo campo lineal, diagonal, tangente, debe ser un múltiplo 
del campo radial. · 
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·, Demostración Sin perder generalidad •e puede •uponer que p(•1,•2,•1) 
¡S< •;" + A(z2,•1) + B(•1,z2,z:,) donde todo •umando de B tiene a •1 como factor. 

- t ,.,. ./ ; 
. ~ ... ;, - -----=- A(~ •::t) no puede •er1nulo pues z 1 •erfa factor de p. Asi, exwte un vértice en 

-·~>, _. __ Af. B no puede tener •umandO. que definan vértic .. en At-uA: porque •e conmigue una 
tercia equilibrada inmediatamente. Por lo tanto todo vértice de&nido por monomi011 de 
B esU. en el complemento de (U.=1,2,1 Af). Entone .. lfaco,o, •s) = O= lf.CO,z2,0) 
Además /!¡(o, •2,0} =O= -/!¡(O,O, za) pue• de otra forma habría otro vértie principal. 

'. 

Como IOll tü .. •2 y •s e•tán en S y la •inaularidad .. aimlada, l/¡(O, O, •s) 'I' O por 

lo tanto p tiene un mononiio de la forma •2•:-1 y aniUosamente l!¡(o, z:a, O) ,¡, O implica 

que p tiene un monomio de la forma z:-1•1· Entonc .. t011 vérticea (n,0,0),(0,n-1, 1) 
y (0, 1,n - 1) e•tán deflnid011 por p. 

La condición de tangencia de un campo lineal diaconal implica la resolución 
del sistema A1n = A3(n - 1} + As = A3 + {n - l}As con variablea A0• Entone .. •i 
n > 2, A2 = As = A1 y el campo debe mer un múltiplo del radial. a 

Observación: Para el camo n = 2 la a&rmación no e• cierta. Conmidénise el 
tüemplo 

la condición de tangencia: 

entone.,. A1 = A3 + As. Pero este c .. o ha 11ido analizado en el cap(tulo l. 
Tllorema s.1:a Si S ea un& •uperficie homogenea de erado mayor que d011, 

irreducible con •insularidad aimlada en c:1 , I011 únicos campOll linealea tansente• •on 
múltiplos del campo radial, es decir son de la forma X{•a.•21 •1) = A{•1,z2 1 •1) ,A E e•. 

Demostración La primera parte de la delD08tración consimte en obmervar que el 
resultado ea cierto •i •e restringe el enunciado a la familia de campOll linealea diagonal .. 
tangentes a S. 

Por l .. dos proposiciones anteriores, se tiene que •i p(z1, •2, zs) tiene uno o dos 
vértice• principal.,. el teorema es cierto con)~restricción anterior. Si p{•1,•2,zs) no 
tiene vértice• principales, por la a&rmación ª4/•e tiene que hay dos vértice8 a E Af y 
6 E A~ con i 'I' O por lo que si k 'I' i,; y At = 0 entoncea Ja •uper&cie no ~ irreducible 
por tanto - tiene una tercia equilibrada y por la proposición 3.8 •e tiene el re8ultado, 
en la familia de lOll campos lineales diagonales. 

Sup6ng&8e ahora que X{•1,•2,•1) ea un campo lineal diagonalizable. Entonces 
existe ME GL(3,C:) tal que MXM- 1 = D, donde Des una matriz diagonal, es decir 
•i - aplica el cambio de coordenadas definido por M e c 1 , el campo lineal D{ z 1 , z 2 , za) 
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- diagonal y tangente a la superficie homogenea S obtenida de S. Pero S cumple laa 
hipótesis del teorema. por tanto el campo D(z1, z2, zs) ea un múltiplo del radial y como 
D conmuta con M se tiene que X ea un múltiplo del campo radial. 

Sup6ngaae que X(z1,z2,zs) no ea diagonali:&able. Se probará que entonces no 
puede aer tangente a S, para lo cual se analizarán sus posibles formas de .Jordan. 

Por un cambio de coordenadaa se puede suponer que X eatá expreaad• en su 
forma de .Jordan directamente. 

a) Supóng .. e que X(z1, •:a, zs) = D(zi. •:a, zs) + N(z1, z~,, •s) donde D - un 
múltiplo del campo radial y N(•i.z2,zs) = (a:a,.aa,O}¡ la condición de tangencia a S 
aplicada a N(z1,z:a,•s) tiene la forma O= -l!;•:a + -lfa•1 a lo largo de S. Obsérvese 

-l!;z; ea un polinomio homogeneo del mlamo grado que p(z1,z2,zs) o bien el polinomio 

nu;o. Como p.,. irreducible Pl/f¡-z:a + -lfzz1 y por el grado p(z) = k(lf;z2 + -lfzz1)(z). 

Si p(z1, •2,zs) tiene algún sumando del• forma zr se sigue inmediatamente la 
imposibilidad de la tangencia. 

Analizando a loa posibles vértices de p(zi. z:a, •s) ae tiene que por hipótesis p 
tiene un vértice de la forma (a,h,O), pero la igualdad anterior implica que -1!;•2 tiene 

uno de la forma (a - 1,ll + 1,0) el cual ae cancela con algunos de -lfz•1;lo anterior 
implica que p tiene un vértice de la forma (a - 2,ll + 2,0), o bien p mismo tiene un 
vértice de la forma (a - 1,h + 1,0). -

Repitiendo este argumento ae llega a que p tiene un vértice principal lo cual ea 
una contradicción, esto completa la prueba para esta forma de Jordan. 

b) Asociad• a la otra forma de Jordan se tiene una construcción como la an­
terior; la ecuaci6n que determina la condición de tangenci• - p(z) = klf;z2, lo cual 
conduce a una contradicción inmediata pues p no sería irreducible. D 

Los resultados anteriores con la topología de las series de potencias se pueden 

- 111 -



e 

:­
: ¡ 

J 

J 
1 -
-· l -
·-· ¡ 

aUJD&riaar en el aipiente teorema. 
'1:'9orema s.1s Sea S una auperftcie homogenea de grado m&)'Or que doa; irre­

ducible, con aingularidad aislada en c 3 • Sea Zo(S) el espacio de g.i;rmenes de campos 
vectoriales tangentes a S en la aingularidad. Entonces, existe un coJ\lunto abierto 7 
denso de Zo(S) formado por g.i;rmenes que aon topológicanaente equivalentes al campo 
radial. a 
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