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DISCRIPCIOR DINAMIC! DI LA DISPIRSION 
POR UN POTENCIAL 

El autor a(radeoe al Dr. Marco• Mo1hin1k1 au a1uda 1 

e1t!mulo para la realizaol~n de eata te11a. 

I. IptroducclcSq. 

La finalidad de la preaente teail H H.tudiar"·ia cli1-

per11cSn nuclear por aedio de un potencial ele corto aloaace 

••(~a el foraali••o ceaeral de la aatri1 S; 1e di8cuten 
al(UDOI CalOI particularel para ilu1trar el tratamiento ¡e­
Dlral 1e(uido en el trabajo. y por Últiao. mediante el e1tu-



dio de la penetraci~n de una barrera de potencial por un pa•u• 
quet~ de ortda1 inicialmente encerrado en el interior de la -

barrera, dar·una interpretación a 101 diferente• término• que 

aparecen en la solución de las ecuaciones dependiente• del -
tiempo, que son las que se usan en todo este trabajo. 

El problema de la di1per1ión por un potencial tiene -
una solución bien conocida cuando ae refiere 1ol1mente al -

Htado estacionario del procHo, por lo que el ·interi1 de -

91te estudio ~adica principalmente en de1cribfr en el tiempo· 

el proceso de~a dispersión y en encontrar su oorrelaoión -

oon los polo• de la aatriz s. Del •i••o aodo.al disoutir 

el ca10 de penetración de una barrera de potencial, todo el -

interés estar' radicado en dar la descripción dináaica del 
proce10, porque la descripción Htát101 es bien oonociila: es­
te problema 1e trata también por ••dio del toraali1mo general 
de la matri~ s. 

En un trabajo reciente, 1e ha r~1uelto el problema -

del conportaaiento diná•ico de la disper1ión nuclear por ••­
dio de condicione• 1 la frontera en un e1pacio de rock conve­
nientemente elegido. E1te ea el llamado proce10 nultinive­

lar 1 • 

La di1per1idn nuclear puede con1iderarae como di1per-
1ión por medio de un potencial de corto alcance, 1 describir­

la u1ando el for•ali1•0 de la ••tria s. En un trabajo an­
terior 1e planteo el proble•a 11{ considerado para el ca10 
particular de aoaento angular cero, usando un tipo de trans­
formada e1pecial para 11e 0110. Ahora 1e extenderá el e1tu­
dio de la di1per1idn por un potencial de corto alcance al 
ca10 de ~omento angular arbitrario y singularidad e1encial 
al infinito en la función s. Concretando el problema, ••­
te consiste en encontrar el co•portamiento en 'el tielpo de 
un paquete de onda• arbitrarlo, original•ente 1i~uado f~era 
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( 1) 

donde V(r) es el potencial de corto alcance definido por 

= { v

0

(r) 
V(r) 

si r ~ a 

8l r > a 

) 

(2) 

Para no complicar innecesariamente la manipulación 

aatea•tica del probleas. es conveniénte que V(r) sea una 
funoion continua y con derivada continua. aunque el an•lisis 
puede generalizarse f•cilmente a potenciales que no tengan 

: e1ta restricción. 
i 
¡ Llamando· k al n~mero de onda de la particula inci-

¡ 
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j 

¡ 
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dente 1 1 = t k2 a su energla. se tiene que en ausencia 
de potencial, la función .;1 (r, k, t) toma la forma 

"1 1 (r,k,t) = Ji(kr} ezp (- i ! k2 t), (3) 

1a que la tunción j 1 (kr} satisface la ecuación 

_ t [ ...!.. .!.. (r2 .!) - l(l+I) ] Ji(kr) - -t k1 Ji(kr) =O 
r• dr dr r2 

Se 1ugiere entonce• definir una función u1 (ic,r) en 
la siguiente forma: 

_1_ A_ (r2 du1 ) + [ "1 l(l+ 1) 
- 2V (r) ) 111 = o (4) r1 dr dr r1 

711 V(r)•O,entonoea ui(i<,r)•Ji(i<r). O~r<Oil• 



del potencial dispersor; con este objet~. 1e ver,. que es dtil 

introducir una función de Green apropiada al problema, cuya 

forma analltica se obtendré expllcitamente. 

El anélisis que se desarrolla en este estudio, se 

restringe a energias no relativistas para la partlcula inci-

dente sobre el potencial. 

Por simplicidad, se supondré que el potencial disper-

sor tiene simetria esf~rica. En este trabajo, potencial de 

corto alcance significa que su acción termina a una cierta 

distancia fija finita a, la cual se llama alc~nce del poten-. 

cial; en simbolos, si V(r) es el potencial dispersor, 

{

V(r) ~o 
V{r) = 

o > 

si 

si 

r 4í a , 

r > a 

Se supone adem&s que el alcance a del potencial es 

comparable con l~ longitud de onda de la particula inciaen­

te, de modo que la dispersión S no es preponderante y de­

be, en consecuencia, estudiarse el caso de momento angular 

arbitrario. 

II. Planteamiento ~ ?.roblema. 

Es cómodo usar el sistema natural de un14ade1 

i = c = 1, y adomis fte supondr' que la masa de la partiou­

la incidente es m = l. 

La ecuación que satisface la función de onda ~1 
que describe el estado del sistema es la ecuación de Schroe­

dinger para momento angular l y con simetria esf6rica: 



Se introduce la función w1(K,r) que 1ati1faee la 
ecuación 

d (rª dw1) + [ ic2 - 1(1+1) - 2V(r) ] W1 =O 
r2 dr dr rª 

y ademis la condicidn de que w1 (K,r) 
Se define la función R1(K 2

) 

e1 regular en r=o. 
como sigue 

(6) 

La función R1(K 2
) e1 esencialmente el reciproco de 

la función f(E) introducida por Wei11kopf2 y ~tros en su 
formulación de la Teorfa de 111 Reacciones Nucleares. 

Con ayuda de w1(K,r) se pueíe construir una 

u1 (K,r) que satisface la ecuación (4) y que tiene la for•• 

(7) 
, r ;,. a , 

* donde h1 {Kr) son las funciones de Hankel e1f&rica1 defini 

da1 en t6rmino1 de las funciones de Be11el y de Neuman eafj 

rica1 como 1igue . 

(8) 

1 por tanto 

(9) 

¡ 
¡ 

1 

1 

l 



dul 
Uaando. el t:echo de que las funcionH u1 (11:, r) y -

4 
--

. r 
ion continuas en r =a, se puede poner la función R1 (Kt) 

t en t6rminos de las funciones h1 t11:r) y de la funcidn S1 (11:): 

1 
= -

1( 
( 1 o) 

t• t donde b1 (11:a) significa la derivada de h1 (Kr) respecto a 

1u argumento y calculada para el valor r = a. 

De la ecuación (10) 1e obtiene 

h~ (11:a}-Kh;' {11:a) R1 (K
2

} 

h;(11:a)-11:h;
1

(11:a) R1 (11: 2 ) 
( 11) 

In el ap6ndice se demuestra que la función u1 (11:r) 
\lene la propiedad siguiente 

• 
J uf(11:',r) u1 (11•,r) r' 
o 

+ 

donde 

1-(··1)1+1 Si(1e") 

11:• 

K2 
( = 2 • 

·---

= ~ [ 
l+(-1)1+! s1 (11:•) 

dr + 
K' 

] 8 ("~· - ";') . B1 (11:',11:18(i'-fª), (12) 

u1 (K,r) 
Si 1e hace la traneformacidn Ul (K, r) .. ----, l&s 

I e1 (11: ·, "' 
funoionee u1 (K,r) para diferente• valorea de "• foraan un 
ei1teaa coepleto ortonormal de eolucione1 de la ecuación (4). 
lste hecho permite. en virtud del teoreta de desarrollo de 

Dirac, ezpre1ar cualquier !uncidn de r como combinacidn li­
neal de la1 eigen1olucione1 u1 (K,r). 



En consecuencia, con ayuda de las funcicne1 u.(•,r) ... . 

se puede definir una transformada adecuada para e1tudi1r el 

desarrollo en el tiempo de un paquete de ondas que incide 

sobre el potencial y es disper1ado por éste• 

En ausencia de potencial, la transformada de Yourier 

se emplea ordinariamente para encontrar el desarrollo tem­

poral de un paquete; en forma an,loga se puede utilizar la 

transformada ¡eneralizada para describir el desarrollo tea­

poral de un paquete cuando se encuentra en presencia de un 

potencial de la forma (2). 

F.n el momento t =O, la funcidn de onda ~ 1 (r,t) 

( 13) 

entonces se define la transfo~mada 

y la funcidn de onda dependiente del tiempo toma la forma 

La funci6n de onda ~ 1 (r,t) obtenida en (15) sati1-

face la ecuaci6n (1) debido a que la función u1 (K,r) sa­

ti1face la ecuación (4); entonce1, si 1e comprueba que para 

t =o la ecuación (15)- se reduce a la ecuación (13), queda 

demostrado que la función ~1 (r,t) dada por (15) de1cribt 

el desarrollo en el tiempo del paquete de onda1 inicial. 



La tranaforRada do Hankel del paquoto inicial ea 

l\ (k) = ~ j f 1 (r) h (kr) r 1 dr ( 16) 
o 

Ahora bion, á6lo so quiero conocer ~l desarrollo on 

el tiempo de un paquete de onda inicialmente fuera del po­

tencial di1persor, por lo que el paquete ea nulo en ol in­

terior del potencial para t = O, esto ea, 

( 17) 

La in•eraa de la transformada de Hankel (16) ea 

Substituyendo (16•) on (14), y teniendo on cuenta 

( l'I), ae Uene 

r 1 («) = /f { /f [! J 1 (k) Ji(kr)k1
dlr }-rc..rlr'dr .(le) 

Esta ocuación puede ponorae, caabiando el orden de 

lntearación , 

donde 

· B1 (k,K) = ~ f J1 (kr) u~(K,r) r 1 dr • (20) 
• 

Se puede ahora definir la función de Groen del pro-



blema, que se desi'na por . i\(r,lr,t) como aigue:. 

)( 

r > a . (21) 

La funcidn n1 (r,k,t) satisface la ecuacidn (1) y, 

como se ~emostrar' m's adelan,e, para t = O toma la forma 

r > a (22) 

y por tanto, por la ecuación (lea), 

lf ·r , (k) < ) k2 d f ( ) ¡ n 1 n1 r,k,O k = 1 r , cuando r > a • ( l 6b) 
o 

Del an•ltais anterior, por las ecuaciones (I~) y (21), 

la funcidn de onda • 1 (r,t) dada por la ecuacidn (17), se 
puede expresar 

( l '7a) 

y por la ecuación (leb), la función • 1 (r,t) satisface la 
cot1dici6n ( 13). 

Ill .. Propiedades .~ !.!! funciones R1 (ict) y S1 (ic). 

En esta sección se encuentran algunas propiedades de 
la funcidn S1 (ic) deduoidas de las.propiedades de la fun­
ción R1 (••), que ea una función R de Wigner, 

Una función R de Wigner3 ea una función 111romorfa, 

i 
.I 

l 
1 
1 
1 

1 

1 



cuya parte ima¡inaria ea no neiativa cuando 1u argumente tit 

ne parte ima¡icaria positiva, y es no positiva cuando eu ar­
gumento tiene parte imaginaria negativa. 

La funcidn R1(K2) definida en la ecuacidn .(6) e1 una 
función R de ligner, como puede Terse en la 1iguiente for­

ma: 
Multiplicando la ecuación (5) por •r. la compleja con 

jugada de 11 ecuación (5) por w1 Y reatando, 1e obtiene 

drw drw~] 
ddr (rwtTr-rw1 -¡¡:- = l1'•t-KI~ r 1 lw 1 1·1 (23) 

Por otra parte, de la definición (6), 1e tiene 

w1 (K,a} 
= 

{~\ d ~/ r=• 

ld"1 r 
dr rm1 

J por 11 ecuación (23), 1e tiene 

donde 

y(KI) =-------
2( d•1 1' 

a h r=1 

> o • 
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i i 

f Con esto queda demostrado que la funéidn R1 (ic
1

) c111 J 

1 ple la segunda parte de la definicidn de una funcidn R. P1 1 

'.~'···· ra d81110atrar que la funci6n R1 (ic
1

) es meroimor!a, ba1ta obse~:~1· 
1

j 
• que, poi· un teore111a muy conocido 4 , las funcionea w1 y -
' dr 
~ son funciones entera• de ic 1 y por tanto su razón ea una ! 
¡; función meromorfe. 1

1

¡ 
~ Ahora pueden usarse la1 propiedades conocida• de la 

1 

f función R para encontrar alguna• propiedadea de la funcidr. J 

i 
1- Loa polca de la función S1 (K) est•n en la parte inferior 

del plano complejo o sobre el eje ima,inario 8
• 

2- Lóa polos de S1 (ic) eat4n sim6tricamente colocados res­

pecto al eje imaginario. 
Demoatracidn. 
de la ecuacidn 

Loa polos de la función son las raicea 

Tonando la oonjugada compleja de esta ecuación y usando 

las relacione• siguientes 

se obtiene la ecuaoidn 

l• cual indica que si 

bien lo H. 

taa-
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1 
1 S- Para K real, S1 («) S~{«) = l. 
1 La demo1tracidn es inmadiata. 
1 ¡ 4- La funcidn S1 (K) exp (12«a) e1 acotada cuando K • m 

en la parte 1uperior del plano complejo. 

Dt•o•tracidn. De la ecuacidn ( 10) y del hecho de que 

H 11aue que 

(i i)l exp(t iKr) 
t i«r 

y si S1 («) exp(12«•) • m cuando K • m en la parte supe­

rior del plano complejo, se tiene que 

Pero debe cumpli~ee 

esto ea, 

~o 

lo cual ea contradictorio 111 «1 > O y «• ; O. 
5- El comportamiento aaintdtico de la función sl («) exp(12Ka) 

eati dado poi· 



La deaoatrao16n H diue de la def1n1c1dn. 

IV. Deterainacidn expl1c1ia !!! la funcidn de Green ti). 
problema. 

Por un procedimiento an,logo al indicado en el ap6nd1 
ce. ae ~uede calcular la función B 1 (k~K) que •e definió en 
la ecuacidn (20), obteni6udoae el re•ultado 1iguient1: 

R1 (k, •) = ~ { [ 1+St(<)]1 (<-k) + (-1 )"
0 

[1+s",(.¡)a(<+k)} + 

• A k': •• {•~(<,a) [kaj 1 (ka) l' -J, (ka) I•••~ (<,a) i'}, (26) 

Ahora bien, de la ecuación (7) y de la propiedad 3 d~ 

la función S1 (K), se obtiene que 

(2e) 

La función n1 (r,k,t) dada en (21) 1e puede poner, 

por la ecuacidn (7), bajo la forma 

n1 (r, k.t) = /[ ! { ! R1 (k, •) S1 (<) h~ («)up(-i ! •'t)•' el< + 

• ! B~(k, •)h; (kr)np(-i ! •'•) •' d•} 

y haciendo en la segunda inteir•l el cambio de variable 
K • -K, se obtiene, por la ecuación (26), 

1 • 
n1(r,k,t.) = v'2" P f S1 {K)H1 (k,K)h;(Kr) exp(-i i K

2 t) K
2 

dK • (27) 

-· 



La P delante de la intearal indio• que ~· toaa el 
talor principal de CluohJ debido a que la funcidn R1 (k,•) 
tiene poloa en • = t k·, 00110 puede Terse d .. la ecuacidn 
(26). 

Al aubatituir el •alor (25) de la funcidn 81 (11:,1<) en 

la inteeral (2'7), pueden inteerarae inaediataaenh 101 Ur-
a1no1 que con.tienen funoionea a ele Dirao, quedando dnio•-

1 aente por intearar el t6raino que contiene el factor ~· 
k -1< 

Se tiene entonoea, 

donde lá Intearal 1 1 puede ponerae en la forma 

In oonteniente oonaiderar la inteeral.anterior en la 
forH •ieu1en·te: 

1 • 
I 1 = - -" p J = - .!.. I - 1 a.. [ J -i Rea [ ) ' 

" l<••k l<•+k 
-• e 

4onde el contorno C eat• indicado en la fieura l. 

.. ó > le > ó • 
-Ir +k 

i'i&. 1. 



Calculando directamente lo• re1iduos, se obti'ene fi­
nalmente 

I1 = - ! J + * <C1-s·1 (-1r)lh~(kr) + Cl-S1 (1r)l b+(lrr)) • 
e 

x ezp(-1 i k1 t) 

1 subatilujendo en la ecuacidn (a), •• tiene 

n1 (r,lr,t) = i Cb~(kr) + b;(kr)l ezp(;_i i 11:
1 t) - ~ f = 

e 

= j~fkr) ezp(-1 1 t) -

1 J IU1 (ica) { UÍ (1r, a)} 
- ; 2 2 kaj i (ka)-h (ka) u (1r a) • 

. c"-k t• 

J pueato que1 

b~(icr} = 
(i 1) l 

ezp(t iicr)P1 C(i 
:t. iKr 

,, i)l 
= ezp(:t :t i1rr 

la iatearal queda 

J = (-1)1+• ·: 
e 

1 
¡ 

1)•0 

x ezp[i«(r-a)l die 

1 
iKr) i 

J•O 

iKr)- 11 

º• 
(l hr)• 

donde la funol6n • 1 C1el eat' dada por 

= 

.. 

• 

(29) 

(29) 



(30) 

Se conaiclera que lo• polos en tk del lnte¡rando ae 
pueden poner en 1<1 = k-ii, K2 = -k-it , 

poeterioraente el liaite cuando i ~o. 

i > O, toaando 

La intearal ~obre 
el contorno C •e convierte entonoee en la intearal de 

-• a +m 1 por el teoreaa de la convoluci6n7 , 1e tiene 

• • 
11 = J J(K)Cl(ic)e:rp(-hz)dK = J ¡(71)f(z- ')d71 , (31) 

donde 
-· 

•1 (1<) 
G(1!<) = - • 

Kl> ' 
z = a-r 

• 
il'll = l J Gº(K)ezp(-l'l'C)dK 

2rr •• 

La funcidn f (:r-11) u puede eY&luar inHdiataaente: 

• 
f(:r-71) = -

1
- J ezp(-1 t ic1 t)ezpC-i(:r-71)Kl die = 

¡¡; .• 

ozp [1 (z;~> 
1

] { l 
= 1 ezp -1 [1< /f. + (Z-'ll ·1· ~ d1e e 

2n ·• /"2 12t J 
= e:rp (-1 !) fT Hp [1 (:r-'11) t] (31&) 

4 /1 . 2t 

La funoldn i('I) •• 
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Para evaluar la funoidn g!~) deben considerarae do1 
casos ~ < O 1 ~ > o. 

Por la propiedad 4 de la función S1(K), la función 

; 1 (K) eat' acotada en la parte superior del plano ooapleJo y 

por tanto para n > O, la intttgral se nalua cerrando el con­

torno por arriba; loa dnicos polos encerrados en eata forma 

son loe polos de S1 (K) que est~n sobre el eje imaginario. 

pero en la suposición de que no hay estados eatacionarioa, no 
hay polos en el eje imaginario y en consecuencia, 

g(~) = o ~ > o 

Por otra parte, la función ~1 (K) para K • m, toma 

la forma 

y por la propiedad 5 de la funoion S1 (K), aa tiene que 

~(K) ~ 
il+ 1 

X 
K • QD a 1-iKR1 (K1

) (K+K!) {K+Kt) 

X [ kj i (ka) 
J:i(ka) ] - R1(K1

) 

en conaecuencia, para ~<O , considerando que ae tiene una 
auoeaidn de circunferencias que cierran el contorno y que. 
no pasan por loa poloa de S1 (K), cuando el radio de eaa1 

circunferencias tiende a inflni to, la hltegral sobre la cir­
cunferencia del integrando de (31 b) tiende a cero, 1 en toa-

\ 



oea &('1) ae ezpreaa, para '1 < O, oomo 

donde Ka aon los polo• .n K1 "I ir1 'I loa poloa de la fua 

oidn S1 ( K >. 1 las oonatantea !a aon 101 resfduo•. 

Substituyendo 101 valoree de f{z-'1) "I de i('1) en la 
ecuaoidn (31), se tiene 

lt = v'2" 1 

•f [ {'J-Z-ba) I] .,, 1 
x ezp i ezp(-i -) - d'J 

o 2t . 4 lt 

1 entonce•, usando la definición de la funoidn x(r,k,t) da-
4• por Uo1hinsky 1

, ae tiene 

(32) 

J substituyendo (32) en (29), ae tiene 

t J = (-i)1+1 ªr 1" 
e 

1 { e • ·1. ) I R I I -p x(r-a,ira,t) 
p:zO (-ir) G=1 "• 

1 aubstituyendo este valor en la ecuación (28), ae obtiene 
la fDrm& ezplicfta de la funcion de Green: 



n1 (r, Ir, t) 

= J1(kr) (33). 

donde la1 funcione• X1(r-a,,,.,t) e1t'n dada1 por 

e _ _,,,_ X (r-1,,, ., t) 
(-ir) "'I · 

(34) 

1 la foraa ezplícita de la función X(r,,,,t) en t•r•inoa de 
funcione• intearale1 de error e1 

donde la funoidn erfc(a) está' definida por· 

-· .J· • erfc(s)= 2w ezp(-• ) da • (38) 
1 

Ahora bien, cuando r > o· J t •O, ae tieDe 1 

X ( ) ( r
2

) (i-"> • • - 1 ( 2•) i 0 r, ,, •, t .. e•p i ii' e•p 
4 

" r • .. , 

en con1ecuencla tara r > a 1 t = O, la funcidn de Green 

toaa la foraa 

que ea la condición (22) que debe cuapllrH. 

·1 
j 

1 

j 
¡ 
1 

1 



Cuando r >O J t • •, la funoi6D X(r,Ka,t) 'ºªª 
la foraa aaint6tioa aiguieDJe: 

i'!K
2
!t)- i in {ir1

.\ 3rr 7,, X(r,Ka,t) • - \ ezp(-¡) ezp 2t I ~O , -¡ < arg Ka<-¡-

X(r,K.,t) • 2 ezp(i«ar-1 ! «lt) " 3,, - -¡ < arg Ka < 4 . 

lntoncea la funoi6n X(r,Ka,t) tiende a cero cuando 
t • m J r > a, para todoa loa polo• Ka en la parte infe­
rior del plano complejo, aiendo diferente de cero aólo para 
el polo aitua~o· en la parte poaiti•a del eje real, esto ea, 
para el polo aiiuado en el punto k. Para eat.e polo, la fun­
oidn X1 (r-a,k,t) toma la foraa aaintdtica 

l 1 (r-&', K, t) ~ 2 Hp (-lira) b~ (Jrr) Hp (-lit) 

r > • 

(37) 

Por otra parte, 'uHndo el heoho de que la ezprel16n 

coao puede Terae por el beobo que la ezpreaidn anterior ea 

el lron•kiano J tiene un Talor conat.ante para todo Talor del 
argHent.o, H tiene, 1ub1Utu7endo la ecuaoi6n (36) en la 

(33). 

r > • 



1 •iaplificando, 1e tiene, finalaente, 

. -.... -···••·~=-·~·=o~·-1 
(38), 

r > a 

•ue es el Talor a1intdtico de la función de Green cuando 

t • m 1 r > a. lita ea la solución para el oa10 e•taoiona­

ri o. 

V. Conclulión. · 

In el preaente trabaj.o se ha encontrado una 1olucidn 

al probleaa de describir el proce10 din,aico de la diaper­

aldn de un paquete de onda incidente 1obre un potencial de 
corto alcance, reduciendo el problema a encontrar una fun­

cion de Green que permite ezpresar el desarrollo en el tiea­

po del paquete de ondas mediante la ecuación ( 17a). 11 pro­

oediaiento que H Biguid consiste eaencia1aente en definir 

un tipo de transformada útil para el problema,1 en aplic•r 

una serie de pro~iedades de la función S~(k) de di•per1idn 

que se encontraron exclusi•aaente a partir del hecho de que 

la función S1 (11) 18 puede Hpreaar en t.6rainOI de la fun­

Oion R1 (112) de ligner. 
Debe notar•• que las condiciones que sobre 101 polos 

de la funcidn S1 (K), 1 sobre 1u coaportaaiento 11intdtico 

al infinito que peraitieron dar la descri'poidn del proceao 

din,aico que se in•esttgd, 1 que proYienen de au definición, 

po1ibilitan la deacripcion causal del proceao, pues •i 101 

polos de la función S1(K) tuvieron po1ibilidad de eatar en 

la parte superior del plano complejo, laa funcione• 

1 

i 
1 

1 
~ 
• 1 
~ • : 
~ 
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1 
l 

l 

X (r-a, ic •· t) que aparecen en 'la (oraa e:rpllcUa de la funol6n · 

ele Green 0 1 (r, k, t). aerlan divergentes cuando t ~ • 'I el 

proceso no 1e describirla causalaente. 

La supo1ioi6n que ae biso a lo largo de e1te trabajo 

acerca de que la función S11icl no tiene polo• •obre el eje 
laa¡inario, J que equhale a afirmar que el potencial no tiene 

e1tado1 estacionarios, sólo se biso por comodidad, 7a que ai 

1e con1idera que ezi1ten tales e1tado1 e1tacionario1, sólo 1e 

aodifica el re1ultado por la adición de uno• t6raino1 que 

pro•ienen de 101 residuos de la función t 1 ( ic l def.inida en 

(30) en 101 polo• de S1licl que e1t•n sobre el eje iaagina­

rio. 
ll autor agradece al Dr. Marcos Yo1bin1k1 1u ••liosa 

a7uda para la realisación de ea te t,rabaj o. 

ipendice.· 

Tomando el producto de u1tic•,r1 por la conjugada 

de la ecuación (6) para ic = ic' , el producto de u~(ic',r) 

por la ecuación (6) J re1tando 1e tiene 

• 1 d ( 2 du 1 (ic•~r) • 1 d 1 du~(ic',r) = 
u1(ic',r) r2 dr r dr ) -u1(" ,r) -;¡dr(l". dr ) 

- ( ,1 •') •( ' ) ( • r) - ic -ic u1 ic ,r u1 ic , , 

lntearando e1ta ezpre1l6n entre O e m, 1e obtiene 

._· 



o 

por otra parte •e •abe que 

y de la ecuación (8) •e obtienen 111 ezpreaiones 

y •ub1tituyendo en la ecuación (a), 

• 
( ,1 .1) 

K - K J u~(K',r)u 1 (K•,r)r1 dr = 
o 

->< 4K•K 1 

Pero li• ezp(ipr) = 1"p8(pl 
r~m 

y del hoho Ill, 'Vt'IJCA talfftllD 

,; .. ~= M. 

(•) 



por tanto 

• J ui("',r)u 1(K',r)r1
dr 

o 

" =-

pero 

1 

6(K~+K")+5(K 1 +K") 

2K" 

2& ( :r) 

En consecuencia, 

: 5(~'-K")-1(K 1 +K") : 
2K' 



V?. Barrera infinita de potencial. 

fin esta sección se discute el efecto transitorio de la 

dispersión de un paquete de ondas por una esfera rígida impe­

netrable, esto es, por una barrera infinita de potencial. 11 

interés de esta discusión consiste en que, co•o es bien sabido. 

fuera de las resonancias, los nucleos Lienden a comportarse CQ 

ao esferas rígidas; además, es éste un caso simple que aclara 

e ilustra el tratamiento general de la dispersión por un poteR 

cial de corto alcance, que ha sido estudiado anteriormente. 

Considérese un potencial de la forma 

11 O~r~a 

si r > a 

Como el paquete de ondas incidente se refleja totalmen­

te al chocar con la barrera debido a que ésta es de altura in­

finita, se tiene que 

y por tanto, la función S1 (K) toma la forma 

(39) 

Los polos de la función S1 (K) están en los ceros de 

la funcidn h;(Ka), cuya for~a es la siguiente: 

Para enco~trar los polos de la funci&n S1 (K) basta 



encontrar las ralees de la ecuación 

1 
I 

ll•O 

º11 = o 
(-ha)' 

que por ser de grado l, tiene l raices. 

La ecuación diferencial que satisface la función 
es 

(40) 

d[td + ][·· ]· ¡; r dr b1 (irr) + ir r -1(1+1) bi(irr) = o. (41) 

Multiplicando la ecuación (40) por b~(irr)•. la conju­

cada de la ecuación (40) por h~(irr) y reatando, se obtiene 

&hora bien, poniendo K = K.+iK
1

, se tiene que ai ir
1 

> O , 
lKSI' •K 

1
r 

rh 1 (Kr) ___.,. e e - O; entonces, integrando la ecuación ..... 
anterior entre a e m, se obtiene 

- 1 c •h•··h·- h···h·•1 a K 1 1 K 1 l .... 
• 

+ + + • pero en loa ceros de h1 (ira), h1 (ira) = b1 (Ka) = O y por ta¡ 
• to, puesto que f r1 1b~1 1 dr > O • .debe tenerse 
• 

J como se ha supuesto qua 1( 1 > o. entonce• I(• = o. aato as 

ai hay algun coro de la función h~(ira) en la parte auperior 

del plano complejo, e1ta aobre el eje iaaginario, fuera de di 
' obo eje 1Ólo puede haber oero• en la parte inferior del plano 



complejo. lln consecuencia, .loa polos de la función s {K) 
, . 1 

eatan en la pirte inferior del plano c~mplejo o aobre el eje -

imaginario. Pero ai en la ecuación (4~) se pone "' = i bd, 
••obtiene un polinomio en el que todoi'loa términos aon po11-

tivoa y, en consecuencia no puede aer nulo; por tanto no hay 
poloa •obre el eje imaginario~ 

In el libro Table of runctiona de Jahnke-Emde, p.243 

eatan loa ceros de la función b~{Ka) para diferentes Talor.ea 
de l. 

La función ~1 (K) definida en (30) toma en eate 0110 
la forma 

K Hp(hl) 
= 

- (K+k) (K-k) 

debido a que, por la forma especial de la función S
1

(1<) dada 

en ~a ecuación (39), la función u1 (K,a) =o. 
La integral (31b) no ofrece ninguna dificultad para eT! 

luarse porque el número de polo• de la función S1 ("') ea fi~1 
to y la función de Green se expresa entonces, 

donde A. son los residuo• de ~1 (K) en Kt = -k, 

y los 1 ceros de la función h~(Ka) 

VII. Pozo de potencial. 

(42) 

1<2 = k 

Otro caso particular ilustrativo del tratamiento gene­

ral de la descripción dinámica de la disperaión por un poten­

cial de corto alcance, ea el de un pozo rectangular de poten-



cial de anchura a y profundidad 
tratará este caso. 

-! k2. 
o In esta 1ecció11 ae 

Considérese un paquete de ondas que incide· 1obre un po-
tencial de la form~ siguiente: 

--{- o~ Je~ V(r) 
con k0 reEtl si O ' r ~ a 

si r > a 

La función R i ( "2) definida en la ecuacic>n ce> toma la 
forma 

R1 (1e2) = j ¡(ka) 

kJi (ka) 
donde 

k = I "2 +1c2 
o 

La fun,ción s1 (11) es, por conaiguiente, 

h_; ( I<!'.) -· j¡(ka} 
1<h1 (K&) 

kj i (ka} 
S1 (1e) - -

j 1 (ka} 
(43) 

h ~ (ica) •' - 1eh 1 (1ea) kj 1 (ka) 

Es conveniente estudiar la di~tribución de loa polos de 

la función S1 (1<) para valores muy grandes de 1e. Con e1te 

tin debe encontrarse la forma aalr.tótica de la función s·1 (1e). 

Teniendo en cuenta que• 

.Y 

b*(K&) - (+1}1 !•P(tiica) 
l K.i» :i; i1ea 

coa (ka - !.t.! rr} 
2 

J1(ka)-;:;¡;t ~---le-a ______ _ 



•• ob\ldne el comporta111ento asintótico de la función S
1 

(ic): 

-l(..al 

l 
(-1) exp {-2ba) 

1+1 f [-cot(k.a - ~ 11 )] 

ic [. l+I ,1 
1-ik -cot(ka - -¡- 11 ~ 

{43a) 

Entonces, los polo.ir de la función sl {K) tienden Hin­

tÓticamente a las raices de la ecuación 

1-i .¡ [-cot(ka -
1

;
1 

11)) = o 

Is posible encontrar las raices de esta ecuación, pero 

para ello conviene hacer un cambio de notacidn: 

t : Ka z = ka 

se tiene entonces t = / z2 -z2 
o 

z 0 = k0 a real 

La eeuación cuyas raices se quieren encontrar se puede 

poner 

/;Q · . l+I 
= -i 0 cot{z- - ,,) 

! 1-(.!.)2 
- - ___ •o:.- l+I 

cot(z- - ") 
2 z 2 

'I por tanto 

l+I 
cot (z- T ") = 

l+I 
coa(z- 2 11) 

. l+ 1 
sen(z- - 11) 

2 

z 
Zo 

.!.. •o - - -===-11- (!..)2 
Zo 

y se puede hacer la identificación 

l+ 1 z 
cos(z- - 11) = -2 Zo 

ea claro que también puede hacerse la identificacicfo con 101 



-

·- -· -'-~.:.-····--~""'-'"""~'="'""""'""--""'"-~-~,--, 

1ignos oambiado1, pero como 1t elevará dtspues al cuadrado, no 
tiene importancia el si¡no· adoptado. 

Puesto que z es una variable oo•pleja, se pu~de poner 
z = z+iy, con x y z reales. 

Por tanto se tiene 

[ l+I = oos (x--¡- w)+iy) l+ 1 l+I x+1J coa(x- -¡- n)oos hy-isen(:a:---¡- w)._ by= lo 

de donde 

l+I x 
001(z- - w) oos by = - • 

l+ 1 . 
aen(z- - w) sen hy = ... L : (44) 2 lo ' 2 •o 

despejando las funciones circulares, elevando ál cuadrado y 
restanto, se obtiene 

= (..!.) t + (2) 1 ---
Zo coah1y •o senb1y 

despejando de aqui la variable x y sub1tUuyendo su valor en 

la segunda ec~aoión (43), se obtiene 

[ / t · X t 1 l+ 1 ] sen z0 ~cosh y-(-) ooth y - -
2 

" 
Zo 

sen hy = -L . (45) 
Zo 

Ahora bien, y ea una variable real y las ecuacione1 

(44) son reales, enton,cew en la ecuación (45) deben excluirH 

101 valorea complejos, ·entonces el radical en la ecuación (45) 

debe ser real y para esto, debe cumplirse la condición 

que puede ponerse 

cosh1 y - (1-) 1 coth1 y ~O 
lo 

o 1ea lunhyl ~ 1L1 •o •. 

1 

1 ¡ 
l 

! 

·······' ... --------'------



Eata r&J JCiÓn se cumple para Y'ltlorea suficientemente 
grandes de {JI y en consecuencia la ecuacion (45) tiene 

•oluciones pare -Y•lol'.es grandes crecientes de lyl, indepen­
dientemente del signo de z 0 , 

En la figura 2 se muestra la distribución de laa 1olu-
ciones de la ecuación (45) para momento angular cero • 

. /y 

Fig. 2 
Ahora bien, como se ve de ls condición que debe cumplir-

se y que se ilustra en la figura 2, puede haber soluciones de 

la ecuación (45) tanto en la parte superi'or como en la parte ia 

ferior del plano complejo; eata situación prov1ene de que para 

encontrar la ecuación (45), se elevaron al cuadrado las ecua­

cionea (44) quedando, entonces, ain importancia sus signos, y 

en consecuencia quedaron introduc1do1 101 ceros 1 no sólo los 

polos de la función S1 (K), Para ell•inar del resultado 101 

ceros do la función S1 (K), basta considerar la propiedad que 
tiene la funaion S 1 (K) de tener sus polos exclusivaaienu en 
la parte inferior del plano complejo. 

Para encontrar las soluciones de la ecuación (45) para 

Yalorea suficientemente grandes de y, se procede 00110 sigue.: 

de la segunda ecuación (44) ae ligue que cuando lyl • a, 
l+I 

aen (x- l¡l w) • m , por tanto x • (nw +-¡- w), con n e¡ 



tero poai ti vo o negativo. 1 ~1emáa,. de la primera ecuación (44), 
11 ly)- .. 111 y x .. (n11+z-11). coshy .. z~(n+ 1; 1 ).,,. .. ie111, 

entonces 1y1 .. log .!. (n + 1
2
• 1) "· En resumen, 101,poloa de la 

Zo .. 

función S1 {K) tienden a los puntos de coordenadas 

l+I 
x'= (n + 2)11 

2 l+I 
y = -log - (n + -)11 cuando n » 1 • (48) 

Zo 2 

Cuando se discutió el caso general de dispersión por un 
potencial cualquiera, se supuso que el integrando de le. ecua­
ción (31b) tend{a a cero sobre una circunferencia de radio in­

finito que no pasara por ningún polo. la posible ahora, en el 

caao del pozo de potencial, hacer nr que la función S1 (K), ~ 

fuera de 101 polos, decrece si K .. m en la parte inferior del 

plano complejo. 
Para valorea muy grandea de K, y con la notacidn intro­

ducida, la función S1 (K) se puede poner, aegán la ecuacion -

(43a). 

l+I t l+I 

S1 .- (-1) 1 exp(-2iK&) 
sen (1- T 11) -i -¡coa (z- T ") 

l+ 1 t l+I 
sen(z- -z- ") +1-¡ coa(z- -a- w) 

Escribiendo las funciones trigonométricas en términos de 

exponenciales, se _ti~ne 

S1 (K) = (-1) 1 exp(-2iK&) x 

.1 t l+I 1 t l+I ¡¡ ( 1 + z-> . exp Ci (z- T w)J- fil( 1- -z) exp[-i(z- T ")) 
X 

1 (1- 1) expU(z- l+I ")l- -
2
1. (l+J) exp[-i(s- 1

•
2

1 
")) 

2i 1 2 1 z 

¡ 

j 
1 

• , 
~ 

~ 

l 
J 
J 

1 
¡ 

¡ 
1 
1 
\ 
' 



pero poniendo z = z+iy; 

\lene que la exponencial 

puede poner 

y recordando que y ea negativa, 11 
[ l+ 1 

ezp -i (z- T w) 1- .. O; entonces ae 

sl (ic) - (-1) 
1 

exp (-2ha) 
l( .. Cll 

+l 
z 

_i 
z 

por dltimo, poniendo 

ae tiene 

.!. = / ,_ (!2.) t = 
z • 

Zo t 
1 - ! (-) + 

1 

1 4 z1 

(-1) exp(-2iica) 
z2 

o 

. •.. ' 

(47) 

(48) 

lo cual ind,ica que fuera de 101 poloa, la tunci6n S1 (•) .. O 
1i 1< .. (1) en la parte inferior del plano complejo, puea aunque 

s1 tiende a +m, ezp(-2iica) tiende a -m más rápidamente. 

VIII. Penetraclóp de barrera. 
El problema de la penetración de barrera• de potencial 

11tá íntimaaente relacionado con la di1per1ión de paquetea de 

onda• por un potencial di1per1or. En eata 1ección 1e da un e1-

c¡ue~a del tratamiento de la penetración de uaa barrera de po­

tencial por un procedimiento análogo, en esencia, al de di1per-

11dn.· 
Couidéreae un potencial de la foraa liguiente: 

V(r) = { 
o 11 O ~ r < a 

V(r) > o 11 a ' r ' b 
o li r > b 
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1 UD paquete de ondas encerrado en r < a; el problema que •e 
quiere estudiar consiste. en encontrar como sale el paquete a 

través de la barrera da potencial. Podría pensarse el proble~ 
•• diciendo que inicialmente el paquete estaba encerrado por 

una barrera infinita y que en el instante t = O, t~mó la for­

•• (49). Por simplicidad, la discusión se hará sohmente para 
ao·aento angular cero. 

Por analogía con la ecuación (14), se define la transfo~ 
••da del paquete de ondas iniclal f(r) como 

r(1e) =· /f j f(r)u•(«,r)dr,, donde f(r) =o si r>a • (50) 
o 

que puede decirse que eli la transformada de Fourier en u (1e, r) 
La función de onda que de1oribe el proceso e•, con auz1 

lio de ( 60), 

.¡,(r,t) = f; j f(ic)u(«,r) ezp(-i ! 1e
1 t) d« • (51) 

• 
A diferencia del caso de dispersión, en el que 1e desa-

rrolló el paquete de onda• inicial f(r) en integral de • 
rourier, aqu! conviene de1arrollar en serie de Fourier:· 

f(r) • n"r = I a. aen ---a 
11• I 

(52) 

eite deiarrollo ea po1ible por 11 forma de la función f(r); 

el coeficiente numérico la está dado por 

g = /2 J• f(r) aen~dr 
11 /";; 1 

o 

Subitituyendo la función f\r) en 1u forma (52), en 

¡ 

l 
1 
l 

1 
1 

l 
i 

1 
! 

. í 

1 

1 
1 



la ecuación (50), se tiene 

A ' P(ic) • 
J sen 

D7Tr = I gil - u•(ic, r) dr = ll= 1 a 
o 

• = I g. G·. ( ic) 
ll• 1 (5l '\} 

Ahora bien, en la región a ~ r E b, se tiene que la 
función de onda satisface la ecuación 

d2 ru 
- + [ic1 

- 2V.(r)1 ru = O 
dr1 

esta ecuación, por conocidas propiedades de las ecuaciones di­

ferencialea4, t1ene dos soluciones linealmente independientes 

•1 (ic,r) y w1 (ic, r) que son funciones enteras cuyas derivadas 
son también funciones enteras. Las funciones w.1(ic,r) y 

•2lic,r) cumplen la1 condiciones 

"' (ic, a) = 
(53) 

w;(ic,a} =-i 

La función u(ic,r) queda definida en todo el intervalo 

O ' r < m en la siguiente forma: 

u(ic,r) = - ~i [ezp(-iicr) - S(ic} ezp(iicr)J, si r > b , 

si r < a , (54) 

si a~ r ~ b ; 

con la1 condicione• de continuidad de la función u(ic,r) y 

1 

1 
! 
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1 

l 
~ 
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•u derivada en r = a J r = b ea posible determinar laa oua 
tro funcionea desconocida• S(K}, A(K)~ B(K) y C(K}. 

La funcidn R(K 2
) se define del modo siguiente: 

(55) 

aprovechando la continuidad de la funcidn u(K,r) y de su de­

rivada en r = b, la función R1 (K 2} toma la forma 

2 i exp(-iKb) - S(K}exp(iKb} R(K ·) = - -- - - - - -
K exp(-iKb} + S(~)exp(iKb) 

Despejando la función S (ic) se obtiene 

l+iKR(11 2
) 

exp(-2iKb) 2 1-iicR(K ) 

Ahora bien, ea inmediato que para 1e real, 

(56) 

(57) 

u(K,r) s•(ic) = -u(-K,r), y, en consecuencia, de la ecuación 

(54) se sigue que 1(11) s•(~) = A(-11) • 
La función G.(11) de la ecuación (50a) es, explícita-

aente, 

1 r len (n7T-Ka) - Hn (n7'+K&) l a· = 1• (ic) - -
D f2;".,, l D7T n7T 

--11 -+K a a 

(58) 

Poniendo la función de onda ~(r,t) en la forma 

Hr,t) = • I ~D.(r,t) 
ns1 

(59) 

donde. 

! 

' 



o 

••obtiene, por substitución de la función G•(K), 

~.(r, t) ... 
1 

= ; g. 

ten (nTl'+Ka) 
n" - + K a 

] . 

sen(n,,+1<a) 
n" - + K a 

1 . 

Ahora bien, haciendo en la segunda inteQral el cambio 

de nrbble K • -K, se puede poner la función i/ID(r,t) COllO 

una integral entre 101 límites -CD e 111: 

• 
1 . ;.(r,t) 1 J . [ •••(••-•.•) sen(nnua) 

: - g 1•(K) 27ri D , ftTI' DTI' 

•• a - K -¡- +K 

x S(K) e1p(iKr) exp(-1 t K11 t) dK (60) 

cl6n 

El integrando tiene polos sólo en 101 polos de la fun­
S (K), puH en :t.!!!!.., sen(M:tKa) • l. La analogh fo~ 

a 
~ :t K 
a 

1 
~ 
l 
~ 
¡ 
l 
1 
l 
1 

1 
1 

¡ 
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•al de la eouación (60) con la ecuación (29), sugiere definir· 
la funcidn ~{K) como sigue: 

= A.* (1t} [ sen(nw-Ka} _ sen(nw+ica) l 
nn nw S (1e} ·-lle a+K 

(61} 

de modo que la función ~.(r,t) se expresa brevemente en la 

forma 

• 
~.(r,t} = ~ a. J ~(K} exp{iKr} exp(-1 t K2 t) dK (62) 

•• 
que, a 1e11ejan1a con el oa10 de la dispersión, 1e puede eva­

luar por el teorema de la oonvola~ión del modo siguiente: 

jr(K) ~(") exp(-iKr) d" = f f(71) f(r-71) d71 • 
• • 

donde 

. . 
!(71)_~·":. ,.!- J F('1) exp(-i'JK) dK 

'121T .. 

1 

Efectuando el c'lculo, se obtiene que la función f(71) .. 
para la funci6n f('J), ~e distinguen dos ca101: ·71 >O y 

~ < o. Si '1 > o. como la funci~n S(K) eata acotada en el 

, .. iplano 1uperior complejo, t('1) = O, 1 para '1 < O, IUPR 



~ - ... ,.._ ... ·····- --··~····· ................. - ........ _ ........... _., ... ,. .................... ~ ........ ,.., ...... ,..__lf 

} 
g 
:: 

niendo que el integrando esta acotado en la parte inferior del 1 

plano complejo y que si 'se cierra el contorno por una circunft i 

rencia de radio infinito, la integral sobre ésta ea nula, se 
obtiene 

'('7) = 12" 1 • I Ba ezp (-i'7K•} 
••• 

donde "• son loa polos de la función 
B~ son los residuos 

"1 < o 

S(ic) y las constante•· 

La función .Pa (r,'t) se hace, entonces, en términos de 
la función X(r,k,t), 

• I 
••• (63) e. X (r, Ka, t) 

IX. Estado• guaai estacionarios. 
El probleaa de la descripción di~ámica de la dispersión 

por un potencial de cor~o alcance,~e planteó en la 1ección II, 
mediante la introducción de una fÚncio'n d.e Green que permite 

encontrar la función de onda dependiente del tiempo. En la 
sección IV se evaluó explícitamente dicha función de Green, e& 

presándola en términos de unas funciones dependientes del 
tiempo. El objeto de esta sección ea interpretar el significa 
do de los diferentes térainoa que aparecen en la función de 

Green. 
El desarrollo en el tieapo de un paquete de ondas arb1 

trario que se dispersa al incidir sobre un potencial de corto 

alcance V(r) dado en la ecuación (2), se da en la ecuación 



' ' j 
1 
l 

1 
¡ 
! ¡ 
l; ¡¡ 

-· 

tamente evaluada en la ecuación (33). Substituyendo la ecua­

ción (33) en la ecuación ( l 'la) se obtiene 

12 ••• - [ j~(ka)1 
-¡; ¡¡: J F¡(k) kJi(kr) - Ri(I~*) ic 

o 

donde 101 polo• K• con 4 = 3, ••• ,» son 101 polo1 de la full 
ción S

1
(K), y las con1tante1 l~ e1tán dadas por la ecua­

ol6n siguiente: 

o 

Ahora bien', la tunoi6n X1 (r-a,-k, t) e1 muy pequefta 
para todo valor de t, entonce•, despreciando la contribución 

de dicha función, se puede poner la función ~1 (r,t), con •JA 
da de la forma a1intótica de la• funcione• X1 (r-&,Ka,t), en 

la forma si¡uiente: 

• 
.. 1 (r,t) t•• ~-J ;1 (k) IC 

r» k• 1, l"•r 0 

- + ) .l 1 1 
ic Ch

1
(kr)+S 1 (k)h 1 (kr) · esp(-i 2. k t) k dk 

2 •• • 1 
- - - I l. HP (-:h..a) HP [+i (Kar- i ic.t)) rw r • 

(84) 

.¡ 



en donde la suma 1e 
cu10 argumento 1ea 

Los término• 

efectda IObre 101 pol08 fT de la función S
1 

fK) 

9 con la condici~n - ¡ < 9 < o • 
... la ecuación (64) se pueden i.nterpretar 

en la siguiente for•a: el primer término, o 1ea la integral, c¡ 

rreaponde al estado e1taoionario del proceso en el que ae tiene 

una onda incidente y una onda d11per1a saliente; éate e1 el 

t'r•ino que corresponde propia•ente al caao de di1perai6n. Ab¡ 
ra bien, la analo¡!a de 101 tér•ino1 de la 1uma con 101 tér•1-
no1 que aparecen en el caao de penetraoicSn a travd's de una ba­
rrera de po'tencial y qtae eai'n dado1 ea la ecuaci6n (63), indi­
ca .que al incidir la onda aobre el potencial, ezita esiado1 

1 
quaai estacionario• con una •14• ••dia de - --­"••"•' 

1. 

2. 

3. 
4. 

5. 
e. 
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