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DESCRIPCION DINAMICA DE LA DISPERSION
POR UN POTENCIAL

El sutor agradece al Dr. Narcos Woshinsky su ayuds y
est{mulo para la realizacidn do esta tesis,

I, Introduceidn.

La finalidad de la presente tesis es estudiar’la dis-
persidn nuclear por medio do.un potencial de corto alcance
segin el formalismo general de la matris S; se discuten
algunos casos particulares para ilustrar el trataziento ge-
neral seguido en el trabajo, y por ultimo, medisnte el estu-
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dio de la penetracién de una barrera de potencial por un paque

quete de ondas inicialmente encerrado en ol interior de 1a -
barrera, dar-una interpretacion & los diferentes términos que
aparecen en la solucicn de las ecusciones dependientes del -
tiempo, que son las que se usan en todo este trabajo.

El problems do 1a dispersidn por un potemcial tiene -
una solucidn bien conocida cuando se refiere solamente al -
_estado estacionario del proceso, por lo que 91'1ntexdi de -
esto estudio ?adica principalmente on describir ea el tioipo'
el proceso de“la dispersion y en encontrar su correlacion -
ocon los polos de la matriz S. Del mismo modo. al discutir
el cano de penetracicn de una barrera de potencial, todo el ~
interes estard radicado en dar la descripeicn dindmica del -
pfbcelo, porque la descripcicn estdtios es bien conocida; es-
te problema se trata tambien por medio del forealismo general
de la natriz S. B

En un trabajo reciente, se ha resuelto el problema -
del comportamiento dinamico de la dispersicn nuclear por me-
dio de condiciones a la frontera en un espacio de Fock conve-
nientemente elegido. Este es ol lianadO'prooelo eultinive~
lar', ’ .

La dispersidn nuclear puede considerarse como disper-

-~ sion por medio de un potencial de corto alcance, y describir-
la usando el formalismo do la matris S. En um trabajo an-
terior se planteo el problems asf{ considerado para el caso
particular de momento angulsr oero, usando ur tipe de trans-
formada especial para ese caso. Ahora se extendera el estu-

" dio de la dispersidn por un potencial de corio alcance al
caso de momento angular arbitrario y singularidad esencial
al infinito en la funcion S. Cbnoretandp el problema, es-
te consiste en encontrar el comportamiento en el tiempo de
un paquete de ondam arbitrario, originalmente situado fuers
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donde V(r) és elvpotenoill de corto alcance definido por
o V(r) , si rcga »
V(r) = . - (@)

o , s r>a .

Para no 6onplicnr innecesariamente la zmanipulacidn

 matemdtica del problems, es conveniente que V(r) sea una
~funcion continua y con derivada continua, asunque el andlisis

puede generalizarse fdcilmente a potenciales que no tengan
esta restriccidn,

Llamando’ k¥ al nfmero de onda de la particula inci-
dente y E = 5 k* a su energfa, se tiene que en ausencia

" de potencisl, la funcién ¥,(r.k,t) toma la forms

po(r,k,t) = jy(kr) exp (- 1 % k%) , (3)

ya que la runcidén j,(kr) satisface la ecuacién

_‘_;[r_'.%(gz%)_i%z_'l] Jler) - 4 € gykr) =0 .

Se sugiers entonces definir una funcién u,(«,r) en
la siguiente fornma:

d 1+1 k
%f;(rai%)*[“"ure‘)'zv(’)]“izo , (4)
y si V(r) + 0, entonces u,(x,r) + jy(xkr), 0 S <@,
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del potencial dispersor; con este objet:, se verd que es ﬂtil
introducir una funcién de Green apropiada al problema, cuys’
forma analitica se obtendrd explicitamente,

El anAlisis que se desarrolla en este estudio, se
‘ restringe a energlias no reiutiviutas para la particuls inci-
‘dente sobre el potencial. A

Por simplicidad, se supondrd que el potencial disper-
sor tiene gsimetria esfdrica, En este trahajo, poténcial de
eorto alcance significa que su accidén termina a una cierta
distancia fija finita a, la cual se llama alcance del potén-.
cisl; en simbolos, si V(r) es el potencial dispersor,

V(r) ¥0 si rs<a ,
V(r) =

>
s . 8i r a .

Se supone ademas que el alcance a del potencial es
comparable con 1a longitud de onda de la particula inciden~
te, de modo que 1la dispersidén S no es preponderante y de-
be, en consecuencia, estudiarse el caso de momento angular
arbitrario.

I1. Planteamiento del problenma.

Es cémodo usar el sistema natural de unidades
£=c =1, yademds se supondrd que la masa de la particu-
la incidente es m = |,

Le ecuacién que satisface la funcidén de onds y,
que describe el estado del sistema es la scuacidén de Schroe~
dinger pars momento angular 1 y con simstria esférica:
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Se introduce la funcidn v, (x,r) queISutisflce 1s
ecuacidn ' '

I 1(1lel - |
i (r® L [ x? _..i;;_l._ 2vV(r) ] "1 =0, oersa . (5)

y adenmds la condicidn de que w,(x,r) es regular en r=0.
'Se define la funcidn Rl(x’) como sigue

wo(x,8)
Rl(xz) =—;':—'—- .. o (6)

(dr ras

_ La funcidn Rl(xz) es esencialmente el reciproco de
la funcién f£(E) introducida por Weisskopf? y otros en su
formulaciéun de la Teorfa de las Reacciones Nucleares.

Con ayuda de w,(x,r) se puedie construir una
u,(~x,r) que satisface la ecuacidén (4) y que tiene la forma

A(x) wy(x,r) , - 0Srss,
ul(x,r) = ‘ (7)
¥ [h3(xr)+Sy(k)b3(xr)] , £ 2 8,

donde h:(xr) son las funcionees de Hankel e;fericai‘dofini :

das en términos de las funciores de Bessel y de Neuzan entﬂ
ricas como sigue o

hi(x) = §,(x) ¢ in,(x) , ' ;(9)

~ y por tanto

J.(x) = & [y(x) + b3(x)] . ()
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‘ Uaanderl'hacho de que ias funcionés- ﬁl(x,r) .y'-;;}'
son continuas en r = a, se puede poner la funcién Ry(«2)

' en térainos de las funciones hzcnr) y de la funcidr Si(x)g

hy(xa) + S, (x) b} (ca}
hy'{x8) + S, (x)b; (xa)

RI(-"E) = l,,

(10)

‘dbnd§ h;'(xa) significa 1la derivads de h;(xr) respecto a.
su argumento y calculads para el valor r = a.
' De 1a ecuacién (I0) se obtiene

by (x8)-xh;’ (x8) By (x%)
h;(xa)—Kh;'(xa) Rasz)

Sy(x) = - {1

‘ " En el apéndice se demuestra que la funcién Uy (xr)
tiene 1a propiedad siguiente

1+t

: C g [ 1= S, (~
I “:(“l.r) “1("'-1') r’ 4!. :.4 [ ( )K' 1( )

(=0T s, (x) T

P () s e,
donde ¢ = :3-.
N Si aezluoe 1a transformacién u,(«,r) ualer) las

1(x,r) » R
v By (x’, )

funciones u,(x,r) para diferenies valores de «, formsn un
sistesa completo ortonorual de solucionos de la ecuacidn (4),
Este hecho permite, en virtud del teorema de desarrollo de

Dirac, oxpresar cualquier funcién de r como combinacidn 1li-
neal de las eigensoluciones u,(x,r).



En consecuencia, con ayuda de las funcicnes u, («, 1)
se puede definir una transformada adscuada para eltudilr el
desarrollo en el tiempo de un pagquete de ondas que incide
sobre el potencial y es dispersado por éste.

Fn ausencia de potencial, la transformada de Fourier
s¢ emplea ordinariamente para encontrar el desarrollo tem-
poral de un paquete; en forma andloga se puede utilizar la
transforzada gemeralizada para describir el desarrollo tem-
poral de un psquete cuando se encuentra en presenocis de un

potencial de la forma (2).
| Fn ol momento t = 0, la funcién de onda y,(r,t)
es

»4’1(!':0) = f,(r) , | (13)

- entonces se_define la transformada

F (x) = /-72-’- I £.(r) ui(«,r) rfdr '(|4)
)

7 1a funcién de onda dependiente del tiempo toma la forma

W;(rnt) = /’:—: I F1(") “1(":1') exp(-1 % "'t)"ad" . (15)
0

La funcién de onda ¢,(r,t) obtenida en (I5) satis-
face 1a ecuacidén (1) debido a que la funcidn u,(x,r) se-
tisface la ecuacién (4); entonces, si se compruebs que para

= 0 ls ecuscién (15)- se reduce a 1a ecuacidén (13), queds
demostrado que la funcién y,(r,t) dada por (I5) describe
ol desarrollo en el tiempo del pagquete de ondas inicial.

. R, g 4T A RN T R Bt e
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o La_trahsfortpda de H@nkel.del ptqﬂ°‘°rih1°i‘1‘§'
2 ® ' . .
F,(k) = / — I f,(r) 3,(kr) rtdr (1)
(]

Ahora bien, s6lo se quiere conocer el desarrollo en
el tiempo de un paquete de onda inicialmente fuera del po-
tencial dispersor, por lo que el paquete es nulo en el in-

terior del potencial para t = 0, esto es,
f,(r) =0 . OSrga ,; . (17)

La inversa de lg trtnsfornadl de Hankel (18) es
() = /2 [ Fi(e) 55(kr) ePak . (188)
[+

Substituyendo (i16a) en (14), y teniendo en cuenta
(17), se tiene

Fy(x) = /—%— I‘/:_’Z'— Ii‘l(k) jl(kr)k’dk}u:(x,r)rzdr .(18)

Esta ecuacién puede ponerse, cambisndo el orden de
integracién,

Py (x) = /—f- [ B, (c.0) Pi(k) Kk (19)
]
_@onde

- B, (k,x) = //5— [ 1, (kr) u:(x r) rfdr . (20)

Se puede shora definir 1la funcién de Green del pro-
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, Hblema._que‘se designa por ﬁl(r,k.t)b como pigub:_.
o ) R _
-0 (r,k, t) = /" IE:(“-")%(“"‘) x
0

x exp (=4 ﬁ x’t) x2ax . r >’a . | (21)

La funcidn 0,(r,k,t) satisface la ecuacidn (|I) y.'j

= como se demostrard mds adelanie, para t = 0 toma la fqrmh '

01(?:kno) = jl(kr) » r>a ’ o (22)

y por tanto, por la ecuecién (l€a),
) I F,(k) Ql(r,k,o)kzdk = £,(r) , cusndo r >a. (l6b) -
(] : : . T

Del andlieie anterior, por las ecuaciones (I§) y (3!).ﬁ
1a funcidn de onde y,(r,t) dads por la ecuacidn (17), se
puede expresar

2 1 | ‘
g,(r,t) = /; !Fl(k) 0, (r,k, t) k%dk -, (178)
y pov la ecuscién (1eb), la funcidn ¢i(r;t) satisface la
condicién (13). '

III..Propiedadea de las funciones R,(x2) y §,(«).

En este seccidn se encuentran algunas propiedadé- de
la funcidn S,(x) deducidas de iaa.propiedndeu de la fun-
ciér R,(«®), que es una funcidén R de WKigner, '

Una funcidn R de Wigner° es una funcidn me rovorfs,




‘cﬁya porte'imsgireiia es8 no hégativd cuando sn‘argunentc tig
ne parte imagiraria positiva. y e8 no positivu cuando su ar-
_ gumento tieme parte inaginaria negativa.

La funcién R,(x2) definida en la ecuacidn (8) es una
‘funcidn R de Nigner, como puede verse en la giguiente for-

“Multiplicando la ecuscidn (5) por w}, la compleja cop
jugada do la ecuacidn (5) por w, Yy restando, se obtiene

i drw drw} ,
F ARk A el R R L L

Por otra parte, de la definicidn (8), se tiene

K } 'I(K' Q) '1(" ‘)‘
2ilaR, («2) = —3 d i
(—d!i) r=e ( '1) r=e

I jL[ drw1 ' . drw, ]
-;3 I ir rw,— ar -rv, ir dr

[dw1 ]'
dr J ..,

"y por 1a scuscién (23), se tiene

21 ImR,(«*) = 21 y(«*) Im &*

.
[ etiwyl ar
o

: 2, .
yle™) = 2[ d'1 ]2 >0
*lar dea

donde
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Con esto queda demostrado que la funéidn :RI(x’), cu
Fle la segunda parte de la defiricién de una funcién R, Pa
ra demostrar que la funcién R (x ) es meromorfa, basts obsesux
que, por un teorema muy- conocido®, 1as funciones LOTE 4 Tr—
son funciones enteras de «! y por tanto su razdn es una
funcidn meromorfa,

Ahora pueden usarse las propiedades conocidas de 1la
funcidn R para encontrar algunas propiedades de 1la funcidr
Sl(f)' ’
I- Los polce de la funcidn S,(x) estdn en 1a parte inferior

del plano complejo o sobre el eje innginarios.
~ 2- Los polos de S,(x) estdn simétricamente colocados res-
pecto al eje imaginario.

»
&

Demostracidn. Los polos de la funcién S,(x) son las raices
de 1a ecuscién

hi(xa) = hY(x8) R (&%) =

Tomando 1la conjugada compleja de esta ecuacién y usando
las relaciones siguientes

hl(?)" =B3(e%) 5 Bi(=e) = (=0'RY(R) 5 by(e) = (D) h (el
Ry(w®)™ = By (x*%) = Ry[(-a")®)
86 obtiene la ecuacidn
By (-x*s) - (~x*) b]'(~n®a) By[(-x*)*] =

1a cusl indice que si «~a es un polo de S;(x), -« tam-
bien lo es.

LI,
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3— Pa"rg « real, S(x) SH(x) = I.

La demostracidn es inmadiata.

4- La funcidn S,(x) exp (i2«a) es acotsds cuando x +:. @ .

en la parte superior del plsno oomplejo.
Dssostracién. De la ecuacidn (10) y del hecho de que

' - .1 oxp(z ixr) ‘
bl o O 0T S

~ se sigue que

R, “ : |+(-|)1’| S, (x) °*p(12“‘)' |
(K ) 7 s K »® 1x |,(.|)1 S, (x) exp(iZxa)

-y 8L S;(x) exp(i2«xa) » ® cusndo « + ® en.la parte supe-

.rior del plano complejo, se tiene que

K’ K;

Tl In|®

R (x ) ———31"
Pero debe cumplirse
x, In Ry(<*) 20

esto es,

X

‘2
X
3

L]

|

20 ’

—

«|

lo cual es contradictorio si Ky > 0 v « # 0.
8- El comportamiento ssintético de la funcién SI(K)OXp(iznl)
estd dado por

S,{(«)exp(i2«a) e (-|)1" [ T—;:&-?:_3-| ] .
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problema,
Por un procedimiento lndlogo al indtondo on olblpénd(
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La demostracién se sijue de 1a definicidn.

.

IV, Doteruinuoidn glplicitu de ln funcidén de Groen gg}

ce. so puede calcular la funcidn B, (k,x) que se definié en

‘Vla,ecuacidn (20), obteniéudose el resultado siguiente:

H,(k,«) = :;2? {[ :l+St(x)]8(x-k)‘ + (-|)"."‘ [|+S'1(K)]§(“*_k)} A

uf(«.a)[kaji(ka)f -Jl(ka)[xnu:(x.a)li}. (25)

Ahora bien, de 1a ecuacidn (7) y do la propiqdnd'3:dd'f
la funcién S,{x), se obtiens que

Sy(a) By(k) = (=1) (k=) o (ze)

La funcién Q,(r,k,t) dada en (al) se puede poner,
por la ecuacidn (7), bajo la forms ‘

G,(r,k,t) = /-gi {[ R, (k, k) Sy («) h;(xr)exp(-i 3Pt A+
_ T ° .
+ j(ﬂl’(k,x)h;(kr)exp(-i ¥ «2t) «F dx} .

y haciendo en 1a segunda integral el csmbio de variable :
x + -k, 8e obtiene, por la ecuacidn (26),

: | . )
01(rok. t) = /_E-"‘P I S]_(")Hl(k; «)hy (vr) exp(~i & “2t) «® de . (27)
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. La P delante de la'intpgrai'indion-quo se toas ol
- valor principsl de Cauchy debido & que la funcidn B, (k,«) '
tiene polos en « = t k, oomo puede verse de la ecuacidn
(28). S .
| Al substituir el valor (26) de 1la fumoidén H,(k,«) en
‘1a integral (27), pusden integrarse immediatsmente los tér-
sinos que contienen funciones & de Dirac, quedando dnice-
i " 'mente por integrar el término que contiene el factor '

k2-xt
Se tiene entonoces,
nl(i-.k.t) = % ([|osl(k)l-h;(kr).lusl(-k)lh;(kr)) x
- x exp(-1 & k%t) + I, , : (a)

- donde la Integral I; puede ponerse en ls forma

- -1pf g o () (kg (k) =3 (k) cmy () )

x h;(xr) exp (-i §ott) «Fdx .

En convenientée considerar la integral anterior en la
forss siguiente: )

I.=-—:PI=-%I-1R“[]“

-f{ Res [ ]
K=
[

- +k

donde el contorno C estd indicado en la figurs |,

-k ! |C +k

Fig. |.
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~ Caleulando directamente los rosiduos, 8o obtiono !1- ]
utlnente ' '

I = - f;! ¢ 4 (0=5, () Ihj (ke) + U1=8,()) B°(ke)} x
% exp(-1 ¥ k*t)
y subltiiujondo en la ecuacién (a), se tiene

nl(rA.k.t) = 4 [h;(kr) + h;(kr)vl oxp(-1 4 kft)“ - -": f,?
b e

= jl(kr) exp(~1 E t) -

(xa) A
-1 g—‘——k-{k-n(h) ) S ,,}
c

x h;(xr) exp(-i % x!f) £ dx . (28)

y puesto que®

. 14 -1
hy (xr) = e oxp (¢ ixr)P, [(F t«r)”') =
1
_ 17 1) 1 Op

ls iategral queds

1e " 1 & (A0 CUh ) x
£ (-1) gm0 (~iF)7 { 7 oap(-1 1 «°t)
x oxplix(r-a)l d« , ; : (3]

donde 1a funcién &,(x) estd dada por




,’(‘) = exp(-1 % x't) H G(u) T ——— X = a~r

’1(~? K oxp KI)(~+kNK_k) 11( ) ':?:ry . (30)

Se considera que los polos en itk del 1nt9¢rlﬁdo se
puedon poner en x| = k-le¢, «xp = -k-ie , € >0, tomsndo

‘posterioriente el limite cuando € + 0. La integral sobre

el contorno C  se convierte entonces en la 1ntogr|1 de

. am g +@ y por el teorema de la convolucidn’, se tiene

L= [ B(G(xerp(-tax)de = [ g(me(z- Yan (31)
donde

$y{x}
'3 4

| f("’) - 7;‘; I F(x)exp(-inc)de ; g(m = 71"2.;[ G(x) exp (~1mx) dx

La funcién f£(x-n) se puede evalusr invedistamente:

£(x-7) = L I oxp(-1 % «®t)oxpl-1(x-n)x) dx =

/on
exp [i -4:21—]

I el A e
JE—— 4)//_-exp 1 Lenf] (o1e

La funcién g(n) es

gtm = 7%= ] 2%£:1 exp(-inx) dx . (31b)
” } : .



o Pnra'evaluar la funcidn - gin) deben considerarse dos
;b » casbg' n <0 y n>0. |

P , Por la propiedad 4 de la funcién S (x), la funcidn
f;¢1(x) estd acotada en 1la parte superior del plano coaplejo vy

o por tanto para n > 0, la integral se ovalus cerrendo el con-

torno por arriba. loa ‘Unicos polos encerradoa en esta fornc
son’ loa polos de S,(«) que estén sobre el sje imaginario,

pero en 1a suposicién de que no hay estedos e.tlcionarion. no

- v hay polos en el eoje imaginario y en consecuencil.

gim =0 s >0 .

Por otra parte, la funcidn ¢,i{x) para « - w,:ton§ v
la forma B

o SRR S 14 o ' 11£!:1
A ] o) ['*("_’ 1 Sl("m(i,z""] it 'Raf“’,’] "

y por la propiedad 5 de 1la funcion S;(«}, se tiens qué

fler |
¢lx}) — Py x
K+ ® -8 I=1aR; (%) (xox)) (kexa)

i

[ kj{(ka) - ‘i%:;% ']

en cdnseeuéncil, pars 7<0 , considerando que se tieme una
sucesién de circunferencias que cierrsn el contorno y que.
no passn por los polos de S,(«), cuando el radio de esas
circunfersncies tiende a infinito, la integral sobre la oir-
cunferencia del integrando de (3!b) tiende a cero, y onton&r
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~oes g(n) se express, para 7 < 0, ocomo
" = Von o A | .
@l = Va4 3 < exp(-inn)‘ ,

donde «~« mon lof polos en «;, § x2 ¥ los ‘polos de ln fun
oién S,(x), y las constantes Ae son lou reaiduos

8e = Ros [¢,)0cp .

Substituyendo los valores de f(x-n)- y de !(ﬂ)

en ls
ecuacidn (31), se tiene '

Aa
Ig =vV2n i GEI :E oxpli (xna- % x2t)] x

- exeted)? ‘ . ’
x ioxp [1 (n :tt ) ] oxp(~1 I) ;% dn ,

y ontonces, usando 1a definicién de le funcién x(r k,t) da-
da por lonhinsky , 80 tiene

nMe
xl»
LL- B J

a

Is = inm . x(r-a.xd.f) , '(32)

| y substituyendo (32) en (29), se tiene

11 a 1 « A

{ -4 tr PEO ?:EﬁT’ af: x; x(r-a, ""t) g

y substituyendo este valor en la ecuacidn (28). se obtiene»
la forme explicfta de la funcion de Green:
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. ‘.ﬂly(l',.k.t)' = Jx(kr) Olp(-,”i.ﬂt)-(.-i){.—:-'- "

[} e A

- fo{—‘v 2 5 x(:;..x..n} =

("11') a=1 KQ

T empltry - 8 aonnet) L (89)

.dondq'lu- funciones Xi(r-a,«s,t) estén dadas por |

; xr = - 1 i | ¢ - '. T
Xa (v-e, ",t) = 1)z (-u;ug X(r-a,xe,t) , (34)

y 1a forms explfcita de la funcidn X(r.~ t) eon términos de

' funcionol integrales de error es

Xi(r,x, t) = exp fler - # «*t) orfo lexp (-~ %)(zt)'*(m)l". (35)

donde 1a funoidn erfc (s) estd definide por:

orfc(s) = 21-* ] exp(-s?) ds . | (36)

Ahora bien, cusndo r > 0y t + 0, se tiene'

-4

2
X(r,xa,t) » oxp (i %;) exp (%f) " r"(zt)* -0 ,

en oconsecuencia parse r >a y t =0, la funcidn dordroon’
toms la formas

01(r.k.0) = 11(kr) '

que os la condicidn (22) que debe cumplirse.
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Caando £ >0 y ¢ + o la funcidn X(r,«s t) toms
la forma asintétics siguienge:

' K b= %
X(r.,«.,t) -+ - ( ;) oxp(%—") exp(é—:—) -0, 2:—<u-g Ke <:’£—

X(r,xe,t) + 2 exp(iner-1 % x2t) , -'%'< arg «e <E;L ..

Entonces la funoién X(r,~e,t) tiende a cero ouando.
t+o y r >a, pars todos los polos xa on la parte info-
rior del plano complejo, siendo diferente de cero sélo pars
el polo situado on la parte positiva del eje real, esto es,
psra el polo situado en el punto k. Para este polo, la fun-
cién X, (r-a,k,t) toma la foras asintétics

X, (r-a,«,t) T2 2 exp(-ika) h;(kr) exp(~1Bt) . (37)
r>a

Por otra parte, usando el hecho de gue la exprolidn'

ka®[h] (ks)hy ' (ks) - hy(ka)h;'(ks)) = 2,

como puede verse por el hecho que la expresidn nntoripr 1
el Wronskiano y tieme un valor constante para todo valor del
srgusento, se tiens, substituyendo la ecuacidén (35) en la
(33),

0,(r,k, ) 32 4 (hy(kr) + by(kr)] exp(-1Et) -
r>e

- & [1-5, (k)] bl (kr) oxp(-1Et)



y sisplificando, se tiene, finalmente,

nl(r,k,t)-;-:-g 3 [hi(kf) + Sl(k) h;(fr)] oxp(Qllt)'.  (35)
r>a

i que es el valor asintético de la funcién de Green cuando

t «@ y r >a, Esta es 1la solucidén pars el caso estaciona-
rio.

V. Conclusidn.

En el presente trabajo se ha encontrado una solucién
al problema de describir el proceso dindmico de la disper--
sién de un paquete de onda incidente sobre un potencial de
corto alcance, reduciendo el problema a encontrar una fun-
cion de Green que permite expresar el desarrollo en el tiem-
po del paquete de ondas mediante la ecuacidn (I7a); El pro-
cedimiento que se siguid consiste esenciaimente on definir
un tipo de transformada itil para el problema,y en aplicar

una serie de propiedades de la funcidén S,(x) de dispersidm
que se encontraron exclusivamente s partir del hecho de qus
ls funcién S,(x) se puede expresar en términos de la fun-
oion R,(«x2) de Wigner.

Debe notarse que las condiciones gque sobre los polos
: de 1la funcidn S,(«), y sobre su comportamiento asintético
i sl infinito que permitieron dar 1la descripesidn del proceso
2 dindmico que se investigd, y que provienen de su definicidn,
posibilitan la descripcion causal del proceso, pues si los
polos de 1la funcidn S;(x) tuvieron posibilidad de estar en

la parte uupérior del plano complejo, las funciones - - —-
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X(r-a,xe,t) que aparecén en41i‘£orns expl!cifl de 1|‘fnh616ﬁ7

de Green N,(r,k,t), serian divergentes cuando t + ® y el

proceso no se desoribiria ocsusalaentes.

_ La suposioion que se hizo a lo largo de este trabajo
acerca de que la funcidén S;ix) no tiene polos sobre el eje
imaginario, y que equivale a afirmar que el potencisl no tiene
estados estacionarios, sdlo se hiszo por comodidad, ya que si
se considera que existen tales estados estacionarios, sdlo se
modifica el resultado por la adicién de unos términos que
provienen de los residuos de 1la funcién ¢ («x} definide en
(30) en los polos de S,(«) que estdn sobre el eje imagina-
rio, : :

El autor agradece sl Dr. Marcos Moshinsky su valiosa
syuda para la reslisacidén de este trabsjo.

Apendice.

Tomando el producto de u,{x",r) por la conjugada

 de 1s ecuscién (5) para « = x' , el producto de ul(x’',r)

por la ecuacién (5) y restando se tiene

: du (x",r) d o dut,r)
u:(x',r) -;',;, -dd—r (r® ';dl_—-—) -u, (", r) -;I-ia-!'_(l',’ "l&‘r'—

- (K"-K'!) u:(u',r) ul(x',r) ’

{ntegrando esta expresién entro 0 e @, se obtiene



(' ®x®) [ u8(x’,r)uyx®,p) £l =
o : ' :

dr (K',;) dru® ‘. :
= [ratenn) THED e D]

por otra parte se sabe que

h;(xr) —  ‘(#‘1)1 o!zi:ix#)

'y de 1a ecuacién (8) se obtienen las expresiones -

|

—_—
r-o® 2«°

ru, (x*,r) [ 114! oxp (-1x‘r)+$‘1(x') (—1)?‘ oxp (ix'r)] ‘

d k", _ .
= ;r f) r - 04* [11 exp(-ix°r) + (‘1)1 S («*) OIP(i"?)]i

y substituyendo en la ecuscién (s},
; L

(2 x") [ n:(n'.r)ul(x',r)r’dr =
o

4d"x’

xlp {(~1)expld (x*=x")r) (x*+x") 4187 (x1)S (x*) x
x oxp (4 {x"~x')r] (x'+x") 41 (1) 1.kk'-K’)SI(K')QZP[I(K'*K')PI -
(1)1 (kr=x")SP(x’) expli(x’ex’)r))

Pero liam exp(ipr) = 1impl(p) ,
r+®

y del imnciso III, mm mu
e AR




ST(x') Sy(x*)bln'=x*) = S (x")Sy(x")B(x"=k") = Bln'=n")

S:(x‘) S(n'ex") % s:(-x') Bla'tx') = 5,(«") Blal+n®) -,

por tamto

=722;:7‘ {[|+(-|)1.'31(K')]IS(K‘-K')+8("'*K')]. +

+’[|-(—|)1" S (n')l{a(é'-x')-s(~'+~')l) P
pero
Blu'+x" )48 K" +x") _ Blx'=k")=8(K'+x")
2«® A 2!

y L B =)

En consecuencia,

T . 2 ul JFOE LN B
l uy(«',Flu,(«®, rir-dr = YV [25(&'-&')+3(-|) SIU()S(AHK")V=;
- ° N N :

= S(K"’—R;!} L

L3 l4{=1 lbls ! e (=] 1“5 oy :
° .
f 5 (K__‘zf _%:) . B(K'.K') Sle'-¢")’ . (|2)

i
t

o

i
4
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V1. Barrera infinita de potencial.

Fn esta seccidn se discute sl efecto transitorio de la
dispersicn de un paquete de ondas por una esfera rigide impe-
netrable, esto es, por una barrera infinits de potencial., El
interes de esta discusion consiste en que, como es bien sabido,
fuera de las resonancias, los nucieos tienden a comportarse cg
wo esferas rigidas; ademas, es éste un caso simple que aclara
e ilustra el tratamiento general de la dispersién por un potepg
ciel de corto alcance, que ha sido estudiado anteriormente.

Consideérese un potencial de la forma

® 81l 0srg¢a
V(r) =
0 si r>a .

Como el paquete de ondas incidente se refléja totalmen-

fe al chocar con la barrera debido a qué ésta es de altura in-

finita, aé tiene que
R, (x*) =0 ,
y por tanto, 1a funcicn S;(x) toma 1la forma
(39)

Los polos de 1a funcion Sl(x) estan en los ceroslde

1a funcién h}(~a), cuya forma es ls siguiente:

. (-1)’ 1 °p
= i T e, c, >0 .
h, («a) iva exp (1~a) p2o (Cixa)? ?

Para encontrar loe polos de la funcion S, («) bastas

g1 var S

TR
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encontrar lss raices de la ecuscidn

p=o (—ix.)' = 0 ’ | | ) (40)

que por ser de grado 1, tieme 1 raices.

La ecuacidn diferencisl que satisface la funcidn h;(xn)
es

aé; [ 2 1 b (xr)] [2r’—1(.1¢l)]h;(xr) = 0. (41)

Hultiplicando 1a ecuacicn (40) por h;(xr)'. 1a conju~

gada de la ecuscicn (40) por h;(xr) y restando, se obtiene

ir [(rh;*) T(rhy)=(rh) — (rh")] («**-x®)r®hih "

Ahora bien, pgniendo K = kating, se tiene que si Ky >0,
K_r =K_T
rhl(xr)-;:: e " o7 »0; entonces, integrando la ecuacidn

anterior entre a e ®, se obtiene
» ‘a ) . . M & ] 2
~atl«x h;' hi-«h] h] ]r_. = (x'en' ") I r¥lnyl dr
[ Y

peio en los ceros de h;(xl), h;(xa) = h;(xl). =0 y por tap.
-

to, puesto que [ r'lh{l' dr » 0, debe tenerse
A .

e ™=k =0,

y como se ha supuesto que «, > 0, entonces «_ = 0, esto es

" si1 hay algun cero de la funcicn h'(xa) en 1la parte superior .

del plano complejo, osta sobre el eje ilaginlrio. fuera de di
cho eje solo puede haber ceros enm la parte iuterior del plano

Bt Bl e aled b | v R



coiplejo. En consecuencia, 1os polos de la funcicn S, () -

estan en la parte inferior del plano complejo o sobre el ejo -

imaginario. Pero =i en la ecuacidn (40) se pone x = f]«|,
se obtigne un polinomio en el que todos los térainos son posi~-

tivos y, en consecuencia no puede ser nulo; por tanto no hay
polos sobre el eje imaginario, }

En el 1ibro Table of Functions de Jahnke-Emde, p.243
estan los ceros de la funcion h;(xa) para diferento- valores
de 1.

La funcidn ¢,(x) definida en (30) toma en este caso
la forma

x exp(ixs)

$i(x) = =~ Took) (<<K) 3, (ka) “i(“-l) .

debido a que, por la forma especisl de la funcidn S,(x) dada
en la ecuacidn (39), la funcion ug(x,a) = 0. ' '

. La integral (3i1b) no ofrece ninguns dificultad pars eva
luarse porque el nimero de polos de la funcion S,(x) es finj
to y la funcidn de Green se expresa entonces,

. | |
a,(r,k,t) = §,(kr)oxp(-1Et)- 3; :é: Aoy (r-a,xe,t) . (42)

donde A. son los residuos de o¢,(x) en «; = -k, xg = k
y los 1 ceros de la funcion h;(xa)

VII. Pozo de potencial.
Otro caso particular ilustrativo del tratamiento gene-

ral de la descripcidn dinamica de la dispersior por um poten-
cial de corto alcance, es el de un pozo rectangular de poten-
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cial de anchura a y profundidad -% k:. En este seccicn ze -
tratard este caso.

Considerese un paquete de ondas que incide sobre un po-
tencial de la forme siguiente:

- %k con ko real s8i O0€rcga
V(r) =
0 si r>a .

| La funcidn Rl(xz) definida en la ecuscidn (@) toma la

forma
Ry(x?) = dalka) (ka_)
k], (ka)

donde

- Ls funcion S, («) es, por consiguiente,

- -t i],(k‘)
h_l(K&) - Khl (KI) WTYTRY ‘ .
Sa(e) = - dilk) (g

N . jq(ka)
h,(xa) = «h,; (xa) ;E:Y::T

Es conveniente estudiar la distribucidn de los polos de
la funcidn S,(x) para valores muy grandes de «. Con este
fin debe encontrarse l1s forms asintética de 1la funcidn §;(«).
Teniendo en cuents que® '

1 3np(tixa)
t ixa
cos (ka - l§J n)

Y jl(ka) k‘mA k. s’

hy(xa) — (31)




se obiiene el comportamiento asintdtico de la funeidn S, («):

fei — [-cot(ka - 1—;'— ” )]

lel ] (433)

=

S 1 (x) —:;. (- l) exp (-2ixa)

x

1= < [—cot(ka -5 n)

Entonces, los polos de la funcidn S,(x) tienden asin-
‘téticamente a8 las raices de la ecuacidn

If-i-:- [-eot(ka _1d )]

Es posiﬁle encontrar ‘1as raices de estas ecuacidn, pero
para ello conviene hacer un cambio de notacidn:

{ = xa ; z2 = ka . ; 2o © koa real ;

se tiene entonces L =+ z’-z: .

La ecuacicn cuyas raices se quieren encontrar se puede

Vgl-z? . J1-(=)? |

poner

1
1 = -1——‘—3 cot(z-l—;| m) = - P_% cot(z~- —;—- n) ,
Zo ‘
y por tanto
(- B ) &
1ol _ 58 2 _ Zo ,
cot(z-——z—rr)‘— ‘ = - ‘

sen(z- 1—;1 ) Vo= (:_)!

y se puede hacer la identificacion

» / 2
cos (2~ %l m) = 'zio' ; sen(z- -:!'-2—I n) = - 1_(;5:;) ;

es claro que tambien puede hacerse la identificacidn con los

A ALY 0 NSt 1 gy ik oo S 7 0 i £ s gttt e e - e 2 4277 - Y i e B st i
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signos cambisdos, pero como se olevars despues al cuadrado, no
tiene importancia el signo adoptado.

Puesto que 2z es una variable compleja, se puwvde poner
£ = x+4ly, con x y 2z reales.

‘Por tanto se tiene

1l
cos | (x- —;—I n)+iy) = cos(x- 1—;l n)cos hy-isen(x- l;-! ®)sen hy = 2’?

de donde

1l I I 1ed I .
cos (x 2 n) cos yy 0 sen (x -E— n) sen hy e ; (44)
despejando las funciones circulares, elevando al cuadrado y
restanto, se obtiene i

| = L'—_| l’ |

+ e
2o

cosh®y Zo ;enh’y

despejando de aqui la variable x y substituyendo su valor en
la segunda ecuacicn (43), se obtiene

sen [zo /cosh'y#(le)’ coth’y --]Q;—l,n ] sen by = -T’; . (45)
. (o]

Ahora bien, y es una variable real y las ecusciones
(44) son reales, entonces en la ecuacion (45) deben sxcluirse
los valores complejos, -entonces el radical en la ecuacicn (45)
debe aser real y para esto, debe cumplirse la condicion

coshly - (‘l.)’ coth’y 20 ,
[+]

que puede ponerse

senh?y > (L)°? o sea |senhyl > || .
Bo 39

A A A . .
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Este valacicn se cumple para valores suficientemente

grandes de {y! y en consecuencia la ecuacion (45) tiene

soluciones pars v&lores grandes‘crecientes de

lyl, indepen-
dientemente del signo de z,.

En 1a figura 2 se muestra la diatribucién de las solu~
ciones de la ecuacidn (45) pera momento angular cero.
LY .

Fig., 2 \\

Ahora bien, como se ve de la condicidn que debe cumplir-
8¢ y que se ilustra en la figura 2, puede haber soluciones de
la ecuacidn-(45) tanto en 1s parte superior como en la parte ip
ferior del plano complejo; esta situacion proviene de que para
encontrar la ecuacion (45), se elevaron al cuadrado las ecua-
ciones (44) quedando, entonces, sin importancia sus signos, y
en consecuencia quedaron introducidos los ceros y no sdlo los
polos de la funcion S,(x). Para eliminar del resultado los
ceros do la funcion S,(x), basta considerar la propiedad que

tiene 1a funcion S,(x) de temer sus polos exclusivamente eon
la parte inferior del plsmo complejo.

e O 2t 4D
T A S A At e e D - M -

Para encontrar las soluciones de la ecuacion (45) para
valores suficientemente grandes de y, se procede como sigue:
de 1a segunda ecuacidn (44) se sigue que cuando |y| + =,

+
sen (x- lii m) +®, por tanto x + (mm 4+ = w), eon B ep




tero positivo o negativo. ll?emds,. de 1s primera ecuacidn (44),
si lyl'»2 y x (nn + —;— ), coshy + ;'- (n + ]%')n - 4 el¥,
entonces |yl -+ log ;z; (n + 1—;1) 7. En relunoxen, los:polos de 1a
funcidn S,(x) tienden a los puntos de coordenadas
x= (n+ }_;,_l)" , ¥y = -log ;%; (n 4-1—;)11 cusado n >> |, (48)

Cuando se discutid el caso general de dispersion por un
potencisl cuslquiera, se supuso que el integrando de la ecua-
cidn (31b) tend{a a cero sobre una circunferencia de radio in~-
finito que no pasara por ningin polo. Es posible ahora, en el
caso del pbzo de potencial, hacer ver que la funcidn S,(x), =
fuera de los polos, decrece si x + ® op la parte inferior del
pleno complejo.

Para valores muy grandes de «, y con la notacidén intro-
ducida, la funcidn Sl(k) se puede poner, segdn la ecuacion -
(43a),

+l +|

1 4 1
sen(z- —— 7) =i = cos(z~ —5~ )
Sy = (-I)1 oxp {-2ixa) 2 z 2 .
sen(z~ 1—;—' ) 01—:- cos (z- %—'— n)

Escribiendo las funciones trigonométricas en términos de
exponencisles, se tiene

S,(0) = (1) exp(-2ixa) x

(e 4 coxpla (= B e 20 by eplea(a- 2 )

. lel
(- ) explie- 2L )l o (103) oxpl-t(a- ~n)]

|- 2=

s A B .. i o
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pero poniendo z = x+iy; y recordando que y es negativa, le

tiene que la exponencial expl-i(z- 1—— m)] »0;
puede poner

entonces se

L |+£
Sl(x);zaa (=1)" exp(~2ixa) : , (47)
| -2
por dltimo, poniendo L :
L. J 1= (22 * . | - % (Eﬂ + oo »
2 s 3 '
se tiene
‘ ¥
2 ,
S, (x) powemad (-I)1 exp (=2ixa) 45: ’ (48)
) [+]

lo cual indica que fuera de los polos, la funcién Sy(x) =0
si ~x - ® on la parte inferior del plano complejo, pues aunque

s? tiende a +®, exp(-2ixa) tiende a -« mas rapidamente.

VIII. Penetracidn de barrera.

El problema de la penetracion de barreras de potencial '
estéi {ntimamente relacionado con la dispersicn de paquetes de
ondas por un potencisl dispersor. En esta seccicn se da un es-
qnoia del tratamiento de la penetracidn de una barrera de po-
tencial por un procedimiento anélogo, en esencia, al de disper-
sidn. .

Consideérese un potencisl de la forma siguiente:

0 si 0g&r <a
V(r) = V(r) > 0 si agreg¢b
0 si r>b




¥ un paquete de ondas encerrado en r < a; el problema que se

quiere ostudiar consiste. en encontrar como sale el paquete a |

-traves de la barrera de potencial. Podr{a pensarse el proble-

ws diciendo que inicialmente el paquete estaba encerrado por

una barrera infinita y que en el instante =0, tomd la for-

®a (49). Por simplicidad, 1la diqcusiJn se hard solamente paras
momento angular cero. : v S

Por analogfa con la ecuacidn (14), se define la transfor
mada del paquete de ondas inicial f(r) como

°

F(x) =./z§? ] f(r)u*(«,r)dr, donde f(r) =0 81 r>a. (50)

que puede decirse que es la transformada de Féurier en u(x, r)

La funcidn de onda que describe el proceso es, con auxL
lio de (50},

¥(r,t) = /3: [ F(x)u(e,r) exp(-1 } Ft) de s (51)

A diferencia del caso de dispersion, en el qué se desa-
rrollc el paquete de ondas inicial £(r) en integral de -

Fourier, Qqui conviene desarrollar en serie de Fourier:

f(r) = 2 g, sen EEE ;- - (52)

este desarrollo es posible por la forma de la funcidn f(r);
el coeficiente numérico g, esta dado por

g‘=/-127—If(r) sen-&-:-!;dr .

Substituyendo la funoidn f(r) en su forma (52), en




=3 ga 6, (x) . o o (501)

Ahora bien, en la regicn 8 &r &b, se tiene que 1a

~

funcidn de onda satisface la ecuacidn

d®%ru
ar?

+ (& - 2V(r)l ru = 0 ,

ests ecuacion, por conocidas propiedades @e las ecuaciones di-
ferencisles4, tiene dos soluciones linealmente independientes

k wi{r) y we(x,r) que son funciones enteras cuyas derivadas
son tambien funciones enteras. Las funcicnes wy(x,r) y

w2 (x,r) oumplen las condiciones

wy(x,a) =

'2(K,a) = ‘
63)

':(“-‘)

t
=

-% wi(x,8) =

La funcidh u(x,r) queda definida en todo el intervelo
0 §r <o on la siguiente forma:

u(x,r) = - 4 (exp(~ixr) - S(x) exp(ixr)), 8i r>0b,

21
u(x,r) = A(x) sen kr 81 r<a, Y}(54)
u(x,r) = B(x) wi(x,r) ¢+ C(x) wo(x,r) , 8l agrgh;

con las condiciones de continuidad de la funcidn wu(x,r). y




v,

8u derivade en r =a y r =b es posible determinar las cug
tro funciones desconocidas S(«), A(x), B(x) y C(x).

La funcidn R(x?) se define del modo sigujente:
= [du(n,r)] ; (55)

aprovechando la continuidad de 1a funcidn u(x,r) y de su de~

rivada en r = b, 1la funcidn Rl(x”) toma la forma

2, . 1 exp(-ixb) - S(x)exp(ikb)
R(™) x oxp(~ixb) + S(x)exp(ixb) o (56)

Despejando la funcidn S(x) se obtiene

2

S(x) = exp(-2ixb) iRl : (57)
1~-ikR{x")

Ahora bien, eas inmediato que para « resl, -

u(x,r) S*(x) = -u(-«,r), y, en consecuencia, de la ecuacicn

(54) se sigue que A(«x) S'(;) = A(=x) .
La funcidn G, (x) de la ecuacidn (50a) es, explicita-

mente,
. | sen (nm-xa)  sen(nmexa)
G, = A¥(x) = [ - (58)
N fz—"l _n_:_, l:'+~
Foniendo 1a funcicn de onda y(r,t) en la forema
. .
p(r,t) = 2 valr.t) | (59)

donde -
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v (r. t) = /%-gn [ G':"(x)u(x,r)'exp(-i ¥ «tt) de

so obtiens, por substituaidn de la funcion G, («),

O.Sr.t) ='£'g, I A% () [ seni:n-xn)_ 'o:in"’x‘) ] .
- i —_— K

x (- i%) lexp(~ixr)~S(x)exp(ixr)] oxp(-1 % x*t) d

- 551 ¢ T A*(x)[ se:inn-xa) _ lezinnoxa) ] . ;
o —.--K — X

x S(x) exp(isr) exp(-1 ¥ «® t) d«x

- m L nn nr

I ‘.(K)[ sen(nm-«xa)  sen(nmsxa) l .

x exp(~-ixr) exp(-1i % «Tt) dx .

. Ahora bien, hsciendo en la segunda integral sl cambio
de variable « -+ -«, se puede poner la funcidn y, (r,t) como
unas integral entre los limites - e ®:

v () = .51"_1 g"[ A% (x) [ sen(nm-xa) _ sen(nmexa)

nn nn
-e 'K B W
x S(x) exp(ixr) oxp(~i % kL) dx . (80)

El integrando tiene polos 86lo en los polos de la fun-
eidn S(x), pues en % %g-, sen(nmixa) , |, La analogia for

) LA
a
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mal de la ecuacicn (60) con la ecuscidn (29), sugiere definir-
la funcidn @(x) como sigue: ) |

nn nn
a - x T

(k) = () [ sen(nm-xa)  sen(nn+xa) ] S (x) , (1)

de modo que la funcion ¥,(r,t) se expresa brevemente en la
forma g

barit) = 51 g, | #(<) explicr) exp(-1 & «%t) 4, (62)

o e R S i

que, & semejansa con el caso de la dispersicn, se puede eva-
luar por sl teorema de la convolucicn del modo siguiente:

[Fta) 8(x) oxpl-tr) an = [ otm t-m an .

donde
F(x) = exp(-1i % <2ty
| f(ﬂ)v%%Tyé:' I F(n) exp(-in«) d«x ,
e
:\' v g(n) = —/—;_:j ¢(x) exp(~inx) dx .
Efectuando el célculo, se obtiene que la funcidn f(n)
os

f(r-n) = "P("i—:;) /':: e!p['i E;—ZE] ;

ﬁira 1a funcién ¢(n), se distinguen dos casos: ‘7 >0 ¥
#n<0. Si n >0, como la funcidn S(x) esta acotads en el

l.lipllho superior complejo, g(n) =0, ypara n <0, supa
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niendo que el integrando esta acotado en 1la parte inferior del
plano complejo y que si se cierra el contorno por una circunfg
rencia de radio infinito, la integral sobre ésta es nula, se

obtiene
() = VB 1 £ Baemp-inee) ,  m<o

donde «xe son los polos de la funcidn S(x) y las constantes:

Be son los residuos
Bl = Ro. [é]k.x. .

La funeidn ¢, (r,t) se hace, entonces, en términos de -

la funcion X(r,k,t),

bo(rt) =g, 3 BaX(rea,t) . (63)

IX. Estados quasi estacionarios.

El problema de la desoripoidn dinsmica de la dispersion
por un potencial de corto alcance se planted en la seccicn II,
pediante la introduccicn de unme funcioch de Green que permite
encontrar 1a funoidn de onds dependiente del tieupo. Ea la
seccion IV se evalué'explfoitanente dicha funcidn de Green, ex
pressndola en términos de unas funciones dependientes del
tiempo. El objeto de esta seccidn es interpretar el significa
do de los diferentes términos que aparecen en la funcicn de
Green.

El desarrollo en el tiempo de un p;quete de ondas arbj
trario que se dispersa al inocidir sobre un potencial de corto
alcance V(r) dado en la oquaoidh (2), se da en la ecuacidn
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(17a) en términos de una funcicn de Greem Q,(r,k,t) exﬁlici-
tamente evaluada en la ecuacicn (33). Substituyendo la ecua-
cion (33) en la ecuacidn (17a) se obtiene

Yy(rit) = /—f-'_- 1 Fy(k) J,(kr) esp(~i ¥ k°t) kPdk

-2 L5l 3 (ke)
/: r [ F, (k) [kjl(kr) -m

Q

x {oxp(~ika) u,(-k,8) X,(r-s,-k, t)+exp(ika) u, (k. a)X, (r-a,k, t)}k"dk

2
- 2 8 ga A XI(M.x.,t) .

n I as

. donde los polos xe« con a = 3,...,° B0n los polos de 1la fup
cién S,(x), y las constantes A. estdn dadas por la ecus-
cidn siguiente:

AL = ] Ao Fy(k) K'dk .

Ahora bien, la funeidm X,(r-a,-k,t) es muy pequefia
para todo valor de t, entonces, despreciando la contribucicdn
de dicha funcicn, se puede pomer la funcidn ¢,(r,t), con ayu
da de 1a forms asintdtica de las funciones X,(r-s,«xs,t), en
1a forna siguiente:

. L4 B N
e t) —— 7= [ Fal) x

ek, \xdl’ °

x (n](kr)+S, (k)hy(kr)) oxp(-1 % k"t) k'dk
2

LI
r

I Ae oxp(~inas) oxplei(xer- % xet)l (64)

Al
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en donde la suma se sfectda sobre los polos de la funcidn S, ()
cuyo argumento sea 6. con la condicidn - —< 8 <0 .,

Los términos %e la ecuacidn (84) ase pueden interpretar
en la siguiente forma: sl primer teérmino, o sea 1la integral, og
rresponde al estado estacionario del proceso en el que se tiene
uns onda incidente y una onds dispersa saliente; éste es el
téraino que corresponde propiamente al caso de dispersidn. Ahg
ra bien, 1a anslogfa de los términos de la suma con los térmi-
nos que aparecen en ol caso de penetracidn a traves de uns ba-
rrers de potencial y que estdn dados em la ecuacidn (63), indi-
oa que al inocidir la onda sobre el potencial, exita estados

quasi estacionarios con una vida medis de - -l-- .
KaxKay
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