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RESUMEN 

SE DESARROLLA UN PROCEDIMIENTO PARA DEFINIR LA FUNCION DE 

DENSIDAD ESPECTRAL S(F), A PARTIR DE UN CONJUNTO DE DATOS DE 

UN REGISTRO DE ELEVACIONES DE SUPERFICIE LIBRE DEL MAR. CON 

EL ESPECTRO ES POSIBLE OBTENER LAS CARACTERISTICAS ALTURA Y 

PERIODO SIGNIFICANTES REPRESENTATIVAS DEL OLEAJE EN 

EL METODO SE BASA EN EL ANALISIS DE FOURIER. 

ESTUDIO. 

CON LOS 

RESULTADOS DE ESTE TRABAJO SE CONOCEN LAS CARACTERISTICAS DEL 

OLEAJE A QUE PUEDEN SOMETERSE ESTRUCTURAS EN lNGENIERIA 

MARITIMA. EL PROCEDIMIENTO ES SIMPLE DE APLICAR Y REQUIERE DE 

POCO TIEMPO DE CALCULO EN MICROCOMPUTADORAS PERSONALES. 



CONTENIDO 

1 INTRODUCCION 

2 ANTECEDENTES DE ESTADISTICA 

2.1 Variable discreta y continua 

2,2 Funciones de densidad de probabilidad 

2.2.1 Función Gauss 

2.2.2 Función Rayleigh 

2.2.3 Función· =: 

2.3 Estimadores 

2.4 Intervalo de confianza para la variancia 

2.5 Funciones de correlación 

2.6 Función de convolución 

3 TRANSFORMADA DE FOURIER 

3.1 Series de Fourier 

3.1.l Funciones de periodo arbitrario 

' 3 .1. 2 Otras formas de presentar las se1:ies de Fourier 

3.2 De la serie de Fourier a la transformada de Fourier 

3.3 Transformada discreta de Fourier 

3.4 Transformada rápida de Fourier 

4 FUNCION DE DENSIDAD ESPECTRAL 

l 

5 

5 

6 

8 

10 

10 

14 

16 

18 

22 

24 

24 

25 

27 

28 

31 

33 

so 



4.1 Definición 

4.2 Clilculo a partir de'la función de _autocorrelac16n · 

4. 3 Cálculo a partir de la, t1·ansformada' de Four:l.er de. 
·,., . ·, .. ·.-

.. ·~-· . -·--
los d~tos ·' · •· :...:r ,, ,, .· 

4. 4 Aspectos de la t~~t1~;fo;~~d~·.J~{i6~ijfe~·:disC:1;eta 
. - ·' -,:,,. .• •;,:: ._._._, -.. ~-'.-~;:;;- ",;'.>';• --'.:.-::"," :;_,_ •. _,,._.. ___ :',º ><':'.. ~ -,, .. 

. - -- .. '.> .. :-: -- . '·.:· -- :-< :r~::'' .•:.,-J'.~-, ;-,;:_,'.:;:_:-e __ -;·,> ... '· ;:.:;·~:-·-··/~,,- - -.. ·-
4. s Determinación".de' parámetros'''para.•'la'::obtenci6n de la 

,::_ _- .: ~ \. _' :-· :-</--'·: '.- :'~:-~~;-:-~;;:_~~,~~:~~~-):\:h\·~:_\·;~<-~/-:;::·i·-)~- --~.':: ·. -; .­
función de densidad espectral·:·Jq;:,T...;, :e;;; 'el, 

4. 6 Estimación de· la funcióll ci~::~¡;~~i~~~- ~~p~ctral 
4. 7 caracteristicas de ·la función· da.·densidad espectral 

5 OLEAJE 

5,1 Introducción 

5.2 Caracteristicas más. importantes en una ola 
. . . ' . 

5. 3 Teorias del olea.ie 

5.3.1 Teoria lineal 

5. 3. 2 Olas' estacionarias · 
-_- --.-

' ' ' 

5.3,3 TeoJ.".ia de amplitud finita 

5. 4 oias oceánicas 

s. 4 .1 Métodos para calcular al turas v periodos de ola 

5. 4. 2 Estadisticas de las al turas de ola 

5.4.3 Estadisticas de los periodos de ola 

6 ESPECTROS PROPUESTOS 

6 .1 Espectro de Pierson-Moskoqui tz 

6.2 Espectro de Bretschneider 

so 

so 

51 

'54 

65 

74 

79 

83 

83 

85 

87 

87 

95 

97 

101 

103 

104 

109 

112 

112 

114 



· 6. 3 Espectro de mi tsuyasu 

7 APLICACIONES 

7.1 Análisis espectral 

7.1.1 Obtención del registro de elevaciones de la· 

superficie libre del mar 

7. 1. 2 Cálculo de. la f~~~:f.~n; Je cÍensidacl ·espectral _,. ,··.-- -. 

7. 2 Análisis ést"a~í~{i~oi>· "\' • ''' · 
- . ;.:'\)-~'-{_-.'-~::<-·~-;";:~~/i~~: ./. --- - _;·>_- - ''·: 

, ·, ·, :~~~~f ;~f.1iWli~'~l~~,;:%;;, "'"'''.¡·, 
7 .2.2 Vafores"estádistiCos•,cle•',las .altura'! ·de ola. 

7. 2. 3 Ajuste de los pe~io~6~ 'ci~• .;Ü"~ lna' distribución 

Rayleigh 

7.2.4 Valores estadisticos de los periodos de ola. 

7.2.5 Parámetro ancho de banda 

7.3 Resumen 

8 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

ANEXO A 

. NOTACION 

REFERENCIAS 

115 

117 

117 

. 117 

122 

129 

129 

137 

143 

148 

152 

153 

157 

l.60 .. 

165 

169 



1. INTRODUCCION 

Uno de los significados de la palabra espectro es el de la gráfica 

que resulta de pasar luz a través de un prisma. En forma mas 

general, se tomó como el resultado que se obtiene cuando la 

energia radiante es dispersada quedando sus rayos arreglados o 

dispuestos en el orden de sus correspondientes longitudes de onda. 

Asi el espectro ha venido a ser la separación por longitudes de 

onda (o lo que es lo·mismo por frecuencias, si los datos son una 

función del tiempo) de cualquier sefial no únicamente de la luz o 

energia radiante.Por otra parte la variación del nivel de la 

superficie libre del mar, se puede registrar mediante una sefial 

eléctrica, de tal manera que de acuerdo a una transformación de 

esta seHal, es posible estimar dicha variación y de ésta su 

1 
espectro. 

En ingenieria maritima, se ha utilizado el concepto de espectro de 

energia o potencia para referirse a la energia contenida en un 

conjunto o tren de olas. Como las caraoteristicas del oleaje tales 

como altura y periodo, principalmente, son función de esa energia, 

ello permite determinar la altura y periodo significante del grupo 
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de olas de tal manera que si se cuenta con una colección de 

valores de alturas y periodos es posible escoger después de un 

an6lisis estadistico ·1a de dise~o. para estructuras maritimas 
• 

sujetas a la acción del oleaje, de acuerdo a un periodo de retorno 

previamente seleccionado. 

En ocasiones es dificil determinar el oleaje representativo que 

incide sobre un lugar de interés/.s~bre todo cuando no se cuenta 

con los datos necesarios. En.:·· este trabajo, se desarrolla un 

procedimiento que permite clefinii-1.ia función de demiidad espectral 

s(f) 

· .. ':. . ·_·-'_}~--.. __ ,. ' -. __ ·_-. _,. ' . 

o espectro, a partir de.un conjunto de datos de un registro 

de elevaciones de superficie libre del mar en un punto fijo, el 

cual es una alternativa para definir las caracteristicas 

representativas del oleaje en .estudio. El método se basa en el 

an6lis1s espectral y se apoya principalmente en el anélisis de 

Fourier. 

Hasta hace algún tiempo la transformada de Fourier requeria de 

mucho tiempo de célculo, por la gran cantidad de operaciones que 

se tienen que realizar, lo que·hacia necesario recurrir al uso de 

computadoras · a •.las .cuales ,én la~ma~oria de las veces no se tenia 
- - . .• ~ ', ) '~ " ·-:_.' ¡---

f 6cil acceso. Si~ ~~~a~~ci.)1~~.J~g].~~f·'~~~t!~~~~/·~t empleo de la 
transformada de Follrier' ·.· en.i•microcomp.utacl..oras;·'·de ·uso coman en 

-- ; _. ; -.. -~:'.~~:};::-:;--~-~t~¿f',::··~,:.~x.:i<)_:_~<:_-~:{"i:t ~::~\:/~L;:·P-~~(·:_~~;:;;\J',: _._: :'._,_:-._; · _ -
centros educativos, :de '•investigációO' y::i\enJ.i_uriá}:\!iran · · mayoria de 

-.. , · _ -__ : · , · ·: -. ·-;--:. ;- :: :::::,;-.': ::·~·:·{:_~:::::,'.~ :~;:~~:2~:fr~;_;>c;: ~:~'(:~':"::·:-~0,,.:~·-:- ;)·t~;:~!_;/:,r:-.'"~( :: 
empresas, es posible realizar.•: estos ··célculos·':con.· mayor facilidad ... - ' ' ~ ···- ' 

y, adem6s, sin demasiado i:iempo de c<Úcüi6 L~' ~riterior ha hecho 

que la idea del ané~isis espectral sea m6s,atr!lctiva y un mayor 

n.:imero de profesionales dediquen m6s atención. a este tipo de 

2 



análisis como una ·al terna ti va más para la solución de problemas no 

solamente dentro de la Ingeniería Marítima sino también de otras 

especialidades que requieren el análisis de seftales de tipo 
• 

continuo. 

Esta trabajo tiene como objetivo describir el análisis espectral 

del oleaje. Para ello; en el ca pi tul o 2, se hace una breve 

descripción de algunos·conceptos de estadística que intervienen en 

el análisis de los datos de registro de oleaje considerado como 

aleatorio. 

En el capitulo 3, se discuten las bases matemáticas que conducen a 

la obtención del espectro de energía del oleaje, función de 

densidad espectral. se hace énfasis en el desarrollo de la 

transfo1•made discreta de Fourier, por medio del algoritmo de la 

transformada rápida, lo cual reduce significativamente el tiempo 

de cálculo del espectro. 

En el capitulo 4, se analiza la función de densidad espectral, 

obtenida por medio de la transformada de Fourier, a la vez que se 

describen y recomiendan •. ·--algunos .. ,_, parámetros para su obtención. 

También se mencionan cie~.t~i:caracteristicas que se deben tomar en 
.. , ~; {:;;\:_.:·~, . 

cuenta en la aplicación d;;¡•:J'.'a•·. ~isma .. · 

3 

En ell 
. ·-' ,_;_ ;_:~::·,:.::~:-~ -,_ ';_~.,:,;..""; . :- ~ ..-> . 

capitulo."·· S; ·. seL •presenta un resumen de las teorías del 

oleaje, recalcando la á~i:{~~hl¿~,·~e la teoria lineal de Stokes 
. -.. t-',//:.:-:~:~',~:t:'f.'~ . . :·:> .<':;· 

primera aproximación, por" la': serióh~ez en su utilización a la vez .. -. :.:.·· 

que se obtienen resultados, aceptables. Además se incluyen los 



•.· .,- .. -

criterios que permiten obtener una colección de valores de altura 

y periodo de la ola, cuando se dispone de un registro de la 

elevación de la superficie libre del mar encima en un punto fijo y 
• 

basandose en esta colección de valores, se discute el anélisis 

estadistico que permite disponer de los valores representativos 

como son, por ejemplo, altura y periodo significantes. 

En el capitulo &, se describen las funcionees de densidad espectral 

que tradicionalmente se emplean en el estudio del oleaje. 

En el capitulo 7, se incluye un ejemplo completo donde se analiza, 

desde el punto de vista estadistico y espectral, un registro de 

una estación de mediciones de presión, siguiendo el procedimiento 

recomendado. 

Por altimo, en el capitulo a, se hace un resumen de resultados y 

se dan las conclusiones y recomendaciones, desde el punto de vista 

de la aplicación préctica en la obtención de las caracteristicas 

significantes para el oleaje. 

4 
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2. ANTECEDENTES DE ESTADISTICA 

Al soplar el viento sobre la superficie del mar, tanto por las 

fluctuaciones de presión, como p·or la acción del esfuerzo cortante 

entre los dos fluidos, una parte de la energia del viento se 

transfiere al mar, dando lugar a la formación del oleaje. Las olas 

~eneradas son irre~ulares, de manera que solo un tratamiento 

estadistico permite conocer sus caracteristicas. Debido a esto, es 

necesario mencionar algunos conceptos que se utilizan en el 

estudio estadistico del oleaje. 

2.1 Variable aleatoria discreta y continua 

Aquellos fenómenos que no siguen ninguna ley especifica, de manera 

'!'al que no es posible predecir su comportamiento con una seguridad 

completa, se les conoce como fenómenos aleatorios. su 

representación matemática se hace por :medio de funciones que 

contienen variables aleatorias. 

Una variable aleatoria que toma un 'm1mero "finito de valores se 

denomina "variable aleatoria discreta" mientras que una que toma 

.s 



un níimero no contable de valores se llama "variable aleatoria 

continua". 

Asi por ejemplo, para obtener la media o valor medio, x, de una 

variable discreta, x, simplemente se suman todos los valores x,, 

X::a, ><a;·· .... -, -xN y se divide entre N, siendo.N el número de valores 

de x, esto es 

X = 1 
[x, + "2 + "a + •• ~ + XN] (2.1) --¡;¡-

1 N N "ic o X = N :;: xk o :;: lf'" (2.2) 
k•• k•• 

en cambio. para una variable continua, la suma de la ec. (2,2) 

tendria que ser escrita como una integral o sea 

1 
X= °"T J 

to+T 

to 
x(t) dt 

o bien si w(t) = l/T y x(t) = O para to i t i to+T. 

x = J_: w(t) x(t) dt 

(2.3) 

Para calcular la media cuand9 s~ tienen valores discretos, se 

utilizan sumas y para valores continuos, se utilizan integrales, 

2.2 Funciones de densidad de probabilidad 

Cuando una variable aleatoria x tema valores infinitos en un 

intervalo, a i x 1 b, no es posible definir su· distribuciOn de 

·'-'·'· 
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probabilidad en forma tabular. En este caso deberá definirse a 

ella forma gráfica o analitica. 

Fig. 2.1 Representación gráfica de la función de densidad de 

probabilidad 

Por la continuidad delo.~ ; ~~~~Tu~~.);~~- x 'en el intervalo, en este 

caso el poli~ono de probabilidad'> ;¡·;,{.·.··c:·~nvierte en una curva 
- .- • 1·-. - -: .;_~>~YF~J~;:;·:·; 

continua de ecuación y.• c'lxi·~:.sielldo f(x) una función real de la 

variable aleatoria x en s~'in~e~~~l~·de definición a 1 x ! b. A la 

función f(x) se le lla~a ,;f~n~ión de densidad de probabilidad" de 

la variable aleatoria x. su expresión algebraica ·constituye la 

representación analitica de la distribución de probabilidad de la 

variable. 

Esta expresión analitica se determina de manera que la 

probabilidad p(X1 ! x ! x:l, sea igual al área bajo la curva de 

definición f ( x l entre x = x • y x = X:, como se muestra en la 

figura 2.1. Entonces· 

(2.4) 

Para poder ser una función de densidad de probabilidad de una 

7 
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variable aleatoria continua la función fCxl debe cumplir con dos 

condicines 

al La función fCxl no es negativa para todo valor de x 

fCxl ~ o en - T ~ X s 
2·~ 

T 
2 (2,5) 

bl El area bajo la curva de la función f(x) en el intervalo 

-T/2 1 x 1 T/2 vale uno 

I 
T/Z 

f(x) dx = 1 
-'J'/2 

(2. 6) 

Algunas funciones de densidad de probabilidad que se usan en el 

estudio del oleaje sson: función Gauss o Normal, función Rayleigh y 

la función ?e"'. 

2.2.1 Función normal o de Gauss. 

Se dice que la variable aleatoria continua x si sigue una 

distribución· normal, si su función de densidad de probabilidad 

esta dada por 

f (x) = 1 -o><X<CO (2,7) 

en donde m y d son los parametros, 

Se puede demostrar que la media de la variable aleatoria x con 

distribución normal de probabilidad [14] 

.... ,-·-



f(X) dX =J"'x 
-ro 

es el parámetro m, es decir 

Asimismo, si la variancia ·de ·1a. variable 

distribución normal de prob~bil:ldad es·· 

9 

(2.8) 

. (2. 9) 

aleatoria con 

se obtiene •.·al efedt\Jar la integral que la desviación estándar de 

la distribución.normal es el parámetro d, es decir 

(2.10) 

Tomando en cuenta (2.9) y (2.10) en (2. 7.l, se establece que la 

función de densidad de probabilidad de la variable aleatoria x con 

distribución normal o Gauss de media µ" y desviación estándar º" 
es 

1 
f(x) = ---

j2i" "'• 
(2.11) 

Una simplificación de la funcion de distribución normal, se 

obtiene al realizar e l siguiente cambio de variable 

X - µx 
z = --0'-­

K 
(2.12) 
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donde z se llama variable normal estandarizada 

por lo que al considerar (2,12) en (2,11) para media cero y des-

viación estándar uno 

f(z) 1 ·- 2 - = /2 e ,-co < z e co (2.13) 

la cual corresponnde a la función de densidad de probabilidad 

normal estándar 

2.2.2 Función Rayleigh 

cuando una variable continua x tiene una función de densidad de 

probabilidad de la forma 

• 2 
f(K) K e- X /ZO'K =-- (2.14) 2 

" K 

se dice que la variable K tiene una distribución Rayleigh, donde 

ª"es la desviación estándar de la población y se ·obtiene como en 

·el inciso 2.2.1. 

• 2.2.3 Función X" 

Lo distribuciOn -X.ª (léase Ji cuadrada) es continua y ~e define 

para todo valor real mayor de cero de su variable aleatoria. Se 

utiliza para hacer pruebas estadisticas sobre la desviación 

estándar de poblaciones normalmente distribuidas y para investigar 

si resultados de experimentos aleatorios pueden representarse por 



ll 

medio de al~una distribución teórica de probabilidad. 

Sean X1, Xa, x~, ... ,x~. ~ variables aleatorias independientes, 

cada una con distribución normal estándar. La suma de los 

cuadrados qe estas variables constituyen una nueva variable 

aleatoria que se representa por')l.2 · 

V 
...,z = ~ x• 
~ ¡ 

••• 

la cual tiene como función de densidad de probabilidad 

f (;i;2) = -,.,...,.=-1~--
2""2 r (v/2) 

(2.15) 

(2.16) 

donde ves el numero de variables aleatorias en (2,15) y r(~/2) es 

-la función gamma de parámetro P/2, La función (2,16) define la 

distrubución "Xª con v grados de libertad, una gráfica de 

distribución xz para diferentes grados de libertad se presenta en 

la figura 2.2. 

En la tabla 2, 1, aparecen tabulados · los · valores de Xª, con 

diferentes grados de libertad, 'de manera que los valores de la . '"·,·;.:, .. · 
función de distribución de. probabilidad'"X'" 

FC,:) ?Jii ~,,J:,~;, ;\ti~0W•:.,¿,, >_,• (2.17) 

sean o.5, 1, 2.5,·5;.10,:25 .. 50, 75, 9Q, 95, 97.5, 99, y 99.5 r. 

del é.rea total, 
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-\ 

Fig.2.2 Gráfica de la distribución z 2 para varios grados de 

libertad 

Respecto a la función gamma de parámetro v, que aparece en (2.16) 

esta se define como el resultado de la intregal impropia 

r (v l = J ""º (2.18) 

donde puede demostrarse, inte~rando por partes que 

r(v) = (v-1) r¡v-1) (2, i'.l) 

De lo anterior puede decirse quee bas_ta con tener tablas de la 

función gamma para calcular cualquier valor real entre 1 y 2 para 

que pueda obtenerse el valor de la función gamma de cualquier 

parámetro. 

Por otro lado la media y la variancia de la variable X2 con ~ 

Arados de libertad son, respectivamente, 

2 
ºxz • 2v 

' ;, ' 

(2.20) 

(2.21) 
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Para una c'\Proximación a la normal, puede demostrarse que a medida 

que el número de grados de libertad v crece, la variable 

(2,22) 

tiende a la distribución normal estándar (de media cero y 

desviación estándar uno). Este resultado puede utilizarse 

adecuadamente siempre que :V130. 

2.3 Estimadores 

Un estimador es un valor aproximado de un· parámetro poblacional, 

determinado de los estadisticos muestrales 

Los estimadores pueden ·ser "puntuales''. o por "intervalos de 

confianza". Si la estimación de un parámetro se hace a través de 

un número simple, generalmente el estadistico correspondiente, se 

tendrá un estimador puntual. Por el contrario;· si la estimación 

del partlmetro se hace por medio de dos ·nÓ.meros. entre los que se 

considere esta ese partimetro, . se . te'ñl'.!ri:''~···~na estimación por 

•intervalo de confianza. En este· caso;:.~.'·('.~i~·~\;{'ado. al intervalo de 

confianza que contiene al partimetro, •se• t¡~~~·<'1a. probabilidad de 
. ' ... ,_,,;-

ocurrencia asociada a este evento·. 

A continuaci_~n se establecen algunos.estimadores pÍintuales. 

Estimador insesgado. se dice que un estadistico es un estimador 
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inses~ado. si el valor esperado de la distribución muestra! del 

estadistico es igual al parémetro por estimar. 

Asi, el estadistico é = é(Xs, X2, ... ,Xn) que depende de los 

valores obs~rvados de una muestra aleatoria de tama~o n de la 

población de valores dde la variable aleatoria x, es un estimador 

inses~ado del parámetro e asociado a la población, si 

E{é} = e (2.23) 

donde E{S} es la esperanza matemática de é. 

Si la expresión anterior no es cierta, se dice que el estimador 

O es 11 ses~ado 11 y se llama "sesgo" a la diferencia 

sesgo= o - E{O}. (2.24) 

se puede demostrar [14] que la media una muestra de una población 

es un estimador inse~gado de la media poblacional, es decir 

E{x} = µ. (2;25) 

donde x.es ~a media de la muestra, µ. es la media de la población 

y E(Xl es la esperanza matemática de x. 

Asimismo, la variancia de la muestra es un estimador sesgado de la 

variancia de la población, esto es 



n-1 
n 

16. 

(2.26) 

donde s'-" e.a la variancia de la muestra, . o:. es la variancia de la 

población y E(~"l es la esperanza matemática de .f". 

Estimador eficiente. Si las distribuciones muestrales de dos 

estimadores tienen el mismo valor esperado, es decir, los dos 

estimadores son insesgados, se preferirá al que tenea menor 

variancia, y se dirá que éste es "eficiente". De todos los 

estimadores posibless de un parámetro que tengan la misma media, se 

dice que es el "más eficiente" el que tiene la menor variancia. 

La media y la mediana de la muestra son estimadores de la media de 

la población, y puede demostrarse que la variancia de la media de 

la muestra es menor que la variancia de la mediana de la misma. 

Por tanto, puede decirse que la media de la muestra es un 

estimador eficiente de la media de la población. Además, se 

demuestra [14] que la media de la muestra es el estimador 

insesgado más eficiente de la media de la población. 

2.4 Intervalo de confianza para la variancia 

Sea una variable aleatoria normalmente distribuida con desviación 

estándar desconocida º"· De una muestra aleatoria de tamaño n se 

obtiene la desviación estándar muestral s" a partir de la cual se 

trata de estimar º"· 
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En 2.2.3 se estableciO que la suma de los cuadrados de ~variables 

aleatorias independientes con distribuciOn normal estándar tiene 

distribución x~ con v grados de libertad, por lo que puede 

afirmarse que la variable aleatoria 

(2.27) 

tiene distribución ')(.2 con·n-1 grados de libertad. Al saberlo se 

puede decir· que los valores de''))" a un cierto nivel de confianza 

están en el intervalo de confianza . 

.,.• 
K 

. · f'(?I.") 

.t:./2 
z 

Despejando ·oM se obtiene . el. intervalo de confianza de la 

desviación estándar dfLUna :p.oblaci6n con distribución normal 

(2.28) 

Los valore~' criticos de :.-X;z se obtienen de la tabla 2.1. Se 

recuerda que si n es grande,· el estadistico 

(2.29) 



ie 

tiende a la distribución normal estandar, con ef que se puede 

obtener los valores cri ticos de -x.ª, Asi si °X."' y z,. son los 

p-ésimos porcentiles de las ditribuciones ~ª ·y normal esténdar 

respectivam~nte, se obtiene 

(2,30) 

2.5 Funciones de correlación 

La función 

R11.(T) = L: x(t) x(t+T) dt (2,31) 

· se conoce como "f'uncion de correlación" cruzada de x con y de 

orden T· Anélogamente 

(2.32) 

La f'uncion de córreiaci6ncruzada R"v(T) o. Rv,.('T) suministra una 
''·' ·-.,:.· 

medida de la interdependencia lineal entre las· funciones x(t) y 

•y(t) en función del .. parémetro T · (desplazamiento de .una función 

respecto a la · otra) • 
- -·. , ___ ',_• ·,·.- . •,' 

Si la función de correlación es cercana a 
. -.- . - .. '· - ' -. <'~ . ·: •:'< 

cero para cierto . valor de 't', ent?nces se, dice que la·s funciones no 

estén correlacionadas para tal valor. de '!:. 

Si x(t) y y(t) son idénticas, entonces la funcion de correlación 



R (T) = f·"' (y) x(t+T) dt yx 
-co 

se denomina "función de autocorrelación" de orden 'í de x(t). 

(2.33) 

Un algori~mo 'del proceso de autocorrelación se puede representar 

Aráficamente como se indica en la . fig 2,3. Se acepta que 

inicialmente la función en el tiempo total a ser 

autocorrelacionada x(t), se obtiene por observación (registros). 

Posteriormente la función X(t)'0 •• se analiza asi misma en una 
-- ----· -·- "-"' 

muestra de duración, T. ··s~;obú¿;{~ ~¡· valor de la integral y se 

anota como R""(O); despué~ : ia' muestra de x(t) se repite para T 

seAundos, por lo que x ( t) se vuelve x ( t+'t) y de nuevo se calc.ula 

el valor de la integral para xCt+tl. El proceso se repite para 

todos los valores positivos y negativos de T· El resultado es la 

f'uunción de autocorrelación 

J 
T/2 

R (T) = Tl 
"" -T/a 

x(t) x(t+T) dt (2.34) 
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se puede ver en la esto 

es para 't =O, · la · multiplicación de x ( t l por si misma tiende a 
- --,. --

reforzar los valores ~~~ri'ci~~···o picos y minimizar los pequenos. 
! . ' -,.:-,.-\:' . ' -- --

• Además éste proceso <siempre' •,produce valores positivos de la 

función por lo que . el;~¡{~j?~~'ia ·integrál es máximo para •¡;=O. 
::g-•;:_~;· (:,,.'-: .. -. ·- ':-~·~'--.<. 

Este valor de ª""<tl'se•cconoce como la media cuadrática de xCtl, ,.... . 

que por sustitución de, i'~o'~n •.Ía éc. '(2.34) se obtiene 

R (O) = 
"" 

(2.35) 



CI) 

C) 

, ... - -, , . 
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b) 

X(f:) X(f~ 'Í"J d) 

< ' • • 

:- . ' -
' -_ -._- :· ': ' 

Fig. ·· 2. 3. Proceso- de autocorrelaci6n 

que es una medida del promedio de la energia contenida en la serie 

del tiempo. 

Para el caso discreto, la integral en .la ecuación (2,31) se 

convierte en una suma, por lo que la fÜnci6n de corrrelaci6n R"v('I.') 

QUeda 

1 ... ¡:¡- (xl- ;¡) (y l +T + y) 
R (T) = xy !. I: <xl - ;¡) (X - x> N l 

( 2. 36) 



de igual manera R""(~) se transforma en 

R (T) = •• 

Y cuando 't=O, . 

• :¡; 
N 

1 :¡; 
N 

(XL""'.. X) (XL+·T- ;¡) 

(X -. ¡ . x) (XL +T- ii> 

.'de la ecuación 
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(2.37) 

(2.37) se observa que 

(2.38) 

Otra manera de conocer si dos fuciones tienen dependenciaa lineal 

entre si, es a través de la covariancia (C"~). Por definición en 

cualquier literatura sobre estadistica e"~ está definida por 

e 
•y 

(2.39) 

. si las funciones x(t) y y(t) se analizan de accuerdo al parámetro 't 

(2.39) 

y de igual manera que en la ec. (2.33), la (2.39) se convierte en 

e •• ( 2. 40) 

cuando las dos funciones son iguales se les · conoce como 

"autocovariancia" de x(t). Además cuando la media x, es cero, la 

autocovariancia de orden cero (Z'=O) se escribe como 

e •• 
1 = Ñ (2.41) 



Si la variancia de x ( t l se. define como 

1 N . ' 
V = -N ;¡; .. (Xl-

x. \.:_i._ 

- 2 
X) (2.42) 

entonces la.··.: autocovariancia e,.,., se puede normalizar, dividiendo 
·.· .. _ .- • .. ' .. 

entre la varia~cia 
'·', ,., ·.J.· 

V,., obteniendose asi el "coeficiente de 

autoc~r?-~1~·~·-¡-¿ri~;··:·: ~--:·:. , de orden ~ 
. ,;· •. _M>C· (. 

¿\/ ;~g f é~i.-· x> <xl +T- x> 
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r 
"" 

KK. 1· '.' -.~~-'» ,,·· 

=· .v)(c_:·;~--.~ !c.~(~;;~>\<x{-x> (2.43) .· 

'.' . .-/,-.~~:··-·--:'!•'•.': ,._ :-~~-- ~--·_~·· 
- ,,, .. ---.- .... ', . '. 

Para el caso de x(t)·'•_ ~)::y(t) .•la ·ec. (2.43) se conoce 
. . <.· .. - r, . .... --

como 

"coefiCiienté de c~rr~Ú.;iÓ~;:d~ orde~:1:'. entre X(t) Y y(t) 

e • <xl:.. x> 
.. 'cy :.. li> ;¡; 

11y N _i_+T.· ' 
r - --V = xy • ;¡; (_xl -. xl <xl - x> " N 

(2.44) 

Se puede demostrar que este. coeficiente tiene la interesante 

propiedad de que 

-lSr Sl 
•Y 

2.6 Función de convolución 

(2.45) 

sean fs(t) y f,.(t) dos funciones dadas. La "convolución" de .f1(t) 

Y ,f,.(t), esta dada por la función 

f(t) = J"' r.cx> f
2
(t-x) dx 

•(1) 

(2.46) 

• 
la cual se expresa simbólicamente como 



. J.' ' • :':'; 
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r<t> = r,ct> • f
2

<t> (2.47) 

Un caso especial importante es aquel en el cual · 

f,ltl = o para t = o y r.<tl = o para t ' o 

Entonces , (2.4~) se convierte en 

f(tl = f.<t> • f2 (t) = J:r,<t> t'2 (t-><l dx e (2,48) 

se puede demostrar que ,1á:'i.ccmvC:.1uci6n 
_: '~,,,,.:.·.~.. ' . 

cumple con las leyes 

conmutativa y asociat~vá dJ.fe~fo ""' 
.. '· :.~,~ ·.- ' . 

(2.49) 

(2.50) 



3. TRANSFORMADA DE FOURIER 

El perfil de la superficie del mar puede considerarse como el 

resultado de una suma de ondas senoidales, las cuales tienen 

diferentes amplitudes y periodos. Como la serie de Fourier se 

puede e><presar como una suma de senoides, resulta útil 

representar la superficie del mar por medio de esta serie. 

3.1 Series de Fourier 

Una serie trigonométrica de la forma 

1 2 a0 + a, coa x + b
1 

sen x + a2 coa 2x + b
2 

sen 2x + 

+ ªn coa nx + bn sen nx + 
(3 .1) 

en la cual los coeficientes· ª" y b" son constantes y se calculan a 

partir de una función f(><)' mediante las fórmulas de Euler 

a = n 

1 In. , . 
- · f(X) n·- . -· . -n , .. 

,coa ·nx ·_ dx 

bn = ~ In f(X) ... en nx dx 
-n 

(n = O, 1, 2, ... ) (3,2) 

(n=0,1,2, ... ) (3,3) 



se conoce como "serie de Fourier" de f ( x) • 

Estas se rep.i ten con periodo 21t/n, aunque también puede extenderse 

la teoria para cualquier periodo arbitrario. 

3 .• 1.1 Funciones· de periodo arbitrario 
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,.;.· 

., 

Sea f ( t) definida para toda t > O y T > O, f es periódica con ·' · 

periodo T si f(t+T) = f(t). 

Una funciOn periódica f(x) con periodo T también puede tener un 

desarrollo en series de Fourier. Para poder utilizar las fOrmulas 

de Euler aplicables a funciones periódicas con periodo 

introduce el siguiente cámbio de variable 

de donde 2nt 
X=~ 

21t se 

entonces la función f(21tt/T) es una función periódica de t, con 

periodo T. 

La serie de Fourier correspondiente.seré 

f(_!__ x) = a + :i: (a coa nt + b sen nt) 
2n o n n 

con coeficientes 

__ l J" ªo - 2n -n 

1 

. T 
f(2iT X) dX 

. ·''~ .· .. r:-_ 

,_· 1 

" 



1 L: f( ~ X) dx a = " n 

b 1 L: f( ~ X) dx = " n 

Como x • 2itt/T entonces dx • 2itdt/T, 

Además cuando x = -x resulta que t = -T/2 y 

si X = lt se tiene que t a T/2 

por lo que los coeficientes serán 

1 J T.'Z ft a = 'f f!tl o -T/Z 

a e ~ J T/2 
n 

-T/2 
f (t) dt 

para n = 1, 2, 3, ... 
, 2 J T/Z 

f(t) dt bn e T 
, -T ..... Z 

y la serie queda 

"' ~t+ 2nn 
f(t) = a + :¡: (an coa b sen T t) 

o n•< T. n 

• El intervalo de integración de los coeficientes puede remplazarse 

por cualquier intervalo de longitud T, por ejemplo, O l. t l. T, 

T/2 i t i 3T/2, etc. 

si se hace w. = 2it/T, la serie de Fourier y los coeficientes 

quedan 
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(3 .4)' 

2 I· T/Z, ' ª" = 'i' f(tl 
. -T,"2 (3, 5). 

(3.6) 

.3.1.2 Otras formas de representar a las series de Fourier 

La serie (2.1) puede ser escrita en términos de la amplitud CAn) y 

an~ulo de fase (0n). 

co 
f(t) = a0 + ~ •• An sen (nw

1
t +E\) 

donde e = ang tan 
n ( :n ) 

n 

(3.7) 

(3. 8) 

(3. 9) 

También la ecuaci6n' (3.1) es equivalente a la llamada "forma 

compleja de la serie de Fourier", Como se recordara si z es un 

número complejo · 

a + bj = z 

donde a representa la parte real,· b la parte imaginaria y j = ~-1. 
Basandose en la identidad de Euler se puede escribir que 

e±e¡ = cos 9 ± j sen 9 1 
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'.'. ~ 

'':-·~t·::;. 
_').\«: 

., ~¡ . 

, .. ,., 

' -,: ... 

'.·.· 

,, 



el nOmero complejo z se escribe como 

en lo que r = / 8
2 + b 2 y e = ang tan b/a en (radianes) 

De manera similar utilizando la identidad de Euler se expresa la 

serie de Fourier , en términos de nOmeros complejos, haciendo 

w, = 2xf,, es decir 

00 

f(t) a I: e n• .. c:o n 

Jnznr 
1

\. 

e ( 3 .10) 
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1 I T/Z -Jnznr1l 
donde en a 'i' f(t) e dt de (3.11) 

-T/Z 

3.2 De la serie de Fourier a la transformada de Fourier 

Sea f(t) una función periódica con perioddo T1 cuando T se aproxima 

al infinito, f(t) se convierte en una función no periódica. 

De acuerdo a la forma compleja de la serie de Fourier se tiene 

f(t) (3.12) 

donde (3.13) 

al sustituir (3.13) en (3.12) queda 



f(t) 
ro 

= E n=-c:o I 
T/2 

-T/2 

-J2n1tr 1 
f(t) e · 1 

dt] 
Jn2nr 1 

e . < 

puesto que f = 1/T la ecuación (3.14) se puede expresar como 
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(3 .14) 

. º!'' 
·•,· 

f(t) = ~=-ro [ J T/2 

.:Jn2nt 
1 

t. 
f(t) e dt 0

Jnznt
1

t. 
( 3; 15) 

. -T .... 2 

Ahora se hace que T-+ 00 , Y asi ! f • se anula. Sea f • =U; entonces 

la frecuencia de cualquier armónico nf~ debe corresponder a la 

variable general de·frecüencia., En otras palabras, n- 00 a medida 
>,-· -,- ·-·- _· 

que f • =.A f - o, tal que ep producto es finito; esto es 

) 

de este modo (3.15) se convierte en 

f(t) 
ro 

e E n=-oo [ I 
T/2 

.. ·. . f (t) 
, -~-~/Z . -

En el limite, T.:;... oo~ f --

-Jnirr.l>IÍ 
e .. ·. 

df, y 

dt ]'Af Jn2rrAr1 e . 

la · suma se convierte 

integral sobré 'f;··ea decir la .función.· periódica f(t) equivale a 

ro [.· ro . I ··1 . . . , -J21ttl 
f(t) = -co .•. -ro f(t) e .. ·· (3.17) 

si se define 
',~~·· 

·_-.::!}~~~ 

F(f) = L: f(t) e-J21tr• dt 
. ···'.' 

(3.18) t 
" . ,.,. 

entonces la ecuación (3.17) queda 1 
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Q:) . . . . :·· . 

f(t) = - 1- J F(f) ejanr~df 
. 2n 

(3,19) 
-co -· 

La función · F(f) :definida.por: (.3.18) se conoce como "transformada 

de Fourier" de f(t) y la función (3.19) como la "antitransformada 

de Fouriei;"' de F ( f) , las cuales. se des.ignan con los simbolos f. y 

r.-1, respectivamente; es.to es las ecuaciones (3.18) y (3.19), se 

pueden·representar como 

F(f) a .t:[f(t) l (3,20) 

( 3. 21) 

A las ecuaciones· · 20) ··y.: ( 3, 21 ) •a menudo se les conoce como un 

"par de. transformadas· de . Folll'iér~'. 

En lo sucesivo, para. indicar.la.transformada de Four1er de una 

funci6n también se utilizaré una- (flecha) es decir f ( t) -t [ f ( t) J 

significa que f(t) tiene como' transformada de Fourier a f.[f(t)J. 

La condición para que exista F(f) esta dada por 

J 
.. · ·... . .· ;· ' 

-oo 1f(t)1. dt é "' .. (3.22) 

En otros términos la .integral del valor absoluto de f(t) debe ser 

finita. 

Para calcular la· transformada de Fourier de f(t), expresada en :i.12 

como F(f), existen dos proc~dimientos, una es con la transformada 

. 
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continua de Fourier y la otra con la transformada discreta de 

Fourier. 

3.3 Transformada discreta de Fourier 

En ocasiones es dificn·:cibten.;r la· .transformada de Fourier de 

f(t)' utilizando <1.~ .. f_orm~ ,¿~ •. 1~ ecuación (3.18) ,por lo que es 

coman recurrir,.a Ún,;''mB'hE.r'a_n{ás. ~implicicada, ·esto sé logra usando 
· :· ;- - . :_-\,_·,:::\<_:/~\~~;it~-,:~:~:'. ·:_;;\;:~':~::;~:~\:::;\{::~/1 J~~:;'.·-::·:c_--i~L:- ·~ ·:·· )~ :.'. · · -. .·-·___ _ · 

valores discretos/'de:.1;, la';~i;variable:::;.en\ la.: función f ( t) . La forma 
· ·, ::-\:_ ;·:>~·.;-~J;::::;·;::;;:;:_a1-/::;:x:.,:Y~-: .. ::_.;~'.r\~: :\l•t:· .. :: ::_1Y1,' )~':~:-~_--::;:,_,,:;·: :,.-; ., ·· 

discretizada 'de: la'o7' ecuación··~ ( 3:·10 r;: ,, se ob_t:l.álle '.fécilmente al 
- - - :-::·.\~)~;; :~/,;I::f~'.-~~7.~i ~':; ~'.~~~~:7;~:~:~\~:~:.~~~~:tf-~~~~:}~Ztíd~~~?::{~~q,~-::.::_ :-'.···:::¡;:~-:<.' ---~·:_, 

remplazar la."integral')por'' Una','suma~<xer:isubcap• <2.1), esto. es , si 
. -- ----: . -:.--_:·:'_·: ·_-.. --, "'~--· _· _ :-~"::.:¡ _;r,::\:: - · .. ··:i·· .. -r-"· ·· -_., __ ··r:•:::-~-·- .. , -· -. :-·: '" .· : · .. ,-- · 

se escoge' una muestra:;:• dé•: :tamafio)"' T)c.d~: Ta '.función. f ( t) y , se 
·/·:'; ;·.,,.· .. ,.·.~ ··:.,"· '' ,. ' ~;J_;,>· ·. "·-··· -·' '{-., ..• ·;:;; ~.,.c.-

Sel!lCCiOnan .. puntos 'a.: c~cÍa ;: A i:;'' se. tiene . e'. :·.'· 

T 
N = At" (3,23) 

siendo N el nOmero de puntos discretizados. Se recomienda que 

siempre sea un nOmero· tal que resulte de elevar 2 a una potencia 

entero positiva. 

Si ahora 

w,. = k i.w 

l>W = l/T 

para k =O, l, 2,,,,, N-1 

paran= O, 1, ~, ... , N~l 

•• 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

,• 

.•_ . 
. \ .f 

·.:, 
·' •."·",-

. 1 



considerando lo anterior la ecuación (3.18) llega a ser 

f' (W) I 
T/2 · 

= lim f'(t) 
T .... a> -T/2 

(3.28) 

Si no se considera el limite y pensando en que la integral se 

realize de O a T 

F(w) = I O

T 
f'(t) e-Jvl dt. 

La ecuación (3.29) también se puede escribir 

F(W) e lim F(Wk) 
T-co 

la cual en forma de suma resulta 

N-t -Jv L 
F(w,,) =X f'~ e kn At 

,.. n=o .. para k :::r o , 1 , 2 , · ... N-1 

de tal manera que al considerar (3.25) y (3.27) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

. :-.:·;::_. 

32 

k' 2rrk w,_ t . = -. .o.w n At =· --- n At = • n · N . .ll.t 
2rrkn 
-N- (3,32) 

y sustituir· en ·1a ecuación ·-(3.31), esta se transforma en 

para k =O, 1, 2, ... ,N-1 (3.33) 

Sabiendo que f'k = Wk/(2tt) la ec. (3.33), también se puede escribir 

como 
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At- N-.t -Jznkn/H 
=-I: fe 2n. ·n=O n para k =O, 1, 2, ... ,N-1 (3.34) 

La función · F ( f k) definida por ( 3. 34) es llamada '"'transformada. 

discreta de··. Fourier~'; 

Del mismo modo ·la"antitransformada discreta de Fourier" de ·F(fk) 

esté dada por la inversa de la ec.(3.34) 

N-l 
f(t) =~.o F(fk) 

jZRkn/N 
e n = O, 1, 2, 

3.4 Transformada Répida de Fourier 

.•• ,N-1 (3.35) 

La transformada répida de Fourier es simplemente un algoritmo que 

puede calcular la transformada discreta de Fourier mucho més 

répidamente que cualquier otro algoritmo disponible. 

A continuación se presenta el desarrollo de este algoritmo. 

. :·~f~~~-
1;(• \ 

.--~,i-· 

,·::'.!;:¡ 
i 

1;1' 
'•' ¡. 

Considere que se desea calcular la transformada de Fourier i'0·:;­
discreta para N = a. Es decir., se quiere obtener 

At 
7 

-j2nkn/B 
= 2rr ~=o fn e (3.36) ., .. 

':·'' 

Sean W = e':"J2R/O 
' F(k) asi 

F(k) 
(3.37) 



si k y n se escriben en sistema binario, es decir si 

de manera que FCkl = F(k~. k., ko) y fo(n) • FoTCnz, n •• no) por lo 

que la suma de la ec. ( 3. 37) queda 

• :¡: 
n •O o 

• :¡: 
nico 

• :¡: 
n •O • 

Por otro lado la exponencial se puede escribir como 

<•n +Zn +n ><•k +Zk +k > 
2i02i0 

w 
<•k

2 
+zk

1 
... k

0
>+n

2 
+ c•k

2 
+zk

1 
+k0 >zn

1 
+ 

• w 
c<1k

2
+zk

1 
•k

0 
>n0 

siendo 

<4k +Zk +k )4n w 2 i o 2 

i. 

por lo que 

• • • 
= :¡: :¡: 

n =o n =O o 1 

<4k +zk +k >n 
2 i o o 

w 

: lll(4k2+zk~+k0>4n W<.4k2+zk1+k0 >zn1 

· C4k- +Zk --+k- >n ·. 
W _ z ___ ''~- o _o 

czk •k >zn 
1 o 1 

w 
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la cual es ·equivalente 

Haciendo 

i 
:¡; 
n •O o 

i 

= :¡; n •O 
2 

i 

~ =o 
i 

•konz 

fo<nz•"s.•_ºo> __ w 

czk +k >Zn 
i o i w ·. 

C2k +k JZn 
1 o 1 

F(k
2

,k
1

,.k
0

) ,,· f~(k~~k1 ,k2 ).·· 

a) Cálculo def,(k-~T n., :11~·, Ellndice n,. de fo(n,., n., no) 

de o a 1 

-;~~:<-'~-~ ~2 ~0.:-- . : ~2 =l 

.· "2 n~ ~l[ .. ' /: "2.ll1no . "2 lli "o ·. 
0 

.. k~n, no 
f (O,O~O)" ,f'. (O';O,O) .+.f0 (1,0;0) w. = f¡(0,0,0) 

f: ( º; 0:.1 ): . tf2··1_1~.·· ___ ._i'.-.-.º.·~··.•·.· .. •· .. ••.·1_.S. _1, f~~ 1.0 .~>:.,~~-- .. ~ f. ( º. º .1) 
-"-:,o-¡D~\:c-,-, ,;y . ;;~ •_,-¡.· e_.-_._ .. 

f = o 

•f = i 

= f0 (0,1;~;. .. f
0
'(o;i;,o¡ .+.f,;(1,_1;~> ·'}~ .,,·r

1
¡0,1,o¡ 

f. = . f ~ < ~ :} .1ú. ."~~11'~~,t~r·~r·t '~Y l1i\'ty¡;¡._;t:.;;~·0¡¡ ¡(¡ .1 . 1 ) ... 
,,; ~ -, -,~;t~::_~:\~-~,:~H;:(t_1;\~);w~:~f;{&:1~;';;:,·f~:~~í~;;),t~~flg¡f.i.;~~~:·~~;-:~~~F-'.;:::¡}(·>-·_:-~ .. ;< -· ~,. 

r 4 = r0 i 1,~;02.,·: _f.;:~g ... f.;ig·.º>·;~ .•.. ;_.;_,r.~.';~.;?;'.·gl/··~ . .JL;.r;:c 1, o, o l 

f2 

··"/f .. ¡;,._ \';.:'C'.':': ·::-·\ ::,· •. -_·:_{_:.'>." .¡. _., __ .,-_._,'=·'.:: 

r,, = f0 <1,0,i>:· E~cti.?.·P'.f!rt. r~'<1.·.~·~.>·•w. /'·r~<1,o,1i 
::;;_.._-¿¡;·>:·.~ -_ ... ~/-.-··- ::·:>; :,:7~·;-::·- ;·:;;:::;.,-:·:,~:i'::_'._/:-1-:~ - . -,,"• 

fd = f0 (1,1;0) <r,{(0,1;0¡. ~.,~J<,1'. .. 1_,~l? 'I·" f1 (i,1,0) 
;. ·;-_:-<_·,. -_.--:-.- ·•-' - .,. ··-· .... , .. 

r0 10;1,1¡ :¡. r~·11,1,11 w~ =f
1
Cl,1,1l 
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con la primer columna se definen, y no. ko se determin6 de manera 

que se tengan a elementos distintos. Para seguir un orden se 

prefiri6 tener 4 valores con ka =·o y luego otros 4 con ko = 1. 

bl Cálculo qe f2Cko, k,, na), El indicen, de f,(k 0 , n1 , no) varia 

de O a 1. 

kont "o 
f_<0,0,01 

n =O n =1 . t - i 

kont no ,'.' . k~n1.no kok1 ºo . o 
.• ·c,co,o.~01 + ~·<?.,;1 .. ~1.~ ;• = f 2 (0,0;0I: 

c,co,0,11 c,fo,o;.ii + f.éo;i;ú ~º = r2 c~.0;1i 

:: ::::;;;····· ~;f J}~f ll~i~i~f tJ.~if ;~ 
r,c1 •. o •. .o,> r,c1,o,01 7+ .r,c1,1 .• 01;~: .. = r

2
c1,o o>. 

-·:jr;':·:o_:._:~-;-;::~~;: .. ,-_J:: ;"'-:·-.·::s;:;,:,~-~~t~tsf\:'.,~'-r~ .. _c.;::-i- '.';';~-

c ,c 1, o, 11 + f.Cl,l',ll j1 :.}~ci;o,11 
.-, - . "; '. . .-, -·-.' -: __ ., - .. 

r111,1,01 ··.··.· .. f',ú;ll,o)'+ r.C1,l..~1 wd ···f2(1,1,01· 
·_,_ 

'En la primera columna, se define ka y en no. k,. se determin6 de 

manera que se ten¡;:an B elementos distintos. Pat"'a seguir un orden 

Se alternaron de dos en dos los Valores de ko = 0 y ko e 1. 

cl Cálculo de faCko, k,, k2 1, El indice no de f 2 (k0 , k., nzl varia 

de O a l. 



k
0

k
1 
n

0 

f2(0,0,0) 

n
0 

=0 n
0

=1 

. ~0 ki:·~º- k0 _k 1 n0 

. r~co 0,01 + r 2 co 0,1>. 

.. ,, 

o 
w 

. , k0 k 1 k2 

=. f,¡(,0,0,0) 
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En la primera columna, se define. ko · y k, . .k2 se determin6 de 

manera que se ten~an a elementos distintos. 

f
8
(0,0,0) = F(0,0,0) = F(O) 

f
8
(0,0,1) = FC1,o,o.> = F(4) 

;\ !'.' 

f
8

(0,1,0).=<FC,0,1'.0),"' F(2) 
0,--,~.-- -- r ~ • .--,_-'":~..'-~:·:-'-:¡.:~:-~ 

f 9 ( 0, 1,,i'¡ .~f\{~.j:;~,·.~j~:~;.·F(É;). 
f

9 
( 1, O, O L =:< FCO; o·; 1!' ,;, F C 1 l 

f9 (1;0~l; ,:·)g:,~:1)'·~ F(S) 
. '',-

f
9
(1,1,o¡ ;; FC<Í,1,1) = FC3l 

r.c1,1,1¡ = F<1,1,1¡ = F<7> • 

.,, . ......... 
'.'· 

;.\ 

.·.· . 

' ' 



El de..:sarrollo anterior se puede ¡¡eneralizar para un numero N tal 

que N = 2"" siendo, y unni'.1mero. entero positivo (se dirá que N es 

po_tencia entera de dos), La ·validéz de este desarrollo es 

demostrada en la ref,7. . ;-. 

', - . .::--.---_ ·_:_._,:-: ·,_ . 

Para aplicar el desarrollo gener~~;{,:ado (o sea a un namero N que 

es potencia entera de dos) .. aé·,J.Jifizan · 1as ecuaciones 
-\-

l! ) 

l!I) 

las cuales se usan de acuerdo al cuadro 3.1. 

COMENTARIOS 

Se entiende por distorsionar el número binario no, n,, na, na. el 

La secuela de cálculo se realizó.siguiendo los pasos 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 primer· columna del· ejemplo 
·.. . . 

segunda columnadeleJemplo 

2, 3, 4, .s,· 6,_ 7.~':a~---.. _9, :io- t'ercer:C.oiulnna·-dé"1_---ejeinp10.· 
.. '. 

Para . ilustrar aún . m6s el procedimiento de c6lculo de la 

rápida ·de Four~er, c~nsidérese la siguienté función · 
... ---

transformada 

f(t) 

JB 



. 
cuadro ¡¡¡ ./. PR.oc¡:otl'llmvf'D PAR.A. lA A PLICA e 1 o"' D'F- · LA TRAN.SFORf'"IADA f<API OA oe ForJ1'!!1~"1. 

p [;t:.scR1pc10N TR.A NSFOR />/ADA RAPIOA oe Ft»UR.JeR. -
( EJE/'1.DlO) 

I 
(Jo./e<J/o del numero de btfs CY J de 
N>='-;JV en-Ion e= Y• 3 ( hqórO:. Y eiapas) 

3 
Oo.1culor el número de vc:ce:; {re:. 
bofo:) .en· 'i"" .:e u•am Ja Formula. 
I 1 ']¡; , e" N /z~ 

, = .2. 

rebof-c N - - ,i :­
- :2"' -

• -;,(, • .3 

Usar/~,,; formulas :r:J N/2l11ec.es ·_ -:• -- .-- "'{k·o f;.(•J=f,(oJ+/:itaJfWP; 2fr'k•o;j1(o).{:"z(o)f(,J1J..J 

consecuft'va~ ~ N/2.e vecea la FO'rmu- · ¡k.·o f:_l•J=_·r.(o)- +(ol4)v/ ~ /1..1 _fz.1.•J_·r,-1¡, __ J_+ __ · __ ---P1-_( __ ~--~_-_----.-W-··· __ .· __ r,._•• :T{k.co Ú(l)=/1.C•)-P,(1} J :O:~"" def1n1r N/~.e,, valore., su- >; k,,,.¡ ¡;(1)cP.c1¡ +f.(6)v/ _ _ ._- .. o.-:_'p ... 
CeSl<IOS de k. o! k.2 f,(zj.(.(2.) +(o(I) r.i[R•O f':¿(':): P,(ol'."'.1,(:L)IA/· . .i,{k.•Z (,J•}= (i(2Jtf:zl!>JW:, 

12, k-:!> fC!>)=to{.3) f(á(~JW ~lk~1 p,.(!>)•h(l)..;p1(!>)\l-I~ .ir{k•.2. /j(.3JctltZJ-f'¡(!>Jw 
Loa: va /orea dt:. k .son se/ecc.iona- · - --_ _ . _ · _ '--_ ;. - _ -iO •';';;.,·:f./ - . 

4 das dr; manen1. que :se defioal) · - ·_ _ -· _ Hfk= { PiC4) • /',(.¡)ff1<'Jv.¡P :rfk .4 /;14)= lll4)-tt¡{5)..J',, 

~ces 1 vamc:nfe. ta.s va /are~.-f'e (o), ¡h.• O f,14)=_ f1 0(0) ::_ /J.(.~) .. W __ - ~lk_·_. 5·_-- -----_f'i(· __ !i--~--_-• __ = __ -._·. r,(_5) ______ +_._-____ -.·· ___ fr_,i_ '_-~_.~-- Wp- 1l' {k..f {jl.5) • /1(4) - fj(S) W 

5 

(o 

re(•), ... ,fe<N-1),PCJr(). /oeuo.,I se- l'i k"t f,(S):fo{I) (ol<! W -__ . -- .. :\:'--'''-'''::·._ . ._._ . 
0 p11~de11 u"Or orro. ve<: fo.FormU· ~ k=2 (,(')=f'.(zJ-r.r1JitJ;, ~fk•4f,,CGJ=P,(4J~/1 (c).WP r{k·' f'.i>C')• B.<&J+&.c1Jw
0 /q I N/Z.e V~s y /v=go N/2.f!/!J,, "'k=3 FtC•)=fo(.3)-f.(r)W ·~lk•&. l'-'.>.Ci'J=f,(5)-Ñ(i')WPzr(k=~ f.,(~J=f1.(')-füVw 

~rmcJto-. :o: - · • - > \:'Ji'.:~i;j/l'.'(;L:,>" "'"" - •· -·- -

E:ccrt'bir los va /ore~ de k en 
si:sfcmt'.. bina rt'D 

De:spJ:J. ?;ar los Valores de k bina 
r1os Y-~ ciPras o,. la. ot:Rt:c/IA y re 
llt:nar con CE/l.oS /os lugares <¡ve. 
<¡IX: da ron (), /6.. iT. 'fUiercl<>- r· l..¡ k:.1 

<ol k:2. 
\t k:.3 

rr~.e. 

OE:SP, r,f.f?J~"'º g'cúp' o '2 
~ d/¡}I o o Q. 

º- .V;/1 O OQ. 

g 11;,r OOQ 

l>-1 = -~ (dai'c,fJOJ 

:<~ -

. 
-

:ttk·=o - t¡.!Jf· r!f'iZN 
M-4 o !LD 

l?.k.1 9.J} .J1 () e..!1 
"'{/¡=o º-12.ft/ o º--º 
~ k.1 _Q...Qdí' o"-º 

{una c1fñ,.J .• ,e 0 3-.:t.:/ 

I {k .. o o o o 
.1Tik.:.O o o o 
I k.: 2 ·O I o 
JT{k=.2 o o If k=4 I o o 
x k =.'f I o o 
I. k = <. I I o 
Jrlk=C. I I o 

x[k~ o o ºº Ir k-. o o 00 

I f kc Z o 10 
I b.: 2 o 1 o 

IV•'CIC~ . 11-..t " 2'-a =o . - ll~r». 

¡; 



' 

. . . . . .. - .. l. .. 
DES CR/p e ION 

g {do), {<!(1).1 {e(z), •.. ,fe 

{
~.o 

"'i k= I 
"' R=2 e. h 

~=.3 

· ... · -. - . o 
f;(oJ = f.(~) + foC4J w 
f, (IJ = f. (1) + fo~Jw° 

· fi (2.) = fo(l) + fa(')w° 
. (, (3) = fo (3) + {cH) iJ' 

f, (4) ; {o (o) - foc4J llÍ 
r. es>= .¡;, c1i :.. t.'5Jv! 
f, U) = P., (2) - toC')vJ° 

· ·. ;, crJ.= r. (3J - r.'~;W° 
~- --- - . -

uo 
LE t 
1P. o 
J!!. I 

ººº 
ººº 00 o 
ººo 
º'o o 1 O 

º'º o 1 o 

o 1..2. 
o ro 
o .!..E 
" l..P 

ººº P«> 

ººº P-o 

ººº P:o 

ººo P=o 

º'º P=2 
o ¡o P=l 
O I O P:2 

º'º P=J. 

f1(o) = f, (O) t f¡(ZJ Wº 
/':CI) = (, (1) t f'¡(~) vJº 
fz.c•J = fiCo) - .f) (Z) Wº 
r~~) =fil•) - r. (3) w• 
f~ C4) = (i(4) t ¡.', (G) v-f 
f,, (5) :: r, (5) t .r, (~) w.t 
r. (6) = {,(4) - {',(t.) w2 

[,_ C-+J = f, (5) - {', l~) \<11 

r11< ~4 1 .o o 
x¡k· f I o o 
T /{:' 1 . I o 
e 11· 4 1 1 o 

x{I< =o ººº o oo P..o x/ k•O ººº 000 P=O 
zi k = '- 010 OIOP:2 
rik~'- 010 010 P=2. 
ri k=4 ¡ o o ºº' p.¡ 
Tik=i /O O 00 I p. I 

I~ k•4 //o o 11 P=3 
I« & /10 O// .P=.3 

{Jco) ~ f.2.Co) + (,_ C•) Wº 
fj(9 • f',.(O) -fi{I) Wº 
fa{2J " /ih) t .fz 0) 1<12 

f¡,(3) = r,_(2) - f.o) w2 

f'•(4J= f2C4J + f,c6) w' 
f; C5) = f214) - fi (5) W' 
f:, C'J = fi l'J t f2 (TJ Wj ro e~;= r,, (6J - f2 crJ w 

9 
/loccr .R=~+t y SI .f ec ma.yor ·: ..f."'¡.¡.¡ J~:i..¡.¡ )., 3+! 

qoe Y 1r a.J Pa:.o ¡o , er¡ caso <P = .Z ..P= .3 .(J. 4 
C'Oflfmrio tr al pa~o .iJ ·.como .f-=. Y ~<1 O.., PaJo .3 como .e~ Y va t<J f!<JSO 2 como ,R.;> Y "" o.I fi1Jo /O 

t:<icrib1'r las k de ./)(k) er¡ hin<>. {l,(o) o oo - o o o i-- ·o·- p(o) = (O) 
rio, ái',,/ors1onarlo.r y re<onC/er- •. / 3 (1) o o 1 - 1 o o 1-1> 4 - F(4) ~ Fa (1) 

lo 
rir "' decirna.J le e,fq };¡/eciendo Fa (2). . : o 1 o ..,_.. o 1 o ...... :i --- f(2) = fi (:!.) 
/p.. corres pon den e io... errlre k Ol7. . .. fi (~) o 1 I .:.....,.... 1 .1 O - ló - F(') = & l3) 
!fina I~ '/ /o.s k' decimales 1}(4) ·¡o 0--+-' o O l ·1':'-. l. - F(I) = & (~) 

f3 (5) fo / ~ 1 o 1 t>-+- 5 - F(5) -= &. Cs) 
f:i(,J.· flO .-o 11 ·~ .:i- Flr..J "'r.;,(') 
/$ t~¡ /J. I - 1 1- 1- -=- R~J "' & O 

... 
o 



f(t) = 3 sen (~ t + !§) + 5 sen (~ + ~) 

de la cual se desea obtener su transformada de Fourier discreta, 

para los ·8 primeros segundos (N=8). 

Utilzando el procedimiento descrito en el cuadro 3.1, se tiene. 

Escogiendo A t = 1 seg, los primeros 8 valores de f ( t) (usando la 

simbologia indicada) serán; 

f
0 

(O) = 3.6481 f
0 

(4) = 1.3520 

f
0 

(1) = 7.1018 f
0 

(5) = 1.5585 

f
0 

(2) = 0.2716 f
0 

(6) = - 5.2716 

f
0 

(3) = - 3.1821 f
0 

(7) = - 5.4782 

Paso l 
1 

\. 
' 

para N = 8 de N = Z y y = 3, habrá 3 etapas 

Paso 2 

Para la etapa l -2= l (primer columna del cuadro 3.1) 

Paso 3 1 

' .... ! ' 
. -_..,.,' 

•'.!· 
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El nümero de veces <rebote) en que se usaré la formula I y II 

ser6n 

Paso 4 

Usando las rormulas I y II, N/:zl = 4 veces consecutivas, para 

definir los valores sucesivos de k. 

k = o f.COl = 3.6481 + 1.3520 wP 

k = 1 f (1) 
t.,-,·.', 

= . .7.1018 + 1.5585 wP 

[; 
wP k = 2 r. c2i = .0.2716 - 5.2716 

'. ·>-, 

k = 3 f. (3) f;I- - 3.1821 - 5.4782 Wp 

k = 4 f.C4l = 3.6481 - 1.3520 wP 

k = 5 f< (5) = 7.1018 - 1.5585 wp 

k = 6 r. C6l = 0.2716 + 5.2716 ~ 

k = 7 r. C7l = - 3.1821 + 5.4782 wP 

Paso 5, 6 y 7 

En el cuadro 3,1, se desarrollaron estos pasos, encontr6ndose que 

p toma los si~uientes valores 



para .k = o p = o 

k = 1 p = o 

k = 2 p = o 

k = 3 p = 3 
" ,-

k = o p = o 

k = 1 p = o 

p = o 

k = 3 p = o 

Paso 8 

sustituyendo los. ·valores de p en el ·paso 4, se tiene 

-;-_-._- ;:'. 

= 5.0001 

f<(l) = 7,1018 ·~ L5585 \~>. = 8.6603 

· .. :>;:< ~ ~ __ ::' _ .. · '¡ ,l 

T(2) = 0;2716..: 5.2716 (1)··· =- 5,0000. 
' 1 _., 

r.<2>.:. ~·~.ia2:li.5·;47E12 éi> =·-0.6603 

r_<4l = 3.64~1'-1/:5;9l1>\ = 
.¡_ .~: __ ;_:< -:- . ,-· ·.,::;> ~':_:\".' ' ': " ·--~--- . 

= 7.1oie - f'.¿~~s· <1> 
'-;~-; ·:--: .,,-

. 2.2961 

f (5) . . = 5,5433 

f,!6l = 0,2716 ·+ 5.2716 ·¡1.¡ · · = .• 5.5433 

·. 
f_<7l = - 3.1821 + 5.4782 (1) = 2.2916 

~ . ·-·-~---:".".,-:':.e-~-~ 
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Paso 9 

como ci=1+1=2) < (Y=3), regresamos.al paso 2 

Paso 2 

Para la etapa 2 .l = 2 (segunda etapa del cuadro 3. 1) 

raso .3. 

El número de veces (rebote) en que se usará.la fórmula I y II, 

será 

Paso 4 

usando las fórmulas I y II 2 veces consecutivas 

k = o f coi = 5.0001 - 5.oooo wP . . . 

k = 1 f•(l) = 8.6603 - 8.6603 wP 

k = o f.<2> = 5.0001 + 5.oooo wP 

k = 1 
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k = 4 f,(4) = Z.'2961 + 5.5433 wP 

k = 5 f,l,5) = 5.5433 + 2.2961 wP 

" 
k = 4 f,(6) = 2.2961 - 5.5433 Wp 

k = 5 f,(7) = 5.5433 - 2.2961 wP 

Paso 5, 6 y 7 

En el cuadro 3.1, parai= 2, se obtuvieron los valores de p 

para k = O p = O 

k=l p=O 

k = o· · ·p = o 

k = l p = o 

k = 4 p = 2 

k = 5 p = 2 

k = 4 p = 2 
,'·'· 

k = 5 p = 2 \ 
' 

Paso e 

Sustituyendo valores de p en el paso 4, se tiene 

o o l para p = w = 

e -jrr.l'z 
f 

p = 2 wª = (e-jzrr..-a) z = 

- - - . -·- -- -
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al utilizar la identidad de Euler (ec.3.9•) 

e-.:1,,..,.:z a coa n/2 - j sen Jt/2 • O -. j * 1 

Por lo que 

f
2

(0) • 5.0001 -. 5.0000 (1) = o 

f 2(1) = 8.6603 - 8.6603 é :l.) = o 
>,· -:- '•\-_:,::_ ' .•·:. 

f
2

(2) = 5. 0001'. +. 5~:0000 (1) 
.. . = 10.0001 

. -.:·-.-,-, ' 

r 2 en. = 8.6603. + ·6.6603 (1) • 17 3206 

f2(4) = 2.2961 + 5,5433 (O - j * 1) • 2.2961 - j • 5.5433 

f2(5) . • 5.5433 + 2.2961 (O - j • 1) = 5.5433 - j • 2.2961 

f2(6) = 2.2961 - 5.5433 (O - j • 1) = 2.2961 + j * 5.5433 

f2(7) • 5. 5433 - 2.2961 (O - j • l) • 5.5433 + j • 2.2961 

Paso 9 

Como ( i = 2 + 1 = 3) = (1 = 3), regresamos al paso 2 

P.aso 2 

Para la etapa 3 Í= 3 (tercer-columna del cuadro 3.1) 

Paso 3 

El número de veces que se usaré la fórmula I Y II seré 



Paso 4 

Usando las fórmulas I y II, una vez ,-...... 

k = o 

k = o 

k = 2 

k = 2 

k = 4 

k = 4 

k = 6 

k = 6 

f 
8 

(2) = 10.0000 + 17.3206 Wp 

r. < 3l =, 10.0000 - 17.3206 Wp 

~; ,· 

f 8 (4> " (2;2961 - j • 5.5433) + (5,5433 - j • 

... ~·-. 
•;.,\:,· 

"•:!:;·. 

;·.s· ;;~::·rHJ 
," .;~.. ~;.,·: .... .i 
~ ' 'f } •I \: ;•. 

:- :·.- .a::i .- ~.~~'-,~ 

2 .i~6~í' ~liiti, 
i,· \.·lVJ~\f, - :;:1:lf.fr'j~ 

f 9 (5) = (2,2961 - j • 5.5433) - (5,5433 - j • t'~961) ~~·~; 

f 8 (6) = (2.2961 + j • 5.5433) + (5.5433 + j • 2.2961) w~{l~l'. 
,_.' -\!i'~>2tí. 

. ~''..:~?l'T-
r. c 6 > = (2.2961 - J • 5,5433) .- (5,5433 + j • 2.2961) wP.;;',1 

. ·\:,.¡. 
Paso 5, 6 Y 7 

\ 

Los valores de p obtenidos en el cuadr.o 3.1. fueron 

para k = o p = o 

k = o p = o 

k = 2 p = 2 

1 
k = 2 p e 2 



Peso B 

k = 4 p = 1 

k = 4 p = 1 

k = 6 p • 3 

k = 6 p = 3 

.. _, 

w1 • (e-"' 2 ",...•),1 ::•_':e~"''."''-~.,-• _ces n/4 - -j sen Jt/4 • 

0.7071 ~ j • o. 7071 

wª a (e-.1 2~ .... ~-)~~- ~---00~~3;-~ ·n-- j sen 3/4 7t • 

- 0.7071 - j'• 0;7071-. ,,_ . 

• Al considerar lo anter,ior,en el_paso 4, se tiene 

f
8

(2) = 10.0001 - j • 17.3206 

f9(3) ~ 10.0001.+ j. 17.3206 

f
9

(7) = 4.5922 +.j • 11.0866 
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Paso 9 

como C -f= 3 + 1 = 4) > (y= 3), se sigue al paso 10 

o + j • o 

F(4) = f
9

(1) = o ,+ j • o 

F(2) = f
9

(2) = 10.0001 - j • 17 .3206 

·' •' .: "., 

F(6) = f
9
(3) = 10,0001·+ j • 17.3206 

F(1) = f
9

(4.) '= 425922 - j • 11.0866 
·" 

F(5) = f
9
(5)= ·,o + j • o 

o + j • o 

F(7) = f
9

(7) = 4.5922 + j • 11.0866 

Los valores an:te,riores corresponden a la transformada de 

de la función \ 

" 

i.: 

1 



,_,_,.,,. 

- --·· 

4. FUNCION DE DENSIDAD ESPECTRAL 

Las diferentes frecuencias que ocurren dentro de un registro de 

elevaciones de superficie libre, pueden ser usadas para describir 

el comportamiento de dicho registro si, por ejemplo, el registro 

puede ser representado por una función .aleatoria en el tiempo 

f(t), ello permite obtener la función de densidad espectral s(f) 

de la función f(t). 

4 .1 Definición 

La función de densidad· espectral s(f) para f(t) .está definida por 

el teorema de Wierner-Khintchine el cual establece que's(fl es la 

transformada de Fourier de la función de autocorrelaci6n. 

4.2 Cáculo a partir de la función de autocorrelaci6n 

Una manera de obtener la función de densidad espectral s(f) es 

partiendo de la defi~ici6n anterior. Habiendo establecido la 

función de autocorrelaci6n como (ec. 2.34). 



J 
T/Z 

R(T) = lim ~ f (t) f (t+Tl dt 
T ...... co -T/2 . (4 .1) 

por lo tanto al obtener su transformada de Fourier, s(f) se 

expresa 

(4.2) 

y su antitransformada queda 
. .. 

(4.3) 

. 4. 3 CAlculo a·· ¡>artir ,de la transformada de Fourier de los datos 

Otra forma de calcular la función de densidad eap_ectral s(f) es 

la.que a continuación se desarrolla. 

Sea a(f) de la ec. (4.2), la transformada de Fourier de f(t) de la 

ec. (3.18) y la función de autocorrelaci6n de la ec. (4.1). 

s(f) = L: R(T) e-j2ntT dT 
\ 

. ' 
F(f) = r_: f(t) e .:JznrL dt 

·. J T/2 . . 
R(T) = .lim r \ .• f(t) f(.t+T) dt 

T-t-00'_ --· -T/2 '" - . 

considerando la ec. (4;6) en la (4.4) se tiene 

s(f) = I "'{ lÍ~ . ! ·r T/Z f ( t) f (:+T.) .d. t. } e -Jznr-r. dT 
-co T-.--co T ~T,,2 

(4 .4) 

(4.S) 

(4. 6) 
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la que también se puede escribir como 

intercambiando el orden de. :integ.raci6n y poniendo fuera de la 
<'! 

integral al limite y al reciproco de T 
• .. · ·: .-- .. ,,: - _.);· ·:->:,<X_,:·::·,-
- ' > .. '~:·.;:/· 

s(f) = l~m ~TJif4~i(t);.:q,~ f(t+T) e-JznfT dT } dt 

·: ::.-·.,--~-8:i/;/'~~:~t-':,;;~:._:J:fy:,'.~::~f(:·'.:f;~~\r~-~:~ ... -
:- -:. -~- -'_,;_,, .. __ :_:~--,;~I·-!t:·:-~'.;~~~~-~ ·,;.~,;-J._:,:· .. _:: • :,; , -. :· 

si hacemos t • = ;:·t+t'' enton·ces · dt·· = dt · · 

. "' . ;;~W@fi~~f:It: ;". . . ........ .. . } .. 
. :.: .::·~~·:i';;.J,h:·,~;~;~::\:; ' . .... .. . , . 

. Descomponiando';en,;dos'.,factoI'es' la· exponencial y ordenando 

. ,,, ·-;~~~!M~f tJf-~¡,·" e "'· ......... · 
Por otro ·lado de: la, iCi:~tidacl . de. Euler, se tiene 

'. 

-Jznrt 
e · = coa 2nft - j sen 2nft 

Sustituyendo la ac. (4.B) en la (4.5) 

F(f) .= J_: f(t) cos 2nft dt - j J"' f(t) sen 2nft dt 
-to 

siendo su conjugado complejo 

(4. 7) 

(4 .B) 
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F(f) = J.: f(:) coa .~nf~ dt + j J_: f(t) sen 2nft dt 

que también se púedé · ·escribir (el símbolo ~ indica conjugado 

complejo de F(f) ), aom·a·· 
'',_ . , 

. :, .. _, __ - '• -:·· .. - -

F(f) 
:. -_ o::r-' ·.;,.: - _:-./:. · .. , _· 

;, J_~ fCt\ .• eJznll dt (4. 9) 

" Por lo que al tomar en.cuenta las ecs. (4.9) y (4.5) en la (4.7) 1 

se tiene 

s(fl = lim ~'·~(f) F(f) 
r..;..aí T' 

O bien dado 'que F ( f) F ( f) es el cuadrado del módulo 

complejo· F(f). 

jF(f) j = IR.(F(f)}2 + (Im(F(f)}) 2 = F(f) F(f) 

donde R.(F(f)} e .Im(F(f)} son la parte real 

respectivamente de F(f), re!"ulta que 
, 
\ 

s(f) = lim ! jFcf) 12
·. 

T--oo _T 

-·-

e 

(4.11) 

La ec. ( 4 .11) es. la función de densidad espectral s ( f) de la . ._. -~- -~;:;· .. -

función f(t), ·:1a>•'cli~1.-.demuestra que no es necesario calcular la 
," ' -- : ·. -'~' - ':·,: •" . : ,·· . . 

función de autoéorl:'eiac'ión para obtener la función de densidad 

espectral sino que · se puede realizar calculando de f ( t) la· 

transformada de Fourier de los datos. 1 
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A la gráfica que relaciona s(f) contra f se le llama "espectro" de 

f(t). 

4.4 Aspectos de la transformada discreta de Fourier 

Para obtener la transforrmada de Fourier de funciones del tiempo 

obtenidas por mediciones, como en el caso de los resistros de la 

elevaciones de la superficie libre del mar, se utiliza la versión 

disscreta. Esto se hace por la dificultad de precisar la ecuación 

del tiempo que se requiere para que la transformada continua pueda 

ser calculada. 

Cuando se procede con la versión discreta de . la transformada de 

Fourier resultan. varios aspectos que deben tomarse en cuenta¡ 

ellos se listan a continuación. 
' . '-.-·:_ •. 

a) Transforma~iÓ~'.~et'una secuencia de valores 

b l Interval~ de i~tÉigración finito 

c) Intervalo de integración igual al periodo 

d) Intervalo de integración diferente al periodo 

• a) Transformación de una secuencia de valores 

se debe tener cuidado al obtener la transformada de una función 

f(t), ya que puede suceder que los resultados se superpongan. 

Para encontrar la transformada de Fourier continua de una 

secuencia de valores de la función f(tl, es puede . emplear el 



55 

teorema de connvoluci6n en la frecuencia (inciso 2, 6) , at>J,.d.cado al 

producto de f(tl. por un tren de imp_~i~os> unitarios S,.(t) (donde 

entre. un· pulsso. y otro.· existe' una distancia At), esto es 

·' 

At) ··6~(tl,~~J~nrL\~.~ ~~jj'A(;).F(; ... l) dl 

A(f) = A~ 

y si la transformada inversa de Fourier es 

F(f) 1 1 : . rnfl' ' para . 1f1 ~ r. 
= 2 + 2 ~º"' LI::'J 

; .-..·" :-' e 

Resulta. que la .. ~C,!lVoíuci6n ·· de · A<fl 

ecuación ( 2. 49) • es i~u~~ a .. 
• F(f) 

A(f) • F(f) 
. · 1 1 

=· F(f. - ·-) + F(t) + F(f + t;tl .. · .At. 

·:, 
: ';''.)-{-;' ' ' - ,, 

Si en la ecuación •(4.13):·.S:e considera 1/At > 2fc 
- ,_-,_-,-."i:--;--o:-'.·-:-:o.;;::;,·; ?:-.'~:'_''::~-<" - ----- º~-----,-- - - .,., ~ ' --

de 

se 

( 4, 12) 

acuerdo a la 

( 4 .13) 

obtiene la 

gráfica. d~ la ·f'/¡¡JJ:'a/~;1.al''.:•En'.'campio, para 1/ At < 2f e sucede lo 

...... '_ 

,\. ,. 
_t.'{:·(; 

f1-.' . . 
. -·· 

; ,_ 

que se .. I~d¡c~··.·~~···¡~Ví{~~~~-~·_.'f: .bl/~a~o ;es·, 

oltima ·rigura ·~ef~~;¡¡~~'~:,~~b'li,c:ando lo,'que 

los · lóbulos en esta· '-,, -;t,;., 

se .llama "al:lsamiento" · ,.;)[;' 

(distorsión de.resultados) .. ' ~ ' . ' 

; '" 

.,_ '! 

f 
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AF~F'(f) Af 11' F(f') 

f' f' 

b) te< '2Pc 

Fig .. 4.1 Transformada de Fourier de f(t) ÓT(t) 

Para ,<1arantizar que no .exist~·. la :~uperposici6n de resultados, como 

se puede observar en la fi~;_4;1b,. es necesario que At 11/2 f •• 

componente de la 

de f(t) es igual al 

lóbulo central de la ·úl:.urii;: se afirma que para evitar los lóbulos 
- ;_·.:··, 

en la frecuencia· - 1/ At y i/At, ·se considera ., en general que 
''·'' 

F(f) =O ·Si' lfl >· f
0 (4,14) 

Con At < 1/2. r.;,. Y>10· •mencionado·· anteriormente se evita el 

alisamiento en·J.~ fr~c~en~ia 

. ~ "=-=--o·:-<··- - - ·-· . ,- __ ;--.- ' -

En forma ·anál~~~,)~~~a :ia\::transformada inversa de Fourier, se 

• considera······.·· f . ·¡,,;''J{¡~c:;i+~'.> doh~~ Te es el tiempo més grande de la 

anti transformada'.·cl~:·'((t¡:.'6 Para: eliminar . el alisamiento en el 
, - ..• ,'e'.>'.· .• ~'.\-. ,_-.-;-''r:; 

tiempo además se considera.· que·· . 
• _ - ··.·:,.- ,l -;~· ... --.·- .. 

-,·,·:, 
f(t) =O . si'fti··> T

0
. ( 4. 15) 

Con respecto al alisamiento en la frecuencia se tiene que el par 
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de transformadas continuas estan definidas en las 
... 1 

frecuencias · '•}fr· . ··~~~~ 
positivas y negativas, pero en el caso discreto (ec. 3;34) solo 

aparecen frecuencias positivas por lo que en este último, .se. 

considera 

F(-f) = F(2fc - f) (4.16) 

Asi las ordenada.a en frecuencia O a -fe son iguales a las de las 
. . 

frecuencias positivas entre f ~ y 2fc con lo cual se cumple la ec. 

(3.18). 

b) Intervalo de integración finito 

':.· 

··.\' 

. ~-, 

Como en la práctica no se cuenta con frecuencias de tiempo de 

duración infinita, es necesario tomar en cuenta que la. integral :• 

que aparece en la definición de la transformada de·Fourier no sea 

desde -m a m sino desde -Tc/2 a Tc/2, -·,' 

Ademés, cuando se procede con · 1a . transfor~ada ·:discret~·. · para 

evitar el alis amiento en \"1 tiempo, . ~e. d~be •cumplir: la ec, 4 •. 14, · \f;! 
Sucede que en reafidacl'se,'~an~ja 1 a la funCióÓ ··f(1:) .·:··(de.·. duración )fo; 

:,:-. !;. ;'"/ ::- -;, ',. :~-i ... 
infinita) mul tipli~&,da, por uri~;·runciÓn h \1:) ;· l\~~ada. ve.ntana' con )1( 
cierto valor .en~~~:':-t'.! ,r;;í2'.ycero .para ··t· > T~/~: :;. 

'.:,:_-;··::--"-.' :·.'¡;': 

En otras palabras,. en ia ¿;Actica ~~ ~an~j~ .una transformada 
- . ' - . . . ' . ' . . . 

Fourier de ~Tj/t a T~/2, p~rl~ qu~66ri~ieh~~~be; como cambian. 
. . . .·. '.' :, '.•: ·.·. . ·. . . . : ; ' ; : : .. 

los 'resultados al. manejar .la transformada de f(t) h(t) en lugar de 

de 

f(t). Para ello consÍ.dérese el siguiente ejemplo. 
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Encontrar la transformada de Fourier de y(t) = f(t) h(t), siendo 

f(t) = e• 2 w.- "y h(t) = 1 si t ! Tc/2 y h(t) = O si t 1 Tc/2 

Solución 

Y(f) = J~ 
-jznr L 

(e 1 h(t) e-Jznr' dt • J.
-Tc."'Z Jznr l. ·J Cl 

e - 1 e- ~n dt 
-T ... z·-· 

- - · ___ .·:, .,. ::· ·. , .. T ..... 2 

= L:c:: e-J•n< r-r •' dt = j2n(~;f1J ¡e-Jz:•cr-r•'I~: •. '• 

. : . . · •·~~n (~-(;~~ )T ) (4.17) 

= n (f-f •. i. ·sen·. (n cr-f,JT!-.·'R;;r,~·A~[;~yi,~;~f¿p·.jc_',,_.· 

Por otro lado,. al ob~~~~;; la\f~~·~¡¡g;~~~~j·;~:-. ;¿urier .. ·para . fe 1:) 
< : '..\: •• :. ·.:~;~;_,'.,: e-:·.:,:-:'.·~'·:.:.·\'.: ;~(:'-~c'.:'.;~?~~~~j·._::-.;_>~ >- -~:-:¡_ ':~--~:~ '. '"""- '·.- , -, -· 

<para limites ·f:ie integraci6n, .. ,:de .-~· a-~>· resulta, que es .6 < f-r, ¡ 
~-- . - ' ' . 

C 7 J de modo que -ia~-.1~·;·f':1~i·:·~¡{'i1 ·¡~ '~Ü~~f~~;ii'J.o~·-·~~~ul ta~~~ •. de· .l~s 
transformacla~' Cie.'.'Foiir:i.ei: ,-~~~to >Pªl'ª •e.i ullíi te de in~ei:raci6n -Te 

a Te (finit~l como d~ ::_., a co, 

F (.f'J 

/f\ . 
--~-0-}~-----

' t\ f 

Fig. 4. 2 Transformada· de Fourie1· de f C t l = e• 2 w,. " para limites 

de intregación diferentes 
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La función e que aparece en la ec. 4.17, se encuentra 

representada en la fig, 4.3, en la que ae puede hacer notar que al 

multiplicarla por Te, se obtiene sobre todo que el lóbulo de e es 

más estrecho v muv alto conforme es mayor el valor de Te, por lo 

que tiende, a parecerse a la función impulso 

S(x) 

-ar -:i.Tr -11'. 

Fii;. 4. 3 Función· e ( x l ·• een x/x 

Debido a lo anterior, se·puede afirmar,que por utilizar la función 

e en lugar de s, la función ventana tiene el efecto de esparcir el 

resultado en el dominio de la frecuencia esto corresponde a una 

falta en la representacion en la frecuencia de f(t), 

c) Intervalo de integración igual (o múltiplo) al periodo 

cuando el tiempo T que aparece en los limites de integración de la 

•transformada de Fourier, Céc., 3 .1er es igual o múltiplo del periodo 
·l;_. :·-·, ,--:,. 

función '· : fe t l . : · por. , transformar de la resultan algunas 
. ~,· ~::{: .. <: __ ::>_::h:~·; . __ .. :::_·:··::--~/~--- -- .. 

simplificaciones' :erÍ\. íúi, .. 'cálculo,> para ciertas funciónes de f(t); 
. ,'"'',· 

algunas de' ellas se: iilcii~an'~. conÚrÍuación. 

1) Para obtener la tra~sf:illda ~1s.~reta de· Fourier de la función 

f(t) = e.:t 2 '""'mi). . cuando rm.-· .= m/T, -siendo. m un número ente~o: se 
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propone la versión discreta de f(t) corno fn = e•zwm~N ya que 

T = NAt. 

De acuerdo a la ec, (3.34), la transformada discreta de Fourier es 

T N-1 = _ I: ( ej2nm/n) -Jznkn,...N 
N n110 e 

que también se puede escribir corno 

T N-1 
Fk = _ I: 0 -Jzn. ntkn>N 

N n•O 

par k =O, ·1, 2, •.. ,N-1, 

Para el caso en el cual k.=.rn, la exponencial es ·igual.a la unidad 
;¡1¡;·' 

Y por lo tanto F,.- = T. Para k. = rn ,·.·la suma· .es cero· .corno puede ·. "'·' 

el casp pa~ü¿Ular en el: que N = 8, k = 1 y ·'~:\ verificarse .. para 

N = 4. En la fig. 4. 4 ;. se ha represe~tado en ~l<plano de Argand 
. ··•' 

' 

a 

Fig. 4.4 Representación de e-~2nn(•-~>/e 

En la figura anterior s!'. aprecia que 
1 

·? 
E 0 -Jznnct-4>/D = 

0 n=O 

8 
. i~:;¡1:":. 
,:/ .. 
,.i~l:i,·: 
;•·1:~-r·. 

}~l . 
. ¡· 

. '.>· 
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En general se tiene que si m es un entero 

si 11 = m 

si k = m (4.18) 

En la figura 4.5, se muestra la transformada discreta de Fourier 

de esta función f(t) la cual es equivalente al presentado en la 

fii::ura 4.2a 

- . 
T 

k 

Fig. 4.5 Transformada discr'3tade Fourier.de e•"w'"m" 
·_---, -

2> La transformada di~cr~ta c:Íe.• Fourier\:i:le f,Ctl =.sen C21tfmtl 

siendo fm ~• m/T y J11:'ll~·eri'~~~·c;:,cl3~\.~Ú~d~;·~edi.i'c1r. ··a ·partir ·del 
' - -·· .. -- ,. : \:~)>.:_;}:;1f#:;:r'i);(;··:;~ -:·. ;'_:;:' ·- .·: ', ·~,:, - :~'·: _._ 

resultado · .•. · ~~!}<\·''( ejemplo , •.. ><anterior' al · considerar 
'., -:,:±,·- - ·----~;:-~--;-~F: ,:.,.-: -,,,•·,--, 

En esas condiciones la función de densidad espectral (ec. 3.10) 

resulta ser 
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{!~ 
si k = - m o k = N/2 m 

B (fk) = si k = m 

o de otro modo 

la cual se muestra en la figura 4.6 

T• 

if 1 
1 :r 1 
1 
1 

• 
~ m k 

Fig. 4.6 Función de densidad espectral de sen (2~fmt) 

d) Intervalo de integración diferente al periodo 

Para · el '·tiempo.· T . ~~ los· limites de integración de la transformada 

de Fourie~ ·(ecJ:3.iJ)} ~o :l.fiual 'ni . ~ÚiÚl>i6• del periodo de la 

función f(t) ;i~:/~r;¡d~~o~mEI~/ n¿ ·'se' Óu~~Íe la ec. 4.18 y se 
- -- - '' ,,. •.;-. - -- ··- - - -- . - ,. -.; . ':_-~-:-~- _. ·-

tiene que para {~~~:~~i'.~;~,~i~~i~7,.~~e~c~2~<a N . Y para no tan 
parecida a.~ es prácticamente ,cero.· ; 

-:'.. ·:-'., --- -< :;._\_;·--_7;'~::':,'·:r:~p_,~:"·'.~.:::---~---x~~- -~·:~;-:; ·.:· .. :_,:·:·.<·; _._--

.• •·' ' ·.; ;: i;f,}f~i''fü,;,,~,·.,.:; ,;.:" <y ; ' ',· 
Para la transformada .cl,1scret,a'.;de · F~~?'iC:.r' de. f ( t) = e''"""m., cuando 

fm = m/T donde m no;~~ Ü~ ·e~¡~ro p~ra ~l caso N = 8 , k = ly m = 

1.5, Se t1ene "ai r~~~~~~~:~~i-:'·_··. ~n ·-e_1~c,-pláno de_··Á~gan~ a e.t~nnCk-m)'N, 
paran= O, 1, ... ,N-1 que 

• 

· ... 

·. ;·. 

. ¡' 

1 
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Se calculó la transformada de Fourier conjuntamente con BU 

función de densidad espectral de f ( t l = sen ( 2ltfmt) para dos 

casos; 1) tomando un intervalo de integ_ración igual· al periodo 

esto es T a 32 seg., N = 32 y fm = 1/8 y•2) p~·ra un .i.~tervalo de 

integración diferente al periodo o sea para.T.a 32 seg,, N = 32 y 

fm = 1/9.143. 

Al comparar los resultados en !Os. dÓ~·. casos anteriores, se puede 

observar que para el segundo. caso (intervalo de integración 

diferente al periodo) la transformadat:i.en" valores diferentes de 

cero pra toda k y que no coincide ··_ninguna_· de las frecuencias 

discretas con la señal fm = 1/9 .143 ·.= O .109_944. Los valores de la 

función de densidad espectral son gr~ndes cerca de esta 

frecuencia. 

Los resul tactos muestran . que .. una ... · pequefla · dif.er_encia . entre el 

periodo de función y el tie~p'o T 'c;6~s:Í.der,;cÍo ei~'·1a ·transformada de · 

Fourier da lugar a valores prt.dtid~~ente en tocia Ía ;~ec~encia. 
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En la práctica es dificil ·.que se conozca el P.eriodo de la función . 
de tiempo por ·transformar. Esto es\ dado· un registro de 

elevaciones de . superficie Úbre, ~xist~ tiria d:i.ferencia entre el 
... ;- . , . :, - -~\: :-: ·.-.·; '- _,;, ->.,;-·, !" • .. ;. .r:, 

periodo de la funci6n>y:ei1t:i.empo/de.•longÚÚd del¡ registro. 

"' ., º"º'º ''.:~ní~~l~ll~l!~tf ~{i~..... ...~ .. 
de Fourier .cercán'os'¡;·ca·:>..:ila':f,freci.tencia fde'ila••. función del tiempo y 

disminuir .. ··.· .. ~.~u3~f~~-~t~~~~i~~~~;~?~~~·~:~g~}:a ·. t~1}: .frecuencia, es 

recomendable .. ,: .. utilizar{:una;función qÜe ;n'.~.l t:Í.plique · a f ( t) antes de 

efectu~/1~ ~~~~:~¡f~t~~~; cii~'éiéf a de Fourier. Esta función se 
·;_ :J ;' __ ,_-._."·r·', _,. , • -·· 

conoce como·función>ventana o·filtro' ,. _,_._ ·. ,, ·'':'e:.;·-· 

Se ·probaron varia~ f'unciónes ventariiL 'Y se encontró que con la 

siguiente función se obtienen buenos r~~~lt~dos 

En la.figura 4.9, se muestra la gráfica de esta función 

h(t) 

~->j<-·"' 
K 

1 
1 
1 

. 1 

~ ... -------t-:.:-1 
t T I f . 

Fig. 4.9 Función ventana h(t) 

. --~-: 

-----··-·---

1: 

,'¡;,. 
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como la variancia de la senal original f(t), 

multiplicarse por la . función·~·h(~:)·;. a. la 

es alterada por 

funció·n de densidad 

espectral se le afecta por el pr.oduc.to :: .de· la constante 1/0. 875 

para que , el ilrea bajo la curva de esta función corresponda a la 

variancia ·de f(t). 

4.5 Peterminación de parilmetros para la obtención de la función de 

densidad espectral ( q, T.; B,,,e~) 

La definición de la función·.de densidad espectral con<lidera que 

los limites de en la transformada de Fourier de la 

función de autocorr~i~¿f~~ 'es de a .. Sin embargo, los 

registros de H~~'~i~~~~~.~;.!d:: cierto 
elevación de la i superfipie;:libre del 

parámetro, por ejemplo, la 

mar, tienen una loneitud 

f'ini ta ,· y ai .é'~ri~i~~~,;; é~tó, .en la integral de la transformada de 

Fourier da lug;~ ~ ~e~~i taclo~ di.carentes. 

Ahora bien considere que el regitro descrito esta dado en términos 

de la función f(t) tal que 

f(t) 'f O para ¡t¡ i T/2 

f(t) = o para ¡t¡ > T/2 

donde Tes la duración total del registro (longitud finita), 
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En estas condiciones la ec. ( 4. 1 o l resulta ser 

ít(f) = ~ ~(f) F(f) (4.20) 

la testa "indica que· f(tÍ no tiene duración infini+a. 

Por otro lado pa!'~ ;l~ fu~ció~ f ( t) se tiene que 

( 4. 21) 

Y· por la ec . ( 4 . 9) •, se ·tiene · 

._ .. 

"' L: 
· T/2 k2nC\. · jznfL s~-~ .... 2-

F(f) = f(t) e. dt = f(t) e dt 
.,; . (4.22) 

por lo que al sustituir las ecs. (4.21) y (4.22) en la (4.20) 

! ··· f(t) e-Jznrt. dt .f(t) e · .dt I 
T/Z' - .:_· f T/z. ¡znrt. 

T -T/2. • -T/2 
(4.23) 

Esto cambia los limites de.integración como se· muestra en la fig. 

4.10. \ 

Para obtener el área de la región de interés se propone divvidir 

el área de la región (a;. r¡:) en las. partes. abajo y arriba del eje 

horizontal, por lo que 

f T/2 f T/2 

-T/2 -T/2 
da d(Í = J_: J_r: 

• 
d~ (4.24). 

Con base en la ecuación anterior la ec. (4.23) se escribe como 

·,_: .. 

... 

,·_•. 



J
. O ' lJ· T_,2 

'S(f) = "j' T 
- T_ - -¡-T 

[ f(ct). r'cct+T) da ] a-i•nr' dT + 

+ J To 1 ·r· · ~· 1: [·f(.;.) f(.;.+T) dci] a-janf. t dT 
T -T<2 

(G\) 

Fi~. 4. Re~iones de integración 

lj¡'•i i 
I • i 

/ ! .. • _.-'-// 

/· .. -'/· ,, '' ' ,· 

. .. . /. ,/ / ¡ ¡';' t .•• • 
·¡/,l·'i,'/f., 

-.:¡;: I ! ; 
4 I ' 
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(4.25) 

Por .definiciOr'\. la fu.nci6n de_ autocorrelaci6n R(T) esta dada por 

el valor esperado 

R(T) =E [f(OI) f(ct+T)]' (4.26) 

Al tomar el valor esperado en ambos miembros de la ec. (4.25) y 

dado que este operador puede entrar a la integral sin alterar la 

igualdad, se tiene 
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E[S(f) J = s_: ! -J'T/2 
T. T 

--T 
E [f (a) f (a+m 1 de< e -JznrT dT + 

2 

T • (4.27) 

+J: 1 J z-T E [f(a) f (C<+T)] da e-Jznr T dT 'f . 
.,.T/2 

O sea al sustituir· la .ec; · (4 .2&) 

Como R(T) no cambia :·respecto·a· a, ·al.integrar respecto a a 
,-, .. · 

E[S(f)J J : R(T) ( 1+T /T) e-znr: dT · 
·:;·· .. 

E[s(f)] 

En el limite cuandC>Tt.iende a infinito, se sigue .que ,·,·: 
·--~-----·, . 

iini 
T-+-0> 

. •·.· -' Co . 

E['Í3'(f)] ~J-0> _R(T) 

,_._. 

(4.30) 

··. ::,¡ 

El segundo miembro.de la ec. corresponde a la funcion de densidad 

espectral, por lo que· 

lim E[l\l'(f) l = s(f) 
T-O> (4.31) 

considerar que el tiempo T es grande 

• 
E[S(f)J = s(f) 

(4.32) 
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y al tomar en cuenta la ec. (4.20). 

E[ i ~(f) F(f) ] = s(f) (4.33) 

De la ec. anterior se afirma que ·para conocer la función de 

densidad espectral sCfl, se requiere calcular el promedio de 1/T ... . 
F(f) F(f). En la ref. i4, se muestra que S'(f) es un estimador 

sesgado de s C f) por lo que para calcular s C f) se debe utilizar la 

ec. (4.33). 

Para utilizar la ec. (4.33), se recomiendan dos procedimientos 

equivalentes que implican un promedio, a •aber 

a) Promedio de varias funciones de densidad espectral 

Este proceso consiste en dividir el tiempo T que dura la función 

del tiempo (registro) en q intervalos de tiempo de duración T., 

por lo que 

e 4 • 34 > 

A partir de f(t) en cada intervalo de tiempo T., se calcula 'El(f) 

(fi¡:.4.11) y luego para cada frecuencia f se toma el promedio de 

los valores de -a-e f) , es decir 

s(f) =~· [-s-,cn +~(f) + '.'.".f.'!}q(f) l e 4. 3s > 
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donde 'S'•(f) corresponde· a la función de densidad espectral del 

intervalo de tiempo T-• .de f(t) 

Como en el cálculo de ~(f), se toma al tiempo de registro ·a T_, 

esto significa que las frecuencias en s(f) estarán espaciadas en 

B- donde 

(4.36) 

.. ,, . 

----· --·-·-·-------
. . 

------------., .,. 

t~' t !"" A.t ... + 
!< f; >I l<->t f: . • Te 

Q
J, ___ t 
e cci do. re9'15fro ee obfrcnc 'S(f) 

r-·· 
i 

.1' 

. '5,<r'J ~(f) 

Fig. 4.11 Registro dividido en q intervalos de duración t_ 

a) Promedio de ordenadas de una función de densidad espectral 

muestral 

El otro camino P.ara calcular s ( f) , se· basa en obtener 'íl'( f) para 

' todo el registro de f(t), es decir, sin dividir el registro en q 

partes 1 

···-~·---~·· 
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una vez conocida 'il'(f), se promedian sus ordenadas asociada a 

varias frecuencias, y se escoge el promedio como el valor de s(f) 

para las frecuencias involucradas. En este caso se establece que 

al Juntar q ordenadas de ~(f) el espaciamiento de frecuencia en 

s(f) es q veces el de ~Cf) e igual a 1/T1 de modo que para s(f), 

se tiene 

Af ~ ~ .. B. (4,37) 

nótese que es igual a la ec. (4.36) por lo que se puede decir 

s(fc) = -q
1 

[ ~(f) + íl<.f.+1/T). +·~(f+2/T) + 6 (f q-l¡] ... + " +-:¡:--

donde =·r +s.::! 
2T 

En la fig •. 4 .12, se muestra este proceso 

l\ 
I \ 

I \ 
/ 1 

/ \ 
,/ \ _,.,,., \ -- \ 

"S' lf') 
,., 
I \ 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 

" 

(4,38) 

(4.39) 

Fig. 4.12 Promedio de.ordenadas en.una función de densidad 

espectral· rnu;,s+ro.I 

De una manera. similar a lo que sucede entre.· la variancia 

poblacional (o~ ) y la muestra! (s~ ) que estari rel~cionadas con 



una.X" de N-1 grados de libertad (inciso 2.2.3) mediante 

(4.40) 

siendo n = N-1 

. Se tiene una asociación entre s ( f) y ~(f.) , toda vez que al 

considerar s(f) 6f = a~ y 'S'(f) ~f = a;:, se encuentra 

(4.41) 

Cuando no se considera el promedio de 'Ét( f) comentado en los · 

incisos a) y b), se tiene que n = 2 apoyándose en que ~(f) = 1/T · 

R.{F(f) 2
} + 1/T Im(F(f) 2 } porque son dos sumandos. En estas 

condiciones 

'Ei(f) 
s( f l 

z 
x. 

= "'2 (4.42) 

se llama error normal estándar e~, a la desviación estándar de 

~(f) entre s(f), es decir 

& = 
r 

Cf ['S°(f)] 
s(fl 

y se considera igual a ..j 2n .· , por lo que 
n 

Cf ¡g(f) l 
&r = s(f) =~ n 

(4.43) 

(4.44> 

Si no se toma en cuenta el promedio'cle ~(f), n = 2 y por lo tanto 

'' 

. ~._ ;_ 

..... 

., 
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Sr- ;:: l, queriendo esto decir que el cambio aceptable en la 

cantidad estimada es igual a esta cantidad, lo cual no se puede 

aceptar. Por ello es comveniente tomar el promedio para que n sea 

mayor a 2 y se reduzca el error. 

Usando la ec. C4.44l, el error normal estandar es 

" = 
l 

r. ¡-;-; .. 
siendo n = 28-T 

Cuando se toma en cuenta el promedio resulta 

'EICfl 
BTlT = 

donde 

x,, 
n 

28 T • 

(4.45) 

(4.46) 

(4.47) 

Asi las cosas, la distribución muestral de ~(f) promedio es 

apróxi_madamente x.2 con n = 28-T grados de libertad. 

El intervalo de confianza l-a para la función de densidad 

espectral sCfl está basado en la estimación de °i;(f) medidas con 

frecuencias espaciadas en B- y longitud de registro. T, resulta ser 

n íl(f) 
2 

~n;ovz 

con n = 28.T 

S s(f) s n ílCfl 
2 

xn;i-ct/2 
(4.48) 



se recomienda que el número de valores discretos de la función por 

transformar, al utilizar el algoritmo de la.transformada répida de 
(· . . . . 

Fourier, se requiere que 'N • s~a .Ún ,nl'.Jm~ro ÚiÜal ·a una potencia 

entera de 2, es decir N - 1 ~~~d~·:x:·~s;.;tn"·;;(¡~;;_ro--entero-positivo' 

Cuando se dispone de menos datos que, N, se· recomienda agregar 

ceros del orden de un 10 ?., sin alterar sustancialmente los 

resultados 

4.6 Estimación de la función de densidad espectral 
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Con base en los distinttos aspectos que se han considerado respecto . 

. a la transformada 'de Fourier discreta, intervalos de estimación, 

estimadores, alisamiento y error normal estándar para obtener la 

función de densidad espectral, es conveniente en su estimación 

definir At y T. 

seleccion de At y T 

Para eviitar el alisamiento ·.(inciso 4 .4) At es fijado de manera que 

1 At :S 2r 
"' 

(4. 49) 

donde fm es la frecuencia más grande hasta donde interesa calcular 

s (f). 

En algunos casos, las frecuencias i.o deseadas de una señal f ( t') , 

pueden ser eliminadas con un filtro antes ·de ser · reg.istradas ~ Si· 

,_,. 

, . 
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un registro con frecuencia de corte fe es usado, es recomendable 

que el intervalo de tiempo de muestreo sea igual a 

l 
At :S 4f 

e 

o al menos 

At 1 
= u-­

e 

Por otra .parte, con base en el error normal estándar 

( 4. 50) 

(4.51) 

que se 

desea admitir, se encuentra T. Usualmente errores 6 entre 0.01 y 

0,1, son considerados como adecuados, por ello, de la ec. (4.34) y 

(4.45) 

l 
q =---

-/--;-' 

De la ec. (4.34) y (4,36) 

T =Te"/ = Í Be 

(4.52) 

(4,52) 

B., es el intervalo de frecuencia en la función de densidad 

espectral. 

B., se selecciona a partir de la importancia de la función de 

densidad espectral y el grado de precisión deseados en ella. 

Con a. se encuentra T •. 

Una vez que se define 6t y T., se puede seguir cualquiera de los 



dos procedimientos que se describen a continuación, para estimar 

la función de densidad espectral. 

a) Procedimiento basado en varios registros de duración t_ 

Para obtener la función de densidad espectral s(f) a partir de 

varios registros de duración T-, primeramente se ajusta el valor 

de At o N para que 

T = N t.t • 

donde N = 2v siendo Y un entero positivo 

' ... 
'Para cada registro de duración T_, se siguen estos pasos 

a. 1) Multiplicar f d .t) por una función ventana 

(4.53) 

Los valores discretos de fJt), . se rnultipl~can por una función 

ventana' ti ( t) par~ que resalt!!n las 
' ' 

ordenadas .de s ( f)' 

frecuencias importantes .<inciso ·4: 4) , y ( t'> = fü t l h ( t l . 

a.2) Obtener la transformada'de F¿llri~r discreta y(t), 

para las 

Es recomendable. utiÜzar. ia tI-ansformada rllpida de Fourier,. para 

obtener l(f,. l, donde. f,. '= k 1/T-, 

1 

a. 3) Obtener 'Si (f,.) 

76 
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. \ 
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Para reducir la.alteración en la. variancia de f(t) por usar la 

función ventana, se considera 

donde F, es un factor correctivo. 

En caso de usar la ec. (4.19), Fes igual a 1/0.875, 

a.5) Calcular s(f) 

Los pasos 1 a 4 se aplican a cada secuencia f,(t), (i• 1, 2, •. ,,q) 

y posteriomente se obtiene. 

donde 

b) Procedimiento basado en un registro de duración T 

La función de densidad espectral es obtenida a partir de la 

transformada de Fourier de todo el registro de f(t), sin necesidad 

de separarlo en varios registros; 
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....... . ~ . 
':• 

·~·. ·~ 

En este caso para calcular s(f), se siguen los siguientes pasos 

.. :-:. 
b. l) Multiplicar f ( t) por una función venta.na 

Los valores discretos de f(t), se multiplican por h(t) por las 

razones discutidas en el inciso 4.4. Asi se encuentra 

x<t> = rct> hCt> 

b.2) Calcular la transformada de Fourier discreta ":{(t) 

Se obtiene la transformada de Fourier discreta de ~(t) la cual es 

Y(fk), donde fk • k/T. Es aconsejable utilizar la transformada 

répida de Fourier. 

b. 3 l Obtener ~·e f'l 

Se determina ~· Cf k) "" = 1/T y., y., 

b.4)) Se ajusta ~'(f,.) como 

donde F es un factor para que la variancia del registro f(t) no se 

altere, Pm·" le. ec:. ('{.1'1) F - 1( o· ¡:¡-J-

b.S) Se obtiene s(f) a partir de ~(f) 



+ ~(f +.9.=!.¡ ] k T para k = O, q, 2q, •.• ,N-1 

4.7 Caracteristicas de la función de densidad 

El Area bajo el espectro es igual a.la:variancia 

Al comparar la ec. (4, 1) y (4 ,3) con l¡i. (2, 42)" ·.se . encuentra que 

cuando la media x es nula la C:or~elaci6n de orden cero de f ( t) 

(ec, 2.35), es igual a la variancia, es decir 

_zK = .J '°_. V ~ e(f) df (4.54) 

Esto' significa que el área bajo el espectro es igual a la 

variancia. 

Espectro de uno y dos lados 

El espectro tal y como se ha definido, resulta de los valores. que 

se dibujan de s(f) contra f de tal manera que se obtiene una curva 

simétrica lo cual se pµede decir que se tiene un espectro de dos 

lados· (fig, 4, 13), _por tanto se escribe 

e(f) = s(-f) (4.55) 

• 
de manera que al dibujar 0(f) = 2 s(f), se obtiene el espectro. de 
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un solo lado 

!l(f) 

"(f) 
~(f) 

Fig.4.13 Funci6n de densidad espectral de uno y dos lados 

Par6metro ancho de banda espectral 

90 

La apariencia del perfil de las elevaciones de lasuperficie libre 

del mar. esta relacionado con la ·forma .que .tiene·· el .espectro. 
\•; 

cuando· el perfil tiene muy• pocos ··m{~imof posih~os o m6ximos 
. _-. :·_ :_: .. : ::~;:~Yt:'.·::''.( _~; •! 1-·_: ~- .. :_, .- . .- : .. 

negativos (ver f'ig. s, 9) , es parecido> a:<una·•onda ·senoidal modulada, 
, .. ; · -~.--. , .. ·.~~-i~;-~;:'.::~~·:,_:~·:\::~:::·:·.~-'.-:~·t::.;~~"°'-;':'·~r~~-~:- .-. _ ... 

el espectro .·•es· a!Ílrg~do' -\:y .::angosto·,·,;:•;concentr6ndose su 6rea 
... ,, .. _. __ , ;·: _ .;_,_ .-. _,_- ._:,:.-._.-..... :-._~ _ -. .-:::_, ,\:." .:~,'.:;<:r->_-(ir_~_·'.·f::;:-:-~:~-:-!.:_::·:S\~\-H:s;·,·:.~r~~?:·:-~-'.;;·~.'.;·:-:·,-_·:. ,, _·: .. 

(energia).een ,un .intervalo;::~de.:f'recuenciá.[corto¡::".'se'·•dice en este 
-· . -· -·) ,/ ·;;':~,~-~;¿~ ,-~:,;;·~-¡::-;~~\;:S:~_::~::;!:' ;;t;:_~~:-i::~j-:, <!_;1~ ;:.-:;¿jJ~~;::s:- .r;::~/~~~~~~~f<:r ~~:~:;-}:_;',:~,-:_)-?';'-::--·~,:-:::-: -'-. ; -. 

caso: que. se\tratá:i;déi,un:;espectro~:dé~.banda':·angosta:::(f'ig, 4. 14a)). 
. -- · :- ____ ._·;-. ,_->~:rs)t_;) t't?.;_·}t.~~i~~j~:,:::&~?~~}t~;~~2~~~:~sL~j::~t~'.:i;\~~~--;J~;:-::; ~~~;:}~i:};;r:~:}.~\;J0.~ ·.:1~~:-/ '· -~ \;-, ·, :"-~ 

Del mismo ,modoi'cuando;,e1:·,•:registro; .• 'i:iosee·c-cu,na·· ,·gr~·n· cantidad de 
' '.'- .. -: ._;. '-~';:~~: _.;_~,¡:,:· ~-:~::~:-.f\'J-~i::: ·.·;·-~·,:{" :, ·-,:< '.-~:'.···:;j;~}::::?~,':' -~;~'J"f~t.)::~·-:..f,_.. i '.\~: ;-:/'.:_: ::)1-

mi nimos positivos .. o máximos':, negativos," su_,espectro se extiende 
. . _ _ ~_'.·-<.~.:.:~~:~-~).':~:··p~~~~~tH>. ·«: .. ::-~:'._::.;:;,~:<'.L';~_;·:1::.::·:~;:'.· ~"-\}Y?:·_?;(.·:_:_,'¡'.~_ :·>_e--<·'_:') .. --_->>: __ . ~·-'. . 

sobre un intervalo'."de".f'recúeriCiá::grandé>cooti·¡uria ordenada menor. En 

este caso .~e ~iC:~ qJ~ .~~··. tr~iia :de'.Úri'esp~bt~o de ·banda ancha ( fig. 
·.-.:~·''--' 

4.14b). 

Para estimar que tan ancho o que tan ·angosto es el ·espectro, se 



utiliza el parAmetro llamado "ancho de banda espectral", 

donde 

e
2 

= 1 -
m 

2 

m ·= J ".' t"· tf>(f) ·df 
n o 

>((~) 

X(~) 

------- ·----
5(fJ 

Ang05fo 

O) 

S(f} 

t. f 
b) 

.\.· 
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(4.56) 

(4.57) 

Fig. 4 .14 Regis~ro 'de ellevaciones' de· la· superficie libre del 

ma~~ su'espect?'.o cor~esp~~diente 

. . . 
siendo li!J(f) la función de densidad espectral de laselevaaciones de 

la superficie libre (de unsolo iadol, es decir li!J(fl ;, 2 s(f) para 

f i o. 

• 
cuando E es cercano a cero se tiene un espectro de banda angosto •· 

.. , 

·•.·. 

·.•. 



si es próximo a uno el espectro es de banda. ancha. 

Cartwright y Longuet-Hi,ggings .· [6] ; ·. mediante 
·.,,." 

un argumento 

geométrico encontraron una rei'ación'' entre ,;; y el numero de máximos 

positivos y negativos; . f'ór ~~di·~:' de ellos se puede estimar el 
.. ,,, .,. -. 

. - ~ - ' ' -_ - :• 

parámetro .:;: sin conocer el·. es pe.Otro, es decir se tiene que 

G
2 

e 1 - (1 - 2r) 2 

( 4. 58) 

donde 

r = 1 
[ 1 

NMP - NMN ] ~ NMP + NMN (4. 59) 

siendo 

NMP numero de méximos positivos en el registro · 

NMN numero de máximos negativos en el re¡¡:1stro 

De esta manera, por medio de las ecuaciones" (4;59) y (4.59) 

contando en el registro a los máximos positivos (NMP) y máximos 

negativos CNMN), se calcula e: . La · variabl~' r e conoce como 

"proporción de máximos negativos". 
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5. OLEAJE 

5.1. Introdución 

Las olas se generan por la tranferencia de energia del movimiento 

del aire a la superficie del agua, además de la variación en el 

nivel del agua por la diferencia· de. presión del aire en 

movimiento. el esfuerzo tangenci~1·. entre el viento y el agua 

permite que 2ran parte de laene~eia sea transmitida al a¡:ua. El 
-- - ' .. ;-,_<•:.,----·- ·. 

lugar donde ocurre e~~a;.:tJ,f:a:~:~re~~,ia . se '. llama "zona de 

generación" del oleaje.'.:( ses ):w.:en·, ella, · ia :configuración de las 
.. .-- -__ : .. -~ _. __ ;:( .>r:?-::>~~;<:i--~).<~'.-~-~-~~:-)~.-.-·:.; -:_\,::.:_.; :: .-- , :-.- .. -, .-. : ._-- -. 

olas es irregular; •· Despaes·,,::·el·/>'•oleaje'.:''.engendrado puede viajar 
·: _:; ;0:_7: _·::;,::~::}:: 1:::~~~!{\~::5;;<~~~:'·'.··i,1~~¿;,.:,,{:.::{"'.J(::~~\:\;~~:. .'. 

grandes distancias·;:·~a'•':lo.<largo"'ide'··la :•cual tiende a hacerse 
'._,.; ·, .... ::i.''..'-''-'·--' ._,_.,, ,_ - -·-· :··'·"~· .. -'' -,. - ,. --

. '-•. -._' ---~_.-- - -- . :<~:~¡)'~:'.,;~;>:-~::.:·;_;\:;:; ... '----'~ ' '~- ,_ --- -- -
regular, disminuye ·la,altura,¡..;def¿das.;.polas, y· se incrementa su 

, periodo. El tra~oj~~%Í~)~t~f~:~:%~t~;~~;f;f~'i!}1ama zona de propagación o 
·"decaimiento". Cswell),;'::Finalmentet:;en•:'la cercania de la costa las 

olas sufren .. ··}~cif~t~~~!~~f~;
1

;.:2tt:~!,\.~~E''presencia de obstáculos, 

y /o fondo del 'mal'.i •'disiápando;/·su/'.energia, . llamándose "zona de 

rompiente" al 'i~¡=~!,\{~¡J'~~~ ~[~si:~' 
"·;,. -;;<,,., >:~_,,.,,, ... . ~;~:-' . ! ;.':.:-,'·: 

croquis indi~~ndÓ desde \a. zona de·. 

·6J.;ede. La fig. 5.1 muestra un 
' '·' 

•' 

gen·eración de la ola hasta 

donde rompe. 
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Deben distinguirse dos tipos de olas producidas por el v'iento y 

generadas mar adentro. El primero esta formado por las olas 

"ordinarias", que son las que ocurren en un sitio a lo largo del 

afio y son más o menos persistentes, variando su dirección, altura 

y periodo. El segundo tipo esta constituido por las olas 

ºextraordinarias", que en México, generalmente, son producidas por 

ciclones. Estas olas duran relativamente poco, pero tienen una 

energia muy superior al de las olas ordinarias,y son por tanto 

mucho más destructivas. 

Fig. S.l Esquema general del oleaje por viento 

En este trabajo solo se tratará el estudio del oleaje ordinario a 

menos que se especifique lo contrario. 

Como a menudo se hará mención~ de algunos conceptos y vocablos 



85 

propios del lenguaje marítimo es conveniente que se den algunas 

definiciones las cuales se describen a continuación. 

5.2 características más importantes de una ola 

Se conoce como oleaje al movimiento alternativo de ascenso y 

descenso de la superficie del mar. La figura 5.2 muestra una ola y 

sus caracteristicas más comúnmente usadas. 

---·····---------- --------
eres lo. i---------

(NAT) ~ --·-¡·-o 

i 
1 

·d 
1 

1 

Va //e o 
_seno 

·. - __ r::·_·--
/ . X 

. c'5~fro del mov. orb1+0.1 . 

'¡. 
-¡<· ,-•-

" ; ~ . 

P:>rft'cu/o. en mov. 
. L\: 
v· 
). 

-~~l. ___ __ _ ____ · L_ r.n c1º -e~ - d , 
. , 11~111.~s. ~71~· . rp./t; 7711 . ~ . -r ·,¡~r.,,-~ .. - 71/;-¡)1 --. -,-.,-· iiTV:-1;~ 

Fi~. 5.2 Representación esquemática de uná ola 

Con referencia a la fig.-5.2se_presentan algunas definiciones de 

las características delina_ola. 

• 
Cresta.- Punto donde el perfil de la ola tiene la mayor altura. 



Valle.- Punto donde el perfil de la ola tiene el nivel més bajo. 

Altura de la ola CH).- Distancia vertical medida entre una cresta 

y un valle. 

Amplitud de la ola (a).- Distancia vertical entre la cresta y el 

nivel de aguas tranquilas. 

Nivel de aguas tranquilas CN.A.T.).- Nivel del agua en ausencia 

del oleaje, 

Elevación de la superficie libre C I'\.). - Es la distancia vertical a 

cualquier punto de la superficie libre medida a parl:ir de N.A,T. 

Periodo ( T) • - Es el tiempo que transcurre para que pasen dos 

crestas o dos valles consecutivos por un mismo punto. 

Longitud (L) .- Es la distan.cia horizontal que existe entre dos 

crestas o dos valles consecutivos. 

Celeridad (c).- Velocidad de desplazamiento de la ola a tráves de 

la superficie del liquido. Es igual al cociente de la longitud 

entre el periodo (C = L/T). 

Frecuencia angular (o).- Es el reciproco.del periodo multiplicado 

por dos veces x. 

86 



·-. - - -- . -----·---------------------
87 

Frecuencia cíclica (fl-- Es el reciproco del periodo; es el número 

de olas que pasan por un punto fijo por unidad de tiempo, 

Número dee ola (k).- Es el reciproco de la longitud multiplicado 

por dos veces n. 

Profundidad del agua (d).- Es la distancia.vertical entre el fondo 

del mar y el N.A. T. (en el fondo, z = -d) • 

Orbita de la particula Es la trayectoria que describe una 

particula de agua con el oleaje. 

Velocidad orbital de .la particulas (V).-·. Desplazamiento de las 

particulas respecto al centro de su movimiento orbital. 

5.3 Teorias del oleaje 

Para obtener las caracteristica~. d.el' .ol<;'aje, no se dispone de una 
~ 

solución matemfltica, ónica• \sino.:.<iue se <han·· elaborado diversas 

teorias que 

acotados. de aplicación'(ent.ré·>las;qÜe 'ªª;·.¡)üeden. mencionar la teoria 

lineal det·. • ,&;; . e 1al~,-' ~~~;:,;,·~~a~'~'á~';··~~~ilefla amplitud y la de 

Stokes ( 1847) que. s~ r~fi~f~(,~ ·~~da~ de• a~pÚtud. finita, 

5.3.1 Teoria lineal del oleaje 

Esta teoria considera que en la ecuación de Bernoulli, el término 
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de la carga de velocidad es despreciable, la pendiente de la 

superficie del agua es muy. pequel'la y que la· amplitud es mucho 

menor que la longitud de ola y su profundidad. Desarrollada 

inicialmente por Airy en 1845, esta teoria también se conoce como 

teoria de Airy, teoria de olas de pequel'la amplitud o primera 

aproximación. 

La teoria lineal es de gran utilidad, tanto porque su exactitud es 

adecuada para muchos problemas de ingenieria, como porque es fácil 

de aplicar. 

Las olas que resultan de la. teoria lineiü son·.: olas: cuyas fases se 

presentan alternativamente·····e~un.:~ismo(s.it.io sin que exista ninglllln 

transporte ·.d~ mas~ ~on~·1~'.(){ª;\Í;:~:~~:~~·;l~s·~~rÜculas de agua no 

viajan con la. ola;: p~ro'tienden 'ií•osé.1.iar rei.pecto " una posición 

:::~:a:~:n::riti~~~·:~~~~;~~~y)~e.f :~+~: ;.;~~{~ando· con· esto movimientos 
·---,- ;:_:.-:,. -__ ,.·_ '··' 

.-:,{_.;'.·> 

·,,' -! -··.--~.- :;-_:: :: .. -, •:·'';-'· 

Se presentan a continuación i ia'á: expresiones que permiten obtener 

las caracteristicas ci~J. / ~ie~je segun la teoria lineal, la 
. - - -. j . . . - ' . -~ - ' 

demostración de est~s·~e.p,uedever en la Ref.20, dejando para el 

lector interesado .. s es'tudio: 

al . - Periodo de la ·ola, T. 

El periodo de la.ola permanece constante al tra_sladarse ésta a 

otras profundidades. 



; • ''!" .• ' 
·~~·.,·-~··-· .. ·; ----·- -----·--------------------

b).- Longitud de la ola, L. 

Esta dada por la relación 

2 

L = g~ tanh (2nd/L) (5 .1) 

c).- Celeridad de la ola, C 

.. 
La velocidad con que se traslada la ola se obtiene de 

C = ~ = [ ~ tanh (2rtd/L) r/Z = ~ tanh (kd) 

(5.2) 

donde k se• conoce como el número de ola y es igual a 2n/L. 

d).- Perfil de la superficie libre, 

Una ecuación simple para representar el oleaje pprogresivo (cuando 

la cresta se desplaza horizontaimente): como el mostrado en la· 

fig. 5.1 es mediante la .ecuación 

~ = a cos (kx - at) (5. 3) 

donde o, se conoce como la frecuencia angular del oleaje y es 

igual a ( 2n/T) . 

e).- Velocidades orbitales de las par~iculas (V). 
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Las componentes horizontal y vertical de la velocidad de las 

particulas de agua, u y w, <ver fig. 5.1) son 

u = kga cosh k(z+d) 
a cosh kd cos (kx - at) 

w = Kga senh k(z+d) 
a cosh kd 

(5. 4) 

(5 .5) 

f).- Aceleraciones de las particulas en sus movimientos orbitales 

(5.6) 

ow k senh k(Z+d) cos Ckx _ at) ª=.= ilt = - ga cosh kd 
(5. 7) 

g).- Desplazamiento de las particulas respecto al centro de sus 

movimientos orbitales. 

De un modo general, dichos desplazamientos se pueden esquematizar 

de la siguiente manera: 

1: "o 

mov. Órbdo./ 

Fig, 5,3 Desplazamiento horizontal y vertical de la particula 



3 desplazarniennto horizontal 

,f desplazamiento vertical 

y están dados por 

• J u dt cosh k(z+d) (k t) ' = = -a cosh kd sen x - " 

f senh k(z+d) ( = w dt = a senh kd cos (kx - at) 

h).- Presión abajo de la superficie libre. 

La presión está dada por 

p = -rz + rak cos (kx - at) 

siendo k el factor de respuesta de presión dado por 

91 

(5,8 

( 5 • 9) 

5.10,) 

(5.11) 

Gráf~carnente, al inspecci,~nar las ecuaciones anteriores, ae 

obtiene la siguiente distribución de presion 

• 
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r-c ·z~o 

l""---'--'"'--.A· __ . _____ .;;;;,.."""'_-.,-"r __ , ____ ,_:=-. '1--.-~ --- x 
.·.t. ____JY 1. 

Fig. 5.4 Distribuci6n de presiones bajo la ola 

i),- Enerrgia y potencia del oleaje. 

La energia cinética (por unidad de longitud), resultado del 

movimiento de las particulas de fluido por ·efecto del oleaje es 

E~ 
e = 4 (S.12) 

La energia potencial (por unidad de longitud de creesta), debida a 

•la diferencia .de elevacione·s de la superficie del agua es 

.. 
(S,13) 

La energia del ol~aje (por unidad de longitud de cresta), es igual 

a la suma de la energia cinética y potencial, de modo que 
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(5.14). 

La razón por la cual.la energia.es transmitida en la dirección de 

propagación del oleaje através '. de · un plano vertical, 

potencia del oleaje, la cual·resulta· ser 

·-·. 2 - .. , .. 

COS . (~X - at) [ kd + 
cosh kd 

senh 2kd ) 
2 

La potencia promedio (temporal) durante un periodo es 

p = 1 I T dt 
n ET 

i' p = -T-
o 

donde n = ~ ( .1 + 2kd ) senh 2kd 

j),- Velocidad de grupo. 

es la 

( 5 .15) 

( 5 .16) 

(5.17) 

Cuando dos o més olas de periodo o longitud similares se suman , 

dan lugar a un conjunto de olas tales que. sus amplitudes entre 

olas consecutivas disminuyen y aume_ntan desde un méximo hasta un 

minimo, dando con· e1·10 · una apariencia ·. de • grupos o trenes de 

olas (Fig. 5.5) 

La ·velocidad con que se desplaza.el centroide del grupo o bien la 

envolvente del tren de olas se · conoce . como · velo.cidad de grupo . La 

velocidad de grupo es menor o igual a la ·.'c~leridad ·de· las olas que 

forman el grupo. En la Ref .. '20 . 

de grupo esté dada por 

ss demuestra que·: ·la · velocidad 

.. 

.., 



e = en g 

donde n = 1 2kd 
2 2 senh 2kd 

I'\ (X,é) 

Fig, 5,5 suma de dos olas senoidales de igual amplitud 
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(5.18) 

(5.19) 

Las expresiones indicadas anteriormente son de caracter ¡eneral y 

sirven tanto en aguas profundas, como en intermedias y eomerae 1 

sin embargo, en aguas profundas y someras, las funciones 

hiperbolicas alcanzan valores limetes lo que permite expresar las 

ecuaciones generales en forma més simple 

Aguas profundas 

Se cumple para esta condición que (d/L) > 0,5, Por tanto senh (kd) 

" cosh (kd), tanh (kd) = l; senh '(kd) = ( 1/22) y 

senh k(z+d) = (1/2) ek<x+d>, Por tanto 

senh k(z+d) ek• 
senh kd = 

(5.20) 



95 .~ \ 

En ·ésta última relación puede haber función cosh en el numerador 

y/o denominador 

Aguas someras 

Para esta condición se cumple que (d/L) ! 0;5, por lo que kd 

tiende a cero. Por tanto senh ( kd l = tanh kd = kd y ciosh (;,k-cÍ) 

tiende a uno. 

En la tabla 5.1, se presentan las caractéristicas del oleaje, 

según la teoria lineal, para agüas ··profunélas intermedias y "" 

someras[4l. En lo sucesivo el subindiée .... idicar6 agua~ profundas• 

Y • en aguas someras. 

5.3.2 Onda estacionaria 

Las ondas estacionarias son aquél.las donde las crestas no se 

mueven horizontalmente aunque .•.•. si .• cambian periodicamente, 

formándose y desaparecieridó, · : ¡;¿¡_ ·~. 6•) Esta clase de ondas se 

generan cuando se sun1an···ci·6~·:;olas·_~;¿gresivas,de igual amplitud que 

.. 

'-'-··-'·\·'>. ' -" 

viajan en sentido~"~'.ó!>u~s"{6~'.''~~' :.;J'.~·t~f~~~ dirección y con -ig~-a·¡--
- --·_ -::·-;-·-,:_-~~-,Y.t:~~:-.-~:-¡-(:~~l 01-f:~_~;-7':)-_c ;'~;:-~Ht>.~ :<f'. ~~-:~_' _.¿_~,:~,~'-:_::i',~ _:_ ~ -~ , • 

celeridad._ (~n ~~¡~e~¡·,~1¡{,~~"¡l,JS~:hül'.;~~;;!~}'.0·:i~~th'];;: por. ejemplo, cuando 
. una · ola progr-esiva•;·:.•choca·: cón''una·cpared1;•.:,vertical impermeable sin 

d . - ; ,_ ~)-;_; _>.,~:: ,;.-::_'.:' {:'_fi/~>j'J; .. ;(,<;~;;:·.;~'.\\ __ ::.\: . 
diliipar energia .- ·Esto úl'timo•. se. conoce ··.como)'.'clapotis". 

·· -;:., ,< ... -~.-:;.,~c,::~~r ... :i:,::-:.-.-
, __ ._ :; :~- ~ :~·_::;· _:;:_J;~;.-~_f,i':J ;:,\:- -.. : 

En función de los potenciales de vei~éid;;,d--'.d~\las . olas progresivas 

anteriores, se puede encontrar el •ella la~.;~ia's ~Eit~Ófonarias y con · ' 

.éste definir algunos de los parám~troe' ·~~l · ~l~aj~. : · 

- -- - - . . . . - - - - ... - . 
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ZH .· alfUrO. de ,;;. 61J('j¡¿~~c:',iJ~0~¡~ , ' . 
H ··a /tura.· de lo,; 010;(,p,DC;~ti:o ivo: qúe · 

formó. ··" lo. esfcici.'Ón~í-i<>' ;· ...... . 
~ .. 

:· ~. 

(1/-c )flltl.r - IN e HI 

Fig. 5.6 Ondas estac:ionar:l.;a"' CclapoÜs). 

En la tabla 5,2, se:·~no1:~n las. fórmulas del oleaje para la primera 

aproximación .. El.~~r:!.6do de esta ciase de oleaje ayuda a entencier 
. .- . 

mejor el fenómeno de'~eriexión ¡7¡ 

5.3.3 Teorias de amplitud finitas 

cuando la amplitud de las olas no es¡tan pequeffa comparada con su 

longitud deben considerarse términos no lineales en los 
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. . 
Table ·5;z Co~~~~dio;·d~:ec~~~iónes· de c~d~s e;tacionarias ·(teoría linea!) 

~ " 
.--~~~~~~ ...... ~~~~~~~.;.._~~-'--""i--'-~~~~~~-r~~~~~~~-

. ·.. . . . .~. . 1: . :: 1; 
:o>:;.r (lt~Gn_:_ 9,"f''_~·~-~~---·n·:<. d~L,, <_ 2 

e=uoa .. int.(;:-¿:;¿'c!i.áf:.r\ :.:·-' 
C?rt.i:t.orSEtiCA 
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c!e la p.?rt!cula ,,.¡ ' 
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zontal d~ 13 µor• 
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h:cleraC16n verti­
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l• l•z l 

De11?la:.?.."':'.!ento 
ri:ontal de la 
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ho­
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Desplie.ze..-:ier.to \'Cr 
tical de la part!= 
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Potencial ée ve .. 
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desarrollos matemáticos del' oleaje. El manejo de las ecuaciones en 

las caracteristicas de las olas, es más complicado y de acuerdo a 

la profundidad relativa (d/L)), y la relación de profundidad a 

altura de ola (d/Hl, se recomienda la aplicación de una teoria del 

oleaje (23]. 

Teoria de Stokes 

En 1847 y 1880, Stokes desarro.116 una. teoria ·para olas de amplitud··. 

fin:l. ta, partiendo del teorema .de.· 13ernouili deducido de las . 

ecuaciones de Navier-stokes:A d:l.r~~~~cia de la teoria lineal la 

cual desprecia · los· 

stokes considera términ.;s·c.;rrectivos basados en desarrolllos en 
·t.,~ ·,. .· .. ~ ... -:.,::;.:-·: , ... 

series. de Taylor de tal::,'ínl.néra q'ue incluye efectos no lineales o: 
;;.< ;-.,,_ .. -

de orden superio:r:, · Asi'.' por :'ejemplo; las olas obtenidas con esta 
_.,. -.--1- ;--'---•.-- -

teoria para varios' órde'ríes ::de aproximación', dan perfiles de olas 
·.:~ ". . 

más angostos en las·. cr~¡ia~·:t~ ;:,JP,~S .. ·.· planos en los valles que 

uno de los efecto" C'júé.~oÚbm~·;~ij ?u:er{i:a1i~ teoriá lineal y que la 
: : .... :;· -~ ·;_::;~- .;: .. _:~_,_ ,:,:_<-; ,~·:/-,:· ;~,---: -,_ .. _:::;_:_,~-<:e:: ~"-~-'.:\¿·-.:i~.:-~\'/';?~'t\;::,;::,~;;;,._ _ -::- -~ ·::- -_ - · 

teoria de Stokes i ;'.si·,•· ·considera ;o es.i:\que •.;;:en '}aguas. intermedias y 

someras el ni v~l .,~~\~•~?E:¿~tt~l~~t1~·~~~~6~1¿~li!'}·~¡t~i'rl~~e reposo; el 
nivel medio . ·d~·, '··ola .:'..'es'¡ aqueL en:el'¡cual'.lehvolurnen de .1a cresta 

:·~': :;_:-~{\,;;_~_~:'.~·-.?:}·;,;·t.-:::_<';~;-~~ I: í:'.:~:i ;'~=~~·-,,:S::~:-::t:::;,:: :;;_.:/:_:· .. ,:::~:';¡ ..';:i::~-::-~};:,:;,·2f-.: .- : .,_;: : :·_·. -_.· 
arriba de él es iguaLal deLvalle"bajo::.él';.''Otro'':'<de ',:los efect'os 

que considera 

trayectorias de las particulas 

de un periodo, la particula termiii~ ~~· ~'na po~i~ión ligeramente .· 

-- - -- - - - -- . - - -. 

'·;,; ' 
' f¡'.;· 
;•1 
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delante de la posici6n inicial, es decir, existe un desplazamiento 

lento de toda la masa de agua en la dirección de avance de la ola. 

En la Fig, 5.7 se muestra una trayectoria de las particulas de 

agua. 

f(m) 

Crt!:Ofo. de lo. ola.. 
1 1:1. H ~ 10.? 1Y1 
/, ¡--~...,..- T ~ 1;, s.:g 
4 d ~ 2S·</m 

/O z 
-; -& -+ ~-· º,.¡--¡--
. ~ ·z 

.¿ 

-1 

~ a. ,, 

O"ig. 5.7 Diagrama tipico de la órbita de una particula 

Se llama velocidad de transporte de masa, al desplazamiento 

horizontal neto obtenido en un ciclo completo del oleaje dividido 

entre el periodo de éste, y se calcula con 

- ( nH )
2 

U(Z) = L 
c cosh 2k(z+d) 
2 senh kd (5.21) 

La velocidad de transporte de masa en aguas profundas está dada. 

por 

nH zkz u=·¡:;- ce (5.22) 
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--------- ··- ------
·::·¿~t1: 

----------'-... '. < ~> .--~/~f~~;' 

NO hay retorno áe parl/ctJ/OS J 
éran oporle fara/ de ma5o. 
en el :i,:n{1<10 de a van ce de 
10.·010.. 

Fig. s.e Transporte de masa 

. En la tabla 5. 3, se han reunido· alguna~ fórmulas para calcular las 

caracteristicas del ol_eaje ele a'cuerdo con la teoria de Stokes, 

segunda aproximación. 

Ademés de las teorias que·· se han visto en este trabajo, que son 

las que más se utilizan en lcl~--- ~rbblemas· de ingenieria en el orden· 

establecido, existen otr'as como_.:10· son la teoría cnoidal, teoria 
--,· .. ·. 

de la ola solitaria y ·>la teori~ , trocóidal de Gersner, por 

mencionar las más importantes. El ·desarro.llo de estas teorias no 

se incluye en este trabajo, pero el interesado puede recurrir a 

las l!ef. 6 y 20; 
" 

5.4 Ondas oceánicas 

•''·' 

" ;.< 

...... · 

Las olas generadas por el viento en realidad tienen una apariencia· ' ·· . 

irregular y caótica. 

Cuando se dispone de un registro de ia elevación de la superficie · 1 

libre encima de un p~nto fijo en el espacio, es dificil a simple· 



; To~.o de lA 1a:¡.i:r:!!C!O (!j). 

J Ccl~ri~ad .(e) 

. J ~r:i.r.rporte de r..e:t:a (U) 

. . ·.·1. . 
.. n~:iplt.%a.':'.iento ho:izQnt:al 
_l de la pdrt1cula m 

1 

r CE:!ipla:arnier.to vertical ¡·de lo F•rt!e"la !tl. 

•
1 
1'~cleraci6n horizcntal 
de la part!cula ªx 

\· 1'~cleracJ6n vertical de 
!. la part1cula ª:. 

I · 
1 
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. 
d~ ~cuacio~~s de la tcor!a dQ St~kes 
' 

tY.¡.ru::i-!.r, 9cr.t:e.l 
• !11r:.:ir i:;tc:":"!'~!!sl 

,,.,:!) 1 ri=a::it ll:>:":'~)+ h_~ ce.t},lkd f2-C';.!,~ 
' . .... ~~:-¡)'. )::! 

e • 

·.U a 

u:a oa cosh }:(z.¡.d) cos(l~-" .. )+ ~): 8 2 
!c:"ih kd , ·.. ~ 

c:o~~l2~(!.•dl_l c:;·r;2·t};>:-ot) 
senh kd 

' • -a C~Eh ~ (: +:!) len (l~·O't} + ):! 2 

. li&:"lf. F.d ~ 

+ ~ ka2 ,.nh 2 (:+d) ot 
senh2 kd 

1 

••r.h(2kl:<d)) •2(k ·-·t) 4 'ª·· .> ... 
senh kd 

ÍÍ 3 cosh 2l: (:.¡.d)J 
L1- :i- ••nh kdJ 

: ,. 

nn2 (ki-cti + 

. ' ;' ' 1 

¡. 0 senhk(z+d). (' t)+ 
. :senh kd cos ,;x-o 

3 ka2senh 2k(:+d) 
ií senh4 kd 

?• U·.x-c:t} &en2 U·.x-.ot} 
.¡" 

fPoshlk~:+d) _. 

L senh ·kd ·. 



, 
vista estimar la altura y periodo de la ola1 los procedimientos 

que se han propuestos, como los del inciso 5,4.l al respecto 

permiten encontrar una sucesión de valores de ellos: un análisis 

estadistico de los valores asi encontrados permiten obtener 

algunos parámetros caracteristicos de · al tur.a y periodo del 

registro 

5.4.1 Métodos para calcular altura y periodo de ola 

Para definir altura y periodo de ola de registros como el de la 

fig. 5. 'i!, ee utilzen' loe métodos "m6ximo~minimo" y "cruce-cero". 

Para el primero ':-·l_~· ál~ura.de ola (H1) es la diferencia entre dos 

ordenadas máxima Y.;.~i~ima consecutivas y el periodo (T.) es el 

intervalo de· ti:e~~~)' • .;nhe. dos. ordenadas máximas consecutivas. Para 

el segundo, 'la . ai1:'ii~a: ·de . ola (H.,); es la máxima distancia .. . . 
verticel ·entre.·.·. dos. cruoes hecie arrib11 consecutivoe y el periodo 

(T,.) es el·interválo detiemp~ entredichos cruces. 

fl(fj 

H:i. 
1 

1 

-'-

MN l'\.<1 Y-1 rnu .ri~'c.ii1~\·~º­
m N l'\i'nirno· nest:1ti ~·r 

M? 

; · rnrJ·t.• 
:~--.- -¡;--. -· ,_¡ · ' . . . . . /J 

MP t'\Ó~itno poo1+i~o 
rnp 11 ínirnb ()o9d i " 0 

• cruce rocío.. arr,b> 
. MP MP o Crt.ICe lio.ei"' al;:o.JO 

Fig.5.9 Registro _de la elevación de· la superficie libre del mar. 
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5.4.2 Estsdisticas de les alturas de olas 

Como se mencionó anteriormente le altura y periodo del oleeje son 

a1eat9rios y por · ello el ené.lisis pera obtener los valores de.'. 

referencias como son, por ejemplo, altura de ola significante 

(H.,.,) y la altura . media (H), se debe efectuar utilizando las 

contar 

En hidráulica 
,-_·-.:; .. ::,.:_,-\ __ .,,.., .. ,.-

'inadtim'a•i''' las dos técnicas o modelos más 

frecuentemente usacio'~'.~~~[1,1:.~~ª~, de . distribución normal (o d~ 
oauss l y la distribúé:i6'n ''de·; RayÍéigh (ver capitulo 2 > • 

. <·?:~~,.:¡·~~,;~~;? ·:i >· . . .... 
Longuet- Higgins:: encontrójqUe :la i>~~babÚlcled de ocurrencia p (H.J 

de una altura de ~i:'.~,":d~~~~~I~~ ~~·~1·• re~¡stro con N alturas 
., ,:\.'-., ,;:i·; /;(::' ,.\~:::::<·,¡;:; ·,-.:;~<:<~ ;·i ,- '~i:-' 

puede ser obteriida"':ah'partir., • de•· la función de densidad de 
. -~;:· :.;•f ::,")><:'~:~.-;":-::.;.;,'.'.~;-, -.-;: -,·','·. - ·-;' · ... , -·. -._ 

probebilid,ed de. Rayléigh qUe se ·define·', para· el caso de alturas 
. -.,;.,_-; · .... " 

'1,1 

io4 

. ! 

_.·; __ 

de ola, como. 
;._ -_-.-::·_ .. 

-· ··~- -·-------~----~ 

donde 

N 

' . 

1 N 2 
• n ~ H n \.'CS. t. (para ~aíoresdiscr~tos) 

media cuadrática dé las altura .de ola 

altura de ola i 

número total de las al tur•s de ola 

raiz cuadrada.de la alt~ra media cuadrática 

(5,23) 



Para.valores continuos se tiene 

(5.24) 

donde m~ es, ieua1' a. la varianccia del registro de elevaciones de la . ' 
superficie. libre: 

El valord~la media aritmética (H) y la altura máxima probable de 

la· ola CH.;:.;.) , : · ilegún Longuet- Higgins, en un registro con N 

alturas deolas, son obtenidas como 

¡:¡ =J "' H p(H) dH • / 2rim
0 

O· 

La función de distribución correspondiente a la 

esta dada por 

2 
.. ff /H · -

\. rm• 
e 

(5.25) 

(5,26) 

ecuación (5.22) 

(5.27) 

Con la ecuaC:i.Sn ·¡5·:27> se obtiene la probabilidad de tener olas 

con altura menor o igual que H. 

Si se la altura de. ola ·que. tiene la 

probabilidad de ·. 13~r excedida igual a l/n' siendo n el número de 

olas, se . utiliza: el .sigu'iente procedimiento 

Cosiderando .una altura de ola H,," que corresponde al inicio de la 
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parte (1/n) de las olas més altas la ecuación (5,27) se puede 

escribir 

ÍH
O) 

prob (H > H l = p(H) dH = 
1/n - 1/n (5,28) 

i.'n 

106 

sustituyendo en la ecuación (5.28) el valor de p(H), indicado por 

la ecuación (5.22) se obtiene 

Ht/n 
-H-- = 

rme 
(l n)

i,'2 
n 

(5 .29)' 

Despejando "''" y sustituyendo la ecuación (5.24) en (5.29) 

l n 
n 

(5.30) 

El valor medio de las alturas mayores que H.," se obtiene de 

ru H pCH> dH 
H :l/n 

1/n = -r"'-:::------
J H pCH> dH 

1.'n 
1/n JH

('O 

H p(H) dH 
.1."n 

(_5. 31) a - n 

Integrando la ec. (5,31) y tomando en cuenta la (5.29) se llega a 

H 
Vn = 11 rmo { 

...... 
(ln (n)) n .¡-;;-' ( + . 2 . l - erf ( ln 

donde la función er~(X·). se '~efine. como· 
. - "' -

.-.- . 

erf(x) = 
.. _: : :·· -. ·.,.-X ';~:,.~i~:-

ff,J~ •e dt' 

1/2 

)} (5.32) (n)) 

(5.33) 

'Los valores de erf ( x) llamada error se puede obtener de tablas 
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. P(\-\l 

Fig,5,10 Definición de la.i/n-ésima ola més alta. 

De la ec, (5,3~), ~~encuentran las bien conocidas relaciones 

(5,34) 

H "" e 1. 597 H (5,35) 

Algunas otras relaciones de altura de ola, se reunen en la tabla 

5.4.' 

Del anélisis estadistico dE; 25 registros del oleaje con duración 

de 20 minutos cada uno · , · Putz' obtuvo las siguientes relaciones 

Hs ~"' = 1. 603 H 

H.,.º = 2.067 ¡:¡ 

Hm•K = 2, 998 ¡:¡ 

Estas mismas relaciones fueron verificadas con un registro de 300 

olas , resultando 
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Tabla 5,.¡. Algunas relaciones de altura de.·oi'a 
bución Rayl eigh C<\l ., 

basadas en la distri~ 

;.·. 

Alt:llra si9nific~te ··••· 
(«'.! . ·'J._,, . ' ~;- ,,:--; -.. ' 

.::•,''-~; -'-.-'''':~_• 

Pran:dio de la centésima 
·de las olas .res altas 

. ·' 

•l. 

1- i 
' 

··- . 

• '- . ·,, . . • ·-,¡;,-;. 

íJ 'i'/sJ.rl~2.35s 
...•...... ,,.~!%;,.,"1;~for .b;.: . · 

·;/' '~\-~¡~·; '.)' ., .. ;:;· ··e;" 

. 2.359 \y/ ···6.6;~ 
iÍ:i.1100 ; .---

1 

.. 

0.25 

0.706 

0.499 

0.588 

l. v' 

1.211 ·· 

1.666 . 

' ... , 

·-· ' . ;\ 



H1no = 2, 032 ¡:¡ 

H;,,*" e 2.832 H 

Se puede observar que estas relaciones no son muy diferentes 

respecto a las que se obtuvieron mediante la deducción teórica de 

Longuet- Higgins 

5.4.3 Estadistica de los periodos de ola 

La distrubución de probabilidad de los periodos de ola para un 

espectro cualquiera es más dificil para ser tratada. Sobre la base 

de datos experimentales, Bretschneider (1959), ha supuesto que la 

función de densidad Rayleigh (fig.S.11), se mantiene para el 

cuadrado del periodo de la ola (por el método cruce-cero), 

mediante 

donde 

= 2.7 <:l ~ exp [ - .0.675 (TJT) 4 ] 
(T) 

(5.36) 

p(T.) función de densidad de probabilidad de los periodos de 

ola 

'f media de los periodos. de_ ola. contenidos en el registro 
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P(T/T) 

,l•O 

0'5 

o 2 T/"f 

Fig, s.11 Función de densidad del periodo de ola. 

T, también puede ser valuado como 

La función de distribución correspondiente a la 

dada por 

-·o. d?.O:CT\./T >"" 
p(Tl) = 1 - e 

' ' ' 

ec. (S.36) 

''. 

(S.37) 
.. : .. \ .·. ·:.· . .... -, 

,•' ;· ...... 

esta .',[~;;. 
· .. ~,..:\.:f..·: 

,· : ·, .. ~:·).}'::r1 
( 5. 38 >< 'Jt,,: . .::- '.!.- .. -.. ,f._'.·, 

.• : ¡.: ::·:'·~~.< 
... _-;!'<<i: 

donde p(T.) es la :proba.biÜdad de tener periodos menores a T., 
' -¡ , .. 

Para el análisis estadistico de los periodos, el periodo. 

significante (T.,.,,,) no es un parámetro estadistico. de la función 

de densidad y por· tanto su valor se recom_ienda calcularlo con las 

siguientes relaciones empiricas 

T.1/D = 1.1 T 

-: 1'.·. 



donde T''ª y T estan dados en seg y H,,ª em m. 

En la tabla s.s, se anotan algunas relaciones de interés de los 

periodos de ola. 

Tabla ó..5 ·Algunas ca.ractedsticas de los periodos y frecuencias de 
las olas [4J 

... <', ·-_. 
Perio:lo o frGCUencia .. · sl'.rr~lo D::sc r i¡x::i6.'l Ek:i.áci6n .·. 

Peric.do de·. crest..S 

Pericx.lo sign.lficanté . T = >4/5 f-l 
s p 
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' Peri~ ¡,i:'a,,;;:11<:1 ae la ~ 
cera parte de las olas mis 
altas · (Brets::hneider ,1977) 



6. ESPECTROS PROPUESTOS 

. ,: 
En capitulos anteriores, se desarrolló un procedimiento para 

calcular la función de densidad espectral s(f), Como se 'ha 

mencionado, al dibujar la curva que relaciona s (f) con la 

frecuencia f se obtiene el espectro del oleaje correspondiente y' •'' 

de éste sus caracteristicas representativas. 

Ademas del procedimiento expuesto, ex.is ten .o:l'.r)•s, expresiones para 
' . ' ·-·· .. ,-\· 

calcular se f l , propuestas por diferentes aut6i~s~ :•basados tanto en 
' - ' . '.~-~ - ,.: -, . : ' 

analisis de datos como en consid~racib~~SI •teóricas. Con el. 

propósito. de que se co~~zcan;, ·~~u·~~~Jtg~:{~::'.~n'· este capitulo 
.. ,'- '·'·"' ·.,.,,-

algunas de las .mas. representativa~. ind:l.cándo~e 
. .. - - . ' 

la expresión 

s(f), ·,. propuesta por cada aui:.ory su secuencia de cálculo. 

Una explicación más detallada 'de los.e pectros anteriores, se 

puede consultar en las Refs. 7,12 y 15. 

6.1 Espectro de Pierson-Moskowitz 

Esta representado por la siguiente e$uación 



s(f) " a.1 !loª> 
(2rr). f~ 

gª exp [. - o. 74 ( ~ J 4 
] 

u1P. rsf 

donde s(f) densidad de energia, en m2 (s). 

f frecuencia cíclica, en cps (ciclos por. se¡undo l . 

g . aceleración de la gravedad, em m/sª. 

(6. Í) 

u • ., • .," velocidad media del viento medida o calculada a la 

altura de 19.S m. arriba del nivel .·mecÚo dél. mar, en 

m/s. 

La ec. (6.1) es válida para oleaje en completo estado de 

desarrollo y para velocidades de viento, medidas a 19.S m, entre 

10.3 y 23.1 m/s. Esta ecuación se encuentra dibujada en la fig. 

6.1, para diferentes valores de u • ., . .,. 

Para calcular el valor de H.,3, se procede de la siguiente manera. 

a) De a'cuerdo con el . valor de U .... ,., . se escoge un espectro de los 

que aparece.n ·en · la fig; 6.1. 

b) se caicui~ ~{ Á~~a i:6tal bajo el espectro seleccionado y se 

designa 

• c) como el· área bajo el. espectro .. es igual a la energia y ésta a su 

vez es i11ual a la variancia y aceptando que las al turas de ola 

tengan una función de probabilidad Rayleigh 

(6.2) 
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del tal manera que 

de donde se puede despejar H,,ª (altura de ola significante), 

~ 

"º 

110 

io 

--- U¡,,s. 
UIJCidc~ del tk~I~ 
rr.:Ji-ia e 13,5 m 
sobre la si.1;x1liclr 
del mar!fn m/1 

·--- ·--- ----,..--- --·--r---
"J; I - l.\I 

,. "· = -¡~''.'~ :~~~~~~--
"-'- . _.. - . .._ -·-1---1--1 

' / 11.1 """ L_Lll./t:... -t~:::'.'.:b!~º·~~::b==1=,;.) ·º O.OS O.JO . O.IS 0.lO . 

' !,en cps '(ciclos por segundo) 
' 

fig. 6.1 Espectro Pierson-Moskowitz 

6.2.Espectro de Bretschneider (1959) 

El autor propone la siguiente expresión 

s(f) = 0.43 [ ~2 r gT 
0.675 

( ~f r· J 

":. ,,. 
·.-·· 

(6,3) 

(6.4) 
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donde s(f) dendidad de energia, en m"'(s) 
• :: • - . -i .' ·:-:· ;_· - ··;'. ,,-_ 

f frecuencia Ciclica;en CPSi(CiClOS por segundos) 

H y T altur~' y p~~iC>áo,;nl~ci.l.6 de ia ola, en m y"• 
.-.,. ·.>f ·:-'.:"'c:' -,, .. ::_ .. '•e,'- ' -.:.-..- ;- ·,. 

respeC:úv'amé'nté.j'sÉi'obtiene, a partir del registro 
,'' ,, , .. ·,,, '.~0'1!"::~~,1~i'.:~'.;::~','. :;:\'.,•',' •. · .. ·.·.·.·. · .. ·• .' 

La ec. (6,4) ,,. es'.'C.aplicable: a oleaje generado por viento para 
-. .,: \_:;:_<·-:-_!:?/:;/{~/i'.~?~~~::i(:':;~,Y;:c" .,_. 

longitudes de fetch·:finitow •se dispone del registro del oleaje 

que permite ob~~~~:;: ~~,f~~r~'ucamente H y T. 

Para estimar .Hu:s .en base a este espectro, se procede como a 

continuación se.sefiala· 

a) Del registro. de oleaje., se calculan los valores de H y T 

b) Con la expresión'de la ec. (6,4), se estima y dibuja el 

espectro correspondiente· a los valores de H y T, 

c) Se obtiene• el area total bajo el espectro y se designa como 

A.(f). 

d) El valor de H..,,., se calcula como en el inciso c) del método de 

Pierson-Moskowitz, esto es 

A (f) = [ _41 H ]2 • ~~ª 

6.4 Espectro de Mitsuyasu 

Mitsuyasu propuso el siguiente espectro como una forma 



generalizada 

s(f) = B.SB 

ddonde s(f) 

g 

F 

u ... .-

. · . .-

uf .... ' ' 
[;) ](6,5) 

densidad d~ ~nergía ~sp~ctral, en m,.( s) 
~·. .·· •. 

acelEiráciÓ~ de ia,'gr'avedad '' én' m/s" 
1 •• •• ·-;: ·-··~· , 

~-· .. - ' ... -.. ' ' 

longitud del;fetch , ' <, 
ve1c)ciclaéÍ'·6~'';~{Jhi¿h dei viento en la supereficie del 

":·.':: 
. mar:~ ·:~_ri: m~.E(.- ~:·_:,-:;.:~-::·.-_:;;::.-· . 

Mitsuyasu recomienda ·la.siguiente expresión como una aproximación 

a laec, (6.5).',. 

s(f) = (6.6)·:;;, 

... ~ .. , [ _,_,. r~.r .. [ ··;· 1· 1r:1 
. _; '~/'.:~~~'.: 

' ' 

1 

1- ., .' 



7. APLICACIONES 

Con la finalidad de ilust,rar la aplicación a casos Prticticos del 

método desarrollado en este 1:~~b~j~, s'e.dn<l1iz" de.,de el punto de 
·---·-:>"'"· -. . ,-.. 

vista del análisis , esp~;;fX:~i. y, _E!stadistico el resistro de 

mediciones , ,d~ ~r~~r~c~~~"~fü~~~'i,},~,1~~i~:~~j~en\ •. localizada en Tuxpa, 

Veracruz, correspondiente ''Fa\la ::cinta': nllmero 28, bloque de las 15 
.- ·-'-/,_.'':···~- _, ··;:·;-. ~ 

prs. del dia s ,de'JuhiÓ de 1987, En: Ía estación el sensor de 

presión se encuentra·: a 6. s m. , de' prufUndidad E l intervalo de 

tiempo entre los valores medidos es de 0.5 seg .. En la tabla 7.1, 

aparece este registro', 

7.1 Analisis espectral 

El proceso que se siguio en este caso se presenta en los 

siguientes incisos. 

7.1.1 Obtención del registro de elevaciones de superficie libre 

del mar 

Es necesario transformar los datos que se obtuvieron del sensor en 
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Tabla 11. Registros _de pres.iones_ de la estaci6n 'l'uxpan, Ver, . i 
(cinta 281 -bloque de las 15 hrs, del d!a S de ju-
nio de -1987), · 

7,040 7.020 7;000 6,980 6.980 6,990 7.030--7.070, 7.080 7.050. 
7,010 6.960 6.930 6;940 6.970 7;000 7.030 ·7;050· 7;060 7.060 

~:~;~ ~:~:~ ~:~;~ ~:~~~ ~:~~~ -~:~~~ . ~:~~~- ~:~~~ -·-~:~:~ ~:~~~-
7,030 7.040 7.050 7.050 7.040 7.020 1:020 • 7,-010, 7,010 7.010' 
1.010. 1.010 1.010 1.010 1.010 1.020 1,030 ···1.oso 1.oso 1.oso: 
7'.040 7.020 7.010· 7.000 6.990 6.980 _6.990 7.000 -· 7,'030 -7.0SO' 
7.070 7.0SO 7.080 7.060 7.030 6.990 6;970' :6.-9&o'• 6;970 • 7 •. 010. 
1. 040 7. 060 7. 060 7. oso 7. 030 7. ooo 6. 990 7; ooo 7; o2o 1; 030 
7,040 7.030 7.010 7.010 7.010 7,020 7.020 - 7;030 •7,030_ 7;040_ 
7. 030 7. 020 6. 990 6. 970 6. 980 7. 000 7. 040 - 7; 070 7. 090 7 .• 070 -
7,040 6.990 6.9so 6.940 6.950 6.990 • 1.:050 - 1.'100 <1.:120 .- 1.110 
1.060 1.010 6.960 6.940 6.960 1.000 -1;050, 1:000 1.090 ~.010 
1.030 6.990 6.960 6.960 6.980 1.000 1:010: 1:000 6:900· 6;960 
6.980 7.010 7.030 7.QSO 7.0SO 7.0SO 7i030 ---1:010 6.980 :6.940-.' 
6.920 6.930 6.960 7.020 7.060 7.090 .7'.100 ,-7;090 _:_ 7.0SO --7.010 
6.970 6.940 6.920 6.910 6.940 6.980 7.040 .7.080 7.100 7,090 
7.060 7.010 6.970 6.960 6.970 1;000 7.040 7;070 7l070 7.0SO 
7.020 6.990 6.970 6.970 6.990 7;010. 7.030 ''?;OSO 7.-010 - 7.080: 
7.080 7.060 7.020 6.980 6.940 ·6-;930 6.940- '6;980 ,7.020 7.060 
7.07Ó 7.070" 7;050 7_.020 7;000 6."990. 7.010' 7.040 .7.070 7.090 
7.080 7.0SO 7.000 6.9SO· 6;930 6.930 .6,970 7;020. 1:010 7.100 
7. 090 7. 070. 7. oso 7 ;_020 - 6. 990 6. 980 6. 980 6. 990 7 .. ººº· 7. 020 
1.040 . 1.oso 7.o5o:._ 1.040 1:020 1.010 _1.000 1 .. 010 1.010 1.020 
7,010 7.000 - 1.-000 ... 1.000--,76,.º92800<76 •• º95800·:7 .• 070 •7;070 7.060 7.0401 
1.010- 1.000 6~990; 6;990, 1;010 1:040 1.000 1.1ao1 
7.090 7.060. 7.030•.- 7;000· 7.000,7:020 ._7;030.-.7.030 7.010 6,990 
6.980 7.000 .. 7.020>1_;030" 7.030 .7,020· 7.020 7.020· 7,020 7.010 
1.010 1.020,' 7.o30/'·1:oso • 1::oso·. 7.030 -6;990 .6.960 6.9so 6.970 
7.020 7,060- 7';080 --.7.-080 7,.070 , 7;040 7.'020 7.020 7.020 7.020 
1.010 1;010} 1._ooo."/6_;9c¡¡o-.. 7,000 :7,030 1:060 7.000 1.000 7.oso, 
1.000 . .. 6.960•;_6:950X_6,960_· 6.990. 1.020 7.040 7.040 7.040 1.020 .. 
1:010. 6.990<',6.'990\:6.990 ,7.000 7,010 7.020 7.030 7.040 7,040 ¡. 
7.030. 7.010:.,6.990':'6';980 -6.970 ·. 6;970 7.000 7.040 7.090 7,110 ¡-
7.100 · 1.oso··1;000!'·6':9so 6.930 6.930 6;9SO 6.980 7.040 7.000 
1.110 1.-100· .?.oso· 1.000 6.9so 6.940 ·6.970 7.020 1.060 7.010' 
7.070" 7,040·-:-1.020>1:000 "7\000 7.000 7.000 7.000 7.010 7.020 
7.040· 7.060• 7.080.: 7.090 7.'070 7.040 7.010 6.990 6.980 6.990 
7.010 7.020:-'7.030 ·7.040 7.060 7.070 7.080 7.080 7.060 7.040 
7.020 -?.000 6;990 7.000 7.020 .7.040 7.070 7.070 7.0SO 7,030 
7. 020- 7. 020 - 7. 040 7. 060 - 7. 060 7. 030 7. 010 6. 980 6. 970 6. 980 

7
6 .. 091970 67 .. 9º9º0º .- 67 •• 907200 _- 67 .. 906400 7 .oso 7. 040 7. 020 7. 010 7. 000 7. 000 

6.980 7.010 7.040 7.060 7.060 7.0SO 
7.030 7;010 1:000 7.000 7.010 7.020 7.020 7.030 7.030 7.030 
7. 020 7; 020 7. 030 7. OSO 7, 080 7. 080 7. 060 7. 020 6. 980 6. 970 
6.990 7.010 7.030 7.040 7.040 7.040 7.030 7.030 7.020 7.020 
7.020 7.020, 7;020 7.020 7.030 7.030 7.030 7.010 7.000 6,980 
6.970' 6.980 7.010 7.09p 7;070 7.080 7.060 7.020 6.990 6.960 
6.9SO 6.960 6.970 7.000 7.030 7.060 7.070 7.080 7.070 7.040 
7 •. 000' · 6. 960 6. 9SO 6, 970 7. 020 . 7. Of>O 7. 080 7, 060 7, 020 7, 000 
6.990 7.000 .. 7.020, 7;030 7.0SO 7.060 7.070 7.070 7.060 7.030 
1.010' 6.990 -6:990 7.010 7.030 7.040 7.0SO 7.0SO 7.0SO 7.050 
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7,040 7.030 7.030 7.020 7.020 7.020 7.020 7.020 7.020 7.030 
7,040 ?,OSO ?.OSO 7.040 7.020 7.000 6.990 . 6;990 • 6. 990 7.000 
7,010 7.040 7.060 7.060 ?.oso 7.030 7;010 7.010 7.020 7.030 
7,030 ?.030 7.020 7.000 6,990 6,990 7,000 7,030 7.060 7.090 
7.070 7.040 7.000 6.960 6.940 6.9SO . 6.990 . 7.030. ?.OSO 7.060 
7,040 7.010 6.970 6.9SO . 6,g60. ?,010 7.070 7.110 7.120 ?,ogo 
7,oso 7.000 6.960 6.9SO 6.960 6.990 ?;020 .?.OSO 7.090 7 .100 
7.110 7.090 ?.OSO 7.010 6.970 6.9SO 6.960·6,'990 7.030 7.060 
7.070 ?.06() 7.040 7.010 6.990 6.970 6;990 7.000 7.030 ?.oso 
?.060 7.060 ?.OSO 7.030 7.000 6.970 6.960 6;990 7.030 7.070 
7,090 7.090 7.0SO 7.010 6,990 6,990 7.010 7,040 7.060 7.070 
7.060 7.030 7.000 7.000 7.020 ?.oso 7.070 7.070 ?.OSO 7.020' 
7,000 7.000 7.010 7.020 7.040. 7.060 7.070 7.070 7.070 7.060 
7.040 7.020 7.000 6.990 6.990 6.990 7,000 7.020 7.0SO 7.090 
7.100 7.110 7.080 7.030 6.970 6.920 6.920 6.960 7.020 7.080 
7.120 7.120 7.080 7.020 6,970 6,940 6,9SO 6.980 7.020 7.0SO 
7.060 7.0SO 7.040 7.0SO 7 ,070 7.090 7.080 ?,OSO 7.000 6.9SO 
6.940 6.9SO 7.000 ?.OSO 7.100 7.110 7.090 ?.OSO 7.000 6.960 
6.940 6.9SO 6.990 7.030 7.070 7.090 7.100 7.080 ?.OSO 7.010 
6.970 6.940 6.940 6.960 7.010 7.060 7.110 7.120 7.110 7.060 
7.010 6.970 6.970 6.990 7 .020 7.040 7.040 7.030 7.020 7.010 
7.010 7.020 7.030 ?.OSO 7.060 . ?.oso 7.040 7.010 6.9go 6,ggo 
7,000 7.020 7.030 7.040 1.oso 7.060 7.060 7,060 7.040 7.020 
7,000 6.990 6.980 6.990 7,010 7,040 7.070 7.080 7.070 7.040 
7.010 6.990 6.990 7.000 7.030 7.0SO 7.0SO ?,OSO 7.030 7.010 
7.010 7.020 7.040 7. 060 7.070 7.060 7.040 7.010 6.990 6.990 
7.010 7.030 ?.OSO 7.040 7.030. 7.010 6.990 6.990 7.000 7.030 

• 7. 060 7.090 7.100 7.080 ?.oso 7.000 6.9SO 6.920 6.930 6,g70 
7.030 7.090 7.130 7.130 7.100 7.040 6,990 6.940 6.930 6,9SO 
7,000 ?.OSO 7.090 7.100 7.090 ?.oso 7.020 7.000 6.990 7.000 
?.020 7.040 7.050 7.050 7.040 7.030 7.020 7.020 7.020 7.030 
7.040 ?.OSO 7.060 ?.OSO 7 ,040 7.020 7.010 7.020 7.030 7.040 
?.OSO 7.030 7.000 6.970 6.970 7.000 7.040 7.080 7.100 7.090 
7.050 7.000 6.960 6.950 6.970 6.990 0:..970 7.020 7.020 7.040 
7.060 7.080 7.090 7.080 7.050 6.990 6.930 6.900 6,910 6.950 
7.020 7.080 7 .120 7.140 7.130 7.100 7.040 6.980 6.920 6.910 
6.940 7.000 7.060 7.100 7.100 7.080 ?.oso 7.020 7.000 7.000 
7.000 7.010 7.040 7.060 7.070 7.070 7.050 7.020 6.980 6.960 
6.960 6.970 7.000 7.030 7.060 7.090 7.110 7 .100 7.060 7.010 
6.970 6.950 6.9SO 6.970 7.000 7.030 7.060 7,070 7.080 7.070 
7.050 7.030 7.010 7.010 7.010 7. 020 7.030 7.040 7.040 7.030 
7.010 7.000 7.010 7.040 7.060 7.060 7.040 7.010 6.990 6.980 
&.990 7.020 7.040 7.050 7.050 7.040 7.040 7.050 7.060 7.070 
?.OSO 7.010 6.980 6.960 6.970 6.990 7.010 7.040 7.070 7 .100 
7.110 7.100 7.060 7.000 6.950 6.930 6.950 7.000 7.060 7.090 
7.090 7.070 7.040 7.020 7.010 7.010 7.010 7.010 7.020 7.030 
7.050 7.060 7.060 7,050 7.040 7.040 7.030 7.020 7.010 7.000 
6.990 6.990 7.000 7.020 7.050 7.080 7.090 7.080 7.060 7.010 
6.960 6.930 6.930 6.980 7.040 7.100 7.120 7.100. 7.040 6.990 
6.930 6.930 6.960 7.020 7.070 7.090 7.090 7.040 7.000 6.990 
6.980 6.990 7.000 7.020 



el punto en·estudio.a elevaciones de. superficie libre del mar, 

para obtener ·su perfil, puesto que éste solo registra presiones. 

Esto se realizó'. de aéuerdo con la teoria lineal del 

el registro de··;resiones con. que se cuenta. 

oleaje, para 

La expresión que relaciona a la presión y la elevación de la 

superficie libre es 

donde 

p presión a la profundidad z 

y peso especifico del agua 

1\ elevación de la superficie libré 

k factor de respuesta de presión 

Las dos últimas variables estan dadas como 

n = a cos (kx - ~t) 

K = cosh k(z+d) 
cosh kd 

donde 

a amplitud del oleaje • 

(7.1) 

(7. 2) 

(7. 3) 

k número de onda (igual al reciproco de la longitud L 
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multiplicada por dos veces n 1 k=2n/L) 

o frecuenc.ia angular .<igual al reciproco del periodo T 

multiplicado por clós veces·,[· o=2n/T), 

d profundidad del'. fondo 

x distacia ·a l'o · 1árgo .de la ola 

t tiempo 

Para calcular nen una posición fija en el espacio, conviene hacer 

en al ec.(7,2), x a o. Sin embargo, en este caso se consideró que 

podria obtenerse a partir de la ec. (7.1) como 

'l)(t) • ( p~t) + z ) 1 , it (7,4) 

Pa1·a el caso del sensor de presión, se propuso que d = 6. s m y por 

.medio del método "cruce-cero" (inciso S.4.1), .se estimaron del 

re¡;:istro de presiones, los periodos.,. Del conjunto de valores de 

periodos se obtuvo su media ari tmét.ica, · la cual resulto ser 

T = 5.30 se¡;: .. 

Se encontró para un periodo T ;, s. ~e)' seg; y p~otundidad d = 6. 5 m, 

la loni;:itud de la ola d~ ,a~u~~~~I.:~~~{~ ~~.'1~:1) resultando 

L = 35.70 m. Para z =.-d ;, .. ~6:.SnÍ'seÓbtuvo.'con la ec.( 7.3) que 

k• = 0.5785. Aceptando: ~ti~ p~;~··~i agua ~e tnar·= f.025 ton/m" y 

tomando en cuenta que Í~.:~~~~li~;e~'ta ciada/en ~~l~mna ele agua, la 
',•'¡ 

ec.(7.4) quedo en este,ca~oco~o 

l)(t) = ( p'(t) - 6.5 ) 1.7285 (7,5) 
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siendo p'(t) = p(t)/y, la presión que aparece en el registro del 

sensor 

Con la ec.(7.5), se obtuvo el registro de elevaciones de 

superficie libre del mar, 

7.1.2 Célculo de la función de desidad espectral s(f) 

Para obtener la ·función de densidad espectral primero 

estimar. el vaior· d.¡;· varios parámetros (inciso 4. 5) . 
- ·- '.Íf 

•_. •,' -".':-'-.-",;' T--- -:o 0•• 

. __ :_¿~~;:-~::ºe:·'.-:-·· 

se propone 

Aunque en ~~~~;~.~~~,·se 'especificó el intervalo. de tiempo A t 

los valg~~¡/'desdritos como 0.5 seg •. y el ti~mpo. de registro 
. ·.•;·. • . • . (l. 

entre 

T, como 512 seg; ~··a: 533 min. , se considera adecuado el tamaño de 

At porque lá freéuencia méxima es Cver ec·:c4.4.\!J){ 
• • • ;~ ·:. >. ;. -', . '' . ' -· ,.,_ 

1 1 
fm = 2At = 2(0.5) = 1.0 hz 

y de este modo se abarca\ a las ondas generadas por el viento 

llamadas de gravedad en la regiÓn .·donde tiene mayor amplitud, como. 

se aprecia en la clasificac.ión de l~s ondas oceánicas de Munk, 

1951 [19]. 

En cuanto al tiempo de régistro; si se.escogeel·valor·de 4 para 

ei parémetro q, se tiéne que· el error estándar normal es (ver 

ec.(4.52)) 
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& = .!..... = _! = o. 0625 
q' 4• 

La magnitud de este error se estima adecuada (inciso 4.6), 

El tiempo T. resulta ser (ver ec.(4.34)) 

T. = ~ = ~ = 128 seg = 2.13 min 

El ancho de frecuencia (ver ec.(4.36)) 

1 1 ª• = T"" = 128 = 0.00781 hz 
• 

El número de grados de libertad es '<ver ec. (4.47)) 

n = 2q = 2(4) = e 
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Las variables x? (ji cuadrada) para a = Sil y n = B, de la tabla (.7.,1) 

resultaron ser (inciso 2.2.3) 

2 
~id;O, OIS = lS.Sl 

• 

Él intervalo . de confianza · del 95il para la función de densidad 

espectral es (inciso 2;4) 

a s(fl 
2 

Xu;o,ois 

:S s(f) :S 
8 s(f) 
2 . . 

:t:a: o. s>!'S 

o.5158 s(f) :S s(f) :S 2.93 s(f) 



De acuerdo a lo visto en los incisos 4, s y 4,. 6 se estima la 

función de densidad espectral con los dos promedios a saber 

a) Promedio de varias funciones de densidad espectral 

Se forman 4 conjuntos con los valores de f(t). Cada conjunto tiene 

un grupo de N valores (ver ec.(4.53)), donde 

N = T• 128 = 25G 
Kt = o.s 

y las frecuencias tienen un ancho de 

Af 1 =r 
• 

= B' c.0';00781 hz 
e 

' '' 

Utilizando, la tra~~f~rmada .ré.pida ·.de· Fourier (inciso 3.4), 

obtuvieron A funcio'.~~~;élé dé.n~idad espectral ~uestral 'S'. cr>. 
se 

En 

la tabla 7. 2 ·~.Se';ci~~~i~~~·;i.a: primera de ellas y en la 7. 3 se anota 
. ;,;·~'.~··.·,.' :··,·~:.::~:', .~;·;::,:-, 
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la , promecil.ó~ cle)lis''4''C;a1culada6; Los valores de esta óltima tabla 

corre~~onclen;;~c'ia· it'~ci.'6~ d~ ·\~ensidad espectral buscada, · ella se 

muestra en la· Íig;7.2, 

La función ventana fue la· de la fig. 4.qr, 

• 

•.·. 



·. ,, o,--, 

De cada una de las funciones de densidad espectral se obtuvo, 

(espectro de dos lados). 

mo m, m• m. 
lo-• mª lo-• m2 /s 10-" m2 /s2 10-d 

m2 /e• 

s, (f) 2.0438 3.6828 7.2105 4.9999 

s,. (f) 1.4612 2.6924 5~6430 5.0374 

s. (f) 2,2242 4.2171 8,4845 5.0238 

a.en 2.6350 4.8671 9.6185 6.&&08 

De la función de densi~ad espectral se obtuvo los momentos 

;espectivos (ver ec.(4.57)), (espectro de dos lados). 

m o = 2.0911 ( 10-•¡ 2 m 

m = 3.8648 ( 10-•) m2 /seg • 
m. = 7.7391 . (10 .... ) 2 2 

m /seg 

m. = 5.4305 (10-d) m2 /seg4 

. 
El P.arametro ancho de banda fue 

e = 0.6874 

El periodo promedio es 

-·~m· T = _·_o_ 
. m 

• • 
= 5.20 seg 

125 



125'. 

Tabla 7,a Función de densidad espectral Cespectro no 1) 

k .. f' SO<) 

o º·ºººº º·ºººº 1 0.0078 0.0004 
2 0.0156 0.0013 
3 0.0234 0.0001 
4 0.0313 0.0006 
5 0.0391 0.0002 
6 0.0469 0.0002 
7 0.0547 0.0000 
8 0.0625 0.0002 
9 0.0703 0.0003 

10 0.0781 0.0006 
11 0.0859 0.0001 
12 0.0938 0.0002 
13 o .1016 o. (1002 
14 0.1094 0.0005 
15 0.1172 o .'6039 
16, o .1250 0.0030 
17 0.1320 0.0042 
18 o. 1406 0.0032 
19 o .1484 0.0055 
20 o .1563 0.0092 
21 0.1641 0.0154 
22 o .1719 0.00'53 
23 0.1797 0.0083 
24 o .1875 0.0155 
25 o .1953 o. 0113 
21:5 0.2031 0.0146 
27 0.2109 0.0050 
28 0.2188 0.0108 

" 29 0.2266 0.0003 . : ; _ :.1: 30 0.2344 0.0038 .. ·-. 31 0.2422 0.0008 
32. o .2·500 0.0024. 
33 0.2578 0.0000 
34 0.2656 0.0002 
35 0.2734 0.0001 
36 0.2813 0.0001 
37 0.2891 0,0004 
38 0.2969 0.0002 
39 0.3047 0.0001 
40 0.3125 0.0001 
41 0:3203 0.0000 
42 0.3281 . 0.0002 
43" o.3359 0.0001 :·-,, 
44 0.3438 0.0001 
45 0.3516 º·ºººº 46 0.3594 º·ºººº 47 0.3672 º·ºººº • 
48 0.3750 0.0000 
49 0.3828 0.0000 
50 0.3906 0.0000 
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Tabla 7.3 Función de densidad especlral Cpromedio de varias 

funciones 

k E s(f) 

1 º·ººººº 0.00032 
2 0.00781 0.00075 
3 0.01563 0.00031 
4 0.02344 o·.00053 
5 0.03125 0.00067 
6 0.03906 0.00018 
'l 0.04688 0.00011 
:;_; 0.05469 0.00027 
9 0.06250 0.00012 
J (1 0.07031 0.00017 
l J 0.07813 0.00007 
12 0.08594 0.00013 
LJ 0.09375 0.00023 
l·t 0.10156 0.00053 
¡e • J 0.10938 0.00167 
16 0.11719 0.00128 
17 0.12500 0.00475 
1 i:;1 0.13281 0.00594 
l'? 0.14063 0.00278 
20 0.14844 0.00534 
:z 1 0.15625 0.01475 
22 0.16406 0.01279 
2:) 0.17188 0.01699 
:?·i 0.17969 0.01234 
;:.5 0.18750 0.01049 
26 0.19531 0.01204 
'27 0.20313 0.00235 
28 0.21094 0.00639 
2·,1 0.21875 0.00464 
:ic• 0.22656 0.00446 
:31 0.23438 0.00175 
32 0.24219 0.00321 
33 0.25000 0.00072 
:_!14 0.25781 0.00101 
35 0.26563 0.00071 
::~1~. 0.27344 0.00067 
:- 1 0.28125 0.00021 
3:3 0.28906 0.00038 
39 0.29688 0.00027 
4(1 0.30469 0.00012 
41 0.31250 0.00020 
42 0.32031 0.00016 
.¡3 0.32813 0.00017 
44 0.33594 0.00009 
4t. 0.34375 0.00006 
46 0.35156 0.00004 
4"/ 0.35938 0.00003 
•C .. t.:,. 0.36719 0.00005 
49 '. 0.37500 0.00003 
'5(1 o. :111:1.111 u.00002 



5 .2. • 5 .3 • 5 • 5 
r (frecuencia,ffz) 

Fig. 7.Z Función de densidad espectral Cpromedio de varias 

f'unci enes) 

f 
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Este valor es muy parecido al obtenido con el registro de pre-

sienes (5.30 seg.). 

b) Promedio de ordenadas en una función de densidad espectral 

En este caso se consideró que el número de valores por transf orrnar 

fue 

N = 1024 

de donde resultó que el ancho de frecuencia es 

!J.f 0.00195-hz 

B• =~a q Af a 0.00781 hz' 
. ,.,• : > .. 

·'·<~·· 

T arnbién se utilizó la ~~ntana h (t l mostrada en la fig. A. 9 y se 
··:;"¡;{.::.·,-:_:·."",_--.> .-:·. '·; --· - ' . ' ' - - : ' -

encontró que, según :la .'ec~-(4 ;:11·), -la: función de densidad espectral 
\:'.-"('._':'~:/:<i_1},~::_::-.~~'~(_'-~_':i"°·:_;::~;;h );. . . -. . ' ' . 

corresponde. ·,al :.conJúnto-:\':de. _,valores- apuntados.· en la- tabla 7. 3 y 
' ! . ·::;::- • :,;; 

dibujados en la fi~{ 7. 4. 

Los momentos de las · funci_6n de densidad· espectral resultaron ser 

e espectro. de dos úcios) . '. 

2.3200 (10-3) 2 
mo = m 

4.2618 e io-• > 
·2: 

m. = rn /seg 

8.5582 (10-5
) 

' 2·- 2 
. rn2 = m /seg 

6.0660 (10-d) 2 • m, = m /seg 



El parámetro ancho de banda es 

& = 0.6925 

El periodo promedio es 

T = ~ = 5.21 seg 

Este valor es parecido al obtenido con el registro de presiones 

(5.30 seg;). 

7.2 Analisis estadistico 

~a secuencia que se siguio en este caso, es presenta en los 

incisos siguientes. 

7.2.1 Ajuste de las alturas de ola a una distribución Rayleigh 

Por medio del método "cruce-cero" se obtuvieron 96 alturas de ola 

y periodos los cuales ,ap.erecen en la tabla 7.4. 

Para· ajustar el parámetro a de 

(inciso 5 .'4. 2 l. 

l 
-H

2/za2 

P = - e 

se siguieron dos procedimientos 

la distribución Rayleigh 

(7 .6) 
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Tabla 7.3' Función de densidad espectral 

k 

1 
2 
3 
4 
6 
6 
7 
6 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
16 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32·· 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
.¡.4 
45 
"46 
47 
48 
49 
50· 

frecuencias::> 

f 

0.004883 
0.012695 
0.020508 
0.028320 
0.036133 
8:8g~~g~ 
0.059570 
0.067383 
0-.075195 
0.083008 
0.090820 
0.098633 
0.106445 
0.114258 
0.122070 
0.129883 
0.137695 
0.145506 
0.153320 
0.161133 
0.168945 
Q.176758 
0.184570 
0.192383 
0.200195. 
0.208008 
o·.215020 
0.223633 
0:231445 
0.239258 
0.247070 
0.254883 
0.262695 
0.270508. 
ci.278320 
0.286133 
0.293945 
0.301758 
0.309570 
0.317383 
0.325195 
0.333008 
0.340820 
0.348633. 
Ó.356445 
o. 364258. 
Ó.372070 
0.379883 

- 0.387695 . 

S(f) 

0.001079 
0.000827 
0.000375 

·o .000962 
0.000228 

8: 888~H!l 
0.000190 
0.000241 
0.000193 
0.000020 
0.000104 
0.000116 
0.001013 
0.001283 
0.001293 
0.003668 
0.009776 
0,002075 
0.003921 
0.007928 
0.019320 
0.018091 
0.008349 
0.019707 
0.007116 
0.011039 
0.007184 
0.002472 
0.005286 
0.002439 
0.004300 
0.001632 
0.000762 
0.000796 
0.000687 
0.000595 
0.000365 
0.000469 
0.000057 
0.000147 
0.000352 
0.000163 
0.000195 
0.000063 
0.000050 
0.000027 
0.000047 
·o. 000032 
0.000020 

• 

Cpromedio de varias 

< . 

- : ) 
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a) Ajuste por minimos cuadrados 

De la ec.(7.6), se tiene que para cada altura de ola , la 

probabilidad de no exceder H e::.. 

lln función 'del p~r:Í.odo de retorno es igual a 

z 2' 
T = e" /Zot 

ln T l lf 
= 2c1• 

cambiando de variable 

por lo'que la suma de los errores es 

" 

as . .z • .z 
8(3 = 2 L ((lHL - ZL) H¡ = 0 

El coeficiente de. correlación lineal resulta 

1 

r = / I:(zuL ;.. z} 2 

~(z -z} 2 
4 L -

(7.7) 
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Tabla 7.4 C~lculo da las caractaristicas da las olas con el método 

cruce-cero 

a)· Alt.uras de ola 

o .1728 
0.3284 
0.0691 
o .1210 
0.3111 
0,3284 
0.2593 
0.1901 
0.1901 
0.0346 
0.1210· 
0.2074 
0.1556 
0.0519 
o .1555 
0.155& 
0.1729 
0.1556 
0.0864 
o .1729 

. 

o .1729 
0.3083 
0.1210 
0.2593 
0.0928 o·. 3976 -. ',,--:·-·-
º ;1383 ;y 

o; 2766. 
0.3111 . 
0.1729. 
0.2766 
. o. 27E>E> 
0.2593 
0.1210 
o .1037 
O.OE>91 
0.2938 
0.1383 
0.2420 

b) P<>ri odos da ola · 

5,00 7,50 
6.00 4,50 
5.00 ª·ºº 
5.00 6,50 
7.50 6.00 
4.50 . 7.00 
5.50 5,00 .· 
3.50 s;50 
5.00 6.00' 
4.00 5;5o: 
4.00 5.00 . 
s.oo •·.·5, oo 
7.50 5,50; 
6.00 5,00 
4.50 4.00 
5;50 5;00 
e..5o 6,00 . 
6.00 5.50 
5.50 5,50 
s.oo 

. 

0.1210 0.1210 
0.2593. 0.1383 
0.2074 0.1210 

··o.3111:., 0.2247 
o. 0964 . o .1383 

º·'2
13

1
6

5
3

:.... <: •. ·oº.·· 2129~r " o. E> . . . 
0;1210 · .; .. ".:/<o.OG94 
0.1S5G .. ,:;•·. "'o;'11G4·· 

o ;'1555 < :/ .>: º!'.2547 .•. 

. g~~~~~ ;f;g;.g~~ . 
o .1510 ··· "o'.'2593 
o .1393 '0;02i:.4 
o. 0173 0:1901 
o. 1383 o '1637 
0.1037 ·0:2247 
0.0519 o.1037 
0.1901 . 0;2939 

4.50 9.00 
4,00 4,50 
6,00 6.00 
4.00 5,50 
4.50 3,50 
5,50 . 5,50 
6,00. 6,00 
6;50 s~5o 
4.5·o: 5.50 

'.7.5o· 6.50 
:4:5o 5.50 
.4 .so. 4.00 
5;00 7.00 
3·,50 s.oo 

. ~' · . 4.50 • 4.00 
·:4,00.- 4.50 

5.50 s.oo 
3.50 4.50 
7.50 5,00 

0.155G 
O .155G 
0.0519 
0.2074 
0.2420 
0.1729 
0.0664 
0.1363 
0.0794 
0,1393 
0.0864 
0,1901 
0.2593 
0.1556 
0,0346 
0.3610 
0.2247 
0.0973 
0.2766 

G.00 
s.oo 
5,00 
6.00 
4.50 
s.oo 
6,50 
2.50 
5.50 
4.00 
5.50 
4.50 
5.00 
6.50 
5.50 
4.00 
5.50 
7.50 
5.00 

13 



En la tabla 7.5 se anotan los valores y sumas de interés 

u~ilizados para estimar el valor del coeficiente de correlación r, 

para el caso del registro en estudio 

Lo.s periodos de retorno se calculan despúes de ordenar de mayor a 

menor las alturas de olas y por medio de la ec.(7.8),se encontró 

que 

(3 = 27.7927 

por lo que 

2a
2 = 0.1897 

y al u~Hizar la. ec, ( 7·. 9) ; el coeficiente de correlación fue de 

r a 0.9338 

b) Ajuste por momentos 

Mediante el ajuste por momentos, se ·sabe que [4] 

2J:;c.
2 = Hrm• 

De acuerdo a los valores de altura de ola que se obtuvieron del 

registro 

• 
Hrme • 0.1960 
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Tabla 7.6 CAlculo por minimos cuadrados del parAmetro ~ 

l 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
so 
51 
52 

97 ·ºººº ·.o .3976 
48. 5000 o; 3610 .. 
32, 3333 O'; 3284 · 
32.3333 ' 0;3294 
32. 3333 ''·º ~ 3284 
16.1667· '.:\o;,3111. 
16 .1667 "'" 0'.'3111 
16.1667· ·;'/0';3111 
10. 77.78 ':t:o.3083 
9.7000' 0.2938 
9. 7000 . ' ., o~ 2938 
9,7000 0.2938 
7 .4615 ', o. 2766 
7.4615 0.2766 
7.4615 0.2766 
7.4615 0.2766 
7.4615 0.2766 
5.3889 0.2593 
5.3889 0.2593 
5,3889 0.2593 
5.3889 0,2593 
5.3889 0,2593 
5.3889 0.2593 
5.3889 0.2547 
3.8800 0.2420 
3,8800 0.2420 
~.5926 0.2247 
3.5926 0,2247 
3.5926 0.2247 
3.5926 0.2247 
3.1290 o. 2074 
3.1290 '0.2074 
3.1290 '0.2074 
2.8529 0.1901 
2.8529,:' ,0~1901. 

' 2; 8529: ,.,, o .1901 
2,0529,; : .·o .1901 
2;8529·. :· O'; 1901·; 
2.8529 .;. º' 1901' 
2; 0s29 i·:··,·:o; 1901>· 
2.3659,'i'; ;>,·O; 1729. 

' 2.3659'·· ;"'.O'; 1729 
• 2.3659)' :•;'0';1729· 

2;3659 ·' 0.1729 
2.3659 ;'0.1729 
2 .1007:. .o·, 1720 
2.0638 0.1637 
2;0208' 0.1556 
2.0200: 0.1556 
2.0208 0.1556 
2.0208 0.1556 
2.0200 0.1556 

4.5747 
' 3,8816 

3.4761 
3.4761 
3.4761 
2.7830 
2. 7830 
2.7830 
2.3775 
2.2721 
2.2721 
2.2721 
2.0098 
2.0098 
2.0098 
2,0098 
2. 0098 
1.6843 
1.6843 
1.6843 
1.6843 
1.6843 
1,6843 
1.6843 
1.3558 
1.3558 
1.2789 
1.2789 
1.2789 
1.2789 
1.1407 
1.1407 
1.1407 
l. 0483 
1.0483 

'1.0483 
1.0483 
1.0483 
1.0483 
1.0483 
0.8612 
0.8612 
0.8612 
0.8612 
0.8612 
o. 7461 
0.7245 
0.7035 
0.7035 
0.7035 
0.7035 
o.7035 

72.3284 
50.5896 
37.4867 
37. 4867 
37.4867 
26.9316 
26.9316 
26.9316 
22.6017 
19.6094 
19.6094 
19.6094 
15.3785 
15.3785 
15.3785 
15,3785 
15.3785 
11.3261 
11.3261 
11.3261 
11.3261 
11. 3261 
11.3261 
10.9282 
7.9407 
7.9407 
6.4569 
6.4569 
6.4569 
6.4569 
4.9062 
4.9062 
4.9062 
3.7877 
3.7877 
3.7877 
3.7877 
3.7877 
3.7877 
3.7877 
2.5752 
2.5752 
2.5752 
2.5752 
2.5752 
2.2271 
1.9425 
1.7037 
1.7037 
1.7037 
1.7037 
1.7037 

249.9713 
169.8672 
116.2975 
116.2975 
116.2975 

93.6507 
93.6507 
93.6507 
90.3746 
74.4845 
74.4845 
74.4845 
58.5521 
58.5521 
58.5521 
58.5521 
58.5521 
45.2167 
45.2167 
45.2167 
45.2167 
45.2167 
45.2167 
42.0959 
34.3004 
34,3004 
25.4913 
25.4913 
25.4913 
25.4913 
18.4989 
18.4989 
18.4989 
13.0544 
13.0544 
13.0544 
13.0544 
13.0544 
13.0544 
13.0544 
8.9423 
8.9423 
8.9423 
8.9423 
8.9423 
8.9106 
7.1876 
5.8647 
5.8647 
5.8.647 ' 
5.8647 
5.8647 
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53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 

2.0208 0.1556 0.7035 1.7037 5.8647 
2.0208 0.1556 0.7035 1.7037 5.8647 
2.0208 0.1556 0.7035 1.7037 5.8647 
1.7321 0.1555 0.5493 1.3277 5.8416 
1.7018 0.1510 0.5317 1.2127 5.2021 
1.6724 0.1383 0.5143 0.9838 3.6595 
1.6724 0.1383 0.5143 0.9838 3.6595 
1.6724 0.1383 0.5143 0.9838 3.6595 
1.6724 0.1383 0.5143 0.9838 3.6595 
1.6724 0.1383 0.5143 0.9838 3.6595 
1.6724 0.1383 0.5143 0.9838 3.6595 
1.6724 0.1383 0.5143 0.9838 3.6595 
1.6724 0.1383 0.5143 0.9838 3.6595 
1.6724 0.1383 0.5143 0.9838 3.6595 
1.4478 0.1210 0.3700 0.5418 2.1438 
1.4478 0.1210 0.3700 0.5418 2.1438 
1.4478 0:1210: .6.3700 0.5418 2.1438 
1.4478 0.1210 0.3700 0.5418 2.1438 
1.4478 0.1210. 0;3700 0.5418 2.1438 
1.4478 0.1210 0.3700: .. 0.5418 2.1438 
1.4478 o.12io' , o .. 3700 · ... 0.5418. 2.1438 
1,.!\478.. 0,1210 .•0.3700-. ·0.5418 2.1438 
1.4478 0.1210 _ •. 0;3700 :. · 0;5410 2.1438 
1.2763 0.1164 · 0:2440 . ·:·o.3306 1.8362 
1. 2597 o .1037 o. 2309 'o. 2482 1.1562 
1.2597 0.1037 0;2309 0.2482 1.1562 
2.2597 0,1037 0.8152 0.8766 1.1562 
1.2125 0,0920 0.1927· · :0.1660 o.7423 
1.1975 0,0873 0.1802 0.1374 0.5810 
1. 1829 o. 0864 o. 1680. o. 1253 o. 5569 
1.1029 0.0064 0.1600 ·0.1253 o.5569 
1.1829 0,0864 0.1680. 0.1253 0.5569 
1.1829 0,0864 0.1680 0.1253 0.5569 
1. 1829 o. 0864 o. 1680 • 'o: 1253 o. 5569 
1.1149 0.0784 0.1088 0~0669 0.3782 
1.1023 0,0694. 0.0974• 0~0469 0.2318 
1.0899 o.0691 0.0061 : .. : o·.0411. 0.2277 
1. 0899 o. 0691 o. 0061,· ·,·o; 0411 o. 2277 
1.0659 0,.0519 0;0638'· 0;0172• 0.0727 
1. 0659 o. 0519 o. 0639••: :c·.··0•;·0172·-·- - o. 0727 
1.0659 0,0519 0.0638(' ';:·0 .. 0172•:: 0,0727 
1.0319 0.0346 0;"0314''''',·:o·.'0030·· 0.0144 
1.0319 0.0346 0.0314.';;<':0:0039 - 0,0144 
1.0104 0.0173 - 0;0103,;;:<•.-0:0003 . 0.0009 

~~~==6.861564 I .2468837 • = :d~'f;~~;~s~:_1565 2468.8370 

2•(alfa)'2=.1B96857 

Coeficiente de correlacion r=.9338413 
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el cual es muy parecido a 0,1697. Por ello, se estima que las 

alturas de ola si se distribuyen según una función del tipo Rayl-

ei9h . • 

En la fig. 7.5, se muestra la distribución ajustada respecto a los 

datos. 

Una vez conocido que los datos se ajustan a una función de 

distribución .Rayleigh, se puede utilizar las expresiones derivadas 

de la misma para obtener los valores de las alturas de ola. 

7.2.2 Valorea estadisticos de las alturas de olas 

I. Obtención de los valores estadisticos de las alturas de olas a 

partir de la función de distribución Rayleigh. 

H = et f2 = 0.1960 rma -( .. 

¡f 
rm• m

0 
= --0- = O, 004002 

y con esto los siguientes valores· 

.a) Altura de ola media (H) 

¡¡ = ¡ 2n m
0 

= / 21t (0.00400) = 0.1737 m 

bl Altura significante CH·~~> 

-H = 1.597 H = 1.597 (0.1737) = 0.2774 m ..... 
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c) Altura un tercio (H1,o) 

·H,_,8 = Hrmo /ln n = 0.196 /ln 3 = 0.2054 m 

d) Altura CH.,,º¡ 

H.,.10 = 2.03 Ha 2.03 (0.1737) = 0.3526 m 

e) Altura un décimo (H1,1ol 

H.,.,0 = ffrmo / ln n = O .1960 ./ ln 10 = O .1596 m 

f) Altura (H.,.,a) 

¡:¡"'~º a 2.2063 ff•m• = 2.2063 (0.1960) = 0.4330 m 

g) Altura CH,,.,o) 

H rmo /ln n = 0.1960· / ln so = 0.3678 m 

' ~) Altura máxima esperada en 10 cruces hacia arriba (na = 10) 

e;= (2 ln No>"'•.+ 0.5772 
(2 ln N ¡"'2 

.. o 

..... 0.5772 e; = (2 ln 10.> + --'='""-'=--
(2 ln 101"'

2 
= 2.4146 
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l)mQX = t; ¡m;;' = 2.4146 (0.00480)
1

"
2 = 0.1674 m 

i) Altura máxima esperada .. en·.15 cruces hacia arriba (na = 15) 

t; = (2 ln' 

l1mcuc = C./ m
0 

:. =J ~ 5~s3' to·. oo~so luz = o .1784 m 
·-,>:. 

= 2 n ·· · 2.· .. co:.i.184.· > = . maM ·,.= 0.3569 m 

II. Obtención de los valores estadisticos de las alturaas de olas a 

partir del conjunto de 96 alturas de ola. 

a) Altura de ola media (H) 

ii=I:NH= 

I 

17.057 
96 = 0.1777 m 

b) Altura significante cH,,o) 

El· tercio de las al turas de. ola con mayor al tura d.e un grupo de 96 

es 32 

140.' 

---- ·····------,------ ·. '. 

ii.,., = 3~ [ 0.3976 + 0.3670 +.0.3284: (3).'+ 0;3111 (3) + 

o.3083 + 0.2938 <3> ~0.2166,<5> + 0.2593 <6> + 

0.2547 + 0.4040 ci> + 0.2244 <4> + 0,2014 c2> ] = 

= 0.2771 m 
.·., 

c) Altura un tercio (H,,o) 

.. \ 



·oe1·conJunto de alturas de ola se encuentra que la altura tal que 

32 olas son más altas o iguales a ella es 

H..,
9 

= 0.2074 m 

d) Altura (H1,10) 

El 101. de las olas con mayor altura del grupo de'96 es 10 

H =-- 1 [ 
i/to 10 

._ .:-, ... ~~_..:.. ____ ,_ 

0.3976 +.0.3610 + 0.3284 (3) + 0.3111 (3) + 

0.3083 +0.2930] = 0,3279 m. 

e) Altura un décimo (H,, 1 o) 

'141 

,-' . . /: . . . 
Del conjuntos de 96 alturas de olas, se encuentra la altura tal· 

que 10 olas son mayores o iguales a ella 
'· ·, 

H._
10 

• 0.2938 m 
-.. :~t~:;; 

f) Altura (H,,ao) 

La 1/50 parte de las olas con mayor· al tura de un grupo de 96 olas 

es 

. H.,
50 

= ~ [ 0.3976 + 0.3610] = 0.3792 m 

g) Altura (H1,ao) 1 



Del conjunto de 96 alturas de olas, se encuentra la altura tal que 

2 olas son .más altas o iguales que ella es 

"""º m 0.3671 m 

h) Altura máxima esperada en 10 cruces hacia arriba (N0 = 10) 

De cada conjunto de 10 cruces hacia arriba, se escogid la 

elevación máxima, obteniéndose los valores 

(0.0991, 0.1683, 0.1337, 0.1510, 0.0991, 0.1683, 0.1663, 

0.1857 y 0.2028) 

siendo su promedio 

Hm~K = 2 ñm"" = 2 (0.1529) = 0.3057.m 

iJ Altura máxima esperada en 15 cruces hacia arriba (No = 15) 

De cada conjunto de 15 cruces. hacia arriba, se escogio la 

elevación máxima. obteniéndose 

(0.1683; 0.1337, 0.1510, 0.1683, 0.1683, 0.2028) 

siendo su promedio 

l) = 0.1674 
ma.>C 

= 2 ñ 2 (0.1654) = 0.3308 m max 
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7.2.3 Ajuste de los periodos de ola a una distribución Rayleigh 

Los periodos siguen una distribución del tipo Rayleigh dada por la 

ec. (5.38) 

-8T°' 
p = 1 - e 

siendo ..- = T /T 

Para aJuscar el parámetro e, se siguen dos procedimientos 

a) Ajuste por minimos·cuadrados 

En términos del periodo de retorno T~, la ec. (7.10) queda 

Por lo · que ·.al · 'óbtene~ el ·1,ogaritm6 natural en ambos miembros y 

haciendo.cambio devari~p;i.e,·se tiene 

ln T 
r 

por lo que la suma de los errores es 

1 
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•. 2 
S = E (El T L - 2\) 

~ = 2 I: (GT: · - ZL). 1"
4 

a 0 . 

• E ZL. T L 
e e----

I:.1-' -.··-:-,:_. ' 

El coeficiente de.c~rre1iciónlineal es 
;.-. 

·. fE .<. z.·0···:JP.z. >.·.·.···· r e ..¡; .··· - • 
· · :i: <z •.:; ·'Z¡ 

. L •. • 
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En la tabla 7; 6, .. ·se anotan • los valores y sumas de interés . . . ._ . 
. ·.. . . . ,· 

utilizados para estimar el valor.del coeficiente de correlación r, 

para el caso del registro en estudio, de esta manera se encontró 

que 

e = 0.1145 

• y el coeficiente de correlación fue 

b) Ajuste por momentos 

En este caso se tiene de acuerdo a la ec,(5,38) que 

e = o.675 

Se estima que los periodos del registro si siguen la distribución 

de probabilidad propuesta (Fig. 7.6), 

Sabiendo que los periodos se ajustan a una distribución Rayleigh, 
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. Tabla 7.6 Cálculo por minimos cuadrados del ·p~rámet.ro B 
\> 
...... 

L Tri T• -e,· T,~c<' Tc.¡. 

,'-. 

1 97.0000 0.7529 4 .5747 1.4703 0.1033 
2 97.0000 0.7529 4.5747 1.4703 0.1033 
3 32.3333 0.7059 3.4761 0.8630 o .0616 
4 32.3333 0.7059 3.4761 0.8630 0.0616 
5 32.3333 0.7059 3.4761 0,8630 o. 0616 
6 32.3333 0.7059 3.4761 0.8630 o. 0616 
7 32.3333 0.7059 3.4761 0.8630 0.0616 
8 32.3333 o.7059 3 .4761 0.8630 o. 0616 
9 10.7778 0.6588 2.3775 0.4479 o. 0355 

10 10.7778 0.6588 2.3775 0.4479 o .0355 
11 S.8182 o. 6118 ~.1768 0.3049 0.0196 
12 8.8182 0.6118 2.1768 ·º· 3049 o. 0196 
13· 8:8182 0.6118 2.1768 0.3049 0.0196 

· 14 S.8182 o .6118 2.1768 0';3049 0.0196 
15 8.8182 o .6118 2.1768. 0.3049 0.0196 
16 8.8182 0.6118 2.1768 .0.3049 0.0196 
17 5.7059 0.5647 1.7415 . 0.1771 0.0103 
18 5.7059 0.5647 1.7415 o; 1771 0.0103 
19 5.7059 0.5647 1.7415 o .1771 0.0103 
20 5,7059 0.5647 . 1.7415 o .1771 o. 0103 
21 5,7059 0;5647 1.7415 0,1771 o. 0103 
22 5.7059 0,5647 1.7415 0.1771 o. 0103 
23 5.7059 0.5647 1.7415 o .1771 o. 0103 
24 5.7059 0.5647 1.7415 0.1771 o .0103 
25 . s. 7059 o •. 5647 1.7415 o .1771 o ,0103 .. 
26 5.7059 0.5647 1.7415 0.1771 0.0103 ' 
27 5.7059 . 0.5647 1.7415 o .1771 o. 0103 >\ 28 5;7059 0.5647 1.7415 0.1771 0.0103 
29 3.3448 0.5176 1.2074 0.0867 0.0052 
30 3.3448 . 0.5176 1.2074 0;0867 . o. 0052 
31 3.3448 0.5176 1.2074 0.0867 o .0052 
32 3;3449 0.5176 1.2074 0.0867 o .0052 
33 3.3448 0.5176 1.2074 0;0867 .0.0052 
34 3.3448 0.5176 1. 2074 0.0867 0.0052 .. 
35 3;3449 0.5176 1.2074 0.0867 0.0052 
36 3.3448 0.5176 1.2074 0,0867 0.0052 
37 3.3448. 0.5176 1.2074 0.0867 0.0052 
38 3;3449 0.5176 1.2074 0.0867 o .0052 
39 3.3448·. 0.5176 1.2074 0.0867 0;0052 
40 3.3448 0.5176 1.2074 0.0867 0,0052 
41 3.3448 0.5176 1.2074 0.0867 0.0052 
42 3.3448 0.5176 1.2074 0.0867 0.0052 
43 . 3.3448 0.5176 1.2074 0.0867 0.0052 
44 3.3448 0.5176 1. 2074 0.0867 º· 0052 
45 3.3448 0.5176 1.2074 0.0867 0.0052 
46 3.3448 0.5176 1.2074 0.0867 o ,0052 
47 3.3448 0.5176 1.2074 0.0867 0,0052 
48 2.0208 0.4706 0.7035 0.0345 0.0024 
49 2.0208 0.4706 0.7035 0.0345 0,0024 
so 2.0208 o·. 4706 0.7035 0.0345 0.0024 
51 2.0208 0.4706 0.7035 0.0345 0.0024 
52 2.0208 0.4706 0.7035 0.0345 0.0024 



53 2.0208 0.4706 0.7035 o. 0345 
54 2.0206 0.4706 0.7035 .o. 0345 
SS 2.0206 0.4706 0.7035 0.0345 
56 2.0208 0.4706 0.7035 0.0345 
57 2.0208 0.4706 0.7035 0.0345 
58 2.0208 0.4706 O. 7035 O. 0345 
59 2.0206 0.4706 0.7035 0.0345 
60 2.0206 0.4706 o. 7035 . 0.0345 
61 2.0206 0.4706 0.7035 o. 0345 
62 2.0208 o. 4706 0.7035 0.0345 
63 2.0208 0.4706 0.7035 0.0345 
&4 2.0206 0.4706 0.7035 0.0345 
65 2.0208 0,4706 0.7035 o .0345 
6G 2.0208 0.4706' 0.7035 0,0345 
67 2.0208 0.4706 o. 7035 0,0345 
&8 l.42&5 0.4235 0,3552 . o. 0114 
69 1.42&5 0.4235 0.3552 0.0114 
70 1.42G5 0.4235 0.3552 0,0114 
71 1.4265 0.4235 0.3552 0.0114 
72 1.4265 0.4235 0.3552 0.0114 
73 1.4265 0.4235 0.3552 0;0114 
74 1.4265 0.4235 0.3552 .0.0114 
75 1.42G5 0.4235 0.3552 0,0114 
7G 1.4265 0.4235 0.3552 o ,0114 
77 1.4265 0.4235 0,3552 0,0114 
78 1.4265 0.4235 0.3552 o. 0114 
79 1.4265 0.4235 0.3552 0.0114 
BO 1.4265 0.4235 0.3552 o .. 0111¡ 
8l 1.4265 0.4235 0.3552 o ,0114 
82 1,1829 0.3765 0.1690 0.0034 
63 1.1829 0.3765 0.1690 0.0034 
64 1.1629 0.3765 0.1680 0.0034 
65 1.1629 0.3765 0.1690 0.0034 
6& 1.1629 0.37G5 0.1G80 o .0034 
67 l.1629 0.37G5 0.1680 0.0034 
86 l.1629 0.37G5 O. lG80 0.0034 
69 1.1629 0.37G5 0.1680 0.0034 
90 1.1829 0.37G5 o .1680 0.0034 
91 l.1829 0.37GS 0.1680 0.0034 
92 1. 0543 0.3294 0.0529 0.0006 
93 1.0543 0.3294 0.0529 0.0006 
94, 1.0543 0.3294 0.0529 0.0006 
95 1.0543 0.3294 0.0529 0.0006 
96. 1. 0104 0.2353 0.0103 0.0000 

suma 15.5026 

Theta = 15.502&1 I 1.054379 = 14,70308 

coeficiente de correlacion r = .9Y2308l 

;.; :..,'' 
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0.0024 
0.0024 
0.0024 
0.0024 
0.0024 
0.0024 
0.0024 
o. 0024 
0.0024 
o. 0024 
0.0024 
0.0024 

X 0.0024 
0.0024 
o. 0024 
0.0010 
o. 0010 ,l ""'·~~ 
0.0010 

, 
I 

0.0010 
0.0010 
0.0010 
0.0010 
0.0010 
0.0010 
0.0010 
0.0010 
o .0010 
0.0010 
0.0010 
0.0004 
0.0004 
0.0004 
o ,0004 
0.0004 
0.0004 
0.0004 
0.0004 
0.0004 
0,0004 
0.0001 
0.0001 
0.0001 
0.0001 
0.0000 

1.0544 
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PIJUODE DE OLA 

Fig. 7.6 Dis~ribuci6n de los periodos de ola, 



se procede a estimar algunos valores de los mismos. 

7.2.4 Valores estadisticos de los periodos de ola 

I. Obtención de los valores estadísticos de los periodos de ola 

apartir de la función de distribución Rayleigh usual (8 a 0.675) 

al Periodo promedio (T} 

T 
Vn 

. ·~----= 1.1032 T :/ ln n 

de la ecuación anterior para n a 2 

T = 1.1032 'i' i' ln 2 " 5.302 seg 
1/2 

b) Periodo modal o més frecuente (T~) 

TF =·1.026 T = 1.026 (5.302) = 5.44 seg 

e) Periodo signifioannte (T,,~¡ 

No se define a partir de la función de 

probabilidad. 

d} Periodo (T,,o) (no es el significante) 

De la ec. (7.10) para n = 3 

(7.10) 

distribución de 

T = 1.1032'i'1'1n 3 = 1.1294 T = 1.1294 (5.302) = 5.99 seg 
l/B 
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e) Periodo <f•••a~ 

de ec. (7,10) paran a 10 

T.,,,
0 

• 1.1032 f ~ ln 10 • 1.359 T • 1.359 (5.302) = 7.20 sea 

II. Obtencción de los valores estadisticos de los periodos de ola a 

partir de la distribución de probabilidad ajustada por minimos 

cuadrados. 

En este ejercicio resultó que e • c.~1t1 

a) Periodo promedio (T) 

de la ec. r.10. para n =· 2 

Ti/2 ª .. · •· ·nr.·.· 1 ·. ·.·.·.T··· .~In ... 2 .. a . 
1 

(5 •. 302) .{ ln 2 a 4. 45 Bel!l 

-/· - . 10;9189 

(5.302) (0.9306) = 5.05 seg 

----- -·;,,.,,. ..• ' 

e:> Per 1 i:u;J~· :..~ fc~~i f ii::·a·n·t;~, · l T·t. /U.!. 
. - -. ',- ·. ,-,-- ,, ' 

No se define· ra · partir' · de·' la función de distribución de 

probabilidad 

d) Periodo (T.,.,) (no es el significante) 
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De la ec. (7.10), para n = 3 

~~1- T {in 3 = 
~···.·. f 0.9189 

l 
(5.302) {~n 3 =.5.56 seg 

e) Periodo (T.,.,;, 

De la ec; (7.10), para n = 10 

l = T 
l/iO 

1 T fin 10 = 

~ {o.9189 
(5.302) f ln 10 = 6.69 seg 

III. Obtención de los valores estedisticos de los periodos de ole 

a partir del conjunto de periodos obtenidos del registro 

a) Period.o promedio ( T) 

:!:: T 509 "i' = N = 96 = 5. 302 seg 

b) Periodo modal o más frecuente CT~> 

El periodo que més se pressentó fue el des seg., apareciendo en 19 

olas; 'por ello el periodo·. modal es 5. seg . .. 
\:;,.. 

c) Periodo significante (T.,.,) 

El promedio de periodos del tercio de las oles con mayor altura· 

del grupo de 96 es 

r.,.. = 3~ [ 10 <5> + 12 c5.5> + 6 1<6> + 2 (6.5> + 1 + 0_] 

= 5.625 seg 
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d) Periodo (T,,3) (no es el significante) 

El periodo tal que se supera o iguala en 32 oca~iones es 

T · = 6.5 seg 
i/S 

e) Periodo CT1,10) 

El periodo que se supera o iguala en 10 ocasiones es 

. Tt./s.o = 7 seg 

IV. Obtención de los valores estadisticos de los periodos de ola a 

partir del espectro 

Del espectro obtenido con varias funciones de densidad espectral, 

a) Periodo promedio CTl 

-T = rm:-0 I -· .¡-¡¡¡; =2.0911(10. ) = 

b) Periodo mAs frecuente (T~) 

No se encuentra con-el espectro 

c) Periodo significante (T.,3.l 

5.20 seg 

1 

T
8 

= ~ (0.0858) f;1 
= 5.5 seg 
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7.2.5 Parémetro ancho de banda espectral (e) 

Del registro de eievaciones de superficie lib•e del mar, se tiene 

que 

NMP = 96 

NHN = 4 

por lo que de la ec. (4.59) 

1 ( NMP - NMN ] 1 ( 98 - 4 ) 
r ª 2 l - NMP + NHN = 2 l - 96 + 4 = 0.0392 

e 2 = 1 - (1 - 2 (0.0392)) 2 
a 0.1507 

= o. 3882 

Del espectro obtenido con varias funciones de ·densidad espectral 

6. = (1 - m, )
1

"
2 

= [i _ <L9448(10-
5

ll
2 

] = o.6915 
mo m• (2.0686(10-d))(3.5038(10- 7 )) 

e¡e aprecia diferencia entre los dos métodos para obtener<: . 
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7.3 Resumen 

Se presenta en la t.abla 7.7, el resumen de las 

caract.eri st.icas mé.s _ ~epresent.at.i vas del regist.ro de 

elevaciones de la' S'u1:1&rticie libre del mar del ejemplo. 

EÍl~s.-·.se· cai~~i~'~on .. -~ed.~ant.~ · dif'erent.es procedimient.os. 

H 
rm• 

¡:¡ 

H 
1/10 

H1,..:so 

':'1/:50 

¡:¡ .. 
mé.x 

¡:¡..nt..x 

T 

T,, 

Tl/S 

T1/a 

Tt,,.,10 

--·· ·_;-- .--,-,.. va or obt..eni o a par t.. r e 

f'unci ón Ray­
l ei g. 

0.189 

0.0\)4802 

o. 173 

0.277 

0.205 

o. 353 

·,.:, ._ 

o. 433 

0.388 .-,-
. . o. 335 

0.357 

5,'3 

6.0 

7.2 

. conj unt.o de 
Q6 valores 

0.1960 

0.177 

0.277 

0:207 

0.328 

o .. 294 

. ·º· 379 

0;367 

o. 306. 

o. 331 

5,s 

5.0 

5.6 

6.5 

7.0 

• 0.389 

1 

aspee. prom. aspee. prom. 
varias runs. varias free, 

0.182 

0.004182 

0.162 

0.258 

· .. ·0;192 
. ; ~ ' ' 

0.320· 

0.278 

o.4~~ 
o;362 

'. 0;·333 

5. 3 

5.5 

7.2 

0.687 

0.192. 

0.00464,, 

0.170. 

0.272 

·. 0.202· 

. 0;347 

.0.292 

0.425 

o. 381 

o .. 329 

0.175 

5.2 

5.5 

7.1 
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Adem:l.s de ios .cá.lculos .present.ados .en la t.abla 7. 7, se reali:;:6 
,. '· -·· 

para e.l espectro· obt.enido de varias !'unciones de densidad 

espect.ral- C-4 ·pa·i:-_'~ el ·caso· del registro del ejemplo:>, un 

anti.lisis en relación con los periodos, longit.ud y altura dQ ola y .... 

porcent.ajes; ·de energia, observandose les result.ados que se 

prasent...an' "en' la t.abla 7. e. 

La mayor QOQrgia C80~) sQ concant.ra gnt.rg los periodos 7.6 a 4,0 

'seg , con longitudes y alturas de ola entre 66.6 a 23.6 m y 0,02· 

a· O. 068 m respect.i vament.e. 

Lo mismo se realizó para el espect.ro obtenido del promedio de 

varia.s frocugncias·, res;ult.ando quo el BOX de la energ1a. s;e 

concentra enl.re los Per:iodoS. _COl"\··7,:e a 4,0 seg, y longitudes y 

alturas da ola da 67;0 ··a· 22.0 m y 0.016 a 0,06 seg, 

respect.i vament•> C ver .tabla 7. Q) 

Se observa que . en . los dos ospeclros: se presentan resul t.ados 

similares. 



f· 

º·ººººº 0.00781 
0.01563 
0.02344 
0.03125 
0.03906 
0.04688 
0.05469 
0.06250 
0.07031 
0.07813 
0.08594 
0.09375 
0.10156 
0.10938 
0.11719 
0.12500 
0.13281 
0.14063 
0.14844 
0.15625 
0.16406 
0.17188 
0.17969 
0.18750 
0.19531 
0.20313 
0.21094 
0.21875 
0.22656 
0.23438 
0.24219 
0.25000 
0.25781 
0.26563 
0.27344 
0.28125 
0.28906 
0.29688 
0.30469 
0.31250 
0.32031 
0.32813 
0.33594 
0.34375 
0.35156 
0.35938 
0.36719 
0.37500 

_0.38281 
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Tabla 7.8 Relaciones en~re la función de densidad espec~ral 

oblenida del promedio de varias !'unciones y algunas 

caracteriSticas CT, H. LY E?,) 

B (f) 

0.00032 
0.00075 
0.00031 
0.00053 
0.00067 
0.00018 
0.00011 
0.00027 
0.00012 
0.00017 
0.00007 
0.00013 
0.00023 
0.00053 
0.00167 
0.00128 
0.00475 
0.00594 
0.00278 
0.00534 
0.01475 
0.01279 
0.01699 
0.01234 
0.01049. 
0.01204 
0.00235 
0.00639 
0.00464 
0.00446 
0.00175 
0.00321 
0.00072 
o. 00101 
0.00071 
0.00067 
0.00021 
0.00038 
0.00027 
0.00012 
0.00020 
0.00016 
0.00017 
0.00009 
0.00006 
0.00004 
0.00003 
0.00005 
0.00003 
0.00002 

T 

0.00000 
128.00000 
64.00000 
42.66667 
32.00000 
25.60000 
21.33334 
18.28572 
16.00000 
14.22222 
12.80000 
11.63636 
10.66667 

9.84615 
9.14286 
8.53333 
8.00000 
7 .52941 
7.11111 
6.73684 
6.40000 
6.0952'1 
5.81818 
5.56522 
5.33333 
5.12000 
4.92308 
4.74074 
4.57143 
4.41379 
4.26667 
4.12903 
4.00000 
3.87879 
3. 76471 
3.65714 
3.55556 
3.45946 
3.36842 
3.28205 
3.20000 
3.12195 
3. 04762 
2.97674 
2.90909 
2.84444 
2.78261 
2.72340 
2.66667 
2.61224 

L 

0.00000 
1021. 811300 
510.51360 
339.88860 
251+.44010 
203.06250 
168. 71930 
144.11040 
125.58540 
111.11600 
99.48534 
89.91974 
81.90254 
75.07611 
69.18596 
64.04438 
59.51190 
55.48005 
51.86659 
48.60535 
45.64389 
42.94049 
40.45940 
38.17320 
36.05803 
34.09366 
32.26517 
30.55707 
28.95923 
27.46032 
26.05320 
24. 73011 
23.48450 
22.31219 
21.20783 
20.16664 
19.18684 
18.26365 
17.39411 
16.57642 
15.80640 
15.08287 
14.40166 
13.76157 
13.15962 
12.59403 
12.06121! 
11.56059 
11.08857 
10.64396 

H 

0.00000 
0.00631 
0.00970 
0.00625 
0.00817 
0.00918 
0.00480 
0.00378 
0.00579 
0.00387 
0.00466 
0.00305 
0.00407 
0.00533 
0.00817 
0.01445 
0.01265 . 
0.02436 
0.02725 
0.01863 
0.02584 
0.04294 
0.03999 
0.04608 
0.03928 
0.03621 
0.03879 
0.01713 
0.02826 
0.02409 
0.02362 
0.01478 
0.02004 
0.00951 
0.01126 
0.00943 
0.00913 
0.00510 
0.00693 
0.00578 
0.00380 
0.00502 
0.00451 
0.00466 
0.00328 
0.00279 
0.00232 
0.00206 
0.00241 
0.00194 

EP(X) 

º·ººººº 0.00238 
0.00563 
0.00233 
0.00399 
0.00504 
0.00138 
0.00085 
0.00201 
0.00089 
0.00130 
0.00055 
0.00099 
0.00170 
0.00399 
0.01247 
0.00957 
0.03549 
0.04439 
0.02075 
0.03992 
o .11021 
0.09558 
0.12695 
0.09222 
0.07839 
0.08995 
0.01754 
0.04776 
0.03469 
0.03336 
0.01306 
0.02401 
0.00540 
0.00758 
0.00532 
0.00498 
0.00155 
0.00287 
0.00199 
0.00086 
0.00150 
0.00121 
0.00130 
0.00064 
0.00046 
0.00032 
0.00025 
0.00035 
0.00023 



Tabla 7. 9 Relaciones entre ·1a funcion de d1msidad aspectral 

oblonida del promedio de varias frecuencias y 

algunas caracterislicas CT,H, ~ y EPJ. 

f S(f) T L H cPCKl 

0.004883 0.001079 204.800000 1635. 2111000 0.000211 0.007265 
0.012695 0.000827 78.769230 628.551800 0.007190 0.005571 
0.020508 0.000375 48.761910 388.662900 o. 004841 0.002526 
0.028320 0.000962 35.310350 200.976500 0.007752 0.006476 
0.036133 0.000228 27.675680 219.739400 0.003775 0.001536 
0.043945 0.000630 22.755560 180.170400 o. 006273 0.004240 
0.051758 0.000219 19.320760 152.477500 0.003703 0.001478 
0.059570 o. 000190 16.786880 131.970800 0.003447 0.001200 
0.067303 0.000241 14.040580 116.156300 o. 003877 0.001620 
0.075195 O, OOO!'ll!.3 1!3, !i!'ll~1Ull iM:!l'1tl!l!UtJ tj : UO~I¡ 72 0.001299 
0.083000 0.000020 12.047060 93,301970 0.001110 0.000133 
0.090820 o. 0001.04 11.010750 811. 752540 o. 002547 0.000699 
0.098633 0.000116 10.138610 77.514200 o. 002680 0.000779 
0.106445 o. 001013 9.394495 71.290130 o. 007956 0.006821 
0.114258 0.001283 8.752137 65.894920 0.008955 0.008641 
0.122070 0.001293 B.192001 61.147090 o. 000989 0.008707 
0.129883 0.003669 7.699249 56.939030 0.015141 0.024703 
0.137695 0.009776 7 .2621111 53.177160 o. 0211710 0.065838 
0.145508 0.002075 6.872484 49.790760 o. 011387 o. 013972 
0.153320 0.003921 6.522293 116. 722630 o. 0156511 0.026407 
0.161133 0.007928 6.206061 43.926250 o. 022260 0.053396 
0.168945 0.019320 5.919075 /11.365300 0.034749 0.130110 
0.176750 0.018091 5.657459 39.009360 0.033626 0.121842 
0.184570 0.008349 5.417990 36.832220 o. 0220411 0.056232 
0.192383 0.019707 5.197970 34.813620 0.035095 0.132724 
0.200195 0.007119 4.995122 32.935650 o. 021092 0.047940 
0.208000 0.011039 4.807512 31.104050 o. 026266 0.074346 
0.215820 0.007184 4.633485 29.546280 o. 021190 0.048305 
0.223633 0.002472 4.471616 28.011620 0.012429 0.016646 
0.231445 0.005286 4.320675 26.571110 0.010176 0.035590 
0.239250 0.002439 4.179592 25.217030 0.012347 0.016426 
0.247070 0.004300 4.047431 23.942810 0.016393 0.028950 
0.254883 0.001632 3.923372 22.743690 0.010101 0.010994 
0.262695 0.000762 3.806692 21.614290 0.006900 0.005130 
0.270500 0.000796 3.696751 20.549860 0.007052 0.005359 
0.278320 0.000687 3.592983 19.51171110 0.006552 0.004625 
0.286133 0.000595 3.494801 10.603370 0.006096 o .0040011 
0.29;3945 0.000365 3.401993 17.714150 0.004776 0.002450 
0.301750 0.000469 3.313916 16.877390 0.005413 0.003150 
0.309570 0.000057 3.230284 16.089490 0.001082 0.000302 
0.317383 0.000147 3.150769 15.348600 0.003034 0.000992 
0.325195 0.000352 3.075075 14.651970 0.004692 0.002372 
0.333008 0.000163 3.002933 13.996980 o. 003190 0.001097 
0.340820 0.000195 2.934098 13.381330 0.003489 0.001312 
0.348633 0.000063 2.868348 12.802030 0.001985 0.000425 
0.356445 0.000050 2.005480 12.257300 0.001764 0.000335 
0.364258 0.000027 2.745309 11. 744750 0.001307 0.000184 
0.372070 0.000047 2.607664 11.262000 0.001711 0.000315 
0.379883 0.000032 2.632391 10.807060 0.001418 0.000217 
0.387695 0.000020 2.579345 10.379340 o. 001132 0.000138 



... -·- -·- ...... -- ·-···~··· -····· -·;··--------- . 

8. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

Se presenta erí.~ste trabajo un desarrollo matemático del estudio 

espectral del; óiea'je fundamentado eri el ·ariális¡s de Fourier, el 

cual es. unprÓc~dintiento paráconocer'las~ltura~·y periodos de la 

ola. A pa~t,~,~\·~ffi t~J~~i~t~?:Ug~,.1~R~t~.f ?k~.0E~~,~~,i~;T~e1 . oleaje es 
posible obtener.'algunos'., valorés'•caractéristicos :'como' son la al tura 

.. ·. ·:~:·~; .. ·_ .:}:~¡-::6~.~~/~;.:, :·~·:.~~'.~'.:i'.X.K1;;~;~f'SE -~tii~_:_,}.-;;:;J~f::!L:}'.;f:?-~'; ?c?~:,~!.1:~~;;~~'},ff~~:~·¡:~t-:1;'.:'.!.:;_·~ ·.: ~:':·: 
y periodo signifié:aritei'•'.lasfcuafos,'s.óri(de'.fint'erés' en· el diseflo de 

, · .... -·,. , ... -: .. : .... , ... ,,: , • - • ·• . ,.t.;.·.:. ~~':·.:~.::.~,~·i_, .\_ · .. :: 1-":;:::\:_.:/:-'.:·!;':.'.~.__..:~,<~·~:Y·'~·:}~·'.~\:~S~~':}!r -=. 
estructuras ·~maritimas;':'Esta')'.técnica:,n·o:·es/complicada, ya que para 
: · -::_. ,·' ~ _ :,:. ;: .. ~_.-"-~;_,-_\,':'.:::'/,·7s:~:::;/;~~:~1~·.\=i~s~.~~'¡}:{~:~.~·~,,~~;~;-~:_;~:.:i/·:,::::}~~~:; ~.i}X:.'Js;:;'~-;~8:~'-'/};/~/:<:_ ... >::~·- --

a p1icar1 a' basta': eon'{disponer}de:.·regiStros~de.:;1a~,presi6n debida al 
. - ' ' .·~;;: .. '~ ":~:;:t=·-::~'~,':_;.~~<~~~~~· ... ~:¡, :''..~-·, : .. ~;.~- ,(·.~,'.·-;:::·;:;_ · .. ~ ~ '. '~{'-·}-~;:~.--·~~,: ;:_:~:-_·:''<·' :: . .- < • ; - • ', .. ' • 

oleaje . en;' un ":lugar Yen; estúdió .· y_,segúir.:;·el', próé:edimiento que se 

incluye. en .. el 'd~~-arroli~'ci~·1· ~-~e~~lo .· e capituio . 7) . 
~ . '; 

.·~. ·., ;- . . ·'· _.. ,_ ... 
. - -·. :·,. 

Los aspectos mas fm¡:Íor'.ta~1:~~· que se toman en cuenta en el anélisis 

espectrat son: 
.. . ·- ',. 

al La obtención de la funci6rÍ de d~nsidad espectral sCfl. 

El · uso de' la tr~nsf~~mad~ di:;Ícre~a de Fourier por medio del 

algoritmo .de la trari~.formada . ~áii~a, ·· . ya. que' . _. .. éste ·reduce y 

simplifica . significaÚvaÍnent~'' el .·· tiempo de cálculo. Se 



recomienda utilizar el procedimiento que se incluye en el 

cuadro 3,l, para lo cual se presenta un ejemplo donde ae 

detalla su.uso intentando lograr su comprensión. 

c l Es conveniente' . u~Úizar. ~na función llamada "ventana" que 

resal te .. las · cio~ponentes . rn~s · .. !~portantes 
; ,·. ,-._,, ,.;:;;;. 

distorsione· lo. menos',:,;posible lo~ resultados aplicar 

del oleaje y que 

al la 

transfC)rm~i~ é~e• iC)~~i.~~'/•E~ este trabajo se empleó la función 

descrita por l~i~~ACt~.~~~Í. ,J.' ' . 

d > La función ~};lJL!~~;-~~Jec~ra~l'..se deteéstimar con base en 

·e) 

los . pro~eciio~: • de ~ria ¿; var';;~~ [gric:ione~;:~rno ~e. propone en el 

capitulo 4, Los . ~eeul~~d.>'s '.fobtenido~} en,,'el ejemplo de 

aplicación mostraron , que' e'~ {ridisfirit.;' u(l.{1~~~ cualquiera de 
;.;, 

los dos procedimientos de · promedios<~su11eridoe, ya que se 
'-~ ._-. 

obtuvieron espectros sirnilare~/ ~. ~i.;;:. eÍnbar¡¡o' se debe tener 

presente el estimar adec~ad~menf:}·i~s ~~.~árnetros que se 

mencionan en los incisos 4 ·• s ;'4. G.•;( .t, • T, ,q, B~ etc. ) . 

Al comparar los resultados tanto dei''anllÜsis estadistico corno 

del 

una 

espectral; s.; ob~e'rva•.que;a~h .í.inl¡J.~res, es decir, existe 

rninima • difer€lri~J.¿. entte ios ~aiC)r~s C)bténidos con los dos 

procedimientos.· e~~ ¡'¡:~en~~ja c\:J~~-¡~·a~l{C:~ción· del·· ánálisis 

espectral) ~~;;'..·~~~ff;1;~~l.d~; · .. ~C)b¡;e · .. todo ·~J~ri~o ~e. utiliza una 
-~',-;:·.<-~.·-:'.<.' ,·.,'.,-;. ··-·... '•' - ,_ --.' 

rnicrocoinputadorá: ·· 

f) Por último se 'remarca que el método del análisis· espectral .·es 

útil en el · e~tlidio del oleaje de corta duracion, y para 

158 



calcular las caracteristicas de disefto _se requiere del análisis 

de largo plazo. Esto se·hace con base en el estudio de reeistro 

de varios años, estimándose p'ara cada año su altura de ola 
il 

significante máxima , '¡:iara. que. _de- acuerdo al tipo de estructura 

maritima se pueda _definir la .ola· de. diseño asociada a cierta 

probabilidad de.ocurrencia. 

159 
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ANEXO A 

La finalidad de esta seccion, es mostrar el programa que se utill'l!> en 

el ejemplo, para ello se incluye el listado y los resultados de una 

corrida utilizando los datos del .ejercicio que se presenta en el 

cap1 tulo 3. 

Programa de computador en lenguaje BASlC, empleado en la soluci6n del 

ejemplo de aplicacion. 

10 REM '' • OBTIENE EL ESPECTRO DE UN CvNJUNTO DE DATOS ''' 
20 REM EL PROGRAMA SE LLAMA ESPECTBc• · 
30 DIM A(2,128),B(2,l28),L(l000) 
40 PRlNT "NUMERO DE DATOS, N"; 
50 READ N 
55 PRI NT "DT , EN SEG" : READ DT 
56 FM = l / IN ' DT) 
60 FOR I = 1 TO N 
70 PRINT "A"I¡ 
BO READ A ( l , I) 
90"8(1,l) = (1 

100 NEXT I 
104 DATA 8,1 
105 DATA 3,648l,7.10l8,0,2716,-3,1B21,l.3520,l.5585,-5,2716,-5.47B2 
110 o = mT (LOO {I;) • 1.443) 
120 Ll = l 
130 X = 2 • 3.14159 / N 
140 PRINT "DATOS POR TRANSFORMAR" 
150 PRINT " " 
180 PRINT " ,.. 
190 FOR I=l TO N 
200 PRINT I, A(l,I) 
210 NEXT l 
215 PRINT:PRINT:PRINT 
220'5 = N / (2 • 'l) 
230 'Ll = Ll + 1 
240 PRIMT "lTERACION NO. "Ll 
250 f'RINT 
252 PRINT" K f Re(X(k)) Im(X(k)) 
253 PRINT 
260 M = 1 
270 E = G + 1 - Ll 
280 Kl = O 
290 I< = M 
300 GOSUB l030 
310 IF J > E THllN 340 
320 p = o 



330 GOTO 4&0 
340 J2 = J - E 
350 FOR I = 1 TO J2 
3&0 L(I) = L(I + E) 
370 NEXT I 
360 J2 = J2 + 1 
390 FOR I = J2 TO J 
400 L(I) = O 
410 NEXT l 
42(1 f' = o 
430 FOR l = 1 TO J 
440 f' = f' + L ( I) .' 2 • (G - !) 
450 NEXT l 
4&0 Xl = X • f' 
470 01 = OOS (Xl) 
460 01 = - 1 ' SIN (Xl) 
490 Ml = M + S 
500 A(2,M) • A(l,M) + 01 • A(l,Ml) - Dl • B(l,Ml) 
510 8(~ 0 M) = 8(1,M) + 01 • 8(1,Ml) + Dl • A(l,Ml) 
520 Kl = Kl +l 
530 M = M + 1 
540 lF Kl = S THEN 560 
550 GOTO 490 
560 K1 = O 
570 P = P + N / 2' 
560 X1 = X • f' 
590 01 = COS (Xl) 
600 01 = SIN (Xl) • ( -1) 
610 K = M - S 
620 M1 = K + S 
630 A(2,M1) = A(l,K) + Cl • A(l,M1) - 01 • 8(1,MlJ 
&40 8(2,Ml) = 8(1,K) + 01 • 8(1,M_l) + Dl • All,Ml) 
650 Kl = Kl + 1 
&&O M = M + 1 
670 lF Kl = S THEN 690 
&60 GOTO 610 
690 IF M > N THEN 710 
700 GOTO 260 
710 IF Ll > O THEN 770 
720 FOR l = 1 TO N 
730 8(1,I) = 8(2,I) 
740 A(l,Il = A(2,l) 
750 NEXT I 
752 FOR I=l TO N 

· .• ri -1 l i 1 .. ' 

.. lfi.l 

75l1 f'RINT USING"###"; I; : f'RINT USING"####/1/1. #11##"; FM, A ( 1, I) , 8 ( 1, 1) 
756 J{EXT l 
756 f'RINT:f'RINT:PRINT 
760 GOTO 22(1 
770 FOR M = 1 TO N 
760 K = 11 
790 GOSU8 1030 
800 p = (1 

610 FOR I = 1 TO J 
620 P = f' + L(ll • 2 • (G - II 
630 NEXT I 
840 p = p + 1 
650 A(l,P) = A(2,M) 
8&0 8(1,P) = 8(2,M) 
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Para ejecutar el programa, los datos se proporcionan por medio de la 

1ntrucci6n DATA. Por ejemplo si escogemos los 8 primeros valores de la 

funcion coseno del ejercicio del capttulo 3 y corremos el programa, se 

tienen los siguientes resultados. 

DATOS POR TRANSFORMAR 

l 
2 
3 
4 
s 
6 
7 
8 

3.6481 
7.1018 
.271& 

-3.1821 
1;352 
L5585 

-S.271& 
-5 .. 4782 

Resultados correspondientes·a la primer etapa o columna 1 del cuadro 

3.1. 

K Re(x(k)) Im(K(k)) 

l 5. 0001 0.0000 
2 8.6603 0.0000 
3 -5.0000 º·ºººº 4 -8.6603 º·ºººº s 2.2961 -0.0000 
6 5.5433 -0.0000 
7 S.5432 º·ºººº 8 2. 2961 º·ºººº 

Resultados correspondientes a la segunda etapa o columna 2 del cuadro 

3.'l. ·-
I{ Re(x(k)) !m(K(k)) 

1 (J. 0001 0.0000 
2 0.0000 º·ºººº 3 10. 0001 º·ºººº 4. 17.3206 0.0000 
5 2.2961 -5,5432 
6 5.5433 -2.2961 
7 2.2961 5,5432 
8 5.5433 2.2961 
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P.esullados correspondient..es a la tercer et.apa o columna 3 del 

cuadro 3.1 

K· Re <x Cl:ll ImCx<ld) 

1 1).0001 (1, (1000 
2 0.0001 ll.0000 
3 10.0001 -17. :320€· 
4 10.0000 17,3206 
5 4.5922 -!1;0865 
6 -0.0000 0.0001 
7 -0.0000 -0.0001 
e 4.5921 11. 0865 

k f Re<>« Id) Irn (X Cid ) S (Id " (1:) o (k) 

o 1). 0001) 0.0001 1). 0000 1), ºººº 
1 0.1250 4.!J9:22 -11.0865 17.9999 3.0000 0,3927 
2 0.2500 10.0001 -17.3206 50.0007 5.0000 o.5236 
3 o. 37!50 -0.0000 -0.0001 o. 1)1)1)(1 1),(1000 0.0000 
.¡ 0.5000 O.O(HJJ o. noon 11,noon 0.0001) º·ºººº 5 o. i'E·25(1 -n:oooo 1),1)001 1), 01)01) 1), l)(IOll 0.0000 
6 0.7500 10.0000 17.3206 50.0005 5.0000 -0.5236 
7 o.8750 4,5921 11.0865 11. ·;19·n 3,0000 -0.3927 
8 1. 0000 ll.0000 o. 1)000 0.0000 º·ºººº º·ºººº 

Las columnas 2 y 4 de los result..ados ant..erior9s corresponden 

al paso.10 del cuadro 3>1 ¡ donde sCk), es la función densidad 

espectral obt..enida con .la :ec. ~~ 11, -.. _-~C:::~) ·;·-e~_'·::{':_- --~~~lit.ud--da la 

ola estimad": como aCk) = C2~sCIÓ Af)
1
;

2 y, OCk) es el ángulo 

da fase caléulado -de ·Q¿~-, = a_ri_g· i.-an c:.i:m-,_~;._- ·R~)-:~·::·· 

~'et.ese que los resul t.ado::: son, ·los ·mismos que los obt.enidos 

manualmente Cver ejercicio del capitulo 3), 



165 

O NOTACION. 

b 
n 

e ... 
a 

c .c 
><y YH 

c e 
llM' YY 

d 

a,, 
A • 
E{ } 

f( 

F(z) 

f 

F(f) 

F(fk) 

F(f) 

f 
e 

f° 
"' 

H 

Coeficientes de Fourier. 

Amplitud·de ola, otros. 

Covariancia •.. 

Autocovarianc:i.a, 

ParAmetro del~.funCi6ri de densidad de probabilidad 
; - >- _-

normal'. profu'ndÍdad 'respecto lll nivel de aguas 

tranqu~l~s_. 

Ancho da.rraouancfa, iÍttervalo de frecuencia. 
- :-- ;_". ;_-:<,.: _' __ ;; '_ >< -. 

Area total bajo'·er es.pectro. 

Esperanza.matemAtica:de l }. 
,,-.. .,_ 

Función de la •variable e : l; 

Función de pro~~b:i.~1'dac:l>n~rmal. estandarizada 

Frecuencia c1c'1iC:a r .·.·· . )it 
l'ranfrmada de Fouri.;r d~ fe t l . 

l'ransformada dis~retB' cl~'.·&·ourl~r de f(t). 

Conjugado complejo de FCfl .. · · 

Frecuencia más grande ·de • 1¡¡· ·componente de la 

trasnformada de f(t), frecue~cia·de corte. 

Frecuencia más grande en el.c.l.lculo de.s(f). 

Frecuencia de pico. 

Frecuencia media. 

Altura de ola. 

Altura de ola con probabilidad t/n de ser excedida. 
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MN 

MP 
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mP 
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NMP 

NMN 
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p(T) 

p(H) 

m 
o 

p 

R R 
xy' YH 

R R 
>ex' YY 

r 
KM 

r 
Y» 

r 

s(f) 
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Altura de ola más frecuente. 

Altura de ola significante. 

Función ventana. 

Factor de respuesta de presión. 

Parámetro de la función de densidad de distrubución 

de probabilidad normal. 

M.l>.ximo negativo. 

MAximo positivo. 

M1nimo negativo. 

Mínimo positivo. 

Momento de orden n. 

Número de puntos discretizados. 

Número de máximos positivos. 

Número de máximos negativos. 

Número de mlniÍ'rtos positivos. 

Número de minimos negativos. 

Nivel de aguas tranquilas. 

Distribución de probabilidad de los periodos de 

ola. 

Distrubución de probabilidad de las alturas de ola. 

Area bajo el espectro. 

Presión. 

Función de correlación. 

Función de autocorrelación. 

Coeficiente de autocorrelación. 

Coéficiente de correlación. 

Proporción de máximos negativos. 

Función de densidad espectral de f(t). 
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s(f) 

t 

'!' 

'J' e 

'l' • 

'J' '!' 
1.'9, • 

'J' 
" 

v,. 
X 

x(tJ .·· 

y(t) 

lt'(f) 

lt'(f) 

z 

z 

r(vJ 

o(tJ 

A( 

)) 

T 

& 
r 

02 

" 
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Función de densidad espectral de f(t) con duración 

finita. 

tiempo. 

Periodo. 

1'iempo más grande de la antitransformada de F( f J. 

Interval~ de tiempo. 

Periodo medio. 

Periodo significante. 

Periodo modal. 

Variancia. 

variable. 

Función en el tiempo. 

Función en el tiempo. 

Transformada de D'ourier de y(t). 

Conjugado complejo de !'(f). 

Número complejo. 

Variable normal estandarizada. 

Función gamma de parámetro v. 

Función impuso unitario. 

Incremento en ( ). 

Ordenada del nivel de aguas tranquilas a la 

superficie de la ola. 

Media de la váriable aleatoria .. con distribución 

normal.de.prob~biliedad. 

Media•pob~acional. 
' ' ' 

. orden de •la~fl.lncfón ;de ~utocorrelÍlción . 
·:; ,, . \ ·., .'.' ''":· . 

Media de la ~a~i~ble ale~toria con distribución 

3 



' 
~(f) 

x2 

e 

E 

normal de probabilidad. 

Espectro de un lado. 

168 

Variable aleatoria, (suma de los cuadrados de 

las variables independientes 

normal estandar). 

con distribución 

Número de variables aleatorias independientes. 

Estadistica de una muetra aleatoria. 

Parámetro ancho de banda espectral. 

4 
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