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RESUMEN

ElL - prebentb trabaJo .=e desarro]lu ;'conl _fa tlnalldad - de

-proporc1onar en forma gxpl*c;ta un mwtodo para;-el procesamlanLo e

1nterpretacxﬁn de 105 datos potenc1ales en 1a explorac1on geoF151ca.

.de 105
punLo:“dé' vista de las
-proplgdades f_51ca5 de lau'roua‘;:QQe,fnos proporc1onan &l elemento
jundamﬂntal pard la obtenc1 n de una énomélla. analizando la obtencitn
de la densidad v magnetizacisn del cuerpo en estudio, as: como  las

limitaciones que se pueden tenar.

En el capitulce 2 se encuentra la expresi:n matem-tica que nos
relaciona los dos potencilales para luego obtener la forma anal: tica
del operador  que  nos  proporciona la converci'-n de los datos

gravim=tricos en magn=-ticos.

Finalmente en los capitulos 3 v 4 se muestra la aplicacicon del
m=todo desarrolado, aplicado inicialmente (capit:ula  233) a oodelos
sinteticos v lueags (capitulo 4) a un caso real. En los dos capitulos

s puade apreciar coimo los resultados nos colocan ante una herramienta

til en el procesado de datos geof!lsicos.

Palabras Claves: Pseudoanomal:a, Convolucion, Opaerador, Transfor-

madn de Fourier, Gravimebr:a, Magnaetometria.



2% - . INTRODUCCION. - -

'Enlél-ééﬁﬁdibﬁ;&éi:;éﬁ;?ﬁ;tédéé;'pqtehcialeé_ el problema de 1la
.modeléﬁiﬁﬁ:éJ§nfér§ré£écibn.hh sid§ tfatado'desde diferentes angulos,
fba;é_fl§;'dﬁél fge han-_désarrdlladq diferentes  m&todos para el
:pf@;e#éﬁgéﬁtdzde-lﬁs datds de campo. con el fin de obtener el wmayor

‘acercamiento posible al /problema fisico real.

Una de las formas tratadas para el anilisis de los datos ha sido
el estudio combinado de los m#todos gravimstrico y magnético en la
obtencicn de pseudoanomali as, desarrcllando expreciones que nos
impliquen las prqpiedades fisicas de las rocas; propiedades estas que
hacen peosible la observacicn de anomalias de campo. Estas expreciones
natematicas son tratadas de forma tal que pueden ser procesadas ¥y

analizadas, para aplicarlas como filtros a los datos de campo

digitalizados.

Es importante tener en cuenta gque €l apoyo geolagico—geofisico'es
de vital trascendencia en eixprocesado e interpretacion de cualquier
anomalia; yva gue sin una.\clara visién de las caracteristicas .
geologicas del Area estudiada se tendran seguramente interpretaciones

geofisicas errsneas.



" FUNDAMENTOS :DE LOS. METODOS| POTENCIALES

CAPITULO 1

1.1. GENERALIDADES

Se ha demostrado que los fundamentos de . algunos de los metodos
. Beofisicos de exploracién, exceptuando el sicmico, son =imilares, en
donde los efectos secundarios producidos. por un cuerpo anzmalo en un

campe de fuer=zas natural o artificial, pueden ser gravitacional,

magn=tico o electrico, dependiendo de un factor potencial;

‘'posteriormente, se determina la forma del cuerpo y sSu distancia al

punto de cbservacion. Actualmente, des factores de potencia estan

conjugados, el potencial gravitacional y el potencial dipolar

magnetico; sin embargo una simple relacisn conecta los dos potenciales

producidos por un cuerpo anomalo dado.

Se ha enfatizado el hecho de que la interpretacion de anomalias en

cualquiera de los canmnpos potenciales sea fundamentalmate incapaz de

dar una solucion unica. Para una anomalia dada existen en realidad una

infinidad de posibles scluciones.

Los mitodos geofisicos magnsticos y gravimetricos pueden ser

analizados juntos como el grupc potencial en el que dichos metodos son

dependen de la accion de un campeoc de fuerzas natural en donde se .

quiere observar las propledades fisicas relativas a una estructura o

estructuras pgeol&lipgicas que sSon de ihteres econcmico (en la geofisica

de exploracion).



Dependiendo del procedlmlento "el poten61al . res ultante, la
componente del campo o el gradlente del campo puedcn ser medidos. La

limitacion principal -de 105, métodos: geofiwlcos .apllcados -a -la

exploracison provienen de las 51gu1entes causast

a. La escasez de suficienfest propmedades fisicas contrastantes

sobre el cuerpo o cond1c1ones exploradas

b. El decrecimiento de la respuesta en relacion a la distancia del

cuerpc causante.

c. lLas frecuentes anomali as marcadas provenientes de las

caracteristicas de la superficie (ruido superficial}.

.d, La incertidumbre en 1la interpretacion de medicidn por -la no ¢

ambigvedad de la informacidén provista.

LLa geometr:a del cuerpo, profundidadl contraste de densidad ¥
contraste de suceptibilidad, contribuyen al tanmaiio ¥y forma de 1la

anomalia.



Los factores gecomitricos 's§n COnsiQQr?d¢$5:¢nj_déé  6_:én ﬁ;eé'
dimensiones, dependiendo de la férma Y{Cafécferistjcé7dé ia'isﬁbmaiié
observada. Para tratar siempre proﬁlemas_géo;SgiCOS_simpleé. Se”tienén
que hacer aproximaciones. Los prdgramas-dé:.cpmetadbka'-pafai;mbdélar
anomalias gravim2tricas ¥ magﬁaticas_;son'.gg-nampiia.'Qifﬁéibh:'donde
generalmente los contrastes de debsidéa ; $uscébﬁipiliqad' deben ‘ser

conocidos o asumidos para los c&élculos.

Para realizar esta modelacicn existen dos métodos: el directo y el

inverso.

En el c¢c&lculo directo, la di=stribucicen de masa debe ser
especificada. Este calculo es unico, solamente un anomalia de campo €S
causada por la distribucicon especificada [{Talwani,1965]. En «l cilculo
inverso, los datos de la anomaltia son la entrada; la distribucion de
masa es la salida. Este cialeculo no es unico, mas de una distribucion
es matematicamente posible; en ambos casos el modelo obtenido puede no

ser gecoldgicamente razonable. [Parker, 1957]

En el proceso de interpretacicn, el primer paso es un detallado
analisis de los datos obtenidos por cada uno de los metodas apiicados.
El segundo es una sintesis de los datos geofisicos y geolecgicos, donde
los ank:lisis geofisicos acentian las posibilidades ¥ descartan una

supocicion inconsistente. [Baranov,1957])



3.2. PROPLEDADES DE LAS ROCAS . &

1.2.1. GRAVIMETRIA

En expiéréeicn gravimstrica la propiedad f:éica ﬁas importante de
1a$ rocé# es 1a“'densidad. la cual es una funcicn del contenido
'minefal;.pdrosidad ¥y naturaleza de los fluidos en los espaciors
pofdsost'ba brofﬁndidad de sepultamiento ¥y la edad pueden ser tambizn

factores importantes, dependiendo del tipo de roca.

Los  contrastes de densidad son la fuente de la anomalia
gravimstrica, aunque un tipo de roca puede tener un considerable rango
de densidad debido a su porosidad; t:ipicamente la densidad incrementa

con la profundidad en cuencas sedim=entarias.

En general la densidad total de una roca compleja es funcion de l1a
densidad de la matriz de la roca, de la porosidad de la roca v de 1la
densidad de los fluideos intersticiales en los espacios porosos. Estos

factores estan relacionados con la expresiin:

S O R e

donde Fp es la densidad total, Foa ©5 la densidad de la matr.=z, -as

S
la densidad del fluido, y 2 la porosidad. [instituto Mexicano del

Petrolen,1976].



1.2.1.1. FUENTES DE 1NFORMACION -

LOS;pfin¢£Qéles m2todos . para obtener{los_vAIOres de -densidad se

pueden resumir’ édmo

a. ‘perfiles . gravimetricos isobre Sbbfg jraégos topograficos o

_batimetricos:, .
b. Muestras de rocas de*pozos“Onéfloramientos.

¢. Registros de pozo Gamma-Gamma de penetracicn limitada vy

sensibles a la variacicon del dizmetro del pozo.

d. Gravinetros de pozo.

e. Datos sismicos

Estructuras sismicas: Puede =ser un exelente nztodo, para
obtener contrastes de densidad, sujetos
- a cambios de velocidad en las anomalias

las cuales pueden ser  resueltas en

casos por interpretacicn gravimstrica.

Registros de velocidad: Las relaciones entre velocidad v
densidad no son normalmente simples
ya que las variaciones de las otras

propiedades fisicas de las ToOCas



pueden ‘afectar la velocidad.

Las densidades son comunmente.determinadas por una combinacion ' de

correlacién'gravimetrxaltobbg;éfi?iylgféylﬁétftaZSiémiééﬂ3‘

Dos m2todos de correlacion gravimetria-sismica’son usados:

a. la conver
8- = eon >,

N € T

sion de velocidades de:a

pilamiento_y, ..

b. La' comparacien de ' anomaltas gravimztricas -‘con ectructuras
- Bismicas. ' '

1.2.2., MAGNETOMETRIA

En la exploraci=-n magn-tica, es posible
magn=-ticoe

estimar contrastes

L]
de la forma y relieve de las anomal+ag magn=ticas, al misno

tiempo con una estimaci~n de la profundidad de la cima del  material

magn=ticc.



1.2.2.1. FUENTE DE INFORMACION

Es blen sabldo que 1a magnetlta ‘s el Mm-S comuen y magn~tico de los
minerales ‘el cual contrlbuye a las propiedades mannsticas de Ias
rocas. Al cons:derar que las propledades magnaticas de las rocas estian
determlnadds por las perticulas de magnetlta diseminada Y una matriz

no maghstica, dohde las particulas estsn separadas por algunas veces

-su diametro.

For extensian, las particulas individuales pueden ser aproximadas
L
por un elipsoide, la magnetizacicn li de una particula simple estara
determinada por el campo aplicado He. por la suceptibilidad del
material ko' y tambi=n, en un alte grado, por el f{actor de

demagnetizacien &, como lo muestra la relacicen:

Si la roca tiene un volumen P de magnetita, la magnetizacion total

de la roca sera:

v la suceptibilidad efectiva, k, del total de la roca sera:

k=P.k" donde: k'=




Es evidente que si se conoce el porccnfa;' de:magnetlta en la roca

[t]

ac'puede evaluar K y calcu]ar la suceptibilldad Lfecflva.'”"

Un factor importahfe'.esi“:'__contribuclun ‘de  1a magnetizacion
remanente o permanente del total de 1a roca':magnetlzada. El factor
geom<trico, la demagnetizaciﬁn y el calculo de magnetizacion a partir

del contenido de magnetita.'estan relacionados unicamente con la parte
inducida de la magnetizacion total. ~Algunos trabajos acerca de la

magnetizaci®n remanente y sus caueae indican que esta parte puede ger

tan grande o mayor que la pagnetizacicen inducida. &1 la magnetizacisn

remanente fue establecida al tiempo del enfriamiento de la roca, esta

intensidad y direccidn pudo ser controlada por la magnitud y direccién

del campo terrestre al tiempo ¥y lugar del enfriamiento, €l cual puede

ser o ne similar al del tiempo y pesicién presente en las masas

rocosas. Se asume normalmente que la compoente de remanencia, en

promedio, es del mismo orden de magnitud ¥ mas ¢ menos en la mi=sma

direccion de la componente inducida.[Nettleton y Elkins, 1943]

1.2_2_.2_. TEUDPERATURA CURTE Y PROPTEDADFES MAGNETICAS

Los minerales ferromagnsticos pierden s

magnetizacien a
temperaturas superiores a la conocida temperatura de Curie. Esta es
una temperatura a la cual la energla termal produce un’

distorsionamniento de los 4tomos, la cual llega a ser mayor due la

energla interna de alineamiento. La temperatura Curie es significativa

en la exploracicn, dado que las rocas ne pueden ser magneticas a

8
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profundidades donde la_temperafurajgs mayor al pﬁnto de Curie.-Estodes’*

tambisn significativo en los estudios paleomagn<iicos, pordue“explicé

como clertas rocas han adquirido magnetizacidn remanente.

El punto Curie de la magnetita es alrededor de 4?5°c,. tEmperaturé
que puede ser esperada a prefundidades del orden de 16—-32 Kmts.,
Vacquier y Affeck [1941] hacen una evaluacion estadistica de la
profundidad de las ancomalias magnsticas y determinan Qque la gﬁse de
las anonalras v la profundidad del punteo de Curie esta alrededor de 19

Rildmetros bajo la superficie.

Sin embargo, no se debe esperar gue las carcateristicas regionales
gravimetricas amplias, que pueden ser producte de contrastes de
densidad a profundidades mayores de 10 a 15 millas, tengan

caracteristicas magné&ticas.



CAPITULO. 2  SOLUCION AL PROBLEMA DE LA RELACION ENTRE LOS
' - im0 CAMPOS  GRAVITACTONAL Y MAGNETICO

2.1 SOLUCION

'2.1.1 GENERALIDADES =
B
'Garlahd [1951] analiza datds-gravimétricos b4 magnéticés' a

traves

de la relcion de Poisson para estimar el valor de j/22 de el cuerpo

an®malo., Baranov {19573 desarrolla un metodo en el cual calcula un

kernel que, aplicado al campo maghnetico total, determina la

pseudoanomalia gravimetrica. Bott, et. al. [1966] aplican la teoria de

Baranov para el caso, cuando la direccicon de magnetizacisén es

diferente a la del campo terrestre, usando la teoria de wvariable

compleja para deducir el rango de posible direccion de magnetizacien a

a partir de la anomalia pseudogravimsastrica calculada. Kanaseuwich vy

Agarval [1970)] aobtienen la relacicn de intensidad de magnetizacion vy

densidad haciendco un anitlisis combinado de los datos gravimetricos vy

magsenticos en el numero de onda, ademas de usar una prueba de

coherencia para evaluar la autenticidad del valor calculado de j/é2

para cada numero de onda.

Robinson [1971] describezcomo, a traves del calculo de campos

pseudomagneticos, la interpretacicn de observaciones de los campos

magnhnetico y gravimastrico de un area pueden resaltarse. As1, si los-

10



campos pseudomagnéticos son similares al . campo .magh+tico observado,

pueden ser inferidas:fuentes: estructurales para ambas anomal:as.

5huéy.[19721 cal¢ﬁlé'la-pséﬁdﬁagomaiia_gravihétrica en el analisis
de perfiles magnéticos por una combinacion lineal del perfil y su
tfansforamda Hilbeft, seguido por . una iﬁtegracign a lo largo del
perfil}. Cordell y Talyor [1972] utilizan la relacion de Poissen para
obtener informacidén adiqional de las propiedades f{isicas del cuerpo
ansmalo, resolviendo por minimos cuadrados un =sistena lineal de

ecuaciones para calcular la direccidn total de magnetizacisn y  1la

relaci=n minima de Koenigsberger (Q).

Por otro lado, Chandler, et. al.,[1981] utilizan el teorema en
fuentes multiples por la aplicacidn de ventanas para obtener la

relacion de magnetizaclon/densidad.

Blakely y Simpson [1986] describen el procedimiento ¢de Cordell vy
Grauch [1882,1985] para localizar linites de cuerpos magnéticqs
aplicando la transformada pseudogravimetrica de Baranov en el dominio
de las frecuencias, obtenlendo una ancomalia de gravedad a partir de la
anomalia magnstica observada sobre una distribucicn de magnetizacion
mix,¥,=z). Se obtiene una relacion lineal de densidad
elx,y,z)=k.mi(x,y,z), donde k ez una constante sobre la base :de que.

cuerpes someros producen anomal:as gravim=tricas con gradientes

11



horizontales muximos uﬁicados carca de’ los bordes.,

2.1.2. CONVOLUCION

El @%tqﬁo desarrollado én la seécion 2.3 implica una operﬁcian de
cqnvoluciﬁn de un operaddr que, aplicado en el.dominio del espacio. o
de las frecuencias a Ja anomalia gravim2trica, nes proporcicnz la
anomalia pseudomagn:tica. Por tanto se hace una descripecion generél

del proceso de convolucizn y del disefio de los operadores.

En una dipensi>n, la convolucizn de dos funciones puede ser
descrita como una operacich que implica la refleccicn de una funcien
sobre su origen, luego, avanzando la funcicn reflejada sobre la otra
funcitn en pasos discretos, para obtener el preducto termino a terminc
y la sumatoria de dichas multiplicaciones, y as: obtener el valor de
la convolucio=n en el punto. El1 proceso es repetido al avanzar un
intervalo la funciosn reflejada. La misma aproximacicn puede ser

seguida para la convolucion de funciones bidimensionales,

Matemzticamente, el proceso de convolucion puede ser descrito por

[Meske,19841] -

Para el caso de una dimension:

12



Cf ) = i.'ltx)'.h(xr=

y para dos dimensiones:

donde f,: es la funcisn de entrada

1
fO: es la funcicn de salida
h : es la funcien del filtro

R Ry )

-

+on

-

Debido a que la operaciosn de filtrado

_I_fll;)h(;ﬂx)dr

CE(X,¥) = £ (x,¥)ThUX,¥)= J,Iffltt.n)ﬁcsz;ﬁeyiafdh"

s@ debe hacer en

dimension finita, si fo se hace cero para |xizX ¥y |y|ZY tenemos:

para una dimension:

+ ¥

ftx) = I £, —x)day

-X

'y para dos dimensiones:

+X +Y

fo(x.y) = J j fl(ﬁ.n}h(l—x,ﬂ-YJdEdﬁ

-5 -Y

13
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o

De acuerdo a_ la teoria:de’ Fourier, la convolucién en el dominio

del espacio es equivalente a

“la-multiplicaci¢nien:. el 'dominio 'de las’

frecuencias, por lo.que tenemos.parauna dimensién::

LOFLL) = P ORI

¥ ‘en dos dimensiqhes:

Fo(fx'fy) = Fl{fx,fy)H(f£4fy)
donde F8= ez la transformada de raurier de fﬂ
Fl: ez la transformada de Fourier de f
H : es la transformada de Fourier de h
La transformada de Fourier conocida c¢imo respuesta en las
frecuencias, esta dada en una dimension por:
+X
FiE) = [ fx)e 250 gy
-X
Iy en dos dimensiones:
+X +Y
F(fx,fy) = J J f(x’y)e—znltxfx + yfy) dydx
-¥ -Y

14




Si se determinafdn eSpaéid”del.muestrco.; CnLOnCEa r' r éstan

dadae en clclos por in,

En el calculo de la covulocion en en el espacio el numero de
terminos de la funcicn de salida esti dada por la suma de terminos de
las funciones convelucionadas menos uno, debliendose tener en cuenta en
la interpretacisn el efecto de borde, ya que los extremos se calculan

con un numgero minimo de términos.

Cuando se realiza la convelucidan en el dominio de las frecuencias
es importante tener en cuenta la frecuencia de Nyquist como limite de

frecuencia interpretativa, asi: cdmo el corte de las funciones en lo=

eXxtremos que nos implica unh error en la funcicen de salida, asi como la

repeticion que sufren las funciones en las frecuencias.

2.1.3. OPERADORES

Generalmente los operadores presentados por los diferentes autores

15
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(Fepers_Elkins;ﬁoéenbach.été);'éétAhzrehfésqnpﬁdoéﬂpbr?pesps_Vradiéles'“'

que se aplican a valores promedios alrnededor de un circulo centrado en

N

el punto gque se desea . procesar.

El operador aqul presentado se desarrolla analiticamente en el

dominio del espacio; el cilculo en el dominio de las frecuencias se

calcula a traves de la transformada rapida de Fourier pars® analizar su

espectro de amplitudes y caracteristicas generales.

Para determinar el numero ¢éptimo de puntos del operador en el

dominio del espacio, se prueban diferentes operadores para comprobar

los resulatdos. Es importante tener eon cuenta que, cuanto menor sea su

dimension, menor sera el efecto de borde obtenideo pero en igual forma

y menos exacto, seria el valor calculado en la convolucidn sin perder

de wvista 1la convergencia del operador. En e1 dominio de las

frecuencias la - longitud del operador estar: determinada por la

longitud de la ancomalia gravimetrica.

2.2 RELACICN DE POI1ISSON

De acuedo al anzlisis de Baranov {1957] tenemos:

16



' E1 potencial gravimstrico e¢omo potencial  newloniano S5e. define.

como: _ R
I
donde G es la constanté]univérsallde'gravitaéiwn_y © la densidad.

~ : - :

El potencial magnético se define cémo:

A= ”J- j grad [__‘1__] dv

donde j es el vector de magnetizacion y cuya direccicn es la misma en

toda la masa magnetizada.

Calculando el producto escalar de 1la magnetizacion 3 por el
gradiente del potencial gravim=strico, tenemos:
. J grad U = G:oa
seleccivnada una dencided convencional v calculando:
G = b §
¥ haciendo to el vector unitario gque representa la direccion de J.“”

se obtiene:

to grad U = 3 = A ‘2.2_1)

17



lo cual rcpreacnta QUL el poLcnc:al mabnwtlco es la. ddrivada obllcua

del potencial pseudograv1mutr1co en la dlrecc1un dL magnetlzacaon.

2.3. CALCULO DEL CAMPO-TOTAL.

Desarrollando.el potencial gravitacional que ~hace Grant y  West

119641 tenemos:

El teorema de Green establece que, si U y W son dos funciones

continuas en un volumen V con primera ¥y segusnda derivadas continuas e

integrables, entonces:
J w72 - w2y) 3r_ = J n (UYW - wou)d?r (2.3.1)
v o S o

donde s es la superficie que encierra el volumen. Las restricciones de

U v W =se satisfacen si hacemos U como el potencial gravitacional

producide por 1a masas del volumen V y sea W la funcien 1/r-ri=1/R,

donde r es la posicisn del vector de un punto P exterjor a Vy r_ -la

(=)
posicion del vector de un punto Q@ dentro de V.

En cualquier punto fuera de V:

18



p(ro) 4

u = =G . .3.
p{r‘) Jv -l—-r:-_—r-;-!- d .'I‘o (2.3 2)

Utilizando el laplaciano (?AU=O) del cémpo gravitacional

para el
célculo dentro de V, se obtiene una singularidad cuando r=ro. Para
aislar esta singularidad, &sta se supone dentro de una pedquetia esfera
de radio £ muy peguelio ¥y volumen v. El  potencial se puede escribir
coOmo :
plr_3} elr )
. 3 o 3
U(r):—GI odr—GJ d r
. 1r—ro o} . r-roi O
V=-v
el primer término es no singular, en el segundo caso haciendo £ muy
peguelio vy P(ro) constante se tiene:
P - - 1 3
7 U{rD] = Gh(rD)J 797 -] d L
v o
. v de acuerdo al teorema de Gauss:
z ) 1 2
7 = ~Gc
U(rD) Ga(ro) [ n v TF=F ] d T,
Js ()
ahora s es 1la superfie de una esfera muy pequefia cuyo radioc es £, ¥
se hace lr—roi = £ ¥y n 7 = 8/ en el limile cuando ¢ — 0
2 d 1 prd '
v = - _— = -
u(r_) Go(r ) [ i ] an (2.3.3)

19



Tulrg) = anGelr)

con (2.3.2) ¥ (2.3:3) se tiene gue

_(”73;4)'
Con P fuéra de.V. .
R . ’ R N
Pe (2.3.1) v (2 -
ast que: -
1 a 1 1 gy 2
Utry= L[ vm{(+)-+ (%) ] a’r (2.3.5)

Si se asume gue todas las masas estan sobre una regien finita de
un espacic medio =z»0, dejando s como un gran hemisferio en z»>0 cerrado
para el plano z=0, y si el radio se hace lo suficientemente grande, la

- -3
integral e (0) deoagporece para todo lugar R sobre la curvatura de

la superficie S5, v la integral se reduce a:

_ 1 a 1 1 oy ' gt
U(r) “Z"T—"[J [—u ol ]+ = (5= ] ]z'-o @x'dy’ (2.3.6)

20



_dx'dy' {2.3.7)
sumando (2.3.6) y (2.3.7).

o =—~H[ L) exar

siendo U el potencial gravitacional debido a la masa localizada en =30

se puede hacer:

su
T ez T B
y asimismo para =<0: .
N Lg{x’,y") '
-uU(rl} =- T I J — g dx'dy (2.3.8)
Regresando a (2.2.1):
du
Alr) = gt
Yy en general para G y £ )
J aulr)

MX) =g T

21
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Sabiéndp'q&éllafahqhéii‘ ;déf campo ~ total T(r) en funcicn del.

potencial-magnéticb sé:puéde ekﬁreéar'cﬁmo:
oAy - 3 82uir)y.

Tl == =% =5 et

Puesto que las primeras derivadas del potencial de la fuerza de

-

atraccidn son aceleracid<n, de dimensione=s LT_z, las dimensiones deé las

segundas derivadas seran T-z- Las dimensiones de G son de LBMthhz v

w2

las de - de MLHB, per lec tanto G2 tendra unidades de i - Finalmente

las unidades de T{r) corresponderan a las unidades de la magnetizacibn

J.

Con (2.3.8) se tiene:

=+

J . 32
T(r}) = ZnEo J J sg{x' ,y",0) "31‘:15?) dx'dy’ (2.3.9)}
O
T .

con lo cual se puede calcular la anomalia de campo total por 1la
convolucitn de la anomallia gravimstrica y el operador gque seré en este
caso la doble derivada direccional en el sentido de las -
magnetizaciones remanente () e inducida (to) del inverso de 1la

distancia.
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2.4 OBTENCION DEL OPERADOR

De_aéﬁéﬁdo é7lgsfcﬁﬁdgeiééééﬂééiiéﬁéfpo;'§1. 6peréd6r -ﬁendré una
Forma analitica determinada. A partir de (2.3.9) se obtienen cuatro
dasos  vSfi§ndo ias "airéééionéé-f&é_iféhéﬁéﬁbia:”'-y der 'induccién
(direcciones que se mueétran eh iéinguféf.is;. el uwvltimo de dichos
casos es la forma geﬁeral, qan detélies:métémaf;cos. Anexo 1.

¥
Primer caso:

Considerando la declinacioen (De) igual a cero, las direcciones de
magnetizacion remanente e inducida (to,() iguales, la inclinaci=n (In)}
diferente de cero y sobre el planoc x-z=, se tiene:

a a2 @
—_—— cos(In) o sen{lIn) s

- (x-x"}
__‘_2._.. [.._l..._] - (;05(1“]
o

Lx-%" 12+ (z-2"1232/2

- (z—z")
+ sen{In)

[(x-x')2+(z—z‘)2]3/2

2
g [ ; ] 35 [ (x-x')cos(In) + (z-z')sen(in} ] - _l?
t R _ R™

23



Para un campo magnctico constante 1l rupresentamos

como:

vonde: _
;k ; SUCLptlbllldad magnﬂtnca
H

e Inth51dad del campo 1nduc1do (Lerqutre)

‘del vector unitario t
direccisn del vector unitarie [, v,

vector unitario g

Jn: Intensidad de  1la magnetizacion remahente

j : Intensidad de la magnetizacisn total en  la

Ia magnovizacion

‘en la-

. natural

direcci=n

Lo5s cosenos directores de los vectores unitariocs obtenidos de

angulos azimutales inducide (In,De) y remanente (&,c)

1

t01 Cos{In}Cos{De)

by = = o

Loa Coz(Z)Cos (=)

to2 = Cos(In)Sen{De) £02 = Cos(d}Sen{<}
t03 = Senl(ln) EOB = Sen(&)

sS0on:

N
>Q\
2N
je)
113

\ In

0,

N e

Fig. 1

dirececion

en pla

del

los




Csepundo casos LT

Se Cbnéidéra:£6 C

X-y-Z:
R
e,
S
5%
y:
a2 [
%t

= cos(1njcos(De)

2 ly-y 125 (z-2 121372

— {y~-¥y"')

2/2

-:.CQS(-Iﬁ')fs'é'n(De)=, L — _
LT Hax ) Ry -y 1 R (zm2 ) 2

- (z—2z")

¥_sén(1n)
i [(xax')2+(y—y')2+(z—z')2]3/2

2
= _ [(x—x'}cos(ln)cos(De) + (z—z')sen(In)]

{y-y*)cos (In)sen(De) [th-x' ycos(1In)cos(De).

+(y—y‘)cos(ln)sen(De)+2(z—z')sen(ln)] - ~3§

R
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TETCeTr Cako: |

5 considera t0=ﬁ} De oy . igunles a cero, ¥ sobre @l plano w-un.

ot :.qoas;n),ldx f,gevgls);fsz

s ez

e ey Pz 232

o a ISR s .
Ht;a: [ ; ] 25 ['lexf)(z-z')sen(1n4é)4(x—x')zcos{E)cos(In)

+(z-z")%sen(&)sen(1n) ] - —lﬁ cos{in-<)



Cuarto caso:

Se considera td"-difqrgnﬁ'é ‘de [ 'y sobre - los ‘' planos x-y-z . (caso

_general): '

LT ) g
'f}sen(In)'—EE

a 1 . L e 2
—‘Eo [—R—] = "cos (-Il.lt.ﬂ_cc_)s.,(?e -
y:

R

3

R

at:ac { ; ] = 35 [ {(x—x'}{y-y'lcos{In)cos(@)sen(c) sen(De)+cos(De)]

+ (X-x')¥(=z-2") sen(In)cos(e)cos(o)+cos(In)cos(De)sen(3)]
+ (y-y')(z_z‘)[sen(In)cos(a)sen(a)+c05(In)sen(De)sen(B)]
+ (x—x‘)2cos(In)cos(De)cos(e)cos(o) + (z—z')zsen(In)sen(e)

+ (Y—y')zcos(In)sen(De)cos(B)sen(a) ]

[cos{In)cos(De)cos{@)cos(c)+cos(In)sen(De}cos(a)sen(a)+sen(ln)sen(8)];
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2.5 RELACIONES A PROGRAMAR

Sigﬁiendo 13'ECL(2.3.§5'pa}élobﬁener la pseudoanomalia magnestica
de campo total, debemos tener por un 1ado, los datos equiespaciados de
la anomalia gravim:trica y por dfro. iés valores del operador
igualmente equiespaclados para aplicar la convolucion descrita en 1la
secc., 2.1.2., en el dominio del espacic o en el dominio de las

frecucncias. La realcion j/p se determina de acuerdo al resultado de

cialcules teoricos, a apartir de la composicion de los minerales; si
por otro Jado se determinan las anomall as gravimetrica v
maghetica vy se determina la relacion, se tiene una buena

posibilidad de eliminar ciertos tipos de rocas vy sugerir los mas

probables tipos de dichas rocas.

Para la aplicaci®n del m&stodo a un modelo sintetico, =e calcula el
valor de la anomalia gravim&trica y, de acuerdo a las condiciones del
cuerpo, se determinan los valores del operador, como se muestra en la
secc.2.4. Si se desea calcular la pseudcanomalia en el espacio se
‘procede a aplicar el programa que realiza la convolucion; si por 1lo

contrario se desea calcular la pscudoonomaliz en las frecuencias  debe

aplicarse 1la transformada de Fourier, para el casc de modelos
bidimensionales; o la doble transformada de Fourier, para
tridimensionales, tanto a los datos gravim<tricos como al operador,

para, va en el dominio de las f{recuencias realizar el producto término
a2 tsrmino; posteriormente se realiza la transformacién inversa y el

desdoblamiento de los datos obtenidos.
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Las expresioneq"a” programar heran -1dq;

-

. Seran subrutinas de 'convoluc1cn 1yp
subrutinas de transformada de’ Fourier;

graficacian.

CAPITULO 3  APLICACION EN MODELOS SINTETICOS -

3.1. LA ESFERA

En la figura 2 se muestran las caracteristicas del modelo en
consideraci¢on. Para hacer un anilisis detallado en la aplicacionr del
m<todo, se realiza.el proceso de convolucisdn tanto en el espaciO'.cémo .
en las frecuencias. En la tabla 1 se especifican cada uno de los
modelos considerados, variando la inclinacisén y con un valor de De:DO.
Se presentan los casos para 90 y 45 grados. En la figura 3 se muestra -
la anomalia gravimstrica; en la figura 4 1la anomalia magnetica con
In:goo; la figura 5 muestra Jla grifica del operadeor con una
inclinacion de 90 grados ¥ una declinacien de 0 grados. La figura 6
representa la psecudoanomal:a magnstica de campo total calcqléda por
convolucioen en el dominic del espacic donde se puede apreciar el
efecto de borde. La figura 7 representa  la pseudoanomalia calculada

por convolucion en el dominio de las frecuencias. Las figuras 8,9,10 y
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11 representan la anomslia magnsticéa con una inclinacien de 30 - grados
vy decliancion igunl a cero, el operador paralas -mismas- condiciones,
la pseudoanomalia calculada por convolucisn . en el espacio vy 1la

pseudoanomall a calculada por producto - en las frecuencias;

respectivamente. La figura 12 muestra la parte real de la transformada

del operador con In=90°. la figura 12 es el espectro de anmnplitud de

dicho operador, su parte imaginaria es cero por lo gue su especlro de

=

fase sera igual a cero. En las figuras 14 y 15 se pueden apreciar las

partes reales e imaginarias del operador de 300, En las figuras 16

y

17 se aprecian los espectros de amplitud y fase de dicho operador.
Igualmente se realizd el proceso para el modelo de la esfera con
anguleos de inclinacisn de 60 y 45 grados. En todos los modelos se
calcularon pseudoanomallas por convolucicn en el espacio con,

operadores de. diferentes longitudes como se muestra en la tabla 1.
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,c._ -

Parametros:

Densidad (p} 3

i

1.0 gr/cm

Suceptibilidad (k)

0.001 c.g.s

Intensidad del campo (H)

43250 gamma

Fig. 2




- TABLA 1 .

~ ESPACIO . |. .. FRECUENCIAS
1n (De=0")|No.. Ptos:| TRANSFORMADA | ESPECTRO
90 '
ANOMALIA 60
MAGNETICA 45
S 30
ANOMALIA . PR: " REAL ESP. AMPLLT.
GRAVIMETRICA “.PR... IMAGIN. |ESP. FASE
PR. REAL ESP. AMPLIT.
PR. IMAGIN. |ESP. FASE.
g3 | PR. REAL ESP. AMPLIT.
. 3 PR. 1MAGIN. |ESP. FASE
OPERADOR 17 .
9
5 .
' 33 PR. REAL ESP. AMPLIT.
: PR. IMAGIN. |ESP. FASE
: 17
5
PR. REAL ESP. AMPLIT.
30 33 PR. IMAGIN. |ESP. FASE




TABLA 1 (CONT.) .

¥RECUENCIAS

ESPACIO
in (be_:oo) No. Ptos
S 65 .
: L na
90 41
' 37
- CONVOLUCION 45 49
EN EL b - 417' :
ESPACIO a7
. 65
: 49
60 P
37
30 65
PRODUCTO go 32
o 32
EN LAS os ag
FRECUENCIAS 20 32
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3.2. EL PRISMA

Al ser calculadas 1as anomallaw grav;mutrlcas y magnLtzcaﬁ de un
prisma de 2 X 2 x 2 unldades con'_ﬁnﬁ contrafte de' den idad de 1.0
gr/cmz. con una susceptibllldad magnutlca de 0 Ool-rc.g.s.* ~al wvalor

del campo magnﬁtlco total de 47700 gammas un angulo de inclinaciosn de

(o]

90 ¥ un angulo de decllnac10n de oY se obtuviersn las anomalias de

.

las figuras 18 y 19 respectivamente.

La anomalia gravimétrica calculada en una malla de 8 x 8 se
convolucion® en el espacio con un operador cuadrado de 5 x 5, figura
20, para obtener la pseudoanomalia magn=tica de campo total de 8 x 8 a
la cual se le ha removide el efecto de borde, figura 21. La misma
anomalia gravimetrica se convolucion® en el espacio con un operador
(In=90o .De:OO) de B8 x B (Fig. 22), para obtener la pseudoanomallia de
1la figura 23 de 15 x 15. En la figura 24 se puede observar 1la misma
pseudoanonalt:a perce removiendo el efecto de borde (8 x B8). En 1la
figura 25 se observa la pseudoanomalia calculada por producte en el
dominic de las frecuencias de 8 ¥ 8, para una inclinacioen de 90 grados
Yy una declinaci®n de 0 grados. El mismo procedimiento se sigue para
una inclinacicn de 45° y declinacicn de 00; en la figura 26 tenemos la
anomalia magnetica de 8 x 8. En la figura 27 el operador de S S y en
la figura 28 la pseudoanomalia, de 8 = 8, por convolucicon en el

espacio luego de remover el efecto de borde. En las fipuras 29 y 30 se

pueden observar el operador de & x 8 (In=90°. De:OQ) Y la
pseudeoanonalia por convolucien en el espacio,de 8 x 8, luego de
remover las orillas, respectivamente . La figura 31 muestra la
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~ ps eudoanomalia calculada por producto en la ercuenclav k7 ox 7); Los

eSchtro de amplltud de los operadores dL 90 y 45 'se:mugstran en las

fxguras 32 y 33. ?_m o
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Fig.18 Fnomal{a Magnética I=3B (B x B)



Fig.28 Operador I=98 (5 x 53







Fig.22 Operador I=S58 (B % B8)




Fig.23 Pseudoanomal{a por conwvolucion en el espacia

I=g98 (15 % 13)












. Fig.2? Operador I=45 (5 x 5)
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CAPLTULO 4 APLICACION A UN CAS0O REAL

4.1. LA CALDERA LOS HUMEROS =@

4.1.1. LOCALIZAGION .

El provecto geotermico {(PG) los Humeros-Derrumbadas se encuentra

en la Cuenca de Libres~Oriental, en los estados de Puebla y Veracruz,

figura 324; geolsgicamente se localiza en el extreme oriental de 1la

Zona Neovolcanica Transmexicana que atraviesa a Mzxico en la direccion

W—-E, en interseccizsn con la Sierra Madre Oriental.

El zrea estudiada comprende aproximadamente una superficie de 4000

km“ ¥ s encuentra delimitada por las coordenadas:

L] 1.
19005 a 19044 de Latitud Norte

a7%20 a 9795 Jde Longitud Cccte
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“4.1.2. BOSQUEJO GEOLOGICO

Gevlopicamente el srea se  .encueritra limitada al norte por la

estructura domica denominada ﬁﬁﬁiza?idéffTe;iuflﬁﬁ, "constituida por
ésquistos ¥ rocas granitiéas désarréiisdééidésde el Permico Tardio al
Trissico Tard:io-Jurisico Temprano que fdrﬁan_-el basamento regional.
‘Cubriendo discordantemente a este, séprcéénf la rocas clasticas del
Tristsico-Jdurasico las cuales, a su véz. estan cubiertas del mismo modo
pPor una sSecuencia marina que representa al Jurasico Superior-Cretasico

Superior.

Las rocas mesozolcas sufrieron plegamiento a principios del
Terciario vy las estructuras plegadas fueron semierosionadas antes de

que las rocas volcanicas posteriores las cubrieran.

La primera acumulacicn de rocas volcanicas =e efectue hace
aproximadamente 11 millones de aros y esta constituida por derrames de
andesita de hornblenda. Eslas rucas se encuentran cubiertas
parcialmente por derrames de ande=zita de augita procedentes de . los
volcanes Cofre de Perote y Pico de Orizaba, cuya edad es

aproximadamente de 5 millones de alios.

El sipguiente evento magmiatico fue de tipo explosive con produccion
de gran cantidad de ignimbritas que concluye con derrames y domos
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asoc1ados de compo 1ciun ac;da Eeta acthldad vacit -parcialmente la

F

Camara magmntlca y provoca el desplome de;la eutructufaiibfiginahdqse

Despuss del hundimiento se éucédierén 'V de: derrames de
. andesita basaltica ¥y posterlormente continud- la i actividad volcanica
con la erupcicon de grandes cantldades de pOmez . qué;'cubrio en forma

considerable la regién.

La fase final de la acti#idad vdicﬁnica'del'érea se manifiesta con
la produccicon de una serie de derrames de composicion basaltica gue
muestran estrecha relacidén con el origen de las calderas de explosion,
que estan distribuidas en +toda la region.[Proyecto Geotermico Los
Humeros-Derrumbadas, Informe Geofisico, Comisicon Federal de

Electricidad, 1981]

4.1.3. ANTECEDENTES GECFISICOS

Entre los meses de febrero y abril de 1968 la Comisidon Féderal de

Electricidad (CFE}, en coordinacion con el Instituto de Geofisica de

la Universidad Nacional Autonoma de México (U .N_.A.M)., realizaron lqs
primeros estudios geofisicos en La Caldera los Humeros, haciendo

mediciones de tipo termico, magnsticas, gravimstricas, de resistividad
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y de ruido slsmico.'cubriepdo_¢57Canﬁ tb,unﬁ_réé_@g'18.43 km“.

Para 1977 se realizaron otrds'eé;@diqsﬁgebfysibds bor personal del
Instituto de Geofisica de 1la ”fU.N;ﬁ;H,;-f'cénsisténtes ‘en" . un

levantamiento aeromaghetico y otro gravimé&trico.

I3
u

En los afios de 1979 y 1980, el mismo Instituto, bajo contrato con
la CFE, 1llcv: a cabo tambid<n en la cCaldera los Humeros un

levantamiento regional de corrientes teluricas y de autopotencial.

En 1979, la CFE reanuds los trabajos geofisicos, emprendiendo  las
exploraciones aeromagnzticas y geoeléctricas a nivel regional en La
Caldera Los Humeros ¥y en Las Derrumbadas, y posteriormente los
estudios a detalle geoelsctricos ¥y autopotenciales en ambas areas, los

cuales se continuaron hasta fines de 1980.
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4.1.4 ANOMALIA ESTUDIADA =~

4.1.4.1 PERFIL GRAVIMETRICO

En el extremoe este del Eje Volcianico TransmexXicano sge encontrs una
anomalia gravimstrica negativa. Tectonicamente, dicha anomalia parece

corresponder a un hudimiento en el gue han tenido lugar varias series

de episodios vocanico: el aresa consliderada es un campo geotdrmico

potencial, limitado al norte, por £l complejo litologico de Teziutlan,
hacia el sur, por las llanuras de Tepeyehualco, al oeste por la Sierra

Madre Oriental y al este por la cadena Pico de Orizaba-Cofre de

Perote.

La figura 35 nos muestra el mapa de ancmalia residual. La seccidn

AA' se muestra en la figura 36. [Mena y Gonzales, 1977-1978].

4.1.4.2. PERFIL MAGNETICO

Un levantamienteo aeromagnetico regional sobhre La Caldera Los

Humeros, descubric una anomalia de tipo bipolar sSobre la regien

central de 1la caldera. Otras ancmalias de menor intensidad  se

representan sobre v fuera del contorno de la caldera.
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Fig. 35 Mapa de anomalia residual. Valores en Mgals.
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En- la figura 37 se puede obbervar gl mapa dc anomalla re ldual de]

campo total contlnuado 2 kllémetroa sobre el n1ve1 dc i

SUpoflCle

La figura 38 representa la anomalla magnétlca de Campo total‘;c este

n1ve1 del perfll AA" [Flores-Lunai'et.ﬁ'1;,1977~1978]

4.1.5. OPERADORES Y PSEUDOANOMALIAS

En base é las diferentes interpretaciones que se han tenido sobre
la anomallia en cuesticen, se diseliaron dos operadores, los ° cuales al
ser convoluclonados en el espacio con la anomalia gravimetrica nos
proporcionardn las dos pseudoanomalias correspondientes de ia

siguiente forma:

a) El primer operador, figura 39, se disefio con las caracteri ticas
magn<ticas del cuerpo propuesto por Flores et. al. ,[1977-1978]1 gque sén

de: declinacion e inclinacion del campo geomagnetico (De,In) iguales a

8.5 ¥ 35 grados respecliivamente, declinacion e inclinacicon de
polarizacicn (=,o) de 8.5 Yy 31 grados respectivaennte. La
pseudoancmalia magnetica del campo total obtenido, figura. 40, se

calculo con una magnetizacien efectiva de 16_8x10_3cgs v una densidad
del cuerpo de 2.4 gr/cmg. proporcionados por Flore=z et.

al.,[1977-1978] y Meta y Gonzalez [1977-1978], respectivamente.
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b} El scgundo operador, figura 41, se disero de 6 cuerdo a 'Joé
estudioé realizados por Urrutia [19?91;' vy tomando -log valores de
declinaciocn e inclinacicn remapente e inducida en la misma direccicn,
para De=48° y para 1n=8°. La pseﬁdoanomalia magnstica de campe total,
fipura 42, se calculs éon una magnetizaci:n'de 0.735x10—3 cgs ¥ una

densidad del CUEPPO'dE.z.é gr/cmBl En los dos casos el valor del campo

inducideo terrestre se tom> igual'aasoo—gammas.

4.1.6. INTERPRETACION

El estudico paleomagnstico realizado por Urrutia [1979] nos muestra
las caracteristicas magnzticas de los cuerpos en las areas estudiadas,
lag cuales difieren considerablemente de los utilizados por Florez et.

al.,[1977-1978] para el cilculo de la anomalia en consideracizn.

La aplicacicn de los datos palecomagnsticos en el calculo de 1la
pseudoanomalia magnstica de campo total, junto con las caracteristicas
consideradas por Mene v Gonzaler [1977-19787], nos define una
estructura de baja densi@ad. de aproximadamennte 1.25 km. de ancho &
con una profundidad de 500 metros=s.

De esta forma se confirma el anxlisis heche por Gonzalez et.al.,

[1982j donde tambisn se caracteriza la anomal:ira bipolar discutida.
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CONCLUS10NES

"La posibilidad téirida'ﬁe'célculér la pséudoanémalia magnetica de
campo total-.a partir del gaﬁﬁd.fgféyiméfrico Be demuestra. en 1la
ecuacion.2.3.9--El'opéradbr obtenido se atenua -Sﬁavemente.' de forma
tal que el operador es mis efectivo cuandd la anomalia gravimdtrica se

atenla suavemente.

FPara una longitud del operador equivalente a la mitad o mayor de

la anomalia gravimstrica y para un retrazo minime en 1la {fase del
cperador, determinado por el zngulo de inclinaciin del camp@, loe

Tesultados obtenides son de gran aproxXimacion. Una distorcion

significativa se obtiene cuando la anomalia gravimetirica se extiende

en Lama®™o muche mavor que €l operador como se muestra en la figura 43.

Igualmente cuanto mas completa sSea la anomalta gravimetrica y el

operador, se disminuye el error final. En la tabla 2 se puede ver comno

al aumentar de 32 a 64 las longitudes de la anomalia gravimeéetrica vy

del operador, se reduce el error cuadratico medio (RMS).

Por otro lade se pudo comprobar como la aplicacién del operador en.

el dominio del espacio es mzs efectiva, gque 1 mismeo

proceso en el

dominio de las frecuencias. Sin embargo €l analisis de los datos a

traves de la transformada de Fourier nos proporciona mayvor informacidon |

del probiema en consideracicen.



Es 1mportante recalcar quc }a documcntaclnn Lc01¢g1ca del problema

an . 1a 1nterpretacibn ka funddmental en la apl:cac1on del caso real,
en La’ Caldera de 105 Humero

“Como elemento auxiliar en la interpretacion de campos potenciales

el metodo puede ser aplicado, teniendo siempre en cuenta que la misma
estructura o cuerpc es resgponsable de ambps anomdlias, la gravimdtrica

y la magnetica.

TABLA Z

No. de Puntos

32 64
A 90° | 0.554 | 0.413
g 45° { 0.718 | o.s15
ILI 30° | 1.471 | 1.042
. o
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Se presenta €l desarrclld matemitico del operador para un caso-

general donde se . consideran.diferentes. las direcciones de remenencia e °

De la ec.(2.3.9)"

: . T . S0 . a7 (1/R)
T(r) = ZRGPII'-J- 'J-_'Ag_(x-',y'_,__O) TL——-TC-———— dx‘dy’

+ @

considerando to diferente de 4 Yy sobre los planos Xx-y-z se tiene

que las derivadas con respecto a las direcciocnes seran:

a ;
az

= cos{In)cos(de) + cos{In)sen{De) gy + sen(ln)

a
ax

a - a 1 , .
dto dto L (x—x')2 + (y—y)2 + (z—z')2]1/2 . |

_a cos(In)cos(de) - o cos(In)sen(de) . ad sen{iIn)
N R -ay R dz R

=cos{Iin)cos(be) :if:ﬁ;l - cos(In)sen({de) Ay=vi) o sen{ln)_iz:i;l
3 3 3
R R R
(4 -(x-x'Jcos({In)cos({de) _ y=y'lcos(In)sen{de) {(z-z')sen(In)
(520 R3 R3 R3




= cds(é)coS(a)' gi;f[-*(x;xv)cog‘l

H)cos(Dae) o«

(zlzysen(1in)

+

cos(e{séﬁ(&rf"'

cosLId}séﬁ(

+. "

;,iiy;y’)CQS(In)sen(De)

TRa

Dé!f;-'fz—z')sen(ln}

(z-z")sen(ln)
R R
= —,cos(In)cos(De)cos(e)cos{a)-g; (x—;‘)
. - R

. R -y
—cos(In)senibe)coa(&)san(s)—— YY)

24

N = gen(in)cos(2rcos(e)—75z
; e (x-x"'}
- gos(In)cos(Delcos(d)cos () 5
y R
g —y " 3 .
"COS(1n)sen(De)C05(E)SEH(U)f*"*LX“X*l - sen(lIn)cos{&)cos() g
a e ay

]

(z—2z")
R>

(=—2")



_cos(]ﬁ)sen(De)coéjé)EQn “séﬁfih)éo$&é)pds(&)l

a
gz -

Lz

z*

-+ cos(In)sen(De)cos{@)sen(e) " =

R

3{x-—x"){=-2")

RS

a4 seh(lh]cos(a}éos(a]

+ cos{In)cos(De)cos{€)senloc}

T Bly-y') (x-x')

S{x—x'}Y{¥y-¥"}

RS

- cos{In)sen{be)cos(f)=san()

R> - B(Y—y')ze

REJ

3(y-y'i(z-z')
R

+ saen{lIn)cos(f)cos{c)

SR



+ cos{ln)cos(De)sen(#) - 3“{ x .:)é/- )

By-yiigzezt)

_BCX'_—_;_'_} cos{ln)cos(De)cos (8)cos{o).
R

o Bx-xt ;(V-Y' ) costin)sen(De)cos(#isen(e)
R

F(x-x"' )éZ—Z' ) sen({In)cos(&)cos{c)
R

3

- [—-}—] cos{In)sen{De)cos (F)sen(c)
R

3{x=x"ILY-¥') .oc(In)cos(De)cos(&)sen(o)

RS

3(y-y" )%
+ __Ly___g__ cos(In)sen{De)cos{F)sen(c)}
R



+ .?‘?'Y.?ézfz ) sen(in)cos(eysen (o

y =
IR

B(x=x")(z-2") "
T -

cos{ln)cos{be)sen(&) "

cos{In)sen(De

3ty-y')fz-z')’ ;sghgip)gégié5 

R5

reagrupando términos: |
1

LA S =
av ar R -
o

5[(x—x')(y~y‘){cos(In)Sen(De)ccs(E)Sen(o){Cés(ln)éos(De)cos(E)sen(c)}

+ (x—x'}{z—z').sen(In)cos(e)cos(o)+cos(1n5cos(be)sen(é)}
+ (y-¥'" ) (zZ-z" }ysen({Iln)cos(S)sen(~) + cos(In)sen(De)Sen(e‘)}
+ (x—x')2{cos{1n)cos(De}cos(@)cos(o)}

-+

(y—y')z cos(ln)sen(De)cos(é)sen(c)} + (z-z')zsentln)sen(e) ]

,[;lé]ESehtln)s¢n(é). :
SRTS e



y finalmente:.

'b.‘. -

8:2 .

S [ : ; ] V= 2 [(v— x) (Y—y)cos(-"-")cos (a) sen(c-) [Senwe ) wos( DG"-))

+ (&—‘y) 'zcos(ln} er (D

le -

[cos (In)cos(De)cos(@)cos (&i-l-‘cloé.'('-lh) sen( De)_cbs (sisen{z)+sen(Iln)sen(d )]
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