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Dehntr::i n. 

PACTIFICACION de X ~s una par~j~ (y, h'1 J 

un subesr ac í o den-;o d>:' Y. 

1.HVJ. Entoncpr., CY,il PS 1,n.-1 r::on1pacti{ic;;ci n l'.l<" Y, 

Demostrac.i·".n, St?·3 r·cg une. f.:,¡nil\¿¡: 

si YEr 

si re"~ 

Sean v, W elPmentas de ~: 

p;:; Ccl111par; l1'J. 

r -,, ' ' . l /\ r, t· .~ ... o; 

A5( 1 <Y,i> es una comprictífi.caci1~·n rje X,[) 

Observemos que Y es To si X es To, pero si XtC1, Y no es T • 
1 

1°t 88· 



Ejemplo 2. Sea Y como en el Ejemplo 1, siendo ahord 

X un espacio infinito y T . H3g~~os a =T UCY-F:FcX es iinito> 
l 

Entonces <Y,il as una compactificaci~n de X. 

Sea rc<r una familia; r =(V : iEl) 

si rcT , entonces UrETc<r. 
c c 

si rcC"-T , entonces w E ur y (LJr) = cuv ) 

c e 

e 
nv , 

y como V es fi11it-::i µaril todo iEI, <Ur> es finito y se tie-

ne UrEir. 

Sean V y W dos elementos de <r. 
c 

Si V y W son elementos de <r-T , entonces <VílWl = 

Si VET y WE<r-T , entonces 
e c e 

wEVUW y CVUWl =V ílW 

0~ fin~to. Por lo tilntc VUW~rr • Tambi~n VílWEir pues vnw = 

V-<Y-WIET dado que X es T . 
1 

De donde, si Ur r ur con r CT y r c<r-T , entonces UrE<r. 
1 2 1 2 

Sea @={V : iEI), una cubierta abierta de Y. Enton-

ces existe JEI tal que "' EV =Y-F ; pero entonces s1.".lo falta­
j j 

r,a cubrir· a F que es finito. Por lo ta11tn Y es compacto. 
j 

Como X es infinito cualquier vPcindad de w ínter-

,·,ecta ,:¡ X, por lo que ro es punto de acumulaci,·.n de X y X P.S 

/ 

... 



abierto no var:!o Go de X, tal que X-Go ~ea compacta. 

Ho==GoLJ{m) y sea. cr la topolog ci gerH~r-ad-:> por· l:= -rU{Hr)) , En-

tonc:es <Y, i) es un<'! comp<lcti flcaci :·m de X. 

ces ei<iste 

Sea :U=={V iEI } una cubierta abierta de Y. Entcn-
i 

jEI tal que Ho= V y cnmo V= HoUCX-Go) y X-Go es 
j 

comr.:icto, V tiene una cubiertd finit.1 en :i> • Por esto, Y es 

co111p.1cto. 

sus vecind.H.ll·~S c:ontiL?rif'n a Ho, :< es den-;o E.'11 Y. Ef"I cons.-'cuen-

c:ia <Y,il es una. compactificac.:i .. ~-n de X.(] 

Sea § de R en Y-C<h,k+rl), dada por: 

2 (;{) 

-1 
2 <u, v) 

2r (i<+rl (~-hl 

(h + -----------------

I 

2 2 
(x-h l + ( k +r) 

h - u 
-----------v ~ l.l 

V - (\:~r) 

I 
\ 

\ 

\ 

2 2 2 
(;.¡ -h) + k - r 

-----------------(k+r) 
2 2 

<x-hl + <k+r) 

e•s unii r:ompactificaci.\n de R. 



caci 'n de R. 

Ejemplo 5. Se.1 Y={i-<,y,::l-E R :(:{-hl +(;·-U +<2-ll 
2 

=r-; lf.-r-). Defin.::imos ~ liE' R en Y-((h,k,l·rr·)}: 

h 2rCl+r)(x-h) 2rCLt-r)(y-l.:) 
[Cx-hJ2t(!J-k)~¡. ¿2...r2](ltr)) 

'cx-h )2-t(.Y-kf¡.(l.1-rJ
2 

2 l><' y>=( + (x-h)2 +(.'1-k)2 t<lt r) '(x-h)2+(1f-k)~ +(l 1-i-J
2 

-1 lU 1 h) 1.r- w (tr-k)) 
2 Cu,v,1-il=(U- w-L-r" ( ¡- ' w-l-r' 

' , 

' \ 

' ;r,-1 ) • 1. ( l.l ) 1J', lLJ 

2 
Entonces (Y,~I es una compactiflcaci~n de R, 

2 
Obsei-vaci ·n 2. En par-t.iculai- S es 1H1a compactifi-

2 
caci.c'.n de R • 

Gener-ali2ando las ob~erv~cicnes 1 y 2 tenemos que 

1 
Ejemplo 6. Sea Y el cilindi-o S xI y sea X=S xC0,ll. 

Definamo<;, h=i, la inclusi-':n. Entonces CV,h> es una compacti-

ficaci<'.·n de X. 

h 

----- ... 

' .... - - ,. 

·f 



Ejemplo 7. 

,_ 

.. -·- - - -
<., - - -

Ejemplo 8. 

,. .... - -... -
) , ___ ,-

2 
Ejemplo 9. Sea X=R y sea Y~XLJ{oJ}, Sea T la topolo-

2 
log1a usual de R y sea a =,-UC Y-~ : V compacto en X ). 

Est~ compactif1r.ari n es con mucho la m~s famosa de 

todas las compactificaciones unipuntuales y se generaliza en 

el sigui ente: 

Teorema 1 • Sea (X',.) lln e";pac i o topo 11'.·g i co, con X 
1< 

no compacto. Sea X =XLJ(ro 
) ' dond2 (J) es un objeto que no es 

;+: * elemento de X. Ha9.:iinos ,. =TLJ{X -·f.·: f: compacto cerrado de X ). 

* Entonces (X , i l es una compactific.:ici "n de X. 

Demostración. La uni·:n rle elementos de T es elemen-

* * to de T • La uni0n de elementos de T -,- es elemento de T 

* * porque si re,- -1· , entonces r·={V ) , i E I , donde V ;=X -K 
¡' 



y K es compacto cerrado de X para cada iEI. Luego 

ur = u v 
i ( r i 

·~ 

= U C X -1< 
i E I 

* =X - íl K 
i El i 

y como n K 
i E I i 

'~ 
es compacto cerrado de X, UrET -T. 

* Sean Vh y \~ E,. _,. 
Entonce~; 

* 1 .~ 

X - CVU\~l -· (X - Vl íl <X - \•Jl 

es compacto cerrado en X. Por lo tanto, VUl•l es C\bi erto 

* Por- otro lado, vnw es abierto \?n X porque 

* en X 

wnx es 

abierto en X por ser complemento de un cerrado, y V es abier-

to en X. 

* Corno cualquier cubierta abierta de X contiene un a-

bierto Go tal que m E Go, y el comple~ento de Go es compacto 

* en X, X es compacto. 

* Como cualquier abierto de X que contiene a m in-

* ter-secta a X, X es tlenso en X .(J 

Nota: Nos r-eferiremos a esta como la CDMPACTIFICACION 

DE ALEXANDROFF. 

* Teorema 2. X es To si y s0Jo si X es To. 

* Demostraci1ín. Si X es To, eritonces X es To por ser 

* subespacio de X . 

6 



Supn.ngamos qu•.: 
·~ 

X es To. Sp,J 
¡; 

xEX y y:.:m . Entor1ces, 

como X es abiE?rto f.'n X , X es To.[J 

Teorema J. X es T si f S·lo si X es T . 
l 

Demostración. Necesidad. Si X es T entonces X es 
:l: 

T por ser subespacio de X , 
1 

Reciprocamente, supongamos que X es T y sea xEX . 
1 

Si xEX, entonces Cx> es compacto y cerrado en X, de ah; que 

* (x} sea cerrado en X • 

* Si X"'~ , entonces Cx> es cerrado en X porque X=X -
~ t 

{m} es elemento de ·1· • Por lo tanto, X es T .CJ 
l 

Definici .. •n. (X 1 T) E·s Ro •c:-.i xEAET ==> x ~A. 

Teorema 4. Sea <X,TI un espacio topoljgico. Las si-

guientes condiciones son equivalentes: 

l. X es Ro 

2. xEy ==) yEx 

3. X E y ==) X = y 

Demostracic'.n, lllo:=>(2). Sea xEy. Sea A una vecin-

dad abierta de y. Entonces yGA y xEA. De aqu! que yEx. 

C2l ==> (31. Si xEy, entonces yEx. Por 

131==>(11. Supongamos que ~EAET . Si 

yE ; tal que vi A. En consecuencia yE A 
e 

lo qw: 

:~~ A, 
e 

y YS 

to X ye A , lo cual es una contradice L.'m. C J 

7 

X¡; y y YS. X• 

entonces existe 
e 

A Por lo tan-



:t 

Teorema 5. X es Ro si y s.\[o si X es Ro. 

Demostraci~n. Si X e3 Ro, ~ntonces 1 lo ~5 po~ s~r 

* subespacio de X • 

Supongamos que X es Ro. Sea xEX y AcX abi~rto on 

* X tal que xEA. Si xEX, xEnnx y AílX es abierto en X, por 

lo tanto XfAílXfA. 

* Si x=m , x=K ya que x=X -X y por tanto xE x cA. De 

* aqui que X sea Ro.() 

Def i ni.e i :,n, (X, TI es R si y/: implica que K y y 

tienen vecindades ajenas. 

TeorPma 6. Sea (X, TI un espacio topo! ·gico. Enton-

ces X es R si y S))O si ;fo; implica que x y y tienen vecin-
1 

dad es aj en as. 

Dernoslraci .. n. N2ce•:;idacl. Supu1i.Ja11-.os q•.ie tot1a vecin-

dad de x intersecta a cada vecindad de y. Entonces x=y. De a-

qu; que yEx. Lo cual implica que X no es R . 
1 

Suficiencia. Si 

x y y tienen vecindades ajenas.(] 

Afirmaci'.:n 6.1. íl ""-=)Ro. 

Dcmostraci~n. Sea yEx. Entonces toda vecindad de y 

contiene a x; luego toda vecindad de y intersecta a cada ve-

cindad de~. Por el Teorema 6 tenemos x=y.[) 

8 



Definici1.n. Diremos quP. un P.spacio topot•:gico X es 

LOCALMEIHE C011PACTD si e ad a punto en X ti enr- un.'\ vec i nrJad 

campacla. 

Teorem·'l 7. Un espacio R es localmente compacto si 
l 

y s(,lo si todo x til~ne Llna vi:cindacl comp<icto-cerrada. 

Demostraci~n. Necesidad. Sea x un elemento del es-

pacio. Por· hip,·tes.is e;dsten A ,1bier·to y K compacto tales que 

xEAcl<cl<. Veremos que !~ 1?s comp.•H:to. 

Sea zE k, 51 zn f;="-' , entonces e><iste ura vecindad 

abierta de z qlle no int.er·s"!cla al<, lo cL1al contr,1dice el que 

z sea un punto de la cerradura de K. As:, zíl KtO. Sea ahora 

yE zíl K. Como el espacio es Ro y yE z, tenemos 2E y, 

prueba que K5 U y. 
yEK 

lo cual 

Supongamos ahora que f~c 'J, con V abierto. Entonces, 

para cada y en f~, ye V. Pur l<111l_o f~s_ U ye t,•. 
yEK 

Sea ahora @ una cuDierta abierta de K. Entonces 

tamhi~n cubre a K. Como K es compacto existe una subcubierta 

de ~ que cubre a K y por el resultado previo tambi~n a K. De 

aqu{ que K sea compacto.[) 

Lema 8. En un espacio R la propiedad de ser local-
1 

mente compacto es hereditarid para los abiertos. 

Demostración. Sea A abierto y sea KE A. Por el Tea-

rema 7 exist~ K compacto cerrado en X vecindad de ft• Como K 

o 



es regular, X es reqular. Por 

vecindad compacta de~ en el subesp~ciu A.[) 

Teorema 9. 

mente compacto. 

.°i( 

X es R 

.;: 

si y ""•·lo si X es R 
l 

y local-

Demostración. Si X es R entonces X es R . Corno 

* * X es localmemte compacto y X es abierto en X , X es local-

mente compacto. 

Supongamos dhora que X es R y localmente compacto. 

* Sean x,yE X con x+v· 

Si x,yE X nada hay que probar. 

Si y= m entonces, por hip.~tesis, x tiene en X u-

* na vecindad compacta y cerrJd~ K. Entonces ~ y X - K son ve-

* cindades ajenas de x y y respecliv~rnante. Por lo tanto, X es 

R • [ J 
l. 

Lema 10. X es T si y s010 si X es R y To. 
2 

Demostración. Si X es T, entonces :q:y implica :q,y, 
2 

lo cual a su vez implica que x y y tienen vecindades ajenas. 

Rec.:procamente 1 s1 X es R y To, entonces tambL'.n es 
t 

T • Por lo tanto, X'fY implica X'fY· 
1 

tienen vecindades ajenas.[] 

t fi) 

En consecuencia, X y y 



* Teori:.'m<l 11. X es r si y s, la si X es T y 1 oc il l -
'2 2 

Demos tr ac i ~:·n. Si 

:t 

calmente compacto porque X 

Supongamos que X 

* X 

es 

es 

R 
1 
T 

2 

T 
' 

en tone e·:-, X es T y lo-
2 2 

por el Lr~m-1 10. 

y localmente compacto. En­

* tonces X es R y localmente compacto. Entonces X es R por 
1 :« l 

el Teorema 9 y es To, a-;¡~ que X e(; T p::ir Pl Lema 10. ( J 
2 

CorolArio 12. Sí X es localmente co1npacto y íl, en­
¡ 

tonces X ~s ~ompletamente rc0ular. 

tonces X 

Demostraci~n. Si X es 

es R . 
1 

Probareinos qui? 
·~ 

1 ocal mente compacto 

* X f?S normal . Sean 

* 

y R J en-
1 

A y 8 ce-

rrados ajenos no vaccos en X • Como X es compacto A y B son 

compactos. 

Sea >:E A. Entonce>s rnr,1 cada yE 8, yf ; , por- tanto 

x y y tienen vecindades ajenas U y V , respectivamente. Como 
y y 

B es compacto la cubierta abierta {V yE B> debe tener una 
'f 

subcubier-ta finita, digamos 

V V ... , V 

y y y 
1 2 n 

n n 
Luego u = f1 u y V "' u V son vecindades ajenas de x y 8 

X i :: 1 y :t i=l y 
i 

respectivamente. Por o\: ro lado, como A es compacto la cubier-

ta abierta de A, CU : xi;; A) tiene una subcubier-ta finita, di­
x 

gamos 

11 



u ' u ' ... ' u 
X X X 

m 

De aqu\ que U= U U 
m 

y V= íl V 
i=l x i=I ~ 

.~ 

B. Asi pues, X es normal. 

sean vecind~des ajenas de A y 

·~ 
Sea A un cerrado no vac 0 0 de X y sPa x cualquier 

* punto en el complemento de A. Entonces, xílA=0 , ya que X es 

Ro. Por el Lema de Urysol111, P.xiste un,1 funci .'.n de Urysohri p¡¡-

ra x y A, la cual es tambi '.n una funr:i•.:·n de Urysohri para x y 

* A. De aqu< que X see1 compl et: amente regular y, en consecuen-

c i a, lo sea X. C J 

Corolario 13. Si X es localmente compacto y T , en-
2 

tonces X es de TychonofF. 

* tonces X 

Demostraci0n. Si X es localmente compacto y T , en-

* 2 
es T y compacto. Por tanto X es de Tychonof f y X 

2 
es complelamente regular.[) 

Dado que existen mGltiples compactificaciones de un 

mismo espacio, es conveniente relacionarlas. Para esto dare-

mas la siguiente: 

Definici¡~,n. Sean (Y,f) y <Z,g> dos compactificacio-

nes de un espacio X. Decirnos que Y DOMfNA a Z y escribimos 

IY,f>? <Z,g> si existe una funci~n continua h de Y sobre Z 

ta 1 que h f = g. 

12 



Demostr-aci,'n. Corno id 0 f=--f, !'1,f!~· IY,f'. 
y 

Si CY,f)~ <Z,gl y <Z,gl~ O·J,hl e:nsten ¡-, y h Li·· 

les que hof=g y hog=h. 
1 2 

Per-o entonces h oh of=h o g=h por- lo que se tiene la 
?. l 2 

transitividad de la relaci•:'•n.(] 

De fin i c i <'•n. Si <Y,f) y CZ,9> son cjos compactifica-

cienes de un espacio X, diremos que son EQUIVALENTES y escr-i-

birernos y::; Z, si <Y,fl~ (Z,g> y <Z,glo?. <Y,f>. 

Teorema 15. Si <Y,f) y <Z,gl son dos cornpactifica-

cienes de X y, f y g son topológicamente equivalentes, 8nton-

ces son compacti f i cric ioricc; equival pntes. 

Demostr-aci0n. Por hjp0tesis e~iste un homeomorfismo 

h de Y en Z tal que y hof="IJ· De aqu1' tenemos que <Y,f>2 <Z,g> 
-l 

Adern.'..s hog=f y entonces tambi~·n !I,g1;: CY,fl. Por lo tanto, 

Y= Z. C J 

Teorema 16. Sean <Y, T) y !Y, ir) dos compactifica-

ciones unipuntuales de X. Entonces <Y, TH. <Y, <t) si y sS.do 

si <r<;T. Consecuentemente, (Y, T)::; <Y, u-> si y s-:'.;lo si T=tr. 

Teor-ema 17. La compactificaci~n de Alexandroff es 

el elemento mAs grande en el conjunto de todas las compacti-

ficaciones unipuntuales. 

13 



Demostraci:n. sea Tuna topolog a cualquiera sobre 
entonce·:. 

Si G<;:. X, 
.~ 

G•GO X •• abierto en •· Por l• t•n••• GE •· Po• otro lodo, ol 

que compactif ica a X. 5?A G~T 

e: 
e 

L:imbi ·n G 

c 
=G n X es cerra-

es comracto. * 
CD ¿ G, entonces G 1' c.;_ T , () * do en x. Se sigue que G E T. Esto prueba que 

Lema 18. Una topolog:a T y compacta en un espacio 
'Z 

X es la mínirna entre \ilS topo\ug1JS Hauo;dor-ff de X. 

Teor-ema \9. Si un espacio X tiene una compactif ica­
* 

ci•.'n unipuntual T , entonces c.Jeb(! coincidir con X 
2 

Demostrac\r.n. Supongamos que T es una topología T * * 2 

sobre XLJ{m l que compactifica a X. Entonces TGT . Pero T es * 
tambi ;n un• topo\ oo .a T . En ton• es. por e\ Le•• \B, ••• • tJ 

2 

De aqu1 que podamos hablar de "la" compactificación 

T unipuntual de un espAcio x. 
2 



COMPf'.',CT1FlCAC10tl or: STONE-t:'.ECH 

cesitarernos de las definictones y r·es•1ltilúo":. siguientes. 

Definicic':n. Se,1 {X: iEl ) 1 una f:imilia de conjun-

tos. Una función f de I en U X tal qu~ 
i E 1 i 

f(i>EX para todo i en l. 
i 

se llama una FUNCIOM DE ELECC1rn.1 sobl""e la familia {X J. 

Un a f ami 1 i a < x } , 

i 
DE REPRESENTANTES dH ex ). 

¡,;¡,:.:E:< es llanii!da un SISTEMA 

De fin i c i :: n. Al conjunto dF.- tndas las funciones de 

elecci.:,n sobre (X } le llarnarF~mos el PFlODUCTO CARTESIANO de 

la familia <X J y lo denotaremüs por nx . 
l 

Definici~n. La i-~sima PROYECCJON es la Funci~n p 

de flX en X d¿1da por·: 
I 

p < f l =f < i >E X ( *) 

Lema 2<Zl. Si p (f)::p <g> pal""d todo iU, entoncRS 

f=g. 

PROPIEDAD UNIVERSAL DE LAS PROYECCIONES 

Dada una famili;i de funciones {f :x-v}, iEI, con 

un dominio com·:!n, ei1iste P.>'octamente un¿¡ ·funcL'm 

e:x-n y 
I 

que satisface p o e=f , i E [ 

15 
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A e se le llama la FUNCIOt'I E'Jl~LUAClON d<~ la f,1milia. 

EJEMPLOS 

e 
X -----~JTy 

1 ¡ 
f +--·-,) 

'{ 

Si CX : i E I} es una far.1i 1 i a tal que X =X para cada 
i 

i E I, 
I 

el producto cartesiano de esta familia se escribe como 

X • 

Consideremos al1or·a Lli1-'l fa;nili...i { f: X-'f} 
iE 

. Si 
I 

pensamos que V ==Y, la ev<iluilci:·:n d1.:- !?Sta f.Jmilia es un¿¡ fun­
I 

e i 6n e : X - Y • 

Enseguida, sea r un conj1mto de funciones de X en Y 
X 

esto es, r c Y . Podt?ir1os .:iutoindiciir r • En otras palabras, 

considerr1rnos {f:X-Y :fE r } como unil familia de funciones de 

X a Y indicada por r . As!, r juega un doble papel, como una 

familia de funciones de X a Y y roma un conjunto de indices. 

La evaluación de esta familia Ps, a~, una funcicn 
r 

e :X-Y 
r 

caracterizada por 

p o e f par·a cada fEr. 
F r 

CU) 

Definici,:n. Sea {f :X-Y) un.:i familia de funciones 
i i 

con dominio com~•n. Se dice que la fa111ilia DISTINGUE puntos si 

dados x4,y en X, existe j t.:il que f <:df-f Cyl. 
j j 

AfirmacL'.n 21. La evaluaci·'·n de lu f,Jmilia {f } es 

uno a uno si y s0lo si la familia distingue puntos; 

16 



Oefinici.'.n, Lil TOPOLOGH\ IMICIP•L de una famil1:1 

-! 
E ={f <U l u •E CT i , i ~ I. 

1 

Teorema 21. 1. Sea (f : x- (y , ¡¡ ) ) , i >; I una faíllili.J 

de funciones. 

entonces 

Si, para 

-l 
E =(f <S 

2 

i 
cada i E 1, E e~-:; 

SEE},iEI, 

genera la topolog1a inicial de Cf ). 

i 
una sub base de cr 

i 

Teorema 21.2. lTransitividad de las topologfas ini-

cialesl. Sea {f :X-+<Y ,a )} 1 !El, una familia de funciones. 
i i 

Supongamos que para cada en !, hay una familia de funciones 

en J 

(g : y~ ( z 
i j ij 

a », jEJ. 
i j 

Si cada Y tiene la topologia inicial de 
i 

y X tiene la tupulog:d inici,1! de (f ), ilO I, 
i i 

<g }, j 
i j 

entonces 

esta topologia coincide con la topolog1a inicial de las com-

posiciones 
<g o f }, iE I, jE J • 

i j 

Demostraci~n. Para cada i, el conjunto 
-1 

{g <V V Ecr ,jE J } 
i j i j i j i j 

es una subbase para la topolog1a inicial de Y . Luego, para 
i 

la topología inicial de {f > una subbase estJ dada por 

-1 -1 -1 
< f ( g (V >): V E cr , j E J ,iEl)={<g o·f <V l:V Ecr ,jEJ ,iEI>. 

ij ij ij ij ij i ij ij ij 
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L• O\tim• e• procí•••••'" un• ••••••• p•'' I• tap•l•o•• i•i-

cial de <g 
0 

f : j€J ,1,:1:. 

'!. j 

Teorema 22· 

Suponga.mas quP. f: <'f., Tl - Y es una fun-

el'•, y (q d- ll ,< )} •• uoa fomi 11 a d• funci ane•· O•••• • 

i i i 
Y la toplog1a iní.cial de {g ). 

tll .- T -contl<>•• si y o"\O si T wotie•• I• 

t2l f e• T -cnntln•• si y sdo si ood• g o f •• 

-r --continua. tll f ea • -abierta si • está conteo\d• eo I• 

t cp o l og;, a i ni t. i (31 de .:: .;¡ o f/ . i 

tog:.a inicial, 

la topologta pre\magen de f es tambi~n \a to-

p o l og .! a i ni c:i .; l d P. C <) o O • 

¡';!) 
f es r -continua si y s~\o si 

y esto ocurre si y s~lo si T con-

ttene • I• topo\ag a \oicl•I de <.g• fl, 10 cual •su'"' pos• 

si y sólo si c<Jda g o f es r -r.;ontinua. 
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gamos que 'l"Ccr 

-1 -1 -! 
xH {g cv > n g cv > n ... n 

1 2 
2 

para subb.:1si cos V 
' ... ' V de z 

1 n 
-1 

Pero entone: es f (X) E g IV ) íl ... n 
1 

De aqu( que f sea .,--;:ibierta. ( J 

Teorem;oi ...... .... _,. 51:;1 f: <X,.,-) 

1 

1 

g 

-1 

') ( 1/ 

n 
n 

.... , z 

-1 
(V 

n 

TTY 
I 

) c 
n 

) } c~J 

n 

f <W>. 

CU f es continua si y S;"lo si ,.. contiene la to-

polog(a inicial de {p o f}. 
i 

<2> f es continua si y s:_.lo si p o 

para cada iEI. 

es continuo 

(3) f es abierta si ,.. est~ contenida en la topolo-

g!a inicial de {po f}, 

Teorema 24. Sea e la evatuaci~n de la familia 

(f <X,.,-l ~<Y ,rr )). 

(J) e es continua si y s.>Jo si c<;da lo es. 

<2> e es continua c;i y s,',.lo si ,. contiene la topo-

logia inicial de {f ). 

19 



(3) e os una inr;1•,?rsi.n si y s'lo ~;i,. es L1 topo-

1 º9' i3 i ni ci al d•.• {f y (f ) disti~gue puntos. 

Demostraci ... n. <ll y i2> se SÍQlPo•n del Teorema 2:; 'I 

de que p o ec~f 

(3) combinando <2> con la Afirmacic.n 21 y el Teore-

ma 23<3> se obtiene el resultado.[] 

Corolario 25. Si X tiene la topología inicial de 

{f} y (f} distingue puntos, entonces e:X-e<Xl es abierta 
i i 

y cerrada. 

Afirmr1ci,';n 26. Sea D un subconjunto denso de X, y 

F:X-Y una extensi·'·n continua de:> f:D-4Y. Entonces el ranga 

de F est~ incluido en la cerradura de f <Dl. 

Dernostrilcí,'.n. F<X>=F<Dl FtD)oof <D>. EJ 

Teorem~ 27. Sea X un espacio compacto, Y un espacio 

Hausdorff y f:X__..y continua. Entonces 

(!) f es cerrada. 
-1 

(2) Para cada compacto K en Y, f <Kl es compacto. 

(3) Si el r<rngo de f es denso en Y, entonces f es 
sobre. 

(4) Si f es uno a uno, entonces f es una inmersir':n. 

Demostraci·'.n. (\) S~-1 FcX cerrado. Entonces F es 

compacto y f(F) es compacto y, por lo tanto; cerrado. 



(2) 

em Y. Por· lt1nl o, 

es compacto. 

Si l. es compacto e:r• Y, 
-1 

C3) f (Y.)=f (X)=Y 

- 1 

(4) f:X-+f(X) es invertible, continua y cerrada.(] 

A ~112nos que se di9a lo contrario las comp.1ctifica-

c iones s.er .·n T • 
2 

Teorema 28. Sean f y g dos funciones continuas de X 

en un espacio Hausdorff Y. Si f y g coinciden subre un sub-

conjunto denso de X, entonces f=g. 

diagonal y se¡¡ 8:X-->'fxY. 
><1-7 (1(:d""·(f(xl,g(;;)) 

-1 
Entonces, cc•mo A Ps cerrado y e <A> =F 1 

SeaAc'hY la 

tenemos que F es 

cerrado por·que O es continua. Adem·s ÁcF y prn· t.;nto X=Ac.F. 

De aqu1 ten~mos quP F=X y +~g.CJ 

Teorema 29. Sean <Y,f) y lZ,g> do~; cornpactificacio-

nes de X. 

( 1) <Y,f>!<Z,gl si y s<:lo si existe una funci<:'·n h 

de Y en 2 1 continua, tal que hof=g. 

(2) <Y,f);:'.(2 1 g> si y s•:,10 si e:-:iste una función h 

de Y en Z, coritinua e inyectiva tal que hof=g. 

Demostracir:.n. <1) La necesidad es clara. 

21 



el 1 eoreno.:. ( '{ J t _I • ~ .. ~ , ,,:i I • 

h es sobre y ce1-rada y, en consecuencia, un ho1neon1ü" f,i f.•l•O. f 

y(] son entonces lopol1:gic:élmE·nte equiv;:dentes y, poi- ,,.¡ Teo-

rema 15, se ti ene v::z. 

ílec·.proc:amentP, s;upong¿¡mos quE.' Yt::::Z. Enloncc-<: C'><is-

ten funciones continuas h:Y_,.z y l'.:z-v tales q11e hof=g y 

kog=f. Er1tonces kohof,,,,kog=f. De aqu, que l i< r<;str i ccL:.ri de 

~:oh a f <X> Sr?a la idrmlidod Sl1l11·i=- f <Xl. ror 121 Tc:or ema 28 te-

nemos que kolv=i d 
y 

y as; hes uno a uno.[] 

* De11ot¿;rernos por C al conjunto de J ,;s funcionl?s con-

tinuas de un espacio topol~gico X a J. 

Teorema 30. <de lnmersi¡:,n de Tycl1onoff.) Pa1· a un 

espacio topol~gico x, las siguientes ~firmaciones son equiva-

lentes: 

< 1) X es de Tychonoff. 

<2> E:<i ste una i nmersi •n de X 12n un p1·oducto de .:os-

pacios mé·tr-icos. 

C3> Existe una inmersi6n de X en un producto de co-

pi as d1~ R. 

14) Existe una inmersión de X en un producto de co-

pias de l. 
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Dr~mo~-) lr· ac. l ·n. \ J ~ .:: :.. " ( 4: . \',:i c~ur: Y. r.~~ currip1E·t.z.,inPntq 

' regular, su topologta es J¿, topolO<)'°" i11ic:1al de C • ·,- cun•o X 

(4)::)(3)==>(2). T("ivJalFS. 

P::wquE? un E·spaciu n1ct.ricu es de Tychonof.f 

producto de l?!:·PdCi U:'• de· Tycllcmof r l?S dP Tychonoff. [ J 

Sea X un esp.:icio de fychonoff, y sea 
i 

e ~ 

e:x-1 l.:i evaluaci:'.n del ctcnjunto C Entonces e.>:X--.E·\Xl es 

una compact1f \caci'n Hausdorff de X. 

D•2mostr ac i ·.:n. CornD SC' vi. en lil demostraci )n del 

*· Teorema 30 e 
e:x-1 

es un,. inmersi•:;n. eiX) es :.m cornpacto H<1usdt:ir·ff y¿¡ que es ce­

* e 
quo es compacto y T.(] 

A esta se le conoce co~o la COMPACTIFJCACIDN STONE-

CECH de X i• se le uenot.; coino (1 (\(). 

Corolario 32. Un espacio X tiPne una compacllflca-

ci•.'n Hausdorff si y s•,.lo si X ros de Tychonoff. 

Teorema 33. Sea X un espacio de Hausdorff compacto. 

Entonces loda compactificaci~n Hüusdorff de X es equivalente 

a X. En pé!rlicular, ~<X> es e~uivalente a X. 
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dem.•s, si Y e~, cu.oilquiE·1· compactificaci n H.:•usdorf{ de X, En--

tonces X es cerrado en Y¡ µor tanto X no puede ser denso ~n Y 

a menos que X=Y.(J 

Lema 34. Span X y Y espacios lol~gicos (no ;1¡;c:esa-

riamente de Tychonoff.l; * i 

C <X> e (Y> 
e:X--'>I y E:Y---'>I 

* * las evaluaciones de C (X) y C <Y> respectivamente; y p ' q 
f CJ 

~ 

C <X) 
la f-;'si ma pr1Jyecci ,:n de l y 1 a g-1 sima pr-oyecc i en de 

* C (Y) 

, respectivam~nte. 

Si §:): Y es continua, entonces e>·iste una fun::i·'.·n 

* * C (X l 
continua 2 : l --- ) 

( i ) 

Esto es, P. l 

t 
C < Yl 

1 

diagrama 

tal que 

* e e <X l 
X ---V I 

l *j 2 2 * 
C <Yl 

V ~ 1 
E 

es conmutativo. 

* DemostraciGn. Para cada gEC <Y>, 

* 
* go§EC CXl. Lue-

go, Cp g~ e <Yl) es una familia de funciones continuas de 

902 
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C (X l 

1 

mi 1 i a, 

~ 

a I indicad.:. ¡:;ur E·i cor·1juntc, e()' .• 

Si 

~ 

* e <o 
2 : I 

e <'n 
1 

entonces por el Teo•Pma 2q .. 

es la evalut:ici;'.n de la fa­

* <:: es continua. M s a·.n, 

si aplic<imos (JI,*) Cp·g. \6) a 9 , e y E obtP.nemos 

( j j ) 

(ji j) 

q o 2 
9 

poe 
f 

i: 

p , par,,, todo g en C <Y); 
go<:! 

) 

, pat-<1 Lodo f en C <Xl; 

( i Vi qoE 
g 

g , para todo gen C <V>. 

De aqu: tenernos 

p oe=go2=qoEo2. 
Qo2 9 

Como esto es cierto para todo q ; de <O <p.(g, 15) 
g 

se sigue <i),[J 

Teorema 35. Sean X y Y espilci os de Tychor1cf f. En-

tonces toda funci.n continua 2:X-Y tiene una (•nica extensic'.•n 

* * continua 2: (l<X>.-(l<Yl. <Notaci{n: 2 == t1<2>.l 

Dernostraci(n, Sea * * * e <X> e <Y> 
2 : I ----- > I 

la función construida en el Lema 34. Entonces su restricci~n 

* * C <Y> 
2 : (!<X l 1 tC1rnbi!'•n es continua. Usando (i), vernos que 
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restringido¿¡ (1 ( X> es t incluido en íl(YI. Pod~mos e~criblr 

por tanto 
(l(i;>): (l(Xl __. (l(Yl. 

(i l n1uestra que 2: x-v es topol:'.gicarnente equiva-
t 

lente a la restric.:ci(·n 2 ¡ :E?<X>-E<Y>. En consecuencia, si 
e ( Xl 

identificamos las dos, B<~I se puede considerar corno una ex-

La unicidad se siguP del hecho de que el codorninio 

es Hausdorf f y del Tt:>on?ma :?8. [) 

Teorema 36. (Stone-i'.'.:ect~. l Sea X de Tychonoff y Y de 

HausdorH y cornpaclo. Entonces tod<1 tuncir'.•n continua 2: X-1> Y 

tiene una ·•nica extPnsi·-n cDntinua (\(Q): ílD'l->Y, 

X 
Dc:fini c:ii'·n. 1) Si X es un conjunto y Q c2 , defini-

mas C<9>=< A: X-At' {; ) • 

2) {; es ANULAR si dados G , G E r; lé>mbi \'en G ílG 
1 2 1 2 

y G U G esti'.o.n 
1 2 

en f; 
3) f;; es REGUU1R si pora c¿;da G.¿ f; y cada xEG, eMiste H en 

e<¡;> tal que xEHcG. 

4) 5l P.S NORMAL si par.a cada pal" H ' 
H 1:: e <S: > con H n H "'0 

~ 
1 2 1 2 

existen G 
' 

G E tales que 
1 2 

H c G ' H c G y G n G =0 
1 1 2 2 2 

5) Cna b,;é-,e j1?J de un espacio X es una BASE DE l~ALLMAN de X 

sí JfJ !:'5 ¿:nular y r-et)Ula1·. 
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Demostr,01ci .. n. Supongamos qup iX,-r> 

Si A,B E T , entonces AUB, AílB E T • Por tanto T es anular. 

Sea GE-r y sea xE G. Por ser X Ro, xc G. Er.tonc:es 

xEHcG y xEC(TI; por lo que~ es regular y, de Wallman. 

Sean H , H E C i ., l , 
1 :;; 

H mi "0 . Como X es. normal e:' i st~n 
l 

A, BET t~les que H c A, H c 8 y AílB~0 . 
1 2 

Du aqui que T sea normal. 

Supongamos ahor-a que> ·r es una basf.' dio• Wal 1 m.:>n nor--

mal de X. Sea xEX, s~a GET y supongamos que x(G. Como T es 

r-egu!ar-, e~:iste H•:Chl Ud que xU·lcG, Pcer-o ':[H. Por lo tanto 

xEx5HcG y X es Ro. 

Sean 

LJ.n en C ( T) '¡' 

H c 13 y l"ílB""-~i • 
2 

H y H cerrados ajenos de X. 
1 2 

1· es nor-noal, existen A,8(,-

Como H 

ta] PS 

y H es-
1 2 
que H c A, 

l 

Def i ni ci t•n. Un S•Jbconjunto Z de X se denomi PCI CON­
-1 

JUN10 CERO si existe f:X ;:untinua tal ciue Z = f ((Z)) • Un 

conjunto ruyo complemt'11lo es un c«:mjunto cero es l larriado CON-

JUl\JTO COCERO. 

Af i rrnaci ón 38. La familia de conjuntos coceros de 

un espacio completamente regular X es una base de Wallman 

normal de X. 

AfirmacL:n 39. Se::a X un esµacio loc:alrnente compacto 
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e 
y H\,1usdnr··f1 ~'•.::.e•,:·.~=--{\) :i:.: '/ ': ·1 y\/ u \ 1 LUll!~•r~rt·: : .. Er.:-

tonces ;@ us un,., basr, Ul' l~.il lman norn.al de >:. 

Demostraci¡·n. Como X es, Jocalmr.ntc> t:olllpacto, ~ es 

un¡¡ tiase de' ,. • E=.tn es, dddo (\abierto tal que x t A, e.-.;iste 

V abierto tal q11e =<E:\JcVcr. con V comp.1cto. 

SL'an V , V {.'rl _4 
., 
•-

(i) Si V 
l 

)' !/ :.c.n r:c.•n1pdctoC:, entonces, come.· 
., 

(V n V ) CV IV n V 1 es LOrnpactc. rar le tanto V íl V E.f.8. 
1 2 l 1 2 

e c 
V UV 

1 2 

e e 
liil Si \1, V son compacto='·• 

1 2 
es compacto y por tanto V n \! ( ,49 

liii> Si V 
1 

1 2 
e 

y V sor1 compactos, 
2 

entonces 

1 2 
c 

<V íl V ) 
1 2 

entonces IV nv > cV 
1 2 

y <V n V > es compac:t.o. 

1 2 
Dl? aqu: que V íl V E _;;g 

2 

------- -
(i v) Si \1 y V so11 compaclo=·: <V UV )"'-V UV e.s 

1 ':? 

compacto y tem:nios V UV E .t!3 
2 

1 2 1 2 

c 
lvl 'Si V 

c 
y V son compactos, entonces 

r. 
<V UV l 

c c 
V íl V 

l 2 

1 

es compacto y \1 U1.I .: ,;:8 
1 2 

e 

l 2 

<vil Si V y V son compactos, entonces 
e e 

<V UV ) cV 
2 

de manL•ra que V UV ();B . [ J 
2 

Sea <X,,-) 
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•"I Í ! . ' 
A3 
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.<3 ·¡: ·> ! ·, 

" ( 

dr 

t;_~n '' 'r \! , .... , ,.;,@ \ " 

·' 

:1 •· ./?> . r 1 

, , . , . r;. ~ 

' » X 

-:.'\ 

Ent <lnuo:·.c: 
la) 

( .'., ~: 

-'/ .., 

'I' i / • [11' \ •nl· t~:J 

~,,c¡] 

\! 

dt.> X. 

Fr· (\1 n 'J l 
1 2 

1. vr'.' 1.tr1·V ¡:u1 

1 2 

Si X no l?S v.:u:' o y 8 i~'-= :>n :i 1 
' • 

(.,;.; i ._.._.,_!.." el\ 

;s : .. j (¿>r1fJS y po: ·.: l.:r· _.,g 111-·r I~· ¡, 1 'is 

e 
.Ji.? li \/ y 1,._.1 \1 ,:·::·:1 \1 \1 ·j ¡ '• ~ 

_.\~ l 1 111 \.() i li.~ l Jl pa .. 

l d ; 1..:.¡.) 

:-:,, Ec X , 
í: i 
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(b) :;: r,.,. G pr>rt<>nroc¡:1, ,, ,.tlu~ 

' < !'.LJB l ={\ UB • 

(X <.ff) . ,, ,.: ¡;; ' ..... ,, ? J. 

Demostrac1 .. n. (¿¡). Tenemo:; qul-' si Ce D, enloncr:s 

* * * 
C e D . Porque si ~ ~C , entonces pc.ra alg'.·n U.~ 1 Le C y 

>I: * 
por la tanto Le D. D~ aqu ! ED y C cD. En consecuencia te-

"· ., 
nemes que IAíl81 e A n B • 

.. * * Sea % •A n B Entonces ~ •:A y f (8 EntonC:l,.S, 

C?;: i s ten L y L en ~ tal C!S i.:-¡ut::- L e {'¡ y L c 8. Por lo que se 
.: 1 .... ,_ 

u e11e L n L e r;no y L n L (; t: . ris , ~ ~ <AflB) y A n B e 
1 2 l 2 7 ? 

* * ' <AílBl • De donde CAílBl ~n íl B • 

* * Si (!> =0 , entnnces flX i stE.l ~ E0 , esto es, para 

lo que 1mpl ic.:i que? L es VctC o; per·o ~!.~to 

* 
<il 9 ·n LE f 1 Lt.:~1 

contr,1di CC? C?l sea un ul trat i l tn;. PCir r.:i~to 0 '=vl 
:t 

Por definici·:.n Y. e ¡:1Y>. Sea 

% E X , pues Xt ; 

(b). Como 

* 1 * ' 
B e 1(4LJ8l .,- A tl8 r: 

Ac AUB, 

* (f,!JBl 

* * 

Be AUB, 

Sea 5 ~A UB • Entoncr?s 
e 

y U1B ic0 p.:wa cada 

(i) Si A,8E _#3 entonces, como~ es un 
e e: c e 

y 8 E f;" • Por tanto <AUBl "'A íl B E ¡:: 

7 * * * * 7 "'§ f ({iLJBl y tl:.>nernos <AUBl e A UB • 

Ci i l Si A, Bé' {f , lmtonces ''~ fj" y sf-5 

3(1) 

Emtonces 

* *" entonces A e <AUBl y 

Luego 

e 
ultrafiltro en/[', A 

• Lo cual i rnp l i e a que 

De donde Aíl L 



Vi.JC o ·¡ 8ilL. r.~': \:t~C. C• p1-it-d Ll É·r le)~, 1- , t. Vil ~. 
l 

1· 1,:\IJP 1 fil 'l 

l 
~ ~. 

AUB~~ , Pc.:ir- lo que <:te LiPnt0· 5 ~<AU~l )' <AU[l,) c A UL;, 

Ciii> Si AE?23 }' a~ f ' Pnlc<nr:r,s p. ;: fj )' e;:islP LE~- till 
e 

que Bíl L~·(\ • f'or cor1si <Ju! r0 ntr:> L nr.1 =·L. •é }i \' L íl <ALJ8) :-('j 1 por-
1 

lo tanto % ·: il•LIE'! Similar-mente se demues-

tra PI (j(-Ó 

;: X ( ({) ) , entonces At; ft y 

(..\cA, F:·n ccwis1:cuenc 1 a 

Si ~ (('\ ' entonce~, El~ l st"E tal quE• Le i'.'•; pe1·0 

un u l t ,- ¿if i l t ,- r.i A•: fS • Dt? aqu:. 

fi ·= ~ d ( vi : J. [) 

Tc•clo filtro Pst: incluido e·n un ulf•-afil-

Teor-¡'"'ª 44. SeC1n _.1;:3 ,Y., P, X<Ú> como en el Teo-

rerna 42. Sea T Ja topolog:i'I de xc([¡ que tiene como base la 
1 

familia { 8: si: tí@ ), P<1ra cad~1 >:tX, se.:i 

v ( :-; ) = ( F~: ff : >: '' F } • 
~ 

Entonce'.',: (}). e X e Y l, T ) es un espacio comracto y 

l-lausdor· f f • 

Si A(áJU ({ 

Si M.: _{j 

* <21 Para cada AcX, A e C v(Al. 

:;: 

t 
v<Al"'Pr íl v<Xl 

ci =C v(AI. 
Y. r (ÍI 

31 
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