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COMPACT I 1CACTON

Detiniciin,  Sea % on sepacin tope! gico,  Hea GOU-
PACTIFICACION de X es una pareja  (Y,0h, donde ¥ 83 un 2354-
de X sabre

cio topoligico compacte vy h es un hoosomor £ 5mo

N

un subespacio denso de Y.

Ejemplo 1. Sea (X,+«) un espacio cualguisra. Sea V=X
(o} donde o es un objsto que no es elemsnbo de X vy aea g=v
1I<Y>. Entonces (Y,1) e5 una compactificaci o n de ¥, donde i
es la inclusi.n.
Demostraci ‘n, Sea roe uno familia:
si YEr , entonces U= YeEg,
si rcry , entonces Uiévco.
Sepan V, W elementos de o:
21 Y, W osv o, entonces Wikl roo,
ai U=had, entonces VW = e,
ai Voo W oes ¥, entonees

VHE 22 W n ¥V v, en cuaalaguier caso, VYW ee afenenla de a,

En consecuencia, o 85 una fopolog a en f,
Como cual qui»r cubiarta ahiacta ds ¢ 1o contiens, ¥

B3 Compacto,
ta vnicag wieoctindad me a0 @2 o0 Foee b

un punto Jde acunlaci ods s Sste resulta denso en Y.
Asf{, (Y,i) es unad compactificacicén de X, 03

Observemos que Y es To si X es To, pero si X0, Y no es T .
i
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Ejemplo

b4

A

un espacio infinito

Entonces (Y,1i) es una

Sea rco

si rcr , &

si  rce-v
c

y como V
i

ne Ure<g.

es finito n

Sean V v U

Sea Y como en el Ejenmplo 1, siendo ahora
T
{

.

Y Hagamos ¢ =v U(Y-F:FcK es finitto)

compactificacidn de X.

una familia; r =(V : i€l)
i
ntonces Ureévco.
c c c
, entonces = € Ur y (Ur) =(UV ) = av ,
i i
¢
ara todo 141, (Ur)y es finito y se tie-

dos slemantos de ¢.

c
Si Vv W son elementos de o-v , entonces (VW) =
Yo eg finito por lo gue VON es elenento de v,
c c c
S5i V§€r y Wee-rv , entonces o€ VUW y (VUW) =V W
es finito. Por lo tanto YUWEo , Tambitn VNWEqg pues VMKW =
V- (¥-W)€r dado que X es T .
1
De dondé, si Ur =r Ur , conrf cy y M co-r , entonces Ur€c.
1 2 ! 2
Sea 2={(¢ : i€lY, una cubierta abierta de Y. Enton-
i
ces existe j€I  tal que w €V =Y-F ; pero entonces s4lo falta-
d ]

F
J

ria cubrir a

Como X es infinito cualquier vecindad de

szcta a X, por lo que

dznse v ¥, Deoaqu.

que es finito.

qlle

Por lo tanto Y es compacto.

o inter-~

@

2s punto de acumulaci’in de X y X es

(Y,1) mea una compactificacion de X.

v



Eienplo 3. Sea Y cowo en el Ejeaplo 1. Piiemas un
abierto no vacio Go de X, tal que ¥-Go =ea compacta.  Hagamos
Ho=GoU{=) vy sea ¢ la topoleog’a generada por L= orULHe) L, En-
tonces (Y,i) es una compactificacinn de X.

Sea @={V : i€l Y una cubierta abierta de Y. Enton-
ces existe j&I tallque Ho= ¥V vy como Y= HoU{X-Gn) y X-Go es
campacto, Y tiene una CubiﬁrtaJF\nitA en » . Por esto, Y es
compacto.

Comp © es punto  de  acunulacian de X porque todasz

sus vecindades contienen a Ha, X es den-so &n Y. En consecuen-

cia (Y,i) es una compactificaciin de X.(]

Ejemplo 4. Se2a Y={(x,y)% RI:{x=h)2+ly-k)Z=r ;k2+-r)

Sza & de R en Y-{(h,k+r)), dada por:

2 P 2
2r (k) (s -h) («=h) + ¥ - r
Blx) = (W + mommm oo s S T E S (k4+r) )
2 2 2 2
(x-h) + (k) (x—~hy + (k+r)
~1 h - u
3 (yyv) = ——mmmmeme—— v oFou

-,

* &)

Entonces (Y,8) es una compactificacisn de R,



Cuservarcin 1.

caci‘n de R.

Ejemplo
2 2

2y (Lir)x-h)

£n particular S

1+~r). Pefinamos 4 de R en Y-{th,k,l+r)}:

1
€% und compactifi-

- - - -y
- & = -

9. Sea Y={{,y,2)% R :(x-h) riy=k) +(z-1)

L)k % er 2 )

2r(lrr)(y-k)

(e =
20,y =(h NP (g e’
-1

g (u,v,w)=(u-'u)_L_r

_wW__cu-h), V-

7 bR (k) (Lrr)? ? -k (y -k )P+ (L)?

w
w-=r

(v-k))

(%4)

Enton (Y, 31}

ces

Observaci -n 2,

2

cacign de R .
Generalivande las
St es una compactificacicn de
Eiemplo 6. Sea Y el

Definamos h=i, la inclusi.n.

ficacidn de X.

En particular 5

3%

es una compactificacisn de R

-
e

es una compactifi-

ohservacicnes 1 y 2 tenemos que

[ZUIN

1 1
cilindro 8 x1 y sea X=5 = (Q,1).

Entonces (Y,h) es una compacti-

-




Ejemplo 7.

r\ ;,
pmm———
$ ;

e o .
Ejemplo 8.

r"""\

\‘_-’,’

\.~_—_r:‘

2
Ejemplo 9. Sea %=R y sea Y=XU{®). Eea v la topolo-
2

logia usual de R v sea ¢ =vU{ Y-k : ¥ compacto en X 2.

Esta compactificacion 25 con mucho la mis famosa de
todas las compactificaciones unipuntuales y se generaliza en
el siguiente:

Teorema 1. Sea (X,7) un espacio topoligico, con X
no compacto. Sea X* =XU(e@ )}, donda o es un ohjeto gue no es
E3 ¥
elemento de X. Hagamos + =7U{X -k: K rompacto cerrado de X ).
Entonces (x*,i) es una compactificaci 'n de X.

Demostraciin, La unisn de elementos de v es elemen-
X b}
to de ¥ . La unisn de elemgntos de 7 -7 es elemento de v ,
) X X
porque si fcr ~-v , entonces =V ), 1€l , donde V =X -K ,
i i i

i



y K es compacto cerrado de X para cada i€1. Luego
i

ur = g v
1€1 i
3
= U (X -K
1€1 i
X
=X - K
i€l 1
ke
y como 1 K es compacto cerrado de X, Ur€r -r.
i€l i
X
Sean Vér vy W €7 -+ ., Entonces
K  § X
X = (VUW) = (X = VX - W)
%
es compacto cerrado en X. Por lo tanto, VUW es abierto en X .
I3

Por otro lado, VAW es abierto en X porque WNX es
abierto en X por ser complemento de un cerrado, y V es abier-

to en X.
%
Como cualquier cubierta ablerta de X contiene un a-

Bierto Go tal que o ¢ Go, y el complenento de Go es compacto
en X, X* es compacto.
X
Como cualquier abierto de X que contiene a o in-
tersecta a X, ¥ es densa en X*.[J

Nota: Nos referiremos a =sta como la CDMPACTIFICACIDN
DE ALEXANDROFF.
*
Teorema 2. X es To si vy sdlo si X es To.
*
Demostracicn., 8 X es To, entonces X es To por ser

X
subespacio de X .



Supnngamos que X es To. Sea x€X y y=eo . Entonces,
& 3
como X es abierto en X 4 X es To.l1

¥
Teorema 3. X es T si v s.lo =i X es T .
i 1
R 3
Demostracisdn, NMecesidad. Si ¥ es T entonces X es
% 1
T por ser subespacio de X .
1 x
Reciprocamente, suppngamos que X es Ty sea x€X .
: 1
Si ®€X, entonces (x> es compacto y cerrado en X, de ahi que
*

(x} sea cerrado en X .
%

Si x=o0 , entonces (XY es cerrado en X porque X=X -
S 4
{o} es elemento de ~+ . Por lo tanto, X es T .C]

Definician, (X,T) s Ro =i x&€AET ==> x CA,

Teorema 4. Sea (X, 7) un espacio topoligico, Las si~
guientes condiciones spn equivalentes:

1. X es Ro

2. xé; ==  yéx

3. u€y ==> X =y

Demaostracidn, (1)==>(2). Sea xé;. Sea A una vecin-
dad abierta de y. Entonces Jga y x€A. De aqu’ que yE;.
(2)==>(3), 5i xé;, entonres yé;. Por lo que ;g ; Y ;g X

(3)==>(1). Supongamos que «EAST . Si ;ﬁ A, entonces existe
C _ [~

tal que yf A. En consecuencia y¢ A y yc A . Por lo tan-

- - C

to x = yc A, lo cual es una contradiccian, ()

x|

Y€

7 >
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Teorema 9. X es

Demostracion, 5i

K
subespacio de X .

Ro si y silo si X

4 i
Supongamos que X es Ro. Sea x€X y AcX abierto en
X
X tal gue x&€A., Si x€X, x€ANX y ANX es abierto en X, por
lo tanto xcANXcA.
- X -
Si x=o , x=x ya que x=¥ =X y por tanto %x¢ % ch. Do
*
aqui que X sea Rao.l]
Definiciean, (X, ) s R si yf; implics que %y vy
1
tienen vecindades ajenas.
Teorema 6. Sea (X, ~) un espacioc topoligico. Enton-

ces X a2s R
1
dades ajenas.

Demostraci.in,

dad de x intersecta a cada

qu: que vyéx. Lo cual implica que X no es R .

Suficiencia. Si

si y s:lo si xfy

Necesidacd,

implica que % y y tienen vecin-~
Supungenss que tepda vecin-

vecindad de y. Entonces x=y. De a-

1

yi=, entonces ;#; y por hipstesis

® y vy tienen vecindades ajenas.(]

Afirmacisn 6.1, R

Demostracisn.

contiene a x;

Sea

== Ro.
1

yé;. Entonces toda vecindad de y

luego toda vecindad de y intersecta a cada ve-

cindad de «x. Por el Teorema & tenemos ;=;.CJ



Definicivn., Diremos que un espacio topoligico X es
LOCALMENTE COMPACTO st cada punto en X tiene una vecindad
compacta.

-

Teorema 7. Un espacio R es localmente compacto si
1
Y silo si todo x tiene una vecindad compocto-cerrada.
Demostraciin. Mecesidad, Sea x un elemento del es-
pacio. Por hipitesis existen A ablerto y K compacto tales que
xéAcKcE. Verenos gue 1 oes compacto.
Sea z¢ E. 31 20 Kz=e , entonces exlste ura vecindad
abierta de z que no intersescta a K, lo cual contradice el que
2 sea un punto de la cerradura de K. Agl, En Kfﬂ . Sea ahora

ye€ zh K. Como el espacio es Ro y y€ z, tenemos z2€ y, 1lo cual

prueba que Eg U ;.
vEK

Supongamos ahora que Ke Y, con V abierto. Entonces,

para cada y en Kk, ;c V. Por tantlo Eg U ye V.
yEK

Sea ahora @ una cubierta abierta de K. Entonces
tambi#n cubre a K. Como K es compacto existe una subcubierta
de ® que cubre a K y por el resultado previo tambiin a E. De
aqui que K sea compacto.l]

Lema 8. En un espacio R la propiedad de ser local-

1
mente compacto es hereditaria para los abiertos.
Demestracidn. Sea A abierto y sea € A. Por el Teo-

rema 7 existz K compacto cerrado en X vecindad de x. Como K



es regular, X es reqular, Por tbtanto, x tien? una baze 4 de
vecindades cervadas compactas en ¢, Lasgo, ( B808: BApR) =5 una
base de vecindadas compactas cacradas de s, Dooagu gue 8dia-
ta Vo A vecindad compacta de <. Es clard gus Y oes tashi'n una

vecindad compacta de x en el subespaciu ACL]

Teorema 9. X es R si y 5310 si X es R y local-
1 1
mente compacto.

Demostracisn, 81 X es R , entonces X es R, Copo
1 1
X ¥
X es localmemte compacto y X es abierto en X, X es local-

mente compacto.

Supongamns ahora que X es Ry localmente compacto.
¥ i

Sean x,y€ X con x%y.
S1 x,y€ X nada hay que probar.

8i y= o , entonces, por hipstesis, x tiene en X u-
X
na vecindad compacta y cerrada K. Entonces K vy X ~ K son ve-
. X
cindades ajenas de ® y y respectivamente. Por lo tanto, X es

R L]
i.

Lema {@. X es T si1 y 37lo 91 X es Ry To.
2 1

Demostracisn, 81 X es T , entonces wiky implica x+y,
ol

lo cual a su vez implica que x y y tienen vecindades ajenas.

Reciprocamente, si X es R y To, entonces tambiin es
1
T . Por lo tanto, ®py implica xiy. En consecuencia, X y vy
1
tienen vecindades ajenas.[]

. i

10



Teorema 11, X es T si y s'lo si X es T y local-

J
2e]

mente compasto.

3
Demastracisn, S8i ¥ es T , entonces X e« T vy lo-
2 2
%
calmente compacto porgue ¥ es R por el Lema 10.
1
Supongamos que X es T vy localmente compacto. En-
. 2 3
tonces X es R y localmente compacto. Entonces X es R por
1 X 1
el Teorema 9 y es To, asi que ¥ es T por el Lema 10,03
2
Corolario 12. Si X es localmente compacto y R, en-

1
tonces X ws completamente reqular,

Demostracirn. i X es localmente compacto y R , en-
tonces X* es R . Probaremns que X* 25 normal. Sean A le ce-
¥ L$
rrados ajenos éo vac:os en X ., Como X es compacto Ay B son
gompactos.
Sea »¢€ A. Entonces para cada y€ B, y% ;, por tanto

®x y y tienen vecindades ajenas U y VvV , respectivamente. Como

Y Y
B es compacto la cubierta abierta {(V : y& B} debe tener uns
7
subcubierta finita, digamos
v , VvV, L., V .
¥ Y Y
1 2 n
n n
tuego U = 1 U y V=U Vv son vecindades ajenas de x y B
X 1=l vy ¢t i=1 vy
i i

respectivamente. Por otro lado, como A es compacto la cubier-
ta abierta de A, (U : x€ A) tiene una subcubierta finita, di-

X
gamas

1t



m
De aqui que U= U U y V=V sean vecindades ajenas de Ay

i=1 x i=

X
B. Asy pues, X es normal.

£
Sea A un cerrado no vac:o de X y gea % cualquier
X

punto en el complemento de A. Entonces, <NA=0 , Ya que X B35

Ro. Por el lema de Urysohn, existe una funcion de Urysobhn pa-

ra x y A, la cual es tambi'n una funcicn de Urysohn para x vy
*

A. De aqu! que X sea completamente regular y, en consecuen—

cia, lo sea X.(1]

Corolario 13. Si X es localmente compacto v T , en-
tonces X es de Tychonoff, g

Demostracidn. 81 X es localmente compacto y T , en-—
. tonces X* es T vy compactn. Por tanto X* es de Tychnnoff vy X
es cnmpletamenfe reqular.(]

Dado que existen miltiples compactificaciones de un

mismo espacio, es conveniente relacionarlas. Para esto dare-

mos la siguiente:

Definicidn, Sean (Y,f) y (Z,q) dos compactificacio-
nes de un espacio X. Decimos que Y DOMIMA a 2 y escribimos
(Y, )2 (Z,9) si existe una funciop continua h de Y sobre 2

tal que h f = qg.



Afirmacisn 14, "2 " es refleriva v transitiva.

Demostracidn., Como idoef=f, (¥, £ (¥, ),
hatt Y
51 (Y,f)2 (Z2,9) v (Z,g)2 (Wyh) ediasten by h ta~

1 -
i “

les que hof=g y hog=h.
1 2
Pero entonces hoh of=hog=h por lo que se tiene la
2 1 2
transitividad de la relacian. [
Definician., Bi (Y,f) y (Z,3) son dos compactifica-~

ciones de un espacio X, diremos que son EQUIVALENTES v escri-

biremos Y= Z, si (Y,f)2 (Z,9) y (Z,g2 (Y¢,%).

Teorema 15. 8i (Y,f) y (Z,9) son dos compactifica-
ciones de X y, f vy g son topolagicamente equivalentes, enton-
ces son compactificacionnes equivalentes.

Demostraci@n. Por hipotesis existe un homeomorfismo
h de ¥ en Z tal que y hef=g. De agu’ tenemos ngue (Y,f)2 (Z,g)
Ademis ;trq=5 y entonces tambin (Z,gr2 (¥,f). Por lo tanto,

Y= Z.01]

Teorema 16. Sean (Y, v) y (Y, ¢) dos compactifica-
ciones unipuntuales de X. Entonces (Y, 712z (Y, ¢) si y saio

si  ccr . Consecuentemente, (Y, v)= (Y, ¢) si y s3lo =i T=0 .

Teorema 17. La compactificacian de Alexandroff es
el elemento mis grande en el conjunto de todas las compacti-

ficaciones unipuntuales.

13
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Demostraci:n. Sea T Una topolog: 8 cualquiersa sobre

yUlo ) que compactiflca a %. £=a GAT . 51 Bo A entonces
X
G=GN X &3 ahierto en v, Por 1C panta, 8% T Por otro lado, %1
o « c
o € G, entonces G es campacto. Tambirn B =G N X es cerra-
L x

do en X. ge sigue Que€ G € . EstO prueba que Y &Y .

Lema 18. Una topologia T y compacta en un espacio

X es 18 m{nima entre lan topolugras mausdor £ f de X-

Teorema 19. Si un pspacio X tiens una compactifica—
X

cion unipuntual T entonces debe coincidin can %
el

Demostracinn. SupongAama® que T @93 una topologia T
*
eobhre XUf{e )} que compact\éica a X. Entonces TEY - Pero T ©S
X

tambi in una topolog2 T . Eptoncess por el Lema 18, T=T .03
5 .

De aygui Que podamos hablar de “1a" compactificaciﬁn

T unipuntual de un pspacio X«
2

14



COMPACTIFICACTION DE STONE-CECH

’

Para estudiar esta impartants corpactificaci.n  ne-

cesitarenos de las definiciones v resultados siguientes.
4 9

Definicien, Sea ¢ X : €1 7, una familia de conjun-
1
tos. Una funcidn £ de I en U X tal que
i€ i
fLiYE€EX para todo i en 1.
i
se llama una FUNCIOM DE ELECCIOM sobre la familia {X ).
i

Una familia («x ¥, 1€, =< &€X es llamada un S5ISTEMA
i ii
DE REPRESENTAMTES de (X 2.
i

Definicisn., Al conjunto de todas las funciones de

eleccion sobre (X ) le llamaremos el  PRODUCTO CARTESIAND de
i
la familia (X ) y lo denotaremos por JTX .
i I i

Definicicn, La i~-Isima PROVECCION es la funcidn p
i
de JIX en X dada por:
I i i
p ofr=f(ireEx (%)
i i

tema 20. Si p (f)=p (g) pora todo i€l, entonces
i i
f=q.

PROPIEDAD UNIVERSAL DE LLAS PROYECCIOMNES
Dada una familia de funciones {f :XesY }, i€]l, con
i i
un dominio comin, existe exactamente una funcidn

e:Xx—TJl VY
I i

que satisface po e=f , i€l (#)
i i

156



A e se le llama 1a FUNCIOM EYALUACLION de la familia.

EJEMPLOS

51 (X : i€ I) es una familia tal que X =X para cada
i i
i€ 1, el producto cartesiano de esta familia se escribe como

X .
Consideremos ahora una familia { § ¢ X—Y ) . Si
i i€ I
pensamos que Y =Y, la evaluacion doe esta familia es una fun-
1 i

cidn esX—Y .

Ensequida, sea r un conjunto de funciones de X en Y
X
esto es, r ¢ Y . Podemos autoindicar r . En aotras palabras,

consideramos {f:X-—Y :f¢ ' )} como una familia de funciones de
X a ¥ indicada por o . As:, r juega un doble papel, como una
familia de funcione@s de X a Y vy comn un conjuntn de indices.

La evaluacidn de ests familis o5, as:, una funciocn
r
e XY
r
caracterizada por

poe =f para cada f€r. (k%)

Definicisn, Sea {f :X—Y ) una familia de funciones
i i
con dominio comin. Se dice que la familia DISTINGUE puntos si

dados x#y en X, existe j tal que f (u)*F (y).
] 3

Afirmaciin 21. La evaluaciin de la familia {f 2} es
: i

N

uno a uno si y snlo si la familia distingue puntosy



Definicisn. La TOPDLOGIA INICIAL de una familia

{f :X—=(Y ,0 ), ivl, 25 la generada por la subbase
i i i

Teorema 21.1, Sea {f :X— (Y ,¢ 12, i€0 una familia

i i
de. funciones. Si, para cada i€l, LI ®s una subbase de ¢
1 i

entonces -1
L ={f () : S €1 ), i€,
2 i i i i

genera la topologia inicial de (§ ).
i

Teorema 21.2. (Transitividad de las topologfas ini-

ciales). Sea {f :X-—*(Y ;0 )}, i€l, una familia de funciones.
i ii
Supongamos que para cada 1 en I, hay una familia de funciones

(g :¥Y-—(Z , ¢ )}, j€d .
ij i i ij i

Si cada Y tiene la topologfa inicial de <{g ¥, j
i ij
en J vy X tiene la topologia inicial de (f ), 1€ 1, entonces
i ’ i
esta topologia coincide con la topologia inicial de las com-

posiciones
{g of ¥, 1€ I, j€ J .
ij i i

Demostracinn., Para cada i, el conjunto
-1
{g VvV ) : V €¢ ,j€ J >
ij ij ij ij i

es una subbase para la topolog:a inicial de Y . Luego, para

i
la topologia inicial de {f ) una subbase esti dada por
i
-1 -1 -1
F (g (Vv v € ¢ ,jed ,igld)={(gof ) (V YV €0 L,3€d ,i€12,
i iy ij ij ij i : ij i ij iy i i

17



subbase para 1a topologtd ini—-

La ultima €% prec(aamente una
-ial de {(g o [ 2] jed ,ielie.
vy o4 !
EstO pruebd que La%® dos topolog:as ESelal iqualee.EJ
La TDPOLOGlA PREXMAGEN de 4:1—4(Y,U) eg la M°S pe-
queiia topo\ogﬁa de X que hace continu? 3 f.
Teoremd 22. Suponqamos que g3 LA, TV v es unad fun-—
cien, Y (g.:Y—*(i‘,uvv) pe unad familia de funcione@s:. pemas &
i i 1
¥y la toplog{a inicial de (g.}.
1
(1) fes 7V ~cpntinud 21 y 8o 31 T contien® 19
topologia inicia\ de (9° £3.
1
2y t es T —continud e y %019 1 cada 99 §f es
: i
1'"continua.
(3 § es 7 —~abierta 51 T entsa contenida en la
tcpologia lnicial de {q‘oF7.
i
Demostraci@n. (1) Por la transitividad de 1a topo?
£ 25 tambi=n 1a to-

togia snicialy 13 topoloqia preimagen de
pulogfa inicial de 9 o 1.

i
—continua 51 y ®610 a1 7 incluye 2 1a

2y f oes ¥
topologfad preimagen de f, Y esto gcurre a1 Y gnlo o1 ¥ con-
priene 3 la topolog® 3 inicial de (9@ £), 10 cnal a 8Y ver pags
i
s y solo@ i cada 9° § e 7 ~rontinua.
i
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(3 Sea ¢ la topolog'a inicial de {(Qef? y supon-~
i
gamos que Tco . Sea WET v w2y xfl. Entonnes
-1 -1 -1 -1
6f (g (WD g W ...0 g (W )icH
i 1 i 2 i n
{ 2 n

para subbasicos V , ..., ¥ de Z 4, ve.y 2 .
1 n i n
-1 -1
Pero entonces f(x)€ g (V) ...0 g (V c f).
i 1 i n
! n

De aqui{ que f sea ~v-abicrta.(]

Teorema 23, SBea f:(X,7v) TJ[¥

i

(1) f es continua si y s*lo si + contiene la to-
pologia inicial de {p‘OF}.

(2) £ es c;ntinua s1 y silo i pp f es continua
para cada i€l. '

(3) f es abierta si 7 ests contenida en la topolo-
gta inicial de {pp £3.

1

Teorema 24. Sea e la evaluaci.sn de 1a familia

(F 2 (X,7) — (Y ,0 )3,
i i i

(1) e es continua si v Slo gi cada f lo es.
i

(2) e es continua si vy &%lo si ~ contiene la topo-

logza inicial de {f 2.
i
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(3) e ez una inmersiin 51 y 1o si v es la topo-

logia inicial do 1§ 3 4 (f ) distingue puntos.
! i

Demostracicn., (1} y (2) se siguen del Teorema 23 vy

de que po e=f .
i i

(3) combinando (2) con la Afirmacicn 21 y el Teore-

ma 23(3) se obtiene el resultado.!l]

Corolario 25. Si X tiene la topologra inicial de
{f ¥y (f ¥ distingue puntos, entonces e:X— &(X) es abierta
y éerradat

Afirmaciin 26. Sea D un subconjunto denso de X, vy
F:X— Y una extensiin continua de f:D-—Y. Entonces el rangn
de F ests incluido en la cerradura de $£(D),

Demostraciin. F(X)=F(D) F(D)=f(D).C]

Teorema 27. Sea X un espacio compacto, Y un espacio
Hausdorff v f:X—Y continua. Entonces
(1) f es cerrada.
-1

(2) Para cada compacto K en Y, f (K) es compacto.

(3 Si el ranqo de f es denso en Y, entonces f es
sobre.

(4 Si f es uno a uno, entonces f es una inmersicén,
Demostraci<n. (1) Sea FcX cerrado. Entonces F es

compacto y f(F) es comwpacto y, por lo tanto, cerrado.



(2) 51k oes compacto en Y, enhtontes bk es cerrade
-1 -1

en Y. Por tanto, 4+ (1) es terrado en 4. En consecuencia ¢ (K)
es compacto.
(3)  +OD=F X =Y

(4) fiX—f(X) v invertible, continua y cerrada.(1

A menos que e diga lo contrario las compactifica-

ciones serin T .,

[s3
“

Teorema ZB. Sean { y g doe funciones continuas de X
en un espacio Hausdor$f v, &1 f y g coinciden =subre un sub-
conjunto dénso de X, entonces f=qg.

Demoséraci‘n. Sea Fe{wdeX: fix)=g(x}). Sealdc¥xyY la
diagonal y sea 8:X—»YxY,

b= 00 = (1), g ()
Entonces, como A es cerrado vy & *iMzF, tenemos que F es

cerrado porque O es continua., Adem-s AcF y por tanto X=KCF.

De agui tenemos que F=X y f=q.03

Teorema 2%. Sean (Y,f) y (Z,q) dos compactificacio-
nes de X.

(1Y (Y,+221Z,9) si y s¢lo =i existe una funcidn h
de Y en 2, continua, tal que ho {=q.

(2} (Y,{)zfz,g) i y s3lo-si existe una funcidn h
de ¥ en 2, continua e inyectiva tal que ho f=g.

Demostracidn, (1) La necesided es clara.



Sea ahoura unx tunti 1 by —s? Lol Gite tho ot rtone
ces, por el Jeorema 2V, h ©s cubre y Lenemos (¢ 12 00 50,

(2Y 81 eriate una tal h, entonces por el Teorema 27
h es sobre y cerrada y, en consecuencia, un homeomOWQismo. f
y g son entonces Lopoligicamente equivalentes vy, por wl-Teo—
rema 135, se tiene YxZ,

Rec procamente, supongamos que Y= Z. Entonces exis-
ten funciones continuas hiy—=2Z v 1L:2—Y tales que hof=g Yy
kogst. Entonces kohof=koy=f. De aqu: que la restriccian de

koh a 1(X) sea la identided vobre f(X), Por el Teorema 28 te-

nemos que koh=id , y asi h & unp a uno.l]
Y

*
Denotaremos por € al conjunto de las funciones con-—-

tinuas de un espacio topoldédgico X a 1.

Teorema 30. (de Inmersicin de Tychonoff.) Para un
espacio topol“gico X, las siguientes sfirmaciones son equive-
lentes:

(1) X es de Tychonoff.

(2) Existe una inmersian de X en un producto de os-
pacios mtricos.

(3) Existe una inmersicn de X en un producto de co-
pias de R.

{4) Existe una inmersisn de X en un producto de co-

pias de 1I.
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Demostracy -, (Jr==.047, Ya que ¥ eo compleisnonte
* 3

reqular, su topolegia es la topologia inicial de O . v cumo X
%
es tombi'n To C
e X—>r]

es una inmersin,
(4)==3(3)==>(2). Triviales.
(2y==>(1)., Porque un espacio m'trico es de Tychonoff Y un
producto de espacios de Tychonoff es de Tychonoff. L[]

Teorema 31, Sea X un espacio de Tychenoff, vy sea

L
c * I

eix—r1 la eveluacitn del cenjunto C . Entonces e:s X-»eiX) es
una compactificaciin Hausdorff de X.

Demostracion., Como se vil en ls dempstrsciin del

4

Teorema 20 C
@ —>]

2s una inmersicn, eiX) es un conpacto Hausderf{f ya que es ce-
¥ .
c
rrade en I que es compacto y T .13
-
L

A esta se le conoce como la COMPACTIFICACION STONE-

CECH de X y, se le denota como Xy,

Corolario 32. Un espacio X tiene una compactifica-

citn Hausdorff si y salo si X es de Tychonoff.

Teorems 33. Sea X un espacio de Hausdorf{ compacto.
Entonces toda compactificacidn Hausdorff de X es egquivalente

a X. En particular, f(X) es equivalente a X.



Demostruni n,  Supongamo: gue X on Housdor §1 4 creg
paclo. Entonces ¥ en sy propi1a compactificaci n Mouscorif, -
demis, si Y e cualquier compactificaeci n Housdorfd de ¥, En-
tonces X es cerrado en Y; por tanto X no puede ser denso en Y

a menos que X=Y.[1]

lLema 34. Sean ¥ vy Y espacios toldgicos (no necesa-

riamente de Tychonof{.); L3 ¥
C o c o
2t X —71 y E:¥Y-—1
* %
las evaluaciones de C (X) y C (YY) respectivamente; vy p , q
fo9
¥
o)
la f-isima proyeccicn de 1 y la g-usima proyeccicn de
¥
c )
1 , respectivamente.

54 g:)% Y es continua, entonces ericste una funcitn

* ¥
¥ C Xy C Yy
continua & :1I -—=> 1 tal que
¥
(i) Soe = Eod .
Ezto es, el diagrama ¥
e C X)
X ——p 1
L
g ? *
cC
YV —1
E
es conmutativo.
X b3
Demostracitn, Fara csda g€C (Y), goBEC (X). Lue-
X
go, {p t gf C (YY) es una familia de funciones continuas de



c o B

1 a I indicada por el conjunto © (v,
A ]
¥ 00 C
Si 2 11 e 1 es la evaluacion de la fa-
. % N
milia, entonces por e! Teurema 24 2 es continua. M. s a.un,
*

si aplicamos (X¥) (p-g. 16} a & , & y E obtenemos

X b
(i) Qo & =p , para todo g en C (Y);
g god
"
(iii) poe = { 4, para todo { en L (X);
{
3
(iv) qok = g, para todo g en C (V).
9
De aqu’ tenemos
4
Go% & =p oo =9go0id= qoEod.
g god® g

Como esto s cierto para todo g 3 de (3) (plg. 13)
g

se sigue (i).(1
Teorema 35. Bean X y Y espacios de Tychonoff. En-
tonces toda funci.n continua $:X—Y tiene una unica extensidn
. % ¥
continua & : RO — 2LY). (Notacicn: & = $(§).)

Demostracicn, Sea * ¥

la funcién construida en el Lema 34. Entonces su restriccidn

%
¥ c
3 RN 1 tambi#n es continua. Usando (i), vemos que



Gle(x) g BE(YS. As | por la Afirmacinn 26, el rango os  $3)
restringido a i (X) est. incluido en R(Y), Podemos eccrihbir

por tanto
RLERY: AIX) ~ BI(Y).

(i) muestra que g:X—Y es topollgicamente equiva-
¥
lente a lo restricecicn § e (X)) E(Y), En consecuencia, si
e(X)
identificamos las dos, ({3 se puede considerar como una ex-—
tensicn de 3.

La unicidad se =zigue del hecho de que el codominio

es Hausdor{f y del Teorema 28.(01

Teorema 34. (Stone-Cech.) Sea X de Tychonoff y Y de
Hausdorf4 vy compacto. Entonces toda funcidin continua d:X—,Y
tiene una ‘nica extencsicn continua R((3): f(X)—Y,
X
PDefinicidn, 1) 51 X es un conjunto y Q(:Z , defini-
mos C(Gr=¢ a: x-pe§ 3.
2) g‘es ANULAR <i dados 6 ,6 € g‘también NG y G UG estan
1z 1 2
en G .
3) S; g6 REGULAR si para cada G< £? y cada x¢B6, exiete H en
c<§) tal que x€HcG.
N ~
4y G es NORWMAL si para cada par H , H € C¢&) con B n H =0
1 2 1 2
existen G , 6 € ﬁ: tales que
1 2
Hec6G, HcoG y 6006 =0.
1 i 2 2 1 2
5) Una base/dg de un espacio X es una BASE DE WALLMAN de X

si 123 es anular y regular.
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Afirmaci-n 27, La topolog « ov an weparic 7 ve una
base de Wallman normal de % oi 3y 5-1lo ¢f & es P25 0 npreal,

Demostraci.n. Supongamos que (X,*) es Ro y normal.
51 A,B € 7, entonces AUB, ANB ¢ 7 . Por tanto v es anular.

Sea bGex y sea x€ (6. Por ser X Ro, ne G. Erntonces

x€xnch vy ;GC(T); por lo que ~ es regular y, de Wallman.

Sean H ,H ¢C(), H AH =0 . Como X ez normal axisten
1 2 1

A, BéT tales que Hc A, Hc By ANB=G .

1 -

-

De aqui gque T sea normal.

Supongamps ahora gque tv  es una base de Wallman nor-
mal de X. Sea x€X, sea Gfv  y supongamos que x%6. Como v es
regular, existe HiC(v) tal que xtHcB. Pero ;gH. Por lo tanto
xé;chG y X es Ro.

Sean H y H cerrados ajenos de X, Como H y H es-

1 2 1 2
tén en COv) vy v es normal, existen A Bér tales que H ¢ A,
1

He By NANB=0 ., De aqur que X zea rarmal,[]
2

Definicicn, Un subcornjunto ¢ de X se denomina CON-
’ -1
JUNTO CERD si eniste f:X 1 continua tal que Z = f (@), Un

conjunto cuye complemento es un conjunto cero es llamado CON-

JUNTO COCERD.

Afirmacidn 38, La familia de conjuntos cocerns de
un espacio completamente regular X es una base de Wallman

normal de X,

Afirmacion 39. Sea X un espacio lecalmente compacto



<
y Hausdorf{ v =eo }Qa =LV N Y ey Voo s comper b DL Ent

tonces M3 05 une base de Wallman normal de X.

Demostracicn, Come X es localmente compacto, o4 es
:una base de v . Esto es, dado N abierto tal que #€ A, existe
V abierto tal que:<€\/c(R:A con U campacto.

Sean ¥V, VvV en 93

r)

(i) 81 ¥V y V son cospacteos, entonces, como

wnvaycy o, (Y NV oes compacte. For le tanto V AV é’ﬁ.

1 z2 1 1 2 1 2
C [ c
(ii) 51 v, Vv son compactos, entonces (V. 0 V) =
c ¢ 1 2 . ' 1 z
V UV es compacto y por tanto V N\ ¢ Ag .
1 2 1 2
— (: ——————— —
(1ii1) 51 ¥V y V son compactos, entonrces (V NV ) cV
________ 1 2 ' 1 2 1
y (VM V) es compacto. De aguy que V NV 6,45 .
1 2 1 2

(iv) Si V vy ¥  son compacios, (V UV 1=V UV es

1 2 2 1 2

compacto y tenemos V UV € 43 .

1 2
C c C
(v '8i V y V son compactos, entonces (VY UV ) =
i 2 r 2
c C
VAV es compacto vy V UV ¢ ,1.’5 .
1 pa t 2
- . € c C
(vi} Si ¥ y V¥V son compactos, entonces (V UV ) ¢V
1 2 1 2 2
de manera que V UV 'A-@ . L3
1 2
Afirmacicon 40, Sesa (X, 7) un espacin Hausdorff y
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Afirmacicn 41, 81 ¥ no os vacro y A3 s oinac
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Seametraci n, Como X po e vacio, existe wg X, Por
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(bY 8§ Ay B pertenecen o ,.B'Jg/ y eolonced
LR S
(AUBY =0 LB .

(c) 5i fe j , entonces A ={ g <:><(ﬂ'> PR <Y 5 3.

Demostracin, (a). Tenemos que si  Cc D, entoncps

) ¥ ¥ -
CcD. Porque si E €C , entonces para alg'n L# g , Le © oy
7/ ¥ * |3
por lo tanto Lo D. De aqu §' Dy T cD . En consecuencia te-
1 i 4
nemos que (ANBY ¢ A N B,
a % * *

Sea g A N B . Entonces g Ay 5’ ¢B ., Entonces,

existen L oy L en g’ tales que L ¢ Ay L c B. Por lo que se

1 z 1 =
¥ A h3
tiene L. N L c AN y LN L € F . Az, ER(RBY v AN B ¢
12 o2 7 2
¥ .3 L2 ¥
(AAB) . De donde (ANBY =4 1 B .
* X
Si =0 , entonces exriste 5-’ £¢, eosto 25, para
alg'n Ll?g y Lo lo que 1tmplica gque L eos vec o; pero asto .

%
contradice el que 5 sea un ultratiliro. Por esto B =9,
*
Por definiciin X ¢ ‘7.'(,(). Sea 5 (:X(g,), entonces

§€ X*, pues X g .
b3 ¥

(b). Como Ac AUB, Bc AURBR, entonces A ¢ (AUB) y
% i ¥ ¥ ¥
B e (AUBY y A UR c (AU

LI 3 * *
Sea A UB . Ent > " ¢ B. L
] ea Cg Sé ntonces 5 ¢I ¥ g ¢ uego

LDA 40y LNB 40 para cada Lé g .
[
(i) Bi A,Bﬁﬁ entonces, como g es un ultrafiltro en f, A
-0 C c C
y B ¢ 5 . Por tanto (AUB) = N B € g . Lo cual implica que
¥ TR I
13 £(AUB) vy tenemos (AUB) c A UB .

(ii) i A,BGJ , entonces ﬁsi‘g v B¢g . De donde AN L Qs
1
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vac. o vy BIOL es vaco oo parg Ciertos Lo,L0 en R
: Je e
Como tambi v LN LEE y (AR NL N L =@, toresns
o7 1oz
] * ¥ #
AUBEE . Pur 1o que se tiene £ £(AUBY vy (AUD) c A UE .
+ Lad

tiii) Si ne A \,/ B« [ , entonces A -‘Eg y existe Lé;' tal

que BN L=0 . Por consiguiente L NA =L ¢ g y L 0 (AUBY=@G ,par
1 !

.
i 4 IR
lo tanto g SOnUEY oy GAUEY o A UE L Similarmente se demues-
tra el casnc /\"-( y BoA .
(o) sea g ex(f) A £ ), entonces A
A 50 V
AcA, en consecuencla 5(»{‘«
#
51 ; 0, entonces ex1ste LEE tal que Lc A; pero

por ser 5 un ultrafiltro Ar‘ig . De aqu:
£ g SIS g 3.0

Lema 47, Toedo filtro ests incluido en un ultrafil-~

tro (no necesartacente nico.)

. o ~
Teorema 44. Sean A3 ,%, § , X(4) como en el Teo-
*
rema 42. Sea 1 la topologia de X(f) que tiene como base Ja

1
familie { B : B¢ B ). Para cada x€X, sea

V=0 Fe ot neF ),
*
Cntonces: (1), (x{ J),T ) ps un pspacio compacteo y

Hausdorff.
¥

(2) Para cada AcX, A c C VA,
Xg)
Y
si acBud , viar=a n v
b3
si acd , o =0 via,
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