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CAPITULO I 

I.1.-INTRODUCCION.-

E~ ~·: ~~ndo moderno, las filas de ~spera han pasado a ser 

parle dP 1,uestr·o vivir, 1 en ocasiones, pasamos 9ran partQ del 

~ia en ect~~ filas de espera. 

A mr~dtda q11c- la población aumenta, las pequeñas colon1as van 

-!i:-sarrol landuse, y as{ se convi&rlen en comunidades u1·bar"tas dR 

rnuy diver505 tamaños. As! pues, Ja vida de lo& hombres ha tenido 

organ.izarse 1 pues dependeo en mucho de los serv ic io's 

orest.Jdos nor otros para saUsfecl!Pr sus necesidades, Si seo 

~rlopt~r~ un~ fllnscfla d~ •servicio i~Mediato al ser solicitado•, 

et resL·Jtad":."' co:.erf• muy malo, pues no solo 6er{a antieconÓmico 1 

sino qu~ ta~ti~n se desperdiciarla una gran cantidad de potencial 

humano to maquinaria), atJemás de ori9i1·1ar problemas 1nuy dlfÍc:iles 

de superar. Por lo tanto, las filas de espe,-.a o "cola•• han 

f~~Ado a ~er p~rte de J~ vida cotidiana. 

La teoría de las celas trata d•l estudio matemático de éstas 

-lilas deo es::pera, meCiante el estudlr• d• esta materia •s posible 

dP1uc1r d~~os r.nmo: promedio de longitud de lAs ~IJas de espera, 

promedio de tienpo que una unidad <p•rsona, máquina o suceso) 

debe esperar para ser atendido, nÚm•ro d• elemento• que ee 

cali:t.11~ eon el ~istema ~ota1, y otras muchas cosa•. 
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Cab• ml!'nC tonar que una f i 1 a de espttriil no nec:esar· 1 amente vs 

formada por seres 'hJ.m&nos, hi&y diverso~ y muy Ja.riadas ejemplas 

de col•s, por •jemp1c: máquinas que Mesperan• ger r•p•radas por 

un MecÁnico len QSt• caso Ja9 que forman la lfnea d• espera son 

las máquinas•, veh!culoa que eaperan et •siga• de un 9emáforo, 

barcos que ••peran cruzar cierto canal, ropa que •5pera el 

servicio d• una tintor•rÍa, &te. 

L& teoría de la fo~maclÓn d• colas tiene much~ importancia, 

y •• nece•arlo estudiarse, pues lau filas de espera forman una 

molestia y desor9ani~an muchos aspectos de la vida. Los 

conocimientos que nos brinda la teoría de colas nos ayuda ~ 

modlftcar el proceso de decislon•a con respecto a las filas de 

~spera 1 y con ello mejorar las persp~ctivas de que la decisión 

,. •• ac•rtada. 

La teoría bÁ~ic~ de laa colas puede dividirse en dos 

uno trata de distribuciones de tipo 

espnc·fico de los cuales se d9'riva.n fÓr1nulas matemáticas, 

mlent.rns que el otro trata de distribuciones ctáslcas, empíricas, 

o hlpotett::z:adas qHQ slernpr• !le &nalizat~ mediante métotJos de 

aimutactón. El primero de los dos enfoques exige comunmente que 

11 wntrad• to &bast•clmiento de poblacJÓn> sisa una distribución 

de Paf ,;son, una 

dt5tribuciÓn expcin~ncial, El se-9undo enioque tsiltlular:1Ó11) permit~ 

a .... nquc- ea J.f• p..:.cu r·,J~ campl 1cado 

F~rtlm~nte ~uch~~ co~binacione~ ~n l~ form~c1Ón Je col=z. 



I.2.- EST~UCTURA BASICA DE LOS HODELOS DE COLAS.-

modB"los de -::olas eis el -:.i;::uientE<! "Client.~s· que 1·eq'.Ji121·~n de 

cierto stH".1 icio, e'stos cl_ienles s~ g.?ne ... an .? .. 1 el tiempo ·r.edia.nte-

un~ "fuente de entrad~". L~~ ~lien~es entra~ al siet~ma ~~~olas 

y se une~ a un~ cola, En 1iversos mo~~ntos ~e seieccion3 a alg~" 

ctianle formado para darl~ ~~r~i~io. El "mecanismo de servicio" 

~~ lo qu~ proporciona al clie~te el servicio demandado, despuJs 

~~ la cual el clt~nte sale d~l sistema, 

E'n tu izi9uiente figura se muestra el esquema de este 

proceso: 

Fti:iure. 1.1 

F1JE-nte 
do> 

Entrada 

S!STEMA DE CO~AS 

r-------------------------------------1 
1 1 

1 ' : ' 
' 

Cl lentes : Mecanismo Cl ient:'.es :EJ -----------~~ COLA ------. Ser~~c io ;~~:~~~~ 

' 
' 1 

• 1 

L-------------------------------------J 
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Fv~nt~ dP Entrad~ 

Uno ~~ los dato~ qu~ rios propcrcione la fu~nl~ de ~nl1 ada es 

el •tam¿oño", e'sto quiere d€'cir el número de client~s pot.cnciales 

distintos que pued~n req~erir el servicio y puede suponerse 

finita o infinita. 

Los cÓicu\ce pnra el caso -finito son rnas complicados, pues 

la entrada de un clie11le al sistema afecta al número de clientes 

potenciale9 que 'Se encuentran tuera del sistema, los cálculos 

para el caso infinito son mas iáciles en virtud de que la 

población potencial no es afectada por el número de clientes que 

se encue-ntran en el sistema, y a menudo pues, se hace la 

S1.\po9tcio'n de un tamaño infinito aun cuando el tamaño real sea 

cierto n~mero f inilo muy grande ten adelante se considerar' que 

el tamaño es infinito como una hipÓtasis itnp: i.::ila en cucilqui~r 

modelo de colas, a tnencs qL'e se espec:iiique lo contrario>. 

Et patrón estadístico mediante el cual se 9eneran las 

entradas en el sistema es un proceso de Poisson generalmente, 

11?s4:0 es., el número de el ientes ger1E-rados p~r·íl cualquier instante 

tiene tpn la gran maiyorfa de los casosl una distribución de 

Poisson. 

~ebe especi4ic~rse cualquier ar1omalia "" el 

c:omoortaTI"!er•tc tjP. tos el ientos.. Un e>jemplc es la •contrar·iedad" 

e•!~ si~ni~i~~ qye el cti~nte recha2a e~t~ar al sist~ma ty por· lo 

ta.n~':' S!? tier-!i;l ~i 1=- c:olJ. e-s demaosla.do l~r'9~· Otr·o F>_1emplo es 
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t~' se c@ract~riza cor el ndmero mdximo ? 1!h1isible 1e 

el ter- q• .. u.~ puede c:n t ~ner, Las co ·as son finita~ o i nf i" t t.is. 

La tf·~·~í~Jina di? una. ::ola e5pr· .l1ca et order1 en q1•-=- se:> 

se!eccior.a a lo$ clienles ten ~olaJ para recibir eJ se~vicio 

ser·vicio t~ue ; 1 0 má.s c:omtl• 1 1 ,·\'.1;.\i:ltor io, procedimiento d~ 

Mec;:inisMo de- S1' -'~cia 

··vicio consiste &n uno o Mas medios d~ 

s~rvicio llamados ~5ervidor~s~. Los nist&mas de colas deben 

e-speciflcar la disposic1~n d~ los Me~jos y ~l numaro de 

~~tvidore9, Los modelo~ 

' ~ervi~Jo ccr un n~mero i 

l·"? •. 1t.-:tl~s establecen un medio de 

d~ s-;orví1ores. 

p~obabil id~d d~ ti;_.,,,, ···:> r!t;;. .o;c·rvicic ra.1 ._. ci.:o.:i servidor (/ 

¡, 1l, .. •,¡; 

·.i..\ t!"·' "-''.1•:icn para todos los 
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ser·\i~io ronstant~J, 

t. l!. - EJEllPLOS DE PROIJLEttAS OIJE PUEDEN SER RESUELTOS 
"EDIAHTE LA TEORIA DE COLAS.-

Prtibl9ma 1.-

Llna ?E: qu&f:.3 c:.otnpañ {a d&> ;: i 3¡H· r ,.:¡;. ti ene quince 11¡a'qu i nas 

empacadoras de la~ clg~~rillos q~e &sla p~oduce, el probleM~ <le 

....... "'I••,• ........ :.: c.~! ~!···~- -.•·: 1 •;;• .. ::c,:r f· 1 .... ~. t ,'.1 



las máquinas en trabajo 5e descompone si9ue une d1stribuc1Ón 

exponencial con uha media de 45 dlas, y el tiempo que tranEcurre 

desde que el mecánico ~mpieza a trabajar en una miquina hasta 

terrnihar su rep=ir ac: i ór,, tiene también una distribución 

e~po"encial co~ uri; mejía de 3 dias. Este hace que en ocasiones 

I!\ compañia trabaje con menos de- 12 máquinas, y por tanto, Ja 

fábri~a pi•nsa en la contratación de un nuevo mecánico con el fln 

de poder reparar dos miquinas a la misma vez. 

Cada reparador le cuesta a la compañía s 7 1 000.00 diario5, 

pero l~ utilidad perdida estimada al dejar de trabajar una 

empacadora adicional a las tres de reserva es de·s 11,000.00 

diarios. El probl~m• consiste pues, en la loma de una decisi6n 

para la contratación de un nueve mecánico. 

Problema 2.-

Una oficina de 9obl1trno ofrece cierto servicio par·a los 

trdmites del Registro Federal de Causantes (R.F.C,J. Debido al 

·incremento de p&rsonas que solicitan hacer estos trámites, la 

oficina ha pensado en contratar a un muchacho para ajudar a la 

peorsona enc:ar9ada del trabajo de t e·•isar los datos, sel lar '/ 

archivar la solicitud. 

La oficina ha d~scubiertu mediante algunos dias de prueba, 

que cu~n~o la pe~sana encarg~da de ~stos tr~mites trabaja sola, 

lo~ tiempos de s&rvicio si~uen una di~t1~ibuci6n expon~ncial con 
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ll~~ media de 4 min~tos por per~cna 1 mientras que cuando as 

ayudada par e! much~cho, di str ibuc iÓr1 

eMponencial1 pero~º" una ~&dia de 2,q de minutos por per·sona. 

La o-f!cin& ha descubierta tarnbiii'.n, m&diante un estudio 

oESt~d{stic:o, qut· los soll~itantes de- los trámites del R.F.c., 

ocurren a !o cf icina si9uiendo un• distribución de Poisson con 

l1na. rned i a de 12 per5onas por hora testo es, una persona por cada 

5 minutos>, durante todas las horas que se presta este servicio, 

Notemos pues, que ls oficina no piensa en ofrecer un nuevo 

servidor, sino ofrece una mejora en &l SQrvicia 1 lo cual desde 

luego afectará el costo del !Servicio, pero en ambas situaciones 

al hacer el estudio nos debemc• remitir al modelo básico que se 

e1tudiar~ •n 1~ ~•ccJ6n lV.J. 

Consideremos que en el caso de que siguiera trabajando tan 

solo una persona, la oficina gastaría en el costo del servicio 

• 650.00 1 mientras qu~ con el nuevo ayudante 9aGtar{a S 1,000.00 

(ambos 9astos conslder~dos por hora de servicio), 

Ad•m.Ís de ésto, la o-ficina ha hecho una encuesta con los 

solicitantes de-1 R.F.C., y haciendo una esti~aciór., los clientes 

han considerado en promedio, que lo que les cuest~ a elles 

~sperar un~ hora ~~ esa oficina para peder hacer los lr~mites, es 

$ 150,00. Además de ~st::i 1 se les pidio que estim~ran E-1 costo 

adiclon~l i~e les provo:aba la ruptura de la continuidad en s1Js 

lo que E-llos r·~spondieron que una ruptura de media 

hora les =rovocab3 \1n co5to de$ 30.00, mientras que si tuviesen 

q~e e~p~rsr l'n? ~or~. el costo ~s=~nd!a a$ 120.00 



Ca ... l':'1D eosto, · =ons1derando que el j~fe d¿ ¿s~ ~f1cina es 

ayu~ante para l~ p~rsona encar9ada de los tr~mite~ del R.F.C.? 

Problema. 3 

La Compañ{a •Maderas d~ Hé~ico• esta planeando la 

construcción de \.tria nueva sucursal, en el diseño de esta nueva 

sucursal se estima necesario incluir u~o o mas dep6sitos de 

herramientas en el 3rea de la carpinterfa para poder almacen&r 

todos los ut.? .... r. i 1 ios q.1e necesitan sus trabajadores. Las 

. herrarn!enta~ son manejadas por le;;, e•:.ple2.rjos del al macen, y se 

les ot:>rgan a los carpinlei:"os cuando éstas se necesitan, pero 

cua~do ~on ~c~ba~as de utilizar son devu~ltas al almacen. 

En lc:is otras tres sucursales que tiene ~sta compaF1{a, los 

tnspectore5 se l'"·an quejado de que los c~rpinteros desperdician 

mur:ho ti PrnpC' en ir a los dt>pÓs i los / e!iperar ser ser vi dos, 
, 

as> 

pues, so: lcitan m;.·5 almacenes y mas personas que trabajel" en 

estos. P'?ro las suc:1os d-.:? e::.l;> compa,l{a quieren reducir los 

9a1:1lcs en la m.i~va sucursal. Todo esto ha creado situaciones muy 

cnn-flictivac;; para el Presidente de "Maderas de México•, y por 

tanto se este haciendo un ~studio en las otras sucursales 

tratando de obtener datos que ayuden en la to1íla d~ una decisi&n 

que pueda favorecer a la compa~la. 
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Los datos que se obtienen son los siguientes: cada almacen 

~arma un siste~a de colas, ademas, el tiempo utilizado en atender 

a un carpintero tiene una distr1bucidn exponencial con media de 

un ninuto. Lo& carpinteros ocurren al almacen de una qanera 

aleatoria pero con una tasa media de ll~9adas de 60 carpinteros 

cada hora (bajo estos datos se decide usar el modelo básico que 

se estudiará en la sección IV.11. Además el casto total por cada 

alt1ac.enista e¡¡ de- s 500.00 por hora, roientras que el valor del 

trabajo de un carpintero se calcula er. $ 1 1 200.00 por hora. Con 

e•los datos, y con otros que serán presentados en 
. 

la seccion 

VI.4, Jcual serfa ta decisión del Presidente de la compañ{a? 

Hasta aquf, pues, he•os visto una pequ•ña introducción a la 

teor{a de colas, y he~os visto algunas de la aplicaciones qu• 

esta ti•ne, •n el siguient• capítulo vere•os la notación que •• 

usa,.·.1 •n el desarrollo .Je los modelos d~ colas. 
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C.'\PI"!U'-!! I! 

II.1.- NOTACION.-

En ~ste cap{tulo estudiaremos algunas de las prtnciaples 

vat·i:obJes que il'iflU)'en en un sisterna de calas, y algunas de Jas 

relacionPs que e~isten entre ellas. 

D&finlción.-

Llamnremo~ •cola• al conjunto de unidades lo cli&ntes> que 

esperan $er servidas en las inatalacicnes que 

ptoporc1o~a~ el se~vicio que solicit~n. 

D@ftrdt:iÓn.-

Llama.remos •esta.do del sisleraa• al ,..úmero de clientes •n el 

D•finiciÓn.-

esperan recibjr &l servicia. 

Nota: E:l er.tado deJ sic¡t~M~ "!' l~ 1~"'9i+:.11~ "'11 ~ri ~.~J;:.. 'HH' 
di'ferenteg, por @'jf'rnpln. surnngaPOaE qt•r er \1r'·• tec,id l \a. '11'? 
boletoc:;. ..,_?" -:4-:JE ".i?.r"i'1'1rE"-!:> :-:-1.o c-~i~·nt;f-E, pr-1 tard.o do• 
f:' 1 i"''l''"'~ ~~t.~r ~·~,..o. t~n·:'r ;.1 -ri,· •ic-{C\ 1 l?r· ~c:;f.~ 4:"~...;u 1 i:tl e'6tadc 
rir.-l r'.• 1 ;· ·.- -~· 1 .. ~1 1 ·-·t.-.... , •1d~··l~.,_.,5 ":;'..le la lcn9Jtud de la cola 
•· - ~ ~. ·- • : ; .• : ; t>r,t. r,·: . 
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'.n 1·:111•·' ·~i? IA cola a E•tado d•J wt1t•rra .. N•1M•ro d• client•• 
r•cibl•ndo ••rvtcio. 

Deflnlclon,-

Nata: 

Llamaremos! 

NCtl a •l n~m•ro d• cliente• en el •i•t••• d• colas •n el 
lnslanl• l ll >O>, 

• 
a I• lasa de ll•9•d•s !número ••perado d• llegada• par 
unidad da tiempo> de cll•nl•• r1u•vo• cuando •• 
•ncuentran n cli•nt•• en el •lsleNa. 

~ la t••• mediad• ••rvtcto en el •l•t•m• cn&ni•ro 
••perado de cllenl•s a los qu• •• les proporciona •I 
s•rvicio eh unidad d• ti•Mpo) cuanda •• encu•ntran n 
client•~ en el sistema. 

•nloncH ;l• ªJ' 
En estos canng l I A. se-r.á e-1 t lempo esperado de l le9•da1 y 

1~ ••rá el tiempo r·C;>Qrado de servicio. 

51 definimos a f = A/s¡J, entone~" f slgniflcar.1 el ti•mpo 

espttrado e-n que lcG '3ervidor•s eatariÍn brindando servicio por 

unidad de ti•mpo, E.-5to ·~ ,, la razón ontr• el número ••p•r~da d• 

clientes')' la c11pacidat.1 d• · .. -..·•vicio de un negocio. Obvianiente •• 

de .-aperar que f se.i. mer:w riue 1, pues de lo contrario, 

significará que .. crec•r 

continuamente •n la med~da q ~ el ljempo transcurre, 9n est• caso 

en que ta cola crece ~·~ medt•'-· decimos qu~ ta cola •est~tlaría•. 
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11.2.- ESTADO ESTACIONllRIO.-

Cuando un •iatema de cela inicia su servicie <o empieza 

a funcionar>, •1 ••l•do d•l mlstema ••rá en 9ran parte afectado 

por •l estado inicial y el tiempo transcurrido desde que comenzó. 

el servtcla, cuando •sto sucede decimos que el estado •• 

encu•ntr• •n una condición tranaitarla, 

•• vuelve lndep•ndlente del ••lado Inicial y del tl.mpo 

lranscL~rrido, •n ••l• casa pod•11os d•cir que el •!•lema ha 

alcanzado un ••tado est•ciona~lo. 

Únlc~m•nt• loa •lat•••~ dentro d• un •atado eatacionarto, _pu•• •1 

caso •n •l que el slst•a• esta en una condición transitoria es 

mucho mas dlf(cll d• ccnsld•rar d•sda al punte da 

anal ltlcc. 

vista 

La •lgui•nl• notación •upondra el slst•m• dentro de un 

estad~ estacionario: 

n ~i9ntficará el número d• client~• en el sistema de ccl••· 

P sl9nlflcerá la probablllded d• qua. sa •ncuantran 
•x•ctam~~t• n cli•nt~• •n •I sist•m• d• colas o qu• •I 
ast•do d•I sl•t•ma saa "· 

L si~nifieará •I nÚm•ro ••perada d• clientes •n •1 sist•~• 
d• Ct'IH, 



Wq 

s13t11 f icatá 
paril carla 
SE:-l'VÍCJOI, 

el li~:n~~ Je esp~ra e~ ~J sistema de colas 
r:lie-nte por· separa.de lir1c:lu;•e- Uernpo de 

si~nif1c~r~ el valor ~sp~t·ado de IEIW 11, 

significar~ el ti~mpc de ~spera en la cola para cada 
cli~nt~ p~t· separado (excluye ti~mpo de servicio). 

si9nificará el Vülor esp~rada de IElüJill. 

11.3.- RELAClotES ENTRE L, W, Lq, Wq.-

nt 1\-J , Se ha demostrado l ll que en 

un •istema de colas que se encuentra dentr'c de ur. estado 

estaclDnPrio: (Esto es, el núm~ro esperado de clientes 

e~ igual a la tasa media de lle9ad~s par la ~edia d• el tiempo de 

Ade11áw, en •ist" !'1'1f9Ma dernostraciÓn se prueba ta.rnbitfo qu•: 

l.q • A Wq, 

Not•: SI lu ,l., 
reemplazada por Á 

no son todas i9uales, •ntonc•• A. será 
qu• significará la tasa promedio de llegadaa. 

111 V•r ~l libro Slldham s., 119eo1, "A la~! word on L A w• 
página& 170-183, Me Graw H111. 
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" 'l•t !l\ ' 

tie-mpo medio de •Rrvicio es una constante (ll)t >. De aquí puede 

deducirse que: 
W e Wq t 1~ 

E•ta• relaclon•5 ••ran •uy important•s ya qu• encontrando el 

valgr de una de ellas, •• f~cil d•ductr lo• valore~ de las otra• 

varl•bles 1 y esto nos representa una gran ventaja, pues •i ••taa 

relaciones na exietier~n, nos veríamos frecuentemente en graves 

probl.,,1a11 pAt-a deter·1ninar ciel"tos. valores que nos ·serán 

indtsp•nsabl•s para la toma de una decisión, como pueden ser el 

costo del ~•rvl~lo, etc. 

Degpu•s de haber vi•to en este cap{tulo ta notación que 

us.s.r·emoli, analJzairemos en el si9uiente cap{tulo un procesa 

llamedo "Nactmiento-Muertep que ser' de gran i1nportancia en el 

desarrollo de nuestro estudio. 





CAPITULO lil 

111.1.- EL PROCESO NACIHlENTO l!UERTI:.-

ocurren basados en ur1 proc~i>O l la..1n~do "Pi·oc.e-so Nacimiento ... 

Muerte-". 

Con el t~rmino nacimientu entende~emos la llegeda de un 

cli~nte nut:vo que se ir1corportt E'1 s1ste1na ae coli!f:-, y por ~1 

l~r111ir10 nu~rt~ ehtendaremos la salitla del s1~t~ma d~ un cliente 

core~ un pr·oc~so Nacimiento-Muerte, $Or1 las s19ujente~: 

al Si Nftl en, l¡:i. '11str·lbut.:iÓt1 rle- prol,i-bd1dar1 de tiempt-• hasta 
e:! s1~uH·nte nacirnlE-l)to es expo1~er1r1al coi, parámetro '-•\ • 

bl ~i Not ~ ~ r1 1 1~ d1~•.1 1t.uciór. de t.i··~t,"'t i ! 11~~t1 dE- +:it?rnpo hasta 
la Sl';-Jl·lenti' 1nu~rt& ..,.¡;. i:.->:pcne-1ct?l t:c.:11 par;;inE-tt·o ,'-'", 

'' 'i.' 11\ ; <:.• t ·~ ' 

~-~·111.:> e-1. t·l ;..··-~c.._·~··!, :-1:ri-:.·.1_;, :-···-.-t tr·. 



IIJ.2.· El PRJ~JPJO "TASA DE ElfTRADA • TABA DE SALIDA".-

Anal icf'rnos ahora el si3u ~entli' proceso •l'I un sistema de 

colas. Supon9amos que UDa libr~rla pe4uei• co11 un solo ••rvidor 

~mpieza a brindar s~rvicio a la~ 9:00 A.M., y que l• •nlrada y 

salida de clientes ocutre de la 1i9uiente Mdner~: 

9:co Ne ha~· ~l!enl~s ~5perando (Pl estado del sistema es O> 

9:04 Llega u:• el ic-nte. 

9:11 8alci un e ~t! .. :¡ervido 11
, 

9:12 Llega un el' ''· 

9:t3 Llega Ul'I cl:~nt~. 

9!14 Sale:- L.11 clic·1.lf: "ser·vido". 

9:17 S~le un clfer "servido". 

9:25 LJ99a un el i9nh, 



Por tanto les cambios en <>I estado d<>I si ~t_er.i;. ~~- !· :;n 

r-ealizado de 1• si9uient• manera: 

Sal<> dr.I estado o .. ingres" al estado 

Sale d<>I •st•do e tn9resa al es lado 2 

Sale dotl estado 2 e lngresa al estado 

Sale d•I estrtdo e ingrt5a al e-stado 2 

Sale del e•lado 2 " ingresa al estado 

Se.la fo! estado .. in9resa al estado 2 

Sale del eetado 2 e ingresa al e5lado 3 

Sale del estado 3 e lngre5il. al estado 2 

SEJl~ del eetado 2 e ingre~a al estado 

Sa?e del e-stado e ingresa al es lado o 

Sale del estado o e in9r·e•• al estado 

S1le del estado 1 " ingresa al es lado 2 

s.1 .. d~l •slado 2 e in'3resa al estado 

······································· 

Asf pues nos damos cuenta de qui! el número de veces que el 

proceso er,tra i et número de veces que el proceso sale de un 

estado determinado •s el mismo, o s~ ~ira afectado par tan salo 

u~~ unid~d. Pero ~~la dif?renci~ de uno, al final se puede 

ccr.s l de 1· ar· como d•spr -!C i ab le en las tasas promedio ( n~m•ro total 

d€ oturrar,cias p:lr u1ddad de lté'UlpO), por tar1lo, a' •1ar90 plazo•, 

esl•• ta;az d1t !-t•t_r~d• I' de salida deb~n d• ser i9uale&. 

E'-:tC" ¡ ":l!. cot.d\.'.ce a la si13uient• conclusión: 
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Prit1cfpío Qe "la lasa d~ entrad3 es igual a la tasa ae 
salida.•.-

Pari! cualquier estado r1 del siste-111a 1 la tasa media de 

entrada es igual a la tasa media de salida. 

Analizando un poco el sistema en el estado o, nos dar~mos 

cuenta qu& el proceso entra a este estado ~nica~enle de3de es 

estado 11 la tasa media par·a er1trar al \?Slado O es ,,,V1. Per-o la 

probabilidad de que el proceso efeclivam~nte se encuentre en ~l 

estado 1 es P1 Por lo tanto, la tasa de entrada al estado O es 

S'i9uiet1do el mismo razonamiento, obtendrernos que la tasa de 

salida del estado O es "°Po 1 y con el principio anterior, 

obtene-mos que: p. P. 

En los demás estados, las transicione6 posibles son dos 

(tanto de entrada como de salida). 

De aquí podemos resumir nuestros resultados de la siguiente 

forma: 

E~tado Tasa de entrada Tasa de salida 

o ..»·P. A.o Po 

l,P,, + .P~ P¿ ,\, + )l. R 

2 ú~ . ,.i!JP, ~. + .Ji· P, 

................................... 
n·l }..,,.J..P,. • .i."' . /J• P. ( ). ... +_,,AJ ... • ) P •.• 

k.,., PI\~·+ ~~H P,,H "-· +,u. ) p" 

n+l A, P, t fou.P"'" A. .. + )l ... ) Pr. .. 
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Aot ic::i.-,do ¡=.e;;~ ('I podPrnoo:o l le?ar a Jos s~ :i\.li~ntes resLd tados: 

P, = "º?'· P, 

P, e A,~' ; • 11;1, <,U· P, - .\o 11, l = ~·~, P, ~. ""'Jl.·)1· P, ., 

P, = h,1;<, P, • 1 '11• <,ú, P, - ~. P. l = .lt.f.Pi pl 1,, ~. l., 1;1,¿1. /1• P. 

Simplificando la notacitin ha9amos 

c. = A •. , .... ·A. 1,,¡;J.•· ";,d•,,<Jo 

Por lo tanto P"' 1:11 e,.. P0 

Cor. estos resultados es fácil verificar el siguiente 

teorema! 

Teorema IV.1 

En un sistema d~ colas, la probabilidad de que el sistema S• 

encuentre en el estado O e~: 

Demost.rac.iÓn. -

Tenemos que r P" =~ P, 

"" 
+ t. P, = 

P, + P, f c. = 

p <1 + f, e,> = 

p 1111 .f e,> 
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'( si e:-.: i steri c..~:·v1darf:s, E-nlurrct.•5 s 1·ep1 eser.ta el número 

de clienl·-"'~ qui::- E.-stá1~ s1enrl::i al.,;·11d1:ir.1!:" (/por- to tanto &l11u1n1:<e1os 

de la cola.J, por lo q,~e: 

LQ =- °L. tn-~) P,, 

Y por las relaciones dadas en ~\ capí:ulo anterior, 

obtene-mos que: 

w L/-;\ y 

donde }. es la tasa promedio de l l~9ada.s, (-r;,lu es, -\. = t.
0 

P" Á" 

Una ~ltima cosa que qu1sie1d haLer rotar, e~ qu~ 1~bido a 

que las tasas rn~dias A0 , A1 , • • .\,.., •• '/ ,d, , ;.11 , • 

ofrece una 9ran fl~xtbilidad en los sistemas ~e f 1las de esp•ra, 

con lo que los l11odelos basados en este proceso ly que 

e-st 1..1dlaremos en •l siguiente capítulo), son lo'J ritas usadas 

comunn1enle. Adem.ls, debido a la hipótesis al :1 bl que hemos visto 

en la secci¿n III.1 1 3e dice que ~$tos modeloH t1enen un entrada 

de Potssan y ~iempos de servicios eMponenc1alas. 

24 





CAPITUt.O IV 

IV.1 EL "ODELO BASICO.-

F.s mu1 CO'~'.'t'l enc:~r:trar· l?n los sister.1as de colas q•.1e lo.5 

teses m~dt35 de llegadas v de salioia perman~scan cansta~tes (esto 

P.S, \;f nt ttl l 1 por tanto, cuando el sistema 

t ! ene 1J.n sol o ser··J i dar, e 1 di agr ,:,;na de 1 as tasas r·esu l lan tes se 

desarrolla como se muest~~ en la figura IV.1. 

F!gur·•· JV, l.-

Estado 

En est~ modelo es de suponerse que la tasa media de llegadas 

es mer,or qoe la tasa media de Si\\ idi!IP., '/~ qHGo de otra modo l~. 

col• tenderla a crecer sin medida, o dicho de otro modo, la cola 

"eslel lar-Ía 11
• 

Basados en e~to11 funoiamentos, podet11os deducir· facilmente los 

e' \e t.:tsa medj3 de lle9cidas )' la. tasa mediit de -aervic10 son 

ccnst..a.1-.t.es. ).. y ,).1 rs-5.pec.tivamcnte, y si s=l, entone.es: 

p = ( 1 - ,, 
J 

dandi? f. 



Demostración.-

Tenemcli que si >...., = A y ,AJ ... = /'4 , E'nlor1ces tendremos que 

e" e P·l;-1>", por tanto, si hacemos f = A~ ve.mes a obtener lo 

si9uienbt: 

Teorema 1v.2.-

"' Pe ""1/<1+.,.~ C"> 

P0 • 1 L •" i' 
t11t1l 

Con las condiciones de-1 teorema anterior-, L e ).. J t_.µ - }.. > 

Demo'!lt rae 1 Ón. -

"' =Ín11-p>f T•nemos que L e E n P,, -~ l. 

"'º ... 
~ 

=·> l. e 11 -r) f "~' n f 
... 

.. ~ =o/ l. 11 - r, r [. ... •r 
==/ l. 11 - f) f ...!!..([ f\ 

d r ''º . 

==> l. = 1 l - fl f .iL ( Y'l··ril •r 
=:;> l. • 1 l ·fl f 11 ·fl -~ 

==) l. = f / 11 - f l 

=~> l. = }. / I ,µ - l) 
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Teorema IV.3.-

Co~ la~ co~dictones del t~orema IV,1 tenemos que: 

Lq = ).'1(,<1 IJ' - !. l] 

Demostración.-

Tenemos que Lq ==) Lq 

==) Lq L - 11 - P0 l 

==~ Lq L - f 

==> Lq >.11_,. - .u - ,Mt;. 

==> Lq = >-'t[,µ l,u - A l] 

Corolario IV,1.-

al Wq = Al(_µ 1,<l - Al] 

bl W lll,<1-U 

Demostracion.-

al T~nemos que Wq = Lq/A ==> Wq = 111 >. l (~'¡A,_., -.t l] 

==> Wq = ). I [ _µ l,JJ - A lj 

==> w = {,\ll)l-Alj ( l / ,\ 

==> w = 111,JJ - A l 

Los cálculos para obtener lJ y uf~ son un poco rnas complicados, 

para oblen~r la distribución de probabilidad del tiempo de espera 

en el sh1tema <incluyendo el servicio> 1JÍ 1 para una llegada 

aleatoria, supongamos qu~ el cliente que llega encuentra n 

clii?ntes en el sistema 1 por tanto, tendrá que esperar (n+1J 

tiempos de servicios exponenciales. Si R11 Ri, 1 • , R" 1 R .... , 

so•i va,..iables aleatorias indS?pendientes de los tiempos de 



se-rvicio. estos ti~"'?"" rlir+.-.~t-·1r•~··· ,.,..,rr .. : . .,-; .,, . 

parámetro ¡J. t y definimos Y,.. .. ,= R, + Rt + • 

entonces, Y11 41 re-presenta el tiempo de espera condicional cuar1do 

se tienen n clientes e-n el sistema. Además, Y..,...1 tiene una 

distribución gamma, por tanto se puede concluir que: 

~ 

PCUf) t) D n~• P.., PCY"" 1 )t) 

D•epués de algunos pasos algebraicos, esto lo podemos 

reducir a (2): 

Por tanto, ül tiene una distribución expánencial con 

parám1ttro ,.u (1 - f) • 

Además, P! !Jq >tl a [ P0 P!Y 0 > tl 

~ 

==) Pl1tf,>tl ¿ (! -flf' P!Y0 >tl 

=:> P<J<í>tl f.{ P., PCY11 • 1 > t) 

=~ p( i.r, 'tl = f P!W>tl 

='9 PI '/l, >t l f 
é p( •-pli 

Por Últtmo 1 también podemos decir que 

P ( lJI = O l = P0 = 1 - f 

<2' HLir•is w., (1981', .. Intr-oducciÓn a le Te-crla tJe Colas", 
M= Grciw Hi 11 1 pp. 1~3-158 



JV.2.- EL llODELO 811SICO CON VARIOS SERlllDORES.-

C•Jando e! modelo de colas tiene més de un ser·vidor, •1 

diagrama de ta9a:. es como en el modet·. sigul•nte: 

Figura !V.2.-

Además, podemo$ de1ucir faci lmente lo~ si.9uientes t•orema.s: 

T•orema IV.4.-

Si la ta!la media de lle9adas y la tasa media de servicio •ot• 

constantes, :\. y f' respectivamente, y si el número de ser-vidore!-

es s, entonces: 

p 

. 
Demos tr i'.C ion. -

Si ~1 n~mero de servidore~ es s, entonces 

\ ~· 
si n < s 

"'. 
Cn = 

~ P-r~ ~L si n > 5 

~: ~s :.! !> 

POr lo tant.0 1 

,., l~ ~)' oó 1.1 .. ¡··· 
[ ~· + ,- l V' 
'l·.o • !>. "'ª 

?O 



)' &! ). ( S¡l 

P. • o 

r.ore11a IV.~.-

Con la5 mJsmaw condiciones que el teorema anterior 

sl 

n >, s 

D••cstracién.-

La deNo•\~aciÓn •• trivJal, pues P~ s C~ J\ 

Con las condicfone• d•l teorema IV.4, 

Lq • 
"! 11 - f ,. 

DemastraciÓn. -

Defl namoa a p como f • J.. '"I' 

Adema• Lq • f In·•> P • ... 

"' t;.,.;i¡••1 f. •••) lq • L• 
L1e !~ 511) •) o .. 

~· f'P. •e:•) Lq • l. . ' 
~·f "' =--> Lq t P. L; ¡'·· 

"º 
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~==> LQ P. \01.i p r L(f) 
•! ... •r 

••=) Lq P. ~r p d 'f ·) ,, dr ·.-;-. f' 

===) Lq = P, \.!:4il'. r ,, d ( _,_) -.-p .. r 

Lq = --~-_l~.~)'__t_ __ 
>'. l1 - fl' 

Corotarto IV.2.-

-----~·--(!~Lt ________ _ 
aJ Wq• .\ ~~ l1-p¡1 

bJ w • ____ f'!._~~~r_r_ ____ • ___ _ 
Á •! (1-p\' jJ 

cJ L = ----~•_.00LL ___ + _} __ 
• ' (1 - pi' ,AA 

Demostr·ac: 1 Ón. -

al Tenemos qL1e Wo = Lq/). , ~or tanto, la dt•mostraciÓn es trivial. 

b) Sl conmlderamos quQ W wq + 1 fjJ , l b?9amos al resultado. 

cJ También tenernos que L = ÁW = ~ CWq + 1~ J = Lq + A!IJ y 

con •slo concluimos ia demostrac1Ón. 

El me-todo para encontrar Ja dist' ibuc:iÓn de probabi 1 idad 

para los tiempos de e5pera e9 similar que en el caso de un solo 

se-rvtdor. 

El resultado en este caso es el 

p , .... ) •. , • ,.," [ 1 • ~· ___ (_y,,_L 
• ! ( 1 - f J 

p (lJ~ u dondP P<W.¡= C)=fP. ... 

13> SI s-1- kVA =o, l'ntonces PIW > f.J 



rv.a.- llOllELOS IASICOS CON COLAS LI"ITADAS.-

En ~1 análisis qu• h•mcs hecho •n la sección anterior, hemos 

visto colas que pu•d•n cr•c•r (por así decirlo) illmfladamenta, 

aunqu• la probabilidad d• que ll&guen a un número H •muy grande• 

H Muy P•qu•fta, 

En ~sta 1ecciÓn estudiar•mos colas que aun teniendo una 

fuente d• •ntrada infinita, sea una •cola limitada 11
• Esto 

•ignifica que el n~mero d• clientes Bn el •istema nunca ser~ 

m•yor que cJ•rto nd~•ro M especificado. 

Los C&soa •n que ~sta condición se cumple son muy variados, 

puede ser qu• lo• cli~ntes que lleguen no entren al sistema y 

11 J lever1 sut n•gocios a olras partes• cuando observan que en la 

cola h~y rlamasiados clientes <NI, que el •n•gocio" no permita la 

entrada al ei•l•m• cuando el estado del sistema &I muy grande 

<M>, que •1 •nogocla• no pueda tene-r Mas de algún número muy 

grande CM> d• clt•nt&s 9~ la cola, etc. 

Por ej~mpla, supongamos que un camión urbano recorre la 

Ciudad de MJxico, que los cJi~~t&s s~n los pasajeros, los 

ser'Vf:jores son lo• astentom y qrJe el servicio que los clientes 

solicitan es el poj~rse sent~r. Si el camidn tiene- 30 asientos 

<e· ll'';'endo el asiente de-1 ct.~fer de-: camiÓril 1 a lri:-ir.t21. pe-rsCJ"as 

P 13 VE-2 se Ja- ~~t~rá pr-t·s'...:..11do c·l ;;.c·r--.dcfo 1 sin emt·ar90 1 '1a cola 

~e"ci lh-:iteda, pues lsi ccli' l., 'c .. :-:¡an las persor:a.s qu1::- .a-star. e-n 



caso e~ u~a cantidad ~u1 3randG!, porte~os estar so3uros de qu~ 

•1 estado del ~i~tema nunc3 ser~ mayor de 300 clientes, as{ pues, 

~unque I~ fu~nle de entrada tiene t·~3 pob1aci6n "infinita•, la 

~ola será li~itnrl~. 

Cuando 91 numero de servtdorJ?s ~s uno, el dia9r•1na de tasas 

••similar ~l que se muestra en l~ figura 1v.1, •~ceplo que el 

modelo 5~ susp~nde en &l est~do ~' e$lo es: 

Figure. IV.3. -

D• aqul 1 pues, resulta fácil obter.er los !!ilguient•• 

Tttnr'irna IV.7.-

Cuando la cola es limitada, y la taea media de llegadas y d• 

salidas se manti•nen constantes ha~ta qu~ la cola alcanza el 

e-st3r:IO M (dond1:1 Me~ la limitación de la colal, y ~=1, entonces: 

1 - f 
P, • 

1 - f'"' 

~.; 



Demostr;:iciÓn. -

Tttn•1t1os que 

e 

entonc@s 

=·> 

y si d•flnl1111s p • 'lo.l¡J 

r.orema lv.e.-

-~-:J ____ r 
1 - f"'' 

1 - f 
P• • C" P0 • ( J. 1,<j r -----------

1 - t·· 

T"or•ma IV.9. -

L • ___ f ____ - -~~~~:.t:~-
1 - o 1 - f"'' 

n ~ M 

n > M 

1 
P, ª --1;.:F;i"~~¡,:~ 

Po • ___ !.:!~------
' ·(~1,.4¡"" 

P, • -- _ _i_-J!:~L __ 
1 - t•/p)"" 

___ J_:f ______ _ 
1- f' ... 

---~j'__ f 
1 - p ... 



Demos t. r ac i r:{n. -

H 

Ter.r:mos que L .,,, "~º n P.i ==> 

==> 

==> 

==> 

==> 

==> 

==> 

==) 

==> 

==) 

Corolario IV.3.-

L q = L - ! 1 - P0 J 

Demoslrac:tón.-

Trivial.-

L = -·-~'- P t r'\ (·' 
t ~ 1-1• ~ • "'(> 

L = 

L 

L 

L 

L = 

L 

L 

_!.:L 
1 • p"" 

.4. t ¡' 
d r ··º 

1 -f .!Li.~~) 
-~:-p~,7. p df \ ' . 7 

_!:l' __ r _-JU!.'L.t"._(_•_·JL~!._·_.f~~'----
'. f'lll l•·p)"' 

_i_-_f __ p _-J~1il_P_1~_1J~!..1Lf~~1-~:_:.f~~
1

-
' · r"" l' · rl' 

_.: L~_ .._11 J ~ _ .!- ~ _ .f~ ~'- _ ~ !... _____ _ 

u. i'~") 'l · fJ 

_ J.':!!.1J (~ ~~'--_t ~L!_J_:. .l'~~--­
(1 • r"") ( I • f) 

L = ? 1'!.'.!).J_'.'_ )_L~)_ 
(1·1J\1 · P"") 

L = J~!IJ_J_~~--
1 - f 1 • r MI 1 
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Coino Jas A ... no '.iOn J9uaJP.v, entonces L 1 ,\. ~J Y Lq .,,¡'A Wq 

p&ro pod~mos obtener les tiempos esper~dos de permanencia de los 

clientes que entran al s1stema ocr las fórmulas: 

W = L/), Wq = Lq/X 

Na•a: Observese que estos resultados no requieren que A<)l 

IV.4.- EL ltODELO DE COLAS LI~ITADAS CON VARIOS SERVIDORES.-

Como en este modelo no se permiten mas de M clientes en el 

~J~lErna, es td,Jco pensar q~r& el n~mero m~Yimo de servidores es 

preclsame~~~ H, es decir, s ~ ~l. 

El diagrama de tasas para este modelo, es el siguiente: 

Por tanto, podemos obtener Jo3 siguie~tes teoremas: 
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E~ ~J mod~lo de colas limitadas ce~~ servidores, 

pi'\,= 

\ 

(~~\' ?, 

~- r, 
":. ~ ~ ". > 

' o 

Detnos trae j Ón. -

""'"'""". . \ 
lA/,M)_/n: 

~\~\"' J' .1,,U. 

o 

O• aqui obtenemos que 

T~ore-rna IV.1 l, -

n > M 

n $ s 

n > M 

Ca~ las condiciones del teorema anterior 

"' 
Tenemos que Lq = [ Cn-sl P" =·> Lq 

" ==> Lq = ¿ ln-sJ P,, 
"' ~ ~ 
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=='> Lq = r • í',,, 
J·' 

•.• l!/··1'" 
Lq = [ ; ~- i 

!'º .:,,1 :¡i 

==) 

Hagamos ahora f = >-. IS)I. 

==> 

==) 

==> 

==> 

Teorema IV.12. -

Con las mismas co11diciones que el teorema anterior, 

!.•I 1 

L = L n P, + Lq t s 1 1 - '[ P, 1 

'"' 
Demostration.-

" ~ 

Tenemos que L =l n p" <~ L = [ n Po 
'i:o 

'{ " " " ==> L = n P, • l n P, - [ s P, +[ s P, 
f\:C 

:.•I .. .. 
==:'> [ n Po + l. <n-s1 p + L. 5 P, 

"" o'H~ 

f 
,., 

==:> L n p• t Lq + s 1 1 - ¿ P, l 
11:0 

39 



Al ig\.•a.l que en El tl'lodc·lc ar1te·rioí-, 6'n est~ MJdolo pod~mos 

obt•ner W y ~q como 

w ~ LI). 1,1q Lqt5. 

f 
H·• 

don~e >.. = Á, P, [ ,\.., r,.. ,i, '1 - p~) 
f\ ~CI 

111.!I. - ~L MDJIELO llMllCO COH UNA FUEHTE DE EHTllAllA LIKITAllA. -

En •stos cases, ~• supone que la fuente de ~ntrada •• 

limitada, •sto es, qug, tie-ne una poblac.iÓn firiilta d• donde 

ab3steeerse. ~ste caso se da sobre lodo en f•bricas, donde uo 

,.,,.er\nic:o tiene la r•sponsabilida.d de mar.ter.er- en bu•n estado 

ctert.o n~mero de rnáqt...lnas 1 e en ca:...cs ~imi lares, ti en& tanto mlU«J& 

•n ~~te tipo de problemas que a veces r~cibe el nombrQ d• 

•modelo <12 colas cte r"eparacidn deo máquinil.s". 

Er1 ~st• modelo 113.rnaremos "M" a. e-1 tamaño de la pcbl~ciÓn 

poteticia.1, y es obviu que cuando un nt1mer-o n de el ienle5 ~at.én 

r•cibiG<ndo •1 s=:orviclo en el ~isteMa fO .. < n \\ H>, solCJ quedarin 

M-n cli~ntes potenciales. 

t~a poblac. i Ón pote11c i aJ al terna entre estar "'fuera• o 

tram:.cu~re de&de que un miembr·o sale del sistema hasta. su ,..egreso 

a ~I ti•n• una distrtbueiÓn e~oonencial con parámetro A. 



Cuando 01-ul miernbr~os se 

•ncontrara'n •fuera• 1 entonces la distribución de probabi 1 idad del 

ti•~pa r••tante hasta la si9uient• llegada al sistema segul~~ una 

· dislribucio"n er.pon•ncial con parám•tro A. ... = <M-n> A. 

El 9lgutente diagrama nos ilu&lra un poco e•t• modelo: 

Fl9ura IV,5.-

Nota: Qbgerv•se que ~= O si n ~ M 

Teorema !V,13.-

Si la fuente d• entrada H lir•ilAda "'" el modelo d• colas 

. 
Demo~tr111.ctcn.-

í 11 111-11 111-21 111•:,+ll n ( 11 

1 

e• • 

\ o n > 11 

•11 



==> p 

==> p 

Teorema IV.14.-

Con las condiciones del teorema anterior, 

p 

n > M 

D•mostraciÓn.-

Dado que P11 Cn P0 , la demostración es tl"iVial.-

Teor•ma IV. 15. -

Con las condiciones del teorema IV.13, 

,\ + µ 
Lq = M - < 1 - P0 J 

Demostración.-
"' 

Tenemos que Lq ' L <n-1 J P, 

" ==> L.q = [ 1 n-l J P, 
'" 
"· " su:) Lq = [ 

":1 
n P, - [ Po 

" " ==> L.q M Po • r n P, - I P, - M Po 



" ==> Ln 11 ! 1 - } P. " í:!. - i l - t:. l - O.f ¡.¡ 

==> Lq = M - ti f. " P.. + J;, n P" - C 1 - Pe ) - H P0 

; 
==> Lq n: H - L CM-n> P.i - < 1 - Pe - M P0 

Lq • H - - 11 - r, - M Po 

Observese que el M-ésimo término de la sumatoria es c&ro. 

Lq ""' H - [ _i>~·-'\L!!'._ (A)' P, - ! 1 - P
0 

J - M P,, 
• l , ( Vi • 1\ 1 ~ _,..<.( 

==> Lq H - f'---.!'~---- (J..\' P0 - !1 - P0 J - M P, 
,," l~·1'·'1'. Al 

==> Lq • H - !I-P,1-HP, 

Cambiando el indizador m = n+J 

=·> Lq • 11 (AJ[ ~· !.)"' - - --------(- P. -
).. '11\'L (..i· rTI) ~ ,IJ Q 

( 1 - P0 J- 11 P. 

" ==> Lq M -(~) [ 
A ...,:.L 

p"' - ( 1 - Po ) - M P, 

=·> Lq = H -& 
;.. 

(1 - P, - P,, J - ( 1 - Po J - H P, 

=-> Lq = M - ;! (1 - Po) + ¿ P, - (1 - P, J - M Po A /-

"' Y como F; • M -µ- p ==>pi = M P0 A ,.,. ). 
Lq H -

"' 
11 - Pa l 

Teol"ema IV. 16.-

Con las condiciones del teorema IV.13 

-"' L=N- A !l-P0 1 
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L ¿ " n P.. ==V L ' L. n F'., 
-•o 

==> L 
.. .. 
1 !n-1> P, + ¡: P, 

tt7; ... 
==> L = Lq t ! 1 ~ Pe. l 

==> L = M - ( 1 - P, J 

Por ~llimo podemos deci~ que W y '.:q = Lql;i. 

dende -~ = [ ,\~ p" 

" ==> A= l. 
••o "· P, 

" ==> ). = [ tN-nl }.. P, 
,., ~o 

==> ¡ = ). 
4 

.t !N-nl P, 

==> X = '- (M-LJ 

IY.6.- EL llODELO CON UNA FUENTE DE ENTRADA FINITA Y VARIOS 
SERVIDORES.-

En este caso, ~l diagrama de tasas se desarrolla come en Ja 

si9ul&nte figura: 

Ft91.1ra IV,6~-

11~ , .... ,~ . ....---.. ,,....-. · .• 
E'stado 0..___.,0..__....0· 

;J 9' 



Teor~m~ lV.17.-

En •1 ~odelo d• colas con una fuent• de entrada limitada y s 

••rvtdores, 

Demostracir/n.-

Tenemoa que 

-(-;¡:~¡!- 1 ~T------- btf r1 ... < s 

e~ = --t~:~\~-Y~~--~~:;-- (~f 
o n > M 

Corolario lV.3.-

En el modelo de colas con una +uente de entrada limitada y s 

servidores 

{ 
Po --\~:~1~--t1~-"-~------- {~)" o ,< n ,< s 

P .... = Po --l~:~¡-\--:~~---~-tl:;---(;)" s ~ n ,( M 

o ,, } M 

Demoslr·acio"n. -

Tf'i vf ~1 

45 



En est.e c:a50, los c¿{lculos para l. / Lq nCJ fi• pueden 

wimpJ ificar, pero podemos poner a L en funció'n de Lq coma ?o 

expresa el siguiente teoreina: 

feor•ma JV, !S. -

En el ~o':ielo de colas básico con un11 iuent• d• •ntrada 

1 imitad" 'I • ser-vi dores 

=[ 
,., 

L n P,, + Lq + s IJ - L P0 l , .. ... 
D•rtostracion~ .. 

Í 
~ 

Tenemot1 qu• L . n P, .. , L = ¿ n p• 
>"\~~. .. , ~ 

u) L = l. n P., • L n Pn 
r\\O .. , ... H " ··> L = í. n P, • L fn-sl P,. • l. " Pn 
''º •Ui. .... , 

·=> L = r n pn • Lq • s ( l - r Po) ... 

Los c:átculos di::· W y Wq son los mismos que eri •1 modelo pa.r-a 

un solo servidor, W = L/ i y Wq = Lq/). donde ~. L A. P. ... 

D4!'spues d• ver loa principal•s teor-en1~s d• los mod•loa d• 

cola~, estudiar•mos otros mod•los de colas •n dond• A y JA 

varian dependiedo del e9tado del sistema. 





CAPITULO V 

V.1.- TASA DE SERVICIO DUE DEPENDE DF.L ESTADO.-

Hasta esta parte d0l estudio de la teQ1•Ía de !as colas, 

hemos supu.i:?stn mC'1elo~ con ui.~ ta'<,-3 de ~¡:~rvicio constante 

ste~pr~. Pero no siempre ~0cede esto E1) les sisl~mas reales de 

colas, 9enera.tmente ,.~u.:.ini:lo c-l e~tado dr. l 5isteraa es :,t:'iit•de sucede 

cp1e Im; -ser"Jidores tii?r:den ~ tr-<Jbajer mas re>p1d.:me11te que cuando 

et esta1o d~l sistema es peque~o o cero. E~~o pu~de d~~~rs~ a q~e 

Jog se~vtdore~ in~reme~t~n su esft,erzo. o p~1·que ~9 cbl1en~ ayuda 

e"' r:ierta'5 p:i.r~es d-:-1 seo:·victo, o ta.r;.LiE
1

n por ui.a me 1 or calidad 

d~l servl=io !!:':.to e:., :Jf,a rn.J../.:lr r·apidez si11 1FJ~l.1m<..'r por e-slo la 

e'ici~l"'r:ll! de' ~~- .... _.!~ic~. 

esta t~·.e del e'.!.tudic si:- ve l .. t conven1enc:ia de 

d~s~rrol l~r un nuJ?•10 pc'llrÓn que rt.·preo::e:)tt- .c:.·l 1111:.re-menlo de las 

Este nlievo modelo n~~ 1rhe dPt' una ap1o~imdcidn ra~OtlablD oel 

pat,..Óri real, '! dr:>be de !.':Pt muy senci ! lo ~.:ira qut:> ~t? pueda poner 

~r práctica faci 1rnE-l'rt¿., 

Lo ~nico q11e haremos ~er¿ 1~finir u~a n1Je\13 const~nte , a ta 

que llaM3ramcs ~~~fJc:ente de pre~idn, y reco1·dar algunas d~ las 

def irdc:!one--z "i!':.tP~ en el C~p!tuto ll. 



Plantearemos el c"so para un solo s~r,·i~nr 1e la ~!;ui~~te 

manera. Haremos )J" = nª.).l, donde 

significa ~l numero de clientes en el siste-ma !estado de 
e1 sistemaJ. 

~~ significa la tasa m~dia de servicio cL1~ndo hay 
client~s en el sistema. 

si 1:mifica la 
cl1er1te en el 
esperado>, 

ta~a media d~ servicio cuando 
sistema <tiempo "normal• do 

hil" un 
servicio 

a si9ni4ica el •coeficiente d~ presidn" (consl~t)le 
positiva qu~ indica como se ve afectada la tasa de 
s~rvicio en el sisteraa por el estado del mismo). 

Nota: Los modelos de colas del capítulo anterior supon{an que 
~ = O, si suponemos Q = 1, nos queda que la tasa de 
5~rvic1o es directamente proporcional a el e9lado del 
rr.:~mo. 

~i 5upan&mo5 ahora que las entradas sigu~n una distribuci6n 

de Poisson con ~fl= A , y tiempos de SC!'rvicios e:--ponencudes A., 1 

esto regulta un caso especial en el proceso "Nacimiento-Muerte•. 

Ademas, el diagrama de tasas con la nueva costante ya 

establ~cida, es el siguiente: 

Ft-:iura V. l.-

~ne.li:.o?ndc ~5tn, llegamos. a laG si'3uient~s E-.:uaciones de 



Eshdo Tasa de :::ntrada ;;¡,se- ~· sal idil 

o µ, P, ... P, 

}.. Po + A1. P1. l.. + )'· P, 

,\ P, + .A' f' 1- + µ, ) p~ 

n-1 

n 

··········"························· 

Por lo tanto, 

,\' -----------

De a.qu ( podemos obl(>ner que: 

e,., = __________ A~'------------· 
.,•µ, . ... 24,tl •. ;i. 

\'k1µ.r' 
cf\ D ----l~i,)ci __ _ 



al P = -----[:--~------

•Ht. lt1'.)0. 

bl p 

Demostración.-

Trivial. 

En este caso 1 no se cuenta con expresiones •&encillas• para 

obtener la5 sumas que nos determinan a L y Lq, pero podemos 

obtener una buena aproxtm~cio'n 1:1edianle el cálculo de número 

grande de termlnos 1 Jo cual ~s f~cll hacerlo por Medio de u~a 

computadora (!l. 

Para 1!'1 callo de var·1os searvldores, el tJiagrama de tasas eli 

e>l siguiente: 

Figur·a V.2. -

~ k 

Eoh~o ©..---.00 . 
..___.... ...__, 
""' <ji. 

Los int~~es~1os puede~ recurrt~ 

~~und~M~r~3ls o~ Guet••ing Th~or1M, 
pp, t~?-J?5. 
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Por lo tar1 to, ,u, \lar iará de la si3uiente -forma: 

r 
,.u, (1 n \'. s 

)1, 

l e rils>Q .,.,. n :,, s 

Teorema V.2.-

En el caso de varios servidores, ~n una tasa de servicio que 

dep&nde del estado, e~ var!a de la siguiente forma~ 

n < s 

Demostración.-

Ter.emes que si n < s , la de-mostracic'n en este caso es 

trivial. 

SI n >, s , entonces 

e = -----------~·------------··--
,,,. ,;.i... . .. µ,,, )J," ... ,Jl. _µ, 

==) e = -- - - - - - -- --- -- ··- - - -- _A:_ ---- --- -- --- ---- -- --- ---
(i)~ l>'• (1;!/l)J.· .·(7J°'l,/J•. !>J.d, ( ... ¡¡_µ,. •J;l1.>'• 

==> e >..• 
"f.¡í¡• (;¡¡• ~ -.- --¡~¡-- -·;; :--; !-;:~.-¡~ -------

==) e ------ --___ .\~~L· __ --- - --.- ---
(f.¡ª l'/~I\·')°' ~I\·$ .si. 

==) e (%.)' -----;~--(~\a--~ ~~~¡~ ~ ~Q-j- - - - - - -



En @l caso de vario• aervidores, con una tasa de servicio 

a) 

b) 

p • 
~ 

n ~ s 

Demostración.• 

Trivial. 

Aunque a.1 par•cer, el detertninar el coefictent• de presión 

puede ser diflctl, en la pr~ctica resulta mucho mas f~cil de lo 

que ima9inamos, solo es neceear-ic obser·var el palr-Ón de 

com?ortamienlo del $ervicio 1 y tener algunos COllDCimientos 

b'slr.os de lo'l propiedades de toe Jo'=w.ritmos. Un ejemplo muy 

tl~ro de esta determinación del coeficiente de presión es el 

f~ un super1nP~~ado, el gerente dascubr~ que el tiempo que un 

-.,.,5err: emplea. e-n da.r Eiervicio =' •ir, :l iente disminuye a. me-dir:ia que 
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' mAs r21;pi1E\mente 1 ~: en parte porq,·e no empac::::i todas la: =osas, 

sino quP pide ~1 cliente q~? embcls& las cosas mJs senci!la~. Los 

nuevos datos que el gerente obti~n~ son los s!3uientes 1 si no ha¡ 

clientes esperando la ta5a mediad& ~~rvicic &s de och6 minutos 

por clt~nte, mient~as que el cajero consume cinco minutos cuando 

ha~1 S9is el ienti?s esp~1 a1Jdc 1 por lo t~r.to 

)l, = 1512 el ientes por hora 

)l., = J 2 clientes por hora 

==> 6ª = 12/(15/2) = 815 

H>·· O.• ln<815) I In 6 = .47 1 1.7917 = .262312 

V.2.- TASA DE LLEBl\DA QUE DEPENDE DEL ESTADO.-

Hay ccagfoneg en que en lugar de variar la tasa de servicio, 

lo qu~ pue~~ variar es la tasa de llegadas, esto puede deberse a 

que 9e puede deeviar a los clientes a otro medio de servicio, o 

porque los clfentes renuncian a ingresar a la cola, o por otras 

razones. 

En e~t• caso, el modelo en lugar de hacer variar la tasa de 

servicio, debe hacer variar la tasa de l le9adas 'J esto puede 

hacers• de la siguiente forma: 
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De.flni'.mOS a.hor-B ~" ~ (n.+-lfb~-c 

dond& b e• una constante cuya intl'rpretaciÓn es análoga a a. 

(esto e5 ~n el caso de un solo servidor). 

El diagrama de tasas en ~•t• caso es &l siguiente: 

Fl9ura V.3.-

).." ).. 1 tz."~e l,.:J°DAa --.... ,...---. ...--.. 
Estadc ~_0 __ GL0· 

_,., ..." ,P 

Por tanto C~ nos quedad• la forma 

En un modelo de colas •n qu& la tasa de llegada depende del 

~atado, con un solo servidor-, 
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Demo-:trac:iÓri. -

Trivial. 

En el caso de varios servidores, et dia9rama de tasas nos 

queda ~e la si~uiente forma: 

Fl9uca 11.1.-

Por lo tanto, C,1 nos queda muy similar a el obtenido en el 

modelo en que la tasa de servicio depende deJ estada, 

{ 
n ~ s 

n >1 s 

Con esto podemos concluir ~I si9uiente teorema, 
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T•or~ma V.5.-

En eJ caso de varios servidores. e~ un modelo de colas ~n 

que la tasad• llegadas d~pende del estado, 

al P • 

n .. g 

b) p R 

--------_ _c~~L _______ _ P, 
~1 1•'1.1b ('·b)(HI \ 1;• J 

n ~ ,. 

DemostractC:n.-

Trivial. 

V.3.- llODELOB DE COLAS EN lllJE LAS TABl\S DE SERVICIO Y llfi 
LLEflADAS DEPENllEN DEL EST"1l0.-

Este modelo nos ofrece une visi~n mas general y mas real de 

el problema, e5 muy similar a los dos patron~s anteriores, p~~g 

lo que sucede e~ •st~ modelo es que hace variar t~nto ~ la taGa 

dP. servicio como a la le.se. d'? lle9ad~s de la si3u!P 1"1+.:e forma~ 

.h 
Si ,li11::: A,. e f ri+ 1) :\o, d'!'f i r.lnos '-•ni\ cr."'l~t.~nte riueva 

<.'..e O.+ b . y por té'r1t.o P."'I cil ci'\'SC'I de un solo ~ervidor 1 

•1 por t.;1.ntr:, 



"!'-:t1rer1.a V.6.-

En el modelo de col3s ~n el qu~ var{a la ta~a d~ llc9adas y 

la de •ervlci~ dependiendo del estado, con un solo servidor, 

Donde (., Q + b , ·1 a. y b son definidoG como •n las dos 

••cciones antertorEs. 

Demm~t,..ac i o'n. -

Trivial. 

En el caso d• varios s&rvidores, los r•sultados son como a 

continuación se deecriben: 

{ 
--__ l'-:4i_,l_ ---

" ~ 

n ~ s 

y por lo tanto, 

tanto la ta•• d• 1Je-rvicio come la de 1 lega.das d•pend•n d•l 

&litado, 
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bl Pn. 

n ~ & 

Trlvlel.-

Hasta aqul, h•moe viato otros modelos de cotas que ae 

Gncua-ntr;.n d&r,tro d&-1 prcclii'GO Nac~mlc-r.tc·Mu&rte, &unqu& la. tas& 

de qprvlcio Y la d• lle9ada• no son conslant•s ya que dep•nden de 

•\ estado, con •sto ten•mc$ ya material su+ici•nte para poder 

re~olver lo• problemas que Ge nos pr~sentan en la ••cciÓn 1.3, 

9oto nos ~alta analizar como se aplica la t•orla de decisiones •n 

los mod•los ~• col1s, cesa que veremos en •l siguiente capítulo. 
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CN'ITIJLO VI 

VI .1. - Lll TillVI DE DECISIONES EJI llOIELOS DE CDLl\B, -

Les •ltu~ciones en qu• d•ntro del análisis del problema es 

nec99arto tomar cterto tipo de d~ctsiones, es de gran V3riedad 1 y 

por l~nto, no es posible tener un solo procedimiento que nos 

re9u•lva todo esl• tipo de sttuaciones, pero si podemos planteAr 

un orocedtmiP.nto p1tr·a. lflfi deC"if'i.on•• mil.• co111uneoi> r.:omo snn: 

l) Número ~e ••rvidor•s •n un medio de servicio 

it) Eficienci~ de los servidores 

ttll NÚm•rc de los medios d& servicio 

Los problemas vi~+.os en la sec:ciC:n I.3, r.os ilustran 

sttuecianes a las qu• deb@mos responder con alguna de e~tas 

soluciones. 

Como ya •a.hemos, la disy1..1ntfva de todos los sistema• de 

1l qedut:ir· los t'oetos tJ" servicio (e~tl! constd~raciÓn, por 
tenlo recomi~r1fia un m{nif"IO ni'lel de sPrvicio~ •1 1 

2! Reduci~ los lar~os ~i~mpo~ 1e •spera (lo cual recoMienda 
9n ~ttc ~i11eJ 1~ servi~ic). 
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E'c;tas dos consi der~.c: i enes son l•s qu-:- provoc:ari lo~ 

confl icto!I en la torna de decisiones, y la meta en estl? caso es 

obtener .. 1 'flejO"' bEtl ~!"Ice posible, entre:- el costo de servicio y la 

reducción de lo~ tiempos de espera. 

Las !:iguientes 9r áf icas nos ilustran un poco las 

consider<!'c:icnes hech~s anteriormente. 

Figura VI. J. -

Nlv"l de servicio 

Figura VI.2,-

Nivel de servicio 
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Figura VI.3.-

Costo d• servicio por llegada 

Nuestro problema en estos casoe e!5 poder medir &n términos 

de costos, Jo• tiempos de espera por u"id~d de tiempo, o lo que 

es lo mismo, hac!'rnos la. si9uiE'nte pregunta: • ¿ a cuanto 

desembolso •S equivalente para un cliente la espera de una unidad 

de tiempo ? • 

Este modo de medir •5 muy subjetivo en situaciones ~n que 

tal cliente es externo a •l •negocio• qu• presta el ~ervicio 1 ya 

qu• aqui ·et modo de porJc-r medir las pérdidas por la espera de una 

unidad de U empo se ba~a tan sol o en una esl i mac i Ón que puede 

Pon9erooe el caso de un cliente que lle9~ a un supermercado, 

el costo de la espera de este cliente consiste en la utilidad 

perdidR 1 va sea porQue el cliente we vaya demasiado irritado y 

decide no volver mas (a esto &e le llama l1na. pérdJda a futuroJ, o 

bien, sirnpl@M9nte oorque ~1 cliente ecab~ por perder 1~ paciencia 

Y 1 leve- E.'1!'.i. "•1e~?cio:::" a otro lado. 
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El problema ~e e~ttmar los costos de espera en clientes que 

pertenecen a ta 0"'3ard2aciÓn que presta ~1 servicin, es mas .fácil 

de estim?r, pues podemos identificar estos costos de espera con 

la ociosidad de los clientes. 

Pongamos ahora el csso de un maquinista en unD .f~bt ica de 

chocolates, 105 momentos qn que el maquinista va a obtener a 

ci~rta parte de la empr~sa los materiales que el necesita para 

poner a trabajar su máq1..tlna Cestos materiales pueden ser a:z1.\car 1 

cacao1 ~rasas, etc.!, )'rea\ iza dentro de la misma empresa una 

cola para pod•r obtener estcs materiales, son momentos en que su 

maqt,inari~ estar~ sin trabajar, y por tanto, dejar~ de producir 

cierta cantidad de utilidades, en estos casos, la productividad 

perdido nos dará co1no rei;;1llta<lo ~na uti l idEld perdida, ciue es 

medible faci lmente en los costos. Cabe mene tonar también que esta 

cantidad rle tiempo desperdlci~do 5e empieza a contar desd~ que 

la má.qutna está parada hasl<o\ que es puesta e trabajar de nuevo, 

eos~o es 1 r1~sde q11q el opeorador de' la. 1nclq1..dr1a empieza su recorrido 

hacia ~l lu9ar donde almacenen los materiales, su tiempo de 

e~p~ra ~n 1~ cola. y el tiempo que tarda en volver a su m~quina. 

En los casos en q•Ja los "clientes" no pertenecen a la 

organi2ac:iÓn que brinda el IJervlcio, de-bemos pue9, obtener costos 

tan:ti.bles y pode-r of.rec:er (3.Unqueo t.alvez en for'ma muy imprecisa) 

r.onsitJeraciones de c:ostc.•"5 para poder uttlt:ar la &.yuda de un 

anáttsls matemático ~es claro. 
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obj@tivc 5e besa en poder minimi:ar el costP esp•rado de 

servicio, y el costo •sperado d~ 1a espPra p3ra ese servicio. 

Esto es: Mln\~l:ar ólCTI = EICSI • EICEl 

dondw EtCTl ~lgnifica el valor esp•r~do del costo total. 

EtC~l ~lqni4ica ~\ valor ~~perado d9l costo de servicio, 

ECCEl 9l9ni~ica el valor esp~rado del r.oslo rle la espera. 

Vt.2.- EL VllLOR ESPERADO llE LA ESPERA.-

Par~ poder expresar el valor e~perado d~l costo de espera, 

esto l!!I ECCEl, plantearemos una función de costo de espera que 

noe desc~iba l~ variAcldn r~el del costo ~e l~ esper~ en que se 

incurre. 

Si consider-amns el r:a'5o en cpJe lo~ c1 ientes en el sistema 

pPrten~cen a 1~ organtza~id1\ q~~ presta el 5~rvicio, observamos 

que la t~s~ de rendtm1ento perdi1o es len la gran mayoría de las 

\ 1ecesl prrrcrclonal al n~mero de clientes en el sistema de colas. 

e~to lo ~ndemos obs@rvar ~n ~l problema 1 y 3 de la sección I.3. 

Si obser•.1amos el problema. t, po'1emos observar que a vec:~s es 

posible m~ntener alg~~os mi~mbro~ de 13 poblac1cin pptencial 

in~ctivos, pero ur ir1crementc grande en 121 nÚ.f'l!HO de estos 

~ie~br~~ ~r~~so~ puPd~ l~sion~r en f~rm~ ?fBve los intereses 

P~arci~icn~ 1~ i~ e~pre5~. 



En esto9 casos. lo q~te es nec~sar10 anal izar es &l n~mero N 

de clientes en e1 sistPma de colas. y por tanto la forma de 

plantear las funciones de co5to de espera es po~er c:o~struir tlna 

'función que dependa ¡jel estado, a 9sta. fúnciÓn la dE"norninar?mos 

por· e CNI, 

Esta funcidn nos d9be ~stimar la t~sa de los costos de 

espera cuando ocurre que N = n, y calculando las probabi 1 idades 

Pn, podemos obtener E(CEI mediante el cálculo del valor esperado 

de una función de una variabl~ aleatorta discr~ta, esto es: 

E!CEJ= f c!nJ P0 

"' 

Nota: Cua1vJo t'.'(n) es uria htnc:JÓn lineal, es decir, la tasa del 
costo de espera es proporcional a ti ( cCn) Kn 1 1 

entonces, la +Órmula para obtener ECCE> es, 
~ 

E 1 CE J = I< .t n P0 = I< L 

dond~ K ~~i~ 1·wµr~&~P1lando ~l LU~to d~ Ja ~~p~r& por 
ur1ldad d0 tiempo para cada cliente. 

En •I pP"obJema 1 1 tenfi!omos 3 máqltinas de P"&serva, por tanto; 

ne tendremos nJnguna p~rdlrlA mientl"as qu~ eJ n~mero de mdqutnas 

que r~quie,..•n r-eoparaciÓn ne si:a mayor que 3. Mientras que si el 

n•Jrnel"O de el ientes taon eo! sistema e!i mayor que 3 1 la uti lldad 

s 11,000.00 diarios por cada 

adtclor.at•, y aw{ pues, 

e fn) = 

\ 11,000 ln-3> 



6 33 ººº , 44 000 

8 55 000 

9 66 ººº 
10 

77 ººº 
11 88 ººº 
12 99 ººº 
13 !JO 000 

14 121 ººº 

5 = 

.180:5 

.1805 

.1680 

.1460 

.IJ70 

• 0860 

.0570 

.0340 

.OJ80 

.0090 

.0030 

.0010 

.0003 
_, 

6 X 10 

o 

o 

o 

o 

287 

892 

881 

496 

990 

594 

231 

88 

30 

, 

15 132 000 1 3 X ld 1 0 

-----~L------~-1~--------------------
CICE> e $ 8 497 

S e 2 

.35800 

.3:5800 

.16706 

.07240 

.02896 

.01062 

.00354 

.00106 

.00028 

.00006 

.00001 
., 

2 ' JO 
.·¡ 

3 X 10 
.¡ 

3 X 10 
_q 

2 x JO 

o 

o 

o 

o 

310 

234 

Jl7 

47 

J5 

4 

o 

o 

o 

o 

o 

$ 737 

Antdizando ahora el caso cm ~I problemc: 2 1 en qu~ los 

el ientE>s son e'ftE-rr'IOS ~. ! ::i or9a11izaciÓn q·..1e p1·oporciona el 

sE-rHicici, C"C'l~i\ ql·e oc•lrre con mucha 'frecuencia e:-, :.iste-rnc:s c!I:? 

r;9rviri>:v". conerC'iale-s, servicios '1c> t"'?r.sporte ~·· 5i~temas que 

b~lnd~n un servicie ~~et~!, los cestos d~ e$per~ Fe debe-n 



a4ectada por J:.- ""ª?nttud de la esper-a o!>'<pe,.ior.er,tai:fa. por los 

clientes, at:lern;s, en sistemas dP. serv!cios come,..ciales 1 >' en 

<Se dr:~en considerar tambi•n los 

•ne9ocJtle fut 11ros perdtda9• 1 de lt ;¡ que ·¡~ hemos hablado &n la 

••cción anterior. 

En ambcs casos pues, el costo d• la espera está en función 

de ti, por tanto, nu~stro objetivo es pod•r construir una función 

que d&perida de W, a eeta .función la denotaremo• por .aCWI. 

llna manera dtt ccmstruir la ·11..tnclÓn a<W'J, •s estimar •l 

co~to de la esp&ra para un e.tiente cuando ü/sui ( alw > 1, para 

diierentes valor!>o;, de- "1 y ajustar un polinomio a estos puntos, 'Y 

por tanto eo1 valor esp•rado de •sta -lunc:iÓri <notemos que es ur1a 

función continua! podemos expres~rJa como 

donde f11/ f w l es ta f1Jr1. 1Ón donsid•d de prcbabi l idad pi.'.ra úÍ • 

Aho,..Et, notemos C)'.l~ Etaf tJJ l) •& el r:osto !roSperado ljeo la 

~5pPra po~ cl!ent~, y E<CEJ •sel co~to esp&rado de la espe~a por 

un f darl deo t tetnpo, "I •~tai; cantidades son d if~r•ntes. Por tanto, 

le que nos falta hacer•• mulllpllcal' E<a.<uJl) pcr •l ntlm•ro 

esp~~ada de clientes por unided de tiempo. Por ejemplo, 5i la 

t•~• media i:te 1 IPc;,adas •e una constante A, er,tonces 

E<CEl • ~ E"<a<wll = 1- (."' a(«J) fu«" l d.u _., 



un ctla-nt• llega y•• atendido de inmediato, el costo de la 

•mper• e• c~ro 1 mientras qu• et espera una hora, el costa es de 

• 1~0.00, por tanto, la pr-imera componente- de al\J.J > es un 

polinomio qu• pase por f0 1 0) y (1 1 1501 y lo podemos ·~(pr·esar cama 

La ••gund• cone•cu•ncia d• Ja espera, es la ruptura deo la 

continuidad en su• labores, y aqu{ debemos cansider-ar tres 

punto&, fO,Ol, 1112,30) y 11 1 1201 1 por tanto esta componentl!' la 

podemos •xpr-esar como 120 u}. 

Por lo tanto, afuJ) l~O w t 120 .,,• 

Ad•m•s, ajustandonos a la versión del madelo básico con un 

solo servf~or lvi$lo en la seccidn JV,J) 1 podemos deducir que: 

quP 

__ ...,,,.,,.., 
flÚ ( .,) ) a,)' ( 1 • f ) ~ 

Por 1 o tanto, 

E! a! .v 1 1 • l : ! 1 ~O w t 120 uh ,.U ! 1 - f 1 i P 
1
"'

1
"' d uJ 

Ad~más, ,,ú ( ( - f 1 = J' - ,<I -):- •,,.U - A , •nlonces r1os queda 

para la persona ~~car~a1a '•ola> 

p~r~ ls persone ~ncargada el ayudante-
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Por 1c tarto. 

( 76,7 para 1~ p~r~on~ ~ncargada (sola) 

ElaL.1J)\ I 
\ 113 para la persona encargada l el ayudante 

Y como A = 12, entonces 

EICE> = ~ Elal uJ > > 
{ 

920 para la 

156 po.ra la 

persona encar9ada <solal 

persona encargada .. 1 
\.ayudante 

Si atwl e-s una función lineal, esto es 

a ( uJ 1 K u.J 

donde K ~& el costo de la espera por unidad de tiempo, 

entonces EICEl=AEli<uJl= J..KEtw>=K~uJ=KL 

Nota: Ob&erve6P. que tanto en el análisis d~ funciones discretas 
como en estos casos, si la función obtenida es una funcidn 
lineal, E(CE> = K L 1 esto es 1 el costo de la espera es 
directamente proporcional al tiempo total de espera. 

En el problema 3, el valor promedio de produccidn de un 

carpintero trabajando es s 11 200.00 por hora, por lo tanto: 

a 1 .u> = 1200w = K W donde K ~ 1200 

y a51 pues, 
EICE> • 1200 L 
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VI.3.- PLAllTEAHlENTD DE LOS HDDEl~S DE DErT$T~N.-

En la seccicin VI.1, hemos visto qu@ lastre~ variables que 

comunment~ requieren de la toma de un~ decisicin son: el numero de 

servidores <s>, la eficiencia deo estos servidores(~ l, y el 

número de estac;ones de servicio lobservemoe que la población 

pot•ncial respecto a cada medio de s~rvicio, variar~ respecto a 

este núm~ro de estaciones de servicio>. En esta sección se 

pJantearán los mod•los para la toma de estas decisiones. 

Mod•lo al s desconocida 

Eate modeilo se diseña par11. el C'i\511 en cptP .lJ y J. SC'IF'I 4-ljcirt 

y debe tomar~• una dec191Ón para poder obtener el número optimo 

de s•rvirlore15 que deben trabajar en ur1 negocio. 

Definlr•mo• en este caso: 

CS cOsto marginal de un servidor por una unidad de tt•mpo. 

Por tanto 1 canee i endo p 1 A ';I es debemos obtener s, tal 

que e~ minimice el valor esperado del costo total tEtCTl J, 

En eslq caso, E<:TJ = s CS + EICEl, y como norm~lmente solo 

nec~sitamo$ al9~nos valore~ a1te~natjvos de s, la maner~ ~~ que 

debemos tratar de resolv•r e~te modelo, es calcular E<CTl para 

esto-; ve1ores alternat.ivos y seleccior.air e>l que mirdmizat a E<CT>. 



Para el problema de la secc iOn I. 3, cada 1nec.3.n 1 co l~ 

cuesta a la cornpañfa $ 7,ooo.oo diarios, y c.on 105 dalos 

obtenidos en la sección ant-s-r- i cr, podemos obtener la si9uiente 

tsbl a: 

xr s es 

r,1~ 7 ººº 497 15 497 

14 ººº 737 ¡q 737 

21 ººº ~ o ~ 21 ººº 

Por Jo tanto, la decísiÓn en este caso es contratar a otro 

mecánico, y d~ este modo tener dos mecánicos en la companía. 

Modelo b} ,.u y s desconocidas 

Este modelo •ata diseñado para el caso en que necesitamos 

sel•ccionar la eficiencia. er1 el servicio l.fl 1 y el número d~ 

s•rvidoreG ts), E:n este ce.so es posible que se disponga de 

diferenteg ~•lores de )..1 pues podemos &le9ir la calidad de los 

servidores, por ejemplo: -fábr·icas que dlspon9an de difer•ntes 

roáquinss que r•a1Scen 91 miemo trabaja en cantidades de tiempos 

1Jlstinla.s, o ajustar una rtdsma máquina a una velocidad diferente 

cambiando la c~nttdad d~ ener9{a, otro tipa de ejemplo es la 

selección del número de miembros de una brt9ada que realicen una 

tarea determinada considerando a toda Ja brigada eomo un solo 

servidor. En ••toa ca$DS los valore$ d~ fl pueden alternar {estas 

aJternativas p•r-a ,LI son seneralmente finitas>. 

72 



e(µ Costo m3r9inal ".fel servtdar por unidad de- tiempo 
cuando la lasa d~ ser~icio es 

U Conjunto de volores +actibles de 

Por tar.to, dados A, eljl) "i U d&bemos encontrar fl y e tal 

qu~ se m!~lmice el valor esperado dGI costo total. 

Atior·a tenemo5 que EICTJ • s •11 J + E<CEJ donde ,;n U 

En c1 problema 2 de la secciÓr1 I.3 1 ~ == !5 para, la persona 

enccrg;¡da tscJel y ,.¿} = 2~ par.a la persona •nca,..9a.da y &u 

AdEmes, con Jos datos do este ejemplo 

e <)1 l 
( 

6:50 

1 ººº 

si ,« • J5 

$1 _µ=25 

E"n ente ~jemplo también tenemos reslrin<:Jidc el ' numero de 

servi.dorP.os e s=l, por to ta-r,to: 

)l 

1 
s s "1 11 1 E <CE; -;;-- -1-1--~o ----¡--·--no-------, 

?5 1 1 O')O 156 

E ICTl 

570 

156 

Por' t.?nto, l~ decisión t:-s r:or.tr-ata.r· el ayudante para la 



Mod•lo el s y Á desconocidas 

E5t• modelo se diseña para el caso en que es necesario 

••l•ccionar •1 número de medio• de ser delo el número de 

••rvidores Csl. Esto ocurre mucho er planla5 lnduslriale•, donde 

una población de empleados 9oliclta ci~rto servicio indispensable 

para el trabaji:i, por tanto, debe tomarse un• deci•iÓn sobre la 

proporción de empleado• que debe asignar•• a cada medio de 

••rvtclo Cnotese que al hablar de ••la proporción ••tamos 

involucrandl'l impl lcitamenllt a >..). 

Con et fin de •implificar e~te modelo, se requlrirá qu• A y 

s ••an iguales para todos les m•dioa de servicio. 

Defintr~mos ahora 

CS Costo marginal de un •ervldor por unidad d• tl•mpo, 

CF costo fijo d•I servicio por cada planta de servicio por 
unidad d• tiempo. 

~~ Tasa m•dla de ll•gadas d• la poblaclon. 

n Numero de medica de servicio. 

Nota: Observes• que ~p ·;; n A , f"•ta •• A. = ,\~In 

Por tanto, dado• µ, es, CF y ~-P • deb•mo• itncontrar A y •• 

tratando d• nt• ftlodo de rnlnlMlzar EtCTI, 

L~ primera IMpr••IÓn ••que EtCTl ~ n ttCF + • CSI + EtCEll, 

dond• EICEI es •I valor ••P•rado d•l costo d• esp•ra por unidad 

de tiempo para cada medio de 5ervicio, lo r.ual •• un •rror suy 

9rB1nd•, pu•s, lo que e•to iMpl lcarla •• que n debe de ••r 1, ya 



que de no s~r a~f. eri :il~l'..,C''= ··:--"'Ir--•-- •--~, .. f:o. --:.;•· · ....... ~, .; .:...: .. · 

en uroo de los medies de seorvicSo, mientras que en otro!=! mf:dios 

habr fa el íente~ ~f;p~r:u,do, de este modo la tasa rnedia de servicio 

~•rfa menor que si todc5 Jos cliente~ tuviesen la acceso a todo~ 

Jos ser~fdcr·es enº'' solo medio de ser·~icio, ~slc en s{, ya no~ 

Indice ~u• al90 debe de e~tar eql· i•.iocado. Además, eslamos 

ÍCJF'IDrar1do un dato que es la c.lavr: de nuestro err-or 1 ~•e dalo •• 

el tiP~ro qu• un cliente emplea en ir a uno de lo& medio• de 

s•rvicio. Al principio de este cap{tulo habia1nos hecho la 

observer:tán quf' le. utilidad perdida es la t>uma del tle1npo de 

espera ~n )~ col• mes el tiempo empleedo &n el trayecto (ir y 

resrt-ear> a uno de los medios de 1oe,..vicio. 

Sí denota."'os e>C!te tiempo emple~do en este r·ecorr ido por la 

variable alE-atorta R, el tiempo total perdido por· un el iente 1ts 

en real tdad iJ• R • Por tanto, si l lemamos CR a c-1 costo del 

tiempo que se emplea en e:-1 r•corrido pera cada el lente por cada 

unidad de tiempo y si separamos ol tiempo total d•sper-diciado 1tn 

el co•to del tiempo de espera mas el costo del tiempo d•l 

r•corrldo, tandr•~oG que 

E!C1) ~ n f(CF • 5 CSl < E!CE:l t Á CR E!Rll 

donde- A es ~l 11ÚmeM'.I E'.·sperudo de l lE·9adas por unidad de tie1npo 

pa~o cada medio de •~rvicic. 

Po,.. t:iir,to, e:=~ podeTI'o~ evah1E\"'' E'f~) 1 podretnos r•solve1 e•le 

~~1~10 para los ~lversos v~lote~ des~ n, obteniendo d~ esta 

f~rm~ el vaJo· m{ntMo p~r~ E<CTl. E~ la siguiGnle seccidn v~l"ewos 

~=m~ p~d~r e~sluar E<Rl. 



VI.4.- ElRI.-

A el valor E1R! 1 lo podemos considerar como PI tiPmpo 

prcmP.dio que utiliza:"'. los c:l lentes para trasladarse a un medio de 

servicjo y regresar de ~l. Para poder evaluar ECRl consldera~emos 

que la población asignada al rnedio de servicio esta unifor-memer'lte 

distrib•.dda en toda el área asigni'da. qL1e la velocidad prome<lio 

de recorrido no depe~de de la di~tanc:ia del trayecto, y que to~o5 

los recorrido5 si9uen trayectorias rectilineas y que son 

paralelas a los ladog principales al área sobre la que se está 

el estudio. De esta forma, desarrollaremos un 

proc&dimiento gen•ral para ev~luar ECR>. 

Consid~raremos 11n area rectang~Jar y recorridos rectilíneos 

~amo en la siguiente figura.-

F!"'ura VI.4.-

1-a, d 1 (c 1 dJ 

;-------------•Cx,y> 

10,01 

1-a,-bl <c,-b> 



Deftntremos en este caso: 

R 

V 

Tiempo de recorrido (ir y regresar) por lle9ada. 

Velocidad promedio de les clientes en ir a un 
medio de s•rvicic. 

Distancias respectivas desde el medie de servicio 
hasta la ircnt1rre del a'rea asignada para tal medio 
(observe la figura VI.4). 

Por tanto, dado& v, a, b• e, d nuestro objetivo •• encontrar 

E<R>. <el valor esperado d• RJ. 

SI usamos un sistPma de coordenadas ortogonales cx,yl, dond~ 

<x,y> reprPsenta la locali:actén d• un cliente, resultará que 

••tas coordenadas son en realidad variables aleatorias X, Y, de 

donde proviene una llegada aleatoria. donde X varía desde -a 

hasta e, y Y varía desde -b hasta d, y como la distancia 

recorrida por ir y regresar •n una llegada aleatoria e• 

D = 2 IE!(XI J + EfiYI JJ 

podemos decir •ntonc•• que: 

EIRJ = 12/vl IEI IX( l + El 1.YI JJ 

as{ pues, obj etlvo ahora ldentlf !car las 

distribuciones d• probabilidad para IX( y IYI y calcular sus 

medla!I. 

Analicemos en primer lugar a !xi . La distribuctdn de 

probabilidad para 1 XI se puede obtener a partir de la 

distribución de probabilidad de X, ya que con el supuesto de que 

los clientes estan distribuidos uniformemente en el área 

<?Signada. Y debe tomilr una distribución uriiforme entre -a y e, 

tal como se muE-slra en Ja siguiente .;lgura. 
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Fl9ura Vl.!5,-

FunclÓn d•nsldad de probabilidad de X 

1 / <a+c) 

L-~---· o e 

La altura •claramente• ~s 11Ca+c> 

Por lo tanto, como 1-x 1 ~ 1 xi, entoncea se 11•9• a qu• la 

dlatrlbuclÓn d• probabilidad de IX/ es comos• mue•tra en la 

sl9ul•nte fl9ura. 

Fisura VI.6.-

As{ pu••• 

E 11 ><I > • 

2/(a+c> 

L.~-.,·~-
º mln\a,cJ 

J 
IM\O,•\ l' 1 ·-- ª" 1 

0 
O,tC 

max¡a,c¡ 

f ""llt.. \<:411.\ 

j "'·''ª·' J 



lmin ta,c\J' 

a + e 2 a + e 

= ------- < Cmax {a,cl >L + Cm in {a,c/ >' > 
2 la+cl 

2 Ca+cl 

El an~llsls de !VI •&similar, por tanto, ~I resultado es: 

b d 
El Y l • ---------

2 lb+d) 

y 
a+c b+d 

ECRI • + -------
V a + e b + d 

Analicemos par Último, la• nu•vos datos del problema 3 d• la 

!lección l.3 que se obtienen de un análisis de los plano•. 

Las planom de la nueva fÁbrlca proporcionado• por lo• 

Figura Vl.6,-

(•-'°-''-'°-')------ (UO,lOl'I) 

?> 
• 

(,GC1,15tlJ 

'---------------~ ---------
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Los sitio; 1, 2, 3 o;c-1• la'! )oc,:\1i23c:::ire:: ;:·-:iii~lt·:.. para los 

fábrica, a c~da car~!~t~ra ce le ast~nar~ el de~cisito Mas 

Alternatlv.:::i. 1: Tener :? d~pÓsi t.cs tPlarilas 1, 2, 31 

Alter-nativa 2: Tener depós t to CPlanta 21 

Al*er-ne.tf\1a =-~ Ten-t-r 2 rJepósi tos (Pl.>ntas ... 3! 

!\r.J.1 i ?~r1dc C-'\lja a! tern2t ivñ e>bte!"l~f:'IOS 

Con 3 depósitos: 

C::o11dc servicio a vn área de 100 :~ 100 rn". Por· tilnto, s-n este 

E'CR> 
':<OO(l 

5000 

-=. !/~O .02 
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La ortención de EtR> en este caso es mas complicada. En 

primer Jugar r•rnarcaremos al sitio 2 con las coordenadas (0 1 0) y 

de est• modo el pl3no queda de l• si9uiente forma: 

(·•0,1..m) 

(·SO,SoJ 

(-1.so.,-so) 

a. • (o.o\ 

(.ro,1Slll 

($0,·SO) 

As! pues, dividiendo la altura er1tre &:l área total <de lal 

-form~ que ~l áf'ea b1.jo la curva de la -función densidad !Sea uno) 1 

nos qued~r~ corro sG ilustra a co~tinuacidn. 

• 1so ~so :lo 

Sl 



Figura VI.9. -

..... ~.· 

so •.fO 

Y por- lo tanto 1 

EllXI 1 = J:so t ¡,.,(ddi:. 

Í '\...l.. dt 
o IS j ,,.. ' 

T. - dt. 
!O .JOD 

. I so _.L + 
•SO O 

2500 20000 

150 600 

= 50 

11 Claramente• 1 sl utiJiz¡amoe el mismo procedimiento para 

obtener E< 1 Y i ) 1 encontraremos que la distancia para 1Y1 es 

Idéntica a la de IXI, y a51 EllYll = 50 

Por tanto, 

2 
E!Rl = (50 + 501 = .04 

5000 
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Con 2 dl!'pÓ5itc~ 

Con dos depo's i tos 1 as are as a,g i gnadas a 1 os sitios 1 y 3 se 

dividirán por un segmento rectilineo entre (100,100) y (200 1 0). 

Ademá!i, la..s dos áreas asignadas a los depÓsito!i y los mismos 

depósitos se localizan mimetricamente respecto a este segmento 

recll 1 (nPo, y por lo tanto, EtR> es el mismo para los dos 

dttpÓs!tos. 

Remarcando ahora •l eitio 1 como (0 1 0) resultarán las 

sigul•ntes posiciones. 

F!9ura VI. !O. -

(-So,.10) 

1 • (0,0) 

(•SO,· .-o¡ 

Por tanta, la funclon d•nsldad de probabilidad para X •& 

como •e muestra a continuación. 

Fl9ura VI.!!.-

~¡-~.) 

Y poi" lo tanto, la Tur.ciÓn densidad de probabilidad para \XI 

es: 
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Fi9ura 'J!.12.-

1 

Ji 

•a ''º 

2500 25000 
+ -------

150 900 

400 

La funcld~ densidad de probabilidad para Y se obtiene 

tihililar·Mente ul1liza.ndo el ancho del área a~i9nada 

F"l13ara VI .13. -
...!.. 
lS 

-se so 

34 

des pues 



uniform• para IVI, como se ilustra • continuaclo'n, 

•/;o 

so 

Y asl 1 

\fo Jq 
El Y ) . ..!... . ~ 50 

, ... 
' ~· 'ºº ,, 

• 2'5 

Por lo tanto 2 [-~;~- 251 ElRl 
5000 

.278 

Ahora que ya hemos obtenido E<Rl para las tres alternativas, 

Linal icemos los dalos que pode-mes obtener de la sección I.3, 

,U 60 60 

500 CIRl 1200 
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Lo Úrd co que nns falta obtener es el costo fija, el 

Pr••i~ente estima que el costo fijo por cada alraacen por ~nidad 

de t!Pmpo eg de • 400.00, 

Por lo tanto, 

ElCTl = n l 1400 + 500 si + 1200 L + 160/nl 1200 ElRI 1 

Li:' 5i?ui~n~E" li!hla no'3 il"ldic:ai cual ei.:; la alternativa que nos 

ofr•ce e\ mlnimo global: 

).. " L E<RI CF+s es E<CEI CR ElRI ElCTI 

60 • 04 900 ""' 2 880 oó 

60 2 1.333 .04 400 600 2 800 5 880 

60 3 l. 045 .04 900 254 2 880 6 034 

2 30 1.000 .0278 300 200 708 6 416 

2 30 2 .533 .0278 800 640 708 6 296 

2 30 >1 3 ~ o .0278 2 300 >1 o 708 )¡ 6 016 

3 20 .500 .02 700 600 480 8 340 

3 20 2 .343 .02 2 200 312 480 8 970 

3 20 >1 3 >1 .02 ), 2 700 >1 o >, 480 ~ 9 540 

Por lo tanto la decisión que •1 Presidente de •t1¡¡,derii.• d~ 

Héxtc:o 11 ha lomado es tener un depÓeito con dos servidores. 

DespUPB d• haber analizado en •~te capltulo la aplicación de 

la teor{a de decisiones en lo!", mod9tos de c:clas, estudiaremos por 

Último otro! mode\og de colas qu• no 9e basan •n el proceao 

Naclmlento-Huert~. 
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Ct,PITULO VIX 

VII.1.- IHTRODUCCIOW.-

En tos capitvlos anteriores, hemos visto modelos de colas que 

se basan en el proceso RNactmtenlo-Huerte", por tanto se requier~ 

que tanto ~us tiempos de llegadas como los tiempos de servicio, 

tengan una distribuctdn e~ponencial. Esta distribución nos 

proporciona l\n ~juste muy favorable para la gran mayoría de los 

sistemas de colas, p\.les la suposición de tiempos exponenciales 

entre 1 legadaB 1 irnpl ica que las llegadas ocurren aleator·iamE-nle 

(un proceso de entrada de Potssonl, lo cual es razonable en muchos 

r:asos, pero no lo es cuando las llegadas ~e programan o regulan 

cuid~dosamente. Del m!smo modo, la distribuci6n real de tieropos de 

s~rvlcio se desvía mucho de la forma exponencial cuando los 

el ientes sol tcltan se,..victos bagtante semejantes. Así pues, es 

nli?Ci!!!'Sllr i o desarrol lal"' Otl"'OS modelos de colas que usen 

distribuciones alternativas. 

Poi"' desgl"'i'Cia 1 el e5ludio de estos modelos de colas con 

~tstribucion~s no e~pcnenciales es muy difícil y solo ha sido 

posible obtener algunos resultados para unos cuantos de estos 

mod•lo5, El an~lists de estos modelos no log trataremos en este 

trabajo (1) 1 pero se resumil"'in lo~ modelos y se describlr'n los 

resultados disponibles, 

Cll Para los interesa.dos en estos modelos pueden consultal"' el 
libro de Gros~, Harris C19?4), "Fundamenlals of Queueinq 
Theory•, Wíle¡ 1 Nueva '(ot·k. 



V?I. 2. -EHTRl\lll\ POISSOH Y TlEl'IPOS DE SERVICIO 

Supongamos que un ~istema de colas tiene un proceso de 

entrad~ de Poisson con una tasa media de Jle9ada~. Si suponemos 

{tomo en lo~ anteriores casosl que los cli~ntes tienen tiempos de 

servicios independientes, con una m19ma dislribucJdn, p~ro sin 

pon•r ahcra r~str·iccidn al9una para el tipo de dietribucidn del 

tiempo de servicio, necee:itamos Únicamer1te conocer (o estimar> la 

media l /p y la variani:a d de esta distribución. 

Enlences, si p = >.. l)l < t, si los resultados para e5tl> 

modelo general ecn los siguientes: 

Lq= -----------------
2 l l- p ) 

L • p + Lq 

Wq= Lq/). 

w - l<q + 11,u 

Note~eo q1-11t Lq, L, \Jq, W, aumentan con.forme dz se incrementa, 

esto ~os indica que además de 1a velocidad promedio, la 

consiste"cia influye mucho ~obre el rendJmieto del medio de 

SP.rvici:, ('2). 

t2l tos esf•.1er·tos para derJ.uc1r resultados sernejantes aplicables 
~1 c¿i,so de •1a,rios ser·11dcres hasta el momento r10 har1 tenido 
e-.:i tn. 



v11.s.- IEMTllADA DE P018SOll y 
CllNST~S.-

TIEIFOI DE SPllJCJO 

Cuendo el serv1cio consi~~~ e~ desarrollai un~ ~isma 1ulina 

para todot los c:l il?r.tes, tiende a habe-r poca variación en el 

tiempo de 9ervir.io 1 y de estai iorrn 9\.\pondremos qu• lodos lo• 

ti•mpos son i9uales ~un~ constan~" fija. Esto, junto con la 

suposictdn d• un p~oc•so de entrada de Poisson y un solo 

uervidcr,será un ca&lo especi:t.l do el modelo anterior con l:o, 
a.1.i pues 

l_q= . _____ ¡_' _____ _ 
2 1 l- p 1 

L, Wq 1 y W se obtienen a partir de Lq como se vtó en la sección 

Note•• que lq t Wq •on la mitad del caso en que el tiempo de 

••rvtclo es exponencial, en donde l::. 1/~1. 1 ' as1 pu••• 

d•creci•ndo ó:a. mejora mucho las TH•didas de l"•ndlmiento de un 

•i•tema de colas. 

Vll.4.- lblTllADA DE POISSON Y TIEJIPtl!I DE SERVICIO DE ERLllNll.-

En &l modelo ante,..ior hemos visto la suposición de ~=O en 

\011 Mlwntras que en la di•tribucidn 

•xponencial •upontamos que & • 11,,ll , lo c.ual •s •upon•r un alto 

'3rado de varlabllidBd. Entre .. sto11 do9 caso• co·:d < l/;J l, exl•t• 

ot:'·a el••• d@ di•trtbucHin d• tt•mpce de servicio llamada 

di•trlbuclÓn Erl•n9 131. 

C3> Nombre dado •n honor d• uno d• lo• pri~eros inve•tigador•• d• 
la Teorla de Cola• 



La función de densidad de probabilidad d• la di•tr1bución 

• 1,µ k) 
t (tl. ---------

( k - 1) ' 

donde -" > O y 

t ~o 

Su media y su deaviaciÓn estandar son: 

Media • 1/)1 

De•viación Estandar ~ 

Por tanta k •• •1 parámetro que especifica el grado de 

La dl•trlbuclén Erlang es muy importante en la teor(a de la• 

colas, puee si suponemos que T1 , Ti., ••• , T"' son k variable• 

al•'-lDriaw ind•p•ndi•nt•• con una distribución •xponencial, y 

cuy• med i r1i n 1 /\\ . entonc11'!'i su suma: 

Ta. T1 • Tz • ... + r • 

ti•n• una dlnrlbuclÓn Erlang con parámetros ;J y k. Esto H 

utSl iza mucho cuando•• dlÍ le ocasio'n en que el s•rvicio total 

r•qu•rido por un cliente hace qu• el servidor realize una mi•ma 

Los re9llltados par9 el caso di" un solo servidor con d'·· 11kjl1. 

son lo~ siguiente• C4): 

C4' ;n se dE•see mas información ver pac;¡inas 2:15-:284 de el l ibr-o 
c i t arJo €-n e 11. 

q¡ 



'!..'!~,u + 
t 

' 
l ' h A' 

Lq= ---- ---- -
2 1: - r 2> )JI " -" 1 

1 • k 
Wq= 

2k µ ! _µ - A l 

W Wq + 11,U 

L i.W 

vn. s. - ltOllEl.08 DE COLAS SIN ENTRADA DE PDISSON. -

Hasta ahora hemos tratado colas que suponen una entrada de 

Poisson, pero est& ~upuesto seria violado si de alguna forma se 

con5iguiera que se pudiesen programar o regular estas ll&9adas, o 

evitando de alguna ~orm~ una ocurrencia ~leatoria. 

En este caso, si los tiempos de servicio siguieran una 

distribuci9n exponencial, obtendriamos tres Modelos invirtiendo 

en les ~odelos •nteriormente ~islas en este cap{tulo los tiempo5 

de servicio. Dessraciadamente no 9e han podido 

desarl"'ol lar e.{presion<2's senct l las como las ya dadas en los 

ar1le-riore-s mod11tlos 1 pero se han tabulado algunas la.bias qu• han 

sido el resultado de ext•nsos trabajos (5). 

15) Si se desea. más ir1fo1m.:-.c:1Ón ·.i1:tr páginas 321-3Z9 de el l ioro 
clhdn en ll L 
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VJI.6.- ltDDELOS DE COLAS CON DISCIPLINA DE PRlORIDAJI.-

Estos ~en mo~elos en que la disc:pli~a d~ la co!a se basa en 

un sislema de prioridad, por tanto, el orden e~ que se 

seleccjonan los client~s s~ basa en un s!stema de prioridad. Esto 

5ucedo a m11r·1Jdo '?n Muchos sistemas de colaa, los trabajos mas 

urgentes s~ realizan ante~ que olros, o clientes importantes a 

lo~ que !ie les '1.c precedencia sobre otros, o ~n hospitales cuando 

se ~li~nde primero a pacientes de ma1or gravedad, ~tcetera. Por 

tanto, e\ uso de modelos de prioridad nos brinda una m~jo1~1a que 

reliul•~ d~ ~ucha ayuda dentro de la Teo~{a d~ las Colas. 

Por des9racla, la 1nclusi~n de prioridad ha hecho que el 

análisis matemático se complique bastante y que los resultados 

que h1.sta el momento se han podido obtener sean muy limitado&, 't 

c~'i to~os se restringen al c~!O de un solo servidor. 

El mcd•lo que a c.cnllnaciÓn es.tudiar<=m06 1 es para el caso de 

varto9 servidore&, el modelo supondra que se tiene P clases de 

prioridades <la prio1·idad 1 supondra la prioridad mas alta y la P 

la mas bajn•, que siempre que u~ servidor queda libre empieza a 

atender a otro cll•nle de la cola, el cliente selPcc.ionado sera 

aquel cuya prioridaj sea la mas alta ~entro de !d cola y que haya 

~sperado el m~yor tiempo. Para c~da clase de prioridad se supone 

une entr~da de Poi~sor1 ~ tirmpos de servicio exponenciales. Por 

Último, el modc·lo supor1e- la hipótesis un ti\1.to reslr·icti\la que la 

tas.~ triedl:l de- servicio !1¡.A , ~s la misma par~ todas !&ti clas~s de 

pri:ir1r,ad 1 aur~'IE se penr,1:.e q·.te 1<?. ta~.l r:.~jia. de 1 lE~adae 

~if¡rr~ entrr las ~!4~renl~t :la~.?~ d• pri~· ídad. 



Dividiremos rue~tro estudio ~~ ~~s ramas: 

a> Prior-Jdedes Mo Aseguradas. 

Esto si~niftca que un cliente que este re~ilJiendo el 

s•rvicio no puede s~r desplazado •i entra al sisl~na de colas un 

client• de prioridad mayor, esto es, si un servidor lla comenzado 

a servir a un ~li~nt~, el servicio debe completarse sin 

Jnterrupctón. 

En este c~so 1 W~ nos determi1,ar¿ ~l tiempo espe1·ado de 

permanencia en ~l sistema (incluyendo tiempo de servicio) para 

un client~ d& la cla~e 1:, y esta dada por: 

w~ = ----------- k=l 12,.,, ,P 
A El".·' Bt1. 

E-n donde: 

A 

= 1 

B = J -

y 
• m numero de s•rvidores 

;J tasa media de servicio por s•rvidor ocupado 

~L t~sa media de llegadas para la prioridad d~ clase i 

).. f_ ~. 
·" 

f !.tµ 

CEn estos resultados se supone que f~:< µ de modo que 1 a 

"' priori dsd 1e e 1 a~e lo< puede 11 egar a a 1 canzar una cond i e i o'n de 
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Cor1 ~l -f:n de d~ter-minar <?l tie-rnpo esp·:rado <.J_• permar.er.c.ia 

er. la cola te~c:Ju 1 endo el tiempo de :::;;erviclo para la pt ioridad de 

clase k, se r·estar·a' 1/p de- w"; y pci..ra ubtenc;or la lor19it ... 1d 

esperada. d.: li\ i:ol~ correspor1·iiente se m~!iliplica por A~· 

b) Prio1·idades As~~u1 adas, 

Esto quiere ~ocir que si un cliente de prioridad inferior 

está recibiendo servicio s~rá d~splazado siempre que entre a la 

.:ola Utl cliente de prioridad superior, además, cuando un 

servidor tiene ·~xlto• en terminar un servicio, el nuevo cliente 

a quien empezari a prestar ser~icio ser~ seleccionado de la 

manera anteriormente descrita, de modo que un cli•nte que es 

desp1az3do re9resar~ ~ recibir el s&rvicio, y despues d~ un 

número suficiente de intentos terrninara' por recibirlo. 

En ~ste caso: 

11,<J 
si k=l,2 1 ••• ,P 

B, .. , B" 

L,.. = >..,..w.., 

Los resultados correspondientes para el tiempo de 

permanencia •n la cola (~~cluyendo el tiempo de s~rvicio>, y la 

longitud esperada d& la cola, se obtienen a p~rlír de w~ y L~ 

como ya se describio anleriorm~nte (6!, 

(6l Si '!e desea fili\S irdorn\~ciÓn .:on~ullar pilginaG 207-221 de el 
libro ctta'io '1n (1). 





CONCLUSIONES 

Los $Ístemas de colas predominan en toda lu sociedad, y lo 

adecuado que ••los sietenias se enc.uentrer1 pu•de tener· un •facto 

sohre la calidad de la la productividad y el dejoraml&nlo de 

nuestro modo de vivir, 

La t~or!a d~ colas ~&ludia loa &i•t•m•6 de colas planteando 

modelos mal•mÁlicos de su operación, ,. a contlnuaciÓn usa estas 

mod~lo~ con el fin de obtener mejore& m•didas de rendimiento. 

Este estudio proporciona tnformactón vital para diseñar con 

efecttvJdad 5i•lemas d• colas que logren un balance apropiado 

entre el costo de proporcionar un 5ervtcin ~ •l co~to de I• 

espera por ese servicio. 

En e~te trab~jo se han presentada la ~ayer parte de los 

modelos de colas, para los cualea se dispcne de resultados 

Útiles, •in embargo, ~sto• mod•lo• aatán muy l•jos d• •solar la 

ltst~. AJn quedan muchos modelos d~ colas potencialmente ~tiles 

que, hasta lD fechl'. no han podido tralar&& 1oatemát1ca1nente. 

Cuando no se puede obtener ur. modelo que proporcione una 

rerresentaciÓ~ ra2nnable del sistema de colas bajo estudio, un 

procedimiento común es obten~r lus datos apropiados sobre el 

rer1c!'tmief'ttD y utililar el m~todo tJe sirr.u!ación. 

Hemo5 11isto también la itoportancia de la aplicación de la 

teoría -Je decisione~ dentro d~ la teo~{a de colas, se t1an 

p ese11tc-.:Su los c3.sos mas ccr.11.1ne3 de :!e-ciEiÓn, r10 obstar.te, 



faltaron por analizar otras v~rlbles de 1P~'~ion ~•s r·rymnl!c~d~s 

cor.lo es eJ caso de calcular el tamaño de una sala para un sistema 

de colas, el di~e~o de un sistema de colas con prlorid?d, etc. 

Lee modelos r·ecorrido-liernpo tambiér1 pueden ser muy Útiles 

cuando Jos servidores deben tr hasta el cliente desde el medio de 

tservicto <como es •l ca50 de c&n11ione,; de bomberos o ambula.ricias>, 

a5l como también en otros modelos. 

Otra area potencialm~nte 
. . 
uti 1 par·a 1 a aplicación de la 

teoría de colas es el desarrollo de pollttcas para controlar los 

sistemas de colas, por eje-mplo, par·a ajustar dir1amica1nente el 

nómero de servidores a la las~ de servicio, con &1 fin de 

compensar los cambios en el n~merc de clientes en el sistema. Se 

esta CDf1duc i e-ndo u.1 .. :1 i nve-s l i gac. i Ón cons i der ab le en esta ár•a 1 de 

to"n•Ha. que- pr·onto la teor'Ía y los resultados de cálculo deben 

haber progre5ado lo suficlanta como para poder hacer uso de ellos 

con ~mplilud. 

La teor!e de colas ha probado ser una herramienta muy ~lil ~ 

podemos estar se9u1•os de que su uso segui~~ creciendo, como 

reconocimiento a las muc:has mar1eras er1 que se e-slar1 desa.rrol lando 

lo~ sisteMas de colas. 
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