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l. 

" 1.i 1 ": n I> LJ r~ e o IJ 

La'i "t~LLle1C.l!-•llt?~. dJl1..·rL•Hr:l~•l'2·, ¡·:..11~.1.·ilv=" Sl' µ1 o.':':,t·11l .. ~11 

Ítl~t.'.llt:'.'11l.t-::-mm1l~: tll Jlt.111.·c,\r" r·1-1Jbl1-.111 .. 1~ ,.lt.:'11lifi·.:.t);; .. di: 
111r.1r.11i 01 ¡,1, t IJllll'.'· ~or1: 

1. íur·ui .. 1. l!P L ... r1 d!:o·. 
2. ~·.11.;:i i ~is u._. u11 .. ·mlu·.;.infl!> ~, pl c.•c=-1r::., 
3.· Vibr-dcior1 du cdl1l~b y b~rras, 

4. Pr·ciblL'll1i4s hic.Jr-áLll iC.0$, 

:S. 1ra11.nfenmcia du L.:tlor, 
6. Elasticidad, 
7.- Plaslic1ditd, ate. 

5~ pri::>se11t~ LUl-.1 int.r·odLICClÓ/\ a las b?ClllCd!:i pc.H"d 

c:1pre::dn1cir ld solttc..i6n di:! l~s l:CUC:'ICiolu::is dift:rm1ciales 
pcucid}Us 4ue i1h·oluctc.lll dos ·1ari~bles. 1 vcwemos tamb1én que 
esld!:t léc11icc.1~ s.u pl1C?dL"n aplic.tir a c1er·to!::i problemas fl.sicos 
l.ípi~O::i. 

la.,., EJCLtiH:iom::>!'J difer~ncJdles parc1alPs de sequndo order1 
i:it:· clr.1~ifice1.n de lct "=>iquiente rn¿.¡ner·a. 

ld fotmi-1 de la eCL\dCiOn quo no"" ir1lereséi, donde los 
c:ocfic:i~nlcs A, B ,. e '"30íl C!ll genCt"al funcione•..:. de lcl!:i 
v¡o-ie1blu: ''::", ".¡"~-res un~ íunc.i611 cJL• ~:, '' u,.ª-...h\,ª1:!_. 

él:: ay 

Dt_1 ac:u~~rrlo "' l<l r·r?l ~H.:1611 4u~ e:,J.,,;lt~ t.>11trs los 
l.ocfiL·1er1le~ ''· U ~ r:, L·r1c.011lrd111os que? t~xio;,l~n tt·cs tipos di.? 
ce. l\dL: i mH.•s: 

ELIPTJrl\ 

J-3 .. 4AC • C:1 

tlTF'El-Wot. lCr\ "' B-4AJ: O 

t't L«n1Lin1.1..,ei 011 sr_,. íJI 1.";,1?11l."-'n ,_,µ\ it:.d\'..1-.;111.:.•.;,, mP.Lodo~ de 
r.olur.11~11 y l.,, f:":pl1c~1t iG11 cfo: L~1cJc1 LlllCJ dí: los lipo~ de 

l•t.:u~..;icne~ indi.:dlio,;;. 



2. 

1·_1\Rl.E t. 

Con;;.1c1t::1 t..'111:.0, Ulti-1 E-Ctt~Ll.ól1 <Jl Ju t:l1L1.,_d ~¿¡rc.J .. d fr} lpllt:,:(, 
t.:onc.u:.J <Je.• L:4m~" l ..s "ECUHCION DE POISSOM''. que- \ l 2nt-;; d.,d¿¡ t1..r; 

iL!J.(·,,..,, 
r):<l 

.: . .,, f(·:,,:J 

E11 t?StlP i"·ttit1L)ó1, '.>up1.111e;mo~ que· f d1;~,t.ril>1.::· 1~1 t:>f'ltr~diii 

del p1oble·!llo:1 t:trc 1,.u ... ·:·g1ó11 µll<'n~·· R. cuv~ Íl\'.d~tt .. ~<.~ HI-..:' denot.ara 
por S. 

LJw cifllt. L<J v~lud10 ut::: r.irüt,lu¡;.,ts f1~1c.cL q:..1c ri 1,.. rJepi:md.::1n 
ú~l i1t-~ll!p1,, r:;.;mo 1 .. dJ'ii\;r1l.Jl.11:1<!.1r f,!""tc1c;10n.:11·t,J Ucl c1..dor· en 
U11c1 r1,..•q1ór1 plc.lfii', le.• (f/tPrgii' polt;.>t1CJ .. 1l de 1111 punto c1i el 
pldflü bo iu l~· .,1•;r.1ó11 di.:• fue1 ~"~ t)t"i'lvllc11:.1un<3.lP!:it t?lr:~, taos 
c11~11dt1 Sltt Ot?í• lct!.• e:-cuc,.c.i1.if1ei::. di.'? !;t'Rt1.· ljpti. 

í-'QI "'1 abtu11m unc1 ~oJ uc.1611 Ltn1 ~<:1 '"' J '"' ~l;Ud('..i 611 dt:> 
f·o~ ~iH,;1', o:e dE?hP11 .,i'1ad11 c:onU:i<- s 0110~ ,-1di tl c111¿d f1c;. i..•n la 
sotu1...1611, 

f-;,l 1'.?slud10 ÓL' l,~ dl~tr1bución a'Z'."laclf'ni:-lrlm d~ C.eilOr' ~n 
U/1<:4 rt?gi6r1 µ1:·111• 1 reqt.derr~ ctUl"" f(:~,y} ~- 1)~ dL? tJrJncJe obltmemds 
ql11, l« e:L.11.1L1l·11 ·1.l\ ""i;. i:.1mpriti·:.-c \ quedt1 diH.ln por: 

~,!ll(}!,.¡• 

~ 

qu" t:>!i- (;.t,mocidc.t como l" "ECUAClON DE LAPLACE'•. 

SJ la t.empet itlUrú denlro de lll rt?gión ~sta deteruu:ndda 
por };,. d>~lr il1ln.:iórr de: lemperot-tll'rii!"• en su fro11ter~, la 
«mdt~i61> º" llñn"' "COND!C:ION DE FRONTERA DE DIRICHLET", y 
&~~l~ ddd.:i pot: 

i'"' 'iiioluc1ó11 1.1 1:{,y1 dt:> }¡.. 1?t;u;1c1t..11 de Lapleice, puudf:' si=•r 
111t.t.,rpr·elocfo C'.'llllQ lu iJ1'1.,t1 \bL1ci611 ~sh1c.:iortc.-1.ria di? tP.illJ.H?1 ulu1·,:~ 
1111ú<·r•cntlim1lt-' d1:.•} t~·~"111¡1(.·I e"fl 011,1 pli1C~1 /~rice y pl~11e. 

Los dos c:~.~sof;, _.,1lt;'1"l•n·~.·:. .. •~c.mo son l..:1a l?C:uacionP.s d~ 
F:~js~{''' , d~ L"ril~· .~, s:.c-1c 4°'-1fls1Ut.•ratlou cdt.·":'<:: l ipic.vs de J¡t:. 
L''..:'Llf\!.l(}ll~':. dt: l ip<J f~•l 1.p!.lt:<:.·, 



3. 

E~i:u<.:: ~cui:1c1011E:"; se puedtm presentar l;\mbit-;11 1ut-~Lli .. w1lL~ ~l 
d"'11uini11;;1.t.lc OPERADOR ARMONJCO o LAPLACIANO, pnr l1 el qur: se 
U!.ia el <;:i1nbolo 'l ; e~ decir: 

V~.,(::,y)..: .)~u\~~,~·> 
.'i::·' 

-~!J::,y> 
;::>yl 

Sl!ú l d l:cu~c 1 1>11 de· r n1 "::>so11 dt.•f i ni da por: 

\/L<H,v>:.: é> 1 u<:~ •. i + 
~ 

p~ra <x,y) e11 S 

n "' e <:• ')'}: "' < < b, e ..:. y ..:; d 

((. 4) 

y S denotd. la íronter-a de R. Supo11dremos además que tanto f 
con10 g so11 funcionl:!'s <..011linua~ dentro de sus dominios, esto 
es p"'r.a garr.u1ti;:a.r· L., e};istenctd de una solución U11ica. 

El 111élodo LILit:• ~e use.ira p~rct enconlrar la soluc:i6n de 
cstd ncuat:i º", "ti <>I f'IETDDO DE L.A DIFERENCIA FINITA P<Wü 
p1·oblemas cJ~ vdlor en Ja fro11l:.ero. 

í:l pr·1111e1 p;1so consiste r:11 e~coget dos entE·ros n y m, y 
defi11\1 lús tc\1íltli10~ de p"'so h y l, medicH1le 

" y 

(i:J-·c) lm 

t.:;;lo ::;1~1ti fi~.t qLtl• C.-'l i11lt.'t val u (a 1 t.J) 1<1 d1vjcjir·e111os en n 
purl:L•!.; 1qur:1l~':i, d¡111de lr:t lori(JLluU de 1'.t.\d,,.1 parl1.o• e'ii h, asi 
1111~11w, t?'I 111!.c-·1 >.110 LL.JJ :.:L.: d1vidl: {:11 111 P~'rtc.·~:, iqut1lt:s, •f 
~.:tdr:.t ~htrle \ll.'"'-' lo11yllull \.; dt.:• t.':>l,J fcr1ri..t, <.1l 1~~r_Lá11~1ulo R 
ll:' µodc:-1110~ .tnt..·Lt:tr· un~ r-t_•J, 1i:t!:>~11du 11...•t.:Ln::. VL1rl1 ....... 1lé'$ y 
l•ur i:.01d.r.tlns por lo~ pur1to~ con cem·de11dd:Hi (.{ ,¡· >, dondeo 

,,, ¡ 111 ,, IJo:IF .:1 Le1dc:1 1 

r~ ¡¡ • . \¡J,, ' 

l,:·, ... ,n 
1, ·2, •.. 0 1n 



4. 
y 

,, 

....... 

Lcls recl~:. >:=-:.:~ ¿ y~yj ~e llrlmM1 lino•D d!t la r•d, y 
~u:. l ntenmcc1 ones r.:.i: 1 I amcl11 punto• d• l• ,..d. Para cnda 
pur1tc i11lEffiot li:~9Yj), donUe 1~1,2, ••• ,n-l ·¡ J;-:1,2, ••• m-1 
uso.1110~ ln serie de litylor df..• qrado tre~ en .lc.t ·1ariable ~:, 

alrededor de >: ~ , enLora.:es Lt:?n~mu~: 

Pi\l"d algL01 valor í;t: ' que >:.. : n .. < x._ .. 1 y: 

11~.Q~t>:._•'lj' • h" -ª~<n;,yJ> 
6 él::' . ~4 <J::" 

(l. 6) 

pr.U'iil ülgún valor n: tal que ~·· ( íJi ...; >:.. ' suponiendo que 
ld cuci.r la derivadr.:1 part:ic'll de u es continua en CHt ... ><u1J• 51 
sumdmos t 1. 5) y ( 1. ó) y despejclmo& J el segunda der· i vada 
parcial, vemo5 qu<i" lo~ t~:rminos que contienen dul>e¡ ,y, 1 y 

a'.~(;;~ iYj > desi:i.p<:l.rec~n, y sólo nos queda: 
ax• 

ax 

(l. 7) 

Pot medí o del teorema dt:l Vi-!l or In ter 111edi o, podemos 
simplif\co;\r aún mtts 1 ... ecuat:i6n, y obtener lu fórmula de la 
difercmc.ia cenlr<.1da: 



5, 

~<x.:. 1Y; l = u(x· •• ,,y, > - 2ul>n ,y,;) + u<x-..~11YJ) 
ax~ hl 

! 1. Bl 

para algUn punto í:t~ tal que Xl~•< íl~ ( x,., • 

De l~ miam~ forma, obtenemos la serie de Taylor en la 
vari•ble y, alrededor de Y; 1 y denpeJando l~ •v~unda 
der1vadia parcial de u con respecto a y, genaramoe la fórmula 
de la diferencii' centrada: 

Si su~tltuimos ll.Bl y 11.9). en la ec.,aci6n (1.41, la 
ecuaci 6n Lle Poiitson ovalu•da en lo& puntos h(t tYj) queda 
comol 

~ .. > 

u(~ .. ,y,,,) -

f l>:¡. 1 YJ } 

de donde obt.enen1ot:o: 

1 fu<::i.,1Yj) - 2U()(~ 1Y1) + u<xl~• tYj)] + J_[u<><t tYj,1) -
~l ~ 

2U(K.,y)) + U(K"V¡.,l] • f(X¡,Yjl +..!J.? a!J!lfl,,yJ) + 
12 il•• 

!1.10) 

para CAda i=1 1 2 1 ••• ,n-1 



''" 

Tenemos además que u<x,y> = g<x,y> para todo <x,yl que 
eslá en s, entonces, de aqui, podemos obtener las condiciones 
de -frontera que son cuando i•O, i=n, j=O y J=m, por lo tanto: 

u <:to 1YJ > . g <xe tYJ ) para J=O, 1,2, .•• ,m 
u (Mr. tYj) ~ Y(>!,. tYJ ) para J:a0,1 1 2, ••• ,m ( 1. 1 ll 
u<x .. tYo) g·<x:.. ,y. ) para i=t ,2, .•. ,n-1 
u(){~ ,y,...) a g Cx, ,y,,...) o ara iml,2 1 ••• ,n-1 

Nota1 yo no tomamos los valores de i=O y i=n, porque yM se 
tomaron con las dos primeras condiciones. 

Como u EJe expande en 6eries de Taylor de grado tres, 
entonces el error de truncamiento local corresponde .. 1 
término que contiene las cuartas d•rivades parcial••, esto 
es1 

de~pruciando este error, Cl.10) queda de la •iguiente form¡a1 

1 [uCXi.t1tYj l - 2u(H¡_ ,yj) + uC:c;.~11Yj >] 
T,T 

2ubcl ,YJ > + u<x. ,yJ·i > J = f <>e~ 1Yj > tl.12) 

si milliplican1os ambos 1 .. -tdos por hi.. , obtenemos• 

si apro>eimamos u(>e;. iYj > por medio deo w lj , (1.13) queda dada 
por1 



l. 

-) -2w¡.1J[J +- thlk>"J t lw~·•.J t Wt .• .jl + (h/J..)i lw"Jt• t \'1¡,,l.,> r. 

ht. ( (;4;. fYj) ·' 

Si 111ult.iµlic.c.mos. ~mbo!: l~dos por C-J, oltler1emos la 
ecuaci 6n da di fsirenc.i u centr.ado, con error de truncd.mi emto 
lot::ell de mida OH11. + ~t.) 

2w •• j [ 1 + Chlk>1°] - '"'•-•,j + w1..,,j) - (h/k)t (N ~.)'ti ... Wt.j•1) 

--ht. f (H~ f Yj ) (1.14) 

p<irtra i'-'1,2, ••. ,11~1 
de frontera 

j=l,2, ••• ,m-1 t con las condiciones 

"'º•J ~ g<x. tYj J 
W",j = 9C>:ntYj) 
l'tl;,o g(:<~,~·.> 
W'-"" =' g(H\ ,y,...) 

donde w~.J aproxim~ a U(~l,Yj >. 

j=O, 1, ••• ,m 
j::O, 1, ••• ,m 
ir.rl ,2,- •• ,n-1 
i;:il ,2, ••. ,n-1 

(1.15) 

Ld ~curtción <1.14) involucra aproximaciones a L\(M,y) en 
los punto!i 

(x~ .. 11Yj) t b<~ 1Y.,1) 1 C>el.,,1Y.;) , (H\. tY..1.1 ) 1 (X\ 1Y.H 1 ) 

que estan dcomodd.dos en la red como se 1m.1e9tra en la 
sigui~nte figurar 

y 

.. 
X 
X 
X 

o. Kt.·• , .. v.¡ •• b 



De aqul, y con la informac.ión de las condiciones de 
-frontera (1.15), lenc-mos un sistema de <n-1) (m-1> ecuaciones 
linli'ales con igual número de incógnitas, donde lc:'\s inc6gnitañ 
so11 la~ aproximf\cione& w •. j de u<x.,,yj) parc1 los puntos · 
interiores de la r&d. · 

El ¿¡,lgoritmo que !'",l? presenta utili::a el método de 
Gauss-Seidel para resvlver el sistema lin~al producido, y nos 
permite diferentes t~mMÍO& de! r~d. 



l•)i.Jt.• lJ'F.!NT r:tlf;J{;.·.-\."H''tr 1·IR: ~ • .'7.•:",l" 
q, 

l•Jl0 !JEF rtlTM3l U"'.fJL ,nEtl 1=Cl1í":li2n 1 ";, ! "•·Sl Lt ~Lúl..I ~ "~." i J :í-n- o,l"!:-.tl: ¡ •• , .. 

i·~·:.V h~M -"l!irdALUUl<l fl"JO UE: J11F LhUJC.l:.· .· Pll l/1 r·?)f({~ L· 1 1 r,;.r,1, rcn i:C P~1JS;;Qt.J ... \ ~¡, 
1(1..;o nen ~,..;i11.i¡~~··11~Lcu..-,:..:1•:,r1r:·.~ Jtr·L-;d_ 1ic1·;u· :¡ Ptif-.:1.:J.~.t es 1·~L.:1·,r1•.:r1'.l· 1·~1t;..il-ll•··-+:.: 

tr:·40 LF'ídlJT E·.nc Fr-:Oúhíi'l11 '11·.·'l : Ma~ 1-1Pl~fl<P1t1í1 Lr-1 '.,(!UJliülJ ;j[ l11 
11;::;0 L\-l\rt~r" LCUfiC~Df.I r.c 1-··~¡,:,~3(11·J, ";U.JE.Ti\ A '.ntl01CIC:.i:::s UI IJ1 r=Ti:1:.:NTEf\¡;~:· 

l.Jb0 Ll-l\ltJ 1 
l'J70 L\'HINl " 
11:1lJI) inr·ur ''f'W·JIO'.:.· E:>: TPF.Mr:E· ii,r.-.,r.,D";1",n,c~n 
1 i1..11:· ,i·lf·u1 "Erlt1::1;-us 11,ri•·: ;1,11 
111ü JNf'.Jl "TOlt:RAN~l1t T(l!. ·; fl)L 
11~;(1 ll'IHJI "tJUt\EhU l1í-1:"1Ml1 DL l TEW1C Iotfü'J LBU 11

; u;o 
11:.:iü t:-··nnn 
l 1·1U LPíl!Nf " " 
l l!:.iü L1-'kltH rt-iri:.t.u \:., l1.i1; "l:JS t.'i'lt.ur.:LS TC1MJH:·OS í•{'if{t''¡ E':'.'·T( r-rmeLEMí'1 S-OtJ; 11 

116•) LPHHH " " 
1171.1 l.l'f:Hlí" " 
1 ¡[:.¡1_1 L: ·r~llli FNTt-"tlJ ... \ ;· t 1 ~~): ··1·1Jt110.:; El:"1J l_!1U:1 .·,,,,_·•; ()¡ ··, ~:=' 1 i D; .. ,C'·"; C; ",n=- ,, i [· 
ll~ú LPH!tH l'Nfl\Bfí7,l4>; "Elllf.'J,U~ t1"";\\;",1'i'";N 
1:.;ov Lf--f<lNf ¡·NfAl).f\í',13>; "TDLEhr1MCJ~1 TOL::;:";TOL 
t::to tr1Ht11 FNTAl.lt\7,ló); '1Jllt1Ll<ü Mi\XIMO Df. lTE\~1iC!DNES LDO~";LfJO 
l::.-.1.1 H.:.•,ll-A) 'N 
1~;0 ·•<O ·C>/11 • 
t::•I•.• r'OR l "l íü tl-l 
l :::so " ( I ,• '-'t\t-I ~11 
1 :,~/.:.ú NE.~.T 1 
!.'/•) Fnn ,J·•l TO M·l 
l :!UO .,, í J > "'l,;·t-J .. ~· 

1..: /1) : .i:.1.1 J 
L.:·1.•ll 1--Uh: I-=-1 TO N·-1 
1~11) 1:0R .J~l TO M-1 
1:.-,:0 F (X ( I) 1 V (J >)=X ( l > llEXf- n· (,1)) 
l~~u Ul::,YIJll·~•EXPIYIJll 

l :.~.;1 U l); 11l, 1l" l Y. i l 1>•EXF'111 
1~30 010,YIJl)•O 
1 ·.~úú G < ;.: ( I ¡ , 1) l ='X ( 1 ) 
1 :,71_¡ \~ ( l t J 1 .:.:¡) 
¡·_;¡,•" tll'XT ,J 
t ... q,, HE.<T I 
!•l1Ju r:~.,.01 ':!)/{V ... 
i ~uu t.J;.:i2• ( 1 1 !::> 
14:!1.I L..:.1 
l 4..'..o lt L. LDO THEt~ GOHJ ·."):2(1 
l·l'11.1 z=-.(- íH":)~F< 1 1l,Y{t11:····1;(t1,V(f'1-1.1 ),·E11(i<:.-(ll,D~·t\•Jt';.' 1 M·1l+E*\>J(l,M-~))/lJ 
1 I'-·'' lll)'~M · ;,¡:1 \ ,: ·1.rl \ '. 1 !1 · 1 l) 

,i,1,;1 ! 

l4. 1) r 1.il\ J .~ TU l'I .' 
J.4&1.1 ~-"\ 1.11 ..!)·iF1A{l1,i'1ll·l;. ~E.••J(>.(l),l1)1i.J~t-l,M-tl 

1·1'!0 IF í~bS1W( l ,11 .. 1J ·,'.) ·. ·"NUhl'l THEtl üOrlJ l:il•; 
: ~J 1 .. , 1 ior.:M -·t·ll'3 ( H < I , t·t·· 1 } · z i 
t'.1l·.' H \: ,t1 .L. 

·¡ ¡ 1 ·" ¡; 
, .. u 
1 ~.11., lt 11L1:.... d\I d~ ! . · ! l 
i ·;~... Jl ., .. ,·.: d· '¡'¡ t, •·1 l) 
':_,¿,. t·: •\ l 
l J, • r ,¡ 1 1 ~ _, 1 e . . r L.:r 

i _ •• .,·,,:,.,1•J•• •:1·:,•'<' ·l-4 •\-li! 1 J~1}1f?·-.'\•!\l 1 J·1l+lii'.·.,J'.·).'IJ 



! • .JL!l - , ,¡_ ::.: ~ I·; 1 l , .' .~ 1 

1 'Ji • ...: 
¡ '- !j{ l . :~ : ' t rJ . :.._· 

(·· (\1 ~) ..,..f (), ( 1) '.'t {,l)) ,¡..t t- ~ 1 ·"I; .¡f·.i~· \: ,J .. 1" ~;.,¡ ,:J·' 1,,:,.' l~~1)•'. l ,J 
1 '-li 11: ,:,1.:·~,il•J\l,.J.1--,:'.' .o:t.,•,,E~l 'IH·t~ ::..·10 ~nt/' 
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•:,<.CSTE: f'ROURfiMi\ Slí<VE F'ARA APl<DXl~IAR LA SOLUC!úN DE LA 
f.t.111\CJW·I l1E f'O!S5ül<, SUJEl{• A CONDICIONES EN LA FF:ONTrRA: >> 

(j ( X < 2 

u<o, .. ,.> o 
U(x,0) :..:. 1'I 

uC2,y) 
U<x, 1l 

LOS VALOH~S 'J OMr1llOS PARA ESTE PROIJLEl'IA SON: 

PUIH os .:x ll<EMOS A= (J 'u~ 2 ,e~ o 'o~ 
EMl ERDS M~ E• , N= b 
fOL ERAl~C JA HlL= l E-c•9 
Nllllrrm 1111' Hlll DE ITE.ílACJONES LIJO= 61 

A•LOS í<ESlíLTAOOS OOTE'NIDOS SON 

X ( >~ .:::;.:;33334 Y( >= ., WI 1 ' >= • 3332198 
X ( )" . 3333334 Y< 2 >= • 4 W< 1 

' 
2 >= .5022494 

)·¡ ) . . :·.~;;;~334 '// 3 1= .6 WI l . 3 I= -~817441 
X¡ \= •. 3:;¡3:;::;34 V< '" .a W< l ' 4 l= .5122704 
)( ~ )" .666666'/ \'( )u .2 WI ., 

' l >= 1.177776 
X< ., 

>~ .6666661 Y( 2 >= • 4 WI 2 2 )" 1.30846 
.(( ;- )e . bl·ii66ó? Y( >= .6 Wl 2 3 >= l.65.r:¡717 
X< 2 >= .b6b6667 y ( >~ .8 WI 2 4 ¡,. 2.336959 
X ( "' >~ 1 '/( 1 >= .2 WI 3 

' 
1 >= 1.448228 

X< 3 ) = 1 YI 2 >= .4 IH 3 
' 

2 >= 1.722979 
X ( :~ >~ 1 Y( 3 >= .6 W< 3 3 )= 2.161887 
XI :;; >~ l Y< 4 ) ~~ .a W< 3 ' 4 I= 2.796426 
X< 4 >~ 1. 333333 VI 1 >~ .2 H< 4 ' 1 >~ l.4<:15647 
X< 4 )• 1 .. 33:"53.1.: YI 2 )• .4 W< 4 

' 
2 >~ 1.91)2519 

>: ~ 4 )•- 1.033333 y ( 3 >~ ·'· lo)( 4 3 >~ 2.450349 
X< 4 >~ 1. :;33:;:5.3 Y< )~ .a WI 4 ' 4 >~ 3.l)•t83S1 
X< ~¡ i~ J.666667 YI )b .:2 W< ~. . 1 )• 1.(184743 
X ( 5 1~ 1. 666667 V( 2 )~ • 4 WI 5 ' 2 )• 1.911524 
XI :,; i~ 1.666667 \'( _, )• .6 l•I( 5 . 3 )• Z.9~915 
X< 5 ) . l.666667 Y< 4 )• ,R W( 5 4 )• 3.69103'9 

EL r'ROCE!)Jl1IENTO EST1~ IERMllJ/"IDCI 

1) < y 

\l. 



12. 
~- . ·.ES'IE f··nnGHt1Mf' SIHVC FAF<A APROX 11'\AÍ\ U\ snLUCJOM DE LI 

ECllt-'1í'.lDl·I r,i: F'lllSSlll-! 1 SLIJE Tt~ A í:Uf·ll>IC!ONES EM Lf1 f-BON f[f\i-1_.:: ~ 

;;¡tu .>'u o '-' : " 
1) ,· y " l 

~ ~ 
u\0,-,.l -o ll(l,;•) y 
U(;< 

1
()) .. ... U(>: 1 1) 

LUS VHLllnES rm·moos Pfff.:t--1 C:STE PRDl•LEMA SONJ 

PUNlOS EXTREMDS A" (1 ,[P-- 1 ,e>::: o ,o.-: 
EIHEROS M~ 1(1 ,fJ:..:. 10 
TOLEl"itltlCII-\ ltlL~ lE··ú9 
NUll!oí;O MilX!MU DE lT ER,'\C l DIJES LIJO= 60 

X ( )= .l 'r'( 1 >= .l W( 1 . 1 >·~ 9. 4 72968E ··03 
X ( >~ .l \'( 2 )= .:.! ;1 < 1 2 )= 1.894594E-02 
X ( ) ·= .l Y< 3 >= .3 ;1 < 1 .3 >= 2.829493E-CJ2 
X ( )= .l y ( .¡ >= • 4 W< 1 4 )•· 3.71Z696E-02 
X ( )·" .l '/( 5 >= .5 W( 1 5 >= 4.4642~5E-02 
X ( )= .l y¡ 6 >= .6 I~ ( 1 6 >= 4. 949M4E-C•2 
X< ) , .1 '/( l >= • 7 1,' 1 7 )= 4. 96.3316E-02 
X ( )= .1 \'( 8 )= .8 10( 1 B )= 4.241316E-02 
X e >= .l Y( 9 l= .9000001 

WI 9 >= 2. 551194C--o:¿ 
XI ~ >= .2 Y! )= .1 W< 2 1 )= 1. B96495E-02 
~ ( 2 )= -~ VI 2 >= ., W! :2 . 2 l= 3.806441E-02 
X ( 4 >= .2 VI 3 )= ·" W! 2 3 l= 5.718288E-02 
X< 2 )= -~ Y! 4 ) .. • 4 W! 2 4 >= 7.~66885E-02 
X 1 :¿ )" ~ '/( 5 )= .5 I~ e 2 5 >= 9. 206563E·-02 
::( ~~ ) .. ., '/( b )•• .6 101 2 6 )•• .1038029 
X< - ¡., .2 Y< 7 )« • ·¡ 1;' 2 7 >= • 1067.379 
X ( - >~ -· y' B )« ,8 lo< :2 8 )= 9.45961BE-(12 
X ( 2 )" .2 '(( 9 )= .9000001 

W< 2 9 )= ~.969142C·02 

X ( ,, )" . ~ Ye )= .1 WI 3 1 >= 2. 834 734E~·02 
A ( ~I >~ •-' Y! 2 ) " .. eJ< 3 ., l= 5. 7:3:67E-(J'.2 
X ( :; l= .~ Y< 3 )" 

__ , 
'" 3 >~ 8.ó81344E-02 

:;¡ ,, )= 
__ , 

(Í 4 )= .4 ¡;¡ ,, >= .116444 
X ( .:. l= .:!. '(( 5 l= .. 5 W< ·> ~ l= , ¡44::;1•\8 
X! ,, )" '" '{( ó l= .6 W! _, b )= .167091.3 
\' ~ ¡,, ,:.:; VI 7 )= • l NI ,, 7 ) = • 17'70828 
X¡ ..• ) ' -. y¡ 8 )= .Eo 101 ,, 8 >= .1696768 
X 1 ·' ) ~ ,, '/( ') >= ,(/úl)OQOl 

W! _, ~ l= .1187462 
•:·. .¡ /- .·l y( l" .l 1•11 4 1 )= 3. 721959E··0'.2 

1 . \ i-J• . , ¡ . ·¡. ~786Cl6E-02 

.<•. >= .•I '(( 3 )= .... 1;1 . 3 J= . 11632•l6 
XI )•- • 4 Yi ¡,. • 4 l•J( 4 >= .1::J915(17 
X ( ) = .4 Y! :; ) = .. ~ 1;1 4 .• )·.;: .2018573 

·'' )= • 4 '1'( 6 l= .6 l•J< 4 6 ):. .:2'11373'1 
X e ) = • 4 'r'( )!;,; WI 4 ):; . '¿730221 
',;( ):- • 4 1 f( )= .fl ¡~ ( •1 8 )- • 2B644~J6 
X ( l= • 4 Y! ., l= • /E)1'1(H)l)l 

¡;( •1 9 )= ,'.245725!i 
X.; ~:; )o, .:'i '(( ,., .\ IH 3 . l" • 1)•1'1 r1::s 



>:l ~ )• ,5 YI '] , .. " W< 5 ' 
'] >= .0922509 

X 1 5 l= ,5 YI 3 )= ,3 WI 5 ' 3 )= .!444844 
X 1 5 I= ,5 YI 4 )• .4 WI 5 ' 

4 )• -2019~69 
X 1 5 l= ,5 '/( 5 I= .. s· WI 5 ' 5 )• .. 2628003 
X 1 5 I= ,5 YI b )• .6 W( 5 . b >= .3237432 
X¡ 5 I= .5 '(( 7 )• ,7 WI 5 7 >~ .3853954 
X 1 5 l= .5 '/( 8 >= .o WI 5 . 8 >= .4575316 15· 
X ( 5 >= .5 YI 9 >= • 9000001 

WI 5 . 9 )= .5778271 
X ( 6 )= ,6 YI 1 )= .1 W( 6 . 1 )• 4, 9b4589E-02 
X< 6 )• ,:, YI 2 )• .2 WI 6 . 2 )• , 1040395 
X< 6 >= .b VI 3 )• .3 W< 6 ' 

3 >= .1673339 
X 1 6 >~ • 6 Y( 4 , .. .4 W< 6 ' 

4 >= .2415632 
X< 6 >= .b Y( 5 >= .5 W< 6 . 5 >= .3238429 
X< 6 >= .6 Y( 6 >= ,6 W< 6 ' 6 )• ,4056136 
X 1 6 l= ,6 YI 7 ,. .7 WI 6 . 7 )• .487484 
X 1 6 )P ,6 Yf 9 )• .9 WI 6 ' a )• .580b249 
X f 6 )• .b Yf 9 I= .9000001 

W< 6 ' 9 != ,7081b42 
X( 7 )• .7 YI I= .1 W< 7 . 1 )a 4.979259E-02 
X< 7 ¡. .7 YI ;;: )• .2 WI 7 2 )• .1069995 
X 1 7 >= .7 YI 3 )• .3 W< 7 . 3 >= .1793588 
X 1 7 )D . 7 YI 4 l= • 4 W< 7 ' 4 )• .2732647 
X< 7 l= .7 V( 5 >= .5 WI 7 . 5 )• .3855651 
XI 7 l= .7 YI 6 )• ,6 W< 7 . b l= .4875646 
X ( 7 )C .7 y ( 7 >= • 7 W< 7 ' 7 )• .578474 
XI 7 )= • 7 \'( 8 )= ,8 W< 7 ' 8 )= ;6694638 
X< 7 >~ .7 y ( 9 )= .• 9000001 

W( 7 ' 9 , .. .7743036 
X< 8 >= .0 y ( >= .1 W< 8 . 1 )• 4,254904E-02 
X ( 8 )= .0 YI 2 , .. .2 WI a . 2 )• 9,481651E-02 
XI 8 >= .e Y( 3 l= .3 WI 8 ' 3 )• .1699284 
~ ( E< , .. .e ,., 4 )= .4 ~I ( 8 . 4 >= .28ób813 
X< o >= .B y ( 5 >= .s W< 8 ' 5 )m .457717 
,•( fj >• .a ;'( 6 , .. .6 W< A . 6 )• .5807421 
X 1 IJ >~ .B V 1 7 )• .7 W< 8 . 7 ): .6695136 
X 1 8 >= .B Y( 8 , .. .0 WI 8 . B )• .7445631 
X< 8 l= .B y¡ 9 )m .9000001 

W< 8 . 9 )• .8196623 
X 1 9 >~ .9000001 '(( >= .l W< 9 ' 1 )• 2.559409E-02 
Y,( 9 )• .90(10001 Y( 2 ): .2 ~)( 9 . 2 )• 5.9827'31E-02 
X< 9 }<= • 9000001 Y( 3 )• .3 WI 9 

' 3 I= .1189057 
X ( 9 >= .9000001 y¡ 4 )= .4 W< 9 . 4 )• • 245881 
X 1 9 IM .9000001 Y( 5 >~ .s WI 9 ' 5 l= .5779575 
~ ( 9 )• .9000001 Y< 6 )• .6 WI 9 . 6 >= ,708257 
XI 9 >= • 9000001 Y( 7 )• .7 W< 9 . 7 )• .774356 
>:< 'I )• • 9(100001 Y( 8 1~ .B WI 9 . 8 )• .8196814 
X< 9 )• .9000001 Y< 9 )• .9000001 

W( 9 ' 9 )• .8596311 

EL PROCIODIMIENTO ESTA TERMINADO 



l'i. 

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES f'11RABOLICAS 

l.a ccuac:16n de calor-: 
Co11sid1?remos una varilla fina de largo L 1 con una 

distribución longitudindl de temperatura f (x) y cuyos 
extremos se manli enen a una temperatura constante de cero 
grQdos en todo instante: 

Si 1 

O L x 

a) el flujo de calor ae produce solamente en la 
dirección del eJe n, 

b> no se pierde calor a través de la superficie 
lateral de la Vdrilla, 

e) no se genera calor en la varilla, 
d) ld varilla es homogenea, esto es, su densidad por 

unidad de longitud es constante, 
e> su calor específico y su conductividad térmica son 

constantes, 

entonces la temperatura uCx,t> de la varilla esta dada por la 
solución del problema de condición de frontera: 

Cl U (X, t> E1 
()1 u (x, t> 0 (X ( 1, l) 0 

ar ~' 

sujeta a las condiciones: 

u<O,l> = O 
U(>e,0) • f (><) 

uCl,t>,=O t>O 
o <= )( <• 

12.1) 

(2.2) 

la constante E es prop~rcional a la conductividad térmica y 
se llama ca•flclant• d• dlfu•l6n. 



SOLUCION POR METOOOS APROXIMADOS DE LAS 
ECUACíOÑifSOIFEREÑC!ALEs PARCIALES PARAllOCICAS 

\5. 

Se~ la ecuación de calor o da difusión definida por; 

t > (>, 

sujetd a l..:1!. condic.iones: 

uCO,t>=O utl ,t>=O, >O 
ut~,O>=fhd O<=a<=l. 

El m6todo que utilí=aremos para aproximar la solución de 
este lipo de ec:uaciones, consiste en el uso da diferencias 
finitas, y se 1 lama METOPO DE DIFERENCIAS REGRESIVAS. 

Prím~ro escoge1nos dos constantes de malla h )l k, con la 
r-estr i c.c.i 6n de qw;o m=--1 /h e$ un entero. Los puntos de la red 
l.'!ntoncos formados ~on hii,tj) donde:<;.= ih para _i=0,1,. •• ,m 
y lj = J•: p~rd J=0,1, ••• 

E:~:pC(udj~ndo >e ~n un polinomio de Taylor de. tercer grado 
alrededor de x l , y evaluando en >;¡,_, y H;,., formamos sl 
COCl~nto diferencial para el método de di.;erencia y obtnemost 

para algt..ma Z.~ tal que >: t ( :¡.~ < Xi.., 1 • 

U(~~;..,,ll) ~ U(l<l-htlj) ""'U(M¡, 1tj) - IJ ~(x¡,,lJ) + 
<l• 

(2.~) 

+ h"" ;:}11u<Jt"" ,t > 
24 ;¡;z l l 

(2. 4) 



l~. 

Supot1iendo que u es Elemento de c'-4rx •• , ,>:L .. 1 J. Si sE.~ 
sumafl la~ t'C.\.1~ .. ci<mes <2.3> y <'2.4>, "emos quE< algunos 
lCn11inos !:il:" eliminan , y nos queddt 

U(K~-fh 1 lj) -f t.t(~~-h,tJ) = ::!L.d:<l ,tj) -f h
2 ~.,):~J(:<l ,f.j) + 

1j,: 

de· e!:. la E.!CUiicl On, podemos despajar '::>1 u<>:t 1 tj) y obtena1nos: 
~ 

usanút.i ltl fE-orema d&l V;).lcr Intermedio, ).' dividiE>ndo ~mbos 
la.dos por h.,_ , podemos sittipli ficar a.Un mt.s la ecuación 
tU1tcr i or: 

dondQ 1'~ S<.;> encurmtra en el interv~l o <x ¡., ,x i.ri ) • 

De n1~n"'ra simlla1·, utiliz~ndo lo serie.- do Taylor cm t, y 
derivando con respecto a t, para -formar el cociente 
difi;:rencial, obtenemO!i· que: 

C2.8) 

para alguna Dj E:: <tj., ,t,11,). 

De la ecuación difcwencial parcial <2.1) podemos 
concluir que en los puntos interiores de la t"ed formAdos por 
<x,,lj) par~ cada i.::1,2,. ... ,m-1 y .i=1 1 2 1 -.., tunemo!) que 

%~()(\,tj> -E
1 ~2~~<)(t 1 tj'} =O 



\1. 

y o.si, el método de diferencia, utili::ando los cocientes 
difercmciales C;?.7) y <2.8) es: 

\·h "' - w ... ; - = o (2.9> 

donde \'h,j aproxima a ut::l,tj>• 

El E!rror de tnmcaniiento local para esto ecuación de 
di fen;~nci e\ es: 

<:~. 10) 

De la ecuación (2. 9) vamos a des;pcjar el valor de wl,j .. 1 
,pri1ner·amenta multipliquemos ambos lados de la ecuación por 
k, y su obtiene i 

+ w i.·•.¡ ] s= o 

ahora despejando w;..J" , se tiene; 

w;.,.i·n = W ;.,~ + kEz.. 
'hL 

W\-t,,j - 21., L,j + '" ~-·.j J 

..,. 
'" .. j .. , '"i.J + l:E' (-:'1·10.,l) + kEi t Wi.t1,j + wl-1,J J 

¡.;¡- -¡;;:-

.,,,. wl,Ju [ 1 21:E'J w•.j • E'k ~' l.to.J + ,., l.-1,j J 
h. -¡:¡r 

(2.1 \) 

para C:ddü v.üor r1e i..,.1,2,. •• ,lrn-L>, y Cc.lU .. -\ valer d~ J=l,2, ••• 

Como tc:nemoti 1 .. 1 condición inicial de que u<n,O>=f<:d 
p.i.\r· a coda O<= x O:::= l , esto impl ic:a qu..:?: 

W;,. 0 = f<::,) pi1r·o Ci!da i=0,1,2, ••• ,m 
y pai.l~moi:; LIS•\r e-3tas volorHs ün Ja er;u"'ción <2. Ll> para 
cmco11lrdr c. .. l "'=1.lor de 1'1i.j , p,'tf"it C.::\d .. \ v.:ilor de i;:::1,2, ••• , (m-!) 
<::-:;to es; <.;.i j;:Q, -tencim~s que: 



'\d~rn~s lü~ condi~ioncg adicionales de que: 
ll <ú, l) :.O >' ti Cl, l >=--0 1 

im¡JllCc-n r~Ul.: '"•" = w, ... , = Ü 
de:· i;,qLli vc:1:r0~ q• E· tod¡;¡i:, l~!'.> -forn1~; de w.,, 1 , pueden ser 
obl~n1d""1 ~; y c;J L'na vL';:: QLH.-' conot:t·:1:1'J~ Lod,:.:; las 
,c..pr·11::in1c«.:.io11~·:=: dP w., 1 , cplicam:¡; nLt~\c:-ll!C?n1.e. el 
pt ::t.:'-.•diritiL·t•to, µ~cf.:'.'•110~ oncpr1trC:tr de: rr.~·r.r~r.:. =>i1nil<;:11 los 

v~J crt:·ci de. w •. 1. 1 1-t •. ~ , ••• '"''~ ....... , • 

\~. 

El n1~~c.dc d~ ~ fe1·enc1d que obtuvimos en lci ~cuación 
<2.11> 1 l1:·íilici1 qL1t: l~ m:ctr·i:: de <m-1'::Cm-~1> :·s:1c1i1da con 
este siLlc-111.;., <:;;.e iJu~dC? 8St;ribir de~ la <::.iguicr.t~ forma: 

( l - :.11} ,, ,,, - -

o 1 
... {1-·2H> A, ' 1 

e•' ' 1 

' - 1 
[' 1 1 - ' ,- o 

' 
'A 

1)- - - ~o A '<1-·2A> 

1:01 T 
Si¡.¡ ~ (f(x 1 J,f(:~,>, ••• ,fCx,....,)) 

y 

e: d:.oncr.'~. l ¡} !SOl uci ón rpro>: i madd e~ta dt1da por 

lf) 
w p~ra cada J=1~2, ••• 

Ectv n:~lc~o du ciif~rencid es el conocido con el nombre 
l~l· 1;1·i~.rr:nci.~ ~·r·oorc:-~1vei.. Si J~~ ~oluc:Jón de 1.:1 E·cuac:ión 
difc.:-r·~·11c:ii1l pd·c:ia.l tiene cuatro dcrive:ltlas parcid.les 
ccnlí!1Lt;:~, t..·11 .: }'do:. cm t, Emtonc~t· lc:l i..;,cuitCión <2.10> 
i1:1pl ic:ü ql'.I:.' el mt'·locJo es de orden O<k + hz:). 

r·i.,ril cblc.-ner ur1 nié.-lodo que st:a tncor1dicionalment• 
~i:.t.t:.1::lt' 1 c.ons:id~rc·mos uri método de diferr:-ncia in1plicito que 
rE:sullu do:> u~i"•r el cot:it:.·nte de difE.~rcmcia regresiva para 
d u (>e ~ , l j > c,n l a forma: 
rl t 



u<a,,t,> -u<x~,tJ·1> + k 
2 

(2.12) 

donde B j es tal que l 1 •1 < O J < t j • 

Si sustituimos <2.12) y la ecuación pc:l.ra 

en la ect.tacion diferencial parcicll 

flu E1 U2u = o 
Tt ;¡;;-¡-

ter 1~mos que 

u<x1 ,t1 > - utx .. ,lJ.1 > - Et ulx, ... .,lj > - 2ulx¡ ,lJ > + u<x •. ,,tj > 
k h 

(2.1:3) 

p .. w¿\ dlqLln:l 1'¡ tal que Xl-• ~ 1'¡ <. Ht,.., De aqui obtenemo:¡ 
el mttodo dr: difonmcia regresiva oxprcsado como: 

H ~ ¡ - \";..J., - E 1 w •• , · - 2w l · -t- "' ;. •• = o 
h• (2.14) 

par,, i=1 1 2, ••• , (m~·l) y J=1 1 2, •• , 

Dentro de la representación d11 red, c:on este método 
aproKimdmos los puntos 

<x 1 ,Lj), <x~,tJ.,>, (>t¡,., 1 tj>, <Xi11 1 lj> 
q1.1~2 dentro de una gráfic.:\ queda:--ian represt>ntados por · 

.. ¡ X 
t¡-1 X 

o X ~-1 l{ ~ Xit1 



1'1ull1plic:"mdo (2.14> por k, tenemos QLi¡;:· 

o 

t;j d1or.:1 /i<..1cr:-mos que A~(Ezklh") 1 E'l m&todo dr..• difc:rr.r.~ja 

regr·~~iva quud~ria como: 

(2.15) 

Atkrn~s por lci.s condiciones dt: que 
W ~,o = f (X 1 ) .i ~ 1 1 2 1 • • • t { m-1 ) 
Wmj ;:. Wc.j ==O j:"'l,2, ••• 

podc:mos hacer la represent.:tc.ión nier.trici¿,} para este método 

(1-2()) -11 o o 

r:·--1 
-A (J-2ii) -A ¡: ' 1 o .. , . :-:: 

~~.:~: .. 1) 

-A w ....... j j 
() o -A <1-2Al 

par¡t j=l,2, ••• 

s~ puc::dE·n usar di fer entes. métodos para la solución dt: 
Cli;;,ta i;:;i slcma. 

El siguicmle algoritmo, n~r.uolvc.~ ~l probJE?rnd de la 
cc:uac:1on de calor us.1mfo la reducción de Crout para resolver 
el si ñlE'n•~· 



j' r¡¡-!1 tl.;..rt.t ... ltrc~.;-, f7ltt1 pr. '·'.J.1,,\t.'l•~!· 

1u¡ü REil <t•*'•ílLb1.!-•l illV DC l)J1·Li·'.D~_l(, RLGl\E¿H'l1i ri:1h'l1 L1:1 Et.u.:cl~JIJ :.1~ l_'"1"1Lür . ~,,¡.. 
l(l:::'.C· h'L/'i ,..., ,._,... 1 •.. q:c:llt1r.1Dr~rs IJIFEr·rr~¡ :t.1t.r: íi"rr,c;;i: ES t/1h:i'1.t.::i1 rcr,.::.- .. • -+.,~-.:i t:-\. 

!(:::·· :~rr f'Nl1:..·.1· (' OL,f-ffl>:;;[.Hhl (".:.7i ~ "::.:" 1_,l!:.1 •.Ll-~; + • ..... 1·~1l~U\G.E.N. +'' ¡ 

l·: .. H· .:[11 :-. ·rr. ! f tiGf,;tlt·tA -:.Jf,'.'l F'l:f.t"1 HF"\'\,J ... Hl?"::C-i l. i '¿.U! 'J. 1Dt 1 1:.c:· l.l-1 Lr:ur1r!OfJ 
.;1•..:i.:1 !..;Et'! u._ 1 :.DH, SUJ!:.11\ ¡; L~·t.JDICit:iilr:S E!! :_li f F-;1_•!!TCl\'ri 't ~.01JfJJC'TDHF::; 

!·:·:.:. f..lJ1 ll.'; .1 .·.·.~ [': 

.J.lii ... í-:E:.:.l'I ••L>:_f Ll~L\J:..!:~.) Lil..l FHUi·~L:"lt-1 Dí.[IE.t-IDS CJ~R[·:;rr: t t1 l. l 1ffí1 l JC':i, f'\U:. r.C" 

li..J\'.i ¡..,¿¡, L~JJ~LJL" .:.:L :.;.1,i..:Ul:.IJlRA U~í-ll·l!L1 í- ;_n f--UHC1•.JH.*·· 
lth.i J~~t·:n ··~1."'·llt• !-¡lh'U•D l.";L 
1li 11:• il!i·L''. "11~11~·CJ 11t1XI11CJ T"; l' 
111 11..:r!J: 'C·Y<:---·1diTE ¡:":E 
ll...:··· !tií'lJí "'H·'....~r ilf~ t1";11 
l; .··.1 l/J!·'L'' "VI .L1 :r l1L r,¡•· ¡ r~ 
1:40 LF·Fd;:¡ c111,r¡_, .. ~,, .. !•''+CHRJ \:-n;"J" 
l :~.(· Lf-'f•Pll f"l'T+""iJ_:: 'lC·. ~ \; '"H:LORL.S TDM?il.'05 F'AFA E~·TE PROt1LEf1f1'' 
:r .. :i LFr;Jtrr ¡:.i¡¡.:;¡_;._:-_,_,l(.•};"í-'Uf·llC1 EXTf\U10 L="¡L. 
¡;:o L~r,::1: r•n~·:::: i:c,1!>;"llf.M=·o MA>.1110 T=";·r 
LL.: · L.F!·,Jl·Jl ~!!l'u!1 ·:·c1,L·);"Vt1U"R f.'E Ltl COh'STAfHE E==";E 
11'/I.' u .-;u~r d.¡rt • .!....J 1. ·.·, 1 n; "M.:.:";M 
1::.-'IJ ~J··nt1Ji !:l·l"f ;1··;:· (."•) 1 J~11; "N'-·"; t-l 
1 :·;-:- !;11'1 1¡r,11 

1-~·-· um urn 
i:.::.u L•I/'I U(:'i> 
¡:_::.;1 .• O!M ;; d1J 
i~~ .1 :. :. : t \.J 1 r ~ ~ l :. 
: 260:· !1.::-Ld~ 
1:.·-··:· ¡·~.Tm 

::.:(:.~1 í1 , (l ~)~.:) /d·l'::i 
l:. ..,.~, r 1..1~, 1- l r ;_ !'l·-1 
J .:1.h.• P"- : .• 14 l './!.~¿,~5.;1 
;·:.1 1" .' ]'""11 
¡:.:..:u~ 1 .d'-S!l!dlF"/:.:, 
l:.'..'·l1 ¡., .. 1° 0·! ().i 

l::'·lU r!['(l l 
l--::.:• L \ l 1'"" 1+:'~ e, 
1 :.:.l.Jl.1 V, 1. ·. i'1/L ( 1) 
i:.:.:1c. t<JF' ~ .:.. ro 11-::.: 
J.:;U1; :...1.Ii:..11..:~1'.1•t1•U(l-l> 

1390 Ulll=-~,'LIJ) 
1'1•:"' tJUT J 
141(1 t_(~i '. =!·•:~~f¡·~A,U<~I-: 

3.1;::.-1 LF'f\IMT ¡:·¡Jfp,~:J :3, HD; "LOS '.·iESL'Llf\DQ~: (H.TEfHOO~ SON:" 
1'130 LPFll!T 
1·1'10 LF ~. ltJT r1n?1Bl' <2·:., 20); ") .. , ; f"Ml 1:11:.1 '. .~~., -.:\.); 1'T (~1) "; f NTA'..:.f. (~•)' 20); "l>.J (X, T (J) j" 

14!lU LPI;: l!~ i 
146V fUR J•l ru I~ 
14 7':' 1 (Ji J-1 I'. 
1 : ¿: .. :1 z ( ~ ! "\.; • l 1 /[_ ( 1 ) 
¡.;91.• 1~u;·· !.:..,.' lG M .. l 
1 ~01,1 : ( 1 ¡ Ñ O<J l l) ·~ {1+ Z ( I - l ) ' /L < 1" 
l~l•) ~¡:11-t)~Z<H-·l) 

15~•. 1 Nt:.. T l 
1~30 rL~ l~~l-2 TU 1 STEF· -1 
!S4(.• W(l):..l (l)-~lJ(!Hl•Jl!-11~ 
l ~.~.o NEl.T T 
1560 FOh I~ 1 Tn M-1 
1~70 X:..l •11 
1:.i;;o L~·r·:l!fl H~BC'.2(1~; :O:;TABC" .. ~i} ¡T(J) ;,.Atl\50· ~. "l-.1=-·"¡l-J<T~ 

1 :;9.:, NEXT 1 
16':10 ur:n J 
161(• Lt-:D 



'.'t'1LOhES 1 l"1dt111lJS PfiRA ESTE F'ROEJLEMA 
í'lJtlT ü EA !REMO 1-~ l 
Tlé.11f'D 11AX!lfü 1~ .1 
VALOR DO: LA CONS rANTE E= • ~5 

N~= 2 
LOS HESULU100S ODlEtllOOS 501'1: 

T(J) 

• 33.:.:.3.::;4 .05 
.6666667 .05 
.33:33334 .1 
. b66bó6'/ .1 

a 11 - 0116> a.1 u 
TL ~ 
U(ú,t) = u(1 1 l} .::z 0 

u(:c,O> = 2SENC2F'X) 

l•llX .. f(J)) 

W= 1.59728 
W=--1. ~9·;201 
;1~ 1. 1\72'796 
w ... -1.472997 

o Q ( X < 

o < t 

o < t 



1/(<L011ES íOMADDS PAR.:. ES re: PRODLEMé1 
PliMIO EXTREMO L= 2 
T!CMPO MAX!110 T= .1 
W;l.OH DI' L» CONSTANTE E= l 
11" •l 
N" 2 

L05 Rf~SULTADüS OfJl"ENIDOS SOlü 

l(J) W(X,l!J)) 

.5 .05 ~I= .6'22'2056 
.05 ~1~ • 9199051 

1.5 .05 \4= .ll71293 

-~ .1 W= .5428926 
l .l W= . 6092203 
1. ~; .1 W= .1821238 

:a.J.! - ::Yu = O 
at ~ 

o < )( < 2 1) < t 

utO,tl = u<2,t> O o ( t 
L\(N 10) = SElllPX/21 

2.3-



METODff Qf RICHARDSDN 

El mi~todo de di f ercnci a regresiva no ti ene los problemas 
de P.st.:1Li l 1 dad del método dt.> diferenci ~ progresiva. 
Llani.1r·emos ul n&todo de diferencia reg1·esiva un método 
incc:1Cic:ivr1~l~:ntc c~t~bl~. El 8rror d~ truncan1jento local 
p;;:r~ l:'~te: rmHol.!o F.·s de orden O(k + ht.), ':ólempra y cuando la 
ccu.o:c:ión i:.u1;1pla con las condiciones u:;u=iles de 
di f&rcnci~bilidad. En este caso, el mótodo convergo a la 
~oluci6rl d~ l~ ~cuación difer~ncial parcial. 

La falla d3l mótodo de diferencia regresiva resulta del 
h 1.:cho dn Cl'-IC L·l error de trunci1rtr1nrito loc .. 11 tiene 1..1na porción 
cer1 o.-c..lcn O<k>, por lo cual nc:c:c!:.ilc .. 'mo:. que: los inlervdlos en 
L•l ll1·111pD, s~~n muct10 más pcqtrnAos que }e§ intervalos en el 
cq.i; .... -io. Nr:L.1..·~lt1:,WO!O. un método que t€"·fl!JCI un error de 
t1·uncc.1n11cnlo lccl1l dtt c1rt.lcr1 OCkl+ h~>. 

Lo pi-imc>ro que haremos Stffo. e:;;c:oger una ecuación de 
dift.•rc-nc1a qu~ tr:rrg.:.l un error de Q(kl) para u(:~,l) , en lugar 
d~.· la que us .... 1motS unteriormlmtc y donde teniarnos un error do 
DO:>. 

Si u:~ •. 1mc<:1 1°"1 serie de- Taylcr l:'n t 1 pcira lc:t función 
ub:,t> r.n el punto C>:, ,lJ) y evbluando pd1riero en (H;.,tJ-. 1 ) 1 
t::E.• li C'nt~ qL1E!: 



25. 

Si restamos la ecuación (3. 1 l a (3. 2), obten~mos: 

U(H¡ ,tJ·•) - U(1(-.1~,..) = -=·(~ªu<x. ,lj) - ~ Í."2l\1l:i, ,11:,'f) + 
at 3 Lc;l~ 

(3.3) 

por medio del uso del Teorema del Valor medio, la ec:U¿\t:i6n 
(3.3> 1 puede ser simpliflc.ada aU.n más, y se tienes 

u<x\,tJ.,) - u<x¡, 1 tJ.,.,) = -2k8u<x .. ,t¡> -.k'?>Q:,_y_<x. 1 .e) 
Clt 3 Clt' • ' 

13.4> 

para algU.n valor a¡ tal que t¡., < s~ < t.h, 

Si despejamos ~h<\ 1 l:,> de la ecuación (3.4) 1 obtenemos 
C>t . 

la f6rmulcJ de diferencia centradai 

u<xL,tJ+-,) -.ub-c.,,t,.,) 
2'k··· 

(3.5> 

dende 11 ae encuentra en el intervalo (lj •• ,tJ..,l· Ut.ili:::.amos 
la fórmula para ~<x-. 1 lj) obtenida por medio de la serie de il•. 
Taylor: 

(3.6) 

donde íl es tal que M l.1 

Sustituyendo (3.Sl y (3.6) en la ecuación diferenc:i~l 

]b_1Cx,t> - Ez. ~(;~ 1 t) =i O 
at ax' 

oblc11u111os la siguiente fói-mul": 

u{:t¡ ,l:.i.,> - u<x-. ,l,R, > 
2k 

k 2 a~t.llll\,llj) 
b Tt'. 

-· hi. C>,.uw. ,l· >l =o 
12-~L j J 

l3. 7) 



z•. 

El método de diferencia que resulta. de la ec:uación 
C3.7), )' dt• J¿, .,-pr-oximac1ón cJe L1Cxl,lJ) por '"l.j, se conocu 
como el rn:TCüJ tE RICHARD:::m, y esta dado por: 

CJ.B) 

Este método ti n~.!' un error de trunc.i\mientc ·ocal de 
ordcr1 O O. 2 +hz >, pe"~ la11ibi ón prentmla probl em.;.s dn 
esta.bi 11 cJdd. 

TenemoG 1111 método más ef~c:livo, que sr. puede obtcmer 
promedi¿\ndo el método de diferencia prooresiva en el J-t-simo 
pit5o en t, 

W¡,,., - Wi.J:• - El ~i.!..!....i -21-11,j + '°'¡ .. _¡_ 
2k ht 

= (1 

(3.9) 

Qt.te li1;"11t:> un c>rro1· de.· trunc.c1mi~mto local de: 

con lü fórmula de rJifarer1Ciii regresiva en el paso Cj+1) en t, 

que ttr.ne un err·cff de tr1.1nc¿1.miento local de 

si supon&mos qUE• Bj ~· fi'~· , entonces el método de di ·Fenmci a 
promediada, lo obtrmemos sacando tui promedio de las 
ecuacioneL (3.9> y 13.10), esto es1 



1 [, Wi.,J+I 
2 

- w-.,j ·- E' Wt. jto - Wl. '1 -

fdclct iz~ncio ~sta ecu~ción lo más posible, se logra 
simplificr.w un poc:o más: 

(3.11) 

- E
2 

wl .... ·, - 2w•.j '* l'1l-•.1 + 
h' 

(J.12> 

De: ilqLti, oblcr1cmos l.•l mélodo de diferenc.lit promediada., 
que c:.la dado por la siguiente ecuaci6n1 

i<J• , .. , - in·, -g.:._ CtY~ .... J - 2w •. j + W~·•.J + Wl·n,j+• - 2wi.Jt-1 -
k :hi 

(3.13> 

y ticnL' un ~rror de trunca.miento loc:a.l de arden 0Ck2 +hz.). 
Deben tumplirsli' c.di:;.más las condiciones de diferenc:iabilidad.· 

Si multiplicamos ambo~ lados de la ecuación (3.13> por 
l:, ollt1:1ic~mos: 

w¡ ••.. >+•) ;:. O (3.14) 

f1!101·a t:n 1 d. ec.uac:i 6n <3. 14), hc)g.:imos A ::o <Ezk /h 2 > 1 y 
ol.ltc:-ndr i'::mos1 

E::slt.:.• mélodo 5(! CC1r10•.t:.· e.orno el METOno D:! cm~.~t<-t:ICOLSON, 
y si lo r-epresi=ntamos ~n li:! for111a m .. :i.tr-icial Bw'W••) =Cw tJI 

pdra Cbda J=0,1,2, ••• 1 donde 

lJ) 
w = {~" 1 :, ,wt.J , ••• ,w..,\•1,J )t 

y las metlr l C:f:'S B y C se dcf i nen c:omo 



e 

l
í<~~~; 

9, 

' 
' 1 
' ¡,. 

(1-Al 
A/2 

~'' 
' ' ' 
' 

··A/2 
(!+Al· 
-A/2 

- - - -'º 

A/2 
<1-Ak 
A/~ 

o· - --- - - - --'Q 

o· ... - -
-A/2 

-A12 

-~·~ ] 
(1 

-A/:? 
'(1+A> 

28. 

El algoritmo siguiente utili=a la reducción de Crout en 
la técnica de Cranl-:-Nic:olson. La forma en como vamos a 
determindr el p~ro del algoritmo s~ra por medio de la 
ospac1fic:•ci6n de una longitud finita para el intervalo de 
tiempo. 



10(1(1 REM Martha Teresa Flores Vi 11 al obos 
1010 REM Abril de 1986 
10::0 REM **••***** ALGORITMO DE CRANK-NICOLSON ********* 
1030 REM •**ECUACIOl~ES DIFERENCIALES F'ARCIALES PARA!lOLICASol> 
1040 L~·RitH " 
1050 í<EM H f'El!EMOS CORREGIR LA LltJEA QUE COtJT!Ef~EN LA DEFINICION OE LA 
1060 REM FUil:IOl-1, CAM VEZ QUE CAMBIEMOS DE PROBLEMA u 
108(1 IIWUT "PUl!TO EXTREMO L";L 
1090 INPUT "TIEMPO T";T 
110(1 INfUT "COt~STt"1!JTE E";: E 
1110 lNF·UT "E.tHEr-<íl'.3 tt 1 N11 ;M,N 
1120 LPRI!JT CH~.t(:"lt;"H"+CHr,rc:7); 11 J" 

1130 DEF FIH.:-1r. . .t (COL, F,Etl) :::1CHRt C'27> +"~..ia "+STR.t CCOL> + 11 c "+STR.f (REN> +"V" 
1140 LPr\JNT 11 <<< ESIE F'FIDSr~·r1t'íA SIRVE PARA APROXlMAB LA SOLUCION DE LA ECUACIONU. 
1150 l.PRllH " DIFEFotlCIAL PARCIAL PARABOL!CA, SUJETA A CONDICIONES EN LA " 
1160 LPRINT Ff>OllEhA Y CONDICIONES INICIALES >» 
1170 LPRIMT 11 

110(1 LF·RifJT '1 LH FUtJCIOI~ ES: F<X>-='2•51N<2•P•X> 11 

1190 LPF<INT FllTA['.\· < lCo, Gl; "LOS VALORES USADOS PARA ESTE PROBLEMA SON1" 
l::ZOC1 Lf'FdNT Ftfft1l-!S<:o, JO>; "PUMTO EX.TREMO L=";L 
1210 Lf'RINT TA9C20>;"TIEMPO MAXIMO T= 11 ;T 
122(1 LPRINT Tt:"1l1l:!O>; 1'COtJSTt';t.ITE E= 11 ;E 
1230 LPRIIH TALl(20>; "UffEROS M::a";M; 11 N:: 11 1N 
1:?4C1 DIM l<JO·l) 
1250 0111 U<~~l 

1260 DIM L<f1) 
1:70 DIM T!NI 
1:so H=L.111 
t:90 l:=T /N 
1300 A•!E"2>•K/<H"2> 
1310 \~ (t~} ;;:() 

1320 FOR 1=1 TO M-1 
1330 X=I•H 
1J40 P•J.1415927tt 
1350 F <X> =2•5111 <P•X•2> 
1360 W( I> =F (X) 

1371) 1;EXT I 
1380 u u= 1 +r, 
1390 U l 1) =- l-(d I C 2.., L ( l) ) 
1400 FOR 1=2 TO M-2 
1410 L<I>=liA+A•U<l-1)/~ 
142(1 U<l>=-A/C2~L<I>> 
1430 NEXT 1 
1440 L(M-l>=l+A+A•U!M-2>12 
1450 LPRltH 11 

146(• LPRllJT FNTAB~ < 10, 18) ¡"LOS f<ESUL TADOS OBTENIDOS SON:" 
1470 LPRINT 
1480 FOR J•l TO N 
1490 T !J > =J•I: 
1500 Z!1>•<<1-A>•W<l>+<A/2)•W<2>>1L!ll 
1510 FOR 1•2 TO M-1 
1520 Z<l>=<<l-A>•W!!l+(A/2)•!W<I+ll+W<I-l>+Z<I-l>>l/L<ll 
1530 NEXT I 
1540 WCM-t>~Z<M-1> 
1550 FOR I=M-2 TO 1 STEP -1 
1560 W<l>=Z!ll-U<Il•W<I+ll 
1570 NEXT l 
1580 FOR l=l TO M-1 
1590 X=I•H 
1600 LPRINT 11 l= 11 iI;TAB<10)''J='';J;TAB<20);''X;'';X;TAB<40);''Tc'';TCJ>;TABC50>;'1 W='';W 



( !) 

lólO NEX1 
ló20 NEXT 



.31. 
<<· ESlE f·nof.ílAl'lil ~.tfl'~'f_ r·r1Rfi ¡~f-'RUXH1AF: LA SOLUCION DE Lr1 ECUP1CIUN 

DfFEHENCft'1L Pt'.'1HCrí'il. PAr.:AOOLTCA, SU.TETH f~ COHDIClnt~E.S Etl LA 
FflUIHERA 1' COlfüJLlflt~ES INICIALES ."> 

LA r:'Uf,/CiotJ ES: f· <XJ ...i:,;"'~HtH:¿-11P*:O 
LOS \/í'1I unr::s IJSt'iOllS F'AFi) ESTE PROBLEMA SON: 

LOS 

!= J~ 

¡ .. 2 ,J= 

!= J" 
., 

!= 2 J= ,, 

PLINTO EXlREtlil L•- l 
TIEMeO M>.XIMD 1= • I 
CONSTANTE E= .25 
El>JTEnos t'I= ::; N~ 2 

f<ESIJL r ADOS OBTENIDOS SON: 

:>:=- • 33.3JJ34 
X= .6666667 
X= . 3333~:~-1 
x~ .6666667 

T= 
T= 
T= 
T= 

lt) LI -

at 
u<O,l) 
u(K 10) 

( 1/16) d 1 u "" (1 

i;l>:' 
u<l,U =O 

= 2SEN<2PX> 

.05 l~= 1.59182~ 

.05 W=-1.!:i91825 

.1 W= 1.q62951 

.I W=··· 1 • 462952 

(1 ( X < 1 

o < t 

o < t 



L~ E-?t.:Lti'l1:.16n de <mdd en Llf\a d1n1ensit'l11~ es ur1 e.iE:'mplo de 
una ecuaci6r1 difere11cial p~rc1al hiperbólica. 

C:msidcri;.remo= las ~·ibracioncs lra11sver-sale~ dEo> una 
cuerda e;:lendidd entro dos puntos, por ajemplo: 
se~ w : o v 1: ~ 1. 

el 111c11.d1111tmlo su µr c.•dLICEt en el plano HY de tal manera que 
cada punto d~ la cuerda se mueve ~n direcr:;;ión perpendicular 
al e ie- x; si u(::, t.) d~nola 1 os de-=pl t=1:. ami en tos de 1 n cuerda 
µgra L > O m~d1dos desde el eje x, entonce:; U satisface la. 
l?CU~C.l ón : 

o < 
o < 

c:or1dic.1 onad~ a l ¡~s siguientes hipótesis: 

&) Let C:LIL-.t d~1 e:; f.Jltr fE:'t:ti<nierilc fle::ible. 
b) Lc1 cuerda us homogénea, eslo es, su masa por 

unidi:\d de longitud es constante. 
e) l.tit=- Lh:.·!:plazc--im:icnto1;; úc..> u so11 pi.>queríos c:o111par.:.1do$ 

co11 el ldryo d~ la cu~rd~ 
d) La L[:t1~i ón dE l °' CUE·rda e!:> constante. 
11) La lt:11~ 1 ón es grande Lt=mparada c:on la fuer: a dE:.• 

graved ... d. 
f) Mo actu¡;i. fuer:.~s sobre la cuerda. •• 

f\dewás supondremo:) 4L.e: e.onecemos la posición y la. 
velocidad iuici~les del~ cuerda: 

u<x ,o> :.:. f Ld y 



Como los e:<trem05 estan Fijos, esto implicd que: 

u<O,t> = O y u<l,tl =O 
además, fC:t) es continua. 

La t.:cui\c:ión de or1da t¿imbién ~parece en la teoría de 
lineas da tr-ansmision de alta frecuencia, mecánica de 
fluidos, é\Cúslit:a >'elasticidad. 

SOLUC!Otl POR METODDS APROXIMADOS DE LAS 
ECUo'.\CÜiiTE§. ITTFEREN~PARC!ALES H!PEREl6LJCAS. 

Consideraramos la solución numéric:a de la ecuación de 
011da, que· es un ejemplo dei las ecuaciones diferenciales 
parcidles l1ipor-b6licas. 

U11 probl~md típico de condición de frontera es: 

E' ~<x,tl =O 
~HZ 

sujeta a las condiciones: 

u(0 1 t) ::::1 u<l,t> =O 
u<n,úl = f(x) 
~(x,O> = g<x> 
iH 

donde E es una c:onstanle. 

o 

t 
o (= X 

o <= X 

< " < 
t o 

o 
<= 
<= 

Uti l i oarenoos ~1 METDDO DE LA DIFERENCIA FINITA 
para encontrar l..i lioluc:i6n de la ecuc1ci6n. 

E111pe¡.e1rno~ por c;;iel ~cc:i on~r un entero m > O y un tan1aiío de 
paso de ti~mpo k > O. Con h = l/m 1 definiremos los puntos de 
1~ rud <xi,tJ) por n1edio des 

y 
::., :i ih 
tJ = jk 

p~rd cc:tda 
parrJ. c~da j 

e (l, 1,~, ••o ,111 

::.1 o, 1,2, •.• 



E11 t:uolquict punto int.er-ior de la red, (>:t ,tj), lu 
~cuacie11 de onda~ aproH1n1~r ~~: 

o (4.0) 

F·e1r~ lGCJr·cir vi::lo ~pro:dn1ac:.c,n, ulili;::ar't:-1.ios lC1 f6r111ula de 
OtFr::~::1~CIA Cr:NTRr10n p<.H et l"•s ~t~i;undi\s derivadi:\s p..::1·cii\le:.. 

Expandie11do u en un polinomio de Taylcr- de t.E:.•n:er ~~rada 

itlrL'dL?dor d~· C:;¡ ,tJ ). 

P~ra 1"1 derivodc? pilrc1¡.,l co11 ft!!;t;.>Uc:lc a ii, evaluitmos el 
poli no mi o do Ti.lyl cr en :q 1, y :<L., , tmtonces teni=mo'::i que: 

u<:< 1,, 1 Ll> =u(>:1. 1 lj> +h~<>.i.,tJ) ~·h:z~0:~,tJ> + 
ax 2 dxf 

( 4. I> 

pt1r et al g1..111~ C!: 1 l i>. l quct x L 

(4.2) 

petra. t.1l~u110 e:, tal qua xl.,< I?~ < x~, suponiendo que la 
dor·1vot..li:1 p.:H·c.ial dt.• orden 4 de u es continua en C>to~qXL,. 1 ]. Si 
se suman estas dt1r:a uac:u,1.ciones y despl2Ja;mos la segunda 
der i va.d,1 por el al, VE·mos que los términos que c:.onti enc>n 

~<:<i:,tJ) 
:).; 

y 

desnpareccn ')' sol o quedai 

'a~U():~ ,tJ) 
~ 



Pot medio L.lsl use del Teor·emc1. del Val rJr In ter med1 o, 
pccl<:!mos s.in1plific...at ¿.¡1,.111 más la ecu.;tc16n, v :>bt enemo&a 

pera .:dgLt11 punlo ~, • tal que ::,.,< e~ i: . .-,. 

De manera similar·, obtenemos la derivada parcial con 
respecto a l, y evalLtamos el polinomio de Taylor en lJr• .¡ tJ·• 
entonces despejada ya la ecuación p.u·o la segundd derivada 
pdrCidl co11 resp~clo d l, obtenemos quea 

u(;:. ,t,,.) - 2u<xt ,l, 1 

k' 

par d al gun punlo J>J , tal que l.1.1 •: •Ji. lJ". 

14.4) 

Sustituyendo estas dos ecua.cienes en <4.0>, ne tiene 
que a 

E1 h2 ~CL',,LJ > 
O>x 

1 
T2 

Como u se e::pa11dl1 a polinomios de faylor de gr·ado tres, 
entonces el er-rot de tnmcamiento. corresponde dl tt.kmino que 
co11 li ene l ~b CLI.:ir l r.tb der i Vdda& pc:in: i al es. Dcsprec: i ando este 
crr~)r, l.Jll~ P.!5td dcidu por: 

El.h: ]!~qíl:', .t
1 

º=~ ~ 

... 



Si 1c1ull1pl1c.a111os aml:Jos lrldos de la ec:uaci6n l4.5) por \.~, 
oble11dre111os l c. l.KLlCtLl ón sigui ont.e; 

ll~me111os al1ora A - E 1 /h , enlont.:\:l's liJ ocudc:i611 de 
di f erenci ec quoda; 

.\,:) 

Des~~J~r11os G\l1orci. w1 .J•• , que es una apro~ímación más 
1:h'an.:ade. eo el tiempCI, y obtenttmotn 

TenP.mO!ii que esta ecuación &e r;atisface para toda 
J = 1,2,... y para loda i = 1 1 2, ••• ,(m-1>. Las condiciones 
de la fronter'if. nos dan que: 

para e. 1,2, ••• <4.9) 

y de la condición inicial, obtenemos que: 

w" o = f ex,> para i = 1,2, ••• <m-1> <4.1(1) 

En las ecuaciones (4.8) y (4.9>, vemos que para calcular 
w ~ J•• ncc.vs1 lamos. conocer los val ores de 1 us pasos j y J-1 er1 
el tiempo. Tenemos que:• los valore~ para j=O esta11 dados po1-
let condición inicial, pero los valo,-es para j=l que son 
necesarios. par·c.1 Cdlcular w~.i., los tenemos que obtener d~ la 
condición de la vnloc.idad inicial, esto es dL': 

2.!:!h:,0) ""g(:.:) 

sL 
() (r: X <.= 



Lo pri111e1 o que 11.:H-idmos seria r~emplci::d.1· 

-2.!.:!_{:<·l ,(1) = ~l,) - LIC::. !)L 

"t 

O < Li ( l 1 • 

:51. 

;:¡u por lo 
al 

Desprdi'lr1do u(,:~ , l 1 ) tJc- 1 =' ec:L1~c.1 ón r.mtar i or, tenemos: 

~'._Q...ub:l,Cq ~' u(::¡,,t1> - L1{::~ 1 0) -..!:..;: ~(:.:~,CJ) 
,) l ·- 3t" 

por- lo t .. ·nl:J: 

µr .. ro cam.:> 8 u<::~ ,t)) 

<) t 
9(.:~). su~tiluvondo en (4.11): 

VI .. ,¡ = l<J~.o ~ k gb:L ! , 1 ::: 1,:, •.• <m-1> (11.\::?l 

pc..•r O VC'!'ICS 

rJe 00:). 
lo P(>dC11\C~ 

que: usta ocu~ción t1ene Llll cr-r-or de truncamiento 
Si QL11..:~1 c:-nios ur1a mejor c.1~wo,:i1h<-•Ción pa.ra u(:{~,O>, 
t.bt..:".?r s1 c:onocc100~ la s<..>rJunda dP-r i .¡adu de i cm ::¡_ • 

LI (.'{ i. t b - U ( :: ~~ 

(4.13) 

p~H" .... O C.. '. l 1 , y supongci111os qL1e l <ii ec:u~c i 6n de onda se 
s~Li5f,Jce td1l1~1~r1 ~n la lined i11icial 1 esto es: 

(1 para i 1,2, ••• ,m. 



os. 

Si f 11 exisle, e~tonces: 

E'. '2. f 11 (H \). 

Si ~L1sliluin1os en ('1.13) y vemos que au<i:;. 10) e g(X(.) 
¡, L 

obten~m;,s: 

u<:~ i 'l t ) - ll <i: ¡,. ,(l) = g<x·1.> + I· Ezf"(x·> +!..t~Cx¡,,fj> :r " 6 at~ 

(4.14) 

U ( lt t , l 1 ) - U ( :: i. 1 (1) =- ~; g (X~ ) + t.:_g Z f 11 (X~ ) + J:.d, V 3 U (X L, Í. j ) 

- 6 ;iL• 

Lfr.!~p1:?j .. u1tf,') L1<:·:1. 1 t 1) ohtc·nC'mos1 

1·1¡,_ 1 = '''"·º + k gb:t > + 1 ~E:í" tw1.> 

C!'.::lic .:1proi:i111 .. 1c:i6n liPfll: un error de:· truncc::miE·nlo loc,;11 de 
Od: 1 > p .. n·a c:ud.:\ i ..'.:! 1,2, ••• , \m-1>. 

Si rH . .> ¡•oth..:111os C:i\lCL1lar f'' <>:L> faciln1cnlc, ~ero 
ft;, C 4 ((•,1J, p1.1c~:::·.~cis c:;F-i.·.ndi?r f(W4-) en un polinomio de Taylor 
de ti. ... rcLr gri•cb r.lrl:Cc·t.icr Ucl pL1nto ~·" 1 y evaluando E·n >:l,.,.1 1 
:e i.·• 1 cblenc,;,:.:..=. ql•P: 

f (Xi.<t1) ~. f (,;~) + f '(::l)h + .J f" 1::¡, )h't +J.. f'' 1 (¡.!(.)h" + 
2 b 

1 fl~l (~¡>h" (4.15) 
;.-,.¡ 

f(x1.-1> = f{x~> - f'(>:,'•lt -t ..1..f"(x~)ht ~_L f 11 '<xt>h•+ 
2 6 

-1. fl'4) (.&., )1,.. (4.1ó) 
24 

donde H L·• ·, r: _1 < >: ¡_ < o 1 < x ~ 1,. 



!R. 

Si sum.:1mo::. (4. l5) )' <4. 16>, obtene1110::> que: 

f(::L•i> + -/(::;..,) "'"2ft::~) ., f"(~:~ 'ht +--!. C +'111 1 ) t {1c.1> lh<l, 
~4 

desp~Jando f''(M¡) 

f"(ai.)h1.: f(:.;~ 1 ,) ·t- f(H\. 0 1 ) - 2f(Xi) -.:._1 
24 

dividiúndo cnlrn h 2 , 

f " ( :: ~ ) ... f ( •t 

!4.17) 

Si f'"' o5 continua en C~a., ,::1.111, por r:l Teore111a d~t 
Vc.dc1·· InLL'rni~dio, podemos e5cribir C4.17) cJe la sigL1icnle 

(
11

( .. ·) -· 1 [ Í("\.) -Zf(:<~) t f(H¡,; 1)) -h2 fl"'\.t') ••\, --¡:;-::: "•I 12 (4. !B) 

D·~ ~v1ui vemos que L.l dpr·oximación <4.14) se convierte 

_u_!_::~,~·-l~1 _l~_L_t(;:L __ ~ :: g(::i.) + l._Sl[l_[ f(V.L- 1) - 2f(x\.) + 
2 h ~ 

== gb:~) + l:E 2 CfC::~~1 ) - 2f(::~) + fbt~ 11)J + 
Zt? 

on'+h 2 k> 

du'..O¡J~j,~rn..:I•) u(~:t,l 1 ), se l:.it:IH:~: 

U(M~ 1 t 1 ) ,:; 1..\(11~,0) 

f (>:ltt) J + Oti:~ + k1.hZ), (•\.19) 



'lo, 

Sea A= kE/h y U(K,.,0> ~ f(x.,>, entonces (4.191 queda: 

u(x ... ,t,> = f(:<i.> + i:g\t:; > + B...1 fC:~ ..... > - Ai f(:<¡} + 
2 

1i_ f(x¡, .. 1) + 01.1.3 t ¡, 2 h~) 
2 

fac:tori;:.-mdo, ~e convierl:e f-.)n: 

u{~:"' t 1 ) :::.. 

"''" ~ '1 - A1.>fU;.J + hJC::~) i·Er.;:cxi...,> + fC:,lo>J 
~ 

no~ s'irvf..! P~<r ... .:•proxim'1r w;,,,, perc:i i;; 1,2, ••• ,m-1. 

(4.20) 

E11 l~l .. dq:1riln10 µ.t.o-i1 rc.·~olver la ccuacíon de ondil por el 
11.~lado ~11 1~ d1f~rcncia finit~, so usa L~ ecuación <4.20J, 
c:uc.· t;! •• v11c.1 J:1"•.ior .:•pr-c .. ll;i111c.~Ción QLIC' lc:i ecua.e ion 14 .. 1:!), ciunqL1e 
t,_, ,Li i-11 podri ;tJOOS ui;¡,:ir DUtü.. 



1(1(1(1 F~En •·*'""'HLGOFd 11'10 i"'F:" DIFEF:l:NCH1 FHJITA f'ARA L~I ECUAClON DE ONDA-iH~• 

1010 RE1·1 ••*ll*""*~1ECl.1 . .t:l\Ji1ES DIFEmlCIAU.:::~, PAkCH1LES Hii='ERt•iJLICAS<t'4.•1t.,"I*~* 

(12(1 REM '-f'f\U13fo':i1'1A F:Ehl. l Ui[•Q POH: J1f.á·'Tlih íEF•ESA FLORES VILU~LOttos~ 
.Q3n REM "-..: <<t:::SlE Pf\Gt.1Hr1t1t"1 .:JlRVE PAh.H 1·1FhOX l!'lAR Ui SOL.UClON DE LA ECUACION 
104ú RD·l DE OND?1, SUJETt'.'1 A COIJJ:•IC101'JE!:'3 EN Líi FRDrJTEF<A:··> . 
• (151) CEF FMTA8! <CGL 1 FD>J) -"'Cl1Rl' <::7 1 +-"·!ia" +-Slr-< r (CÜL) +"e 11 +STR r íl."\EM) +"Y" 
.(16(1 REM "rEFEIJ\)IErir; 1-:• OEL P;OBl.Er-lA O.UE SE TF:F1TE, DEB(;f"1DS cor\REGIR U'l LINEA'' 
1070 RS!'t t.:::()(1 ·r 1 ·:,:.:, l.11-'E 1::~ DDtlüE SE DEFINEtl LAS FUMCIMES FNDtX> Y GMO(Q)" 
\(181_¡ lT·lPlJT "F'Utll1) CXTl-;~::.'.i·lO L";L 
lt)90 lfJFUT "TlG:::·u 11i=iXIMO T'';T 
1100 lt-.f"·LJT "C'J:::·.Ti'.-.tHE E":E 
1110 rr;:~uT "E.r,-;-:~-::us M,tl":M,M 
tl::O LrRrtH C\ii. t:.::1 >; 11 H" ... U\íUt:!7>;"J 11 

l1.".:;I) l.F·i-\'lill Tí'·p:\'."'.'.·'i); "r;·~sULUClOl-1 DE LA ECUACIOM DE ONDA" 
11·l0 Lí-i};:·:· f·::i.~ c,;)~:"l.í".1::; FL11'lCinnES DE u;s COtJDlCIOMES lN!ClALES SON:" 
l151) LF.,lflT :"i:<xi.•:~l!l\f-,Xit~) 'i GtX>=SHl<F·._:O" 
l 160 LF·i-.. P IT F~ir1:,:-i .t ( 15, 12); "LOS VALORES TOMAOOS EN ESTE PROBLEMA SON:" 
1170 Lr:·.!·~r F 1·JT/';:_J'.(::0,15>;"f-·UtHO EXTREt·lü L=";L 
1180 U<~::•'1' Tt'\~.t<::•)); "l J[! 1.c·0 t·lAXlMO T=";T 
l190 Lf-1,l r Tr',-1(:!));"C{',il~-.li'1tlíF.: E=":E 
12(11) LVi.'!1-·r Thi..d:O>: "Et~T~íd:\3 11=";t1; "N=";N 
1210 Dl:l i;\f-1 1 ,·n 
l'.2'.20 H--·L/!'I 
l:'.30 1: :.:T /ti 
1'.21\(1 r.-.¡: ... E/H 
\~50 FL~ J--=t TO fl 
.1:160 ~·J(t•,J)r.1') 

1::7!) !J(l·\,,'j):::(I 

,1:?80 tlc'\·r J 
1~90 P~:::. 141 ~73 
1 :~O(I t:SF Fim CO ::(1 

13lü VJ<l),1))=Fi'ID<O> 
1:;:.·i:1 M<M,O>•~FtlDtL> 

1330 FC~{ l=t TO M-1 
1'.';.01'1 1;.·. l ·H 
1350 G:::.:•\Q):o.·3Hl(·:,p11"(.') 
136(1 R';. \ t+l) r,'-1 

1 ~71) l-· ( t-1) .¡¡ 
135;) \·)( 1,0)~<:-:~~(Q.' 
l370 l·l < I, l > '~ \ 1-;)'·~) .~Fil!) (Q) + í (A ·:::) /:!) * lFND (f{) +FND <Z) > +K*GND (Q) 

1400 1:7:\T l 
\•110 FT < J--:1 TO :i-1 
1·12t) FCf.( T--~ ro l'l-1 
l·l:.~) t-1 e J ,.1·~ l l :.:' · ( 1-r1-:.::)·1'W( 1 ,J) + (A,..::D ~ <Wt l+l ,~1 )+W ( 1-1, J > )-W < 1,J-·1) 

145(1 t !C:\T J 
1460 Líí>HH FNú'i"::ilt.'2<•,:.:');"LOS RESULTADOS ODTENlf.105 SOM:'1 

14-¡o l.í-Rl•IT 
1.1r::1 \ ;' ;: .. J '11' 
1.1·:.i: .. l·1~r: J··-t rD n 
1~00 FOR I=l TO tl-1 
1510 ·X.:::l,,.H 
15~(1 T CJ) :.~.J ... ¡ 
157.0 LFHirll "1=": 1; Tf'=18 ( 10); "J::1 11 : J;Tí-\B <20); ºX::i 11

; X; TAL4 <35); 11 T="; T (J) ;TAB<50); ºM= 11
; 

W< t ,J, . . 
1540 NF.X1' 
1550 NEXT 
1560 END 



RESC•LUC](Jll DE" l ;e, ECUilClON DE OllDA 
LAS FUl!CHJ1~::·3 L'i::. LAS CüND!CIOfJ[S INIC!ALL:S SQtJ: 

rcXl=-O \' li·.A1=s11Jl 11~F·•.1.> 

Lo::.. \'i1LOr1ES H..J:r1r10S EH ESTE f'fiOf:LE/·li1 SO/~: 

f'UtHO EXTF.E/'lü L'-' • 5 
f I.:.. r1::-·o r·1;:t>: 1110 ·r= • 5 
CL';-;~~T,:,/HE E= • 25 
E/.i 1 fTOS t/:.. ~ /J-" ,, 

¡ .•.J'3 f\ESUL Tt1Liü~ üUTEIJI l,,~·Js SOlü 

J~ 

J~ ., 
X= .~5 
x~~ • 25 

r~ .2~ 

T= .5 
f.J::.-fl. J 46(!3$t-(lü 
liJ-.,,.~l .~'i27381E-tJ7 

0'u - (1/4) 7/11 = (1 

~ ~ 
lc(O,l> = uco.~,,L> =-o 
u(): 1 0) = O 

21.1<x ,0) == Ei::fH4rX> 
OL 

o -~ }: ' o. 5 o < t 

o •, t. 



LllS FUNCIONES DE 
F!Xl•S!N!P•X<2l Y 

l.US 

!= J• 
!= 2 .J= 
l= 3 J= 
I= 1 J= .. 
!• 2 J= 2 
!= 3 J= '2 

f<E50LlJC !Ot~ DE LA ECUAC ION DE DNDr. 
LAS cormrCIOtlES lNICIALES SONt 

00'.JuSltHP>-Xl 
VAL üflES 'f DMADOS EN F.G1 E PROOLEMA SON1 

PUNTO EXTREMO L= 1 
11EMPO MAXIMO T• .5 
CONS í/'.'1NTE E.;; 1 
EtJ TEfWS M~ 4 N• 2 

LOS HESUL. TAODS OBTENIDOS SON1 

X= .25 T= .25 
X= .5 T= .25 
X= .75 T= .25 
X= .'25 r~ .~ 

X• .f.i T• ,5 
X= .75 T= .5 

- íJ 1 u = o 
é) :~ t 

~I 
at' 
u!O,U 
uC>:,OJ 

..illd.,<n ,o> 
¡¡t 

u!l,tl =O 
= SEN!2PXl 
e 8EN!PXl 

o < • 

W= .1767765 
w~ .25 
!O= .1767768 
W=-.75 
W= .3535537 
W= 1.25 

o < t 

o 



l.n!:i [CLti:\Lione Di fc:renc1é.1lf~f> f-'i:1rc:1alc::-s qw: se E'~·tL1diaron, 
jL1e.'Qan lHI p<:1pPl importante en mucha;, áreas de fi~il:¡_, E..• 

ll1t;¡C:•liiC"I ;.;1. 

El C1nál i sis de .. ,na an1p l i a veir i edad de di\·¿~ ·t:.os 1 enómcnos 
1lc~v~ a las ecuacicnL'S estudiadas, o a sus g~n-;:ralizaciones, 
er1 u11 0•'-1y'or nt.'lrriero dE' Vi:lriablec:o. 

lic.• ,::1qui qui~ lo:. m~todc5 desi1rrolladt·!:. para encontrar la 
f.h""luci6r1 de r.!::>te tipo cJ•.oo vc:ui:·c:ie>r1es sc.·a mur ltlil, pues nos 
dy·~11Jc:w,~ i.l rciiolvi::•r ulli\ gra.n V.owied1.•d Ue pn:;blt.'mas de divet sos 
L.i~•O!::·· Lt'ts l1·cr; ccudc:!or1cs estudiad?.s 1uc:ron: 

(1) k a't,.l ~ ~ Ec:uac:ión de Calor 
éJ,,.:l <lt 

(;!) E~ ...U:.11 ~ 'd1 u EcLlclt:16n di? 011da 
():>:' 3t' 

(C,) -~/ 11 -~~ . o Ec:ui::1c:i6n d" Lr.1plE1ce 
d~1 et• 

lei ecuac:lbn {U aparece en la leoria del flujo de calor testo 
es, calor· transferido por conducción) en una varilla., o en un 
a),:411ibrc dc-lg;11jo, y la funclón ut~:,t) es lc1 tcmpE1ratura de la 
•1ari lla. 

Lc,.s pr C•bl er.1~1~ de vJ hr lh.C j {.llH:is mccár1 i ca& se rcsuel ven por 
n1cüi o de l ~ ccu¿..L.:i ón de ondd (2) 1 y l?íi este coso u(:<, t > 
rLprl?fü~r1ti1r~ los de·~pl~1.:amientos de ur+l\ cucrdü vibrante. La 
sul uci 6n u L:, l > cm 1 a ecu.:.c:i 6n <3> su interpreta como la. 
cli E>lri buc.i ór. c~6lo:.1c i onur i i\ de temper &tura, i ndepcndi enlemenlt-' 
dol tiempo, nn una placa fina y plan~. 

(.) ... ·e·c.t·s (! la ~cu¿1ción (1) se le llama ccu41c:ión de 
difusi61J, pL1esto que l•.i difusión de subs.tancies disueltas cm 
i\llJLini:' soluc:iór1 es similot al .flujo de Cc1lor en ur1 Elblido, en 
este C:dso u<x,t> representa ld concentrar.16n del liquido. 
Estii ecuación lo111bic·n ap.:i1·ece en el estudio del flujo de 
electricidad en u11 cable largo o en une linea de transmision. 



45. 

Tt.:•11en1os lcd11lJ1en qut3' l.J.:.tjo ciertas conc.Jic:iones s~ puP.de 
encontrar que la corrlenle y el voltaje en la linea generan 
~Cllc\Ci ont..•s semejcml~s a ( 1). 

En }d teoría da las lineas de transmisión de altd 
irccL1enciei, mecánica de fluidos, acústica y elasticidad 
dparece ld ecuación d~ onda C2>. 

t.'°' c;ocLh:,c.:it:!fl (3) er, mur coml1n rmcontrarla en problem .. ~s de 
ir1ge11ier iA que lratdn de potenciales, tales como potencial 
L•lct.:lro~L..:itic.C>, µul.t..•11cio=tl gr .. wil .. 1cio11¿¡l y poleru:i.:11 úe 
veloc1d,,d 011 mt.~c:ánica de fluidos, y menoG frccuenlementc en 
problL>•11~1s relácion<.1dos cor1 dE:?spla.:amit:>nlos e:::.tálicos de 
me111brei11~::.. 

Por lo t.anlo, vrrn1os. la gran é!plicación que tientm las 
Er.L1a.r:iories Diferenciales. Parciales en la resolución de 
di vr..•r ti OS ti pos de probl emds. Por 1 o CL1'°1l ~l desarrollo de 
111óludor, úo solución pd.rcl este tipo de ecu~cion~s es de gran 
uli l idc1d. 
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