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N I R O O V C C O N 

Una v1ri1ded i•portant• de probl•ma• qu• sur9tn en la toma de d•­
cision•• ••tá c1ract•rizada por t•n•r soluc1onts factibl•s de tipo 
discr•to. La d•cislón d• una compañia de comprar o no maquinaria, la 
asiQnación d• rtcursos o ti •mpaque dt artículos en cajas de tamaños 
pr•d•t•rminados, aon •j•mplos d• tste tipo de probltmas 

D••d• tl punto d• vista ~onctptual. mant¡ar una rtg16n factible de 
tipo dlscr•to d1 11 ventaja d• establecer Fácilmente soluciones con­
crtta• al proble•a y con fr•cuencla, el uso de Qráf lcas el•••ntales 
p•rmit• 1F.19nar significado intuitivo a una solución particular. Es­
t• h•cho, sin ••bargo, no garantiza que •• pueda resolv•r triv1a!men­
t• cualquier probl•ma d• tipo discr•to, pu•• si •l nüm•ro d• objPtos 
involucrados •s 9rand•, r•solver satisfactoriamente el problema puede 
r•pr•••ntar la manipulación 6 •valuación d• una cantidad 1xplosiva de 
casos, posibili~ad•~ y combinaciones. 

Si •• ti•n~ •1 probl••• d• asignar tres trabajador•• a tr•• traba­
jos distintos, conoci•ndo la eficiencia d• cada trabajador •n cada u­
no d• •llos, •ncontrar la asignación ri• mayor eficiencia total puede 
tftctuarat examinando las 31~6 a1i9naciones posibl•• y •1co9i•ndo la 
m•jor de ella•. R••olver el mismo probl•m• para v•int• trabajador•• y 
v•int• trabajos, con el m•todo anterior, obligaría a •~aminar las 201 
po•ibl•s 1si9nacion••· Si •• usara u11a computadora •xtraordin1ria••n­
t• v•loz qu•, diga•os, ••cribiera en pap•l una ••ignaci6n posibl• ca­
da •icro•egundo <•xa9erada para la d•cada de los 80>, •l listado fi­
nal t•rminaría d• imprimir•• •n al90 asi co•o 77094 año•, dejando ob-
1ol•to cualqui•r int•nto posible de •&p•r•. 

Esta curiosa paradoja d• problemas de tipo discreto, de •o•tr1r u­
na ••tructura conc•ptual sencilla. p•ro un procedimien~o dificil pa­
ra d•t•r•inar una solución adecuada, aunada 11 hecho de qu• est• tipo 
d• probl•••• •on co•un•• en muchas ár•a• d• lnvesti9aclón de op•ra­
cion•• • ing•ni•ria, h1 llamado la atención de inv••ti91dortm y ci•n­
tificos d••d• •l •iglo pasado. 

Un caso ••p•cí,ico d• análi•i• d• probl•mas di•cretos •• •ncutntra 
en •l Análi•i• Co•bin1torio, que se consid•ra como ti •studio mat~•á­
tico d•l arr•glo, 1grupam1ento, ordtnami•nto o ••l•cción de obj•tos 
dlscr•tos lpor lo g•n•ral finitos en nü••rol. Tradicional••nt•, ••ta­
disciplin1 ha di•tin9uido sus probl•••• ••oún •• trat• d•: 1 > ••i•­
tenci1 d• 1rr•9los ••P•cíficos, 21 •xhibiclón o •valu1ci6n de arr•-
910• r•qu•ridos, y 31 •num•ración o cutnta d• posibl•• arr•glos. 

Como •j•mplo• d• ••t• el••• d• probl•••• se pued•n citar: calcular 
•l nú••ro d• combin1cion•s d• n objetos to•ados d• r en r, •ncon­
trar •1 ••pacto mu•stral d•l •xptrim•nto qu• consiste •n extra•r sin 
reemplazo dos bolas d• una urna conteni•ndo • bolas rojas y n bo­
las n•gras, o •xhibir las ptrmutacion•• distinguibl•• d• n objttos, 
de 1011 cuales hay k1,k2, ... ,kj de tllos igual••· 

En la ••gunda •it1d d•l •i9lo 20, •l surgi•i•nto d• la investi-
91ci6n d• op•racion••· y •l •nor•• in,lujo de la co•putador1 elec­
trónica •n el modo d• r••olv•r probl••a• ha Motivado la aparición de 
una lín•• dif•r•nt• •n los probl•••• co•bin1torio1. El int•r•s ha 
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ca•biado de confirmar la e•l•t•ncla d• cierto arre9lo, o d• contdr 
•l número d• arreglo• qu• cumplan cl•rta condición hacia •ncontrar 
•l ••jor d• loa arr•glo• poalblea, d• acu•rdo a un criterio prede­
t•r•inado de 1el•cclón. E•te enfoque de encontrar un arreglo ópti­
mo, •• conoc• como Optimización Combinatoria. 

Un ejemplo típico de Optimización Combinatoria lo constituye el 
ll&~ado 'problema del matrimonio', que se formula como &igue· "Dado 
un conjunto d• m hombre• y un conjunto de n muieres, donde cada 
hombre tl•ne una lista d• las mujer•s a las que propondría matrimo­
nio, ¿cuál e& el máximo número de parejas que puedvn formarst?". 

El problema dtl •atrlmonio se formula de modo natural usando 
gráficas. En el •J•mplo anterior no e• dificil ver que la situa-­
ción se puede modelar con una gráfica en la que existan M nodos 
representando 1 los hombres, n nodos representando 1 las mu1eres, 
y un arco que una al nodo "I" con tl nodo "J", sl•mpre que la mu­
jer "j" sea una de las elegida& por el hombre "i" 

El ejemplo del matrimonio es un caso particular de un problema 
bó•ico de opti•l1acl6n combinatoria, conocido como "problema de a­
pareamiento". En un problema da apareamiento se tiene una gráfica 
con • nodos y n arcos, y se busca una colección de arcos <pare­
jas d• nodos) que satisfagan ciertos crit•rios de optlmalldad. 

Lo• problemas que se enunct•n enseguida •on ej•mplos estrecha­
mente relacionado• con problemas de apareamiento. 

PROBLEMA 
un conjunto 
nación que 
un sistema 
asignación 
rldad•s en 
trabajos que 

1. En una ~mpreYa •• ti•ne un conjunto E d• empleados y 
T de trabajos por asignar. El sindicato propon• una asig­
ocupe a tantos ••Pl•ados como s•a posibl•, suj•tóndo1e a 

de antigUedad laboral, mientras que la empr•sa propone una 
qu• designe los trabajos suj•tóndost a un 1tst1ma d• prio­

los •ismos. ¿Existe alguna asignación de empleados a los 
satisfaga tanto a la empresa como al sindicato?. 

PROBLEMA 2. Un periódico 1abt qut en la Reunión lnt•rnacional de 
Legislador•• se tienen programadas conferencias a ciertas horas y de 
duración conocida. Cuando una serte de conferencia• C1,C2, ... ,Ck ocu­
rr•n sin traslaparse, se tien• una cad•na <y por tanto putden ser cu­
biertas por un solo reportero>. ¿Cuál es el número mínimo de r•porto­
ros que cubrirán todas las conferencia• de la reunión?. 

PROBLEMA J. En una línea de producción que trabaja en seri• hay n 
obreros que trabajan en n estacione• d• la línea. Si •• llaa1 Tij a 
la velocidad con la qu• el obr•ro "i" ejecuta su tarea en la estación 
"j", •• claro que la velocidad d• producción d• la línea ••tá limita­
da por la velocidad d•l trabajador aós lento. ¿Quf a1ign1ci6n d• los 
obreros a las estaciones maxiaiia la velocidad d• la línea d• produc­
ción?. 

En este trabajo se presenta la foraulaclón y análisis de los mode­
los básicos de apar•amiento. Se mu•stran los resultados teóricos más 
significativos y los algoritmos d• solución. 

La pr•s•ntación del tema del apareamiento •• hace de manera pro­
gresiva a lo largo de los próxiaos capítulos. En •l Capítulo 1 se 
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pr•••nt•n los conc•ptos y d•f inicion•• d• T•oría d• Gráficas usados 
en •l d•••rrollo d•l t•m•, ••í como un• br•v• d•1cripción d• los mo­
d•lo• básico• d• •p•r••mi•nto. En •1 C•pítulo 2 •• tratan los mod•­
los •n los ~ual•• la gr&fica involucrada en la repr•s•ntación del 
~robl••a •• bipartit•. El C•pítulo 3 pro•iou• con probl•mas cuya r•­
pr•••ntaci6n gr&fica no •• bipartita. En·•l Capítulo 4 •• mu•stran 
alguno• programa• d• computadora •scrito• •n Pascal qu• m•neja~ cier­
to• probl•ma• pr•••ntados •n •l t•xto. Al final •• incluye un Ap•ndi­
c• con las d~~ostr•cion•• d•tall•das d• alounos de los t•oremas m•n­
cionados •n los capítulos. 
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CAPJTUL.P !. 

PROBLEMAS BASICO& DE APAREAMIENTO 

Lo• problema• de apareamiento qu• se r••u•lv•n •n la práctica 1n­
vari1blement• son repr•••ntado& por una 9ráf 1ca con nodos y arcos, 
donde lo• nodos simbolizan los •l•m•nto• involucrados en el aparea­
miento y los arcos la posibilidad de formar pareja 

El tema del apareamiento Frecuentement• hace referenci~ a resulta­
dos propios de la Teoría de Gráficas. Esta ultima especialidad, re­
lativamente reciente entr• la• ramas de las matemática• aplicadas, 
no ha llegado todavía a presentar una notación y terminolog!a única 
•ntre todo& los autore•. D•bido a ••to, en la prim•ra sección d• es­
te capítulo s• r••um•n los conceptos y d•finicion•s de Teoría d• Grá­
ficas qu• se adoptarán en lo• capítulos próximos. 

En la segunda ••cción se describen br•vemente los mod•log básicos 
en la teoría del apareami•nto y se dan ej•mplo• de cada caso. Estos 
modelos resuelven problemas de apar•ami•nto atendi•ndo a distintos 
criterios de optimi1aci6n. Los modelos qu• se presentan son los si­
guientes: 

11 Máximo apareamiento, 21 apareamiento Max-min, llamado tambi•n 
'de cuello de botella', 31 apareamiento ponderado y 4) apareamiento 
de Gale-Shapley. 

11 .1) PRELIMINARES. 

Una gráfica G es una estructur1 formada por un conjunto finito N 
cuyos elementos son llamados nodos, y otro conjunto Finito A de pa­
rejas de nodos, llamados arcos. La notaci6n usada es: G•CN,A>. Cuan­
do los arcos dt una gráfica G son parejas ordenada•, G •• una gráfi­
ca dirigida, llamada tambi•n digráfica; cuando los arco• no son pare­
jas ordenadas, ••die• que G es una gráfica no-dirigida. En e•t• tra­
bajo•• consideran modelo• que u•an •olamente gráficas no-dirigidas. 

Si en la gráfica G existe el arco ••<k,ml, se dice que lo• nodos 
"k" y •m• •on adyacente•. mientras que el arco "•" e• incidente tan­
to al nodo "k" COMO al "m". Del mi•mo modo se dice que ambo• nodo• -
son incidente• al arco"•"· 

La• gráficas •e reprt•entan Frecuentemente por dibujos donde los 
nodo• corresponden a punto• o pequeWo• círculos, y lo• arco• a línea• 
que unen los nodos. En la Figura 1 .1, ~ e1 una gráfica donde •e tiene 
N•C1,2,J,4) y A•C (1,31, (1,41, <2,Jl, <2,4l, (J,4> > mientras que H 
es una digráfica con NaC1,2,3) y A•C 12,ll, <2,3l, (3,1> >. 

G H 

Figura 1 . 1 
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En una oráfica Q, la COMTRACCJOM DE UN ARCO <i, j), denotada como 
G ctr Cl,jl ), con•i•t• •n •l rtH1pla20 dt 1011 nodos 'i' y 'j' por 
un nu•vo nodo 'k', aRaditndo tn la gráfica r111ultante un arco lk,ml 
por cada arco (i,•l o (j,•I dt la 9ráflca original. La contracción de 
una gráfica pu•d• r••ultar en gráfica• con arcos múltiples entre sus 
nodo•. A tal tipo de gráfica•• lt conoce como MULTIGRAFICA. En la 
Figura 1.2, la 9rá'1t:a e;• r•presenta la contracción dt Q, luego de 
eli•inar •l arco (1,~>. 

G'• G ctr (1,4l 

1. 2 

Cuando se trabajan 9ráf ica11 con un nú••ro con1id•r1ble d~ nodo1 y 
arcos deja dt ••r práctica la r•pr•••ntaci6n •1qu1m6tica, •i•ndo la 
r•pr•••ntaci6n •n co•putadora el ••dio más común. 

Algunas d• la1 representacion•• •á• usada• para al•acenar una grá­
fica •n una co•putadora son: al MATRIZ DE INCIDENCIA, bl MATRIZ DE 
ADYACF.NCIA. 

Dada una 9rófica G con '•' nodos y 'n' arco•, •u MATRIZ DE INCI­
DENCIA A (llamada a veces matriz nodo11-arco11l titnt 'm' fil•• lid1n­
tificada11 con 1011 nodos> y 'n' columnas (identificadas con lo• arco1l 
y •• •ncuentra d•finida a continu1ci6n. 

•11 112 a1k 

A " 121 122 12k 

ami am2 amk 

{: •i el arc:o ' j ' incide en el nodo ' i 1 

dond• aij ., 
en otro c110. 
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La •atriz d• incid•nciil d• G en la Figura 1 .1 es: 

( 1'3) ( 1. 4) (2, 3) ( 2' 4) (), 4) 

o o o 

2 o o o 

3 o o 

4 o o 

Para una gráfica G con 'n' nodoti, la 11ATRIZ DE ADYACENCIA A 
<a v•c•• llu1ada inatri nodos-nodo11> ttono 'n' rllac v 'n' colum­
na• ía•bas idontificadas con los nodoal y •• d•fin1 como: 

I:'" 
al a1n 

A a21 a2 a2n 

anl an. ann 
L 

{: los nodo• ' j , • ' i, •on adyac•nt••· 
dond• aij • 

n otro caso. 

La 111atri2 d• adyaconcia • G en la Figura 1.1 ••: 
2 3 4 

o o 

2 o o 

3 o 

4 o 

Fá.cilin•nt• •• ob••rva qu• por construcción, la matriz d• adyac•n­
cia do una gráfica •• si• pr• siin•trica. 

En una gróf ica cual ui•ra G, al núin•ro d• arco• quo incld•n •n 
un nodo 'i' •• l• llaina GRADO DE '!', y•• d•nota por d(il. D• 
la con1trucci6n d• la ••triz de incid•ncla, rosulta claro qut la 
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eu1u 
nodo 

d• 101 
1) •• 

el ement 01 • 1 o 1 argo dt la f i 1 a ' 1 ' l que repr111ent a a 1 
Igual al valor dlil. E• decir: 

SI •• 1imboli1a por IAI •l número dt arcos de la gráfica G, 
y tomando en cuenta que cada arco une a do11 nodos de la misma, no 
•• dificil ver que la suma d• los grados de todos 101 nodo• de G 
vien• a Igualar •l doble d• IAI. O sea: 

La proposición siguiente muestra una conocida propied•d de 101 
nodo• de orado impar de una gráfica: 

PROPOSICION 1 .la. En una gráfica finita G•(N,Al el número d• v•r­
tlc•• de grado Impar e11 par. 

El concepto d• conexidad en una gráfica G está estrechamente rela­
cionado con la id•• Intuitiva de poder 'unir' dos nodos cualesquiera 
de tlla por medio dt una trayectoria formad• con arcos. La formaliia­
ción de la l~a ts como sigue: dados dos nodo• 'p' y 'q' de G•<N,Al, 
una TRAYECTORIA entre 'p' y 'q' es una euc1slón de •reos de la for­
ma: <p,jll, lj1,j21,. .,!jk,q) con l•<lt p1ara s<t. La trayecto­
ria 11 llu1a AlHERTA si 'p' es di1tinto a 'q', y CERRADA en ca10 
contrario. A una trayectoria que tiene al menos un arco v solamente 
un nodo r1p1tido 11 11 llama CICLO. Una gráfica sin ciclo• 11 llamada 
AClCLICA. 

Dos nodo1 de Q 11 llaman CONECTADOS 1i existe una trayectoria que 
101 una. Cuando en una gráfica cualquier par de nodo• •• conectado, 
1e dice qut 11 grá,lca Is CONEXA. 

Si una gráfica 11 conexa y caree• de ciclos, forma lo que •• cono­
ce co•o ARBOL. La 11•pllcldad di 1& 11tructura dt 101 árbol•• ha per­
mitido un• gran v1rl1d1d dt apllcacionts tn matemáticas dlscr1ta1 y 
1n l•• ciencias d• la computación. Una c•r•cteri11ción de lo que e1 
un árbol 1e mu11tra en la sigul1nt• propo1iclón: 

PROPOSICION 1. lb. Si Q H una gráflc• con 'n' nodo1, l•• condlcio­
n•• elgulentes son equlval1nte1: 

al; 1s un árbol. 
bl Cualqui1r par d1 nodo• d1 G está unido por un tr•yectoria únic•. 
e> ; no tl1n1 clcloa, piro 1xactam•nt1 uno s1 Forma al 1gregar 

un arco. 
d) ; 1s conexa, piro dtjc d• 11rlo 11 11 1uprlm1 Algún arco. 

7 -



•> e; no ti•n• ciclos y ti•n• 'n-1' arcos. 
r 1 e; es conwxa y tiene 'n-1' •reos. 

Una gráfica Cf•IN,~) es ll•mada BIPARTITA si s• pu•dt separar 
al conjunto de nodos N en dos. 11ubcon juntos • J eno1 S v T de mane­
ra qu• cu•lqui•r arco dt A n•cesariamente conecte un nodo en S con 
uno de T. La notaci6n G•(N,AI para est• caso su•l• ••cribirse co-
110: Cf•(S,T,Al. 

Si •n una gráfica bipartita tomamos una trayectoria y la r•corre-
110• •s fácil ver que al avanzar por los arcos se tocan nodos qu• al­
ternat ivam•nt• pertenecen a S y a T. De tal observaci6n •• pued• con­
cluir que si una gráfica G es bipartita, entone•• cualquier ciclo en 
•lla n•cesariamente tiene un número par de arcos y un número par de 
nodos <longitud par del ciclo>. La idea reciproca taMbi•n es cierta, 
y el r•sultado s• resume en la siguitnte proposici6n, que •• d•mu•s­
tra en el ap•ndice. 

PROPOSICION 1. lc. Una gráfica Cf•(N,Al u bipartita si y sólo si 
cartee de ciclo• d• longitud impar. 

Supong111os ahora qu• G•IS,T,Al •• una gráfica bipartita, don­
de S•Cl,J,6,7) v T•C2,4,5,8,9l. Si nu11•ramos los nodos de G como• 
ni•!, n2•3, n3•6, n4•7, nS,.2, n6•"1, n7•S, n8•8 y n9,..9, la 111atriz 

de adyac•ncia d~ G se v• como 1igu•: 

n1 n2 nJ n4 ns n6 n7 ns n9 

n1 o o o o a IS a16 a17 a18 a19 

n2 o o o o aes •26 a27 a28 a29 

nJ o o o o a35 a36 a3'7 a38 a39 

A • n4 o o o o a45 a46 a47 a48 a49 

ns a51 a52 a53 1S"4 o o o o o 

n6 a61 a62 163 a6"4 o o o o o 

n7 a71 a72 a73 •74 o o o o o 

n8 a81 a82 a83 a8"4 o o o o o 

n9 a91 a92 a93 a9"4 o o o o o 

La for11a upecial que adopta esta matriz de adyacencia y el hecho 
d• qut 11e1 una 111tri1 si••trica •• r•sumen •n la síguitnt•: 
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PROPOSICION 1 .1d. ~ 
nodo• pueden enumtrarse 
IOCiada sea de la ,or•a: 

•• una gráfica 
d• mantra que 

bipartita ai y sólo si sus 
la matri1 de adyactncla a-

Donde 8 •• una 1ubmatri1 dt A, en g•neral rtctangular, cuyo• •l•­
mentos pueden ••r cero o uno. 

11 .el DESCRlPClON Y EJEMPLOS. 

11.e.11 Modelos Básicos. 

La palabra apartamiento lignifica lit•ralmtnt• formar par•i•• Si 
tenemos un conjunto 'inito de •l•mento1 con lo• que •• pueden formar 
parejas, •• puede representar la situación con una grá,ica que tenga 
un nodo por cada elemento, y donde un arco entre dos nodo• 1igni,ique 
que los elementos repre1entado1 por tal•• nodos putden for~ar pareja. 

De modo Formal, si se tiene u~a grá,ica ;•IN,Al, un APAREAMIENTO 
en G es un 1ubcon junto S CA de arcos en donde no hay dos dt e 11011 
que incidan en un nodo común. 
En la Figura 1 .3 lo• arcos con linea ondulada representan un apat•ea­
•i•nto. En <;;, el apar•••i•nto no •• el •ci• grande posible, en H si 
lo ••· · 

G H 

Figura l. 'J 

En los problemas de apareamiento en gráficas, la idea más gentral 
consistt •n encontrar subconjunt~• dt arcos que cumpl•n ciertos cri­
terio• de optimización, donde 101 parámetros involucrados pueden ser: 
tl nú•tro d• arco• tn la solucián, el númtro dt arcos qu• putdtn in­
cidir en un nodo o el pe10 asociado a 101 arcos, si es que lo tienen. 

En esta 11ccián se describen 101 probl•••• tipo fundamentales en 
•l te•• del aparea•iento, •ostrándose algunos ejemplos. Ellos ion: 
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ti MAXIMO APAREAMIENTO.- En ••t• problema, dada una grúrtca G con 
un nú•ero Finito de nodo• y arcos, •• des•a d•terminar el •p•r•ami•n­
to o~ •ayor cardinalidad lnúaero d• arcoal posible. 

Eje•plo 1 .1 El c1ntro de l1ngua1 de una univ•rsidad tiene una 
lista dt 7 prof11ore1 para cubrir 10 trabajos d• traducción. Los 
idiomas r1qu1rido1 y las habilidad•& d• los prof11or•• •• mu11tran 
en la siguiente tabla: 

Idiomas: JI lngUs, JJ> francfs, 111) al•mán, IV> polaco, Vl ruso, 
VI> chino, VII> órab•, Vllll turco, IXl i;¡ri•go, X> búlgaro. 

IcH01H: II I II IV V VI VII VIII IX X 
ProF.: --------------------------------------~--------------

I{ •• no no no no no no no ., 
2 no no si •i SÍ no no no no no 

3 IÍ no no no no li si no no no 

4 no no no no no no no SÍ no no 

5 IÍ no no ., no no SÍ no IÍ no 

6 no •i no no IÍ ., no no no no 

7 ., no ., ., no no no no •í ., 
¿Cúal e1 el •áxiao número d• traducciones d• que se puede encar­

gar el centro d• lenguas?. 

El APAREAMIENTO HAX-HIN o 'DE CUELLO DE BOTELLA'.- El •jemplo de 
mo1iv1ctón •á• co•ún para t•t• probl••• •ató en 11 aigui1nt1 plantea­
miento: En un taller tndu1trtal se tienen 'n' trabajador•• p1r1 ••r 
asignados a 'n' e1taciones d• trabajo de una linea dt producción en 
11rie. Pu•sto que 101 obreros ti•n•n distinta• v•locidad•• d• trabajo 
•n la• dlFtr•nt11 11t1cion11 de 11 ljnea, •• cl~ro que para cada a­
signaci6n habrá al ••no1 una e1tacl6n que ••a la más lenta d• todas 
<el 'cuello dt botella'), y que dettrMinará la velocidad dt produc­
ci6n d• toda la lin11. El probl••a a r11olv1r 1ntonc11 ts encontrar 
l• asignación !ap1r1aml1nto obr1ros-1stacion11> dond• la •ós lenta dt 
la1 •1tacion11 111 lo •ó• rápida que •• putda. 

En g1n1ral, dada una gráfica bipartita G•IS,T,~> con nú••ro finito 
dt nodo• y arcos, dondt cada arco de G ti•n• ••ociado un p110 (po1i­
t ivo, negativo o cero>, tl problema •• encontrar tl 1par1a•iento dt 
móxi•• cardinalidad cuyo p110 •íni•o ••• lo •ayor po1ibl1. 

Eje•plo 1.2 El laboratorio Fotogrófico dt una ••Prtsa p1riodí1ti­
ca procesa los rollos dt p•lícula que recibe en 6 1tapa1 como sigue: 
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1) R•gistro d•l rollo y control d• trabajo. 
!l Rev•lado del n•gatlvo. 
31 S•cado y ••l•cc!ón d• tomas. 
41 Impr•s!ón d• fotografía~ 
5) S•cado d• i•pr•tion•s y ensobr•tado. 
6l R•gi•tro contabl• y distrlbuci6n 

Para •llo cuenta con 6 •mrl•ados que pueden ejecutar cualquier e­
tapa lndi&tintament•, siendo su velocidad d• trabajo <en rollos/hora) 
la indicada •n la siguiente tabla: 

Etapa---> 
2 3 s 6 

12 6 1 o 5 6 15 

B 15 4 1 o 3 5 1 o 

e 15 6 6 6 15 

o 20 5 5 3 3.75 6 

E 'o 6 1 o 4 4 7.5 

F 12 4 6 2.5 6 1 o 

¿Cuól asignaci6n dt lo• trabajadores a lae •tapas d• proc•so maxi­
miza l• velocidad dt producción dtl laboratorio?. 

31 APAREAHIENTO PONDERADO.- En estt probltma st titnt una gráfica 
G•IN,A> donde cada arco ••tó ponderado por un peso qu• pu•d• &tr po­
sitivo, n•gativo o cero. La intenci6n •• hallar un apar•amiento •n 
dond• la suma d• los P••o• d• sus arcos ••a móxima. 

En •l caso d• qu• G ••a bipartita < G•<S,T,AI 1, •l problema d•l 
apartami•nto pond•rado •• Fácil••ntt rtconocido como un probltma dt 
asignación, pu•• •• aplica dt modo natural a la búsqutda d• la asig­
nación óptima de tr1bajador11 <•l•••nto• dt S> a tsr••• ltl•m•nto• 
d• T> cuando•• conoc• la •ficitncia del obrtro 'i' •n la tarta 'j', 
qu• •• d•nota por •1 peso wij. 

Ejemplo 1 .l Un ••rvicio dt proc••o dt datos ti•n• 4 imprtsora1 
l'n•a• que pu•d•n con•ct•r•• • cualqui•r• d• 5 microco•putadora• 

••itir rtport•• a usuarios. Las vtlocidadt• tn l'n••• por mi­
de cada impresora stgún la microcomputador• con la qut •• ust 

dada• tn la siguitnt• tabla: 
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Micro---> 3 4 5 

A 300 350 320 300 280 

8 JIS JSO 300 290 300 

c 350 340 340 JOO 290 

D 275 300 350 300 300 

¿Cómo d•b•n ••ignara• laa impr•aor•• a las microcomputadora• para 
maiimliar •l n~m•ro total d• líneas impr••a• por minuto?. 

4) APAREAMIENTO DE GALE-SHAPLEY.- Eat1 mod•lo permite m1n1jar la 
caract•ríatica de ••tabilldad en las par1jas formadas qui aparece -
en alguno• probl•maa d• apareamiento, donde los •l•mentoa involucra­
dos tienen una pr•f•r•ncia en la formación d• las par•J••· Por •j••­
plo, supongamos qu• H •• un conjunto d1 'n' hombr•• y M un conjunto 
de 'n' mujeres, y que loa hombr•• ti•n•n una relación d• preftrencia 
hacia la• mujer•• para formar matrimonio. Entonces, para cualqui•r a­
par•a•i•nto dado, aiempr• •• podrá preguntar si habrá un hombre y una 
muj•r que no forman pareja, pero que •• pref itren mó• el uno 11 otro 
qu• al cónyuge asignado por el apar•amiento. Cuando •• da ••te caso, 
•l conjunto de par•jas propueato no •• ••tabl•, pues al meno• habrá 
un hombre y una mujer diapu•atos a d•jar a aun r•aptctivo• cónyugta 
para formar pareja entre aí. 

Cuando un apareamiento es estable <nadie deseoso de sustitu{r a 
su pareja encuentra reaputatal y además ocurre que cualquier hombre 
d• H está por lo ••no• tan aatiaftcho •n •1 como con cualquier otro 
apareamiento ••table, •• ti•ne un apareamiento óptimo <para loa hom­
brea). Un teorema de Gal• y Shapley muestra una prueba conatructiva 
de tal óptimo, independlent• de que •• tengan p••oa asociado• a loa 
arcoa. 

La aaignación de aolicitant•• d• empl•o a pueatoa, d• m•dicoa pa­
sante• a hoapitalta o d• prof•aor•• a grupos universitario• son al­
gunos ejemplo• donde loa •l•mentos involucrados en el apareamiento -
manifi•atan una pr•f•r•ncia •n laa poaiblea aslgnaclon••· y qu• •• 
pu•d•n tratar adecuadam•nt• con •l modelo de Gal•-Shepl•Y· 

<1 .2.2) Otros problemas •qulval•nt••· 

Exist•n div•rsos probl•mas d• OptiMlzación Combinatoria qu• pued•n 
••r plant•ados d• man•ra •quival•nte a al9uno d• los probl•••• qu• •• 
han m•ncionado ant•rior••nt•. Un par de •j•mplos •• citan •nseguida. 

SI SISTE"AS DE REPRESENTANTES DISTINTOS.- Dedo un conjunto finito 
T. y una col•cción de aubconjuntoa de T: CT1,T2, ... ,Tk), •• llama 
SISTEMA DE REPRESENTANTES DISTINTOS d• T a un subconjunto de •lemen-
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tos de T:Ct1,t2, ... ,tk> distlntot dota dos, y qu• cumpl•n la condi­
c: i. ón ti E Ti , para 1 • I , 2, ... , k . 

El probl••a de 101 r•pr•••ntant•• dl1tlnto1 •• que, conociendo T 
y la c:olec:c:ión d• subconjuntos T1,T2, ... ,Tk s• construya un sistema 
de repr•t•ntant•• di1tlnto1 para T. 

Ej••plo 1 .4 Un despacho d• nu•v• asesores Industriales atiende • 
7 ••presa• di •ti nt a1. Enumerando • l 01 ••••or•s d• l 1 al 9, l • forma 
•n qu• •1tón asignados a las empresas •s como sigue: 

E•presa • 1: C2,J) 
E•preea • 2: (2,5) 
E•pr•sa • J: e 1, 6> 
E•preea • 4: (6) 
E•presa • S: CJ,4,7> 
E•pre1a • 6: e 1 , 6> 
E•pr••• • 7: CS,8,9> 

Para la reunión anual de evaluación d•l despacho, •• d•t•a formar 
un grupo de 7 a111ore1, r1pre1entando c/u de ellos a una ••pr••• di­
f1r•nt•. ¿Cómo •• int1gra •1 grupo d•••ado?. 

La gráfica qu• •• •u11tra en11guida •od•l• el problema. Lo• nodos 
d•l lado izqui1rdo •i•bolizan a la• ••Pr•••• y 101 del lado d•r•cho 
a 101 a111or11. Un arco (i,jl indica que la ••Pr••• 'i' ti•n• asig­
nado al a•••or 'j'. A partir d• ••t• gráfica, 11 probl••a •• pu•d• -
r•aolv•r •ncontrando •l •óxl•o apar•amlento •n •lla. Si •l •áxi•o a­
par•a•i•nto contien• ••nos d• 7 arcos, •l problema de 101 r•pr•••n­
tant•• no tl•n• soluc:ión, y entonces alguno d• 101 asesor•• d•b•ró 
r•pr•••ntar a •ó• d• una ••pr••• en la reunión d• evaluación. 

~ 

Empresas Asesores 

Figura 1 .4 
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6) DESCO"POSICION EN CADENAS. En •lgunos probl•m•• qu• se man•­
jan con gróflca•, lo• •l•••nto• repre•entados por los nodos pu•d•n 
•er ordenado• de •odo ••trlcto la(bl de m1n•r• que •• r•fl•J• un 
'orden de pr•cedencia' •ntr• •llos. Por supu•sto, exi•t• l• pos1bi­
lldad d• qu• do• elementos en particul1r no pued•n comp1r•r1e 

La for••litación de I• Idea •nterior es como slQu•: p•r• un con­
junto finito N, un ORDEN PARCIAL ESTRICTO es un1 r•l•ción def in1d1 
en el producto c•rt••i•no NxN qu• •s tran•itlva y antisimftric• Un 
•jemplo típico d• ••to•• 11 r•lación '<' en lo• núm•ros r••l••· 

Dos ele••ntos i,j de N se ll•m•n COMPARABLES si ocurre i<j o 
j(I, en ca•o contrario a1 lla•an NO-CO"PARABLES. Una CADENA •n N 
es un subconjunto d• 1l•m•ntos de N comp1r•bl•• dos • dos, y cl•ra­
•ent• tal subconjunto pu•d• es,criblr•• •n for1u d• órd•n a•c•nd•n-
te co•o: n1 < n2 < ..• < nk. Una dt&coiaposiclón •n cadtnas de N HI 

una col•cción d• cMd1n1s disjunt•• cuya unión forma N. 
El problema d• la DESCOMPOSICION EN CADENAS d• un conjunto N, -

consl•te en encontrar aquell• desco•po•iclón de N cuya cardinalidad 
<núm•ro d1 cadena•> sea •inlma. 

Ejemplo 1 .S Un periódico planea cubrir l•s conferencias d1 11 
Reunión Internacional de L•oisladores a c1l1br1r en citrta fecha. 
Para tal di• •• ofr•c•n 10 conf~r•ncla• d• duración y hora de ini­
cio como se iaue•tra a continuación: 

2 3 s 7 8 9 1 o 

Inicio: 9:00 8:00 8:00 9:00 9:30 10:30 8:30 8:30 9:00 8:30 

1. 5 1 .5 1.5 1 .5 1 .5 

¿Cuál •• el •inimo núm1ro de r•portero• qu1 pu1dtn cubrir tl total 
de la• conferencia•? 

No •• difícil ver que las conferencia• s• pueden ordinar dt manera 
que 'a < b' •tonifique que 11 conf•r•ncta 'a' t•r•ina 1nt•• dt que 11 
conferencia 'b' co•ienc1. La gráfica a continuación •od•l• 11 orden 
parcial estricto qui exi•tl entre 1as conf1renctas. 
Cada nodo r1pr••1nta l• conf1rencia con la qui ••tá num•r1do, y si se 
puede alcanzar el nodo 'b' bajando desde el nodo 'a', s• tiene la -
condición 1 < b. 
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Figuu 1. 5 

Cada cadena d• 11 gráfica antarior r1pr1s1nt1 una ••cuencia d• -
conferencia• sucesivas qua no ••· tra•lapan, y que puadtn ••r cubl•r­
tas por un reportero. 

El proble•• •• pu1de reducir a un caso d• •áxi•o aparea•iento co­
•o sigue: sea s~cl,2,l, .. ,10) el conjunto d• las confar•ncias, y 
Ga(S,T,AI una gr,fica bipartita donde T•S, y donde un arco (i,Jl 
r1pr11ent1 la condición lconf1r1ncia il < !conf1r1nci1 jl. La grá­
fic1 G para el •J••plo se mu11tr1 1ns1guld1: 

@ 
Fi9ura 1.6 
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Encontrar un ap1r1amiento máximo en la gráfica d• la figura ant•­
rior, •quivale a encontrar un subconjunto d• par•• d• •l•m•nto• de S 
qut son co•parabl•• V d• modo que nigún •l•mento apar•ce más de una 
v1z co•o pri•tr •l•mento d• un par ni más d• una v•z como ••gundo •­
l•m•nto de un p~r. ld•ntificando los •l•mentos comun•• •n los par•• 
•ncontradoa, se 'unen' los pares y se forman cad•nas disjuntas. 
Por •j•mplo, •i en el apareamiento maximal para la Figura 1 .6 apar•­
c•n loa arcos 16,4> y 14,2> se puede construir •n la Figura 1 .7 la 
cadena: 6 < 4 < 2. LoB el•mentos que no ••an cubiertos por los arcos 
de el aparea•i•nto maximal ae consideran como cadenas d• longitud u­
nitaria, y aai •• tiene la descomposición •n cad•na• d• S que s• bus­
caba. 
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C A P I T V L O ¡ , 

APAREAMIENTO EN GRAFICAS BIPARTITAS. 

Las primer•s investigaciones hechas sobre problemas de apareamien­
to trataron sólo con gráfic•• bipartitas. AlgoritmoE eficientes para 
encontrar un apareamiento máximo en este tipo de gráficas ya estaban 
elaborados en la segunda mitad de la dtcada de los SO, por autores 
como Ford y Fulkerson. 

El tratamiento adecuado del apareamiento en gráficas generales tu­
vo su fundamento en log resultados de las investigaciones hechas para 
el caso bipartita, y algoritaos eficaces en gráficas generales se co­
nocieron en la segunda Mitad de la dfcada de los GO, de autores como 
Edmonds y Balinski. 

Estos antecedentes, aunados a la rel~tiva facilidad con que se ma­
nejan los algoritmos del caso bipartita motivan a tratar prim•r~m•nte 
tste caso, preparando terreno para abordar el apareamiento en gróf i­
cas generales con mayor naturalidad. 

Los dos primeros modtloa expuestos en •l capitulo son: MáxiMo a­
partamiento y Apareamiento ponderado. Despu•s 11 muestran dos aode­
los que necesariamente usan gráficas bipartitas: Apareamiento •a•­
min o 'cuello de botella' y el Apar•ami•nto de Gale-Shapley. Se dan 
adtmás un par dt aplicaciones del Móxi•o apareamiento a dos proble­
mas de tipo combinatorio: el problema de construir Sistemas de re­
pr•••ntantew distintos y el problema de la Descomposición encade­
nas dt un conjunto parcialatntt ordenado. 

Cada 111odtlo •e presenta acompañado con un algoritmo de solución y 
un breve ejemplo aclaratorio. 

(2.11 DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS. 

Dada una gráfica G~<S,1,AI un APAR~AMIENTO M en Ges un subconjun­
to de arcos Me.A con la propiedad dt que no existen dos arcos en H 
qut incidan ~n tl •i~mo nodo. Dado un apareamiento M en G•CS,T,AI si 
el nodo 'k' E: SU r es tocado por un arco de 11, ••dice qut 'k' ••un 
NODO SATURADO por M; en caso cont~arlo, a 'k' so lt llama NODO EX· 
PUESTO. Una traytctoria en G es llameda TRAYECTORIA ALTERNANTE rela­
tiva a M, si •• encuentra formada por arcos que alternativamente 11-
tán en M y •n su co•plemento: A\l'I. En tl ejemplo dt 1• Figura 2.1 un 
apartamitnto M está indicado por líneas onduladas. Los nodos cubier­
tos ion: 1, 2, 3 y 6; 1011 expuestos ion: 4, 5, y 7. La trayectoria 
C<S,21,(2,11,(1,31,(3,61) •• alternante relativa a 11, 111ientraw que 
((5,71,C7,6l,t6,3l,<J,S)) no lo e1. 
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Fioura 2.1 

Cuando un apar•a•i•nto M •n una gráfica no d•ja nodos •xpu•stot •n 
la gráfica, el apareamiento •• llama COMPLF.TO o PERFECTO. Por supu••­
to, vi una gráfica pose• un apar•a•i•nto de ••te tipo, d•be ten•r un 
nú•ero 2JL de nodos. 

Una condición suticient• para qu• exista un apareamiento completo 
•n una gráfica s• •stabl•ce •n la ligui•nte proposición, cuya demos­
tración apar•ce en el Ap•ndice. 

PROPOSICION 2.1a. Si G ••una oráfica con un núm•ro 
nodos, y cada uno d• ellos tiene orado mayor o igual a: 
cea exist• un apar•••i•nto co111pleto para G. 

<2.1 .1> TEOREMA DE MENDELSOHN-DULMAGE. 

'n' par d• 
n/2, enton-

El sigui•nte teorema establee• la manera d• 'combinar' dos aparea­
mientos distintos en una gráfica bipartita para producir un nuevo a­
par•a•i•nto qu• cu•Pl• con ci•rtas condicione&. 

TEOREMA 2.1b. !Mendelsohn-Dul•age>. Sean G•<S,T,A> una gráfica bi­
partita, y XI, X2 dos apar•ami•ntos en G. Entone••· exist• un apar•a­
mi•nto X <;;;; 1<1 u X2 tal que X cubr• todos los nodos de S cubi•rtos 
por XI, y todos los nodos dt T cubiertos por X2. 

Demostración. 
To111ando la difer•ncil sidtrica XI V X2 • !XI l.l X2> - IX1" X2>, y 

ob~•rvando que al ser G bipartita los ciclos posibles son d• longi­
tud par, y además que cualqu1•r trayectoria en XIV X2 sólo pu•de: 
1 l e•p•zar y t•rminar con arcos de Xt, o 2) empezar y ter•inar con 
arcos de X2, o Jl •mpezar con arco de XI y ttrminar con arco d• X2, 
o ~) empezar con arco de X2 y terminar con arco de XI, no es dift­
ci l v•r que los tipos d• trayectoria• y ciclos que pueden apar•cer 
•n X1 'iJ X2 son los 11101trados •n la Figura 2.2. 
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e Nodos cubiertos por XI 

Fi9ura 2. 2 

Q Nodos cubiertos por X2 O Otros nodos 

_.Arcos de Xl --Arcos de X2 

En cualqui•r• de los casos que aparecen en la Figura 2.2 •• puede 
encontrar un apareamiento Y e Xl V X2 tal que Y cubra todo nodo 
de S cubierto por IX1-X2l y todo nodo de T cubi~rto por <X2-Xll. Asi, 
)( • Y u <Xl n X2l •• el aparea•iento que !le busca. 

Una aplicación de este re•ultado •• tiene en el Problema 1 que a­
parece en la Introducción Sea Xl la asignación <apareamiento) pro­
puesta por el •indicato, y X2 la qu• propone la empresa, entone•• 
es po•ibl• encontrar una asignar.ión X que •atisFaga a amb•• partes. 

Una consecuencia inmediata del teor••• anterior son los siguientes 
re•ultado•: 

TEOREMA 2.lc. Si Gm<S,T,Al es gráfica bipartita, y X es un apa­
rea•i•nto en G, entonces existe un apareamiento de máxima cardina-
1 idad, Y, que cubre todo• los nodos de G cubiertos por X. 

Demostración. 
Si M •• un aparea•iento de Máxi•a cardinalidad en G, el teorema 

2.lb garantiza la exi•tencla de un aparea•iento Y en G que cumple: 

al Y cubre todos los nodos de S cubierto• por X. 
b) Y cubre todos los nodos de T cubiertos por M. 

En particular, de la condición bl •• concluye que 11'11 • IYI, 
por lo que Y taMbi•n •• de Máxima cardinalidad. Recurriendo otra vez 
al teore•a 2.1b, ce puede afirmar que existe un apar•a•iento Z en 
G que CUMple: 

el Z cubre todos los nodos de S cubierto• por Y (y por 
tanto cubre todo nodo de S que cubra XI. 

dl Z cubre todo• lo• nodo• de T cubierto• por X. 

de el re•ulta claro qua: IZI • IYI "' 11'11, con lo que Z e• un apa­
raamianto de máxi•a cardinalidad que cubre todos los nodos de G que 
haya cubierto X. 
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Si en una oráfica bipartita '•<S,T,Al •• •lio• un nodo 'k' cual­
quiera qu• te no a grado d 1 k l ~l. junto con cua lqu i •ra d• •u• arcoa 1 n­
ci d•nt •• • •e ti•n• un apar•a•i•nto d• un •olo arco. Del ttorema 2.lc 
•• po•!bl• entone•• concluir •l aiguient•: 

COROLARIO 2.ld. Si '•<S,T,Al ••una oráftca bipartita, •ntonces 
para cualquier nodo 'k' con grado dlkl~I en' ui•t• un aparea111ien­
to de •áxi•a cardinalidad qu• cubr• a 'k'. 

Siguiendo con el •j••plo d•l Problema d• la Introducción, &i su­
pon••o• que el o•rent• d• la ••Pr••a ha encontrado una a•ionación d• 
••Pl•ado• a trabajo• qu• ••a factible, d•l ttortma 2.lc •• pu•d• a­
fir•ar qu• exi•t• una a•ionación <apar•a•i•nto) d• •áxi•a cardinali­
qu• corr•aponde, por •UPU••to, a un plan d• u•o total dt la capacidad 
productiva, y •n la cual todos los ••Pl•ado• v trabajo• a•ignados o­
r i o i na l ••nt • por • l gtr•nt • ptrma·nectn •in CHlb i o. 

12.2l "AXl"O APAREA"tENTO. 

El probl••• del 111áxi1110 aparea•l•nto •n una orá,ica ' con•i•t• •n 
encontrar un apartami•nto" cuya cardinalidad sta lo 111ayor posible. 
El procedi111i•nto para encontrar un apareamiento 111áxi•o s• basa tn la 
sigui•nt• id••• que •• ••ncilla y •ficitntt: 

Sean 'una gráfica bipartita y X un apar•a•iento •n' qu• no es d• 
máxl•a cardinalidad. Si P es una traytctoria alttrnant• rtlativa a X 
qu• un• dos nodos •xpu••toa, P d•b• ser del tipo d• traytctoria •01-­
trada tn la Figura 2.3, donde los arcos ondulados son arcos d•l apa-­
r•a•itnto X. 

P•<a1,a2,a3,a~.aS,a6,a71 

Figura 2.3 

n1 y n8 son nodos txpu1sto• d1 X. 
a2,a~,a6 son arcos d1 X. 

Escrlbitndo '1' cuando un arco ptrttnt2ca al aparta•i•nto X y 'O' 

- 20 -



en caso contrario, la suc••ión d• arcos que forman la tray•ctoria P 
de la Figura 2.J ••ria: 0101010. Eacriblendo el 'co111ple11ento a uno' 
10 ca•bia por 1 y vic•veraa> d• tal auc•alón resulta: 1010101 , lo 
cual 1ugi•r• que si loa arco• al, aJ, aS y a7 •• incluyen tn •l a­
par•••i•nto X 1u1tituy•ndo a 101 arcos original•• •2, a4 y a6, •• 
obtl•n• otro apar•a•i•nto que conti•n• un arco mós qu• •l apareami•n­
to original X. 

Para for111allzar la id••• •• d•fin• una TRAYECTORIA AUHENTANTE re­
lativa a un apar•a111lento X, como una trav•ctoria alt•rnant• qu• ti•n• 
por nodos inicial y tina! a nodos expu•1to1 por X, y •• establece la 
1lgui•nt•: 

PROPOSICJON 2.2a. Si G 
r•a•i•nto •n G, y P •• una 
t oncea Y • X íJ P • t X - P > u 
dad: I Y I • IX I + 1 . 

DH101tración. 

•s una gráfica bipartita, X •• un 1pa­
trav•ctoria aumentant• r•latlva a X, •n­
IP - X> •• un apareami•nto d• cardin1li-

Lo pri•ero qu• se •01trará es qu• no hay dos arcoa de XVP compar­
ti•ndo un nodo co•ún, de modo qu• X íJ P ••un ap1reami•nto •n G. 

Suponl•ndo qu• a, b son 2 arcos d• X V P que co11parten un •iuao 
nodo, hay trea ca101: 

1 l a,b E X-P, lo cual no ocurr•, pu•• •quival• a t•n•r dos 
arcos d•l apar•1111lento X incident•• •n un 111110 nodo. 

2> a,b é P-X, qu• significa t•n•r en 11 trayectori1 P dos 
arcos que no p•rt•n•c•n a X incid•nt•• en •I mismo nodo, lo cual 
contradic• qu• P ••a trayectoria altern1nt•. 

31 ae X-P, be;. P-X. Sea 'n' •1 nodo común •n qu• incid•n 101 
1rco1 a y b. Entone••· co1110 tl arco a lapar•ado y fuera d• Pl 
incid• •n 'n', dicho nodo no pu•d• ••r 1xpu•1to r•latlvo a X. 
Por otra parte, al incidir •l arco b ten P y no apar•adol •n •l 

nodo 'n' no •xpu••to, d•b• •xi1tir otro arco e~ <X- Pl apar•1do, 
qu• Por•• part• de P y qu• incida •n 'n'. D• ••ti mantra, se ten­
drlan 101 arcos a,c E X incidi•ndo •n •l nodo co11iín 'n', lo qu• 
rt1ulta contradictorio. 

D• la consid•ración d• los casos anterior••· r•sulta que XVP •• 
un 1par•ami•nto. 

Final••nt1, ya qu• P •• tray•ctoria 1um•nt1nt•. su cardinalidad 
debt ••r un núm•ro lmp1r: ¡p¡ .. ek-1, para algún k•l ,2,J, ... , tenl•n­
do k-1 arco• p•rt•n•citnt•s 1 X y k 1rco1 •n P-X. Entone••: 

IYI• llX-PIU <P-Xll 

IYI• IX-PI + IP-XI • IXl-<k-1 > + k • IXI + 1. 

La Figura 2.4 ilustra •l cont•nido de 11 Propo1ici6n 2.2•. Los 
1rco1 ondulados indic1n •1 •p•re1•l•nto. 

Si •n un• gró,lca G •• ti•n• un apareamitnto X, y •• pu•d• encon­
trar un1 tr•v•ctori• au111•nt•nte, d• •cu•rdo 1 l• propo1ición •nt•rior 
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X no •• d• 1116xima cardinalidad. La idta r•ctproca tambi•n •• citrta, 
y ••t• rt•ultado dtbido a Claudt Btrg• •• r••umt •n la •iguitnt• pro­
po• i ción ~ 

PROPOSICION 2.2b. <C.Btrgt, 19671 Un apar•amiento X tn una gráfica 
G •• d• máxima cardinalidad si y •61o si no txiat•n traytctoria• au­
mtntant•• •n G r••P•cto a X. 

D••o•t rae ión. 
En la dirtccián 'sálo si': suponitndo qu• X•• d• máxima cardina­

lidad, no pu•d• ••i•tir tn G ninguna traytctorla aumtntant• P, pu•• 
d• ••r así, Y•X V P •tría un apar•utitnto d• cardinalidad 111ayor a X. 

En la dir•cci6n '•l': •uponl•ndo qu• no hay tr•y•ctorias au111•ntan­
t•• •n G r••ptcto a X, p•ro qu• e•i•te un apareamitnto Y tal qut: 
IYI > IXI. Si•• c:on•id•r• al conjunto d• arcos YVX, dado qu• Y y X 
son apar•amiento•, •e t•ndrá una •ubgráttca d• G donde los nodo• ti•­
nen a lo •ó• grado 2. Si un nodo titne grado do•, uno dt su1 arcos 
inc:idtnt•• ptrten•c• a X y •l otro a Y. En ••t• ca90, loa ciclo• d• 
la •ubgrá'1ca X VY son d• longitud per tpuu G bipartita) y thntn i­
gual nú1111ro d• arcos dt X qu• d• Y; 111i1ntras qu• las traytctorias 
ti•n•n arcos qut alt1rnada1111nt1 ptrttn•c•n 1 Y y 1 X, •i•ndo por tan­
to tray•ctorias alt•rnant•• rtsptcto a X. Final1111nt•, como IYI > !XI 
d•b• habtr al ••no• una tray•ctoria 'P' 1lt•rnant• r••ptc:to 1 X, qut 
tenga 1116• arco1 de Y qu• d• X, y qu• inici• y ttrmin• con arcos de Y. 
Esta tray•ctoria 'P' •• aum•ntant• r••p•cto a X, lo qu• contradic• la 
hip6te•i• original. Por tal razón no puede existir un aparea111i1nto Y 
con cardinalidad mayor a X. 

aparu111iento Y•X V P 

Figura 2.4 
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(2.31 METODOS DE SOLUCION Y DUALIDAD 

Para r•solv•r •l probl•ma de máximo apareamiento •n una gráfica G, 
existen por lo m•nos tres m•todos: 

11 Formular •I problema como programa lin•al 
21 Formular •l problema como un caso de flujo máximo. 
31 Usar la bú•qu•da r•p•tida de tray•ctorias aum•ntantes que per­

mitan hac•r cracar un aparaamianto M ya dado en G, hasta llegar al 
punto en que no •xistan más cadenas aum•ntantes 

El primer m•todo, •xpu•sto bravamente má• adelante en la sección, 
obliga a usar la matriz de incidencia d• G, lo qu• pu•d• significar 
r•querimientos consid•rabl•s de memoria en una computadora. Por otro 
lado, este enfoque plantea rápidament• la existencia d• un problema 
dual del máximo apareamiento el PROBLEMA DEL RECUBRIMIENTO HINIMO DE 
NODOS de G, qu• con•iste en encontrar el más pequeño subconjunto L d• 
nodo• con la propi•dad d• que cualqui•r arco de G incid• en al menos 
un nodo de L. E•te probl•ma dual facilita el tratami•nto del Teorema 
de Kanig-Eg•rváry al final de la sacción. 

El segundo m•todo usa el eficiente algoritmo de solución para el 
flujo máximo, p•ro requiere d• agr•gar un nodo fuente y otro sumidero 
a la gráfica, así como arco~ desd• estos nuevos nodos hacia lo~ nodos 
originales. 

El tercer m&todo •• cons•cuencia dir•cta d• las propo•iciones 2 2a 
2.2b, y es la •••ncia de los algoritmos d• solución qu• se muestran 

en la sección. 
El algoritmo qu• se d•scrib• •n•eguida usa un proceso de etique­

tado en los nodos para encontrar trayectorias alternant•s. Antes de 
comenzar •u descripción conviene establecer algunas d•f inic1ones 

Si G•IS,T,AI •s una gráfica bipartita y Mes un apareami•nto •n 
G, se llama ARBOL ALTERNANTE relativo a M a un arbol que cumple 
1 l El órbol contien• •xactamente un nodo •xpuesto de S, al qu• s• 
llama nodo raíz. 21 Toda trayectoria entr• la raíz y cualquier otro 
nodo en ~I árbol •• trayectoria alternante re•pecto a M 

El al9oritmo inicia con un apar•ami•nto factible, que pu•d• s•r 
vacío. Cada nodo expu•sto en S •• hac• la raíz de un árbol alternan­
te, y arcos y nodos se añaden a los árbol•s usando un proceso de e­
tiquetado A medida que •l algoritmo avanza, uno de dos eventos ocu-
1·re: O •• añad• un nodo •xpu•sto en T a alguno d• los árboles, o no 
s• pu•de agr•gar más nodos o arcos a ninguno de los árboles. En •I 
prim•r caso, •l apareamiento •• aum•ntado •n un arco más, y •l pro­
c••o d• construcción de árbol•• alt•rnant•• s• r•pite r••pecto d•I 
nuevo apar•amiento; en el segundo caso •• dice qu• los árboles son 
húngaros', o qu• forman un 'bosque húngaro', y se pu•d•n u•ar para 

construir la solución dual del problema d• máximo apar•ami•nto, con 
lo cual el algoritmo se deti•n• 
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ALGORITHO 2.3.1 HAXIHO APAREAHIENTO BIPARTITA 

Pa10 Ol. INICIO. Se tien• una oréfica bipartita G•(S,T,Al donde 
ISI ~ ITI, y H e'ii un apareu1iento que pued• ser vacío. No hay nodos 
con etiqueta 

Paso 11 ETIQUETADO 
(1 Ol Si todos las nodos de S son saturados, el apareamiento Hes 
de máxima cardinalidad, y representan una solución para el proble­
ma dual. Alto. 
En caso contrario, coloque la etiqueta '0' a cada nodo expuesto 
en S. 
11.ll Si todas las etiquetas han sido examinadas ir al Paso 3 En 
caso contrario, encuentre un nodo 'k' con etiqueta sin examinar 
Si kt: Sir al Paso 1.2; si kE T ir al Paso 1 J. 
11.2) Exa111ine la etiqueta en el nodo 'k' (k Sl como 1i9ue Para 
cada arco ( k, jl f: H inc1 dente al nodo k, ponoo al nodo j la 
etiqueta "k", a 111enos que el nodo j ya est• etiquetado. Regrese 
a 1'1 
l1.3l Examine la etiqueta en el nodo 'k' lkE. Tl co1110 sigue: Si el 
nodo k es expuesto, ir al Paso 2. En caso contrario, ldtnt1fique 
al O:.nico arco Ck,jl E 11 incidente al nodo k y ponoa al nodo j 
la etiqueta "k". Regre!!le a 1 l. 

Paso 2l. AUHENTO Se ha encontrado una traye~tor1a aumentante que 
ter111ina en el nodo k Cident1ficado en Paso 1 .Jl Los nodos que 
preceden al k en la trayectoria se encuentran por un rastr~o re­
gresivo sobre las etiquetas Así, si la et 1queta tn el nodo k es 
"j". el penO:.ltlmo nodo de la trayectoria es J Si la etiqueta en 
el nodo j es "m", el antepenúltimo nodo de la trayectoria es m, y 
así sucesivamente. 
El nodo inicial en la travectoria tient etiqueta "O" Aumente ti 
aparea111iento H agregándole todo• los arcos en la trayectoria au­
mentante que no pertenezcan a H y eliminando de M los que sí esttn 
en l~ trayectoria. Borrt todas las etiquetas en todos 101 nodo&. 
Regrese al Paso 1. O. 

Paso Jl. ETIQUETADO HUNGARO. El etiqu1tado en los árboles es HAn­
oaro, no hay trayectorias aum1ntante11 y 11 apareamiento H es de 
11óxima cardinalidad. Sea Lt;SuT el conjunto de los nodos con e­
tiqueta. Entonces C•CS-Llu 11n Ll es la soluciún al probltma dual 
del máximo aparea111iento. Alto. 

En el 1je111plo que aparece en la Figura 2.5 se tiene una grófi~a G 
con el apareamiento inicial H=C (1,9), 12,61, 13,Bl ). Los nodo1 •~­
puestos de S: 4 y 5 son las raíces de los órboles alternantes que a­
parecen en la Figura 2.6. Luego de localizar la trayectoria aumentan-
te P•( 5,9,1,10) •l apareamiento se actualiza qutdando co1110: 
11'=C CS,9l, <1,IO>. 12,6>, <3,8> ), como se ve en la Figura 2.7. 

Repitiendo el proceso dt etiquetado del algoritmo rtsulta el árbol 
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alternante A•C ~.8,3,6,2 ), con la raíz •n •I nodo 4 des Est~ Pt1-

quetado e• h~ng•ro, a•í qu• •l ap•r•a~1•nto M' •s de máxima c•rd1na­
lldad. La solución al probl•~a dual ••tá formada por lo• nodos dPl 
•iouhnt• conjunto: <S-A>U ITOA> •e 1,5,6,8 >. 

Figura 2.5 

(J)--·-®'-----0>---~g) 

©:------ cv 
........... 

'®--~---@ 

Figura 2.6 

Figura 2.7 
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Para una oráflca bipartita G•(V,U,El Papad1mitrou [J) propone un 
algoritmo que busca tray•ctor1a5 aumentant•s •p• resp•cto a un apa­
~•ami•nto M Cpu•d• s•r vacio para iniciar) •n G, y actualiza •l apa­
reami•nto sustituyendo M por MV'- Apoyándose en el hecho de que to­
da trayectoria aum•ntante titn• un núm•ro Impar de arco1, y por ser 
G bipartita, tale& tr.1yectorla11, d•b•n t•n•r un nodo t•rminal en V y 
el otro en U, est• algoritmo •ncuentra tray•ctor1as ~umentantes cons­
t ruy•ndo tra~•ctorias alt•rnant•• que part•n de nodos expueutos en V 
hasta encontrar nodos •xpu•stos •n U. 

Para aclarar •l modo ~· operar da! aloorltmo, consideramos la Fi­
gura 2.8 tal, donde los arcos ondulados s•Walan un apareamiento en G. 

N6t•11e qu• cualqui•r trayectoria aum•ntant• que parta d• un nodo 
en V, inicia •n un arco libre y r•gresa • otro nodo d• V por medio d• 
un arco apar•ado. Las posibilldJde• d• pasar de un nodo a otro de V 
por m•dio tr.1y•ctorlas aumentante& •• v• •n la Figura 2.8 <bl. En•~­
ta oráfica auwtiiar A lqu• os un.1 gráfica dirigid•> •I nodo vl •• a­
dyac•nte al nodo •xpuesto u2. Esto suoier• que la tray•ctori.1· v2,vJ, 
u4,v1 •n A pu•d• formar la trayectoria aum•ntante P=<v2,u4,v3,uJ,v4, 
u1 ,v1,u2l r•sp•cto a M en G. 

~~._.,.....,, ,, ···(~_l) 
' ------ -----~ (v31 ________ ,_ --r·---~:.:: c42) 

----~"'-:--/-_. __ .. . . ~ 

~--------J@ 
~4) 
~-­

@---- ---- --~ -@ 

Figura 

ct
~i~ 

1 

@ 

( b) 

2.8 

El .1lgoritmo d• Papadimitrou usa además los arreglos MATE, LABEL y 
EXPOSED. El arr•olo "ATE tien• !Vf+IUI entradas, y reprtsenta el apa­
reami•nto •n turno de la gráfica l•l comitn10 •s vicio, al final es 
Pl máximo>. P•ra cade nodo 'j' •n ~. MATECjl •s l• pareJ• d• 'j' •n 
PI apareamienta 6ptimo. La asignac16n MATECjl•O signific• que ti nodo 
· j' es exputsto en la soluci6n óptima. 

El 1rreglo LABEL es usado •n la b"squeda de los nodos qu• form1n 
una trayectoria aumentante. Para cada VE V, LABELlvl es el nodo pre­
cedente en una trayectorl• aum•nt1nte de la gráfica auxili1r A. Cuan­
do LABELlvl•O, se llega a un nodo •xputsto d• V donde inicia dicha 
trayectoria. 

La subrutina AUG"ENT es un proc•dimiento recursivo que •• invoca 
al localizar una traytctoria aumentante 'P', y sirv• para actualitar 
el apar•amitnto en turno 'M' sustituy•ndolo por 1'117P <que es 1lmac1-
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nado •n tl arrtglo MATE nuevamtnttl 
Para cada vE V, EXPOSED[vJ es un nodo dt U que es expuesto v dde­

más adyactnte a v; •i no exiate un nodo así, EXPOSED[vJ•O Cuand~ en 
la búsqueda•• localiza un nodo vE:V con EXPOSED[•J) diferente de r:e­
ro, st titne una trayectoria aumtntante. La Figura 2 9 exhibt el al­
gorlt•o tacrito en p•~udocód1go, qut st puede traducir a aloún len­
guaje dt computadora 

ALGORITMO 2.J.2. 11AXIMO APAREAMIENTO BIPARTITA 
Input: Una gráfica bipartita B=(V,U,El. 
Output: Un •á•i•o apartamiento de 9, reprt&tntado tn tl 

•rrtolo 11ATE 
btgin 

For i')ll v(: vu U de 111att[vJ:•O;lcomment: inicializa) 
st•ge: begin 

end 

for al l v é V do expostd[vJ :=O; 
A:•f;(commtnt. inicia construcción dt gráfica auxili~r CV,All 
for•ll Cv,uJEEdo 
H 1HteCul=O thtn expostd[vJ :=u el se 

end 

lf •att[ul:Fv then A:•AUCv,mate[uJl: 

Q:=f; 
ror all vEV do if tnateCvJmO thtn Q:=Q Cvl,l•belCvJ •O; 

while Q~f do 
be gin 
sta v un nodo en Q; 
elimint v de Q; 

if expostd[vJ*O then augm<•ntlvl, goto 11t•o•; 
el !le 

end 

for all v' sin etiquetar tales que Cv,v') A do 
lllbtl[v'J:=v, Q:,.QU (v'); 

procedure augment(v) 
if labelCvl•O thtn mate[vl ·a txposedCvJ, 

mattCtxposedCvJJ :=v; 
tlst btgin 

1xpo11edClabtl Cvll :=mattCvJ ¡ 
mattCvl =••xpostdCvl, 
1uttC•xpos&d[v]J :=v¡ 
.tuo••nt 1 lab•I [vl) 
tnd 

Figura 2.9 

Como se dijo al principio de esta stcción, ti problema de máximo 
apartamiento tambitn se puede tscribir como pro9rama lintal 

P•r• facilitar la txposici~n considertmos la gráfica bipartita de 
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la Figura 2. 4, con S•C1IJ,5,7) '/ T•C2,4,li). Su matriz de incidencia 
A t•: 

arco• ( 1 ,4) ( 1, 6) (J,2) (5,2) 15. 6) ( 7. 2) ( 7. 4) 
nodo• 

1 1 1 o o o o o 
2 o o 1 1 o 1 o 
3 o o 1 o o o o 

A • 4 1 o o o o o 1 
5 o o o 1 1 o o 
6 o 1 o o 1 o o 
7 o o o o o 1 1 

Si rte11cribi11011 lo5 nodos de modo que primero aparezcan lo• que 
111tcín en S y luego lo• que ••tón en T, 11 111at r i z A queda ••i: 

arco• ( 1, 4) ( l, 61 (J,2) <S,21 15, 6) (7, 2) (7, 4) 
nodo• 

1 1 1 o o o o o 
3 o o 1 o o o o 
5 o o o 1 1 o o 

A • 7 o o o o o 1 

---------------------------------------------
2 o o 1 1 o 1 o 
4 1 o o o o o 1 
6 o 1 o o 1 o o 

Dt e•te eje•plo re11ulta fócil ver que •i en una orófica bipartita 
G•IS,T,El con 1s1s11, ITl•t, IEl•n enu1uramo• primero lo• nodo• en S 
y lutgo lo• nodo• en T, la matriz dt tnir.idtncia A e• dt la forma: . . [-;;-] 
donde A• <11etriz dt •xnl y At <••triz dt txnl •on las fil•• de A 
reprt•tntando a lo• nodo• en S y T, rt•p9ctivamente, y cualquier co­
lu•n• de A• o dt At •• un vector unitario. 

Debido a ••ta for•• t11pecial dt la 111atri1 dt incidencia y dtl 
Teore111a de Heller-Tompkin11-Gale que •partee en tl ap•ndic• final, 
•• pued• concluir qu• la matriz dt incidencia A de una grófica bi­
partita •• total111ente unimodular !cualquier 11ub111atriz cuadrada tient 
d1ter111inant1 0,1 o -11. 

Entone••· •i ttntmo• una gráfice bipartit• G•IS,T,E> con ·• nodo• 
y n arco•, ••tonando un P••o dt '1' a cada arco tn E, tl progra11a 
lintel qut r111u1lve tl •cíxi•o epart••itnto 111: 
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•ax Z• Xt + X2 + . + Xn 

aujeta a: 

al 1 a12 a1J atn XI 

a.21 a.22 a23 a2n X2 

( p) 

ami a1113 a nin 
Xn 

donde A•laij> ts la 111atri1 dt incidencia dt G. Escribiendo el pro­
grama IP> tn for111a atandard resulta: 

IHX Z• XI + X2 + + Xn 

sujeta a: X1 

(p,) [A : ~ Xn .. 
h1 

1 
hm 1' 

Xk ~O, k•t,2, ... n hi ~º· i•t, 2.'' ..•. 
donde ts la 1111tri1 identidad dt ordtn 'm' que r1pr1s1nta a las 
variable• dt holgura 'hi'. Recurriendo nutvamtntt al Ttort111a dt H1-
ll1r-To•pkins-Gal1 •tncionado ant1rior1111nt1, resulta que la 111atri1 
dt r11triccion11 dtl prograaa (P'> •• total1111nt1 uni•odular, lo qut 
ptrmltt garantiiar qut la bast óptima B (qut es una 1ub111atrl1 cua­
drada de CA:[]) tenga dtter•inante unitario, y por tanto la solución 
óptiaa: 

X = 

sea entera. 
Por otra partt, ya qut los tlt•tntos dt tA:Il son uno o cero, de 

la restricción general de <Pl: ai1X1 + ... + ainXn ~ 1 y dt las 
r11triccion11 dt no-negatividad 11 concluyt qut los ~nico1 valores 
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qu• pu•d•n t 0111ar 1011 Xi c:omponl'nt·H d• X• son uno o cero 
O• ••t• modo, Xj r•pr••enta la 'participación' d•I arco j en 

la •olución óptima, siendo 1 cuando el arco estó en la solución y O 
en ca•o contrario. La restricción gen•rica d•l pro9ra~a (Pl 
ai1X1 + ai2X2 + +ainXn~l r•pr•senta l• condici6n d• qu• el 
nodo'i' tenga a lo mas grado 1 respecto de los arco& del •paream1•n­
to óptimo 

Escribi•ndo •l programa dual d• (p) r•sulta· 

min IJ= Y1 + Y2 + + Yin 

(0) 

Yj ~O, Yj •ntero, j•1,2, ... m 

dond• A T •• la tran•pu•sta d• la matriz de incid•ncia d• G, qu• 
tambifn •• totalm•nt• uni111odul•r, pu•• si B •• •ubmatriz cuadrada 
d• AT •ntonc•• B •• •ubmatriz cuadrada de A y d•t<B>•det<BT >• 
0,-1 o 1. A1I, por un razonami•nto similar al usado •n la solución 
óptima primal, r•1ulta qu• la solución dual Y• tambl•n •• •nt•ra. 

Identificando 111 Yj j•l,2, ... ,111 con lo• nodos d• G, la r•!ltric:­
ción g•n•ric:a: a1jY1 + a2jY2 + . . + a11jYm;;¡;.1 rl'pr•s•nta la con­
dición dt qu• •l arco 'j' incida al 111•no• una vtz en el conjunto d• 
nodo• que repre1•nta la solución ópti•a. 

Las observaciones anterior•• 1ugi•r•n la siguiente definición: 
Un RECUBRI"IENTO DE NODOS de una grórica G•!V,El e• un subconjunto 

d• nodo• Le: V tal qu• cada a,.co d• E incide en algían v E: L. 
Claram•nt•, •l probl•ma dual IOl ••ncionado anteriorment• •quivale 

a bu•car un r•cubri•i•nto de nodo1 d• G de cardinalidad 111ini111a. 
Pu•1to qu• el probl•ma primal <Pl tiene la solución factible X•O 

<aparea111iento nulo), y ~u función objetivo e1tó acotada •uperiorm•nte 
por la parte ent•ra d• V/2, es claro que <Pl po••• 1olución obj•ti­
vo ópti•• finita, y por el Ttorema Fundamental d• Dualidad de progra­
mación lineal, •e ti•ne la mi•111a condición para proble1111 dual CDl. En 
con•ecu•ncia •• puede e•tablec•r el •igul•nt• t•orema de dualidad pa­
ra el proble•a de móxlmo apar•amiento: 

PROPOSICION 2.Ja. IT•o. de K~nig-Egervóryl Si ;•(S,T,El •• una 
grófic• bipartita, entone••: 

•n la figura 2.10 •• ilu•tr• un ejemplo de un ap•reaMi•nto •&xi•o y 
un recubriMiento de nodo• •'ni•o en una or&fic1 ;, Lo1 1rco1 del a-
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p•r•••itnto •• indic•n con linta ondul•da, y lo• nodo• del rtcubri­
aitnto con doblt c(rculo 

Fi1,1ur1 2.10 

Si •• r1•u1lvt tl problt•a dt •~•i•o ap•rtamiento en una gráfica 
bip•rtita u•ando tl Algoritmo 2.J.1, d•do tn ••ta •tcción, lo• nodos 
qUt for1111n tl conjunto C•<S-LI U IT(\ L> dtl Paso J, rtprt•tntan un 
rtcubri•i•nto dt nodo• de e de cardin•lidad •ini••· 

12.4) APLICACIONES DEL MAXIMO APAREAMIENTO. 

En ••t• ••cción •• auestr•n 1l1,1uno• problt•a• de tipo combinatorio 
oue putdtn str rt•utltos ••diantt una adtcu•da convtrsión dtl problt­
ma original a uno dt •ó~i•o apar•••itnto, tl cual •• putdt rt•olvtr 
usando •lguno dt los algorit•o• dt•critos tn la ••cción 2.J. 

Suponga•os que ttntao• un conjunto finito T, y una coltcción dt 
subconjuntos dt T: <TI ,T2, ... ,Tkl, ¿ts sit•prt posiblt tltgir un•­
l•••nto dt cada subconjunto Tj, dt •odo qut lo• 'k' tl•••ntos esco­
gidos sean distintos tntrt ci?. En tl tjtmplo Sl dt la ctcción 1 .2.2 
s• iluctra un problt•a dt ••t• tipo. 

Para rtcpondtr a la pr1ounta •• convtnitntt dtacribir tl problt­
ma dt aparta•i•nto dt la sección 2.2 haciendo considtracionts dt 
'alcanzabilidad' coao sioue: 

Si C•IS,T,E> ••una gráfica bipartit•, para cualquitr subconjunto 
r;c:.s •• dttint tl conjunto: 

N<O>•< jE.T: li,Jl ••un arco dt E, con iE:O >. 

NIOI r1pr1c1nta al conjunto dt nodos •n T, 'alcanzablts' dtsdt Q. 
Un pri•tr rtaultado qut rtlaciona la dtfinici6n anttrior con la i­

ctta dt 1p1r11ai1nto •• da a continuación: 

- 31 -



PROPOSICION 2.4a. Si G•<S,T,El •• orófica bipartita con ISI~ ITI 
•ntonc•s: G po••• un apar•aMi•nto qu• cubr• cada uno d• lo• nodo11 •n 
S si y sólo si 

NIQl ~ IOI para todo Qc S 

OH1ostrac1ón. 
En la d1r•cción 'aólo al': Suponi•ndo qua H ••un apar•ami•nto qu• 

cubr• cada nodo d• S, •ntonc•• para cualqui•r QcS, cada nodo de Q 11• 
•ncu•ntra apar•ada con un nodo distinto d• N<Gl, aai qu• •n NIQl hay 
al 1Hno11 tanto• nodos como •n Q: IN<Ol 1~101. 

En la dir•cción '•i': Supónoas• qu• la condición (•) ••cumpla, y 
no axi•t• ningún apar•ami•nto da G qu• cubra todos lo• nodo• da S. En 
particular, si H as un aparaamianto da cardinalidad máxima, hay por 
lo m•nos un nodo 'v' an S no cubiarto por "· 

Consid6r••• ahora la colacción •p• d• trayactorias alt•rnant•• qua 
part•n dal nodo •v•. Ya qua M •• máximo, no hay ninguna tray•ctoria 
•n P qua termina con nodo expuesto r•epacto a H tno axistan trayacto­
ria• aumontant••>. Entone••· si •• da Fina •l subconjunto Q e: S por la 
condición: q E Q siampra qu• 'q' forma parto de alguna tray•ctoria 
an P, rasulta qu• todos lo• nodos de Q <salvo 'v'J son nodos cubiar­
tos por H, da modo qu• •n N(Ql hay tantos nodo• como en Q , M•nos 
uno: IN<Gll • IGI - 1, lo cual contradice la hipótasis <•l. Consa­
cuantemanta, daba existir un aparaamianto qu• cubra todos lo• nodos 
da s. 

La respuesta a la praounta formulada al principio da la sacción se 
ancuantra en al Taor•ma de Hall, qua as un rasultado muy conocido an 
análisis combinatorio. Racordando qua para un conjunto finito T y una 
colección d• su1 subconjuntos: CT1 ,T2, ... ,Tkl, un SistHta da repre­
santantHI distintos as una colecci6n de ala••ntos da T: Ct1,t2, .. ,tk) 
tales qu• ti~ Ti para i•1,2 •... ,k, al taor•ma da Hall•• astablac• 
como sigue: 

PROPOSICION 2.4b. <Taor•ma d• Hall) La colacción d• subconjuntos 
Tt,T2, ... ,Tk d•l conjunto T tiene un •i•t•ma d• rapras•ntant•• dis­
tintos si y sólo si: 

1U Til ';:!:IGI para todo Q e: Ct,2, ... ,k>. 
i E. Q. 

La construcción d• un si1tema d• repr•••ntantas distinto• para T 
<si •• qu• exi•t•l se pueda lograr r•solviendo un probl•ma da ~áximo 
apareamianto en una gráfica bipartita G•IU,V,El dond• lo• nodos en U 
r•presentan 1 la familia de subcanjuntos Ti e T, y los nodos en V r•­
pr1s•ntan a lo• •l•m•ntos da T; la existancia d• un arco entr• 2 no­
dos significa qu• •l nodo (el•m•ntol •n V p•rt1n•c1 al nodo <subcon­
junto> an u. La Figura 2.11 muastra la construcci6n d• la grófica. 
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~·<U,T,El gráfica bipartita. 

U•Cl ,2,3, ... ,kl T•Ctl, t2, ... , tn> 

E" e < 1 , J 1 : i E: u, con J <::Ti > 

-~·· 

Uk ~- _:::: 

Figura 2.11 

<2.~.2) Deaco•posición en Cadenas. 

Supóngase que T •• un conjunto finito en el cual ••tá d•finido un 
ord•n parcial •stricto, •i•bolizado por '('. Rtcordando •1 eje•plo 
<6> dt la sección 1 .2.2, dos •l•••ntos a,b,E T ••llaman COHPARABLES 
~i ocurr• a(b o b<a, y en caso contrario st lla•an NO-COMPARABLES, 
mientras qut una CADENA ts un subconjunto dt el•mtntos dt T compara­
blt• dos a doa, de •odo qu• •• posiblt escribirlo• tn ord•n asctndtn­
tl: t 1 (t2< ... <tn. La LON~ITUD d• una c•dtna u igual al nún;tro ~" 
nodos qut conti•n•. Una descomposición en cadtn•1 dt T es una coltc­
ción dt c•d•nas disjunt•• t•l qut •1 unir•• forman T, y •1 problema 
dt la desco•posición tn cadtnas consiste •n tncontrar 1• dtscomposi­
ción dt cardinalid•d •'ni•• <con el ••nor nú•tro dt cadtn•s posibltl. 

El •l••Plo <6> del• ••cción 1.2.2 •u••tra un probl••a tipo, y o­
tro c•so •• d• •continuación: s11• T•Ctl,t2, ... ,tn> un conjunto d• 
tazon•• dt tam•Wos variados, dondt la relación 'ti < t j' signi ric• 
qu• •• puedt •co•odar •l tazón ti dentro dtl tj. Esta relación resul­
ta ser un ordtn parci•l estricto •n T, y una c•dtna ••un subconjunto 
de tezon•• qu• pu•d•n 'anidar••'. El probl•m• •• entonces acomod•r 
los tazones unos d•ntro dt otros for•ando •1 m•nor núm•ro posibl• de 
'nidos' 

Un• vez qut st tient un conjunto T con un ordtn p•rci•l •stricto, 
•• putdt r•ducir •l probltma dt la desco•posición en c•d•nas • uno d• 
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máxi•o apart••itnto dt la siguientt mantra: 
Sean U y V do1 copia• txtr• d•l conjunto T <U•V•T>. A la copla tn 

U de un eleaento t ~T 1e le d•notaró co•o t' ,y a la copia tn V como 
t''. Se for•a 1ntonce1 la gráfica bipartita G&(U,V,El dt modo que un 
arco (i,j) pertenezca a E 1i1mpr~ y cuando•• cumpla ti < tj. En la 
Figura 2.12 (al 1e aue1tra un conjunto T parcialment• ordenado; la re­
lación ti < tj se cu•ple si •t puede llegar a ti dtsde tj por 
una trayectoria hacia abajo tn T~.En 11 Figura 2.12 Cbl se puede ver 
la gráfica bipartita G asociada, dondt 101 arcos ondulados indican un 
aparea•ltnto •óxi•o. 

2 

Cal (bl 

Figura 2.12 

Encontrar un •óxi•o apartamiento en la gráfica G a1í contruida •• 
lo ml••o qut hallar tl •á• grand• subconjunto d• par1ja1 dt tl•m•nto1 
co•parable1 d• T, dond• no hay dos tl••entos qui •• rtpltan co•o pri­
mer el•••nto o co•o stgundo tle•ento en la• parejas. 

La1 parejas dtl •áxi•o aparea•iento st putdtn '1ncad1nar' idtnti­
ficando los •l••tntos co•unts •n tlla1. Lo• tl•••ntos rtstant•• d• T 
se pueden con1idtrar coao cadtn11 de longitud uno, y asá se obtiene 
la de1co•po1ición tn cadtnas dt T que •• busca. Para aclarar la for­
mación dt las cadtnas, con1idtrt•os la Figura 2.12 lb) donde un apa­
rta•itnto •áxi•o lo tor•an: 16',J''l,<J',2''),(5',4' 'l y <4',1 ''l. Dt 
e1t1 •odo, una d1sco•po1lción •n cadenas •ini•a para T ts: 
D•C<6,J,2l , <5,4,1> >. 

Co•o putd• v1rs1 dt la construcción anterior, a cada dtscomposi­
ción tn cadtnas D dtl conjunto T corr11pondt un único aparta•i•nto " 
en la gráfica asociada' y vicevtrsa. Aún •ás, bajo tsta corr11pon­
d1ncia, cada cadtna dt longitud • •n D 11 asocia con •-1 par1ja1 
en "· Si la1 cadenas en D son: CI ,c2, ... ,Ck •• tiene: 

1"1 • <IC11-1l + ... + (!Ckl-1> 

l"I • IC11+ ... +ICkl - k 

l"I • ITI - IDI 
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D• ••t• últi1u •cu•ctón s.alt• • l• vista que e-1 valor 1111 !!'~i món -
mo a co1t• d• hac•r 11 v•lor !DI minimo para lograr la suma con6tante 
JTJ; ••to justirica la r•ducci6n del problema d• descomposición en 
cad•na• a uno d• •áximo .apar••miento. 

Si s• d•fin• un.a ANTlCADENA o CONJUNTO NO-COMPARABLE en T ~omo un 
subconjunto d• •l•m•nto• de T no-comparabl•• 2 a 2, •• pueden ••pre­
sar .algunos r•sult•dos du.al••· como son l•• siguientes proposiciones, 
cuy•1 demostr•clon•s ••incluyen •n el ep•ndlc• al final. 

PAOPOSlClON 2.4c. ITeorem• de Dillworthl SI T e1 un conjunto fi­
nito con un orden p.arci•I •stricto, •ntonc•s= 

111ax C JNI : N •• un• anticad•na •n T >. 

PROPOSIClON 2.4d. S•• T un conjunto finito con un orden p•rcial 
estricto, y supóngase qu• la cadona máa larga en T •• de longitud n. 
Entonces •• pu•d• h•c•r un• p.artici6n de T en n .antic•d•n•• diwjun-
t••· 

L• Figura 2.13 l•I •u•str• un conjunto T con un ord•n p•rci•I s•­
mejant• al d• la Figur.a 2.12 Cal, dond• la cadena d• ••vor longitud 
C•Ct,3,4,6) ti•n• l•rgo 4; on l• Ftgur• 2.13 lbl la• lin••• punt•ad•s 
indlc•n l• partición •n antic•d•nas dlsjunt••· 

e a> (b) 

2.13 
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El probl•111a d•l apar•amt•nto m&ximo u• r•*uelvt f&cllmtnte para un 
tipo ••P•Cial d• gráficas qu• F. Glov•r llama 'convexas'. 

Una gráfica bipartita G•(S,T,Al •• llama CONVEXA 1i•mpr1 que para 
dos arcos (i,jl y <k,jl cual•squi•r• ~n A, con < j ••cumpla qu• 
los arcos: <i+1,jl, (1+2,jl, ,(k-1,j) tambi•n ••tán •n A. Por•·· 
J••plo, suponga•o• que •n un servicio d• c6mputo •• ti•n•n disponi­
bl•• 4 t•rainal•• qu• son solicitadas por 5 usuarios como •• indica 
a continuac16n: 

~••••••••••••••••••••••••••••••~=••••~•••••••••=ac••••••~•••m•••== 

1. 2. 3. 4. 

Hora-
rio: 14:00 a 16:00 15:00 a 18:00 16:00 a 19:00 16:00 a 18:00 

=~•••••••••••••••••••••••••••••m•••••••~••••••••••••D•••••••••••a• 

1. 2. 3. 4. s. 

Hora d• ini-
cio P•dida: 14:00 15:00 16:00 17:00 18:00 

lhr. lhr. 1hr. lhr. 1hr. 

La grófica d• la Figura 2.14 •od•la •l problema, y•• tratad• una 
gráfica conv•xa¡ los nodos tipo S r•pr•••ntan a 101 usuarios, y los 
nodos tipo T r•pr•••ntan las t•r•inal••· Un arco li,jl unitndo dos 
nodos uignif'ic:a qu• •1 usuario 'i' pued• utili:ur la t•rminal 'j'. 

@- - ·~ " . o<> ... ... <>e> ... ,.,~ 4 -V V u O º_.: ___ __... 

Figura 2 .14 
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El máximo apare1miento •n una gráfica convexa se resu•lv• median­
te el proc•dlmlent o que 11i9u• para cada nodo J ¡;;. T, 11e d•f 1 ne 

PJ "' mue i (l,jlE: A> 

Se Inicia con el aparea!Aitnto vacío, y se it&ra sobre el indice 
i•l ,2, .. ,m !para nod,;s •n S>. &i •e •ncuentran arcos l i, j l para los 
cual•• 'j' •• nodo ~xpuesto, 1e •Qr•Q• al apareamiento el arco que 
tenga •I valor Pj lo más pequeño posible. 

Aplicando este proceso al eje1Aplo de 11 Fir,¡ura 2.14, •• obtlen• •1 
1p1rea1Ai•nto máximo Indicado por 1011 arcos onduladoa. 

<2.5l APAREAMIENTO PONDERADO. 

En este problema de apareamiento se ti•n• una gráfica '=IS,T,E) 
donde cada arco <l,¡l en E tiene asociado un ptso wij. El proble!Aa 
consiste en encontrar un ap1re1•i•nto H en G tal que 11 suma d• los 
arcos en H ••• lo más r,¡rand• posible. 

El problema del máxi!Ao 1p1re1•i•nto de 11 1eccián 2.2 puede verse 
co•o un caso particular d• apareamiento ponderado donde cada arco d• 
11 gráfica ti•ne asociado un peso unitario wijn1 

En el clásico problema de a11ign1clón se trata de maxi1Aizar el pe-
110 total al aparear elementos d• dos conjuntos Finitos de igu1l c1r­
dinal idad. U111ndo t•rminología d• apareamiento, el problema de asig­
nación tambi•n e1 un ca10 particular de apareamiento ponderado, don­
de la gráfica subvacente es bipartita y el apareamiento buscado es 1-

d•má1 completo Recíprocamente, todo problema d• apareamiento ponde­
rado en una gráfica bipartita puede conv•rtirse en uno d• asign1ci6n 
1impl•111nt• añadiendo 1 la gr6Fica original ~s(S,T,E> nodos y arcos 
1ufici1nt•s para qui los conjuntos 'S' y 'T' 11an de igual cardina-
1 idad, y a11ign1ndo peso c•ro 1 los nu•vos arco• agregados. 

El probl•m• del apar•ami1nto pond•rado es resu•lto por un ~•todo 
pri11al-du1l, llamado 'H•todo H4noaro' por H.~. Kuhn. 

Para dar id•• del funcionamiento d•l m•todo 11 putd• suponer, 1in 
p•rdidad de g•n•ralidad, una gráfica bipartita completa ~m(S,T,SxTl 
dond• ISl"'m, ITl•n, 11~n. El progr11111 lineal 1qUiv1l1ni. al probltMa 
de 1par1111i1nto pond1r1do 11: 

•IX Z= wij Xi j 
¡, j 

sujeta 1: ¿: Xi j ~ 1 
J 

2= Xij ~ 1 
i 

Xi j ~O 

No 111 difícil observar qui las r•1triccion1s dt ••te programa co-
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rr•wpond•n • la m•triz d• incld•ncia d• la 9ráf1ca lb1part1t•> dSo­
ciada, qut •6 totalmente un1modular. Usando un ar9umento similar al 
del caso de •pare•mi•nto mó•lmo, resulta que lo& únicos valores po­
sibles p•ra las X1j óptimas son O o t, según que el arco repres&ntñ­
do p•rtenezca al aparea~iento 6ptimo o no 

Escribiendo el programa du•l resulta: 

sujeta a: 

min IJ "' ~ Ui + L._ Vj 
J 

Ui + Vj wij 

Ui ;;:¡:o, VJ?";O 

Para las soluciones óptimas primal y dual las condiciones de hol­
gura complementaria necesarias y suficientes son: 

Xij O -==!> Ui + Vj .. wt j (ht) 

Ui O =;> Xi j = (h2) 

Vj > O Xi j " 1 !h3) 

El ••todo húngaro mantiene factibilidad primal y dual en todo mo­
mento, y ademó• satisface todas las condiciones de holgura comple­
mentaria, exc•pto las condiciones Che>. El número de condiciones que 
no se satisfacen decrece en forma monótona a lo largo del proc•so. 

Lawl•r C1l pres•nta un algoritmo qu• arranca con el apareamiento 
vacío y usando una ttcnica d• •tiquetado locali1a tr•v•ctorias au­
mentant•s que hacen crecer el apareami•nto original'. A continuación 
se d•scrib• el algorit•o: 

AL;ORITMO 2.5.1. APAREAMIENTO PONDERADO BIPARTITA. 

Paso Ol. INICIO. Se tlent una grófica bipartita G•CS,T,A) con un 
puo wij paro cada arco Ci,jl en A, y que cu111ple ISI ~ JTI El a­
pareamiento inicial es M = f. Se asignan valores iniciales: Vj•O 
y pj• 00 para cada nodo j T, Uta max Cwij) para cada nodo iE S, 
y ningún nodo ••té etiquetado. 

Paso 1). ETIQUETADO. 
(1 .Ol Si todos los nodos de S son saturados, el apar•amiento Mes 
6ptimo y los valores de Ui, Vj corresponden a la solución dual 
6ptim.. Alto. 
En caso contrario, coloque la etiqueta '0' a cada nodo expuecto 
en S. 
C 1 .1 l Si todas las etiquetas se han examinado, o si hay et iquuas 
sin examin•r pero c•da una de ella• e&tó en un nodo 'i' de T para 
el cual pi l o, ir ;al Plilso 3. 
Ct.2l Encuentre un nodo 'i' con etiqueta sin examinar, ya sea que 
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i E. S o qu• i ET con la condición pi•O. Si i t-S, ir al Puo 1 J; 
si ieT, Ir 11Piso1.4 
( 1. J) Ew111in• •1 nodo • 1 • ( i E; Sl •n la sigui11nt• forma: para cada 
arco ( i, j) f. H incld•nU 11 nodo i , si Ui + Vj - wi J < pj, en-
tone•• ponga al nodo j la etiqu•ta "!" lr•tmplazando cualquier•­
tlqu•te ••i•t•nt•l y haga pj • UI + Vj - wij. R•or•s• al Paso 1. 1. 
(1.41 Ewamln• 11 Hlquua en •l nodo•¡• <iETl como liigue: Si 111 
nodo •s expu11sto, Ir al Paso 2. En caso contrario, id•ntlfiqu• al 
único arco tl,jl en H incld11nt• al nodo 1, y ponga al nodo j la 
•t lqu•ta "1". R•grtse al Paso 1. 1. 

Paso 21. AUMENTO. S• ha encontrado una trav•ctorla aum•ntant• qu• 
ter11ina •n •l nodo tid•ntificado •n Pavo 1 .4). Los nodos qu• 
pr•ced•n al nodo i •n la trayectoria •• id•ntlfican por un ras­
treo r•greslvo sobr• las •tlqu•tas. Aum•nt• •l apar11aml11nto H aña­
dl•ndol• todos lo• arcos en la trav•ctoria aum11ntant• qut no p•r­
t•n•zcan a H y tll11lnando d• M los qut si ••t•n •n la trayectoria, 
Haga pj• oo para cada nodo j en T. Borr• las •tlqu11tas en todos 
los nodos y r11grese 11 Paso 1.0. 

Paso Jl. CAMBIOS EN LAS VARIABLES DUALES. Calcule los sigui•nt•s 
valores: 

di • 111inC Ui 

d2 • mine pj P j ) o 1 j tn T) 

d • 111inC di, d2) 

Haga la rtstl Ui-d pira cada nodo l E: S con et lqu•t•. Haga la su­
•a Vj + d para cada nodo JET con pj•O. Calcule pj-d pira ca­
da nodo iETconpj>O.Si d<d1 ira1Paso1.l.Encasocon­
trario, H ••un ap1r•1mi11nto ponderado óptimo, y l•• variables Ui, 
Vj corr•sponden a la solución óptima dual. Alto. 

El •l••plo dt la Figura 2.15 11u11str1 un1 gráfica~ con los pesos 
de sus arcos y el apar•••iento M • C t1,7l, (2,51, 13,61 > qu• aún no 
es ópti110. 

Figura 2.15 
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Los valores calculados •n el Paso 3 son: dt=4, d2•1, d=t. 
Las etiquetas en los nodos ~on: 

Nodo---> 3 4 5 6 7 8 

EtlquHa: 7 5 6 o 2 

Los valores d• 'pj' para los nodos j 0 5,6,7,S son todos cero lueoo 
d• ejecutar el Paso 3. Así, •• localiia fácilmente la trayectoria au-
1untant•: (4,7>, (7,tl 11,Sl, <S,2l, <2,Bl, y el apareamiento 11 st 
actualiza co110: 11 e (1,S>.<2,8l,l3,6),<4,7l >. Est• apareamiento 
satura los nodos del conjunto S•Ct,e,J,4) y es por tanto óptimo En 
la Fi9ura 2.16 se ve este apareamiento óptimo cuyo peso total es 31. 

Figura 2., 6 

Los valores de las variables duales son: 

Variable: U1 ue U3 U4 vs V6 V7 ve 

8 5 e 7 o 

La suma de variable• duales es 31, que coincide con el peso total 
del apareamiento óptimo. 

(2.6) OTROS TIPOS DE APAREAMIENTO BIPARTITA. 

En esta sección •• tratan dos modelos d• apareamiento que necesa­
riamente utilizan gráficas ~ipartitas: 11 problema del apar1amiento 
max-min o 'cuello de bot•lla' y el apareamiento tipo ~ale-Sha~lty. 

El hecho d• que las gráficas en las que •• usan estos modelos sean 
exclusivamente bipartitas no les resta utilidad a los mismos, ya que 
los problemas que resuelven se presentan comúnmentt en la realidad, y 
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los algoritmos d• solución son bastant• •ficl•ntes •n ambos casos 

12.6.11 APAREAHIENTO HAX-HIN o 'CUELLO DE BOTELLA'. 

Dada una gráfica G•IS,T,E' dond• cada arco li,j) •n E ti•n~ aso­
~i•do un p•so wij, •l problema del apar•amiento max-mln o "de cu•­
llo d• bot•lla" consiste en •ncontrar •l apareamiento de máxima car­
dinalidad para •l cual el p••o m{nimo d• los arcos •• lo mayor posi­
bl•. 

Un procedimi•nto conocido como 'algoritmo del umbral' resuelve el 
probl•ma; su funcionamiento ea como sigue: 

Dada la gráfica G&(S,T,El se comi•nza con •l apareamiento vacío y 
un valor de umbral U suficientement• grand•. En la Iteración g•n•rica 
d•l algoritmo, un apareami•nto d• cardinalidad k •• obtenido. Enton­e•• s• busca una trayectoria aum•ntant• •n la subgróflca de ~ forma­
da por todos los arcos (i,jl que cumpl•n: wij~U. 

Si •xiste una tr•v•ctorla aum•ntant•, •• consigu• un apar•ami•nto 
max-min d• cardinalidad k+1; •n caso contrario•• r•duce el valor U 
d• UQbral lo sufici•nte como para permitir la existencia de una tra­
yectoria aumentante. 

Claram•nte, •l número de valor•• d• umbral qu• •• deben conside­
rar •n •l algoritmo no exced• al número máximo de distintos pesos en 
los arcos: <ml•lnl, donde ISl•m, ITl•n, ••í que el algoritmo se de­
tiene en un número finito d• pasos con el apar•amiento buscado. 

En •l algoritmo mostrado a continuación, a cada nodo 'j' de T se 
le asocia un número 'pj', que mide el nivel al cual debe reducirse 
el umbral para que el nodo j pueda ••r a~adido a un órbol alter­
nante. Los nodos son etiquetados, pero ningún nodo j •s marcado a 
menos que se cumpla pj ~U. Cuando ya no h~y mós nodos elegibl•s pa­
ra ser marcados, el umbral U •• r•ducido al máxieo valor d• pj e•-
1 rictament• •enor que U. Esto P•rmite la adición de al ••nos un nodo 
mó1 •n algún órbol. A Medida que se d•1arrolla •l algoritmo, ••en­
c~entran trayectoria• aumentant•• o los órbol•• alternantes •• vu•l­
ven húngaros. 

ALGORITHO 2.G.1. APAREAHIENTO "AX-MIN. 

Pa•o Ol. INICIO. Se tl•ne 
p•so wlj asociado a cada 
reamiento vacío M•1, con 
pj•-oo p.ara cada nodo jE::T. 

una grófic• bipartita G•<S,T,A> con un 
arco ( 1, j l E A. Se comienza con el apa­
•l u•bral inicial Ua oa , y •• asigna 

Nigún nodo tstó •tiquttado. 

Paso 1l. ETIQUETADO. 
(1 .Ol Ponga la etiqueta 'O' a cada nodo expuesto de S. 
11 .1l Si todas las etiquetas estón y.a •arcadas, vaya al Paso 3. 
Si •xisten etiquetas sin m.arcar, pero cada una de ellas estó en 
un nodo 'i' de T para el cual pi<U, entonces se actualiza •l 
valor d• u•bral como' 

( 1. 2) 
pla: 

Encuentr• 
I i I eSt Q 

algún 
en S o 

IJ • maxC pi pi<IJ) 

nodo 'i' con •tiqu•ta sin •arcar, que cum­
'i' estó en T con un valor pi ?;.U. Si el 
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nodo 'i' está •n S, ir al P1tso 1 J; 51 '1' está en T 1r a 1 4 

<1.'31 Marqu~ •I nodo 'i' li S> de lA si91J1ent• forma Pna cada 
arco (i,jl 'f: M incldentt al nodo i. !il PI <wij y pJ<l.J, 1>n­
tonc•s ponga al nodo J la etiqueta •¡• !reemplazando cualquier 
tttiqueta que hubi.ral y haoa pj "' 1o11 j Regrese al Paso 1 1 
(1 4> Marque el nodo '1' líE: ll como si9ue 51 el nodo eu ex­
pu•sto, 1r al Paso 2. En caso contrario 1drntif1que al ~n1ro arco 
( i, ji t1 1nc1dente •l nodo 1, y ponga al nodo J la etiqueta "i • 
Regrese al Paso 1 1 

Paso 21. AUMENTO. Se ha encontrado una trayectoria aumentant• que 
termina en el nodo i (Identificado en Paso 1 .4). Los nodo& que 
preceden al •n la trayectoria se Identifican por un rastreo 
r•or•&ivo. Asi, si la etiqueta en el nodo 1 es "¡",el penúltimo 
nodo en la trayectoria es J. SI la etiqu•ta en el nodo j es "k", 
el antepenúltimo nodo de la trayectoria es k, y así suceslvam•nte. 
El nodo inicial •n la trayectori~ ti•ne etiqueta "O". Aument• el 
apareamiento M agregándole todos los arcos en la trayectoria au­
mentante que no pertenezcan a t1 y eliminando de M los que sí est•n 
en la trayectoria. Borre todas las etiquetas en todos los nodos 
Haga pj• para cada nodo j en T. Re9rese al Paso 1 .O. 

Paso 31 ETIQUETADO HUNGARO. No existen trayectorias aumentan­
tes, y el apar•amiento Mes apareamiento max-min de cardinalidad 
máxima. Sea L el conjunt~ de nodos etiquetados. Sea (a,bl el ar­
co de M qu• ti•n• •l peso m'nimo. La subgráfica de G obtenida al 
eliminar los nodo11 •n •l conjunto: <S - LlU !TC'\ Ll -e (a,bl ) es 
una soluci6n min-max dual a M. Alto. 

En la Figura 2.17 apa~tce una gráfica G con pesos indicados en sus 
arcos. El apar•ami•nto 6ptimo es M = C <2,8),(J,71,(4,Sl ) que tiene 
un P••o minimo de -4 <que •e el último valor de umbral calculado en 
el algoritmo> y que se muestra con arcos ondulados en la gráfica. 

Figura 2 .17 

- 42 -



12 6.21 APAREAMIENTO DE GALE-SHAPLEY 

En este tipo d• apareamiento .se tiene una gr6fica b1partit~ v un 
'valor de preferencia' asociado a cada Arco de la gr·ófica Para cada 
arco li,jl este valor de preferencia mide la predilección que tiene 
el nodo 'i' a formar pareja con el nodo 'j' 

Esta situación, en l• cual los elementos a formar pareja manifies­
tan preferencias se presenta en muchos problemas reales. La formación 
de parejas de hombres y mujeres para formar matrimonio, la selección 
de estudiantes becados a diversas universidades, o de solicitantes de 
empleo a puesto• de trabajo son algunos ejemplos concretos. 

A fin de facilitar la expoGición, consideremos el ejemplo donde se 
tienen n hombres y n mujeres para formar parejas, y cada hombre 
tiene una lista de las mujeres ordenadas según su preferencia. Esta 
situación tiene semejanza con el manejo de funciones de utilidad que 
se hace en Microeconomía; sin embargo conviene hacer hincapl• en que 
los hombres asignan valores de preferencia y no de utilidad a las mu­
jeres. La ratón de esto se debe a que manejar utilidad puede ser com­
plicado, ya que es difícil comparar utilidades de diferentes hombres. 
Así, por ejemplo, si Juan asigna un valor de utilidad de 100 para Ma­
ria, quizá Pedro asigne tan sólo 85. En este caso, tratar de maximi­
zar la utilidad total pued• llevar al caso dond• haya un hombre y una 
mujer que no forMen pareja, p•ro que se prerleran más entre si que a 
sus respectivas parejas. 

Para completar el esquema, se supondrá taMbitn que cada mujer tie­
ne una lista de preferencias por los hombres, y se llamará una asig­
nación de ho~bres a mujeres INESTABLE si bajo ella, existen un hombre 
y una mujer que no forman pareja, pero que se prefieren más entre st 
que a sus respectivos compañeros asignados. 

Puesto que tanto hombres como mujer•• manifiestan preferencia, la 
intención será •ntonce1 encontrar una asignación de hombres a mujeres 
que sea estable respecto de alguna de las partes (hombres o mujeres). 

Esto constituye el criterio de optimalidad, y motiva la siguiente 
definición: 

Un apareamiento estable de hombres y mujeres es óptimo (para los 
hombres) si cada hoMbre •• siente bajo •l por lo meno• tan satisfecho 
como con cualquier otro apareamiento estable. 

Dicho de otro modo, en el apareamiento óptimo (para los hombresl 
ningún hombre podrá int•rca~biar mujer con otro hombre a menos que 
alguno pierda preferencia. 

El teorema que se muestra enseguida da una prueba constructiva de 
la existencia de un apareamiento óptimo como el mencionado en la de­
finición anterior. 

TEOREMA 2.6.1 tGale-ShapleyJ Para cualquier conjunto de preferen­
cias de hombres y mujeres, existe un apareamiento que es óptimo para 
los hombres 

Demostración. 
Siguiendo literalmente a Gal• y Shapley se describirá el algoritmo 
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qu1 conduc1 al 1par1amt1nto ópt1mo: 
"Para iniciar, cada hombr1 11 hac1 tina propuesta a su chica favori­

ta. Cada chic• qui r1clb1 mó• de una propuesta s1 queda sol1merte co;. 
la qui mós pr1fi1r1 d• 1ntr1 ella~. Sin 1mbaryo, no acepta enseguida 
tal propu1st1, sino que 11 pon• 1n fila dt tapera aguardando la lle­
gada d1 una propu1sta me¡or. 

En 11 aegunda 1tap1, loa hombr1s rechazados al 1n1c10, hace~ su se 
gunda propu11ta. Cada chica qu1 r1cib1 propu~~t•s, elige la que más 
pr1fi1r1 d• 1ntr1 tllas y la que tiene en ll!ta de espera <si 1s que 
hay>, y nu1vam1nte deja la preferida en 1spera. 

Los pasos sigui1nte• son semejant1s. Los hombres rechazados hac1n 
su •igui1nt1 propuesta a las chicas, y tilas 11leccionan de entr1 su• 
opc1on1• la pr1dil1cta, dtjóndola tn ea~1ra de mejorar. 

A la larga <de hecho 1n a lo mós n - 2n + 2 pasos> cada chica ha 
recibido una propuesta, pu1&to que tn cada paso se ~1ner1n r1ch111doa 
y nu1va1 propu11ta1, ad1mós de qui un hombrt no puede insistir otra 
v11 con una chica que lo ha rechazado. En cuanto la última chica sin 
pareja recib• una propu1sta, el proc1so d1 asignación termina, y cada 
chica acepta 11 hombr1 que esti en su lista dt e;pera.". 

No es dificil v1r que el algoritmo produc1 matrimonios 1stabl1s 
"Por 1j1mplo, si Juan y Maria no forman pareja, pero Juan prtfi•r• a 
Maria más qu• a su propia espo•a, 1ntonc11 1n algún paso dtl algo­
ritmo Juan hito una propu1sta 1 Mar{a, y tata lo recha1ó. Claram1nt• 
Maria pr1tl•re mós a •u esposo qu1 a Juan, y no hay in1stabilidad.". 

S• viró ah~ra qui el conjunto de matrimonios logrado es óptimp pa­
ra los hombr••· 

"Llamar1mo1 a una muj1r 'posible' para un hombre si exist• un ap1-
r1ami1nto 1st1bl1 1n 11 cual ambos 1sttn casados. St pru1ba por in­
ducción. Supónoa•• qui hasta ci•rto paso d1l algoritmo ningún hombro 
ha sido r1cha1ado por una mu¡1r qui 11 posibl• para •l. En •se punto 
sup6n9as1 qu• una mujer A al recibir una propu1sta dt un hombre X, al 
que •lla preFitr•, rechaza al hombre Y. St probaró entonces qui A es 
imposible para Y. Es claro que X prefiere m6s a la muj1r A que a las 
dem6s, exc1pto por las qu1 lo han rechazado y por lo tanto son impo­
sibles para •1. Consid•rando un apar•amitnto hipot•tico en el cual 
Y 1st6 casado con A, y X est& casado con una muj1r que es posible pa­
ra tl, r1sulta que la esposa de X es minos preferida para tl qui la 
misma A. Piro 110 significa qu1 tal apareami1nto 1s inestable, pu1s 
A y X •• pr1fieren mós 1ntr1 sí que a sus r1sp1ctivos cónyuges. La 
conclusión es qu• •l algoritmo rechaza hombres solam1nt1 d1 mujer1s 
con las que no podrían 1star casados bajo un apartamiento 1stable. El 
apar1aml•nto final 11 por tanto, óptimo.•. 

Nót••• qui por simetría, un apar•amiento óptimo para las mujeres 
•• pu1d1 consguir si las muj1res son las qui hac1n propu1sta a los 
hombres. 

En 11 
menta 11 
tablas d1 
C,D,E>. La 

capitulo 4 •• 
algoritmo. En 
pr1f1rencias 

solución dada 

mu1stra un programa d1 computadora qui imple­
la Figura 2.18 a continuación s• mu1stran las 
d1 5 hombres <V,W,X,Y,Zl y de S muj•r•g <A,S, 
por el algoritmo tambi•n aparte•. 
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TABLAS DE PREFERENCIAS. 

Ho•br• Pr•f•r•nci••· Huj..-• Pr•F•r•ncias. 
<••vor • ••nor) l1111yor • menor l . 

----------------------- -----------------------V 8, E, 

"' 
A, B, 

)( 8, e, 
y A, e, 
z E, e, 

A, e, o A Z, V, 
e, o. E B Y, z, 
E, o. A e V, y' 
B, o. E o X, IJ, 
8, A, o E Y, IJ' 

•••ASIGNACION OPTIHA <par• hombres!••• 
IV,Al , <U,Dl, IX,E>, (Y,C), IZ,Bl 

Figur• 2.18 
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CAPJTld_!..O 3 

APAREAMIENTO EN ~RAFICAS NO-BIPARTITA$ 

Lo11 probl•m•• d• ap•r••m1•11to •n Qróficae c¡entrAl•li ;.on l• <Ont1-
nuaci6n natural de loG planteAm1entoa d•I ca~o biper1i1a La dif•r•n­
cla •••ncial •ntr• amboa casos os aparent• en el contenido de l~ Pro­
poaici6n 1. le d•l Capitulo 1 Las 9r6ficaa no-bipartitas po&een ci­
clos d• lonQitud impar. Este sencillo hecho basta para que los algo· 
ritmo• del caso bipartita dejen d• ser confiables en gráficas genera­
les. El desarrollo de nuevas ideas para tratar ciclos impares es la 
clave para encontrar nuevos algoritmos, y es de lo que trata este ca­
pítulo. 

Los dos modelos presentados en este capitulo son· M6ximo aparea­
miento y Apareamiento ponderado. En cada caso se muestra el algoritmo 
de solución y se da un ejemplo resuelto 

13.ll ANTECEDENTES 

En el capitulo dos 11e observa que la estructura de laa Qróf icas 
bipartitas facilita la construcci6n de algoritmos de solucián relati­
vament• sencillos en los problemas de apar•amiento 

En gráfic.s g•n•rales !no-bipartitas! los procesos de solución s• 
complican. y s• requiere introducir conceptos nuevos para encontrar 
algoritmos •flcient••· Esto, sin embargo, no quiere decir que el tra­
tamiento del caso general carezca de rasgos comunes con el caso bi­
partita. Las ideas básicas de trayectoria alternante y trayectoria 
au'111ent ant • r•s'p•ct o d• un apar•am 1 ent o dado s l 9uen s I en do út 11 es 

Loa dos t&oremas que se muestran enseguida son generalización de 
los teoremas 2.2b y 2.lc del caso bipartita, al caso no-bipartita. 

TEOREMA 3.1a. <Berge,Norman,Rabin> Un apareamiento M en una gráfi­
ca G no-bipartita contiene un nAmero máximo de arcos si y sólo si no 
admite trayectorias aumentantes 

Oe111011t rae i ón. 
Se probará la proposición equivalent•: "u11 apareamiento M en una 

gráfica G no-bipartita no es máximo si y sólo si existe una trayecto­
ria au111entant•"· 

En el sentido 'si' es inmediato: si flXiste una trayectoria aumen­
tante, s• puede obtener un nuevo apareamiento de cardinalidad IMl+1, 
y por tanto 11 no es móximo 

En el sentido 'sólo si'. Sup6ngase que M y N son apareamientos ta­
.u que 1111 < INI. La diferencia sim~trica 11 t¡N forma una sub9ráfica 
rle G con cierto núm~ro d9 componentes conexas. Cada component• pu•d• 
ser: o trayectoria alternante o ciclo alternante, como se ilustra en 
Ja Fi9ura 3. 1. 
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o---o~......-.....o 0-·-·--0 

~-0--··--··0. 

Figura 3.1 

Cacl• ciclo contiene tanto!:! arcos de M como de N, y como IMI '· JNI, 
debe exi•tir •1 menos una trayQctoria alternante que contiene m~s ar­
cos d• l'I que d• N. Semejant• trayectoria tiene que e•tenderse entre 
dos nodos expuestos de M, de modo que •• trayectoria aumentante res­
p•cto de l'I. 

Cuando un apareamiento M se hace crecer por medio de una trayecto­
ri• aumentante, el nuevo apareamiento M' no de¡a expuesto a ninQuno 
de 101 nodos originalmente cubiertos por M. De esto e! sencillo con­
cluir que sucesivos crecimi•ntos de M resultarán en 1Jn apareamiento 
M• de •áxi•a cardinalidad que cubre todos los nodos cubiertos por M. 
El teorema siguiente formaliza esta idea: 

TEOREl'IA 3.1b. Si M es apare•miento en la Qráfica no-bipartita G, 
entonces existe un apare•miento M• de máxima cardinalidad que cubre 
todos los nodos de G cubiertos por M. 

Hasta el teorema anterior. •I tr•tamiento del .caso general no ha 
variado respecto del caso bipartita. Fl hecho fundam•ntal que distin­
gu• •l c•10 general d•I bip•rtita es l• pr•sencia dt ciclos impares 
en 1•1 9r6ficas no-bipartitas <recuérdese que esto no ocurre para el 
caso bipartita). 

El m6s simple ciclo impar ~n una gr6fica no permite usar todos los 
result•dos del apareamiento bipartita. 

Con1id•remos la gráfica G de la Figura 3.2, donde el arco ondulado 
índic• apareamiento. 

G 

FiQura J.2 

Claramente, el •P•reamiento mostrado en G es máximo y de cardina­
lid•d l. Si p•r• e•t• caso recurrimos al teorema de Konig-Egerváry 
del caso bipartita !proposición 2.3al, sería de esperar que el recu-
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brim1•nto d• nodos mln1mo par• G constara de un ~olo nodo. lo quP •­
vid•nt•m•nte •• falso. 

Si no reparamos en e&ta falla teórica y tratamos de r~sol~•r el 
probl•ma d• máximo apareamiento con el al9or11ma de etiquetado del 
caso bipartita, también habri dificultades En~ayemos con la 9ráf1ca 
de la Fi9ura 3.3, donde los arcos ondulados 1nd1can el apareamiento 
inicial M m ( <2,3) (4,5) ) y se puede distinguir la trayectoria au­
mentante P: l·-2-3-5-4-6, qu• une los nodos expuestos 1 y 6 

Figura 3.3 

Comenzando con el nodo 1 como rai1 del órbol, cada nodo sucesivo 
es etlqu~tado con "S" o "T" para indicar <como en el caso bipartita) 
a cuál conjunto de nodos pertenece, y con el número de nodo que l• 
precede, a fin de permitir el "rastreo regre1ivo" de la• trayectoria• 
aumentantes. Asi, por ejemplo, •s:e• tn •1 nodo 3 significa que dicho 
nodo pertenece al conjunto S, y 1u predecesor es el nodo 2 

Cuando se construye el árbol alternantt a partir dt la ralz •s o•, 
la intención d•l algoritmo blpaM:ita es hallar un nodo expuesto con 
etiqueta "T" para formar una trayectoria aumentante por rastreo re­
gresivo sobre las etiquetas. Para ello, cada vez que un nodo "i" es 
etiquetado con "S", para cada arco (i,jl Fuera dtl apartamiento ini­
cial M qu• incida en "i", la etiqueta "T;i" es asignada al nodo "j", 
a ••nos qut ••te ya posea una ttiqutta "T"; mientras que si un nodo 
"i" ts etiquttado con "T", •• identifica al único arco <i,Jl en M que 
incide tn "i", y •e a•igna la etiqueta "S:i" al nodn "j". 

Si9ulendo el proctdlmiento indicado, resultan las etiquetas que st 
muestran en la Figura 3.3. La dificultad surge al intentar etiquetar 
el siguiente nodo a partir del nodo 4 o del nodo S. En cualquier caso 
uno de los nodos 'nos lleva' al otro por tl arco (4,5> de 1'1, obligán­
donos a cambiar una etiqueta "T" por una •s• (cosa no prevista en ti 
algorit~ol. Así, por ejemplo. si elegimos el nodo 4 para continuar, 
el nodo 5 resultaría con etiqueta "S:4", y en••• punto, dado que 
cualquier nodo accesible desde el nodo 5 ya ha sido explorado, el al­
goritmo bipartita juzgar•ía que el árbol es húngaro y que el apar•a-­
mitnto dado e• máximo, conclusión visiblemente errónea. 

Los inconveni•ntts que se han expuesto resaltan la nec•sidad de 
buscar un trato adecuado para los ciclos 1mpare~ de las gráficas. La 
respuesta a tal n•c•sldad tstá •n el concepto de FLORACION, desarro-
1 lado por J. Edmonds. 
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A gr.and•• r.asgo11, •I •nfoqu" dt E:dmond• lmplH• la u1ncfr11(• 16n •l" 
clrbol•• •lt•rn•nt•& lcomo ••hizo •ro •1 <:••o h1par11t111, ¡,. d•'"" ,.;,, 
d• cl•rto• ctclot lmp•r•• ll•m•do• 'flor•clon••' y •1 '•11cu111m1••·•"' 
d• t.al•• flor.acion•s por r:ontracción d• la gráf1c8 A Lont1nuac101• ~ .. 
formalizG l• id••· 

DEFINICION 3.lc. S•a M aporeami•nto en la gráF1ca no-bipartita 
G•CN,AI. S•a Nac: N un conjunto de 2k+1 nodos, con k ~1. y sea Be A 
•l •ubconjunto d• arco• d• ' con ambos •xtremos incidiendo •n nodos 
d• N!!o 

S• die• qu• B •s FLORACION r•sp•cto • 11 si cumple 
a1 111ne1 • k 

•s d•cir, •I apartami•nto 11 •s maximal dentro de B. Al único nodo 'b' 
•n Ne •xpu•sto por 11f'\B •• l• lla1u BASE d• la floración. 

bl Exist• una tr•y•ctoria alttrnante S, ll•mada TALLO de la flora­
ciQn, con ¡.s¡ par, Sf'l e = -· qu•· un• l• bas• d• la Flor•ción con un 
nodo •xpu•sto de 11, llnmado RAIZ del tallo. Cu•ndo S • ,, •• die• que 
l• flor•ción •st& •nraiz•d•. 

el P•r• c•da nodo i E Na , •xl•t• un.a tr•v•ctoria alt•rnant• 
Sb.l B, con ¡s.,.,¡ 1 par, •ntr• tl nodo '1' y la buit d• 11 Floración. 
D• ••to •• concluye qu• hay un• tr•v•c:toria •lt•rnant• d• la form•: 
S, Sb.'L •ntr• la raíz d•l t.al lo y •l nodo 'i'. 

En l• Figur• 3.4, los •reos ondulados ••~•lan apar•ami•nto. En la 
Figura 3.4al •• pu•d• ver la Flor:ación B=C C3,4l.C3,5l,C4,5l ), con 
Na •C 3,4,5,6,7 ), bas• •n •l nodo 3, r•iz en el nodo 1 y tallo S" 
C Cl,2>,12,31 ). En la Figur.a J.4bl la floración•• B= CCJ,4),C3,7), 
C4,5),C4,6),t4,71,C5,61 >, con Na .. CJ,4,5), raí1 y base •n •I nodo 3 
y tallo S • f; •n ••t• caso la flor•ctón •st4 enraizada 

LA 
c:on 
nodo 

<•I <b> 

Figur• 3,4 

tray•c:tori• altern•nte que un• al nodo 4 d• l• Figur.a 3.4&1 
au raiz es PI: 4-5-3-2-1. La tr•y•ctoria •lt•rntante qu• un• al 

7 d• l• Figur.a 3.4bl con su raíz •• P2: 7-6-5-4-3. 
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<3.2) "AXIHO APAREAMIENTO NO-BIPARTITA. 

El probl•ma d•l máximo apar•ami•nto •n gráficas g•neral~s es id~n­
tico al d•l caao bipartita: encontrar •l apareamiento con el mayor 
núm•ro d• arcos posibl• •n la gráfica. 

Supóngase que ae uaa un proceso d• etiquetado para 9enerar árboles 
alternantes como •n el ej•mplo de la Figura 3 3, 1nic1ando con un a­
pareamt•nto H dado. Si en cierto paso del algoritmo se descubre un 
arco futre dt H uniendo do• nodo• •s•, o un arco de M uniendo dos no­
dos "T", en el •iguiente paso de etlqu•tado siempre uno de los nodos 
no• conducirá al otro, y viceversa. No es difícil ver que en1onces 
•• habrá detectado un ciclo impar en la gráfica, y por tanto una flo­
ración. Puesto que entre dos nodos •s• o entre dos nodos "T" hay un 
n6mero par de arcos, al conalderar •l arco que une los dos nodos "S" 
o loa do& nodo• wr•, •• forma un ciclo alternante de longitud impar, 
es decir, la floración mencionada. 

Para qu• •l algoritmo continúe sin los tropi•zos comentados en la 
sección ant•rior, siempre que una floración sea descubierta, se l• 
'encogerá' r••mplazendo la gráfica orioinal G por G ctr B. El nodo 
corr••pondlent• a B en G ctr B s• llaear& PSEUDONOOO, y se le asiona­
rá •tique1a •s• a Fin de continuar l• construcción d•l árbol alter­
nant•. 

Est• proc•so d• construcción d• árbol•• alternar.t•• pued• implicar 
Yari•• operacionee de encogimiento. Aún más, floracion•• podrían ser 
contraidaa d•ntro de otras floraciones en verlos niveles de profundi­
dad. Sin embargo, •i •• localiza una trayectoria aumentante en los 
árbol•• alternent•• qu• 11 final resultasen <libres de flor1cione1l, 
entone•• •xistirá una traytctoria aum1ntante en la gráfica orioinal 
~. La e•istenci• d• tal trayectoria •• g1rantiz1 por sucesivas apli­
caciones del siguiente t•orema, que •• d••u•atra en el ap•ndice. 

TEOREMA 3.1d. Sea B floración con respecto a M •n la orófica G. 
Exist• una trayectoria aumentante en G ctr 8 con respecto a M\B, si 
y sólo •1 •xiste una tray1ctoria aum•ntante 1n G con respecto a H. 

El algoritmo que r1su•lv1 el apareamiento no-bipartita •• funda­
menta en el teorema ant•ríor. 

A continuación •• da un ejemplo qu• ilustra el funcionamiento del 
aloorltmo. Consideremos la gráfica d• la Figura 3 5, donde 101 arcos 
ondulado• indican apareamiento y se pu1de distinguir la trayectoria 
aumentante P: 1-2-5-4-7-6-8-9-10-11. El eje~plo construir6 de forM• 
sistem6tica tal tray•ctoria aum1ntante. 

Figura 3.5 
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Co•enzar·H10• con el nodo 1 como raíz d• un á rbo 1 al t •rnant •, cor· 
la etiqu•t• "S:O". Al nodo 2 •• l• ••ion• la •tiqu•ta "T:1", y conti­
nuando por •l arco 12,51 •• l• ••ion• al nodo S la •tiqu•t• "S:2" A 
partir del nodo 5 •e etiquetan lo• nodo• 4 v 7 con •r s• y •• d•scu­
br• •l arco apar•ado 14,71 uni•ndo tal•• nodos Entone•• •• forma la 
floración 81 y es re•mplazada por el paeudonodo Rl, como <Jfl ve eon •l 
••oundo diagrama. Al paeudonodo BI •• l• asigna la misma •tiqu•t• "S" 
qu• tenla •U nodo be••, y eata etiqu•t• •• •Mplorada Al continuar el 
etlqu•tado •• d•t•ctan y "tncogen" 1•• floraciones B2 y 83, como s• 
aprecia en •l tercer diaoram1. Finalmente, una tr•v•ctoria aum•ntant• 
•• encuentra •n ~ ctr BI ctr 82 ctr 83, como •• mu•stra •n •l cuarto 

TI' ~2 1 / 
1 1 ;JE(/' 

1 I 
1 

diagrau. 2 1- -- -7 -;.,~ <L 
\ /6 O 1y G 

, Tt'!i ~ 
- B1 

~' "", ,~,;¡-- - ~ :.¡ 
S:I T,t, ~ 

3 \ 6 _,, O- @ G ctr 81 
'-, i:o1 ,,,"B2. 

..... -

G ctr 81 ctr B2 

83 
.._______. ~3 --... -~ G ctr 81 ctr 82 ctr 83 

Figura 3.6 

La conatrucción de una trayectoria aum•ntante en la gráfica origi­
nal G a partir de la correspondiente en G ctr 81 ctr 82 ctr 83 e• co­
mo •igue. Primero, el rastreo regre•ivo •n la última gráfica produce 
la ••cuencia de nodos: 11-93-2·1. Es necesario •ntonces hallar una 
trayectoria alternante en G ctr 81 ctr 82, que atravi••e la floración 
BJ. La trayectoria apropiad• pasa por lo• nodo•: 10-9-82. De manera 
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•n6!09•,l• tray•ctori• a trav•s d• 82 en la 9r&f1ca G ctr 81 es. 8-6-
91, y l• que atraviesa por B1 en~ es· 7-4-5 Al unir todas eeas par­
t•• •• logr• l• trayectoria •um•ntant• d•••ada •n G l-~-S-4-7-6-8-
9-1 0-11. 

Como pu•d• v•r~• d•I •Jemplo, en •l algoritmo hay dos tareas prin­
cipal•• a •J•cutar Primero, ea necesario detectar y "encoger" las 
flor•cionts. Segundo, deben poderse encontrar trayectorias alternan­
tes adecuadas a trav•s dt las Floraciones encogidas, de modo que una 
tr•v•ctoria aumentant• en la or&flca original pueda reconstruírse 

Estas tareas no son dtmasiado difíciles dt efectuar. Sin embargo, 
no •• trivial el d•sarrollar •stas op•r•ciones de la Forma m&s eFí­
ci•nt• posible. 

C3.3l ALGORITMO DE SOLUCION. 

El algoritmo que se pr•sen~a en •&ti s•cción •• una gen•raliza­
ci6n d•l Algoritmo 2.3.1 dtl caso bipartita. El tratamiento que se 
lt da a las Floraciones es la parte central del algoritmo. En rea­
lid•d, •I proc•dimi•nto dt etiquetado que •• usa no necesita d• una 
aut•ntica contr•cc!ón de las floracion•s; más bien •stas •• manejan 
'como 11 se hubieran encogido'. Para 109r1r esto ••suficiente lle­
var tan sólo un registro d• las floraciones más •xternas, mismas qu• 
son id•ntificadas por sus nodos-bas•. Así, a c•d• nodo 'i' de la grá­
fica s• le asocia un indice 'b(il' qu• indica el nodo-bise de la flo­
ración mó1 exterior en la que •stá cont•nido. Cuando un nodo 'i' no 
••tá dentro de ninguna floración el índice es: b(ilmi; y cuando una 
nueva Floración es •ncontrada, su respectivo nodo-bas• 'n' es identi­
ficado, y la asignación b<i>•n •• hace para todos los nodos dentro 
de la nueva floración. De ••t• modo, una floración d•t•rminada queda 
identificada por su nodo-base. 

En cada iter•ción, dado ti apareamiento inicial Cque pu•d• ser va­
cío!, tl algoritmo tr1ta dt encontrar: o un• trayectoria aumentante o 
una Floración respecto a t1l apareamieuto. En el primer caso, ti re­
•ultado •• aumentar •l ~partimiento, y en el segundo, identificar la 
base d~ la Floración y •signar •tiquvtas a los nodos que la Forman, a 
fin de poder cruzar por la floración cuando •sta forme parte de algu­
na trayectoria aum1ntante. 

Al comi•nzo dt cada it•ración, •• asigna la et1qu•ta "S:O" (indi­
cando nodo-raíz) a cada nodo expuesto dt la gráfica. Dtspu•s de eso, 
etiqu•tas "S" y "T" son aplicadas a los demás nodos. Una etiqueta "S" 
en un nodo 'J' indica que existe una trayectoria alternante de longi­
tud par entre 'j' y el nodo-raiz; mientras que una etiqueta "T" indi­
ca •l caso dt trayectoria alternante de longitud impar. Las trayecto­
rias .l.W!.!!!1.1.!!.1.f..1. surgen entre nodos-raíz d• árboles distintos, 
como suoi•r• la Figura 3.7. 
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/ \ 

I \ _,... \ 

S:O 5,0 

Trayectoria Aumentante 
Figur11 3.7 

Continuando con el etiquetado, supongamos que se descubre un arco 
Ci,jl fuera del •P•reH1lento inicial con 1011 nodoio 'i', 'j' teniendo 
etiquetas •s•, o un arco (i,jl del apareamiento inicial con loa no­
dos 'i', 'J' teniendo etiquet11 "T". Sup6nga•• además que 'i', 'j' no 
e1tán dentro de la 11ilma rloración, es decir, que bl i 1 ::/= b< j 1. Enton­
ces, ai 'i' y 'j' pertenecen 1 diferentes árboles alternantes, ••ha 
encontrado una trayectori• aum•ntante, y en c••o contrario, una nu•­
va floración 1116• exterior •• h• for11ado. Para saber cuól de 111• dos 
po1ibilidade1 •• tiene, batta con eftctuar rastreo regresivo sobre 
las etiquetas a partir d• 101 nodo• 'i' y 'j' Si ••alcanzan nodo•­
raíz ctiatinto1, se obtiene una trayer.toria aumentante; en otro caso 
•• ha encontrado una nueva floraci6n •ó• exterior. 

(J.3.ll CONSTRUCClON Y ETIQUETADO DE FLORACIONES. 

Ya que •• ha encontrado una floración en la gráfica, •• debe de­
ter11ln11r el conjunto de nodos que la foraan, así co1110 el nodo-base de 
la ml111a. Esto •• hace co•o 1i9ue. 

Haciendo el rastreo regresivo desde loa nodos 'i', 'J' ••obtienen 
dos 1ucesione1 de nodo1: 

i1, i2, iJ, ,ip 

j1, j2, jJ, ,jq 

donde i 1•j1 Cel nodo-raíz del árbol altern•ntel, ip•i y jqoj Cdond• 
inici6 ttl rastreo>. Pue1to que il•jl y iP;é jq, debe existir un in­
dice '11', tal que i1•j1, i2•j2, ... , i111•jia, y ocurra que: im•i o 
j111•j o iia+l:¡i!: ja+I. L• b••• de l• nueva f'lor•ción •• ik, para k~111, 
donde ik•b<ial, y el tallo de la floract6n pasa por lo• nodos i1, i2, 
iJ, ... ,ik. 

La nueva floración contiene a todo• lo• nodo• 'n' que cu11plen la 
1i9ui1nt1 condici6n: 

be n 1 E e be i 111 1 , b < i 111+ 1 > , ••• , b < i p > , b < J 111+ 1 > , b < j 111+ 2 > , .•• , b < j q 1 e " > 

Por consigui•nte, para todo• lo• nodo• 'n' qu& rorm•n la f 1oración 
se h•c• l• ••ign•ci•n blnl•ik. Un •J••plo d• ••ta id•ntificación •• 
muestra en la Figura 3.8: •• ti•n•.n etiquetas "S" en los nodos 7 y 8, 
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con el 
r•or••ivo 
•ion••: 

•reo <7,81 ru•r• d•I ap•r••ml•nto lnici•I Haciendo rastreo 
d••d• 101 nodo1 ••ncionadoa •• logran las 1igul•ntes suce-

1,2,J,4,5,6,7 
V 

1,2,3,4,5,9,B. 

En ••t• c110, l••Jm*S v bCS>=J, pu•1to que el nodo S ya Formaba 
p•rt• d• un• rlor•cián, con •I nodo 3 como base. Los nodos 3,4,5,6,7, 
8,9,10 y 11 ••tón •n la nueva Floración, con base en el nodo 3 y ta-
llo For•ado por 1,2 v 3. ------ _ 

s:o 

/ 
/ 

/ 

' ' ' ' ' 

1 

' 1 Floración 

:~ 
·, $111 1 

'., ./ ..... __ .,,,, 

' 
..._ __ _ --

' \ 
\ 

\ 
1 

1 
1 

1 
1 

previa / 
/ 

I 
/ ,.,. ,.. 

Nueva Floración 

___-/ 

Final••nt•, ob••rva•o• qu• •ntr• cualqul•r nodo no-base d• la flo­
ración y •l nodo raíz d•l órbol *xist•n t•nto una tr•v•ctori• alter­
nant• d• lon~itud par como otra d• longitud i~par. D• este modo, 101 
nodos no-b•s• de l• Floración deb•ri•n pose•r t•nto una etiqueta "S" 
co•o una •tiquet• •r•. La asignación d• '•tiqu•t•• faltant••' en 101 
nodos no-b••• d• l• floración se •xplic:a •n••outd•. 

Supóngaae que 11 Floración se halló por rastreo r•9re1ivo a partir 
d• 101 nodos i•ip y j•jq, donde 'i', 'j' t i•n•n •tiquet• "S", y •l 
arco ( i, j > no perten•c• al apu••••i•nto inicial. <R•ol11 per•a el caso 
dond• 'i', 'j' tfenen •tiqu•t• "T", con Ci,jl •n ti •pare••iento son 
11nóloo••· l 

Las •tiqu•taa taltant•s 1e aplicarón aólo •n 101 nodos: im+1,im+2, 
i11+J, ... ,tp,j111+1,jm+2, ... ,jq. Para Facilitar la •xposición s• discu­
tiró sólo •L manejo de los nodos i•+1,tm+2, ... ,ip.CPara 101 nodos 
j111+l,. .. .Jq •• ••m•j~ntl!') L::s wtíquwt•• "S" en los nodos: ip,ip-2, 
... , im+2, y las etiquetas "T" en los nodos ip-1, ip-3, ... , im+1 fu•ron 
usadas en •l rastreo r•or•sivo. Por tanto, cualquier •tiquet• ft1ltan­
t• debe ••r •tiqu•t• "T" •n tp, ip-2, ... ,im+e, o •tiqu•ta "S" •n 
ip-1, ip-J, ... , h1+I. L• etiqueta P•rdida qu• •• ••ion• a un nodo • ik' 
deb• ser tal que al efectuar r•str•o desde ella produzca la sucesión 
de nodos: ik, ik+1, ... ,tp, jq, jq-1, ... ,ji. 

P•r• acl•rar •l aodo de proc•d•r, asi9ne~os etiqu•t•• f•ltante• • 
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los nodo• ia+t, i•+2, .,ip •n ord•n. Supóng••• qu• •I nodo '1k' le 
falta •tiqu•t• "S". Entone•• n•c:•sari•1unt• •l •reo ! ik, ik+1 > perte­
nec• al apareaai•nto original, y al nodo ik+I d•b• f'•lt•rl• et 1queta 
"T". Asignar••o• • 'ik' ·11 •tiqu•t• "S:lk+1", y l• •tiquet• "T" qut' 
••ponga al nodo 'ik+t' producirá •l rastr•o regresivo corr•cto 

O• l• ai111• f'or111a, si al nodo 'ik' le falta una et iqu•t• "T", en­
tone•• el arco lik,ik+IJ no ••tó dentro d•l apar•amiento original. Si 
.;idemá• •I nodo 'ik+t' le f'alt• et iqu•t• "S", asignar•mos • 'tk' I• •­
t iqu•t• "T:ik+I". La •tiqu•t• "$" qu• ••ponga en 'ik+I' nos d•ró •l 
rastr•o r•gr••ivo •d•cuado. 

P•ro ahora 1upóngas• qu• 'ik' car•c• d• •tiqu•t• "T", y qu• 'ik+I' 
ya ti•n• etiqu•t• "S". Entone•• 'ik' d•b• ••r la ba•• d• una flora­
ción qu• •xistia pr•via111•nt• conteni•ndo • 'ik+I', d• modo qu• •n •I 
rastreo regr•sivo d•sd• la etiqu•ta "S" d• 'ik+I' volv•r••o• d• nueva 
cu•nta • 'ik'. Con••cu•nt•••nt• no d•b• asignar••• 'ik' la etiqu•t• 
"T:ik+t•. 

Par• r•solv•r •st• probl•m• •ncontrar•1101 •l últi110 nodo 'iz' •n 
la 1uc•si6n: tk+1, ik+2, ip qu• ••t• cont•nido •n •sta flo­
ración pr•vi1••nt• •xist•nt• con 'ik' co110 bes•. Asign•r••o• •nton­
c:•• a 'ik' la •tiqu•t• ••p•c:i•l "T:i1+1,it". Esta •tiqu•ta significa 
qu• hay una tray•ctoria alt•rnant• iapar •ntr• 'ik' y •l nodo raíz 
d•l árbol. Para hallar t•l tray•ctori• •• h•c• rastreo r•gresivo par­
ti•ndo d• las •tiqu•t•• •s•: d••d• •l nodo 'iz+I' hasta l• raíz y 
d••d• 'iz' hasta 'ik'. Los 1rco1 ••i encontr1do1, junto con el arco 
llz,iz+!J, ord•nado1 •d•cuad•••nt•, f'or-•n l• tray•ctoria d••••da. Un 
•i••plo d• 11 aplicación d• •tiq~•tas d•ntro d• una floración •• v• 
•n la Figura J.9 • continuación. 

Figura 3.9 

El algorit•o co11pl•to d• 1par•••iento no-bip•rtit1 pu•d• •ntonc•s 
r•su11ir1• co110 sigu•. 
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ALGCR ITl10 3 . 3. 1 

Puo Ol. INICIO 
111iento inicial 
loa nodo• d• (; 

MAXIMO APAREAMIENTO NO-BIPART!lA 

Se ti•ne una orófice oeneral G~<N,Al y un aparea­
M que puede ser vaclo. Asígnese b!tl•i par• todo5 

No hay nodos con etiqueta. 

Pa•O 1 l. ETIQUETADO 
(1 .0) Coloque la etiqueta •s O" a cada ncJo e1puesto 
(1. ll Si todas I•• etiquetas han s1do ~·•minadas 1r al Paso 4 En 
caso contrario, encuentre un nodo '1' con etjqu•ta sin ~xam1nar 
Si 111 etiqueta el! "S", Ir al Paso 1.2; 111 la etiqueta f'S ''T", ir 
al Paso 1 3. 
( 1 .2l Examin• la etiqueta "5" f'n el nodo 'i' haciendo -tl si9ui•nte 
procedin1iento para cada arco <i,jl fuera d& M que incid.t en '1' 
Si blil .. bljl nohac•rnada. Encaso contrario, si'¡' tiene•ti­
qu1ta •s•, haoa rastreo regresivo partiendo de las etiquetas "S" 
&n los nodos 'i'. 'j', y si s;e 11lc1nzan distintos nodo•-raiz, ir 
al P11110 2; •i •• alcanza &l mi111110 nodo-raíz, ir al P.tso 3. Si •l 
nodo 'j' no ti•ne ni etiqueta "S" ni •tiqueta "T", aplique la eti­
qu1ta "T:i" al nodo 'j'. 
Una v•z 1xan1lnacio •l nodo 'i', regresar al Pa•o l. l. 
11 .3l Exa111in• la etiqueta "T" en el nodo 'i' como sigue. Encuentre 
el único arco (i,jl de M que incide en 'i'. Si blil•bljl no hacer 
nada. En caso contrario, si 'J' tiene •tiqueta •r•, hao• rastr&o 
r19resivo partiendo de 11111 etiqueta5 "T" •n los nodos 'i', 'j', y 
si •• alcanian diferente• nodo11-raí1, ir al Paso 2; si s• alcan111 
11 111i111110 nodo-rah, ir al P11so 3. Si •l nodo • j' no tiene ni eti­
queta "S" ni et iqu1ta "T", apl iqu.- la etiqueta "·'>: i" al nodo 'j'. 
R•or&•• al Paso 1 .1. 

Paso 2l. AUMENTO 
Una trayectoria aumentante se ha encontrado en el Paso l .2 o en el 
1 .3. Aumente tl apareamiento H. Borr• todas la~ ttiquttas de lo• 
nodos y asigne b(il=i para todos los nodos de G. Regrest a 1 .O 

Paso 3). FLORACION. 
Una floración se ha Formado en el Paso 1 .2 o en el Paso 1 3. De­
ter111ine el nodo-base y los nodos que forman la floración como se 
explicó al inicio de esta sección. ARada etiquetas faltantes pa­
ra los nodos no-base en la nueva floración Corrija el valor b(i) 
para los nodos dentro de la Floración. Regrese a 1 .2 o 1 .J, s&gún 
el caso. 

Paso 41. ETIQUETADO HUNGARO. 
El etiquetado que se tiene es hún~aro. No existen trayectorias au­
mentantes, y el apareamiento M es de máxim• cardinalidad. Alto. 

13.3.2l EJEMPLO DE APAREAMIENTO NO-BIPARTITA. 

S111 G una 9ráfic11 no-bipartita con el apareamiento inicial mostra­
do •n la Figura 3.10al. El identificador d• la floración más txterna 
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2 3 4 s 6 1 a 9 10 11 12 13 14 

b<J> 2 J 4 s 6 1 e 9 10 11 12 13 14 

Figura 3. 1 Oil l 

Etapa J: To~ando como raíz al nodo 1, •e logra •l •tiquetado d~ la 
Figura J. IObl. Explorondo •l nodo 9 •• d•tecta la l!tiqueta "S" •n el 
nodo 11, y 1e de1cubre la floración 91 que forman los nodoa: 6, 8, 9, 
11 y 10, con ba1e en el nodo 6. Los nuevo• valores d•I id•ntiFicador 
b<jl son ahora: 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

b( j) 2 3 4 5 6 7 6 6 6 6 12 13 14 

Asignando etiquetas faltantes a los nodos no-base de 81 se obtiene 
•l etiquetado d• 11 Figura J.10cl. 

Figura J. 1 Ob). 
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Figura J. 1 Oc l. 

Et1p1 IJ; Continuando con la exploración en el nodo 11, el arco 
19,111 no se con1ider1 para n"d•, pu•sto que b(9) • 6., bC111; mien­
tra• que el arco 111,131 permit• asignar la etiqueta "1:11" en el no­
do 1J. Prosl~uiendo con el etiquetado, al explorar el nodo 12 s• en­
cu11ntr1 l• •tiqu•t• •s• •n el nodo 7, con lo que •• d•scubr• una nue­
va ,loración 82, con bate en el nodo 3. Usando la notación de la sec­
ción 3.3.1, ip=7 y jqa12 son dos nodos de un mis1110 árbol con •tique­
ta •s• que ••tón unidos por un arco no-apareado, con im•3, v las su­
c••ionts: 1111+1, ... ,ip • 4,6,10,11,13,12 y jm+l, ... ,jq • 5,7. En ••ta 
floración 82 cualquier nodo 'k' d•b• cu~plir la condición <•I d• la 
s•cción 3.J.1: 

b{klt C b(Jl,b<4l,b(6l,b(IOJ,bl11l,b(IJl,bl12l,b(Sl,bl7l ). 
o sea: 

as {, 
lores 

b(klE C 3,4,6,13,12,7,5 }. 

los nodos dentro de 82 son: J,4,6,8,10,9,11 ,1J,12,7 y S. Los va­
del id11ntific1dor bCjl son ahora: 

2 J 4 s 6 1 a 9 10 11 12 n 14 

b( j) 2 3 3 J 3 3 3 3 J 3 3 3 14 

Las etiqu11tas Faltantes en nodos no-bes• de 82 se asignan con fa­
cilidad en lo• nodos S,7 v 4 como se aprecia en la Figura 3.10dl. Pe­
ro al consid•rar •l nodo 6 (que car•c• d• 11tiquet1 "T"l, •• descubr• 
una etiqueta •s• en el nodo 10. Esto ocurre porqu• 6 es nodo bas• de 
la floración BI ya •xist•nt•. 
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Figura 3 1 Od). 

En la notación de la &ecciin 3.3 1, ik•6 es un nodo que careco de 
etiqueta "T", mientra• que ik+l•IO ya posee una etiqueta "S". En ••­
tos tirminos, el último nodo 'ix' de la sucesión ik+l, ... ,ip dentro 
de l• Flor1c1ón 81 previa ea iz•ll. De esta manera, en el nodo 6 ae 
a1iona la etiqueta especial "T:IJ,11•, indicando la eKi1tencia de una 
trayectoria alternante i~par entre el nodo 6 y el nodo ral1 1. Las e­
tiqueta• faltantes que restan se asignan en lo• nodo• 12 v 13, resul­
tando el etiquttado de la Figura J.IOel. 

5:0 

Fioura 3. 1 Oe). 

Etapa 111: Al explorar el nodo 14 <que es raí1 de un árbol> llega­
mos al nodo 4, y se inicia un ra•treo regresivo a partir dt la 1ti­
qu1ta "S" en tal nodo. Esto nos lleva enseguida al nodo 6 con la eti­
qutta "T:IJ,11". la gracias a esta etiqutta especial que•• encuentra 
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una tray•ctorla alt•rnant• que arravl••• la floración 82 y llegue al 
nodo ral z 1. 

Co•o •• •xplicó •n la ••cc1ón 3. 3.1, tal trayectoria 1a constru•¡e 
por ra•tr•o r•gr•1ivo d• la siguient• forma: 

PriM•ro, d••d• la •tlqu•ta "S" en •l nodo 13 hasta el nodo raíz 1, 
•• logra la tray•ctoria Pl 1-2-3-5-7-12-13. 

S•gundo. d•sde la etiqu•ta •s• en •I nodo 11 ha5ta el nodo 6, se 
ti•n• la trav•ctoria P2: 6-10-11. 

Finalm•nt•, agregando •l arco ( 13, 11) se lo<;¡r• la trayectoria com­
pl•ta P: 1-2-3-5-7-12-13-11-10-6. 

Ya qu• la tray•ctoria final d•sde el nodo 14 al nodo 1 une dos no­
do• raíz, •• ha con••guido una tray•ctoria aum•ntante. Actualizando 
•l apar•••iento orlolnal con esta tray•ctoria, obtenemos el aparea­
Ai•nto d• la Figura 3.10fl, qu• •• •olución óptima al móx1mo aparea­
ml•nto •n G Chay •n total 7 arcos apareados>. 

Fiourr. 3. 1 Ofl 

( 3. 4 1 DUALIDAD. 

En •sta s•cción se ••tablee• un teorema de dualidad para el pro­
blema de máximo apareamiento no-bipartita que es una generalización 
del Teorema d• Konig-Egerváry !Proposición 2.Jal del caso bipartita 

Co•o •• rtcordará, tn el caso bipartita •l problema dual d•l apa­
reami•nto máximo es un probl•ma d• recubrimiento mínimo d• nodos. En 
•l caso de una gráfica no-bipartita •s fácil ver qu• un r•cubrlml•nto 
mínimo d• nodos no coincide necesariamente con un apareamiento máxi­
mo. Un ejemplo ••ncillo d• esto se tien• al analizar la gráfica for­
mada por un ciclo impar de 2k+I nodos. En tal ciclo, el apar•amien­
to m6xi•o es d• 'k' arcos, mientras que el r•cubrimiento mlnimo d•be 
incluir al menos 'k+I' nodos. La figura J.11 muestra una gráfica G 
formando un ciclo de longitud 5, con un apareamiento máximo de 2 ar­
cos señalado con línea ondulada, y donde no se puede conseguir un r•­
cubri•i•nto de nodos menor de 3. 
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,.CiJ) 
{, 5 

Figura 3. 11. 

El problema dual d•l apareamiento no-bipartita es tambi~n un pro­
blema de recubrimiento mínimo, aunque no propiamente de nodos. sino 
de una clase especial de conjuntos de nodos, llamados CONJUNTOS IMPA­
RES DE NODOS, que•• describen a continuación 

Sean G•(N,AI una gráfica no-bipartita, y Q•C NI ,N2, ... ,Np) una 
Familia de subconjuntos de nodoa de G, donde cada Ni contiene un nú­
mero impar de elementos. Cuando fNif~I, ••dice que Ni CUBRE todos 
loa arco• que inciden en el único nodo de Ni, y que la CAPACIDAD de 
Ni, denotad• c:<Nil, •• 1. Cu•ndo fNif=2k+1 p•r• k ~1. •• dic11 que Ni 
CUBRE todos loa arcos con ambos •~tremos incidiendo en nodos pertene­
cientes • Ni, y que la CAPACIDAD de Ni es c(Ni>•k. L• Familia Q •• 
llamada RECUBRIMIENTO DE CONJUNTOS IMPARES DE NODOS, siempre que cada 
arco en G •e• cubierto por al menos un Ni E Q. La CAPACIDAD DE Q, de­
notada c<Gl, e1 igual a la suma de I•• capacidades de todos los con­
juntos impares contenidos en Q. 

El teorema de dualidad para el problema de apareamiento máximo en 
gráficas no-bipartitas establece que en cualquier gráfica G, el máxi­
mo número de arcos en un apareamiento coincide con la mínima cardina-
1 idad de un r~cubrlmiento de conjunto• impares de nodos de G. Formal­
mente 1e expresa como sigu11: 

PROPOSICION 3.~a. (J.Edmondsl Para cualquier gráfica G•(N,Al: 

111ax < fMI : M •• apareamiento en G ) • 

min < L c(Ni 1 : Q es recubrimiento de conjunto• imp•res de 
Ni.s Q nodos de G ). 

DHIOSt ración. 
Lo primero que •e probará es que, dados un apareamiento M V un re­

cubrimiento de nodos Q cualesquiera en G, •• cumple: 
IMI ~ c<Ql (o). 

Por definición de G, todo arco en M es cubierto por algún Ni Q, 
mientras que al ser M apar11amiento no hay más de un arco •par•ado in­
cidiendo •n un nodo. Entonces, el número de arcos apar•ados qu• puede 
cubrir cada NlE Q es, a lo más, Igual a su propia capacidad c(N1 l. 
De este modo, si su•amos l•• capacidades de todos los Ni para obt•n•r 
cCQI, estaremos contando todos lo• arcos de M y además l•• posible• 
repeticion•s Careos de " cubiertos por •á• de un Nil, lográndose un 

-· 61 -



n~•ero que ••c•d~ o l~ual• • fHI 
Par• terminar, se moatrarA la conatrucc1~n de un recubr1m1en10 mi­

nlmo Q• a partir del apareamiento H• resultante al final,tar el algo­
ritmo J.J.1 d• la s•cción ant•rior, tal que: fM~I •e (Q•l. En virtud 
d• la condtc!6n <••l verificada en el pórrafo anterior, H~ y º* deben 
••r maximal y minim•l, respectiv•m•nte 

Como se vió en la sección anterior, el algoritmo de máximo aparea­
miento no-bipartita avanza construyendo árboles alternantes, hallando 
v 'encooiendo' flor•clones, localizando trayectorias aum•ntantes y 
actualizando el apareamiento en turno, hasta el punto en que los ár­
bol•• presentes en la grófica son húnoaros: no se puede hac•rlos cre­
cer y tampoco hay trayectorias aumentantts. Sta H• el apartamitnto 
que queda cuando el algoritmo finaliza. 

Cuando el algoritmo se detiene, para cualquier arco de G •• cumple 
sólo una d• las sigui•ntes condicion•s: 

11 el arco toca nodos del bosque húngaro (dentro del cual no •xis­
ten trayectorias aumentantes y por tanto no hay dos nodos •s• unidos 
por arco no-apareado), de modo que d~be incidir en aloún nodo "T". 

31 el arco toca con ambos extremos nodos sin •tiqueta alguna <que 
forman la parte de la gráfica con 'actualización' por trayectoria• 
au•entantes mós recitnte; Paso 2 dtl algoritmo>. 

Dt •stas observaciones •• construye un recubrimi•nto d• conjuntos 
i•pares dt nodos Q• tn G, como sigue: Cada nodo 'i' con etiqueta "T" 
foraa un conjunto 'Ni' d• capacidad 1 en O•. Por supuesto, el número 
de nodos "T" en el bosque h6ngaro •• igual al n6mero de arcos d• H• 
en dicho bosque. 

Los nodos de cada floración Bj, con 2k+1 nodos, forman un conjunto 
'Nj' d• capacidad impar ctNjl•2k+1, conteniendo 'k' arco• de M•. 

Flnalment•, si hay 'n' arcos con ambos extremos en nodos sin eti­
queta, habr& en total '2n' dt tales nodos, y 'n' arcos apareados en­
tr• ellos En caso de que n=O, •l recubrimiento O• ••ta coapleto, y 
se cuaple c(Q•l•IM•f. En caso de qu• n•1, se elige cualquiera de 
los extreaos del arco lp,ql como conjunto 'Np' de capacidad igual a 
uno, y O• •st& co•pleto. Cuando n~2, se ello• alguno d• los 2n no­
dos como conjunto 'Nx' de capacidad uno, y los rtst1nte1 2n-1 nodos 
Forman un conjunto 'Nz' de capacidad impar conteniendo 'n-1' arcos de 
M•. Así, •• completa el recubriml•nto G• que tiene la misma capacidad 
que la cardinalidad de H•. De la condición <••l se concluye entonces, 
qut M• debe ser apar•amiento maximal y O• recubrimiento de conjuntos 
tapares de nodos en G. Esto co•pleta la demostraci6n. 

(J.Sl APAREAMIENTO MAXIHO Y RECUBRIMIENTO DE ARCOS. 

Al analizar lo• aspectos de dualidad dtl problema d• apartamiento 
máximo, la idea de RECUBRIMIENTO DE NODOS tn una grófica surgió d• 
modo natural. La rtlaci6n entre apareami•nto móximo y recubrimi•nto 
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mlniao d• nodo• ••tá r••umida •n loa t•orema1 d• Kinig-Eo•rvár¡ v de 
J. Ed•ond• (Prop. 2 Ja y] 4al pres•ntados ant•r1orment• 

Proaigui•ndo con la 1d•• de r•cubrimiento de un• gráflc•, •e pued• 
pena1r en r•cubri•i•ntoa de arco• con una def in1ción como tsta 

Un RECUBRl"IENTO DE ARCOS en una gráfica G•(N,Al ea un subcon¡unto 
C de arcoa d• A con la propiedad d• que cada nodo de N e1 tocado por 
al ••nos un arco d• C. 

Para que la definición anterior tenga ••ntido se requiere que cada 
nodo de la gráfica tenga por lo m•no& grado 1 lal menos un arco 1nci­
d1rnte en U l. 

Cuando en una gráfica G exi•t• un recubrimiento de arcos de cardi­
nalidad •íni•a C•, ea posible construir a partir de tl un apareamien­
to aáximo •i•plemente quitando de los nodos con arco~ múltiples de C• 
todos excepto uno. Lo que qutd• de C• luego de esta eliminación será 
•1 apareaaiento aáxi•o mencionado. 

La idea recíproca tambitn 1e cumple. Si en una gráfica G existe un 
apar•a•iento aáxiao H•, se puede conseguir a partir de tl un recubri­
•iento •inimo d• arcos de G con sólo agregar a M• un arco en cada no­
do expuw&to; H• más los arcoa añadido• forman un recubrimiento mínimo 
de arcoa de G. En la Figura 3.12 ••ilustra un ejemplo. 

Recubrimiento mínimo C* Apareamiento máximo M*c obtenido de C* 

Apareamiento máximo M* Recubrimiento mínimo C*m obtenido de M* 

Figura J. 12 

En •l teor•m• que se preaenta en~•guida •• formaliza la relación 
entr• apar•amiento máximo y recubriMi•nto d• arcos minimo. 

PROPOSICION J.Sa Sean '•IN,Al una gráfica donde cada nodo tien• 
al ••nos grado uno, y C•,H• e A un r•cubriMiento d• arcos Mínimo y 
un apareamiento aáximo de '· r••p•ctivam•nte. 

Entone••· el apar•ami•nto He obtenido d• C• al •liminar todos 
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•xc•pto uno d• los arcos incidentes en cada nodo, y el recubrimiento 
C• obt•nido al agregar a H• un arco tn cada nodo expuesto, son maxi­
mal y •inimal, rtlptctiva••ntt. Adt•ó1, ••cumple la rtlación: 

De•ostración. 
Con1idtrt•o1 pri•tro un recubrimiento mlnimo C•, y •I apartamiento 

Kc obtenido al tli•inar todos txcepto uno dt 101 orcos en nodos con 
incidencia •últiplt. Facilmente •• verifica que no txi1tt arco dt C• 
que cubra dos nodos con incidencia múltiplt, puts dt str as¡, la eli­
minación dt tal arco podria di••inuir la cardinalidad de C•, contra­
diciendo su carócter dt •ínimo. Dicho dt otro modo, todo arco de C• 
tiene al •tnos un •~tremo qut cubre tan sólo un nodo dt ~. Tomando en 
cuenta tstt hecho y la for•a de construir He, rtsulta qut en tst• a­
partamiento hay tantos nodos exputstos como arcos de C• st eliminaron 
en su construcción. Puesto qut ade•ó• cada arco dt Me satura !cubre> 
dos nodos dt ~. tenemos lo siguiente: 

Nú•. dt nodos expuestos s Núm. de arcos eliminados dt C• al 
construir He. 

INI - 2(Hcl 

de dondt: 

INI < I ) . 

Ahora, considere111os un apareamiento inóximo M•, y tl recubrimiento 
Cm obtenido al agregar a H• un arco en cada nodo expuesto. Los arcos 
affadidos a M• deben ser diferentes, pues en caso contrario, un arco 
rep•tido significaría un arco uniendo do• nodos •xputstos, lo qut po­
dría usar•• para au••ntar el tamaRo de H•, contradiciendo su carócter 
de •óxi•o. Por tanto resulta lo sigultntt: 

Nú•. dt nodos txput1to1 • Núm. de arcos agrtgados a M• para 
construir C111. 

es decir: 

dt donde: 

'" INI < I I>. 

Co•binando <I> con llll rt1ulta: 
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dond• las d••lgu•ld•d•• son válidas por •l corócter mínimo de C• y 

nicixl•o d• "•· 
La conclusión d• la •cuación !•••> •n el enunciado del teorema es 

in••diata, así co•o la condición de niinimo en Cm v de máximo en Me. 

<J.61 APAREAMIENTO PONDERADO NO-BIPARTITA 

Dada una gráfica no-bipartita G•IN,Al donde cada arco en A tiene 
asociado un P••o !positivo, neg•tivo o C•rol, •1 problema d• aparea­
mi•nto pond•rado consiste •n hallar un apar•1mi•nto tal qu• la suma 
d• los arcos qu• lo forman ••a máxima. 

Co•o •n •l caso bipartita, •l algoritnio de solución se d••arrolla 
por un ••todo pri•al-duAl. El punto d• partida ••tó •n •l t•orema d• 
dualidad para •áximo apar•a•l•nto <Prop. J.4al, que motiva un conjun­
to de d•1lgualdad•• lin•al••· relacionadas con los conjunto• impares 
d• nodo• de G, y qu• cualqui•r apar•a•l•nto sati1face 

Para coni•n1ar, consid•renios un apar•a•i•nto M cualquiera en G, y 
la varlabh 'Xlj' d•finida coao: 

ra 

Xi j •{: 

si tl arco li,jl está en M. 

•n caso contrario. 

Si Rp •• conjunto impar de nodo• tn G, c:lara••nt• 1Rp(•2rp+1 pa­
algún entero rp ~ 1, y las variabl•• Xij cumplen: 

~ 2=x1j~rp 
1 ~ Rp j E Rp 

(11) 

Puesto qu• la faniilia de subconjunto• i•pares dt nodos en Ges fi­
nita Cpor ser N finito>, puede rtpre1entarst la totalidad dt restrlc­
cion•s dtl tipo lll por la d•1igualdad •atricial: 

dond• R •• una •atrii con tantas filas coao subconjunto• impart• de 
nodos tenga N, y tanta• columna• co•o arcos tenga G, lla•eda matriz 
de incid•ncia conjunto• i•pares de nodos - arcos, X •• •l vector con 
c:oapon•nt •• Xi j ( repre1ent ando a 101 arco• dt i;; > y r• ( r 1 , r2, ... , r111) 
•• un vector cuya 1-•stma co•ponent• es la capacidad del t-••lmo con­
junto iapar de nodo1, •s d•cir: (Ri t•2ri+I. 

Con asto• antecedentes, al progra•a lineal que representa el pro­
blt•• de apareaaitnto ponderado, •• plantta fácilaente co•o 1igue: 
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IUX 1J X 

<P l 

donde 'A' es la 111atriz de incid•ncia nodos-arco& de G, 'R' es la ma­
trii de incidencia conjuntos Impares d• nodos-arcos d• G, 'X' es un 
v•ctor cuyas coordenadas &on Xij <repres•ntando a lo& arcos de Gl, 
'r' es el vector de capa e 1 da des d• conjuntos 1 mp.ares de nodos, 'IJ' es 
el vector de pesos asociados a los arcos de G, y '1' es un vector con 
todas sus coordenada• iguales a uno. 

En el caso ••pecial en que wija1 para todo arco de G, el problema 
<Pl corresponde al múximo apareamiento estudiado con anterioridad, y 
del teorema de dualidad <Proposición 3.4al se garantiza que exist~ u­
na solución entera. Para el caso general, se verificará la existencia 
de solución entera al desarrollar un algoritmo de tipo primal-dual. 

El problema dual que corresponde al programa CP> se plant•a como 
sigu•: 

min [U.ZJ [-~-J 

CU:Zl[-~j ~ IJ 

CU: ZJ ~o 

2_ Ui + ¿ 
p 

rp Zp 

(O) 

dond• 'Ui' y 'Zp' se r•lacionan con el nodo • i' y el conjunto impar 
Rp, r*•pectivamente 

Para las soluciones óptimas dual y primal las condiciones de hol­
gura complementaria necesarias y suficientes son: 

Xi j > o ~ Ui + Uj + 2=: Zp "' Wi j <Hl l 
((i,j)) Rp 

Ui ) o => ¿ Xij = 1 <H2l 

Zp > o => CRpJ CXJ = rp tHJl 

Anúlo9a111•nt• al caso bipartita, •l algoritmo conserva factibili-
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dad dual 
dicion•s 
dicion•s 

y primal en todo mom•nto, y ademis satisface todas la~ con­
de holgura complementar1a, sal110 la2 !112' El número dP. con­
!H2> insatisfechas decrece monótonamente 3 lo largo del pro-

ceso. 
En la versión 

st inicia con el 
dual factible· 

del algoritmo que presenta Lawler (1J, el culculo 
apareamiento factible vacio K=f y con la solución 

U1 U para toda 

Zp O par1 toda p 

donde U 415 un valor suficientemente grande, como 

U = O 5 rnax<wi j) 
l, J 

Las soluciones primal y dual dadas, satisfacen las condiciones de 
holgura !H1l y !H3l, pero no las <H2l 

En el paso genérico del algoritmo, X es solucjón primal factible, 
se cumplen las condiciones !H1 > y !H3), pero algunas de las <H2l no. 
Lo que el algoritmo intenta entonces es encontrar una trayectoria au­
m•ntant• en la subgráfica de G formada por nodos y arcos que satis-­
facen lHI l y !H3l, es decir, la subgrcHica formada al contraer toda& 
las floraciones 'p' con Zp >O y eliminar todos los arcos (i,j) pa­
ra los cuales: Ui + Uj + Í:.. Zp > wij (que violan H1 J 

Si se encuentra una trayectoria aumentante, debe extenderse entre 
dos nodos 'i', 'i' con Ui,U¡ l O. De este modo, luego de la actuali­
zación del apareamiento, el número de condiciones IH2l insatisrechas 
habr6 disminuido en dos No es dificil 11er que al actualizar el apa­
reamiento, los cambios que se den en floraciones son tales que el nú­
mero de arco~ apareados dentro de cada floración sigue siendo igual a 
la capacidad de tsta <vista como conjunto imparl. con lo que el apa­
reamiento dentro de la floración es maximal, y las condiciones IHJJ 
se manti•nen satisfechas. Por otra parte, como los arcos 1 i, j l dentro 
de la trayectoria aumentante cumplen Ui + Uj + L Zp "' wi j, las con­
diciones IHIJ mantienen su val~dez. 

En caso de que no se encuentren trayectorias aumentantes, s6lo hay 
dos posibilidades: que los 6rboles formados sean húngaros, con lo que 
el apareamiento en turno es maximal, o que no se puedan agregar m6s 
arcos a los 6rboles debido a que todo arco (i,jl disponible para tal 
propósito cumple Ui + Uj + L Zp > wij. En este último ca&o, el al­
goritmo intenta disminuir el valor del lado izquierdo de la desigual­
dad anterior, rest6ndole un adecuado valor 'd' positivo, de modo que 
en al menos un arco (i,jl, la desigualdad original se convierta en I­
gualdad estricta, haciendo al arco (i,jl candidato a incluirse en 
los 6rboles alternantes. Se •:umplen entonces !H1 l y decrece eii 2 el 
número de condiciones !H2l insatisfechas. La forma concreta de alte­
rar las variables duales para lograr lo anterior es como sigue: 

Para no hacer la descripción demasiado engorro&a, llamaremos a una 
floración 'externa' &i no est6 contenida dentro de otra floración ma­
yor. Entonces, para cada nodo 'i' con etiqueta •s• y cada nodo 'i' 
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contenido en una floración externa cuyo nodo-base ten9a etiqueta •s•, 
el valor 'd' •• r•11tado a Ui Para cada nodo '1' con etiqueta "T" y 
cada nodo 'i' contenido •n una floración •xterna cuyo nodo-base ten-
01 etiqueta "T", ti valor 'd' es sumado a Ui. Para cada Floración ex­
terna 'p' cuyo nodo-baa• t•noa etiqueta "$", •l valor 2d ei; sumado a 
Zp, y para cada Floración 'p' cuyo nodo-b••• ten91 etiqueta "T", •l 
valor 2d eli restado de Zp. 

Si un arco (i,J) •stcí d•ntro dt una floración, el efecto total d• 
los ca11bio1i d• variable& dualts •n Ui + UJ + L Zp ..,,. nulo Pero, s1 
'i' ti•n• una etiqueta "S" o estó contenido tn una floración externa 
cuyo nodo-bas• tenga etiqueta"$", mientras que 'j' no tiene etiqueta 
alguna, el •fecto neto en Ui + Uj + L. Zp es i¡¡u.al a -d, con lo qu• 
disminuye tl lado izquierdo de la desi9u.aldad ya mencionada 

Si li,j) es un arco tal que tanto 'i' como 'j' pertenecen a flora­
ciones externas con nodos-base "S", el ef'•cto total •n Ui+UJ+ ;[. Zp 
atró -2d, causando una disminución dt valor, tal vtz hasta igualar 
wij. En otros casos, cuando 'i' tient etiqueta "T" p•ro 'j' car•ct de 
etiqueta, o cuando tanto 'i' como 'j' tstón en Floraciones externas 
con nodoa-base "T", el efecto neto en Ui+ Uj+ ~ Zp ser6 d o 2d, 
lo qut aumentará el valor or19inal, y se excluirá la posibilidad de 
qu• dichos arcoo se añadan a loa árbol•• altarnant•& R••umi•ndo, al 
valor 11áximo que puede tomar 'd' a1t6 r•atringído por las cuatro con­
dicione• ai9uient••= 

CI) Si 'i' as nodo con ttiqu•ta •s• o ptrtenec• a una floración 
•xt•rna con nodo-base "S", •• debe cu11pl ir: Vi - d ~O. 

C2) Si <1,jl ••un arco tal que tanto 'i' como 'J' tienen •tiqutta 
"S" o p•rttncen a floracionts externas distintas con nodos-base "S", 
d•be cu11plir1e: IUi-dl + IUj-d) ~ wij. 

CJ> Si el nodo-bu;e d• una Fl~ración 'p' tiene etiqueta "T", debe 
cu11pliro: Zp -2d ~o 

C4> Si (i,jl ••un arco tal que 'i' tien• etiqueta "5" o p•rten•c• 
a una floración externa con nodo-base "S", mientras qut 'j' no tiene 
•tiqu•ta o p•rten•ce a una floración externa con nodo-base carente de 
•tiqueta, se requiere: <Ui-dl + Uj ~wij. 

Si lla11amos 'dl' al m6ximo valor permitido para d sujeto sólo a 
C1, 'd2' al máximo v•lor permitido a d sujeto s6lo a C2, y anóloga­
ment• 'd3' y 'd4' para los m6ximos que pu•d• tomar d sujeto &61o a 
C3 y C4 respectivam•nte, es claro que •1 11ayor valor que puede tener 
d sujeto a C1, C2, CJ y C4 será: 

d = min( d1,d2,dJ,d4). 

Una vez encontrado el máxi110 posible para d , pueden ocurrir cua­
tro casos: 

Si d•dl, la nueva solución dual es tal que todas las condiciones 
H2 1e cumplen, con lo qu• tanto la nueva solución dual co110 la primal 
asociada son óptimas, y el apare•miento resultante es maximal. (Con-

- 68 -



vi•ne recordar que •• •ligió el mismo valor inicial •n las variables 
Ui, d• 11odo qu• lt:•go d• r•11tar 'd', s• tvndrá el mismo valor m!n1mo 
de Ui •n cada nodo expuesto! 

Si d•d2, s• habrá •ncontrado una tray•ctor1a aumentante o se habrá 
For11ado una nu•va floración. 

Si d•d3, una floración •Xtflrna ••podrá '••tendrr' 
Si d=d4, al m•nos un nu•vo arco se podrá agregar a los árboles al­

t •rnant •• 
Con ••tos ant•c•dentes, se pued• hac•r una descripción a grandes 

rasgos d•l algoritmo: 

Paso Ol. INICIO. 
Comience con •l apareamiento nulo X=f, y Ui=O 5 maxCwij) como so­
lucion•• primal y dual, rv5pectivament•. 

Paso 1>. ETIQUETADO. 
Haga d• cada nodo expuesto la raíz de un árbol alternante, y cons­
truya los árbol•• alt•rnantes usando un proc••o d• •tiqu•tado, u­
tilizando solamente arcos (i, jl que cumplan la condición: 

Ui + Uj + 2_zp • Wlj. 

Sl •• •ncu•ntra una trayectoria aumentante, ir al Paso 2. Si •• ha 
for•ado una floración, ir al Paso 3. Si los árboles son húngaros, 
ir Al Piso 4. 

P•so 2l. AUMENTO. 
Localict la trayectoria aum•ntantt trazando la misma a travfs de 
flaracione• contraídas. Actualice el apareami•nto, borre todas l•s 
•tiqu•t•• de nodos y pseudonodos <tloraciones contraída&) y rtgre­
se al Piso 1. 

Paso J). FLORACIONES. 
Idtntifique la floración formada y contráigala en la gráfica. Al 
ps•udonodo resultante •• le asigna •tiqu•ta "S" y su variabl• 'Z' 
se hace cero. Rtgrts• 11 P••o 1. 

Paso 4>. CA"BIO EN VARIABLES DUALES. 
Encuentr• •l máximo valor 'd' rtstringldo por l•• condicionts CI 1 

C~, heciendo cambios adecuados en las variables duales. Si •• cum­
pl•n las condicion•s C1, alto; tanto el apareamiento como la solu­
ción dual son optimos. En caso contr•rio, 'extienda' las flor•cio­
nes con Zp•O y regrese al Paso 1 

(3.7> ALGORIT"O DE SOLUCION. 

Como •• v• d• la s•cción ant•rior, •l algoritmo para apareami•nto 
pondtrado no-bipartita r•sulta más co11plicado que •l del caso bipar­
tita. En esta ••cción •• d•scrib•n con cierta a11pl1tud los d•talles 
concr1to1 qut deb•n cuidarse para lograr una implem•ntación d•l algo­
ritmo d• solución •n un programa de comput•dora. 
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t3.7.1) TRATAMIENTO DE FLORACIONES. 

Lo primero qu• &e observa en el caso no-bipartita es que el trata­
~iento de las floraciones requiere más información No basta con lle­
var solamente registro de las Floraciones externas; cuando una Flora­
ción externa es 'extendida' deben conocerse las Floraciones inmedia­
ta• que tiene anidadas, para que tales floraciones puedan ser consi­
deradas nuevamente como externas. Por otra parte, cuando hay aumento 
en el apareamiento, las floraciones con variables duales estrictamen­
te positivas deben conservarse para su ulterior uso en la rutina de 
etiquetado. En suma, debe tenerse un registro completo de todas las 
floraciones, sus nodos-base y sus relaciones de anidamiento. 

Como en el caso bipartita, •l nodo base de la floración externa a 
la cual un nodo •¡• pertenezca se denotará por bCil. Las floraciones 
anidadas pueden tener el miamo nodo-baee, Ces decir, las floraciones 
no están ~nicamente determinadas por su nodo·-basel pero no es posible 
tener dos floraciones externas distintas con la misma base. Para no 
hacer tediosa la redacción se llamar6 a un nodo • i' nodo base cuando 
cuMpla b!i>~1, aún cuando tal nodo no est• dentro de ninguna flora­
ci6n. Análogamente, la expresi6n " .. nodos contenidos en la misma flo­
raci6n externa que i • tiene sentido a pesar de que 'i' no perte­
nezca a Floración alguna. 

En el caso bipartita, todas las floraciones son externas, y sus 
nodos-base siempre son "S"; en el caso no-bipartita, en cambio, se 
tienen las siguientes clases de floraciones: 

(1 l Floractones sin etiqueta. Son las que corresponden a pseudono­
dos carentes de etiqueta. La Floración e• externa, y su variable dual 
es estrictamente positiva. 

(2) Floraciones-$. Correspondientes a pseudonodos "5". El nodo ba­
se tiene •tiquet• •s• pero no "T". La Flor~ci6n es externa, y su va­
riable dual es mayor o igual a cero. 

12> Floraciones-T Correspondientes a pseudonodos "T". El nodo ba­
se tiene etiqueta "T" pero no "S" La Floración es externa, y su va­
riable dual estrictamente positiva. 

t~l Floraciones internas. Corresponden a pseudonodos que han sido 
contraidos dentro de pseudonodos. El nodo base puede tener tanto eti­
queta •s• como "T", y su variable dual es estrictamente positiva. 

Finalmente, para etiquetar una floraci6n •r• se debe proceder como 
sic;iue: 

Supón9a1e que la etiqueta "S" en el nodo 'i' se explora, hallando 
un arco (i,jl Fuera del apareamiento en turno que cumple: 

Ui+Uj-wij =O, b<jLt b<i>. b(jl:f j, y bCjl sin etiqueta. 
En este caso, el nodo • j' pertenece a una Floración sin etiqueta que 
recibir6 la etiqueta "T" del nodo 'i'. En consecuencia, se aplicará 
la etiqueta especial "T:i,j" al nodo base b!j), con el mismo signi­
ficado de etiqueta esp~cial que~• usó en el caso bipartit• tSecc16n 
3.3. 1> Para Manten•r la notaci6n, •• colocar6 la etiqueta "T:i,j" •n 
•l nodo bCjl a6n cuando b(jl•j. ten este caso, el segundo indice 
•s ignorado durante el rastreo re~resivol 
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(J.l.21 CORRECClON DE ETIQUETAS LUEGO DE UN AUMENTO. 

Suponoamos qu• •• •ncuentra una tray•ctoria aumentnnte que cru:a 
por l• floración BI. E• •lt!nci l lo ver que al ar.tual 11ar y aumentar el 
aparea•iento •n turno, los arcos apareadoE dentro de ~I ya no son los 
mismos qu• antes del aumento raunqu• el número de ellos no variel, y 
por tanto el nodo-base de BI tnuevo nodo-ba¡el tamb1~n seró d1st1nto 
d•l nodo-base oriqinal <viejo nodo-base). 

Eata observaci6n augl•r• qu•, luego de cada aumento en el aparea­
miento en turno, deben cuidarse los 3 aspectos si9ulentes 

ll Conservar todas laa floraciones, para ulterior uso en el proce­
dimi~nto d• etiquetado 

21 Conaervar todas las etiquetas en los nodos de las floraciones. 
31 Corregir l•• etiquetas en los nodos que forman parte de la tra­

yectoria aum•ntante. 
Para ll•var a cabo todo esto, se procede como sigue. Primero iden­

tificamos todas las floraciones <no solamente las externas> a trav•s 
de las cualei pasa la trayectori1 aumentante. A cada floración se le 
encuentra su nuevo nodo baa• <La trayectoria aumentante conect• el 
viejo nodo base con el nuevo nodo base en cada floracl6n por la que 
cruz.a. l 

Para los nodos d• la trayectoria aumentant• que no sean ni viejos 
ni nu•vos nodos base, solam•nte int•rca111biamos los indic•• de l•• e­
tiqueta•. Así, •I uno de t•l•& nodoG tiene ~t1quetas "S:i" y "T:j", 
las nuevas etiquetas serón "S:j" y "T:i". 

Cuando un nodo b •• nu•vo nodo b•••· buscamos 1.a floración mós 
interna •n la cual cstó cont&nido, a•i como el viejo nodo base b' 
de t•l floración Se localizan los .arcos (b, i l v <b', j l de la tra­
y•ctoria aum•ntante, donde 'i', 'j' no pertenezcan a la floración men­
cionada, y las nuevas etiqueta!:i para 'b' son "Si'' y" T:j,b' ". 

Cuando un nodo b' es vi•10 nodo base, buscamos la floración mós 
lntern• •n •l cual estó contenido, y el nuevo nodo base b de tal 
Floraci6n. Cuando b1:b', si•ple111ente intercambiamos los indice• de 
las etiqueta• en b'. En c••o contarlo, se hace rastreo r•oresivo a 
partir de la viej• etiqueta "T" en el nodo b , hasta encontrar un 
arco (b',j) fuera del apareamiento •n turno, donde 'j' perten•ce a 
la floración ya 111encionada. Si lb',il es un arco de la trayectoria 
aument.ant• donde 'i' pert•n•c• a la floración, las nuevas •tiquetas 
para b• son "S:i" y "T:j". 

En la Fioura 3.13 los arcos ondulados Indican apareamiento, y •• 
distinoue una tray•ctoria au•entante entre los nodos 1 y 18. Las flo­
raciones existent•s son: 91, con nodo-b••• b'1m~; 92, con nodo-base 
b'2=1~ y BJ con nodo-base b'3=3. 
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Trayectoria aumentante 

Figura 3. 13 

Una vez aumentado el apareamiento y corregida& las etlqu•tas, lo& 
nuevos nodos-base •n las floraciones SI, 82 y 83 son, rtsp•ctivamen­
t•: bl•9, b2•12 y b3•15. En la Figura 3.14 ••aprecian las corr1ccio­
n•1 d• •tiqu•ta1 •n 101 nodos qu• forman la tray•ctoria au111entantt. 
Asl, en 101 nodos: 4,6,7,8,10 y 13 que no son ni nuevos ni viejos no­
dos-base, si111ple111entt •• intercambian {ndicts en las etiqueta• <por 
ejemplo, el nodo 7 aparece con S:6 , T:8 antes d•l aumento y con S:8 
T: 6 despu•• l . Para • l nuevo nodo-bast bl •9, la '1 oración 111&1 interna 
que lo contiene es 81, y localizando los arcos: lbl,il • 19,10) y 
<b'l,jl•<S,41 con 'i','j' fuera de BI resultan las etiquetas S:IO y 
T:4,S para bl.lanálogament• se aplican etiquetas en b2 y bJ) En el 
caso del viejo nodo-base b'JrJ, la floración 111&1 interna que lo con­
tiene •• 83, y por rastreo regresivo desde la vieja etiqueta •t• en 
•\ nu•vo nodo-base bJslS, se halla el arco no apartado (b'J, jl•<3,15l 
con el nodo 15 en 83; ade111á1, el arco lb'J,i) de la trayectoria au­
mentantt con 'i' en 83 qut incide en b'J es (b'J,il • 13,41, con lo 
que las •tiquet•• •n b'3 son S:4 y 1:15 Cde modo similar se aplican 
las •tiqu1ta1 tn b'1 y b'2). 
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03 

FiQura 3. 14 

Para terminar, se introduce la variable 'U', que servirá para in­
dicar el máximo valor que puede tomar la variable 'd' que afectará a 
las variables duales, consistentemente con las condicione~ CZ y C4 de 
la sección anterior. Para co~odidad en la descripción del algoritmo, 
se usará la notación wnij para representar Ui + Uj - wij. De hecho, 
cada vez que los valores Ui, Uj y wij son encontrados, el valor de 
wnij es calculado, ahorrando uso de memoria de computadora. 

(J.7.3> DESCRIPCION DEL ALGORITMO Y EJEMPLO. 

A continuación se describirá completo el algoritmo de apareamiento 
ponderado; enseguida se presenta un ejemplo 

ALGORITMO 3.3.2 APAREAMIENTO PONDERADO NO-BIPARTITA. 

Paso Ol 
peso wi j 
nodo de G. 
No existen 

INICJO. Se tiene una gráfica no-bipartita G=<N,Al con un 
para cada arco (i,jl. Asígnese Ui = O.SmaxCwij) en cada 
Considtrese D = 00 , y el apareamiento inicial X = f. 
nodos con etiqueta ni floraciones. 

Paso 1 l. ETIQUETADO. 
\1.0l Coloque la etiqueta "S:O" en cada nodo expuesto. 
e 1. 11 Si toda• las 11't iquetas hlln sido exu1inadas ir al Paso 4. En 
caso contrario, encuentre un nodo 'i' con etiqueta sin examinar. 
SI la etiqueta es "S", ir al Paso 1.2; si la etiqueta es "T", ir 
al Pno 1.3. 
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( 1 .í!l Examine la et iquet• "S" cm el nodo 'i' haciendo •1 11i9uiente 
proc•di•i•nto para cada •reo (1,jl fu•ra del apar•amiento en turno 
X, qu• incid• en •1 nodo • i': 

Si bCil•b(jl no hac•r nada; Wl caso contrario continuar 
Si el nodo btjl tien• •tiquet• •s• y WAij•O. haga ra11treo re-

9rt11ivo partitndo de las •tiqu•tas "S" en los nodo& '1' y '1' S1 
st 1lc•n1an distintos nodos rai1, ir al Pa¡¡o 2; 51 se alcania el 
11i11•0 nodo raíz, ir al Paso ) 

Si tl nodo bt jl tiene 11tiqueta "S" y W"iJ > O, corrija el valor 
d• la vari•bl• 'D' por: o• mine D, O.Sw,.ij ) . 
Un• vt1 qu• s• ha examin•do por completo tl nodo 'i', regresar al 
Paso 1. 1. 
<1.31 Exudnt lA •tiqueta "T" en tl nodo 'i' hacitndo el siguiente 
proceso en el único arco (i,jl dentro del apareamiento en turno X: 

Si b(i)•b(jl no hacer nada¡ en caso contrario contiunar. 
Si el nodo 'j' tiene •tiqueta "T" , haga rastreo r•9re11ivo d•11-

dt las ttiquttas "T" en los nodos 'i' y 'j'. Si se alcanzan dif•­
rtntts nodos r1í1, ir al Paso 2; si el 111is1110 nodo es alcan11do, ir 
al Paso 3. 

En otro caso, asion• al nodo 'j' la ttiqu•ta "S:i". Todos los 
nodos •s• dtntro dt la misma floracián externa con nodo base 'j', 
serán considtradas ahora sin examinar. 

Rtgrtlt al Paso 1 .1. 
Paso 21. AUMENTO. 
Una tr•yectoria aumentante se ha encontrado en el Paso 1 .2 o 1 .3. 
Au•tnte y actualice el apareamiento ~n turno X. Corrija las eti­
quetas tn los nodos de la trayectoria au••ntant&, como se indic6 
en la seccián anterior. Extienda l•• floracionts qu• tengan las 
v•riablts du•les igual a cero, reiniciando los nú••ros b(i) en no­
dos d• la floración Retirt las •tiquet11 de todos 1011 nodos ba­
••• y ••ion• la condici6n de "examinada" en el r•sto d• las eti-
qu•tas. Asion• el valor D • 00 y vaya al Paso 1 .O. 
Palo J). FLORACIONES. 
Una floración se ha for111ado tn •l Paso 1 .2 o 1 .3. ld•ntifique 101 
nodos d• la nueva floraci6n así como tl nodo b11•, co•o st indicó 
en la stcci6n ant•rior. Proporcion•• etiqu•tas f1lt1nte11 tn todos 
los nodos, salvo •n •l nodo ba•• d• la nu•va floraci6n. Rtinici• 
101 núm•ros bCil y haga la variabl• dual ZsO para 11 nueva flora­
cUn 
R•or••• al Paso 1.2 o al t.3, ••gún el caao. 
Paso 4). REVISION DE LA SOLUCION DUAL. 
S•• Ks •l conjunto de floracion••-S y Kt tl conjunto dt flora­
ciones-T. 
Encu•ntre 101 valores: 

di• mine Ui J, 

d2 • O.SminC Zpl p E Kt ), 

d • •inC di, d2, 0). 
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Aaign• Ui•Ui+d, •n cada nodo 'i' tal qu• b<i> ti•ne etiqueta "T" 
Asigne Zp•Zp-2d, para cada floración en Kt. 
Asign• Zp•Zp+2d, para cada floración •n Ks. 
Si d•d1, 1lto; el aparea•iento X•• ••ximal, y 101 valor•• de Ui, 
Zp dan solución dual óptima. 
Si d•d2, ••tienda cada floración-T para la cual Zp•O, dettrmlnan­
do las floracion•s inmediatamente anidadas dentro de ella, y rei­
niciando blil p1r1 todos lo• nodos dentro de la floración Retire 
las etiquetas de todos los nuevos nodos bast dentro dt la flora-­
ción txttndida. 
Todas las •tiquetas tn los nodos base, y las etiquetas "S" tn no­
do• dentro dt floracionts-S, •• consid•r1n ahora "•in txa•inar". 
El resto d• las •tiqu•tas ••tón en tl ••tado "••••inadas•. 
Asignt D • 00 
R•Qr••• al Paso 1 .1. 

El ejeaplo qu• •• r••u•lve a continuación usa la de1cripción del 
algorit•o ••botada en la sección CJ.61. 

EJEMPLO: Considereaos 11 grófica' de la Figura 3. 15, con 10 nodos 
y 16 arcos, donde cada arco li,jl tiene anotado su peso asociado wij. 

3.15 

Al inicio del algorit•o •• ti•n• el apar•a•i•nto nulo X••· v las 
variables dual•• to•an los valores: 

i--> 1 2 3 4 s 6 7 8 9 10 

Ui--> 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 

ya que O.S•ax<wij) • 0.5<141 • 7. 
For•ando •rbol•• solo con arcos li,jl que cu•plen Ui+Uj+ Zp•wij y 

au••ntando el apar•a•i•nto tn turno •• consigu• •l apar•a•i•nto X1• 
< C1,5J, C3,4l ), y los árbol•• pr•s•nt•• •n' s• vu1lv1n húngaros, 
coao •• v• en la Figura 3.16. 
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Fioura 3 16 

Se requiere entonces la primera modificación a variables duales. El 
m&xl1110 valor 'd' que Sfl PUflde restar •• d•1, ya que valor•• mayor•• 
violan las condicion11r; C2 •n al menos el arco 17, 6). Haciendo •l ca111-
bio, rflliUlta: 

i--> 1 2 '.3 4 5 6 7 a 9 1 o 

Ui--> 7 6 7 7 7 6 6 6 6 6 

Prosiouiendo con el alooritmo •• construyen más árboles con arcos 
(i,jl qu• cu111plen Ui+Uj+ Zp=wij y se actualiza •1 aparea111iento •n 
turno, obtent•ndose x2 .. c 11.~>. 13,41, <6,71 >. Lu•oo del au111ento, y 
parti•ndo del nodo raíz 9 •• d•t•cta la floración 91 for111ada por 101 
arcos (7,91, l6,9l v (6,71; una vez encoi;¡ida la floración resulta la 
orófica d• la Figura 3. 17, y •• encuentra que 101 órbolea presentes 
son h,;n9aro11. 

Se 
valor 

!>:O 

Figura 3 17 

•f•ct.;a una segunda modificación a variables dual••· El máximo 
'd' que se puede r•1tar es d=1, pues valores mó1 orande1 violan 
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por lo meno& tl arco (8,9) Cambiando las var1ablta dualet at 
ln6tese que el nodo 4 tiene etiqueta "T"J 
i--> 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Ui--> 7 5 7 a ·~ 6 6 5 5 5 

Continu•ndo con la con&trucci6n de &rboles con arcos que tumplen 
la condlcl6n mencionada arriba, se actuali1a de nuevo el apareamiento 
y •• obtiene X3•( 11,5), 13,4), !6,7>, 18,Bll ), como se aprecia en 
la Figura 3.18. 

Figura 3 18 

Luego del aumento y a partir del nodo 10, se detecta la floración 
82, for11ada por lo& arcos !8,81l, 181,10), !8,10l; se encoge y resul­
ta la gráfica de la Figura 3.19 

li:O 

Figura 3. 19 

Al continuar el algoritmo •• encuentra que el único árbol nuevo 
parte del pseudonodo 82 y no puede ir Má& allá del nodo S. Corrigien­
do nueva•ente variables dual•• se ve que el máximo valor 'd' que es 
posible reatar es d=S, que coincide con el máximo permitido • 'd' 
para que no viole C1. De este Modo, el apareamiento en turno y la• 
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v~rlabl•• dual•• son solucion•s óptiMas primal y dual, r••p•ctivamen­
t•. La •olucion óptima apar•c• •n la Figura J.~o. con un peso maximal 
d• 50. 

Figura 3.i?O 
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LJ_iND!tE. 

••• T E O H E M A S ••• 

ESTA rrnis 
S.ül« UE lA 

H~ ~(SE 
olü~íUTECA 

En est• ap•ndlc• se pr•s•ntan las demn~tractones de algunos teo­
remas o proposiciones que se c1\~n rn los capitulo~ ~nter1or•s Lds 
fu•nt•& consultadas aparecen en la bibll109rafia al final del texto 

PRCPCSICION 1 1a. En lllli\ gr<lf1n1 finita (,;s(N,A1 1°1 11umero de vér-
tlCI& di graúo imp1r es par 

D•111ost rae i ón. 
Sea Pe N el conjunto de nodon dt grado par. y Oc N 111 coniunto de 

nodos de grado impar. Entonces: 

¿dlil +;> d<JJ "2IAI 

i €: p jE Q 

La •CUACión ant•rtor se puede reescribir como. 

+ 21Al e on pi, qj tnt1ro& po-
1itivo11. 

2<2pil i·L 12q¡+1 i 

Pe donde: 

con lo que: 

De la última 

i €: p 

~pi + 
1 f p 

101:. 2,1 
Jf Q 

igualdad es 

i E O 

2;5qJ +2 21A1 

j E. Q j E Q 

= 2tAt - 2Zpi - c:zqJ 
if. p JI Q. 

claro que la cardinalidad de Q 11 par 

PROPOSICION 1.1b. Si G es una gráfica con 'n' nr.•dos, las condlc:!o­
nes sigui•ntes son equivalentes: 

al Ges un árbol. 
bl Cualquier par de nodos de G est6 unido por un tr1yectori1 An1c1 
el G no tiene ciclos, pero exactamente uno ie forma 11 19r191r 

un arco. 
dl G e• cone~a. p•ro deja de serlo si s• suprimt aloún arco. 
•I G no tiene ciclos y tiene 'n-1' arco&. 
fl G •• conexa y tiene 'n-1' arcos. 
Pemostr1ción. 
Suponiendo qu• a) ••cierta <G con•x1 y sin ciclotl, ttan ),Y dos 

nodos en G, ent,onces: Por ••r G conexa existe tray1ctori1 P que unt 
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X con Y Si •xisti•ra otra trav•ctori• P' distinta a P unl•ndo a los 
nodos X,Y la &•cuencla· X-P-Y-P'-X forma un ciclo en G, contradicien­
do la hipótesis al. Por tanto la trayectoria Pes única. Esto demues-
tra la Implicación: al ~bl. 

Suponl•ndo bl cl1rta, ••a <X,Yl •l arco que se 
ces, si P Hi la tr.ay1ctoria única ya exl1n•nte "'' 
la s•cu•nc!a Y-P-X-IX,Yl forma un ciclo único en G 
implicac1ón· bl :::;>el 

.agrega a G. Enton­
G que une X con Y, 
Esto demuestra la 

Suponiendo que el es cierta y que Gc(V,Al no es conexa, entonces 
existen S,T subconjuntos ajenos de V tales que SU T ~V, de modo 
qu• las 11ubgróficas C11=(S,A•l y Ct=ll ,At l son a¡ena11 0& est• forma, 
al agregar un arco •ntre Cs y Gt no se forma ciclo alguno, contradi­
ciendo la hipótesis el. Por lo tanto C debe ser conexa Ademós, si se 
suprime un arco lX,Yl de G y G permanece cone•a, entonces existe una 
trayectoria P uniendo X con Y, y la s1cuenc1a Y-P-X-lX,Yl seria un 
ciclo en G, contradiciendo de nuevo la hipótesis el. Esto demuestra 
l.a i111plicación· el :=;:.-di 

Suponiendo que dl es cierta, si G tiene un ciclo que une los nodos 
X, Y, digamos: X-N1-N2- -N~-x. eliminando cualquier arco d•l ciclo 
la 9rafica permanece conexa, lo que contradice la hipótesis dl. Por 
tanto, G no puede tener ciclos. 

Para probar que hav n-1 arcos procedemos por inducción. Cuando 
n•1 el nú111ero de arcos es O, y se cumple la condición. Supon9amos qu• 
la condlci6n vale para n•k <Hipót de inducción). Entonce1, si G tie­
ne k+1 nodos y j arcos, al suprimir un arco la hlpót•sls dl ga­
rantiza que G se vuelve d1sconexa, con lo que se tendrán dos órboles: 
G1, G2 con N1, N2 nodos respectivamente. Entonces se cumpl•n las si-
guientes condlcion•11: 

NI + N2 .. k+ 1 <el total de nodos no cambial 

Núm de arcos en G1 Nl-1 lpor hi pót . de l nd1~cc i ón l . 

Núm de arcos en G2 N2-1 lpor hlpót. de inducción). 

Núm de arcos •n G = Ar coi> de G1 + Arcos de G2 + 1 le l suprimido). 
Núm de '!reos en G .. IN1 - 1) + IN2 - , ) + 1 .. k 

Esto demuestra l .11 implicación: d) :;>el. 

Suponi•ndo que el es cierta, si G no es conexa, entonces existen 
j componentes conexas: G1,G2, . ,Gj no conectadas entre si. Ya que 
G no tiene ciclos, cada subgrófica Gi r1sulta ser un órbol con Ni 
nodos y Ni-1 arcos. Entonces: 

N~m de nodos de G • n • N1+N2+ .. +Nj. 
Núm. de 3rcos en G •Arcos de Gl + Arcos de G2 + .. +Arcos de Gj. 
Núm de arcos en G !N1-1) + !N2-I l + +(N¡-1 l 
Núm de arcos en G " N 1 +N2+ •N ¡ - j • n - ¡ = n - 1 . 

La última igualdad muestra que j=1, es decir G tiene una única compo­
nente conexa, con lo que Ges cone~¿. 
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•> f) . 

Suponiendo fl cierta, supónqaa• que •• encuentra un ciclo que ini­
cia y ter•ina en •l nodo X: X-N1-N2- ... Nk-X. Si eli111ina11os cualquier 
arco d•l ciclo, G sigu• siendo contxa y ti•n• n-2 arcos, contradi­
ci•ndo la hipót••i• fl. Por tanto G no ti•n• ciclos. 

Esto dtmu•stra la implicación: fl al, y con ello se completa 
la prueba del t•or•ma. 

PROPOSICION 1 .le. Una grófica G3lN,Al es bipartita si y sólo si 
caree• de ciclos d• longitud i11par. 

Demostración. 
Sea G•IV,Al la gráfica consid•rada. 
En la dir•cci6n "sólo si": Si G •&bipartita, oi•ten S y T con­

juntos disjuntos cuya unión •• V, y t•l•s qut cada arco en A •• tx­
t i•nd• d• un nodo en S a otro •n T. Supongamos un ciclo cualqui•ra: 

n 1 , n2, ... , nk •n t en G, y sin p11rd•r o•nera l i dad supóngase que n 1 
••tá en S. Entone••· lo• nodo• nj con 'j • impar ••tón en S y los 
qut t•noan 'j' par ••tán •n T. Si la longitud d•l ciclo lel número d• 
nodos qut lo for11anl Hi Impar, k-t ea nú111•ro impar, con lo que 'k' 
•• par y nk•nt d•b• pertenctr a T, lo qu• ••contradictorio. Por lo 
tanto, no hay ciclos i•part•. 

En la dirección "•1 ": Supóngase que cada ciclo de G tient longi­
tud par. Elijase cualquier nodo 'i', y para todo nodo 'j' con el qut 
'i' ••t• con•ctado, ata C Pj > •l conjunto dt arcos que forman tra­
yectorias de longitud mínima tntr• a111bo& nodos. Entone••· dtfínanet 
los siguient•• conjuntos: 

s • (l) ( j : 1pj1 H par 

T " C j : 1 P j ( •• i 111par 

Se probaró por contradicción. Supóngas• qut hay un arco a e li,jl 
en A tal qu• i,j ••tán a11boa •n So ambo• en T. Sea 'v' •l último no­
do común de las tray•ctoria• Pi, Pj !tal v•z v•il, y definanse: 
Qi y Qj como las part•• de las tray•ctorias Pi, Pj respectivamente, 
que •• •xtitnden 111á11 allá de 'v'. Nec••ariament·•· tales porciones d• 
amba11 trayectorias d•btn cumplir IPi-Qil n IPj-Qjf, p~ts dt no ser 
asi, no serian d• cardinalidad mínima. Pero, para i,j tn S o l,j •n 
T. !Pil y IPjl son ambas par•• o amba• impar••· Por tanto, la suma: 
fQif + fQjf H pu. D• uto H concluye que Ql Qj Ca> H un ciclo 
impar en G, lo que •• una contradicción. 

Por lo tanto, r•sulta que la compon•nt• con•Ka a la que •l nodo 
'i' pertence e11 bipartita. Repitiendo el proceso tn cada co11pontntt 
de G •• co•pl•ta •1 teor•ma. 

PROPOSICION 2.ta. Si Ges una gráfica con un número 
nodos, y cada uno d• ellos ti•n• grado mayor o igual a: 
e•• •xiete un apareamiento completo para G. 

D••oatración. 
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Sup6ngas• qu• •• ha com•nzado a apar•ar nodos y qu• •• han forma-
do 'k • parejas, dond• k < e n/2 >. S• 111ost rará cómo &umtnt 1r • l número 
di par•jas ha•ta k+I: 

Si axist•n en ' dos nodo• unido• por un arco, pero •in aparear, es 
inmediato qu• •l Ck+1l-fsimo par •stá r•pr•s•ntado por tal arco En 
caso contrario, todo& los nodos restant•• de 'tienen la proplPdad de 
que nin9ún par de ellos ••tá conectado por algún arco Elijase tnton­
tonces un par cualquiera de tales nodos, d19amos· A,B. Se probará que 
deb• txlstir un par de nodos U,V qu~ ya han sido apareados, tales que 
hay un arco que un• A con U y otro arco que une B con V. Entoncts los 
apar•a111ientos entr• nodos se pueden reconstruir, de modo que A forme 
par•ja con U, mientras que a form• pareja con V, como •• v• en la Fi­
gura A.1 a continuación. 

:u: 
Figura A.I 

SI •l par de nodos U,V mencionados no existiera, entone•• cada uno 
de los 'k' pare• d• nodos !X,Yl ya formados es tal qu• a lo más dos 
d• los cuatro posibl•s arcos AX, AY, BX, BY pueden estar r•al111ent• 
pr•••ntes en G. D• ••t• modo el número total de arco• entre lo• 'k' 
pares y1 formados v A,B •• a lo 111ás: 2k < n, es decir: k < n/2. Pero 
co•o A,B ti•nen ambos grado 1111yor o igual que (n/21 resulta una con­
tradicci6n. 

El algoritmo a seguir es por tinto as!: Una vez qu• se han logrado 
'k' parejas, examine los Cn-2k> nodos r•stantes para ver si dos de e­
llos •stán unidos por un arco. SI no lo están, •lija 2 nodos cual•s­
quiera A,B de ellos y busque entre las parejas IX,Yl ya for111adas has­
ta encontrar una tal que haya un arco que una A con X y otro arco que 
una B con Y. Entone•• reemplace la pareja <X,Y> por las dos par•jas 
IA,Xl, IB,Y>. Si k+I < Cn/2), repita todo •l proce110. 

PROPOSICION ~.4c. <Teorema de Dlllworthl Si T •• un conjunto fi­
nito con un orden parcial estricto, entonce11: 

••x e IN( : N •• una anticadena en T ). 

DHIOStración. 
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S•an O una d••composición •n ca'd•na• y N una antlcadena •n T En­
tone•• •• cumpl• 101 ~INI, pu•ato qu• ninouna cadtna •n O conti•n• 
mó• d• un •l•m•nto •n N 

Ahora, 1upónoa11 qu• O •• una dtscomposiclón •n cad•nas d• cardi­
nalidad minima, y ••a M •l apar•aml•nto asociado tal como st d•scri­
be •n la ••cción 2.4.2, •l cual cumpl•: IMI • ITI - 101 

O• acu•rdo al t•or•ma dt Kanl9-E9trvóry, txi1t• un r•cubrlmitnto 
mínimo d• nodo• B qu• satisfact: IBl•IHl•ITI - 101. Si tl,t2 son •l•­
m•ntos d• T qu• cumpl•n ti < t2, al ••r B r•cubrlmi•nto d• nodos d• 
T d~b• ocurrir <por 11 forma en qu• ••construyó H> qu• B contl•n•: 
la prim•ra copia t1' d• t1, o la ••ounda copla t2'' dt t2. 

Llamando N al conjunto d• •l•m•ntos t •n T qut no titntn ni 11 co­
pia t' ni 11 t'' tn e, no•• dificil v•r qu• N •e una anticad•na, 
y qu• •• cumplt: 

ITI - INI •núm. d• tltmtnto• ten T con t' o t'' tn B. 

Para continuar, •t mostrar& qut no hay •l•m•ntos t •n T qu• t•noan 
simultóneam•ntt t' y t'' •n B, dt modo qut tl valor ITI - INI •• I­
gual a IBI •xactam•nt•. 

Supónoa•t qu• hay un •l•mtnto t tn T con t' y t'' tn B. Dado qut 
B •• d• cardinalidad mínima, no •• putd• tli•inar dt e ninguno de •­
sos tl•mtntos sin alttrar su condición.d• óptimo. Por tanto d•b• tt­
n•r•t un •l•••nto t •n T tal qut t1(t <para t•ntr tl arco lt1',t''ll 
y t1' no ptrttntica a B. Análogam•ntt, dtbt •xistir t2 tn T tal qut 
t<t2 y t2'' no t•t• •n B. Entone••· por transitividad dtl ordtn &n T 
dtb• ocurrir t1(t2, lo qut implica ttntr tl arco ltl' ,t2'') 1in in­
cidir tn ning~n nodo d•l r•cubrimitnto B, lo qut •• contradictorio. 
Dt ••t• modo, no txist• un tltm•nto t •n T como tl 1uputsto. Adtmós 
ITI INI • IBI • ITI - 101, con lo qut N ••una anticadtna qut cua­
plt INI • 101. Esto coapltta la d•mostraclón. 

PROPOSICION 2.4d. Sta T un conjunto finito con un ordtn parcial 
estricto, y 1upóng1•t qut la cad•na mó• larga tn T es dt longitud n. 
Entone•• •• pu•d• hactr una partición dt T tn n anticadtnas disjun­
ta&. 

Dtmostración. 
La prueba ts por inducción 1obrt la longitud 'n' dt 11 cadtna. 
Cuando n•1, T contltnt un solo nodo, y claramtntt •• tient una an-

ticadtna. 
Supóngast ahora qut la propo1ici6n vale para nsk lhipóttlis dt in­

ducción>. Sta T conjunto con ordtn parcial t1tricto y con la longitud 
dt sus cadenas mó1 larga• igual a k+1 . S•a " •l conjunto dt tlt••n­
to1 maximalts tn T, •• dtcir, si m "' 1ntonct1 para todo x T ocurr• 
qut x a. E• claro qu• "•• una antlcadtna no vicia. Con1id6r••• tn­
tonct1 al conjunto p•rcialmtntt ordtnado: T-H, con tl ordtn htrtdado 
d• T. Putsto qut •n T-M no txisttn cadtnas dt longitud k+1, la lon­
gitud dt las cadtnas •ó• largas •n T-" •• a lo mó1 k. Por otro lado, 
~i 11 longitud dt las cad•nas más largas tn T-H •• mtnor dt k, " dtbt 
conttn•r do1 o aós tl••tntos m1xi•alts ptrttntcitnttl 1 una •i••a ca­
dena, lo qut contradict la construcción dt M. Por tanto, •• concluyt 
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qui la• 
•i• de 
a ••ta• 
T 1n k+1 

cadtnas •ó• larQe• dt T-" aon de lonQltud k, y por la hlpót•­
inducción, T-" putde particionar•• •n k cad•nas di•junta•. Si 

k cad1naa diajunta• •• aRad• M, •• obtl•n• una partición dt 
cad1na• disjunta•. 

TEOREMA DE HELLER-TOMPKINS-~ALE 
Sta A matrit •Kn cuyo• eltmentos ~on O, 1 o -1 y tal que cada co­

lumna contien• a lo •ó• do• tle•tnto• no nulo•. Entone•• A ee total­
mente uniaodular <toda eubaatriz cuadrada ti1n1 dtterminante 1, O o 
-1> •i••pr• qui A putdea •er partlcionada en dos conjunto• dt filas: 
F1, F2 tal•• que cumplan: 

al Si los do• el•••nto• no cero de una colu•n• tienen igual signo, 
entone•• uno de ello• está en la• 'ila• F1 y el otro en la• F2. 

bl Si lo• do• ele•ento• no cero d• una colu•na tienen •igno• con­
trario•, 1ntonc1• aabo• ••tán en 11 conjunto d• fila• FI o ••bos e•­
tán 1n 11 conjunto de 'ila• F2. 

De•o•tración. 
Sea 9 una •ub•atri1 cuadrada dt A. Se probará por inducción •obrt 

tl ordtn dt B que •I d•t•r•inant• de B debe ser 1, O o -1. 
Si B •• de orden 1x1 el re•ultado e• obvio. SupónQa•• ahora que ti 

resultado vale para ord1n nxn <Hipót••i• inductiva!, y qui B •• 1ub­
matri1 de orden Cn+11xtn+1). Entonc1•: 

11 Si B tiene alguna colu•na de 11e•ento• igual•• a cero, detB•O. 
2> Si B ti1ne al ••no• una colu•na que po••• 1xacta•1nt1 un •l•­

mento (i,jl no nulo, dtearrollando detB por la colu•na 'j' r••ulta: 
dttBª!dttC 

donde C •• la aub•atriz de ordtn nxn que re•ult• al eli•inar la fila 
'1' y la colu•na 'j'. Por la hipót••i• de induccion dttC • 1, O o -1, 
con lo que detB • 1, O, o -1. 

J) Si cada colu•n• d• B ti•n• 1xacta••nt1 do• 1l•••nto• no nulos, 
entonces la •u•a dt filas F1 iguala a la •u•• de fila• F2, ya que: 
Si en la colu•na 'j' lo• dos elemento• no nulo• •on d• igual •1gno, 
uno ••tá 1n F1 y el otro 1n F2, con lo qu• la suma de fil•• F1 ten­
dró el mis•o valor •n la colu•na 'j''qu1 la •u•a dt fila• F2; y en 
caso de que los •l•••ntos no nulo• tn la colu•n• 'j' t1ngan •igno• o­
put•to• ••bo• ••tón en F2, con lo que la •u•• dt fil•• F2 t1ndró cero 
en la colu•na 'j', lo •i••o que titnt la su•• dt fil•• F1. 

Dt ••tt •odo, la condición •U•• dt filas Fl m •uMa dt fila• F2, 
que equivale a: su•• dt Filas F1-•u•a dt filas F2m0, repr•••nta una 
co~binación lin11l nula d• 11• fila• d• B, con co1ficient•• no nulo•, 
lo que i•plica que tal•• filas son lin1alaent• dependiente• y por lo 
tanto, dttB=O. 
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• • • P R O i R A M A S • • * 

En esta stcción •• mutstran algunos programas de computadora que 
r11utlvtn problt••• rtlacionados con los modelos que •• tratan •n 
cap(tulos anttriort•. Los programas tstán tscr1tos en Pascal, y se 
corritron en la vtr11ón TurboPascal dt una microcomputadora Printa­
foPm. St antxan copias dt lo• programas-futnte. 
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ARCHIVO: MENU PAS 

program ••nu; 

<••····························~·····························•4•••••> ( * TURBO-PASCAL Version '3. O • l 
(. . ) 

PROBLEMAS DE APAREAMIENTO -
(.. . ) 
l• Este programa despliega el menu de opciones para resolver algu- •> 
<•nos problemas de apar•am1ento, lee la elecclon del usuario y se-•l 
t• gun el caso, 'encadena' el pro9rama obj•to que resuelve el pro-•> 
<• blema usando la instruccion "Chain". El programa objeto es •> 
<• MENU COM y se invoca con la palabra "HENU". El programa fuente •> 
<• es HENU.PAS. •l 
(. . ) 
<~PROGRAMO: Mat. Eric Moreno Q FECHA: Abril/87 
(. • 1 
<• SECCION: lnvestic;¡aci.on de Operacion&11, D.E.P.F.l UN A M •l 

<••·······························································••> type 

const let: letras•C"a• .. 'e', 'A' .. 'E', 'Z', •z•J; 

v11r 
respu:char; 
f'ilvar tile; 
k · intec;¡er; 
Flac;¡ boolean; 

begin 
f'lac;¡:•true; 
while tl.ag do 

begin 
ClrScr;writel' • l; 
for k:at to 77 do 

wri t • l '*' >; 
writeln. 
writeln<'•','•':781; 
writeln! '•', •- - - PROBLEMAS DE APAREAMIENTO - - -• :55, '*' :23>; 
wr i te 1 n ( ' • ' , ' • ' : 7 8 l ; wr i te< • ' > ¡ 
for k:•1 to 77 do 

wr 1 te ( • •' >; 
writeln,write1n; 
writeln< 'OPCIONES:• .'JOl;writeln;writeln; 
writelnl' Al Prueba para Grafic.aa Bipartitas. ':60l;writeln; 
writeln<' Bl Muimo Apareemiento Bipartita.' :58l;writ•ln; 
writ•ln(' C l Apareamiento Ponderado Bip.art it.a.': 61 l ;writeln; 
writ•ln<' Ol Apar•amiento Mu-Min. tCu•llo d• Botell•>':69l; 
writ•ln; 
writelnl' El Ap•r•amlento de <=ale-Shapley. • :57l;writeln; 
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writtlnC' Zl Fin --- ' 391; 
wrlt•ln;writ•ln; 
rtptat 
GotoXYt41,23l ;ClrEol; 
writ•< 'Opcion •l•gida: ': 10)¡ 
rtadCKbd,rt•pul; 
lf not <rupu in ltt) then 

writ•<--Gl; 
unt1l r••PU in ltt; 
C••• rt11pu of 

'•','A' :btgin n• i gn ( n l var, 'PROGO 1 . CHN' ) ; Cha in 1fi1 var); 
tnd; 

'b', 'B' :begin 
1ss1gn( f i lvar, 'PROG02 CHN' 1; Cha in< f i lvar 1; 
tnd; 

'e', 'C' :btgin 
••• i gn ( fi 1 var, 'PROG03. CHN' l; Cha in ( f 11 var l; 
tnd; 

'd', '0' :btgin 
as•ign< f ! lvar, 'PROG0-4. CHN' 1 ¡Cha in( fi lvar); 
•nd; 

'e', 'E' :btgin 
assignlfilvar,'PROGOS.CHN'l;Chainlfilv•rl; 
tnd; 

'z', 'Z' :flag:•falst; 
tnd;<• fin dtl CASE OF •l 
tnd; 
ClrScr; 
GotoXY!30,12l;writt('• ••FIN•• •'l; 
tnd. 
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ARCHIVO: ESPERA PAS 

var 
zz:c:har; 

be9in 
writeln; 
writeln< 'RETURN p•r• continuar ... •: 75); 
rep••t 
re1d!Kbd,1zl; 
irlzz0-"111 th•n 

writ•l"-G); 
unt i 1 < zz•,.11>; 
end; 
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ARCHIVO: PROGOI .PAS 

proc.¡ru1 bipart; 
<•••···········································*··················•*) 
(. . ) 
<• Este programa detecta si una c.¡rafica leida es bipartita o no lo •> 
<• es En caso de serlo, separa loa nodos •n dos conjunto• dis)un- •l 
<• toa "S" y "T", mientra• que en caso contrario despliega un aviso•> 
<• informando al usuario que su c.¡rafica no ••bipartita. •l 
<• El proc.¡rama tambi•n trabaja con oraflcas dlsconexas. En caso de •> 
<• que la orafica disconexa ••a bipartita, •• informa del numero de•> 
<• componentes conexas que la conforman. •> 
<• Este programa es invocado desd• el menu "HENU.COH" y al terminar•! 
<•regresa invocando al menu con la instruccion "EXECUTE". •l 
(• El programa objeto es PROG01 .CHN, y •l fu•nte •• PROG01.PAS. •l 

•l 

<••·······························································••) (• PROGRAMA PARA DETECTAR GRAFICAS BIPARTITAS •! 
type arco•r•cord 

var 

x,y,marca:integ•r; 
end; 
datos•array ti .. 400J of arco; 

n, k, 1 : i nt eger ¡ 
arch:datos; 
nodos:urayt1 .. 100J of integer; 
conexa,alto:boolean; 
FILVAR:FILE; 
<• l~ siguiente instruccion incluye el archivo ESPERA.PAS •> 
<•SI ESPERA.PAS •I 

procedure leearcos(var n,k:int•Q•r¡ var alto:booleanl; 
var 

i, j : i nt •c.i•r; 
bur:arco; 
ban:boolean; 

begin 
k:•O;n:•O;ban:•false; 
writeln<'*** PROGRAMA PARA DETECTAR GRAFICAS BIPARTITAS•••' :661; 
writeln,writeln; 
writ•<'Indlc.1 cuanto• nodo• son: •:eo,• 'l; 
r•adtnl;writeln; 
l f n•O th•n 

alto:•true 
•l•• 
be c.¡ in 

<• inlciali11cion de nodos •I 
f or i : • I to n do 

nodos C 11 : •O¡ 
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For t:•l to 20 do 
writtd '----' l; 

wr 1t • l n; l : •O; 
r•P•at 
l: •l + 1; 
wrtteln<'Escrlb• •reo· A, B lt•rmin;a con O Ol':SOl; 
r••d(buf.x,buf.yl;wr1teln; 
lfl(buf x>Olandlbuf x<•nl•nd(buf.y>Olandlbuf y<•nll then 

btgin 
archtll .x :•buf x; archtll .y:•buf.y; 1rchtll .m.arca::aO; 
k: •k+ 1 ¡ 
•nd 

elrH 
b•gin 
ifllbuf.x•OlandlbuF.y=Oll then 

b.1n:atru11 
•h• 

writ•lnl' •••ERROR. Dato• l•ido•: A•',buf.x,' B•',buf.yl, 
tnd; 

until ban¡ 
ClrScr; 
wrlt•lnl'Total de arcos leidos: • :40,kl;writeln; 
1 : "º; 
For 1:•1 to k do 

btgin 
i: •i +1 j 

with archClJ 
write(' 

if( i 111od J•O 
writ•ln; 

•nd; 
writ•ln; 
•nd¡ 

•nd; 

do 
Arco No. 
> th•n 

, I l : 2 • , -- - ( , , X : 2 I , , { • V : 2 I , ) , l ; 

lab11l 100; 

11ar 
cond,flag:bool•an; 
buf:arco; 
i,j,tipo,vu•lt1s,part1s:inte91r; 
clase:char; 

begtn 
11u1ltas:=O;con•xa:=true;part•s:•t; 
<• •• inicializan los nodos d•l prim•r arco •> 
nodostarc:h[tl .xl :•1; nodoatarch[IJ .y] :•-1 ¡ arch[IJ .marca:•!; 

100 : c:ond:atru•; 
r1p1•t 
vu1lta•:s11u1ltas+1; 
for 1:•1 to k do 
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b•gin 
with archCll do 
b•gin 
if marca <> 1 th•n 

b•gin 

•nd; 
•nd; 

flag •fals•; marca:•!; 
if nodosCxJsO th•n 

b•gin 
if nodosCyl•O then 

marca:o:O 
•l•• 

nodos Cxl: •-nodos Cyl 
end 

•l•• 
b•gin 
if nodosCyl=O thtn 

nodosCyJ :•-nodoslxl 
•l•• 

b•gin 
if nodosCxl<>-nodosCyl th•n 

b•gin 
flag:"'tru•¡ 
cond:•fala•; 
end¡ 

•nd; 
•nd; 

•nd; 

until flag or <vutltas>kl; 
writ•ln; 
ClrScr; 
if cond th•n 

b•gin 
rlag :•tru•; 1 :"1; 
whll• <l<kl and flag do 

b•gin 
1 : • 1+1 ¡ 
if archtll .marca•O th•n 

tnd¡ 

b•gin 
flag:•fals•;conexa:•fals•;partts:•part••+I; 
nodosCarchCll.xJ:•1; nodostarc:hCll.yJ:•-1; 
archCll .marc:a:=1¡ 
wrlt•ln; 
•nd; 

if flag th•n 
btgin 
writ•ln; 
writ•ln<'--- GR A F I e A B 1 p AR T 1 TA ---':55); 
writ•ln; 
if not contxa thtn 
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writelnt '-----> GRAFICA DISCONEXA CON ':60,partu:J, 
'C011PONENTES.'l; 

tipo:•!; 
for 1:•1 to a do 

be gin 
1' t lpo•1 th•n 

cla11•:•'S' 
•l•• 

clas•:•'T'; 
wrlt•ln;writ•lnt 'NODOS TIPO ':30,clas•,': 'l ;writeln; 
for j:•1 ton do 

begln 
lf nodos[jl•tlpo then 

writ•<' ', j,', 'l ¡ 
•nd; 

wrlteln; 
wrlt•lnt' •••••••••••••••••••••••••1'•••••••' :SOl;writeln; 
tlpo:•-tlpo; 

•nd; 
•nd 

.1 .. 

end; 

be gin 
writeln; 
wrltelnt•++++++ LA GRAFICA NO ES BIPARTITA++++++' :53)¡ 
•nd; 

lf not flag and cond th•n 
goto 100; 

end; 

begln 
I• PROGRAMA PRINCIPAL •> 
alto:•false,conexa:•tru~; 

r•p•at 
ClrScr; 
l••arcos<n,k,alto>; 
lf not alto th•n 

b•gin 
espera; 
separatn,k,conexa>; 
espera; 
end; 

until alto; 
wrlteln,wrlt•ln;writeln( '**** F 1 N O E PROGRAMA ••••':60!; 
<•regr••o al ~•nu•> 
assigntfilvar,'11ENU.COM' l; 
Execute(filvarl; 
end. 
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ARCHIVO: PROG02.PAS 

program maxmatch; 

<••································································•> (. t l 
<• Est• programa lee una grafica bipartita y encuentra el apare~-- •l 
I• miento con el mayor numero po•lble de arco•. Oewpliega ademas 11+1 
<• solucion dual al apareamiento maximal: un recubrimiento mínimo •l 
<• d• nodos de la grafica consultada. •l 
(•El programa•• invoca d••de el menu con la instruccion "CHAIN", •> 
I• y r1gr1sa al m•nu lnvocandolo con la lnstrucc1on "EXECUTE". •l 
<• El programa objeto •• PROG02.CHN y 11 fuente es PROG02.PAS. •> 

l••························*·····································•••l type 

var 

vertlces•r11cord 
tipo:char; 
etiq,exam,expo:int•ger; 
•nd¡ 
arlstas•r1cord 
x,y,apar1ado:integ11r; 
1nd; 
nodos•arrayC1 .. 80l of vertlce•; 
arco1•arrayC1 .. 4001 of aristas; 

l,cont,numnodos,numarcos:int1g1r; 
ar1 :nodos; ar2:arcos; buf2:arlstas; 
alto:bool•an; 
FILVAR·FILE; 

I• la •igui11nt• instruccion incluye 111 archivo ESPERA.PAS •> 
<•ti ESPERA.PAS •l 

proc1dur1 111graficalvar numnodo•,numarcos:lnte911r;v1r alto:bool1anl; 
var 

k,j,p:int1g11r; 
ban:boolean; 
contlpo:char; 

bagln 
k:•O; numnodos:•O; numarcos:•O; 
ClrScr;wrttelnC'*** MAXIMO APAREAMIENTO BIPARTITA •••':551; 
wrlteln;writeln; 
writ•('Jndlca 11 numero de nodoa':20,' (t•rmtna con Ol : 'l; 
read!numnodosl;writeln; 
if numnodo••O th•n 

alto: •tru• 
•l•• 

begin 
for 1:•1 to 20 do 

write( '----• l; 
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(• •• inicialiian arr•glos d• nodos y arcos •l 
for 1:•1 to 80 do 

b•gin 
ar1 Cll .•tiq:=O; arl Cll .•xu1:•0; 
ar1 Cll.•XPO: •1 ¡ 
•nd; 

for 1:•1 to 400 do 
b•gin 
ar2tll .x:•O; .ar2Cll .y:•O; ar2Cll .apar••do:•Q; 
•nd; 

<• •• consid•r• una gr.afie.a bip.artit• G•IS,T,Vl •l 
for contlpo:•'S' to 'T' do 

begin 
ban:•rals•; 
writ•ln( 'Escrib• los nodos tipo ':JO,contipo, 

<t•r•ina con Ol:'l;writ•ln; 
r•p••t 
writ•I •Nodo? •: 20 l; 
r•adlpl;wrlt•ln; 
if<p>O> and lp<•numnodosl th•n 

b•gin 
ar1 Cpl .tipo:mcontipo; 
k: •k+1; 
•nd 

•l•• 
b•gin 
i f p•O th•n 

ban:atru• 
•ls• 

wrlt•lnl' •••ERROR. Dato l•ido: ',p,' fuera d• rango' l; 
•nd; 

unt i 1 ban; 
•nd; 

ClrScr; 
wriUln<'TOTAL DE NODOS LEIDOS: ':40,kl; 
if nu•nodos <> k th•n 

writ•lnl'••• ATENClON: S• d•clar•ron ',numnodos, 
'nodos y •• 1 •y•ron: • , k l; 

ror contipo:•'S' to 'T' do 
b•gin 
writ•lnt'••• Nodos tipo "':40,contipo,•• •••'l; 
for 1:•1 to k do 

b•gin 
if arl Cll.tipo=contipo th•n 

Wll" i t • ( ' ' , 1 , ' 1 
1 

) i 
•nd; 

writ•ln;writ•ln; 
for 1:•1 to 20 do 

writ•< '----' >; 
•nd; 

••P•r•;ClrScr; 
ban:•tal••• 
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writ•ln< '••• Inicia lectura de arcos •••' :SOJ ;writeln; 
r•p•.at 
writ•ln<'Et1cribe .arco: A, B <t•rr.iina con O 01':601; 
r•.ad(buf2.x,buf2.yl;writeln; 
if<buf2.x)01.and(buf2.x(:kland<buf2.y>O>and<buf2.y(mkl then 

begin 
numarcos:•numarcos+1; 
ar2 rnui11arcosJ . x : "bu fi?. x; 
ar2tnumarcosl .y •buf2.y; 
end 

el SI! 

b•oin 
if tbuf2.x=OI and (buf2.ycOJ then 

ban:=true 
•l•• 

writtlnt'u• ERROR Datos l•idos: Aa',buf2.x,' fla',buf2.yl; 
end; 

until ban; 
ClrScr; 
writ•ln('Total de arcos l•idos: • :40,numarcosJ;writeln; 
j : "º; 
r•p•at 
for 1:•1 to 3 do 

begin 
if j(numarcos then 

begin 
j:. j + 1; 
wr 1 te ( ' Arco No. • , j : 2, • ---< ' , ar2 t j J . x : 2, • , ' , ar2 [ j J . y: 2, • l ' l; 
•nd 

•nd; 
writeln; 
until j•numarcos; 
end; 
end; 

proctdure marcalibre!var numnodos:int•o•rl; 
be e;¡ in 
<• Esta subrutina ron• la etiqueta cero (OI en los nodos •s• expues$I 
<• tos y "borra" las •tiqu•ta• d• los otros nodos, asic;¡nando •l va-•> 
!• lor: numnodos+I, qu• no corre1pond• 1 ningun nodo d• 11 grafica •> 
far 1:•1 to numnodos do 

bec;¡in 
ar1 Cll .etiq:=numnodos+1; 
ar1 [lJ '•XUI! •O; 
1f !ar1 Cll .•xpo•1 landtar1 ClJ .tipo .. 'S' 1 th•n 

ar1 ClJ .etiq:=O; 
•nd; 

•nd; 

proc•durt aum•nta!var p:int•o•rl; 
var 

bana,~anb:bool•an; 
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j,q:inteoer; 
begin 
<• Con la trayectoria aum•ntant• •p• localizada a partir d•l nodo t) 

<• "p" qu• ••ta subrutina recibe como param1tro, s1 hace la actua- •I 
<• lizacion d•l apar•amiento en turno K sustituy•ndolo por la dife-•l 
<• r•ncia sim•trica: <X-Pl U <P-Xl. •> 
(. . ) 
bana:•fals•; j: .. O; 
r•p•at 
j:. j +1; 
ar1 Cpl .expo:•O; 
lf arl tpl .etiq () O then 

b•gin 
q:aar1 tpl .etiq; 
banb: '"false; 1: •O; 

rep1at 
1: •l+ 1; 
with ar2Cll do 

beoin 
if( <x•pland<y•q) lor< (xaq)and<y•pl lth1n 

begin 
apar1ado:=j mod 2; 
banb:•true; 
1nd; 

end; 
until banb; 

p:•q; 
end 

el se 
bana:•true; 

until bana; 
end; 

proc11dur1 1tiqueta<var numnodos,numarcos:int19erl; 
var 

p' i nt eg•r; 
flao,ban·boolean; 

be gin 
<• esta subrutina 1ttqueta arboles 
<• los arboles son hungaros. 

al ternant ••; se detiene c1\t11ndo -• > 

•> 
<• 
marcalibreCnumnodosJ; 
r1p1at 
flag:•tru1; p:mO; 
r1p1at 
p :•p+1; 
if <ar1 Cpl .exam=Olandlar1 tpl .etl.q<•numnodos) th~,11 

begin 
ar1 Cpl .1xam:=1; r1a9:=fal11; 
end; 

until<not flaglor(p•numnodosl; 
if not flag then 
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b•gin 
if •rl tpJ tipo•'S' th•n 

b•91n 
for 1 :=1 to numarcos do 

b•gin 
with •r2Cll do 

b•gin 
if( <x"'plor(y•pl land<apar••do=Ol th•n 

b•gin 
if x=p then 

b•gin 
if •r1 tyJ .•tiq>numnodos th•n 

ar1 Cyl .•tiq:•x; 
•nd 

•l•• 
b•gin 
if ar1 txl. •ttq>nu11nodos th•n 

arl cyl .•ttq:•y; 
•nd; 

end; 
•nd; 

end; 
end 

.1 •• 
b•gin 
i f ar1 Cpl. expo•I th•n 

b119in 
•um•nt•lp);marcalibre(numnodos>; 
11nd 

•l•• 
b•gin 
ban: •true; 1: =I; 
whil• tl<numarcosland<banl do 

b•9in 

end; 
end; 

tnd; 
unt i 1 fl•c¡¡; 

end; 

with arctll do 
b119in 
if< ( x=plor<y•p) >and <apat•eado=1) thtn 

b•c¡¡in 
if x=p th•n 

arl Cyl .etiq:•x 
els11 

art txl .etiq:•y; 
ban:=false; 
11nd; 

end; 
l: =1 +1 ¡ 

end; 
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b•gln 
<••• PROGRAMA PRINCIPAL •••l 
r•P••t 
alto:•false; 
l••or•fica<numnodos,numarcos,alto); 
lf not alto th•n 
b•oin 
•tlqutta<numnodos,numarcosl;esp•ra; 
ClrScr;writelnl'••• ARCOS SOLUCION •••' :42l;wrlteln; 
cont:•O; 
for 1:=1 to numarcos do 

b•gin 
if ar2Cll .apareado•I th•n 

begin 
wrlt•lnl' ARCO: (':25,ar2tlJ.x:2,', 1 ,ar2tlJ.y:2 1 

'1 --->Apareado'); 
c:ont : =cont + 1 ; 
end; 

•nd; 
writ•ln;writ•ln; 
writ•ln<'Tot;il d• ;ircor. ap•r•ados: 1 :60,c:ontl; 
writ•ln; 
for 1:•1 to 10 do 

writ•<'--------'l; 
writ•ln< '•u SOLUCION DUAL •••' :42J;writ•ln; 
writelnl 'Los siguientes nodos for•an un r•c:ubrimiento minimo: • :751; 
writeln;c:ont:•O¡ 
for l:c1 to numnodos do 

be gin 
with ar1 [lJ do 

be gin 
if< <<tipo='S'land<etiq>numnodos)lor<<tipo='T'land 

<•tiq<•numnodosll ) th•n 
b•oin 
c:ont: •c:ont + 1 ; 
write<' Nodo: ',1:2,', 'l; 
•nd; 

end; 
iflc:ont mod 51•0 th•n 

writ•ln; 
end; 

esp•ra; 
end; 

until alto; 
writ•ln;writeln;writ•ln; 
wrlteln<'+ + + FlN DE PROGRAMA++ +':50)¡ 
<* Reor•so Al ••nu •> 
assignlfilvar,'MENU.COM'I; 
Execut • ( fi 1 var l 
end 
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ARCHIVO: PROGOJ.PAS 

program hungaro; 

<••··················~············································••> (. . ) 
<• Est• programa l•• una grafica bipartita con pesos asociados a •l 
<•sus arcos, y 1ncuentr1 un apar1ami1nto con piso total maximo. •l 
(• Proporciona tambi1n los valores optimo• d• las variables duales •> 
<• asociadas a lo• nodos d• la orafic1. •> 
<• El progra•a se invoca d••d• 11 ••nu con la instruccion "CHAIN", •> 
<• y r19r••a al menu con 11 instruccion "EXECUTE". El progra•a ob- •> 
(• jito •• PROGOJ.CHN y •1 ru.nt• •• PROGOJ.PAS. •> 
(• •> 
<••·······························································••> typ• 

v1rtices•record 
tipo:ch1r; 
etiq,•xam,•xpo:int•g•ri 
uv,pi:ru!l; 
•nd; 
aristas•r•cord 
x,y,apareado:int•o•r; 
p1so:r••l; 
•nd; 
nodos•arrayCI .. 80] of v•rtices; 
arcos•array CI .. 4003 of aristas; 

var 
l,cont,nu•nodos,numarcos:int•ger; 
pesomax,d1,d2,d,w:real; 
alto,t•rmina:bool•an; 
arl :nodos; ar2:arcow; buf2:arlstas; 
FILVAR:FILE; 

<• la siguiente instruccion incluye el archivo ESPERA.PAS •> 
<•ti ESPERA PAS •l 

procedure leegraficalvar numnodos,numarcos:int•g•r; 
var termina:booleanl; 

var 
k, j,p: inteo1tr; 
ban:bool•an; 
contipo:char; 

begin 
<• los valores iniciales de mas o menos infinito que requiere el al•> 
<• goritmo original se proporcionan con mas o menos 1e+37. •> 
k:•O; numnodos:•O; numarcos:•O; 
writeln<'••• APAREAMIENTO PONDERADO BIPARTITA•••' :SS>; 
writeln;writeln; 
write<'lndica cuanto• nodos son 
r11d<numnodosl;writeln; 
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it numnodo1~0 th•n 
ter111ina.mtru• 

•l•• 
begin 
for l:•I to 20 do 

write( •----·); 
<• •• inicializan arreglo• de nodos y arcos •> 
for l :•1 to 80 do 

begin 
arl ClJ .etiq:•O; ar1 [ll .11xam:=O; 
arl [lJ .expo:•I ;arl Cll .uv:•O;arl [lJ .pi :•O¡ 
11nd; 

for 1: =1 to 400 do 
b•gin 
are [ll. x: •O; ar2 ClJ. y: •O;ar2Cll, apar•ado: •O; ar2 [11. P••o: •O, O; 
tnd; 

for contipo•'S' to 'T' do 
begtn 
ban:=false; 
writeln<'Escribe los nodo• tipo •:JO,contipo,' (termina con Ol:'l; 
writeln; 
r•p•at 
write( 'Nodo? • :201; 
readlpl;writeln; 
if lp>O> and Cp<anumnodosl then 

b•gin 
ar1 [pl . tipo: •cont ipo; 
k: •k+I ; 
•nd 

•l•• 
begin 
if' p•O then 

ban:•true 
el•• 

writeln(' 
end; 

until ban; 
end; 

ClrScr; 

•••ERROR. Dato leido: ',p,' fuera de rango'); 

writeln< 'TOTAL DE NODOS LEIDOS: ':40,kl; 
if numnodos <> k then 

writelnl '•••ATENCION: Se d•clararon ',numnodos, 
' nodo• y se ley11ron: ',k); 

numnodos:•k; 
for contipo:a'S' to 'T' do 

b•gin 
writeln<'*'"'' Nodos tipo "':40,contipo,'" •••'!; 

for 1:=1 to k do 
b•gin 
if' ar 1 [ l l . t !.po•conti po then 

wr i t • 1 ' ' , l , ' ' ) ; 
end; 
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1<1' 11•l11, WI' 11•l11, 
for 1 •I to é'O <lo 

wrlt•I '··---· ), 
•nd, 

••P•ra;ClrSc:r; 
ban:•fal••i 
writ•ln< '••• Inicia lectura d• arcos •••' :SOl;writ•ln; 
pe•o1u x .. -1 •+37; 
r•p•at 
writ•ln< 'Escribe arco: A, B (termina con O O l': 70 l; 
read(buf2.x,buf2.yl; 
lflbuf2.x>Olandlbuf2.x<mklandlbuf2.y>Olandlbuf2.y<•kl then 

b•gin 
writel' ---> Peso? 'l¡read(buf2.p•so);writeln; 
numarcos:•numarcos+1; 
ar2Cnumarcosl .x:•buf2.x; 
ar2CnumarcosJ .y:•buf2.y; 
ar2Cnumarcosl .peso:•buf2.peso; 
if(buf2.peso>p•somax> then 

pesomax:•buf2.peso; 
•nd 

111&• 
begin 
iflbuf2.x•Ol and lbuf2.y•Ol then 

ban:strue 
•l•• 

writeln<'•••ERROR. Datos l•ido•: A•',buf2.x,' B•' ,buf2.yl; 
end; 

unt 11 b.m; 
ClrScr; 
writ•lnt'Total de arcos leidos: ':~O,numarcosl;writ11ln; 
j: •O i 
repeat 
for }:al to 2 do 

begin 
if' j<numarco• 

begin 
th•n 

j:. j+1 i 
writ•<' , ) Arcot ' , j : 2 1 ' : ( ' , ar2 Cjl . x: 2, ' , 'ar2 [ j] . y: 2, 

PESO• ',ar2Cjl.peso:8:2); 

end; 
writ11ln; 
until j•numarco1; 
for 1:•1 to numnodos do 

be gin 
if arl ClJ .tipo='S' then 

arl CIJ .uv:•pesomax 
•l•e 

.arl CIJ .pi :•1e+37; 
end; 

espera; 
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proc•dur• marcallbr•<var numnodos:int•g•rl; 
b•gln 
(• ••ta subrutina pon~ la •tlqu•t• c•ro 101 •n todos los nodos "S" +l 
I• ••puestos y "borra• las •t1qu•tas en los otro~ nodos, asignando •l 
<• el valor numnodos•I, qu• no corr•spond• a n1ngun nodo e11 1~ - •l 
I• graflca +l 
for 1:=1 to numnodos do 

•nd; 

b•gin 
ar1 Cll. et iq: •numnodo&+1 ¡ 

arl Cll 11xu1:•0; 
if(arl ClJ .•xpo•1 landlar1 Cll .tlpo•'S') th•n 

ar1 Cll .etiq:•O; 
end; 

procedure aumenta(var p,numnodos:int119erl; 
var 

bana,banb:bool•an; 
j,q:lnt•ger; 

begin 
<• a partir d~ la tray•ctoria aum•ntante •p• qu• 
<• "p" qu• esta subrutina recibe como parametro, 
<• par•amiento en turno X, su•tituyendolo por la 
<• ca: <X-Pl u (P-Xl. 
bana: .. false; j. =O; 
repeat 
j:. j + 1' 
ar1 Cpl .expo: =O; 
iF arl Cpl. et lq <> O then 

b•gin 
q:=arl Cpl .etlq, 
banb:•fals•; 1:•0; 
repeat 
1; al+ 1 i 
with ar2Cll do 

begin 

inicia •n el nodo +I 
se actualiza el a-•l 
diferencia simetri•1 . ) 

if( (xzpland<y=ql lor( <x=qland(y•p> ) then 
b•gln 
apar•ado:•j mod 2¡ 
banb:=true; 
end; 

end; 
until banb; 

p:•q; 
end 

el•• 
bana:•true; 

until bana; 
for 1:=1 to numnodos do 
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b•gin 
if •rl ClJ .tipoa'T' th•n 

•rl Cll .pi: •1 e+37; 
•nd; 

procedure et1quet•<var numnodos,numarco•:inte9erl; 
var 

p: integer; 
pij:real; 
flAg,ban:boolean¡ 

begin 
<• ••ta subrutina etiqueta arbol•• alt•rnantes¡ se detiene cuando •> 
<• •s necesario hacer cambio• en las variables duales. •l 
r•p•at 
flag:=tru•; p:1110; pij:==O.O; 
repeat 
P: •p+I; 
with arl Cpl do 

begin 
if<<exam=Oland<etiq<=numnodos>l and 

< <tipo='S'lor((tipo='T'land<pi=Oll l then 
begln 
exam:=I; flag:•false; 
end¡ 

end; 
unt1l(not flaglor<p•numnodosl; 
if not flag then 

begin 
if arlCpl .tipo•'S' then 

b•gin 
for l:•I to numarcos do 

b•gin 
with ar2ClJ do 

begin 
if( <x=plor<yspl land(apareado=O> then 

b•gin 
pij :•arl Cxl .uv+arl Cyl .uv-peso; 
if (x•p) and <pij<arl Cyl .pi 1 then 

begin 
ar1Cyl.etiq:=x; ar1Cyl.pi:•pij; 
•nd; 

if (yap) and (pij(ar1Cxl .pil th•n 
b•gin 
ar1Cxl.etiq:•y; ar1Cxl.pi::1pij; 
end; 

end; 
er.d; 
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if •rl CpJ .•xpo:•I th•n 
b•9in 
au••ntalp,numnodos>;marc•libr•lnumnodo•l; 
•nd 

•l•• 
be9in 
b1n: •true; 1 : = 1 , 
whil• ll<numarcosl1nd!b1n> do 

b•Qin 

•nd; 

wtth 1r2Cll do 
b•gin 
lf( <x•plor<y•p> >andl1par•ado•l > th•n 

b•gin 
if x•p then 

ar1 Cyl .niq:•x 
•l•• 

1r1 Cxl .niq:•y; 
b1n:,.fal11e; 
•nd; 

•nd¡ 
1: •l +1 ; 
•nd; 

•nd; 
•nd; 

unt i l flag; 
•nd; 

proc•dur• c1mbiodu11<v1r numnodos:int•g•r; var 1lto:boole1nl; 
b•gin 
<• ••ta subrutina hac• 1011 cambios •n las vari1bl•1 dual••; conti•-•I 
<• n• •l crit•rio para •ncontrar la solucion optimG, qu• •• comuni-•l 
<•ca al programa principal con vartabl• logica "alto•. •> 
<• •l 
d:•1•+37; di :•1•+37; d2:•1•+37; alto:•fal••; 
for l=•t to numnodos do 

b•gin 
with 1rl Cll do 

b•gin 
ifltipo•'S')and<uv<dll th•n 

di :•uv; 
ifltipo•'T'landlpi>Ol1ndlpi<d2l th•n 

d2:•p1; 
•nd; 

•nd; 
d:•d1 i 
U d2<d1 th•n 

di; •d2; 
for 1:•1 to numnodos do 

b•gin 
with ar1 Cll do 

b•gtn 
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ifltipoc'S'land<•tiq<•numnodosl th•n 
uv:11uv-d¡ 

if(tipo•'T' landlpi•Ol then 
uv.•uv+d; 

ifltipo•'T' landlpi>Ol then 
pi :•pl-d¡ 

end; 
end; 

lf (d)•dl l then 
alto:•tru•¡ 

begin 
<••• PROGRAMA PRINCIPAL •••l 
r•p•at 

ClrScr; 
ternlina: •fal••i 
l••oraficatnumnodos,numarcos,t•rminal;marcalibr•<numnodosl; 
if not termina then 
b•oin 
alto:•íal!I•; 
while not alto do 

begin 
etiqueta<numnodos,numarcosl; 
cambiodual<numnodo!l,altol; 
end; 

ClrScr¡writeln('••• ARCOS SOLUCION •••' :47l;writ•ln; 
cont: c:O; w: •O. O; 
for 1:=1 to numarco1 do 

begin 
if are [ ll . iip.ar•ado• 1 then 

begin 
writ•ln<' ARCO: t':es,ar2Cll.x:2,',',areCll.y:2,'l Piso=' 

ar2tll .p•so:8:2,' Apareado'!; 
cont:•cont+l; w:•w +are Cll .p110; 
•nd; 

•nd; 
writ•ln;writ•ln; 
writelnl'Total de ar<:os apareados: ':30,cont, 

--->Peso total• Maximo• ',w:S:2l; 
writeln; 
for 1:•1 to 10 do 

writ1< 1 --------'l; 
writtln( '••• SOLUCION DUAL •••' :461 ;writtln; 
writ1ln<'Valor11 optimo• d• la• variables dual•• <asociada•• 

nodos l : ' : 75 l; 
wrlt1ln;cont:•O; 
for l:=I to numnodo• do 

begin 
with arl Cll do 

b19in 
cont:•cont+l; 
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writ•I' Nodo: ',1:2,', V•r. Du•l U:',uv·a:c)¡ 
•nd; 

ir<cont mod 2>•0 th•n 
wrít•ln¡ 

•nd; 
••p•r•; 
•nd; 

until t•r111in•¡ 
writ•ln;writ•ln,wrtt•ln; 
wrltelnl'+ ++FIN DE PROGRAMA++ +':521; 
I• R•9r••o •l m•nu •I 
••signl ,ilvAr, 'HENU. COH' >; 
Eucuulftlv•r>; 
•nd. 
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ARCHIVO: PROG04.PAS 

pro9ram bottl•neck, 
, ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• *) 

(. * l 
I+ Este program~ l~e una qraf1ca bipartita con pesos asociados +) 
1 • a 11u1> arcos v e11c.uen1ra la <1fd9n;icion con el max11110 valt'I en •l 

<• el 1rco de P•~o m1nimo !Apareamiento Max-MlnJ +) 
I• El programa se invoca deade el menu con la 1nstruccion •l 
I• "CHAIN" y reoresa al menu con la instrucc1on "EXECUTE". •I 
(+ El programa objeto es PR0~04.CHN y el fuente es PROG04.PAS. •> 

<••····························································••> type 

var 

v•rtices•record 
tipo:char; 
etiq,exam,eKpo:integer; 
pi:real; 
end; 
arist il!l'"record 
x,y,apar1ado:1nteger; 
peso: real; 
end; 
nodos=arrayC1 80] of vertices; 
arcos=arr1y[l 4001 of aristas; 

l,cont,numnodos,numarcos:integer; 
pesomax,d,w.real; 
termtna:boolean; 
arl :nodos; ar2 arcos; buf2:ari~tas; 
FILVAR:FILE; 

I• la siguiente instruccion incluye tl archivo ESPERA.PAS •> 
<••I ESPERA.PAS •l 

proctdure leegraficalvar numnodos,numarcos:integer; 
var ttrmina:booleanl; 

v1r 
k, j ,p: inttgtr; 
ban:booltan; 
contipo:char; 

begin 
<• los valores infinitos iniciJlts que requiere el al9oritmo ort•l 
<• ginal se proporcionan como el valor real: 1e+37 •> 
(. • l 
k •O; numnodos:=O; numarcos:=O; 
ClrScr; 
wr·tteln<'*** APARE/IMIENTO MAX-!'1IN <CUELLO DE BOTELLA1 ***':60l; 
writeln;writeln; 
writel'Indica cuantos nodoi; son (termln• con Ol: '.20,' 'l; 
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~•ad<numnodosl;writeln, 
iF lnu•nodo1•0l th•n 

t•rmin•·•tru• 
t l se 
b•gin 
for !:si te> ?O do 

wr1tet'·---'l, 
l• s• 1n1c1al1zan drreglo~ d• nodo5 y arcos 11 
for 1."'1 to SO do 

b•91n 
arl Cll .etiq:=O.arl (IJ .exam.=O; 
•rl fil .expo:•I ,arl Cll .pi:•O; 
•nd; 

for l:~t to 400 do 
begin 
Ar2ClJ.c•O; aré!ClJ.y:r:O; aré!Cll ap•r••do:•O; aré!Cll.p•so:z0.0, 
•nd; 

P••omax:•1e+37; 
for c:ontipo:•'S' to 'T' do 

begin 
ban:=fals•; 
writelnl 'E&c1'ibe los nodos tipo ':30,contipo, 

<termina con Ol: 'l;wrtteln; 
r•p•at 
write('Nodo? '201. 
r••dlpl;writeln; 
if lp>O> and (p<=numnodosl th•n 

be gin 
ar1 Cpl. tipo. "'COnt ipo; 
if' contipo:'T' then 

ar1Cpl .pi:•-le+37; 
k: .. k + 1 í 

el se 
end 

bec;¡in 
if pnO then 

b•n::true 
1tlse 

writelni' ***ERROR. Dllt<> leido: ',p,' fuera de rango'); 
end; 

untll ban; 
end; 

ClrScr; 
writelnl 'TOTAL DE NODOS LEIDOS: ':40,kl; 
if numnodo1 <>k then 

wr1telnl'•** ATENCION: Se declararon ',numnodos, 
' nodos y s• leyeron ',kl: 

numnodos·•k; 
for contipo:='S' to 'T' do 

begin 
writelnC'"'** Nodos tipo "'·40,c:ontipo,'" ***'l; 
for 1 : = 1 to k do 
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begin 
if ar l Cll. l ipo=cont ipo th•n 

writt(' ',l,','); 
•nd¡ 

writ•ln;writ•ln; 
for !:si to 20 do 

writel ·----' >; 
end; 

espera;ClrSc:r; 
ban:=false¡ 
writeln<'*•,.. lnic1.i lectura de arcos •••':SO>;writeln; 

repeat 
writeln( 'Escribe arco· A, B (terrnina con o O>' 70), 
read!buf2 x,buf2 yl; 
iflbuf2.x>O>andlbuf2.x(ak>and(buf2.y>O>and<buf2.y<=k> then 

begin 
writel' ---> Peso? 'l;readlbuf2.pesol;writeln; 
numarcos:•numarcos+l; 
ar2 CnumarcosJ.): =buf2.); 
ar2Cnumarcosl .y:•buF2.y; 
ar2Cnumarcosl .peso:=buf2.peso; 
if(buf2.peso>pesornax> then 

pesomax==buf2.peso; 
end 

el se 
begin 
if (buf2 xcO) ~nd Cbuf2.yc0) then 

ban:=true 
elu• 

writeln( '*•*ERROR. Datos leidos: A•',buf2.x,' B•',buf2.yl; 
end; 

unt1l ban; 
ClrScr, 
writeln('Total de arco!ó !E-idos: ':40,numarcos);writeln; 
j: •O. 
repeat 
forl:=1to2do 

begin 
if J<numarcos then 

be gin 
J: .. j +1 j 

write<' Arco• ', j :2,': ( ',ar2CjJ .M :2, ',' ,ar2CjJ. y:2, 
'l PESO= •,ar2Cjl.peso:8:2l; 

end 
end; 

writeln; 
until J•nurnarc:os; 
espera; 
end; 

end; 

procedure rnarc•libre(var nurnnodos:integerl; 
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b•9tn 
I• •1t1 1ubruttna pont la ttlquttl c•ro tOl en todoE lo& nodos '' 
I• "S" tKPU•ttot y "borra" la1 ~tlqu•ta1 •n los otros nodos ••i?•l 
I• nando •l valor: numnodo&+t, qut no corrtspondt a n1ngun nodo+; 
(• dt la orartca •) 
(. 

for *1 to numnodot do 
b•91n 

tnd; 

art rll •Hlq:•n•Jmnodos+t, 
artrlj tUlll •O, 
lf<ar1 Cll .•xpo•t land<arl Cll .ttpo .. •s• l th•n 

ar t Cl l . •ti q: •O; 
•nd; 

proctdur• ~um•nt1<var p, numnodcs:lnt•o•rl; 
'111' 

b1n1,b1nb boolt1n; 
j. q. t nUgtr; 

b•Oin 
1~ a partir dt 11 trayectoria aumtntant• •p• que inicia en el •l 
t• nodo "p" qu• ••ta subrutina rtcibe como paramttro, •• ac- •l 
(t rualiza tl aparea~ltnto •n turno "X", tustituytndolo por la•> 
(t diftr•ncta timttrica. tX-P) U <P-Xl •I 
f • • I 
bana:•falst; j:•O; 

rtp••t 
j:. j+1; 
1rl Cpl .•xpo ·•O; 
tr ar1Cpl ttiq <>O then 

b•gln 
q·•art Cpl .•tiq; 
b1nb '"'false; l :=O, 
r•p•at 
l : +l + 1; 
whtth arC:Cll do 

b•gin 
if( <xnpl and !y•ql lor< lx•qlandty=p> 

btQin 
1p1reado·mj mod 2; 
banb.11true; 
•nd; 

•nd; 
until banb; 

p:=q; 
tnd 

tlst 
bana·=trut; 

urot i l b&n1; 
for 1 ·•t to numnodot do 

btgin 
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if ar1 ClJ tipo='T' th•n 
ar1CIJ pt:"-1•+'.H; 

•nd; 
end; 

procedure etiquetatvar numnodos, numarcos: integerl; 
var 

p·1nte9er; 
pi í: real; 
f 1 ag, ban: boo 1 e.111. 

b•gin 
f~ esta subrutina etiqueta arboles alternantes;se detiene cuan-~> 
e~ do los arboles son hungaros •l 
(. ~) 

rep41at 
fla9 ... true; p:•O; pij:•O.O, 
.·epeat 
P: •p+I; 
·..iith ar! [pJ do 

be9in 
1f IC examaOland(etiq<•numnodo,l)andl(tipo•'S' >orC<tipo='T'land 

Cpi>•peso~axlll then 
be9in 
exam:.,l;fl19:=fúl&e; 
end; 

end; 
•intil (not flaglorl p=numnodosl; 
. f Fl1g then 

be9in 
p:=O; d:=-1e+37, 
for 1:•1 to numnodos do 

b&gin 
with ar1 Cll do 

bt.>gin 
iflexam•Oland<etiq<=numnodosland<tipo•'T'land 

<piCpe~omaxJandCpi•=dl then 
begin 
d:•pi; p:•l; flo19.=fo1he; 
end; 

end; 
end; 

i f not flag then 
pesomax:•d; 

f'nd; 
1f not flag then 

begin 
if .tr1 Cpl .ttpo•'S' then 

begin 
for 1:•1 to numarcos do 
begin 
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with .ari?Cll do 
begin 
if ( (x•plor!y•pl landlapareado•O) then 

begin 
if(~•p)and<ar1 Cyl .pi<p•solandfar1 tyl p1<pe!iomaxl then 

b•gin 
ar1 tyl .etiq:=x; ar1Cyl .pi:r-pe5o; 
end; 

iffysp)and<ar1 Cxl pi<pe!lo)andlar1 [xJ pi<pesomaxl then 
begin 
ar1 Cxl .etiq:•y; ar1 Cxl .pi :,.peso; 
end; 

end; 
end; 

end; 
111nd 

else 
begin 
if ar! tpl expo=1 then 

be gin 
aumenta<p,numnodosl;marcalibre<numnodosl; 
end 

eh• 
begin 
ban: •true; l: =1; 
while <l<numarcoslandlbanl do 

begin 

end; 
end; 

with ar2tlJ do 
be gin 
if( <x=plor(y=pl landlapareado=1) th1n 

bll!gin 
1 f x=p then 

ar1 Cyl .etiq·=x 
el se 

arlCxl etiq:,,y; 
ban:=false; 
end, 

end; 
1 : • l + 1 ; 
end; 

.1 end; 
;luntil flag; 

end; 

be~in 
<~*• PROGRAMA PRINCIPAL ***) 
repeat 

ter111in.a:•f.alse; 
leegrafica <numnodoa,numarcos,terminal; marcalibr•(numnodos)¡ 
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bt9in 
ttlquttaCnumnodos, numarcosl. 
ClrScr;writtlnl'••• ARCOS SOLUClON •••':47l;writtln ; 
cont :•O;w:"O. O;d:=le+'37; 
for l 111 to numarcos do 

beg1n 
tf ar2CIJ .apareado•! then 

beoin 
íf ar2Cll .peso (s d then 

d •ar::Cll peso; 
writelnl'ARCO: (':25,ar2Cll.k:2,',',ar2[ll.y:2,'l 

ar2Cll .ptso:S:2,' Apartado'>; 
cont:mcont+1; w:•w + ar2Cll.ptso; 
tnd; 

tnd; 
writtln;writtln, 
writtln! 'Total de arco!! .apar•11do1: ':30,cont, '---> Ptso Tot•l•', 

w :a :a>; 
wrlteln; 
wrlttln< '••• Valor maximo del Ptso Minimo d• los arcos = ':49, 

d: 12: 2); 

••P•ra; 
end; 

unt i l tt•rmina; 
wrlteln;writtln;writtln,writtlnl'+ ++FIN DE PROGRAMA+++' :52l; 
<• Rtgreso al mtnu •> 
assinglfilvar,'MENU.COM'l; 
Executt <filvarl¡ 
tnd; 

- 114 -



ARCHIVO· PROGOS.PAS 

pro9ram marria9•; 
C••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••l 
(. .. 1 

I• Este programa le• la~ prtf•rencias d• apareamiento en dos +1 

<• grupos d• nodos d• una 9rafica bipartita. y encuentra ti •I 
<• apareamiento optimo en •1 s•ntido de Gale-Shaplty +l 
<• El programa s• invoca d•sde el m•nu con la instruccion: +l 
(+ "CHAIN" y r•gr•sa a! menu con la instruccion "EXECUTE". •> 
(+ El programa obj•to •& PROGOS.CHN y •l fuent• •• PROCOS.PAS. •> 
(. . ) 
(•••••*•••················~·························~············> C• PROGRAMA PARA RESOLVER APAREAMIENTO GALE-SHAPLE *l 
var 

i,j,el,m,n,s,t,w.integer; 
prefer,rank:arrayC1 .. 100,1 .. 100l of integer; 
prox,flance:arrayt1 .. tOOl of 1nteger; 

C+ La &igulant• instruccion incluya al archivo ESPERA.PAS •> 
FILVAR FILE; 

begin 
repeat 
ClrScr; 
wr i U l n 1 '• ** PROGRAMA PARA ENCONTRAR PAREJAS EST l\BLES u+' : 6 O l ; 
writeln; 
wrltelnC' C --- Apareamiento GALEISHAPLEY --- l ':GOl; 
wri t el n; 
writeln( 'Indica el numero de casos (termina con Ol' >; 
n: "'º; 
read(nl;wrlteln; 
ifnOOth•n 
begin 
<+ se inicializan vectore~, y se asigna a cada muj•r •I hombre •l 
!t m•nos pr•f•rido que todos por medio del valor · n+1 ~) 
(. . ) 
fori:=1tondo 

b•gin 
proxfil:•O; 
fianceCil :=n+!; 
end; 

for i :•I to 80 do 
writ•('_'l; 

writ•ln; 
writ•ln<'Indica las Pr•f•r•ncias d• los Hombres: 'l;writ•ln¡ 
for 1 :=t ton do 

be gin 
C• •• l••n las pr•f•rencia• de los hombr•s; "pr•f•rti,Jl" •> 
<• •• la mujer que •n •l lugar numero "j" pr•fi•r• •l hom- •> 
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(,.. brt "i 11 

(. 

wrlt•ln(' +++Hombre- No ':44,i);¡:=O; 
repeat 

J : • J + 1 • 
writeln( 't•~ Eleccaon Numero ', ¡). 
re ad< pre f'er r 1, j J ) ; wr i t 111 n; 
if<pref•r[i,¡1<1> or <prt>ferCi,jl)nl thl'n 

begin 
j "j-1. 

'I) 

j) 

writeln< '+H ERROR Pr•fer•ncia leida fuera dP. rango' :60!. 
end; 

unt i 1 J :n, 
•nd; 

writeln( '11*11•11• Indica las preferencias de las Mu1eres. '· 70J; 
for i:=1 ton do 

be¡¡ in 
(• Se le•n preferencias de las mujeres y se forma la tabla de •l 
<•rangos para ellas; "rankti,JJ" representa el lugar de pre- •l 
(~ Ferencia que el hombre "j" tiene para la mujer "i". •l 
( * ") 
writelnf'-~- Mu¡er Numero ':44,il;j:=O; 
repeat 

j; = J + 1; 
writeln<'-•-•-•- Eleccion Numero ',jl; 
read(ell;writeln; 
if(el<I l or (el>nJ then 

b119in 
j:=j-1, 
writelnl "H .. ERROR>Preferencia leida fuera del rango' :60l, 
end 

el se 
rank[i,e!J :=¡, 

unt i 1 J=n; 
rankC!,n+ll :=n+I; 
end; 

<• Se despliegan datos leidos •) 
ClrScr; 
writeln;writeln< '•·•• DATOS LEIDOS ':SOl; 
writeln('---------------------------------------· :60l; 
writeln<' --- Num. de casos: ',nl ¡writeln; 
writeln< 'Prefttrenclas de los HOMBRES:' :60>;writeln; 
for 1:•1 ton do 

be9in 
write('Hombre No ',i,':'); 
forj:=ttondo 

write(' ',preferti,jJl; 
writeln; 
end; 

espera; 
write( '-•-Preferencias de las MUJERES -•-' :60l;writeln; 
fo r i : • 1 to n do 
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be91n 
m •O; 
write( '-*-Mujer No ',i,' 'J; 
repeat 
m=m+l, 
f<>r j.=1 ton do 

bpg Ir• 

lf lr~n~[1. Jl"m) then 
write(' ',jl, 

end. 
until tn"ni 
writeln; 
end; 

e!lpera; 
<* inlcia el algoritmo,"fianc1!Cj)" es el hombr·e que- se asigna de <1<) 

<• pareja para la mu¡tr "j" *l 
( * *) 
for m:~1 to n do 

begin 
s·=m; 
repeat 
prox Csl: =prox lsl + 1 . 
w =prefer[s,pro~[sJJ; 
if ran~rw.sJ<rank(w,fianceCwll then 

be gin 
t rfian·~e(w]. 

fiance(wl :=s, 
g:=t; 
end, 

unt i 1 s=n+ 1 
end;ClrScr; 

writeln('u>1< SOL U C ION O P TI M A:':50l; 
writeln< '-=-=-~-=-=-=--=-=-=-~-=-=-=-•----=--m-=-=-=' :55); 
for j:=1 ton do 

writeln!'Mujer 11 ':20,j,'<--- Hombre 11 ',fianceCjJl; 
writeln; 

espera¡ 
end; 

until n=O; 
writeln;writeln;wrlteln; 
writeln( '+ + + FIN DE PROGRAMA + + +' :SOl; 
<* Regreso al menu •l 
atning<filvar, 'MENU.COM'l ¡ 

Execute(filvarl; 
end. 
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•INDI .. .L.í 

ALGORITMO DEL UMBRAL, 41 
ANTI CADENA, 35 
APAREAMIENTO, 9,17 
APAREAMIENTO COMPLETO, 18 

A L F A B E T I C O ~ 

APAREAM 1 ENTO CUELLO DE BOTELLA, 1 O 
APAREAMIENTO GALE-SHl\PLF.Y, 12,43 
APAREAMIENTO MAX-·MIN, 10,41 
APAREAMIENTO PERFECTO, 18 
APAREAMIENTO PONDERADO, 11 
APAREAMIENTO PONDERADO BIPARTITA, 37 
APAREAMIENTO PONDERADO NO-BIPARTITA, 65 
ARBOL, 7 
ARBOL ALTERNANTE, 23 
ASIGNACION INESTABLE, 43 

BASE DE UNA FLORACION, 49 
BOSQUE HUNGARO, 23 

CADENA, 14 
CAPACIDAD DE UN CONJUNTO IMPAR DE NODOS, 61 
CICLO, 7 
COMBINATORIA OPTIHIZACION, 1 
COMBINATORIO ANALISIS, 1 
CONJUNTO NO-COMPARABLE, 35 
CONJUNTOS IMPARES DE NODOS, 61 
CONTRACCION DE UN ARCO, S 

DESCOMPOSICION EN CADENAS, 14,JJ 

ELEMENTOS COMPARABLES, 14 
ELEMENTOS NO-COMPARABLES, 14 
ETIQUETA ESPECIAL, 55,70 
ETIQUETAS FALTANTES, 54 
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FLORACION, 48,49 
FLORACION EXTERNA, 67 
FLORACION INTERNA, 70 
FLORACION-S, 70 
FLORACION SIN ETIQUETA, 68,70 
FLORACION-T, 70 

GRADO DE UN NODO, 6 
GRAFICA, 4 
GRAFlCA BIPARTITA, 8 
GRAFICA CONEXA, 7 
GRAFlCA CONVEXA, 36 

LONGITUD DE CADENA, 33 

MATRIMONIO PROBLEMA DEL, 2 
MATRIZ DE ADYACENCIA, 6 
MATRIZ DE INCIDENCIA CONJUNTOS IMPARES-ARCOS, 65 
MATRIZ DE INCIDENCIA. S 
MATRIL TOTALMENTE UNlMODULAR. 28 
MAXIMO APAREAMIENTO BIPARTITA. 20 
MAXIMO APAREAMIENTO NO-BIPARTITA, 50 
MAXIMO APAREAMIENTO, 10 
METODO HUNGARO, 37 

NODO EXPUESTO, 17 
NODO SATURADO, 17 
NUEVO NODO BASE, 71 

ORDEN PARCIAL ESTRICTO, 14 

PROBLEMA DE ASIGNACION, 37 
PROBLEMA DEL RECUBRIMIENTO MINIMO DE NODOS, 23 
PSEUDONODO, 50 

RAIZ DE UNA FLORACION, 49 
RASTREO REGRESIVO, 24 
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RECUBRIMIENTO DE ARCOS, 63 
RECUBRIMIENTO DE CONJUNTOS IMPARES DE NODOS, 61 
RECUBRIMIENTO OE NODOS, 30 

SISTEMAS DE REPRESENTANTES DISTINTOS, 12,31 

TALLO DE UNA FLORACION, 49 
TEOREMA DE BERGE, 22 
TEOREMA DE BERGE,NORMAN,RABIN, 46 
TEOREMA DE DILL~ORTH, 35,82 
TEOREMA DE EOMONOS, 61 
TEOREMA DE CALE-SHAPLEY, 43 
TEOREMA DE HALL, 32 
TEOREMA DE HELLER-TOMPKINS-GALE, 2B,S4 
TEOREMA DE KóNIG-EGERVARY, 30 
TEOREMA DE MENDELSOHN-DULMAGE, 18 
TRAYECTORIA. 7 
TRAYECTORIA ALTERNANTE, 17 

VIEJO NODO BASE, 71 
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