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I NTRQODWUYACC T ON

Una variedad importante de problemas que surgen en la toma de de-
cisiones esta caracterizada por tener soluciones factibles de tipo
discreto. La decisién de una compaiia de comprar ¢ no maquinaria, la
asignacién de recursos o el empaque de articulos en cajas de tamaios
predeterminados, son ejamplos de este tipo de problemas

Desde el punto de vista c<onceptual, manejar una region factible de
tipo discreto da la ventaja de establecer facilmente soluciones con-
cretas al problema vy con frecuencia, el uso de graficas elementales
permite asignar significado intuitive a una solucién particular. Es-
te hecho, sin embargo, no garantiza que se pueda resolver trivialmen-
te cualquier problema de tipo diecreto, pues 8i el nimero de objetos
involucrados es grande, resolver satisfactoriamente el problema puede
representar la manipulacién ¢ evaluacian de una cantidad explosiva de
casog, posibilidades y combinaciones.

Si se tiene el problema de asignar tres trabajadores a tres traba-
jos distintos, conociendo la eficiencia de cada trabajador en cada u-
no de ellos, encontrar la asignacién de mayor eficiencia total puede
efectuarse examinando las 3!=6 asignaciones posibles y escogiendo la
mejor de ellas. Resolver el mismo problema para veinte trabajadores y
veinte trabajos, con el método anterior, obligaria a examinar las 20!
posibles asignaciones. Si se usara una computadora extraordinariamen-~
te veloz que, digamos, escribiera en papel una asignacién posible ca-
da microsegundo (exagerada para la década de los 80), el listado fi-
nal terminaria de imprimirse en algo as{ como 77094 a%os, dejando ob-
soleto cualquier intento posible de espera,.

Esta curiosa paradoja de problemas de tipo discreto, de mostrar u-
na estructura conceptual sencilla, pero un procedimiento dificil pa-
ra determinar una solucién adecuada, aunada al hecho de que este tipo
de problemas son comunes en muchas areas de investigacion de opera-
ciones e ingenieria, ha llamado la atencién de investigadores y cien-
tificos desde el siglo pasado.

Un caso especifico de andlisis de problemas discretos se encuentra
en el Andlisis Combinatorio, que se considera como el estudio matema-
tico del arreglo, agrupamiento, ordenamiento o seleccisn de objetos
discretos {(por lo general finitos en namero). Tradicionzlmente, esta-
discipliina ha distinguido sus problemas segin se trate de: 1) exis-
tencia de arreglos especificos, 2) exhibicién o evaluacién de arre-
glos requeridos, y 3) enumeracién o cuenta de posibles arreglos.

Como ejemplos de esta clase de problemas se pueden citar: calcular
¢l namero de combinaciones de n objetos tomados de r en r©, encon-
trar el espacio muestral del experimento que consiste en sxtraer sin
reemplazo dos bolas de una urna conteniendo m bolas rojas y n bo-
las negras, o exhibir las permutaciones distinguibles de n objetos,
de los cuales hay k1,k2,...,kj de ellos iguales.

En la segunda mitad del siglo 20, e] surgimiento de la investi-
gacién de operaciones, y el enorme influjo de la computadora elec-
trénices en el modo de resolver problemas ha motivado la aparicién de
una linea diferente en los problemas combinatorios. El interés ha



cambtado de confirmar la existencia de cierto arreglo, o de contar
el namero de arreglos que cumplan cierta condicién hacia encontrar
el mejor de los arreglos posibles, de acuerdo a un criterio prede-
terminado de seleccidn. Este enfoque de encontrar un arreglo dpti-
mo, se conoce como Optimizacién Combinatoria.

Un ejemplo ti{pico de Optimizacién Combinatoria lo constituye el
llamado ‘problema del watrimonio’, que se formula como sigue: “Dado
un  conjunto de m hombres y un conjunto de n mujeres, donde cada
hombre tiene una lista de las mujeres a las que propondria matrimo-
nio, ¢cudl es el méximo naimero de parejas que pueden formarse?"”.

El problema del matrimonio se formula de modo natural usando
gréficas. En e]l ejemplo anterior no es dificil ver que la situa--
cién se puede modelar con una grafica en la que existan ®m nodos
representando & los hombres, n nodos representando a las mujeres,
Yy un arco que una al nodo “i" con el nodo “j", siempre que la mu-
jer "j" sea una de las elegidas por el hombre "{i".

El ejemplo del matrimonio es un caso particular de un problema
basico de optimizacion combinatoria, conocido como "problema de a~
pareamiento”. En un problema de apareamiento se tiene una gréfica
con n nodos y D arcos, y se busca una coleccién de arcos (pare-
jas de nodos) que satisfagan ciertos criterios de optimalidad.

Los problemas que se enuncian enseguida son ejemplos estrecha-
mente relacionados con problemas de apareamiento.

PROBLEMA 1. En una empresa 3¢ tiene un conjunto E de empleados y
un conjunto T de trabajos por asignar. El sindicato propone una asig-
nacién que ocupe a tantos empleados como sea pogible, sujeténdose a
un sistema de antigiedad laboral, mientras que la empresa propone una
asignacién que designe los trabajos sujeténdose a un sistema de prio-
ridades en los wmismos. (Existe alguna asignacién de empleados a los
trabajos que satisfaga tanto a la empresa como al sindicatoe?.

PROBLEMA 2. Un periddico sabe que #n la Reunién Internacional de
Legisladores se tienen programadas conferencias a ciertas horas y de
duracién conocida. Cuando una serie de conferencias C1,C2,...,Ck ocu~
rren €in traslaparse, se tiene una cadena (y por tanto pueden ser cu-
biertas por un solo reportero). ;Cual es ¢l nimero minimo de reporto-
ros que cubrirdn todas las conferencias de la reunién?.

PROBLEMA 3. En una linea de produccién que trabaja en serie hay n
obreros que trabajan en n astaciones de la linea. Si se llama Tij a
la velocidad con la que el obreroc "i" esjecuta su tarea en la estacidén
"j*, es claro que la velocidad de produccién de la linea estd limita-
da por la velocidad del trabajador més lento. ;Qué asignacién de los
obreros a las estaciones maximiza la velocidad de la linea de produc-
cién?.

En este trabajo se presenta la formulacién y andlisis de los mode-
los bdasicos de apareamiento. Se muestran los resultados teéricos més
significativos y los algoritmos de solucién.

La presentacién del tema del apareamiento se hace de manera pro-
gresiva a 1lo largo de los préximos capitulos. En e! Capitulo | se



presentan los conceptos vy definiciones de Teoria de Grificas usados
en el desarrollo del tema, asi como una breve descripcién de los mo-
delos basicos de apareamiento. En el Capitulo 2 se tratan los mode~
los en los cuales la grdéfica {nvolucrada en la representacidn del
problema es bipartita. E!l Capitulo 3 prosigue con problemas cuya re-
presentacién gréfica no es bipartita. En-el Capitulo 4 se muestran
algunos programas de computadora escritos en Pascal que manejar cier-
tos problemas presentados en el texto. Al final se incluye un Apéndi-
ce con las demostraciones detalladas de algunos de los teoremas men-
cionados en los capitulos.



CAPITTULD |}

PROBLEMAS BASI1C0& DE APAREAMIENTO

Los problemas de apareamiento que se resuelven en la practica in-
variablemente son representados por una grafica con nodes y arcos,
donde 1los nodos simbolizan log elementos involucrados en el aparea-
miento y los arcos la posibilidad de formar pareja

£l tema del apareamiento frecuentemente hace referencia a resulta-
dos propios de la Teoria de Gréficas. Esta dltima especialidad, re-
lativamente reciente entre las ramas de lag matematicas aplicadas,
no ha llegado todavia a presentar una notacion y terminologia udnica
entre todos los autores. Debido a esto, en la primera seccién de es~
te capitulo se resumen los conceptos y definiciones de Teoria de &Eré-
ficas que se adoptarén en los capitulos préximos.

En la segunda seccidn se describen brevemente los modelos basicos
en la teoria del apareamiento y se dan ejemplos de cada caso. Estos
modelos resuelven problemas de apareamiento atendiendo a distintos
criterios de optimizacién. Los modelos que se presentan son los si-
guientes: .

1) Maximo apareamiento, 2) apareamiento Max-min, llamado tambieén
'de cuello de botella’, 3) apareamiento ponderado y 4) apareamiento
de Gale-Shapley.

(1.1) PRELIMINARES.

Una grafica G es una estructura formada por un conjunto finito N
cuyos elementos son llamados nodos, y otro conjunto finito A de pa-
rejas de nodos, llamados arcos. La notacién usada es: G=(N,A). Cuan-
do los arcos de una grafica ¢ son parejas ordenadas, G es una grafi-
ca dirigida, llamada también digréfica; cuando los arcos no son pare-
jas ordenadas, se dice que G es una grafica no-dirigida. En este tra-
bajo se consideran modelos que usan solamente graficae no-dirigidas.

Si en la grafica € existe el arco s=(k,m}), se dice que los nodos
"k y “"m" son adyacentes, mientras que el arco “s" es {ncidente tan-
to al nodo "k" como al "m". Del mismo modo se dice que ambos nodos -
son incidentes al arco “s".

Las graficas se representan frecuentemente por dibujos donde los
nodos corresponden a puntos o pequefos circulos, y los arcos a lineas
que unen los nodos. En la Figura 1.1, C es una grdafica donde se tiene
N=(1,2,3,4) y A=( (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4) ) mientras que H
es una digrdafica con N=(1,2,3} y A={ (2,1}, (2,3), (3,1) 1},

Figura 1.



En una gréfica ¢, la CONTRACCION DE UN ARCO (i, j), denotada como
6 ctr € (1,j) ), consiste en el reemplazo de los nodos ‘i’ y '}’ por
un rnuevo nodo 'k’, akadiendo en la @gréfica resultante urn arco (k,m)
por cada arco (i,m) o (j,m) de la gréfica original. La contraccisn de
una g@gréfica puede resultar en graficas con arcos maltiples entre sus
nodos. A tal ¢tipo de grafica se le conoce como MULTIGRAFICA. En 1la
Figura 1.2, 1la gréfica G' repregsenta la contraccién de G, luego de
eliminar el arco (1,4).

e C's G ctr (1,4)

Figura 1.2

Cuando se trabajan graéaficas con un nimero considerable de nodos y
arcos deja de ser prictica la representacidén esquemdtica, siendo la
representacién en computadora el medio més coman.

Algunas de las representaciones mas usadas para alwmacenar una gra-
fica en una computadora son: 4a) MATRIZ DE INCIDENCIA, b) MAYRIZ DE
ADYACENCIA.

Dada una grafica G con ‘m‘' nodos y ‘n' arcos, su MATRIZ DE IKCI-
DENCIA A (llamada a veces matriz nodos-arcos) tiene ’'m’ filas (iden-
tificadas con los nodos) y ‘n‘ columnas (identificadas con los arcos)
y s& encuentra definida a continuascion.

at1 al2 . . . atk
A = 21 a22 . . . a2k
nﬁ! ame : : : nﬁk

1 s#i el arco 'j' incide ¢n el nodo ‘i’
donde aij = .
0 en otro caso.

- 5 =



La matriz de incidencia de G en la Figura 1.1 eg:

(1,3) (1,4) (2,3) (2,4) (3,4)

1 1 1 0 0 0
2 0 0 1 1 0
3 1 0 1 0 1
4 0 1 0 1 1

Para una grafica 6| con 'n’ nodos, la MATRIZ DE ADYACENCIA A
(a veces llamada matrii nodos-nodes) tiene 'n' filas y ‘n’ colum-
nas (ambas identificadas (con los nodos) y se define como:

at! a12 . . . ain
A = a2l a2 . . . a2n
aﬁ! ang : : : aﬁn

—

t #i los nodos 'j' e 'i’' son adyacentes.
donde .aij = .
0 en otro caso.

La matriz de adyacencia de G en la Figura 1.1 es:

1 2 3 4
1 0 0 1 1
2 0 0 1 i
3 1 1 Q 1
4 1 1 1 0

Facilmente se observa |que por construcciaén, la matriz de adyacen-
cia de una gréfica es siempre simétrica.

En una grafica cualguiera G, al namero de arcos que inciden en
un node 'i' se le 1llama GRADO DE ‘{’, y se denota por d(i). De
la construccién de la | matriz de incidencia, resulta claro que la



suma de los elementos a lo largo de la fila "1’ (que representa al
nodo 1) es igual al valor d(i). Es decir:

dii)= : Mi2

P

k

S{ se simboliza por: |Al &l namero de arcos de la grafica G,
y taomando en cuenta que cada arco une a dos nodos de la misma, no
s dificil ver que la suma de los grados de todos los nodos de 6
viene a igualar al doble de |A]|. 0 sea:

_;_ dii) = 2]A|

i en N

La proposicién siguiente nuestra una conocida propiedad de los
nodos de grado {mpar de una grafica:

PROPOSICION t.ta. En una gréfica finita G»(N,A) el nimero de vér-
tices de grado impar es par.

El concepto de conexidad en una gréfica G esté estrechamente rela-
cionado con 1la idea intuitiva de poder ‘unir’ dos nodos cualesquiera
de ella por medio de una trayectoria formada con arcos. La formaliza-
cidn de la idea es como sigue: dados dos nodos ‘p’' y ‘qQ’ de C=(N,A),
una TRAYECTORIA wentre 'p’ y ‘q' es una sucesién de arcos de la for-
ma: {(p,§¥), (§1,42),. .,tljk,q) con js<jt para s<t. La trayecto-
ria wse llama ABIERTA s{ ‘p’' es distinto a 'q’, y CERRADA en caso
contrario. A una trayectoria que tiesne al menos un arco v solamente
un nodo repetido we le llama CICLO. Una gréfica sin ciclos es llamada
ACICLICA.

Dos nodos de C we llaman CONECTADOS si existe una trayectoria que
los una. Cuando en una grédfica cualquier par de nodos es conectado,
se dice que la grdafica es CONEXA.

§i uns gréfica es conexa y carece de ciclos, forma lo que se cono-
ce como ARBOL, La simplicidad de la estructura de los éarboles ha per-
mitido una gran variedad de aplicaciones en matemidticas discretas y
en las cienclas de la computacién. Una caracterizacién de lo que es
un d4rbol se muestra en la siguiente proposicién:

PROPOSICION 1.1b. S1 G es una gréfica con ‘n’' nodos, las condicio-
nes siguientes son equivalentes:

a) ¢ es un érbol.

b) Cualquier par de nodos de G esté unido por un trayectoria anica.

€) €6 no tiene ciclos, pero exactamente uno se forma al agregar
un arco.

d) C es conexa, pero deja de serlo si se suprime algin arco.



e) € no tiene ciclos y tiene 'n-1' arcos.
¢) G es conexa y tiene 'n-1’' arcos.

Una grafica C=(N,A) es llamada BIPARTITA si se puede separar
al conjunto de nodos N en dos subconjuntos ajenos S y T de mane-
ra que cualquier arco de A necesariamente conecte un nodo en S con
uno de T. La notacién G=(N,A) para este caso suele escribirase co~-
Ro: €=(85,T,A).

Si en una grafica bipartita tomamos una trayectoria y la recorre-
mos es facil ver que al avanzar por los arcos se tocan nodos que al-
ternativamente perteneacen a S§ vy a 7. De tal observacién se puede con-
cluir que si una grdfica G es bipartita, entonces cualquier ciclo en
ella necesariamente tiene un nimero par de arcos y un namero par de
nodos (longitud par del ciclo). La idea reciproca también es cierta,
y el resultado se resume en la siguiente proposicién, que se demues-
tra en el apéndice.

PROPOSICION 1t.1c. Una grdfica G=(N,A) es bipartita si y sdélo si
carece de ciclos de longitud impar.

Supongamos ahora que G6=(8,T,A) es una grafica bipartita, don-
de 8%(1,3,6,7) y T=(2,4,5,8,9). Si numeramos los nodos de G como:
ni=1, n2=3, n3=h, n4=7, nS=22, nb=4, n7=5, n8=8 y n9=9, la matriz
de adyacencia de ¢ se ve como sigue:

nt 0 0 0 0 at5  atlé al? alg  at9
ng 0 0 0 0 a25  a2é az27 a28  a29
n3 0 0 0 0 a3s al6 alv a3s al9
A= n4 0 0 0 0 ads a46 a47 a48 a49
nS aS1 ase a53 aS54 0 0 0 0 0
né a6 a2 a6 ac4 0 0 0 0 0
n? att ate a73 a74 0 0 0 0 0
n8 | a8i a82 a83 a84 0 0 0 0 0
n9 | a9t a%2 293 a%4 ¢ 0 0 0 0

La forma especial que adopta esta matriz de adyacencia y el hecho
de que sea una matriz simétrica se resumen en la siguiente:



PROPOSICION t.t1d. C es una grafica bipartita si y sélo si sus
nodos pueden enumersrse de manera que la matriz de adyacencia a-
gociada sea de la forma:

<

Donde B es una subratriz de A, en general rectangular, cuyos ele-
mentoE pueden Ser cero O uno.

(1.2) DESCRIPCION Y EJEMPLOS.
{1.2.1) Modelos Basicos.

lLa palabra apareamiento significa literalmente formar parejas. Si
tenemog un conjunto finito de elementos con los que se pueden formar
parejas, se puesde representar la situacién con una gréfica que tenga
un nodo por cada elemento, y donde un arco entre dos nodos signifique
que 108 elementos representados por tales nodos pueden formar pareja.

De modo formal, si se tiene uka Qrafica ©€=(N,A), un APAREAMIENTO
en G es un subconjunto SCA de arcos en donde no hay dos de ellos
que incidan en up nodo comin.
En la Figura 1.3 los arcos con linea ondulada representan un aparea-
miento. En G, el apareamiento no es &l més grande posible, en H si
lo es. '

Figura 1.3

En los problemas de apareamiento en graficas, la idea méas general
consiste en encontrar subconjuntos de arcos que cumplen ciertos cri-
terios de optimizacién, donde los parametros involucrados pueden ser:
@l ndamero de arcos en la solucién, el nimero de arcos que pueden in-
cidir en un nodo o ¢l peso asociado a los arcos, si es que lo tienen.

En esta seccién se describen los problemas tipo fundamentales en
el tema del apareamiento, mostrandose algunos ejemplos. Ellos son:



1) MAXIMO APAREAMIENTO.- En este problema, dada una grafica 6 con
un nimere finito de nodos y arcos, se desea determinar ¢l apareamien-
to g0 mayar cardinalidad (nimero de arcos) posible.

Ejemplo 1.1 El centro de lenguas de una universidad tiene una
lista de 7 profesores para cubrir 10 trabajos de traduccién. Los
idiomas requeridos y las habilidades de los profesores se muestran
en la siguiente tabla:

Idiomas: 1) inglés, 11) francés, 111) alemdn, IV) polaco, V) ruso,
VI) chino, VI1) &rabe, VIII) turco, IX} griego, X) bilgaro.

Idioma: I 1 111 v v Vi VIl vIIl X X

Prof.: e - ————— -~ = 2 o e e el b Lt DDt L
1 sf si no no no no no no no sf
2 no no si [ 39 #i no no no no no
3 si no no no ne $i si no no no
4 no no no no no no no si no no
s i no no [ § no ne s§ no [ §1 no
& no si no no [ ¥ [ 39 ne no no no
T si no wi si no no no no 83 [ 14

LCiaal es el wmaximo nimero de traducciones de que se¢ puede encar-
gar el centro de lenguas?.

2) APAREAMIENTO MAX-MIN o 'DE CUELLO DE BOTELLA'.~ El! ejemplo de
motivacién mas comin para este problema estd en el siguiente plantea-
miento: En un taller {ndustrial se tienen 'n’ trabajadores para ser
asignados a ’'n' estaciones de trabajo de una linea de produccién en
serie. Puesto que los obreros tienen distintas velocidades de trabajo
en las diferentes estaciones de la linea, es clarc que para cada a-
signacién habra al menos una estacién que sea la mis lenta de todas
(el ‘'cuello de botella'}, y que determinarsé la velocidad de produc-
cién de toda 1la linea. El problema a resolver entonces es encontrar
la asignacién (apareamiento obreros-estaciones) donde la més lenta de
las estaciones sea lo més rapida que se pueda.

En general, dada una grdfica bipartita €s(S,T,A) con nimero finito
de nodos y arcos, donde cada arco de G tiene asociado un peso (posi-
tivo, negativo o cero), ] problema es encontrar el spareamiento de
méxima cardinalidad cuyo peso minimo sea 1o mayor posible.

Ejemplo 1.2 E] laboratorio fotogréfico de una empresa perjodisti-
ca procesa los rollaos de pelicula que recibe en & etapas como sigue:

~ 10 -



1) Registro del rollo y control de trabajo.
2) Revelado del negativo.

3) Secado y seleccién de tomas.

4) Impresidn de fotografiace

S) Secado de impreg¢iones y ensobretado.

6) Registro contable y distribucién.

Para ello cuenta con 6 empleados que pueden ejecutar cualquier e~
tapa indistintamente, siendo &u velocidad de trabajo (en rollos/hora)
la indicada en la siguiente tabla:

Etapa-~--)
1 2 3 4 g 6
Empleador T
A 12 (] 10 g 6 15
e s 4 w3 s 10
e s e 6 4 s s
o 2 s s 3 3w s
e w0 6 0 4 . 1s
T e . & a5 6 10

¢Cudl asignacién de los trabajadores a las etapas de proceso maxi-
miza la velocidad de produccién del laboratorio?.

3) APAREAMIENTO PONDERADO.- En este problema se tiene una grafica
6=(N,A) donde cada arco estd ponderado por un peso que puede ser po-
sitivo, negativo o cero. La intencién es hallar un apareamiento en
donde 1a suma de 108 pesos de sus arcos sea méxima.

En el <caso de que G sea bipartita ( G=(S5,T,A) ), el problema del
apareamiento ponderado es facilmente reconocido como un problema de
asignacién, pues se aplica de modo natural a la bisqueda de la asig-
nacién éptima de trabajadores (elementos de S) a tareas (elementos
de T) cuando se conoce la eficiencia del obrero ‘i’ en la tarea 'j’
que se denota por el peso wij.

Ejemplo 1.3 Un servicio de proceso de datos tiene 4 impresoras
de lineas que pueden conectarse a cualquiera de 5 microcomputadoras
para emitir reportes a usuarios. Las velocidades en lineas por mi-
nuto de cada impresora segin la microcomputadora con la que se use
estén dadas en la siguiente tabla:
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Micro=~=~) 1 e 3 4 s

Impresora
A 300 350 320 300 280
s a5 s 300 es0 300
¢ 30 340 340 300 @s0
o 2715 300 30 300 300

iCémo deben asignarse las impresoras a las microcomputadoras para
maximizar el nimero total de lineas impresas por minuto?,

4) APAREAMIENTO DE GALE~SHAPLEY.~ Este modelo permite manejar la
caracteristica de estabilidad en las parejas formadas Que aparece -
en algunos problemas de apareamientc, donde los elementos involucra-
dos tienen wuna preferencia en la formacién de las parejas. Por ejem-
ple, supongamos que H es un conjunto de 'n’ hombrss y M un conjunto
de 'n’ mujeres, y que los hombres tienen una relacién de preferencia
hacia las mujeres para formar matrimonio. Entonces, para cualquier a-
pareariento dado, siempre se podréa preguntar si habréa un hombre y una
mujer que no forman pareja, pero que se prefieren mas el unc al otro
que al cényuge agignado por ol apareamiento. Cuando se da este caso,
el conjunto de parejas propuesto no es estable, pues al menos habra
un hombre y una mujer dispuestos a dejar a suc respectivos cényuges
para formar pareja entre si.

Cuando un apareamiento es estable (nadie deseoso de sustitu{r a
sUu pareja encuentra respuesta) y ademas ocurre que cualquier hombre
de H estd por lo menos tan satisfecho en 41 como con cualquier otro
aparearmiento estable, se tiene un apareamiento éptimo (para los hom-
bres). Un teorema de Cale y Shapley muestra una prueba constructiva
de tal éptimo, independiente de que se tengan pesos asociados a los
arcos.

La asignacién de solicitantes de empleo a puestos, de médicos pa-
santes a hospitales o de profesores a grupos universitarios son al-
gunos ejemplos donde los elementos involucrados en el apareamiento -
manifiestan una preferencia en las posibles asignaciones, y que se
pueden tratar adecuadamente con e]l modelo de Gale-Shapley.

(1.2.2) Otros problemas equivalentes.

Existen diversos problemas de Optimizacion Combinatoria que pueden
ser planteados de manera equivalente a alguno de los problemas que se
han mencionado anteriormente. Un par de ejemplos se citan enseguida.

5) SISTEMAS DE REPRESENTANTES DISTINTOS.- Dado un conjunto finito

y una coleccion de subconjuntos de T: (T1,72,...,Tk), se llama
SISTEHA DE REPRESENTANTES DISTINTOS de T a un subconjunto de elemen—

- 12 -



tos de T:{(t1,t2,...,tk) distintos dos a dos, y que cumplen la condi=-
cién tieTi, para i={,2, . . k.

El problema de los representantes distintos es que, conociendo T
y la coleccidn de subconjuntos T1,T2,...,Tk se construya un sistema
de representantes distintos para T.

Ejemplo 1.4 Un despacho de nueve asesores industriales atiende a
7 empresas distrintas. Enumerando a los asesores del 1 al 9, la forma
en que estdn asignados a las empresas es como sigue:

Empresa # 1: (2,3}
Eapresa # 2: (2,5)
Empresa # 3: (1,6)
Empresa § 4: (6)
Empresa ¥ 5: (3,4, 7}
Empresa ¢ 6: (1,62
Empresa # 7: (S5,8,9)

Para la reunién anual de evaluacién del despacho, se desea formar
un grupo de 7 asesores, representando c/u de ellos a una empresa di-
ferente. ;Cémo se {ntegra el grupo deseado?.

lL.a grafica que se muestra enseguida modela el problema. Los nodos
del lado izquierdo simbolizan a las empresas y los del lado dereche
a los asesores. Un arco (i,j) indica que la empresa ‘i’ tiene asig-
nado al asesor 'j’. A partir de esta grifica, el problema se puede -
resolver encontrando el méximo apareamiento en ella. Si el mdéximo a-
pareamiento contiene menos de 7 arcos, el problema de los represen-
tantes no tiene solucién, y entonces alguno de los asesores debers
representar a mis de una empress en la reunién de evaluacién,

Empresas Asesores

Figura 1.4
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6) DESCOMPOSICION EN CADENAS. En algunos problemas que se¢ mane-
jan con graficas, los welementos representados por los nodos pueden
ser ordenados de modo estricto (alb) de manera que se¢ refleje un
‘orden de precedencia’ entre ellos. Por supuesto, existe la posibi-
lidad de que dos elementos en particular no puedan compararse.

La formalizacién de 1la idea anterior es como sigue: para un con-
junto finito N, un ORDEN PARCIAL ESTRICTO es una relacién definida
en el producto cartesiano NxN que e3 transitiva y antisimétrica. Un
ejemplo tipico de esto es la relacidén ‘(' en los nimeros reales.

Dos elementos i,4 de N se llaman COMPARABLES si ocurre i(j o
j¢i, en caso contrario se llaman NO-COMPARABLES. Una CADENA en N
s un subconjunto de elementos de N comparables dos a dos, y clara~-
mente tal subconjunto puede escribirse en forme deé orden ascenden-
te como: nl ¢ n2 ¢ ... { nk. Una descomposicién en cadenas de N es
una coleccién de cadenas disjuntas cuya unién forma N.

El problema de 1la DESCOMPOSICION EN CADENAS de un conjunto N, -
consiste en encontrar aquella descomposicién de N cuya cardinalidad
(nimero de cadenas) sea minima.

Ejemplo 1.5 Un peridédico planea cubrir las conferencias de la
Reunién Internacional de Legisladores a celebrar en cierta fecha.
Para tal dia se ofrecen 10 conferencias de duracién y hora de ini-
cio como se muestra a continuacién:

Conferencia:
i 2 3 4 g [ 7 8 9 10

- - - - - - " - - 9 A2 o 0 - o e s et o o > -~ - -

Inicio: 9:00 8:00 B8:00 9:00 9:30 10:30 8:30 8:30 9:00 8:30

Duracién 1 i 1.8 1.8 1.5 1 1 1.8 1.8 1|
(horas)

e o = e v P A O o T ot e e W PP e Y P ot S T e A 0 e A T A OV e - = e o e L T A e W A o

,Cudl es el minimo namero de reportercs que pueden cubrir el total
de las conferencias?

No es dificil ver que las conferencias se pueden ordenar de manera
que ‘a ¢ b' signifique que la conferencia ‘a’ termina antes de que la
conferencia ‘b’ comience. La grdfica a continuacién modelas el orden
parcial estricto que existe entre 'las conferencias.

Cada nodo representa la conferencia con la que esta numerado, y si se
puede alcanzar el nodo ‘b’ bajando desde el nodo ‘a’, se tiene la -~
condicién a ( b.
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Figura 1.5

Cada cadena de la grdifica anterior representa una secuencis de -
conferencias sucesivas que no se traslapan, y que pueden ser cubler-
tas por un reportero.

El problema se puede reducir a un caso de miximo apareamiento co-
mo sigue: sea §={1,2,3,. .,10) el conjunto de las conferencias, y
Ga(8,7,A) una gréfica bipartita donde 7T=S, y donde un arco ({,}§)
represente 1a condicién (conferencia 1) ( (conferencia §). La gra~
fica € para el ejemplo se muestra enseguida:

@' Te— @




Encontrar un apareamiento maximo en la grafica de la figura ante-

rior, equivale a encontrar un subconjunto de pares de elementos de S
que son comparables y de modo que niQin elemento aparece més de una
vez como primer elemento de un par ni mis de una vez como segundo e-
lemento de un par. Identificando los elementos comunes en los pares
encontrados, se ‘unen’ los pares y se forman cadenas disjuntas.
Por ejemplo, i en el apareamiento maximal para la Figura 1.6 apare-
cen Jlos arcos (6,4) y (4,2) se puede construir en la Figura 1.7 la
cadena: 6 (¢ 4 ¢ 2. Los elementos que no sean cubiertos por los arcos
de el apareamiento maximal se consideran como cadenas de longitud u-
nitaria, y as{ se tiene la descomposicién en cadenas de S gque se bus-
caba.
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CAP1TYULQ &

APAREAMIENTO EN GRAFICAS BIPARTITAS.

Las primeras investigaciones hechas sobre problemas de apareamien-
to trataron sdlo con grdéficas bipartitas. Algoritmos eficientes para
encontrar un apareamiento méximo en este tipo de graficas ya estaban
elaborados en Ja segunda mitad de la década de los S50, por autores
como Ford y Fulkerson.

"El tratamiento adecuado del apareamiento en graficas generales tu-
ve su fundamento en log resultados de las investigaciones hechas para
el caso bipartita, y algoritmos eficaces en graficas generales se co-
nocieron en la sequnda mitad de la década de los 60, de autores como
Edmonds y Balinski.

Estos antecedentes, aunados a2 la reletiva facilidad con que se ma-
nejan los algoritmos del caso bipartita motivan 2 tratar primeramente
éste caso, preparando terrenc para abordar el apareamiento en grafi-
cas generales con mayor naturalidad.

Los dos primeros modelos expuestos en el capitulo son: Maximo a-
pareamiento y Apareamiento ponderado. Después se muestran dos mode-
logs que necesariamente usan graficas bipartitas: Apareamiento max-~
min o ‘cuello de botella’ y el Aparcamiento de Gale-Shapley. Se dan
ademds un par de aplicaciones del maximo apareamiento a dos proble-~
was de tipo combinatorio: el problema de construir Sistemas de re-
presentantes distintos y el problema de la Descomposicién en cade-
nas de un conjunto parcialmente ordenado.

Cada modelc se presenta acompafado con un algoritmo de solucién y
un breve ejemplo aclaratorio.

(2.1) DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS.

Dada una grafica 67(5,1,A) un APAREAMIENTO M en G es un subconjun-
to de arces MC A con la propiedad de que no existen dos arcos en M
que incidan en el mismo nodo. Dado un apareamiento M en G=(S,T,A) si
¢l nodo 'k’ € SUT es tocado por un arco de M, se dice que 'k’ es un
NODO SATURADO por M; en caso contrario, a 'k’ se¢ le llama NODO EX-
PUESTO. Una trayectoria en G es llamada TRAYECTORIA ALTERNANTE rela-
tiva a M, si se encuentra formada por arcos que alternati{vamente es-
tan en M y en su complemento: A\M. En el ejemplo d# l& Figura 2.1 un
apareamiento M esté indicado por lineas onduladas. Los nodos cubier-
tos son: !, 2, 3y 6, los expuestos son: 4, 5, y 7. La trayectoria
((5,2),(2,13,(1,3),(3,6)) es alternante relativa a M, mientras que
C(5,7),(7,6),¢(6,3),(3,5)) no lo es.



Figura 2.1

Cuando un apareamiento M en una gréfica no deja nodos expuestos en
la gréfica, el apareamiento se llama COMPLETO o PERFECTO. Por supues-
to, i una gréfica poses un apareamiento de este tipo, debe tener un
nimero par de nodos.

Una condicién suficiente para que exista un apareamiento completo
en una grdafica se establece en la siguiente proposicién, cuya demos-
tracién aparece en &l Apéndice.

PROPOSICION 2.1a. Si 6 es una grafica con un nimero 'n' par de
nodos, y cada uno de ellos tiene grado wmayor o igual a: n/2, enton-
ces existe un apareamiento completo para €.

(2.1.1) TEOREMA DE MENDELSOHN-DULMAGE.

El siguiente teorema establece la manera de ‘'combinar’ dos aparea-
mientos distintos en una grdfica bipartita para producir un nuevo a-
pareamiento que cumple con ciertas condiciones.

TEOREMA 2.1b. (Mendelsohn-Dulmage). Sean G=(5,T,A) una grafica bi-
partita, y X}, X2 dos apareamientos en G. Entonces, existe un aparea-
miento X © XtUX2 tal que X cubre todos los nodos de S cubiertos
por Xt, y todos locs nodos de T cubiertos por X2.

Denogtracién.

Tomando la diferencia simétrica XTgX2 = (XtuX2) - (XtnX2), y
observando que al ser G bipartita los ciclos posibles son de longi-
tud par, Yy ademas que cualquier trayectoria en X1y X2 s$610 puede:
1) empezar y terminar con arcos de X1, o 2) empezar y terainar con
arcos de X2, o 3) empezar con arco de Xi y terminar con arco de X2,
o 4) empezar con arco de X2 y terminar con arco de X1, no es difi-
cil ver que los tipos de trayectorias y ciclos que pueden aparecer
en X1 ¢ X2 son los mostrados en la Figura 2.2.
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@ Nodos cubiertos por X1 O Nodos cubiertos por X2 (O Otros nodos
Avasana fircos de X1 Arcgs de X2

Figura e.2

En cualquiera de los casos que aparecen en la Figura 2.2 se puede
encontrar un apareamiento Yo X1y X2 tal que Y cubra todo nodo
de S cubierto por (Xi1-X2) y todo nodo de T cubierto por (X2-Xt). Asi,
X = YU (XTI NX2) es e) apareamiento que %e busca.

Una aplicacién de este resultado se tien® en el Problema t que a-
parece en la Introduccién. Sea X! 1la asignacién (apareamiento) pro-
puesta por el sindicato, y X2 1a que propone la empresa, entonces
es posible encontrar una asignacién X que satisfags a ambas partes.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior son los siguientes
resultados: -

TEOREMA 2.1c. 8i G6=(S,T,A) es grdafica bipartita, y X es un apa-
reamiento en G, entonces existe un apareamiento de maxima cardina-
lidad, Y, que cubre todos los nodos de G cubiertos por X.

Demostracién.

Si M #8 un apareamiento de méxima cardinalidad en G, el teorema
2.1b garantiza la existencia de un apareamiento Y en G que cumple: -

a) Y cubre todos 108 nodos de S cubiertos por X.
b) Y cubre todos los nodos de T cubiertos por M.

En particular, de la condician b) se concluye que [M| = |(Y|,
por lo que Y también es de maxima cardinalidad. Recurriendo otra vez
al teoorema 2.1b, wse puede afirmar que existe un apareamiento 7 en
G que cumple: -

c) 2 cubre todos los nodos de S cubiertos por Y {(y por
tanto cubre todo nodo de S que cubra X}.
d) Z cubre todos los nodos de T cubiertos por X.

de ¢) resulta claro que: [Z| = |Y| = |M], con lo que Z es un apa-

reamiento de méxima cardinalidad que cubre todos los nodos de G gque
haya cubjierto X.
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Si en una gréfica bipartita Ga(S5,T,A) se elige un nodo ‘k' cual-
quiera que tenga grado dik)>1, junto con cualquiera de sus arcos in-
cidentes, se tiene un apareamiento de un solo arco. Del teorema 2. 1c
es posible entonces concluir el siguiente:

COROLARIO 2.1d. 8t G=(S,T,A) es una grafica btpart{ta. entonces
para cualquier nodo 'k' con grado d(k) 21 en C existe un apareamien-
to de méxima cardinalidad que cubre a ‘k’',

Siguiendo con el ejemplo del Problema 1 de la Introduccién, i su-
ponemos que el gerente de la empresa ha encontrado una asignacién de
empleados a trabajos que sea factible, del teorema 2.1C se puede a-
firmar que existe una asignacién (apareamiento) de méxima cardinali-
que corregponde, por supuesto, a un plan de uso total de la capacidad
productiva, y en la cual todos los smpleados y trabajos asignados o-
riginalmente por el gerente permanecen sin cambio.

{2.2) MAXIMO APAREAMIENTO.

E1 problema del maximo apareamiento en una gréfica € consiste en
encontrar un apareamiento M cuya cardinalidad sea lo mayor posible,
El procedimiento para encontrar un apareamiento méximo se basa en la
siguiente idea, que es sencilla y eficiente: -

Sean © una gQréfica bipartita y X un apareamiento en G que no es de
maxima cardinalidad. Si P es una trayectoria alternante relativa a X
que une dos nodos expuestos, P debe ser del tipo de trayectoria mos~--
trada en la Figura 2.3, donde los arcos ondulados son arcos del apa--
reamiento X.

P=(al,a2,a3,a4,a5,a6,a7) nt y n8 son nodos expuestos de X.
a2,a4,a6 son arcos de X.

Figura 2.3

Escribiendo ‘1’ cuando un arco pertenezca al apareamiento X y ‘0’
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@en caso contrario, la sucesisn de arcos que forman la trayectoria P
de la Figura 2.3 seria: 0106t010. Escribiendo e! 'complemento a unc’
(0 cambia por 1 y viceversa) de tal sucesién resulta: 1010101 , lo
cual sugiere que si los arcos al, a3, ab y a? se incluyen en el a-
pareamiento X sustituyendo a los arcos originales a2, a4 y a6, se
obtiene otro apareamiento que contiene un arco més que el apareamien-
to original X.

Para formalizar la idea, se define una TRAYECTORIA AUMENTANTE re-~
lative a un apareamiento X, como una trayectoria alternante que tiene
por nodos inicial y final a nodos expuestos por X, y se establece la
siguiente:

PROPOSICION 2.2a. Si G es5 una grafica bipartita, X es un apa-
resmiento en G, y P es una trayectoria aumentante relativa a X, en-
tontes Y = XYP = (X-P)y (P-X) es un aparesmiento de cardinali-
dad: |Y| = |X] + V. i

Demostracisn.

Lo primerc que ce mostrard es que no hay dos arcos de Xy P compar-
tiendo un nodo comin, de modo que X ¢/ P es un aparesamiento en G.

Suponiendo que a,b son 2 arcos de XY P que comparten un mismo
nodo, hay tres casos:

1} a,b € X~P, lo cual no ocurre, puss equivale a tener dos
arcos del apareamiento X incidentes en un mismo nodo.

2) a,b € P=X, que significa tener en la trayectoria P dos
arcos que no pertenecen a X incidentes en el mismo nodo, lo cual
contradice que P sea trayectoria alternante.

3) a€ X-P, be P-X. Sea 'n’' el nodo coman en que inciden los
arcos a y b. Entonces, como el arco a {apareado y fuera de P)

incide en ‘n’‘, dicho nodo no puede ser expuesto relativo a X.

Por otra parte, al incidir el arco b (en P y no apareado) en el
node ‘n’ no expuesto, debe existir otro arco c e(X—P) apareado,
que forme parte de P y que incida #n ‘n’', De esta manera, se ten-
drian los arcos a,c¢X incidiendo en el nodo comdén ‘n’', lo que
resulta contradictorio.

De 1a consideracién de los casos anteriores, resulta que X /P es
un apareamiento.

Finalmente, ya que P es8 trayectoria aumentante, su cardinalidad
debe ser un nimero impar: |[Pi= 2k-1, para algin k=1,2,3,..., tenien-
do k-1 arcos pertenecientes a X y k arcos en P-X. Entonces:

Y= J(X=P)Y (P=X)| y como (X~-P)N (P~X) = ¢, se tiene:
|Y|= {X-P} + |P=-X| = [X|=(k-1) + &k = [X] + 1.
La Figura 2.4 ilustra el contenido de la Proposicién 2.2a. Los
arcos ondulados indican el apareamiento.

$i en una gréfica G se tiene un apareamiento X, y se puede encon-
trar una trayectoria aumentante, de acuerdo a la proposicién anterior
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X no es de maxima cardinalidad. La idea reciproca también es cierta,
y este resultado debido a Claude Berge se resume en la siguiente pro-
posicidn:

PROPOSICION 2.2b. (C.Berge, 1957) Un apareamiento X en una grafica
[~ en de méxima cardinalidad si y 8410 si no existen trayectorias au-
mentantes en ¢ respecto a X.

Demontracidén.

En la direccién 'sélo si’': suponiendo que X es de maxima cardina-
lidad, no puede existir en & ninguna trayectoria aumentante P, pues
de ser asi, Y=XyP ser{a un apareamiento de cardinalidad mayor a X.

En la direccién 'si’: suponiendo que no hay trayectorias aumentan-
tes en O respecto a X, pero que existe un apareamiento Y tal que: -
1Yl > |X|. 81 se considera al conjunto de arcos YU X, dado que Y y X
son apareamientos, se tendréd una subgréfica de ¢ donde los nodos tie-
nen a 1lo mdés grado 2. Si un nodo tiene grado dos, uno de sus arcos
incidentes pertenece a X y el otro a Y. En este caso, los ciclos de
1a subgréfica X VY son de longitud per (pues € bipartita) y tienen i-
gual nimero de arcos de X que de Y; mientras que las trayectorias
tienen arcos Que alternadamente pertenecen a Y y a X, siendo por tan-
to trayectorias alternantes respecto a X. Finalmente, como |Y| ) [X|
debe haber al menos una trayectoria ‘P’ alternante respecto a X, que
tenga més arcos de Y que de X, y que inicie y termine con arcos de Y.
Esta trayectoria ‘P’ es aumentante respecto a X, 1o que contradice la
hipétesis original. Por tal razén no puede existir un apareamiento Y
con cardinalidad mayor a X.

trayectoria aumentante P,

apareamiento Y=XyP

Figura 2.4
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(2.3) METODOS DE SOLUCION Y DUALIDAD

Para resolver el problema de méximo apareamiento en una gréifica G,
existen por lo menos tres métodos:

1) Formular e)] problema como programa lineal

2) Formular el problema como un caso de flujo maximo.

3) Usar la bisqueds repetida de trayectorias aumentantes que per-
mitan hacer crecer un apareamiento M ya dado en G, hasta llegar al
punto en que no existan mdas cadenas aumentantes.

El primer método, expuesto brevemente mas adelante en la seccian,
obliga a wusar la matriz de i1ncidencia de G, lo que puede gignificar
requerimientos considerables de memoria en una computadora. Por otro
lado, este enfoque plantea rdpidamente la existencia de un problema
dual del maximo apareamiento el PROBLEMA DEL RECUBRIMIENTO MININMO DE
NODOS de G, que consiste eén encontrar el mas pequefo subconjunto L de
nodos con la propiedad de que cualquier arco de G incide en al menos
un nodo de L. Este problema dual facilites el tratamiento del Teorema
de Konig-Egervéry al final de la seccién.

El segundo método usa el eficiente algoritmo de solucién para el
flujo méaximo, pero requiere de agregar un nodo fuente y otro sumidero
a la grafica, asi como arcos desde estos nuevos nodos hacia los nodos
originales.

E1 tercer método @8 consecuencia directa de las proposiciones 2. 2a
y 2.2b, y es la esencia de los algoritmos de solucién que se muestran
en la seceidn.

El algoritmo que se describe enseguida usa un proceso de etigue-~
tado en los nodos para encontrar trayectorias alternantes. Antes de
comenzar asu descripcién conviene establecer algQunas definiciones

Si 6=({S8,T,A) e8 una grafica bipartita y M es un aparecamiento en
G, =me llama ARBOL ALTERNANTE relativo a M a un arbol que cumple
1) E1l é4rbol contiene exactamente un nodo expuesto de &, al que se
1lama nodo raiz. 2) Toda trayectoria entre la raiz y cualquier otro
nodo en el arbol es trayectoria alternante respecto a M

El algoritmo inicia con un apareamiento factrible, que puede ser
vacio. Cada nodo expuesto en S se hace la raiz de un arbol alternan-
te, y arcos y nodos se aiaden a los asrboles usando un proceso de e-
tiquetado. A medida que el algoritmo avanza, uno de dos eventos ocu-
rre: 0 se a¥ade un nodo expuesto en T a alguno de los arboles, o no
s# puede agregar mas nodos o arcos a ninguno de los arboles. En el
primer caso, el apareamiento es aumentado en un arco mas, y el pro-
ceso e construccién de drboles alternantes se repite respecto del
nuevo apareamiento; en el gsegundo caso se dice que log 4&rboles son
hingaros’, o que forman un ‘bosque hingaro’, y se pueden usar para
construir la solucién dual del problema de maximo apareamiento, con
1o cual el algoritmo se detiene.
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ALGORITMO 2.3.1. MAXIMO APAREAMIENTO BIPARTITA

Paso 0). INICIO. Se tiene una grdfica bipartita G=(S,T7,A) donde
ISI < ITi, y M ¢s un apareamiento que puede ser vacio. No hay nodos
con etiqueta

Paso 1) ETIQUETADOD.

{1 0) Si todos los nodos de S son saturados, el apareamiento M es
de maxima cardinalidad, y representan una solucién para el proble-
ma dual. Alto.

En caso contrario, coloque la etiqueta ‘0’ a cada nodo expuesto
en S.

(1.1) 8i todas las etiquetas han sido examinadas ir al Pasc 3. En
caso contrario, encuentre un nodo ‘k’ con etiqueta sin examinar.

Si k&€ S ir al Paso 1.2, i1 ke T 1r al Paso 1.3,

(1.2) Examine la etiqueta en el nodoe ‘k’ (k S) como sigue Para
cada arco (k,j) £ M  incidente al node k, ponga al nodo j la
etiqueta "k", a menos que el ncdo § ya esté etiquetado. Regrese
a 1.1

11.3) Examine la etiqueta en el nodo 'k’ (ke T) como sigue: Si el
nodo k es expuesto, ir al Paso 2. En caso contrario, identifique
al dGnico arco (k,j) &€ M incidente al nodoe k vy ponga al nodo j
la etiqueta "k". Regrese a { 1.

Paso @). AUMENTO Se ha encontrado una trayectoria aumentante que
termina en el nodo k (identificado en Paso 1.3). Los nodos que
preceden al &k en la trayectoria se encuentran por un rastreo re-
gresivo sobre las etiquetas Agi, 5i la etiqueta en el nodo k es
"j", el pendltimo nodo de la trayectoria es j Si la etiqueta en
el nodo j es "m", el antependiltimo nodo de la trayectoria es m, y
asi sucesivamente.

El nodo 1inmicial en la travectoria tiene etigueta "0" Aumente el
apareamiento M agregandole todos los arcos en la trayectoria au-
mentante que nO pertenezcan a M y eliminando de M los que si estén
en la trayectoria, Borre todas las etiquetas en todos los nodos.
Regrese al Paso 1.0.

Paso 3). ETIQUETADO HUNGARQ. El etiquetado en los &rboles es Hin-
Qgaro, no hay trayectorias aumentantes y 1 apareamiento M ex de
méxima cardinalidad. Sea LGESUT ¢]l conjunto de los nodos con e-
tiqueta. Entonces C=(S-L)uU (TOA L) es la solucidn al problema dual
del maximo apareamiento. Alto.

En el ejemplo que aparece en la Figura 2.5 se tiene una grdfica 6
con €1 apareamiento inicial M=C (1,9), (2,6), (3,8) }. Los nodos ex-
puestos de S: 4 y 5 son las raices de los &rboles alternantes que a-
parecen en la Figura 2.6. Luego de localizar la trayectoria aumentan-
te P=( £,9,1,10 )} el apareamiento se actualiza quedando como:

M= (5,9), (1,10), (2,6), (3,8) ), como se ve en la Figura 2.7.

Repitiendo el proceso de etiquetado del algoritmo resulta el 4rbo)
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lidad. La soluctién
siguiente conjunto:
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A=( 4,8,3,6,2 ), con Ja raiz en el nodo 4 de &

, 4si que el apareamiento M’
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e de Mmaxima cardina-

al problema dual esta formada por los nodog del

(S-My (TNA) = (1,5,6,8).
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Figura 2.7
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Para wuna grafica bipartita 6=(V,U,E) Papadimitrou [3] propone un
algoritmo que busca trayectorias aumentantes ‘P’ respecto a un apa-
reamiento M {(puede ser vacio para iniciar) en G, y actualiza el apa-
reamiento sustituyendo M por MyYP. Apoyéandose en el hecho de gque to-
da trayectoria aumentante tiene un nuimero impar de arcos, y por ser
G bipartita, tales trayectorias, deben tener un nodo terminal! en V y
el otro en U, este algoritmo encuentra trayectorias aumentantes cons-
truyendo trayectorias alternantes que parten de nodos expuestos en V
hasta encontrar nodos expuestos en U.

Para aclarar el modo rds operar del algoritmo, consideremos la Fi-
gura 2.8 (a), donde los arcos ondulados seRalan un apareamiento en G.

Nétese que cualquier trayectoria aumentante gue parta de un nodo
en V, inicia en un arco libre y regresa a otro nodo de V por medio de
un arco apareado. Las posibilidrdes de pasar de un nodo a otro de V
por medio trayectorias aumentantes se ve en la Figura 2.8 (b). En ez~
ta grafica auriliar A (que os una grafica dirigida) el nodo vi es a-
dyacente al nodo expuesto u2. Esto sugiere que la trayectoria  ve,v3d,
v4,vl en A puede formar la trayectoria aumentante P=(v2,ud4,v3,ul,ve,
ul,vi,u2) respecto a M en 6.

(a) (b)
Figura 2.8

€l algoritmo de Papadimitrou usa ademés los arreglos MATE, LABEL vy
EXPOSED. E) arreglo MATE tiene |[V]+|U]| entradas, y representa el apa-
reamiento en turno de la grafica (al comienzo es vacio, sl final es
el maximo). Para cade nodo 'j’ en G, MATE(j) es la pareja de 'j’' en
el apareamiento dptime. La asignacién MATE(j)=0 significa que el nodo
‘j' es expuesto en la solucidn optima.

El arreglo LABEL es usado en la basqueda de los nodos que forman
una trayectoria aumentante. Para cada ve V, LABEL(v) es el nodo pre-
cedente en una trayectoria aumentante de la grafica auxiliar A. Cuan-
do LABEL(v)=0, se llegsa a un nodo expuesto de V donde inicia dicha -~
trayectoria,

La subrutina AUGMENT es un procedimiento recursivo que se invoca
al localizar wuna trayectoria aumentante 'P', y sirve para actualizar
el apareamiento en turno ‘M’ sustituyéndolo por MYP (que es almace-
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nado en el arreglo MATE nuevamente)

Para cada vE& V, EXPOSED({v]) es un nodo de U que es expuesto y ade-
més adyacente a v; si no existe un nodo asi, EXPOSED(v)=0 Cuando en
la basqueda se localiza un nodo ve&V con EXPOSED(v] diferente de ~e-
ro, se tiene una trayectoria aumentante. La Figura 2 9 exhibe el al-
goritmo escrito en pseudocoedigo, que se puede traducir a algin len-
guaje de computadora.

ALGORITMO 2.3.2. MAXIMO APAREAMIENTO BIPARTITA
Input: Una grafica bipartita B=(V,U,E).
Qutput: Un méximo apareamiento de B, representado en el
arreglo MATE.
begin
fFor all wveVUU do matelvl:=0;(comment: inicializas)
stage: begin
for all wveV do exposediv]:=0;
A:=¢;(comment. inicia construccidén de grafica auxiliar (V,A))
for all [v,ul€ E do
if mateful=0 then exposedlv]: =u else
if mateflul v then A=Ay (v, matelul);

Q:=9;
for all veV do if matelvli=0 then Q:=Q (v),labellv] =0;

while Q£4¢ do

begin

sea v un nodo en G,
elimine v de Q;

if exposedlvis 0 then augmint(v), goto stage;

else
for all v' sin etiquetar tales que (v,v') A do
label[v‘l:=v, G:=QU {v');
end
end
~ end

procedure augment(v)
if label{vl=0 then mate(v] = exposedlvl,
matelexposedivll:=y;
else begin
exposed{label [v]) =matelv];
mate{v] :=exposediv],
mate (exposed(v]l] :=v;
augment (label [v])
end

Figura 2.9
Como se dijo al principio de esta seccion, el problema de maximo

apareamiento también se puede escribir como programa lineal
Para facilitar la exposicion consideremos la grafica bipartita de
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la Figura 2.4, con S=(1,3,5,7) y T=(2,4,6). Su matriz de incidencia
A es:

arcos (1,4) (1,6) (3,2)y (5,2) (5,6) (7,2) (7.4

nodos
1 1 1 0 ] 0 [i} 0
4 0 0 1 1 0 { 0
3 0 0 i 0 0 0 0
A= 4 1 0 0 0 0 0 1
5 0 0 0 1 1 0 0
6 0 1 0 0 { 0 0
7 0 0 0 0 0 1 1

i reescribimos los nodos de modo que primero aparercan los que
estan en S y luego los que estén en T, la matriz A queda asi:

arcos f(1,4) (1,67 (3,2) (5,2) (5,6) (7,2) (7,4)
nodos

1 1 1 0 0 0 0 0

3 0 0 i ] 0 0 0

5 0 0 0 1 1 0 0
A= 7 0 0 0 0 0 1 i

e 0 0 1 1 0 i 0

4 1 0 0 0 0 0 1

6 Lf ! 0 0 1 0 0‘_

De este ejemplo resulta féacil ver que si en una gréfica bipartita
6=(S,T,E) con |Si=s, |T|=t, |E|®n enumeramos primeroc los nodos en §
y luego los nodos en T, la matriz de inicidencia A es de la fornma:

As

A = -—--

At

donde As  (matriz de sxn) y At (matriz de txn) son las filas de A
representando a los nodos en S y T, respectivamente, y cualquier co-
lumna de As o de At es un vector unitario.

Debido a esta forma especial de la matriz de incidencia y del
Teorema de Heller-Tompkins~GCale que aparece en el apéndice final,
se puede concluir que la matriz de incidencia A de una gréfica bi~
partita es totalmente unimodular (cualquier submatriz cuadrada tiene
determinante 0,1 o -1).

Entonces, si tenemos una grafica bipartita ¢=(§,7,E) con 'm nodos
y n arcos, asignando un peso de ‘1’ a cada arco en £, el programa
lineal que resuelve el miaximo apareamiento es:
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max Z= Xt + X2 4+ . , . + Xn

sujeta a:
- ™™
ati ate ai3 . . . atin X1 i
ad) a2g2 ag3 . . . agn xe <:: 1
P ' ) BN N I
aﬁi ang am3 . . . nﬁn : i
— xXn

Xk >0, Xk sntero, k=t,2,...n

donde A={aij) es la matriz de incidencia de G. Escribiendo el pro-
grama (P) en forma standard resulta:

max Z= X1t + X2 ¢ . . . + Xn
. . I
sujeta a: X1 13
'.
. 1
1) [A ; 1] Xn| = |1
hi "
. p
hm [
Xk 20, u=t,2,...n hiz>o0, ist,2,.. ...,

donde 1 es la matrit identidad de orden 'm’' que representa a las
variables de holgura ‘hi’. Recurriendo nusvamente al Teorema de He-
ller-Tompkins~-Cale mencionado anteriormente, resulta que la matriz
de restricciones del programa (P’) es totalmente unimodular, lo que

permite garantizar que la base éptima B (que es una submatriz cua-
drada de C(A:11) tenga determinante unitario, y por tanto la solucién
éptima:

sea entera.

Por otra parte, vya que los elementos de [A:I] son uno o cero, de
la restriccidén general de (P): aitxXy + ... 4+ ainXn £ 1 y de las
restricciones de no-negatividad se concluye que los inicos valores
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que pueden tomar lox Xi componentes de X¢ son uno o cero

De este modo, Xj representa la ‘participacién’ del arco j en
la solucién éptima, siendo 1 cuando el arco esté en la solucién y 0
en caso contrario. La restriccion Qenérica del programa (P):

alixX1 + aigXe «+ . . +tainXng<1 representa la condicién de que @l
nodo’i’ tenga a lo mdés grado | respecto de los arcos del apareamien-
to aptimo.

Escribiendo el programa dual de (P) resulta

min W= Y1 4+ Y2 + . . . + ¥Ym

sujeta a: Y1
(D) [A’] : >
Ym 1

1
|
1

Yj >0, Yj entero, j=1,2,...m

donde AT es la transpuesta de la matriz de incidencia de G, que
también es totalmente unimodular, pues si B es submatriz cuadrada
de AT , entonces B o8 submatriz cuadrada de A y det(B)=det(BT )=
0,-t o 1. Asi, por un razonamiento similar al usado en la solucién
éptima primal, resulta que la solucién dual Y+ también es entera.

Identificando las Yj j=1,2,...,m con los nodos de G, la restric-
cién gendrica: atjyYl + a2jY2 + . . . + amjYm 3! representa la con-
dicién de que el arco ’'j' incida al menos una vez en el conjunto de
nodos que representa la solucién éptima.

Las observaciones anteriores sugieren la siguiente definicién: .

Un RECUBRIMIENTO DE NODOS de una gréafica G=(V,E) es un subconjunto
de nodos LoV tal que cada arco de E incide en algin vel.

Claramente, @] problema dual (D) mencionado anteriormente equivale
a buscar un recubrimiento de nodos de G de cardinalidad minima.

Puesto que el problema primal (P) tiene la solucién factible Xm{
(apareamiento nulo), y su funcién objetivo esté acotada superiormente
por la parte entera de V/2, es claro que (P) posee solucién objeti-
vo é4ptima finita, y por el Teorema Fundamental de Dualidad de progra-
macién lineal, se tiene la misma condicién para problema dual (D). En
consecuencia se puede establecer ol siguiente teorema de dualidad pa-
ra el problema de méximo apareamiento:

PROPOSICION 2.3a. ({(Teo. de Kénig-Egervéry) Si €=(S,T,E) es una
grafica bipartita, entonces:

max ( |M| : M es apareamiento en G ) =
min ¢ |[L] : L es recubrimiento de nodos de ¢ ).
en la figura 2.10 se ilustra un ejemplo de un apareamientc méximo y

un recubrimiento de nodos minimo en una gréafica ¢. Los arcos del a-
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pareamiento se indican con linea ondulada, y los nodos del recubri-
miento con doble circulo

Figura 2.10

Si se resuelve el problema de méximo apareamiento en una grafica
bipartita usando el Algoritmo 2.3.1, dado en esta seccioén, los nodos
que forman el conjunto C=(8-L)U (TA L) del Paso 3, representan un
recubrimiento de nodos de ¢ de cardinalidad minima.

(2.4) APLICACIONES DEL HMAXIMO APAREAMIENTO.

En esta seccién se muestran algunos problemas de tipo combinatorio
oue pueden ser resueltos mediante una adecuada conversidn del proble-
ma original a3 uno de maximo apareamiento, el cual se puede resolver
usando alguno de los algoritmos descritos en la meccidén 2.3.

(2.4.1) Sistemas de Representantes Distintos.

Supongamos que tenemos un conjunto finito T, y una coleccién de
subconjuntos de T: (T1,72,...,Tk), (es siempre posible elegir un e~
lemento de cada subconjunto Tj, de modo que los 'k’ elementos esco-
gidos sean distintos entre €i?. En ¢l ejemplo 5) de la seccién 1.2.2
ce ilustra un problema de este tipo.

Para responder a la pregunta es conveniente describir el proble-
ma de apareamiento de la seccién 2.2 haciendo consideraciones de
‘alcanzabilidad’ como sigue:

§i C=(8,T,E) e¢ una gréfica bipartita, para cualquier subconjunto
e S se define el conjunto:

N(Q)=( j€T : (i,j) es un arco de E, con {€Q ).
N{Q) representa al conjunto de nodos en T, 'alcanzables’ desde Q.

Un primer resultado que relaciona la definicién anterior con la i-
dea de apareamiento se da a continuacién:

- 31 -



PROPOSICION 2.42. Si G=(S,T,E) es grafica bipartita con |8]<|T|
entonces: G poses un aparsamiento que cubre cada uno de los nodos en
S si y #élo si

N(Q) > |G| para todo GcS (»)

Demostracién.

En la diveccidén 'sélo si’: Suponiendo que M es un apareamiento que
cubre cads nodo de S, entonces para cualquier GC S, cada nodo de Q se
encuentra apareadc con un nodo digstinto de N(Q), asi gque en N{(Q) hay
al menos tantos nodos como en Q: INCQY | > {aQ}.

En la direccién ‘si': Supéngase que la condicién (*) se cumple, y
no existe ningin apareamiento de ¢ que cubra todos los nodos de S. En
particular, si M es un apareamiento de cardinalidad maxima, hay por
lo menos un nodo ‘v’ en S no cubierto por N,

Considérese ahora la coleccién 'P' de trayectorias alternantes que
parten del nodo ‘v'. Ya que M es méximo, no hay ninguna trayectoria
en P gue termine con nodo expuesto respecto a M (no existen trayecto-
rias aumentantes). Entonces, si se define @l subconjunto Q<SS por la
condicién: q€EQ siempre que ‘q’ forme parte de alguna trayectoria
en P, resulta que todos los nodos de Q (salvo 'v’') son nodos cubler-
tos por M, de modo que en HN(Q) hay tantos nodos como en QG , menos
uno: IN(@Y] = |G} - 1, lo cual contradice la hipétesis (*). Conse-
cuentemente, debe existir un apareamiento que cubra todos los nodos
de S.

La respuesta a la pregunta formulada al principio de la seccisén se
encuentra en ¢l Teorema de Hall, que es un resultado muy conocido en
anadlisis combinatorio. Recordando que pars un conjunto finito T y una

coleccién de sus subconjuntos: (T1,7T2,...,Tk), un Sistema de repre-
sentantes distintos es una coleccidn de elementos de T: (t1,t2,..,tk)
tales que ti € Ti para i=1,2,...,k, ¢l teorema de¢ Hall se establece

como sigue:

PROPOSICION 2.4b. (Teorema de Hall) La coleccién de subconjuntos
Ti,72,...,Tk del conjunto T tiene un sistema de representantes dis-
tintos si y sélo si:

tU Til 2101 para tode ac 1,2,...,%0.
iea.

La construccién de un sigtema de representantes distintos para T
(i es que existe) se puede lograr resolviendo un problema de méximo
apareamiento en una grafica bipartita €=(U,V,E) donde los nodos en U
representan a la familia de subconjuntos Tic T, y los nodos en V re-
presentan a los elementos de T; la existencia de un arco entre 2 no-
dos significa que el nodo (elemento) en V pertenece al nodo (subcon-
junto) en U, La Figura 2.11 muestra la construccién de la grafica.
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¢=(Y,T,E) grafica bipartita.
Us(1,2,3,...,K) Tu(tl,t2,...,tn}

E=C (1,j): i€U, con jE&Ti )

Ul
I Z
uz \g<\t2
////

u3= j“"tS

Figura 2.1
(2.4.2) Descomposicién en Cadenas.

Supéngase que T es un conjunto finito en el cual esta definido un
orden parcial estricto, simbolizado por '(’'. Recordando el ejemplo
(6) de la seccién 1.2.2, dos elementos a,b,E T se )laman COMPARABLES
i ocurre alb o bia, y en caso contrario se llaman NO-COMPARABLES,
mientras que una CADENA es un subconjunto de elementos de T compara-
bles dos a dos, de modo que es posible escribirlos en orden ascenden-
te: t1(t2¢. .. (tn. La LONGITUD de una cadena «s igual al nimero de
nodos que contiene. Una descomposicidn en cadenas de T es una colec~
cién de cadenas disjuntas tal que al unirse forman T, y el problema
de la descomposicién en cadenas consiste en encontrar la descomposi-
cién de cardinalidad minima (con el menor nimero de cadenas posible).

El ejemplo (6) de la seccién 1.2.2 muestra un problema tipo, y o-
tro caso se da a continuacién: gza Te(t1,t2,...,tn) un conjunto de
tazones de tamaR®os variados, donds la relacidén ‘ti ¢ t}’' significa
que se puede acomodar el tazén ti dentro del tj. Esta relacién resul-
ta ser un orden parcial estricto en T, y una cadena es un subconjunto
de torones que pueden ‘anidarse’. E)l problema es entonces acomodar
los tazones unos dentro de otros formando el menor nimero posible de
‘nidos’

Una vez que se tiene un conjunto T con un orden parcial estricte,
se puede reducir el problema de la descomposicién en cadenas a uno de
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méximo apareamiento de la siguiente manera: .

Sean U 'y V dos copias extra del conjunto T (U=v=T) A la copia en
U de un elemento t €T se le denotara como t',y a la copia en V como
t'', Se forma entonces la gré4fica bipartita 6=(Y,V,E) de modo que un
arco (i, §j) pertenexca a E siempre y cuando se cumpla ti ¢ tj. En la
Figura 2.12 (a) se muestra un conjunto T parcialmente ordenado; la re-
lacién ti ¢ tj se cumple si sg puede llegar a ti desde tj por
una trayectoria hacia abajo en Tx.En la Figura 2.12 (b) se puede ver
la gréfica bipartita ¢ asociada, donde los arcos ondulados indican un
apareamiento miximo.

{a) (b)
Figura e.12

Encontrar un méximo apareamiento en la grafica G as{ contruida es
lo mismo que hallar el més grande subconjunto de parejas de elementos
comparables de T, donde no hay dos elementos que se repitan como pri-
mer elemento o0 como segundo elemento en las parejas.

Las parecjas del médximo apareamiento se pueden ‘encadenar’ identi-
ficando los elementos comunes en ellas. Los elementos restantes de T
se pueden considerar como cadenas de longitud uno, y asi se obtiene
la descomposicién en cadenas de T que se busca. Para aclarar la for-
macién de las cadenas, consideremos la Figura 2.12 (b} donde un apa-
reamiento maximo lo forman: (6',3''),(3/,2''),(5/,4'') y (4',1''). De
este modo, una descomposicién en cadenas minima para T es:

Dw((6,3,2) , (5,4,1) ).

Como puede verse de la construccidén anterior, a cada descomposi-
cién en cadenas D del conjunto T corresponde un anico apareamiento M
en la gréfica asociada € y viceversa. Adn més, bajo esta correspon-
dencia, cada cadena de longitud m en D se asocia con m-t parejas
en M. Si las cadenas en D son: C1,C2,...,Ck se tiene:

Ml = CJC1]=1) + ... + ({CKk|=1)
IM[ = JCl{+...+|Ck| ~ k
IMl = |T§ - |D]|
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De esta Gltima ecuacidén salta & la vista que el valor M| ey maxi-
me a costa de hacer al valor |[D| minimo para lograr la suma constante
ITI; esto justifica 1la reduccién del problema de descomposicién en
cadenas a uno de mdximo apareamiento.

S1 se define una ANTICADENA o CONJUNTO NO-COMPARABLE en T como un
subconjunto de elementos de T no-comparables & a &, se pueden expre-
sar algunos resultados duales, como son las siguientes proposiciones,
cuyas demostraciones se incluyen en el apéndice al final.

PROPOSICION 2.4c. (Teorema de Dillworth) Si T es un conjunto fi-
nito con un orden parcial estricto, entonces:

min ¢ |Dj : D es descomposicién en cadenas de T) =

max ( [N|] : N es una anticadena en T ).

PROPOSICION 2.44d. Sea T un conjunto finito con un orden parcial
egtricto, y supéngase que la cadona mds larga en T es de longitud n.
Entonces se¢ puede hacer una particién de T en n anticadenas disjun-
tas.

La Figura 2.13 (a) muestra un conjunto T con un orden parcial se-
mejante al de la Figura 2.12 (a), donde la cadena de mayor longitud
C=C1,3,4,8) tiene largo 4, en la Figura 2.13 (b) las lineas punteadas
indican la particién en anticadenas disjuntas.

{a) (b}

Figura 2.13
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(2.4.3) Apareamiento en Griaficas Convexas.

El problema del apareamiento miximo se resuelve facilmente para un
tipo especial de graficas que F. Glover llama ’‘convexas’.

Una grdfica bipartita Gu(S,T,A) se Jlama CONVEXA siempre que para
dos arcos (i,j) y (k,j) cualesquiera en A, con | ( j se cumpla que
los arcos: (i+t,j), (4+2,3), ... ,(k=1,j) también estan en A. Por e-
jemplo, Supongamos que en un servicio de cémputo se tienen disponi-
bles 4 tersminales que son solicitadas por § usuarios como se indica
a continuacién:

ES I LR f R T T PR R R0 0 R R0 B2 2R 0 R 0 £ R -2 1 R4 22232 2 3 3. 7-3

Terminal#¥ 1. 2. 3. 4.

e N e

Hora~-
rio: 14:00 a 16:00 15:00 a 18:00 16:00 a 19:00 16:00 a 18:00

Usuaric ¢ 1. e. 3. 4. 5.
Hora de ini-

clo pedida: 14:00 15:00 16:00 17:00 18: 00
Tiempo pedido: thr. 1thr 1hr 1hr the

- " 7 4 o " PO e ot ) S D o o A e T s P 5 g O e S e D s e S e e e T 1 T e B S e Y e B

La grafica de la Figura 2.14 modela e)] problema, y se trata de una
gréfica convexa; los nodos tipo S representan a los usuarios, y los
nodos tipo T representan las terminales. Un arco (i,j) uniendo dos
nodos significa que el usuario 'i’' puede utilizar la terminal 'j'.

Figura 2.14
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El maximo apareamiento en una gréfica convexa se resuelve median-
te e]! procedimiento que sigue: para cada nodo je T, se define

Py = maxC i : ({,§J0& A )
Se inicia con el apareamiento vacio, y se¢ itera sobre el indice
i={,2,...,m (para nodos en S). Si se encuentran arcos (i, j) para los
cuales °“j' es nodo expuewto, se agrega al apareamiento el arco que

tenga @) valor Pj 1lo mas pequefo posible.
Aplicando este proceso al ejemplo de la Figura 2.14, gse obtiene e}
apareamiento mdéximo indicado por los arcos onduladog.

(2.5) APAREAMIENTO PONDERADO.

En este problema de apareamiento se tiene una grafica 6=(S,T,E)
donde cada arco {i,3) en E tiene asociado un peso wij. El problema
consiste en encontrar un apareamiento M en ¢ tal que la suma de los
arcos en M sea lo més grande posible.

El problema de)l miximo apareamiento de la seccién 2.2 puede verse
como un caso particular de apareamiento ponderado donde cada arcoe de
la gréfica tiene asociado un peso unitario wij=!.

En el clésico problema de asignacién se trata de maximizar el pe-
0 total al aparear elementos de dos conjuntos finitos de igual car-
dinalidad. Usando terminologia de apareamiento, el problema de asig-
nacién también es un caso particular de apareamiento ponderado, don~
de la grafica subyacente es bipartita y el apareamiento buscado es a-
demés completo Reciprocamente, todo problema de aparcamiento ponde-
rado en una gréfica bipartita puede convertirse #n uno de asignacién
simplemente aRadiendo a la gréfice original G=(§,7,E) nodos y arcos
suficientes para que los conjuntos 'S’ y 'T' seap de igual cardina-~
lidad, y asignando peso cero &4 los nuevos arcos agregados.

El problema del apareamiento ponderado es resuelto por un método
primal~dual, 1llamado ’'Método Hingaro' por H.W. Kuhn.

Para dar idea del funcionamiento del método se puede suponer, sin
pérdidad de generzlidad, una grafica bipartita completa C=(5,7,8xT)
donde [Si=m, |T|=n, mgn. El programa lineal equivalente al problema
de apareamiento ponderado es:

max Z= wiy Xij§
1,1}

sujeta a:
E: Xij <t

]
‘ans

Xi§>0

No es difictl observar que las restricciones de este programa co-~
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rresponden a la matriz de incidencia de la grafica (bipartita) aso-
ciada, que es totalmente unimodular. Usando un argumento similar al
del caso de apareamiento méximo, resulta que los unicos valores po-
sibles para las X1j éptimas son 0 o !, seQin que el arco representa-
do perteneica al apareaniento éptimo o no.

Escribiendo el programa dual resulta:

min W aF Ui o« F vy
i J
sujeta a:
Ui + V) wif

Ut 20, Vvjiz0

Para las soluciones déptimas primal y dual las condiciones de hol~
gura complementaria necesarias y suficientes son:

Xij > 0 =3 Ui + V§ = wij (ht)

ui » 0o = Xij = 9 (h2)
J

viy o = Xij = 1 (h3)
i

El método hiangaro mantiene factibilidad primal y dual en todo mo-
mento, vy ademds satisface todas las condiciones de holgura comple-
mentaria, excepto las condiciones (h2). El namero de condiciones que
no se satisfacen decrece en forma mondtona a lo largo del proceso.

Lawler (11 presenta un algoritmo que arranca con el apareamiento
vacio y usando una técnica de eticuetado localiza trayectorias au-
mentantes que hacen crecer el apareamiento original. A continuacién
se describe el algoritmo:

ALGORITMO 2.5.1. APAREAMIENTO PONDERADO BIPARTITA.

Paso 0). INICIO. Se tiene una gréfica bipartita G=(S,T,A) con un
peso wij pars cada arco (i,j) en A, y que cumple |S]|T] EIl a-
pareamiento infcial es M = ¢. Se asignan valores iniciales: Vj=0
y pj=. 00 para cada nodo j T, Ui= max (wij) para cada nodo i€ S,
y ningdn nodo estd etigquetado.

Paso 1). ETIQUETADO.

(1.0) &) todos los nodos de S son saturados, el apareamiento M es
6ptimo y los valores de Ui, Vj corresponden a la solucién dual
éptima. Alto.

En caso contrarjo, coloque la etiqueta ‘0’ a cada nodo expuesto
en S. .

(1.1) Si todes las etiquetas se han examinado, o si hay etiquetas
sin examinar pero cada una de ellas estd en un nodo 'i' de T para
el cual pi ) 0, ir al Paso 3.

(1.2) Encuentre un nodo 'i’ con etiqueta sin examinar, ya sea que
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es

i €5 oque icT con la condicion pi=0. Si i€S, ir al Pago ' 3,
si i€ 7T, ir al Paso 1.4

(1.3) Examine ¢l nodo ‘i’ (i€S) en la siguiente forma: para cada
arco (i,)) € M incidente al nodo i , si Ui + Vj - wij ¢ pj, en=-
tonces ponga al nodo j la etiqueta "i" (reemplazando cualquier e-
tiqueta existente) y haga pj = Ui ¢ Vj ~ wij. Regrese al Paso 1.1,
(1.4) Examine la etiqueta en #l nodo ‘i’ (i €T) como sigue: Si el
nodo es expuesto, ir al Paso 2. En caso contrario, identifique al
anico arco (i,j) en M incidente al nodo i, y ponga al nodo j la
etiqueta "{".  Regrese al Paso 1.1,

Paso 2). AUMENTO. Se ha encontrado una trayectoria aumentante que
termina en el nodo i (identificado en Paso 1.4). Los nodos que
preceden al nodo 1 en la trayectoria se identifican por un ras-
treo regresivo sobre las etiquetas. Aumente el apareamiento M a¥a-
diéndole todom 1los arcos en la trayectoria aumentante que no per-
tenezcan a M y eliminando de M los que si{ estén en la trayectoria,
Haga pj= 0o para cada nodo j en T. Borre las etiquetas en todos
los nodos y regrese al Paso 1.0.

Paso 3). CAMBIOS EN LAS VARIABLES DUALES. Calcule los siguientes
valores:
dl = min{ Ui : { en 8)

d2 = min( pj : pj 20, § en T
d = min( d1, d&)

Haga 1a resta Ui~d para cada nodo {€ S con ctiquoia‘ Haga 1a su-
as Vi +4d para cada nodo §E&T con pjm=0. Calcule pj-d para ca-
da nodo jeT conpj > 0. Si d <d! ir al Paso 1.1. En caso con~
trario, M es un apareamiento ponderado éptimo, y las variables Ui,
Vj corresponden a la solucién éptima dual. Alto.

El ejemplo de la Figura 2.15 muestra una grafica ¢ con los pesos
sus arcos y el apareamiento M = ( (1,7), (2,5), (3,6) )} que ain no
éptimo.

Pesos de los arcos.

5 6 71 8
19 lwolis! -}
2la |- |-103
3ls 17 - |-
a{- |- J12h




Los valores calculados en el Paso 3 son: di=4, deg=V, d=i.
Las etiquetas en los nodos con:

Nodo~--)> i 2 3 4 H [ 7 8
Etiqueta: 7 s [ 0 1 1 4 2

Los wvalores de ‘pj’ para los nodos j=5,6,7,8 son todos cero luege
de ejecutar el Paso 3. Asi, se localiia fécilmente la trayectoria au-
mentante: (4,7), (7,17 (3,%), (5,2), {(2,8), y el apareamiento M se
actualiza como: M = ( (1,5),(2,8),(3,6),(4,7) ). Este apareamiento
satura los nodos del conjunto S=(1,2,3,4) y es por tanto sptimo. En
la Figura 2.16 se ve este apareamiento optimo cuyo peso total es 31.

Figura 2.16
Los valores de las variables dualesa son:

Variable: Ut vz u3 Ua V5 Ve VT V8

La suma de variables duales e¢s 31, que coincide con el peso total
del aparesmiento éptimo.

(2.6} OTROS TIPOS DE APAREAMIENTO BIPARTITA.

En esta seccisn se tratan dos modelos de apareamiento fue necesa-~
riamente wutilizan graficas GbLipartitas: el problema del apartamiento
max-min o ‘cuello de botella’ vy e] apareamiento tipo Gale-Shapley.

El hecho de que las graficas en las que se¢ usan estos modelos sean
exclusivamente bipartitas no les resta utilidad a los mismos, ya que
log problemas que resuelven se presgsentan cominmente en la realidad, y

- 40 ~



los algoritmos de solucién son bastante eficientes en ambos casos
(2.6.1) APAREAMIENTO MAX-MIN o 'CUELLO DE BOTELLA'.

Dada una gréfica G6=(S,T,E) donde cada arco (i,j) en E tiene aso-
ciado un peso wij, el problema del apareamiento max-min o "de cue-
110 de botella" consiste en encontrar el apareamiento de¢ maxima car-
dinalidad para el cual el peso minimo de los arcos es lo mayor posi-
ble.

Un procedimiento conocido como ‘algoritmo del umbral’ resuelve el
problema; su funcionamiento es como aigue:

Dada la gréafica 6=(5,T,E) se comienza con @l apareamiento vacio y
un valor de umbral W suficientemente grande. En la iteracién genérica
del algoritmo, un apareamiento de cardinalidad k es obtenido. Enton-
ces se busca una trayectoria aumentante en la subgréfica de ¢ forma-
da por todos los arcos (i,j) que cumplen: wij>uy.

Si existe una trayectoria aumentante, S consigue un apareamiento
nax-min de cardinalidad k+i; en caso contrario #¢ reduce e! valor H
de umbral lo suficiente como para permitir la existencia de una tra-
yectoria aumentante.

Claramente, el nimero de valores de umbral que se deben conside-
rar en el algoritmo no excede al nimero maximo de distintos pesos en
los arcos: (m)x(n), donde |S|=m, |T|=n, as{ que el algoritmo se de-~
tiene en un namero finito de pasos con el apareamiento buscado.

En el algoritmo mostrado a continuacién, a cada nodo 'j’' de T se
le asocia un nimero ‘pj’', que mide el nivel al cual debe reducirse
el umbral para que ¢l nodo j pueda ser afadido a un érbol alter-
nante. Los nodos son etiquetados, pero ningin nodo j es marcado a
menos que se cumpla pj >=W, Cuando ya no hay mdés nodos elegibles pa-
ra ser marcados, el umbral W es reducido al méxiwo valor de pj es-
trictamente menor que W. Esto permite la adicién de al menos un nodo
mas en algun arbol. A medida que se desarrolla el algoritmo, se en-
cuentran trayectorias aumentantes o los drboles alternantes se vuel-
ven hangaros. '

ALGORITMO 2.6.1. APAREAMIENTO MAX-MIN.

Pago 0). INICIO. Se tiene una grafica bipartita €=(S,T,A) con un
peso wij asociado a cada arco (i,j)€ A. Se comienza con el apa~
reamiento vacio M=¢, con el umbral inicial Us oo, y se asigna
pj=-00 para cada nodo je&T. Nigin nodo esté etiquetado.

Paso 1). ETIQUETADO.
{(1.0) Ponga la etiqueta '0’ a cada nodo expuesto de S.
(1.1) S§i todas las etiquetas estén ya marcadas, vaya al Paso 3.
Si existen etiquetas sin marcar, pero cada una de ellas estid en
un nodo ‘i’ de T para el cual pi<U, entonces se actualiza el
valor de umbral como:

W = max{ pi : pigW

(1.2) Encuentre algin nodo 'i’' con etiqueta sin marcar, que cum-
pla: ‘i’ esta en & o ‘i’ esta en T con un valor pi 2UW. Si el
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nodo ‘i’ estda en S, ir al Paso V. 3, 81 ‘1' esté en T ir a | 4.

(1.3) Marque, @l nodo ‘i’ (i 5) de la siguiente forma Para cada
arco (1,§) M incidente al node i, 81 p)cwij y pj<W, en-
tonces ponga al nodo § la etiqueta "i" (reemplazando cualquier
etiquetsa que hubiera) y haga pi = wrj. Regrese al Paso 1 1

(1. 4) Marque el nodo 'i' (i€ 1) como sigue St el nodo 1 @9 ex-
puesto, tr al Paso @. En caso contrario identifique al ianico arco

{i,j) M incidente al nodo 1, y ponga al node ) la etiqueta “i"
Regrese al Paso ' 1

Paso 2). AUMENTO. Se ha encontrado una trayectoria aumentante que
termina en el nodo i (identificado en Paso 1.4). Los nodos que
preceden al i en la trayectoria se identifican por un rastreo

regresivo. Asi, 8i la etiqueta en el nodo 1 es "j)",el pendltimo
nodo en la trayectoria es j. Si{ la etiqueta en el node | es "k“,
#]l antependltimo nodo de la trayectoria es k, y asi sucesivamente.
El nodo inicial en la trayectoria tiene etiqueta "0". Aumente el
apareamiento M agregindole todos los arcos en la trayectoria au-
mentante que no pertenezcan a M y eliminando de M log que si estén
en la trayectoria. Borre todas las etiquetas en todos los nodos
Haga pj= para cada nodo j en 7. Regrese al Faso 1.0,

Paso 3). ETIQUETADO HUNGARO. No existen trayectorias aumentan-
tes, y el apareamiento M es apareamiento max-min de cardirnalidad
maxima. Sea L el conjuntc de nodos etiquetados. Sea (a,b) el ar-
co de M que tiene el peso minimo. La subgrdafica de G obtenida al
eliminar los nodos en el conjunto: (S - LIVI(TAL) -C (a,b) 3} es
una sclucién min-max dual a M. Alto.

En la Figura 2.17 aparece una grafica 6 con pesos indicados en sus
arcos. El apareamiento éptimo es M = { (2,8),(3,7),(4,5) ) que tiene
un peso minimo de -4 (gque es el Gltimo valor de umbral calculado en
el algoritmo) y que se muestra con arcos ondulados en la gréfica.

Figura 2.17
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(2.6.2) APAREAMIENTO DE GALE -SHAPLEY

En este tipo de apareamioento ge tieng# una grafica bipartita y un
‘valor de preferencia’ asociado a cada arco de la grdfica Para cada
arco (i,j) este valor de preferencia mide la predileccién que tiene
el nodo ‘i’ a formar pareja con el nodo 'j’

Esta situacién, en la cual los elementos a formar pareja manifies-~
tan preferencias se presenta en muchog problemas reales. La formacien
de parejas de hombres y mujeres para formar matrimonio, la seleccién
de estudiantes becados a diversas universidades, o de solicitantes de
emplec a puestos de trabajo son algunos ejemplos concretos.

A fin de facilitar la exposicién, consideremos el ejemplo donde se
tienen n hombres ¥ n mujeres para formar parejas, y cada hombre
tiene una lista de las mujeres ordenadas segin su preferencia. Esta
situacién tiene semejanza con el manejo de funciones de utilidad gque
5@ hace en Microeconomia,; sin embargo conviene hacer hincapié¢ en que
los hombres asignan valores de preferencia y no de utilidad a las mu-
jeres. La razén de esto s¢ dehe a que manejar utilidad puede ser com-
plicado, ya que es dificil comparar utilidades de diferentes hombres.
Asi, por ejemplo, si Juan asigna un valor de utilidad de 100 para Ha-
rfa, quizd Pedro asigne tan sclo 85. En este caso, tratar de maximi-
zar la utilidad total puede llevar al caso donde haya un hombre y una
mujer que no formen pareja, pero gque se prefieran mdg entre si que a
sus respectivas parejas.

Para completar el esquema, se gupondrdé también que cada mujer tie-
ne una lista de preferencias por log hombres, y se¢ llamard una asig-
nacién de hombres a mujeres [NESTABLE si bajo ella, existen un hombre
Yy una mujer que no forman pareja, pero que se prefieren mas entre si
que a sus respectivos compaferos asignados.

Puesto que tanto hombres como mujeres manifiestan preferencia, la
intencién serd entonces encontrar una asignacién de hombres a mujeres
que sea estable respecto de alguna de las partes (hombres o mujeres).

Esto constituye @l criterio de optimalidad, y motiva la siguiente
definicion: .

Un apareamiento estable de hombres y mujeres es optimo (para los
hombres) &i cada hombre se siente bajo ¢]1 por lo menos tan satisfecho
como Con cualquier otro apareamiento estable.

Dicho de otro modo, en el apareamiento éptimo (para los hombres)
ningin hombre podra intercambiar wujer con otro hombre a menos que
alguno pierda preferencia.

El teorema que se muestra enseguida da una prueba constructiva de
la existencia de un apareamiento éptimo como el mencionado en la de-
finicién anterior.

TEOREMA 2.6.1 (Gale-Shapley) Para cualquier conjunto de preferen-
cias de hombres y mujeres, existe un apareamiento que #8 éptimo para
los hombres.

Demostracién.

Siguiendo literalmente a Gale y Shapley se describird el algoritmo
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que conduce al apareamiento éptimo:

"Para iniciar, cada hombre le hace una propuesta a su chica favori-
ta. Cada chica que recibe mas de una propuesta se queda solamerte Coj.
la que mas prefiere de entre ellas. Sin embargo, no acepts enceguida
tal propussta, sino que la pone en fila de espera aguardando la lle-
gada de una propuesta me)or.

En la segunda etapa, los hombres rechazados al inicio, hacer eu se
gunda propuesta. Cada chica que recibe propuestas, elige la que mas
prefiere de entre ellas y la que tiene en licta de espera (5i es que
hay), y nuevamente deja la preferida en espera.

Los pasos siguientes son semejantes. Los hombres rechazados hacen
su siguiente propuesta a las chicas, y ellas seleccionan de entre sus
opciones la predilecta, dejéndola en espera de mejorar,

A la larga (de hecho en a lo més n“ - 2n + 2 pasos) cada chica ha
recibido wuna propuesta, puesto que en cada paso se generan rechazados
y nuevas propuestas, ademds de que un hombre no puede insistir otra
ve#z con una chica que lo ha rechazado. En cuanto la dltima chica sin
pareja recibe una propuesta, el proceso de asignacisn termina, y cada
chica acepta al hombre que ests en su lista de espera."”.

No es difici)l ver que el algoritmo produce matrimonios estables
"Por ejempla, 81 Juan y Maria no forman pareja, pero Juan prefiere a
Maria més que a su propia esposa, entonces en algun paso del algo-
ritmo Juan hizo una propuesta a Mari{a, y ésta lo rechazé. Claramente
Maria prefiere mis a su esposo que a Juan, y no hay inestabilidad.”

Se vera ahora que @l conjunto de matrimonios logrado es éptimo pa-
ra lox hombres.

“Llamaremos a una mujer ‘posible’ para un hombre si existe un apa-
reamiento estable en el cual ambos estén casados. Se prueba por in-
duccién. Supéngase que hasta ciorto paso del algoritmo ningdn hombre
ha sido rechazado por una mujer que es posible para ¢1. En ese punto
supéngase que una mujer A al recibir una propuesta de un hombre X, al
que ella prefiere, rechaza al hombre Y. Se probard entonces que A es
imposible para Y. Es claro que X prefiere mas a la mujer A que a las
demdis, excepto por las que lo han rechazado y por lo tanto son impo-
sibles para ¢1. Considerando un apareamiento hipotético en el cual
Y estd casado con A, y X estd casado con una mujer que es posible pa-~
ra ¢l, resulta que la esposa de X es menos preferida para ¢l que la
misma A. Pero eso significa que tal apareamiento es inestable, pues
A y X se prefieren mis entre si que a sus respectivos cényuges. La
conclugién es que el algoritmo rechaza hombres solamente de mujeres
can  las que no podrian estar casados bajo un apareamiento estable. El
apareamiento final es por tanto, éptimo.*.

Nétese Qque por simetria, un apareamiento dptimo para las mujeres
se® puede consguir si las mujeres son las que hacen propuesta a los
hombres,

En el capitulo 4 se muestra un programa de computadora que imple-
menta el algoritmo. En la Figura 2.18 a continuacién se muestran las
tablas de preferencias de 5 hombres (V,4,X,Y,Z) y de S mujeree (A,R,
C,D,E). La solucién dada por el algoritmo también aparece.
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TABLAS DE PREFERENCIAS.

Hombre Preferencias. Mujer Preferencias.
(mayor a menor) (mayor a menor).
v B, E, A, C, D A Z, V, Y, U, X
u AlachD)E B Y.Z.UpV.X
X B, €, E, D, A C vV, Y, WU, X, 2
Y A, C, B, D, E D X, W, Y, v, Z
z E, C, B, A, D E Y, W, X, 2, V

**2ASICNACION OPTIMA (para hombresless
(V,A) , (W,D), (X,E), (Y,C), (2,B)

Figura 2.18
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APAREAMIENTO EN CRAFICAS NO-BIPARTITAS.

Los problemas de apareamiento en graficas gensrales son la conti-
nuacién natural de los planteamientos del casc bipartita La diferen-
cia esencial entre ambos cagoe es aparente en el contenidn de la Pro-
posicién 1.1c del Capitulo 1: Las graficas no-bipartitas poseen ci~
clos de longitud impar. Este sencillo hecho basta para gue los algo-
ritmos del caso bipartita dejen de ser confiables en gréficas genera-~
les. E1 desarrollo de nuevas 1deas para tratar ciclos imparec @s la
clave para encontrar nuevos algoritmos, y es de lo que trata este ca~
pitulo.

Los dos modelos presentados en este capitulo son: Maximo aparea-
miento y Apareamiento ponderado. En cada caso se muestra el algoritmo
de solucién y se da un ejemplo resuelto

(3.1) ANTECEDENTES.

En el capitulo dos e observa que la estructura de las graficas
bipartitas facilita la construccién de algoritmos de solucidén relati-
vamente sencillos en los problemags de apareamiento.

En graficas generales (no-bipartitas) los procesos de solucién se
complican, y se requiere introducir conceptos nuevos para epcontrar
algoritmos eficientes. Esto, sin embargo, no quiere decir gque el tra-
tamiento del caso general carezca de rasgos comunes con el caso bi-
partita. Las ideas bdsicas de trayectoria alternante y trayectoria
aumentante respecto de un apareamiento dado siguen siendo Gitiles

Los dos teoremas que se muestran enseguida son generalizacién de
los teoremas 2.2b y 2.1c del caso bipartita, al caso no-bipartita.

TEOREMA 3.1a. (Berge,Norman,Rabin) Un apareamiento M en una grafi-
ca G no-bipartita contiene un nimero maximo de arcos si y sélo si no
admite trayectorias aumentantes

Demostracion.

Se probara la proposicién equivalente: “un apareamiento M en una
grafica G no-bipartita no es maximo si y s8élo si existe una trayecto-
ria aumentante”.

En €l sgentido ’'si’ es inmediato: =i existe una trayectoria aumen-
tante, se puede obtener un nuevo apareamiento de cardinalidad ([M|+1,
y por tanto M no egs méximo

En el sentido ‘solo si‘. Supangase que M y N son apareamientos ta-
‘es que |M|] ¢ |N|. La diferencia simétrica MYN forma una subgrafica
de G con cierto nimero de componentes conexas. Cada componente puede
ser: o0 trayectoria alternante o ciclo alternante, como se ilustra en
ia Figura 3.1.
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Figura 3.1

Cada ciclo contiene tantos arcos de M como de N, y como |M| ¢ [N},
debe existir al menos una trayectoria alternante que contiene mas ar-
cos de M que de N. Semejante trayectoria tiene que extenderse entre
dos nodos expuestos de M, de modo que e% trayectoria aumentante res-
pecto de M.

Cuando un apareamiento M se hace crecer par medio de una trayecto-
ria aumentante, @] nuevo apareamiento M’ no deja expuesto a ninguno
de los nodos originalmente cubiertos por M. De esto &3 sencillo con-
cluir que sucesivos crecimientos de M resultaran en un apareamiento
M* de wmaxima cardinalidad que cubre todos los nodos cubiertos por M.
El teorema siguiente formaliza esta idea:

TEOREMA 2 .1b. Si M es apareamiento en la gréfica no-bipartita G,
entonces existe un apareamiento M* de maxima cardinalidad que cubre
todos los nodos de G cubiertos por M.

Hasta el teorema anterior. el tratamiento del caso general no ha
variado respecto del caso bipartita. El hecho fundamental que distin-
gue a) caso general del bipartita es la presencia de ciclos impares
en las graficas no-bipartitas (recuérdese que esto no ocurre para el
caso bipartita).

El mdés simple ciclo impar en una grafica no permite usar todos los
resultados de) apareamiento bipartita.

Consideremos la grafica G de la Figura 3.2, donde el arco onduladeo
indics spareamiento.

o

Figura 3.2
Claramente, el apareamiento mostrado en G es maximo y de cardina-

lidad 1. Si para este caso recurrimos al teorema de Konig-Egervdry
del caso bipartita (propogicién 2.3a), seria de esperar que el recu-
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brimiento de nodos minimo para G constara de un solo nodo, lo fue w-
videntemente es falso.

Si no reparamos en esta falla tedrica y tratamos de resolver el
problema de maximo apareamiento con el algoritmo de etiquetado del
caso bipartita, también habréa dificultades Encayemos con la grafica
de la Figura 3.3, donde los arcos ondulados indican el apareamiento
inicial M = ( (2,3) (4,5) ) y se puede distinguir la trayectortia au-
mentante P: }1-2-3-5-4-6, que une los nodos expuestos | y 6.

$:0 s
1

O G

®z
t
,

13

Figura 3.3

Comenzande con el nodo ' como raiz del arbol, cada nodo sucesivo
eg etiquetado con "S" o "T* para indicar (como en el caso bipartita)
a cu4l conjunto de nodos pertenece, y con €1 namero de nodo que le
precede, a fin de permitir el “rastreo regresivo" de las trayectorias
aumentantes. Asi{, por ejemplo, "S:2" en &) nodo 3 significa que dicho
nodo pertenece al conjunto S, y su predecesor es ¢l nodo 2.

Cuando se construye e! 4rbol alternante a partir de la rajfz "S'0",
la intencién del! algoritmo bipartita es hallar un nodoc expuesto con
etiqueta "T" pare formar una trayectoria aumentante por rastreo re-
gresivo gsobre las etriquetas. Para ello, cada ver que un nodo "i" es
etiquetado con "§", para cada arco (i,j) fuera del apareamiento ini-
cial M que incida en "i", la etiqueta "T7:i" es asignada al nodo "j",
a menos que éste ys posea una etiqueta "T", mientras que si un nodo
“i" es etiquetado con "T", se i1dentifica al dnico arco ({,j) en M que
incide en "i", y se asigna la etiqueta "S8:i" al nodn "j".

Siguiendo e! procedimiento indicado, resultan las etiquetas que se
muestran en la Figura 3.3. La dificultad surge al intentar etiquetar
el sigQuiente nodo a partir del nodo 4 o del nodo S. En cualquier caso
uno de 108 nodoe ‘nos lleva' al otro por el arco (4,5) de M, obligan-
donos a cambiar una etiqueta "T" por una "S" (cosa no prevista en el
algoritmo). Asi, por ejemplo, si elegimos el nodo 4 para continuar,
el nodo & resultaria con etiqueta “S$:4", y en ese punto, dado que
cualquier nodo accesible desde el nodo 5 ya ha sido explorado, el al-
goritmo bipartita juzgaria que el arbol es hingaro y que el aparea--
miento dado es maximo, conclusidén visiblemente errdnea.

Los inconvenientes que ge@ han expuesto resaltan la necesidad de
buscar un trato adecuado para los ciclos i1mpares de las graficas. La
respuesta a tal necesidad esta en el concepto de FLORACION, desarro-
llado por J. Edmonds.
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A grandes rasgon, el enfoque de Edmonds implics (& caonsyriceiin de
drboles alternantes (cumo se hizo #n el caso hipartatal, la detecs . an
de clertos ciclos impares llamados ‘floraciones’ y el ‘encogimiento’
de tales floraciones por contraccion de la grafica A continuacion se
formaliza la idea,

DEFINICION J.1c. Sea M apareamiento en la grafica no-bipartita
G=(N,A). Sea Ngc N un conjunto de =2k+1 nodos, con k =1, y sea BCA
el subconjunto de arcos de & con ambos extremos incidiendo en nodos
de Np .

Se dice que B es FLORACION respecto a M si cumple:

a) HNnB| = k&
es decir, ] spareamiento N es maximal dentro de B. Al anico nodo 'b’
en Ng expuesto por MNB se le llama BASE de la floracién.

b) Existe una trayectoria alternante 8, llamada TALLO de la flora-
cién, con (S| par, ENB = ¢, que une la base de la floracién con un
nodo expueste de M, llamado RAIZ del tallo. Cuando S = ¢, se dice que
la floracién esté enraizada.

c) Para cada nodo i € Na , existe una trayectoria alternante
Sw,t B, con |Sui | par, entre el nodo ‘i’ y la base de la floracisén.
De esto se concluye que hay una trayectoria alternante de la forma:
$,50.L entre la raiz del tallo y el nodo ’i’.

En la Figura 3.4, los arcos ondulados seRalan apareamiento. En la
Figura 3.4a) se puede ver la floracidén B=( (3,4),(3,5),(4,5) ), con
Ne =( 3,4,5,6,7 ), base en el nodo 3, raiz en el nodo 1 y tallo 8 =
¢ (1,2),(2,3) ). En la Figura 3.4b) la floracién es B= ((3,4),(3,7),
(4,5),(4,6),(4,7),(5,6) ), con Ng =(3,4,5), raiz y base en el nodo 3
y tallo S = ¢; en este caso la floracidén estd enraizada. .

(a) (b)
Figura 1.4
La trayectoria alternante que une al nodo 4 de la Figura 3.4a)

con &u raiz es P1: 4-5-3-2~1. La trayectoria alterntante que une al
nodo 7 de la Figura J.4b) con su raiz es P2: 7-6-5-4-3.
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(3.2) MAXIMO APAREAMIENTO NO-BIPARTITA.

El problema del mdximo apareamiento en grdéficas generales es idén-
tico al del caso bipartita: encontrar el apareamjento con @l mayor
namero de arcos posible en la graéfica.

Supéngase Que se usa un proceso de etiquetado para generar arboles
alternantes como en el ejemplo de la Figura 3 3, 1niciando con un a-
pareamiente M dado. S5i en cierto paso del algoritmo se descubre un

arco fuera de M uniendo dos nodos "S", o un arco de M uniendo dos no-
dos “T*, en el siguiente pago de etiquetado siempra uno de los nodos
nos conducirda al otro, vy viceversa. No o6 dificil ver que entonces

se¢ habrd detecvado un cicle impar en la grafica, y por tanto una flo-
racién. Puesto que entre dos nodos "S" o entre dos nodos "T" hay un
namero par de arcos, al conmiderar el arco Qque une los dos nodos "S"
o los do& nodos "T", se Forma un ciclo alternante de longitud impar,
es decir, la floracién mencionada.

Para que el algoritmo continde sin los tropiezos comentados en la
seccidén anterior, siempre Que una floracién sea descubierta, se le
'encogera’ reemplazando la grafica original G por 6 ctr B. E] nodo
correspondiente a B en G ctr B se¢ llamard PSEUDONODO, vy se le asigna-
Td etiqueta “S5" a fin de contipuar 18 construccion del &rbol alter-
nante.

Este proceso de construccidn de arboles alternarntes puede implicar
varias operaciones de encogimiento. Ain mds, floraciones podrian ser
contraidaz dentro de otras floraciones en varios niveles de profundi-
dad. Sin embargo, #i se localiza una trayectoria aumentante en los
arboles alternantes que al final resultasen (libres de floraciones),
antonces existira una trayectoria aumentante en la gréfica original
6. La existencia Jde tal trayectoria se garantiza por sucesivas apli-
cacliones del siguiente teorema, que se¢ demuestra en el apéndice.

TEOREMA 3.1d. Sea B floracién con respecto a M en la gréfica G.
Existe una trayectoria aumentante en G ctr B con respecto a M\B, si
y s6lo si existe una trayectoria aumentante en G con respecto a M.

€1 algoritmo que resuelve el apareamiento no-bipartita se funda-
menta on el teorema anterior.

A continuacién de da un ejemplo que ilustra el funcionamiento dal
algoritmo. Consideremos la gréfica de la Figura 3.5, donde los arcos
ondulados indican apareamiento vy se puede distinguir 1a trayectoria
aumentante P: 1-2-5-4-7-6-8-9-10-11. El ejemplo construirs de forma
csistemdtica tal trayectoria aumentante.




Comenzaremos con el nodo ! comd raiz de un 4rbol alternante, cor
la etiqueta “"S:0". Al nodo 2 se le asigna la etiqueta "T:1", y conti~-
nuando por @l arco (2,5) se le asigna al nodo S la etiqueta "S5:2* A
partir del nodo S se etiquetan los nodos 4 y 7 con "T:S5" y se descu-
bre el arco apareado (4,7) uniendo tales nodos Entonces se forma la
floracién B! y es reemplazada por el pseudonodo BRI, como se ve en el
segundo diagrama. Al pseudonodo B! se le asigna la misma etiqueta "S*
que tenia su nodo base, y esta etiqueta es explorada. Al continuar el
etiquetado se detectan y "encogen" las floraciones B2 y B3, como se
aprecia en ¢l tercer diagrama. Finalmente, una trayectoria aumentante
se¢ encuentra en & ctr Bt ctr_pa ctr B3, como se muestra en el cuarto
diagrama. / Ty

G ctr Bl

G ctr Bl ctr B2

G ctr Bl ¢tr B2 ctr B3

Figura 3.6

La construccidn de una trayectoria aumentante en la gréafica origi-
nal € a partir de la correspondiente en G ctr B! ctr BE ctr Bl es co-
mo sigue. Primero, el rastreo regresivo en la Gltima gréfica produce
la secuencia de nodos: 11-B3-2-1. Es necesario entonces hallar una
trayectoria alternante en ¢ ctr Bl ctr B2, que atraviese la floracién
B3. La trayectoria apropiada pasa por los nodos: 10-9-B2. De manera
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analoga,la trayectoria a través de B2 en la grafica G ctr Bl es. 8-6-

Bt, y la que atraviesa por Bl en ¢ es' 7-4-5 Al unir todas egas par-
tes we logra la trayectoria aumentante deseada en G: 1-2-S-4-7~6-8~
9-10~11,

Como puede verse del ejemplo, en el algoritmo hay dos tareas prin-
cipales a ejecutar. Primero, es necesario detectar y "encoger" las

floraciones. Segundo, deben poderse encontrar trayecteorias alternan-
tes adecuadas a través de las floraciones encogidas, de modo que una
trayectoria aumentante en la grafica original pueda reconstruirse.

Estas tareas no son demasiado dificiles de efectuar. Sin embargo,
no es trivial el desarrollar estas operaciones de la forma mas efi-
ciente posible.

(3.3) ALGORITMO DE SOLUCION.

El algoritmo que S&e pregsenta en esta seccidén s una generaliza-
cién del algoritmo 2.3.1 del caso bipartita. El tratamiento que ge
le da a 1las floraciones es la parte central del algoritmo. En rea-
lidad, el procedimiento de etiquetado que se usa no necesita de una
auténtica contracciéon de las floraciones; més bien éstas se manejan
‘como @i se hubleran encogido’'. Para lograr esto es suficiente lle-
var tan $6l0 un registro de las floraciones mas externas, mismas que
son identificadas por sus nodos-base. Asi, a cada nodo ‘i’ de la gra-
fica se le asocia un indice ‘b(i)’ que indica el nodo-base de la flo-
racién més exterior en la que estd contenido. Cuando un nodo ‘i’ no
esta dentro de ninguna floracidén el indice es: b(i)=i; y cuando una
nueva floracidn es encontrada, sy respectivo nodo-base '‘n’ es identi-
ficado, y 1la asignacién bl(i)=n se hace para todos los nodos dentro
de la nueva floracién. De este modo, una floracién determinada queda
identificada por su nodo-base.

En cada iteracién, dado el apareamiento inicial (que puede ser va-
cio), el algoritmo trata de encontrar: o una trayectoria aumentante o
una floracién respecto & tal apareamiento. En el primer caso, el re-
sultado es aumentar el apareamiento, y en el segundo, identificar la
base da la floracién y asignar etiquetas a los nodos que la forman, a
fin de poder cruzar por la floracidén cuando ésta forme parte de algu~
na trayectoria aumentante.

Al comienzo de cada ilteracion, se asigna la etiqueta "S§:0" (indji-
cando nodo-raiz) a cada nodo expuesto de la grafica. Después de eso,
etiquetas “S§" y "T" son aplicadas a los demés nodos. Una etiqueta "S"
en un nodo 'j‘ indica que existe una trayectoria alternante de longi-~
tud par entre 'j’' y el nodo-raiz; mientras que una etiqueta "T" indi-
ca e] caso de trayectoria alternante de longitud impar. Las trayecto~
rias gymeniantes surgen entre nodos-raiz de drboles distintos,
como sugiere la Figura 3.7.
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Trayectoria Aumentante
Figura 3.7

Continuande con el etiquetado, supongamos que se descubre un arco

(i,j) fuera del]l apareamiento inicial con los nodos ’'i1’, 'j' teniendo
etiquetas “S", o un arco (i,j) del apareamiento inicial con los no-
dos ‘i’', ')’ teniendo etiquetas "T". Supéngase ademas que 'i’, 'j’ no

estan dentro de la misma floracidén, es decir, que b(i)s£ b(f). Enton-
ces, s8i ‘'i' y 'j’' pertenecen a diferentes arboles alternantes, se ha
encontrado una trayectoria aumentante, y en caso contrario, una nue-
va floracién més exterior se ha formado. Para saber cudl de las dos
posibilidades se tiene, basta con esfectuar rastreo regresivo sobre
las etiquetas a partir de los nodos ‘i’ y 'j’. Si se alcanzan nodos-
rait distintos, se obtiene una trayectoria aumentante; en ctro caso
s¢ ha encontrado una nueva floracién més exterior.

(3.3.1) CONSTRUCCION Y ETIQUETADO DE FLORACIONES.

Ya que se ha encontrado una floracién en la griafica, se debe de-
terminar el conjunto de nodos que la forman, asi como ¢l nodo~base de
la misma, Esto se hace como sigue.

Haciendo el rastreo regresivo desde los nodos 'i’', 'j’ se obtienen
dos sucesiones de nodos:

i1, i2, 13, ... ,ip

j‘r jai 13t )’q

donde i1imji (el nodo-raiz del arbol altermante), ip=i vy jg=j (donde
inicié el rastreo). Puesto que ii=j! y ipx jgq, debe existir un in-
dice ‘m‘', tal que fi=§1, {2=wj2, ..., im=jm, y ocurra que: im=i o
jmaj 0 im+iz jmt). La base de la nueva floracién es ik, para kgm,
donde ik=b(im), y #1 tallo de la floracién pasa por los nodos it, i2,
i3,.. ., 0k,

La nueva floracién contiene a todos los nodos ‘n‘' que cumplen la
siguiente condicién:

binl € ¢ blim),blim+1), .. . ,blip),bCime1), D(jm+2), ..., 0C(jq) } (%)
Por consiguiente, para todos los nodos 'n’' que forman la floracién

se hace la asignacién bin)=ik. Un ejemplo de esta identificacién se
muestra en la Figura 3.8: se tienen etiquetas "S" en los nodos 7 y 8,
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con e! arco (7,8) fuera del apareamiento inicial. Haciendo rastreo
regresivo desde los nodos mencionados se logran las siguientes suce-
siones:

1,2,3,4,5,6,7

1,2,3,4,5,9,8.

En este caso, im=jmsS y b(S)=3, puesto que el nodo 5 ya formabea
parte de una floracidn, con el nodo 3 como base. Los nodos 3,4,5,6,7,
8,9,10 y 11 estén en la nueva floracidn, con base en el nodo 3 y ta-
1lo formado por 1,2 y 3. ————

Figura 3.8

Finalmente, observamos que entre cualquier node no-base de la flo-
racién y el nodo raiz del érbcl existen tanto una trayectoria alter-
nante de longitud par como otre de longitud impar. De este modo, los
nodos no-base de la floracién deberian poseer tanto una etiqueta "S"
como una etiqueta “T". La asignacién de ‘etiquetas faltantes’ en los
nodos no-base de la floracién se explica enseguida.

Supéngase que la floracion se hallé por rastreo regresivo a partir
de los nodos i=ip y jsjq, donde ‘i', 'j’ tienen etiqueta “S", y el
arco (i,j) no pertenece al apareamiento inicial. (Reglas para el caso
donde ‘i’',‘'j’ tienen etiqueta “T", con ({,j) en el apareamiento son
andlogas.)

Las etiquetas faltantes se aplicarén sélo en los nodos: im+t,im+2,

imt3, .. .,ip,jmel, jm+2, ..., jq. Para Ffacilitar la exposicidén se discu-
tirdi sélo el. manejo de los nodos im+1,im+2,...,{p.(Para los nodos
jm+t, . ... 19 es semejanta) Lag gtigueias "5" en los nodos: ip,ip-2,

.,im+2, y las etiquetas “T" en los nodos ip-1,ip=~3,...,im+1 fueron
usadas en el rastreo regresivo. Por tanto, cualquier etiqueta faltan-

te debe ser etiqueta "T" en ip, ip=2, ...,im*2, o etiqueta "S" en
ip=1, ip=3,...,im+1. La etiqueta perdida que se asigne a un nodo ’'ik’
debe ser tal que al efectuar rastreo desde ella produzca la sucesisén
de nodos: ik, ik, ...,ip, jq, jo-1, ...,§1.

Para aclarar el modo de proceder, asignemos etiquetas faltantes a
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los nodos im¢l, im¢2, ... ,ip en orden. Supongase que al nodo '1k’ le
falta etiqueta "S". Entonces necesariamente #! urco (ik,ik+1) perte-~
nece al apareamiento original, y al nodo ik+! debe faltarle etiqueta
“T". Asignaremos a ‘ik’ la etiqueta "S:ik+1", y la eriqueta "T" que
se ponga al nodo ‘{k+!’ producird el rastreo regresivo correcto.

De ia misma forma, si al nodo 'i{k‘ le falta una etiqueta “T", en-
tonces el arco {ik,ik+¢l) no esta dentro del apareamiento original. Si
ademas al nodo ‘ik+1’ le falta etigqueta "S", asignaremos a 'ik’' la e-
tiqueta “T:ik+1"., La etiqueta "S" que se ponga en 'ik+1' nos dara el
rastreo regresivo adecuado.

Pero ahora supéngase que 'tk’ carece de etiqueta "T", y que 'ik+1’
ya tiens etiqueta “S". Entonces ‘ik’ debe ser la base de una flora-
cidn que existia previamente conteniendo a ‘ik+1’, de modo que en el
rastreo regresivo desde la etiqueta "S* de ‘ik+1’ volveremos de nueva
cuenta a ‘ik’. Consecuentemente no debe asignarse a ’'ik’ la etiqueta
“Toikei®,

Para resolver este problema encontraremos el Gltimo nodo ‘iz’ en
1a sucesién: 1k+1, {k+2, . . . , ip que esté contenido en esta flo-
racién previamente existente con ’'ik’ como base. Asignaremos enton-
ces a ‘ik’ la etiqueta especial “T:jiz+1,{z". Esta etiqueta significa
que hay una trayectoria alternante impar entre '‘ik’ vy el nodo raiz
del d4rbol. Para hallar tal trayectoria se hace rastreo regresivo par-
tiendo de las etiquetas "S": desde @) nodo ’'iz+1’ hasta la raiz y
desde ‘iz’ hasta ‘ik’'. Los arcos asi encontrados, junto con el arco
(iz,iz+1), ordenados adecuadamente, forman la trayectoria deseada. Un
ejemplo de la aplicacién de etiquetas dentro de una floracién se ve
en la Figura 3.9 a2 continuacién.

Figura 3.9

El algoritmo completo de apareamiento no-bipartita puede entonces
resumirse como sigue.
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do

ALGORITMO 3.3.t MAXIMO APAREAMIENTO NO-BIPARTITA.

Paso 0). INICIO Se tiene una grafica general G=(N,A) y un aparea-
miento inicial M que puede ser vacio. Asignese bfi)=i para todos
los nodos de & No hay nodos con etiqueta.

Paso 1). ETIQUETADO
(1.0) Coloque la atiqueta "S 0" a cada ncdo erpuesto

(1.1) Si todag las etiquetas han sido e¢xaminadas ir al Paso 4 En
caso contrario, encuentre un nodo ‘I’ con etiqueta s1f examinar

Si la etiqueta ez "S5", ir al Paso 1.2, 31 la etiqueta es "T", ir
al Paso 1 3,

(1.2) Examine la etigqueta "5" en el nodo 'i' haciendo ¢l siguiente
procedimiento para cada arco (i, j) fuera de M que incida en ‘1’

Si bltil=b(j) no hacer nada. En caso contrario, si 'j' tiene eti-
queta “S", haga rastreo regresivo partiendo de las etiquetas "S"
en los nodos ‘'i’', 'j', y s8i se alcanzan distintos nodos~raiz, ir
al Paso 2; si se alcanza el mismo nodo-raix, ir al Paso 3. Si el
node 'j’ no tiene ni etiqueta "S" ni etiqueta "T", aplique la eti-
queta “T:i" al nodo ‘j'.

Una ver examinado el nodo 'i’', regreear al Paso 1.1,

(1.3) Examine la etiqueta “T" en el nodo 'i’' como sigue. Encuentre
el danico arco (i,j) de M que incide en ’'i’. 8i b(i)=b{j) no hacer
nada. En caso contrario, si ‘j’ tiene etigueta "T", haga rastreo
regresivo partiendo de las etiquetas "T" en los nodos 'i’, 'j’', y
#i se alcanzan diferentes nodos-raiz, ir al Paso 2; si se alcanza
el mismo nodo-raiz, ir al Paso 3. S5i el nodo 'j’' no tiene ni eti-
queta "S8" ni etiqueta “T", apliqu: la etiqueta “S:i" al nodo 'j'.
Regrese al Paso 1.1.

Paso 2). AUMENTO

Una trayectoria aumentante se ha encontrado en el Paso 1.2 o en el
1.3. Aumente o)1 apareamiento M. Borre todas las etiquetas de los
nodos y asigne b(i)={ para todos los nodos de G. Regrese a 1.0

Pagso J). FLORACION.

Una Ffloracién se ha formado en el Paso 1.2 o en el Paso t.3. De-
terming el nodo-base y los nodos que forman la floracién como ge
explicé al 1inicio de esta seccién. ANada etiquetas faltantes pa~-
ra los nodos no-base en la nueva floracién. Corrija el valor b(i)
para los nodos dentro de la floracidn. Regrese a 1.2 o0 1.3, seguin
el caso.

Pago 4). ETIQUETADO HUNGARO.

El etiquetado que se tiene es hingaro. No existen trayectorias au-
mentantes, y el apareamiento M es de maxima cardinalidad. Alto.
(3.3.2) EJEMPLO DE APAREAMIENTO NO-BIPARTITA.

Sea G una grdafica no-bipartita con el apareamiento inicial mostra-

en la Figura 3.10a). El identificador de la floracion mdas externa
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4 que pertenece cada nodo ’j§‘, b(j), es como sigue:

Figura 3.10a).

Etapa [I: Tomando como raiz al nodo 1, se¢ logra el etiquetado de la
Figura 3.10b). Explorondo el nodo 9 se detecta la etiqueta “S" en el
nodo 11, y se descubre la floracién B! que forman lous nodos: 6, 8, 9,
11 y 10, con base en el nodo 6. Los nuevos valores del identificador
b(j) son ahora:

Asignando etiquetas faltantes a los nodos no-base de B1 se obtiene
el etiquetado de la Figura 3.10c),

T:0

Figura J3.10b).
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Figura 3.10c).

Etapa 1I: Continuando con la exploracion en el nodo tt, el arco
(9,11) no se considera para nada, puesto que b(9) = § = b(11);, mien-
tras que el arco (11,13) permite asignar la etiqueta "T:11" en el no-
do 13, Prosiguiendo con el etiquetado, al explorar e! nodo 12 se en-
cuentra la etiqueta "S" en el nodo 7, con lo que se descubre una nue-~
va floracién B2, con bade en el nodo 3. Usando la notacién de la sec-
cién 3.3.1, ip=7 y jgwi2 son dos nodos de un mismo 4rbol con etique-
ta "S% que estan unidos por un arco no-apareado, con im=3, y las su-
cesiones: im+1,. . . ,ip = 4,6,10,11,13,12 vy jm+i,...,jg = 5,7. En esta
floracién B2 cualquier nodo 'k’ debe cumplir la condicién (%) de la
seccidn 3.3.1:

bik)e ¢ b(3),b{4),b(62,b(10),b(11),b{13),b(12),b(5),b(T) ).
0 fea:
blk)e ( 3,4,6,13,12,7,5 1.

asi{, los nodos dentro de B2 son: 3,4,6,8,10,9,11,13,12,7 y 5. Lo va-
lores del identificador b(j) son ahora:

b¢j) + & 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 14

Las etiquetas faltantes en nodos no-base de B2 se asignan con fa-
cilidad en los nodos 5,7 y 4 como ge aprecia en la Figura 3.10d). Pe~
ro al considerar el nodo 6 (que carece de etiqueta "T"), se¢ descubre
una etiqueta “S" en el nodo 0. Esto ocurre porque 6 es nodo base de
la floracién Bt ya existente.
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Figura 3.10d).

En la notacién de la seccion 3.3 1, {km§& e% un nodo que carece de
etiqueta “"T", mientras que ik+i=10 ya posee una etiqueta "S". En es~
tos términos, el Gltimo nodo 'iz' de la sucesiaon ik+t,...,ip dentro
de la floracién Bl previa es iz=11. De esta manera, en el nodo 6 se
asigna la etiqueta especial “T:13,11%, indicando la existencia de una
trayectoria alternante impar entre el nodo 6 y el nodo raiz 1. Las e-
tiquetas faltantes que rectan se asignan en 103 nodos 12 y 13, resul-
tando el etiquetado de la Figura J3.10e).

A < g
T.-u,u\ A @ S0

S0

Figura 3.10e).

Etapa III: Al explorar el nodo 14 (que es raiz de un arbol) llega-~
mos 4l nodo 4, y se inicia un rastreo regresivo a partir de la eti-
queta "S" en tal nodo. Esto nos lleva enseguida al nodo 6 con la eti-
queta “T:13,11", Es gracias a esta etiqueta especial que se encuentra
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una trayectoria alternante que atraviede la floracién B2 y llegue al
nodo raiz 1.

Como se explicé en la seccién 3.3.1, ral trayectoria se construye
por rastreo regresivo de la siguiente forma:

Primero, desde la etiqueta "S5" en el nodo 13 hasta el nodo raiz 1,
se logra la trayectoria P1: 1-2-3-5-7Y-12-13.

Segundo, desde la etiqueta "£" en ¢l nodo 1t hasta el nodo &, se
tiene la trayectoria P2: 6-10-%V1.

Finalmente, agregando el arco (13,11) se logra la trayectoria com-
pleta P: 1-¢-3~5-7-12-13-11-10~6.

Ya que la trayectoria final desde el nodo 14 al nodo | une dos no-
dos raiz, se ha conseguido una trayectoria aumentante. Actualirando
el apareamiento original con esta trayectoria, obtenemos el aparea-
niento de 1la Figura 3.10f), que es solucien éptima al miéximo aparea-
miento en G (hay en total 7 arcos apareados).

Figure 3.50F)

(3.4) DUALIDAD.

En esta seccidén se establece un teorema de dualidad para el pro-
blema de maximo apareamiento no-bipartita que es una generalizacién
del Teorema de Koénig-Egerviéry (Preposicidn 2.3a) del! caso bipartits

Como se recordard, en el caso bipartita el problema dual del apa-
reamiento mdximo es un problema de recubrimiento minimo de nodos. En
el caso de una grafica no-bipartita es facil ver que un recubrimiento
minimo de nodos no coincide necesariamente con un apareamiento maxi-
mo. Un ejemplo sencillo de esto se tiene al analizar la grifica for-
mada por un ciclo impar de 2k+{ nodos. En tal ciclo, el apareamien~
to maximo es de ‘k’ arcos, mientras que el recubrimiento minimo debe
incluir al menos 'k+!’' nodos. La figura 3.11 muestra una grafica 6
formando un ciclo de longitud 5, con un apareamiento méaximo de 2 ar-
cos seffalado con linea ondulada, y donde no se puede conseguir un re-
cubrimiento de nodos menor de 3.
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Figura 3.1

E1 problema dual del apareamiento no-bipartita es también un pro-
blema de recubrimiento minimo, aunque no propiamente de nodos, sino
de una clase especial de conjuntos de nodos, llamados CONJUNTOS IMPA-
RES DE NODOS, que se describen a continuacién

Sean G=(N,A) wuna grafica no-bipartita, y G={ N{,N2,...,Np ) una
familia de subconjuntos de nodos de G, donde cada Ni contiene un nd-
mero impar de elementos. Cuando [Ni|=1, se dice que Ni CUBRE todos
los arcos que inciden en el unico nodo de Ni, y que la CAPACIDAD de
Ni, denotada c(Ni), es 1. Cuando {Ni[=2k+! para k 21, se dice que Ni
CUBRE todos los arcos con ambos extremos incidiendo en nodos pertene-
clentes a Ni, y que la CAPACIDAD de Ni es c(Ni)ak. La familia Q es
1lamada RECUBRIMIENTO DE CONJUNTOS IMPARES DE NODOS, siempre que cada
arco en G sea cubierto por al menos un Ni € Q. La CAPACIDAD DE Q, de-~
notada c(Q), es igual a la suma de las capacidades de todos los con-
juntos impares contenidos en Q.

El teorema de dualidad para el problema de apareamiento médximo en
graficas no-bipartitas establece que en cualquier grdafica G, el maxi-
mo numero de arcos en un apareamiento coincide con la minima cardina-
lidad de un recubrimiento de conjuntos impares de nodos de G. Formal-~
mente s expresa como sigue:

PROPOSICION 3.4a. (J.Edmonds) Para cualquier grafica G=(N,A):

max ( [M{ : M es apareamiento en G ) =
min € Z: c(Ni) : Q es recubrimiento de conjuntos impares de
Nie Q nodos de € ).
Demostracién,

Lo primero que se probara es que, dados un apareamiento M y un re-

cubrimiento de nodos QO cualesquiera en G, se cumple:
M < cta) (ee)

Por definicién de @, todo arco en M es cubierto por algin Ni Q,
mientras que al ser M apareamiento no hay més de un arco apareado in-
cidiendo en un nodo. Entonces, ¢l nimero de arcos apareados que puede
cubrir cada Ni€ O es, a 1o més, igual a su propia capacidad <c(N1).

De este modo, si sumamos las capacidades de todos los Ni para obtener
c(Q), estaremos contando todos los arcos de M y ademas las posibles
repeticiones (arcos de M cubiertos por mdis de un Ni), logréindose un
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nomero que excede o tguala a (M|

Para terminar, se mostrard la construccion de un recubrimiento mi-
nimo Q¢ a partir del apareamiento M¥ resultante al finalizar el algo-
ritmo 3.3.1 de la seccién anterior, tal que: |[M+| = ¢ (Q#»), En virtud
de la condicién (#x) verificada en el pdrrafo anterior, M¢ y G deben
ser maximal y minimal, respectivamente

Como se vié en la seccién anterior, el algoritmo de maximo aparea-—
miento no-bipartita avanza construyendo arboles alternantes, hallando
y ‘encogiendo’ floraciones, localizando trayectorias aumentantes y
actualizando el apareamiento en turno, hasta el punto en que los ar-
boles presentes en la grafica son hingaros: no se puede hacerlos cre-
cer y tampoco hay trayectorias aumentantes. Sea M* el apareamiento
que queda cuando el algoritmo finaliza.

Cuando el algoritmo se detiene, para cualquier arco de G se cumple
sélo una de las siguientes condiciones: -

1) el arco toca nodos del bosque hingaro (dentro del cual no exis-
ten trayectorias aumentantes y por tanto no hay dos nodos "S" unidos
por arco no-apareado), de modo que debe incidir en algin nodo "T".

2) el arco pertenece a una floracién.

3) el arco toca con ambos extremos nodos sin etiqueta alguna (que
forman la parte de la gréfica con 'actualizacion’ por trayectorias
aumentantes mdé reciente; Paso 2 del algoritmo).

De estas observaciones se construye un recubrimiento de conjuntos
impares de nodos OG* en G, como sigue: Cada nodo 'i’ con etiqueta "T"
forma un conjunto ‘Ni' de capacidad 1 en OG». Por supuesto, el naimero
de nodos "T" en e] bosque hingaro es igual al nimero de arcos de M»
en dicho bosque.

Los nodos de cada floracién Bj, con 2k+t nodos, forman un conjunto
‘Nj' de capacidad impar ci(Nj)=2k+1, conteniendo 'k’ arcos de M«

Finalmente, si hay 'n’ arcos con ambos extremos en nodos sin eti-
queta, habré en total ‘2n' de tales nodos, y '‘n’ arcos apareados en-
tre ellos. En caso de que n=0, el recubrimiento Q* estd completo, y
se cumple c(@s)=|{M*| En caso de que n=1, se elige cualquiera de
los extremos del arco (p,q) como conjunto ‘Np’' de capacidad igual a
uno, y QGr estd completo. Cuandc n 32, se elige alguno de los 2n no-
dos como conjunto 'Nx’' de capacidad uno, y los restantes 2n-1 nodos
forman un conjuntoe ‘N1’ de capacidad impar conteniendo '‘n-1' arcos de
Me. Asi, se completa el recubrimiento G* que tiene la misma capacidad
que la cardinalidad de M*. De la condicién (**) se concluye entonces,
que Ms debe ser apareamiento maximal y Q¢ recubrimiento de conjuntos
impares de nodos en G. Esto completa la demostracién.

(3.5) APAREAMIENTO MAXIMO Y RECUBRIMIENTO DE ARCOS.
Al analizar los aspectos de dualidad del problema de apareamiento

maximo, la idea de RECUBRIMIENTO DE NODOS en una grafica surgis de
modo natural. La relacién entre apareamiento méximo y recubrimiento
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minimo de nodos estd resumida en los teoremas de Konig-Egervary y de
J. Edmonds (Prop. 2.3a. y 3 4a) presentados anteriormente

Prosiguiendo con la 1dea de recubrimiento de una grafica, se puede
pensar en recubrimientos de arcos con una definicién como ésta- -

Un RECUBRIMIENTO DE ARCOS en una grafica G=(N,A) e¢s un subconjunto
C de arcos de A con la propiedad de que cada nodo de N es tocado por
al menos un arco de C.

Para que la definicién anterior tenga sentido se requiere que cada
nodo de la grafica tenga por lo menos grado 1 (al menos un arco inci-
dente en é1).

Cuando en una gréfica G existe un recubrimiento de arcos de cardi-
nalidad minima C+, es posible construir a partir de é1 un apareamien-
to méximo simplemente quitando de los nodos con arcos miltiples de Cw»
todos excepto uno. Lo que quede de C¢ luego de esta eliminacién sera
el aparesamiento mdximo mencionado.

La idea reciproca también se cumple. Si en una grafica G existe un
apareaniento méximo M*, se puede conseguir a partir de &)1 un recubri-
miento minimo de arcos de G con sélo agregar a M* un arco en cada no-
do expuesto; M+ mds los arcos aRadidos forman un recubrimiento minimo
de arcos de G. En la Figura 3.12 se¢ ilustra un ejemplo.

Apareamiento mdximo M* Recubrimiento minimo C*m obtenido de M*

Figura 3.12

En el teorema que se presenta enseguida se formaliza la relacién
entre apareamiento méximo y recubrimiento de arcos minimo.

PROPOSICION 3.5a Sean 6=(N,A) una grafica donde cada nodo tiene
al menos grado wuno, y C*,Mec A un recubrimiento de arcos minimo y
un apareamientoc maximo de ¢, respectivamente.

Entonces, el apareamiento Mc obtenido de C+ al eliminar todos
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excepto uno de los arcos incidentes en cada nodo, y el recubrimiento
Cm obtenido al agregar a Me un arco en cada nodo expuesto, son maxi-
mal y minimal, respectivamente. Ademas, se cumple la relacién:

iCef + (Me] = |N| STTIN

Demostracion.

Consideremos primero un recubrimiento minimo C+, y el aparsamiento
Mc obtenido al eliminar todos excepto uno de los arcos en nodos con
incidencia wdltiple., Fdacilmente se verifica que no existe arco de C»
que cubra dos nodos con incidencia miltiple, pues de ser asi{, la eli-
minacién de tal arco podria disminuir la cardinalidad de C#*, contra-
diciendo su carécter de minimo. Dicho de otro modo, todo arco de C»
tiene a) menos un extremo que cubre tan sélo un nodo de G. Tomando en
cuenta este hecho y la forma de construir Mc, resulta que en este a-
pareamiento hay tantos nodos expuestos como arcos de C« se¢ eliminaron
en 8u construccién. Puesto que ademas cada arco de Mc satura (cubre)
dos nodos de C, tenemos lo siguiente:

Nim. de nodos expuestos = Nim. de arcos eliminados de Cs al
construir Mc.

es decir:
IN{ - 2iMc] = jC»| - [Mc|
de donde:
[C*] + |Mc| = |N| (1.
Ahora, consideremos un apareamiento mdéximo M*, y el recubrimiento
Cm obtenido al agregar a M* un arco en cada nodo expuesto. Los arcos
afadidos a Ms deben ser diferentes, pues en caso contrario, un arco
repetido significaria un arco uniendo dos nodos expuestos, 1o que po-
dria usarse para sumentar el tamafo de M#, contradiciendo su cardcter

de méximo. Por tanto resulta lo siguiente:

Nim. de nodos expuestos = Nim. de arcos agregados a M* para
construir Cm.

es decir:
INL = 2{Me) = jCm) - [M#)
de donde:

jCmp + |Mw{ IN| (1.

Combinando (1) con (Il) resulta:

IND = IMe+iCm) > MR {+]Ca] SiMc]+]C*] = |N]
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donde las desigualdades son vdlidas por el carécter minimo de Cx y
maximo de M+,

La conclusién de la ecuacion (¢*%) en el enunciado del teorema es
inmediata, asi como la condicidén de minimo en Cm vy de maximo en Mc.

(3.6) APAREAMIENTO PONDERADO NO-BIPARTITA

Dada una grdfica no-bipartita 6=(N,A) donde cada arco en A tiene
asociado un peso (positivo, negative o cero), el problema de aparea-
miento ponderado consiste en hallar un aparesamiento tal que la suma
de los arcos que lo forman sea max{ima.

Como en el caso bipartita, el algoritmo de solucidn se desarrolla
por un método primal-dual. El punto de partida esta en el teorema de
dualidad para méximo apareamiento (Prop. 3.4a), que motiva un conjun-
to de desigualdades lineales, relacionadas con los conjuntos impares
de nodos de G, y que cualquier apareamiento satisface

Para comenzar, consideremos un apareamiento M cualguiera en G, y
la variable '‘Xij’ definida como:

1 8l el arco (i,j) estd en M.
Xij =

0 en caso contrario.

Si Rp es conjunto impar de nodos en G, claramente |[Rp|=28rp+! pa-
ra algin entero rp >1, vy las variables Xij cumplen:

z qugrp ()

1€ Rp J € Rp

Puesto que la familia de subconjuntos impares de nodos en G es fi-
nita (por ser N finito), puede representarse la totalidad de restric-
ciones del tipo (#) por la desigualdad matricial:

R Xgr

donde R es una matrii con tantas filas como subconjuntos impares de
nodos tenga N, y tantas columnas como arcos tenga G, llameda matriz
de incidencia conjuntos impares de nodos - arcos, X es el vector con
componentes Xij (representando a los arcos de §) y ra(ri,r2,...,rm)
es un vector cuya i-ésima componente es la capacidad del i-ésimo con-
junto impar de nodos, es decir: |Ri|=2ri+t.

Con estos antecedentes, el programa lineal que representa el pro-
blema de apareamiento ponderado, se plantea facilmente como sigue:
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max W X

sujeta a:
A i
-l |- (P
R r
X>0

donde 'A’' es5 la matriz de incidencia nodos-arcos de 6, 'R’ es% la ma-
trit de incidencia conjuntos impares de nodos-arcos de G, ‘X' es un
vector cuyas coordenadas son Xij (representando a los arcos de G),
‘r' es el vector de capacidades de conjuntos impareg de nodos, ‘U’ es
el vector de pesos asociados a los arcos de 6, y ‘I’ es un vector con
todas sus coordenadas iguales a uno.

En el casc especial en que wij=! para todo arco de G, el problema
(P} corresponde al médximo apareamiento estudiado con anterioridad, y
del teorema de dualidad (Proposicion 3.4s) se garantiza que exists u-
na solucién entera. Para el caso general, se verificarda la existencia
de solucién entera al desarrollar un algoritmo de tipo primal~dual.

El problema dual que corresponde al programa (P! se plantea como

sigue:
1
min U:2) | === | = :E: Ui + :E: rp Zp
r i P
sujeta a:
A
t:Z21)--~ > W (D)
R
u:21 >0

donde ‘Ui’ y ‘Zp’' se¢ relacionan con el nodo 'i’' y el conjunto impar
Rp, respectivamente.

Para las soluciones optimas dual y primal las condiciones de hol-
gura complementaria necesarias y suficientes son:

Xij > 0 =2 Ui + Uj + 2 Zp = wij  (H1)

€ci,j1) Rp

Ui > 0 =>§ Xij = 1 (H2)
i

Zp ¥ 0 => [RP1[X] = rp {H3)

Analogamente al caso bipartita, el algoritmo conserva factibili-
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dad dual vy primal en todo momento, y ademas satisface todas las con-
diciones de holgura complementaria, salvo las (H2) El namero de con-
diciones (H2) insarisfechas decrece monétonamente a lo largo del pro-
ceso.

En la versidn del algoritmo que presenta Lawlev (1), el culculo
e inicia con el apareamiento factible vacio X=¢ vy con la soiucian
dual factible:

Ui = W  para toda i
Ip = 0 para toda p
donde W es un valor suficientemente grande, como

W =005 max{wij)
1)

Las soluciones primal y dual dadas, satisfacen las condiciones de
holgura (Ht) y (H3), pero no las (HZ).

En el paso genérico del algoritmo, X es solucién primal factible,
ge cumplen las condiciones (H1) y (H3), pero alqunas de las (HZ) no.
Lo que el algoritmo intenta entonces es encontrar una trayectoria au-
mentante en Ja subgrafica de G formada por nodos y arcos que satis--
facen (H1) y (H3), es decir, la subgrafica formada al contraer todas
las floraciones ‘p’ con Zp » 0 y eliminar todos los arcos (i,j) pa-

ra los cuales: Ui + Uj + Zp > wij (que violan H1)
Si se encuentra una trayectoria aumentante, debe extenderse entre
dos nodos 'i’, 'j’ con VUi,Uj Y 0. De este modo, luege de la actuali-

tacion del apareamiento, el numero de condiciones (H2) insatisfechas
habra disminuido en dos. No es diticil ver que al actualizar el apa-
reamiento, los camhios que se den en floraciones son tales que el na-
mero de arco& apareados dentro de cada floracien sigue siendo igual a
la capacidad de ésta (vista como conjunto impar), con lo que el apa-
reamiento dentro de la floracion es maximal, y las condiciones (H3)
se mantienen satigsfechas. Por otra parte, como los arcos (i,j) dentro
de la trayectoria aumentante cumplen Ui + Uj + 3 Zp = wij, las con-
diciones (H1) mantienen su validez.

En caso de que no se encuentren trayectorias aumentantes, sélo hay
dos posibilidades: que los drboles formados sean haingaros, con 10 que
el apareamiento en turno es maximal, o que no se puedan agregar mas
arcos a los arboles debido a que todo arco (i,j) disponible para tal
propésito cumple Ui + Uj + 2~ Zp > wij. En este dltimo caso, el al-
goritmo intenta disminuir el valor del lado izquierdc de la desigual-
dad anterior, restandole un adecuado valor ‘d’ positivo, de modo que
en al menos un arco (i,j), la desiqualdad original se convierta en i-
gualdad estricta, bhaciendo al arco (i,j) candidato a incluirse en
los arboles alternantes. Se cumplen entonces (H1) y decrece en 2 el
nimero de condiciones (HZ) insatisfechas. La forma concreta de alte-
rar las variables duales para lograr lo anterior es como sigue:

Para no hacer la descripcién demasiado engorrosa, llamaremos a una
floracidén ‘externa’ si no esta contenida dentro de otra floracisn ma-~
yor. Entonces, para cada nodo 'i’ con etiqueta "S$" y cada nodo ‘i’
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contenido en una floracisén externa cuyo nodo-base tenga etiqueta “S",
el valor 'd’ es restado a Ui Para cada nodo ‘1’ con etiqueta "T" y
cada nodo ‘i’ contenido en una floracién externa cuyo nodo-base ten-
ga etiqueta "T", el valor 'd' es sumado a Ui. Para cada floracien ex-
terna 'p’ cuyo nodo~base tenga etiqueta "S", el valor 2d es sumado a
Zp, y para cada floracioén 'p’' cuyo nodo-base tenga etiqueta "T", el
valor 2d es restado de Zp.

8i un arco (i,)) estd dentro de una floracion, el efecto totral de
los cambios de variables duales en Ui + Uj + 2 7Zp es nulo Pero, si
'{’' tiene uns etiqueta "S" o estd contenido en una floracién externa
cuyo nodo~-base tenga etiqueta "S", mientras que ‘jJ’ no tiene etiqueta
alguna, el efecto neto en Ui + Uj + 7 Zp es igual a =-d, con lo que
disminuye el lado izquierdo de la desigualdad ya mencionada.

§i (i,)) es un arco tal que tanto ‘i’ como 'j’ pertenecen a flora-
ciones externas con nodos-base “S", el efecto total en Ui+Uj+ 2 Zp
serTd -2d, causando wuna disminucién de valor, tal vez hasta igualar
wij. En otros casos, cuando ‘i’ tiene etiqueta "T" pero 'j’' carece de
etiqueta, o cuando tanto ‘i’ como 'j’' estan en floraciones externas
con nodos-base *T", el efecto neto en Ui+ Uj+ F Zp seréd d o 2d,
lo que aumentard el valor original, y se excluird la posibilidad de
que dichos arcos se afadan a los arboles alternantes. Resumiendo, el
valor méximo que puede tomar 'd’' estd restringido por las cuatro con-
diciones siguientes:

c1) Si ‘Y4’ es nodo con etiqueta “5" o pertenece a una floracién
externa con nodo-base "S", se debe cumplir: Ui - d >0.

C2) Si (1,)) es un arco tal que tanto 'i‘’ como ‘3’ tienen etiqueta
"S" o pertencen a floraciones externas distintas con nodos-base "S",
debe cumplirse: (Ui-d) + (Uj-d) > wij.

€C3) Si el nodo-base de una flaracién 'p’' tiene etiqueta "T", debe
cumplirse: 2p -2d =20

C4) Si (i,j) es un arco tal que ‘i’ tiene etiqueta "§" o pertenece
a una floracidon externa con nodo-base "S§", mientras que ’'j’' no tiene
etiqueta o pertensce a una floracién externa con nodo-base carente de
etiqueta, se requiere: tUi~d) + Uj >wij.

Si llamamos 'di’ al méximo valor permitido para d sujeto s6lo a
€Y, 'd2' al maximo valor permitido a d sujeto séleo 2 C2, y analoga-
mente ‘d3’ y 'd4’ para los maximos que puede tomar d sujeto sélo a
C3 y €4 respectivamente, es claroc que el mayor valor que puede tener
d sujeto a C1, C2, C3 y C4 sera:

d = min{ di1,d2,d3,d4 ).

Una vez encontrado el maximo posible para d , pueden ocurrir cua-
tro casos:

3 d=di, la nueva solucién dual es tal que todas las condiciones
H2 se cumplen, con lo que tranto la nueva solucién dual como la primal
asociada son optimas, y el apareamiento resultante es maximal. (Con-
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viene recordar que se eligié el mismo valor inicial en las variables
Ui, de modo que luego de restar ‘d', se tendra el mismo valor minimo
de UL en cada nodo expuesto)

Si dmd2, se habré encontrado una trayectoria aumentante o se habra
formado una nueva floracién.

8i d=d3, una floracién externa se podrda 'extender’

Si d=d4, al menos un nuevo arco s&e podrd agregar a los arboles al-
ternantes

Con estos antecedentes, se puede hacer una descripcion a grandes
rasgos del algoritmo:

Paso 0). INICIO.
Comience con el apareamiento nulo X=¢, y Ui=0 5 max{wij) como so-
luciones primal y dual, respectivamente.

Paso 1). ETIQUETADO.

Haga de cada nodo expuesto la raiz de un 4rbol alternante, y cons~
truya los 4rboles alternantes usando un proceso de etiquetado, u-
tilizando solamente arces (i,)j) que cumplan la condicién:

UL + Uj + > 2p = wif.

S1 se encuentra una trayectoria aumentante, ir al Pago 2. Si se ha
formado una floracién, ir al Paso 3. Si los arboles son hingaros,
ir al Paso 4.

Pasgo 2). AUHMENTO.

Localice 1a trayectoria aumentante trazando la misma a través de
floraciones contraidas. Actualice el apareamiento, borre todas las
etiquetas de nodos y pseudonodos (floraciones contraidas) y regre-
se¢ al Paso 1.

Paso 3). FLORACIONES.

Identifique la floracién formada y contraigala en la grafica. Al
pseudoncdo resultante se le asigna etiqueta "S$" y su variable ‘Z'
se hace cero. Regrese al Paso 1.

Paso 4). CAMBIO EN VARIABLES DUALES.

Encuentre el maximo valor 'd’ restringido por las condiciones C! a
C4, haciendo cambios adecuados en las variables duales. Si se cum-
plen las condiciones C1, alto; tanto el apareamiento como la solu-
cién dual son optimos. En caso contrario, ’‘extienda’ las floracio-
nes con Zp=0 y regrese al Paso 1

(3.7) ALGORITMO DE SOLUCION.

Como se ve de la seccidén anterior, el algoritmo para apareamiento
ponderado no-bipartita resulta mas complicado que el del caso bipar-
tita. En esta seccién se describen con cierta amplitud los detalles
concretos que deben cuidarse para lograr una implementacidén del algo-
ritmo de solucién en un programa de computadora.
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(3.7.1) TRATAMIENTO DE FLORACIONES.

Lo primero que se observa en el casc no-bipartita es que el trata-
miento de las floraciones requiere mas informaciaen. No basta con lle~
var solamente registro de las floraciones externas; cuando una flora-
cién externa eg ‘extendida’ deben conocerse las floraciones inmedia~
tas que tiene anidadas, para que tales floraciones puedan ser consi-
deradas nuevamente como externas. Por otra parte, cuando hay aumento
en el apareamiento, las floraciones con variables duales estrictamen-
te positivas deben conservarse para gu ulterijior uso en la rutinag de
etiquetado. En suma, debe tenerse un registro completo de todas las
floraciones, sus nodos-base y sus relaciones de anidamiento.

Como en e) caso bipartita, el nodo base de la floracidn externa a
1a cual un nodo 'i' pertenezca se denotard por b(i). Las floraciones
anidadas pueden tener el misamo nodo-base, (es decir, las floraciones
no estdn anicamente determinadas por su nodo-base) pero no es posible
tener dos floraciones externas distintas con la misma base. Para no
hacer tediosa la redaccién se llamara a un nodo ‘i’ nodo base cuando

cumpla b(i)=y, ad4n cuando tal nodo no esté dentro de ninguna flora-
cién. Analogamente, la expresison “..nodos contenidos er la misma flo-
racién externa que i " tiene sentido a pesar de que 'i’ no perte-

nezca a floracisn alguna.

En el caso bipartita, todas las floraciones son externas, y sus
nodos-base siempre son "S"; en el caso no-bipartita, en cambio, se
tienen lag siguientes clases de floraciones:

(1) Floraciones sin etiqueta. Son las que corresponden s pssudono-
dos carentes de etiqueta. La floracién es externa, y su variable dual
es estrictamente positiva.

(2) Floraciones~-S. Corregpondientes a pseudonodos "S". El nodo ba-
se tiene etiqueta "S5 pero no "T". La floracieén es externa, y sSu va-
riable dual es mayor o igual a cero.

(2) Floraciones-T Correspondicntes a pseudonodos "T". El nodo ba-
se tiene etigueta "T" pero no "S". La floracién es externa, y su va-
riable dual estrictamente positiva.

(4) Floraciones internas. Corresponden a pseudonodos que han sido
contraidos dentro de pseudonodos. El nodo base puede tener tanto eti-
queta "S" como "T", y su variable dual es estrictamente positiva.

Finalmente, para etiquetar una floracién “T" se debe proceder como
sigue:

Supéngase que la etiqueta “S" en el nodo 'i' se explora, hallando
un arco (i,j) fuera del apareamiento en turno que cumple:

Ui+lj-wij = 0, bljr# b(iy, bljy# J, y b(j) sin etiqueta.

En este <caso, el nodo 'j’' pertenece a una floracién sin etiqueta que
recibiré la etigqueta “T" del nodo 'i’'. En consecuencia, se aplicard
la etiqueta esgpecial "T:i,j" al nodo base bi{j), con el mismo signi-
ficado de etiqueta especial que se usé en el caso bipartita (Seccién
3.3.1). Para mantener la notacién, se colocard la etiqueta "T:i,j" en
el nodo b(j) ain cuando b(j)=j. (en este caso, el segundo indice
es ignorado durante el rastreo regresivo)
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(3.7.2) CORRECCION DE ETIQUEYAS LUEGO DE UN AUMENTO.

Supongamos que se encuentra una trayectoria aumentante que crura
poer la floracién Bt. Es sencillo ver que al actualizar y aumentar el
apareamiento en turno, los arcos apareados dentro de Bl ya no son los
mismos que antes del aumento (aunque el namero de ellos no varie), y
por tanto el nodo-base de BY (nuevo nodo-base) también sers distints
del nodo—~base original (viejo nodo-base).

Esta observacién sugiere que, luego de cada aumento en el aparea-
miento en turno, deben cuidarse los J aspectos siguientes’

f) Conservar todas las floraciones, para ulterior uso en el proce-
dimiento de etiquetado

2) Conservar todas las etiquetas en los nodos de las floraciones.

3) Corregir las etiquetas en los nodos que forman parte de la tra-
yectoria aumentante.

Para llevar a cabo todo esto, se procede como sigue. Primero iden-
tificamos todas las floraciones (no solamente las externas) a través
de las cuales pasa la trayectoria aumentante. A cada floracién se le
encuentra su nuevo nodo base. (La trayectoria aumentante conecta el
viejo nodo base con el nuevo node base en cada floracién por la que
cruza.)

Para los nodos de la trayectoria aumentante que no sean ni viejos
ni nuevos nodog base, solamente intercambiamos los indices de las e-
tiquetas. Asi, €1 wuno de tales nodoe tiene wtiquetas "S:i" y "T:j",
las nuevas etiquetas seran "S:j§" y "T:i",

Cuando un nodo b . es nuevo nodo base, buscamos la floracién més
interna en la cua)l esté contenido, asi como el viejo nodo base b’
de tal floracién Se localizan los arcos (b,i) y (b',j) de la tra-
yectoria aumentante, donde ‘i’','j’' no pertenezcan a la floracién men-
cionada, y las nuevas etiquetas para 'b‘' son "S i y " T:j,b" ",

Cuando un nodo b' es viejo nodo base, buscamos la floracién mas
interna en el cual esta contenido, y el nuevo nodo base b de tal
floracién. Cuande bsb’, simplemente intercambiamos los indices de
las etiquetas en b'. En caso contario, se hace rastreo regresivo a
partir de la vieja etiqueta “"T" en ¢l nodo b , hasta encontrar un
arco (b’',j) fuera del apareamiento en turno, donde ‘j' pertenece a
la floracién ya mencionada. §i (b’,i) es un arco de la trayectoria
aumentante donde ‘i’ pertenece a la floracién, las nuevas etiquetas
para b* son "S:i" y "T:j",

En la Figura 3.13 los arcos ondulados indican apareamiento, y se
distingue una trayectoria aumentante entre los nodos ' y 18, Las flo-~
raciones existentes son: B1, con nodo-base b'1=%; B2, con nodo-base
b'2=14 y B3 con nodo~base b’3=3.
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" Trayectoria aumentante

Figura 313

Una vezr aumentado el apareamiento y corregidas las etiquetas, los
nuevos nodos-base en las floraciones BY, B2 y B3 son, respectivamen-
te: bi=9, ba=12 y b3=15. En la Figura 3.14 se aprecian las correccio-
nes de etiquetas en los nodos que forman la trayectoria aumentante.
Asi, en los nodos: 4,6,7,8,10 y 13 que no son ni nuevos ni viejos no-
dos-base, simplemente se intercambian indices en las etiquetas (por
ejemplo, el nodo 7 aparece con S:6 , T:8 antes del aumento y con §:8
T:6 después). Para el nuevo nodo-base bi1=9, la floracién mas interna
que lo contiene es B1, y localizando los arcos: (b1,i) = (9,10) y
(b't,§)I=(5,4) con 'i','}’ fuera de B! resultan las etiquetas S:10 y
T:4,5 para bl.landlogamente se aplican etiquetas en b2 y b3) En el
caso del viejo nodo-base b'3Ir3, la floracién més interna que lo con-
tiene es B3, vy por rastreo regresivo desde la vieja etiqueta "T" en
el nuevo nodo-base b3I=1S, se halla el arco no apareado (b‘3, §)=(3,15)
con el nodo 1S en B3, ademdés, el arco (b’3,i) de ls trayectoria au-
mentante con ‘i’ en B3 que incide en b'3 es (b'3,i) = (3,4), con lo
que las etiquetas en b’'’3 son S:4 y T:15 (de modo similar se aplican
las etiquetas en b’1 y b‘'2).
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Figura 3.14

Para terminar, se introduce la variable 'D’, que serviréd para in-
dicar el maximo valor que puede tomar la variable 'd’ que afectara a
las variables duales, consistentemente con las condicioneg C2 y C4 de
1a seccién anterior. Para comodidad en la descripcién del algoritmo,
e usara la notacién w~ij para representar Ui + Uj - wij. De hecho,
cada ver que los valores Ui, Uj vy wij son encontrados, el valor de
“wraij es calculado, ahorrando uso de memoria de computadora.

(3.7.3) DESCRIPCION DEL ALGORITMO Y EJEMPLO.

A continuacién se describira completo el algoritmo de apareamiento
ponderado, ensequida se presenta un ejemplo.

ALGORITMO 3.3.2 APAREAMIENTO PONDERADO NO-BIPARYITA.

Paso 0) INIC'0. Se tiene una gr&fica no-bipartita G=(N,A) con un
peso wij para cada arco (i,j). Asignese Ui = 0 .Smax{(wij) en cada
nodo de G. Considérese D = OO0 , y el apareamiento {nicial X = ¢.
No existen nodos con etiqueta ni floraciones.

Paso 1)}. ETIQUETADO.

(1.0) Coloque la etiqueta "S:0" en cada nodo expuesto.

(1.1) Si todas las etiquetas hun sido examinadas ir al Paso 4. En
cago contrario, encuentre un nodo ’'i’ con etiqueta sin examinar.

Si la etiqueta es “"S", ir al Paso 1.2; si la etiqueta es "T", ir
al Paso 1.3,
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(1.2) Examine la etiqueta "S" en el nodo ‘i' haciendo el siguiente
procedimiento para cada arco (1,)) fuera del apareamiento en turno
X, que incida en e} nodo 'i’':

Si bti)=b(j) no hacer nada, en caso contrario continuar

$1 el nodo blj) tiene etiqueta “S" y wrij=m0, haga rastreo re-
gresivo partiendo de las etiquetas "S" en los nodos ‘1’ y ')’ &)
se alcanzan distintos nodos raiz, ir al Paso 2, 31 wse alcanza el
mismo nodo raiz, ir al Paso 3.

Si el nodo b(§) tiene etiqueta "S" y w~ij > 0, corrija el valor
de la variable 'D’ por: D = min( D, 0.5urij ).

Una ver que se ha examinado por completo el nodo 'i', regresar al
Paso 1.1,

(1.3) Examine la etiqueta "T" en el nodo ‘i’ haciendo el siguiente
proceso en el dnico arco (i,j) dentro del apareamiento en turno X:

St b(i)=b(j) no hacer nada; en caso contrario contiunar.

Si ¢l nodo 'j' tiene etiqueta "T" , haga rastreo regresivo des-
de las etiquetas "T" en los nodog 'i' y 'jJ’. Si se alcanzan dife-~
rentes nodos raiz, ir al Paso 2; ®i el mismo nodo es alcanzado, ir
al Paso 3.

En otro caso, asigne al nodo 'j' la etiqueta "S5:i". Todos los
nodos "S" dentro de 1a misma floracidén externa con nodo base ‘j’',
seran consideradas ahora sin examinar.

Regrese al Paso 1.1,

Paso 2). AUMENTO.

Una trayectoria aumentante se ha encontrado en el Paso 1.2 o 1.3.
Aumente y actualice el apareamiento «i turnv X. Corrija las eti-
quetas en los nodos de la trayectoria aumentante, como se indicé
en la seccién anterior. Extienda las floraciones que tengan las
variables duales igual a cero, reiniciando los nimeros b(i) en no-
dos de la floracién . Retire las etiquetas de todos los nodos ba-
ge, y asigne la condicién de “"examinada” en el resto de las eti~
quetas. Asigne el valor D = OO0 y vaya al Paso 1.0.

Paso 3). FLORACIONES.

Una floracién se ha formado en el Paso 1.2 o 1.3, Identifique los
nodos de 1la nueva floracién asi como el nodo base, como se indicé
en 1a seccidn anterior. Proporciones etiquetas faltantes en todos
los nodos, salvo en el nodo bagse de la nueva floracién. Reinicie
los ndmeros b(i) y haga la variable dual 2Z=0 para la nueva flora-
cién

Regrese al Paso 1.2 o al 1.3, segin el caso.

Paso 4). REVISION DE LA SOLUCION DUAL.

Sea Ks el conjunto de floracionese-S y Kt el conjunto de flora-
ciones-T.

Encuentre los valores:

dl = min{ Ui ),
d2 = 0.Smin{ Zp| p € Kt 3,
d = wmin( di, d2, D).

Asigne Ui=Ui-~d, en cada nodo ‘i’ tal que bi(i) tiene etiqueta "§".
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Asigne Ui=Ui+d, en cada nodo ‘i’ tal que b(i) tiene etiqueta "T"
Asigne Ip=Zp-2d, para cada floracién en Kt.

Asigne ZpsZp+Rd, para cada floracién en Ks.

Si d=di, alto; el apareamiento X es maximal, y los valores de Ui,
Zp dan solucién dual dptima.

81 d=d2, extienda cada floracién~T para la cual Zp=0, determinan-
do las floraciones inmediatramente anidadas dentro de ella, y rei-
niciando b(i) para todos los nodos dentro de la floracién. Retire
las etiquetas de todos los nuevos nodos base dentro de la flora--
cién extendida.

Todas las etiquetas en los nodos base, y las etiquetas “S" en no-
dos dentro de floraciones-5, se consideran ahora "sin examinar®.

El resto de las etiquetas estan en el estado “"examinadas"“.

Asigne D = 0O |

Regrese al Paso 1.1,

El ejesplo que se resuelve a continuacién usa la descripcién del
algoritmo esbozada en la seccién (3.6).

EJEMPLO: Consideremos la grafice ¢ de la Figura 3.15, con 10 nodos
y 16 arcos, donde cada arco (i,§) tiene anotado su peso asocliado wij.

Figura 3.1%

Al inicio del algoritmo se tiene el apareamiento nulo Xmwg, y las
variables duales tosan los valores:

i--) 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10

va que O0.SeaxCwij) = 0.5(14) = 7.
Formando 4rboles solo con arcos (i,j) que cumplen VisUj+ Zpswij y
aumentando el apareamientc en turno se consigue el apareamiento Xi=

¢ (1,8), (3,4) ), y los é4rboles presentes en G se vuelven hingaros,
como se ve en la Figura 3.16.
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Figura 3 i6

Se requiere entonces la primera modificacién a variables duales. El
méximo valor ‘d’' que se puede restar es d=1, ya que valores mayores
violan las condiciones C2 en al menos el arco (7,6). Haciendo el cam-
bio, resulta:

i==) 1 e 3 4 s 6 7 8 9 i0

Prosiguiendo con ¢l algoritmo se construyen mds 4rboles con arcos
(i,§) que cumplen Ui+Uj+ Zp=wij vy se actualiza el apareamiento en
turno, obteniéndose X2=( (1,5), (3,4), (6,7) ). Luego del aumento, y
partiendo del nodo raiz 9 se detecta la floracién B! formada por los
arcos (7,9), (6,9) y (6,7); una vezr encogida la floracién resulta la
grdafica de la Figura 3.17, y se encuentra que los érboles presentes
son hingaros.

Figura 3.7

Se efectia una segunda modificacién a variables duales. E1l méximo
valor 'd’ que se puede restar es d=1, pues valores miés grandes violan
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C2 en por 1lo menos ¢l arco (8,%9) Cambiando las variables duales se
tiene: (nétese que el nodo 4 tiene etiqueta "T")
fe=) 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10

Continuando con la construccién de adrboles con arcos que cumplen
la condicién mencionada arriba, se actualiza de nuevo el apareamiento
y se¢ obtiene X3=( (1,5), (3,4), (6,7), (8,B1) )}, como se aprecia en
la Figura 3.18.

Figura 3.18

Luego del aumento y a partir del nodo 10, se detecta la floracidn
B2, formada por los arcos (8,B1), (B1,10), (8,10); se encoge y resul-
ta la gréfica de la Figura 3.19

s:o

Figura 3.19

Al continuar el algoritmo «e encuentra que el uinico arbol nuevo
parte del pseudonodo B2 y no puede ir mas allé del nodo 5. Corrigien-
do nuevamente variables duales se ve que el maximo valor ‘d’ que es
posible restar es d=5, que coincide con el méximo permitido a ’‘d’
para que no viole Ct. De este modo, el apareamiento en turno y las
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variables duales son soluciones dptimas primal y dual, respectivamen-
te, La solucién optims aparece en la Figura 3,20, con un peso maximal
de S0,
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ESTA TESIS B0 nesr
SAIR UE @A oiscioTECA
APENDILCE .
ese T EOREMASG ses

En egte apéndice se presentan las demostraciones de algunous teo-
remas o© proposiciones que se <itan en los capitulow anteriores Las
fuentes consultadas aparecen en la bibiliografia a)l final del texto

PRCPOSICION 1 . ta. En una grdafica finita G=(N A} ¢] nimero de vér-
tices de grado impar es par

Demostracidn.

Sea P C N el conjunto de nodos de grade par. y 9c N el cenjunto de
nodos de grado impar. Entonces:

Zd(i) +§_ di)) = 2)A)
ieP jeaq

La ecuacién anterior se puede reescribir como.

Etapi) + EE (2qj+1) + 2jA} con pi, qj enteros po~

sitivos.
i€P j€Q
De donde:
e ;E pit a<§§ qj 4:25 1 = 2]A)
t€EP j€Q j€EQ

con 1o que:

tay = 21 = 21a1 - &/ pt - 2/ aj
JeQ ieP Ha
De la ultima igualdad es claro que la cardinalidad de O es par

PROPOSICION 1.1b. Si 6 o8 une& grafica con 'n' nodos, las condicio-
nes siguientes son equivalentes:

a) G es un arbol.

b} Cualquier par de nodos de &G esta unido por un trayectoris anica

¢} & no tiene ciclos, peroc exactamente uno se forma al agregar

un arco.

d) G es conexa, pero deja de serlo si se suprime algin arco.

e) G no tiene ciclos y tiene 'n-1' arcos.

f}) G % conexa y tiene ‘n-1' arcos.

Demostracidn.

Suponiendo que a) es cierta (G conexa y sin ciclas), sean X,Y dos
nodos en G, entonces: Por ser G conexa existe trayectoria P que une
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X ¢con Y Si existiera otra trayectoria P’ distinta a P unjendo a los
nodos X,Y la secuencia: X-P-Y-P'-~X forma un ciclo en G, contradicien-
do la hipétesis a). Por tanto la trayectoria P es unica. Esto demues-
tra la implicacién: a) =>b).

Suponiendo b) cierta, sea (X,Y) el arco que se agrega a 6. Enton-
ces, si P es la trayectoria dnica ya eximstente en G que une X con Y,
la secuencia Y-P-X-(X,Y) forma un ciclo d4nico en G Esto demuestra la
implicacion: by = ¢)

Suponiendo que c¢) es clerta y que G=(V,A) no es conexa, entonces
existen S, 7T subconjuntos ajenoe de V tales que S U T = V, de modo
que las subgraficas Ge=(5,As) y Gt=(71,At) son ajenas De esta forma,
al agregar un arco entre Gs y Gt no se forma ciclo alguno, contradi~-
ciendo 1la hipotesis c). Por lo tanto G debe ser conexa. Ademas, si se
suprime un arco (X,Y) de G y G permanece conexa, entonces existe una
trayectoria P uniendo X con Y, y la secuencia Y-P-X-(X,Y) seria un
ciclo en G, contradiciendo de nuevo la hipdtesis ¢). Esto demuestra
1a implicacién: c) =>> d)

Suponiendo que d) es cierta, si G tiene un ciclo que une los nodos
X, Y, digamos: X-Ni-N&-. . -Nk-X, eliminando cualquier arco del ciclo
la grafica permanece conexa, 1o que contradice la hipétesis d). Por
tanto, G no puede tener ciclos.

Para probar que hay n-1 arcos procedemus por induccidén. Cuando
n=1 el naimero de arcos es 0, y se cumple 1a condicién. Supongamos que
l1a condicién vale para n=k (Hipét. de induccién). Entonces, si G tie-
e k+1 nodos y } arcos, al suprimir un arco la hipétesis d) ga-
‘rantiza que G se vuelve disconexa, con 1o que se tendrdn dos arboles:
G1, G2 con N1, N2 nodos respectivamente. Entonces se cumplen las si-
guientes condiciones:

Nt + N2 = k+! (el total de nodos no cambia)
Nim de arcos en G1 = Ni-t (por hipét. de induccién).
Nam de arcos en G2 = Na2-1 {por hipét. de induccisn).

Arcoe de G! + Arcos de G2 + 1 (el suprimido).

Ném. de arcos en G =
en G = (Nt - 1) + (N2 - 1) 4+ 1 =

Nim. de arcos
Esto demuestra la implicacién: d) =>e).

Suponiendo que e) eg cierta, si 6 no es conexa, entonces existen
j componentes conexas: G1,62, ..,6Gj no conectadas entre si. Ya que
G no tiene ciclos, cada subgrafica Gi resulta ser un arbol con Ni
nodos y Ni-1 arcos. Entonces: -

Nim de nodos de G = n = NI4N2+ . +Nj.

Nam. de arcos en G = Arcos de Gl + Arcos de G2 +. .+Arcos de Gj.
Nam de arcos en G = (N1=1) + (N2-1) + ...  +(N)-1)
Nim  de arcos en G = Ni+N2+ . #Nj ~ j &= n - j = n - 1.

La dltima igualdad muestra que j=!, es decir G tiene una inica compo-
nente cunexa, con lo que G es conexe.
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Esto demuestra la implicacién: e) f).

Suponiendo f) cierta, supéngase que me encuentra un ciclo que in{-
cia y termina en ¢l nodo X: X-Nt-N2-.. Nk-X. §i eliminamos cualquier
arco del «ciclo, € sigue siendo conexa y tiene n-2 arcos, contradi-
ciendo la hipétesis f). Por tanto G no tiene ciclos.

Esto demuestra la implicacion: f) a), y con ello se completa
la prueba del teorema.

PROPOSICION 1.1¢c. Una grafica G=(N,A) es bipartita si y sélo si
carece de ciclos de longitud impar.

Demoatracién,

Sea 6={(V,A) la gréfica considerada.

En la direccién "sélo ei": Si G es bipartita, existen S y T con-
juntos disjuntos cuya unidén es V, y tales que cada arco en A se ex-
tiende de un nodo en S a otro en T. Supongamos un ciclo cualquiera:

nt,n2, . ..,nk=znt en 6, y sin perder generalidad supongase que n!
estd en S. Entonces, los nodos nj con ‘j' impar estén en S y los
que tengan 'j’' par estdan en T. Si la longitud del ciclo (el nimero de
nodos que 1o forman) es impar, k-1 es namero impar, con lo dque ‘k’
es par y nk=ni debe pertencer a T, lo que es contradictorio. Por lo
tanto, no hay ciclos impares.

En la direccién "si ": Supéngase que cada ciclo de G tiene longi-
tud par. Elijase cualquier nodo 'i‘, y para todo nodo ‘j' con el que
't' esté conectado, sea ( Pj 2 el conjunto de arcos que forman tra-
yectorias de longitud minima entre ambos nodos. Entonces, definanse
los siguientes conjuntos:

s = (1) ¢ §J: {Pj| es par )
T= ( j: [Pj| es impar )

Se probars por contradiccidn. Supéngase que hay un arco a = (i,j)
en A tal que i,j estén ambos en S o ambos en T. Sea ‘v’ el ultimo no~-
do comin de las trayectorias Pi, Pj (tal vez wv=i), y definanse: -
Qi y Qj como las partes de las trayectorias Pi, Pj respectivamente,
que  se extienden mas allé de ‘v’'. Necesariamente, tales porciones de

ambas trayectorias deben cumplir |Pi~Qi| = |Pj-Qj}, pues de no ser
asi, no serian de cardinalidad minima. Pero, para i,j en S o i,j en
T, |IPi] vy |Pj| son ambas pares o ambas impares. Por tanto, la suma:

|@i| + |Qj| es par. De esto se concluye que Qi @j {(a) es un cicle
impar en G, lo que es una contradiccién.

Por 1o tanto, resulta que la componente conexa a la que el node
'{' pertence es bipartita. Repitiendo el proceso en cada componente
de G se completa el teorema.

PROPOSICION 2.1a. Si G es una grafica con un nimero 'n’ par de
nodos, Yy <cada uno de ellos tiene grado mayor o igual a: n/2, enton-
ces existe un apareamiento completo para 6.

Demostracién.



Supéngase que se¢ ha comenzado 3 aparear nodos y Que seé han forma-
do 'k’ parejas, donde k ¢ (n/2). Se mostrara cémo aumentar el namero
de parejas hasta k+t:

Si existen en ¢ dos nodos unidog por un arco, pero sin aparear, s
inmediato que el (k+1)-ésimo par estd representado por tal arco. En
caso contrario, todos 108 nodos restantes de ¢ tienen la propiedad de
que ningan par de ellos esté conectado por algin arco Elijase enton-
tonces un par cualquiera de tales nodos, digamos - A,B. Se probard que
debe existir un par de nodos U,V quc ya han sido apareados, tales que
hay un arco que une A con U y otro arco que une B con V. Entonces los
apareamientos entre nodos se pueden reconstruir, de modo que A forme
pareja con U, mientras que B forme pareja con V, como se ve &n la Fi-
gura A.1 & continuacién.

Figura Al

§i e}l par de nodos U,V mencionados no existiera, entonces cada uno
de los ‘k’ pares de nodos (X,Y) yva formados es tal que a lo mas dos
de los cuatro posibles arcos AX, AY, BX, BY pueden estvar resalmente
presentes en &. D este modo ¢l numero total de arcos entre los 'k’
pares vya formados vy A,D es a lo mas: 2k ( n, es decir: k ( n/2. Pero
como A,B tienen anbos grado mayor o igual que (n/2) resulta una con-
tradiccién.

El algoritmo a sequir es por tanto asi: Una vez que s@& han logrado
'k’ parejas, examine los (n~-2k) nodos restantes para ver si dos de e-
llog estan unidos por un arco. Si no lo estan, elija 2 nodos cuales-
quiera A,B de ellos y busque entre las parejas (X,Y) ya formadas has-
ta encontrar una tal que haya un arco que una A con X y otro arco que
una B con Y. Entonces reemplace la pareja (X,Y) por las dos parejas
(A, X), (B,Y)., 8i k+1 ¢ (n/2), repita todo el proceso.

PROPOSICION 2.4c. (Teorema de Dillworth) Si T es un conjunto fi-
nito ¢on un orden parcial estricto, entonces:

min ( |D] : D es descomposicién en cadenas de T) =
max € [N| : N es una anticadena en T ).

Demostracién.
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Sean D una descomposicién en cadenas y N una anticadena en 7. En-
tonces se cumple |D|{ >IN|, puesto que ninguna cadena en D contiens
més de un elemento en N

Ahora, supéngase que D es una descomposicién en cadenas de cardi-
nalidad winima, y sea M el apareamiento asociado tal como se descri-
be en la seccidn 2.4.2, el cusl cumple: M| = |T] - |D}.

De acuerdo al teorema de Konig-Egervary, existe un recubrimiento
minimo de nodos B que satisface: |B|=s|M|=]T) - |D}. S ti1,t2 son ele~
mentos de T que cumplen t1 < t2, al ser B recubrimiento de nodos de
T debe ocurrir (por la forma en que se construyd M) que B contiene:

la primera copia t1' de t1, o la segunda capia t2'’' de t2.
Llamando N al conjunto de elementos t en T que nc tienen ni la co-
pla t' ni la t°' en B, no es dificil ver que N es una anticadena,

y que se cumple:
[T = INl = nim. de elementos t en T con t' o t'' en B.

Para continuar, se mostraré que no hay elementos t en T que tengan
simultineanente t' yt'’ en B, de modo que el valor |T| - |N| es i~
gual a |B| exactamente.

Supéngase que hay un elemento t en T con t’' y t’'’ en B, Dado que
B es de cardinalidad minima, no se puede eliminar de B ninguno de e-
508 elementos sin alterar gu condicidén de é4ptimo. Por tanto debe te-
nerse un elemento t en T tal que ti1(t (para tener el arco (tt',t‘'))
y t1' no pertenszca a B. Andlogamente, debe existir t2 en T tal que
t{t2 y t2'’' no esté en B. Entonces, por transitividad del orden en T
debe ocurrir t1412, lo que implica tener el arco (tV’,t2'') sin in-
cidir en ningdn nodo del recubrimianto B, lo que es contradictorio.

De este modo, no existe un elemento t en T como el supuesto. Ademds
ITL = N}l = {B| = |T| - D], con lo que N es una anticadena que cum-
ple |IN} = |D]|. Esto completa la demostracién.

PROPOSICION 2.4d. Sea T un conjunto finito con un orden parcial
estricto, y supéngase que la cadena mdés larga en T es de longitud n,
Entonces se puede hacer una particién de T en n  anticadenas disjun-
tas.

Demostracién.

La prueba es por induccién sobre la longitud 'n' de la cadena.

Cuando n=1, T contiene un solo nodo, y claramente se ¢iene una an-—
ticadena.

Supéngase ahora que la proposicién vale para n=k (hipétesis de in-
duccién). Sea T conjunto con orden parcial estricto y con la longitud
de sus cadenas més largas igual a k+1 . Sea M ¢l conjunto de elemen-
tos maximales en T, es decir, si m M, entonces para todo x T ocurre
que «x m. Es claro que M es una anticadena no vacia. Considérese en-
tonces al conjunto parcialmente ordenado: T-M, con el orden heredado
de T. Puesto que en T-M no existen cadenas de longitud k+i, la lon-
gitud de las cadenas mds largas en T-M es a lo mds k. Por otro lado,
si la longitud de las cadenas mas largas en T-M es menor de k, M debe
contener dos o mis elementos maximales pertenecientes 3 una misma ca-~
dena, lo que contradice la construccién de M. Por tanto, se concluys
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que las cadenas més largas de T-N son de longitud k, y por la hipdte-
sis de induccién, T-M puede particionarse en k cadenas disjuntas. Si
a estas k cadenas disjuntas se aRade M, se obtiene una particién de
T en k+! cadenas disjuntas.

TEOREMA DE HELLER-TOMPKINS~CALE.

Sea A matriz mxn cuyos elementos son 0, | o -1 y tal que cada co-
lumna contiene a lo més dos elementos no nulos. Entonces A es total-
mente unimodular (toda submatriz cuadrada tiene determinante 1, 0 o
~1) siempre que A puedea ser particionada en dos conjuntos de filas:
Fi1, F2 tales que cumplan:

a) S1 los dos elementos no cero de una columna tienen {gual signo,
entonces uno de ellos estd en las filas F1 y el otro en las F&.

b) Si 1los dos elementos no cero de una columna tienen signos con-
trarios, entonces ambos estén en ¢l conjunto de filas F! o ambos es-
tan en el conjunto de Filas F2.

Demostracién,

Sea B una submatriz cuadrada de A. Se probarda por induccién sobre
el orden de B que el determinante de B debe ser 1, 0 o -1,

Si B es de orden i1x1 el resultado es obvio. Supdéngase ahora que el
resultado vale para orden nxn (Hipétesis inductiva), y que B es sub-
matriz de orden (n+l)x(n+¢t). Entonces:

1) §{ B tiene alguna columna de clementos iguales a cero, detBm=(.

) Si B tiene al menos una columna que posec exactamente un ele-
mento (i,J) no nulo, desarrcllando detB por la columna '}’ resulta:

detbB=+detC
donde C es la submatriz de orden nxn que resulta al eliminar la fila
'§' y la columna ‘§’'. Por la hipdtesis de induccion detC = §, 0 o -1,
con 1o que detB = {, 0, o -1,

3) Si cada columna de B tiene exactamente dos elementos no nulos,
entonces la suma de filas F1 iguala a la suma de filas F2, ya gue:
Si en la columna ’'j’ los dos elementos no nulos son de igual signo,
uno esté en Fi1 y el otro en F2, con lo que la suma de filas F1 ten-
dréd @l mismo valor en la columna 'j§’' que la suma de filas FZ2; y en
caso de que los elementos no nulos en la columna 'j' tengan signos o-
puestos ambos estdn en F2, con lo que la suma de filas F2 tendrd cero
en la columna ‘j', le mismo que tiene la suma de filas F1.

De este modo, la condicién suma de filas F1 = suma de filas F2,
que equivale a: suma de Filas Fl-suma de filas F2=0, representa una
combinacién lineal nula de las filas de B, con coeficientes no nulos,
lo que implica que tales filas son linealmente dependientes y por lo
tante, detB=0.

- 84 -



1

el
)
(4]

(23]

({3
n

RIDLIOGRAFIA

Eugene L. Lawler, COMBINATORIAL OPTIMIZATION: NETWORKS AND
MATROIDS, Holt, Rinehart and Winston, 1976.

R. Cary Parker, Ronald L. Rardin, DISCRETE OPTIMIZATION, 1983.
L. Papadimitriou, COMBINATORIAL OPTIMIZATION: ALGORTIHMS AND
COMPLEXITY, Prentice-Hall 1984,

R.T. Rockafellar, NETWORK FLOWS AND MONOTROPIC PROGRAMMING, Ui-
ley Interscience 1984,

fan Anderson, A FIRST COURSE IN COMBINATORIAL MATHEMATICS, Oxford
University Press, 1979.

Robert Sedgewick, ALGORITHMS, Addison-Wesley Publishing Co.,1984.
C.L. Liu, ELEMENTS OF DISCRETE MATHEKMATICS, Mc Graw-Hill, 198S.



En esta

resuelven
capitulos
corrieron
foem. Se

# s » PROGRAMAGS =« » »

seccién ge muestran algunos programas de computadora que
problemas relacionados con los modelos Que se tratan en
anteriores. Los programas estén escritos en Pascal, y se
en la versidn TurboPascal de una microcomputadora Printa-
anexan copias de l10s programas-fuente, -
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ARCHIVO: MENU.PAS

program menu,
(SEEREEEQEELALERRRPEERRLNAERRERR AR K ERER R RS R R LR P A AR R bRt b4 &)

(* TURBO-PASCAL Version 3.0 +)
(» +)
(» - =« - PROBLEMAS DE APAREAMIENTO - - -~ )
(w %)

(+ Este programa despliega el menu de opciones para resolver algu- )
(# nos problemas de apareamiento, lee la eleccion del usuario y se-»)
(e gun el caso, 'encadena’ el programa objetc que resuelve el pro- =)

(* blema usando la instruccion "Chain". El programa objeto es *)
(% MENU . COM y se invoca con la palabra "MENU". El programa fuente )
(* es MENU.PAS. *)
() *)
(+ PROGRAMO: Mat. Eric Moreno Q FECHA: Abril/87 *)
( *)
(* SECCION: Investigacion de QOperaciones, D.E.P.F.1. UNAM =)

(A0 RBANRBE RN H R B BB R NA SRR RN AN R KT RRRS AR TR IR R AF R AR A I I F AR A RIS o bR )

type
letras=get of char;

const let:letras={"a‘'. .’e’','A’. 'E’',*'2',"'2');

var
respu:char,;
filvar file,
k- integer;
flag boolean;

begin
flag:=true;
while flag do
begin
ClrScr write(’ '),
for k:®1 tao 77 do
write(‘s’);
writeln,
writeln('#','%':78);
writeln('s’, '~ - - PROBLEMAS DE  APAREAMIENTO - =~ =/.5%5,7%’:21);
writeln(‘'»’, ' #':78),write(’ ');
for k:=1 to 77 do
wraite('='),;
writeln,writeln;
writeln{ 'OPCIONES:' .30}, writeln;writeln;
writeln(’ A) Prueba para Graficas Bipartitas.':60);writeln;
writeln(’ B) Maximo Apareamiento Bipartita.’':58);writeln;
writeln(' C) Apareamiento Ponderado Bipartita.':61);writeln;
writeln({’' D) Apareamiento Max-Min. (Cuello de Botella)':69);
writeln;
writeln(’ E) Apareamiento de Gale-Shapley.’':57) writeln;
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weiteln(’ Z) === Fin ~--=':139);

writeln,wri
repeat

teln;

CotoXy(41,23);ClrEol;

write(‘Opci

on elegida: ':

read(Kbd, respu);

if not (respu in let) then
write(~G);

until respu in let;

Case respu
O.I'IAI:

‘b’ ,'B’

‘e’ ,'E"’

‘1'1'2':
end; (* fin
end;
ClrScr;

of

begin
assign(filvar,
end;

‘begin

assign(filvar,
end;

‘begin

assign(filvar,
end;

‘begin

agsign(filvar,
end;

‘begin

assign(filvar,
end;
flag:=false;
del CASE OF &)

10);

'PROGOT .

‘PROGOR

'PROGO3

‘PROGOS4.

‘PROGOS .

GotoXY(30,12);wurite(’s » % FIN »

end.
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CHN');Chain(filvar);

CHN’) ;Chain(filvar);

CHN’);Chain(fllvar);

CHN');Chain(filvar);

CHN');Chain(filvar);
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ARCHIVO: ESPERA PAS

procedure espera;
var
2z:char;
begin
writeln;
writeln('RETURN para continuar...':78);
repeat
read(Kbd,zz);
if(zz¢(>~M) then
write(AG);
until({zz=aM);
end;

'




ARC

HIVO: PROGOY .PAS

program bipart;

(*#
(=
(*
(»
(*
{»
(»
(
(»
(*
(»
(*
(*
(€21
(%
typ

var
n,k
arc
nod
con
FIL
(»

(e8

pro
var

AR R LR R Ny R R R R R R R A R A R I RS R SRR D

*)
Este programa detecta si una grafica leida es bipartita o no lo *)
es. En caso de serlo, separa los nodos en dos conjuntos disjun- )
tos "S" y "T", mientras que en caso contrario despliega un avisos)
informando al usuario que su grafica no es bipartita. *)
El programa tambien trabaja con graficas disconexas. En caso de *)

que la grafica disconexa sea bipartita, se informa del numero desx)
componentes conexas que la conforman. »)
Este programa es invocado desde el menu "MENU.COM" y al terminars)
regresa invocando sl menu con la instruccion "EXECUTE". *)
El programa objeto es PROGOY.CHN, y el fuente es PROGOY . PAS. *)

*)
T Y R I T T T Y T T T T D)

PROGRAMA PARA DETECTAR GRAFICAS BIPARTITAS *)
e arco=record
X,y,marca:integer;
end; .
datos=arrayl1..400) of arco;

y1iinteger;

h:datos;

os:arraylt. 100] of integer;

exa,alto:boolean;

VAR:FILE;

la giguiente instruccion incluye el archivo ESPERA.PAS *)
I ESPERA.PAS #)

cedure leearcos(var n,k:integer; var alto:boolean);

i,j:integer;
buf:arco;
ban:boolean;

begin
k:=0;n:=0;ban:=false;
writeln('+«¢ PROGRAMA PARA DETECTAR GRAFICAS BIPARTITAS »*x':66);
writeln,writeln;
write('Indica cuantos nodos son: ‘:20,' ');
read(n) ;writeln;
if n=0 then
alto:=true
elue
begin
inicializacion de nodos »)
for i:3{ to n do
nodos(il:=0;



for j:=1 to 20 do
write(/~===");
writeln;l:=0;
repeat
1:alet;
writeln(’'Escribe arco A, B (termina con 0 0)':50),
read(buf . x,buf y),writeln;
{f{tbuf x)0)and(buf x(=n)and(buf.y)0)and(buf y(=n)) then
begin
archlll . x:=sbuf x; archll)l.y:=buf.y; arch(l] marca:=0;
k:mket;
end
elce
begin
if((buf . xm0)and(buf.y=0)) then
ban:=strue
else
writeln(' **xERROR. Datos leidos: A=’ ,buf.x,’ B=' buf.y)},
end;
until ban;
ClrScr;
writeln(’'Total de arcos leidos: ‘:40,k);writeln;
i:=0,;
for 1:=1t to k do
begin
i:miet;
with arch(l] do
writel(' Arco No, ',1:2,'===(',x:2,',",y:2,")");
if( 1 mod 3=w0 ) then
writeln;
end;
writeln;
end;
end;

procedure separal(var n,k:{nteger; var conexa:boolean);
label 100;

var

cond,flag:boolean;

buf:arco;

i,j,tipo,vueltas, partes:integer;

clase:char;
begin

vueltas:=0;conexa:=true;partes:=i;

(* se inicializan los nodos del primer arco *)

nodoslarchi1l . x):=1;, nodoslarchiil.yl:=~1; arch(1] marca:=1;
100 : cond:=atrue;

repeat

vueltas:=vueltas+!;

for 1:=1 to k do
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begin
with arch(l] do
begin
if marca 2 1 then
begin
flag: »false; marca;=1;
if nodosixl=0 then
begin
if nodoslyl=0 then
marca:=0
else
nodos [x1:=-nodos[y)
end
else
begin
if nodoslyl=0 then
nodos [yl :=-nodos {x]

else
begin
i{f nodos(x}<{>~-nodoslyl then
begin
flag:=true;
cond:=falge;
end;
end;
end;
end;
end;
end;
until flag or (vueltas)k);
writeln;
ClrScr;
if cond then
begin

flag:=true;1:=1;
while (1<{(k) and flag do
begin
1:=1+1;
if archil] .marca=0 then
begin
flag:=false;conexa:=false;partes: apartes+i;
nodosfarch(l) . x):=1; nodosfarch{l].y):=-1t;
archCl) .marca:=i;
writeln;
end; 1
end;
if flag then
begin
writeln;
writeln('~-—~ G RAF I CA BIPARTITA=~==':55);
writeln;
if not conexa then
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writeln( ' ~w~~= > GRAFICA DISCONEXA CON ':60,partes:3,

' COMPONENTES. )

tipo:=1;

for

end;
end
else
begin

i:=1 to 2 do
begin
if tipo=1 then
clage:='S!'
else
clase:='T’',;
writeln,writeln('NODOS TIPO ':30,clase,‘:');writeln;
for j:=1 to n do
begin
if nodos(jl=tipo then
write(’' ‘,§,',');
end;
writeln;
WRiteln( ' sxkrsssnbrnosbbnanbhonbresssrenss’ 50); writeln;
tipo:=-tipo;
end;

writeln;
writeln(‘+++++4+ LA GRAFICA NO ES BIPARTITA +++++4+/:53);

end;

if not flag and cond then
goto 100;

end;

begin

(% PROGRAMA

alto:=false,

repeat
ClrScr;
leearcos(n,

PRINCIPAL *)
conexa:=true;

k,alto),

if not alto then

begin
espera;

separain,k,conexa);

espera;
end;
until alto;

writeln,writeln;writeln(’'«*»* F 1 N DE P R OGRAMA **xx':60)
(*regreso al menusr)

assign(filvar, '"MENU.COM');

Execute(filvar);

end.
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ARCHIVO: PROGO2.PAS

program maxmatch;

(R m o ok bR Aok o R o o 0 R b o R Kk R R o p % k)
(» ‘)
(s Este programa lee una grafica bipartita y encuentra el aparea-- »)
(* miento con el mayor numero posible de arcos. Despliega ademas la¥)
(# solucion dual al apareamiento maximal: un recubrimiento minimo *)

(% de nodos de la grafica consultada. *)
(% E1 programa se invoca demde el menu con la instruccion "CHAIN", »)
(* y regresa al menu {nvocandolo con la instruccion "EXECUTE". %)
(* E1 programa objeto es PROGO2.CHN y el fuente es PROGO2.PAS. *)
(*x *)
€32 E Ry R R T P R R R R R R R R R S PR SRR SER R D
type

vertices=record

tipo:char;

etiq,exam,expo:integer;

end;

aristas=record
X,y,apareado:integer;

end;

nodos=array{1..801 of vertices;
arcos=arrayl). 400) of aristas;

var

l,cont,numnodos, numarcos:integer;

aril:nodos; ar2:arcos; bufl:aristas;

alto:boolean;

FILVAR:FILE;
(* la siguiente instruccion incluye el archivo ESPERA.PAS ¢)
(*$] ESPERA.PAS »)

procedure lesgrafica(var numnodos,numarcos:integer;var alto:boolean);
var

k,j.printeger;

ban:boolean;

contipo:char;

begin
k:=0; numnodos:=0; numarcos:=(;
ClrScr;writeln(’'«*xx MAXIMO APAREAMIENTO BIPARTITA **x!:55);
writeln;writeln;
write(’'Indica el numero de nodos’:20,' (termina con 0) : ');
read(numnodos) ;writeln;
if numnodos=0 then

alto:=true
else

begin

for l:={ to 20 do

write('-~==");
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(s se¢ inicializan arreglos de nodos y arcos *)
for 1:=1 to 80 do

begin

artll) etiq:=0; ar1{1] . exam:=0;

ari1lll] .expo:i=t;

end;
for 1:=1 to 400 do
begin
ar2C)) . x:=0;, ar2{l).y:=0; ar2{l] . apareado:=9;
end;

(* ge considera una grafica bipartita G=(S,T,V) #)
for contipo:=’'S’' to 'T’' do
begin
ban:=false;
writeln(‘'Escribe los nodos tipo ':30,contipo,
‘ {termina con 0):');uriteln;
repeat
writel‘Nodo? ‘':20);
read(p);writeln;
if{p>0) and (p{(=npumnodos) then
begin
ari (pl) . tipo:=contipo;
K:mk+t;
end
else
begin
if p=C then
ban:=true
else
writeln(’ »#3ERROR. Dato leido: ‘,p,’' fuera de rango’);
end;
until ban;
end;
ClrScr;
writeln(’TOTAL DE NODOS LEIDOS: ‘:40,k);
1§ numnodos () k then
uriteln( '«*s ATENCION: Se declararon ‘,numnodos,
‘nodos y se leyeron: ',k);
for contipo:='S’ to 'T' do
begin
writeln(’sss Nodos tipo "':40,contipo, ‘" #*x');
for 1:=t to k do

begin

if ari{ll.tipo=contipo then
writel{’ *,1,',");

end;

writeln;writeln;
for 1:=1 to 20 do
write(/=ewe=");
end;
espera;ClrScr;
ban:=false;
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writeln(‘*«+ Inicia lectura de arcos %2’ .50);,writeln;
repeat
writeln(’'Escribe arco: A, B (termina con 0 0)*:60);
read(buf2.x,buf2.y),uriteln;
if(bufe. x?0)and(bufe. x(=k)and(bufe.y>0)and(buf2. y(=k) then
begin
NUMATCOS : ENUMarcos+!,;
ar2lnumarcos) . x:=bufd.x;
ar2fnumarcosl . y:=buf2.y;
end
else
begin
if (buf2.x=0) and (buf2.y=0) then
ban:=true
elge
writeln('++s ERROR Datos leidos: A=’,buf2.x,’' B=',buf2.y);
end;
until ban;
clrScr;
writeln(’'Total de arcos leidog: ‘:40,numarcos) writeln;
,:n{)'-
repeat
for l:=! to 3 do
begin
if j¢(numarcos then
begin
jimjr1;
write(’ Arco No. ',j:&,'===(',ar@l[jl . x:2,',"',ar2(j).y:&,"')");
end
end;
writeln;
until j=numarcos;
end;
end;

procedure marcalibre(var numnodos:integer);
begin
(* Esta subrutina pone la etiqueta cero (0) en los nodos "5" expuesx)
{(* tos y "borra" las etiquetas de los otros nodos, asignando el va-¥)
(* lor: numnodos+i, que no corresponde a ningun nodo de la grafica »)
for 1:=1 to numnodos do

begin

ari 1] etiq:=numnodos+!;

art (1] exam:=0;

if (ar1(1) . expo=tlandlari{l].tipa=’S’) then

artfl) . etiq:=0;

end;

end;

procedure aumentalvar p:integer);

var
bana,banb:boolean;
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jiqiinteger;
begin

(# Con la trayectoria aumentante “P" localizada a partir del nodo
(% "p" que esta subrutina recibe como parametrq,

¥)

se hace la actua- *)

(¥ lizacion del apareamiento en turno X sustituyendolo por la dife-*)

(* rencia simetrica: (X=P) U (P-X).
(%
bana:=false; j:=0;

repeat

jr=mj+1,

artipl expo:=0;
if ar1lpl.etiq <) 0 then
begin
q:=ar!{p) . etiq;
banb:=false; 1:=0;
repeat
l:=1+1;
with ar2{1l do
bagin
iflt (x=pland(y=q) lor{ (xz=qland(y=p)
begin
apareado:=j mod 2;
banb:=true;

end;
end;
until banb;
pi=q;
end
else

bana:=true;
until bana;
end;

Ythen

procedure etiqueta(var numnodos,numarcos:integer);

var
printeger;
flag,ban boolean;
begin

(* esta subrutina etiqueta arboles alternantes;

(* los arboles son hungaros.
(%
marcalibre(numnodos);
repeat
flag:=true; p:=0;
repeat
pimp+il;
if (artipl exam=0)and(ari[p) etiq(=numnodos)
begin
ari1lpl . exam:=1; flag:=false;
end;
until(not flaglor(p=numnodos);
if not flag then
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begin
if ari{pl) . tipo=‘'S’ then

begin
for 1:=1 to numarcos do
begin
with ar2ll1} do
begin
1f( (x=plor(y=p) Jdandlapareado=0) then
begin
if xsp then
begin
if ari{yl.etig’numnodos then
arifyl . etiq:=x;
end
else
begin
if artinl . etiqinumnodos then
arilyl . etiqg:my;
end;
end;
end;
end;
end
else
begin
if ari[pl.expo=t then
begin
aumenta(p);marcalibre(numnodos);
end
else
begin

ban.=true;1:=1;
while (l<{numarcosland(ban) do
begin
with ar2ll] do
begin
if( (x=plor({y=p) )and (apareado=t) then
begin
if x=p then
arily] . etiq:=x
else
arilx]) . etiq:=y;
ban:=false;
end;
end;
l1:=141;
end:
end;
end;
end;
until flag;
end;
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begin
(s3% PROGRAMA PRINCIPAL #a%)
repeat
alto:=false;
1negrafica(numnodos, numarcos,alto);
if not alto then
begin
etiquetalnumnodos,numarcos) ;espera;
CirScr;writeln{ '#+% ARCOS SOQLUCION #»¢':42) ;writeln;

caont :=0;
for 1:=1 to numarcos do
begin
if ar2(1] apareado=! then
begin

writeln(’' ARCO: (':25,ar2l1).x:2,', ,ar2(l1}.y:2,
') =-=-) Apareado');
cont:=cont+l;
end;
end;
writeln;writeln;
writeln('Total de arcos apareados: ‘':60,cont);
writeln;
for 1:=1 to 10 do
write(/ —=—=ew-- '
writeln('#s» SOLUCION DUAL #*¢x’:42);vwriteln;

writeln('Los siguientes nodos forman un recubrimiento minimo:

writeln;cont:=0;
for 1:=1 to numnodos do
begin
with ari1(1) do
begin
if( ((tipo='S')andletiq)numnocdos)lor{(tipo='T')and
(etig(=numnodos)) ) then
begin
cont:=cont+t;
write(’ Nodo: ‘,1:2,',');
end;
end;
if(cont mod 5)=0 then
writeln;
end;
espera;
end;
until alto;
writeln;writeln;writeln;
writeln('+ + + FIN DE PROGRAMA + + +':80);
(* Regreso al menu x)
agsign(filvar, '"MENV.CONM');
Execute(filvar)
end
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ARCHIVO: PROGO3J PAS

program hungaro;

[ LR T Y Y R Y R R R Y R R R R A R R SRR RIS RN D)

(=
(« Este programa lee una grafica bipartita con pesos asociados a
(# sugs arcos, y encuentra un apareamiento con peso total maximo.

(¢ Proporciona tambien los valores optimos de las variables dusles

(» asociadas a los nodos de la grafica.
(¢« E1l programa se invoca desde ¢l menu con la fnstruccion "CHAIN",

(% y regresa al menu con la instruccion "EXECUTE". El programa ob-

(* jeto es PROGO3.CHN y el fuente es PROGO3 PAS.
(»

»)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)

(SRR AT R ERBE S SRR AR KRN RR R AR RGN AR PR ARk AR E KRR R Rk NNk k )

type
vertices=record
tipo:char;
etig,exam,expo:integer;
uv,pi:real;
and,;
aristas=record
X,y,apareado:integer;
peso:real;
end;
nodos=arrayl!. 801 of vertices;
arcos=arrayll..400] of aristas;

var
1,cont,numnodos, numarcos:integer;
pesomax,dt,d2,d,w:real;
alto,termina:boolean;
art:nodos; ar2:arcos; buf2:aristas;
FILVAR:FILE;
(*« la siguiente instruccion incluye el archivo ESPERA.PAS &)
(#$1 ESPERA .PAS *)

procedure leegraficalvar numnodos,numarcos:integer;
var termina:boolean);
var
k,j.p:integer;
ban:boolean;
contipo:char;

begin

(% los valores iniciales de mas o menos infinito que requiere el alx)

(% goritmo original se proporcionan con mas o menos 1e+37,
k:=0; numnodos:=0; numarcos:=0;

writeln( '+ APAREAMIENTO PONDERADO BIPARTITA #*&x':55);
writeln;writeln;

write(’'Indica cuantos nodos son (termina con 0) ':20,' ');
read(numnodos) ;writeln;
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if numnodos=0 then
termnina: =true
else
begin
for 1:=1 to 20 do
write('--==');
(* ge {nicializan arreglos de nodos y arcos %)
for l:=»t1 to 80 do
begin
ari(l] . etiq:=0; ari(l) exam:=0,
ari(l) . expo:=t;art 1] uv:=0;ariCl] pi:=0;
end;
for 1:=1 to 400 do
begin
ar2(l) x:=0;ar2(l] y:=0;ar2(l] . . apareado:=0;ar2(11 . .peso:=0.0;
end;
for contipo='S’' to ‘T’ do
begin
ban:=false;

writeln('Escribe los nodos tipo ’':30,contipo,’ (termina con 0):’};

writeln;
repeat
write{('Nodo? ':20);
read(p); ;writeln;
if (p)0) and (p{=numnodos) then
begin
arilpl . tipo:=contipo;
k:=k+1,
end
else
begin
if p=0 then
ban:strue
else
writeln(’ *+*ERRCR. Dato leido: ',p,' fuera de rango’);
end;
until ban;
end;
ClrScr;
writeln('TOTAL DE NODOS LEIDOS: ':40,k);
" if numnodos <) k then
writeln( ' »»*ATENCION: Se declararon ‘,numnodos,
' nodos y se leyeron: ',k);
numnodos : =k ;
for contipo:=’'S’ to ‘T’ do
begin
writeln('=sx Nodos tipoe "':40,contipo,'" *&x');
for 1:m=1 to k do
begin
if arill) . tipo=contipo then
writel(' ',1,' ');
end;
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witttsln, wietteln,
for | =1 tuv &0 do
write(' ===},
end,
espera;ClrScr;
ban:=false;
writeln('s¥# Inicia lectura de arcos *#%’':50),writeln;
pesomax=-1e+37;
repeat
writeln('Escribe arco: A, B (termina con 0 0)':70);
read(buf2. x,buf2.y);
{f{buf2.x)0)and(buf2. x(=kland(bufz . y)0)and(buf2 y(=k} then
begin
write(’ -==) Peso? ');read(buf.peso);writeln;
NUMArcos anumarcos+!;
ar2linumarcosl) .x:=sbuf@.x;
ar2(numarcosl .y:=sbuf2.y;
ar2[numarcos)] .peso:=buf2.peso;
if{buf2. pesodpesomax) then
pesomax :=buf2.peso;
end
else
begin
if(buf2. x=0) and (buf2.y=0) then
ban:=true
else

writeln('«x«ERROR. Datos leidos: Aa’ buf2.x,’' Bs',buf2.y);

end,
until ban;
ClrScr;
writeln('Total de arcos leidos: ':40,numarcos) uwriteln;
J:=0;
repeat
for l:=1 to 2 do
begin
if j<{numarcos then
begin
Jemy+t
write(’ Arco# ‘,j:2,’': (", ar2ljl.x:&,"','ar2Lj).y:2,
') PESO= ',ar2ljl].peso:8:8);
end
end;
writeln;
until j=numarcos;
for 1:=1 to numnodos do
begin
if artll]l . tipo='S’ then
ari(l] .uv:=pesomax
else
artll) . pi:nie+37,;
end;
espera;
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end;

end; i
procedure marcalibre(var numnodos:inteqer);
begin

(# esta subrutina pone la etiqueta cero (0) en todos los nodos “S" *)
(% expuestos y "borra" las etiquetas en los otros nodos, asignando *)
(v el valor: numnodos+i, que no corresponde a ningun nodo en la ~ *)

(* grafica.
for 1:=1 to numnodos do
begin
arill} etig:=numnodos+?;
art(ll exam:=Q;
iflar1 (1) .expo=1)andlari(l).tipos’'S’) then
arif1] . etiq:=0;
end;
end;

procedure aumental(var p,numnodos:integer);
var

bana,banb:boolean;

j.q:rinteger;
begin
(+ a partir de la trayectoria aumentante "P" que
(* "p" que esta subrutina recibe como parametro,
(4 pareamiento en turno X, sustituyendolo por la

(* ca: (X-P) U (P-X).
bana:=falge; j:=0;
repeat
jrmger,

ar1pl . expo:=0;

if artipl . etiq () 0 then
begin
q:=arilpl . etiq,

banb:mfalge; 1:=0;
repeat
1:mlst;
with ar2(l] do
begin
ift (x=pland(y=q) lor( (x=gland{y=p) )
begin
apareado:=j mod &;
banb:=true;
end;
end;
until banb;
p:=q;
end
else

bana:=true;
until bana;
for 1:=1 to numnodos do
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begin
if ari[1) . .tipo=’'T’ then
ar1(l) . pi:=ste+37;
end;
end;

procedure etiquetalvar numnodos,numarcos:integer);
var
piinteger;
pij:real;
flag,ban:boolean;
begin
(* esta gsubrutina etiqueta arboles alternantes; se detiene cuando
(#» es necesario hacer cambios en las variables duales.

repeat
flag:=true; p:=0; pij:=0.0;
repeat
p:=p+t;
with art(pl do
begin

if({exam=0)andletiq{=numnodos)) and
( (tipo='S')or((tipo='T')and(pi=0)) ) then
begin
exam:=1,; flag:=false;
end; ’
end;
unti1linot flaglor{p=numnodos);
if not flag then

begin
if artlp) . tipo='5S’' then
begin )
for 1:={ to numarcos do
begin
with ar2ll) do
begin
if( (x=plor(y=p) Jand(apareado=0) then
begin
pij:=artx]. uv+arilyl uv-peso;
if (x=p) and (pij<arily).pi) then
begin
arilyl . etiq:=x; arilyl).pi:=pij;
end;
if (y=p) and (pij<ariix].pi) then
begin
art(x] etiq:=y; artlx) . pi:=pij;
end;
end;
end;
end;
end
else
begin
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if ariipl.expo:=s1 then
begin
aumental(p,numnodos);marcalibre(numnodos);
end
else
begin
ban:=true; 1:=1;
while {(1(numarcos)and(ban) do
begin
with ar2(l] do
begin
ifl (x=plor(y=p) landlapareado=l) then
begin
if x=p then
artly) etiq:=x
else
ariix] etiq:=y;
ban:=false;
end;
end;
l:mley,;
end;
end;
end;
end;
until flag;
end;

procedure cambiodual(var numnodos:integer; var alto:boolean);

begin B
(+ esta subrutina hace los cambios en las variables duales;
(* ne el criterio para encontrar la solucion optima, que se
(* ca al programa principal con variable logica "alto".
(»
d:=1e+37; di:=le+37; d2:=1e+37; alto:=false;
for 1:=1 to numnodos do
begin
with art(1] do
begin
if(tipo='S’)and(uv(dl) then
dt:=uy;
if(tipo='T ' )and(pi)0)and(pi{(d2) then
d2:mpt;
end;
end;
d:=di;
if d2(dl then
d1:=dg;
for 1:=1 to numnodos do
begin
with art1 (1] do
begin
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if{tipor'S‘Jand(etiq{=numnodos) then

uviesuy-d;

if(tipo='T ' )and(pi=0) then
uv:suved,

if(tipo='T )and(pi)0) then
pi:=pi-d;

end;

end;
if (d)md1) then
alto:strue;
end;

begin
{ws2 PROGRAMA PRINCIPAL ##»)
repeat
ClrScr;
termina:=false;
leegraficatnumnodos,nunarcos,termina);marcalibre(numnodos);
if not termina then
begin
alto:=false;
while not alto do
begin
etiqueta{numnodosg,numarcos!};
cambiodual {numnodos,alto};
end;
ClrEcr ;vwriteln('«¥s ARCOS SOLUCION #*%’':47);writeln;
cont:=0; w:=20.0;
for 1:=1 to numarcos do

begin
if ar2Cl] . apareado=! then
begin
writeln(’ ARCO: (‘':2%,ar2(1].x:2,*,',ar2lll.y:2,’) Peso=
ar2{ll .peso:8:2,"' Apareado');
cont :mcont+1; wimw + ar2 (11 .peso;
end;
end;
writeln,uriteln;
writeIn('Total de arcos apareados: ':30,cont,
' ~==) Peso total+ Maximo= ',w:8:2);
writeln;
for 1:=1 to 10 do
Write(/'—e--w--- Y,

writeln(/=+% SOLUCION DUAL #%#':46);writeln;
writeln('Valores optimos de las variables duales (asociadas a
nodos): ‘:78);
writeln;cont:=0;
for l:=1 tp numnodos do
begin
with ari(l) do
begin
cont:mcont+y;
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write{(’' Nodo: ‘,1:2,', Var. Dual VU:',uv:8:2);
end;
if(cont mod 2)=0 then
writeln;
end;
espera;
end;
until termina;
writeln;writeln,writeln;
writeln(‘+ + + FIN DE PROGRAMA + + +':52);
(% Regreso al menu *)
assign(filvar, 'MENU.COMN');
Execute(filvar);
end.
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ARCHIVO: PROGO04.PAS

program bottleneck,

(AR MR RN RN R R R AR MR R E ke AR R R H RN R R SRR KR AR R kR kb k)
(* )
(¢ Este programa l~e una grafica bipartita con pesos asociados »)
(+ a sus arcos y encuentra Ia asignacion con el maximo valor en )

(* el arco de peso minimo (Apareamiento Max-Min). *)
{+ El programa se invoca desde el menu con la i1nstruccion: *)
(x “"CHAIN" y regresa al menu con la instruccion "EXECUTE". *)
(* El programa objeto es PROCO4.CHN y el fuente es PROGO4 . PAS. )
(% *)
(AR RE R ARF AR AE AV IR R RN KRR RRRT IR B AR AR RN IRk F ARk Rk kX )
type

vertices=record

tipo:char;

etiq,exam,expo:integer;

pi:real;

end;

aristas=record
x,Yy,apareado-integer;
peso:real;

end;

nodos=arrayl(l 801 of vertices;
arcos=arraylt. 400] of aristas;

var
l,cont,numnodos,numarcos:integer,;
pesomax ,d,w:real;
termina:boolean;
arl:nodos, ar2 arcos; buf2:aristas;
FILVAR:FILE;
(+ la giguiente instruccion incluye el archivo ESPERA.PAS »)
(«8] ESPERA.PAS )

procedure leegrafical(var numnodos,numarcos:integer;
var termina:boolean);
var
k,j.p:integer;
ban:boolean;
contipo:char;

begin

(¢# los valores infinitos inicisles que requiere¢ el algoritmo ortx)
{* ginal se proporcionan como el valor real: le+37 *)
(% *)
k' =0; numnodos:=0; numarcos:=0;

Clrger;

writeln('+x% APAREAMIENTO MAX-MIN (CUELLO DE BOTELLA) #xx':60);
writelniwritelin;
write(’Indica cuantos nodoe son (termina con 0): ':20,’ '),

- 108 -



"ead(numnodos);uriteln;
if (numnodos=0) then
termina vtrue
else
begin
for 1:=1 to &0 do
writet '’ --=='),
(¢ s iniclalizan arregloc de nodos y arcos ¢+)
for 1.=1 to 80 do
begin
ari1 (1} . etiq:=0,arf1 (1) exam:=0;
artll) expo:=t,art 1] . pi:a0Q;

end;
for 1:=1 to 400 do
begin
ar2f1] . «:=0; ar2[1) . y:=0; ar2(ll. apareado:=0,
end,;

pesomax: =le+37;
for contipo:=’'S’ to ‘T’ do
begin
ban:=false;
writeln({’'Egcribe los nodos tipo ’':30,contipo,
‘ (termina con 0): ') ;writeln;
repeat
write('Node? ‘' 20),
readip);writeln;
if (p)0) and (p{(=numnodos)
begin
art{pl . tipo.=contipo;
if contipo='T’' then
arllp) . pi:=~1e+37;
ki=ket;
end
else
begin
if p=0 then
ban:=true
¢lse
writelni’
end;
until ban;
end;
ClrScr;
writeln('TOTAL DE NODOS LEIDOS:
if numnodos (Yk then
writeln(’'+%+x ATENCION:

then

«*¥+ERROR. Dato leido:

'40,k);

Se declararon

‘ nodos y se leyeron  ‘',k):
numnodos: =k ;
for contipo:=‘S’ to ‘T' do
begin
writeln('*«« Nodos tipo "' :40,contipo,’'" x%«‘)
for 1:=1 to k do
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begin
if art{ll tipo=contipe then
writel(' *,1,°,"),
end;
writeln;writeln;
for l:21 to 20 do
writel(‘==--"'};
end;
espera;ClrSer;
ban:=false;
writeln{'++% [nicia lectura de arcos ***':50);uriteln,;
repeat
writeln('Escribe arco: A, B (termina con 0 0}’ .70),
read(bufZ x ,buf2 y);
iftbuf2 x)0)and(buf2. x(=sk)and(buf2.y20)and(buf2.y(=k) then
begin
write{(' =-~-) Peso? ');read(bufé.peso),;writeln;
NUMATCOS : BNUMAT COS+1;
ar2lnumarcos] . x:=buf2.x;
arZlnumarcos) .y :=bufe.y;
argnumarcos) .peso:=buf2. peso;
if{buf2. peco)pesomax) then
pesomax:=buf2.peso;
end
else
begin
if (bufe x=0) and (bufd.y=0) then
ban:=true
elae
writeln(’'+*x ERROR. Datos leidos: A=’',buf2.x,’' B=’,buf2.y);
end;
unti1l ban;
ClrScr,
writeln(’Total de arcos leidos: ':40,numarcos) ;uriteln;
ji=0.
repeat
for 1:=1 to € do
begin
if j{numarcos then
begin
jrmjrt;
writel’ Arco# ', j:&,':(',ar20§) . x:2,',"  ,ar2jl .y 2,
') PESO= ',ar2(j].peso:8:2);
end
end;
writeln;
until j=numarcos;
espera,;
end;
end;

procedure marcalibre{var numnodos:integer);
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begin
(* esta subrutina pone la etiqueta cero (0} en todoe los nodos +)
(¢ "S“ oxpuesstos y "borra” las stiquetas en los otros nodos asine)

(4 nando el valor: numnodok+!, que no correspondé a Nningun nodo+:
{* de la grafica ¢
(e ¢)
for 1 =t to numnodos do

begin

arf{l) etiq:="numnodos+i;
ar1{l] exam =0,
{f(ar1Cl) expo=idand(ari(l) tipo='S’) then
artll) etiq:=0;
end;
end,;

procedure cumentalvar p, numnodes:integer);
var

bana,banb boolean;

j.q - integer;
begin
t+ a partir de la trayectoria aumentante “"P" que inicia en el »)
(v node "p" que esta subrutina recibe comoc parametro, se ac- *)
(* tualiza el apareamiento en turnc “X*, sustituyendolo por las)

(v diferencia simetrrica: (X-P) U (P-X) *)
Y *)
bana:=falge, j:=0;

repeat

Jimget;

art [pl.expo =0,
if ar1lpl etiq (20 then
begin
q-=ar!l(p) etig;
banb:=false; 1:=0,
repeat
1:41¢1,;
whith ar2(l} do
begin
if( (x=p) and (y=q) Jor( {x=qland(y=p) ) then
begin
apareado =j mod &;
banb . =true;
end;
end;
until banb;
p:=q;
end
elee
bana =true;
uriti) bana;
for | =1 to numnodos do
vegin



if art1fl). tipo='T' then
artll] pi:=~1e+37;
end;
end;

procedure etiquetatvar numnodes, numarcos: integer);
var

pinteger;

pij real;

flag,ban:boolean

begin
(v esta subrutina etiqueta arboles alternantes;se detiene cuan~+&)
(¢ do los arboles son hungaros *)
(% *)
repeat
flag:.=true; p:=0; pij:=0.0,
Tepeav
piEpel,
«“ith art(pl do
begin
if (( exam=0)and(etiq(=numnodos)land{(tipo=‘S')or((tipo='T')and
(pidrpesomax))) then
begin
exam:=};flag:=false;
end;
end;
until (not flaglor( psnumnodos);
:f flag then
begin
p.=0;, d:=-1e+37,
for l:=1 to numnodos do
begin
with art(l]l do
begin
iflexam=0)and(etiq{anumnodos)and(tipo='T')and
(pi(peromax)and(pi>=d) then
begin
d:=pi; p:=l; flag:=false;
end;
end;
end;
if not flag then
pesomax: =d;

end;
1f not flag then
begin
if artlpl.tipo='S’ then
begin
for l:=1 to numarcos do
begin
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with ar2Cl] do

begin
if ( (x=plor(y=p) )and(apareado=0) then
begin '
iftx=plandlari{y) pil{pesclandlar!ly] pi(pesomax) then
begin .
artly) . etiq:=x; artly) pi:=peso,
end;
1f(y=plandlariix] pi{pescland(ariix] pi(pesomax) then
begin
art{x] . etig:my; artix].pi:=peso;
end;
end;
end;
end;
end
else
begin
if art(pl) expo=1 then
begin
aumental(p,numnodos);marcalibre(numnodos);
end
else
R begin

ban:=true; 1l:=1;
while (l(numarcos)andiban) do

begin
with ar2flll do
begin
if( {(x=plor(y=p) Jand(apareado=1) then
begin
if x=p then
artlyl) etiq-=x
else
arilx] etiq:=y;
ban:=false;
end;
end,;
1:=141,;
end;
end;
end;
i end;
duntil flag;
end;
begin
(s+x PROGRAMA PRINCIPAL *x*)
repeat

termina:=false;
leegraficas (numnodos,numarcos,termina); marcalibre(numnodos);
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begin
etiquetainumnodos, numarcos):
CirScr;writeln('®¢e ARCOS SOLUCION *##’:47) uriteln ;
cont =0, ,w:20.0;d:=1e+37,
for 1:®1 to numarcos do
begin
if aref{l]  apareado=! then
begin
if ar2(l) peso (= d then
d =ar2(l) peso;

writeln('ARCO : (':25,ar2![l) .x:2,',',arcll}) y:2,") Peso=',
ar2ll) .peso:8:2,' Apareado’)
cont:=cont+1; w:mw + ardlll.pesn;
end;
end;
writeln,writeln,
writeln{‘'Toral de arcos apareados: ’':30,cont,’'~--) Peso Totals’,
w:8:82);
writeln;
writeln(’s+# Valor maximo del Peso Minimo de los arcos = ':49,
d:12:2);
egpera;

end;
until termina;
writeln;writeln;writeln,writeln(’+ + + FIN DE PROGRAMA + + +':52);
(* Regreso al menu »)
assing(filvar, "MENU.COM');
Execute (filvar);
end;
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ARCHIVO: PROGOS PAS

program marriage,
(EX R R N N R R Y R R R R R A S N L N A N

(* L]
(¢ Este programa lee las preferencias de apareamiento en dos 4
(¢ grupos de nodos de una grafica bipartita, y encuentra el *)
(+ aparcamiento optimo en #]1 sentido de Gale-Shapley *)
(*+ El programa se invoca desde el menu con la instruccion: *)
(+ "CHAIN" y regresa al! menu con la instruccion "EXECUTE". *)
(* E1 programa objeto es PROGOS.CHN y el fuente &s PROGOE .PAS. )
(% *)

(FERERER R RN R R kR Rk e Rk Rk SRk kA kA RN k)
(* PROGRAMA PARA RESOLVER APAREAMIENTO GALE-SHAPLE «)
var
i,j,el,m,n,8,1t,w.integer;
prefer,rank:array(1..100,1..100) of integer;
prox,fiance:arvayll. . 100) of integer;
(¥ La siguiente instruccion incluye el archivo ESPERA.PAS *)
FILVAR:FILE;

(#8] ESPERA.PAS »)

begin

repeat

ClrScr,

writeln! '+#x% PROGRAMA PARA ENCONTRAR PAREJAS ESTABLES #%x':60);
Wwriteln;

Writeln(’ ( -=-- Apareamiento GALE/SHAPLEY -~- ) ":60);
writeln;

writeln('Indica el numero de casos. (termina con 0)');

n:=0,

read(n);writeln;
if n{>0 then

begin
( se inicializan vectores, y se asigna a cada mujer el hombre »)
(¥ menos preferido que todos por medio del valor - n#i »)
(* )
for i:=1 to n do

begin

prox(il:=0,;
fiancelil:=n+t;
end;
for 1:=1 to 80 do
write(' ‘),
writeln; .
writeln('Indica las Preferencias de los Hombres: '),writeln;
for i:=! to n do
begin
{* se leen las preferencias de los hombres; "preferli,))" »)
(* o8 la mujer que en el lugar numero "j" prefiere el hom- x)
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(+ bre "i"

(*
writeln{’ ++¢+ Hombre No ':44,1);j:=0;
repesat
Jimjet,
writeln( #++ Fleccion Numero ',)).
read(prefer(:, jl) ;writeln;
if(preferli,l<t) or (preferli,jlin) then
begin
jr=j-1,
writeln{'+++ ERROR Preferencia leida fuera de rango’
end.
until j=n,
end;

writeln(’'#+#»8% Indica las preferencias de las Mujeres. ..
for i:%1 to n do
begin

{#* Se leen preferencias de las mujeres y se forma la tabla de
{(* rangos para ellas; "rank{i,jl1" representa el lugar de pre-
(¥ ferencia que el hombre "j" tiene para la mujer "i".

(¥
writeln('=¢«~ Mujer Numero ‘:44,i);j:=0,
repeat
jrmjet;
writeln('=%-x-%- Eleccion Numero ’,j)
read(el);writeln;
if{el(t) or (eldn) then
begin
prEj=1y
writeln('*++ ERROR)Preferencia leida fuera del
end
else
rankli,ell:=
antil j=n;
rankli, n+t] =n+t;

end;
(# Se despliegan datos letdos *)
ClrScr;
writeln;writeln( tuw DATOS LEIDOS ’:50);
Wrlteln( we e e e e e e e e ‘160
writeln(’ =-- Num. de casos: ’',n);writeln;

writeln(’Preferencias de los HOMBRES:':60);writeln;
for i:=1 to n do

begin

write{’Hombre No. ',i,’:"');

for j:=1 to n do

write(’ ' ,preferli,jl);

writeln;

end;
espera;
write('-»~ Preferencias de las MUJERES ~*~':60);writeln;
for i:=1 to n do
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begin
m =0, :
writel{’-%~ Mujer No. ',i,’ "),
repeat
m=m+1t,
for j.=t to n do
begin
1f (r3ank{1,)1=m) then
write(’ ' ,§),
end,
until m=n;
writeln;
end;
espera;
(* inicia el algoritmo,"fiarnceljl" es el hombre que se asigna de *)
(# pareja para la nujer “j* *)
(% *)
for m:=1 to n do
begin
s 3m;
repeat
prox (5] :=prox(sl+1,
w:=prefer{s,prox(sll;
if ranklw,s)<{ranklw,fiancelwll]l then
begin
t rfiance{wl .
fiancelwl =5,
§:=¢;
end,
until g=n+i
end;ClrScr;
wreiteln('sxx S O L U C I O
writeln(’'~=ez-pozonvwzsaene
for j:=1 to n do
writeln{’'Mujer # ’:20,j§,'¢(~-== Hombre # ',fiancel(jl);
writeln;
espera;
end;
until n=0;
writeln,writeln:writeln;
writeln('+ + + FIN DE PROGRAMA + + +':50);
(% Regreso al menu *)
assing(filvar, "MENU.COM');
Execute(filvar);
end.

N OPTIMA:":50);

X aleBemmnx—mg-zee-x' (§8);

-
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