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INTROIVCCION

Debide a 1o importancia que tione ol muestreo, ontre las técoicas

tadfoti i de inters izar on algunos do ous conoop-

ton." Almunos tépicos ospecializados no estan, a nuestro juicio, exhoustivaw
nento tratados en los toxtos usuales y docconocomos si oxiston roportos on
1a litoratura que los ostudin, Se tomsron algunos do estos tomas ¥ por
modio do desarrollos rlgobraicos, so obtuvicron resuliados quo osporamos
ayuden pera 6u compronsin, y 0o doterminar que ovquona do muogtrea o8

més convenionto usar on un caso dado, al aumontar ol mimero de opcioncs.

disponibles.
El trabajo consta do 3 capitulon.

En el capitulo I, ce desarrolla la cxprecién de la varisn— varian.
za dol estimador bajo un obguema de muontreo socuoncial p.p.t. oin roetpla
zo. Deopués se encuenirn una oxprosién para la varianza del estimador do
Tazén incesgado on una poblocién particular, finalmento se compara eata va-
rionza oon la vorianza del cutimadoT P.p,t. con roemplazo. Estos rosultados,
hasta donde sabomoa, no mo,roportas en la litoraturaj s6lo Dos Raj lo hace-

pota nlm 20

En ol capfiulo II se oncuenira la exprosién de la varianza dol
estimador do regresi6n, Doo Raj sélo presenta upa oxpronién asintética de
dioha varianze. En oste trabajo 0o encontrs 1a oxprosién oxacta para cunl-
quior n, aunquo on una poblasién partioular. Tembién on cote capitula mo
©0xploré la posibilidad do tenor un ootimador de rogronisn doble. Dicho es—
timador o 46 como una aportecidn on este trabajo, al iguol que la expre—

5i6n do ou sosgo que rosultd suscoptible do sor corrogido.

Pinalmente, on ol capitulo 111 se propono un cstimador de 1a va=
riansa para ol cotimador del total en un muostrao poliotdpico, donde las

unidados primavias do mucstroo (u.p.m.) se soloocionon por p.p.t. con reom-



Plazo ¥ ol submuostreo so realiva s6lo una voz, para obtener el ootimador
del total como una Suma ponderada de cada subtotal por el nimoro de veces
que oada u.p.m. apsrace on la musstra. Hsto ostimador,sl igual quo ol osti-

wador do regronidn doble, os una aportacién do osta trabnje.

RESUHEN FOR CAPITUIOS.

GAPITUID

1. Varisnza en Muogtreo Secuoncial

fquf obtenemon una oxpresisn y damos una cota para la varianzo
dol cutimador de la Forma

n-1
.Y=y‘fy,1_,,4yn_1l-yn-———?1;zi en
n

donde cade unidad en la muestrs e solocolonada on forma soouenoial, sin
roomplazo ¥ con probabilidad proporcionsl al tamafio do law unidades rostan-

tos, -

2. Varianza pavs el Estimador de Razén Insespado

En ooto oaso Ba presonta la forma gonoral do la varianza para ol
estinedor do raz6n insosgado. Des Raj dosarrolla ste y, ol caso anterior

para o= 2.

GAPIWIO IT,

Media y Varianza del cotimador de Regrenidn

Eo onta parte 5o encuentra la exprosién para la vorianza dol os-

timador do regresién en une poblacién partioular, Este estimador rooults

ot inooagado.



2. pstimador de Rogresion Doble

Aquf 8o analizan las propiedados y se dan oxprosioncs para el co-
timador de regresién con dos medidas auxiliares cosocidas. Esto o5 una go-

neralizacién de lo tratado para ol estimador de rogresin usual.

GAPITULO III.

1. Estimedor Qo la Varinnzo dol Estimador do Y en ol osquoma §

(Des_iaj)

So propano un entimador insengado do la variensa on un mueptron
poliotépico, donda las unidadon primarias da muestreo oo seleccionan con
Teemplazo ¥ ol ostimador ce obticna calonlando pora catas w.p.m. ol submacs—
troo 8610 una voz, ponderando al ostimador vesultanto por 1oo veces que

aparoco oada u.p.;m. o0 la muostra de primora etapa.



HOTACION, .

unidad i-¢sima do la poblacién que pusde ser: un individuo, una

fanilis, uaa hoctsrea eto.
¥ tamaiio do la poblaoin.
n  temafio de la mostra,
Y, ooractorfatica do interés modida en la wnidad i de la poblaoisn.
X, oaracterfstion suziliar modida on ln unidad i de la poblaoién.
. X total do la varisble X {ouma do X,, i de 1 aW).
Y  total do la veriable ¥,
X promedio do la variabls X, % = X/N,
T  promedio do lo veriablo Y.

P~ xx/x probabilidad de selocoionar la unidad i por P.p.t.

X
»j= xﬁ/(x“f\xn) 1341 i=1

medide do la caracterfotios Y on la i-écima unidad mestral.

Sx, suma mobre los n valores obtenidos on la mucstra.

, =Ex, ouna sobro los N valores de la poblacifn.

conjunto aleatorio cuyos olementos con las primerns k unidadss se~

losoionadan en la muesira.

‘Ek( «) =% (.)P( 4 os parte do la muestra))

auna sobro lou indices tales quo w.

Qo i<je...cty

£ ()= 2(.)P(U,08 clemento de la muootra).
U i



1w
ez g
Ge§  iml Juitl e
£ oumatoria cobre todas las posibles mostras de tamaiio n.

£ sumatoric sobre todas las posibles muestrac mantoniondo oconstonto
el nimoro do unidedes en cada partiocién do la foblacidén.

£ sunatoria nobre lon elemontos dentro de una particién.

B (8,(5,(0) } ) = B(B,(R(x 1 142)) ).



CAPITUID I~ . N

Desarrolloa para la varianza dol ostimador dol total
bajo dos esquemas do muoatreo.
|

A BN WUSSTREQ SECUENCIAL

Esto primer desarrollo os una generalizaoién del csso desarrolla-

1

do on la secoién I11.24 de teorfa dol mientras do Das ")
'

, poran = 2.

Guands 6 = 2, 5o soleccionan dos unidades do una poblacién con ol
siguionto onquoma: La primora soleccién se hoca con probabilidad »; bosada
on X, (L =1, 2,00ay ¥), ¥ 1a sogunda seleooién me haoo oon probabilidad

Pproporoional a 1as unidades vestantos. En oota situacién lo probabilidad de
aue 86 soloooiono Uy susndo oo saboique Uy 63 la prinora unidad selesciona~

da, oots dada por p‘/(l - pJ). Con estos valores o dan los oatimadores:

P
Pz

1 .
t‘x Y mTYivys

dondo ¥, ¥ ¥, corvosponden a los voloreo do la primora y mogunda a0loooidn.

Ahovra bien, ) !
B = 20 by m 1y = Y
) 5y Pi i s
(1-p1) P;
E(tz)= EiE(tz]t1) = E(ys * 551 5 T 1TE;T)¢
=E(ys + I y3) =E(¥) =Y (L.1.1)
j#

o opto me doduce que t1 y tz non vstimadores insesgadon de Y.



Para oalcular la varianea:do ostos estimadores utilizomos el rasul=

tedo IIT.25 del Des Rejj ¥ para ty  tondmos.
¥y 8 Yil Yi.
Vin) = 2 - NE g X (11.2)
’ 3
¥ para ta eprs: i
i

VE2) = EsVa(ta) + ViE(t2).)
|

Y entoncos
i

pere como  Ep(tp) = E(tz|t))

VaEafte) = 0 y- vrt,) = EyVa(ta). (1.1.3)

Abora caloulames Va(te).'

Y.
Va(ta) = -
Y gn @57 iy 70
-
Y3 Y5
. p oxgxGA -y
1,500 T (1.1.4)
RS
sustituimos (1.1.4) en (1.1,3) y noo queda:
y; .0 m
- Y1 Yigey o i Y5,
Ve = BT x,thx Erll ki‘{i,§¢k 1%y G )}

Y i Y5
== s oxx R - hrae
PR LR RN

(1.1.5)

Gomporando (1.1.2) y (1.1.5) so deduce que V(t,) < V(ty).



; 8

Por otro lado, E(trts). = Ej(t:E(t2[t1)) = ¥2. lo quo implica

que Cov( t),t,) = O, eato.0s’t; ¥ tz no ostsh correlacionadas ¥ por lo
tanto el estimador

Jt.= (ty + t2)/2 - oo insesgedo y o varicaza es:

v(t) = -—V(t.‘)‘ ; veta) < -—-—v(h)

T2

(1.2.6)

La gonoralizacién 5o da ouando n om oualquier valor y cada unided
on la muostra eu solecoionads secuonaislmento nin Teomplazo ¥ con probabili-

dad proporcional al temsfio de las unidades restsnten, esto ent

Uy so obticns con probabilidad  X1/X

Uz 0o obtiene con probabilidad  X2/X-X,

n-1
j, o obtione con probabilided X /(X - E X;)

i=1 *
. Xy Xz X,
P(u . . n
oof  PlIg) gy augy) ¢ gy -1
- EX
i=1
(muestra con un orden dedo). .
Goneralizando, los ostimadores do Y son:
¥ 1P -1
= =y o+ - o
L LI AT L Py o Yi * ¥y

Para fsoilitar el manipuloo algebraico, en el chloulo do los momep-
tos de omtos osti

, oo siguientes conjuntos aloat



)

Ay = {uuey vy, Ul

Any = fu, ug, us,.

Ar = {u}

1z cumo oo gobro las pormtaciones do A, .

Ayudandonos da ootos conjuntos caleulamos la varianza do ¢

LGt B OV i) - VIR,

para el sogundo sumando tenomos

. 1. % R
i Px
= LELS =
Bl = g8 Wy =R AN
n-1 n-1 COAL

de lo quo reoulta que

VEE(e, A ) =V = ¢
¥ de aqui la varianza queda como:

V() = EOV(tLlAy ) volor que procedemos a ¢aloular

V(t“|An_ ) =E DYy,
n-1

Y, . L
= E(=2 - X Y.)? = ixx(
R

Utilizondo oste rosultado,

CIE - AL 2 I L
i,c i -1
At At




‘ Tiiia oy - JiY B
un Af ’5"1(_" 5 ) Ez( iuk}x‘J(ﬁ *J T

(1.1.1)
obsorvégo quo,

ol = B G xy

. ey
- ijm T ARSE G ST
HAn-z Upat A ]

= I C —l)’Pk)=
Hehr TR, A % % -
1 _;z
= X% (— - b
e, 5 Aty
Mz
1 Ji_ Yy y
- ] N T -py - Py
I ﬁﬁ-z "L“J‘xi "j) ( '\“_11?5 P - P
-2

Y3 Y,
[N e (;*p3)

"-é:xixj[%'x ST Exi"jri‘ﬁ
- i 1AL i
Az Mgt M2

finalmente si la oxpresién anterior se sustituyo en (1.1.7) resulta

Vi) = B (g @ Thn - B i 7oy
Aol Y Az Af_zp“\\-z ’

i L i<

.
42,

%) pyp5))
5

uyo primer sumando no 00 otra cosa quo V(% ), quodando,

Y Y3

Vie) = Vit - Bl P'/\f G - ;i_-)z@imj)) (1.1.8)
. TR,

2 i



pero sl términe quo so ostd restando oo positivo, de aquf uo sigue que:
V(E) < V(e ) pora 03 2

Ahora aaloulsromos la covarianza de t; ¥ "J ifge

E(t; :j) = E(t; E(thAi)) con i< j

Eeglag) = E(E; 1A Agqhy) = E(:j(nd_‘!) =y

lo gue implion que B(ty tj) = E(t; V) = ¥? y © igual que anteo

3 Y.t no ostén correlacionadas y 4l oatimador

trHte vt . .
te T n es inoosgado y ou varianza
0

V(t1) + V(ta) + ...+ V(ED
Ve s

v dado que V(ty) > V(t2)>...>V(t,) e oigue finalnonto quo

v < T

Por fltino, omto ostimader om mojor que ol musstreo con igual
probadilided oi v(t;) < =2 sj .

¥



VARIANZA_PAR: BL ZSTIMAIOR DE RAZON TUSFSGADO

¥ PRECISTON RELATIVA DE ESTE ESTIMAIOR

Esto sogundo desarrollo o5 la goneralizacién av lo sresontado on
1a g000i6n V.11 dol Dos Raj, para n = 2.

El eoguena de muostreo utilizado en esta parto oo oin roemplazo,

soloccionando la primera unidad en la muostra cos probabilidad proporcional
al tamafio y las n-1 unidades restanton con igual probabilidad. Evto esquo~
ma Ge conooo como muostreo oon probabilidad proporoional al tamafio sprogado
(ppta)

E) ostimador o3 .Y = ol ousl reculta sor inmesgado y

con varisnza igual a

- - (Sy;)?

Vi) = (N7 Xz —5—::1—] -2
1

N-1

()

Para ontender mejor ol contonido do eota Boooiln oo prosenta los
dosarrollos hoohos por Doo Raj pora n = 2.

(x.2.1)

En osto caso 5o tieno a ¥; ¥ ¥, on la mueotra, ¥, salocoionada
R Pupet. ¥, con probsbilided 1/(N-1).

El ostimsdor es:

N Y1ty 1o vant
R ¥ 1a varianza do Goto o
e
a4 Oy*yy)? (1—)‘141 B R)
V() X5 7,—)(—1— T Xz(y il
L(J

N-1



utilizando ol hooho quo Y = X°R.

Supondremos que la poblacién osté particionada en m conjuntos ajo-
n08 ¥ no vacfon, con enrdinalidad By, i do 1 am, y con la propiadad quo
51 dos slementos Y, ¥ Y outén on un mismo conjunto de la particin, onton-
008 X;» Xyy on cambio 5 Y, ¥ ¥, ostbn on conjuntos diferentes entonces

xi,( xJ, con esto tonomor una olose do equivalonoia.

Tanbiln supondromos quo Para csda comjunto en la particidn, Xy

Y ce relacionan con el siguionte modelo lineal,
T B ko
con ',’ffim’ E(eg,li) = 0

: . i) =
¥ ;Bim Viejpli) = a Ny 3§

Auf ontonoos, la varianza dol ootimedor es

e ve
Vppta = (DX I

Bk
= - -2)x8°1
[z(N-1)1 ‘ax[z: :: NN ﬁ-}wmjmi z)x§ 1

¥ la variansa dol estimador ppt con roomplazo en la misma poblacién os

- -1, v (B T 158t
Vot ax[z iEjNi)\j(xi «sz. )+§N1(N.l DE |

i 4=V -V &
do osto modo la cantidad ppt ~ Vppta 956 dada por

N (xs ,)(xg1 -1
=[2(N-1)I"aX[ZNixﬁq-xz,l_.__L,_J—J_]



1
snvlizando la cantidad A s puodo ver directsmonte que si g =0 6 g=1,

ontonaan dioha cantidad o’ meyor. que déra.

Para g = 2, se tiens que ol ;mnunnn ppt serd superior eiempre

quo E
£ x:. Nyl Oy g0 )‘l>
T7x;
]
poro g = 3 = (aX/2)IN/(N-D]IRE- (U= 1)V(x]. . En osto oago ol
muestreo ppt produsied une variansa menor oi  Ki- (N-1)V(x)<0.

i
Ahora gompararemos con un musstreo de igual probabilidad,

| DN xE
o NN-2) (pegz %3
Vop = MEZL (mis2 4+ a pols

por lo tanto cuendo g = 1, o} muastreo ppta o3 suporior al do igual proba-
bitided, pero a6lo un paco mejor que ol waestroo ppt. La generalizacidn &

ouslguior valor do n so ofootuars o partir dol ostimador y su varisnza loo
ouales sont

- Sy;
Y=x -SX—i )
. s;
[ R R g ¢ }') y (1.2.1)

Gomo puede aprociarse, en la expresidn do la varianza e tiune
como sumandos términos con donominador diferonto de acuerdo a la muestra
do la oual provienon. Para bonor donominadoTes comuncs havemos los siguien—
tes suposicionca.

Primero: la poblacién precenta una particién de m cubconjuatos defini-
200 por una modida oomin, X, y con cavdivalided N . Bato as, snalizavemos

ol ostimador on wna poblacisn particular, la quo to osquomatisa en la si-



guiunte figura.

Yooy T gie s
i

PARSE ST )
R iy Kg e eyt Xy

Your Tmgi e o <
Xm0 Xm

o Y,
n

Yu s Tiay eonn Ty Yo ven
il

[ Vo |

Ty Yy eeer B Y

modelo lincal siguionto:

Sogundo: X y Y dentro do oada subosnjunto so rolacionan medianto ol

i-1
T B te 5 T e o, IR

¥y Elefylx;) = anx§

oon

Blegl¥;) = 0

i
Entonoes dentro do osto contexto caloularomos la varianza de

1,
primeravonte encontraromos la oxpreain pora (S

(Sy;! (RS x; + Sej )? = R(Sxi)’ + 2R Sx; Se; + (Se; )

(8y;)? (Se; 3?2
3 i
~gp— 7 R*Sx; + 2R Sey

b

+



S

Iluego sumamon oobre todas las posiblos muostras.
L (Sy;)* . s (e )2
’:‘Sx—;“’ RE £(Sx;) + 2R £(Sey ) + —g—

L(Se, )2 YIN', (Se. )?
- REXN' List SR By s
RN ¢ 0 Boge oy
finolmento utilizando este resultodo tenemos que:
ECORE
X(REXN') + X foi
V) - ———— S - 2
(se; )
- Sy g8
RNl (1.2.3)
(50, )7
Ahora analizaromos la sumatoria I-

5% dondo me puede faotorizar lov
i
t6rninos con igual denominador, o ea, lon iérminos provenientes do las

muestras con igual numero do unidades e ocada olomento do la partioién,

momos, por ejomplo, las mueotras con N1 olementos del grupo 13, Nz del

grupo iy ee- My olemontos del grupo iy 4 My + Rz * ... KMy =0
siendo do la forma Y3 .» ¥y o» Vg,

w370t Yign, 2o0er Yigny

. yix"z

E1 ninoro do mucatras diferenton con estas oaroctorfoticas os,

S L Ry

PP ne
N\ n
¥ un mismo elomento Y, aporeco on W 7} A mmestras difcren-
b st \ny /W
. i
tes. 1

EL dononinador comin on outon ownondon au §n.x, y o1 mimorador
i



correspondiento es

4 2« f(ge? -
E(Seyp)® = £(Sed, + 25y, ey

(Ni) £ xBn, + 28se, e
= ol %) a £ xfn, e, e,
§\ngf i 0 oy

Por comodidad, cambiaremos la notosién on ol segundo sumando, i

serf i o i_ sord j. Auf anolizaromos dos oamos, i = § © i f j.

3

Para i 4 § toncmos:

: ()5 o
£.5 ep € = Zeg Tt .=
13 Cim Sim in \ng-1/ 7 %in

y para i = j tenomon

“

IS
‘mifm
N;-2 N; -2 AT
P e LR g . _ (i) liti 2

(ni-Z) Eein (ni-Z) angxg (ni) SR

nustituyendo en (1.2.4) y Trotorizando queda

oo (AN IR N A
£(se; Y= o fax; 0y - Fgy— = v o vayxd A

para finnlmonte llegar a la cxprosién de la varianza

e . (Ni-z) B (Ni-z)
iesn = Te. i = Eeg (e
in Cim in \ng-2 mgm,"m' Tegy (o) ng-2

- W N
YY) = a(N)TixEw {0
/..



(x.2.5)

Hoto t6rmino lo podemos comparar con la varianza do otros ootima-

doros, por ojomplo, con la dol estimador PPY oon roemplazo la cusl os:

vs RX; e
Vppt’:—‘tpi(i"j'\’)”%iﬂi (—in .
. i Y

¥ Pora g.= 1 tonomos:

. "
Vepta = a(N')ix & £ n(n?)
5

N, fnixs
= g 1og 3 i
Vpgc LICI e 4 £ "(nj) fni (ﬁix—i)

finplmente, tonando la diforencia rosulta

PR
Vppta-Vppt = a(N')7IX T % ("3>
n . 3



w Ng-mgN+1)x;
i
Lh b Sy e

=a(N")"'x F]

LEaNnTix f 'n(

n},

Gon 1o que concluimos que Vppta es monor quo Vppt ousndo g = 1.



CAPTTULO T:
Eotimadores de Regresifn.

1. SESGO Y VARIANZA DSL PSTIMADOR D RECRESION

Le referoncia do octo desarrollo so onousntra on la seccisn V.14
de Teorfs de Huestreo do Dos Raj.

Gomo antooodento, ineluiremos lo realizado por Dos Raj.

Bl ostimador do rogresién oo:

- BED) b (2.1.1)

Esto ostinador oo no linoal y on gomeral os sosgado. Adomas pre-
senta gran difioultad para oblonor wia oxprosién simple do nus memontos,

debido al denominador del sogundo sumando.

Dos Jtaj da uen aproximaciéa do la varianta do osto ostimador

cuando o oo grande, aproximacién que aqui también prosentamos.

Se racordard que ol coeficicnto de rogresién b de la muestra

convorge en probabilidad hooia un valor finito, a saber B, ol cooficiento

do rogrosidn de toda la poblacién; asf la variabla aleatoria va (b-B)(X-X)

converge hacia coro. Por lo tanto, la distribucidn limite de
Va(F-b(X-X)-T)

do

ALT-B(F-K)-T- (b-B) (X-D))

sera la misma quo la
VAl ¥-B(X-X)-Y]. Do este modo, para n grando la verianza dol cetima—




21

dor de regrosién os:

+ BiSZ - 2Bes,S) s;,(i - 0?)
n = n

~ 8,
v = XL

puosto quo B = pS /5,

Do oqui so puede ver que prra muostres goendes el oatimodor do
rogrosién os mejor quo la media usual, pero so debo tonor prosonto gue su
uso Ge juatifica sélo cuando ol cooto do unp Muomtra gronde no oxoode &

10s vontsjas obtenidas por ol cfilculo.

En gonoral no se puode dar una expresién simplo pera E{(Y), por

los donominsdoren de b , sin ombargo Podenos pavticularizar y Suponor quo
86 tione una poblacién con las mismas ceracterfsticas que se dieron en el
primer capftulo, eslo oo, una poblacién particionads en m oubconjunto
donde X y Y se relacionan linealmente dentro de cada elemento do la par—

tiolén.

Ahora caloulanos 1a media de oote estimador,

S(e; - @)(x; - ¥

FavFra+d-(b+ s ) 5-1
S(x; - 0?2

Ei(x-X) ZEo(

B(g)=bRratt | B EbE(R-T) +

(2.2.3)

= bX + a.

Do aqui rosulta que Y cn inoosgndo y uu varianza os:

v = BV @) ¢ E D



poro tonemos que:

. S(x;-X) (B2 (6;F:
Ea(D) = bx+ a+ Ex(e) - (b + M)(;.g)

s(xeR)?

= bX + a -~ b(X-X) .= a + bX

or loque  Vi(E.(¥)) = 0.

Al snularse ol sogundo sumando do la varianza , ésta vos quoda
oomo:

¥v& = Evah - mEd - mEDY (2.1.4)

Ahora n6lo hoy quo oncontrar ol valor do onda uno de los don tdr-
ninos on la exprosién

§2 FE 270 (R-X) + b2(EN)?

¥ cada sumondo pos da

Fo= (bX + a + )2 = (bX + a)? + 2(bX + a)¥ + &

Sl _ Sx,e; - n¥E
FHE-X) = 2F-R)OF + 8 + Db + ik )
S(x;-xX)

== 5. s
;e -nxe Y
Sxje;5 . Sx;ey nxe

- z(i-xj[x:(bi‘ + a) + be +(bX + a) Frewn S(Xi-x)‘

e Ty 5 2z2=2
Gt Tur s g SRS | (Sxie))To 2nRE Sxpe, + W'R'E

) (S(xy-HN?
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Para obtener zz(%) se neaosita a  E2(8) y Ez(€%) . La espow

ranza condicional so caloula dadas las distintas celdas do la particién

‘indusida por X,

Tomemos una muestra con las siguientes medidas

XppoeeeX

mente.

i ¥ calculsmon lom valores esporados requeridos

Primeramonte tenemos:

1
o

cuyo valor esperado es:
n
' n
7 E2(S Ea(S e 5 ))
BT e

. £2()

{2.1.6)




Ensoguida encontramos el otro valor ‘ssperado

n .
E2(8) = %15,5(5" eikjk)z + daEas Ei(Sey, 5,0 (80

ided

= .—.zEzS E,(s )2 + —zEgS E;(sei” J(SeMKJ
(2.1.7)

Je T S *
3 N 2 ) 2
5 i % T o
Mir
Ba(( S o5 5)(Seg iy # iyomy ong ) = " E(Sey, )T (Sey,, 5)
(2.1.8)
= 0.
Sustituyendo (2.1.8) on (2.1.7) tenemos
. n, (v -
Ei(5%)= %“: i, M, ) o (2.1.9)

t'

¥ con los resultados (2.1.6) y (2.1.9) podemos caloular los valores ciguisn-
tos:

n, (N, -n )
E.(72)= (bx + a)? + A_Ag il
-1

i



Ea(Sn; x; e

B(7 ERER bR ¢ T

=(X-X) (b(bX+a) +

o
5 (x,%)
v
. ny (N -ng ) ny (4 -n; )
FRLGE Pl W R ERLGE N
Ba(B2)eba (s=h e 1,08, R s g bl .
i 3
v M)
TN -1 i (2.1.10)
1k
n, (N, -n; )
f : g o Ma O ny, .
bt e (S(x} -2%xy + W) = o5 )
i
. N, -n; )
= bt (s(xy -0 A h o gy _—t
. e ook (S(x‘ )2)2
Y con eston tres Wltimos resultados ya podomos encontrar el valor
de
o n,
. ENCORE SN N M R
Ny, -1

(2.2.11)



2(F-X) (b(bRra), + -

PYES SR
- (bxra)? - 2(F-K)b(bEs

2ED T R ER B a0 o0y )

CER T SRR
: : (x,-B)EN_ 0, O -n
- (bFra-bFEeRb)? -+ sk LB ED n, O )
z N -1
"

= %) + sk

(2.1.12)

Donde 8i n < N, para alguna i entoncos no me garsntiza que b

existe,



2. ESITHADOR DY RSGRESION DOBLY

ESTA TESIS N3 DegE ’
SR DE LA swiTECK

Eote desarrollo o3 una generalizocidn del ostimador tratado nmto-
viownente, amui consideraremss dos medidas auzilisres conocidad, X, ¥ Xy

para todas y cada una de 1las unidades de la poblacién.roo.
X1, X2 ¥ Y se relaciénan llinealmunta mediante. ol siguionte mo-
delo,
Y=a+biXe + baXe + e (2.2.1)

Asf on lugar do catimor & Y directamente, se estimard ol valor

dom, a=Y-bX -bX, ydospuéo 86 corrogirs con log valores de byX

¥ Bk, 1o que da como estimador del promodio a:
Y=F-bi(X-%) - b:(Rz - Xa) (2.2.2)
st b‘l ¥ b, ton conatantes, ol astimador os insesgado. Para
oalcular su varianza nos auxiliaremos do la varisble
U =Yy - byxg, - byXxg,  eai:
¢ o 1 2 n 2.2
-y = Q- ; £=R 2.
V) = V(@) = 5 (1-0)S, 5 £=§ (2.2.3)

2
Abora caloulamos S
u

SPT RN EGE = (H1TE RO Toba g, ) - balxgyX,))

BECE R CICZR SLRR IO CIIED (VLI W CE SYEE

201 Bly;-T (g, - W) - 2beEy;Vilxg, - Ka) ¢+

$ibazleyy - X)(xg, - Ka))



Este rosultade lo sustituimes en (2.2,3) quedandot==="

1e1-6)(52 + b2s? 202 -
FOID(S2 + B35+ bISL - Zbap, . 5. Sy - Zhapg S, Sp¢

v
bl\nb1px‘xlsx15x2) (2.2.0)

Pora doterminar en esta exprosi6o los valores do b ¥ b, quo
minimizan la varianza se procede a la derivacién, igualacién a coro y fi-

nalmente a la resolucidn del sistoma de couaciones rosultante quedando.

Sy Pxky " Pxixs Pxjy
by 2 kg
. s, 1- 02

Xy x1x2

Dorivando por segunda voz la misma expresién obtenemos los ele-

@entos matriciales siguieatos,

e sz st i),
aavey { %, 3
ax; 0%, 0 si idj. .

soto es, los elementos de una matriz diagoval positiva dofinids. Lo que
inplica que los valoros encontrados do by ¥ b, son un mfniwo do V(T ).

Este estimador gorf mejor que ol promedio muestral cuando:

b2SZ  + b252 4 2b,b.
x. ibapy L 8. S - 2b -
X 2" X2 X1X2 %1 %2 ‘Dx,ysx‘sy Zh’x;ysx15y<°

¢ g 2
Do aqui, 5o puodo ver, que 6o nevesita conocer 6l valor de Sy

¥olde Py.y.paracaloalara by y by, Cusndo dosconocemos ambos Va-



lores, e tiene la alternativa de estimar a b y b, sl proponomos

los estimadores siguientes, basados on los estimadores de regresidn.

EACTES 8 S /S, Piaxs 9105, 70
s,

)
%, 5%, (1%, x,)

Para onoontror log valores esporados do by (F-¥})  oa necesa-

Tio osloular  E(sy, (xyy %) (S(x;y-K;)) = E(Suy Sv,) ovtoveos:

_n a(n-1
E(Su;Sv;) = § Tu;vs + JR iaj vy
) _ n(N-n
N-1
. nN-n.
N-1) PUiVie

Utilizando Ostos resultados llegamos & quot

By T2, /8, 41y Oxg oK) 5 /8 P L By K (xg,K)

i -v-
oD EE =W R
. H (2.2.6)

Como 80 va, eate estimador es sesgado, pero @ partir de &1 pode-

tenor un ostimador inscsgado sumando el términe

C(x1,%2,y) y

Nen  WRDTETS 3

nQET) 8,8, (1005 ) \



donde P e
Chnuxa,y) = Sy Oy KIS /8, Sy (xgy - Xa)? -

“20x,x, Sy, (a1 K1) (g Xa)

¥ que

AR NICTR NS LG

1%k iy ¥

Entonoes el emtimador

C(x1,%2,Y)

[ =
n(N-1) Sy Sy

)

2 Pxxs
=¥ - C'(x1,%2,Y)
05 insesgado.

Esto ostimador serd mejor que el dc la medin ususl ai

28(0 (3, %,09)" (3 = D)) + Bo*(xy, 201 < O




OAPTTULO IIT.

1. ESTIMADOR DE LA VARIANZA DE Y PN EL ESQUEMA
G (Dos maj) . i

En oste Wltimo desarrollo, o encuentra un estimador insesgado

do 1a varianza del estimador dol total, do un ecquema dv muestreo polietd-

Pice donde las unidades primarias de muestreo so svlecianan For ppt con ;
Teemplazo y el submuestrao de sogunda §tapa S realiza séle usa ves & ca-

da upm en 1a muestra y ol estimador final se Saloula pondorando ol estima-

dor de megunda 6tapa por ol nimero de veces que cads upm aparecio en la

muestra. i

El eatimador del total es ontonces:

i. (3.1.1)

L |
Y=gz

Donde; X; es el mimero de vecos que apareco on ls muastra la
0,1,2;

im6oima upn A;

Ln oy B =a .
Hipdtesis que cumple el modelot

T, o5 un estimador insesgado do Y, con las siguientes oaracterf~

tioas

Eo(Ty) =

Va(T;) = V(T

e (.1.2)

' Se 0onooe un eotimador inscsgado de O} para toda i.



Aot
BOg) = npy,  EOZ) = n(i-Dpy ¥ npy, " y
E(3A;) = n(n-1)p;p; G.1.3)

Utilizando esto, podemos calcular el valor esperado del estimaw

dory
e -1 5.(2—25:(1]1)‘:‘—25(%\{. z_%=
(3.1.4)
¥ la varianza
VY = B Tl ;—%) (AN BN :—i) -
. (3.1.5)

Ahora vamos a probar que ol siguiente término es un estimador

insesgado do la varianza.

e T 3,02
T = —L—rayh - Loy 2hyr s LA
a(n-1) 7} 1% T afpy
Cory . ST AT, a0l
et pa S eads Sy 1 g TR (e
n(n-1) 1P n L7 R P



Sabiondo que T, y T, oon indepondicstes para 14 j, encon-

tramos ques

T2 B
E(E 3y 52) = £k B AENT] = 3 g Bg(YE ¢ od) =
i H

LT v + u’ (3.1.7)
fE?—(Yiav)-n:T....

AT ) . i .
el r b1 1’171 E\QETH - s P—‘;(n(n-!)pi + npy)(of + ¥2) =

= (1) € (o] + YD(V+ (3.1.8)
=1)p; P4
2 =2 _;L 2, (o 3 -
E( I Aj P 7 ) i Eigpt Ba(TyT) = & —l‘ TIP3 YiY5
(3.1.9)

= 2(n-1) I Yin.
¥ por dltimo

A - A -
= £ Eyot Eao? = £ Eaz> ol = n I o}
5y B0l 5 ot H

De todo esto tenemos:

-t n -—: !7 (n-1) £ (o} + Y
E(V(Y 2 - (n- o2 3 -
) I 1]( 3 B, H

2
) BRI R AR




1 b CAgs Srar 2 i) -
o (n-) 5 (1) (E Y]+ 28 ¥iYy)

- (n-1) £ of) 4 L=

vz
¢ B

.
=

R
«

Sl

(3.1.9)

oon esto 0o demuostrs que V(Q) en. insesgada.



Gotentarion Finales,

Lon resultados obtenidos on goneral son satisfactorios.
En ol capftulo I, se lograron lac generalizaciones deseadas,

En ol ocapitulo II, se dif el cotimador do regresién doble que-
dando como problema abierto el estudio de lom estimadores de regresidn

mdltiple, cutos cutimadoros parecen ser de expresiones algebraicas com-

Plejas.

En el oapftulo I1I, so encontré el estimador insesgado de la

varianza de Y , con esto se logrd lo quo se pretendin.
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