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RESUMEN 

La teoría de redes. ha tenido un desarrollo impresionante en las 

altimas d~cadas debido a la importancia de los problemas que 

analiza y a la sencillez con que representa las situaciones que 

res\!c J. ve. su campo de aplicaci6n se ha expandido para abarcar 

pro~lernas de transporte, comunicaci6n, industria, distribuci6n 

de bienes y servicios, teoria de inventarios, teoría de deci-· 

sienes e inteligancia artificial, entre otros. Los problemas 

usuales incluyen dos tipos de redes: redes de flujo y redes 

de ¿·o~encial, a cuya solución han contribuido fundamentalmente 

dos corrientes de desarrollo: Programación lineal y teoría de 

redes el~ctricas. 

En este trabajo se analiza la estructura, m~todos de soluci6n 

y aplicaciones de los problemas de distribuci6n y diferencial 

lineales 6ptimos, así corno los casos aparentemente particula-

res de problemas elementales duales. Se incluye el análisis 

detallado de existencia y factibilidad de soluciones, así como 

algoritmos para determinar las condiciones de optirnalidad y 

ejemplos de aplicación. El marco rnetodol6gico que se emplea 

permite unificar y sintetizar los diversos enfoques y métodos 

de soluci6n existentes, así corno ntostrar el paralelismo en el 

an~lisis de las redes de flujo y de potencial y su respectiva 

aplicaci6n a problemas reales •• 
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INTRODUCCION 

Una variedad importante de problemas de optimización resulta 

al analizar los problemas de la vida diaria relacionados con 

los s-i ·::temas de distribuci6n de agua, gas, energia el€:ctrica, 

asi co1no el transporte de bienes o personas de un lugar a otro 

usando vías de comunicaci6n terrestre, aérea o marítima. Un 

aspecto comfin de todos estos problemas es el manejo del con-

cepto de red, que en el caso del agua, corresponde a la red 

de tuberías que conducen a la misma a los lugares que lo re­

quieren y, en el caso de la energía eléctrica representa a la 

red de distribJ.ci6n que conduce la corriente. 

La ventaja m~s importante de manipular una red es su facili­

dad para representarla gr~ficarnente de acuerdo con el adagio 

que establece que más vale un buen dibujo que mil palabras. 

Un dibujo adecuado permite mayor comprensi6n que una larga e~ 

plicaci6n y propo~ciona una guía para la intuici6n y el raza-

narniento .. La estructura 16gica y visual con que se han anal! 

zado las redes (o gr~ficas en términos matem~ticos) ha permi-

tido el desarrollo de una gran variedad de ideas dotadas de 

sencillez y clariadaQ. 

El antecedente hist6rico de la teoría de redes es la teoría 

de grá.f icas que surgi6 hace aproximadamente doscientos años 
H 

con Leonhard Euler y su famoso problema de los puentes de 

KOnigsber~ .. El.trabajo creativo asociado con este problema 
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origin6 el análisis de otros problemas de gráficas que el 

mismo Euler y Cauc~y analizaron. Sin.embargo, es Kirchhoff, 

en 1847, el prirr1ero en utilizar los conceptos de gráficas pa­

ra el análisis de un problema real r.elacionado con circuitos ., 
el~c·_..:icos. Posteriormente, Hamilton en 1856 us6 gráficas pa-

ra analizar algunos problemas georr1€tricos, mientras que Gor-
22 

dan, en 1873, las utiliz6 en el análisis de desigualdades li-
6 

neales. Por otra parte, cayley, en 1875, us6 algunos result~ 

dos de gráficas para analizar las estructuras combinatorias 

posibles de algunos derivados del carb6n. Otros resultados 

" en esta area fueron obtenidos por Sylvester. 

El desarrollo de la teoría de redes propiamente dicha, tiene 

su origen en el problema de transporte formulado y resuelto 
25 

parcialmente por Hitchcock, en 1941. Sin embargo, su discusi6n 

no tuvo impacto hasta el advenimiento de la programaci6n li-
7' ' neal con el m€todo simplex de Dantzig en 1948. En estos años 

existe un desarrollo floreciente de la teoría de programa-
19, 20 29 

ci6n lineal con Gale, Kuhn y Tucker, que establecieron el te~ 

rema de dualidad y con ello una concepci6n te6rica formal de 

esta teor!a. 

La especialización de las técnicas de programaci6n lineal ori:, 

ginaron nuevos resultados en el caso del problema cl§.sico a·e 

transporte. En esta línea Dantzig, Ford y Fulkerson cortt~i-. 

buyeron de manera determinante, en los años cincuenta. 
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un impulso importante en el análisis de redes de flujo se tie 

" ne con Ford y Fulkerson en los años sesenta con su famoso li-

bro de flujo en redes (que actualmente es un cl~sico) , donde 

se introduce y resuelve el problema de flujo máximo y su co-

rrespondiente dual¡ el problema de corte mínimo, que es un p~ 

blema combinatorio. En este libro se empieza a hacer €nfasis 

en la relaci6n entre las redes de flujo y la optimizaci6n ca_!!! 

binatoria. Esta linea se encuentra en amplio desarrollo. 

(Papadimitrouc. y Steiglitzk 11 Combinatorial Optimization Al-

gorithms and Complexity11
, Prentice-Hall, 1982). También se 

introducen otros problemas, entre ellos el problema de flujo 

a costo m1nirno que se resuelve usando el método de las desvi~ 
17 

cienes (out-of-kilter), que consiste en reducir paulatinamen-

te las discrepancias entre los valores del flujo y el poten­

cial, en cada arco, y la curva de optimalidad basta anularlas. 

Existe una línea de desarrollo paralela a las redes de flujo 

y es la relacionada con redes de potencial analizadas en in-

geniería el~ctrica. En esta linea el principal contribuyente 
31-31.t 

al desarrollo de m~todos de análisis es George Minty durante 

los años 1957 a 1974. Una de sus primeras conbribuciones es 

un m~todo de soluci6n al problema de la ruta más corta, seme-

jante al dado por Dijkstra. Sin embargo, su principal aport~ 

ci6n es en el análisis de redes el~ctricas donde maneja tanto 

la primera ley de Kirchhoff (relacionada con la igualdad de 

flujos que entran y salen de cada nodo) como con la segunda 

ley de Kirchhoff (relacionada con la ca1da de potencial, en, 
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un circuito, igual a cero). Es Minty quién propone la "técnica 

de pintado de los arcos" que tan frecuentemente se emplea en 

análisis de redes actual.mente y que equivale al. lema de' Farkas 

de la programaci6n lineal. Esta t~cnica además de su senci-

llez ~onceptual tiene una amplia aplicaci6n en aspectos compu-

tacionales. Otros contribuyentes al desarrollo de estas técni 
10 

cas son Den.nis (con programaci6n matemática en redes eléctri-

cas), Berge y Ghouila-Houri, así como Iri. 

Una de las dificultades más grandes cuando se trata de resca­

tar conceptos y m~todos de análisis de un campo diferente. al 

que se trabaja,es la terminología y la falta de motivaci6n p~ 

ra aceptar definiciones y resultados. En los años setenta es-

ta dificultad es comprendida. Se proponen diversas terminolo-

g1as as! corno se realizan esfuerzos para unificar y sinteti­

zar el avance de las redes de flujo y potencial y explicar su 

relaci6n con la programaci6n lineal y sus posibles extensiones. 

El principal autor que ha contribuido a unificar, sintetizar y 

extender los rn~todos de análisis de redes de flujo y potencial 

" es R.T. ~ei1·ar · en su reciente trabajo sobre programaci6n 

monotr6pica. Dicho trabajo extiende los m~todos de análisis 

de redes al caso de programaci6n lineal y, aGn más, el caso de 

funciones convexas con una sola variable (de ah1 el nombre de 

monotr6pica) y demuestra que los resultados de dualidad y hol-

gura complementaria descritos en programaci6n lineal son váli-

dos para este caso general. El aspecto básico de su desarro-

llo es el uso de conceptos de dualidad. 
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El objetivo de este trabajo es analizar los problemas linea­

les duales de las redes de flujo y potencial que resultan en 

campos tan diversos como la investigación de operaciones, re­

des eléctricas y optimizaci6n combinatoria. El análisis se 

realiza en un marco metodológico que unifica diversos enfoques 

y mécudos de soluci6n de los mencionados campos y permite un 

enriquecimiento de ideas y formas de manipu1aci6n de las redes 

de flujo y potencial. Como resultado se tienen nuevas inter­

pretaciones (especialmente económicas) a los métodos de solu­

cí6n existentes, algunos de los cuales parecian olvidados. Es 

te aspecto es complentado por el floresciente desarrollo de la 

ciencia de la computaci6n. 

Conviene señalar que el enfoque del análisis de los problemas 

lineales duales de redes de flujo y potencial descritos en es­

te trabajo ha sido elegantemente generalizado al caso de la 

programaci6n lineal y la programación monotr6pica, (por Rocka­

fellar (ref.37:)); consistente en la minimización de una suma 

de funciones convexas de una sola variable cada una de ellas 

sUjetas a restricciones lineales en las mismas variables. Un 

aspecto menor pero significativo es que la terminología que 

se emplea permite estandarizar los conceptos y definiciones 

usuales de redes de flujo y potencial. 

Este trabajo se desarrolla como sigue: En el primer capítulo 

se presenta la terminología usada para referirse a los diver­

sos componentes y conceptos de redes de flujo y potencial em~ 

pleados en este trabajo. Se enfatiza la relación de dualidad 
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de conceptos tales corno trayectoria y corte y se presentan al­

gunos de los algoritmos básicos para recorrer o analizar una 

red, como el algoritmo de enrutamiento. 

En el capitulo dos se describen y analizan dos conjuntos de 

restr~.cciones que dan origen a los denominados problemas de 

distribuci6n y diferencial factible. Para tales problemas se 

establecen las condiciones "a priori 11 que garantizan existen­

cia y,se describen algoritmos que determinan una soluci6n fac­

tible (si existe). En este análisis se discuten brevemente 

dos problemas clásicos de redes: flujo máximo y trayectoria 

m:í.nima (o popul.armente ruta más corta) y sUs duales. Los al-

goritmos básicos que se discuten son los debidos a Ford-FulkeE 

son y Dijkstra con algunas modificaciones. 

En el capitulo tres se discute el problema de distribuci5n con 

costos lineales consistente en la minimización de una funci6n 

de costos lineal en los flujos que pasan por los arcos, los 

duales están sujetos a restricciones de capacidad en cada ar­

co y de disponibilidad en cada nodo. Una vez motivado el for­

mato de este problema (que incluye al problema de transpor~e, 

asignaci6n y otros) se establecen las condiciones de existen-

cia y optimalidad de soluciones. Asimismo se proporcionan 

dos m~todos de solución que se justifican e interpretan ade­

cuadamente. 

En el capitulo cuatro se discute el problema de diferencial 

lineal 5ptimo consistente en la maximización de una función 
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lineal de los potenciales en los nodos sujeto a restricciones 

sobre las diferencias de potencial que existen en cada arco .. 

Se describe el formato de este problema (que incluye el pro­

blema de ruta crítica, costos compartidos y localización de 

instalaciones entre otros) y se establecen las condiciones de 

existencia y optirnalidad de las soluciones.. Asímismo se pro­

porcionan dos métodos de soluci6n que se ilustran y justifi­

can convenientemente .. 

En el capítulo quinto se analizan dos casos aparentemente PªE 

ticulares pero equivalentes de los problemas de distribución 

y diferencial linales óptimos, los denominados problemas ele­

mentales duales.. Primero se describen tales problemas y se 

demuestra que son duales a partir de resultados clásicos de 

programaci6n lineal. •rambién se t;istalbecen las condicones de 

existencia y optimalidad de soluciones factibles. Es intere-

sante resaltar que el teorema de holgura complementaria que 

caracteriza las soluciones óptimas se traduce en la denomina­

da curva de optimalidad asociada a cada arco. Finalmente se 

describen dos métodos de:soluci6n que se justifican e ilustrcm 

el algoritmo de ajuste eficiente y el algoritmo de las desvi~ 

cienes (out-of-kilter). El primer algoritmo tiene una inter­

pretaci6n económica sencilla mientras que el segundo rcsult~ 

f~cil de aplicar y s6lo requiere un mínimo de conceptos te6rl 

cos por lo que constituye una de las técnicas más aplicudai=; 

en diversos campos de la ingenier!a. Dichos métodos unifican 
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una variedad importante y algunas veces, poco conocida de m~­

tódos de solución de problemas básicos de redes de flujo y P.9. 

tencial. 

Las r:·~-ncl.usiones se presentan en el último capitulo y se in­

cluye un anexo que describe algunos resultados t~cnicos em­

pleados en·este trabajo. • 



CAPITULO I 

CONCEPTOS BÁSICOS DE REDES 

En el an~lisis de redes de flujo existe un conjunto bien defi­

nido de problemas básicos como ruta más corta, flujo m~xirno, 

.flujo a costo minimo que requieren de un enfoque integral. Di 
ches probl'emas han sido r~sueltos usando diversas tt;cnicas e 

introduciendo distintas terminolog1as que dependen del carapa 

en que se anal.icen. En este capitulo se presentan una nomen­

c¡atura senci~la y que rápidamente ha ganado popularidad as1 

corno diverSos conceptos y resultados que son utilizados en el 

desarrollo posterior de este trabajo. 

Este capitulo se desarrol.la conlo sigue: 

Primeramente se establecen las definiciones de flujo y poten­

cial en una red as1 como diversos resultados básicos. A con­

tinuación se analiza el concepto de trayectoria en ~na red y 

su concepto dual: el corte. Un algoritmo para determinar una 

traye~toria de un conjunto a otro se proporciona en la tercera 

secci6n: el algoritmo de enrutamiento. La dualidad de loS 

problemas de traYectoria y corte se analizan en 1a pendltima 

sección para posterio~mente introducir los concePtos de inte~ 

vale ·ae generaci6n de una tensi6n, diferencia de potenciales. 
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1.1 Definiciones. 

una ~ es una pa:i:eja de conjuntos A y N y una funci6n f:A+NxN 

que asoci.:-. a cada elemento j EA un par ( .l, .l' l E:NxN, donde .l =f .l i. 

Los elementos de N reciben el nombre de nodos y los de A se 

l.laman ~ • Los elementos de A tienen direcci6n que ·se repr~ 

senta mediante una flecha. Para denotar f (j) = (.i.,.i..'), con je:A 

e .l, .i.'eN, 'se utiliza simplemente j-(.l,.l'); los nodos.le .l' 

son respectivamente el nodo inicial~ el nodo final de j. Si 

(.l, .l') est& asociado a un solo arco, puede escribirse j = 

(..i..,..l.'
1

); n6tese que si todo arco corresponde de manera G.nica a 

una pareja de nodos, entonces el conjunto A puede identificaE 

se con un subconjunto de NxN. Una red con esta característi-

ca se llama digr~fica. 

Un concepto rouy utilizado en teor1a de redes es la funci6n de 

incidencia que permite una representaci6n matricial de la~ re 

des. ~ función de incidencia de la red G se define como·: 

1-~ 
si i es nodo inicial del ·arco j 

e(i,j) eij = si i es nodo final del ·arco j 

en otro caso 

Esta funci6n puede representarse mediante una matriz E de in­

cidencia, de dirnensi6n mxn, (con m = \NI y n = IAI) cuyo (i,. 

j)-ésimo elemento es e ..• 
1] 
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Flujos y divergencias. 

En ocasiones los arcos de una red tienen asociados parámetros 

que representan, por ejemplo la cantidad de agua que fluye a 

trav~s de una tubería, la cantidad de productos transportados 

a t:;:-avés de una ruta, la cantidad de energía eléctrica que 

flUJ:'e por un cable, etc., en estos casos resulta titil el. co_!! 

cepto de flujo en una red. 

Un flujo en una red G es una función X:A ~lR. El val.or x{j) 

se conoce como flujo a través del ~ j. Un flujo puede de­

notarse mediante un vector xe:R 1A1 en donde la j-€:sima campo-

nente de x es x(j). 

Conviene señalar que la cantidad de flujo que 11 sal.e" de un 

nodo ~ es la suma de los flujos x(j) > O tales que e(i,j) =l 

rn&s la suma de los flujos x(j} < O tales que e(i,j) = -1; es 

decir, el flujo total que sale de i. es la suma de los €ermi-

nos positivos e(i,j)x(j). Análogamente, la cantidad total de 

flujo que 11 llega11 al. nodo i. es la suma de los términos negati 

vos e(i,j)x(j). La suma de todos los términos e(i,j)x(j) es 

entonces la cantidad total de flujo que sale de i menos 1.a 

cantidad total de flujo que llega a i y recibe el nombre de 

divergencia del flujo en el. nodo i. Esta cantidad se denota 

con y(i.); es decir: 

y{.l) = I e{i,j)x{j) 
je:A 

[divergencia de x en i.] 
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Se dice que el nodo ~ es un~ fuente si y(l) > O; análoga-

mente, l es un nodo sumidero si y(l) < O. 

ce que el flujo se conserva en ~. La funci6n de divergencia 

asociada al flujo x puede expresarse rnatricialmente mediante 

el vector: 

y Ex div X 

Una propiedad importante es que la cantidad total de flujo en 

los nodos fuente es igual a la cantidad total de flujo en los 

nodos sumidero; es decir, el fl.ujo "generado" es igual al fl._!:! 

jo ''requerido". Este resultado se conoce como principio de 

divergencia total. 

Principio de divergencia total. En una red G se cumple que: 

Observe que 

í y (.i) = 
ie:N 

í y (.i) = o' 
ie:N 

donde y = div x. 

Í Í e(i,j)x(j) = 
ie:N je:A 

í X (j) 
je:A 

Í e(i,j) = O 
ie:N 

puesto que, como se hab!a señalado anteriormente, cada colum­

na de la matriz de incidencia tiene exactamente un 1, exacta-

mente un -1 y el resto de los elementos son o .• 
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Potenciales. y tensi6n. 

Un concepto dual al de flujo lo constituye el de potencial. 

Un potencial en una red G es una funci6n u C;rue asocia a cada 

nodo¿ de G un real u(¿) llamado potencial en~. La tensi6n 

a través del arco j-{¿,¿• J se define como la diferencia de 

potenciale.s: 

v(j) = u(~') - u(~) = [tensión a través de j] 

que también puede expresarse: 

v(j) = - }: u{~)e(i,j), 
ÍEN 

o, expresado matricialrnente: 

v - uE = 6u. 

r.as f6rmulas y = Ex y v =- u·E def~nen una pareja de sistemas 

duales y pueden expresarse mediante una tabla corno la mostra 

da e:·n la figura sig.. Los renglones corresponden al sistema 

flujo-divergencia mientras que las columnas corresponden al 

sistema potencial-tensión. 

El conjunto de todos los diferenciales se preserva bajo las .2 

peraciones de suma y multiplicaciOn por un esca1ar1 luego, e~ 

te conjunto es un subespacio de E.IAI llamado espacio de dife­

renciales. El espacio diferencial puede interpretarse como 

el espacio generado por los renglones de la matriz de inciden 

cia E de la red o equivalentemente como el rango de la tran~ 
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formación lineal u + - uE c~efinida del espacio RINI al espac-io 

N6te·se que c~sta transfonnaci6n es la negativa adjunta 

de la transformación x ~ Ex. El espacio complementario ortog2 

nal al espacio de diferenciales us el espacio de circulaciones 

que .e define enseguida. Una circulación es un flujo x para 

el cual div x =O; es decir, un flujo que se conserva en todo 

nodo. Las· circulaciones se preservan bajo las operaciones de 

suma y multiplicación por un escalar por lo que forman un sub­

espacio lineal de lRJAI llamado espacio de circulaciones. se 

observa que el espacio de circulaciones es el espacio nulidad 

de la matriz de incidencia E de la red; es decir, es el na-
cleo de la transforrnaci6n lineal x ~Ex = div x definida del 

espacioEIAI al espacio JRINI. 

F6rmula de conversi6n. Sean x un flujo y u un potencial. Si 

y =div x y v = 6u entonce;, v.x u.y 

Prueba. V.X = (- uE ) X - U (EX) 

X (j) 

-u (.l) e(.i,j) y (.l) 

V (j )' 
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Finalmente es necesario definir los siguientes conceptos, que 

serán utilizados en capítulos subsecuePtes: Se llama ~ 

a una red conectada y sin circuitos. cuando un árbol incluye 

a todos los nodos de una red G se dice que se trata de un 

ár~~ de exoansi6n. A un conjunto F CA de una red G se le de 

nomina bosque cuando toda componente de la subred formada por 

arcos de F y los nodos en los que ~stos inciden es un ~rbol. 

Un bosque es m~ximal si no está estrictamente contenido en 

ningGn otro bosque de G. Es interesante notar que en una red 

conectada ~rbol maximal y ~rbol de expansi6n son conceptos 

equivalentes. Por otro lado,un conjunto de arcos F' CA forma 

un cobosgue en la red G, si al to.erar todos los arcos que per­

tenecen a F '. el ntimero de componentes de G no aumenta.. Un 

cobosgue maxirnal es el complemento de un bosque rnaximal, cuan­

do Ges conectada, un conjunto F' es cobosque en G si A/F' 

contiene un ~rbol de expansión de G. 

o o 
Bosque y cobosque correspondiente 
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1.2 Trayectorias en una red. 

Una trayectoria P en una red G es una secuencia finita de la 

forma: 

r > O, 

donde lkEN~ para todo k = l, .•• ,r, y jk-(¿k-l' lk) 6 

jk-(¿k' ¿k-l) (es decir, no importa la direcci6n del arco jk), 

para todo k = l, ••• ,r. Los nodos ¿ 0 e ¿r reciben respectiva­

mente los nombres de nodo inicial y final de la trayectoria 

P. Un modo alternativo de denotar la trayectoria es P:i0 + 

lr. En el caso particular en que el nodo ¿ 0 coincide con el 

nodo ¿r' la trayectoria P recibe el nombre de circuito. 

Si el arco es de la forma jk-{ik-l' ik) se dice que jk se re­

corre positivamente; si por el contrario jk-(¿k' ¿k-l) se dice 

que jk se recorre neqativamente. una trayectoria para la cual 

todos los arcos son recorridos positivamente es una trayecto­

ria positiva; una trayectoria para la cual se cumple que todos 

los arcos se recorren negativamente es una trayectoria negati-­

~- Como caso particular de estas definiciones surgen los con 

ceptos de circuitos positivo y negativo. 

Conviene señalar que la sola secuencia de nodos (o la sola s~ 

cuencia de arcos) de una tra~ectoria puede resultar insuficie~ 

te para describirla puesto que entre dos nodos puede existir 
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más de un arco. Sin embargo, si la red es una digráfica, 

puede utilizarse como notaci6n a~tcrnativa para la trayecto­

ria P una secuencia de nodos y flechas que indiquen el senti­

do del arco entre dos nodos adyacentes: 

Cuando un arco se recorre más de una vez en una trayectoria, 

ya sea positiva o negativamente, se dice que P tiene multi-

plicidades. Si cada arco y cada nodo de la secuencia son re-

corridos una sola vez entonces P ~s una trayectoria simple o 

elemental. Cabe hacer notar que, para cualquier trayectoria 

P, puede construirse una trayectoria elemental eliminando los 

nodos y arcos que se repitan. 

En una trayectoria sin multiplicidades P se puede particionar 

el conjunto de arcos en los recorridos positivamente y los re 

corridos negativamente, denotándose estos conjuntos con P+ y 

P- respectivamente. Puede entonces definirse la funci6n de 

incidencia de los arcos de P como: 

¡ l, si jEP+ 

ep(j) = e(j,P) = -l, si joP 

o, si HP. 

Obsárvese que esta funci6n, adem~s de indicar la orientaci6n 

de un arco, puede interpretarse como un flujo en ·la red G; de 

hecho, representa una unidad de flujo circulando a través de 

P. En el caso en que P no sea un circuito se tiene que 
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y = div ep tiene valor 1 y -1 en los nodos inicial y final de 

P respectivamente y O en los dem§s nodos;. si P es un cir-

cuita entonces ep es una circulaci6n. 

Otro concepto Gtil que involucra trayectorias es el de conexi 

dad. Se dice que la red G es conexa si para todo par de no-

dos diferentes s, s', existe una trayectoria P:s + s'. Si la 

red G no es conexa puede particionarse en k componentes ca-

En la figura se muestra una red.conexa y se observa que 

P:l + 2 ·~ 4 + 6 es una trayectoria positiva mientras que: 

P: 1 ·+- 3 + 5 + 6 es simplemente una trayectoria. 

j4 
2 

ji 
jg 

j3 jB 
6 

j2 
j6 

jlO 

js 
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~ra~~ctoria de un conjunto·a otro. 

Una consideraci6n importante en la determinación del flujo 

máximo en una red.es la direcci6n en que puede circular flujo 

a través de un arco; es decir, debe tenerse en cuenta si el 

flujo puede aumentarse, decrementarse, ambas cosas o ninguna 

de ellas. Para indicar que cambios son factibles para el fl~ 

jo a trav€;s de un arco se utiliza una "coloraci6n11 en l.a red. 

En una red pueden distinguirse cuatro clases de arcos: aqu~­

llos que pueden recorrerse en ambos sentidos, aqu~llos que 

pueden ser recorridos s6lo en su sentido, los que pueden rec2 

rrerse s6lo en sentido contrario al suyo y los que no pueden 

recórrerse en ningGn sentido. Los arcos de la primera clase 

serán "coloreados" de .verde, l.os de l.a segunda de bl.anco, l.os 

de l.a tercera negro y finalmente, los de la cuarta clase se 

pintar~n de rojo. De esta manera se define una partición de 

A en cuatro conjuntos (alguno de los cuales puede ser vac1o) 

llamada coloraci6n de A. 

Con el concepto de co1oraci6n es posible caracterizar las re~. 

tricciones de una determinada trayectoria¡ por ejemp1o, que 

ésta sea positiva. Por otro lado, se desea determinar.una t~~ 

yectoria en la cual se respeten las restricciones de recorrido 

para cada arco. En t~rrninos de la col.oraci6n de A, el proble-

roa puede ·establecerse de la siguiente manera: 
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Problema de la trayectoria coloreada (o pintada). Sean dos 

conjuntos no vac:í.os de nodos N+ y N- en la red G y sea una co-

loraci6n de A consistente en los colores verde, blanco, negro 

y rojo. El problema es determinar una trayectoria P:N+ + N-

(es a:· lr, P: .i.
0 

-+ .Lr con .i.
0

EN+ e ,tr EN- tal que todo arco de 

P+ es verde o blanco y todo arco de P es verde o negro. 

Una trayectoria compatible con la coloraci6n dada es una tra-

yectoria con estas características. Luego, una solución al 

problema formulado anteriormente es una trayectoria compatible 

de N+ a N- • 

. La herramienta empleada para garantizar la no existencia de 

trayectorias es el concepto de corte o cortadura. Como se ve-

r~ posteriormente este concepto juega un papel de dualidad. 

Considérese la siguiente notaci6n para conjuntos de nodos arbi 

trat:ios S y s' 

[S,S']+ {jcA 

[S,S'] = {jEA j-(~',~) con ~ES, ~'€5'} 

Se centrará la atenci6n para el caso donde S' N/S (compl.e-

mento de S en N) • 

El conjunto signo Q = [S, N/S], formado por los_ conjuntos de 

arcos {S, N/S]+ y [S,N/Sj los cuales se denotarán.como .O+ Y. 

Q- respectivamente, se llama ~ de la red G. Obs§rvese que 



toda trayectoria de S a N/S contiene un arco de Q; de este 

hecho se deriva el nombre de corte. M~s aún, si P:l0 + ir 

21 

es una trayectoria tal que i 0e:s, ir~S, Q es un corte de G y 

je:PnQ, entonces o bien j&P+no+ 6 bien je:P-nQ-. La funci6n 

inc~Jencia para los arcos de un corte se define de manera an! 

lega a los de una trayectoria 

o , Ho. 

Ejemplo. En la red de la figura se muestra una coloraci6n de 

los arcos y se observa que P:l + 2 + 4 es una trayectoria co~ 

patible y Q = [S,N/S] donde s = {S,6} es un corte. 

/ 
B 

'¡ 

R 
B 

N 
/ 

R 

B 

N 

I 

--·· ---
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1.3 Algoritmo de enrutamiento. 

Este algoritmo determina una soluci6n al problema de la traye~ 

toria compatible con una coloraci6n dada en la red G o bién de 

tecta un corte particular. 

La idea general del algoritmo consiste en construir un conjun­

to de nodos S e N+ y una función 0: S /N+ -1- A, la cual asigna a 

C~(~.a nodo .lE:S/N+ un arco je:A; este apuntador del nodo servirg 

para recuperar las trayectorias construidas de N+ a S/N+. La 

f1.inción 0 recibe el nombre de enrutarniento (6 0-enrutamiento) 

de s con base en N+ y debe satisfacer: 

(i) Para cada .<'..ES/N+, 0(.l) es un arco que une ~con algGn 

nodo de s. 

(ii) Cuando se genera una secuencia ¿ 0 , 0(¿0 ), ¿ 1 , e(¿1 ¡, ... , 

.lk, 0(.lk), .lk+l' en donde .lh es el otro extremo de 01.lh-l) 
+ (h=l,2, ••• ,k+l), eventualmente se alcanza un nodo de N • El 

reverso de esta secuencia es entonces una tL·ayectoria de N+ a .l. 

Por otro lado, el algoritmo debe generar trayectorias compati-

bles con la coloraci6n dada por lo que 0(.l) debe ser verde o 

blanco si .l es su extremo inicial y debe ser verde o negro en 

caso contrario. 
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Algoritmo: DE ENRUTAMIENTO 

Propósito: Determinar una trayectoria de N+ a N- compatible 

con la coloraci6n dada. 

Descripción 

+ Sea S = N y 0 vacio. Determinar el corte Q = [S, N/S], si no 

existe jEQ+ verde o blanco ni jeQ- verde o negro, el. algoritmo 

termina y no existe soluci6n al problema. 

oe·otra manera 0(~) j, con .i.~S. s = s U{.i.}, si ~EN- el al-

goritmo se detiene y los arcos del enrutamiento 0 forman una 

trayectoria P:N+ + N- compatible con la coloráci6n, si l~N­

se reinicia el proceso. • 

El algoritmo de enrutamiento es un proceso iterativo que adi­

cion~ aquéllos nodos que son alcanzados por una trayectoria co,m 

patibI;e. El algoritmo ·utiliza, en cada paso, la formaci6n de 

un corte y verifica si todos los arcos positivos son negros o 

rojos y .si todos los arcos negativos son blancos o rojos •. -
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Justificación del algoritmo de enrutamiento, 

Obsérvese que se inspecciona si existe un arco j verde o bla~ 

co en Q+ o un arco j verde o negro en Q para construir el 0-

enrutarniento de S que por tanto es compatible con la colora-

c::_(•n en cada iteración; n6tese también que mientras el algo-

ri t:no no termine se cumple que s f'I N- = ¡p. Por lo anterior se 

(."':Oucluye que si el algoritmo termina, cuando se detecta -le:N-, 

se ha determinado una trayectoria P:N+ ~ N compatible con la 

coloración. Por otro lado, si durante la inspecci6n se en-

t;:1_;,E:;ntra que no existe un arco j con las caracteristicas pedi­

das, el corte Q satisface que todo jEQ+ es neg~o o rojo y to-

do jcQ es blanco o rojo. En este caso no existe soluci6n al 

p~oblema de la trayectoria coloreada puesto que para que exis 

ta una trayectoria P compatible debe existir al menos un arco 

je:P+n Q+ o je:P-n Q- y esto es imposible sin violar las res-

tricciones de color en la red. 

El algoritmo termina en un número finito de pasos Púesto·que 

en -cada iteraci6n ·se define la funci6n 0 a1 menos para un no-

do .i.. y el nWne!ro de nodos es finito. Más aún, el nodo etiqu~ 

tado cumple .i.fs; de -aquS: .que, ·si en cada iteraci6n se etiéjue­

ta s6lo uno, en el peor de los casos se realizarán tantas it_!. 

raciones como nodos haya fuera de N+UN- además de la itera-

ci6n final en donde se detecta .i..e:N-. Por lo tanto el algori_:!:; 

mo termina en, a lo m&s, INI - IN+I - IN-1 + 1 iteraciones •• 
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1.4 Dualidad de.trayectorias y cortes. 

El problema complementario al de encontrar una trayectoria co~ 

patible con una coloraci6n dada es el corte compatible. 

Se dice que el ~ g separa N+ de N- si es de la forma (S, 

N/Sj, para al.gún S CN, tal que N+CS y N-ns = $. Se denota­

rá. Q con · · N+4" N-. En términos de coloraciones se tiene: 

Problema del corte coloreado (o pintado). + -Sean N y N CN ta-

Sea una coloración en la red G con los 

colores verde, blanco, negro y rojo. El problema es determi­

nar un corte Q:N+ + N- tal que todo arco de Q+ sea rojo o ne­

gro mientras que todo arco de Q- sea rojo o blanco. 

Un corte que cumple las restricciones de color se dice compa­

tible con la coloraci6n y si adem~s separa N+ de N- constitu­

ye la soluci6n al prob1ema de1 corte co1oreado. Obs~rvese la 

dualidad entre las restricciones de color para trayectorias 

y cortes. 

El algoritmo de enrutamiento constituye una pruebá coristructJ¿ 

va para el siguiente resultado de dualidad. 

Teorema (de la red co16reada). + -Sean N y N CN, tales que 

Entonces, para toda coloraci6n de la red G con 

los colores verde, blanco, negro y rojo, una y sólo una de 

las siguientes afirmaciones es válida; 
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a. El problema de la trayectoria coloreada tiene soluci6n P. 

b. El problema del corte coloreado ~iene solución Q. 

El teorema establece dos alternativas excluyentes la primera 

rel.:~_ionada con l.a existencia de una trayectoria compatible 

y la segunda con la existencia de un corte. Este resultado 

es semejante al Lema de Farkas de la prograrnaci6n lineal y es 

int~~esante puntualizar que es equivalente a dicho resultado. 

Lema de Minty. 

Exlste otro r.esultado fuertemente relacionado cor. el teorema 

de la red coloreada. Este resultado es.el lema de Minty y se 

utiliza frecuentE~ente de manera constructiva. Este resulta-

do utiliza el concepto de corte elemental paralelo al de tra­

yectoria. elemental. 

un ~ Q es elemental si al remover sus arcos de la red, el 

nfunero de componentes conexas se incrementa en una unidad. 

Si _,la red G es conexa, estc1 equival.e a que. Q ~~nga la. fqrrna 

[S, N/S], donde N .t S t ~' todo par de nodos de S pu~d~n ser 

unidos mediante una trayectoria que s61o utilice nodos de S y 

todo pár de nodos en N/S pueden ser unidos con trayectorias­

cuyos -nOdos sean todos elementos de t-1/S. 
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Lema de Minty. considere una red G con pintado de arcos ver-

de, blanco, negro o rojo. Entonces, dado cualquier arco j 

blanco o negro una y s6lo una de las siguientes afirmaciones 

es cierta: 

a. ...:..<.iste un corte Q (elemental) compatible con l.a colora­

ci6n que usa J. 

b. Existe un circuito (elemental) compatible con la colora­

ci6n que usa J. 

Prueba. AplicaremoS el teorema de la trayectoria pintada de 

la siguiente manera: Se aplica el algoritmo de e~rutamiento 

+ -para determinar una trayectoria P:N ~ N compatible con el 

pintado de la red con N+ = (s} y N- = {s'} dondes= i' y 

s' =~cuando)-[~~¡'} es blanco y s =¿y s• = ¿• si J es n~ 

gro. Si el algoritmo termina con -un corte compatible Q = [N,N/S] 

dado que ses y s•ts, )gQ la primera condici6n de1 lema de Mi_!! 

ty queda satisfeCha. En cambio, cuando el algoritmo detecta 

una trayectoria elemental P':s + s' compatible con la colora 

éi.6n·, esta trayectoria no puede usar J dado que si lo usara 

no podria ser compatible con la coloraci6n por la manera en 

que s y s• fueron elegidos, entonces el circuito P = P'U{)} 

es un circuito elemental compatible con la coloraci6n que sa-

tisface la segunda condici6n del lema de Minty. 8 

-.- ~-- 4-- -··-·-
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Proposición. El teorema de 1a red coloreada es equivalente 

al lema de Minty. 

Prueba .. S6lo resta demostrar que el teorema de la red col.o-

reada se deriva del lema de Minty. Sea G = [N,A] una red co­

lor·- da y N+ y N- CN con N+ n N- :f 4>. Si al. aplicar el lema 

de t-1inty a la red aumentada G' de la siguiente figura 

B 

o~ o N- _B __ "' 

o B 

se obtiene un circuito P compatible tal que )e:P, esto es,. 

P:S' -+ s-+ .i.. + P' -+ k -+ s• con .iE_N+, kE::N- y P' una trayectC?­

ria de N+ a N compatible que sa_tisface 1.:i. primera condici6:n 

del teorema de la red coloreada. En cambio, si se obtiene 

un corte Q, con 3 e:Q, este corte no puede con:tener o.tro de lo·i::> 

arcos añadidos a G para formar G 1 entonces los dem~s arcos.de 

Q son arcos de la red original y el corte en G' induce un ºº.!: 

te compatible en G que satisface la condici6n del teorema de 

la red coloreada. • 
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1.s Intervalos de capacidad y generaci6n. 

En el an~lisis de redes de flujo se exige que el valor del fl~ 

jo esté en un intervalo cerrado no vacío C(j) llamado interva­

lo de capacidad par~ i· Un flujo x en la red G se dice ~­

ble 2..2.!! respecto~ las capacidades si x(j)EC(j), para todo 

j e:.A.. Los intervalos de capacidad se denotan por e ( j) = (é (j) , 

c+(j}], en donde c-(j) y c+(j) son respectivamente, la menor 

y la mayor cantidad de flujo que puede circular por el arco j. 

Las Gnicas restricciones que deben satisfacer c-(j) y c+(j) 

son: c-(j) 2 c+(j), c+(j) >- oo e- (j) < co. 

El establecimiento de estos intervalos de capacidad tiene co-

roo consecuencia indirecta algunos resul.tados importantes. Uno 

de ellos restringe el flujo que puede pasar a través de un co~ 

te. Espec:í.ficamente, ,& fl.ujo de ~ ~ través del corte g_, se 

define como la cantidad: 

De manera semejante si Q = [S,tl/S], con SCN, se define- -la di 

verqencia de ~ desde S mediante: 

y(S) = I y(i) 
ieS 

y := div X 

Obs~rvese que ésta es la cantidad de flujo que se origina en 

s. Las 1'.iltimas cantidades defiriidas se relacionan por medio 

del principio fundamental de divergencia. 
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Princj.pio fundamental. de divergencia. Sea x un flujo en la 

red G y sea el corte Q = [S, N/S]. Entonces: 

~~(S) = e
0
.x , donde y= div x. 

~~· Este principio es un caso particular de la f6rmula de 

conversi6n v.x u.y, aplicada para el. potencial u = e
5

, don-

de e 5 (i) ~ - l si SES, e 5 (i) = O si i~S y el correspondiente 

diferencial V = óe
5

• Dado que y{s) = e
5
.y 

de e
0 

es el vector de incidencia del corte 

= - v.x u.y = 

y que v =- e don­
Q 

Q = [S, N/S] se 

De la misma manera en que los intervalos de capacidad restrin-

gen el paso de flujo por los arcos de una red, los intervalos 

d~ generación constituyen la restricci6n correspondiente Para 

el valor del diferencial en cada arco. Un intervalo de gene­

raci6n D(j) = [d-(j}, d+(j)] es un interval.o cerrado no vacío 

para el que d-(j) ~ d+(j) y d-(j) < + oo, d+(j) > - oo. 

Paralelamente al concepto de un flujo factible con r'especto' a 

las capacidades, se define una tensi6n factible cOn resP~ctO 

..!. las generaciones como una tensi6n v tal _qµe v(j}ED(j}, pa­

ra todo j&A. .Esto es equivalente a la condici6n: 

donde u es un potencial tal que v =~y y j-(L,L' ). 
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r.a f<tctibi1idad con respecto a las generaciones implica, deb_! 

do al principio dt: inLc::ira(;i6n, algunas restricciones respec-

to u l.as trayectoJ:ias. Se define la cota superior de qenera­

cién a+ (J:l) rle una trayectoria P corno la sun1a de los t~rminos 

ara j recorrido positivamente, menos la suma de los 

términos d-(j), para j recorrido negativamente. An§l.ogamente 

si:; dc>':°in0 la cota inferior de generaci6n d-(P) de P. Para una 

!-. .ce,y•:..;,.--:~01.-ia P sin multiplidades se tiene: 

De uquí se concluye que si v es una tensión factible, enton-

Ct.~:3: 

d-(P) 2 (despliegue de v relativo a P] ~ d+(P) 

para toda trayectoria P. Si u es un potencial tal que v 6u 

la condici6n anterior se reduce a: 

'l, 

para toda trayectoria P:i + 

lativo a P]. Se define como 

., 
.(. . 

l + v(j) 
je:P 

Dado que [despliegue de v r~ 

l - v(j) 
j e:P 



CAPITULO 2 

PROBLEMAS DE DISTRIBUCION Y DIFERENCIAL: 

ANALISIS DE FACTIBILIDAD 

Un aspecto importante en los problemas que involucran flujos 

restringidos por intervalos de capacidad es la existencia de 

un flujo ~actible, esto es, \ln flujo que satisfaga tanto las 

restricciones de capacidad en los arcos como las dispOnibil! 

dades de flujo en los nodos. ESte problenla de flujos, se de 

nomina problema de distribuci6n factible y requiere de un 

an6lisis para determinar las condiciones a priori que garan­

tizan la existencia de un flujo factible así como un corres­

pondiente procedimiento para determinarlo (si existe). La n~ 

cesidad de resolver este problema es evidente en el problema 

de flujo m~xirno analizado por Ford y Fulkerson que requiere 

de partida un flujo factible en la red. 

En este capítulo se efectGa el análisis de factibilidad tan­

to del. problema de distribución (que involucra flujos). como 

del problema de diferencial (que involucra potenC?iales)_. En 

ambos casos se establecen las condiciones para garantizar fac 

tibilidad,as1 corno procedimientos ~ara obtener el .flujo o po­

tencial factible,segGn se trate. Tambi~n se presentan ejem­

plos ilustrativos. 
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2.1 Zl problema de distribuci6n factible. 

Considere una red de flujo G en la que cada arco j~A tiene 

asociado un intervalo de capacidad C(j) = [c-(j}, c+(j)] y 

donde cada nodo iEN tiene una correspondiente disponibilidad 

de ~~ujo b(i). Al problema de determinación de un flujo x 

quP. satisfaga las restricciones de capacidad en los arcos y 

disponibilidad en los nodos se le conoce como problema de 

distribuci6n factible y se expresa formalmente como: 

PrqP._lema de distribuci6n factible. Determinar un flujo x tal 

que si y = div x 

y(i) = b(i) .i.EN 

Es conveniente señalar que el problema descrito es equivalen­

te a la determinación de una solución factible de un sistema 

·ae desigualdades lineales y que diversas t~cnicas como la pr~ 

gramaci6n lineal están disponibles. También señalaremos qrie 

dicho Problema surge al tratar de resolver el -·clásic:o···proble­

~ de flujo máximo consistente en enviar el flujo máxirnO···en­

tre dos subconjuntos no vacíos y ajenos de nodos, dencitados 

N+ y N-, sin violar las restricciones de capacidad en los ar-

cos. 

El problema de flujo máximo fué elegantemente resuelto Por 

Ford y Fulkerson (1944) usando un método de solución 11 que 
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trabaja en la red" y que consiste en la aplicación repetida 

del algoritmo de enrutamiento (descrito en el capítulo ante-

rior) a una red cuyos arcos han sido pintados de manera de 

reflejar el posible paso de flujo a lo largo de los mismos. 

El ~étodo de soluci6n propuesto por Ford y Fulkerson resuel­

ve simult~nearnente un problema combinatorio conocido como 

el 

te 

problema de 

+ -Q:N >N que 

corte mínimo consistente en determinar un ººE 
separe los conjuntos N+ y N- de manera que la 

capacidad del corte, medida corno la suma de las capacidades 

de los arcos, sea minima. 

El problema de distribución factible fué resuelto por Gale 

y Hoffman quienes demostraron que si x es un flujo factible 

y denotamos por b(S) la suma de las disponibilidades de fl_!:! 

jo en el conjunto de nodos S (arbitrario) se cumple que b(s) 

es elemento de c(Q) = [c-(Q), c+(Q)] donde Q = [S,N/S], es-

to es, b(S) pertenece al intervalo de capacidades del corte 

inducido por el conjuntos·. 
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Teorema 2. (Gale-Hoffman). El problema de distribución facti 

ble tiene sol.uci6n sí y sólo si b (N} = O y b (S) < e+ (Q) para 

todo corte Q = {S, N/S] donde S CN. 

Prueba. La necesidad del resultado es sencilla de verificar 

pue ... b (l~) = O siempre se cumple. Por otra parte, si x es un 

flujo factible se tiene que div x = b y 

b (s) {divergencia de x en S] 

[flujo de x en Q] < c+(Q) 

debido al principio de divergencia. La suficiencia del teo-

rema se demuestra constructivamente y est& resumida en el al 

goritmo de distribución factible. 

En el establecimiento del teorema pudiera pensarse que falta 

la condici6n b(s) ~ c-(Q) para todo corte Q = [S, N/S] donde 

s CN. Sin embargo, si usamos el corte inverso Q' [N/S, S] 

y notamos que e+ (Q •) = -e- (Q) podemos implicar de la identi­

dad O = b(N) = b(S) + b(N/S) que b(N/S) < c+(Q') que equiva-., -
le a b(s) >e (Q) . 

• 

- - --·-- -·--- ---:--·-:- ":. - .,_ 
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Algoritmo: DISTRIBUCION FACTIBLE. 

Prop6sito: Resolver el problema de distribuci6n factible. 

Descripción 

Sea .: un flujo factible con respecto a las capacidades de los 

arcos.. Sean 

~!+ = {.ÜN j b(.i) > y(i) }, N- = {i<N b(i) <y(i)} 

Si N+ = N- = ~ el algoritmo se detiene y x es la solución al 

protlema planteado. De otra manera se colorean los arcos: 

verde si - ( j) x(j) e+ (j) e < < 

blanco si - ( j) x(j) e+ (j) e = < 

si - (j) x(j) e+ (j) negro e < = 

rojo si - ( j) X (j) e+ (j) e = = 

con esta coloración se aplica el ·algoritmo de enrutamiento. 

Si ~ste se detiene 9on una trayectoria P:N+ + N- se calcula 

e+ (j) - X (j) 
' 

j<P+ 

X (j) - ( j ) jEP-e ' 
" min 

b (i) y (i) 
' 

.¿ nodo inicial de p 

y (i) b (i) .¿ nodo final de p 

se repite el proceso con x' = x + nep. En caso contrario, si 

el algoritmo se detiene con un corte, no existe solución al 

problema. • 
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Justificación del algoritmo de distribución factible. 

Suponga que el algoritmo determina una trayectoria compatible 

P:N+ + N-. Entonces 

~+(j) - x(j) ~ O si jEP+ ; x(j) - e (j) > O 

Asimismo b(i) - y(~} > O si ~cN+ y y(L) 

De donde el escalar a es positivo y finito. Consecuentemente 

x' = x + aep es factible. Por otro lado el algoritmo termina 

en un nfunero finito de· pasos si las cantidades c+(j), c-(j), 

b(¿) y x(j) son conmensurables. 

Suponga que algoritmo termina con un corte compatible Q=[S,N/S] 

donde, N+ CS y t-1- n S = <f>. Entonces 

c+(Q) = [flujo de x en Q] = [divergencia de x de SJ 

y(S) = b(S) - [b(S) - y(S)] 

De donde no existe solución factible •• 

-----· --- .... 
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Eiemplo~2~1 Considere la red 

[-5,10] 

[10] 

[-10,10] 

donde los parámetros asociados a los arcos representan los l_! 

mites inferior y superior de capacidad, respectivamente, y 

los nodos tienen asignado un n6mero que representa la dispo­

nibilidad de flujo, cuando ésta es distinta de cero. 

Determinar e·1 flujo adecuado que resuelve el problema de 

distribuci6n factible descrito. 
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flujo que resuelve el problema: 

5 

5 o 5 

10 
V 

-5 

o 

En esta figura los nt:ímeros asociados a los arcos ·repr.;séntan 

un .flujo que resulta factible con l:especto a las restricciC)~: 

nes de capacidad. 
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2.2 El problema de trayectoria mínima. 

En el análisis clásico de problemas de redes de flujo, podemos 

distinguir dos problemas básicos, el de flujo máximo y el de 

ruta m§.s corta. El primer problema está relacionado con el en 

vÍ<· de flujo de un conjunto de nodos N+ a un conjunto de nodos 

N- ~n una red con intervalos de capacidad conocidos. Dicho 

problema no involucra costos por paso de flujo en la red. En 

ca1nbio, el problema de ruta m:is corta no involucra intervalos 

de capacidad pero sí costo por recorrer el arco. En este pro-

blerr-;::i. se desea determinar la trayectoria de 11 costo11 mínimo que 

une un conjunto de nodos N+ con un conjunto de nodos N-, ambos 

conjuntos no vaci6s y ajenos y donde cada arco tiene asociado 

un costo d ( j) • Formalmente, este problema consiste en: 

Problema de trayectoria minima. Determinar la trayectoria 

+ - + P:N +N que.minimice d (P). 

Si denotamos por P+ el conjunto de arcos que se recorren posi­

tivamente en la trayectoria P y por P los. que se recorren ne­

gativamente se tiene que el 11 costo o longitud" (también llama­

da cota superior de generaci6n) de P es 

Y. _d- <j> 
jeP 

Si no existe trayectoria P:N++N-, la convenci6n usada es que 

el mínimo del problema es +m. Esto permite que podamos añadir 

a la red original arcos con intervalos de generación d+(j)=+m 
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y d-(j) =-oo que no afectan el comportamiento de la red. 

En particular, podemos observar que d+(p) < + = sí y s6lo si 

B es compatible con el pintado de la red asociado con los in­

tervalos de generaci6n, dado como sigue: 

VERDE si d+ (j l d - ( j ) > < + 00 y -
BLANCO si d+(j) d - ( j ) < + 00 y 00 

NEGRO si d+(j) + 00 y d ( j ) > 00 

ROJO si d+(j) + d - (j) 00 y = 00 

Cc:.u.-., consecuencia, el problema de trayectoria mínima es equi­

valente a la determinación de una trayectoria compatible con 

el pintado que tenga costo mínimo o bién mínima cota superior 

de generaci6n,antes de establecer el procedimiento que permi-

te determinar una trayectoria mínima conviene mencionar que 

este problema tiene asociado un problema dual denominado pro­

blema de tensión m§xima que consis~e en determinar el poten-

cial que maximiza el despliegue de N+ a N donde N+ y N son , 
conjuntos ajenos no-vacíos de nodos de una red. sea u un po-

tencial constante en N+ y constante en N-. El valor de U(L')-

u(L) es el mismo para cualquier ~EN+ y ~ 1 EN-, y se denomina el 

despliegue de N+ a N-. Dicho valor es·igual al despliegue del 

diferencial v = Au relativo a cualquier trayectoria P:N+~N-

debido a la regla de integraci6n. Específicamente: 

[despliegue de v relativo a P] = Í +v(j) 
jEP 

r _v(j) 
jEP 

= ve = u(.i.') - u(.i.) p 
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si v es el diferencial asociado a u y e es el vector de inci­
p 

dencia de P. 

Problema de tensi6n rnfixima. 

max {u(.i.' 1 - u(.i.) 

donde u(~') es cofistante en N+ y ulil es constante en N 

v = 6u factible respecto a los intervalos de generaci6n. 

con 

Un concepto que es ~ecesario introducir para establecer la du,!! 

lidad del problema· de trayectoria mínima y tensión niáxima es 

f~l de ~ de g~neraci6n ilimitada de N+ a N-, esto es, un 

corte Q:N+~N- tal que d+ (j) = +co para todo j e:Q+ y d- (j) =-co 

para todo je:Q- o bien que Q = ~. 

tensi.6n el""1:rica 
resistencia 

cursor 

--~-ó 
tensi6n variable 
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Teorema (de trayectoria mínima - tensión máxima [t-1inty]) .. su-

ponga que existe al menos un potencial que satisface las res-

tricciones del problema de tensi6n máxima. Entonces 

1

- supremo en 

de tensi6n 

problema ] ¡-m1nimo en problema 1 
m§xima = _de tr~yectoria rninima 

valor Común es + + -~ si existe un corte Q:N +N de generación 

De otra manera, existe soluci6n 6ptirna al problema 

de tensi6n máxima. 

Suponga que u es un potencial que satisface las res-

+ -triccíones del problema de tensi6n máxima y P:N ~N es una 

trayectoria arbitraria. Entonces 

[despliegue de u de N+ a N-] 

= [despliegue de óu relativo a P] < d+(P) 

Si demostramos que la igualdad se obtiene para un potencial u 

y una trayectoria, es sencillo concluir el resultado del teore­

ma. Esto se hace de manera constructiva y genera un algoritmo 

cuya descripci6n y verificación se analizan en esta.·secci6il • 
• 
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Algoritmo: TRAYECTORIA MINIMA (DIJKSTRA) 

Prop6sito: Determinar la trayectoria m1nima de N+ a N-. 

Descripci6n 

Sean s, T CN con N+ es CT CN/N-.. Sea e: T/N+ + A un enruta­

miento y ~:T +Runa funci6n. Al iniciar T = s = N+; 0 vacía 

y w = O en s. Sea u 0 un potencial constante en N+ y N- con 

v 0 = óu0 factible. Empezamos asignando l.a etiqueta 11 no ana­

lizado" a cada nodo y cuando se procese su inf ormaci6n se 

carr.i=d.a la etiqueta a "nodo analizado". Hacer 

jEA 

Sea .l'e:S un nodo con etiqueta "no analizadoº. Considere 

todos los arcos jeQ = [S, N/S] que inciden en .i.' y calcule 

= r(.l') 
+ d¡\" ( j) si j- (.l' .l 

y 

w(.l') dii (j) si j- (.l,.l') 

si Á.ET y y < w(.l) hacer 0(.l) = j y w(.l) = y 

si .l~T y y < ~ hacer T = TU{.l},0(.l) =j y w(.l) =y 

si y = w o iET con y ~ w(i) no hacer nada. 

Cambie la etiqueta de .i.' por "nodo analizado" calcule 

a = rnin {w(.l) Á.ET/S} 
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Si T/S = $ hacer 8 = +~ y el algoritmo se detiene con un cor-

te Q de generaci6n ilimitada. De otra manera, haga 

s = su!~ 1 w!~l = al. Si ~eN- para alguno de los nodos de s, 

la e-trayectoria P:N+ ~ ¿ es la solución del problema de tra­

yectoria minima y u = u 0 + w en S; u = u 0 + S en N/S es el 

i;.nt.encial que resuelve el problema de miixirna tensión. De 

.:ra manera i::epetir el proceso anterior con los nuevos vale-

:as para s, T, u. 

[-5,0J [-2,1] 

' ' ' (-3,2] 
~ 

[0,2] [-5,5 

[-1,2] 

[-2,2] 

. ... __ ... 

[-1,3] 
-3,3] 



Justificaci6n del algoritmo de trayectoria mínima. 

Para cada nodo ¿ET/S, w(L) es el mínimo de w(¿ 1 l + d~(j) 

para (~.~· J-joQ+ o w(~'l - a0(j) para (~'.~)-j<O- y 0(~1 
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es un arco con este Valor. Cuando todos los nodos de s han 

sie __ ; analizados, también lo han sido los arcos de Q y T/S 

consiste en los nodos iEN/S que pueden ser alcanzados desde 

. . + a+<. l S por arcos JEQ con 0 J < oo y por arcos 

w{l} y 0(Ll guardan la .informaci6n que permite hacerlo 6pti­

mamente.. Asi T/S = 00 significa que los nodos de N/S s6lo 

puaCen ser alcanzados desde s con arcos jcQ+ con d~(j) = oo 

y por arcos jcQ- con d~(j} = -00 , esto es, Q es un corte de 

capacidad ilimitada.. Por otro lado, 'cada vez que se agre­

ga un nodo¿ a S la 0-trayectoria P:N+~¡ cumple que d~(p) = 

w(i) = B, de donde: 

d~(P) = 

Dado ~ue W - Ben N-, el potencial u= u 0 + w es constante 

en N+ y en N- Adem~s por construcci6n v = ñu es factible 

con respecto a los intervalos de generaci6n,pues la forma de 

construir W equivale a que en cada iteraci6n W tome el valor· 

de ¡3_ en N/S y u = u 0 + w. De hecho u se modifica agregando 
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una constante a en cada ite~aci6n a sus valores asociados 

fuera de S. Esta constante a es la diferencia entre los va 

lores de a en las iteraciones sucesivas, esto es: 

a = min 

decir: . 

{

w(.i.'} 

w(.i.'} 

+ d~(j) - w(.i.} 

- d~(j) - w(.i.} 

{

d+(j) - v_(j) 

a = min 

v(j) - d (j) 

~' :::: 

para 

para 

Dado que u' = u + aeN/s (y v' = v + ae
0
), si v es factible 

v + ae0 tambi~n lo es (a~ O). Con respecto a la optimali­

dad, en vista de que a+ (p) = [despliegue de u
0 

de N+ a N-] + f3 = 

[despl.iegue 

de N+ a N-] 

+ - + de u de N a N], y d (p') ~ [despliegue de u' 

para toda trayectoria p':N+ +N- y todo potencial 

u' factible, entonces 

[despliegue de u 1 de N+ a N-] _:: d+ (P) 

N+ a N-], de donde, P es una trayectoria mínima y v ~na .ten.si6n 

rnl§.xima. 

El algoritmo termina en un número finito de iteraciones1 .pues 

en cada iteraci6n se agrega a S un nuevo nodo y e1 nt'.imero de 

nodos es finito.·. 
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Ejemplo 2.2 Considere la red 

[0,3] 

en donde cada arco tiene asociado un par de par:;bnetros que C,2 

rresponden a los límites inferior y superior de generaci6n. 

Determinar la trayectoria m!nima de N+ = {i1 } a N- = {~6 } usan 

do como potencial inicial u = O. 

Se inicia la aplicación del algoritmo de trayectoria rn~nima 

con 

Sea, ..t.2. el nodo etiquetado con "no analizado'' del que se p~rte, 

las. arcos que inciden en ~1 son: 



Dadc. que .i.2 , 

0 (j2) ji' 

• .i.4 J s .. 

j l. 

j2 

j4 

.i.3, .i.4 

0(.i.3l = 

De donde 

~ T 

j2, 

a 

u., ' .i.2 J 

1.1.,, .i.3 J 

( .i. 4, .1., J 

y y <~ 

0 !.i.4 J = 

= 2 y s 

so 

con y = 2 

con y 2 

con y 5 

entonces T = {.i.1 ,. .i.2' .i.31 .i.4}' 

j 4' w(.i.2 l = 2, w(.i. 3 J = 2 y 

= { 1.1 ' Á.2 ' .i.3} como .i.1 , ..i..2 ' 

l-, t N- se reinicia el proceso. Los resultados de la aplica­

ci0n del algoritmo de trayectoria mínima a partir de este pu~ 

to so presentan en el cuadro resumen anexo: 

Se puede observar que la trayectoria rninima resulta ser: 

P:.i.
1 

+ .i.
3 

+ .i.5 + .i.
4 

+ .i. 6 con d+{P) = 6 y la tensi6n m&xirna 

está dada por V= [2,2,0,-4,2,-2,-2,0,0,Q] como' se Índica en 
la figura siguiente, los nGrneros en los nodos corresponden a 

los valores del potencial 

o -4 

2 -2 
o 

2 2 
o 

-2 o 

2 
4 



nodo .i. nodo .i. arco nodo .i.' w (-i. 1) El l .i.' ) B T/S añadido analizado involucrado involucrado y 

a s 

-l2,-l3,.l4 ,¿2 , .i.3 .i.2 js .i.5 6 6 js 

.i.3 j6 .i.4 6 6 j6 

j7 4 4 j7 4 

-i.4,-i.5 .i.5 .i.5 ja .i.4 4 4 ja 4 
. 

jlO. .i.6 7 7 jlO 

-i.4,.i.6 Á.4 Á.4 j9 .i.6 6 6 j9 ,6 

. . 
. . 

·:·.··· 

''. .. ';:, 



Ejemplo 2.3 Considere la red 

<~,3J 

1 
1 r-.., j 

• , 8 
<? 1 
1 

1 

52 

en donde cada arco tiene asociado un intervalo tjue corresponde 

al intervalo de generaci6n. 

Deter1ninar la trayectoria minima de N+ 

'usando como potencial inicial u 0 E O. 

" 
El cuadro - resGmen que resulta de la aplicaci6n del algorit-

mo de trayectoria ·m1nima se muestra a continuaci6l"l, observ~nd}2 

se que se tiene un corte de generaci6n ilimitada Q = [S, N/S] 

donde S = {.i.
1

, .l
2

, .i.3 , ..i..
4

1. Por lo tanto [sup]. = [min] = += 

en los problemas de trayectoria mínima y tensi~n rn~ima. 
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nodo arco nodo w(i) B analizado involucrado involucrado 

.i. ¡ jl .i.3 3 

j2 .i.2 2 2 

.i.2 j3 .i.3 2 2 

j6 .i.4 4 

j7 .i.5 00 

.i.3 js .i.4 4 4 

j4 .i.6 00 

.i.4 j9 .i.5 00 

ja .i.6 00 00 

como puede notarse en el cuadro anterior .el algoritmo·.se de­

tiene con a = oo lo que sugiere la existencia de un cOrte."de '"·, 

9eneraci6n ilimitada .• 



Ejemplo 2.4 Considere la red 

j . 
1 

[-1,2] 
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en pande cada arco tiene asociado un intervalo de generaci6n. 

Determinar la trayectoria m!nima de N+ = {l7} ~ N- = {l6 } usa.!! 

do como potencial inicial u = O. 

Los cálculos de la aplicaci6n del algoritmo de trayectoria 

minima se resumen en la tabla que aparece a continuación. t~o.:.;.· · 

te que la trayectoria 

es la soluci6n 6ptima con valor 6, (ver figura anexa) 
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nodo arco nodo W(i) analizado involucrado involucrado B 

.l ¡ jl .(_2 2 2 

j2 .l 3 2 

j3 .l 4 5 

.l2 j4 .l 3 5 

j6 .l5 5 

.l 3 j5 .l4 6 

j5 .l 5 4 4 

.l5 jB .l4 4 4 

j9 .l6 7 1 4 

.l4 jlO .l6 6 6 

!i 



2.3 Problema de diferencial factible. 

Es interesante observar.que el problema de distribuci6n facti­

ble encuentra una motivación en la necesidad de la existencia 

de un flujo factible para la soluci6n del conocido problema 

de ilujo máximo. De manera semejante el problema de diferen-

.i.al factible aparece con la necesidad de determinar un pote!!, 

~ial cuyo diferencial correspondiente sea factible para resol­

\rei: el problema de trayectoria ·mínima. El .problema de dife­

rencial factible puede expresarse como: 

Problema de diferencial factible. Determinar un potencial u 

cuyo diferencial v = óu satisfaga que v{j)ED(j) para toda jEA. 

Así mismo como el problema de distribuci6n factible puede ser 

resuelto corno uno de flujo máximo aplicado a una red extendi­

da el problema de diferencial factible puede resolverse como 

uno de trayectoria mínima aplicada a una red transformada, co­

mo ser& visto más adelante y recíprocamente •. 

Las condiciones que garantizan la existencia de soluciones· 

para el problema de diferencial factible se eStablecen en el 

siguiente teorema. 
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Teorema de diferencial factible. El problema de diferencial 

factible tiene soluci6n sí y solo sí d+(p) > O para todo cir-

cuita (elemental} P. 

Prueba.. La condición necesaria es sencilla si recordarnos que 

p~ra cualquier trayectoria P y diferencial factible v se tie-

que 

d-(P) < (despliegue de V relativo a P] < d+(P) 

En particular, si P es un circuito sabemos que el despliegue 

ele 11 relativo a P es cero y concl.uimos que a+ (P) _:: O. La ººE: 

dici6n suficiente se demuestra de manera constructiva y gene-. 

ra el algoritmo correspondiente que se analiza a continuaci6n. 

[2,2] 

2 

[0,2) 

[-5,5] 
o -2 -l. 

[-2,2) 

l. 

o 

[-l.,-2) 

-l. 
, 

[-4, 2) o/ 
[-5,0J -l. 

[-3,2) 

[-5,0J 

-l. 

l. 

~2,l.) 

-l.,2) 

En los arcos de la.figura anterior se indica el diferencial. 

que_ resuelve el problema. 
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Algoritmo: DIFERENCIAL FACTIBLE. 

Propósito: Determinar un potencial con diferencial factible. 

Descripción 

sea u un potencial arbitrario y v ~u. Hacer 

jeA 

Calcular los parámetros de desviaci6n 

r:·;· je:[.l, N/.i.J + 

p{.i.J = min -do<jl j E [.i., N/.i.J-

o 

Si p (.i.) ..?:. O para todo .i.e:N entonces u es el potenci.al buscado 

y terminarnos. De otra manera seleccione un le:N tal que 

p(l) < O y aplique el algoritmo de DIJKSTRA modificado corno 

sigue: 

a.. Hilcer u
0 

= u y N+ = N- = {-l} 

b. Si d~ (j) ':' -d~ (j_) es menor que cero, se considera igual a 

cero; excepto en el caso en que j conecta al- nodo 1 con un n,2 

do de N/S. Si 1 se alcanza con a < O el algoritmo se detiene 

con un circuito P tal que a+ (P) < O. De otra manera el algo-

ritmo se detiene cuando B > O en cuyo caso S se ma~tiene 

igual.· Hacer w(l) = O si lfs y u: = u + w y reiriiciar nue-

vamente el proceso. 
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Justificaci6n del algoritmo de diferencial factible. 

De la definici6n de pes inmediato que p(¿¡ =O para todO 

lEN si y sólo si d-(j) ~ v(j) ~ d+(j) para todo jEA. Cuando 

p{ll < O para algan nodo lEN se construye una red aumentada 

G* ~gregando a G un nodo ~· copia del nodo ¡, copias de los 

n ..... :::os adyacentes a l,j* yun arco j-(J..,l.), como se muestra 

en la sitj'uiente figura .. A cada arco j * se le asigna··un in te_;: 

vale de generaci6n (-c:o, d+(j)] si jE[.1., N/:z.1+·6 [d-(j), co) 

si jE[l., N/l]-, al arco J se le hace corresponder el inter­

v.:110 de generaci6n (-w, O] y a los aJ:'.cos de la red original 

se le asocian los intervalos cd+(j), d-(j)] con 

max {d+(j), v(j)} y d-(j) = .min (d-(j), v(j)}. La definí-

ci6n de estos intervalos permite que el diferencial v
0 

= t\u
0

, 

con u 0 11•¡ = u(1) y u
0

(i) = u(l) + p(l), para todo l<N sea 

factible en G*.. En efecto si j es un arco original: 

Para j* arco copia de je[2, N/1]+. 

v 0 (j*) = p(1J. + u(l) - u(1) = p(1) + v(j) ~ 

< d~(j) + v(j) = d+(j) - v(j) + v(j) = d+(j) 

p(1) = vJj) - p(1) ~ 
• 

> v(j) + d~(j) = v(j) + d-(j) 

finalmente para J, v 0 (J)=u(l.) + p (:(.) - u(l) = p'(l) '·< O··' 
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'' 
' 

' ' 

b 
G 

/' 
G* 

Dadas las cotas de capacidad de J, al aplicar el algoritmo de 

trayectoria minima para resolver el problema de tensi6n máxima 

de N+ = {.l.*} a N- = {!} en la red G* partiendo de u 0 se ob-. 

tiene [max] ~ O. cuando [max] < O este algoritmo se detiene 

con una trayectoria P':.l• + 1. tal que d+(p') <O. Esta tra-

yectoria restringida a G se convierte en un circuito elernen~ 
+ - ""+ . > + .... < 

tal. P con d (p) <o puesto que d (j) - d (j) y d-(j) - d-(jr. 

Si [max] = O , . v' (j) = v' (j*) para todo arco adyacente a :Z.. 

De donde v' (j) < d+(j) para todo je:[.l, N/ZJ+ y v' (j) .::_ 

d-(j) para todo jE[Z, N/ZJ-, as1 la restricci6n del diferen-

cial v' a la red G es factible con respecto a los in-

tervalos modificados. As! los valores de p producidos- por u' 
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no son peores que los producidos por u y además p{¡) =O. 

Los limites de los intervalos de generación de la red G* rn~ 

nos v 0 pueden interpretarse corno costos relativos: 

d~(j) = rnax {d~(j),O}, -d~(j) = max {-d~(j),O) 

Pc~a los arcos j* adyacentes a ~· estos costos son: 

p{1) para j* correspondiente a je[l, N/ll+ 

p(2) para j* correspondiente a je[2, N/ll-

-p(.i.I = IPC.i.ll para j. 

La funci6n auxiliar W se construye a partir de una_ sucesión 

no decreciente de valores de B (no negativa). Si a es el 
• 

valor de a cuando se alcanza 1, entonces, dado que 

'[despliegue de u0 de .¿• a l.J = p (l.) 

entonces 

(rnax) = [rnin) = p(l.I + ~ 

De aqu!, si 6 < IPllJ}, el algoritmo.se detiene con un ci~~· 

cuito p con d+ (p) < O en G. Cuando ~ = \ p (l. 1 \ puede decirse 

que l. fue alcanzado por medio de 3, W(l.) = \p(l.11. y en los 

nodos no inc1u1dos en el enrutamiento u• = u 0 + w. 

Dado. que u 0 = u_+- p {1) 'en G, se tiene que u' =·u + w + -p_(.Z) 

en, 1os nodos originales,' los términos p (l) pueden:· ser·- desear· 

tados de 1os costos relativos de los arcos j* y como S6lo 
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uno de los arcos j* debe ser utilizado por la e-trayectoria 

esto es equivalente a restor \p(lJ\ a todos los valores de 

w (excepto en L*> y de a y TI = o, de donde, u' = u + w en 

G(W(i} =O= w(i*)). As! este procedimiento puede realiza_E 

se directamente sobre la red G como lo indica el algoritmo 

r:~. diferencial factible . • 

[J.,2] 

J. [-J.,3]~ 
~ 

5 [3, 5] 

En· ia red anterior se muestran ios valores, ae1 ·.potenci~1 y .é1 

diferencial factible correspondiente, con respecto ·a los· in-

tervalos indicados. 

,,_ ....... ·, .. 
,. ... :; . · ... -é._·,.:,.; 
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Ejemplo 2.5 Consid~rese la red de la figura con parámetros 

de generaci6n mínima y má.xirna asociada con cada arco.· Deter­

mínese un diferencial factible (si existe), usando corno pote~ 

cial inicial u 0 igual a cero 

[-2,3] (-l., 2z 

[-3,0J 

. (0' 3] [-l.,l.J 

Se inicia la aplicación del algoritmo de diferencial factible 

con el c:ilculo de los valores p l.il, iE.N. Entonces P (.i. 1 ) =·-1'; 

p (.i. 8 J ~-2, y 'cero en los restantes. Asimismo los re.sultados. 

del algoritmo de trayectoria m!nima son: 
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nodo arcos nodos w valores 
analizado involucrados involucrados de B 

,¿8 jll ,¿5 l 

jl2 .<.¿, -2 -2 

jl3 .i.7 o 

1 ,¿6 jlO ,¿ 5 o 1 
' 

ja ,¿ 3 l 

j9 .i.4 o o 

jl4 ,¿1 o 
j12 ,¿ 8 l 

-'---

El algoritmo se detiene pues B =Oª La actualizaci6n de los i~ 

tervalos de generaci6n y potenciales es: 

[-3,0] 
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o [-2,3] 

[-3,-1-] [-3,0] 

[0,3] [-l,1-] 

Los resultados de esta iteraci6n con s 

r-nodo anal.izado a=s ncdos w valores de 
1 involucrados involucrados a . 

.i.l jl_ .l2 -1-

j2 .l3 2 -l 

j3 .i.4 2 
1 

.i.2 jl_ .i.J_ 2 
j4 .i.3 2 a = 2 
j6 .l5 2 

como puede observarse e > o, el potencial y la tensi6n factibl.eS 

son los indicados en la red de la siguiente figura: ~ 

o o o 

-1- o 
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Los resultados de esta iteraci6n con s {.i.¡l son: 

nodo arcos nodos w valores de 
analizado invol.ucrados involucrados B 

.i. ¡ j l. .i.2 -1. 

j2 .i.3 2 -1. 

j3 .i.4 2 

¡ 
.i.2 j l. .i. ¡ 2 

¡ 

j4 .i.3 2 B = 2 

j6 .i.5 2 

·-·--

corno puede observarse a > o, el potencial y la tensi6n faciti­

bles son los indicados en la red de la siguiente figura: 

o o 

o -2 

l. o 

2 

l. o o 
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Ejemplo 2.6 Considere la red de la figura con los intervalos 

de generación indicados. Determine un diferencial factible 

(si existe} usando u 0 = O. 

.l7 

[-2, 3] 

[-l,2) 

[0,-3) 

Se inicia la aplicación de::L algoritmo de diferencial facti~le: 

calculando p[.l), iEN, Entonces p(.l3 l = p(.l5 ) =-l, p[.l4 J =-3 

y cero para el reSto. La aplicac;::i6n del alg.oritmo de trayec­

toria mínima con s = {~4 } se muestra a continuación y se ob­

serva que se tiene un circriito negativo P:.i.4 + ..i. 5 +- -.l 1 ->- L 4 

con valor d+ (P) =-2. 
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nodo arcos nodos 
analizado involucrado involucrado w (i) valores de a 

-<-4 j2 -<- ¡ l 

j4 -<-2 2 

j6 -<-3 3 a =-3 

j l.O -<-7 2 

1 
j9 .<.6 2 

ja -<-5 -3 

,.¿ =- jl -<-¡ -3 

ja -<-4 -3 a =-3 

jll ,¿6 -2 

-<- ¡ j3 .i.z -o a =-1 

j2 -<-4 -1 



CAPITULO 3 

EL PROBLEMA DE DISTRIBUCIÓN LINEAL OPTIMA, 

En este capitulo se analiza un problema de programación lineal 

cuyas características particulares hacen sencillo su anál! 

sis y permiten unificar distintos enfoques y m~todos de solu­

ción: el problema de distribución lineal 6ptima. Entre los 

aspectos relevantes del análisis podernos mencionar que en lu­

gar de manejar matrices de n6meros reales lo que se utiliza 

son matrices de elementos O, 1, -1, las denominadas matrices 

nodos-arcos¡ el manejo clásico de una solución básica es sus­

tituido por la manipulaci6n de un árbol con raiz que resulta 

sencillo en la computadora; y el pivoteo se transforma en la 

bús~ueda de rutas para enviar ~lujo a menor costo. 

Este capitulo se desarrolla como sigue: Primeramente se des­

criben los Componentes del probiema de distribuci6n lineal 6.E. 

timo y algunos de los modelos clásicos de la teoría de redes 

que se reformulan en este formato* A continuación se anali­

zan las condiciones de existencia y optimal1dad de la so­

luci6n de este problema1y por Gltimo se presentan dos algori~ 

mos que lo resuelven, el de distribución óptima y el simplex 

especializado en redes de flujo cuya aplicaci6n a problemas 

cl~sicos como transporte y asignación se ilustra. 



3.1 oescripci6n del problema de distribuci6n. 

Considérese una red conectada G y suponga que asociado a cada 

nodo lEN se tiene una disponibilidad de flujo, denotada b(¿), 

y que la condici6n de conservaci6n de flujo se cumple, esto 

es, b(N) = O. Suponga que asociado a cada arco jEA se tiene 

un intervalo de capacidad c(j) = [c-(j), c+(j)] que refleja 

1as 1imitaciones que tiene el flujo para moverse a trav~s de 

dicho arco. Tambi~n suponga que a cada arco se le asocia una 

función l.ineal expresada como sigue d(j)x(j) + p(j) donde 

d(j) es el costo por paso de cada unidad de f1ujo y p(j) es 

un costo fijo. El problema de distribuci6n lineal 6ptima co~ 

siste en la determinaci6n de·un flujo que satisfaga todas 

l.as restricciones e incurra en costo m!nimo, 

En el problema de distribuci6n es común decir que un flujo x 

es factible si x(j)Ec(j) para todo jEA y y(~) = b(~) para 

todo leN. Un flujo factible x que minimiza 1a correspondien­

te funci6n de costos se dice óptimo. 

El probl.ema de distribuci6n es. un problema de prograrna.ci6n l.!_ 

neal que para prop6sito del anál.isis que se ef ectGa en este 

trabajo lo expresaremos formalmente· como 

rnin í [d(j)x(j) + p(j)J 
jEA 



sujeto a 

e (j) .::_ x(j) < c+(j) jEA 

Í c(i,j)x(j) 
jcA 

b (i) ie:.N 
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El problema descrito se presenta en una variedad de situacio­

::es reales y te6ricas. Algunas de ell.as se describen como 

ejemplos a continuaci6n. 

El problema de transporte. 

c,..,nsiste en transpo::tar bienes o productos de un conjunto de 

bodegas o c1ep6sitos, denotados por J<, a un conju11to de consu-

rnidores, denotados por P, a costo m1nirno. Cada bodega tiene 

una disponibilidad m(k), kcK y cada consumidor tiene una de­

manda n(p), pe:.P. El costo de transportar una unidad de bien 

de la bodega k al dep6sito pes q(k,p). En términos formales, 

el problema consiste en 

sujeto a 

min q(x) = Í Í q(k,p)x(k,p) 
kEK pEP 

Í x(k,P) m(k) pcP 

Í x(k,P) = n(p) kcK 
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Este problema corresponde al problema de distribuci6n lineal 

6ptimo para la red G = [N,A) donde N = KUP y A = KxP. La 
; 

disponibilidad para kEK es rn{k) ~ b(k) mientras que b(p} = 

- n(p) si pEP. En cada arco (k,p) el intervalo de capacidad 

co;:~':espondiente es [O,o::iJ y el costo .q(k,p}. La red asociada 

a este problema se dice bipartita y el problema de transporte 

puede representarse como sigue: 

Bodegas 

centros de 
ofertas 

Red del problema de transporte 

centros de 
demanda 
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El problema de asignaci6n 6ptirna. 

Este problema consiste en hacer corresponder a cada elemento 

de un conjunto E un solo elemento de un conjunto P donde e~ 

da pareja (k,p) tiene asignado un costo q(k,p), respetando 

u·· relación H establecida entre estos conjuntos;· de manera 

que la colecci6n de parejas obtenidas M, cubriendo K, tenga 

asignado el costo más bajo, por ejemplo K puede ~epresentar 

un conjunto de trabajos y P una serie de coffipañias que pueden 

=ealizar al menos uno de ellos, en este caso la relaci6n H es 

la establecida entre cada trabajo y las compañias que lo pue­

den realizar, se pretende seleccionar el subconjunto M CH que 

cubra todos los trabajos al menor costo, sabiendo que cada 

compañia efectuará una sola de las tareas. Formalmente se 

plantea como: 

sujeto a 

rnin Í 
kEK 

Í q(k,p)x(k,p) 
pEP 

Í. X (k,p) l pEP 
kEK 

Í X(k,p) l kEK 
pEP 

x(k,p) > o (k,p)EH 

donde x(k,p) representa las veces que el trabajo k es realiz~· 

do por la compañ!a p. 
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Este problema es el problema de distribuci6n lineal 6ptirno p~ 

r.:i la red G = (N, A] donde N = KUP y ·A = KXP, la disponibili­

dad para kcK es b (k') = 1 mientras que b (p) =- 1 para pe:P. En 

cada ~reo (k,p) el intervalo de capacidad correspondiente es 

.J y el costo es q (k,p). Nótese que para un flujo entero, 

ík,p) = O 6 x(k,p) = 1 para toda (k,p)e:KxP y 1-1 es dado por 

• = { (k,p) EH 1 X(k,p) 'f O}. 

[o' 1] 
q(l,1) 

'· •·· .. q(l,3) 

"---..... 
q(2,2) 

~~--cq~(~2~,3~)~~~~~~~ 
Problema de asignaci6n. 



Un aspecto b~sico en el análisis de un problema de optimiza­

ción es la especificaci6n de las condiciones bajo las cuales 

se garantiza la existencia de soluciones de dicho problema. 

:.o. vez cubierto este aspecto es necesario proceder a la ca-

4 acterizaci6n de tales soluciones 6ptimas, es decir, a la 

.identificaci6n de las condiciones que deben ser satisfechas 

por las soluciones que son óptimas y usa_r tales condiciones 

para identificarlas. 

Lit idea b~sica para establecer la existencia de la soluci6n 

óptima en el caso del problema de distribuci6n lineal 6ptima 

es el concepto de circuitos con costo negativo, es decir, un 

circuito P tal que 

O> I+d(j)- I d(j) 
joP j<P-

cuya función puede exp1icar·se como sigue: 

d.e p 

Si G es una red con un flujo x factible con respecto :a los 

intervalos de capacidad correspondientes y en ella existe un 

circuito P. con costo negativo, entonces para t > O suficien­

temente peqUeña, de manera que 

para . + J<P . y 



El flujo x' = x + te es factible para jEA y p 

[costo de x'] [costo de x] + t.dep 

< [costo de x] 
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:.!;1.:.0 significa que el costo en la red disminuye al hacer cir-

~lar flujo por el circuito. N6tese que si P es un circuito 

con capacidad ilimitada, es decir, con c+(j) = ~ para jEP+ y 

e (j) =-ro para jEP-, para cualquier valor de t tan grande 

como se quiera, x' resulta factible y su costo se puede hacer 

at"bltrariamente pequeño. Un circuito de esta forma se dice 

no-balanceado. 

La existéncia de circuitos no-balanceados se traduce en un 

valor infinito negativo de la funci6n objetivo. De donde pu~ 

de deducirse que una condici6n necesaria para la existencia 

de solución para el problema de distribuci6n lineal óptima 

es la ausencia de circuitos no balanceados. Esta condici6n 

es también suficiente, como puede apreciarse del 'siguiente 

teorema • 
• 
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Teorema. (E~<istencia de flujos 6ptirnos). Suponga que el pr~ 

b1en•a lineal de distribución óptima tiene al menos una solu-

ci6n factible. El ínfimo en este problema es finito y se a-

segura la existencia de al menos una soluci6n 6ptima, si y 

s6lo si, no existe algún circuito elemental no balanceado. 

J.?rueba. (Suficiencia). Si no existe circuito con capacidad 

:loblt:?mente ilimitu.da cualquier flujo x se puede expresar 

" 
q 

L µsep' 
s=l 

donde cada xk representa un flujo extremo y cada P5 es un 

circuito con capacidad ilimitada, i..k 2::_ O, µ
5 

.::_ O y A 1 +~ ..• 

l. En este caso el costo asociado con x, excepto 

por una constante es: 

n 
d·x = l: ~kd·xk + 

k=l 

q 
l: µ d·e 

s=l 5 Ps 

donde d ·e .:::_ O puesto que no existen circuitos no bal.ancea-~. · 
Ps 

dos, así el prob.lema se red~.ce ~ minimizar d·x. -s~bre X,k- _:::. O¡ 

µ s ;: O, con A 1 + ••• + A n = l.. Es,te minimo se obtiene selecci.2 

nando el k 0 para el que d · xk·o ·sea menor, 

Ak = O para k + k 0 y µ
5 

= O para. toda s. 

tomando Ak 
o 

= 1, 

Si existe algun circuito P con doble capacidad ilimitada, t.a!! 

to ~l. circuito F o::mo su inversc tienen capacidad il.imi tada y no 
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son nobalanceados por lo que d·e =O, así si x es una so­
p 

·. luci'6n factible x' = x + te con te: IR tambi~n lo es; Ge pue­p 

de seleccionar un arco jEp e imponer la restricci6n x(]) = o, 

esto permite redefinir e+(]) y e-(]) iguales a cero con lo 

qt, ..... P ya no es un circuito de doble capacidad ilimitada y el 

problema se reduce al caso anterior. 

L«:i necesidad del resultado se demostr6 en la hoja anterior • 

1Jna vez cubierta la existencia de soluci6n se pueµe pasar a 

su caracterizaci6n analítica, para ello conviene famil.iari-

zarse con el concepto de curva de optimalidad. 

La curva de optimalidad rj está ~efinida como: 

• 

Y ¡v(j) < d(j) para x(j) < c+(j)l · 

rj={(x(j), v(j)} Em' 1 x(j)cc(j) } 

v(j) ;:, d(j) para x(j) > c-(j) • · 

si c-(jl. y ~+ ,-jl, -son distin'tos y finitOs ia curva r j: 't1eri.e. e~. 

aspecto que presenta la figura siguiente: 



. V (j) \ 

1 
1 

\ 
d (j) 

ESTA TESIS 
SALll fJE LA 

-------- ----·t--=---------x-----------
c - (j) c (j l X (j) 

Curva de optimalidad fj. 

En el caso en el que c+(j) =ro, la semi-recta vertical dere­

cha desaparece; cuando c-(j) =-ro, la semi-recta que no apa­

rece es la del lado izquierdo; si c-(j) =--y c~(j) =ro la 

curva r. está formada s6lo por la recta v(j) = d(j) .y· en el 
J ' 

caso -en el· que c - ( j) = c + ( j) r . es la recta x ( j l = e+ ( j l . 
. ' J . 

La _caracterizaci6n de la solución 6ptima queda ,form_alizada 

por el teorema siguiente: 
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Teorema. (Optimalidad lineal de flujos). Un flujo x es una 

soluci6n 6ptima del problema de distribución lineal si y s§. 

lo si div x = b y existe un potencial u cuyo diferencial sa 

tisface que (x,(j), v(j})crj para toda je:A. 

Prueba. (Suficiencia) si x y u satisfacen las condiciones 

ael teorema, entonces x es una solución factible y de acue~ 

do con la definición de rj 

sic (j) < x(j) < c+(j) entonces d(j) = v(j) 

si x(j) = c+(j) entonces v(j) ~ d(j) y x' (j) _::. x(j) 

si x(j) =e (j) entonces v(j) .::. d(j) y x' (j) ~ x(j) 

lo que implica que d(j) [x' (j) - x(j)J ~ v(j) [x' (j) - x(j)) 

en todos los casos;. sumando sobre todos los arcos j e:A se ob­

tiene 

d(x' - x) ~ - u div (x'-x) - u [b - b] = o 

de donde d·x' > d·x lo que implica que x es 6ptima~ 

La pr_Ul'"ba de la necesidad es constructiva •. Co~. el algoritmo' 

de distribuci6n óptima se construye un potencial u que sa-

tis;E'ace. · 1~s condicioÍles del teorema o una SolÚ.'ci6n x• con 

costo menor que el costo del flujo factible x del que se 

parte. • 
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Interpretaci6n económica de la curva de optimalidad. 

considere una red conectada G en la que los parámetros de in-

tervalos de capacidad de flujo y costo por paso del mismo son 

conocidos. Sea x un flujo factible en la red. Dicho flujo 

l' ..:_Ljresenta los bienes (i. e. , artículos, dinero, energ!a, etc) 

·ue se transportan de los nodos de oferta a los nodos de de-

n1anda siguiendo diversas rutas de acceso. 

Sea u el vector de potenciales e interprete a cada elemento 

u{~) como el precio unitario de los bienes existentes en el 

nodo i. Es por ello que v(j) = u{i') - u{i), esto es, la di 
ferencia de potenciales, representa el incremento o decremen­

to de precio de un bien al ser transportado del nodo i al no-

do i 1
• Por otra parte, si d (j) es el costo de transportar un 

bien a lo largo del arco j se tiene que [d (j )-v (j)] es el· ·cos 

to unitario neto de transporte. Es por ellO que la curva de 

optimalidad rj trabaja usando la consideraci6n de minimizar 

costos netos de transporte pues, si d(j) - v(j) > O se env!a 

tan poco flujo como sea posible, esto es, x(j) ~;c-_(j)_. Sin 

embargo, si d(j) - v(j) <O entonces se envía tanto flujo co-. 

mo sea posible, esto es, x(j) = c+(j). . ' . 



3. 3 1\lqoritrr,o de dist:r.ibuci6n 6ptima .. 

En esta sección de describe un procedimiento para determinar 

una soJuci6n 6ptima del problema de distribuci6n l~neal 6pti­

ma. Dicho procedimiento parte de un flujo factible que es me 

jorado (en términos de su funci6n objetivo) o bien se demues-

tra que es 6ptimo. El. mejoramiento se basa en l.a· especifica-

ci6n de Cier1-r.s intervalos de generaci6n para determinar un 

diferencial factible por medio del algoritmo de diferencial.. 

como resultado de este algoritmo se tienen dos alternativas 

mutuamente exclu':fentes: a) se detecta un circuito con costo 

negativo (y se mejora el flujo) o b) se construye un difere~ 

cial factible tal que las parejas de flujo y tensi6n en cada 

arco se encuentran en su curva de optimalidad, por lo que la 

soluci6n es 6ptima. 

El algoritmo de distribuci6n descrito en esta secci6n es uno 

de los posibles procedimientos iterativos para colocar las p~ 

rejas de flujo y tensión de cada arco (con el flujo-'"fact1ble) 

en la curva de optimalidad .. Un mf!todo alternativo de. ;togra.r 

ei mismo prop6sito es usando-el concepto de árbol- de,expan­

si6n: el algoritmo simp1ex para f1ujos~ 
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ALGORITMO: DISTRIBUCION OPTIMA 

Propósito: Resolver el problema lineal de distribución ~p­

tima. 

oescripci6n 

Sea x un flujo factible. Defina el siguiente sistema de in­

tervalos de ~eneraci6n: 

[d(j), d(j) l si c-(j) < x(j) < e+ (j) 

[d- (") d+ ( . ) 1 
[-m 

' 
d(j) l si c-(j) = x(j) < c+(j) 

= X J 1 X J 
[d (j) ' m si c-(j) < "(j) = e+ (j) 

(- m 
' 

m si e- (j) = "(j) = c+.(j) 

Aplique el algoritmo de diferencial factible. Si terminarnos 

con un diferencial factible, el flujo x es óptimo. De otra 

manera se detecta un circuito elemental negativo P, esto es, 

a:·(P), < ,0 O bien d. ep < 0 de fo:tma tal que X (j) < C+ (j) ··-si 

jeP+ y x(j) >e (j) si jEP- •. Calcule a como el m1nimo de 

· ·c+(j) - x(j) si joP+ y x(j) - c-(j) si joP-. Es inmediato 

quea>O. Si a = +co, entonces. _P es un circuit~, no-ba1a:.ncead~ 
y e~ -a~go7itlJlO termina con rosto inferior no-aoo~ (o igual a -m) .. 

De otra manera el flujo X1 = X ~ ~ep e~ fac.tib.le y tien.e n\e­

nor costo que x.. Repita el _proceso us_ando x' .. .. 
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Justificaci6n del algoritmo de distribuci6n 6ptima. 

cunndo el alqoritmo de diferencial factible termi.na con un 

potcncic.i.L u tal que ti.u== v y d-lj) ::._ v(j) _:: d+(j) para je:A 

1 ;, iactibil.idad de v asegura la optirnalidad de x por el teo 

rema de optimalidad de flujos. En el caso en el. que el al­

goritmo se dt~tiene con un circuito P, el flujo x 1 = x + a ep 

es factible puesto que x(j) +a~ c+(j) para je:P+ y x(j) 

a> c-(j) para jsp por la definición de a, además 

d·x' 

es decir, el costo de x' es menor que el costo de x. 

si el ínfimo del problema es finito y los valores de c-(j), 

c+(j} y b(i) son conmensurables, el algoritmo de distribu-

ci6n factible puede proporcionar una solución factible ini-

cial x con valores x(j) en la misma clase de conmensurabili-

dad. 

si todos estos valores son múltiplos de cierta O > o, enton-

ces tambi~n lo son los.valores· de a y los de los flujos suc~ 

sivos x• (j). Asi todos los flujos generados por el alg9rit­

mo pertenecen a la misma clase de conmensurabilidad y,en ca­

da iteraci6n el costo decrece al menos en úc' donde E·es el 

menor de los va~ores \d·e pi correspondientes a los circuí-. 

tos elementales P con d·ep < O. Como los Costos est4n aco-

tados inferiormente la sucesi6n de iteraciones no puede ser 

infinita • • 
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Ejemplo 3.1 Considérese la red de flujo 

[0,2,3] 

'Ó -.¿ 
'{/ 

[0,4,1] o l-3, 3,0] 

(0,3,5] 

donde asociados a los arcos se tiene una tripl.eta de paráme­

tros que corresponde a la capacidad mínima, capacidad rn~xima 

y costo p~r paso de una unidad de flujo,mientras que asocia­

do a los nodos se tiene la disponibilidad de flujo. 

Determine el flujo a costo minimo que resuelve el problema de 

distribuci6n lineal descrito. 

Empezaremos la aplicaci6n del algoritmo de distrjbuci6n 6pti­

- ma con- el flujo x = [3,0,0,2,2,3,0,3] que da origen a los in­

tervalos de ·~eneraci.6n [d~ fj )- , d~ (j)] indicados en- la red - de 

la figura l. La determinaci6n de un diferencial factible en 

dicha red se efectüa mediante la aplicación d~l. algoritmo de 

diferencial factible que se inicia con un potencial cero en 

todos los nodos. 
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() o 
n (-m,3] ....__..,""'-

1 . r-., -.¡_, 
3 3 [l,l] 

2 o <o 

"'' -~ 
<)-' 

3 
[ 5, co) 

Fig~ 1 Flujos y potenciales iniciales 

Corno consecuencia, podemos calcular, para cada uno ae los no 

dos, el· valor de la desviaci6n p(.i) y obtener: 

se, elige el nodo ~ 5 para emp~zar a determinar un .. circuito 

negativo (si existe) o mejorar el tpotencial actual. 

Lbs c~lculos. que resultan· de la aplicaci6n del algo.ritmo de 

tiayéctoria mínima ·can S = {.i. 5 } se resumen· en: 



a? 

nodos arcos nodos w (.i.) a analizado invol.ucrados involucrados 

.ls ja .¿ 4 ro 

j7 .¿ 3 o 

j6 ~2 -5 -5 

.i.z jl .i 1 -5 -5 

1 j4 .¿ 3 ro 

ja .i.5 ro 

.l ¡ j2 .¿ 3 -4 -4 

j3 .l 4 -2 

.l 3 j5 .¿ 4 ro -4 

j7 .l 5 -4 

como puede observarse el al.goritmo de trayectoria mínima .te~.!, 

na detectando un circuito P:.i. 5 + i.2 + .i 1 + .t. 3 + .i.5 con a+-(P} = 

- 5 - 1 + 1 + O= -5. El. valor del fl.ujo aumentan te en este 

circuito es ~ = l. El nuevo flujo es x + ep. 

I.teraci6n 2. se denotc"l. por x el fl.ujo actualizado y se·calculan los 

intervvlos de generaci6n asociados para empezar l.a aplicaci6n 

del algoritmo de diferencial factible con potencial inicial 

cero (figura_ 2) .. Es sencill.o verificar que. p_(.i.
5

1 =-5 Y.POde­

mos empezar la aplicaci6n del algoritmo de trayectoria rninima. 



88 

o (-co,3] 

2 I"~ ,,,, 
"'-' -0-' 

3 
[1,1] 2 -4 [O ,m) 

l"o 
-~ 

2 1 

2 [5,5] -4 

Fig. 2. Flujos y potenciales en la iteracf6n l. 

~os cálculos que resultan de la aplicaci6n del algoritmo de 

trayectoria mínima con S = {~ 5 } se resumen en: 

nodo arcos nodos w (.i) a analizado involucrados invol.ucrados 

.is je .i4 w 

j7 .¿3 o 
j6 .¿2 -5 -5 

.¿2 jl .¿ 1 -5 -.5 

j4 .i3 w 
. 

i5 .is o 

.¿ l i2 .¿3 w 
.· 

i3 .i4 -2 -2 

.i4 is .¿ 3 -2 .:.2 '" 
is .is -2 

.i3 i7 .is -2 -2 

1 

----· - -- -.- -- -- -----
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Como puede observarse el algoritmo de trayectoria mínima teE 

mina con un circuito P:.t. 5 ~- -i.
2 

+- .i. 1 -.. ,¿
4 

+- .i.
3 

-+ .i
5 

con 

d+(P) = 3 +O - 5 - l - 2 - 5. El valor del flujo aurnen-

tante en este circuito es a = 2 y el nuevo flujo es x + 2 ep 

Iteraci6n~3. se denota por x el flujo actualizado y se calculan 

los intervalos de generación asociados para empezar la apli­

caci6n del algoritmo de diferencial factible con potencial 

inicial cero c~n todos los nodos (figura 3).. Es sencillo ve­

rificar qlle la desviaci6n p (.i. 4 ) es negativa y podernos aplicar 

el algoritmo' de trayectoria mínima. 

Los cálculos de la aplicación del algoritmo de trayectoria 

mínima se resumen en: 

o 

o (-c:o,l] 

2 3 

o (-o:>,~] 
-2 

Fig. 3. F1Uj6S:Y potenciales en la iteraci6n 2. 
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nodos 

\ 
arcos nodos 

w (.i) s l analizados involucrados involucrados 

¿~ j3 .i 1 -3 -3 

j5 .i 3 ~ 

jB ,¿ 5 o 

.i. ¡ j2 ,¿ 3 ~ 

jl .i 2 -2 -2 

.i.2 i3 .i4 "" 
j4 .Í.3 

S>O 

Jo .i. - o 

En esta iteración se actualiza el potencial y se obtiene un 

potencial {diferencial.) factible. En este caso termina el 

algoritmo y el flujo es 6ptimo. 

2 

1 o 

o 3 

2 3 2 

o 2 

Fig. 4. Flujo y potenciales óptimos· 



Ejemr: lo Considérese la red de flujo 

2 
j 

[O,l] [-~,3,0J 

j [-c:o,2,4] 

donde cada arco tiene asociada una tripleta de parámetros 

que corresponden a la capacidad minima, la capacidad m&xirna 

y _el costo por paso de una unidad de flujo, mientras que en 

cada nodo se indica la disponibilidad de flujo. 

Determinar el flujo a costo minimo que resuelve el problema 

de distribuci6n lineal descrito. 

Se inicia la aplicación del algoritn10 de distribuci6n lineal 

óptima con el flujo x = [O,-l,O,l,3,0,2,-3] que da origen a 

los intervalos de generación [d~ (j) , d~ (j)] indicados en la 

red de la figura s. 
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-1 o (-co, 2 

1 

3 o 
o 3 

(-=,1] 

Fig .. 5.. Flujos y potenciales iniciales 

La determinación del diferencial factible en dich·a red se 

efectfia mediante la aplicación del. algoritmo de difer.encial 

factible que se inicia con un potencial de cero en todos los 

nodos. El resultado del c~lculo de laS desviaciones -en los 

nodos es: 

se inician los cálculos con s = ~~ 5 } y los resultados obteni~ 

dos son: 
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1 ncdos arcos nodos 
analizado involucrados involucrados w(.i.) e 

; j7 .i.1 -4 -4 
1 -· 

js .i.2 -1 

ja .i.4 = 
.i.¡ j7 .i.5 = -4 

j6 .i.4 -4 

jl .i.2 -3 

.i.4 ja .i.5 -4 -4 

j4 .i.2 -4 

j3 .i.3 = 

-

como puede observarse este algoritmo detecta el circuito 
+ . 

con d (P) =-4 y a = ro, es decir, este 

es un circuito no balanceado y por lo tanto no existe solu­

.. ~ión finita para este problema. 



3 .. 4 Algoritmo simplex para flujos. 

E1 algoritmo de distrjbuci6n 6ptima descrito en la secci6n an 

terior trata de deterrninnr un potencial u cuyo difere1l.c¡ial 

- + sea factible respecto a los intervalos de generaci6n [dx' dx]. 

El proceso para lograr dicho prop5sito se basa en la construc-

ci6n de un enrutamiento 6ptimo que englobe a todos los nodos 

de la red usando como base un nodo s arbitrariamente selecci~ 

nado. La repetici6n de este proceso genera una sucesi6n de 

enrutarnientos completos (esto es, comprende todos los nodos) 

con sus potenciales asociados de manera que cada enrutamiento 

difiere de su predecesor en un solo arco. 

Una manera alternativa de realizar el proceso anterior es usa.!! 

do árboles de expansi6n, esto es, subredes que no contienen 

circuitos .. En este caso, el proceso de determina.ciÓri. de un 

potencial u cuyo diferencial sea fa~tible se reduce a cal'llbiar 

de una iteraci6n a otra, un árbol de eKpansi6n. Titmbi~n se 

cumple que dos §rboles de expansi6n Consecutivos dit'ieren en 

un solo arco. Este m~todo coincide con el m~todo simpl~x con 

variables acotadas aplicadas al problema de redes de flujo. 

E1 algoritmo se describe a continuaci6n junto con su justifi­

caci6n y unos ejemplos. 
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Algoritmo: SIMPLEX PARA FLUJOS 

Propósito: Resolver el problema lineal de distribución 6ptima. 

Descripci6n 

sea x una soluci6n extrema tal que Fx = {jEA 

< c+(j)} forma un bosque y sea F un ~rbol de expan~i6n tal que 

Fx e F. Sea u un potencial con u (s) = O (s prefijado} tal que 

v = ó(u) sat~sface 

v{j) = d(j) para jEF. Si se cumple que: 

v(j} < d(j) para jeA-F con x(j) = c-(j} < c+(j) 

v ( j ) > d (j ) para je A-F con x ( j) c + ( j) > e - ( j) 

el algoritmo termina y x es una soluci6n 6ptima. De otra ma­

nera sea el arco J con la mayor violaci6n a alguna de las de­

sigualdades y P un circuito elemental, formado pOr arcos de F, 

- + tal que j EP si la primera desigualdad no se satisface, 6 

J ·E P - si la segunda desigualdad es violada. CalcUle e 1 valor a como 

el m1nimo de c+(j} - x(j) si jeP+ y x(j) - c-(j} si jeP-. En-

tonces a > O y si a =+ Cr;> el algoritmo termina con [inf] = -oa. 
Si a < 

F = (F 

entonces el flujo x' = x + ae es soluci6n extrema y 
p 

{~})U{)} donde j es el arco para el que se alcanza a. 
' 

El bosque F contiene a Fx' y.dx' < dx. Reinicie el proceso 

con x' • 
• 
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Justificación del alaoritmo simplex para flujos. 

Si je:A -F entonces xtj) = c-(j) 6 x(j) = c+(j), o ambos. Las 

desigualdades v{j) ~ d{j) con x(j) = c-(j) y v(j) ~ d(j) con 

x(j) = c+(j} aseguran que (x(~), v{j})E rj' esto es, que x es 

la soluci6n 6ptima. Por otro lado si v(j) > d{]) con x()) 

e-(]} y Pes el circuito cleraental correspondiente con ]e:P+ y 

los demás arcos en F, entonces 

L +d(j) - L _d(j) < L v(j) - L _v(j) 
je:P je:P je:P+ je:P 

= o 

pues v{j) d{j) para je:F. En forma análoga d.ep < O cuando 

v(]) < d(]) con x()) = c+(j). Por otra parte, a= m cuando 

~ para je:P-, es decir, P es un 

circuito no balancea90, as1 el ínfimo es -m. La factibilidad 

de x implica a > O y x• factible. Por otra parte, se observa 

que para todos los arcos ke:A-F; excepto posiblemente j, se.ti~ 

ne que_x• (k) = x(k) y consecuentemente que x' (k) = c+(k) o 

x' (k) = e- (k) (pues 

J asegura que x' <J) 
Fx: esta 

+ -
= e (j l 

contenido en F). La elecci6n de 

o~·()) = c--_(j) por lo que Fx' ~F. 

Esto demuestra que F es un ~rbol de expansi6n y x' es un flu-

jo extremo. 
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Ejemplo 3.3 Considere la ;ed de flujo 

[-1,l,O] 

donde cada arco tiene asociada ~na tripleta de parámetros que 

corresponden a la capacidad mínima, la c·apacidad m§xirna y el 

costo por paso de una unidad de flujo, mientras que en cada 

nodo se indica la disponibilidad de flujo. 

Determinar el flujo a costo mínimo que resuelve el problema 

de distribuci6n lineal descrito partiendo de la soluci6ri fac­

tible extrema x = [0,1,2,-1,0,21. 

Se inicia la aplicaci6n del algoritmo simplex para flujos con 

F = Fx = {j
1
,j 2 ,j

3
}, y S = .i. 2 , u= [6,0,3,6], s~ tiene: 
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V ( j 
4

) 3 > d (j 4) = l -x(j4) e (j 4) 1 

V (j 5) = 6 > a lj s> 5 -
x(jsl e (j 5) o 

V (j 6) 3 ., d (j 6) 5 x(j6) + . ) e ( J::: 2 

\,¡:·para j6 y p: .l 3 + .i. 1 
., .i.4 + ,¿ 3' e< 1, F' = { j 1 , j2. j6) y 

X ' = X + e p' indicado en la figura siguiente: 

¿, 
Haciendo u 1 (..l.2) =O y V (j) d (j) para j cF' se obtiene 

u' [ 6' o, 1, 6] 
. /: 

= 

V (j 3) = 5 > d (j 3l = 3 X (j 
3

) 3 = c+(j3) 

v(jsl G > d (j 5) 5 X (j 5) = o = -e ( j 5) 

-
V (j 4) = l d (j 4) X (j4) =-1 = e (j;¡)· 

Para js y P: .i.2 + .i.4 + .i.¡ + 1.2, a. = l, F" = {jl,j5,j6) y 

x" = x' + ep está indicado sobre la figura siguiente: 
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Haciendo u" (.t
2

) o y V (j) = d (j) para j E. ¡:·" se obtiene 

u" {5,0,0,5] 
• 

-
,j 2l = 5 < d (j 2) 6 X (j 2) o = e (jz l 

V (j3) = 5 > d (j 3l 3 X (j 3) = 3 = e+ (j 3 l 

-
V (j 

4
) = o < d (j 4l 1 X (j 4) l. = e ( j 4) 

lo que implic-- que X es una soluci6n óptima. 

Los valores marcados sobre los nodos indican e1:·potencial ·--6p-· 

timo y los valores indicados sobre los arcos r'!:!presentan ··e1 

fl.ujo 6ptimo. 

,,. . 

-- .-. - ------- --- . ----.. --
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Ejemplo 3 .. 4 Considere la red de flujo 

--------e¿·~ 
¡ - -

-~) 

(-oo,5,3} 

[-3' 5' l] 

[O,<»,l] 

donde cada arco tiene asociada una tripleta de parámetros 

que cur.t:.;:;.spondcn o. ln capacidad mínima, la capacid~d máxima 

y el costo por paso de una unidad de flujo, mientras que_ -en 

cada nodo se indica la disponibilidad de .flujo~ 

Determinar el flujo a costo mínimo que resuelve el. probleu1a 

de distribuci6n lineal descrito partiendo de la solución fas 

tible extrema x = [0,3,0,4,3,0,0,-3,21 .. 

Se inicia la aplicación del algoritmo simplex para flujos con. 



F = Fx = {j2,j4,j5,j6,j7}' S 

se tiene: 

V (j 1 J 2< d (j l J = -
V (j 3J = -3 < d (j 3l 

V (ja) 2< d (ja J 

V (j 0 J = 4< d(j9l 

1 

1 

1 

2 
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(-3, -1, 0,0,-2,21 

-
X (j 1) = o = e (jl J 

-
X (j 3) o = e ( j 3 J 

X (ja) = -3 = e+ (jal 

x(j9) 9 = c+(j
9

J 

para j
8 

y P:~ 6 + l 2 + i
3 
~ l 4 + i

6
, a = ~ lo que significa· 

que P es un circuito no balanceado y el !nfirno de1 problema 

es -""· 

. , ... 
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Ejemplo .1.5 (Problema de tr ... 1nsportc). La Compañía Nacional 

de Subsistencias Populares {CO~lASUPO) planea la compra y di~ 

tribuci6n de cost.:ilcs de Vllt<.· de 25 kg. que utilizurfi para 

empacar el frijol y rnaí2 en su próximo programa de comercia-

lización. Las fábricas de costales est&n ubicadas en M~ri-

da y Cd. Victoria mientras que los centros de almacenamien­

tos están en Verac-ruz, Distrito Federal y Guadalajara. La 

producci6n mensual de costales de yute es de 30 millones en 

lwlérida y 20 millones en Cd. Victoria mientras que la demanda 

mensual es de 15 millones en Guadalajara,10 millones en Ve-

racruz y 25 millones en el Distrito Federal. La producci6n 

mensual de costales ha sido adquirida por la CONASUPO y se 

desea determinar el plan de distribución a costo mínimo. El 

flete de transporte por ferrocarril en decenas de miles de 

pesos por millón de costales es como sigue: 

Guadalajara Veracruz D. F. 

M~rida 2 4 3 

1 Cd. Victoria 4 7 5 

·Esquemáticamente, 'la red de flujo qlle representa la problern~ 

se muestra en la siguiente hoja, -en. donde asociados a cada a:r 

ca se tienen los parámetros de capacidad mínima, máxima y ca~ 

to por paso de flujo. En los nodos se tienen asociadas las 

disponibilidades de flujo. 
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El valor de las desviaciones debidas a la no-factibilidad de 

la tensi6n en los-arcos que inciden en cada nodo se indica 

mediante los valores 0{~J, ~ = 1, .•• ,5. La aplicaci6n del al 
goritmo de trayectoria tnínima de Dijkstra para disminuir ta-

les desviaciones se resume a continuaci6n 

ncxlo ar= ncxlo va1or de valor de 
analizado involucrado involucrado w a 

-i.5 j3 ,l¡ -s -5 

j6 ,¿2 -3 

-l¡ jl ,¿3 -1 -3 

j2 ,¿4 2 

,¿2 j4 ,¿3 -1 '-;l 

js ,¿4 l 

. 

-i.3 j6 ls o 

Los potenciales resultantes son dados por 

u= (-5, -3, -1, O, O] 

y continuamos,con la aplicación del algoritmo de diferencial 

factible. En la siguiente red se muestran los intervalos, de 

generaci6n actua~izados respecto al nuevo diferencial. 
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[20] \Q,c:D,4] 

La red planteada se resolverá a continuaci6n, usando el algo­

ritmo de distribuci6n 6ptima. El flujo factible inicial es 

X [15, 0, 5, 0, 10, 20] 

Iteración l. En la siguiente red se muestran los intervalos 

de generaci6n asociados al flujo inicial y se proc_ede a la 

aplicaci6n del algoritmo de diferencial factible usando corno 

potencial inicial u =.O.· 

P =O 

. ----,,(\p=- 7 

------~ 

p =- 5 
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La nueva aplicaci6n del algoritmo de·trayectoria mínima de 

Dijkstra para disminuir desviaciones de factibilidad de ten-

si5n en los nodos (o encontrar un circuito negat~vo) se res~ 

me a continuación 

nodo ar= nodo valor.de valor de 
analizado involucrado involucrado w a 

l4 j2 ,¿I ~ 

js ,¿2 -1 -l. 

,¿2 j4 ,¿3 -1 -l. 

j6 ,¿5 -1 

,¿3 jl ,¿I -1 -1 

,¿I j2 .¿ 4 1 

j3 ,¿5 -1 -l. 

.¿5 

,, 
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El potencial actualizado es 

u= [-6, -4, -2, O, -1) 

obtenido al sun1ar el potencial u disponible el potencial w oE. 

tenido de la tabla anterior. 

El nuevo potencial es factible y se verifica que el flujo f ae 

tible inicial es 6ptimo. 

0----- 15 

··GF=== 
Soluci6n 6ptima. 
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Ejemplo J.6 (Problema de asignaci6n). El gobierno federal 

pretende realizar cuatro proyectos de infraestructura rural. y 

existen zej s comµ.:iñías que han_ ofrecido sus servicios y sus 

correspondientes coti7.aciones ( en miles de millones de pe­

sos) 

Compania 

Proyecto 1 2 3 4 5 6 

A 7 6 10 3 4 9 

B 8 6 5 4 6 4 

e 8 5 11 4 9 9 

D 12 10 8 7 8 12 

La contraloría seneral del gobierno ha decidido que cada com­

pañía realice a lo más un proyecto y desea asignar los proye~ 

tos a costo mínimo. 

Esta problemática está representada por la red bipartita de 

la figura 1 en la que el primer conjunto de nodos corresponde 

a· las compañías y el segundo conjunto a los proyectos. 

arcos de la red tienen asignada la terna de parámetros: cotas 

inferior y superior de capacidad, que establecen la posibili­

dad de asignaci6n o no asignaci6n y el valor de la cotizaci6n. 

Al aplicar el algoritmo de distribuci6n lineal 6ptimo se ob­

tiene la solución indicada en la figura 2, con uri'costo de 

20. 



compañ.ías 

G 
8 
o 
8 

Figura l. 

Figura 2. 

... ------ ·--
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CAPITULO 4 

EL PROBLEMA DE DIFERENCIAL LINEAL ÓPTIMO 

Un aspecto b~sico del análisis de un problema de programación 

lineal es la consideraci6n del correspondiente problema dual. 

En el caso de redes de flujo se tiene que el dual asociado es 

un problema con estructura especial cuyo an~lisis es sencillo· 

y permite métodos de solución alternativos: el problema de 

diferencial -lineal 6ptimo. Entre los aspectos m&s importan-

tes que surgen en el análisis de este problema se tiene el 

concepto de potencial (semejante al empleado en ingenier!a) y 

la manera en que se utiliza para plantear problemas de indole 

combinatoria, se manejan formatos de problemas qu~ aparecen 

frecuentemente en la literatura como el problema de costos 

compartidos. 

Este capitulo se desarrolla como sigue: primero se describe 

.el problema de diferencial. lineal 6ptimo y a~gun_os de- los 

problemas cl~sicos que tiene asociados. A continuaci6n se ~ 

nalizan las condiciones de existencia Y. optimalidad que sir­

ven de base_pa~a los m~todos de soluci6n que se describen: 

e1-método de diferencial lineal y el simplex especializado en 

redes para potenciales. 



4.1 Descripci6n del problema de diferencial 6ptimo. 

Sea G una red conectada en la que asociado a cada arco se tie 

ne un intervalo de generaci6n [d-(j), d+(j)] que limita los 

cambios de I?Otencial o propiamente dicho, la tensi6n en el arco 

jcA. suponga qu~ asociado a cada arco se tiene una disponib1 

lidad de flujo b(i), iEN que cumple con la condici6n de con­

servaci6n de flujo b(N) = O. Suponga que el problema de dife 

rencial tiene distintas soluciones factibles. Entonces, el 

problema de diferencial óptimo consiste en seleccionar aquella 

soluci6n factible que minimice una funci6n de costos que invo-

lucra tanto los potenciales como a las tensiones que se origi­

nan en cada arco. Específicamente 

sujeto a 

rnax - I b(i)u(i) -
icN 

I [c(j)v(j) 
jeA 

+ q (j) 1 

jeA 

-·aé:>nde v = l!.u es el diferencial correspondiente y las constan-

- t.es ·asociadas con lós costos c(j), q(j) y b(i). sori cOnOcidas. 

Un diferencial v es una solución factible del problema descri-

to si v(j)ED(j) para todo jEA y es solución 6ptirna cuando mi-

nimiza la función de costos (o maximiza el negativo de_ la fun-

ci6n de costos) sujeto a las restricciones de factibilidad. 

------·---
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Es conveniente señalar que el formato del problema de diferen-

cial 6ptimo se ujusta a un nGmero importante de problemas te6-

ricos y reales. Algunos de estos ejemplos se describen breve-

mcn~e a continuación. 

Problema de localizaci6n. 

Considere la problemática de determinar la localizaci6n de n 

instalaciones a lo largo de una curva (que puede representar 

una carretera, ruta de distribuci6n de servicios u otra). A 

cada instalaci6n Fi le corresponde una coordenada si medida s2 

bre- la curva usando un punto de referencia, que generalmente 

coincide con una instalaci6n ya establecida corno almacen, f§-

brica, etc. Suponga que cada uno de lOs valores si debe estar 

en un cierto intervalo [d-(i), d+(i)) y que asociada a cada p~ 

reja de instalaciones existe un costo de 11 intercomunicaci6n11 

que depende de la distancia que separa a tales instalaciones. 

El costo de intercornunicaci6n es una medida de la multiplici­

dad de-servicios mutuos que pueden prestarse entre sí dos in~ 

talacion~s. Se desea determinar. la localizaci6n de las n ins 

tálaciones con costo total de intercomunicaci6n minimo. En 

términos de la estructura del problema de diferencial lineal 

6ptimo lo que se d9sea es 

min 

sujeto a 
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donde c(k,i) es un escalar no-negativo que refleja el costo 

de intercomunicación. Note que si una instalaci6n se encuen­

tra ya construída lo único que tenemos que hacer es d-(i) 

d+(i). La red de flujo que representa la problem~tica se 

muestra a continuaci6n. En dicha red, un potencial. u asigna 

a cada instalación Fi una posición si = u(i) - u(O) y la dis­

tancia \sk-si\ se identifica en la magnitud de la- tensión exi~ 

tente entre los nodos k, i, o bien \v(j)\ donde j = (k,i) si 

k > O. En estos arcos el intervalo de generaci6n es (-~,m), 

mientras que en los arcos del. tipo j := (O,i) _el intervalo de 

generaci6n es dado por [d-(i}, d+(i)] en tanto que el costo 

asociado a tales arcos es cero. 
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Problema de costos compartidos. 

Un aspecto interesante de los problemas combinatorios es que 

algunos de ellos pueden plantearse en t~rminos de redes, uno 

de estos se discute a continuaci6n. Considérese la realiza-

ción de un proyecto que tiene diversas actividades, denomina-

das terminales, denotadas por P. Dichas actividades tienen 

asociado un beneficio conocido g(p) si pEP. Sin embargo,- ca-

da actividad terminal requiere de la realizaci6n de un conju~ 

to de actividades de apoyo, suce:le generalnente que dos o !'Ms activ! 

des terminales requieren una misma actividad de apoyo. El co~ 

junto de actividades de apoyo se denota por K y-caaa·una de 

ellas tiene un cierto costo f (k) si kcK. Se desea determinar. 

e~ subconjunto de actividades terininales que junto con sus ac­

tividades de apoyo proporcionen beneficio neto ffi~ximo. En 

términos del, problema de diferencial lineal óptimo lo que se 

desea es: 

sujeto_ a 

max I g(.p)v(up) 
.P<P 

p<P 

y v(jk) ~ v(jp) enteros para todo par (k,p)<H donde Hes el 

conjunto que· rei·aCiona a cada actividad· te-rmin"a1 6~n··~us res­

pectivas terminales de apoyo. 
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Esquem~ticamente, la red de flujo que representa la proble!!!á 

tica es: 

[0,1,-g (p) l 

H 
K p 

donde cada arco j· tiene asociada una tripleta de par4metros 

que representa los limites inferior y sup~rior de generaci6n 

y el costo respectivamente, para cada nodo ie:N b.(i). = O. Los 

diferenciales v(j) = u(i) - u(s) s61o toman. valores O 6 1. 

-----:---. 



4.2 Existencia y caracterizaci6n de soluciones. 

La idea fundamental pura establecer la existencia de solucio-

nes del problema de distribuci6n es el concepto de circuito 

con costo negativo. En el caso del problema de diferencial, 

el concepto básico es el corte con costo negativo, esto es, 

un corte Q = [S, N/S] tal que 

O> - .L b(i) + .l +c(j) - l: _c(j) 
l.E:S JE:Q je:Q 

o bien si recordarnos que b(N) = O equivale a tener b.e5 + beN/S 

O podemos escribir en forma compacta que 

esto es, la condici6n que peJ:Inite incrementar en un valor po­

sitivo, la funci6n objetivo asociada a un potencial factible. 

Existe una forma sencilla de verificar la condici6n anterior 

y su papel como.elemento que mejora el potencial factible di~ 

ponible. Suponga que tenemos un potencial factible u con di­

ferencial asociado v, esto es, d-(j) < v(j) ~ a+-(j) para todo 

je:A. suponga que tenernos un corte Q = [S,N/S] y que modific~ 

mas el potencial inicial. como sigue ~(i) = u (i) si ie:.S y u-(i, 

= u(i) +a si ifs donde a> O. Suponga que el nuevo poten-

cial ~ es factible, entonces, el Giferencial y difiere del 

diferencial original v Gnicamente en los arcos que pertenecen 

al corte; pues en los restantes la tensi6n en cada arco es la 

misma. Específicamente 
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::!. ( j.) v(j) +a si jcQ 

::!_(j) = v(j) - a si jcQ 

por lo tanto el costo asociado con u' es 

[costo de u'] = [costo de u] + n[b eN/S +e e
0

J 

Lo que equivale a tener un potencial mayor con un costo menor. 

Es importante notar que si Q es un corte de capacidad ilimit~ 

da, es decir d+(j) = + oo cuando jEQ+ y d-(j) =-oo cuando jEQ­

entonces ~ = v + a e
0 

es factible para todo a > O y el costo 

asociado es tan grande como se desee o bien el problema de 

diferencial lineal 6ptimo no es acotado. Así la existencia 

de tales cortes no balanceados se traduce en un valor inf ini­

to para la funci6n objetivo, de donde puede deducirse que una 

condici6n necesaria para la existencia de soluci6n para el 

problema de-diferencial lineal óptimo es la ausencia· de cor­

_tes no balanceados. 

Ei siguiente teorema demuestra que ~sta última condici6n es 

también suficiente para que el problema de diferencial tenga 

soluci~n 6ptima (si tiene soluci6n factible). • 
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Teorema. (Existencia de potenciales óptimos). Suponga que 

el problema lineal de diferencial 6ptimo tiene al menos una 

soluci6n f.actible. El supremo de este problema es finito y 

se asegura la existencía de al menos una solución 6ptirna si 

y sólo si, no existe corte no balanceado. 

Prueba. (suficiencia) • Si no existe corte no vacío doble-

mente ilimitado, cualquier potencial se puede expresar como: 

u = 
r 

Í "k uk + 
k=l 

q 
¡: 

t=l 

donde vk = ~ uk es un diferencial extremo y cada corte 

Qt = [st, N/st] es un corte elemental de generaci6n ilimit~ 

da, Ak ~ 0 1 k = l, ••• ,r; >.. 1 + ..... +:>i.r=1, µt _:::O t = l, ••• ,q. 

Así el problema se reduce a maximizar la expresi6n 

r 
¡: 

k=l 
+ c.e0 1 

t 

sobre >..lt _::O,~= 1, ••• ,r; A 1 + A2 + ..... +Ar= l; µt.::, O;t = 

1, .... ,c_y; b. eN/s 
t 

balanceados y el 

+ c.e
0 

> O. Puesto que no hay cortes no 
t 

máximo se obtiene seleccionando el 1ndice 

k
0 

Para el 

O para k + 
que -b.uk c.vk sea mayor, tomando Ak ~ -1, Ak 

o 
k

0 
y µt =O para toda t = l, ••. ,q. 

Si existe algGn corte Q = [S, N/S] de generaci6n doblemente 

ilimitada b.eN/s+ c.e
0 

=O puest.o que niQ ni su inverso sc:>n no 

balanceados, entonces para cada p~tencial factible u, el po­

tencial u' = u + t eN/ es factible para todo tER. Sin 
s 
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pérdida de generalidad se puede seleccionar un arco jEQ, e 

imponer al problcraa la restricción v(]} =O, esto permite 

redefinir el intervalo de generación correspondiente a J º2. 

mo (O, O] con lo que Q ya no es un corte de i.lt:ible capacidad 

ilimitada y el problema se reduce al caso anterior. 

La necesidad del resultado se demostr6 en la hoja anterior •• 

De manera semejante al proceso de caracterizaci6n de las so­

luciones 6ptimas del problema de distribuci6n definiremos la 

correspondiente curva de optimalidad asociada al problema de 

diferencial 6ptimo. 

La curva de optimalidad rj está definida por 

Y lx(j) 2 c(j) si v{j) < a+-(j)) } 

ri = {tx(j),v(j))oR2 J v(j)<D{j) 

x(j) ~ c(j) si v(j) > d {j) 

cuando d-(j) y d+(j).son distintos y finitos. La.forma·.esqu~ 

mática de la curva se muestra en .la hoja ·si_guiente;. De diCha 

figura se observa que si d+(j) m, entonces la sernirecta ho-

rizontal superior desaparece y de manera semejante- si d-(]) =­
- m ia sernirecta horizontai inferior desaparece. Por otra PªE 

te, si d-(j) = -m y d+(j) = m, ia curva de optimalidad estará 
. +··. 

formada únicamente por la recta x(j} = c(j) y si d (j) = 

d-(j) tendremos la recta v(j) = d(j) •• 



V (j) t 
1 

1 
: 
' 

------i-------------------,,. x(j) 
c(j) 

r (j J. 

v(j) ., v(j) 

d+ (j) =..; d+ (j) 
1 
1 r· 1 x(j) 

d- (j) 
c(j) d- (j)= 

r !j l r <jl 

v(j) ':" v(j) 

d+(j)= d+ = d- ( . ) 
-----

X(j) 

c(j) • --1--- -----
c(j) 

d- (j) =m r !jl l' (j) 

. ··-·--··-·'·!: 
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x(j) 
). 

. X (j) 
~ 
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Teorema. (Optimalidad lineal de potenciales). Un potencial 

u es una soluci6n del problema de diferencial lineal si y 

s6lo si existe un flujo x con div x = b que satisface (x {j), 

v(j))c rj para todo je:A. 

Prueba. (Suficiencia). Si x y u satisfacen las condiciones 

del teorema entonces ves una soluci6n factible. Siv' es 

otra solución factible, de acuerdo con la definici6n de rj: 

< V (j) < d+(j) entonces x(j) e (j) 

si V (j) entonces x(j) > c(j) 

si V (j) entonces x(j) < c(j) 

lo que implica que c(j) [v' (j) .- v(j)] ~ x(j) [v' (j) - v(j)] 

en todos los casos, sumando sobre los arcos de j se obtiene; 

c.[v'-v] > x.(v'-v] = - [div.x].[u'-u] = - b.[u'-u] 

De· donde -b.u - e.u> - b .. u• - c.v' lo que implica que.u es 

óptimo. 

La prueba de la necesidad es constructiva. El ~lgoritrno de 

diferencial óptimo construye, a partir de un potencial 

factible o un flujo x satisfaciendo las condiciones.del teo­

rema o un potencial factible u' mejor que u. • 



4.3 Algoritmo diferencial óptimo. 

En esta sección se describe un procedimiento para determinar 

una solución 6ptima del problema de diferencial 6ptimo. Di 

cho procedimiento parte de un potencial factible que es rnej~ 

rada {en términos de la función objetivo) o bien se dernues-

tra que es 6ptimo. El mejoramiento se basa en una aspecto 

constructivo de ciertos intervalos de capacidad para determ! 

nar un flujo factible por medio del a~goritmo de distribuci6n. 

Como resultado de_ tal algoritmo se tienen dos conclusiones m~ 

tuamente excluyentes: a) se detecta un corte con costo nega­

tivo (y se mejora el potencial) o b) se construye un flujo 

factible tal que las parejas de flujo y tensi6n asociadas a 

cada arco se encuentran en la curva de optimalidad descrita 

en la secci6n anterior. 

Es conveniente considerar al algoritmo ~e diferencial comó un 

procedimiento para conducir a las parejas de flujo-tensi6n en 

cada arco {con tensión factible) a la curva de optirnalida·~. 

Un procedimiento alternativo es usar árboles de.expansión y­

tener el correspondiente sirnplex especializado para potencia­

les. 
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ALGORITMO: DIFERENCIAL OPTIMO 

Propósito: Resolver el problema lineal de diferencial 6ptimo. 

Descripci6n 

Sea G = [N,A] una red conectada con b(N) = O, si u es un po­

tencial factible defina el siguiente sistema de intervalos 

de capacidad: 

[c(j)' e (j) 1 si -d ( j ) < V (j) < a+ (j > 

[-oo e (j) 1 si d - ( j ) V (j) a+ (jl < 
[c~(j), e: ( j) 1 

[e ( j) ' si d - (j) V (j) a+ (j l 00 < = 

(- 00 si d - (j) v(j) a+ (j > 
' 

00 = 

Aplique el algoritmo de distribuci6n factible. Si este alg~ 

ritmo termina con un flujo x que satisface div X = b, 

c-(j) < x(j) ~ c+(j) para jcA el algoritmo se detiene y u es 

6ptimo. De otra manera, el ccirte no-vacío Q = [S,N/S] con 

el que el .algoritmo termina es tal que 

b(S) > e: (Q) 

que equivale a v(j) < d+(j) para jeQ+ y v(j) > d-(j) para 

jcQ-, es decir, 

O > Í b(i) + Í +c(j) - Í _c(j) = b.eN/S + c.e
0 ieN/S jeQ jeQ 

dado que b(N) = O. Si hacemos 
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l 
d+(j) -

n. = min 

V (j) -

V (j) para 

para 

entonces a > O. Si a = 00 , Q es un corte no balanceado y 

el problema tiene [sup] = + oo De otra ~anera u'= u+ a. ~/S' 

es otra soluci6n factible mejor que u. Se repite el proceso 

empezando ahora con u• •• 

En t~rminos práct.icos el algoritmo de diferencial 6ptimo es 

semejante al algoritmo de distribuci6n 6ptirna, pues ambos PªE 

ten c~n una soluci6n factible de un problema de optimizaci6n 

y generan cierto sistema de intervalos a que debe ajustarse 

la soluci6n dual para tener una soluci6n 6ptima. En este ca-

so, se genera un sistema de interva1os de capacidad y se busca 

que el algoritmo de distribuci6n factible encuentre un flujo 

factible o bien, si esto no es posible, detecta un cor~e y m~ 

jora el potencial disponible. 

·.:, 
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Justificaci6n del algoritmo de diferencial 6ptimo. 

Los intervalos de capacidad [c~(j), c~(j)] utilizados para oE 

tener el flujo factible correspondiente al diferencial 6ptimo 

se obtienen directamente de la aplicación de la condición de 

optimalidad {x(j}, v(j))~ r .. Si el algoritmo de distribución 
J 

factible termina con un flujo factible se asegura la ~ptirna-

lidad de u. De otra manera se determina un corte Q =[S, N/S] 

con b(S} > c~(Q) el potencial u' =u+ a eN/S es factible y 

mejor que u pues para v• = ~u' se tiene que 

-b.u' - c.v.'=- b.u - c.v - a[b.eN/ + c.e0 ] >- b.u - c.v 
s 

Suponga que el supremo del problema es finito y los valores 

a-(j), d+!j) son conrnensurabl.es junto con la soluci6n facti-

ble inicial u. si todos estos valores son mGltiplos de cier-

ta ó > O entonces tambi~n lo son los valores de a y los de 

los potenciales sucesivo$ u• (.i.). Todas las solu.ciones gener!! 

das por el algoritmo pertenecen a la misma cla~e de corunensu~ 

rabilidad y en cada iteraci6n el valor aumenta en al _menos un, -­

ÓE donde E es el menor de los valores lb.eN/s + c.e0 1 corres­

pondientes a 1os cortes Q = [S, N/S] con b.eN/s + c.e0 < O. 

Esto implica que el algoritmo te~ina en un número finit6 de 

iteraciones • 
• 



Ejemplo 4.1 Considere la red de flujo. 

[-1,1,2] [0,2,4] 

[O ,4, O) [-1,1,-3) 
[-3) 

[6] . [0,3,3] 
J14 
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donde asociada a cada arco se tiene una tripleta de parámetros 

que corresponden a los límites inferior y superior de genera­

ci6n y al costo por unidad de tensión, mientras que asociada a 

cada nodo se tiene la disponibilidad de flujo. 

Determinar la tensi6n a costo rn1nimo que resuelve el problema 

de diferencial óptimo descrito. 

se inicia la aplicación del algoritmo de diferencial óptimo-­

con el potencial u = O que d~ origen a los intervalos de capa­

cidad [c-(j), c+(j)] indicados en la red de la figura 6. La 

determinaci6n del flujo factible se efectGa mediante ia aplic~ 
ci6n del algoritmo de distribución factible que se inicia ·con un 

flujo de c-1,0,2,0,0,-3,0,0,4,-2,-3,-l,1,-3]. 



[2,2] (-o:> 4 

-. 
[-1,-1] 

~f;)::_ 

f ó (-~,01 [-3, -3] 

Figura 6. 

.y. 
.... ~' 

' ' 1 

"'.; 
I "''.¿ 
I / 

(-,31 

'O 
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Observe que existen únicamente dos nodos no factibles:. b (.i. 2 ) = 

- 3 < y(.i.2) 

N+ = {.i. 8} y 

2 l. De donde 

C.i. 2 } y al aplicar Minty a la red pintada se 

obtiene el corte Q = [S, N /S] con S = C.i.1, .i.
3

, -i.4, .i1, .i.8}; ex = 1 

por lo que el potencial mejorado es: u =u + eN¡S = [o·,1,0,0, 

1,1,0,0]. 

Iteraci6n 2. Lo-s intervalos de capacidad correspondieri.tes al 

nuevo potencial est~n indicados en la figura 2. La aplicaci6n 

del algoritmo de distribución factible se inicia con el flujo 

[-1, O, 2, O, O, -3, O, O, 4, -2, -3, -1·, 1, -3] para el que 

a = 1 y x• 

{.i.2 }. Al apl.icar Minty se· tiene P:.i..
8 

-+- .l5 + 

X +e = [-l,0,2,0,0,-4,0,0,4,-2,-4,-1,1,-3] p 

que corresponde a un flujo factible. La soluci6n 6ptima del 

problema está indicada en la figura 7. 
---
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[2,2] <-,4] 

''s 

""' 
,,,. 

'";¡ ... '<..; v ~'V' V-' 

[-.1,-1] (-oo,3] 

' 'º '"l "" 
r...,, 

~· ~'.t,.1 

<-,01 - -3 

2 -2 

o o 4 
1 

1 3 

o o -1 

. -4 1 -4 
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Ejemplo 4.2 Considere la red de flujo 

[0,3,8] 
j4 

[-3,0,0] 

[-1,0,0] 
j3 je 

[2] 
j2 j7 

[-3,3,1] [-2,0, 

jl 
[-o;i,2,4] j 

[Q,co,l] j5 [O,ro,l] 

donde asociada a cada arco se tiene una tripleta de pará.metr~>s 

que corresp.onden a los limites inferior y superior ·de _genera­

ción y al costo por una unidad de tensión, mientras que aso­

ciada a los nodos se tiene la disponibilidad de flujo. 

Determinar la tensión a costo rninimo que resuelve el problema 

de diferencial óptimo descrito. 

se inicia la aplicaci6n del algoritmo de dife-rencial 6ptimo _ 

con el potencial us O que dá origen a los intervalos de 

,-0.,.\C 
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capacidad [c-(j), c+(j)] indicados en la red de la figura. 

La determinación de un flujo factible en dicha red se ef ec-

tGa mediante la aplicación del algoritmo de distribuci6n fac-

tible que se inicia con el flujo [1,1,0,S,4,0,3,0]. 

(-m,8] 

[1,1] 

(-oo,l] [4,-1] (-co, 1] 

Observe que existen dos nodos no factibles: b(L4> =-7 < y(.i.4)= 

4 - l = 3 y b(.i.
5

1 =- l > y(.i. 5 } =-3, .entoncesN+ = !.i..5}¡ N­

{.l4} y al. aplicar Minty a la red pintada se obtiene P:.l5 + __ .L4 

con a = 1, x• = x + ep [l, 1, o, 5, 4, 1, 3, O], con este· 

nuevo flujo se inicia la segunda iteración con b(.i. 5 ) > y(.i. 5 )> 
b(.i.4 1 < y l.i. 4 1. Entoncesn N+ = {.i.5}, N- = !.<.4 } y se obtiene 

el corte Q = [S, N/S] con S = {.l 1 , .l2 , .i. 3 , .i. 51 para el que 

a = oo , esto es, Q es un corte no bal.a:nceado y el problema 

tiene com·o soluci6n [sup] = c:o. 



4.4 Algoritmo simplex para potenciales. 

El algoritmo de diferencial óptimo descrito en la sección an­

terior trata de determinar un flujo x que sea factible respe~ 

to a los intervalos de generaci6n {c~{j), c~(j)]. Dichos in­

tervalos estan asociados a un potencial factible u. El proce 

so para lograr este prop6sito es la aplicaci6n repetida del 

algoritmo de distribución factible que permite determinar el 

flujo o detectar un corte que modifica el potencial disponi-

ble y permitir una mejora en la factibilidad del flujo dispo­

nible. 

·una manera alternativa de realizar el proceso anterior es el 

uso adecuado de árboles de expansi6n mínima. En esta altern~ 

tiva, en cada iteración se modifica el arco de un ~rbol y se 

verifica si se tiene la optimalidad. El proceso es semejante 

al método simplex para flujos excepto que se utiliza e1 com­

plemento ae·un árbol de expansión denominado Co-boSciué~ El 

método es sencillo y eficiente. 
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Algoritmo: SIMPLEX PARA POTENCIALES 

Prop6sito: Resolver el problema lineal de diferencial óptimo. 

Descripción 

Si u es una soluci6n factible extrema del problema de dife­

rencial lineal tal que F~ = {kEA \ d-(k) < v(k) < d+(k)} 

forma un ce-bosque, F es un &rbol de expansión ajeno a F~ 

y x el flujo que satisface que x(k) = c(k) para todo kEA/F 

y div X = b. Si 

x(j) < c(j) para toda j EF con v(j) 

x(j) > c(j) para toda j EF con v(j) = d+(j) > d-(j) 

el algoritmo se detiene, v es una soluci6n 6ptirna. De otra 

manera se selecciona un arco J de F con la mayor vio1aci6n a 

alguna de las desigualdades. Al sacar J de F se obtiene una 

partición de los nodos de la red en dos conjuntos: los nodos 

alcanzables desde el nodo inicial de 3 usando sólo arcos de 

F/{)}, llamado S cuando ] vial.a la primera desigualdad, .Y·-ios 

nodos alcanzables desde el nodo terminal de ) mediante arcos 

de F/{)}, etiquetado Con S cuando la desigualdad violada por 

J es la segunda. Q = [S,N/S] es un corte tal que b.eN/S + 

c.e
0 

< O, en el que el Gnico arco de F es ); si 

a = min 
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a _::: O, si a = ro el algoritmo se detiene, Q es un corte no 

balanceado y el supremo en el problema es ~· cuando a < ~, si 

j es un arco para el que se alcanza a, u 1 =u+ a eN/S es·una 

soluci6n factible extrema, F = [F/{ )}] U {)} es un árbol de 

expansi6n ajeno a F' = {joA \ d-(j) < v' (j) < d+(j)} y 
V 

- b.u' c.v 1 = - b.u - c.v + a\x()) 

se reinicia el proceso con u', F.
8 

o---. ' . ', 
' ' 

' 

e<))\~ b.u - c.v 

Bosque y cobosque correspondiente. 
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Justificación del algoirtrno simplex para potenciales. 

Si jEF entonces v(j) = d+(j) 6 v(j) = d-{j}, así las desigual­

dades x(j) ~ c(j) con v(j) = d-(j) y x(jl ~ c(j) con v(j) 

d+(j) aseguran que la pareja (x(j), v(j))cr. y por lo tanto la 
J 

soluci6n u es 6ptirna. Por otro lado si x(j) > c(j) con v(j) = 
d-(j) entonces ]EQ+ y los demás arcos de Q no están en F, es 

decir, satisfacen que x(j) = c(j),lo que implica que 

Í +c(j) - Í _c(j), 
j <Q j <Q 

es decir, 

Lo mismo sucede para x(j) < c(j) con v(j) = d+(j);a = m cuando 

d+(j) =m para jcQ+ y d-(j) =- m para jEQ-, así Q es no balan-

ceado y el supremo del problema es m,por el teorema de la exi~ 

tencia de potenciales óptimos. Si et < 00 se tiene C;iue Ct. >O pues 

to que d-(j) ~ v(j) _:: d+(j) para jEA. La elecci6n de a asegu-

ra que estas desigualdades son satisfechas para v' ( j) V (j) + 

" eQ (j l. Como " se alcanza para J, se tiene que v' ( j) d+ (J¡ 

6 v' <]¡ = d- <]) • asi ningún arco de E' satisface -que d (j) < 

v(j) < d+(j), entonces v' (j) = v(j) para jEF/{]}, .esto es, 

4>, como F es otro árbol de expansi6n, u' es otra so1u--

ci6n extrema. El algoritmo genera una sucesi6n de soluciones 

factibles extremas no degeneradas. En las iteraciOnes en las 

que a > o el potencial es reemplazado por uno mejqr y ninguna 

de las soluciones extrP.mas puede ser utilizada dos veces,. ca-

mo s6lo existe un número finito de soluciones extremas facti-

bles el proceso no puede repetirse infinitamente •• 



134 

Ejemplo 4. 3 Considere la rec1 

[0,3,1] [-3,3,2] 

( jl 

[0,4,ll\ 
[0,3,-2] 

[-1] 

[-2,3,l.J 

· donde asociada a Cl..tda arco se tiene una tripleta de par§.metros 

que corre~nden a los limites inferior y superior·. de genera­

ci6n y al. costo por unidad de tensi6n, mientras qUe aso.ciada 

a cada nodo se tiene la disponibilidad de flujo." 

Determinar la tensión a costo m!nirno que resuelve el problema 

de ~iferencial óptimo descrito. '.• -
Se. i-nicia la aplicaci6n del algoritmo simplex para potenciales 

con· u : O que corresponde a una solué-i6n extrema del problema 

de diferencial factible tal que F~ = {j 3 , j 5 , ·j 7 }. Entonces 

F = _{j21 j 4 , j
6

} es un ~rbol de expansi6n··ajenc;> a ~·v y 
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x = (l,O,l,-2,3,2,2} es el flujo que satisface que x(j) c(j) 

para j~A - F. Como puede observarse 

-x(j2) = o < e (j 2> V ( j 2) = d (j 2) 

X (j 4) =-2 < e (j 
4

) V (j 
4

) = d+(j4l 

X (j 6} = 2 > e (j 6) v(j6}= d - ( j 6} 

j 6 es el arco en el que se d~ la mayor violaci6n, entonces 

J = j 6 y se obtiene el corte Q = [S, N/S] con s = {~4 }, a =2, 

u• = u + 2eN/S' de donde, v = [o,0,-2,0,0,2,-2] y F = (F -

(j;,)}UJ3 = (j2, j3, j4) 

Iteraci6n 2. El flujo x = [l,0,-3,2,3,-2,2] es el flujo que 

satisface que x{j) = c(j) para jcA - F. Como puede observar-

se: 

X (j2} = o < e (j2 l V (j 2} d'.° (j 2} 

"(j 3l = - 3 < e (j 3 l .v(j
3

} d- (j 3} 

X (j4} = 2 > e (j4 l V (j4} d+ <.j4) 

Por lo que el algoritmo se detiene y la solución 6ptima es la. 

indicada en la siguiente figura: 

3 

l 
2 

o 
/ 

-3 o 
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Ejemplo 4. 4 Considere la red 

(-11 

donde cada arco tiene asociada una tripleta de parámetros que 

corresponden a los limites inferior y superior .de generaci6n y 

al costo por unidad de tensi6n, mientras que asociada a Cada 

nodo se tiene l.a disponibilidad de flujo. 

Determine la tensión a costo m1nimo que resuelve el· problema 

de diferencial 6ptimo descrito. 

Se inicia la apiicaci6n del algoritmo simplex para potenciales 

con u ; O que corresponde a una soluci6n extrema del problema: 
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F {j2,j3,j5,j7} es un 1irbol de expansión ajeno a F' y 
V 

X = [ 3' -2,2,1,-1,3,2,2] es el flujo que satisface X (j) c(j) 

para j EA -F. Con10 puede observarse: 

-
X (j2) 2 < e (j 2l 2 V (j 2) d ( j 2) 

-
X (j 3) 2 > e (j 

3
¡ 1 V (j J) d (j 3l 

-xtj 5 l l < e (j 
5

¡ l V (j S) = d ( j 5) 

X (j 7) 2 > e (j7) o V (j 7) = a+ ( j 7 l 

J j 3 no satisface la desigualdad, por lo que se obtiene el 

corte Q = [S,N/S] con s = {i 1 , i 3 , ¿ 4 , i 5}, a=~, esto es, 

Q es un corte no balanceado por lo que el supremo del proble-

ma es °"· 



138 

Ei empl o 4 .. 3 {Localizaci6n de instalaciones). Considere una 

compañía distribuidora de refacciones automotrices que desea 

determinar la localizaciún de tres nuevas instalaciones a lo 

largo de una carretera. La compañía ha determinado que la 

primera instalaci6n debe estar entre 5 y 10 Km. de distancia 

de un punto base (la fábrica) y que la segunda instalaci6n 

debe estar, sobre la carretera, a una distancia de 12 a lB 

Kms. La tercera instalaci6n debe estar entre 20 y 25 Kms. de 

distancia del punto base. El costo de 11 intercomunicaci6n11 

entre cada par.de refaccionarias es función de la distancia 

entre ellas. El costo de intercomunicaci6n, por km. de dis-

tancia de separación, entre cada par de refaccionarias es d~ 

do como sigue: entre las ref accionarias uno y dos el costo 

es 16 mientras que entre uno y tres es treinta y cinco. El 

costo de intercomunicaci6n entre las refaccionarias dos y 

tres es veinte. 

Se desea determiriar las localizaciones de las refaccionarias 

de manera tal de satisfacer las restricciones de localizaci6n 

a costo mínimo 



La 1cd de flujo que representa la problem.fitica es: 

"'' ...,,<>. 
. '-"' .,,...,, •' 

~? [20 25,0J 

/¡-2 (-oo 1 co 1 16] 
•.ta 

·.lo¡ 

~ 

Figura e. 
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donde cada arco tiene asociada una terna de parámetros que e~ 

rresponden a los limites inferior y 1superior de generaci6n y 

el costo de int~rcomunicaci6n respectivamente·. En t~rtninos 

de redes de flujo, lo .que se pretende en este P.roblei:n,a e~ ·.d~­

termi~ar un potencial f~ctibl~ que.tenga asociado costo miri! 

mo. Dado que podemos identificar de- manera sencilla un po­

tencial factible procederemos a la aplicación del algoritmo 

de diferencial lineal óptimo. 

:rteraci6n l. Consid€!rese el potencial inicial u = [O,S,12,2~-·0] 

que corresponde a un vector de localizaciónes factibles· de_· 
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cada una de las instalac:iories del problema en los respectivos 

intervalos. El diferencial asociado es dado por el vector 

v =~U~ [5,20,12,7,15,8] y los intervalos de capacidad co-

rrespondientes se indican en la red de la figura 9. 

Nuestro siguiente propósito es determinar un flujo factible 

asociado a estas capacidades, tomando en cuenta que la diveE 

gencia en cada nodo debe ser cero. Sea el flujo inicial 

x = [0,0,0,16,35,20] y observe que en el nodo tres existe 

exceso de flujo, esto es, N+ {3}, mientras que en los nOdos 

uno y dos existe d~ficit de flujo
0

0 bien N-{1,2}. Efectuando 

un pintado de los arcos se identifica un corte Q = [S,N/S] do~ 

de S = {0,3} con a = S. Por lo tanto podemos actualizar el 

potencial y tener u• =u+ SeN/S o bien u' = [0,10,17,20]. 

r.is 
•.Js 

<:>'\ 
35 './ 

.¿". N R 

o N R 

o 
N 

Figura 9. 
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Iteraci6n 2. Dado el potencial u= [O, 10, 17, 20) se obseE 

va que el diferencial asociado es v = 6u = (10, 20, 17, 7, 

10, 31 y qut~ lo::: correspondientes intervalos de capacidad 

son los mostrados en la red de la figura 10. 

La determinación de un flujo factible asociado a esta red se 

inicia con x = [0,0,0,16,35,20] con lo que se tiene N+ = {3} 

y N- = (1,2). Efectuando el pintado de la red se identifica 

una trayectoria aumentante de N+ a N-, esto es, P: 3 ~~ O -r 1 

con a = 51 y el nuevo flujo es x' = x + Slep o bien x' = [51, 

-51, O, 16, 35, 20). Efectuando el nuevo pintado de los ar­

cos (figurall) se observa que existe un corte Q = [S, N/S] 

con S = {0,1,3} y podemos actualizar el potencial. Específi-

camente, u' = u+ a eN/S con a= 1 o bien u' = [0,10,18,20] 

o R 

[16,16] 35 
16 

N 

2 

o 

Figura 10. 
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Iteraci6n 3.. Dado el potencial u = [O, 10, 10, 20] se obse~ 

va.que el diferencial es v =~u o bien v = Il0,20,18,8,10,2] 

y los correspcr.di<-·ntes intervalos de capacidad se muestran 

en la figura 12. El flujo inicial (id~ntico a la iteraci6n 2) 

es x ~ [51, -51, O, 16, 35, 20] con N+ = (3) y N- = (2). 

Efectuarido .el pintado de los arcos (figura 12) se tiene que 

existe una trayectoria aumentante de N+ a N-, esto es 

P:3 +O -+ 2 con a= 4. El 'nuevo flujo es x• = x + 4ep [51·, 

-55, 4, 16, 35, 20]. Dicho flujo es factible y se concl~ye 

que el. potencial actual es 6ptimo.. El costo de locali'zaci6n 

de las instalaciones es 480.. _(Figura 13) .. 

V 35 
51 16 

R 

-51 V 

R 
2 

R 
~ 

Figura 11. 
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Figura 12. 

10 
l.O 

8 

20 

l.8 

Figura 13. 
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Ejemplo 4.6 (Costos compartidos). Considérese un conjunto de 

actividades terminales (esto es, actividades que producen un 

beneficj o por la venta de un producto· o servicio) relaciona-

das con alimento para animales de granja. Asociados a tales 

actividades terminales, se tiene un conjunto de actividades 

de apoyo que tienen un cierto costo. Los beneficios de las 

actividades terminales, los costos de las actividades de ªP2 

yo y la relaci6n de actividades de apoyo requeridas para ca-

da actividad terminal, se muestran en la tabla l. Se desea 

seleccionar el subconjunto de actividades terminales con sus 

actividades de apoyo asociadas que produzcan ganancia neta 

m§.xima. 

Actividad terminal Beneficio actividades de apoyo 

(Millones (compra de maquinaria) 

(venta de alimento) de pesos) A B e D 

vacas 150 X X X 

abejas 130 X X 

cerdos 100 X X X 

aves 50 X X 
. 

costos (Millones) 70 90 100 20 de E:esos) 

Tabla l. oescripci6n de ces.tos y relaciones .. 

La red de flujo que representa la problem~tica e_s: 
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Figura 14. 

donde cad~-- ·urc:o tiene usociadw u:i.-~ ~ ~--i¡/.l~::ta de par:S.r:i.ctros que 

corresponde c1. J.os ~ ':!'.•~ ·.--~'::. i¡,fcrior y superior de generación y 

el costo re·_:.,._-. _.,;amente. En t~rminos de redes de flujo lo 

que se deseo es determinar un potencial fact~ble (que es uno 

si se realiza la actividad y cc-.r.o en caso contrario) que te_nga 

asoCiado costo minimo. Dado que podernos identifi_Car 'de forma 

sencilla >un potencial ~actibl.e procederenios a la ap~.icaci~_I?-_ 

del algor~tmo de diferencial lineal 6ptimo. 

· Iteraci6n l. Sea el potencial.· inicial u E- O ·con correspon-

diente diferencial v = 6u =·O. Los intervalos de éB:PaCidad 

asociados·'ª ·los, arcos se -indican en la· 'figUra 15. 
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Figura 2. 

Nuestro ~iguiente prop6sito es determinar un flujo factible 

asociado a estas capacidades, tomando en cuenta que la diver-

gencia en cada nodo es cero. Considere el flujo inicial cero 

en todos los arcos excepto x(j
5

) =-50, x(j
6

) =~100; x(j
7

) =-130; 

x(j
8

) =-150. Entonces, N+. = {s} y N- = {a, c.·, v}. Efectua~ 

do el pintado de ~a red es sencillo identificar las siguientes 

+ -~rayectorias aumentantes ajenas de N a N : 

pl: s + D + a con " = 20 que implica x' (jl) = x• (jujl = 20 

P2: s + e + c con " = 100 que. implica x• (j2J = x' (j1s1 = 100 

P3: s + B + o con " 90 por lo que x• (j
3

) = x• (j¡·
3

) = 90 

p 4' s + A + V con " 70 que d!i x• (j4J x' (j9 J = 70 
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Repitiendo el proceso anterior se tiene que N+ = {s) y N- = {a, 

o, v}. Efectuando el pintado de arcos de la red es sencillo 

verificar la existencia de un corte Q = (S, N/S] donde s = {s} 

ya=l. Sl nuevo potencial es u 1 = u + eN/S que es un vector 

con elementos iguales a uno en todos los nodos excepto en s 

donde es igual a cero. 

Iteraci6n 2. El diferencial asociado al votencial u(s) =O y 

u(p) = l con p + s se indica en la r.ed de la figura l.6. Míen-

tras que en la red de la figura l:/ se muestran l.os intervalos 

de capacidad asociados. Sea el flujo inicial, el indicado en 

. + -la red de la figura 1.7, y observe que t~ = {s} y N ={a, o,v}. 

Efectuando el pintado de los arcos podemos observar que exis­

ten las siguientes trayectorias aurnentantes ajenas de N+ a N: : 

s +a con a= 30 que implica x(j 5 ) = - 20 

s + o con a 40 de donde 

P
3 

: . S -+. V con a = 80 que d5 x(j 8 ) ~ - 10 

El flujo actual es factible y el potencial disponible en esta 

iteración es 6ptimo. 

si6n 6ptima es 150. 

La ganancia neta asociad_a co_n la. deci.:.. 
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' 
/ ~ºo:::--r'.....--='--2'~-

20 V 

Figura l.6 •. 

V [Q,<:0) 

20 V 

Figura 17 _ 



CAPITULO 5 

PROBLEMAS ELEMENTALES DUALES 

Un aspecto fundamental en el análisis de los problemas de dis­

tribuci6n y diferencial óptimo es la relación que existe en-

tre sus soluciones 6ptimas. Específicamente, la obtenci6n de 

la soluci6n 6ptima de uno de estos problemas requiere la deteE 

minaci6n de une solución factible (y 6ptima) del otro. La du~ 

lidad inmersa y hasta este momento no explicita de tales pro­

blemas queda plenamente establecida en este capítulo por medio 

de los denominados problemas eleroontales duales que resultan Cl!: 

sos particulares, pero equivalentes, de los problemas de distr~ 

buci6n y diferencial óptimo. 

Este capítulo se desarrolla como sigue: Primeramente se des-

criben los problemas elementales y se establece su dualidad b~ 

sada en la propiedad que ambos problemas tienen la misma curva 

característica. A continuaci6n se demuestra la equival~ncia 

de los problemas elementales con los correspondientes pro~le~ 

mas de distribución y diferencial 6ptimos. Finalmente se des­

criben los métodos de soluci6n: El método de ajuste eficiente 

y el m€todo de las desviaciones ambos con un mismo prop6sito; 

pero diferente procedimiento. 



5.1 Descripción de los problemas elementales duales. 

En esta secci6n se consideran casos aparentemente particulares 

de los p~oblemas de distribución y diferenciallincales óptimos 

en donde los intervalos de capacidad son de l.a forma [c(j), c;a) 

mientras que los intervalos de generación son de la forma 

(-c;a, d(j)] con c(j) y d(j) finitos, respectivamente. Para de~ 

cribir tales problemas suponemos que la red G en cuestión es 

conectada y que ~as disppnibilidades en los nodos b(i), ~e:N 

son conocidos y satisfacen la propiedad de balance total 

b (N) = O. Supongamos también que asociados a cada arco j e:A se 

tienen varios parámetros c(j), d(j), p(j) y q(j) tal.es que sa-

tisfacen la relaci6n 

q(j) = - c(j)d(j) - p(j) ¡ p(j) = - c(j)d(j) - q(j) 

Problema elemental de distribuci6n 6Ptima. Consiste en 

minimizar L [d(j)x(j) + p(j)J 
jEA 

sobre todos los flujos x tales que x(j) > c(j) si je:~ ,Y 

y(i) = b(i), si iEN donde y= div x. 

Problema elemental de diferencial óptimo. Consiste en 

maximizar ¿ bt.l>u<.t> 
ie:N 

L [c(j)v(j) + q(j)) 
j e:A 

sobre todos los potenciales u que satisfacen v(j) ~ d(j) para 

toda je:A donde v = ~u. 
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Conviene señalar que para estos casos particulares de los pro-

blemas de distribuci6n y diferencial lineales 6ptllros la curva ca 

racterística rj que sirve para establecer la optimalidad de 

las respectivas soluciones es la misma, específicamente 

r. = { (x(j), v(j))eR2 1 x(j) > c(j) 
J -

v(j) < d(j) ¡ 

[x(j) - c(j)] [v(j) - d(j)] O} 

o bién como se describe geométricamente en la figura i~ferior. 

La implicaci6n inmediata de esta caracterizaci6n es que el ca~ 

junto de condiciones de optirnalidad para ambos problemas es el 

mismo y equivale a tener un flujo x y un potencial u tales que 

div X = b y (x(j), v(j))erj jeA 

La relación de optimalidad y dualidad de los Problemas elemen-

tales duales queda resumida en el teorema de la hoja siguien-

te. 

V (j) 

(c(j),d(j)) rj 

---t--------¡..-----------7 x(j) 
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Teorema de dualidad. Si a1nbos problemas elementales posen s2 

luci6n factible finita entonces: 

1

- mínitno en el problema 1 
elemental de distribu 

_ ci6n 6ptima. - 1

- m:ixirno en 
elemental 

_óptimo. 

el problema 1 
de diferencial 

Si s6lo el primer problema posee solución factible entonces 

[inf] = - ~. Si el segundo problema es el único que posee s2 

luciiSn factibl.e entonces [sup] =+ c:o. 

Prueba. Sean x y u soluciones factibles de los respectivos 

problemas. Entonces la diferencia de funciones objetivo es 

a= ¿ [d(j)x(j) + p(j) J - [- ¡: b(i)u(i) 
je.A ie:N 

= ¡: (d(j) - v(j))x(j) + c(j)v(j) - d(j)) 
jeA 

= 1 [x(j) - c(j)] [d(j) - v(j)] _::O 
jeA 

l: [c(j)v(j) + q(j) ]] 
jcA 

dado que x.v = - v.u y p(j) + q(j) = - c(j)d(j) si jEA. Entonces a >O 

y se tiene la igualdad si y s6lo si div x =by (x(j), v(j)). 

erj para jEA. El resto de la prueba es irunediata·de la desi­

gualdad anterior • 
• 
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Es conveniente observar que la dualiJad de los problemas eleme~ 

tales es sencilla de verificar si usamos la prograrnaci6n li-

neal. Específicamente, el problema elemental de distribución 

lineal equivale, en t€rminos matriciafes, a 

min z = dx + ep 

Ex = b 

X > C 

donde e es un vector cuyos compo~en~es son todos igual a uno 

y es conformable con el vector p que tiene tantos elementos 

como arcos tiene la red G. El resto de los elementos éspeci-

ficados en este problema lineal es sencillo de interpretar. 

El dual asociado a este problema es 

max w ub + ac + ep 

UE + a = d a > O 

Sin embargo, si observamos que el vector a es no-negativo e 

igual a d - uE podemos reescribir el problema duai Como 

max w = ub - uEC + de + ep 

uE < d 

Finalmente, si recordamos que -eq = de + ep y que _siendo u una 

variable no restringida ·podemos reemplazarla (sin p~rdida de 

generalidad) por -u, tenemos que el dua1 es_ igual.a 
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max. w UD (ve + eq] 

- uE < d 

donde v = - uE o bién u = 6u. Sin embargo ~ste es precisame~ 

te el problema el~nental de diferencial 6ptimo. 

Finalmente, es posible utilizar la programación lineal para v~ 

rificar e1 hecho de c.:¡ue la curva característica es la base de la 

optimalidad de las soluciones factibles de los problemas ele­

mentales duales. Específicamente, la condici6n (x(j), v(j))Efj 

para toda jcA no es otra cosa que la condici6n que reswne el 

teorema de holgura complementaria de dos problemas duales en 

programaci6n lineal. Esta equivalencia se aprecia directamen-

te del siguiente teorema: 

Teorema. (Hol.gura complementaria) • 

les duales 

Sean los problemas linea-

min z = dx + ep max w = - ub - (ve + eq) 

(P) Ex b. V < d (v = ~u) 

" > e 

donde E es la matriz nodos-arcos de una red·· G; b es el vector 

de disponibilidad de flujo en cada nodo y el resto de 1os pa-

rámetros son id~nticos a los uSados en esta secciOn. Una CO,!l 

dici6n necesaria y suficiente para.que las soluciónes factibles 
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x y u sean óptimas, respectivamente, es que se cumpla 

(x(j), v(j))crj pnra toda jcA. 

Prueba. Debido al teorema fundamental de dualidad, las solu-

e iones factibles x, u son 6ptim.as s:í. y solo si 

dx + cp = - ub - ve - eq 

pero eq = - de - cp y -ub = vx por lo que la igualdad anterior 

se convierte en 

(d - v)x = (d - v)c 

o bien (d-v) (x-c) = O pero dado que d-v ~ O y x-c > O se tie 

ne que esto equivale a [d(j) - v(j)] o [x(j)-c(j)] 

(x(j), v(j))cr .• 
J • 

O o bién 

[c(j), oo, d(j)] 

Distribuci6n 6pt:ixna 

min dx + e 
:? 

l!:x b 

X > C 

(-oo, d(j), c(j)] 

?"" / 
1 ·º· 
Diferencial 6pt.inn 

max -ub - · (ve + eq) 

V < d (V = [>U) 
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Ejemplo 5.1 considere la red de flujo 

[-2,co,3) 

donde cada arco tiene asociada una tripleta de parámetros.que 

corresponden a las capacidades inferior y superior de flujo 

asi como el costo por paso de una unidad de flujo. 

La formulaci6n de programación lineal asociada con la deter­

minaci6n dci flujo a costo mínimo en la red es: 

sujeto a 

xl - x2 - X3 = 3 

xl - X4 + XG = o 

X3 "s ·- XG = -3 

"2 + X4 + "s = ·o 

·x >-2 
1-

X >-1 2- X >-3 3-
X >-4 

4- ' x~- 3 X >-4 
6-
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Problema dual asociado. 

(-cn,3,-4] 

[-3] 

El problema dual asociado al problema de distribuci6n óptima 

descrito anteriormente es dado a continuaci6n y corresponde a 

un problema de diferencial 6ptimo. 

sujeto a 

·La soluci6n 6ptima del problema primal es: 

x = [-1,-1,-3,-3, 4,-4] y la soluci6n correspondiente del 

problema dual es v = {3, -2, -4, 1, 2, l] co~ v = Au para 

u = [l,4,5,3] con el valor coman de la función objetivo 

[mini = [max] = - 28. 



S. 2 Relaci6n con los problc1nas de distribuci6n y diferencial. 

La generalidad de los problemas elementales duales descritos 

en la secci6!1 anterior queda establecida si podemos reducir 

cualquier problema de distribuci6n o diferencial lineal óptimo 

a su correspondiente forma elemental. 

Empezaremos por demostrar la reducción de cualquier problema 

de distribuci6n lineal 6ptima. Para_ tal prop6sito sólo s~ ne­

cesita verificar que podemos reemplazar cualquier arco jEA con 

intervalo de capacidad [c-{j), c+(j) por uno o varios arcos 

equivalentes con intervalo de capacidad de la forma [c-(j),m). 

Existen cuatro casos: 

caso l. Si el intervalo original es [c-(j), m) con c-(j) finá 

to no hay nada que hacer. 

Caso 2. Si el intervalo del arco es ae la forma (-m, c+(j)] 

con c+(j) finito basta con reemplazar el arco original j-ll,.l') 

por su recíproco j'-1.l',.l) con parámetros d(j')=.-d(j), p(j) = 

p(j) y flujo x(j') = x(j), (ver figura 18). 

Caso 3. Si el intervalo del arco es de la forma [c-(j),c+(j)]. 

con ambos extremos finitos podemos reemplazar el arco j-(.l,¿'J 

por un par de arcos en serie con un nodo ficticio que denotar~ 

mos por k; de modo que los arcos j 1 -1.i..,k) y j 2-l.l:k) tienen c2 

mo padmetros d(j 1 ) = d(j); p(j 1 l e= p(j)¡ d(j 2 l = p(j 2 J =O Y 

flujo x(j 1 = - x(j 2 = x(j), (ver figura 10). 
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Caso 4. Si el intervalo del arco es de la forma (-ro,ro) pode-

mas reemplazar el arco j-(.i.,Á.. 1 l por un par de arcos en paral~ 

p(j) ; d(j 2J=- d(j) ; p(j 2 J =O; y flujos tales que x(j) = 

x(j 1 J - x(j 2 J (ver figura 18). 

~a reducción del problema de diferencial lineal al correspon­

diente proble!t1a elemental es semejante al. descrito anterior-

mente. Existen cuatro casos y los detalles del reemplazo de 

un arco por un arco (s) equivalente (s) se describen en.la f~ 

gura 19. 

[-1,4) 

Flujo mfuc:ino Trayectoria m!nima 

Problemas elenentales e::'!Uivalentes a los anteriores 



Caso 1) 

Caso 2) 

~},=} ~ 
' d(j)x(j)-~-;{j~ 

0- (-.;,, c(j)} 8-~c(j}, w) ~ 
d(j)x(j} + p(j) '¡ -d(j)x(j,~ p(j)Ú 

Caso 3). 
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8--. -~C:-(j) ,c+(j)\8-f.l\ ¡~-(jl~=l_~=f':;!\ 
d(j)x(j) + p(j} ~j) o V 

Caso 4) 

[O, m) 

d(j}x(j) + p(j) 

~-(-=, w) ,(";;\ 

~lx~ 
-d(j)x(j} 

[O, m) 

Fig. 18. Reducci6n d~l problema de distribuci6n lineal. 



Caso 1) 

(-ro, d(j)] 

c(j)v(j) + q(j) 

Caso -2) 

8 [d(j), ro) >8-
.(. c(j)v(j) + q(j) 

Caso 3) 

Caso 4) 

(,\ ( - ro, ro) (;-;'\ 

\J c(j)v(j) + q(j) Ú 

(-ro,-d (j)] 

-c(j)v(j) + q(j) 

(-o:o,O] (--,O] 

c(j)v(j)+q(j) -c(j)v(j) 

Fig. 19. Reducci6n del problema de diferencial lineal. 

161 



5.3 Algoritmo de Ajuste eficiente. 

Una vez establecida la dualidad de los problemas elementales 

de dist;: i ~.uci6n y diferencial óptimos, podemos proceder a sus 

métodos de solución. Dada la dualidad de los problemas en 

cuestión sabemos que cualquier método resuelve ambos proble-

mas. El primer m~todo que discutiremos es una especialización 

del algoritmo de diferencial óptimo que usa de manera repetida 

el algoritmo de diferencial óptimo. En este algoritmo se PªE 

te de un potencial factible y un flujo factible respecto a los 

arcos de la red. En el algoritmo, los potenciales representan 

un sistema de precios que forzan a un ajuste en el flujo debi­

do a excesos o deficiencias hasta que existe un equilibrio y 

as! .se obtiene la soluci6n óptima. 

El algoritmo de ajuste se describe a continuaci6n y se obser­

va la manera en que se utilizan los intervalos de capacidad 

mo4ificados, as·Í como los intervalos de generaci6n mOdificados, 

que equivalen a tener la misma condici6n establecida por la 

curva-caracter.istica. 
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Algoritmo: A.1USTE EFICIENTE 

Prop6sito: Resolver simultáneamente el problema elemental de 

distribución lineal 6ptimo y su dual. 

Descripci6n 

Sea u una solución factible del problema elemental de dif ere~ 

cial óptimo y x un + flujo factible en los arcos, N = {~\ b(i) 

< y ( ,¡_} } , si N+ = N = <P el algoritmo se detiene y x. es una 

soluci6n factible del problema elemental correspondiente. De 

otra manera se aplica el algoritmo de trayectoria mínima de 

N+ a N empezando con u 0 = u con los intervalos de generación 

c-~,d(j)-vo(j)]x(j) = c(j) 

[ o o l x(j) > c(j) 

+ -cuando el algoritmo se detiene con un corte.Q:N +N de gene­-.,._ 

raci6n infinita, Q es un corte no balanceado y la_ solución 

del problema elemental de -diferencial 6ptimo tiene [sup] = o;1. 

De otra manera si el algoritmo de trayectoria·minima se deti~ 

ne Con una trayectoria P:N+ -.. N- y. un· potencial .u•_.=' u 0 + W , 

se forman los intervalos 

[e~' (j), c~(j)J ¡[c(j)' ~J 

[cjj), c(j)] v(j) < d(j) 

V (j) = d (j) 
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Y para ellos se calcula: 

x(j)-c(j) 

a = min b ( .¿¡ y ( i. ) para el nodo inicial de P 

y(~') - b(~') para el nodo terminal de P 

Entonces O < a < (O, x' = x • a. ep y la discrepancia entre 

los valores b(~) y y(~) disminuye al menos en a ·en los nodos 

inicial y terminal de P. se repite el proceso con los nuevos 

valores de x y u .• 

Como se observa este algoritmo se inicia con un potencial e~ 

yo diferencial es factible con respecto a los interValos 

(-~, d(j)] para jEA. En muchas de las aplicaciones d(j) >O 

y en este caso u : O satisface las restricciones. Cuando un 

diferencial factible no es f~cilmente iden~ificado se ·puede 

detex::minar mediante la apl.icaci6n del algor_i tm~ d~ diferen-, 

cial factible. El flujo inicial es .un flujo x.(j) dentro d_e;L 

intervalo [e-u (j), e+ u (j)] para j E.A, como puede not·arse es-

tos· intervalos siempre contienen a e (j) de manera que 

x(j) = c(j) para jcA, resulta factible •. 
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Justificaci6n del algoritmo de ajuste cficicntei 

cuando el algoritmo se detiene con un corte de generaci6n ili 

mitada .<(j) = c(j) para toda j<O- = Q <.JUe es de 1.a forma [S,N/S] 

con b(¿} 2 y{~I para todo ¿EN/S con a1 menos una de las desi 

gualdades estricta. As! 

= b.eN/S - (divx).eN/S 

= (b-y). eN/S <O 

es decir, Q es un corte no balanceado para el problema ele-

mental de diferencial 6ptim:>. Cuando se aplica el algoritmo 

de trayectoria mínima con u 0 no necesariamente constante en 

N+ o en N- se resuelve el problema de tensi6n máxima para los 

intervalos 

{

(-m, d(j) 

[O, O] 

si 

·si 

X (j) e (j) 

x(j) > c(j) ·' 

:se obtiene un valor de W y.una P con valor com11n máximo y m'i­

nimo a > O que es constante e igual a W en,N~ •. Se tiene 

para tOdo j e::A 
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¡-despliegue de t;w ·1 ¡-despliegue de Aw 1 /. +Aw (j l -

1 
+ - 1 - 1 - j> p _ de N a N .: - _relativo a P -

y 

= d+ (p) - [despliegue de v
0 

relativo a P] 

B 

le que implica que Aw(j) = a;(j) - v 0 (j) para toda jcp+ y 

6w(j) = d~(j) - v 0 Cjj para jEP-. Así en t€rminos del poten­

cial u = u 0 + w y un diferencial v = v 0 + Aw se tiene 

d-(j) < v(j) < d+(j) para toda jcA 
X - - X 

¡ d~(j) para jFP+ 

V (j) 

d- ( · ¡ jEP -X J para 

así se satisface que 

(x(jl, v(j)) E rj si y s6lo si x(j) E [c~(j), c~(j)J 

si y s6lo si v(j) E [d~(j) 

+· x(j) < cu(j) para· los nuevos intervalos. 

¡ [c(j), ·~¡ si V (j) =. d (j) 

[c~(j); e~ ( j l 1 = 

[e (j l , e ( j) 1 si V(j) < d (j) 
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Por otro lado ... : ( j) = d { j l para toda jEP y 

[c(j)' =] para jcP, asímismo x(j) ~ c(j) para toda j~P lo 

que implica que O < n < ~ y 

por lo que las condiciones equivalentes a (x(j), v(~))Efj 

se siguen satisfaciendo para x +.a ep. 

Si los números b (~), e (j) y los valores iniciales de x (j) son 

conmensurables la terminaqi6n en un nGmero finito de pasos 

queda asegurada. • 

, 
, , 
, 

c-__ ·1. 
, . . , 

o</: ___ (~ ' ' 
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Ejemplo 5.1 Considere la red. 

[O,oo, 3] 

l 

[-2,co,O] 
(O,o:i,2] 

[-21 [-3] 

donde cada arco tiene asociada una tripleta de parámetros- qu_e­

corresponden a los límites inferior y superior de capacidad y 

al costo por unidad de flujo respectivamente, mientras que a­

sociada a cada nodo tiene anotada la disponibili~ad de flujo, 

cuando eS distinta de cero. 

Determinar el flujo y la tensi6n que a costo mínimo; resuelven 

el problema el~en~al descrito. 

Se inicia ,la f1Pl.ica,ci6n del algoritmo de ajuste efi~iente con 

el flujo x: O y el potencial u= O que satisfacen la candi-_ -

ci6n (x(j), v(j)}~rj para jcA. Los nodos en los.que_ hay des-

ajuste con respecto a las restriCciones son {.i.. 1 ._.i. 2 ,.l 3 l con 
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N+ = {L 7 } y N- = {lt,l3 }. Se aplica el algoritmo de trayect~ 

ria rnS:nima de N+ a N con u 0 = O y los intervalos de genera­

ción indicados en la siguiente figura 

[-2] 

' ' 

(-,3] 

. 
' 

- - - - - - - - - ~ .. 

[O,O) 

- . -· 
, , 

[O,O] 

• ,(-m,2] 

. 
' I 

Iteraci6n l. Aplicación del algol:-itmo de DIJKSTRA.-

nodo arcos nodos 
analizado involucrados involucrados w 

1 

./.' jl .i.2 3 
. 

j2 .i.4 o 

.i.4 j4 .i.3 2 

.¿ 3 

1 

j3 .¿2 2 

.¿2 jl .i.' 

B 

' 

o . 

2 

2 
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. como pu_ede observarse el algori tr.tl? s_e detiene con la trayect2 

ria P:~ 1 + i 4 ~ ~ 3 y el potencial u = [0,2,2,0] para el que 

t't = 3 de donde se implica que x' = x + 3ep = (0,3,0,3]. 

Iteraci6n 2. Se inicia la iteración con la ap1icaci6n del a! 

goritmo de trayectoria minima usando los intervalos de gener~ 

ci6n correspondientes al nuevo flujo indicados en la siguiente 

figura. El desajuste persiste en los nodos {.i.
1

, .i.
2

} con 

N+ = {.i.
7

} y N = {.i.2 } _. Los resultados de la aplicación del 

algoritmo Dijkstra se encuentran resumidos en la siguiente ta-

bla 

/ 
/ 
" 

/ 

o 

[O,O] 

, 

-·-' 

3 

[O,O] 
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nodo u.reos nodos 
B analizado involucrados involucrados w 

.l ¡ jl ,¿2 1 

j2 .i.4 o o 

.i.4 j4 .i.3 o o 

.l 3 j3 ,¿2 o o 

De donde puede observarse que 

P:.i..1 ->- ,¿4 -1- ,¿3 ""4· .i..2 ; u = (0, 2, 2, 0) • 

Con '' =2 y x ·=(O, 5, -2, 5] que es la solución óptim~ pues ya 

no hay desajuste. 

En la siguiente figura se representa el comportamiento de las 

parejas (x,(j), v(j)) con respecto a las curvas de oPtimali-

dad 

v(j) ' v(j) 

-..., 
) 

-;=_..-:'-'-_. _______ _.x(j) 

r. r. 
J1 J2 

v(j) v(j) 

'f:---+-------'--7-- X (j) X (j) 

rj3 rj4 
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Interpretación económica del algoritmo de ajuste. 

Es conveniente señalar que la mecánica de trabajo del algori~ 

mo de ajuste eficiente tiene una interesante interpretación 

e_con6mica.. Para discutirla empezaremos por analizar en de­

talle la naturaleza del algoritmo de trayectoria m1nima que 

se resuelve en cada iteraci6n. 

Denote por Ü el potencial al ·inicio del algoritmo. El poten-

cial u
0 
~en la iteraci6n. general del algoritmo satisface 

- + -u en N y u 0 u + a en N para algun 6 > O. En t~rmi-

nos del potencial u sabemos que 

[despliegue de v 0 relativo a P] = u0 {~') - u0 (~) 

= Ü(.l' l - Ü(.l) +ji 

donde l denota el nodo inicial de P y l' el nodo terminal .. 

Asimismo, de la definici6n de los intervalos de generaci6n 

se_ tiene que . 

d+(P) 
X 

si x(j) > e(j) 

de otra manera 

toda j e:_P-

Es por ello que'al minimizar la expresi6n d+(P) - [desplie-

gue de v 0 relativo a P] lo que estamos haciendo ·es minimizar 

m(P) = Ü(.i) ü (.l' ) (1) 
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donde P;.i. -• ,i,.' sobre todas las trayectorias P:N+ -+ N que 

son de f'.1.1:1jo aumcntante para :;e respecto al intervalo de capa-

cidad dado en el problema de distribución. El valor a que se 

calcula en el algoritmo es el mayor flujo a lo largo de P que 

puede añadirse a x sin violar factibilidad de arco y reducie~ 

do la descripción entre y = div x y b. 

La única diferencia entre el algoritmo de ajuste y el algori~ 

rno de distribuci6n factible es que usa una trayectoria mini-

rnizante en el sentido (1). Note que el mínimo de rn(P) aume~ 

ta en B > O en cada iteración. 

La idea básica de la interpretación económica del algoritmo 

de ajuste está en la expresión (1). Suponga que x represen-

ta el flujo de un cierto bién. En cada nodo ¿, la disponib! 

lidad u oferta es b(~} y el precio del bi~n es u(~). Un si~ 

tema de precios ha sido especificado al inicio del procedi­

miento. En estos términos m(P) es el costo marginal asocia­

do con la compra de una unidad de bién en el nodo inicial ae 
P (donde existe un acceso) , el costo de transporte a.; lo largo 

de P y su venta en el nodo tenninal de P (donde se demanda) •· 

Al minimizar el c~sto marginal, se desea que entre las··tra....: 

yectorias di~nibles 1;:.are lo que es rrejor en términos del true-

que o intercambio de bienes de un lugar a otro. Los costos 

marginales µ de las trayectorias usadas de una iteraci6n a 

otra forman una sucesi6n no decresC?iente (el incremento ·es el 



174 

m'ínimo es r. ?_ O) • Esto equivale a decir que el ajuste es e~ 

da vez n1ds caro; y entre estos elegimos el de menor costo. 

La discusi6n hasta este momento demuestra que el algoritmo de 

ajuste puede formularse sin referencia a los cambios de pote~ 

cial, esto es, con10 un algoritmo de distribución factible con 

un criterio extra para l.a selecci6n de trayectorias en t~rminos 

de un sistºe1na de precios U fijo. La intcr?retaci6n de los 

cambios de potencial existe y se discute a continuación. 

Un flujo x al inicio del algoritmo no se elige en forma arbi­

traria, sino que debe satisfacer (X(j), Vtj)}ef. donde V= óÜ. 
J 

Sin embargo esto significa que Xtj) rninimza el costo neto 

[d{j) - V(j)]x(j) que ocurre al transportar a traves del ar-

co j una.cantidad de flujo x{j) que es factible respecto a 

los intervalos de capacidad [c(j), m). Es por ello que, por 

construcci6n el flujo x es siempre 6ptimo en el problema de 

distribuci6n modificado en que b se reemplaza por el val~r 

y=divx. 

Si recordamos que el sistema de precios u es constru!do·a 

partir del flujo x y el potencial u 0 -al inicio de la itera-

ci6n como uo 

si6n máxima 

puede decir 

max h(u) 

+ w donde w es la soluci6n 

de N+ a N 
' 

dado que ÓW = ÓU 

que u resuelve el problema: 

= ¡-valor constant: 1 
__ de u - u

0 
en N 

al problema de ten-

t>ti 0 = ·V ..; va: se 
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sobre todos lo~;; potenciales u cuyo diferencial v es factible 

re~pecto a los intervalos de generación [d-{j), d+(j)] con 
X X 

+ u - u 0 cons·ü11te en ti y tJ • Es r. 1 aro que u 0 puede ser reem-

?laz.:ido por u puesto que es constante en 

n+ y N- y el 1r.:5.ximo valor que se encuentra es µ = B + 8 en 

lugar de 13. 

Es por ello que para el flujo x con que iniciamos la iteración 

se desea determinar el m§ximo µ de forma tal que el sistema de 

- + -precios u coincida con u en N y u + µ en N- y satisfaga las 

condiciones v(j)E[d~(j), d+{j)] donde v óu. Esto proporcio­

na -la mayor diferencia de precios entre N+ y N- que es compa­

·tibl·e con la optimalid~d de x, relativa al costo neto del fl_!! 

jo en cada arco. Al pasar a un nuevo u, lo que estamos hacie.!! 

do es permitir un aumento de precios en el mercado que refle­

je el costo i'ncremental de transferir una cantidad adicional 

de Ni: a un lugar J.. 
11 



5.4 Algoritmo de las desviaciones. {OUT OF KILTER). 

Existe otro método alternativo para resolver los problemas ele­

mentales duales. El m~todo de las desviaciones que tiene su 

origen con FORO y FULKERSON. Dicho método está basado tai~bién 

en la búsqueda del procedimiento para garantizar que un poten­

cial y flujo sean tales que (x(j), v(j)) pertenezcan a la cura 

característica para toda jcA. sin embargo, aqu! las condicio­

nes iniciales que se le piden al flujo y potencial son distin­

tos y, aparentemente, m~s sencillas que en el caso del m~todo 

de ajuste. En el algoritmo de las desviaciones s6lo se pide 

que el flujo sea factible respe~to a la dispon~bilidad de los 

nodos y el potencial es arbitrario. El algoritmo usa de mane­

ra repetida e1 algoritmo de Minty para determin~r un corte com 

patible (y mejorar potenciales) o un circuito compatib~e (y m~ 

jorar factiblidad de flujo) hasta lograr que se cumpla la.op­

timalidad de las soluciones de los problemas elementales. 

En el caso en el que el flujo inicial x es factible (pero el p~ 

tencial ini~ial no lo es necesariamente, el algoritmo de las 

desviaciones puede ser considerado como una versi6n del algo­

ritmo de distribución 6ptiDa( aplicado en un par de problemas 

elementales) que usa el algoritmo de rectificación, como subr_!! 

tina. También hay algunos paralelisr.1os entre este método y la 

versi6n del algoritmo de diferencial 6ptimo que utiliza el al­

goritmo de distribuci6n factible ·corno Subrutina. 
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Algoritmo: METODO DE LAS DESVIACIONES (OUT-OF-KILTER) 

Prop6sito: Reeolver simultáneamente el par de problemas 

cl~mentales duales. 

Descripci6n 

sean x un flujo satisfaciendo div x=b y u un potencial, un 

arco·j está desviado si (x(j), v(j))frj, donde v = 8u. Si 

no hay arcos desviados, el algoritmo se detiene y x y u son 

las soluciones a los problemas. De otra manera si J es un 

arco desviado, la red se pinta 

NEGRO si X (j) > e (j l y V (j) < d (j) 

ROJO si X (j) = e (j) y V (j) < d (j) 

VERDE si X (j) > e (j l y V (j) d (j) 

BLANCO si X (j) = e (j l y V (j) d (j) 6 

X (j) < e (j l 6 V (j) > d (j) 

:se aplica el algoritmo de Minty. Si 6ste se detiene-con un 

circuito elemental compatible con el pintado conténiéndo a J, 
.-.- º-~- se calcula 

-X (j) e (j l j<P 

a = min e (j l X (j) j t:P+ v(j l < d (j) 

e cJ) X cJ) - + - jEP. V <J") .< a.<J> 
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ci __ > o; si CL*= oo P es un circuito no balanceado para el 

problema elemental de dis'tribuci6n 6ptima por lo que este 

problema no tiene soluci6n factible o [inf] =- m, el proble-

ma dual no tiene solución factible. De otra manera x' = x + 

n e y se reinicia el proceso. En el caso en el que el al­
P 

goritmo se detiene con un corte O = [S, N/S] 

d(j) - v(j) para j,;Q+ 

a min v(j) -d(j) para 
j "º - con " ( j) > c (j) 

vcJ)-dcJ) si JE:Q - "cJ) c cJ) con .:: 

Entonces a >' O, si r/=m el algoritmo termina, Q es un cor-

te no-balanceado para el. problema el.emental de diferencial 

timo por lo_que este problema no tiene so~uci6n factible o 

[sup] = m, el problema dual•no tiene soluci6n factible~ De 

otra manera u• = u + a ªN/S y se reinici~ el proceso. 

6E 

En cada-_aaso la distancia_de cada nuevo punto·(x(j)_,_v-(j)) a. 

la curvar. no.es m~yor que la distancia del_ pu~~o .anterior, 
J 

en particular los arcos que ya estabanm ella sigu~n_estando 

allL • 

· *a· = ao significa ·-mínimo vac!o. 
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Justificaci6n del algoritmo d0 las desviaciones. 

Los arcos negros corresponden a los puntos (x{j), v(j)) que 

se puedr;i. n1uver l:ar..:ia arl:'iba o a la izquierda sin que la dis 

tancia a ~ aumente. Los arcos rojos se pueden mover hacia 

arriba o abajo, los verdes hacia la derecha o la izquierda y 

lo$ blancos hacia abajo o a la derecha. Los movimientos arri­

ba y abajo corresponden al caso del circuito con jE + p+ 6 

j e P- respectivamente. Los movimientos hacia la izquierda 

y derecha corresponden al caso del corte, con jEQ+ 6 jEQ­

.respectivamente. La compatibilidad con "el. pintado de los ª..!:. 

ces asegura que x + a. ep o v + ae
0 

no alejan el punto (x (j), 

V (j)._) ae f j • El movimiento es de a Unidades, donde a es la 

cantidad mayor que permite no agrandar 1a distancia a rj. Si 

a = co, e1 circ_uito p correspondiente es un circuito positivo 

(e > O) formado por arcos verdes con v(j) 
p -

d(j) y blancos 

con v(j) ~ d(j). El arco j, debe ser blanco con V(J) > d(j). 

Estas condiciones implican que d.ep < v.ep = O, as1 P es un 

circuito no balanceado puesto que los intervalos de capacidad 

en el problema elemental de distribuci6n-6ptima son de·la for­

ma [c(j), ro) para toda j. 

similarmente si a = ~, e debe ser un corte negativo (e
0 
~ O) 

formado por arcos rojos con x(j) = c(j) y blancos con x(j) < 

c(j), el arco] es blanco con x(]) < c(j) de dcinde, c.e
0 

< x. 

e
0 

= - (div x). eN/S =;.. b.eN/S' así c.e0 + b.eN/S <O y 
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dado que los intervalos de generaci6n en el problema elemen­

tal de diferencial óptima son de la forma [-ro, d(j)], Q es un 

corte no bal~nceado. 

Si inicialmente x(j) ..::, c(j) y v(j) 2:.. d(j) para jEA, esto es, x 

y ·u son soluciones factibles, esta factibilidad se mantiene. 

Los arcos desviados son negros y x(j) - c(j), d(j)- v(j) 

son positivos y permanecen invariabl.es cuando j ro estli en el el..!. 

cuitO o el corte obtenido si j EP 6 j E G entonces la diferen.­

cia Correspondiente decrece en a. Asi toda iteraci6n mejora 

la situaci6n. Basta con una c0ndici6n de conmensurabilidad 

para asegurar la existencia. de un nWnero finito de iteracio­

nes anteriores a que todos los arcos estan en rj. • 

Este algoritmos~ inicia con un flujo que debe.satisfacer las 

restricciones de divergencia en los nodos, cuan.do no. resulta 

evidente se puede encontrar mediante la aplicaCi6n del algo­

ritmo de distribuci6n factible ·partiendo de un flujo .factible 

·con respecto a ._-los intervalos de cap.aCidad-, el cual- 'púede_ :_se:z:-

x (j) = c{j) para jcA. 
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Ejarplo 5. 2 Considere la red 

[31 

[-21.:n,O] jl [O,ro,l] 

j2 J 
[-3,ca,2] 

8 .· j4 .i.3 j5 .i.4 
. [O,ro,3] [-1,~,01 

[-21 [-11 

donde cada arco tiene asociada una tripleta de_p~r~etros que 

correspon~e· a los limites ,.inferior Y. superior de '.capacidad y 

al costo por unidad de flujo respectivamente, mientras que· 

asociada a cada nodo se encuentra indicada la disponibilidád 

de flujo, cuando es distinta' de cero. 

Determinar el flujo y la tensi6n que a costo m1nimo resuelven 

el problema elemental descrito. 

Se inicia la aplicaci6n ae1 algoritmo de desviaciones con el 

1, 

i 
\-. 
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flujo x = [-2, O, 1, O, O] y el potencia~ u ; O. Puede obser 

varse que los orcos con desviación son_ { j 2 , j 3 }. Al aplicar 

el algoritmo de Minty con el pintado sugerido para red se o~ 

tien~ la trayectoria 

o 

-2 
o 

B 

O R 
o 

1 y el flujo x = c-2,~1,o,o,~11. 

Iterac.i6n 2. Al. aplicar el algoritmo dé Minty ·cori el :PintadO 

·fridiCado en-- la siguiente figura ·se obtiene el· corte'. 

-2 N R o 
-1 

B 

R B C) o -·l 

----

.li . 
. 1 

.1 

·.:·\ .. 

1 
1 
1 ¡ 

,, 
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Q (S,N/S] con S = {L 3 J, u =2 y u= [2,2,0,2], de donde 

v ~u =[0,2,0,-2,-2] que corresponde a la soluci6n 6ptima 

puesto que ya no hay arcos desviados, según puede observarse 

en la siguiente figura que resume los movimientos de las pa­

rejas (x(j), v(j)), j~A con respecto a las curvas de optima-

15 ·d r. correspondientes 
) 

v(j) 

B V x(j) 
-> 

R 

N r, 
J1 

v(j) 

B 

V 

B 

N 
R 

r. 
J3 

v(j) 

, ' v(j) 

B ·> 

e-~, 
x(j) .,; ' . .. > 

N 

R 
r. 
J2 

v(j) 
V 

B . .¡---, 
V 

xtj> 

~ 
-> 

N 

x(j) v' 

rj4 ' r, .... )5 

.. 



CAPITULO 6 

CONCLUSIONES 

Los problemas lineales duales que resultan en el estudio de 

redes de flujo y potencial, han sido analizados en un marco 

metodol6gico que permite unificar los diversos· enfoques y m~ 

todos de solución existentes en campos tan diversos como la 

investigaci6n de operaciones, ingeniería eléctrica y optimi-

zaci6n combinatoria. 

El as¡:)ecto unificador del análisis ·ae los problemas de distr.J:. 

buci6n y diferencial lineal es que pueden reducirse a sus ca­

sos particulares denominados problemas e~ementales duales,peE 

mitiendo un an&lisis de dualidad y la generación de métodos 

de soluci6n combihando m~todos aparentemente desconectados. 

Este aspecto no interfiere con el hecho de que se sigan usan­

do y generando ml?todo.s de soluci6n particulares tanto para el· 

problema de distribuci6n corno para el de diferencial. 

Los problemas de redes de flujo y potencial tratados en. este 

trabajo cuentan cOn un análisis detallado de existencia y fac 

tibilidad de soluciones así como procedimientos para determi­

nar tales soluciones (si existen) • También se proporcionan 

las condiciones p·ara garantizar optimalidad de soluciones y 

' se discuten en forma detallada los diversos a196ritmos ·para 

obtenerlos. Cabe·' mencionar que la termino1ogia usada es sen-

1 

i 
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cilla y utilizable en todos los campos incluyendo el de la 

programaci6n lineal y la recientemente postulada programaci6n 

monotr6pica. 

Conviene señalar que los modelos de redes de flujo y poten­

cial presentados han sido motivados con diversos ejemplos p~­

ra mostrar .su aplicabilidad. • 
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ANEXO 

A, REPRESENTACION DE FLUJOS 

B. REPRESENTACION DE DIFERENCIALES 



A. Representaci6n de flujo. 

un aspecto btlsico de un conjunto convexo cerrado y acotado es 

que puer::: representarse como la envoltura convexa de sus pun-

tos extremos, esto es, el conjunto puede expresarse como una 

combinaci6n lineal de sus puntos extremos. Si el conjunto 

convexo es cerrado pero no acotado-, es necesario introducir 

el concepto de rayos o direcciones de recesi6n, para represe~ 

tar el conjunto convexo. En el caso de redes de flujo, cuyo 

conjunto de restricciones es un conjunto convexo, podemos 

efectuar la representaci6n de los elementos del conjunto que 

denominaremos, flujos, utilizando el concepto de flujos ~ 

~ (que no son otra cosa que puntos extremos del conjunto 

convexo) y circuitos de capacidad ilimitada (que juegan el p~ 

pel de los rayos a direcciones de recesi6n de un conjunto con 

vexo). 

Considere una red de flujo G con intervalos de capacidad 
' 

(c-(j), c~(j)] para cada arco j~A y disponibilidades de flujo 

b(i) en cada nodO i~N. 

Un flujo extremo relativo al problema de distribución facti-

ble se define como un flujo x tal que el conjunto de arcos 

forma un bosque, esto es, no existe circuito elemental conte­

nido en Fx' o equivalentemente, las columnas de la matriz de 
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incidencia nodos-arcos, asociadas al· conjunto F x, son lineal-

mente independientes. Una implicaci6n inmediata de lo ante-

rior es la existencia de un conjunto F CA que forma un bosque 

maximal tal que Fx cr }'cada jifF es tal que x(j) = c-(j), o 

bi.n,x(j) = c+(j). 

Un concepto que se requiere para efectuar la represe~taci6n 

de un flujo en t~rminos de flujos extremos es como sigue: un 

circuito ele~ental P se dice de capacidad ilimitada si c+(j) 

= + m para todo jEP+ y c-(j) =-oo para todo jEP-. Un circuito 

elemental P se dice de doble capacidad ilimitada si P y su iE 

verso son ambos de capacidad ilimitada·a bi~n cada arco j en 

Pes de la forma (-m, +m). 

Una propiedad interesante de la representaci6n de flujos en 

el problema de distribuci6n es que los flujos son enteros si 

se satisface un mínimo de propiedades acerca de los interva-

los de capacidad y disponibilidades de flujo, espec!ficamen­

te, si tales valores son enteros. 
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TEOREMA l. {Representación de flujos). Suponga que el pro-

blcma de distribuci6n es factible y que no existen circuitos 

elementales <le doble capacidad ilimitada. Entonces, existe 

un nún1ero finito de flujos extremos (al. menos uno) ; que son 

enteros, si todos los intervalos de capacidad y disponibili-

dad de flujo son enteros. Asimismo, x es soluci6n del probl~ 

rna de distribución si y s6lo si x puede ser expresado corno: 

r 
X = l ). k"k + 

k=l. 

q 

l. 
s=l. 

donde cada xk es un flujo extremo, cada A 1 , ••• ,A r es escal.ar 

no-negativo y su suma es igual a cero, mientras que P
5 

es un 

circuito elemental de capacidad ilimitada y su correspondien-

te escalar µ
5 

es no~negativo. 

PrUeba. Suponga que el vector de disponibilid~des b es igual 

a cero; en caso contrario se puede construir una red aUmenta-

da para que esto se cumpla. Si se usa la representaci6n de 

Tucker para el sistema lineal resultante, se tiene que el bo~ 

que Fx correspondiente a un flujo extremo x estA contenido en·. 

un bosque raaxima1 F. Asimismo, se cumple que· 

X (j) = I a(j, 
kfF 

k) X (k) jEF 

donde cada a(j,k) es 1, -1, 6 cero y para kfF se. tiene k~Fx 6 

bién x(k) es igual a c+(k) o c-(k). Dado que existe un ndmero 
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finito de soluciones extrer.i.as, que son enteras, si todas las 

cotas de capacidad (y disponibilidad) son enteras. 

El algoritmo de representación con flujos extremos demuestra 

la necesidad de la segunda parte del teorema. La suficiencia 

es como sigue: observe que para cada flujo extremo ~ se ti~ 

ne que c-(j) < xk(j) ~ c+(j) donde jEA. Entonces, 

r 
e (j) < I jEA 

k=l 

donde A 1 , >.. 2 , ••• ,>.. :i: son escalares mayores o iguales a cero y 

suman uno. Si j es un arco que pertenece a un circuito de e~ 

pacidad ilimitada P se tiene que c+(j) = + 00 cuando e (j) =l 
s . . P

5 
=- co cuando e (j) = -1. Por lo tanto 

Ps 
q 
}'. µ

6 
e (j) > O implica c+(j) = 

s=l Ps 

q 

l 
s=l 

impl.ica 

+ ~ 

y se concluye que c-(j) ~ x(j) _=:. c+(j) para t~~o jEA. La ye­

rificaci6n de la divergencia de x (en términ~s de su :repi:_e_seE:~ 

taci6n) igual a b se sigue de la combinación convexa de los 

flujos extremos y del hecho que los circuitos tienen diver-

gencia cero en todos los nodos • 
• 
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r.lgoritmo: REPRF.SENTl\CION CON FLUJOS EXTREMOS. 

Prop6sito: Representar un fl.ujo factible del problema de dis­

tribuci6n usando flujos extremos y circuitos de 
capacidad ilimitada. 

Descrioci6n 

Sea x el flujo factible disponible y denote ~ar Fx el conjun­

to de arcos .cuyo flujo es mayor que su capacidad inferior y 

menor que su capacidad superior. Si Fx es un bosque, termin~ 

mas; x es un flujo extremo. De otra manera existe (y se de­

termina) un ~ircuito P tal que c-(j)<x(j) <c+(j) si jEP. Existen 

dos casos resultantes posibles: 

a. p es de capacidad ilimitada y podernos suponer, (pasando 

al. circuito inverso si es necesario) que o < .!! = max {µcR 

e (j ) .::.x (j) - µep ( j) < - c+(j)¡ j<A} existe. Entonces x• = X. 

.!:!. ep es otro flujo facti_ble con conjunto de arcos Fx' canten.!, 

do estrictamente en Fx. Asimismo,' se tiene para x = x' +J:! ep. 

Repetir el proceso. 

b. P es de c~pa~idad ilimitada en un sentido. El escalar ~ 

definido en ~ existe y lo mismo sucede con el escalar µ obte-

nido al reempl.azar x(j) - µep(j) por x(j) + µep(j) en l.a f6r-

mula descrita. Los flujos resultantes x = x - ue y x = x + - -p 
µe son factibles. 

p Asimismo x = a ~ + (l.-a)x con a.= iít 

<ii + J!.) • 

te en Fx. 

Los conjuntos F~ y Fy 

Repetir el proceso. 
• 

est~p contenidos estrictarne~ 
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B. Representaci6n de diferenciales. 

Un conjunto de arcos F 1 se dice cobosque de una red G si la 

eliminaci6n de todos los arcos de G no aumenta el nt'.imero de 

componentes de G. Equivalentemente, F' se dice cobosque si 

no existe corte elemental de G incluido en F'. Los cobosques 

rnaximales son los complementos de los bosques maximales. Es 

por ello que si G es conectada, los cobosques son los conjun­

tos F' CA tales que A/F' contiene un &rbol de expansión de G, 

esto es, un ~rbol que incluye a todos los nodos de G. 

Un diferencial v es extremo (respecto a los intervalos de ge­

neración) si d-{j) ~ v(j) ~ d+(j) para todos los arcos jEA y 

el. cOnjunto 

es un cobosque. Esto es cierto si y s6lo si-existe un bosgue 

rnaximal F tal que para toda jcF se tiene v(j) = d-(j) 6 bi~n 

v(j) = d+(j). 

Un concepto que es necesario para establecer la representa­

ci6n de diferenciales es el relacionado con cortes de capaci-

dad ilimitada, esto es, un corte Q tal que d+(j) + oo para 

toda jEQ+ y d-(j) =-oo para toda jEQ-. Si Q y su inverso ti~· 

nen capacidad ilimitada se dice que Q es de doble. capacidad 

ilimitada. 
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Algoritmo. REPRESENTACION DE DIFERENCIALES 

Prop6sito. Dctenninar la representaci6n de un diferencial fa.s: 

tible, usando diferencial:es extremos y cortes de 

capacidad ilimitada. 

Descripci6n 

Sea v el diferencial facitible y se define el conjunto 

Si F~ es un cobosque terminamos. De otra manera existe ( y 

se determina) un corte Q tal que d-(j) < v(j) < d+(j) si jEQ. 

Existen dos casos resultantes posibles. 

a. Q es de capacidad doblemente ilimitada y se puede, supo~ 

ner (pasando al corte inverso si es necesario) que existe, .H. 

o < .!! 

Entonces s1 u• = u - .l:!. e
0
,y = 6y_ es otra soluci6n factible 

para el problema de diferencial f.actible con F 1 estriCt~ente 

contenido en F (F' y F los bosques correspondien-tes· a Fv ·.y 

F.Y.l así raismo 

u =u' + J:!. e
0 

se. repite el proceso •• 
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Teorema. (Representación de diferenciales}. Suponga que el 

problema de diferencial es factible y que no existen cortes de 

doble capacidad ilimitada. Entonces, existe un número finito 

de diferenciales extremos (al menos uno); que son enteros,si 

las cotas de ~os·i~tervalos de generaci6n d-(j), d+(j) son en­

teras. Asimismo v es una soluciOn factible del problema de 

diferencial sí y s6lo si puede ser rep~esentado como 

V 

q 

I µ 
p=l q 

donde vk es un diferencial extremo; los escalares A. k son no­

negativos y suman uno; Qq es un corte elemental de genera­

ci6n i1imitada; y, cada escalar µq es no-negativo.-

Prueba. Si v es un diferencial extremo, existe un bosque maxi 

mal F ajeno a F~ y se tiene que la representaci6n de Tucker 

asociada es 

v(k) = I v(j)a(j,k) 
jEF 

donde los coeficientes a(j,k) son +l, -1, o cero. Entonces 

v(j) = d+(j) o bién v(j) = d-(j) para todo jEF. Dado un bos-

·qu~ maximal F -existe un nWnero finito de difer~nciales_.expre_­

sables de esta manera, y sus valores son enteros ·si d+(j), y 

d-(j) son enteros. Por otra parte existe un número finito de 

bos"ques maximales F. 

) : 
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La existencia de dif erenci~les extremos y la representaci6n 

de un diferencial en t6rminos de diferenciales extremos y ººE 
tes con capaciUud ilimitada se sigue del al.goritmo de repre-

sentación dado en la siguiente hoja. La suficiencia de la ú_! 

tima parte del teorema es como sigue: Si v tiene la represen 

taci6n del teorema, entonces d-(j) 2 Vk(j} ~ d+(j) para 

k = 1,2, ••• ,r y se cumple que 

Por otra parte, 

te si d+(j) = + 

el t~rmino µ eQ (j) aumenta la suma 
q q 

o:i y l.a disminuye sólo si d- (j) = -co. 

únicamen 

Equiva-

lentemente, no existe violaci6n de cotas y d-(j) _:::. v(j) 2 

d+(j) para todo joA. 

b. Q es de generación ilimitada en un sentido¡ el escalar .!! 

definido en ~ existe y lo mismo sucede con el escalar µ obt~ 
nido al reemplazar v(j) - µe

0
(j) por v(j) - µep(j) por v(j) + 

µ ep(j) en la f6rmula descrita. Las potencia1es resu1tantes 

v. = V - ~ eQ y V = V + µeQ son factibles. De la misma mane-

ra v =a v + (1-a)V con a=µ/(µ+~). LOs conjuntos·F1 y 

' ' F2 bosques correspondientes a 1os cobosques F~ .Y ,FV) es"'."' 

tán contenidos estrictamente en F. El proceso s~ repite •• 
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