ORRED)
: 2€Jm3

“j}ﬁ‘ﬁ?: PROBLEMAS LINEALES DUALES
) EN REDES DE FLUJO

Ana Elena Narro ﬂamirez |

T EBE S I S

PRESENTADA. A LA DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO DE LA

FACULTAD DE INGENIERIA
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO - -
COMO REQUISITO PARA OBTENER EL GRADO DE: -~~~

* MAESTRA EN INVESTIGACION DE OPERACIONES

ClUDAD UNIVERSITARIA



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO
FACULTAD DE INGEMNIERIA

NHVERIAD NaJonal
LofTemia

Profr. SERGIOC FUENTES MAYA
Presente

Comunico a usted que a propuesta del _cooRnINADOR DE 14
SECCION DE INV. DE QPERACIONES ha sido designado

como director de tesis del alumno(a)

ANA ELENA NARRO RAMIREZ para obtener el grado‘de g

M EN T EN INV., DE NPERACIONES .

Mucho he de agradecerle su comunicacién, por escritq; de 1a
aceptacién a esta designacién y el nombre de la tesis a de-
sarrollar. ’

“Atentamente, :
“POR MI RAZA HABLARA EL ESPIRITU"

Cd. Universitaria 22 de julio de 1887
EL [JERE DE LA DIVISION

. GABRIEL ECHAVEZ ALDAPE




RESUMEN

L.a teoria de redes. ha tenido un desarrollo impresionante en las
tiltimas décadas debido a la importancia de los problemas que

analiza y a2 la sencillez con gue representa las situaciones gue
resuoive.  Su campo de aplicaciBn se ha expandido para abarcar
prolk-lemas de transpeorte, comunicacifn, industria, distribucibn
de bienes f servicios, teoria de inventarios, teoria de deci- -
‘siones e inteligancia artificial, entre otros. Los probiemas

usuales incluyen dos tipos de redes: redes de flujo y redes

de potencial, a cuya solucibn han contribuido fundamentalmente
dos corrientes de desarrollo; Programacifn lineal y teoria de

redes eléctricas.

En este trabajo se analiza la estructura, m&todos ae solucién

y aplicaciones de los problemas de distribucifin y diferencial
lineales §ptimos, as; como los casos aparentemente particula-—
res de problemas elementales duales.. Se incluye el an#élisis
detallado de existencia y factibilidad de soluciones, asi coﬁo-'
algoritmos para determinar las condicioheé de optimalidad yn'
ejenmplos de aplicaciﬁn. El marco metodolﬁgico que se eﬁplea
permite unificar y sintetizar los diversos enfogues y métodds.
de solucifn existentes, asi come nostrar el paralelismo en el
anflisis de las redes de flujo y de potencial y su respectiva

aplicacifn a problemas reales.g
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INTRODUCCION

Una variedad importante de problemas de optimizacibn resﬁlté
al analizar los problemas de la vida diaria relacionados con
los sictemas de distribucibn de agua, gas, energia el&ctrica,
asi como el transporte de bienes o personas de un lugar a otro
usando vias de comunicacifn terrestre, aBrea ¢ maritima. Un
aspecto comin de todos estos problemas es el manejo del con-
.cepto de red, que en el caso del agua, corresponde a la red
de tuberfas gue conducen a la misma a los lugares gque lo re-
guieren y, en el casc de la energia eléctrica representa a la

red de distrilmucisdn cue conduce la corxriente.

La ventaja mis importante de manipular una red es su facili-
dad para representarla grificamente de acuerdo con el adagio
que establece ¢gue mis vale un buen dibujo gue mil palabras..
Un dibuje adecuado permite mayer comprensifn que una larga ex
plicacifn y proporciona una guia para la intuicidn y el razo-
" namiento. La estructura 1l6gica y visual con que'se han anali
zﬁdo las redes (o grificas en t&rminos matemfticos) ha permi—'

- tido el desarrollo de una gran variedad de ideas dotadas de

“sencillez y clariadag.

El antecedente histdrico de la teoria de redes es la teoria

de grdficas que surgib hace aproximadamente doscientos afios
12 )

con Leonhard Fuler y su famoso problema de los puentes de

Kénigsberag. El.trabajo creative asociado con este problema:



~origin6 el andlisis de otros problemas de gréficas gue el
misme Euler y Caucﬁ§ analizaron. §in .embargo, es XKirchhoff,
en 1847, el primero en utilizar los conceptos de grdficas pa-
ra el andlisis de un problema real relacionadeo con circuitos
eléc _ icos. Posteriormente,ﬂamilté; en 1856 us6 graficas pa-
ra analizar algunos problemas geom&tricos, mientras gue Gor-
dzai'l, en 1873, las utilizs en el anflisis de desigualdades li-
nealaes. Por otra parte, Cayl;y, en 1875, us6 algunos resulta
dos de gréficas para aﬁalizar las estructuras combinatorias
posibles de algunos derivados del carbfén. Otros resultados

EY:]
~en esta area fueron obtenidos por Sylvester.

El desarrcollo de la teorija de redes propiamente dicha, tiene
su origen en el problema de transporte formulado y resuelté
parcialmente por Hitchcoz;, en 1941. Sin embargo, su discﬁsi&n
no tuvo impacto hasta el advenimiento de la programaciﬁn li-
'nea; con el m&todo simplex de Danéégg en 1948, En estos afios
existe un desarrollo flofeciente de la teorfa de.programai

19 5 20 ) 29 : L
c¢ibn lineal con Gale, Kuhn y Tucker, que establecieron €l teo

rema de dualidad y con ello una concepcibn tebrica formal de .. -

esta teoria.

La especializacibn de las té&cnicas de programaci&n lineal ori
ginaron nuevos resultados en el caso del problema clésico de
transporte. En esta linea Dantzig, Ford y Fulkerson contri-. -

buyeron de manera determinante, en los afios cincuenta.

*



Un impulso importante en el anidlisis de redes de flujo se tie
ne con Ford y Fulké;son en los afios sesenta con su famoso li-
bro de flujo en redes {gue actualmente es un clé&sico), donde
se introduce y resuelve el problema de flujo miximo y su co-
rrespondiente dual; el problema de corte minimo, gue es un pro
blema combinatorio. En este libro se empieza a hacer &nfasis
en la relacidtn entre las redes de flujo y la optimizacidn com
binatoria.. Esta linea se encuentra en amplio desarrollio.
(pPapadimitrouc. ¥y Steiglitzk "Combinatorial Optimization Al-
gorithms and Complexity", Prentice-Hall, 1982). Tambi&n se
introducen otros problemas, entre ellos el problema de flujo
a costo minimo gue se resuelve usando el m&todo de las desvia
ciones (out—of-kiltE}), gue consiste en reducir paulatinamen-
te las discrepancias entre los valores del flujo ¥y el poten-

cial, en cada arco, ¥y la curva de optimalidad hasta anularlas.

Existe una linea de desarrollo paralela a las redes de f£flujo
¥ es la relacionada con redes de potencial analizadaé en In-
genieria elﬁctrica. En esta linea el principal contribuyente
.al desarroilq de métodos de andlisis es Georgénﬁi;ty dufante
los afios 1957 a 1974. Una de sus primeras CQntribuciones es
" un método de solucifn al problema de la ruta mis corta, seme-
jante al dado por Dijkstra. Sin embargo, su principal aporta
'ci@n es en el aniligis de redes eléctricas donde maneja tanto
la primera ley de Kirchhoff (relacionada con la igualdad de

flujos qgue entran y salen de cada nodo) como con la seguhdé

* ley de Kirchhoff (relacionada con la calfda de potencial, en.



un circuite, igual a cere). Es Minty quien propone la "t&cnica
de pintado de los arcos” gue tan frecuentemente se emplea en
anflisis de redes actualmente y gue equivale al lema de Farkas
de la programacifn lineal. Esta t&cnica ademfs de su senci-
llez ~onceptual tiene una amplia aplicacidn en aspectos compu-

tacionales. Otros contribuyentes al desarrollo de estas técni
' 10

cas son Dennis {(con programacidén matemitica en redes elé&ctri-

cas), Berge y Ghouila-Houri, asi como Iri.

Una de las dificultades mé&s grandes cuando se trata de resca—
tar conceptos y métodos de analisis de un campo diferente. al
que se trabaija,es la terminolog;a y la falta de motivacitn pa
ra aceptar definiciones y resultados. En los afios setenta es-
ta dificultad es comprendida. Se proponen diversas terminolo-
gias asi como se realizan esfuerzos para unificar y sinteti-
zar el avance de las redes de flujo y potencial y explicar su

relacifn con la programacidtn lineal y sus posibles extensiones.

El principal autor gue ha contribuido a unificar, sintetizar y -
extender los m&todos de andlisis de redes de flujo y pbten¢iali- 
es R.T.deﬁﬁéilar' en su reciente trabajo sobre pxogramacién
monotrépica. Dicho trabajo extiende los métodos de anilisis

de redes al caso de programacidn lineal y, afin mis, el caso de
funciones convexas con una sola variable (de ahi el ncmb:e_de
monotr6pica) y demuestra que los resultados de dualidad y hol-
gura complementaria descritos en programacifn lineal son v;li-
dos para este caso general. El aspecto bésico de su desarro-—

llo es el uso de conceptos de dualidad.



El cbjetivo de este trabaje es analizar los problemas linea-
les duales de las redes de flujo y potencial que resultan en
campos tan diversos como la investigaci6n de operaciones, re-
des eléctricas y cptimizacifén combinatoria. El anfilisis se
realiza en un marco metodolSgico gque unifica diversos enfoques
y mtécodos de solucitn de los mencionades campos y permite un
enriquecimiento de ideas y formas de manipulacifn de las redes
de flujo y botencial. Como resultado se tienen nuevas inter~
pretaciones (especialmente econbmicas} a los m&todos de solu—
citn existentes, algunos de los cuales parecian olvidados.. Es
te aspecto es complentado por el floresciente desarrollo de la

eiencia de la computacién.

Conviene sehalar que el enfoque del andlisis de los problemas
lineales duales de_reﬁes de f£luijo y potencial descritos en es—
te trabajo ha sido elegantemente generalizado al caso de la
programacidn lineal ¥y la_programaciﬁn monotrbépica, (por.Rocka—
fellar (ref.37)); consistente en la minimizaci6n de una. suma |
de funciones convexas de una sola variable cada una dé ellés'l
-sﬁjeﬁas a restricciones lineales en las mismas vaiiﬁbieé;.-pﬁ
aspecto menor pero significativo es que la terminclogia qﬁg
sé emplea permite estandarizar.los conceptos y_definiciones

usuales de redes de flujo y potencial.

Este trabajo se desarrolla como sigue: En el primer capfitulo
gse presenta la terminologia usada para referirse a los diver—
sS0s éomponentes y conceptos de redes de flujo y potencial em-

pleados en este trabajo. Se enfatiza la relacitn de dualidad



de conceptos tales como trayectoria y corte y se presentan al-
gunos de los algoritmos biisicos para recorrer o analizar una

red, como el algoritmo de enrutamiento.

En el capitulo dos se describen y analizan dos conjuntos de
restr’cciones que dan origen a los denominados problemas de
distribucién y diferencial factible. Para tales probiemas se
establecen las condiciones "a priori" que garantizan existen-
cia y,se describen algoritmos que determinan una solucifn fac-
tible (si existe). En este anflisis se discuten brevemente
dos problemas clisicos de redes: £lujo miximo y trayectoria
minima (o popularmente ruta m&s corta) y sus duales., Los al-
goritmos bisicos gque se discuten son los debidos a Ford—Fuikeg

son y Dijkstra con algunas modificaciones.

En el capitulo tres se discute el problema de distribucifn con
costos lineales consistente en la minimizacistn de una Ffuncibn
de costos lineal en los flujos que pasan por los arcos, los '

duales est8n sujetos a restricciones de capacidad en cada axr-

co y de disponibilidad en cada nodo. Una vez mbtivédd-éiAfoff L

mato de este probléma {gue incluye al problema de transporte;
asignacifn y otros) se establecen las cohdiciénes de exiéﬁén+‘
cia y optimalidad de soluciones. Asimismo se proporcionaﬁ '
dos mé&todos de solucifn gue se justifican e interﬁretén ade—u

cuadamente.

En el capitulo cuatro se discute el preoblema de diferencial

lineal 6ptimo consistente en la maximizacibn de una funcibn



lineal de los potenciales con los nodos sujeto a restricciocnes
sobre las diferencias de potencial que existen en cada arco.
Se describe el formato de este problema {que incluye ¢l pro-
blema de ruta critica, costos compartidos y localizacidn de
instalaciones entre otros) y se establecen las condiciones de
exiscencia y optimalidad de las soluciones. Asimismo se pro-
porcionan dos m&todos de solucidn que se ilustran y justifji-

can convenientemente.

En el capitulo guintm se analizan dos casos aparentemente par
ticulares pero equivalentes de los problemas de distribucidn
y diferencial linales &ptimos, los denominados problemas ele-
mentales duales. Primero se describen tales problemas y se
demuestra gque son duales a partir de resultados clisicos de
programaci®n lineal. Tambi&n se estalbecen las condicones de
existencia y optimalidad de soluciones factibles.. Es intere-
sante resaltar gue el teorema de holgura complementaria qﬁe
caracteriza las soluciones Sptimas se traduce en la denomina-
da curva de optimalidad asociada a cada arco. Finalmentc se
describen dos métodos de:solucién que se justifican e ilustran
el'algoritmo de ajuste eficiente y el algoritmo de las desvia
ciones (out-of-kilter). El primer algoritmo tiene una inter-
pretacién econdmica sencilla mientras gue el segundo raesuliz
facil de aplicar y s6lo requiere un minimo de conceptos te6ri
cos por lo gue constituye una de las t&cnicas m&s.aplicadas .

en diversos campos de la ingenierfa. Dichos mé&todos unifican



una variedad importante y algunas veces, poco conccida de m&-
tddos de solucidn de problemas bdsicos de redes de flujo y po

tencial.

Las r-nclusiones se presentan en el filtimo capitulo y se in-
cluye un anexo que describe algunos resultados técnicos em-

pleados en‘este trabajo. g




CAPITULO I

CONCEPTOS BASICOS DE REDES

En el andlisis de redes de flujo existe uh conjunto bien defi-
nido de problemas bfisicos como ruta mis corta, flujo maximo,
.flujo a costo minimoc gue requieren de un enfogue integral. D3
chos problemas han sido resueltos usande diversas té&cnicas e
introduciende distintas terminoleogias que dependen del campo
en gque se analicen. En este capitulo se presentan una nomen—
clatura sencilla y que rfpidamente ha ganado popularidad asi
como diversos conceptos y resultados gue son utilizados en el

desarrollo posterior de este trabajo.
Este capitulo se desarrclla como sigue:

Primeramente se establecen las definiciones de flujo y poten-—
cial en una red asi como diversos resultados bisicos. A coh;
':tinuaéidﬁ se analiza el concepto de trayectoria en una red. vy
~8u concepto dual: el corte. Un algoritmo para determinar una
ltrayeqtoria de un conjunto a otro se proporciona en la tercefa
seccibn: el algoritmo de enrutamiento. La dualidaa de los-
problemas de trayectoria y corte se analizan en la penfiltima
seccidn para posteriormente introducir los conceptos de inter

valoc de generaci®n de una tensibn, diferencia de pééénciales.
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1.1 Definiciones.

Una red es una pareja de conjuntos A y N y una funcifn £:AMNxN
gue asociu a cada elemento jeA un par {4{,{')eNxN, donde 4 # £i'.
Los elementos de N reciben el nombre de nodos vy los de A se
llaman arcos . Los elementos de A tienen direccién que se repre
senta mediante una flecha. Para denotar £(j} = [(4,4*), con jen
e £, 4'eN, se utiliza simplemente 5~(.i,4i'); los nodos i e 4!

son respectivamente el nodo inigcial y el nodo final de 3. . Si-

(i, £4') estd asociado a un solo arco, puede escribirse j =
(L,L'H; nétese que si todo arco corresponde de manera finica a
una pareja de nodos, entonces el conjunto A puede identificaEI
se con un subconjunte de NxN. Una red con esta caracterfsti-

ca se llama digr&fica.

Un concepte muy utilizado en teoria de redes es la funcibdn de
incidencia que permite una representacifn matricial de las re

des. Ya funcidén de incidencia de la red G se define como:

1l si i es nodo 1n1c1al del -arco- 3
e(i,j) = e,. = +-1 si i es nodo flnal del arco 3

0 en otro caso

Fsta funcibn puede representarse mediante una matrlz E de in-~
c1denc1a, de dimensisn mxn, (con m = INI yn-= iA[) cuyo (1,

j)- &simo elemento es elj'
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Flujos v divergencias.

En ocasiones los arcos de una red tienen asociédos parimetros
que representan, por ejemplo la cantidad de agua que flﬁye a
través de una tuberia, la cantidad de productos transportados
a través de una ruta, la cantidad de energia eléctrica que

fluye por un cable, etc., en estos casos resulta Gtil el con

cepto de fiujo en una red.

Un flujoc en una red G es una funcién X:A +R. El valor x(jf

se conoce como flujo a través del arce j. Un flujo puede de-

notarse mediante un vector xs}RtAt en donde la j—&sima compo-

nente de x es x(j).

Conviene sefialar gue la cantidad de flujo que "sale" de un
nodeo 4 es la suma de los flujos x(3j) > 0 tales gque e(i,]j) =1
més la suma de los flujos x(j) < 0 tales que el(i,j) = -1; es
decir, el f£lujo total gue sale de L es la suma de los fermi-
nos positivos e(i,j)x(j). Andlogamente, la cantidad total de
flujé aue “llega“ al nodo L es la suma de los.térﬁinos nedati
vos e(i,j)x(j).. La suma de todos los términos e(i,jfx(j)'es
entonﬁes la cantidad total de flujo que sale de 4 menos la
cantidad total de flujo que llega a i y recibe el nombre de
divergencia del flujo en el nodo {. Esta cantidad.ée denéfa:f
ch y{i); es decir:

y(i) = [ e(i,j)x(j) = [divergencia de x en .}
, jeh
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Se dice que el nodo £ es un nodo fuente si y({) > 0; anfileoga-

mente, £ es un nodo sumidero s8i y({) < 0. 5i y(L) = 0 se di-

ce que el flujo se conserva en 4. La funcibn de divergencia
asociada al flujo x puede expresarse matricialmente mediante

el wvector:

y = BEx = div =«

Una prOpiédad importante es gue la cantidad total de flujo en
los nodos fuente es igual a la cantidad total de flujo en los
nodos sumidero; es dééir, el flujo “generado" es igual al flu-
jo "reguerideo". Este resultado se conoce como principio de

divergencia total.

Principic de divergencia total. En una red G se cumple que:

Y vy({) = 0, donde y = div x.

ieN
Observe gue
vt = 1 3 eti,ix(d) = I x(3) J eti,3) =0 . -
ieNn - ieN jea- ' JeA - ieN . .. ooy

puesto gque, como se habfa sefialado anteriormente, cada colum-:.
na de la matriz de incidencia tiene exactamente un 1, exacta-’

mente un -1 y el resto de los elementos son 0.,
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Potenciales. y tensién.

Un concepto dual al de flujo lo constituye el de potencial.
Un petencial en una red G es wuna funcidn u gue ascecia a cada
nodo £ de G un real u{{) llamado potencial en L. La tensi&n
a través del arco j~{i,4i'}! se define comoc la diferencia de

potenciale;:
vi{i) = u{i’') - uf{i)] = [tensibn a través de j;
que también puede expresarse:
vii) = - .Z ul{iyel{i,]),
ieN

o, expresado matricialmente:
v =- uE = Au.

Las fSrmulas y = Ex ¥ v ==~ uF def%nen una pareja de sisﬁeﬁaé-
duales y pueden expresarse mediante una tabla como la mostra
da en la figura sig. Los renglones corresponden al sistema
flujo-divergencia mientras qué las columnas correééonden al

-8istema potencial—tensiﬁn{

El conjunto de todos los diferenciales se preserva bajo las o
peraciones de suma y multiplicacifn por un escalar; luego, es

.te conjunto es un subespacio de R“q llamado espacio Qg difefr

renciales, El espacio diferencial pﬁede interpretarse como
el espacio genérado por los renglones de la matriz de inciden

cia E de la red o eguivalentemente como el rango de la trans
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formacién lineal u + - uE cefinida del espacio RlNI al espac-ib
IRIAI . N6tese gue esta transformacibn es la negativa adjunta
de la transformaci&n x -+ Ex. El espacio complementaric ortogo
nal al espacio de diferenciales es el espacio de circulaciones
que .e define enseguida. Una circulacién es un flujo x para
el cual div x =0; es decir, un flujo gue se conserva en todo
nodo. LaS‘circulaéiones se preservan bajo las operacicnes de

suma y multiplicacién por un escalar por lo gue forman un sub-

espacio lineal de R[Al llamado espacio de circulacicnes. Se
observa que el espacic de circulaciones es el espacio nulidad
de la matriz de incidencia E de la red; es decir, es'el nG-

cleo de la transformacibn lineal x +Ex = div x definida del

espacio RIAI al espacio RINl .

Férmula de conversifn., Sean x un flejo y u un potencial. Si

y =div x y v = Au entonce's, V.Xx =- 1u.¥
Prueba. v.x = (-uE)x = - u(Bx) = = u.y,
x{j)
-u (L) e(d,3) =yt)y o
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Finalmente es necesario definir los siguientes conceptos, que
serdn utilizados en capitulos subsecuentes: Se llama &drbol

a una red conectada y sin circuitos. Cuando un &rbol incluye
a todos los nodos de una red G se dice que se trata de un
éggg; de expansidn. A un conjunto F CA de una red G se le de
nomina.bosgue cuando toda componente de la subred formada por

arcos de F y los nodos en los gue &stos inciden es un aArbol.

Un bosque es miximal si no estd estrictamente contenido en
ningtGn Atro bosgque de G. Es interesante notar gue en una red
conectada arbol maximal ¥ &rhaol de expansién son conceptos
egquivalentes. Por otre lado,un conjunto de arcos F' CA forma
un cobosgque en la red G,si al borrar todos los arcos que per-
tenecen a F' el nmero de componentes de G no aumenta. Un |

cobosgue maximal es el complemento de un bosgque maximal, cuan-

‘d0 G es conectada, un conjunto F' es cobosque en G si A/F!

contiene un Srbol de expansibtn de G.

Bosque y cobosgue correspondiente
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i,2 Trayectorias en una red.

Una trayectoria P en una red G es una secuencia finita de la

forma:
‘{.-0' jlr ":11 jzf—--l jra —{:rr r > O,

donie LkeN, para todo K = 1,...,r, ¥ jk~{£k_1, Lk) &
jk-lék, Lk_l} (es decir, no importa la dirececidn del arco jk),

para todo k = 1,...,r. Los nodos i, e Lr reciben respectiva-

0
mente los nombres de nodo inicial y final de la trayectoria

P. Un modo alternativo de denotar la trayectoria es P:Lo -+

£_. En el caso particular en gue el nodeo £, coincide con el

r 4]

nodo ir’ la trayectoria P recibe el nombre de circuito.

Si el arco es de la forma jk~(£k_l, 4, ) se dice que j, se re-

corre positivamente; si por el contrario jk"{ik, ik—l) se dice

que jk se recorre negativamente. Una trayectoria para la cual

todos los arcos son recorridos positivamente es una trayecto-

ria positiva; una trayectoria para la cual se cumple que todos. .

‘los arcos se recorren negativamente es una trayvectoria negati-.

va. Como caso particular de estas definiciones surgen los con

ceptos de circuitos positivo y negativo.

Conviene seflalar gue la scla secuencia de nodos (o la sola se
cuencia de arcos)} de una trayectoria puede resultar insuficien

te para describirla puesto gue entre dos nodos puede existix:
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mis de un arco. Sin embargo, si la red es una digrdfica,
puede utilizarse como notacidn alternativa para la trayecto-
ria P una secuencia de nodos y flechas gque indiquen el senti-

do del arco entre dos nodos adyacentes:

Cuando un arco se recorre mis de una vez en una travectoria,
yvya sea positiva © negativamente, se dice que P tilene multi-
plicidades. Si cada arco y cada nodo de la secuencia son re-
corridos una sola vez entonces P 2s una trayectoria simple o
elemental. Cabe hacer notar que, para cualguiexr trayectoria
r, puedé construirse una. trayectoria elemental eliminande los

nodos y arcos que se repitan,

En una trayectoria sin multiplicidades P se puede particionar
el conjunto de arcos en los recorridos positivamente y los re
‘corridos negativamente, denotdndose estos conjuntos con P+ v
P~ respectivamente. Puede entonces definirse la.funcibn de

incidencia de los arcos de P como:s

1, si jeB’
ep(j) = e(j,P) = -1, s5i jep~

0, si j4B.

Obsérvese que esta funcidn, ademfs de indicar la orientacifén
de un arco, puede interpretarse como un flujo en la red G; de
hecho, representa una unidad de flujo circulando a través de

P, En el caso en que P no sea un circuito se tiene gue
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vy = div ep tiene valoxr 1 y -1 en los nodes inicial y final de
P respectivamente y 0 en los demfis nodos;. Si P es un eir-

cuito entonces ep es una circulacibn.

Otro concepto Gtil que involucra trayectorias es el de conexi
dad. Se dice gue la red G es ¢onexa si para todo par de no-
dos diferentes s, &', existe una trayectoria P:s -+ s'. Si 1la
red G nc es conexa puede particionarse en k componentes co-

nexas.

En la figura se muestra una red conexa y se observa gque
P:1 + 2 + 4 + 6 @s una trayectoria positiva mientras que:

P:1 +- 3 + 5 + 6 es simplemente una trayectoria.
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Trayectoria de un conjunto.a otro,

Una consideracifn importante en la determinacifn del flujo
mixime en una red.es la direccibn en que puede circular flujo
a traviés de un arco; es decir, debe tenerse en cuenta si el
flujo puede aumentarse, decrementarse, ambas cosas o ninguna
de 2llas. Para indicar que cambios son factibles para el flu

jo a través de un arco se utiliza una "coloracibn" en la red.

En una red pueden distinguirse cuatro clases de arcos: aqué-—
1los gue pueden recorrerse en ambos sentidos, agqu&llos que
pueden ser recorridos s6lo en su sentido, los que pueden reco
rrerse sbBlo en sentido contrario al suye y los que no pueden
recorrerse en ningln sentido. Los arcos de la primera clase
ser&n "coloreados" de verde, los de la segunda de blanco, los
de la tercera negro y finalmente, los de la cuarta clase se.
pintarédn de rojo. De esta manera sé define una.partidién de
A en cuatro cenjuntos (alguno de los cuales puede ser vacio)

llamada coloracidbn de A.

Con el concepto de coloracifn es posible caracterizar las res -
tricciones de una determinada trayectoria; porrgjemplo; que

&sta sea positiva. Por otro lado, se desea determiﬁar'ung tég
yectoria en la cual se respeten las restriccioneé de recorfido

para cada arco. En t&rminos de la coleoracifn de A, el problé—'

ma puede establecerse de la siguiente manera:
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Proklema de la trayectoria coloreada {o pintada). Sean dos

. + -
conjuntos no vacios de nodos N y N en la red G ¥ sea una co-
loracidn de A consistente en los colores verde, blanco, negro

. . . + -
¥ rojo. El problema es determinar una trayectoria P:N -+ N
(es d- ir, P:io - ir con £05N+ C ir eN ) tal que todo arco de
&+ -
P’ es verde o bhlanco y todo arco de P es verde 0 negro.

Una trayectoria compatible con la coloracidn dada es una tra-

yectoria con estas caracteristicas. Luego, una sclucidn al
problema formulado anteriormente es una trayectoria compatible

de NT a N.

La herramienta empleada para garantizar la no existencia de
trayectorias es el concepto de corte © cortadura. Como se ve--

ri posteriormente este concepto juaga un papel de dualidad..

Considérese la siguiente notacifn para conjuntos de nodos arbi

trarios 5 y S'

[S,S']+ = {jea | j~{4,4") con Lies, A'c5"]
[s,5'1" = {jeA | j~(4i',4) con LeS, i'e5'}
Se centrari la atencién para el caso donde S' = N/S (comple-

mento de S en N).

El conjunto signo @ = [S, N/S], formado por los conjuntos de
arcos (s, N/s]t y [5,8/817 los cuales se denotardn.como Q' y.

Q respectivamente, se llama corte de la red G. Obsé&rvese que
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toda travectoria de 8 a N/S contiene un arco de Q; de este
hecho se deriva el nombre de corte. Mis ain, si Pedy + L

es una trayectoria tal que LOES, Lr¢s, Q es un corte de G ¥y
5eP N Q, entonces o bien jeP N QY 6 bien jeP N Q . La funcién

inciuencia para los arcos de un corte se define de manera and

"loga a los de una trayectoria
1, jea’
eatd) =eti,@ = { -1, je@’
o, sta.
Ejemplo. En la red de la figura se muestra una coléracién de

los arcos y se observa que P:1 + 2 + 4 es una trayectoria com

patible vy Q9 = [5,N/S] donde 5 = {5,6} es un corte.-
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1.3 Algoritmo de enrutamiento.

Este algoritmo determina una solucifn al problema de la trayec
toria compatible con una coloracifn dada en la red G o bién de

tecta un corte particular.

La idea general del algoritmo consiste en construir un conjun-
to de nodos S5 C N y una funcién O:S/N+ + A, la cual asigna a
cada nodo LES/N+ un arco jea; este apuntador del nodo servira
para recuperar las trayectorias construidas de vt a s/nt. ra

funcidn & recibe el nombre de enrutamiente (8 O—enrutamiento)

de 5 con base en NT y debe satisfacer:

(i) Para cada isS/N+, 0{i} es un arco gue une £ con algfn

nodo dé S.

(ii) Cuando se genera una secuencia Lo, Gliol, Ll' Olil),...,
Ay G[Lk), dyyppr 0 donde i, es el otro extremo de OILh_l)
(h=1,2,...,k+1l}), eventualmente se alcanza un nodo de N+. El

: . . + .
reverso de esta secuencia es entonces una trayectoria de N a 4.

Por otro lado, el algoritmo debe generar trayectorias compati-
bles con la coloracibén dada por lo que 0{4i} debe ser verde o
blanco si {4 es su extremo inicial y debe ser verde o negro en

caso contrario.
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Algoritmo: DE ENRUTAMIENTO

Propfisito: Determinar una trayectoria de N+ an compatible

con la c¢oloracidn dada.

Desgcripcifn

Sea 5 = N+”y_® vacfo. Determinar el corte ¢ = [5, N/S], s5i no
existe jsdf.verde o blanco ni jeQ  wverde ¢ negro, el. algoritmo

termina ¥y no existe solucitdn al problema.

De otra manera 0(4i) = j, con £$5. S = 5 U{{}, si {eN el al-
gdritmo se detiene y los arcos del enrutamiento © forman una
'£kayéctoria p:ut - N compatible con lia coloracibn, si LN

se reinicia el proceso. g - . '
El algoritmo de enrutamiento es un proceso iterativo que aﬁi-
ciona aguéllos nedos que son alcanzados por una trayectoria com
'.pa;ible., El algoritmo utiliza, en cada paso, la formacifn . dé”':
.un corte y verifica si todos los arcos positives son qegrqs‘ o

~ rojos y si todos los arcos negativos son blancos o rojos. - .
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Justificacifin del algoritmo de enrutamiento_

Obsérvese gue se inspecciona si existe un arco j verde o blan
cO en Q+ o un arco j verde ¢ negro en Q” para consgtruir el ©-
enrutamiento de S que por tanto es compatible con la colora-
civin en cada iteracidn; ndtese también gque mientras el algo-
ritmo no termine se cumple gue SN = ¢. Por lo anterior se
concluve éue si. el algoritmo termina, cuando se detecta f{eN ,
se ha determinado una trayectoria pewt o+ N compatible con 1la
eolnracidn. Por otro lado, si durante la inspeccién se en—
cuentra gue no existe un arco j con las caracteristicas pedi-.
das, el corte Q satisface gue todo jEQ+ €5 negxo o rojo y to-
do jeQ es blanco o rojo. En este caso no existe solucifn al
problema de la trayectoria ccloregda puesto que para que exis
ta una trayectoria P compatible debe existir al menos un arco
jeptN g 60 jeP N Q” y esto es imposible sin violar las res—

tricciones de color en la red,

- Bl algoritmo termina en un nfimerc finito de pasos puesto’ que
" en 'dada iteracifn se define la funcibn © al menos para .un ﬁOQ
do i y el nfimexro de nodos es finito. M&s adn, el nodo etique
tado cumple .i$S; de aguf .que, si en cada iteracién se etigque-
ta sbleo uno, en el peor de los casos se realizarin tantas itg'
raciones como nodos haya fuera de NTUN~ ademfs de la itera-
cién final en donde se detecta ieN . Por lo tanto el algor;E_f

mo termina en, a lo mas, |N| - |NY| - |N7| + 1 iteraciones.,
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1.4 Dualidad de. trayectorias y cortes.

Fl problema complementario al de encontrar una trayectoria com
patible con una coloraciftn dada es el corte compatible.

Se dice que el corte O separa N' de N_ si es de la forma (S,

N/&;, para algfin § CN, tal que N+CS y NNNs = ¢. Se denota-

r4& Q con WU NT. En términos de coloraciones se tiene:

Problema del corte coloreado (o pintade). Sean Nt ¥y N CN ta-

les que N'N N~ = ¢. Sea una coloracién en la red G con los
colores verde, blanco, negro y rojo. El problema es determi-
nar un corte Q:N+ 4+ N tal que todo arco de Q+ sea rojo o ne-

gro mientras gue todo arco de Q@ sea rojo o blanco.

Un corte que cumple las restricciones de color se dice compa-

tible con la coloracifn y si adem@s separa NT de N  constitu- .
ye la solucifn al problema del corte coloreado. Obsérvese la

dualidad entre las restriccicnes de color para trayedtorias

y cortes.

El algoritmo de enrutamiento constituye una prueba constructi

va ‘para el_siguiente resultado de dualidad.

Teorema (de 1a red coloreada). Sean N' y N CN, tales que ;

NTNAN" = ¢. Entonces, para toda coloracién de la red G con
los colores verde, blanco, negro y rojo, una y sSlo una de

las siguientes afirmaciones es vdlida:
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a. El problema de la trayecteria coloreada tiene solucifn P.

b. Bl problema del corte coloreado tiene solucidn Q.

El teorema establece dos alternativas excluyentes la primera
rel:s.ionada con la existencia de una trayectoria compatible
¥ la segunda con la existencia de un corte. Este resultado
es semejante al Lema de Farkas de la programacifn lineal y es

intasresante puntualizar que es eguivalente a dicho resultado.

Lema de Minty.

Existe otro resultado fuertemente relacionado con el teorema
de la red colbreada.' Este resultado es el lema de Minty y se
vtiliza frecuentemente de manera constructiva. Este resulta-
do utiliza el concepto de corte elementzl paralelo al de tra-

yectoria elemental.

Uh corte Q es elemental si al remover sus arcos de la red,; él
ﬁﬁméro de componentes conexas se incrementa en una unidéd;r
Si.la red G es conexa, esto equivale a que Q tgnga,La:fq;mé:.
{S, N/sl, donde N ¥ S + ¢; todo par de nodos de S-puédgn ser
unidos nediante una trayectoria gue s6lc utilice nodos de,s‘yJ.
todo par de nodos en N/S pueden ser unidos con trayebtdtiéS?

cuyos nodos sean todos elementos de M/S.
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Lema de Minty. Considere una red G con pintado de arcos ver-
de, blanco, negro o rojo. Entonces, dadeo cualquier arco 3
blanco o0 negro una y s6lo una de las siguientes afirmaciones

es cierta:

a. u=tiste un corte ¢ (elemental} compatible con la colora-
cibn que usa j.

b. Existe un circuito (elemental) compatible con la colora-
cibn gue usa J.

Prueha. Aplicaremos el teorema de la trayectoria pintada de
la siguiente manera: Se aplica el algoritmo de enrutamiento
para determinar una trayectoria p:nt o+ N7 compatible con el .
pintado de la red con N' = (s} y N = {s'} donde s = 4' vy

s' = £ cuando j~(4{,4i') es blanco y s = £ ¥y s' = &' si J es ne
gro. Si el algoritmo termina con un corte compatible Q =[N,N/S]
dado gue scS5 ¥y s‘#S, EEQ la primera condicifn del lema de Min
ty gqueda satisfecha. En cambio, cuando el algoritmo detécta
una trayectoria elemental P':s + s’ compatlble con la colora .
c16n, esta trayectoria no puede usar j dado que si 10 usara
no podria ser c0mpat1ble con la colorac16n por la manera en
que s ¥ s' fueren elegldos, entonces el clrcuito P = P'U{j}
es un circuito elemental compatlble con la coloracxﬁn que sa-

‘tisface la segunda condicitn del lema de Minty. =
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Proposicibfn. El teorema de la red coloreada es eguivalente

al lema de Minty.

Prueba. S58lo resta demostrar gue el teorema de la red colo-
reada se deriva del lema de Minty. Sea G = [N,A] una red co-
lor- da y N* y N7 cN con N ON™ 4 . Si al aplicar el lema

de Minty a la red aumentada G' de la siguiente figura

se obtiene un circuitc P compatible tal gue EeP( esto es,

P:S" + 5 + A fVP' + k » s' con i;N+, keNf Y P' una trayeqtq}'
r;é dé Nt a N compatible que satisface la primera cpndi¢idn!'
del ﬁeorema de la red coloreada. En cambio, si se obtieﬁ§' 7
un corte Q, con 3¢Q, este corte no puede contener otro dé ;§S=
gréos éﬁadidpé a G para formér eh entonces los demés‘arcqslde

Q son arcos de la red original y ei corte en G',indgcg_un c§£
te compatiblé-eﬁ G que satisface la condicifn del teorema de

la red coloreada. -

- A ————— a ra——— - -
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1.5 Intervalos de capacidad y generacifn.

BEn el andlisis de redes de flujo se exige que el valor del flu

jo est® en un intervalec cerrado no vacio C(1i) llamado interva-

lo de capacidad para j. Un flujo x en la red G se dice facti-

ble con respecté a las capacidades si x(jleC(j), para todo

jeh. Los‘intervalos de capacidad se denotan por C{i) =1Ic (1),
et {311, en donde ¢ (j) ¥ c+(j) son respectivamente, la menor
Yy la mayor cantidad de flujo gue puede circular por el arco j.
Las (nicas restricciones gue deben satisfacer c (j) y c+(j)

son: ¢ {3) < c (i), ¢ (§) >= @ < (§) < =,

El establecimiento de estos intervales de capacidad tiene co-
mo consecuencia indirecta algunos resultados importantes. Uno
de ellos rgstringe el fiujo que puede pasar a través de un cox

te. Especificamente, el flujo de x a través del corte Q, se

define como la cantidad:

e .x = ] . %x(i) - ¥ _x{(3)
Q jeQ+r Je@

. De manera semejante si Q = [5,N/8], con SCHN, se define];d;gi

vergencia de x desde S mediante:

T oy(d) , y = div x
ieS

¥y (5)

U

Obs&rvese que ésta es la cantidad de flujo que se origina en.
S. Las Gltimas cantidades definidas se relacionan por medio

del principio fundamental de divergencia.
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Principio. fundamental de divergencia. Sea % un £lujo en la

red G y sea el corte Q0 = {5, N/S]. Entonces:

y(8) = e..x , donde y = div .

Q

Pyir..a. Este principio es un caso particular de la £6rmula de

conversifn v.x =- u.y, avlicada para el potencial u = e don~

g’
de es(i) = — 1 si se§, es(i) = 0 si i¢{S y el correspondiente
diferencial v = Ae . Dado gue y{s) = €s.¥Y Y que v =-— eq don-
de eQ es el vector de inci@encia del_corte Q= (s, N[S] se
tienn:

Q¥ =" V-x = Uy = eg.y = y(S)

De la misma manera en que los intervalos de capacidad restrin-
"gen él paso de flujo por los arcos de una red, los intervalos
de generacifn constituyen la restriccibn correspondiente para

el valor del diferencial en cada arco. Un intervalo de gene-

racidn D{j) = [d”(j), d+(j)] es un intervalo cerrade no vacio

para el que d (3) < a¥(3) y & (3) < + =, a¥(§) > - .

‘Paralelamente al concepto de un flujo factible con réspecto'a

las capacidades, se define una tensif6n factible ébn rESﬁécﬁb

a las generaciones como una tensidn v tal gque v (jleb(3}, pa-

ra todo jeA. .Esto es equivalente a la condicibn:
, - . . . +
u(L) +d (3) < u(e') £ uld) +4d (3),

donde u es un potencial tal que v = Ay ¥ j~{i,L% ).
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Ta factibilidad con respecto a las generaciones implica, debi
do al princ¢ipic de¢ integracidn, algunas restricciones respec—

to a las trayectoxias. Se define la cota superior de genera-

cidn d+(P) e una trayectoria P como la suma de los t&rminos
d+(j!_ araa j recorrido positivamente, menos la suma de los
términcs 4 (§), para j recorrido negativamente. Anflogamente

se deTine la cota inferior de generacifn 4 (P) de P. Para una

srayve.cioria P sin multiplidades se tiene:

attey) = 1 avm - 1 _aT,
jep jep
am®) = J 4 - 1 _ata.

jeP jep

De agui se concluye que si v es una tensifn factible, enton-
(_3(:‘.." =

d” (P} < [despliegue de v relativo a P] < at (e

para toda trayectoria P. Si u es un potencial tal que v = Au

la condicifn anterior se reduce a:

u(d) + @ (P) < ud') < ud) + apy,

para toda trayectoria P:{ + {'. Dado que [despliegue de v re

léfivo a Pl. Se define como

ctl

S .vE) - 3 v
JeP JeEP



CAPITULO 2

PROBLEMAS DE DISTRIBUCION Y DIFERENCIAL:
ANALISIS DE FACTIEBILIDAD

Un aspecto importante en los problemas gue involucran £lujos
restringidos por intervalos de capacidad es la existencia de
un flujo factible, esto es, un flujo gue satisfaga tanteo las
restricciones de capaéidad en los arcos como las disponibili
dades de flujo en los nodos. Este problema de flujos, se de
nomina probleﬁa de distribucifn factible y reguiere &e un
anflisis para determinar las condicicnes a priori gque garan-
tizan la existencia de un flujo factible asi come un corres-
pdndiente procedimiento para determinarle (si existe). La ne
cesidad de resclver este problema es evidente en el problema
de flujo m&ximo analizado por Ford y Fulkerson gue requiere

de partida un flujo factible en la red.

BZn este capftulo se efectfia el andlisis de factibilidad tan-
to del problema de distribucidn (que invelucra. flujos) como
del problema de diferencial {que involucra potenciales).:.En
.ambos casos se establecen las condicicnes para garantizar ﬁag'
tibilidad, asi como procedimientos vara cbtener el.flujo'o‘po;
tencial factible,segtn se trate. Tambié&n se_presehtan ejem-

plos ilustrativos.
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2.1 2l problema de distribucibn factible.

Considere una red de flujo G en la gue cada arco ieh tiene
asociado un intervalo de capacidad C(j) = lc” (5), c+(j)} ¥
donde cada nodo {eN tiene una correspondiente disponibilidad
de :(iujo b(d). Al problema de determinacifn de un flujo x
gue satisfaga las restricciones de capacidad en los arcos y

disponibilidad en los nodos se le conoce como problema de

distribuci6n factible y se expresa formalmente como:

Probiema de distribucibn factible. Determinar un flujo x tal

gque si y = div x

e (3) < x(3) < eT(5) jea

1A

il

¥ (i) b{i} Let

Es conveniente sefialar gque el preblema descrito es eguivalen—
te a la determinacidén de una solucidn factible de un sistema
de desigualdades lineales y que diversas técnicas como la ?:9
gramacifén lineal estfn disponibles. Tambi&n sefialaremos que
dicho problema surge al tratar de resolver el clisico proble- -
ma de f£lujo mS&ximo consistente en enviar el flujo m&ximo en-
tre dos subconjuntos no vacios y ajenos de nodos, denctados

+ - s . . . . : ;
N y N , sin violar las restricciones de capacidad en los ar-

COoS.

El problema de flujo mé&ximo fué elegantemente resuelto por

Ford y Fulkerson (1944) usando un mé&toedo de solucibn "gue
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trabaja en la red" y que consiste en la aplicacidn repetida
del algoritmo de enrutamiento {descrito en el capitulo ante-
rior) a una red cuyos arcos han sido pintados de manera de

reflejar el posible pasc de flujo a lo largo de los mismos.

El método de sclucidn propuesto por Ford y Fulkerson resuel-
ve simultfineamente un problema combinatorioc conocido camo

el problema de corte minimo consistente en determinar un coxr
te Q:N++N_ due separe los conjuntos Nt y N de manera gque la
capacidad del corte, medida como la suma de las capacidades

de los arcos, sea minima.

El problema de distribucifn factible fu#& resueltoc por Gale

y Hoffman quienes demostraron que si x es un flujo factible
y denotamos por b(S) la suma de las dlsponlbllldades de flu
jo en el conjunto de nodos S {arh;trarlo) se cumple que b(s)
es elemento de c{Q) = [c (Q), c (Q}] donde Q = [S,N/S},_es-
to es,‘b(S) perténece al intervalo de capacidades de1 éorte

inducidc porxr el conjunto 5.
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Teorema 2. {(Gale-Hoffman). El problema de distribucidn facti
ble tiene solucibn sf y s6lo si b{N) = 0 ¥ b(8) < c+(Q) para

todo corte Q = [S, N/S5] donde S CN.

Prueba. La necesidad del resultado es sencilla de verificar

puer b(N) = 0 siempre se cumple. Por otra parte, si x es un
flujo factible se tiene que divx =b ¥
b(s) = [divergencia de x en 8]

[flujo de x en Q] < <" (Q)

debido al principio de divergencia. ILa suficiencia del teo-
rema se demuestra constructivamente y esti resumida en el al

goritmo de distribucidén factible.

En el establecimiento del teorema pudiera pensarse gque falta_
la condici®n b{s) > c (Q) para todo corte Q = [s, N151 donde
S CN. 8in embargo, si usamos el corte inverso Q' #‘[N/S,.S]
y notamos gque c+(Q ) = -¢ (Q) podemos xmpl;car de lé ldentl—
dad 0 = b{N) = b(s) + b(N/S) que b(N/S) < c ') que equlva—_

le a b(s) > c (Q).
]
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Algoritmo: DISTRIBUCION FACTIBLE.
Prop6sito: Resolver el problema de distribucibn factible.

Descripcidn

Sea .. un flujo factible con respecto a las capacidades de los

arcos. Sean
Yo (ieN | bld) > ¥y}, N = {{eN | b(d) < y(4)}

si Nt =N = ¢ el algoritmo se detiene v x es la solucifn al

proklema planteadc. De otra manera se colorean los arcos:

verde si ¢ (i) < x(j) < <" (3)
blanco si o (§) = x(3) < " (9)
negre si c (j} < x(§) = cT(§)
rojo si < {3) = x(j) = c+(j)

Con esta coloracién se aplica el algoritmo de enrutamiento.

5i &ste se detiene ¢on una trayectoria P:NT + N” se calcula

+ . X R
c (3) - =x=(3) . jeP
x{(3) - c_(j) r -jE:P_
¢ = min
b{i) - y() , { nodo inicial de P
y(£) - b(i) , £ nodo final de P
se repite el proceso con x' = x + mep. En caso contrario, si

el algoritmo se detiene con un corte, no existe solucidén al ‘

problema. g
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Justificacidn del algoritmo de distribucifn factible.

Suponga gue el algoritmo determina una trayectoria compatible

p:Nt N . Entcnces
+ . . PR 4 . -, P -
c (3) - x{3) > 0 si jeP ; x(j} - c () > 0 si jeP

Asimismo b({) - y(i} > O si ieNT v y(i) - b{d) > 0 si LeN .~
De donde él escalar o es positivo y finito. Consecuentemente
x' = x + aep es factible. Por otre lado el algoritmo termina
en un nGmero finito de pasos si las cantidades ¢t (j), ¢ (3),

b{{) v %{j} son conmensurables.

Suponga gque algoritmo termina con un corte compatible Q=(5,N/S]

donde, N cs y N"NsS = ¢. Entonces

)

c+(Q) [flujo_de x en Q] = [divergencia de x de S]

Il
It

Y (8) b(S) - [b(S) - y(s)]

n-

b(s) - [b*) - yn")1 < bis) -

pues b(i) - y(i) = 0 si Zes/N' y b(é) - y(i) > 0.si ieN' 0.

De donde no existe solucisn factible.- RS
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Ejemplo- 2.1 considere la red

{-10,10]

-donde los par&metros asociados a los arcos representan los 13
mites inferior y superior de capacidad, respectivamente, y
los nodos tienen asignado un nGmerc que representa la dispo—

nibilidad de flujo, cuando &sta es distinta de cero.

Determinar el flujo adecuado gue resuelve el problema'de :

distribucidn factible descrito.




40

flujo que resuelve el problema:

t

En esta figura los nfimeros asociados a los arcos representan .

““un 'flujo que resulta factible con respecto a las restriccio-

"nes de capacidad.
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2.2 El problema de travectoria minima.

En el andlisis clisico de problemas de redes de flujo, podemos
distinguir dos problemas bisicos, el de fluijo miximo y el de
ruta mAs corta. El primer problema estd relacionado con el en
vi¢, de f£lujo de un conjunto de nodos N a un conjunto de nodos
N~ 2n una red con intervalos de capacidad conocidos. Dicho
problema no inveclucra costos por paso de flujq en la red. En
cambio, el problema de ruta m&s corta mo involucra intervalos
de capacidad peroc si coste por recorrer el arco, En este pro-
blema se desea determinar la trayectoria de "coste” minimo gue
une un conjunto de nodos nt con un conjunto de nodos N, ambos
conjuntos no vacibs y ajenos y donde cada arco tiene asociado

un costo d(j). Formalmente, este problema consiste en:

‘Problema de trayectoria minima. Determinar la trayectoria

+ = ..
P:N +N gue.minimice d+(P).

Si denotamos por Pt e1 conjunto de arcos gque se recorren posi-
tivamente en la trayectoria P y por P los gue se recorren ne- .
gativamente se tiene gue el "costo o longitud“ (tambi&n llama-

da cota superior de generaci&n) de P es

+ + . -
a'(p)y = § a7 (3) -~ ) _a (i)
jeP jeP
Si no existe trayectoria P:N++N_, la convencién usada es que
el minimo del problema es +w. Esto permite gque podamos aﬁadiff'

- - . + .. '
a la red original arcos con intervalos de generacifn d (j)=+=.
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y @ (j) =-» gue no afectan el comportamiento de la red.

En particular, podemos observar gque d+(p) < + = s5i y s6lo si
B es compatible con el pintado de la red asociado con los in-

tervalos de generacifn, dado como sigue:

VERDE si d'(j) < + = a“(j) > - =

¥

BLANCO si dT(§) < +® y d (§) = - w

NEGRO si d™(j) =+ = y a (§) > - =
%

ROJO si .d+(j) = + d(j) = - =

Cow» consecuencia, el problema de trayectoria mfnima es eéui-
valente a la determinaci&n de una trayectoria compatible con
el pintado que tenga costo minimo o bién minima cota superior
de generacifn, antes de establecer el procedimiento gque permi-
te determinar una trayectoria minima conviene meﬁcionar que
este problema tiene asociado un problema dual denominado pro-
blema de tensifn mixima gue consiste en determinar el pofen—
cial que maximiza el despliegue de NT a N~ donde N7 y N~ son
ponjuntos ajenos no—vacfos de nodos de una red. Sea u un po-
tencial constante en Nt y constante en N . ELl valor de'ﬁti')—.
u(i) es el mismo para cualquier Lewt Y L’EN-, ¥ se denomina el
despliegue de Nt a N . Dicho valor es-igual al despliegue del
diferencial v = Au relative a cualquier trayectoria P:N++N-
debide a la regla de integracifn. Especificamente:
[despliegue de v relativo a P] = .{ 4V i) - I v}
jeP JeP

= vép = u(i') - uldd
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si v es el diferencial asociado a u y ep es el vector de inci-

dencia de P.

Problema de tensibn méxima.

max fuli') - ulil | PiieNT >itenT}

donde u{i') es constante en N' y uli) es constante en N con

v = Au factible respecto a los intervalos de generacitn.

Un concepto gue es necesario introducir para establecer la dua

lidaéd del problema de trayectoria minima y tensi®n mixima es

rl de corte de generacién ilimitada de N' a N7, esto es, un
corte G:N'4N_ tal que a¥(j) = +e para todo jeQb y a7 (j) =-w

para todo jEQd o bien gue Q = .

C\ tensifn eléctrica '
. ; . resistencia

cQursor

tensifin variable
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Teorema {(de trayectoria minima - tensibn mixima {Mintyl). sSu-
ponga gue existe al menos un potencial que satisface las res-

tricciones del problema de tensibn mdxima. Entonces

~supremo en problema “minimo en problema 1

de tensifn maxima _de trayectoria minima

- . . - R
51 valor cdomiin es + » si existe un corte Q:N N de generacifn
ilimjtada, De otra manera, existe solucién b6ptima al problema

de tensidHn mixima.

Pruspa. Suponga gue u es un potencial que satisface las res—
tricciones del problema de tensifn méxima y P:N* +N_ es una

trayectoria arbitraria. Entonces

[despliegue de u de 8" a N7

R
n

[despliegue de Au relative a P] < d+(P)

Si demostramos que la igualdad se obtiene para un potencial u
v una trayectoria, es sencillo concluir el resultado del teore-
. ma. ‘Esto se hace de manera constructiva ¥ genera un alggfitméf

cuya descripcifn y verificacifén se analizan en esta’seccifn.
' . . i . [ ]

e e i e mim- b—f——— = & 4 =, mow. . om
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Algoritmo: TRAYECTORIA MINIMA (DIJKSTRA)

Propbsito: Determinar la trayectoria minima de Nt an

Descripcidn

Sean S, T CN con N' CS CT CN/N_. Sea 8: T/NT > A un enruta-
miento ¥ w:T +R una funcién. Al iniciar T =S = N'; © vacia
Yy w=0 en 5. Sea u, un potencial constante en N+ Y N  con
Vg = Auo factible., Empezamos asignando la etigqueta "no ana-
lizado" a cada nodo y cuando se procese su informacibn se

camibia la etigqueta a "nodo analizado". Hacer
ariy = atdy - volg) ¢ @g(d) =d (3 - v (3)  jea
0 3 ot 7 %o d 0 J

Sea £'cS un nodo con etigueta "no analizado". Considere

todos los arcos jeQ = [5, N/S] que inciden en {' y calcule

wid') + dj(3) si F-(&' &)

Y —1
wii') = dg(3) si 3~(4,4")
.8i ieT ¥ v < wldi) hacer 6(i) = 3 y w(l) = v
8i {§T Yy < = hacer T = TU{L},0(L) =3 ¥ wld) = v

si vy = = o 4¢P con v > wi{i{] no hacer nada.
‘Cambie la etiqueta de 4' por "nodo analizado" calcule.

g = min {wli) | LeT/s}
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Si T/S = ¢ hacer 8 = +o ¥y el algoritmo se detiene con un cor-
te Q de generacién ilimitada. De otra manera, haga

§ = su{{ | wid] = B}. 8i {eN para alguno de los nodos de S,
la @-trayectoria p:NT + L es la solucién del problema de tra-
+wen S; u=u_ + B en N/5 es el

0 0
Fotencial gue resuelve el problema de mixima tensién. De

yectoria minima y u = u

c:ra manera repetir el proceso anterior con los nuevos valo-

ces para S, T, U.
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Justificacibn del algoritmo de travectoria minima.

fara cada nodo {eT/5, w{i] es el minimo de wii') + d;(j)
para {i,4')1~3e0" o wli'] - da(j) para (i',4)~3eQ y 0l4)

es un arcoc con este valor. Cuando todos los nodos de § han
sid.: analizados, tambi&n lo han sido los arcos de Q y T/S
consiste en los nedes {eN/S5 que pueden ser alcanzados desde
5 por arces jEQ+ con dg(j) < © Yy pOr arcos jEQ- con dB(j)>~w,
wi{i}l ¥ 0(4i) guardan la informacifn que permite hacerloc 6pti-
mamente. Asi T/S = « significa que los nados de N/S s8lo
puocden ser alcanzados desde 5 con arcos jeQ+ con d;(j) =

y por arcos jeQ con d;(j) = -w, esto es, Q es un corte de

capacidad ilimitada. - Por otro lado, -‘cada vez que se agre-

ga un nodo £L a S la O-trayectoria P:N++i cumple que dg(p) =

w({) = B, de donde:
aje) = I tav@) - vp®l - I _1d7 G - vyl =
jeP JjeP .

+,. - . - . .
= [ d (j) - & 31 - I vaii) - Vo (i)l=
: jgp" jEP j};P"'- 0 jgp 0

= d+(p) - [despliegue de u de nt a N7

‘Dado que WE B en N, el potencial u = u, + W es constanﬁe;- 
en N* y en N . Ademfs por construccifn v = Au es factible'f
con respecto a los intervalos de generacibn,pues la‘fdrﬁa de -
construir W equivale a que en cada iteracién w ﬁome el valor.- . -

de B en N/S y u = u, + w. De hecho u se modifica agregando -
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una constante o en cada iteracidn a sus valores asociados
fuera de 8. Esta constante a es la diferencia entre los wva

lores de 8 en las iteraciones sucesivas, esto es:

wii') + ag(j) - wii) para 3j-14i',4)eQ”
a = min
wiit) - da(j) - wi{i) para HG~{i,4i')en”
_ decir: -
at(3) - viy  jep*
o = min
vii) - d" (3} jeQ”

L )
b
'Daéo gue u' = u + aeN/S {ly v =v + neQ), si v es factible

v + aeQ también lo es (o > 0). Con respecto a la optimali— 
aad,en vista de que d+(p) = [despliegue de u, de W' a N—]4-Q=.
[despliegue de u de Nt a N1,y d+(p'),3 [desplieque de u'

de N' a N"] para toda trayectoria p':N+ +N~ y todo potencial

u’ factible, entonces
+, .- . + - + ‘
d (p') > [despliegue de ude N a N ] =d (P} y .

[despliegue de u' de N' a N7] < a*(p) = [despliegue de'u de. ..
N* a §71, de donde, P es una trayectoria minima y v pna_tensiﬁh,'
mixima, '

El algoritmec termina en un ntmero finito de iteraciones;-pues
en cada iteracifn se agrega a S un nuevo nodo y el nfinero de -

) e DT T e - T e FCE= S
nodos es finito.i . ST '
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Ejemplo 2.2 Considere la red

- —
-~

ﬁi.
N N
¢ R \
|Y4
| @ i
N /

[-1,2]

.

en donde cada arco tiene asociado un par de parimetros gue ce

rresponden a los limites inferior y superior de generécidn;

' Determinér la trayeétoria minima de NT = {Lf} a N'_='{Lé}‘usa§:
do como potencial inicial u = 0.

Se ipicia la aplicéciﬁn del algoritmo de trayectoria mihimar‘

con

s =T ={i;}; @ = ¢; w=0; djti) = at(i) vy ag(3i) = @~ (j) para jen
Sea i, el nodo etigquetado con "no analizado" del gue se parte, -

las arcos gue inciden en &1 zon:
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Il
b

iy ~ {LI, LZ) con Y

I
(N}

ig ~ (4’.’, 4‘.31 con Y
ig ~ (Lyy 441 econ vy =5

Dadc que 4,, i3, 4, £ T v v <= entonces T = iy, 4gs 4g i.4},
8(3,) = 3y3 0ldg) = d,, O(L) = 3, wiiy) =2, wlig) =2 vy
-,idl = 5., De donde B = 2 y § = {Lr, iz, £3} como LI' Lz,

ii $ 80 se reinicia el proceso. Los resultados de la aplica-
cidén del algoritme de trayectoria minima a partir de este pun

to se presentan en el cuadro resumen anexo:
Se puede observar gue la trayectoria minima resulta ser:

P:ir -> is + Ls -+ £4 + ié con d+(P) = 6 y la tensidn méxima
‘esta dada por v = {2,2,0,-4,2,-2,-2,0,0,0] como se indica en’
la figura siguiente, los nfimerovs en los nodos ceorresponden a

los valores del potencial

T S P S I
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nodo 4

nodo L

arco

nodo L'

/S afiadido lanalizado involucrado invelucrado wiL') CARA
a § )

tgrlgidy | Lys 43 <y ig 45 6 g

<3 ig 44 6 g

3 . i

. ¢4,45 L &5 ig _ Ly 4 Jg
310 4q 7 J10
gty o o g o 6 Jg..
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Ejemplo 2.3 Considere la red

en donde cada arco tiene asociade un intervalo gque corresponde

al intervalo de generacidn.

.

Determinar la trayectoria minima de N = {L,} aN = {4,

“usando como potencial inicial u, = 0.
. .

.El cuadro - restmen que resulta de la aplicacibn del éigo:it—'
mo de trayectoria minima se muestra a continuacion, observ&ndg

se que se tiene un corte de generacibn ilimitada @ = [8, N/Sl:
donde 5§ = {i,, iz, L3, L4}. Por lo tanto [supl =7[miﬁ} =i+§__‘_f

en los problemas de trayectoria minima vy tensiﬁn maxima.
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nodo arco nodo w i) B
analizado invelucrado invoeluycrado

‘L-, ]1 &3 3
j2 Ly 2 2

'{-‘2 33 .{.3 2 2
Jg i4 4

ALg is Ly 4 4
34 46 =

<4 ig ‘5 *

tiene con B = = lo que sugiere la existencia de un corte de- . .

generacién ilimitada.g
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Ejemplo 2.4 Considere la red

1

en donde cada arco tiene asociado un intervalc de generaci®n.
Determinar la trayectoria mfnima de N' = {iy} a N = {£,} usan

do como potencial inicial u = 0.

Los cflculos de 1la aplicacidﬁ del algoritmo de trayectoria .

minima se resumen en la tabla gue aparece a centinuvacifn. No~ ' .-

te gue la trayectoria

P:a

» 3

l+ ,Lz -+ 4"3 -+ ,;_5 > ,(_4 +_‘L6

es la soluci®n Sptima con valor 6, (ver figura anexa)




nodo arco nodo (1)
analizado involucrado involucrado wii

<4 iy 49 2
g of 2
j3 4‘.4 5

‘g Jg -i.s 5
3 6 4'.5 5

4z ig Ly €
ig ig

Lg . 3 g i,4 4

44 I10 L4 6
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2.3 Problema de diferencial factible.

Es interesante observar que el problema de distribucibn facti-

ble encuentra una motivacién en la necesidad de la existencia

de un flujo factible para la solucidn del conocido problema

de flujo maximo. De manera semejante el problema de diferen-
ial fact}ble aparece con la necesidad de determinar un poten
cial cuyo diferencial correspondiente sea factible para resol-

ver el problema de trayectoria minima. El.prbblema de dife--

rencial factible puede expresarse como:

Problema de diferencial factible. Determinar un potencial u

cuyo diferencial v = Au satisfaga gue v(jleD(j) para toda jeA.

Asf mismo como el problema de distribuciSn factible puede ser
resuelto come uno de flujo maxime aplicado a una red extendi-
da el problema de diferencial factible puede resolverse como
uno de trayectoria minima aplicada a una red transformada, co-

mo serf visto mis adelante y reciprocamente. .

Las condiciones gue garantizan la exisgtencia de soluciones:
para el problema de diferencial factible se establecen en el’

siguiente teorema.
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Teorema de diferencial factibkle. El1 problema de diferencial

factible tiene solucidn s5i y solo si d+(p) > 0 para todo cir-

cuitce (elemental) P.

Prueba. %La condicidn necesaria es sencilla si recordamos que
para cualquier trayectoria P y diferencial factible v se tie-

+ gue
a () < [despliegque de v relativo a Pl < d+(P)

En particular, si P es un c¢ircuito sabemos. que el despliegue
de v relativo a P es cerc ¥y concluimos que a*(e) 3'0. La con
dicitn suficiente se demuestra de manera constructiva y gene-—.

ra el algoritmo correspondiente que se analiza a continuacisn,

En los arcos de la figura anterior se indica el diferencial:

que resuelve el probléma.
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Algoritmo: DIFERENCIAL FACTIBLE.
PropSsito:; Determinar un potencial con diferencial factible.

Descripcidn

Sea u un potencial arbitrario y v = Au. Hacer

n

agti = d¥ ) - v(E) ¢ ag(d = a7 () - vi3) jea

Calcular los parfmetros de desviaci8n

dg (i) detd, nsait
pld} = min {-4,(3) Jeld, W/417
0

si p{i) > D para todo ieN entonces u es el potenc1a1 buscado
y terminamos. De otra manera seleccione un ZeN tal que_
plf) < 0 y aplique el algoritmo de DIJKSTRA modificado como

- sigues

" a. Hacer u, =u y N =N = {33

:b. Si at (3)6 —d (J) es menor gue cerc, se considera iguél a
cero; excepto en el caso en que j conecta al nodo i con'uﬁ no -
do de N/S. Si 1 se alcanza con B < 0 el algorxtmo se detxene-
con un circuito P tal gue d (P) < 0. De otra manera el algo-_.
ritmo se detiene cuando B > 0 en cuyo caso § se mantiene -
igual. - Hacer w(ij =0 si i¢8 y u: = u +w y reiniciar nue~_j'

vamente el proceso.
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Justificacifn del algoritmo de diferencial factible.

De la definicisén de p es inmediato que pli] =0 para todé
4ieN si vy sblo si d-(j) < viir < d+(j) para todo jeA. Cuando
p{i] < 0 para algfin nodo {eN se construye una red aumentada
G* .gregando a G un node .£* copia del nodo 4, copias de los
arcos adyacentes a Z,49*% yun arceo j-{{,%1), como se muestra
en la siguiente figura.A cada arco j* se le asigna-un inter
valo de generacién (-=, d7(j)] si jelX, w21t 6 [a™ {3}, =)
si jel4, N/41™, al arco 7 se le hace corresponder el inter-—
valo de generacitn (-=, 0] y a los arcos de la red original
se le asocian los intervalos {a+(j), a—(j)} con a+(j) =

max {at(3), v(i)} y a (3) = min {d"(3), v{j)}. La defini-
~cifn de estos intervalos permite que el diferencial v0=Au0,
:con.uo(i‘),= ull) vy uoli) = u{i}) + b(ii. ?ara todo iéN'Sea

factible en G*. En efecto si j es un arco original:
- . . et
ad {3) < vij) =v0(3) < da ({3

¥ . . = -+
Para j arco copia de Jjel[d, W/L] .

vel3*) = p(2} + uld) - ull) = p(T} + vi3) <
< ati + vid) =atE) - v + v =datiy
para j* arco cbpia de jelz, N/1]™
veli*) = u(@) = utd) - old) = v{i) =~ pld) >
2 v + 4 i) = vy + d*{j)r—-v(j)Q=rgf(j)
finalmente para 3, vo(3)=u(i) + p(Z) - u(d) = piZ) <0 "
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G

G*

Dadas las cotas ae capacidad de j, al apliecar el algoritmo de
.trayéctofia minima para resolver el problema de tensifn mixima
‘de N* = {4i*} a N~ = {I} en la red G* partiendo de uo'se ob*.rj
tiene [max] < 0. Cuando [max} < 0 este algoritmo se detiene
con una trayectoria P':4i* + Z. tal que da'(p') < 0. Esta tra-
yvectoria restringida a G se convierte en un cirquito“eiemgn+
"_£ai P con d+(p) < 0 puesto que.a+(j) 2 df(j) b4 a"(jj'i“a“kjf;
si [max] = 0 ,,: v'{i}) = v'(ji*) para todo arco aé}a&énﬁéJé.z."
© De donde v'(3) < a*(j) para todo jeli, N/UY y v >

a (4§} para todo jeld, N/Z1°, asi ia restriceifn del difefen—_'l
cial v' a la red G es. factible con  respecto a los *in;:*

tervalos modificados. As; los valores de p -proaucidoszpo; u':..“



61

no son peores gue los producidos por u y ademéds pl{il =0.
Los 1imites de los intervalos de generacitn de la red G#*

nos v pueden interpretarse como costos relativos:
at(3) = max {a2(3),0}, -a7(§) = max {-d_(§),0)

o'l ptd?eBie "G 1] VARL

Psra los arcos j* adyacentes a {* estos costos son:

d;(j) ~ p{i1) para j* correspondiente a jel[Z, N/817

—da{j) - p{Z) para j* correspondiente a jeli, W/Z]1™
-pl{i) = |pti)| para 3.

La funcibn auxiliar W se construye a partir de una_ sucesibn
no decreciente de valores de B (no negativa). Si B es el

valor de f cuando se alcanza 1;7entoncas, dado que
Tdespliegue de u, de i* a1l =pld)

entonces

[max] = [min] = p(Z) + E
‘pe aqui,. si B < lpll)lt el aigoritmo,sgrdgtiene.cbnzun cii§ f3r”

cuito p con d¥(p) < 0 en G. Cuando § =_lp(lll‘puedé dééif§é.1fﬂf

[

gque Z fue alcanzado por medio de 3, W(Z) lplz’l.Y,en"l°$JzV:?7

nodes no incluidos en el enrutamiento u'. = ugy + W

.

Dado que u, = u+ pl{l) ‘en G, se tiene que u=u ot w +jb{lr'_i'ﬁ

en. 1los nodos originales, los t&rminos pld) pueﬁeﬁ‘éér?déscd£j ”'

tados de los costos relativos de los arcos j* y como 56l§;"“;;'*
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uno de los arcos j* debe ser utilizado por la O-trayectoria
esto es eguivalente a restar Jp{i]l] a todos los valores de
W (excepto en i*) y de B y B = 0, de donde, u' = u + w en
GW{i{) = 0 = wii{*)). Asi este procedimiento puede realizaxr

se directamente sobre la red G como lo indica el algoritmo

@i diferencial factible.-

-'i'En 1a red anterior se muestran los valores del poten01al ¥ el
diferencial factlble correspond;ente, con respecto a 105 1n—- ﬁ1

tervalos indicados.
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Ejemplo 2.5 Considérese la red de la figura con parimetros
de generacifSn minima y méxima asociada con cada arco. Deter-

minese un diferencial factible (si existe), usando como poten

cial inicial u, igual a cero

Se inicia la aplicacifn del algoritmo de diferencial factiblefﬂ'
con el chlcule de los valores pli), ieN. Entonces pliy] =-13. -
plig) =-2, y cexo en los restantes. Asimismo los resultados -

del algoritmo de trayectoria mfnima son:
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nodo arcos nodos W valores
analizado involucrados involucrados - de B
<g I ot +
i1z £ -2 G
313 iq 0
‘g 1o <5 0
Jg L3 1
j9. Ly 1] 0
5 . :
-14 <4 0
3 ) .
12 <g 1

El algoritmo se detiene pues B =0. La actualizacifn de los ig

tervalos de generacifin y potenciales es:
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Los resultados de esta iteracifin con s = {J'_l} son:
. arcos nodos .| wvalores de
noda agallzado involucrados | involucrados g ) B
Ll 3y 42 -1
C3n £3 2 -1
j3 i4 2
P I “ 2
Jg ‘3 2 g=2
Jg 15 2

como puede observarse B > 0, el potencial y la tensifn fadtibies ’

son los indicados en la red de la siguiente figura: -
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- Los resultados de esta iteracidn con s = {i,} son:
ncdo arcos nodos W valores de
analizado involucrados involucrados B
i iy Lg -1
j2 Ls 2 -1
. j3 4y 2
2 ‘g Iy 44 2
j4 is 2 B = 2
j6 is 2

como puede observarse g > 0,

bles son los indicadeos en la

el potencial y la tensién facti-

red de la siguiente figura:
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Ejemplo 2.6 Considere la red de la figura con los intervalos
de generacibn indicados. Determine un diferencial factible

(si existe) usando u, = 0.

13 5

~Se 1nic1a la apllcacién del algoritmo de dlferen01al factlbleh"?
calculandc pl&}, ieN, Entonces p!&s = p{&sl_u—l, p{L4] --3 ;u 
y cero para el resto, La aplicacifn del algoritmo de tIQQECf:.
toria minima con s = {i4} se muestra a continuacién v se ob- E_
serfa que se tiene un circuito negati§o P:£4 + is-f'il‘*'£4'fj 

con valor d+(P) =-2,
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nodo arcos nodos (i
analizado inveclucrade involuerade | ¥ (1) valores de B
34 i, 2
j6 4'.-3 3 B =-3
310 4’.7 2
ig 4’.6 2
. . . -3
S J1 Aq
ja «(:4 -3 g =-3
311 Lq -2
1 I3 = -0 B =-1
iy i -1




CAPITULD 3
EL PROBLEMA DE DISTRIBUCION LINEAL OPTIMA.

Eﬁ este capitulo se analiza un problema de programaciftn lineal
cufas caracteristicas particulares hacen sencillo su andli
.sis y permiten unificar distintos enfoques y m&todos de solu—
cifn: el problema de distribuciftn lineal &ptima, Entre los
aspectos rélevantes del andlisis podemos menclionar gque en lu-
gar de manejar matrices de nlmeros reales lo que se utiliza
son matrices de elementos 0, 1, -1, las dencminadas matrices
nedos-arcos; el manejo clésico de una solucidn bisica es sus-
tituido por la manipulaéién de un Aarbol con raiz gue resulta
sencillo en la computadora; ¥y el pivoteo se transforma en la

bﬁsgpeda de rutas para enviar flujo a menor costo.

Este capitulo se desarrolla como sigue: Primeramente se des-—
criben los Eomponentes del problema de distribucifn lineal &p
timo y algunos de los modelos clisicos de la teoria de redes
que se reformulan en este formato. A continuacién se énﬁli—
zan las condiciones de existencia y optimalidad de la so-
lucién de este problema'y por Gltimo se presentan dos algori&
mos gue lo resuelven, el de distribuci®n 6ptima'y el simplex
especializado en redes de f£lujo cuya aplicaci&n a.problemas

cligicos como transporte y asignacifn se ilustra.



3.1 Descripcidn del problema de distribucibn.

Considérase una rad conectada G y suponga que asociado a cada
nodo LeN se tiene una disponibilidad de flujo, denctada b(4),
y que la condicidn de conservacifn de flujo se gumple, esto
es, b{(N) = 0. Suponga gque asociado a cada arco jeA se tiene
.un interwvalc de capacidad <c{j) = (¢ (1), c+(j)] que refleja
las liﬁitaciones que tiene el flujo para moverse a través de
dicho arco, También suponga que a cada arco se le asocia una
funci6n lineal expresada como sigue d{j)#(j) + p(j) donde
d{j) es el costo por paso de cada unidad de flujo y p(j)-es
un costo fijo. El1 problema de distribucién lineal Sptima con
siste en la determinacifin de un flujo. que satisfaga todas

las restricciones e incurra en costo minimo,

En el problema de distribucidn es comfin decir que un flujo x
~es factible si x{j)ec(j) para todo jeA y y{{) = bl(i) para
todo ieN. Un flujo factible x gue minimiza la correspohdien—

te funcifn de costos se dice Gptimo.

El problema de distribucisn es. un. problema de programapién-li'
neal gque para propbsito del anflisis que se efectda en este
trabajo lo expresaremos formalmente como -

min § [d(3)%(3) + p(i)]
jeA :
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sujeto a

c (3 £ x(3) < T jen

Y eli,3)¥x(3)
jeA

bi(i) ieW

£1 problema descrito se presenta en una variedad de situacio-
~2es5 reales y tebricas. Algunas de ellas se describen como

ejemplos a continuacibn.

El problema de transporte.

C-nsiste en transpo:tar bienes o productos de un conjunto de
bodegas o depbsitos, dencotados por K, a un conjunto de consu-
midores, denotados por P, a costo minimo. Cada bodega tiene .
una disponibilidad m(k}, keK y cada consumidor tiene una de—_
manda n(p), peP; El costo de transportar una unidad de bien.
de la bodega k al depbsito p es_q(k,p). En términos_icrmaleé,

el problema consiste en

min q(x) = § } aik,p)x(k,p}

keK peP
“sujeto a
1 xk,P) = m(k) peP
¥ x(k,P) = n(p) - kek
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Este problema corresponde al problema de distribucifn lineal
éptémo para la red G = [N,A] donde N = KUP vy A = KxP. ILa
disﬁonibilidad para KeK es m{k) = b(k) mientras gue bi{p} =

- ni{p) si peP. En cada arco {(K,p) el intervalo de capacidad
correspondiente es [0,»x] y el costo gi{k,p}. La red asociada
a este problema se dice bipartita y,él problema de transporte

puede representarse como sigue:

Clientes

Bodegas ' centros de
: : . demanda
centros de Red del probklema de transporte
ofertas : :
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El problema de asignacidn Sptima.

"Este problema consiste en hacer corresponder a cada elemento
‘de un conjunto R un solo elementc de un conjunto P donde ca
da pareja (k,p) tiene asignado un costo gq(k,p), respetando
v : relacibn H establecida entre estos conjuntos;” de manera
que la coleccibn de parejas obtenidas M, cubriendo K, tenga
asignado el costo m8s bajo, por ejempleo X puede representar

_un conjunto de trabajos y P una serie de compaiiias gue pueden
realizar al menos uno de ellos, en este caso la relacifn H es
la establecida entre cada trabajo y las compaiias gue lo pue-
den realizar, se pretende seleccionar el subconjunto M CH que.
cubra Eodos los trabajos al menor costo, sabiendo que cada
cdmpaﬁia_efectuaré una sola de las tareas. Formalmente se

plantea como:

min E z qg(k,p)x(k,p)

keK peP
SﬁjEto a
Y xtk,p} =1 peP
keKk . .
I x(k,p) =1 KeK
peP .
x(k,p} > 0 {k,p)EH

Edonde x(k,p) representa las veces que el trabajo k es realigi}fﬁjl

do por la compainfia p.
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Este problema es el problema de distribucibn lineal Sptimo pa
Ta la red G = [N,A] donde N = KUP y A = KXP, la disponibili-
dad para kK es b{(k}) = 1 mientras que b(p) =- 1 para peP. En
cada arco (k,p) el intervalo de capacidad correspondiente es
- .l vy el costo es q (k,p). Nb&tese que para un flujo entero,
-ik,p) = 0 8 x{k,p) = 1 para toda (k,plekKxP y M es dado por
* = {(k,p)eH | x(k,p) ¥ O}.

Problema de asignaci&n.i




3.2 Existencia v caracterizacién de soluciones Gptimas.

Un aspectoc basico en el anflisis de un problema de optimiza-
cidn es la especificaci6tn de las condiciones bajo las cuales
se garantiga la existencia de soluciones de dicho problema.
;A vez cubierto este aspecto es necesario proceder a la ca-
racterizacién de tales soluciones Sptimas, es decir, a la
identificaci6n de las condiciones gue deben ser satisfechas
por las soluciones gue son Optimas y usar tales condiciones

para identificarlas.

'La idea b&sica para establecer la existencia de la solucifn
Sptima en el caso del problema de distribucién lineal Sptima

es el concepto de circuitos con costo negativo, es deeir, un

. circuito P tal que

00> § A3}~ I d(3) = d.e
jep” jepT B

cuya funcitn puede explicarse como sigue:

Si G es una red con un flujo x factible con_respécto;a los: -

intervalos de capacidad correspondientes y en"ella ex;sfé unf g

circuito P con costo negativo, entonces para t > 0 suficién- ;

temente pequefia, de manera que

x(3) + t < c+{j) para Jjep. y

x(5) - t > ¢ (§) para 3jep
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El flujo x' =x + tep es factible para jeA y

icosto de x'] = [costo de x] + t.dep

< [costo de x]

Luro significa gue el costo en la red disminuye al hacer cir-

ular flujo por el circuito. Nftese gue si P es un circuito

con capacidad ilimitada, es decir, con c+(j) = ™ para jt-:P+ Y
& {j} = -= para jeP , para cualquier valor de t tan grande

como se guiera, x' resulta factible y su costo se puede hacer
srpitrariamente pequefio. Un circuito de esta forma se dice

. no-balanceado.

La existencia de circuitos.no-balanceados se traduce en un
valor infinito negativo de la funcibn objetivo. De donde pue
de deducirse gue una condicibn necesaria para la existencia_'
de solucidn para el problema de distribucibn lineal'éﬁtima

es la ausencia de circuitos no balanceados. Esta condicifn
es tambié&n sufiéiente} ccmo'pdedé.épféciérée:dél’éigﬁiénté

.- teorema..
-
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Teorema. (Existencia de flujos Optimes). Suponga que el pro
blera lineal de distribucidén Sptima tienes al menos una solu-
cidén factible. El infimo en este problema es finito y se a-
segura la existencia de al menos una solucidn Sptima, si y

s81lo 5i, no existe algln circuito elemental no balanceado.

Zrueba. (Suficiencia). B8i no existe circuito con capacidad
doblemente ilimitada cualgquier flujo x se puede expresar

como:

) d

x, + Y u_e_,
k™k g=1 S P

donde cada X, Trepresenta un flujo extremo y cada Pg es un

circuito con capacidad ilimitada, Ak > 0, uo >0y Al +.0..

..t An = 1. En este caso el costo asociado con X, excepto

por una constante es:

donde d-ep > 0 puesto que no existen circuitos no balancea— = '
: “pe =, pasangeat.
- dog, asi el problema se reduce a minimizar d-x'sqbrejxk;3 0, T

Mg 5'0, con A1+..,+ An = 1. Este minimo se obtiene séleccié-'
"nando el k, para el gue d-x, ‘sea menor, tomando X = 1;

0 kg . ko
A = 0 para k % kg ¥ ug = 0 para toda s.

Si existe algun circuito P con doble capacidad ilimitada, tgé

to 21 circuito F como su inverse tienen capacidad ilimitada 'y no . B g



son nobalanceados por lo gue d-ep = 0, asf si x es una so~-
lucidn factible x' = x + tep con telR tambi&én lo es; Se pue-
de seleccionar un arco ﬁcp e imponer la restricecibn x{(j) = o,

esto permite redefinir c+(§) vy¢ (3) iguales a cero con lo

qu~ P ya no es un circuito de doble capacidad ilimitada y el

croblema se reduce al caso anterior.

La recesidad del resultadeo se demostré en la hoja anterior.
o

'ina vez cubierta la existencia de solucibn se puede pasar a
511 caracterizacibn analitica, para ello conviene familiari-

- zarse con el concepto de curva de optimalidaad.

La curva de optimalidad'rj esta'definida COmo:

ry= {xG), v} em® | x@ree)

“']si'c*(j) v é+(jf ‘son distintos y finitos la curva Tijtiehg'é;

‘ dépecto que preSehta'lé'figura siguiente:

V() < a(d) para xi§) <t )

b

v{j) > 4(j) para x(j) > ﬁ:'_(j)" LT



v
a{i
- - ¥ -
c {3) c (3) x (3}
Curva de optimalidad Pj.
En el caso en el gue c+(j) = o, la semi-recta vertical.deréé

cha desaparece; cuando ¢ (J) =-«, la semi-recta que no apa-

n

rece es la del lado izgquierdo; si ¢ () =-w= y_c*(j)a « la

_curva-rj estd formada sblo por la recta v(j) = d{(j} .y en el

L

" saso - en el que c () =t Ty és la recta x(j) = et (5.

: La_ca;actéxizaciﬁn de la solucibn Bptima quedaiformaliza&a :"

por el teorema sigquiente:
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Teorema. (Optimalidad lineal de f£lujos). Un £luijo x es una
solucibn G6ptima del proklema de distribucién lineal si y s&
lo si div x = b y existe un potencial u cuyo diferencial sa

tisface que (x, {3}, v(j))erj para toda jeA.

Prueba. (Suficiencia) si x y u satisfacen las condiciones
del teorema, entonces x es una solucibn factible y de acuer

do con la definicién de Fj :

si ¢ (§) < x(3) < ' {§) entonces dA{§) = v(3}

c+(j) entonces v(j}

il

si  x(j)

| v

d{j} y x' 3y £ x(§)

si  x(j) d{j) ¥ x"{§) > %)

c (§y entonces w{j)

I

lo que implica que 4(j) [x'(3) - x(j)} > v(3) [x*"{(3} - x{3}]
en todos los casos; sumando sobre todos los arcos jeA se ob-

tiene
a(x* - %) > - udiv (x'-%x) = - u [b - b] = 0

de donde d-x' > d-x lo que implica gue x es &Sptima.

La prueba de la necesidad es constructiva, ,Conné;na;gégitmégﬁf 
de distribuci6n Sptima se consﬁruye un potencial'u}nb:éé{g- 
tisfhceA'lqsucondiciohes del teorema o una solucién %' con
costo menor que el costo del flujo factible x del que éé

parte.-
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Interpretacidn econtmica de la curva de optimalidad.

Considere una red conectada G en la que los par8@metros de in-
tervalos de capacidad de flujo y costo por paso del mismo son
conocidos. Sea x un flujo factible en la red. Dicho flujo

representa los bienes {i.e., articulos, dinero, enerqgfa, etc)
‘ue se transportan de los nodos de oferta a los nodos de de-

manda siguiendo diversas rutas de acceso.

Sea u el vector de potenciales e interprete a cada eiemento
.u{*j‘como el precio unitario de los bienes existentes en el
ncdo i. Es por ello gue w({j) = u(i') : u{i)} eéto'es, i1a di
ferencia de botenciales, fepresenta el increménﬁo o decremen-
to de prec10 de un bien al ser transportado -del nodo i al no-
do i'. Por otra parte, si c‘l(j) es el costo de transportar un
bien a lo largo del arco j se tiene gue [d(j)Lv(j)] es el "cos
to unitario neto de transporte. Es por ello gue la curva de
optimalidad Pj trabaja usando la consideracifn de minimizar

costos netos de transporte pues, si d(j) - v(j) > 0 se -envia

tan poco flujo como sea posible, esto es, x{j) = c (3i). .Sin 

“embargo, “si d(j) - v(j) < 0 entonces se envia tanto flujérbp}‘;,J

_ mo sea posiblg, est6 es, x(j) =fcf(j)._
. [



3.3 Algoritmo de distribucibn Sptima.

En esta seccidn de describe un procedimiento para determinar
una solueidn Sptima del problema de distribueifn lineal O6pti-
ma. Dicho procedimiento parte de un flujo factible que es me
iorado (en términos de su funcidn objetive) o bien se demues-
tra que es Hptimo. EIl mejoramiente se basa en la especifica-
cidn de ciertns intervalos de generacifn para determinar ung
diferencial factible por medio del algoritmo de diferencial.
Como resultado de este algoritmo se tienen dos altérnativas
mutuamente excluventes: a) se detecta un cifcuito con éosto_
negativo (y se mejora el flujo}l 5 b) se éonstruye un diferen
cial factible tal gque las parejas de flujo y tensibn en cada
arco se encuentran en su curva de optimalidad, por lo gue la

solucifn es Gptima.

El algoritmo de distribucién descrito en esta seccifn es uno
de los posibles procedimientos iterativos para colocar las pa

rejas de flujo y tensibn de cada arco. (con el flﬁjo;factibie)

en la’ curva de optimalidad. Un m&todo alternative de lograr - -

2l mismo propbsito es. usando el concepto de &rbol de.expan-

sibn: el algoritmo simplex para flujos.
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ALGORITHO: DISTRIBUCION OPTIMA

Prop&sito: Resolver el problema lineal de distribucibén 6p-

tima.

Descripcibn

Sea x un flujo factible. Defina el siguiente sistema de in-

tervalos de generacidn:

@G, af)l si () < xg) < et
. -= . d)) si G == <)
1, (3}, d i3] = , _ N
a3y, =) si ¢ (i) < x(3Y = ¢ ()
'__ +

(—m

@) osi c ()

it

x(3) .= & ()

VAplique el algoritmo de aiferencial factible. S5i terminamos
éon un diferencial factible, el flujo x es épfimo. De otra
manera se detecta un circuito elemental negativo P, esto es,
d (P) < 0 o bien d eP < 0 de forma tal gue x{j) < c (3]-5;
jEP y x{j} > c” (j) si jeP . .Calcule o como el minlmo de
fc*(j) - x{j) si JEP v x{j) - ¢~ {j) si jeP - Es 1nmedlat0
que o >0. Si e = +=, entonces P es un c;rculto no-balanceado

y el. algoritmo termina con costo 1nfer1.ox: m—-acotado (o :i.gual a —m) .

_De'otra manera el flujo x' = x + uep es factible y tiene me- J--

nor costo gue x. -Repita el proceso usando x' .
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Justificacifn del algoritmo de distribucidn Sptima.

Cuando el algoritmo de diferencial factible termina con un
votenciar u tal gue Au = v y @ (3) < wvii) < d+(j) para jeaA
1l:. rcactibilidad de v asegura la optimalidad de x por el teo
rema de optimalidad de flujos. En el caso en el gque el al-
goritmo se detiene con un circuito P, el flujo x* = x + o e
es factible puesto que x(j) + o < c+(j) para jeP+ y =(j) -

a > ¢ {(j) para jep por la definici6n de o, adem@s
d.-x' =d-x + o d-ep < d-x,
es decir, el coste de x' es menor gue el costo de x.

Si el infimo del problema es finito y los valores de cd(j),
c¥(j} y b(i} son conmensurables, el algoritmo de'diétribﬁ-
: ciéﬁ factible puede proporcionar una solucién factiblé:ini-
cial x con valores x{j) en la misma clase dé conﬁenéﬁfﬁﬁili—

dad.

Si todos estos valores son miltiplos de cierta § > 0, enton—ff_f

ées tambi&n lo son los valores de o vy los de los: flujos.suce
sivos x'(3j). Asi todos los flujos generados por el alggrit—_
mo pertenecen a la misma clase de conmensurabilidad.y:.en ca-

da iteraci&n el costo decrece al menos en § donde e es el

e
menor de los valores |g-e p| correspondiéntes a los ci:cﬁi—-
tos elementales f con d-ep < 0, Como los tostos estén-aCQf
tados inferiormente la sucesibn de iteraciones no puede ser

infinita.
n
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Ejemplo 3.1 Considérese la red de flujo

3 . [0,2,3] \ -5
O K)
(]

donde asociados a los arcos se tiene una tripleta de parime-
tros que corresponde a la capacidad minima, capacidad maxima
y costc por paso de una unidad de flujo,mientras gue asocia-

do a los nodos se tiene la disponibilidad de £ilujo. .

Determine el flujo a «osto minimo gue resuelve el problema de

distyribucidn lineal descrito.

Empezaremos la aplicacibn del algeoritmo de distribucién 6pti-

ma con el flujo x =13,0,0,2,2,3,0,3) que da origen a los in-

'tervalos'de:generacién [d;(ﬁf, d;(j)]'indicados en la red - de

la figura 1. La determinacién de un diferencial factible -en

dicha red se efectda mediante la aplicacifn del algoritmo de
diferencial factible gque se ini¢ia con un potencial'cero en

todos los nodos.
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[5, =)

Fig. 1 Flujos y potenciales iniciales

. Como consecuencia, paodemos calcular, para cada uno de los no

.dos, el valor de la desviacifn pli) y obtener:

H DIA._,’} = - 27

v
o
h~]
~

™

i
[}
Loy

pl«".,)
pliy) = - 25 plig) = - 5.

Se. elige el nodo i, para empezar a determinar un_ dirpdi;o

. . . ¢ s
negativo (si existe) o mejorar el potencial actual.

Los cilculos.que resultan de la aplicacifn del algdrifqm{de.

trayectoria minima con S = {ic} se resumen’ en:
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nodos arcos rodos w (i) 8
analizado involucrados involucrados

<5 g <y ©
j7 g o]

ig <y -5 -5

Ly iy i -5 -5
g 43 >
jg L5 *

Aq ip dg -4 -4
i3 i4 -2

i3 1g <y i -4
Iq <5 -4

como puede observarse el algoritmo de- trayectoria minima termi.
'naidetedtaﬁdb un circuito P:dg + Lz + i, - L3 + Ls'con df(E)i='
- 5«1+ 14+ 0=-5, El valor del flujo aumentante en este

circuito es ¢ = 1. El nuevo flujo es x + ep:

Iteréciﬁn 2. Se denota por x €l flujo actualizadoy se calculan 108
inﬁervalos de generacién asociados para empezarx 1a.aplicaéi6n
del algoritmo de diferencial factible con potencial inicial

cerce (figura 2}. Es sencillc_verificér que pjisl ¥f5 yApbde—:

mos empezar la aplicacién del algoritmo de trayectoria minima..



Fig. 2.

Flujos y potenciales en la iteracién 1.

88 -

Los cilculos gue resultan de la aplicacifn del algoritmo de

trayectoria minima con 8 = {15} se resumen en: .
nodo arcos nodos w{{) 8
analizado invelucrados involucrados
L5 Jg ‘4
iq i 0
- Jg <9 B Bt
4 5 “ =5 | =5
Ia “3 -
Jg <5 0
Ly Ip ‘3 *
I3 L4 S
g J5 4:.3 fZ -.2
ig 45 -2
Ls iq g 2 -2
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Como puede observarse el algoritmo de trayectoria minima ter

i ircuito Pz, + L, « 4L, + £ + L, + {. cO
mina con un ¢irc 5 7 ) 4 dg Lg n

i

d+(P) =3 +0-5-1-2 - 5, El valor del flujo aumen-

tante en este circuito es o

2 y el nuevo flujo es x + 2 ep.

Iteracifbn.3. Se denota por x el flujo actualizado y se calculan
los intervalos de generacifin asociados para empezar la apli-
cacion del algoritmo de diferencial factible con potencial
inicial~cerc eﬁ todos los nodos (figura 3). Es sencillo ve-
rificar gue la desviacibn pli4les negativa y podemos aélicar.

el algoritmg de trayectoria minima.

Los célculos de la aplicacién del algoritmo de trayectbria

minima se resumen en:
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nodos arcos nodos w (L) R
analizados involucrados involucrados <
ty 33 f, -3 -3
Jg 4
ig £ 0
't‘]' :12 &.3
i, i, -2 -2
£ i £ -
z .3 _4 B>0
I4 <3
Ja "5 3

En esta iteracibn se actualiza el potencial y se obtiene un
potencial {diferencial) factible. En este caso termina el.

algoritmo y el flujo es Sptimo.

Fig. 4. Flujo y potenciales - 6ptimos-




21

Ejem;lo 3.2 Considérese la red de flujo

dqnde cada arco tiene asociada una tripleta dé par&metros
~gue corresponden a la capacidad minima, la capacidad m&xima
y el costo por pasc de una unldad de flujo, mlentras gue en

cada nodo se indica la dlsponlbllldad de flujo.

Determinar el fluje a costo minimo que resuelve el problema

de distribucidén lineal descrito.

Se inicia la aplicacién del algoritmo de distribﬁcién lineal -
Sptima con el flujo x = [0,-1,0,1,3,0,2,-3] qﬁe.da'afigen a .
los intervalos de generacifn [d;(j), d;(j)] indicados en la"

red de la figura 5.
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Fig. 5. Flujos y potenciales iniciales

La determinacibn del diferencial factible en dichalred se.

efectfia mediante la aplicacién del algoritmo de difer%ncial'
factible que se ini;ia con un poﬁencial de cefc en tédos,los

| ﬁoéés. El resultado del‘célcﬁlo.de las desviaéiqnéﬁﬁén.los

~nodos es:
plég) = plig) =0, pliz) =-1, pli,) ==3, plig) = <4

Se inician los cilculos con S = {is) y los resultades obteni-

dos son:

—— e . i —— s W m mmmm m el A e —
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nedos arcos .nodos Wi} 8
analizado involucrados involucrados
‘. j7 i, -4 -4
js 4y -1
ig iy =
£ 39 5 > -4
35 4-4 —4
3y iz -3
Ay Jg g -4 -4
j4 A, -4
j3 i had

" como puede observarse este algoritmo detecta el circuito
P:J‘.5 + ir + i4 + is con d+(P) ==-4 vy o« = », g5 decir, este
- es un circuito no balanceado y por lo tanto no existe solu-

'_qién finita pafa este problema.



3.4 DAlgoritmo simplex para £lujos.

El algoritmo de distribwicidn &ptima descrito én la seccibn an
terior trata de determinar un potencial u cuyo diferencial

sea factible respecto a los intervalos de generacidn [d;, d;]-
El proceso para lograr dicho propdsito se basa en la construc-—
cifn de un enrutamiento Sptimo que englobe a todos los nodos
de la red usando como base un node s arbitrariamente seleccic
nado. La repeticidn de este proceso genera una sucesifn de
enrutamientos completos {(esto es, comprende todos los nodos}
con sus potenciales asociados de manera gue cada enrutamiento

difiere de su predecesor en un solo arco.

Una manera alternativa de realizar el proceso anterior es usan
dé Arboles de expansidn, esto es, subredes que no contienen
cifcuitos. En este caso, el proceso de determinéciﬁﬁ“ﬁe.un
potencial u cuyo diferencial sea factible se reduce a cambiar
de una iteracifin a otra, un drbol de expansi&h. Témbién se
cumple gue dos Srboles de expansifn donsecutivos‘difiefen en -
un solo arco. Este método coineide con el método simpléx con
variables acotadas'aplicadas al problema de redés deﬁfluﬁb.v
El algoritmo se describe a continuaci®n junto con su justifi-

cacifn y unos ejemplos.
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Algoritmo: SIMPLEX PARA FLUJQOS
Propbsito: Resolver el problema lineal de distribuci&n Sptima.

Descripcibn

Sea x una solucibn extrema tal que F, = {jeA | € {3) < =(
< c+(j)} forma un bosque y sea F un arbol de expansifn tal que _

F ,CF. Sea u un potencial con u(s) = 0 (s prefijado} tal que

v = A(u) sat.sface
v{j) = d{j) para jeF. Si se cumple gue:

v(3) c 3 < et

| A

d{j) para JjeA~-F con x(j)

v(i} > d{j) para JjeA-F con x(j) 'c+(j) > ¢ ()

el algoritmo termina y x es una solucibn 6ptima. De otra ma-
nera sea el arco j con la mayor viclacibn a alguha{ de las de-
éigualdaées ¥ P un circuito elemental, formado por arcos de F,
tal que 3 P’ si la primera desigualdad no se satiéféée, 5

J eP si la sequnda desigualdé.d es violada. Calcu'le.cl valor o como .
el minimo.de o (j) -"x(3) si jep* y x(3) - ¢ (§) si jeP~. En-
tonces o > 0 y si a=+= el algoritﬁo termina con Anf]= —oo
Si a« < = entonces el flujo X' =x + aep es solucién extrema y_.
F = (F - {31 u{3J} donde T es el arco para el qlue.se alcanza o
El bosque F contiene a F,. ¥ .dx' < dx. Reinicie el proceso

con X'.
]

e m i s ce mE e . e ey edm EL . L, emeAm - e e adae
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Justificacidn del algoritmo simplex para fluijos.

Si jehA -F entonces xij) = ¢ (3) 6 x(j) = c+(j), o ambos. Las
desigualdades v{j} < d¢3j) con x(j) = ¢ () y v(i) > 4(j) con
x{3) = c+(j) aseguran que (x{(3), v{(il)e Pj’ esto es, gue X eS
la solucidn Sptima, Por otre lade si v(j) > d(3) con x{(7) =
c-(g) y P es el circuito elemental correspondiente con 55P+ b4
los demds arcos en P, entonces

d.e, = j£p+d(j) ~ jgp_dm < jépg(j) - ng_v(j) =v.e, =0
pues v{j) = d(j) para jeF. En forma andloga d.ep < 0 cuando
vi{3) < d(3) eon x(3) = c+(ﬁ). Por otra parte, a = = guando
ct(j) = = paré jePt y ¢ (j) =- = para jep , es.decir,_P es un
circuito no balanceado, asi el infimo es -=. La factibilidad
de x implica a¢ > 0 y x' factible. Por otra parte, se obserﬁa

gque para todos los arcos keh-F; excepto pqsiblemente-?, se. tie

ne que x' (k) = x(k) y consecuentemente que x' (k) = c+(k) o
x' (k) = q_(k) {(pues F, esta contenido en.F).',La eleccitn de
3 asegura que x'(3) = < o x'(3) = ¢ (j) por lo que Fx;qcf;

_Esto demuestra gque F es un 4rbol de expansibn y x‘_és;un flu-

jo extremo.
= = S
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Ejémglo'3.3 Considere la red de flujo -

L)

donde cada arco tiene ascciada una tripleta de parfmetros gue
corresponden a la capacidad minima, la capacidad méxima y el
costo por paso de una unidad de flujo, mientras gue en cada

nodo se indica la disponibilidad de flujo.

Determinar el f£lujo a costo minimo gque resuelve el probleﬁa'
de distribucibn lineal descrito partiendo de la sdlﬁciﬁn fac—

tible extrema x = [0,1,2,-1,0,2].

Se inicia la aplicacifn del algoritmo simplex para flujos con

E = Fx = {jl'j2’j3}’ ¥y S = Lz, uw= [6,0,3,6], se tiene:



[

VU =3 >d0,) 51w =T, = - 1
viigh = 6 > d3g) =5 & xgh=c G = o
viig) = 3 < Alig) =5 ; x(ig) =c (i) = 2
Spara jg yVP:Ls +dy v dy v dgow =1, FYo= (3, 3. 3,0

®' = x + eb, indicado en la figura siguiente:

f
5

Haciendo u' (4,) =0 y v{j} = d(j) para j cF' se obtiene

u' = {6, 0, 1, 61 o | R

3 + 2

§
)

Viig) =5 > di,) ;o oxl3) =3 = ¢ (3,)
vig) = 6 > ddg) = 5 ; x(3g) =0 = ¢ (jg)
VIG,) =1 = d(dy) i ®(Ig).=-1 = ¢ ()

3

Para j5 Y P"‘:z -+ ".-4 h -‘(.-' T A, @ =1, F" = {jl'.j;S'jG} Y ..

x" = x' + ep estsd indicado sobre la figura siguiente:
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Haciendo u"(iz) =0y vi{j) = d{j) para j eF" se obtiene

u" = [5,0,0,?]
e, T aap) =5 <dliy) =6, x(iy) = 0 =c (i,)
V(ig) =5 > dliy) =3 , x(34) = 3 = ¢ (iy)
v(j4) =0 < d(j4) = 1 r x(j4, =- 1 = c-(j4)

lo gue implic~ gue x es una solucién bptima.

Los valores marcados sobre los nodos indican el pctencial Gp—-

tlmo y los valorxes indicados sobre los arcos representan el

'flujo 6ptimo.
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Ejemglb 3;& Consideré la red-de £flujo - ' b

donde cada arco tiene asociada una tfipleta de paré@metros
gque corresponden 2 la capacidad minima, la capacidad mixima
¥y el costo por paso de una unidad de flujo, mientras qﬁg“ehj

cada nodo se indica la disponibilidad de flujo..: -

Determlnar el flujo a costo minimo que resuelve el prnblema

de distribucifn lineal descrito partxendo de la solu016n fac,'

tible extrema x = [0,3,0,4,3,0,0,-3,2].

Se inicia la aplicacidn del algoritmo simplex para flujos édnf,
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F=Fx = (iy,3,,d503g:34)s 8 = &4 ¥y u ; (-3, =1, 0,0,-2,2]

se tiene:

vii;) = 2<dliy) =-1 , x(3;) = 0=c (3;)
1 1 1 1
vijz) =-=3<d{jy) = L, x(33) = 0=c (i;)
viig) == 2<dlg) = 1, x(3g) =-3 =" (i)
viig) = 4<dlig) = 2, x(jg) = 2= c (i)

para jB_Y_P‘+6 + 4y +.¢3 Ly T Ay = lo que significa
., gque P es un circuito no balanceado y el Infimo del problema

es —T.
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Ejemplo 3.5 (Problema de transporte). La Compafifa Nacional
de.Subsistencias Popularesz {CONASUPO) planea la compra y dis
tribuciftn de costales de vuble de 25 kg. gue utilizara para
empacar el frijol y maiz en su préximo programa de comercia-
lizaci&n. Las fdbricas de costales estin ubicadas en M8ri-
da ¥ Cd. Victoria mientras gque los centros de almacenamien=-
tos estén en Veracruz, Nistrito Federal y Guadalajara. La
produccidn mensual de costales de yute es de 30 millones en
Mé&rida y 20 millones en C4. Victoria mientras que la demanda
meﬁsual es de 15 milloneé en Guadalajara, 10 milloﬁes en vVe-
. racruz y 25 millones en el Distrito Federal. La produccién
mensual de costales ha sido adquirida por la CONASUPO y se
desea determinar el plan de distribucién a coste minimo. E1
. flete de transporte por ferrocarril en decenas de miles de

pesos por milldn de costales es como sigque:

buadalajara Veracruz D.F.
Mérida 2 a 3
€d. Victoria 4 7 5

‘Esquem&ticamente, 'la red de flujo gue representa la problemd o
se muestra en la siguiente hoja,'en'donde'asociaaos a cada ar
co se tienen los par@metros de capacidad minima, mdxima y cos .
to por paso de flujo. En los nodos se tienen asociadas las

disponibilidades de flujo.
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El valor de las desviacicnes debidas a la no-factibilidad de
la tensifn en los.arcos que inciden en cada nodo se indica

nediante los valores n{d), 4 = 1,...,5. La aplicacidn del al
gérifmo de trayectoria minima de Dijkstra para disminuir ta-

les desviaciones se resume a continuacibn

node arcoc nodo valer de | valor de -
analizado | irmvolucrado | involucrado W B
is 33 4 -5 -5
g iz -3
iy 3; i -1 -3
j2 i4 2
iz 4 45 -1 -1
j5 Ly 1
<3 9% ‘% °.

Los potenciales resultantes son dados por

u = [-5, -3, -1, 0, 0]

y continuamos.con la aplicacién del algoritmo de diferencial | .
factible. En la siguiente red se muestran 1os.ihtervaloscﬁelﬂf'*

generacién actualizados respecto al nuevo diferencial.
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{~15]

(201

(30]

3
. l6  [0,%,3) : (~25]

La red planteada se resolveri a continuaciBn,‘usanao el algo-

ritmo de distribucidn 6ptima. El fluje factible inicial es
x = [15, 0, 5, 0, 10, 20]

Iteracitn 1. En la siguiente red se muestran 1osiintervalos_
de generacidn asociados al £lujo inicial y se procede a la
_aplicacibn del algoritme de diferencial factible usando como

potencial iniecial u = 0.
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-

La nueva aplicacibn del algoritmo de trayectoria minima de
Dijkstra para disminuir desviaciones de factibilidad de ten-
sifn en los nodos. (o encontrar un circuito negativo) se resu

me a continuaciotn

nodo arco nodo valor.de | valor de
~analizado | involucrade | involucrado w g
‘4 32 o =
; 3J 5" Ly -1 -i
Ly 4 3 -1 -1
Jg *5 =
dg 31 < -1 ~1
£ 3 2 <y 1
b 3 4y -1 -1
L -

e m- ke . i a e




lae

El potencial actualizado es _ v
u = [~6, -4, =2, 0, =-1]

obtenido al sumar el potencial u disponible el potencial w ob

tenido de la tabla anterior.

El nuevo potencial es factible y se verifica gque el flujo fae

tible inicial es &ptimo.

Solucidbn Sptima.
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Ejemplo 3.6 (Problema de asignacibn). El gobierno federal
pretende realizar cuatro proﬁectoa de infraestructura rural y
existen seis compofias que han ofrecido sus servicios y sus
correspondiantes cotiraciones { en miles de millones de pe-—

s50s5)

Compania
Proyecto 1. 2 3 4 S 6
A 7 6 10 3 4 9
B 8 6 5 4 6 4
c 8 5 11 4 9 g
D 12 10 8 7 8 12

"La contraleoria general del gobiernc ha decidido que cada com-
pafifa realice a lo mis un proyecto y desea asignar los proyec

tos a costo minimo.

Esta problemitica estd representada por la red bipartita dé
la figur% 1l en lq gue el primer cdnjunto de nodos corresponde
'_é'las compafifas y el segundo conjuntc a los proyectes. Los -
arcbs'dé_la.red ﬁienen asignada la terna de parﬁmetéos: coﬁas
inferior y'superior de capacidad, que establecen la pcsibili-
dad de asignacibn o no asignacidn y el valor dé la cotizécién.
Al aﬁlicar el algoritmo de distribuci6n lineal Sptimo se ob-
tiene la solucifn indicada en la figura 2,.con'uﬁ'ccsto de

20.

e o mmsEE e dm e e —m
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compafifias

proyectos

1.

Figura

2.

Figura

POOLOD

o e o o o oa P e e mm



CAPITULO 4

EL PROBLEMA DE DIFERENCIAL LINEAL OPTIMO

Un aspecto bisico del andlisis de un problema de programacién
-lineal-es la consideracidn del correspondiente problema dual.
En el caso de redes de fluioc se tiene gue el dual asociado es
un problema con estructura especial cuyc anflisis es sencillo-
y permite mBtodos de solucibn alternativos: el probléma de
diferencial -‘lineal &ptimc. Entre los aspectos ﬁés importan—
tes que surgen en el anflisis de este problema se tiene el
concepto de potencial (semejante al empleado én_ingenie:ia) Y
la manera en que se utiliza para plantear prdblamas de indole
combinatoria, se manejan formatos de problemas gue aparecen
frecuentehenﬁe en la literatura como el problema de costos

compartidos.

Este capitulo se desarrclla como sigue: primero_se.deséribe
.él'proplema de diferencial lineal 6ptimo y aigunps de-loél.
problemas clisicos que tiene asociados. A continuacibn se é:
nalizan'laskcondiciones de existencia y.optimalidad éué'sir—..
ven de base_pﬁ;a los métodos de solucisn que se.describéné

- el-método de diferencial lineal y el simplex especiali?ado en

redes para potenciales.



4.1 ‘Descripcién del problema de diferencial Sptimo.

Sea G una red conectada en la que asociado a cada arcc se tie
ne un intervalo de generacidn [d (3), d+{j)] gque limita los
cambios depotencial o propiamente dicho, la tensibn en el arco
jeA. Suponga que asociado a cada arco se tiene una disponibi
lidad 6é flujo bi{i), ieN que cumple con la condicibén de con~
servacibn de flujo b(N) = 0. Suponga que el problema de dife
rencial tiene distintas soluciones factibles. Entonces, el
problema de diferencial 6ptimo consiste en seleccionar aguella
solucidn factible gue minimice una funcibdn de costbs gue invo-
lucra tanto los potenciales como a las tensiones gque se origi-

nan en cada arco. Especificamente

max - b(ilu(i) - I (c(Hv(i) + qti)]

ieN jea
sujeto a
- . +, . ;
d (3} < v{j) =< 4 {3) jea
“donde v = Au es el diferencial corréspondiente y las constan-

- tes asociadas con 105 costos c{i), a(j) v b(ii-sbﬁ'cbnacidés;

Un diferencial v es una sclucidn factible del problema descri-
to si v{jleD(j) para todo jeA y es solucibn Optima cuando mi-.
nimiza la funcitn de costos (o maximiza el negativo de: la fun-

cidn de costos}) sujeto a las restricciones de factibilidad.
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Es conveniente senalar gue 21 formato del problema de diferen-—
cial Sptimo se ajusta a un nGmero importante de problemas teb—
ricos y reales, Algunos de estos ejemplos se describen breve-

maente a continuacidn.

Problema de localizacibn.

Considere la problemftica de determinar la localizacibn de n
instalaciones a lo largo de una curva (que puede representar
_una carretera, ruta de distribucitn de servicios u otra). A
cada instalaci&n F. le corresponde una coordenada Sy medida so
bre. la curva usando un punto de referencia, que generalmente
coincide con una instalacifn ya establecida como almacen, fa-
brica, ete. Suponga gue cada uno de los valores sy debe estar
en un cierto intervalo [d (i), d+(i)l Y que asociada a cada pa
reja de instalaciones existe un costo de “"intercomunicacitbn®
gque depende de la distancia que'separa a tales instalaciones.
El costo de intercomunicacifn es una medida de ;a‘multiplici—
dad de servicios mutuos que pueden‘prestarse entre si dos ins
talaciones. Se desea determinar la locéli;aqiﬁp_de las n.iqg.
talaciones con costo total de infercpmunicaciﬁﬁ.minimo. En
términos de la estructura del problema de diferencial 1ineal 

6ptimo lo que se desea es

min ¥ ci{k,i)|s, - s,
1<k<i<n Sk 1 )
sujeto a
a7 (L) < s, < d (1)
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doﬁde clk,i) es un escalar no-negativo que refleja el costo
de intercomunicaciiGn. Note gue si una instalacién se encuen-—
tra ya construida lo finico que tenemos que hacer es d (i) =
d+(i). La red de flujo gque representa la problemitica se
muestra a continuacifn. En dicha red, un potencial u asigna

a cada instalacidn F, una.posiciﬁn s; = uli) — ui{d) vy la dis-
tancia lsk—si[ se identifieca en la magnitud de la- tensifin exis
tente entre los nodos k, i, o bien |v(j)| donde j = (k,i}) si

k » 0. En estos arcos el intervalo de generacidn es (-m,m):.
mientras que -en los arcos del tipo j = (0,i) el intervalo de
generacifn es dado por [d (i}, dT(i)] en tanto que el costo

- asociado a tales arcos es cero.
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Problema de costos compartidos.

Un aspecto interesante de los problemas combinatorios es que
algunos de ellos pueden plantearse en términos de redes, uno
de estos se discute a continuaci6n. Considérese la realiza-
cidn de un proyecto gue tiene diversas actividades, denomina-
das terminales, denotadas por P. Dichas actividades tienen
‘asociado un beneficio conocido g(p) si peP. Sin embargo, ca-
da aétividad terminal requiere de la realizacifn de un conjun
to de actividades de apoyo,sucede generalmente que dos o mids activi
des terminales reguieren uﬁa mish& actividad de apoyc. E1 con
junto de actividades de apoyo se denota por K y -cada una de
eﬂlaﬁtiene un cierto costo.f(k) si keK. Se desea de£erminar.
el subconjunto de actividades terminales gue junto con sus ac-—
tividades de apoyo pfoporcionen beneficio neto miximo. En
terminos del problema de diferencial lineal Gptimo' lo que se

desea es:

max [ glpiviu) - J £(kIv(j)
PeEP . P keK
sujeto a
0 < j < 1 eP
< V(JP) = P

Y V(jk) > V(j '} enteros para todo par (k,p)cH donde H es el
conjunto que relaclona a cada actividad termlnal con ‘sus reséfa

pectivas terminales de apoyo.'
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Esquemiticamente, la red de flujo qgue representa la problemd

tica es:

[0,1,£0)] i0,1,—g(p}]

donde cada arco j tiene asociada una tripleta de pardmetros
que reprgsenta los limites_inferior Y superior deigeneraéién' 
v el costo resPectlvamente, para cada nodo 1£N b(;) = ﬁ;_ Los

dlferenc1ales v{j) = ul(i} - u(s) stlo. toman valores 0 6 1.

e Mt — e L



4.2 Existencia y caracterizacibn de soluciones.

La idea fundamental para establecer la existencia de solucio-

nes del problema de distribucifin es el concepto de circuito

con costo negativeo. En el caso del problema de diferencial,

el concepto bisico es el corte con costo negativo, esto es,
un corte Q = [S, N/S] tal gque

0> - § bti) + ] .eli) - ) _eld)
ies FeQ jeQ

o bien si recordamos gue b(N) = 0 equivale a tener b.es + beN/S

= 0 podemos escribir en forma compacta gue

/s + CEQ

0 > he
N
esto es, la condicibn gue permite incrementar en un valor po-

sitivo, la funcifn objetivo asociada a un potencial factible.

‘Existe una forma sencilla de verificar la condicibn anterior
y su papel como elemento que mejora el potencial factible dis
ponible. Suponga gue tenemos un potencial factible u con di-

' ferencial asociado v, esto es, d—(j) < vi{j) < at(4) para todo

i

jéA. Suponga gue tenemos un corte Q” [S,N/S] ¥ qué modificg

mos el potencial inicial como'sigue uli) = u(i)rsi ieé ¥y uw(i)
= ufi) + o si if{S donde @ > 0. Suponga que el nuevo poten—.
cial u es factible, entonces, el Giferencial v difiere del .
diferencial original v finicamente en los arcos que parteneﬁen.-“

al corte; pues en los restantes la tensifn en cada arco es la

misma. Especificamente

e w— . e s
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vi{j} + «a si 5eQ

i)

vi3) vi{ij) -~ a si JeQ

pPor lo tanto el costo ascciado con u' es

[costo de u'] = [costo de u}l + al[b e + e eQ]

N/S

Lo gue equivale a tener un potencial mayor con un costo menor.

Es importanﬁe notar que si Q es un corte de capacidad ilimita
da, es decir d+(j) = + = cuando jeQ+ y 4 (j} =-= cuando jeQ™
antonceé y=v + o eQ es factible para todo d > 0 ¥ el costo
asociado es tan grandé como se desee o bien el prbblema de
diferencial lineal Sptimo no es acotadb. Asi 1la existencia.
de tales cortes no balanceados se traduce en un valor infini-
to para la funcibdn objetivo, de donde puede dedqcirsé-due una
condicién necésaria para la existencia dé soluciﬁn para el
problema de diferencial lineal 6ptime es la ausencia de cor- :

tes no balanceados.

El sxgu;ente teorema demuestra que ésta ﬁltlma condic;én es

tamblen suflclente para que el problema de dlferenc1al tenga'

'soluc16n ﬁptlma (si tiene soluc16n factlble) -'
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Teorema. (Existencia de potenciales Sptimos). Suponga gque

el problema lineal de diferencial Sptimo tiene al menos una
solucién factible. El supremo de este problema es finito y
se asegura la existencia de al menos una solucibn Sptima si

y s6lo si, no existe corte no balanceado.

- Pruegba. (suficiencia). Si no existe corte no vacio doble-

mente ilimitado, cualquier potencial se puede expresar como: -

r
u= Y A, _u_ + § u_ b.e + cte
£ "k Tk gey E N/st

donde v = A U, es un diferencial extremo y cada corte
Qt = [st, N/st] es un corte elemental de generacifn ilimita

da, Ay 2 0, kK =1,...,%r Ay beeak A =1, 1y 20t =1,...,q.

" Asi el vroblema se reduce a maximizar la expresibn

r q .
- Y A, Ib.y, + c.vi, 1= I u_[b.e + c.e, 1
k=1 * k S N Qe

sobre A, > 0, Kk = 1,...,r; A, + Rz +eoat A= 1;

13 1 Pe 2 .
1,000,405 P.e + c.e > . Puesto gue no hay cortes no

' N/sg Q¢ ~ . .
balanceados y el miximo se obtiene seleccicnando el fndice = -

r >0t =

ko-para el gue —-b.uk - c.v, sea mayor, tomando ako =1, Kk =

0 para k +'k° v ut'# 0 para toda t = 1,...,q9.

Si existe algfin corte Q = [8, N/S] de generaci&n doblemente.

ilimitada b-eN/ + C. eQ = 0 pues"o que ni Q ni su :anerso son no.
o s

‘balanceados, entonces para cada potenc1al factlble u, el po—'

tencial u' =u + t ey, ©s factlble para todo teR. : sin
s .

R
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pérdida de generalidad se puede seleccionar un arco §€Q. e
imponer al problema la yestriccidn v(3j} = 0, esto permite

redefinir el intervalo de generaci&n correspondiente a j co
me [0, 0] con lo gque Q ya no es un corte de Jdoble capacidad

ilimitada y el problema se reduce al casco anterior.
La necesidad del resultado se demostr$ en la hoja anteridr.“
De manera semejante al proceso de caracterizacitn de las so-

luciones Optimas del problema de distribucibn definiremos la

correspondiente curva de optimalidad asociada al prpbléma de

diferencial Gptimo.
La curva de optimalidad Pj esti definida por

x(3) < e(d) si v(j) <G
ry = {x@ @Rt | v v RS 3

x(3) > c(3) si v(j) > 4 (3)

- + N . P o
cuando d (j) y d (j). son distintos y finitos. La .forma. esque

mitica de la curva se muestra en la hoja'siguiente;'_Dg?§;¢ha”ﬁjmﬁ

figura se observa que si d+(j)_= «, antonces la,semiregta_hof,f"'

rizontal superior desaparece y de manera semejante-$i3d-(ji_%'v
- = la semirecta horjizontal inferior desaparece. Por otfa pa;'
te, si d () = -= y a*(j) = w, la curva de optimalidaa ésté_gra_
formada'ﬁnicamenté por-la recta x{j) = c(3) f si'é+i55{5

d_(j) tendremos la recta vw(j) = d(j)-i
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at
4" ()
_. v x(4)
c(i) :
T{3).
v(3) A vid) ¢
* o :
da (]) =c3 d+(j) J.‘ x(:”
. K
c(i
x‘(jl '
| c(3) d"_(j)=°°:_ _
' T (5} T§)
i) A vt
aT = at iy =dTm
, x(5) e
- . ‘, i"" R [T }r
. | L e .e{d) o
d {3) == r i) rijy
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Teorema. (Optimalidad lineal de potenciales). Un potencial

u es una solucidn del problema de diferencial lineal si ¥y
s6lo si existe un flujo x con div x = b gue satisface (x(3),

vi{ijlle Pj para todo jeaA.

Prueba. (suficiencia). Si x y u satisfacen las condiciones
del teorema entonces v €s una solucidn factible. Siv' es

otra solucién factible, de acuerdo con la definicidSn de Tj:

si d (i) < v(i) < a'(3) entonces =x(3) = e(3)

si v(j) = av(d entonces x(3j) > ci(j)

si vij}y = 4 {j) entonces x(j) < c(3)
1o que implica que c¢(j) [v'(3) - viti)] > x(3) [v'(j) " ij)l

en todos los casos, sumando sobre los arcos de j se obtiene;
c.[v'-v] > x.[v'-v] = - [div.x].[u'~-u] = - b.{u'-ul

~De-donde -b.u - c.u > - b.u' - ¢.v' lo que implica que u es.
- 6ptimo. ‘
La prueba de la necesidad es constructiva. E1 algoritmo*de
diferencial Gptimo construye, a partir de un potencial

factible o un flujo x satisfaciendo las condiciones.del teo— .

rema o un potencial factible u' mejor ' gue u, »



4.3 Algoritmo diferencial 6ptimo.

En esta seccitn se describe un procedimiento para determinar
una solucién OGptima del problema de diferepcial Sptimo. Di
cho procedimiento parte de un potencial factible que es mejo
rado {en términos de la funcibn objetiveo) o bien se deﬁues—
tra gue es Sptimo. El mejoramiento se basa en una'aspeéto
constructivo de ciertos intervalos de capacidad para aetermi

nar un flujo factible por medio del algoritmo de distribucibn.

Como resultado de tal algoritmo se tienen dos conclusiones mu
tuamente excluyentes: a} se detecta un corte con costo negaQ
tivo (y se mejora el potencial) o b) se construye un flujo
factible tal gue las parejas dé flujo y tensidn asociadas a
cada arco se encuentran en la curva de optimalidad descrita

en la seccibn anterior.

. Es conveniente considerar al algoritmo de diferencial comé un
procedlmlento para conducir a las parejas de flujo—ten516n en
cada arco (con tens;ﬁn factible) a la curva de optlmalidad._ 
Un procedimiento alternativo es usar 5rboles de’ expansi&n_y'

tener el correspondiente simplex especializado para potencia-

les.
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ALGORITMO: DIFERENCIAIL OPTIMCG
PropSsito: Resclver el problema lineal de diferencial Sptimo.

Descripcidn

Sea G = [N,A] una red conectada con b{N) = 0, si u es un po-
tencial factible defina el siguiente sistema de intervalos

de capacidad:

le(3), eli)] si a () < vi3) <at(y)
- + (== , c(3)] si & (§) = v(3) < & (3)
[c(3), eI = . _ .

u [c(3), =) si d {j) < v} = & (3)

(- .

, =) si d7{3) = v(j)

n

a¥ ()

Apligue el algoritmo de distribucibn factible. Si este algo -
ritmd termina con un flujd x gue satisface div »x = h,
c (3) < x(j) =< c+(j)_para jEA el algoritﬁo se detiene 'y ﬁ es
Sptimo. De otra manera, el corte no-vacioc Q = [5,N/8] con
el gue el.algoriﬁmo termina es tal que .
bes) > et = 3 Lt - 3 L)
JeQ - jEeQ o
‘que equivale a v(j) < d+(j) para jEQ+ y v(j) > & (j) para
jeQ , es decir, '
0> I i)+ sz+c(j) - qu_c(j) = b.eys * c-eg

dado que b(N)} = 0. Si hacemos
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a*(j) - v(3) para je0
n = min

vi{j) - 47 (3) para 3eQ

entonces ¢ > 0. Si a = =, Q es un corte no balanceado vy

el problema tiene [supl = + . De otra manera u'=‘1+‘leﬁﬁr

es otra solucibn factible mejor gue u. Se repite el proceso

“empezando ahora con u'.,

En t&rminos pricticos el algoritmo de diferencial &Sptimeo es

- semejante al algoritmo de distribuéiﬁn Gptima, pues ambosrpq£
ten con una soluci&ﬁ factible de un problema de optimizacién

y'generan cierto sistema de intervalos a gque debe ajustarse

| la solucibn dual para tener una sclucién 6ptima.. ﬁn este ca-
sb, se éenera un sistema de inuanulos de capacidad y se busca
~que el algoritmo de distribucidn factible encuentre un flujo
factible 6 bien, si esto no es posible, detecta un cofte y me.

- jora el potencial disponible.
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JustificaciBn del algoritmo de diferencial Sptimo.

Los intervalos de capacidad [c;(j), c:(j)] utilizados para ob
tener el {lujo factible correspondiente al diferencial Sptimo
se obtienen directamente de la aplicacibn de la condicibn de
optimalidad {x(j}, v(j)le Fj. Si el algoritmo de distribucibn
factible termina con un flujo factible se asegura la optima-

lidad de u. De otra manera se determina un corte Q =[S, N/S]

con b(S} > c:(Q) el potencial u' = u + a EN/S es factible y
mejor que u pues para v' = Au' se tiene gue

- | - [ R - - - -

b.u c.v. b.u c.v G[b'eN/s + c.eQ]‘> b.u c.v

Suponga que el supremo del problema es finito y los v&lores
"a”(5), d4¥13) son conmensurables junte con la solucibn facti—_‘
ble inicial u. Si todos estos valores son miltiplos dé'cier—
ta 6 > 0 entonces tambi&n lo son los vaiores de a y los dé
" los potenciales sucesives u' (4{}. Todas las soluciones genera

das por el algoritmo pertenecen a la misma clase de conmensu-

" rabilidad y en cada iteracifn el valor aumenta en'alimenbs_ﬁn;z“

e donde £ es el menor de los valores Ib.eN/S + c.eQ] corres-

pondientes a los cortes 0 = [S, N/S] con b.eN/S + c.eqy < 0.

Esto implica gue el algoritmo termina en un ntmero finito de

iteraciones.
-
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Ejemplo 4.1 Considere la red de flujo.

-1,1,-1} { 3 . {£0,3,3]

[~31]

donde asociada a cada arco se tiene una tripleta de parimetros
gue corresponden a los limites inferior y superior de genera-—
cidn y al costo por unidad de tensidn, mientras que asociada a

cada nodo se tiene la disponibilidad de flujo.

Determinar la tensifn a costo minimo gue resuelve.el problema

-de diferencial Sptimo descrito.

Se inicia la aplicaci6n del algoritmo de diferencial Gptimo
con el potencial u = 0 gue d& origen a los inte:valosjde cépaL
cidad [¢” (3}, cV(§)] indicados en la red de la figura 6.--ﬁa
determinacidn del flujo factible se efectta mediante 1a-apiic§
ci6n del algoritmo de distribucién factible quéseﬁhﬁcié;ndﬁn_ﬂ

) flujo de ["‘l,0,2,0;0,'31010141-2:-3!-111-'-31:'
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-

[.;1'._'1i {(—=,3]

Figura 6.

bbserve gque existen (nicamente dos nodos no féct;bles: b(ii}:
-3 <yliy) =-2 y blig) =0> ylig) =~ 1. De .donde
Nt = {ig} y N = {iz} y.ai.aplicar Minty a la red piﬁ£ada-sé".
obtigne el corte Q = [S, N/S] con § = {LV i3, ép i7;£8}§_§ ﬁi-:
por lo gue el potencial mejorado es: u = u + EN/5.= [p;;,olo}-lf'
: 1:1,0,03. _ _ S
‘Iteracifbn 2. Los intervalos de capacidad correspondiénﬁes:al
nueve potencial est&n indicados en la figura 2. Lé aplicaéiﬁn'
del algoritmo de distribucifn factible se inicia con el flﬁj6, '
-1, 0, 2,0, 0, -3, 0, O, 4, -2, -3, -1, 1, ~3] para-el que
Nt = {451, N = {i,}. Al aplicar Minty.se‘tiene‘P=£8 + ié « »
i, 1 @ =1y x' = x + e, = [—1,0,2,0,0,—4,0,0,4,-2,'-4_,—1,1_-',;3']_,;'
que corresponde a un flujo factibkble. La solucidn Gptima éé;

problema estd indicada en la figura 7.

- e a4 e v a1



[".lt_l]
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(==, 3]
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Ejemplo 4.2 Considere la red de flujo

donde asociada a cada arco se tiene una tripleta-de parémétros.
‘gue corresponden a.los limites 1nfer10r y superlor de genera-ﬁ
',c16n y al costo pPor una unidad de ten516n, mlentras que aso~- . "

ciada a los nodos se tiene la disponibilidad de-flujo.

.Determinar la tensibn a costo minimo que resuelve el problema . |-

de diferencial #ptimo descrito.

Se inicia la aplicacién del algoritmo de diferencial Gptimo

con el potencial us 0 g¢ue di corigen a los intervalos de -

. r—— o —
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capacidad - (id, c+(j)] indicados en la red de la fiqura.
L.a determinacién de un flujo factible en dicha red se efec~
tia mediante ia aplicacidn del algoritmo de distribucibn fac-

tible que se inicia con el fliujo [(1,1,0,5,4,0,3,01.

Opservé que existen dos nodos no‘factibles: b(L#) ?f7ﬁ< Y(Lﬁ);
‘ 4'f-l = 3.y b(-f.5} =- 1 > y[i#)_ =-3, ,entor_ices"N"' = {74'._5}1 N-=
{44} vy al aplicar Minty a la red pintada se obtiené-ﬁﬁisJ;;;?fﬂjl
con & = 1, %' = x + e, = (1, 1, 0, 5, 4, 1, 3,'0],.coh'é5£ef 2f f
"nuevo flujo se inicia la segunda itera@idn con'b(15)_> y[is{; :
bli,] <y [4,). Entoncesn N* = {i;}, N = (i,} y se obtiene
ei corte Q = [S,AN/S] con 8 = {LI, iz, £3, is} para ei que _:
a = o , esto eé, Q es un corte no balanceado f el pr@bléma-.fl'w

tiene como solucibn [supl = .



4.4 Algoritmo simplex para potenciales.

El algoritmo de diferencial Sptimo descritc en la seccibn an-
terior trata de determinar un flujo x gue sea factible respec
to a los intervalos de generacidn [c;(j}, c:(j)]. Dichos in-
tervalos estan asociados a un potencial factible u. El proce
so para lograr este prop6sito es la aplicacién repetida del

algoritmo de distribucibn factible gue permite determinar el
" flujo o detectar un corte gque meodifica el potencial disponi-

Lle ¥y permitir una mejdra en la factibilidad del flujo dispo-

nible.

‘Una manera alternativa de realizar el procesc anterior es el

uso adecuado de drboles de expansifbn minima. En esta alterna
tiva, en cada iteracidn se modifica el arco de un Arbel y se
verifica si se tiene la optimalidad. El proceso es semejaﬁfe‘

al mé&todo 51mplex para flujos excepto gue se utiliza el com~

plémento de’ un drbol de expansibn denominado co-bosque. 'El T |

método ‘@es sencillo y eficiente.
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Algoritmo: SIMPLEX PARA POTENCIALES

Propb6sito: Resolver el problema lineal de diferencial Sptimo.

Descripcibn

Si u es una solucién factible extrema del problema de dife-
rencial lineal tal que F} = {kea | d (k) < vk} < d+(k)}

forma un co-bosque, F es un arbol de expansidn ajeno a F;
y ¥ el flujo que satisface gque x(k) = c(k) para todo keA/F

y div x = b. Si

a (i) <ati) v
at i) > a" )

x(j) = c(j) para toda j eF con v{3)

x(i) > e(j) para toda j £F con v(j)

[

el algoritmo se detiene, v es una solucibn Sptima. De otra
manera se selecciona un arco j de F con la mayor violacién a
alguna de las desigualdades. Al sacar 3 de F se obtiene una -
particién de los nodos de la red en dos conjuntos: los nqdos ;‘

alcanzables desde el nodo inicial de j usando sélo arces de

F/{3}, llamado S cuando j viola la primera desigualdad, y los - -

nodos alcanzables desde el nodo terminal de J mediante arcos

de F/{j}, etiguetado ¢on S cuando la desigualdad violada por. -

3 es la segunda. Q = [S,N/S] es un corte tal gue b.ey/g +

C.e

) < 0, en el que el Ginico arco de F es jr si

a*() - v 5 eqt
a = min
v(j) — d (3} 3 eQ”
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a > 0, 8i o=wn el algoritmoc se detiene, Q es un corte no
balanceado y el supremo en el problema es =- Cuando a < =, si

? es un arco para el que se alcanza o, u' = u + o e es’ una

N/S
solucibn factible extrema, F = [F/{ 3}] U {3} es un fdrbol de

expansién ajeno a F! = {3en | 47 (4) < v'{j) < d+(j)} v

- b.u' - c.v' = - b.u - c.v + al¥(3) - c(3) |> b.u - c.v

‘"se reinicia el procese con u', f.,

}‘7

Bosque y cobosque correspondiente.
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Justificacidén del algoirtmo simplex para potenciales.

Si jeF entonces v(j) = a (§) 6 v(j) = @ (j), asi las desigual-
dades x(j) < €(j) con v(j) = d7 (j) y x(3) > c(j) con v{j) =

d+[j) aseguran que la pareja (x(j), v{j))arj Yy por lo tanto 1la
solucidn u es dHptima. Por otre lado si x(3) > c(j) con v{j) =

d”{j) entonces jeQ' vy los demds arcos de Q no estéin en F, es

decir, satisfacen que x(j} = c(j), lo que implica que

T yx(@3)y - ¥ x(@) > ) ,ed) - § _elj), es decir,
jeQ JEQ jeQ jeQ
b'eN/S + c.eQ < b‘eN/S + x-eQ = div(x).euls+ x.AeN/S = 0.

Lo mismo sucede para x(j) < c{j} con vi{j) = d+(j);u = = cuandeo
d+(j) =« para jE:Q+ e d-(j) =— e« para jeQ , asi Q es no balan-

ceado y el supremo del problema es «, por el teoremé de la exis
tencia de potenciales Optimos. Si a <» se tiene que a >0 pues
to que 4 () < v{j) < a*(3) para jea. 1a eleccidn de u asequ-

v(i) +

ra gue estas desigualdades son satisfechas para v' (j) =
@ eq(j). Como « se alcanza para 3, se tiene que.v' (3j) =7d+f§)
6 v'(3) = & (3), as{ ningfin arco de F satisface que 4~ (j) <

v(3) < a¥(j), entonces v'(j) = v(j) para jeF/{3}, esto es,

FNF = ¢, como F es otro &rbol de e#pansién,u' es otra soiﬁé--.
cién extrema. El algoritmo genera una sucesibn de”salﬁéioheé ;
factibles extremas no degeneradas. En las iteraciones én léé*”"
7§ue a > 0 el potencial es reemplazado por uno mejor y ningﬁnd 
- de las 5pluciones extremas puede ser utilizada dos veces.-coF- 
mo s6lo existe un nlmero finito de soluciones;exfremasufaétié

bles el proceso no puede repetirse infinitamente....
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Ejemplo 4.3 Considere la red

-donde’ asociada a cpaa arco se tiene una tripleta de par&metros
que correstnden a lo§ limites inferior y suﬁerior:de'gene;a—

'_cién vy al costo por unidad de tensién, mientras qﬁé asociada-
‘a cada nodo se tiene la diSpdnibilidad_de flujo.

-Dete:minar la tensifn a costo minimo gue resuelve el problema - -

3

dé-@iferencial 6ptimo descrito. _ s

" Be inicia la aplicacibn del algoritmo simplex para poﬁencialesg'
con u = 0 gue corresponde a una soluci6n exﬁreha‘dEI'pxbﬁiéma
de diferencial factible tal que. F; = {35+ j5,ij7}.r-Ehtonces -

F =_{j2, J4+ 3g} es un &rbol de ekpansidn“ajenp'a F'v y
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x = [1,0,1,-2,3,2,2) es el flujo que satisface que x(3i) = clj)
para jeA - F. Como puede observarse
x{3,) = 0 < cliy) 0 viiy)=4d (i)

X(3,4) ==2 < c(3,) v = at (i,

LY

x(ig) = 2 > clig) & viig)= a (i)

j6 es el arco en el que se di la mayor violacifin, entonces

3 ='j6 ¥ se obtiene el corte Q = {5, N/S) con 5 = {;4], a =2,
u' = u + 2ey,c, de donde, v = {0,0,-2,0,0,2,-2] y ¥ = (F -
(3,035 = (3,0 350 3,0

Iteracifn 2. E1 flujo x = [1,0,-3,2,3,-2,2] es el flujo gue

satisface que x(j) = c(j) para jeA - F. Como puede obServar;
se? .
x(3,) = 0 < ciy) ;5 viiy) = a7 (3,)
x(j5) = - 3 < cliy) 7 . viig) = a (ig)
x{ig) = 2> eB3,) 1 vl = a'G)y)

Por 16 que el algoritmo se detiene y la solucibn éptiﬁa éé'ié.;

indicada en la siguiente figura:
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Ejem2104.4 Considere la red

donde cada arco tiene asociada una tripleta de parfmetros que

corresponden a los limites inferior y superior de generacifn y. .

- al costo por unidad de tensifn, mientras que asociada a cada

" nodo. se tiene la disponibilidad de flujo.

Determine la tensién a costo minimo qgue resuelve el problema -

de diferencial &ptimo descrito.

Se inicia la apiicacién del algoritmo simplex para potenciales

>

con u = 0 gque corresponde a una soluc16n extrema del problema f

de diferencial factible tal que F‘ ”{Jl,J4,J6,J }._ Entonces
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-F

{jz,j3,j5,j7} es un &rbol de expansidn ajeno a F! vy

X (3, -2,2,1,-1,3,2,2] es el flujo que satisface x{j) = c(j)

para jeA -F. Cone puede observarse:

(i) == 2 < eliy) =2 ; viiy) =d (3,
(i) = 2> etiz) =1 ;5 v(iz) =4 (iy)
x(3g) = 1 < ctig) =1 ; viig) = a (jg)
x(3q) = 2> eliy)) =0 ;5 viig) =a 5y

3= j3 no satisface la desigualdad, por lo que se obtiene el
corte Q = [S,N/S] con 5 = {i,, £3, £4, £5}, a = =, esto es,
Q es un corte no balanceado por lo que el suprémo del proble-

ma es «,
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Ejemplc 4.3 {Localizacidn de instalaciones). Considere una
compafila distribuidora de refacciones automotrices que desea
determinar la localizaciOGn de tres nuevas instalaciones a lo
largo de una carretera. La compafiia ha determinado gque la
primera instalacifn debe estar entre 5 y 10 Km. de distancia
de un punto base (la fdbrica) y que la segunda instalacisn
debe estar, sobre la carretera, a una distancia dé lﬁ a 18
Kms. La tercera instalacidn debe estar entre 20 y 25 Kms, de
distancia del punto base. El1 costo de "intercomunicacién" 
entre cada par.de_refaccionarias es funci6n de la distancia
entre ellas. El costo de intercomunicacién, por km. de.dis—
tancia de separacidn, entre cada par de refaccionarias es da
do come sigue: entre las refaccionarias une y dos el costo .
es 16 mientras que entre uno y tres es treinta y cinco. El
costo de intercomunicacifn entre las refaccionarias dos Y

tres es veinte.

se desea determinar las localizaciones de las refaccionarias

de manera tal de satisfacer las restricciones de localizaci®én - N

a costo minimo
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La red de flujo que representa la problemitica es:

Figura @,

donde cada arco tiene asociada una terna de paraﬁetros que éé;'
rresponden a los limites inferior y}superior de generaciﬁﬁ y;'
el costo de infgrcomunicaciﬁn~respectivamente}: Eﬁ'téfminosi

de redes de £lujo, lo que se pkéﬁende_gn este pkoblema é§i&éF7i'
terminar un potencial factible que5teng€ asociado costo mini
Vmo. pDado gue podemos identificar de manera sencilla;un @o—'
tencial faétible procederemos a la aplicacifn del aléoritmo-

de diferencial lineal &ptimo.

Iteracidn 1. Considérese el potencial inicial u = [0,5,12,2,01]

gue corresponde a un vector de localizacidnes factibles:defij
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cada una de las instalaciones del problema en los respectivos
intervalos. El diferencial asociado es dado por el vector
v = Au = [5,20,12,7,1%,8] ¥y los intervalos de capacidad co-

rrespondientes se indican en la red de la figura 9.

Nuestro siguiente propbsito es determinar un f£flujo factible
asociado a estas capacidades, tomando en cuenta que la diver
gencia en cada nodo debe ser cero. Sea el flujo inicial .
‘x = [0,0,0,16,35,20] y observe gue en el nodo tres existe
exceso de flujo, esto es, Nt = {3}, mientras gque en los nodos

uno y dos existe dé&ficit de flujo o bien N {1,2}. Efectuando

un pintado de los arcos se identifica un corte 0 = [5,N/S] don
de s = {0,3} cona = 5. Por lo tantoe podemos actualizar el
potencial y tener u' = u + SeN/s o bien uw' = [(0,10,17,20].

. Figura 9.
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Iteracifn 2. Dado el potencial u = [0, 10, 17, 20] se obser
.va que el diferencial ascciado es v = Au = [l0, 20, 17, 7,

10, 3] vy gua lo= correspondientes intervalos de capacidad

son los mostrados en la red de la figura 10.

- La determinacidn de un flujo factible asociado a esta red se
inicia con x = {0,0,0,16,35,20] con lo que se tiene Nt = {3}
¥y N = {1,2}. Efectuando el pintado de la red se identifica
una trayectoria aumentante de N+ aN , esto es, P:3 +«~ 0 + 1
con o = 51 y el nueve flujo es x' = x + 51ep o bien x' = [51,
-51, 0, 16, 35, 20]. Efectuando el nuevo pintadoc de los ar-
cos (figurall) se gbserva gque existe un corte Q = [S,VN/S]
con 8 = {0,1,3} y podemos actualizar el potencial. Especifi—

camente, u' = u + o EN/S con o = 1 o bien u' = {0,1¢,18,20]

116,16}
16

Figura 10.
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Iteracidn 3. Dado el potencial u = [0, 10, 18, 20) se obser
va.gue el diferencial es v = Au o bien v = [10,20,18,8,10,21

y los corresperdiecntes intervalos de capacidad se muestran
en la figura 12. El1 flujo inicial (idéntico a la iteracibn 2}
es x = [51, -51, @, 16, 35, 20] con NT = {3} y N~ = {2}.

" Efectuando el pintado de los arcos (figural2?) se tiene gue
éxiste una trayectoria aumentante de nt a N~, esto es :

‘P:3 « 0 + 2 con & = 4. E1 nuevo filujo es x' = x + 4ep = [51;
-55, 4, 16, 35, 201. Dichc flujo es factible y se éonclﬁye.

gue el potencial actual es Sptimo. El costo de localizaci6n

de ‘las instalaciones es 480. (Figura 13).

Figura 11.



. Figura

13,

143
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Ejemplo 4.6 (Costos compartidos). Considérese un conjunto de
actividades terminales (esto es, actividades que producen un
beneficio por la venta de un producto o servicie) relaciona-
das con alimento para animales de granja. Asociados a tales
actividades terminales, se tiene un conjunto de actividades
de apoyo gue tienen un cierto costo. Los beneficios de las
actividades terminales, 1o0s costos de las actividades de apo
yo ¥ la relacidn de actividades de apoyoc requeridas para ca-
da acﬁividad terminal, se muestran en la tabla 1. Se desea
seleccionar el subconjunto de actividades terminales con sus

actividades de apoyo asociadas que produzcan ganancia neta

maxima.

e . o s actividades de apoyo
Actividad terminal {SiT?2§2: (compra de maquinaria)
{venta de alimento) ‘de pesos} A B C - D

vacas 150 b4 '3 -ox

obejas 130 x X -

cerdos 100 . x’ X X

aves 50 X : X

costos (Millones) 70 . _90 -' 100 ‘20

: de pesos)

Pabkla 1. Desc¢ripcifn de costos y relaciones.

La red de flujo que representa la problemitica es:
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Figura 14,

‘donde ;aéﬁaérco tiene asociagq v t:ipiébd.de parfimctros que
corresponde a los 'Imivsoo inferior y superior de generacibn y
el costo roszoootivamente. En términos de redes de flujo  lo
que se desea o5 determinar un potencial factible (que es uno
;iwse fééiiza la actividéd‘y éenoen caso contrafio)“que tenda
asociado costo minimo. ﬁadé'égéJ§03eﬁos'idéﬁtifiéaffqg_gorma
ééhciilafun.ééﬁenciél'ﬁactiﬁielﬁréﬁede;éﬁoé a'ia'épyicaéiﬁﬁ_.j
del éigor'i;t'mo de diferencial lineal Gptimo.

"TteraciBn 1. Sea el potencial dniecial -u = .0 con correspon- =
‘diente diferencial v = Au =:0.. ‘Los intervalos de‘dépaéiaadf

asociados :a ‘los.arcos se-indican en la-'figura 15.°
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Figura

2.

Nuestro siguiente propdsito es determinar un flujo factible

- asociado a estas capacidades,

gencia en cada nodo es cero.

tomando en cuenta gue la diver-

Considere el flujo inicial cero

en todos los arcos excepto x(jsl =-~50, x(js) =-100; x(j7) ==130;..

x(jg) =-150. Entonces, N = (s} y N =

{a, ¢. 5, v}. Efectuan

do el pintado de la red es sencillo identificar las siguientes

trayectorias aumentantes ajenas de v an:

Pl: 5+ D+ a con
P2=.5.+ Cc + ¢ con

.?3:s+B+ocon

P4: S'PA"‘VCDI;l_

20
100
90
70

que
gque
por

que

implica %' (3;)

dmplica x*(3,)

lo que *'(js{
das.

x' (34)

N T T

x'(jlé) 20

x'(3,5) = 100

x'(3,3) = 90

x'{3g ). = 70
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Repitiendo el proceso anterior se tiene que wt o= {s} y ¥ = {a,
o, v}. Efectuando el pintado de arcos de la red es sencillo
verificar la existencia de un corte Q = [5, W/S] donde s = (s}
y o =1, =E1 nuevo potencial es u' = u + eN/S gque es un vector
con elementos iguales a uno en todos los nodos excepto en s

donde es igual a cero.

Iteracifn 2. El1 diferencial asociado al potencial u((s}) = 0 y
ua{p) = 1 con » + s se indica en la xed'de la figura 16. Mien-—
tras que en la red de la figura 17 se muestran los intervalos
de capacidad asoclados, Sea el f£lujo inicial, el indicado en
la red de la figura 17, y observe que nt = {s} v N~ =.{a, o,v}.
Efectuando el pintadé de los arcos podemos observar que sxis-—

ten las siguientes trayectorias aumentantes ajenas de N+ a N :

Pl : s +a con o = 30 gue implica x(js) =~ 20
P, s 5+ 0 con a= 40 de donde x(j7) = - 90
Pyt 8+v con a =80 que da x(js)_é;— 70

Bl flujo actual es factible vy el potencial disponible en esta .
iteracién es Gptimo. La ganancia neta asociada-cqn la deci-~

sidén G6ptima es 150.
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Figura 16.

Figura 17.



CAPITULO 5
PROBLEMAS ELEMENTALES DUALES

Un aspecto fundamental en el anilisis de los problemas de dis-
tribucitn y diferencial 6ptimo es la relacibn cque existe en-

tfe sus soluciones 6ptimas. Especificamente, la obtencién de
la solucidn Sptima de uno de estos problemas regquiere la deter
minacién de una solucién factible (y 6ptima) del otro. La dua
lidad inmersa y hasta este momento no explicita de-tales_pro—

blemas gueda plénamente establecida en este capitulo por medio
de los.denominados problemas elementales duales gue resultan ca
sos particulares, pero equivalentes, de los problemas de distri

bucifn y diferencial Sptimo.

Este capitulo se desarrolla como sigue: Erimeramente se des-
criben los problemas elementales y se establece su dualidad ba
sada en la propiedad gue ambos problemas tienen la misma curva
caracteristica. A continuacitn se demuestra la equivalgqgia
de los problemas elementales con lés correspéﬁdientes:proplef'
mas de distribucién y diferencial 6ptimos. Finalmente se des-
criben los métodos de solucién: El mé&todo de ajuéte,eficienﬁe
y el método de las desviaciones ambos con un mismo pr0p65ito;

perc diferente procedimiento.



‘5,1 Descripeibn de los problemas elementales duales.

En esta seccifn se consideran casos aparentemente particulares
de los problemas de distribucidn y diferencial lineales Sptimos
en donde los intervalos de capacidad son de la forma [c(j), =)
mientras gue los intervalos de generacifn son de la forma

(=, d{j)] con ec{j) v d{j) f£initos, respectivamente. Para des
cribir tales problemas suponemcs que la red G en cuesti6n es
conectada y que las disponibilidades en los nodeos b(.{), {eN
son conocides y satisfacen la propiedad de balance total

b{N) = 0. Supongamos también que asociados a cada arco jeA se

tienen varios parametros c(3j), d(3), p(j) ¥ al(j) tales que sa-

tisfacen la relacibn

ali) = = c(ird(3i) - p(3) ; p(3i) = - e(i)a(i) - qij)

Problema elemental‘de distribucibn 6§tima. Consiste en

minimizar } {d(3)x(3} + p(3)]
JeA
sobre.todos los flujos x tales que {3} > c(i) si jen y

y{{) = b{L), si LieN donde y = div x.

Problema elemental de diferencial &Sptimo. Consiste en -

maximizar - } b({u(d) - I (c(3)v(i) + (i)l
ieN ) Jeh” : s

sobre todos los potenciales u que satisfacen v(j}) i-d(j)'para

toda jeA donde v = Au.
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Conviene sefialar que para estos casos particulares de los pro-
blemas de distribuciftn y diferencial lineales Sptimcs la curva ca
racteristica Fj gue sirve para establecer la coptimalidad de

las respectivas soluciones es la misma, especificamente

I‘j = {{x{3), v{iV)er? | x(3) > (i) ; v{I) < d{i);

[x(3) = e(3)) [v(i) - d{3)1 = 0}

o bién como se describe geométricamente en la figura inferiox.
;La implicacibn inmediata de esta caracterizacibn es gque el con
junto de condiciones de optimalidad para ambos problemas es el
mismo y equivale a tener un flujo x y un potencial u tales gue
div x = b y (x(3), v(i)el, jea
La relacién de optimalidad y dualidad de los problemas elemen-

tales duales queda resumida en el teorema de la hoja siguien-
te. 7

Avi]y)

(c(j),aGYN r

.

—> *x{3)-
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Teorema de dualidad. Si ambos problemas elementales posen so

lucidn factibhle finita entonces:

elemental de distribu

elemental de diferencial
_cifn oOptima.

“minimo en el problema
__Optimo.

“m&ximo en el problema ]

Si sblo el primer problema posee solucién factible entonces

[inf]l = - ». Si el segundo problema es el finico que posee 50

lucitn factible entonces [sup] =+ «.

Prueba. Sean X y u soluciones factibles de los reSpectivos

problemas. Entonces la diferencia de funciones objetivo es

=
"
gha

@%@ + p3] - - ] biiuld) - § [c@)vd +ati)ll
J o

ieN JEA

il

Z @)y - v Ixd) + e(ddvid) - diEgn
jen

il

] (3 —ctid)) @@ -vdil>o0

jeh

dado que x.v = = v.u ¥y pli) + q(j) = - c(3Hd(3) si jea. Ento_né_é._es' o >0
"y se tiene la igualdad si y sélq_si’l aiv x = by {(x{3), v(3IN_ .
'*E:I‘j para jeA. El resto de la prueba es inmediato 'dé_ 1a desi- "

gualdad anterior.
L}
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Es conveniente observar gue la dualidad de los problemas elemen
tales es sencilla de verificar si usamos la programacisn 1i-
neal. Especificamente, el problema elemental de distribucidn

lineal equivale, en t&rminos matriciales, a

min z = dx + ep
Ex = b

X > C

donde e es un vector cuyos componentes son todos igual a uno’
y es conformable con el vector P Que tiene tantos elementos
comD arc05 tiene la red G. El resto de los elementos espec1-
ficédos en este.problema lineal es sencillo de 1nterpretar.

El dual asociado a este problema es
max w = ub + cc + ep
UWE + o =4 ; a >0

Sin embargo, si observamos gue el vector o es no-negativo e

".igual a 4 - uE podemos reescribir el problema dual bqu_'
max w = ub - uEc + dc + ep
ug < d

Finalmente, si recordamos que -eq = dc + ep:y que siendo u una -
variable no restringida podemos reemplazarla {sin pérdida de'

‘generalidad) por -u, tenemos que. el dual es igual .a
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max w = - ub - [ve + eql

donde v = — uE o bién u = Au. Sin embargo &ste es precisamen

te el problema elenental de diferencial Sptimo.

Finalmente, es posible utilizar la programacién lineal para ve
rificar el hecho de que la curva caracterfstica es la base de 1la
optiﬁalidad de las soluciones factibles de los problemas ele-
mentales duales. Especificamente, la condicibn (x{j), v{(3))eTj
Jpara toda 4eA no es otra cosa que la condicibn que resume el
tecrema de holgura complementaria de dos problemas duales en

programacibn lineal., Esta equivalencia se aprecia directamen-—

te del siguiente teorema:

Teorema. (Holgura complementaria). Sean los problemas linea-

les duales

min 2 = dx + ep max w = - ub - (vc + eq)
(P) . Ex=b. : v<a (v= -
X > c

donde E es la matriz nodos:arcos de una red-G; b es el vector
de disponibilidad de flujo en cada nodo y el resto de 1os'pé+
rdmetros son idénticos a los usados en esta seccifn.. Una con .

dicifn necesaria ysuficiente para.que las soluciones factibles



X y u sean Sptimas, respectivamente, es que se cumpla
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{x(35), v(j))erj para toda jcA.

Prueba.
ciones factibles %, u son
dzx + ep =
pero eq = - d¢c - ecp y -ub =
se convierte en
(a -
o bien (d-v) (x-¢) = 0 pero

ne Que esto eqguivale a [d(]j

(x(3), vi3)rer,

le(3), =, d(i)]}

P

-,

Distrilucifn Optima
dx + e

2

Bx

min

b4

iv

Debido al teorema fundamental de dualidad, las solu-

Sptimas si y solo si

- ub - ve - eg

vx por lo que la igualdad anterior

vIix (d - vic

dadeo que d-v > 0 y x-c 0 se tiE

Y} = vii)]) o [x{j)-c(j})] 0 o bién

(==, d(3), cti)}

Diferencial ©ptimo
max -ub - (vc + eqg)

=

v < 4

(v Au)
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Ejemplo 5.1 Considere la red de flujo

(-4,=,3]

Jg

donde cada arco tiene asociada una tripleta de parémetrbs'que-.
corresponden a las capacidades inferior y superior de fluio

asi como el costo por paso de una unidad de flujo.

La formulacibn de programacifn lineal asociada con la detexr—

mipnacifn del flujo a costo minimo en la red es:

min z = 3%, + %, + 5%, +

1 5 3 x4_+ 2x5_+ 3x6
sujeto a
Xy = Xy - Xg = 3
- xl = X, + x6'= 0
Xq - g - x6 = =3
Xo + X4 + Xe =- 0
'x13-2 H x2>—l H x33-3 H x4i—4 H x51— 3 ; xsz—é



Problema dual asociado.

(3]
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El problema dual ascciado al problema de distri_bucridn' Sptima

descrito anteriocrmente es dado a continuacibn y corresponde a

un problema de diferencial 6ptimo,
max z=f[3ul + 3u3 + 2vl + v, + 3v3 + 4v4 + 3v5 +_4Y6}& 44
suieto a

vl,§ 3; vy 2 1; vy £ 5,--v4 < 1; vy < 2; v6.5_3v

“1a solucién Sptima del problema primal es:

X = [;1,41}—3,—3, 4,-41 y la solucibn correspondienté.dél"

problema dual es v = (3, -2, -4, 1, 2, 1] con v = ﬁﬁ'péfa
u = [1,4,5,3] con el valor comln de la funcién objetivo .

[min] = (max] = - 28.



5-2 Relacidn con los problemas de distribucibn y diferencial.

La gencralidad de los problemas elementales duales descritos
en la seccifin anterior gueda establecida si podemos reducir
cualguier problema de distribucifn o diferencial lineal 6ptimo

& su correspondiente forma elemental.

Empezaremos por demostrar la reduccidn de cualguier problema
de distribuecibén lineal Sptima. Para tal propSsito s6lo se ne-
cesita verificar gue podemos reemplazar cualquier arco JjeA con
intervalo de capacidad (e (3}, c+(j) por uno @ varios arcos
equivalentes con intervalo de capacidad de la forma [c-(j),W).

Existen cuatro casos:

caso 1. Si el intervalo original es [¢ (j), =) con c (j) finj

to no hay nada que hacer.

Caso 2. 5i el intervalo del arco es de la forma (fm, c%(j)]
con c+(j) finite basta con reemplazar el arco original j-[4,4")
pof su reciproco j'~{L',4] con parfmetros d(j')=-a(j}, p(j) =

p(3) vy flujo x({j') = x{(j), (ver figura 18).

caso 3. Si el intervalo del arco es de la forma [c (§),c (5)].
con ambos extremos finitos podemos reemplazar el arco j-~{4,4'}
por un par de arcos en serle con un nodo ficticio que denotare

mos por k; de modo que los arcos jl~(i,k) y jz;(ijk) tienen co

mo pardmetros d(j,) a{jy: p(jl) = p(i)s d(3,) = p(:‘l;_d' =0 y

flujo x(jl = - x(j2 x{3), (ver figura 1.8).
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Casoc 4. S5i el intervalo del arco es de la forma (-=,«) pode-
mos reemplazar el arco j~{i,4i'] por un par de arcos en parale
lo j,~{4,4"} y j,~{&',{) con pardmetros d(j,) = d(j); p(i,)
pli) : d(jz}=— d{j) : pliy) = 0; y flujos tales que x(j) =
x(jl) - x(j2} (ver figura 18).

La reduccidn del problema de diferencial lineal al correspon-
diente problema elemental es semejante al descrito anterior-
nente. Existen cuatro casos y los detalles del reeﬁplazo de
un arco por un arco (s) eguivalente (s} se describen en la £i

gura 19.

-2, @) z ' ,
O o) O (31 \O -
SENT I = =2] |

Problemas elementales equivalentes a los anteriores
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Caso 1)

{C(j}: =} ( ::)
a(irx(i) + p(i)

Caso 2}

@ Ul BLALLE @”@ el O
- ; NIV

d(3)x=(i) + pli) -d(31x{3)+ p(3

Caso 3}
. _
O i@ QEEOERD)
a(Ix{d) + pii) d(J)x(:al(J) o
Caso 4)
10, =)

a(ikxelj) + plj)

Ot
P A
N d(3)x(3) + p(3)

~A(5)xd3)

fo, =)

Fig. 18. Reduccibn del problema de distribuciﬁn,1in3a1;im;f.
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Caso 1)

c(3HIvii) + i)

Caso 2)

@ (@, = O Q {—e,—d (3} ] @
C(J)V(J) * q(J)

—c{ilv(i} + q(i)

" Caso 3)

@[a“(j}, a’ (311 G
elilvii j —

(3vi(d) + gii)

Caso 4)

7. I(—m' w} (—°°0] (_-m
€ prrremraer: m O

c(3)v(iy + a(j) cHIvEIa)  —etivid)

'Fig. 19. Reduccibn del problema de diferencial lineal.



5.3 PAlgoritmo de Ajuste eficiente.

Una vez establecida la dualidad de los problemas elementales
de distribucibn y diferencial Sptimos, podemos proceder a sus
métodcs de soluciftn. Dada la dualidad de los problemas en
cuestidn sabemos gue cualguier mé&todo resuelve ambos proble-
mas. El primer método gue discutiremos es una especializacién
del algoritmo de diferencial 6ptimo que usa de manera repetida
el algoritmo de diferencial 6ptimo. En este algoritme se pqg
te de un potencial factible y un flujo factible respecto a los
arcosg de la red. En el algoritmo, los potenciales représentan
un sistema de precios gue forzan a un ajuste en el flujo debi-
do a excesos o deficiencias hasta gue existe un equilibrio Y -

asi se obtiene la solucifn Sptima.

El algoritmo de ajuste se describe a continuécién Y se obser-
va la manera en que se utilizan los intervalos de capacidad’
modificadds,asi como los intervalos de generacién médificados,-
;que equivalen a tener la misma condicibn establedidéjpor la.

curva caracteristica.
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. mlgoritme: AJUSTE EFICIENTE

PropSsitn: Resolver simultineamente el problema elemental de

distribucitn lineal Sptimo y su dual,

Descripecidn

Sea u una solucidn factible del problema elemental de diferen
_cial &ptimo'y x un flujo factible en los arcos, Nf = {i]| B
< y(i1l, si N" = 8" = ¢ el algoritmo se detiene vy x es una
solucibn factible del problema elemental correspondiente. De
otra manera se aplica el algoritmo de trayectoria minima de.
N a N empezando con u, = u con los intervalos de generacibn
, [ (==, d3)-vy (NI = e(3)

A . + .
(8, ) = vp i), 4 6) —voml-l

£t o , 01 =3 > (i)

cuﬁndo-el.algoritmo se detiene con un corte_q§n+'+N_ de gene-
racién infinita, Q es un corte no balanceado y la solucidn’
del problema elemental de diferencial Gptimo tiene .[sup] = =,
"De otra manera si el algoritmo de trayeétoria\mihima:se'det;gtm
ine con una trayectoria p:NT o+ N y-un-poténgial‘u[“;'ub f”ﬁyff

se forman los intervalos

[e(d), =) vii) = a(3)
ey’ (3), egtidl = L
fefit, e(i)] v(i) < a(j)

'
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Y para ellos se calcula:
x{3) - el 3) dep”
a = min b( £} - yv{ £) para el nodo inicial de P

y{(i') - b(4L') para el nodo terminal de P

Entonces 0 < o < =, x' = x + a ep ¥ la discrepancia entre
los valores bi{i) ¥y y{£{) disminuye al menos en a ‘en los nodos
inicial y terminal de P. Se repite el proceso con 1los nuevos

valores de x y u.,

Como se observa este algoritmo se inicia con un potencial cu
yo diferencial es factible con respecto a los intervalos
(-=, d(j)] para jeA. En muchas de las aplicaciones &(j} 3.0'
Y en este caso u £ 0 satisface las restricciones. Cuando un
diferencial factible no es f&cilmente identificado Sé'puéde: o
"determinar mediante la aplicaci&n del algo;itmq_dg:a;ﬁéfenﬁ"
‘. cial factible. El flujo inicial es un flujo xﬂjf dqnﬁrdeglﬂi¥ﬁ
intervalo [c u(j}, ctulj)} para jea, como.puede'notdrée'eQQL'ﬁ
- tos intervalos siempre contienen a c(j} de maneré éue

x{j) = c(j) para jeA, resulta factible.
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Justificacitbn del algoritmo de ajuste eficiente

Cuando el algoritmo se detiene con un corte de generacifn ili
‘mitada. x{3} = c(j) para toda jeQ = Q yue es de la forma (S,N/5]
con bi{i] < y[£{] para todo ieN/S con al menos una de las desi

gualdades estricta. Asi

b'eN/S + c-eQ b.eN/s + x,AeN/S

U

1l

b.eN/s - (divx),gN/s

I

{b-v). eNl/S < 0 .

es decir, Q es un corte no balanceado para el problema ele-

mental de diferencial &ptimo. Cuando se aplica el algoritmo.

de trayectoria minima con u, no necesariamente constante en

NY 0 en N se resuelve el problema de tensibn mixima para los

intervalos
[ (3) = vp(3), a3 - voli) =

{==, &(3) - v,(3}1 si x(3j) = etd)

(0,01 sl x> e,

. se obtiene un valor de W y una P con valor comin maximo y mi- =

nimo B > 0 que es constante & igual a W:en\Ni.__Se'tiene'.

a7 (3) - vg(d) < aw(d) < at) - vo3) . paza'tgqo;;55; fi
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[Cdesplicgue de Aw'T [ desplicgue de Aw Y. Sl - § _awi v
_ de N a N 171 relativo a p = J¢P P '
“mixima guneracion de P = 3066 v ()] - 1 i (5) —vg (3))

con respecto a los intervalos eP o jeP

it

d+(p) - [despliegue de va relativo a P}
= B '

1lc gue implica que Aw(j) = d;(j) - vo(j) para toda jcp+ ¥
Aw{j) = d;(j] - vo(ji para jeP . AsSi en términos del poteh—

cial 'u = uy + w y un diferencial v = v, + Aw se tiene
d_(3) < v(i) < 4} (3) para toda jcA
d;(3) para jer'
v(i) =
| d;(j) para JeP
asi se satisface que
- o | . ' i . RS e
Co(x(3Yy, viih ¢ I‘j si y s6lo si x(3) € [c (3), e (i) .. 0o

si. y s6lo si v(j) ¢ [d;(j) . d;(jll, en'particglar“c;tjyiif;ﬁ

®(3j) i'c:(j) para los nuevos intervalos.

fei), =) - si v(i) =a@)
Sleg i, et = _ o L
| e(3), e(31l si v(3) < ay .
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For otro lado v{(j) = d{j} para toda jeP ¥y [c;(j), c:(j)]-=
[ci{j), =} para jcP, asfmismo x(j) > c(j) para toda jeP lo

gue implica que 0 < o € = vy
c {3) < x{3) + ae_(j) < c+(j) para 3JjeA
u - P - Tu :

por 1o gue las condiciones equivalentes a (x(j), v(i))erj

se siguen satisfaciendo para x + .a ep.
Si los nmeros b(L), c(j) y los valores iniciales de x(j) son
conmensurables la terminacifn en un nGmero finito de pasos

gueda asegurada.

5;2)
x5 ! B gy 1 X3
1 ' 4 1 3 . >
TG, TG, T i3,)
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Ejemplo 5.1 Considere la red.

5]

(-2] -31

. donde cada arco tiene asociada una tfipleta de par&metros,qué; 
.coriesponden a los limites inferior y superio; de capacidad'§' 
al cosﬁo:por uhidad de flujo respectivamente, mientras que a-
sociada a cada nodo tiene anotada la disponibili@ad de flﬁj6, 

cuando es distinta de cero.

Determinar el flujo y la tensidn gque a costo minimozresuglven

el éédﬁiéﬁa élemental descrito.

Se inicia la aplicacibn del algoritmo de ajuste éfipiente con
el fiujo'x =0y el potencial‘u = 0 gue satisfacen la condi-\:
2

cisn (x(j), v(i))er; para jeA. Los nodos en los.que hay des-
ajuste con respecto a las restricciones son {{,,4,,4;} con
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Nt = {i;} y N = {iy,43). sSe aplica el algoritmo de trayecto

ria minima de vt oa N con ug 2 0 y los intervalos de genera-

cidn indicados en la sigquiente figura

Iteracién 1. Aplicacién del algoritmo de DIJKSTRA.

nodo - arcos nodos - ' '
| analizado involucrados involucrados w | B
; .
' ia ié 0 0
4_,4 34 -('.3 2 2
43 i3 4, 212
‘(-2 Jl 4..,
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.como puede observarse el algoritmo se detiene con la trayecto
ria P:i, -+ 41.4 -+ 4'3 ¥y o1 potencial u = [0,2,2,0] para el que

“a = 3 de donde se implica que X' = x + 3eP = [0,3,0,3].

Iteracifn_2. Se inicia la iteracidSn con la aplicacidn del al
goritmo de trayectoria minima usando los intervalos de genera
cidn correspondientes al nuevo flujo indicados en la siguiente
figura. E1 desajuste_persiéte en los nodos {Ll, iz} con

N+ = {ii} y N = {LZ}. Los resulﬁados de la aplicacifin del"

.-

- algoritmo Dijkstfa se encuentran resumidos en. la siguiente ta-

bla
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nodo arcos nodos w B
analizado involucrados invoclucrados
<4 31 Ly 1
Is Ly 0 0
43 i3 Lg 4] 0

De donde puede chservarse que

P:.E.l - i4 + 13 < iz s us= (0, 2, 2, 0).

Con a=2 y)(:[o, 5, =2, 5] que es la solucitin dptima pues ya
v t. -

no hay desaijuste.

En la siguiente figura se representa el comportamiento ‘de las

parejés {x,(3), v(3)) con respecto a las curvas de optimaliQ

dad

vy V)

""\\ }

b . : ‘

4_/ — > x(3) > x()
_ rjl | o S

Av(i)

A AT
f >—a x(j) ‘/ 'hx_(':'ll_-zl'
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Interpretacion econfmica del algoritmo de ajuste.

Es conveniente sefialar que la meclnica de trabajo del algorit
mo de ajuste eficiente tiene una interesante interpretacidn
econfmica. Para.discutirla empezaremos por analizar en de~
talle la naturaleza del algoritmo de trayectoria minima que

se resuelve en cada iteracidn.

Denote por u el potencial al -inicio del algoritmo. E1 poten—
cial u,.en la iteracién general del algoritmo satisface
u, = Gennty u, = u+ B en N para algun 8 > 0. En térmi-

nos del potencial u sabemos que

(despliegue de v, relativo a P) uoli’).-_uolij

i

0

n

G(E') - G(4) + B

donde { denota el nodo inicial de P y 4' el nodo terminal.
Asimismo, de la definicibn de los intervalos de generacibn

se tiene que.

d.e, si x(§) > e(j) +toda jep~

+ =
dx(P).f
+ © de otra manera
Es por ello gque al minimizar la expresifin d+(P) -‘[despiie— :ﬁ‘

gue de Vo relativo a P} lo gue estamos haciendo ‘es minimizar:’

mB) = Glé) + ¥ ,aT(5) - Y a0 -wdn) L @y
‘ jcP jep . e T T T
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donde P:4L -~ 4' sobre todas las trayectorias pint - W que

son de flujo aumentante paxa x respecto al intervalo de capa-
cidad dado en el problema de distribucifn. EL valor a que se
calcula en el algoritmo es el mayor f£lujo a lo largo de P que
puede afadirse a X sin viclar factibilidad de arco y reducien

do la descripcidén entre y = div x y b.

La Gnica diferencla entre el algoritmo de ajuste y el algorit
mo de distribuciéfin factible es gue usa una trayectoria mini-
mizante en el sentido {l). Note que el minimo de m (P} aumen

ta en B > 0 en cada iteracién.

La idea bisica de la interpretacifin econfmica del élgofitmo
de ajﬁste esti en la expresibn (l). Suponga que X repreéen?
ta el flujo de un cierto bién. En cada nodo .4, la dispoﬁibi
lidad u oferta es bl{i) y el precio del bién es uli].-lUn sis
teﬁa de pfecios ha sido especificado al inicio del proqedi;
miento. En estos t&rminos m({P) es el costo marginal asqﬁia—
do con la compra de una unidad de bi&n en el nodo i'niciai de
P {(donde existe un exceso), el costo de transporte a:lo largo:
de P y su venta en el nodo terminal de P (donde se,"'denianda)
Al minimizar el costo marginal, se desea gque entre las-tra--
yectorias disponibles tome lo que es mejor en t&rminos del true-.
gue o0 intercambio de bienes de un lugar a 6tr03_ L.os costosJu
marginales u de las travectorias usadas de una J.terac:t.ﬁn a

otra forman una sucesifn no decresc:.ente {el incremento :es el
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minimo es £ > 0). Esto equivale a decir que el ajuste es ca

da vez nas carc; y entre estos elegimeos el de menoxr costo.

La discusifn hasta este momento demuestra gue el algoritmo de
ajuste puede formularse sin referencia a los cambios de poten
cial, estoc es, como un algoritmo de distribucién factible con
un criteric extra para la seleccif€n de travectorias en términos
de un sistema de precios u fije. La interpretacidn de los

cambios de potencial existe y se discute a continuacién,

Un f£lujo x al inicic del algoritme no se elige en forma arbi-
traria,sino que debe satisfacer (x(3), G(j))aFj donde v = Au.
Sin embargo esto significa gue E(j} minimza el costo neto
[a{3)y - G(ﬁ)]x(j] cue ocurre al transportar a traves del ar-
co j uﬁa:cantidad de flujo x{Jj) que es factible respecte a
ios inpérvalos de Qapacidad [e(j), =). Es por ello.que, pﬁr
cbnstfucéi&n el flujo x es siempre 6ptimo en el problema ée.
diétribucién modificado en que b serreemplaéa por‘el vaip:'

v = div x.

Si recordamos que el sistema de precios u es construfdo-a -
partir .del flujo x y el potencial uo—al inicio de la ‘itera-

cibn como u, + w donde w es la sclucifn al problema de ten-

si6n méxima de N' a N , dade gue Aw = Au - Aﬂo =v - v47 se

puede decir que u resuelve el problema:

max h(u) =

“valor constantejl
- 40

“valor constante ]
m@e u - u, en N

_de u - u, en N
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sobre todos los potenciales u cuyo diferencial v es factible
respecto a los intervalos de generacién {d;(j): d:(j)] con

b -
u - U consrante en Ny 11, Es claro que Uy puede ser reem-—

slazado por u puesto  que u, - u es constante en
Iy Ny el mAximo valor que se encuentra es p = g + B en

lugar de 8.

Es por ello que para el flujo x con que iniciamos la iteracidn

se desea determinar el miximo p de forma tal que el sistena de

precibs u coincida con G en N y G+ u en N y satisfaga las

. condicioneS'v(j)e[d;(j), d+(j)] donde v = Au. Esto proporcio-
na la mayor diferencia de precios entre NV y N~ que es’ compa-
‘tible con 1la optimalidad de x, relativa al costo neto del flu

' jo en cada arco. Al pasar a un nuevo u, lo que estamos hacien -

do es permitir un aumento de precios en el mefcadd‘que‘refle—r

je el costo incremental de transferir una cantidad adicignal

"de v a un lugar 4. o




5.4 Algoritmo de las desviaciones. (QUT OF KILTER) .

- Existe otro método alternativo para resolver los problemas ele-—
mentales duales, El mé&todo de las desviaciones gue tiene su
origen con FORD y FULKERSON. Dicho.método estd basade también
en la bfisqueda del procedimiento para garantizar gue un poten-
cial y flujo sean tales gque (x(j), v{i}) pertenézcan a la cura
caracteristica para toda jeA. Sin embargo, aqui las condicio-
nes iniciales que se le piden al flujo v potencial son distin-
tos y, aparentemente, mis sencillas gue en el caso del mé&todo
de ajuste. En el algoritmo de las desviaciones s8lo se pide
que el flujo sea factible respecto é la disponibilidad de los
nodos y el potencial es arbitrarioc. El algoritmo usa de mane-
ra repetida el algoritho de Minty para determinar un corte com
patible (y mejora; potenciales) ¢ un cirxcuito compatible (y me
jorxar factiblidad de flujo) hasta lograr gue se cumpla la op-

timalidad de las scolucicnes de los problemas elementales.

En el casc ¢n el gque el flujo inicial x es factible (pero el po ;:
tencial iniéial ne 1o es necesariamente, el algoritmo de las'.
desviaciones puede ser considerado como una'versiﬁn.del algo-

ritmo de distribucibn Sptima( aplicado en un par de problemaé

elementales) que usa el algoritmo de rectificacidn, coma subru
tina. Tambi&n hay algunos paralelisnos entre este método y la
vérsi&n del algoritmo de diferencial &ptimo que utiliza el a;—_

goritmo de distribucifn factible como subrutina.
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Algoritmo: METOPO DE LAS DESVIACIONES (OUT-OF-KILTER)

Propbsito: Resolver simultineamente el par de problemas

elementalies duales

Descripcibn

Sean x un flujo satisfaciendo div x=b y u un potencial, un

arco j estid desviado si (x(j), v(j))trj, donde v = Au. Si

no hay arcos desviades, el algoritmo se detiene y Xx y u son

las soluciones a los problemas

arco desviado, la red se pinta

NEGRO . si. x(j) >
ROJO ~ si x(j) =
VERDE si x(j) >
* BLANCO si x(j) =
x{j) =

. De otra manera si j es un

c {3}
c (i)
c{i)

e (i

c{3)

Y
b4
b4
Y
5

v(3)
v(j)
v(j}
vi{i)

vii)

>

d(j)
a(3)
da(3)
da{j) 6
atjy

Lhlise aﬁlica el algoritmo de Minty. 8i éste .se detiene con un

sl gircuito’ elemental compatible con el pintado conteniéndo a-3J,

ggag'sé calcula -
x{j) = c{i)
o = min cl(i) - x{3)

el - x(3).

vii) < a(i)

v i<a o
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« » 0; .85 «*= = P es un circuito no balanceado para el

problema elemental de distribucién Sptima por lo gue este
'pfoblema no tiene solucidn factible o [inf] =- », el proble-
ma dual no tiene solucién factible. . De otra manera x' = x +
.a ep y se reinicia el proceso. En el caso en el gque el al-

goritmo se detiene con un c¢orte ¢ = {8, N/S]

a(j) -v(3) -para jea”

a = min v(j) ~d(j) para 3jeQ con x{j) > c(4)

v(i) -da(3y  si  Jea” con x(3) > e(3)
- Entonces ¢ >,0, s5i o= = el algoritmo termina, Q es un cor-
te no-balanceado para el problema elemental de_diferenéiai &p
timo por lo gue este problema no tiene solucidn factible o

[sup] = =, el problema dual'no tiene solucifn factible. bDe

otra manera u' = u + a_eN/S ¥y se reinicia el proceso.

' En cada.caso la distancia de cada nueve punto:(x(j), v(j)) a . =

,la_cﬁrva'rj no es mayor que la distancia del punto . anterior,

en particular los arcos gue ya estabanea ellarsigugh;eStando':

allsf. a

“#%g = o significa minimo vacfo.
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Justificacidbn del algoritmo de las desviaciones.

.Los 4rgos negros corresponden a los puntos {(x{j), v{i)) que
se puedni movar hacia arriba o a la izguierda sin que la dis
tancia a % aumente. Los arcos rojos se pueden mover hacia
arriba o abajo, los verdes hacia la derecha o la izquierda y
los blancos hacia abajo o a la derecha. 1Los movimientos arri-
ba y abajo corresponden al caso del circuito con je + =t &

j €.r respectivamente., Los movimientos hacia la izguierda

- .¥. derecha corresponden al caso del corte, con jEQ+ & JeqQ

respectivamente. La compatibilidad cen el pintado de los ar

cos asegura que X + o ep o v + ae, no alejan el punto (x(3j),

vi{i)) de T El movimiento es de o unidades, donde o es la

5
cantidad mayor gue permite no agrandar la distancia a Fj. Si
Lo ==, el circuito p corrxespondiente es un circuito pgsitivo
(ep > 0) formado por arcos verdes con v(j} = d(j) y blancos
con v(j) > d(i). El.arco j, debe ser blanco con‘v(ﬁ).?'dtﬁ).
.Egtas condiciones implican que d.ep < v.ep‘= 0, asi P es un.
circuito no balanceado puesto que los intervalos de‘Capacidad

en el problema clemental de distribucibn Sptima son de la fo;w -

ma (c(3), =) para toda 3.

Similarmente si o = =, 6 debe ser un corte negativo (eQ > 0)

formado por arcos rojos con x(3) = c(j) y blancos con x(j) <

c{i}, el arco J es blance con x(J) < c(3J) de donde, C.ey < X.

ey = - (div x). ey/s T b.eN/s, asi c.eq + b‘EN/s,f 0 v
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dado gue los intervalos de generacién en el problema elemen-—
tal de diferencial 6ptima son de la forma [~=, d{(j}], Q es un

corte no balanceado.

Si inicialmente x{j) > c(j) y v{3) > 4{j} para Jeh, esto es, X
-y u son soluciones factibles, esta factibilidad se mantiene.
Los arcos desviados son negros y x(3j) - c(3j), a{j)— v(3)
son "positivos y permanecen invariables cuando j no esti en el cir
“cuitsro el corte obtenido si jeP 6 je ¢ entonces la diferen-—
cia correspondiente decrece en a. Asi toda iteracifn mejora
la ‘situaci6bn. Basta con una‘cdndicién de conmensurabilidad
para asegurar la existencia de un nmero finito de jiteracio-

" nes anteriores a gue todos los arcos estan en Pj' n

Este algoritmo se inicia con un flujo c¢ue debe satisfacer las
‘restricciones de divergencia en los nodos, cuando no;reéulta
evidente se puede encontrar mediante la aplicadiﬁn del algo-.
“ritmo de distribucién factible partiendo de un:flujoifactible
© - con réSpecto a-los intervalos de capacidad, ‘el cual”ﬁﬁédeks¢;7

"x({j) = c(j) para jeA.’
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"Ejemplo 5.2 Considere la red

(3]

-2]

- donde cada arcoc tiene asociada una tripleta de par&metros 'qué-

corresponde a los limites 1nfer10r ¥ superior de. capac:l.dad y

‘al costo por unidad de flujo resgectivamente, m:.entras que

‘asociada a cada nodo se encuentra indicada 1a d:.spon:.b:.lldad

-de fluio, cuando es distinta de cero.

Determinar 21 fluijoc y la ténsi&n.que a costo minimo resuelven

el problema elemental descrito.

Se inicia la aplicacibn del algoritmo de desviaciones con el'__r :

Dt
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fiujo x = [~2, 0, 1, 0, 0} y el potencial u = 0. Puede obser
varse gue los arcos con desviacidn son {jz, j3}. Al aplicar
el algoritmno de Minty con el pintado sugerido para red se ob

tiene la trayectoria

Piiy « 45+ 4y« 4, cona =1y el flujo x = (-2,-1,0,0,-11. °

“Iteracibn 2. Al aplicar el algoritmo-de'Mingy’coﬁ-911pin£q30? 

“ ‘{ndicado en  la siguiente figura se obtiene el corte. .
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Q

Is,N/S5] con § = {is}, =2y u=[2,2,0,2], de donde

I

v A =[0,2,0,-2,-2] que corresponde a la solucifn Gptima

puesto gue ya no hay arcos desviados, seglin puede observarse

en la siguiente figura gue resume los movimientos de las pa-

rejas {x(j), v(j)), jeA con respectc a las curvas de optima-
1i A Ty correspondientes
4 v{j} A vii
B
¥k >
. — .
. B v _ =(3) v : )_X(J)
Cal .
%1 N
N r r.
J1 RT J2
A v(3) 4 V() A

r. | 34 v g



CAPITULO ©
CONCLUSIONES

Los problemas lineales duales que resultan en el estudio de
redes de flujo y potencial, han sido analizades en un marco
metodolbgico que permite unificar leos diversos enfoques y mE
todos de solucibn existentes en campos tan diversos como la
investigaciftn de operaciones, ingenierfa el&ctrica y optimi-

zacidn combinatoria.

El aspecto unificador del andlisis de los problemas de distri
bucibn y diferencial lineal es gue pueden reducirse a sus ca-
sos particulares denominados problemas elementales duales,pes
mitiendo un anflisis de dualidad y la generacibn de métodos -
de soluci®n combinando métodos aparentemente desconectados.

Este aspecto no interfiere con el hecho de que se sigan usan-
do y generando métodos de solucibn particulares tanto paia el:

problema de distribucién como para el de diferencial.

Los problemas de redes de flujo y potencial tratados eﬁjeste

trabajo cuentan con un andlisis detallado de existencia y fac.

tibilidad de soluciones asi como procedimientos para determi-

nar tales soluciones (si existen), Tambi&n se proporcionan
. las condiciones para garantizar optimalidad de soluciones y

! . . - ' -
se discuten en forma detallada los diversos algoritmos para

obtenerlos., Cabe mencionar gue la terminologfa usada es sen—~-
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cilla y utilizable en todos los campos incluyendo el de la
programaciSn lineal y la recientemente postulada programacidn

monotrBpica.

Conviene sefialar que los modelos de redes de flujo y poten—

cial presentados han sideo motivados con diversos ejemplos pa-

‘ra mostrar su aplicabilidad. -
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ANEXO

- A, R'E_PRESENTACION DE FLUJOS

B. REPRESENTACION DE DIFERENCIALES =




A. Representacicn de fluijo.

Un aspecto bisico de un conjunto convexo cerrado y acoﬁado es
que puecs reprosentarse como la enveoltura convexa de sus pun-
tos extremocs, esto es, el conjunto puede expresarse como una
combinacién lineal de sus puntos extremos. Si el conjunto
convexo &s cerrado pero no acotado, es necesario introducir
el concepto de rayos o direcciones de recesibn, para represen
tar el conjunto convexo. En el caso de redes de flujo, cuyo
conjunto de restricciocnes &€s un conjunto convexo, podemos
efectuar la representacifn de los elementos del conjunto gque

denominaremos, flujos, utilizando el concepto de flujos extre

mos (gque no son otra cosa gue puntos extremos del conjunto
convexo) y circuitos de capacidad ilimitada (que juegan el pa
pel de los rayos a direcciones de recesitn de un conjuntoc con

vexo).

Considere una red de flujo G con intervalos de capacidad
[c™(3), cT(3)] para cada arco jea y disponibilidades de Fflujo

b({) en cada nodo {eN.

Un flujo extremo relativo al problema de distribucibn facti-

ble se define como un flujo x tal gue el conjunto de arcos

F, = {jer | € (3) < x(i) < ¥ ()

forma un bosgue, esto es, no existe circuito elemental conte=~ -

nido en Fx’ o equivalentemenie, las columnas de la matriz de-
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incidencia neodos-arcos, asociadas al: conjunto Fx' son lineal-
mente independicntes. Una implicacif®n inmediata de lo ante-
rior es la existencia de un conjunto F CA gue forma un bosque
maximal tal que F_ CT y cada J{F es tal que x(j) = e (3}, 0

bisn, x(j) = €' (3).

Un concepto gue se reguiere para efectuar la representacidn
de un fiujo en t&€rminos de flujos extremos es como sigue: un
circuito elemental P se dice de capacidad ilimitada si c+(j)
= + o para todo jeP+ ¥ ¢ (j) =~« para todo 3P . Un circuito.
alemental P se dice de doble capacidad ilimitada si P y su ip
verso son ambos de capacidad ilimitada o bi&n cada arco j en

P es de la forma (==, +o}.

Una propiedad interesante de la representaci®n de flujos en
el problema de distripucifn es que los flujos son enteros si
se satisface un minimo de propiedades acerca de los interva-
.. los de capacidad y disponibilidades de flujo, especificamen-

te, si tales valecres son enteros.
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TEQOREMA 1. (Representacidn de flujos). Suponga que el pro-
blema de distribucién es factible y que no existen circuitos
‘elementales de doble capacidad ilimitada. Zntonces, existe
un nmerc finito de flujos extremos (al menos uno); gque son
enterocs, si todos los intervalos de capacidad y disponibili-
dad de flujo son enteros. Asimismeo, x es solucifn del proble

ma de distribucidn si y s8lo si x puede ser expresado como:

q
x = Ayx, + ¥ ou_ e
1 k7K s=1 ° Pg

l~1H

k

donde cada X, s un flujo extremo, cada Al,...,kf es -escalar

no-negativo y su suma es igual a cero, mientras que P_ es un
)

circuito elemental de capacidad ilimitada vy su correspondien-—

_te escalar uy_ es nornegativo.

- Prueba, Suponga gue el vector de disponibjlidades b es ijgual
a cero; en caso contrario se puede construir una red aumenta-
da para que esto se cumpla. Si se usa la representacifn de -
. Tucker para el sistema lineai resultante, se tiene que ei-bqg'
qué-Fx correspondiente a un f£lujo extremo x'esta'conteniéo eﬁil

un bosque maximal F. Asimismo, se cumple que’

x{i) = E a(j, k)x(k) - JeF
K§F

donde cada a{j,k) es 1, -1, & cero y para k¢F se tiene ktF* 5
bién'x(k) es igual a c+(k) o ¢ (k). Dado que existe un nﬁmeio"

]
v
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finito de soluciones extremas, que son enteras, si todas las

cotas de capacidad (y disponibilidad) son enteras.

El
1la
es

ne

algoritmo de representacifn con flujos extremos demuestra

necesidad de la segunda parte del teorema. La suficiencia
como sigue: observe gue para cada flujo extremo X, se tie

que ¢ (j) =< xk(j) < c+(j) donde jeA. Entonces,

- r ER
c (J) < k£1 Ap¥ i) < e (3) jea

donde A ,, 12,...,k. son escalares mayores o iguales a cexo y

suman uno. 8i 3 s un arco dgue pertenece a uan c1rcu1to de ca

pacidad 1lim1tada P, se tiene que et (§j) = +o cuando ep (i} =1

s
Y © (j) == = cuando e, {3) = -1. Por lo tanto
s
E +
i g @, {3} > 0 dimplica < (j) = + =
s=1 Pg

0
1
8

q
I uw. e (3) <0 implica ¢ (j)

y B€ concluye que c (i) = x(j) =< c (i} para todo 3eA. La ve-

'1rificac16n de la dlvergencla de X (en térmlnos de su represenf;'

Itacidn) iqual a b se sigue de la combinacién convexa de’ 105

flujos extremos y del hecho que los circultos tlenen dxver-_:

gencxa ¢ero en todos los nodos.
) [ ]
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Mgoritmo: REPRESENTACION CON FLUJOS EXTREMOS.

PropHsito: Representar un flujo factible del problema de dis-

tribucibdn usande flujos extremos y circuitos de
capacidad ilimitada.

Pescripcidn

.Sea Q el fluijo factible disponible y denote gor Fx el conjun-
- to de arcos cuyo flujo es mavor gue su capacidad inferior vy
menor que su capacidad superior. S5i F, es un bosque, termina
mbs;'x es un fiujo extremo., De otra manera existe (y se de-
termina) un circuito P tal que d'u)<x(j)<c+ﬁ)'sijsp. Existen
dos casos resultantes posibles:

a. P es de capacidad ilimitada y podemos suponer, (pasando
al circuito inverso si es necesario) que 0 < y = max {psR |
e () <xU3) - we, (3 < ct(§); jeal existe. Entonces x' = x -
u ep es otro flujo factible con cdnjunto de arcos Fx' conteqil
do estrictamente en F. Asimismo, se tiene paﬁa x = x' fg e_.
Repetir él proceso.

. 3

b. P es de capacidad ilimitada en un sentido. 'Ei escalar y

definido en a existe y lo mismo sucede con el escalar | obte-

nido al reemplazar x(j) - uep(j} por x{j) + ﬁep(ji en la £6r-

mula descrita. Los flujos resultantes x = x - ye_ y X = x +

=]

Ee? son factibles. Asimismo x = ¢ x + (l-a)X con a = ¥/

(W + u). Los conjuntos F.Yy Fg estln contenidos estrictamen

te en Fx' Repetir el vroceso.
-



197

B. Representacifén de diferenciales.

Un conjunto de arcos F' se dice cobosque de una red G si la
eliminacitn de todos leos arcos de G no aumenta el niGmero de
componentes de G. Equivalentemente, F' se dice cobosque si
no existe corte elemental de G incluide en F'. ILos cobosgques
maximales son los complementos de los bosques maximales. Zs
pbr ello que 5i G es conectada, los cobosques son los conjun-—
tos F' CA tales gue A/F' contiene un &rbol de expansién de G,

egsto es, un drbeol gue incluye a todes los nodos de G.

Un diferencial v es extremo (respecto a los intervalos de ge-
neracién) si d (j) < v{j) < 47 (j) para todos los arcos jeA y

el,cbnjunto
F! = {jeA | a7 (3) < v(§) < a* ()}

-e@s un cobosgque. Esto es cierto si y s6lo si' existe un bosgue
maximal F tal gue para toda jeF se tiene v(j) = du(j) 6 bi&n

vii) = at .

Un concepto que es necesario para establecer la'repgesenta+ :?
éiGn de diferenciales es el relacionado con cdrtes'&e éaﬁaéi-:
dad ilimitada, esto es, un corte O tal que d+(jf = + = para '
toda jeot y @7 (§) =-» para toda jeq”. 5i Q y su iﬁvérso'figﬂ
‘nen capacidad ilimitada se dice qﬁ:é a;dedoble‘capacidadr

ilimitada.
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Algoritmo. REPRCZSENTACION DE DIFERENCIALES

PropSsito. Determinar la representacitn de un diferencial fac
tible, usando diferenciales extremos y cortes de
capacidad ilimitada.

Descripcifn
Sea v el diferencial facitible y se define el donjunto
F, = (3ea | 47 (5) < v(§) < at ()}

8i F, es un cobosque terminamos. De otra manera existe ( Y
se determina) un corte Q tal que d—{j) < v(j) < d+(j} si jeD.

Existen dos casos resultantes posibles.

a. @ es de capacidad doblemente ilimitada vy se puede, supo-

ner {(pasando al corte inverso si es necesario) que existe, u

0<u=max {peR | 47 (3) < v{j) - u

o (3 2.a7(3), JeA) ¢ =
o 4

Entonces si u' = u - u egry = Av es otra solucibn factible

_para el problema de diferencial factible con F' estrictamente

“contenido en F (F' y F los bosques corresgdndiehtes‘a_vay_ff“jf'

Fv) asi mismo

se repite el proceso.g
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Teorema. (Representacidn de diferenciales). Suponga gque el
'problema de diferencial es factible y que no existen cortes de
doble capacidad ilimitada, Entonces, existe un nfimero finito
de diferenciales extremos (al menos uno}; que son enteros, si
las cotas de %os‘iptervalos de generacifn 4 (j), d+(j) s50n en-
teras. Asimismo v es una solucién factible del problema de
diferencial sf y s6lo si puede ser representado como

x d
v= 3 A,u_ + Z u, e
k=1 Kk p=1 9 Qq

donde vk es un diferencial extremo; los escalares Ak son no-

negativos y suman uno; Q) es un corte elemental de genera-

q

~cibn ilimitada; y, cada escalar p_ es no-negativo.

q

Prueba. Si v es un diferencial extremo, existe un bosgue max;"
-mal F ajeno a PG y se tiene que la representacifén de Tucker
- asociada es

vik) = -~ } vijla(i,k)
jeF

_donde los coeficientes a{j,k) son +l1, -1, o cero. Enﬁgh#ééeréﬁ”‘:
v(5) = d*(3) o bién v(j) = & (§) para todo jeF. Dado un bos-
.ng maximal F'existe.un nfimero finito de diféféncialés?eiéfef
sables de esta manera, ¥y sus vaiores son enteféé'éi d+(ji; Y
d”(]) son enteros. Por otra parte existe un nfimero finito de

bosques maximales F.
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La existencia de diferenciales extremos y la representacidn
de un diferencial en términos de diferenciales extremos y cox
tes con capacidad i1limitada se siQue del algoritmo de repre-
sentacidon dado en la siguiente hoja. La suficiencia de 1la Gl
tima parte del teorema es como sigue: Si v tiene la represen
tacién del teorema, entonces d (3) < vk(j} < d+(j) para

k=1,2,...,r ¥y se cumple gue

a (3) < Z A vy (3D < at(9)

Por otra parte, el término u_ e_ (j} aumenta la suma (nicamen.

d Q
te si d+(j) = +w y la dlsmlnuye sflo si 4 (j) = -»,  Equiva-

lentemente, no existe violacién de cotas y 4  (j) < vi(i) <

d+(j) para todo jeh.

b. @ es de generacibn ilimitada en un sentido, el escalar y
definido en & existe ¥y lo mismo sucede con el escalar n obte

nido al reemplazar v (i) - ueO(j) por v{j) - uep[j) por v(j) +

u ep(j) en la f8rmula descrita. Los potenciales resultantes -

Y=V - yoeqy v =v + je

Q son factibles. De la misma mane-

ra # =a v + (l—a)G con o = u/(ﬁ + ). Los conjuntos F1 y

F

t&n contenidos estrictamente en F. El proceso se‘rgpltg;.

2 { bosques correspondientes a los cobosgues F y F-] -355,
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