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INTRODUCCION 

La teor!a de redes es una clase de modelos matern~ticos que invo­

lucra la represent:aci6n gr~fica de ciertos problemas de optimiz~ 

ci6n. Las redes tienen una aplicación extensa en diversos campos 

corno son: planeaci6n, administración, ingenier!a, quimica, educ~ 

ci6n, etc.; en estos campos, innumerables situaciones pueden for­

mularse como modelos rnatem~ticos ~e redee. Algunos ejemplos son: 

sistemas de producci6n-distribuci6n, tr§fico urbano, transporte 

colectivo, redes el~ctricas, remplazo de equipo, inventarios, 

presas, flujo de dinero, tuber!as, oleoductos, asignacion de re­

.cursos y otros. 

A causa de la vasta aplicaci6n de este tipo de modelos y a la v~ 

liosa ayuda que proporcionan para el entendimiento de los siste-. 

mas, ha habido gran actividad en su estudio. Gracias a esto, y a 

la estructura especial que presentan los modelos de redes, se 

han desarrollado algoritmos eficientes para la soluci6n de los 

problemas formulados. Incluso se ha desarrollado m4s de un algo­

ritmo para resolver el mismo tipo de problema en base a las res­

tricciones que en ~l se consideren. Además, los algoritmos son, 

en su mayor!a, de relativa facilidad en su comprensi6n y aplica­

ci6n ya que surgen de manera natural en el desarrollo de la teo­

r!a. Otra ventaja de algunos de los algoritmos es que, a trav~s 

de ellos, es posible detectar cuándo un problema de redes no ti~ 

ne solución. 
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En la teoría de redes existe un conjunto de problemas básicos: 

flujo rn~ximo, traye·ctoria mínima, flujo con costo mínimo, entre 

otros. Los variados métodos de solución desarrollados para e -

llos se han desprendido principalmente de dos ramas desarrolla­

das paralelamente: la programaci6n lineal y la teoría de redes 

eléctricas. En los Gltimos años se han hecho intentos por unif~ 

car estas ramas enriqueciendo de este modo la teoría de redes. 

Los conceptos y t~cnicas antes desligados en la literatura se 

han relacionado,dando lugar a una teoría general que engloba los 

problemas básicos de redes. (R.T. Rockafellar). 

La herramienta principal de optimalidad utilizada para los mod~ 

los de redes la constituyen los resultados de teoría de dualidad 

que toman una forma particular en este tipo de problemas. Se de­

finen los conceptos de flujo y potencial y a partir de ellos los 

de divergencia y diferencial. Otros conceptos duales que tienen 

injerencia en la unificaci6n de teorías resultan ser los de tra­

yectoria y corte, que pueden ser vistos como un flujo y un dife­

rencial especiales en la red. De hecho, en base a todos estos -

conceptos surge un resultado conocido como teorema de la red co­

loreada que se aplica, junto con un resultado equiválente llama­

do lema de Minty, en el desarrollo de resultados te6ricos y alg~ 

ritmos de solución para los modelos de redes. otros resultados -

de dualidad relacionan los problemas de flujo máximo y trayecto~ 

ria m!nima con los de corte m6imo y tensi6n m~xima respectiyame~ 

te. M&s afin, las demostraciones de tales resultados son constru~ 

tivas por lo que proporcionan algoritmos de soluci6n simult~nea 

para el par de problemas duales. 
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Este trabajo tier1e como objetivos analizar la factibilidad y ºE. 

timalidad de las parejas de problemas duales flujo máximo - cor 

te mínimo y trayectoria mfiirr1a - tensi6n rn:ixirna, presentar algo­

ritmos que determinen soluciones factibles y 6ptimas para ellos 

y analizar una aplicaci6n de cada uno de ellos en los problemas 

de acoplamiento máximo y ordenamiento. Se utiliza, para este -

análisis, la teoría que engloba los modelos de redes en un es­

quema general. 

El contenido del trabajo es el siguiente: En el capítulo 1 se 

presentan los conceptos y resultados te6ricos de la teoria de 

redes, los cuales son de gran importancia tanto para el estudio 

de las propiedades te6ricas corno en el desarrollo de algoritmos 

de soluci6n de las parejas de problemas anteriormente menciona­

dos. Cabe señalar que, en particular, los algoritmos de enruta­

miento y de Min~y presentados en este capítulo se utiliz~n como 

subrutinas en casi todos los algoritmos descritos en ~ste traba 

En el capitulo 2 se analiza la primera pareja de problemas dua­

les: flujo máximo - corte minimo. Primeramente se describen los 

dos problemas y se establ.ecen resultados que los relacionan; el­

más importante de ellos es el teorema de flujo máximo - corte 

mínimo debido a Ford y Fulkerson. Tambi~n se proporciona un al­

goritmo de soluci6n simultánea inspirado por tales resultados. 

Posteriormente se analiza el problema de factibilidad de flujo 

con respecto a dos tipos de restricciones: capacidad y diverge_!l 
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cia; se establecen las condiciones que garantizan la existencia 

y se describen dos algoritn1os alternativos para la determi:ia -

ci6n del flujo factible. El primero de éstos, llamado algoritmo 

de distribuci6n factible, requiere una soluci6n inicial que sa­

tisfaga las restricciones de capacidad y, a partir de áste, cons 

truye uno que satisfaga también las de divergencia. Por el con­

trario el otro,llamado algoritmo de rectificaci6n de flujo, co~ 

sidera inicialmente un flujo que satisfaga las restricciones de 

divergencia y construye uno factible también con respecto a las 

restricciones de capacidad. Cabe mencionar que, en ambos probl~ 

mas, factibilidad y optirr.1.lidad, surgen como subproblemas la d~ 

terminaci6n de trayectorias, circuitos y cortes compatibles con 

una coloraci6n dada, con objeto de verificar cufil de las alter­

nativas establecidas por los teoremas de la red coloreada y de 

Minty se cumple. Es por ell . ...> que los algoritmos de enrutamiento 

y de Minty. son subrutinas en los algoritmos de determi.naci6n de 

los flujos factible y 6ptimo. 

' 

El capítulo 3 se ha desarrollado de manera completamente paral~ 

la al capítulo 2. Primero los problemas de trayectoria m!nima y 

de tensi6n m§xima y se establecen resultados que los· relacionan; 

tambiér1 se proporciona un algoritmo de soluci6n simultánea bas!: 

do en tales resultados. Después se analiza el problema de dife­

rencial con respecto a restricciones de generaci6n: de nuevo, se 

establecen teoremas de existencia y se proporcionan dos algori~ 

rnos para la determinación del diferencial factible: el algorjt~ 

mo de diferencial factible y el de rectif icaci6n de tensi6n. El 



primero de ellos considera una funci6n definida sobr.e los nodos 

de la red, que se modifica én cada iteraci6n hasta alcanzar la 

factibilidad; el segundo determina los arcos que no satisfacen 

las restricciones de generaci6n y modifica el potencial hasta a! 

canzar la factibilidad. De nuevo, los dos teoremas de alternati­

vas, de la red coloreada y de Minty, se aplican en el desarrollo 

de este capítulo. 

En el capitulo 4 se analiza un problema combinatorio, conocido 

como problema de acoplamiento rn~xirno, en una red bipartita. Pri­

meramente se describe e1 problema y se formula su dual, el de 

bloqueo mínimo. Se establecen resultados que relacionan esta pa­

reja d~ problemas; en particular .el teorema de KOnig - Egervary. 

Estos resultados inducen un algoritnio de soluci6n simultánea ba­

sado en un procedimiento de marcaje. Posteriormente se estudia 

la relaci6n del problema de acoplamiento con el de flujo máximo; 

de hecho, el primero resulta ser un caso particularrdel Gltimo. 

De este hecho se desprenden resultados muy interesantes; en uno 

de ellos se hace notar que el teorema de KOnig - Egervary es un 

caso particular del teorema f1ujo máximo - corte m1nimo. Más aG.n 

se establece la equiva1encia del acoplamiento m~ximo·con el flB 

jo m~ximo, en una red particular, y del bloqueo mínimo con el 

corte mínimo .. Finalrr.ente, se especializa el algoritmo de Fara· y 

Fulkerson para el caso del problema de acoplamiento obteni~ndose 

corno resultado un algoritmo muy parecido al de marcaje que no 

tiene nada que ver con flujos. 
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Por tiltin10, en el capítulo 5 se analiza el problema de ordena­

miento de ma·nera casi paralel.a al problema de acoplamiento má­

ximo. Se describe el problema y se introduce su dual: el de 

la ruta crítica; se describe un algoritmo de programaci6n din~ 

mica para la soluci6n simultánea de esta pareja de problemas. 

Posteriormente se re:l.aciona el problem.:1 de ordenamiento con el 

de tensi6n mínima; de hecho, resul.ta sei: un problewa particular 

de tensi6n mínima. De nuevo se establecen equivalencias entre 

los conceptos y resul.tados presentados en las primeras seccio­

nes de estE.• capítulo con los del tercer capitulo reformulad.os 

para trü.yectoria positiva máxima. Finalmente, se simpl.ifican 

los algoritmos de rectif icaci6n de tensi6n y de trayectoria m.f. 

nima para apl.icarse de manera m~s eficiente en-el problema de 

ordenamiento .. 
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l. TRAYECTORIAS Y CORTES. 

En este capitulo se proporcionan los conceptos elementales 

que pennitird.n el análisis de l.os problemas a estudiar. Se de-

finen los conceptos de flujo, divergencia, potencial y dife­

rencial, y se establece un resultado que los relaciona, el lll!_ 

mado f6rmula de conversi6n. En las secciones 1. 2 y 1. 3 se d~ 

fine el concepto de trayectoria y se proporciona un algoritmo, 

denominado algoritmo de enrutamiento, para su determinaci6n. 

En la secci6n 1.4 se define el concepto de corte que resulta 

ser dual al de trayectoria. De hecho, el algoritmo de enrut~ 

miento se basa en un teorema de alternativas llamado teorema 

de la red coloreada; este teorema garantiza que el enrutamie~ 

to genera una trayectoria o bien un corte. Cabe señalar que 

en ambos casos se requiere la satisfacción de ciertas restri~ 

cioiles de coloración. 

En la dltirna sección del capitulo se prueba 1a equivalencia 

del teorema de la red coloreada con otro teorema de alternati 

vas: el lema de Minty. Esto produce como resultado otro alg2 

rit_mo, llamado algoritmo de Minty, el cual tiene dos posibil.!. 

dades de t~rmino: se detecta un circuito o bien un corte. 

De nuevo, en ambos casos se exige la satisfacción de ciertas 

restricciones de coloraci6n. 

Todos estos conceptos y resultados juegan un papel muy impar-

tante en los problemas tratados en este trabajo. 

i 
1 ¡ 

. 1 

1 

\ 
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1.1 CONCEPTOS BASICOS DE REDES. 

Una ~ es una pareja de conjuntos A y N y una funci6n f que 

asocia a cada elemento jEA un par (.i.,.i.' )ENxN, donde .i. + .i.'. 
Los elementos de N reciben el nombre de nodos o v~rtices y 

los de A se llaman ~, aristas, líneas o ligaduras. Cuan 

do los elementos de A tienen direcci6n se representa €sta me 

diante una flecha. En la figura 1.1 se muestra una red. P!! 

ra denotar f{j) (.i.,.i.'), con je:A e .i..;.l' e:N, se util.iza sim-

plemente j - (.C:,..C:.'}: los nodos J.. e .i.' son respectivamente el 

nodo o extremo inicial y el ~ o extremo ~ o terminal de 

j. se dice tarnbi~n en este caso ~ue .i. e .i.' son adyacentes y 

que j es incidente o adyacente a .i. e .i.'. En el caso en que 

el par (.i., .l') esté asociado a un solo arco, puede eacribir­

se j = (~, .l' ); nótese que si todo arco corresponde de mane­

ra Griica a una pareja de nodos, entonces el conjunto A puede 

identificarse mediante un subconjunto de NxN. Una red con 

esta característica se llama gráfica o red dirigida o digrá-

~-

Dos conceptos muy utilizados en teoría de redes son las fun­

ciones de incidencia y adyacencia que permiten una represén-

taci6n matricial de las redes. 

la red G se define como: 

~ funci6n de incidencia tle 
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¡ 1 si i es nodo inicial. del arco j 

e(i,j) = e .. = -l. si i es nodo final. del arco j 
1J 

o en otro caso 

Esta funci6n puede representarse mediante una matriz E de in-

cidencia, de dimensión mxn, (con rn = JNJ y n = JAJl cuyo (i, 

j l-ésimo elemento es e .... 
1J 

La matriz de incidencia de la red 

de la figura l.l es: 

ª1 "2 ª3 ª4 ªs ªG ª7 ªa 

l o o o o o l o l. 

2 l l o o o o -1 -l. 

3 -1 o l o o o o o 
E 

4 o o -1 o l -1 l o 

5 o o o l -l. o o o 

6 o -1 o -1 o o o o 

.:,'. 

Figura 1.1 ' 9 



Obs~rvese que las columnas de la matriz de incidencia de una 

red tienen exactamente dos elementos distintos de O; uno de 

ellos es igual a 1 y el otro es igual a -1, puesto que cada 

arco tiene un solo extremo inicial y un solo extremo final. 

Otra función 6til para la representaci6n de una digráfica es 

la función adyacencia definida como: 

'(' ·¡ ' { e i,J = eij = 

l si (.l,.l' )EA 

-1 en otro caso 

La matriz de adyacencia E es una matriz mxm de elementos e - ij. 

Para la red de la figura 1.1 se tiene: 

l 2 3 4 5 6 

l -o l o l o o 
2 o o l o o l 

E: 3 o o o l o o 
4 o l o o l o 
5 o o o o o l 

6 o o o o o o. 

N6tese que, en general, si se suman los elementos del i-~simo: 

renglón de E, se obtiene el nG.mero de arcos con nodo inicial 

en .i llamado grado exterior de ¡_' para todo .lEN .. Análogarnen-

te, si se suman los elementos de la i-ésima columna de E:, se 

obtiene el grado interior de .l, para todo iEN(es decir, -el n~­

mero de arcos con extremo final en .l}. 
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Flujos y divergencias .. 

En algunas ocasiones es necesario asociar a los arcos o a los 

nodos de una red ciertos parámetros para representar, por e-' 

jemplo, la cantidad de agua que fluye a trav~s de una tube-

ría, la cantidad de ciertos productos a transportar en un b~ 

que, la cantidad de energía eléctrica que fluye a tra~es de 

un cable, etc. Con este objeto se define el concepto de fl~ 

jo en una red. 

Un flujo en una red G es una función X.: A -+-JR ~ El valor x (j} 

se conoce como flujo a través del~ j. Un flujo puede d~ 

notarse mediante un vector x e: nl A\ en donde la j-~sima comp~ 
nente de x es x (j) • En la figura 1.2 se muestra el flujo 

xt (3, -2, -1, l, 1, 5, 4, +:-4, 4). 

Conviene señalar que la cantidad de fl':ljo que "sale" de un 

nodo i.. es la suma de los flujos x(j) > O tales que e(i,j) =1 

más la suma de los flujos x(j) < O tales que e(i,j) =-1; es 

decir, el flujo total que sale de~ es la suma de los t~rmi-

nos positivos e(i,j)x(j). An§logamente, la cantidad total de 

flujo que "llega" al nodo i es el recíproco de la suma de los· 

términos negativos e(i,j)x(j). La suma de todos los t~rminos 

e(i,j)x(j) es entonces la cantidad total de flujo que sale. de 

i.. menos la cantidad total de flujo que llega a ~ y recibe ~l 

nombre de divergencia del flujo en el nodo i... Esta cantidad 

se denota con y (i..); es decir: 

11 



y (.l) )'. e(i,j)x(j) 
j e:A 

[divergencia de x en .l] 

En la red de la figura 1.2 se tiene: y(.i.
1

) = l; y(.l 2 l = y(L
3

) 

= y(.l4) = y(.l5l =O; y(.l6) = - l. 

,¿~ 

(1) 
(-4) 

ª1 
(3) (-1) 

.ll ª3 

ªG 
(-2) (4) 

(5) 

ª~ 
ª9 

(4) 
a 7 

Figura 1.2 

, 1f. -
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Se dice que el nodo .i.. es un ori2en o fuente si y (.i.) >O; aná-

logamente, .< es un destino o sumidero si y (.i) < o. Si y(.i.)=O 

se dice que el flujo se conserva en L En la figura 1.2 .< 1 

es un origen, ,¿6 es un destino y el flujo se conserva en los 

dem§.s nodos. La función de divergencia asociada al flujo X 

puede expresarse matricial.mente mediante el vector: 

y = Ex = div X 

Como ejemplo se tiene, para la figura l. 2: 

l 2 3 4 5 6 7 8 9 3 

l l l o o o o o o o -2 l 
-1 

2 -1 o -1 l l o o o o l o 

3 o o o -1 o 1 o 1 o l o 
Y= = 

4 o -1 l o o -1 1 o o 5 o 
4 

? o o o o o o -1 o l -4 o 

6 o o o o -1 o o -1 -l. 4 -l. 

Una propiedad importante es que la cantidad total de flujo en 

los or1genes es igual a la cantidad total de flujo en lo~ de_!.· 

tinos; es decir, el flujo "generadoº es igual al- fl.Ujo 11 abSo-r. 

vido 11 • Este resultado se conoce como principio de divergen­

cia total. 

Principio de divergencia total. En una red G se cumple que: 

13 



l y (.i.) = o 
ie:N 

donde y = div x. 

Demostraci6n. En efecto, se tiene: 

l y(.l) = 
ie:N 

.l l e(i,j)x(j) 
l. e:N j E.A 

l x(j) 
je:A 

¿ e(i,j) =O 
iE.N 

puesto que, como se había señalado anteriormente, cada co1umna 

de la matriz de incidencia tiene exactamente un 1, exactamente 

un -1 y el resto de los elementos son O. m 

Otras propiedades importantes y sencillas de verificar de la 

función de divergencia, que serán empleadas.en capitulas post~ 

rieres, son las siguientes: Si x y x' son dos flujos definí-

dos en una red y A es un escalar, entonces: 

div (x+x•) = div x + div x' y div C\ x) =·>.. div x 

en dotl.de 

(x+x')(j) x ( j) + x' ( j ) , para todo j e:A 

(1-x) (j) = 1-x(j) , para todo je:A 

Potenciales y tensi6n. 

Un conr.:epto dual al de flujo l.o constituye el de potencial.. Un ~­

tencial en una red G es una f unci6n u que asocia a cada nodo 

~de G un real u(~) llamado potencial en¿. La tenSidn a 

través del arco j - (~,~·) se define como la diferencia de po-

tenciales: 

14 



v(j) = u(.i.' l - u(.i.) [tensi6n a trav€s de j], 

que tarnbi~n puede expresarse: 

V (j) Í u(.i.)e(i,j), 
ie:N 

o, expresado matricialmente: 

V - u E Au. 

En la figura 1.3 se ha asociado a cada nodo su potencial y a 

cada arco su correspondiente tensión. 

Las fórmulas y = Ex y v =- uE definen una pareja de siste­

~ duales y pueden expresarse·mediante una tabla como lamo~ 

trada en la figura 1.4. Los renglones corresponden al siste-

ma flujo-divergencia mientras que las columnas corresponden 

al sistema potencial-tensión. 

El conjunto de todos los diferenci~les se preserva bajo las 

operaciones de suma y multiplicación por un escalar; luego, 

este conjunto es un subespacio de :JAl11amado espacio~ di-

ferenciales. El espacio diferencial puede interpretarse como 

el espacio generado por los renglones de la matriz de incide~ 

cia E de la red o equivalentemente como el rango de la trans­

formación lineal u-+- uE definida del espacio :IRINI al espacio 

m\AJ. N6tese que esta transformaci6n es la negativa adjunta 

de la transforrnaci6n x +Ex. El espacio complementario ortogo­

nal al espacio de diferenciales es el espacio de circulaciones 

que se define enseguida. Una circulaci6n es un flujo x para 

15 



el cual div x = O; es decir, un flujo que se conserva en todo 

nodo. Las circulaciones se preservan bajo las operaciones de 

suma y multiplicación por un escalar por lo que forman un sub 

espacio lineal de mlAl11amado espacio de circulaciones. se 

observa que el espacio de circulaciones es el espacio nulidad 

de la matriz de incidencia E de la red; es decir, es el nu-

cleo de la transformaci6n lineal x ~ Ex = div x definida del 

espacio al espacio 

A partir de los conceptos del filtimo p~rrafo puede estableceE 

se la fórmula de conversión. 

-4 

Figura l .. 3 
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F6rrnu1a de conversión. Sean x un flujo y u un potencial. Si 

y = div x y v = óu entonces: 

v.x - u.y 

Demostraci6n. v. x = (-u E) x - u(Ex) - u.y • 

como corolario de la fórmula de conversi6n se tiene que, si o 

es el espacio de diferenciales y e es el espacio de circula­

ciones, entonces: 

mas aGn: 

v. x. = O , para todo VE. o y para todo xe:C 

D = {v<RJAJ J v.x = O, para todo xoC} = C.._ 

e = {x<lRIAI 1 v.x = o, para todo VED} = o.L 

es decir,_ D y e son ortogonales complementarias. 

X (j) 

-u (.l) ~---e-(_.l_,J_· )--~' • "" 

e v(j) 

Figura 1.4 
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1.2 TRAYECTORIAS EN UNA RED. 

Una trayectoria P en una red G es una secuencia finita de la 

forma: 

r > O, 

donde -i...kEN, para todo k = l, ••• ,r, y jk~(.i.k-l' -i...k) 6 

jk-(.i.k,.i.k-l) (es decir, no importa la dirección del arco jk}, 

para todo k = 1, ••. ,r. Los nodos .i. 0 e .Lr reciben respectiva­

mente los nombres de nodo inicial y final de la trayectoria 

P. Un modo alternativo de denotar la trayectoria es P:-i... 0+-i...r. 

En el. caso particular en que el ndoo -i...
0 

coincide con el nodo 

ir, la trayectoria P recibe el nombre de circuito. En la fi­

gura 1.5 se muestra en una red, una trayectoria y un circuito. 

Si el arco es de la forma jk- {.i.k-l' .i.k) se dice CJUe jkse recorre 

positivamente¡ si por el contrario jk-{.lk,.i.k-l) se dice que 

jk se recorre negativamente. Una trayectoria para la cual t~ 

dos los arcos son recorridos positivamente es una trayectoria." 

positiva; una trayectoria para la cual se cumple que todos 

los arcos se recorren negativamente es una trayectoria negati­

va. Como caso particul(1r de estas definiciones surgen los co,n 

ceptos de circuitos positivo y negativo. 

conviene señalar que la sola secuencia de nodos (o la sola se­

cuencia de arcos) de una trayectoria puede resultar insufi9i_e.!i 

te para describirla puesto que entre dos nodos puede . existir 
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más de un arco. Sin embargo, si la red es una digráfica, 

puede utilizarse como notaci6n alternativa para la trayecto-

ria P una secuencia de nodos y flechas que indiquen el sentl 

do del arco entre dos nodos adyacentes: 

cuando un arco se recorre m~s de una vez en una trayectoria, 

incluso positiva o negativamente, se dice que P tiene rnulti-

plicidades. Si cada arco y cada nodo de la secuencia son re 

corrido~ una sola vez entonces P es una trayectoria simple o 

elemental. Cabe hacer notar que para cualquier trayectoria 

P puede construirse una trayectoria elemental eliminando los 

nodos y arcos que se repiten. 

En una trayectoria sin multiplicidades P se puede particio-

nar el conjunto de arcos en los recor~idos positivamente y 

los recorridos negativamente, denotándose estos conjuntos con 

P+ y P- respectivamente. Puede entonces definirse la funci6n 

de incidencia de los ~reos de P corno: 

{ 

1, 

-1, 

O, 

si 

si 

si 

je:P+ 
-j e:P 

j f P • 

obs~rvese que esta funci6n, adem~s de indicar la orientaci6n 

de un arco, puede interpretarse corno un flujo en la red G; 

de hecho, representa una unidad de flujo circulando a trav€s 

de P. En el caso en que P no sea un circuito se tiene qu.e 
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y = div ep tiene valor 1 y -1 en los nodos inicial y final de 

P respectivamente y O en los demás nodos; es decir, ¡ 0 es el 

~nico origen e ir es el único destino para el flujo. si P es 

un circuito entonces ep es una circulaci6n. 

Es importante señalar que una trayectoria P puede ser comple­

tamente reconstruida a partir de la función de incidencia de 

sus arcos; lo mismo es válido para circuitos excepto que, en 

este último caso, no se puede determinar a cuál de las dos di 

recciones posibles corresponde. 

Otro concepto títil que involucra trayectorias es el de conexi-

dad. Se dice que la red G es conexa si para todo par de no-

dos diferentes s, s•, existe una trayectoria P:s·~ s•. Si la 

red G no es conexa puede particionarse en k componentes !:_2-

~; esto es, en k redes (N~,A¡), i = l, ... ,k, en donde los 

subconjuntos de arcos N¡, i= l, •.• ,k, forman una partición de 

N y son tales que dos nodos s, s• pertenecen al mismo N~ si, 

y sólo si, existe una trayectoria P:s + s' 6 s = s'. Los suE_ 

conjuntos A¡, est~n definidos como los arcos cuyos extremoñ 

están en N. (de hecho A.,¡= l, ••• ,k forman una partición fie 
.(. .(. 

A). una red fuertemente conexa es aquella para la cual exis-

te una trayectoria positiva P:s . ._ s' que une todo par de nodos 

distintos s, s'. 

En la figura 1.6 se muestran una red conexa, una fuertemente 

conexa y una con dos componentes conexas. 
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ª10 

ª1 

.i.1 ª3 .i.6 

ª2 ª1 

,¿4 
ª4 

Trayectoria de ,¿1 a .[6: ,¿l' ª2• .i. 4, ª4' .l 5, ªs' ,¿6 

Circuito: ,¿2, ª3' ,¿4 , ª4' .i.5, ªs' .i.3, ª10' ,¿2 

Figura l. 5 

Red conexa Red fuertemente conexa 

Red con dos componentes conexas 

Figura 1.6 



Trayectoria de un conjunto a otro. 

Una consideraci6n importante en la determinaci6n del flujo 

m~ximo en una red es la dirección en que puede circular flujo 

a trav~s de un arco; es decir, debe tenerse en cuenta si el 

flujo puede aumentarse, disminuirse, ambas cosas o ninguna 

de ellas. En este sentido es importante una "etiqueta" que 

distinga qué cambios son factibles para el flujo a través de 

un arco. Esta etiqueta estará dada por la introducci6n de u-

na "coloraci6n" del arco.. La coloración de un.:i. red induce u­

na partici6n de su conjunto de arcos. 

En una red pueden distinguirse cuatro clases de arcos: aqu~­

llos que pueden recorrerse en ambos sentidos, aqu~llos que 

pueden ser recorridos s6lo en su sentido, los que pueden rec~ 

rrerse s6lo en sentido contrario al suyo y los que no pueden 

recorrerse en ningún sentido .. Los arcos de la primera clase 

serán "coloreados 11 de verde, los de l.a segunda de bl.anco, los 

de la tercera negro y finalmente, los de la cuarta clase se 

pintar~n de rojo.. De esta manera se define una partición de 

A en cu~tro conjuntos {alguno de los cuales puede ser vacío) 

11.arnada coloraci6n de A. 

Con el concepto de coloración es posible caracterizar las re~ 

tricciones de una determinada trayectoria; por ejemplo, que ~~ 

ta sea positiva. Por otro lado, se desea determinar una tra­

yectoria en la cual se respeten las restricciones de . reco.rrido· 
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para cada arco .. En t~rminos de la co1oraci6n de A, el probl~ 

ma puede establecerse de la siguiente manera: 

Problema de la trayectoria coloreada (o pintada). Sean dos 

conjuntos no vac.ros de nodos N+ y N- en la red G y sea una co 

loraci6n de A consistente en los colores verde, blanco, negro 

y rojo. El problema es determinar µna trayectoria P:N+ + N­

(es decir, P:.i.
0 

+ .i.r con .i.
0

E:N+ e ir EN-) ta1 que todo arco de 

P+ es verde o blanco y todo arco de P es verde o negro. 

Una trayectoria comoatible ~ la coloraci6n dada es una tra-

yectoria con estas características. Luego, una solución al 

problema formulado anteriormente es una trayectoria compati­

ble de N+ a tJ-. 

La herramienta empleada para garantizar la no existencia de 

trayectorias es el concepto de corte o.cortadura. Corno se ve-

rá posteriormente este concepto juega un papel de dualidad. 

Consid~rese la siguiente notaci6n para conjuntos de nodos ar-

bi trarios s y S' 

{j eA 

[S,S'] = {jCl\ j-(.i. 1 ,l) con lES, l 1 E:S'} 

se centrará 1a atenci6n para el caso donde S' = N/S (compleme~ 

to de S en N) • 

El conjunto .signo Q = [S, N /S] , formado por los conjuntos de -
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arcos [S,N/S]+ y [S,N/S] los cuales se denotarán con Q+ y o-
respectivamente, se llama ~ o cortadura de la red G. Ob-

s€rvese que toda trayectoria de S a N/S contiene un arco de Q; 

de este hecho se deriva el nombre de corte. ?-1ás aün, si P: .i.0 
_, 

,¿r es una trayectoria tal que .i.
0 

ES, .Lrts, Q es un corte de 

jcP'' Q, bien jEP+r,Q+ 6 bien jcP- n Q - la G y entonces o . En 

figura 1.7 se ilustra este hecho. La f unci6n incidencia para 

los arcos de un corte se define de manera an&loga a los de una 

trayectoria: 

{ 

1 . + , J cQ 

-1 j <Q-

0 , Ho 

N6tese que eQ puede interpretarse como un diferencial; la inc,.! 

dencia de un arco es la tensi6n del negativo del potenci~l: 

(,{_) 

es deci'r, e 0 = - ti.e
5 

= 6~/S. 

{ 

1, 

O, 

.i.i:S 

De aqu! que el corte correspon­
( . 

da al concepto dual del de trayectoria. 
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a 

Trayectoria P: .(.1, ª1' .i.2' ª6' .i 5, 

conjunto s = {.(l ,.i.2,.i.4} 

Corte Q = {al O' ª6' ª7' a 4 l 

p+ {al, ª6) 
-p 

Q+ = {a6) -Q 

De donde 

Figura 1 .. 7 

ª4' .i.4, ª7' 

{a4, ª7' ª9l 

{a10 ,-ª7' a,¡} 

..é..3, ª9' 

1 

,¿6 
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1 • 3 ALGORITMO DE ENRUTAMIENTO. 

En esta sección se describe un algoritmo que determina una s~ 

lución al problema de la trayectoria compatible con una colo­

raci6n dada en la red G o bien detecta un corte particular, 

concluy~ndose en este 6ltimo caso la no existencia de solu-

ci6n al problema. 

La idea general del algoritmo consiste en construir un conju~ 

to de nodos se N+ y una funci6n 91S/N+ -~ A, 1-a cual asigna o 

etiqueta a cada nodo .i.e:S/N+ con un arco jEA;" este apuntador 

del nodo servir§ para recuperar las trayectorias construÍdas 

de N+ a S/N+. La función O recibe el nombre de enrutamiento 

(o e-enrutamiento) de S con base en N+ y debe satisfacer: 

(i) Para cada .i.e:S/N+, 0(.i.} es un arco que une i con alg6n 

nodo de s. 

(ii) Cuando se genera una secuencia .l0 , O(.l 0 }, i 1 , G(L1 ), •.• , 

ik' 9(ik), ik+l' en donde 4i es el otro extremo de e{~h-l) 

(h=l, 2, ••• , k+l), eventualmente se alcanza un nodo de N+-.; El 

reverso de esta secuencia es entonces una trayectoria de N+ a .l. 

·por otro lado, ·el a·lgoritmo debe generar trayectorias compati-

bles con la coloración dada por lo que G(i) debe ser verde o 

blanco si i es su extremo inicial y debe ser verde o negro en 

caso contrario. El algoritmo de enrutamiento se describe en 

la siguiente hoja y se proporciona su justificaci6n. 
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ALGORITMO DE ENRUTAMIENTO 

Proe6sito: Determinar una trayectoria de N+ a N- compatible 

con la coloraci6n dada. 

oescripci6n 

Paso l. Sea S = N+ y sea e vacío. 

Paso 2. Determinese el corte Q [S, N/S]. 

Si existe jcQ+ tal que j es verde o blanco o si 

existe je:Q- tal que j es verde o negro ir a 3. 

Si no existe tal j terminar. En este caso no 

existe soluci6n al problema. 

Paso 3. Sea 9{L): = j, en donde ~ts .. 
sea s: = su{.i.l. (El enrutamiento 9 es compatible 

con la coloraci6n). 

Si lcN- terminar. Los arcos del enrutamiento e 
forman una trayectoria P de N+ a .i.e:N- compatible 

con la coloraci6n. 

<j>. Ir a 2. 
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Justificaci6n del algoritmo. Obsérvese que en el paso 2 se 

inspecciona si existe un arco j verde o blanco en Q+ o un ªE 

co j verde o negro en Q- para construir (en el paso 3) el e-
enrutamiento de S que por tanto es compatible con la colora­

ci6n en cada iteraci6n; n6tese también que mientras el algo-

ritmo no territine se cumple que s í1 N- Por lo anterior se 

concluye que si el algoritmo termina en el paso 3, cuando se 

- + -detecta iEN , se ha determinado una trayectoria P:N +N com-

patible con la coloraci6n. Por otro lado, si durante la ins-

pecci6n realizada en el paso 2 se encuentra que no existe un 

arco j con las caracteristicas pedidas, el corte Q satisface 

que todo jEQ+ es negro o rojo y todo jEQ- es blanco o rojo. 

En este caso no existe soluci6n al problema de la trayectoria 

coloreada puesto que para que exista un trayectoria P cornpat_! 

ble debe existir al menos un arco jEP+na+ o jEP-n Q- y esta 

es imposible sin violar las restricciones de color en la red. 

El algoritmo termina en un nWnero finito de pasos puesto que 

en cada iteraci6n se define la función O al menos para un no­

do .l (excepto en la última si se termina en el paso 2), y el 

nt1mero de nodos es finito. Más aún, el nodo etiquetado cumple 

ifS; de aqui que, si en cada iteración se etiqueta s6lo uno, 

en el peor de los casos se realizarán tantas iteraciones como 

nodos haya fuera de N+UN- además de la iteraci6n final en do~ 

de se detecta ~EN-. Por lo tanto el algoritmo termina en, a 

lo más, !NI - IN+! - IN-! + 1 iteraciones •• 
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EJEMPLO l. 

Determínese una trayectoria compatible con la coloración de-

finida en la figura 1.8 donde N+ = {s} y N- = {s'}. Se em-

pleará el algoritmo de enrutamiento para la deterrninaci6n de 

tal trayectoria. 

Iteración l. Inicjalmente se tiene que s = {s}. De aqu.í que 

el corte Q = [S,N/SJ está formado por los conjuntos de arcos 

Q+ y Q en donde: 

Puesto que j-(s,~1 ) y j-(s,~2 )EQ+ son blanco y verde respecti­

vamente, se define: 

El nuevo conjunto S es: como aan no se ha al-

canzado el nodo 

otra i teraci6n. 

s' 
' 

en otras palabras snN- = $, se realiza 

Iteraciones 2 a s. En el siguiente cuadr6 se r~sumen las itera-:-· __ 

cienes restantes: 
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Número Conjunto Arcos de Arcos de Enrutamiento 
de s Q+ Q - definido iteración 

2 {s,.i.l ,.i.2} { (s,.<4> (.<1,.is> { (.i3,s} (.i.3,.i.l.} e (.is> = (~ l .l5) 
. 

(.i.2, -<4) } (.i.5,.i.l) C.i.5,.lz} e !-<3> = <.l3 ' .i.1> 

(.[7,l2)} e <.<1> = (.i7 , .lz> 

3 {s,..l.1,,¿2 ,.i.5, { (s,.i4l (.i2,.i4) { (.i6,l5) (.i6,.i3) e <.l4> = (-i¡ ' l4l 
. 

.l3 ,.l7} (l5,.i9l <.<3,.i9) <.la, -i¡> J e <-<6> = (.i6 ' l3l 

(-i¡,.i4l <.l7,.<10> 

1-i¡, .<a>l 

4 {s,..i.1,.i.2,.i.5' { <l3,-<9> (.l6,.<a> { <.l9,.i6) (.i9,.i6) e1~0¡ = <.<4'~01 .. 

.l3,L¡ ,.l4,-l6} l.ts, .<a> l-i¡ /a> <l9,-i¡l} 

(.i4,.i10> l-i¡,.i1al l 

5 {s,..i.l".,¿2'~' { (.t3 ,..:9 ) (.l6,.i.B ) { (l9,.[6) '(.i9,.l6) e ¡.¿8¡ = (.ll0'.l8) 
. 

.Í..3iL¡i..i..4,-l6' (.i.s,.la > <.i.1,.ls ) (.t9,.l¡l} G(s'l = <:é-10'~
1 

>. . , . 

.Lial (.llO ,.lal 1-lia•.is • > } . ' .. ·· .. · . . . 



Al final de la quinta iteración se tiene etiquetado s'~N-

por lo que esta iteración es la última. 

para este nodo fué: 

La secuencia obtenida 

Por tanto la trayectoria compatible obtenida es: 

Esto se muestra en la figura 1.8 en donde se han marcado los 

arcos que forman el enrutamiento construido durante el algo­

ritmo. 

3.1 
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EJEMPLO 2. 

Determínese una trayectoria, compatible con la coloraci6n de­

finida en la red de la figura 1.9, de N+ = {s} a N = {.i.
7
,i8 , 

~ 9 }, empleando el algoritmo de enrutamiento. 

En el siguiente cuadro se presenta, corno en el ejemplo ante-

rior, un resumen de las iteraciones. Se ha denotado con k, 

en la primera columna, el número de iteración. 

k s Arcos de 1\rcos de Enrutamiento 
o+ o- definido 

1 {s} { {s,.<
1

) {s,.<3)} {(~,s)} e l-<1> = {s,.il) 

e <"3 > = (s,.l.3) 

2 {s,.i.l,.i.3} { <-<1,-<4> {.i1,-<2l { {.<2,s) (.l2,.li.l ~l.l4l = {.il ,.i.4) 

l-<3 ,.<6) ) l-<2.-<3>) 

3 {s,-<i,-<3,-<4l} {{.i2,-<4l (.<3,.<6)) { {~,s) l-<2,-<1> 

{~ ·"3> l.i..¡.-<4l 

{.i6,.i4) (~,.i4l} 
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En la tercera iteraci6n se observa que todo arco jEQ+ es ne-

gro o rojo y todo arco jcQ- es blanco o rojo. Luego, este 

corte Q es compatible con la coloración dada y por tanto se 

concluye que no existe ninguna trayectoria compatible con la 

coloraci6n de N+ a N-. En la figura 1.9 se han marcado los 

arcos del enrutamiento y el corte compatible. 

V 

V 

s 
V 

b 

corte Q 

Figura 1.9 
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1. 4 TEORE1'1A DE LA RED COLOREADA Y LE1'1A DE MINTY. 

En la justificaci6n del algoritmo de enrutamiento de la red 

coloreada se estableci6 un problema complementario: el del 

+ corte com9atible. Se dice que el ~ Q separa .!':!___ de N- si 

es de la forma [S,N/S], para algún SC~, tal que N+CS y 

se denotar~ Q con N+ ~ N • En términos de colo-

raciones se tiene: 

Problema del corte coloreado (o pintado). + Sean N y N CN ta 

les que t.J-+ r1 N- = 4>. Sea una coloraci6n en la red G con los 

colores verde, blanco, negro y rojo. El problema es determi 

nar un corte Q:N+ ~ N- tal que todo arco de Q+ sea rojo o ne 

gro mientras que todo arco <le Q- sea rojo o blanco. 

Un corte que cumple las restricciones de color se dice compa­

tible con la coloración y si adem~s sePara N+ de N- constitu­

ye la solución al _problema del corte coloreado •. Obsárvese 

la dualidad entre las restricciones de color para trayecto-

rías y cortes. 

El algoritmo de cnrutamiento constituye una prueba construct! 

va para el siguiente resultado de dualidad. De este hecho se 

desprende que el procedimiento puede ser utilizado para resol 

ver el problema del corte compatible~ 
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Teorema (de la red colorcadn). Sean N+ y N CN, tales que 

Entonces, para toda coloraciún de la red G con 

los colores verde, blanco, negro y rojo, i1na y s6lo una de 

las siguicnt~s afirmaciones es v~lida. 

l. El problema de la trayectoria coloreada tiene 

solución P. 

2:. El problema del corte coloreado tiene solución Q. 

Esta.s dos alternativas constituyen lan dos posibilidades de 

teríllinuci6n del al.goritmo. Si ter~aina. en. el tJ.:150 2 se han 

+ -con!ltruido un corte Q: N ..¡.. N compatible con la coloraci6n; 

la existencia de este corte, garantiza entonces la no exis-

tencia de una trayectoria compatible con lil col.oraci6n. 
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E.¡uivclencia con el lema de r-tj nty. 

Existe otro resul tr;i.do fuertemente :-:elacionado con el teorema 

de la red coloreada. Este resultado es el leraa de f-1inty y se 

utiliza frecuentemente de manera constructiva. Este resul.ta-

do utiliza el concepto de corte elemental paralelo al de tra­

yectoria elemental. 

Un~ Q es elemental si al remover sus arcos de la red, el 

número de componentc;s conexas se incrementa en una unidad. 

Si la red G es conexa, esto equivale a que Q tenga la forma 

(S, N/S], donde N :f S 9= ~' todo par de nodos de S pueden 

ser unidos mediante una trayectoria que s6lo utilice nodos de 

s y todo par de nodos en N/S puedan ser unidos con trayecto­

ri."1.s cuyos nodos sean todos elementos de ~1/S. 

Dada una coloración en una red y un arco blanco o negro de 

ella, se cumple que este arco pertenece a un circuito elemen­

tal compatible con la coloración o bien a un corte elemental 

compatible con la coloración. Este resultado se establece en 

el lema ele t·lint.y. 

Lema de ~1inty. 

Dada una coloraci6n en la red G con los colores verde, -blanco 

negro o rojo y cualquier arco ) bl.anco o negro, una y sol.o una 

de las siguientes afirmaciones es v~lida 
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l. Existe un circuito (elemental} P compatible con la 

coloraci6n que usa J. 

2. Existe un corte (elemental) Q cotnpatibl.e con la 

coloraci6n C!UC usa J. 

Este lema de ritinty puede demostrarse a partir del teorema de 

1.a red coloreada del siguiente nodo: 

Sea J - li,.i.' l un arco y den6tense sus extrer,los con s y s' del 

siguiente nodo: si J es blanco sean s = ~2 y s' = ~ 1 ; si j es 

neqro, sean s Si se utiliza el algoritmo de 

enrutamicnt•• para determinar una 

tible con la coloraci6n, en donde 

son factibles dos posiblidades: 

+ -trayectoria P: N +N campa-

+ -N = (s) y N = {s'), s6lo 

(i) No existe solución al problema de 1.a trayectoria colo­

reada; es decir, se determina un corte Q = (S, N/S] compati-

ble con la coloraci6n. En este caso, puesto que s~S y s'~S 

se tiene J~a y por tanto se satisface la segunda condici6n 

del lema de Minty. Inversamente, si Q es un corte que satisfa­

ce todas las condiciones anteriores resuelve el proble1na del 

corte coloreado. 

(ii) Existe soluci6n al problema de'la trayectoria coloreada;. 

en este caso se determina una trayectoria P': s + s'. 

se que esta trayectoria es elemental y que no ·usa J~ 

Sup6nga-
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La existencia de P' puede ser garantizada a partir d0.l siguieE 

-..:e hecho: sólo existe una trayectoria elemental de n+ a N-, a 

saberr s, J, s'; pero esta trayectoria no es compatible con 

la coloración. Defínase P = P', ] s. ~sta trayectoria es 

un circuito elemental que contiene a j y que es con\patiblc con 

la coloraci6n. N6tcsc que las trayectorias P' de esta clase 

corresponden biunívocamente a los circuitos P de esta clase. 

Por tantc se dcrivn la primera alternativa del lema de 1:11.inty . 
• 

Zs i~portante señalar que esta demostraci6n del lema de Minty 

a partir del teoreina de la red coloreada proporciona un algo-

ritmo (llamado algoritmo de ?-1inty) que determina cuál de las 

dos posibilidades del lema de Hinty se satisface en un caso 

dado. 

Por otro lado el teorema de la red coloreada puede ser demos-

trado a partir del lema de Minty de la siguiente manera: 

Sea G una red coloreada con los cuatro colores de costumbre y 

sean N+, H- dos subconjuntos ajenos del conjunto N de nodos de 

la red. Seu G' una red construida agregando a G el arco J- (s' , 

s) y los arcos {s,¿), para todo ¿EN+, y {k,s'), para todo k~N-

como se muestra en la figura 1.10. Coloréense todos los_ ~ue.-

vos arcos de blanco. La aplicaci6n del lema de Minty para el 

arce J lleva a dos posibilidades: 

{i) Existe un circu;t.to elemental P compatible con la colora-

ci6n que contier.e al arco). Puesto que) es blanco, este 
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circuito debe ser de la forma P:s' ,J,s, j 1 , P' j 2 , s' en don 

dP j 1-(s,-l), con -lcN+, j 2-(k,s') con kcN- y P' es entonces 

una trayectoria de ,[ a k cornpaf~ible con la coloraci6n. Con 

esto se establece una correspondencia biunívoca de lofi circui 

tos P 1 con estas caracteristicas y las trayectorias P':-l ~k, 

con -leN+ y ke:.N-, de donde se deriva la primera condición del 

teorema de la trayectoria color~ada. 

(ii) Existe un corte elemental Q compatible con la coloración 

qµe coiitienc el arco ] . Fn este caso Q no puede contener nin-

g6n ~reo nuevo distinto de J puesto que, siendo ~stos blancos, 

no se satisfarían las restricciones de col.ar (nótese que j e:. 

Q-). De aquí que los demás arcos de Q son arcos de la red o-

riginal G y por tanto constituyen un corte compatible con la 

coloraci6n en ella. De nuev~ esta correspondencia de cortes 

·es biunívoca por lo que se deriva la segunda alternativa del 

teorema de la red coloreada •• 

A partir de las demostraciones del lema de M~nty usando el te2 

rema de la red coloreada :r viceversa queda establecida l.a equi 

valencia de estos resultados. 

será aprovechado rn~s adelante. 

s 

Figura 

Esto es de gran importancia y 

.,,..--- N-
1"" k ', 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

',, 

1.10 

s' 
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EJEMPLO 3. 

Determínese si el arco {.i.
4

, .l
5

} pertenece a un circu;_to ele­

mental compatible o a un corte elemental compatible con la 

coloraci6n definida en la red de la figura 1.11. 

Para verificar si este arco pertenece a un circuito o corte 

eleraentales compatibles con la col.orc::.ci6n se utilizar~ el al.-

gori tmo de t-linty. Es decir, se resuelve el problema de la 

+ { . } -trayectoiia coloreada de N = .(..4 a N = {.i.
5

}. Util.izando 

el algoritmo de enrutamiento se obtiene la trayectoria comp~ 

la trayectoria P, junto con el arco (.l4 ,.l5 ), forma un circui­

to elemental.. En la figura 1.11 se han marcado los arcos de 

tal. circuito. 

b 
V 

;/~ 

b 3 V 

V 
b 

Figura 1.11 
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EJBMPLO 4. 

Deterrr.ínese si el arco (.i.4 ,.i. 5 ) pertenece a un c:.rcuito eleme~ 

tal compatible o a un corte elemental compatible con la colo­

ración dada en la red de la fig\lra 1.12. 

De nuevo se c:rnplear~ el algoritmo de I·linty para determinar si 

(.l
4 

,..C:
5

l pertenece a un cortE: o a un circuito. En este caso, 

al aplicar el algoritmo de enrutamiento, se determina el cor­

te elemental Q = [S,N/S], en donde S = {.l4 ,i 2 ,..C:3 }, que contie­

ne a (l 4 ,L5 ) y que es compatible con la coloración. 

Se ha marcado Q en la figura 1.12. 

Figura 1.12 



2. FLUJO Ml\XIMO Y EXTENSIONES. 

En este capítulo se analizan dos problemas de flujos en una 

red. El primero, estudiado y resuelto por Ford y Fulkerson 

(1956) consiste en determinar el flujo máximo en una red y el 

segundo concierne a la deterrninaci6n de un flujo que satisfa­

ga ciertas restricciones de capacidad y divergencia. En el 

estudio del problema de flujo m~ximo (sección 2.2) se introd~ 

ce el problema combinatorio dual de corte mínimo utilizado co-

mo herramienta de optimalidad. De hecho, estos dos problemas 

están fuertemente relacionados por el teorema flujo m~xirno-

corte mínimo. Los conceptos y resultados del capítulo ante-

rior juegan un papel de gran importancia en la·soluci6n de e~ 

ta pareja de problemas duales; en particular, el teorema de 

la red coloreada proporciona una valiosa ayuda para el desarr~ 

llo de la teor!a y del algoritmo de s~luci6n simultánea presen 

tado en la sección 2.3. 

Por otro lado, en la mayoría de los problemas de flujo se con­

sideran restricciones para el flujo a través de un arco. Las 

restricciones m&s comunes consisten en el estableicrniento de 

cotas inferior y superior para el flujo a través de un arco y 

en la restricci6n de la divergencia de los nodos a ciertos v~ 

lores determinados. El problema de distribución factible; a­

nalizado ·en la secci6n 2.4, consiste en la determinaci6n de 

flujos que satisfagan este tipo de restricciones. 

43 



En esta misma secci6n se establecen condiciones de existencia 

para tales flujos. 

Finalmente se presentan dos algoritmos (secciones 2.~ y 2.5) 

que se basan en la comprobación de las condiciones de existen 

cia; de nuevo, el teorema de la red coloreada y el lema de 

?-1inty se aplican en este análisis. 
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2 .. l DEFINICIONES ELEL-1ENTALES .. 

En el an~lisis de reües de flujo, la restricción m~s comdn es 

acotar el flujo a través de un arco; es decir, se exige que 

el valor del flujo esté en un intervalo cerrado no vacfo C(j) 

llamado intervalo de capacidad para i· Un flujo x en la red 

Ges factible con respecto~ las caoacidades si x(j)EC{j), p~ 

ra todo j EA. Los intervalos de capacidad se denotarán. 

e <i l 

en donde e (J·¡ y c+(J') 1 'd d · f · · son as capaci a es in erior y superior 

respectivamente para el arco j. Las únicas restricciones que 

deben satisfacer c-{j) y c+{j) son: e (j) 2 c+(j), c+(j) > - 00 

c(j}<oo. 

El establecir.1iento de estos intervalos. de capacidad tienen co-

mo consecuencia indirecta algunos resultados importantes.. Uno 

de ellos restringe el flujo que puede pasar a través de un co~ 

te. El flujo de x a través de g, donde x es un flujo definido 

en la red G y Q es un corte de G, se define como la cantidad: 

Por otro lado, si Q = [S,N/S], con s Cl·l, se define la diveraen 

cia de ~ de!?de _.§. mediante: 

y (S) ~ (i) /. y y = div X 
ie:S 
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Obsérvese que ésta es la cantidad de flujo que se origina en 

S. Las últimas cantidades definidas se relacionan por medio 

del principio fundamental de divergencia. Este principio se 

ilustra en la figura 2.1. 

Figura 2.1 

.i. .i.l .i.2 .i.3 .i.4 .i.5 

y(i) 7 4 4 3 -18 

Sea s = {.i.1 , .t.2 , .i.4 }, entonces 

Q = {(.l2,.l3), (.i.2,.i.5), (.i.4,..i..5), (.i.3,..i..l}, (..i..3,.i.4_>} 

En esta red puede observarse que: 

y(S) 7 + 4 + 3 = 14 divergencia de x desde s 

y flujo de x a través de Q -3 + 4 + 9 - (-2)-(-2)=14 
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Principio fundamental de divergencia. Sea x un flujo en la 

red G y sen el corte Q [S,N/S]. Entonces: 

y(S) = eQ.l< donde y = di v x .. 

Demostración. Usando las definiciones de y div x y de e
0 

se tiene: 

y(S) = lY(.i) 
iE:S 

I C I e(.i,j>x!j>) 
iE:.S j cA 

). l: e(.i,j)x(j) 
j CA ÍE:S 

J'~Q+ l: e(.i,j)x(j) + 
""' it:S 

l: -
j EQ 

Y. e(.i,j)x(j) 
iE:S 

x(j) - l: _x(j) 
jEQ 

• 

Debe observarse que la regla de divergencia total establecida 

en el primer capítulo: y{N) = O, es un caso particular del 

principio de divergencia; en efecto, si s = N entonces Q = ~ 

y de aqu~ se concluye el resultado. 

Conviene señalar que si se suman las restricciones de capaci-

dad sobre los arcos de Q, se obtienen las relaciones 

De donde 

< - I _x !j > < 
jEQ 

¿_c(j), 
jEQ 
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l _x(j) < 
j<Q 

Los extremos de esta desigualdad, que se denotarán con e- (Q) 

y c+{Q) respectivamente, son las capacidades inferior y supe-

rior. para el flujo a trav~s del corte Q respectivamente. El 

intervalo de capacidad asociado con Q es entonces c{Q) = [c­

(Q), c+(Q)]. 

En base a estos conceptos se define el problema de flujo máxi 

mo en rma red. 
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2. 2 FLUJO MAXIMO EN UNA RED. 

Considérese una red G con intervalos de capacidad y sean N+, 

N C N tales que N+í) N- = qi. Sea x un flujo que se conserva 

en todos los nodos de N/l~+UN-; de aquí se concl.uye que: 

o 

luego: 

I y(~) = l +Y(~) 
icH -i.cN 

+ -y(H) = - y(N) 

+ l _y(~) 
icN 

Esta Gltima cuntidad recibe el nombre de fluio de ~ de ~+ ~ 

N-. El problema de f1ujo r.1áximo queda definido de la siguie.!2 

te manera: 

Problema del flujo m¿xir.10. I'1aximizar el fl.ujo de N+ a N 

(y(N+)) sobre todos los Zlujos x tales que y(¿) =O, para to 

do lfN+UN-, factibles con respecto a las capacidades • 

. .-. ~;upondr§. la. existencin de ul menos un flujo _que satisfaga. 

~u.;",.;is l.as restricciones él.e capacidad y conservaci6n (posterioE_ 

rr.znte se el irninar:i este supuesto) • El supremo ~ el problema 

rle flujo máximo es la raínir.1a cota superior del conjunto de va­

lores de flujo de N+ a N- de todos los posibles flujos x. Si 

este supremo es finito entonces el flujo x que produzca este 

valor es la so1uci6n requerida del problema de flujo m§.ximo. 

El problema del flujo máximo puede ser formul.ado como problema 

de programaci6n lineal de la siguiente manera: 
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Max ?. = '\' l + 
ÍEi'I 

s.a 

¿ c(i,j)x(j) =O 
j r- i\ 

L e(t,j)x(j) 
jrA 

.i.~N+UN- (restricciones de 

conservación) 

(restricciones de 

capacidad) 

Pal-~ rcsolve1- este problema se introduce el concc:;:ito dual de 

corte mínimo gur. será utilizado como herramienta de optimali-

d.::id. Canto se h.:i.bía n1encionado en el capítulo anterior, todas 

las trayectorias de N+ a N utilizan algún arco de cualquier 

corte Q: N+ ·I N ; de este modo los cortes constituyen "cuellos 

de botella" para el valor del flujo de N+ a N . Es decir: 

Prooosici6n. Sea x un flujo qua satisface las restricciones 

+ - + -del problema y sea Q:N ~N un corte que separa N de N ; 

entonces 

Oen1os t ru.::::i6_~1. Puesto que Q es un corte que separa N+ de N 
·+ 

entonces es de la forma [S,N/S], con S::>l.J y S n N- = $. Ade-

más, como x se conserva en todos los nodos excepto 1os de 

N+UN-, se tiene que y(~)= O para ~ES/N+; por tanto y(N+) 

y(S). Por otro lado, por e1 principio de divergencia, se cu~ 

ple y (S) = e
0

.x y esta última cantidad no puede exceder 

c+(Q) de donde se concluye la afirmación. m 

so 



En seguida se enuncia el problema de corte mínimo, problema 

dual del de flujo máximo. 

Prnblerna de corte mínimo. 

cortes Q:N+ }N-. 

Minirni zar e+ (Q) sobre todos los 

Obsérvese que un corolario de la proposici6n anterior es la de-

sigualdad: 

!
-Supremo en problema 

_ flujo 1ndximo 
< l-?-tinimo en 

corte 

problema 

m'i.nimo 

La relación más importante entre los dos problemas es el he­

cho de que la igualdad se cumple en los 6pti1nos. Para pro-

bar este resultado es necesario definir antes los conceptos 

de trayectoria auraentante de flujo y trayectoria de capacidad 

ilimitada. 

Una trayectoria P:N+ ~ N- es aurnentante para el flujo x si 

x(j) < c+(j), VjoP+ y x(j) > e (j), VjEP-. 

Claramente, el flujo x puede mejorarse a través de una traye~ 

toria aumentante. En efecto, puede garantizarse la existen-

cia de un nGmero a > O tal que: 

¡ :K(j)+Cl jcP+, 

x' (j) X (j) + ctep (j) = X (j )-Cl joP -= 
X (j) jj:P. 
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Es importante notar que el flujo x' construido de esta manera 

cumple con todas las restricciones del problema para todos 

los valores de a que cumplan 

X (j) 

o. < X (j) e ( j) 

ya que con esto e (j) < x' (j) < c+(j), Vj1:A. Además: 

diV X. 1 div x + u div ep 

en donde la funcl6n de divergencia div ep es nul.a en todos 

los nodos de P excepto en el inicial y en el final. Este he-

cho implica que x• se conserva en todos los nodos fuera de 

+ -
N UN y también que: 

[flujo de x de N+ a N + a. 

De aquí que x' sea mejor que x. Al valor máximo del nrtmero o 

se le llama EªPªc!da~ incremental de la trayectoria P. Se di 

ce que uno. trayectoria P:N+ ->N- tiene capacidad ilimitada si 

ou capucidad incremental no es finita; es decir, si: 

E~ las figuras 2.2 (a,b y e) se muestran trayectorias aumen-

tan tes, c(.•n capacidades incrementales 3, 5 y 1 respectivamente,· 

junto con los flujos "mejorados". En 1.a figura 2.2(d) se mUe~ 

tra una trayect.oria no aumentnnte; es decir, de capacidad in-

crementul igual a O. 
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En las siguientes trayectorias la pareja asociada a cada ar­

co es (c-(j), c+(j)) y el nGmero asociado es x(j). 

(a) Flujo inicial: 

3 6 1-1 \---'=---i -<2 1------...-<3 
(-3,B) (0,9) 

6 
)-----"-~>{ _¿4 

(0,10) 

Flujo actualizado: 

(b) Flujo inicia.! 

-<1 
4 

-<2 
8 

-<3 
5 

-<4 
(-1, 5) (-3,8) (O ,9) 

Flujo actualizado: 

(e) Flujo inicial 

2 2 l 1 
-<1 1--------i -<2 K-------< -<3 r<------1 ..: 4 }--=----< -<5 

(0,3) (0,3) (0,3) (0,3) 

Flujo Actualizado: 

.ll 3 _¿2 1 -<3 o _¿4 2 .i.5 

(d) Flujo inicial 

.i.l 
3 

_¿2 
-3 

_¿3 
5 

.i.4 
5 

,¿5 
(0, B) (-3,3) (4,10) (0,10) 

Figura 2. 2 
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Teorema de rlujo máximo - corte mínimo. ( Ford y Fulkerson} . 

Sup6ngase que existe al menos un flujo x que satisface todas 

las restriccioneE. del problema. 

\

-supremo en problema] 

_ de flujo máximo 

Entonces: 

!
-Mínimo en problema ] 

de corte mS:nimo 

(Cabe señalar que si existe una trayectoria de capacidad ili-

mi tada, entonces ambos problemas tienen valor + 00 ; en caso 

contrr.,ric• los valores de ambos, iguales, son finitot~ y el 

problema de flujo máximo tiene por tanto soluci6n}. 

Demostraci6n. Ln demostraci6n de este teorema es constructi-

va por lo cual constituye un algoritmo para resolver ambos 

problemas. En vista del resultado que afirma que el supremo 

en el problema del flujo máximo es menor o igual que el-mini­

mo en el problema del corte mínimo, basta exhibir un flujo x 

y un corte Q tales que: 

Para ello, considérese cualquier flujo x en la red n que sa_ 

conserva en todos los nodos fuera de u+ UN- y constrOyase un 

corte Q aplicando el siguiente procedimiento: 

(i) sea s 

¡ 

\ 
1 

1 

! 

. ¡ 
1 

f ¡ 
1 

1 ¡ 
i 



actualícese 

j-{.l' ,i...}cA y x(j) > c-(j), 

S = N+ u(.i'} 

Repítase (ii) hasta que no sea posible agregar nodos a S. Es 

importante señalar que los nodos de S son aquéllos a los cua-

les aün ?uede enviarse flujo. Pueden presentarse entonces 

dos casos: o bi~n S n N- =f ¡fJ o bien Sí) N- = $. 

Caso l. Si snN- +$entonces adn puede enviarse flujo de 

N+ a N-; es decir, dada la construcci6n de s, existe una tra­

yectoria P:N+ _,. N tal que x(j) < c+(j), VjcP+, y x(j) >c-(j), 

VjcP-. De aquí se concluye que Pes una trayectoria aumenta~ 

te para el flujo x. Sea a la capacidad incremental de P y 

redef~nase x como sigue: 

¡ X (j) + " si jEP+ 

X (j) X (j )- si j EP -" 
X (j) en otro caso 

ConstrQyase de nuevo el conjunto s con procedimiento (i), (ii) 

utilizando este flujo mejor. 

caso 2. Si 5í) N- = $ entonces Q = [S,N/S] es un corte de R. 

Por construcción se tiene que x(j) = c+(j), para todo jEQ+ Y· 

X(j) = C-(j), para todo jEQ- entonce~ puesto qu~ SnN- = ·$, 

y (N+) = y (S) 
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= l +x(j) 
jEQ 

l _x(j) 
jEQ 

~ (J') l _e 
j EQ 

En este caso (ii) se tiene que x es flujo m~ximo y Q es cor-

te mfnimo. Este procedim~ento es finito bajo ciertas condi-

cienes que serán discutidas posteriormente a la descripción 

del algoritmo de Ford y l:"'ulkerson. • 



2. 3 ALGORITl-10 DE FLUJO Ml\.XIl-!O. 

Una de las conclusiones que pueden obtenerse del. teoreina de 

flujo máximo - corte mínimo es que ambos probl.emas pueden ser 

resuel.tos simultáneamente~ de hecho la demostraci6n construc-

tiva de tal. teorema es un algoritmo que determina el. fl.ujo 

m&xirno y el corte rn!nimo. Debe recordarse que, puesto que es 

tos problemas son duales, a partir de la sol.uci6n de uno pue­

de obtenerse la del otro. 

Durante el algoritmo que se describe en esta secci6n se cons-

truye un flujo x, qu~ satisface todas las restricciones del 

+ -probl.ema, y un corte Q:N +N tales que: 

[flujo de x a través de Q] = c+(Q) con c+(Q) finito; 

e11 este caso x es la sol.uci6n al problffina de flujo máximo y Q 

es el. corte mínimo. 

Para construir tal flujo se comienza con cual.quiera que cwnpla 

las restricciones y en cada iteración se buscará enviar más 

flujo de N+ a N- a trav~s de trayectorias aumentantes de flujo. 

hasta que esto no sea posible. 

Obs~rvese que si existe una trayectoria aumentante para el fl~ 

jo x de capacidad ilimitada, el. valor m&ximo de x no es finito 

y por tanto el supremo en el problema de flujo m&ximo es+~. 
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Por otro lado, el criterio de terminaci6n se establece me-

diante la existencia de un corte Q con las caracterf sticas 

mencionadas antes. 

Para la determinaci6n de las trayectorias aumentantes y del 

corte Q se utiliza el algoritmo de coloraci6n presentado en 

el capítulo anterior. A continuaci6n se describe detallada­

mente el algoritmo cuya justificaci6n de optimalidad queda 

dada por el teorema de flujo m~imo - corte mínimo. 

SB 

. 1 

i 
. 1 

1 

! 
. 1 

! 
¡ 

.· 1 



ALGORITMO DE FORO Y FULKERSON 

Prop6sito: Determinar el flujo m~ximo de N+ a N- en una red 

G en la cual no existen trayectorias de capacidad ilimitada. 

Descripci6n 

Paso l. Determinar x1un flujo que satisfaga todas las res­

tricciones del problema. 

Paso 2. Colorear l.os arcos de G de acuerdo a: 

verde si e - ( j) < X (j) < c+(j) 

blanco si -e ( j) X (j) < e+ (j l 

negro si -e (j) < X (j) e+ (j l 

rojo si e- (j l = X (j) e+ (j l 

Paso 3. Utilizar el algoritmo de enrutamiento para determi­

nar una trayectoria compatible con la coloraci6n (¿.e, una 

trayectoria aumentante para x). 

Si se determina la trayectoria P:N+ + N- compati­

ble con la coloraci6n, calcular 

X (j) jEP+ 

a = Min 

Hacer x x + a ep y regresar a 2. 
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si se determina un corte Q:N+ +N- compatible con la 

coloraci6n; terminar con el flujo máximo x y el cor­

te mínimo Q ya que este último satisface 

e+ ( j ) = x ( j ) , j e:Q + y e- ( j) = x ( j ) , j e:Q- y por 

tanto 

[fl.ujo de x a travl§s de Q] Í +x(j) - Í _x(j) = c+(Q). 
je:Q je:Q 
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Justificaci6n de convergencia del algoritmo. 

Sup6ngase que la!; capacidades de los arcos c+(j), c (j) y los 

valores de flujo inicial x(j) son conmensurables; es decir, e.§!_ 

tos nCimeros son nCiltiplos de cierta cantidad q. En particu-

lar / capacidades " flujos enteros son conmensurable con q =l. 

De esta condici6n de conmensurabilidad se concluye que los n_Q. 

meros a y x' (j) i:alculados durante el algoritmo, son tambii3n 

mt:iltiplos de la cantidad q. De aquí que, en cada iteraci6n, 

el flujo de N+ a N- se incrementa al menos en la cantidad po­

sitiva q y por tanto se realiza un número finito de iteracio­

nes si no existen trayectorias de capacidad ilimitada. Sin 

esta condición e:<iste el peligro de que el algoritmo no con­

verja; más aCin, :;iodrf.a ser incluso que s.! converja pero que 

pro9orcion.e una ;;oluci6n errada como se ve en el ejemplo 3 • 
• 

Discriminaci6n d: arcos. 

La condición de conrrensurabilidad puede eliminarse si el. algo­

ritmo de Ford y Fulkerson se utiliza con una pequeña modifica-

ci6n llamada criterio de discriminaci6n de arcos. Este cambio· 

consiste en uti1izar, siempre que sea posible, arcos verdes 

durante la rutina de enrutamiento. Cuando se utiliza trayect2 

rías de arcos verdes, el flujo "mejoradoº alcanzará la cota· S_!:! 

perior o la inferior para al menos un arco, el correspondiente 

al valor de a. De este modo, para la siguiente iteraci6n, al 
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menos un arco se vuelve bl.:inco o negro mientras que los que 

tenían estos colores no se alteran. Con este arqunicnto pue-

de concluirse que después de un número finito de itcr~cio-

nes, no existen t1·aycctorias aumentantcs con todos los arcos 

verdes por lo que para continuar con el proceso de au1ncnto 

de flujo (si esto es posible) deberá recurrirse a los arcos 

blancos o negros. En tal momento hay un conjunto S correspo.!! 

diente a un corte Q que no contiene arcos verdes; es decir, 

todo arco j de Q satisface x(jl = c+(j) o x(j) = c-{j) o am-

bas condiciones. De aquí que, la suma 

I +x(j) - I _x(j) = [flujo de x a través de Q] 
j EQ j CQ 

{flujo de x de IJ+ a N-], 

tiene todos sus términos iguales a ±c+(j) o a ±c-(j). Puesto 

que hay un número finito de arcos, existe un número finito de 

sumas de esta forma y por tanto existe un nGmero finito de va 

lores posibles para el flujo de N+ a N-. Ninguno de estos va 

lores se repite durante la aplicaci6n del algoritmo, ya que 

el flujo se incrementa en cada iteración. 

Puede concluirse entonces, que el algoritmo converge en cual-

quier caso si se utiliza el criterio de discrirainaci6n de 

arcos • 
• 
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EJEMPLO l. 

C.Onsid~rese la primera red de la figura 2 .. 3. DetermS:.nese el 

flujo máximo des a s 1
• Los números asociados a cada arco 

son sus cotas inferior y superior respectivamente. 

Iteraci6n l. { s'). Se define como flujo 

factible inicial el mostrado en la segunda red de la figura 

2 .. 3. De acuerdo c:on la coloraci6n correspondiente (tercera 

red de la figurc:L 2.3) se determina la trayectoria compatibl.e 

P:s + .i.1 +1.. 3 + J..
5 

+ s• producienao·un va~or de a igual a 

5.. El fl.ujo actualizado se muestra en la cuarta red de l.a 

figura 2 .. 3. 

Iteración 2. De nuevo se col.orea la red (quinta red de la 

figura 2. 3) y se obtiene la trayectoria compatible P: s + .i.1 

-+- ..t.
2 

+ ,¿
4 

+ J..7 ..,. s' con un valor de ci igual a l. El flujo 

resultante se muestra en la sexta red de la figura 2.3. 

Iteraci6n 3 .. cada la col.oraci6n correspondiente (s~ptima 

red de la figura 2.3) seobtiene el. corte Q:N++N- asociado a 

s = {s}. Por t~lnto el. flujo definido en la sex.ta red es el 

máximo. 

Obsérvese: 

y 
[flujo de x a trav~s de QJ = 10 
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EJEMPLO 2. 

Determínese el flujo m~ximo de N+ = {.i.
1

, l 2 , .i.3 } a N- { 

..i.10 , .l11 , ..i.12 } en la red mostrada en la figura 2.4(a). 

Iteraciones 1, 2 y 3. Se inicia con el flujo factible co-

rrespondiente a cero a través de todos 1.os arcos. De acuerdo 

con la coloraci6n definida por este flujo (figuru 2.4(b)) se 

determinan las trayectorias compatibles P1 :.i.1 ...... .i.4 _,.. 

Para éstas se tiene: 

a Min {5, 4, l.} = 1 

a = Min {2, 6, 1} l 

a t-lin {9, 1, 8} l 

respectivamente. El flujo resultante se muestra en la figu-

ra2.4(c). 

Iteraci6n 4. La coloraci6n correspondiente es la de -la fi­

gura 2.4{d)r compatible con ésta se tiene la trayect<?ria P:.i. 2 . + __ 

..i.
5 

+ .l
8 

...... .i.
9 

_,.. -i.
12

: para la cual 

a = Min {l, S, m, 7} = l. 

Resultando el flujo de la figura 2-4 (e). 
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Iteración S. Compatible con la coloraci6n definida (figura 

2.4(f)) se determina 1a trayectoria P~.i.1 ... ..i.
4 

-+ .i.
7 

+ ..i.8 + ..i.
9 

+ .i.12 para la cual 

a = min {4, 3, a:i, ro, 6} = 3, 

resultando el flujo definido en la figura 2.4(g) 

Iteración 6. Compatible con la coloración correspondiente 

(figura· 2.4(h)) se tiene la trayectoria P:.i.3 + .i.
6 

+- .i.
5 

+ .i.
8 

-+ .i9 + .i.
12 

para la cual 

a = Min { 8, 2, 4, a:i, 3} = 2 

resultando el flujo de la figura 2.4(i). 

Iteración 7. Para este flujo modificado se tiene la colora-

ción mostrada en la figura 2..4 (j). Con el.la se determina 

el corte compatible Q:N++N- asociado a S = {~1 , ¿
2

, ~3 , .i4 , 

.i.6 }. Por lo tanto el. flujo definido en la figura 2.4(i) es 

rn§.ximo. 

Por Gltimo obsérvese que: 

+ -[flujo de x de N a N l = 4 -(-2) + 3 9 

y 

[flujo se x a trav~s de Q] = 5-(0-2-2) = 9. 
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EJEMPLO 3. 

Pruébese que el algoritmo de Ford y Fulkerson no funciona al 

aplicarlo a la red G de la figura 2.5 si no se utiliza el cri 

terio de discriminaci6n de arcos. Todos les arcos de esta 

red tienen intervalos de capacidad (-=, c:o) excepto los arcos 

j.i., ,¿ = 1,2,3,4. En estos cuatro arcos la cota inferior para 

el flujo es -= y las cotas superiores son l, r, r 2 y r 2 res-

pcctivamente, donde r 

propiedades O < r < 1 y 

(-l. + IS ) / 2. (Este n(í.mero tiene las 
k k+l k+2 r - r = r para toda k). 

Primerar.tente obsi3rvese que el supremo para el problema de flu 

jo máximo de N+ = {s} a N- = {s'} en esta red es c:o puesto que 

existen trayectorias de capacidad ilimitada; una de ellas es 

s'. Para verificar que el algoritmo condu-

ce a un resultado erróneo se aplicar~ ~ste a la red G. 

Iteraci6n l. In!ciese el algoritmo con flujo factible igual 

a cero a trav€s de todos los arcos. se determina la trayect~ 

ria aurnentante de flujos+ u 1 + v 1 + s', que utiliza el arco 

jl positiv4lmente, de capacidad incremental igual a l. si se 

envía una unidad de flujo a través de esta trayectoria las c~ 

pacidades incrementales de los arcos j~, ¿ = 1,2,3,4 es de-

cir, las cantidades de flujo que aGn pueden incrementarse) 

son O, r, r 2 y r 1 respectivamente. 

del flujo de N+ a N- es igual a l. 

En este momento el valor 
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Iteración 2. Para este nuevo flujo se determina la trayecto-

ria aumentante s • u
2 

-~ v
2 

~ a ~- u
3 

~ v
3 

* s', que utiliza 

los arcos j
2 

y j 3 positivamente, con capacidad incremental i­

gual a: 

Min {co, r, Q), w, r 2 , co) r2 

Si se envían r 2 unidades de flujo a trav~s de tal trayectoria 

las capacidades incrementales de los arcos j~, ¿ = 1,2,3,4, 

son respectivamente: 

O, r - r 2 = r 3
, r 2 

- r 2 = O y r 2
• 

+ -En este momento el valor del flujo de N a N es igual a l+r 2 • 

Iteraci6n 3. Se determina la trayectoria aurnentante s + u 2 + 

s' (que utiliza el 

arco j
2 

recorrido positivamente y los arcos j
1 

y j
3 

negativa­

mente) de capacidad incremental: 

l·1in {co, r 3 , co, co, 1, 03, co, r 2 , co, co, co) r3 

Se envían r 3 unidudcs de flujo a trav~s de la trayectoria; 

las capacidades incrementales de j¿, i = 1,2,3,4 se reducen a: 

o + r 3 r 3
, r 3 - r 3 = O, O + r 3 rl, rz 

E1 valor del flujo de N+ a N- es 1 + r 2 + r 3 • 
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Iteraciones 4 y S. N6tese que en este momento se tiene una 

situaci6n an5loga a la del inicio de la iteraci6n 2. 

to dos arcos tienen capacidad incremental igual (r 3
) 

En efcc 

uno tic 

ne capacidad incremental r:-: y otro tiene capacidad incre1nen-

tal O. En la i tcraci6n 4 se determina una trayectoria aurnen-

tante qun utiliza positivamente un arco de capacidad incremeE 

tal r 3 y el de capacidad incremental r 2
; esta trayectoria ti~ 

ne entonces una capacidad incremental igual a r~ por lo que 

al enviar esta cantidad de flujo, las capacidades incrementa­

les de j.t.• .i. = 1, 2, 3, 4 se rE'.ducen a: 

O, rz - rl = r4 

En la iteraci6n 5 se determina una trayectoria aumentante (a­

n~loga a la de la iteraci6n 3) que utiliza negativamente los 

arcos de capacidad incremental igual a O y positivamente el 

de capacidad incremental r 4 • Esta trayectoria tiene capacidad 

incremental igual a r¡ por lo cual al enviar esta cantidad de 

flujo a través de ella la capacidad incremental de j¿, ¿ = 1, 

2,3,4 se reduce a: 

o 

En este momento e1 va1or de1 flujo de N+ a N- es 1 + r 2 + r 3 + 

r 3 + r~. Obs~rvese que se presenta de nuevo 1a misma situación 

que al inicio de las iteraciones 2 y 4. 

si se repite este modo de proceder, se hace lo siguiente: 
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Iteraci6n 2k. Al inicio de esta iteraci6n las capacidades in 
k k+l cremcntales de los arcos ji (~ = 1,2,3,4) son O, r , r 

k+l 
r Supóngase sin pérdida de generalidad que estas capaci-

dades incrementales se presentan en eBtc orden. Durante esta 

iteraci6n se deter1nina la trayectoria aumentante s -~ u 2 + v
2 

->- a "'4- u
3 

... v
3 

... s' (que usa j
2 

y j
3 

positivamente) de capaci­

dad incremental: 

r-tin { oa, k r , o:J, o:J, =} 

Si se envía esta cantidad de flujo a trav~s de la trayectoria 

las capacidades incrementales de j..i.(..i. = 1,2,3,4) se reducen a: 

o y k+l 
r 

Iteraci6n 2k + l. Se determina la trayectoria aumentante s ~ 

u
2 

* v
2 

+ a + v
1 

~- u
1 

+ b ~ v 3 + u 3 + b + v 4 + s 1 (que usa j 2 
positivamente y j 1 , j 3 negativamente) de capacidad incremental 

Min {oo, k+2 k+l k+2 r ,co,co,l,co,co,r ,t;D,oo,o;:a}=r 

Si se envía esta cantidad de flujo a trav~s de tal trayector.ia, 

las capacidades incrementales de j .l (..l. = 1, 2, 3, 4) se reduce_:r:i a 

o + k+2 
r r1t+2 rk+2 = O, O + rk+2 k+2 k+l = r , r -

De nuevo se presenta la misma situaci6n que en el inicio de la 

i teraci6n 2k. 
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Es inlportantc señal.:ir, que este procedimiento no es finito pue~ 

to que la misma situación se presenta 

otro lado el valor del flujo de N+ a N 

1 + (r' + r' ) + ( r' + 
<; k+1 r ) + ... +(r 

1 + r ::.> + 'E 2 r'l = 1 + r :! 

i= 3 

--
2
-- -1 -r 2 -2r, 1-r 

cada dos iteraciones. Por 

- que se obtiene es: 

+ 
k+2 

r ) + 

(l+r+r') )= 

que es un valor finito. Esto no constituye el supremo para el 

problema del flujo máximo en esta red que es ~ como se comentó 

al inicio del ejemplo. 

Obsérvese que si se utiliza el criterio de discriminación de a~ 

cos, se determina una trayectoria de capacidad infinita despu~s 

de un número finito de pasos. Con tal criterio se obtiene en­

tonces la solución correcta del problenia. 
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2. 4 EL PROBLEM.A DE FACTIBILIDAD DE FLUJO. 

El algoritmo de flujo 1náximo requiere inicialmente un flujo 

factible en la red; es decir, un flujo que satisfaga las re~ 

tricciones de capacidad y conservaci6n en arcos y nodos res­

pectivalente. 

Este flujo factible no siempre existe por lo cual deben est~ 

blecerse condiciones necesarias para garantizar su existen-

cia. En esta sección se presenta un algoritmo que verifica 

si estas condiciones son satisfechas 

construye el flujo factible. 

en cuyo caso 

Problema de distribuci6n factible. Sean los intervalos de 

capacidad C(j} = [c-(j}, c+(j}], para todo arco j y sean va­

lores de oferta b(~) para todo nodo l .. se desea determinar 

un flujo x tal que: 

y(.l) = b(.l) ~e:.N (y divx) 

La ·funci6n b recibe el nombre de funci6n de oferta, entendiG~ 

dese como demanda una oferta negativa. En el caso particular 

en que b = o, el problema recibe el nombre de problema de cir 

culaci6n factible. 

N6tese que, dado el principio de divergencia total, una candi-
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ci6n necesaria para que exista solución 

tribuci6n factible es que b(N) = O. De hecho, esta Gltim~ 

condici6n exige que la oferta total sea igual a la demanda 

total. 

El problema puede ser m~s general si en vez de considerar un 

cierto valor para la divergencia, se permite que esta Gltima 

pueda tomar valores en un determinado intervalo llamado in-

tervalo de oferta. El problema general se formula: 

Problema del flujo factible. Determinar un flujo x tal que: 

x(j)EC(j) jEA, 

y(~)EC(~) ~EN, 

en donde C(j) es el intervalo de capacidad para el arco j y 

C(l) es el intervalo de oferta para el nodo l. 

Puede verificarse f§cilmente que estos tres problemas, distr! 

buci6n factible, circulación f,r¡ctible y flujo factible son 

equivalentes .. 
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L<ls condiciones .CJue garantizan la existencia de soluci6n pa-

ra el problema de distribuci6n factible se establecen en el 

siguiente teorema. De nuevo, la dcmostraci6n constructiva 

de éste proporciona un algoritmo de soluci6n (o de detecci6n 

de la no existencia de solución). Den6tese con b(S) a la 

cantidad total de oferta del subconjunto de vértices S; es 

decir: 

b(S) ~ b(.l) 
.i.E:S 

Teorema de distribución factible. (Gale y Hoffman). El pro-

blema de distribuci6n factible tiene soluci6n si y sólo si 

b(N) = O y b{S} < c+(Q), para todo ccirte Q=[S,N/S] con SCN. 

Dernostraci6n. 

Condici6n necesaria. La condici6n b(N) = O debe cumplirse 

como se estableci6 en la formulación del problema. Por otro 

lado, según el principio de divergencia, si SCN y Q = [S,N/S], 

b (S) = [divergencia de x desde S] = [flujo de x a través de Q] 

si div x = b. Puesto que x debe ser un flujo factible con res- .. -

pecto a las capacidades de los arcos, se tiene~que: 

en particular 
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Condici6n suficiente. La condición suficiente queda probada 

por medio del algori tn\o de distribución factible, que será 

descrito enseguida, junto con su justificaci6n.
9 

Algoritmo de distribuci6n factible. 

Para resolver el problema de distribución f uctible se utiliz~ 

rá un algoritmo llamado de distribuci6n factible el cual de 

hecho constituye la demostraci6n constructiva del teorema de 

distribución factible. Este algoritmo se inicia con un flujo 

gue satisface las restricciones de capacidad sobre los arcos 

pero que posiblemente no satisface lns condiciones de oferta 

en los nodos; es decir, pueden existir nodos .[ tales que 

b(-l.l =f y(.i). Después se construye un flujo que "rompe menos" 

las restricciones de divergencia en el sentido de que la dife 

rencia entre la oferta 'l' la divergencia del nodo 1. se hace rn~ 

nor en cada iteración. Con este propósito se resuelve un pr.!2. 

blema de flujo rnáxi1no considerando corno orígenes a 1.os nodos 

tales que b(il ~ y(-l.} (conjunto N+) y como destinos a los no­

dos tales que b(.t) < y(i.) (conjunto N-). Cabe señalar que 

las restricciones de capacidad sobre los arcos se respetan du 

rante la ejecución del algoritmo. El algoritmo termina cuan­

do N+ N = ~, puesto que en este caso todas las restriccio­

nes son satisfechas, o cuando se detecte un corte Q compati­

ble con la coloración definida; en este último caso se conclu­

ye la no existencia de soluci6n ~l problcmQ. 

A continuación se describe detalladamente el algoritmo. 

81 



ALGORITMO DE DISTRIBUCION FACTIBLE 

Prop6sito. Resolver el problema de distribución factible. 

Descripción 

.!:~so 1. Detern1inar un flujo factible x con respecto a las ca 

pacidades de los arcos. 

Paso 2. Sean N+ = {.LcN J b{.l) > y(.i)), N-={.ÜN J b{.l)< y(.i)) 

Si N+ = N- = ~, entonces el flujo x es la solución 

deseada, Terminar. 

Si N+ 'f $ N - + ~· ' colorear los de la red de y arcos 

la siguiente manera: 

verde si - ( j ) < X (j) < e+ (j) e 

blanco si - ( j ) X (j) e+ (j) e < 

si - ( j ) < X ( j) e+ (j) negro e 

rojo si - ( j ) X (j) e+ (j) e = 

ir a 3. 

Paso 3. Aplicar el algoritmo de enrutamiento a la red. 

Si se determina una trayectoria P:N+ ~ N compatible 

con la coloraci6n, calcular r,, X (j) jEP+ 

X (j) - ( j) jcP -- e 

" l'1in b( ,¿¡ y(.< J ,¿ nodo inicial de P 
y¡,¿ J b ¡ ,¿ J ,¿ nodo terminar de P. 

Hacer x x + a ep y regresar a 2 
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Si se determina un corte Q [S,N/S] compatible con 

la coloración terminar, ya que en este caso no exis-

te soluci6n al problema. 

Justificaci6n del algoritmo. Si el algoritmo termina con un 

corte Q:N+ +N- compatible con la coloraci6n definida y co­

rresponde al conjunto de vértices S, con N+CS y N- n S = q1, 

entonces: 

c+(Q) = [flujo a través de Q] = (divergencia de x desde S] 

y (S) b(S) [b (S) - Y (S)] = 

= b(S) [b(N+) - y(N+)] < b (S) 

ya que b (.i 1 y ( .¿ 1 O, para .i.cS/N+ y 

b ( .i) y ( .¿ J > o, para ÜN+ <f <P. 

Por tanto se concluye que el problema no tiene soluci6n facti 

ble. 

Por otro lado, si durante el algoritmo se determina una traye.9: 

toria P:N+ ~ N- compatible con la coloraci6n definida, enton-

ces c+(j) 

" ( j J 

x(j) ~ O, para todo jcP+ 

c-(j}~ O, para todo jEP-

Además, dada la definici6n de los conjuntos N+ y N, se tiene.· 

que las cantidades b(l) - y{l) (~EN+ nodo inicial de P) y 

y (.l) - b (.() (.i.EN- nodo final de P) son positivas y fi.ni tas. 
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Por tanto el número a, calculado en ~l paso 3 del algoritmo, 

es positivo y finito. Puede verificarse f~cilmente que el 

flujo x = x + a ep satisface las restricciones de capacidad 

de los arcos; la divergenci~ y 1 de este nuevo flujo es la 

1uisma, por construcción, para todos los nodos excepto para 

el inicial y final de P para los cuales se tiene ahora: 

b (.e) 

b(.C) 

y 1 (.i.} 

y' (.i.) 

~ (.i) 

b (.é) 

y (.i) ú. > O, para i.. nodo inicial de p 

y(i..) +a< O, para i.. nodo final de P. 

En base a esto, x es un flujo "mejor" puesto que b-y• est~ 

más cercano a O que b - y. 

Por otro lado, el algoritmo termina en un número finito de p~ 

sos si las cantidades c+(j), c-(j), b(i), y los valores del 

flujo inicial x(j) son conmensurables. En este caso todos 

los números mencionados son mültiplos de cierta ó >O y por 

tanto también lo son la cantidad a y los valores del nuevo 

flujo construido así como sus divergencias. Puesto que las 

cantidades b{i} - y(~) distintas de cero tienden monótonamen­

te hacia cero, modificándose al menos en ó, y dos de éstas 

son modificadas en cada iteraci6n entonces el algoritmo ter-

mina en un número finito de pasos. 

Por último, cabe mencionar que el algoritmo termina en un na-
mero finito de pasos, artn sin ia condici6n de conmensurabili-

dad, si se utiliza la discriminaci6n de arcos durante la sub-

rutina de enrutamiento • • 
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EJEMPLO 4. 

Determínese un flujo factible en la red mostrada en la fig~ 

ra 2.6 (a) utilizando el algoritmo de distribución factible. 

Los números asociados a cada arco representan las capacida­

des inferior y superior respectivamente para el flujo a tr~ 

vés de él y los asociados a cada nodo representan su oferta. 

Iteraci6n l. Se inicia con el flujo x, factible con respe~ 

to a las capacidades, mostrado en l.a figura 2.6(b). Las di­

vergencias de los respectivos vértices son: 

l 2 3 4 5 6 7 8 

y (i) 5 o o -5 o -5 o 5 

entonces; 

se obtiene la trayectoria compatible con la coloraci6n co­

rrespondiente (figura 2. 6(c)) P: .i.1 -+ .<.. 7 -+ .i.8 para la cual: 

a= Min {6, 9, 5} = 5 

El. flujo resultante se muestra en l.a- figura 2.6(d}. 

Iteraci6n 2. 

jo es: 

La funci6n de divergencia para este. nuevo flu-

l 2 3 4 5 6 7 8 

y (i) 10 o o -5 o -5 o o 
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de donde: + { . . } 
N = -<.l' -<.4 ' 

La coloraci6n ce rrespondiente se muestra en la figura 2. G(e). 

En ella se determina la trayectoria compatible P:.i.
4 

+ -i.
8 

-~ 

L
6 

para la cual: 

r: = Min {10, 16, 5, 9} = 5. 

El nuevo flujo c?S el de la figura 2.6 (f). 

Iteraci6n 3. La funci6n de divergencia es: 

1 2 3 4 5 6 7 8 

y (i) 10 o o o o -10 o o 

N 

Se determina la trayectoria compatible con la coloraci6n de 

la figura 2.G(g) P:..i.
1 

+ ..i.2 + ..i. 4 +- ..i.8 + .i.
6 

para la cual: 

a = Min { 5, 5 , 4 , 4} 4 

El flujo actualizado se muestra en la figura 2 .• 6 (h). 

Iteraci6n 4. r.a función de divergencia Pª3:ª este nuevo 

flujo es: 

1 2 3 4 5 6 7 8 

y (i) 14 o o o o -14 o o 

+ -De aquí que N o•N =$; es decir y(i)=b(i), para todo nodo l. , 
Por tanto el fJ.ujo x mostrado en la figura 2.G{h) es factible. 
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EJEMPLO 5. 

Determínese un flujo factible en la red de la figura 2. 7 (a) 

usando el algoritmo de distribución factible. A los arcos 

se han asociado sus capacidades inferior y superior respe~ 

tivarnentet a los nodos se ha asociado su oferta. 

Iteraci6n 1. Se inicia con el flujo factible con respecto 

a las capacidades de cada arco mostrado en la figura 2. 7 (b) • 

Las divergencias de los nodos son: 

.;_ 

1 

l. 2 3 4 5 

y (i) 5 5 -2 -4 -4 

de donde N+ = {.<.3}' 
-N ¡.;_l). 

Se obtiene la trayectoria compatible con la coloraci6n co­

rrespondiente (figura 2.7(c) )P:..i..3 .... ..i.1 . · Para ésta se tiene 

a= Min {l, 3, 3} = 1 

El flujo resultante se muestra en la figura 2.7(d). 

Iteración 2. La funci6n de divergencia para eSte-nuevo 

fl.ujo es: 

l. 2 3 4 5 

y (i) 4 5 -l.. -4 -4 
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Se obtiene la trayectoria compatible con la coloración (f i­

gura 2.7(e)) P:..i.
3 

+- .i.
2 

+- .l
1 

para la cual 

a. = Min { 5, 1, 2 , 2} = l , 

resultando el fl.ujo definido en la figura 2- 7 (f) 

Iteración 3. La funci6n de divergencia es: 

1 2 3 4 5 

y (i) 3 5 o -4 -4 

+ -Se obtiene el corte Q:N ~N , compatible con la coloraci6n 

(figura 2.7(g)) asociado a s = {.i.
3

, .t. 2 , ..i.4} por lo cual no hay 

soluci6n al problema. 

·N6tese que b(S) = 2 > c+(Q) = 1 - (8 + 10 + 4) = - 21. 
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( e l ( d ) 
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Figura 2. 7 
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(g) 

Figura 2. 7 (con t .. ) 
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2.5 ALGORITMO DE RCCTIFICACION DE FLUJO. 

Una alternativa natural para resolver el problema de dis 

tribuci6n factible consiste en determinar inicialmente un fl~ 

jo factible con respecto a las r.estricciones de oferta en los 

nodos y posiblemente no factible con respecto a las restricci~ 

nes de capacidad sobre los arcos. Al igual que en el algori~ 

mo de distribución factible se construye en cada iteración, 

un flujo que "rompa.menos" las restricciones de capacidad en 

el sentido de que el flujo definido sobre el arco se acerque 

m~s a las cotas de capacidad en cada iteración. De nuevo, 

las restricciones de oferta se mantienen siempre válidas. Pa 

ra la modificación del flujo se definen los conjuntos de ar­

cos A+= {joA 1 x(j) > c+(j) l y A-= {joA J x(j) <e (j)} que 

están formados por arcos que rompen la.factibilidad, se util! 

za el algoritmo de Minty para determinar un circuito, que ca~ 

+ -tenga un arco de A UA , a través del cual se realiza el cam-

bio de flujo y se ejecuta otra iteración. Si se determina un 

corte Q, compatible con la coloraci6n definida, que contenga 

+ un ar~o de A UA se concluye la no existencia de solución.al 

problema. 

A continuaci6n se detalla el algoritmo~ 
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ALGORITMO DE RECTIFICACION DE FLUJO 

Prop6sito: Resolver el problema de distribución factible. 

oescrioción 

Paso l. Determinar un flujo x factible con respecto a las 

restricciones de divergencia; .i... e., tal que div x = b. 

Paso 2. 

Si A+= A- = ~' entonces x es la soluci6n deseada, 

terminar. 

Si existe J E A+ 6 ] E A colorear los arcos de la 

red de la siguiente manera: 

verde si e - (j) < X (j) < e+ (j l 

blanco si X (j) - ( j) X (j J e+ (j l < e < 

negro si x(j) > e+ (j l x(j l > e - (j) 

rojo si e- (j l = X (j) = C+(j) • 

Ir a 3. 

Paso 3. Aplicar el algoritmo de Minty a la red·coloreada. 

Si se determina un circuito elemental P cornpatiblé 

con la coloraci6n, que contenga a], calcular: 
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¡ e+ (j) X (j) 
' 

je:.P+ 

ttin X (j} - ( j ) je:.P -" = e 

(i 

donde 

o. 
{ 

x(j} - e- (j} ,jEA+ 

c+(j) - x(j), jEA-

Hacer x = x + aep e ir a 2. 

Si se determina un corte Q = [S, N/S] compatible 

con la coloración que contenga a J termina~ ya 

que en este caso no existe soluci6n al problema. 
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Justificaci6n. Si el al0oritmo termina con un corte 

Q = [S,N/S] entonces: 

x ( j} > c + ( j) , para todo j EQ +, 

-x(j} > -c-(j), para todo jcQ-, 

en donde al menos una de estas desigualdades es estricta da-

da la definici6n de los conjuntos A+ y A-. Sea J el arco p~ 

ra el cual la desigualdad es estricta (n6tese que todo arco 

de ."n,.- es blanco mientras que todo arco de A+ es negro). 

Entonces: 

l - x(j) 
jEQ 

= [flujo de x a trav~s de Q] 

[divergencia de x desde S] 

b {S): 

luego, no existe soluci6n factible al problema. 

Por otro lado, si durante el algoritn10 se determina un cir-· 

cuita P: 

x(j) > o, para todo jEP+ 

c-(j) > O, para todo jEP-

Puesto que J EA-UA+, entonces a es positiva y finita y por 

tanto a también lo es. La manera de calcular a asegura que, 

para el nuevo flujo x' = x + aep, se cumple: 
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x' (j) x(j) - a, para tcx:1o jcP+, 

mientras que en los dem~s arcos x' (j) = x (j). Se tiene en-

tonces que x' satisface las misrnas restricciones que x y p.e_ 

siblemente otra m~s (si a = Ü entonces el nuevo flujo a tr~ 

v€s de J satisface las restricciones de capacidad para ese 

arco). Aún en el caso de que las restricciones satisfechas 

sean las mismas, la restricci6n para el arco J será "menosº 

violada por x' que por x(la distancia a la cota no satisfe­

cha es menor en x• que en x); en este sentido x' es mejor 

que :x: .. 

Por otro lado, puesto que P es un circuito, div ep 
aquí se c~ncluye que: 

div x• = div x + a div ep div X b, 

o. 

por lo que el nuevo flujo satisface las restricciones de 

oferta. 

El algoritmo termina en un nGrnero finito de pasos si las 

cantidades c+(j), c-(j) y los valores iniciales de flujo 

De 

x(j) son conmensurables. Debe observarse gue, bajo este su-

puesto, como div x= b entonces b(i) pertenece a la misma el~ 

se de conmensurabilidad. En este caso todos los valores de 

los flujos generados durante el algoritmo son mültiplos de 
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una cierta ó > O. De aquí que las reducciones de las vio-

laciones a las restricciones de capacidad para los arcos 

de A+UA- siempre son iguales al menos a 8. S6lo es posible 

una reducci6n finita y existe un nfunero finito de arcos que 

violan la factibilidad. Por tanto el nd~ero de iteraciones 

es finito .. 

Cabe señ~lar nuevamente que si se utiliza 1a discriminación 

de arcos, el algorit~o termina en un núr.1ero finito de p~ 

sos adn si no se satisface la condici6n de conmensurabili-

dad • • 
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EJEMPLO 6. 

Determínese un flujo factible en la red de la figura 2. 6(a) 

mediante el. algoritmo de rectificación de fll.1jo. Los núrne 

ros asociados a cada arco son sus capacidades inferior y 

superior respectivamente y los asociados a los nodos son 

su oferta. 

Iteraciones 1 y 2. Se inicia con el flujo x, factible con 

respecto a las ofertas, mostr~do en la figurn 2.B{a). 

Los arcos que rompen la factibilidad en sus cotas superior 

e inferior respectivamente son: 

Para la coloraci6n correspondiente (mostrada en la figura. 

2.B(b))sedeterminan los circuitos ajenos P 1 :.l4 + .i. 1 + .i7 + 

.i¡ Y P 2:.i6 ~ .i3 + .i 5 + .l
8 

+ .l6 que contienen a los arcos 

(.l
4

, ~ 1 ¡ e (.l
3

, .l6 ) respectiv~ente. Para el primer cir­

cuito se obtiene: 

a Min {S, 10, 8} = 5 

y para el segundo 

a = f.1in {8, 20, 16, 10} = a, 

resultando el flujo mostrado en ~a figura 2.D(c). 
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I teraci6n 3. En esta iteración se tiene A+=~ y A = (( 

se determina el circuito compatible con la co-

loración mostrada en la figura 2.B(d). P:.i.
6 

-+ .l 5 -.- -<.. 8 + i.. 6 que 

contiene el· arco ti.. 6 , ..i. 5). Para éste se obtiene 

a Min {12, 8, 12} = B. 

El flujo resultante se muestra en la figura 2.S(e). 

Iteraci6n 4. Para este flujo se tiene que A+ = A- = ~, por 

por lo cual el flujo definido en la figura 2.S{e~) es el desea­

do. 

.1 

' 

lÓO 



a l ( b ) 

( e ) d ) 

.. ·_;_;,' ;·,;.::;·,_·; 

( e 

Figura 2.3 



EJEMPLO ?_. 

Determine se un flujo factible en l.a red de la. figura:-2. 7 (a) 

utilizando el algoritmo de rectif icaci6n de flujo. 

Iteración l. Se inicia con el flujo x factible con res-

pecto al.as ofertas mostrado en la figura 2."9(a) .. 

Los arcos que rompen la factibilidad en sus cotas superior 

e inferior respectivamente son: 

Para la coloraci6n correspondiente (figura 2.9 (b)) se determi­

na el circuito P:l 1 ~ l 3 ~ .i.2 ~ .i. 1 , que contiene el arco 

(l 1 , L3 ). Para éste se obtiene 

a = Min {l, 5, 10} ¿ 1, 

resultando el flujo definido en la figura 2.9(c) 

Iteraci6n 2. En esta iteraci6n se obtiene A+= {(.i.
4

, ..i.
5
l.l, 

A-= $. Para la coloraci6n cor~espondiente (f~ 2.9(d)) se 

obtiene el corte compatible Q:N+ ..... N- con N+ = {.i.4 J y tl­

{.i.5}, asociado a S = {l 4 , .i. 3 , ~ 2 }. De aqui se conclUye que 

no existe flujo factible para esta red. 

Obs~rvese que se obtuvo el mismo resultado que en el ejemplo 

5. 

ro2. 
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~ 
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( a ) ( b ) 
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Figura 2.9 
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3. TRAYECTORIA MINIMA Y EXTENSIONES. 

En este capítulo se analizan los resultados te6ricos y algori~ 

mos de solución para la pareja de problemas duales de trayect~ 

ria mínima y tensión máxin1a en una red y para un problema de 

factibilidad de tensi6n. Estos resultados teóricos y algorit-

mos se establecen de manera completamente paralela a los refe­

rentes a los problemas de flujo máximo y corte minimo. 

En la secci6n 3.2 se formula el problema de trayectoria mínima 

y se define su dual: el problema de tensi6n mfixima. Esta par~ 

ja de problemas est~ fuertemente relacionada mediante el teore 

ma trayectoria m~nima - tensi6n máxima en donde se establece 

un resultado paralelo al teorema flujo máximo - corte mínimo. 

De aqu~ surge un algoritmo de soluci6n simult~nea, descrito en 

la sección 3.3, la cual constituye otro ~aralelisrno con flujo 

m~ximo - corte minimo. 

Por otro lado, de manera análoga el problema de distribuci6n 

factible de la secci6n 2.4 se analiza un problema de factibi­

lidad de diferencial que consiste en determinar un potencial 

en la red tal que la tensi6n asociada a cada ar~o satisfaga 

ciertas restricciones de generaci6n. De nuevo, tal potencial 

puede no existir por lo cual se establecen condiciones de exi~ 

tencia. Se presentan dos algoritmos (secciones 3.4 y 3.5) que 

verifican la satisfacci6n de tales condiciones, el primero de 

los cuales trabaja sobre nodos y el otro sobre arcos.- También 

en esta parte se aplican el teorema de la red coloreada y el 

lema de Minty. Esto nltimo constituye otra analogia con el 

capítulo 2. 
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3.1 DEFINICIONES ELEMENTALES. 

un potencial en una red G es una f unci6n real u asociada a los 

nodos de G mientras que 1.a tensión a través del arco j- {.i., .i.. 1
) 

se define como la diferencia de potenciales: 

V (j) u(.i. 1
) - u(.i.) l: u (.l) e (.l, j) 

.i.e:?l 

En forma raatricial v =- uE = ~u ; al vector v se le llama di-

ferencial en G. se define ahora otro concepto relacionado con 

di~erenciales. El despliegue del diferencial v relativo a la 

trayectoria P es la suma de los términos ± v(j) asociados a 

los arcos de P. Si P es una trayectoria sin multiplicidades: 

[despliegue de V relativo a P] = Í V(j) - l V(j) = v.e . 
je:P+ je:P- p 

En el caso de que P tenga multiplicidades puede descomponerse 

en trayectorias sir11ples. El despliegue de v relativo a cada 

una de estas trayectorias es una expresi6n de la forma anterior 

por lo cual el despliegue de P será la suma de tales expresio-

nes. Para ejemplificar el concepto de despliegue, considérese 

la trayectoria P marcada en la red de la figura·3.l en la cual 

se ha asociado a cada nodo su potencial y a cada arco su.ten~ 

si6n .. Para esta trayectoria: 

[despliegue de v relativo a P] = (l - 13 - 4) - (-4) = - 12 

Obs~rvese que si los extremos de P son ~ e ~' 

relaci6n: 

se cumpl.e la 
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{despliegue de v relativo a P] u(¡') - u(¡) = -9 -3 =-12. 

En esta relaci6n puede notarse que el despliegue de v relat! 

va a P s6lo depende de los potenciales de los extremos de P; 

esto es válido en general y se conoce con el nombre de prin-

cipio de integraci6n .. 

1 

[3] 

5 

[4] [-2] 

.i.2 \----'--6"-~ 
'·· 

-4 

-13 

10 

¡---------ilt-;»(.i.5 
- 13 

Figura 3 .. 1 

-4 

[-5] 

[-9] -.... .. ,~--
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Principio de integración. sea v = 6u, para algGn diferencial 

u definido en unn red G, y sea P:i ~ ,¿• una trayectoria. 

Entonces: 

[despliegue de v relativo a P] =u(,¿•) - u(.i.). 

Demostraci6n. sea la trayectoria P:.i.
1 

=.i.' ,j
1

, .i. 2 , j 2 , ••• ,jk-l 

.i.k = ,¿r_ Para esta trayectoria se tiene que: 

l 

y -l. 

Entonces: 

[despliegue de v relativo a P] = I + v(j) - I _v(j) = 
j e:P j e:P 

= u (.l. ) - u (.l) • 

• 

Como corolario de este principio se tiene que si P es un cir-

cuita y v es un diferencial entonces el despliegue de v rela­

tivo a P es cero. De hecho, puede demostrarse que v satisfa­

ce esto si y sólo si es un diferencial por lo cual este coro-

lario y el principio de integración son equivalentes. 

El principio de integraci6n permite obtener de manera cons­

tructiva un potencial u tal que v =~u para una tensión v,si 

es que existe • En efecto, sup6ngase que la red G es conexa 

107 



(el procedinliento se aplica a cada componente cone:xn si la 

red no lo es) y sea s cualquier nodo de G. Si existe un po-

tencicil u con diferencial v entonces sus v.:Jlorcs en los no-

dos di$tintos de s pueden ser determinados de raat1era Gnica 

medi~ntc la relación: 

u(.{) u(s) + [despliegue de v relativo a P], 

donde P:.s i . Es im~.,ortante recalcur que- u (s) puede ton\ar 

cualquier valor ya que si se suna cualquier constante a una 

función de potencial. no SL! afcct.:i su diferencial. Con 0.:isc 

en lo anterior es posible establecer el siquientc procedinie!! 

to general~ durante este procedimiento se verificar5. si v es 

un dif ci:encial por lo cual no es necesario saber esto de ante 

mano. 

Sea ·:-'. cualquier enrutamiento de N con base s y sea o. e JR. De-

fín;:isc: 

[ " ' 
si .i. s 

u(.i..) 

t a + [desplie0ue lle V relativo a p. J 5j .i + s' .( 

donde !?_¿ es la t:• - trayectoria de s a .i. Si v es un diferen-

cial la funci6n u, construída de esta manera, será el único 

potencial que satisfaga ~u= v )' u(s) = ~. En caso contrario 

se tendrá (óu) (j) :f.. v(j), par.a algO.n arco j no utilizado por 

el enrutamiento. 
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Para ilustrar el procedimiento consid€rese <le nuevo la red 

mostrada en la figura 3.1: Si s = L5 un enrutamiento de N 

con base en ses: 0(L 4 ) = (L 4 ,l5 ), 0CL 6 ) = (L 5 ,L 6), 0(L1 ) 

C.l1 ,L 4 ), 0{L 2 ) = (L2 ,L 4 }, 0(L 3 ) = (L 3 ,L4 ), que define las 

trayectorias Pk:s 
_, 

¡k (k 1,2,3,4,6) siguientes: 

pl: "'s + -<4 + ..:l P2: "'s + -<4 + ¡2' 

P3: -<s + .< 4 + -<3 P4: -<s + -<4 

P6: -<s + .{.6. 

Según la definición de despliegue se calcula: 

[despliegue de v relativo a P
1
]=- (-13+5)=8, [despliegue de v relativo a 

P2 J = -4 -(-1-3) = 9 

[despliegue de v relativo a P3]= - {-13+10)=3, [despliegue de v relativo a 

p 41 =- (-13) = 13 

[despliegue de v relativo a P6] = - 4. 

Si se fija a =-5, se obtienen los siguientes valores de u: 

u (.i) 1 ~ 
2 3 4 5 6 

4 -2 8 -5 -9 

N6tese que para los arcos j-(L,L 1 ) que no forman parte dei en­

rutamiento se cumple v(j) = u(L') - u(L), por lo que u es el 

Gnico potencial que satisface 6u = v y u(L5 ) =-S. 

De manera semejante al desarrollo de los resultados sobre ten-

sienes y trayectorias, paralelos a aquéllos sobre flujos y 
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cortes, se asocia un intervalo real no vacío D(j) a cada ar-

co j. Este intervalo recibe el nombre de intervalo de gene-

raci6n del arco j. Se denotarán los extremos de D(j) con d-

(j) y d+(j) respectivamente y se llamar~n respectivamente lí­

mite inferior~ generación y límite superior de generación. 

Los únicos requerimientos para estos números son: d-(j) < 

d+(j) y d-(j) < +~. d+(j) > -~ 

Paralelamente al concepto de un flujo factible con respecto a 

las capacidades, se define una tensi6n factible ~ respecto 

~las qeneraciones como una tensi6n v tal que v(j) E:D(j), pa-

ra todo jE:A. Esto es equivalente a 1a condici6n: 

donde u es un potencial tal que v = óy y j-(~ 1 ~' ). 

La factibilidad con respecto a las gen~raciones implica, deb~ 

do al principio de integraci6n, algunas restricciones respec-

to a las trayectorias. Se define la generaci6n superior d+(P) 

de una trayectoria P como la suma de los términos d+(j), para j 

recorrido positivamente, menos la suma de los términos d-{j), 

para j recorrido negativamente. 

generaci6n inferior d-(P) de P. 

multiplicades se tiene: 

An~logamente se define la 

Para una trayectoria P sin 
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De aquí se concluye que si v es una tensi6n factible, es de­

cir v(j)E D(j) para todo jcA, entonces: 

d-(P) < [despliegue de v relativo a P] < d+(P), 

para toda trayectoria P. Si u es un potencial tal que v l>u 

la condici6n anterior se reduce a: 

para toda trayectoria P:~ ~ ~'-
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3.2 TRAYECTORIA MINIMA. 

En algunos contextos puede asociarse al arco j la pareja de 

números d+(j) y d-(j) sin que necesariamente tengan algo que 

ver con factibilidad de tensiones. Por ejemplo, d+(j) puede 

ser el costo de recorrer positivamente el arco j mientras 

que d-(j) puede ser el costo de recorrerlo negativamente. 

En este caso d+(P) se interpreta corno el costo de recorrer la 

trayectoria p y d-(P} se interpreta como el costo de recorrer 

el reverso de P. Con esta interpretaci6n surge de manera na-

tural el problema de la trayectoria mínima. 

Problema de la trayectoria rnfnirna. Sean N+, N- e N no vacíos 

en la red G. El problema consiste en 

Min {d+(P) 

se hace la convenci6n t-1in = +o:i para el problema si no existe 

ninguna trayectoria P:N+ ~ N-. Esto conforme al hecho de que 

es posible agregar arcos j con d+(j) ==y d-(j) = ~ sin afee 

tar al problema. 

Si se efectúa la siguiente coloraci6n de la red, llamada colo 

raci6n asociada con las generaciones: 

verde si a+ (j > < m y -d ( j) > - m 

blanco si a+ (j > d - (j) < m y m 

si a+<.> d - ( j ) > negro . J m y - m 

rojo si a+ (j > d - ( j ) m y = m, 
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se tiene que d+(P) es finito sólo si Pes compatible con esta 

coloración,9or lo que resolver el problema de la trayectoria 

mínima equivale u. determinar P, compatible con esta coloru.­

ci6n, tal que minimice d+ (P); es decir la sol.uci6n "m5s bar~ 

ta" del problema de la trayectoria compatible con esta colo-

ración. 

Para resolver este problema de trayectoria minima de nuevo se 

utilizará como herramienta de optimalidad un resultado dual. 

Para formular este resultado debe notarse primcr~mcnte que 

existe un problema de potenciales análogo al problema de flu-

jo máximo. En efecto, sea u un potencial que es constante en 

el conjunto N+ CN, constante en el conjunto N-, + con N y N 

conjuntos ajenos no vacíos en la red G. Entonces se cumple 

que u(i 1
) - u(i) vale lo mismo para todo iEN+ y para todo 

Esta diferencia se conoce con el nombre de despliegue 

También se concluye que: 

[despliegue de u de N+ a N- = [despliegue de v ·relativo i.! P], 

para toda trayectoria P:N+ ~ N- donde v = bu. 

análogo al de flujo máximo es: 

El problema 

Problema de la tensi6n m&xima. Consiste en maximizar el des-

pliegue de u de N+ a N- sobre todos los potenciales u constan 

tes en N+, constantes en N- tales que v =bu es factible con 

respecto a las generaciones. 
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Puesto que hay un.::i analogí.::i con. el problema de flujo 1':16.xir.10 

.s:u r.qc un rC'sul t.ado dunl que rc~l.:iciona los problemas de ten-

si6n mftxiraa y trayectoria minica.; Este resultado utiliza el 

concepto de E9rtc ~l.~ .9.~~~5?.I?: .flimitarla de N+ a N que se 

define como un cnrte + - + Qd' lN tal que d (ji = + ·", pura todo 

Nótese un corte de esta 

natur.::ilcz~ es compatible con la coloraci6n asociada con lQs 

generaciones. 

'L'eo rema de tensión ntáxima trayectoria iaínin1a (i-linty) . Su-

pón~asc que existe al menos un potencial que satisface las 

restricciones del problema de n1áxima tensi6n. Entonces: 

[sup en problema de tensión 1náxima] = 

(rnin en problema de trayectoria m:ínima]. 

Demostración. Obsérvese primeramente que para cualquier po-

tencial u que satisfaga las restricciones del problcr.i.a de la 

tensión máxima y P cualquier trayectoria de N+ a N- se tiene: 

. + -
[despliegue de u de N a N ] [despliegue de Llu relativo a P] 

< d+ (P) 

Busta probar que existen una trayectoria P y un potencial u 

que satisfacen la igualdad. Esto se hace de manera construc~ 

tiva y por tanto la demostración constituye un algoritmo de 

solución para ambos probl.emas y que será descrito en l.a si-

guicnte secci6n.a 
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3. 3 1\LGORITMO DE TRAYECTORIA MINIMA. 

Los problemas de tensión n\áxinu1 y tr.:i.ycctoria mínima pueden 

ser rosucltos simult~nean\entc; la demostr<:'l.ci6n constructiva 

del teorcmn d<:i! tensión máxina-trayectoria ;nínir:in 9roporciona 

un algori tmc.) para ello. Cabe volver a rcsaltur el parale-

lismo entre este par de problemus y los de flt.~jo máxino y 

corte n1í:nimo. Para iniciar el algoritmo se requiere un pote_!! 

cial, •4ue sati~faga las condiciones impuestas para el proble-

ma de máxitua tensi6n, tal que su diferencial sea factible con 

respecto a las generaciones. Puede considerarse el potencial 

u
0 

: O si O sD(j) para todo arco j; sin embargo esto no es 

cierto en general por lo cual se requiere una herramientu pa-

ra la construcci6n de tal potencial. Este problema ser§ tra-

tado más adelante y por ahora se supondr§ que se cuenta con 

dicho potencial. 

Durante el algoritmo se construye un diferencial factible con 

respecto a las generaciones correspondiente a un potencial u 

~· un 0 - enrutamiento con base N+ tales que: 

+ + -d (P) = [despliegue de u de N a N 1, 

donde P es la 0 - trayectoria de N+ a .i.E:N-. De aquí se conclui-

r~ la optimalidad de estas soluciones para sus respectivos pro-

blemas. 
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ALGORITMO DE TRAYECTORIA MINil.u\ 

Prop6sito: Determinar la trayectoria minima de N+ a N- en 

la red G. 

Paso l. 

Paso 2. 

Descripción 

Determinar un potencial u 0 constante en N+, constan­

te en N- y cuyo diferencial v 0 sea factible con res­

pecto a las generaciones. Sea s = N+ y sea 0 vacfo. 

Sea w _ O en s. Sea 

d-(j)-v
0
(j), joA. 

Determinar el. corte Q = [S' N/S] y calcul.ar 

{ w (.i.') + d~ (j) ' para j- ( i', ,.¡_ 1 cQ + 
a = min 

w (.i.'} - d~ (j) ' para. j- (.i, .l.' ) EQ 

si a = ~ terminar. Q es un corte de generaci6n ili 

mitada y por tanto ambos problemas tienen valor oo. 

Si B < ~ ir a 3. 

Paso 3. Sea j el arco correspondiente al valor de B. Hacer 

S = S U{i} , 0(i) = j , w(i) = a. 

Si ¡_EN- terminar. La 0 

nima y el potencial u = 
todo x E N/S resuelve el 

En este caso: 

. ·, + . - trayectoria P; : ~,.-t. 

u 0 + w, donde w(x} 

problema de m~xima 

es la mi-: 
= a para 

tensi6n. 

d+(P) = [despl.iegue de u 0 de N+ a N-] + S 

= [despliegue de u de N+ a N-]. 

Si itN- ir a 2. 

116 



Justificaci6n del algoritmo. 

Obsérvese primeramente que si durante el paso 2 se obtiene un 

valor de a igual a oo,entonces d~ (j) p;:ira todo jEQ+ y 

d~ (j) todo joQ - aquí d+(j) = -Q:;I para . De que = = para todo 

joQ+ d - ( j ) todo j <Q y = -o:;i para . Por tanto Q es un corte 

de generación ilimitada. Por otro lado, cada vez que se agr~ 

ga un nodo i a S', la 0-trayectoria P:N+ -~~cumple d~(P) 

w(~) = B. De aquí se concluye que: 

d~ (P) 

d+(P) - [despliegue de v 0 relativo a P]. 

Por lo tanto, si el algoritmo termina en el paso 3 con ~EN , 

se cumple: 

[despliegue de u de N+ a N-] 

puesto que w E Ben N-. El potencial u= u 0 +~,al igual 

que u 0 y w, es constante en N+ y es constante en N-. Adem~s, 

por construcci6n, v = 8u es factible con respecto a las gene-

raciones. En efecto, a pesar de que no se calcula w en los 

nodos fuera de S (excepto al final), el modo de construir es-

ta funci6n es equivalente a que en cada iteraci6n, w tome el 

valor de S en los nodos de N/S y u se defina como u 0 + w. De 
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hecho, u se modifica agregando una constante a en cada ite-

raci6n a sus valores asociados con los nodos fuera de s. 

Esta constante a es la diferencia entre los valores de a en 

las iteraciones actual y anterior; es decir: 

[

w(.i.') + d~(j) 

a ;= min 

w(.i.') d~(j) - w(~l para j-ll,l 1 }eQ-

Es decir: 

, para je:Q+ 

min 

, para je:Q-

puesto que para actualizar u se tendría u = u + aeN/S (y v = 

v + ae0 ). Si ves factible con respecto a las generaciones 

tambi~n lo es v + ae
0 

(a~ O). Entonces la factibilidad se 

conserva en cada iteraci6n. 

Para establecer la optimalidad de u y P n~tese que satisfacen 

= [despliegue de u de N+ a N-]¡ 

pero durante la prueba del teorema de m§.xima tensión -minima 

trayectoria se verif ic6 que 
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para toda trayectoria P':N+ ~ N- y para todo potencial u' 

que satisface las condiciones del problema de tensi6n máxima. 

En particular, para el potencial u: 

y, para la trayectoria P: 

por tanto P es una trayectoria minima y v es una tensi6n 

mfixima. 

El algoritmo termina en un nCimero finito de iteraciones pue~ 

to que en cada una se agrega un nodo a s. Si termina en 

el paso 3 se tiene [max] = [min) < 00 como se vi6 anteriorrnen 

te. Si termina en el paso 2, (equivalente a a = oo) con el p~ 

tencial u que satisface todas las condiciones del problema de 

m~xima tensi6n, se tiene que para cualquier a'E(O,m) el pote~ 

cial u' =u + a'eN/S también satisface dichas condiciones y: 

+ - + -[despliegue de u' de N a N ] = [despliegue de u de N a N ] + a.' 

Luego, [sup) = oo y por tanto [min] = 00 ([rnin) ~ [sup]). 9 
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EJEMPLO 1 

Determínese la trayectoria mínima de s a 5 1 en la siguiente 

red, en la cual se ha asociado a cada arco un intervalo de g~ 

neraci6n. 

Se util.izará como potencial inicial u 0 igual. a cero para todo 

iEN. En el siguiente cuadro se presenta un resumen de las ite 

raciones; en éste se observa que la trayectoria mínima es 

P : s -to- í
2 

+- i
4 

-+ i
3 

+- s' con generaci6n superior igual a 6. 

Iteración cálculo de 8 
nodo 0(.l} w(.l) =8 

a~aqado 

o s o 
1 5,2,2 ,¿2 j2 2 

,¿]_ jl 2 

2 5,2+2, 2+4, 2+3 ,¿4 j5 4 

3 5,4+2, 4+0, 4+3 :i.3 jB 4 

4 2+4, 3+4 s' jg 6 

[ -5, 5] 
,¿3 o s J3 

'º ~ 
, '.? . ..,. ,,b..' . 
j9 

•.q 
j2 ' J4 

jl 1-i,21 .lz jB 
[-5,0] 2 

-9' ''.? jl.0 
~· j5 -~ <¡,'\ ...: 6 

~· e o,JJ 
,¿4 

..: 
,¿1 

J7 
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EJEMPLO 2 

Deterrn1nese la trayectoria mínima de s a s 1 en la siguiente red, 

utilizando como potencial inicial u 0 igual a cero. 

En el sigu~ente cuadro se presenta un resumen de las iteracio-

nes real.izadas. En él se observa la detecci6n del corte de ge-

neraci6n ilimitada Q = [ s ,N/S} , siendo S = {s, i 1 , i 2 , i 3 }. Por 

tanto se cumple que [ sup] = [ rn1nl = co para l.os problemas de ten­

si6n máxima y trayectoria mínima. 

nodo 
Iteraci6n Cálculo de e agregado wC.ll = e 

o s o 
l 2,3 .ll 2 

2 oo, 2+2, 0+2, 3 .(2 2 

3 oo, 2+2, 2+2, 00 .l3 4 

4 oo, ~. ~ e = ~ 

[-3, c:o) 

[ -3, 2) [ -6,2] (-w,oo) 

[o, 2] 

[ -l,3] [ -2,3) (- <:C, 2) [ -l.,4] 

i21· 

... •-;,-_-_._, 



3.4 PROBLEMA DE DIFERENCIAL FACTIBLE. 

En forma idéntica al problema del flujo factibl.e aquí. es necesa­

rio determinar c6mo se construye un potencial que satisfaga 

las condiciones del problema de tensi6n rn~Kima tal que su di 
ferencial sea factible con respecto a las generaciones. se 

requiere primero establecer condiciones necesarias para ga-

rantizar la existencia de tal potencial. En esta secci6n se 

describe un algoritmo que verifica si estas condiciones son 

satisfechas y, 

del potencial. 

si se cumplen, realiza la construcción 

Primero se define el problema fundamental. 

Problema del diferencial factible. Determinar un potencial 

u tal. que v(j) = (l!.u) (j) e:.O(j) para todo jE:A e'n una red con 

intervalos de generación D(j} = [d-(j), d+(j)]. 

Como en el caso de flujos, puede formu1arse un modelo m~s ge­

neral en el cual se exige que e1 potencial u satisfaga tam­

bién u(i) ED(i) {para ~EN) donde D(i) es un intervalo real e~ 

rrado no vacío. Este modelo recibe el nombre de problema de 

potencial factible. Es sencillo verificar que ~1 último pr,S! 

blema formulado puede reducirse al problema de diferencial 

factible. 

Las condiciones que garantizan la existencia de soluci6n para 

el problema de diferencial factible se establece en el si~ 

guiente teorema. Como en el caso del teore..'lla paralelo a ~ate,. 
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referente a factibilidad de flujos, la demostraci6n es cons 

tructiva y ·proporciona por tanto un algoritmo de soluci6n 

(o de detecci6n de la no existencia de soluci6n). 

Teorema de diferencial factible. El problema de diferencial 

factible tiene soluci6n si y s6lo sí d+(P) > O para todo 

circuito P (elemental). 

Demostraci6n. La condici6n necesaria queda establecida por 

el siguiente hecho. Recuérdese que para cualquier trayect~ 

ria P y cualquier tensi6n v factible con respecto a las gen~ 

raciones, 

d-(P) < [despliegue de v relativo a P] ~ a+{P); 

en particular, si P es un circuito y v un diferencial el 

despliegue de v relativo a Pes cero
1
p?r lo cual d+{P) > O y 

d-{P) ~O. Obsérvese que en el enunciado del teorema no ap~ 

rece la condici6n d-(P) < O; esto se omite puesto que d-(P)= 

d+(P') en donde P' es el reverso de P. 

La condici6n suficiente se prueba mediante el algoritmo de 

.diferencial factible. 
• 
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Algoritmo de diferencial factible. 

Un procedimiento mediante el cual se determina un diferencial 

factible, si existe, es el algoritmo de diferencial factible. 

Este algoritmo, como se mencionó anteriormente, constituye 

una prueba constructiva del teorema del mismo nombre. Duran-

te el procedimiento o bien se construye el diferencial reque­

rido o bien se detecta un circuito elemental P tal que d+(P) 

< O concluyéndose, en este último caso, la no existencia de 

soluci6n al problen1a. Se comienza con cualquier potencial. 

En cada iteraci6n se define una funci6n asociada a los nodos 

de la red: esta función se utiliza para verificar si existe 

alguna violaci6n a las restricciones de generación. Si es 

as~ se realiza una subrutina consistente en una modificación 

del algoritmo de trayectoria m~nima. Precisamente durante 

esta subrutina se detecta un circuito de generación superior 

negativa en caso de que exista. Si esta subrutina finaliza 

sin haber detectado tal circuito se procede entonces a la mo­

dificación del potencial de manera tal que las restricciones 

de generaci6n satisfechas por el diferencial anterior lo si­

guen siendo y con tal actualización se satisface al menos una 

de las no satisfechas. Con este potencial, mejor que el an-

terior puesto que el nfunero de restricciones violadas es me-

nor, se realiza otra iteraci6n. A continuaci6n se describe 

detalladamente el algoritmo. 
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ALGORITMO DE DIFERENCIAL FACTIBLE 

Prop6sito. Determinar un potencial u tal que v(j) =(~u)ED(j) 

para todo jEA. 

Descripci6n 

Paso l. sea u cualquier potencial. Sea v = 6u. 

Paso 2. Hacer: d~(j) = atj) - v(j), d~(j) 

Calcular, para todo ~EN: 

¡ d~(j) para jE_(¿, 

p(¿) min -d~(j) para jE(~, 

o 

N/¿j+ 

N/¿j 

Si p(~} ~O, para todo ~EN, terminar. El potencial 

u resuelve el problema del diferencial factible. 

En otro caso, selecci6nese cualquier ZEN tal que 

p(l)< O. Ir a 3. 

Paso 3. Aplicar el algoritmo de trayectoria m1".nina o::m:J·sigue: 

a. Hacer u 0 = u. Hacer N+ = N- = {l} 

b. Cualquier t€rmino negativo d~(j) ó -d-(j) se tr~ 

tará como cero, excepto si j se recorre desde I 

hacia afuera. 
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Si 2 se alcanza con B < O terminar. En este caso la 

0 - trayectoria P:l +l es un circuito tal que 

d+(P) < O y por tanto el problema no tiene soluci6n. 

En otro caso, termínese esta subrutina en cuanto 

B ~ O (aún si l. no se ha alcanzado). s no ser§ ac-

tualizado. Hacer w(~) =O, para todo ~fs y actual~ 

zar u = u + w. Ir a 2. 
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Justificaci6n del algoritmo. 

Primeramente ob§ervese que p(i) = O si y s6lo si v(j) 2 d+(j) 

cuando jc(i, N/i]+, y v(j) _::. d-(j), cuando j€[¿, N/¿] De 

aquí se concluye que p(¿) = O para todo ¿EN equivale a d-(j) 

~ v(j) 2 d+(j) para todo arco j; es decir, si el algoritmo 

termina en el paso 2 se tiene un diferencial factible. 

Supóngase ahora que p{l) < O para algún nodo 1EN. Constr6y~ 

* se la red G (figura) agregando a la red G un nodo ¿*, 

copia de ¡, copias de los arcos adyacentes a Z y un arco 

J-(¿*,I). Al arco copia j* se le asigna intervalo de genera­

ción (-Q;I, d+(j)] si j€[A., N/I]+o [d-{j), oo) si j€[1,N/A'.J-; 

~l arco 3 se le asigna intervalo de generaci6n {-oo,O] y a los 

arcos de la red original rd+(j), d-(j)] donde: 

[u{:i) l 

~---- J·~ 
I I \ ', (-~, d+(j)] 

/ 1 \ ........ 
I - ...._ 

1-,011 \ [d (j) ,.¡ .......... 
/ ... :V \ .j ..... 

?' u[.i.)+p{:i) 
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Los intervalos de generaci6n de~inidos en la red G* tienen el 

prop6sito de que el diferencial v 0 = ~u 0 , donde u 0 (l*) = u(2) 

y u(ll = u(i} + p(l) para todo icN,sea factible' en G*. En 

efecto, si j es un arco original: 

'+ a (jl _:: v(jl = v 0 (jl _::a (jl; 

si j• es un arco copia, de la definición de p(l) se tiene 

para jE[I, N/2]+: 

v 0 (j*l = p(l} +u(~) - u(1) = p(l} + v(j) _:: 

< d~ (j) + V (j) (d+(j) - v(j)) + v(j) = a+(j) 

y para j E (I, -~·/2] - : 

v
0

(j*l = u(l} - ul~l - p(l} = v(j} p (l} > 

Finalmente, para) se tiene v 0 ()) = u(l) + p(l) - ~{2) 

p(:i.} <o. 

Si se resuelve el problema de máxima tensi6n PªFª N+ = {i*} y 

N- = {'.(.} en la red G* mediante el algoritmo de trayec~o.ri.a 

m!nima, utilizando u 0 como potencial iniciál, se tiene que 

[max] < O dadas las cotas de capacidad de J. Más a~n, si 

[max) < o el. algoritmo determina una trayectoria p• :.i.* e+ l 

tal que d+(P') < O; esto equivale a un .circuito elemental P 
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+ "+ + con d (P) < O en la red original G puesto que d (j) ;: d (j) y 

d'-(j) ~ d-(j). Si [max] =O el potencial u' Obtenido satisf~ 

ce u' (;[) - u' (.l*) = o y por tanto v• ( j ) = v• ( j *) para todo ªE 
co j adyacente a ;¡_. Por tanto v• (j) < a+ (j l para todo je: [l., 

N((.] + v' (j) d - ( j ) todo j E [1, N/L] -y > para Por otra parte, 

la restricción del diferencial v' a los arcos de G es facti-

ble con respecto a las generaciones modificadas. Por tanto 

los valores de p producidos por u' no son peores que los pro­

ducidos por u y además se cumple que p(l) ; o. 

En la aplicación del algoritmo de trayectoria mínima a G* se 

utilizan generaciones obtenidas restando los valores de v
0

. 

Esto puede interpretarse corno costos relativos para atravesar 

los arcos. Para los arcos de G* pertenecientes a G estos co~ 

tos son: 

d~(j) = Max {d~(j), O}, -d~ = Max{-d~(j), O}, 

para los arcos j* adyacentes a ~* se tienen los costos d~(j)­

p(l}, para j* correspondiente a je:[l, N/1]+, y -d~(j) - p(Z), 

* para j copia de je:[Z, N/21-. Para el arco J el costo relati 

vo es -p(.i.) = !Pl:i.) ¡. 

Por otro lado, durante el algoritmo de trayectoria m~nima se 

construye la función w a partir de una secuencia no decrecieE_ 

te de valores de e (no negativas). Sea lJ el valor de e cuan-

do se alcanza I: entonces, puesto que [despliegue de u 0 de~· 

a :i.J = p(:i.J, se tiene que [rnax) = [rnin] = p(JJ +a. De aqui 
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que si 6 < !Pt1l\, el algoritmo termina con la detecci6n de 

un circuito de generación superior negativa en G. En otro 

'caso 6 = IP{211 y entonces puede interpretarse que 1 fu~ al­

canzado por medio de J. En este tiltimo caso se asigna a w 

el valor de \p(Z) 1 en Z y en 1os nodos no tocados por e1 e~ 

rutamiento y se calcula el potencial u' = u 0 ·+ w. 

Dado que u 0 =u + p(l) en G puede observarse que se tiene 

u' =u+ W + p(ll en los nodos originales. Estos t~nninos 

p(Zl pueden ser descartados de los costos relativos de los 

arcos j* y, puesto que exactamente uno de l6s arcos j* debe 

ser utilizado por la 0 trayectoria, esto tendrá el efecto de 

restar 1Pt1J\ a todos los valores de w (excepto en i*) y de 

~. El nivel de á será "entonces cero; cuando esto suceda pue 

de considerarse simplemente u• = u + w en G (w(i) = O = w{L*) 

en este momento). De esta manera ei procedimiento puede re!!_ 

lizars'e directamente sobre 1a red G como se establece en la 

descripci6n del algoritmo • 
• 
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EJEMPLO 3 

Determínese un diferencial factible con respecto a las genera-­

cienes definidas en la siguiente red, usando u 0 igual a cero co 

rno potencial inicial. 

Iteración 1. Los valores de p(i) resultan ser -1 y -2 para los 

nodos 1 1 e i 8 respectivamente y cero para los restantes. El r~ 

sultado del. algoritmo de trayectoria m!.nima con N+ .=N-={i8 } es: 

nodo anal.izado arcos arcos w valores de B invol.ucrados involucrados 

.¿8 jll .l5 1 

jl2 .¿6 -2 -2 

jl3 .i..¡ o 
,¿6 jlO .¿5 o 

ja ,¿3 1 

j9 .¿4 o o 
jl4 .i..¡ o 
jl2 la 1 

Como B =O se actual.izan los intervalos de generac i6n y los poten­

ciales tal como se nuestran en la segunda red. 

Iteración 2 Se. define~+ =N- = {i1 l obteni~ndose: 

arcos nodos 
nodo analizado involucrados involucrados w valores de a 

.¿l jl ~ -1 

j2 ,¿3 2 -1 

j3 .l4 2 . 

~ jl li 2 

j4 .¿3 2 a=2 

j6 .ls 2 
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Aquí, S >O y por tanto se obtiene el diferencial factibl.e mos 

trado en la tercera red junto con el potencial correspondien-

te. 

.-
[ -2' 3] [ -1, 2] 

,¿1 ,¿4 ,¿7 
<", j3 j15 
. '<:9 

,.._, 
jg ~ 

~· . 
J2 '0- ....: J14 

[-3,-11 [ -3, O] 
j1 j13 

~ 
~· '"' 2 ...: '-9 

,¿2 j11 

~ [-1,1] 

[ -2, 3] 
o 

[ -1,2] 

''< IS'> 'o 
·9 :'>' ·9 ...: 

[ ::),-1] 
[-1,2] 

o [-3,0] 
<", 

~ 
;;> 

~· 
'0- ~ 

...: '-"" o o [ 0,3] [-1,1] 

o o 
o o 

o ;/ -2 
2 

-1 -2 o o 

1 o -2 2 

o o o 
1 
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EJE?-lPLO 4 

Determínese un diferencial factibie con respecto a las gener~ 

ciones definidas en la red que se muestra, usando u 0 igual a 

cero como potencial inicial. 

Iteraci6n l. Los valores de p(i) que se obtienen son -1 para 

i 3 e is, -3 para i 4 y cero para los nodos restantes. En ei 

siguiente cuadro se resume el algoritmo de trayectoria mínima 

+ -para 1-l = N = { 14 }. Aqu! se detecta el circuito ne9:ativo P: i 4 + 

is+ i 1 ~ i 4 , ºpor lo que se concluye que no existe diferencial 

factible. 

nodo ar=· noclos w{.C:) valores de a analizado involucrado inVolucrado 

..:4 j2 ..:1 1 

j4 .lz 2 

j6 ..:3 3 6=-3 

j10 ..:., 2 

jg ..:6 2 

ja ..:5 -3 

..:5 j1 .li -3 

ja ..:4 -3 a=,-3 

j11 ..:6 -2 

_¿1 j3 ..:2 o a =-1 

j2 ..:4 -1 



3. 5 ALGORITMO DE RECTIFICACION DE TENSION. 

Un procedimiento alternativo para construir un diferencial 

factible lo constituye el algoritmo de rectificación de ten-

si6n. Como el algoritmo de diferencial factible éste tambi~n 

detecta la existencia de círcuitos de generaci6n superior ne­

gativa concluyéndose, en este último caso, la no existencia' 

de diferencial factible en la red. El algoritmo de Minty se 

utiliza como subrutina durante este procedimiento alternati­

vo: esto constituye un paralelismo con el algoritmo de recti-

ficaci6n de flujo. Se inicia con cualquier potencial y se de 

fine como en el algoritmo de rectificaci6n de flujo. dos 

conjuntos A+ y A- fonnados por los arcos que violen las res-

tricciones de generación. En A - se consideran los arcos cuya 

tensi6n sea menor que su cota inferior de generaci6n; en A+ 

se consideran los arcos cuya tensi6n sea mayor que la cota s~ 

perior de generaci6n. Posteriormente se trata de modificar 

el potencial de los extremos de un arco en A+ UA- {cuidando 

siempre que las restricciones satisfechas lo sigan siendo) a 

fin de que se cumpla la restricci6n de generaci6n para tal ªE 

co. De este modo, se eliminan arcos de A+ UA-; el procedi­

miento termina con un potencial correspondiente a un diferen­

cial factible en cuanto no haya arcos que violen restricci6n 

alguna (A+= A-=$). En otro caso se determina un .circuito 

p tal que d+ (P) < O y por tanto finaliza el algoritmo con la· 

conclusi6n de no existencia de soluci6n. 
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ALGORITMO DE RECTIFICACION DE TENSION 

Propósito. Determinar un potencial tal que v(j) = {~u) (j) 

E:D {j) para todo j i::A. 

Descripci6n 

Paso l. Sea u cualquier potencial. Sea v óu. 

Paso 2.. Sean 

Paso·3. 

A+ = { j E:A v(j) < d (j)}, A- {joA \ v(j) > d+(j)}. 

Si A+ = 4> = A- terminar. El. potencial u resuelve 

el problema. 

En otro caso, selecci6nese JeA+ UA e ir a 3 .. 

Colorear los arcos de G de la siguiente manera: 

rojo si d - ( j ) V (.j) < d+ (j) < 

negro si V (j) < d - ( j ) ' v(j) d+ (j) < 

blanco si v (j l d+ (j)' V (j) d - ( j) > > 

verde si d - ( j ) V (j) d+ (j) = 

Aplicar el lema de ?1.inty para J• 

Si se determina un circuito P compatible que con-
+ . 

tenga a J terminar. En este caso-d (P) <O y 

_por tanto no existe Soluci6n para el problf!ma. 

135 



Si se determina un corte Q compatible que conten­

ga a), calcular: 

¡ d+(j) - V (j) para j e:Q+ 

min V (j) - d - ( j ) j<O -a = para 

a 

donde: 

- 'v cJl si 

si 

Actualizar u = u + n eN/S e ir a 2. 
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Justificaci6n del algoritmo. 

SUp5ngase que la aplicación del Lema de Minty proporciona un 

circuito P y que se hace d;(j) = d~j) 

- v(j) para todo arco j en P. Entonces 

= 

pues la suma de las tensiones en el circuito P son iguales 

a cero. Esto equivale a que d~(P) 

un circuito_ negativo .. 

SUpóngase que la aplicación del Lema 

- -corte. Dado que d l j) < +~ y a = 

que et ·eS finito .. LO mismo sucede 

otra parte, todos los t~rminos en 

d!P) < O y se detecta 

de Minty proporciona un 

-d {j) - V (j) > o se tiene 

si a = V (j) - d+ lj >. Por 

el cálculo de a son posi-

tivos, por lo que a es positivo. La actualización de los p~ 

tenciales es tal que la nueva tensi6n v (j) esta más cerc.a­

na al intervalo [d-(]), d+(j)] que la tensión .anterior. 

Específicamente se mejoró la distancia en un valor n. Si se 

introduce la condici6n de conn1ensurabilidad se tiene que el -

algoritmo termina en un mt1mero finito de iteraciones. • 
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EJEMPLO 5. 

Determínese un diferencial factible con respecto a las gene-

raciones mostradas en la siguiente red, utilizando rectifica 

ci6n de tensi6n. 

Iteración l. A partir del potencial inicial igual a cero se 

obtiene A+ se elige J = j 1 y, con la 

coloración mostrada en la segunda red, se detecta el corte -

Q definido por S = { i
2

}. El valor de a resulta ser 2 por lo 

que se actualiza el potencial obteniéndose el mostrado en la 

misma red. 

Iteración 2. La coloraci6n correspondiente se muestra en la 

tercera red. Se detecta el corte Q = [ S, N/S] con s= { 1 6 , i.7}, 

que contiene al arco J = j 11 - De aquí que a. = 2 y se obtiiene 

el pOtencial mostrado en esta misma red. 

Iteración 3. En esta iteración se obtiene el corte Q, compa­

tible con la coloraci6n de la cuarta figura, definido por 

En este caso a =l. y el. potencial. 

que resulta se rnuesti;-a en la red. Este resul.ta ser f.3.ctible 

con respecto a las generaciones. 
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EJEMPLO 6. 

Determínese un diferencial factible con respecto a las genera-

cienes en la siguiente red utilizando el algoritmo de rectifi-

caci6n de tensión. 

Si se utiliza potencial inicial igual a cero, se obtiene A+={j 1 ) 

Aqu! se observa que el circuito P:i
0 

+-i
1 

+- .i.
2 

+ i
4 

~ i
0 

es compatibl_e con la coloraci6n mostrada en la red y con­

tiene al arco j 1 . Por tanto se asegura que no existe diferencial 

factibl.e en este caso. Obsérvese que a+ (P) = -4 <O. 

[ -4 ,-21 
[ -3, SJ 

[-2,0J 

7 ja 
[ -4 ,OJ 

[ -1,3] 

j 'r:L\ 
1+---[---2"",-1¡~-~ 

R B 

- - - ..... 
R \' 

J 

R 
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4. EL PROBLI:MA DE ACOPLAMIENTO. 

En este capitulo se analiza un problema que surge en algunas 

aplicaciones consistente en la determinación del máximo ntíme­

ro de parejas de objetos que cumplan cierta característica, 

conocido como problema de acoplamiento rnelximo. Un ejemplo es 

el siguiente: En un poblad~ dividido en colonias, se desea 

construir casetas de policía para seguridad de los vecinos. 

Cada caseta puede proporcionar servicio a dos colonias adya-

centes a lu. vez. Se requiere minimizar el número de casetas 

construídas, con la restricción de que cada colonia tenga acc~ 

so a una caseta de seguridad. Este problema puede resolverse 

determinando el máximo ntírnero de pares de colonias que pueden 

formarse (sumando posteriormente a este nGmero el de colonias 

no consideradas en las parejas). Esta clase de problemas CO,!!! 

binato~ios pueden definirse en cualquier red; sin embargo, los 

conceptos de los capítulos ·anteriores tienen injerencia sola­

mente en el problema_definido en un tipo de redes: las bipart! 

tas. En la secci6n 4.1 se establecen condiciones mediante las 

cuales es posible verificar si un acoplamiento d~do es máximo 

o no. De nuevo, la herramienta de optimalidad utilizada es la 

teoría de dualidad; en efecto, la pareja de.problemas acopla­

miento máximo - bloqueo mínimo está relacionada mediante el 

teorema de Konig - Egervary de manera análoga al teorema de 

flujo máximo - corte mínimo. En la secci6n 4.2 se presenta un 

algoritmo de soluci6n simultánea, para el par de problemas du~ 

les, basado en estos resultados. 
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En la sección 4.3 se formula el pro lema de acoplamiento máx~ 

mo como uno de flujo máximo. De es··a formulaci6n se despren­

den resultados muy interesantes; po ejemplo, el corte mínimo 

correspondiente al modelo de flujos equivale, en cierto 

sentido, al bloqueo mínimo para la ed bipartita. También se 

observq que el teorema de Konig 

lar del teorema flujo máximo - cor 

un caso particE_ 

Finalmente, una 

vez establecida la relación con fl jos, en la sección 4.4 se 

especializa el algoritmo de Pord y Fulkerson dando como resu! 

tado un algoritmo que parecería no tener nada que ver con flu 

jos. 
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4.1 PROELZMA DE ACOPLA!•lIENTO .. 

Una red es bioartita si ou conjunto de nodos puede particio-

narse eii. dos conjuntos c:.jenos de tal modo que no existan ar-

ces en la red con ambos extremos en el mismo conjunto de la 

partici6n; es decir, el conjunto de nodos de la red G puede 

expresarse como K UN, con K '" N ~ y se cumple que todo 

j-(.l¡, .lz )sA 

jas (.i. 1 , i 2 ) 

es tal que .<..
1 

e:K e .t. 2 e:N o viceversa. Las pare·· 

Conviene señalar que la matriz de adyacencia E de una red b! 

partita tiene una.estructura peculiar. Los elementos de la 

submatriz l RJ x 1 K\ formada por l.os prirr.eros 1 KI renglones y 

las primeras )Ki columnas son todos cero puesto que no hay 

arcos con a~bos extremos en el mismo conjunto. Lo mismo suc~ 

de con la matriz \Njx\NI formada por los Ul.tirnos )NI rengle-

nes .y las últimas \NJ columnas de E. Por otro lado, no tiene 

iw.portancia la direcci6n de un arco sino solamente si el. ?ar 

(.t. 1 , ¿ 2 ) es compatible o no. De lo anterior se concluye que 

la red bipartita puede ser representada mediant~ la matriz H, 

de dimensi6n !Klx!NJ, de elementos: 

¡1

0 

si 

en otro caso 

(ik, ¿j) es compatible. 
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Esta representaci6n matricial de la red y la representaci6n 

gráfica serán utilizadas indistintamente. En la figura 4.1 

se muestra una red bipartita y su representaci6n matricial • 

.i.2 .i.4 

.i.¡ 1 1 

H .i.2 1 1 

.i.5 1 1 

Figura 4 -1 
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El siguiente teorema proporciona una herramienta para carac-

terizar una red bipartita y juega un papel importante en los 

métodos de soluci6n para el problema del acoplamiento máximo. 

Teorema l. Una red G es bipartita si y s6lo si no contiene 

circuitos de cardinalidad impar. 

oernostraci6n. 

Condici6n necesaria. Supóngase que la red contiene un cir-

cuita de cardinalidad impar. Sea éste .i.1 , j 1 , .i.2 , j 2 , ••• ,Lq 

jq' L1 • Sean K y N los conjuntos en los cuales puede parti­

cionarse el conjunto de nodos de la red G y supóngase, sin 

pérdida de generalidad que .i.
1 

E K. Puesto que G es bipartita 

todo arco cumple la condici6n de tener un extremo en K y o­

tro en N; entonces: L
2 

EN, .i. 3 EK ..... En general se tiene que 

.i..~K, para j impar, e i.EN, para j non. Cómo el circuito es 
J . J 

de cardinalidad impar debe pasar por un nGmero impar de no-

dos, de donde .i.qEK. Esto Gltimo implica L 1 EN lo cual consti­

tuye una contradicción puesto que KnN = ~- Por tanto se 

concluye que la red no contiene circuitos de cardinalidad iE! 

par. 

Condición suficiente. Sup6ngase que no existen circuitos de 

carainalidad impar en G. Se construir~ la partici6n de nodos 

del siguiente modo: Elijase cualquier nodo i de G y p!nte~e 

se color azul. Despu~s hágase el siguiente procedimiento·ite 

rativo: colorear de gris los nodos adyacentes a uno pintado 
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azul y de azul los adyacentes a uno pintado gris. Realícese 

este proceso de coloración hasta que: 

(il Todos los nodos están coloreados y todo arco tiene un 

extremo a.zul. y otro gris. 

(ii) AlgOn nodo ~, pintado de un color puede ser pintado 

del otro color. 

(íii) Todos los nodos adyacentes a nodos coloreados tambí€n 

lo est~n pero existen algunos no coloreados. 

En el caso (i) defínanse los conjuntos K y N formados por los 

nodos coloreados de azl.Jl y gris respectivamente. En este ca-

so K Ul'-1 son todos 1.os nodos de G, K n N = $ y todos los arcos 

tienen un extremo en K y otro en N. 

es bipartita. 

De quí se concluye que G 

Zn el caso (ii) el. nodo l' recibe color azul mediante una tr~ 

yectoria Pl. :l..- Á...' en la cual los nodos está.n col.oreados al.­

ternativamente azul ":l gris; aná.logamente recibe color gris ID!: 

diante una trayectoria P2 :i + ¡r con las mismas caracteristi-

cas .. Sea .l '* el penúltimo nodo con1ún a las dos trayectorias y 

$ean Pi:i* + i 1 y P2:~* + ~ 1 las trayectorias distintas, 

p a r t e s de P 1 y P 2 respectivan1ente. Si .l* tiene co­

lor azul entonces P1 es de cardinalidad par y P2 es de cardi­

nalidad non. rcro la uni6n de P 1 y P 2 constituye un circUito 

de de cardinalidad non,lo cual contradice la hip6tesis. Por 
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tanto este caso no puede presentnrse. 

Zn el caso (iii) la red resu1ta ser no conexa. Repitiendo 

el proceso de coloraci6n en cadu. componente conexa de G, es­

te caso se reduce al caso (i). 

De esto se concluye que toda red que no contenga circuitos 

de longitud impar es bipartita y con esto se termina la pru~ 

ba •• 

Ei problema de acoplamiento que se enuncia a continuaci6n 

puede ser definido en cualquie1: red; sin embargo, los con-

ceptos y resultados de los capitulas anteriores son aplica­

bles s6lo en el caso de redes bipartitas, por lo cual €stas 

son el objeto de inter~s. 

Un acoplamiento M en una red bipartita can conjunto de nodos 

K UN y conjunto de arcos A, es un subconjunto de arcos no a~ 

yacentes entre si~ El problema consiste en determinar el a-

coplamiento M de cardinalidad máxima al que se llamar~ sim­

plemente acoplamiento mSximo. 

Es importante establecer la .diÍerencía entre los conceptos. 

de acoplamiento máximo y maximal. un acoplamiento maximal es 

aqu~l para el cual no puede agregarse ningUn arco. En la fi­

gura 4.2 se muestran un acoplamiento máximo y uno maximal. 

(arcos marcados}. 
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\--------'>ln3 1------tl---?>I n3 

Acoplamiento maximal Acoplamiento máxi.rro 

Figura 4 • 2 

un ejemplo de problema de acoplamiento máximo es el siguien­

te: Sup6ngase que el conjunto K representa un conjunto de 

personas y el conjunto N representa un conjunto de trabajos. 

El arco j-{.i.. 1 ,.i.. 2 > está definido si y s6lo si es posible que. 

la persona .i. 1 realice el trabajo .i.. 2 cN. Se desea determinar 

el máximo número de trabajos a realizar por las personas del 

conjunto K (cada persona realiza un solo trabajo} .. 

En la figura 4.3(a) se muestran una red y un acoplamiento.M 

definido en ella. Esta red contiene una trayectoria, mostr~ 

da en la figura 4.3(b), que posee una propiedad especial. 
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En efecto, obsérvese que al intercumbiar los arcos del aco­

plamiento que están en la trayectoria por los que no lo es­

tán, se produce un acoplamiento H' (mostrado en la figura 

4. 3 {c)) de cardinalidad mayor que la de M. Este tipo de tr~ 

yectorias recibe el nombre de aumentante y se define a cent~ 

nuación junto con otros ~onceptos de utilidad. 

Se dice que un vértice es exouesto ~ !!E saturado por el aco­

plamiento t-1, si no es extremo de ninguno de sus arcos. Una 

trayectori~ es alternante con respecto al acoplamiento 1·1, 

si sus arcos pertenecen alternadamente a M. y a su complemen­

to. Si los extremos inicial y final de la trayectoria son 

expuestos, ésta recibe el nombre de trayectoria aurnentante. 

El nombre de numentante proviene de la posibilidad de defink:­

un.. acoplamiento de mayor cardinalidad en este tipo de trayec­

torias; para ello basta intercambiar, como en el ejemplo de 

la figura 4.3, los arcos de la trayectoria que están en M por 

los de la trayectoria que no están en ~·1 puesto que los prime-

ros son uno más que los segundos. En efecto, si los extremos 

de la trayectoria son expuestos entonces la trayectoria es de 

cardinalidad impar. Además, puesto q'..1e·1as arcos primero y tíltimo 

no forman parte del acoplamiento, el número de arcos que es­

tán en la trayectoria y .. en el acoplamiento es menor en una. 

uniQad ·qUe el ndmero de arcos de la trayectoria que no· están 

en el acoplamiento, lo que se establece en el siguiente teore­

ma.. Si lo anterior es válido, un procedimiento natural -para 
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obtener un acoplamiento m~ximo consiste en la detecci6n de 

trayectorias au1nentantes, mientras sea posible, y en la cons 

trucci6n por medio de éstas de acoplamientos de cardinalidad 

cada vez mayor. 

Q1--0 

(a) Acoplamiento M (b) Trayectoria aumentante 

(e) A=plamiento M' 

Figura 4 • 3 
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Teorema 2. (Berge) . Un acoplamiento M es máximo si y sólo 

si no existen en la red tra~.rcctorias aurnentantes relativas 

a M. 

Demostración. 

Condición necesaria. Supóngase que existe una trayectoria 

P aumcntante relativa a !-l. Nótese que ningdn arco del con­

junto M - pnM es adyacente a ningún arco de P puesto que 

los extremos de P son expuestos y los nodos restantes de p 

son adyacentes a alg13.n arco de P f'\ ~1. Entonces el conjunto 

de arcos ~1' = (n-pn M) U (P-P '' r.t) es un acoplamiento. Por o-

tro lado, puesto que los extremos de P no son adyacentes a M, 

la cardinalidad de P es impar y P-P n 11 contiene un arco más 

que pnM. Luego, 1M'1 Ir.ti + l y por tanto M no es de car-

dinalidad máxima. 

condición suficiente. Sea t-1 un acoplamiento y supóngase que 

no existen trayectorias aumentantes relativas a M. Sea M* 

un acoplamiento de cardinalidad m~xima. se probará que M y 

M* son de la misma cardinalidad. considérese la red formada 

por los arcos que est§.n en uno s6lo de los acoplanlientos, es 

decir MUt-1* - Mn M.*, junto con sus nodos extremos.. N.ingú.n no-. 

df' de esta red es adyacente a más de dos arcos ya que de lo 

bontrario M, o t-1*, tendría arcos adyacentes y esto viol.aría 

la definici6n de acopl.amiento. La red de este modo construí_ 

da puede estar formada de varias componentes conexas, cada 
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una de las cuales puede ser un nodo aislado, una trayectoria 

el.emental o un circuito elemental corno se muestra en ln fi-

gura 4 .. 4. 

Trayectorias del tipo (b} no pueden existir, dada la hip6te-

sis, puesto que serían aumentantcs relativas n M. Trayecto­

rias del. tipo (e) no puede.n existir puesto que serían aumen-

tantes con respecto a M* y esto contradiría que M* es m&ximo. 

circuí tos del tiro (e} con un ntlmcro impar de arcos tampoco son 

posibl.es puesto que habría dos arcos de M, o de M*, adyacen­

tes. Los 6nicos casos posibl.es son entonces (a), (d) y (e) 

con un nfunero par de arcos. En todos estos casos el número 

de arcos de t-1 y de M* coinciden. 

pectivamente el ntimero de arcos de t-1 y e1 nGmero de arcos de 

M* en la k-~sima componente conexa de la red se tiene 

Y. por tanto 

y entonces M es de cardinalidad rn~xima.. • 



(a) 

(b) @-----0----© . . . G----9----G 

(e) G>--0-- --Q (9:-- - -Q----G) 

(d) 6)----©-- ---Q G--<9--::_--Q 

(e) ------€> 

Arcos de M: Arcos de M*: ------

Figura 4. 4 
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Así como se define el concepto dual de corte para el problema 

de flujo niáximo, puede ser definido el concepto dual de blo­

queo para el problen1a de ucoplamiento m&.ximo. 

Un bloqueo. o conjunto transversal en una red es un conjunto 

de nodos B C KUlli tal que, para todo arco (..{_, j) E A se tie-

ne -i.EB o jcB. El problema del blooueo o transversal mínimo 

consiste en determinar el bloqueo de mínima cardinalidad. 

De nuevo, debe quedar clara la diferencia entre bloqueos mí­

nimo y minimal. En la figura 4.S se muestran un bloqueo mí­

nimo (no existe otro de cnrdinalidad menor) y uno minirnal 

(no puede ser eliminado ningún nodo). Este problema del 

bloqueo mínimo tiene gran importancia en la determinaci6n 

del acoplamiento máximo. De hecho, constituye una cota para 

él, lo que se establece en el siguiente teorema. 

Teorema 3. Sea G una red bipartita. Sean M un acoplamiento 

y B un bloqueo en G. Entonces: 

Demostraci6n. Todo bloqueo de G debe contener al menos un 

nodo adyacente a cada arco de l·l. Por otro lado, un nodo no 

puede ser adyacente a varios arcos de r.1. 

da la afirmaci6n del teorema.a 

Por tanto es váli-

Puesto que el bloqueo es el concepto dual del de acoplami,ento 

m:iximo, se deduce el resultado se enuncia a continuación y 
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que servirá como herramienta de optirnalidad. Este resulta-

do será probado mti.s adelante con ayuda de ln teoria del pr.2. 

blema da flujo mSximo. 

Teorema 4. (KOniq-Eqervary). En una red bipartita el nG.me-

ro de arcos del acopla1niento má;cimo es igual al nelmero de no 

dos del bloqueo mínimo. Es decir: 

Max r.: en el ] 
problema de 

acoplamiento 

¡---------\ n2 

1--------1n3 

Figura 4.5 

V.1in B en el] 
problema de 

bloqueo _ 
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4.2 ALGORITMO DE SOLUC!ON. 

El algoritn10 se basa en la determinación de trayectorias au-

mentantes para construir acoplamientos de cardinalidad cada 

vez mayor hasta que éstas no existen. Es en esta parte don-

de se utiliza el concepto de bloqueo. 

A grandes rasgos, el algoritmo procede de la siguiente mane-

ra: Primeramente se proporciona un acoplamiento cualquiera 

(puede ser el acoplamiento vacío). Después se utiliza un pr~ 

ceso de marcaje en los vértices que scrvir.1. para la prueba de 

optirnalidad. En efecto, se elige un nodo no saturado y se 

marca con "+ 11 y se revisa si existen trayectorias aumentantes 

entre este nodo y algún otro no saturado del siguiente modo: 

los nodos adyacentes se marcan "-" y los adyacentes a éstos 

en el acoplamiento, se marcan 11 + 11 y así. sucesivamente. Si se 

marca 11
-" para algtin nodo no saturado, se habrá. determinado 

la trayectoria deseada. 

no saturado cadena aumentante no saturado 

En este caso se construye un acoplamiento de cardinalidad ma-

yor en una unidad como se indica durante la demostración de 

la condici6n necesaria de1 teorema de Berge. En caso contra-

rio, cuando se termina el proceso de marcaje, el conjunto de 

nodos marcados 11
-

11 resulta ser un transversal en corresponden 

cia biuní.voca con los arcos del acoplamiento constiuído y de 

aquf que ambos sean 6ptimos. 
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ALGORITMO DE MARCAJE 

Propósito: Determinar un acopla~iento rn~xirno en una red 

con conjunto de nodos K UN y de arcos /\.. 

Descri oci6n 

Paso. l. Iniciar con un acoplamiento cualquiera r-1 .. {El va-

cío puede ser considerado) . 

Paso 2. Ningún nodo está 1narcado 

Paso 3. Si todos los nodos no saturados Por M están marcados 

' ir a 4. Si existe un nodo ~no saturado por M y no 

marcado, ir a 5. 

Paso 4. t-1arcar con "+" los nodos no marcados de K y con "-" 

los no marcados de N. Terminar, M es un.··acoplamien-

to máximo y B, el conjunto de nodos marcado 11
-

11
, es 

un bloqueo mínino. 

Paso 5.. Marcar con 11 +11 el nodo ~ y repetir i terativ·am~nte: 

Paso 6 .. 

Marcar con 11 " todos los nodos adyacentes de nn nodo 11+11 

Si un nodo no saturado está marcado 11
-

11 ir a 6 

?-1arcar con "+ 11 el nodo adyacente, en el acoplamiento 

M, a uno marcado "-". 

Cuando no sea posible continuar ir a 3. 

Se ha determinado una trayectoria P aumentante rela-­

tiva a M; Hacer M = {M-P f1 t-1} U (P-P n Z.I) • Ir a 2. 
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Justificación del algoritn10. El algoritmo determina en un 

número finito de pasos ·.Jna trayectoriu aur:lentante con res-

pecto al acoplamiento actual I·~ (paso 5} si existe. Si no 

existe tal, se han determinado un aco~1lamiento M y un blo­

queo B de la misma curdinalidad (paso 4) y por tanto M es 

máximo y B es mínimo. 

En efecto, no existen dos nodos adyacentes marcados con "+" 

puesto que cuando un nodo se marca "+" todos los adyacentes 

a él se marcan 11
-

1
'. De aquí que si el algoritmo termina en 

el paso 4 con todos los nodos marcado~ entonces todo arco es 

adyacente a un nodo marcado 11
-

11
• Por tanto, el conjunto de 

nodos marcados " - 11 forman un bloqueo de la red. 

Por otro lado, no existen arcos del acoplamiento cuyos extr~ 

mas estén marcados ambos Con 11 
-

11
; esto se comprueba de la s_:h 

guiente manera: Sean .i. 17 .i
2 

tales que j-{i¡, -l
2

) con jE:t1 y 

supóngase que ambos tienen la etiqueta "-"; sea .i. el nodo no 

saturado, marcado con "+ 11
, desde el cual ;.. 7 e .t 2 reciben et,! 

queta 1
'-

11
• Las trayectorias de .i a .i1 y de ~ a .i

2 
que hici~ 

ron posible este marcaje deben ser de longitud par; estas 

trayectorias junto con ~l arco j formc.n un circuit-.o de longitud 

impar lo cual contradice que la red sea bipartita. Por tan­

to todo nodo marcado 11
-

11
, si se termina en el paso 4, es ad­

yacente a exactamente un arco de l·l. 

Con 1os argumentos ant~riores puede afirmarse que el conjunto-
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de nodos marcados "-" es un bloqueo B en biyecci6n con el 

conjunto de arcos de M. 

mo. 

Por tanto, B es rníni~o y M es m§xi-

Si en el paso 5 se identifica un nodo no saturado marcado 

"-
11

, dada la manera de 1narcar, se ha detectado una trayecto-

ria alternante con extremos no saturados. Esta trayectoria 

es por tanto aurnentante con respecto al acoplamiento actual; 

por el teorema de Berge, existe en este caso un acoplamiento 

de cardinalidad mayor. E~te se construye en el paso 6. 

Adem§s, puesto que la cardinalidad del acoplamiento se incr~ 

menta t.ma unidad en cada iteraci6n, el algoritmo converge en 

un nt1rnero finito de pasos. • 
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EJEMPLO l. 

Determínese un acoplamiento de cardinalidad máxima en la red 

de la figura 4 .6(a) mediante el algoritmo de marcaje. 

Iteración 1. Se inicin con el acopl.runiento M formado por 

El nodo k
1

, no suturado !."JOr H, ser.larca con "+". Se ntarcan 

los nodos adyacentes n 1 y n 2 con Puesto que el nodo no 

saturado n 2 recibió etiqueta "-" se ha determinado una tra­

yectoria P aumentan te; ~sta está formada por el arco º"i' n 2 ) 

y se muestra con línea punteada en la figura 4.6(a). En este 

caso P"M es vacío por lo que se redefine M simplemente agre­

gando el arco (k1 , n2 l. 

Iteraci6n 2. El nodo k 2 no saturado se marca con "+". 

nodo adyacente n 1 se marca 11
-". El nodo adyacente, saturado, 

k
4 

se ~arca con 11 +". Los nodos adyacentes a k 4 se 1narcan 11 -"; 

éstos son n 3 y n 4 • Puesto que n4 es no saturado y tiene eti-

queta 
.. _ .. se ha deter~inado una trayectoria aumentante P for-

(Ver figura 

4.6{b)). Se tiene entonces que: 

M = (M - P"M) U (P - pn H) 

Los arcos de M se han marcado en la figura 4 • 6 (e). 
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Iteración 3. se marca el nodo k 3 no saturado con"+". Los 

nodos adyacentes n 2 y n 3 se marcan con "- 11
• Los nodos adya­

centes a n 2 y n 3 que están saturados son k 1 y k 6 por lo que 

éstos se marcan con 11 +" . Los adyacentes a estos dos 6ltimos 

se marcan con "- 11
; son: n 1 y n 4 ; se marcan con "+" los nodos 

Finalmente el nodo 

k 5 no saturado recibe la etiqueta "+". En este momento to-

dos los nodos no saturados por I·l estcín marcados (de hecho lo 

están todos los de la red); se concluye entonces que Mes un 

acoplamiento mcíximo y que el conjunto de nodos marcados 

B = N es un bloqueo mínimo. 

11 11 
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1---r=---?---~ <Sr 
----,<'----=-G) + 

( a ) ( b ) 

Acoplanúento Maxirno: 

Bloqueo Minliro: 

( e ) 

Figura 4. 6 
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4. 3 RELACION CON FLUJO Nl\XIMO. 

El problema de acoplamiento puede ser resuelto también de 

manera eficiente con el algoritmo de flujo máximo. En efe~ 

to, a la red G bipartita con conjunto de nodos K UN y conju~ 

to de arcos A se asocia la red G' con conjunto de nodos K UN 

U{s, s') y conjunto de arcos A' = AU{ (s ,k) lk<K)U{ (n,s') 1 

~ nEN}. Los elementos de A son los arcos de la Red G conside­

rándolos todos con direcci6n de K UN; es decir j-(k,n) para 

todo jEA, donde kEK, nEN. Los nodos s y s' fungirán como 

orig~n y destino respectivamente. Los intervalos de capaci-

dad asignados a los arcos de G' son los siguientes: 

[O,l] para los arcos del conjunto { (s,k) lk<K) U{ (n,s') ln<N) 

[O,~J para los arcos elementos de A. 

Para determinar el acoplamiento m§ximo en la red G basta con 

determinar el flujo má.ximo de N+ a N-, con N+ = {s} y t~-={s'} 

en la red G'. cabe señalar que este problema de flujo máximo 

tiene soluci6n puesto que los arcos de A constituyen un corte 

de capacidad finita. Por otro lado, puesto que· las cotas pa-

ra el flujo a trav~s de cada arco son enteras, el problema 

tiene soluci6n entera. 

Obs~rvese que si el flujo a través del arco (k,n) EA es dife-. . ! 

rente de O entonces, por las condiciones de integrabilidad y 

no-negatividad de x y por las restricciones de conservaci6n. 

163 



en k, n, el flujo a través de los arcos (s, k.), (k,n) y (n,s') 

es igual a l; más aG~ el flujo a tra~es de los demás arcos ad-

yacentes a k y a n es igual a O. De aqu! se concluye que los 

arcos con flujo distinto de O forman un acoplamiento ?-1 en G; 

además el ntímero de estos arcos es igual a1 flujo de x de s a 

s'. Es fácil verificar que, inversamente, si ?-1 es cualquier 

acoplamiento entonces el flujo definido como l a trav~s de los 

.:treos de ?-1, l. a trav€!s de los arcos adyacentes a estos 1iltimos 

y a s o s' y O a trav~s de los de.~~s arcos es un flujo x que 

satisface todas las restricciones y el valor de x de s a s' es 

igual a la cardinalidad de M. 

Es v~lido entonces afirmar que todo flujo x entero que satis­

face las condiciones del problema de ~lujo máximo en la red G' 

corresponde exactamente a un acopl.amiento r-1 tal. que 

1
-fiujo de x de J 
_ s a s' = 

De aqui que sea equival.ente resolver ambos problemas. 

De esta formulaci6n del probl.ema del acoplamiento máximo como 

problema de flujo rn~ximo se o0tiene un resultado dUal. En e-

fecto, asociado con este problema de flujo máximo se tiene un 

problema de corte minir.10: este tíltimo equivale precisamente 

al problema del transversal o bloqueo mínimo y el resultado 

dual se convierte en el teorema de EOnig-Egerv~ry. 
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Teorema' 4. (K~nig-Egerv&ry). 

en el J 
problema de 

acoplamiento 

= 

Min B en el J 
problema de 

_ acoplamiento 

M 

Demostraci6n. F.l problema del bloqueo rn!nimo equivale al 

del corte mínimo para la red de flujo asociada al problema 

de acoplamiento. Los cortes de cnpacidad finita eztán forrn~ 

dos por arcos adyacentes as o as•; ~s decir, son de la fo~ 

ma Q = [S, N/S], donde SES y s'~S y no existe (k,n)EA con 

kES y n~S (recu~rdese que estos arcos tienen capacidad infi-

ni ta). Cada arco de Q adyacente a s' corresponde a un nodo 

kEK tal que kfS; del mismo modo, cada arco de Q adyacente a 

s' corresponde a un nodo ne:N tal quf! nES. Puesto que estos 

arcos tienen capacidad superior igual a 1 se concluye: 

.~':~ 

Entonces estos cortes corresponden uno a uno a. los bloqueos B, 

donde la correspondencia puede e~:presarse: B = (K/S)U(Ní'I S), 

+ y se tiene e (Q) = IBI. Con esto se concluye la validE3z del 

teorema •• 

Es irnportc.nte hacer notar que el algoritmo de Ford y Fulker-

son adquiere c:aracterísticas particulares cuando se emplea p~ 

ra resolver el problema del acoplamiento m&ximo. Esto será 

analizado en la siguiente sección.. Antes o:>nsidérese un ejemplo. 



EJEMPLO 2. •. 

Qetermínese un acoplamiento de cardinalidad máxima 
J • utiliza~ 

do el algori tn10 de Ford y Fulkerson en la red bipartita re-

presenté•da por la matriz: 

1 1 o o 
1 o o o 

H 
o 1 1 o 
1 o 1 1 

o o o 1 

1 o 1 1 

Primeramr:.nte se formula la red de flujo correspor.diente y se 

define un flujo inicial (mostrado en la figura 4 .. 7 (a)).. Ut_! 

!izando E:1l algoritmo de Ford y Ful.kerson se determinan dos 

trayectorias aumentantes de flujo, warcadas con l~nea punte~ 

da en l.a figura 4.7ia), y se modifica ~1 flujo a través de 

ellas resultando el definido en la figura 4.7(b). Este flu~o 

es el m&ximo por lo que los arcos con flujo igual a una uni­

dad contenidor.; en la red original forman un acopl.amiento de 

cardinalidad rn~xima (mostrado en la fivurtl 4 . 7 (e) ) . El cor-

te rnfnirr.o resulta ser Q = [S,X/SJ, en donde X = KUNU{s·,s'} y 

s = {s}U{KUN}, de dc1nde se obtiene-: el. l::l.oqueo mínimo: 

B = (K/5) U (Nn 5) N. 
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I 
l¡ 

a>rte min. 

(a) Flujo inicial (b) Flujo m1xino 

¡ 
1 
1 

~ 1 
1 

@ ! 
' 

6) n2 

k4 n3 1 
' 

6) 1 
1 

~@ 
1 

.1 

6)--
._·,: 

(e) l\COplamiento mfucilro 

Figura 4.7 
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4 • 4 ESPECIALIZACION DEL ALGORITMO DE FLUJO MAXIMO PARA 

EL PROBLEMA DE ACOPLAMIENTO. 

Dada la estructura especial del problemct de flujo máximo as~ 

ciado al problema de acoplamiento ~áxirno, el algoritmo de 

Ford y Ful.kerson puede ser enpeciali zado en estos casos pro-

duciendo de esta manera un algoritmo m&s eficiente para re-

solver el problema. 

En efecto, las trayectorias aumentantes de flujo tienen ca­

racterísticas particulares. Obs~rvese que los arcos dí'! un !! 

coplamiento M son verdes mientras quu los que no est&n en M 

son blancos. Por otro lado, los arcos con extremo s o s• a~ 

yacentes a los del acoplamierlto son negros y aquállos no ad-

yacentes a elementos de M son blancos. 

muestra en la figura 4. 8. Claramente, las trayectorias au-

mentantes de flujo de s a s' empiezan en un arco adyacente a 

s' coloreado blanco, después utilizan alternadatnf!nte arcos 

de A coloreados de blanco recorridos positivamente y arcos 

de A verdes recorridos negativamente; los últirr·os dos arcos 

son uno de A y uno adyacente a s' ambos coloreados de blanco. 

Es sencillo verificar que estas trayectorias aumentantes de 

flujo corresponden, al eliminar los arcos primero y último, 

a trayectorias aurnentantes relativas al acoplamiento, asocia-

do al flujo definido, en la red bipartita y viceversa. En e-

s• (con k.i.cK y 

n¿cN, para i=l, •.• ,j) una trayectoria aumentante de flujo, 
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Acoplamiento M Flujo x correspondiente a M 

b 

s' 

coloraci6n definida por x trayectoria aumentante de flujo 

trayectoria aumenta11te relativa a M 

Figura 4.8 
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entonces: 

(s, k1) es blanco 

{k ..[, n ,¿) es blanco, para .l = l , ••• , j 

(k .l+l, n .l) es verde, para ,¿ = 1, .•• , j 

{nj, s.) es blanco. 

Puesto que el flujo a trav~s de los arcos {k¡, n~) es O y a 

trav~s de los arcos (kl+l' n..i.) es 1 para i=l, ••• ,j, entonces 

(k..i.' n¡>4M y (k..i.+l' n¡)cM; de aquí se concluye que la trayec­

toria k
1 

+ n 1 ~ k 2 + n 2 ••• nj es aumentante relativa a M en 

la red bipartita (k1 y nj son nodos expuestos). Recíproca-

mer.tt.i, si k
1 

+ n
1 

..- k
2 

-t- n 2 ••• nj es una trayectoria aumen­

tante relativa al coplamiento M definido en la red bipartita, 

entonces en la red de flujo se tiene: 

x(s, k1) o 

x(k..i.' n,¿) = o ,¿ l, ••• , j 

x{k..i..+l, n~) 1 .l l., ..• , j 

x.(nj, s.) o 

y por tanto: 

(s' k1) es bl.anco 

{k~, n .i.) es bl.anco, ,¿ = l, .•• 'j 

(k.i.+l.,n..i..) es verde, .l l., ..• ,j 

{nj, s. ) es blanco. 

Luego, P:s + kl. + n 1 + k 2 + n 2 ••. nj + s' es una trayectoria 

aumentante de flujo. Se muestra un ejemplo de estas corres-

170 



pendencias en la figura 4.8. 

Para describir este tipo de trayectoriós en el algoritmo es­

pecializado, se introduce la siguiente notaci6n: 

~Para el arco (k, n) Er-1 se denotará n como M (k) • 

tonces: 

se define en-

dom M 

rango M 

{k<K 

{nEN 

existe ne:N con (k,n)eM}, 

existe kEK con (k,n)eM}. 

Por ejemplo en la figura 4.B: 
/ 

dom M {kl' k2} 

rango M = {n2 , n 5 } 

Sea K~1 = {ke:K 1 existe. neN/ (rango M), con (k,n) EA}. 

figura 4.8 : KM = {k1 , k 2 , k 3 } = K. 

En la 

Para de~erminar una trayectoria aurnentante d~ flujo deberá 

construirse una secuencia: 

k, M(k'), k', M(k"), k 1
'.·, ••• 

que comience en 1:/ (dom M) y termine en KM (nodoS no satura­

dos), donde: 

(k', M(k')), (k", M(k")), ••• EA 

En la figura 4.8 se tiene la secuencia: 
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k 3 , M(k2 ), k 2 , M{k1 ), k1 , 

donde k 3cK/(dom M) y k 1 cKM: 

esta secuencia define la trayectoria aumentante de flujo: 

P:s + k
3 

+ n 5 ~ k 2 + n 2 ~ k 1 + n 1 + s•. 

Con la anterior notación, el a.lgoritmo de Ford y Fulkerson 

puede ser simplificado en estos casos obten1€ndose como re­

sultado un m~todo que parecería no tener nada que ver con 

flujos. 

El enrutamientc1 que se realiza durante el algoritmo puede e~ 

presarse en t~rminos de los elementos de K. Es decir, basta 

con usaJ la ~:tic:.:uet.a $ (k 1 
). = k para denotar que k' se alcan­

za desde k. 

A continuaci6n se describe detalladamente el algoritmo. 
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ALGORITMO DE ACOPLAMIENTO 

Prop6sito. Determinar el acoplamiento máximo en una red bi­

partita. 

Oescripci6n 

Paso l. Iniciar con un acoplamiento M cualquiera. 

Paso 2. Sean B =dom M y W = K/(dorn M). 

Paso 3. Si W ~, terminar. M es un acoplamiento m&ximo y 

B es un bloqueo míximo. 

Si W ,¡ <I> ir a 4. 

Paso 4. Sea kEW. 

Si existe nEN/rango M con (k,n)EA ir a 6. 

En otro caso ir a 5. 

Paso 5. Para todo k'G B '1. K con (k,M(k')) e:A, actualizar; 

B = BU{M(k')} - {k'), W = W U{k'), <j>{k') = k. 

Sea W = W - {k}, ir a 3. 

Paso 6. Generar la secuencia k = kº, k 1
, ••• ,kr·donde k,¿ = 

tf> (k..i-l) , para .f.. = 1, ..• , r, y kr no está en el dominio. 

de <j>. 

Actualizar: 
o o r-1 r-1 · o 

M=[M-{(k,M(k), ••• ,(k ,M(k )))]U{(k,n), 

i o ¡ r r-1 ) (k , M (k ) , ••• , (k, M (k ) ) 

Ir a 2. 
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EJEMPLO 3. 

Determínese un acoplamiento m§.ximo en la red bipartita cuya 

representación en matriz se proporciona a continuaci6n, em-

pleando la especializaci6n del algoritmo de Ford y Fulkerson. 

o l o o l. o o 

l. l o l o o l 

o o o o l. o o 
H 

l. o l. l o l. o 

l. o l o l. o o 

o l. o o l. o o 

Iteraci6n l. Se inicia con el acoplamiento marcado en la fi­

gura 4.9(a). Los conjuntos By W resultan ser: 

Como W + ~ se considera algún elemento de este conjunto: k=k4 1 

existe el elemento n 4EN/(rango M) = {n1 ,n3 ,n4 ,n6 ,n7 l con (k4 , 

n 4 )EA,por lo cual este arco se agrega al acoplamiento obtenié~ 

dose el mostrado en la figura 4.9(b). 

Iteración 2. En este caso se tiene: 

Existe el elemento k = k 1 EW y no existe ningún arco (k1 ,n)EA 

con neN/(rango M), por lo cual se realizan las actualizaciones 
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del paso S. En conjunto B"K resulta ser B; para los ele-

mentes de este conjunto se tiene: 

Entonces: 

Se elije k = k 2 EW. Existe el arco {k2 ,n
1

)EA con n
1

EN/rango 

M = {n
1

, n
3

, n
6

, n 7 }. Entonces se genera.la secuencia de ng_ 

dos en la trayectoria alternante: 

Se actualiza el. acoplamiento obteniénd.ose: 

El cual se muestra en la figura 4 . 9 (e) . 

Iteraci6n 3. Se redefinen los conjuntos: 

corno w + ~ se toma el elemento k = k 3 EW. Este cumpl.e que no 
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existe (k 3 ,n)eA con nEN/rango M y por tanto se calcula: 

Como existe el arco (k 3 , n 5 ) en la red se define ~(k5 ) k 3 • 

Se actualiza: 

Se elige K = k 6 EW. Puesto que no existe (k 6 ,n)eA con neN/ 

rango M se calcula: 

Como existe (k6 , n 2 )eA se define ~(k1 ) = k 6 • Se actualiza: 

Sea k = k 5 EW. En este caso existe el arco (k5 , n 3 )EA con 

n 3EN/rango M7 se genera entonces la secuencia: 

Por tanto el acoplamiento se actualiza: 

mostrado en la figura 4 • 9 (d). 

Iteraci6n 4. Se definen: 
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~ea k = k 6cw. Puesto que no existe (k 6 ,n)cA con ncN/rango M 

se calcula: 

B () K = B; M (kl) 

M (k5 ) = n3" 

Como (k
6

, M(k
1

) = n 2 ), (k
6

, M(k
3

) 

$(k3 ) = k 6 • se actualiza: 

Sea k = k1 ew. No existe nEN/rango M con (k1 ,n)e:.A. Entonces 

se calcula: 

No existe ningún (k
1

, M (k •)) e:.A con k' e:.B n K. Se actualiza 

w = (k3l· 

sea k = k 3 EW. No existe ne:.N/rango M con Ck 3 , n)cA. Enton­

ces se calcula: 

snK = {k
2

, k
4

, k 5 }. No existe ningún (k
3

, M{k'))e::A con k'e:. 

Se actualiza W = ~. 

Con W = ~ se termina el algoritmo por lo que el acoplamiento 

M de la figura 4 • 9 (d) es de cardinalidad m&xima y B = {n2 , k 2 , 

n 5 , k 4 , k 5 } es un bloqueo de cardinalidad mínima. 
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S. EL PROBLEMA DE ORDENAMIENTO. 

En este capítulo se anal iza el probl.ema de ordenamiento consis 

tente en la planificaci6n y el control de ejecuci6n de un pr~ 

yecto. La técnica de ordenamiento más conocida es el método 

PERT (Prograrn Evaluation and Review Technique) , desarrollado 

en los Estados Unidos por la Marina Americana durante la d€c~ 

da de los años 50' s ¡")U.ra la ej ecuci6n del. proyecto Polar is. El 

desarrollo de este pray·ecto involucraba la coordinaci6n del 

trabajo de muchas empresas privadas y de gobierno. La utili-

zaci6n del modelo PERT, en la administraci6n del. proyecto, 
e 

tuvo mucho éxito pues éste se termin6 de realizar dos años a~ 

tes de lo previsto. 

En general, las técnicas de ordenamiento son muy 6tiles en la 

administraci6n de proyectos que involucren la realizaci6n de 

un gran número de actividades; algunos ejemplos son los pro--

yectos de: construcci6n de edificios, carreteras, puentes, 

etc, planeaci6n del mantenimiento de refinerías, barcos, avi~ 

nes, etc, manufactura de nuevos productos, ensamblamiento de 

artículos grandes como aviones, barco~, computadoras, etc. 

En la sección 5.1 se define formalmente el problema de orden~ 

miento y se proporciona la formulaci6n PERT para él; tambi~n 

se mencionan característic.:1s importantes de este modelo úti-

les en el desarrollo de métodos de solución. En la secci6n 

5. 2 se introducen los concep1·.os de ruta crítica y holgura de 
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una actividad y se presenta un algoritmo de solución para el 

problema; de nuevo se utiliza como herramienta de optimalidad 

la teoría de dualidad; esto se hace notar en la secci6n 5.3 

en la cual se analiza la relación del problema de ordenamien­

to con diferenciales. s(-: formula el problema como uno espe­

cial de tensi6n mínima y se aprovechan les resultados del ca­

pítulo 3 para definir el problema dual y establecer la equiv~ 

lencia con los conceptos de las secciones precedentes. Por 

último, en la sección 5.4, se analizan las modificaciones y 

simplificaciones que pueden hacerse cuando se aplican los al­

goritmos de diferenciales y trayectorias del capítulo 3 en la 

búsqueda de soluci6n para el problema de ordenamiento. 
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5.1 PROBLEMA DE ORDENAMIENTO. 

La administraci6n de un proyecto complejo compuesto de múlti­

ples trabajos elementales crea problemas de planificaci6n y 

de control de ejecución del proyecto. Las técnicas de orden~ 

miento tienen como objetivo ayudar a resolver este tipo de 

problemas. En general, resolver un problema de ordenamiento 

significa establecer el orden en que deber~n ser ejecutadas 

las actividades de manera tal que se optimice cierta función 

objetivo (por ejemplo, realizar el proyecto en el menor tiern-

po posible). Las actividades deben satisfacer ciertas res-

tricciones dadas por una relaci6n de precedencia (anteriori­

dad de unas actividades respecto a otras) que tiene las pro­

piedades de ser transitiva, no reflexiva y no simétrica. 

Sean j 1 , j 2 , ••. ,jm las actividades del proyecto y d(j 1 ) = a 1 , 

d(j 2 l = a 2 , ••. ,d(jm) = dm sus respectivos tiempos estimados 

de ejecuci6n. Se define una etapa como el inicio o el t€rmi-

no de una actividad; así, toda actividad puede representarse 

mediante la pareja de sus etapas inicial y final. 

Puesto que se trata de establecer un calend~rio de ejecuci6n 

de las distintas actividades que satisfaga las restricciones 

de precedencia y que permita realizar el proyecto en el menor 

tiempo posible, se deben determinar ntlmeros a(i) para cada e­

tapa que indiquen la fecha en que debe alcanzarse la etapa 

i, tales que la cantidad a(etapa final del proyecto) sea mi-
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nima. El número a(i) recibe el nombre de 11 fecha más pr6xima" 

para la etapa i y representa la mínima fecha en la cual es p~ 

sible alcanzar la etapa i; es decir, en la cual es posible em 

pezar a realizar las actividades cuyo inicio es la etapa i. 

sup6ngase que una actividad k = (i' ,i") requiere que otra ac­

tividad j = (i,i') sea realizada por completo para poder lle­

varse a cabo• Esto significa que el tiempo más pr6ximo en que 

es posible empezar la ejecución de k debe ser mayor o igual 

que el tiempo m~s pr6xirno en que se comienza a realizar j rn~s 

la duraci6n de esta actividad. La restricci6n de preceden-

cia se expresa entonces: 

a(i') - a(i) > d(i,i'). 

cualquier funci6n a:N +IR, donde N representa el conjunto de 
• 

etapas del proyecto, que satisfaga las.restricciones de prec~ 

dencia, es un calendario posible de ejecuci6n del proyecto. 

Por otro lado, si I y F son las etapas inicial y final del 

proyecto, la cantidad a(F) - a(I) representa la duraci6n to-

tal. del proyecto (que deberá ser minimizada). El problema de 

ordenamiento puede formularse por tanto como un problema de 

programaq,:i.6n lineal: 

Min z a(F) - a(I) 

s.a 

a(i') - a(i) > d(i.,i'), (i,i' )e:A 
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en donde el conjunto A representa al conjunto de las activida 

des del proyecto. 

Formulaci6n PERT. (Program Evaluation Review Technique). 

El proyecto puede ser representado en una red de la siguiente 

manera .. El conjunto de nodos N representa al conjunto de et.e, 

pas y el conjunto de arcos A representa al conjunto de activi 

dades del proyecto. De aqui que j-(i,i'}cA si y solo si j es 

una actividad con etapas inicial y final i e i' 

te. La restricci6n de precedencia entre k y j 

respectivame.!! 

(j terminada 

antes de empezar k) se representa haciendo coincidir el extr~ 

mo (etapa) final de j con el extremo (etapa) inicial de k co­

mo se muestra en la figura 5.l(a). El extremo inicial de las 

actividades que no requieren de ninguna otra para su ejecu­

ción coincide con I, la etapa inicial del proyecto, y el ex­

tremo final de aquéllas que no son reqÜeridas por ninguna o-

tra coincide con F, la etapa final del proyecto. Esta red re 

cibe el nombre de red PERT. Para ejemplificar consid~rese un 

proyecto formado por las actividades listadas en la siguiente 

tabla. En el segundo renglón de ~~ tabla se muestra la rela-

ci6n de precedencia existente entre las actividades, indican­

do como antecedente toda actividad que deba ser terminada an­

tes de realizar la correspondiente en el primer rengl6n. 

Actividad 

Antecedentes 
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La red o diagrama PERT correspondiente a este proyecto se 

muestra en la figura S.l(b). En esta red puede observarse, 

por ejemplo, que el extremo inicial de As coincide con el fi­

nal de A3 y el final de A4 representando que As no puede rea­

lizarse antes de haber terminado la ejecuci6n de A3 y A
4 

tal 

como se indica en la tabla. 

Algunas veces es necesario utilizar arcos ficticios, represe~ 

tanda actividades 11 fantasma", para expresar exactamente la r.!:. 

laci6n de precedencia. Por ejemplo, si una actividad A
3 

re-

quiere para su ejecuci6n que A1 esté completamente terminada 

y otra actividad A4 tiene como antecedentes a las actividades 

A1 y A2 , no es posible hacer coincidir el extremo final de A1 
y A2 con el extremo inicial de A3 y A4 , como se muestra en la 

figura S.2(a), puesto que esto querria decir que A3 tarnbi~n 

tiene como antecedente a A 2 • Para evi~ar esto, se agrega el 

arco ficticio mostrado en la figura S.2(b); así se representa 

que A4 requiere de la actividad ficticia (que requiere a A1 ) 

y de la actividad A2 mientras que A3 s6lo requiere que A1 sea 

terminada para proceder a su ejecuci6n. Cabe señalar qUe a 

los arcos ficticios se asocia duraci6n igual a cero puesto 

que corresponden a actividades no existentes; s6lo se utili­

zan para la representaci6n de la relación de precedencia. 

N6tese que ia representaci6n del proyecto en una red PERT peE 

mite observar qu€ actividades pueden realizarse simult~neame~ 

te y cuales no. Por otro lado, las fechas a(i) asociadas a 
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las etapas pueden ser asociadas a~los correspondientes nodos 

en la red; esto permitirá el ~álculo de su Valor corno se ver§ 

posteriormente. Una de laa prrticipales propiedades de las r~ 

des PERT es que éstas no contienen circuitos positivos como 

se establece en la siguiente proposición. 

Proposici6n .. Una red PERT~ño contiene circuitos posit;illl}os. 

Demostraci6n. Sea i 1 , a 1 , i 2 , a 2 , .•. ,iq, ªq' i 1 un circuito 

positivo; entonces: 

para realizar a 2 se requiere que a 1 se haya completado, 

para realizar a 3 se requiere que a
2 

se haya completado, 

para realizar a 1 se requiere que ªq se haya completado. 

De aqu! se concluye un absurdo: a 1 requiere que a 1 esté total:, 

mente terminada para poder llevarse a cabo. 

Por otro lado, la existencia de un circuito positivo implica-

ria que el problema de programaci6n lineal asociado al proye.f: 

to no tendría solución factible si alguna actividad involucr~ 

da en el circuito tuviera duraci6n no nula. En .efecto; suma_!! 

do las restricciones de los arcos de un circuito positivo C: 

l d . ., < 
(i,i')e:C 11 

I a(i') - a(i) 
{i,i' )e::C 

y por tanto dii' O, para todo (i,i')e::c •• 

o, 
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Otra observaciiSn importante es ~.-1 hecho de que el modelo de 

programaci6n lineal asociado a un proyecto puede expresarse 

matricialmente del siguiente modo si E es la matriz de inci­

dencia de la red PERT. 

Min z ~ a(F) - a(I) 

s. a. 

- a E > d 

en donde dERIAJ es el vector de duraciones. 

En la siguiente secci6n se analiza la so1Úci6n de este probl~ 

ma. 
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5.2 ALGORITMO DE SOLUCION. 

En general, res~lver un problema de ordenamiento no significa 

solamente establecer un calendario de ejecución de las activi­

dades del proyecto de tal modo que la duración de éste sea mí­

nima, sino también determinar cuáles son las actividades criti 

~; esto es, las actividades que al sufrir un retraso en su 

ejecuci6n retrasan todo el proyecto. Es evidente la importan­

cia de tales actividades y su determinaci6n permite una mejor 

vigilancia de la realización del proyecto. Una ~ critica 

es una trayectoria positiva de I a F formada por actividades 

criticas. Por otro lado, también es importante determinar la 

holgura de una actividad; es decir, el aumento que puede su­

frir su duraci6n sin retrasar el proyecto. Dada la definición 

de holgura, es claro que una actividad critica tiene holgura 

igual a cero. La holgura de una actividad debe calcularse 

con objeto de controlar mejor el proyecto (por ejemplo, siuna 

actividad tiene holgura distinta de cero, podr1an canaliza~se 

recursos asignados a ~sta a alguna actividad crítica). 

Para calcular la duración mínima del proyecto, obsárvese que 

ésta es igual a la longitud (duraci6n) de una trayectoria po­

sitiva de I a F que cumpla que, al finalizar la ejecución de 

la actividades que la forman, se hayan terminado todas las de­

m:is actividades del proyecto. En vista de lo anterior se concl,!!. 

ye que la duración núnima del proyecto es igual a la máxima long.!, 

tud de las trayectorias positivas de I a F en la red PERT, en 

188 



donde se considera como longitud de un arco a la duraci6n de 

la actividad que (;ste representa. Por tanto, calcular la dura 

ci6n rninima del proyecto equivale a determinar la trayectoria 

positiva más larga en la red PERT. Más aun, si se considera 

que la etapa inicial del proyecto puede alcanzarse cuanto an­

tes {es decir, a(I) = O), entonces: 

duraci6n m!nima del proyecto= a(F) = 
longitud de una trayectoria positiva 

más larga de I a F. 

Además, ninguna actividad sobre la trayectoria positiva más 

larga de I a F puede sufrir retraso alguno en su ejecuci6n 

puesto que ello conllevaría al retraso del proyecto. Por tan-

to, la trayectoria positiva más larga de I a F es precisamente 

la ruta cr'Ítica. 

Con el mismo argumento que el usado para a(F), puede generali-

zarse que: 

a{i) = longitud de una trayectoria positiva 

más larga de I a i, iEN. 

Antes de esta fecha no se ha terminado de realizar alguna acti 

vidad con etapa final i. Luego, basta con determinar las tra-

yectorias positivas más largas de I a i, para todo ieN. 

Una alternativa para calcular las fechas más próximas a(i) p~ 

ra las etapas iEN está basada en el algoritmo de programaci6n 

dinámica para determinar las trayectorias 
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m§s cortas en una red. Este algoritmo se basa en 1a no exis-

tencia de circuitos positivos. Para su descripci6n se intro-

duce la siguiente notaci6n. 

Sea f (i') = {iEN existe {i,i')EA} para icN. Cada elemento 

de este conjunto se llama predecesor de i'. Sup6ngase ahora 

que, para una etapa i'EN, se ha calculado a(i) para todo iEf­

(i'); es decir, se conoce la longitud de las trayectorias po-

sitivas m~s largas de I a i, para todo iEf-(i'). 

1ar a{.i.'} n6tese que: 

Para calcu-

a(i') - a(i) > d(i,i'), para todo iE.f-(i'); 

es decir 

a(i'} > a(i} + d(i,i'), para todo ie:f-(i'): 

el. valor má.s pequeño de a (i'} es entonces: 

a(i') = Max {a(i +· d (i' i 1 
) } 

ie:r ti'> 

Este valor a(i') es precisamente la longitud de la trayectoria 

positiva m~s larga de I a i' puesto que se ha buscado el. máx.!_ 

mo sobre todas las trayectorias positivas posibles. Obs€!rve--

se adem~s que para las activid.ades j-(i,i') de la ruta crit!, 

ca se tiene que a ( i) + d ( i, i' ) = a ( i • ) . 

Tambi~n es importante calcular la "fecha más lejana" en que 

puede alcanzarse la etapa i sin retrasar el proyecto; es de­

cir, la fecha máxima en que es posible empezar a realizar las 



actividades cuya etapa inicial es i, sin hacer la duraci6n 

del proyecto mayor que a{F). si se denota esta fecha con 

b(i), para iEN, la primera observaci6n que hay que hacer es 

que la actividad j-(i,i') puede comenzar a realizarse en cua! 

quier fecha en el intervalo [a(i), b(i)]. Tambi~n se conclu-

ye que b(F) = a(F). 

Se define el conjunto de sucesores del nodo i, de manera aná­

loga al conjunto de predecesores, co~o r+(i) = {i'EN 1 existe 

(i,i') EA}. Sup6ngase ahora que, para una etapa i, se ha cal­

culado b(i'), para todo i'Er+(i). Nótese que, p~ra no retra­

sar el proyecto, debe cumplirse: 

b(i) + d{i,i') < b(i'), para todo i'Er+(i)¡ 

es decir 

b(i) ~ b(i') - d(i,i'), para todo i'Er+(i). 

Entonces, el m§ximo valor que puede tomar b(i) es: 

b(i) = M~n {b(i') - d(i,i' )_}. 
i'e:f {i) 

El valor b(i), para iEN, es igual al valor a(F),menos la lon-

·gitud de una trayectoria positiva mas larga de i a F. En.e­

fecto, esto puede verificarse observando que si b' (i) es la 

longitud de la trayectoria positiva mas larga de i a F, por 

analogía con el cálculo de las trayectorias más largas de I a 

i (o invirtiendo el sentido de los arcos) se tiene que: 
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b' (F) O 

b' (i) = Max {b' (i 1
) + d(i,i')}, 

i<f+ (i) 

en donde es sencillo verificar que b(i) = a(F) - b' (i). Cabe 

señalar que para las actividad~J cr!ticas j-(i,i') se tiene 

Ó(i) + d(i,i') = b(i). De hecho, puesto que.b(F) = a(F), es 

posible asegurar que a(i) = b{i) y a(i') = b{i') para toda ªE 

tividad crítica j-{i,i')EA. 

Finalmente, para el cálculo de las holguras de las activida-

des, considérese lo siguiente: sea j-(i,i')' una actividad y 

sup6ngase que las actividades qué requieren de j se retrasan 

en su inicio lo más tarde permisible y que j se comienza a 

realizar lo más pronto posible; en otras palabras j se cornien 

za en la fecha a (i) y las actividades que requieren de j se 02 

mienz~n en la fecha b(i'). Bajo ~stos ·supuestos la duraci6n 

de j puede aumentarse en la cantidad h(j) sin retrasar el pr~ 

yecto, en donde la holgura h(j) se calcula: 

h(j) = b(i') - a(i) - d(j), j e:A. 

A continuaci6n se presentü. la dczcripci6n detallada del __ algo-·._ 

ritmo que calcula todas estas cantidades. 
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A L G O R I T M O 

PropOsito.. Determinar las fechas más pr6ximas, las fechas 

más lejanas y las actividades criticas en una red 

PERT. 

Paso l .. Hacer s = (I}, a(I) O. 

Paso 2. - Si existe i'ES tal que r-{i')CS, ir a 3. 

En otro caso hacer s = F, b(F) = a(F) e ir a 4. 

Paso 3. Hacer a(i') = Max {a(i) + d(i,i')} 

Paso 4 .. 

Paso S. 

Paso 6. 

ie:r-c1• > 

Actualizar s S U{i'}. Ir a 2. 

Si existe ie:s tal que r+(i) es, ir a s. 

- En otro caso ir a 6. 

Hacer b(i) l'1in {b(i') - d(i,i')} 
i' e:r+c11 

Actualizar s = s U{i}. Ir a 4. 

A cada arco j ... ( i, i' ) ae· la red, asociar 

h(j) = b(i') - a(i) - d(j). Terminar. 

Los nWneros a{i) y b(i) son las fechas m&s :pr6~itriaS_ 

y m&s lejanas de la etapa i respectivamente. El na:...': 

mero h(j) es la holgura de la actividad j. 
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Justificaci6n del algoritmo. 

Sólo se probará que el algoritmo converge dado que la prueba de 

que produce la solución óptima ya se ha proporcionado durante 

el desarrollo de la sección. 

Obsérvese que para calculara(i) para iEN, se requiere que esta 

cantidad haya sido calculada para todos los predecesores de i. 

En el paso 2, si no existe tal nodo se tiene que S =N; es decir, 

que las Gnicas alternativas que se tienen son: existe un nodo i 

para el cual ya se ha calculado a(i) para todos sus predecesores 

o bien ya se ha calculado a(i) para todos los nodos. En efecto, 

supóngase que no existe i'ES tal que r-(i') e s y que S i N; es­

to querria decir que existe i 1Er (i 1) tal que i 1~S (O bien r 
(i 1 ) = tfl pero esto es imposible para i 1 = I). Corno no existen no-

dos fuera de S con todos sus predecesores en s, entonces existe 

Como el nGmero de 

nodos es finito, se llega a un nodo ikcr (ik_ 1 ) fuera de s tal 

que f-(ik)q: s, con ik=iq' para algGn qe:{l,2, •.. ,k-1}; esto po­

ne en evidencia un circuito positivo lo cual constituye una con-

tradicci6n. Por tanto el n6rnero de veces que se realizan los p~ 

sos 2 y 3 es finito; de hecho estos pasos se repiten n-1 veces, 

en donde n es el ntlmero de nodos de la red. 

Análogamente se prueba que el nG.mcro de veces que se realizan -

los pasos 4 y 5 es finito {de nuevo n-1) • El paso 1 se realiza 

una sola vez y en el paso 6 se calculan m holguras, en donde 

m es el nómero de arcos de la red. Por tanto el algoritmo se -

realiza en un nGmero finito de iteraciones . 
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EJEMPLO l. 

En la siguiente tabla se listan las actividades que forman un 

proyecto.de establecimiento de un ingenio azucarero. En la s~ 

gunda columna de la tabla se indica la duración de cada activ! 

dad (en semanas) y en la tercera se enwneran las actividades 

precedentes a la correspondiente en la primera columna. Deter 

m1nese la duraci6n m1nima del proyecto, las fechas más pr6xi­

mas y más lejanas para cada etapa y la holgura de cada activi-

dad. 

Actividad Duración Antecedentes 

Al Compra de equipo 5 --------
A2 Entrenamiento de personal. 12 --------
A3 BG.squeda del mercado de 

capital 10 --------
A4' Instalaci6n de equipo 4 Al 

AS C:ilculo del presupuesto 1 Al 

A6 Financiamiento para cinco 
años de producci6n 6 A3, AS 

A7 Pruebas de equipo 8 A2, A4 

Primeramente se construye la red PERT correspondiente. Esta 

se muestra en 1a figura 5.3. En e1 primer Cuadro se resume la 

ap1icaci6n de la parte del algoritmo en donde se calculan las 

fechas m~s pr6ximas y en el segundo se resume e1 c~lculo de 

las fechas m~s lejanas. 
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Iteración 

o 

1 

2 

3 

4 

Nodo i 
agregado a S 

I 

1 

2 

3 

F 

Max{ o + 

Max{ o + 

:r-1ax {10 + 

a(i) 

o 

5 

10, 5 + 1)= 10 

12, 5 + 4)= 12 

6' 12 + B)= 20 

En este momento se tiene S = N por lo que se actualiza S = F, 

b(F) = a(F) = 20 y se procede al cfilculo de las otras fechas. 

Iteración 

5 

6 

7 

8 

Nodo i 
agregado a s 

3 

2 

l 

I 

Min{l2 -
Min{S..: 5, 

b (i) 

12 

14 

4, 14 - l ]= 8 

12 -12, 14 -101 =o 

En este momento se tiene S = N por lo que se procede al cálcu~ 

lo de holguras .. 

Actividad j"" (.i.,.l' ' Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 

Holgura h(j) = b(.l') - a(.<:) - d(j) 3 o 4 3 8 4 o 

La duraci6n minima del proyecto es entonces a(F) = b(F) = 20 

semanas. La ruta crítica corresponde a la formada por las ac­

tividades con holgura igual a cero, o equivalentemente a la tr~ 

yectoria positiva más larga. Esta ruta est~ marcada en la 
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figura 5.3; en esta misma figura se ha asociado a cada nodo¡ 

la pareja [a(i), b(i}]. Obsérvese que para las etapas sobre 

la ruta crítica se cumple a (.i) = b(.i.). Las actividades j- l.i.,.i.'J 

sobre la ruta crítica satisfacen por tanto a(i) = b(.i.) y 

a{.i.') = b(.i.'). 

[5,8] 

10 

[10,14] 

6 

Figura 5.3 

[12,12] 

F 

[20,20]. 
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EJEMPLO 2. 

La siguiente tabla muestra, en la primera columna, la lista de 

actividades de un proyecto consistente en la fabricación de un 

nuevo producto. En la segunda columna de la tabla se indica 

la duraci6n de cada actividad (en dfas) y en la tercera se en~ 

meran las activiades precedentes a la correspondiente en la 

primera columna. Determínese la duraci6n m!nima del proyecto, 

las fechas más ·pr6ximas y más lejanas para cada etapa y la 

holgura de cada actividad. 

Actividad Duraci6n Antecedentes 

Al Decisión Preliminar lS ---------
A2 Estudio de mercado 30 Al 

A3 Reporte de estudio 2 A2 

A4 Sugerencia del diseño 10 A3 

AS Lista posibles proveedores 4 A3 

A6 Estimaci6n de la capacidad 

de producci6n 10 A3 

A7 Lista de posibles 

distribuidores 4 A3 

AS Estudio de campaña de 

publicidad 20 A3 

A9 Estudio de diseño 40 A4 

Al O Cotización de precios 10 AS 

All Pron6stico de ventas s A6 

Al2 Cá.lculo de costos de 

publicidad 6 AS 

. 
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Al3 Compra de mater~al 20 Al O 

Al4 Pruebas de producci6n 30 A9, Al3 

Al5 Presupuesto 15 All, Al2, Al? 

Al6 Estrategia de ventas 3 A?' Al5 

Al? Pruebas de cent.rol de 

calidad 30 Al4 

Al8 Resultados de publicidad 12 Al? 

Al9 Lanzamiento al públ.ico 7 Al6, Al8 

Primeramente se construye la red PERT correspondiente. Esta 

se muestra en la figura 5.4. En el primer cuadro se resume la 

aplicaci6n de la parte.del algoritmo en donde se calculan las 

fechas m~s próximas y en el segundo se resume el c~lculo de 

las fechas rn~s lejanas. 

Iteraci6n Nodo i a (i) aqreqado a s 
o I o 

1 1 15 

2 2 45 

3 3 47 

4' 5, 6, 7 4, 5, 6, 7 a(4) = 57, a (5) = 51 

B 10 61 

9 9 Max { 57 + 40' 61 + 20)= 97 

10 12 127 

. 

199 



11 13 157 

12 ll. Max{ 157 + o, 57 + 8' 
67 + 6 } = 157 

13 8 Max{ 47 + 4, 157 + 15}= 172 

14 14 Max{l72 + 3, 157 + 12}= 175 

15 F 182 

En este momento se tiene S = N por lo que se actualiza s = F, 

b(F) - a(F) ~ 182 y se procede al cálculo de las otras fechas. 

Iteraci6n 

16 

17 

18 

19, 20, 21 

22 

23 

24, 25 

26 

27 

28 

29 

Nodo i 
agregado a S 

14 

8 

11 

. 13, 6, 7 

12 

9 

4, 5 

3 

2 

l 

I 

b(i) 

175 

172 

157 

b(l3) = Min{l?7 - O, 175 - 12}= 157 

b(6) = 149, b(7) = 151 

127 

97 

b(4) = 57, b(S) = 67 

Min{57 - 10, .67 - 4, 149 - 10, 

151 - 20, 172 - 4}=47 

45 ·. 

15 

o . 
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En este momento se tiene s N por ·lo que se procede al c~lcu-

lo de h6l.guras. 

.Actividad j-{i,i') Al A2 A3 A4 AS A6 A7 AS A9 

Holgura h (j) o o o o 16 92 121 84 o 

(Continuaci6n) 

Al O All Al2 Al3 Al4 AlS Al6 Al7 Al8 Al9 

16 92 84 16 o o o o 6 o 

La duraci6n mínima del proyecto es entonces a(F) = b(F) = 182 

días. La ruta crítica corresponde a l.a formada por las activi- · 

dades con holgura igual a cero, o equivalentemente a la trayec­

toria positiva mas larga (en este caso la actividad ficticia 

forma parte de la r~ta crítica). Esta ruta est~ marcada en la 

figura 5.4 en la que también se ha asociado a cada nodo i a 

pareja [a(i), b(i)]. Obs€rvese que para las etapas sobr~ la 

ruta crítica se cumple a(i) = b(i). Las actividades j-(i,i') 

sobre la ruta crítica satisfacen por tanto a(i) = b(i) y a(i') 

= b(i'). Sin embargo el inverso no es válido; esto es, si una 

actividad es tal que sus etapas cumplen las dos igualdades an­

teriores no necesariamente es critica como es el caso de Al8_ 

(las etapas inicial y final de A18 est~n sobre la ruta criticá 

pero Al8 no). 
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Por a1timo, n6tese que pued~eran haberse evitado varios cálc~ 

los en este caso particular. En efecto, las etapas I, 1, 2, 

3, 14 y 15 est§n contenidas en todas las trayectorias positi­

vas de I a F; en particular están en la ruta critica y por 

tanto b(i) = a(i) para tales etapas y entonces no era necesa­

rio calcular estos valores. Además, la ruta crítica es la 

trayectoria positiva mas larga de I a F y por tanto la holgu­

ra de las actividades sobre esta trayectoria es igual a cero; 

luego, tampoco era necesario haber calculado estas cantidades. 
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¡121,1?.71 

¡s1, s1l l\1 
"º 20 

~¡ 

30 
l'i3 

1'i 10 ¡61, 711 

1'4 

10 
¡57,1491 
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5.3 RELACION CON DIFERENCIALES. 

Primeramente debe observarse que las fechas m~s pr6ximas 

a (.l) con ..i..e:N, definidas en 1a sección 5.1,·constituyen un po-

tencial tal que su diferencial v = ~ a debe satisfacer cier--

tas restricciones de generación. Estas restricciones de gen~ 

raci6n son precisamente las restricciones de precedencia in-­

traducidas en el modelo de programaci6n lineal correspondien-

te al problema de ordenamiento. En efecto 

V (j) <la ( j) a(.l'l - a(.l) ~ d(j), 

Es decir, se requiere que la tensión a trav~s del arco j es­

t~ contenida en el intervalo de generaci6n [d(j), ~>. 

M&s aGn, si se considera N+ = {I} y N- = {F} se tiene que el 

problema de ordenamiento consiste en determinar un potencial, 

con diferencial factible con respecto a las generaciones, tal 

que el despliegue de a de N+ a N- sea mínimo; es decir, el 

problema de ordenamiento es un problema de tensión mínima. 

Por otro lado, recuérdese que, para toda trayectoria P:N+ + N 

+ -[desplieque de a de N a N ] = 

= [despliegue de a relati\ro a Pl. _:: d+ (P); 

de donde se concluye que la funci6n objetivo del problema de 

ordenamiento est§ acotada inferiormente por la generaci6n in­

f~rior de toda trayectoria de N+ a N-. 
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+ - -Por otro lado n6tese que si P:N +N es tal que P t $, ento.!! 

ces 

=- 00; 

es decir, toda trayectoria que utilice arcos recorridos neg~ 

tivarne:hte tiene generacil5n inferior igual a -oo. Por tanto' 

pu"ede concluirse que la función objetivo del problema de or­

denamiento está acotada inferionnente parla generaci6n infe­

rior de toda trayectoria positiva de N+ a N-

Intuitivamente, se sospecha que el dual d91· problema de ord~ 

namiento, por anal.ogiacon la secci6n 3.2, es el siguiente: 

Problema de la trayectoria positiva máxima. Sean N+, N- C N 

no vacíos en una red. El problema consiste en 

Max {d- (P) J P:N+ + N- -positivas} 

este caso particular. Además, es ~asible establecer un re­

sultado análogo al teorema te~si6n rnfucima - trayectoria m!O,!. 

ma en el cual se relacionan el problema de tensi6n m!nima, 

asociado a un problema de ordenamiento, y el problema de tra 

yectoria positiva m§xima definido de esta manera. 

Teorema de tensi6n m~nima - trayectoria positiva rn~xima. 

(P.ara problema de ordenamiento) • Sup5ngase que exis_te al. m~ 

nos un potencial que satisface las restricciones del proble-. 

rna de minima tensi6n asociado al problema de ordenamiento. 

205. 



l 

Entonces: 

1

-Min en problema de ] 
_ tensi6n m!nima · = 

'

- Sup en problema de · ] 
_trayectoria positiva m~xima 

De hecho este resultado es v~lido no s6lo para el caso del 

problema de ordenamiento sino en genera-1, substituyendo tra­

yectorias positivas por cualquier trayectoria; la·prueba de 

este hecho es completamente análoga a la del teorema tensi6n 

máxima - trayectoria mínima. 

Otra prueba, para el caso particuaar del problema de ordena­

miento, la constituye el algoritmo de la sección anterior 

(pasos 1, 2 y 3). Cabe aclarar que lo que se ha. llamado "long,! 

tud11 de la trayectoria positiva en la sección anterior coin­

cide con el concepto de generaci6n inferior de tal trayecto­

ria, por lo que se asegura que este Hroblema de determina­

ción de trayecto.ria positiva máxima es precisamente el de d~ 

terminación de la ruta critia en la red PERT. 

Otra observaci6n importante que debe hacerse en cuanto a fa~ 

tibilidad se refiere es que, en vista del.teorema de difere.!l 

cial factible, siempre existe solución factible en el caso 

del problema de ordenamie.nto ya que, dado que no eX:iSten ci!:_ 

cuitas positivos: 

d-(P) = Í +d-·(j) 
joP 

.í +d(j) - í _1~1 
JEP jeP 

=-co <O. 
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O equivalentemente, d+(P') =~>O, donde p• es el reverso 

de P. De hecho, el diferencial v, con a(I) =O, puede constr~ 

Írse utilizando el algoritmo de rectificaci6n de tensi6n des­

crito en el capítulo 3. · 

Con respecto a las fechas más lejanas b(L) para .le:N, consi­

d~rese lo siguiente. Sea R la red PERT y sea R' la red con.!!, 

tru{da invirtiendo los arcos de R; es decir, si N y A son los 

conj~ntos de nodos y arcos de R respectivamente, entonces los 

conjuntos de nodos y arcos de R' son N' y A', en donde: 

N = N' y j-(¿,¿• )e:A' si y s6lo si j-(~',L)e:A. 

N6tese que l.os ntimeros b.' (.i.) , definidos en l.a secci6n ante­

rior como b' (.l) = a(F) - b(L), constituyen un potencial en la 

red R' tal que su diferencial w debe ser factible con respeE 

to a ~iertas generaciones. En efecto,· los nWneros b' CL), 

LEN, satisfacen: 

b 1 (.l) > b' (..i. 1 ) + d(.l,.l'), para j- (.l,.i. 1
) e:A; 

entonces esta desigualdad se cumple para todo j- ·(.lJ ..i.l e:A', en 

donde d(.l' ,.l)~= d(..l,.i. 1 l, para je:(.i.' ,.i.)e:A'. Luego: 

w(j) = ~b'(j) = b'(.i.) - b'(.l') ~ d(.i.',.l) para j-(.l',.l)e:A'. 

Es decir, se requiere que· la tensi6n a trav~s del arco j es­

té contenida en el intervalo de generaci6n [d(j), ~). 
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Si se considera N+ = {F} y N- = {I}, se tiene que e1 problema 

de detenninar los ndmeros b' (~),~EN, es tambi~n un problema 

de tensión m!nima puesto que se desea minimizar la duración 

del proyecto (b' (I) - b' (F)). De aqui se conc~uye que todos 

los resu1tados validos para el potencial a(l) tambi~n lo son 

para el potencial b' (l). En particular, el dual de este pro­

blema es un problema de trayectoria positiva máxima en la red 

R' (una prueba la constituyen los pasos 5 y 6 del algoritmo 

de la secci6n anterior). De nuevo, puesto que no existen ciE 

cuitos positivos en la red R', el problema de diferencial fa~ 

tible siempre tiene so1uci6n en esta red. y, para su construc­

ci6n, puede utilizarse el algoritmo de rectificación de ten­

si6n con b' (F) = O. Una vez calculada ta: soluci6n 6ptima b 1. 

de este problema de tensión m!riirna las fechas más lejanaS se 

obtienen, como se indic6 en la sección anterior, calculando 

b(~) ~ a(F) - b' (~) para las etapas LEN. 

Antes de considerar un ejemplo de aplicaci6n de estos resul­

tados se analizan las posibles simplificB.ciones del algor"it-. 

mo de trayectoria m!nima en su aplicación para la soluci6n 

del problema de ordenamiento. 
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5.4 SIMPLIFICACION DEL ALGORITMO DE TRAYECTORIA MINIMA PARA 

EL PROBLEMA DE ORDENAMIENTO. 

Antes de mencionar las simplificaciones que pueden realizarse 

en la aplicaci6n del algoritmo de trayectoria mínima para el 

caso del problema de ordenamiento, es necesario observar que 

tarnbi~n en la determinación de un diferencial factible pueden 

hacerse ciertas simplificaciones. 

El algoritmo de rectificaci6n de tensi6n puede inic~arse con 

cualquier potencial tal que a(X) = O y a(¿) < ~ para todo ¿eN; 

esto seguramente es v~lido para las fechas más pr6Kimas pues 

de lo contrario el proyecto no tendr1a duraci6n finita. El 

conjunto A- constru1do en el paso 2 siempre resulta ser vacío 

ya que d+(j) = ~, para todo jeA; este paso puede entonces ser 

reducido a la determinaci6n del conjunto A+ y a la prueba de 

factibilidad. Bajo la consideraci6n de
0

que se inicia con un 

potencial de valores finitos es posible concluir que todos los 

potenciales constru!dos durante el algoritmo tambi~n ti~..nen 

esta caracter1stica y por tanto la tensión a través.de todo-6!: 

ca es tambi~n finita .. De aqu1 que la coloraci6n definida·en 

el paso 3 sólo puede constar de dos colores: el rojo, para los 

arcos cuya tensi6n sea superior a la cota inferior de genera­

ci6n d(j), y el negro, para aqu~llos cuya tensi6nsea inferior 

o igual a la generaci~n inferior. Además, la alternativa que 

9onsidera la posibilidad de determinar un circuito compatible 

con la coloraci6n es imposible puesto que éste tencJrla,_!generacifu 
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superior menor que cero y en la sección anterior se prob6 la 

no existencia de tales circuitos. Luego, en el paso 3 sólo 

existe la posibilidad de determinar cortes compatibles. Por 

otro lado, el valor de a se reduce ad()) - v()) pues A- es 

vacío •. Finalmente, d+(j) - v(j) = ~ para todo j&A por lo que 

este t~rmino puede ser eliminado del cálculo de a. 

Con respecto al cálculo del potencial b' en la red R' puede 

procederse del mismo modo que el empleado para la construcción 

de a utilizando b' (F) = O. 

Una vez calculado el diferencial a factible con respecto a las 

generaciones en la réd PERT R (o b' en la red R') se procede a 

su optimizaci6n determinando la trayectoria positiva máxima de 

I a F en R (o de Fa I en R'). Sin embargo, si previamente ya 

se han determinado las fechas m~s próximas a(l) para toda et!:: 

pa leN·, puede inciarse el algoritmo de cálculo del potencial 

b' Optimo con b' (l) = a(F) - a(l) para toda etapa i que est~ 

sobre la ruta cr!tica con la ventaja de que estos valores no 

ser~n ya modificados pues a(i) = b(i) = a(F) - b' (i) para ta-

les etapas. M~s aun, si b' se construye mediante el algorit­

mo- de rectificaci6n de tensi6n, iniciando de este modo, enton~ 

ces constituye una soluci6n óptima del problema de t9risi6n m!~­

nima en R' ya que su despliegue es b' (F) - b'(I) que coincide 

con la duraci6n del proyecto (es decir, con la qeneraci6n in­

ferior de la trayectoria positiva máxima). Esto ahorra la a­

p1icaci6n del algoritmo de trayectoria m~xima dos veces. 

A continuaci6n se detalla el algoritmo simplificado. 
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ALGORITMO 

Prop6sito. Determinar un potencial a con a(I} =O en una red 
PERT. 

oescripci6n 

Paso l. Sea a cualquier potencial de valores finito$ con 

a(I) = O. Sea V = aa. 

Paso 2. Sea A+ = {jEA v(j) < d(j) }. 

Si A+ = ~ terminar. El potencial a resuelve el pro­
blema. 

En otro caso seleccionar JEA+ e ir a 3. 

Paso 3. Colorear los arcos de R de la sig~iente manera: 

rojo si v(j) ·, d(j), 

negro si v(j) < d(j). 

Determinar, mediante el algoritmo de Minty, el corte 

Q compatible con la coloraci6n que contiene a j. 

Calculars 

r(j) - d (j). para j e:Q~. 

a. = Min 
d (j) 

- V (j)' para j=J'. 

Actualizar a = a + a ~Is e ir a 2. 
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EJEMPLO 3. 

Consid~rese el proyecto del ejemplo l. Determínese un poten-

cial a tal que su diferencial sea factible con respecto a las 

generaciones utilizando el algoritmo de rectificación de ten­

si6n modificado. 

Iteraci6n 1. Se inicia c6n ei potencial a mostrado en la fi­

gura S.S(a). Se tienen entonces los siguientes valores para 

V = Óa; 

A2 A3 A4 AS A6. A7 

9 10 4 6 7 8 

Luego, A+ = {A2}. La coloraci6n definida se muestra en la fi 

gura S.S(b) y compatible con ésta se determina el corte 

Q={(J:,l), (I,3), (I,2)}. Elvalordeaes: 

a= d(I,3) - v(I,3) = 12 - 9 = 3. 

Se actualiza el potencial obteniéndose el mostrado en la figu-

ra 5. 5 (e) • 

:rteraci6n 2. Los valores de v = Aa, para el. nueY"o potencial 

a son: 

v:j l 1 

Al A2 A3 A4 AS A6 A7 

8 12 13 4 6 7 8 

De donde A+ = $ y por tanto el diferencial del 1iltimo poten-

cial es factible. 

212 



6 

( a ) 

r 

n 
r 

( b ) 

Figura S~ 5 

(9) 

3 

B 

F 
(17) 



Cuando se cuenta ya con un potencial a tal que su diferencial 

v es factible respecto a las generaciones se procede entonces 

a la determinaci6n del Optimo. Para ello se requieren cier-

tas modificaciones y simplificaciones del algoritmo de tra-

yectoria m1nima. Primeramente n6tese que d~(j) siempre es i-

gual a infinito pues éste es el valor de la generací6n supe-

rior de todo arco. Por otro lado, puesto que se trata de de-

terminar una trayectoria positiva máxinta, 'no seran incl.uidos 

los arcos recorridos negativamente; el c~lculo de a se reduce 

' entonces a la comparación de los t~rminos w(~') + d~(j) (se 

considera l.a generación inferior de las t~ayectorias) con 

. o+ JE • 

res. 

El valor de a será el m§ximo de las diferencias anteri~ 

Un corte de generación inferior ilimitada no puede pre-

sentarse pues todas las actividades tienen.duraci6n finita; 

de aqu~ que el valor de a siempre es fi~ito y por tanto des­

pués de su cálculo se pasa dir~ctamente al paso 3. 

Por otro lado, se desea determinar no solamente la trayecto~ 

ria positiva máxima de I a F, sino tambi~n las trayector1as 

positivas de I a~ para todo leN, con objeto de.conocer laB. 

fechas m&s pr6xirnas para cada etapa. El criterio de término 

establecido en el paso 3 no seria entonces finalizar cuando 

leN- sino cuando S = N; es decir, cuando se haya construido 

un enrutarniento que toque todo nodo de la red. 

A continuaci6n se describen estas modificaciones y se resuel-

ve un ejemplo. 
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ALGORITMO 

Prop6sito. Determinar las fechas rn~s pr6ximas a(.i.} para le:N, 

la ruta crítica y la duraci6n mínima del proyecto 

en una red PERT. 

oescripci6n 

Paso l. Iniciar con un potencial a obtenido mediante el alg2 

ritmo anterior. Sean S N+ = {I}, 0 vacio y w = O 

en s. Sea d~(j) = d(j) v(j), je:A, donde v = Aa. 

Paso 2. Determinar el corte Q = [S, N/S] y calcular: 

Ir a 3. 

Paso 3. Sea j e1 arco correspondiente a1 valor de a. 
Calcular: 

Si s = N terminar. La 0-trayectoria positiva P.:I+¿_ . .. .(..,, 
es m4xima, para .i.e:N, y el potencial ·a =.a +-w ·repre_-­

senta las fechas mAs pr6ximas de las etapas. 

Si S f N ir a 2. 
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EJEMPLO 4. 

Determ1nese la duraci6n mínima del proyecto, la ruta crítica 

y la fecha más pr6xirna de cada etapa para el proyecto del e­

jemplo 1 utilizando el algoritmo de trayectorias modificado. 

Se inicia con el potencial obtenido en el ejemplo 3. Enton-

ces (figura 5.G(a)) 

j Al A2 A3 A4 AS AG A7 

-3 o -3 o -s -1 o 

A continuaci6n se presenta un cuadro resumen de las iteracio-

nes. En la figura 5.6(a) se ha marcado [w(~)]. 

IteraciOn 

o 
1 

2 

3 

nodo 
agregado 

Valor de B a S 

- I 

o 3 
o F 

-3 1, 2 

e l.ll 

--
A2 

A7 

e (ll = Al 

0(2) = A3 

Al, A2, A3 

Al, A3, A7 

Al, A3 

Puesto que S = N se termina. Las fechas m§s pr6ximas son ·10~. 

valores del potencial a =a +w y se muestran en la figura· s·. 6 

(b)~ La 0-trayectoria positiva m~xima, marcada en la figura 

S.6(b), es la ruta critica y la duraci6n minima del proyecto 

es igual a la generaci6n inferior de ~sta: 20 semanas. 

N6tese que estos resultados coinciden con -los del eje1nplo 1 

como era de esperarseª 
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(lO):----------- ./ 
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CONCLUSIONES. 

Este trabajo ha sido enfocado a la presentaci6n y análisis de 

resultados te6ricos y algoritmos de soluci6n simultánea para 

las parejas de problemas duales de redes flujo máximo-corte 

mínimo y trayectoria mínima - tensión máxima. Tambi~n se ha 

considerado el caso de determinaci6n de soluciones factibles 

con respecto a ciertas restricciones de divergencia y de cap~ 

cidad en el caso de flujos y de generaci6n en el caso de dif~ 

renciales. En cada capitulo se hizo patente la importancia de 

los resultados establecidos en el desarrollo de los algorit­

mos de soluci6n pues estos a1timos surgen de las demostracio­

nes constructivas. 

Por otro lado, se hizo notar el paralelismo existente entre 

las parejas de problemas duales antes mencionadas. Lo rn~s 

destacado de tal paralelismo lo constituyen los teoremas de 

Ford y Fulkerson y de Minty, en los cuales se establece res­

pectivamente que el supremo en el problema de flujo rn&xirno es 

igual al rninimo en el de corte mínimo y que el mínimo en el 

problema de trayectoria minima es igual al supremo en el de 

tensi6n máxima. Otra analogia consiste en disponer de algo­

ritmos de soluci6n simultánea en ambos pares de problémas. 

En lo referente a factibilidad, lo rn&s relevante son los teo­

remas de distribución factible, para el caso de flujos, y de 

diferencial factible, para el caso de tensiones, así corno el 

desarrollo de dos tipos de algoritmos: los de distribución 
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y .rectificación de flujo para el caso de flujos y los de di­

ferencial factible y rectificaci6n de tensi6n para el caso de 

diferenciales. En los métodos de distribución factible y di­

ferencial factible se analizan las violaciones a restriccio­

nes sobre los nodos y en los de rectificación de flujo y ten­

si6n se trabaja sob_re arcos. En la presentaci6n de todos es­

tos algoritmos se hizo incapi~ en la importancia de los' teo­

remas de alternativas conocidos como lema de Minty y teorena de 

la red coloreada, pues se aplican corno subrutinas en casi to­

dos los casos. 

Este paralelismo mostrado en ·los problemas de flujos y dife­

renciales permite el desarrollo de una teoría general que en­

globa los problemas básicos de Redes (R.T. Rockafellar). De 

hecho, las variables tratadas tienen mayor relaci6n que la e~ 

tablecida en este trabajo. En un diagrama, llamado de Tucker, 

se relacionan los pares de variables flujo - divergencia y P2 

tencial - tensi6n; este esquema permite generalizar las rela­

ciones existentes entre las variables y de este modo es posi­

ble extender los resultados te6ricos que englo_ban estas pare­

jas a problemas con matrices generales de restricciones (en 

el caso de redes tal matriz resulta ser la de incidencia de 

la red) abarcando asi toda una gama de problemas de optimiza-

ci6n. un caso particular que vale la pena mencionar es el 

concerniente al lema de Minty. Este· lema se utiliza en la de 

terminaci6n de soluciones factibles para los problemas de 
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flujos y diferenciales como se mostr6 en los capitulas 2 y 3. 

El lema puede generalizarse dando como resultado un teorema 

denominado de índices coloreados que a su vez se aplica en 

ciertos probl.emas de factibil.idad con matrices generales. Es 

importante entonces profundizar en estas general.izaciones y 

explotar sus aplicaciones. 

En los Gltirnos capítulos qued6 demostrado que es posible re­

solver otros problemas de redes utilizan401 l.os algoritmos de 

soluci6n presentados en los capítulos 2 y 3, lo cual. refuer­

za la importancia de éstos en l.a práctica.1 ·Más a'lln, l.os pro­

blemas tratados en estos capitules, acoplamiento m~ximo y or­

denamiento, se formulan como casos partif~lares de flujo m~x! 

mo y tensi6n mini.roa respectivamente, lo cual permite ciertas 

especializaciones de los algoritmos. De tales especializaci2 

nes s~rgen resultados muy interesantes. En especial se ob­

serv6 que el teorema de Konig-Egervary, que ~el.aciana acopla­

miento m~ximo con bloqueo mínimo en una red, resulta ser un 

caso particular del teorema de Ford y Fulkerson y de aquf que 

sea posible obtener m~todos de soluci6n alternativos a los 

cl:1sicos para resolver la pareja de proble11as duales acopla-

miento m§ximo - bloqueo mínimo. En cuanto al problema de or-

denarniento, se observ6 que el problema de determinar un cale~ 

dario de ejecuci6n del proyecto, que minimice la duraci6n de 

éste, puede formularse como un problema de tensi6n m~nima;.el 

dual de este Gltimo resulta ser un problema de determinaci6n 
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de la trayectoria máxima que a su vez coincide con el concep­

to de ruta crítica. De aquí que los resultados y algoritmos 

de diferenciales, modificados para trayectorias m§ximas, pue­

dan ser especializados para aplicarse al problema de ordena­

miento. 

Finalmente, cabe señalar que es también importante estudiar 

y analizar la complejidad computacional de los algoritmos pr~ 

sentados en este trabajo, así como llevar a cabo su implemen­

taci6n en una computadora. 

Con todo lo anterior queda demostrado que el campo de estudio 

de los modelos de redes es muy amplio y variado. AGn quedan 

problemas abiertos en esta interesante rama de la Investiga­

ci6n de Operaciones. 
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