O 44
2{3.,

FLUJOS Y DIFERENCIALES: ~ L
FACTIBILIDAD Y OPTIMALIDAD

Maria del Carmen HMerndndez aiyuéo

| T E S | S
PRESENTADA A LA DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO DE LA
FACULTAD DE INGENIERIA )
| DE LA T
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO -
COMO REQUISITO PARA OBTENER EL GRADO DE: = L

MAESTRA OF INVESTIGACION DE GPERACIONES

CIUDAD UNIVERSITARIA
MEXICO, D. F.

TTEIs CON s
FALLA [E ORiGER | .




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



1.

INDICE

INTRODUCCION

TRAYECTORIAS Y CORTES

1.1
1.2
1.3
1.4

Conceptos béisicos de redes
Traycctorias en una red
Algoritmo de enrutamiento

Lema de Minty y Teorema de 1la
red coloreada

FLUJO MAXIMO ¥ EXTENSIONES

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

3.1
3.2

3.3

3.4
3.5

Definiciones elementales

Flujo miximo en una red

Algoritmo de flujo miximo

El problema de factibilidad de fiujo

Algoritmo de rectificacibn de flujo

. TRAYECTORIA MINIMA Y EXTENSIONES

Definiciones elementales
Trayectoria minima

Algoritmo de trayectoria minima

El problema de diferencial factible

Algoritmo de rectificacidén de tensién

Pag.

18
26

35

43

45
19

57
78

93

104
- 115

122

134




PROBLEMA DE ACCPLAMIENTO
4.1 Problema de acoplamiento
4.2 Algoritmo de solucibn
4.3 Relacién con flujo'méximo

4.4 Especializacibn del algoritmo de flujo
miximo para el problema de acoplamiento

PROBLEMA DE ORDENAMIENTO

5.1 Problema de ordenamiento
5.2 Algoritmo de solucién
S.% Relacién con diferenciales

5.4 Simplificacién del algoritmo de trayectoria
minima para el problema de ordenamiento

CONCLUSIONES

BIBL10GRAFTA

Pag,

141

143
156
163

168
179
181

188
204

209

218

222




INTRODUCCION

La teoria de redes es una clase de modelcos matemdticos gue invo-
lucra la representacifn gr&fica de ciertos problemas de optimiza
cifn. Las redes tienen una aplicacifn extensa en diversos campos
como son: planeacifn, administracibn, ingenierfa, quimica, educa
cidn, etc.; en estos campos, innumerables situaciones pueden for-
mularse como modelos matemdticos ¢e redes. Algunos ejemplos son:
sistemas de produccibn~distribucibn, tr&fico urbano, transporte
colectivo, redes eléctricas, remplaze de equipo, inventarios, -
presas, flujo de dinero, tuberifas, cleoductos, asignacion'ée.re~

.cursos y otros.

A causa de la vasta aplicacibn de este tipo de modelos y a la va
liosa ayuda gue proporcionan para el entendimiento de los siste-
mas, ha habido gran actividad en su estudio. Gracias a esto, y a
la estructura especial que presentan los moﬁelos de redes, se
“han desarrollade algoritmos eficientes para ia solucibn de los
problemas formulados. Incluso se ha desarrollado mds de un.algo?
ritmo para resolver el mismo tipo de problema en base a las res-
tricciones que en &l se consideren. Ademfs, los algoritmos.son;
en su mavoria, de relativa facilidad en su-comprensiﬁn y aplica-
cidn ya que surgen de manera natural en el desarrcllo de'la‘QEOu
rfa. Otra ventaja de algunos de los algoritmos es que, a través
de ellbs, es posible detectar cuindo un problema de redes no tigil

ne solucién.



En la teoria de redes existe un conjuntco de problemas bédsicos:
flujo miximo, trayectoria minima, flujo con costo minimo, entre
otros. Los variados métodos de solucién desarrollados para e ~
l1los se han desprendido principalmente de dos ramas desarrolla-
das paralelamente: la programacidn lineal y la teorfa de redes
el&ctricas. En los iltimos afios se han hecho intentos por unifi
car estas ramas enriqueciendo de este modo la teoria de redes.
Los conceptos y t&cnicas antes desligados en la literatura se
han relacionado,dandeo lugar a una teoria general gue engloba los

problemas bisicos de redes. (R.T. Rockafellar}.

La herramienta principal de optimalidad utilizada para los mode

los de redes la constituyen los resultados de teoria de duaiidéd
gue toman una forma particular en este tipo de problemas. Se de-
.finen los conceptos de flujo y potencial y a partir de ellos 155
de divergencia y diferencial. Otros conceptos duales gue tienen-.

injerencia en la unificacitn de teorfas resultan ser los de tra-
yvectoria ¥y corte, gque pueden ser vistos como un flujo y un dife-
rencial especiales en la red. De hecho, en base a todos estos -

conce?tbs-surge un resultado conocido como teorema de la réa co—‘
loreada gue se aplica, junto con un resultado equivalénte 1lama-
do lema de Minty, en el desarrocllo de resultados tebricos y aigé
ritmos de solucidn para los modelos de redes, Otros resultados -
de dualidad relacionan los problemas de flujo maximo y trayethv
ria minima con los de corte mfiimo y tensifn maxima respecti#amqﬂ
te. M&s alin, las demostraciones de tales resultédos son bonstrqg-
tivas por lo que proporcionan algoritmos de solucifin simultﬁﬁea.

para el par de proklemas duales.



Este trabajo tiene como objetivos analizar la factibilidad y op
timalidad de las parejas de problemas duales flujo mdximo - cor
te minimo y trayectoria mfima - tensifn mixima, presentar algo-
ritmos gque determinen soluciones factibles y 6ptimas para ellos
y analizar una aplicacidn de cada uno de ellos en los problemas
de acoplamiento miximo y ordenamiento. Se utiliza, para este -

analisis, la teoria gque engloba los modelos de redes en un es-

gquema general.

El contenido del trabajo es el siguiente: En el capitulo 1 se -
presentan los conceptos y resultados tedricos de la teoria de

redes, los cuales son de gran importancia tanto para el estudio
de las propiedades tebSricas como en el desarrclle de algoritmos
de solucifn de las parejas de problemas anteriormente menciona-.
dos. Cabe_seﬁalar gue, en particular, los algoritmos de enruta-
miento y de Minty presentados en este capitulc se utilizan camo.
subrutinas en casi todos los algoritmos descritos cn cste traba

So.

En el capitulo 2 se analiza la primera pareja de problemas dua- .

les: flujo miximo - corte minimo. Primeramente se des¢riben los .. .

dos problemas y se estaklecen resultados gue los relacibnén;'el f:f'

mis importante de ellos es el teorema de flujo miximo - corte

minimo debidec a Ford y Fulkerson. También se proporciona un_él—
goritmo de soluci®&n simulté&nea inspirado por tales resﬁlﬁad057 ‘
Posteriorménte se analiza el problema de factibilidad de_flujo .

con respectc a dos tipos de restricciones: capacidad y divergen



cia; se establecen las condiciones gue garantizan la existencia
Yy se describen dos algoritmos alternativos para la determina -
cibn del flujo factible. El primero de €stos, llamado algoritmo
de distribucitn factible, requiere una solucién inicial gue sa-
tisfaga las rest?icciones de capacidad y, a partir de &ste, cong
truye uno gue satisfaga tambié&n las de divergencia. Por el con-
trario el otro,llamado algoritmo de rectificacitdn de flujo, con
sidera inicialmente un flujo gue satisfaga las restricciones de
divergencia y construye uno factible tambi&n con respecto a las
restricciones de capacidad. Cabe mencionar que, en ambos proble
mas, factibilidad y optimilidad, surgen como subproblemas la de
terminacibn de trayectorias, circuitos y cortes compatibles con
una coloracidn dada, con objeto de verificar cufl de las alter-—
nativas establecidas por los teoremas de la red coloreada y de
Minty se cumple. Es por ello gue leos algoritmos de enrutamiento
y de Minty son subrutinas en los algoritmos de determinacibn de

los flujos factible y 6ptimo.

El capitulo 3 se ha desarrollado de manera completémente parale
la al capitulo 2. Primero los problemas de trayectoria min;ma Y
de tensifn miaxima Y se establecen resultados gue los relacionan; -
tambi&n se proporciona un algoritmo de solucién simulténeé:basg.
'do en tales resultados. Despu@s se analiza el problema de difg?
rencial con respecto a restriccicnes de generacifn; de nuevo; se .
establecen teoremas de existencia y se proporcionan dos a;gorig
Jmos para la determinacifn del diferencial factible: el algo:it&

mo de diferencial f£actible y'el de rectificacitn de tensi&n. El



primero de ellos considera una funcidn definida sobre los nodos
de la red, que se medifica en cada iteracibn hasta alcanzar la
factibilidad; el segundo determina los arcos que no satisfacen
las restricciones de generacifn y modifica el potencial hasta al
canzar la factibilidad. De nuevo, los dos teoremas de alternati-
vas, de la red coloreada y de Minty, se aplican en el desarrollo

de este capitulo.

En el capitulo 4 se analiza un problema combinatoric, conocido
como problema de acoplamiento méximo, en una red bipartita. Pri-
meramente se describe el problema y se formula su dual, el de
blogqueo minimo. Se establecen resultados gque relacionan esta pa-
reja de problemas; en particular .el tecrema de K&nig - Egervary.
Estos resultados inducen un algoritmno de solucitn simultinea ba-
sado en un procedimiento de marcaje. Posteriormente se estudia
la relacibn del problema de accoplamiento con el de flujo miximo;
de hecho, el primero resulta ser un caso pa&ticular/del dltimo.
De este hecho se desprenden resultados muy interesantes; en uno
-de ellos se hace notar gue el teorema de Kidnig - Egervary es un_'
caso particular del teorema flujo miximo - corte minimo. Mis aln
se establece la equivalencia del acoplamiento m@ximo con el fig

" jo mEximo, en una red particular, y del blogueo minimo con el
corte minimo. Finalmente, se especializé el algoritmo de Ford'y
Fu$kerson para el caso del problema de acoplamiento obteniéndéée.
como resultado un algoritmo muy parecido al de harcaje que - no

tiene nada que ver con flujos.



Por Gltimo, en el capitule 5 se analiza el problema de ordena-
miento de manera casi paralela al gproblema de acoplamiento m&-
xime. Se describe el problema y se introduce su dual: el de
ia ruta critica; se describe un algoritmo de programacién dingd
mica para la solucién simultdnea de esta pareja de problemas.
Posteriormente se relaciona el problema de ordenamiento con el
de tensifn minima; de hecho, resulta ser un problema particular
~de tensifn minima. De nueve se establecen eguivalencias entre
los conceptos y resultados presentades en las primeras seccio-
nes de este capitulo con los del tercer capitule reformulades
para trayectoria positiva maxima. Finalmente, se simplifican
los algoritmos de rectificacién de tensibn Y de trayectoria mi
nima para aplicarse de manera mis eficiente en el prdblema de

ordenamiento.




1. TRAYECTORIAS Y CORTES.

En este capitulo se proporcicnan los conceptos elementales
que permitirdn el an&lisis de los proklemas a estudiar. Se de-
finen los conceptos de flujo, divergencia, potencial y dife-
rencial, y se establece un resultado que los relaciona, el 1lla
mado férmula de conversifbn. En las secciones 1.2 y 1.3 se de
fine el concepto de trayectcrié Y se proporciona un algoritmo,
denominado algoritmo de enrutamiento, para su determinaci®dn.
En la seccidn 1.4 se define el concepto de corte quelresulta
ser dual al de trayectoria. De hecho, el algoritmo de enruta
miento se basa en un teorema de alternativas llamado teorema
de la red coloreéda; este teorema garantiza gue el enrutamien
td genera una trayectoria o bien un corte., Cabe seflalar que
en ambos casos se reguiere la satisfaccifn de ciertas :estiig

ciones de coloracidn.

En la Gltima seccidn del capitulo se prueba la equivalencia

del teorema de la red coloreada con otro teorema de élternatg

vas: el lema de Minty. Esto produce comc resultado otro algo

ritmo, llamado algoritmo de Minty, el cual tiene dds'posibili

dades de té&rmino: se detecta un circuito o bien un corte.
De nuevo, en ambos casos se exige la satisfacceilbn de ciertas

restricciones de coloracién.

Todos estos conceptos y resultados juegan un papel muy impor-.

‘tante en los problemas tratados en este trabajo.




1.1 CONCEPTOG BASICOS DE REDES.

Una red es una pareja de conjuntes A y M y una funcién £ que
asocia a cada elemento jeA un par (4,i')}eNxN, donde 4 # 4{'.

Los elementos de N reciben el nombre de nodos o vértices vy

los de A se llaman arcos, aristas, lineas o ligaduras. cCuan

do los elementos de A tienen direccifn se representa &sta me
diante una flecha. En la figura 1.1 se muestra una red. Pa
ra denotar f{3j) = (i,4i'), con jeA e {,i'eN, se utiliza sim=-
plemente j ~{{,4L'}); los nodos { e L' son respectivamente el

nodo o extremo inicialy el nodo o extremoc final o terminal de

j. Se dice también en este caso cue L e &' son adyacentes y

que j es incidente o adyvacente a L e L'. En el casc en gue

el par (4L, L'} esté asociado a un solo arco, puede escribir-
4se i = (L, i'}; nbBtese que si todo arco corresponde de mane-
ra finica a una pareja de nodos, entonces el conjunto A puede.
identificarse mediante un subconjunto de NxN. Una red con

esta caracteristica se llama gridfica o red dirigida o digra-

fica.

Dos conceptos muy utilizados en teorfa de redes son las fun—-
ciones de incidencia y adyacencia que permiten una repreéén—;

tacidn matricial de las redes. La funcisn de incidencia de

la red G se define como:




1 si i es nodo inicial del arco j
e(i,j) = e,. = ¢ -1 si i es nodo final del arco j

0 en otro caso

Esta funcifn puede representarse mediante una matriz E de in~-
cidencia, de dimensién mxn, (con m = |N] y n =|a|) cuye (i,
j)-&simo elemento es e,.. La matriz de incidencia de la red

13
~de la figura 1.1l es:

al E.'l2 33 a4 aS a6 4':1..7 aB
1”0 0 0 0 0 1 0 17
2 1 1 0 0 0 0 -1 =1
3| -1 0 1 0 0 0 0 o
£ 4 0 0o -1 0 1 -1 1 0
5 0 0 0 1 -1 0 0 0
6 0 -1 0 -1 o 0 0 o {

Figura 1.1




Obs®érvese que las columnas de la matriz de incidencia de una
red tienen exactamente dos elementos distintos de 0; uno de
ellos es igual a 1 y el otro es igual a -1, puesto que cada

arco tiene un solo extremo inicial y un solo extremo final.

Otra funcifn Gtil para la representacién de una digrifica es

la funcibén adyacencia definida como:

1 si [£,4')en
e{i,j) = eij =
-1 en otro casc

La matriz de adyacencia E es una matriz mxm de elementos ai..

Para la red de la figura l.l se tiene:

1 2 3 4 5 6
110 1 0 1 0 0
2 0 0 1 0 0 1

5= 3 0 0 0 1 0 0
4 0 1 0 0 1 0
5 0 0 0 0 0 1
6 |0 0 0 0 0 0|

' N6étese que, en general, sSi se suman los elementos del i-&simo’

.renglén de E, se obtiene el nGmero de arcos con nodo inieial -

“en 4 llamado grado exterior de ., para todo LeN. Anélogémenf'

. A o
te, si se suman los elementos de la i-&sima columna de E, se

obtiene el grado interior de .4, para todo LeN (es decir,'el'ng}'

mero de arcos con extremo final en ).

100



Fluijos y divergencias.

En algunas ocasiones es necesario asociar a los arcos ¢ a los
nodos de una red ciertos parfmetros para representar, por e-—
jemplo, la cantidad de agua que fluye a través de una tube-
ria, la cantidad de ciertos productos a transportar en un bu
que, la cantidad de energia eléctrica gue f£luye a traves de
un cable, etc. Con este objeto se define el concepto de flu

jo en una red.

Un flujo en una red G es una funcidn X:A +IR. El valor x(3)

se conoce como flujo a través del arco j. Un flujo puede de
notarse mediante un vector x sIJAl en donde la j-&sima compo
nente de x es x{j). En la figura 1.2 se muestra el flujo

x* = (3, -2, -1, 1, 1, S, 4, =4, 4).

Conviene sefialar que la cantidad de flujo que "sale" de un

nodo i es la suma de los flujos x[(j) > 0 tales que é(i,j} =]
mis la suma de los flujos x({j) < 0 tales que e(i,j}) =~1; es
decir, el flujo total que sale de L es la suma de los térmi—_ 
nos positivos el(i,j)x(j). Andlogamente, la cantidad totai'de

flujo gque "llega" al nodo { es el reciproco de ia'suma dé 1653L

términos negativos e(i,j)x(j). La suma de todos los'téfmihqé;;""

e{i,j)x(i) es entonces la cantidad total de flujo que'salefae:.

£ mencs la cantidad total de f£lujo que llega a A y'recibéiéi

nombre de divergencia del flujo en el nodo .. Esta cantidad

se denota éon y {L}; es decir:



y(£} = ¥ e{i,jyx(j) = [divergencia de x en 4]
jeA

En la red de la fiqura 1.2 se tiene: y(il) = 1} y(izl = y(i3).

" Yl T ylig) = 0 ylig) = - L.

Figura' 1.2




Se dice gue el nodo { es un origen o fuente si y (L) >0; ans-

logamente, 4 &5 un destino o sumidero gi y({{) < 0. Si y{{)=0

se dice que el flujo se conserva en {. En la figura 1.2 i]
es un origen, ié es un destino y el flujo se conserva en los
demis nodos. La funcidn de divergencia asociada al flujo x

puede expresarse matricialmente mediante el vector:
y = EXx = div x

Como ejemplo se tiene, para la figura 1.2:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 - 3‘|’
i1 1 o o o ©O0 o ¢ o7/l — 1T
-1
2l -1 0 -1 1 1 0 © 0 o 1 0
- al o o 0 -1 0o 1 o 1 o 1 0
Y = s | =
al 0o -1 1 0 ¢ -1 1 0 o0 0
4
5/ 0 o o 0o © ©0 -1 o 1 -4 0
6o o o o -xr o o -1 -1]| | a] |-1]

Una.propiedad importante es gue la cantidad total de flujé en
los origenes es igual a la cantidad total de flujo en_los;dqg“-'
' _ﬁinos; es decir, el flujo "generado" es.igual al-flujo.“a$$p:u
~vido". Este resultado se conoce como principio de_divergenf.

cia total.

Piincipio de divergencia total. En una red G se cumple queﬁ-'

13"



T v(i) =0 , donde y = div x.
ieN

Demostracitn. En efecto, se tiene:

P yldy = ¥ Y eld,x(i) = ] x{d) § etdi,i) =0
ieN ieN jea jeh iegN
puesto que, como se habia sefialado anteriormente, cada columna
de la matriz de incidencia tiene exactamente un 1, exactamente

un -1 y el resto de los elementos son 0.

otras propiedades importantes y sencillas de verificar de 1a
funcién de divergencia, gue serin empleadas en capitulos poste
riores,; son las siguientes: Si x ¥y X' son dos flujos defini-

dos en una red y A es un escalar, entonces:
div(x+x') = div x + div x' y div(ix) =i div x

en donde

(x+x') (3} X{3) + %' (§), para todo jeA

Ax) (3} = Ax(3) ", para todo jeA

Potenciales y tensidn.

Un concepto dual al de f£lujo 1o constituye el de potencial. Un 'Eg-.
tencial en una red G es una funcidn u gque asocia a'gada nodo :
i de G un real u(i) llamado potencial en £. La tensién a
través del arce j ~ (4,4') sé define como la diferenéia'dé p5— {

tenciales:

14



v(j) = u{l'} - uli) = [tensibn a través de ijl,
gque tambi&n puede expresarse:
vi{j) = - § utde(i,i),
ieN

o, expresado matricialmente:
v =~ uE = Au.

En la figura 1.3 se ha asociade a cada nodo su potencial y a

cada arco su correspondiente tensién.

Las f6rmulas y = Ex y v =- uE definen una pareja de siste-
mas duales y pueden expresarse mediante una tabla como la mos
trada en la figura 1.4. Los renglones corresponden al siste~
ma flujo-divergencia mientras gue las columnas corresponden

al sistema potencial-tensién.

El conjunto de todos los diferenciales se preserva bajo las
operaciones de suma y multiplicacién por un escalar; luego,.

este conjunto es un subespacio de ninlllamado espacio de .gi—

ferenciales. El espacio diferencial puede interprétarse cqu.
el espacio generado por los renglones de la matriz dé-incid§§' 
cia E de 1a red o equivalenteménte como ei rango de la trans—.
‘formacién lineal u +- uE definida del espacio:RINl al espacio”
IJAl. N&tese que esta transformacifn es la negativa adjﬂ:l'xta=
'dé la transformacién x +Ex. El espacio compiementarib‘ortéQo?ztl
- nal al espacic de diferenciales es el espacio de circulaéiqn§s pﬁ~
que se define enseguida. Una circulacién es un'flﬁjo‘k'péfan:“  ;
15




el cual divx = 0; es decir, un £lujo que se conserva en todo
nodo. Las circulaciones se preservan bajo las operaciones de
suma y multiplicacién por un escalar por lo gue forman un sub

espacio lineal de ]R’Alllamado espacio de circulaciones. Se

observa que el espacio de circulaciones es el espacio nulidad
de la matriz de incidencia E de la red; es decir, es el nu-
cleo de la transformacibdn lineal = + Ex = div x definida del

espacio IRIA! al espacio RlNl.

A partir de los conceptos del Gltimo parrafo puede establecer

se la f&rmula de conversidn.

Figura 1.3

16




F6rmuala de conversitn. Scean ®x un flujo y u un potencial. Si

y =divx y v = 4u entonces:
V.X = - u.y
Demostracifn. v.x =1 B}x = - u(Ex) = - u.y -

Como corolario de la f6rmula de conversidn se tiene que, si D
es el espacio de diferenciales y C es el espacio de circula-

ciones, entonces:

v.x. = 0 , para todo ve D y para todo xeC

{VEIJAI! v.x = 0, para todo xeC}

v}
;

1

a

C pt

-

{xeﬂdAll v.x = 0, para todo veD}

es decir, D ¥y C son ortogonales complementarias.

x{5)

~u (4) etd, i) = yi&)

= v(3j)

Figura 1.4




1.2 TRAYECTORIAS EN UNA RED.

Una trayectoria P en una red G es una secuehcia finita de 1la

forma:

LO’ 3qs il’ jz, eee 5 Jpr iy >0,
donde LkEN, para todo k=1,...,r, ¥ jk-(ik-l' ik) 5
jkﬁtik’ik—ll (es decir, no importa la direccifn del arco jk},

para todo k = l,...,r. Los nodos {, e ir reciben respectiva-

mente los nombres de node inicial y final de la trayectoria
P. Un modo alternativo de denotar la t;ayectoria es_P:£0+£r.:
En el caso particular en que el ndoo Lo coincide con el nodo

ir' la trayectoria P recibe el nombre de circuito. En la fi-

gura 1.5 se muestra en una red, una trayectoria y un circuito.

Si el arco es de la forma jk"(Lk-l’ Lk)sedice;wejkse recorre

positivamente; si por el contraric jk~{£k,£k_l) se dice que -

J) Se recorre negativamente. Una trayectoria para la cual to

dos los arcos son recorridos positivamente es una trayectoria.

positiva; una travectoria para la cual se cumple que todos

los arcos sSe recorren negativamente es una trayectoria negati-

va. Como caso particular de estas definiciones surgen los con

ceptos de circuitos positivo y negativo.

Conviene sefialar que la sola secuencia de nodos {o la sola se-—

cuencia de arcos) de una trayectoria puede resultar insuficien . .

te para describirla puesto que entre dos nodos puede . existir



mi&s de un arco. Sin embargo, si la red es una digrafica,
puede utilizarse como notacifn alternativa para la trayecto-
ria P una secuencia de nodos y flechas que indiquen el senti

do del arco entre dos nodos advacentes:

P LO -r Ll 4 Lz R

Cuando un arco se recorre mas de una vez en una trayectoria,
incluse peositiva o negativamente, se dice que P tiene multi-
plicidades. Si cada zrco y cada neodo de la secuencia son re
corridos una sola vez entonces P es una trayectoria simple o
elemental. Cabe hacer notar gue para cualguier trayectoria
P  puede construirse una trayectoria elemental eliminando los

‘nodos y arcos gue se repiten.

En una trayectoria sin multiplicidades P se puede particio-
nar el conjunto de arcos en los recorridos positivamente'§
los recorridos negativamente, denctdndose estos conjuntos éoﬁ
p* y P~ respectivamente. Puede entonces definirse la funciﬁh

de incidencia de los arcos de P comos

1, si jept.
epl{i) = el(i,?) = { -1, si jep”
0, si jEp.

Obsérvese gque esta funcibn, ademds de indicar la o:ientaciﬁn'
de un arco, puede interpretarse como un flujo en-la red G; -
de hecho, representa una unidad de flujo circulando a través

de P. En el caso en que P no sea un circuito se tiene que: - !




y = div ep tiene valor 1 ¥ =1 en los nedes inicial y final de
P respectivamente y 0 en los demds nodos:; es decir, LO es el
inico origen e ir es el f(nico destino para el flujo. S8i P es

un circuito entonces e, es una circulacisn.

Es importante seflalar gue una trayectoria P puede ser comple-
tamente reconstruida a partir de la funcidn de incidencia de

sus arcos; lo mismo es vdlido para circuitos excepto gue, en
este Gltimo caso, no se puede determinar a cudl de las dos di

recciones posibles corresponde.

Otro concepto fitil que involucra trayectorias es el de conexi-
dad. Se dice gque la red G es conexa si para tedo par de no-
dos diferentes s, s', existe una trayectoria P:s- -+ s'. §8i la

red G no es conexa puede particionarse en k componentes co-

nexas; esto es, en k redes (NL'Aé)' i=121,...,k, en donde los

subconiuntos de arcos N, L= 1,...,k, forman una particibn de
N ¥y son tales que dos nodos s, s' pertenecen al mismo N, si,

y sdlo si, existe una trayectoria P:s + s* 6 s = s'., Los sub
conjuntos AL' estin definidos como los arcos cuyos extfemdgi

estdn en N, {(de hecho a,, 4 = 1,...,k forman una particién de

-A). Una red fuertemente conexa es aquella para la cual exis-

te una trayectoria positiva P:s + s' gue une todo par de nodos
Y a _

distintbs s, s8'.

En la figura 1.6 se muestran una red conexa, una fuertemente

conexa y una con dos componentes conexas.

200



Trayectoria de i, a {g: 4y, a,, 44, 8,4, 45, ag, 4, S o
Circuito: &2, a3, 44, aq, &5, aB, 43, alO' 42 ?
?

- Red fuertement onexa
Red conexa ettemente conexs

_ Red con dos componentes conexas

Figura 1.6




Trayectoria de un conjunto a otro.

Una consideracién importante en la determinacifén del flujo
mi&ximo en una red es la direccibdn en gue puede circular flujo
a través de un arceo; es decir, debe tenerse en cuenta si el
flujo puede aumentarse, disminuirse, ambas cosas o ninguna
de ellas. En este sentideoc es importante una "etigueta" qgue
distinga gué cambios son factibles para el flujo a través de
un arco. Esta etiqueta estarid dada por la introduccitn de u-
na "coloracidn® del arco. La coloracifn de una red induce u-

na particidn de su conjunto de arcos.

En una red pueden distinguirse cuatro clases de arcos: agqué-
llos gque pueden recorrerse en ambos sentidos, agu&llos que
pueden ser recorrideos s6lo en su sentido, lous gue pueden reco
rrerse s6lc en sentido contrarico al suyec y los que no.pueden
recorrerse en ningn sentide. Los arcos de la primera clase
serin "coloreados” de verde, los de la segunda de blanco, los
de la tercera negro y finalmente, los de la cuarta clase se
pintar&n de rojo. De esta manera se define una particién de
A en cuatreo conjuntos {alguno de los cuales puede ser vacio)

llamada coloracién de A.

Con el concepto de coloracién es posible caracterizar las res
tricciones de una determinada trayectoria; por ejemplo, gue égf
ta sea positiva. Por otro lado, se desea determinar una tra-

vectoria en la cual se respeten las restricciones de recorrido




para cada arco. En t&rminos de la coloracibn de A, el proble

ma puede establecerse de la siguiente manera:

Prolxlema d¢ la trayvectoria coloreada {o pintada). Sean dos

conjuntos no vacfos de nodos N+ ¥ N en la red G Y sea una co
loraci®tn de A consistente en los colores verde, blanco, negro
y rojo. El problema es determinar una trayectoria P:N” o+ W
(es decir, P:d, + 4i_ con iOEN+ e i, eN ) tal que todo arco de
P+ es verde o blanco y todo arco de P es verde o negro.

Una trayectoria compatible gon la coloracidn dada es una tra=-

yectoria con estas caracteristicas. Luego, una solucifn al
problema formulado anteriormente es una trayectoria compati-

ble de N" a m™.

La herramienta empleada para garantizar la no existencia de
trayectorias es el concepto de corte o.cortadura, Comoc se ve-

‘r4 posteriormente este concepto juega un papel de dualidad.

Considérese la siguiente notacifn para conjuntos de nodos ar-

bitrarics S y S'

ts,8'1% = {jen | j~(i,4£'} con ies, i'es'}
(s,8'}) = {jen | j~(i',4) con Lies, Li'eS'}
Se centrara la atencibn para el caso donde 8' = N/S [compleﬁég

to de S en N).

El conjunto .signo Q = [5, N/5], formado por leos conjuhtos deif  o
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arcos [S,N/S]+ y [S5,N/8] los cuales se denotarin con Q+ vy Q

respectivamente, se llama corte o cortadura de la red G. Ob-

s&érvese gue toda trayectoria de § a N/S contiene un arco de Q;

de este hecho se deriva el nombre de corte. Mas atn, si P:.-:'.0

> Lr es una trayectoria tal que LOES, Lrés, 0 es un corte de

G v jeP 0, entonces o bien jsP+f‘Q+ 6 bien jeP NQ . En la
figura 1.7 se ilustra este hecheo. La funcifn inecidencia para
los arcos de un corte se define de manera anfloga a los de una
trayectoria:
. +
1, Jje@
eqld) = e(3,Q) =4 -1, jeo
0 , j¢o

N6tese gue e, puede interpretarse como un diferencial; la inci

Q
dencia de un arco es la tensidn del negativeo del potenciali

1, 4esS
e {4}y =
0, i¢s

es decir, e, = — Ae, = 8€y,5 - pe aquf que el corte correspon-
da ‘al concepto dual del de trayectoria. :




Trayector%a P ity 8y, Ao aﬁf g aq, Lar 37, LB, ag, &6

Conijiunto S = {Ll,iz,ia}

Corte (¢ = {alo, Bcs g a4}

H]
I

+ -—
P {al. as} o Bo={a,, a,. ag}

De  donde

PENQY = (agd L PTNQT = {ag, ay)

Figura' 1.7




1.3 ALGORITMO DE ENRUTAMIENTO.

En esta seccifn se describe un algoritmo gue determina una so
lucidn al problema de la trayectoria compatible con una colo-
racibn dada en la red G o bien detecta un corte particular,
concluyéndose en este Gltimo caso la no existencia de solu-

cibn al problema.

La idea general del algoritmo consiste en construir un conjun
to de nodos sc:ﬁ'y una funcifn ¢i1S/NT - A,la cual asigna o
etigqueta a cada ncdo LES/N+ con unh arco jeA; este apuntador
del nodo servird para recuperar las trayectorias construfdas

de N+ a S/N+. La funcién & recibe el nombre de enrutamiento

{0 8—enrutamiento) de S con base en N+ y debe satisfacer:

(i} Para cada iES/N+, 0(4{) es un arco gque une . con alglin
g

nodo de S.

{ii) Cgando se genera una secuencia LO' 9(10}, ii, 9[&1);...,

Ly s Q(Lk), Lk+l'_en donde 4, es el otro.extremo de G{Lh_l)
(h=1,2,...,k+1), eventualmente se alcanza un nodo de,N+J'_E;

reverso de esta secuencia es entonces una trayectoria de N+a Lo o0

‘Por otro lado, -el algoritmo debe generar trayectorias compati-

bles con la coloracién dada por lo que 6(L) debe ser verde o

blanco si 4 es su extremo inicial y debe ser verde o negro en =

caso contrarioc. El algoritmo de enrutamiento se describe en_'

la siguiente hoija y se proporciona su justificacién.
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AT.GORITMO DE ENRUTAMIENTO

Propbsito: Determinar una trayectoria de N+ a W compatible

con la coloracitn dada.

Descripcibn

Paso 1. Sea S = NT y sea & vacio.
Paso 2. Determinese el corte Q = [5, W/S).

- Si existe je0t tal que j es verde o blanco o si

existe jeQ tal gue j es verde © negro ir a 3.

~ 5i no existe tal j terminar. En este caso no

existe solucién al problema.

Paso 3. Sea #{4i): = 3, en donde L{S.
Sea s: = sul{{i}. (£l enrutamiento # es compatible

con la coloracidn).

- Si ieN” terminar. Los arcos del enrutamiento 6
forman una trayectoria P de 't a ieN~ compatible -

con la coloracibn.

- si iEN” se tiene SN N = ¢. 1Ir a 2.




Justificacifn del algoritmo. Obsé&rvese que en el paso 2 se

inspecciona si existe un arco j verde o blanco en Q+ © un ar
¢o j verde © negro en Q para construir (en el paso 3) el 8-
enrutamiento de S que por tanto es compatible con la colora-
cifn en cada iteracidn; nétese tambi&n que mientras el algo-
ritmo no termine se cumple que SN = 4. Por lo anterior se
concluye gue si el algoritmo termina en el paso 3, cuando se
detecta L{eN , se ha determinado una trayectoria P:N+-+N_ com-
patible con la coloraci®n. Por otro lado, si durante la ings-—-
peccibn realizada en el paso 2 se encuentra que no existe un
arco j con las caracteristicas pedidas, el corte Q satisface
que todo jeQ+ es negre o rojo y todo jeQ  es blanco 6 rojo.
En este caso no existe solucién el problema de la trayectoria
coloreada puesto gue para gue exista un trayectoria P compati
ble debe existir al menos un arco jer ' Ng¥ o jeP  NQ  y esta

.es imposible sin violar las restricciones de color en la. red.

‘Bl algoritme termina en un nmero finito de pasos puesto gue
en cada iteracifén se define la funcidn ¢ al menos para un no-

do 4 (excepto cn la Gltima si se termina en el paso 2}, y el

ntmero de nodos es finito. MAs atn, el nodo etiquetado cumple

L§S; de agui gue, si en cada iteracifn se etigueta s6lo uno,
en el peor de los casos se realizarfn tantas iteraciones como

nodos haya fuera de NYUN" ademss de la iteracién f£inal en aqg

de se detecta £{¢N . Por lo tanto el algoritmo termina en, a

lo mss, [N - |w¥| - |u”7| + 1 iteraciones.
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EJEMPIO 1.

Determinese una trayectoria compatible con la coloracién de-
- . + -

finida en la figura 1.8 donde N = {s} y N = {s'}. Se em-

plearid el algoritmo de enrutamiento para la determinacidn de

tal trayectoria.

Tteracifn 1. Inicialmente se tiene gque 8 = {s}. De agutf que 
el corte @ = [8,N/8] estd formado por los conjuntos de arcos

Q+ y O en donde:

Q" = {(s,4), (s.dy), (5,40} ¥ @7 = {(iy, s)}

Puesto gue j~(s,£1) ¥ j~(s,£2)sQ+ son blanco y verde respecti-

vamente, se define:

eli;) = [5"‘1] y #@(4i,) -= (s,4,]
El nuevo conjunto § es: § = {s,il,iz}. Como afin no se ha al--
canzado el nocdo s', en otras palabras SAN = ¢, se realiza

otra iteracién.

Iteraciones? a 5. En el siguiente cuadro se resumen las itera- =~ -

ciches restantes:
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08

Nimero Conjunto Arcos de Arcos de Enrutamiento
) de + - P
iteracitn S Q Q definido
2 {S,J:-l,v('.z} {(514:4) (4:1;"‘:-5) ((4-3:5} ('£3:4:l) 8 (":5] = (4-1 ’ '{—5)
{4’,2, «é4)} (4‘.5,4'.1} (isfiz) 9(4'-3) = (,5_3 ’ 4'.1)
(.(.7,4'.2)} 9(4‘.7] = (4'.7 ' 4'.2)
«('.3¢£7} (is.ig) (-6.3,4'.9) ('{"B' ":'7)} 9(4'.6] = (4'.6 : 4'.3)
(dqrd g} Cordy o)
(4'.7:~ ""B’ }
13,4 44,46} (L5, 4g} (&g 4g) . (Ugeis)d | S
(£4.£10) (417:-510) )]
5 (8,4 pdgidge | (Hdgrdg Y bigiig ) {ligrdg) o thgidy) Ol = ..__(iie,'iBI.)(':'f A
‘10t

u’lD’j’B) {4'.10,4".5. )}




Al final de la guinta iteraci6n se tiene etiquetado s'enN”

por lo que esta iteracidn es la filtima. La secuencia obtenida

para este nodo fué:

s', @1{s")

I

(61 0r8" ) adygr Qi) =hdy,2y0), 8y, OLiy)

Lo, B(iq) = (g idy) s £y 9(&2) = (s,4i,),s.
Por tanto la trayectoria compatible obtenida es:

. . . . P N
P.S'F-{.z*':(.-"*&d""'-{.lo"'s

{'{'7 '&4) +

Esto se muestra en la figura 1.8 en donde se han marcado los

arcos gque forman el enrutamiento construido durante el algo-

ritmo.







EJEMPLO 2.

Determinese una travectoria,

finida en la red de la figqura 1.9, de " o=

Lg}, empleando el algoritmo de enrutamiento.

{s} a N = (L

compatible con la coloracién de-

7!‘(:-3!

En el siguiente cuadro se presenta, como en el ejemplo ante-

rior, un resumen de las iteraciones. Se

en la primera columna,

el nmero de iteracidn.

ha denotado con k,

k s Arcos de Arcos de Enrtamiento
ot o definido

1 {s} {Us,4y) (8,dq)} {(iy8)) 814y} = (5,4

8(‘(:3) = (51‘{-3,

3 {Sl'i'lr“:?'l"::q)}

(igeig))

Cligidg) tigidg)d

ligrdg)}

(tigs8) tigeig)

g o) Uaysdy)
(Lgriy) (yed )}




En la tercera iteracidn se observa gue todo arco jeQ+ es ne—
gro o rojo y todo arco je)” es blanco o reojo. Luego, este
corte QO es compatible con la coloracidn dada y por tanto se
concluye que no existe ninguna trayectoria compatible con la
coloracitn de N+ a N . ©Dn la figura 1.9 se han marcado 1los

arcos del enrutamiento y el corte compatible.

Figura 1.9
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1.4 TEOREMA DE LA RED COLOREADA Y LEMA DE MINTY.

En la justificacidtn del algoritmo de enrutamiento de la red
ccloreada se establecid un problema complementario: el del

. . + -
corte compatible. Se dice qgue el corte Q separa N de N_ si

es de la forma [8,N/S], para algln SCN, tal que nTes y
N"MNs = ¢. Se denotars Q@ con N' + N . En términos de colo-

raciones se Ltiene:

Problema del corte coloreado (o pintado). Sean N+ Yy N CH ta

les que N+f‘N_ = ¢#. Sea una coleracidn en la red G con los
c¢olores verde, blanco, negro y rojo. El problema es detexrmi
nar un corte Q:N+ ¥ N tal que todo arco de Q+ sea rojo o ne

gro mientras gque todo arco de @ sea rojo o blanco.

Un corte gue cumple las restriceciones de color se dice compa-
tible con la coloracidn y si ademés seﬁara N’ de N constitu-
ve la solucién al problema del corte coloreado. .Ohsérvese

la dualidad entre las restricciones de color para trayecto%"

rias y cortes.

El algoritmo de enrutamiento constituye una prueba constructi

va para el siguiente resultado de dualidad. De este hecho se

desprende gue el procedimiento puede ser utilizado para reéq!ﬁﬁ:

ver £l problema del corte compatible,



+ -
Teovrema (de la red colorcada). Sean N ¢ N CN, tales que

wtiyyT = &, Entonces, para toda coloracion de la red G con
los colores verde, blanco, negro v reojo, una y s6lo una de

las siguientes afirmaciones es valida.

1. El problema de la trayecctoria coloreada tiene
selucidn P.

2. El problema del corte celorecade tiene solucidn Q.

Estas dos alternativas constituyen las dos posibilidades deo

terminacién del algoritmo. $i terxmina en el paso 2 sc han
. -+ - : .

construido un corte Q:N¥ N compatible con la coloraciGng;

la existencia de este corte, garantiza entonces la no exis-

tencia de una trayectoria compatible con la coloracibn.




Equivelencia con el lema de Minty,

'Existe.otro resultado fuertemente relacionado con el teocrema
de la red coloreada. Este resultado es el lema de Minty y se
utiliza frecuentcmente de manera constructiva. Este resulta-
do utiliza el concepto de corte elemental paralelo al de tra-

vectoria elemental,

Un corte Q es elemental si al remover sus arcos de la red, el
nGmero de componentes conexas S¢ incrementa en una unidad.

. Si la red G es conexa, esto equivale a que ¢ tenga la forma
iS, N/s], donde ¥ *+ S + ¢, todo par de nodos de 5 pueden
ser unidos mediante una travectoria que s8lo utilice nodos de
S y todo par de nodos en N/S puedan ser unidos con trayecto-

rias cuyos nodos sean todos elementos de M/S.

Dada una coloracifn en una red y un aréo blanco o negro de

ella, se¢ cumple que este arco pertenece a un circuitoe elemen-
tal compatible con la coloracifn o bien a un corte elemental.
compatible con la coloraci&n. Este resultado se establece'en

el lema de Minty.

Lema de Minty.

Dada una coloracifn en la red G con los colores verde, ‘blanco . -

negro o rojo y cualguier arco 5 blanco o negrp, una y solptxﬁ.ﬁ

de las siguientes afirmaciones es vélida




1. Existe un circuito (elemental} P compatible con la

coloracién gque usa i.

2. Existe un corte (elemental) Q compatible con la

coloracidn ¢gue usa j.

Este lema de Minty puede demostrarse a partir del teorema de

la red coloreada del siguiente nodo:

Sea § ~{4,4') un arco y denbStense sus extrencs con s y s' del
siguiente nodo: si j es blanco sean s = L, ¥y 8" = 4;; si j es
negre, sean s = il y 8" = i,. Si se utiliza el algoritme de

enrutamients para determinar una travectoria P:N* N compa-
. . + - :
tible con la coloracién, en donde N = (s} y N = {s'}, sblo

son factibles dos posiblidades:

{i} No existe solucidn al problema de la trayectoria cola—
reada; es decir, se determina un corte ¢ = [, N/S) compati-
ble con la coloracién. En este caso, puesto gue seS y s'§S
se tiene jeQ y por tanto se satisface la segunda condicifn
del lema de Minty. Inversamente, si Q es un cortg que'satisfa—;

'ce todas las condiciones anteriores resuelve el problema daol’

corte coloreado.

' (ii} Existe soluciBbn al problema de ‘la trayectoria coloreéada; .. .

en este caso se determina una trayectoria P':s +s'. ISupénga-

se gue esta trayectoria es elemental y gue no usa 5,"



La eoxistencia de P' puede ser garantizada a partir del siguien

D s . + -
te hecho: sb8lo existe una travectoria elemental de M a M , a
saber; s, 3, s'; pero esta trayectoria no es compatihle con
la coleoracidn. Definase P = P!, ﬁ ; S. nsta trayectoria es

un circuito elemental gue contiene a 3 Yy que es compatible con
la coleoracibn. Notese que las travectorxias P' de esta clase
corresponden biunivocamente a log circuitos P de esta clase.

Por tantc se deriva la primera alternativa del lema de Minty.
[ ]

o8 importante sefialar gue esta demostracifn del lema de Minty
a partir del teorcema de la red ceoloreada proporciona un algo-
ritmo (llamade algoritmo de Minty) gque deterxmina culdl de las
dos posibilidades del lema de Minty se satisface en un caso

dado.

Por otro lade el teorema de la red coloreada puede ser demos-—

trado a partir del lema de Minty de la siguiente manera:

Sea G una red coloreada con los cuatro colores de costumbre y
sean N+, 4~ dos subconjuntos ajenos del conjunto N de nédos.da.
la red. Sea G' una red construfida agregando a G el arco j~(s',
5y v los arcos (s,4), para todo L£N+, y (k,s"), para todo keN‘
~como se muestra en la figura 1.10. Coloré&ense todos-los,nue¥z
.vos arcos de blanco. La aplicacibn del lema de Minty péfaréii:.

arcc j ileva a dos posibilidades:

(i) Existe un circuito elemental P compatible con la colora— .

cifén que contiere al arco j. Puesto gue J es blanco, - este
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circuito debe sexr de la forma P:s',ﬁ,s, jl, P', jz, s' en don
de j1~(s,i), con LEN+, j2~(k,s') con keN y P' es entonces
una trayvectoria de 4 a k compatible con la coloracidn. Con
esto se establece una correspondencia biunfvoca de los circui
tos P' con estas caracteristicas y las trayectorias B':d +k,
con ien’ y keN , de donde se deriva la primera condicién del

teorema de la trayectoria coloreada.

(ii) Existe un corte elemental Q compatible con la coloracidn
gue cobbtiene cl arco j. Fn este caso C no puede contener nin-
gln arco nueve distinto de j puesto que, siendo éstos blancos,
no se satisfarian las regtricciones de color (ﬁdtese gque J e
Q). De agqui que los demds arcos de Q son arcos de la red o-
riginal G y por tanto constituyen un corte compatible con 1la
coloracién en ella. De nuevo, esta correspondencia de cortes
"es bjunivoca por lo que se deriva la seqgunda alternativa del

teorema de la red coloreada..

A partir de las demostracicnes del lema de Minty usando el teog
rema de la red coloreada )y viceversa queda establecida la equi
valencia de estos resultados. Esto es de gran importancia vy

serd aprovechado mis adelante.
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EJEMPLO 3.

Determinese si el arco {iq, LS) pertenece a un circuito ele-
mental compatible © a un corte elemental compatible con la

coloracitn definida en la red de la figura 1.11.

Para verificar si este arco pertenece a un circuitc o corte
elenentales compatibles con la coloracidn se utilizard el al-
goritmo de Minty. Es decir, se resuelve el problema de la
trayectoria coloreada de Nt = {id} anN = {.('.5}. Utilizando
el algoritmo de enrutamiento sevobtiene la trayectoria compa

tible de Ly @ dgt

P: 45.-4; (-{-41'{'2) ’ -‘f:-zr (4'-1:"-2}: "'-lr (‘Llr'fvs) r‘LsF

la trayectoria P, juntc con el arco (14,£5), forma un circui-
to elemental. En la figura 1.11 se han marcado los arcos de .

tal circuito.

Figura 1.11
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EJEMPLO 4.

Determinese si el arco (£4,L5) pertenece a un circuito elemen
tal compatible ¢ a un corte elemental compatible con la colo-

racibn dada en la red de la figura 1.12.

De nuevo se cmpleard el algoritmo de tlinty para determinar si
(Lé,is] pertenece a un corta o a un circuito. En este caso,

al aplicar el algoritmo de enrutamiento, se determina el c¢or-

te elemental 0 = [8,8/5], en donde 8§ = {Ld,iz,i }, gque contie-

ne a {&4,L } ¥ que es compatlble con la coloracibn,

Se ha marcado Q en la flgura 1.12.

Figura 1,12
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2. PLUJO MAXIMO ¥ EXTEWSICONES.

En este capitulo se analizan dos problemas de flujos en una
red. El primere, estudiado y resuelto por Ford y Fulkerson
{1956) consiste en determinar el flujo méximo en una red y el
segunde concierne a la determinaci6n de un flujo que satisfa-
ga ciertas restricciones de capacidad y divergencia. En el
estudio del problema de flujo miximo (secci®n 2.2) se introdu
ce ¢l problema combinatorio dual de corte minimo utilizado co-
mo herramienta de optimalidad. Be hecho, estos dos problemas
estin fuertemente relacionados por el teorema flujo maximo-
‘@orte minimo. Los conceptos y resultados del capitulo ante-
Irior juegan un papel de gran importancia en la sclucibn de es
ta pareja de problemas duales; en particular, el teorema de’
la red coloreada éroporciona una valiosa ayuda para el desarro.
llo de la teoria y del algoritmo de solucifn simultinea presen

tado en la seccién 2.3.

Por otre lado, en la mayorfia de los problemas de flujo se con-
sideran restricciones para el f£lujo a través de un arco. Las
restricciones mis comunes consisten en el estableicmiento de

cotas inferior y superior para el flujo a través de un akcd YQ

en la restriccidn de la divergencia de los nodos a ciertos va = -

lores detérminados. El problema de distribucién factib;e;fa¥  _r~

nalizado ‘en la seccidn 2.4, consiste en la determinacifn.de

flujos gue satisfagan este tipo de restriceciones.




En esta misma seccibn se establecen condicicnes de exXistencia

para tales f£flujos.

Finalmente se presentan dos algoritmos (seccicnes 2.4 y 2.5)
que se basan en la comprobacifin de las condiciones de existen
cia; de nuevo, el teorema de la red coloreada y el lema de

Minty se aplican en este anilisis,




2.1 DEFINICIONES ELEMENTALES.

En el anflisis de redes de flujo, la restriccién mids comln es
acotar el flujo a través de un arco; es decir, se exige que
el valor del flujo est@& en un intervalo cerrado no vacfo C({j)

llamado intervalo de capacidad para j. Un flujo x en la red

i es factible con respecto a las capacidades si x{j)eC{j}, pa

ra todo jeA. Los intervalos de capacidad se denotarin.
. - + o
c(j) = {c 3}y, ¢ (1)1,

- + . . . s .
en donde ¢ (i) v ¢ (j) son las capacidades inferior y superior :
respectivamente para el arco j. Las finicas restricciones que

- - +
debern satisfacer ¢ (j) ¥ c+{j) son: ¢ (j) < c+(j), c (§) » - w

El establecimniento de estos intervalos. de capacidad tienen co--
me consecuencia indirecta algunos resultados importantes. Unc
de ellos restringe el flujo gque puede pasar a través de un cor
te. El flujo de x a través de @, donde x es un flujo definido

en lared G y QO es un corte de G, se define como la cantidad:-

e..x = 3y x(j) - ¥ x(j}
Q jent jeq™
'_Por otro lade, si Q = [S,N/S], con S Cl, se define la divergen

~cia de x desde S mediante:

v(s) = J y (i) , y = divx

a5



Obsé&rvese gue ésta es la cantidad de flujo que se origina en

5. Las fGltimas cantidades definidas se relacionan por medio

del prinecipio fundamental de divergencia. Este principio se

ilustra en la f£igura 2.1.

i Ly Ay 43 4 44
y{i) 7 4 4 3 -18
Sea S5 = {Ll, iz, L4}, entonces

Q = ((£yedq)s Ligidg)s (yrdg)s Ugrdy)s ua,i‘;’n L

En esta red puede cbservarse gue:

divergencia de x desde S = y{5}) =7 + 4 + 3 = 14

y flujo de x a través de Q

e X = «“3 + 4 + 9 —-(—Z)n1“2]514Q'4f
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Principico fundamental de divergencia. Sea x un flujo en la

red G y sea el corte 9 = [S,N/S]. Entonces:
y(S8) = eQ.x . donde y = div x.

Demostracibn. Usando las definiciones de y = divx y de e

Q

se tiene:

vis) = JTy(d) = (Y e, ¥x(5)) = % Y eld,jIx(j} =
ieS ie§ jea jeA ieS
= 1, let,3)x3) + § ) eli,dIx(d) =
je@ ieS 1eQ ies
= 1 x(j) - § _x{j) = e,-x
jeot 5EQ Q
[ |

Debe observarse que la regla de divergencia total establecida-
en el primer capitulo: y{(N) = 0, es un caso particular del
principic de divergencia; en efecto, si 8§ = N entonces Q.=

y de agui se concluye el resultado.

Conviene senalar gue si se suman las restricciones de capaci-

dad sobre los arcos de Q, se obtienen las relaciones

5 .o ) < i < ¥ e,
) jEQ+ jEQ+ ) jEQ+ e
-3 eTd) - 1 _xd) < - 3 _e i),
JeQ@ JeQ 1eQ T

“De donde



. - . Sy . + . -

L@ - 8 @ e §oxGr- I xd < [ - Y @,
jeQ 3eQ 3eQ jeQ JEQ JeQ

Los extremos de esta desiqualdad, que se derotaran con ¢ (Q)

v c+(Q) respectivamente, son las capacidades inferior y supe-

rior para el flujo a través del corte @ respectivamente. El

intervalo de capacidad asociado con Q es entonces c(Q) = [c”
+

{QY, ¢ ()].

En base a estos conceptos se define el problema de flujo méaxi

mo en una red.




2.2 FLUJO MAXIMC EN UNA RED.

Considérese una red G con intervalos de capacidad y sean N+,
- + - .
N CN tales que ¥ NN = 4. Sea x un flujo gque se conserva

en todos los nodos de N/KTUN; de agui se concluye que:

0= §yld) = } vy} + ] _y(d),

ichli LeN iel

luego:

y @'y = - y(n7)

E:- Bl problema de f£lujo maAximo queda definido de la siguien

te manera:

Problema del flujo mExino. Maximizar el £lujo de Nt anN

(y (n*)) sobre todos loz flujos x tales que y({) = 0, para to

do L¢N+UN", factibles con respecto a las capacidades.

supondri la existencia de al menos un flujo que satisfaga

wwias las restriceiones de capacidad y conservaciﬁn,(posterios.l'

mente se eliminara este supuesto). E1 supremo en el Eroblémaq

de flujo miximo es la minima cota superior del conjunto de vaf_{ig7
lores de flujo de 8" a ¥ de todos los pasibles flujos x. . Si .7 "7

este supremo es finito entonces el f£lujo x que produzca este -

valor es la solucidn requerida del problema de flujo maximo, _

El problema del flujio méximo puede ser formulado como prbbieha T

de programacidn lineal de la siguiente manera:

C a9

VI NI PSS SN



TMax oz = Y, §oed3)x(9)
E

1M 3fA
_sga--
Y oetd,3)x{3) = 0o i%N+UN_ {restriccionaes de
3rn conservacidn)
e (3) < x{j) =< ct(3) . jea (restricciones de

capacidad)

.Para resolver este problema se introduce el concento dual de
corte minimo gue serd utilizado como herramienta de optimali-
ddd. Como sc¢ habia menciconadoe e¢n el capitulo anterior, todas
las trayectorias de N" a 8 utilizan algin arco de cualgquier

+ — -
corte Q:N {4 N ; de este modo los cortes constituyen "cuellos:

‘de botella" para el valor del flujo de N™ a N. Es decir:

Provosicifn., Sea x un flujo dgue satisface las restricciones
del problema y sea Q:N+ #N_ un corte que separa Nt de_N"-

r

cntonces
[flujo de x de N” a N ] < ¢ (Q).

lgpmostrdciﬁg. Puesto gque Q es un corte que separalN+ de-ﬁf;  _
entonces es de la forma [S,N/S], con s>u’ v sy = $fj Ade4_)
: mas, come ¥ se conserva en todos los nodos excepto los de
N+UN-, se tiene que v(L) = 0 para LES/N+; por tanto y(N+y =
y(8). DPor otro lado, por el principio.de divergencia;-se chm

nle ¥ {S) = e_..x y esta Gltima cantidad no puede exceder

Q

¢t Q) de donde se concluye la afirmacién. _
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En seguida se enuncia el problema de corte minimo, problema

dual del de flujo méEximo.

. . e +
Problema de corte minimo. Minimizar c (Q) sobre todos los

cartes Q:N+ N .

Obsérvese que un corolario de la proposici6n anterior es la de-—

sigualdad;:

~Supremo en problema dej]
&

TMinimo en problema de:l

fluje maximo corte minimo

La relacifn mis importante entre los dos problemas es el he—
cho de gue la igualdad se cumple en los dptimos. Para prd—
bar este resultado es necesario definir antes los conceptos

de trayectoria aumentante de flujo y trayectoria de capacidad.

ilimitada.
Una trayectoria p:Nt &+ N” es aumentante para el flujo x si
. + . P . - N
x(j) < c {3), ¥jeP y x{j) > ¢ (j), ¥jeP .

Claramente, el flujo x puede mejorarse a través de una traYeggi

‘toria aumentante. En efecto, puede garantizarse la existen— "

cia de un nfimero o > 0 tal gue:

x{j)+a , jep™:

x'(3) = x(3) + ae,(f)=§ x{j)~a , jg?"-

x (3) RS-




Es importante notar gque el flujo x* construido de esta mancra
cumple con todas las restricciones del problema para todos

.los valores de o gue cumplan

a < e 3) - x5 . wire"
a < x(3) - ¢ {3) , wiep”

va que.con esto ¢ {(j) Lx' (i) = c+(j], ¥juA, Ademds:
div x' = div x + a div en I

en donde la funcidén de divergencia div e, es nula en todos
los nodos de P excepto en el inicial ¥ en el final. Este he-
cho implica ¢que %' se conserva en todos los nodos fuera de

N+UN" Yy tambié&n que:
. + - . + -
[Elujo de %' de N a N } = [flujo de x de N a N ] + «.

De aqui que x' sea mejor gue x. Al valor miximo del ntdmero a
qui q > _

se le llama capacidad incremental de la trayectoria P. Se di

. -+ - . . cas s .
ce que una trayectoria P:¥ N tiene capacidad jilimitada si

su capacidad incremental no es finita; es decir, si:
+ . s ot -, s o=
c (j) = + ~, ¥YieP ¥y © (j) = — ==, ¥ieP

En las figuras 2.2 (a,b y ¢} se muestran trayectorias aumen- -

tantes, con capacidades incrementales 3, 5 y 1 respectivamente,

junto con los flujes "mejorados”. En la figura 2.2(d). se mies
tra una trayectoria no aumentante; es degir, de capacidad. in-

cremeﬁtal igual a 0.




En las siguientes trayectorias la pareja asociada a cada ar-

co es (¢ (i), ¢¥(§)) v el ntmero asociado es x ().

{a) Flujo inicial:

G D5
-3,8) ©,9) (0,10)

'Flujo actualizado:

Z A e @
6 s 9 9

{(b) Flujo inicial

-1,5) 3,80  ~ (0,9
Flujo actualizado:

(D

{c) Flujo inicial

: 2 o7 N\ 2 : 1 ‘!, 1 Do
4 A « 4 .
@ (0,3) 2/ 0,3y 2 (0,3) (0,3) .) o

" Flujo Actualizado:

e 3 e T\ )5 0 \ta )72 s

{d} Flujo inicial

Figura 2.2

' (0?8)_ @ (:;,3) @ (z,lQ) @ (0?.10)
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Teorema de Flujo miximo ~ Corte minimo. (Ford y Fulkerson}.
SupGngase gue existe al menos un flujo x gue satisface todas

las restricciones. del problema. Entonces:

“Minimo en problema

T Supremo en problema
de corte minimo

de £lujo maximo

{(Cabe sefialar que si existe una trayectoria de capacidad jili-

mitada, entonces ambos problemas tienen valor + «; en caso
contraric los valores de ambos, iguales, son finitos y el

problema de flujo midximo tiene por tanto solucidn).

Demostracibn. L& demostracidn de este teorema es constructi-~

"wva por lo cual constituye un algoritmo para resolver ambos

problemas. En vista del resultado gque afirma que el supremo

‘en el problema del flujo miximo es menor o igual que el mini-

mo en el problema del corte minimo, basta exhibir un flujo x

.y un corte Q tales que:

+

[flujo de x de N a N"] = c+(Q).

Para ello, considérese cualquier flujo x en la red R'queflse_f

" conserva en todos los nodos fuera de NT UN~ y constriGyase dﬁif{fﬁfi

gorte Q aplicando el siguiente procedimiento:
{i}) Sea 5 = N

(33)  si 4eN’, 3~0L,4')eA y x(3) < ¢ (3) o

RE-T N

g e e Rrana ot s B

e e g




casg 2. Si sIN” = ¢ entonces Q

I~ 14, Dea y x{3) > ¢ (d4),

actualicese s = NT u{i'}

Repitase (ii) hasta gue no sea posible agregar nodos a 5. Es
importante senalar que los nodos de S son agquéllos a los cua~
les afin puede enviarse flujo. Pueden presentarse entonces

dos casos: o bien SN # ¢ o bien sNN = 4.

Caso 1. Si SN~ % 4 entonces atin puede enviarse flujo de

N+ a N ; es decir, dada la construccidn de S, existe una tra-
yectoria P:N' » N tal que x{3)} < c (§}, ¥ieP', y ={j) >c (3},
YijeP . De aqui se concluye gue P es una trayectoria aumentan

te para el flujo x. Sea o la capacidad incremental de P y

redefinase X como sigue:

x{j)+ o , si jep”
x{j) = x(j)-a , si jeP

x(3) en otro caso

‘Constrlyase de nuevo el conjunto § con procedimiento (L), (4ii)

-utilizando este flujo mejor,

[s,8/S] es un corte de R.

" par construccién se tiene que x{j) ='c+(j),-para toc‘i'o'":j_e_Q+ yL  “L‘

x{j) = ¢ (3}, para todo jeQ ; entonces, puesto que sNN =79,

[flujo de % de Nt a N = vy (N)= vy (8) = eQ,x'=i




= ¥ x) - ¥ _xG)r = ] . - I TG =T,

ieQ jeQ jeQ jeQ
En este caso (ii) se tiene gue x es flujo ma&ximo y Q es cor-
te minimo. Este procedimlento es finito bhajo ciertas condi-
ciones que serin discutidas posteriormente a la descripeifn.

del algoritmo de Ford y Fulkerson. g




2,3 ALGORITMO DE FLUJO MAXIMO.

Una de las conclusiones que pueden obtenerse del teorema de
flujo maximo - corte minimo es gue ambos problemas pueden ser
resueltos simultidneamente; de hecho la demostracifn construc—
tiva de tal teorema es un algoritmo gque determina el £lujo
maximo y el corte minimo. Debe recordarse que, puesto que es
tos problemas son duales, a partir de la solucifn de uno pue-

de obtenerse la del otro.

Durante el algoritmo que se describe en esta seccifin se cons-—
truye un flujo x, gue satisface todas las restricciones del

‘problema, v un corte Q:N' ¢N” tales que:
R - + + P
fflujo de x a través de Q] = ¢ {(Q), con c (Q) finito;

en este caso x es la solucibn al problema de f£lujo miximo y Q

es el corte minimo.

Para construir tal flujo se comienza con cualquiera gue cumpla

las restricciones y en cada iteracién se buscari enviar més

flujo de Nt a N a través de trayectorias aumentantes dé'flujd,ﬂ

hasta gue esto no sea posible,

Obs&rvese que si existe una trayectoria aumentante para el flu -

jo x de capacidad ilimitada, el valor miximo de x no es finito

Yy por tantb el supremo en el problema de flujo miximo es + =.
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Por otro lado, el criterio de terminacidn se establece me-
diante la existencia de un corte Q con las caracteristicas

mencionadas antes.

Para la determinacifn de las trayectorias aumentantes y del
corte Q se utiliza el algoritmo de coloracidn presentado en
el capitulo anterior. A continuacion se describe detallada-
mente el algoritmo cuya justificacidn de optimalidad gueda

dada por el teorema de flujo maximo - corte minimo.




ALGORITMOC DE FORD ¥ FULKERSON

Propgsito: Determipar el flujo maxime de N+ a N en una red

G en la cual no existen trayectorias de capacidad ilimitada.

Descripcibn

Paso 1. Determinar x,un flujo que satisfaga todas las res-

tricciones del problema.
BPaso 2. Colorear leos arcos de G de acuerdo a:

verde si ¢ (3) < x{i) < c+(j)

blance si ¢ (j) x{3) < C+(j)
+

negro si ¢ (j) < x(3) e (3)

c+(j)

]
I

rojo si ¢ (3) = x(3)

Paso 3. Utilizar el algoritme de enrutamiento para determi-
nar una trayectoria compatible con la coloracién {(L.e, una

trayectoria aumentante para x).

— 5i se determina la trayectoria-P:N+ - N compati~

"bBle con la coloraciﬁn,-calculér
: s .+
(i) - x(3) , jep
x(3) - ¢ (3) , jep”

Hacer x = x + o e, y regresar a 2.



Si se determina un corte Q:N* 4N~ compatible con 1a
coloracifn; terminar con el flujo méximo X y el cor-
te minimo Q ya que este filtimo satisface

et (3) = x43) , je@¥ ¥y < (3) = x(3), jeQ  y por

tantoc

[flujo de x a través de Q] =

J

x(j) -
EQ+ 3

_x(3) =c (.
eQ .




Justificacitn de convergencia del algoritmo.

SupSngase gue las capacidades de los arcos c+(j), ¢ (3) y los
valores de flujo inicial x(j) son conmensurables; es decir, es
tos nmeros son ntltiplos de cierta cantidad g. En particu-
lar, capacidades y» flujos enteros son conmensurable con g =1.
De esta condici®n de conmensurabilidad se conecluye que los qg
meros a y x'(j) calculados durante el algoritmo, son tambi&n
mltiplos de la eantidad g. De agui gue, en cada iteracién,’
el flujo de N+ a N se incrementa al menos en la cantidad po-
sitiva q y por tanto se realiza un nimero finito de iteracio-
nes si no existen trayectorias de capacidad ilimitada. Sin
esta condicién existe el peligro de que el algoritmo no con-
verja; mAs aln, podria ser incluso que sf converja pero gue
proporcione una solucifn errada como se Qe en el ejempleo 3.

Discriminacidtn dz2 arcos.

La condici6n de conmensurabilidad puede eliminarse si el algo-—

ritmo de Ford y Fulkerson se utiliza con una pequefia modifica—
ci6én llamada criterio de discriminacién de arcos. Este cambic-
consiste en utilizar, siempré gque sea posible,  arcos verdes .
durante la rutina de enrutamiento. Cuande se utiliza tfaYectg
rias de arcos verdes, el flujo "mejorado" alcanzard la cota:ég';
perior o la inferior para al menos un arco, el correépcndiénte';

al valor de o. De este modo, para la siguiente iteracidh, al5j
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menos un arco sg.vuolve blanco o negro mientras gque los que
tenian estos colores no se alteran. Con este argumento puo-
de concluirse gue despuds de un nimero finito de iteracio-
nes, no gxisten trayectorias aumentantes con todos los arcos
verdes por lo que para continuar con el proceso de aumento

de flujo (si esto es posible) deberd recurrirse a los arcos
blancos o negros. En tal momento hay un conjunto S correspon

diente a un corte § que no contiene arcos verdes; es decir,

todo arco j de O satisface x(3) = ¢t (3} o x(3) = c {3) o am-
bas condiciones. De aguf gue, la suma

¥ LX) - Y x(j) = [flujo de x a través de 0] =

jeQ jeQ

[flujo de x de ut a n77],

tiene todos sus términos iguales a tc+(j) o a *c (j). Puesto
que héy un nfinero finitoc de arcos, existe un nimero finito de
sumas de esta forma v por tanto existe un nfimero finito de va
lﬁres posibles para el £lujo de N+ a N . HNinguno de estos va
lores se repite durante la aplicacién del algoritmo, ya qué

el Flujo se incrementa en cada iteracidn.

Puaede concluirse entonces, gue el algoritmo converge en cual-
quier caso si se utiliza el criterio de discriminacidn de

arcos.
u
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EJEMPLO 1.

Considfrese la primera red de la figura 2.3. Determinese el
flujo maximo de s a s'. Los nmeros ascciados a cada arco

son sus cotas inferior y superior respectivamente.

Iteracién 1. N = {s}, N = {s'}. Se define como flujo

factible inicial el mostrado en la segunda red de la figura
2.3. De acuerdo c¢on la coloracién correspondiente (tercera

red de la figura 2.3) sedetermina la trayectoria compatible
Pzs + 4y + 13 + Ls +« s*' produciendo un valor de o igual a
5. El flujo actualizadec se muestra en la cuarta red de la

figura 2.3.

Iteracifn 2. Do nuevo se colorea la red (quinta red de la

figura 2.3}y se obtiene la trayectoria compatible Pis + Ll

-+.('_2-|-,('_

resultante se muestra en la sexta red de la figura 2.3.

a " L7 < 5' con un valor de d igual a 1. E1 flujo

Iteracifn 3. Dada la coloracifn correspondiente (sé&ptima
red de la figura 2.3) seobtiene el corte Q:NYen” asociado a-
S = {s}. Por tanto el flujo definido en la sexta red es el =

midximo.

Obsérvese:

I flujo de x de NT a N7] = 10

{flujo de x a través de Q] = 10

,'Z‘.‘ 63 : _.._



Figura 2.3
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Figuré 2.3 (cent).




{cont.)

Figura 2.3
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EJEMPLO 2.

Determinese el £flujo miximo de nt = (il, Lz, LB} a N = [

ilO' Lll’ ilz} en la red mostrada en la fiqura 2.4 (a).

Iteraciones 1, 2 v 3, Se inicia con el flujo factible co~

rrespondiente a cero a través de todos los arcos. De acuerdo
con la coloracién definida por este flujo (fiqura 2.4(b))} se

determinan las travectorias compatibles Pl:il -+ i4 -+ iv -+

P 9 -+ ¢12.

‘10" ity Y dg ¥ ALy F Ligy P3:4.3 T oA T 4

Para éstas se tiene:

a = Min {5, 4, 1} =1
o = Min {2, 6, 1} =1
¢ = Min {9, 1, 8} =1

'respectivamente. El flujo resultante se muestra en la figu- -

ra 2.4{c) .

Iteracién 4. La coloracidn correspondiente es la de la £i-

gura 2.4{d); compatible con Esta se tiene la trayéctoxia‘?:i2“5_1:f1 

ig + &8 - ¢9 -+ le;_para la cual
o = Min {l; 5; o, 7} =1

Resultando el f£lujo de la figura 2.4(e).




Iteracidn 5., Compatible con la coloracibn definida (figura

2.4(£f)) se determina la trayectoria P:Ll -* iq + L7 + LB > Ly

+ i12 para la cual
o = min {4, 3, =, =, 6} = 3,
resultando el flujo definido en la figura 2.4 (g)

Iteracibén 6. Compatible con la coloracidn correspondiente

-

{figura 2.4(h}) se tiene la trayectoria P:L3 -+ is + is “ dg

-+ ig -+ ilz para la cual
o = Min {ap 2f 4r @, 3} = 2
resultando el flujo de la figura 2.4 (i).

Iteracibn 7. Para este flujo modificado se tiene la colora- .

cifn mostrada en la figura 2.4(j). Con ella se determina .

el corte compatible Q:N++N" asociado a § = {Ll, 42' £3, £4,

'LG}. Por lo tanteo el flujo definido en la fiqura 2.4{i) es

maxinoc.
" Por filtimo obsé&rvese que:

fflujo de x de vt a N} =4 —(=2) +3 =29

[flujo se x a través de Q] = 5-(0-2-2) = 9,

. : -GB :’..“-
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EJEMPLO 3.

Pruébese que el algoritmo de Ford y Fulkerson no funciona al
aplicarlo a la red G de la figura 2.5 si no se utiliza el cri
terio de discriminaci6n de arcos. Todos lcs arcos de esta
red tienen intervalos de capacidad (-=, «) excepto los arcos

i L =1,2,3,4. En estos cuatro arcos la cota inferior para

j
el flujo es -= y las cotas superiores son 1, r, r? v r® res-—

pectivamente, donde r = (-1 + V5 y/2. {Este nGmero tiene las

propiedades 0 < r < 1 ¥y rk - rk+l = rk+2 para toda k).

Primexanente obs&rvese que el supremo para el problema de flu
10 maximo de Nt = {s} a N = {s'} en esta red es = puesto que
existen trayectorias de capacidad ilimitada; una de ellas es
s -uy *a+v s5'., Para verificar que el algoritmo condu-

ce a un resultadeo erréfnec se aplicarid &ste a la red G.

Iteracién 1. Infciese el algoritmo con flujo factible igual

a cerc a través de todos los arcos. Se determina la trayecto
ria aumentante de flujo s -+ u, * vy * s', gue utiiiza el arco
jl positivamente, de capacidad incremental igual a 1. Si se
“envia una unidad de flujo a través de esta trayectoria lés.qg
pécidades incrementales de los arcos ji' i = 1,2,3,4 (_esIdEr
¢cir, las cantidades de f£lujo gue aln pueden incrementarse)
son 0, r, r? y r? respectivamente. En este momento el valor

del flujo de NT a N~ es igual a 1.
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Iteracidn 2. Para este nuevo flujo se determina la travecto-

ria aumentante s - Uy, v2 > oa u3 -+ v3 - 5%, que utiliza
los arcos j2 Y j3 positivamente, con capacidad incremental i-

gual a:

Min {m, I, m, o, :I_‘:",I w} == r2

Si se envian r? unidades de fluje a través de tal trayectoria
las capacidades incrementales de los arcos ji' L =1,2,3,4,

son respectivamente:

0, *x - r?* =r?, r2 - r? = 0 vy x*

En este momento el valor del flujo de ' a N es igual a l+r2.

Iteracidn 3. Se determina la trayectoria aumentante s - u, >

v, ta+ v, ~uy > b +« v3 +oug b + vy s' (gue utiliza el

arco j2 recorrido positivamente y los arcos jl Y j3 negativa-

mente) de capacidad incremental:

3 2

Min {«, 3, =, =, 1, ©, o, r?, », @, «} = r?

‘Se envfan r? unidades dec flujo a través de la trayectoria:

las capacidades incrementales de ji' 4 =1,2,3,4 se reducen a:’

0+r'=1r% r*-r?=0,0+1r* =1x?, r?

El valor del flujo de NT a N es 1 + r? + r?.
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Iteraciones 4 v 5. N&6tese gque eén este momento se tiene una
situacidn aniloga a la del inicio de la iteracién 2. En efec
to dos arcos tienen capacidad incremental igual {r?), uno tic
ne capacidad incremental r* y otro tiene capacidad incremen-~
tal 0, En la iteracifn 4 se determina una trayectoria aumen-
tante gque utiliza positivamente un arco de capacidad incremen
tal r® y el de capacidad incremental x*; esta trayectoria tie
ne entonces una capacidad incremental igual a ri por lo gue
al enviar esta cantidad de flujo, las capacidades incrementa—

les de ji’ £ =1, 2, 3, 4 se reducen a:

En la iteraci®n 5 se determina una trayectoria aumentante (a-
ndloga a la de la iteracibn 3) gque utiliza negativamente loé
arcos de capacidad incremental igual a 0 y positivamente el

de capacidad incremental r*. Esta traQectoria tiene capacidad.
incremental igual a rf por lo cual al enviar esta cantidad de
flujo a trav&s de ella la capacidad incremental de ji' L =1,

2,3,4 se reduce a:

¥, 0O+ " =1, O+ " =", " - %" = 0

En este momento el valor del flujo de NT a N  es 1 + r? + x?® +
r? + r*, Obsé&rvese gue se presenta de nuevo la misma situacitn

que al inicio de las iteraciones 2 y 4.

Si se repite este modo de proceder, se hace lo siguiente:
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Iteracibn 2k. Al inicio de esta iteraci6n las capacidades in

crementales de los arcos ji £ =1,2,3,4) son 0, rk, rk+l,
rk+l. Supbngase sin pé&rdida de generalidad que estas capaci-
dades incrementales se presentan en este orden. Durante csta

iteracidn se determina la trayectoria aumentante s -r w, * v,
a4 ug vy o s' {gue usa j2 ¥ j3 positivamente) de capaci-

dad incrementall

HMin {e=, rk, @, o, rk+1, wm} = rk+1.

Si se envia esta cantidad de flujo a través de la trayectoria

las capacidades incrementales de jiii = 1,2,3,4) se reducen a:

0, r - r = r P - r =0 vy rk+1.

Iteracidn 2k + 1. Se determina la trayectoria aumentante s =

Uy > v, > a <+ vy +u, + b + vy ¥ Uy > b « Vg s' {(gue usa j2
positivamnente y jl' j3 negativamente) de capacidad incremental'_

: +
Ml.n{m, rkz,m, W,l,m, @, ¥ , @, o m}:..-r

i se envia esta cantidad de flujo a través de tal trayectoriﬁ,*'
-léé-capacidades incrementales de ji (L =1,2,3,4) se reducep'a;

k+2 | _k+2  k+2 | k42

0+ x ; T - r =0, 0 + x = x , X

De nueve se presenta la misma situacidén gue en el inicio de la -

iteracibn 2k.
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Es importante scfialar, que este procedimiento no es finito pues
to gue la misma situacidn se presenta cada dos iteraciocnes. Pox

otro lado el valor del flujo de N a N que se cobtlene cs:

L+ (c® + %)y + (* + R B T T o S
= 14+ + T 2rt=14+ 2+ 2( T r'-{1+x+r?))=
£=3 L=0
2 2
l""r -1—r 21‘.‘,
ﬁue es un valer finito. Esto no constituye el supremo para el

problema del flujo maximo eén eésta red gque es = como se comentd

al inicio del ejemplo.

Obsérvese gue si se utiliza el criterio de discriminacién de ax
cos, se determina una trayectoria de capacidad infinita después
de un nfimero finito de pasos. Con tal criterio se cbtiene en-

tonces la solucitn correcta del probleﬁa.
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2.4 EL PROBLEMA DE FACTIBILIDAD DE FLUJO.

El algoritmo de flujo miximo requiere inicialmente un f£lujo
factible en la red; es decir, un f£lujo que satisfaga las res
tricciones de capacidad v conservacifn en arcos y nedos res-—

pectivalente.

Este flujo factible no siempre existe por lo cual deben esta
blecerse condiciones necesarias para garantizar su existen-
gia. En esta seccifn se presenta un algoritmo que verifica
s8i estas condiciones son satisfechas en cuyo caso

construye el flujo factible.

Problema de distribucifén factible. Sean los intervalos de

capacidad Cc(j) = [cd(j), c+(j)], para todo arco j y sean va-
lores de oferta b(4{) para teodo nedo 4i.. Se desea determinar

un flujo x tal gue:
- . L .
¢ {3y < x(3) = ¢ (3 , JeA
v (4) = b{.i}) . LeN {y = divx)

La funcidn b recibe 21 nombre de funcidn de oferta, entehd;f£ ."'

dose como demanda una oferta negativa. En el caso particular -

en que b = 0, el problema recibe el nombre de problema'gg'cir 

culacidtn factible.

N6tese que, dado el principio de divergencia total, una condi¥'
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cién necesaria para gque exista solucibn a 131"‘;:bro}:}lema. de dls-
tribucifn factible es que b(N) = 0. De hecho, esta Gltima
condicién exige gque la oferta total sea igual a la demanda

total.

El problema puede ser maAs general si en vez de considerar un
cierto valor para la divergencia, se permite gque esta dltima
pueda tomar valeores en un determinadc intervalo llamado in-—

tervalo de oferta. El problema general se formula:

Problema del f£lujo factible. Determinar un flujo x tal ques

x(3reC(3y ., 3Jea,

vy (£)eC (L) . ALEN,

en donde C(j) es el intervalo de capacidad para el arco j vy

C(i) es el intervalo de oferta para el nodo L.

‘"Puede verificarse facilmente gque estos tres problemas; distri -
bucién factible, circulacifn factible y flujo factible son

equivalentes.
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Las condiciones gue garantizan la existencia de solucidn pa-
ra el problema de distribucibén factible se establecen en el
siguiente teorema. De nuevo, la demostracién constructiva
de &ste proporciona un algoritmo de sclucifn (o de deteccifn
de la no existencia de sclucifn). DenfGtese con bi(S) a la
cantidad total de oferta del subconjunto de veértices S; es
decir:

b(s) = ] b(4)
41ES

Teorema de distribucién factible. {Gale y Hoffman). El1 pro-
blema de distribucifn factible tiene solucién si y sdlo si

b(M) = 0 y b(S) < c'(Q), para todo curte Q=[S,N/S] con SCN.

Demostracibn.

Condicidn necesaria. La condicifn b{N) = 0 debe cumnplirse

como se establecid en la formulacidn del problema. Por otro

lado, segln el principio de divergencia, si SCN y Q = [S,N/Sl,'

b(S) = [divergencia de x desde S) = {flujo de x a través de Q)

si divx = b. - Puesto gue X debe ser un f£lujo factible gop.res;f:

pecto a las capacidades de los arcos, se tiene_ gue:

b(s) € c(@) = (7 (@), c )]s

en particular bi{s) < <t

ket




Condicitn suficiente. . La condicién suficiente queda probada
por medio del algoritmo de distribucifn factible, que sers

descrito enseguida, junto con su justificacién.-

Algoritmo de distribucidn factible.

Para resolver el problema de distribucibn factible se utiliza
rd un algoritme llamadec de distribucidn factible el cual de
hecho constituye la demostracisn constructiva del teorema de
distribucifn Factible. Este algoritmo se inicia con un flujo
que satisface las restricciones de capacidad sobre los arcos
pero que posiblemente no satisface las condiciones de oferta
en los nodos; es declir, pueden existir nodos . tales gue

bl{i] + yi{i). Después se construye un flujo gue "rompe menos"
las restricciones de divergencia en el sentido de gue la dife
rencia entre la oferta y la divergencia del nodo i se hace me
nor en cada iteracidn. Con este proPdéito se resuelve un pro
blema de flujo mlximo considerando como origenes a los nodos
tales que bi{{} > y(4{) (conjunto at) ¥ como destinos a los no-
dos tales que b4} < y{{] (conjunto N ). Cabe sefialar que

las restricciones de capacidad sobre los arcos se respetan du
rante la ejecucidn del algoritmo. El1l algoritmo termina cuan—:
do N+ = N = ¢, puesto gue en este casc todas las restficbiq— P
nes son satisfechas, o cuando se detecte un corte compétij
ble con la coloracién definida; en este ltimo caso se conclu-—
ye la no existencia de solucidn al problema.

A continuacidn se describe detalladamente el'algoritmo.
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ALGORITMO DE DISTRIBUCION FACTIBLE
- Propb6sito. Resolver el problema de distribucién factible.

Descripcidn

Paso 1. Determinar un flujo factible x con respecto a las ca

pacidades de los arcos.
Paso 2. Sean N = {{eN | bl&) > yli)}, N ={ieN | b{i})< y{Ll}

- Si NT o= § = p, entonces el flujo x es la solucibn

deseada, Terminar.

- si nt £ ¢ y N % ¢, colorear los arcos de la red de
l; siguiente manera:
verde si < (3) < x{3) < & ()
blanco si ¢ (j} = x{3) < c+(j)

et (5)

negro si ¢ (j) < x(3)

I

rojo si ¢ (§) = x(3) = e ()

ir a 3.
Pasco 3. Aplicar el algoritmo de enrutamiento a la red..
- Si se determina una trayectoria. P:N' « N compatible -

con la coloracibn, caleular

ct 3y - w(i) ,  jeR”
x(3) - ¢ (3) , jep~ _

o = Min bli) - yli) , L nodo inicial de P
vii) - b{i) , 4 nodo terminar . de P,

Hacer x = X + o ey Y regresar a 2



- Si sc determina un corte Q = [S,N/S] compatible con
la coloracifin terminar, ya que en este caso no exis-

te solucitn al problema.

Justificacidn del algoritmo. 8i el algoritmo termina con un

corte Q:N+ +N compatible con la coloracién definida y co-
. - . + -
rresponde al conjunto de vértices 5, con N CS y N Ng = ¢,

entonces:

c+(Q) = [flujo a través de Q)] = [divergencia de x desde 8] =
=y {5) = b(8) - [b(s) - y(s5)] =
= b(s) - (b)) -y < b(s)
ya que bl(i}) — y{i)] = 0, para ies/nt Y
| b{<) - y{<{] > 0, para {eN" F ¢,

Por tanto se concluye que el problema no tiene solucidn facti -

ble.

Por otro lado, si durante el algoritmo se determina una tfayeg.
toria P:N* + N compatible con la coloracién definida, enton-—.
‘ces c+lj) - x(j) > 0, para todo j£P+

x{j) - € {3)> 0, para todo jeP .

Ademds, dada la definici6n de los conjuntos Nt y'N_} se tiene’'
gque las cantidades bi{4i) - y{i]) (ieNt nodo inicial de P) y.

Sy (L) -~ b{{) ({eN nodo final de P) son positivas yffinitaé? 
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Por tanto el ntmero a, calculado en ¢l paso 3 del algoritmo,
es positivo y finito. Puede verificarse fdcilmente gque el
flujo x = % + o e, satisface las restricciones de capacidad
de los arcos: la divergencia y*' de este nuevo fluio es la
misma, per construceibn, para todos los nodos excepto para

el inicial y final de P para los cuales se tiene ahora:

bil) - y' (L)

i

b{d) - y(i) = o« > 0, para 4 nodo inicial de P

I

biiy — y' (D) b(d) - y{{) + ¢ £ 0, para £ nodo final de P.

En base a esto, ®x es un flujo "mejor" puesto gque b-v' esta

mis cercano a 0 que b - y.

Por otro lado, el algoritmo termina en un nimero finito de pa
sos si las cantidades c+(j), c-(j}, b(i), ¥ los valores del
flujo inicial x(j) son conmensurables. En este caso todos
los nGmercos mencionados son mﬁltiplos de cierta § >0 vy por
tanto tambié&n lo son la cantidad o y los valores del nuevo
flujo construido asi come sus divergencias, Puesto que lasg
cantidades b({) - y(4) distintas de cero tienden mondtonamen—
te hacia cero, modificindose al menos en &, y des de éétas
son modificadas en cada iteracifn entonces el algoritmo ter-

mina en un nfimero finito de pasos.

Por fiiltimo, cabe mencionar que el algoritmo termina en un nf-
mero finito de pasos, atin sin la condicidn de conmensurabili-
dad, si se utiliza la discriminaci6n de arcos durante la sub-—

rutina de enrutamiento. g
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EJEMPLO 4.

Determinese un flujo factible en la red mostrada en la fiqu
ra 2.6 (@alutilizando el algoritmo de distribucifn factible.

Los nlmercos asociados a cada arco representan las capacida-
des inferior y superior respectivamente para el flujo a tra

vés de 1 y los asociados a cada nodo representan su oferta,

ITteracion 1. Se inicia con el flujo x, factible con respec
to a las capacidades, mostrado en la figura2.6(b). Las di-

vergencias de los respectivos vértices son:

£ l 1 2 3 4 5 6 8
yii) l 5 0 0 -5 0 -5 0
+ _ s , - _ ot .
entonces:; N° = {4y, 44} y N o= {4, 45}

Se obtiene la trayectoria compatible con la coloracibn co-

rrespondiehte (figura 2.6(c)) P:Ll -+ i7 - LB para la cual:
a = Min {6, 9, 5} = 5

El flujo resultante se muestra en la figura 2.6(d}.

Iteracibn 2. La funcifin de divergencia para este nuevo fluf“,g_Qf

jo es:
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de donde: Nt = {il, 14}, N = {ie}

La coloracifin ccrrespondiente se muestra en la figura 2.6(e).

En ella se deteimina la trayectoria compatible P:.{'.4 + LB -+

6 para la cual:
¢: = Min {10, 16, 5, 9} = 5.
El nueve flujo e¢s el de la figqura 2.6 (f).

Iteracidn 3. La funcidn de divergencia es:

£ | 1 2 3 4 5 6 7 8
y (i) | io o] 0 0 0 ~10 0 0
de donde: NT = (&41 o N = {46},

Se determina la trayectoria compatible con la coloracidn de

la fiqura 2.6{g) P:.('_l - .t'_z - '€'4 - '{'8 - }.’,5 para la cual:
a = Min {5, 5, 4, 4} = 4
El flujo actualizado se muestra en la figura2.6{(h).

Iteracidbn 4. La funcién de divergencia para este nuevo

flujo es:
£ | 1 2 3 4 5 6 7 8

yti) |14 o o o o -14 0 o0

De agui que N+=N_=¢; es decir y(i)=b (i), para todo nddori.

Por tanto el flujo x mostrado en la figura 2.6(h) es factiblér_
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EJEMPLO 5.

Determinese un £lujo factible en la red de la figura 2.7(a)
usando el algoritmo de distribucidn factible. A los arcos
se han asociado sus capacidades inferior y superior respec

tivamente; a los nodos se ha asociado su oferta.

Iteracifn_l. Se inicia con el flujo factible con respecto

a las capacidades de cada arco mostrado en la figura 2.7(b).-

Las divergencias de los nodos son:

£ 1 2 3 4 5
v (i) 5 § -2 -4 -4
+ , - ,
de donde N = {L3}, N = {Ll}.

Se obtiene la travectoria compatible con la c¢oloracidn co-

rrespondiente (figura 2.7(c))P:i, + i,.' Para dsta se tiene
El flujo resultante se muestra en la figura 2.7(d).

‘Iteracifn 2. La funcifn de divergencia para este nuevo -

A”flujo es:

L l 1 2 3 4 5
y (i) | a 5 -1 -4 -4
de aqui que N = {45}, N7 = {4}
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Se obtiene la trayectoria compatible con la coloracidn (fi-
gura 2.7 (e)} P:L3 + iz + Ll para la cual
o = Min {5; l.l 2r 2} = l,

resultando el flujo definido en la figura 2-7(f)

Iteracifn 3. La funcitn de divergencia es:

Fa ‘ 1 2 3 4 5
yi) | 3 5 0 -4 -4
Yy por tanto nt = {L3}, N = {il}.

Se obtiene el corte Q:N++N_, compatible con la coloracién
(figura 2.7(g)) asociado a s = {ig. {5+ 44} por lo cual no hay

soluecidn al problema.

-N6tese gue b(s5) = 2 > c+(Q) =31 - (8 + 10 + 4) = - 21, .
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2.5% ALGORITMQ DE RECTIFICACION DE FLUJO.

Una alternativa natural para resolver el problema de dis
tribucifin factible consiste en determinar inicialmente un flu
jo factible con respecto a las restricciones de ¢oferta en los
nodos y posiblemente no factible con respecto a las restricecio
nes de capacidad scobre los arcos. Al igual qgque en el algorit
'ﬁo.de distribucién factible se construye en cada iteracién,
un flujo gue "rompa mencs" las restricciones de capacidad en
el sentido de gue el flujo definido sobre el arco se acerque'
m&s a las cotas de capacidad en cada iteracifn. De nuevo,
las restricciones de oferta se mantienen siempre vilidas. Pa
ra la modificacibn del flujo se definen los conjuntos de ar-
cos BT = {Jea | ®(§) > c () ¥y A = {3eA | x(I) < ¢ (3)} que
estdn formadoé por arcos gue rompen la_ factibilidad, se utili
za el algoritmeo de Minty para determinar un circuito, que con
tenga un arco de at UA~, a través del cual se realiza el cam;_
bio de flujo y se ejecuta otra iteracidn., 5i se determina un
corte Q, compatible con la coloracifSn definida, qué c0ntengal
un arco de A’ UA  se concluye la no cxistencia de solucibn\al“f&

problema.

A continuacibn se detalla el algoritmo.




ALGORITMO DE RECTIFICACION DE FLUJO

Prop6sito: Resolver el problema de distribucién factible.

Descripcibn

Paso l. Determinar un flujo x factible con respecto a las

restricciones de divergencia; £.e., tal que div x = b.

Paso 2. Sean A'= {jeA | = >t (31}, AT=(Fen | x(3) < e {H

- siat=Aa =¢, entonces x es la solucibn deseada,

terminar.

~ i existe J € AT 6 § & A" colorear los arcos de la

red de la siguiente manera:

verde si ¢ (3) < x(3)

M

et 3)
blanco si x(3) < c (3 , =(3) < c ()

negro si  x{j) > e* () , =(3) > < (3}

rojo  si ¢ (5) x(3) = " (3).

Ir a 3.

Pagso 3. Aplicar el algoritmo de Minty a la red coloreada.

- 5i se determina un circuito elemental P compatiblé.f'

con la coloracibén, que contenga a j, calcular:
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c 3y - xt(3) , jep”
a = Min x{(i} - ¢ (3) , jeP
Pt
donde
x(3) - ¢ (3),jen”
a = aist(x(3), [ (3), <D = |
ctis) - =31, jea”

.Hacer x = x + aep e ir a 2.

~ S5i se determina un corte Q = [5, N/S] compatible
con la coloracién gque contenga a j terminar, ya

que en este caso no existe solucidn al problema.




Justificacibn. S$i el algoritmo termina con un c¢orte

Q = [S,N/S] entonces:
. + . . +
x(j} > ¢ (j), para todo jeQ ,
-x(j) > -¢ {j), para tode jeQ ,

enn donde al menos una de estas desiqualdades es estricta da-
da la definicibn de los conjuntos at vy A" . BSea 3 el arco pa
ra el cual la desigualdad es estricta (nStese que tode arco
de A" o5 blanco mientras que todo arco de 2% es negro}.
Entonces:

e < J L, x(i) - I _ x{j) =
JeQ jeQ

[flujo de x a travé&s de Q)

[divergencia de x desde S]

b{s):
.luego, no existe solucidn factible al problema ,

Por otro lado, si durante el algoritmo se determina un cir-+ : .

cuito P:

c+(j] - x{3) > 0, vara todo jeP+

x(j}) - ¢ (j) > 0, para todo jepP .

Puesto que 3 sA_UA+, entonces a es positiva v finita y vor
tanto o tambi&n lo es. La manera de calcular o asegura que, -

para el nuevo flujo x*' = x + ce,, se cumple:
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c {j) - x{j} - a, para todo jsP+,

T > ) ¥ <G - % ()

%(3) - ¢ (4) - a, para todo jep ,

It

¢ (3) < x'(3) y x' () ~ ()

mientras gque en los demds arcos x'(j) = x{(j). Se tiene en-
tonces que x' satisface las mismas restricciones que x y po
siblemente otra mis {(si o = a entonces el nueveo flujo a tra
vés de ﬁ satisface las restricciones de capacidad para ese

arco). AGn en el caso de que las restricciones satisfechas
sean las mismas, la restriccién para el arco j sera "menos"

violada por x°' gque por x(la distancia a la cota no satisfe-—'

cha es menor en x' gue en x); en este sentido x' es mejor
que x.
Por otro lado, puesto gque P es un circuito, div ep = 0. De

agqui se concluye gue:
div x' = div x + o div ep = div x = b,

por lo gue el nuevo flujo satisface las restricciocnes de

oferta.

- El algoritmo termina en un nGmerc finito de pasos si_laé
cantidades c+(j), e (j) v los valores iniciales de flﬁjo
x(3j) son conmensurables. Debe observarse qué, bajo este su-
puesto, como div x= b entonces b(i) pertenece a la misma cla
se de conmensurabilidad. En este caso todos los valores_da:

los flujos generados durante el algoritmo son mﬁltiploé de
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una cierta 4 > 0. De aqui que las reducciones de las vio-
lacicones a las restricciones de capacidad para los arcos

de A+Un_ giempre son iguales al menos a §. S6lo es posible
una reduccifn finita y existe un nfimero finitoc de arcos que
violan la factibilidad. Por tanto el nGmero de iteraciones

es finito.

Cabe sefalar nuevamente que si se utiliza la discriminacién
de arcos, el algoritmo termina en un ntmerc £inito de pa
sos afin si no se satisface la condicifn de conmensurabili-

dad. =
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EJEMPLO 6.

Determinese un flujo factible en la red de la figura 2.6(a)
mediante el algoritmo de rectificacidn de flujo. Los nfime
ros asociados a cada arco son sus capacidades inferior y
superior respectivamente y los asociados a los nodos son

su oferta.

Iteraciones 1 v 2. Se inicia con el flujo x, factible con

respecto a las cfertas, mostrado en la figura 2.8(a).

Los arcos que rompen la factibilidad en sus cotas superior

e inferior respectivamente son:

AT = (ldgrdg)l, BT = (lidy), lig,igl)

Para la coloracibn ceorrespondiente {mostrada en la figura.
2.B(b)) se determinan los circuitos ajenos Pl:L4 -+ LI - £7 >
£y ¥ Pozdy + dg > dg > Ly v 4y que contienen a log arcos
(i4, 441 e [i3, 4,) respectivamente. Para el primer cir—-

cuito se obtiene:
a = Min {5, 10, 8} = 5
¥ para el segundo
@ = Min {8, 20, 16, 10} = 8,

resultando el fluje mostrado en la figura 2.9{0);'
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Jteracitn 3. En esta iteracién se tiene AT = ¢ v A = {(

ia, is)}. Se determina el circuito compatible con la co-
loracién mostrada en la figqura 2.8(d) P:x’.6 -+ Ls -+ Ls -+ Lé que

contiene el- arco (Lé, is). rPara éste se obtiene
a = Min {12, 8, 12} = 8.
El flujo resultante se muestra en la figura 2.8(e).

Iteracién 4. Para este flujo se tiene gue at = A" = b, por
por lo cual el flujo definido enla figura 2.8(c) es el deseaén

do.




S

Figura




EJEMPLO 7.

Determinese un flujo factible en la red de la Figura 2.7{a)

utilizando el algoritmo de rectificacién de flujo.

Iteracidn 1. Se inicia con el flujo x factible con res-

pecto a las ofertas mostrado en la figura 2.9(a).

Los arcos que rompen la factibilidad en sus cotas superior
e inferior respectivamente son:
o= iy, 4gh) AT = ((&y, 45))
4 %5 ¥ 1 %30

Para la coloracibn correspondiente (figura 2.9 {b}} se determi-

na el circuito P:-t'_1 - Ls + iz + i,, que contiene el arco

(Ly, le. Para &ste se obtiene
a = Min {1, 5, 10} = 1,
resultando el flujo definido en la figura 2.9 (c)

Iteracién 2. FEn esta iteracibn se obtiene A’ = {(£4, L ,}f
AT = ¢. Para la colorac16n correspendiente (fnpna 2. 9(d)) se'

obt;ene el corte compatible Q:N *yN~ con NT {L4] Y 1> ;

(i}, asociado a & = {4y, 4ij, 4,}. ' De aquf se concluye que -

no existe flujo factible para esta red.

Obsérvese gque se obtuvo el mismo resultado que en el ejemplo}

5'
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3. TRAYECTORIA MINIMA Y EXTENSIONES.

En este capitulo se analizan los resultados tebricos y algorit
mos de solucibdn para la pareja de problemas duales de trayecto
ria minima y tensiftn mixima en una red y para un problema de

factibilidad de tensifn. Estos resultados tebricos y algorit-
mos se eStablecen de manera completamente paralela a los refe-

rentes a los problemas de flujo méximo y corte minimo.

En la seccibtn 3.2 se formula el problema de trayectoria minima
y se define su dual: el problema de tensifn maxima. Esta pare
ja de problemas estd fuertemente relacionada mediante el teore
ma trayectoria minima - tensifn méxima en donde se establece
un resultado paralelo al tecrema flujo miximo — corte minimo.
De agui surge un algoritmo de solucién simult@nea, descrito en
la seccidn 3.3, la cual constituye otro paralelismo con flujo

maximo ~ corte minimo.

Por otre lado, de manera anfloga el problema de distribucibn
factible de la seccibtn 2.4 se analiza un problema de factibi-
lidad de diferencial gque consiste en determinar un potencial
en la red tal gue la tensifn asociada a cada arco satisfaga
ciertas restricciones de generacién. De nuevo, tal pqteh;;al
puede no existir por lo cual se establecen condicionés de éxig:
tencia. Se presentan dos algoritmos (secciones 3.4 y 3.5}“que
verifican la satisfaccifn de tales condiciones, el primero;dé:
los cuales trabaja sobre nodos y el otro sobre arcos. También '
en esta parte se aplican el teorema de la red colecreada y el -
lema de Minty. Esto Gltimo constituye otra analogia con él':"

capitulo 2. .
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3.1 DIDFINICIONES ELEMENTALES.

Un potencial en una red G es una funcibn real u asociada a los
nodos de G mientras que la tensibn a través del arce j~{.i,L'})

se define como la diferencia de potenciales:

vi{j) = u(i') - u(d) = - § udeld, ).

Lew
Zn forma matricial v =- wE = Au ; al vector v se le llama di-
ferencial en G, Se define ahora otro concepte relacionado con

direrenciales. El despliegue del diferencial v relativo a 1la

trayectoria P es la suma de los términos + v{j) asociados a

los arcos de P. Si P es una trayectoria sin multiplicidades:

[despliegue de v relativo a P] = |} 4V - I _vii) = v.e
. . - p
JeP JeEP

En el caso de gque P tenga multiplicidades puede desc0mponer$e_
en trayectorias simples. El despliegue.de v relativo a cada

una de estas trayectorias es una expresiSn de la forma anterior
por lo cual el despliegue de P serd la suma de tales expreéio—
‘nes. Para ejemplificar el concepto de despliegue, considérese :
la trayectoria P marcada en la red de la figura 3.1 en la'cual'
se ha asociado a cada nodo su potencial y a cada arco suuﬁénf

sifn. Para esta travectoria:

[despliegue de v relativo a P] = (1L - 13 - 4) - (~4) = — 12
~Obsérvese que si los extremos de P son 4 e 4’ se cumple la - '
relacién:
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{despliegue de v relativo a P] = u(il') - ufi) = -9 -3 =-12.

En esta relacidn puede notarse gue el despliegue de v relati
vo a P 5810 depende de los potenciales de los extremos de Pj;
esto es vdlido en general y se concce con el nombre de prin-

cipio de integracién.

(4] (-2}




Principic de integracifn. Sea v = Au, para algln diferencial

u definido en una red G, ¥y sea P:4{ - L' una trayectoria.

Entonces:

{despliegue de v relativo a P] = u(i') - u(d).

Demostracidn. Sea la trayectoria ?:Ll==i',jl, iz, j2""'jk—1

ik = {', Para esta trayectoria se tiene gue:
v —V(jh) = u{¢h+l) - u(&h) si eptjh) = =1,
Entonces:
[despliegue de v relativo a P] = } L Vi) - vty =
jeP jep

I

fuldiy) = wig)) + [uldy) = uliy)] oot [uldy) - uld )1 =

1

u({k) - u(il) = uf{l')y - u(i).-

Como corclario de este principio se tiene que si P es un cir-

cuito ¥y v es un diferencial entonces el despliegue de v rela-

tivo a P es cero. De hecho, puede demostrarse que v satisfa-

‘ce esto si y sSlo si ‘es un diferencial por lo cual este coro-

lario y el principio de integracifin son equivalentes.

El principio de integracidn permite obtener de manera cons—
tructiva un potencial u tal que v = Au para una tensién v, si

es gue exXiste . En efecto, supbngase que la red G es-éonexa
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{el procedimiento se abiica a cada'cdmponenté-conéxa si la
red no lo es) y sca s cualquier nodo de G. Si existe un po-
tencial u con diferencial v entonces sus valérES'cn los no-
dos distintos de 5 pucden ser determinados de manera Gnica

mediante la relacidn:

u{{}) = u(s) + [desvlicgue de v relativo a P},

dande P:=s -~ (. ES importante recalecar guc u(s) puede tomar
cualquier valor ya gue si se suma cualquier constante a una
funcidn de potencial no se afecta su diferencial. Con basc
en lo anterior es posible estableccer el siquiente procedinien
to general; durante ceste procedimiento se verificard si v es
un diferencial por lo cual no es necesario saber esto de ante

mano.

Sea 7 cualquier enrutamiento de ¥ con base s y sea o ¢R. De-

finase:

2
m
-
-
Il
0"

ui{.l)
’ B
[despliecue de v relativo a Pi]' si { & s,

It
b g et

o]
+

donde P, ¢s la © - trayectoria de s a 4. Si v es un diferen— ...

cial la funciédn u, construida de esta manera, seri el finico
potencial que satisfaga Au = v y u({s)' = «. Bn caso contrario
se tendra (Au) {j) 4 vi(j), para algGn arco j no utilizado por

el enrutamiento.
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Para ilustrar el procedimiento considérese de nuevo la red

mostrada en la f£igura 3.1: Si s = 15 un enrutamiento de N
con base en s es: G{Lq) = (&4,£5), 0(46) = {&5,&6}. 0(44) =
(Ll,i4), 9(&2) = (i2,£4}, O(£3) = (13.i4); gque define las
trayectorias szs -> ik (k = 1,2,3,4,6) siquientes:

Pl. g + Ly + 4y Py Lg + dy v Ly,

P3. -(.5*-4.44-4_3 r P4: —L5+4.4 ’

5

Seglin la definicidén de despliegue se calcula:

fdespliegue de v relativo a Pl]=-{—13+5)=8, [éespliegue de v relativo a
P2] =~4 ~{=13}) = 9
[@espliegue de v relativo a P3}=-(—13+10)=3,[despliegue de v relativo a
Pyl ==(-13) = 13
[despliegue de v relativo a PG] =~ 4.

Si se fija o =—-5, se obtienen los siguientes valores de u:
i |1 2 3 4 5. 6
u (4) | 3 4 =2 8 -5 -9

N&Stese gue para los arcos j~{4,4L') aque no forman parte deL,én*
rutamiento se cumple v(j) = u{i') - u(d), por lo que u es el -

Gnico potencial que satisface &u = v y u(is) =-5.

De manera semejante al desarrolleo de los resultados sobre ten—

siones y trayectorias, paralelos a aquéllos sobre flujos ¥
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cortes, se asocia un intervalo real no vacio D(j) a cada ar-

co j. Este intervalo recibe el nombre de intervalo de gene-

racifn del arco j. Se denotardén los extremos de D(j) con 4
(3) v d+(j) respectivamente y se llamarin respectivamente 11-

mite inferior de genecracidn y limite superior de generacién.

Los tnicos requerinientos para estos nlmeros son: 4 (j) <

at(3) y a (i) < 4w, dT(3) > -w.

Paralelamente al concepto de un flujo factible con respecto a

las capacidades, se define una tensidén factible con respecto

a las generaciones como una tensifn v tal que v(j) eD(j), pa-

ra todo jeA. BEsto es equivalente a la condicién:
u(d) + d (3) < ufd') < ud) + a gy,
‘donde u es un potencial tal gque v = Ay y j7{iL,4L).
La factibilidad con respecto a las generaciones'implicé, debi

do al principio de integracifn, algunas restricciones respec-

to a las trayectorias. Se define la generacifin superijior d+(P)

de una trayectoria P como la suma de los t&rminos d+(j), para j

recorrido positivamente, mencs la suma de los t&rminos df(j),

para j recorrido negativamente. Andlogamente se define la . .

generacién inferior 4 (P} de P. ©Para una trayectoria P sin

multiplicades se tiene:s

attey = § &% - I _da o,
jep jeP
a“() = J .4 (¢ - I _atm.

JeP JeP
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De aqui se concluye que si v es una tensibn factible, es de-

cir vijle D(j) para todo jcA, entonces:
d”(P) < [despliegue de v relativo a P] < d'(p),

para teoda trayectoria P. S5i u es un potencial tal que v = Au

la condicidn anterior se reduce a:
w(d) + d7(B) < uld') < uld) +a’ (e,

para toda trayectoria P:d + L.
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3.2 TRAYECTORIA MINIMA.

En algunos contextos puede asociarse al arco j la pareja de
nimeros d+(j) Y d—(j) sin gue necesariamente tengan alge que
ver con factibilidad de tensiocnes. Por ejemplo, d+(j) puede
ser el costo de recorrer positivamente el arco j mientras

que & (j) puede ser el costo de recorrerlo negativamente.

En este caso d+(P) se interpreta como el costo de recorrer lé
trayectoria P y & (P} se interpreta como el costo de recorrer
el reverso de P. Con esta interpretacidn surge de manera na-

tural el problema de la trayectoria minima.

Problema de la trayectoria minima. Sean N+, N~ ¢ N no vactfos

en la red G. El problema consiste en
Min {a¥(p) | P:NT > N7}

Se hace la convencidn Min = +» para el problema si no existe

ninguna trayectoria p:NT & N . Esto conforme al hecho de gue

es posible agregar arcos j con d+(j) = o ¥y d-(j) =« sin afec

tar al problema.

S5i se efectfia la siguiente coloracifn de la red, llamada coloj'

racibn asociada con las generaciones:

verde si d+(j) <o y d (j) >~ =
blanco si d+(jJ < w y 4 (j) =<
negro si A (§) = e y A (§) > - =
rojo si daT(j) == y d(j) = ~ =,
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se tiene gue d+(P) es finito s6lo s8i P es compatible con esta
- coloracidn, por lo que resolver el problema de la trayectoria
minima equivale a determinar P, compatible con esta colora-

cidn, tal gue minimice d+(P); es decir la solucidHn "mas bara
ta" del problema de la travectoria compatible con esta colo-

racidn,

Para resolver este problema de trayectoria minima de nuevo se

utilizard como herramienta de optimalidad un resultado dual.

Para formular este resultado debe notarse primeramente que
existe un problema de potenciales anflogo al problema de flu-
jo méximo. En efecto, sea u un potencial que es consténte an
el conjunto N CN, constante en el conjunto N~ , con NV v N-_
cohjuntos ajencos no vacios en la red G. Entonces se cumple
que u{i') - u(i) vale lo mismo para todo Lent y para todo
£'e¢N . Esta diferencia se conocce con el nombre de despliegue

de u de N* a N”. Tambi&n se concluye que:
[despliegue de u de N a NT] = [despliegue de v -relativo a PBl,

para toda trayectoria p:NY + N7, donde v = au. El problema

anilogo al de flujo méximo es:

Problema de la tensién m&xima. Consiste en maximizar el7de9w ,
pliegue de u de N+ a N sobre todos los potenciales u cdnstég
tes en N+, constantes en N tales gue v = Au es factible con .

respecto a las generaciones.



Puesto que hay una analogia con el preoblema de £lujo méaximo
such un resultado. dual que relaciona los problemas de ten-—
sién mixima y trayectoria minima.. Este. resultado utiliza cl

o s e + -
concepto do corte de generacion ilimitada de N a N que se

define como.un corte Q:N+ +M kal que d+{j) = - v, para tode
j;Q+, y @ {j) = -« para todo jt0 . N6tese un corte de esta
naturalcza es compatible con la coloracidn asociada con las

genaraciones.

Teorema de tensidn maxima — trayectoria minima (dMinLy). Su-

pdngase que existe al menos un potencial que satisface las

restricciones del problema de mixima tensibn. Entonces:
{sup en problema de tensidén maximal =
= [min en problema de trayectoria minimal.

pemostracibén. Obsérvese primeramentec que para cualquier vo-

tencial u gque satisfaga las restricciones del problema de la

tensifn maxima y P cualquier trayectoria de Nt oa N se ‘tiene: =

[despliegue de u de N a N ] [desplieque de Au relativo a P]

at

Ia

Basta probar gue existen una trayectoria P y un potencial u.
que satisfacen la igualdad. Esto se hace de manera construc-
tiva ¥y por tanto la demostracidn constituye un algoritmo de
‘solucidn para ambos problemas y que serd descrito en la. si-

. -
guiente seccibdn. g
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3.3 ALGORITMO DE TRAYECTORIA MINIMA.

Los problemas de tensifn mixima y trayectorvia minima pueden
el resﬁeltos simultineamente; la demostracisn constructiva
del teorema de tensidn méxina-trayectoria minima proporciona
un algoritme para ello. Cabe volver a roesaltar ¢l varale-
lismo entre este par de problemas v los de flujo méxino vy
corte minimo. TFara iniciar el algoritmo se requiere un poten
cial, yue satisfaga las condiciones impuestas wara el proble-
ma de mixima tensidn, tal que su diferencial sea factible con
_respecto a las generaciones. Puede considerarse el potencial
ug 2 D si 0 eb(3) para todo arco j; sin embargo esto no es
cierto en general por lo cual se reguiere una herramienta pa-
ra la construccidn de tal potencial. Este problema serd tra-
tado més adelante y por ahora se supondri gue se cuenta con

dicho potencial.

Durante el algoritmo se construye un diferencial factible con

respecto a las generaciones correspondiente a un potencial u

. +
¥ un 0 - enrutamiento con base N tales que:s

at(p) = [desplieque de u de N a N1,

donde P es la @ -trayectoria de N' a ieN . De aqui se conclui-

r8 la optimalidad de estas soluciones para sus respectivos‘pro¥_

blemas.
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ALGORITMC DE TRAYECTORIA MINIMA

Propbsito: Determinar la trayectoria minima de N+ a N en

la red G.

Descripcibn

Paso 1. Determinar un potencial uy constante en N+, constan—
te en N y cuyo diferencial vy sea factible con res-
pecto a las generaciones. Sea § = N+ Yy sea @ vacio.

Sea w 0 en S. Sea

-—

a3y = at(3) - vgtd), ag(i) = 4 (G)-vy(d), jea.

"Paso 2. Determinar el corte Q = [S, N/8] y calcular
wi{il)y + dg(j), para j*[i‘,i]cQ*
8 = min . - _
w(i')y - do{j)r para.j~{4,4")eQ
— 8i g = w terminar. Q es un corte de generacibn ili

—

mitada y por tantc ambos problemas tienen valor o.
- Si B <= ira 3.
Pasc 3. Sea j el arco correspondiente al valor de f. Hacer
s =85U0{i} , 0lL) =3 , wid]) = B.

- si 4{eN” terminar. Ia 0 -trayectoria F:N+éi es la mi~
nima y el potencial u = u, + w, donde w(x) = g para -
todo x eN/S resuelve el problema de mixima tensibn.
En este caso:

d+(P) = [despliegue de g de v a N ] + B=

|

[despliegue de u de N+ a N_}.
- oi LN ir a 2.
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Justificacidn del algoritmo.

Obs@rvese primeramente que si durante el paso 2 se obtiene un

valor de B igual a =, entoncsas d;(j) = @ para todo jEQ+ Y
dg(j) = -» para todo 3jeQ . De aqui que d+(j] = » para todo
jeat y 4 (j) = -~= para todo jeQ . Por tanto Q es un corte

de generacidn ilimitada. Por otro lado, cada vez que se agre

ga un nodo i a §', la O-trayectoria P:N+->£ cunmple dg(P) =

w{{) = B. De agui se ceoncluye gue:
dg(P) = 3 +[d+(j) - Vo(j)] - ¥ @ - VO(j}] =
jeP jep
= [ § .26 - 3 _d-(j)] - [E vald)- § _v {j)]=
-je:P+ JjeP ng+ o jepP 0

d+(P) -~ [despliegue de Vo relative a Pl.

Por lo tanto, si el algoritmo termina en el paso 3 con_icu—,
se cumple:'
+ . + -
d {P) = [despliegue de u de N a N ]
puesto que w = B en N , El potencial u = uy + W, al igual

que u, y W, es constante en Nt vy es constante en N, Ademis,

por construccifn, v = Au es factible con respecto a las gene-

raciones. En efecto, a.pesar de que no se céléu;a W en'ios

nodos fuera de S ({excepto al final), el modo de consﬁrui: ésf
ta funciﬁn és equivalente a qué en.cada iteracibn, w tome élf
-valor de 8 en los nodoé de N/S v u se defina como u., + w. De

0.’
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hecho, u se modifica agregando una constante o en cada jite-
racibn a sus valores ascciados con les nodos fuera de S.
Esta constante o es la diferencia entre los valores de B en

las iteraciones actual y anterior; es decir:

wii') + ag(j) - wid) para j~ (&', 4)eQ”

¢ = min
widir) - dalj) - w{i) para j~1i,4i'leQ”

Es decir:

a*(i) = v(j) , para jeq"

o = min

vi{i) - 4" (3j) , para jeQ

pueste gue para actualizar u se tendria u = u + Qey /s (y v =

v + ueQ). Si v es factible con respecto a las generaciones

tambiZn lo es v + aeq {a > 0). Entonces la factibilidad se

conserva en cada iteracibn.

Para establecer la optimalidad de u y P n&tese gue satisfacen

+

d+(P) {despliegue de u, de N amN.]+ 8 =

1

{despliegue de ude N a N;]-

pero durante la prueba del teorema de méxima tensibn -minima

trayectoria se verificd que
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at e > [despliegue de u' de Nt a )

para toda travectoria pr:Nt - N7 vy para todoe potencial u'
que satisface las condiciones del problema de tensifn m&xima.

En varticular, para el potencial u:
at(p*) > [despliegue de u de Nt a nT] = at(p)
v, para la trayectoria P:

[@espliegue de u' de N a N7 < at(®) = [ desplieque de u de N' a N

por tanto P es una travectoria minima y v es una tensidn

maxima.

Bl algoritmo termina en un nfimero finito de iteraciones pues
to gque en cada una se agrega un nodo a S. Si termina en  ;
el paso 3 se tiene [max] = {min] < = como se vié aﬁteribrmqg
te. éi termina en el paso 2, (equivalente a o = =) con el QQ
tencial u gque satisface todas las condiciones del problema de
méxima tensibn, se tiene que para cualguier a's(0,=) el Poﬁéﬁ'

cial u' = u + u'eNIS tambi®&n satisface dichas condiciones y:

[despliegue de u’ de N a N ] = [despliegue de u de N a H ] % a'’

Luego, [sup] = = y por tanto [min] = = {([min] > [s#p])L.!‘



EJEMPLO 1

Determinese la trayectoria minima de s a s' en la siguiente
red, en la cual se ha asociado a cada arco un intervalo de ge

neracién.

Se utilizard como potencial inicial u, igual a cero para todo
ieM. En el siguiente cuadro se presenta un resumen de las ite

raciones; en 8ste se observa que la trayectoria minima es

P:s i2 R W i3 + s' con generacitn superior igual a 6.
i nodo - i
Iteracitn Cilculo de B agragadc o[L) w(i) =B

0 s 0
1 5,2,2 iz i 2

Ll j1 2
2 5,2+2, 244, 243 zn g 4
3 ' 5,4+2, 4+0, 4+3 g ig 4
4 2+4, 3+4 s’ Jg 6
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EJEMPLO 2

Determinese la trayectoria minima de s a s' en la siguiente red,

utilizando come potencial iniecial u, igual a cero,.

En el siguiente cuadro se presenta un resumen de las iteracio-

nes realizadas. En &1 se observa la deteccifn del corte de ge-
neracién ilimitada Q=[85,8/5], siendo 5 = (s,il, i, i3}. Yor -
tanto se cumple que {supl] = [min] == péra los problemas de ten-

£ifn mixima y trayectoria minima.

nodo
Iteracidn Cdlculo de 8 agqregado wif) = B
0 = 0
1 2,3 4’.1 2
2 w, 242, 0+2, 3 4’.2 2
3 oo, 2+2, 242, = .t'_3 4
4 @, @, o« B = ==

[-2,31

(-=,2] (-1,41

|

1

(-m’3] -1
: !
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-3.4 PROBLEMA DE DIFERENCIAL FACTIBLE.

En forma idéntica al problema del flujo factible aqui es necesa-
rio determinar cédmo se construye un potencial que satisfaga

las condiciones del problema de tensidn méxima tal gque su di
ferencial sea factible con respecto a las generaciones. Se

requiere primero establecer condiciones necesarias para ga-

rantizar la existencia de tal potencial. En esta seccifin se
describe un algoritmo que verifica si estas condiciones son

satisfechas y, si se cumplen, realiza la construccién

del potencial. Primero se define el problema fundamental.

Problema del diferencial factible, Determinar un potencial

u tal gue v{j) = (Au) (j) eD(j) para todo jeA en una red con

intervalos de generacién D{j) = [d {(j). d+(j)]-

Como en el caso de flujos, puede formularse un modelo m&s ge-—
neral en el cual se exige gue el potencial u satisfaga tam-—
bién u{i{} eD{L) (para {ed) donde D(L) es un interﬁalo real ce

rrado no vacic. Este modelo recibe el nombre de problema de

' potencgial factible. Es sencillo verificar que el filtimo pro
blema formulado puede reducirse al problema de diferencial

factible.

Las condiciones que garantizan la existencia de solucifén para |
el problema de diferencial factible se establece en el si-

guiente teorema. Comc en el caso del teorema paralelo a éste,
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feferente a factibilidad de flujos, la demostracibn es cons
tructiva y properciona por tanto un algoritmo de solucibn

{o de deteccidn de la no existencia de sclucién).

Tecorema de diferencial factible. El problema de diferencial

factible tiene solucibn si y s8lo si d+(P) > 0 para todo

circuito P {elemental).

Demostracidn. La condicibdn necesaria gueda establecida por

el siguiente hecho. Recuérdese que para cualquier trayecto’
ria P y cualguier tensidn v factible con respecto a las gene

raciones,
d (P) < [despliegue de v relativo a P] < d+(P);

en particular, si P es un circuite v v un diferencial el
despliegue de v relativo a P es cero,por lo cual d+(P) >0y
4 (P) < 0. Obs&rvese que en el enunciado del teorema no apa
rece la condicién @ (P) < 0; esto se omite puesto que d (P)=

- d+(P') en donde P' es el reverso de P.

La condicidn suficiente se prueba mediante el algoritmo de-

.diferencial factible.
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Algoritmo de diferencial factible.

Un procedimiento mediante el cual se determina un diferencial
factible, si existe, es el algoritmo de diferencial factible.
Este algoritmo, como se menciond anteriormente, constituye
una prueba constructiva del teorema del mismo nombre. Duran-
e el procedimiente © bien se construye el diferencial reque-
ride o bien se detecta un circuito elemental P tal gue d+(P)
< 0 concluyéndose, en este filtimo caso, la no existencia de
solucidn al problema. Se comienza con cualgquier potencial.
En cada iteracifn se define una funcifn asociada a 1l1os nodos
de la red; esta funcién se utiliza para verificar si existe
alguna wviolacién a las restricciones de generacibn. Si es
asi se realiza una subrxrutina consistente en una modificacidn
del algoritmo de trayectoria minima. Precisamente durante
esta subrutina se detecta un circuito de generacifn superior
negativa en caso de gue exista. Si esta subrutina £inaliza
sin haber detectado tal circuito se procede entonces a la mo-
dificacifn del potencial dé manera tal que las restricciones
de generacién satisfechas por el diferencial anterior lo si—_
guen siendo y con tal actualizacién se gatisface al mﬁnoé uhé
de las no satisfechas. Con este potencial, mejor que el an—
terior puesto que el nfimero de restricciones violadas es me—
nor, se realiza otra iteracifn. A continuacién se describe

detalladamente el algoritmo.
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ALGORITMO DE DIFERENCIAL FACTIBLE

Propbsito. Determinar un potencial u tal gque v({j) ={auleD{j)

para todo jeaA.

Descripeitn
Paso 1. Sea u cualguier potencial. Sea v = Au.
+, . t3 . - - .
Paso 2. Hacer: dg{j) = dal3) - v{3i), dy(3) =d (3) - v(3),Jen

" calecular, para todo {eN:

a3 () para jeld, n/417
pll} = min —d;(j) para jeli, N/L]1°
0

- s5i pld] » 0, para todo {eN, terminar. El potencial

u resuelve el problema del diferencial factible;

-~ En otro caso, seleccifnese cualguier LeN tal que

pi{il< 0. Ir a 3.
Paso 3. Aplicar el algoritmo de trayectoria minima como sigue:
a. Hacer Uy = u. Hacer vt = = 3y

b. Cualgquier t&rmino negativo.d;(j) ¢ -d (j) se tra -
tard como cero, excepto si j se recorre desde < o

.hacia afuera.
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8i 4 se alcanza con 8 < 0 terminar. En este caso la
@ - trayectoria P:Z +{ es un circuito tal que

d+(P) < 0 y por tanto el problema no tiene solucidn.

En otro case, terminese esta subrutina en cuanto
8 > 0 (aGn si Z no se ha alcanzado). 5 no seri ac-
tualizado. Hacer w({) = 0, para todo {i{8 y actuali

Zar u = u + w. Ir a 2. -




Justificacibn del algoritmo.

Primeramente obServese que pli) = 0 si vy s85lo si v{3j) < d+(j)
cuando je[i, N/&1T, y v(3) > d7(§), cuando jeli, N/&1T. De
agui se concluye que pl[i) = 0 para todo {ieN eguivale a d (j)
< vii) =< d+{j) para todo arco j; es decir, si el algeritmo

termina en el paso 2 se tiene un diferencial factible.

Supbngase ahora que p({i) < 0 para alglin nodo ZeN. ConstrQya
*

se la red G (figura) agregando a la red G un nodo L*,

copia de i, copias de los arcos adyacentes a { ¥y un arco

~{4* 4). Al arco copia j* se le asigna intervalo de genexra-

(MR

cidn (-=, a¥ (311 =i jerZ, W/21F o [d7(5), =) si Jel{Z,N/1]1;

l

2l arco j se le asigna intervalo de generaci6n {(-=»,0) y a los

arcos de la red original [d+(j), d (j)) donde:

~

at(4) = max (@t (), v(5)} y 47 (3) = Min (@7 (3), v}
[u{ill

-~ <l

S ‘*i\(—m, atirn
— ~

\\[a Gl o~

: 1
{70, 0]

.

ulLt+p(Z)
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Los intervalos de generaci®tn definidos en la red G* tienen el
propbsito de gue el diferencial Vo = Auo, donde uO(L*) = u(i)
vy uld) = uii) + p(i}) para todo 4eN,sea factible en G*. En

efecto, si j es un arco original:
- X , T I
d (3) < vi{3) = vy(3) < d (5);

S . . P = .
si 3 es un arco copia, de la definicién de pl4i) se tiene

para jeli, N/Z]1':

votj*) = pl2) + u(d) - u{d) = plZ) + v(3) <

<aiti) + v = @@ - v + v = at)

y para je (1, N/i1

voli*) = uld] - uld) - plZ} = vij) - pld) 2
> Vi) +dg(d) = v +d () - v = 4a (3).
Finalmente, para J se tiene vo(ﬁ) = u({Z) + p(I) - ulZ) =

pli)l < o.

Si se resuelve el problema de mﬁxima tensiﬁn para Nt ='{£‘}_y
N~ = {i} en la red 6* mediante el algoritmo_de-t:é?éétoria _L;;
minimé, utilizando u, como potencial inicial,-se‘fiéﬁg'que '
[max] < 0 dadas las cotas de capacidad de j. M4s éﬁn,.si  3  7
[max] < 0 el algoritmo determina una trayectoria P*:.i*.» Zf"‘

tal gue d+(P') < 0; esto eqdivale a un circuito elemenﬁél P
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con d+(p) < 0 en la red original G puestoc que a+(j) > d+(j) y
d@7(3) £ d7(4). si [max] = 0 el potencial u' obtenido satisfa
ce u'{{) - u'(i*) = 0 y por tanto v'(j) = v' (j*) para todo ax
co j adyacente a L. Por tanto v*(j) < a*(3) para todo jell,
n/i1t y v'(3) > 4 (j) para todo jeli, N/Z] . Por otra parte,
la restriccidn del diferencial v' a los arcos de G 25 facti-

ble con respectc a las generaciones modificadas. Por tanto

los wvalores de p producidos por u' no son peores gque los pro-

ducidos por u y ademis se cumple gue pli) = o.

En la aplicacif6n del algoritmo de trayectoria minima a G* se
utilizan generaciones obtenidas restando los valores de Vo-
Esto puede interpretarse como costos relativos para atravesar:
los arcos. Para los arcos de G* pertenecientes a G estos cog

tos son:

~

+ ~_ -
dg i) = Max {dg(3), 0}, -dj = Max{-d;(3), 0}

para los arcos i* adyacentes a 4i* se tienen los costos dg(j)—

"pli}, para i* correspondiente a jel<, w/aT, v —da(j) - pld),
* - - - - :

para J copia de d4el4i, N/L] . Para el arco j el costo relati

vo es -pli} = {pld)].

Por_dtro lado, durante el algéritmo de trayectoria miﬁimé Se'z

construye la funcidn w a partir de una secuencia ﬁoiéegreciéﬁf?.
.te de valores de B (no negativas). Sea B el valor de 8 cuan—'f.
do se alcanza i; entonces, puesto gue [despliegue delu

;*
0 ¢ 4

a 1] = p(i), se tiene que [max] = [min] = p{i) + B. De aqul
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gue si 8 < |plZ)], el algoritmo termina con la deteccidn de
un circuito de generacidn superior negativa en G. En otro
‘caso B = |p(Z)| y entonces puede interpretarse que i fué al-
canzado por medio de j. En este filtimo caso se asigna a w
el valor de {p(£)| en Z y en los nodos no tocados por el en

rutamiento y se calcula el potencial wu' = ug + v

Dado que ugy = u + pli) en G puede observarse gque se tiene

u' = u+w + plid} en los nodos originales. Estoé té&rminos
plZi) pueden ser descartados de los costos relativos de los
arcos j* y, puesto gue exXactamente unc dellds arcos j* debe
ser utilizado por la @ trayectoria, esto tendri el efecto de
restar |p(Z)| a todos los valores de w (excepto en i*) y de
B. El1 niﬁel de E seri entonces cero; cuando esto suceda pue h
de considerarse simplemente u* = u + w en G (wild) = 0 = w{i™)
en este momento}. De esta manera el procedimiento puede rég'
lizarse directamente sobre la red G como se establece eﬁ la

descripecibn del algoritmo.
=

130



EJEMPLC 3

Determinese un diferencial factible con respectoc a las genera--—
ciones definidas en la siguiente red, usando u, igual a cero co

mo potencial inicial.

Iteracifn 1. Los valores de p(i) resultan ser -1 y -2 para los

nodos i, e iB respectivamente y ceroc para los restantes. El re

1
sultado del algoritmo de trayectoria mfinima con N™ = N-={1‘.B} es:

nodo analizado mwiumc;:d os mvoﬁdeos W |valores de £

g 11 <5 1
Jy2 4 =2 -2
313 4 0

g 310 g 0
Iy iy 1
3 Y 0 0
314 iq 0
312 43 1

Como B8 =0 se actualizan los intervalos de generacifn y los poten-
ciales tal come se nuestran en la sequnda red.

Tteracién 2 Se define N' =N = {il} ocbteni&ndose:

arcos nodos

nodo analizado | involucrados |involucrados w |valores de B
—:'.l : jl 4,2 -1
EP) ‘3 2 -1
i €4 2
4 31 Y 2
3 5 2
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Aqui, § >0 y por tanto se obtiene el diferencial factible mos
trado en la tercera red junto con el potencial correspondien-

te.
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EJEMPLO 4
Determinese un diferencial factible con respecto a las genera

ciones definidas en la red que se muestra, usande u, igual a

cero como potencial inicial.

Iteracifn 1. Los valores de p(i) gque se obtienen son -1 para

i3 e i5, -3 para 14 ¥ cero para los nodos restantes. En el

siguiente cuadro se resume el algoritmo de trayectoria minima

para N+:=N- ={i4}. Agul se detecta el circuito negativeo P:i

-+

4

is + il + i ‘por lo gue se concluye gque no existe diferencial
factible.
nedo arco - nedos . :
analizado | involucrado | imvolucrado | W&} | valores de 8
‘{'4 jz 4-1 1
3 4 4-2 2
j6 ia 3 B=-3
Jio 49 2
g Lg 2
Jg s -3
in <5 -2 :
il j3 'Lz 0 B=-1
32 L4 -1

133 -



3.5 ALGCORITMO DE RECTIFICACION DE TENSION,

Un procedimiento alternativo para construir un diferencial
factible lo constituye el algoritmo de rectificacibn de ten-
5i6n. Como el algoritmo de diferencial factible é&ste témbién
detecta la existencia de circuitos de generacibn superior ne-
gativa concluyéndose, en este iltimo caso, la no existencia
de diferencial factible en la red. El algeritmo de Minty se
utiliza como subrutina durante este procedimiento alternati-
vo; esto constituye un paralelismo con el algoritmo de recti-
ficacibn de f£iuwijo. Se inicia con cualquier.potencial Y Se de
fine . como en el algoritmo de rectificaci®bn de'flﬁjc; dos
conijuntos at y A formados por los arcos que violen las res-
triccicnes de generacién. En A se consideran los arcos cuya
tensifn sea menor gque su cota inferior de generacién; en A+
se consideran los arcos cuya tensibn séa mayor gue la. cota ég-
perior de generacifn. Posteriormente se trata de modificax
el potencial de los extremos de un arco en A+ UA {cuidando
siempre gue las restricciones sétisfechas lo sigan siendo) a
fin de gue se cumpla la restriccifn de generacifn para tal'qg
co. De este modo, se eliminan arcos de at UA ; el procedi-
miento termina con un potencial correspon&iente a un diferen¥
.cial factible en cuanto no haya arcos gue violen rest:iccidn'“u
alguna (a¥ = A” = ¢). En otro caso se determina.un Lcircﬁito 
P tal que d¥ (P) < 0 y por tanto finaliza el algoritmo éonfié'

conclusidn de no existencia de solucidn.
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ALGORITMO DE RECTIFICACION DE TENSION

Prop&sito. Determinar un potencial tal que v(J) = (Au)} (j)

eD (i) para todo jehA.

Descripcibn

Paso 1. Sea u cualquier potencial. Sea v = Au.

‘Pagso 2. Sean
a¥ = (3ea | v < aT (i), AT = {4ea | v(3) > at ()1,
- si AY = ¢ = A" terminar. El potencial u resuelve
el problema.

. i - :
- En otro caso, seleccifnese jeA UA e ir a 3.
Paso '3, Colorear los arcos de G de la siguiente manera:

rojo si @ () < vij) < at(y) _
negro si vii) < a 3y, vi(i) < d+(j)r
blanco si  v(j} > d+(j)f vi{i) >‘d—(j)

vii) = a¥(3)

verde si 4 (3)
Aplicar el lema de Minty para 3°'

- 8i se determina un circuito P compatible qué_conf 
tenga a J  terminar. En este caso d¥(P) < 0 vy

.por tanto no existe sSolucibn para el problema.
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- Si se determina un corte @ compatible gue conten-

ga a j, calcular:

at(3) - vi3) para jeot
¢ =min §{ v{j) - 4 (§j) para 3JeQ

o
donde:

aist(v(3), @ N, a*Gn =

=1
1

a" () -"v(i) si JFea®

vi3) -at () ei Jea

Actualizar u = u + o e

N/S e ir a ?.




Justificacifn del algoritmo.

SupSngase gue la aplicacidn del Lema de Minty proporciona un

circuito P y que se hace dg{j) = dtj) - v(ii) vy da(j) = a (3)

~ vi{ij) para todo arco j en P. Entonces
0> ag® = § . dgti) - I _dgd)
jeP jeP
= 1,8 - I _a
jep jeP

pues la suma de las tensiones en el circuito P son iguales
a cero. Esto equivale a que dg(P) = ad(P) < 0 ¥ se detecta

un circuito negativo.

Sﬁpﬁxﬁme que la aplicacifn del Lema de Minty proporciona un
corte. Dado que d'(j) < + oy o= d-{j) «~ v{j) > 0 se tiene
que o -es finito. Lo mismo sucede si o« = v(j} - d+(j). FPor
otra parte, todos 10s tErmines en el c¢flcule de o son posi-
tivos, por lo gue a es positivo. La actualizacibn de los po
tenciales es tal gue ia nueva tensidn v(j) esta més_cerqa—

na al intervale [d™ (3), d+(j)] que la tensibn..anterior.

Especificamente se mejordé la distancia en un valeor o, Si se .

algoritmo termina en un mmerc finito de iteraciones. _
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EJEMPLO 5.

Determinese un diferencial factible con respecto a las gene-
raciones mostradas en la siguiente red, utilizando rectifica

ci6n de tensidn.

Iteracibn 1. A partir éel potencial inicial igual a cero se

. + . . - -

obtiene »° = {Jl, jll] y A = {j4]. Se elige =3, v, con la
coloracidbn mostrada en la segunda red, se detecta el corte -
Q definido por § ={i,}. El valor de a resulta ser 2 por lo
gue se actualiza el potencial obteniéndose el mostradeo en la

misma red.

Iteracifn 2. La coloracién correspondiente se muestra en la

tercera red. Se detecta el corte Q9=[S, N/5] con S={16, 15}'
que contiene al arce 3 = jll' De agul que o =2 y se obtiene

el potencial mostrado en esta misma red.

Iteracidn 3. En esta iteraci6fn se obtiene el corte Q, compa-

tible con la coloracifbn de la cuarta figura, definido por

s={i5, 14, ig, 1., 15, igl. En gste caso a =1y el potencial.

_gue resulta se muestra en la red. Este resulta ser factible

con respecto a las generaciones. .
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EJEMPLO 6.

Determinese un diferencial factible con respecto a las genera-

ciones en la siguiente red utilizando el algoritmo de rectifi-

cacitn de tensién.

. + .
Si se utiliza potencial inicial igual a cero, se cbtiene A ={]1}

v A ={jng. Agqul se observa que el circuito P:iO-P11 + 12

*'io es compatible con la coloracifn mostrada en la red y con-

-

-

4

tiene al arco j.. Por tanto se asegura que no existe diferencial
34 g 9

factible en este caso. Obsfrvese gue d+(P) ==-4 <0.
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4. EL, PROBLCMA DE ACOFLAMIENTO.

Eﬁ este capitulo se analiza un problema gque surge en algunas
aplicaciones consistente en la determinacibn del mazximo nGme—
ro de parejas de objetos gque cumplan cierta caracteristica,
conocido como problema de acoplamientoc mé&ximo. Un ejemplo es
el siguiente: En un pobladn dividido en colonias, se desea
construir casetas de policfa para seguridad de los vecinos.
Cada caseta puede proporcionar servicio a dos ceolenias adya-
cantes a la vez. Se reguiere minimizar ¢l nGmerc de casetas
coenstruidas, con la restriccidén de gue cada colonia tenga acce
S0 & una caseta de seguridad. Este problema puede resolveﬁse
determinando el miximo ntmero de pares de colonias gue pueden
formarse (sumando posteriormente a este nfimero el de colonias
no consideradas en las parejas). Esta clase de problemas com
binatorios pueden definirse en cualquier red; sin embaréo, los
conceptos de los capftulos -anteriores tienen injerencia sola;
mente en el problema definido en un tipc de redes; las biparti 
tas. En la seccidén 4.1 se establecen condiciones mediante las
cuales es posible verificar si un acoplamiento dado es maximo
.Q no. De nuevo, la herramienta de optimélidad-utilizada es'lan,
teoria de dualidad; en efecto, la parejia de.problemas a@opla— jf"
ﬁiento méximo - bloguec minimo estd relacionada mediante el
téorema de Konig - Egervary de manera andloga al teorema de
flujo méximo -~ corte mfnimo. En la seccifn 4.2 se presenta un
algoritmo de solucién simultdnea, para el par de problemas dua

les, basado en estos resultados.
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En la seccidn 4.3 se formula el problema de acoplamiento maxi

mo como une de flujo miximo. De esta formulacidtn se despren-

den resultados muy interesantes; po

ejemplo, el corte minimo

correspondiente al modelo de flujos| equivale, en cierto

sentido, al blogqueo minimo para la

observa que el teorema de Konig -

ed bipartita. También se

gervary es un caso particu

lar del teorema flujo miximo - corte minimo. Finalmente, una

vez establecida la relacidn con flujos, en la seccidn 4.4 se

especializa el algoritmeo de Ford y |Fulkerson dando como resul

tado un algoritmo gue pareceria no | tener nada que ver con flu

jos.




4.1 PROBLZEMA DE ACOPLAMIENTO.

.Una red es bipartita si su conjunto de nodos puede particio~

narse en dos conjuntos ajenos de tal modo que no existan ar-
cos en la red con ambos egtremos en el mismo conjunte de la
particidtn; es decir, el conjunto de nodos de la red G puede
exXpresarse como K UM, con KON = ¢ ¥ se cumple que tcéo
j"lii, LZIEA es tal que LTEK e Lz eN o viceversa. Las pare-

jas (L, Lzl son compatibles si (LI, LzleA o (LZ,L1}EA.

Conviene sefialar gque la matriz de adyacencia E de una red bi
partita tiene una estructura peculiar. Los elementos de la
submatriz |X} x |X| formada por los primeros |K] renglones Q
las primeras K| columnas son todos cero puesto gue no hay
arcos con ambos extremos en el mismo conjunto. Lo mismo suce

de con la matriz |N|x|N| formada por los filtimos |%N| renglo-

nes y las dltimas |]¥| columnas de E. Por otro lado, no tiene

importancia la direccibn de un arco sino solamente si el par
(LI, LZ} es compatible o no. De lo anterior se concluye que
"la red bipartita puede ser representada mediante la matriz H,

de dimensién |K|x|N], de elementos:

1l si (Lk, Lj) es compatible.

0 en otro caso




' Esta representaci®n matricial de la red y la representaci&n
' grifica ser&n utilizadas indistintamente. En la figura 4.1

se muestra una red bipartita y su representacidn matricial.

Lg 4y

":i 7
H = <y 1 1
g L1 1

Figura 4 .1
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El siguiente teorema proporciona una herramienta para carac-
terizar una red bipartita y juega un papel importante en los

- métodos de solucibn para el problema del acoplamiento m&ximo.

Teorema 1. Una red G es bipartita si y s6le si no contiene

circuitcs de cardinalidad impar.

Demostracidn.

Condicifn necesaria. Supéngase gue la red contiene un cir-

cuito de cardinalidad impar. Sea &ste il' jl' iz, jz,._.,iq..

jq, £y Sean K y N los conjuntos en los cuales puede parti-

cionarse el conjunto de nodos de la red G y supfingase, sin
pérdida de generalidad que il £K. Puesto gque G es bipartita
todo arceo cumple la condicién de tener un extremc en K y o-

tro en N; entonces: 4., eN, iasK." . En general se tiene que

2
LjsK,-para j impar, e ijsN, para j non. Coémo el circuito es
de cordinalidad impar debe pasar por un nfimerc impar de no- -
dos, de donde Lqu. Esto (ltimo implica ileN lo cual consti~
tuye una contradiceifn puesto gue KMN = ¢. Por gantq se .
concluye que la red no contiene circuites de cardiﬁéiidad iﬂ"-v

par.

*

Condicién suficiente. Supbngase que no existen circuitos de

cardinalidad impar en G. Se construiré la particién de nodos
del siguiente modo: Elijase cualguier nodo £ de G ¥y pintese_;
se color azul. Despu&s hégase el siguiente procedimiento ite

rativo: colorear de gris los nodos adyacentes a uno . pintado -
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azul y de azul los adyacentes a uno pintado gris. Realfcese

este proceso de celoracitn hasta gue:s

{i} Todos los neodos estén coloreados y todo arco tiene un

extremc azul y otro gris.

(ii} Algfn nodo L' pintado de un color puede ser pintado

del otxo color. M

(iii} Todos los nodos adyacentes & nodos goloreados tambié&n

lo estén pero aexisten algunos no coloreados.

En el caso (1) definanse los conjuntos XK y N formados por ios
nodos coloreados de aznl y gris respectivamente. IEn este ca~-
so K UN son todos los nodos de G, KNn = ¢ y todos los arcos

tienen urn extremo en K y otxo en N. De gui se concluye gue G

es bipartita.

£n el caso (ii) el nodeo 4i' recibe color azul mediante una tra
yvectoria Pl:i + A' en la cual los nodos estin colareados al-
ternativamente azul y gris; andlogamente recibe color gris me

diante una trayectoria P,:4 -+ i' con las mismas caracteristi-

cas. Sea 4¥ el penfiltimo nodo comln a las dos trayectorias y

sean Pi:i* + L' vy PLl:L* + (' las trayectorias distintés{
paxteas de Pl Y P, respectivamente. 5i i* tiene co-

lor azul entonces Pl es de cardinalidad par v P, es de éardif

nalidad non. Pero la unifn de P; y P, constituye un circuito

de de cardinalidad non, 1o cual contradice la hipStesis. Pox
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tanto este

-—

Zn
el

te

De

de

el gaso
Procesc

casg se

esto se

caso no puede presentarse.

fiii) la red resulta ser no conexa. Repiltiendo
de coloracidn en cada components conexa de G, es-

reduce al caso (i}.

concluye que toda red gue no contenga circuitos

longitud impar es bipartita y con esto se termina la prue

ba..

El problema de acoplamientc gue se enuncia a continunacidn

puade ser definido en cualguier red; sin embargo, los con-

ceptos y resultados de los capitulos anteriores son aplica-

bles s5lo en el casc de redes bipartitas'por lo cual @&stas .

son el objeto de interss.

Un acoplamiento M en una red bipartita con conjunto de nodos

XK UN y conjunto de arcos A, es un subconjunto de arces no ad

yacehtes entre si. El problema consiste en determinar el a-

coplamiento M de cardinalidad maxima al gue se llamars sim~

plemente acoplamientoe miximo.

Es importante establecer la difereneia entre los conceptos:

de acoplamiento midxime y maximal. Un acoplamiento mdxima; es-f

agquél para el cual no puede agregarse ningQin arco.

gura 4.2

se muestran un acoplamiento méximo y uno maximal. .

{arcos marcados).
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Acoplamiento maximal ' Acoplamiento méximo

Figqura 4 .2

Un ejemplo de problema de acoplamiento.méximo es el siguien-"
tae: Supdngase que el conjunto ¥ representa un conjunto de
pefsonas y 2@l conjunto N representa un conjunto de trabajos.
Bl arco j*lLI,Lz) estd definido si y s6lo si es posible.quel
la persona i1 realice el trabajo Lz £eN. Serdesea détgfmina:r
el miximo nGmero de ﬁrabajos a realizér por las persohasfaéinquy

conjunto K (cada persona realiza un solo trabajo).

En la figura 4.3(a) se muestran una red y un acoplamiento M . " N
definido en ella. Esta red contiene una traYectoria, ﬁostt§ -

da en la figura 4.3(k), gque posee una propiedad esbecial.
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En efecto, obs&rvese gue al intercambiar los arcos del aco-
plamieﬁto que estln en la trayocctoria por los que no lo es-
té&n, se produce un acoplamiento M' (mostrado en la figura
4.3(c)) de cardinalidad mayor que la de M. Este tipo de tra
vectorias recibe el nombre‘de aumentante y se define a conti

nuacidn junto con otros conceptos de utilidad.

Se dice que un vértice es expuesto © no saturado por el aco-
plamiente M, si no es extremo de ninguno de sus arcos. Una
trayectoria cs alternante con respecto al acoplamiento M,
5i sus arcos pertenecen alternadamente a M y a su complemen-
to. Si los extremes inicial y final de la trayectoria son

expuestos, ésta recibe el nombre de trayectoria aumentante.

El nombre de aumentante proviene de la posibilidad de definix
un. acoplamiento de mayor cardinalidad en este tipo de trayec—
torias; para ello basta intercambiar, como en el ejemplo de
la figura 4.3, los arcos de la trayectoria gue estén en M'por
los de la trayectoria que no est&n en MM puesto que los prime-—
ros son unco mis gue los segundos. En efecto, si los extremoé
de la trayectoria son expuestos entonces la trayectoria es de
' caxﬂiﬁalidad impar. Ademds, pueste gue’los arcos primero y filtimo . _
no forman parte del acoplamiento, el ﬁﬁmero de arcos que es—
t&n en la trayectoria y.en el acoplamiento es menor eh'uné 
unidad .que el nimero de arcos de la trayectoria que no’esﬁﬁn
en el aqoglamiento,IkSque se establece en el siguiente teore-

‘ma. Si lo anterior es valido, un procedimiento natural para
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obtener un acoplamiento miximo consiste en la deteccibn de
trayectorias aumentantes, mientras sea posible, y en la cons

truceidn por medio de &stas de acoplamientos de cardinalidad

cada vez mayor.

(2} Acoplamientoc M (b) Trayectoria aumentante

(c) acoplamientoe M'

Figura 4.3




Teorema 2. (Berge). Un acoplamiento M es maximeo si y sblo

si no existen en la red travectorias aumentantes relativas

a M.

Demostracidn.

-

Condici®n necesaria. Supdngase Jue existe una trayectoria

P aumentante relativa a M. No&tese que ningﬁn'arco del con-
junto M - PI'M es adyacente a ningln arco de P puesto que
los extremos de P son expuestos y los nodos restantes de P
son adyacentes a algGn arco de PMM. =Entonces el conjunto
de arcos M' = (M-PN M) Uu(P-PMNM) es un acoplamiento. Por o-
tro lado, puesto que los extremos de P no son adyacentes a M,
la cardinalidad de F es impar y P-P/1i contiene un arco mds

que P'M. Iuego, |M'| = I|M| + 1 y por tanto M no es de car-

dinalidad méxima.

Condig¢ibn suficiente. Sea M un acoplamiento y supbngase gue

noe existen trayectorias aumentantes relativas a M. Sea M*

un acoplamiento de cardinalidad mixima. Se probarf que M y

M* son de la misma cardinalidad. . Considérese la rea formada

por los arcos gue estdn en uno s6lo de los acopléhientos,‘es"
decif MUM* - MO M*, junto con sus nodos.extremos. ﬁingﬁn-no—Auri
ip de esta red es adyacente a mis de dos arcos ya gue de lo:
tontrario M, o M¥*, tendria arcos adyacentes y esto vlolaria

la definicibn de acoplamiento. La red de este modo construi_

da puede estar formada de varias componentes conexas, cada
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una de las cuales puede ser un node aislade, una trayectoria
elemental o un circuito elemental como se muestra en la Ei-

gura 4.4.

Trayectorias deltipo (b) no pueden existir, dada la hipSte-
sis, puesto gue serian aumentantes relativas a M. Trayecto-
rias del tipo (¢) no pueden existir puesto gue serfan aumen-—
tantes con respecto a M* y esto contradirfa que M* es5 miximo,
Circuitos del tipo (e) con un nanero impar de arcos tampoco son
"posibles puesto que habria dos arcos de M, o de M*, advacen-
tes. Los inicos casos posibles son entonces (a), (4 y (e)
| con un ntmero par de arcos. . En todos estos casos el nlmero
de arcos de M ¥y de M* coinciden. Si nk(M} ¥ nk(M*) s0Nn res-—
pectivamente el nmero de arcos de M y el n@wro de arcos de

M* en la k-&sima componente conexa de la red se tiene

Lonen = RN
¥y por tanto
I} = [MMM*| + 1% n, (M) = MM 4+ % nk{M*j = |m*'|-_‘

y entonces M es de cardinalidad mixima. 4




(a)

(1)

)

(@)

(e}

- Arcos de M:

Figura 4.4

Arcos de M*:

— e it
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Asf como se define el concepto dual de corte para el problema
de flujo méiximo, puede scr definido el concepto dual de blo-

gqueco para el problema de acoplamiento méximo.

Un bloguco o conjunto transversal en una red es un conjunto

de nodos B C KUl tal gue, para todo arco (4,3) €A se tie-

ne LeB o jeB. El problema del blogueo o transversal minimo

consiste en determinar el blogueo de minima cardinalidad.

De nuevo, debe quedar clara la diferencia entre blogueos mi-
nime y minimal. En la figura 4.5 se muestran un bloqueq'mi—
nime (no existe otro de cardinalidad menor) y uno minimal
"(no puede ser eliminado ningdn nodo}. Este problema del
blogueo minime tiene gran importancia en la determiﬁaciﬁn
del acoplamiento mﬁximo. De hecho, constituye una cota para

21, 1o que se establece en el siguiente teorema.

Teorema 3. Sea G una red bipartita. Sean M un acoplamiento

¥y B un hloqueo en G. Entonces:

|B| > |H|

. Demostracidn. Todo blogqueo de G debe contener al.mehds un
' nodo adyacente a cada arco de M. Por otro lado, un nodo .no
puede ser adyacente a varios arcos de M. Por tanto es v&li-

da la afirmacifn del teorema.,

Puesto que el blogueo ez el concepto dual del de'acoplamientpf o

miximo, se deduce el resultado se enuncia a continuacibn y
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gue servirf como herramienta de ortimalidad. Este resulta-
do seri probado mis adelante con ayuda de la teoria del pro

blema de f£flujo miximo.

Teorema 4. (Knig-Egervary). En una red bipartita el nme-

ro de arcos del acoplamiento maxime es igual al nGmero de no

dos del blogueo minimo. Es decir:

TMax M en el “Min B en el
problema de = problema de
_acoplamiento __ blogueo

Bloqueco minimo: {kl, kz, k3} Blocueo m.m:Lmal {kl'kz.'nz'_'f‘3}':--_'

Figura 4.5
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4.2 ALGORITMO DE SOLUCION.

‘El algoritmo se basa en la determinacidn de trayectorias au-
mentantes para construilr acoplamientos de cardinalidad cada
vez mayor hasta gque £€stos no existen, Es en esta parte don-

de se utiliza el concepto de blogueo.

A grandes rasgos, el algoritmo procede de la siguiente mane-
ra: Primeramente se proporciona un acoplamiento cualquiera
{puede ser el acoplamiento vacio). Después se utiliza un pro
ceso de marcaje en los vértices gue serviri para la prueba de
optimalidad. En efecto, se elige un node no saturado y se
marca con "+" y se revisa si existen trayectorias aumentantes
entre este nodo y algin otro no saturado del siguiente modo:
los nodos adyacentes se marcan “-" y los adyacentes a &stos
en el acoplamiento, se marcan "+" y asi sucesivamente. Si se

marca "-" para alglin nodo nc saturado, se habri determinado

la trayectoria deseada.

GG O

no saturado cadena aumentante o saturado

En este caso sc construye un acoplamiento de cardinalidad ma—
yor en una unidad como se indica . durante la dembétracién deA

la condicifn necesaria del teorema de Berge. En caso contra—_A
rio, cuando se termina el prcceso de marcaje, el conjunto de:;

nodos marcados "-" resulta ser un transversal en correspoﬁded_f
cia biunivoca con los arcos del acoplamiento construfdo y.de;

agui que ambos sean Sptimos.
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ALGORITMO DE MARCAJE

Propbsito: Determinar un acoplamiento miximo en una red

Paso. 1.

Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

Paso 6.

‘Cuando no sea posible continuar ir a 3.

con conjunte de nodos K UM y de arcos A.

Descrincidn

Iniciar con un acoplamientc cualguiera M. {El va-

cfio puede ser considerado).
NingGn nodo estd marcado

Si todos los nodos no saturados por M est&n marcados
- . 3
ir a 4, 8i existe un nodo 4 no saturado por M vy no

marcado, ir a 5.

Marcaxr con "+" los nodos no marcados de K y con w_m
los no marcados de H. Terminzr, M es un.acoplamien-
to maximo y B, el conjunto de nodos marcado "-",. es

un bloqueo minimo.

Marcar con "+" el nodo 4 v repetir 1terat1vawgn+e. ;

Marcar con "-" todos los nodos adyacentes dexnanodo g
Si un nodo no saturado estd marcado "-" ir a 6
Marcar con "+" el nodo adyacente, en el accplamientb_ 

M, a uno marcado "-".

Se ha determinado una trayectoria P aumentante rela— "

tiva a M; Hacer M = (M=-PMM) U(P-PNM). Ir a 2.
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Justificaecién del algoritmo. El algoritmo determina en un

nmero finito de pasos una trayectoria aumentante con res-
pecto al acoplamiente acktual M (paso 5) si existe. 5i no
existe tal, se han determinado un aceowlamiento M ¥ un blo-
gqueo B de la misma cardinalidad (paso 4) y por tantc M es

maximo y B es minimo.

Zn efecto, no exXisten dos nodos adyacentes marcados con "+
puesto gue cuando un nodo se marca "+" todos los adyacentes
a 8l se marcan "-". De aquf gue si el algoritmo termina en
el paso 4 con todos los nodos marcados, entonces todo arco es
adyacente a un nodc marcadeo "-", Por tanto, el conjunto de

nodos marcados "-" forman un bloqueo de la red.

Por otro lado, no existen arcos del acoplamientec cuyos extre
mos estén marcados ambos con "-"%; esto se comprueba de la si
guiente manera: Sean Lr, iz tales quelj~[£1, iz) con jell vy
supSngase que ambos tienen la etiqueta "-"; sea { el nodo no
saturado, marcade con "+", desde el cual LI e iz'reciben eti
queta "-". Las trayectorias de [ a il v de £ a Lz gue hicie
‘ron posibkble este marcaje deben ser de longitud par; estas

trayectorias junto con el arco j forman un circuito delongipud
iméar lo cual contradice que la réd sea bipartita. 'f0£ tén—'
to todo nedo marcado "-", si se termina en el paso 4, és ad-

yvacente a exactamente un arco de !l

Con los argumenitos anteriores puede afirmarse que el conjunto. :
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de nodos marcadeos "-" es un bloquec B en biveccitn con el
conjunto de arcos de M. Por tanto, B es minimo y M es maxi-

mo.

51 en el paso 5 se identifica un nodec no saturado marcado

L] "

-

dada la manera Jde marcar, se ha detectado una trayecto-
ria alternante con extremos no saturados. Esta trayectoria
es por tanto aumentante con respecto al acoplamiento actual;
por el tecorema de Berge, existe en este casc un acoplamiento

de cardinalidad mayor. Este se construye cn el paso 6.

Ademﬁs, pueste gue la cardinalidad del acoplamientoc se incre
‘menta una unidad en cada iteracifn, el algoritme converde en

un nGmero finito de pasos.




EJEMPLO 1.

Determinese un acoplamiento de cardinalidad méxima en la red

de la figura 4.6(a) mediante ¢l algoritmo de marcaje.

Iteracifn 1. Se inicia con el acoplamiente M formado por

los arcos (k4, nl) vy lkG, n3].

El nodo kl' noe saturade nor M, se marca con "+". Se marcan
los nodos adyacentes n, y n, con "-". DPuesto ¢gue el nodo no
saturado Ny recibid etigqueta "-" se ha determipado una tra-
vectoria P aumentante; &sta esti formada por el arco (kl, n2)
Yy se muestra con linca punteada cen la figura 4.6(a). En este

case PVM es vacio por lo que sc redefine M simplemente agre—

gandeo el arco {kl, n2).

Iteracidn 2. El nodo k2 no saturado se marca con "+"%. El
nodo adyacente n, se marca ", El noﬁo adyacente, saturado,
k, se marca con "+". Los nodos adyacentes a k, se marcan v
éstos son ny Y n,. Puesto que n, es no saturado vy tiehe_etiﬂ
gueta "-" se ha determinado una trayectoria aumentante P for-
mada por los arcos (kz,nl), (nl, kd} f (kq, n4); {(Ver figufa_

4.6(5)). Se tiene entonces que:

M= - PN U - ROM = (Ogm,). tkgmg)) U (0, Gegng)

Los arcos de M se han marcado en la figura 4 .6(c).
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ITteracibn 3. Se marca el nodo k3 no saturado con "+". Los
nodos adyacentes n, y ny se marcan con "-". Los nodos adya-
centes a n, y nz gue estéin saturados son ki ¥ kg por lo que
&stos se marcan con "+". Los adyacentes a estos dos Gltimos:
se marcan con "-"; son: ny v n,i Se marcan con "+" los nodos
saturados kz Yy k4 adyacentes a Ny ¥ n,. Finalmente el nodo
k5 no saturado recibe la etigueta “"+". En este momento to-
dos los nodos no saturados por I estin marcados (de hecho lo
estén todos los de la red); se concluye entonces gque M es un
acoplamiento maximo y gque el conjunto de nodos marcados o

B = N es un blogueoc minimo.
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{a)

Acoplamiento  M&ximo:

M= {(klrnz) r(kzrnl):(qund); (kG'nB)} | .

Blogueo Minimo:

Figura 4.6 .
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4.3 RELACION CON FLUJO MAXIMO.

El problema de acoplamiento puede ser resuelto también de
manera eficiente con el algoritmo de flujo méximo. .En efec
to, a la red G bipartita con conjunto de nodos K UN y <onjun
+0o de arcos A se asocia la red G' con conjunto de nodos K UN
u{s, 8'}l y conjunto de arcos A' = AU{(s ,k)|keK}u{(n,s"})|
neN}. Los elementos de A son los arcos de la Red G conside-
réndolos todos con direccifn de K UN; es decir j~(k,n) para
todo jeh, donde keK, neN, Los nodos s y s' fungirén como

origen y destino respectivamente. Los intervalos de capaci-

‘dad asignados a los arcos de G' son los sicuientes:

[0,1] para los arcos del conjunto {({s,k){keK} U{(n,s')|neN}
[0,~] para los arcos elementos de A.

Para determinar el acoplamiento maximo en la red G basta con

+

determinar el flujo mdxime de N a N, con Nt = {s} y 8 ={s"}

‘en la red G'. Cabe seiialar que este problema de flujo méximo

tiene solucibn puesto gue los arcos de A constituyen un corte

de capacidad finita. Por otro lado, puesto que  las cotas pa—_'

ra el flujo a través de cada arco son enteras, el prcbléma.

tiene solucifn entera.

Obsérvese que si el flujo a través del arco (k,n}er es dife-

rente de 0 entonces, por las condiciones de integrabilidad_y:' 

no-negatividad de x y por las restricciones de conservacibn.

163

i R 2p A




en k, n, el flujo a través de los arcos (s, k), (k,n) ¥y {(n,s')
es igual a 1; més afin, el flujo a trates de los demids arcos ad-
vacentes a X y a n es igual a 0. De aqui se concluye que los
arcos con flujo distinto de 0 forman un acoplamiento }M en G;
ademis el nfimero de estos arcos es igual al flujo de x de s a
s'. Bs ficil verificar gque, inversamente, si M es cualquier
acoplamiento entontes el flujo definido como 1 a través de los
arcos de M, 1 a través de los arcos adyacentes a estos Gltimos
yasos'y0através de los demds arcos es un flujo x que
satisface todas las restricciones y el valor de x de s a s' es

igual a la cardinalidad de M.

BEs vAlido entonces afirmar que todo flujo x entero que satis-
face las condiciones del problema de flujo méximo en la red G'

corresponde exactamente a un acoplamiento !l tal que
—flujo de x de |
= |nmj

s a s

De agui gue sea equivalente resolver ambos problemas.

De esta formulacién del broblema del acoplamiento m&ximo c¢omo

problema de flujo méximo se obtiene un resultado dual.  En e~

'fecto, asociado con este problema de flujo mixime se tiene. un.

problema de corte minimo; este Gltimo eguivale precisamghte

al problema del transversalo blogueo minimo vy él.rgsultado-f'k

dual se convierte en el teorema de Kénig—Egerv&ty.
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Teoremé:4. (K8nig~Egerviry).

"Max M en el Min B en el
problema de = problema de
acoplamiento _ acoplamiento

Demostracifin. Fl problema del blogueo minimo equivale al

del corte minimo para la red de flujo asoceciada al problema
de acoplamiento. Los cortes de capacidad finita estén forﬁg
dos por arcos adyacentes a s o a s'; es decir, son de la for
ma 0 = [8, N/S], donde se5 y s5'$S ¥y no existe (k,n)eA con
"keS ¥ p&S {recu&rdese que esteos arcos tienen capacidad infi-
nita).ﬁ Cada arce de Q adyacente a s' corresponde a un ncdo
keK tal que k¢S: del mismoc modo, cada arco de Q adyacente a

s' corresponde a un nodo neN tal gue neS. Puesto que estos

arcos tienen capacidad superior igual a 1 se concluye:

cto) = |k/s| + [nfs)|

Al

Entonces estos cortéé corresponden uno a&a uno a.los blogueos B,
donde la correspondencia puede expresarse: B = (K/S)u(Nns),
, + . L
y se tiene c (Q) = |B|. Con estc se concluye la validez del

teorema.

Es importsnte hacer notar gue el algoritmo de Ford y Fulker—
son adquiere caracteristicas particulares cuando se empleé pa '
ra resolver el problema del acoplamiento miximo. Esto serd

analizado en la siguiente seccién. Antes considérese un ejemplo.
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EJEMPLO 2, -

x
=
£

Determinese un acoplamiento de cardinalidad maxima utilizan
do el algoritmo de Ferd y Fulkerson en la red bipartita re-

presentada por la matriz:

H O H QO p &
O 0 o0 F Or
H © H M DO
P HOOO

_ d
Primeramente se formula la red de f£lujo correspordiente y se:
define un f£lujo iniciél {mostrado en la figura 4.7 (a)). Uti
iizando el algoritmo de Ford y Fulkerson se determinan dos
trayectori;s aumentantes de flujo, marcadas con linea puntea
.da en la figura 4.7ia), ylsé modifica ;i flujo a través de
ellas resultando el definido en la figura 4.7(b). 'Este flufo
es el miximo por lo que los arcos con fluje igual a una uni-
dad contenidos en la red original forman un acoplamiento de

cardinalidad mixima (mostrado en la figura 4 .7{c)). E1 cof—._‘

te minimo resulta ser @ = (5,%X/8], en donde X = KUNU{s;s'} Y o

s = {s}U{KUN}, de donde se cbtiene el klogueo mfnimo:

B = (K/S) U (N/'8) = N.

© 166



" (a) Flujo indedal

{b) Flujo miximo

. (@) Acoplamiento miximo

Figura 4.7




A .4 ESPECIALIZACION DEL ALGORITMO DE FLUJO MAXIMO PARA
EL PROBLEMA DE ACOPLAMIENTO.

Dada la estructura especial del problema de flujo miximo aso
ciado al problema de acoplamiento méximo, el algoritmo de
Ford y Fulkerson puede ser especializadeo en estos casos pro-
duciendo de esta manera un algoritmo més eficiente para re-

" solver el problema.

En efecto, las trayectorias aumentantes de flujo tienen ca-
racteristicas particulares. Obsé&rvese gue los arcos de un a
coplamiento M son verdes mientras gue los gue no estfn en M
son blancos. Por otro lade, los arcos con extremo s o s' ad
yacentes a los del acoplamiento son negros y aguéllos no ad-
vacentes a elementos de M son blancos. Esta coleoracifn se
muestra en la figura 4.8. . Claramente, las trayectorias au-
mentantes de flujo de s a s' emplezan en un arco adyacente a
s! coloreade blance, después utilizan alternadamente aﬁcos

de A coloreados de blance recorridos positivamente y arcos
de A verdes recorridos negativamente; los filtimos dos arcos
son uno de A ¥y uno adyacente a s' ambos coloreados de blancb.
Es sencillo verificar que estas trayectorias aumentantes de
flujo corresponden, al eliminar los arcos primero ¥ Gltimd;

a trayectorias aumentantes relativas al acoplamiento, asocia-
do al flujo definideo, en la red bipa;tita Yy viceversa. En e;
fecto, sea P:s + Ky + my « k, +n, ... n, ~ s’ (con k;eX 'y

J. _
nieN, para 4=1,...,3) una trayectoria aumentante de flujo,
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" Coloracifn definida por x trayectoria aumentante de flujo

—®
- &

trayectoria aumentante relativa a M

Figura 4.8 o
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entonces:

(s, kl) es blanco
(ki' ni) es blanceo, para £ = 1,...,]
1k£+1' ni) es verde, para £ = l,....,]
{n., s') es blanco.

J

" Puesto que el flujo a través de los arcos (k;,» n;} es 0y a

“través de los arcos (k nil es 1 para {=1,...,j, entonces

4+l” _
(ki"“L)¢M vy (ki+l' ni)cM; de agui se concluye gue la trayec-
toria kl + ny * k2 * Ny ... nj es aumentante relativa a M en
la red bipartita (k, vy n son nodos expuestos). Reciproca—

mer.te, si kl -+ n.L + k2 + N, ...
tante relativa al coplamiento M definido en la red bipartita,

nj es una trayectoria aumen-

entonces en la red de flujo se tiene:

x(s, kq) =0,

x{k;, n;) =0, 4L=1,...,3

X{k£+l, ni}-= 1, £ =1,...,3

x(nj. 5') =0,

y por tanto:
' (s, kq) es blanco

.(ki, ni) es blanco, £ = 1,...,]

(ki ng) es verde, L = 1,..-'j

(nj, s8') es blanco.

Luegc, P:s -+ kl 3

~aumentante de flujo. 5e& muestra un ejemplo de estas corres-—
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pondencias en la figura 4.8.

Para describir este tipo de trayectorias en el algoritmo es-
pecializado, se introduce la siguiente notaci&n:
‘Para el arco {k,n)eM se denotarid n como M(k). Se define en-—

tonces:

dom M {keK | existe neN con (k,n)eM},

rango M = {neN | existe keK con (k,n)eM}.

Por ejemplo en la figura 4.8: M(k1)==n2, M(kz)‘= N,

dom M {kl' kz}

rango M = {n,, ng}
Sea Kﬁ = {keK | existe neN/(rango M), con (k,n)e¢A}. En la
figura 4.8 : Ky = {kl, ko, k3} = K.
Para determinar una trayectoria aumentante de flujo deberd
construirse una secuencia:

k, M(k'}, k', M(k"), k")...

- gue comience en K/(dom M) y termine en K

- (nodoé no satura-— -

dos), donde:-
(k', M{k'}), (R", M{(K"}),... EA

En la figura 4.8 se tiene la secuencia:
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kg Miky), ky, Mk, Ky,

€K, :

donde k3eK/(dom M) v kl M

esta secuencia define la trayectoria aumentante de flujo:

Prg =+ k3 + ng + k2 T N, o+ kl + Ny -+ 8',

Con la anterior notacidn, el algoritmo de Ford y Fulkerson
puede ser simplificado en estos casos obteniéndose como re-
sultade un m&todo gue pareceria no tener nada gue ver con

flujos.

El enrutamientc que se realiza durante el algeoritmo puede ex
presarse en té&rminos de los elementos de K. Bs decir, basta
con usar la eticueta ¢ (k') = k para denotaxr gue k' se alcan-

za desde k.

A continuacibn se describe detalladamente el algoritmo.
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ALGORITMO DE ACOPLAMIENTO

Propfsito. Determinar el acoplamiento miximo en una red bi-

partita.

Descripecidn

Pagso l. Iniciar con un acoplamientc M cualguiera.
Paso 2. Sean B = dom M y W = K/{dom M).

Paso 3. Si W = ¢, terminar. M es un acoplamiento maximo y
B es un blogueo miximo.

- Siws ¢ ir a 4,

Pasc 4. Sea keW.
= 8§i existe neN/rango M con (k,n)eA ir a 6.

— En otro caso ir a 5.

Pasc 5. Para todo k'G BM K con (k,M(k'))chA, actualizar;
B = BU{M(k")} - {(k'}, W=wWU{k'}, ¢{k"} = k.

Ssea W =W~ {k}, ir a 3.

Paso 6. Generar la secuencia k = k°, k!,...,k¥ ‘donde k% =

p (k
de ¢;

-1y, para 4 =1,...,r, vy k¥ no estd en el Qominio.

Actualizar:

M= M- (KO,MKO) ..., k5T T ) bul (k°n),
0, MK}, ..., k5 mxTh) )

Ir a 2. -  '.;
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EJEMPLO 3.

Determinese un acoplamiento m&ximo en la red bipartita cuya
representacifn en matriz se proporciona a continuacién, em-—

pleando la especializaciédn del algoritmo de Ford y Fulkerson.

- 1

O B H O K ©
o o = O = O
M O P o H
o o o o = O

0o +w = ©O 0o O
©c o +H o o o

HF © o O - ¥

Iteracidn 1. Se inicia con el acoplamiento marcado en la fi-

gura 4.9(a). Los conjuntos By W resultan ser:

il

:B 1’ k3, k ks}.

dom M = {kz. ks}, W = X/ (dom M} .- ={k 4’

Como W % ¢ se considera algln elemento de este conjunto: k=k4;,
existe el elemento nqu/(rango M) = {nl,n3,n4,n6,n7} con (34,
n,}ea, por lo cual este arco se agrega al acoplamiento obtenién

dose el mostrado en la figura 4.9 (b).
ITteracitn 2. En este caso se tiene:

B = dom M=.{k2, Kyr ks}, W = X/{dom ﬂ) = {kl' k3, kG}

Existe el elemento k = klsw Y no existe ningln arco (kl,n)eA

con neN/{rango M), por lo cual se realizan las actualizaciones
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del paso 5. En conjunto B'K resulta ser B; para los ele-
mentos de este conjunte se tiene:
(klr n2) EA; {kl' ns, ch,

Entonces: ¢(k2) = ¢ (ksl = kl,

Se elije k = kzsw. Existe el arco (kz,nl)en con n_eN/rango

1
M= {nl, N, N, nv}. Entonces se genera la secuencia de no

dos en la trayectoria alternante:
k = Ky, ¢ik;), = ky = k. con klé; dom ¢.

Se actualiza el acoplamiento obteni&ndose:

M

(M= {0y MOH UL,y a) ., (k. MOGN ) =

U

M - {‘kzv nz)}] U{(kzt nl): (J':lr nz)]’ =

|

{(kd" n4); (ksr n5)r (klr nz)r(kzl nl)}r
El cual se muestra en la figura 4 .9(c).
Tteracitn 3. Se redefinen los conjuntos:

Como W + ¢ se toma el elemento k = k; €W. _Este cumple que no-
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existe (k3,n)€A con neN/rango M ¥ por tanto se calcula:

ﬁ - - = = =3 =
BI'K B: M(kl) n2, M(kz] nl, M{k4) n4, M(ksl ns.
Como exkiste el arco {k3, n5) en la red se define ¢(k5) = k3.
Se actualiza:

b4

B = {kl: kzn 4' n5}, W = {ks' ks}

Se elige K = k6 EW. Puesto que no existe (ks,n)eA con neN/

rango M se calcula:
n F—3 == = =
BN K .{kl, k2, k4}, M(kl) n,, M(k,) n,, M{k4) Nge
Como existe (kﬁ' nz)eA se define ¢(kl) = kG' Se actualiza:
B = {kzr k4' n5. nl}. W = {ksp kl}-

Sea k = ks £W. En este caso existe el arco (ks, n3)eA con

n3sN/rango M; se genera entonces la secuencia:

kg, ¢lkg) = Xk

37 k3 en donde 138 ¢ dom ¢.

Por tanto el acoplamiento se actualiza:s
M= MU{{ks, n3), {k3, n5)} - {(ks, ns)},
mostrado en la figura 4 .9(d).

Iteracisén 4. Se definen:

. B = {kl, kz, k3, kq, g5l
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Sea k = k6£W. Puesto qué no existe (ks,n)eA con neN/rango M

se calcula:

BNX = B; (k)

i

n2, M.(kz) = n M(k3) = 1n M(k4) = nqr

1’ -

COm? (ke M(kll = n,), (kg, M{k3) = nc)ehA se define ¢(31) =
¢ (kqa) = k. Se actualiza:

B = {ny, Kyr Ngs Kyp Kl W= {ky, Kyl
Sea k = klcw. No existe neN/rango M con (kl,n)eA. Entonces

se calcula:

. n _ - ~ ~ -~
B K = {kz! k4t ks} H M(kz) = nl: M(k4) = n4, M(ks) = n3.

No existe ningdn (k,, M(k’))eA con k'eBM K. Se actualiza

Sea k = k3aw. No existe neN/rango M con (ka, n)eA. Enton—

ces se cgalcula:

BNKR = {kys Ky kgl. No existe ningtn (ky, M(X'})}eA con k'e

BN K. Se actualiza W = 4.

Con W = ¢ se termina el algoritmo por lo gue el acoplamiento
M de la figura 4 .9(d) es de cardinalidad méxima y B = {nz, Koy

Ng., k4, k5} es un bleogqueo de cardinalidad minima.
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5. EL PﬁOBLEMA DE CRDENAMIENTO.

En este capitulo se analiza el problema de ordenamiento consis
tente en la planificacifén y el control de ejecucidn de un pro
yecto. Lﬁ técnica de ordenamiento m&s conocida es el método
PERT (Program Evaluation and Review Technique), desarrollado
en los Estados Unides por la Marina Americana durante la dé&ca
da de los afigs 50's para la ejecucibn del proyecto Polaris. E1
desarrollo de este proy%cto involucraba la coordinaci&n del
trabajo de muchas empresas privadas ¥y de gobierno. La utili-
zacibn del modelo PERT, e? la administracidn del proyecto,

tuvo mucho &xito pues éste se terminé de realizar dos afios an

tes de lo previsto,

En general, las tE&cnicas de ordenamiento son muy Gtiles en la
administracifn de proyectos que involucren la realizacidén de
un gran niimero de actividades; algunos.ejemplos son los pro--
vectos de: construceidn de edificios, carreteras, puentes,

etc, planeacifn del mantenimiento de refinerias, barcos, avio
nes, etgc, manufactura de nuevos productos, ensamblamiento de

articulos grandes como aviones, barcos, computadoras, etc.

En lé seccién 5.1 se define formalmente el problema de ordena
miento y se proporciona la formulacidn PERT para él; también
se mencionan caracteristiéns importantes de este modelo Gti-
les én_el desarrollo de métodos de solucidn. En la seccidn

' 5.2 se introducen los concept.os de ruta critica y holgura de:
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una actividad y se presenta un algoritmo de solucidn para el
problema; de nuevo se utiliza como herramien£a de optimalidad
la teoria de dualidad; esto se hace notar en la seceifn 5.3
en la cual se analiza la relacifn del problema de ordenamien-
to con diferenciales. Se¢ formula el problema como uno espe-
cial de tensidn minima y se aprovechan los resultados del ca-
pitulo 3 para definir el problema dual y establecer la equiva
lencia con los conceptos de las secciones precedentes. Por
filtimo, en la secci®n 5.4, se analizan las modificaciones vy
simplificaciones que pueden hacerse cuande se aplican los al—.
goritmos de diferenéiales y trayectorias del capitqlo 3 en la

bfisqueda de solucifn para el problema de ordenamiento.

........
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5.1 PROBLEMA DE ORDENAMIENTO.

La administracitn de un proyecto complejo compuesto de mGlti-
ples trabajos elementales crea problemas de planificacién vy
de control de ejecucibn del proyecto. Las t&cnicas de ordena
miento tienen como objetivo ayudar a resolver este tipo de
precblemas. En general, resolver un problema de ordenamiento
significa establecer el orden en gque deberin ser ejecutadas
las actividades de manera tal que se optimice cierta funcitn
objetivo (por ejemplo, realizar el proyecteo en el menor tiem-
po posible). Las actividades deben satisfacer ciertas res-
tricciones dadas por una relacibn de precedencia (anteriori-
dad de unas actividades respecto a otras) que tiene las pro-
piedades de ser transitiva, no reflexiva y no sim&trica.
Sean jl' jz,...,jm las actividades del proyecto y d(jl) = dl,

di{j,) = dz,...,d(jm) = dm sus respectivos tiempos estimados
de ejecucibn. Se define una etapa come el inicic o el té&rmi~
no de una actividad; asi, toda actividad puede representarse

mediante la pareja de sus etapas inicial y final.

Puesto que se trata de establecer un calendario.de ejecucién
de las distintas actividades que satisfaga 1&5 restricciénes
de precedencia y que permita realizar el proyecto en el menﬁr'.
tiempo posible, se deben determinar nfimeros a(i) para cadéle?
tapa que indigquen la fecha en gue debe alcanzarse la etapé

i, tales que la cantidad a(etapa final del proyecto) sea mi-
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nima. El ntGmero a{i) recibe el nombre de "fecha mis préxima"
péra la etapa i y representa la minima fecha en la cual es po
sible alcanzar la etapa i; es decir, en la cual es posible em

pezar a realizar las actividades cuyo inicio es la etapa i. =

Supbngase gue una actividad k = (i',i") requiere que otra ac-~
tividad j = (i,i') sea realizada por completo para poder lle-
varse a cabo. Esto significa gue el tiempo més priximo en gue
es posible empezar la ejecucitn de k debe ser mayor ¢ igual
que.el tiempo mis préximoe en que se comienza a realizar 3§ més
.la duracitn de esta actividad. La restriccidn de p;eceden-

cia se expresa entonces:
a{(i') - a(iy > da(i,i*).

CualQuier funcidn a:N + IR, donde N represenﬁﬁ el conijunto de
aetapas del proyecto, gue satisfaga laslrestriceiones de préqg
dencia, es un calendario posible de ejecucidn del proyecto@
"Por otro lado, si I ¥y P son las etapas inicial y final del
proyecto, la cantidad a{f) - a{I) representa la duracién to-.
tal'del proyecto {que debers ser minimizada). E1 pfdbiemé.dé_'
ordenamiento puede formularse por tanto como un'problemardé:“

_programacgifn lineal:

Min z = a(F) - al(I)
5.
a(i') - ati) z da(i,i"), (i,i")EA -
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en donde el conjunto A representa al conjunto de las actividg

des del proyecto.

Formulacifn PERT. (Program Evaluation Review Technigque).

El proyecto puede ser representado en una red de la siguiente
manera. El conjuntc de ncdos N representa al conjunto de eta
pas y el conjunto de arcos A representa al conjunto de activi
dades del proyecto. De agqui gque j~(i,i')ed si y solo si § es
una actividad con etapas inicial y final i e i' respectivamen
te. La restriccitn de precedencia entre k y j (} terminada
antes de empezar k) se representa haciendo coincidir el extre
mo (etapa) final de j con el extremo (etapa) inicial de k co-
mo se muestra en la figura 5.1{(a). El extremo inicial de las
actividades gque no regquieren de ninguna otra para su ejecu~
cifén coincide con I, la etapa inicial del proyecto, y el ex—
tremo final de aquéllas gue no son requeridas por ninguna o-
tra coincide con F, la etapa final del proyecto. Esta red re
cibe el nombre de red PERT. Para ejemplificar considérése'un
proyecto formado por las actividades listadas en la siguiente |
tabla. En el segundo renglén de la tabla se muestra la rela-

cién de precedencia existente entre las actividades, indican-

do como antecedente toda actividad que deba ser terminada an4 -

tes de realizar la correspondiente en el primer renglén.

Actividad IAl A, Ay A, Ag R, A,

Antecedentes l - Al Al Az A3, A4 - AS' AG
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La red o diagrama PERT correspondiente a este provecto se
muestra en la figura 5.1(b). En esta red puede ocbservarse,

' por ejemplo, que el extremo inicial de A, coincide con el fi-

5

nal de A3 y el final de A, representando gue Ay no puede rea-

lizarse antes de haber terminado la ejecucidn de A3 ¥y A4 tal

como se indica en la tabla.

Algunas veces es necesario utilizar arcos ficticios, represen
tando actividades "fantasma", para expresar exactamente la re
lacifn de precedencia. Por ejemplo, si una actividad A3 re-

guiere para su ejecucifin que A, esté completamente terminada

1
y otra actividad Ay tiene como antecedentes a las actividades
A, ¥ Ay, no es posible hacer coincidir el extremo final de Al_
y A, con el extremc inicial Qde Ay Y Ay, como se muestra en la
figura 5.2(a), puesto que esto guerria decir gque Aqg también:

tiene como antecedente a Az. Para evitar esto, se agrega el
arco ficticio mostradoc en la figura 5.2(b); asi se representa
que A, requiere de la actividad ficticia (gue requiere a All'

y de la actividad A, mientras que A, sSlo requiere que A

3 1
terminada para proceder a su ejecucifn. Cabe seialar gue a
los arcos ficticios se asocia duracidn igual a cero puesto
que corresponden a actividades no existentes; s6lo se utili—

zan para la representacién de la relacidn de precedencia.

Nbtese gue la representacidn del proyecto en una red PERT_péE }

mite observar qué actividades pueden realizarse simulténeamen

. 3ea

te y cuales no. Por otro lade, las fechas a(i)'asoaiadas_'a-:‘:
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Figura 5.1

v

Figura 5.2
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" las etapas puéden ser asociadas a“los correspondientes nodos
en la red; esto permitirf el ‘cidlculo de su valor como se v;r&
posterjormente. Una de las prfhcipales propiedades de las re
des PERT es gue &stas no contienen circuitos positivos como

se establece en la siguiente proposicidn.

Proposicifn. Una red PERT ‘o contiene circuitos positios.

Demostracidn. Sea il’ ay. iz' az,.;.,i s o, 1

q q L un circuito

positivo; entonces:
para realizar a, se requiere que a, se haya completado,.

para realizar a; se regquiere gue a., se haya completado,

2

-
-
-

para realizar a, se reguiere gue aq se haya completado.

De aquf se concluye un absurdo: a, requiere que a, esté total

mente terminada para poder llevarse a cabo.

Por otro lado, la existencia de un c¢ircuito positivo implica-
ria gue el problema de programacidn lineal asociado al proyec
to no tendria solucifén factible si alguna actividad involucra.
da en el circuito tuviera duracidn no nula. En_efecto; 5udev:"
do las restricciones de los arcos de un circuito.éoéiﬁivo;c=ﬁ

diin < ¥ a(i') - a(i)y = o0,

{(1,i")eC {i,i")ecC

y por tanto dii' = ), para todo (i,i')ec.-
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Otra observacifn importante es el hecho de gue el modelo de
programacidn lineal asociado a un proyecto puede expresarse
matricialmente del sigquiente modo si E es la matriz de inci-

dencia de la red PERT.

Min z = a{F) - a(x)
S5.4,.

—aE >4 ,
en donde deRlA‘ es el vector de duraciones.

En la siguiente seccibn se analiza la solucibn de esate proble

ma.
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5.2 ALGORITMO DE SOLUCION.

En general, resplver un problema de ordenamiento no significa
solamente estaﬁlecer un calendario de ejecucifn de las activi-
dades del proyectec de tal modo que la duracitn de &ste sea mi-
nima, sino tambi&n determinar cudles son las actividades criti
cas; esto es, las actividades que al sufrir un retraso en su

ejecucin retrasan todec el proyecto. Es evidente la importan-
cia de tales actividades y su determinaci6n permite una mejor

vigilancia de la realizacidn del proyecto. Una ruta critica

es una trayectoria positiva de I a F formada por actividades
criticas. Por otro lado, también es importante determinar 15
holgura de una actividad; es decir, el aumento gue puede su-
frir su duraci®n sin retrasar el proyecte. Dada la definiciﬁn‘
de holgura, es claro gue una actividad critica tiene holgura
igual a cerc. La holgura de una actividad debe calcularse

con objeto de controlar mejor el proyecto {(por eiemplo, siuna
actividad tiene holgura distinta de cero, podrian canaliza;sé _

recursos asignados a &sta a alguna actividad critica).

éara calcular la duracidn minima del proyecto, ohsérvese ﬁuel
ésta es igual a la longitud (duracifén) de una trayectoria po-
sitiva de I a F que cumpla que, al finalizar la ejecucidn de.
la actividades gue la forman, se hayan terminado todas las de-
mis actividades del proyecto. En vista de lo anterior secnhch&
ye gue la duracitn minima del proyecteo es igual a la m&xima longi

tud de las trayectorias posiﬁivas de I a F en la red PERT, en
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donde se considera como longitud de un arco a la duracifn de
la actividad que é&ste representa. Por tanto, calcular la dura
cifn minima del proyecto equivale a determinar la trayectoria
positiva més larga en la red PERT. Mas aun, si se considera
gque la etapa inicial del proyecto puede alcanzarse cuanto an-

tes {es decir, a(I) = 0}, entonces:

duracifn minima del proyecto = a({F) =
longitud de una trayectoria positiva
mis larga de I a F.

Ademds, ninguna actividad sobre la trayectoria positiva més
larga de I a F puede sufrir retrasc alguno en su ejeéuciﬁn
puesto gue ello conllevaria al retraso del proyecto. Por tan— .
to, la trayectoria positiva mis larga de I a F es precisaménte

- la ruta critica.

Con el mismo argumento gque el usado para a(F), puede generali-

zarse que:

a{i}) = longitud de una trayectoria positiva
mas larga de I a i, ieN.

Antes de esta fecha no se ha terminado de realizar alguna acfi
vidad con etapa final i. Luego, basta con determinar la$ tra-

yectorias positivas mis largas de I a i, para todo igN.

Una alternativa para calcular las fechas mis préximas a(i) pa
ra las etapas ieN esti basada en el algoritmo de programacidn

din&mica - para determinar las trayectorias
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mis cortas en una red. Este algoritmo se basa en la no exis—
tencia de circuitos positivos. Para su descripcidn se intro-

duce la siguiente notacidn.,

Sea I'' {i'} = {ieN | existe (i,i')eAl para icN. Cada elemento
de este conjunto se llama predecesor de i'. Supbngase ahora
dque, para una etapa i'eN, se ha calculado a{i) para todo iel
{(i'); es decir, se conoce la longitud de las trayectorias po-
sitivas m&s largas de I a i, para todo iel” {(i'). Para calcu-

lar a{i'] nétese que:

a{i') - a(i) > d(i,i'), para todo iel (i');

es decir

ai') > a(i) + d(i,i'), para todo ieT (i'});
el valor mas peguefio de a(i') =5 entonces:

a{i') = Max {a{i ) + d{i,i')}
ier (i)
Este valor a(i') es precisamente la 1opgitud de 1la trayéctoria'
positiva m8s larga de I a i' puesto que se ha buscado el méxi-f
mo sobré todas las trayectorias positivas posihles. Obsérve--
se ademds que para las actividades i~{i,i') de 1la ruta éfﬁﬁi”

ca se tiene gque af(i) + A(i,i') = a(i').

Tambi&n es importante calcular la "fecha més lejana” en que
‘puede alcanzarse la etapa i sin retrasar el proyecto; es'de;

cir, la fecha m&xima en gue es posible empezar a realizar las
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actividades cuya etapa inicial es i, sin hacer la duracisn
del proyecto mayor que a{F). Si se denota esta fecha con
b{i), para ieN, la primera observacidn que hay gque hacer es
que la actividad j~(i,i') puede comenzar a realizarse en cual
quier fecha en el intervalo [a(i), b(i)]. También se conclu-

vYe que b{F} = a(F).

Se define el conjunto de sucesores del nedo i, de manera and-
loga al conjunto de predecesocres, como F+(i) = {i'eN | existe
{(i,i') eA}. Supbngase ahora gue, para una etapa i, se ha cal-
culado k(i'), para todo i'eP+(i). NGétese gue, para no retra-

sar el proyecto, debe cumplirse:

b{i) + d4(i,i') < b{i'), para todo i'sr+{i):
es decir

b(i) < b(i*) - d4(i,i'), para todo i'eF+(i).
Entonces, el mé@ximc valor gque puede tomar b{i) es:

b(i) = Min {b(i') - d(i,i')}.
itel (1)
El valor b{i), para ieN, es igual al valor a(F);ﬁéno;Jlg'l§§;3'
-éitud dé una ﬁrayectoria positiva mas larga de i a F{. Enlefl'
fécto, esto puede verificarse observando que si b'{i) es'  la
longitud de la trayectoria positiva mas larga de i a F, por
analogfa con el cilculo de las trayectorias mas la?gas de.I'a:

i {o invirtiendo el sentido de los arcos) se tiene gque:
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b*{(F) =0
b'(i) = Max {b'{i') + 4d(i,i*)},
iaF+(i)
en donde es sencillo verificar que b{i) = a(F} - b'(i}. Cabe

sefialar que para las actividades criticas j~(i,i') se tiene
H(i) + di{i,i'}) = b{(i). De hecho, puesto gue -b(F) = al(F), es
posible asegurar gue a{i) = b{i) y a{(i') = b(i') para toda ac

tividad critica j~{(i,i')eA.

Finalﬁente, para el cilculo de las hclguras de las activida-
dES, considérese lo siguiente: sea j~(i,i}) una actividad y
supbngase que las actividades gque reguieren de j se retrasan
en su inicio lo mis tarde permisible y que j se comienza a
realizar lo miAs pronto posible; en otras palabras j se comien
T za én la fecha a({i) y las actividades que requieren de j se co
mienzan en la fecha b(i'). Bajo estos supuestos la duracién
de j puede aumentarse en la cantidad h(j)} sin retrasar el pro

yecto, en donde la holgura h{j) se calcula:
h{j} = b(i*} - a(i} - a(3j), Jjea.

A continuacién se presenta la descripcifn detallada del algo-,

ritmo que calcula todas estas cantidades.
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ALGORITMDO

Propfsito. Determinar las fechas m&s pr&ximas, las fechas.

méds lejanas y las actividades criticas en una red

PERT.
Pagspo 1. Hacer 5 = {1}, a{1r) = 0.
Paso 2. - Si existe i'eS tal que I (i')Cs, ir a 3.
~ En otro caso hacer 8 = F, b{(F) = a(F) e ir a 4.
Paso_ 3. Hacer a{i'}) = Max {a(i) + d(i,i")}

Lel {i')
Actualizar § = 5 y{i'}. Ir a 2.

Paso 4. - Si existe ies tal que P+(i) CS, ir a 5.
- En otro caso ir a 6.
Paso 5. Hacer hi{i) = Min {b{i*) - d(i,i*)}
: iter+ (i} '

Actualizar S = S U{i}. Ir a 4.

Pasc 6. A cada arco j~({i,i') de la red, asociar

h{j) = b(i') - a{i) - d(j}). Terminar.

-Los nfimeros a{i) y b(i) son las fechas m§s;pr6kimésfh

y m8s . lejanas de la etapa i respectivamente. - El nfi— =

mero h(j) es la holgura de la actividad j.
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Justificacidn del algoritmo.

S6lc se probard que el algoritmo converge dado que la prueba de
gue produce la solucidn Sptima ya se ha proporcionadeo durante

el desarrollo de la seccifn.

Obsérvese gue para calculara (i) para ieN, se requiere que esta
cantidad haya sido calculada para todos los predecesores de i,
En el paso 2, si no existe tal nodo se tiene gue S =H; es decir,
que las finicas alteérnativas dque se tienen son: existe un nedo i
.para el cual ya se ha calculado a(i) para todos sus predecesores
o bien vya se ha calculado a(i) para todos los nodos. En efecto,
supfngase gue no existe i'eS tal que I' (i'} C S y gue S # N; es-

to guerrfa decir que existe i_el (i') tal que i,45 (o bien T~

i
(i'} =¢ pero esto es imposible para i' =X). Como no existen no-
dos fuera de § coﬁ todos sus predecesores en S, entonces exiéte
izsf_(il) tal que izés y asi sucesivamente. Como el nfimerc de
nodos es finito, se llega a un nodo iksr_(ik_l) fuera de 5 tal
que F_(ik)¢ S, con i, =iq, para algtn ge {1,2,...,k-1}; esto po-.
ne en evidencia un circuito positivo lo cual constituye una con-—
tradiceidn. Por tanto el nfimero de veces que se realizan los pa
#0s 2y 3 es.finito: de hecho estos pasos.se repiten n-1 ve#es,,
en donde n es.el nfimero de nocdos de la red. |

:Anaiogamente se prueba-qﬁe.el nmero de veces -que se realizéﬁ'{:'
los pasos 4Vy 5 es finite (de nuevo n-1}). El paso 1 se reaiiza_
uné sola vez y en el paso 6 se calculan m holguras, en dondg‘v'
m es el nGmero de arcos de la red. Por tanto el.alééritmo se -
realiza en un nGmero finito de iteraciones.
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EJEMPLO 1.

En la siguiente tabla se listan las actividades que forman un

proyecto .de establecimiento de un ingenio azucarero. En la se

gunda columna de la tabla se indica la duracifn de cada activi

dad (en semanas) y en la tercera se enumeran las actividades

precaedentes a la correspondiente en la primera columna. Deter

minese la duracifn minima del proyecte, las fechas mis préki-

mas y mis lejanas para cada etapa y la holgura de cada activi-

dad.
Actividad Duracién Antecedentesg

Al Compra de equipoc S ] e
A2 Entrenamiento de persocnal 12 | —memm—e——-
A3 Bfisqueda del mercado de

capital 10 | mem——— -—
A4 Instalacifn de equipo 4 Al
A5 Célculo del presupuesto 1 Al
A6 Financiamiento para cinco

anos de produccibn 6 A3, A5
A7 Pruebas de equipo 8 a2, A4

Primeramente se construye la red

PERT correspondiente. Esta

se muestra en la figura 5.3. En el primer cuadro sé resume la

aplicacitn de la parte del algoritmo en donde

fechas m&s prbximas y en el segundc se resume.

las fechas mfs lejanas.

se calculan las

el cédlculo de
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Nodo i

Iteracibn agregado a § ali)
.0 I 0
1 1 5
2 2 Max{ 0 + 10, 5 + 11= 10
3 3 Max{ 0 + 12, 5 + 4}= 12
4 F Max {10 + 6, 12 + 8}= 20
En este momento se tiene § = N por lo gue se actualiza S = F,
b(F) = a(F) = 20 y se procede al célculo de las otras fechas.
Iteracidn agrggggoia s b(i}
5 3 12
6 2 14
7 i Min{12 - 4, 14 - 1 }= 8
8 I Min{8 - 5, 12-12, 14 -10} =0

En este momento se tiene S = N por lo que se procede al caicur

lo de holguras.

Actividad §~(4,4%) | M a2 a3 a4 A5 A6 A7
3 0 4

Holgura hij) = bli') - a() - d(d) | 3 8 4 0

La duracidn minima del proyecto es enﬁonces a(F) = b{F) = 20

semanas. La ruta critica corresponde a la formada por las ac— .

tividades con holgura igual a cero, o equivalentemehte a la”trgu'
yectoria positiva mds larga. Esta ruta estd marcada en. la. .
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figura 5.3; en esta misma figura se ha asociado a cada nodo £

la pareja [a({), b{i)]. Obs&rvese que para las etapas scbhre
la ruta critica se cumple al(ld) = b(i). Las actividades j~ [{,{")

sobre la ruta critica satisfacen por tanto a(i) = b(i} vy

a(i') = blL').

(5,8] (12,12]

'(10,14]

Figura 5.3




EJEMPLO 2.

La siguiente tabla muestra, en la primera

actividades de un proyecto consistente en

nuevo producto.

En la segunda columna de

la duracidn de cada actividad (en dias) y

columna, la lista

la fabricacifn de

de

un

la tabla se indica

en la tercera se enu

meran las activiades precedentes a la correspondiente en la

primera columna.

las fechas més cproximas y mids lejanas para cada etapa y la

holgura de cada actividad.

Determinese la duracifn minima del proyecto,

Actividad Duracibn Antecedentes
Al Decisibn Preliminar 15 2 01 memm—mee——
a2z Estudioc de mercado 30 Al
A3 Reporte de estudio 2 A2
Ad Sugerencia del diseﬁo 10 A3
A5 Lista peosibles proveedores 4 A3
A6 Estimaciétn de la capacidad
de producci&n 10 A3
A7 Lista de posibles
distribuidores 4 A3
AB Estﬁdio de campaia de i
publicidad 20 a3 .
A9 = Estudio de disefio 40 A4
Al0 Ccotizacidén de precios 10 as
All PronSstico de ventas 8 A6
Al2 cCélculo de costos de _
publicidad 6 AB




Al3
Al4
AlS
Als

Al7

Als

Alg

Compra de material
Pruebas de produccidn
Presupuesto
Estrategia de ventas

Pruebas de contyol de
calidad

Resultados de publicidad

Lanzamiento al pGblico

20
30

15

30
12

AlQ
A%, Al3
All, Al2, nl7

A7, AlS

Al4
Al7

Al6, AlB

Primeramente se construye la red PERT correspondiente.

se muestra en la figura 5.4.

aplicacién

_fechas mas

las fechas més lejanas.

Esta -

En el primer cuadro se resume la

de 1la parte del algoritmo en donde se calculan las

pr6ximas y en el segundo se resume el c8lculo de

Iteracidﬁ agrzgggoia ] al(i)
0 I 0
1 1 15
2. 2 45
3 3 | 47
4, 6, 7 4, 5, 6, 7 al4) = 57, a(5) = SL
8 10 6l e
9 9 Max {57 + 40, 61 + 20}:,9?  
0 12 127 | o
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11 13 1657

12 1r Max{ 157 + @, 57 + 8,
67 + 6 }= 157
13 8 Max{ 47 + 4, 157 + 15}= 172
14 14 Max{172 + 3, 157 + 12}= 175
15 . F 182
En este momento se tiene 5 = N por lo que se actualiza S = F,

b{F) = a(F) = 182 y se procede al cilculc de las otras fechas.

Iteracibn agre“’gggoia s b{i)
16 14 175
17 8 172
18 1 157
19, 20, 21 | ‘13, 6, 7 b(13)= Min{157 - 0, 175 - 12}= 157
' b(6) = 149, b(7) =151
22 12 127
23 9 97
24, 25 4, s b4y = 57, b(S) = 67
26 - 3 Min{s7 - 10, 67 - 4, 149 - 10,
151 - 20, 172 - 4}=:47"
27 2 TS
8 1 o 15
29 I R

"-[f-?o@j;}




En este memento se tiene S = N por 1o gue se procede al c8lcu-

lo de holguras.

Ac.—tividaaj-(i,i'llm A2 n3 nd AS RB6 A7 RAE  AS

Holgura h(3) | © 0 O 0 16 92 121 84 0
{Continuacién)

AlQ All Al2 Al3 Al4d AlS Al6 Al7 AlS Al9

16 g2 B4 16 o 0 0 0 6 e

La duracifn minima del proyecto es entonces al(F) = b(F) = 182

dias. La ruta critica corresponde a la formada por las activi--

dades con holgura igual a cero, © equivalentemente a la trayec-.

toria positiva mas larga (en este caso la actividad ficticia

forma parte de la ruta critica). Esta ruta est& marcada en la

figura 5.4 en l& gque tambi&n se ha asociado a cada nodd i a

pareja fa(i), b(i}]. Obs&rvese gque para las etapas sobrg la

ruta critica se cumple a{i) = b{(i). Las actividades j"(i,i')

sobre la ruta critica satisfacen por tanto a(i) = b{(i} y a(i'}.

= b{i'). 8Sin embargo el inverso no es vilido; estc es, si una

actividad es tal que sus etapas cumplen las dos igualdades an-

teriores no necesariamente es critica como es el caso de Al8 . - ¢

(1as etapas inicial y final de Al8 est&n sobre la ruta Criticd

péro AlS8 no).
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Por filtimo, ndtese que puedieran haberse evitado varios cdlcu
los en este caso particular. En efecto, las etapas I, 1, 2,
3, 14 ¥ 15 est&n contenidas en todas las trayectorias positi-
vas de I a F; en particular estdn en la ruta critica y por
tanto b{i) = a(i) para tales etapas y entonces no era necesa-
rio calcular estos valores. Ademfs, la ruta crfitica es la
trayectoria positiva mas larga de I a F y por tanto la holgu--
ra de las actividades sobre esta trayectofia es igual a cero;

‘luego, tampoco era necesario haber calculado estas cantidades.
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5.3 RELACICN CON DIFERENCIALES.

Primeramente debe cobservarse que las fechas mds pr&ximas

a(4) con ieN, definidas en la seccifn 5.1,-constituyen un po-
tencial tal que su diferencial v = A a debe satisfacer cier——
tas restricciones de generacidén. Estas restricciones de geng
racién son precisamente las restricciones de precedencia in—-—
troducidas en el modelo de programaciftn lineal correspondien-—

te al problema de ordenamiento. En efecto
vi{j) = aa(3) = a(i') - a(d) > d(j), IF~(4,4')ea.

Es decir, se requiere que la tensibn a trav&s del arco j es—-

t& contenida en el intervale de generacitn [d(j5), =).

Mis afin, si se considera Nt = {1} vy N = {F} se tiene que el
problema de ordenamiento consiste en determinar un potencial,
con diferencial factible con respecto é las generaciones, tal
gue el despliegue de a de 8" a N sea mInimo; es decir,'el

problema de ordenamiento es un problema de tensifn minima.

Por otro lado, recuérdese gque, para toda trayectoria P:N+4-N-,

d”(P) < [desplieque de a de nta Ny =

[despliegue de a relativoa P} < atey:

de donde se concluye que la funcifn objetivo del problema de
ordenamiento estd acotada inferiormente por la generacién in-

' ferior de toda trayectoria de Nt a N ..
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Por otro lado nbtese que si P:NT4N" es tal que P # ¢, éntqa

ces
at(j) = I ,40) - I _(®) ==
JeP :

a’(p) = [ .a"(j) - L
je

s
JelP JE

r

es decir, toda trayectoria gue utilice arcos recorridos nega
tivamente tiene generacibdn inferior igual a -«. Por tantoc

puede concluirse que la funcidn cbjetivo del problema de or-
denamientoc esti acotada inferiorménte par la generacidn infe—

rior de toda trayectoria positiva de Nt a N

Intuitivamente, se sospecha gue el dual dél-problema_de orde

namiento, por analogia con la seccidbn 3.2, es el siguiente:

Problema de la trayectoria posgitiva méxima. Sean N+, N C N

no vacios en una red. El problema consiste en
Max {a”(p) | P:N" + N~ positivas}

En donde Nt = {1}, N~ = {F}, @~ (3} =d(j} y at(j) = m,;para
este caso particular. Ademds, es posible establecer un reé_.
sultado andlogo al teorema tensibn mdxima — trayectoria miﬁi
ma en el cual se relacionan el problema de tensifn minima,.

~ asociado a un problema de ordenamiento, y el problema de tra

yectoria positiva maxima definido de esta manera,

Teorema de tensidn minima — travectoria positiva mixima.

{Para problema de ordenamiento). SupbSngase que existe'al_mg
nos un potencial gue satisface las restriccicnes del prbble—.

ma de minima tensifn asociado al problema de 6rdenamiénto.-



Entonces:

TMin en problema de l“ Sup en problema de ~
tensifn minima = _trayectoria positiva m&xima

De hecho este resultado es vilido no sdlo para el caso del

problema de ordenamiento sino en general, substituyendo tra-
yvectorias positivas por cualguier trayectoria; la 'prueba de
este hecho es completamente anfilcoga a la del teorema tensisn

mixima - travectoria minima.

Otra prueba, para el caso particular del problema de ordena-
mientc, la constituye el algoritmo de la.seccidn anterxior
{pasos 1, 2 y 3). Cabe aclarar que lo que se ha llamado "longi
tud" de la trayectoria positiva en la seccibn anterior coin-
cide con el concepto de generacifn inferior de tal trayecto-
ria, por lo gue se asegﬁra que este problema de determina-—
cifn ée trayectoria positiva mfixima es precisamente el de.dé '

terminacifn de la ruta critia en la red PERT.

Ootra observacifn importante gue debe hacerse en cuanto a fac
tibilidad se refiere es que, en vista del.teorema de diferen

cial factible, siempre existe solucién factible en el caso.

del problema de ordénamiqnto' va gque, dado que no existen ciEIQ*JZ

cuitos positivos:

a(®) = § a5 - § . dm = ] 8- I _(e) === <o,
JeP jep jeP jep . :



0 . equivalentemente, d+(P') = w > 0, donde P' es el reverso
de P. De hecho, el diferencial v, con a{l} =0, puede constru
" {rse utilizando el algoritmo de rectificacifn de tensifn des~

crito en el capftulo 3,

Con respecto a las fechas mis lejanas b(i) para LieN, consi-
dérese lo siguiente. Sea R la red PERT y sea R' la red cons
trufda invirtiendo los arcos de R; es decir, si N y A son los
conjuntos de nodos ¥ arcos de ﬁ respectivamente, entonces los

conjuntos de nodos vy arcos de R' son N' y A', en donde:
N=N y j~li,£')ehr' si y sblo si j~(4i',.i}eA.

N&tese-que los nﬁmeros b!({), definidos en la seccibfn ante-
rior como b'ii) = a(F) - b(i),_constituyen un potencial en la
red R' tal gue su diferencial w debe ser factible con respec
to a ciertas generaciones. En efecto, los nfimeros b' (L),

LeN, satisfacen:
b' (L) > b'{4") + a(L,4'), para 3~(4L,4')er;

entonces egta desigualdad se cumple para todo j"li}ilea','en

‘donde d(i',L)=dlL,L'), para jeld',Li)enr. -puegoﬁ
w(3) = Ab' (3) = b' (&) - b'{i') > A(i',4) para j~(i',4leAr. .

Es decir, se reguiere que-la tensifn a través del arco jjes%,-f

+é contenida en el intervalo de generacifn {d(j), =)-.
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Si se considera NT = {F} vy N = {I}, se tiene Que el problema
de determinar los nGmeros b}(i), LgN, es también un problema
"de tensifn minima puesto que se desea minimizar la duracibn
del proyecto (b'{I) = b'{F)). De agui se concluye gue todos
los resultados vilidos para el potencial a{{) tambi&n lo son
para el potencial b*{{). En particular, el dual de este pro-
blema es un problema de trayectoria positiva méxima en la red
R' {una prueba la constituyen los pasos 5 y 6 del algoritﬁto
de la seccifn anterior). De nuevo, puesto que no existen cir
cuitos positivos en la red R', el problema de diferencial fag
tible siempre tiene solucifn en esta red‘y, para su construc-—
cibn, puedé utilizarse el algoritmo de rectificacifn de ten-
s5idn con b'(F)'= 0. Una vez calculada fﬁ solucibn Sptima b*
de este problema de tensifn mfinima las fechas més lejahaé se
obtienen, como se indic§ en la seccién anterior, calculandé

b({) = a(F}) - b'(i) para las etapas ieN.

Antes de considerar un ejemplo de aplicacifn de estos resul-.
tados se analizan las posibles simplificaciones_del'aigbrlt—;‘ “
mo de trayectoria minima en su aplicacifn para la soluciﬁn :

del problema de ordenamiento.




5.4 SIMPLIFICACION DEL ALGORITMO DE TRAYECTORIA MINIMA PARA
El, PROBLEMA DE ORDENAMIENTO.

hntes de mencionar las simplificaciones que pueden realizarse
en la aplicacidn del algoritmo dé travectoria minima para el
caso del problema de ordenamiento, es necesario observar que
tambi&n en la determinacifn de un diferencial factible pueden

hacerse ciertas simplificaciones.

E1l algoritmo de rectificacibn de tensifén puede iniciarse con
cualquier potencial tal que a(I) = 0 y a{l) < = éara todo LeN;
esto seguramente es vilido para las fechas‘més préximas pues
de lo contrario el proyecto no tendria duracibén finita. BE1 .
conjunto A  construido eﬁ el paso 2 siempre resulta ser vaqio
ya gue d+(j) = e, para todo jeA; este paso puede entonces ser
reducido a la determinacidtn del conjunto A& vy a la prueba de
factibilidad. Bajo la consideracifn de que se inicia con un
potencial de valores finitos es posible concluir gue todos ;os

potendiales construfdos durante el algoritmo tambi&n tienen

esta caracteristica y por tanto la tensibn a través de todoar

co eé tambi&n finita. De aguf gue la coloracibn definida”enu.

el pasc 3 sdlo puede constar de dos colores: el rojo, para los
arcos cuya tensibn sea superior a la cota inferior de genera-

cibn d(j), v el negre, para agqu€llos cuya tensién sea ihferiox‘

o ‘igual a la generacifn inferior. Ademds, la alternativa que

. considera la posibilidad de determinar un circuito compatible;

con la coloracifn es imposible puesto que éste téihﬁhﬁgﬂumaci&h3'77
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superior menor gue cero y en la seccifn anterior se probf la
no existencia de tales circuitos. Luego, en el paso 3 sélo

existe la posibilidad de determinar cortes compatibles. Por
otro lado, el valor de a se reduce a d(3) - v(3j) pues A" es
vacio. Finalmente, d+(j) - vij) = =» para todo jeA por lo que

este términc puede ser eliminado del cdlculo de o.

Con respecto al cilculo del potencial b' en la red R' puede
procederse del mismo modo que el empleado para la construccidn

de a utilizando b'(F) = 0.

Una vez calculado el diferencial a factible con respecto a las
generaciones en la réd PERT R (o b' en la red R') se proceae a
su optimizacibtn determinande la trayectoria positiva maxima de
IJ]aFenR (odeFalIen R')., Sin embargo, si previamente'ya
se han determinado las fechas mis px6ximas a (i) para toda eta
pa 4ieN, puede iﬁciarse el algoritme de E&lculo del pofendial
b' &ptimo con b' (L} = a(F) - a{i) para toda etapa L gue esté
sobre la ruta critica con la ventaja de que estos valores ﬁé

serin ya modificados pues a{i) = b{{i) = a(F) - b'(4]) para ta-

. les etapas. M&s aun, s8i b' se construye mediante el_aigorit—_ ;"

mo de rectificacién de tensibn, iniciando de este modb;tehﬁcﬁﬁ

ces constituye una solucifn Sptima del problema de tensibn mf- | -

‘'nima en R' ya gue su despliegue es b'({(F) - b' (1) que coincidé
‘con la duracién del proyecto (es decir, con la generacifn in-
ferior de la t:ayectorid positiva méxima). Esto ahorra la a-

plicacitn del algoritmo de trayectoria m&xima dos veces.

A continuacibn se detalla el algoritmo siﬁplificado. S
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ALGORITMZO

Prog&sitoQ Determinar un potencial a con a(I) = 0 en una red
PERT.

Descripeibn

Paso_l. Sea a cualquier potencial de valores finitos con

a{r) = 0. BSea v = Aa.
paso 2. Sea AT = {jen | v(j) < d(9)}.

- siaf = ¢ terminar. El potencial a resuelve el pro-
) blema. '

. - -+
- En otro caso seleccionar jeA e ir a 3.
Paso 3. - Colorear los arcos de R de la siguiente manera:

rojo  si vi{j) > a(j),
negro si v(i) < d{j)-
Determinar, mediante el algoritmo de Minty,_ei corte. - U

Q compatible con la coloracibn que contiene a j. -

‘Calcular:

v(3} = a(3),  para je@ .

o = Min

lagsy - vioy, para 3=3..

Actualizar a = a + o eN/S'e ir a 2.




EJEMPLO 3.

Considérese el proyecto del ejemple 1. Determinese un poten-—
cial a tal gque su diferencial sea factible con respecto a las
generaciones utilizando el algoritmo de rectificacién de ten-

s8itn modificado.

Iteracifn l. Se inicia con el potencial a mostrado en la fi-

" gura 5.5(a). Se tienen entonces los siguientes valores para

v = Aa:
j | Al A2 A3 ad A5 As, A7
v(j)l 5 9 10 4 6 7 8
Luego, at = {aA2}. La coloracibn definida se muestra en la fi

gura 5.5(b) y compatible con &sta se determina el corte

g = {(1,1), {I,3), (I,2)}. ELl valor de « es:

o« = d(I,3) - v{I,3) = 12 - 9 = 3.
Se actualiza el potencial obteniéndose el mostrado en la figu—_,L

ra 5.5(c).

Iteracibén 2. Los valores de v = Aa, para el nuevo potencial .. ..

a son:

j | Al A2 A3 ad AS A6 A7

vi)| 8 12 13 4 6 7 8

De donde A' = ¢ Yy por tanto el diferencial del filtimo poﬁen—-'-ﬁﬂ'“

cial.es factible,
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Cuando se cuenta ya con un potencial a tal gque su diferencial
v es factible respecto a las generaciones se procede entonces
a la determinacifn del &ptimo. Para ello se requieren cier-
tas modificaciones y simplificaciones del algoritmo de tra-
yectoria minima. Primeramente nGtese que d;(j) siempre es i-
gual a infinito pues éste es el valor de la generacibn supe-
rior de todo arco. Por otro lado, puesto gue se trata de de-
terminar una trayectoria peositiva mS&xima, 'no seran inclufdos
los arcos recorridos negativamente; el cflculo de f se reduc
entonces a la c0mpérac16n de los términosﬁh(&') + da(j) (se.
considera la genergciﬁn inferior de las t;ayectoriaé) con
jeQ+. El valor de B serd el méximo de las diferencias anterio
res. Un corte de generaciftn inferior ilimitada no puede pﬁe—
sentarsé.pues todas las actividades tienen duracifn finita;.

de aqui que el valor de B siempre es finito y pof tanto des-

puds de su cilculo gse pasa directamente al paso 3.

Por otxo lado, se desea determinar no =zolamente la trayecto-
ria positiva m&xima de I a F, sinoc tambifn las trayectorias

positivas de T a 4 para todo {ieN, con ocbjeto de conocer las.

fechas m&s préximas para cada etapa. El criterio’ de término . . ..

establecido en el pasc 3 no seria entonces finalizar cuando
LeN~ sino cuando 5 = N; es decir, cuando se haya construfdo

un enrutamiento que toque todo nodo de la red.

A continuacibn se describen estas modificaciones y se resuel-

ve un ejemplo.



ALGCRITMDO

PropSsito. Determinar las fechas mas pré6ximas ali] para ieN,
la ruta critica y la duracifn minima del proyecto
en una red PERT. '

Descripcibdn

paso 1. Iniciar con un potencial a obtenido mediante el algo
. + :
ritmo anterior. Sean S = N = {I}, @ vacio y w = 0

en S. Sea dB(j) = d(j) - v(i), jeA, donde v = ha.
Pa56 2. Determinar el corte Q = [S, N/S] y calcular:
B = Max {w(i') + @ (3), para j~(i',4)sQ").
Ir.a 3.

Paso 3.  Sea j el arco correspondiente al valor de B.

Calcular:

L= 51 S = N terminar, La o- trayectorla posit;va P..I*Lff"

as méxlma, para 4ieN, y el potenclal a =.a + w repre—?iﬁsgﬁ;

senta 1as fechas m&s préximas de las etapas.

-.sis#uiraz.




EJEMPLO 4.

Determinese la duracibn minima del proyecto, la ruta critica
Yy la fecha mds proxima de cada etapa para el proyecto del e-

jemplo 1 utilizando el algoritmo de trayectorias modificado.

Se inicia con el potencial obtenido en el ejemploc 3. Enton-—

ces (figura 5.6(a))

3 'Al A2 A3 A4 A5 A6 A7

aa(j) | -3 o -3 0 -5 -1 0

A continuacibn se presenta un cuadro resumen de las iteracio-

nes. En la figura 5.6(a) se ha marcado [(wli]].

nodo
agregado _ +
IteracitSn valor de B a 8§ o0li) Q
0 - I - Al, A2, A3
1 0 3 A2 Al, A3, A7
2 0 A7 Al, A3
3 -3 1, 2 8{1) = Al
2{2) = A3

e Puesto Que S =N se termina. Las fechas mas préximas-sonilbg,_if
Valﬁres del potencial a =a +w y se muestran en la;figura”ﬁ}Bi'
(bj,' La O-trayectoria positiva mﬁxima, marcada en ia'fighra
5.6(b), es 1& ruta critica y la duraci@n minima del proyectb
es igual a la generacibtn inferior de &sta: 20 ;emaﬁas.. '
NSteae'qué estos resultados coinciden con los del_ejemplo 1

 como era de esperarse.
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CONCLUSIONES.

Este trabajo ha sido enfocado a la presentacidn y andlisis de
resultados tefricos y algoritmos de solucifn simultdnea para
las parejas de problemas duales de redes flujo miximo=-corte
minimo v travectoria minima -~ tensifn mixima. Tambi&n se ha
consideradeo el caso de determinacifn de soluciones factibles
con respecto a ciertas restricciones de divergencia y de capa
cidad en el caso de flujos y de generacibn en el caso de dife
renciales. En cada capitulo se hizo paﬁente la importancia de
los resultados establecides en el desarrollo de 155 algorit-
mos de solucidn pues estos (ltimos surgen de las demostracio-

nes constructivas.

Por otro lado, se hizo notar el paralelismo existente entre
las parejas de preblemas duales antes mencionadas. Lo méas
destacado de tal paralelismo lo consti£uyen los teoremas de
Ford y Fulkerson y de Minty, en los cuales se establece res-
pectivamenté gue el supremc en el problema de flujo miximo es
igual al minimo en el de corte minima Y que el mihimc en el.
‘problema de trayectoria minima es igual al supremc en el de -
ténéién méxima. Otra analogia éonsiste en disponer de_aigo— 
ritmos de solucién simultinea enrambos pares de_problémas.

En lo referente a factibilidad, lo més relevante son los‘ﬁed-'l
remas de distribucibn factible, para el caso de fiujos, ¥ de
diferencial factible, para el caso de tensionés, asi_coﬁo;ei:.

desarrollo de dos tipos de algoritmos: 105 de districhién
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y rectificacibn de f£lujo para el caso de flujos y los de di-
ferencial factible y rectificaciftn de tensifn para el caso de
diferenciales. En los métodos de distribucibn factible y ai-
ferencial factible se analizan las violaciones a rYestriccio-
nes sobre.los nodos y en los de rectificacidn de £luijo y ten-
5ifn se trabaja sobre arcos. En la presentacifn de todos es-
tos algoritmos se hizo incapi& en la importancia de los teo-~
remas de alternativas conocidos como lema de Hintyy teorema de
la red coloreada, pues se aplican como subrutinas en casi to-

dos los casos.

Este paralelismo mostrade en los problemas de flujos y dife-
renciales permite el desarrollo de una teoria general que en-
gloka los problemas bisicos de Redes (R.T. Rockafellﬁr). De
hecho, las variables tratadas tienen mayor relacifn que lé es
tablecida en este trabajo. En un diagrama, llamado de Tucker,
se relacionan los pares de variables flujo - divergencia y po
tencial - tensifn; este esquema permite éenéralizar las rela-—
‘ciones existentes entre las variables y de este modo es posi-
ble extender los resultados tebricos gue engloban estas_pare—'
- jas a. problemas con matrices generales de restricciones‘{en;
¢l casco de redes tal matriz resulta ser la de incideﬁcﬁaﬁdé
la red) abarcando asi toda una gama de problemas de'pptiﬁiia-
cién. Un caso particular gue vale la pena menéionar es el.j
concerniente al lema de Minty. Este lema se utiliza en la de

terminacién de soluciones factibles para los problemas de
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flujos y diferenciales como se mostr& en los capiﬁulos 2 y 3.
El lema puede generalizarse dando come resultado un teorema
denominadeo de indices coloreados que a su vez se aplica en
ciertos problemas de factibilidad con matrices generales. Esg
importante entonces profundizar en estas generalizacionea y

explotar sus aplicaciones.

En los ltimos capitulos guedt demostrado que es posible re-
solver otros problemas de redes utilizando los algoritmos de
soluciﬁn presentados en los capitulos 21y 3, lo cual refuer-
‘za la importancia de éstos en la préctica. ‘Mis afin, los pro-
blemas tratados en estos capitulos, acoplamiento mé&ximo y or-
denamiento, se formulan comc casocs parti?ylares de flujo maxi
mc vy tensibn minima respectivamente, lo cual permite ciértas
especializaciones de los algeoritmos. De tales especializacig
nes surgen resultados muy interesantes. En especial se 654-
sérvﬁ que el teorema de Koﬁig—Egervary, que relaciona acopla-
Imiento miximo con blogueo minimo en una red, resulta ser un
caso particular del teorema de Ford y Fulkerson y de agqul que'5
sea posible obtener métodos de solucibn alternativos a los.

" e@l@sicos para resolver la pareja de problemas duales.acppla;

miento m&ximo - blogueo minimo. En cuanto al problema de or— . .

denamiento, se observé que el problema de determinar un calen -
. - : : -

dario de ejecucidn del preoyecto, gque minimice 1la duraci&n de_;sl

éste, puede formularse como un problema de tensifn minima; el

dual de este filtimo resulta ser un problema de determinacitn
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de la trayectoria mixima gue a su ve:s coincide con el concep-
to de ruta critica. De agui que los resultados y algoritmos
de diferenciales, modificados para trayectorias maximas, pue-

dan ser especializados para aplicarse al problema de ordena-

miento.

Finalmente, cabe sefialar gque es también importante estudiar
y analizar la complejidad computacional de los algoritmos pre
sentados en este trabajo, asi como llevar a cabo su implemen-—

tacibn en una computadora.

Con todo lo anterior gqueda demostrado que el campo de estudio

de los modelos de redes es muy amplioc y variado. BAfn guedan -

problemas abiertos en esta interesante rama de la Investiga-:

cisSn de Operaciones.
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