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INTRODUCCION 

Los problemas de inventario han existido desde 69ocas prchist.Q. 

ricas, pues el hombre primitiVo almacenaba comestibles para las 

temporadas de frío o de sequía. Sin embargo, hasta hace rela­

tivamente poco tiempo, se ha hecho conciencia de los problemas 

que ocasiona el tener mercancía en excedRnte. La necesidad 

real de la cornbinaci6n perfecta entre la protlucci6n y el inve~ 

tario apareció en las grandes empresas. 

Una de las razones para planear la producción-inventario en la 

actualidad es que un peso bien invertido puede dar como resul­

tado un ahorro extre~adamente importante en cuanto a la adqui­

sici6n y producci6n de nuevos productos, ya que el precio de 

ciertos materiales ~ara la manufactura de otros puede tener con 

siderables fluctuaciones; en este caso una de las posibles 

polít~cas que toman los empresarios es que cuando el pre-

cio de un material es bajo se procura comprar cierta cantidad 

para as! mejorar el margen de utilidades posterior. Otra ra­

z6n para planear la producci6n-invcntario es que 1a demanda 

siempre ser~· satisfecha y no se incurrirá en costos por p~rdi­

da de ventas ni costos de sobreproducci6n. 

En general las personas interesadas en esta 9roblernática han 

analizado y desarrollado t~cnicas que van encaminadas a resol­

ver dos preguntas fundamentales; 



¿Cuando r>rod\1ci,r o com!;lrar? 

¿En qué cantidad? 
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En· 1915 Ford Harris (ref. 22) fue el !_)rimero en tratar de resol­

ver uno de estos problemc.:.s; en particular Harris dariv6 la Pr! 

mera fórmula formal del modelo del tamaño del lote econ6mico. 

Posteriormente R.I-1. Wilson deduce su fórmula, l.a cual se desa­

rrolla corno parte integral del control. de inventarios. 

En 1931 F.E. R(•ymond (ref •. 4.f.} publica el primer libro que tra­

ta los problemas de inventarios, sin embargo, el texto no tra­

ta toda la teor!a ni deriVaciones de f6rmulas y s61o explica a_! 

gunas e~tensiones del modelo del 1ote econ6mico. No fue sino 

hasta dcs~ués de la segunda guerra mundial cuando las revistas 

especializadas Management Science y Operation Research dieron 

atenci6n a los aspectos de rnodelaci6n de los inventarios. 

Las técnicas de soluci6n actuales sobre problemas de produc­

ci6n-inven tario van desde ubicar el sistema hasta forn1ar node­

los rnatem~ticos que representan la problern~tica. El objetivo 

de construir modelos matem~ticos en un sistema de producci6n 

inventario es determinar la característica de la pol.!tica 6p­

tima de operaci6n de dichos sitemas, es decir, la politica as~ 

ciada a la maximizaci6n de utilidades o bien la rnini~izaci6n 

de costos en un horizonte de planeaci6n conocido. En algunos 

casos la tarea de ~eleccionar ln ::;iolítica es un tanto dificil 
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pues se deben considerar todos los com9onentes rnotlclables que 

puedan af~ctar al sistema, ·ésto con el fin Ce tonar 1a r.iejor de­

cisi6n y as! llegar a resolver el proDlema de manera realista. 

Los principales componentes de los sitemas de inventario son: 

demanda, oferta, costos, producci6n, políticas de operación. 

Existen en el ramo de los inventarios una gran variedad de ~o­

delos que pueden clasificarse en Deterrninisticos y Estocásti­

cos y que a.su vez :;>ueden ser dinámicos o est5.ticos. 

En los modelos estocásticos la demanda es una variable aleato­

ria con funci6n de distribuci6n conocida y los modelos determi­

nisticos tienen la característica principal de que la demanda 

es conocida y no necesariamente constante. En este trabajo se 

estudian dos tipos de estos modelos: el de lote econ6mico y 

el de costos c6ncavos. 

El objetivo de esta tesis es analizar los modelos cl~sidos de 

producción-inventario tanto de tipo det~rmin~stico corno esto­

cástico, con especial énfasis en a~ue1los modelos deterrnints­

ticos que presentan una estructura particular que permita pro­

poner métodos de soluci6n sencilla y eficiente corno es el caso 

de los problemas de producción-inventario con función de cos­

tos c6ncavos. As! mismo se pretende extender el análisis de 

estos mismos modelos a casos con otras variantes co~o son el 
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control de la producci~n-inventario cuando se tiene limite 

en la producci6n y cuando se tienen costos de cese !' arranque 

de producci6n. Todos estos ~odelos pueden resolVersc con las 

mismas t~cnicas y resultados ~ue el caso simple de costos c6n­

cavos~ 

Los ~odelos gue se muestran a lo largo de los capitulas, se 

plantean bajo diferentes seii'es de suposiciones y circunstan­

cias que representan los problemas reales concernientes a los 

sistemas de inventario~; dichas suposiciones pueden ir desde r~ 

presentar un modelo casi ideal, en el cual se presenta la situ~ 

ci6n en que la demanda es conocida y puede ser satisfecha en el 

momento en que se requiera, hasta tener el caso en donde las 

ventas se pierdan por no contar con el material inmediatamente, 

o que se presente la situación en que se exceda la producci6n 

y entonces se incurre en costos de sobreproducci6n; otro caso 

tarnbi~n posible es cuando la producci6n tenga que ser linitada. 

Pueden existir un gran nrtrnero de situaciones sin embargo, s6lo 

algunos casos particulares se muestran en esta investigaci6n. 

La tesis est~ desarrollada de la siguiente manera: En el cap!.-

tulo I se muestra un desarrolo histórico, las principales co_!!! 

ponentes de los sistemas de producci6n-inve~tario asi como las 

hip6tesis usuales empleadas para poder modelarlos. 
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En el cap1tulo II se ana1izan algunos modelos cl~sicos de Dro­

ducci6n-inventario determinísticos, tales como el modelo del 

tamaño del lote econ6mico con algunas variantes. 

algunos ejemplos ilustrativos. 

Se muestran 

En el cap1tulo III se analizan algunos modelos clásicos de pr~ 

ducci6n-inventario de tipo estocástico con algunas variantes 

corno son con o sin costo de ordenaci6n o con y sin déficit y 

se dan algunos ejemplos para ilustrar el capitulo. 

El capítulo IV muestra el análisis de control de producci6n-i~ 

ventaría para el caso en que las funcJ.ones de costos de produc­

ci6n y de inventario son cóncavas. :'?rimero se describe un rnode 

lo deternin1stico de 9roducción-inventario, después se analiza 

el mismo modelo para el caso de costos c6ncavos y en ambos mo­

delos se propone un m~todo de so1uci6n con programaci6n diná1n_! 

ca. Para 1a tercera secci6n se analiza el modelo cuando hay 

d§ficit y se describen al.gunos ejemplos. 

En el capttul.o V se dan algunas extensiones de los modelo~ me!!, 

cionados, dichas extensiones presentan los siguientes casos: 

cuando la producci6n es J.imitada por alguna causa, dando como 

resuJ.tado que existe d€ficit. 
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En el cap~tulo v¡ se muestran las conclu&iones de la tesis. 

Un progr·ama de computaqora llama.do PRO-IN se ha desarrollado 

en una P.C. compatible y se presenta en el anexo I. Se prese~ 

tan tarnbi~n, en el anexo II 1 ~lgunos conceptos m~s releVantes 

de programaci6n lineal usa~os a lo largo de la tesis que permi­

ten prestar ayuda al lector en caso de .que se presente alguna 

duda. 
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CAPITULO I 

ASPECTOS BASICOS DE Ui'! INVENTARIO 

Los aspectos básicos de u·n inventario son: 1a forma en que se 

desarrolla, los componentes del rnisno y la manera de describiE 

se. En el 9resente capítulo se ~uestra de una manera general 

cada una de estas partes, esto es con el objeto de ~ue el lec­

tor se generalize con los conceptos de inventarios y así pueQa 

comprender el contenido de la tesis. 

El capítulo se desarrolla de la nanera siguiente: en la prim~ 

ra sección se muestra un ~equeño resumen de la evolución.de 

los sistemas de producci6n-inventario.. Posteriormente se dcscri 

ben los principales r.oT'l.ponentes de los mismos y por íi.ltirno Ue 

una manera general ~e muestran los nodelos utilizados a lo lar­

go de la tesis .. 
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1.1 EVOLUCION DE r ... os SISTI:?'.Jl.S DE PRODUCCION-INVENTARIO 

Hace aproximadamente trecientos años que se tom6 conciencia 

de lo que era un inventario, los primeros que to~aron medidas 

serias sobre esto, fueron los entonces lJ.arnados 11 r:1archantcs 11 

y los productores. En 1677, Pappilcm (re f. 43) dec!a: 

ºEl stock o riqueza d2'1 reino unido, no sól.o consiste de nues­

tro dinero, sino también de nuestras coraodidades y condicio­

nes para el comercio y llenado de nuestros al.I!l.acencs con ma­

teriales necesarios" 

M:is recientemente, espec!ficamente en los años veintes, la to­

ma de decisiones tuvo comienzo para incrementar el ~nf asis en 

la liquidez de capital activo para los inventarios y en las 

transaccionea coraerciales, lo cual fue esta~lecido corno una m~ 

ta por muchaS organizaciones. 

En 195C \·ihitin (Ref. 5:¡) ~ublica un libro en el cual ae ~ropor­

ciona una versión estoc~stica del lote econ6mico. 

Despu~s de la Segunda Guerra ?-!undial las revistas Management 

Science y Operation Research :?Ublicaron algunos ¡~odelos nobre 

la naturaleza estoctistica de los inventario.s, espec!ficancnte 
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Arthur F. Veinott, Jr. en 1964 publica "The Opt,irnal Inventory 

Pol.icy for batch Ordering 11 • (Ref. 53). En 1969 Willard I.. -

Zanwill. publ.ica el. art:tculo "A Backlogging Model and a Mul.ti­

Echelon Model of a Dynamic Econornic l.ot size Production System 

A Network approach 11 y muchos otros no mencionados. 

Es interesante observar que ~os economistas y matem~ticos a al.­

timas fechas han tomado interés en los modelos de inVentarios, 

pues en ellos se han podido formular modelos te6ricos 1 que pos­

teriormente los ingenieros les dan aplicaci6n práctica. Un eje~ 

plo cl~sico de esta si tuaci6n es dada por Arrow, Harris y Mars­

chack (Ref. 1) quienes fueron los primeros en proveer un angli­

sis matemático riguroso sobre la teor1a de inventarios y poste­

riormente nvoretzky, Kefer y Wolfowitz (Refs. 17, 18) publicaron 

algunos articulas, en donde combinaron los problemas de inventa­

rios dando un tratamiento, tanto econ6rnico, como maternatico. 

Estos autores son además los promotores de las ideas que us6 

Bellrnan para popularizar el principio de optimalidad en progra­

rnaci6n dinámica. En 1958 Arrow, l<é:r1in y Scarf (Rcf .. 2) publican 

un libro en el cual se muestran las matemáticas de los sistem~s 

de inventarios. 
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De todos los problemas referentes a este terna, los problemas 

de multilocalizaci6n de inventarios en múlti~lESpcr!odos.y con 

múltiples artículos son los que ~&s se han desarrollado. Exis­

te en la literatura una gran variedad de estas versiones (Ref. 

27). Allen (1950), Gross (1963), Clark and Scarf (1960), Vei­

nott (1965), Bessler and Veinott (1966), Das (1075) Karnarkar 

(1979), Si~pson (1978) por citar algunos investigadores que han 

examinado el caso de siste~as de múltiples fases en estructura 

arborescente, trabajos recientes de esos proble~as han sido tr!: 

tados por Federgruen and Zipkin (1983). Este problema tar.tbién 

se relaciona con ciertos problemas de producción forf'lulados es­

toc&sticamente. Siguiendo los resultados de Zarwill's, Christ~ 

pher H. Nevison en 1984 (Ref. 41) muestra una extensi6n al mod~ 

lo tlel tamaño económico del lote econ6mico considerando en este 

que existen costos de arranque de producción y que la demanda es 

una variable aleatoria en cada período de tiempo. 

En 1985 Meir J. Rosenblatt and ?·loshe Kaspi (Ref. 46} publican 

un artículo en el cual se nuestra un algoritmo con programaci6n 

dinámica que sirve para ordenar art!culo~ dentro de diferentes 

grupos en donde cada uno permanece un determi11ado período de 

tiempo almacenado. John ~'l. 1-1arner and Stephen A. Srnith publican 

otro artículo en el cual se presenta como manejar un sistema o 

taller que repara partes o maquinaria. Este sistema maneja mGl 
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tiples artículos o refaccionc$. Para el caso en que la uniUad 

es reparable Silvcr (1972) obtiene una soluci~n con programa­

ci6n diná...~ica usando una reglñ heur1stica para poder extender 

el problema a otros más generales. (Ref. 32). En este mismo 

año Chnrles P. Schmidt and Steve Nahmiar (Rcf. 49) publican un 

artículo en el que se considera un sistema de inventario en el 

cual el producto final es ensamblado de dos componentes cada 

uno de los cuales es ortlcnado de fuentes diferentes. En este 

o.rt!culo se considera que l.a demanda del producto final. es ale~ 

toria. Utilizando el n\étodo ele programación diná1nica se carac­

teriza la for1:i.a 6ptima d•:! a1>:ibas polr ticas de ordenaci6n para 

los cor.1ponsntes y la polí.tica de cn3amblado del producto final 

par.:1 un !.'robler.i.a de períodos múltiples de longitud finita. Uno 

de los art!culos m~s recientes publ~cado en 1987 es el elaborado 

por H. Jünsson and F.. A. Silver, ellos analizan un sistema de 

control de inventarios de dos fases consistentes de una central 

de almacenamiento reemplazado por diferentes divisiones de al­

macenes. En el articulo se analiza la política de reemplaza­

miento usando un stock base y un ciclo de 6rdencs predetennina-

dos. Se derivan ·f6rnulas computacionales las cuales pcrmi te cu1n 

parar ambos si temas. Cadace Arai Ya no investiga el probler.1a de 

detcrmin~la planeaci6n 6ptima de carga en series de producci6n 

en sitcmas en los cuales el tiempo de procesamiento y procura­

n1i0nto es estocástico. El objetivo es minimizar la suma de co~ 

tos de alamacenamiento y costos por trabajo retardado. Se prQ-
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~enta un procedimiento de ?01uci~n general para dos estados y 

posteriormente para n-e.stados. Los resultados son obtenidos 

por m~todos com?utacionales. 

Existe sin 1ugar a duda una gran cantidad de art~culos public!!, 

dos y libros que tratan este tema. Sin embargo, solo se rnenci~ 

naron algunos importantes para el trabajo de la tesis. 
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1.2 COMPONEl'lTZS PRINCIPALES DE LOS SISTSr'..AS DE P!lDDUCCION-INVZN 
TARIO. 

Para realizar un programa da optimizaci6n de ~roducci6n-inv~n­

tario en un horizonte de ?laneaci6n conocido, se deben tomar 

en cuenta todos los factores que afectan al sistema, uno de 

~stos y de gran importancia es la ~olítica de o~eraci6n que la 

er:1presa decida, es decir, la poli ti ca asociada a la maximiza-

ci6n de utilidades o bien a la minirnizaci6n de costos en un d~ 

terminado per~odo. Entre otros co~ponentes de un sisteraa de 

producci6n-inventario, se pueden ~encionar a la demanda, los 

costos y la producci6n. 

La demanda es un factor relevante en el control de producci6n-

inventario. Representa el nOmero de unidades· requeridas.en 

uno o.varios per~odos. Este nú.~ero de unidades puede ser cono-

cido con anticipaci6n en cu~;'o caso se le denominará demanda d~ 

ternin:í.stica. En caso contrario se le denomina estoc~stica y 

tiene asociada una distri~uci6n de probabilidnd conocida. Si 

la demanda es constante en todo período de tienpo se le llar.la-

rfi estacionaria y si varia ca~ el tiempo es llamada dinár.tica o 

no estacionaria. 

En general la demanda ouele variar cQ.n el precio del articulo. 

Por ejemplo, la gente ·tiende a comprar rn~s de un art!culo, cua~ 
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FIGURA l • 1 CURVA DE DEMANDA (PRECIO EN FUNCION DE LA 
CANTIDAD) 

l~ 

do su precio es bajo y viceversa, esta definici6n puede ser i-

lustrada usando un diagrama llamado ~urva de demanda Fig. 1.1 

Para construir esta curva, se coloca en el eje vertical de un 

sistema coordenado el precio y sobre el eje horizontal se co-

loca la cantidad de~anda • Si el precio es alto, oup6ngase P 2 , 

la cantidad demandada será baja, esto eo, Jto; al bajar el ~'>re-

cio a P1 y a Po la cantidad aumente a ·xi y x 2 , respectivacentc. 
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Otra cor.:9onente muy importante en los siste!!tas de producci6n-i,!!. 

ventario son los costos, los que se pueden clasificar como: 

a} costos asociados con la adquisici6n de bienes (compra o pro­

ducción) . b) costo por llevar inventario (o alro".acena--niento) 

e) costos de ordenamiento, d) costos asociados al déficit'. y e) 

costos de P.raparaci6n. 

El costo de compra o de ~roducci6n es el costo marginal de cada 

·articulo, éste ser~ proporcional a la cantidad pedida o fabric~ 

da ex, donde e representa el precio unitario del articulo y x 

la cantidad producida o comprada. Los costos de almacenamiento 

son los costos asociados a la conservaci6n del artículo hasta 

que eG vendido o usado1 éstos pueden incluir el costo de capital 

paralizado, del espacio, del seguro y los inpuestos atribuídos 

al almacenamiento. Los costos por demanda no satisfecha o d~f i-

cit se presentan cuando la cantidad del artículo requerido (de­

manda) es mayor que la existencia dis9onible. Este costo depe~ 

de de la estructura del modelo y de las 901.i:ti.cas de operaci6n 

de la compañía o de la escacez de materi~l. Sin embargo 7 la 

~is~a política de o~eraci6n puede decidir satis~acer la de~anda 

posterior~cnte o no satisfacerla en lo a~soluto, teniendo coño 

consecuencia que las ventas se ~icrdan. Los costos de prepara­

ción son asociados al mantenimiento de maquinaria, estudios da 

mercado, estudios de factibilidad, estudios t6cnicos acwnulaci6n 
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de datos o informaci6n de cierto artículo, procesos del control 

_del sistema de inventario, etc. estos costos .se supondrán fijos 

y serán cargados al inicio del periodo. 

Los costos de ordenamiento se atribuyen a los gastos de trans­

porte o fletes, seguros de transporte etc. estos costos pu?den 

ser asimilados por la cornpañ!a o cargados al cliente. 

La producci6n es otro componente igual de importante que los 

costos o la demanda, pues· elegir el tipo de ~reducto que se va 

a producir es una de las decisiones más importantes para los 

empresarios, ya que en base al producto que se va a realizar 

es el tamaño del horizonte de planeaci6n. As!, si el producto 

caduca rápidar:1ente, entonceD se d'eberá producir el tamaño del 

lote exc1usivamente de acuerdo a la demanda y esto se hace nu-

chas veces para un s6lo periodo. Si 1a de.~anda es constante en 

todo periodo aunque el horizonte de 91aneaci6n sea grande, en­

tonces ze planear~ la producci6n para cada periodo sin riesgo 

a sobreproducir o quedar cortos y entonces incurrir en déficit. 

Existen productos que pueden ser !lroducidos en un s61o lote y 

a1macenarse ~or varios periodos, este ti~o de ~ol!ticas la to­

man los empresarios cuando resulta m~s costoso ~reducir cada 

periodo o cuando se cuenta con materia prima s6lo una cierta 

temporada, indudable~ente son ~ro~uctos que no se descomponen 

ni pasan de ~oda. 
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1.3 CLASIFICACION D!: LOS MODELOS DZ PH.ODUCCION-INVENTARIO 

En los sistemas de ?roducci6n-inventario existe una gran vari!::_ 

dad de ~odelos que se pueden clasificar en Detcr~inisticos y 

Estoc~sticos y que a su vez pueden ser dinámicos y estáticos. 

Los modelos estoc~sticos presentan la característica de que la 

demanda es una variable aleatoria, con funci6n de distri~uci6n 

conocida. Algunos de estos modelos son (s,S), (Q,r,t) / (r,T) 

(nQ, r,T), etc. y los modelos de períodos múltiplescon o sin 

costos de preparaci6n, modelos para un s6lo !?eríodo con ~· sin 

déficit etc. que se describen brevemente en la tesis. 

Los modelos deterrninísticos t~enen la cualidad principal de que 

la demanda es conocida y no necesariamente constante. En este 

trabajo se estudian dos tipos de estos modelos y son: el del 

lote econ6mico y el de costos c6ncavos.. Los primeros se pre­

sentan con las siguientes variantes: con y sin déficit y cua~ 

do las ventas se pierden debido al déficit. Los modelos de co~ 

tos c6ncavos son los rnfis• importantes,,y son:· aquellos· rnodelos con 

funci6n de costos c6ncavos; son estudiados con y sin d~ficit; 

con costos de preparación; cuando la producci6n es limitada; y 

cuando hay costo por arranque y paro de producci6n por algan rn~ 

tivo. Estos ~odelos son representados por nedio de redes de 

flujo y se clasifican de acuerdo al ~isuiente diagrama 1 
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MODELOS DETERNIHISTICOS MOOE LOS ESTOCASTICOS 
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LOTE COSTOS PllOOUCCIOH CIESE Ot: UN SOLO PERIODO UN 50lO PERIOOO 

ECOHOMICO cotu:a.vos LIMITADA PllOOUCCIOM 
S.ICOSTOS DE C/COSTOS DE 
PREPARACIOl'C P .. IPARACION 

¡¡ 



19 

CAPITULO II 

MODELOS DETERMINISTICOS BASICOS 

El inter~s en los modelos de producción-inventario ha crecido 

en las aitimas dácadas, esto es debidO a los beneficios cuali­

tativos asociados con la caracterizaci6n de la política 6ptima 

bajo distintas hip6tesis. Uno de esos modelos es el del lote 

econ6mico que resume una estructura compartida por una varie­

dad importante de problemas determínisticos. La estructura y 

la senc~llez del modelo permite que sus res~ltados sean f~ciles 

de aplicar. 

~1 cap~tulo se desarrollo de la manera siguiente: En la prime­

ra sección se hace la deducci6n de la fórmula para obtener e~ 

lote econ6mico y el tiempo en que se debe hacer cada orden. 

En la s~gunda secci6n se obtiene la misma ecuación del 1ote ec~ 

n6rnico pero en el caso en que hay déficit. Finalrrente, se hace 

un aná1isis para e1 caso de periodos raGltiples. Cada sección 

del cap1tulo se iiustra con algunos cjc~plos. 



2 .. 1 MODELO. DEL LOTE ECONOZ.lICO 

Este modelo se caracteriza por ser uno de los rnfis sencillos 

que existen en la teoría de inventarios y es sin duda el más 

usado por su lógica y resultados. El modelo puede describir-

se como sigue: suponga que los artículos de una compañía se 

demandan a una tasa constante d. Suponga que al inicio de c~ 

da veríodo se ordena una cantidad de artículos x cuyo tiempo 

de entrega es cero y que siempre se disponen art~culos en i~ 

ventario para satisfacer la demanda. Esquemáticamente, el 

nivel de inventario a lo largo del tiempo se comporta corno 

se muestra en la figura 2.1, en donde se observa que el tama­

ño del periodo en que se efect6an las órdenes de articulas es 

igual a x/d (ref. 42) 

Suponga que existe un costo fijo K por ordenar artículo y que 

el costo marginal de cada uno es igual a e unidades monetarias. 

También suponga que se tiene un costo por inventario igual a 

h unidades rnone-tai:iiaq por articulo. 

Se desea deternin~r el tamaño del lote x que debe ordenarse 

de manera de tener rninimo costo por unidad de tiempo. 

Una manera sencilla de calcular. el costo por período y de all! 

el costo promedio ~n el período, es observar que tenernos tanto 

co~tos de pedido como costos de inventario. El costo de pedi-



NIVEL DE 

INVENTARIO 

o 
x/d 

x-dt 

-l. 

2x/d TIEMPO f 

Figura 2.1 Desarrollo de los niveles de inventario 
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do es igual a (K + Cx) mientras que el costo de inv~ntario es 

(Hx 2 /2d), debido a la forma en que se desarrollan los niveles 

de inventario. Por lo tanto el costo unitario en el per!odo 

es: 

Ct(x) = (K + Cx + hx'/(2d) )/(x/d) (2.1) 

o bien 

dK/x + dC + (hx)/2 

Sin embargo, la función Ct(x) es convexa pues la suma de fun­

ciones convexas es convexa y el c~lculo de su rninimo pue~e h~ 

cerse obteniendo la primera derivada. Espec!ficarnente 
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- dK/x 2 + h/2 o 

o bien, el lote econ6mico es 

x* = / 2Kd/h (2.2) 

y el tiempo o tanaño del. período en que se efec ttla el pedido 

_es: 

t* x* /d = j 2K/dh (2.3) 

Esta es la f arnosa ecuaci6n del lote econ6rnico con su correspon­

diente tamaño del per!Odo entre pedidos. 
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Ejemplo 2.1 Sup6ngase que la de~anda de un producto es de 25 

unidades por mes. El costo fijo de preparación, cada vez que 

se hace una serie de produce i6n, es de $ 15.00. El costo mar-

ginal de producción es de $ 1.00 por artícul.o y el costo de 

mantener inventario es de ,. 
" O.JO por artículo por rnes. Supo-

niendo que no se permite d6ficit alguno~ Determínese con que 

frecuencia debe hacerse una serie de producción y cual debe ser 

su tamaño. 

. ' ' 

Aplicando las ecuaciones (2.2)y(2~3) se tiene: 

x*= / 2 (15) (25) 
(O.JO) 50 unidades; t*= / 2(15) 

( 25 ) (0. 3 0) = 2meses 

La serie de producción se debe hacer cada 2 meses y el tamaño 

del lote debe de ser de 50 unidades. 



2. 2 MODELO DEL TA?-1Af!O ECONOMICO DEL LOTE CON DEFICJT PER..'1ITIDO 

En e1 modelo del lote econ6mico se consider6 que toda la dema~ 

da es satisfecha a lo largo del período. Tillara se presenta el 

misMo rnode1o para el caso en que se permite déficit. Se su90~ 

drá que la ~olítica de rcvisi6n· es peri6dica y con el 9rop6s!_ 

to de que el déficit no sea demasiado grande, se ha formulado 

el si~uiente node1o, en el cual se determinan los tamaños 6pti 

mas del déficit del lote y la longitud 6ptima del período pa­

ra el cual el déficit es permitido. Sea s ln existencia con 

la que se cuenta al principio de un período, P el costo por c~ 

da unidad no satisfecha para una unidad de tiempo, K el costo 

de ordenar artículo, C el costo marginal por cada artículo, h 

e1 costo por mantenimiento de inventario. 

Para un tiempo s/d el inventario es positivo y su costo de alma 

cenarniento por veríodo es hs 2 /2d, análogamente el déficit se 

presenta para un tiempo {x-s)/d y su costo correspondiente es 

P(x-s) 2 /2d. Para determinar el costo promedio por período,ou­

serv~ que se tienen costos por ordenar el material K y el costo 

de producci6n o coril?ra de x artículos de modo que el costo to­

tal por periodo es: 

e [K +ex+ (hs'/2d)+ (P(x-s) 2 /2d]/(x/d) ( 2. 4) 
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~.'IVEL OE 

t 

FIGURA 2. 2 REPRESF.NTACION DEL MODP.I.10 DEL TAl-1/\f'iO ECONOMICO 
DEL LO'l'E CON DEFICIT 

C = (dK/x) +de+: (hs 2 /2x) + (P(x-s) 2 /2x) (2.5) 

El modelo puede ser observado gráficamente en la Fig. 2.2 

Para encontrar los tamaños 6pti~os de s*, x* y t* se procede 

derivando la ec. (2.5) con respecto a ~, x y t e igualando a 

cero respectivamente y se encuentra el.mínimo para cada funci6n, 

esto es; 

dC 
dS 

(hs/x) - (P (x-s) /S) o (2.6) 

-(dK/x2 )-h :s 2 /2x 2 ) + (P(x-s)/x) - P(x-s) 2 /2=0 

(2.7) 

.resolviendo las ecuaciones se obtiene 

X* = /2dK/h 
' 

) (P+h) /P (2.8) 
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e* / 2dK/h , / P/ (p+h) ( 2. 9) 

El déficit máximo permitido se expone como: 

s X* - .e* / 2dK/P , /h/p+h (2.10) 

y la lon~itud 6ptima del período que se permite déficit es: 

t* / 2K/dh , / P+h/P (2.11) 



27 

E;e~nlo 2.2 Su~onqa que el costo de déficit ~n el cjem~lo 2.1 

es de $ 1.50 por articulo ~or rn~s. Determine la f~~cuenciQ 

con la que de::ic hacerse una serie r.te ~"lroducci6n, cual debe ser 

el tamaño del lote a !.'reducir y e1 t<!."naño del d6fici t permi ti­

do. 

A!llicando las ecuaciones (2.5}, (2.7} y {2.t3) se tiene que: 

x•=/ {2) {25) (15) /0.30 ./ (l.50+0.30)/1.50 = 54.77 unidades 

t• '{54. 77) /25 2 .. 19 meses 

x•-s•= / {2) {25) {15) /l.50 )o.3o) /ll.50 + o.3o 

S = 9.12 unidades 

De I!lOdo que se debe producir cada 2 meses y 19 días la cantidad 

.de 55 unidades, per~iti~ndose un d6ficit de s6lo 9 unidades. 
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2.3 MODELO EN QUE LAS VENTAS SE P!ERDEU DEllIDO AL DBPICIT. 

El modelo ~ue aquí se 9resenta es clásico de aquellos en los 

que lñ de~anda sucede cuando el sistema se encuentra a un nivel 

de almacenamiento cero o dicho de otra manera fuera de stocl{. 

Que la demanda suceda preci9amente en el intervalo de tiem~10 en 

el. cual el sistema se encuentra fuera de stock depende de la p~ 

lí Llca de opcraci6n que siga la com9añ.1'.a, con esto y con el es­

tudio acerca de d~ficit hecho en la secci6n (2.2} se puede con­

cluir que 1.a misrna política de operación t:>uede ser usada tanto 

para buscar la ntaximi~&ci6n del promedio de utilidades CO!!l.O 1.a 

minlmizaci6n del promedio de costos incurridos en la ?reducción 

del artículo. 

Sea h el costo por llevar inventario w el rrecio de venta del 

artículo, G el pror.1edio anual de utilidades, v el costo de ven­

tas perdidas exclusivas de la utilidad perdida, e el costo unit~ 

río del articulo, K el costo de ordenaci6n, t el tiern~o entre d.!:!_ 

mandas, to el tamnño dal período en que el sistema se encuentra 

fuera de stock Y A = 1/ to. 

De modo que el promedio anual de utilidades es: 

G 1' (1·1-C) (1-to) + vi-to- (!< + h) 

1-(w-c)-(v+w-C)l-to- (K + h) (2.12) 
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A(w-C) es el costo anual de utilidades que debería ser obtenido 

si el sis ter.la nunca estuviera fuera de stock. 

Sea V = (v + w - C) el costo da ventas perdidas incluyerido las 

utilidades perdidas. 

Como V es el costo de las ventas perdidas entonces la minimiza­

ci6n del promedio anual de costos ocupa la misma política de o­

peraci6n que la maxinizaci6n de las utilidades, donde las dos 

expresiones difieren solo de ).. (w-C), la cual es independiente d.: 

la política de opcraci6n. 

El objetivo del modelo es encontrar el tar.taño 6ptimo de x y del 

intervalo de tiempo en el que se pierden las ventas de tal man!:_ 

ra que los costos promedios anuales se minimicen. 

Sea T la longitud del tiempo por ciclo durante el cual las ven­

tas se pierden, para una cantidad requerida x, la longitud de un 

ciclo es: 

x/). + T (2.13) 

El costo promedio anual es la suma de los cOstos por ordenaci6n, 

por llevar inventarios y por déficit de ~oda que 
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FIGUIU\ 2.3 REPRESENTACIO~ DEL MODELO EN LJ\ CUAL 
LJ\S VEHTJ\S SE PIERDEN 
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C - (;~x+lt)K+(IC/2) (x 1 /(x+lT))+{Vl/(x+lT)lV (2.14) 

:sn promedio hay (A/ (~t+hT)) ciclos l?ºr año e Ic h 

El costo por llevar inventario ~or año es ICx 2 /2A y el costo de 

ventas perdidas DOr ciclo es vAT. 

Geom~tricarnente el modelo puede ser representado en la fi9 2.3 

En l.a figura 2. 3 se puede observar cor.io disrninu::·e el nive_l. de 

existencias x/A a lo largo del tiempo, llegando e2 nivel de in-

ventario a cero¡ de ese ~nstante hasta que se vuelva a proveer 

del art~culo pasa un deter~inado intcrvalO de tie~?º T en el cual 

toda la demanda ~ue ocurre se ~i~rde. 

- ._1 • .;;;.:o.• 
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Si lo que interesa es encontrar el tamaño de x* y de T* 6ptimos. 

una condici6n necesaria para que esto suceda es que las deriva-

das de C con respecto a x y a T sean cero; es decir 

dC/dx = O 

dC/dT O 

dC/dx -(x+At)-
2

(Ak + (IC/2)x 2 +A 2 VT) + ICx(x+AT)- 1= O 

(2.15) 

-Ak(IC/2)x 2
- VA 2 T + ICAT = O (2.16) 

6 

Ak + (IC/2)x 
X 

(2.18) 

Se deben encontrar los valores para O < T* < w y O < x* < 

Resolviendo 2.18, se obtiene 

X 
VA 
IC ::!: ( (VA/IC) 2 

·- 2Ak/IC)i, (2.19 

Si (VA} 2 < 2kAIC el valor del discriminante es negativo ·.~ x re-

sulta no ser real en 2.18. 
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Si (VA) 2= 2;\kIC hay un único valor que satisface 2.13. 

Si (VA) 2 > 2AkIC hay dos valores ~ositivos de x para los cua­

les se satisface (2.lO}de donde: 

Vl./IC > ((Vl./IC) 2 - (2hk/IC))i, (2.20) 

en el caso en do::lde x no :?S real no existe un valor '!' el. cual 

satisfaga O<T<oo y el valor 6¿ti~o de T deberá ser 00 • Si al 

valor 6ptir:i.o es co la condici6n (VA) 2 < 2Al~IC implica que se i_!! 

curre en costos de ventas p~rdidas siempre. Considere uno o 

dos valores de x que satisfacen (2.10) sustituyendo (2.19) en 

(2.16) y despu~s de una pequeña manipulaci6n 

l.T=-l.V/IC±((Vl./IC) 2 - (~\k/IC))J,¡ (2.21) 

Sin embargo de la ec. (2.20) se sigue que T<O 9ara ambos signos 

y que el 6ptirno no está en 0<~<00 , en este caso el valor 6pti~o 

es T = O, de donde (VA) ~ 2AkIC, es decir, el costo de ejecutar 

con cualquier cantidad positiva 1a pérdida de ventas. En el 

caso en que (VA) 2= AkIC cualquier valor de Tes óptimo. 

En resumen nunca se incurre en un tar.iaño 6ptirno de T. Si la 

p~rdida de ventas es permitida y se tiene (VI.) 2 > 2kAIC 

la soluci6n es precisamente la rais~a que la de la Secci6n (2.1) 

es decir x = l/ZA}-.:/IC ·y de 1a figura {2.1) se sigue que hay 

un intervalo de tie:-'.:?O en que no hay ;::iérdida de ventas (Raf. 55) 



CAPI':i'ULO III 

t·!ODBLOS PRODA3ILISTICOS BASICOS 

El presente capítulo se concentra en el análisis del control 

de l.a producci6n-inventario, en el caso particul.ar en que la 
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demanda es probabilística. Esta situaci6n es mucho más reali~ 

ta que el caso deterrain~stico analizado en el capítulo ante­

rior. De manera semejante se hace el an§lisis para diferentes 

situaciones con uno o varioo períodos de planeaci6n de produc­

ci6n. 

El cap!tulo se desarrolla de la ~anera siguiente: En 1 a pr int~ 

ra secci6n se muestra un ~odelo clásico de Droducci6n-inventario 

con demanda estocástica. En la segunda sección, se utiliza el 

mismo modelo pero se involucran costos de ?re!?araci6n y en la 

siguiente sección se trata el modelo para períodos nOltiples y 

sin costos de preparación. Por ííl tino se analiza el nodelo pa­

ra períodos rnOltiples y con costos fijos de ordenaci6n. 
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3 .1 ?-~ODELO SIN COSTO DE PRBPJ\RACI0?-1 

Es importante analizar otros modelos que se !1UCden clasificar 

ta1abiltin dentro de los modelos cllisicos de inventario: los mo-

delos cstoc§.sticos; los cuales presentan la característica 

esencial de que la demanda es una variable aleatoria con dis­

tribución de probabilidad conocida. El nodelo puede ser des-

crito como sigue: suponga que los artículoG son demandados 

ulcatorirunente '..' producidos a un costo de e unidades rn.oncturies 

!.>or articulo. Sea h el costo de .almacenar una unidac.1 de dicho 

artículo. El costo de la demanda no 5a tis:!:echa es de P unida-

U~s monetarias por articulo. Sea D la variable aleatoria que 

rc!lresenta la demanda durante el. 9eríoclo. Se supone que n es 

continua con funci6n de densidad f (D) • Se cst§. considerando el 

modelo para un s6lo periodo y sin costos fijos de pre~nraci6n. 

Sea ! la cantidad de unidades dis9onibles al conicn=o del ~eri~ 

do. 

El problema es deter!'J.inar el nivel óptimo de inventario I* que 

deber§. tenerse a la mano al cor:1enzar eJ. período de manera tnl 

que los costos esperados se ni!lirn.iccn. 

Este modelo describe el caso de inventario de un artículo en al 

cual la deoanda ocurre en un intervalo rclativa~entc corto, de2 

pu6s del c~al se vuelve obsoleto, se echa a perder o no ·se de-
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manda en otro 7eríodo. La característica qu~ distingue a cstz 

modelo es guc se presenta s6lo una o?ortunidatl para ?reducir 

el artículo y esto ocurre al Qrinci~io del período. La canti-

dad vendida durante el oeríodo, si I unidades se tienen a la 

mano al co~ienzo del ?eríodo es: min (D,I). La cantidad de iE 

ventario en exceso al. final de:!. :.:•cri.odo er; rn3:t { '.), I-D} '-' la 

condici6n de déficit al final del ?críodo C$: 

r o Si D ::_ 1 

\!J (I ,Dl - l D-1 Si D > 1 

(3 .1) 

~l co$tO total es~crado en el 9eríodo consiste de la suma de 

los costos esperados de ordenación o p:-oclucr.:.i6n, almacenamien-

to y déficit. Dcn6tcsc ese costo ;;ior C(I) de !":.Oda qu2: 

C (1) J:cI-~max(a, D-ll + h ~ax (0,1-D))f(D)dD 

o 

CI + J:(D-l)f(D)dD 

I 

+ rlh(l-D)f!D)dD 

o 

(3. 2) 

Es claro que se de!:>c cncontrax- el valor de I* tal que minir.•ice 

C(I), dicho valor ~e cr.cuentra derivando C{I) con respecto a I 

e igulándola a cero. 
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6 

dC(I) / dI o 

e + h rf(D)dD - o 

o 

C + h F (I) - p (l-F!I)) 

(3. 3) 

e 

o (3. 4) 

de modo que el valor de I* que ~~tisface dicha d?.rivada es: 

(3. 5) 
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donde I* es definida sí y solo si, p>C; si p<C no se pu2c.lc op~ 

rar el sistema de inventario, sin er!lbarS"O: 

d'C(I)/dI 2 (p+h)f{I} >O (3.G) 

La soluci6n para encontrar r* la dú la ecuación (3.5} con el ~f 

nimo global equivalente a decir que C(I) es convexa, ~or esto, 

{ 

ordenar {I*-I) 

no ordenar 

(Ref. 31) 

si I<tt > I 

si I* < I (3. 7) 



Ejemplo 3 .1 su:ionga que la deraanda en gnlones c12 un jara::i::? 

dul.ce durante una semana e~ distribuióo e:cponcnciulm::?nto co:i 

una media de 100 galones, e3tO es: 

f(dl = 0.01 -0.0lt e t>O 
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El jarabe es producido una vez por semana y si no es usado du-

rante esa semana, se echa a perder. El costo r.1arginal de pro-

ducci6n de dicho jarabe es de $ 1.00 por gal6n. Cualquier can 

tidad no usada es vendida al ~in de sc~ana a un costo de $0.10 

por gal6n, y es tratada como desecho. Si hay ñt.1f'i.r:i t:. las ven-

tas se pierden. Un gal6n do j!lrabc genera una gana~ic::i-1. netu de 

$2.00. Detern1inar la cantidad de galones a r:>roducir I* tal que 

la demanda sea satisfecha. 

De la ecuaci6n 

f(I*)= 
I* L 0.01 

0.475 =:;. r• 

2.00-1.ao 
2 • .JO+l.CO 

5•!.G c;alones. 

Se de~en ~reducir 64.S galones a la zemana de jarñbe dulce para 

satisfacer la de~anda. 
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3. 2 ~lODELO CON COSTO DE PREPARACION 

En general cuando se va a producir o comprar cierto artículo 

siempre se incurre en costos de prcparaci6n, que para este es-

tudio se denotará por k. Este costo incluye: los costos de 

compra de herramienta, maquinaria, materia prina, estudios de 

mercado, de factibilidad, etc. y son cargados al inicio del ~~ 

ríodo. Los costos que se manejan son el de prod\1cci6n o com.~ra 

que se denota por C, da almacenamiento que se denomina h,-y 

de déficit •llamado P. Los costos de almacP-narniento y dé-

ficit se supondrán lineales y son representados por la funci6n 

G(I) de la siguiente manera. 

G(I) = p FD-I) f (D) dD + h 

I 

FI-D)f(D)dD 

o 

Defínase la cantidad disponible en inventaj:io I como: 

I Io + (I-Io} 

( 3. 8) 

( 3. 9) 

donde lo es la existencia inicial antes de tornar la decisi6n de 

ordenar cierta cantidad, e (I-Io) es la cantidad pedida o prod~ 

e ida . De modo que al considerar los costos de prcparci6n k, 

. Producci6n o adquisici·(•n C y la funci6n G (I} definida anterior-

mente se tiene: 



Cl fo OCl.) 

-r··------
K 

_L .. _--------

I 

FIGURA 3. 1 REPRESr.NTACION Dr.L COSTO EN FUNCION DEL 
INVP.NTl\RIO 

C (I) 

J k + C(I-Io) + G(I) 

1 G (I) 

si I · > Io 

si I Io 
(J .10) 
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donde C (I} representa el costo total es~erado en el ·;ic:::!odo. 

Elaborando una gráfica como funci6n de los costos '-' del invcn-

tario se tiene la fig {3.1}. 

Sea I* el valor de I que minimiza CI+G {I} y definase i corno el. 

menor valor de I pur~ ~1 cual Ci + G ~i) = k + CI* + G(I*). D~ 

la fig (3.1) es posible analizar tres casos de int3rés. 

a) I o > I* 

b) i ~ 1 0 < I* 

e) I o. < i 
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Caso a). Es el caso en que el inventario inicial es mayor que 

el inventario 6ptirno. Si I 0 >I* entonces 

k + CI + G{I) > CI 0 + G(Io) V I>Io (3.11) 

6 

k + C(I-Io)+G(I) > G(Io) (3.12) 

donde (k + C(I-Io) +G(I)) es el costo total esperado si se ha-

ce pedido, y G{I 0 ) es el costo total esperado si no se hace pe-

dido alguno. Por tanto la política 6ptima indica que si Io>I* 

no se haga pedido alguno. 

Caso b). Si i < Io ::_ I* resulta que 

ó 
k + CI + G(I).:; Cio + G(Io) 

k + C(I-Io) + G(I) ~ G(Io) (3 .13) 

donde (k + C(I-Io) + G(I))es el costo total esperado si se hace 

pedido y G(Io) es el costo total esperado si no se hnce pedido, 

nuevamente hacer pedido resulta m§s caro que no hacerlo. 

Caso e). Si Io<i se tiene que: 

min (k+CI+G(I)) 
r;:r o 

(k+CI*+G(I*)) < Cio + G(Io) (3 .14) 



o bien 

rnin (k+C(I-Iol + G(I))-(k+C(I*-Io) +G(I*))< G(Io) 
I~Io 
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(3.15) 

de modo que los costos incurridos son menores si se hace pedí-

do hasta completar I*. En resumen la política 6ptimn de hacer 

pedido es l.a- siguiente: 

{ 

Si Io<i 

Si Io ::_i 

h~gase pedido hasta completar I* 

no se haga pedido alguno 

El valor de I* 6~tirno se obtiene nuevamente a partir de la ecu~ 

ci6n (3.5) 

<!> (I*) p-c 
p+h 

donde i es el menor valor que satisface 

Ci + G(i) k +CI* + G(I*) (3• lG) 

la cual es una política del tipo (s,S) que es una de las mfis co­

múnmente usadas en la industria (Ref 17) 



Note gue estos resultados ;>ucden sor c:ttendidos ül caso donde 

G(I) es estrictamente conve:ca; en tal caso la :10l1tica 6pti~1a 

de ordenación es: 

{ 

ordenar (I*-I) 

no Olidenar 

si I < i 

si I ~ i 
(3.17) 

42 
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Ejern~lo J.2 Suponga que una compañía produce esmalte de uñas, 

y que la dcnanda mensual ~?resenta una distribuci6n eX!)Oncncial 

dada como sigue: 

f (D) 1 e-D/10000 
10000 D>O 

El esmalte de uñas tiene un costo marginal d~ $ 20.00, el cos­

to de preparaci~n es de :? D00.00 y cada clrnaltc es vendido al 

pf1blico en $ 45.00 con una utilidad de $ 25.00. Si la demanda 

es mayor que el abastecimiento disponible entonces debe ínter-

pretarse el costo unitario de la demanda no satisfecha corno el 

ingreso pedido de $ 45.00 por esrnal.te. El costo de alP\acenamie!! 

to por esmalte es de ...:s.9. DO. 

Determinar el nf1mero de unidades que se deben producir tal que 

la demanda sea satisfecha. 

De la ecuaci6n (3. 5) 

$ (I) = r 
o 

1 e-D/10000 dD 
Tiilfü1i 1 _ e-I/loaoo = 45-20 

45=9 

La cantidad 6ptirna a produciroe es I* = llü56. De ln ecuaci6n 

(3 .16) 



G00+20(11056)+45 r 
11855 

( D-1185~) 1 e-D/lOOOOan 
TOOOO 

J
ll056 

-9 ( 11éJ56-D) 

o 
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de modo que i 1067{. Entonces la polftica 6ptima requiere 

que se haga una serie de producci6n hasta corn?letar I=llBSS un!_ 

dades de esmalte de uñas, si la cantidad a la mano es menor que 

10674. De lo contrario no se haga ~edido alguno. 
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3 .·3 :MODET..O MULTIPF.RIODICO SIN COSTOS FIJOS 03 ORDENACION 

Una extensi6n 16gica del análisis de las secciones anteriorcj 

es planear un horizonte de 9roducci6n para m~s de un periodo. 

En esta secci6n se discute el modelo de plancaci6n de ~roduc­

ci6n-invcntario para r:i.tiltiples periodos en el cual. la revisi6n 

del nivel de inventario y la decisi6n de ordenar es hecha s6lo 

a intervalos fijos de tiempo. Los ntodelos de rcvisi6n pcriódl_ 

ca son importantes porque loo sistemas en el mundo real son 

operados de acuerdo a políticas de este tipo. El model.o 9uedc 

ser descrito Ce la siguiente manera: se supondr& que el hori­

zonte de planeaci6n es ?ara n-periodos, que la revisi6n de in­

ventario se hace al comienzo de cada periodo y que la entrega 

de nrticulos una vez ordenados es inmediata, se per~itc que ha­

ya déficit excepto a1 final del periodo N, se supone que la de­

manda D es independiente en ·cada periodo y distribu1da id~ntic~ 

mente como una variable aleatoria continua con densidad de _;_:>ro-

habilidad f (D). 

E1 precio de compra e del artículo depende de las unidades or­

denadas, los costos de almacenamiento y- dé?ficit son de h 1' p 

unidadeR ~onetarias reEpcctivamente. Fina1mentc se define el 

factor de descuento de los costos denotado por a, O<a.<1. Tal 

que a es de la forma a= (l+r)-
1 

donde r es la tas~ de interés 

9or r>eríodo .. 
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E1 problema es encontrar lil.s cantidades óptimas Düra hacer 1os 

9edidos de modo qu2 los costos CS?erados totales se minimicen. 

Sea Ioj el inventario neto al p~incipio del ~er1odo j, ~or el 

análisis hecho en las secciones 3.1 y 3.2 la ?Olftica 69ti~a 

impl.ica que: 

{ 

ordenar Ij - Iaj 

no ordenar 

si 

oi 

Ij > Io j 
( 3 .18 l 

Ij ~ Io j 

Se mostrará que en ausencia de un costo fijo de ordenaci6n, el 

ordenar una cantidad rna!•or que I e::; l?. ?Olí ti ca óptima. El CO.!!, 

to en el período j es: 

{ 

C (I.-Io .) + G(IJ.) 
J J· 

G (Ij) 

si 

si 

I. > Io j 
J 

(3.19) 
I. _:: I,o j J 

donde G es la suma esperada de un solo ?Criado de los costos da 

alnacenarniento y déficit. 

h 

I. 

J (~j-D)f(D)dD +P. 

o 
FD-Ij)f(D)dD 

Ij 

( 3. 20 l 
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El ryrograma de optimizaci6n deberá encontrar el valor Ce I~ p_a 
- J 

ra cada perí.odo j = 1,2, .•• , N tal que el costo de descuento 

esperado: 

R 
N 

E { E 
j=l 

·sea mínimo. 

( 3. 21) 

Utilizando el método de prograrnaci6n dinámica es !"Josibl.e encorr 

trar la relaci6n recursiva esperada tal que se obtenga el rn!ni 

rno de la ecuaci6n anterior. 

{c(Ij-Ioj) + G(Ij) + ciE(Rj+l(Ij-D)) 

l00

Rj+l(Ij-D)f(D)dD 

o 

j = l.•• N 

(3.22) 

(3. 23) 

donde Rj (I 0 j) es el costo total. I:'l.Ínirno sobre los periodos j ¡ 

j+l, .•• , N cuando el inventario neto al ~rincipio del periodo 

es Asimismo, c{Ij-Iojl + G(Ij) es el costo esperado en el 
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período j y Rj+l (Ij-0) C5 el costo míni~o obténido sobre los 

períodos N-j. 

Este; mismo I!IOdelo pusde ser C}:tendido al caso donde se tienen 

costos fijos por ordenación, cuya política presenta la si~uie~ 

te estructura de costos: 

1 : 
(3. 21) 

tal situaci6n tarnbi~n puede ser formulada corno un modelo de 9r2 

gramaci6n dinámica; la relación de recursi6n apropiada es: 

RJ. (I 0 J.)= mín {U(I .-Io .)+G(I.)+aE(R.+l (I .-D))} 
r. Io. J J J J J 
J- J 

J=I, ••• N 

(3.25) 

Te6ricarnente, es posible obtener la soluci6n 6[>tioa de (3. 2•1) 

por los m~todos de programaci6n dir.&mica tradicionales, sin en­

bargo su manipulación es un tanto tediosa~ y no se efcctaa en 

·este trabajo. 
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Ejernplo-3 .. 3 

La demanda para un artículo cada dos períodos eo uniformemente 

distribuida de O a 10, es decir f (Ol = 0.10 O~D~lO. Bl ces-

to de compra del artículo es dP ::;2. 00 si sobra :r.'lercanc!a al fi-

nal del período su precio se eleva a $ G .. OO. El costo 9or dé­

ficit de cada artículo es de $ 10.00. Encontrar la política 

?ptirna para dos períodos con el factor de descuento a=l. 

Considere el periodo 2, entonces si j=2. 

De acuerdo a la ecuaci6n 3.22 

R 2 (I 2 ) = r.lÍn {2(I 2 - Io2} + G(I2) + 0}} 
I2.::_Io2 

corno Rj+l 

o-e 
P+h 

10-2 
l~+ó 

O entonces 

o.s 

el valor 6ptir.io I* a pedir es 5. En forr,1a más gl::!neraJ.. 
2 

ecuación 3.20 

G (I•) 
2 6 r (I-D) (O.l)dD+lOrO (D-I) (O.l)dD 

O I 

De la 

:¡ 



0.6 I 2 - 101 + 50 

Por otro lado 

E(R2(I1-Dl) 

J

lO 

O R.(I 1-!!)(0.l)dD 

J
I-5 

((0.8) (I1~D) 2 -10 

o 

(!i-D) + 50) (0.l)dD 

[

10 

+ (2(5-I1+D) + O.B(S)'-10(5) + 50) (O.l)dD 
J I1-? 

.02 Ii - .4 I~ - 36.6 

Ahora considerando el período 1 de la ecuación 3.22 

r.iín {2(I1-Io1) + O.OI~-10I 1 + 50 
I12:Ioi 

= min {­
I1~Io i 

diferenciando R1 {:io 1l con respecto n 11 se obtiene el r.tí.nimo: 

50 
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-10 + .OI1 + .06Ii o 

entonces 

de Ja.odo que la pol!tica 6ptirna es ordenar hasta completar 7. 25 

unidades al principio del prioer período y ordenar en el segun­

do::. pet!odo '.hasta Completar 5: unidades. 

----.. -,,., .. --·-·-···- ._, . 
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CAPITULO IV 

r.10DELO BASICO DE P:lODUCCIO!'I-Il'lVENTJ\RIO 

El presente capítulo se concentra en el an~lisis del control de 

producci6n-invcntnrio para el caso particular en que las funci~ 

nes de costos y de inventario son c6ncavas, esto se debe a que 

en los problemas de inventario de ti90 real los costos involu-

erados casi nunca son lineales. E>:istcn situaciones en l.os que 

hay cargos fijos por diferentes motivos, por ejemplo, cese o 

arranque de producci6n, mantenimiento de maquinaria o si~plc~c~ 

te cambios de producci6n ·de l.a cantidad de artf.culos de una mis-

ma clase. Esto precisamente es lo que nos lleva a hacer el es-

tudio de la producci6n cuando las funciones Ue costos son c6n-

cavas. 

Este capítulo se desarrolla como sigue: en la primera secci6n 

se describe el modelo deterrninístico de producci6n-invcntario 

y se propone un ra€todo de soluci6n usando programaci6n dinámica. 

' En l.a segunda sccci6n, se analio;:n C?l misno I'lodclo para el caso 

de costos c6ncavos y se caracteriza la 5oluci6n óptima para ob-

tener un método de soluci6n maS sencillo también con 9rograMü-

ci6n din~mica. En la tercera sccci6n se anal.iza la extensi6n 

al caso con costos c6ncavos cuando c:>:iste dé:Eici t y se encucn-

tran resultados semejantes. En la Gltima secci6n se describen 

algunos ejemplos ilustrativos que posteriormente se co~9rue~an 

computacional.mente. 
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4. 1 EL MODELO BASICO DE PRODUCCIOU-IUVEN~ARIO 

Considérese la 9robleMática de detcrminaci6n de una política 

de opcraci6n óptima de un sistema de producci6n-inventurio cun 

demanUa detcrninísticü. en un período de planeaci6n consistente 

de N períodos. Suponga que en cada período n se tiene una de­

manda conocida de un nlisrno artículo que se denota por d
11 

y que 

el costo de ~reducir xn artículos en dicho periodo es c 0 (x11 ) 

con en(•) función conocida. Tambi~n suponga que el costo de 

al.raacenar ¡·n unidades del artíc11lo en cuestión durante el !_Jc­

ríodo n es dado ~or hn(~0 ) con hn(•) función conocida. La d~ 

r,1anda se supone debe satisfacerse con l.a producci6n del mismo 

período o uno anterior, equivalentemente, se dice que el sist~ 

ma de producci6n-inventario no permite demanda acumulada o dé­

ficit en la satisfacción de demanda. Finalmente supondremos, 

sin pérdida de genera1idad, que tanto el inventario inicial c2 

mo el invent~rio al final del horizonte de planeaci6n es cero. 

El objetivo es deter~innr la producci6n que Gatisfaga la derna~ 

da a costo mínimo. 

Zn el modelo de:! producción-inventario la forrila de las funcio-· 

nes de costo por producción o inventario que se permite es g~­

ncral y el modelo puede ex9resarse formalmente corno: 
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MODELO A. Determine los niveles de producci6n e inventario t~ 

les ·que se 

sujeto a 

(1) I + n 

N 
minimice E [cn(xn) 

n=l 

"n d + I n+l n 

( 2) X >o X entero n- n 

(3) Ii = IN+l = o In > o 

+ h (I ) ] 
n n 

I 
n 

entero 

n 

n 

n 

n 

(4 .1) 

1,2, ... ; ·N 

1,2, ••. , N 

1, 2, ..... , N 

2,3, ..• , N 

En dicho modelo ~ucde obscrvnrse que la condici6n (1) asegura 

la continuidad de los materiales en cada ?er!odo, esto es, el 

inventario en ese período más lo que se produce cG igual a la 

demanda más el material que queda en inventario en el período 

siguiente. "Las otras condiciones aseguran que t~nto la produ~ 

ci6n como el inventario son nGneros enteros no-negativos. En 

particular la condición ¡ >O equivale, en términos más genera-
n-

les, a que la demanda sea satisfecha por producci6n de ese pe-

riodo o anteriores. !Jas funciones ele costo ::ior _,:?roduCci6n o i,!! 

ventario en cada periodo s6lo requieren estar definidas para V!!_ 

lores enteros no-negativos. 
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Conviene señalar :que los niveles de producción e inver1tario e~ 

tán interrelacionadon y que si conovemos, por ejemplo, los ni­

veles de inventario en cada periodo, podenoz deteZT.1inar los ni 
veles de producci6n. Recíprocar1lcnte, si conocernos los niveles 

de producci~n x1 hasta xN podemos determinar los niveles de i~ 

ventaría por medio de la ecunci6n 

( 4. 2) 

donde n = 2, •.• , N. Dicha ecuaci6n se deduce de la sur.la re!le-

tida de las condiciones tipo (1) expresadas en el modelo. Es 

interesdnte observar ac la ecuaci6n anterior que el nivel de 

in~entario en el per~odo n, denotado In' es igual a la produc­

ción total hasta el período n-1 menos la demanda total hasta 

ose mismo período. 

En el modelo A se dice que un vector (x1 , ..• , xN) es un plan 

de producci6n factible si junto con los niveles de inventario 

asociados satisfacen las restricciones del modelo. El vector 

se dice plan de producci~n 6oti~o, si es factible y minimiza 

la función· objetivo del modelo. 

El inodelo 1\ corresponde a un pro::,1ema de !)rogramaci~n no-lineal 

con varinblcs enteros pero puede resolverse con m~todos senci­

llos debido a su estructura. 
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Forrnulaci6n del oodelo usando redes. 

Un aspecto importante en la conceptualizaci6n del Jl\Odelo A es 

su descripci6n esquemática por medio de redes, esto es, un COE 

junto de elementos denominados nodos ~r un conjunto de elementos 

aenominados arcos que consisten de 9ares ordenados de nodos. 

En t~rminos de redes, el modelo A equivale a la determinaci6n 

de los "flujos" que ocurren a lo largo de los arcos y el. flujo 

que entra en cada nodo es igual al ilujo que sale (figura 4.1). 

Asimismo, se tiene un denominado nodo fuente (el nodo O en la 

figura lj de donde parte todo el flujo que en nuestro modelo 

equivale a toda la producci6n. La red asociada al ~odelo ex~r~ 

sa la condici~I1 = IN=l = O. En cada arco, el costo por paso 

de flujo queda ex~resado por h
0

(In) obien cn(xn), de~endiendo 

de1 f1ujo In o xn; respectivamente. 

En t~rrninos de la red asociada con el modelo, se dice que un 

flujo es factible si es entero y satisface todas las restric­

'ciones del modelo. Un flujo óptioo es un flujo factible cuya 

suma de costos en todos los arcos es mínimo. 

Un m~todo de soluci6n general. 

La estructura de rnodel A perraitc dcterninar un ?lan de produc­

ci6n 6ptimo usnndo el ~étodo de la ?rograrnaci6n dinámica- pro-
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F1GURA 4. 1 RZPRESENTACION DEL MODELO A 

puesto por Bellman.. Dicho método se aplica convenientemente 

cuando existe un proceso secuencial y está basado en lá• dcifihl.ói6n 

correcta del concepto de estado, esto es, la informaci6n rcle-

vante del proceso en cada período. En el 9rescnte caso, con-

viene definir el estado (n, In) que representa el desarrollo 

del sistema de r>roducción-inventario del período n hasta N da-

do que se dis9one de un nivel de inventario In. 

Sea f(n, In) el costo mínimo de satisfacer la demanda durante 

los periodos n hasta N dado que el inventario en el periodo n 

Suponga que la f(n, In) incluye el costo de inventario 

hn(In) incurrido en forma inmediata, así como todos los costos 

de producci6n e inventario de toe."'..:>:.:> los periodos restantes. 
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En estos t~rminos, el problema original equivale a determinar 

el plan 6ptimo de producci6n asociado con el primer período da 

do que tenemos un inventario cero o bien f(l,0). 

El cálculo de los valores f(n, I 0 ), n= 1, ... , N pueden hacer-

se de manera recursiva. Específicamente, note que en el periodo 

N el inventario final debe ser cero por lo que el inventario 

al inicio de ese período tiene que ser menor o igual a la de-

manda dN. Específicamente, IN ~ dN 

f(N,IN) es dado por: 

y el valor de la funci6n 

(4. 3) 

para todos los valores IN= 0,1,2, ••. , dN. El cálculo de - -

f(N, IN) es sencillo dadas las condiciones terminales del ~ro­

blema. La ecuación asociada con f (N,IN) es comúnmente denomi­

nada, la condici6n de frontera de la prograrnaci6n din&rniéa. 

Consid~rese ahora el estado (n, In) donde n < N y denote por 

xn la cantidad de producci6n durante el período n. La suma de 

los inventarios en este período rn&s la producci6n, esto es In 

+ xn' debe ser mayor o igual que la dc~anda dn durante ese pe­

riodo y menor que la demanda total durante los periodos restü~ 

tes. Espec1ficaocnte, un nivel de producci6n x se dice facti­

ble respecto al estado (n, In) si x
0 

es un entero no-negativo 

que satisface: 
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Es inmediato que existe un nGrnero ~inito de enteros xn que sa­

tisfacen esta re1aci6n y podernos calcular f(n,~n) usando el ªE 

gumento usual de la programaci6n dinámica, esto es, la ecuaci6n 

recursiva: 

min !h (I ) + e (x) 
n n n ( 4 • 4) 

donde el mínimo se calcula sobre todos los niveles de produc-

ci6n x que son factibles. 

- , ... , ---
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4. 2 EL MODELO J3ASICO CON COSTOS CONCAVOS 

En esta secci6n se analiza el modelo A de producci6n-invcntario 

bajo la hip6tesis que tanto las funciones de costo por produc­

ci~n corno inventario son funciones c6ncavas. Una funci6n cón­

cava es aquella que tiene la propiedad de costos marginales d~ 

crecientes, es decir, el costo de producir una unidad adicional 

de producto cuando estamos en el nivel de producci6n x+l es m~ 

nor que el correspondiente al nivel x. La forma tipica de es­

tas funciones se muestra en la fig. 4. 2 ~' se oDserva que en, 

t~nninos analíticos, dicha propiedad equivale a 

f(x+2) - f(x+l) ~ f(x+l) - f(x) (4.5) 

para todo entero x~O. Si definirnos la diferencia hacia adelan­

te de una funci6n f como ~f(x) = f(x+l)-f(x) y la segunda dife­

rencia hacia adelante de f como 6 2 f(x) = ~f(x+l)-fif(x) es sene! 

llo concluir que una función f es cóncava si y solo si su segu.!l 

da diferencia hacia adelante es no-negativa. 

SuPonga que las funciones de costo tanto de producción corno in 

ventaría del modelo b&sico son c6ncavas. La propiedad de conc~ 

vidad de tales funciones permite caracterizar los planes de pr2 

ducci6n 6ptirnos en forma sencilla y proponer métodos de soluci6n 

eficientes. con el prop6sito de em:;:iezar el an!llisis de este m2, 
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e 

- - - - - --;-1"'--+ 

X xt 1 x+ r • • • 

FIGUilJ\. 4, 2 FUNCION CONCAVA 

delo conviene observar la representaci6n del mismo en términos 

de redes (fig 4·.3).En dicha red existen varios circuitos, esto 

es, sucesiones de nodos y arcos de la forma 

o--> i --> i+2 ~-> •.• ---> p <--o 

donde el sentido de J.a flecha indica el sentido en que se utili-

za el arco que une un par de nodos. Una circulaci6n en la red 

es un fJ.ujo distinto de cero <1ue circula a lo largo del circui-

to. Es interesa11te puntualizar que en la .red de flujo que re­

presenta el modelo de producción-inventario no existe una cir-

culaci6n sí y solo sí xiii=O para todo i=2,3, ..• , n (Lema 1). 

Equivalentemente, no existe una circulaci6n s! y solo s! en ca­

da nodo i la demanda se satisface usando inventario de art!cuio 
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FICUWI 4. 3 REPRESENTACION DEL ?-10DELO A DE TIPO OONCAVO EN 
'IERMINOS DE REI>F.S. 

del periodo anterior o producci6n del periodo i !_:>ero no ambos. 

Por otra parte, se cu1nple que existe un plan de producción 6p-

timo x 

rios I 

(x 1 , x 2 , ••• xn) con correspondiente plan de inventa­

(Ii.1 I 2 , ••. , Irl talque xi Ii= O ~ara todo i=l, •.. n 

(Teorema 1) o equivalentemente existe plan de producci6n 6pti-

mo tal que no forma circulaciones en la red que representa el 

modelo. Esta condici6n permite establecer métodos sencillos de 

sol.uci6n. 
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Lema l. Un fl.ujo factib!e e,1 el modelo A no tiene circuito!t 

sí y solo sí satisiacc: 

o j 2, .... n { 4. G) 

esto es, en cada nodo la demanda se satisface usando inv2ntario 

de períodos anterioron o producción del ?ni.$mO período pero n .. ., 

en ambos. 

Prueba. Si existe un circuito en ln red asociadn con el ~oUelo 

A oe tiene que es de la forna 

o --> i --> i + l --> • • . __ ,, j <:-- .; 

y necesariamente Ijxj rf. o. Recfproca1':1ente, si Ij;rj j O nor al­

gún j = 2,3, .... , n ·es sencil.lo verficar que existe un circuito 

como el. indicado al '.Jrincipio de la prueba y terminamos. 
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Teorema l. Consideresc el modelo A de producci6n-inventario 

con costos concavos. Entonces, existe al ~anos un plan de pro­

ducci6n óptimo x = (x1 , ...• , xn) con correspondiente plan de i!!. 

ventario I = (I1 , •.. , I
0

) tal que xiii=O para todo período i=l, 

••. , n. 

Prueba. Dado que existe un número finito de planes de producci6n 

factibles se concluye que al. menos uno de ellos es 6ptimo. sea x = 

Cx1 , ... , xn) un plan de producción 6ptimo con correspondiente 

plan de inventarios I = (I1 ,I 2 , •.• , I
0

} tal que minimiza la suma 

(xl + Il) + .... + (xn + In) sobre todos los planes de producci6n 

Optimas. Suponga que xiii~ o para algún i=l, . . . , n • Entonces, 

el lema 1 impl.ica que existe un circuito. Dicho circuito es de 

l.a forma (0, i, i+l, •••• , j, O) donde cada :tndicc está. asoci~do 

a un nodo de la red asociada a1 prob1ema considerado (figura ~.4}. 

Observe que todos los flujos en este circuito son enteros positi-

vos .. 

Un nuevo flujo factible se obtiene si incrementarnos xi en una uni­

dad: incrementarnos Ik en una unidad para i < k ;:, j; y decrementa­

rnos x. en una unidad. El costo asociado con este nuevo flujo no 
J 

puede ser menor que el cost.o óptimo. Por lo que !'>Odemos escribir 

(4.7) 
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~~e---~··· -G) 

FIGURA4.:4. SUBRED ASOCIADA CON EL CIRCUITO 

De manera an~loga, es factible perturbar el plan de producción 

6ptimo x decrementando xi en una unidad; decrer.ientando IK en 

una unidad para i < k ~ j: y, aumentando xj en una unidadª El 

flujo o plan perturbado tiene un costo mayor igual que el cos-

to 6ptimo y podemos escribir 

y 
j 
E 

k=i+l 

j 
C.(x.+l) + E 

J J k=i+l 

Sumando p con y y arreglando la suma tenemos 

( 4. B) 

(4. 9) 
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pero, las segundas diferencias hacia adelante de funciones c6~ 

cavas son no-positivus. Entonces podemos concluir que la des!, 

gualdad anterior es una ecuaci~n y, por lo tanto, ambos planes 

de praducci6n perturbados son 6ptimos. Sin embargo, la pcrtuE 

baci6n que disminuye xi e Ik donde i < k ::_ j, en una unidad, 

y aumenta xj en una unidad es tal que disminuye en forma neta 

el flujo en las áreas en (j-i)>O unidades. Esto contradice la 

minirnalidad de la suma {x1+1 1 ) + 

prueba (Ref. 15). 

Una implicaci6n importante del teorema 1 es que el plan de pr~ 

ducci6n 6ptimo x satisface la siguiente progiedad: si ~e pro-

duce en el período i, el volunen de producci6n satisface la d~ 

manda de ese perf.oclo y todoG los demás periodos anteriores al. 

siguiente periodo de 9roducci6n j donde i<j. En estos términos 

se observa que si definirnos e. . como el· corte de producción y 
l.J 

mantenimiento asociado con la satis~acci6n de J.a demanda del p~ 

rí.odo i hasta u.n periodo antes del periodo j se tiene que di-

cho costo equivale a: 

j-1 
C. ( E dk) + 

1 k;i::i 

j-1 
E h 

k=i k. 
(4.10) 

ni conocernos dichos costos ~ara toUo (i,j) donde i<j podernoü r~ 

solver ~l inodelo A de producción-inventario usando· la técnica 
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de progranaci6n din~mica, cspecificarnente defina =<i) co~o el 

costo ~!nimo de satisfacer la demanda durante el ~criado i a N 

dado que se tiene un inventario cero. 

f (i) ~in {Cij + f(i)} (4 .11) 
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Ejemplo 4.1 Co~sidere u~ sistema de ~roducci6n-invcntario con 

la dena~da d~tcr~in!stic~ y horizo~to de ?lancación consistente 

de cuatro periodos. Supon9a c2ue l~s funciones de costo por :ir~ 

~- La~ cor.st~ntes aso-

ciadas así como la demanda c.r. ¡_:ada ricrfodo son: 

PerS:odo Demanda costo fijo costo unitario! .costo 

i D. .. 
ci 

1 

unitario 
1 '""i '>Or inve_!! 

l:ario. 
h. 

1 

1 20 30 3 2 

2 30 ~o 3 2 

3 ,\O 30 4 1 

4 30 50 ~ 1 

Si definililOS l.as constñntes Cij asociadas con el costo d:?. satisfa­

cer la denanda desde el período i hasta anteo de:l !)er:'.Lodo j se 

tiene que: 

c12 so Cl3 lCD C14 300 

c23 130 C24 = 250 C34 lSO 

c1s 390 c2s HO C35 310 

De donde la solución con !lrograrnaci6n din:lmica es: f {5} O ".! 
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f (i) min (Cij + f(j) \ j>i) 

para todo i=l,2,3,4. Lo ~u~ dcsew~os es calcular f(l~. Efcc-

tuando operaciones se tiene qu2: 

f (•!) 

f ( 2) 

170; f(3) 

470; f(l) 

3~0 

entonces, f(l) es el costo de satisfacer la demanda durante los 

periodos 1 hasta 4, se I 1 =0 y el plan de soluci6n 6pti~o es: 

x• 
1 20' x• 

' 
30, 70, x• 

' 
o 

cuyo resultado final puede ser ar;>reciado en la fig .. 4.5 Como se 

puede obseri•ar en la figura el plan de producción no forma ci-

eles por tanto se cum~le la condici6n xiii =O de donde seco~ 

cluye que es un plan de producci6n 6ptirr:o. 

FIGURA il. 5 REP!lCSE~~TACION DEL PLlJ-1 03 PRODUCCION OPTIMO 
EJ:<:MPLO 4.1 
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4. 3 RL UODELO l\ CON COS'L'OG co~c.~vos y D~?ICI T 

En la ¡>roscnte !:lecci.6n se consi.::l~ru. el caso cua!'!do !.il d~nandu 

d en ali;ún r.:er:í.odo no es satisfecha y ésta sz ~cu?~ula ':"ara que 

en ~eríodos posteriores se satisfag~. 

La producción debe ::il.ane.:i.rse para varios !)oríodos. Ge forrnul~ 

r::i un modelo que reriresentc la 9roblen~"t.ica en clonde se consi-

derarfi que los costos invo1ucr<J.dos son: el costo unitario del 

artículo en dicho ~eríodo Ci; el costo de ~anteninicnto de in­

ventario h+ cuanclo hay articulo :t• el costo de almaccnaniento 
i 

cuando no ha:';' artícul.o hi, ta:mbi6n der:.6tese el ni vcl neto de i_!! 

ventaría co~o Ii; si Ii resulta ser nesativo, representa Ii un~ 
dades no satisfechas de der.ianda !' que deberá ser· cubierta en P!:.. 

río_dos posteriores; si Ii es !)ositivc_, r1 representa las \.lnida­

dcs en inventario en el. período i entonces el inventario neto 

será: 

Ii = Ir + Ii 

+ I
1

, Ii- 2: O enteros. 

De igual. manera qt.'.c en la sacci6n anterior la proi:>lcnática 

puede ser representada aráfica..~ente po= ~edio de una red de f1u 

jo como lo ~uestra 1~ figura (4.6} 
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FIGURA 4. 6 REPRP.SENTACION DE LA RED DE FLUJO CON DEFICI'l' 

En la red de flujo anterior, se observa que el flujo en los ªE 

cos (i+l, i) es precisamente Ii el cual rapreoenta las unidadea 

de demanda no satisfecha al principio del periodo i. 

Se desea obtener un plan de produccil5n 6ptirno tal. que ninim·1CC:! 

el conjunto de ~estos ci(•), hr{•), hit•) cuyas funciones que 

lus rcvresentan son cátcavassobre un conjunto xi~o, I:~o, I~~O 

de enteros. 

El. r:.1odelo que representa la probl.ern~tica dencrita tiene la re­

presentaci6n matemfitica siguiente: 
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l!OIJ!;J .. O 3. Dctc::-r.ii~i.c lO:J nivele:;:; dc. vroducci6n e inv~ntn.rio t.e_ 

les <::ue se: 

suj cto a: ¡l=IN+l=O 

. + -
xi+Ii + 1i+l i l. .. N 

:~i.::.o x. 
i 

ent:-?ro i l. .N 

I+ I :- + - i 2. . ~~ Ii = ri,ri..::o enteros = 
i i 

Las :;>ror,Jiedadcs de este ti:;o de r>ro:-.,lcna.s rcr:irc.scn.tc.dos con r~ 

des de flujo, presentan la oportllnidecl de ser re;;ueltos utili:::a~ 

do ::_>roc;ram.;:ci6n C.infimic.:i, en los términos q_uc si~uen: COBO 

ln!:j variélbles x 061.0 pueden tcnc!:" ciertos valores que satisfa~an 

exactamente las dcnaii.das d:n los ::>erío dos prcscnt.3s, pasados y 

futuros al :i?Cr1odo de :_""lroducci6n " cor.lo ].a!:; di son cantidades 

enteras, entonces las variables de dccisi6n ~odrf.n ocr o6lo e!! 

tar.-;s teorema 2. 
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Teorema 2. Consid~rese el modelo A de producci6n-inventario 

con costos c6ncavos y con opci6n a d~ficit en la satisfacci6n 

de la demanda. Entonces, existe al menos un plan de produc-

ci6n 6ptimo x <x 1 , x 2 , •••• , xn) con correspondiente plan 

de inventario I = (I 1 , r
2

, •••. , I
0

) tal que si xm>O y x
0

>0 

donde rn<n entonces Ii=O para al r.1euos un i que satisface 

rn<i~n. 

Prueba. Dado que existe un número finito de planes de produ.::, 

ci6n factibles se concluye que al menos uno de ellos es ópti­

mo. Sea x = (x1 ,x2 , ••. , x
0

) un plan de producci6n óptimo 

correspondiente al plan de inventario I = (I 1 ,r
2

, ••• , I
0

) 

tal que minimiza la sur.ta (x1+I1 ) + ..• + (x0 + In) sobre todos 

los planes de producción 6ptimo. Suponga dado un xrn>O y un 

xn>O donde m<n se cumple que todo Ii donde m<i~n es distinto 

de cero. Entonces se forma un circuito de la forma (O, rn, m+ 

1, ••• , n, O) y aplicando un argumento semejante al de la pru~ 

ba del teorema 1 se puede concluir que podernos pasar un flujo 

unitario en cualquier direcci6n dcl.circuito y el flujo resulta!! 

te sigue siendo 6ptimo. Procediendo de esta manera se llega a 

contradecir la suposici6n de minimalidad de la suma (x1+I1 ) + 

· •••• + (xn+In) o bien a lograr que Ii=O para algún rn<i~n. E,!! 

to termina la prueba. 



Ejenplo 4.2 

considere el nis:J.o sistcr:-.a de :::irodu.cci6n-i!1.vcntario del 

gro!Jlc:-aa ~ .1, co:i dcr:.an::la dctcrTI'.inístic.::? :.1 horizont~ de ~,lanc_§! 

ción consistente de cuatro ~eríodos. Su~onga que las funcio-

nes de costo do producción e inventario son co~o sigue: ci(xi} 

=O si xi= O; ci {~:i) = k.i+cixi si xi>') i = 1,2,3,~. Sur>onga 

que se perMitc acunulaci6n de deMana~ no satisfecha a un costo 

hi(Ii) = Piii i=l, ••. ,!:las constantes asociadas, as:í. co::10 

la dc~antla en cada per:í.odo son: 

Período 
i 

1 

2 

3 

.~ 

Deraanda 
c1i 

20 

30 

~o 

30 

costo de 
Preparación 

l{i 

30 

30 

50 

Costo 
nari:;inal 

ci 

3 

3 

Costo 
nor inven 
't.ario -

hi 

2 

2 

1 

1 

Costo 
por d~ 
ficit­

pi 

1 

1 

2 

2 

sf se definen las con:Jtanten e .. asociado con el cor.to de sati~ iJ 
facer la demanda dcsd~ el periodo i hasta antes del ~criodo j 1 

se tiene c:.ue: 

c 34=1S0, c 24=330; c 13=21Q 

c 25=510; c 1 c=~lo 

c 15=5~0 
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Entonces la soluci6n con prograrnaci6n dinámica es cono nigu~: 

f ( 5) o y 

f(il = I:lín {c;ij •· f(j) / j>i} 

pura todo i = 1, 2, 3 1 4. Lo que se desea es calcular f(l). 

Efectuando operaciones se tiene que: 

f ( ~~) 170 f(3) = 340 

f(2l =no f\l) ~50 

sicudo f (1) el r.1ír:irno costo para satisfacer la demanda de :~oS 

ri~ríodos i=l, ••. , ~, c..:uando I 1 = O. De tal forma que el p!an 

de producci6n 6ptimo estll. dudo po:.-: 

f(l) c 13 + f(J) = c 13+c35+f(5) 

f(l) = c 13 (2) + c 35 (3). 

Por lo tanto se tlcbc producir en los :i~rtodoo 2 y 3, y el ,_,!an 

deo: produce i6n 6ptil!\o es: 

70; X1 = 70; Xi, o 

con un costo 6ptimo de f(l) = 550. 



Xz : TO X,s=--70 

FIGURA 4.7 REPRESENTACION GRAFICA DE LA PRODUCCION 
OPTit-lA. EJEMPLO 4. 2 

76 

Los resultados rnencior.ados pueden observarse ~n la representa-

cien de la red de flujo fig. (4.7) 
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Cl\PITULO V 

EXTENSIONES DEL lfODELO DASICO DE PRODUCCIO!'l-INVSNTARIO 

Un aspecto importante del modelo básico presentado en el capí­

tulo anterior es la bQsqueda de extensiones que comparten el 

mismo método de soluci6n. Por ejemplo es posible que se pue­

dan resolver otros problemas del mismo tipo y esto es precisa­

mente lo que se ?retende en este capítulo. Al modelo básico 

de producci6n-invcnturio, se le suman las restricciones de lí­

mite en la 9roducci6n. 

El cap~tulo se desarrolla de la siguiente manera: El capítulo 

consta de tres secciones; en la primera se muestra el modelo 

general de producci6n-inventario modificado para cuando hay lf 

mite en la producci6n. En la segunda secci6n se describe el 

mismo modelo para el. caso en que ha~r d6ficit~ 
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5 .1 EL llOOELO BASICO CON COSTOS cot:C.l\VOS y PROOUCCION LIMITADA. 

Consid~rese el pro~lcna de Droducci6n-invcntario en que se ?re­

tende satisfacer la demanda de cierto ilrtf.culo a costo mínimo 

con la restricción de que la ~roducci6n en cada período no pu.§:_ 

de exceder de un cierto 11~it2 preestablecido L. P3ra analizar 

mejor esta problcl':lática se toma el modelo A y se sunondrá CJU8 

la demanda puede ser satisfecha por la producción de ese mismo 

9eríodo 6 por la de periodos anteriores. La obtcnci6n del plan 

de producci6n-invcntario 6pti~o se dará yara el caso en donde 

los costos de producci6n (C0 (x0 )) y de mantcni~iento de inven­

tario (hn(I0 )) son funciones c6ncavas sobre el conjunto O~xn~1h' 

I0~0 de enteros, donde xn es la producci6n, In eJ inventario y 

dn la demanda correspondiente a1 periodo n;. Los costo~ involu 

erados en li'. 9roblcr~1ática son los de alrnaccnar.iento, de h pcsos 

por articulo; de producci6n o de corn~ra, de C unidades moneta-

rias; y dc preparación J::: cargados al princi:gio del período. 

Note que la ca~acidad de producci6n está li~itada por Ln unida-

des por período. 

la restricción: 

> d n o 

Zsta capacidad de µ-oc1uccl6n debe cunplir con 

tT 
¡: L > 

n­n=l 

N 
¡: 

n=l 
d 

n 
5.1 

de modo que c:?l nodelo r ... se tranforna al y;,odelo e que presenta 

la estructura si~uiente: 



l'·lODELO C Deteroina el :;>lan de. :!_'.)roducc:.6n-inventario tal que se: 

¡¡ 
r,tinirricc {E en (xn) + hn (In)} . 

n=l 

sujeta a: 

Il In+l = o n 

In + X d + I n+l n 
n 11 

In > o n 

o :: xn :: Ln n 

l< ·N 
E Ln » E d n 

n=l n=l 11 

1 N 

1 N 

2 N 

1 N 

1 ... N 

El mínimo de liJ. funci6n cóncava se c1~ en un punto e:ctrc:mo, ~l 

cual pertenece al conjunto de solucio~~s del conjunto poliédr.4:, 

co y con ese punto e~~trerno es posible o~tener el óptimo de la 

función objetivo del notlclo c. 

Para caracterizar dicho~ ~untos extrerr.os, considere una suceoi6n 

sab de ~roducci6n,quc consiste ae·un subconjunto d~l plan de 

producci6n factih!e q_uc inclu:ye todos los :?Críodos ~ntre dos 

puntos ele ragen~raci6n con:::;acutivos {:1críodo a y periodo b), 

siendo puntos de i:"egencraci6;i aquella:; en loo cualo.c el nivel de 

inventario inicial U~l ~criado es cero, Ia Ib ~ O entonces 
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Corno Ii = ln+l~o es posible descomponer un plan de producci6n 

factible en una o más sucesiones de producci6n. 

ªº 

Una secuencia de producci6n es de capacidad restringida, si los 

niveles de producci6n en a lo más un período est~n lirnitndos 

por un cierta capacidad Lh positiva. 

0 <X <L - n- n 5.3 

Dado que el problema que nos preocupa es un conjunto poli6drico, 

entonces existe la misma relaci6n entre puntos extremos'y solu-

cienes básicas factibles, donde las soluciones básicas factibles 

se construyen como sigue: 

Se le asignan a las variables no básicas sus cotas inferiores 

(xi=O), o sus cotas ouperiores (xi=ci) y después, se resuelve en 

forma única, para las variables b&sicas tales que sus valores 

se encuentren entre sus cotas inferiores o superiores (O<xj<cj). 

De donde es posible que exi~ta ?roducci6n en un período a pe­

sar de que el nivel de inventario inicial de ese per!odo sea 
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o 

FIGURA 5.1 'REPRESENTACION DE UNA SOLUCION BASICA FACTIBLE 
DEGENERADA. 

dif~rente de cero, ya que las variables no b§sicas ~ueden estar 

en su cota superior. 

Ademcis por el aná.lisis hecho en las secciones anteriores se pue­

de decir que la gráfica respectiva para el Punto extre~o no pr~ 

senta ciclos. Pero al construir las variables b~sicas, es pos_i 

ble que estos adquieran su cota superior o inferior y por tanto 

se tendrá una soluci6n b&sica factible degenerada, dando origen 

a una subgráfica sin ciclos y desConectada, como lo indica la 

fig. s.1 

Un plan de producci~n x factible co.nstituye un punto extremo si 

está formado por sucesiones de producción de capacidad restrin-

gida .. 
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cuando se tiene que la capacidad de producci6n en todo 9cr!odo 

es 1a misma (ci = C. Vi.) la pro::i1er.lática se si:m9li.fica, ya 'JUe 

las demandas de los ·per~odos que compreriden una sucesión de 

producción deberán ser satisfechas de la siguiente manera: 

R + < 
e 

5.4 

donde R es un entero no negativo, correspondiente a los per~o­

dos cuyos ~~veles de producci6n son e y e es un nivel de pro-

ducci6n posi~le en el periodo correspondinte, ade..~~s O~&<c. 

Con estas características se puede construir una gráfica fig. 

(S. 2) dirigida,- correspondiente a una secuencia de producci6n 

de capacidad restringida Suv' en la cual cada v~rtice será un 

valor posible de los niveles de producción de los periodos. 

Es conveniente que para cada periodo se forne una gr&f ica 

añadigndo1e un v~rtice artificia1 (*) ¡ se tendrá una gr~fica 

en 1a cual cada ruta del v~rtice (*) a1 vértice ~ representa 

una secuencia de producci6n de capacidad restringida y viceveE 

sa. De tal manera que si e1 costo de ir de un v~rtice a otro 

lo determina el costo de producci6n l:. el de mantener inventario, 

entonces se requiere determinar la secuencia de producci6n·de 

capacidad restringida de menos: costo cuv' que equivale a deteE 

minar la ruta de menor costo de (*} a xv en 1a gr&fica anterioE 

mente construida, entonces se establece que Cuv ser~ igual a: 



V?:RTICE 
ARTIFICIAL 

Nlv<LOEP•O~Q 
POSl8LI! \...::;J 

,._POSIBLE SECUEl'ICIA 

DE PROOUCCION, 
CON CvY MINlhl~ 

FIGURA 5.2 REPRESENTl!.CIOtl DE UNA SECUENCIA DE PRODUCCION DE 
CAPACIDAD .. RESTRJ;:NG;¡;_p_.?\. 

v-1. 
=C(E)+ 

u k=U 
v-1 

E 
k=u 

v-1 
h ( E 

k t=k+l 
s.s 
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y si f(u) es el costo mínimo de satisfacer las demandas duran-

te los períodos u a v si Iu 

guiente ecuaci6n recursiva: 

O y Iv+l= O, se establece la si-

f(u) = m!n {C + f(v)} 
U<V<N+l UV 

N = número de 
períodos 
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EjeJ'l;:>1o 5.1 Considere un problema de cuatro periodos cuyas d~ 

mandas son d 1=3, d 2 =6, d 3 = O., d 4 =3 resr:iectivanente '' cu!.-a cap~ 

cidad de producción para todo período es Li = 7 i 1,2,3.-1; 

los costos de producción e inventario están dados 9or: 

Ci(xi)=O si xi=O; Ci(xi)={6-k) + 5(x1~) si xi>O. Y. los costos 

de almacenamiento están dados por Hi(Ii) = i(Ii). No se per­

mite acumular demanda. 

El problern.a es determinar e1 plan de ?roducci6n 6ptino, tal 

que los cosbos totales incurridos sa minimicen. 

Definiendo las constantes Cij asociadas con el costo de satis­

facer la demanda desde el per1odo i hasta antes del período j 

se tiene que: 

C45 17 con s,1s={J); C34 

C35 

Ci3 34 con 523={6); C12= 20 con 512=3 

c24 79 con s
24

={7, 7.}: C13=5~ con 513={ 7' 2) 

C2S ~ C14 = 103 con S1'1={7,3,7) 

(:15 = 13 7. con 515={6,7,7,0) 

Re so 1 vi en do con programaCi6n dinámica se tiene que la condici6n 

de frontera es: f ( 5) = o ' y 



¡----r-@ 
--...,.,..._' s"ª 

21 

ria 1
5

=1 
factible 
14•00 

FIGURA 5. 3 REPRSSEN'!'ACION DE LA RUTA DE COSTO t-\INIMO 
EJE!WLO 5.1 

f(i) = rnin {cij + f(j) I j>i) 
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para todo i.,;,, ·i;2,3-,4. lo que se desea es calcular f(l). efec-

tuando las operaciones ae tiene: 

f (4) 17 

f(2) = 96 

f(3) 

f(l) 116 

QOnsiderando s6lo los vértices requ~ridos para deter~inar la ru 

ta de costo mínimo del vértice (*) al vártice 20 se tiene la r~ 

ta más corta del vértice (*) al vé~tice 20 es la indi:cáda·.~por e1 
doble arco. 
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FIGUAA 5. 4 REPRESE1'1TACION DEL PLAN PE PRODUCCION OPTIM.O 
EJEMPLO 5.1 

cor:tO f(l) es el costo asociado al p1an de producción 6~timo del 

periodo 1 al 4 dado que I 1 = O, y ~ste es igual a 116, entonces 

el plan de producción 6ptimo ser~ corno se muestra en la t;gura 

(5.4) 

El plan de 9roducci6n 6ptimo es: 

x1= 3 X2 ""'" 7 X3 = 7 x~ = 3 a un costo de 115. 
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5 .. 2 . EL MOD:ZLO BASICO CON COSTOS CONCAVOS, 
Y DEFICIT :PEfillI'!'IOO. 

PRODUCCIOH LIHITADA 

Suponga que se pretende planear. la producción-inventario para 

.satisfacer la demanda de cierto articulo durante varios perio­

dos con produCci6n limitada a costo ra1nimo. 

Para análizar esta probleoática, se volverá a tomar el modelo 

A pero modific~ndose algunas de sus restricciones. Se supon­

dr~ que la demanda.puede ser satisfecha con la ~roducci6n del 

mismo período o con la de producción de periodos futuros. 

La obtenci6n de ese plan de producci6n se dar~ para el caso en 

donde la funci6n de costo.s de producci6n (Cn (xn)) y la .funci6n 

de mantenimiento de inventario (hn(In)) son funciones c6ncavas 

sobre el conjunto O:: x1 ~ Li' Ii;: O de enteros, donde xi es 1a 

producci6n en el período i, Ii es el inventario, este puede ser 

negativo y ello significa que hay déficit, di es la demanda co­

rrespondiente al pcr~odo i. Los costos involucrados son los de 

almacenamiento de h unidades monetarias yor artículo, el costo 

de producci6n de e unidades monetarias por articulo. 

Para el caso en que se permite que haya déficit en a lo m~s P 

períodos, se debe incluir en el modelo A la restricci6n: 



> -
i 
¡; 

j=l-P.+l 
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i P,P+1, ••• ,n (5.7) 

Y para asegurar la eltistencia de soluciones factibles se aña-

de también la siguiente rcstricci6n al modelo A. 

i 
¡; 

j=l 

i-P 
¡; 

j=l 
(5.8) 

En la cual se interpreta a Lj cono el lfmite de producción, el 

cual debe ser mayor que la demanda en i-~er!odos menos P ~ert~ 

do.s en los que se permite que haya déficit. 

Portante el raodelo A se tranforma al modelo D, el cual ~resen­

ta la estructura siguiente: 

MODELO D 

sujeto a 

i = 2, ••• ,n 

i = 1, ••. ,n 

. Ii no restringido i = 2, • • • I fl 

i 
Ii .:: ¡; dj 

j=i-?+l 
i P¡ P+l, .•• , n 

i 
ii:l' ¡; Lj .:: d. 

j=l j=l J 
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De donde se p~ede notar que la f~nci6n objetivo no cambia, s6-

1o se interpretea a h 1 (I 1 ) corno el costo de mantener en inven­

tario c~ando Ii es negativo. Para este caso se mantienen 1as 

mismas propiedades de los puntos extremos, tales como: 

11 Una sol.uci6n factible es un punto extremo si y so1amente sí., 

se compone de secuencias de capacidad restringida" 

En este caso al formar la red de flujo se deben tomar en cuen­

ta los v€rtices cuyo nivel de inventario resulte negativo, se 

.debe de la misma forma que en la secci6n anterior aumentar un 

v~rtice auxiliar (*) con lo que se obtendr~ una gr~fica en la 

cual cada ruta del v€rtice (*) a~ v~rtice xv representa una s~ 

cuencia de producción de capacidad restringida. De tal manera 

que el costo de ir de un vértice a otro 1o determina el costo 

de producci6n y de mantenimiento de inventario, de modo que se 

debe determinar 1a ruta de menor. costo de (*) a xv en 1a gráfi­

ca que se haya construido. Entonces se estab1ece que: 

v-1 
¡: 

k=u 
( 5. 9) 

y si f(u) es e1 costo m1nirno de satisfacer 1as demandas duran­

te los períodos u a v, si Iu = O y Iv+l=O ·se ??-s.t:.3.b.let:e la ecua­

ci6n recursiva: 

f (u) min 
u<v::_N+l 

{C + f(V)) uv (5.10) 
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Ejemplo 5. 2 sur.ionga que se c!enea planear la producci6n-invel! 

tario t">ara ·cuatro :;:icr:todos cuyas deEandas son: d 1 = 3, dz = 5, 

d3 = O, d1¡ = 3. La capacidad ma:x:ir.ta de producci6n para todo 

per:todo es Li = 7 i = 1, 2, 3 1 -1. Los costos de producci6n 

están dados corno: ci (xi) =O si x1 = O; ci (xi) = (6-i) + Sxi 

s~ x1 >0 y la funci6n de costos de inventario tiene la forma: 

hi (Ii) = -l(Ii) si Ii <O. 

Determinar e1 plan de pr~ducci~n ~ptirno durante cuatro perío­

dos. Utilizando las funciones recursivas de la prografi'laci6n 

dinámica el plan de produccidn 6ptimo se determinar§. calcula_!! 

dof(l). 

Definiendo 1as constantes c .. asociadas con el costo de satis-
1J 

facer la demanda del periodo i hasta antes del período j, 

se tiene que considerando f(S) =O: 

C45 = 17 con 545 
(3] C34 = ~ 

C35 61 con 5 35 
(7, 41 

C23 34 con 5 23 = ( 6} c12 20 con 5 12 
(3} 

C24 = 79 con 5 24 = (7. 71 C13 55 con 5
13 = (2, 7} 

c2s 100 con 5 25={7,3,7} cl•l =103 con 5 14 = (7, 3. 71 

ClS =117 con 5 1s (O, 7, 7. 6} 



con fli) = m!n {Cij + f(j)} j>O 

fl4) = 17 

f(2) = 95 

f(3) = 61 

f(l) =115. 
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Considerando s6lo los vértices requeridos para deteroinar la 

ruta de costo rn1nimo del vértice(*) al vértice 20, se tiener 

~a gráfica siguiente f~gura (5.5) 

La ruta de costo mínimo se indica con el símbolo *, resultando 

que f(1) es el costo de satisfacer la demanda dura~te los pe­

ríodos 1 hasta 4, si I 1 =0, por tanto el ?lan de producción 

óptimo es: 

x* 
i 

3, x* 
2 

6, x* 
3 

7, x• 
" 

4 

cuyos resultados pueden ser apreciados en l.a fig. (5.6) 

FIGURA 5.5 REPRESENTACION DE LA RUTA DE COSTO MINIMO 
EJEMPLO 5. 2 
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J.di=• idz=• ld,re 1•<• 
(V (9 8~ 1~=º 

FIGURA 5. 6 REPRESENTACION DEL PLAN DE PRODUCCION OPTIMO 
EJEMPLO 5.2 
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CAPITULO VI 

CONCLUSIONES 

El problema de producci6n-invcntario fue descrito y cada una de 

sus componentes ha sido analizada. Una clasificaci6n de los m~ 

delos clásicos asociados se describió tomando en consideración 

la forma de la demanda, el número de períodos de decisi6n y la 

estructura de las funciones de costo. En particular el modelo 

clásico del lote econ6mico es analizado con algunas de sus ex­

tensiones como el caso en donde se 9ierden las ventas debido al 

d~ficit. 

El problema de producción e inventario deterIDinístico con cos­

tos c6ncavos·denominado modelo b&sico ha sido analizado en de­

talle y como resultado se ha podido explotar su estructura para 

obtener rn€t6dos de solución sencilla y eficiente. E1 modelo b! 

sico que resulta se analiz6 considerando diversas variantes y 

en cada uno de ellos se obtuvieron resultados semejantes. :En t.e. 

dos los casos se aplica la técnica de prograrnuci6n dinámica P~. 

ra obtener las soluciones num~ricas. También se analiz6 el rno 

delo b~sico para el caso en que se obtienen costos por el arra~ 

que y para de producci6n as! como, limites en la producci6n. 

Este modelo puede ser extendido al caso en que se manejan varios 

productos y es una línea a desarrollar (Ref. 31). Aunque el 

análisis resulta m§s laborioso que el del modelo b§sico los re­

sultados son semejantes. 
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La t~cnica de programación dinfunica fue utilizada porque la es-

tructura del modelo así lo permite. Aunque dicha técnica, resu! 

ta m~s laboriosa en t~rrninos manuales, es una de las m~s senci­

llas y fa.cil de programarcomputacionall'tent,e .. 

Un programa de computadora denominado PRO-IN ha sido implantado 

para resolver los modelos descritos en este trabajo y evitar el 

tedioso trabajo de los cálculos de la programaci6n dinfu!lica. 

El an~lisis hecho en la tesis se enfoc6 a un tipo de problemas 

en especial.. Sin embargo, el campo de los inventarios es cons! 

derablemente amplio y puede ser estudiado en varias direcciones. 

Así, actualmente se est~n estudiando modelos en los que se cons! 

deran maltiples productos {Ref. 13, 58), múltiples períodos {Ref. 

27), los cuales presentan demanda estoc~stica (Ref. 9, 37 y 41) 

Se piensa que la mayor parte de los estudios se desarrollan en 

esta dirección porque los problemas de la vida real generalmen-. 

te operan de este modo. 

La mayoría de los autores modernos hacen el estudio en esta di­

recci6n aunque resolviendo diferentes problem~ticas; uno de los 

modelos que se ha am~liado y modernizado es el modelo del tama­

ño económico del lote (Ref. S, 45 y 49} el cual se encuentra p~ 

blicado resolviendo algunos problemas pa..t:"ticulares. Otra de las 

rutas que son estudiadas actualmente son los modelos de produc­

ci6n-inventarios de múltiples fases, generalmente utilizados P.!!:, 

ra cuando un producto se produce en varias etapas (Ref. 9, 20, 

25, 3B y 49). 
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ANEXO 1 

PROGRA?~t\ PRO-IN 

La rnayor!a de los modelos de producción-inventario mostrados a 

lo largo de la tesis, han sido resl.1el tos con el método de :;:Jro­

gramayi6n dinfuni.ca. Sin embargo, éste es un m€todo largo y t,E. 

dioso, por lo que se elaboró e i~plant6 un progra~a, llanada 

P~O-IN' en una computadcra P.C compatible. 

El program~ resuelve los si~uientes nodelos; d~agrarna 3: 

?-IODELO A. tíodelo general de producci6n-inventario con función 

de costos c6ncavos • 

. M.ODBT..0 E. Es el modelo general en el que se :ocrrni te déficit. 

t10DELO. C. tlodelo general con lirni te en la producci6n. 

?'10DELO D. ?-Iodelo general ccn l.!.mite en la protlucci6n y d6fi:cit. 

!-IODELO E~ Modelo general moC.ificado para perni tir cootos por 

arranque y para en la producción. 

FUNCION VERIFICA.. Vcrificaci6n da una funci6n c5ncava. 

RUTINA 1. Cálculo del tanañci ' del lote econ6mico. 
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ESTRUCTURA DEL PROGRAf.lP •• 

El programa consiste de un progr~~a princi~a1, seis subrutinas, 

una fun6i6n y un pro::ediraiento, cuyas caracter1sticas y funcio-

nes se describen a continuación. La forma en gue se interrel~ 

cionan tales cOMponentes ~el nrograroa PRO-IN se describen es­

ciuem:lticamente en ·el- diagraMa 2. 

PROGRAMA PRINCIPAL. 

Coordina un mena de opciones y s6lo responde a los teclados i~ 

dicados en la pantalla¡ CONTROL-e :;iara salir provisionalmente 

del programa; y CONTROL-ALT-DEL o RESET 9a~a oabo~tar el sist~ 

ma completo. En caso de elegir alguna opción, la rutina raenú 

distribuye el trabajo a las subrutinas correspondientes. 

RUTINA MODELO A. 

Tier.~ como princival objetivo calcular el costo mínimo total in 

currido para satisfacer la demanda en un deter~inado horizonte 

de p1aneaci6n. La rutina cuenta con dos funciones: 

FUNCI01'1 F.. Determina recursiva-uente 1a siguiente funci6n f (i.) 

= m!n {Cij+f(j}} y se auxili~ de la funci6n Cij· 



Funci6n C• Determina la siguiente ecuaci6n: 

RUTINA MODELO B. 

j-1 
E 

k=i 

Tiene como objetivo calcular el costo n~nirno de ~roducci6n to-

ta1 incurrido en un horizonte de 9laneación consistente de.n-p~ 

r~odos, permitiendo que haya déficit; utilizando para su solu­

ci6n tambi~n prograrnaci6n dinfunica y cuya funci6n de recurren-

cía.se calcula 

do que cij (i) 

de 1a misma 
j-1 

= c. ( E dk) 
l. k=i 

RUTINA l·lODELO C. 

nanera nuc en el ~odelo A; consiueran 
j-1 . j-1 k j-1 

+ E h+( E dt)+ E hk-( E It). 
ri=k n t=n+l n=i+l t=k 

Calcula el costo rnfnino total incurrido en un horizonte de ~l~ 

neaci6n deterr.i.inado de exactamente n-per!odos. Este nodelo es 

sGmcjante al modelo A pero con una variñnte adicional; esta va­

riante consiste en añadir una restricci6n a la producci6n en e~ 

da periodo o dicho de otra manera, la producci6n est~ 1i~itada 

por alguna causa; el n~todo de soluci6n es con programaci6n di-

n§.mica. 
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RUTINA l~ODSLO D. 

Calcula el costo n!ni~o de ~roducci6n total incurrido en un h~ 

rizonte de planeaci~n n. Este modelo presenta las restriccio­

nes adicionales de límite en la producci6n y dd déficit permi­

tido. El m6todo de solución tambi~n es por medio de la fun­

ci6n recuraiva, realizándose por el militado de _programáci6n din!! 

mica. 

RUTINA MODELO E. 

Calcula el costo mínd.rno de producci6n total incurrido con la 

restricci6n de que la producci6n puede ser cesado en un deter­

minado per~odo y luego arrancado en un periodo posterior. 

FmlCION:' 'llERIElICAc 

Esta rutina verifica si el tipo de funciones que se utilizan es 

de tipo c6ncavo, esta verificaci6n se efectaa con la ecuaCi6n 

de costos marginales decrecientes. 

RUTINA 1, 

Efectúa el, cál.cul.o del. tamaño del lote de:producci6n, el. tiempo . . 
. en que se debe hacer cada orden '.! el tamaño del. d6fici t. permi t_! 

do. 

. ' 
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1 1 1 1 1 
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DIAGRAMA DE PROCESOS 

DIAGRM1A 3 PROGRAMA PRINCIPAL 
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SI DE,.ICIT 

E R'"IYA 1 ·l 1 1 
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e 11,k 1 INVENTA DE LOTE ECONOMICO 
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' • • 1 1 l 
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h \!-l.k-11 RESULTADOS ~ h U·I k•IJ hU·t.t-11 Rl!:SULTADOS RESULTADOS i'-
~ 
o 
o 
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PROGRAMA PRO-IN 

PROGRAM PROG 1 ; 

type 
cadena string(70l; 

VAR 
artic,pre,costo:TEXT; 
ci, npl, M~ I, tot., r1urn, np, i nvf: INTE•3ER; 
linea,~recio,costo_min:strín9C5l; 
t,dt,at,ct,ht:array l1 .• 101 of ir--.teger; 
Kt:array[l •. 101 of integer; 
Vt:array[l •• 101 of inte9er; 
arrx:arrayCl •• 151 of inte9er; 
p:arrayC1 •• 15l of inte9er; 

proced~re frame(x,y,lonx,lony:integer>; 

( TRAZA RECUADRO EN PANTALLA ) 

begin 
gotoxv<x,y>; 
write<chr<218>>; 
for i:=(x+l) to (lon>,-1> do 

write(chr<196>>; 
write<chrC191)); 
for i:=Cy+l) to <lony-1> do 

begin 
gotoxytx,i>;writeCchr<179>>; 
gotoxy < lon>(, i >; wri te <chr ( 179) >; 

end: 
gotoxy <>'• lony); 
write<chr<192>>; 
for i:"'(x+l) to (lonx-1) do 
write(chrC196)); 

write<chr(217>>; 
end; 

proc:edure ese <x, y. :z;: inte9er; c:ad: cader1a > ~ 

< ESCRIBE MENSAJES UTILIZADOS EN PANTALLA } 

var nm: inte9er; 
be9in 
nm:=len9th<c:ad>; 
for i:=1 to rirn do 

be9in 
del ay (5); 
s.01..~nd (200*z>; 
gotoxy(x+i,y>; 
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write<cadlil >;: 
end; 
nosoL~nd; 

end; 

procedure rutinal; 
var 

h~k,x,Z,T2,R,f,p,A,B,N,E,G.L,I,Q,w,t,S,O,M,V,S2:real; 
d,c:integer~ 
pra: TEXT; 
ch:char; 

102 

{ ___________________________________________________________________ _ 
En este procedimiento come• su nornbt·e lo indica se hace la 

inicia-
1 izacion de las variables .:¡ue se van a ir;t.rod1.1cir para los 

calculos 

---------;------------------------------------------------
procedur¿ inicia;: 
be9ir1 
Trame(l,1,S0,24);: 
frame<4,4,70,6); 
esc(4,5,s. 1 VALORES INDICADOS PARA LAS VARIABLES '); 
frame(4,8,70,24); 
assign(pra, 'datos.pas'>; 
resetCpra); 
while not Ceof(pra}) do 
begin 
esc<11,10,5,' costo art.iculo d: ');readln<pra,d>; 
goto>~Y (30, 1 O> ; 
writ.eCd>; 
esc<ll,12,5,' costo articulo e: '>;readln(pra,c); 
gotoxy(30,12>;write<ci; 
escC11,14,5, • costo ordenamiento k: '>;readln<pra,k); 
gotoxy(30,14);writeClcJ¡ 
escC11,16,5,' costo por inventario h: '>;readln(pra,hJ; 
gotoxy(30,16>;writeCh>; 
escC11,1B,5,' costo por de"ficit L~nitario 

p: '); readln(pra,p); 
9otoxyC30,1S>;write(p); 
end~ 
ese ( 15, 23, 5, ' 

CONTINUAR>>'>; 
ch:=' - '; 
w•·1i le <ch <> tt13) do 

readCkbd,ch); 
end; 

procedure lot.eeco; 

<<OPRIMA ENTER PARA 



103 

se--ca1c~1a-e1-t.arnaño-da1-1ot~-qu~-;~-d~b~-p~odu~i;--y--;1--------
tiernpo 
en el cL1al !Ze debe c•t:•ter1e:r cada. lote de produccion 
Para el rnodelo del TAMANO DE LOTE Et:.ONOMICO 

----be9i~---------------------------------------------------------

c l rscr; 
frarne<1, 1,80,24); 
frarne(4, 4, 70, 6); 
esc<4,5,5,' CALCULO PARA EL TAMANO ECONOftlICO DEL LOTE 

' ) ; 
frame(4,14,70,24); 

begin 
f :=C2'!·.j·1·1:>; 
R: ::::f/h; 
;:.~:= sqrt.CR>; 
.:::.: = C::2*k) / <d-t'h); 

T2:= sqrt.(Z); 
ese ( 11 , 18, ~., ' X ' ) ;; 
goto~~Y < 1 7, 1 :3) ; 
wri teln (;,,); 
ese ( 11 , 21 • 5, ' T2 ' ) ; 
goto:>~Y C 1 7, ::: 1 ~ ; 
writ . .-:.lrdT2); 

end;: 
esc<!S,2:::~.s,.' 

CONTINUAR>>'>; 
ch:='-'; 
wt·1i le <ch <> »'13> de• 
read (kbd, ch); 
end; 

procedure deficit~ 
( 

<<OPRIMA ENTER PARA 

' 

se-ea1cü1a-e1-tamaño-de1-1~t.e-:--;1-t~e~p~-~~-gü;-~;--d;bé---~-----
Pl"Oduci r 

cada serie de art.ici_~los y el t.arnano rna:·~imo del deficit 
permitido 

esto se h""ce para el modelo del TAMANO DEL LOTE ECONOMICO 
------------------------------------------------------------------ ~· 

be9in 
clrgct·; 
fl"ame<1~1,80,24); 
frameC2,2,70,4); 
esc(4,3,5,' VALORES INDICADOS PARA LAS VARIABLES ')J 
fr-arne(4,6,70,24); 
N:=<C2*d'':k>l•·1); 
E:= sqrt. CN> ~ 

A:= ((p+h>/p); 
B: = sqrt. <A> 
Q: =E1=B; 



l: =~PI \p+h)); 
L:=:sqrt.(I); 
S:=E=•·I; 
w: = (:.21'k:t . .j) /p;: 
M:=s.::ir·t.(¡.¡); 
O: =1·1/ (p+hi .: 
V: =sqrt. (0): 
52: =Mot<V; 
t: =(l!/d; 
ese < 7, 7, 5, ' Q • > : 
got.o:>~y ( 17. 7>; 
writeln((!); 
esc:C7,9,5,' S '); 
•:.10toxy < 1 7, 9) ; 
wr· i t el rd S) ; 
ese ( 7, 11, 5, ' 82 = • > ; 
9oto:>:y < 1 7, 11 > ; 
writelt"ICS2): 
esc:<7,13,5,'T ');: 
goto:>,yC17, 13); 
writelnCt); 
esc<7, 15,5, 'EL TAMANO 

TAMANO [¡E S ES 

!>E ES 

' ) ; 

UNIDADES') ; 
gotoxy(32,15l; 
Nrite<Q>; 
esc<7, 17,5, 'EL 
9ot•~:>:y C32, 17); 
write(Sl; 
e;:;c(7, 19,5, 'EL . ) ; 

TAMANO DEL [lEFICIT MA~~IMO PERMITIDO 

') 

goto:«Y < 5(1, 1 ·:n ; 
write(S2); 
esc<7,Zl,5, 'LA 

gotoxy(48,Z1>; 
wt·ite<t>; 

LONGITUD OPTIMA DEL PERIODO ES 

ese ( 15, 24, 5, '<<OPRIMA ENTER PARA CONTINUAR>>'); 
ch:=•-•; 
whi le <ch <> #1.3> do 
read(kbd~ ch); 

.and; 

begin (=l:prograrna principal*) 
inicia; 
loteecc•; 
defic:i t.; re.;..dl r. 

end; 

proced1.~re cc•t-.verge <xs: it"1teger); 
{ 

Eñ-esta-füñ~i~ñ-se-rea1iza-1;-va1idacioñ-de-1a-f UñCi~n 
ir1sertada y la eval1..1acion d•= t.al fur1ciC•t"1 
Se hace la c•b$et"vacion de que si la f1..1ncion es cc.ncava 
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ES 



o cor1ve;i<a.. vé<. lu~r-,do 1 ;;, fL1n•=1,:ir1 F•ar a los di fe rentes Pll·n­
tc•5 en c1..iest.i.:•n. 
s.epa1·;:indc• cada 1.1no de l•:•-=: F·a.::c•s er• d1 f.;:reretes procedi 

inier1t.c•S -=lll~ ha ccirrt i n•.iac i •:1r. ~e- de:::c t· i ti•:=r1. 

t.ype 
cadena 
cad:.:-.o 
cad1 

= strin9[701; 
= st.t·1n9I60l: 

stt· in•;i [::~o J; 

var 
band, tam, corYt, i: int.ege:·r; 
er boo 1 ean; 
n1..im: integer; 
code,no,x.n,M.tot,invf:INTEGER; 

l inea,precic•: st.1- ing [51; 
ch:char; 
valor, xl, ft.in:·=ad30; 
to 1 , to2. x 1 , ~~2, :>~t: real ; 

Procedure le•=t1..1ra ( lo1;g 
var 

ch char; 
ex1st.e tu:iolec.i-1; 
cadl,cadena : cad30; 
ci,j,e1·r: integer·; 

begin {lect1.1t·a y validacic•n de cadet1asJ-
repeat 

9otoxY <~'•y) 
Ci := O; 
err:=O; 
j : = (1; 

ch : ,.,. 
existe := false; 
while Cch <> chrC18)) do 
begin 

while (ch <> chr(8)) and (Ci<= long-1) 
chrC13)) do 

be9in 
Ci := Ci+l; 
i f tiot e>~ i :;te t-he:t; 
t·ead ( kbd~ ch) ; 

existe := falze; 

and 

if (ch <> ct""Jr(13)) and (ch<> chr(8)) then 
begin 

write(chl; 
cader1a[ciJ :=ch~ 

end; 
if <ch= chr<1::~)) cor (ch::: •=hr(8)) ther1 

ci:=ci 1 

(ch 
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<> 
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end; 
i f (ci 

then 
chr<13}) 

wl-.ile Cch <> chrC13)) eo.n1j (ch <> chrCS>> do 
1·ead<kbd,ch>; 

i f Cch = chr (8)) ther1 
while Cci>= 1> and <ch= chr (:E:)) de• 

begir1 
·~otc•XY < where:0:-1, wherey) ; 
wr i t.e ( ' ' > ; 
got•:'IXY ( ~he1·-=:;..~-1 ~ wf·1er·.;:y l ; 
ci:=ci-1 
read (J:bd, ch); 

end; 
i f ci = O then 
while ch = chr<8> do 

read (kbd,ch); 

end; 
fun:=''; 
f or j : = 1 to e i do 

flln : = 'fun+cadena r j J ; 
for j : = ci + 1 te• lor,g do 

cadl l j J : = ' ' ; 
gotoxy(wherex,wherGy); 

1.~nti 1 er,.=O; 
end; <lee} 

proced1..u·e r"'!c•ta; < _____________________________________________________ _ 

en est.e Procedimiento se e;.:pl ica corno debe inset·tar la 
fLJncion el llSl.lar io be9iñ _________________________________________________ _ 

clrscr; 
frarne < 1, 1, 80, 24>; 

} 

escC!0,5,5, 'LA FUNCION SE INSERTARA DE LA SIGUIENTE 
FORMA'>; 

esc<10,6,5, '. '>; 
ese ( 10, 7, 5, Teclea las e~<PC•r1enc1ales variable 

se9L1ida de ** expor1ent.e' >; 
esc(10,8,5, '. Ejern. >~**2 

esc(10,9,5, '. L.:"' funcion '.E.:·~ra 
de una variable ••. X'); 

=X al cuadrado'); 
evaluada Pat·a dep*r1der sc•lo 

ese( lü, 10, 5 .. '. Si conside1-as prior-idades e11 la evalt.1acion 
de la ft.1nciot1 favc•r 

ese ( 1O,11, 5, • • 
' ) ' 

de'>; 
colocar par..:nt.esi s valores 

ese< 10, 12, 5, '. E.JEM. >~** <2 rS> I 15-x sera evalt.4ada cc•mo 
1 ) ; 

esc(10,13,5, '. eq~11s elevado a la pot..:ncia 2 mas 8 entre 
qt.1ince menos e·:it.1is' > .~ 
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ese< 1O,14, 5, 
corno') ; 

<:o~'' '''2> +B/ 15-~~ sera 

"'1 ese ( 10, 15, 5, 
menos eqL~ is ' > ; 

esc(10,16,5, . ) ; 
Ir1dicC\ la r111.1ltiF·licacior-. con el signo "*" 

esc(10, 17,5, 
' ) ; 

ese ( 10, 18, 5, 

E~TEM. 

de 
variables, constan t.es, s igr1•:>:s • ) ; 

esc(10,19,5, '. E,TEM. x/<2 
xi (2+7:t:x) "SI F·ERMITI[)(I" '>; 

ese< 10,20,5, 
'); 

esc(15,23,5, 
CONTINUAR)>'>; 

ch:='-'; 
wi"1i le <ch <> tJ13) de• 
read O~bd, ch>; 

end; 

procedure valida(var fun:cad3ú); 

procedure ert·or <r1LHr1: i11t.esier>; 
{ 

indica 

dejar espa,_ci os ent.re 

F'ERMITIDO" 

<<OPRIMA ENTER PARA 

--se-¡;;:;;e.ñt.'áñ en pantalla los rner1sajes de error que pr.teden 
aparecer 

er1 panta 11 a 
desde teclado 

be9in 
-;iot.o:...:y t 14, 22) 
writeln(' 

nurn of 

al rnorner1to de est.ar insertar;do la f1.1ncion 

') 

case 
1 
2 : 
3 

escC14,22,19, '<<error •• parametro no permitido>>'); 
esc<14,22,19, '<<er-ror •• debe insertar un numero>>'>; 

esc<14,22,19, '<<error •• debe insertar un caracter 
aritrnet.ico>>'); 

4: escC14,22,19, '<<er·ror •. falta parentesis>>'>; 
5 escC14,22, 19, '<<errcrt·. 

pararnetros>>'>; 
6: esc<14,22.,19,'<<err·or •. la 

caracter·>>'); 
7 escC14,22,19, f((error •• nc• 

er1tre caracte:re~>>'); 
8 esc(14,22 .• 19, '<<err·c•r .• la 

terminada>>•> 
er1d;: 
er: ;trt..ie; 

f1.1ncion debe tener alg1.1n 

debe e~p~cios en blanco 

ft.1ncion no bien 
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end~ 

proced1.1re v.:"'l ida_r11.1m <var f•.in: cad30); 
{ 
e:;;-;st.e-p;:;;c~di~i~ñt::.-s:;-:;;-~;;;:7fiC8ñdc.-~ü~-cad;-c~t-a~t~r-------
insertado este en el t·an9c• d.a nurn~i-·:•:s er·,t.re [ O' '9 l 
sea un caracter F·i:at•rnitidc• para la f•.u·,·=i·:•n c·:•rnc• [ ,_, 

") " ] 

"(" 

be9Iñ-----------------------------------------------------------
i f fun r i] in ['o' .• '9'. 1

• '] t-hen 
be9it·1 

wl-'1ile fun[il ir-. ['(•' •• '9' 
i:=i+1; 
band:=ú; 

end 
el se 

i f ( fun [ i 1 = 'x' ) or ( f1.ir1 [ i 1 
be9ir1 

i:=i+!; 
band:=O; 

end 
el se 

i f ft..u; [ i J =' > ' then 
be9it"'I 

cor1t : =cont-1; 
i:=i+l; 
band: =O; 
error<5>; 

end 
el se 

if fun[i.J =' <' ther-. 
be.gin 

i:=i+l; 
band: = 1; 
cont: =cont.+1 ~ 

end 
el se 

error <1> 
end; 

':.-;'} t.hen 

proced1.1re val ida_carac <var f1.in: cad30 > ; < ____________________________________________________________ _ 
Aqui $•=: r-::ali::::c. la validacic•n de caracteres matematicos 

corno 
son "(" ")" ... ,,u "-" "+" "/" "'''*" ____________________________________________________________ ; 

begin 
i f f1.in r i J = ' > ' then 

be9in 
cont.: =cont-1; 



i:=i+1; 
o:nd 

el se 
i 'f f"LU"l { i } 

begin 
' (' t;.hen 

cor1t: =cont+ 1; 
i:=i+l; 

end 
el:;.e 

i 'f f"Lin [ i l = ' ''' ' t.hen 
begin 

i:=i+1: 
i 'f fL~n [ i l in [ ' 1 ' • '•;.¡' , ' • ' , '~~' '~-<' l then 
begi 1; 

while funtil ln e '1' •• '9' 
band:=O; 

end 
el se 

i f fLin [ i l = ' ''' ' t.hen 
be9in 

i:=i+l; 
band:=1; 

o::!nd 
el se 

1 'f fLH"¡ [ i J 
begin 

i:=i+1; 

' e ' ther-. 

cent: =cc•t1t.+ 1; 
band:=1; 

er1d 
end 

el se 
i 'f -fun ( i l in C ' - ' , ' + ' , ' / ' J tt1er1 
begin 

i:=i+l; 
band:=1~ 

end 
el se 

error (3); 

end; 

begin 
tam:=len9th(fun>; 
cont:=O; 
er: =-false; 
if tam =O then errorC6) 
i:=1; 
whi le i <taro de• 

be9in 
i -f fLlt"l [ i] 
be9ir1 

error<?> 
i:=taro;, 

end 
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end; 

else i:=i+l~ 
end; 

i:=l; 
if (f1.inCiJ 

be9ir1 
i:=i+1; 
band:=O; 

end 
el se 

'x') or <f't.in[il ·~<') ther1 

i f fun [ i l in [ ' 1) ' •• ' ·'51 1 
, ' • ' J then 

be9in 
while fut·.EiJ in ('(l' •• ",'.'.'l do 
i:=i+l; 
band: =O; 

end 
el se 

i f ft.¡n e i] - ' ( 1 then 
be9ir1 

i:=i+l; 
cont:=l; 
band:=l; 

end 
el se 

error<!):: 
whi le < i <= tam> and ( rP:.t .::r > de• 
begin 

i 'f band = O then 
valida_ ca rae ( f\Wl) 

el se 

end; 

i f band = 1 t.l-"1en 
val ida_n1.nn ( fun> 

if band =1 then error·{SJ 
el se 

i'f cont <>O then error<4>; 

procedt.ire lee; 
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< 
se--r;a17za-1a-caPtüra~i~ñ--d;-1a-f~ñCiOñ-a-eva1~a~--y--s;----

11 arna 
a la f'•.incion de ert·or ,en caso de q1.ie la ft.incion este mal 

in-
sert.ad~. _______________________________________________________________ > 

begir1 
clrscr; 
frarne(!, 1,80,:24> ~ 

ese C28, 12.~ 5~ ' . ) ~ 

esc<28,14,5, :+·.-¡: t)A LA FUNCION PARA LA GRAFICA 



**'); 
ese (2G:_. 16 .• 5, ' FUNCION [ '}; 
ese< 18, 1E:, 5, • LA FUNCioÑ-SE-EVACüARA-PARA-- • >; 
9otoxy C 15, 19) ~ 
for i: =npl t.o 11p de• 
write<':•'.[',i, 'l =',ar-rx!il, '); 

repeat 
gotoxy <39, 16); 
lectura(20,39,16.fun); 
valida{fln"'l); 

until <not. o;-r); 
gotoxy < 10, 20 > ;: 
writeln(' . ) ; 

end; 

esc(20,24,5, '<<OPRIMA RETURN PARA CONTINUAR.>>'>; 
ch:=•-'; 
whileCch <> #13> do 
readCkbd,ch>;: 
clrscr; 

'function invent (var valc•r: cad80>: real; 
var 
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cadi2, a, cad, cade3, f, cade, cade2, •=adi, cadt, cadl: str in9 {60 l; 
tot.1: real; 
code: inte9er; 
del,cal,v, cad2:real; 
total: real; 

proc:edure analiza<var valor, fLn1:c;E1_d30l;: 
{ 
Eñ--e;t.e--¡;ro;;edimi;ñt.o--~ña-ve~-qüe-za--to;;;a--1a--cadeña 

insertada 
como fLlt'lcion se verifica si esta contiene la variable 

"X" 
si es de es:t.a fc•rrna se sust.it.1..iye la variable por el valor 
c:¡•.le llega, dejando la funcic•r1 cc•mO::• una cadena •:le p1,,1ros 
caracteres n1..nner-icc1s y si9nos ar-itrneticos 

) 
v;r-i;j:~~~iñt.~9;r;-------------------------------------------

begin 
cade3: = • ':: 

ce:= length < f1,,~r1> 
i : = 1 ; 
j: =1; 
while i<= ce de• 

begir1 
i f f1,,1n e i J <> '):;. ther1 
while (f1,,~niil<>'x') and (i .;.:_·=-cc>do 

begir1 
i:=i+t; 
cad~3: =cc•PY ( f1,,n·r, 1, i-1); 



er1d 
el se 
begit"• 

i f < fun l i 1 
be9in 
j:=1+1~ 
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while ( {f1,.1n[j] <> ';:-~') and (J <=ce J) d 1:• j:=J+l: 
cad.a2: =c.;.py(fui-1~ i+l,j- (i+l>' 

er1d; 

end; 
end; 

cade.'.:~: =·=oncat. (cad~3, val•::•r .• Cdde2J 
1: = j; 
cade:2: = •; 
e1,d 

f1..1nctic•n ep(var t.:.t1~cad2:real):real; 
{ 

se--rea1iz;--e1--c;1cü1;;-de-~1;var--a--~üa1qüier--¡;ot.eñc±a-------
ente1·a 

al numero ·::i.ue l le9a '=orno paramett-o _________________________________________________________________ } 

var 
f,i:integer; 
totr,tot:real; 

begin 
i:=1; 
i f cad2 =2 theri 
be9in 
totr:=sqr{tot1); 

end 
el se 
be9in 

tot.:=totl; 
whi le ( i <cad2) do 

begin 
tcit.r: =tc•t.t"*t.ot.; 
i:=i+l; 

end; 
end; 
ep: =t.ott"; 

end; 

_____________________________________________________________ } 

Vat· 
i ~ce: int.e9er;: 



begi 1·1 

i : = 1; 
•=e: =leng~;.h {cad1::::l 
while cad.i2[i] d•:i i:=i+l; 
cad i 2: =copy < •=ad:i :2, i • (e•= - \ i -1 ) ) ) ; 

end; 

f"t.1nc:tic•n ccin(var "=adt:cad:.)O):real; 
( 
se-;;;va1~a-1a-:;¡;:;;:;:;i;;;:,-mat.emat-;ca-:-1imtt;;:¡a-¡;;;-;::-d:;; 
c:ad.:na-::: de 1-.urn.:r•:is las oper=-.cieor.e;; rnatern~t.i•=c.~ ·:iue se 
p1.1eder1 real1z.:er- s•:.n [ "+" ,.., . ., "/" "-'''''" l 

var 
c:c,i~j:int-=9er; 
cadi:cad30;: 
t.otr: real; 

be9i1·1 
cc:=len·:ii:-h<cad1 > 
i:=l; 
j: = 1; 
t.c•tl: =-1; 
while (i <=ce> do 
be9in 

if totl=-1 then 
be91 r1 

wf'1ile •=ad1ti1 in 
i:=i+l; 

'o' .. 1 9 1. ' •• do 

if (cadl (il 'E'' <•::adl [ i+l l 
[ ' +'. • - ' 1 ) th-=n i: = i +:2; 

' J ) 

w••il•:r:: cadlfil in r•o· .. ''3'1 d·:· i:=i+l; 
cade.2: =ci:•PY <cadl, j, i-1) 
val <cade2 1 tot.1 ~ code); 

end 
el se 

the:n 

begin 
j:=i; 
i:=i+l; 
whil-= <cadllil it"I r•o• •• '9' 

1:=i+l; 
if (cadl[iJ , E,) and Cc.;..d1[i+1J in 

i: = i +:2; 
while cadl [il in ['ú' '9'1 de• i:=1+1; 

if <cadl lJJ ''''' > at"ld ( cad 1 [ i l • * ' ) t.het"I 
be·~1n 

i:=i+!; 
wh1le (o::adl [ i] in ['o' ... '9'' '1) 

<i<=cc> do 
i:=i+l.: 
cadi:=copy(cad1,J+2~i-(J+2J); 
i f cad i = '. 5 ' tt·1en 

beg1n 
t•:.t.r: =sqrt ( t.otl) 
t.ot.1: =t.ot.r;: 

.::nd 
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and 



el se 

et;d 

beg1n 
val(cadi,cad2,code) 
t.c•tl: =ep ( tot t, cad::l 

end; 

el se 

er1d; 
end; 

end; 
con: =totl; 

end~ 

be·;:iit"1 
cad1: =•=opy <·.=c-.d!, j +1, i- ( J+1 J) 

va 1 (·=ad i , cad2, c•:•de > ; 
case cadl[jl of 

'+' 
' - ' .... ' 

end; 

:totl:=tot1+cad2; 
: t•:•t 1: =t.ot 1 -i:::cd2; 
:totl:=totltced2; 

"function conv (var cadl :cad30): real: 
{ 
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se--;:;;a1iza--1a-eTitñi;;a~i;;;:;-de-¡;a;:e;:;téSi~-----eva1~añdc.--1~-------
operacion 
que se: enc1.~er1t.re entre el lc•s est.a evaluacion se 11-=:v·a a 
cabo 
llamando a la rut.ina CON , ·=•:.nsidera pr1•:•ridades ent.re 
parer;tesis 
para llevat· a \'.:abe• la reali=a•=l•:Ot"• de la 1:iperacior1 

var 
fin,cadt,cadi,temp:cad8ú; 
ct•rnp,cc,i,j,m~rc~:int~9er: 

be9in 
i : = 1 ; 
j: = 1; 
rnarc~:; =O;: 
cadi2: = • '~ 
cadi: =' '; 
cadt: = ' '; 
cad:= 11

; 

temp:=' '; 
fin:=''; 
ce: ==ler-.gt.h (cad1 >; 

while (cad1lil <> '{') and <i<=cc) do 
i:=i+1; 
if cad1Ci1 <> ! ' then 
begi1-. 

cad: =cc•F·Y ( cad1 ~ j ~ce) 
cal: =cc:•n <e ad>; 



end 
el se 

be•3in 

end; 

cadt:=copy<cadl,j,i-j); 
j:=i; 
i:=i+1; 
whil.:.- <i <ce> do 
be.gin 

if <cadllil ' (' 

begir-1 
marca:=i; 
i:=i+l; 

.;:,nd 
el se 

i:=i+l; 
end; 
i f marca <> ú t.hen 

begin 
cadi: =ci:•PY (cad 1, j, 1narca-j J ; 
i: =rnarca+l; 
while cadl[iJ <> ')' do i:=i+l; 
cadi2: =copy (cad 1. marca+ 1, i - Croe.rea+ 1)) ; 
cal:=con<cadi2>; 
str (cal, cadi2> ; 
quit.a_blancos (cadi2); 

end 
el~e 

begir-1 
i:=j; 
while cadllil <>')'do 
1:=i+l; 
cadi2:=CopyCcadl,j+1,i-(j+1)); 
cal:=conCcadi2>; 
str <cal, cadi2) ; 
quita_blancos Ccadi2>; 

end.~ 

fin:=copyCcadl,i+l,cc-i>; 
fin: -=concat <cadt, cadi, cadi:2, fin> ; 
cal:=cor1vCfinl; 

conv: =cal; 
end; 

procedi..ire cc.nvier·te (var fLH): cad30) ; 
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{ 

s~-11e~;-~-~ab~-1a-diV~~toñ-de-1a-cadeña-si-ze-enc~eñtr~--
ª 191.Jn si9no de divisio11 "/" , llamc:d"ldo a la p1·1rne1·a parte 
de 1 a cadena cal y a la ::>e91..n1da parte cc..2 
cada 1..1na de las cadet-ias c<:<l y cc.2 son llevadas a •:=valuar 
en las ri..Jtinc-.s "CON" Y "COhlV" pare:\ lCI el irnir-1acior1 de par~r1 
tesis y eval1.1acior-1 de C•Pe!"BCl•:•n __________________________________________________________ } 



var 
cad1:~tring{60J; 

cal, ca2: real; 
ce, i, J: ir1te9~r:: 

begin 
cc:=ler19th(f'un); 
j: =1; 
i: = 1; 
tot.1: =O; 
while (f•.inCiJ <> '/') and (i <=ce) do i:=i+l; 
if fun[il = '/' then 
be9in 

cadl:=copy(fun,J~i-1); 
cal: =conv (cadl); 
j:=i+l; 
while<i<=cc> do i:=i+l; 
cade2:=copy(fun,j,i); 
ca2:=conv(cade2>; 
total:=<ca1/ca2>; 

end 
el se 

begin 
totl:=conv<fun>; 
total: =conv < "fun); 

end; 
end; 

begin 
anal iza <valor, ft.ln); 
convierte <cade.:"'>; 
invent.: =total; 

et·1d: 
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'----------------------------------------------------------
se--m;;:,da--;.1-~·~:ario t.Hl mensaje de la defir11c:ion de 
CONCAVOS " para le:. 
obt.encion de 1..in plar1 de produccior1 optimo 

be9ir1 
clrscr; 
frarne(l, 1,80,24); 
f'rame(4,4,70,6); 
esc(6,5~5, '[)EFINICION DE COSTOS CONCAVOS' l; 
frame(4, E:, 70 .. 2~;); 

"COSTOS 

.::sc(5,9,5,' La ot•t.encion de plan d•= produccion OPTIMO :::e 
da en dc·r·1de - • ) ; 

ese CS .. t0,5, 'l·:i~ •::ost.os de Pt"•:•d1..11::cic•n <CnO<n)) e ir1ventario 



CHn <In) l - ' i ; 
esc<5, 11,5, '-sor. f1..1ncio11ez cc•n<::avi: ... s zc•bre el 

O y In >O ente1·05'); 
escC5, 12,5,' E~te t:.ipo de 

MARGINAL decr.a:ci er1t.>E:' ) ; 
esc(5, 1::~,5. 'o sea <'=l costo de prod1..~ci1· 

artici..il·:• rnas de ::-:+ 1 a ') ; 
ese (5, 14, 5, 'a 

rnantene r 1..in 
,-~+2 ~-;::. menor o 
- '); 

igL1a 1 

esc{5,1S,5, 
escC5, 16,5~ 

'artic1.1lo mas de X a 
la 

x+l 
Se 

' ) ; 

) ' 

o 

en 

mantener 

la 

9(:>(+2J-gL.~+1i :.. -;¡¡(:-:+!) .;¡(::~} '>; 
------------- ------------') 
•=c•st.o rnarginC!l coste• rn;;..rginal '>; 
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CHO 

evaluara '}; 
e::•=<5, 17, 5, 
esc(5,18,5, 
escC5,. 19,5, 
esc(5,20,5, 
esc(5,28,5, C•Pt"irna << ENTER >> para cc:•ntint.i&r ') 
ch:=' - '; 
while lch <> #13> do 

read Ckt•d, ch> 
end; 

proced1.u-.a r1otas3Cvar· >~t.x1,x2,to1,tc:.2:real; r1o:ir;teger>; { _________________________________________________________ _ 
--------------Se manda a irnpresion el valor de la vat·iable ~< d1:inde se 
esta evaluandc• 

la expresion el valor calc:1..1lado para "G <~<> 1::1"<X+ 1 l 
GCX+2> 

y la coriclusieon d.: q1..1e si la fur1c:ion fue concava o convexa 

---------------------------------------------------------­_____________ } 

be9in 
clrscr; 
ft·arne < 1, 1, gu, :241 ; 
frame<4~4,70,6l; 
e~c (6, 5, 5, 'CALCULO PE LA FLINCION PARA ~\ =') 
got.oxy C 38, 5 > ; 
write(arrxtxsJ); 
frarneC4,8,70,24): 
esc(ll, 10,5, 'siC<> ='>; 
90-t:.o>:Y <21, 1 o'; 
wr1t.elr1Cxt.>:: 
e~..::Cll .• 12,!';:•, 'g(_,:+1> ='); 
goto>:Y <21, 12); 
wr i t.elr1 <>:1) ; 
esc(!l,14,5, ":J(~+;?l ='>; 
gotoxyC21,14); 
~u·iteln<x2>; 
esc:Cli, 16,5, 'gL}~+2)-g(x-t·l> 
esc:Clt,17,5, 1

------------­

got:.o>'Y <s. 1 :3 J 
writ.elr1 (t..eol, ', t.o,2); 
if tol <= to~ th~•~ 

<= g(:,,+1) -g()~)').: 

------------.)' 



esc(!Z,21,5, .,,,t,LA FUNCIONES CONCAVA·1:,1·•) 
el se 

ese:< 12, 21, 5, ''*LA FUNCION NO CUMPLE NO ES CONCAVA t :1·'); 
esc(12,24,5, 'oprima << ENTER .}) p<:..ra c•:intin1.1a1-•); 
ch:= ' - ' ;: 
whi le (ch <> tl-13> d.::• 
read ( kbd, ch); 

end;: 

inve1;tario; 

a las rutina$ 
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____________________________________________________________ } 

be9i1-. 

end; 

-:=.tr<arrxCxsl,xl); 
xt: =invet"1t <>•:l); 
val (xl, >~,code); 
x: =x+1; 
~tr(x,xl)~ 

xl: =ir1vent <xl >; 
>~:=x+l; 

st.rC:>t,>~l); 
>~2: = invent (xl); 
to1:=x2-x1; 
t.o2: =x 1-xt; 
l"'!Otas3 <xt, ,.,1, x:2, tol, t.o2, no> ;: 

rn:=xs; 
if :><:s = npl t.het·, 

b..::gin 
notc;1; 
1 ee; 
notas2; 
i nver1ta r i '='; 

end 
el se 

beg1r1 
inventarie•; 
er1d 

end; 

procedure 1 ee; 

{ CAPTURA DE DATOS } 
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clrsci-; 
frarne( 1, 1,. 80, 24); 
esc('3,6,50, '*'1· PROPOCIONAME EL INTERVALO ~EL PERIODO A 

CALCULAR **'); 
esc(20, 10, O, 'PERIODO INICIAL 
gotO>tY (45, 10); 
rea•:lln(np1>.: 
ese (20, 14,. O, 'PERIODO FINAL 
goto:.~y(45, 14); 

[PI .• 41 '>; 

read ln (r1p) : 
el rscr; 

et;d; 

proced1.1re tabla_datos Cope: int.e9.ar); 
var 
ch: c:har; 

< LECTURA DE TABLA > 

be9in 
frameCl,t,80,.24>; 
frame (3, 3, 77, 22); 
frame (1, 5, 80.~ 24) .: 
ese (26, 2, 60, 1 ,,,~, TABLA DE DATOS 
i f opc= 1 ther1 

escC5,4,80, 'PER DEMANDA 
VARIABLE C. U. I INV' > 

el se 
esc(5,4,30, 'PER 

VARIABLE C. U. /INV 
i: = 1; 
nurn:=1; 

DEMANDA 
F't'l 1 ) ; 

assi9n(pre, 'prec10.pas'); 
reset(pre>; 
w•-.i le Cr1ot. eof (pro::)) do 

:1::1: ' ) ; 

COSTO 

COSTO 

FI .. TO e.u. 

FI .. TO 

begin 
readlnCpre,dt[iJ);t·eadln<pre,at[iJJ;readln(pre,ctCllJ; 
readlnCpre,htliJ);readln(pre,p[iJ); 
9oto>~y (6, wt--1erey+3); 
i f OPC =- 1 tt·1en 
writ.i:= ( i, 

',ctfil,' 
el se 

write \ i. 
1 ,ctlil,' 

i:=i+l; 
er1d;: 

'' dt. ( i J, 
' 'ht. [ i J ) 

'. dt. [ i]' 
1 

• ht [ i l • ' •• p [ i] ) ;: 

esc(25,23, 10, •c.prirne <ENTER> para cont.ir; .. 1ar'); 
ch:=' '; 
while (ch<>tt1:~> do 

read(kt:.•d,cl·,) 
.;ind; 

',at.Cil,' 

',at[iJ,' 



prc.cedure tabladat.o~2; 
var 

( LECTURA DE TABLA } 

be9in 
frameC1,1,80,24J 
frarneC:3,3,77,22); 
frarneC!,5,80,:24); 
o:sc(26,2,60,' ** 
esc(5,4,30, 'PER 

PER/CESE ' > : 
i : = 1 ; 
t"lLHn:=l; 

TABLA DE DATOS .i:=t· 

COSTO/PREPARACION 

assign(costo, 'c•:•sto_rnin.pas.'); 
reso:=t. <coste.) ; 
whi le <r-.ot. eof <costo)> d.:• 
begin 
readln<costo,kt[i]J; 
readlt1 <cost.c•, at. [ i l); 
readlr1 (costo, vt [ i l); 
9ot.ox~' <6. wher.::y+3>; 
writ-e(i, • 

• • at. l i l • ' 
i:=i+l;: 

et·1d; 

•,vtl1J>; 

. ) ; 

escC25,23,10, 'oprime <ENTER> para continuar•); 
ch:=' ' ; 
while Cch<>#13) do 

read(kbd,ch); 
end; 

procedL~re obteri_xs; 
vat· 

begin 
tot_;:<: =O; 
for i: =npl te• np do 
begin 
if <i=np)and <i<)l) ther-. 

arrx lnpJ: =CL 
el se 

if i=np-1 then 
~rrxiil:=dtCil+dtCi+1J 

else:: 

end; 
end; 

arrxlil :=dt..ril 

funct.i...:ir1 0[• \NUMA. /'JUMB: INTEGER>: INTELíEF:; 
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COSTO FI ... TO 

',kt[i],' 



i, j, k, v, aL~>-:i l 1ar, ci. a1.1::t4, cor,t., ;:uA>~l. a1.1x2: integer; 
a:array[l •• lúl of int.eger-:: 

be9it1 
writeln<'---------------',numa, 
i f nurnB-n1.Hna<= 1 t.hen 

el se 
be9i r-1 

begin 
a1.~x4: =O; 
a [t"lL~rnA+ 11: =O; 

end 

Tor v:=NUMA+l TO NUMB-1 do 
begir1 

auxl: =dd (nurna, v);: 
aux2:=dd(v,n1.unB>; 
au).c4: =au . ..,~1 +a1.ix2.: 
A!vl :=AU>~4; 

end; 
et"'ld; 
for k:=n1.una+l to nurnb-1 do 
for j: =k+l to nurnb-1 d•:i 
begin 
writeln (a[kJ >; 
if a!kJ)a[jJ then 
begin 
auxiliar:=aljl; 
a[jJ:=a[kJ; 
a Ck1: =au>~i 1 iar; 

end; end; 
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WRITELN (' MT+TOTAL MINIMO DD =', KT (~JUMAJ +A CNUMA+ 1 l); 
dd:=ktlnurna)+a(nurnA+l); read; 

end; 

f'1.1nction FF<NUMP: INTEGER>: INTEGER; 

( FUNCION RECURSIVA (!UE CALCULA FCI>= CCI,1~> + f(¡,,;J 
var 

j,k~auxiliar,ci~aux,CONT:inte9er; 

arr:array[l •. 101 of ir1t.e9er; 

be9ir1 
writelnC' ENTRE A FUNCION F CON '~NUMf') ¡ 

w1· i te 1 n l ' -------------------------------------------------­
----------' ) ; 

i f nLunp=np+ 1 then 

el se 
be9in 

begin 
au:-.<:=O; 
art·Cnurnp+lJ:=O; 

end 

for •=i:=t"lp+l downtc• n1.1mp+l d•:• 
b.::gin 



aux:=ATINUMPl+DDCNUMP,CI)+ffCci}; 
ARRCCil :=AU>~; 

end; 
end; 
f'or k:=nump+1 to r1p+1 do 
for j:-=k+l te. np+1 de• 

if' arr(kl>arr[jl then 
begin 

auxiliar:=arr[j]; 
arr[j]:=arr[kl; 
arrCkl:=auxiliar; 

end; 
WRITELN <' TOTAL MINIMO ~F=' , ARR ENUMP+ 1 l ) : 

ff:=arr!nump+1l;READLN; 
end; 

function h<n1..iml,nL1m2: integer>: inte·~er; 

< FUNCION RECURSIVA QUE 
H1Cd1+d2+ •• dk>+H2Cd2+d3+ •• +d~~)+ ••• +H<k-1> Cd~~> > 

var 

temp,temp1,temp2,cc:integer; 

begin 
templ:=O; 
i f (r1urn2-num1=1) then ternp: =O 
el se 

begin 
nLim: =11urn 1+1; 

l.22 

CALCULA 

f'or c:c:=num+l to nLirn2 do 
ternpl:=ternpl+dtlccJ; 
WRITELN (' HT ( ' , NUM, ' > * ' , TEMP 1) ; 
t.emp: =templ ,.,ht lr11..unl ; 
t.emp: =t . .:::mp+h Ct11..nn, nurn2>: 

end; 
h:=temp; 

end; 

f1.1r1ction e Cnl,. n2: intesier >: integer; 

< FUNCION RECURSIVA QUE CALCULA ATk + 
HTk ) 

va1· 
n3~ NUM5~ tot2, au:><: 1 ~ t.otp: it1te9er;: 

be9in 
tc•tp: =O; 
for i; =nl t.o r12-1 d•:• 
be9in 
t.c•tp:=t.ot.p+dt [1); 

C•( Cdl+d2+. ~. +dk) + 



end; 
a1.o~l: =at ln1 J +(et. Cn1 J '''totp) +h (nl-1, r12-1); 
WRITELN(' C( ',Nl, ') :1: ',TOTP,' 
1 • ' ) ' ) ; 
e: =a1.1x1; 
end; 

f'ur1ction F (NUMP: INTEGER): INTEGER; 
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+ H<' ,Nl-1, ',N2-

{ FUNCION RECURSIVA QUE CALCULA F(I>= C:(!,h) + F<K> } 
var 

j, k, au>'i 1 i ar, ci, a1.Dc, CONT: ir;teger; 
arr:arrayrl •• 101 of integer; 

be9in 
if' nump=np+l th.an 

begin 
arr[nLirnp+ll :=O; 

end 
el se 
begin 

f'or ci: =t1p+l downto n1.unp+l 
begin 

WRITELN ( 'F( ', NUMP, ') = 
F(',CI,')'); 

aux:=c<nump,ciJ+f'(ciJ; 
ARR lCI l: =AU~<; 

end; 
end; 

f'eor ~':=nump+! to np+l do 
for j:=k+l to r1p+l de. 
if arr[kJ>arrljl then 
be9in 

auxiliar:=a1·r·CJl; 
arr[Jl:=arrfkl; 
arrfkl:=auxiliar: 

end; 
f: =arr [n1.1mp+l l.: 

end;: 
RE Aro: 

function hp(kn. n: ir;te9er >: integer; 
var 

tothp, toth, i, j: i r;te·o;er; 
begin 

toth:=O; 
i f kn=n then t.ot.hp: =O 
el se 
be9in 

f'or i:=kn+l ton do 
tc.th: =tot.1-·, .. dt [1 l 

tot.1'"1p: =tott;·•=ht. r ~a·d 
tothp:=tot•1p+hp<~11 1,n>: 

end; 
t1p: =tothp~ 

C ( ',NUMP, ',CI,'> + 



end; 

fl1nctio11 hn (n, k: il'"1t.e9er): int.::ger _; 
VE!t" 

toth, tothp, i. J: i nteger; 
begin 

tot.h: =O;: 
l f k =r1 then tc•thp: -=O 
el~e 

begin 
for i:=n to k-1 do 

toth: =tc•th+o::lt { i l ; 
t•:ith: =+~..:•t.h 0lp[k] ~ 

t.othp: =t.c1th+/-.r1 (ti, k -1 > ; 
end;: 
hn: =tc•thp; 

end; 

ft.1nction el <n1,n2: integer>: intesie:r; 

{ FLINCION RECURSIVA QUE CALCULA ATk + 
HTI< } 

var 
1, j. tot.p, aL1xl, al.l>~i 1 i ar: integer; 
arrc:ar·r·ay[l •• 101 of integer; 

begin 
for j:=n1 to n2-J do 
begir-1 

t.otp: =O;:: 
writc:ln<'Nl=',r1l, N2=',n2,' k=',j); 
for i: =r11 to ,-,z-1 do 

totp: =totp ... dt. [ i 1; 

CKCd1+d2+ .•• +dk) 

a1..J:--:l: =cd: r jl + (..:=t E jl *totp) +hp (j ,n2-1) + l"1n (nl, j); 
Arre [ j l : =aux 1; 
w r i teln ( at I j J , ' + ' , ·=t. [ J J , ' ·1: 1 , tot-p .• ' + ' , hp < j, n2.-

1), '+',hr1(r;l,J>, '=',at.i:-<lJ;readlr1; 
end; 

'f'or i:=nl t.o n2-1 do 
for j: = i te• n.::-1 do 

if arrcCil>art·c[jJ the1-. 
bit:giti 

énd; 

alixiliE>r: =arrc[jJ; 
arr·c(jJ:=~rr·c[il; 

arrc[il:=~Llxiliar; 

11"1rit-=:lr) (' ARREl'=iLO ') • 
f'or i: =r'"ll -t;;.-;::;:;:1-;:¡;;------- ----------------- ' 

11"1r1té.:.nt:.rrc(1J): 
\.olR!TELr-1 ~ 'MINIMCt=' _. AF:RC fN 1] ) 

·= t: =arre Cn 1 J ~ 
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function Fl CNUMP: INTEGER>: ll\ITEGER; 

{ FUNCION RECURSIVA QUE CALCULA FCI>= C<I,l:J + FCI<> } 
var 

j, k, a1.1xi 1 i ar.• ci _. a1..1~<, CONT: integer; 
arr:array[l •• 10] of integer; 

begir1 
if nump=np+l then 

begin 

el se 
begi1-. 

aux:=O; 
arrinurnp+lJ :=O; 

end 

'for ci: =np+l downto n1.1mp+1 do 
begin 

a1..1x: =el Cnurnp,ci> +fl <cil; 
ARR ICI l: =AU>~; 

end; 
end; 
for k:=nump+l to np+l do 
for j:=k+l to np+l do 
if arr[kl>arr(jl then 
begin 
auxiliar:=arrCJl; 
at-r Cjl: =arr Ikl; 
arrCl:l:=auxiliar; 

end; 
f'or k:=nurnp+l to np+l de• 
wr·itel11<'=·· ',arr[l~l>; 

fl:=arrfnump+ll; READln; 
end; 

proced1.1re resultados Cope: integer >; 
VAR 

ch: char~ 
< RUTINA QUE VESPLIEGA RESUL TADCIS ~­
begin 
clrscr; 
frame<l,1,80,24) 
frame<S,5,75~19); 

esc(11~10~20,' ENTONCES F(i) ES EL COSTO MINIMO DE 
SATISFACER LAS DEMANDAS'); 

got.oxy ( 11, 11) ; 
ese< 11, 11, 20, 'DURANTE LOS PERIODOS ' > ; 
write<NP1,' HASTA ',NP, ' .. SI Ii = (1 • '>; 
got.:ixy (32 .• 16) ~ 
writeC'F<',NPl, '> = '>; 
write<t.ot>; 
i f opc = 1 t.her1 



begiri 
got•:i::::y ( 10,. 18>; 
for i: =tipl t:.o t"lp do 
writ.e<'~·:I',i, '] =',arr;:::[iJ~ '); 

er1d~ 
goto>~Y ( 18, 2.2); 
wr i te ( 'oprime <ENTER> para •=ontir1uar' ) ; 
ch:='-'; 
while < ch<>~13 do 

read(kbd.ch>; 
end; 

procedure rnenu 
var 

OF•C: •=hat-; 

procedure eva 11.1a_c•PCion ( opci c•n: char) ; 
begin 

case opcior1 of 
1 R','r':be9it-. 

clrscr; 
rutinal 
rnenu; 

end;: 
'A', 'a' :begin 

clrscr; 

end; 

tabla datos(!); 
lee; -
tot: =f Cnpl); 
obten_xs; 
res1...1l tados < 1 > ; 
'for ci: =npl t.c• 11p de• 
converge(ci>;clrscr; 

rnen1.1; 

'B ' , 'b ' : begi r1 
clrscr;: 
t.abladat.c.s2;: 
lee; 
t.ot.: =ff Cnpl); 
resultados<2>; 
for ci: =npl to np do 

converge(ci>;clrscr; 
menu; 
end~ 

'e', 'C': begiti 
clrscr; 
tabla_dat.os(1) 
lee~ 

t.ot: = f (npl) ; 
c•bteri_:>~s; 
res1..1 l t.a.::lc•s ( 1 > 
f·~r ci: =np1 te• np do 
converge(ci>~cl1·sc1·; 

rneni.t; 
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erid; 
'd',. 'D': be9in 

clrscr; 
tabla_datos(2); 
lee;: 
t.ot: =f1 (t1Pl); 
c•bt.en_~~s; 

r·esu l tados ( 1 ) ; 
for ci: =np1 t.o np de• 
converge(ciJ;clrsct·; 

rneni..~; 

et1d; 
'e' , 'E': be9i n 

clrscr; 
t.abl adatos2; 
lee; 
tot: =ff c1·1pl >; 
resL,lt.ados <::?>; 
for ci:=npl to np do 

converge(ciJ;clrsc1·; 
rnenu; 
end; 

'F' .. 'f' :be9ir1 
c:lrscr; 
frarne ( 1 , 1 , 80, 24 > ; 
esc(16,13,6ú,'F I N 

M A'>; 
GOTOXY < 1, 24>; 
HALT; 

oand; 
end; <•=ase::· 

end; 

begin 
clrscr; 
frame<!, 1,80,24>; 
9ot.oxy <22, 5); 
write(' :t=:t: M 
gotoxy (14, 7>; 

E N 

D E S I 

u !f!:f: 1 ) ; 

write(' PLAN DE PRODUCCIONH OPTIMO 
PERIODOS. '>; 

gotoxy ( 25, 9 > ; 
writ.e(' <R> 
got.oxy <25, 11 >; 
write<' <A> 
got.oxyC25,13J; 
Wt"'ite(' <8> 
got.oxy (;25, 15) ; 
write( • <e> 
gotoxy C25, 17) ; 
write<' <D> 
go~t.oxy (25, 19>; 
writ.'!!(' <E> 
gc•to;.,y <25, 21);: 

RUTINA 

MODELO 

MOr>ELO 

MODELO 

MODELO 

MODELO 

R 

A 

B 

e 

D 

E 

' ) ' 
. ) ; 

. ) ; 

1); 

1 ) ; 

' ) ; 
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wt· i te C ' <F> FIN DE PROLi'RAtolA ' ) ; 
gotc•xy < 11, 23) ;: 
w1- i te< 'OPCION r J ' ) ; 
opc: =' '; 
while 

((opc(>'R'>and<opc<>'A')and(opc<>'B'>and(opc<>'r'>andCopc<> 
'a')andCopc<>'b'>and<opc<>'C'> 

ar1d Cope<>' e') and <c•pc<> 'D') and Cope<>' d' > at"td Cope<>' F • 
>and(opc<>'f'l 

andCopc<>'e')and(opc<>'E' )) 
begit'l 

gotoxy e 19, 23); 
re ad < l:bd, e.pe) ; 

6:nd; 
evalua_opcior1 Cope}; 

end; 

proced1..n·e bienvenida; 
var 

ch: char; 
be9in 

A M '> ~ 

clrscr; 
frarneCl,1,80,24}; 
frameCS,3,75,21>; 
escC33,6,50,' U N 
escC11,·~.50, 'CON TROL OPTIMO 

UCCION'>. 
escC25, 16,50, 'REALIZADO POR : '>; 

D E 

escC41, 17,SCI, 'ANA BERTHA • .TIMENEZ RIOS'); 
ese (25, 22, O, 'oPt" irne <ENTER> para contin1..1ar'); 
ch:=' '; 
while Cch<>#13) do 

read<kbd,c:h> 
END; 

<* 

begin 
< biE:nvenida~ } 

rnen1.~; 

end. 

MODULO PRINC:If'HL 

L A P R O D 
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ANEXO 2 

CONCEPTOS FUNDA?-1ENTALES 

En este anexo se pretende establecer breve y claramente, con-

ceptos que se manejan en la tesis, dando por hecho que el lec-

tor est§. familiarizado con ellos, esperando que sirva de apoyo, 

en caso de alguna duda. 

a. 1 CONJUNTO CONVEXO 

Un conjunto XCEn se llar.ta conjunto convexo, si dado cualesqui~ 

ra•dos puntos x 1 y x 2 en X se satisface que \<IX.1 + (l-~·i)x2 CX, 

para cada O<w<l. El. vector WX1+ (1-w) x 2 repres.enta un punto en 

el segmento de recta que une a x1 y x 2 • A cualquier punto que 

tenga la forma wx1+(l-w)x2 con O<w<l s~ llama ~ombinaci6n con-

vexa de x 1 y x 2 • El conjunto convexo geométricamente, se pue-

de interpretar corno Se muestra en la figura (1) 

FIGURA 1 Conjunto 
convexo 

Conjunto 
no convexo 
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En donde para cada par de ~untos x 1 y x 2 ~X el segmento de re~ 

ta o la combinaci6n convexa que los une deben pertenecer a X. 

Los siguientes conjuntos son conjuntos convexos 

1) {(x1, x2) I x¡ + x;,:: l} 

2) {x / AX=b} donde A es una matriz de rnxn y b es un m-vector. 

3) {x / Ax=b x >O} donde A es una matriz mxn y b es un rn-vec-

ter. 

Proposici6n l. Un conjunto XEEn es convexo si toda cor.\hinaci6n 

convexa de elementos de x pertenece a X. 

Dernostraci6n. Procediendo por inducci6n; para n=2 es inmedia-

to, por hip6tesis suponemos que es válido para n=K-1 y lo prob~ 

remos para n=K. Sea x 1 , :x. 2 , ••• , xk y w 1 ,_ W2, •••. , \'lk tales 

que wiC[0,1] y w 1 + w 2 + •.•• + wk = 1 por demostrar que z = w1x 1 + 

w2x 2+ ••• + wkxk pertenece a X. Sea 

(1-wk) [w 1 /(l-wk) )x 1 + (w,/ (1-wk) )x 2 + 

(wk-l/(l-wk))xk-11 + wkxk 

• • . + 



como (w 1 + w2 + ...... + wk_ 1 l/{1-wk) 

ci6n, se puede asegurar que 

1 por hipotesis de induc-

con lo que queda demostrada la proposici6n. 
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Definici6n. Sea S un subconjunto de R. El contorno convexo 

de s, denotado por C 0 S .. es el resultado de la intersección de 

todos los conjuntos convexos que contiene a s. 

PUNTOS EXTREMOS 

Un punto x en un conjunto convexo X, se llama punto extremo de 

X, si x se puede representar como una cornbinaci6n convexa ex­

tricta de dos puntos distintos de X, es decir si x = wx 1 + (l­

w) x2 con w e: (O,l) y x1, x 2 E:X, entonces x =xi= x2. 

La figura (2) muestra algunos ejemplos de puntos extremo~ yno1 e~ 

tremas de un conjunto convexo.Observe que x 1 es un punto extre­

mo de X, mientras que x 2 y xl no lo son. 



FIGURA 2 PUNTOS EXTREMOS Y NO EXTREMOS DE UN 
CONJUNTO CONVEXO 

CONJUNTO POLIEDRICO 
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Un conjunto ooliédrico es la intcrsccciOn de un número finito 

de semicspacios. Un semiespacio se puede representar ·m~diante 

una desigualdad del ti90 a 1 x ~ b, entonces un conjunto p6liédr! 

ca se podrá representar por medio del sistena aix ~ b i=l .•• N 

o bien por {x/Jtx<b} con A n1atriz mxn, cuyo i-esimo rengl6n es 

ai y b es un m-vector. 

CONJUNTO POLIEDRICO ACOTADO 

Considérese el conjunto ?Oliédrico acotado (un conjunto es ac~ 

tado si existe un número X tal que la norma de • llxll <K para C_!! 

da x en el conjunto) observando la fig (3),el conjunto poli~dr! 

co se forma de cinco puntos extremos x 1 , xz, x 3 , X1i y x 5 • Ndteiie 

*La r.orrna de un vectcr x, <JUC se denota por l\x \\, est5 dado ~or 
I " , 

' j=l xj 
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que cualquier punto en el conjunto se puede representar corno 

una combinaci6n convexa de esos cinco puntos extremos. 

Ejemplo. T6rnese el punto x que se muestra en la fig (3), ob­

serve que x se puede representar como una combinación convexa 

de y y x 4 entonces x wy + (1-w)xi., donde w'I\: [O,l] y Y se 

puede representar como una combinaci6n conve,ta de x 1 y x 2 en-

·tonces y = vx1 + (l-v)x 2 sustituyendo el valor de y en x y ha-

ciendo una pequeña manipulación algebrfiica se tiene: 

x wvx 1 +w(l-v.)x2 + (1-w)xi. 

con wv, w·(l-v) y (1-w) e: [O,l], además 

wv + w (l-v) + (l-w) = l 

o en otras palabras x se puede representar como una combinación 

convexa de x 1 , xz y X•1 y en general cualquier conjunto poli~dr,! 

co se puede representar corno una combinaci6n convexa de sus PU!!. 

tos extremos. 

FIGURA 3 REPRF.SENTACION CONVEXA DE X EN TERMINOS DE X1, X2, 
y x, 
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Teorema l* (Representación de elementos de un conjunto convexo} 

sea X = {x /Ax = b, x ~ O} un conjunto poliédrico acotado no v~ 

cio, entonces el conjunto de puntos extremos es no vac:r.o y ti!:_ 

ne un número finito de puntos, d1gase X1 , x 2 , ••• , xK. Más aún 

xcx si 

convexa 

de di, 

vacio 

X 

y sol.o sí, X 

de Xi, ... , 
. . . , dt' d,, 

entonces 

K 
E 

j=l 

K 
r 

j=l 
w. 

J 

w. 
J 

v. 
J 

> 

> 

se puede representar como una 

XK m:is 

1 

o 

o 

... 

e 
E 

j=l 

j 

j 

dt 

una combinaci6n lineal 

conjunto de direcciones 

1, . .. , K 

1, . .. e 

combinación 

no negativa 

extremas no 

CORRESPONDENCIA ENTRE SOLUCIONES BASICAS FACTIBLES Y PUNTOS 
EXTREMOS. 

En esta sección se demostrará que la co1ecci6n de soluciones 

básicas factibles y la colecci6n de puntos extremos son equi­

valentes también se mes trará que un punto es una soluci6n bá-

*Para denostraci6n del teorema ver programaci6n lineal y fl.ujo 
en redes. Mokhtar Bazaraa. 
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si ca factible si, y solo sí, es un punto extremo. Puesto que 

un problema de programaci6n lineal que tiene un valor 6ptirno 

finito siempre tiene una solución 6ptima en un punto extremo, 

entonces siempre ser~ posible encontrar una solución basica 

factible 6ptirna. 

Definición. Considere el sistema Ax = b, donde A es matriz de 

~1XN, b vector columna de m-componentes y x vector de n-compo-

nentes, donde el rango de [a!b1 = rango {a] = m. Suponga sin 

p~rdida de generalidad que A= [B,N}, donde Bes una matriz in 

vertible ?-1x.?-1 y N es una matriz de Mx[N-M]. Entonces 

a) El punto Xo definido por x 0 = 

·xn=O recibC·c1 nombre.de soluci6n·báSica del sistema. 

b) La matriz B recibe el nombre de matriz b$~. La matriz 

N recibe el nombre de matriz no-b5sica. Las componentes xB 

se llaman, variables básicas. Las componentes xw se denomi:, 

nan variables no-básicas y si xB>O, entonce.s x 0 se denomina 

variable básica factible no degenerada. Si xB=O Se dice 

que Xo es variable básica degenerada 

Proposici6n 3. ConEiderc el problema 
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rnin ex 

sujeta a 

Ax b; x>O 

donde la rna triz P.. es de dir.tensi6:i H .. 'CN y de rango rt. Entonces 

x 0 es una soluci6n básica factible si y solos~, x0 es un punto 

extremo. 

Demostración. Sea x 0 un ?Unto extremo de la regi6n factible, 

después de un posible arreglo de los componentes de xo y de las 

colur.mas de A, se puede suponer sin pérdida de generalidad que 

x1, xz, ••• , xp son positivas y x~+l ••. =xo=O. 

Se demostrará que a 1 , a 2 , ••• ªp vectores columna de A son li­

nealmente independientes; procediendo ~oi contradicci6n, supo~ 

ga que no son l.i, entonces existen escalares w1 , w 2 , ••• , wp 
p 

no todos cero, tales que: I: w.a. = O; sean x' y xº definidos 
j=l J J 

por 

si j 1, ••. ' p 
x' 

j 

si j>p 

si j = 1, ••• , p 

x" 
j 

si j>p 
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co~o xj>O, para j =l, •.• , p entonces independientemente de 

los valores de wj, se puede escoger v>O, tal que x'>O y x">O, 

coreo al menos para algún j ·wj #- O se tiene que x 1 =f x" y se 

cumple que 

p 
~ 

j=l 

p 
a .x'= E 

J j j=l 

p p 
a. (x.+vw.)= i: a.x.+v ¿ a.\'1. 

J 1 J j=l J J j=l J J 
b 

de igual manera se prueba que Ax'' b de donde se tiene que 

a) x 0 = (l/2)x' + (l/2)x" 

b) X O =f X 1 .f X 11 

e) Ax Ax' = Ax" 

lo que contradice que xo sea punto Caxtrerno, de donde se concl.!:!_ 

ye J.a independencia lineal de a 1 , a 2 , ••• , a·p· 

Sup6ngase ahora que x 0 es una soluci6n básica factible del si~ 

terna Ax= b, x 0 >0, de:rnostraternos que x 0 es punto e:ctrern.o. Sea 

B la base correspondiente a x 0 , de manera que se puede escribir 

xo = [x, O]. Sup6ngase ahora que existen soluciones factibles 

x', x 11 y w C (0,1), tales que xo = wx' + (1-Wlx" y sea x 1 := (x' 
¡;;' 

x'] y x 11 

N. [xn", xN"] donde, no necesariamente x' x" son idénti­
N'· N 

camente, cero, pero corno 
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[xB, 0]=\'1[x', X'). + ( 1-w) {x", x"] con wc[0,1] 
B N B N 

como x~, X" 
N ::: o entonces X' x" = o. 

N N 

Ahora bien b Ax' Bx' + N '" N 
Bx' por lo tanto x' B-'b. 

Lo que def!'luestra oue x 0= x', en forma similar se demuestra qile 

x 0 = x 11 , lo que demestra que x 0 es punto extremo. Con lo que se 

concluye la demostración de la proposici6n 
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