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INTRODUCCION

Los problemas de inventario han existido desde 8nocas prehistd
ricas, pues el hombre primitivo almacenaba comestibles para las
temporadas de frio o de sequia. B5in embargo, hasta hace rela-
tivamente poco tiempo, se ha hecho conciencia de los problemas
que ocasiona el tener mercancia en excedente. La necesidad

real de la combinacifn perfecta entre la producecifin y el inven

tario aparecid en las grandes empresas.

Una de las razones para Rlanear la produccién-inventario en'la
actualidad es que un peso bien invertido puede dar como resul-
tado un ahorro extremadamente importante en cuanto a la adgui-
sicién v proéuccién de nuevos productos, ya que el precio de
ciertos materiales para la manufactura de otros puede tener con
siderables fluctuaciones; en este caso una de las posibles
politicas gque toman los empresarios es gue cuando el pre-
cio de un material es bajo se procura comprar cierta cantidad
para asfi mejeorar el margen de utilidades posterior. Otra ra-
z6n para planear la. produccifSn-inventario es gue la demanda
siempre serd satisfecha y no se incurriria en costos por péfdi—

da de ventas ni costos de sobreproduccifn.

En general las personas interesadas en esta vroblemftica han

analizado y desarrollado t&cnicas que van encaminadas a resol-

ver dos preguntas fundamentales:



¢Cuando nroducir o comprar?

&En qué& cantidad?

En' 1915 Ford Harris (ref, 22) fue el primero en tratar de resol-
ver uno de estos problemzs; en particular Harris derivs la pri
mera f£&6rmula formal del modelo del tamafic del lote econfmico.

Posteriormente R.H. Wilson deduce su fé6rmula, la cual se desa-

rrella come parta integral del control de inventarios.

Bn 1931 F.E. Reyvmond (ref.4f) publica el nprimer libro gue tra-
ta los problemas de inventarios, sin embargo, el texto no tra-
ta toda la teorfa ni derivaciones de formulsy s6lo explica al
gunas extensiones del modelo del lote econfmico. No fue sino
hasta después de la segunda guerra mundial cuando las revistas
especialigadas Management Sciencé ¥ Operation Research dieron
atencitn a los aspectos de modelacibn de los inventarios.

Las #écnicas de solucién actuales sobre problemas de produﬁ--
cibn—inventario van desde ubicar el sistema hasta formar mode-
. los matemdticos que representan la problemitica. El objetivo
de construir modelos matem&ticos en un sistema de produccidn
_inventarioc es determinar la caracteristica de la politida 6p-
tima de operacibn de dichos sitemas, es decir, la politica aso
ciada a la maximizaci@n de utilidades o bien la minimizacién
de costos en un horizonte de planeacidn conocido. En algunds‘

casos la tarea de seleccionar la politica es un tanto difficil



pues se deben considerar todos los componentes modelables que
puedan afectar al sistema, '&sto con el fin de tomar la nejor de-
cisibn y asfi llegar a resolver el problema de manera realista.
Los principales comvonentes de los sitemas de inventario sons

demanda, oferta, costos, produccidn, politicas de operacidn.

Existen en el rame de los inventariocs una gran variedad de mo-

delos cque pueden clasificarse en Deterministicos v Estoc&sti-

cos ¥y que a.su vez Dueden ser dinAmicos © estfiticoes.

En los medelos estocisticos la demanda es una variable aleato-
ria con funcibn de distribucibn conocida y los modelos determi-
nisticos tienen la caracter;stica principal de que la demanda
es conocida y no necesarlamente constante. En este trabajo se

estudian dos tipos de estos modelos: el de lote econfmico ¥y

el de costos cébncavos.

El obijetivo de esta tesis es analizar los modelos clasidos de
producci@n—inventario tanto de tipo detqrmin;stico comoc esto-
cistico, con especial énfasis en acuellos modelos determinfs-
tices que presentan una estructura particular gue permiﬁa pro—" 
ponexr métodos de solucidn sencilla y eficiente come es el caso
de los vroblemas de produccién—inventario con funcibn de cos-
tos cbneavos. Asi mismo se pretendé extender el analisis de

estos mismos modelos a casos con otras variantes como son el ..



control de 1la producci?n—inventario cuando se tiene limite

en la produccifn v cuando se tienen costos de cese y arrangue
de produccidn., Todos estos modelos pueden resolverse con las
mismas t€cnicas y resultados qus2 el caso simple de costos c@n—

cavos.

Los modelos gue se muestran a lo largo de los cap;tulos, se
plantean bajo diferentes seriesde suposiciones v circunstan-
cias que representan los problemas reales concernientes a los
sistemas de inventariog; dichas suposiciones nueden ir desde re
presentar un modelo casi ideal, en ¢l cual se presenta lé situa
cién en que la demanda es conocida y puede ser satisfecha en el
momento &n que se redquiera, hasta tener el caso en donde las
ventas se pierdan por no contar con el material inmediatamente,_
O que se presente la situacién en que se exceda la produdcién
y entonces se incurre en costos de sobreproducciﬁn; otro caso
también posible es cuando la produccifn tenga que ser limitada.
Pueden existir un gran nfimero de situaciones sin embargo, s6lo

algunos casos particulares se muestran en esta investigaecidn,

La tesis esti desarrcllada de la siguiente manera: En el capi-
tulo I se muestra un desarrole histbrico, las principales com
vonentes de los sistemas de produccifn-inventario asi como las

hipﬁtésis usuales empleadas para poder modelarlos,



En el canftulo II se analizan algunos modelos clisicos de wnro-
duccifin-inventario deterministicos, tales como el modelo del
tamafio del lote econfmico con algunas variantes. Se nmuestran

algunoé ejemplos ilustrativos.

En el capitulo III se analizan algunos meodelos clisicos de pro
duccién-inventaric de tipo estocfistico con algunas variantes -
come son con o Sin costo de ordenacifn o con Y sin d&ficit vy

se dan algunos ejemnlos para ilustrar el capitulo,

El capitulo IV muestra el an&lisis de control de produccibn-in
ventario para el caso en gue las funciones de costos Ae produc-
cifn y de inventario son cobncavas. Primero se describe un mode
lo deterministico de produccidn-inventario, desoufs se analiza
el mismo modelo para el caso de costos cOSncaves y en ambps mo-
delos se propone un método de solucifn con programacibén dinfmi
ca. Para la tercera seccifn se analiza el modelo cuando hay

d&ficit y se describen algunos ejemplos.

En el capitule V se dan algunas extensiones de los modelos men
cionados, dichas extensicnes presentan los siguientes casos:
cuande la produccidn es limitada por alguna causa, dando como

resultado que existe dBficit.



En el capitulo VI se muestran las conclusicnes de la tesis.

Un programa de computadora llamado PRO-IN se ha desarrollado
en una P.C. compatible y se presenta en el anexo I, Se presen
tan tambiﬁn, en el anexo II, algunos conceptos més relevantes
de programaci§n lineal usados a lo largo de la tesis que permi-
ten prestar ayuda al lector en casode .que Se presente alguha

duda,




CAPITULO T
ASPECTOS BASICOS DE UN INVENTARIO

Log aspectos bisicos de un inventario son: la forma en gue se
desarrolla, los componentes del mismo y la manera de describix
se. En el presente cap;tulo s2 nuestra de una manera general

cada una de estas partes, esto es con el objeto de cque el lec-
tor se generalize con los conceptos de inventarios y asi pueda

conowrender el contenido de la tesis.

El cép;tulo se deasarrolla de la manera siguiente: en la prime
ra seccidn se muestra un nequefio resumen de la evolucidn.de

los sistemas de produccibn-inventario. Posteriormente se descri
ben los principahascomponehtes de los mismos y por fltimo de

una manera general se muestran los nodelos utilizados a lp lar~

go de la tesis.



1.1 EVOLUCION DE T.OS SISTEINAS DE PRODUCCION-INVENTARIO

Hace aproximadamente treciesntos anos que se tomd conciencia
de lc que era un inventario, los primeros que tomaron medidas
serias sobre esto, fueron los entonces llamados "marchantas"

v los productores. En 1677, Pappifon (ref. 43) decfa:

"El stock o rigueza d=1 reino unido, no s8%loc consiste de nues~
tro dinero, sino también de nuestras comodidades y condicio-

nes para el comercio y llenado de nuestros almacenes con ma-

teriales necesarios®

Més recientemente, especificamente en los afos veintes,‘la_to-
ma de decisiones tuvo comienzo para incrementar el Enfasis en
la ligquidez de capital activo para los inventarios y en las

transacciones comerciales, lo cual fue establecide como una me

ta por muchas organizaciones.

En 1950 thitin (Ref.s55) n»uklica un libro en el cual se »ropor-

ciona una versidn estoclstica del lote econfmico.

Después de la Segunda Guerra Mundial las revistas Management
Science v Operation Research nublicaron algunos itaodelos sobre

la naturaleza estocfistica de los inventarios, especificanente



Arthur F. Veinott, Jr. en 1964 publica "The Optimal Inventory
Policy for batch Ordering". (Ref 53). En 1969 wWillard 1. -
Zanwill publica el art?culo "A Backlogging Model and a Multil-
Echelon Model of a Dynamic Economic lot size Production System -

A Network approach" y rmuchos otros no mencionados.

Es interesante cbsgervar que los econcmistas y matemﬁticos a ﬁi—
timas f£echas han tomado interés en los modelos de inGentarios,
pues en ellos se han podido faormular modelos tebricos, gque pos-—
terlormente los ingeniercs les dan aplicaci@n prﬁctica. Un ejem
plc clﬁsico de esta situacibtn es dada por Arrow, Harris y Mars-
chack (Ref. 1) quienes fueron los primexos en proveer un anﬁli—.
sis matemético riguroso sobre la teoria de inventarios y poste-
riormente Dvoretzky, Kefer y Wolfowitz (Refs. 17, 18) publicaron
algunos art;culos, en donde combinaron los problemas de inventa—~ |
rios dando un tratamiento, tanto econﬁmico, come matemitico.
Estos autores son ademﬁs los promotores de las ideas gue usf -
Bellman para popularizar el principio de optimalidad en érogra—
macién din?mica. En 1958 Arrow, Kazrlin y Scarf (Ref. 2) publican.
un libro en el cual se muestran las matemﬁticas de ;oé.siﬁteﬁés

de inventarios.
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De todos los problemas referentes a este tema, los problemas

de multilocalizacifin de inventariocs en mﬁltipleapcriodos.y con
miltiples artfculos son los que més se han desarrcllado. Exis-—
te en la literatura una gran variedad de estas versiones (Ref.
27}. BAllen (1958}, Gross (1963), Cclark and Scarf (1%60Q), Vei-
nott (1965), Bessler and Veinoti (136%5), Das (1075) Karmarkar
{1979), Simpson ({1578) por citar algunos investigadores que han
exaninado el caso de sistemas de mfiltiples fases en estructura
arborescente, trabajos recientes de csos problemas han sido tra
tados por Federgruen and Zipkin (1983). Este problema t;mbién
se relaciona ceon ciertos problemas de producciﬁn formulados es-
tocasticamente. Siguiendo los resultados de Zarwill's, Christo
. pher H. Nevison en 1284 (Ref. 41} muestra una extensifén al mods
lo del tamaifio econ@mico del lote econfmico considerande en este
que existen costos dearrangue de ﬁroducciﬁn v gque la demanda es

una variable aleatoria en cada periodo de tiempo.

En 1985 Meir J. Rosenblatt and Moshe Kaspi (Ref. 48} nublican
un art;culo en el cual se muestra un algoritmo con programacifSn:
dindmica que sirve para ordenar art;culcs dentro de diferentes
grupos eﬁ donde cada unc permanece un determinado perficdo de
tiempe almacepado. John W. Mamer and Stephen A. Smith pgbiican
otro articulo en el cual se presenta como manejar un sistema ©

taller que repara partes o magquinaria. Este sistema maneja mGl
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tiples articulos o refacciones., Para el caso en gue la unidad
es reparable Silver (1972) cltiene una soluciﬁn con programa-
cibn din8@mica usando una regla heuristica para podexr extender
el problema a otros mas generales. (Ref. 32). IZn este mismo
afio Charles P. Schmidt and Steve Nahmiar {Ref., 49) publican un
artfculo en el que se considera un sistema de inventaric en el
cual el producto f£inal es ensamblado de dos componentes cada
uno de los cuales es ordenado de fuentes diferentes. En este
articule sc considera que la demanda del producto final es alea
toria. Utilizando el métedo de programacibn dinfmica se carac-
teriza ia forma SBptima do ambas polliticas de ordenacifHn para
los componentes y la politica de ensamblado del producto final
para un problema de perfodos mGltiples de longitud finita, Uno
de los artfculos mas reclentes publicado en 1987 es el elaborado
por H. JUnsson and F. A. Silver, ellos analizan un sistema de
control de inventarios de dos fases consistentes dec una central
de almacenamiento reemplazado por diferentes divisiones de al-
macenes. Bn el articulo se analiza la politica de reemplaza-—
miento usando un stock base y un cicle de 6rdencs predetermina-—
dos. Se derivan f6rmulas computacionales las cuales permite cum
parar ambos sitemas. Cadace Arai Yano investiga el problema ué
determingr la planeacibn &ntima de carga en serles de prcducciéﬁ
¢n sitemas en los cuales el tiempo de procesamliento y procura-—
mnicnto es estocfistico. El cbietivo es minimizar la suma de cos

tos de alamacenamiento y costos por trabajo retardado. Se pre-
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senta un procediniento de solucibn general para dos estados y
posteriormente para n-estados. Los resultados son obtenidos

vor mé&teodos computacionales.

Existe sin lugar a duda una gran cantidad de articulos publica
dos y libros que tratan este tema. Sin embargo, sclec se mencio

naron algunos importantes para el trabajo de la tesis.
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1.2 COMPONENTSS PRINCIPALES DE LOS SISTEMAS DE PRODUCCION-INVEN
TARIO, :

Para realizar un programa de optimizacitdn de mroducciSn-invan-=
tario en un horizonte de planeaci§n conocido, se deben tomar

en cuenta todos los factores gque afectan al sistema, uno de
éstos y de gran importancia es la nolfitica de operacidn qgue 1la
enpresa decidé, es decir, la pol;tica asociada a la maximlza-
cidn de utilidades o bien a la minimizacitn de costos en un de
terminado perfodo. Entre otros componentes de un sistema de

producecibn~inventario, se pueden mencionar a la demanda, los

costos y la produccibn,

La demanda es un factor relevante en el control de produccifn-—
inventario. Representa el nfimero de unidades requeridas en

una o.varios per;odos. Lste nﬁmero de unidades puede ser cono-
cido con anticipacifn en cuvo caso se le denominar8 demanda de
termin;stica. En caso contrério se le denomina estocistica y
tiene asociada una distribucibtn de prokabkilidad conocida. Si
la demanda es constante en todo neriodo de tiempo-ée le lléma—_'
ré estacionaria y si varfia con el tiempo es llamada dindnica o

no estacionaria,

En general la demanda suele variar can el precio del articulo.

Por ejemplo, la gente tiende a comprar mis de un artficulo, cuan
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PREC P?j? _______
CURVA DE
= L T T DEMAMNDA
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CANTIDAD

FIGURA 1.1 CURVA DE DEMANDA (PRECIO EM FUNCION DE LA
CANTIDAD}) C
do su precio es bajo ¥ viceversa, esta definicifn puede sev i-
lustrada usando un diagrama llamado curva de demanda Fig. 1.1
Para construir esta curva, se coloca en el eje vertical de un
sistema cocordenado el precio y sobre el eje horizontal se co-
loca la cantidad demanda . 8Si el precio es alte, supbngase Pa,
la cantidad demandada scrd baja, esto es, Xo; al bajar el nre-

cioc a Pyy a Pg la cantidad aumente a xi1 v Xz, respectivanente.-
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Otra commonente muy importante en los sistemas de produceifn-in
ventaric son los costos, los gue se pueden clasificar como:

a) costos asociados con la adquisicitn de bkienes (compra o pro-
duccibén) b} costo por llevar inventario (o alracenamiento)

c) costos de ordenamicento, d) costos asociados al déficit v e)

costos de preparacién,

Bl costo de compra o de nroduccidn es el costo marginal de cada
‘articulo, éste serd proporcionzl a la cantidad pedida o fabrica
da ¢x, donde C representa el precio unitario ael articulo y =

la cantidad producida o comprada. Los costos de almacenamiento
son los costos asociados a la ccnserﬁaciﬁn del articule hasta
~que es vendido o usado; &stos pueéen incluir el costo de capital
paralizado, del espacio, del sequro vy los impuestos atribufdos
al almacenamiento. Los costos por demanda no satisfecha o A&fi-
cit se presentan cuando la cantidad del artfculo reguerido {de-
manda} es mayor que la existencia disponible. =ste costo depen
de de la estructura del modelo v de las politieas de operacisn

de la compafifa o de la escacez de material. Sin embargo, la
misma polﬁtica de operacitn puede decidir satisfacer la démanda
posteriormente o no satisfacerla en lo absoluto, teniendo cono
consecuencia que las ventas se pierdan. Los costos de prepara-
cibn son asociados al mantenimiento de magquinaria, estudios de

nercado, estudios de factibilidad, estudios t&conicos acumulacidn
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de datos o informaci6n de cierto artfculo, procesos del control
del sistema de inventario, etc. estos costos se supondr&n fijos

¥ serfin cargados al inicio del periocdo.

Los costcs de ordenamiento se atribuyen a.los gastos de trans-—
porte o fletes, seguros de transporte etec. estos costos puiden
ser asimilados nor la compaﬁ;a o cargados al cliente.

La produccifn es otro componente igual de importante gque los -
costos 0 la demanda, pues elegir el tipo de prodﬁcto que se va
a producir es una de las decisiones mss importantes para los
empresarios, yva qu2 en base al producio que se va g2 realizar

es el tamafio del horizonte de planecacifn, Asf, si el producto
caduca répidamente, entonces se debers producir el tamafio del
lote exclusivamente de acuerdo a la demanda y esto se hace nu=-
chas veces para un sflo periodo. &i la demanda es constante en
tode periodo aungue el horizonte de planeacién sea grande, en-
tonces se planeard la producein para cada perfiodo sin riesgo
a sobreproducir o quedar cortos y entonces incurrir en défici#.
Existen productos gue pueden ser producidog en un s6lo lote y
almacenarse por varios pericdos, este tino de polfticas la to-
man los crnpresarios cuando resulta mis costoso producir cada
perfiodo ¢ cuando se cuenta con materia prima s6lo una cierta
temporada, indudablements son nroductos que no se descomponen

ni pasan de moda. .
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1.3 CLASIfICACION DE LOS MODETLOS D= PRODUCCION-INVENTARIOQ

En los sistemas de vroduccifn-inventario existe una gran varie
dad de modelos que se vueden clasificar en Deterministicos vy
Bstocfsticos ¥y gue a su vez pueden ser dinamicos v estaticos.
Los modelos estocisticos vresentan la caracteristica de que la
demanda es una variable aleatoria, con funci6n de distribucitn
conocida. BAlgunos de estos modelos son {s,5), (Q,r,t), (r,T)
{nQ, r,T}, etc. ¥ los modelos de periodos mﬁltip135con o sin
costos de preraracifn, modelos para un sSlc neriodo con y sin

déficit ete., que se describen brevemente en la tesis.

Los modelos determin?sticos tienen la cualidad principal de gue
la demanda es conocida y no necésariamente constante. En este
trabajo se estudian dos tipos de estos modelos y son: el del
lote econﬁmico ¥ el de costos cénca%os.. Los primeros se pre-
sentan con las siguientes variantes: con vy sin @&ficit y cuan
do las ventas se pierden debido al deficit. Lés modelios de cos
tos c¢bncavos son los m&s'importantesny sonﬁaquellos-modeloé <on
funcidn de.costos cBbnecavos; son estudiados con v sin déficit;
don costos de preparacidén; cuandeo la produceifn es limitada; vy
cuandoc hay costo por arranque ¥ parc de produccibdn por algGn mo

tivo. Esteos modelos son representados por medio de redes de

flujo y se clasifican de acuerdo al siculente diagrama 1
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CAPITULO II

MODELOS DET};:‘.RMINISTICOS BASICOS

El inter€s en los modelos de producci@n-inventario ha crecido
en las Gltimas décadas, esto es debido a los beneficios cuali-
tativés asociados con la caracterizaci@n de 1la politica ﬁptima
bajo distintas hip§tesis. Uno de esos modelos es el del 10t€
econ?mico gque resume una estructura compartida por una varie-—
dad importante de problemas determfnisticos. La estructura y

la sencillez del modelc permite que sus resultados sean faciles

de aplicar.

El capfitulo se desarrollo de la manera siguiente: En la prime-
ra seccifn se hace la deduccibn de 1ia férmula para obtener gk
lote econpmico Yy el tiempo en gue se debe hacer cada orden,

En la segunda seccifn se obtiene la misma ecuacitbn del lote eco
némico pero en el caso en que hay déficit. Finalnenté,se hace
un analisis para el caso de perfiodos mGltiples. Cada seccipn

del capitulo se ilustra con algunos cjemplos.
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2.1 MODELO.DEL LOTE ECONOMICO

Este modelo se caracteriZa por ser uno de los més sencillos
que exXxisten en la teorfia de inventariog ¥ es sin duda el mgs
usado por su l6gica y resultados. El modelo puede describir-
se come sigue: suponga gque los articulos de una compaififia se
demandan a una tasa constante d, Suponga que al inicio de ca
da perfiodo se ordena una cantidad de artficulos x cuyo tiempo
de entrega es cero Y que siempre se disponen art;culos en in
ventario para satisfacer la demanda. Esquemiticamente, el
nivel de inventario a lo largo del tiempo se comporta como

se muestra en la figura 2.1, en donde se observa gue el tama-
g del perfiodo en gque se efectlan las &Srdenes de articulos es
"igual a x/4 {(ref. 42)

Suponga que existe un costo fijo K por cordenar articulc v que
el coste marginal de cada une es igual a ¢ unidades menetarias.
Tambi&n suponga que se tiene un costo por inventario igual a

h unidades monetarias por articulc.

Se¢ desea determinar el tamario del lote x que debe ordenarse

de manera de tener minimo costo por unidad de tiempo.

Una manera sencilla de calcular el costo por periocdo vy de alli
el costo promedio en el perfodo, es obssrvar que tenemos tanto -

costos de redide como costos de inventario. 21 costo de pedi-
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NIVEL DE
INVENTARIO

x-dt

x/d 2x/d TIEMPO

" Figura 2.1 Desarrolle de los niveles de inventario

do es igual a (K + Cx) mientras que el costo de inventario es
{Hx?/2d), debido a la forma en gue se desarrollan los niveles
de inventario. Por lo tanto el costo unitarioc en el perfode

es:

(K + Cx + hx?/(2d) )/ (x/d) {2.1)

Ct(x)
o bien

Ct(x) = dX/x + dC + {(hx)/2

ciones convexas es convexa y el cllculo de su minimo puede ha

cerse obteniendo la primera deriwvada. Espec;ficamente
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. dCt/dt = -~ dK/x* + h/2 = 0
o bien, el lote econfimico es
! N
x* = /ZKd/h (2.2)

y el tiempo o tamaiio del periodo en gue se efectga el pedido
es:
— Ty .
t* = xx/a = J2k/an - (2.3)

Esta es la famosa ecuacifn del lote econbmico con su correspon-—

diente tamafio del perfodo entre pedidos.
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Ejemplo 2.1 Supbngase que la demanda de un producto es de 25
unidades por mes., ELl costo fijo de preparacifn, cada vez gue
se hace una serie de produccibn, es de $ 15.00. El costo mar-
ginal de produccién es de $ 1.00 por articulo v el costo de
mantener inventaric es de § 0.30 por articulo por mes. Supo-
niendo que no se permite d&ficit alguno, Determinese con que
frecuencia debe hacerse una serie de produccifn v cual debe ser

-

su tamano.

Aplicando las ecuaciones (2.2)y(2.3) se tiene:

X*= 2(15) (25) _ . . t*= 2(15)  _
/—-—-“w-—.i'ﬁ-]— = 50 unidades; \/Ti-m = 2 meses

La serie de produccifn se debe hacer cada 2 meses y el tamafio

del lote debe de ser de 50 unidades.




2.2 MODELO DEL TAMANO ECONOMICO DEL LOTE CON DEFICIT PERMITIDO

En el modelo del lote econSmico se considerf que toda la deman
da es satisfecha a lo largoc del pericdo. HhRhora se presenta el
mismo modelo para el caso en que se permite d&ficit. Se supon
drd que la politica de revisifn es perifidica y con el nropbsi
to de que el déficit no sea demasiado grande, se ha formulado
el siguiente modele, en el cual se determinan los tamafios Spti
mos del dé€ficit del lote y la longitud 6ptima del nerfiodo pa-
ra el cual el déficit es permitido. Sea s 1la existencia con
la que se cuenta al principio de un periodo, P el costo por ca
da unidad no satisfecha para una unidad de tiempo, K el costo
de ordenar articulo, C el costo marginal por cada articulo, h

‘el costo por mantenimiento de inventarieo.

Para un tiempo £/d el inventario es positive vy su costo de alma
cenamiento por periodo es hs? /24, anélcgameﬂﬁe el déficit se
presenta para un tiempo (x-s)/d y su costo correspondiente es
P{x-s)?/2d. Para determinar el costo promedio por periodo, ou-
serve que se tienen costos por ordenar el material K y el costo
de produccifn o cononra de x articulos de modo due el costo to- 

tal por periodo es:

C= [K+ Cx + (hs?>/2a}+ (P(x-s)3/2d4}/ (=/4) (2.4)
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FIGURA 2.2 REPRESENTACION DEL MODELO DEL TAMARO ECONOMICO:
DEL LOTE COMN DEFICIT

' C = (AK/x) + de+-(hs?/2x) + (P(x%-5}7/2%) (2.5)
El modelo puedec ser observado gréficamente en la Fig. 2.2

Para encontrar los tamafios Sotimos de 5%, xX* y t* se procede -
derivando la ec¢. (2.5} con respecto a s, X v £ e igualando a’
‘cero respectivamente v se encuentra el minimo para cada funcifdn,

esto es;

(hs/x) = (Plx=5)/S) =0 — _  (2.8).

oA
[

- (dK/x2)-h s2/2x2) + (P(x-S)/x) - P {x~8) 2/2=0 -
(2.7

. resolviendo las ecuaciones se obtiene

x* = f2ak/n . Jipemysre C (2.8)
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ex = Jaaxm , /o/(peh) . ‘ (2.9)

El déficit miximo permitido se exnone como:

S = X* ~ 5% = jzdx/p . /h/p+h {2.10)

¥y la longitud 6otima del perfodo gue se permite déficit es:

ex = x¥/a = /2r/an , Jen/p (2.11)
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2jemplo 2.2 Suwvonca gue 2l costo de déficit =2n el ejemmlo 2.1
es de 5 1,50 por articulo nor mes. Determine la frecuencia

con la que dzbe hacerse una serie de produccién, cual debe secr
el tamafio del lote a nproducir v el tamafio del d&ficit permiti-

do.

Anlicando las ccuaciones (2.5}, (2.7 v (2.3) se tiene que:

x*=/ (2) (25) 115} /0.30 //(1.5o+o.30)/1.5o = $4.77 unidades

t*¥ = {54.77)Y/25 = 2.1% meses

x*-s*=/(2) (25) (15) /1.50 A40.30)/(1.50 + 0.30

8§ = 8.12 unidades

De modo rue se debe producir cada 2 meses vy 1% dfas la cantidad

.de 55 unidades, permitiféndese un dé&ficit de s8lo 9 unidades.
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2.3 MODELQ EN QUE LAS VENTAS SE PIERDEN DEBIDO AL DEFICIT.

Bl modelo aue agqui se presenta es c¢lfsico de aguellos en los
que la demanda sucede cuando el sistema se encuentra a un nivel
de almacenamiento careo o dicho de ctra wmanera fuera de stock.
Mue la demanda suceda precisamente en ¢l intervalo de tiempo en
el cual el sistema se encuentra fuera da stoclk depende de la no
litica de operacifbn que siga la comwnafifar con esto v con el es-—
tudio acerca de déficit heche en la seceiﬁn (2.2} se puede con-
cluir que la misma politica de operacién puede ser usada tanto
para buscar la maximizacitn del promedico de utilidades como la
minimizaci6n del promedio de costos incurridos en la produccidn

del articulo.

Sca h el coste por llevar inventario w el precio de venta del
artfculo, G el vromedio anual de utilidades, v el.costo de ven—
tas perdidas exclusivas de la utilidad perdida, C el costo unita
rico del articulo, ¥ el costo de ordenacidn, t el tiempo entro de
mandas, t, el tamafic del pericdo en que el sistema se encuentra

fuera de stock v A = 1/t,.

De modo gue el promedio anual de utilidades es:

Gt
il

A{w=-C) {(1-tg) + vAte= (X + h)

A (w=C) = (v+w—C) Ato~ (K + h) (2__1'2)”_"{"_
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Alw=C) es el costo anual de utilidades gque deberfia s=2r obtenido

s8i el sistema nunca estuviera fuera de stock.

Sea V= (v + w = C) el costc de ventas perdidas incluyerido las

utilidades perdidas.

Como V es el costo de las ventas perdidas entonces la minimiza-
citn del pronmedio anual de costos ocupa la misma politica de o- -
peracifn que la maximizacién de las utilidades, donde las dos

expresiones difieren soleo de A{w-C), la cual es independiente de

la politica de overacitn.

El objetivo del modelo es encontrar el tamafio Sptimo de x v del
intervalo de tiempo en el que se pierden las ventas de tal mane

ra gue los ¢ostos promedios anuales se minimicen.

Sea T la longitud del tiempo por ciclo durante el cual las ven-
tas se pierden, para una cantidad requerida x, 1la longitud de un
ciclo es:

Ty = x/A + T - (2.13)

El costo promedioc anual es la suma de los costos por ordenacibn,

por llevar inventarios v por déficit de modo que
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INVENTARIO
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FIGURA 2.3 REPRESENTACINN DEL MODELO EN LA CUAL
LAS VEHUTAS SE PIERDEM

C = (Mx+AL)R+(IC/2) (x2/ (X+AT)) +(VA/ {x+AT) AT) (2.14)
Zn nromedic hay (A/(x+AT)) ciclos por afio © Ic = h

El costo por llevar inventaric nor afio es I1Cx2/2X y el costo de

ventas perdidas por ciclo es vAT.
Geom&tricamente el modelo puede ser representado en la £ig 2.3

En la figura 2.3 se puedec observar como disminure el'nivql'de

existencias x/A a 16 largo del tiempo, llegando el.nivel dé'in-
ventario a cero; de ese instante hasta que se vuelva a proveer
del articulo pasa un detexninado inﬁcrvalb de.tiemyo T en el éuai:

toda la demanda mie ocurre se pisrde,
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5i lo que interesa es encontrar el tamafio de x* v de T* Sptimos.
una condicifn necesaria para que esto suceda es gue las deriva-

das de C con respecto a x ¥y a T gean cerxo; es decir

ac/dx = 0
dc/daT = 0
dc/dx = —(x+At) " {Ak + (IC/2)%2+A2VT) + ICX (x+AT) = 0
{(2.15)
]
-Ak({IC/2)x2%~ VA2T + ICAT = O {2.16}
arn/dr = —(x+J\T)—2(12k+{J\IC/2)x2+VA3T)+(x+AT]-IVAz (2.17)
o]
aw =24 (1or2)x (2.18)

Se deben encontrar los valores vara 0 < T* < @ y 0 < x* < w,

Resolviendo 2,18, se obtiene

.x 4%% t ((VA/IC)® =~ ZJs}c/ICl;5 (2.19 -

Si (VA)? < 2kAIC el valor del discriminante es negativo ¥ X reé

sulta no ser real en 2.18.
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Si (VA) 2= 2)XKIC hay un Gnico valor gue satisfacec 2.18.
Si (va)? > 23kIC hav dos valores nositivos de x para 1o0s cua-

les se satisface (2.10}de donde:
VA/IC > ({VA/IC)2-~ (2Ak/IC))® (2.290)

en gl caso en donde X no 25 rezal no existe un valor T el cual
satisfaga 0<T<e y el valor 6ptimo de T deberfi ser =, Si =2l
valor 8ptimo es = la condicidn (VA)? < 2ARIC inmplica cque se in
curre en costos de ventas perdidas siempre. Considere uno o
dos valores de x gue satisfacen (2.183) sustituvendo {(2.19) en

{2.15) v después de una pequeiia manipulaciédn
AT=—AV/IC*({VA/IC)2 — (oak/IC)) ™ (2.21)

Sin embargo de la ec. (2.20)} se sigue que T<0 nara ambos signos
y que el 6ptimo no estl@ en 0<7<w=, en este caso el valor Bptimo

es T = 0, de donde (VA} > 2)\kIC, es decir, el costo de ejecutar
con cualgquier cantidad positiva la p&rdida de ventas. En el

caso en que (Vi) ?*= AkIC cunalguier valor de T es Sptimo.

En resumen nunca Se incurre en un tamafio Sptimo de T.  Si la
pérdida de ventas es permitida ¥y se tiene (va)? > 2kAIC

la solucifn. eg nrecigamente la misma gue la de la Seccidn (2.1}

es decir x = J/zhkllc v de la figura {2.1} se sigue que hay

un intervale de tiemmo en gue no havy nérdida de ventas (Ref.55)
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CAPIRULO III

FODELOS5 PROBABILISTICOS BASICOS

El presente capitulo se concentra en el andlisis del control
de la producecibn-inventaric, en el caso particular en que la
demanda es probabilistica. Esta situacifin es mucho mis realis
ta gue el caso deterministico analizado en el capitulo ante-
rior. De manera semejante se hace el an&lisis para diferentes
situaciones con uno o varios periocdos de planeacibn de produc-

cifn,

El capitulo se desarrolla de la manera siguiente: En la prime
ra Seccibn se muestra un modelo c¢lésico de produccibn-inventario
con demanda estocfistica. En la segunda seccifn, se utiliza el
mismo modelo pero se involucran costos de premaracifn v en la
siguiente seccibén se trata el modelo wara pericdos mltitivles vy
sin costos de vreparacifn., Por fltipo se analiza el nodelo pa-

ra pericdos mltiples v con costos fijos de ordenacidn.
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3.1 MODELO SIM COSTC DE PREPARACION

Es importante analizar otros modelos gque se nueden clasificarx
tambidn dentro de los modelos clisicos de inventario: los mo-
delos estocésticos; los cuales presentan la caracteristica
esencial de que la demanda es una variable aleatoria con dis-—
tribucifn de probabkilidad conocida. El1 modelo pucde ser des-
crito como sigue: suponga dque leos articulos son demandacdos
aleatoriamente v producidos a un costo de ¢ unidades monetaries
nor articulo. Sea h el cosgto de almacenar una unidad de dicho
articulo. E1l costo de la demanda no satisfecha os de P unida-
des monetarias por artfcule. Sea D la variable aleatoria que
revresenta la demanda durante el ﬁeriodo. S5e supone que D es
continua con funcitén de densidad £(D). Se esti considerando el
nodelo para un sSblo periodo y sin costos fijos de premaracifn.
Sea I la cantidad de unidades disnonibles al conienzo del perio

do.

El problema es determinar el nivel Optimo de inventario I* que
deberé tenerse a la mano al comenzar el pericde dc manera tal

que los costos esperados se minimicen.

Este nmodelo describe el caso de inventaric de un articulo en el
cual la demanda ocurre an un intervalo ¥elativamente corto, des

puls del cual sz vuelve obsolsto, se echa a perder o no se de-~



manda en oiro nerfodo. La caracteristica que distingue a este

modelo es qgue se presenta sHlo una ovortunidad para »roducir

el articulo v esto ocurre al nrincinio del pcrfodo. La canti-

dad vendida dAurante el overiodo, s5i I unidades se& ticnen a la

mano al comienzo del seriodo es: min (D,I). La cantidad de in

ventario en exceso al final del 2eriodo es max {2, I-DY} v la

condicibn de défiecit al final del wnericdo es:

0 8i D< I

B(T,D) = (3.1)

D-I Si p>1

71l coste total esperado en el meriodo consiste &2 la suma de
Jos costos esperados de ordenacidbn o produccibn, almacenamiaen—
to y déficit. DenbStese esz costo por C(I} de modo que:

k=]

c{I) {CI-pmax (9, D-I) + h max (9,I-B))E(D)dD

1
[ L

= I

Il

CI + [n(D-I}Ff(D)&D + I h{I-D) £{D}aAD ' (3.2)
I !

BEs claro gue se debe zneontrar el valor de I* tal gue mininice

Cc(1}Y, dicho wvalor se grcusntra deirivando C{iI} con respescio a T

e iguldndola a cero.
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ac(r) / dx = 0 . o (3.3)

6 C+h JIEID)dD—D[f(D]dD=C
0 I
&
C+h F (I) - p (L-F{I)) = 0 (3.4)

de modo gque el valor de I* que satisface dicha derivada es:

¢ (1) =E¢ (3.5)

TN

donde I* es definida si v sole si, p»C; si p<C no se pu=ade opg

rar el sistema de inventario, sin embarco:

d*C{I)/ax?® = (p+h)£(I})> O {3.6)
La solucibn para encontrar I* 12 d8 la ccuacibn (3.5 con cl mi
nimo global eguivalente a decir gque C{I} s convexa, nor esto,

la'politica &ntima es: (Ref. 31)

ordenar {I*-I) =si I*>1I

no ordenar si I*<1I . . '(3.7)
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Ejemplo 3.1 Suponga gue la demanda en galones de un  jarabe
dulce durante una semana es distribuido exnonencialmante con

una media de 100 galones, e3to és:

-0.01%t
fld)= 0,01 e €50

El jarabe es producido una vez por semana v Si no és usado du-
rante esa semana, sSe cecha a perder. =21 costo marginal de nro-
ducci@n de dicho jarabe es de £ 1.00 poxr galdn. Cualquier can
tidad no usada es vendida al Iin de semana a un costo de $0.10
p5r galén, v es tratada como desecho. Si hay d&finit las ven-—
tas se pierden. Un galdn de jarabe genera una ganarwia netza de
$2.00. Determinar la cantidad de galones a producir I* tal fue

la demanda sea satisfecha.

De la ccuacibn

T*

_ ~0.01t,, _ 2.00-1.00
fiix)= 0.01 e dt = 53571.60

- 1TT*
1-g 0.01T = 0,475 =n i* = ga.06G galones-

Se deben nroducir 64.35 galones a la semana do jarabe dulce para

satisfacer la demanda.
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3.2 MODELC CON COSTO DE PREPARACION

En general cuando se va a producir © comprar cicrto articuleo
siempre se incurre en costos de preparacidn, que para este es-
tudic se denotari por k. Este costo incluye: los costos de
compra de herramienta, magquinaria, materia prima, estudios de
mercado, de factibilidad, etc., ¥ son cargados al inicio del pe
riodo. Los costos gue se manejan son el de produccibn o compra
gue se denota por €, de almacenamiento que se denomina h,-y
de déficit iiamado P. Los costos de almacenamiento y dé&-
ficit se supondran lineales y son representados por la funcibn
G{I) de la siguiente manera.

oo I
G(I)= P |{b~I)Ff(D)AD + h ({I-D}E(D}dD ’ (3.8)

Definase la cantidad disponible en inventaiic I como:

I = I, + (I-I¢) ' {3.9)

donde Is es la existencia iniciai antes de tomar la decisi6n dé-
ordenar cierta cantidad, e (I-Iy) es la cantidad pcdidd o pfddg
cida. De mode que al considerar los costos de preparcibn k,
produccién o adguisici®n ¢y la funcibn G(I) deEinida anterior-

mente se tiene:
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FIGURA 3.1 REPRESENTACIOMN DIL COSTO EN FUNCION DEL
IRYENTARIO

kK 4+ C{I-=Iz) + G{I} si I > Ig

c(1y = § -
G (1) si I = I, t3.10)

donde C(I) representa el costo total es~merade en el erfodo.

Elaborando una grifica como funcifin de los costos v del inven—-

tario se tiene la fig (3.1},

Sea 1* el valor de I gue minimiza CI+G{I} vy definasc i como el.

menor valor de I vara =l cuwal Ci + G {i) =k + CLI* + G{I*). D=

la fig (3.1) es posible aralizar tres casos de interés.x

a) Io > I

c) TIo < i
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Caso a). Es el caso en gue £l inventario inicial es mayor gue

el inventarioc éptimo. 5i Ip>I* entonces

K + CI + G(I) > CIo + G(Io) ¥ I>Ip {3.11)
5

k + C({I-Io)+G{I) > GI(Ig) (3.12)
donde (k + C{I-Ip) +G(I)) es el costo total eéperado si se ha-

ce pedido, y G{Io) es el costo total esperado si no se hace pe-
dido alguno. Por tanto la polftica Sptima indica gue si Ip>I*
no. se haga pedidec alguno.

Caso b). Si 1<I¢<I* resulta que

k + CI + G(I) >CIy + G(Io)

sl

k + C({I~Xo) + G(I} > G(Ip) - : {3.13)
donde (k + C{I-TI¢) + G(I))es el costo total esperado si se hace
pedido ¥ G(Ip) es el costo total esperado si no se hace pedido,
nuevamente hacer nedido resulta miAs caro que no hacerlo.

Caso c). Si Ig<i se tiene que:

Cmin (K4+CI+G(I)) = (K+CI*+G(I*)) < CIos + GI(Is) (3.14) -
I>Ig o .
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O bien

min (k+C(I-Ig¢) + G(I))—{k+C(I*—iu) +G{I*YN< G({Ig) (3.15)
I1>I,

de modo que los costos incurridos son rmenores si se hace pedi-
do hasta commletar I*. En resumen la politica Sptima de hacer

pedido es la siguiente:

81 Ig<i higase pedido hasta completar I*

Si Ig>i no se haga pedido alguno

El valor de I* 6ptimo se obtiene nuevamente a partir de la ecua

ciétn {(3.5)

_ -C
o(xv) = E

donde i1 es el menor valor gue satisface

Ci + G(i) = k +CI* + G(I*) L (a6
la cual es una peolitica del tipo (5,8} que es una de las mis coérﬁ

minmente usadas en la industria {Ref 17)



Note que estos resultados pueden ser extendidos al caso donde

G(I) es estrictamente convexa; en tal caso la nolitica Bptima

de ordenacifn es:

ordenar {I*-~I1}) si I<

(o

no ordenayx si I (3.17)

v
. ’..l.
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Ejemplo 3.2 Suponga que una compaila produce esmalte de ufias,
y que la demanda mensual vresenta una distribucibn sxnonencial

dada come sigue:

- .1 _-D/f1000O
£{D) = 16000 © D>0

El esmalte de ufias tiene un costo marginal de § 20.09, el cos-
to de preparacibn es de 3 530.00 y cada elmalte es vendido al
piblico en $ 45.00 con una utilidad de § 25.00, Si la demanda
@S mayor due el abastecimiento disponible entonces dehe inter-
pretarse €l costo unitario de la demanda no satisfecha como el
ingreso pedido de § 45.00 por esmalte. El costo de almacenamien

£o por esmalte es de ~59.00.

Determinar el nfimero de unidades gue se deben producir tal gue

la demanda sea satisfecha.

De la ecuacidtn (3.5)

1 | |
|7 1 _-pjiooon . _ . _ -1/12000 _ 45-20
¢(I)‘I 16000 © ap =1 - e = 25-9

0

La cantidad 6ptima a producirse es I¥% = 11€568. De la scuacifn

{3.16])



oo i
. . 1 _~D/10000,.. .. _=~D/12000
201 + 45 J (D—l} m—o— a4 dp-9 {i-D)e dan
i o
0
_ _ . 1 -D/10000
= §00+20 (11056)+45 (D-13125%) 10000 © ap
118593

11056
_ 1 ~D/10020
-9 J (11856-D) 35555 © dp

o

de modo que i = 19674. Entonces la polftica &ptima requiere
gue se haga una serie de produccibn hasta completar I=11855 uni
dades de esmalte de ufias, s5i la cantidad a la mano es menor que

10674, De lo contraric no se haga nedido alguno.
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3.3 MODELO MULTIPFRIODICO SIN COSTOS FIJOS DI ORDENACION

Una extensidn l6gica del andlisis de las secciones anteriores
es planear un horizonte de nroduccifn pmara mas de un veriodo.
En esta seccldn se discute el modelo de planeacidHn de nroduc-—
cién-inventario para mltiples perfodos en el cual la revisidn
del nivel de inventario v la decisifn de ordenar es hecha sb6lo
a intervalos fijos de tiempo. Los modelos de revisién periddi
ca son importantes pordue los sistemas en el mundo real son
operados de acuerdo a politicas de este tipo. EL modelo vuede
scr descrito de la siguiente manera: se supondrd qus el hori-
zonte de nlaneacifin es para n—perfodos, que la revisitn de in-
ventario se hace al comienzo de cada weriodo y gque la entrega
de artficulos una vez ordenados es inmediata, se pernite ¢gue ha-
va déficit exceoto al final del periodo M, se supone que la de-
manda D es independiente en cada perfodo vy distribuida idéntica
mente como una variable aleatoria ceontinua con densidad de »ro-

babilidad £(D).

El precio de compra C del articulo depende de las unidadeé or-

denadas, los costos de almacenamicente v déficit son de h v p

unidades monetarias respectivamente. Finalmente se define el

factor de descuento de los costos denotado por o, O<u<l, Tal
-1 . -

que o es de la forma o = (i+r) donde r es la tasa de intexés

wor neriodo.
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El problema es encontrar las cantidades &ptimas para hacer los
nedidos de modo que los costos osoarados totales se minimicen.
Sea I°j el inventario neto al principie del mneriode j, yor el
anilisis hecho en las seceiones 3.1 v 3.2 la nolitica Sotima

implica que:

ordenar I. - Ig.. si I.> Ty
3 °j 37 7%

(3.18)
no ordenar si I, <Ig..

Se mostrari que en ausencia de un costo fijo de orxdenacibn, el
ordenar una cantidad mayor que I es5 la polfitica 6ptima. El cos

to en el perfiodo J es:

C (I.-Iq.) + G{I. i I, >TIg.
( 3 UJ) { 3) si I, 04
(3.19)

G {I.) si I.<I_.,
J J-="03

donde G es la suma esperada de un solo perfodo de los costos de -
alnacenamiento y d&ficit.
I.
G(Ijl = h J(Ij—D)f(D)dD + P (D—Ij}f(D)dD - {3.20)

4]
15
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El nrograma de optimizacidn deberd cncontrar el valor de I;. »a

ra cada pefiodo 3 =1,2, ..., W tal gue el costo de descuento
esperado:
Ny
R=E1{I o7 {c(Xj=Toy) + G(I N} (3.21)
j=1 J i

sea minimo,

Utilizando el mé&todo de programaci6n dindmica es posible encon
trar la relacidbn recursiva esperada tal que se obtenga el mini

mo de la ecuacidn anterior.

Rj{Ioj) =1.T§?. {c(xj-xuj) + G(Ij) + aE(Rj+1{Ij—D)} (3,22;.
= 4 = 1...N

donde Ryyq (IN+1} =0, v
<X

E(R.+1(Ij—D)l =

5 (Ij—D):E (DYdp

Rypa (3.23)

donde Rj(1°j) es el costo total minimo sobre los perfodos 3,

41, -.., N cuando el inventario neto al w»rincipic del perfodo-.

es I“j‘ Asimismo, c{Ij—Ioj) +- Gle} es el'costc esperado”enfel_ 
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periodo j vy Rj+1 (Ij—D) es el costo minimo obteéenido scbre los

rerfodos N-Jj.

Este mismo modelo puade ser extendidc al caso donde se tienen
costos fijos por ordenacidn, cuya politica mresenta la sicguien

te estructura de costos:

.- . i To.<I.
k + c(Ij I“j) si 05%15
U{I5=Tog = § (3.24)

0 ’ si Ij-_—In .

tal situacibn tambi&n puede ser formulada como un modelo de nrg

gramacifn dinfmica; la relacién de recursibn apropiada es:

CRi(Ig,)= min {U{I
J ] Ij_Ia-

.= .1 +G6 L}HaB{R. I.-D =L...W
j=To ) +G (I ) +aB (R, (1;-D)1} g

i (3.25)

donde RN+1(IN+1) =0

TebGricamente, es posible obtener la scolucifn Sptima de (3. 24)

por los métodos de programacién dipfmica tradicionales, sin em—

bargo su manipulacidn es un tanto tediocsa, ¥ no se efectla con

:aste trabajo.
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" Ejemplo -3.3

La demanda para un artfculo cada dos periodos es uniformemente
distribufda de 0 a 10, es decir £(9} = 0.10 0<D<10. El1 cos-
to de compra del articulo es 4ms 52.00 3i sobra mercancifa al fi-
nal del mericdo su precio se eleva a § 6.00. E1 costo por d&-
ficit de cada articulo es de § 10.00. Encontrar la polfitica

Sptima para dos perfodos con el factor de descuento uasl.
Considere el perfodo 2, entonces si ji=2.
De acuerde a la ecuaciSn 3,22

Ry {X,) = min {2(I;- Ig2) + G{Ir} + 0}}
I2>T02 : :

como Rj+1 = R2+l = R3 = {0 antonces

. *y _ p=c _ 10-2
FAIZ) = o < 1595

el valor Sptimo I: a pedir es 5. En forma mds general. De la

ecuacidn 3.20

I 10

G(IN - ¢ | (1-py(0.17ap+10| (D=1} (0.1)ap



= 0.8 I%- 101 + 50

Por otro lado

10
E(Rz2{I,-D)) = R, {I,)(0.1)dD

8]

I

I-5 .
J ((0.8){I;-D)2-~10 (I1-D) + 50)(0.1)dD
0 .

10
+ [ (2(5-I:+D) + 0.8(5)* -=10(5) + 50) (0.1)dD
I,-5 |

3 2z _
.02 1! ~ .4 12 - 36.6
Ahora considerando el per;odo 1 de la ecuacién 3.22

Ry (Zed = min {2(I1-To1) + 0.8I2-10I,+ 50
I.>Toa

+ .021}-0.413~ 36,6} '

= min {- 25+ 32 - 101, + 0.41% + .02 13-
I1>Tpa . :

diferenciando R; (L, con respecto a I,se obiiene 2l minimos:




dR1(I,) / QI; = =10 + ,8I; + .051§ ='0.
entonces

11 = 7.25

de modo que la polftica 6ptima es ordenar hasta completar 7.25
unidades al principio del primer perfodo y ordenar en el scegun—

do:periodo ‘hasta tompletar 5 unidades.
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CAPITULC IV

MODELO BASICO DE PRODUCCIOHN-INVENTARIO

El presente capitulo se concentra en el anflisis del control de
produccibn-inventaric para el caso particular en que las funcio
nes de costos y de inventario son cbncavas, esto se debe a que
en los problemas de inventario de tipo real los costos involu-
crados casi nunca son linealeg. Bxuisten situaciones en los que
hay cargos fijos por diferentes motivos, por ejemplo, cese o
arrangue de produccifn, mantenimiento de magquinaria o simplemen
te cambios deproduccidn-de la cantidad de articulos de una mié-
ma clase. Esto precisamente es lo gue nos lleva a hacer el es-

tudio de la producecidn cuando las funciones de costos son cbn-

cavas.

Este capitulo se desarrolla como sigue: ©n la primera seccibn
se describe el modelo deterministico de produccifin~inventario

Y se propone un método de solucifn usando programacifn dinfimica..
‘En la seqgunda seccifn, so anéliza el mismoc modelo para el casc
de costos cbncavos v se caracteriza la solucifn Sptima para ob--
tener un mé&todeo de solucifin ma& sencillo también con programd4
cifn din&mica. En la tercera seccidn se analiza la extensitn

al caso con costos cbHbncaves cuando existe dé&ficit v se encuen-—.
tran resultados semejantes. En la Gltima seccibn sc écscribeﬁ
algunos ejemplos ilustrativos cue posteriormente se comprueban

computacionalmente.
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4.1 EL MODELD BASICO DE PRODUCCION-INVENTARIO

Considérese la problemitica de determinacifn de una politica
de operacifn 6ntima de un sistema de nroduccidn-inventario coun
demanda deterministica an un periodo de planeaciﬁn consistente
de N periodos. Sunonga que en cada perfodo n se tiene una de-
manda conocida de un nmismo artfculo que se denota nor dn v gue
el costo de nroducir L artficulos en dicho periodo es cn(xn)
con cn(~) funcidn conocida. También suponda que el costo de
almacenar In unidades del articuleo en cuestién durante el ne-
riodo n es dado Dor hn[In) con hn(-) funcibn conocida. La de
nmanda se suponc debe satisfacerse con la produccién del mismo
pericdo o une anterior, equivalentemente, se dice que el siste
ma de produccibn—-inventario no vermite demanda acumulada o dé-
ficit en la satisfacciétin de demanda. Finalmente supondremos,
sin pérdida de generalidad, gue tanto el inventario inicial co
me el inventrrio al final del horizonte de planeacién es cero.
11 objetivo es determinar la produccibn que satisfaga la deman

da a costo minimo.

En el modele de produccifn-inventario la forma de las funcio-
nes de costo por produccibn o inventario que se permite es ge— -

neral y el modele puede exoresarse formalmente comos



MODELO A. Deternine los niveles dc'produccién e inventario ta

les 'gque se

N
minimice £

i le,(x ) + hnlInH . . {4.1)
sujeto a

{1} In + x, = dn + In+1 n=1,2,...; N
{(2) xh‘EO PoX entero n=1,2,..-, N
{3} I, = IN+1 = 0 3 In >0 ; In entero n=1,2,..., N

n=2,2,..., N
En dicho modelo nucde observarse dque la condicidn (1) asegura
la continuidad de los materialeées en cada wneriodo, esto es, =1
inventario en ese perificdo mas lo gue se produce es igual.a la
demanda mﬁs el material gue gqueda en inventario en el periodo
siguiente. " Las otras condiciones aseguran que tanto la produc
cién como el inventario son nfineros enteros no-negativos. En.
particular la condicidn Inzo equivale, en términos mis genera-
les, a dque la demanda sSea satisfecha por oroduccibn de ese pe-
‘rfodo o anteriores. Las funciones de costo nor nroduccibn © iﬂ N
ventario en cada periodo s6lo requiesren estar definidas para'v§- _

lores enteros no-negativos.
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Conviene sefialar que los niveles de producciﬁn e inventario esg
tin interrelacionados y que si conovemos, por ejemple, los ni-
veles de inventario en cada verfodo, podemos determinar los ni
veles de producciﬁn. Reciprocamente, si conocemos los niveles
de produccién %y hasta x podemés determinar los niveles de in

N
voentario por medio de la ecuacibn

(1 + %2+ owe b X 4) = T oldy oLl A ) (11.2).

donde n = 2,..., N. Dicha ecuaciftn se deduce de la suma reope-
tida de las condiciecnes tino {1} expresadas cn cl modelo. Es
interesante observar de la ecuacifn anteriocr gue el nivel de

inventario en el veriodo n, denctado I+ es igual a la produc-

cibn total hasta el nerfodo n-1 menos la demanda total hasta

ese mismo periodo.

En el modelo A se dice dque un vector lxl, saey xN) es un plan
de produccidn factible si junto con los niveles de invenfario
asociados satisfacen las restricciones del mnodelo. El vector
se dice plan de producciﬁn éotimo, si es factible y.minimizﬁ 

la funcibn ohijetivo del modelo.

El modelo i corresponde & un problema de programacibn no-lineal

con variables enteros perco puede resclverse con métodos senci-—~

llos debido a su estructura.



Formulacidtn del nodelo usando redes.

Un aspecto importante en la conceptualizacitn del modelo A es
su descripcifn esquemitica por medio de redes, esto es, un con
junto de elementos denominados nodos v un conjunto de slemcntos
dénominadbs arcos que consisten de nares ordenados de nedos.

En términos de redes, el modelo A equivale a la determinacifn
" de los "f£lujos" que ocurren a 1o latgo de los arcos y el flujo
gue entra en cada nodo es igual al flujo gue sale (figura 4.1).
Asimismo, se tiene un dencminado nodo fuente (el node 0 en la
figura 1; de donde parte todo el flujo gue en nuestro medelo
edquivale a toda la preducecifn. La red asociada al modelo expre
sa la condicifnIi = Ig=1 = 0. En cada arco, el costo por naso
de flujo quedalexpresado Dox hn(In) obien cn(xn), denendiendo

del flujo I,ox respectivamente.

nt
En t&rmincs de la red asociada con el modelo, se dice que un

£lujo es factible si es entero v satisface teodas las restric-

ciones del modelo. Un flujo Sptino es un flujo factible cuya

suma de costos en todos los arcos es minimo.

Un m&todo de solucibn general.

La estructura de model A permitc determinar un 2lan de produc;

¢ibn Gptime usando el m&todo de la programacidn dinémica-;ro;”
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T D= dy + dz+ dg + da

FIGURA 4.1 REPRESENTACION DEL MODELO A

puesto por Bellman. Dicho método se aplica convenientemente
cuando existe un procesc secuencial y esti basado amlaadéﬁﬁﬁﬁiﬁn
correcta del concepto de estado, esto es, la informacidn rele-
vante del proceso en cada pericdo. En el presente caso, con-
viene definir el estado (n, In) guz representa el desarrollo
del sistema de nroduccidbn-inventaric del verfodo n hasta N da- -

do que se dispone de un nivel de inventario I,-

Sea £(n, In) el coste minimo de satisfacer la demanda durante
los per?cdos n hasta N dade que el inventario en el periodo'n
es I . Suponga que la £(n, In)incluye el costo de inventario
hh(In) incurrido en forma Inmediata, asf como todos los costos

de producecitin ¢ inventario de tocdos los periodos restantes.
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En estos té&rminos, el problema original eguivale a determinar
el plan &Bptimo de producecifn asociado con el primer perfodeo da

do gue tenemos un inventario cerc o bien £(1,0).

El cilcule de los valores fi{n, In), n= 1, ..., N pueden hacer-
se de manera recursiva. EBEspecificamente, note que en el periodo
N el inventario final debe ser cero por lo que el inventario

al inicio de ese pericdo tiene gue sery menor o igual a la de-
manda dN' Especificamente, I, < dN Yy el wvalor de 1la fundidn

N
f(N,IN) es dado por:

f(N,IN) = h(T) +CN(dN-IN) _ {4.;}

para todos los valeores T El cilculo de - -

N= 0,1,2, ..., dN'
f{N, IN) es sencillo dadas las condiciones terminales del nro-
blema. La ecuaci®fn asociada con f(N,IN) es comGnmente denomi-~

nada, la condici6n de frontera de la programacifn din&mica.

‘Consid&rese ahora el estado (n, In) donde n < N y dencte por-
x, la cantidad de produccifn durante el perfodo n. ILa suma de
los inventarios en este perfodo mias la vroduccidn, esto es.In
+ Xyr debe ser mayor o igual que la demanda dn durante ese pe-
ricdo y menor aque la demanda total durante los periodos restan
tes. Especificamente, un nivel de produccifn x se dice facti-

ble respecto al estado (n, Inl si X, es un entere no-negativo

que satisface:
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d_ < In +x <d + ...+ 4d

Es inmediato que existe un nimerc finito de enteros X, que sa—
tisfacen esta relacibn y podemos calcular f(n,;n) usando el ar

. gumento usual de la programacisn dindmica, esto es, la ecuacidn

recursiva:

f(n,In) = min {hn(In) + Cn(x) + £(n+l, I, + x—dn)} (4.4)

donde el minimo se calcula sobre todos los niveles de produc-

cibn x que son factibles.
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4.2 EL MODELO BASTCO COM COSTOS CONCAVOS

En esta seccibn se analiza el modelo A de produccin-inventario
bajo la hip6tesis gue tanto las funciones de costo por produc-

cifn como inventario son funciones cbncavas. Una funcibn c6n-

cava es adquella gue tiene la propiedad de costos marginales de

crecientes, es decir, el costo de producir una unidad adicional
de producto cuando estamos en el nivel de produccidn x+1 es me

nor gue el correspondiente a2l nivel x. La forma tipica de es-

tas funciones se muestra en la fig. 4.2 v se observa gue en,

términos analitices, dicha propiedad equivale a
£{x+2) - £{x+1} < £(x+l) - £(x) {4.5)

rara todo enterc x>0. Si definimos la diferencia hacia adelan-
te de una funcidn £ como Af(x) = £{x+1)-£(x) y la scgunda dife-
rencia hacia adelante de £ como AZE (%) = Af{x+1)}-Af(x) es senéi
llo concluir que una funcidn £ es cbnecava si v solo sf su segun

da diferencia hacia adelante es no-negativa.

Suponga gue las funciones de costo tanto de produccisn como iﬁ;
ventaric del modelo b&sico son céncavas. La propiedad de conca
vidad de tales funciones permite caracterizar los planes de pré
duccibn Sptimos en forma sencilla v proponer métodos de-sc;uéidn7v

eficientes. Con el propSsite de empezar el andlisis de estc_mgy
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f——

Af(x_l—-')

Aj_ N

glx+el-glx+1)g glx+) + gixd . .

FIGURA 4.2 FUNCION CONCAVA

delo conviene observar la representacifin del mismo en t&rminos
de redes (fig 4.3).En dicha red existen varios circuitos, esto
es, sucesiones de nodos vy arcos de la forma

0

> i > i+2

F e . >Pc ]

donde el sentido de la flecha indica el sentido en que se utili-
za el arco gque une un var de nodos. Una girculacifn ecn la red
es un f£flujo distinto de cero cque circula a lo largo del circui-
to. Es interesante puntualizar que en la red de flujo gue re-
presenta el modelo de produccidn-inventario no existe uhﬁ cir-
culacifn si vy solo si ini=0 para teodo i=2,3, ..., n (Lema ;).
Egquivalentemente, no existe una circulacifn si y solec si en ca—_'

da nodo i la demanda se satisface usando inventario de articulo
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A= dn

FIGURA 4.3

REPRESENTACION DEL MODELC A DE TIPC OONCAVO EN
TERMINOS DE REDES.

del perfodo anterior o produccién del perfodo i pero no ambos.

Por otra parte, se cumple gue existe un plan de produccibn 6p-

timo x = {Xy, X2, ... X_.) con correspondiente plan de inventa-—

rios I = {I1; T2+ 4.2 Ig talgue ini= 0 para tecde i=1;..;n

(Teorema 1) © equivalenteménte existe plan de produccibn Spti-

mo tal gue no forma circulacicones en la red gque representa el -

modelo. Esta condiciftn permite establecer m&todos sencillos de

solucibn.



Loma 1. Un £lujo factible en el modzlo A no-tiene circuitos

sf y solo si satisfacoe:
x5 =0 j =2, cooon o (4.6)

‘esto ez, en cada nodo la demanda se satiéfacc ugando inQentario
de per;odos anteriores o producecifin del mismo periodo nero no
en ambos.

Prueba. Si existe un e¢ircuito c¢n la red asociada con el modelo
A gse tienc que es de la forma

0 > i

» i+ 1

2 4 e zj-—-—-'i

Y necesariamente Ijxj # 0, Reciprocamente, si Isx, # 0 nor ale
gn j = 2,3, ..., n es sencillo verficar que existe un circufto

como . el indicado al srincivio de la prueba ¥ terminamos.
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Teogrema 1. Considerese el modelo A de producciﬁn-inventario

con costos concavos. Entonces, exliste al menos un plan de pro-

ducciétn Sptimo x = (xl, ey xn) con correspondiente plan de in
ventario I = (Il. «s oy In) tal gque ini=0 para todo periodo i=1,

e vy e

Prueba. Dadoc gque existe un ntmerc f£inito de planes de produccifn
factibles se concluyeque al menos uno de ellos cs §ptimo. Sea x =
(xl, s xn} un plan de produccidn Sptimo con correspondiente
plan de inventarios 1 = (Il'Iz' rey In) tal gque minimiza la suma
(xl + Il) PR & {xn + In] sobre todos los oplanes de produccidn
6ptimos. Suponga que ®;I;# o para algln i=1, ..., n. Entonces,
el lema 1 implica que existe un circuito. Dicho circuito es de

la forma (O, i, i+i, ...., J, 0) donde cada iIndice est& asociado
a un nodo de la red asociada al problema considerado (figura 4.4).

Observe gue todos los flujos en este circuito son enteros positi--

VOS .

Un nuevo flujo factible sc obtiene si incrementamos X; en una uni--
dad; incrementamos I, en una unidad para i < k < j; y decrementa- ..
mos x4 en una unidad. El costo asociado con este nuevo flujc no

puede sexr menor que el costo Spiimc. Por lo gue nodemos escribir

1=

3
Cy lxy) + Cytxg) + h, (I

)
k=i+1 ¥ K

IA

3 .
s (2. +1) + CL(x.l) + & h, (I, +1 .7y
Cj Ly #1) *+ Cylxged) 4 B AT a7
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O @ @+ =

FIGURA4I4 SUBRED ASOCIADA CON EL CIRCUITO

De manera anfloga, es factible perturbar el plan de produccibn

Gptimo x decrementando X; eo una unidad; decrementando I, en

K
una unidad para i<k < 3; y,'aumentando xj en una unidad. E1
flujo o plan perturbade tiene un costo mayor igual que el cos-

to G6ptimo y podemos escribir

[ -d

3
C. {x,) + C.i{x.} + T h, (1.}
o S s T
. (4.8)
J . :
C.(x,-1) + C.(x.+1) + E h, (I,.-1)
TittTi 373 k=541 kK 7k

A

Sumando § con Yy y arreglandoc la suma tenemos

3 _
2 - z - 2 -
0 < A* Co(xy-1) + & cj(xj 1) + k£i+la hy (I, 1):_(4.9)



60

pero, las segundas diférencias hacia adelante de funciones cén
cavas son no-positivas. Entonces podemos concluir que la desi
cualdad anterior es una ecuacién vy, por lo tanto, ambos planes
de produccidn perturbados son ﬁptimOS. Sin embargc, la pertur
bacitn que disminuye x; e I donde 1 < k¥ < 3j, en una unidad,

v aumenta xj en una unidad es tal que disminuye en forma neta
el flujo en las &reas en {j-i)>0 unidades. Esto contradice la
minimalidad de la suma [xl+11) + ...+ (xn+1n) v termina la

prueba {Ref. 15).

Una implicacifn importante del teorema 1 es que el plan de pro
duccibn Gptimo x satisface la sigquiente mropiedad: sSi se pro-
duce @n el periodo i, el volumen de producecifn satisface la de
manda de ese periodo y todos los dem@s periodos anteriores al
siguiente perfodo de nroduccidn j donde i<j. En estos térmihbs
se observa gque si definimos Cij como el corte de produceiﬁn v
mantenimiento asociado con la satisfaccibn de la demanda del pe
r;odo i hasta un periocdo antes del periodo j se tiene que di-
cho costo equivale a:

i-1 1 j-1

j-
F.dk) + £ h, (L ¥

) {4.10)
ki k=i © t=k+1

Cij5 = 4 i)

8i conocemos dichos costos vara todo (i,3j) donde i<j podemos fg

solver el modelo A de produccisn-inventarioc usando la técnica
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de programacibn dinfmica, especificamente defina £(i} como =1
costo minimo de satisfacer la demanda durante el perfcdo i a K

dado que se tiene un inventaric cero.

£(i) = min {cj_:.l + £{3)1 (4.11)
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Ejemplo 4.1 Considere un sistema de nroduccibn-~inventario con

la dznanda doterministica v horizonte de nlancacidn consistente

de cuatro periodos.

Suponga gue las funciones de costo por nro

duccidn e inventario son como

ki+cixi si xi>0 v hi(Ii)=hiIi

ciadas asi como la demanda eon

sigqu=: Ci{xi}=0 si xi=0: Ci{xi}=
i=1i, ..., #&. Las constantes aso-

vada rerfodo son:

Perfiodo! Demanda |costo fijo| costo unitario -.costo
. D . c uni tario
i i 5 i DoOr inven
tario.
h,
p
1 20 30 3 2
2 30 10 3 2
3 a0 ig 4 1
4 30 50 & 1

Si definimos las constantes Cij asociadas con el oosto de satisfa-

cer la denanda desde el neriodo i1 hasta antes del neriodo j sé

tiene que:

C12 = S0
C23 = 130

= =3
Cl5 320

De donde la solucifin con

C13 = 180
C24 = 250
C25 = 340

€y, = 300
Cqy = 190
Cyg = 3190
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£(4) = min {Cy  + £(3) | 3%1)

para todo i=1,2,3,4. Lo cuec deseamos es calcular £({1}. Eifcc~

tuando oparaciones se tiene gqua:

£(4) = 170; £(3) = 340
£{2} = 470; £(1) = 55

entonces, £{1}) es el costo de satisfacer la demanda durante los

perlodos 1 hasta 4, se I:1=0 y el plan de solucifn 6ptimo es:

x? = 20, xg = 30, x§-= 70, xf =0

cuvo resultado final puede ser apreciado en la fig. 45 Como se
puede observar en la figura el plan de produceidn no forma ci-
clos por tanto se cumnle la condicibn ini = 0 de donde se con

cluye gue es un plan de produccitn Sptimo.

d;= 20 dp =30 ds .'.40 d.:ISG

3

L

D-'d"+dz+d5+d4

FIGURA 4.5 REPRESENTACION DEL PLAN DI PRODUCCION OPTIMO
EJTMPLO 4.1
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4.3 FRFL INODELO A CON COS'TOS5 CONCAVOE ¥ DLPICIT

En la presente seccibn se consiflara 21 caso cuardo la manda

=13
I

d en alcn perfiodo no es gatisfecha y &sta sz acurmula nara gue

en nericdos posteriores se satisfaga.

La produccifn dehe planearse para varios nerfodos. Ge formula
ra un modelo gue remnresente lz sroblemftica eon donde se consi-—
derari ¢uc los costos invelucrados son: el costo vnitario del
articulo en dicho neriodo C;¢ el costo de mantenimiento de in-
ventario h; cuando hay articule  c¢l costo de almacenamiento
cuando no hay artfculo hg, también denbtese el nivel neto de ipn
ventario como Ii: si I, resulta ser negativo, represonta I; uni
dades no satisfechas de demanda ¥ que deberi ser cublerta en p2

. . - + .
riodos posteriores; si I; =s positiva, I, representa las uwnida-

des en inventario en el periodo i entonces el invantario neto

sera:

e 1
1 1

r I, > 0 enteros.
De igual manera gue c¢n la saccibn . anterior la problenitica

rucde ser represcntada grificamente por medic do una red de £iu

jo como lo nmuestra la figura (4.6)
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FIGURA 4.6 REPRRESENTACIOM DE LA RED DE FLUJO CON DErFICIT

En la red de f£lujo antorior, se observa que el £lujo en los ar,
cos {i+l, i) es precisamente I{ el cual representa las unidades |

de demanda no satisfecha al principio del perfodo i.

Se desea obtener un plan de produccibn Sptimo tal que minimaice
. ) + -

el conjunto de costos ci(-), hi(o}, hi(-} cuyas funciones gque

las representan son cfncavas SObre un conjunto x; 20, IIgO, I;gd -

de enteros.

£1 meodelo gue represanta la problemética descrita tiene la re-

presentacifin matemftica siguiente:s
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NODELO 2. Determine los niveles de produccibn e inventario ta

les Tue so:

Ny
-+ - p— -
ice % (.t nd (Tt ity
mininice = (ci\.l,+hl\11} + bi{Jl,)
i=1
sujeto a: 1,51 0
X 5 - + e . .
hi+1i + Ii+l = di+Ii “+ 1341 i 1...0
w. ¥ { s 13 i = e oM
x;20 x®; entero i 1 1
+ - + - i .
= - 5 - = N
sy Ii Ii Ii,Iigo crnteros i=2...M

Las prowiedades de aste tino de nrobmlenas yc_resentados con re
- des de f£lujo, presentan la oportunidad de ser resuelbosutili:ag
do nrocramecitn &infimica, en los términés ¢ue Siguen:  Ccomo
las variables x s6lo pucden toner dertos valores que satisfacan
exactamente las denmandas d2 los neriodos presentaes, pasados'y

futurps al nerfodo de produccisdn »r como las di son cantidades

enteras, entonces las variables de decisibn 2odrin ser sdlo eé.

" tarcs teorema 2.
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Teorema 2, Considérese el modelo A de producci&n-inventario
con costos cSncavos ¥y con opcibn a déficit en la satisfacciSn
de la demanda. Entonces, existe al menos un plan de produc-
cifn Sptimo x = (xl, Kos eeeny xn) con correspondiente plan
de inventario I = (Il, 12, . In) tal gue si xm>0 vy xn>0
donde m<n entonces Ii=0 para al menos un i que satisface -

m<is<n.

Prugba. Dado gque existe un niimerc finite de planes de produc
cibn factibles se concluye que al menos uno de ellos es Gpti-
mo. Sea x = (xl,xz, ey xn) un plan de produccidn Sptimo
correspondiente al plan de inventario I = (11,12, cenr In]
tal que minimiza la suma (x1+Il) + .. (xn+ In) sobre todos
los planes de produccifn Sptimo. Suponga dado un xm>0 ¥ un
xn>0 donde m<n se cumple gue todo I; donde m<izgn es distinto
de cero. Entonces se forma un circuito de la forma (0, m, m+
1, ..., n, 0) y aplicando un argumento semejante al de la prue
ba del teorema 1 se puede concluir que podemos pasar un flujo
unitario en cualgquier direccifén del.circuito y el flujo_resultag_.
te sigue siendo G6ptimo. Procediendc de esta manera se.llega:af
contradecir la suposicifn de minimalidad de la suma-(kl+li).+ .
T eaes F (xn+In) o bien a lograr que Ii=0 para algln m<i<n, E_ 

to termina la prueba.



Ejemplo 4,2
Considers el nisno sistcma de nroduccibn-inventario del

pvroblema 4.1, con deomanda deterministica v horizonte de nlansz
cidn consistente de cuatro »eriocdos. Sutonga gue las funcio-
nes de costo ds produccidn e inventario son como sigue: ci(xi)
=0 s5i %= 0; <y xi) = ki-i-cixi si xi>0 i=1,2,3,4. Suncnga
gue se permiite acunmulacidn de demanan no satisfecha a un costo
hi(Ii) = PiIi i=1, ..., 4 las constantes asociadas, asi comwo

la demanda en cada neriodo son:

periodoc Demanda Coste de Costo Costo Costo
i ., Prevaracidn naroinal nor inven por dg
* K, =N tario ficit
hy Py
i 20 30 3 2 1
2 37 490 3 2 1
3 40 30 [ 1 2
4 30 50 4 1 2

Si se definen las constantes Ci4 asociado con el costo de satis
facer la' demanda desde el perfodo i hasta antes del nericdo j,

ge tienc gue:

Cay 1cd, Coy 330; c13=213
cz==510; 014=610
=520



Entonces la sclucifin con programacifn dinimica es como sigue: -

£(5) 0y

.+ E(3) / 301}

£(1) = min {cij

para tode i = 1, 2, 3, 4. Io que se desea es calcular £(1).

Efectuando operaciones se tlenc que:

i{a) 170

I
(]
e
o

£(3)

bl

£{2)

3

Il

270 ; £{1)

i
&
wn
o

sicndo £(1) el minimo costo para satisfacer la demanda de os
meriodos i=1l, ..., 4, cuando I; = 0. De tal Fforma que el plan

de produccibn Sptimo estii dado por:

£{1} Cy3 + £{3) = c13+c35+f(5) = c13+c35

I

£(1} c13(2) + c35{3}.

Edr lo tanto se debes producir en los periodos 2 y 3, v el wlan

de prodhcciﬁn Sptimo es:

X* = 0; X2 = 70; ®3 = 70; X, = 0

con un costo Sptimo de £(1) = 550,
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daz3z0

Xp =70 X35 TO

D= d + dy + dy +d,

" FIGURE 4.7 REPRESENTACION GRAFICA DE LA PRODUCCION
OPTIMA. EJEMPLO 4.2

- Los resultados mencionades pueden observarse =n la representa-—

cion de la red de flujo fig. (4.7)
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CAPITULO V

EXTENSTIONES DEL MODELC DASICO DE PRODUCCION-INVENTARIO

Un aspecto importante del modelo basico presentado en el capi-
tulo anterior es la blsgqueda de extensiones qgue comparten el
mismo método de soluciﬁn. Por ejemplo es posible gque se pue-
dan resolver otros problemas del mismo tipo y esto es precisa-
mente lo gque se pretende en este capitulo. Al modelo basico
de produccidn—inventario, s@ le suman las restricciones de 11-

mite en la produccidn.

El cap;tulo se dosarrclla de la siguiente manera: El capitulo
consta de tres secciones; en la primera se muestra el modelo
general de produccifn-inventaric medificado para cuando hay i1
mite en la produccifn. En la segunda seccidn se describe el

mismo modelo para el caso en que hay d&ficit,
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5.1 EL HODELO BASICO CON COSTOS CONCAVOS Y PRODUCCION LIMITADA.

ConsidBrese el pronlema de produccibn-inventario en gue se oHre-—
tende satisfacer la demanda de cierto art;culo a costo minimo
con la restriceifn de que la nroduccién en cada periodo no nue
de exceder de un cierto limite preestablecido L. Para analizar
mejor esta problemitica se toma el modelo A y se surondrd qus
la demanda puede ser satisfecha por la produccidn de ese mismo
perfodo 6 nor la de periodos anteriores. La obtencifin del nlan
de produccidtn-inventario §ptimc se dari oara el caso en donde
los costos de produccidn (Cn(xn)) y de mantenimiento de inven-
tario (hn(In)) son funciones cénecavas sobre el conjunto Oixnglh,
1n30 de enteros, donde xn es la produccién, In el inventario ¥y
dn la demanda correspondiente al perfodo n. Los costos involu
crados en lo mroblemftica son los de almacenarniente, de h pesos
por articulo; de produceisn o de compra, de C unidades moneta-—
rias; y de preparacidn k carcados al princinio del pexfodo.
Note que la canacidad de produccifn esti liritada por L, unida-
des vor periodo. Esta capacidad de woduccifn debe cunplir con

la restriccibn:

de modo que el nodelo & se tranforma al wodelo C que presenta

la estructura sicuiente:



MODZLO € Detsrmine el nlan de »nroduccién-inventario tal auc saé:

minimice {I C_(x_} + h (I )}

n=1

sujeta a:

Iy =I,, =0 n=1...N

In + X, = dn + n+1 n=1...N
= N

In > n 2 ... N

0 <%, 2L, n=1...¥%

14 N

£ L_>:r 4 n=1...N

n=1 " Tp=1 *®

El minimo de la funcifn cfncava sc 48 an un npunto extremo,. 21
cual pertenege al conjunte de sclucionas del conjunto poliédri
co v con ese punto entremo es posible obtener el Gptimo de la

funcidn cobjetivo del modelo <.

Para caracterizar dichos =untos extrercs, considera una sucésiﬁhL.
Sab dé nroduccifn, gue consiste de un subcdnjunto d=1 pian de
produccién factible cue incluye todos los rerfodos sntre dos -
puntos de regensracidn consscuiivos {(nericdo a y wericdo b)),

siende nuntos de recencracibén aguellos en los cuales el nivel de

inventario inicial dzl perfeodo es carxro, Ia = Ib = 0 entonces
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S.p = {xi i=a - ..., b-1 /-In=0_=1b,li>o}
¥ a<i<b 5.2
Como ;1= In+1=0 es posible descomponer un plan de produccitn

. factible en una o mis sucesiones de producci&n.

Una secuencia de produccifn es de capacidad restringida, si los
niveles de produccifn en a lo mids un perfodo estdn limitados

por un cierta capacidad Lh positiﬁa.

0 <x <L usnsv-1 5.3

Dado que el problema que nos preocuna es un conjunte poliédrico,
entonces existe la misma relacién entre puntos extremos v solu-
ciones hisicas factibles, donde las soluciocnes hisicas factibles

se construyen como sigue:

Se le asignan a las variables no basicas sus cotas inferiores
[xi=0)'o sus cotas superioresg (xi=ci) y después, se resuelve en-
forma inica, para las variables bdsicas tales que sus valores

se encuentren entre sus cotas inferiores o superiores (0<xj<cj).

De donde es posibkble que exista produccién en un pericdo a pe-

sar de gue el nivel de inventario inicial de ese periodo sea
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FIGURA 5.1 'REPRESENTACION D5 UNA SOLUCION BASICA FACTIBLE
DEGENERADA . '

diferente de cero, ya 9gue las variables no bfsicas nueden estar

en su cota superior.

Ademéis por el analisishecho en las secciones anteriéres‘se pue-
de decir que la grafica respectiva para el runto extremo no p;é
senta ciclos. Pero al construir las wvariables bisicas, es posi
ble gue estos adguieran su cota superior o inferior ¥ por tanto
5e'tendf§ una solucién basica factible degenerada, dandoe origen
a una subgrﬁfica sin ciclos y desconectada, como lo indica la

fig., 5.1

Un plan de produccién x factible constituye un punto extremo si
estd formado por sucesiones de produccién de capacidad restrin-

gida.
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Cuando se tiene que la caracidad de produccifin en todo merificdo
es la misma (ci = vi) la problemética se simmlifica, ya que
las demandas de los perfodes que comprenden una sucesifn de

producecidn deberdn ser satisfechas de la sicuiente manera:

v
X di =R + e ) 5.4
u .

donde R es un entero no negativo, correspondiente a los per;o—
dos cuyes niveles de producciﬁn son € ¥ £ €5 un nivel de pro-
duccién posible en el periodo correspondinte, ademés 0<e<c.

Con estas caracteristicas se puede construir una grifica fig.
{5.2) dirigida, correspondiente a una secuencia de produccifn

- de capacidad restringida S,pr @0 la cual cada vértice serd un
valor posible de los niveles de produccién de los periodos.

Es conveniente gue para cada per;odo se forme una grafica-
afadiéndole un vértice artificial (*); se tendri una gr&fica

en la cual cada ruta del vértice {*) al vé&rtice X, representa
una secuencia de produccidn de capacidad restringida y vicever
sa. De tal manera que si el costo de ir de un vé&rtice a otro
lo determnina el costo de producciﬁn Y el'de mantener inventario,
entonces se requiere determinar la secuencia de produccién'de'
capacidad restringida d= menbs: costo cuv’ que equivale a deter
minar la ruta de menor costo de (*) a x en la grifica anteriq£ 

mente construida, entonces se establece gue Cuv seri igual a:s
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@ w—POSIBLE SECUEHGIA
DE PRODUCCION, : :

CON Cuv MINIMA

O,

VERTICE
ARTIFICIAL
NIVEL DE Ploncli)ch @
POSIBLE

FIGURA 5.2 REPRESENTACION DE UNA SECUENCIA DE PRODUCCION DE
CAPACIDAD RESTRINGIDA.

’ w=l V=1 v=1
(o4 = Cu(_E_) + I hk( z I

) 5.5
uv k=u k=u t=k+1

t

¥ si £{u) es el costo minimo de satisfacer las demandas duran—

0, se establece la si-

te los perfodos u a v si Iu f 0 ¥y Iv+1=

guiente ecuacifin recursiva:

£{u) = min {C
u<v<N+1i

+ £(v)} u 1 ..- N

uv

nimero de 5v6

perfiodos

1l
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Ejemplo 5.1 Considere un problemna de cuatro periodos cuyas de
mandas son d;=3, dzéﬁ, d;= 8, d,=3 respectivamente ¥ cuva capa
cidad de produccién para todo periodo es Li =9 4i=1,2,3.4;
los costos de producciﬁn e inventario estén dados por:

C, (x;)=0 si x;=0; C,(x;)={6~k) + 5{x,) 5i x,>0. ¥ los costos
de almacenamiento cst?n dados por Hi(Ii} = i(Ii). NO se per-

mite acumular demanda.

El problena es determinar el plan de »roduccitn Sptimo, tal

gue los costos totales incurridos se minimicen.

Definiendo las consgtantes Cij asociadas con el costo de satis-

facer la demanda desde el perfodo i hasta antes del periocdo j

s¢ tiene que:

Cy5 = 17 con 845=[3]; Cypy = =
i G35 =7
c =

53 = 34 con 523=[6}; Cy,= 20 con 512=3'.

i

Chgq = 79 con S,,={7,7}; C 3=54 con §,,={7,2}

CZé = o i Cya = 103 con Sld=t7,3,7} o :
} Cyg = 132 con 8,.=(5,7,7,8F

Resclviendo con programacitn diné‘mica se tiene gQue 1a-t.:cjndirci'5'n_.

de f£rontera es: £(5) =3 , ¥y
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| ,==2 no =1
factible
1 ,_i=03

FIGURA 5.3 REPRESENTACION DE LA RUTA DE COSTO MINIMO
EJENPLO 5.1

£{1) =_min{bij + £{3) / j>i}

para todo i = 172,3,4. lo gue se desea es calcular f{l). efec-

tuando las operaciones se tiene:

£(4) 17 7 £(3)

o

£(2) 116

u

96 £(1)

gonsiderando s6lo los vértices reqguerideos para determinar la ru '

" ta de costo minimo del Qértice,(ﬂ al vErtice 20 se tiene 1a~r5f

ta mis corta del vértice (*) al vértice 20 es la indicadaﬁﬁdr el - -

doble arco.
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FIGURA 5.4 REPRESENTACION DEL PLAN DF PRODUCCION OPTIMDI
EJEMPLO 5.1

~ v

coro £{1) es el costo asociado al plan de produccifn Gptimo del
_per;cdo 1 al 4 dado gue I,= 0, y &ste es igual a 115, entonces
el plan de produccitn §ptiﬁo seri come se muestra en la figura
{(5.4)

El plan de produccibn &Sptimo es:

¥1= 3 xz = 7 *y = 7 ¥, = 2 a un costo de 115. -
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5.2 EL MODZLO BASICO CC)N COSTOS5 CONCAVOS,  PRODUCCION LIMITADA
"X DEEICIT PERMITIDO,

Suponga cque se pretende planear la produccifn-inventario para
satisfacer la demanda de clerto articulo durante varios perio-

dos con produccifn limitada a costo minimo.

Para analizar esta problemftica, se volveri a tomar el modelo
A pero modifichndose algunas de sus restricciones. Se supon-
dr4 gue la demanda. puede ser satisfecha con la producecibn del

mismo perficdo o con la de produccifn de periodos futuros.

La obtencifn de ese plan de produccién se daréd para el caso en
donde 1la funcipn de costos de produccibn (Cn(xn}) v la funéibP
de mantenimiento de inventaric (hh(In)) son funcicones cbncavas
sobre ol conjunto.dfvxi < Li' Ii.§0 de enteros, donde ®x; es la

'ﬁrodpcciﬁn en el ?eriodc i, Ii es el inventario, este puede ser
negativo vy ello significa que hay déficit, di es la demanda co-
rrespondiente al per;odo i. Los costos involucrados son los de
alﬁﬁcenamientb de h unidades monetarias por articulo, el costo

de produccién de C unidades monetarias por articulo.

Para el caso en gue se permite gue haya déficit - en 2 lo mls P

periodos, se debe incluir en el modele A la restricecibn:
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i
oz - 4 i=P, P+1, .u.,n (5.7)
J=1-P*

Y para asecgurar la existencia de soluciones factibles se afia-

de también la sigquiente restriccitn al modelo A.

bR
I L, > I a, {5.8)

En la cual se interpreta a Lj cone el limite de produccién, el
cual debe ser mayor que la demanda en i-veriodos mencos P nerio

dos en los que se permite gque hava déficit,

Por tanto el modelo A se tranforma al modelo D, &1 cual presen—.

ta la estructura siguiente:

MODELQ D
It
min {izl C (%) + hi(Ii]}
‘sujeto a
Iy =I5, =0 i = 2,v..,n
Ii +xi=di+Ii+l 1=1'..-,n
Iy no restringido i=2,...4n
i . .
I, 2- 1L d. i =9, P+¥i,..., n
jSi-p+l J : T .
i el
¥ L. > ‘¥¥ g,

jlj_j=13 . -
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De donde se puede notar gue la funcibn objetivo ne cambia, s6-
lo se interpretea a hi(Ii) come el costo de mantener en inven-
tario cuando Ii es negatiyo. Para este caso se mantienen las

mismas propiedades de los puntos extremecs, tales como:

"Una solucidn factible es un punto extremo si y soclamente si,

se compone de. secuencilias de capacidad restringida®

En este caso al formar la red de flujo se deben tomar en cuen-—
ta los vértices cuyo nivel de inventario resulte negativo, se
debe de la misma forma que en la seccifn anterior aumentar un
vértice auxiliar (*)} con lo gue se obtendr8 una gr&fica en la

cual cada ruta del vértice (*) al vértice X, representa una se

cuencia de produccifn de capacidad restringida. Pe tal manera
que el costo de ir de un vértice a otro lo determina el costo
derproduccién v de mantenimiento de inventario, de modo cque se
debe determinar la ruta de menor costo de (*) a x

v
ca gque se haya construido. Entonces se establece quet

en la grafi-

v-1 v-1 v=-1
Cc =C (Z 4.3+ I h, (T ) (5.3}
uv v k=u k k=u k t=k+1 t _

y si £(u) es el costo minimo de satisfacer las demandas duran-
te los perfodos u a v, si Iu =0 ¥y Iv+1=0'se Tstraplece la ecua-

cifén recursiva:

f{u) = min {C v ¥ £(vi} {s.10)
u<VSN+1 u
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Ejemple 5.2 Suponga due se desea nlanear la produccibn-inven
taric para cudtro perlodos cuyas depandas son: d, = 3, d2 = 5,
dy = 8, 44, = 3. ©La capacidad miAxima de produccisSn para todo
perfodo es L, =7 i=1, 2, 3, 4. Los costos de produccifn
= - . = $ = . = n-1i 5
estén dados como: C,(x;) 2 si x 0; C; (%) (6-1i) + 5x;

si xi>0 v la funcifn de costos de inventario tiene la forma:

hi(Ii] = -1(Ii) sl Ii<0.

Determinar el plan de praduccibn Gptimo durante cuatro pario-
dos. Utilizando las funciones recursivas de la programacidn
dinfmica el plan de produccidn &Sptimo se determinard calculan

do f£i{l1}.

Definiendo las constantes cij asociadas con el costo de satis-

facer la demanda del perfodo i hasta antes del per_Iodo 3.
se tiene que considerando £(5) = 0:
Cag = 17 con 5, = (3] i Cap = =
Cyg = 61l con 5,5 = {7, 4}
' Cpy = 34 con 5, = {6) s €, = 20 con §,, = (3}
“0.24;'"' 79 con S,, = {7,7} ; Cy3 = 55 con sS4 = {2, 7}

0
A
n

100 con 525={7,3,7} cl-l =193 con Sia = {7, 3, 7}

1

-y

Ci5 =117 con

2]
)l

15 = 10, 7, 7, 6}
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con £({i) = min {cij + £(3)} >0
£(4) = 17 : £(3) = 61
£(2) = 95 ; £(1) =115,

Considerando stlo los vértices requeridos paré determinar 1la
ruta de costo minimo del vértice(*) al vértice 20, se tieneg

la grdfica siguiente figura (5.5)

La ruta de costo minimo se indica con el simbolo *, resultando
gque £{1) es 2]l costo de satisfacer la demanda durapte los pe-

riodos 1 hasta 4, si I;=0, por tanto el nlan de produccién

Sptimo es:

x{ =3, xF=6, x¥=7, x¥=24a

FIGURA 5.5 REPRESENTACION DE La RUTA DE COSTO MINIMO
EJEMPLO 5.2
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FIGURA 5.6 REPRESENTACION DEL PLAN DE PRODUCCION OPTIMO
EJEMPLO 5.2
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CAPITULO VI

CONCLUS IONES

El problema de produccién—-inventario fue descrito y cada una de
sus componentes ha sido analizada. Una clasificacifn de los mo
delos clasicos asociados se describill tomandc en consideracifn
la forma de la demanda, el nﬁmero de perfodos de decisitn y la
estructura de las funciones de costo. En particular el modelo
clasico del lote econﬁmico es analizado c¢on algunas de sus ex— _
tensiones como el caso en donde se pierden las ventas debido al

deficit.

El problema de produccifén e inventario deterministico con cos-
tos cbHncavos - denominade modelo b&sico ha sido analizado en de-—
talle y comoc resultado se ha podido expletar su estructura para
obtener métédos de solucifn sencilla y eficiente. El modelo bhi
sico gue resulta se analizé considerando diversas variantes y

en cada uno de ellos se obtuvieron resultados semejantes. In to
dos los casos se aplica la técnica de programacitn dinfimica ﬁg
ra obtener las solucioﬁes numgriéas. También se analizf el ﬁg
delc basico para el caso en que se cbtienen costos.por el arran
gue y para de produccifn asi como, limites en la vroduccidn.
‘Este-modelo puede ser extendido al caso en que se manejah varios
productos ¥ es una linea a desarrollar (Ref. 31)ﬁ Aungue el
anilisis resulta mis laboriosc que el del modelo bisico los re-— |

sultados son semejantes,
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La t&cnica de programacidn dinfmica fue utilizada porgue la es-—
tructura del modelo asf lo permlte. Aungue dicha té&cnica, resﬁ&
ta mis laboriocsa en tfrminos manuales, es una de las m&s senci-

llas y facil de programarcomputacionalmente.

Un programa de computadora denominado PRO-IN ha side implantado
para resolver los modelos descritos en este trabajo y evitar el

tedioso trabajo de los calculos de la programacibn dindmica.

El anflisis hecho en la tesis se enfocd a un tipo de problemas

en especial. Sin embargo, el campo de los inventarios es consi
derablemenﬁe amplio v puede ser estudiado en varias direcciones.
Asf, actualmente se estin estudiando rmodelos en los que se c¢onsi
deran miiltiples productos (Ref. 13, 58), miltiples perfodos {Ref.
27), los cuales presentan demanda estocdstica (Ref. 9, 37 y 41).
Se pienga que la mayor prarte de los estudics se desarrollan en
esta direccidn porque los problemas de la vida real generalmen—.

te operan de este nmodo.

La mayor;a de los autores modernos hacen el estudio en esta di
reccisfn aunque resclviendo diferentes problem&ticas; uno de los
modelos que se ha ampliado y modernizado es el modelo del tama~—
fio eéonﬁmico del lote (Ref. 5, 45 y 49) el cual se encuentra pu -
blicado resolviendo algunos problemas particulares. Otra de :L_as_ '
rutas gque son estudiadas actualmente son los modelos de pro@uq—_
ciSn~inventarios de mltiples fases, deneralmente utilizados pa
ra cuando un producto se produce en varias etapas (Ref. 9, 20,

25, 38 y 49).
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ANEXO 1

PROGRAI'R PRO-IN

La mavoria de los modelos de produccién-inventario mostrados a

lo largo de la tesis, han side resueltos con el método de nro=

grama¢idén dinfmica. Sin embargo, é&ste es un método largo y te

dioso, por leo que se elabor e implant un programa, llamado

PRO-IN eon una computadora P.C compatible.

El programa resuelve los siguientes modelos; diagrama 3:

MODELO

MODETO

MODELO |

MODTLO

MQDELQ

E.

tiodelo general de produccifn-inventario con funcidn

de costos cBnecavos.
Zs el modelo general en el gque sc vermnite déficit.

llodelo general con limite en la producci®n.

Modelo general con limite en la produccibn: y aéficit.".

Modelo general modificade para permitir costos por

arrangue y paro en la produccibn.

FUNCIOM VZRIFICA. Verificacifn de una funcién cdncava.

RUTINA

1.

Calculo del tanafia. del lote econfnmico.
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ESTRUCTURA DEL PROGRAMR .

El progrﬁma consiste de un programa princimal, seis subrutinas,
una funcifn vy un prozedimiento, cuvas caracteristicas y funcio-
nes se describen a continuaciﬁn. La forma en gue se interrela
cionan tales comnonentes del nrograma PRO-IN  se describen es-—

quembticamente en el diagrama 2.
PROGRAMA PRINCIPAL.

Coordina un menl de opciones y s6lo responde a los teclados in
dicados en la pantalla; CONTROL-C nara salir provisionalmente
del orograma; v CONTROL-ALT-DEL o RESET nara -abortar el siste

ma completo. En caso de elegir alguna opcibn, la rutina mend

distribuye el trabajo a las subrutinas correspondientes.
RUTINA MODELO A,

Tiene como principal objetivo calcular el costo minimo total in
currido para satisfacer la demanda en un determinado horizonte

de planeaci6n. La rutina cuenta con dos funciones:

FUNCION F. Determina recursivamente la siguiente funcibn £ (i)

= min {Cij+f(j)} vy se auxilia de la funcién Ciﬁ'



Funcién C. Determina la siguiente ecuacién:

i-1 i-1 j-1
Cjy =Ci(Z )+ I h(I 4

)
x=i k=i © t=k+l ©

RUTINA MODELO B.

Tiene como objetivo calcular el costo n;nimo de »nroduccidn to-
tal incurrido en un horizonte de planeacibn consistente de n-pe
riodos, vermitiendo gue haya d&ficit: utilizando para su solu-
¢ifn tambi&n programaci&n dinfmica y cuya funcibn de recurren-

cla.se calcula de la misma manera due en el modelo A; consideran

i 5-1 §=1 -1 k _ 3-1
o que C. (i) = C.{Ed) + £ ht(E a4+ I hi(ITI,).
1l 1g=3 K n=k ® t=n+l & n=i+l X =k ©

RUTINA MODETO C.

Calcula el costo minimo total incurrido en un horizonte de wla
neaci?n deterninado de exactamente n—periodos. Este nmodelo es -
semejante al modelo A pero con una variante adicional; esta va—
riante consiste en afiadir una restriccién a la produccitn en_q3_~.
da per;odo o dicho de otra manera, la produccidn esté lihitada
por aiguna causa; el método de solucidn es con programacibn di—

namica.
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RUTINA MODELO D.

Calcﬁla el costo minimo de produccibn total incurride en un hg -
rizonte de planeaciﬁn n. Este modelo presenta las restriccio-
nes adicicnales de limite en la producciﬁn y dé déficit permi-—
tido. EL método de solucipn también es por medio de la fun-
cipn recursiva, realizfindose por el m&todo de programdcibn dini

mica.

RUTINA MODELO E.

Calcula el costo miniwmo de produccifn total incurrido con la
restriccifn de que la produccifn puede ser cesado en un deter-
minado perfiodo y luego arrancado en un periodo posterior.
FPUNCION: VERIEICAL .

Esta rutina verifica si el tipo de funciones que se utilizan es
de tipo cBbncavo, esta verificacifn se efectia con la ecuacibn
de costos marginales decrecicntes.

RUTINA 1.

Efectfia el cilculo del tamano del lotede@moducciﬁn, el tiempo

‘en que se debe hacer cada orden vy el tamafic del déficit permiti o

do, T R

P
-



PROGRAMA PRINCIPAL

RUTINA |
LOTE ECOMDMICD

MODELO A
COSTOS CORCAVOS
S/0EFICIT

MODELO B
COSTOS CONCAVOS
croeErICIT

MODELO C
PRODUCCION LIKITACA
S/0CFICIT

MODELO D
PADDUCCION LIMITADA
C/DEFICIT

MCDELO E.
CeEsE O
PRODUCCION

FUNCION
VERIFICA

‘T YHEOYIA




DIAGRAMA DE PROCES0S

DIAGRAMA 3

PROGRAMA PRINCIPAL

MENU
. FU '
moperoa | wopelos |  mobewc || ™ooewop hii mobewe NCION RUTINA
YERIFICA .
-’ d ( 4 i
LECTURA LECTURA LECTURA LECTURA LECTURA _] LECTUAR
TABLA-DATOS TABLA-DATOS YABLA-DATOS TABLA-DATOS TABLA-DATOS LiMPIA OATOS
/ LECTURA FUNCION LEGCTURA LECTURA LECTURA LECTURA 1 CALLULO TAMAND
DATOS-EX TERANOS finy 'ﬁTOS-EKTE RNOS DATOS - EX TERNOS DATOS-EXTERNOS ( DATOS o8 L:;E:rﬁ%':gmm
\ECYRSIVA 1 [a.m.nzm,] 1 I
\ CALCULD TAMARD
FUHCION CHnt FUNGION FUfHCI)ON | FUNCION INVENTA DE LOTE ECONOMILD
FiN FLN] w FiN) c/DERICIT
fzr.m.l L ]
Hiet ket
Celk hiti-t.x-12 et Cluwt LTS NOTA H RESULTAGOS
st x-1) S
Wm_] LB[LAHSL'A] RECURSIVA i
hoeel, k=1t RESULTADOS boA-) meq) hi-t.e=i) RESULTADOS RESULTADOS M .
o .
S
RESULT ADOS J RESULTADGS AESULTADOS J
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PROGRAMA PRO-IN

PROGRAM PROGL;

type
cadena = strinal70];

VAR
artic,pre,costo: TEXT;
ci,npl,M,I,tot, num,ne, invf:INTEGER:
linea,precio,cozto_min:strinal3};
t,dt.at, gt htrarray [1..10) of integear;
Ktzarravil.. 101 of integer:
Vtzarravy(1..10] of integer;
arrxrarrayl(l..15] of integer:
prarrayll..15) of integer:

procedure frame(x,vy, lon, lony: irnteasr) @

.{ TRAZA RECUADRDO EN PANTALLA &

begin
gotoxy (x,v}
write{chr {215));
for ir={(x+1l) ta (larx-1) do
writel{chr (196));
writelchr (191));
for ii=(y+l1) to (lony-1) do
begin
gotoxy{x, 1) iwritel{chr{it79)};
gobtoxy{lons, i);write{chr{17%));
end; . :
gotoxy (¢, lony) s
writel(cher (192));
for i:={x+1) to {(lonx-1) do
writel{chr(l19s5)):
write(chr (217}));
end;

.

procedure ezcix,y,z:inteasricad: cadernals

-

{ ESCRIBE MENSAJES UTILIZADOS EN FANTALLA

var nm:integer:
begin
nm2 =length{cad) ;
for iz=1 to »rm do
bagin
delay (5);
zound (200¥x) ;
gotoxy {x+1i,v)s
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writel{cadlil};
ends
nosound;
end;

procedure trutinal:
var -
h,k,x,Z,TE,R,f,p,Q,B,N,E,GsL,I.&bw,tsEsapm,V,$2=real;
d,c: integer;

Fra: TEXT;

chischars

o U s 2 - s s i U et iy s e AR e S i i e i S e W Y g S e M e SR R L. Al Y i P ey L R e i Y 7k (R, . ke S ey L B e S Sy A s s =

Eln este procedimiento como =u nombrs 1o indica ze hace la
inicia-

lizacion de las variablez qua e van & intraducir para lo=z
calculos

et e A s A s e e S . s ek = 7 . . e P s e

procedure inicia;
begain
frame(l,1i,20,24);
frama(4,4,70,6);
esc(4,5,5, ' VALORES INDICADOS PARA LAS VARIABLES '):
frame(4,8,70,24l;
ascsigni{pra, 'datos.pacs');
raset (prals
while not (eafpral)) do
begin
es={11,10,5, ' costo articulo d: 'ji:readlrni(pra.d);
gotoxy (30, 10) ;
writa(d);
esc(1l,12.5,"' costa articulo c:'lsreadlnipra,c);
gotoxy (30, 12)wrrt=(C);
esc(11,14.5, ' casto ordenamiento k: ) irzadlirnlpra,k);
gobtoxy (30, 14) surit={k); '
esc(ll, 16,5, ' costa por inventario h:')sirzadlhmipra,h);
gotoxy {30, 18) swriteth); -
esc{11,18,5, "' costo PO deficit urmitario
P ')sreadlnipra,r):
gotoxy (A0, 18)swrite(pl)s

end:

asc (15,23,5, ' <LOFPRIMA  ENTER PARA
CONTINUAR>>"'); : ‘ _
che="'-";

while (ch <> #12) dio
read(kbd,ch);
R-1¢1=H

procaedure lotesecos
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S calcoula =1 tamano dz2l lotse aus za debe producir y a1
tismpo

e el cual == debe obtener cada lote d= produccieon

FPara el mod=lc d=1 TAMAND DE LOTE ECONOMIC

T TBesin T TTTTTTTTT TTTTTTTETT T T
clr=z=cr;

frameaei{l,1,.&0,.24);
frame{t,3,70,8&):
e=c{4,5.5, CALCULDY PARA EL TAMAND ECONOMICO DEL LOTE

framz(34.134,70.24)

beain
f oe=i2vdrir:
Rz=Ff /I
wi= =qrh(R);
Tz {2¥k) /(AR : !
T2:= sart{);
1) = 1

e=sc(ll,128.%,
motoxy (17, 1:2) ¢
wiritelmla) s
ezo(lli, 2.5, 2= ')
actoxy (17,21):
writelm(TZ):
erct:
2z=c(lS, 23,5, <<OPRIMA ENTER ‘PARA
CONTINUAR>>"' ) 3
chz='-"'3
while (ch <X #13) do
read{kbd,ch) s
st

procaedura deficit:
€
Se calcula =1 tamano del lote . =1 ti=mFo =n Gues S debea
Producir . .
cada © serie de articuwlos y &l tamane maxime d2l1 defFicit
permitido
ezto =€ hacs para =l modelo del TAMANDO DEL LOTE ECONOMICD

bagimn
clrsers
fFram=(l,.1,230,24}):
Frama(2,2,70.4);
esc(4,.,5, VALDRES INDICADOS PARA LAS VARIABLES ')»
framal{l,&,70,24) 3 .
Nz=((Z¥d¥k} /h);

E:= =grt.(N);
Azs ({(pth)/P) s
B:= gart{h):

Qs =E+Ez
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l);
aotoxy{45, 1)
writaz(L);
ecc{l15. 24,5, ' <<
Ch.-—-n._l..
while (ch <> #1
read{kbd, ok 3
=1t H
begin (Pprograma gt
iniciag
lotescos
deficityreadln
and;
procadurs convara:s {(xs
S
En ezta funcion ze

(p/ip+rhl) ) s
gri(I)s
N

ik S SRLT RIS -1
=art () 3
I/ {etbe ) s

N ~Mm ~

O2E M-

LN A T

na
D
o
a

""HIIHILHIIH

ﬂ
ﬂ
Q
r-

o o=
Gtuwy(]? Fa ]
wriftialir(tl);
egc(7.2,5."' 5 =
gotoxy (17,9 ;
Witz (S5)
esc{7,.11,.5,' Sz
qotony(17.11):
writelrn(sS2) s
escz(7,13.5,"' T
gotoxy (17,13) 3
writelrnit):
esc{7,15.5, 'EL
DES ') :
aoctoxy (B2, 15) ;
write (Q);
esc(7,17,5, 'EL
gobouwy (22, 17)
write{S) s

==c (7, 19,5, 'EL
)s
gotoxy (S0, 13) ;
Wit {(S2);
esc{7,21,5,'La

o<
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TAMAND DE S ES o=

TAMAND DE S ES = ')

TAMAMO DEL DEFICIT MANIMD FPERMITIDO ES
LONGITUD OFTIMA DEL FPERIODO ES =

OFRIMA ENTER FPARA CONTINUAR>>') 3

3y do 'f

ipcipal®)

;inteasr) s

real: a la V411dac10n d= la fUHCJOH

imeartada v la =valuacion dez tal fumcian
2 hace la abzervacion de qu= =i la funcion es concava
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O coprivera. valuzsndo la Funciom paras loz diferente:.puh-j_
tos a2n cusstion, : g
sapauande Ccada uro de 1oz pa

ms em difaremtes procedil
miertoz qua e cartirmiacises : -

& desoriben.

type
cadena = =trinal7nl:
cadin = steimalsll s
cadl = striral3nd;
var

band, tam, cont, irinteasr:

ar @ booleaudr:

rim: integer:

conde, 1o, 3, e M, tot ., inv i INTEGER :
linea,precicosztrinaliSl:

chis chars

valar, 1. fum: cadln:

tol, o2, w1, wZ, Mt raals

Frocedurse lectural(lona @ byteix,yv:intaegerivar funicadd
var

ch . chars

existe ; booleatr:

cadl, tademna @ cading

i, d,err: intsgers

L]
~—
n

begin {lectura v validacion de cadenaz=?
repext
aotoxy (x,¥) 3
Ci ;= 0O¢
e =0
3 == {3
= I R
axizte 1= falsze: .
while (¢ <> chr{13)) do
begin :
wihiilae (ch <> chr(@)) and (Ci<= lona-1) and f{ch <>
chtr (13)) do T
bagin
Ci = Ci+ls
if ot exizstes then
trezad(kbd. ch) ;
existe 1= fal=s
if {ch <> chr(l
bzain
writaeich):
cadenatcil = chit
=Tal=H
if (ch = chlhir{l13)) or (chh =2 chir{E)) then
ci or= i -1

s |} 3s v

) and (ch <x chr (2)) then
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ends
if (ci = logmy) and (e {3 ehirf2)) ared {ztadx okl (13
thean )
while (ch <> chr{l2) )} armd (ch <% cher{8)) do
readikbd. k) s
if {ch = chr(2)) tihen
whilse (ci>= 1) ang (ch = chr (2)) do

begin
Botoxy (Wharesi~ 1, wheray) s
writel('_ ')
qotoxy (wherex-1 . whsrey) ;
i os=cio—- 1 3
tread (kbd, =) 5

etid;

if i = 0 than
whil=2 ch = <l (8 do
read(kbd, ch) s
existes : = true;
aends;
fun:="'"'s
for j = 1 to ci do
fun = funtcadenalil:
fFor J 2= i + 1 o lerna do
cadllj] 2= * ‘'
gotoxy (wherex, whearay) 3
urtil err=0;
Elal=H {leek

praocadure rmotas
£

arn este procedinianto =2 z2xplica como debz inzertar la
Ffuncion <21 usuario

clr=scr;

Frameil, 1,50,24); )

esc(10,5,5,'LA FUNCION SE INSERTARA DE LA SIGUIENTE
FORMA') o

e2sc{l0,6,5, ' ")z

esc(10,7,5."', Teclaa 1
s=guida de +*% expormnta');

escl{l0,&.5,'. Ejamn. M = ¥ al cuadrado’};

esc{(10,9,5,"'. La funciaon zora evaluads para deperndzr =ola
de una variable ...8'):

esc{l10.10.5,."'. Si conzideraz prioridade=z en la evaluacion
de la funcion favor dz')

ag expornancliales coma variable

ezc(10,11.5,"'. colocar parentezsiz  entrs valares
|);

ezcl{l10,12,5,"'. EJEM. sk {2 rZ) /15— sara evaluada como
l);

e=c{10.13,5,"'. 2quuiz elavade a la potencia 2 mas 2 entre
quimce menos equiz 'l
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esc(10,14,5, ', (ogv ) +2 /1820
como "} .
Cesclln, 15,5, ', aquutzs  al cuadrado mas = et e Uil rse
Inenos =quis’ )

epesc(lld, 16,5, ", Irdica la multiplicacion con =1 siarg "
I); .

ezcl{lid,17.5,'. EYEM, sk indica =guis  por da=
I);

e=zc{(10,12,5, ', Favar de mo Jd=jar espacios aritra
variables,constantes, siqgrmos' )

esci{ll, 19,5, '. EJENM. w2 + 7452} HNG FERMITI[O"
w/{24T7#x) "SI FERMITIDO" ‘g

L esctln, 20,59, . - . oA A
'

ezsc{lS,23,5," <AOFRIMA S ENTER  FARA
CONTINUAR>> ') s

chi="'~"'s

Wwhiile (ch <» #13) da
read{kbd,. ch) ;
end;

procedure validal{var furm:cadin);

procedure arror (nums inteasr)

Se prezentan en pantalla loz menzajes de error Qus pueden
aparacar

ar pantalla , al momento dz2 aztar insertandoe la  funcion
deedse teclads

beain
Qubtoxky (14, 22) ¢
writelm{'
|)=

case i of
1 2 esci{ld, 22,19, '<Lerrar..paramztro rno parmitido>>*);
25 mscild,22,19, '{Larrar, .debe inzertar un nunero>> ') s

= ezc(14,.22,19, '<{arrar..debs insertar un caracter
aritmstica>>"');:

4 1 eec(14,_¢, 9, '<Lairrar. . Falta paranteszi=>>"):

L= H az=c(14,22,19, '<L{atrror. . incomnrleta PInEr O d=
paranetros>>');

& @ ezci{ld,22.19, '<dartrar.. la funcion debe tensr  algum
caracter>>"'); .

7 ¢ escl(l4,22,179,'<d{arror...na debe ezpacios en blanco
ermtre caracteres:>"'): . o

a2 ezcl(ld,22.17,.'<<arrar.. 1la  funcion mo e2s=ta . bien
termninadaz>'); i

ernds

er:truss



lo8

and:

procedure valida_nrnumivar fum:caddn)d s
{

En este procaedinmisnts z2 va verificanmdo Suz cada caractser
insertado aste =2n el rangaoc de runserc:s actrse [G0 07 ]

zea un caractar parmitideo para la Ffumcion oo [0 M v (»
" ) |1} ]

e e e e e e e e e}
beginr

if Ffunlil i [0, 02, ' '] khehn

begimn
whiile furmlil 1 [0, 'F'.'0 '] do
iz=i+1;
band: =0
end
alse :
if (funlil = 'x'} or {(funlil = 'H') then
bedain

iz=i+1;
bandz=0;
end
z=lae
if funli]
begin
cont :t=comnt-1:
ir=1i+1lg
band:=0¢
error (5):
arnd
else
if funiil ='(' then
beain
is=1+1;
band:r=1:
comt: =cant.+1;
erd '
else
srrror (1)
=d

"' thean

procaedure validx_caraci{var fun:cad30);
¢ .

i . e S B S i B B AL B S S S i B B A B S e L A S e B S B i o S e B e e BT S Al i B et e e e

m

Agqui =z rzalize la validaciorn d= caracterss matematicos
=Omo )

Sor‘ [ (1] { [1] 1] ) " LS " nw_n " + (1] n / n 1] EH ;.: " ]
e e [, e e e e e e e H
beain
if funliil = ')' then
bzgim

cont s =cont-13
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ir=i+ls
m=id
alze
if funlil = '{' chen
begiv
cont: =
ip=i+l
and
elsa
if funlil ='%' then
b=gin
i:=i+1y
if funfid dim ['1'.0'9', 0, 's' L, K'Y then
b=gin
SwWhile funiil} in DY1' L, R L, e, ]
band: =03
erd
alea
if funlil] ='#*' then
bagin
iz=1i+1
band: =
and
alze
if furlil = (' then
bagiv
iz=i+1;
oot =scormt+dl
band:=1;
erdd
emrnd
=lza
if funlil in ['=','+','/"'] then
bagin
iz=i+1;
bandz=1:
2nd
alez
error{l);
ernd:

cort+ b
H

ho i:=i+}

1:

Evzgin
tam: =length (fun) 2
cont:=0;
ar:=faleas
if tam =0 then error(dé)s

ix=1: .
while i<tam do :
beain :
if funlil = ' ' then
baaim

error (7)Y
i:=tam:
S
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"3
ul
i
(51
1
=
+*
[

-
-
M om0

= 'xw')y ar (furlil = 'H‘f e

2y
m o = T
[ i
L}
TS pats
([ —
=
an

CLTT eag e v
3
o ow

1o

b
=0 fh
St 3

funlfil im ['Ci'o.' 3 0] then
begin .
while fumiil in [0, "9, ', '] da
is=i+1s
bamde =0
erd
elze
if funlil ='(' than
beagir
iz=i+1ls

arrar (1) :
while (i <= tam) and {( not ar) do
treain :
ifF band = 0 then
valida_carac{fumn)
&l=a
if band = 1 than
valida_rmum{ Fur)
erid} )
if band =1 than error{g)
elees
if cont <> 0 thearn arror{4): -

procadure les=;
{__..__.._.__._.__.,.._,_.__.__._ o - N .
Se tzaliza la capturacion de la Funcion a evaluar vy
1lama : ) ’ ;
& la fumcion de arror ;an caso de gque la fuhcion este mal:
irn- -
zertada.

it
(1]

e

beqin
clrscr; o AT
framae(l, 1,20, 24); Co

Cesc(Ee. 12,5,
l); N
ez (28, 14,5, '¥F [FA LA FUNCION PaRA LA _GRAFICQ
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R I :
esc{dS. 16,5, ¢ FUNCION (____ R 17
ezc{1&,. 12,5, ' LA FUNCZION SE EMHLUARA F&RA 1y
aotoxy (15. 1%) . o
for i:r=rpl to nmp da )
write (W01, =tiarrxlil. ! i
repeat
aotoxy (39, 14
lectura(zo,
valida{fum) s
urntil {not er):
aobosxy (10, 20) ;
writzln('

n};
2sc (20, 24,5, '{L0FPRIMA RETURMN PARA CONMTINUAR>> ')«
Cltaz=t="1
whilef{ch <> #13) do
read(kbd, chh) g
clrzcrs
end;

function invent (var valor:cadiQ) ireaeals

var

cadiz,a,cad, cadel, f, cada, cade?, cadi, cadt, cadl:strinalall;
totl:reals

codes inteasr:

del,cal,v, cadX:real:;

totaliraeal:

procedure analizalvar valoaor, fumicad3nd

En ezte prﬂcedlmlentm una ver que =a teoma la cadena
insertada ) :
coma funciorn <=2 verifica =1 esta contierne 1a variable

llxll
=i e5 da ezta forma se sushituye la variable por el valor
aue llega, dejando la funcior come una cadens de puros
caracteres numericoz Yy sidnos aritheticos .

var i,J,rcrinteasr;

bagin
cade3:=""3
ccr=length (fund s
iz=1;
Ja=13
while id<= cc da
bagin
iF funlil <> 'x*' tiven
whils (FunMfil<>'x') ard (1 <=cc)co
bagin
iz=di+1:
caded: =copy(fur, 1. 1-1) ¢




(=t T

alos

brzgi

if (Fufid

=nds
=pnds;
ztids

fur=tiaon

£
Se

entera

e et ks o AL s L o S iy O ek i

realiza

al numspro

var
f,isz

ep {(var

EEZ AR I 1 L T1 Y

bzain

Js=1i+1;

while ( {(funljl <> ard (3
cadeZ: =copy (fun,i+l,i—-(i+1) )

cadaeR: mconcat{cad=d,valor,cads

1:=j%

cadals
ad

1.
b

oy,
*

ELE ]

tiokl.cadZrreald traeals
al

Aue 1llegaa —omo paaramnsbro

intager:

totr,totzreals

bagin
ir=1;
if cad2
beain

=7

theen

totri=sqri{totl);:

etd
alge
begim

tat:=tdt1;

Wil le
bagin

Loty

({i<cad) do

i1=tobtrttot;

iz=i+l;

end;
etids:

=totrs;

=nds

procaedure gquita_blancos{var cadil:cadi0);

Sz aliminan lo—

blancoa quie

rumero qgue 1lega Comno paramsatro

i,cc:inmtegsr

e e e e s

=& ancusntrar:

112

da Jr=3+ls

o 1 i e i B Y S e S

cualquxar poterzia

e ———

a la derecha dﬁl -

o e e gmim R s i
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beain
iz=1;
corelenath (cadil) 2
while cadi2[il = ' ' do 1:=i+13
cadiZi=copv{zadiZ, 1. (toz-11-133)}):
aticts

Functioﬁ corr{var madl:icadlIl)iraal:

i R e e il L e L . e LR g e ey ek AL e Tk o T T i e S A ek it e 8 e S e e A e S e A s e S e et

Sa evaluz la operacion matenatica , limitzda por doz
cadanas de numeros = operacicnes matenaticaz que e
puaden realizar sonh L S A |
wvar

oSl ) integer:

cadi : cadl30;

totrireals
begir

co:=lengtti{cadl )

-

totl'—-l,
while (1 {=cc) do
bBezgim
if totl=-1 then
begaty
while cad1{i) in [('0'.,.'9','. "] do
HES 3 8
if (caddl[1] = ‘E') arud Gmad1ii+l] ir
[*+'.'='1) ther 1:=1+2; :
while cadl{il in ['0°'..'39') do i:=i+1;
cadel;=copy (cadl . j,i~-1)
val {cadel, tatl, code) 5

emnd
alss
bBeagir
Je=is
ig=i+1l; .
while (zzadili] ip ['Q' .. "9'.'.'1) amd {i<=zc) do
1t=1+]1; ’
if dcadltiil = 'E'}) amd (cadili+l] im ['+','-

‘1) then i:=i+2:
wiiile cadili] inm ['0'..'3'] do 1:371+1;

if {cadlili)l = '"+') and (cadi(i) = *4') then
b=ain
ir=1+1z .
: Wi l= {=adilil iri [ (LRS- L I and
(i<=cc) do :
jr=i+ls

cadit=copyi{cadl, 1+Z, i~{3+2)):
if cadi ='.5' then

ot =sqrit (ko ly s
tat1:=totr;
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N

w i

=l=
begit
val (-adi , cadz . cade) 3
tottr=gpitotl, caadZ) 3
end;
d

i

ot

u
L) (]

Ing

=T-R Ny
Cadlz soopy (Cadl L jH1,i-403+1)0 02
val {zadi, cad2, code) 5
caze cadl[j]l of
'+ thohlimtobltoadl:
"= rtasblrztotl-cadIs
tAd kit =htobt ltondlng

[al=H

i

arid;
aends
[=1gT=11
con: =toti;
end;

function convivar cadl:cad30):treal:

{
Se realiza la =liminacion d= parente=zis svaluznido 1z
QP2 RCion

que se encuentres entre 2llozs , azbta evaluaciorn ze2 lleva a
cabo

llamandos & 1a rutima CON o, SonE
parentesiz

para llevar a caba la realizacion de la opsracion

-

darz prioridades entra

bl

var
fim, cadt,cadi., temprecadil;
clemp.co, i, jmarcer inteasr:

beqin
i

lll .t
S non

=
[
" R

P )
i

e e

H
bl
o

K1Y

cad

cad
teme:
fin:="'"; ) A . - g
cor =laemath (cadli) _ R T
while {cadilil <> ‘(') and (i o) do - ' :
irsi+ls
if cadlilil <> "' fhen

fi

v

ue
TP

o0 oee om py R ws e

T

ak um

#
N

begim
cads: =copy(cadl, j.=c)
cal:zcon{cady
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end
alse
bzain
cadt:=copy (cadl. 3.1-3)
Ji=1;
itci+ls
while (1 < ¢c) do
begin
if (cadllil = (') thean
begim
marca:=1;z
it=1+1;
==
al=se
1s=i+13
=nds
if marca <> 0 then
begin
cadi:=eopy (cadl. j.marca=-3);
iz=maircatl:
while cadilil <> '")}' do i:si+ls
cadiZ:=copy{cadl,.marca+l,i-(harca+1}));
cal:=con(cadiz)
str (cal,cadi2) :
Quita_blarncozs{cadi?) s
end
zlee
begin
i:=33
while cadilil <> ')' do
1:=1+41;
cadiZ:=capylcadl, j+1,i-{j+i)):
cal:=con(cadiz*};
stri{cal,cadi2):
auita_blancos (Sadi2) s N
= H S ‘ . .
fin:=capy(cadl,i+l,cs-1): o ) T
Fin: =concat (cadt, cadi,cadi, find;
calz=cornvi{fir); :
etrids
conve: =cals

ety

procadure conviertei{var fun:cad3d) g
I

Sa lleva a cabo la divicion de 1a cadena =i ze ervcusntra
alaun zigmo de divisiom "/" ., llamando & la Framera parte

da la cadana cal . vy & 1a aenunda parte caz

cada wuna de las cadenazs cal v cal zon llevadaz a avaluar

e las rutinas "CONY vy "CONU“ para la eliminacion de parsn.

teeis v evaluacion ode OpSrRc1on
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var
cadl:ztringl{&nl:
cal,caZrraals
Sc,isdt integer:

beqmin
ccr =laernath (Ffun)

J:=1:

=
"
[}

o
P

totl:=0; :
while (funii) <% '/') and (i <= ez )} do iz=i+l:
i Ffumlid = '/ than
beqin
cadi:=copy (Fur, j.i-1):
cal:=canv{cacl) s
Jer=i+1;
while(i<=cg) do iz=i+1:
cadzeZ:scopy{fum, j,1)
ca2: =convi{cade2) s
totali=({cal/ca);
end
aelse
begin
totl:=conv (fun) ;
total: =corrv (Fun);
end;:
arnd;

bagir
amndliza{valar, fun;
convierte (Ccade3) s
irnvent: =total:

ernd;

Frozedire nbtasz:

<

Sa mamda =l usaric un mensaje de la defiricion de "COSTOS .
CONCAVOS " para la :

obtencion de un plan de produccion optimng

bagin

clrscrs

frama{l,1,20, 24}

frame(d,4,70,86)3

23c{f,5,5, 'DEFINICION DE COSTOS CONCAVIS' ) ;
Frame (3,5, 70, Z24) 3

2zc {5, %,5." La obtercion dea plan dz producciorn DFTIMD ze
da en domds -')s:

ez (S, 10,5, '1loz ooztaz de praoduccion (ChiMP)) = invaentario




(HiR {Im))
=c(S, 11,5,
¥ In >0 erteroz')d:

ezc(5.12,5, " zhe tipao de

MARGINAL decreciaente'):
aszciS, 13,5, 'o al cozto

articulo mas de= L I
ezc(F, 14,5

mantenﬂr (874
escid. 15,5,
esc{S, 16,5,

zvaluara ')
azc(S, 17,5,
aesc (S, 18,5,
esc(D, 19,95,
asci{S, 20,5,
esci{S, 23,5,
Ch: =11 :
whilae (ch <> #13)

read {(kbd,. ch) ;
=rcl;

..l_',;

'gom funcioiez zobre 2l

Qo

o

=

TLIMNS 1 SRS Pre

SEa de produacie o

" Ll 8

igual =al o
®»+¥1 " )z

furmzion e

g+l

S
costo marginal
[=]=Th § HI= TS

des

~ e

procedure rnotas{var xt,l, =2, tol,tolireal;

Se manda a impre
askha =valuando

la saxpresion
Gixp+zy v

y la comalusion

zior &l valor de la

» =1 wvalor calculade para

dz gu= g1 la fungion

‘fr'mutl 1.@20, w43
framz(dl,.4,70,8);

C(b;S,d,'CﬁLCULG DE LA FUNLIDN PARA
aotnxy(Qd,h);
wrritefarrxlx=z1);
frdme(4,-,7D,_4):
esc(11i.10, 24¢.2)
gatoxy(?l,lﬂ;
ertﬁlﬁ(ht)

ze(11,12,5, 'q(x+1)
goto y(”i 12y s
weitaelm (1)
e=zc{il,i4,5,"
gotoxy (21, 14) 3
writelm{x2);
(il 1A 5, 'g(x+Z) -a(x+l)
ezc(11,17,5, ¢

="'}

[
E

LY

k]

='):

ha

-:;('>:+
.

2{ac+1)

gohoxy (2, 12) 8
wiritelrn(tol, ! N X B
1f kol <2 ko2 bhean

Cor Lt

variable

—alix)*t)
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. .
e -

ntar un costo
marntensr L

dz producir o

L=}

1

chial 1]

coEho marginal
ENTER >» para

) ) -
H
continuar 'y s

rios imteasry;

¥ donde se

"E ) F{x+1l)

H

[



lla

c{12,.21,5, ' r+LA FUNCICON ES CONTAVEEE ')

=1
=lse
esci{l2,21.5, "#¥LA FLUNCION NO CUMPLE pO ES CONCZAVAEE! ) 3
ezc(12,24,5, 'oprima << ENTER 2> para caonbimudar');
clhe="'=-";
while (ch <> #1323 do
tread (kihd, ch) s
erds:

E;—-Esta parte == lleva a cabo 1a diztribucior " de la=s
1 lamadas
a las rutirazs

o e e e e e e e et e T Lt o i S e i et e R . Y e Ay b s e A Tl i e i b T

begin
stri{arrxixs).»xl);
shizinvent (1)
vali{xl,x,cod=);
e =xtl;
=trix,»xl):
mls=imvent{xl):
EHEETE D B
str (52,21} 3
s»2Zr=inveant (xl);
tolysxZ-xly
tolr=xl-nts
mobkas3{xt,xl.x2,tol,to2.nod)
ands

tragim
i =Res
if == = nel thets
begin
[gl=} -3
1ee;
ripkass
invertarigg
Spd
zlge
bergim
inventarios
e
ends

procedure lesg

¢ CAFTLRA DE DATOS

"

eaim



clr=cr:
frame{l,1,.80,24) 2
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2eg (3, 6,50, '+¢  PROPOCICNAME EL INTERVALD DEL PERIODO A

CALCUL AR #2);

e=c (20,10, 0, 'PERIQDD INICIAL [1..,41

goboxy (45, 10)
readininpl):

esc (20,14, 0, 'FERIOND FIMAL (FI..41

gotoxy (45, 14) 3
readlning) 2
clrscrs

atds

prozedure tabla_datos{opc: inteasr)
var
ch:char;

{ LECTURA DE TABLA *

‘bagin
frame(l, 1,20,24);
Frama(3,3,77, 22):
Cframe(l, 5, 60.24):
esc{26,2,60," #*+ TABLA DE DATAS
if opc=1 them

esciS, 4,32, '"PER DEMAMNDA
VARIAELE oL /INV Y
alsa
esc(&, 4,30, 'FER DEMANDA
VARIABLE C. U, /INV Fri') s
iz=1;s
riamez=1;

assign(pre, 'Praclo.pas’);
resatiprel: .
whila (ot eofiFre)) do
bagin
readln (pre,dtlil
readlre (pre. bt li]d
aotoxry (&6, wharey+
if opc=1 then

)
)
3

writa(i,’ t,dtflil !
'y lil,! CakkLil)
=lze
write{i,' Yyt lil, !
taotiil, tabt (il
iz=i+1g
aricly

esc (25,2310, 'eprimne <ENTER> para cornbtimuar')

chiz =" H
while (cha>;#13) do
read(kbd. oh)
ends

[__Y');

__1');

COsSTQ

COsTO

‘aplil)

FIJO

FIJO

"

;raadln(pre,at[i]J;raadln(pre,cb[i]);
sraadlnlipre,plil);
)z

.abiil.t

'satlil,!



. 1z0

procadure tabladatosZ:
var .
ch:char s

{ LECTURA DE TAELA

bagim

: fram=(l.,1,80,24)
frame (31,3, 77,22)
framel(l.S,20,24) ;
esc (Z26.2,60,!' *®¢ TABLA DE DATOS 4+ )«

LT

asc (5,4,30, 'PER COSTO/PREPARAC ION COSTA FIJG
PER/CESE ‘)
i:=1;3

tdms:z =13
assign{costo, 'costa_min.pas’);
rezsat (caztol;
while (mot eof{costo)) dao
bagin
readlrnicosta, kt{il)
readln(costo, atiil)}
readlin{cozto,vtlil)
gotoxy (&6, wharsey+3) ; :
writeli,'® 'LRELiID,
teatlild, ! tewvtlaldd )
is=i+iz
erds;
2s5c (25,23, 10, 'oprime <ENTER> para continuar'}:
chr=' '
while (ch<*#13) do
read{kbd, ch);
ernds

procedure obter_»s;
val-
tot_=,1, j: integear;

beair
tot_x:=03
for i:=rpl te np do
traqin
if {i=nplangd (i<>1) then
arrxinpl:=0"
elze=
it i=np-1 than
arr=lile=dt[il+dtii+1]
aloe

arr<lil:=gtlil]

Function DDVONNIA . NUMR: INTEGER) : INTEGER:

vVar
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i, ksv,au=iliar,ci.aussd, cond, aul, sauxZ: irntager:
azarravii. .10l of inmteqsr:

begin
writalrmi{!'——r e et et e =
if rnumB-runad=1 then
E2gin
aLpedz =iz
alrmimA+ll =02
end

YLrwama, ... .. b)) 3

or vy=NUMA+1 TO NUME-1 do
beatrr
auxl s =dd (numea, v)
auxz: =dd{v, riunk)
add Faurl taux2s
Alvl:=ALKES:
[l gl=H
and:
for Ki=rnumat+l te Aumnb-1 do
for jr=k+l Lo rnumb-1 do
beain
writelnd(alkl);:
if alkl>aljl then
begin
auxiliarz=alil;
afjli=alkl;
alklr=auxiliar;
anid; end; .
WRITELN(' MT+TOTAL MINIMO DD ="', KTIMNUMWAT+AINIMA+L1])
dd: =kt lrumal +a luamp+13 3 raads '
=ndz

Ve

function FF{(NUMP: INTEGER) ;s INTEGER:

¢ FUNCION RECURSIVA GUE CALCHLA F(Id= C(IL,)lr + Fagr o3

var .
Joksauxiliar, ci,aux, CONT: integar:
arr:array(l..10} of intosgar:

bealr
writeln(’ ENTRE A FUNCION F CON ', NUFF)
writelnt!' _ o e e e e et e et e et e ot e et i e o
"y s
if rmump=rnEt+tl than
bheain
& =04
arrvlinump+ilz=N;
e
aloe
beain Y

far oi:=pp+l downto nump+l  do
beainm



av:: =AT [NUMP] +DDI(NUMP, ZI) +Ff{ci) s
ARRICI) = =ALM:
end;
ands;
for k:=twump+l +to e+l do
for j:i=i+1 to np+tl do
if arriklz>arriil than

bedgin
auxiliarz=arriil;
arvrijls=arerikls
arrlkl:=auxiliar:
end;

WRITELN(' TOTAL MINIMAO FF=', ARRINUME+11));
frz=arr nump+1) ;READLN;
ends

function hirmml . numZ: inteqer): intaeger:

{ FLNCTON RECURSIVA GIUE
Hi{d1+d2+, . dk) +H2{d2+d3+. . +dk) +. .. tH{k~1)} (dk)

var
temp, temp l, temp2, cc: integer;

hegir:

templi=03%

1T (rumZ-ruml=1) thetri tenp:=0

else

beain
e =wam i+ 1
for cc:=nuum+l o nun2 do

taempl:=tenpl +dtlccl ;

WRITELM (' HT (', MUM,

tamp: =tamnel bk [eam) 3
teme: =t.amp+h (Hium,; rum>) ¢
end;
hz=tempe:
end;

furction cinl,nZ:inbegsr ) integer;

122

CaLCuULA
B .

) % L, TEMPL) 3

{ FUNCION RECURSIVA QUE CALCULA ATk + CR(di+d2+, .. +dk) e

HTk

vair
3. NUMS, tat 2, auxl . totp:r integer:

bagin

Lot =;

for is=nl to r2-1 do
beain

totp:=tatp+dt [1)
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=1~ : ) )
aul:=atirll+{ctnrllttotp)+thinl-1,112-1}); :

WRITELN({ S, NE, "y o S TOTP, o+ MO, NL=-1, 0, , N2 -
1,%)'): '

T SEuxl s

[=1aT= H

function F{(NUMP: INTEGER) : INTEGER:
{ FUNCION RECURSIVA GUE CALCULA F{I)= T(I,k) + F{K) SR
var i .
Jok,awiliar. ci, aus. CONT: inteaar:
arrzarrayll.. 10} of integer:

begin
1f nunp=Enp+l1l Lhat
be=ainm
arrinump+ll s =0;
=g
2lge
begin
far <i:=pp+l downto fump+d do
bagin .
WRITELN('FO' ,NUMFP, ') = Ce',NUMP, ' ',CI,*") o+

F{',CI,"')"')s
auxs: sc(nump, c1}+F(ci)
ARRICI) : =AU
ands
[-Tgt=H
for k2=nump+l to e+l do
For j:=k+l to np+l da
if arriklr>arriil then
begin
auxiliars=artr[3l;
arrljl:=arrikl;
arrlfkl:=auxiliar:
mds
i=arrinume+1] READ:
T

[}

£
end

function hpl{kn.ntintaeger)::integer:
vatr
tothp,toth, 1, j:inteqger;
bagiv
tothe: =03
if km=Ern thern tothp:=0
elsa
btuzgin
foer ig=kni+l to n do
toth: =toth+4dti1);
tothp: =totitht [knl ;
tothps =tothp+hE (ktl . nd;
&pd s
e =totbges
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a3

funiction ki, k: integer) : integer:
vat
totk, tobthiE, 1, J2 inta2ger:
begim
tothi: =03
if ke=m Lhen tother =0
else
begit
for i1:=n to k-1 Jdo
toths =toth+dt (i)
coth:=tothtelic]l:
tothp: =tath+lmlm, k=-1) 3
ands
e =tothps
=rd;

furction cl{ml,nZ:inteaar):inteder;

{ FUNCION RECURSIVA GUE CALCLLA ATK + Chil{di+dz+ .., +dk) +
HTk =* '

var
1-J,tote.auxl,auxiliar: integar;
arrcrarray(l..10]1 of inteaers
begain
for j:=nl to n2—-1 do
beagis
tatp: =0:
writelrmd{'Ni1="'.m1,"' N2=',n2,"' k="',1)s
Tor ii=rml to ri2Z-1 do
totp: =tatprdtlil:
stz =at [jlt (il vtotpd+hp (J.n2-1)+ hnrn(nl, j) ¢
Arrcljlz=auxls: .
writzln{atljl, 't ct[J},"*'  botp, '+ ' hpl{]j,n2-
1Y, '+ hrilml, 1), "=, auxl)iraadln;
a3
ttor i:=ml to nZ-1 do
for j:=i to rmZ2-1 da
if arvclil>arr=Ilj]l then
b=agin
auxilisr:=arrclil;
arvrcl(jli=zarrclal;
arrclils=auxilizr;
==t
wrikalet _ . __ARREGLO NS
For i:z=aml toc m2-1 do
writelimtarrafil):
WRITELM O MINTIMD=" , ARRCOIMN1Y) ¢
ZlrFarprainll;

-

b

H



furncticor F1 (NUMP: INTEGER? : INTEGER?

{ FUNCION RECURSIVA GQUE CALZULAS F(IY=s (L, k) + F (O
var

ds ke, auxiliarscia auc, CONT: integsrs

arrzarravil,.10] of int=ger;

begin
if nump=tpt+tl then
Enzai
auUx: =03
arrinump+11 =0
: erd
el=sa
tbeain
Cfor gizsnp+l downto numeti do
begin
aux: =cl{rump,ci)+fldzidy
ARRICIi:=AU;
ends
- Tel=1

for ki:=rump+l to np+l do
for Jj:=k+l to rnpt+l do
if arrlkli>arrlil then

begin
auxiliar:=arrliils
arrljl:=arrikl;
arriil:=auxiliar;
ands

for K:=nump+l to pp+l do

wriiteln{'=.."',arrikl};

fli=arrinump+ll: READLlmM:
[ g¥= H

Fracedure resultados (opc: intager) s
vVaRr

chichare
{ RUTINA QUE LESFLIEGA RESULTADOS
begit

clrzcr:

framz{l,1,20,24)

Fram{<S,S5, 75, 1%) 2 : ’ ’
esc{1l.10,20," ENTONCES F (i) ES EL CASTO MINIMO
SATISFACER LAS DEMANDAS') ; L
gotoxy (11,111}

esc{il, 11,20, '‘DURANTE LOS PERIDDOS ‘)
write(NP1,' HASTA '.NP,'. SI Ii = 0 .
adtoxy (32.16) =

write{'F(' ,MFL,'y = *):

write (tot);

if opec=1 thenrn

l);
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Ezgir
gotaxy (10, 122
far is=npl o mpEp do
write('HL' i, ') = arrxfil, s
arnds .
aotowxy (168, 22) ;
write('oprime <ENTER}> para continuar')d:
che="'=-"3
whiile { ch<>#13 ) do
raad{l:bd. chls
[=1aT~ H

procedurs meru 3
v
opc: chars

procaedure evalus_copcion{opcionichar) s
begin

cazZe opciorn of

'R, 'r'1begin

clrscr:

rutinal s

meruas

[={gt=H
A, 'a' thegin

clrscrs;
tabla_datos(ll);

laea; :
tat:=f(npll;

obhtenr_x=3
rasultadazs (1)

for ci:z=npl to np do
converae(ci)iclr=cr:

S5

. and; ‘

‘R, ' rbegin _ SR
cClrscr; o : P
tabladatosl;s : ' Co
lae: .
tot: =FfinpEl) s
resultadas (2
for ci:smpl to rnp do

converaz{ciliaclrscrs
meru g
end;
o, bBagin
colir=crs
tabla_datoz= (1)
leas :
tot:=flnpl):
abtan_xzt
resultados (1)
for ciz=npl to np do
corvaergz{ci)iclrscr:
e 2
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o ards
td L 'D': begin
i clr=crs
tabla_datos(2):
lee;
totz=f1inpl)s
obten_x=;
rresultado= (1)
for cir=npl to np do
converas{cl)solrsers
TR 5
. ands;
'e', 'E': bezgin
clr=cr;
tabladatosls;
lees
tot:=ffirpll):
resultados (2);
for ci:=rpl to np do
convergel{ci)sclrscre;

(=13 1"H
erds
F's'f'zbagin
clr=cr:
framz(1,1,30,24) :
e@sc(lé&, 13, 60,'F I N D E s I 8 T E
M A');
GOTOXRY (1,24)
HALT:
=nds
end; {(zacze
arnd:
beagin
clr=crs

Frame(1,1,30,24$;
gotaxy (22,5) 3

write(' A% M E N T Y
gotoxy(13,7) : o R
write(" FLAN DE FPRODUCCIONH OFTIMO FARA ‘N

PERICDOS, ')
actoxy (25,9} ;

writaf{' <R» RUTINA R ')
aoboxy (25,11) ¢

write(' <A> MODELQ A s
gotoxy (25, 13) 2

writel(' <p> MOPELQ B tys
gotoxy {25, 15} ; .
write(' <Cx MADELD C '3
gotoxy (25,17) ¢

writal' <D>» MODELQ D L
Aantoxy (25, 19) 3

weritel' <E> MODELD E 'Y

gotoxy (25,21) ;
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write (' J<F> FIN DE FRAOGRAMA b
gotoaxy(11,23):
write ('OFCION [_J1 ')
opes=' '
while
({opc<> ' 'R'Yand{opc<> ‘A Yand{opc<> "B Yarnd {opc<>'r")arnd {opcd>
‘at)Yand{opcd>'b' ) and{opcd> ' C")
arid{nopc<>'c' )and{opc> ') and{opec{>"'d' }and (opg{>'F!
Yandlapcg<> ' ')
and(opc<>'a'and{opz=<{>'E") )
begin
aatawxy (19, 23) ;
read (kbd, apo) 3
a=rd s
aevalua_aopcioniopc);
end;

procedure bienveanidas
var
chz chars
begin
clrscr;
frame(l,1,80,24)
frame (5, 3, 75,21)
esc(33,&6,30,' U N A M ') ) ’ .
esc({il,s,S0,'C O NTRQL OFPTIMO DE LA PROD
UCCIODNYr
22 (25, 16,50, '"REALIZADO FOR ') s
esc(41,17,.50, 'ANA BERTHA JIMENEZ RIOS'):
asc (25, 22,0, 'oprimne <ENTER> para contiruar'ls
chs="' ‘3
while (shi<>H#13) do
raad{kbd, =h) s

us ut

END; .
¢ MODULD PRINCIFAL ) TR IRREL P
begin
{ bienvernida: >
meruis

end.
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ANEXO 2

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

En este anexo se pretende establecer breve v claramente, con-
ceptos gque se manejan en la tesis, dando por hecho gque el lec-—
tor estid familiarizado con ellos, esperando gue sirva de apoyo

en caso de alguna duda.

a.l CONJUNTO CONVEXQ

Un conjunto %€E" se llama conjunte ceonvexe, si dade cualesguie
ra*dos puntos x;ly ¥2 en X se satisface que wxa: +-(i—W)xz Cx,

para cada 0<w<1.- El vector wxi+({l-w)x: represeﬁta un pqnﬁo ean
el segmento de recta gue une a i; Y X2. A cualgquier punto gue

tenga la forma wxit{l-w)x: con Q<w<l se llama combinacidn con-

vexa de X1 Y X2. El conjunto convexo geom@tricamente, se pue=-

de interpretar como &e muestra en la figura (1)

FIGURA 1 Conjunto Conjunto
convexo no convaXo
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En donde para cada par de npuntos X; y ¥: EX ¢l segmento de rec

ta o la combinacifn convexa que los une deben pertenecer a X.
Los siguientes conjuntos son conjuntos convexos

1) {xa, x2) / %2 + x3 <1}

2) {% / Ax=b} donde A es una matriz de mx¥n ¥y b es un m-vector.
3) {x / Ax=b x>0} donde A es una matriz mxn y b es un m-vec-

tor.

D oLs ) . n - . .
_Proposicifn 1. Un conjunto XeE~ es convexo si toda combinacidn

convexa de elementos de x pertenece a X.

Demostracifén. Procediendo por induccifn; para n=2 es inmedia- |

to, por hipStesis suponemos gue es vdlido vara n=K-1l y lo probha

remos nara n=K. 5Sea Xi, X2, .-.; Ky ¥ Wig W2, -eeny Wy tales

k
WaXa+ ... + wkxk pertencce a X. GSea

que wiC[O,ll v wi+ wat ... + w,_ = 1 por demostrar que z = wiX:i+

N
U

{(l—wk)/(l-wk)](W1$1f wWaXat ... + wk_lxk_ll + WX

(1-wy ) [w;/_(l-wk))xﬁ wa/ (1w V) %o+ ... +

(wpy /LWy ) xy g+ WXy
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como (Wit wp + ... + wk_l)/{i—wk) = 1 por hipotesis de induc-

citn, se puede asegurar gque
y = | (!h( (1-w ) xab{wa/{l=wp ) oot oo Hlw o/ {1-w ) ) -1
de donde (l-wk)y + oWy, kax'

con lo que queda demostrada la proposicién.

Definicibtbn. Sea 5 un subconjunte de R. El contorno convexo

de 5, denotado por C°5. es el resultado de la interseccidn de

todos los conjuntos convexos que-contiene a 5.

PUNTOS EXTREMOS

Un punto X en un conjunte convexo X, se llama punto extremo de
X, si x se puede representar como una combinacifn convexa ex-
tricta de dos puntos distintos de X, es decir si x = wx; + {1~

wlxz con we {0,1) y X1, X2 £X, entonces x = X1 = Xz.

La figura (2) muestra algunos ejemplos de puntos extrenmsj?no:eﬁ;h;

tremos de un conjunto convexo, Observe due X; €5 un punto extre-

mo de X, nmientras gue x: v X3 no lo son.
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FIGURA 2 PUNTOS EXTREMOS Y NO EXTREMOS PE UN
CONJUNTO CONVEXO

CONJUNTO POLIEDRICO

Un conjunto poliédrico es la interseccifbn de un nfimero finito

de semicspacios. Un semiespacio se puede representar mediante
una desigualdad del tivo aix < b, entonces un conjunto poliédri -
co se¢ podrd representar por medio del sistema aix s b i=1i...N
o bien por {x/Bx<b} con A matriz mxn, cuyo i-esimo renglén as

a* vy b es un m-vector,

' CONJUNTO POLIEDRICO ACOTADO

Considé&rese el conjunto poli&drico'acotado {un conjunto es aco

x> : )
tado si existe un nimero ¥ tal gue la norma de ||x]] <K para ca
da x en el conjunto) obszrvandeo la fig (3)},el conjunto polifdri

co se forma de cinco puntos extrernos Xi, X2, X3, Xyy Xs. NOtehe

*La norma de un vecta x, que se denota por |[|x|], esti dadeo vor.
" 2 ! -
/ I

3

]

i=1
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gue cualguier punto en el conjunto se puede representar coro

una combinacifn convexa de esos cinco puntos extremes.

Ejemplo. Témese el punto x que sSe muestra en la fig (3), ob-
serve dgue x se puede representar como una combiﬁaciﬁn convexa
de ¥ ¥ %y entonces x = wy + {l-w)lxu, donde wit [0,1] ¥ ¥ se

puede representar come una combinacién convexa de X1 ¥ X2 €n-

"tonces y = vxi + (l-v)x, sustituyendo el valor de y en x vy ha-

ciendo una pequefia manipulacifn algebriica se tiene:

X = wvxy *W{l-v)x: + (l-w)x,

coen wv, wil-v) vy {i1-w) e [0,1], ademﬁs
wv + w (1-v} + (1-w) =1

© en otras palabras x se puede representar como una combinacidn
convexa dea X1, X2 ¥ X, ¥ en general cualquier conjunto poli&dri
co se puede representar como una combinacifn convexa de sus pun

tos extremos.

FIGURA 3 REPRESENTACION CORVEXA DE X EMN TERMINQS DE Xi,Xz,
Y Xg.' .
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Teorema 1* (Representacifn de elementos de un conjunto convexol

Sea X = (x /Ax = b, x 2 0] un conjunto poliddrico acotado no va
¢io, entonces el conjunto de puntos extremos s ne vacie y tie

ne un nlmerc finite de puntos, digase Xi, 2,

eaer X Mis atn

K-
X CX si y solo sf X se puede representar como una combinacibn

convexa de X1, .. Ko mis una combinacidn lineal no negativa

de di, ..., d&; d1, ... AR conjunto de direccliones extremas no

vacio entonces

K £
X = L w.,x. + L wv.d
=1 P =1 11
K
T ow, =1
j=1 )
w, >0 j =1, ..., K

'CORRESPONDENCIA ENTRE SOLUCIONES BASICAS FACTIBLES Y.PUNTbe
EXTREMOS.

En esta seccifn se demostrarf que la coleccitn de soluciones
basicas factibles y la coleccifin de puntos extremos son equi-

valentes también se mostrari gue un punto es una soluci&n bé;.“

*Para derostracidn del teorema ver programacién llneal v flujo '
en redes. lMokhtar Bazaraa. -
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sica factible si, v solo si, es5 un punto extremo. Puesto gue
un praoblema de programacidn lineal gue tiene un valor dptimo
finito siempre tiene una solucién Hptima en un punto extremo,
entonces siempre sers posible encontrar una soluci&n bisica

factible &ntima.

Definiciﬁn. Considere el sistema Ax = b, donde A es matriz de
‘HxN, b vector columna de m-componentes y x vector de n—-compo-—
nentes, donde el rango de [al|b] = rango [a] = m. Suponga sin
pérdida de generalidad que A = [B,N], donde B es una matriz in

vertible MxM y N es una matriz de Mx[N-M]. Entonces

a) El punto ¥, definido por =y = [xB, xw], donde xp = B b; ¥y

'xn=b recibe ¢l nombre .de solucibn bigica del sistema.

b} La matriz B recibe el nombre de matriz bfisica. La matriz

N recibe el nombre de matriz no-bfisica. Las componentes Xp

se llaman, variables bésicas. Las componentes x_, se Genomi -

w

nan variables no-bfisicas y si xB>0, entonces Xy se denomina
"variable bisica factible no degenerada. Si xB=0_SQ dice
que Xy eg variable bisica degenerada

Propogicibn 3. Considere el problema
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min ox

sujeta a

Ax = b; x>0
donde la matriz A es de dimensidn MxN v de range M. Entonces
X0 €s una solucidn basica factible si vy sclo si % es un punto

extremo.

Demostracifn. Sea xp un sunto extremo de la regidn factible,

después de un posible arredlo de los componentes de xyg ¥ de las
columnas de A, se puede suponer sin pérdida de generalidad que
xlr X2, «es,; X_ son positivas y xp+l = ... =xg = 0.

P

Se demostrari que aj, az; «.. aP vectores columna de A son li=

nealmente independientes; procediendoc por contradiccifn, supon -

ga due no son l.i, entonces existen escalares Wi, W2, ..., v,

P E
no todos cero, tales que: L wjaj = 0; sean x' y x" definidos
3=1 |
nor
.
x5 + vwj si =1, ..., p .
x'. = L
!
. 0 si Jj>p
[ xg = vy si j=1, ..., D
xll
3 A
| 0 si j>p .
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como xj>0, para j =1, ..., p entonces independientemante de
los valores de wj, se puede escoger v»0, tal dque x'>0 y x">0,
cOoRQ al mencs para algﬁn J wi # 0 se tiene que x' # x" y se
cumple gue

n

¥ 3 W = b
1ajx3 vjilaj‘J

J

1 -

ax't g ! IE) {x; + )
= a.x = a.{x;,+vw.)=
j:]_ 3 ] j=1 J 1 3

de igual manera se prueba gue aAx" = b de donde se& tiene que

I

a)y g (1/2)%' + (1/2)x"
b}y xp # x' # x"

c) Ax Ax' = Ax"

lo gque contradice que xp sea punto extremo, de donde se conclu

ve la independencia lineal de aj, @zs ==+, ab.

Sup6ngase ahora que Xy s una soluciﬁn basica factible del sis
tema Ax = b, x>0, demostratemos que X, es punto exttremo. séa__
B la bhase correspondiente = xg, de manera gue se puedé eséribif
Xp = [x®, 0]. Supdngase ahora que existen soluciones factibles
', x"y wC(0,1), tales que Xg = wx' + (l-Wlx" y sea x! #'[xg,
x&]_y x" = [x¥, x\] donde, no necesariamente x', x" son idénti-

camente, cero, pero comno
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[XB' O)l=wix', x"J. + (1-w) [x", x"] con welC,1]
B N - B M
como x', x" > 0 entonces x' = x" = 0.
N M- N

N -3
Ahora bien b = Ax' = Bx' + N xé = Bx' por lo tanto x' = B "b.
1o que demuasira gue xXe¢= X', en forma similar se demuestra gue
Xxe= x", lo gque demestra que Xp es punto extremo. Con lo gue se

concluye la demostracifn de la proposicifSn
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