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INTRODUCC 10N

Los potenciales no locales son de gran importancia en la descrip-
cion mec8nico culntica de los sistemas formados por muchas
en interaccifn mutua.
constituldas

particulas

moléculas
de electrones que se mueven en el campo electromagnético

Algunos ejemplos lo son &tomcs y

de los nlGcleos y que ademds actGan unos en los otros mediante el campo
electromagnético que generan en su movimiento.

Otro ejemplo es el nlGcleo atémico que estd formado de nucleones,

es decir protones y neutrones que se mueven a gran

velocidad confina-
dos

en una regi6tn muy pequefia del espacio por las

fuerzas nucleares
que actGan entre ellos.

Los nucleones mismos son sistemas compuestos

de particulas, que actualmente se cree que son elementales, -los
quarks- que se mueven en el campgo de

fuerzas nucleares "fuertes"
producido por el

intercambio de gluones y descrito por

la funcién
lagrangiana de la cromodin&mica culntica.

En todos estos casos y en
muchos otros de ifgual importancia, las

ecuaciones diferenciales
correspondientes,

ecuacion de Schrodinger 6 ecuaciones de la cromocdi-

nimica cudntica, plantean un problema cuya solucibn no se puede otte-
ner en té&rminos de funciones analiticas conocidas en forma

cerrada.
Se

recurre entonces a diversas aproximaciones,

entre las que sobre-
sale,

por su eficacia y simplicidad el método de Hartree-Fock o algGn

otro método equivalente a &ste y en el que la accid®n en una particula,

debida al resto de las partfculas en el sistema se representa por

un
potencial o campo promedio,

el cual a su vez se calcula con ayuda de
las funciones de ondas aproximadas que describen el movimiento de esas
particulas. La antisimetrizacion

de las funciones de onda de los
sistemas

de muchos fermiones hace Que el potencial resultante no sea



una funcibn de la posici6bn de la particula

solamente, sinc que para
cada

posicitn de la partficula sobre la que actGa el potencial efecti-
vo, esta funcifn depende tamtién de la presencia de las otras
culas. Resulta

partf-
as! que el potencial efectivo es funcifdn de dos
riables de posicion,

va-
una que describe 1a posicidn de la particula

sobre 1a que actla el potencial y otra que indica la posici6n de

los
del espacio alrededor de 1a particula en los que se encuentran

otras particulas correlacionadas con la primera poH
principio de Pauli.

puntos

1a accitn del

En consecuencta, en la representacidén de Schrédinger
potenciales no

los
locales son operadores integrales hermitianos de 1a
forma siguiente:

vw=f v(r,s¥(s)a’s
El problema de la descripcifn de las colisiones entre dos siste-

mas comgpuestos de fermiones, en la aproximacidén del campo promedio,

lleva de mcdo natural a una ecuacifén integrodiferencial

U VIV » f V(r.s)¥(s)d's = E ¥

con las condiciones a la frontera adecuadas, en donde V es el

potencial efectivo que como se explicO antes no es local. La soluci6n

de esta ecuacibn se vuelve particularmente dificil cuando las

condiciones a 'a frontera corresponden a las de ondas salientes, &stas

son las llamadas funciones de Camow.

Las funciones de Gamow son de gran utilidad en la descripcidn del

comportamiento resonante de las colisiones. El antecedente de su

aplicacidn se remonta a 1928, cuando Gamou(23) describi6 el decaimien-
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to de los nGcleos radiactivos,

con la ayuda de soluciones de 1la
ecuacién de

Schroddinger que se comportan a grandes distancias de

como ondas salientes puras correspondientes a valores com-

plejos de la energfa con una parte imaginarisa negativa.
ces,

separacion

Desde enton-
la posibilidad de usar estos eigenestados resonantes para descri-
bir estados no ligados de vida larga y resonancias en fisica nuclear y
en otros campos de la fisica ha sido explorada por varios autores(z‘).
Las resonancias y los estados resonantes producidos por un

potencial
no local, no separable,

con soporte no compacto fueron estudiadas por
Mondragbn y Vellzquez.(az) Sin embargo,

la no localidad
coulombiana

la dificultad Qque representa

de los potenciales y la presencia de interaccifén

en muchos problemas solo habla sido salvada

parcialmente
utilizando potenciales separables(s).

El estudio de las resonancias y
los estados resonantes en el caso general de un potencial no local con
soporte no compacto en presencia de una interaccion coulombiana 'no
habfa sido hecho.

En este trabajo, transformaremos la ecuacidn

de Schrdédinger para potenciales no
interaccién coulombiana

integrodiferencial
locales y en presencia de

en la correspondiente ecuacioébn de Lippmann-

Schwinger por parecernos Qque es mis conveniente ifncluir

las
condiciones a la frontera en la funcidn de Green,

y demostraremos Qque
ecuacidn con la ayuda de la
Fredholm de las ecuaciones integrales.

es posible resolver esta teorfa de
Demostraremos también que es

posible utilizar las soluciones divergentes de la ecuacibn de

Lippmann-Schwinger homogénea para hacer una descripcibn del
de las colisiones y demostraremos
reglas usuales de normalizacibn,

comportamiento resonante que las

cerradura y ortogonalidad de las




eigenfunciones se pueden extender 3 las funciones de Gamow en este

caso.
Finalmente aplicaremos
concreto, 1a captura

excitado de °‘Li.

nuestros resultados a
radiativa de *He por

un problema
*H en el primer estado
en donde se hace una breve discusibn y se obtiene la
resonante de la secci6n de captura mediante un
funcitn de ondas en el canal de

estructura

desarrollo
de 1a entrada en estados ligados
resonantes y un continuo de estados de la dispersidtn. El programa de
esta tesis es como sigue:

En el primer capitulo se exponen los fundamentos matemiticos que
nos permitirdn garantizar que nuestros resultados sean correctos.

Se
demuestra que

a la ecuacidn de Lippmann-Schwinger del problema con un

potencial no local de soporte no compacto y un potencial

coulombiano
corresponde una ecuacion de Fredholm con un nGcleo integral cuya traza

es finita. De este modo se pueden utilizar los

resultados bien
conocidos de la teorfa de Fredholm aGn en un caso,

como el presente,
en el que el ndcleo integral no es autoadjunto.

El formalismo que
generalizacidn

desarrollamos en este trabajo es una
del tratamiento original de Lippmann y Schuinger(') y
del tratamiento mis general y mas moderno de N. von der Heydt(‘).

En el segundo capitulo planteamos el problema de los potenciales
locales con interaccitn coulombiana como una ecuacidn

Lippmann-Schwinger y

.no integral de

construimos una ecuacidn integral de Frednolm

auxiliar que nos permitird obtener las propiedades de las funciones de
Gamow .



Después, utilizamos los resultados del capftulo 1 para

desarrollar a las funciones de ondas y de Green en términos de estados
ligados y estados resonantes

y de un continuo de
dispersion.

estados de 1la
Obtenemos la generalizaciétn de las reglas de

ortogonalidad, completez y normalizacidn de los estados de Gamow,

En el tercer capitulo aplicamos los resultados anteriores a

problema concreto del
obteniéndose el

un
cual se hace una discusién muy breve,
comportamiento resonante de la seccifn de captura

radiativa de *He por *H en el primer estado excitado de ‘Li por

el
procedimiento que ya ha sido descrito.

En el capitulo cuatro hacemos un resumen de 10s resultados
obtenidos

en este trabajo y exponemos algunas conclusiones de nuestro
trabajo.



1.1 LA DISPERSION POR UN POTENCIAL NO LOCAL

€1 problem: de la dispersidn por un potencial no focal da lugar a

una ecuacidn radial de Schrddinger de tipo integrodiferencial con

condiciones a la frontera apropiadamente definidas.
E1 hecho mismc de que el potencial no local se deba regresentar

un operador integral hace que los métodos matemdticos que se usan
comGnmente

por

en la teorta de la dispersidn por un potencial lecal. es
métodos de las ecuaciones diferenciales ordinarias,

apropiados en este caso.

decir los no sean

Esto me ha llevadc a reformular el problema de la dispersion

por
un potencial

no local como un problema de ecuaciones
tipo Lippmann-Schwinger, homcgéneas o inhomcgéneas,
pues

integrales de

segln sea el caso,

las técnicas del andlisis funcional que permiten resolver estas

ecuaciones son maAs apropiados para estudiar un problema que tiene comc

parte esencial un operador integral. El problema de la dispersidn por

potencial local ha sido formulado y estudiado como un problema de
ecuaciones integrales por Lippmann y 5cthnge#})por Jost y PaiéZ} por
muchos oOtros autores, una exposicidn clara de

pibliografia

un

esta teoria y una
bastante completa se encuentran en el conocidoc libro de

_ texto de R.G. Newtoﬁe) El problema de la dispersidn por un potencial

no local formulado como un protlema de ecuaciones integrales ha sido

estudiado por N. ‘von der Heydé‘%n el caso en que
interaccidn no tiene término coulomtiano.

el potencial de

Tamtié&r €l protlema de la
dispersidn por un potencial no local de corto alcance en presencia

de
tnteraccién coulombiana ha sido estudiadc por H. van Haeringeésk sus
colatoradcres en el caso especial en el que el potencial de corto
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alcance es separable y de rangc uno. En este capitulo generalizaré
algunos

resultadcs de von der Heydt al caso mis interesante en que el
potencial tiene ademids de 10s términos de corto alcance locales y no
locales un término coulomtiano. '

Aqut se expondrin algunos resultados b8sicos de la tecrfa de

la
dispersidn por un potencial no local que servirdn de fundamento para
la derivacitn de los resultados nuevos y originales que se exponen en
l1a segunda

¥ tercera partes de esta tesis. En la derivacion de 1los
resultados de este capitulo he seguido el mismo método que N. von der
Heydt quien a su vez se basa en los métodos de

ecuaciones integrales tal
Smithieép ‘Por

la teoria de las
estin expuestos en el
esta razdétn no he crefdo que fuese

como libro de F

necesario repetir
aqui aquellas demcstraciones que se encuentran claramente expuestas en
los trabajos de estos autores y solo se expondr&n en detalle 1los
resultados que no se encuentran aht o en un libro de texto.



1.2 LA ECUACION INTEGRAL

El problema de la dispersidn no relativista de una particula ‘sin
spin por un potencial que es la suma de un término no local y uno
local que a distancias grandes se comporta como un potencial de Cou-
lomb lleva, mediante la representacidn de la ecuacidn de Schroadinger
en coordenadas esféricas, a la ecuacidn radial siguiente:

C $r - 2L221) _ oy - 2YK L wr) u,(r)e0 ()

Se ha supuesto que el operador W es invariante respecto de rotaciones
y de la inversion del tiempo, y. en general se escribe como:

Mou g (r) = U (Phu () + £ dsv, (r,s) uls) (2)

en esta expresidn ul(r) es ur potencial local real que decrece a
grandes distancias mas aprisa que 1/r; V (r,s) es un potencial real no
local, simétrico en sus argumentos:

v (r.s) = v, (s.7) 3)

2vk _ 2Z'e*
v T

es el potencial de Coulomb.

Para construir Jla funcidn de ondas radial uz(r)/r de la particulas,
requerimos de soluciones de (1) que sean continuas en r y Qque
satisfagan las condiciones a la frontera sSiguientes:



a) Soluciones de la dispersidn

con
Uglk.r) = Fa(k,r) + 9 (k,r)
con
Tim 2 (k.r)=0
0
Yy

ae
1im [—£& - 1(k-X) ¢_1=0
roe [3' r 1]
Fl(k) es la funcién de Coulomb regular en el origen

b) Estados ligados vl(k.r) con

vl(k.o)-o
arlvae,rds = 0

La ecuacion (1.1), con cada una de las condiciones a la fronte

y (1.5), se puede transformar en una ecuacidn integral con la

la funcidn de Green del problema Coulombiano:

Fo(xr W) (kr )
. 2 < £ > alog{k
Ggglkir.rt) = % (%)
con
cl-argr(z41¢iy)
en esta foOrmula H{’)(kr) es la onda saliente de Coulomb.

Con la ayuda de Goz(k‘r'r') obtenemos a partir de 1a ecuacidn

las ecuaciones integrales:

a) u (k,r)=F (kr)s jmasxl(k;r.s)ul(k,s)
b) volk.r)= desxl(k:r.S)vl(k.s)

Ko(kir,s)sbo(kir,s)eN (kir,s)

9

(4)

(5)

ra (1.4)

ayuda de

(6)

(1.1),

(8)

9)



L (kir,s) =60l (kir, 5)u(s)
= (+)
Molkir,s)= TG, (kir .tV (t,s)dt
A partir de u,(k,r) se puede calcular la matriz S.
La onda saliente de Coulomb se expresa como:
(+) 2 ama
. widhtkry=(-1)Ped™ w_ L (-2ikr)
en donde u)‘.u(z) es la funcion de Hhsttaker(gzrregular y oy vy son
2,2,e* Mh~2
] 1°2
bl A

H(,")(kr) satisface la condicidn a la frontera

2 wi+)
l'_g.u[-,-é—- tkr) - 1(k-Dyui(kry] -0

También es posible expresar a Fl(kr) en términos de las funciones

de
thttakev(-"r?:q);ulares en el origen H,‘_ o{z) como
(_‘)20-1
Falkr) = Sooiy— Co(kIM .y gy (21KT)

con

L -hTy
2% e {r(eet+iv)]
€ olk) T2 -

H)‘ v(z) y o, v(Z) son funciones multi formes de k con un punto ramal en k=0
. .
y una singularidad esencial en k=« Mx.v(z) es, como funcidn de r, regular en el ori

9,34
gen mientras que MA v(z) es singular como funcifn de r en ese mismo punt.o(. =34
.

Si hacemos una transformacidn de inversidn en el tiempo y de

conjugacidn de la carga F‘_(kr).ug_’)(kr) y e“"-“‘) se convierte en

FR-kTrI= (-1 Y ™Y (k. r)

10



UM S O S P R I S TR T TS
[ eloy (-k¥) 3 7 1o, (K)

Como funciones de k, tanto cl(k) como e'“z(k) tienen singularidades
para aquéllos valores

de k correspondientes a estados
potencial de Coulomb.(za)

ligados del

La funcidn de Green de Coulomb ng)(k;r.s) tiene un corte en el

plano
k debido

a la multiformidad de las funciones de Whittaker ™ (z),

Asu
W, ulz). Este corte, por convencidn. se extiende desde k=0 hasta k==~

Consideradas como funciones de k.
u, u(kr) no tienen ninguna otra singularidad en el

sobre el eje real negativo.
H)"u(Kr) y plano
complejo k. G(’gl(k;r.s) tiene ademds polos simples sobre el eje
imaginario positivo cuyo origen estd en los estados ligados del poten-

cial de Coulomb y aparecen explfcitamente en Cl(k) y en el (X)

El
punto k=0 es un punto singular esencial de G(’g;(k;r.s).

En cualquier
otra regidn del plano k. GOL(k;r.s) es una funcidn entera.
+

é;l(k;r.s) tiene las propiedades de simetrfa siguientes:

6(*)fkir.s) = 6, (kir.s) « ZL F (kr)F (ks)

(10a)
6n (-k™; G : Kis.r) 10
o 2{-K iT.s)=G6, (Kir.s)=6,, (kis.r (10b)
y para Imk>0, la representacidn espectral de Gol(k;r.s) es:
. T 1
Go;(k'r's)= n=0 Yong(r) PRI Von(S) +
- F (ar)F _(qs) [SRD)
+ 2 1im [Taq L e
T 048 e €-q

1"



en donde Vong

(r) son los estados ligados del potencial de Coulomd cuya
expresion es:

2 (n—e -1)1 2r '“ﬁ—:) 241 2r
Yone (F) = §r Y prRrany (Re) e Ly W
en esta expresion L:(:) es el polinomio de Laguerre de orden p asociado de orden
Q. ¥ W 1
A=yrWer =TT %o
La demostracion de las propiedades {(10aly (10b) se sigue de
inmedtiato

de la representacidn integral deGg’) que se encuentra

en
R.G. Neuton( 3 ).

12



1.3 CONDICIONES SOBRE EL POTENCIAL

Es necesario hacer algunas suposiciones sobre el potencial que garan-
ticen que las ecuaciones integrales tengan solucion.

Queremos llevar las ecuaciones integrales de Lippmann-Schwinger (8) y
(9) a otras ecuaciones integrales que se puedan resolver con el método
de Hilbert. Esto se logra mediante una funcidn H,(r), tal que H_(r)K,
(k;r.s)HQ'(s) sea un nGcleo de Hilbert-Schmidt en L* con |[Imk|Za y con

aZg, Para el andlisis de las resonancias a debe ser positivo.

Solo admitiremos potenciales con las siguientes propiedldes(‘):
Sea Ho(r)=e~ %" r-1+8c(y,p)-F0-Cm
definido con los tres nGmeros reales

a>0, €0>0, > 0
Entonces, el potencial no local debe cumplir la condicibn:

I § dardsu2(r)lvg(r.s)*H32(s)mc, < = (12a)

El potencial local U(r) debe ser L* integrable en cada intervalo [a.b]
con 0<a<b<®, y debe tener la conducta asimptética

U(r)r20 o(r-ZOHO)

e-20T p-2-n, (120)

H}')r*:
con

Ne>Ee ¥ N,>€,
Jost y Pais{?) nhan demostrado que la ecuacidén integral (8) con un
potencial local, es soluble con el método de Hilbert para k real bajo
la suposicifén (12b) con as0. Sin embargo, en el formalismo de Jost,
para que S, (k) se pueda definir para k=0, U(r) debe decrecer mis

13



ripidamente que r'aplra ron(s’. En 10 Que sigue demostraremos que
St(k) tambdbién se puede definir
suposicidn (12b) se extiende a 2=0.

de Jost,

en k=0 cuando 1la validez de’
Ademas,

la
en lugar del formalismo
que para potenciales no locales con 240 no es aplicable,apro-

vecharemos la teorfa del. determinante de Fredholm que es mucho més cla
ra.

En consecuencia,

las suposiciones (12) implican que, z

para k = -a
] -1 -1

Volr,s)=H T (r)V, (r,s)H_"(s) (13)
es un nGcleo de Hilbert Schmidt en L*.

Las mismas condiciones (12) implican que para Imk>-a los nGcleos

Colkir,s)= Halr)Go tkir.siutsingt (s)

(14)
Boplkir,s)=H (r)Gy(kir,s)H (s) (1s)
y por consiguiente también:
N (kir,s)=0Gk (KIV,1(r,s) (16)
Ko (kir,s)=H_(r)Kg(kir,s)HI (s) (17)
slgkir.s) + No(kir.s) (18)

son nicleos de Hilbert Schmidt en L2,

‘Los Gltimos cuatro nficleos son,
semiplano
imk=0,

como funciones de k, holomorfos en el

Imk>-a y continuos para Imk»-ac salvo en el semi eje RekZ0,

en donde tienen un corte que se extiende de k=0 a k=-=,

De aqul en adelante se considerardn solo funciones

de ondas radialesyy,
14



uLUr)tales que ;l'“uul sea cuadriticamente integrable, esto es, solo
funciones u,(r)

tales que la funcidn reducida correspondiente E-Nuu
esté en L®:

G =luy (MiH u(rleL? (0,=)

En el espacio G, estin

contenidas las
importantes,

funciones fisicamente

a) Para |ImkjSa y r>0, 1las soluciones u (k,r) de 1la ecuacidbn

integral (8) que est8n en G“ son precisamente las soluciones del

problema de condiciones a la frontera (1),

G.:

(2) que estan en
5 g satisface la desigualdad.

le, (k.r)|Zconstante V yioc e~ Imkr

(19a)

( {lmk|Sa )
b) Para Imk 20, x40, las soluciones vl(k.r) de la ecuacidn integral
homogénea (9) son precisamente las soluciones del problema

de
autovalores.

Para Imk2Z-a, las soluciones de (9) contenidas en

una desigualdad | v, (k,r)|s constante /T§EY e~Ur

G, satisfacen

con us min(a, Imk)

{(19p)
Encontrar 1la solucién de las ecuaciones integrales (8) y (9) en G_es
equivalente a encontrar la solucién de la ecuacidn integral

c) uglk.r)=F(k.r) + f dsK (kir.s)u(k.s) (20)

15



con
u ,,(k,r)sﬂu(r)u,_(k.r)
Fl(k.r)suu(r)FL(k.r)
&) Y (k.r)s ‘[;sﬁl(k;r.s)'\?l(k.s)

(21)
Como consecuencia de que los nficleos ; E(r.s). t(k;r.s). aol(k:r.s).

ﬁl(k;r.s) y il(k;r.s) con nGcleos de Hilbert-Schmidt cuando | Imk|<ax.
la ecuaci6n (20) es soluble para Imkz-a y (21) es soluble para Imkz-a
con ayuda de la teoria de smlthieé

7) de las ecuaciones integrales con
nGcleos L?

en el espacio de las funciones L.

16



1.4 EL DETERMINANTE DE FREDHOLM

ODemostraremos ahora que para Imk2>-,, la traza del ndcleo ‘g(k) existe.
Por definicilOn )

triz- { dszl(k;s.s)s

= [Tas M (516, (kis,s)UCsING (s) + (22)

v [Tas Lot ()6 kis, tIH (1IR3 (IV (et s I3 (s)

Serd necesario demostrar Gnicamente que 1a traza de G,, existe, ya que

las condiciones impuestas en los potenciales garantizan que 1a traza
de U, + Gl existe. Que esto es asf se ve del siguiente argumento:
1.- 81 Gy, ¥ Gz + Gz son operadores del espacio de Hilbert G, es
decir que:

L6 (U ¢ VI3 w= 65, T(U 4V Iy1e6,
para cada vector
w«:Ga

11.- Entonces, l1a norma de los operadores satisface

1a relacibn
siguiente:

N 6 o (0, 4V o) HE By o W (s Vool

111.- Si se define la norma como:

i All=/"tr A¥A

entonces basta con que ch°,_ exista para que trks")enlsta.

17



La integral que nos interesa es:

{T8,, (kis,s)ds= !uﬂa(s)ﬁol(k:s.s)ﬂu(s)ds
-.lag

(23)
s - [ Futksdw (Y(ks) (835 5722 (145) 72002000,
LAy -
= I Gol(l:s.s)ds + { Goolkis.s)ds =1, + I, (23')

Como el integrando es una funcién contfnua y acotada para

todos los
valores

finitos de sus argumentos, bastard entonces con analizar

el
comportamiento del integrando para r-+0 y para re=,
Para r+0 se tiene que:
Fl(o)wol*‘w rzo\
W opng Bar
HE (r)~ pr2%250
de manera que para r<<i, el integrando de lr se comporta como:
8oglkis,s) nsZee-l (24)

¥y como c°>o

v 2¢
Iy ~ [ds s2e0-1 QEI: con €o>0
que es finito.

En el caso de que ree
FLN sen(p-vyLn2p-gon 001)
W ~expli{p-ven2p-42n))

W (r)n e2ar  -2-2¢,

keas+ib; vap

18



con 10 cual, cuando ro=

- ~10 T T
o, (kur.r)n $ € «2tlCaviDIr- gr-la-tb)tar- TXT2(8-1D) en2(asibn,
(25)
x .2!(-.11'001,) - 1) x e-zur r-2-2¢,
$6010 el primer términoc amerits atencion.

La parte relevante de este término, dependiente de r, resulta ser

o2t r- fi351s  -20fre TR -or 2-2ca
S$i tomamos el valor absoluto de la funcidn nos queds:

e-2r{azid|) ‘Ztnr(i'ﬁ'f;|--)5.-cr eXtnr

con

c=2(ati b]):x w2 {B}5

-1l

Es evidente que si ¢>0, esto es, que si o] b} entonces:

lim Goplkir.r)=o : a1 | (25*)

como el producto de una potencia por una exponencial decreciente.
Podemos también encontrar expresiones exactas para la tntegr.l(’)
-

(c=(%*¥) ¢ (xet,cr): tex>0
§ &% ¢%as = 1 , .
X V(E) 7 &Fe w-g 058D (Ly:ix<o
En vists de que e] integrando de (23) es una funcidbn acotads en todo
el {intervalo de (integracién, que va a cero en el origen como una



potencia del argusento y Que va & cero en Infinito como una

exponencial decreciente, la integral en (23) existel10)

Con e3to hemos demostrado que 1a traza del kernel EJK) existe

cuando
ik »~a, ademds, por 1ls

propiedad de invariancia de la

traza ante
transformsaciones unitarias se tiene que:

trK (k)etr K (k)= ).cs K(k:s.3)

cuando Imk>a y a partir de aquif, como la condicidn para que el

determinante de Fredholm exista es que la trazs de K, exista, y &sta
existe, asi pues, tamdién el determinante de Fredholm existe.
a, (*N(g.Kx)eder 11-g K ()1 (26)

Pfara cada valor complejo de g, Al(’)(g.k). como funcidn de k, es

analftico en e} semiplano Imk>-ay continuo para Imk2-a sslvo en

los
puntos donde Goz tiene polos y un corte.

Oe donde se sigue que:
lie a{*)(g.k)e1, ke n* (27)

De la simetria respecto de las operaciones de inversidn del tiempo y

conjugacion de carga se tiene que:

-
5,04 (g.k) = a{*V(g.-x") para g res1 (3.4} (28)

Cuando o es finite, A{”(k) $010 puede tener un nomero finito de ceros
en la franja O0>imk>-a, Estos ceros estin situados simétricamente
semiplano Imk>0. los ceros de

imaginario k.

respecto del eje imaginario. En e}
2(*) (g.k) pueden estar en e1 eje

A continuacién, se enunciarin algunos resultados sobre nGcleos en L*



que se usarsn mas adelante(7).

a) La traza de un nGcleo separable

A{r,s) = a(r)b(s)

(29)
con a.,be L*(0, =) existe y es igual a:
°I@a(r)b(r)dr. su determinante de Fredholm es:
det[ 1-A]1 = 1-trA = 1- fa(s)b(s)ds (30)

b) Si A,B y C son ndcleos en L’ tales que sus trazas

existen y sa-
tisfacen la ecuacifn fintegral

C = A+ 8B - AB

: 31
entonces
det [{1-C) = detl 1-Al detl 1-8] (32)
c) Si se define un nfGcleo en L mediante "la identidad del
resolvente"
R (g.k) =K, (k) =gk, (KIR (g.k)=gR fg.k) Ko(k) (33)
para Imk2-a, el nGcleo:
Bl(g.k:r.S)-Az (g.k)ﬁl(g.k:r.s) (34)

es una funcifn entera’de g(‘).

El nGcleo Bl(g.k) es adem8s una funcifbn meromorfa de k en el se-
miplano Imk>-a y continuo para Imk>- a salvo en el eje real

negativo, en donde tiene un corte.
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Cuando g es real, se cumple también qQue

- -

D, (9.%)=D, (9.-k™) (35)
El nGcleo ﬁl(g.k; r,s) es, como funcidn de R meromorfo en
semiplano Imk>-a salvo en el eje real negativo y tiene
precisamente en los ceros de 4, (g.k).

Re (k) puede tener

el
polos

En el semiplano Imk>oO,

polos solamente en 1lo0s ejes imaginarios
Estos polos son simples salvo en k=0, donde el
polo puede ser doble(s).

positivo o real.

Las consecuencias de los resultados anteriores son las siQuientes:
Los naGcleos

v 0, (g.kir.s)=HIV(rID, (g, kir,s)H (5) (36)
0,(g.kir,s)
Ry (g.kir.s)= B RT (37)

tienen, como funcidn de k.las mismas propiedades analfticas

que los
nGcleos 5l(g.k) y ﬁl(g.k), y de (33) se

sigue que
R (8.k)-K, (K)=gK, (KIR (9. K)=gR (9. K) Ky (k)

En el enunciado siguiente se resumen los bien conocidos teoremas de
Fredholm sobre las soluciones de las ecuaciones integrales (20) y (21)
respectivamente, (8) y (9), asf como las afirmaciones que se siguen de
las propiedades de Kl(k)(3'7).

Alternativa de Fredholm:

1.- Cuando 4,(g.k)#0, la ecuacidn integral inhomogénea (8) tiene para

limk | Za, precisamente una solucibn u,(k.r) en G,
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11.-

Esta solucibn es:
uyk,r)= F (k,r) + 1,71'3‘.?) { Do(g.kir,s)Fy(k,s)ds

de donde se sigue que(:’)

“(38)

ug (kar)= (-1t Yy (kT (39)
Cuando 4, (g.k)=0. para Imk 2-a, 1a ecuacibn integral homogénea (9)
tiene cuando menos una solucibn en G,.

Para k fija en el semiplano ImkZ -a,

el orden n del cero g, de
a, (9,k) (multiplicidad

algebraica) y el nimerom de soluciones

1inealmente independientes satisfacen la desigualdad siguiente:

<

15m2n.msgllik (K)|®
Para Imk20, k40,

(40)

las soluciones v, (k,r) de (9) contenidas en G,
son normalizables, este

resultado es vélido
u-O(‘).

también cuando

Cuando 1la ecuacifn integral homogénea (9) tiene una solucién

en
qmpura k=0, &sta no es necesariamente nornlllzable(a").

La normalizabilidad para 221 se mantiene sin embargo

bajo las
suposiciones (12) aumentadas con las condiciones

a >0 (41)
Ca> 1
Para 2 =0, k=0, una solucibn v, (0.r) de la ecuacidn integral

homogénea (9) en G, es normalizable cuando ademds de (41) se

cumple que (4)
for r (U(rIvy(0.r)s [ 83V, (r.s)vy(0,.5)) =0 (42)
23



111.- €En el caso de que Al(g.ko)ﬁo. con k real o imaginaria, 1la

ecuacioén integral inhomogénea (20) puede

tener a lo mas
soluciones en G, -

Cuando ko es real o imaginaria y lmk&--a. la solucién uy(k,r) de

la ecuacién inhomogénea (8) se puede continuar analfiticamente

a
[ 3

o- $i todas las eigenfunciones vn(ko") de gK(ko.r) estin

contenidas enGu. la relacifn de ortogonalidad

r-drul(ko.r) (U(r)vy (kg r)e [.dsv(r.s)vm(ko.s)) =0 (43)

se cumple, que para “o real siempre es el caso.
Cada

[

solucibn v, (k,.r) de la ecuaci6n integral homogénea (9)en
para la cual é&sta relacién se cumple es normalizable en el caso
kolo y es también eigenfunciébn del ndcleo gxl(-ko).

Con estos antecedentes, a partir de la igualdad del determinante de Fredholm y de la
funcibn de Jost del problema(3 12 se deriva una féormula para Sl(g.u)_

Bajo las suposiciones (12) ypara |Imk |<o se cumple la relacién
(+) (- g, x)
si*)(9.k) = e (4a)
£ A; (9.k)

A partir de aqut y de los resultados anteriores se sigue que,

Sﬁf)(g.k) como funci6én de k tiene las siguientes propiedades:

i) Es meromorfa en el semiplano
suposiciones (12).

[imkj<a con a>0 y bajo las

it) Es continua en el eje k real cuando k> 0

suposiciones (12); adem8s se cumple que
iit) Los polos de

Yy bajo las

Sg(g.k) estan en el semiplano de Imk--a; cuando

24



v)
vi)
vit)

viit)

ix)

84N (g. k). En

Imk >0, @&stos se encuentran en el eje imaginario positivo;
los polos de S;(g,k) estdn situados simé-
tricamente respecto del eje imaginario negativo.

de S ,(g.k)

cuando - a<Imk =D,

Ltos polos

ceros de
el eje imaginario entre 0 e {.- = estos
solo pueden ser simples.

sl(g.k)s'_(c.-k)ﬂ

estin precisamente en donde estdn los

polos

s:(g.k)-sl(g.-k') para g real

1im S,(g.k)=1
k—.- L

1
u (k.r)= (-1 s (g.k)u, (-k,r)

Si Al(é.k) tiene un cero de orden n en k=0 entonces
S,(g.0)=(-1H"

En el eje k real se cumple que

1S,(9.k)| =1
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1.5 EL RESOLVENTE

La funci6n de Creen completa 0 resolvente del operador radial en (1)
se define mediante la ecuacion: ’
g+ k)6, g ms(rerny (as)
- 92 2(2+d 2
con “L"?F"_LF')"_# - g (a6
6
o _ _d? {2+ 2
9= G - 2 2k

y con las condiciones a la frontera apropiadas. Esta funcidn de Green
se puede expresar fiAcilmente con ayuda del resolvente RE de 1la

ecua-
cion integral (8).

que se definié anteriormente,

de la siguiente
manera: :

dlkires) = el gkiris) « g TR (g.kir.t) 60*) (kit.s)ar (a7)

A partir de la identidad del resolvente (33) para R

g Se sigue que:
fTrtaxar, 0160 (ke s )ae- JEEC AT CTL RS g Wi (kirxd

R.(g.k;x.t)di) dt G, l(t.s)

- £.’l(:)(k'.r.t)( e{t kit.s) + 9f Ryt )68 (kix.s)ax)

dis
= e acr o d ke, sat
°
Asf que GL satisface la ecuacitn del resolvente para los
. ' ©
operadores a, 'Y @,

P iiras) = 6t sy« o /W Nakir )6 ) (kitLsar

(ag)
G(:)(k:r.s) = G(’gik:r.s) - 9);- n(*g{k;r.t){- Hl(k;l)G(")(k:n.s)dldt

Wokix) =5, - @

con

o
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Ahora solo es necesario aplicar 5°lok' a Gg:) por 1la tizquierda y
aprovechar que
t aom + Kk ]Gé:) (kir.r') = g(r-r')

para obtener (45). Inversamente,

se puede obtener R, a partir de Gy
con ayuda de (34)

Ré')- [G{’)(k;r.s)uz(k;s)ds

nGcleo integral del nGmero de ondas k

(49)

y de 1a
de acoplamiento g que proviene de (47) se har8 notar aquil y

en lo que sigue solamente cuando sea importante que se

La dependencia del
constante

muestre. Las
siguientes propiedades de Gé’)(k:r.s) se pueden demostrar con la ayuda
de los resultados ya obtenidos.

1.- 68 (kiras) = My (P36 ) (Kir,s)H ()

es un nO0cleo L* cuando Imk> - ay Aé’)(k)io

2.- a}*)(k;r.s). como funcién de Kk, es meromorfa en el semiplano
Imk = o excluyendo

al semieje real negativo quio y tiene un

naGmevro infinito de polos en el semieje imaginario positivo y
un namero finito de polos en la banda 0> Imk> -=, Estos polos
coinciden en posicibn y orden con los de Ry(k) y en posicidn
con los ceros de Aé*)(k). En el semiplano Imk> - «los polos
s6l0 pueden estar en el eje imaginario positivo o en el eje
real y son simples para kio(z).

3.- G‘:)(k) tiene las propiedades de sSimetria.
eI (x"ir.s) BN (ks
(50)
6 *(k:r.s) = Ghkis,r)
y paras

Imk >-0 excluyendo el corte Rek<-0.Parn Imk20 se tiene que
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e{*)-kirs) = alPlikisirde-1ttY 2Ly (krdu (-ks)  (51)

Gi’) satisface las condiciones a la frontera

Gi‘) (kir.s) o T

1im 2 6{* ) (kirus)-1(k-F16{* (kirus) 1a 0
La representacitn (47) de una funcibn de Green completa de la ecuacidn
de Schrddinger radial (1) y sus propiedades enunciadas en los resulta-
dos anteriores se puede utilizar para demostrar la clausura o
teéaobe las soluciones (2) y (3) de (1) y tambi&n para
representacidn espectral de la funcibn de Green(zg)

comple-

obtener. la

u,(qa.r)u, " (a.s)
. 2 i 3 :
Gl(k.r.s) =< ::g { ™Te g7 qgda +
- LAY
+ B0 mramor Gy vaug(ravey(s)) ‘ (52)

con Imk>0

Las soluciones vl“j(r) de (3) se escogen reales.(‘)



Bajo las suposiciones (12),

1a dispersitn u (k,r),
eigenfunciones

con a0 el conjunto de las soluciones de
ecuacién (2) y para todas las k >0 reales,

y las
vivi(r).....vevm (r),

escogidas reales;
a los eigenvalores k%, de la ecuacion de
(1), forman un

que
corresponden ondas radiales

sistema ortonormal completo en el espacio Lz(o.s)(”)

Esto significa que:

g;.j-dqu fa:r) fuitaus)fisres,

) (53)
- o -
+ 5 jEl vzv’(r).j dsvlv’(s)f(s)-f(r)
para todas las fF(r)eL®* (0, =),todas las m, son finitas.
Se cumple 1a relacion de ortogonalidad
{ Vv (FIv,y y(ridra= svuéjl (54a)
y
2 (TuT(k.ru (Kprddr=glky-ky) (s4p)
A A 2 =6lky-ko

para todas las k, y k, reales.
Como resultado de la cerradura de las soluciones fisicas del operador
de ondas radiales y de la clausura de los armOnicos esféricos se sigue
la clausura de las soluciones esféricas de la ecuaciOn de

Schrodinger
en R*, l1la que bajo suposiciones parecidas ha sido ficilmente deriva-
da(a). Los métodos de la teoria de las funciones utilizadas en (8)
aparentemente

han sido usados hasta ahora sd0lo en el caso de un poten-
cial local.y de un potencial no local sin interaccidn de Coulombd. La
aplicabilidad en el caso de un potencial no local en presencia de una
interaccion

Coulombiana se vuelve esencial para 1a construccion de 1la

funcion de Green completa y para el conocimiento de

las propiedades



del nGcleo resolvente R (k) en este Gltimo caso.

A partir de las propiedades analiticas de la funcibn de Green como

funcifn de k y de su representacidn espectral se aclara completamente

la conducta de la misma cl(k) por 1o menos en el semiplano superior de

k excluyendo al eje real. Con ayuda de las ecuaciones (S5), (6) y (51)

se logra entonces hacer también una afirmacidn sobre

la presencia
posible de polos de Gl(k) en la franja O zimks -o.

Ademss, por razones de simplicidad, nos restringiremos ai estudio de

los polos en los cuadrantes abiertos tercero y cuarto:

esto es a los
l1lamados polos resonantes.

Consideraremos ahora el desarrollo de Laurent de la funcién de

alrededor de un polo.

Green

Enunciaremos el resultado sin la demostraci®n que se puede obtener de
Smitnles(7). capftulo I11 y Harsden(io). capfitulo 111, ver también von
der Heydt(‘).

(+)
Sea kg, con R k,#0 y 0 >Imk,>- a un cero de orden n de p,{%)

1) Entonces G:’)(k). lu (k)> ¥y S (k) como funciones de k tiene wun

polo de orden n en k.

11) |u‘(k)s se puede desarrollar en serie de Laurent en kg

-
v
lul> - v_En|¢v>(k-k°)

{65)
Entonces. los coeficientes de las potencias negativas en ia
serie de Laurent
-
v
Gy(k) =z _, B, (k-k,) (56)
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111)

se pueden expresar mediante las funciones

| 0_q> soees le_y>

(57)
v
Bonem ® vE0 ®m-v uZ0!®-nsu™Ponev-m!s (58)
m=0,1,....n-1
ademads B_. = s le_,><e__| (59)
Cuando el polo en ko, es simple, G, (k) se reduce a
8, - Ren
Splk) = g ¢+ JEo Bv(k"‘o)v'ﬁl—n * fa (60)
con
- v
Bg= Rln; Fn = "50 Bv(k-ko) H Ko'kn (61)

Las funciones |¢_, >y lo > de (62)
contenidas en G

(m=0,1,...) estén
a+ Son linealmente independientes las funciones
del multiplete finito |e_ >,..., le

puede desarrvollar en

—nem> (M=0.1.2...) y wuno
términos de los primeros m+1, términos de

la serie de potencias
S0t 2L k)2 = g 1R a(kekg) Y (62)

e invertir el desarrollo:

P * . 1
l‘—nom> = \,E‘,l’\,’Y"_\, P Yo ®, (63)

m=0,1,2...

'm Fo hev” Paoy m=0.1.2 (64)

La funcidn H-n"l‘o >Y, s, hasta un factor multiplicativo,

la Gnica eigenfunci®n G, del nacleo K (k,) en g.
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11.1 ESTADOS RESONANTES EN UN POTENCIAL NO LOCAL

Como ya hemos mencionado en la primera parte, 1a dispersidn ﬁo
relativ\sto de una partficula sin spin, por un potencial que es la suma
de un potencial Coulombiano, un potencial local no coulombiano y de un
potencial no local de soporte no compacto es descrita por 1la

ecuacibn
integral de Lippmann-Schwinger:

U (kar)= Fo(kr)e [ dsKg(Kkir,s)ug(k,s) (1.8)

en donde Fl(kr) es la funcidbn de Coulomb regular en el origen

y el
kernel Kz(k;r.s) est8 definido por:

Kl(k:r.s) -°I°G(*gl(k;r.s)u£(s.r')ds

en donde a Su vez G(’gz(k;r.s) y uﬂ(s.r') son la funcidon de Green del

potencial de Coulomb definido en 1.2 ecuaciones (6) vy (7) y

ug(s.r')
contiene al potencial

local no coulombiano y al potencial

no local
como se expresa en la ecuaciébn (2) de 1.2.

Hemos tambié&n discutido el comportamiento de 10s estados de la disper-

sibn que se comportan como la suma de una onda saliente y una

inciden-
te

en la regibn asimptoédtica r+=» de la ecuacibn de Schrddinger con

un
potencial de Coulomb.

En los experimentos se presenta con frecuencia una situacidn fisica
que corresponde a condiciones a la frontera que aGn no ha sido
discutida y es descrita por los llamados estados resonantes.

Un estado resonante o funcibn de Gamow describe una situacibn fisica

en la cual, a grandes distancias, se observa una onda saliente pero no
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hay una cnda incidente.

Un ejemplo de esta situaciébn fisica es el decaimierto radiactivo de un
nGclec atdbmicc o de cualquier otro sistema culdntico

localizadc.  En
este caso, el

sisteme que inicialmente es un ndGcleo

en un estado
emite una particula;

por ejemplo una a, (nGcleo de ‘He) y
El estado fisicc del sistema antes de

inestable,

queda un nOcleo residual.

1a
desintegracion se describe con ayuda de wuna funcibn de ondas
localizada en wuna regitn finita del espacio. Después de 1a
desintegracifn., el estadc

fisico del sisteme se

describe con el
funciones de ondas:

dos de ellas describen el
movimiento de los nuclecnes er el interior de la particula y el ndclec
residual (din&mica interna) y la tercera,
fura, describe el

producto de tres

que es una onda
movimierto relativo de la particula y
residual que se alejan urno del otro.

salierte

el ndcleo

Es esta onda saliente la que hemos llamado estado de Gamow.

Por ello,
la

funci6n de Camcw e€s una solucién de la ecuacibn integrodiferencial
(1.9) que corresponde a la solucibr de la ecuacién integral homogénea
de Lippmann-Schwinger.

up (kg7 = {"-(:)(kr:r.s)un,.(kn.s)ds (11.1)
cuyo kernel Iif’)(k";r.s) estd definido an8logamente al de la ecuacidn
(1.9) por

R ) xirry= {- 68t (kir.s)u (s.rt)as (11.2)

Las condiciones a la frontera que satisfacen las

soluciones de 1la
ecuscidn (11.1) son explicitamente:
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Up, (Kp 020
(+)
du (kp.r)
F I N LR T CIRTD I I (11.3)

Solo para determinados valores de k, en general complejos, es posible
curplir las condiciones a la frontera (11.3)

Cuando Kn ='An =1 vp

(11.4)
con

‘n> Yn >0
la solucion v (k. ,r) es un estadc de Gamow.

Las soluciores de estado ligado sz(') de (I.1) tarbié&n satisfacen las

cordiciones (11.3), pero en este caso la parte real del nimero de

a cero y la parte imaginaria es
asimptéticamente,

ordes: es igual

positiva, 10 cual
significa que,

1a funcibn de ordas v,,{(r) decae
exponencialmente con r y que la erergia es real y negativa.

La funcion de Green Gé:)(k;r.s) tiene 1a expresion

Foikr_ Wi (kr )

(4 (g pupe
eitdikir,rry = - = -

etor (k) (1.11)

donce Fe(kr) es la funcidbn de Coulomb regular er el origen y H(:%mqse
comparta asimptéticamente en r-« como una onda saliente:

(4)
WU LLAICES)

(+) -
1im - 1 k-2 kr)] = 0 (11.5)
despu@s de sutstituilr la expresiodn explicita (1.11) de Gé:)(k:r.r') en

(11.2) la ecuacidn integral (11.1) puede ser escrita er una forma

mas
explicita



19z
e
ug ’_(k".r) - -

Wi kpar) JasF (k) [Tatu (s e, (K, t)

+ F o (Ky.v) {‘.dsu(’)(k".s) JTatu (s thup (kD) (11.6)

De esta expresiébn, y de las propiedades de F._(k.r) y de H(l*)(k.r). es

obvio que cuando las integrales existen, un,_(kn.r) se anula en el

origen y que, asimgtéticamerte, Se pcorta comc una onda saliente.

Cuando la parte imaginaria del nlmero de crndas es negeztiva, F._(kn.r) y

u(,f)(kn.r) se portan asimpt6ticamente comc cndas salientes de amplitud
creciente.

r
28nr
Fokper) gy 0T anlxl el ¢ (11.7)
r
= wnr
u(:)(kn.r) o e e""‘l_klz el® (11.8)

. r
corn ko=a-fvy 3 O-a(r-—-lm RAr) - yen2k, - %;150 oy

Y = -] =n(r-—lrrlz-— enr) - ym2k, - -:-.,..

De estas expresjones y de (I11.6},

uplkp.r),

se sigue que 1a funcibén de Camow.
también se comporta asimptoticamente como una onda saliente
que oscila entre envolventes que crecen
crece.

exponencialmente cuindo r

Esta gropiedad de “n;("n") no produce divergencias en el miemtro

derecho de la ecuacidbn integral (I1.6), detido a Qque las mismas

condiciones sobre el potencial. ecuaciones (I.12a) y (l1.12b), que
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garantizan 1la existencia de soluciones de 1a dispersifn y de estados
ligados de 1la ecuacidn radial (1.1), hacen que el producto del
potencial no local y la funci6n de Gamcw sea a su vez una funcién de r

exponencialmente decreciente.

Precisando, supondremcs que el potencial ul(r.r') es invariante
respecto de rotaciones espaciales y la inversifn del tiemgo:

¥y gque sus
partes local y

no local estdn sujetas a

las condiciones (1.12a)
discutidas en la seccidn anterior.

Cuando se satisfacen estas condiciones el integrando en la

(11.6) es convergente, dado
cuando:

ecuacidn

que de acuerdo a (1.12a) y (1.12b).

CImk, =

n Y~

(11.9)
el potencial no local Ul(s.t) amcrtigua las oscilaciones de Fl(kn.s).
H(t)(kn.s) y u, dkn.t).que son exponencialmente crecientes en magnitud
cuando Imk_ <0, haciendo que las integrales sean finitas. Esto se ve

claramente &l multiplicar (I1I1.1) por Hc(r). de este mcdo se ottiene
Halrdu, tkperd = SEH RS (ke s uz  (5)] Hos)u, (ks )ds
que en la notacifbn usada en la primera parte queda comc:
- _“(’,) -~
Up kpr) = f KT (ko s)u (ks )ds

De la forma explicita de la ecuaciédn integral homogénea (11.6),
y (11.8) se sigue que,
exponencialmente

(11.7)
an(kn.r) decrece
De esta propiedad y de

en el origen se sigue que ;n (kLr) es
cuadriticamente integrable (est8 en L*). Se demostrard mas adelante que

cuando | Imknl<a ,
para valores grandes de r.
que un.ﬁknr) sea regular
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las eigenfunciones de la energia Enh ¥ 1os nOGmeros de onda
correspondientes Kk, que son de relevancia para este trabsjo., son
aquéllos para los cuales la condicidn (11.9) es satisfecha).

37



11.2 LA FUNCION DE GAMOW Y LA EIGENFUNCION DE FREDHOLM

N. von der Neydt(‘). ha demostrado que, cuando el potencial satisface
las condiciones (1.12) e ImkZ-4, la traza del kernel Ki*)(k;s.t). y el
determinante de Fredholm

8, M sk eder(n - w () (w))

(11.10)
existen.

’Las soluciones de la ecuacidn de Lippmann-Schwinger (11.6), existen
cuando n es igual a uno y el determinante de Fredholm se anula.

Esto se puede ver del siguiente argumento:

el primer menor del
determinante de Ffredholm

Mo(k:is.r,) satisace la relacibn xniegral
1lamada Segunda Relaci8n fundamental de Fredhoilm(11)

Motkir,rg) =na () (nk) + n {:g’)(k;r.s)ﬁl(k;s.ro)ds (11.11)

Cuando AL(*)(n,k) es cero,

.
esta ecuacibn se reduce a la
fFredholm homogénea

ecuacidn de

w, (k.r) = 0 [ ok kirs) w, (kesdas (11.12)

La

condicidn de que Ai’)(n.k) se anule define a n como una funcidn de
k

8,8 (nuk) = (T (1on(K)a (kD) =0 (15.13)

las a;(k) que

aparecen en esta ecuacidn son
kernel k(*) (k)

los eigenvalores del

Se considerar8 primero el caso en que k tiene un valor fijo con ImkZ.q,

cuando At’)(n.k) tiene un cero simple, n(k) es igual al inverso de uno
de los eigenvalores, digamos o, ~'(x).
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Si LL(*)(u) tiene N diferentes eigenvalores, n{k) tiene n ramas como
funcion de k.,

Ahcra, hactendo n igual a uno en (11.3),

esta condicién solo se
satisace para algunos valores k, del nGmero de ondas k, con K;:-a.
(+)
8,771,k ) =0 (11.14)
y en k-kn. uno de los eigenvalores es igual a uno
ag (k) =1 (11.15)

En este caso, la ecuacidén (11.12) se reduce a la ecuacidn de Lippmann-

Schwinger homcgénea (11.6), mcstrandc que la funci®n de Camow un(kn.r)

es igual al primer menor de Fredholm evaluado en k=k,. Cuando el cero
de Ai*) en k=k, es simple solo hay un eigenvalor u‘(k") que satisface
(11.15). La correspondiente funcibtn de Fredholm ul‘(kn.r) es entones

igual a la funciébn de Camow.

U (kper) = wolkp,r) (11.16)
Entbnces. a cada cero simple de 4:)(n.k) le corresponde un estadc de
Camcw. Por en vista de que la ecuacidn

varias ralces diferentes k..

otra parte, (11.14) puede
y el mismo eigenvalor u‘(k) puede

tener

tomar el valor uno mis de una vez,

pueden existir varias funciones de
Gamcw que provengan de la misma eigenfuncidn de Fredholm cuando el
eigenvalor k correspondiente es igual a cualquiera de las kn que

hace
a u‘(K) igual a uno.

Se puede decir que todas estas

funciones de
Gamow pertenecen a la misma rama de n(k).
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‘11.3 EL DUAL DE LA FUNCION DE GAMOW

El dual de la funcifn de Gamow se obtiene de las simetrtas del
kernel B{*V(xir.s).

Recordemos primero las propliedades de simetria de
la funci6n de Green:

) 68t (kir.s) = 6{kis.r)

(11.17)
y
() (s (3% k™.
Ggy (kir.s) = G5% (-k":s.r) (11.18)
a partir de estas relaciones y de la hermiticidad del potencial, se
sigue que:
K irs) =k (kTism (11.19)
1o cual implica que el determinante de Fredholmy la funciém n (k)
satisfacen una relacifn similar
sl k) = AP (™) (11.20)
k) =n "(-k™) (11.21)
Estas relaciones sugieren que se tome el complejo conjugadc en amtos
lados de la ecuacidn (11.6), que se camktie k por -k y haciendc uso de
(11.12), se aobtiene:
- - . - - LR (+) .
. up, (ki) { up -k s IR KR is.r)ds (11.22)

10 que demuestra que,

cuando up, Jkn.s) es una eigenfunciédn derecha de
Ki‘)(k;r.s).

u;.(-k"';r) es una eigenfuncifbn izquierda de Kg’)(k;r.s).
funcibtn adjunta unl(k“.r) de 1a funcidn de Camow es
proporcional a "n;('kn';r) Yy sin perder generalidad se puede poner:

Entonces, la
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- -
Up (XqsiP) = ug (-kp"ir) (11.23)
En el caso de particulas sin spin,

el potencial es una funcién real,
simétrica de sus argumentos, 'y Gg:)(k;r.s) también es simétrica; por
1o cual (11.22) se puede reordenar para dar la ecuacidn:

- -

Upplknir) = M e sl (kg5 0s (11.28)
que es la misma ecuacidn que {(II.1). Por esto, para particulas sin
spin, 1a funcidn de Gamow es proporcional a su adjunta. Nuevamente,
sin perder generalidad se puede escribir:

3nl(k";r) = u, (koir) (11.25)
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11.4 NORMALIZACION DE LOS ESTADOS DE GAMOM

En lo que sigue se demostrard que el residuo de la funcibn de Green de

1la ecuacién radial (1.1) en un polo simgle localizadoc en

el cuarto
cuadrante del plano Kk,

es el producto de las funciones de Camow
Upplkgerlug (ko ,r') por una constante que es igual al inverso de 1la
integral de normalizaci6n de la funcifn de Camcw.
Antes que nada, ccn el fin de evitar complicaciones innecesarias en la

escritura, se introducird la siguiente notacidn simplificada:

1#><a | =f(k.r)d(Kk.s)
<Flg> =.IT;(k.r)g(k.r)dr
k{ig> - J—dSK(:)(k;r.s)/(s)
<X fTasFieesint (ks e

Ahora bien, l1a funci6n de Creen completa o resolvente de la ecuacidn

integrodiferencial (1.1)

satisface las ecuaciones de Lippmann -
Schwinger, que en esta notacidn se escriben como:
S C IR SN TS I AR TS IR AR NS} (11.26)
y

6 {0 = 68%) () + etV K (k) (11.27)

N. von der Heydt(‘) ha demostrado que

en ausencia del potencial de
Coulomb, cuando

el potencial no local U, satisface 1las condiciones
(1.12a) y (1.12p), &% *)(k). como funcién de k, es wuna

funcion
meromorfa en el semiplano Imk 2= a.

Cuando o es fintto, Ggf)(k) tiene,
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4 10 mas, un nOmero finito de polos en dicho semiplano, 10s cuales se

localizan precisamente en donde estdn los ceros de Aé‘).
Para von der Heydt,

el caso coulombiano corresponde a a=0. La franja
tiene ancho nulo.

Hay un punto de acumulacidén de ceros de Aé*) en
k=0,

Para nosotros, ademis de estas singularidades,

finito y contiene singularidades que son polos.
finito. Ademds, 1la

1a franja tiene ancho

El nGmero de &stos es
multiformidad de las funciones de Whittaker

es
heredada por la funcidn de Green.
Cerca de un polo complejo, localizado en k-kn. g é’) puede ser escrita
como:

R, (k)
) ,f’)(k) = —E"_’-T;"— + F (k) (11.28)

siendo 1a funcioén F (k), como funcidn de k, regular en k=k..
Con el fin de obtener una ecuacidn integral para R“.

se substituye
(11.28) para 6{fV (k) en (11.26).

se multiplica a 1a ecuacidn
resultante por (k-kn) y se toma el limite cuando k tiende a k". de
esta forma se obtiene la siguiente ecuaciodn:
(+)
Rolkp) = 6% (kYU R (k) (11.29)
Esto es precisamente la ecuacidn integral homogénea (1.9) que satis-

face el estado de Gamow lunz(k")>. Cuando el cero del determinante de
Fredholm en k=k, es simple, la solucibn de (11.29) es Gnica, hasta una
constante nultiplicatlva.(ss) por consiqQuiente Rn(kn) es proporcional
al estado de Gamow.

Rplkpd = | ug gk )><fod (11.30)
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Para encontrar una ecuacidn integral para <jn|. se procede de manera
similar. Se substituyen (11.28) y (11.30) en (11.27),

entonces se
multiplica 1a ecuacidn

resultante por (k-kn) y se

toma el limite
cuando k tiende a k. para obtener:

< Bal = < gt IKI ) (k) (11.31)

De acuerdo con esta expresion, <}“(k")les proporcional al dual del
estado de Gamow, y como el dual del estado de Gamow es igual al estado
de Gamow, < in(kn)‘ es proporcional al estado de

Gamow, Con estos
resultados

se obtiene que cerca de sus polos simples,
cuarto cuadrante del plang k.,
como:

situados en el

1la funcidn de Green puede ser escrita

6, () (karurt) = Uy (Keer) oD 4 (keurt) + FoCkirart) (11.32)
[ LR n n* KTF: nLttne n e -

Con el prop6sito de encontrar una expresién para la constante «c.. es
conveniente extender lc.validez de la expresiodn (II1.32) de tal manera
Que las funciones en el numerador del término regular, estén definidas
para los valores del nGmero de ondas k en un entorno finito de k, en
el semiplano Imk>-a y no solo en el punto k". Esto se puede conseguir
sustituyendo en (11.32) al estado de Gamow lu"l(k“)> por la eigenfun-
cidn de Fredholm que es igual a este estado cuando k igual a

simplificar 1la
también |u, (k)>,

L Para
notacidn se llamard a esta eigenfuncién de Fredholm

cuando otro estado de Gamow
a 1a misma rama de n(k),
lug,(k)> son la misma funcidn.

teniendo en cuenta que,

|u-‘(k") > pertenezca entonces | unz(k)> ¥y
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<
6 {00 = lug (0)s o cug ()« P (11.33)

Lta funcién fh(k) que por definicidn, es la diferencia de la funcidn de
Green Gi’)(k) y del término singular en (11.33) se reduce a Fn(k)
cuando el namero de ondas

k en el argumento de 1la
Fredholm es igual a kn.

eigenfuncidr de

De 1la ecuacifbn de Lippmann-Schwinger (11.27) se cttiene la siguiente
relacion:

i) lug, (k== 55 (U g, (0> +

(11.34)
gty el Plmou tug, (>
recordando que ‘Pn;(k)’ es una solucién de la ecuacidn

de Fredholm
homogénea (11.12), esta expresidn se reduce a:

(k) -6 G, lug, (K> = lug (6> (11.35)

substituyendo la expresion (11.33) para ‘%‘) en esta ecuacion,
se obtiene:

Ahora

cn
(ntxy-1) {luy 0> DS una 0 luglu, 0> o

(11.36)
s Faoou,lu 0> } = lupetd>

tomando el 1imite cuandc Kk tiende a kn' y recordandc que n(kp) = 1 se
obtiene:
1
c, = — (11.37)
n (%EJK:“nl(kn)‘ul‘unl(kn’>
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Esta expresion aGn no est8 en la forma deseada,
derivada del eigenvalor de Fredholm.

ya que contiene a la

ta derivada del eigenvalor de fredholm n“(k). puede ser calculada

f&cilmente. Primero se multiplica 1a ecuacién de Fredholm (11.12) por

<up o(k) [U, por la izquierda y se obtiene

< up (k) W lugdk) > = k)< up (k) (U685 (U Juy (00>

a partir de aqul se obtiene la i{dentidad

< Un (k) Wn.G(’c)»L")uzl“nn(k)’

-1
n ~Yx) S T U, kTS (11.38)

Derivando respecto de k en ambos lados de esta ecuacidn se obtiene

d<u (k)
< g (KD U Jug  (K)> (— 02 L u el (v ju (>

Ceup g (U Tu, o (k) >

n V(K

(+)
26" alk) (+)
. <up (k)U,  ——p = Uplug (k)> + <Up (k) |U G T (KkIU,
< ug (K U lug, (K)>)2

dlu k)>
N | S

d<u (k) d}ju (k)=
< upg (k)] Uy G(*gn. Uglupetk)> (‘——"in—'!)“n. lupg > + < ugl v —Lai'i—

(<uppltplug, =)

si ahora simplificamos el numerador con ayuda de (11.12). notamos que
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a< '
< up ) lulug g tx)> —-ag.ﬂ_ ugel* i, lu > -

d<ug 1

- w0 lug e D tug 0> —0% o tu,, > =

d<uy (k)|
—dk

1
= = <u“'_(u)u|unl(k)>

n Uglupgli) > -

s deup, (k)|
ST UnelK) WU lug (k) > ——p——— Uplupe(k)> = O

dliug,,>

¥y que también los términos con —3ax ——— Sse anulan,

De este modo, se obtiene

(+)
dn _ _.© UKy —p 2P U lupy (k) >
®w < up G JU fug (k) >
oz
dn(k) <up(k)IU, —= U luy g (k) >
—a— = k), ":.,“‘”“z“‘nn.“‘b - (11.39)

La derivada de 1la funcidn de 6Green puede ser obtenida de 1la

represéntaclcn espectral y la relacibn de cerradura de las
eigenfunciones del problema de Coulomb (1.53), se obtiene:
(+)
3G k) =
——a'%L‘ =-2k § 6{t (kir.s)6l M (kis,r)as (11.40)
: : * 365+ (k)
Cuando esta expresidén es substitulda para ———it—— en (11.39)

3 Y
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recordando que | um’(k)> es la eigenfuncidn de Fredholm con eigenvalor

k). el resultado se simplifica con

la ayuda de (11.12),
obteniéndose que:

dn(k) 2k < upg(k)lup (k) >
ak LLLD S Up (k) 1Uju, (k) >

(11.41)

Ahora. susbstituyendo este resultado en (11.37) y tomando el lfmite

cuando k tiende a k,, se obtiene finalmente:

) 1
Ca "2k~ TIE T 5 O, AKEFIAT] (11.42)
krk, °

Caben aqut dos observaciones, primero, en (I1.42) se ha hecho uso de

la igualdad de la eigenfuncidn de Fredholm con su dual.
integral que

Segundo, 1la
ocurre en el denominador de (11.42) se define del
sjguiente: el integrando

modo
uhl(k*.r). como funcibn de k; se define con

k* en el semiplanco superior del plano k, después de que la integral se
ha hecho, la funcién de k resultante se continGa analiticamente hasta
el punto k., en el semiplano inferior del plano k. El
ser tomado

existe.

1{mite no puede

dentro de la integral porque en ese caso la integral no

Cuando 1la expresién (11.42) es substitufda por C, en (11.33),

y se
integra en ambos lados de la ecuacién a lo

largo de un contorno
cerrado que contiene un solo polo de G en k=kn. se obtiene:

o gei*)(k;r.r- )dx

1 .
= Upglkp.r) TI® ¢ 1= o (k%:ryar ) Unglkp.r')  (11.43)
(R 4 ne "t

el contorno de integracidn C encierra un solo polo de cl*),



Se sigue de aquf que 1la regla adecuada para la normalizacidn de lo;
estados de Gamow es:

Lx:ﬂ{ uh g (k*ir)dr = 1 (11.48)

Hernéndez y Nondragun(Zn. han demostrado que, cuando él estado de

Gamow “estd definido para un potencial cortado de alcance Ro. (11.44)

se reduce a l1a condicidn de normalizacién dada por Hokkyo, Romo, ¥y

Garcias~-Calderdn y Pelerls‘z).
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11.5 DESARROLLO

DE LA FUNCION DE GREEN EN TERMINOS DE ESTADOS LIGADOS.
RESONANTES ¥ ESTADOS DE LA DISPERSION

La funcifbn de Creen de la ecuacidbn de Schrodinger ccn un potencial no

local puede ser desarrollada en

eigenfunciones de 1la energtla
correspondientes

a eigenvalores de 1la energfa, tanto negativos comc

ma&s una integral sobre estados de la dispersidn con nGmero
de cndas complejo.

complejos,

Un resultadc similar al nuestro es bien

conocido
(13)
para el caso de fgoternciales locales de corto alcance -

La refpresentaciétn espectral de la funcidn de Creen de la ecuaciorn

radial ccn un gotencial no local (1.52) es:

G(l")(k;r.r') = ffglﬂai Voe (P) grope— vo (r*)

ne

+ 2

(11.45)
2 (e, kuP)  prlpa el(k.rt)dke :

Cuandc el potercial no local satisface las condiciones (1.12a) vy

(1.12b), G(:)(k;r.r‘) comc furcibn de k, es meromcrfa er el semiplano
Imk>-a y, cuando o es finita, tiene,

a 1o mas, un namero finito de
pclos en la franja 0 - 1Imk <a,

En el semiplano Imk20, puede tener polos
solo en el eje imaginario positivo ©c en el eje real.

Cuandc k40, los
paclos son simples.

En el caso de existir un polo en k=0,

éste puede
ser simgple o doble(S),

de Gg’) corresponde al
la funcifbn de Creen para la
Schrodinger de una particula libre.
presencia de un

Este comgortamiento
€aso en que -GJ‘) es ecuacidn de
Si consideramos ahora 1la
potencial coulomtiano y separamos el protlemas de
manera que Ggﬁ) sea la funci6n de Green para este

Gltimc cgotencial,
entor.ces G&’). la funci6n de

Green ccmpleta. tendrd ademis las
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singularidades provenientes de los estados ligados del

coulombiano y el corte que se extiende desde cero hasta
k debido a la multiformidad de Gé:).

potencial

- =en el plano

El contorno de integracitn de la ecuacidn (11.45) se puede deformar en

el semiplano inferior, comc se€e muestra en la figura t.

Cuando el contorno deformado cruza

sobre estadcs resonantes, el
teorema del residuo,

Yy la ecuacidbn (11.43) dan:
Gg(,’)(ki"-"') = ’§§Z‘ss§ "ny,(") 3 Zim[;'n_'r—' Vo (7))
L3
(11.46)
. ) Up, (Kper) Lg Uny (KpeTde fo, (z.v) ol e, (2o
r8ibfAREes MO X ARR)) ng ' %n FASS —3T ¢,

en donde vpe (r) son las eigenfunciores de estados

ccrrespondientes a eigenvalores de la energfa negativa,
las

1igados
upe (kpir) son
funciones de Gamcw correspondientes a eigenvalores de la

energta
complejos y ¢,

(z;r) es una funcibn de la dispersibn

con nOmero de
ondas z complejo.

Soluciones derechas e izquierdas de la ecuacién de
dispersidn han sido distinguidas

izquierda. La distincidn
ondas es corglejo,

por una tilde en la solucitn
se hace debido a que cuando el nGmero de

la solucibn izquierda no es igual a la

hermitiana
conjugada de la solucioérn derecha.

S1
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Fig. 1. EV contorno de integracién C sobre el cual se hace
Ta integral de la ecuacién (11-46) consiste de dos
tramos de recta: El primero parte del origea con
pendiente -1 y 1legs hasta Im k=-atc a partir de
allf continGa en el segundo que va paralelo al eje
real y a distancia -a+c de &ste hasta +e=-i (a-c).



11.6 DESARROLLO DE

UNA FUNCION EN TERMINOS
RESONANTES

DE ESTADOS LIGADOS,
Y ESTADOS DE LA DISPERSION

En esta seccidOn se demostrard que una funcidn de cuadrado

arbitraria puede ser

integrable

un conjunto de
que contienen estados ligados y resonantes y un continuo de

estados de la dispersidn con nOmero de ondas complejo.

desarrollada en términos de
funciones

Empezamos por recordar que el conjunto ortonormal de estados ligados y
de soluctiones de la dispersidn de la ecuacidn radial de Schradinger
(1.1) es un conjunto completé?)

Esto ha sido demostrado para potenciales no locales en ausencia de un
potencial de Coulomb, por N. von der Heydé‘%ajo condiciones generales.
En el caso en que haya un potencial de Coulomb,

completez y cerradura siguen siendo validas,
ra

las relaciones de

entonces para cualesquie-
dos funciones de cuadrado integrable,

?(r) y x(v), 1la siguiente
relaci6én es valida:
.!- ® “(ryxtriar - ngo sE! Olvpes™ “Vnesle +
- {(11.47)
+ _f <elofk)> < o (k) Ix>dk
en donde - . )
< @ "nzs’ = J * (r)v“ls(r)dr (ll.‘Q)
< Vgesle -ol- Ve s{rix(riar (11.49)
<ol o (k)> =_f ¢ (r)e, (K.r)ar (11.50)
y -
< o k)= =f ¢, T(Kir)x(r)dr (11.57)

En esta expresidn, 1la funcién vnzs(') es una solucibn de estado
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ligado de 1a ecuacibn de Schrddinger (1.1) que corresponde a

eigenvalores de la energtfa. En negativos, y es también solucibn de

la ecuacidn de Lippmann-Schwinger hcmegénea (1r1.1). ta funcibn

ol(k.r) es una onda parcial de la dispersiftn que es solucién de
ecuacion radial (I1.1),

la
que es también soluciébn de una ecuaci6r de
tippmann-Schwinger inhomcgénea.

Ahora bien, de 1a representacion espectral de la funci6én de Ereer para

particulas incidentes y salientes se sigue que la integral (11.47)
tgual al36):

es
I <elafk)se o, (K)Ix > dk
° (11.52)
-°I-E2,31 L5 et BE (kirr )6~ Yexar,r ] (rt)drar] ok

La funciér de Green para particulas incidentes, Gé' ). no tiene

singularidades en el semiplano inferior K,
correspondientes

salvo aquellas
al potencial coulombiano que aparecen sobre el
imaginario necgativo,

eje
mientras que la furci6n de CGreer para particulas

saljente no tiene polos en esa parte del plano, como ya se ha explicado.

El contorno de integraci6n de la ecuacidn (11.52) puede ser deformedc

en el semiplano inferior como se muestra en la figura 1, y cuandc el

contorno deformade C cruza sobre rolos resonantes, el teorera del
residuo y las ecuaciones (11.43) y (11.44), dan:

Seole (k) o< 0y (K)Ix> Ok =

- estidos [.]-o (r)un,_(k‘;r)dr]kn [! u, '_(k‘;s)x(s)ds-:\ .
resonantes

+ a2 C § &(rle, (kirddr f-s‘l(k;s)x(s)ds]k=z (11.53)
<
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Come o(r) y x{r) sor funciones arbitrarias,

ta discusiér
Justifica el escribir el desarrollo:

x(r) = es;ados Vma(rdcug e o

1igados

+

patadgaLetne (Kair X un (P o
+ fi, 209, (e a2
tos coeficientes del desarrollo estdn dados por:
<Vl X> = °!-vm,_(r)7‘(r)dr
<UpIx > = [!- up (kT ir) x(rIar]y Ly

< 8, (2) x> = [J- o, kir)X(r)dr]y .
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111.9  uso DE EN UN EJEMPLO
REALISTA

En esta parte se cdemostrard que el formaslismo discutido

anteriormente
es Gtil en la descripcifn del comportamiento resonante observadc

en
las colisionec

de sistemas compuestos con una estructura interna

que
a una interaccifr efectiva nc local.

da lugar Con este progdsito
1a captura radiativa directa de
en el primer estadc excitado de GL‘.

discutire, Muy brevemente,

'He por *H

La seccidn dit ferencial par a captura directa del

continuc a
estados excitados de la reaccifn

*He + *H o SLy o+ v

ests dade pcr la enpreslbn“’)

d 3 I oof : 2
T TN HhTEIEY ee ¥ mel kol s mgo
Pl

Ky es el nGmero de ondas de la radiacibn

¥y (foton).
P es

la polarizacién circular de la radiaciébn v,
relativa de *He y *H,

En esta expresion
v es 1a velocidad
J“e y JH son los spines de ?*He

y € se refieren a los estados del
ligadcs respectivamente,

y *H
continuo y

respectivamente e i

El1  hamiltoniano

ant de la interaccitn para
eléctrica es(a):

1a radjaciér dipclar



z z
WPp = -t S em (Ve H

7 w, "Wy
(111-2)
t e 6 01® . (r)Y (0. ¥
x4 pvPv'v' E"‘Ie"'
€En la f6rmula (I111.2), e es la carga elkéctrica del electrén, Zye = 2
es el

nGmero de protones en €l nacleo de

*He, Z,=1 es el nGmero de
crotones en el nficleo de *H,

es el nOGmero culintico magnético de

la
radiacidn, m es la mosa reducida de He y H
m = "He "H
Fre*hy
3‘5&”;(0 Y.e v.0) son 1los elementos de las matrices de rotacidn en
funcién de los &ngulos que describen la direccidtn de la emisidn del

rayc gamma con respecto del eje del haz inciderte y las cocrdenadas
(r, ©,¥) especifican el vector de posicidn relativa ¥ del sistema *He-
H en el merco de referencia del centro de masa. La funcidn OE‘(r) es

1a parte radial del operador del dipolo eléctrico que Sse expresa como:

®p, (ky,r) = 923 ((e* -2)sen o+ 20cosp | (111.3)

‘,sk., r

Fara simplificar la escritura introducimcs la notacion:

m.m z z
€, = - /3 (GHeH j(Jte B, 111-4)
1 3 He*®H We "n ¢




C, es proporcional al momento dipolar elé&ctricc del sistema *He y 'H.

Entonces, el Hamiltoniano ce la interacci6én se €scribe como(‘a):

Hine = tecyz P00, L0, 0)B, (RTIY () (111-5)

en esta expresidn, los &ngulos (¢,, ©,) especificar la direccibr de
salida del fotén y no dependen de las coordenadas nucleares.

En consecuencia el elemento de matriz nuclear se factoriza

<fmp il ol im, > 2 tec, z PRA )T e, L0y 0)<fmpl Gy (kvr) 3TV ) Him >

(111-6)

se debdben

Ast pues, para obtener 1la seccién de captura radiativa

evaluar los elementos de matriz

<iml|®E‘(ky!:)Y‘i‘.(e.w)Hm‘> (111-7y
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111.2 ELEMENTOS DE MATRIZ DEL OPERADOR DIPOLAR ELECTRICO ENTRE ESTADOS
DEL CONTINUO ¥ ESTADOS L1GADOS

La evaluacifn de los elementos de matriz que aparecen er la expresidn

para 1la seccifn diferencial se gpuede reducir a la evaluacidn de

sura de procuctos de integrales de

una

funciones de 1las variadles
angulares multiplicadas por integrales sobre la variable radial.

Las integrales sobre funciones de los 8ngulos se hacen f&cilmente

aprovechande las propiedades de 1as eigenfunciones del morento

angula#?o) Las integrales radiales contienen la informacidn dindmica y

por 1lo tanto, al estudiar su comportamiento como funciones de la

energfa, se puede exhibir la conducta resonante de la seccién.

Para evaluar los elemertos de matriz 111.7, necesitamos las funciones

de ondas de l10os estados inicial y final. Suponemcs que el estadc

final es el primer estado excitado de ‘Lt'. Este estado se puede

describir coro formado por dos cGmulos (*He-?H) ligados cuyo

rovimiento relativo sedescribe cor la funcifén de ondas siguiente

1
u (kpr) |
“‘m,=°1 _ﬂ;-!_:_ 32_1 C(L1JI‘MI°B'B)YT_"B,: (111-8)

tos ndmercs culdrticos del primer estado excitado de ®Li son

If =

L =

A
"
- O + N W

8, es el cceficiente de rrocedencia fraccional de la cenfiguracibr *He
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e SEBE
: g.mm' soh TBsueTech

. en esta expresion 31* es
coeficierte de prececdencia fraccional de la particibn [3.3]
funcidn de cndas de .Li'

+ *H en la funcibr de ondas comgpleta de Li'

el en la

» s es el spin del estadc final, Qque en el

caso que nos interesa es igual a 1, L y Jj; son los mcmentos angulares

orbital y total, respectivamente, del estado final,.

En la transici6bn dipolar eléctrica se deben cumplir 1las

siguientes
reglas de selgcclbn(‘s)

ad = 1,0 nc 0 =C
ar = %¥y,0 no 0+ 0
A T4AO debido a que €Li es un naclec
autoconjugado, y
As =0

porque no se ktan tomado en cuenta los términos de spin en Hiny Pues

sor muy pequefios. Como el estadc final tiene s=1, esta Gltima regla
sugiere que la funcibr de ordas del estadc inicial tenga también s=1
(el singulete s=0 no ccntribuye).
As{ pues el ectado inicial se debte porer ccmc
e
1 2 e T T wEB) L L2 =90 ) .
Vi o o 3fie-n aw(z+1y 1" e C(z19:0¥,)x
¢ (111-9)

M, Y
XUy (kymHY Jliu;mi(k‘ r)
My - -
en dorde "’Ji"‘-o"i (k;°r) es el armbnico esférico vectorial vy
uli,,(k‘r) es la funcidn de cndas radial del estado inicial.

Substituyerdc (I11-9) y (111-8) en (I11-6) y esta Gltima en (I1I-1). se
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obtiene la siguiente expresidn para la seccifin diferencial

i‘l"r'm%%%ﬁ[‘%; oL 4 oag0%,. x

3 B¢
x C(21dim M) CO2'1 3% mem) (% 1 Iy 9% 1 Iy x
_Mi H*-H M. 'Mf' H’-N '
C R . -
xY':t(k)Y':}(k)}] Sy -mlkr) (111-10)
Hemos expresado al arménico esférico vectorial como
Y k) = RY k) X scastim My ) s MMl
y
[ P ar T m* o m
Yz(k ") =2t ome Y: (r)yT () (111-11)

las integrales angulares se hacen usando las técnicas

conocidas del’
algetra de mcmentos angularesgzo)

Las integrales radiales Q,,_‘l se definen por la expresién siguiente:
Jg- M Jg 1 J
(-1)'F s (7 i) Qg 4 2.3
Mg u m_+M af it !
4 £ 7y (111-12)
L4t t(og- %% An? 3 we
=ttt elloem %) SRl kT e €y dpigl By (kyr) Y] v )1,

a su vez 24,  4(k,) se define comc

A,,’_"(k,,) = glgb(‘);’_ M.p (Kyd 1* (111-13)
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111.3 RESONANCIAS
En el canal de entrada, la interaccifn nuclear ertre el

helio 3 (*He) y el tritio (*H) puede producir resonancias,
se ponen

nGcleo de

las cuales
de manifiesto en la dependencia con 1a energia de la
radial de la funciOn de ondas del estadc inicial.

esta tesis se ha indicado como se

parte
€En la parte 1|1 de

puede exhibir esta conducta
resonante haciendc un desarrollo de la funcién de cndas en términos

de
estados ligados, estadcs resonantes y una parte residual o fondo. A
continuacidon se explica como se guede usar este método en el ejemplo
que nos ocupa.
En el caso en que el potenclial efectivo que actGa entre *He y 'H no

sea diagonal en el momento angular total =z, por ejemplo en el caso de

que haya fuerzas tensoriales entre *He y °H, las funciones radiales

ul(r) de 1la mism2 J y la misma paridad satisfacen un sistema de
ecuaciones acopladas
uld) 0 oey = ufd L (k) et

+ J g Eoé’:(r.r'5 T Vooi,a-a(rtru) e

Voot aerfrternu) Lre) T dreare (111-18)

KT}

Jor (m) 2 utoh;

Jey (kT) e~ 195n .
M J-ﬁ".'.(;::(r"') T Yosr.omtrormut) e
Vaerigarrtormetl ey Tarvar:

€l sistema de ecuaciones (111-14) se puede escribir en forma mas
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compacta y ccnveriente en términos de un vector de dcs compcnentes:

u(Jz_‘ (r)
‘e(J)(‘.), (111-1%5)
u(Ju)lo‘l (r)
y una ratriz de 2 x 2
Vasr.0-1 Vior, a0
v (111-16)
Ya+1,0-1 Yoer,001
En el caso que ncs interesa
G &) (r.rny 0 .
6 (%) (rire) 2 =31 (111-17)
od . 0 G (:) (ror')
:.-301
Go({) (r.r*) es la funcibn de Green del problema de Coulomb (ecuacion
(1.6)).

(+)
cl*) kirort) = -F"(k'})gul’ (Kre ) etogn)

El sistema (111-14) se reescribe como:

gy = oy e S $*l trirnvirrng (M remrgrrar (311-18)
la ecuaci®n de Lippmann-Schwinger (111-18) tiene una solucibn

formal
en términocs de la funcifn de Creen GS’) del problewma completo
TARRTC T St YD R S .,I- dtrrverteiul T drmyarare (111-19)
Lta funcidon de Green ’)J satisface una ecuacibn semejante a (111-18)
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en la que go(’) aparece er lugar de y ! 7).

€l métodc explicado en la parte Il de este tratajo se generalizas de

manera inmediata a este caso y permite desarrollar la funcion

de Green
8(’)J(r.r') en ejgenfunciones de los estados ligados, estados de Gamcw
y un conttnuo de funciones de la dispersién.
(+d(r.r1) = L (r) o Y r') -
e J liandosu"J t:t; u"‘f
* )} 8,507 g (et +
x LY
resonancias
(111-20)
+ dc “ .
JoRatre) £y (rie)
C .
en esta expresion, ﬁ son las matrices renglon adjuntas de las matrices

columna g, -

Los estados ligados y los estados de Gamow satisfacen una ecuacién de

Lippmann-Schwinger homogérea

$aaCr) = T 7680 vy ¥ Crurtaypartart Oy (111-21)
y los estados de la dispersidn satisfacen una ecuacidn

de Lippmann-
Schwinger inhomogénea

uatre) = w8 vy« ST R er e N e e R B g g e (111-22)
El desarrollo en estadcs de Gamow de u,, se

ottiere substituyendo
(111-20) en (I11-19)
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(D r) = ulV(r) bgl
& r) = M) 4 ligagos y n Lastr) €= " "
resonancias

+ f ugtrey 85 c(e) (111-23)
[

-en esta expresibn, b, y C(c) son

bay = T J Bastr-€59v(re S " dirirdrtary ¢ ¢ (111-24)

Ce) = LS [ § Stre€irr)uf ™) (ri)dridr] ¢ (111-25)

Si nos fijamcs en la componente ug

2 de w(dg. la ecuaci6ébn (I111-23) que-
da comc:

ulr) = ulidkry e o 2 oud () LEY! =

v 5wl f2 oac (111-26)
[+

Para ottener una forma explicita para la funcién de orndas substituimos
este resultadc en la ecuacidn (111-9) 1o cual nos da

0("’:' (r) = 21-‘2—;‘ ko 'rzf- J-?’t-q“" el (9279, c(eraim M) x

(111-27)
19y (el 3 - . 0
x L etteteD) rza-"('l)“gn)a(")% Serimem, (P TR0 () )

* ¥ sackrouna
En esta expresidn se ha usado 1a notacidn




elvelr 4 (1) =J{Lm.§,md (111-28)
en donde
Qnea = [ Supgy (kirt )V y(rt)Fg (keyart 1, (111-29)

La definicién de la semianchura elastica rlg(el), implicita en la

expresidn (111-28) coincide con la definicidn normalmente usada en los

libros de texto comc ha sidc demcstrado por Deborah K Hatson(zs).

St sutstituimos ahora (I11-27) en (I111-6) ottenemcs

r‘ a 2 2+1
V""’M?"‘“m;.‘ = 2nfim ko mo k-2 olie_g( (15 et
c‘li(e‘) N .
C(21J:imoM; ) x 1 e C,4 E -E;;_ r fe1y Il< ’lel|@21\/u1 [£lam MM > x
o
x PD(:‘);(GY) ml(i)) (111-30)

El té&érmino del fondo no se ha tomado en cuenta, pues en la vecindad de

una resonancia su contribucibn a la seccidr es comparativamente
pequefia.

mLy

El teorema de V\Wigner-Eckart permite factorizar la dependencia del

elemento de matriz nuclear en los nGmeros culnticos magnéticos(16)

_ Iz 1 3
<goagmpl®@ ey Uy 1o Mz - (NS Cup o omgem
¢ 1
x (L LA1E, YT a2 (111-31)
H-m£+ H‘ (111-32)
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A su vez, este elemento de matriz se puede reescribir si se define la

semianchura radiativa por

Tan - oy = 2¥m - FRveteyl (gl @Y YT 0l (aneaay

Esta expresidbn coincide con 1la definicién comaGn de 1la anchura

radiativa, tal comoc se encuentra, en el texto de G_R. Satchler(zz)

Con la definlci6n anterior,., la expresidn (111.31) da

e‘x"" < J,L‘5|®E1Yu1.l I M - (-1)98- ™ 3(2J+1) 1

ky eC,

a9 1

J +
x (RN (v ) (111-38)
My ouw M 29 ~Rpay

Si se substituye esta expresidn en (111-30) se ottiene

¢ «r % 241
<fmgitinelim;> =n/gae Lo m, s

ISt e‘(cl'a’)

-2 J-?L-1| x

] + ix
x claraimmpyel 23lel) v enyr ()@Y (¥ e T

892

E-E, s (111-35)
- g 1 3 .
[~ ARAT § k) ?
x 1t )8 (kv) Cug v wgom,’ YL )

La regla u-H'-H.
sotre o

implfcita en el simtolo de 93 permite hacer la suma



[ 2 2+l
<l"'¢‘“?m.“"‘> =T RA w0 m,}.z 0 Il |I/ITETET (YN

x %Y o dd craamm) el dzilel)d (e‘)r’(v )

Jugag
—‘ttt‘”
! ny (1)~ '
k Y 1 -
(-n' Mp-m y)Y (%) e g - —mp (KD (111-36)

Substituyendc esta expresidn en la férmula para la seccién de captura,
eq.(111-1), se obtiene

do. Ky 3 3ut T3 Jg - %
8 - e Foe e bk, ORI G0N s e
x i2*1 etl(oa -9 C(r 13;m M,) eledd (el)rg J(el)rn,_‘,.( )J-i
LR .

nJ

o

1 J

m* 1 B
®)|* & 11-37
x (-"-z ng-n, M, )le( Y1t x| D "’,.,,(y)l ( )

La suma sobre P es inmecdiata,

ya que P s8lo aparece en la matriz de
rotacién, dando un factor

An’-n(i‘*) - 3 lﬁ”:,-n.ﬂ“’"

Cuando gara cada (£J) hay una resonancia que dcmina a

términos de la sumeé sobre n,
111-37.

los otros
se conserva solo el término dominante ern

Con el objeto de aligerar 1a notaci6bn y hacer la suma sobre
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proyecciones del spin usaré& la abreviacion

iX
Q §res) « vETET 4P+ o8(92-%0) o¥0un fery b 3 <
TR T, T - (111-38)

Esta definici6bn de Q(rgg)es censistente cor (I11-12) por 1o que ail
substituirse en (111-37) se ottiene de nuevo la ecuaci6bn (f1I-10) para
la seccidn diferencial pero con Qg ,; dada por la ec. (I111-38). En 111-
38 ro se ha escrito la contribucién que proviene del fondc

(anckground) pues esta es pequefia en comparacién ccn el término
resonante cuandc E - Re Egge

Eligiendo el eje 0z, respecto del cual se cuantiza las proyecciones de
los momentos angulares, en la direccidtn del haz incidente k=0; y
recordando que

Y':,E(a) =53 P Some

AW
(111-39)

Yoo -EET o,

Las sumas sobre mgy mj en (111-10) se hacen de inmediato, y se
cbtiere el resultadoc

. 1ot '
g;, - tﬁ?”rgimi[ z' ,.;' : 3! J(Zeet) (2L a1 x

> C(EiJ;OH‘) C(R'1J0°:0M;) x



Jl 1 J J 1 J

R ( )

~Mg Wg-M, M, e 2L ALTENE T
x QLSres) Q;hsres)) A""."1 (kr)] (111-40)
La seccidn total se obtiene integrando sobre los &ngulos kY. Como %§
depende de iy solamente

en el factor A"_“‘. basta con hacer 1la
integral sotre la funcibn

% [|-P2(cose) b | "i="f
a
MM 2 1
+
z [u.5 Py(cose) ] My -Mp =t

Efectuando la integral obtenemos que la expresifn para la secciébn total
de captura es

25 ¥t ;
ot mdshRE A, A, é é: EETY (2R x
% C(21J:0M‘) c(z'1a';on‘) x.
3 1 3 - a 1 a3
x ’ ( 4 ) x
-Mp Wg-m, W “Mp Vp-My oMy

x Qg Q.3 (111-81)

Efectuando la suma sobre spines iniciales y el promedio sobre

spines
finales Ta expresidn para la seccién total es
z
o = wvkmtzsT1) ] % lafres)y (111-42)
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$i ahora se substituye (111-38) en (111-42) se obtiene finalmente

wA? Ei‘
o5 = TN 5',. dsi £ -1 (2041) 1 o (eV)r

2I+Lp3 afv) (111-43)

(E- ¢ 32 o-tr,,‘,
De igual manera, la

expresidén para la seccidn diferencial
obtiene de [11.40 es

que se

$2 = gt op + a(E) Pylcoase) (111-44)
en donde a, estd dada por

" 3 1 TR Y S FLPeE
a2 = grBery Iy o) 3 e, sy TRz 33010, 400
el factor que #esulta del 3lgebra de los momentos lnguln!‘es“ll ‘5)

se
abreviado como Z(r ,233,3°') 3 (lll 06)‘
Z(r2'33') = &‘(10!H1|;1j)(1'01H‘|;'1J')( f ) l }
- X
Recordamos que,

en esta expresidn no se han escrito los ternlnos que

provienen del fondo porque en la regidn de las resonancias, ésta
contribucibn es pequefia comparada con 1os términos resonantes. €En el
caso en que la energia E no sea muy vecina de la energia resonante

y
cuando las resonancias

la aproximacion

son estrechas y aisladas,
deja de ser buena.Para describir correctamente el

anterior

comporta-
de la seccifn como funcibn de 1a energfa entre resonancias
debe tomar en

miento

se
cuenta la contribucidn del fondo, ver por ejemplo

Lynn(zs). Sin como el interés de esta tercera

embargo, parte del
es sblo el de demostrar como se puede usar el método descrito
en la segunda parte y no el de hacer un c8lculo realista del
nuclear,

trabajo

problema
es decir con todo y

pues son muy largas y no agregan nada nuevo
a la discusidtn del comportamiento resonante.

no se escribiradn las formulas completas,
la’ contribucién del fondo,
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La comparacién de las expresiones obtenidas en
ecuaciones (11I.41), (111.42), (111.43),
datos  experimentales ha sido hecha

esta seccibdn,
(111.44) y (II1.45) con los
por A. Mondragdn y E.

Hernandez. (33} Los resultados obtenidos del ajuste de estas

expresiones a los datos experimentales es excelente.
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CONCLUSIONES

En este trabajo hemcs demostrado que la teorfa de Fredholm de

ecuaciones integrales

las
lineales es una herramienta apropiada para el

estudio de 1las propiedades de las resonancias y de 1los estados

resonantes en potenciales que son la suma de un potencial no local de
soporte compacto o no-compacto y un potencial dec Coulomb,

A partir de estos resultados, hemcs demostrado que se puede hacer un

tratamientoc sistemdtico y general de las resonancias y los estados
resonantes en potenciales locales © no-locales en

potencial coulombiano.

trabajo el dnico

presencia de un
Hasta donde estamcs enterados, antes de este
tratamiernto sistemitico de las resonancias y
estados resorantes en un potencial no local

los
en presencia de un
potencial coulombtianc se habla restringido al caso en que el potencial
no local es separable(s). Las generalizacion
posibilidad

lograda nos da 1la
de aplicar nuestros resultados a casos de interés fisico

en forma realista, Tenemos la esperanza, bien fundada, de poder

obtener resultadcs numéricos con ventaja en protlemzs de interes(z').

En la parte final de esta tesis hemos demcstrado
resultades tambkién se pueden

Que nuestros

aplicar a la discusibn formal de un

problera particular de la fisica nuclear, la captura radiativa directa

de *He por 'H en estados excitadcs de ‘Li y de este
exhibir 1la

modo pudimos
estructura resonante de la seccidn de captura directa
una forma simple y sin necesidad cde introducir
espacio

en
sepcaraciones del
e€en regiones interna y externa y pardmetros arbitrarios,

hace en varias versiones de la forma tradicional de la
reacciones nucieares(22)_

como
se tecria de
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Los resultados mencionados se obtuvieron separando el problema

coulombiano explicitamente y escribiendo las ecuaciones integrales

satisfechas por las soluciones de la ecuacion de Schrddinger con ayuda

de 1a funci®n de Green del problema coulombiano G'. Gracias a esto, la

informaci6tn referente al potencial de Coulomb queda convenientemente

expresada en la funci6tn de Green G; y en las ecuaciones integrales que

relacionan a la funcifn de Green completa G¥ con la funci6n de

del problema coulombiano G;. Luego,

Green
desarrollamos a la funcién de

ondas ¥y a3 la funcién de Green en términos de estados ligados, estados

resonantes y de un continuo de estados de la dispersidn con namero
ondas complejo.

de
Estos resultados son una generalizacidn al caso de

potenciales no locales, con interaccifn coulombiana, de desarrollos

similares obtenidos por otros autores para

potenciales locales de
alcance finlto('2'13"')

0 para potenciales no locales de rango 1(5).

También hemos encontrado las reglas de ortogonalizacidn, normalizacion

y 1a relaciébn de completez satisfechas por los eigenestados de 1la

ecuacidbn de Schrododinger correspondientes a eigenvalores complejos
ImE <0.

con

AGn cuando en este trabajo nro hemos puesto énfasis
matemitico,

en el rigor

las demostraciones son completas y correctas. Creemos que

1a demostracién de la regla de normalizacifn de los estados de

Gamow
se presenta aquf es original y tiene la ventaja de establecer una
relacién analftica entre las soluciones de la ecuaci6bn de

que

Schrdédinger
y las de las funciones Sturmianas correspondientes.
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