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INTROOUCCION 

Los potencl•les no locales son de gran tmportancta en la descrtp­

cton meclnlco culnttca de los sistemas formados por muchas parttculas 

en tnteraccten mutua. Algunos ejemplos lo son &tomes y moléculas 

constituidas de electrones que se mueven en el campo electromagnético 

de los nOcleos y que ademas actOan unos en los otros mediante el campo 

electromagnético que generan en su movtmlento. 

Otro ejemplo es el nOcleo atOmtco que esta formado de nucleones. 

es decir protones y neutrones que se mueven a gran velocidad conf tna­

dos en una regt6n muy pequena del espacio por las fuerzas nucleares 

que actOan entre ellos. Los nucleones mismos son sistemas compuestos 

de parttculas. que actualmente se cree que son elementales. -los 

quarks- que se mueven en el campo de fuerzas nucleares ''fuertes'' 

producido por el intercambio de gluones y descrito por la funciOn 

lagrangiana de la cromodtnAmtca cuantica~ En todos estos casos y en 

muchos otros de igual importancia. las ecuaciones diferenciales 

correspondientes. ecuactOn de SchrOdinger O ecuaciones de la cromodt­

namica cuanttca. plantean un problema cuya soluciOn no se puede otte­

ner en t~rmlnos de funciones analltlcas conocidas en forma cerrada. 

Se recurre entonces a diversas aproximaciones, entre las que sobre­

sale. por su eficacia y stmpllcidad el método de Hartree-Fock o algOn 

otro m~todo equivalente a éste y en el que la acctOn en una partlcula, 

debida al resto de las parttculas en el sistema se representa por un 

potencial o campo promedio, el cual a su vez se calcula con ayuda ~e 

las funciones de ondas aproximadas que describen el movimiento de esas 

partlculas. La antislmetrtzaclOn de las funciones de onda de los 

sistemas de m~chos fermtones hace que el potencial resultante no sea 



una funcl6n de la postcl6n de ta partlcula solaMente.slno que para 

cada poslc16n de la partlcuta sobre la que actOa el potencial efecti­

vo. esta funct&n depende tamtten de la presencia de las otras partt-

cu las. Resulta as! que el potencial efectivo es functOn de dos va-

rtables de poslcl6n. una que describe la postctOn de la parttcula 

sobre la que actQa el potencial y otra que Indica la poslcl6n de los 

puntos del espacio alrededor de la parttcula en los que se encuentran 

otras part1culas correlacionadas con la primera poi la acctOn del 

principio de Pauli. 

En consecuencia, en la representactOn de SchrOdlnger los 

potenciales no locales son operadores integrales hermttlanos de la 

for•a siguiente: 

VW =f V ( r , s )!ji ( s ) d • s 

El problema de la descripclOn de las colisiones entre dos siste­

mas compuestos de fermtones. en la aproxtmaciOn del campo promedio. 

lleva de medo natural a una ecuact6n tntegrodtferenctal 

Fm- V•w + f V(r,s)w(s)d•s =E 'V 

con las condiciones a la frontera adecuadas. en donde V es el 

potencial efectivo que como se expltc6 antes no es local. La soluciOn 

de esta ecuaci6n se vuelve particularmente dificil cuando las 

condlclones a ?a frontera corresponden a las de ondas salientes, 6stas 

son las llamadas funciones de €amow. 

Las funciones de Gamo~ son de gran u~tlidad en la descripciOn del 

co•portamtento resonante de las colisiones. El antecedente de su 

apllcacl6n se remonta a 1928. cuando Gamow< 23> describi6 el decaimien-
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to de los nQcleos radiactivos. con la ayuda de soluciones d• la 

ecuacl6n de SchroOdlnger que se comportan a grandes distancias de 

separaclOn co•o ondas salientes puras correspondientes a valores com-

plejos de la energla con una parte Imaginarla negativa. Desde enton-

ces. la posibilidad de usar estos eigenestados resonantes pard descri­

bir estados no ligados de vida larga y resonancias en ftsica nuclear y 

en otros campos de la ftstca ha sido explorada por varios autores< 2•>. 
L•s resonancias ~ los estados resonantes producidos por un potencial 

no local. no separable. con soporte no compacto fueron estudiadas por 

Mondrag6n y Vellzquez.< 32 > Sin embargo, la dificultad que representa 

la no localidad de los potenciales y la presencia de lnteracct6n 

coulo•btana en muchos problemas solo habta sido salvada parcialmente 

utilizando potenciales separables< 5 >. El estudio de las resonancias y 

los estados resonantes en el caso general de un potencial no local con 

soporte no compacto en presencia de una interacclOn coulombtana no 

habla sido hecho. 

En este trabajo. transformaremos la ecuaclOn lntegrodtferenclal 

de SchrOdlnger para potenciales no locales y en presencia de 

1 nteracc i6n 

Schwlnger 

coulo•biana en la correspondiente ecuactOn de Ltppmann-

por parecernos q~e es mis conveniente incluir las 

condicion~s a la frontera en la funciOn de Green. y demostraremos qup 

es posible resolver esta ecuaclOn con la ayuda de la teorfa de 

Fredhol• de las ecuaciones integrales. Demostraremos también que es 

posible utilizar las soluciones divergentes de la ecuact6n de 

LIPP•ann-Schwlnger ho111og6nea una descripciOn del 

comportamiento resonante de las colisiones y demostraremos que las 

reglas usuales de normalizaciOn. cerradura y ortogonalidad de las 
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elgenfunctones se pueden extender • las funciones de Gamow en est• 

caso. 

Finalmente apllcareaos nuestros resultados a un problema 

concreto. l• captura radlativa de ªHe por ªH en el primer estado 

excitado de •Lt. en donde se hace una breve discusiOn y se obtiene la 

estructura resonante de la secci6n de captura mediante un desarrollo 

de la funciOn de ondas en el canal de entrada en estados ligados 

reson•ntes y un continuo de estados de la dlsperstOn. El programa de 

esta tests es coao sigue: 

En el primer capitulo se exponen los fundamentos matem6tlcos que 

nos permlttrln garantizar que nuestros resultados sean correctos. Se 

demuestra que a la ecuaclOn de Lippmann-Sch•tnger del problema con un 

potencial no local de soporte no compacto y un potencial coulombiano 

corresponde una ecuacl6n de Fredholm con un nOcleo integral cuya traza 

es finita. De este modo se pueden utilizar los resultados bien 

conocidos de la teorla de Fredholm aan en un caso. como el presente. 

en el que el nGcleo ~ntegral no es autoadjunto. 

El formalismo que desarrollamos en este trabaJo es una 

generallzacl6n del tratamiento original de Llppmann y Schwlnger(I) y 

del tr•tamlento mis gener•l y mis moderno de N. von der Heydt( 4 l. 

En el segundo capitulo planteamos el problema de los potenciales 

no locales con lnteracclOn coulombiana como una ecuaciOn integral de 

Lippmann-Schvinger y construimos una ecuaciOn integral de Fredholm 

auxll·lar que nos permltirl obtener las propiedades de las funciones de 

GA•O~. 
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utilizamos los resultados del capitulo para 

desarroll•r a las funciones de ondas y de Green en t6rminos de estados 

ligados y estados resonantes y de un continuo de estados de la 

dlsperslOn. Obtenemos la generallzaclOn de las reglas de 

ortogonalidad. completez y normallzaclOn de los estados de Gamow. 

En el tercer capitulo aplicamos los resultados antertores a un 

problema concreto del cual se hace una dlscusl6n muy breve. 

obten16ndose el comportamiento resonante de la secclOn de captura 

radlatlva de 'He por 'H en el primer estado excitado de LI por el 

procedimiento que ya ha sido descrito. 

En el capitulo cuatro hacemos un resumen de los resultados 

obtenidos en este trabajo y exponemos algunas conclusiones de nuestro 

trabajo. 
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1.1 .!:!_ DISPEASION ~ .!!! POTENCIAL .!!Q .!:.Qf.& 

El proble•• de la dispersiOn por un potencial no local da lugar a 

una ecuacl&n radial de Schradlnger de tipo lntegrodlferencial con 

condiciones a la frontera apropiadamente definidas. 

El hecho Mismo de que el potencial no local se deba representar 

por un operador integral hace que los m6todos matemattcos que se usan 

comQnmente en la teorta de la dtsperslOn por un potencial lec al. es 

decir los •etodos de las ecuaciones diferenciales ordinarias. no sean 

apropiados en este caso. 

Esto me ha llevadc a reformular el problema de la dtspersiOn por 

un potencial no local como un problema de ecuaciones integrales de 

tipo Llppmann-Sch•lnger. homogéneas o tnhow.c~éneas. segQn sea el caso. 

pues las tecntcas del anllists funcional que permiten resolver estas 

ecuaciones son mas apropiados para estudiar un problema que tiene come 

parte esencial un operador integral. El problema de la dispersiOn por 

un p~tenctal local ha sido formulado y estudiado como un problema 

ecuaciones integrales por Lippmann y Schwlnge~!>por Jost y Pa1J 2i 
de 

por 

muchos otros autores. una exposiciOn clara de esta teorta y una 

bibltograffa bastante completa se encuentran en el conocido libro de 

texto de A.G. Newto~~) El problen:a de la dlsperslOn por un potencial 

no local formulado como un problema de ecuaciones integrales ha sido 

estudiado por N. von der Heydé4~n el caso en que el potencial de 

lnteracei&n no tlene t6rmino coulomtlano. Tamtl6r. El protlema de la 

d1spersl6n por un potencial no local de corto alcance en presencia 

interacct6n coulo•btana h• sido estudiadc por H. van HaeringeJ5~ 
de 

sus 

colaboradores en el caso especial en el que el potencial de corto 
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alcance es separable y de rangc uno. En este capitulo generalizare 

algunos resultadcs de ~on der Heydt al caso mas interesante en que el 

potencial tiene ademls de los terminas de corto alcance locales y no 

locales un termino coulomtlano. 

Aqut se expondrln algunos resultados blslcos de la teorta de la 

dispersiOn por un potencial no local que servirln de fundamento para 

la derivaclOn de los resultados nuevos y originales que se exponen en 

la segunda y tercera partes de esta tests. En la derlvaclOn de los 

resultados de este capitulo he seguido el mismo mttodo que N. von der 

Heydt quien a su vez se basa en los metodos de la teorta de las 

ecuaciones 

Smlthle.P'.l 

Integrales tal como estln expuestos en el libro 

Por esta razOn no he cretdo que fuese necesario 

de F 

repetir 

aqut aquellas demostraciones que se encuentran claramente expuestas en 

los trabajos de estos autores y solo se expondrAn en detalle los 

resultados que no se encuentran aht o en un libro de te~to. 
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1.2 ~ ECUACION INTEGRAL 

El problema de la dlspersl&n no relativista de una partlcula sin 

sptn por un potencial que es la suma de un t6r•tno no local y uno 

local que a distancias grandes se comporta co•o un potencial de Cou­

lomb lleva, mediante la representacl&n de la ecuacl&n de SchrOdlnger 

en coordenadas esf6rtcas. a la ecuactOn radial siguiente: 

(1) 

Se ha supuesto que el operador W es tnvartante respecto de rotaciones 

y de la lnversl&n del tiempo. y. en general se escribe como: 

(2) 

en esta expresl6n U~(r) es un potencial local real que decrece a 

grandes distancias mas aprisa que 1/r; V (r.s) es un potencial real no 

local. stm6trtco en sus argumentos: 

(3) 

y 
2yk zz•e• 
--r • --r-

es el potencial de Coulomb. 

Para construir la funcl&n de ondas radial uL(r)/r de la partlcula, 

requerimos de soluciones de (1) que sean continuas en r y que 

satisfagan las condlctones a la frontera stgutentes: 
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•> So1uc:iones de l• dispersi6n 

c:on 
u l. lk .r) . FJ1.(k 0 r) + 4> JZ.(k.r) 

c:on 
11• 4>JZ.(k.r)•O 
r-0 

" .!.!.& i (k-fl "'" [ar - 4>JZ.]•O 
r-

FJZ.(k) es la funci6n de Coulomb regular en el origen 

b) Estados ligados vJZ.(k,r) con 

VJZ.(k.O)•O 

(drlvJZ.(k.rll' • 1 

(4) 

(S) 

La ecuaci6n ( 1.1). con cada una de las condiciones a la frontera ( 1.4) 

y (J.5). se puede transformar en una ecuactOn integral con la ayuda de 

la funci6n de Green del problelfta Coulombiano: 

F (kr ¡w<+)(kr ) 
G0 JZ.(k;r.r•) • _ JI. < JZ. > ia1.(k) (6) 

con 

a,_ •argr (1.+1 +iy l (7) 

en esta f6rmu1a wl+)(kr) es la onda saliente de Cou1o•b. 

Con la ayuda de G0 L(k•r.r') obtenemos a partir de la ecuact6n (J.l). 

las ecuaciones integrales: 

a) uJZ.(k.r)=F1.(kr)+ { dsKJZ.(k;r.s)ul.(k.s) (8) 

b) v JZ. ( k. r) • j d s ic;JZ. ( k; r. s) v JZ. ( k. s) ( 9) 

K1.(k;r.s)sLJZ.(k;r,s)+N1.(k;r.s) 
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L 1.(k;r,s )•G~~(k;r.s )U(s) 

Nl.(k;r,s)• J-G~l(k;r.t)VJL(t,s)dt 

A partir de u 1.<k,r) se puede calcular la matriz S. 

La onda saliente de Coulomb se expresa como: 

w<;»(kr)•(-1)Jle•'"' w_ia, JL+t (-2ikr) 

en donde wA.u(Z) es la funclOn de Whlttaker(
9
lrregular y a. Y y son 

z1 z
2

e•Mh- 2 

°'-~Y• 

w<t>(kr) satisface la condiclOn a la frontera 

a w<+> 
ll•[~ (kr) - i(k-flw~+)(kr)] •O r--

Tambten es posible expresar a F&(kr) en términos de las funciones d~ 

Whlttake~9 ·.?:~ulares en el origen MA, v<zl como 

( , ) JL+1 
FJ.(kr) • ;JL+1 Cl.(k)Miy,l.+t (2ikr) 

con 

M A. v< z) y W A, v< z) son f une tones mu l t 1 fonnes de k con un punto ramal en k""O 

y una s1ngular1d•d esencial en k-. MA,v(z) es, como func16n de r. regular en el or_i 

gen mientras que WA,v(z) es singular como funclOn de r en ese mismo puntJ
9

•
34> 

Si hacemos una transformaciOn de lnverstOn en el tiempo y de 

conjugaciOn de la carga F 1.<kr).w~+)(kr) y ei"1.(k) se convierte en 

·F~(-k:r)=(-t) l.+t e''"'F ,_(k.r) 
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w:<•>c-k*,r>•<-1>1. e-"Yw!•>(k,r) 

e •1ª1. <-k*> 1 • • • 1ª .. <k> 

Co•o funciones de k, tanto C (k) COlllO e 10a. (k) tienen singularidades .. 
para aquellos valores de k correspondientes a estados ligados del 

potencial de Coulo111b.< 2e> 

La funcl6n de Green de Coulo•b G~;>(k;r,s) tiene un corte en el plano 

k debido a la •ultlformldad de las funciones de llhlttaker MA,u(z), 

WA.u(z). Este corte. por convenclOn. se extiende desde k•O haste k•--

sobre el eje real negativo. Consideradas co•o functones de k. 

"A.u(kr) y llA,u(kr) no tienen ninguna otra singularidad en el plano 

complejo k. G<•¡ .. (k;r,s) tiene ademas polos sl•ples sobre el eje 

Imaginarlo positivo cuyo origen esta en los estados ligados del poten­

clal de Coulo111b y aparecen explfclta111ente en c .. (k) y en 

punto k•O es un punto singular esencial de G(+~L(k;r.s). 

ei"a. (k). El 

otra reglOn del plano k. G0 L(k;r.s} es una funct&n entera. 

G';~(k;r,s) tiene las propiedades de simetrla siguientes: 

G<•Ji-k;r,s) • 60 .. (k;r,s) + ~ F 1.(kr)Fa.(ks) 

En cualquier 

(10b) 

y para lmk>O~ la representaclOn espectral de G0 ~(k;r.s) es: 

+l. 11111 rdq F, (qr)F ,<qs) 
,. O+cS O+cS k' +ic-q' 

( 11) 
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en donde v 0 nL(r) son los estados llgados del potencial de Coulomb cuya 

eapreslOn es: 

(n-L-1)! 
[In+ LI!]•-

-H~~> 2•+1 e L 
0-2. -1 

en esta eapreslOn L:(•) es el polinomio de Laguerre de orden p asociado de orden 

q, 'JI 

La de111ostreclOn de las propiedades l10a) y (10b) se sigue de 

tn•edlat.o de ta representact6n integral de G ~+) que se encuentra en 

R.G. Newton( 3 



J.3 CONOICIONES ~EL POTENCIAL 

Es necesario hacer algunas suposlctones sobre e1 potencial que garan­

ticen que las ecuaciones integrales tengan soluctOn. 

Queremos llevar las ecuaciones Integrales de Llppmann-Schwlnger (8) y 

(9) a otras ecuaciones Integrales que se pueda~ resolver con el m&todo 

de Hllbert. Esto se logra 111ediante una funcllln H"'(r). tal que H"'(r)ltl!. 

(k;r,s)H~1 (s) sea un nQcleo de Hllbert-Schmidt en L' con IJ111kl~<> y con 

a.?o. Para el anlltsts de las resonancias a debe ser postttvo. 

Solo admitiremos potenciales con las siguientes propiedades<•>: 
Sea Ha(r)•e-ªr r-1+Cº(1+r)-&o-c_ 

definido con los tres nOmeros reales 

a~O. Co>O. e_> O 
Entonces, e 1 potenc 1a1 no 1 ocal debe cumpl 1 r 1 a cond 1c'111n: 

[ [-drdsH-~(rJIV1.(r,sll'H;2 <sl•c2 (12•) 

El potencial local U(r) debe ser L' Integrable en cada Intervalo [a,b] 

con o<a<b<-. y debe tener ta conducta asl•pt6tlc• 

U(rl~o O(r-2+no) 

9 -2ar r-2-n_ ( 12b) 

con 

Jost y Pals< 2 > han demostrado que la ecuacllln Integral (8) con un 

potenclal local, es soluble con el m&todo de Hllbert P•r• k real b•Jo 

la suposicl6n (12b) con"'ºº· Sin embargo, en el for••lls•o de Jost, 

para que SJ!.(k) se pueda definir p•r• k•O, U(r) debe decrecer •Is 

13 



En lo que slgue demostraremos que 

Sl.(k) ta•bi6n se puede definir en k·O cuando la validez de· la 

suposlci&n (12b) se eKtiende a L•O. Ademas. en lugar del formalismo 

de Jost. que para potenciales no locales con L~O no es aplicable.apro­

~echaremos la teor1a del. determinante de Fredholm que es mucho m&s el~ 

ra. 

En consecuencia. las supbsiciones (12) implican que. para k ? 

Vl.(r,s)•H~1 (r)VR.(r,s)H~1 (s) ( 13) 

es un nOcleo de Hilbert Sch•ldt en L'. 

Las mismas condiciones (12) implican que para lmk>-a tos nOcleos 

(14) 

( 15) 

y por consiguiente tambi6n: 

- ...... ..... 
Na.(k;r,s):[~(k)Vl.](r,s) (16) 

Ka.(k;r,s):Ha(rl~a.(k;r,s)H~ 1 (s) (17) 

=La.(k:r.s) + Na.(k;r,s) ( 18) 

son nGcleos de Hilbert Schmidt .en L 2 • 

Los Qltimos cuatro nQcleos son. como funciones de k. holomorfos en el 

semiplano lt11k>-a. y continuos para Jmk~-a. salvo en el semi eje Rek~O. 

Jmk•O. en donde tienen un corte que se extiende de k=O a k=--. 

De aqul en adelante se consideraran solo funciones de ondas radi~ 



u._(~r) t.ales que ~ .. ·H.,.u._ sea cuadrlt.ica01ente lnt.egrable, est.o es, solo 

funciones u,_(r) t.ales que la funci6n reducida correspondiente ~-Hau 

est.• en Lª 

En el espacio o.,. estln contenidas las funciones f1stcament.e 

t11portantes. 

a) Para 1 l•kl~"' y r>O, las soluciones u 11.<k,r) de la ecuaclOn 

int.egral (8) que estln en G.,. son precisa01ente las soluciones del 

proble01a de condiciones a la frontera ( 1), (2) que est.ln en 

o.; • .. satisface la desigualdad. 

1•1. (k,r)l~const.ante / 1:Sr .-lmkr 

(19a) 

llmkl"<> ) 

b) Para lmk?o, k,10, las soluciones vll.(k,r) de la ecuaclOn integral 

homog6nea (9) son precisamente las soluciones del problema de 

aut.ovatores. 

Para l•k ?-ca. las soluciones de (9) contenld111s •n Ga satisfacen 

una desigualdad 1 v ._(k,r) I~ const.ante / 1 ~<>f e-ur 

con U• •in(<>, IOlk) (19b) 

Encontrar la soluciOn de las ecuaciones int.egrales (8) y (9) en G"es 

equivalent.e a encontrar la soluciOn de la ecuaciOn Integral 

c) ~ ._(k,r)•F11.(k,r) + !-dsKll.(k;r,s).;'11.(k,s) (20) 
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con 

d) 

u J.(k,r);;H
0

(r)ul.(k,r) 

Fl.(k,r);;H
0

(r)Fl.(k,r) 

(21) 

Como consecuencia de que los nOcleos V a. (r.s). L(k;r.s). 601.(k:r.s). 

Ñl.(k;r,s) y Kl.(k;r,s) con nOcleos de Hilbert-Schmidt cuando \ Imk\~a. 
la 

con 

ecuaciOn (20) es soluble para I•k?-a y (21) es soluble para I•k?-a 

ayuda de la teorta de 5mithies< 7 ) de las ecuaciones integrales con 

nQcleos Lª en el espacio de las funciones Lª. 
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1.4 !!,_DETERMINANTE.!!!. FREDHOLM 

Demostraremos ahora que para Imk?-B• 

Por definiciOn 

la traza del nOcleo K {k) existe. 
2 

trlCt.• [-dsK .. (k;s,s)• 

• !-ds H<>{s)G0 1.(k;s,s)U(s)H~ 1 {s) + (22) 

+ !-ds L-dtH<>(s)G0 1.(k;s,t)H<>(t)H~1 (t)Vt.(t,s)H~ 1 {s) 

Sera necesario demostrar Onicamente que la traza de 60 ~ existe. ya que 

las condiciones impuestas en los potenciales garantizan que la traza 

de U&+ Vi. existe. Que esto es asl se ve del siguiente argumento: 

1.- Si G0 t. y u .. + V1. son operadores del espacio de Hilbert G<>' es 

decir que: 

para cada vector 
$cGm 

tl.- Entonces. la norma de los operadores satisface la relact6n 

siguiente: 

111.- Si se define la norma como: 

entonces basta con qi.e tr'G0 l. exista para que trK~•lextsta. 
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La integral que nos Interesa es: 

!-G0 L(k;s,s)ds• !-Ha(s)G0 L(k;s,s)Hª(s)ds 

!-~ FL(kS)W ~+)(ks) [é2as S-2+2e:o (1+s)-2"o-2&-]ds 

(23) 

(23') 

Co•o el integrando es una funclOn continua y acotada para todos los 

valores ftnltos de sus argumentos. bastara entonces con analizar el 

co111portam1ento del integrando para r-o y para r--. 

Para r...O se tiene que: 

FL(p)"'PL+1"' rL+1 

w~+~P)"'P-L"'r-L 

H~(r)"'" r-2+2Eo 

de 111anera que para r<<1. el integrando de 1i• se comporta como: 

1, "' rf S 2&o-1 • r2eo con Eo>O ods ~ 
que es finito. 

En el caso de que r.-

w~ "'4!XP[l(p-yLn2p-tL~)] 

H~(r)~ e-2ar r-2-Ze. 

k••+ib; y-f 
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co• lo cual. cuando r--. 

¡
0

& (k.r.r)~ ~ [ 02t[(a+lb)r- ~(a-lb)&nr- ~la-lb) ln2(a+lb»., 

(2S) 

SOio ol prt•or t•rmtno •••rita atonclOn. 

La parto rolovanto do esto tarmtno. dopondlonto de r, resulta ser 

0 21 [r- ~la 0 -2b[r+l:fCfal 0 -Pr r-2-2 .,_ 

SI toma•os ol valor absoluto do la funclOn nos queda: 

0 -2r(ulbl) 0 2&nr(i;1lf.i:1-c->,. 0 -cr exlnr 

con 

Es ovldonto que si c>O. esto os. que si a>I bl entonces: 

(25., 

como ol producto do una potencia por una exponencial decreciente. 

Pod .. os ta•blan encontrar expresiones exactas pare le lntegra1< 9 > 

En viste do que ol Integrando de (23) os une funclOn acotada on todo 

ol Intervalo do lntogreclOn. que v• • coro en ol origen co•o una 
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potoncto dol orou•onto 'JI quo vo • coro on tnftntto c .. o uno 

oapononctol docroclonto. lo lntoorol on (23) oalstollO). 

Con osto ft .. os do•ostrodo quo lo trozo dol kornol K~k) oatsto cuondo 

l•k "'"'"• ad .. as, por lo proplodod do tnvorlonc_lo do lo trozo onto 

tronsformoctonos unttortos so tlono quo: 

trlt ,.lk)•tr i:,.tk)• J ds ic:,.tk;s,s) 

cuando l•k"'" ca 'JI • portar do oqul, c .. o lo condlcl6n para quo ol 

dotor•lnonto do Frodftol• oatsto os quo lo trozo do lt,. oalsto. 'JI •sto 

oalsto. osl puos, to•blln ol dotor•lnonto do Frodhol• oalsto. 

lH> 

Poro codo volor co•plojo do g, .o.,.l•>(g,k), co•o funcl6n do k. os 

onolltlco on •l s••tplono l•k>- '"l' continuo poro l•k!:-ca salvo on los 

puntos donde &0 ,. tlono polos l' un corto. Do donde so stouo quo: 

(27) 

Do lo sl•otrl• ~ospocto do los oporoclonos do lnvorst6n dol tl .. po 'JI 

conjugact6n do cargo so tlono quo: 

.o.,.<•>*(g,k) • .o.1•>(g,-k•) poro o roo1l3,0) (28) 

Cuondo ca os flntto • .o.1•l(k) s6lo puedo tenor un nO•oro flntto do coros 

on lo fronjo O>l•k>-ca. Estos coros ostln sttuodos ••••trtcoaonto 

rospocto dol •J• •••olnorto. En ol so•lplono l•k"D. los coros do 

.o.i•>tg,k) puodon estor on ol ojo l•oglnorlo k. 

A conttnuocl6n, se onunclorln olgunos rosultodos sobro nOcloos on L" 

20 



que se usaran ~•s adelante< 7 >. 

a) La traza de un nOcleo separable 

A(r.s) • a(r)b(s) (29) 

con a.be L8 (O.-> extste y es igual a: 

0
f a(r)b(r)dr. su determinante de Fredholm es: 

det[ 1-A) s 1-trA • 1- ! a(s)b(s)ds (30) 

b) Si A.e y e son nOcleos en L• tales que sus trazas existen y sa­

tisfacen la ecuaciOn integral 

C • A + B - AB (31) 

entonces 

det 11-CJ = det 1 1-A J det 1 1-B J (32) 

e) St se define un nOcleo en Lª 

resolvente" 

mediante 11 la identidad del 

(33) 

para Imk?: - ª• e 1 nOcleo: 

DI. (g .k; r, s )•t.l!. (g ,k )A,_ (g ,k;r,s) (34) 

es una funciOn entera. de g< 4 >. 

El nOcleo O~ (g.k) es ademas una functOn meromorfa de k en el se­

mtplano Imk> -a y continuo para lrnk~- o salvo en el eje real 

negativo. en donde tiene un corte. 
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Cuando ges real. se cumple tambt&n que 

(35) 

El nQcleo R&(g.k; r.s) es. como funct6n de R meromorfo en el 

semlplano Jlllk>- ca salvo en el eje real negativo y tiene polos 

precisamente en los ceros de A&(g.k). En el semtplano lmk~O. 

RL(k) puede tener polos solamente en los ejes tmaglnartos 

positivo o real. Estos polos son simples salvo en k•O. donde el 

polo puede ser doble( 3 l. 

Las consecuencias de los resultados anteriores son las stgutentes: 

Los nQcleos 

D L ( g. k; r. s )• H;:, ( r) íi L ( g. k; r. s) H,. ( s) 

DL(g.k;r.s) 
R&(g.k;r.s)• AL (g,k) 

(36) 

(37) 

tienen. como funct6n de k.las mismas propiedades analtttcas que los 

nQcleos DL(g.k) y RL(g.k ), y de (33) se stgue que 

. RJ!.(~.k)-KJ!.(k)•gKJ!.(k)RL(g ,k)•gR._(g ,k)K._(k) 

En el enunciado siguiente se resumen los bien conocidos teoremas de 

Fredholm sobre las soluctones de las ecuaciones Integrales (20) y (21) 

respectivamente, (8) y (9), asl como las afirmaciones que se siguen de 

las propiedades de KL(k)C 3 • 7 >. 

Alternattva de Fredhola: 

J.- Cuando aL(g.k)~O. la ecuact6n Integral tnhomog&nea (8) ttene para 

\Jmk\~. prectsamente una soluct6n uL(k.r) en G,. 
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Esta soluc16n es: 

u1,(k,r)• Fa. (k,r) + ª1. t8.k) f D1.(g,k;r,s)F1,(k,s)ds (38) 

de donde se sigue que <3 l 

(39) 

11. - Cuando .!la. ( g, k )•O, para l•k ::-a, la ecuac l 6n l ntegra l ho111og6nea ( 9) 

t.t_ene cuando ••nos una soluc16n en Ga• 

Para k fija en el se•lplano lmk'!-.,., el. orden n del cero g0 de 

111.(g,k) (multiplicidad algebraica) y el nOmero m de soluciones 

.linealmente independientes satisfacen la desigualdad siguiente: 

1 :; .. ~ ..!!.·"' ~ g~ 11 ~ ( k) 11 • (40) 

Para l•k ?o, kilO, 

son noraaltzables. 
0&•0(4). 

las soluciones vl.(k,r) de (9) contenidas en o.,. 
este resultado es valido ta•bian cuando 

Cuando la ecuaci6n integral ho0109enea (9) tiene una soluci6n en 

G~para k•O. lsta no es necesariamente nor••ltzab1e< 3 .•>. 

La normal izabll idad para 1.::1 se •anti ene sin e•bargo bajo las 

suposiciones (12) au•entadas con las condiciones 

"'>O (41) 

ic.>, 
Para l. •O, k•O, una soluci6n v 0 (0,r) de la ecuaciOn integral 

ho•og6nea 

cumple que 

(9) 

(4) 
en Gª es nor•allzable cuando ade•as 

-! dr r {U(r)v0 (0,r)+ L dsV0 (r,s)v0 (0,s)} •O 
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111.- En el caso de que A._ (g.k 0 )jlD. con k real o Imaginarla. la 

ecuacl6n Integral 1 nhomog6nea (IO) puede tener a lo mas 

soluciones en Ga. 

Cuando k 0 es real o Imaginarla y lmkc?-ª• la solucl6n u._(k,r) de 

la ecuacl6n lnhomog6nea (8) se puede continuar analltlcamente a 

k 0 • SI todas las elgenfunclones v._(k
0

,r) de gK(k0 ,r) estan 

contenidas enGa. la relacl6n de ortogonalidad 

(43) 

se cu•ple. que para k0 real siempre es el caso. 

Cada solucl6n v._(k 0 ,r) de la ecuacl6n Integral homog6nea (9)en 

Gm • para la cual esta relaci6n se cumple es normallzable en el caso 

k 0 jlD y es ta•bl6n elgenfuncl6n del nOcleo gK._(-k 0 ). 

Con estos antecedentes. a partir de la igualdad del determinante de Fredholm y de lil 

func16n de Jost del problema< 31 ? se deriva una formula para s._(g,k). 

Bajo las suposiciones (l2)ypar• l lmk I~"' se cumple la relaciOn 

(44) 

A partir de aqul y de los resultados anteriores se sigue que. 

5(1.+)(g,k) como ·funcl6n de k tiene las Siguientes propiedades: 

1) Es meromorfa en el semlplano llmkl<"' con a>D y bajo las 

suposiciones (12). 

ll) Es continua en el eje k real cuando k > D y bajo las 

suposiciones (12); ademas se cumple que 

ll I) Los polos de SL(g.k) estAn en el semtplano de Imk~-~; cuando 
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lak>O. •s~os se encuentran en e1 eje t•agtnario post~tvo; 

cuando -a<lmk.s>. los polos de SL(g,k) estan situados si••-

tricamente respecto del eje imaginario negativo. Los polos 

de SL(g,k) estan precisa•ente en donde estan los ceros de 
6 l+>(g.k). En el eje imaginarlo entre o e i·- estos polos 

solo pueden ser sl•ples. 

iv) SL(g,k)S&(g,-k)•1 

y) 

vili) 

lx) 

s*(g.k)•S (g.-k*I 
& & 

para g real 

St 6&(g.k) tiene un cero de orden n en k•O entonces 

SL(g.0)•(-1)n 

En el eje k real se cumple que 

\SL(g,k)\ •1 
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1.5 !!:_ RESOLVENTE 

La funci6n de Ereen com~leta o resolvente del operador radial en (1) 

se define ••diante la ecuaei6n: 

(nl!.+ k2)GR. (+)(k)•6(r-r') (45) 

con 

y con las condlctones a la frontera apropiadas. Esta funci6n de Green 

se puede expresar fAcilmente con ayuda del resolvente R~ de la ecua­

ci6n integral (8). que se defini6 anteriormente. de la siguiente 

manera: 

A partir de la identidad del resolvente (33) para AR. se sigue qu.e: 

!-R ._(g.k;r.t)G(+~{k;t.s)dt= !-lll~+) (k;r.t) + g!-ll~+) (k;r.x) 

R 1(g,k;x.t)dx l dtG
0 2

(t,s) 

í-f\(+) (k;r.t) l dt= .. 
f ";.(+)(k·r t'&(+)(k·t s)dt 
o~ l. ••• a. •• 

Asl que G1. satisface la ecuaclOn del resolvent.e para los 

ope"radores n._ 'Y 

con 

(ae) 

G\+l(k;r,s) = G(+~lk;r,s) + g!- r,l+~{k:r,t)!-W,(k;x)Gl,+>tk;x.s)dxdt 

(+) (+) -(•) (+) 
ll._ (k;r,s) • G olk;r,s) + g!tc 

2
(g,k;r,t) G, (k;t,s)dt 

W r.(k;x) = ~lR.. - nt. 
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Ahora solo es necesario aplicar ñ0~+kª a G~~l por la izquierda y 

aprovechar que 
[ '10~ + kª ]G~t°) (k;r,r') • .S(r-r•) 

para obtener <•s). 

con ayuda de (3•l 

Inversamente. se puede obtener Ri. a partir de G.R. 

R~rl. J GJ+l (k;r.s )1111 (k;s )ds 

La dependencia del nOcleo integral del nOmero de ondas k y de la 

constante de acoplamiento g que proviene de (47) se hara notar aqut y 

en lo que stgue solamente cuando sea importante que se muestre. Las 

siguientes propiedades de G~+)(k;r,s) se pueden demostrar con la ayuda 

de los resultados ya obtenidos. 

1.- íi~+>¡k¡r.s) "H .. <r>GJ+>¡k;r,s)H .. (s) 

es un nOcleo Lª cuando Imk> - ay A~+) (k)¡IO 

2.- G~+)(k;r.s). co•o funclOn de k. es meromorfa en e~ semtplano 

l•k ~ m excluyendo al semieje real negativo R 0.k::..O y tiene un 

nOmero infinito de polos en el semieje 1111aginarlo positivo y 

un nO•ero ftntt.o de polos en la banda Q>Jrnk> -m. Estos polos 

coinciden en posici6n y orden con los de R1 (k) y en posici6n 

con los ceros de t>i•> (k). En el se111iplano Imk> - a los polos 

s6lo pueden estar en el eje imaginario positivo o en el eje 

real y son sl•ples para kjlo< 3 >. 

3.- G<:> (k) tiene las propiedades de si111etrla. 

GJ+>*c-k*:r.s> -~·>ck;s.r> 
(SO) 

G J +) ( -k: r. s) • G,_(k¡s.r) 

y para l•k >-m excluyendo el corte Rek<..o .. para l•k•O se tiene que 
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(51) 

G~+) satisfaea las condiciones a la frontera 

r::o ra. 

lt• [ ;r G~+)(k;r.s)-i(k-flGl+)(k;r.s)] •O r--
La representaclOn (47) de una functOn de Green completa de la ecuaciOn 

de SehrOdinger radial (1) y sus propiedades enunciadas en los resulta­

dos anteriores se puede utilizar para demostrar la clausura o comple­

teJ30~e las soluciones (2) y (3) de (1) y tambl~n para obtener. la 

repres.entae i 6n espeetra l de la f une i 6n de Green <29> 

(52) 

con l•k>O 

Las soluciones v&vj(r) de (3) se escogen reales.<•> 
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Bajo las suposiciones (12), con m?O el conjunto de las soluciones de 

la dlspers16n u (k,r), ecuaci6n (2) y para t.odas las k,.() reales, y las .. 
eigenfunciones escogidas rea tes; que 

corresponden a los et~lenvalores k•v de la ecuacton de ondas radiales 

(1), for!Ran un slst.e•a ort.onorMal co,,.plet.o en el espacio L 2 (0,~)(30) 

Est.o significa que: 

•v (53) 

+ -.!o j!, v 1.vj(r) J dsv 1.vj(s)f(s)•f(r) 

pare t.odas les f (r) &L' (0,-),t.odas las "'v son finitas. 

Se cu~ple la relecl6n de ortogonalidad 

ts•a) 

y 
2 - • -;; ! u .. <k1,r)u 1.(kzr)dr=atk1 -k 2 l tS•bl 

pera todas les k 1 y kz reales. 

Como resultado de la cerradura de las sotuctones ftstcas del operador 

de ondas radiales y de la clausura de los arM6ntcos esf6rtcos se sigue 

la clausura de las soluciones esf~rlces de la ecueci6n de Schrddinger 

en R'. la que bajo suposiciones parecidas ha sido flcllMent.e deriva-

Los .. ~todos de la t.eorta de las funciones utilizadas en t•l 

aparentemente han sido usados hasta ahora sólo en el caso de un poten-

ctal local.y de un potencial no local sin lnt.eracciOn de Coulo•b. La 

aplicabilidad en el ceso de un potencial no local en presencia de una 

tnteraccton Coutomblana se vuelve esencial para la construccl6n de la 

funclOn de Green coMplet.a y para el conoci1Rient.o de las propiedades 
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del nOcleo resolvente R (k) en este Oltimo caso. 

A partir de las propiedades anallticas de la funciOn de Green como 

funct6n de k y de su representactOn espectral se aclara completamente 

la conducta de la mts~a G~(k) por lo menos en el semtplano superior de 

k excluyendo el eje real. Con ayuda de las ecuaciones (S). (6) y (51) 

se logra entonces hacer tambtAn una aftrmactOn sobre la presencia 

posible de polos de G,_(k) en la franja O ~lmk>-a-

Ade•as. por razones de simplicidad. nos restringiremos al estudio de 

los polos en los cuadrantes abiertos tercero y cuarto; esto es a los 

ll•••dos polos resonantes. 

Consideraremos ahora el desarrollo de Laurent de la funclOn de Green 

alrededor de un polo. 

Enun~taremos el resultado stn la demostractOn que se puede obtener de 

Sllllthles< 7 >. capitulo 111 y Marsden< 10 >, capitulo 111. ver también von 

der Heydt <•l. 

(+) 
Sea k 0 con Rek 0 ilO y O >lmk 0 >- a un cero de orden n de t.i. ( !<) 

t) Entonces G~+l(k). ¡u ,_(k)> y S ._(k) como funciones de k tiene un 

polo de orden n en k 
0

• 

ti) ¡u,_(k)s se puede desarrollar en serle de Laurent en ko 

(U&> • v•~nl•v>(k-ko} v (55) 

Entonces. los coeficientes de las potencias negativ•s en la 

serle d• Laurent 

(56) 
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s• pueden expres•r ••dtant• las funcion•s 

••0.1 ••.•• n-1 

Cuando el polo en k 0 

8& 
Gt<k) • ~ + 

con 

es si•ple. GL(k) se reduce • 

B (k-k )" • A&n 
V 0 ~ + fn 

(57) 

(58) 

(59) 

(60) 

(61) 

111) Las funciones l•-n+•> y lt,.> de (62) (m•0.1 •••• ) estln 

contenidas en Ga• Son linealmente independientes las funciones 

del multlplete finito l•_n>•···•l•-n+m> (m•0.1.2 ••• ) Y uno 

puede desarrollar en tfrminos de los primeros m+1. t•rminos de 

la serle de potencias 

(62) 

e invertir el desarrollo: 

(63) 

... 0.1.2 .•• 

(Ul 

iv) La funclOn l•_n>•l+0 >Y0 es. hasta un factor •ultiplicativo. 

la Onlca elgenfunciOn G<> del nOcleo KL(k 0 ) en g. 
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11.1 ESTADOS RESONANTES!_!!.!!! POTENCIAL !'!,2 ~ 

Co•o ya hemos mencionado en la primera parte. la dispersl6n no 

relativista de una partlcula sin spln. por un potencial que es la suma 

de un potencial Coulombiano. un potencial local no coulombiano y de un 

potencial no local de soporte no compacto es descrita por la •cuact6n 

Integral de Llppmann-Schwlnger: 

( 1.8) 

en donde F~(kr) es la funclOn de Coulomb regular en el origen y el 

kernel K~(k;r.s) esta definido por: 

K ( k; r, s ) - ¡-G ( • 0> ( k; r • s) u ( s , r • ) d s 
Jl. o l. Jl. 

~n donde a su vez G<•J1.<k;r.s) y UJl.(s.r•) son la funciOn de Green del 

potencial de Coulomb definido en 1.2 ecuaciones (6) y (7) y U~(s •. r•) 

contiene al potencial local no coulombiano y al potencial no local 

como se expresa en la ecuaclOn (2) de 1.2. 

Hemos tambl~n discutido el comportamiento de tos estados de la disper­

siOn que se comportan como la suma de una onda saliente y una inciden­

te en la regtOn asimptOtlca r+- de la ecuactOn de SchrOdlnger con un 

potencial de Coulomb. 

En los experimentos se presenta con frecuencia una sltuaciOn ftsica 

que corresponde a condiciones a la frontera que aOn no ha sido 

discutida y es descrita por los llamados estados resonantes. 

Un estado resonante o functOn de Gamow describe una situact6n ftsica 

en la cual. a grandes distancias. se observa una onda saliente pero no 
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llay una t'nda tnctdente. 

Un ejemplo de esta sttuactOn ftslca es el decaimiento radiactivo de un 

n6cleo atOmlcc o de cualquier otro sistema culntico localizadc. En 

este caso. el ststeML que lntctalmente es un nQcleo en un estado 

inestable. emite una part1cula; por ejem¡:0 lo una ca. (nOcleo de 4 He) y 

Qceda un nOcleo resldua~. El estado ftslcc del sistema antes de la 

deslntegraclOn se describe con ayuda de una functOn de ondas 

loca ll zada en una reglOn flnlta del espacio. Oespu~s de la 

deslntegraclOn. el estadc flsico ~el ststeme se describe con el 

prodccto de tres funciones de ondas: dos de ellas describen el 

movimiento de los nucleones er. el interior de la parttcula y el nOclec 

residual (dln6mlca interna) y la tercera. que es una onda saller.te 

~ura. describe el movtmler.to relativo de la parttcula y el 

residual que se alejan uno del otro. 

nOcleo 

Es esta onda saliente la que hemos llamado estado de Gamow. Por ello. 

la funclOn de €amow ~s una soluclOn de la ecuaclOn lntegrodtferenctal 

(1.1) que corresponde a la soluclOr. de la ecuación integral homog~nea 

de Llppmann-Scllwlnger. 

un &(kn,r> = !-1\.<;><kr:r.s)un L(kn,s)ds ( 11.1) 

cuyo kernel k&(+)(kn;r,s) esta definido anllogamente al de la ecuaclOn 

( 1.9) por 

( 11.2) 

Las condiciones a la frontera que satisfacen las soluciones de la 

ecuacl6n (11.1) son expllcltamente: 
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( 11.3) 

Solo para deter•lnados valores de k. en general complejos. es posible 

cur~lir las condiciones a la fror.tera (ll.3) 

Yn 
( 11.4) 

Cuando 

con 

la solucl6n un<kn.r> es un estado de Gamow. 

Las soluclor.es de estado ligado vm~(r) de (l.1) ta~bl~n satisfacen las 

cor.dlctones (11.3), pero en este caso la parte real del nOmero de 

o~d~s· es igual a cero y la parte tmagtnarta es positiva. lo cual 

stgntflca que, asimptOtlcamente, la functOn de o~das vm~(r) decae 

exponencialmente con r y que la e~ergta es real y negativa. 

La funciOn de Green G~~l(k;r,s) tiene la expreslOn 

F (kr ¡w<+l (kr ) 
---~---->- elºit(k) (l. 11) 

don~e f~(kr) es la funciOn de Coulomb regular er. el origen y i.:<:->(kr)se 

comporl:.a astm1=·tOtlcamente en r-- como una onda sal tente: 

( 11.5) 

despu•s de sutstituir la expresiOn explicita (1.11) de G~;>ck:r.r') en 

(ll.2) l• ecuaclOn integral (ll.1) puede ser escrita er. una forma mas 

explicita 



/-dsw<+l (kn, s) /-dtU .< s ,t )un "(kn. t l l ,. ( 11.6) 

De e$ta expreslon. y de las propiedades de F "(k,r) y de w~+)(k,r). e~ 

obvio que cuando las integra.les existen. u 0 1.<k., .r) se anula en el 

origen y que. astm~tOtlcame~te •. se porta como una onda saliente. 

Cuando la parte lmagtnarta del nOmero de cr.das es negettv&, F~(k 0 .r) y 

w~+)(kn,rl se portan aslmptlltlcamente come• ondas salientes de amplitud 

cree tente. 

r 
y=~ 

1 Y r eYnli12"nr 
F t.(kn,r) rZ-21'- e n 

r 
w<;>(kn,rl ,...= eYnr eYnlk"l2 itnr 

e =a(r--¡f¡,..-- 1.nr) - y1112kn - } ._,. 

el • (I 1.7) 

el• ( 11.8) 

De estas expresiones y de (Jl.6}, se sigue que la funclOn de Gamow 

un(k 0 .r), también se comporta astmptOtlcamente COMO una onda sal tente 

qu~ oscila entre envolventes que crecen exponencialmente cuenda r 

crece. 

Esta propiedad de unit<kn.rl no produce dlvergenclas en el miembro 

derecho de la ecuaclOn integral (IJ.6), debido a que las mismas 

condiciones sobre el potenc lal, ecuaciones ( l.12a) y ( l.12b). que 
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garantizan la eKlstencla de soluciones de la dlspersl6n y de estados 

l lgados de la ecuacl6n radial ( 1.1), hacen que el producto del 

potencial no local y la funcl6n de Gamcw sea a su vez una funclOn de r 

exponenctal•ente decreciente. 

Precisando. supondremcs que el potencial U~(r.r') es invariante 

respecto de rotaciones espaciales y la lnverslOn del ttem~o• y que sus 

partes local y no local estln sujetas a las condtctones (I.12a) 

discutidas en la secctOn anterior. 

Cuando se satisfacen estas condiciones el integrando en la ecuactOn 

(11.6) es convergente, dado que de acuerdo a (l.12a) y ( l.12b), 

cuando: 

( ll .9) 

el potencial no local U~(s.t) amcrttgua las osctlactones de F~(k 0 .s). 
w<tl(k0 .s) y u 0 Jk 0 .t),que son exponencialmente crecientes en magnitud 

cuando Jmk
0

<0, haciendo que las integrales sean ftnttas. Esto se ve 

clara•ente el Multlpllcar (11.1) por H (r), de este medo se o~tlene 
a 

que en la notaciOn usada en la primera parte queda como: 

• r-·c+> • un _<knrl • • ic .. (kn,r,s)un<k.,s)ds 

De la for•a explicita de la ecuacl6n Integral homogénea (11.6), (11.7) 

y ( 11.8) se sigue que. cuando \ tmkn\<c:s. unt.(k 0 .r) decrece 

exponenclal•ente 

que un 1.<knr) sea 

para valores grandes de r. De esta propiedad y de 

regular en el origen se sigue que es 

cuadrlt.lca•ente integrable (esta en L•). Se de111ostrara mas adelante que 



les e19enfunc1ones de le energte En y los nO•eros de onda 

correspondientes kn que son de relevancia par• este trabajo. son 

equ6llos pere los cueles la condlcl6n (IJ.9) es se~lsfeche). 
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N. von der Heydt< 4 >, ha demostrado que, cuando el potencial satisface 

las condiciones (1.12) e lmk?-a, la traza del kernel K~+)(k;s,t), y el 

deter•inante de Fredholm 

( 11.10) 

existen. 

Las soluciones de la ecuactOn de Ltppmann-Schwlnger (11.6). existen 

cuando n es igual a uno y el determinante de Fredholm se anula. 

Esto se puede ver del stgutente argumento: el primer menor del 

determinante de Fredholm ML(k;s,r 0 ) sattsace la relaciOn tntegral 

lla•ada Segunda RelaciOn Fundamental de Fredholm<i 1 > 

ML(k;r,r
0

) .nAL(+)(n,k) + n (;i+)(k;r,s)ML(k;s,r
0

)ds (11.11) 

cuando 6L(+)(n.k) es cero. esta ecuactOn se reduce a la ecuactOn de 

Fredholm homog&nea 

( 11.12) 

La condtctOn de que 6~+l(n.k) se anule define a n como una funct6n de 

k N 
i~l (1-n(k)ai(k))•O ( 11.13) 

las m1 (k) que aparecen en esta ecuactOn son los etgenvalores del 

kernel \(+) (k) 

Se considerara primero el casa en que k tiene un valor fijo con lmk~-a. 

cuando A~+>(n,k) tiene un cero simple, n(k) es igual al inverso de uno 

de los eigenvalores, diga•os ªi- 1 (k). 
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SI "-,_l+)(k) tiene N diferentes elgenvalores, nlkl tienen ra••s co•o 

funcl6n de k. 

Ahora. haciendo n Igual a uno en (11.3), esta condlcl6n solo se 

sattsace para algunos valores kn del nQmero de ondas k. con kn~-o. 

y en k•k 0 • uno de los elgenvalores es igual a uno 

En este caso. la ecuaciOn (11.12) se reduce a la ecuact6n de Ltppmann­

Schwlnger homcgenea (11.6), mcstrando que la funclOn de eamow unlkn,rl 

es igual al primer menor de Fredholm evaluado en k•k 0 • Cuando el cero 

de ,.~+) en k=kn es simple solo hay un elgenvalor "'i lknl que satisface 

(II.15). La correspondiente funcl6n de Fredholm w,_ 1 lkn,rl es entones 

igual a la functOn de Gamow. 

( 11. 16) 

Entonces. a cada cero simple de 6~+) (n ,k) le corresponde un estado de 

eamcw. Por otra parte, en vista de que la ecuaclOn (ll.1C) puede 

tener varias ratees dlferentes.k
0

, y el mismo elgenvalor m1 (k) puede 

tomar el valor uno mas de una vez. pueden existir varias ·funciones de 

Gamcw que provengan de lb mtsma etgenfunctOn de Fredhol• c~ando el 

eigenvalor k correspondiente es igual a cualquiera de las kn que hace 

a "' 1 tk) igual a uno. Se puede decir que todas estas functones de 

Gamow pertenecen a 1 a m 1 sma rama de n( k). 
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'11.3 .!!,. ~.!!_!.LA FUNCION ~ ~ 

El dual de la funciOn de Gamow se obtiene de las simetrtas del 

kernel "1(+)(k;r.s). Recordemos primEro las propiedades de simetrta de 

la funciOn de Green: 

(11.17) 

y 

( 11.18) 

a partir de estas relaciones y de la hermiticidad del potencial, se 

sigue que: 

(11.19) 

lo cual im¡:lica que el determinante de Fredholmy la funciOn "(k) 

satisfacen una relaciOn similar 

Al+) ( k) = A!+)* ( -k * ) 

n(k) =" *<-k*) 

( 11.20) 

(11.21) 

Estas relaciones sugieren que se tome el complejo conjugado en amtos 

lados de la ecuacl6n (11.6). que se camtle k por -k* y haciende uso de 

(11.12), se obtiene: 

u~t. (-k 0 *:rl ( 11 .22) 

lo que deMuestra que. cuando un ~kn.s) es una eigenfunctOn derecha de 

K!+)(k;r,s). u~,_(-kn*;r) es una eigenfunciOn izquierda de 11.~+)(k;r.s). 
Entonces, la funciOn adjunta un.<kn,r) de la funciOn de t::amow es 

proporcional a un,_<-kn*;r) y sin perder generalidad se puede poner: 
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( JJ.23) 

En el caso de parttculas sln spln. el potenclal es una funcl6n real, 

sl••trlca de sus argumentos, y G~!)(k;r,s) tambl•n es sl••trlca; por 

lo cu•l (IJ.22) se puede reordenar para dar la ecuacl6n: 

(JI. 24) 

que es la •lsMa ecuacl6n que (JJ.1). Por esto. para part1culas sin 

spln, la funcl6n de Ga•ow es proporcional a su adjunta. 

sln perder generalldad se puede es~rlblr: 

., 

Nueva•ente, 

(JJ.25) 



11.• NORMALIZACION _!!! ~ ESTAOOS ~ ~ 

En lo que sigue se demostrara que el residuo de la funci6n de Green dy 

la ecuaci6n radial (1.1) en un polo sim~le localizado en el cuarto 

cuadrante del plano k. es el producto de las funciones de €amow 

Un1.<kn.r>un1.<kn.r•) por una constante que es igual al inverso de la 

integral de normalizaci6n de la funci6n de ~amc~. 

Antes que nada. con el fin de evitar com~llcactones lnnecesartas en la 

escritura, se introducirl la siguiente notaci6n slmpliflcada: 

Ahora bien. 

11 ><g 1 • j ( k. r) g ( k, s) 

<l\g> = J-¡(k.r)g(k.r)dr 

~~+) \j > • j-ds~<~>(k;r,s)j'(s) 

</\.,."'{+) ... j-ds)'(k,s)l\.(~)(k;s.r) 

la funct6n de Ereen completa o resolvente de la ecuact6n 

lntegrodiferencial (1.1) satisface las ecuaciones de Lippmann-

Scht111lnger. que en esta notaci6n se escriben corno: 

6~+)(k) -G(+) 
o& (k) + ~ ~ +) ( k )G ~ +) ( k ) ( 11.26) 

y 

G~+)(k) -G(+) 
OI. 

(k) + G~+)(k)~(1)(k) (11.27) 

N. von der Heydt<•l ha demostrado que en ausencia del potencial de 

Coulomb. cuando el potencial no local Ua. satisface las condtctones 

(l.12a) y (J.12b), a\:,.l(k). como funci6n de k, es una funci6n 

meromorfa en el semlplano lmk=--a. Cuando a es flntto, G\.•>(k) t.lene .. 



• lo •as. un nQmero finito de polos en dicho semlplano. los cuales se 

localizan precisamente en donde estln los ceros de 6~+l. 

Para von der Heydt. el caso coulombiano corresponde a a•O. La franja 

tiene ancho nulo. Hay un punto de acumulaciOn de ceros de A~+) en 

k•O. 

P•ra nosotros. ademls de estas singularidades. la franja tiene ancho 

finito y contiene singularidades que son patos. El n6mero de ~stos es 

finito. Ade•ls. la •ultlfor•tdad de las funciones de wntttaker es 

neredada por la funcl6n de Green. 

Cerca de un polo complejo. localizado en k•kn• ~ i•l puede ser escrtta 

( ) Rn._<kn) 
G 2. + (k) • k-kn + Fn(k) < 11.ze) 

siendo la funcl6n Fn(k). co•o funct6n de k, regular en k•kn• 

Con el fin de obtener una ecuaclOn integral para Rn, se substituye 

(11.28) para G<t>(k) en (ll.26). se multiplica a la ecuacl6n 

resultante por (k-kn) y se toma el ll•lte cuando k ttende a kn• de 

esta forma se obtiene la siguiente ecuaciOn: 

(ll.Z9) 

Esto es precisamente la ecuaclOn integral homog~nea (1.9) que satis­

face el estado de Gamow 1 unJkn)>. Cuando el cero del determinante de 

Frednolm en k•kn es stmpte. la soluct6n de (ll.Z9l es Ontca. nast• una 

constante •ulttpltcattva.< 35 > por constgulente Rn(knl es proporcional 

al estado de Ga•ow. 

(ll.30) 
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Para encontrar una ecuact6n integral para <Jn1 • se procede de manera 

si•ilar. Se substituyen (11.28) y (11.30) en (11.27). entonces se 

multiplica la ecuaciOn resultante por (k-kn) y se toma el 

cuando k tiende a kn para obtener: 

(11.31) 

llml t.e 

Oe acuerdo con esta e1tpresion. •ln<knll es proporcional al dual del 

estado de Ga•ow. y como el dual del estado de Gamow es igual al estado 

de Ga•o•. < ln<knll es proporcional al estado de Gamow. Con estos 

resultados se obtiene que cerca de sus polos simples. situados en el 

cuarto cuadrante del plan~ k. 

co•o: 

la funci6n de Green puede ser escrita 

Con el propOslto de encontrar una expresiOn para la constante en• es 

conveniente e1ttender la validez de la expresiOn (II.32) de tal manera 

que las funciones en el numerador del t~rmino regular~ estén definidas 

para los valores del nOmero de ondas k en un entorno finito de k 0 en 

el se111iplano IMk>-a. y no solo en el punto k
0

• Esto se puede conseguir 

sustituyendo en (11.32) al estado de Gamo" 1 u 0 L(kn)> por la eigenfun­

ct6n de Fredhol• que es· igual a este estado cuando k tgual a kn. Para 

si•pllficar la notaclOn se llamara a esta eigenfunciOn de Fredholm 

ta•bl6n 1 un 1.<k) >. teniendo en cuenta que. cuando otro est.ado de Gamo• 

lu.,_(kn) > pertenezca a la mlsma rama de n(k). entonces 1 u 0 L(k)> y 

1 u.,_(k)> son la •is•a funcl6n. 
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(l 1.33) 

La funcl&n Fn(k) que ~or deflnlci&n, es la dlferencla de la funcl&n de 

Green G~+)(k) y del tl!rlftlno slngclar en (lJ.33) se reduce a Fn(k) 

cuando el namero de onda! k en el argu~ento de la elgenfunctOr de 

Fredholm es lgual a kn. 

De la ecuacl&n de Llpplftann-Sch~lnger (11.27) se ottlene la slgulente 

re 1 acl&n: 

( 11.34) 

recordando que l~n&(k)• es una solucl&n de la ecuacl&n de Fredholm 

holftogl!nea (11.12), esta expresl&n se reduce a: 

(JJ.35) 

Ahora substituyendo la expresl&n (11.33) para ~+) en esta ecuacl&n. 

se obtiene: 

( 11 .36) 

tomando e 1 l 1ml te cuando k tiende a kn. y recordandc que n(k.,) • l se 

obtiene: 

( 11.37) 



Esta expresl6n aQn no esta.en la forma deseada. ya que contiene a la 

derivad• del elgenvalor de Fredholm. 

La derivada del elgenvalor de Fredholm n_,(k). puede ser calculada 

f&cllmente. Primero se multiplica la ecuacl6n de Fredholm (ll.12) por 

<un Jl.( k) IU l. por la 1 zQu lerda y se obt. lene 

a partir de aqut se obtiene la Identidad 

( l J. 38) 

Derivando re~pecto de k en ambos lados de esta ecuaci6n se ob~tene 

+ 

si ahora simplificamos el numerador con ayuda de (11.12). no~amos que 



>-

se anulan. 

De este •odo. se obtiene 

(II.39) 

La derivada de la funcl6n de Green puede ser obtenida de la 

representacten espectral 

etgenfunclones del problema 

oo<•~!kl =-Zk 
ak 

y la relaclOn de cerradura 

de Coulomb (l.53), se obttene: 

J-G~~) (k: r, s )G~~) (k;s ,r • )ds 

• aG~~) (k) 
Cu•ndo esta expresten es substituida para a1' en 
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(11.40) 

( 11. 39) y. 



recordando que 1 u,., (k) >es la etgenfunclOn de Fredholm con elgenvalor 

.,- 1 Ck). el resultado se slmpllflca con la ayuda de 

obtenl•ndose que: 

d 11(k) 

~ 

Ahora. susbstltuyendo este resultado en (11.37) y tomando el 

cuando k tiende • kn• se obtiene finalmente: 

ilm [ J .. 
k•kn 

u'n1.(kf..r)dr] 

(ll.12). 

( 11.41) 

l lml te 

(11.42) 

Caben aqul dos observaciones, primero, en (11.42) se ha hecho uso de 

la Igualdad de la elgenfunclOn de Fredholm con su dual. Segundo. la 

Integral que ocurre en el denominador de (11.42) se define del modo 

slgulente: el integrando u~Jt.(k•.r). como funcl6n de k; se define con 

k+ en el semlplano superior del plano k. despu6s de que la integral se 

ha hecho. la funcl6n de k resultante se contlnOa analttlcamente hasta 

el punto kn en el semlplano Inferior del plano k. El l lml te no puede 

ser tomado dentro de la integral porque en ese caso la integral no 

exl st.e. 

Cuando la expreslOn (11.42) es substituida por en en (11.33), y se 

integra en ambos lados de la ecuaclOn a lo largo de un contorno 

cerrado que contiene un solo polo de G era k=k 0 • se obtiene: 

11• e¡- u;, J!.(k•;r")dr"] 
k-kn • 

( 11 .43) 

el contorno de lntegraclOn C encierra un solo polo de GC+l. 
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Se slgue de aqul que la regla adecuada para la normaltzact6n de los 

e5~edos de Ga•ow es: -ll• J u;, .. ck•;r)dr • 1 
Pkn • 

Hernlndez y Mondragen<2~. han demostrado que, cuando el estado de 

Ga•ow "estl deflnldo para un potencl•l cortado de alcance A0 , (11.44) 

se reduce a la condtctOn de normaltzactOn dada por Hokkyo. Romo. y 

Garcla-Calder6n y Pelerls< 2 >. 
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11.5 DESARROLLO!!!.~ FUNCION .Q!_ ~ !..!! TERMINOS .Q!_ ESTADOS LIGADOS. 

RESONANTES !.. ESTADOS .Q!. ~ DISPERSION 

La funct6n de ereen de la ecuact6n de SchrOdtnger ccn un potencial no 

local puede ser desarrollada en etgenfunctones de la energta 

correspondientes a etgenvalores de la energla. tanto negativos come 

complejos. mas una integral sobre estados de la dlsperstOn con número 

de ondas com~lejo. Un resultadc similar al nuestro es bien conocido 

para el caso de ~oter.clales locales de corto alcance(l3)_ 

La re~resentactOn espectral de la funct6n de Green de la ecuactor. 

radial ccn un ~otenclal no local (1.52) es: 

cu ande 

(l.12b), 

ni111e1 
( 11.45) 

el poter.clal no local satisface las condiciones (l.12a) y 

G(+)(k;r.r') come fu~ctOn de k. es meromcrfa en el semtplano 
~ 

IMk>-a y. cuando a es finita. tiene. a lo mas. un n6mero finito de 

pelos en la franja o~-lmk<a. En el semtplano l•k~O. puede tener polos 

solo en el eje lmaglnarto positivo o en el eje real. Cu ande k-0. 1 os 

polos son sl•ples. En el caso de extstlr un poto en k=O. •st.e puede 

ser slm~le o doble< 5 ). Este com~orta111tento de G l•> corresponde al 

caso en que s_<•> es 1• funcl6n de Ereen para la ecuacl6n de 

SchrOdlnGer de una porttcula llbre. 51 conslderatnos ahora la 

presencia de un potencial coulombiano y separamos el protle•a de 

manera que G~~) sea la funclOn de Green para est.e Olt.itnc ~ot.enclal. 

ent.or.ces G~+>. ta funciOn de Green cc•plet.a. t.endrl ade1WAs las 
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singuleridades provenientes de los estados ligados del potenclel 

coulo•blano y el corte que se extiende dEsde cero hasta - -en el plano 

k debido a I• •ultifor•idad de G~:>. 

El contorno de integraciOn de la ecuaclOn (11.45) se puede deformar en 

el se•tplano tnfertor. como se ~uestra en la figura 1. 

Cuando el contorno deformado cruza sobre estadcs resonantes. el 

teorer.a del residuo, y la ecuaclOn (11.43) dan: 

( 11.46) 

en donde vn .. (r) son las eig•rnfunclores de estados ligados 

ccrrespondtentes a etgenvalores de la energla ne~attva. un~(k 0 ;r) son 

las funciones de Gamow correspondientes a elgenvalores de la energ1a 

cor.piejos y+ .. (z;r) es una funclOn de la dispersiOn con nOmero de 

ondas z co•~·leJo. Soluciones d~rechas e izquierdas de la ecuactOn de 

di spers 1 On han sido distinguidas por una tilde en la soluclOn 

izquierda. La dlstlnclOn se hace debido a que cuando el nOrnero de 

ondes es cor.~lejo, I• soluciOn izquierda no es Igual a la hermltiane 

conjugada de la soluciOr. derecha. 
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Fig. l. 

)1 

--l 
El contorno de 1ntegr•c16n e sobre el cual se hace 
la integral de la ecuaci6n (II-46) consiste de dos 
tra1110s de recta: El pr1111ero parte del origen con 
pendiente -1 y llega hasta lm k•-a+c a part1r de 
allf cont1n6a en el segundo que va paralelo al eje 
real y a distancia -a+e de Aste hasta +--1(a-e). 



11.6 DESARROLLO .!!!. ~ FUNCJON 2 TERMINOS .!!!. ESTADOS LIGADOS. 

RESONANTES :!. ESTADOS .!!!. .!:,!. OISPERSION 

En esta seccl6n se demostrara que una funct6n de cuadrado tntegrable 

arbttrarta puede ser desarrollada en t~rmlnos de un conjunto de 

funciones que contienen estados ligados y resonantes y un continuo de 

.. stados de la dlspersl6n con nOmero de ondas complejo. 

Empezamos por recordar que el conjunto ortonormal de estados llgados y 

de soluctones de la dlsperst6n de la ecuacl6n radial de Schrddinger 

(l.,) es un conjunto completJ~l 

Esto ha stdo demostrado para potenctales no locales en ausencia de un 

potencial de Coulomb. por N. von der He1dt<"~ajo condiclones generales. 

En el caso en que haya un potencial de Coulo•b. las relaciones de 

completez y cerradura siguen siendo validas. entonces para cualesqule-

ra dos funclones de cuadrado lntegrable. • (r) y x(r). 

relacl6n es v61lda: 

en donde 

1 

ºJ • *cr> x(r)dr • n~o s:1 <•\vnt.s> <vn1.slx> + 

.f- <•l•.<kl> < •.<kl lx>dk + 

la stgulente 

(l l.47) 

(11.48) 

(11.49) 

( 11.50) 

( 11.51) 

En esta expr~sl6n. la funct6n v0~ 5 (r) es una soluc16n de estado 
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ligado d1< la ecuac 1 On de Schrtld i nger (1.1) que corresponde a 

etgenvalores de la energla. E
0 

negativos. y es tambt~n sotuclOn de 

la ecuaciOn de Lippmann-Schwlnger hcmDgénea (11.1 ). La f'unctOn 

•~(k.r) es una onda parcial de la dispersiOn Que es soluctOn de la 

ecuaciOn radial (1.1). que es también sotuctOn de una ecuactOr. de 

Llpp~ann-Schwinger inhomcgénea. 

Ahora bien, de la representactOn espectral de la functOn de Greer para 

partlculas incidentes y salientes se sigue que la integral (11.47) es 

igual a< 3 &l: 

( 11.52) 

-)-C'2"la (.I- • *<rl @J .. > (k;r,r' )-GJ- 1Ck;r,r' !Jx (r' )drdrj dk 

La functOr. de Green para parttculas incidentes, G1!.(- ) • no tiene 

s1ngu:lar1dades en el semlplano inferior k. salvo aquellas 

correspondientes al poter.clal coulow.blano que aparecen sobre el eje 

tmagtnarlo nesattvo, mter.tras qce la furctOn de Greer. para partlculas 

saltentenot1enepolosen esa parte del plano. como ya se ha explicado. 

El contorno de integraciOn de la ecuaclOn (11.52) puede ser deformadc 

en el semiplano inferior como se ~uestra en la figura 1, y cuandc el 

contorno deformado C cruza sobre ~olas resonantes. el teore~a del 

residuo y las ecuaciones (11.43) y (ll.44), dan: 

.r<•t•L<kl>< •L Ck>lx> dk • 

• ( • <r>un.ik• ;rld~ kn [I.- un _ck•;s>x<sld~ 
estados [ :J 

resonentes 

(11.53) 
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Coftlc •(r) y x(r) sor. funciones arbitrarlas, la dlscusll!r. anterior 

justifica el escribir el desarrollo: 

X (r) • I_ 
est•dos 
ligados 

Los coeficientes del desarrollo estln dados por: 

<vnuz.lx> • J v111 &(r)X(r)dr 

<un&lx > = [!-un &(k+;r) x(rldf]k•kn 

< •& (z) lx> = [J •& (k;r)X(r)dr]k•z 
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111.1 .!!fil? PRACTICO !!.fil:. DESARROLLO!.,!! ESTADOS DE~!!!,!!!! EJEMPLO 

REALISTA 

En esta parte se demostrara que el formeltsmo discutido anteriormente 

es Otll en la descrlpclOn del comportamiento resonante observadc en 

las colisiones de sistemas com~uestos cor. una estructura interna que 

da lugar a una tnteracci6r. efectiva ne local. Con este pro~Ostto 

dtscuttrl. •~Y brevem•nte. la captura radlativa directa de 1 He por 1 H 

en el prl•~r estadc eKcttado de 
. 
Ll. 

La se ce ton d i f eren e 1 a 1 par a captura directa del conttnuo a 

estados excitados de ta reacclOn 

esta dada pcr ta expreston( 19 l 

Ky es et nO•ero d~ ondas de la radlaclOn Y (fotOn). En esta eKpreslOn 

P es la polartzactOn circular de la radiaciOn Y. v e! la velocidad 

relativa de ªHe y 1 H. JHe Y JH son los sptnes de •He y • H 

respectlva•ente e y f se refieren a los estados del conttnuo y 

ltgadcs respectivamente. 

El hamlltonlano H~nt de la lnteraccton para ta radlaclor. dtpclar 

e16ctrtca es(3): 
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z.,e z., 
em ( iiij¡- - iliij " 

( 111-2) 

" 
E 

" 
En la f6rmula (111.2), e es la carga e~ectrlca del electrOn, 

es el nQ•~ro de protones en el nOcleo de ªHe. 

crotones en el ~Ocleo de *H. es el nOwero cuantlco magn6tlco de la 

radlacl6n. m e~ la mesa reduclja de He y H 

i>~1 >;<• y• e Y.o) son los elementos de las matrices de rotaci6n en 

funcl6n de los lngulos que describen la dlreccl6n de la ••ls16n del 

raye gamma con respecto del eje del haz lnclde~te y las cocrdenadas 

(r. e,,¡,) especifican el vector de poslcl6n relativa i' del st.stema •tte­

*H en el mE.rco de referencia de.l centro de masa. La func16n •E1 (r} es 

la parte radial del operador del dipolo electrlco qce se expresa co•o: 

[(p'-2)sen p+ 2pCOSp] (111.3) 

Para simplificar la escritura lntroduclmcs la notac16n: 

e, • -~ ( 111-4) 
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c 1 ~s proporcional al momento dipolar el~ctrico dEI sistema ªHe y ªH. 

Entonces. el HaMlltoniano ~e la interacciOn se Escribe como< 18 >: 

( 111-5) 

en esta expresi&n. tos angulo~ (+y. o'Y) especificar la direcctOr: de 

salida del fotOn y no dependen de las coordenadas nucleares. 

En consecuencia el elem~nto de matriz nuclear se factoriza 

As[ pues. para obtener la secclOn de captura radlativa se deben 

evaluar los eler.entos de matriz 

(111-7) 
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111.2 ELEMENTOS !!_! ~ ~ OPERADOR DIPOLAR ELECTRICO !.!!!!!. ESTADOS 

~CONTINUO.!.~ LIGADOS 

La evaluact&n de los elementos de matriz que a~arecen er. la exprestOn 

para la secclOn diferencial se ~uede reducir a la e~aluacl6n de una 

su~a de productos de integrales dE funciones de las ~artables 

angulares multiplicadas por integrales sobre la variable radial. 

Las integrales sobre funciones de los lngulos se hacen fAcllmente 

aprovechando las propiedades de las etgenfunctones del •01r;ento 

angula~~O) Las Integrales radiales contienen la lnformaclOn dlnlmlca y 

por lo tanto. al estudiar su comportamiento co~o funcion~s de la 

energla. se puede exhibir la conducta resonante de la seccl&n. 

Para evaluar los elemer.tos de matriz 111-7. 

de ondas de los estados Inicial y fin•!. 

necestta~os tas functones 

Suponemos que el estado 

f lnal es 

de!=.cribir 

el prtme-r estado excitado de 
. . 

L i • Este estado se 

co~o form~do por dos cOmulos (ªHe-'H) ligados 

puede 

cuyo 

rrovimiento relativo se describe cor. la funct6n de ondas siguiente 
1 

8 L 1 e < L, J1 ; ,;, ,- e, e >Y ~1- 8 
.: 

Los nOmercs cuar.ticos del primer estado excitado de 6 Lt son 

Jj • 3 

L • 2 

= + 

T = O . , 

( 111-B) 

~ es el coeficiente de ~rocedencia fracciona! de la ccnfiguracter. 'He 
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ESlA llSts 
WJI ll ll ·- .. lllUltECa 

• ªH en la functOr. de ondas com~leta de Lt•. en esta expresiOn 

el coeficierte de prece~encia fraccional de la particiOn ~.3~ 

e • 1 

en 

es 

la 

functOn de endes de Li* ses el spin dE·l estadc final. que en el 

caso que nos interesa es igual a 1, L y Jf son los mementos ang~tares 

orbital y total. respecttva~ente. del estado final. 

En la translci6n dtpolar etectrica se deben cuwpttr las stgutentes 

reglas de seleccion< 18 l 

llJ = :!:1 ·º 
AJ. • !1 ,O 

no o -. e 

no O -. O 

debido a que 6 L1 es un nQclec 

autoconjugado, y 

AS•O 

porque no se ~an to~ado en cuenta los términos de sptn en Hint pues 

son muy peq~eftos. Como el estado final tiene S•1, esta Oltima re~la 

sug~ere que la funct6r- de ar.das del estadc inicial tenga tambt~r. s:1 

(el singulete s•O no ccntribuye). 

Asl pues el ettado lnlclal se debe por.er ccmo 

en dor.de 

UJ ll.(kir) 

... , 
f I 1 t. e (a1. -Oo ) 1..:-0 J• lt.-11 " 4tt(2•+1)" C(I. 1J;01'.i )x 

l (111-9) 
M· • • 

X UJif. (kir)~J\tl;CMi(ki ºr) 

1.1 · Mi (k ºr) es el armOnico esfArico vectorial 1 J 1 t.1 ;O M l i 
es la funclOn de cndas radial del estado inicial. 

y 

Substituyer:dc (01-9) y (111-8) en (111-6) y esta Qltlma en (111-1). se 
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obtiene l• siguiente expreslon p•r• la secclon diferencial 

da 3wª llª [ r 
?fi" • trn:zs+nr. : J 

x C(t.1.J;111,_1'i 1 ) C(t.'1 .J'; •,_•M 1 ) ( J¡. 
-M¡ 

xy~:(k)Y~.lckl }] "MrM(k·,) 

~ I. { 
~· ~ .. 

1 J)( .J¡. 1 

MJ-M M. -M.j. ..., _M 

Hemos expresado al arm6nlco esf'~rtco vector.tal como 

y 

yºo~·~> .. ti;., .. 

J') • ... 
(111-10) 

(111-11) 

las integrales angulares se hacen usando las tecnlcas conocidas del 

algetra de •omentos angulares~ 2 0) 

Las Integrales radiales Q1..J se definen por la expreslOn siguiente: 

( - , ) .. , - "1 ( .. ., 1 
_,., µ 

• i l.+1 

a su vez "M¡-M(kyl se define come 

"M¡-M(ky) = ~¡~(I);¡- M,P (ky) 1• 
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111.3 RESONANCIAS 

En el canal de entrada. la interacctOn nuclear er.tre el nOcleo de 

helio 3 ('He) y el tritio ('H) puede producir resonancias. las cuales 

se ponen de mantftesto en la dependencia con la energta de la parte 

radial del• funciOn de ondas del estadc Inicial. En la parte 11 de 

esta tests se h• indicado como se puede exhibir esta conducta 

resonante haciendo un desarrollo de la functOn de cndas en t.Armtnos de 

estados ligados. estadcs resonantes y una parte residual o fondo. A 

conttnuact6n se explica como se ~uede usar este m~todo en el ejem~lo 

que nos ocupa. 

En el caso en que et potencial efectivo que actOa entre ªHe y 1 H no 

sea diagonal en el momento angular total i. por ejemplo en el caso de 

que haya fuerzas tensortales entre ªHe y ,H. las funciones radiales 

u&(r) de la •ls•e J y la misma paridad satisfacen un sistema de 

ecuaciones acopladas 

u<Jj_ 1 (r) • u<-> J-i (kr) e- 1 "J-1 + 

+ • f .f <io&(+)(r,r•) C V (r'.r")u(J) (r") 
&•J-1 J-1 .J-1 J-1 

+ VJ-,,J+l(r•.ru)u(J~+l(r">:::I dr"dr' ( 111-14) 

El sistema de ecuaciones (111-14) se ~uede escribir en forma mis 
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compacta y ccnver.tente en 

y una •atrlz de 2 x 2 

V 1:J-1 .J-1 

\ J+1 .J-1 

En el caso que ncs interesa 

e 
<t> (r.r') 

( ) -S-1 
G + (r r •).. 

OJ • 0 

o 

G <t> (r.r') 
t. -S:+1 

des co•pcnentes: 

(111-15) 

(111-16) 

(111-17) 

c
0

\+l (r.r') es la funclOn de Green del problema de Coulo•b (ecuaclOn 

(1.6)). 

El slSte111a ( lll-14) se reescribe co1T.o: 

!'(J)(r) a u
0
<-» (r) + { f- G(+) (r r')V(r r")u(J)(r")dr'dr" (111-18) 

-.. "i;. D Cll ..,,, OJ • • "" 

la ecuaciOn de Lippmann-Sch~lnger (111-18) tiene una soluclOn for•&l 

en tfrmlnos de la funciOn de Green G~+) del probler.a cow.pleto 

(111-19) 

La funclOn de Greer. ¡f+>J satisface cna ecuaclOn semejante a (111-18) 
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en la que ~o(+) aparece er: lugar de ~ ( - >. 

El M6todc explicado en la parte 11 de este tra~ajo se generaliza de 

Manera lnMedlata a este caso y permite desarrollar la funclOn de Green 

&(+)J(r.r•) en elgenfunclones de los estados ligados. estados de Gamcw 

y un continuo de funciones de la dlsperslOn. 

+ I 
A 

resonancias 

+ J 
e 

I 11. ( r) 1 ~n t r' ) + 
118ados nJ ~y;; .r 

, 
,\!AJ( r) Y'"-T,;" 

( 111-20) 

en esta exprest&n. ~ son las ••trices .renglOn adjuntas de las •atrtces 

columna ll.J • 

Los estados ligados y los estados de Gamow satisfacen una ecuacl6n de 

llppmann-Schwlnger homog6r:ea 

y los estados de la dlsperslOn satisfacen un~ ecuaclOn de llppMann­

Sch~tnger lnho~og~nea 

~J(rE) = 11.á-) (r,E) + J- f'G(.+~(r,r')~(r'r")~(r;•E)dr'dr" ( 111-22) 

El desarrollo en estadcs de Ga•ow de uJ• se ottter.e substttu~•ndo 

(111-20) en (111-19) 
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.\!(J) (r) • .\!~ -) (r) + r 
l lgaaos y n 
resonancias 

+ f ~J(r,c) ~ C(c) 
e 

. en esta expreslOn, bn y C(c) son 

y 

( 111-23) 

(111-24) 

C(c) • [ f f ít J(r,E•)v(rr')u~ - ) (r')dr'dr] E=t;(lll-25) 

SI nos fijamos en la componente u~._ de ~(Jl, la ecuactOn (111-23) que­

da co•c: 

+ 

+ f 
e 

i: 
n UJn (r) ~-

2. ~n 

(111-26) 

Para ottener una for•a explicita para la funci6n de o~das substituimos 

este resultado en la ecuaclOn (III-9) lo cual nos da 

(res) ) fi"I' •· ( r • 2w,Jg .. .. ... Í I {la. e 1 (ªl.-ªº > e ( ~ 1J;m.M
1 

) x 
J·r1.-1 ~ 

x ~1.J el•1. (el) r,_J!n<el>u1n)J(r)~ ~1.'''"1."t<';.> ': .. • (k)} 

+ • Beckround 

En esta expreslOn se ha usado la notac1en 
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(el) ·-'f..~ nr. 
J 

(111-28) 

en donde 

( 111-29) 

La deflnlcl&n de la sem1anchura ellstlca rr.l (el), lmpllclta en la 

exprestOn (111-2@) cotnctde con la defintctOn normalmente usada en los 

libros de texto come ha stdc demcstrado por Deborah ~ Watsor.< 25 >. 

SI sutstltulmos ahora (111-27) en (111-6) ottenemcs 

l. 1.+l 
'< '< {ji. el(O¡,-Oo) X 

m1.L1. J~\1.-1\ 

• 4'1.j (el) t 
C(l.1J;m1,M1 l x 1 e e, -¡-:Er.J- r (el) 

X pj:)(~);(ky) ~1(k)} (111-30) 

El t~rmtno del fondo no se ha tomado en cuenta. pues en la vecindad de 

una resonancia su contrtbuctOn a la secclOn es com~arativamen~e mLy 

pequefta. 

El teorema de ~lgner-Eckart permite factortzar la dependencia del 

elemento de matriz nuclear en los nQmeros cuanticos magnéttcos< 16 > 

" 
( 111-3,) 

M•lll 1.+ Mi (111-32) 
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A su vez. este elerner.to de matriz se puede reescribir si se define la 

se•tanchura radiatlva por 

Esta expresiOn coincide con la definiciOn coman de la anchura 

radiativa. tal cow.o se encuentra. en el texto de G.R. Satchler(ZZ) 

Con la definlciOn anterior. la expresiOn (111.31) da 

X ( 111-3•) 

Si se substituye esta expresiOn en (111-30) se ottiene 

E-E 
~ .J (111-35) 

X 

La regla µ•M#-M. 

sotre " 

tmpllcita en el slmt•olo de 9j permite hacer la suma 
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.. st+l 
¡ 

m 1...--- a. JJ ¡ ._ 1 1 {./ 3 (2J+I) 

X t'- +1 el ~stJ(el > r•(el >r 1 (y ) x 
JtJ JtJ - L I J;f -r-r.-;:,-----

J ->Y'"f<k>> " .. 
c pj)l1 )" (k) ] 

M¡-MP 
( 111-36) 

Substituyendo esta expresiOn en la fOrmula para la secctOn de captura. 

eq.(111-1), se ob~tene 

X l .. +1 

J 

"1-

¡ .J. {m-;r+n ( - 1 J J¡ _..., • 
mst -

>Y'".Uit> 1• .. "1 ~(1)" (ky >1' . "r"· p 
( 11-37) 

La su111a sobre P es tnmedtat•. ya que P solo aparece en la matriz de 

rotacten. dando un factor 

ª·M, .. -M(ky l • ¡P 1~(1)• (ky >I • 
, • MJ-M,P 

.Cuando ~ara cada (l.J) hay una resonancia que dcmtna a los otros 

t•r~lnos de la su~L sobre n. se conserva solo el t~rmtno dow.tnante en 

111-37. 

Can el objeto de aligerar la notaclOn y hacer la suma sobre 
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proyecciones del spln usar• la abrevlaclOn 

Esta deflnlclOn de Q(rt~>es ccnslstente cor. (111-12) por lo que al 

substituirse en (111-37) se ottler.e de nuevo la ecuac!On (111-10) para 

la secclOn diferencial pero con Ql.J dada por la ec. (111-38). En 111-

38 ro se ha •scrito la contribuct6n que proviene del fondc 

<taackground> pues esta es pequena ~n comparaclOn ccn el término 

resonante cuando E~ Re E~J· 

Eligiendo el eje Oz. respecto del cual se cuantiza tas proyecclones de 

los mo•entos angulares. en la dtrecctOn del haz incidente k=O; y 

recordando que 

( 111-39) 

Las su11as sobre •1. y "'i. en (111-10) se hacen de Inmediato. y se 

obtler.e el resultado 

/<21.+1) (21.'+1)1 x 
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La secclOn total se obtiene integrando sobre los angulas kY. 

dEpende de ky solamente 

integral sotre la funci6n 

{! 
3 

basta con 

( 111-40) 

Como 3n 
hacer la 

Efectuando la integral obtenemos que la exprest6n par~ la s~cctOn total 

de captur• es 

J, t 
J 

X Qt..; Ql.'J~} 

t• u (211.+1) (2R.•+1) " 
J. 

( 111-4,) 

Efectuando la suma sobre splnes Iniciales y el promedio sobre splnes 

finales la expresi6n para la secci6n total es 

¡ IQ(res) I, 
J R. (111-42) 
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51 ahora se substituye (111-38) en (111-42) se obtiene finalmente 

..... 
o T • (Zs+l) I. 

J. 

J.+l 

.:i.1l-1 (2J+1) r .. .,<•llr 1.J+L¡.JJYl 

(E- cwlª +lr1.~ 

(111-43) 

De tguat manera. la expreslen para la secclOn diferencial que se 

obtiene de 111.40 es 

~ • ~ ºT + a 2 <E> P2 Ccos e) 

en donde a 2 esta dada por 

( 111-44) 

. 
ª2 • 8(~~+1) ~j ... ~.<[~ªu• ªJJ'- J'(21.+1)(21.•+nz<u'Jj•)lo .. Jo:.j.1 

el factor que resulta del llgebra de los momentos angulares 11 :J- 4~J 
abreviado como Z(L. t."9j .j •) 

Z(J.&'jj') • 'i. (J.01M 1\1.1j)(J.'01Ml\L'1j')(jf 
1 -M 1 o 

Recordamos que. en esta exprest6n no se han escrito los t•r~tnos que 

provienen del fondo porque en la regl6n de las resonancias. lsta 

contrlbuclOn es pequena comparada con los t~rmtnos resonantes. En el 

caso en que la energta E no sea muy vecina de la energta resonante y 

cuando las resonancias son estrechas y aisladas. la aproxl•aclOn 

anterior deja de ser buena.Para describir correctamente el comporta­

miento de la secctOn como funcl6n de la energta entre resonancias se 

debe tomar en cuenta la contribuclOn del fondo. ver por ejeaplo 

Lynn< 26 >. Sln embargo. como el interes de esta tercera parte del 

trabajo es sOlo el de demostrar como se puede usar el •~todo descrito 

en la segunda parte y no el de hacer un cllculo realista del problema 

nuclear. no se escrlblrln las fOrmulas completas. es decir con todo y 

la contrlbuclOn del fondo. pues son muy largas y no agregan n•d• nuevo 

a la dlscuslOn del comportamiento resonante. 

70 



La comparaci&n de las expresiones obtenidas en este secciOn. 

ecu•clones (111.41), (lll.42), (111.43), (111.44) y (lll.45) con los 

datos· experimentales ha sido hecha por A. MondragOn 

Hernlndez.< 33 > Los resultados obtenidos del ajuste de 

expresiones • los datos experimentales es excelente. 
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CONCLUSIONES 

En este trabajo he•cs demostrado que la teorla de Fredholm de las 

ecuaciones integrales lineales es una herramienta apropiada para el 

estudio de las propiedades de las resonancias y de los estadas 

resonantes en potenciales que son la suma de un potencial no local de 

soporte compacto o no-cow.pacto y un potencial do Coulomb. 

A partir de estos resultados. hemcs demostrado que se puede hacer un 

tratamiento ststemAttco y general de las resonancias y los estados 

resonantes en potenciales locales o no-locales en presencia de ~n 

potencial coulow.btano. ~asta donde estamcs enterados. antes de este 

trabajo el Ontco tratamter.to siste~ltlco de las resonancias y los 

estados resor.antes en un potencial no local en presencia de un 

potencial coulom~ianc se habla restringido al caso en que el potencial 

no local es separable< 5 >. La generaltzaclOn lograda nos da la 

posibilidad de aplicar nuestros resultados a casos de lnteres ffsico 

en forma realista. Tenemos la esperanza. bien fund•d•. de poder 

obtener resultadcs numAricos con ventaja en protlemes de interes< 21 >. 
En la parte final de esta tests hemos demcstrado que nuestro! 

resultados también se pueden aplicar a la dtscusl6n for•al de un 

problewa particular de la ftstca nuclear. la captura radtattva directa 

de 1 He por 1 H en estados excttadcs de Ll y de este w.odo ~udimos 

exhibir la estructura resonante de la secciOn de captura directa en 

una forma simple y sin necesidad de lntrod~clr se~aractones del 

espacio en regiones interna y externa y parlmetros arbitrarlos. como 

se hace en varias versiones de la forma tradicional de la tecrla de 

reacciones nucleares<22 >. 
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Los resultados mencionados se obtuvieron separando el problema 

coulombiano expllcitamente y escribiendo las ecuaciones tntegrales 

satisfechas por las soluciones de la ecuaclOn de SchrOdlnger con ayuda 

de la funclOn de Green del problema coulomblano G~. Gracias a esto. la 

lnformaclOn referente al potencial de Coulomb queda convenientemente 

expresada en la funciOn de Green G~ y en las ecuaciones integrales que 

relacionan a la funclOn de Green completa G+ con la functOn de Green 

del problema coulombiano G~. Luego. desarrollamos a la funciOn de 

ond•s y a l• funci6n de Green en terminas de estados ligados. estados 

resonantes y de un continuo de estados de la dlspersiOn con nQmero de 

Estos resultados son una generalizaci6n al caso de 

potenciales no locales, con interacciOn coutomblana. de desarrollos 

si•llares obtenidos por otros autores para potenciales locales de 

alcance flnlto< 12 • 13 • 14 >o para potenciales no locales de rango ,<s>. 

Ta•bi~n hemos encontrado las reglas de ortogonallzaclOn. normalizactOn 

y la relact6n de completez satisfechas por los elgenestados de la 

ecuaciOn de SchrOdlnger correspondientes a etgenvalores complejos con 

l~E0 <0. 

AOn cuando en este trabajo r.o hemos puesto énfasis en el rigor 

mate•lttco, tas demostraciones son completas y correctas. Creemos que 

la de•ostraciOn de la regla de normalizactOn de los estados de Gamow 

que se presenta aqut es original y tiene la ventaja de establecer una 

relac16n •n•llttca entre las soluctones de la ecuactOn de SchrOdtnger 

y l•s de las funciones Sturmianas correspondientes. 
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