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CAPITULO I

INTRODUCCION

La experiencia ha mostrado que una granfc;ase de procesos irre
versibles que ocurren ¢n sistemas de muchos cuerpos pueden descri-
birse en términos de variables macroscépicas {z}, tales como concen
traciones quimicas o la temperatura, Estas cantidades varfan conti
nuamente en el tiempo y obedecen leyes macroscépicas que pueden obe
_ tenerse a partir de principios generales de conservacidn y relacio-
' nes constitutivas fenomenolSgicas, como son las leyes de Fourier o
Newton, Si este conjunto de variables es completo, sus valores al
tiempo t determinan univocamente el estado del sistema y las leyes
macroscépicas se expresan como un conjunto cerrado de ecuaciones di
ferencianles de primer orden en el tiempo(l). Usualmente es£as varia
bles se identifican con propiedades que pueden medirse experimental
mente, pero debe enfatizarse que el conocer un cierto nimero de ob-
servaebles no garantiza que constituyan un conjunto completo; de he-
cho es muy dificil determinar este conjunto para un sistema dado(zz
Debe sefialarse que esta descripcidn macrocdpica es determinista, en
el sentido de que los valores de las variables para un tiempo arbi-
trario t estén determinados si se conocen sus valores iniciales, Pe
ro también es esencial notar que esta descripcidén es 8610 una apro=-
ximacién, pues no toma en cuenta las fluctuaciones en los valores
de las variaebles., Esta descripcidn es mds precisa cuanto mayor sea
el numero de particulas en el sistema y mientras se aplique en una
escala de tiempos grande comparado con tiempos microscépicos carac-
ter{sticos, Precisamente el deducir estas ecuaciones macroscépicas

a partir de las propledades microscépicas de las particulas y el es



-tablecer con precisidn sus limites de aplicabilidad, es el objeti-
vo basico de la mecdnice estad{stiea,

En principio, toda la informacién sobre la evolucidén dindmica
de un sistema que se encuentra en un estado arbitrario fuera de
equilibrio, estd contenida en las ecuaciones microscépicas de movi
miento de las partf{culas. Pero puesto que resolver estas ocuaciones
es pricticamente imposible, es necesario reducir de alguna manera
el nlimero de variables. Para este fin, Bogolyubov(?)introdujo la
idea de una jerarqufa de tiempos de relajacidn, seglin la cual el
sistoma (gases diluidos o moderadamente densos) en su evolucién al
equilibrio pasa por tres etapas o regf{menes. La primera etapa ocu-
rre para tiempos pequefios o del orden del tiempo de duracién de
una colisi6n,‘tc. En este régimen es necesario describir las trayec
torias de todas las ﬁart{culas o, equivalentemente, todas las fun-
ciones de distribucidn reducidas cuyo comportamiento estd goberna-
do por la ecuacién de Liouville, es decir, es necesario especificar
muchas variables. Afortunadamente, en muchos casos, después de un
tiempo de orden de tc, el sistema relaja a un régimen cinético ca-
racterizado por el hecho de que su dindmica estd totalmente descri-
tao por la funcidn de distribucidn de una particula, Asi{, para tiem-
pos grandes comparados con tc ge ha reducido el nlmero de variables
y se ha pasado de la dindmica complicada del sistema de N cuerpos a
la dinfmica, relativamente mis simple, en el espacio fase de una
particula. Esto sugiere que en este régimen cinético, las funciones
de distribucidn reducidas de orden superior se pueden expresar como
funcionales de la funcién de distribucién de una partfcula. Esto
dié lugar a toda una serie de métodos para tratar inhomogeneidades

en sistemas y cuya validez y dominio de aplicabilidad ha sido obje-




to de extensos estudioa(h). Para tiempos considerablemente mayores
que T , el nlimero de varimbles pucde roducirse aln més, El siste=
ma relaja entonces al régimen hidrodindmico en el que su dinfimica
estd descrita por un nimero pequefio de variables que se identifi-
can con las densidades hidrodiniﬁicas locales, Es decir, la diném&
ca se describe por sélo algunos momentos de 1la funcidn de distribu
cibén, la cual tdnicamente depende del tiempo a través de esos pard-
motros., Este régimen puede describirse entonces por las ecuaciones
hidrodindmicas. Esta sucesién de etapas en la evolucién de la dind
mica del sistema ha producido una contraccidn en el nimero de varia
bles y, en consecuencia, introduce de manera natural la nocién de
fluctuaciones alrecdedor de los valores promedio. Aunque la correla
cidn en el ticmpo y la amplitud de estas fluctuaciones estdn deter
minadas por las caracteristicas de cada sistema particular, son
ellas las que determinan la exactitud y precisidn de la descripcién
macroscépica, Las fluctuaciones juegan un papel importante y decisi
vo en muchos fenémenos y por lo tanto es necesario describir su com
portamiento detallado.

La dindmica de las fluctuaciones de sistomas en equilibrio(s)
es un problema bien estudiado y entendido desde el punto de vista
fenomenolégico y, para algunos sistemas como el de gases diluidos,
tambidn desde un punto de vista microscdpico, E1 punto de partida,
originalmente introducido por Einstein, es expresar la funcidn de
distribucidn de probabilidad de las fluctuaciones en términos de la
entropfa asociada con ellas, para después hacer un desarrolle en @
rie de Taylor de esta entropfa alrededor del estado de equilibrio,
Las consecuencias de esta hipStesis, al menos para sistemas clési-

cos, conducen a las bien conccidas férmulas de las fluctuaciones de



las cantidades termodindmicas,

Un método alternativo para obtener informacidn acerca de las
fluctuaciones en equilibrio es el método de respuesta 11nea1(6’1).
La manera espcci{fica en que un sistema responde a la accidn de un
campo externo estd determinada, esoncialmente, por el tipo de fluc
tuaciones que pueden ocurrir en &1, Las fluctuaciones alrededor de
un estado de equilibrio decaen en promedio segfin las leyes macros-
clpicas lineales que describen como decme el sistema de un estado
de no equilibrio a un estado final de equilibrio(7). Esta hipéte-

- sis de rogresidn de fluctuaciones, dobida a Onsager, se expresa en
forma concisa a través del teorema de fluctuncién-disipacién(8),

el cual estableco una relacidn entre la respuesta del sistema a
una perturbacidn externa y la funcidn de correlacidn de las fluctua
ciones espontdneas en equilibrio. Este método de respuesta lineal
ha sido utilizado con éxito para obtener una gran cantidad de in-
formacidén para muchos sistemas, como por ejemplo, las propiedades
de la dispersidn de luz de fluidos en equilibrio(9).

La teoxrfa de fluctuaciones alrededor de estados fuera de equili
brio estd menos ontendida que la de equilibrio. Para este caso, las
leyes de regrosidén ya no son lineales y en consecuencia la dindmica
de las variables macroscdpicas no es la misma que la de las fluctua
ciones., As{ pues, un primer problema es la generalizacidn adecuada
de la hipdtesis de Onsager para sistemas fuera de equilibrio, Otro
problema consiste en identificar el origen de las fluctuaciones,
pues ya no s8lo es térmico como en equilibrio. Existe un gran nime-
ro de fendmenos fucra de equilibrio en donde las fluctuaciones jue=-
gan un papel esencial, algunos ejemplos son la aparicidén de inesta-
(11,12)'

bilidades en flujos hidrodindmicos y turbulencia reacciones



quimicas no lineales e inestabilidades en sistemaé écoISgiéostqué
ocurren en 1la dinimica de poblaciones. e
Existen dos puntos de vista generales para describir fluctua-
ciones fuera de eguilibrio, el estocéstico(IB)(o mesosedpico) y el
microscépico. En el primero se supone que las variables que descri
ben al sistema, {z}, son estocAsticas y definen un proceso aleato-
rio. En el segundo se pretende describir la dindmica de las fluc~
tuaciones a partir de las propiedades microscdpicas del sistema,
utilizando por ejemplo, técnicas de la tecorfa cinética u otro tipo
de formalismos microscdpicos, E
La ecuacidn de Langevin es uno de los métodos mesoscdpicos de
uso mis comin, y originalmente se utilizé para estudiar el movimien
to Browniano., La idea bésica consiste en agregar a las ecuaciones
macroscépicas un término fluctuante, la fucrza estocdstica, cuyas
propiedades como funcidn del tiempo se suponen conocidas y determi
nadas por un ensamble en equilibrio., La caracterfstica esencial de
esta fuerza es que varia muy rdpidamente con el tiempo, de modo gue
en la occuacidn macroscdpica se tiene una parte de variacidn tempo-
ral lenta y otra rdpida, De esta manera las variables macroscdpicas
s6 han convertido en estocadsticas y la ecuacidn macroscdpica ahora
s8lo se satisface en promedio, Este mélodo se ha empleado para des
cribir las fluctuaciones en diversos sistemas fisicos como son fe-
némenos hidrodindmicos, de relajacidn, ldseres, electrdnicos. Cuan
do las ecuaciones fenomenolégicas son lineales, este mdétodo condu-
ce a resultados correctos, pero lleva a inconsistencias y errores

en el caso no 1inea1(1u)_

Otro de los métodos mesosc8picos mis usados consiste en supo-

ner a priori que las variables macroscdépicas definen un proceso




Markoffinno,réontiﬁuo, caractérizédo por und funcién de distribu-
c¢ién de probabilidad, P(z,t). Si ademds se supone que los cambios,
o saltos, en las variables estocdsticas son peguefios, entonces de
la ecuacidn de Chapman-Kolmogorov, que define a cualquier proceso
Markoffiano, puede obtenerse la ecuacidn de Fokker-Planck., Esta es
una ecuacidn diferencial parcial, lineal, de segundo orden en P,
cuyos coeficientes, de arrastre y difusidn, deben obtenerse en
principio de las propiedacdes del sistema, Aunque este método es apa
rentemente difererte al de la ecuacidn de Langevin lineal, puede
" mostrarse que ambos son matemAticamente equivalentes y pof lo tan-
to estd sujeto a las mismas exf{ticas que aquél.

Un método mesoscdpico diferente a los anteriores es el basado
en la ecuacidn maestra(lj'lu), la cual es la versidn diferencial de é
la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Sin embargo, mientras que ésta
es no lineal y sélo expresa el cardcter Markoffiano de un proceso,
sin contener informacidn especifica sobre alguno en perticular, la
ecuacidén maestra tiene una interpretacidn fisica mls directa como
una ecuacidén de balance que gobierna la evolucidén temporal de la
distribucién de probabilidad, Aunque la ecuacién maestra es una e~
cuacidn integrodiforenciel cuya forma explfcita depende del siste-
ma fi{sico particular, dcbe sefialarse que estd basada en suposicio-
nes menos restrictivas que las usadas con las ecuaciones de Lange-~
vin y de Fokker-Planck. El problema principal con este método con-
siste en resolver la ecuacidn maestra, o bilen, como en el caso. de
sistemas no lineales, desarrollar métodos ndecuados de aproximapién.

Van Kampen ha introducido un m&todo de aproximacidn sistemﬁticb sy

poniendq-qugV;as;flucfuacibnes’son‘pqddeﬁas,'eIacQal,Hd¢per iﬁiﬁo

obtener de~lakccpac"qn ma str
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Vﬁg;i;;;;ipgiié;xéxisfe un gran nimero de métodos microscdpicos que
usén:ﬁiférsas técnicas como desarrollos de ciimulo para estados de

7 ﬁohééﬁilibrio, o teorfa de respuesta no lineal o uxtensiomes &el mé
f&éardé Mori para describir la dindmica de las fluctuaciones. Aun-
que estos métodos, en principio, permiten describir a las fluctua=-
‘ciones en escalas de distancias y tiempos cortos, en la prictica su
aplicabilidad se ha restringido, con frecuencia, a estados estacio-
nariés fuera de equilibrio y a pequciias fluctuaciones alredodor de
ellos, Es preciso enfatizar que a diferencia del caso de equilidbrio,
hasta ahora no ha sido posible establecer una conexién clara y pre=
cisa entre los puntos de vista mesoscépico y micrescépico para esta
dos fuera de equilibrio. LEste problema estd adn muy poco entendido
debido a miltiples limitaciones de ambos puntos de vista, como es
la dificultad de incorporar cn estas descripciones la informacién
macroscépica experimental sobre el estado de no equilibrio ¥y, sobre
todo, las dificultades que surgen del cardcter no lineal de las e=
cuaciones correspondientes. Es esta conexidn la que intentanos estu
diar en este trabajo dentro del contexto de un modelo particular,
Consideraremos una part{cula marcada, de masa M, sumergida en un
fluido simple constituido por moléculas de masa m, El fluido se en-
cuentra en un estado de flujo cortante con razdn de corte uniforme,
a, pero de magnitud arbitraria, de modo que el sistema puede encon-
tra se muy alejado del equilibrio, ademfés este estado es no estacio
nario. Tanto las moléculas del fluido como la particula marcada son
moléculas de Maxwell* y la dnica diferencia entre ellas es que la

particula marcada es més masiva, M» m, Supondremos que el fluido es

* Moléculas monoatdmicas cuyo potencial de interaccidn es débilmen-
te repulsivo y de la forma V(r) = eo(s/r)u, en donde r es la dis-

tancia relativa.




diluido, de modo que la funcidén de distribucidn, f, de sus molécu-
las odedece la ecuacidn de Boltzmann, La correspondiente ecuacidn
cinética para la distribucidén, F, de la particula marcada es la de
Doltzmann-Lorentz., Como veremos, este modelo es lo suficientemente
simple como para poder calcular explicitamente todas las cantida=
des involucradas, pero al mismo tiempo es lo suficientemente rea=-
lista como para exhibir caracterf{sticas escnciales de sistcmas fue
ra de equilibrio.

En el capdtule II, el operador de Doltzmann~Lorentz para I se
" desarrolla en potencias deé€: m/N<<1 ys @ ordoen €1/2’ se reduce A
un operador de Fokker-~Planck. El vector de arrastre y ol tensor de
difusidn de este operador se calculan exactamente para moléculas
de Maxwell, El resultado mds importante que obtenemos es que esta
ecuacién depende del estado de no equilibrio del fluido dnicamente
a través de los primeros momentos de su funcidén de distribucidn f,
los cuales pueden identificarse en términos de las variables hidro
dindmicas y los flujos irreversibles del fluido fuera de equili-
brio. En particular, el tensor de difusidn es proporcional a las
componentes del tensor de presiones del fluido, lo cual significa
que el "ruido", en la dindmica de la particula marcada, no es sélo
do origen térmico como ocurre en equilibrio. Aunque esta ecuacidn
de Pokker~Planck puede resolverse oxactamente, la solucién expli-
cita no es muy Gtil para obtener propiedades del sistema, resulta
mds conveniente construir, a partir de ella, ecuaciones para las
fluctuaciones, o las ecuaciones de Langevin asociadas, Esto se ha-
ce en el cap{tulo III en donde se calcula el coeficiente de difu-
sidn y su dependencia con la razén de corte y la temperatura fuera
de equilibrio, T(t). En este cap{tulo también comparamos nuestros

resultados con otros trabajos. .



Este andlisis basado en la ecuacifn de Doltzmann es vélido pa
ra hajas densidades, cuande el recorrido lihre medio es grande com
parado con el tamafic de las part{culas., Por lo tanto, la ecuacién
de Pokker-Planck obtenida ne es véilida en el 1f{mite de movimiento
Browniano, en el que el tamafio de la particula sumergida en el flui
do os grande comparado con el recorrido libre medio de sus molécu-
las, Por otra parte, el limite de movimicnto Browniane es muy im-
portante para estudlar fluctuaclones en una enorme variedad de sis
temas f{sico-quimicos fuera de eoquilibrio, como por ejemplo suspen
siones coloidales. DPor este motivo, en el capftulo IV cambiamos
¢l punto de vista y no intentamos obtener unas ecuacidn de Fokkerw
Planck & partir de una ecuacién cinética, sino que la construimos
basAndonos en una descripcidén puramente hidrodindmica, Espoci{fica-
mente, consideramos el problema de Stokes para una esfera'moviéan
se a través de un fluido no Newtoniano (modelo de Oldroyd); este
problema fué resuelto por Leslie(l5). Usando este resultado secfinla
mos y discutimos las dificultades asociadas con la construccidn de
‘una ecuacidén de Fokk;r-Planck para describir fluctuaciones muy ale
Jadas del equilibrio. En particular, mencionamos el papel decisivo

que juega el teorema de fluciuacidn-disipacidn.
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CAPITULO II

(1
ECUACION DE FOXKER-PLANCK PARA UN SISTEMA ALEJADO DE EQUILIBRIO

IT.1 Ecuaciones Cindticas

Considérose un fluido simple colocado entre dos placas parale
las separadas una distancia fija y en movimiento relativo manteni-
do por fuerzas externas, Supondremos que este movimiento induce un

flujo cortante estacionario y uniforme de la forma,
Ui(r) = ag4ry ' - (2.1.1)

en donde el tensor a 3 se supone constante y denota la razén de

i
corte, Debido a la geometr{a del flujo, los elementos diagonales

de a,, son nulos y, ademAs, tienen la Gtil propiedad

Y

3%k =0 . (2.1.2)

'Para tiempos largos ;omparados con el tiempo medio entre colisio-
nes, es razonable suponer que la evolucidn temporal dei estado ma-
eroscépico de este sistema estd descrita por un conjunto de ecua-
ciones hidrodindmicas. MAs especf{ficamente, supondremos que el

fluido obedece las ecuaciones de conservacidn

2358+ 7 (gD = 0, (2.1.3)

(%§¥ +»i?iv)eh£;IiV'ﬁ‘

6)

Gy



11

en donde g es la densidad local de masa, € es el valor promedio de
la densidad de energia interna, € = € - % 02, Y 3 es la velocidad
local del fluido, Ademds, h es la densidad de entalpia, h = es p,
siendo p la presién.'ﬁ* Y ti; son, respectivamente, las partes irre
versibles del flujo de calor y del itensor de esfuerzos,

Una hipétesis importante en este modelo es que el flujo cor-
tante dado por (2.1.1) es la dnica inhomogeneidad en el sistema,

por lo tanto

LRI RIC e I

. (2.1.6)

e(?,‘t): : j"e(?t':)i‘
Esto significa que laékfﬁéédeé:56 seVmanfiehéﬁ a temperatura cons-
tante, pues la extraccién de calor del sistema producirf{a una in-
homogeneidad en el campo de temperatura, En consecuencia, el siste
ma se calienta a través de la friccién viscosa y la temperatura au
moenta con el tiempo éesultando un estado no estacionario fuera de

equilibrio, A partir de las ecuaciones anteriores podemos obtener

fAcilmente una ecuacién para la temperatura. De (2.1.1) a (2.1.6)

obtenemos que las ecuaciones hidrodindmicas se reducen entonces a

; ;%f V(t) = 0 ’ (2.1.7)
de(t) _ . (2.1.8)
51 = - oayytEie)

Si considorames a la densidad de energ{a interna, € , como funcidn

de ?‘yfT, utiiizando la ecuacidén de estado de gas ideal las ecua-



;fti:  =t —‘éij ( = % t;j(t) . (2.1.9)

e

Con el objeto de describir el comportamiento de una particula
marcada inmersa en el fluido descrito anteriormente y para obtener

una expresidén explfcita para t

(17)

i;’ adoptaremos un punto de vista ci
nético. Ernst y Cohen obtuvieron ecuaciones de transporte y pa
ra las fluctuaciones utilizando aproximaciones bien entendidas de
la ecuacidn do Liouville., Aunque obtuvieron estas ecuaciones para
osferas duras, su método también es aplicable a potenciales conti-
nuos, Para nuestros propésiltos escogemos como variables a las fun-
ciones de distribucidn con el espacio fase del gas y la partfcula
marcada, f(x,t) y F(x,t), respectivamente. Aqﬁi, x denota la posi~
cién y la velocidad de la .partfcula correspondiente, Puesto que

querecmos describir las fluctuaciones de 1la particula marcada tam-

bién escogemos como varinble a la distribucién de probabilidad con

junta de la part{cula hhfqéda~gn el ‘espacio fase,

C(x1 ;t+ TiXpy T ):(S(x1-xT(t+-c))S(xz-';'c'T('c) )> -
= (5 (=2 (5 7)) (Sl (D))

(2.1,10)

Aqui el subindice T denota las coordenadas de la partfcula marcada
y ~ indica los grados de libertad sobre los que se promedia, Los
promedios se toman sobre la funcidn de distribucidn de no equili-
brio f, Como se verd posteriormente, a partir de esta funcidn,C,
pueden obtenerse las fluctuaciones asociadas con cualquier propie-
dad del sistema., El comportamiento temporal de £, F y C estd gober
nado, respectivamente, por las ecuaciones de Boltzmann 1y de Bol@g

, (18)

mann~-YLorentz
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(3pevwre «ofed o ()
( %15 WRIT S [f,d o R (2.1.12)
(27w c = "J[f‘,'c];:

‘fi}¥ : | (2.1.13)

en donde el operador de colisionés:de;Edltéﬁaﬁn, J, ‘estd definido

por

3 [1,3) =fa¥ [0 [P [T, 7| (2, VB, 8)-A(E 3)3(E, Je.1.4)
e {jwro éi,o:j,,(: . S

ﬁnreéta;oéu#cién‘b.es el ﬁérémetro de impacto, #» indica el valor
'posfcélisiohal de la velocidad, y el dominio del operador J es el
conjunto de valores de las variables con subindice 1., Claramente,
para que las Ecs.(2.1,11-13) tengan solucién {nica, es necesario
especificar condiciones iniciales y condiciones a la frontera para
f,F v C, Por simplicidad supondremos que el sistema es infinito,
de modo que puedan ignorarse las condiciones a la frontera, pero
supondremos que al tiempo inicial, t=0, el fluido se prepara en un
estado de equilibrio local, F(x,O), con temperatura To y tal que
dependa de la posicidn dnicamente a través del campo de velocida-

des (2.1.,1), es decir

25,0 = £o(F - T@)) . (2.1.15)




PG -3 EE . (21.26)

en donde n es la densidad inicial uniforme del fluido y 1/n es el
factor de normalizacién. A su vez, f estd normalizada a N, el ni-
mero total de moldculas del fluiéo. La condicidn inicial para la
variable C se obtiene a partir de su definicidn, Ee.(2.1.10),

C(x1,'c’,x2.1:) é’~kF(x1, <) [S(x1-x2) - F(xqyT )] . (2.1.17)

“NStese ‘que las condiciones iniciales anteriores en realidad depen-
den de la velocidad relativa de las partfculas respecto al flujo
cortante, LEsto sugiere gue esta dependencia puede introducirse o
reflejarse cxplicitamente en las ecuaciones cinéticas, expreséndo-
las en términos de esta misma velocidad relativa., M&s precisamen-
te, se introducird una transformacién de coordenadas al sistema en
reposo local en el cual fo es espacialmente uniforme, es decir, es
una distribucidén de equilibrio, Para cada elemento del fluido hay
un correspondiente sistema de referencia local, con respecto al
cual se encuentra instantdncamente en reposo, Es decir, hay un
sistema de referencia local para cada punto espacial y para cada
instante de tiempo. Por analogfa con la transformacidén de Galileo
el sistema en reposo se define por*

nev-3® FANE R (3T (asras)

* e S e
Kavasaki y Yamada (19) utilizaron una transformacidn. similar a és-

-5
ta pero con r' = 7.




(2.1.19)

(2.1,20)

(2.1.22)

= ! 1 .
Vi Vi+ﬂijrj s

Puede mostrarse ademlds, a partif> 5§ﬁié&es de conservacién de e
nergla y cantidad de movimiento:dﬁgféi Jacobiano de la transforma=-
cidn (2,1,19) es igualva l.rEstoifiéne como consecuencia que la for
ma funcional del operador de colisiones, J, es invariante ante la
transformacidn. As{ que las ecunciones cinéticas en el sistema en

reposo local son

(G rBE e o
(%—‘t{fi.)'rff el o cEa)

.




R (2.1.25)

en donde ‘el

Y (2.1.26)

cy.J éigﬁ' 15/ condicioncs iniciales

-II.2 Deaarrol. "C
f;f]“ en la Ec.(2.1,11)
a distribucién del fluido,f,.

sistoma en reposo ‘local,




Biqo a gﬁa CO}iéign’binaria. El vector E:?—?l es la velocidad rela
tiva y ia pfima‘éh las funciones de distribucidn indica, como en
la seccidn anterior, nue §stas estdn calculadas en el sistema en
reposo. F' y f' también dependen de la posicién, pero por simplici
dad en la notacién esta depondencia no se escribe en forma explici
ta, Claramente, el operador de Boltzmann-Lorentz debe depender de
las masas de las partfculas, y para mostrarlo lo expresaremos en
términos de variables adimensionales, Esto introduce la necesidad
de definir una velocidad y una longitud caracteristicas., S8lo consi
deraremos estados de no equilibrio tales que las velocidades rele
vantes determinadas por f' y F' puedan caracterizarse, aproximaqg
mente, por una velocidad térmice para las partfculas del fluido y

la particula marcada, respectivamente,
v.=(k1/m)* o=k 1/M)? (2.2.2)
™ \7B ' T "B ’ sEes

en donde T es alguna temperatura constante del inismo orden que la
temperatura fuera de equilibrio, T(t). Esta hipdtesis limita el
tipo de estados de no equilibrio que podemos considerar, Asf, im-
pide considerar estados caracterizados por velocidades muy diferen
tes a las térmicas, como ocurre en haces de particulas, pero por
otra parte es lo suficientemente gencral para incluir una gran cla
se de estados fuera de equilibrio. Ademds consideraremos potencia-
les intermoleculares de la forma

¢

V(r) = v (5/r ¥ ' (2.2.3)

en donde Vo es una-constante: con :dimensiones de energia y € es una



18

longitud caracteristica en términos de la cual se define el poten
ciali Usando estas cantidades definimos las siguientes variables
-adimensionales,

-2
VEV/Vg 0 VRV, /Ve 0 BXUR-ETE 0 b= b 0 (2.2.4)

‘adimonsionales re=

en donde € =m/M.

sul tan sexr ..

(2.2.5)

EHT) = (0V,)° £1(F) ) FRIR)=vD BUY)
_Sustituyondo estos resultados en la Ec,(2,2.1) obtonomos la forma

adimensional del operador de colisiones,

= 2 3[g0,7Y) = [[[aTHdb*brgrd ,
J*[f*,F*] G[EE(V%L A??])F*([JL &V*)_f*(vglt-)f*(if*)] ( 0
. (2.2,

En lo sucesivo trataremos sdlo con variables adimensionales y eli-
minaremos el asterisco., Ahora introduciremos una funcidén H(¥) que
se escala de acuerdo a Vs Pero es por lo demfds arbitraria., Consi-

deremos la integral

[av 1(v) I[t,F] =‘f_d\'r’ ¥, db pg»i‘_idqi‘ H(%
- 2P|

Haciendo el cambio de variableé*(?i"¥

mos




fdv H(v) J [1‘ f]

ya que e1 Jacobiano es igual a la
conservacion de energia Y cantidﬂd do
velocidad de la partlculakmarc d

nos de la velocidad relativa,
(2.2.9)

e dispersidén

yaetbidé mostrar la de-
upondremos que el

(;)b-n.‘Si en la

Ohsérvese g manera todas ‘las

- constantes, ‘es-decir, -
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W

T (zeza2)

Eh‘cdnéecﬁencia, toda 1a dependenc_k VZSVEéﬁge eétﬁ.contenida
en el factor cg/l+€, o .
Con el objeto de llevar a éabo ei desarrollo en € de J[f,F]gE
pondremos, primero, que las colisiones son débiles, es decir,
AVLF. Por lo tanto un desarrollo en serie de Taylor de la fun-

cién H(v-+[§ ) puede truncarse a segundo orden en Z&¢‘y al susti

tuirlo en (2.2.11) obtenemos

fdv H(v 3[£,7] = [ o F(v)[(Av >aT +
. + % <Av AVW]H(V)"’ O(AV)3 y - (2.2413)

‘enﬁdohdétldéréaéfiéiehfes estén definidos por

2( 11-(-:)}2/n n-4

T vy

| T
v o ' 2/n  n=-4
<Av.A > fdv1f(v %[2;1" )] g™ . (2.2.14)
‘ fdy dd Av, Av

En estas expresiones pueden evaluarse las integrales sobre utild

zando los resultados
%3 ' e ) 5
[o dpa; = 0 ) fod¢ ajay =TT (Sij-gigj/g ) (2.2.15)

siendo & el mismo vector unitario que aparece en (2.2.9). As{, ob-

tenemos



“con las canfidades\)zjy §: dé§i;idA$icomo
* &
V1 v
vy =20 (2" [ay sen’e (). . (2.2.17)
4 T*

Nétese que estas constantes sdlo dependen de la temperatura reduci
da T*y del potencial intermolecualar a través de n., Debe sefialar-
se que la Ec.(2.2.13) en realidad reprosenta un desarrollo de Kra-
mers-Moyal(21) truncado a segundo orden en AV, Con frecuencia este
desarrollo se utiliza para obtener la ecuacidn de Fokker-Planck a
partir de la ecuacidn maestra, pero es eséncial notar que no es sis
temdtico en ningln pardmetro pequofio caracteristico del sistema.
Con el objeto de hacerlo sistemAtico, haremos un desarrollo de ca-
-

da uno de los términos en la Ec.(2.2.13) en potencias de € , Utili
zando la definicidén de g; dada por (2.2.4) desarrollamos los coefi
cientes de Kramers-Moyal, Ecs.(2.2.16), hasta el orden dominante,

€1/2’ obteniendo

| : <A‘Yi>:i€v°’,9 T VETE: S Y1i',‘,”§:~‘n —4)/11 -

e %»{;‘f a’?’,’if(?{?#fi@{? V-'[yi;v1~i<n-4>‘v»1 Fuvdleo(e),




—

oy
i
!
s

densidéd de pr ticulas,'n(r,t),;y :

{2.2,18)

Las integrales que aparecen en estas expresiones no pueden evaluar
se.o simplificarse sin conocer explicitamente la funcidn de distqé
buciédn £ para el estado de no cquilibrio del fluido. Esto, en ge-
neral, es muy diffcil pues f estd determinada por la ecuacidn de

Boltzmann no linecal; sélo puede conocerse en forma aproximada para

‘situaciones cerca de equilibrio en donde es aplicable el método de

Chapman-Enskog. Sin embargo, una excepcidn importante es ol caso
de moléculas de Maxwell en que n=4 (ver nota Pag.7). In este caso

las Ecs.(2.2.18) se reducen a

<AVi>= - € %v: n(i",t)vi = - AT(-‘;’?W)

’ (2.2.19)

en dohde tilizado 1la dofinicio’ adimghéionalizada) de la

qsdr}de presiones, Pij(?,t)

‘h(r f(v1)v (2.2.20)

4jt):j?gv1f(?1) y Py (r t);fdv1 14§ -

‘N6fé$e’qde el término de orden €° en (2 2. 18) se anula por la defi

nicion de la velocidad promedio de flujo en el sistema en reposo,
A51 pues, para el caso de moléculas de Maxwell se han podido expre
sar los coeficientes<Avi> ,<Avi Avj>en términos de variables hi-

drodindmicas que caracterizan el estado de no equilibrio, a saber,



23

la densidad local y el tensor de presiones del fluido. Esto signifi
ca que el efecto del fluido sobre el comportamiento de la particula
marcada puede expresarse completamente en términos de variables ma-
croscépicas, que corresponden a los primeros momentos de la funcidn
de distribucidn T y, por lo tanto, no es necesario conocer mis deta
1lles del estado del fluido, Sustituyendo estos resultados en la Ec,

(2.2.13) e integrando por partes se obtiene

[d?r’ H({r')[ J*[i‘,F] - ,;T [A;(f,?,@)_ﬁ; %{-j ng(f,t)] rJ =

= 0+ Ofe). i (; 2 21)

Pero puesto que H(¥V) es arbitraria, el operador de Boltzmann-Lorentz
a orden El/z, se reoduce- entonces al operador de Fokker-~Planck
' s*[ Pl = 2= [83@,3,4)+3 5—3 D¥.(F,%) | P +
’ Vj_ i K] Vj ij ’
o (2.2.22)
s O(e)-
Utilizando la transformaciém inversa, Ec.,(2.1.19), en el sistema de

laboratorio este operador esté dado entonces por

[f F] [A (r,v,t)+%--—— Dy (r t)] P+
( ; . (2.2.23)
+ 0{¢e).

El vector de arrastre, Ai' v el tensor de difusidn, Did(;,t) estin

definidos por

Ai(;n;‘of),= \):“1‘1"1;11'1(?’13) [Vi - Ui(;'vt)J oy (2.2.20)

B 2y '11 23 Pmc(-?’.” § u*”'—." >Pia<r *"] (2.2.25)
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con : : v
v 1=€é»”fnovT6 o V 2=e%‘)§novﬂ? . S)°= Mn . (2.2.26)

Aqui n, es una densidad numérica constante del mismo orden que
n(?,t) y se introduce para interpretar a ¥ 1Y y p como frecuencias
* *
de colisidn, Las constantes 91 y oy o, » definidas por las Ecs.

(2.2,17), han sido evaluadas numéricamente para moléculas de Max=

well con el resultadeo

Y5 = 1a9m(e/ant '
Vi == 1.25 (2/m*) . - (2.2027)

II;3 Ecuacidn de Fokker-Planck
1
En la seccidn anterior obtuvimos que a orden dominante, O (€¥),
el operador de Doltzmann-Llorentz se redujo al operador de Fokker=

Planck, Ec.(2.2.23). Si shora separamos el tensor de presiones como

Pijcf’t) = P(?yt)gij+t§j(§!t> ’ (2.3.1)

obtenemos que el vector de arrastre, Ai' y el tensor de difusidn,

D se reescriben como

N
AR, V,t) = v, Eiéizl (v:_,ﬂ(?;t)) o, (2.3.2)
' ) e e

R I ‘
By = 29 UpE § 00, L o




a’ccuacidn de Boltzmann-Lorentz,

E (223.4)

: ;gaqg;iSh'cihética da una descripcidén completa de 1la dindmica
dﬁ'ia  pﬁrficula marcada para valores pequefios de la razén de ma-
sas, € . La ceracterfstica mfis sobresaliente de esta ecuacién es
que para el caso de moléculas de Maxwell, el vector de arrastre y
" el tonsor de difusidn sélo dependen del estado hidrodinimico del
fluido, el cual puede expresarse sdlc en funcibén de los primeros
momentos de la funcidn de distribucidn f, Estas variables son ma-
c?oscépicas ys por lo tanto, mis accesibles desde el punto de vis-
ta experimental, Para otros potenciales intermoleculares esta sim=-
plificacidn, en general, no es posible y el correspondiente opera-
dor de TFokker~Planck depende de caracteristicas mds detalladas de
la funcidn de distribucidn f, )

Ahora sefialaremos otras propiedades de la Lc.(2.3.4). E1 he-
cho de que en el vector de arrastre, Ec.(2.3.2), aparezca la den-
sidad del fluido, n(?,t), se debe a que la frecuencia de colisio-
nes es proporcional al nmero local de moléculas de fluido que se
encuentra en la vecindad de la partfcula marcada, Claramente, es
la velocidad respecto al fluido la que determina el amortiguamien
to colisional (friccién) de la particula marcada y por lo tanto a
parece la velocidad relativa, v - 8 , en el vector de arrastre.
Por otra parte, el primer término del tensor de difusién, Ec(2.3.3)
que puede escribirse como (2'91kBT(t)/bO gid, as una generaliza-
cién directa de la correspondiente expresidn en equilibrio, en la

cual la temperatura es constante., Esta generalizacidn es la que se




Vobtieﬁetcuaﬁdo se sustituye la distribucién del fluido por una de
equilibrio local y es un método muy usado pra describir situacio-

nes fuera de equilibrio. Sin embargo, 1la presencia del segundo
*
iJ

de fluctuaciones que no puede caractorizarse en términos de un es-

término proporcional a t indica que existe una fuente no térmica
tado de equilibrio local, Este segundo término no nocesariamente
es pequefio y esta desviacidén del equilibrio local para algunos
fluidos no-Newtonianos puede representar un efecto entre 10% y hh%flg) i
Nétese, ademds, que la presencin de este término hace al tonsor
de difusidn anisotrdpico,

La ccuacién de Fokker-Planck, Ec.(2.3.4), cs general en el

sentido que describe a la partfcula marcada para un estado del

fluido arbitrariamente alejado del equilibrio. Ademds, puesto que
no se han especificado relaciones constitutivas, la forma de ti:
es, hasta ahora, arbitraria. Sin embargo, a pesar de esta genera-
lidad y do que su estructura es aparentemente simple, no puede ex
traerse mucha informacién de ella debido a su caracter mo lineal,
Mds precisamente, se dice que una ecuacién de Fokker-Planck es 1li-
‘neal si el vector de arrastre es una funcidén lineal de las varia-
bles independientes, excluyendo al tiempo, y el tensor de difusién i
es- independicente de estas wvariabhles, Cuando ostas condiciones 1o

‘se satisfacen se dice que es no-~lineal, Con el objeto de extraer
informacidn especifica simplificaremos esta ecuacidn considerando

al fluide en un estado de flujo uniforme, el cual estd caracteri

zado por las Ecs.(2.1.1), (2.1.7)'y (2.1.8), Sustituyendo estas e-
cuaclones on (2.3.3) v usando la ecuacidn de estado, p=nkBT(t), ob

tenomos que la ecuacidén de Fokker-Planck se reduce a



‘con

(2.3.6)

Obsérvese que osta ecuacidn es lineal y puesto que Dij(t) puede co-
nocerse explicitamente al tiempo t, véase Ec(2.3.9a), define un pro
ceso Gaussiano~-Markoffiano, Por lo tanto todas las funciones de
distribucién estin determinadas en términos de la funcidn de Green
0, la densidad de probabilidad condicional de dos puntes. Esta eccua
cidn es ol resultado mis importante y ndtese que el estado del flui
do estd totalmente especificado por la temperatura de no-equili-
brio, T(t), y la parte irreversible del tensor de esfuerzos, ti;'
A partir de la ecuacidn de Boltzmann podemos obtener ecuaciénes pa=-
ra la presidén, p(t), y para el tensor de presiones, Pij(t)' las cua
les a su vez determinan a T(t) y ti;' respectivamente, En ofecto,

multiplicando (2.1.23) por v2 e integrando sobre la velocidad obte-

nenos

dp(t) 2 g
__g——; = - g aij Pij(t) . (203-7)

Si ahora utilizamos la ecuacidn de .estado, de esta expresidn se ob-
tiene la ecuacidén para la temperatura, dada por (2.1.9). Anélogamqg
te, multiplicando 1la Ec.(2.1.23) por mvivj e integrando sobre la ve

Jocidad obtenemos

Y Pk aDosap ol
2 Big + aisPgt el =[at mvgvd[en,e] (2.3.8)

e e e s s ot et A
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Este sistema de ecuaciones acopladas para la presidn, p(t)y eI'f
tensor de presiones, Pij' se puede resolver en el limite \)Bt:3>1,
(v 3=292). Esta solucidn se esboza en el apéndice A en ‘donde:se

muestra que en este 1{mite

p(t)/plo) —— e®1t
o?1?

j . (2.3.9)

Pij(t)/p(O) — B
Aunque la forma oxplfcita de 21las constantes A, Bij y el tiempo
de relajacién z, se dan en el apéndice A, aquf sdlo nos interesa
sefialar que conociendo p(t) y Pij(t) los coeficicentes de la ecua=
ciGn de Fokker-Planck estin completamente determinados y, por lo
tanto, esta ecuacidn lineal puede resolverse para condiciones ini-
ciales dadas, Utilizando los resultados obtenidos en el apéndice A

se puede demostrar que al tiempo t D estd dado por

id

_ z, %
Dij(t) = By © 1

con .

AR TR

a;5+a51)+2(Y4-95) aik?jk} .

Esto muestra que el valor de Dij al tiempo t estd univocamente de-
terminado, en particular no incluye efectos de memoria a través de

integrales sobre un intervaloc de tiempo. Debe observarse que pues

*
to que la parte irreversible del tensor de esfuerzos, tiJ’ estd de-

finida en términos del tensor de presiones, Ec..{2,3.1), la Ec(2.3.8)

(243.92)
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) *
permite escribir una ecuacidn para tiJ' El punto es que la forma de
* » »
tij , esto es, la ccuacidn reoldgica de estado no tiene que postu-
larse sino que puede encontrarse en forma explfcita de nuestro mo-

delo, Obsérvese que la Ec(2.3.5) puede Treescribirse como

' LF( t) = - F+%D (t) Pk F
3t y'.r" 13 by jx Byiayj (2.3.10)

con 1i,jJ = l,...,G y en donde y,= (r“>.;
/.

g{(&' Re

T “»""7'7, = 1,2,35,  (2.3.11)
_vl'&(lﬁ_ :

vl a'd()

y el coeficiente de difusidn, es una funcidn explicita del

Dij’

tiempo dada por (2.3.,6). Puesto que A os singular y degenerada,

i)
con eigenvalores O, -91, no es diagonalizable y en consecuencia el
método usual(az) para resolver ocuaciones de este tipo no es apli-
cable, Por otra parte, la Ec,(2.3.10) es lineal, con coeficientes

dependientes del tiempo, Markoffiana y define un proceso Gaussiano,

Esto sugiere que su solucidn para la condicidn inicial
F(y,C) = ﬂg(yi-yo) , (2.3.12)
, B

es una;distfibg¢16nfGaussiana de la forma

y,) = (2720t @) Fexp [-45-G5 )0
e S

Aqui y es la transbuesta q§,y,gy O;és>1a‘métrii]déiﬁovariancias‘,*

. (2a3)

i
)
!
!
i




o1y = YYD = Y - Iy . (2.3.14)

Por sustitucidn directa puede comprobarse que en efecto (2.3.13)
es una solucidén de (2.3.10)(1b), aunque esto también puede demos-
trarse en forma mis rigurosa(23). Sin embargo, es claro que cons-
truir esta solucidén implica invertir wuna matriz de covariancias lo
cual es complicado y laborioso. Adomds, conocor la solucidn exacta
no es muy Gtil pues como el proceso es Gaussiano, basta conocer los
primeros y segundos momcntos de la funcidn de distribucién, F(y,t).
Como la ecuacidn es lineal, de ella se obtionen directamente ecua-
ciones cerradas para estos momentos y en términos de ollos se cons-
truyen las funciones de correlacién y las fluctuaciones, Por estas
razones omitimos escribir expl{éitamente la solucidén exacta de la

Ee., (2.3.10).
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CAPITULO III

DIFUSION EN UN FLUJO CORTANTE

III.l Ecuacidén de difusidn en coordenadas Lagrangianas

Desde un punto de vista macroscépico, el transporte de soluto
en un fluido en movimiento estd gobernado por dos mecanismos dis-
tintos, Primero, la difusidn molecular que ocurre como consecuen-
cia de las diferencias de concentracidn y segundo, el transporte
de soluto debido al movimiento del fluido. La combinacién de estos
"dos procesqs es llamada difusién convectiva. Aquf nos interesa in-
vestigar si el primer proceso el cual, desde un punto de vista mi-
croscépico se origina en las colisiones moleculares, ocurre en el
modelo descrito en el capftulo anterior, En particular quere o9s a-
veriguar si existe un coeficiente de difusidén para la particula
marcada, Con este objeto es conveniente separar los movimientos de
1a partfcula marcada debidos a ambos m;canismos. Esto se logra, co
mo es usual en hidrodinfmica, introduciendo las coordenadas Lagrqg

glanas, Para este propésito escribimos las ecuaciones de Langevin

asociadas con la Ec(2.3.5) en el sistema de laboratorio(ah),
oY
— = v ' (3.2.1)
%
g - — '
P_% + VG -TE) =y . (3.1.2)

La fuerza estocﬁstica,'y » representa las fluctuaciones de las coor
denadas ?, ?. respecto a su movimiento promedio y tiene las siguien

tes propiedades estocidsticas

Tilt) = 0



k')’i(t),;)’j(t')

D;4(%) § (t-t1)

v. (t) v (¢ =
1 YJ ) ° para t<t! (3.1.3)

en donde los promedios se toman sobre la distribucién de 37. El he=

cho de que la amplitud del ruido D dependa del tiempo indica que

i
es un proceso fuera de equilibrio,
El sistema Lagrangiano estd descrito por las coordenadas q, v'

—
en donde la velocidad relativa, v', se definidé en la Ec(2.1.18)

- - —

vi = v - U '

Y q se define por
t ) )

q = ds ;r"(s) LoEl
" b 91,4
- T-F, - [as V@), (32-4)

[+

En términos de'?' la ecuacidn de Langevin, Ec(3.1.2) resulta ser en-
tonces,

P _ .
(Sg+vy) v+ a3 vy = Yy . (3.1.5)

Por otra parte, la densidad de probabilidad condicional, o funcién
de Green, para la ecuacién de Fokker-Planck en el sistema Lagrangia-

no estd definida por

p(3, +13,0) = <OGE-d(+) 8(3(0))) |
oy

(3.1.6)
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Sustituyendo (3.1.%) y utilizando el hecho de que g y 3 son proce-

sos estocdsticos independientes, se obtiene que
P(3,4(0,0) ={0(a= fas V(s> (3.1.7)
: oo ; :

o bien,
1 (e ART Rfas Tie
»(3,110,0) = (Q—TT)—zfdk e <ev\"3 > . (3.1.8)

Ahora haremos un desarrollo en cumulanfeé;ycg(i); éh'fuhéién prome-

diada en el integrando, es decir

-_’. d _;'
<elk fas ¥'(o) > = exp Z k" ¢ (t) . (3.1.9)

=0

—)
Puesto que v' es un proceso Caussiano, puede expresarse sélo en

funcidn de sus dos primeros cumulantes,
t t :
v o - = 1 ' ' o
¢=0 , 0213- %:/dedT <Vi(T) Vj”")> L e (301.10)
. A : e Lo

Y en consecuencia

P(q,t!O 0) = ——-3 /dk exp(:.q k)

exp{ -3k, kj/d’r[ds Ry (T—s sg
en donde R es la funcion de autocorrelacion de velocidades en el

iJ
sistema en reposo,

(3 1, 11)

f,R’ij(t'.T) = {vies) Vﬁ(TA)>~’ : (3.1.12)



,al;fiéﬁﬁérihﬂéxpidsiéh:para~

Si ahora derivamos con.respecto

cién de difusién en el sistemé Lagran-

P(E,t;o,o) obtenemos~lé

giano,

' @P | L . (ti) o P
e B R T . (3.1.13)
x; 093 09
Aqui el coeficiente Lid(t) se ldentifica con el coeficiente de dify

sidn y eostd expresado en términos de la funcidn de autocorrelacidn

de velocidades, Rij(t - T), como
t
Li4(t) = {ds Ry ;(t-8,8) . (3.1.14)

Nétese la similitud de esta expresidn con las férimulas de XKubo que
expresan los coeficiente? de transporte en términos de ciertas fun-
clones de correlacidn en equilibrio. Aqui, le correlacidn R1J estd
definida para un estado de no eguilibrio, Claramente, para poder

calcular L es necesario conocer primeroc la funcidn de autocorrel&

iJ

cién de velocidades, la cual se calcula en la siguiente seccidn.

TIX.2 CAiculo del Coeficiente de Difusidn para Tiempos Largos
Le funcidn de correlacidn de velocidades, Rij(t,'c), se expre-

sa en funcidn de 1a correlacién de fluctuaciones C, Ec(2.1,10), como

Rij(t,T) = j-dx‘,dx2 ACTACY Clxqst+T5x0,T) | (3.2.1)

Puesto que en el sistema en reposo C satisface la Ec(2,1,25) se si

gue que




5

n Ry j(8,T) + ap Ry, = n [ ax, ax, \CNLT Jlee] . (3.2.2)

Q

En general esta ecuacidén no es cerrada para R sin embargo para

ij?

el caso particular de moléculas de Maxwell el miembro derecho puede
*

evaluarse en forma exacta, Este cdlculo es direocto, asunque laborio-

so, y da por resultado

IO)

Rij

Q)

t

'El coeficiente Vl se definié en la Ec(2.2.27). Integrando esta ecua

cidn para una condicién inicial, RiJ(O,'T), dada, obtenemos

Rij('t.T) = e'V1t‘ /\ik(t)_ Rkj(O,T) . (3.2.4)

Debe enfatizarse que la funeidn de autocorrelacidén de velocidades a
tiempos iguales, Rkj(o,'r), en general no es un dato del problema,
En particular, no se conoce para nuestro modelo, pero puede calcular
se utilizando la ecuacién de Langevin, Ec{3.1.2), como veremos a con
tinuacidén. Para este fin primero expresamos Lij en funcidén de

Rid(t,'t) sustituyendo (3.2.4) en (3.1.14),

t
L..(t) = f ds e‘(t's) 1A (t-8) R (0,8) e (3.2.5)
+d 0 ik ki -

Si en esta ecuacidén hacemos el cambio s'= Vl(t-s) y utilizamos 1la

ecuacidén de estado para un gas ideal obtenemos

1)

* . oL . s - I o
Los detalles pueden encontrarse en el apéndice A de la ref.(18),
Véase también ref.(2s), B [

+ Y, Rij *+ ik Ry, = O. . (3.2.3)‘

L--(t) = D(T(t)) aij(y’t) ’ (3-2-6)

|
|
j
!
|
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en ‘donde T e e e 1f; -

: (3.2.7)

g4 (Vrt) = [dé e*sAi};;"s/z)1')gka(o;t-s/z/1)/p(t). (3.2.8)

Nétese que la expresidén para D{T(t)) tiene la misma forma funcional
que el coeficiente de difusidn en un fluido en equilibrio, Por otra
parte, en el sistema en reposo la funcién Rkj(o' T) estd definida

Jpoxr
Ri5(0,7) = G (T) vy (T ) (3.2.9)

Con el objeto de evitar céiculoé aeté11ad6s en el = texto, en el a-

péndice B mostramos‘que f;‘*~f”

en donde los coeficientes R1 estédn definidos por las Ecs{B.7). Con

este resultado el factor Cxid se obtiene de la LEc(3.2.8) tomando el

1imite V1t>>1. Estas opeoraclones son inmediatas y dan por resultado

limOlij( V1) = Ay 5 gt Agay st Agayi+ LY TN (3.2.11)
Vit :

ij

con




3y

S
Ay = S s

(Z1f'y1)(z1+2f%q)g
3(1/1" VQ)‘ + (V‘l g
24+

(Z1+ V3l’2‘

,fti?l;tql‘coeficiqnte de
btiene multiplicando esta

sultado {““

L A2313+A3a;| st 'A4aik—a'jk) . (3.2'13)

I1I.3 Resultados y Discusién

De los resultados de 1la seccidn anterior concluimos que el co
eficiente de difusidn en el sistema en reposo exhibe dos caracter{s-
ticas esenciales debidas al flujo cortante., La primera es que LiJ
es anisotrépico, 1o cual refleja la anisotropfa del flujo. La segun
da es que depende del tiempo Unicamente a través de la temperatura,
En otras palabras, el proceso de difusidn se ve afectado por el ca
lentamiento viscoso que ocurre en el fluido y éste, a su vez, por el

I d » ’
valor de la razon de corte, a, segun se expresa por la ecuacion pa

ra la temperatura

22E) L 5 (a) ME) (3or1)

ot

H .
[
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el faétoi’zl(a)wéﬁféljmiéﬁo'qUG'ha aparecido en las cxpresiones
(3.2.12) y se definié en el apéndice A, Ec(A.15). Esta ecuacidn,
Ec(3.3.1), se obtiene directamente a partir de la ecuacidn para la

presidn, Ec(2.3.9), vy de 1a ccuancidn de estado. Sustituyendo la so

lucién
: PR
= N R
mt) = To © . (3.3.2)
en la Ec(3.2.8) obtenomogi}i
D(2(t)) = e ' D(2(0)) - (3.3.3)

y por lo tanto el coeficiente de difusidn, Ec(3{3;2); se . reescribe

I (2(8) = 1~"L‘ij(¢(o)__),: (3.3.4)

Consecuentemente la ecuacién'de*dif'

BPri~é5fi‘ N ,
9B L (2(0)) .3
0t S “.,)?,_aqibqj . (3:3.5)

Con el objeto de eliminar el efécto del calentamiento del fluido y
poder analizar sblo cl proceso de difusidn, introducimos una nueva
variable temporal, t', definida por

z1t

Tl - D . (3.3.6)

[A

1]

Nétese que z, , definida por la Ec(A.lS),‘és funcidn de la razén

de corte,a, y d8 1la razén de masas, € . La diferencia entre estas
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escalas de tlempo se 1lustra . en. la Fig 1l para el dintervalo
O‘=9 t<:2, p1ra diferentes valores de a y con '€ =0,1, De acuerdo

‘con csta transformacion la ecuacion de difusion estd dada por

32%p
QQiQij

'r)P

-1, (T(O))‘ . (3.3.7)

en donde ahora el coeficiente de difusién es constante, Lé;épincién.

Y muestra que en una escala de tiempos que elimina el efecto de ca-

de esta ecuacidn-es bien conocida,:-

' ‘ 1 exp VL 1/
P(Kpt 0’0) = P [ q q
i [Cere)’ gy 2

lentamiento en el fluido, el proceso de difusién difiere del de c=-
quilibrio sélo en la simetria debida a la razén de corte, a, que a=

parece implicitamente en L Ec(3.2.17). Esta modificacidn puede

i3’
precisarse mds onalizando el efecto del factor c*ij sobre el coefi-
clente de difusidn. Para este fin en la Fig2 graficamos la traza de
dij/j como funcidén de la razén de corte adimensionalilzada, 3/930

De esta figura se observa que el efecto de dij es disminuir el coe=-
ficiente de difusidn con respecto a su valor en equilibrio local,
D(T(t)). Este resultado es aparentemente paradéjico pues por una par
te, es un hecho experimental que la viscosidad cortante, n y de un
fluido disminuye al aumentar la razdn de corte, a, (shear thinning)
y por lo tanto de la relacidén de Stokes-Einstein, D=kT/M , espera-
riamos que el coeficiente de difusidén aumentara., Sin embargo, es pre
ciso enfatizar que la relacidn de Stokes~Linstein tnicamente se apli

ca en el l{mite de movimiento Browniano, es decir, cuando el tamafio

de la partfcula marcada es comparable o mucho mayor que el recorrido



O, o 1.0 20
ul'r — '

Figura 1. Relacién entre los tiempos t v z dada

por: la Ec (3.3 16) vara, d:wersos valores de la

razén de;qorte_y €=0.1. - o
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libre medio de las moléculas. Nuestra descripcidn en términos de la
ecuncidn de Fokkor-Planck o ecuacidn de difusidn es una aproximacién
de la ecuacidn de Doltzmann-Lorentz la cual, por construccidn, no es
aplicable en el 1imite de movimiento Browniano. En consecuencia, la
friccidn que experimenta la particula mercada no estd relacionada
con la viscosidad cortante seglin la ley de Stokes y la relacién de
Stokes-Einstein no es aplicable, La descripcidn de las fluctuaciones
en el 1imite de movimiento Drowniano se discute en el siguiente cagé
tulo.

Concluimos este capftulo haciendo algunos comentarios generales
de los resultados obtenidos en los capftulos IT y III para el modelo
en consideracidn, Una primera observacidn es que el tensor de difu-
sidn en la ecuacidn de Fokker-Planck, Ec{(2.3.4), depende explicita-
mente de la parte irreveorsible del tensor de esfuerzos, es decir, ‘de
pende de una propiedad hidrodinAmica del fluido., Esto muestra que ra
ra este modelo el tensor de difusién no puede caracterizarse sdlo en
términos de la temperatura termodinémica y que existe una fuente adi
cional de fluctuaciones diferente a la térmica. En consecuencia, es-
te resultado muestra que este modelo ;o puede describirse adecuada-
mente siguiendo el método usual (equilibrio local) de extender las
teorias de equilibrio a estados de nomequilibrio, introduciendo la
dependencia temporal de la temperatura y reteniendo la misma forma
funcional que en equilibrio. Mis alin, ndtese que la expresidn para
el tensor de difusidn, Ec(2.3.6), constituye una generalizacién del
teorema de fluctuacién—disipacién para los estados fuera de equili-
brio del fluido. Es claro que la generalizacidén usual de esta rela-
cidn expresando T como funcién de t. es insuficiente, Esto también
muestra que la generalizééiéh:d;l'téorema de fluctuacién-disipacidn

para estados fuera de.équlibrio‘n§‘e§fobvia y depende fuertemente



de  le naturaleza de los estados éh:?onsideracién.

También debe observarse que en la ecuacidén de Fokker-Planck no
aparece la parte irreversible del flujo de calor; esto es un tanto
sorprendente, puesto que hemos considerado explicitamente el calenta
miento viscoso en el fluido., Esto es una anomalia del potencial in-
termolecular de moléculas de Maxwell, Para un potencial central ge-
neral se obtiene en el vector de arrastre de la ecuacidn de Fokker-
planck un término proporcional al gradiente de temperatura, séle pa
ra moléculas de Maxvell este término se anula idénticamente, Para
.potenciales centrales y dGnicamente para estﬁdos cercanos al equili-
brio, Fernéndez de la Mora y Mercer(26) obtuvieron estos términos
proporcionales al gradiente de temperatura en la ecuacidn de Fokker-
Planck, pero no obtuvieron los efectos debidos a la parte irreversi=-
ble del tensor de esfuerzos, es decir, consideraron despreciables
las contribuciones debidas a gradientes en el campo de velocidades,
Es de interés mostrar que aln cerca de equilibrio estas contribucio-
nes no son despreciables. Para esto consideraremos que en nuestro mo
delo el fluido estd lo suficientomente cerca de equilibrio como pa-
ra poder utilizar el método de Chapman~Enskog y calcular las solucio
nes de las ecuaciones de Boltzmann para f y de Fokker-~Planck para F
a primer orden en lé razdn de corte, a, En el apéndice C se encuen=

tra que

(338)

en donde



! &er

Yy =E o - 18w o)

y v; es la' velocidad adimensionalizada de la partfcula de fluide o de
1la part{cula marcnda, Las distribuciones fL Y FL son, respectivamente
las distribuciones locales para la partfcula del fluido y la particu-
la marcada., Nétese que las desvisciones respecto a equilibrio local
en 1lp distribucidn del fluido estd caracterizada sélo por la cantidad
adimensi?nal aij/VB’ en donde [,=2 V, ¥ V, estd definida por la
Ec(2.2.27). En cambio, la desviacidn respecto al equilibrio local de
la particula marcada estd caracterizada por aij/ Vg ¥y aid/yl. Los tér
mines de orden aiJ/V3 se deben a contribuciones de la parte irreversi
ble del tensor de esfuerzos al tensor de difusidn, mientras que leos
términos de orden aij/Vl ocurren por la dependencia del vector de a-
rrastre en la velocidad relativa., Por lo tanto, cuando se discutan
propiedades de no equilibrio del fluido deben considerarse términos
de aij/V3’ y para propiedades de la particula marcada puedon despre-
ciarse esos términos y puesto que Vl/yzﬁvE « Sin embargo, los dos
términos son del mismo orden en aij y ciertamente se deben tomar en
cuenta ambos al considerar drdenes superiores en a alin cuando a sea
pequefio.

Finalmente queremos mencionar algunos aspectos de este modelo
que en nuestra opinidn vale la pena seguir investigando; primero, los
efectos producidos por la parte adicional de fluctuaciones en el ten-
sor de difusién, Ec(2.3.6) v representada por cl término proporcional
a la parte irreversible del tensor de esfuerzos. ¢C8mo influye este
término en el cdlculo de otras funciones de correlacidén o de otras

propiedades de transporte en el sistema? Segundo, sexria de interés in

vestigar de si al aumentar el valor del parametro que‘aieja al siste-



hs

ma del equilibrio (la razdn de corte a) ocurren inestabilidades hidro
dinédmicas que cambien la naturaleza del flujo cortante, (Cémo deter-

minar el valor critico de este pardmetro?,¢ceguir{a siendo vdlida la

ecuacién de Fokker-Planck, Ec(2.3.4), en la veeindad de 1a inestabili

dad?, ¢es indispensable para investigar estas cuestiones introducir
otras inhomogeneidades espaciales en el sistema ademds de la intro-

ducida por el flujo cortante?,
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CAPITULO IV

FLUCTUACIONES EN EL LIMITE DE MOVIMIENTO BROWNIANO

En este capitulo sefialamos los problemas que surgen al tratar
de dgscribir las fluctuaciones de la particula marcada del modelo cog'
siderado en el 1f{mite de movimiento Browniano, es decir, cuando las
dimensiones de la partfcula son del orden o mucho mayores gue el re-
"corrido libre medio de las moléculas del fluido. Pado que las ecuacio
nes cinéticas usadas anteriormente ne son aplicables, por construc-
‘¢18n, en este 1limite renunciamos a dar una descripcidn cinética y a=
doptamos un punto de vista exclusivamente hidrodindmico. Primero cal
culamos la fuerza de arrastre sobre una esfera que se mueve en un
fluido Newtoniano en un flujo cortante a bajos nimeros de Reynolds,
Como veremos en la seccidn I de este capitulo, esta fuerza resulta
ser, curiosamente, la de Stokes y por lo tanto, la ecuacidén de movi-
miento para la partfcula marcada es la bien conocida ecuacidn de Lan
gevin, Puesto que c¢sta ecuacidn ha sido ampliamente estudiada y sus
predicciones son bien conocidas no es de utilidad para nuestros pro-
pbsitos de describir fluctuaciones fuera de equilibrio. Por esta ra-

(27)

z6n y tomando en cuenta algunos intentos de generalizar esta e=
cuacidn en algﬁn sentido, en la seccidn 2 modificamos nuestro modelo
suponiendo que el fluido en lugar de ser Newtoniano es viscoeléstico
y discutimos el cdlculo de la fuerza de arrastre sobre la esfera, Co
nocida esta fuerza, que resulta ser no lineal en la velocidad de la
part{cula, puede construirse una ecuacién de langevin y, ldégicamente,
surge la pregunta de si puede construirse la correspondiente ecuacidn
de Fokker-Planck. lLas dificultades asociadas con este puntﬂ y en es

pecial el papel que juega el teorema de fluctuacién—disipacién, se

discuten en la ltima seccidn,



IV.1 Fuerza de arrastre debida al Tlujo Cortante
Considérese un flujo cortante y estacionarie,  de un fluido ~New=-"-

toniano, descrito por '
v . (x) = a;.x, . L (Be1.1)

con respecto al sistema de referencia de laboratorio, El tensor aij
es constante y sin traza, Al tiempo t se coloca una esfera de radio
en el punto ﬁ(t) con una velocidad inicial T(t) y veloeidad angular
'nula. Sea P(t) 1la .posicidn con respecto al centro de la esfera cuan-
do ésta se encuentra en la posicidn instanténea ﬁ(t). En consecuen-

cia ¢l flujo inicial v se . convierte en un flujo dependiente del

ol
tiempo,

voi(x,t) = aij(R(t)¥rj(f)) = Voi * aijrj(t) . (4.1.2)

Claramente, la presencia de la esfera perturba al flujo inicial y el

movimiento resultante del fluido se supone descrito, en el sistema

.

de laboratorio, por las ecuaciones

(a—t+V-V)V +-—%Vp =yVy . (l"l‘” = 7

A su vez, el flujo perturbado induce movimientos en-la esfera gober- -
nados por e R A e




(4.1.6)

Aquf m es la masa de la esfera’y i35\1 momento de inerciaj i' Mi
son respectivamente, la fuerza y 1a torca ejercidas por el fluido so

bre la esfera,

Respecto al sistema’ con 'éhtfpyen la esfera las ecuaciones hi-

:(h,;.7)

'5(&;i;8)

: :"kh;l.é)

‘regién-cercana a la esfera,

[%%¥ —V§7h{‘%

(4.,1,10)

Por otra parte, las condiciones a la:ffontera'qué u:-debe satisfacer

son

lim W(Z,8) = 0 , (4.1.11)
py T2 D o1




upondremos que u es tal quo el

:iaﬁffoﬁtéfa‘aejédhééiah;

ﬂ

'}5;1;12)

Aqui §§ es la velocidad angular:de,1§7 ‘éSféré féSpectO}aiiuﬁ eje que
pasa por su centro, B

Nuestro objetivo es calcular la fuerza, Fi’ y la torea, Mi' 50
‘bre la esfera debidos al movimiento pe turbado del fluido para el ca
so particular de un flujo estacionario a bajos niimeres de Reynolds,

En este caso 1la Ec(4.1.10) puede aproximarse por
Vvt = yvYp (4.1.13)

o bhien,

It
(@]
-

SrEgaey

V*rot uy C(4.1.10)

Ser{a deseable obtener uma solucidn de esta ecuacidn en la que apa-—

rezcan las componentes de aij como parametros, La estructura de tal

solucidn puede obtenerse notando que puesto que el flujo es incompre

sible, u puede expresarse como el rotacional de algin vector X,

- - . - >

u=rot A, Notese que puesto que u es un vector polar, A es necesa-

riamente axial., Por otra parto, ?, y por lo tanto @, sélo dependen
2 2 o e 1

de v_ y Ty que son vectores polares. Como vo,‘Ec(4.1.2). contiene a

[ , ey
T, A sdlo puede ser funcidn. de. vV,

puede construirse a partir de. 3




mmga_”

(h.2.17).
Nétese que de esta manera hemos transformado la ecuacién vectorial

(1,1:14) en una ecuacidn escalar para f, puesto que una condicién su

ficiente para que (4,1.17) ‘tenga solucidn es que
4
Vie = o . (4.1.18)

Integrandoe esta ecuacidn en coordenadas osféricas obtenemos

fo=oer o+ - (4.1.19)

en donde ¢ y b son constantes de integracidn, Estas constantes se de
terminan sustituyendo f en la Ec(4.1.16) y usando las condiciones a

la frontera (4.,1,11) y (4.1.12). Esto da por resultado

ui(i‘) = (¢~ -i—g) -1:3 (4aij'aji’rj +

(h.1'20')

3 Sby o o L 2 .
+ 25 (o= Zlapryns; - ayTy)

Claramente la primera condiqishla‘laffrontera, Ec(4.1.11), se satis-
On R RS : B8 AR
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face y de'(h.1.12)¢obteheﬁgsi

U8 €130 0

+ 52—(?5 - g—g)(ajk UJ 'kaa;'-

(4.1,22)

Aquf los coeficientes C

4 son las componentes del vector Ui-voi con

respecto a un sistema ortogonal de vectores, y claramente pueden de
terminarse una vez definido éste. Sin embargo, como veremos posterior
mente su forma explicita no serd necesaria y por lo tanto las consi

deraremos como constantes dadas en lo que sigue. Sustituyendo (h.1.25)

en (4.1.23) obtencmos
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(4.1.26)

 Ahora

‘,  x (c -F )alagh+<13k§20k , (5.1.27)

¥ constru

en donde

A= 1 (VS) N V_ (S)a§.i)0m0n
1.7 *

1m010m _AZT
sl L alekle) g g

(4.1.29)

Entonces la cbndig‘:iér:i-(h.’,l.’26); : "fég‘cpare_sa como. -

(4.1.30)

i ,T ¢oﬁjunto ortogonal

‘7‘(’4.1.278)

(4.1.318)

;
4
i
;
i
]
i
i
]
;
i
i
i
1
]
i
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PN ; =0 7 (4.1.31¢)
De la "Ultima ecuacidn obtenemos

Fy= C1 + 15'1‘ : (4.1.32)

con

D €1;,k9 Uk (a:(tl)+)\2a(a))al o
— (4.1.33)

-
Pero géﬁgi?i{g;lﬁfo?é?s;ohé sigue que
b= (b.‘l‘.ahr)‘
Procediendo de manera simué;#,%‘ o (4 ‘3175173‘)_"c’711l‘57t9nen1‘os’que
| =% (@2:.’5 > e s
o, a{2) (a)O o © (4.1.36)

La Ec(4.1,31a) da una relocidn entre ¢ y b que es consistente con
las expresiones obtenidas para estas constantes, Si ahora utiliza
mos las expresiones de ¢ v b en 1a Ec(4.1,20) obtenemos finalmente
el campo de velocidades perturbado
(2) (4.1.37)

U-(r»t).?;G1a§§)“ " Gpaiy myt GRgnymeny

.




en donde

(h.1.38>'

Aqui h es el vector unitario en la diréCci6nkradia1 dirigido de la es
fera haeia el fluido,

¥1 campo de presiones puede calqu}érééva,partir de la Ec(4.1.13)

De las Ecs(4.1.16) y (4.1.19) se siguo que
! (4.1,39)
©(4.1.h0)

_cld\ésfera estd dada por

r,f(u;g;ki)fi{%

en donde el tensor de - esfuerzos, Ef, es

£

Gotoopone L G

Usendo (4,1.37) obtenemos

ya que el fluido se supone-Newtoniano,

que



(@iy= e 2 (et s0)efPngr 2pipelPay (134

T S
esenefdtbnj" =
A ,

fo‘ a

(HeH146)

pues claramente la integral sobre ¢ se anula. Siguiendo un método si

milar puede mostrarse que la torca, M ejercida sobre la esfera,

il

M (£) =fds €ty Tam (k.1.46)
£
también se anula,

Lste resultado es un tantbréorpfendente pues indica que'el flg
jo cortante inicial no produce ninglin efecto sobre el movimiento
de la part{cula marcada, ya que sdlo aparece en la condicidn a 1la
frontera de adhesidn, Ec(4.1.,12), La presencia del flujo cortante
sirvié Unicamente para poder satisfacer esta condicidn, Si ahora ge-
neralizamos la situacién anterior superponiendo al flujo cortante no

perturbado un flujo uniforme, la fuerza hidrodindmica debida a este

dltimo es claramente la fTuerza de Stokes,

SRR USSR A Y
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Pi:zesto que en la aproximaéignidéibajoé’nﬁaeros de Reynolds lasrecua-
ciones hidrodindmices son lineales, la fuerza resultante sobre la
partfcula marcada es la suma vectorial de las fuerzas debidas a am-
bos flujos. De (4.1.45) y (4.1.47), obviamente tonemos que la fuerza
resultante es la fuerza de Stokes,‘gs.

Utilizando estos resultados, el movimiento Browniano de la es
fera puede describirse entonces en términos de la ecuacidén de Lange-
;in lineal,

-

R CRNACE

) el — R
en donde Y =67T7)C. La »fv‘.xrer‘zarc (t) se supon

con promedio cero y covarianza

L) Lyerpm 2en 6, 8ae . (haiko)

Esta relacidn es el teorema de fluctuacidén-disipacidén cuya forma pue
de obtenorse(zs) a partir del tensor de esfuerzos fluctuante postula
do por Landau y Lifshitz(s). Debe sefialarse, sin embargo, que la e=-
cuacidn de lLangevin anterior es vAlida sdlo cuando el fluido en el

que sc¢ encuentra sumergida la particula marcada estd cerca de equi
librio y por lo tanto no es de utilidad para nuestros propdésitos de
describir fluctuaciones para estados alejados del equilibrio. Poxr o-
tra parte, las fluctuaciones y propiedades de transporte descritas
por la ecuacidn de Langevin lincal han sido ampliamente estudiadas y
sabemos, por ejemplo, que predice un decaimiento exponencial para

.
la funcidn de autocorrelacidn de velocidades.

(“1"8) i




Asi pues, para describir situaciones fuera de equilibrio debe
generalizarse este modelo, Esta generalizacidn puede hacerse de va-
rias formas. Una posibilidad, por ejemplo, es considerar un fluido
Newtoniano que obedezca las ecuaciones hidrodindmicas de Oseen, lo
cual implica que la fuerza de friccién de la partficula es una fun-

cidén no lineal de la velocidad. Con este punto de vista, Hermans(zg)
obtuvo una ecuacidn de Langevin no lineal en la que la fuerza alea-
toria es funcién de la velocidad y construyé la correspondiente ecua
c¢idn de Foltker-Planck para la distribucidn de velocidades, De esta
.manera determinéd el efecto producido por pequefias no linealidades
en las funciones de correlacidn. Aunque encontré gue estos efectos
son despreciables para particulas coloidales y sdlo representan un
porccentaje pequefio (2 ¢ 3%) para moléculas, el interds en el proble~
ma radica en su caracter fundamental. Si puede mostrarse que para un
problema hidrodindmico la ecuacidn de Langevin sigue siendo vélida
cuando el término disipativo es no lineal en las variables en cues-
tidn, podria esperarse que esto también sea cierto para procesos di
ferentes al movimiento Drowniano,., Esta es nuestra motivacidén para
tratar de construir una ecuacidn de Fokker-Planck para movimiento
DBrowniano lejos de equilibrio. El punto de vista que adoptamos para
generalizar la ccuacidn de Langevin es diferente al de Hermans. Con
el objeto de aprovechar resultados que existen en la 1iteratura(15)
consideramos un modelo particular de un fluido no Newtoniano -=-modelo
de Oldroyd- y consideramos el problema de Stokes correspondiente., Aun
que esto nos obliga a eliminar el flujo cortantg que hasta ahora he-
mos mantenido, este problema ha sido rgsﬁéltdﬁen la literatura y por
lo tanto conocemos la fuersza hidiédinéhica”éoﬁre una esfera'sumorgidé—;

en este fluido viscoeldstico. El modelo de.Oldroyd lo;discutimosrepr
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lé siguientéhééécién y el cdlculo do la fuerza hidrodindmica se resu~
me _en la“seccién IV,3, Posteriormente en la ééccién IV, 4 indicamos co
mo podria construirse una ecuacidn de TFokker-Planck y discutimos que
limi taciones y dificultades surgen al aplicarla a situaclones aleja-

das del eqpilibrio.

IV.2 lodelo de 0ldroyd para Fluidos Viscoeldsticos

Las écuaciones de Navier-Stokes constituyen una descripcidén ted-
rica excelente del comportamiento de fluidos !ewtonianos en una gran
variedad de situaciones. Por otra parte, desde el punto de vista expe
rimental estos fluidos estdn totalmente caracterizados por la medicidn
de un mimero bien definido de propiedades. As{ por ejemplo, para un
Tluido incompresible e isotérmico sélo es necesario especificar dos
constantes materiales, la densidad y la viscosidad, las cuales pueden
medirse para un gran nimero de flujos. En términos de ellas el campo
de velocidades y los osfuerzos que se ejercen en el fluido se determi
nan a través de las ecuaciones de movimiento y ecuaciones constituti-
vas, respectivamente,

La caracterizacidn experimental de fluidos incompresibles no New
tonianos es mds complicada. Aunque la densidad en general puede medir
se, la relacidén constitutiva no es conocida y, en consecuencia, no se
sabe que otras propiedades del fluido es necesario medir para determi
nar esta relacidn y asf{ caracterizar completamente al fluido, Mis aiin,
experimentalmente se encuentra que muchas propiedades materiales de-
penden del tiempo, frecuencia y razdén de corte, a diferencia del caso
Newtoniano en que son constantes. As{ pues, surge la necesidad de
construir modelos para las ecuaciones constitutivas de fluidos macro-

I
moleculares., En general estas relaciones, © ecuaciones reoldgicas de



estado, expresan al tensor de esfuerzos como una funcidn no lineal de
le razdn de corte y su estudio constituye todo un campo amplio y com-
plicado. Nuestro objetivo aqui es discutir brevemente algunas de las
ideas que se utilizan para construir una ecuacidn reoldgica particu-
lar, el modelo de Oldroyd.

Una de las clases mas simples de fluidos macromoleculares es a-
quella en que 8stos exhiben propiedades viscoeldsticas lineales, es
decir, flujos lentos caracterizados por pequefias deformaciones y ¢se
_fuerzos que producen configuraciones no muy diferentes de le inicial,
Ll modelo mAs simple para describir este tipo de flujos es el de Max-
well(jo). Este modelo, intuitivo y simple, sirve de hase para cons—
truir modelos viscoeldsticos lineales mads complicados, los c. ales son
el punto de partida para desarrollar modelos no lineales, Este modelo
describe a un material colocado entre dos placas planas paralelas que
se mueven en una direccidn arbitraria j. Si este material es un flui-

do Mewtoniano de viscosidad L" el tensor de esfucrzos estd dado por

la ley de Newton,

dv.- _ ‘ h,2.1
= .aij(t) . ( )

Pof.ot;hwpartgl pé';alvesgﬁn sdlido de llooke con médulo elds

tico ‘G,

(4.2.2)

" En esta:ﬁééuécionéA el«f1u1do en la diroc01on J

Yy U es el desplazamiento en la direccion j desd

e
quzlibrio al tiempo t 7'1595 el tensor de deformaciones y aijla ra-

Auna posicion de  e=




(h.2.3)

Si ahora suponemos que el material entre las placas es viscoeldstico,
es razonable suponer que el tensor de esfuerzos serd una combinacidn
de las relaciones anteriores. Maxwell propuso que el tensor de es-

fuerzos estd dado entonces por
‘ VT s _
Tyg + Ao )—th =Ty 35 - (4.2.4)

Aqu{-)xogh/dresruna constante con dimensiones de tiempo y 77°=A[. Né
tgée éﬁé,para fiujos estaéionarios la ecuacién anterior se reduce a
(4.2.1), Por otra pérte,'si los esfuerzos varfan muy rdpidamente con
el tiempo, el término de la derivada temporal de Tij es dominante en
el miembro izquierdo y al integrar con respecto al tiempo se recupe=

ra (4.2.2), Alora bien, si T es finito en t=-00 de (4.2.4) se obtiene

b, (et ' e

—(tt')/)\o}'yla(tr) dat! R (14.2.6)

En estas ecuaciones las éantidades dentro del paréntesis son llamadas
médulo de relajacién y funcidn de memoria, respectivamente. La razdn
de este nombre puede entenderse notando que la Ec(#.,2.6) expresa la

dependencia del tensor de esfuerzos al tiempo t con la deformacién,
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'Yij’ al mismo tiempo t y tlempos anteriores t', con un factor de pe
s0, la funcidn de memoria, que decae exponencialmente (t'<t). Por 1lo
tanto, expresa que el fluido "recuerda" su pasado inmediato y sdlo

en forma vaga su pasado distante, Obviamente las Ecs(4.2,4~6) son

formas equivalentes para expresar la ecuacién reolégica de este mode
lo. El modelo de Maxwell sélo contiene dos constantes: una constante
temporal,)\o, y la viscosidad, L[. Claramente una forma de gecnerali-
zarlo es introducir mAs constantes en la ccuacidén reolégica de esta-
do. La generalizacidn wAs inmediata consiste en introducir dos cons
.tantes temporales, Al }’Az' ademds de la Yiscosidad,ll . Esto define
al modeclo de Jeffreys(jo) que puede expresarse por cualquiera de las

sigulentes ecuaciones,

(L LR R Y ) PUR
AZ,B_ﬁ' ( t)}-yl'](t )dt .
"Nétose que las ‘ecuaciones que definen a ‘los modelos anteriores tie=
nen la misma estructura: el tensor de esfuerzos se expresa como una

integral sobre el tiempo del médulo de relajacidén multiplicado por

la razdn de variacidn temporal del tensor de deformaciones, es decir,

4 .
‘?= -f G(t-vt")‘é’(t‘)dt' , (4.2.10)

o equivalentemente

!f




o (h.2.11)

Aqui G(t-t') es el m6du1§fdé relajacion y M(t-t )= ;L.G(t-t') es la
funcidén de memoria, Esfa es la forma general del modelo viscoelds-
tiéé lineal y es vdlidé si ‘las deformaciones y los gradientes en la
volécidad son pequeiios, Sin embnrgo, estas no son las tnicas limita-
ciones de las ecuaciones anteriores, pues éstas no son'objetivas!,
El principio de objetividad establece-qué el tensor de esfuerzos no
debe depender del sistema de referoncia, estb es, debe ser invarian-
.te ante rotaciones loceles dol fluido. Puédg ilustrarse fécilmente
que las Ecs(4.2,10) y (%.2.11) no ‘son ébjetivaé considerando el flu-
jo cortante estacionario que se muestra on la flg 3. El sistema pri

mado gira con” velocidad angularf? y-en: este sistema el flujo estd da

~do por ;~~54

en donde a es la magnitud de la razdén de.corte -céhpéhéh%és dé

la velocidad en el sistema xyz reédlté\

(4.2.13)
Pﬁesfoiqqe;

5’ =V‘7’+(V*7)T G (4'*1:’-__"1""‘,
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[ |
vy=ay

ro: paroc ser dependiente dPl tior oipéréﬁuﬁ'obserqg

" dor en el ‘gistema xXyz.

Figura k4, El sistema fi
sistema corrotacionwl, convvectores

mueve con la part{cula (x t) y gir1 con,syfyq;;ciaad

anpular local.



(4.2.15)

(4.2.16).

(h.2.17)

Esto muestra cl?aramehfé qpé:1§;equacién reo;6gica de estado, esto
es, el tensor de esfuerzos, .depende de la velocidad angular??y'por
lo tanto el modelo no es ohjetivo. Esto ilustra que la formulacién I
de los modelos viscoeldsticos lineales en términos de la Ec(h.2.10)
es errdnea. ' B

Con el propdésito de‘construir modelos objetivos se introduce el
sistema de referencia erfotééiongl*, S'y, el cual se traslada con u- R

e RESRIY ) -
na part{cula del fluido:y gira con su velocidad angular local, W, Si

S' se elige de tal fb'

‘iftiempo t sus ejes son paraleioshqop.mx'”

los del sistema de iaBorator1ojVS} entonces paravtiempos aﬁ§éii6fe§J e

t', estard inclinado.

7§ 'como’ puede verse en la’

* La literatura conbernientc ”ésté'tema es muy amplia, pero-un

cusidn clara puode encontrarse en la referencia (30)."
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En consecuencia los vectores ortonormales de S!', 5;, son funciones
del tiempo t' y de la particula de interéds, la cual se denota por
(;,t). Los vectores ortonormales de S los denotaremos por S.i' La lo-
calizacidn de este sistema estd especificada por b(t) Yy su orienta-
cidn por la ecuacidn
Y

st o= L Q@ s 8y (4.2.18)

cuya transformacidn i

t') : (4.2.19)

“describe la inclinacidn instantdnea de S!

Q45

con respecto a 'S al tiémpo t' y su rapidez de variacién temporal debe

La matriz de rotaciént

- .
estar determinada por la velocidad angular local, W , del fluido. Téi-
cilmente puede obtenerse una ecuacidén diferencial para SZiJ derivando

-~
(4.2,18) con respecto al tiempo y utilizando la relacidn entre W y

>
la vorticidad, W,

Wi = El.‘]kwgk . . (h2.20)
3 TQ0 R0 (B2,21)




nal o.de: Jauma

se define

DA (e
ﬂt'Aij. !

'y de Lagrdnge;"Eiﬂéégdhdd.téz '
mino contien 1fci débidOS a’la vorticidad lo-
sultados al modelo de Jeffreys,

Ec(4{2 ), t cional de Jeffreys,

F dt' ;

con’

 Nétese qus
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plicafiﬁas, esto es, .

Obsérvese que de esta manera él mbdoio e; no lineal y contiene ocho
constantes, las cuales no son totalmente arbitrarias ya que deben
ser consistentes con resultados experimentales bien establecidos., A~
‘'s{ por ejemplo, es un resultado bien conoéido(33) que la viscosidad
decrece al aumentar la razdn de corte (Shear thinning). En particu-
lar, para un flujo cortante est_cionario con'un movimiento oscilato-
rio con pequefias amplitudes las partes real éyiméginaria de 1la visco

sidad estdn dadas, respectivamente, .por

,SiablGCié que las constantes

.restricciones




 . (hi2.29)
(ugé.ao)

(4.2.31)

El modelo de Oldroyd definido por (4.,2.26) es uno deylos modelos no

lineales mds usados y uno de los pocos para el cual han podido resol
verso diversos problemas hidrodindmicos, En la siguiente soccién'cog
sideramos el problema de Stokes para un fluido viscoeldstico que obe

dece la ecuacidn reoldgica de Oldroyd.

IV.3 Problema de Stokes'para un Fluido Viscoeldstico

Consideramos un flujo uniforme, U, estacionaric e incompresible
de un fluido viscoeldstico descrito por el modelo de Oldroyd,
Ec(4.2.26), alrededor de una esfera de radio (J fija con respecto
al sistema de laboratorio. Nuestro objetivo es calcular la fuerza de
arrastre sobre la esfera. Este problema fué resuelto por Leslie(ls)
haciendo un desarrollo perturbativo alrededor del problema de Stokes
para fluidos Newtonianos. En esta seccidn describiremos la secuencia

de ideas de su método prescindiendo del detalle matemidtico.

Las ecuaciones hidrodinfmicas son

U.
2 = 0 , (4.3.1)
dx; . ; ‘
A
ey C(ho3.2)
— T =P U, . el
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El tensor de esfuerzos 7, se obtiene de la Ec(%4.2.26) suponiendo que

iJ

xi=ﬁli para i=l, 2 reduciendo as{ el nifimero de constantes de ocho a

seis, Ademds, la Ec(4.,2.30) se reduce a

| l

O’i = >\in + (A1_§uo)yi R (lo:’oja) .

De esta manera se encuentr hfszéfrsé reescribe como e i\;
&

oM 5 = |

en donde %% es la derivada de Jauménn,}E¢(h.é.235}b

Ahora obtendremos la solucidn de lasiEcs(h.B.l—B) para un flujo
uniforme alrededor de la esfora y como veremos, la solucidn resulta-
réd ser una perturbacidn a la solucidn del problema de Stokes para un

fluido Vewtoniano, Para este fin, primero se reescriben las Ecs(h.j.l-

h.3.3) en coordenadas esféricas y se introducen las variahles adimen-

sionales

eij ;s i,j= 1‘.¢.(.0, .: k(zh:].lla)

en donde PijuPa J+7_ij es el tensor de presiones, R es la coordenada

de posicion medida con reqpecto al origen de la esferq. Adem1s Dij y

w son, espectivamente, las partes simétrica y antisimetriui del

ij

tensor de deformaciones,'DUi/a r ., Tambidn es °9nV9ni9nte~intr°dUCir”

d




s

(4.3.5)

Aqui Re:ry—q-g- ers el nﬁmcfo de’ Reynolds, La cxpresidén para la rela-
cidn consti?utiva (4.3.3) es muy compliceda; su forma explicita pue-
de verse en la referencia(lS), Ees (6)-(9). Sin embargo, para nues—
tros propdsitos es suficiente sefialar que tiene la siguiente estruc

tura,

) _ . . (145307)
P4 ﬁ fij - ‘2 €:s e
Aqu:f. el parametro adimensional B se~define: como U/\J./U .Como U es

1a corriente de flugo en ausencia de la eqfera y >\ el tiempo de re'

1a,jacion~de1 sistema, el producto U>\l es’ entoncesvuna longitudvca- :
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.
ffé;fgfiégiéa:dei fiuj; ﬁhifofmé,de este modelo y por lo tante
“es un pardmetro carcter{stico del flujo en presemcia de la esfera.
L}Vpuede entonces interpfetarse como la razén del tiempo de relajg
cidn al tiempo caracteristico CT/U. fij es una funcidn complicada

de piJ' ui, r, eij’ wij' g N n ’ § + Las correspondientes condicig

nes a la frontera son

Esto es. claramente poSiple{pueStb ~{a xiai;"f,

Todas las ecuacibnes,adidéﬁsionalq

mento al fluido viscoeldstico.

+(he3.5-9), ohsérvese que se de la

’ Qgspeja pi_ y se sustituye en: las ecua&iones hidrodinamic1s, Ec=
(4.3.8), en la ecuacién resultante hébré términos proporcionales a
[? en el miembro izquierdo, miontraé éue todo el miembro derecho es
ﬁroporcional a Re. Puesto que nos interesa resolver el rroblema aqé
logo al de Stokes, nos restringirémos a nlmeros de Reynolds bajos
en consecuoncia todos 1os’féfminos proporcionales a Re en las ecua-
ciones hidrodindmicas ﬁuedon dgspreciarse. Esto implica que Re{KK}

y una consocuencia inmediata de esta hipdtesis es-entonces que el



tamafio de la esfera estd limitado por la relacién
OI".<<'V"A1,770 . (h.3.10)
Obsérvese que el sup@nér,bajos niimeros de Reynolds implica que

las ecuaciones hidrodindmicas estdn dadas sélo en funcidn del paréqg

tro[} . Esto sugiere construir una solucidn en serie de potencias de

[3 para las variables v&

ui'pij' 'P9‘ eid' wij con i, j= r, e, QD ’

es docir

(h.3.11)

en dondo. A dgﬁb lensionales anterio-

.5,7) obtenemos, a or

ros, Sustitﬁjéndo

den corO'ehﬂﬂy

ugo)‘;‘~_cd§e “flf,“ﬁéq)';rrsenew en r =00 .,



Utilizando (4.3.9) y las ecuaciones anteriores a orden cer en

obtenemos una ecuacidn para la funcién de corriente

d_dé un ‘fluido

__:odhs las cantida

(4.3418)

,,  z(u33;19)




ey

W LW L g

EREE

: enil r =1 yr =00’ (4.3.21)

se muestran en la fig 5. Sélo se

: rimer cumdrante puesto que ellproblema tiene simotria

axidlé~

1.e., flujo
ﬂNewtonianoq
a primer orden. (-



Siguiendo un procedimiohto similar podemos obtener las ecuacio
nes hidrodindmicas, la condicidn a la frontera y la ecuacién para
p . (2)
la funcion de corriente y su solucidn, , a segundo orden en .
Aunque y9(2) puede determinarse completamente(verEc(32) ref.15) su

estructura es de la forma

V@, 0) = (1-07 B,(£,6) + E(1-€) By(x/6) +
00 Byn,8) ¢ y By(me) o (he3e2b)
e ol SRR
Aqui € es:la constante adimensional definida on (h.3.40) vy 7= 11

. o E i - . : 1
con’ (J,;- definida por (4.3.32). De la restriccidn (4. 2,29) se sigue
que 7’siémpre es negativa, Por otra parte, de las figs. 6 y 7 y para
los valores ¢ =1/2, r=3/2, ©=T/4 se obtienen las siguientes rela~

ciones,

S (o) 1
’ a;r2)=
. 0.014 - 0.4067y

\//(0) T
W?;'

De- ostas proporcionos 56 sigue entonces que 91 deéarro1lo'

,(h 3. 13)*’

ravcgnvergentc sélo si K? <1, o sea

U\ .
- <

Esta condicidn impone un 1limite miximo para la magnitud ‘de’ la voloci .

dad U, Debe enfatizarse que las condiciones (h 3. 10) y (4 3.;5)




Lo

f S—

Figura 6. Lineas deccdi‘r;ﬁ.ehfe -
€ =1/2; i.e., flujo sect‘md'ai-yionsociacvio,

ol cuadrado del parémetro UAl/a, =

Figura-7, :Lihe.

e=1/z, (el

“corr er;té l//(‘2)=cte para
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(4.3.11) Hay limites superiorés para el radio de la esfera, J , ¥
para la‘veloéidad, .

. La funcidn de corriente a los diforentes ordenes en L}contienen
toda la informaciéﬁ'hidrodinémica del sistema, En particular, permi-
te calcular las diversas componentes del tensor de esfuerzos lTij ¥

por lo tanto la fuerza hidrodindmica sobre la esfera,

[Tla . . (4.3.27)

Mis explicitamento

(4 .3'.'23)

o bien,'en,terminos desl

que )\1 >\2- Ademas es PI‘OPOI‘cionav~v
rriente pero desafortunadamente su magnitu

en forma precisa, pues o existen valores exp



o sea, términos hasta

segundo ordégrén
una ecuacidén Gﬁr
fera siguiendo
cuacidn de L 'p

guiente seccio

producidas’ .




,7:779:

ESTA TESIS
SAUR BE 4 L

en donde el promedio se toma con respecto a la funcidn de dis§a¥!§IEo‘

icion de : obabilidad Coe Tambien supondremos

[}
o

By vy (4.4.3)
puesto que es de esperarse que las variaciones temporales en la ve-
locidad de la esfera sean mucho menores que las de la fuerza'fiuc-
tuante. La funcidn de autocorrelacidn <Ei(t) EJ(t')> se determina,
en principio, de la misma manera que en equilibrio: a partir de la
fuerza de friccidn, Fi' y suponiendo vdlido el teorema de fluctua-
cibn~disipacién (tfd).

La ecuacién de Langevin, Ec{h.4,1), dofine un proceso estocdsti
co no linecal y surge la preguntayde si puede construirse una ecua~-
cidn de Fokker-Planck asocinda. Egte ha sido un tema controversial
en la literatura, pues por una parte algunos sistemas como el laségh)
describirse satisfactoriamente en términos de una ecuacidn de Tokker
Planck no lineal pero por otra, van Kampen(l') ha mostrado que esta

equivaloncia conduce a inconsistencias. MNuestro objetivo no es discu-

tir la valido? de esta

cidn~de Tol 1) esta dada por

(h.‘lkt".’it‘)

con H=<§>. Aquf P es la probabilidad fcional de que la part{cu-

qyivalenc;a;fmasfaﬁn, aceptando que la ecua- e




la tenga una velocidad Ui al fiempo trdédo pér’un valor inicial Uoi
al tiempo to. A, es el vector de arrastre el cual se calcula a par
tir de la fuerza de fricciédn Fi dada por la Ec(l4.3.28) y D&F es el
tensor de difusidn, el cual en general no es conocido; de hecho esto
constituye el problema principal para poder construir una ecuacién

de Fokker-Planck. Ll tfd relaciona la amplitud de la correlacidn de

la fuerza fluctuante en la ecuacion de Langevin con la fuerza de

friccion, -0 equivalentemente, proporcxona una conexidn entre los
coeficiente & ,jy_elidekdifusion, D“F , en la ecua-
cimn de’ F éigliéiié“de este teorema de-~

n-consideracidn; asi, sabemos que en ¢

_1.3; for-

Dn”general,

lucion conduce al - dificil problemu de ronormalizacidn de fluctuncio-
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nes(35). Se han podid@‘eétqd{arféléﬁ o sﬁéét&s'génerales del o~

blema y obténersé”infbfmﬁhiﬁn”dé las” fluc uqcionés,paravalgunos ca=-

sos particulares dgilr“ﬁé(k I ‘g?eciél de eqguilibrio

onstante, esta ecuacidn se

Kampen mencionado en la In-

méticamente ﬁtilizando l*metodo,doTvanu

triduccidn. Pero en el 4aso general de no equilibrio, donde el coefi

ciente de difusion es una funcion arbitraria dc las variables de os-

tado, es muy dificil extraer 'nformacion acerca de las fTluctuaciones

adn utilizando el mismo metodo’d an'Kampen, Esto ha sido estudiado

41 timamente y uno de 1os oé}que'se pucde dar expli

citamente 1la fq;r s#aéionarios fuera de e~

quilibrio descritos stacionaria P° de la Ec(h.zs.£§’62

Para este caso

nuo y canéhipd e sﬁaéid'fase asociado con P(t)
Pueda’ const .,10 se conqidoran 51stemasj

efinida, simetrica e invor,
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relativa a la propiedad B y la variable (Y. En esta ecuaciéﬁ'vﬁ%fes

una matriz constante definida, I(dy

i

es un tensor simétrico definido

por

ciones de ‘correl

ra de qdﬁilibri qu
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~ APENDICE A

écélculdfdd,Ténsor de Presiones y la Presién

El obJetivo deicste apendice es deducir la Ec(2.3.9). Fn térmi-

nos de la velocidad relativa, g, y 1a velocidad del centro de masa,

-)
G, el miembro derecho dc 11 Ec(2 3.8) puedn reescribirse como

/d DARAL fi -

(A1)

Claramentec estas ecuaciones ‘estin acopladas pues Pk = 3p. Para resol

k



Ehtonces:Pid satisface la ecuacién

Gt W By s B AR A n ) L (e

Suponiendo 1a condicidn inicial P,

de la ecuacidn anteriories




De las expresiones’ de

‘tieﬁenfbarfé reh1 hegati

te a y por lo ten
de,illsiehpfe e

s/positiva’e

2+ 15) (s,

135917

*aji)fzai

k?jk]f ¥ ('4'12),

(A.13)




~dad~dominap

;la'singulagg

(a.17)

(£.18)

(A.19)

1
;
1
[
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.. APENDICE B

Cdlculo de la Funcién de Correlacién . R, .(0,T)
I " =

En este apéndice verificamos 1 0). Bésolviondo la e-
cuacibén de Langevin y ut’ilin’zando,ias rpp;f__ed_ade’s'"'('B.l.B) se obtiene

10y

con -




?/11/3"'21)/2 o
e AL +z/37 (” 8)



APENDICE C~ i

Verificacidn dénlésgﬁés(ﬁzj.Sl:

Primero deduciremos la Ec(3;3.8b).~Q§ﬁSidéféée una'écuacién de

la forma

si radientes:de’

obtenemos que ;-



90

Las derivadse

?gréaiﬂntes

~(c.8)
 obtenem§s
(c.9)

as.funciones.:

a orden mis bajo _en

(c.10)




Utilizand

’cionos algeb

eigenfuncio

= c11 %14( 031 wjlar 2 04131,70413 o = ('c.‘k'17')



entonces

obtenemos

Si ademés

92




~obtenemos

. (c.22)

Puesfoiqug1E=Fn_;;

La deduccién de (3.3

puede desarrol

Este es el desarrollo de Chapman-Enskog(Bs).~Si ahdrﬁ'deéd:rol1amos
el método en todo detalle y tomamos el caso:.en.que:el -gradiente de

velocidad es el ftnico diferente de cero obtenemos

y - .
o - ol Ty ey : - (e.26)
B | '

OVSUStit“yendéﬁjﬁmidv,;5 ;:f€ o

a_s

con



PR
Asi pues,

'y sustituyendo g%l)

9k

R i}-% Yi,j?;(")-‘

r = fi) (‘1 + (p(1_))

obtenemos (3.3.8a).

(c.27)

(c.28) |

A v e v
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