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INTRODUCCION

E1 concepto de nicleo de una digrifica fue introducido por John Von
Newnan y Oskar Morgerstern{N.M.1) en 1953 como herramienta de interéds en
la Teorfa de Juegos. Demostraron que toda digrdfica finita sin ciclos po
see un nlcleo Gnico. Posteriormente ¥y ya con un enfoque puramente grafi-
co, Richardson invenstigd diversas clases de digrificas que poseen nidcleo.

En particular encontrd los siguientes resultados:

(R.1) Las digréficas bipartitas {finitas o infinitas) tienen ndcleo,

{R.2) Las digréficas finitas sin ciclos impares tienen nicleo, La de
mostracidn original del Teorema de Richardson (R.2) es bastante complicada;
en g'l afo 1971 Victor Meumann Lara (VN 1) introdujo el concepto de semin(i-

cleo que permitid una nueva demostracién mucho més simple.

En 1975 Romanowicz, Zbigniew (R.Z.1) demostrd que una digréfica en 1a
cual cada ciclo impar no simétrico tiene una diagonal simétrica que es im-

parmente aciclica, tiene nlicleo.

Posteriormente en 1979 P. Ducket (D.1) presents en su tesis doctoral
algunos resultados interesantes sobre 1a existencia de nicleos en digrafi

cas.

Paralelamente y de manera independiente Victor Meumann Lara y Hortensia
Galeana Sdnchez hemos trabajado en la investigacién en la Teorfa de Nicleos
en Digrificas obteniendo resultados de interés, la mayorfa de los cuales

forman el material del presente trabajo,



Conceptos Preliminares

Una digréfica es un par (V,F) donde V es un conjunto f’irﬁto no vacfo y
F un s thconjwnto de V2 que no contiene pares de 1a forma {v,v). Los elemen
tos de ¥ son los vértices de D y Tos de F las flechas. Sif= (vl.vz)e F '
diremos que f va de V] 2 ¥y que vy ¥ v, son las_terminales de f; mds adn di

rems que v, es el vértice terminal inicial de f yvyes el vért{ce terminal

final de f.  Si ademds v, & 51 '_C_V &_v'z_'e'sz CV, se dirf que f va de vy a 52'
de Sl a vy ¥ de S1 a 52. Cuando _(vz. ‘_'1) € F diremos qua‘f = ("1“'2) es m;
flecha simétrica. ' : )

En general, se denotard por V(D) (o simplemente por ¥ 51 no hay ambigle
dad) al conjunto de vértices dg Ja digrdfica Dy por F{D) o F al de sus fle-
chas. '

SiAC E(D), denotaremos por t{A) al conjunto de los vértices termina-
les de los elementos de A; tf(A) denotard al conjunto de vértices terminales fina
les de los e]emenios de Ay ¢! (A) denotard al conjunto de vértices terming

‘les_‘ini__ci_aies"dg' los elementos de A.

' Sea uE V(D). denotaremos por T*{u) al conjunto de los vértices termi

..,.nales finales de as flechas que tienen a u cono vértice terminal inicial,

;-y por' I‘ {u) al conjunto de Jos vértices iniciales de flechas con vértice -

tenmnal final u. Si B ¢ V(D) denotamos I'+{B) =u *(v) y 1 (B) -U r {v).
" €8

Denotaremos por Ft{u) al conjunto de flechas de D con vértices temina1 ini

: -'-'.'-.""cial “u y'por F-{u} al conjunto de flechas de D con vértice_.terminal final

L G |5a1:a A< V(.D). denotaremos FY(A) = UF*{v) y FT(A} = U F{v).
L VEA T OYE A



Sea H una digrfica; diremos que H es una subdigréfica de D cuando
V(H) < V(D) y F(H) < F(D). Sea v, <V, v, # o la subdigrifica Oo de D

inducida por vy se define camo sigue: V{Dg} = Vo y F(D,) = F{D)n V°’ ¥y
se denota D, = D[VD] . Se dird que D, es una subdigrdfica plena o inducida
de D 5§ es 1a subdigrdfica de D inducida por V{D,}.

Dadas dos digréficas D y H denotaremos DU H; la unidn de D y H que es
' 1a digrédfica definida como sigue:

FOu H) = F(D) v F{K) y V(DU H) = v(D) v V(H).

51 Dy es una subdigrdfica de D una flecha de D que no es flecha de [
es tna psewdodiagopal de O, siempre y cuando amh'os'puntos' terninales de 1a
flecta sean vértices de D). Si f = (v, v)) conv, & 5, 5 V(Do). - -

v, € S, EV(DO} es una psewdodiagonal de D, » s€ dirda que fes ma - -
¥15p - psewdodiagonal de B, » wna Slw2 - pseu‘dodiago.nal' de 0y b uwa -
515 - pseudodiagonal de D Sea f = (vl ' vz) una pseudodiagonal de g,

se dirh que f es wna diagonal de D, cuando ("2"’1) ¢F(D ). sivie 5, cv(D )
Y vy €V, CV(D ) se dird que f es na v 152 - diagnna'l de D, , tma - -

§,¥, - diagonal de Do 5 una 5,5, - diag:_qaj, d\C."D|J

Un camino es wna sucesién (v, ,vl.....v ) de vértices tal que (wi 1.wf) cF

para i=1,2,. ...n si Vo = Vn' e'l camino se denotara cerrado La longitud del

camino es n y 51 C-= (va.vl.....v ) es un camino denntamos su longitud por

B{Ch asf 4(C) = n. [

Una trayectoria és"'ur'f 'r':é'm'l:{o"én"'él “cual ningln vértice se repite, wa
trayectoria {v= u ’"1"‘ u w v) se dice que conecta o ure uy v y 1a Na
mamos una wv- trayectoﬂ . Sea T ("o’"i““""n) wma trayectoria denotare

mas ¢

N—



i ‘fclaramente V(C)w C° U C‘

u - 1 e . - ‘ . .- .
Tu° {Wy/0 < 2i < n} y por Tuo {¥g4.,/0 < 21-1 <;n}. S

Un ciclo es un camino cerrado (v .vl.....v ) ta1 que cuano 1 Hd 0.
se t{ene Vl k3 vj para toda j ¢ i. Diremos que un cicln esunc tc'lo imga
‘ si n es 1mpar y es un ciclo par si n es par.

~ Sean D una digr&fica; H subdigréfica y D y f& F{D}, f es imparmente
acfclica en H si no existe ciclo impar en H que pase por f {es decir f no
'.es flecha de cicles impares de H); u € ¥(D) diremos que u es imparmente

acfclico en H si no existe ciclo impar en H que contenga & u.

Sea € un ciclo de D, denotaremos m‘(c) su longitud; si u,v € ¥{C), deno
taremos por (u,C,v) a 1a uv-trayectoria contenfda en C y por 2{u,C,v) a su
longitud; consideramos (u,C,u) = {u) y 2{u,C,u) = 0. Denotaremos por:

P(C) = {fe F(D)/f es pseudodiagonal de C} .
t(C} = {z€ V(C)}/z es terminal final de alguna pseudodiagonal de C}= tf(P(C))
i(C) = {z€ ¥{C)/z es terminal inicia) de alguna pseudodiagonal de C}ati(P(c)).

: '.Se'ai C't-m ¢ilo impar-de una digrafica 0, u€ V(C); numeramos Tos vérti-
-ces de c en el sentido de’ recorrido de Cy a partir de u= uo. asf
" C= (u=u . ul,...,uzn.u2n+1 = u) denotaremos. -
_"___c° = fuie V(W‘ s parit 14 0}
'_'712:1 = {u1E V(C)/1 es impar' A g 2n+1}' '

Vé’

' b-ars':term'lna'l‘é'sfen:vb. ‘

; \i'_ : Séafvd(‘_cy\_f'(b)_; _esrindegenﬂ.{ente:si‘. no existen: flechas de D con am-



Diremos que una digrafica D es simétriéa. cuando y s61o0 cuando

f = {u,v) € F(D) implica f' = {v,u) € F{D).

Sea D una digrifica, consideramos en V(D) 1a siguiente relacidn binaria
noy U,y EV(D) unv sty s6lo sl existe una uv-trayectoria en D y una
vu-trayectoria en D; v es de equivalencia; las clases de equivalencia son =

las componentes fuertemente conexos de D o componentes fuertes; si D tiene

una Unica componente fuerte se dird que D es fuartemente conexa,

Se dirf que D es conexa si dados u,v € V{D) existe una uv-trayectoria

0 una vu-trayectoria.

Una gréfica G consiste de un conjunto finito no vacfo V=V{(G) de p pun-
tos (o vértices) junto con un conjunto X de q pares no ordenados de distin-
tos puntos de ¥, Cada par x = {u,v} de punto en X es una arista de G.

La grifica subyacente de una digrifica D es la grdfica que se obtiene de D

reemplazande cada flecha de D por una arista.

Un punto de corte do una digréfica D es un punte de corte de 1a grifica

subyacente de D,

Un bloque de una digrdfica D es un bloque de 1a grifica subyacgnie de D. '

Un corte lineal de una digrifica D es un conjunto A c F(b) t§1 que'ﬁ-+ A ;:v s

no es conexa,

Un corte 1ineal fuerte de una digréfica D es un conjuntbzﬁgs E(ﬁj}taf'ﬁﬁef_.

D - A no es fuertemente conexa.




CAPITULO 1

Seccifn 1, (Conceptos y Teoremas Fundamentales

Definicidn 1,1 (Von Neumana y Morgenstern).

Sea D una digrdfica SC V. S es un piicleg de D si {a) S es independien
te y (b) Para todo x ¥V - S existe una flecha de x a X.

El resto de los conceptos y teoremas de esta seccidn 1 fueron obtenidos
por Victor Neemann Lara (VN 1){1971) y son fundamentales para el desarrollo’

del resto del presente trabajo.

Definicidn 1.2 ,
Sea D una digrafica, Diremos que SC V es seminclep de D si las dos
siguientes condiciones se cumplen:
(a) S es independiente
{b) Para cada flecha f que va de § a x (en virtud de 1a condicién anterior

X €Y - S) existe una flecha f' que va de x a S.
Claramente ¢ es un semipiicleo de D,

Teorema 1.1

Sea S un seminiicleo de D.

B={veEV-5/Noexiste flecha de v a §) .Vy 5' un 'senﬁnﬁc__len; :de. 'la sbbdi? L

gréfica B de D inducida por B. Entonces S U _S_'-_'_'e‘s'":un ‘%éﬁ__iﬁﬁé]ég_;dg D..; L o

Y como consecuencia del Teorema 1.1 tememos:~ .~~~ .=



TJeorema 1.2
Sea S un seminficleo de una digrifica D.
Be{ye V- 5/No existe flecha de v a 5} , y N' un niicleo de 1a subdigri

fica T de D inducida por B, Entonces S U N' es niicleo de D.

Definicidn 1.3
Diremos que D es R-digréfica si toda subdigréfica plena de B posee un

seminficleo no trivial (es decir no vacfo).
Observacidn 1.1
Es claro que sf D es R-digrérica y Do es subdigrdfica plena de D en-

tonces D, también es R-digréfica.

Teorema 1.3

Toda R-digréfica posee al menos un nicleo.

Seccifn 2 Seminlicleos M5dulo R y Trayectorias K-normales.

Todos los conceptos y Teoremas expuestos en el resto de este capftulo
excepto D.1 y RZ] fueron obtenidos por Hortensia Galeana Sinchez y Victor

Neumann Lara (GN1).

Definicidn 2.1
Sea D una digréfica; [,R C V(D). Se dird que I es semindcleo médulo

R de B sl se cumplen las condiciones

(2.1.4) I 0 R® es independiente.

(2.1.14) St {u,v) € F(D), ue I NR®y v & 1° n R® entonces existe w & I
tal que {v,w) € F(D).



Si en Tugar de 1a condicién (2.1.1) se cumple la condicién mis fuerte

(2.1.4') se dirs que ] es seminicleo fuerte de D nédulo R.

(2.1.1') No existen {I 0 R°}I - flechas.

Definicidn 2.2

sikc v(D), la trayectoria T = (wo.wl.....wn) serfa 11amada knormal si
(2T AK=T" 8 WTinks= T
. ) o

| ‘(2.2.‘11” Wy €k jen, W EK con 5<j .; ("1 . "s) ¢ F{D)

. Dbsefvacidn 2.1 .

Nétese que una traye:c‘tor"lra K-normai pasa alternadamente por K y K¢,

Teorema 2.1 o

Sean lo , I, R € V(D) ta."l..es qﬁe I,elL, I,nR=2¢,

S1 se satisfacen. o
(a) 1 es semindcleo fuerte &e D miduTo R y |
{b) Toda IoR-trayectoria I-nn_‘f-rnal 'ph.sa por u = r~{Io) N RS, Entonces
S={wel/ Iow-trayeetdﬁé' I;normal que no pasa por u} es seminlicleo de .
[ que satisface lJoc ScIn _Rc. '
Demostracitn ‘ _

- Obsérvese en primer Tugar que por (a), te1®n RS,

Ademds Io es independiente y por lo tanto, loc S, .

Por (b), S cRE, luego SC1n R.c ¥, nuevamente por {a) no existen
Sl-flechas. En particular S es independiente, Sea {s.,w) ‘E:.F(D) 7cnn :

s € § y supbngase que no existe ninguna wS-flecha en D. Co_ns‘ld_érésg cual- - ‘

quier los-trayectoria I-normal T que no pasa por U, Como "\o[-E'I‘fr,Wa:_'traygs S

torfa T' que se obtiene extendiendo T con {s,w) es también 'I'-nqn_nal._'. N



Necasariamente w R pues de otro modo se contradirfa (b). Se tiene enton-
ces w & 15N RS y, por (a) existe (w,z) € F(D) con z€ 1. Lla trayectoria

T" que resulta de extender T' con (w,z) es I-normal y no pasa por u. Por -
To tanto z € § 10 que contradice el que no existan wS-flechas en D. Se si-

gue S es seminiicleo de D.

U
. 5 » (e

i
[

I, T

Como corplano se obtiene la siguiente versidn ligeramente distinta del

Teorema 2.1 que es de aplicaci6n mis directa.

Teorema 2.2
Sean 1o, 1,R c V(DO tales que
(1) 1 es seminicles fuerte de D médulo R
(i1) D no contiene ningfin seminGcleo S tal que locSc In RE. Entonces
' existe una loR-trayectoria I[-normal directa
Tae {to.....tn) {e.d ¥(T})n Io = {to} y V(T)n R = {tn}) que no pasa por
r(lo) M R® y tal que:
(1) (tyy + t) $FO) para0<2icgen  J¢2i4
(@) {tpiye tpy) ¢ FID) para 0 <2141 < 2§°<n- I

Demostracifn _ _

Por el Teorema 2.1, existe uma l‘oR.-t_'rayéctoria I-normal T que no pasa
por T=(lo) N R®, Si se elige de longitud ﬁfn'lma posible, T satisface cia_—_'
ramente las propiedades (1) y (2). . '
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Observacién 2.2
(1) T no tiene (V(T) - {tn} Tgo - pseudodiagonales
(2) T tiene longitud par o impar segin tn I &6 ¢tn 1.

Un caso particular del Teorema 2.2 es el

Teorema 2.3

Sean lo, I, Rc V(D) tales qued4 ¢ loc I, lonAR = Q."§1

(1) I es seminicleo fuerte de D mbdulo R. S

{ii} 0 no tiene nicleo.

(111) D - {Io U r~(l0)) es R - digr&fica.

Entonces existe una 1oR - trayectoria I-normal directa que no pasa por
r={lo) n Rc y que satisface {1} y (2) del Teorema 2.2 y por lo tanto las -

condiciones de 1a ebservacidn 2.2.

Demostracifn
$i no existiera T con las condiciones establecidas, existirfa un semi-
nicleo Stalque ¢ # locsScln RS, - Usando (1i1), Teorema 1.2 y Teorema .

1.3; se concluirfa 1a existencia de un niicleo de D, 1o que contradice a (it).

Teorema 2.4 . . :
Sea D una digrafica, u € V(D) y Nu nicleo de D - {u}. Si
(1) o -V{ﬁl.és_R—digraficq). o ‘
) (ii) D no tiene nicleo. '
Entonces existe una vu-trayectoria Nu-normal que no tiene (V(T)-{ul)T:-psequ

diagonales donde 1 es e1 residuo de £{T)+1 m6dulo 2.



n

Demostracidn .

Sea 1=Nu, R = {ul y definase Io como sigue: Io = (v} sf vE Nu;

= My} Ol sivg Nu C]aramente se satisfacen las condiciones del
Teorema 2.3 ¥ 1a affrmacidn se sigue inmediatamente. '

{Ver fig. 2}

Corolario 2.1 ‘

Sea D una adigrifica sin nGclee, f = {u,v) € F(D)‘ta1 que:
{1) D-u tiene ndcleo. o
(11) D-v es R-digréfica.

Entonces exfste un ciclo impar € por f qué'nq'tigne V(C)ca - pseudodiagonales.

JTeorems 2.5
Sean D una digréfica, u € V(D). @ # Ac F*{u). o el conjunto de vérti-
ces terminales finales de las flechas de A, Suplngase que
{§) D-A tiene nicleo pero D-A' no tiene niicleo si A'c A,
{i1) p-{lo U I'[i0)) es R-digr&fica,
Entonces existe un ciclo impar C que pasa por alguna f€ A, no pasa por

r=(fo) - {u} y no tiene V(C)(C} U {u})-pseudodiagonales.

Demostracidn
Por (1) O no tiene ndcleo. Sea 1 un nﬁcléo deD~-AyR= {u}
Claramente 1 es semindcleo fuerte de D m@dulo ﬁ ylol {ﬁ} C 1 asf por
el Teorema 2.3 existe una to u-fraﬁgctur{& Ifhormal dfrécta can to € o que
no pasa por (r’(Io)-tu}) ¥ que éqi{sf;ce Tas condfcfonés:dé 12 ohservaciGn
2.2, E cic)o ¢ f_f‘U'(q,iq) ggﬁiéfape 1as propiedades del enunciado,
| ‘_'_!\'fier_ Fig. 4y, -
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Corolario 2.2 _ .
Sea f={u,v) € F{D), si D no tiene nlcleo y D-f es R-diérafica entonces
existe un ciclo impar por f; C que no tiene V(C)(C; U{u})-pseudodiagonales.
(Ver fig. 5).

Corolario 2. 3
Sea D una digrifica, u € V(D). 51 D no: tiene nﬁcleo ¥ D-u es R digré-
fica entonces, existe un ciclo impar C que pasa por uy sin V(c)(c‘ U[u}] pseudo

diagona]es.

Demgstracidn . .
Ya que {u} es seminicleo de D- F*(u) ¥ D u es R- digrarica, por 1o

Teoremas 1.2 y 1.3 se sigue que D-F¥{u) tiene nﬁcleo. E1191endo A (de1

Teorema 2.5) del modo adecuado y aplicandn el Teorema 2.5 se concluye la

demostracidn.

Teorema 2.6
Sean D una digréfica u€ V{d), ¢ # B c F-(u). S
(i) 0-8 tiene ndcleo. _
(11) D-B' no tiene nicleo para toda B'C B
(1i1) 0-{r~{u} U {u}) es R-digrifica.
Entonces existe un c¢iclo impar C que pasa por alguna (w,d).= fe B, no

pasa por {I~(u}-{w}} y no tiene V(C)Ca -pseudodiagonales.

Demostracidn
Sea I nicleo de D-B y témese Io = {u} y R el conjunto de vértices‘ter-
minales iniciales de las flechas de B. Por (1i) R U{u} c 1. Por el Teore

ma 2.3 existe una uw-trayectoria I-naormal directa T que no'pasa por
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r=(u} n RS, y tal que WE R, _E]_c1r;_1'o‘ [ _;' TU (w'-.'u)_sat1sface 1as propieda-~
des requeridas, . :‘ s ﬁ:_ R T AT
o Ve fig, 6)

Colorario 2.4 o _ '

Sea D una digréfica, u € V(D) Si .D o ﬁene niiclep y D-u es R-digrdfica,
entonces para alguna f=(v,u) € F(D),'é;ti.ste un ciclo {mpar € por f que no
tiene V{C)(C; U{v})-pseududiagonales.l

Demos tracifn

Sea Nu nicleo de D-u. Como D no tiene niicleo, no existen flechas de u
a N, ¥, por lo tanto, N' = N, U [} es nicleo de D-F-(u). Eliglendo B
{del Teorema 2.6) de manera adecuada y aplicando el Teorema 2.6 se concluye

Ta demostracidn.

Seccidn 3. Estructura de las R~ digrificas

Definicidn 3.1
Una digrafica D es una R™ digr&fica si D no tiene ndcleo y para cada
u € ¥(D), D-u es R-digréifica.

Teorema 3,1 .
Si D es uma R” digr&fi;a Y U,¥ E ¥{D} entonces existe una vu-trayecto-
ria T=(wo.w1,...,wn), W, uy, W, = U que no tiene V(T)Tl - pseudodiagonales,

donde 1 es el residuo de n+l mGdulo 2.

Demos tracibn

Es consecuencia directa del Teorema 2.4.
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Teorema 3.2 _
Si D es una R digrdfica entonces para cada f?(u;v} € F(D) existe un -
ciclo impar C por f que no tiene ’c'(C){:l"’l - pseudodiagonales (en partfcuiar -_" '

c; es up conjunto independiente).

Demos tracidn

Se sigue del Corolario 2.1.

Corolario 3.1 )
Si D es R~ digréfica, entonces para cada u € ¥(D} existe un ciclo jmpar

€ por u que no tiene V(C)Cl‘: - pseudodiagonales ni u € - pseudodiagonales.
\

Teorema 3.3 ‘ ‘
5i D es R~ digrdfica, entonces para cada u € ¥(D) existe un ciclo impar. .

C por u que no tiene \0‘((:)((::j U’ )) - pseudodiagonales.

Demostracidn

Se sfgue inmediatamente del Corolario 2.3,

Teorema 3.4 _
S$1 D es una R™ digrdfica y u € V(D), entonces para alguna f=(v,u) & F{D) . - .
existe un ciclo impar C por f que no tiene V(C)(cb Uy - pse'udbdiagqnélés; = o

Demostracidn

Es consecuencia inmediata del Corolario 2.4, .
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Seccibn 3.A Apliicaciones

(1) Si D es unz R~ digréfica que no es un ciclo impar y u € V(D). en-.

tonces existe f=(v,u) € F(D) que ests en al menos dos ciclos impares.

Demostracién

En D todo ciclo impar tiene alguna pseudodiagonal. .

Sea u € V{D); por e) Teorema 3.4 para alguna f={v,u} € F(D) existe un
ciclo 1mpaf' C por f que no tiene V(c)(c; U’ {v}) - pseudodiagonales y poE el
Teorema 3.2 existe C' un cilo impar por £ que no tiene V(C')(C;,“ - pseudo-

diagonales. Se sigue que C # C',

{2) Si D es una R* digrdfica que no es un ciclo impar y u € ¥{D}; en-

tonces existe f={u,v) € F{D) que estd en al menos dos ciclos impares,

Demos tracifn

En 0 todo ciclo impar tiene alguma pseudodiagonal.

Sea u € V{D); por el Teorema 3.3 existe f={u,v) € F(IJ) Y un ciclo im- .
par C por f que no tiene V(C)C‘ U {u}) - pseudodiagonales’y por el Teorema

3.2 existe C' un ciclo 1mpa|_~ por f que no tiene ,V(C')C'ﬂ - ps_e_udodiagona]es.
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Seccidn 4. R-digrdficas

Teorema 4.1

Sea D uma digréfica, T € V(D) tal que D-T es R-digr&fica y para cada
u €T al mnos una de las dos sigujentes propiedades se satisface:
(a) cada ciclo dirigido impar C por v tiene alguna V(C)C& - pseudodiagenal,
(b) cada cicle impar C por u tiene alguna v(c)(ca U {u})}-pseudodiagenal.
Entonces D es R-digrafica.

Demos tracidn

51 D no es R-digrifica, D contiene una subdigrdfica inducida H que es
R~ digrdfica. Ya que D-T es R-digrdfica HnT # &, Seau€ HnT. Por
e]lTeoyema 3.2 u no satisface (a) en H y por el Teorema 3.3 u no satisface
(b) en H. Se sigue que 4 no satisface {a) ni {b)-en D 10 que contradice ~

la hipbtesis.

Teorema 4.2 .
Sea D una digrafica; A e'F(D] tal que para cada f={u,v) € A se satisfa

ce la siguiente propiedad: o | .

(5) Cada ciclo fmpar C por f tiene alguna vtc)c; - pseudodiagonal,

Entonceﬁ; D es R-digrifica si y s610 s1 toda subdigrﬁficq plean H de D tal’

que HN A = &, es R-digrifica, -

Demostraciﬁn. ]
$1 Dnoes R-digrafiéa: D contfene una subdigrdfica inducida H que es
R digréfica; H N A £ &; sea f=(v,u) € H nA. Por hipbtesis f ;atisfaté o

(1) en D, pero por el Teorema 3.2 f no satisface (1} en H. 'Sézéb;fgﬁé asf -+ E

una contradiccibn; se sigue que D es R-digrafica. EIl recfproﬁo es‘obvjb.i'_jl
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Sea D una digrﬁfica ,v C un cicle impar de D; denotaremos:

. C(o) .u U C{, . y c(l) = cl?l U tf(c)
ve tf(c) uetf(c)

Teorema 4.3 _

Sea D una digrdfica y T < V(D) tal que D-T es R-digrdfica y para cada
ciclo dirigido fmpar C tal que CNT7 ¢ se tiene ¥(C) = C(_l). Entonces
D es R-digréfica, '

Demos tracidn
Si C es un ciclo dirigide impar tal que V{C) = c(‘) y u € ¥(C), enton-
ces C tiene alguna V(C)(C| U {u})-pseudodiagonal. Asf el Teorema 4.3 se

sigue del Teorema 4.1

Teorema 4.4

Sean D una digrifica y A C F{D) tal que para cada cicTo impar C con

C Ao se satisface V(C) = c{®), Entonces D es R-digréfica s y s6lo si.
toda subdigrdfica plena H de D tal que H n'A'= 4 es R-digrdfica.

Demos tracidn

59 C es un ciclo fopar tal que V(C) = ¢{*) y = (u,v) € F(C); ¢ tiene

alguna V(C)C3, - pseudodiagonal. Asf.el Teorema:4.4 se sigue’{mmediatamen-"

te del Teorema 4.2.

En las aplicaciones de lus"TeoreuiaSI:4'.3: y 44es tj_l;quntar_cdnllosvsi__'guieg

tes criterios.
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Criterio 1 . .. .
Sea €=(1, 2,....2n+1.1) un ciclu impar de una digréfica D,

Qi <A <y

tfe) = {11.12.....1k1'f j :

Entonces V(C) = C( ) si y sdlo si ‘al menos una de las dos sigufentes

‘condiciones se cumple.

(1) ij+1 = ij+1 para algﬁn J € {l.....k]

() 25y € 40) T 21, 4 €, tpyy) 21 (mod, 2] para

J ’ z.l {jl ‘t] c {ljl.0|k}l

Demostracifn ‘ )
Se sigue de observar que para i,] € tf(c) (sin perder general fdad po-
demos suponer 1=1, je2ktl < 2mH)

C%’ v Cj U {i.jl=1{1,2,3,...,2kel ,2k+3,2k45,...,2n41}

Criterio 2

Bajo Tas hipbtesis del Crite_fiu-l_ se tiene; V(C) = Cm 51 y s6lo si .
z(ij. c, ijﬂ) .—'.-!.(ie. F.' i_tfl_)‘a-ﬁl (rﬂﬂd. 2} para JiLyjdlc {1.2,....&1

Sea D una digrifica y c=(1 2.....2n+1 1) un ciclo: Tmpar de D; para '
= tf(c) denotaremos.

: F‘(c) = [(1+2k 1+2k+1)|o <k <'n) (notaciﬁn" mﬁduln zn+1} y denotamos.
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Teorema 4.5 o ._ . .

Sea D una digréfica, si ehsté T'"C'V(D) tal dug_para cada ciclo dirlgl
do impar C de D con ¥{C} n T # 3 tenemos F(C) F*tc).. Entonces D es
R-digréfica si y 5610 s1 0- T es R-digraﬂca. . o -

Demos tracidn R P N
St Ces un'c'iclo‘c‘liwrr"i'gidh"1ﬁlpar fal que F{C) = F'(C) y u€ V(C), existe
f={u,v) € F(C) y como F(c) L] F'(c) C tiene alguna vc)(c, v {u}} -pseudodia-~

gonal, Asf el Teurema 4. 5 se sigue del Teorema 4.1,

Criterfo 3. -

3 ‘Seccigjld‘.ﬂ '_,:.l.\‘ﬁ'I'lc'éé:ibnéﬁ S

Del Teorema 4 3

{1) Sean D una digrafica T C V(D) tal que D-T es R-digréfica y cada
cicloe impar ¢= (1 2,...,2n+1 1) ta1 que c n T # ¢ tlene dos pseudodiagona-
'Ies f={i,}, 1 9* (k J+l} Entonces D es R-digr&fica.

Nota 1. Este 1mp1ica e1;sliﬁuiént_g'_(_rééuiflado obtenido por P. Duchet.
(DM1) P. Dichet {1979). =~ « %
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Sea D una digrdfica tal que todo ciclo dirigido impar (1,2,...,2n#1,1)
de D posee dos diagonales de la forma (k1k+2) y {k+1,k+3). Entonces D tie-

ne nicleo,

(2) Una digrdfica D es R-digrdfica si y s6lo si D-B es R-digrdfica;

donde B € (z € ¥(D)|z es imparmente acfclico en D}.

(3) Sea D una digrifica tal que todo ciclo impar no simétrico de D
posee una pseudodiagonal f{: tal que para cada ciclo impar C' por fc s C =C‘(1)'.

Entonces D es R-digrifica,
Neta 2 Este implica el siguiente resuitado obtenido por Romanowicz, Zbigniew.
{RZ1) Romanowicz, Ihiqniew (1975}

Sea D una digrifica tal que para cada cicle impar no simStrico C, exis
te f=(u,v) € F{C) tal que {v,u) € F(C) y (v,u) es imparmente acfclica. En

tonces D tiene nicleo.

Del Teorema'4.4-- L

(4) Sea D una digr&fica, F] . (D) = (f € F(D}|f es imparmente acfclica en D}
‘D es R-d1gr5f1ca s1 y 5610 51 toda subdigréfica plena H de D tal que
Hn FI.A.(D) = ers.R‘-digrEfic__a..-_, '

{5). Sea D una digr&f{ca si D-FI A, {D) es R-digréfica, entonces D es
R-digraﬁca ol

Nota. 3 -- E1 .~'rec'[p‘r{i:‘c61'de"(75') es falso. Basta considerar un ciclo impar con

a1§uha pseudﬁdiago-né'l imparménte aciclica.
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U De 3A .

" (6) Sea D una digréfica que no contiene ciclos impares {nducidos,
T < V(D) tal que para cad2a u € T; u e5td en a 1o mis AD(u) ciclos dirigi-
dos impares. Entonces D es R-digr&fica si y s6lo si D-T es R-digréfica,
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CAPITULO II

Algunos Resultados sobre R™ digréficas y R-digréficas.
(H. Galeana Sinchez y V. Neumann Lara) (GN. 2)

Teorema 1.1
Sea D una digréfica, si V(D) posee una particién {Vl.Vzl tal que toda

VIVZ - flecha en D es simétrica y D[Vl] ¥ D[VZ] son R-digr&ficas, entonces '
‘D es R-digréfica.

Demostracifn
Sea D' una subdigréfica inducida de D, Si D* E_D[Vll 60 < D[Vzl. D'
posee nlicleo (observacidn 1.1 y Teorema 1.3 Cap. 1). En caso contrario, to

do niicleo de D' N D[Dll es semintcleo de D'

Corplario 1.1
5{ D es R™ digrdfica, D no posee un corte lineal fuerte formado por -

flechas simétricas.

En otras palabras, la parte asimétrica de una R™ digréfica es fuerte-

mente conexa.

Teorema 1.2
59 D1 y D2 son subdigrificas inducidas de D tales que D = plkl D2 .
D1 f D2 = {u} entonces [ es R-digréfica si y sdlo si D1 ¥ Dz 50N R-diQr;ficas.

Demostracidn.

Sea H una subdigréfica inducida no vacfa de . ST HC D, 6 HE D, ,

L]
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claramentae H tiene'ndc1eo. Supfngase que Hn (Dl ~u}yfe y

H N0, - u) # ¢ ysea N, ncleo de Hy = D,IV(H) M (D)), i

ue Ny AN, ;."1 U N, 'es nicleo de H, En caso cantrario podemos suponer
sin pérdida de generalidad, que u § Nl' considerando N‘2 un nGcleo de

Hy - {ui tenemos que N, N,' es nGcleo de H. Luego, D es R-digrafica. £l

reciproco es obvio,

Corolario 1.2

$1 D es R™ digrdfica, D no tiene puntos de corte.

Corolario 1.3
D es R-digrdfica si y sblo si todo bloque de cada componenete fuerte
do D es R-digréfica.

De manera mis general se tiene el siguiente
Corolario 1.4 .
D as R-digr&fica siy 5610 si todo bloque es R-digr&fica.

En o que s1gue denotaremas por D(ffT2k+1) a:la digr&fica que se ob-'
tiene de D al sustituir f=(u.v) E F(D) por 'na uv- trayectur1a T2k+1 de 1on o
gitud 2k+l. ) ' ) ’

Teorema 1.3

D tiene nﬁcigo 51 3.Sﬁlﬁuﬁi5D(fszk;i)ntienehn&cleo."3_1;-"

Demostracidn : i Lo : o
(i) Es fﬁcil ver que 51 D tiene nﬂcleo D(f/T2k+1) tamhién tiene nﬁc1eo.
(11) St N' es nﬂc]eo de D(f/T2k+l) N' ﬂ U(D} es nﬁclen de D
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Tecrema 1.4
Sea D una digrifica tal que D-f es R-digréfica,
D'= D(f/T2k+1) es R-digréfica si y sflo si D es R-digréfica.

Demostracidn

(1) Supongamos que D' es R-digrifica y sea H una subdigrifica inducida
no vacfa de D, Probaremos que H tiene nficleo. S1 f ¢ F(H), HC D-f y por
_10 tanto tiene nicleo. Podemos entonces suponer que f={u,v) € F(H};
H = H(f/T2k+1) g5 subdigrdfica inducida de 0'; luege tiene nicleo y por el

Teorema 1.3, H tiene nficleo,

(11) Supongamos que O es R-digréfica y sea M una subdigréfica inducida
de D', S§i T2k+1,¢-M' se sigue del Teorema 1.2 que M es R-digrifica. Supon
gamos que Ty, . C M y denotemos por M* 1a subdigrifica de D inducida por
V(M) n ¥(D). Claramente M* tiene nficlec y por el Teorema 1.3, M=N‘(f/T2k+l)

tiene ndcleo.

Teorema 1.5

Sea D una digrdfica, ¢ # A C F{D) y D' una digrdfica obtenfda a‘par-
tir de D sustituyendo cada flecha {u,v} de A por una uv-trayectoria de lon-
gitud impar, - Supfingase que para toda A' tal que & # A C A, D-A' es R-di-
grifica. Entonces D es R-digrifica si y s6lo si D' es R-digréfica,

Demostracidtn
Por induccién sobre |A|.
(i) Supbngase que D es R-digr&fica.
Sea f0 € Ay D" la digrifica obtenida a partir da D sustituyendo las

flechas en A-f, por las uv-trayectorias correspondientes en D' . Por
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hip6tesis de induccibn 0" y D"-f, son R-digréficas y, por &) Teorema 1.4,

D' es R-digrifica. P '
(11) Supfngase que D' es R-digréficé;-“*

Aplicando (i) a D-f, se'sfguerﬁﬁéfﬁ";fd;es R-digréfica y, por el Teore

ma 1.4, D" es R-digrifica, lo que'jmh1i¢a_por hipﬁtes{s'de induccidn que D
es R-digréfica. TS RN

Teorema 1.6
Sea 0 una digrifica tal que D f e R
=D(f/T2k+l) es R* digrafica st y sﬁl

digr&fica. fe F(D) Entonces
351 D es R digr&fica.

Demostracién ‘ N
{1) Supengamos que D' es R digr&fica._f,j;;-g

Por el Teorema 1.3, D no tiene nﬁc1"' Sea H una subdigréfica induci-

da propia de D. Probaremos.que H tiene nﬁc1en. 51 f ¢ F(H) el resultado
se sigue de que D-f es R-d1gr5fica. 51 f E F(H), H'=H(f/T2k+1) es R-digra-
fica. Como H-f es R-digréfica ya que H-f es subdigr&fica inducida de D-f,

aplicando el Teorema 1.4 se sigue que‘H‘és-R-digfafi;aff

(11} 51 0 es R digréfica; D no tiene. nﬁc1eo-'y‘por el“Teorémé 1. 3;¥;~E;f;
‘D' no tiene nicleo. Sea M una subdigréf1ca 1nduc1da prop1a de D' ' Si

T2k+1 ¢M, H es R-digréfica por los Teoremas 1 2 y 1 4 : Puede supunerse .

entonces que Toke1 CM. Sea M* la subdigréfica prop1a de D¢1nduc1da por
V(M) nV(D), Por el Teorema 1.4; M* es R- digrafica y "-M*(flT2k+1) es.
R-digrifica. o :
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Teorema 1.7 A

Sea D una digrifica, ¢ # AC F(D) y D' una digrifica obtenida a partir
de D sustituyendo cada flecha {u,v} de A por una uv-trayectoria de longitud
impar. Supdngase que para toda A’ tal que ¢ # A*C A, D-A' es R-digréfica.
Entonces D es R™ digréfica si y s6lo si D' es R~ digrifica.

Demostracidn
Por induccibn sobre [A{. Sean fD € Ay D" como en 1a demostracidn del

Teorema 1.5.

(1) Supongamos que D es R~ digrifica.
Por hipftesis de induccin D" es R™ digréfica y por el Teorema 1.5 D"-f,
es R-digréfica. Por el Teorema 1.6 D' es R™ digrifica. '

{11} Supbngase que D' es R- digrﬁfica.

Ya que D"- f es R-digrifica por el Teorema 1. 5. se sigue por el Teore-
ma 1.6 que D" es R* digrifica. Esto 1mp11ca pur hipﬁtes1s de 1nducc15n. que
D es R~ digréfica. '

Definicién 1.1
Sea D una digrafica y (uu)u e V(D) -una familia de digrﬁficas ajenas

dos a dos. Se define: I au de 1a siguiente manera!
u.D; e

() v !Io.u) = u Vfuu). B
u,b

(1) (w'.w')e F( " o) sty sl sb
A T
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1. "1’“2 € V({cu) para algin u € V(D} y (wl.wz) € Flau) -

6. .
2. Wy € VY(ou} ; Wy € V{av) ¥ (uw) € FD).

{Ver Tig. 7) -

Teorema 1.8 _
£ au es R-digréfica si y sélo si by cada au es R-digréfica.
u,0 :

Demostracidn
Supdngase que D y todas Jlas au son R-digréficas, Todz subdigrifica in

ducida de I au es de 1a forma lh'q'u donde D* ¥ a‘u son subdigréficas in-
u,D U,

ducidas de D y 1a respectivamente. Es claro que si Qu es nicleo de a'u y

k es ndcleo de D', entonces I Qu es ndcleo de I a'u .
uk u,0'

E1 reciproco se sigue inmediatamente observando que I ou contiene co-

u,D

mo subdigrificas 1nducidas_ a.l'as au y a una copia isomorfa de O.

Corolario 1.5

$1 0y  son R-digréficas D(a) es R-digrifica.

Observacifn-1.1

En [4] se defini6 el nimero dicromitico de una digréfica b como el - - @

minimo niimero de colores necesario para colorear los vértices de D de tal . .

forma qu'é las clases cromiticas induzcan subdigréficas acfclicas en D,
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E1 Corolarioc 1.5 hace ver que; para cada k > D existen gréficas orien
tadas {digrdficas sin flechas simétricas} que son R-digrdficas, con nime-
r'anircrum&t'lch mayor o igual que k '([V.N.2] , Teorema 8). Obsérvese que
é'l Teorema de Richardson incluye Gnicamente R-digrificas de niimero dicro-

mitico menor o 1gu.a1 que 2 ([V.N.2], Corolario 1}.

. Tenrema 1. 9
' Sean [J1 y IJ‘2 digréficas ajenas tales ‘que existe f1 = (ui.vi) una fle- .

cha simétrica de Di' denutemus H‘=D' {(u "'i] {vi.u N i=,2y0 ]a digra-

fica que se obt1ene de H UHU L [ .1.u'2) (u2’u1)] 1dentif1candu Vl con’ VZ'

Demostracifn -
(i) sea N un nﬁc1e6'd'é' Dy v-‘ly
v con v, en H UK, U Hul'uﬁ) (uz.u _
D, para i €{1,2) y tal’ que u‘ ¢N Si v'% N H nv(n ) es nﬁc]eo de D{
para 1€ (1,2}y tal que uie N, CUandu v¢ N u1¢ N_v u2 ¢N. el
Ny = N nV(D Yes nucleo de 0 para 1E {1 2} y ta1 que existe ﬂecha de

vaNi.

{i1) Supongamos que D, tiene nicleo.
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51 existe N(Dl} un nﬂc]eo de D1 ta\ que v1 ¢ N(D } entonces :
..N(Dl) V] N(Hz-uz) es in- nuc1eo de D (donde N(Hz-uz) gs un nﬁcleo de HZ'"Z)'
- [{vlf?‘)] de v1 a N(Dl).
Gcleo:de D (donde N(H2 {Vg-"gl) es un nﬁcleo

: cuandn u1 =3 N(Dl} y no exfste.flecha en Dl
¥ 8Dy Y N(Hz wz.ug
'de H2 [vz,uzl) cganda v €,N(D;

 tanbien tenemos “que M{D;) U N(}

'1H2-v2) cuando u1 ¢ N(D
g'de D cuando existe un nﬁc]eo de.
‘r‘puner que Vi esta en todo nic)
existe N'1 nﬁcleo de H1 ta1 que ui
D donde N(H ) es nicleo de HJ, f

1?U N(Hi) es niicleo de
De-otro modo sea H{D,)
un nieleo de Dl y N(H,) un nﬁclv_; (ﬁi)’?_ﬂ(ﬂé) es ndcleo
de D, : R

Teorema 1.10 o |
Sean Hy, Hy, 1.‘02 ¥ D:comb ‘en el eurema'irg:”;-fr”}jt: R
51 Hy y By son R—digrﬂficas entonces D es R- digrdfica si y s6lo sl
Dy ¥ B, son R digréficas. ;f e T

Demostracidn f.l
(i) Des R digréfica

D, no tiene nﬁcleo de otro modo, por (ii) de] Teorema 1 9 Cap. Il se

sigue que D tiene nﬁc1eo 'Sea- D, ! unﬁ subdigrafica 1nduc1da propia de Dl ."'f3_;ff

podenos suponer. que 1");:denutEmos Hy ;- D‘{i' Yo
y sea D' la digrafica que se obtiene de H1 v H2 u. [(ul,ua) (“é'ul)] 1den.ff I

tificando vlﬁon)v2 ’ D' tiene nuc1eo ¥ pur (1) del Teorema 1 9 Cap. lI D '

_ tiene nﬁc]eo Asi Dl es R' d1gr§f1ca y anﬁ]ogamente se prueba que Dz es :v'

R digr§f1ca. L
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(11) Supongamos que D1 y D2 son R‘ digr&ficas Por {i} de) Teorema 1.9
dei Cap. (1.0 no tiene nﬁcleo.. Sea D* una subdigréfica inducida propia de
DyDj= ni[v(n') nv(u ) para i=1,2; D} es subdigréfica inducida propia- -

- de D1 ¥ pnr 1o tanto es R digr&fica. para alguna 1 (1,2). - Se sigue de
C(41) de; Teorema l 9 Cap. ll que D' tiene nlcleo.
‘ ..(Vgg,f1g. 8)

_Teorema 1.11 -
Sean Dl' 02' Hl' H2 y b cnmo en el Teorema 1.9 Cap. II. S§i H1 ¥ Hz
son R-digrificas, entonces D es R digrﬁfica si ¥ s6lo si al menos una de

125 digréficas D, y D2 es R d1gr6fica._'"

Demostracifn

(& })] Supongamos que D es R digréfica.,[‘f

51D, no es R-digrafica. sea'n' ‘una R™. digrafica inducida en D, por

el Teorema 1,2 del Cap. I[ vy : V(D ')' Consideramos para D', cualquier

subdigr&fica 1nduc1da (propia ) no)fde_nz_ta1 que Upi¥p € v(" 2)s

D[V(Dl*) u V(D2 )] tiene ‘nficleo: por 1o)tantdzpur el Teorema 1.9 del Capitu- .
1o 11 D, tiene niclen.: ‘ z) 5=y2¢ ,V(Dz ) u s subdigrafica

inducida de D y por 10 tanto D, es R digr&fica'_gi; .

(11) Supongamos que D1 es R-digrafica ea D' cua]qu1er subdigrafica
inducida de D si {ul.uz.v]$.D' se sigue de1 Teorema 1.2 Cap. II que D es
R-d1gr&fica. de atro’ nndo ap]icandn (11) de1 Teorema 1 9a D1—D1[V(D‘) n V(D )]

se sigue que D' tiene nicleo. Luegu D es R digréfica.
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Seceibn 2 Extensiones de R-digraficas

Teorema 2.1
Sea D una digréfica, f=(v,u) & F(D) y D' Ta digréfica definida como
sigue; V(D')=V{D} v (z,w} ¥ F(D')=F{D) U_{(u.;);(z}w);(ﬁ;vj}, Entonces se

satisfacen;

(a) 54 D tiene nﬁcleu. entonces D‘ tiene nﬁc]eo.gi " ”

{b) D es R-digraquq 51~y:sd1o,s1 ‘as R- digraf1ca.:~

Demostraciﬁn . _
{a) Sea N un nﬁcleo de D__s1 v e N entonces Nu {z} es un nicleo de D' y si

v N entnnces N U {w} es un nﬁcIeo de D',

{b} Supongamos que D es R-digr5f1ca y sea H' una subdigréfica inducida de
D*, por el.Teurema.l.E del Cap. li. podemos suponer que {u,v,z,w} € V(H'),
sea H=D[V(H') N ¥{D}] se sique apli ando (a) @ H que H' tiene niicleo. Lue-
go D' es R-digréfica.

E1 reciproco es obvio.

Teorema 2.2

Sea D una R-digrafica; existe una R-digrdfica H tal que:

(i) D es subdigrdfica inducida de H.

(1) H tiene una trayectoria T=(xy,....x;) con V(H)=¥(T) ¥ (%1+1'31} ¢ F(D)
para 1=1,...,p~1

Demostracidn ) _ _
Sea D una R-digrdfica; V(D)=[v1,....vn}. consideramos; D' una digrifica‘

definida como sigue;
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R (O EERT(VEY {zl.zz....,zn l}

.F(D') = F(D) U {(Vi'zi (Vﬂ,lizi) / 1‘1 _zn;‘i sn"l}. o

Se sigue de] Corolario l 3 Cap '!I"ue D'.es R digr&fica Asi tenemas

") que es una sucesiﬁn de los

-1 n’

W(b*) = V(i) O {x
FD%) = F(H) u,_{,(x'
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3

D* nG tiene nﬁulen.‘ Supungamos que D* tiene nucleo‘y sea N* un nﬁc1e0" SRR

Carolariu 2 I S :
Para cada k > 0 existen R"digr&fica de: nmero . dicrnmético mayar o 1gua1 '

que k.

Demostracibn

£s consecuencia 1nmedf}at}:j&el"rl:&:r'j‘hlag@ 15de]Capl ¥ de? Teorema

2.3 Cap. 1.



H.

Capftulo 111 Acerca de una Conjetura de H. Meyniel sobre R-digréficas,

Seccifn 1. Un contraejemplo a una Conjetura de H. Meyniel sobre R-digf&fi-

cas.

(H., Galeana Snchez) (H.G.1)}
He probado que 1a siguiente conjetura es falsa.

Conjetura 1.1  (D.M.1} (H. Meyniel 1976),
Sea D una digrdfica si todo ciclo impar de D posee dos pseudodiagona-

les entonces D es R-digréfica.
Claramente el siguiente Teorema prueba 1a falsedad de la Conjetura 1.1

Teorema 1.1 )
Para todo k > 2, k € N, existe una digréfica sin nicleo en 1a cual

cada ciclo impar tiene al menos k pseudodiagonales,

Oemostracifp .
A 1o largo de la demostracidn to&as 1as sumas serén escritas mﬁdulo 8k+4."'17
Sea D 1a digr&fica con conjuntu de vért1ces- . ' = o
¥(D) = {0.1};" Bkt y fléchas.f '
(i, i+1) para todo 0°< i< BK+3, (1 +21 4k+2+1 ) para todo 0« i <k

para todo’ 1 € {o 2k+1 4k+2,6k+3); Sea c (o 1,2,...,8k+3,0) el ciclo par

e D con V(C) V(D)‘;es f&c11 ver que lo c1c1os 1mpares de D son:



5.

(4k+z+i° R c i +Zi) U (i +2i. _4k+2+1 ) para tuda 0 i < k y para todo -
) i € {0 2k+1 4k+2 6k+3}.! Clarameute e] cir.lu dirigido impar‘ o
i (4k+2+10 . c i +2i) v (1'+21} 4ks241 ) tHene. 1as'aiagona1es (4k+2+1 w2 1 )

ety °b,.ten€"':

Conclui mos que D

D2 e Rediand

o Supongamosprimero ando z+1 < Zk tenemas que z+1 estd

Ahora consideramos z-l, $i, z-l__> 0 entunces 2z
tmpar de’ D-[ilz < f < Zk}'_ sf.‘por 4iA(6), tenemos que”'D-{ilz <ic Zk} es -
R-digr&ﬂca siy sﬁlo s;i Dvn:({i]z <:1i¢ 2k}:U {z-1}) es; R;&igréfica. De] ; -
2k} es: R-digrﬁfica 51 y 56]5 si o
Dﬂﬂz<i<2Hu{H0<j<zHesRMwﬁnm;
estd en exactamente un ciclu .de

0-(4]0 < { < 2k} &5 R-digr&fica

mismo modo tenemos que D [1|z

Notamus ahura que 8k+3_
[05¢t < 2k], pﬁr 4 .A(6) tenemos que |
y_ 610 51‘ o
0-{1]o < i< 2k} u [8k+3] es: R-digrafica y de1 mismo modo se tiene que

1. estﬁ'en a Io m&s un c‘lc1o'.'. S
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D- {1|0 <ic Zk} es R-digrifica si y s8lo si.
D*=D- ([ilO < i < Zk} U {j|6k+4 <j <8k+3}) es R-digrifica, D' tiene exacta-.
mente un c1clo impar. 1uego~por 4.A(6) D' es R-digrifica. Y se concluye
que D-z es R-digrafica. o
AsT; D s R"digrafica. f:

(Ver fig. 10}

n-(n;1)'és'g-dfgraftca s1 D-{1} es R-digrifica; luego D-(0,1) es R-digrifi-
ca, Aplicéndu el Teorema 1.6 del Capftulo II es posible encontrar um cone’
junfo infinito de comtraejemplos a la Conjetura 1.1 a partir del contraejem

_p]oﬂaQUT éxhipido.



i




a8




o

~

o -E‘ dc'q va. ﬂ'ca.

o Rediriben
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es R~ digréfica

Fig. 9
Extensidn de una R-digrdfica a upa R-digrdfica que tiens una trayectoria
‘generadora. : |
;6
> e
A%
ler. paso

‘2do. paso




11

. Extensi6n de una R-digrdfica que tiene una trayectoria generadora a
- upa R” digrdfica.
Ilustramos el caso p=4

- Sea D una R-digréfica con p=|V{D)|=4

1"" T=(zl.zz.33,z4) una trayectorija generadora de D.
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Anglds is

En lé sétcidnll deI'Capitulo I se presentan los conceptos y teoremas
fdﬁdamentales que.const1tuyen una herramienta imprescindible para el desarrg
1o de] presente trabajo; el Teorema 1,1 y Teorema 1.2 permiten extender un
.seminﬁcleo na trivial a un nicleo y asf mismo nos dicen que una R~ digrdfi-
ca no puede tener un semindcleo no vacfo {un hecho simple que permiti6 en-

contrar propiedades interesantes de las R~ digrificas).

En la Seccién 2 del Capftule I se encuentran relaciones entre. Ia'exis- '
tencia de semindcleus fuertes mﬁdu1n R y trayectorias k-normales, el prin-
cipal. Tenrema de esta Secc16n es el Teorema ‘2,1 del cua] se deducen de Ma~ -

- nera. f5c11 lus.Teurem $.2:2 y,z 3, sin’enbargo los Teoremas. 2.2y 2 3 son

. resultados de:api i6 mﬁs directa para Ia investigacidu de 1as R' digr&

En la Secciﬁn 3 del Capftuto 1, se hace una recupilacidn de lo antes

_ expuesto. {para las R™ digr&ficas) en esta Secciﬁn se expnnen a]gunas pro-
‘p1edades interesantes de Tas R' digrdficas; todas son consecuencia inmedia

ta de los Teoremas de la Seccifn 2 del Capftu1o l.

En la Seccidn 4 del Capftulo I3 en vista del hecho de que una digrifi

ca que no es R-digréfica contiene una R~ digréfica inducida y usando las



4

propiedades de las R~ digrdficas obtenidas en la Seccidn 3 del Capftulo I,
se dan condiclones suficientes para que una digrifica sea R-digrifica; esto
se hace pidiendo que toda subdigrdfica inducida tenga alguna prop1edadlque '
"haga imposible que se satisfagan las propiedades ya conocidas de las R di-

grificas.

En el Capftulo II se investigan algunas operaciones que apiicadas a
R* digrdficas permiten obtener nuevas R~ digréficas y que aplicadas a R-di-
grificas se obtienen R-digrdficas; permitiéndonos obtener una gran variedad
de interesantes ejemplos de R™ digrdficas y de R-digrificas {esto en 12
Seccifn 1).

En 1a Seccidén 2 del Capftulo 11 se hace ver que si D es unma R-digréfi-
ca, siempre existe una R~ digréfica D' tal que D es subdigrifica inducida
de D'; 1o cual nos dice que no es posible dar una caracterizacidn de las

R™ digr&ficas a través de subdigréficas prohibidas.

'En el Capftu]o [1I se da un contraejemplo a una conjetura planteada

.por H, Meyniel.
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