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INTRODUCC!ON 

El concepto de núcleo de una d1 !,1'H1ca fue 1ntroduc1do por Jom Ven 

Neunan y Dskar Morger.stern(N.M.l) en lgSJ como herramienta de interés en 

la Teorfa de Jueg;¡s. Demostraron que toda d1gráfica finita s1n ciclos P!!. 

see un núcleo único. Posteriormente y ya con un enfoque puramente gráfi­

co, Rtchardson 1nvenst1g6 diversas clases de dlgráftcas que poseen núcleo. 

En particular encontr6 los siguientes resultados: 

(R.l) Las dtgr~f1cas b1part1tas (finitas o 1nftn1tas) tienen núcleo. 

(R,2) Las dtgr~f1cas finitas s1n ciclos impares llenen núcleo, La d.!!, 

mostraci6n original del Teorema de Rtchardson (R.2) es bastante complicada; 

en el ano 1971 Vfctor lleunann Lara (VN 1) introdujo el concepto de semtnú­

cleo que perm1t16 una nueva demostrac16n mucho más simple. 

En lg75 Romanowtcz, Zb1qn1ew (R.Z.l) demostr6 que una di gráfica en la 

cual cada ciclo impar no s1métr1co t1ene una dlag;¡nal simétrica que es im­

pannente acfclica, tiene nOcleo. 

Posteriormente en lg7g P. Ducket (D.l) present6 en su tests doctoral 

algunos resultados interesantes sobre la existencia de núcleos en d1 grHi 

cas. 

Paralelamente y de manera Independiente Vfctor Neunann Lara y Hortensia 

Galeana S~nchez hemos trabajado en la 1nvest1gac16n en la Teorfa de Núcleos 

en DigrHtcas obteniendo resultados de interés, la mayorfa de los cuales 

forman el material del presente trabajo. 
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Conceptos Preliminares 

Una di gráfica es un par (V ,F) donde V es un conjunto f1 nito no vac!o y 

F un slbconjunto de V' que no contiene pares de la forma (v,v). Los eleme.!). 

tos de V son los vértic.es de O y los de F las flechas. Si f • (v1 ,v2) e F 

diremos que f Ya de Y¡ a Yz que Y¡ Y Yz son las terminales de f¡ más a0n di 

remos que v1 es el vértice terminal inicial de f y v2 es el vértice terminal 

final de f.· Si además .v1 e s1 ~V y v2 e s2 S V, se dirá que f va de v1 a s2, 

de s1 a v2 y de s1 a s2• Cuando (v2, v1) e F diremos que'f • (v1,v2) es una 

·flecha, simétrica. 

En general, se denotará por V(D) ·(o simplemente por V si no hay ambi g~ 

dad) al conjunto de vértices de la digráfica O y por F(D) o F al de sus fle­

chas. 

Si AS F(D), denotaremos por t(A) al conjunto de los vértices termina-

les de los elementos de A; tf (A) denotará al conjunto de vértices terminales fin! 

les de los elementos de A y ti(A) denotará al conjunto de vértices termin! 

les iniciales de los elementos de A. 

Sea. u e V(O), denotaremos por r•(u) al conjunto de los vértices termi 

nales finales de las flechas que tienen a u como vértice terminal inicial: 

. y por r·(u) al conjunto de los vértices iniciales de flechas con vértice -

terminal final u. Si B s V(D) denotamos r+(B) =u r+(v) y r·(s) =u r.-(v). 
. ve B YE B 

Denotaremos por F+(u) al conjunto de flechas de O con vértices terminal ini 

cial·u y por F"(u) al conjunto de flechas de O con vértice terminal final 

u; para A< V(O), denotaremos F+(A) • u F+(v) y nAJ = U F"(v). 
ve A ve A 
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Sea H una digr&fica; diremos que Hes una subdigr~fica de D cuando 

V(H) < V(D) y F(H) < F(D). Sea V
0 

<V, v
0 

f ~;la subdi!r&fica Do de D 

indocida por v0 se define como sigw: V(D0 ) • V0 y F(D
0

) • F(D) n Va' y 

se denota 00 • D[V.,J. Se dir& que 00 es una subdigr&fica plena o inducida 

de D si es la swdigráffca de D inducida por V(D0 ). 

Dadas dos digr&ficas D y H denotarenMls D u H; la unión de D y H que es 

la digráfica definida como sigw: 

F(D u H) • F(D) u F(H) y V(D u H) • V(D) u V(H). 

Si 00 es una swdigr&fica de D una flecha de D qw no es flecha de o
0 

es una psewodia.9'2.!1!! de 0
0 

siempre y cuando ambos puntos terminales de la 

flecha sean vértices de 0
0

• Si f • (vi' v2) con v1 e s1 S V(D
0

), 

v2 e s2 C:. V(D
0

) es una psewodiagonal de 0
0 

, se dirá que f es lila 

v1s2 - psewodiagonal de 0
0 

, una s1v2 - psewodiagonal de 0
0 

b una 

s1s2 - pseudodiagonal de 0
0 

Sea f • (v1 , v2) una pseudodiagonal de o
0 

, 

se dirá que fes 111a dia¡pnal de 0
0 

cuando (v2,v1) '!' F(D
0

), si v1 e s
1 

1;V(D
0

) 

y v2 e v2 e:. V(D
0

) se dirá que f es una v1s2 - diagonal de 0
0 

, una 

s1v2 - diagonal de 0
0 

b una s1s2 - diagonal de 0
0 

• 

Un camino es una sucesi6n (v0 ,v1,. .. ,vn) de vértices tal que (vi-l'vi) e F 

para i•l,2,. • .,n si v0 = vn' el.caínfoo·se denotar~ cerrado. La longitud del 

camino es n y si e = (v
0

,v1 , .. .,v0)_.és un camino denotamos su longitud por 

l(C); asf !(C) = n •. 

Una trayectoria es un camino iin.el cual ningún vértice se repite, 111a 

trayectoria (u• u
0

,u1,..;un:= v) ~e dice que conecta o une uy_v y la 11,! 

mamos una uv-trayectoria. Sear = (u
0

,u1,. • ., "n) una trayectoria denotar~ 

mas: 

\. 
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T~ • !w2i/O < 2i < n} y por T~ • !w2i"l/O < 2i-l < n}. · 
o o 

Un ciclo es un camino cerrado (v
0

,v1, ••• ,vn) tal que cuano i 1 O, n 

se tiene v1 1 v ;j para toda j 1 i. Oiremos que un ciclo es un ciclo impar 

si n es impar y es un ciclo par si n es par. 

Sean O .una digr4ffca, H subdigr4ffca y O y fe F(O), f es lmparmente 

ac!cllca en H si no existe ciclo impar en H que pase por f (es decir f no 

es flecha de ciclos impares de H); u e V(O) diremos que u es imparmente 

ac!clico .!l.!! H si no existe ciclo impar en H que contenga a u. 

Sea C un ciclo de O, denotaremos t(C) su longitud; si u,v e V(C), den.Q. 

taremos por (u,C,v) a la uv-trayectoria contenida en e y por t(u,C,v) a su 

longitud; consideramos (u,C,u) • (u) y t(u,C,u) • O. Denotaremos por: 

P(C) • {fe F(O)/f es pseudodiagonal de C} 

t(C) • (ze V(C)/z es terminal final de algunapseudodiagonal de Cl• tf(P(C)) 

i(C) • (ze V(C)/z es terminal Inicial de alguna pseudodfagonal de C}•ti(P(C)). 

Sea e un ello Impar de una dlgr3ffca O, ue V(C); numeramos los vérti· 

ces de e en el sentido de recorrido de e y a partir de u • u0 , as! 

C ~ (u:~~·:u 1 , ..• _,u2n~u2n+l =.u) denotaremos: 

e~ • (ui e V(C)/i es par ~ i 1 O)'. · . 

e~·.~.· <ui.~. 'vtc)11~s i~P;r. if 2n+ú. 

Claram~nt~ V(~);;.~• C~. Y crU{u}.· 

V Sea v~:~V(D); V~ es independiente si no existen flechas de O con am­

bas terminales en V
0

• 



Diremos que una dlgráflca O~ slm6trlca, cuando y s6lo cuando 

f • (u,v) e F(D) Implica f' = (v,u) e F(D). 
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Sea O una dlgr!flca, consideramos en V(D) la siguiente relac16n binaria 

"'¡ u,v e V(D) U"'V si y s6lo si existe una uv-trayectoria en D y una 

vu-trayectoria en O¡ ~ es de equivalencia; las clases de equivalencia son -

las componentes fuertemente conexos de O o componentes fuertes; si D tiene 

una única componente fuerte se d1ra que O es fuertemente ~· 

Se dirá que D es conexa si dados u,v e V(D) existe una uv-trayectoria 

o una vu-trayectoria. 

Una gr!fica G consiste de un conjunto finito no vacfo V=V(G) de p pun­

tos (o vértices) junto con un conjunto X de q pares no ordenados de distin­

tos puntos de V. Cada par x = {u,vl .de punto en X es una arista de G. 

La gráfica subyacente de una dig.-áfica D es la gráfica que se obtiene de D 

reemplazando cada flecha de D por una arista. 

Un punto de corte do una digráfica D es un punto de corte de la gráfica 

subyacente de D. 

Un bloque de una dlqráfica D es un bloque de la gráfica subyacente de D. 

Un corte lineal de una digráfica Des un conjunto A E F(D) tal que D - A 

no es conexa. 

Un corte lineal fuerte de una digráffca D es un conjunto AS F(D) tal que . 

D - A no es fuertemente conexa. 
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CAPITULO 1 

Seccidn 1, Conceptos y Teoremas Fundamentales 

Oefinici6n 1.1 (Von Neumann y Morgenstern). 

Sea O una digr~ffca S ~v. S es un nOclep de O si (a) S .es .fndependie.!! 

te y (b) Para todo x V - S existe una flecha de x a x. 

El resto de los conceptos y teoremas de esta secci6n 1 fueron obtenidos 

por Vfctor Neumann Lara (VN 1)(1971) y son fundamentales para el desarrollo' 

del resto del presente trabajo. 

Definfci6n 1.2 

Sea O una dfgr&ffca. Diremos que S ~ V es semfnOsJeo de O si las dos 

siguientes condiciones se cumplen: 

(a) S es independiente 

(b) Para cada flecha f que va de S a x (en virtud de la condici6n anterior 

x e V - S) existe una flecha f' que va de x a s. 

Claramente $ es un semfnúcleo de D. 

Teorema 1.1 

Sea S un seminOcleo de o. 
B = {ve V - S/No existe flecha de v a S} , y S.' un seminOcleo de la subdf­

grHfca B de O inducida por B. Entonces S U S' es un seminOcleo de D • . . , .. 

Y como consecuencia del Teorema 1.1 tenemos·:· 
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Teorema 1.2 

Sea S un seminúcleo de una dlgráflca D. 

e• {ve V - S/No existe flecha de va S} , y N' un núcleo de la subdlgr~ 

flca ii de D Inducida por e. Entonces S U N' es núcleo de D. 

Deflnlci6n 1.3 

Diremos que D es R-digráfica si toda subdigráfica plena de D posee un 

seminúcleo no trivial (es decir no vacfo}. 

Observaci6n 1.1 

Es claro que si D es R-digrárica y 0
0 

es subdigráfica plena de D en­

tonces 0
0 

tambi~n es R-digráfica, 

Teorema 1.3 

Toda R-digráfica posee al menos un núcleo. 

Secci6n 2 Seminúcleos M6dulo R y Trayectorias K-normales. 

Todos los conceptos y Teoremas expuestos en el resto de este capf tulo 

excepto D.l y RZl fueron obtenidos por Hortensia Galeana Sánchez y Vfctor 

Neumann Lara (GNl). 

Definici6n 2.1 

Sea Duna digráfica; l,R S V(D). Se dirá que l es seminúcleo m6dulo 

R de D si se cumplen las condiciones 

(2.1.1) l O Re es Independiente. 

(2.1.11) SI (u,v) e F(D). u E 1 n Re y V E ¡C n Re entonces existe w E [ 

tal que (v,w) e F(D). 
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Si en lugar de la condici6n (2.1.1)' se cumple la condici6n mh fuerte 

(2.1.i') se d1r3 que J es seminúcleo fuerte de D m6dulo R.· 

(2.l.i') No existen {J n Rc)J - flechas. 

Definici6n 2.2 

Si K e V(D), la trayectoria T • (w
0

,w1, ... ,wn) serfa llamada~ si 

(2.2.i) V{T) n K. T~ 6 V(T) n K. T~ 
o o 

.(2.2.ii)V wj e Kc; j < n , w5· e K . con s < j (wi , ws) 4 F(D) 

Dbservac16n 2.1 

N6tese que una trayectoria K-nonnal pasa alternadamente por K y Kc. 

Teorema.k..!. 

Sean lo , J, Re V{D) tales que J
0 

e J, J
0 

n R • ~ • 

Si se satisfacen. 

{a) l es seminúcleo fuerte de O m6dulo R y 

{b) Toda loR-trayectoria l-nonnal pasa por u• r·(to) n Rc. Entonces 

S • {w e !/ low-trayectoria J-nonnal que no pasa por u) es seminúcleo de 

D que satisface lo e Se J n Re. 

Demostraci6n 

Obsérvese en primer lugar que por (a), u e ¡C n Rc ,. 

Ademas Jo es independiente y por To tanto, lo e s. 

Por (b), se Rc, luego sel n Rc y, nuevamente por (a) no existen 

SI-flechas. En particular s es independiente. Sea (s,w) e F(D) con 

se S y sup6ngase que no existe ninguna wS-flecha en D.· Considérese cual­

quier los-trayectoria l-nonnal T que no pasa por u. Como w e 1', la trayec · 

toria T' que se obtiene extendiendo T con (s,w) es tambié.n J-nonnal •. 
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Necesariamente w R pues de otro modo se contradir!a (b). Se tiene enton­

ces w e ¡< n Re y, por (a) existe (w,z) e F(D) con z e J. La trayectoria 

T11 que resulta de extender T1 con (w,z) es 1-nonnal y no pasa por u. Por .. 

lo tanto z e S lo que contradice el que no existan wS-flechas en o. Se si­

gue S es seminúcleo de O. 

Como corolano se obtiene la siguiente versi6n ligeramente distinta del 

Teorema 2.1 que es de aplicaci6n m!s directa. 

Teorema 2.2 

Sean lo .• 1,R e V(DD tales que 

(i) 1 es seminúcleo fuerte de O módulo R 

(ii) O no contiene ningún seminúcleo S tal que lo e Se 1 n Re. Entonces 

existe una loR-trayectoria !-normal directa 

T • (t
0

, ••• ,tn) (e.d V(T) n lo • (to} y V(T) n R = (tnl) que no pasa por 

r"(lo) n Re y tal que: 

(1). (t2i , tj) 4 F(D) para O< 2i < j < n j ~ 2i+I 

(2) (t2i+l' t2jl ~ F(D) para O < 2i+I < 2j < n j ~ i+l 

Oemostraci6n 

Por el Teorema 2.1, existe una loR-trayectoria !-normal T que no pasa 

por r·(to) n Re. Si se elige de longitud m!nima posible, T satisface cla-. 

ramente las propiedades (1) y (2), 



Observaci6n 2.2 

(1) T no tiene (V(T) • {tn) T~0 - pseudodiagonales 

(2) T tiene longitud par o impar segOn tn 1 6 tn l. 

Un caso particular del Teorema 2.2 es el 

Teorema 2.3· 

Sean lo, !, Re V(D) tales que~~ lo e 1, lo n R • ~. Si 

,(i) 1 es seminúcleo fuerte de D m6dulo R. 

(ii) D no tiene nOcleo. 

(iii) D - (lo U r·(10)) es R - digr4fica. 
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Entonces existe una loR - trayectoria !-normal directa que no pasa por 

r·(Io) n Rc y que satisface (1) y (2) del. Teorema 2.2 y por lo tanto las -

condiciones de la observaci6n 2.2. 

Demostraci6n 

Si no existiera T con las condiciones establecidas, existirfa un semi­

núcleo S tal que~ 1loeSe1 n Rc. Usando (iii), Teorema 1.2 y Teorema. 

1.3; se concluirla la existencia de un nOcleo de D, lo que contradice a (ii). 

Teorema 2.4 

Sea Duna digr4fica, u e V(D) y Nu núcleo de D • {u); Si 

(i) D - {u} es R-digr4fica). 

(ii) D no tiene núcleo. 

Entonces existe una vu-trayectoria Nu-normal que no tiene (V(T)-{ul)Ti-pseudo 
V -

diagonales donde i es el residuo de ~(T)+l m6dulo 2. 
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Demostraci6n . 

Sea l•Nu, R = (u] y definase lo como sigue: lo • {v] si ve Nu; 

lo = r+(v) n Nu si v 'f Nu. Claramente se satisfacen las condiciones del 

Teorema 2.3 y Ja af1rmaci6n se sigue Inmediatamente. 

(Ver fig, 2) 

Corolario 2.1 

Sea o una digr4fica sin nacleo, f • (u,v) e F(D) tal que: 

(i) D-u tiene núcleo. 

(11) D-v es R-digrHtca. 

Entonces existe un ciclo impar C por f que no tiene V(C)C~ - pseudodiagonales. 

Teorema 2.5 

Sean O una digrSfica, u e V(D), ~ ~A e F'(u), lo el conjunto de vérti­

ces terminales finales de las flechas de A. Supóngase que 

(i) D-A tiene núcleo pero D·A' no tiene núcleo si A' e A. 

(ii) D-(lo U r·(lo)) es R-digr4fica, 

Entonces existe un ciclo impar C que pasa por alguna fe A, no pasa por 

r·(lo) - !u] y no tiene V(C)(C~ U {uJ)-pseudodiagonales. 

Demostraci6n 

Por (i) O no tiene núcleo. Sea 1 un núcleo de O - A y R • {u}, 

Claramente l es seminúcleo fuerte de O m6dulo R y lo U {u) e 1; asf por 

el Teorema Z.3 existe una to u-trayectoria !-normal directa con to e lo que 

no pasa por (r-(lo)-{u}) y que satisface las condiciones de Ja observación 

2.2. El ciclo C ~ l U (u,to) satisface las propiedades del enunciado, 

(ver fig. 4), · 
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Corolario 2.2 

Sea f•(u,v) e F(O), si O no tiene núcleo y 0-f es R-digr6fica entonces 

existe un ciclo impar por f; e que no tiene V(C)(C~ U(ul)-pseudodiagonales. 

(Ver fig. 5). 

Corolario 2.3 

Sea O una digratica, u e V(O), si O no tiene .núcleo y O-u es R-digr6-

fica entonces, existe un ciclo impar e que p~sa. por.u ysin V(C)(C~ U(u})-pseudg_ 

diagonales. 

Demostraci tín 

Ya que (u} es seminúcleo de o-t>(u) y ll-u es R-.dlgr6r.ic~, por lo 

Teoremas 1.2 y 1.3 se sigue que 0-f+(u) tien .. núcleo; Eligiendo A (del 

Teorema 2.5) del modo adecuado y aplicando el Teorema 2.5 se concluye la 

demostraci6n. 

·,• Sean O una digratica u e V(O), ~ ~ Be F-(u), Si 

(i) 0-B tiene núcleo. 

(ii) 0-B' no tiene núcleo para toda B'<: B 

(iii) 0-(r-(u) U (u}) es R-digr!fica. 

Entonces existe un ciclo impar c que pasa por alguna (w,u) = fe B, no 

pasa por (r-(u)-!wl) y no tiene V(C)C~ -pseudodiagonales. 

Oemostrac16n 

Sea ! núcleo de 0-B y t6mese lo • (u} y R el conjunto de vértices ter­

minales iniciales de las flechas de B. Por (ii) R U(u} e!. Por el Teor! 

ma 2.3 existe una uw-trayectoria !-normal directa T que no pasa por 
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r-(u) n Re, y tal que w e R. El ciclo C •TU (w,u) satisface las propieda­

des requeridas. 
(Ver fig. 6). 

Colorarlo 2.4 

Sea Duna digr4fica, u e V(D). Si O no tiene nacleo y D-u es R-digrUica, 

entonces para alguna f=(v,u) e F(D), existe un ciclo impar e por f que no 

ti ene V(C)(C~ U \vi )-pseudodiagonales. 

Demostraci6n 

Sea Nu núcleo de O-u. Como O no tfene nacleo, no existen flechas de u 

a ~ y, por lo tanto, N' = Nu U' lul es nacleo de 0-F-(u). Eligiendo B 

(del Teorema 2.6) de manera adecuada y aplicando el Teorema 2.6 se concluye 

la demostraci6n. 

Sección 3. Estructura de las R- digr4ficas 

Definición 3,1 

Una digrafica o es una R- digrUica si o no tiene núcleo y para cada 

u e V(D), O-u es R-digr4fica. 

Toorema 3.1 

Si o es una R" digr4fifa y u,v e V(D) entonces existe una vu-trayecto­

ri a T=(w
0 

,w1, ... ,wn), w
0 

• v, wn •u que no ti ene V(T)T ! - pseudodi agana les, 

donde i es el residuo de n+l módulo 2. 

Demostración 

Es consecuencia directa del Teorema 2.4. 
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Teorema 3.2 

SI O es una R- dlgr4fica entonces para cada f•(u,v) e F(D) existe un -

ciclo Impar C por f que no tiene V(C)C~ - pseudodlagonales (en particular-· 

C~ es un conjunto Independiente). 

Demos tracl 6n 

Se sigue del Corolario 2.1. 

Corolario 3.1 

Si O es R- digr4flca, entonces para cada u e V(D) existe un ciclo impar 

C por u que no tiene V(C)C~ - pseudodlagonales ni u C - pseudodiagonales. 
' 

Teorema 3.3 

SI O es R- dlgr4flca, entonces para cada u e V(D) existe un ciclo Impar. 

c por u que no tiene V(C)(C~ u· ful) - pseudodfagonales. 

Demostraci6n 

Se sigue inmediatamente del Corolario 2.3. 

Teorema 3.4 

Si O es una R- digrlfica y u e V(D), entonces para alguna f•(v,u) E F(D) 

existe un ciclo impar c por f que no tiene V(C)(C~ u· ful - pseudodlag~nales. 

Demos tracf 6n 

Es consecuencia Inmediata del Corolario 2.4. 
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Seccf6n 3.A Ap 1f cae! ones 

(1) SI D es una R- dfgrSfica que no es un ciclo Impar y u e V(D); en­

tonces existe f•(v,u) e F(D) que estS en al menos dos ciclos Impares. 

Demostracf6n 

En D todo ciclo Impar tiene alguna pseudodfagonal. 

Sea u e V(D); por el Teorema 3.4 para alguna f=(v,u) e F(D) existe un 

ciclo Impar e por f que no tiene V(C)(C~ U' !vl) - pseudodfagonales y por el 

Teorema 3.2 existe C' un ello impar por f que no tiene V(C')(C~' - pseudo­

diagonales. Se sigue que C ~ C'. 

(2) SI Des una R- digr&fica que no es un ciclo impar y u e V(D); en­

tonces existe f•(u,v) e F(D) que estS en al menos dos ciclos Impares. 

Demos trae! 6n 

En D todo ciclo impar tiene alguna pseudodfagonal. 

Sea u e V(D); por el Teorema 3.3 existe f•{u,v) e F(D) y un ciclo im­

par C por f que no tiene V(C)C~ U (u}) - pseudodiagonalesy por el Teorema 

3,2 existe C' un ciclo impar por f que no tiene V(C')C'~ - pseudodfagonales. 

Se sigue que C_¡I C'. 

(3). Si. D és ~n1' R~ di grSffca que no e~ un ciclo impar y u e V(D), en ton 
. . -.. _- -- . ~:·_:·::·-~---~:(;,_<;_c·'.·.\:·-<-.- \') .(>;:_-}';.:~ :~ ·.:::.· -•:. __ : ¡!,-.-'; ;_ :::·:_-<..-/, . - -
ces ú estS ~n al ~ri~s.6ó(ü)'.~;'}~i~l.o(di.rigidós impares de O, donde 
. .. '.:.-.:. :•-,_ ,. :'. ·· ~_. ·.-·".1,:·ce_:-·.,,,,,'-,.-J/',' . .;·,o.,:/;l_>_ -':;\_ .-·.·. _ '-- , · 

60(u) =_m&x !lr-(u)¡; lr:"lu)IJ;' •: .·:·.· · · · . ·.· · 
. -_ ,, '. ' ' . ·- ._- . - ' ,. ,. ' 



16. 

Seccf 6n 4. R-df grHicas 

Teorema 4.1 

Sea Duna dfgriffca, Te V(D) tal que D-T es R-dfgriffca y para cada 

u e T al menos una de las dos siguientes propiedades se satisface: 

(a) Cada ciclo dfrfgfdo Impar C por u tiene alguna V(C)C~ - pseudodfagonal, 

(b) Cada ciclo impar C por u tiene alguna V(C)(C~ U {u})-pseudodfagonal. 

Entonces O es R-dfgrHfca. 

Demos tracf 6n 

Sf D no es R-dfgr4ffca, D contiene una subdlgrlffca inducida H que es 

R" dfgr4ffca. Va que 0-T es R-dlgriffca H n T 1 t. Sea u e H n T. Por 

el Teorema 3.2 u no satisface (a) en H y por el Teorema 3.3 u no satisface 

(b) en H. Se sigue que u no satisface (a) nf (b)·en D lo que contradice -

la hf p6tesf s. 

Teorema 4.2 

Sea D una dfgr4ffca; A e F(D) tal que para cada f•(u,v) e A se satfsf!. 

ce la siguiente propiedad: 

(f) Cada ciclo Impar c por f tiene alguna V(C)C~ - pseudod.fagonal. 

Entonces; D es R-dfgr§fica sf y s6lo sf toda su.bdfgrHfca. plean H de D tal 

que H n A = t, es R-dlgr4ffca, 

Demostrac16n 

SI O no es R-dfgr4flca: D contiene una subdlgr4flca inducida H que es 

R" dfgr4ffca; H n A 1 t; sea f=(v,u) e H n A. Por hfp6tesfs f satisface 

(f) en O, pero por el Teorema 3.2 f no satisface (f) en H. Se Óbtfene asf 

una contradfccf6n; se sigue que O es R-dfgraff ca. El reciproco es. obvio. 



Sea o una dfgrHfca y e un cfclo fmpar de O; denotaremos: 

e<º l • u e• V 
V E tf(C) 

Teore11111 4.3 

y c<•l • u e~ u tf(c) 
u etf(c) 

17. 

Sea O una dfgrHfca y Te V(D) tal que D-T es R-dfgrHfca y para cada 

cfclo dfrfgfdo fmpar C tal que C n T 1 t, se tfene V(C) •e('), Entonces 

O es R-dfgrHfca. 

Demos tracf 6n 

51 e es un ciclo dfrfgfdo fmpar tal que V(C) = c< 1 l y u e V(C), enton­

ces C tiene alguna V(C)(C~ U {u))-pseudodfagonal. Asf el Teorema 4.3 se 

sf gue del Teorema 4.1 

Teorema 4.4 

Sean O una dfgr~ffca y A e F(D) tal que para cada cfclo fmpar e con 

C A 1 t se satisface V(C) = c<•l. Entonces O es R-dfgrHfca sf y s61o sf 

toda subdfgr&ffca plena H de O tal que H n A • ~ es R-dfgrHfca. 

Demostracf6n 

Sf e es un ciclo fmpar tal que V(C) = c<•l y f~ (u,v) e. F(C) ,·e tfen~ 
'•. ,., .. 

te del Teorema 4.2. 
;• ', 

En las aplfcacfones de los Teore11111s 4,3y4.4 e~ Ot11 conta;;c~nlos sfgufen 

tes crf terfos, 
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Criterio 1 

Sea C = (1,2, ... ,2n+l ,l) un ¿lelo Impar de una dlgrWca O, 

f . . . 
t (C) • !11 ,12, ... ,lk) . ; . lj < 12 < ... < lk , 

Entonces V(C) • C(ij sf'y s61o si al menos una de las dos siguientes 

condiciones. se cumple: 

(1) lj+l • lj+l para algún je {l,.,,,k) 

·(11) t(lj' c, lj+l> = t(I¿ • C, 1t+1> = 1 (mod, 2) para 

j l l, {j, tl e {l, ... ,k). 

Demostrac16n 

Se sigue de observar que para f ,je t'(c) (sin perder generalidad po­

demos suponer l=l, J•2k+l < 2n+l) 

c¡ u Cj u {1,Jl • {1,2,J, ... ,2k+l,2k+3,2k+5, ... ,2n+ll 

Criterio 2 

Bajo las hlp6tesls del Criterio 1 se tiene; V(C) • c(•) si y s61o si 

l(IJ' C, lj+ll = l(lt' c, l¿,1) = 1 (mod. 2) para j / l y {j,t) e {1,2, ••• ,kl 

Sea O una dlgr!ffca•y C~(1,2;; .. ,2n+l,l) un ciclo Impar de D; para 
f . •• e'· . . . 

1 e t (C) denotaremos:. < .... · . 
Fj(C) • !(1+2k,l+~k+i¡\o}k < n) (notaCl6ri m6dulo zn+l) y denotamos: 

: '; '. ~ ' .. ' ' ' . . ' '' 

. 'F1 (C) ~\u: FJ(c') 
,,· Jetf(c) 
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Teorema 4.5 

Sea D una d19r.!fica, si existe .T c·v(D) tal que para cada ciclo d1r1g! 

do impar e de D con V(C) .n. T f.~ tenemos F(C) = F1(C). Entonces Des 

R-digr.!fica si y s6lo si D-T es R-digrafica. 

Demos trac16n 

S1 e es un ciclo dlrigido'impar tal que F(C) = F1 (C) y u e V(C), existe 

f=(u,v) e F(C)_Y.como,F(C).·~ F'(C) e tiene alguna V(C)(C~ u {uJ)-pseudodia­

gonal. Asf el Teorem~ 4.5 se sigue del Teorema 4.1. 

Cr1ter1o 3. 

Sea C~(1,2:/:-l',2n+l,l). un ciclo impar de una d1grUica D 
- f . · .. · ·:.;.::;;~-:<~f:r-:\::/,:)>;~.-~- ,_::_' '' 1 

· t (C) • 111,;:;·;,ikl.>Ji.5 ::· < ik' Entonces F(C) = F {C) si y s61o si al 
. ·. _,. .. x,,_. ""·' ,.-., ,. •. 

menos una;de las:il~s. siguientes condiciones se satisface: 

. ,· (i) ij+;.~ i}:i~~~ara al~ú~ je {l, ... ,k}. 

(H) t(ij' c,·;1j;;r~ t(it' c,',it+l): 1 (mod, 2) (notaciones m6dulo k). 

Secci6n 4.A Aplicaciones · 

Del Teorema 4.3 

(1) Sean D ·una d1gr.!fica; Te V(D) tal que D-T es R-d1gr.!fica y cada 

ciclo impar C • (1,2, ... ;2n~l,l·).·tal .que C n T f. ~ tiene dos pseudodiagona­

les f• (i,J), g= (k,J+l). E'ntonces o es R~digr.!fica. 

Nota l. Este implica el siguiente resultado obtenido por P. Duche!. 

(DMI) P. D1chet (1979). 
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Sea Duna digrafica tal que todo ciclo dirigido impar .(l,2, ••• ,2n+l,l) 

de D posee dos diagonales de la fonna (k1k+2) y (k+l,k+J). Entonces o tie­

ne núcleo. 

(2) Una digrafica D es R-digrafica si y sólo si 0-B es R-digrafica; 

donde Be Cz e V(D)lz es impannente ac!clico en O}. 

(3) Sea D una digr&fica tal que todo ciclo impar no shrétrico de D 

posee una pseudodiagonal fe tal que para cada ciclo impar e• por fe, e• .¿.(i). 

Entonces D es R-digrafica, 

Nota 2 Este implica el siguiente resultado obtenido por Romanowicz, Zbigniew. 

(RZl) Romanowicz, Zbiqniew (1975) 

Sea D una digrafica tal que para cada ciclo impar no sim<!trico e, exi1 

te f=(u,v) e F(C) tal que (v,u) e F(C) y (v,u) es impannente ac!i:lica. E!!. 

tonces D tiene núcleo. 

Del Teorema 4.4 

(4) Sea Duna digr&fica, FJ.A. (D) • (fe F(D)if es impannente ac!clica en DI 

Des R-digrfüca si.y. s61o si tod~ subdigrUica plena H de D tal que 

H n FJ.A. (D) • t es R~digráfica. 
' '." ' . 

(5).Sea Duna di~rafica,si D~FLA.(D) es R-digrUica, entonces Des 

R-digrmca •. · 

Nota 3 · El reciproco de (5) es falso. Basta considerar un ciclo impar con 

alguna pseudodiagonal impannente ac!clica. 
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(6) Sea Duna digr4fica que no contiene ciclos impares inducidos, 

T e V(D) tal que para cada u e T; u est4 en a lo m4s A0(u) ciclos dirigi· 

dos impares. Entonces Des R-digr4fica si y s6lo si D·T es R-digr4fica. 

,, .; 



CAPITULO 11 

Algunos Resultados sobre R" digráficas y R·digráficas. 

(H. Galeana Sánchez y v. Neumann Lara) (GN. 2) 

Teorema 1.1 

22. 

Sea O una digráfica, si V(D) posee una partici6n !V1,v2¡ tal que toda 

v1v2 · flecha en O es simétrica y O[V1] y O[V2] son R·dlgráficas, entonces 

D es R·digráflca. 

Oemostracl6n 

Sea D' una subdlgrHica inducida de D •. si D' ~ D[V1J 6 D' ~ D[V2J, D' 

posee núcleo (observacl6n 1.1 y Teorema 1.3 Cap. 1). En caso contrario, t!!_ 

do núcleo de D' n D[D1] es semlnúcleo de D' 

Corolario 1.1 

Si O es R" dlgráflca, O no posee un corte lineal fuerte formado por • 

flechas simétricas. 

En otras palabras, la parte asimétrica de una R" dlgráfica es fuerte· 

mente conexa. 

Teorema 1.2 

Si o1 y o2 son subdigráficas inducidas de D tales que D • o1 u o2 , 

o1 n o2 = {u) entonces D es R·digráfica si y s6lo si o1 y o2 son R-digráffcas. 

Oemostracidn. 

Sea H una subdigráfica inducida no vacfa de D. Si H ~ o1.6 H <:. o2 , 
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claramente H tiene nOcleo. 5up6ngase que H n (D¡ - u} ~ ~ y 

H n (D2 - u) ~ $ y sea Ni nOcleo de Hi • Di[V(H} n V(Di }). 5i 

u e N1 n N2 , N1 u N2 es iiacleo de H. En caso contrario podemos suponer 

sin p~rdida,de generalidad, que u 4 N1• considerando N° 2 un nOcleo de 

~ - {u) tenemos que N1 N2' es nOcleo de H. Luego, O es R-digr6fica. El 

reciproco es obvio. 

Corolario J.2 

5i O es R" digráfica, O no tiene puntos de corte. 

Corolario J.3 

O es R-digráfica si y s61o si todo bloque de cada componenete fuerte 

do O es R-digráfica. 

De manera más general se tiene el siguiente 

Corolario J.4 

O es R-digráfica si y s61o si todo bloque es R-digráfica. 

En lo que sigue denotaremos por.D(f/T2k+ll a la digrHicaque se ob­

tiene de O al sustituir f•(u,v} .e.F(D) por;.~na uttrayectoria fak+l de lo!!· 

gitud 2k+!. 

Teorema 1.3 

O tiene nOcleo si y s61o s1 D(f/T2k+!Í~iene nOc
0

leo. ·.· 
' -. - ·: . ' .. ' - - ~ . 

Demostraci6n 

(1) Es fácil .ver qu'e si O tiene.~Ocleo D(f/T~k+ll tambi~n tiene nOcleo. 

(11) 5i N' es nOcleo de D(f/T;k+il• N'nV(D) es nOcleo de D. 
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Teorema 1.4 

Sea O una digráfica tal que D·f es R-digráfica, 

D' • D(f/T2k+ll es R-digrHica si y s6lo si O es R·digrM!ca. 

Demostraci6n 

(i) Supongamos que O' es R·digráfica y sea H una subdigráfica inducida 

no vac!a de D. Probaremos que H tiene nOcleo. Sf f ~ F(H), H S D·f y por 

.10 tanto tiene nOcleo. Podemos entonces suponer que f•(u,v) e F(H); 

H' • H(f/T2k+ll es subdigráfica fnducida de O'; luego.tiene nOcleo y por el 

Teorema 1.3, H tiene nficleo. 

(ii) Supongamos que O es R·digráfica y sea Muna subdigrlffca fnducida 

de O', Si T2k+l !t M, se sigue del Teorema 1.2 que Mes R-digráffca. Supo!! 

gamos que T2k+l SH y denotemos por H* la subdfgráfica de O inducida por 

V(H) n V(D), Claramente M* tfene nficleo y por el Teorema 1.3, H•H*(f/T2k+ll 

tiene nOcleo. 

Teorema l. 5 

Sea O una digrHica, $ ~ AS F(D) y O' una dfgráffca obtenida a par­

tfr de D sustituyendo cada flecha (u,v) de A por una uv-trayectorf a de lon­

gf tud impar, . Sup6ngase que para toda A' tal que $ ~ A' S A, D·A' es R·di-· 

gráfica. Entonces O es R-dfgráffca si y s6lo si O' es R-digráfica. 

Demostración 

Por induccf6n sobre IAI. 

(i) Supóngase que O es R-digráfica. 

Sea f
0 

e A y D" la digráfica obtenida a partir de O sustituyendo las 

flechas en A·f
0 

por las uv-trayectorias correspondi~ntes en O' • Por 
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hip6tesis de inducci6n O" y D"-f
0 

son R·digr4ficas y, por el Teorema 1.4, 

O' es R-digrlfica. 

(ii) Sup6ngase que D' es R·digr4fica. 

Aplicando (1) a D-f
0 

se sigue que D"-f
0 

es R-digr4fica y, por el Teor!J. 

ma 1.4, O" es R-digrlfica, lo que implica por hip6tesis de inducci6n que O 

es R-digr4fica. 

Teorema 1.6 

Sea O una digrlfica tal que D~f~s'R'digr4fica;,fe F(D). Entonces 

D'•D(f/T2k+ll es R" digrlfica si y s6lo _si O es R~ digr4fica. 

Demostraci6n 

(1) Supongamos que D' es R· digrmca; 

Por el Teorema 1.3, O no tiene nOcleo. Sea Huna subdigr4fica induci­

da propia de D. Probaremos.que H tien~)ocl;o, 51 f ~ F(H) el resultado 

se sigue de que D·f es R-digr4flca. SI.fe F(H), H'•H(f/T2k+l) es R·digr4-

fica. Como H-f es R·dlgr4flca ya que H-f es subd1gr4flca inducida de D·f, 

aplicando el Teorema 1.4 se sigue que H es R·digr4flca, 

· (li) SI O es R- digr4flca; O no tiene núcleo; y por el Teorema 1.3, 

O' no tiene nOcleo. Sea M una subdlgr4flca Inducida propia de O;. Si 

T2k+l s¡:.M, Hes R-digrlflca por los Teoremas 1.2 y'¡;4; Pu~de.suponerse 
entonces que T2k+l CH. Sea M* la subdigr4fic~ propiá defl'inducl~~ por 

V(H) nV(D). Por el Teorema 1.4; H* es R·digrlfka y·H=M~(f/T2k+ll es 

R·digrSffca. 
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Teorema 1.7 

Sea Duna digráfica, ~ ~ Af F(D) y O' una digráfica obtenida a partir 

de D sustituyendo cada flecha (u,v) de A por una uv-trayectorh de longÜud · 

impar. Sup6ngase que para toda A' tal que ~ ~ A' e A, O-A' es R-digr!fica. 

Entonces O es R" digráfica si y s6lo si O' es R" digráfica. 

Oemostraci6n 

Por inducci6n sobre !Al. Sean f
0 

e A y O" como en la demostraci6n del 

Teorema l.S. 

(1) Supongamos que O es R" digráfica. 

Por hipótesis de inducci6n D" es R" digráfica y por el Teorema 1.5 0"-f
0 

es R-digráfica. Por el Teorema 1.6 O' es R" digráfica. 

(ii) Sup6ngase que O' es R" digráfica. 

Ya que 0"-f
0 

es R-digráfica por el Teorema 1.5, se si.gue por el Teore­

ma 1.6 que O" es R" digr!fica. Esto implica por hip6tesis de inducci6n, que 

D es R" digráfica. 

Oefinic16n 1.1 

sea o una digráfica y (nulu:e·v(o)una familia de digráficas ajenas 

dos a dos. Se define· E nu .de la siguiente manera: 
u,D 

(i) V( E nu) = . u V(nu) 
u,O u e. V(O) . 

(11) (w1 ,w2) e F( E nu) si y s61o si 
. u,D 



J. w1,w2 e V(au) para algún u e V(D) y (w1,w2) e F(au) 

6 

2. w1 e V(au) ; w2 e V(av) y (u,v) e F(D). · 

(Ver fig, 7) 

Teorema J.B 

tau es R-digráfica si y s6lo si D y cada au es R-dlgráfica. 
u,D 

Demostracf6n 

27 

Sup6ngase que D y todas las au son R-digráficas. Toda subdlgráfica i.!! 

ducida de tau es de la forma t a'u donde D' y a'u son subdlgrHicas in-
u,D u,D' 

ducidas de D y la respectivamente. Es claro que si Qu es núcleo de a'u y 

k es núcleo de 01
, entonces 1: Qu es núcleo de E a•u . 

u,k u,D' 

El reciproco se sigue inmediatamente observando que t au contiene co­
u,D 

mo subdigráficas inducidas a las au y a una copia isomorfa de D. 

Corolario J.5 

Si D y a son R-dlgráficas D(a) es R-digr!fica. 

Dbservacl6n ·J. J 

En [4] se defini6 el número dicromático de una digr!fica D como el -

mfnimo nú..,ro de colores necesario para colorear los vértices de D de tal 

forma que las clases cromáticas induzcan subdigr!ffcas acfclfcas en D. · 
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El Corolario 1.5 hoce ver que, para coda k >O existen· gráficos or1e11 

tadas {d1gráficas sin flechas si~tricas) que son R-digráficas, con name­

ro dicromático mayor o igual que k ([V.N.2] , Teorema B). Obsérvese que 

el Teorema de Richardson incluye Qnicomente R-digráficas de namero dicro­

mático menor o igual que 2 ([V.N.2], Corolario 1). 

Teorema 1.9 

Sean o1 y o2 digráficas ~Je.~as tales que existe fi • (ui'vi) una fle- . 

cha simétrica de Oi; denotemo.~ ,Hi•Di'.{{u1,vi),{v1,ui)l M,2 y D la digrá-
_, -.··.: -·.''_"'-. __ -.· __ -- ' 

fica que se obtiene de H¡ ~H2C,uJtú;,u2),(ü2 ,u 1 )l ident1ficando v1 con v2• 
¡-_'.',· 

" -'· '~~ . -. 
- <:· ~,; .·;.,;:::·-: ·-· ·',·:~ :-· .. 

(1) Si O tiene nacleo,,~ntlln_ces:al m~no.s uri~ de las dos digráficas o1 .. ' •' . . : -... :..; ' . '~ . -. - ' . :• -.; '-> -: " ~ ' ,, -- - " ' ' --. 
6 º2 tiene nac1eo •. 

{ii)Si Hi' Hi - (uili Hi<!v\l, Hi -(Úi,vil para i•l,2 tienen na­

cleo y o1 6 o2 tiene nacleo •. en~onc~s o' t,iene naé1eo. 
.. .__ "•·,·-:··· . 

De100straci6n 

(1) Sea N un núcleo de o'yi¡ ~·lpunto d~ D q~e resulta de indentlficar . - ,·, ,,, . ' . . 

v1 con v2 en H1 u H2 u ! tll1 ,u2) ,_(u2 ,ii1 )l~ ~i ~ e _N_; cN n V,(Di) es nacl eo de 

Di para i e !1,2) y.tal que ui 4N •• Si ~-4 N, N nv(o;) e~ ~acleo de Di · 

para i e (1,2) y tal que ui e N. Cuando v 4 N, Ui $.H Y u2 JN; 

Ni= N nV(Di) es núcleo de Di para i e 0,2) Y;tal_que existe. flecha de 

V a Ni' 

(ii) SupongolOOs que Di tiene nQcleo. 
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Si existe N(D1} un~acleo de.o1 ~al que v1 .4 N(D1} entonces 

N(D¡} U N (Hz·Uz). es un nac).eo .de ~ (d•~•nd~ .. N(Hz·Uz)esun ~acl eo de Hz·Uz}, 

cuando u1 e N(D1} ynoe~i~te:flecha'-~n'.~t;,,¡(~ 1 ;u1 }J de v1 • a N(D1}; 

y N(~ 1 } u N(~~-!vz;uzl{és ~.i~1~o;d~ii~ri~,de)<~'~!~z;uzl) es un nacleo 
.. _ _-. . .-·" ·:;~- _:'.:.1;· ,":!.''•':!° _~_7•·;·: .,,_;_;':~; :::¿¡·~::. ----~::'.·;: ··_ ·'··' .:;_ - ---~-, .. _ :, . . 

de Hz·.!Vz ~uzl) c~and.o, ~to7J.,N~~i );,Y}~~.i~.~~;.f}~cha,~ e~ D"{ (ví ,u1) 1 ~e v1 a N(D1}, 
. ·- ·- .· _ •• -.. , ::· ,_.,:.· ·;·-. ···'.'-'·~:,_~--'•.:,_ •.. ,-,:j",1~"1>:'.f:'';-;i";';·-.·~'.:-.;•.1..,X;'I•c~ '.---- , 

también ten~mos que_,N(D¡l,~~(Hz;Yzl;é~,na~l.~o 'de,D .lll(Hz·Vzl es nacleo de 
- .. ' ,. ---. <· _,,_.~. -- -,:).\.1 !¡;,~;::-. <~::,.<s·:~;~-,~:,·~:t., .... ~-;,- -,_: :-:· .:::.''.'; -~, -.. 

Hz·Vz) i:uand~ u1 .1 N(D1) ~)tDe¿~~.~.!'.ft}~~Al.º9_ª ~~ puede encontrar un nacleo 
" . · , .. :·, ----'. :·'<,:·•.-u .. ;~_:c,.-.~:i»~ ,:,\·-·.,:..: .. · · ·---·· --- . 

de D cuando existe un nacl~°--~e~i·~~.~.'Jt%c~nt)~ne a vi. Luego podemos su-
. • '_,.·, '• '' •:··_-\ --_·.'~'~- ',,[C/;v''·'"--''- ,;_-O ,C..,•¡i-i•' • -,_.; ,' -• ', ' - ,' • 

poner que v1 esU en todo nacleo. d~,~,l·t;v, 1 es U en todo nOcleo de o1. Si 

existe N' i ~acleo de Hi tal Í¡ue'uj'fN;j'~;to~i:e~ N'i u tl(Hi l es nacleo de 
, ,;'-<<_:;·~·: .. o'·<:_·-.~-;\•_ ,-_ ); .. _.- . 

D donde N(Hj)es nacleo deHj' 1ifJ;:J':Ji;51,_zJ.-,De otro modo sea tl(D1} 

un nacleo de o1 y N(Hz) un núcleo d~.Hl; e~t~li,~e~,N(Ó1 )u N(Hzl es nacleo 
.. -.. :; ·o·.·•--• 

de D. 

Teorema 1.10 ·.-;·.:·'·.·· ·' • .;r _, • ·_.'.•, 

Sean H1, Hz• o1, Dz y o coma ~ri, ~1.A~re~a.1.9. 
Si H1 y Hz son R-digrAf1cas en~~ces:o e~t.digrAf1ca si y s6lo si 

,. ,,_. -
o1 y Dz son R" digrAfi cas. - ,- .:e,"···._:-_,· ·.-;, . . , ..... 

Deioostraci6n 

( 1) o es R" digráflca: · ~. , 

Di no tiene nacleo'il~.ot~ó-~cl~'por(ii)dél Teorema 1.9 Cap. llse· 
. . ' :" :.-_-::_-:_._~s_..::_.~:·_;- -.~_:,·~-: .:".::" .- :. ------.~ .:.-,·. ' -~-,,_.-. : -

sigue que o tiene nú~leo~:{Se~,D/ ~~a ~u.bdi9rAf1ca induc.i.da propia .de o1 , 

podemos supone~, qu~ u 1 ~ .v{e V(o• 1), denotemos H• 1 = o• 1 • {(u1;v1), (v1,u1)l 
·. ' . .--.. '• - .,, ' . . .. - ' -· ., 

y sea o• la digrAfica que se obtiene de H1' u Hz u ((u1,uz) ,(uz,u1 )J 1den· 

tificando v1 c~n-vz , D' tiene nacÍéo y por (i) del Teorema 1.9 Cap, 11, D1' 

tiene ~acleÓ. :As! o1 e~ Ít· digrAfl~a y anAlogamente se prueba que Dz es 

R; digrmca. 
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(ii) Supongamos que o1 y Oz son R" digráficas. Por (i) del Teorema 1.9 

del Cap. 11 O no tiene núcleo.• Sea D' una subdigr!fica inducida propia de 

D Y Dj .~ Di[V(D') nv(oi)] para i•l¡Z; o¡ es subdigráfica inducida propia-

de Di y por .. lo hntoes R~digráficá, para alguna i {l,ZJ. ·Se sigue de 

( 11) del Teorema 1. 9' Cap. Í i que O'. tiene núcleo. 

(Ver fig. B) 

Teorema 1.11 . 

Sean o1, ºz• H1, Hz y D como en el .Teorema 1.9 Cap. JI. Si H1 y Hz 

son R-digráficas, entonces D es R-digráfica si y s61o si al menos una de 

las digráficas o1 y Dz es R·digr!fica; 

Demostraci6n 

(1) Supongamos que O ·es R·digráfica. 

Si o1 no es R·digr!fic~,:sea,o 1•)'u~a R~ ~igráfica inducida en o1, por 

el Teorema l.Z del Cap: ll_v;.~1-~ vill/J. Consideramos para º'z cualquier 

subdigráfica inducida (pn;pia o>~) de Dz tal que uz,Vz e V(D'zl; 
.,.. _. - ,, - ' - - .- ", '". - -. :·' : ' - . 

D[V(o1 •). uv(Dz' )] tien~ llac1eo:por}~ tanto por el. Teorema 1.9 del Cap!tu-

. lo JI Dz' tiene núcleo,.·sfu2;c_v(o2).5;vz; V(Dz'), ºz' es subdi~ráfica 
'·, __ ,_,·'e'• ,. , :o -,-.,;· •.. ; •;·-._· ' -

inducida de O y por lo tanto Dz'.es R-digráfica. 
! • ,- • /·' ,-- ·--;:· • 

. . . . . .- - -. ',.-·_ . 

(ii) Supongamos que o1· es R-digráfica. Sea D' cualquier subdigráfica 

inducida de o si !u1 ,uz,vl !t. D' ses.igue del Teorema 1.z Cap. JI que D es 
( ' . . •," - : . 

R-digráfica, de otro modo aplicando,PiJ del Teorema 1.9 a D(Di[V(D')n V(D¡)] 

se sigue que D' tiene núcleo. Luego D. es Rcdigráf,ica. 
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Secci6n 2 Extensiones de R-digráficas 

Teorema 2.1 

Sea Duna digráfica, f•(v,u) E F(D) y D' la digráfica definida como 

sigue; V(D')=V(D) u (z,wJ y F(D')•F(D) u !(u,z),(z,w),(w,v)J, Entonces se 

satisfacen; ,. __ , 

(a) Si D tiene núcleo, entonces D', .tiené ~~cleo •. 

(b) D es R-digráfica si y s61ó'h o'• es;RCdi!irÚica, .·· 
..... __ ·;''.:;:_::fi~/;~>~/:~~·:i·;·:;J:'."_."·,'.: ... , ,,, 

Demostraci6n · 

(a) Sea N un núcle~ de o(s.i ·v E N"entonces N u (zl es un núcleo de O' y si 
v 4 N entonces N u (~) es u\i núcleode O'. 

. . ' . 

(b) Supongamos que O es R-d1gr!f1ca y sea H' una subdigráfica inducida de 

D', por el Teorema 1.2 del Cap. 11, podemos suponer que (u,v,z,w} ~ V(H'), 

sea H=D[V(H') n V(D)] se sigue apll onda (a) a H que H' tiene núcleo. Lue­

go D' es R-digráfica. 

El reciproco es obvio. 

Teorema 2.2 

Sea O una R-digráfica; existe una R-digráfica H tal que: 

(i) O es subdigráfica inducida de H. 

(ii) H tiene una trayectoria T•(x1, •• ,,xp) con V(H)•V(T) y (xi+l'xi) 4 F(D) 

para i=l, ... ,p-1 

Demostraci6n 

Sea Duna R-digráflca; V(D)=(v1, ... ,vn}' consideramos; D' una digráfica 

definida como sigue; 
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V(D') • V(D) u !z1 ,z2 ..... ,zn~l l . .,. 

F(D') • F(D) u {(v;.zi),(vitl•'il / M,2, ... ,n-1). . . ' . 

Se sigue del Corolario 1,3 Cap. 11•que oi. es R-digrH!ca, As! teneros . 
" . •' .... 

la su~esi6n (v 1 .z~,v2 ;z2 ,v3 ;;·'.:,v~:¡.z~~ 1 ,v~) que es una sucesión de los 

vértices de o', donde (v;;~¡)ef(~'.)y (v¡:,;;zi) e F(D'). · · 
. ' . ' .-- .... : . .-_: ._,·;:-. ':_.;' '.;.::_,., ¡.', '· >.'· •_;,; - . 

Definiros ahora H coro sigue; 'i:'.'.f.•,c,·, \)>.· '''. . ., 
. V(H) •. V(D') u (wi ,uii1r;1 . .'i:?:r:ifüT'_,Y /: 

F(H) • F(D') u¡ (~i .ui) !1fr:K>nw;o;~i·~i{fr1;2_, ••• ,n-11 
·: ':·. ···.:';<"-"\i'' .. ~-.,,~'.'f-'.1"<"·:~~-~,·;i;;-.,_., .... ::J._. __ :;~·-·-'.: :·;·· :-.. .. ·_,_. -

·Si sigu<· del Teorema;2,1que Hes R-digrHica,'por construcción O es subdi" 

gr4fica induct~~;,d:~'~:,;;·~tir.%~~-;'.~'f•0'.;lc·di;~.;. '/ ••...••...• ··••·. . · .. 
T • (v 1 •zi··~i ·~1 t V2'~,-<~:~~~-~ i ~~f~-~{~~f~Y f+ Í ~,~.{i -!~n~·1 ··~n-~l_•un:.1 ~~~-1 ·Vfi) 

. ,' -,-.>":-,>.,_:.:''·.'.: .. :.,f,_,,,~''-"t.·-';•''";f1 --·1\-·,-.•:J,,!:,<:i<'-·,·~-·i-':",,',(.\• ... _ .. :.,·-· '-, -~--~.. ¡ .. ' 
. es una· trayectoria ·en ·H:,que ;sa~i sface J.•s. pro pi edades. requeridas.·. 

· ... ·.· T .J"..~~fü'ti%Nt.·.:_·•.·:·\·01~Mi'~i:;~.f i:q(i~ . ~'.'~~;':.' ;:. .· .. , . 
Teorema 2.3 ·.·,-··:-<:.~~\:; --·.,. -.,·· . .,.-.-·-,,-- ... -..... ; .. ·----· · · · 
==== -::-_' \ ·::.'·;;'., _:,:·:~<;,;~f~;;:f~~ilt~_,:~:'1~i~t~;;~¿;~1xc~};;'._~:~::~-,;_/;~~;;=_::_-:;;-c::·;::.:·:.·:_:,:.·:-:· :·:-;-:·· _:: . _ 

Sea o una R"digr4fií:a;''éx is te 'una'.:, R'.'.rdigr4fica' o•.:tal •que' o es . subdi-

.· gr4f1ca indudda •. de o•.:;;,:g:;;1PN·f}c%¡if~;f~f~.~~¡f'if;!t;f;_;f_J~ .•• , . · 
Consi dereros H una R·di gr4fica con• las ~ropi edades\ ( i l.Y ( i i) .del Teo-

~:;~::: :: ::;":'.;¡~i~:~i;;~i~f ;~g~. f • ·.· ...••• ··•·•··. 
V(D*) • V(H) u !xptÍ;x~+2 ;;,, ;x3¡;~3·;x3P;41 •1;-:;;'.•:(.:: • • .... e .. ·.· 

" .. ,. ·::,:.::;:::~:Wf j!~!ii~~~;W~;;·!·;;i··, ,, 
u1 ''i ·.'J > .1~J; 'i ¡1~.t.1 ... ~. J)'\~P.~¡LX; ,2 ~ ~(~i ~c·'J > < p). 

- -·-;·,. ',. ':'C·-_i'._:<:;.--._:·; ,. .. :~~----~----·--~· .• _'.·;.·<". _-., .' ··.·- ' 

donde c es el i:iclo C~(x 1 .x;::;.,xp,x~;¡; .• ;;x3J~4,x 1 ).> 
Probaros .ahora que 'o• es '!i-'digráfl~a. . ' ' . 



33 

o• no tiene núcleo;· Supongamos que.O* t1enenücleo y sea N* un núcleo 
, ' •' . ~' ' ' ' . - , ' 

de D*; N* ~ (V(D*)~V(H)) f ~;(d.eotro +~o,xp+l'f'N\Y ~o existfrlaflecha. 

en• o.• de •p~ 1} .n?·<~~~···!,~~~~~~.}~ ~é!i.~;·; '}:;K,tj~~ ~\? (~<.o* l·Y(H) l l 
p+I < 1

0
'.< 2p+l, ·as!; x1 :F'.4 )'<N~.·por,:;lo.tanto · exi ste:'una, flecha. en D* de 

. . ; _ '. ·_. ·:':; .·.::·~: ;::'.; ·,-~.;,.'.~:(·~-_:/~X-.:.~::_?):. ~-~f~~~~f \~~'.~ {f ~~lti~~i~;:~~:~~·¡:,p~;_:i.~~~:,~~~~~\!~J'.:1/:'\; ~f:_:i_:,:_-'._;;:~- .:::;: '_ -.. . - . 

x1 .... a .. N, sesigue,~u~.;.Xp";•.,>·~;_N._.,.;asl •. x1 ,,;,:r·~;:N, ~rJo.ta~to existe 

_·_ -~~ \: i;~ ~:-~_,_/'~:-.:-·_:;r\:~}i~:~:~-~,{};-~,-;;~;.{:\·~J~!~~j~:~;¿;-~;~~J}:;f iiJ:;>~~~!J~,~1I}~~):_:,~-,~~: . ·_-:>: ~ -- . - -· 

. -r1.~--c~~--·. ~~-'-~~~'. ~-~~-.~f ?-:_'.~}:.:.~::,_a_: .. ~~- (~-~-~-\~.J,?,~~~~~~:;;~.i~~~;~ii\~e~-~~~-·~.t · es_ el,_ punto de 
··.- .:-::.:~: ::_ ::::~,- /-_'.:;- :-r.:-~~;;ff:/::'..t_S-~0t;~;:2::i:~~:df::_i})~:f:;::::Y~?;~1~~}¡:~t::~;~~f~'.ft;D;:~;~;~;t:":,_:::::"_-:_: :·.:.. , .. . 
·D•tal.que~(x1 ;C;ii;,c,''xjl<•p+¡.•¡Luego('N~,·Jx1 , x1 . ·:·., x1J Y 

· · · xj+}'4 
_ ... 

tiene 

.-; '~" j/: .. 

' Sea. z e •.V(D*) • probaréniós que' O* "• z es: R"digr&fica • 
.. -·-'. ::-":'.·., ... ::.Y:>:;::.-~··.~-~:\·-4~~0'::_<•{;-.;_'.'.J~-:;./{'1/:_.t';~:~:-"~:: __ ;_'J/""~--~~.:,,!~::"-::";_,-\-::,-\::. < '>· ·: .- ,-"': · · -· --. 

SI.~·.~, x¡ :pa~a3p.+f~éi ~ ._p!J\.~¿;1,~!.: ~n~on5e~:.~~:~ •. es ~:,digr.!fica. (esto . 

. e~ • c.ri.~cue~¿10i1ri,~/it~·d·~.1.~;:·~~~1~r:i·í1~t~~.·~~lii:~fI{·':J i: .. sr; •;· x.1 ·· . 
para Z .< 1 .<-p,:consideramos D'/una·subdigrH!Cadnducida. de.o•·- z~· cuando 

-· ·. ·:'. · · _, "~-·> .. ·_ ',:: .::'.'-> _. ~; ::-: ¡.'. :·; -:'_ :-. • .. ' :/'>-:~--}~--¡.;-;.~~----~::t:;;'í~·~=§,1.fs'.;'. .::t:~;~· ;_/\-,~-:<~-__:o_:_;,,~: ::'.·: ·-:,· .- · . · 
x14. º.'para algGn.3¡Ít4 < i··<. p+l,6, i•l •. D'. .ti~ñ;.~ú~\é~;J:cu~ndo,x 1 e D' ... · 

para t?do lp+4 <I < p+1y·.1·Í;·~¿ris1~~¡:~~s'(j.~~~IA1i)\~ 1.f D\l; :z· < J0 < P . 

. . y ahora, es .fácil che~ar, que (j~,1, j~~~~¡;¡J;·2~fz}~.~ un, nacíeo de D'. · 

. As! D* • z es R·dfgrÚica pará cualquier ze)V(D~l; '. ·;.: ... 
. . · (Ver fig. 9) .•• :• .. ~; :,.: , _ 

." ·,--.. :: ._,_. <~- ··:<';·-.:-; : :;:~· 
, -, .':¡:.:; ;-. ·' (. ~ ''; 1, ; , 

Corolario 2 .1 °·•;··' ,._:;, - .,.._ 

Para cada k > o existen R. <ligrÚi~~s''d~ rÍO;e~~·dicromá~icomayor o igual 
":\"'-·,·~~-.:-\' ". :· __ : . . ' ' 

que k. 

Demostraci6n 

Es consecuencia inmediata del Corolario J.5 .de.1 Cap. r y del Teorema 

Z,3 Cap. 11. 
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Capitulo 111 Acerca de una Conjetura de H. Meyniel sobre R-digráficas. 

Secci6n l. Un contraejemplo a una Conjetura de H. Meyniel sobre R-digr!fi-

(H. Galeana Sánchez) (H.G.1) 

He probado que la siguiente conjetura es falsa. 

Conjetura 1.1 (D.M.1) (H. Meynlel 1g16). 

Sea D una digráfica si todo ciclo impar de D posee dos pseudodiagona­

les entonces D es R-dlgráfica. 

Claramente el siguiente Teorema prueba la falsedad de la Conjetura 1.1 

Teorema 1.1 

Para todo k > 2, k e Jl, existe una digr!flca sin núcleo en la cual 

cada ciclo impar tiene al menos k pseudodlagonales. 

Demostraci6n 

A lo largo de la demostraci6n' tÓdas las sumas serán escritas m6dulo Bk+4. . ' - ', 

Sea D la digráflca con conlunt~,de v6rtlces: 
... - -----"' . ',, .. - - -

V(D) = (0,1, •• '.,Bk+Jl,/flechas: 

( i, 1+1) para tÓdÓ 'o'< i ?aii+3; (i
0 
+21,4k+Úi

0
) para todo O < 1 < k 

para todo 1
0 

E {0~2Úl,~ktl,lik:3}]\sea C~ (0,l,2, ••• ,8k+3,0) el ciclo par 

de D con V(C)=V(Ó);. ~s fácÚ' ver q~~ '10 ciclos Impares de D son: 
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(4k+2+f 0 , e, i0+2f) u (f0+2f, 4k+2+f0)-para todoD < f < k. y para todo 

f0 e {0,2k+!,4k+2,~k+Jl; Clara,,.;rit~ el cfélo df~fgfdo impar . 

(4k+2+f 0 , e, f 0~2f) u (f~-l-2f,_4kt2+fStfene las diagonales (4k+2+f0+2j, f0) 

para todo O <'J <k.:o.~Ó Ú~~l!.nú~le~:_C"_·. 

-. . . ._ __ < . ;: · ; {: 1~r)~4)F;\::·:,·; e ._ ._ . _· . . 
.En otro ·caso;".-supongamos q-Ue _N·es:_un·nOcleo de O entonces: 
.·.·. _·._: -, --- ·'i·, __ ::;·_.;-.'<:;:t·:~;~é··::~-~''.'f_;~>~-.-:·;;::;-~;,:,'"/::;:_>.~ .. :-: ,_. 
O e.N ... (4k+2}_N;i2~+~.'1N;6k+J•_4_ N) 

~ •,· .· ·.-. -- · :=-"''·';•·.- .. -·····:r.'·.;:·:o.-'--,o __ ,_·-,·.' :,'.'.'~' :_':: ·• 

6k+J.1.'N 'Y'.4k:JfN~:;zk2<!.N.''''. 
.·: -· . : --,,_ .. ,\ '>·.'.":i'._>/'_:::,~,~;.:-:~-~??.?~i;-·:<~~:::··_:·'.':-::-,'.c~l<. ¡ :-

_'',:·;_';_'._-~;:. ¡-:,_;·:~~'.:~:~~t~}0if~:~gt/;<{~';t .. ·_y,:;.:·-_ .· 

Asf, o·!=··N•.,(2k•l t~·~2k'ZEl;••·.6k 3" N); 
: ;:,-~' ·.: -.'._::' _.:.· .;" ::;:iA-;·.:'-i·?/;~-·~_;;_:: '.:,·;: .. ~;,.1:~_-::. :":_,:::- :.:- :.: -. 

Es to es f mposf b 1,é; y concluf mas O 4 N. s.fmf 1 armen te, podemos probar 

que 2k+1<1 N, 4kú4' ~·i.;i,:~~+~ ~·~:'t:r~mbién o <1 il Y 4k+z 4 N • 2k 1 N. 
. " ·.-.-:' \<·.---.:<': 't'.< ','::."_:~;::;·:;::;.·.:::~·':~.:\:¿·,~/;;/\:;·;-,:-:·_,_'., .. ;.; __ ·. :-' ,-. 
Asf, obtenemos 2k,4 N;'!2k+l4}"Y.'i,4k+2'1 N,, lo cual es imposible también. 

_ Conc 1 uf mas que D -~~ . t,l ~~~~~~~l:~~j.:;0 '. • . . . . . . 
D-z ·es R-df grfrfc~~ira'.:~Si ~-e V(O) ·._•· ... 

Supongamos prÍ,.;;;/¿:;.¡ ~-~li!{~arido z+i < Zk tenemos que z+l es U 

en a lo más un ciclo i~p¡~d--~i.;aSr~~r.:4.A(6) tenemos que li-z es 

R-dfgráfica sf y s61o 
0

sLD"(z,z+IÍ'.~! ii~:df¡¡'ráffca, Del mismo modo tenemos 

que D-z·e~ ~-digr~ff~a:si;·~~l~ sf_Ó-ú¡z ~}f•.·-~ Zkl es R~dfgr.Hfca. 
Ahora consideramos z~Ú si: z~I > o;•:~ntÍJ~ées z~i ,i';t! -~n a lo más un ciclo 

' _,··-- .. -- .. ---" .. --:·--··· ,, ., .. • ......... , ·- ~----'"- ' 

impar de D-(i 1 z < f < Zk} 0 asf por 4.A(6) tenémos; que D-{i iz ( f < 2k} es 

R-dfgráfica si y s6lo sf D~(!1lz'J/r(tf) 0 °Íz~;Íi ~s· R~dfgr&~fca. ·Del 
. ', - -· • '·-- '··¡'-- ' '. - • 

mismo modo tenemos que D-(i iz< fY2kJ'~s ii'.J{grSff¿a'síy ,'610 si 

D-(lflz < f < Zkl u !JIO < j < zil es R:dfg
0

ráffc;, N~ta~~s ahora que 8k+J 
· .. ; .. -.- ., ·:· - ,.-·-· - . -· . . 

está en exactamente un ciclo cÍe·o:¡f¡o;~'f~ 2kJ; por 4.A(6) tenemos que 

D-{f !O < i < Zk} es R-digr.Hf~¡ :i~ ~~;~ s\ 

D-!flO < f < 2k} u {8k+J}-es 0 R~dfgrÚfc~ y del mismo modo se tiene que 
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D-!flD < 1 < Zk} es R-dl.!lrHlc~ si y sOlo Sf. 

D'=D-(!llO < 1<2k}UlJl6k+4<j<Bk+3}) es R-dlgrHlca, O' tiene exacta-· 

mente un ciclo lmpar;,1uego. por 4.A(6) O' es R-dlgr!ffca. Y se concluye 
,-· :.· :·' . 

que D-z es R-dlgr&flca; 

Asf; O es R- dlgr§flca. 

(Ver flg. 10) 

D-(0,l) es R-dlgráflca si D-(IJ es R-dlgráflca; luego D-(0,l) es R-dlgráfl­

ca. Aplicando el Teorema 1.6 del Capitulo Il es posible encontrar un con-· 

junto Infinito de comtraejemplos a la Conjetura 1.1 a partir del contraeje!!'_ 

. plo aquf exhibido. 
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.lli!..l 

D- ,{, = .. <> .(..., = • 

~1= <j' ,lu.. : • 

t 

~ .¿.,_ 
~.'ll 



40 

es R- dfgr&ffca 

fu,_! 

Extensf6n de una R-digr&fica a una R-digr&fica que tiene una trayectoria 

generadora. 
6 ,. --1K-.. 

1 .. 3 

ler. paso 

2do. paso 
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Extensl6n de una R-dlgraffca que tiene una trayectoria generadora a 

una R- di g rHI ca. 

Ilustramos el caso p=4 

Sea O una R-dfgr&flca con p=/V(0)/=4 

T=(z1,z2,z3,z4) una trayectoria generadora de o. 
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Contraejemplo k=! 

Contraejemplo k=Z 
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Análisis 

En la Secci6n 1 del Capitulo 1 se presentan los conceptos y teoremas 

fundamentales que constituyen una herramienta imprescindible para el desarl'!l 

110 del presente trabajo; el Teorema 1.1 y Teorema 1.2 permiten extender un 

seminücleo no trivial a un núcleo y as! mismo nos dicen que una R- digráfi­

ca no puede tener un seminúcleo no vaclo (un hecho simple que permiti6 en· 

contrar propiedades interesantes de las R- digráficas). 

En la Secci6n 2 del Capitulo 1 se encuentran relaciones entre.la exis­

tencia de semi núcleos fuertes m6dulo R y trayectorias k-normales; el prin· 

cipal Teorema de esta Secci6n es el Teorema 2.1 del cual se deducén de ·ma· 

nera Ucfl los. Teorema~ ·2.;2 )1 2.3; sin embargo los Teoremas 2.2 y 2.3 son 
-;:¡::,'-'- '\'. 

resultados de aplicaci6rÍ más directa para la investigaci6n de las R- digr! 

cas. i Ú r~s'to de los re~ultados del Cap! tul o 1 son COSOS• parti ctil ares (en 

los que R~_Íu{'j.'~/v(o}y ~~Nv.núcleo deD-V)dé los Teoremas 2.1, 2.2 y 
-:-.: .--~->-¡_;·~---~:!'~--'-~·<> ; .. _'.'"'_·· ',.-... .·.=: _.:·;; ··,. ____ . 

2.3, pero que están ya intimamente relacionados con la estructura de .R" di-
. ·-':·;. _ _.. ', - - - . 

gráficas; 

- : . ..... · . . ' ·- .. 

En .la Secci6n 3 del Capitulo 1, se hace una recopilacf6n de lo antes 

expuesto, (para las R- digrHicas) en esta Secci6n se exponen algunas pro­

piedades interesantes de las R- di gráficas; todas son consecuencia inmedi! 

ta de los Teoremas de la Sección 2 del Capftulo l. 

En la Secci6n 4 del Capftulo I; en vista del hecho de que una digráfi 

ca que no es R·digráfica contiene una R" digráfica inducida y usando las 
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propiedades de las R- digráficas obtenidas en la Secci6n 3 ~el Capftulo 1, 

se dan condiciones suficientes para que una digrHica sea R-digráfica; esto 

se hace pidiendo que toda subdigráfica inducida tenga alguna propiedad que 

·haga imposible que se satisfagan las propiedades ya conocidas de las R- di-

gráficas. 

En el Capitulo 11 se investigan algunas operaciones que aplicadas a 

R- digráficas permiten obtener nuevas R- digráficas y que aplicadas a R-di-. 

gráficas se obtienen R-digráficas; permitiéndonos obtener una gran variedad 

de interesantes ejemplos de R- digráficas y de R-digráficas (esto en la 

Secci6n 1). 

En la Secci6n 2 del Capitulo 11 se hace ver que si D es una R-digráfi­

ca, siempre existe una R- digráfica D' tal que Des subdigráfica inducida 

de D'; lo cual nos dice que no es posible dar una caracterizacl6n de las 

R- digráficas a través de subdigráficas prohibidas. 

En el Capltul o 111 se da un contraejemplo a una conjetura plant.eada 

por H. Meyniel. 
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