e P LT

TNIVERSIDAD NAZTONAL AUTOMOMA DI MEXICO

PACULTAD D2 CIENTIAS

ALGUROS PROBLEIAS PROBABILISTAS DE LA

MECANICA CUANTICA

TESI
&038 :?..‘ Que parus obtener el grado de
3 DOCTORX EN CIENIIAS (PISICO)

PRESENTA

u

PRANCISCO. SOTO ECUIBAR

méxico D.F. ’ 1382

“TESIS CON__ |-
ng OW




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Capftulo 1 . Iatroduccidn.

Capftuln 2 . Tna sener2lizucidn de la férmula de Feynman

Cupfiulo 3 . La Mecinicu Zuinticu en el espacio de fuses.




SAPITULO L

INTRODUSSION




Irtrada 8.

Es bien conocizZo que de=ade ol nacimiento de la mecdnica cuan
tica u\}rgieron una useric de problemas de interpretacién , que
ofls do 5O uion despuds continuaon siendo materin de debate Luunge
56 , Jauier dw ¥ 74 , Zumpos 75 , de 1ua Teita 79 , 3rody 80 y re-
ferencios en «ustou tru.':.;ajo;ﬂ. De nanera eusgquemdtica y simplifica-—

da podends delir que eon ecte debate use han enfrentado el realis-—

o ¥ ¢l idenlisne filoudficss , o) objetiviumo y el uubjetiviasmo
¥ las nociones de zausnlidngd y acnusalidad 3 deade un punto de
vigta fundamentil y 0 axpenaas de 1la precisidn , podemos afirmar

que doz intervretacionesn cne se han definide en esta discu -

s1én ¢ unx es 2z 1lla=wada ortodoxan o de Copenhague y la otra se

La interrretacién ortodoxa generalmente se carncteriza por
ger idealipsta y sudbjctiva , adends de que suis adherentes tienen
tendencia a mdertar unc poaicidn acausal 3 entre los principie
les adeptos a esta interrreincién podemos nombrar a Bohr , Born
Dirac , Heisernberg ¥y Fouli.

La interpretacidn eastedistica se sustenta en supuestos rea-—
ligtas ¥ objetivos , y sus adeptos sostienen , on general , una
posicibdn causal; Zinstein , Slater y XKemble don algunos de los
ndherantes a esta iaterpretaciédn .

Desde lueso existen pousiciones intermedias ;3 poer ojemplo

3
Sehrddinger sostiene unf posicidn renlistn y ecdusel pero subjeti
va 3 Lundé , ¥ergencu , Popper y Jlokhintzmav mostiancn unn rosi-
cién realista y objetiva peroc acaunal,

Continuando en este csquema Bimr;llt‘icndo es posible afirmar
que el meollo del conflicto se encuentra an la respuenisa que d‘un‘
unos ¥y otros a la presunta : Jha mecénica cufdntica describe el
comportiusiento de un sélo ai’utemn © de un enaamble de niustemas?
La escuela de Copenhague sosticne que la mecénica cudntice des—
cribe el comportnmiento de un sélo sistema , por tanto es una
teoria completa y la naturaleza es esencialmente ucausal g “E1
buen dios jJjuega o los dadoa”, Los seruidores de la intéx—pretn-
¢ién estadistica afirmen que la mecdnica cudntica describe el
comportiaiaiento de un ensamble de wisntewmas y no de un silstenn on
lo individual , es pues una teorfa incompleta y el problema de
la cuousalidod no queds resuelto (R/unque como sefialamoc mAa Grri-
ba lou adeptos de esta interpretacidén tienen tendencita & usoyte=:
nor una posicién causal),

Hasta el momento la ffgica no ha podido dar razén a algunn
de estns dos interpretaciones , debido principalmente & que am-
baa aceptan como vdlido el formalismo de la mecdnica cudntica 3
por tanto la posicién que uno tome Al respecto involucra en gi-un
medida su *“concepcién del mundo"(poaiciéx; filos8Lica , eriterios=

acercu de la belleza de una teoria , peso que s da al poder ex—
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e luoe aclarar gque tachi

plicativo de una teo

genta piench gue 1o tipo ‘lell proporcionan una
evidenciao 2e caricter experizental en Tavor de 1la interpretucidn
ortodoxa; sin embargo , en este punto encontramos también un con
Junrto de opiniones cantradictorias; en eate trabajo Fasnmos por
altc este problenn ¥ envismos Al lector interessdo & lu litera-—
tura :lse11 61 , 3allentine 70 , Belinfante 72 , Wigner 70 , Po-
res 78 , de 1ia Telia ¥y Srody s Jammer 66 y 74 , 3rody 80 y refe

rencias en evtos t:'n.':m.:la:xj.

Puedan anrse mu- ntos en favor y en contrd de ambas

interpretuacionen; la ortodoxs es5 1o miis extendida , pero desde
un -ciarto punto de victa , 1lo cotadfiotice es miis productiva por—
que mos inviin o profundisar , nes invita & buscar teorfns mis
fundcmentales gue explinquen loz fendmenos cudntices (quizas en
la forma en que la mesdnieca estandfi{stica "explica™ la terwodindmi
ca). Incistimos en que pard un ortodoxo dicha explicacidn no e—
xiste ¥ buscar teorfus ads fundamentoles es por €llo un nbusurdo.
Tl atepvar 1la internretacsidn cotadisticn nos enfreata a un
conjunto de prodblemas. E1 prinero de ellos se deriva del nombre
de 2a interpretazidn: en efacto , wl afirmnr que la mocdnica
cuidntica no 253 unn Toorfa comnleta aino unu teoria cstadistica
3e imrone la taren de verificarlo. Jue la mocdnicA cudntica seu

una teoria estiadistica guiare decir que dado un sistena podemos

ssociurle una disiribucién do procabilidad en alpgun cspacio ade-—
cundo ¥y un conjunto de funciones definidas en ese esga:io que re
presenten las variables dinfmicas (observables) del sistemap eg~-
ta distribuciédn de probabilidad y estas funciones deben satiasfa—
cer cicrtun condiciones gque permitan tener una verdadera teorfa
probabilista ¥y que los resultados previstos concuerden con los &
de lu teoria cudntica; para evitar complicaciones innecesarias o
nunciamoo estes condiciones en térninos de una densidad de proba
bilidad £ (en luzar de une distribucidn) y para el casmo de un
sistema con un 5élo grado de libertad, de tal maner: que nuestro
espacio de fuzes es (p,q) donde q e3 1la posicién ¥y p el momento;
seguimoid de curca 1la exposicién de T. Brody LUD]..Los requisitos
son =

i.— La densidad de probabilidad £{p,q) debe satisfacer las ai.—

suientes condicioneu :

a.- £ real y f(p,q)*> 0 en casi todos los puntos (1.12.1)
B.= . - -
f jf(p.q) ap dq = 1 (X.1.2)°
. e
Co=
g .
j Z(p,q) ap = | 'i/(q)l2 (1.1.3)°
-




-

ji‘(p.r\) dg = (‘?(p)l:

{(1.1.3b)

donde YW (q) es la funcién de onda en el escpacio de configura -
-
- i
cidn del eatcdo en usstida y P(p) = X l/zjw(q) exp(3 Pa) da
-
ee la funcida 4e ondu Correspondicnte en el espacio de impulnos.
1i.— Dudo un operader cudntico A debe existir una funcién a(p,a)
+al gque

-
<EA> =i w)»_f _(u(p.q) £(p,a) ap da  (1.1.3)

—. =%

_13i.- Aderfc vi senemos un operader B que ea una funcién E(R) ,

1z corresppadiente funcidn bl(e,q) cel espacio de fases debe sa-
tiafacer

b = zZ(a) (L.1.5%5)

Shewell [73] ha deacstrude que duda una funcién da onda W no
existe uni recln inics para construir uno densidad £{p.q) que oa
tinfoyn i y 1% . Ademds , Cohen [66b ¥ 6Gcl he mostruds qua no
puade existir una funcida f£(p,q) que satisfagn simultdneamente i
i1i ¥y #ii poara cunlqauier funcidn Z. De lo anterior parece ser que
estd uno oblisuis a conaluir que la mecdnien cudnticu no es una
teorfs estadfctiza cn el sentido tradicional del término. Easto
s8in embargo no e¢limina lu posibilidad de que lo oea on elgun aen

tido m&s rnmplio; por ejemplo , en un espacic de fasea ampliado

(una itden serfan considerar el espacio de funens numentado con wl-—
guna otra variable dindmico 3 tendrfomos entonces un «spacio de
fuses de 3n dimensiones en lugar de 2n).

La conclusién de que la mecénica cudntica no es una teorfa
cntadisticn es un roco sorprendente 3i e toma en cuent que e-=
xisten construcciones en el espacio de fases alternativas a ella -
¥ que dichas construcciones han encontrado aplicacién en varioa
campos de la ffsica cudntica. Laus cosaa se presentan como si la
mechnica cufintica fuera una teorin cuiui-probabilista (ver por
ejemplo [Moyul 49aJ ) ¥y esata caracteristica es wuno de los arg;.l—
mentos que nos inclinan A pensar que quizas sea una teorfa esta=
dfutica en a21imin sentido més omplio.

Los primercs elementos para la construccidn de una teorfa
cudntica en el eapacio de faseu fueron dado3 por Wigner [32} v
royal "_49&] lous completo en 19438, Wigner introdujo una funcidn

en el espacio de foases que estd dado como 2

Fley = o [ij f“9{%&i'i)-afu-ﬁ)-ﬂjuwl (1.1.8)
"™ "™

donde é es 1la matriz de densidad del sistema en cuestién , 3 oa
el operndor de pozsicién y % es el operador de impulsc. En el ch-—

s0 de un estado puro con funcién de onda W(F), (1.1.6) se escri



be

F(%.3) =‘;-\j WU (R L) eng (.:-T 7-v) “’(I"t?)ﬂv (1.1.7)
R™
Z3 ffeil convencer-e Aque 1a funcidn de Wigner P(5,J) Qatiarg

ce loz requerimicntos b ¥ ¢ {ecunciores (1.1.2) ¥y (1.1.3)) del

runto 1L ; sin embuarso , e3 irmalmente f£Acil convencerse medinnte

un ejemplo nue 2 de L no zze <untizsface : la fuactidn de Zrner to=—
a1 en genercl wvilores nasativos. Debido u esto ltimo y a qud en
1:p uplicacicnes Se le utilinn como una verdaderz densidad de

rrobavilidad frecuentenenta oo le llanms seudo-3tutribucidn de

A prmer
Una vez coastruida 1n funsidn que equivale o 1a densidnd de
probuabilidnd en el asnucio de fanea hay que encoONTrar una regla

que agocie funwioren en o1 eunncio de tuges o opersradores,. e pu

o

deo demoatrar aus 1a clecsién Jde una de estus reglas do corrcopon
dencia es equivalente o filuar la "distribucidn™ on ¢l copacio de
- fapes, Ln refla de corraenpondoencii agocinda a la funcién de Wig-—

ner es 1a 1llun:cda resln 4o eyl [28] , que en una Qimensién es
exp(iSq +~ 1 Tp) <+— exp(isl +« 3TH) (1.1.8)
© equivaler~tenente lu simadrizacsidn total

P

N
% 2 N) kel oM
T e 2, Z ()T (2.1.9)
2° 21z .

b

9
Lit rurcida de “igner es la funcidn en el espucio de Tasen
que la ro;la de Veyl asocia conr la matriz de densidgd {walve un
factor). i & ea‘un oparador y a($,3) la funcién del espacio de
fases asocinda mediante la regla de Weyl , es fdcil demostrar

qua [de Groot 747

<i» =n7" _( _{a(ﬁ.ﬁ) F(5,4) ap a3 (1.1.10)
R" m* ’

como lo exige la condicién ii . Cabe aclarar que un problemu surz
e cuando Se tiene un sistema en un estndo propio ’\‘n de un
cierto operador (digamos fi para fijar ideas) y se quieren calcu-~
lar desviaciones normales; obviamente la teoria cudnticae da una
desvincidn nula , mientras que el cdlculo media:nee integracidn
en el espacio de fases es on general no nulo (excepto si la dis—
tribucidédn es una delta de Dirac; para una discusidn méds umplia
de entos problemas ver [Brody 80]).

Uuando la regla de Weyl se pucde encontrar la dindmica en ol
espacio de favea [Wigner 32 , Moyal 49a , de Groot 74}. La ecua-
cién de evolucién de la funcién de Wigner es la transformnda de
Woyl Qe lu ecuacién de von Neumann para la evolucién de 1la ma-—
triz de densidad. Con la notacién definida en la ecuncidn (3.2.

5) e eacribe

SFC2.a.4) - = =
areLAs . z [_1.../. -3 (5’; ,32‘-)] Hu(73) F (F.At) (1.2.11)
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donde E‘.,.,',(:S,T;) es 1u :uncidn que li regla de YWeyl huce correspon-—
der nl ope-ndor Humilteninnoe .

Sxisten otrna formulaciones de la mecdnicn cudatica en «l ez
pacio de fosea ; Cohen [65&] ha lograde construir una fumilia de
ellas . La re;la de correspondencin introducida por 41 es , en u

na dimensidén ,
exp(i®q + 1T p) o—= 2(®, T) exp(ic+12= B) (1.1.12).

¥ 1la funcién de "distriducidédn' correspondicnte para estadons pu—

rous con funsidn de onda Y estd dada como

F(f_q;,)—_-‘“;j_- j f ere [ E (oretp-ovi 4¢0,2)
W (v-27) w(ve ) de dtT Av (2.2.13)

Para que Ya funcién F{p,n:;3) sativfasa b y ¢ del punto i es

necesario y suficiente nue

5(8,0) = (5, T) =1 ) (1.1.14a)

g"e, T ) = g(-5,~T) (1.1.14b) «
pero apurte de es3to la funcidn g cs arbitrarin y puede depender
del tiempo (rura simrlifica- omitinos dichac dependancinod).

Parn encontrar ¢omo evoluciona en ¢l tiempo 1la funcidn de Co

11

hen (1.1.13) (o lu correspondiente exnresifn para una mezcla) ae
procede igual que en el cnuo de la funcidn de Wigner; es decir ,
se uplica la tranntomnci&”& (1.1.12) a 12 ecumcidn de evolucidn
de la matriz de densidad; la expresién que se obtiene es compli-
cnda y come no serd utilizada en este trabajo enviuaoa una vcz'
més al trabojo de Cohen[GEal.

Casos particulares de la regla de correcpondencia de Cohen
son @ l.= La reglu de Weyl para (0,7 ) 2.- Parac g{&,T ) = cos
(6Th/2) se tiene la regla de aimetrizacién (la fun;:idn corres—
pondiente @3 la de Margenau=Hille¥ehta) 3.~ Para g(@,% ) = sen
(6T/£/2)/(8TH/2). Un caso que es inexplicablemante poc.o conoci-
do es el dade por

o j_: 1oy 1® 1ot exe-4loveTe)] deda

e

{7 Wt v- 3 ey eme(-dov) wivrie)dy

stex) = (1.1.14)

¥ qQue lleva a

#(p,a) = 1Wiad1® 1 (N? (1.2.15)
La impértuncin de esote cjemplo estriba oen que (1l.1.15) es una di
distribucidn conjunta perfectamente blen definidn (no negativa
en todo el espacio de fusea), de lao cuul eu posible deducir en
la formn usual laz deasigunldades de !eizenberg; Lo que demuesntru

qQue es totalmente errdnco creer que estasz dltizmes prohiben 1la e-



ucidn en <1 eupucio de e

pre.cata otros prokvlexas [Co
hen 6éa , 3rody 80].

Tratesmos de resusnir la situacién : Por un lado tenemos loa

ltados de “hewell y Cohen Aue non dicen que lo mecdnicun cuda

.era conuistente coqo uni
por- otro lade , hemos visto nue exiate 1o
fornulacisnes "cunsi-probabilistus® de la mecd

=z formmzulazionrnezs han demostrado

Qivercan uplicaciones.

Tnua wctitud roaisle unte esta situuncidn es decir que dichus
senstrictiones uson Gtilea , pero nque zon formales; no es pousible
susar le ellas ninmuax concluasidn respedto o la realidad; aon
formulaslones cunsi-probudiliatas , no probabilistas. La otra ag
titud coaninte en derir ~un sni biea 1 formulismo actunl de la
mocdnica cu.‘_nc.xca 70 correiponde & una Verdidera teorfa estadiu-
t3 =3 1la anlomfs con wate tiro de teorin es lo guficientcemente

fuerte para pe

axr qua .lro m

profundo ruedn exiotir detrds;
desde este rTunto de vista vale la penn explorar adn mia las fore—
nulicicnes en o) espacio de raseus (este eatudio puede , por ejem

plo , susgerir modificuzicnes al fermalizmo nctuni).

Conuiatenter

<te con nuecstre adopeida de 1a interpretnzcién

estadistics nosotros elisrimou la sesunda opeidn y cutudiamos al—
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Lunns cspestos de 1la forrnulzceidn de la mecfnicd sudntica en ol
eupncio de fases. Las exnresiornes involucradas en la forizulacidn
de Conhea no perwmiten , dada su generalidad , hacer muchas conecly
siones ; por ello en el capftulo 3 de este trubajo estudiamos 8}l
gunos aspectos de la formulacidan de Weyl-=rigner-=Noyal que ea un
caso particular de la formulacidn de Coheng con lo expuesto huge
ta ecte momentu e8 imposible justificar la eleccidn de cota for= -~
mulacién entre todhRs les otras {8l que haya sido la prizera no
en , en principio , un arpgumento de peso on su favor); el dnico
argumanto que podenos esgrimir on favor de esta eleccién es do
curdcter prugmdtico ; en efecto , la funcién de ‘-‘ltzner.ha sido
la mds utilizada ; es decir , e3 1la que mayor &xito hu tenido en
lus aplicacionas, .

Cabe gefinlar que Krilger y Poffyn [75] demostraron que sola-
mente ln funciédn de Wigner satisface las condiciones de invariar
cia galileana , uniteridad , realidad ¥y normalizacida ; el miamo
resultado se obtiene sl se exige la invariancia galilcuna , el
que 1a partfculsa libre ue comporte clasicamente y gque se ohtan-
gan las distribuciocnes mezcladas correctas; sin embargo , este
resultado pierde toda la importmnacis tedrica que podria tener
cuando notamos que ln condicién de invariancis galileana z6lo es

satisfecha por los siastemusn linealesn [Bx'ody 82].




1 aznpecto al jJue or ntencidn en ¢l capftulo 3

ez el de 2o nesotiviadaig Jde Lo runeida de Wigner. Tara entados pu
roz en una dimensidn Hudson [74] (¥ parcialmente Piquat L'Id]) de
meotré que dnicuanente los eastados con funcién de onda Gaussiana

tienen fun:cift=z de » no re-itive; en ente trabajo (seccién

woutracidn a n dimernuiones y ue muess.

rsistemacs linenlas conscrvan en sSu e-—

voluci8a temroral el caricter no rnesntivo de la funcién de Wig—

ner . En el 50 i rewcls no existe alin una caracterizacién de

104 wat=dos coa funcidn de Wimmer no negativag uin embargo , en

oute travajo an 53 un Poco en ece acntido moustrande que la

funcién de 3reen de 1la scuucidn de evolucidn (1.1.11) de un sis-—

tema no lin«tl toma voelors negntivos nara todo tiempo t >0 (we-—
coidn 3.8). Tumdidn en el capftulo 3 analizames algunao modificn

ciones que e han prorTucste a 1n funcién de Wigner para tener u—

nn distribucisn de prooabilidad (una funcién no negativa).Los rg
sultnion ontenidox en <1l carftuls 3 refuerian 12 ideil de ue no

e 1A dintribuciédn de wr la que hard de la mecédnica cufnti-—

ca unia tecor{s estadisticu.

Tl segundo probvlema a nue use debe enfrentar quien aceptia la
interpretasidn cutaifsticn es que 0l aer la mecdnica cuintica u-
ni teorfa incompleta quadn #bicrta la pregunta acerca de 1o exig

tencin de otra teorfn mis comrleta y fundnmental., Entre los in-—

S e ekt s - 1
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tentos que se han renlizado en eatn direccién quisiéramos men=
cioinr prineramente & los teorfas de varisblea ocultas (ver[lew
linfante 72 , Jammer 7-'.];7 referencias en estos trabajea), que si
bien no tuvieron todo el éxito que se deseariz mostraron que es
posible hacer tales construcciones; podria uno atreverse a con:#
turar que el relative fracaso de 1las teorfas de variables ocul-—
tas se debe a. que intentan reproducir exactamente & la maecénica
cufntica. El trabajo que se ha realizado en favor y en contra de
este tipo de teorfas ha llevado a la concluzidn de que en cago
de ser rogible conatruir una teoria méds coapleta que la mecdnica
cudntica , debera gser de naturaleza estocdsticalareay 801 e Prin
cipalmente dos teorfas eutocdsticas alternativas a la mecdnica
cudintica se han congtruido , una es la l1lamada mecdnicsa cudntica
estocdstica ¥y la otra es la electrodindmica estocdstica.

Podemos considerar que 1a mecéAnica cudntica estocdatica na-
ce con un trabajo de Fényes [52] en el éual se tm;:n de intertra
tur n la mecdnica cudntica como un procego de Narkov en el euspa-—
cio de confipuraciédn; en esta misma di:recciﬁn se dirtgieron loa
trabajos de Kershaw [64] v de Comisur [65]. Eston trabjos ti:nun
el Jefecto de querer interpretur estrictamente el proceso cudnti
co comn un movimiento browniano . Felnmon [66] decurrolla un ror-
malisro matemdtico parn describir la dinﬁmi;c& del proceozso cudnti

co ¥y locra derivar la ecuacibén de 3chridinger independiente dol



tiempo 3 odn cuwands vlron utilisnz el lenfsuaje maritoviusne , en

su o

cdo ze halla el

de 1 preurucsta a los odbjecion

levantddas contra 1la teoria 3 en eofeszto , basandoce en los traba

Zon &o Na2lmann , L. de 1o Pefi ts7 v 6'.‘] dasurrolla atn mis el

formaliz=o de Lo tesrfn , hasta clarto punte le an ua sentido £L

sico y , 1o mfs iaportunte , hiate ver que ¢l proceso sugyacente
o la me=dnicn sufntica tieme un suracter esenciclaente distinto
al del prozeso Trosmisne o Sebe sefidlar que Yuvelle 1671 dedude
tazbién la ecuncilfr le Tehridinrer de una formulacidn esteocddti-

ca 4 nero loa

vil su trabalo son un poco reldes

trwld ¥ ro par

Dzude wntonces ne

1 doesit—

rroligdo un graen ndusro

de trubajos cn el tema (para un cndliusis

@fs detz2lado del desurrollo de lu teorfs envitmes ul lector a

1w revisidn efectunda recienteamente por A. Ctero [32] ).

Al uoutener aus

zenos viinticos no son sino el rouul

tado de un pProceso o3io0T

ico usunyacente , 1la mecrinica culfntica -

eatoadaotica explica un gran ndaero de hethos 3 sin embargo , el

poder explicativo no es el dGnico mérito de 1z teoria, Por un la-

do = roraitido enteader vurios aspectos de 1la teoria de procesos

eptociszticos ¥y tambdién ha estimulnde el desarrollo de métodon ¥y

téonicus en eustn aisma teorfn : por otro lado

» Bu estudio hna o-—
rizincds la areacsidn de méiodnas formales en la mecdnicid cudnticu;

nan 1lusteasifn de eota Gltimn afirmacién 1a damos on el capitu—
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lo 2. An{ resolvemos de mhnera exacta el problema de valores pro

piou de usu clase unniia de Homiltoninnos ;3 ceuto lo logramon me=—

ditnte unn generalizaciédn de la férmula de Feynman-Kac , cuya &g
rivacién en una conasccuencia de la utilinacidén de los métodos de

1a interrul funcionsl en la mechnica cudfntica estocdstica. El eg
tudio realizado en c¢se capiftulo tiene implicaciones teéricas y
pricticns; las implicaciones tedricas adn no han sido estudindas
¥ no hublamoes de ellag , mientras que alpunas de las pricticna
se nnalizan someramente.

%1 bien 1la mecdnicn cufntice estocdsticn presenta una serie

de as.wctog positivon , tonto desde el punsto de visir de la come
prennidn como del formal , hay que analizarlao criticmente. Hay
dos tipos de criticas expuentns en contra de la tecorfza 1 unas
son de tipo t&cnico ¥y tienen que ver , en su mayor partec , con
el cardecter Markoviano del proceso subcudntico. Otras son mis
fundamentnles y gse refieren o que eas una teorfa ad hoe; en efec—
to , la teorfm ha sido construida para reproducir la mecfnica
cufntico y ne puede proporcionar ninguna indicucidén tcerca del é
rizen de la estocacticidaad [de 1la Pefla y cetto 78 ,. Brodr €0 ,
Jnmmer 74 , Otero 823 « Este cardcter fenomenoldgico de la teo-—
rfa constituye una seria limitacién tanto conceoptunl como meto-

doléxica y nos odbliga u eastudiar otras posibilidaden.
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2tre todas 1oo Llteraativas 1a que nos pharedw

Convin=

cente es3 la de 1a

estocdsticn. (EDE).

teo-
rfa na side inventuan de minert indapendiente por variou uuto-
Tea; en orden cronolégico tenemos primero a Kalitain [53] » en
1954 n Adirovick y Todroretukii [54] ¥ o Brafrfert 3 colabarado—

res [3rarfore vy Tmara 54 ; Dr.flort , Ipighel y Tzara 54 ], en

%)

953 n Sokolsv y Tumanov [561 y por Gltimo , on 1963 u Warshall
£537] auiern le dio «l1 noadbre ¥y 12 doté de ciertn consintencia for
@mal. Postaricraents la tesrfin an nido desarrolladn principnlhen-

te por Boyer [85], Gantes [79

, 4e 12 Pefin y Zotto [_75] y Clave
rie y iner [75] .
Ias basesx fivicns de la EDE son rimples : Unnt de lau razonaes

AT decwe > u 122 weoxrd

2l4crcns on lua explicucidn del micro

munds es 1a inestesilidnd del #tomo de Mutherford; el nrgumento,

on oue 1o leyes da i a}ectrodinﬂmicn
el&sicn predicen que toda partfeuln carguda radin cuando en ice—
leradn y , por tanto , pierde enersin; ain embargo , e fdeil
corventerse de aque eoxnta arsumente es incoeanpleto . Il arpumanto
es vAlido para uina ~artfzala ~ialada , pero el electrén de un &—

tomo n2 extf 1islado 3 t£3das las otrns <arms del universo emi-—

teon radiazisdr ma

“e¢ el minmo mecanismo , ¥ como ¢ulid radin -~

ciones corn in

er:ntes-, ¢l wlectrdn se encontrard sumergido en

un canpo de radinczidén ectoctstico que le suminiustrard onergia o

19

tosuni endo rpodecos decir que la EDE @3 la ecleztrodinimica ol
ellsicn con la hipdtecsis de que exiute un cempo electromaznético
estocdstico que llena todo el espacio. Hay varios argumentos pa—
ra caracterizar al campo estocduatico de fondo (por ejemplo , el
reauerdir que ol espectro se2 un invariante relativista f_:'arahall
650 , Hoyer 591 o que 1o enerpia del estadc base del oscilador
arménico sen la misma que en la mecdnica cudntica [Braffort ¥
Tzara 54 , tarshall 633 : wse encuentira que debe de tener medis

cero y denaidad espectral

S ) = —?"—3 lw|® (1.1.26)
3c

es decir , tiene propledades eaquivalentes o laos del campo de va-—
cfo de 1l electrodinfimicn cudntica (la diferencla eutridn en que
a este Gltimo s¢ le considera virtual mientrasn que en lua LDE se
1a zonusidera reul).

En el cuso de aistemasn lineales las predicciones de la ZDE

ton bustante antisfuctorias [ Nanteo 74 ; Yoyer 75 ; Claverie ¥

Diner 77 3 de 1la Tefla y Cetto 76 , 77 , 78u ¥y 7ﬂbJ « Gin embargo,
loa resultaodous abtenidos para usistenns no‘linenlea,. como el ol—

ciledor anurménico [Ponquera 80a , 80b y 80c ; Claverie 801 ¥ el

4
prohlema de Wepler [glnverie » de 1a Pefla y diner 77 ; RMarshall

¥ Claverio 80 j Claverie 80 ; Peaquera 80a y BOBb] no estén de a—

cuerdo con la teoria cudntica.
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4 B oL venfiulo 6 de oerii tes SO que el Troceso
v Aaue 1o ELE siscsin , <n ou cutidoe actunrl , a2l &Gtomo de hidrdsenoc
: es3 no recurrente . risicnmerte eusto quiere decir que 1la EDE pro-

dice un dtomo de hidrézenc que se auto-ioniza (cabe seilaular que

ar
1o mirmo sucele on Ia mexinien zufnticn cuando ue utiliza en los

efloulon 12 matriz de denuidnd de ejuilibrio & temperztura mnyor
que cero (ver [!rillouin Bq] ¥ 1n seccidén 4.6). Analizamos tam=

bidn #lounas 2e 1os posidbles

onea de este comportamiento ¥y ba

sados o ol

cugerimos ~l-uads pouibles linens de investigsne
cidn .
[ Piralmente quiciéruios decir que el objetivo nrincsinul de e

ta introduscidéa es 4

strar sue adn cunndo 1o0a temas tratuadou

en los zifersonies ¢

tulos de este $trubajo no parecen taner co-

nesidn ulgunn , form

1 purite ilportante de un plan Jde trubnjo mu

cho m#s gesnoral que

zomo objetivo una mejor compraensida de

,» ¥ Dor ende , de la mecdnica cudn—

%ion . Leode

prezentadu el orden de los capi
tulos que sigucn dederfa ser 3,2 ¥ 4 ;3 sin embargo , on la pre -~

sentacidn hemos estogitdo un orden decreciente de ortodoxia.

UNA GENERALIZACION DE LA FORMULA DE FEYNMAN-KAC

CAPITULO 2




2,1 Introduccidén.

. =n 1942 , R.P. Feynman inventd en su tcuis doctoral una nue
va formulacidn de la mecdnica cudntica ; este trabajo nunca fud
rublicado cémpleta » Poro la parte de md}or interés aparecid en
1948 [Foym-man 48] . En su forma mds simple , el postulado de
Feynman es que el propagador o funcién de Green K(2',t*|X,t)
para la fuacién de oada ¥ (%,t) de un oistema , definido por

WeR ) = J K (R, &\ %,E) W(R,¢) AR (2.1.1)
puede per escrito como 1la integral de la exponencial de 1A% ve
ces 1a accién sobre todas las trayectorias X(t) que llevan al
sistema del punto X a2l tiempo t &l punto X* 2l tiempo t° ;3 es dg

cixr , que

K (x4l Rt)= A [ere{EFS[Rw@]]A[E @] (2.1.2)
donde la acecibén estd definida en 1la forma tradicional
+
SLEW] = J L. 4t (2.1.3)
t

con L el Lagrangianc y A un factor de normalizacién ( [Peynmun
48 , Hibbs 60 , Feynman y Hibbs 65 ).

En un principio el trubajo de Feynman no fue bien acogido
por la cozunidad de ffsicos , debido aparentemente a aou cardc—
ter poce usual y muy novedoso [Dyson 813 : sin embargo , algu

nas gontes femiliarizadas con la teoria do procesocs catocdoti-
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cos notaron inmedintamente que existia una analdgfa entre la in-
togral inventada por Feynman y la integfral qQue habfa sido intro-
ducida varios afios antes por N. Wiener en su andlisis del movie
miento browniano [wienor 23 , 24 y BOJ « En particular , M. Kec
demoztrsd [xne 4é] que si consideramos la ecuacién diferencial :

parcial

25 (x0) 2 < = -

==l = - ele
5t = X VER) - V(x)F(xR,8) . (2.1.4)
con condiciones muy generales para la funcidn V, (x) (por ejemplo
Que sea acotada por abajo) , 1la solucidn fundamental o funcién

de Green G(%,¥;t) es unica y dada como

R -
@=330 = | ere {- Fwizolsl By, (F 2e2en)
;“(i_l;‘.t) .

donde D )x es la medida condicional de Wiener y el conjun

WX\t
to /L < es 1la clase de funciones continuas con valoreu
(%,0:F,t)
vectoriales que satisfacen las condicilones X{(0)=x y X(t)=¥y (ver
[xac 49 ¥y 60 , Gel'fand y Yaglom 60 , Brush 61 , Simon 79 y
Giimm y Jaffe 81] ).

Para entendar la analogia entre los expresiones (2.1.2) y
(2.1.5) notemos primeramentc que para tiempos tmaginarios (2.1.
4) no es sino la ecuacién de Schrddinger . A partir de esta con-—
sideracién , eliminemos 1la unidad imaginaria i de (2.1.2) y pen—
semos on la partfcula libre ; en ese caso la interral queo resul—

ta pucdo efeoctuarse y o2 posible dcmostrar que e3 equivalente




matemfiricosente a la medida de Wicner, En otrus palabrus, {(2.1.%5)
es {2.1.2) con ticmpo imaginaric ¥y con la purto cinética de 1z
accién ircorporada en Dl‘l(i]‘]:t)i‘

Ia expresidn (2.1.5) en conocida como 1o férmula de Peynman-—
Kac . Es claro , que esiz f£6rmula puede ser vista como la solu-—
cién a un problema “perturtativo™; oan efecto , la medida de Wie—
ner se conmstruye s partir de la solucién de 1a ecuacidn (2.1.4)
con Y, =0 [ch 50] s+ ¥ 2 partir del conociriento de dicha solu-
cidén resolvemos el probleza con V,» O, Desde luego , el potdn—
cinl Vv, (X) no neccesita ser pejuefio rosrecto &l Hamiltoniano no
perturbudo -1/2 2.

Bagsaondonos en esteo punto de vista , cnt este cnpliulo genery
lilizamos la férzula de Peynman~—Kac . ILa idea o3 que oi tenemos

un Hamiltoniane

;{e - _z_s_‘;‘_ v o4 Vo (R) (2.1.6)
podazos insduir no s5dlo la perte cindtica de le aceidén en la me
dida , como en (2.1.5), sino también la parte correcponrdiente al
potencinl V,(X). Para elle , es neccsario construir una genernli
<acidn de Ia medidx de Wiwner que correscpronda a (2.,1.8), asi co-—
o la medida de “iener corrosrondo a la ecuacidn de Zchridinger

de la partisula libre ; eato ecs posible asoliando de wlgunu ma-—

. -
ners un proceso de cdifusidn al ‘lamiltoniano e . Es justamente
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aquf donde interviene la mecdnice cudntica custocdstica » ¥& gQue
es ella 1a que nos proporciona dicho proceso (seccidén 2.2), Co=
nocido dicho proceso podemos usar las técnicas usualea de la teg
ria de procesos de Markov para crear la generalizacién deseada
de la m‘edida de Wioner; en la seccién 2,3 construimos dicha goeng
ralizacién , asi como la intersral correspondiente.Con estos ele-
mentos demostramos en la seccidn 2.4 el equivalente de (2.,1.5)

y otras férmulas relacionadas. En la seccién 2.5 se consideran
dos desarrollos ndicionales ; el primero de éllos 8¢ obtiene en
el caso particular en que el proceso de difusién asociado sen
ergédico y el sesundo cuando el proceso de difusién se define a
partir de un estado excitadoe del Hamiltoniano 'I:l.' . Pinnlmt;nté da

dicamos la seccidn 2.6 a notas y conclusiones.

2.2 EL proceso de difusidn.

Conoideremos la ecuacidén de Schriddinger estacionaria

Howeny = [-5% o2 +Voem)] Wem = E WR) (2.2.1)
definian en MY, .
Por el momento supondremoa que el potencial V, (X) es tal que
(laas condiciones explicitac que V,{(X) dobe satisfacer pueden ser
vistas en el capftulo 3 de [Glimm y Jaffe 81] ):
i)e— Existe un estado base con funcidén propia ’Q.“,:l valor propioc
z-:f,").. C
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=)
ii).~ La funcién Yo del esindo base puede user cucosida reul
(0]
¥ estrictamente pozitivo (en decir , ¥a° > 0).
B estus condiciones 3 posible definir la transformacidn
T que actis 3o0bre las funciones multiplicédndolas por 1/ ‘{’.‘.)

lJono-Lasinio et al 81] :
a
T = im (2.2.2)
.

La transformacidén de semejanza correspondiente transforma

el Hamiltoniano “renormializado”
“r oM -
= - (2.2.3)
A -
en el operador [dona~Iazinic et ol El]
i by - -
TeT BT = 2 v atw-v (2.2,4a)
donde ’
(2.2.4v)

)
L) = 2ol 0w o 1
Es fdcil reconocer que TP os el gonerudor infinitecimal de
un proceso de difusiédn que tiene #/2m como coeficiente de difu-—
3ién y b(X) dado por (2.2.3b) como coeficiente da arrastre [Ar—
nolad 73] + Por tanto , & todo Hamiltoniono ;i. que satisfaga 1us.'

suposiciones heches ol comienzo de esta ceccidn podemos asociar

la , mediante ib , un proceso de difusién . Dicho proceso serd

denotado por R(t).
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E: importonte incistir en fuc esta nasociacidén es puramente
formal., En efecto , motemos primeramente que estamos eutudiando
dnicamente el problema estacionaric (2.2,1) ; la evolucién tem—

Porul del sistema cudntico no tiene nada quc; ver (al menos en ng‘,

te contexto) con 2quella del proceso de difusidédn . 1a cual sar‘&
utilizada dnicamente como un artificio matemdtico. La segunda
oboervacién consiste en que el coeficiente de arraatre (2.2,.4b)
depende de ’9.(.), por tanto no en un campo vectorial definido in- - -
depcndientemente como en el caso de los procesos de difuzién (pz’

ra una discusién de aste problema ver [Gilson 68 , Krackluuer' T4

Ghirardi et al 78 y Grabert et al 791 ). .

Los problemas espectrales de l‘l. Y ib' son matemiticamente e~ .
quivolentes y deade el punto de vikta d’e 1a teorfn de ecuaciones
difercncicles parciales pregsentan , en general , 123 mismas di-
ficultades . 3in embargo , con el caso de ‘i.b ademéa de las téc~
nicas usuales pueden usarse métodos probabi].istaé ; de ectn z’nnng
ra Jona-Lasinio et Al han estudindo algunos probleman en ol 1{-
mite semi-cléfizico [Jom—mcinio et ol 81] e Otra aplicacidén de
ensta eguivalencia serd analizado en la seccidn 2.5.

Damot ahora ;mlgurwo do las propiedades del pro;:aso de aifu-
8ién renerudo por (2.2.4):

1l.= Es un proceso temporalmente homozénau‘ -

Eaoto se debe a que tanto el coeficiente Ade d:{.t\aaién como el do




oti]

arrastre no derenien del tiemro.

72.— La denzidad de probubilidad estusionaria o medida invarisn—
te del proseso es 1la densidad de probabilidad ¢ \zdel estado
tase del Hamiltoniaono asociado. v

Pare demostrar ecto bLasta hacer ver que

1"V =0 (2.2.6)
donde .Lf es el operador de Pokker-Planck u operador hancia ade~
lante (forward). El opersdor de Fokker-Planck es zdjunto del de
HolmogoreVv o hacia atrds (ba:}éﬂfxrd), ¥ es £dcil convencersa de
que pucde wser obtenido de (2.2.3) mediante la transformacién '1‘-1

(es decir, la tronsformiciédn que consiste en multiplicacidn pbr

LT3 .

" - {03 4
= T E—“—l‘—‘T (2.2.7)

Asf (2.2.8) se transforma en

@ B0 Be gt

Z r2
© bien
) ES7— Al - .
e _i_z_. W= o (2.2.8)

&
lo cual ez evidentemente cierte ya que Q..’ es una funcidn propia
-
de iy , con valor propio 3‘(,0).
Y
Por tanto , si ‘e cocoge | €| como densidad de provabilidaa

inicial , el procesco de difusién obtenide es estacionario y 1o
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»
? en lo sucesivo

dencidud de probabilidad estucionaria és \‘P:.l
egcogeremos como tieape inicial €=0,.

Como el proceso es estacionario la probabilidad de que to-—
me el valor ¥ al tiempo ty si 0l tiempo t, (2142‘) tenfa el wvoe-
lor X , depende de 1la diferencia t = t‘r - ti 3 a esta probabili
dad se le lloma de transicidn ¥y la denotaremos p(X|F;t). Zzta
densidad de probvabilidad de transicién es la funciém de Green
dependiente del tiempo de la ecuaci‘dn de Kolmogorov o ecuacidn
hacin atrés (ecuncidn backward; debido a eeto pusimos un indice
b en ol generador infinitesimal L®); en otras palabras p(Ri¥st)

wsatisface la ecuacién

2- -1%) PURIBIe) = 5(2-3) 5L (2.2.9)
La definicidén (2.2.9) es equivalente a decir que p(R{¥;t)
es el ndcleo integral del operador at‘x'b 3 es decir , gque dada u
na funcién re L™ (R
‘e
[ F]lem = [, ecziaie fa) 25 (2.230)
134

Finalizamou euta neccién resumiendo 1la situncidn ¢ A todo Hé_
miltoninno l.{, quo tiene un cstado base con funcién rropia P
estrictamente positiva ¥y explicitamente conocida , podomos a-—
sociarle un proceso de difusidén estacionario con generador in-

\J
finttesimal LP (dndo por(2.2.4)) y con 1¥&lcomo dernsidad de




probubilidsd intcinl (2l tiemro t=C) 7 custacionuriu o Auvem

*b
leg €3 equivalente 8281 de L .

el problema deo

2.3 La _mezidz c~enernlinnda de Wiener.

Pusamoss anorza a construir la medida agociada 2l proceso de
aifuzibéa R(t) y o defirnir , o partir de olla , uni interrul so—
bre las trayectorias. EL procedimiento de construccién de la me
dida es bier conocido (ver [rrneold 73 , Gikhman y Skorokhod 55
¥ Pricdzan 75] ) ¥ por ello aguf sélo daremos 1os lineamientos
fenerales.

’ Se construyen primero lus dirtriduciones de dimensidén fini-

Ta . Dados to-0< t.

-
l< ""<tn<:’°' se¢ tiene que

PI(TLd, oo, T tra))e B] =j .- J 190\
Bo

Ba

PLEATGE-te) - oo - pCRn 1 Rujtamta) A%, oo dRw  (203:2)
donde el conjunto cilfndrico 3 esti dado coxec

3=:-3°x le ecesas *Bn
con 8, { Te R* | 3, % B, ., 3, vB, andes § (1=0,1,....,0)

¥ donde Ged usignifica (:_s):" (D), rara todd I=1,2,ccc.,d.

3
Lag distridbuciones de dimensidén finiito (2.3.1) constituyen

un conjunto simétrico y compatidble y podemos aplicar el teore—

2 8

mn siguients [Armola 74 plginm 22 , Fricdmon 75 pagina 1] =

Teorema de extensién o de Kolmogorov .- Para cada familia
simétrica ¥y compatible de funciones de aist‘rib\loién de dimen—
aién finita existe un ccpacio de probabilidad (JL,F , P) y
un proceso estocdctice {x(t) s t e [to,:l‘]} . 'dafinido en dicho
eapacio , que tiene como distridbuciones finitas las dadas.

Ea decir , la medida (2.3.1) definida sobre los conjuntos
cilfindricos puede ser excondida‘a la clase de todas las funcio
nes vectoriales del pardmetro t . Lupondremos que la medida rg‘
sultante estd concentrada en la clase S de funciones contie
nusa definidas en el intervalo [0, t] ; esto significa que 1;;;
medida exterior de 4L os uno s © también , qQue sBe satinfuace el
eriterio de Kolmogorov para la continuidad de 1las truyectorin'a.
Esta medida sord denotada DH‘Z (el nidice gouperior .Q. se re{iére
al Humiltoniano al cual estd n-.sociadc el proceso de difusién).

Pasamos a definir ahorn la integral sobre lams trayectoriaa,

Dada una funcional P [x(s)] definida env-n- continua y aeotndu;

o

S Flze)l o™z

Riwm e J € (Fr, cve,kn) [ R
&
a. ®

-
n -ﬁ.‘

PLRAZ G Hu) - - o- PLFEalTatin) a2 - - 3E, (2.3.2)
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donde 1la furcidn ?(?ca N ?‘1 v eemes §n ) de n+l variablea se ob-
tiene evaluando la funcioral ¥ [ %(z)] para la trayectorin esca—
lonada in(s) » que coincide con X(@) en loz puntou }—:(to)sio .
_x'(tl_)-i1 s eesee o K(tn)-in con t,= it/n , i=0,1,cceeone La 84U
posicidn hechs respecto o la continuidad de 1aa :m&octorins d&l
proceso es suficicnte rara garantizar que (2.3.2) existc.

Deode luego , 1la interral de 1a funcional P [x(s)] puede ser
definida de una maners matemfAticamente rigurosa . Para ello bag
ta considerzr el proceso cunénico ((tﬁd)to'd- (Bd)lo'd.P-?(ﬁ))
correspondiente a las dintribucionéﬂ aa-dimensién finita (2.3.1)

[*eyer 66] . Por nipétesis T (4L )=1 (P" es 1o medida exterior
asocipaa a P)’s’ podemos tomar la versifn continua (N , B (),
DH“_A » X(a)) acl proceso. Desnde ecte punto do vista la integral
funcional (2.3.2) no es sino ¢l valor esperado de PL[X] . A 1a
medida DX la llamaremos medida generalizada de Wicner.

El lema sifuiente establece de u:‘anera expllci‘.tn 1a relacidn
que oxiste entre el operador ib ¥ la integral funcional que anca=-
bamos de definir :

Lema 2.3.1 Sean f_ » £ .+ seesey T, Zfunciones do L° (A%

Y —mcs < covne €3, < e  , mMtoncesn

j f LT ] - - £ [ a] DUE = () 06 Pl RN R
e
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donde ti= ay - Biy v i=1,2,00000ylle

Demoutracién .- Recordemos primeruvmcnte que P (X|F7it) es ed
b
tL

n%cleo integral de e : es decir , que =i £€& L™ (R‘).'

1w == -
[et¥flw = [ eiminsm as (2:3.4
m&
Por tanto , el lado derecho de (2.,3.,3) puede escribirse

d O .L fo (R om0 R LRI 1P @GRl E)
® w

GUENTait,) - ovn PCRas 1 Husta) dRedR, - == ATu, (2.3.3)

que debido a la definicién dada en (2,3.2) puede escribirse como

j £020] £ 1R @) £ [Bterts)] - - fL [ Blertar -t DR
L

Usando ahora 1la eotacionaridad del proceso nos queda
ARAS JEEAEAL JERTI GRS fulTGatr ] D
N

10 cual nos da el lado izguierdo de (2.3.3) pi nacemos ty= 34—
833 con i1l ,2,ccevspns

Para figalizar esta seccidén introducimos otras dos medidas



3%

que estin estrechzamente lis des con ple % ; estan son lus medidas
condicionalen (existen nlgunns otras posibilidades de condiciona
miento , pero cn cote trabajo no verdn utilizadas):

a) La medida generalizada de Wiener con condicionamicnto inicial.
c1 en (2.3.1) no efectuamos 1la integracidén respecto a la variae-

- te) 2 N
ble X y aividimos eatre {‘f. Vobtenemos otro conjunto compatible

de districuziones de &

naién finitu. 3e puele protur que la ex
tensién de esta medida (hech: en la forma usunl) estd concentra—

da on ¢l conjunto L ) de funciones vectoriales continuns

(3,0
on [0,t) que satiafacen lu condicién inicial X(O)«d (pora ovi-—
tar sonfusiones la variatle X ha sido sustituida por A). Por @
sones evidentez la llamaremos medida generalizada de wi;nar con
condicionamiento inicinl y la denotaremos D](‘l_:’o)}—l.

Dabe notarse gue ¢n el cuso especifico de ]:n purtfcula libre la
;:edidn. qu¢ correspoande & la de “iuvner es Dlza'o)'i ¥ no Dﬂ'ﬁy es—
ta dltimn no es normalizable en ¢l caso de la particula libre.
) 1a medida generalizadn ¥y condicienal de Wiener. Las distribu-—
ciones de dimensidn finitn de esta mecdida ve obtiencn de las de
D:z?‘x,o)i eliminando 12 integracién cobre la variable “final" 'in.
Estn mecdidzs estd concentrada en el conjunto A(E.Oﬁ:.t) de
funciones wectoriales continuus en £0,t] tales que R(0)=h y
R(t)=d ; esta =medidz ro -5td normalizada , 18 medida del espa-

cio e )-ea p(alB;e).

(3,9:D,t
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Es cvidente que las tres medidas introducidas hasta ahora
deben obtenurse unas de otras mediunte integraciones apropia-—
das ; a continuacién dumos , sin demostracién , estas relacio-

nes =

JF[i(t)] g = J I'P.‘"(zn‘[ j FlEa]ps £ | dT (2.3.6)
£ R‘ Neze)

- - - .y (2.3.7)
jF[Z(s)]:D"'i = J f FLzm])i:l'qu dv
¢

Nizoy ® '“'(;,o;i,«.)

2.4 La fSrmula generamlizada de Faynman-Kac.

Consideremos ahora el problema de un Hamiltoniano H q‘uo se

puede escribir en la forma
Homfiy «v (2.4.1)

donde f(. en un Hamiltoniano que satiasface las condicionesn de
las cecciones precedontes y V es un‘potencial que debe satisfo-.
cer cilertas condiciones de regularidad que cerdn precisadas un
poco mds adelante . Como ya se indicéd ain cuando (2.4.1) eatd
eacrito en la formn de un problema perturbativo , el potencial
V no recesita ser “pequefio. Pasamos a demostrar la 1érmula F£:3
neralizada de Feynman-Xac , pero antes recordamos al lector gque

un operador simétrico 8 es esencialmente autoadjunto 81 su ce-
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rradura 0% es autondjunta [Kato 66 pdcina 209] .
Teorema 2.4.1 sea V(%) una funcién de MY en R continua

¥y acotada por abajo vy I" esencialmente autoadjunto . Entonces

a iz *
(5, STEEE ) =f&’Liw]ﬂ_iuilit!-VL*"]:;:i(z.q.z)
o
para todas £ , g & Lz(ﬂld, I‘P."']"dx).
Demostracién.— Seaz I el miemdbro izquierdo de (2.4.2). Usan
do (2.3.1) ¥y 1ia férmula del producto de Trotter,
- d
T = .,S‘Jf.‘ ™ r c® L;E‘ {* * ]" 5 @i ) (2.4.3)

De la definicidn de LT (ecuaciones (2.2.4)) podemos poner

- . N 1.
exp@ {--‘f} L"L;_E:’S = T ¢ ¢;L T (2.4.4)
Asi

. i £ X
T = N7 (e, e FF 1)

que por el lema 2.3.1 se puede poner como

(2.4.5)

. _ _ 0 X LVLE (We -
=X 1"[xco>]s[xml§_": JEEVE gz (2oaue)
3 :

R R U
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Como lu trayectorin X es continua en casi todad partes
+ o =4 t =
t £ VITGua] — [ VIEm]1ds
- o

cuando n -¢ e , para casi toda X . Ademds , el integrando en
(2.4.6) estd dominado por | £[x(0)}||e&x(t)]] exp(-t #vIL)

Que es tal que

- uvi.,

[retzwlsrzwi < Dz = [1stkean
. . N

—_ — 1
[2aLEWIN D*E = (161, &5 1a1) < o0
o0 sea que rertenece a Ll. Entonces , por el teorexza de con-—

vergencina dominada de Lebesgue .
" t
I-= ff- [2w]s[Ew] ere {-& [[VIE®]d{ D%z
N

lo cual completn la demostracidéne.

Las condiciones gque impone este teorema al potencinl V

son muy re:trictivnu- 3 en particular , el potencial Coulombiano ’

entd excluido . Sin emdbargo , es posible extenderlo a una clase
mids amplia de potenciales V. A continuacién enunciamos en Rom.
do teorema esta extensidén ;'1.3 demaostracién no la damoo ya. que

es similar a 1la dada por USimon 79 para el caso de la formn 1

sunl de Feynman=Kac, Antes vanos o recordar algunas definicio~-

nes : Dada V , ce define V’-aup(v,o) ¥y V_==inf(V,0) ; adomis

que T & Lioc( RE\A) significa que 53 {f] ax <= , para todo



subconjunto 3 de A'Rﬂ\a que nea compucto {(es decir , |fl es lo-
calzente intesradble).

Teorema 2.4,2 Sea V tal que V e 1l [¢ a3\ a) » donde A es

loc
un conjunto cerrado de medida cero , ¥y tal gque la norma relati-
va,con respecto a ﬁ. » de V_ ez renor que uno; es decir [Knto
69 pdgina 190] , D(fe)C D(V_) (D(D) es el dominio del operudor
) v
{(u,v_n)l ¢« = (nh,H h) + @ (a,n) (2.4.7)

con Osma«l y @30 y para toda h e D(fiy) . Entonces (2.4.2)
se satisface.

La expresién {(2.3.2) no estd escrita en la formn en que co-—

sunmente 3¢ encuentra la férmula de Fevnaan—-Kac ;3 por esta razén

damos en el siguiente corolario la formn explfcita del micleo in
tegral del operador exp(-t -

A,
id
. o GoE
Corolario 2.4.1 3Sea Kt(i"’) el nicleo integral de €« )

s8i las condiciones del teoremn 2.4.2 se satisfacen

Sl 3 TR s
Kz = j TETE ] P{ j‘V[r(s)_]-‘\s} LTS c)x (2.4.8)

(-. Te,t)
Demzstracién .- Eacribimon usando (2.3.6) y (2.3.7) 1la ex—

presién (2.4.2) en términos de la medida n‘(’a 0:b,t)X ¥ despube

hacexzos I=di /‘«l:‘° v =33/ ‘9.‘.’

3¢

Cuando i-l, es el Hamiltoninno de 1a particula libre , (2.4.8)
se transtorma en la férmula de Feynman-Kac usual. La gencralizn

cién que consiste en tomar el osctludor‘ uménico como sistema

“no perturbado™ ya ha sido estudinda en la literatura (ver , por

ejemplo , [Simon 79 ¥ Glimz y Jaffe 81] Je
Estudiemos ahorsa algunas de las consecuencias de la férmula
generalizada de FPeynman-Kac . Primeramente derivamos expresiones
rara la energfa y la funcidén de onda del estado base de fi =
Corolario 2.4,2 Con las mismas hipStesis del teorema 2.4.

2 se tiene

ing spec (A-gMs £oe = - Bm £ A [ f exe

€ _ Mo — .
{_-—j; fov[_xm] dsg I (2.4.9) -
Demostracién.~ Simon ha dado la demostracién en el casco en :

que }‘i. es el oscilador arménico [:31mon 79 pégina 52] « Como en
este caso oo pucde aplicar la misma prueba no creemos convenien
te repetirla. M

Corolario 2.4.3 Si las hipStosis del teooremn 2.4.2 se 84~
tisfacen , entonces

dre{ -‘-S V[p(-)]ls} 3‘1”

= ‘f:"(i) :..’: S8, < (2.4.10)
o Ky — -
Jore{-¥ Svigalasycs

e (%)
(Qo, 9™

RPN DN P S i wone

B T T
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Demoztracidn,— lNctemo.a nrimero que dicho cifileulo pueda proesentar seriuas dificultudes. Notese tume

f-ef €.~ €7 A-€ “
e t < "P.“’ = & t - z—t .- "9.‘.’ - bié&n que con expreaion:u’en “forma cerrada” para la diferencia N
£ -ES _ de energfa AE = E - E.°/ y 1a funcién del estado ba- )
-t cF zZ @ Ve Fhe‘ P {2.4.11) o™ o~ "o a
< ™y [*Y C ", Yo ) se y por tanto remplazan loa desarrollos usunles de perturbacig
Por tanto nes , 108 cunles pucden ser obtenidos a partir de ellas. Papamos
P
-t HzCa _ -t Eu=Cy ahora a demostrar esta Ultima afirmacidén ; en el incisoc a) obte
(6. %) | Z e (ea®) ¢4°F (2.4.12) '
(Q:" e'_‘ ﬂ;e“‘ ‘0:.‘) TN :“)3 e._tg::f, nemos las férmulas usunles de perturbacidén de Born a primer y
‘ L sesundo orden para 1a energia y en el b) a primer orden para la
Tomemos ahora el limite cuindo t #00, in el lado derecho de (2. funcidn de onda
4.12) tanto el numerador como el denominador tienen limitesn fi= a) &n (2.4.9) custituimos V porAV y desarrollamos en potencina
n_“°5 i de hecho de A , primero 1a sxpnnenéinl ¥ luega el logaritmo , para ocbte—
3 < -t En-Ee
A2 T hw (e, )T s ce, ey (2haa230) nor
t
R A = C = .
v ae. =- tim 5 o2 (] (Yrgmlas)d™e «
R 2 -t Encte a (2.4.130) - A
im <o) hat 4 — ) .
&e T e el = 1, @)1 ’ :
= B AT t t (P
Entonces . + 55 J [ jv[_zu.)]As.] [fv[xcs.)_]dsz X rO@®)
oo B a ° ©
Po (X ‘ (33, &+ ) 4.
2 (5) = Rian - " (2.4.24) Uoando ahora el teorema de Fubini para intercambiar la integral

(Qe, &) t2e (o ot @)

Usandoe finalmente la férmula generalizada de Feynman-Kac (ecusm sobre las traoyectorias y la integral temporal , tenemos

eidn (2.3.2)) ¥ la definicidn de la medida condicional (ecun — AE’N _ Riwm A jf [ V[i‘(A)] Dﬂ.ij ds (2e4.15)
* T twew t ° .
cidn (2.3.7)) obtenemos (2.4.10). .
ks importante rotar ~fue tanto (2.4.9) como (2.4.10) no son h'd
t t-3
expresiones formales , pueden ¢alcularce realmente adn cuando s) _ 2iven 1"' < _
s : 8 E"= - ST 5, Jo Ryp(TIAT] &5 (2.4.20)



< .
dorde va e3 lu funcidn de disperaidn
fCov (t)=j[jr[2(s.;1 -<v] [_v[i ol - <v>] F (2.4.17)
A

con (V) el valor medio de V. y oy~ gl-'c'.
Pura el t&rmino de primer orden (ecuacién(2.4.15)) 1la into-
£ral sobre las trayectorias di trivinlmente VP> , que eas una

constante , y obtenemncs la formula usual

(1) ) o
oz 1= (7, v = v (2.4.38)

En el caso del tSr=ino de segundo orden (2.4.16) notemos pri

mero que del lera 2.3.1 y la ccuacidn (2.2.4a)

]

< _ ey ‘Z—'—:-a @ " [
R, (B)= (97, V™ % o) - (e, v e, Y
que usando la forma explfcita de la resolvente de oxpif—gl;.J—}

se transforza en
E-(q £
y (] ___.A.
R,, @& = Z (87, V") e (7. T e)
. Efectuando las -ntezru:ionea sobre T y o indicadas en (2.4.16) y
tonando el limite ce obticne

=(2) 1 Yox
&= Z S

kj0

(2.4.19)

como se queris demostrura
b) Isual que parn 1la enersfco sustituimos AV por V en (2.4.10),

desorrellanion en potancihs de A, primerc lua exponencial y lue—
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g0 el denominndor , y utilizamos el teorema de Fubini para in-
tercambiar la integral sobre las trayectorias y 1a integral tem

poral , obteniendose n primer orden en A ,

(QT::: L‘:‘:’) = Qg ﬂ-m {1-3_1 [ J VviEe]Y ,t] 4>

(i )

([T frieonse] o]

Usando ohora (2.3.6) , el lema 2.3.1 y {(2.2.4a)

0" LD g, @z ,___J [,,‘Tn‘vw.“mho

4, , 0S7)  tta

t ¢o)
2w fovrast = dim{at -3 B .(, 'u“w“’ ) Vou d>
+ 2t t <v>3
Efectuando la integracidén sobre la variable t
o _ - _ gyted
s S e s 0- ST hww
que da finalmente
—“’"—'-"%17— W ez e W (2.4.20)
(e, ™) o
Qque es 1la expresién usual a primer orden.
Hasta ahorn hemos considerado dnicamente valores esperados
raespecto al eustado bage ‘9:-’ del Hamiltoniano "no perturbado’ :.!.

Expresiones que involucran los valores esperados respecto al eg

-
tado base ‘Pe de H =on dtiles : asf , siguiendo & Glimm y Jaffe
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©1 secciSn 3.4] derivanos alera zlsunas férmulas de ese tipo.
- a
Joreclario 2.4.4 Daldes £, ceeenyf € L (RT) ¥y 8,20 <3y

<8y & ceces < sr.(t » D@ tiene

a0l TSP - 3 o 4=
(Q, &8 4 L CUTTTTR LW = (0,0
Y
.":'.Sﬁ[z"ﬂl' - - flEea)exe & JviRe - E) Dx (2.4.21)
S

Demosirocién .— Pora demostrar este corolario se procede i-

L]
£ual que en el lema 2.3.1 , sustituyendo el opemdort por, ﬁ y

p(%]F:t) por (2.4.8): dc eotn maners se obticne

CAt £ e S-S fr e §u éte-h)‘—.'— oYy = j‘-‘.i“ﬂl PR
o 4o v PA
- * ®] P
f-[i(t-)_] «r¢ {- e: _L (VIEw]- zi')dss ez (2.4.22)

Hacliendo fOE 1 , utilizando que i es autoadjunto ¥y la invarion—

cin ante traslaciones temporales , podemos poner el ladeo izquier

do de (2.4.22) como

( ¢-(‘-'§)% « g, SR Ry ‘-(3 - )

pero .
’ —(2ax) .

Liwm 7 o 0, 7)) P

* Va0

Tozando el limite cuando t —## sc obtiene (2.4.21).

e 4 s e e

S et e L 1
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2.5 Otros desarrollos y cplicaciones.

En esta seccidn dos desarrollos acl‘icionala:l son analizados
I.~ El primero se obtiens cuando ademds de las suposiciones % y
ii de la seccidén 2 de este capftulo (es decir , que '9.“‘ existe ,
e8 real y estrictamente positiva) nup‘on.mos que la funcién ‘0.“'
del estado base es de cuadrado integrable , o sea , que ‘Q.u’ i-'
Lz( md). En este caso el proceso de Aaifusidn tie!’xe una nueva PrO
pieduad ;;ue es 1o oiguiente :
3.= El1 proceso de difunién X(t) es ergédico.

Egta es unna consecuencia directa de un teorema probado por
Fhnafiinakii , que dice que un px—ocec;: de difusidén que tiena una
densidad de probabilidad estacionario finita (1fxtag‘x-nbla)~ es rg
currente [Khas’minskii 60] {ver también LMcKenn 69 , Stroock y
varadhan 79] ). Como | ¥S”|™es la densidad de probabilidad esta—
cionaria (supuesta aqui integrable) y como la recurrencia impli
ca ex-godicis;a.d la propiedad 3 se sigue de inmediato.

Usando la ergodicidad del proceso vames o escribir todas laa
férmulas de la seccidn anterior como intograles temporales scbre
una sola de las trayectorias. Para ello unalizamos la definicién'
de 1a intesral funcional dada on la seccién 2.;. De (2.3.2) te—

nemon (¥ es acotada y continua)

— . = He =
_5 F LT (] dhx = a‘_:: J FIE.»] "X (2.5.1)
s N



Como Tzn(s) es una trayectoria ‘escalonada’ , B[Xn(u)] es uo he
cho uma funcién de un nitero finito de variables (igusl al nd-—
mero de "escalones™) y cada término en el limite un valor espe
rado usual ; por tanto , usando la propiedad de .-rgodicidad -T2

demos escribir

—- - . al -
:LF [Ea)d*x =1§_\“‘: LT-SGF(E. (toeT) - ...:_(g..g))yc {2.5.2)

donde X, es una trarvestoria arvitraria.
Sustituyendo cn (2.5.1) e intercambiando los limites encon=
tranes jue

JriEelo-z
n

n

{(2.5.3)

-
1?_’;‘: S , FLE. (sem)} dT

De e¢sto monera es posible eacribir lo férmula Zeneralizada de

Peynman-Knc como

.
(e, ene [« 2287 Tawn) = iz & (IR il ol

esg {-— “‘-— S:Q:fff_i.(‘-)] As 'g A (2.5.4)

Es clare que se pueden eucribir expresiones similares para
1as fé&rmulags (2.4.8), (2.4.9), (2.4.10) ¥y (2.4.21).

Como los zoeficientes de difuscién y de urraatre del proceso
son conocidos (ver (2.2.4)) , podemos simular la troyectoria X
en una computadora ¥y calcular nunericamonte las integrnles tem

porales involucradas en la fé&rmula (2.5.4) ¥y en las que Be ob=
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tendrfon do uquellasn de la peccidn 2.4. Esto pucde ser de cran
utilidad en las aplicaciones ya .qua (2.4.2), (2.%.9) ¥y (2.4.10)
son soluciones exactas al problema de valores propios del Hami}
toninno it .

Ademfésn de lno uplicaciones posibles que uacabamos de mencio=
nar existe un ejemplo concreto de aplicacidn gque no involucre &
1a férmula generalizada dofeynman-Kac y es el siguiente :

La solucién aproximada al problema de valores propios de un ila
miltoniano ﬁ. cuya funcién de onda del estado fundamental os
real , estrictomente positiva y de cuadrado integrablo.

i.— Notemoa primero que ol problema espectral de f-l. ectd resuel
to si so conoce nu resolvente , o hien , por las consideracio =
nes precedentes , si se conoce la' resolvente de i.b, e decir ,
ol nlcleo G(%,¥;z) del operador (ib—z).l. 5in emvwargo , es evi

dente que
-
G(%,¥32) = j e”®% p(RI¥st) as (2.5.5)°
°
¥ por tanto , nuestro rroblema ectd reouelto si podemos calcu~
lar p(X[Fse).
ii.,~ Mostramos nhora que

pmig e = Saasl)

(2.5.6)
L@ o\

donde




3“‘*’ = .( .( AGR) BL) B (Xt ¥,,ta) 4X,4%, (2.5.7)
& R

es la funcidn de correlacidén de dos funciones A y B , Pz(il,tlg

§2,t,) es la den3id=d de probabilidad de que el punto esté en

!:1 al tiexpo tl 7 en 7‘2 al tiempo t, ¥ finalmente t = 1:2- tl.
én efecto , se tiene que

1)

PRyt %L t,) = p(RIFiE) 1% IE (2.5.8)

¥a que el procego o5 estacionario y Pﬂ"(i)lz es 1la deasidad de
provacsilidad estnciontrin. Sustituyendo (2.5.8) en (2.5.7) ¥y

poniendo A = §g ¥ 3 =83 se obtiene (2.5.6).

iii.—~ Hastu alora hemos lozrudo sustituir el problema original
de vnloraes Dro-ios por el del cdlceulo de una funcidén de corre-—
lacibn .
Ucarndo la rropisdad de ergodicidad , podemos escribir
Liwm A T = =

3.l e SnA[’:. t+s)] BLS. 1] (2.5.9)
donde io es una trayectoriu uarbitrurin del procego.
iV.~ Tomo cntes mencionnmos las trayectorins del proceso de di-—
fusién pueden cer sismuludns en la compuiadora y la int;;ral

2.5.9) calsuleda nualricaacnte. De hecho , la cocputadora pue
de prororciornarnos direct: mente unn versién diuscreta de la ro-

so0lvente G(X,¥:2) , que 2 su vez puede ser tratada con las tég
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nican de los aproximantes de Padé para obtener uha versién o-
naliticus de ella , en la cual los polos (y por ende los valo-—
res y fuaciones propias) son evidentes.

Para terminar quislieramos seficlar que el proceso de Viener
no es erpgédico en mds de dos dimernsionec ¥y que por tanto los rg:
sultados obtenidos en esta seccidn sélo zon aplicablea a la £6r
mula ugual de Peynman-Kac en una y dos dimensiones.

IT.- Hasta este momento nos hemoos reatriﬁgido Al caso ern que la
funcién propia ??l que define el proceso XA(t) , sea estrictanen
te positiva ; es claro que esta condicién es necesaria para que
el coeficiente de arrastre (2.2.4b) esté definido en todo el e
pacio R d. Sin embargo , en las aplicaciones serd necesario con

$" fundiones propins arbitrarian

siderar como '"eatado base”
de ﬁ. » ¥ estas generalmente no son estrictamente positivas .

La diferencia esencial cuando ne consideran estndos excita
dos ¢£” es la aparicién de nodos (que denctaremos poé Za)
@3 decir , de hipersuperficies del espacio de configuracién a
lo largoe de loe cuales W?'su anula (en el caso de una dimensién
estns hipercsuperficies nodales ne reducen a puntos aislados ).
EZstan hipersuperficiea dividen ¢l e¢spacio de configurﬁcién en.
reriones (que denotaremos por n%) donde Wr)mnnttene un sigcno
dado (para informacién sobre las hipersupeéficiea nodales ver

el capfitulo VI de [Courﬂnt ¥ Hilvert 37] Je
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Im lo que se refrece wl prouesto de difusidn asociado , Ya
consecuencin de la existensiud de Ripersuperficica nodales es
que el coeficiente de arrastre BH(X)=(h/2m) ¥ 1n( ﬁ'")z Ze hace
infinito a 1o laorgo de ellas . Ademds , cuando desde el interior
de una ctierta reridn We se aproxima une a una de estas hiper-
Superficie nocdales , (wi")z decrece a cero , de tal manera quo
su gradiente estd diripifo homcia el interior de 3D¢ 3 por tanto
1o hirercuperficie X, es unc frontera repulsiva para 1a re—
£iéa ‘lD¢ . asf , si empezumon de un punto cunlquiera en el in
terior de wlruna de estca regiocnes , el proceso de cifusién nun
¢a noa llevara fuert ce ella ; en otras palabras , el proceco
completo se divide en subprocesoca que eston asociados a cada u
o de las regio‘nns -

En entas conuaiciones el rroceso completo no es ergéddice win
cucndo | 9.7}2 sea intecrable (ciertas condiciones de rezulari
diad del teoremn deifhns*minakii ne son satisfechas) ;3 sin embar
£0 , en ¢ate dltimo -c:so cada subproceno serd ergddico como pug
de verae aplicando cl teorema de Khas'minsicii. Deade un punto de
vizto prdctico esta aituacidn origina el sipsuiente prodblema o
Cunndo se considerua un proceso “completamente” ergfdico la evu

luacién de los walores medioz correspondientes puede efectuar—

Be mediante una integrocidén temroral , pereo zcémo se debe pro~
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ceder en ¢l cuaco de un nroceso ergbédico “u pedazes"? Podria peone—

sarge en clegir un punto inicial en casda una de las reziones ,
obtener losn valores medios condicionales correspondientes y en
tonces dulculnr el valor medio global (el peso asociado con el
doninio ID¢ es J |'P;"()'c)|2 dX ). Sin embargo , este procedie
miento tiene la deu\';entaja de requerir la determinacién de un
punto inicial dentro de cada regién We , lo cual puede ser
muy diffcil cuando las regiones son numercosag. ’
Debido a 1o anterior , proponemes el procedimiento alterna
tivo sifuiente ; Escogemos un umbral € osuficientemente peque=

fio ¥ en la definicién (2.2.4b) del coeficilante de arrastre sul

tituimos \#{"']2 por £ (%) = sup [l’f;"'(i)]z. E] « Do esta manera

aparece una prouabilidad pequefia , pero distinta de cero , pa -
ra lag tranaiciones entre las diférentcs regiones —ADQ ¥ reco‘-
bramos la ergodicidad “completa". Los valores medios calculudoos
usuando este procaeso modificado tendrdn un error relativo del

orden de & .

Existen varios ejomplos de situaciones en las cuales es niy
tural usar como estado “base" un estado excitado de l:l. s agqul
mencionamos Unicamente uno que muestra clirunmente la :lmportan--
cin de 1o generalizacién consideradn [_L‘Inverio ¥ Soto Eguibar
82] z Se tratan de la capacidad para tomar en cuenta las res

tricciones de cimetrfa impuestas por el principio de exclusidn
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de Fauli & las funcionias de estado Jde un sistumu we muchou fern

miones .

2.6 lotss v conclusmicnen.

Antea que nacda quisiédramas hacer notar que expresiones en
alsuna nanera efnivolentes o aucstra férmula generslizada de
Feymrmon-¥oc yo han s:do considoradag en la literatura (ver por
ejemplo la seccidén 3.4 de [climm y Jarfe 81] ). Sin embargo ,
el punto de viusta es diferente ¥y las férmulas son formales
en edte tiro de traotemiento todo se construye & partir dal oa-
cilecdar urmdnico para el que 1as Jdemostraciones eatéan fue:te—
mente basadas en el hecho de que el proceso de difusidn asocia
do en Gnussiano. ’

Concluimon por tinto , gque nuestra contribucién consiste
esencinlmente en 1la wiilizacidén simultanena del proceso de di-—
fusién de 1a mecinica cudntica eostocdstica [Ncloon 66 , iuve
1le 67 y de ln FPeln 69] ¥y deo los métodos de inte:racidn fun—

cionnl . Esto unificusidn permite eliminar la “restriccidn”

Gaussiana e ir o un miltoniano E.. bastante general.

Alcu-us de lus ventajas de nuentro método sor lan siguien—
tes : i) Es posible tritar ectudos en subespacios de una aime-—
trfa dada, tomando en cunnta el principio de excluaién de Pau

11 ; 11) Zeo obtiene unia solucidn 8l probloma de “perturbacio-
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13en” adoptiuds G la simetrfa (esate problemsa surge cunndo un “or
persiustema’ se trate usande laon funciones de sud suczaistemas)
1ii) Es un mé&todo bien adaptado o los cflculos numéricos con

computadora.




CAPITULO 3 .

LA ECANICA CUANTICA EN EL ESPACIO DE PASES




55 56

3.1 Introduccidénm. tivos . Por Sltimo dedicamos lu zeccidh 3.7 al estudio de una

Como ya sefialamos en el capftulo 1 , el problema de la in— modifieacién propueusta para “suavizar” 1la funcién de Wigrer y
terpretacién de la mesdnica cudntica ests intimamente relacio— hacerla no negativa ; concluimos que dicha modificacidn estd en
nade con el problemn de su formulacidn en el espacio de faaes. contradiccién con los resultados experimentales .

Seilnlamos también jue exlusten wmuchas de eatas formulacionea , 3.2 La transformacién de Weyl ¥y la funcién de Wisner.

pero que ninguna de ellas puede vor considerada como consisten . -

Ia trunsformacidn de Weyl es un mapeo a-~® Ala]l] del espacio

te¢ desde el punto de vista probabilista [Shewell 59 , Cohen 2 n n 2

de funciones L°(R7 xR ) en ¢l Algebra !5(1. (l‘ln)) de operado-—

664 y o©éb , 3Brody 50] 3 sin cmbargo , tales formulaciones han 2 n .
R res lineales continuos en L°(WR™). Este mapeo estd dado explfci

oido aplicadas con &6xito y rerecen gue se les continde estu — .

tamente en la forma siguientot

diando . = = 2 n n

Dado a(H,q) € L°(IR™%x R™) su transformada de Weyl se define

™ este cuanftulo nnalizamos algunos napectos de la formula-—

cién” de Weyl—vigmer-“oyal . &n la seccidén 3.2 damos los elemen— some . . . )
to8 necesariosn : definimos 1la transfornneidn de Weyl y 1la fun-— A[.] = .!)K"[R:‘(E.\-,) exp{—-;— Q-5 1"-7)} ag ay (3.2.1)
cién de Wigrer . Luc propiedndes de esta Gltimo se analizan con donde 3 o5 e1 operador de poaoicién , % el operador de impulso y
1a seecidrn 3.2 3 ohf{ democtramos que , en el cauo de estiados pu o (2,V) es la trunaformada de Fourier de a(h,q), es decir ,

ros , nélo los estadoas con funcién de onda Gauasiana tiencen fun ’ (G, T) = 1_%‘!'[3(5.-4) oxp % (G- + l_i'v)j 4p ad (3.2.2)
cibn Qe Yignar no negativa. Las secciones 3.4 , 3.5 ¥ 3.5 estdn ‘B R™ " :

Eg posible construlr la tra racis: .
dedicadts ol prodlemi de la cvolucidn temporal de 1la funcién de P = trangformacifn inversa. Fara elle

- '.‘ 2 n
concideramos un operador A € R -
wdgmer ;3 para estndos purss se muestra (seccién 3.5), que aéle P G(L ¢ 7).y 1o hacemos correo

& = 2 n n
onder una funcién a ]
los sistemas lineales conuervan el cardcter inicial no negativo b un n a{%,4) en el espacio de fasea L°(M 7 xR™) ag

da como
de la funcidn de Wigner ; en la seccidn 3.6 se prueba que paran

todo wistems no linesl t todo t>O , la funcién de Green de la a(F,a) = = rr[ RJJOK}) {% [ta-B)-a .(s-?).%]g an av}(3.2.3)
n .
a~ e :

aecuacidn de evolucidn de la funcidén de Wigner tomna valorss negn
donde 'tx-L J significa la traza del operador en el paréntesis.
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Tunto las JTuaw e 2 comd 1o3 operadoros 2 pueden depender oX-
plfcitnmentc del tiemro ; hemnos omitido dicha dependenciu para
aligerar la rotacidn.

Considerenos shora do3s operadores A 4 8 amvos en el 41lzebra
ic(Lz( H™)) ¥ 1lazemos alll ¥ bl8] a sus correspondicntes

transformadas inverzaz de Weyl . Es fdcil demoatrur [de Groot

741 que =

fe—

B el {3 3.5 >3] 2(5,3) B(F,a) (3-2.4a)
it.—
IR I LTS i - L R IRIC Y (3.2.40)
itl.—

-3 o) ]F een{Bc .2 )ﬂa(i.a) 93 K:3) (3.2.40)

donde -—¥% indica la frunaformada inversa de Weyl y
33 .+ 85 ) =R BB 2
-
R -2 2 I
z [ e~ 5 35 ) caueGan (3.2.5)

donde (X),. es 1z g —es

[T RY
=1.-%

mi componencie del vector X .

Las gisuientes propiedadous de la transformacién de ¥eyl nos
sorin Gtiles tde firoot 74] H

a.- Con 1la misma notasidn que en (3.2.4) se tiene

e A% = h‘“J _f a(p,4) Bv(®,4) dF ag (3.2.6)
Ll
Pe= La funcién a en el espacio de fases es real si y s8lo si el
operador :1 apcociado es autoadJunto.
Pascimos a definir uhorn la funcién de Wigner [Wigner 32 ,
Moyal 49a , de Groot 741 e La funcién de Wigner es la transfor—
mada inversna de VWeyl de 1la matriz de densidad diviaiada. por n? 3

denotdndola por F(H,d) tenemos la siguiente expresidn explicita
F(p)= i Tr [E] [exe & 13-8)3 5291 r..nJ (3.2.7)
&

En el caso de un eatando pure , con funcién de onda W (7)
en el espacio de configuracién , (3.2.7) toma la for.:a.dnda por
b‘lignar 32]

FED =% [ ¥ (e §9) exe (£9%) ¥(E-47) &% (3.2.8)
=™
-

La expresidén para el wvalor esperado de un operador A ne de-—
duce facilmente de la f&rmula cudntica Ay - 'rr(ii) ¥ de (3.2.
6); se obtiene

¢i> = { | at.a) #,0) a5 aa (3.2.9)

®R* ®"
Esta expresién nos hace pensar en la funcién de Wignur como una
distribucién de probabilidad en el cupacio de famses ;3 sin embar

ro , mostraremos mda adelante que la analogia no o del todo a-

decuada.
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3.3 Proviedaden de 1

funcido de sner,

Erunciaremos akora ulrunas de las propicdades de 1la funcién

de Wigner 3
a.- La funcibén de Wirner eg real.
Ento se wnuede vaer

directumente de su definicidédn (3.2.7) o a par—

tir de 1la propniecdad b , enunciaza en la seccidén anterior , de la
transformacidén de Weyl.
be.— Lo integral zobre todo el capecio de fases de la funcidn de

Viigrner es la unidad.

Zuta propiedad se demuesira usando (3.2.9) y el hecho de que la
traco de la matriz de densidnd es uno.

Cae=— Para un estado puro se ticne

_f FP) ap = |V @) ? (3.3.32a)
A

¥ N
j:*(ru.a) ag = | ¢ ®|? (3.3.10)

-
dorde #(b) es la furcién de onda en la representacién de impul-

sos 3 es decir ,

- i - -
$@) =n" = f W(a) expl & $-3) ad (3.3.2)
] ’
de= Lz funcidn de “igner de un estado puro es no negativa si vy
s86lo mi la furcién de onda en ¢l ecopacio de confipguracidn es
Caussiana 3

en otras palabras , oi

SRS S

GO

- s B P - = °
W (§) = exp {— 3 [q“Aa + 20.3 + c]K (3.3.2)
donde A es una matriz compleja tal que |[Re/Al>0 , © es un veg
tor comple)s Arbitrario y ¢ una conastante de normalizacién.

Demostracidn.- La demostracién en el caso unidimensional se

debe a iudson [74] {cabve seflalar que Pigquet [74] Ppublicé unn ae

moptracién de ecta propiedad , pero su trabajo es parcialamente
erréneo (ver [Soto Eguibar y Claverie GZaJ M.

La generalizacién presentada aquf ea original [soto Eguibar
¥ Claverie 82&] T
l.— Suficiencia de 1la condicién. Para encontrar la funcilén de

Wigner asociada con 1la funcién de estado (3.3.3) basta susti~

tuir esta Gltima en (3.2.8) y utilizar el resultado siguiente

CLRTBE +T-R = fam)™ & (§-F)>
R[ e [-LRBE + ] ax T ad [+ JE_’,.‘—;J l (3.3.4)

donde |B]>0 , ?j (3=14254+.,n) Son los vectores propios dere-

chos de B ¥ /‘3 (3=1,2,40.s0) los corrempondientes valores

propios . Se encuentra cntonces que la funcidn de Wigner estd

dada como

F (o) = [7 a0 e a1 ] exe (~[§TReATF+2ReT T +c]

[ (3" Tau & + Taub » #76)]°

3= 2:‘

(3.3.5)
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donde éj (3=1,2,00e,n) J0n low vectorea propion derechos de tedd
4 13 (3=1,24¢e+,n) sus correspondientes valores propios . FPor
tanto , 1o funcién de Wigner de una funcién de estndo multidi-
mensional Gaussiana es una diatribuciédn Gaussiana de varias va-
riubles y es siedpre no negativa.

2.~ Necesidad de la condicidn.

i.,=- ueremos encontrar el conjunto de funciones de eutodo que
dan una funcién Jde Vigner Tio negntiva. Denotoamos este conjunto
por L1 y consideramos un elemento arbitrario W en 61 ; defini

mos e¢n el espacio complejo m" 1a funcién coampleja J{(Z) como
J(R) = oxples2) LWL W,y 3 > (3.3.6)

dende W“ es de la forma
N

Was =oxp[-3 (@A +zma )] (3.3.7)
con 4 =g ¥
<viw> = ¥GE) v as (3-3.8)
Jen

La furncidén J(Z) tiene laom siguientes propiedndes =
a.,~ Ea una funcida entera . Zste es un hecho evidente oi se to-
ma en cuenta su definicién (ecuncidén (3.3.6)) ¥y las ecunciones
(3.3.7) ¥ (3.3.8).

b.= No tiene coros en Cn. Parn demostrar esto utilizamos la si

Zuiento propiedaad {Huason 74 y Pool 661 =
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{‘ {‘ Fi () B, () 4% = [<wtny |t (3.3.9)

que sustituida en (3.3.6) nos aa -

- -~
131> = & cm)"f f Fy (0§) £, (23) d7d5 (3.3.10)
" R 4,8
¥ como Pw..(ﬁ,ﬁ)> C para toda Z a4 £™ y Wea L (lo cual implica
! .
que P, (F,7)>» 0 ) tenemos
13¢2013> o para toda Z & ¢* (3.3.11)
como qucriamos demostrar,
€.~ Su orden de crecimiento € es menor o igual a doa (€€ 2) .
Recordemoos primerc que dada una fur.u:16n £ =z "‘-“_ ae define su
orden de crecimiento € como €w lim Lln in I(R)/ln.’l] donde. -
R
M{R) -lglux; 1 £(2)| (para un tratamiento completo de esta defini~ -
s
eién ver la seccién 26 de [Fuks 63] ). De 1la definicién (3.3.6)

tenemoo
132312 £ exple) AW Ww, g U™ (3.3.12)
Pero es fdcil convencerse usando (3.3.4) que

1 \P":u" = exp(-c) (ﬂ-‘)"/‘2

exp[(re)®] (3.3.13)
¥ por tanto :

138312 ¢ ™2 v exp[(re2)? ] (3.3.14)
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Coma el orden do srecimiento de exr[(‘e2)®] ea obviimentu des, on decir , oxp€q2/2) W%q) es Gaussiana o sea que W (q) misma
concluimons que @ £ 2 para IJ(E))z ¥y por tunto , yambién para es Gauusiana
J(Z). Cabe notar que estn propiedud implica que el orden de cre Regreaemos al camo de n dimensiones ., Lo primero que sSe oCu=
cimianto de J(2) como funcidn de una sola de suu variables , las rre cs utilizar unz generalizacién a n dimensiones del teorema
otras estando fijas , es tanbdién mernor o igual a dow . ’ de lodamard para caracterizar a J(Z2); sin embargo , hasta done—
X} anélisis antarior udquiere cu significado cunndo notumos de nouotros sabemos , tal generalizacidén no existe . La dificu}l
que J(iF) es 1a tranoformada de Pourier da la funcién exp(-3-/2) tnd que ce encuentra uno al querer generalizar el teoroma a n ag
%™§) y que 1as pro-:edades &—c son suficientes para caracto— mensiones es Que los cerosd y polos de la funcién en cuestién no
‘rizar 3(Z) y por tanto ¥ . Pasamos a mostrar esta Ultima afirma son aislados; este problema Se elimina cuando £e nota que en
cidén, nuestro caso la& funcidén que queremos caracterizar tiene una prg
u.—. El teorexza Teairingido de Hadamard. piedad adicional que no se aupone en cl teorema de Hadamard; di-
Ba el cuso Jde uax dimensidn , iHudson [74] utiliza el tuore- cha propicddad es que la funcién no tiene ceros . En este calo pg
@a de factorizacién de Hadazard [Joms 54] : %i £(=) es una fun- Gemos demoatrar el siguiente teorema :
cién entera de orden do crecimiento € con un cero de multiplici Versién restringida (en n dimensiones) del teorema de liada=-
dnd m en el Srigen , se tiene mard.—- 351 £(Z) ez una funcién entera con orden de crecimiento @
(=) = 2® eQ(z) P(z) (3.3.15) ° ¥ sin ceros , Se tiene que
donde 2(z) es un polinomio de grado rs @ y P(z) es el producto £(2) = 2%(=) (3'3°1-{)
candnico (de genero s ) formado con loa ceros (diferentes de Z = donde Q(Z) es wun polinomioc de grado r ¢ @ .
=0 ) de £z} . * Domestracién.~ L demostracién sord cfectuada dnicamente pua-—
Con euste teorema y las propiedades a-~c de J(Z) vemos que ne- . ra el cnaso de dos variables , ya que el caso de n variables es
cesariamente engorroso y no aporta nada auevo. ) - ’

J(z) = e-xp (ov.zzoe z -7 ) . (3.3.16) FPijemos Z, en f(zl.zz) 3. tenemos una funcién entera de 20
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1oz 0 fruil que € (ver lu ohnervite

a1

ci8n on 0l parrafo Aque sisue u 1la ecuancidn (3.3.14)) y sin ce-
ros . Usando el teoremu de fuctorizacidén de Hadamard podemos €3
eribirla cozo .XP[F:E“‘:\ZI{] con r £ ¢ y donde * 4 (i=2,2,00esT)
dopenden de %5 » que por otra pnarte es arbitrario pero finito.

Zsceribizos por tmnto

-
{2y p=,) = exp{Za(j(zz) z{ 3 (3.3.18)
FES

en el conjunto .
D= {(5yemp) s med L 02z len] (3.3.19)
Pijondo ahora =, ¥ procediendo de la mismn ranera concluimos

que
£Czy.5,) = axp{i e () =X 3 (3.3.20)
[T

con 3= € y en el conjunto
D= {(zl,zz) :0f1z 1 N, =2¢¢.} (3.3.21)
Jomo t(zl.:'.z) eos una funcién eatera sin ceros podemos defi-
nir su lozoritzo Q(zl,zz) quo serd una funcidén entera univalua-

an en &2, For tanto , de (3.3.18) y (3.3.20) deducimos que
- s
. (2 =J = =¥
T X5 (zp) =] = X @ =) =3 (3.3.22)
3=t e
en 1l>1n T, ., ¥ya que estas Jdos fuaciones son dos expresionos

distintas de una misma funcién Q(zl,zz) = 1n f(zlnzz)-

e A m = e T N e, 2 ST e
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Dilerenci.uido (2.3.22) n veces (n& 8) con respecto a €y (1o

cual es pesible yn que Q(zl.zz) es una funcién entera) obtenexcs

S ) K X
pt oy (zz) zg = .i ("=n)i @k(zl) 5 n

= (3.3.23)
n = 1,2,00ee;8
que heciendo z2=o noao da
{(n)
. r oo o)
€nzy) =T 3 =3
mome (3e3.24)

N = 1,2,0.04y3

para toda 29 tal que O = lzll < N, Susatituyendo en la expresidn (3 -

3.20) se encuentra que

c oo o .
Usy,=y) = 7 2 =3 2% (3.3.25)

izt w=s x ! y
en ﬂ)l N DZ « Si denotamos por brevedad 1= :(O)A!- r 3%

llesamos a que

L h 1
in t(zl,::z) - Q(zl,zz) = § E Xjk z{ z; (2.2.26)

en 3 n D, - Lla expresién (3.3.26) es de hecho vdlida en to
do conjunto acotado de ¢ 2 ya que tanto M como N mon finitoa pe
To arbitrariou . ) ' ‘
Como q(zl.zz) o3 una funcidén entera en ¢ 2' es £icil dedu-
cir por continuacién analiticn_ [cortan 63] que (3.3.26) y por

tanto




s 3 %
£lzy,2,) = exp[zz xjk z3 :'.z] (3.3.27)

J=v mn
es vA&lido en todo ¢ 2.

Falta solemente demostrar que el grado del polinomio a(zl,
z,_,) es € como médxixo ;3 ez decir , que Tjk' 0 siempre que J <«
+ kx> @ . Suponiendo que este no es el cage ¥y tomando 2z, = z, =
= R {(real) ae concluye fécilmente que el grado ‘de crecimiento de
:'(zl,zz) seria moyor aue € en contradiccién con 1la hipdtesis
hecha ; asf que ”(fjkr-o para j+«kx > € ¥ la prueba esti termina-
da o
4ii,— Utilizarecmos akora la veruién restringida del tcoroma de
Hadamard para ensontrar la forma de J(Z). BEn efecto , J(E) satig
face todas las condiciones el teorema con un orden de crecimien

to igual a dos , asfi que la podemosn escribir como

= 3 I
J(E) = ex ZyoeeosceD -
exp ey dyeeecdy 1 n
* 3ar3)
. ey sy . Tj (3-3.28)
=t
Ahoro
- 3, da B
J(iF) = exp{_- 'j,g_“:_:. “31"-"% Yyeeeves¥p +
[ & FOD T 31
. o
v 3o ey, - X} (3.3.29)
4=
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¥ tawbién de la definicién de J ,

J(1F) = j WT(a) exp(- &2/2 - 19-a) ad
e

lo que quiere decir que la tranaformada de Fourier de .xp(-ﬁ;2)
W™(§) es una Gaussiana multidimensioenal ¥ , por tanto , ¥ (J)
también lo es, Para completar la demostracién es necesario pro-
bar que toda Gaussiona es solucién de la ecuacién de Schridine
ger 3 en 1la seccién 3.5 mostramos que este es el caso ¥ que ol
potencinl involucrado debe ser cuadrftico § esto dltimo implica
qQue la ecuacién de von Neumann se reduce & la ecuacién de Liocu-
ville ¥y que la no nazatividud de 1la funcidén de Vigner s.‘ conmar
va.

La propiedad que aca de 4

trar para la funcién de
Wwigner también puaede sor enunciada de la siguiente manera sz
d®.- Unicamente loo estados coherentes v[ﬂluu‘ber 63] tienen fun-
cién de Wipgner no negantiva.

La equivalencia de los anunciaqos d ¥ 4d* =e debe a que el
conjunto de estadoa coherentes y el conjunto de funciones de 1lm
forma (3.3.3) estén relacionndos por una transformacién candni- -
ca [Guichardet 72] .

£ste segundo enunciado pone de manifiesto la importancia
del conjunto de funciones con funcidn de Wigner no negatsiva , ya

que los estados ccherentes goneran el espacioc de Hilbert simétri
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co (o0 ecpacis de Folk! correspondiente y ademils , son fundiinen—
tales en &Spticn cuintiza.

Termiraxos eata seccidn recalcando que no"oa conocido ningun
teooroza gque establezca cuando 18 funcidn de Wigner do una mez=cla
s no negntiva.

3.4 La_evolusidn temporal de 1la funcién de Wiener.

Iaxda la definicién de la funcién de Wigrer es claro que 1la &
curcién gque rige fu ovolucidn en el tiempo es 1la transformada de

Weyl inversa de la ecuncidn de von Neumann

?t?- - - f"l’_*‘h &1 (3.4.1)

que €3 la que rire la evolucidntamporal de la matric de densidad
Usando (3.2.4c) ce tiene [toyal 49al =

?L%’t;hﬂ = :‘T[_scﬂ%(f;:ai‘—)l Hu(?4) F(?,3,¢) (3.4.2)

donde !(w(i.ﬁ) es la transformada inversa de “eyl del operador Ha
miltoniano H y la notazidn ea la definida ea (3.2.5).

La ecuacidn de evolucidn (3.4.2) fué deducidu de una manera
diferente por Noyal ( [492] secciones 6 ¥ 7 ) . Expondremos 108
principales momentos de dicha deducciédn para establecer algunas
relaciones que nosd serdn ftiles mds ndelante . La relaciédn fune

damental entre F(B,R,t) ¥ 7(5,H,0) es
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F(F,T,t) -f j K(Br8|Bgrfgit) P(Byedye0) db, &7,  (3.4.3)
®" R

donde K(;‘:,ﬁlio.ﬁagt) Juega el papel de una distribucién condicio

nal . Mds adolante mostraremos qus el ndcleo K(D.Ql‘ﬁo.’go;t) as

en realidad una gseudo-distribuciédn ya que en general puacde ser

no negativo. De (3.4.3) es posible demostrar [_uoynl 4Ga y 49b ;

Pawula 65 , 67a y 57bJ que P(D,J,t) satisface la ecuacidn de e=

volucién siguiente @

.af;;(:;é)-_- v.%:;'ki)i -to L-)"—‘-T -%:);i (;:(?)a)vz]
[f 55 G ] Lématon Faan] 3033

donde ( V) designa el conjunto de los Y 'a y (A) el de las A‘'s
¥ los coeficientes o (V). (a )(ﬁ.ﬁ) son los momentos “deriva -

dos” dados por =

%en,®0) = Bp L T - @Y {f Ln-on]
_""L"I“"_F_LL)_ AR A% " (3.4.6)

El ndcleo K(7, , ili,n:t) estf dado como




T2
. las funciones F y K sean verdoderas distribuciones de probdabilie
o e - = = = R VA - - 3
KA, 8179762 = S(A-F)5(%-3) + ‘Z“ freveryt S i ‘5("\‘€\'\u5-) .- dud. Eoto es importante ya que en el ceso que nos interesa no lo
[ o [LY
son en general .
veee S(RW,E,17.8) AR, A, - --- AR AK, (3.4.7) En la seccién 3.3 demostramos que en el caso de €stAd0s pu—
ros sélo laa funciones de onda Gaussianas tienen funciones de
con Wigner no negativaos. Cabe entonces hocerpe la pregunta jqué su—
e . - - - S - . cede con el caridcter (negatividad o no negatividad) de la fun -
SGE,E1%A) = A [ TH (Fres, 3-39)-HoG-12.8+40)
at }R" cién Qe Wigner cunndo evoluciona en el tiempo de acuerdo a.la g
41({_;% {&-te-m)+ V- (i—i 13 3 AW AV (3.4.8) cunciédn (3.3.2)7 Esta pregunta puede parecer trivial , pero no
lo es como lo ru~stra el que Moyal en asu conocido articulo de
Zn principio los coeficientes X (v) ()_)(T).ﬁ) pueden ob— R
. 1948 [Moyal 49u] hays dado una respuesta incorrecta . Moyal pen
tonerne @e¢ las ecuaciones (3.4.6) o (3.4.8): 2in ombargo, on la .
saba (seoccidn 15 de [Moyal 49a] ) que ‘para que 1a formulacién Qe
préztica es muy ditfcil de racer. Fodemos saber cémo son, gro — N
l1a mecdnica cudntica en ¢l enpacio de fases fuera consistente ae
cins o la otra deiduccifn de la ecuncidén de evolucidn ; comparan

berfa de ser posible demostrar gue la no negutividad de 1la fun-
do (3.4.5) con (3.4.2) se encuentra que
. cién de Wigner se conserva cuando evolucionn en el tiempo segin
hal .
o‘(v).(?.)(-ﬁ'a) =0 i 2 (Va" A,4) es par (2.4.9a) la ecuacién (3.4.2). El did una “demostracién” de e3ta propiedad
=t k >

para sistemas aislados con al menom una coordenada ciclica y en

- 2 e \ a v un estado puroi usu "demostracién” es incorrectna como mostramos o
. TP NS DL RN LI P NN N, . .
HKevy, 2y (%,3)= v (1_\-)‘ I{_ (a('r).) ;T,‘: (3‘!).) “(“3(';1)9b) continuacién [Soto y Claverie 82bv] :
ai é ( A+ V.)) es‘ impar Su argunento es ¢l siguiente : Tonemoo un sistema aisladaque
= 3 3
Jzu

tiene 4l menos una coordengdas ciclica © ¥y que esté en un estado
En todo lo anterior no se ha supuegto en ningdn momento que

puro., Entonces

a) Efectuamos una transformacidn canénica del sistema de coorde—
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nadas orisinal (pi.q() nl sistema (g,G,Pi,Qi) donde g es3 el mo-—
mento conjuzgundo de & y Pi':1 son los otros momentos y coordena=-

das transformados. EL nueve ilamiltoniane H(B.G.Pi.ﬂi) es tal que

2
2

b5

-0 v 2.1 _ constante=w  (3.4.10)

©

28
b) escribimos la ccuucaidn de evolucidn (3.4.2) en el sintemn (&,
°-P1.Qi)-

Siencdo W una conotante la ecuacidn de evolucidn puede ser escri

ta
3F(a.0,F,0:) 2F (9,6, T, 2 - 2
TS o 56 + 2 [2en z(f{l;q)]
H{s.®, Py, Q) F(2.:6,8:,Qi,t)T0 (3.4.11)

c) En lc ecuacién anterior laz variubles t y 6 pueden separarse

de las otras mediante la gsustitucidn

F(2.8,P3,2,t) = Pi(5,t) P lasFy,y) (3.4.122)

o
que nos da el =ifuicente rar de eocuaciones

N ar,(e,%) 2 Fy(0,4)
F.(o. %) FE3 +w ) = 24 (3.4.13a)
1(8.

1 P ¥ a
m [sen —2-(,—5 .}5 )} H(B.G.Pi.Q‘) Pr(g'Pi'QL) = IM
{3.4.13v)
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donde g es una constante de separacién .
Q) .terolviendo la acuucién (3.4.13a) se cncuentra la dependencia
temporal
exp [1 ptr + 2] (3.4.14)
Compurundo es=ta denendencia temporal con el desarrollo de la
funcién de Wigner en términos de funciones propias de la encrgia

{exprecién 8.1 de [Moyal 493] ) se obtiene que

i€i-Eu -2
Flow. 20,0 = & ay Felen,q) e (B35 ) (e 2) (3e4.140)

donde los ai son los coeficcientes del desarrcllo de la funcién
de onda en cuestién en términos de las funciones vropias. “G(ﬁ)
de la energfa y las funcionen Pdk(ﬁ,ﬁ) estédn definidas como (exe—

presién 4.11 de [Moyn.l 49&] )
R (3 = = [ WP (Tei®) exe(d7-9) Wali-49) d¥
®* .

De (3.4.14b) NMoynl concluye que ai F PO puara toda @ al tiem=
po t=0 , entonces debe ser no negativa para todo tiempo t> O.

Su "demostracién™ es incorrecta debido & tres errorec s
l.— El primero y més grave lo comete en el puso b) donde fMoyal
esccribe la ecuncién de evolucién (3.4.2) en el oistema tranafor
mado (5'°'P1'°1) s lo cual equivale a suponer que la trunsforrgz
cién de Weyl es covariante respecto o las transformaciones cand

nicas del euspacio de fases. Euta propiedad no se eatisface como

=
i et e it
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montré por primeru ve: van idove [51] , asl que lu ecuucidn de o-—
volucién (3.3.2) s8lo es valida en términos de coordenudas carty
sianas (curiosmmente Moyal lo hace notar en la seccidn 6 , pélgi=
na 105 , de su zartificulo [.\!oyu 490] ). Uno puede convencerse fd-
cilmente de esto considerando un eJemple : el mis sencillo que -
se ocurre es el de un cacilador bidimensionsl tratado primera -

mente en coordenadas cartesinnaa ¥ luero en coordennsdaa polares.
2,= Atn cuando la tranaformacién de Weyl fuern covariante el ar—
£funento de Moyal geria incorrecto debido a que el paso b) contie
Nne Otro error. I este N2So me constidera a1 W como una constante

irdependiente de las coordanzdas y momentos , ¥ esto no es cier-—
to en general o Dgade lue:so que «co una constiante de movimiento,

Pero esto no sismifica Aque gen una constunte en relacién a 1lna

otras varinbles de¢l sistema : por ejemplo , e€en el prodlema de Ke

Pler , cuyo H.miltoniano «n variubles de Zngulo-accidn es

BTy 0 T,095) = - ——2X2 (3.4.15)
2(3 +35+75)
tenemoy
ERCAE J 0} 0
12 3 m Y
w. = = (3.4.286)
3 X G 3w 0

que son funciones de las varinbles de aceién. Por lo tanto , en

senercl , ol operador (2.7) sen [[(8/2)(%/23 , %0 )] » do la acun—
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eidén (3.4.2), generurd derivadas no nules de w = 9 H/ 3¢ vy ai
cnas derivadoo estdn ausentes en (3.4.11).

Solaminte para sistemas lineales W serd una constante inde
pendiente de las variables del sistema ;3 en ese caso la ecuacién
de evolucidn de 1z funcidédn de Wignor se reduce formalmente u la
ecuacién de Liouville , que preserva el cardcter no negotivo.
3.=— El tercer error se eacuentra en el pano d). Zn efecto , para

que la conclusidén ahi obtenida sea vdlida es necesario q\‘au

= n = u% (3.4.17)
varie en 2% cuando © recorre su sama de valores ¥ e‘até no lo gz
rantiza de ninguna manero el que @ sea una coordenada cfcliea ,
as{ como tampoco el que mes una viriable de Angulo.

Concluimos entonces que gqueda abierta la pregu:ta acerca de
si la evoluciédn , dauada por (3.4.2), conserva o no el caridcter no
negativo de 1o funcibdn de Wigner. En la seccién siguiente damos
una respuesta negntiva para el cnso'de eatados purhds y écntontn-

mos parciaolemente en el caso general.

3.5 La _evolucidédn temporal de la funcidén de Wismer para un enta-—
do puro.

Demostraremos ahora que colamente los cistemos lineales tio-

nen la propiedad de que si al tiempo inicial (que tomamos como
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Seors ) estda e oun ealo.dd pusr cuva fuacidn de W

e es no neg:z
tiva , entonceu dichu funcidn gerd ne necativa para todo tienmpo
[Seto ¥ Claverie 82b] . Debido a la propiedad & de 1ln seceidn
3.3 (pfgina 2.5) , podemon enunciar estn proposicién de la mane
ra egquivnlente usiguiente : i tenemno.s un sistema no lineal cuya

funcién de onda al tiempo t=0 entd dada como

¥ (3,0 = exn -

nH

{a'a g « 25.5 e]3 (3.5.1)

donde /A e3 una matriz compleja tal que |Re A}l >0 , ® ua vee~
tor complejo arbiirario y ¢ una conatante de normalizacidn; en-—
tonces para todo tiempe t>0 {(con la posible excepcidn de un con
Junto diccreto de tienpos) la funcidén de Wigner tomard valores
nesativos,

Fara decoatrar asto recoriamos que para que la funcién de
Wigner sen no negativa o todo tiemro t» 0 , la funcién de onda

debe mer de 1la forma

Wiae) = exn { - F[a A + 2BCe)T - c(t)}& (3.5.2)

con JA (t) , B(t) ¥ c{t) funciones complejas del tiempo y : IRe
A(t)l>a para todo t> 0.

Terendos gue enconirar pars que siztemas la solucidédn de lo e—
cunzién de dehr¥dinger , con la condicidn intcial (3.5.1), tiene

la forma (3.5.2). Para ello sustituimos (3.5.2) en la ecuacién

T3

de lchréddinger con un potencinl V({) a ido ¥y

tramou

{ze utiliza 1la convencién de Einstein para la suma)

AW R Am]_‘j @)+ [ awiw-aatw] G: «

[Eve-Erram-dnzu]l= v (3.5.3a)
con condiciones iniciales
/A(0) = , B(0) = ¥y - e(0) = e (3.5.30)

Como les potencias de las ('i)i's son linealmente independien
tes esta ecunmcidén puede ser satiusfecha a todo tiempo si k4 aélo
st V(@) = Ky (R)y (D) « €. (q); + ¥ § es decir , s5i el sine-
temn e¢s lineal tal y como querfiamos demostrar.

Buste recultado puede conaidernx:aa como la generalizacién de
una propiednd damostrada mediante métodos muy diferentes por Gug
chardet (ver el lema 2.1 , seccidédn 2.2 de LGuichf\rd.t 7221) para
estados coherentes. La generalizacidn lograda aquf consiste en
quo la dispersién de la funcién de onda Gausgiana puede depender
del tiempo , mientraos que en el trabajo de Suichardet dichu Adin-
peraidn es una conntante (para detnlles vc‘:r LSnto ¥ Claverie ,
82v] ).

3.6 Lo _funcién de freen de 12 ecunciéa de evolucidn,

Notemos primeramente que la funcidédn de Green de la ecuacién
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T 1t) de la cecuusifn intezrnldl (3.

ne es sind el nicleo ;~.‘;[r°.‘.‘°

3). Dexostraresos que K(H,d l!‘xo.?io:t) no es en general una verda—
dera distribucidén de probadbilidud ; es decir , que puede tomar
valores nerctivoa . “"4s en concreto mostraremos que para todo
sistemu no lineal y tods tiemno > 0 , K('i:.ﬁlﬁo,ao;t) tomn valo—
ras negativos. =fectuiremos dicha demostracidédn por reduccidn al
absurdo , 0 sea que supondremos que el nicleo K es unn verdadera
distridbucidn de probedilidad y llegaremos a una contradiceidn 3
estu contradiccidn serd obitenids utilizando un teoremn derivudo
por Pawuli (b5 , 67a ¥ 67b] parn un proceso estocdatico general:
rasamos por tanto & ewtudinr cl planteamiento de Pawula.,

FPawwlas [B5 , 67a ¥ 67v] ha derivado eccuaciones generalizadas
de Pokker-Plancx par2 la denzidud de probabilidad condicional de
un proceso eatoc::: ico arbitrario y ha encontrando las condicio-—
T1es que ge debent cuuplir para que dichas ecuncioned scan do or—
den fixnito; considera un proceao estociatico Y(t) de M dimensigo
nes y llama p(F,t|¥,T) a su densidad de probabilidad , condicio=—
nada por un conjunto arbvitrarie (Y,T) de k valores ¥ con =ua k
tiezpos de ocurrencia denotudoa por T , es decir , Y signifiea
i?(tl)....,.‘-{(tk)s ¥ T ecutd dado como {tyse.est, . A continua
cidn muestra gue =i td T la funcidn de denzidnd de probabilidad

de trn:naicién satigface la asiguiente ecuacidn goneranlizada ae

ESTA TESIS N8 DBEBE

(3.4.2)(0 de su ejuivileate (3.4.5) con los con!‘iciunt“ﬁl‘ﬁd SBE LA 855:_:%?1&50)( s : rLa'R‘ ;\;

.

2 rearm= = [ el (&) ]

& nvo

LA, i B L-:,uz;-r)] (3.6.1)

donde y‘ es la i-~csima componente del vector ¥ y

AR
Acrnn= 20 37 €[ {muesv-ww]® g, 1,7] 3052

son 105 momentos condicionales derivados . El 1fmite en (3.6.2)
puede sver tomado por la derecha o por la izquierda, dandc en un
caso un coeficicnte AY ¥ en el otro uno A . Para un proceso de
Markov al tomar el 1fmite por la derocha obtenemos la ecuacidén
de Fokker-Flanck (o ecuacién hacia adelante) y al tomarlo por
ln izquierda obtcecnemos la ecuacidén de Fokker—Plax{ck del proceso
invertido en el tiempo (ver el capftulo 13 de [Neluon 66bB) ) ;
convicne insistir en que al tomar el limite por la izquierda no
se obticne la ecuacién de Kolmogorov (o ecuacién hucia atrsds) ,
.¥ya qQue eata tienc los mismos coeficientes que la ecuacidén de
Pokker-Planck (salvo ol signo Qel cocficiente de arrustre),pe-
ro oe eancuentran antes de las derivaciones (ve~ por ejemplo el
capftulo 2 de [Armnold 74] ). Zn lo sucesive consideraremos dni-

camente loo coeficicntes A” ¥y omitiremos el superindice <.

e ESTA fEsts, K DERE

SN

FETEGA
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El teorewu de Taaula estinlsze 1ne condiciones M do 10 cute=

leo 1 ecunzidn (3.6.1F e3 do orden finito en Inn variubles ¥y 3

antes de enunsiarlo definimos low momenton derivados unidimensig

nales cozo Ugi) 2 Ao.o..--,ni.o.---.o (i=1,2,...,M) , es decir,

2w . i
vt e Jn A e{wwso-nuol™ e e v, STz (3.6.3)
- “
donde t € TLilc T ¥y tiilc Y. Ea fi¢il ver quae
(2)_ o -
Uni == [Ao.o.....ni.o....,o lyi’tLY[il- T[11] (3.6.4)
dande E [ » 1ot ‘.’“_1. Ttil] e3 el valor medio respecto & lus
varizbles yd (J#i) ¥ respecto a todas las variables Y(ti) del
sonjunte Y , exceptuuando adquellas que pertenecen al subconjunto
‘.’Li] « Podemos enunziar anora el
Teorema de Pavula.- 5i cada uno do los momentos derivados n
nidimensionales Uii) es finito ¥y se anula para algin ng par , en
ES

tonces
A = O n probabilidad 1 3.6.
e ones Ty (co ° i ) ¢ s5)

"
o njun E
para todo conjunto {ni's +al que ?;. n, > 3.

Este teoreaa nes dice que la ecuacidn generalizada de Fokw
ker-Flenck es de orden doo o de orden infinito . Una ecuacidn

del tipo (3.6.1) de orden finito mayor que 2 tendrd siempre u-
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nu olucidn que tomn vulores negutivon (purw unu dincunién de e
te problema ver [tisken y Vollmer 79] ).

El teorema de Pawula fué enunciado aquf parew los momentos ag
rivados 3 sin embargo , un breve andlisis de su demostracién (le
@u 1 de la seccién III de [Pawula 57&] ) nos permite ver que t;xa
bidén es vdlido para momentos ordinarios.

Supongamos ohora que el nicleo K de 1la ecuacidén (3.4.3) eas u
na densidad de probabilidad (o sea que satisface les condiciones ‘_
de una densidad de probabilidad). Con esta hipétesis la ecuuciédan -

de Noyal (3.4.5) es un caso particular de la ecuacién de Pawula

Y podemos uplicar el teorema § usando (3.4.9a) en (3.6.4) se ob=
tiene triviulmente

(®),  (a),
Yom = = Uom

= O para toda 1 y m=1,2,.e. {3.6.6)
es decir , todos los momentos derivados unidimensionales pares
son nulos. De (3.4.9b) y (3.6.4) ne ve tumbién que 108 momentosn
derivados unidimensionnles impares ne son , en general , nuloo ,
¥ podemos suponer que para todo simtema fimico real son todos i
nitos.
Como las condiciones del teorema de Puwula se patisfacen con
- B
5 e ot B = 1 P S A\ 4 =
cluimon da (3.6.5) que (v)'(l)(l’-ﬁ) o s E [ 1} F
3. Examinando unn vez més las ecuaciones (3.4.9) vemos que esto

63 cierto dnicamente pora siantomas lineasles . Auf tenezos una
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contradiseidn #n o1 -urs de siute

25 o lineulas 3 la Gnien solu
c1dn & enta contradliceidn s nue la hipdtesis que hemos necho u-
cerca dao K cea falra , o en otras palabras , que K no sea una
distribucién ce probabilidad . Tenemoa doz alternativas :
a) ﬁ(ﬁ.alﬁg.ao:t) mo eos norunlinable.

v) }:(P.’-&ﬂ’o.ﬁ'o:t) toma valores negativos.

La pricera slternnativa debe ser rechazada porque implica que
nalgunos de loas momentos derivados D(( v.¢ ;_)(ﬁ.?x) serfan infi-
nitos y es raronzble cunoner que este no es »1l Caso para Biste -
mas fisicos Tinitos ;3 no3 Aueds por thnte 36lo 1la sesunds alter—
naciva , © sea , que¢ K Ttona vidores negativou.

Z3 pertinente hacer viring acluraciones [Soto ¥ Claverie B2b]
l.—~ Zutrictimente hatlundo la conclusidn obtenida es vdilida Gni-

camente r2rc tiw

nos prauefiou , ¥4 que ha sido deducida cde una
proriednd de los momentos derivadoz que estdn definidos cuando
t —*0 ,

Ze= I resultadc es vilido tarnto para e¢stados pures como pérn
menelos,

3.- El que K tome valores negutivos no nos permite concluir que
1la furcidén de “igner lo haga tumbién o En efecto , ai exuminamos
la ecuacién (3.4.3) vemos que en el chlewlo de ¥(5,3,t)a partir

dé K eutd involucrada una intecral y adn no sabewos oi al efec-—

tuar la intezracién se vaAn o obtener wvalorea nogutivos.
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4o~ Ledido @ que la ecuucibn (3.4.5) estd escrita para la fun-—
cién de Wigmer podria pensarse fque la conclusidn que zucamca reg
pecto al nidcleo K es vilida también puara ella, Esto no es clerto
¥a que 5810 se conocen los momentos de 18 seudo=—dAdistribucién K
(ver la ecuscidn (3.4.6)) y no ha sido posible calcular e partir

de ellosn los de la funcién VY.
3.7 Le funcién modificndn de Wirmer.

En las secciones anteriores hemos demostrado que la funcidn
de wigner no puede ser considerada como una distribucién de pro-
babilidad ya que toma valo;as negativos; oin embargo , es utili-
zada con éxito en varios campos de la rfisica jugando el pmpel de
una verdadera diatribucién de probabilidad; la Justificazién fi-
3ica Qe esta utilizncién se basa en la suposicién de que la fun-=

cién seré& no negutiva si se usa de manera que no se violen las

desisualdades de lleiscenberg . ori , Oppenheim y Roso L62] conje
turaron que si la funcidn de “wigner me integra sobre regionen
del espacio de fases del orden de f\3n s entonces se obtendrd una

funcién no negativa , es decir , que ni definimos P;(B,j) como

-9 %
¥i(B,a) = f F(pT,a*) ap* dar (3.7-1)
-2 4-%

e tendrd siempre Fx(fb.f\) $0. Efectuar la integracidn iandicada

en (3.7.1) os equivalente a "suavizar"” la funcidén de Vignor en
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cada punto efectusndo U ccnvoelucidn con una densiduad quoe ea
— s ot U e |
conatunte (e iguul a A 22340 ua hipercubo de ludo 4 centrado en W(a) = CGzurHas)” _L .r‘ f ¥ (3 £T) ‘19[,‘ ]
R* R
el punto ¥y cero fuera cde 81,
Alpuncs autores hon propuesto una zodificacidn menos fuerte " = = - - - S
exe[- o0 1B wiite 47 ) A5 Ay AR (3.7.4)
{Curtwrizht 76 y Yoshihuku 77] . En lugar de tomar la convolu— al 4 ,

cién con la funcidén indicadora del nipercubo centrado en ¢l pun-— La iwtesrncién de las varinbles B* se ofectda fdcilmente y se op

to , toman la convolucidn con una fauzsiana "adecuada” (mds ade=—

ticne
o2 cunles ron parimatros) tumbidén centrada . -, .
= -2 B2 _a¥-ar)
baje sicrvas condiciones esta funcidén modificadn de W)= ((F hA)'“ .f .{ ¥ (1 3T) "‘?r_" g l
Zigner (&40 en lo que rigfue) tiene todas las propiedandea de unn _
distriducién &2 probabilidad . Tucutro objetivo en la prasonte .
i exe [— "E' 1 Wi~ 4T ) 47 AT (2.7.5)

predicciones de esta funcidédn con los reo—

. " . mye A ema - - -
sultadss sulaticos y con el experimento. Las propiedades de esta PMY non (para detalles ver [lart -
Definimos la

WP, 3% 1la a da ia ¢ -
($,3) como {omitimoso la dependencia tempo wright 76 y Yoshihuku 7_,] ) s

=) . i.- Estf normalizada en ol eopacio de fases.
W{Bsq) = ! P(B',5°) G(P'=D.K'-0) AP’ axe (3.7.2) ii.~ En el l4imite A0 , £ O se reduce A& la funcién de Wig-—
R w" nor.
donde
iii.- 53 &5 > A ea no negativa , es decir , una aistribucién
2 2
a(8,3) = S e_‘p[_ (K TR T Tl ] (3.7.3) . de probabilidad.
{(Tas) o . 3

iVe~ Si £(D,3) eo una funciédn urbitroeria de B y 4 , ¥y se defina

¥y A ,§ son los pardmetros que doterxinan el 2nzho de la Gaus-—

siana . Para un estado purs con funcidn de estado ¥ tenemosn la <t(p'q’)> = [-R'(' jt(p'q) w($,4) dp af (3'7',6)
- m”

sigsuiente expresidén explicita
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entonsea es uvecir , .
gy = <3y, (3.7.72) -aSRe
= L «T.7
e <fewr>=Ssny = >
2 22 a2 ' (® 8) Q@
8%y = <UD, + B (3.7.70)
) Dagta nhora tomar f({) = § ¥y £(f§) = |t’\|2 para obtener (3.,7.7a)
<P > = LF >anm (3.7.7¢) ¥ (3.7.7b) respectivamcnte .
a 2 o=
P p2 > =< §|2 >°‘ . nzﬁ (3.7.7a) v 2n una dimensién se tiene
1.2 3.8 <> & T ie k) ot < BV (3-7.11)
<WE> = < (3P - BT2> (3.7.7e) e (:.1) raeg)a™ < QY =71

s 2 - donde [N/2] a ta la pa: ntera dae N, Ex: -
donde 3 y P son los operadoresn cudnticos usuales de posicién e [ / J ene parte enter . /2. iste una "?’8““ -

impulso, ¥ niloga para el impulso p.
R .
Demostracién.—~ Partiendo de 1la versién en una dimensién de

. {a(Z.P) >G-‘ = Y12(LPI WD (3.7.8) la ecuacién (3.7.10) y de que
Demoatrucibdn.— Demostraremos Gnicamente (3.7.7a) ¥y (3.7.7b) J [T
“ e - 3 TR 10 7Y
¥ enp [ (V-8 | 4q = LAWY .
¥u que las otras expresiones ge demuestran de la mizma amanera , r € L ar l 3 & :,z'. (“) a'y F("'*) (3.7.22)

pero utilizanco la rerresenincidn de impulsos de la ecuacién (3.

bti inmedi. e Te11
7.5). Comsideramos unua funciédn £(7) , sustituimos (3.7.5) en (3. se © ene inmediatamente (3.7.11).

- ~ La® versién para el impulso p se demuentra utilizando 1a reprenen
7.5), usamos que B -

R

R

tacidn en ¢l espacio de impulsoa de 1las ecuaciones (3.7.5) y (3.
J ap = 5 (T (3.7.9) 7.10).

Annlizaremos anhora las predicciones de 1a PMW para el oscila

¥ efectunnos la inte ruacidn unobre T para obtener }
dor arménico , para el oscilador anarménico y para el &tomo de

R0 A - o : .
CERIS = (ﬁ:‘A)‘ j j‘yo(‘,) G) Y@ -_7?[_;.“:1 _1‘3"5' (3.7.20) hidrégeno [Soto. y Claverie 81}
r R T.~ El osciludor arménico.
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Lstudiarenos Gaisasonte el cino unidimensionul (seccidn 3 de

[Sote ¥ Zlaverie 511 ). 17 tuncidan de Yigner es conocidu para
los estados propios del Hamiltoniano [m\rt].att y Moyual 491 ¥ 1la
P¥W puede ner calculada pura encs mismos estados. La funcién de

Wignesr P(N)(p,q) del “T—esi.no estado propio es

K4
P (p,q) = B axp (g% H) Llgh- W (3.7.13)

donde H oz el Tamiltiniano ¥y L:‘,(x) son los polinomios de Lnguer—
re. Sustituyendo la e¢xpresidén explfcita.do looc polinomios de La~
guerre y del Humiltoniano en (3.7.13) , usando el desarrollo del
binomio de Hewton para expresar las potencias de H , sustituyen—
do o que resulth en {3.7.2) y ofectuindo la integracidn respec-
to a 1lns vuricbles p* y q* encontranos

a

W-(h‘)‘--ﬂ '—B O-'RQL":_:-%:'} i i i i e

wE s im0 1w0 jzo SV

(I (2D (335%) s a) phe 2 gl (o=

e sy

A:l (3.7.24)

donde

A= 3 + mwh (3.7.15a)

(3.7.15%8)

t
£'4 [:) - —ﬁ:!r;_!ﬂ son los coeficientes binomiales . Usando

(3.7.14) podemosa , al menos en principioc , calcular el valor es-

perudo de cualquier funcién de p ¥ q ;3 3in emdargo , como A3tG=

mos interesados principalmente en la energfa (pare co:ap.ﬁr con

los resultados experimentaleas) las ecuaciones (3.7.7) nos bastan

Se tiene
CE> = (i ~ L mwi e Do <D fmuwtiat>

¥ de (3.7.70) ¥ (3.7.74)

. 2
CE> = (B~ B2 A2 (3.7.16)

Asf que la diferencia entre la ehergla predicha por la fun =
cién de vigner y la predicha por la FIW es una constonte. En tan
40 que nuestro interés estd cantrado en las propiedades de trane
sicién es satisfactorio recobrar los valores correctos para lag
diferencias entre los niveles de energfa. 5in embargo , existen
un cierto nimero de predicciones que involucrun a la energfu del
punto cero del oscilador , y desde luego , esta teorfa ins pre-—
dicirfa de manera incorrecta.

Es posible calcular también la dispersién en la energia , po .
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ro el cliculo ou awn sindgoe liesn y lou resulti.dos roco interu—

1e3 ¥ por <llo no los3 reproducimos ajui.

II.=- El oscilader anarménico.
Consideramors oLora un oncilndor anarménico con potencisl per

turbusdor V(q) = agq"' (ver la seccién 4 de [toto y CGlaverie F.l])

La PiW no puede s2r calculada explf{citamente ; oin embargo , la

energfa media pusde ser facilmente encontrada usando la exprea-—

sién (3.7.11) : ce ti

<z> =5 + Tawh® . xd D> (3.7.17)
¥ con (3.7.70) , (3.7.7d) ¥y (3.7.11) para N=3

CE> = S CB >+ Lmwr CA N, += <& Dn

z Qe
s> wr (3.7.18)
3 ad<@ou r B e 2T A

entoncesn

* o ow 2 2 3 2
KE> = LB, ~ A« 2 8% 2 8%« LA, (3.7.19)

=
51i una transicién se lleva a cabo de un estudo N a otro N*

la diferencia entre laus erersins ectd dada por
+2aar (<o),

V,Qen T

<€>,, "~ <E>, = CE o™ L€, <5>“'°_) (3.7.20)

Por tants , difiere de 1lo prediccidn cuintica en la cantidnad
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Ex2 o ATeA> L - €A ) (3.7.21)

El valor esperado cudntico de Q pucde ser calculado con la teow

ria de perturbacicones y ¢l resultado a primer orden en & es
- 3 X
<Q>N.QM T - :u—é' « (N +3) (3'1'22),

Suntituyendo esta dltima ecuacién en (3.7.21) encontramos

€- 3 a? a®n - w0 €3.7.23)
@ .

Vemos que para las enerzias de transicién las predicciones de la
FN¥ difieren de laa cudnticas. NStese que la primera correccidén
(3.7.23) ea de orden a2 y no de ordenol

IIX.~ El dtomo de hidrégenoc. ’

Como en el caso del oscilador anarménico , 1la PE¥ (al igual
que la funcidén de Wigner) no puede ser cal.culmlt_i expli{citamente;
sin embargo , la enerrf{a media involucra dos integraciones adi-
cionales que permiteon encontrarla (seccidn $ de [Soto ¥ Claveorie

81.] ). EL valor casperado de 1la energfa ¢s
<E> = 2—} <'x‘iz> - o? <% > (3.7.24)

donde m y e son la masa y carga del oleo‘tan. El valor de <p2>
¥a 1o hemos calculado (expresién (3.7.7d)): nos falta el valor

dc <1/r)>. Pare encontrarlo sustituimos (3.7.5) en (3.7.6) con




Bl
tu

con £{F,A) = 181™F ¥ obte emos

<t> =gy [ %) ene(-£E)

“l x! -3 ‘1
worref) snel- r:-_r-ulul e _i)d? 4% A% A% (3.7.25)

La integracién sobre P do

Joo (- 2E) - md s e (3.7.26)
? .

¥ la intesTacidn cobre ‘E’ reduce el cilculo del wvaler medio &
- .
" ) J J L.y exel-17 P /A"! e .
<FE>NEar x» m’\r"(r) r Yoo drae (3.7.27)

La integracidn sobre T es coaplicadn y 1a efoctuancs en el apén-

dice A ; el resultudo as

LE> = j w7 (&) ﬁ%’&l w(F*) AT (3.7.28)
m’

donde erf(x) es la funcidén error [Abrﬁzowitz ¥ litegun 65] -

Auf tenemos

iy (2 erf(§)>on (3.7.29)
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¥ el valor promedio de la eneryfa es

= = s* 2
<E> = CED, ¢§ 2 . e <§ erfe(!‘/g)>°“ €3.7.30)

m
donde erfc(x) es la funcién error compleasntaria
erfo(x) = 1 - erf(x) ’ €3.7.31)

Eatudiaremos ahora en detalls ¢l estado base. La funcidn de-

ondn del estado base eg
-3/2
- a
Y (F) = = exp (- 'E ) (3.7.32)

donde a = ﬁz/moz es el radio de Bohr. La intesracién en (3.7.

28) puede efectuarse (ver apéndice B) y noa da

CE> = ZA v 0-28)ene (&) epe() €3.7.33)

que sustituida en (3.7.30) lleva a

<%= (€3 qn = =~ (- 22) exe (L) erre(£)

a™ o
- 2 £ 2 3 (3.7.34a)
a ot A« “ ;%-

Para simplificar esacribimos esota expresién en unidades atémicas

(=l , a=1 , e=1 , h=l)

<E>, - <E>o,c-\ = &, (a,F) =t~ (1-2a%) "“- acgc (8)

- a2 (3.7.340)
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Merenos

ntrar el minimo de éo(A.S )} como funcidn de A
¥ § o con lu reatriccidn A S 2 1 (que gurantizn que 1u ¥MV eun
£o negativa). Tomo A ¥y $ son positivos , es claro que (3.7.34b)
serd ainimo para A § =1 ¥y podemos escribir la funcidén éo como
funzidn de A solusente =

(lf'— A+ =!'_ "&'i (3.7.35)

Z1 comportamiento de esta funcidn es el sifuiente =

€, (6)= t- (1-24%) e.Atc.fec (a) —

A.= Para A -0 , eo(A) —r 0 ya que erfc{(A ) —®1 cucando H —#0 .
be— Para & —® o0 , tenernca el deanrrollo asintdtico JAbrumowitz y

Stegun 551

~ A A (zm-\) -2
ergc(a) ",/FP [m ﬁ'. ey e e ror (8 )] (3.7.36)
donde (2m=1)!1=2-3-5:7 ...{2m~1)3 uuntituyondo en (3.7.35) tena-—
zos
’ " {am=-i) 8] ~28-1
€.Ca) ™ 1 (i-z8%) & & [»+ZL— ey +o(&™ )]
3 L
* I x (3.7.37)
ntonces
- 2 A L 2 L R
Sta)x I- = ¢ e—%(- &= TE S T (3.7.38)

cunnde & o,

R SN NI p-
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Ce.~ Lo vitloreu dae Eo( A ) rucden zer calculudoy numéricuomente
{(Tabla I) ¥ 1la 1lf{nea continua de la figura 1 es la grifica cuu=—

1itativa que tiene un mfnimo en A 45 2.14 con un valor -

min °

(4 ,,,) % 0.72 u.a. (unidades atémicas).

Tabla I

Los valores de €. (8), €,,(8) y €,,(a)

a LIV EY] anta) a ld)  emtd) i)

03 7300, 75.000 [ S T

02 18.754 00 8429

a3 w341 07 0uI7

o4 e el

as o801 B8

LY 0m? 0.2 - g

1 oms  0us1
1 08% 038
1. o  o.ls8
X3 es00  &.i6)
20 0.904. O,k
22 0908  0.167
2.4 0912 043
26 0. aire
28 09 O.ike
30 om0 @i
32 s 197
34 '

38

De la grafica de GO(A) ¥ de 1la ecuacidédn (3.7.34b) es eviw

dente que ¢l mejor valor de la energia (oa-decir s el mdn cer—




o7
sano al prediciio ror 1 secfaicn culs ) ocque L o rueide pre-—
decir para 42)0 a5
<E>, = s> + 0.72 (3.7-.39)
ewanp
s
2
1
."‘"'«-uuuuw.. .
) 7 H 3 < Y

Fiz. 1. Las funziones €, (4 ) (1fnen continua) , &_(4)
° 20

(iinec punteeda) y 621( &) (1f{nea o rayazs).

Lado que <E>° - = - :—é- ¢ Se encuentrt que
< . T
<E>, & +0.22 u.a. (3.7.402)
<I>, & +6.0 eV (3.7.40b)

que debe de £er interpretado como un £tomo de hidrégeno ionizado.
Es claroc oque las prediccionaes de 1lo P:ﬂ‘.‘l-difieren radicalmente de
1lnas de 1la teorin cufintica.

Estudiemos chora el caso mia gernernl de estados excitados ar

bitraurios . Parn ello sustituimos lwm funcién de onda ‘PN(;) del

o8

Cetinde e4citndo N oun (2.7.28) ¥y 2o gue resulva en (3.7.24); este
cdlculo es dirccto pero muy largo y por cso sefialamos dnicuacnte
loa pusos principales s 1) m expresién explicita de las funcio-
nes propias excitadas \PN(F) se sustituye en (3.7.28). i1) Se g
fectda la integrucién angular. 1ii) Se escriben los polinomios

de Laguerre utilizando la férmula de Rodrigues. iv) Se efectia

la integracién respecto a la variable r y v} Se evulfan lan dor;'
vadus que aparecen cn la férmula de Rodrigues. Entonces seo obtig |
ne '
204 m-g-r M-Ro4vi “_‘_')

<.>“ = o _(Nea) (:%: by -

v 2 N2 (N-a-)8 =6  j3h i-i

(2.0'010'1) ~(2—A‘/1:)i— ¢‘Hu‘ ;rfc(e-) An(2tvivy)

[t (2g+iva)l (8-2-=a)L

1-3:%.3 ( N )h Ay (224147%-W) [t‘./-‘tr(c (&) *% D.(ﬂ]} . :

w7y
€3.7.41)
donde
[Clin . 2%
Autm) = Z sricmm ) ; (307,428
y .




= 4
B = B G (2)

(3.7.420)

aiendo Hm(x) lo3 polinoniocs de iHormitee.

Basta examinar con un poco de cuidado (3.7.41k) para Qaroce
cuenta gque tanbifn «¢n eate cn.o las predicciones de la FMW van
a diferir de lus de lu mecdnica cufintica. BEn efecto , vemos qua
dicha expresidn depende del niimero cudntico N y también del nid-
mero 1 , mientras Aque en la teoric cudntica la energia es indo-—
pendiente ée 1 . :in embargso , eatudizremos mis en detalle los
estados correapondientes oo N=2 ; as decir , log estados con N=
2 , 120 y N=2 , 1l=1 .

Para ) estade a encentramds , despuds de uustituir N=2 y 1=

© en (3.7.41) 7y «1 recultade en (3.7.30)

<E> ™ (E),,‘Q_ 2 €,,(8,8) = -\.‘- - '-% 5‘-—«——‘(? (A,, %A”th’)

CE (T o) e (g (3.7-43)

¥ de la misma manera de tiene para el estudo p

CED>, - K> qnzEnlaf=dh v 357~ d= (a2« £
ac or 85/
-+ :‘;‘ (.,‘ + o \) < ecee (%) (3.7.44)

Sifuiendo el mismo argunento nue para el estado base parwce

evidente que el mejor acuaerdo con la mecdnica cufatica ocurrird
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pitrn A S =l ; tomumos entonces § =& en € o0 ¥ [ 3 1 *
¥ numd{ricamente calculamos algsunos de sus valores (Tabla I) .
Las grificas .cunlit-eivns son 1a 1fnea punteada y la lfinea a rg
yas de la figura l.

Examinando las transicionea entre loa niveles 1ls , 28 y 2p

aurgen dos posidbllidades =

&) Para todos los sistemas se utiliza la miama GCaeuasiana (wieme

pre el mismo A ).

@ ) Una Gaussiana distinta es utilizada para cada estado del sig
tema. ’

Examinemos en detalle ambas opciones 3 ’ .
o¢ ) La misma Guussiana se utiliza pura todos los estados. De las
egrdficas de eo' 620 b 4 €21 vemos que en osencia hay trea Caw
sos distintos 13

ai) 5i Oe< 1 , tenemos aproximudamente €5 A)tézo(h)' =4

& 2:L(A) ¥ la FMVW predice los valores correctos para la dife-
rencia entre niveles; sin embargo , los valores de la clnoraia

son completamente erroneoa, por ejemplo , si tomamos A 0.1 1a

-diferencia entre las funciones Cm_(o)v os' del orden de 10~ 3u, -

a. , mientrns que <E>o 2 T4.51 u.a. ¥ <E)2°z (E)21 & 74.88 u.
a. )
al1i) 51 1€ 4 <10, tenemos EO(A ) - ézo(b )2 0.7 u. m.

Y €,0(8) - €,,(a)X207%u.a.; entonces LEDyg - <EDg =



pEexh

<-‘-‘:>2°.::.: - <';‘>°’A‘:_: + €,5(8) ~ €,(8) & ~0.3 04 ., es aecir,
que le pricern lfnea de eniuidn de la zerie de Lyman se nredice
como una lfnea de absorcidn.

a« $3i) Si A>> 10, tenemos de (3.7.32) , E€,L,(A) X1 a orden
A'3 ¥ de demarrollos similares paru E,45(A) ¥ ézl(A) en—
contramoes que € ,,(8) zén(A) = 0.25 también a orden A > 3

aaf

<EDy T +0.50 u.n. (3.7-44a)

< E>,y = {ED,, & +0.125 u.a. (3.7.44b)
20 21 A

gon lo cual tenemos nuevamente una inveraidn de niveles y contra
diccidén con la mecdnica cudntica.

€ ) La funcidn Gaussianz con la cual se “suaviza” la funcién de

““igner no es 1ln mi parid todos los estados. En eate cuuo es

claro que el mejor valor de A para cada estado es el mfnimo de

su funcién €& (A) correapondiente ; en particular para los es—

*doa s 4 29 ¥ 2p ze tiene
@ i) =stado 1ls (estido buse), T este caso ya pabemos {ecuncién

(3.7.40)) que la energfa entd dadn como

= 2
L= oemin = +0.22 u.n.
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@ii)sutudo 2u. El minimo de E5(a) e A 2 4.73 3ue co=

min

rrosponde & 620(A ) &= +0.13 u.a, ; asf , de 1a ecuacién (3.

min
7.43) ¥ del hecho gue <E)2°'q“ » =0,125 u.a., encontramos

< Edyg min & #0005 u.a. (3.7.45)

111) Estado 2p. Tenemos 4 > 4.12 ¥y GZI(A.&“) z«o.li

min

u.8.; por tanto ,

< E>%3,man T ~0-015 u.a. (3.7.46)

Apéndice A . B

Procedemos a la integracién respecto & la variable © on 1a

ecuncisn (3.7+.27); denotando dicha integral por I , tenemos

- - - . ‘
= j’ exe [ : /ar] e (3.4.1)
m i

El cambio de varinbles

A= JELE1E-%) (3.4.20)
(et}
> 1# :
¥ = arctan %- o . €3.a.20)
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102 104

donde (x,¥.,2) son los coordenadas cartesiunns de ¥ , dd (3.7.28) se tiene . o
- H i Yy - -27%a .
£ [an fapfag oopey TomebroGoisue . <ty =27 ) e 'y aF
=3 A} f‘o A4 ) r= (3.4.3) e ™ J, - ece (J"-) A7’ (3.B.1)

aue 8l intesgrar sobre @ quada 2n coordenadas esféricas lus integrales con respecto & @ y P son

resueltas fidcilmente y se encuentra

- 1
3 . -
= I r"Jdl jA» ) exe [~ S5 ] (3.4.4) - . “ (™ Py
- U - -
f 1 . <FEXW =35 j e = ece (£)ae (2.8.2)
°
Haciendo un rnuevo cambioco de variables,
que se puede intecrar por partes dando ) N

. a=A-p e= A ) (3.4.5) o i
- © .
L = X% S e .
obtenencs i < [ >. VPN j° (r'+ % ) exe [" :‘_':." % (3.B.3)
- [-27] 2 .
T= 1;"_ r"'fd! IA& « ezg [__;rz: ‘-l (3.4.6) que con 1a suutitucidén
- +
' e w = {— - %— ) . . (3.3.4)

que puede ser intezgrudo para dar nos da la ecuacidén ,

= ' ey s 2 . "
=== c¢(%) (3-4.7) <Ex=F &+ (-2%) & [1-es(2)]  enesy
Aréfndice B que ea 1o que buscdbamos.

Zn este apéndice calulamos el valor esperado de 1/r en el - . ) . ) PaNg

M estudo base del Atomo de hidrSceno . Sustituyendo (3.7.32) on




RO

CAPITULO 4

REJCIRZUSTA DEL

ATC™O DE HIDRCGENO EW La -

ELECTRIODINANICA RBUTOSASTICA




106

4.1 Int-oodac~cide,

Sntre las teorins propuecctas como alternativag a la mecdni—-
ca cudntica unn de las mdn nleantadoras por la claridad concep —
tuz2l que proporciona es la electrodindmica estacdustica (EDE) .
Las hirpdtesis fisicuns nue constituyen 1la base de 1la teorfa non
la elecvrodinfémica cléuica 7 la existencia de un caunpo estacds—
tico (atérmico o de punto ceroe) que llena el universno [¥olitain

53 3 AdQirovich y Fougorretski 54 ; Braffort , Spighel y Tzara 5S4

Marshall 63 , 653 , y 65D 3 Tloyer 75 3 Santos 75 ; de la Tefia y
Cetto 77 , 782 y 78v ; Cluverie y Diner 76] e Uunnda varios ar=

Sumentos es positcle donostrar Ljratforc s Upighel y Tzaru S34 ;

Boyer 9 ; Marshall 63 ; "anton 74] que este canpo ostocdctico
tiene propiedidex similures & lus del campo de vacfo de la clec-—
srogdind=zien cufdntica ;3 es decir , es Gausaiano con media nula Y
densidad espectrul

20

Sf{w) = lun® (a4.1.1)

3c .

La teorio conatituye un problemu bicn definido de 1a ffyica
nmatemdtica , pero 1la usolulidn de problemas no trivinles es baue
tante diffcil devido principalmente ul corfcter no blanco dael
ruido asociunds al campo de fondo ; las técnicas regquericdus paras

el tratamiento de niutemas no linenles han sido desarrolladas re
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Chenboemente [_du L Pefin y Tetto 77 ; Zlaverie , de lu Pefin y Diw

ner 78 ;

urshull y Claverie 80 ; Pesquera 80a y BOb ;3 Claverie
¥ Peaquera 8;] a partir de técnicas generales para el tratamion—
to de procesos estocdsticoa .

Para unu partfcula ne relativista con carga la ecuacién dQ

movimiento en la EDE es la de DBraffort=Narshall s

mE 2 F(P) e mTE + e EW : (4.142) )

donde m c¢a 1la masa de la partfcula , e su carga ¥ 1!-2g2/2mc3 3

*(?) es la fuerza exturna cldwsica y E(t) el campo eléctrico de=
bido @l campo de radincién de fondo .. Este Gltimo término estd
eacrito en la uproximacién dipolar , que deaprecia la fuerza mog
nética del campo de fondo ¥y 1la dopendencia eapacial del campo e=
l&ctrico . .

A partir de (4.1.2) y utilizando la ecuacifn estocdstica de
Liouville se ha éarivido una ecuacién genurnlixhda de Fokxor-
Planck para la distribucién en el espaci; de fanes [d. 1la Pefita
¥y Cetto 77 , 78a ¥y 73b] 3 el procenc que se obtiene es definitie—
vamente no Markoviano en dicho espacio . La fuerza de reuccién
de radiacién de Lorentz-Dirac y la fuerza estoéﬁstica son peque=
flas con respecto del Hamiltoniano determinigta , Jdlo que hace po—
sible el uso de métodos perturbativos qﬁu permiten derivur , . a

partir de la ecuncién generalizada de Fokker-Planck , ecuacio-




nez aszroxin AW de tiro us
2inles de mesundd orden denotidus IFF ea lo que asicued). ¥l cardg
tar no varxkoviuno del procaso origina que haya varias aproxima —

cioaaes posibles 3 sin embargo , todas eotas aproximacioncu pue- -

den ner reducid

s oue e tfrninos dw un ndmero menor de va
riables , & sabesr , ciertis conagtunted relevantes del movianiento
determiniasta no perturbiads [ﬁlrtverie , de la Pefin y Diner 70 3
Marshall y Claverie 80 ; Illaverie 80] « Lr ecuicidn roduéidu de
#P tnz.bién pueds oHtensrie direstamenta caleculando mediante mito
dos perturdztivos la variacidén de laa constantes de movimiento

relevantes bujo ¢l efecto de Ln Tuar de renccidn de rndiacién

¥ de ln fuerza atica y nromedinndo estus varincioneas npara

obtener 103 zoefisientes de difusién y de arrastre (Slaverie ,

de la Pefiz y Dinmer 72 ; “urshull y Zlaverie 80 ; fleveric 807 .
Zomo ya dijimo:s o Lla intrduccién de euste trabajo 1las predi-—

cciones da 1o ecuncis

reducida de FP son acentables para loa
sistenna 1ineales , pero par disteman no lineales , como el oo—
cilzdor unarnménico y €l Ziozo de hidrdseno , los reasultado:n obte

nidos hagta ahora ectfn en contrudiccidn con la mecdnica cufnti-—

ea [Claverie 85 ; Poiguera %0u , 80b ¥ Aoe] .
2n este capitule amostrames , ucindo un criterio desarrollado
por Khas*minokii L:SO] » 7Aue -~aora el problema de Kepler el proce—

s0 quev‘ describe 1a eruncidén redusida de PP no ea recurrente Yy
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por t o , tiuapece en erpgddico . Exmaminamos Lus inplicacionec

da enta propiedud y sus posibles causas .

4.2 EL _prohlemn de Kepler estocéfstico.

En o1l probvlema de Kepler se tiene el potencial

vir) = = 2 (4.201)

donde ¥ es unao constante positiva . Un posible juego dP varioe

Dles adecuadau para eseribir lo ecuacidn reducida de FP gon doxz
do lwpo siguientes tres: la energia E de la particula , su momene
to angular total M y la excantrici;&ad € ; estas tras Fantidndas

ezstdn relacionadas poer la férmula
* Ya
g2 (v 2EM* aamr ) (4.242)

También es Utll en el tratumientc de este problema la variable
auxiliar w =(1- 5_2)1/2. B

fa nuo entamos intoresudos en estudiar Gnicumente los cstae
doa ligados , restringiremos nuestra ntencién al cuso en fque E
€0 . Para dichos estndon 1la ecuacidén reducida-de PP estd dada

por [r:'aruhull ¥ Claverie 80 ; Claverie , de la Pefia y Diner 7:’3:

sotwr 3w Frlnen] + B Dow] & [oee 3]

cse [Pen B] « Sa(one 2]+ a2 ] (3.2.3)
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donda
T=2wx (w/nee)¥e (4.2.4)
es el perfodo orbitnl.\!.ou coeficientes non 3
.
Dy =t mx’(ﬁ-‘ * %‘_ M——;‘?‘ (4.2.5a)
D= 16 T2T aaX® o (4.2,50)
21y
Ve = 6T7ToHnm :—;‘3;- $y¢e) (4.2.5¢2)
D = 6T EH M 26 b€ (4.2.54)
\4
Dug = Dy = 10> 4 LZELT g (o) (a.2.5@)

G x2)Ve
donde las funczioneo 4)1_( € ) pueden ser cxpresadas como series

en t&rminoa de funciones de Beznel , de 1la minern usisuiente:

-
beer= L = sam v.f[&_;—n(“, + 3 (me) (4.2.6)
na - € . "
dorde ag(n) aignificn el rifmo de n « A estus funcioney se len
llaxa geries de Rupteyn : un =23tudis coaploto de ellns , inclu—
yendio su conportantento nusintdtico cuande -‘_—'O s Duede encon =

trarse en [Marsnall 797 .
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Para tener bien definido el problcema planteado por la ccufe—
cién (4.2.3) es necenurio especificar su dominio de definicilén.
A partir de consideraciones fisicna , e8 claro , que el intervas

10 de variacién de las variables E y M eatd aado por

-0 <D€0
(4.2.7)
0 =x & (m n2/1m )2
Es imrortnnte notar que on 1la forma en que estd esncrita la ecua—
cién reducida de PP (ecuacién (4.2.3)), los coeficientes de a-
rrastre sélo dependen de _1:\ fuerza de reaccidén de radiaciédn ,
mian;ras que los coeficientes de difusién quedan determinadon 'ng
1o por la fuorza estocdstica. Esta propiedad se satisface para
cualquier problema en que la fuerza estocdaticn dependa dnicamen
te del tiempo ([Claverie 80] + © mds general adn , para cualviuiur
problema cuya fuerza cstocdstica tenga unn divergencia nula res—

pecto a laas variables del cspacio de fases LVnn Kampen 76 .; Pesg

queru 80a y Bob] - .

La ecuncién (4.2.3) puede escribirse en forma mida compactao

como sigue

T MY -g?" = v (SWQ D grad N) . (4.2.8)

i e
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donde por 1o que 1la acunicidén (4.2.12b) ae reduce ea ¢l caso del problg
. mn de Kepler a -
D e e Vem (4.2.9)
»= D, b= ot - acrad W, + div (D- gr;lw.)so
- Den D

Introduciendo 1la corriente de rrobaunilidad que e Sunple identicamonte sl grad¥,=0 , es decir , W mconstan—

= . = te. Cadbe sefinlar que la solucisSn conostante no satisface la condji
T =2 DW + D scad W (4.2.20) ‘

. cién de flujo nu].p de probabvilidad en la fronterna del dominio de

podemos escribir de manera min més compacta la ecuancidn reducida dafinicién (4.2.7). Esta condicidn,que o escribe J-f'= O dondo

ds FP como fi es un vector unitario normal a la frontera en cueatidén » Para=

- ce natural para uno buena solucién .
Ut AT EVTV' = Aw ¥ (4.2.11) ° . }
? Hagta la fecha no ha sido posible encontrar otra solucidn e—
A nosotros mos interesa rewolver dnlcamente la ecuacidén esta xacta do la ecuacidn reducida de ¥P ; Tlaverie y Pesquers [Cla -

cioraria ; es decir , nue si llamamos ¥ a lu denaidad de proba- verie ¥y Peuquera 80'; Pesquern 80a y BObJ han estado dbuceando ug ..

bilidad estncionariun , nuestro problema es resolver 1la ecuncién Juciones de la forma wo' cst. exp (=W ) donde W se expresa co-

mo una svrie .
Aiv T = 2w (WeD + D @cad Wi)=o (4.2.222)
Supoaiendo que existe 11 menos una solucidn diastintn de o

Notemos primeramente gue todn constante s solucidn de esta ocug triviol podemos darnos una idea de uu comportamiento modificande

eién . Demorrolllndola se tiene licernmente los coeficientes (4.2.5) de 1la ecuncién (4.2.3) de
- manera que 3o satisfaga la condicién de bhalonce dotallado (C2D):
WedivI 4 grad Wo-D + v (D arad We) =0 (4.2.120) .
A es decir , que la corriente de prodbabilidad se anule [dc la Peiia
Como puede verne de (4.2.52) ¥ (4.2.5b) se cumple que 78 ; Claverie 80]
divD= ZE 4 B oo (4.2.13) Wed + T grad Wo = 0 (3.2.12)




Dividiendo ests

. PO W

cuso , von la excervidn der ul sania de las fronterus del domintio

de definicidn) la CBD quedd expresada como
D' D = grad log W, (4.2.14)

o en ctrma palubras aque P' D Qebe ser un campo gradiente. Una
Qe los posibles modificacionesa es

¢—d

_ el
)= kit y &7

ter= % _.__"::’& (4.2.15)
independientemante de 241 nen Qs(g). Estas funciones modifica-
dna coinciden con ¢1(£) v ¢2( ) respectivmmante hasta el

ox‘de‘n € 2 cerca de C y divercen con lu misma potencin de ¥ cuarn
do 9 tiendo a O 3 por tanto , el problemi exucto satisface la C
8D a lo largo de ln frontera £ =0 y rodemos esperar que lo usoly

cién BD del probvl

modifiecado nou proporcionoe una wproxima-
ciéa n alsuna solucién estacionaria o

1Ta solucién 1D del provlemn modificndo es

1) = conit, exp (- .,; ) (4.2,16)

.10
K [§

Co=o los coefizientes de arrantre son los mismos que on el pro -
blema exacto 1a ecuncidn (4.2.13) cigue siendo vAlida y tenemoa

también la aoclusién

songstante.
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Ariean

Coluciomes » 1l conatante y 1la saproximuda , inevitoe
blemente nos conducen 4 una integral divergente para la denusidad
de probabilidad completa \'Iomz/ ‘12 (el factor uz‘/qz e dobe o
que el elemento de volumen en el espacio de fases reducido (M,)
es !-12/‘12 &l an ). Fisicamente eato quiere decir que '.'l° correu=-
ponde & una difusién del electrdén hacia el infinito (el dtomo ae

auto—ioniza),

4.3 El criterio de Fhas'minowii.

HSea X(t) un proceso de difusién en un espacio m&trico compls
to y O -compocto (£,€ ) ¥y con probabilidand de transicidn P(t,x,
A)  t20 , xXeA Yy AeP donde @ es la g-=Zlgebra de conjuntos
mediblen generada por los conjuntos abliartos en el oupacie (=,€),
Se define un procecso de difusidédn recurrente como

Definicidn 4.3.1 +~ Si exioto un conjunto compacto K tnl queo

para todos los puntos x €« B ,
?, {oxiste una t tal que X(t)e x}- 1 (4.3.2)
el proceso se llama recurrente.

Pfsicumente 10 que esta definiciédn nos dice es que casi to—
das {es decir , con probabilidad 1) las trayectorios del prozcuo
ceruzardn el coipuacto K [xhus'minnkii GO]. Es poaible demoatrur

(_Khnn'minukii 60] quo lag trayectorias de un proceso de difu=

0ién recurrente es densa en casi todas partes de E , y por tanto

todo proceso de coto tipo ea ergédico.

il



1io

Las siuientan Lot ides de lous sotosisticos aul-

Fr Proze.ous

tidizmenaion

tles s muy Utilea @

{1) Ln dencidad e probabilidnd ectacionaria o medidn invariante

de un proceso recurraente 2s €nica. Dicha medidn puede © nNo ger

finita.

(2) Si un procesoc tiene urz dentidnd de probabilidad estucionu~

ria Ffinita , enionces 63 recurrente. Debido a (1) dicha medida

cerd dnica.

Como cor.iezuenzia ce (2) , @i un proceusoc e3 no recurroente’'no

ruede tener una dqennitid de probabilidnd estacionarin finita ;

la meiidn invariunte pucde o no ser Gnicen , pero siempre serd in

finita.

Desde el punto de wict:

tfsice un estado ligado correa —

ronde a 1la existenecin de unn medida invarinnte finita , ea decir

4 un proceso resurreate; mMient o que un nTrocaeso no recurrente ,

teniendo una medidn invurinonte infinitan debe ruprouentnr esatadou

. no ligados.

La aigtincidén entre procesods recurrentes y no recurrentes oo

bastunte clari desde el punto de vintn ffuico ¥y por ello serin

degeable poder discernir las cuirncterfaticas de recurencia de un

proceso dndo. Knns*minszii [G0] ha elaborado criterios suficien—

tez para el cano de un proceno

T de dirfusidn ;3 estos criterios ne

bnsan en el conocimiento de los coeficientes de arrastre y de di

furidn del rroceso. Fard el problema de Kepler uno sélo de cutos
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it peed Gtil ¥y es o fute nl que llamamos criterio de

Khu.s *minskid ;3 pasomos n exponerlo , enviando ul lector interesu
do en lao otras versiounes del criterio de ma'mlnsiit e au artg
culo §60] y a 1os livros {#cKean 69 ; Stroock ¥y Varadhan 79 3
Troharov ¥y lozianov 69]

Ea bien conocido en la teorfa de procesos de Markov que ol o
perador infinitesimal de Dynkin de un proceso de dit;.n.sldn en un
dominio E de un

ma [Dynkin 61 y

eapacio euclidiano de N dimensicnes tiene 1a Tor

65 ; Lamperti 77)

- -
= 3 a; 2= 2 -
L T B Ty Z %3 €3.3.2)

Suponemon mhora que eote operador estd dedo en todo el ERPO—

14 : )
cio euclidiuno R y que los coeficientes 8,4+ by Son suficien-
temente suaves {por ejemplo , que su tercera derivadan exiutc b4

es continun) ¥ que dado un conjunto {ai

o
. az; 2% - [y . 2 2 .
."Z_‘“ 3R Xy »>o cn ® s\ E At Z o

Definimos

by (%)

B(x;) = inf—i(i7 (‘47-3-3/»8)‘
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v (%)
CYED)

(1.2.3b)

donde el fnfimo ¥ el supremo estdn tomados nobre todas lus coore
denadas excegtuando la i-esima,

Con lirz suposiciones hecthns y con eatas definicliones podemos
enunciar el criterio de Mhna'miaskii {(ver el teoremn II del wu—
plemento , pfdgina 193 , de [Mmas*minskii 60))s .

Criterio de Khan'minskii .-~ Para que un proceso de difusidédn

no sea recurente e3 rifitiente que paura alpgunn I, L€ is N, al-
fun de los dor desi-uzldadeas
< =
j cxp {- .L E;HN'A.S dx <« + o (84.3.4a)
. ©

e - e
j exp {_ j §;(5)A'53 dx < + (4.3.40)
- x

ase satisfaga para toada L

4.4 La formz uaunl de 1 ecuncifn de Yokker—Plonck.

Parn nnlicor el criterio de Khas'minskii nl probvlemn de Kow
Pler primero debemos de eacribir la scuacidn reducida de PP (e~
cuacidn (4.2.3)) en 1la formn en que oe supone en dicho criterio

o3 decir , la ccuncidédn debe de estur definiada on todo el capacio
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vuelidinne corrcenrondiente l‘lz en eatc cnruo) ¥y debe astiur en 1a

formn hacin atrds (ecuncidén de Kolmogorov) que correnponde 2l o=
perudor infinitesimal de Dynkin . Cabe aeilalar que la condicidén
de continuidad de las terceras deri;rndas de los coeficientes se
natisfaoce para € en el intervalo (0O,1). La transformacidn qut‘a
Se necesita para poner o (4.2.3) en esta forma la llevamosz u’cn-
bo en vurion pasos e
i.— Con 1a idea de tencr un dominio de definicidén mds adecuado
parz efectuar la extenuidédn a Itz pasumos de la representacidén Z-N
a la representacién E—=g .
4i.~ Mediunte otro cambio de varinble extendemos la EFP ea forma
de corriente a todo MZ. j
iii.~ In la forma de corriente se’ ticne la denaidad de probabili
dod emtncionaria peroc incompleta , por e¢llo en este pazo insluile
mos el elemento de volumen en la dennidad.
iv.- La ecuscién que se obtiene en el puso anterior es unn ecune
cién "mixta" (que tienc mezclados olementos de una eouacidn ho-
cin atréds ¥y de unn ecuncién hacia adelante), asi que on eate pa=
so lo llevamos u una forma puramente hacia adelantes

Loos pasoa i ¥y ii regquieren gque ae conozca el comportamiento
de loo coeficicntes de una EFP cunndo se efectda un cambio de -

coordenadas ; es decir , que =i se tiene




i1z2
aw . F {—’-— Dw + 2 Dy 2W S (4.4.1)
€ 3t = Z {5y [ Frriiae ay;]

¥ efestuamos un etnbio de variublea

¥, —~ : (i=1,2) (ie442)
2o que queressos saber Jon 1o nuevos coeficientcu Dj'_ Y Di; Y el
nuevo elemunto de velumen 2°

Eaxte problena ha sido resuelto por Mo Luax (ver seccidn 3 de
{12x 661 ) pars el caso en que la ZFP ostd escrita para lu den-—

ziiad de probabi cozpleta P = CF , ¥y el remrultadoe correspcn

o}
-
fu
»
"

dicnte pare una 2csunida de 1a forma (4.4.1) se ensuentra anClg._
a

verie 81] . El recultndo <z 1 situlente 2

.. X4 31 -1 . li= (4.4.32)
= ld‘_* D | & 33, x5 U= )

vz) (4.4.3D)

2 ’ v
oo <t B E 3%: 2% D, o
D, l 4 3039 l e SEo 5. 9%, (TR LY

c’ = la‘* (1) \ < (4.4.3c)
DY)
dor.de- dot?"—“- e3 ¢l jucobimne da la trunsformacidn (4.4.2).

MUy s
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Proceduos wuhora 8l puso i =
i.- EL domirdio de definiciédn (4.2.7) de nuestra EFP (4.2.3) eu
buustunte complicado , asi que tenemos jue efectunr un camoio de
variables piara obtennr un dominio mds adecuado para la extensién

a M2, z-tre laa pox:ibles representaciones t la de "

gf{n—oxcentricidad” cuyo dominio es el rectdngulo

~®o g ELO

(4.4.3)
Oz gs 1
¥ que implica el cambio de variables
B E X
—— (4.4.5)
v, “de
" e=fi-2% ]

Los nuevos coeficientes me obtienen de las ecuncionas (4.4.3) y

son (hemos omitido las primas)

D = BWT (amxH)Vz 12 ’-:.L' (n=v?) (fedoda) .
D = 24T (e 12E72 Sltw> : (4.4.6b)
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mag) s
Dee = T>THh 12617 <) (4.4.6c)
D = ~En* Dy (4.4+8a)

D, = 1€l D (4.4.88)

Deg = 6 T>2T 4 1261 _;_L'.' [M* &yce) ~2n $, () + D, Ley] (4.4.62)

Dpogr = eal 4 (4e4.8c)
. ey Ve - :
Dypee = —g_t,l; Dee . ) (4.4.8a)
Dee = Dee = T hlze™ q [nd,te) - & (03] (4.4.6e)
Dergr = D.-.: = ~Dae (4.3.8¢)
C’' = eV \E\ C (4.4.88)
C = 16T (waa)™* ey C4.4.65)
1272 ®
i Tenemos uhors una EFP en forma de corriente {ecuacién (4.4.1))
1i.— D1 dominio de definicidn rectinrular (4.4.4) ea fdcilmente dafinida es todo mz-
cxtondiole a m2 maeditnte un nuaevo cuambio de vuriables . Una ,
=1 los dos pason sifuienten pondremos esta ecuacidn en la
entre lns muchas positilidades , e -
formo ugunl ; e decir ,
B E* = IniDy .
—_— (3.2.7) 2L. % 2 (ap) s == (4.4.9)
t = e : - - by (q‘ P PY 2
€ €'~ arctanh(2 €°-1) = Fln ‘_% 2 T I8 SEoamay Y )
que en la mismn mmnaerda que en i da {nuevomeonte omitimos las pri-— donde R
P =CW (4.4.10)
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independiente del tiempo)

38 _ & $a_ T D = 2_
T‘E sT.L< I4 ’;,% Py 9!‘;(
, © bien
28 2. free 2 . {+
Je° 2’;.:;_{_: ~E ;s-,(c)]?'
Definiendo
2 i ] w3 3¢
=z 2L . 24 2=
* [3 j= <* 2F
¥
@i ¢ s
C

se puede encribir

@ evidente que

J

|

v
o

o

(4.4.11)

(6.4.22)

(4.4.13a)

(4.4.23b)

(4.4-.14)

S1i guutituisoas los coaficientes (2.4.8) en (4.4.13) se oncuentra

Dee
oo T 2 DPee
G‘l":lc[b=’2- €1

2(/-2€*)
+ 2 el

(4.4.15a)
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Ko = FE [3-. -2 ?;" - 2‘::;” 3u]
Gee et E)c_g'
Gow = gp 2
Gper = Gpg = -'“':—:T'.E

iv.- %41 po dltimo comparamos la ecuncién (4.4.14) y 1la

sual (4.4.9) encontramou

L & 24y P
GL= € EE th Ci=¢,3)
Qi = Qi Ci,3=42)

(4.4.15%)

(4.4.15¢)

(3.4.154)

"(4.4.15¢)

forma u-—

(4.4.16)

(4.4.16b) -

Lit sustitucién de (4.4.15) en estas expresiones nos lleva fincle

mente & 3



Gy = - 3te) %i

- %‘-—¢; e

= >
G = 2

-z§cefa

€
- F dw]

-

£

I8 Byt

28"
F(E") = 1+

- $atey

(4e4.1700)

byey - 2 TEED goce

=n

+ B (€) -~ T S (2) + 2zqd o) —~ 2P ()] (4.4.127b)

donted
Geoge = % §CEY —F—

Qergr = Ggogr
donde
9¢(g) =

§Ce) =

Resuncmos 1los

rie de caxmbioz de

(4.4.27c)
& ce) Sated) | e 1 T (4.4.1273)
= vl VL‘
=22 e - (4.4.170)
= .
:"’?—; tze* (4.4.2%a)
.('_’f“_::-‘—);,l TT 2% (4.4.18b)

resulindos de esta seccidn : Vedlante unn See

variables y transformnciones hemos llevudo la
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DU (et ) comr mauliclieates (4.2.5) o una IPP usual (hacin ade-—
1nnte) dadn por (4.4.9) con lou coeficientes (4.4.17).

3.5 Anlicacién

del criterio de Khus®minzkki al problema de Ko
pler,

Antes de pusur & aplicar el criterio de Fhas'minasikii al pro-—
blema de Kepler quiaiéramas hacer notar que los coeficientes (4.

4.17) no corresponden ain a los del operador de Dymkin, En efec=

to , la ecuncidén (4.4.9) es la EFP o ecuAacidén hacia adelunte ,
wmientras que el operador infiniteaimal de Dynkin corresponde a

1lu ecuncién de Kolmogorov o hacia atrds . Para pazar de los coo-

ficicntes de una a loo de la otra bxsta casbiar el signo del con

ficiente de arrsstre ; por lo tanto las definiciones de esia se-.

ceidn tendrin un cambio de Signo respecto a las de la aseccién an
terior .

Para zplicar el criterio de Khas'minskii debemos calcular al

guna de las cantidades (4.3.3) para alguna de las dos variables
BE* , £' ; 1l aleccién mis simple es B_,(E'). NMootraremos que 3 _,

{(E*')> 0 y que entancen {4.3.4a) oe natiocface y que el procesoc rno

63 recurrente.

Para ello partimosn ce

G (€. €)

B, (F, - —_— «5.
e CE, €)= PETT) (4.5.1)
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Sustiturends (3.:.173) ¥ (4.5.172) en euta exyresidn , ae ticne cin

. S £3-a" a4 - (4.5.2) ) = A
eocmey= SEL EL200 wav i i [P a0 -] te3 Curyi ) = A D L0) (4.5.4a)

lrando (4.5.42) para exgrecur 1la ¢3 de lo0s parfntesin [ ] eon Sre, LO) = (i'ﬁ) Gare, 0 . (4'5-4")

s ©3ta expresién puede ser

t&rainos de ¢2 ¥ de 3u: arrivad

Tranuatormada en donde

s < . D, Lo}
B (Eer=2 v 280 %,_‘;—:.;f?‘% Y Gz @, 0 Ae = -0 f{ (55) = e f; (%f) (4.5.5)
. vt
A o ca:2:3) - |
Demostraremnss ahora Aua tn:103 los tfrminos de estu exprenién = - ¢_I-'L‘ "_(_..‘_:' £ Av {4.5.6)
son no negntives. Basta meatTar que Py, S, . P, ¥ @3 hE ‘
E, vl «10,2] v =(2) , £f(E)>» 0 : por ollo o— Donotaremos por A el conjunto de :n;ncioneu que admiten un
nte taoremn @ desarrollo en serics de ptencias con coeficientas no negativon 3
Teorema 4.5.1 o= Tolua las funzionen ¢r( €) conr x1 es decir , que
(definidna por 1o exrrersidn (1.7.56)) son neries de potenciun de - A
£ con cosficisntes no nes LiVod. H o= {f: Rom tales gve Fixy= Ep AixT com @120 ‘33 (45-7)
Para hicer menn:s neiadd la domoatracién de este tTeorema enun Entoncen
cinmos primero nl manss da 1ng rpropiedades de lus funcioneu ¢,. Loma 4.5 o= e £ & A , entonces la derivada f(“) e N

{€) y estudlecomas al muior 1.

pPara toda n.

Lus funciones P _( )} oabedeccen las relaciones de recurren— La demoptracidn es trivial.



—
Temn &.5 (1 - 52) e A .

Lu demontritzidn

Los des sisuientes lewnv ros dicen que si £{€ ) € /N, enton
cea [Af](e) vy [(R+BJr (€ ) <tombién eatdrm en AL .

Lema 4.5.3 .— 51 f{ € )&€A , entonces [Ar](ez) e A .

Dz

sTracidn .= Zo elno guz ol producto do dos funzinnes en
& tumoidn estd enn AL 3 por tunto , ( 52/‘ )£ € A . Por
el lema 4.%.1 d/d€ L( gz/v‘_) 1‘] € /A ; pero estn serie tiene ,

po= eonstruzsidén , la particularidnd deo conenzar con lu priméra

petencin de € , ol Aque 2l dividir por £ cseMimos teniendo u-
na aerie genuina (con petencius de € no negutivas) , nue ndemds
consierva =us coafician‘en no segutivou tnl y como querinmon de-
mOnTITr,

Lema 4.5.4 .— 31 £(€ )& A, entonces [(R+B)rJ(e)e A .

Demostrucidn.— Lt demostrncisn es un pocn min complicndn que
la pnterior . 1 rrocedinionto jue zZesuiresos es el llamado *mé—
todo de LLiniten™ que utilisc geries dozinante:s con coeficientes
ne negutives y gue fuéd usnado originalmente por Zruchy para demoy
trar que exiaten solucsionces de una ecuucidn diferencial ordinn -
ria 3 la iden o5 obiene: los nooficienteu del desarrollo de Tay-—

lor de la solucidén de unu ceuacidn diferencial mediante deriva—

ciones susesivas (ver , = ejemplo , [Ince 58] ).

Do las definisicnen {(4.5.5) y (4.5.5) se obticne gque parn
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fuicién F(E ) en ol Sominin de lo3 oparadores A ¥y 3

L ' . (4.5.8)
Ao [ (Ae8)]= SR "+ 2 g’

Por otro lado , ai diferencinmos directamente ol lado ilzquierdo

de (4.5.8) toncmon

[ Raa)e]=w & [CR+2)¢] -2e (R-8)% (4.5.2)
Sustituyendo el lado izquierdo de (4.5.9) por su expresién (4.5..

8) y reordenando ,

ELaetr]=25(edde e 250 » £ 7 (3.5.10)

Introduciendo la notacién g(€) = L(A+8)2]J( € ) 1a ecuacisn (4.5

10) aparcce como una ecuacidén diferencial para g :
ds _ -
Se T Reoa &+ ace (4.5.11)
dondo R(EY=2€/ 2 ya(€) = (3/2) £/ - e /02 .

Mostraremos ahora por induccién que c(‘\)(o) »0 para todma IN.

Para empozar tenemos
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cob

o™ (o) = aca = [(A+dr¢] “’L_“

£s0
- . R =2 .
[ esSZ)e 56, inl, wfie

= £ 2o (4.5.12)

v que por hipStesis £ € A . Zn el ceso =l tenemos de (4.5.11)
z'(e) = 2(0) z(0) + s(0)

Fure es claro gque per ‘- Jdefinieidn tnato (€ ) como a( €) cutin
en A\ {lemzu 4.5.1 ¥ £.3.2) , 20 curl implica triviolmente que
R(0)3» 0 y =(0)=2C ; por tiunto , ¥yn que 2(0) = 0 {ecuncién (3.5.
12)) concluimou nue z*{(0)=0.

Tora el easo general nrocedemns de munera similer al caso Nwl o
Suponozoo que ;("-1)((')%0 : derivando N-1 veces la ccuncidn (4.

5.1)) outenemos

A% 52¢)

A P PN PP LY YOT
= = (V) = S

FWL. L T 4ar LR (4.5.13)
ize
de donde se deriva fdAcilmente que
= B () % 9% e + 5o (4.5.14)
e

133 ;
Tanto _1(1)(0) (i=051,e0vyli~1l) como u(.‘-]‘)(o) son no negativosy - :
{lema 4.5.1) ¥ , por hipdtesis , g(r‘v_l

—")(0) tamoién lo ea para

todn i=0,1l,s«s,N=1 ; eantonces concluims que g(N)(O)io para to=

da No

o

La demostrucién eatd terminada 0 noa conv S que

5(‘”(0)50 pocra toda N es equivalente a que g @ A

Ahora tenemo:s todos los elementos para demostrar el teorema

4.5.1 y procedemos o hacerlo s

Demoutracidn del teorema 4.5.1 +— La demoatraaibn do eate

tcorema ce hace por induccién .

fe= Mostruremous primero quo 4>1( €£)e A ; para ello usamos la-

asiguiente expresién pura d’l [¥arshall 79J z

-
w_sev?u du
R e ———— )
o u* - g% Saw® W

sev’u dw

= S
W I, 7= ¢€° (samwini*

(4.5.15)

2 . [ ’
Denarrollondo el denominador [t — € “(rcen u/u)zj en serie-de po- Lo

<encias de € e intercambiando la guma con 12 intezral , obtence—
@o3 ’

2 (ax
ise T

M

- 2
&, (o) 2! _L-"“"* (2=22=)"eu (4.5.16)
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de donde se de

Slazrslvale aue 01 < N .

Ye- Buzonsizes LMD que qbr(: ) € A, zure ulgun re o De lua re
.

(3e5.1) ¥ de 1o leman 4.5.3 ¥ 1.5.4 se

recurcensia

2

laciones Jde

€ 4\ pura cunlquier r>re . Pero de ficucr
¢1¢ Fas .

todivc 31 y ¢l teorema queda demnostrado.

concluye que

do a1l runto a de et damoatrucién

Pre A zere

Regresemos ahora a la expresién (4.5.3) pora B, (E, €) . Es

por tunto ,

it demostrudo todos lo:

cluro que 3., (3, E)=2 mO neno.s

t&rni=on i el laldo dsrechno Lon no negutivos ; mds precisamnente,

los té&rminog Zespus$ del 2 en el lado derecho de (4.5.3) son es-

trictanonte positives pure € >0 y sSe anulan pars € =0 . e los

términss ze anulen purs £ =0 es eluro para el 2%, 3% ¥y 5% ya

que & .std ~oncierne ol 42 tSrumino ua

aue

tiene 4}'2(0)50 rorque pox definicién (ver (4.2.6)) todas lag s

ries & (&) conticiezr s6lo potencinas pares de € .
Tenemros w=ntonTes aue
Bo.(3 % L—Eu: 3.,.(E, ) = 2 (4.5.17)
Sustiturye..do 1¢ndo en {(4.3.4n) se llezZi o que
- L3 - k3
j eup {-f §g,L'a)A'sS Ax = f«,:( {—zj AqSA‘z
xe xeo xe e
- s (4.5.18)
- =

Asf que (4.3.40) se uutisface , por lo que el proceso de difu—

sién curya ecuacién de FP es (4.2.3) no es recurrente.

4.6 HNotns y concluaionanue

Quisiéramos hacer notar lo siguiente =

3.~ BEn lu neccidn 4.3 vimos que si un proceso eztocdutico no es
recurrente no existe ningune medida invariante finita [Xhas‘ming
kii 50] « Por tanto , si existe una solucién dintinta de lu tri-
wvial (Wo-constnnte) también pregentard el fendmeno de autoionizn
cién . .

ii.~ También gefialomos que si la medida invariante no es Gnica
el proceso ucociade no es recurrente [K.‘nna'nimkii 501: de tal
manera que el conocimiento de una uolucién ectacionaria no nega~—
tiva distinta de la trivial hubiera sido suficiente para estable
cur 1a no

recurrencia, En el caso del problema de Kepler lu oxig

tencia de uolucionen eastacionarius neo negativas diferentes da la

conatante no hu sido demosntrunda risurosamente ; sin embargo , yu

que hemon democtrado que el proceso no es recurrente su existen—
cia parece muy probable . Una posibilidad seria demoutrar la e-—
xistencia de tales soluciones sujetdndolas a condiciones do fron
tera distintan a las que satisface la solucidn congtante , aun

cuando reostarfia demostrar 1ln no negatividad de dichns usolucionesn

Tl probloema modificado de Kepler {(seccidén 4.2) es un ejemplo
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en tuc ertd ds sore Al R 5 2 SRk IEETUCINES PR SURES STT. N T30 B (PEVERNS 3. Creegme

i solvizion

anon insnutisfzactosring,

1u constante ¥y (3.2.13)) y ecvto

iti purs agegurar la ne recu— Es notable e inesperado que para &1 potencial de Coulomb con

Trensin. Ofro ~jewris nos lo proporcionn el sistemn de Kepler en el término de reaccién de radiacién de Lorontz-Diroc y una fuer=-

5 2 <
el campo de Rayleigh—Jeana (5(w)= w” constante ) con la reuceciéa za entocdstica cuyo easpectro sea independiente de la posicién y

de radiacila de Lorentc-Nirce dotde existen ul menous dos solucip de 1a velocidad (o més en general , para toda fuerza estocfatica

nes, la constinte ¥y la diatribusidn de Boltumun—Fibus y umbas con divergencia nula) no existe ninfuna densidad espectral que

son infinitns [c1laverie , Pozqueran vy Soto 80]. permita un estado estacionario "razonable” (medida finita),.

iil.— Lou result:don que h2mas obtenids podrfan inclinarneu = De lon resultados de este capfitulo podemos concluir qua en

Sreer QU2 en neceruria r 1t dernsidad eupectral (4.1.1)

su estado actual la EDE predice ,, 8 temperatura cero , un dtomo

sin cambiar la apareatemente bion establecida fuerza de reaccidn de hidrégeno ionizado : este resultundo puede parecer catastréfi

-~ i mentE—Dir s uin e son—
de radiocién de Lorentz-Dirnc j uin emburgo , es &stu la rearon co , pero no lo es tanto cuando se toma en cuenta que la.mecfini-—

szkle de eote Jeanortrmiento [Claverie , Pesquera y fSote 807 . ca cufintica estadfutica predice un resultado simllar para tempe-—

CTozo yu menzionumo. 1o toeliczientes de arrostre (4.2.5) en la ruturas mayores que cero. En efecto , 1la matriz de denaidad cang

formn de corriente derenden fnicnimente de la fuerzn de reaccidén nicue entd dada como

de redizoién ¥y 1la existenzia de la nolucién constante depende a c--ei“
2 = = 4.6.1
au ves ce elloc {ver =zcuncién (4.2.13)), zcf que en todow loa € T «° ¢ )

problenas en que intervensa e¢~ta reaccidn de radiacién se tie— ¥ el valor medio de un operador A como

nen dos posibilidades= 3

- -
A Tr A 4.6.2
Be.— La colucidn ez tinica y ror tnnto es necesariarente la conu-— CAD> = (é ) . ¢ -2)

tante que en infinitu. nsf que para lo energfa tenemos

be.~ Ia solucisn no es3 dnica ; entonces el proceso no es recurren
~CEn
- S FEa e

te y s86lo pueden existir meilidau invariontes infinitus. <HP = /o (4.6.3)
g

Podriazmos penuar que el caso b es o1l méAs probabdle , pero de to=-




!
{
]
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donde la sumz Se efastia u0bre todou lous cutndoy . Tomando en

cuecnta 1la degeneracidn se tiene

T
H = -————————-“;' 3 (4‘-5-4)

= wte
wI

La energia estd dada como B = ot/nz (= me“/?hz) » anf que la

funecisn de particidn candnica

z = 5 a® expltesa®) (3.6.5)

diverge , ¥ Tesulta que
<Y = © (4.5.8)
es decir , el Ztomo de hidrégeno estd ionizado a toda temperatu—

ra mayor que cero.
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