.';\'ff;t_.f S OO 38.‘/
_ 7o

R UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
Facultad de Cieacias

AUTOMORFISMOS, ALGEBRAS TORCIDAS Y
CUBIERTAS.

T E S 1 S

O Que para oblener el titmlo de
O28<  DoCToR BN CIENCIAS (MATEMATICAS)

/ 9é3 P 1 e 5 o » t a
José Antonio Stephan de la Peiia Mena
. Becario del lunstituto de Matemiticas
México, D. F. Febteso, 1983
TESIS CON |

| FAULA TE ORIGEN




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Introduccifn

Recientemente, el uso de t8cnicas cubrientes se ha puesto
en voga en la Teorfa de Represcntaciones de Algebras (ver por

ejemplo (BGl, [G2]1, (BaGl, [MP1]l). En todos estos trabajos

aparecen en forma natuvzalA grupos de automorfismos de Slgabras
Y de otras estructuras asociadas (carcaj ordinarioc, carcaj de
Auslander-Reiten) . Parte de la motivacién y desarxollo de s
te trabajo se avoca a la co:.npranliﬁn de la estructura de los
grupos de automorfismos de Slgebras y de sus conexiones con 1os’

automorfismos de las otras estructuras mencionadas.

Por otra parte, las cubiertas, que han demostrado ya am-—
pliamente su ut:lilidad, pueden verse como construcciones: asocias’
das al Slgebra en estudio y a ciertos grupos. Luego, resulta
de amplio interés obtener nuevas construcciones asociadas a #&1-

. gebras y a grupos, dé forma que dichas construcciones reflejen .
las propiedades que nos interesa estudiar y simult&fneamente ten-

. gan una estructura mis simple.

Para gque una construccidn re-ultq de inter&s en la Teoria
de Representaciones deberfa al menos preservar. el tipo de re-
presdentacifn de las Slgebras. Ademfs de las cubiertas (162},
[ MP2)}), i\ay al menos una construccifn que satisface astas pro
piedades: las Slgebras torcidas ([RR]]l. En este trabajo oitg
diaremos este concepto y obtendremos importantes relaciones de

éste con las cubiertas. Finalmente, aplicaremos los resultados
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obtenidos en algunos casos particulares.

La primera seccidSn tiene caracter introductorio, en ella
exponemos brevemente algunos resultados de la Teoria que nos se

rén de utilidad en el resto del trabajo.

En la segunda seccifn estudiamos el grupo de automorfismos
de un Slgebra bfsica e indescomponible (este es el caso mis im-
portante en la Teoria). Describimos algunos subgrupos importan

tes y sus relaciones con el carcaj de Auslander-~Reiten.

Las secciones 3 y 4 introducen el concepto de Slgebra tor-
cida y algunas psopiedades bé&sica. Algunas de los resultados
allf presentados:se-dsben a: I. Raeiten y Ch. Riedtmann, -sin em+
bargo las pruebas fuerxron obtenida’- independientementh.

En la seccifn S describimos 1la descomposici8Sn en mSdulos
inescindibles para 1os m6dulos inducidos en el Slgebra torcida.
Estas descomposiciones serfn muy (Gtiles a 1o largo del resto del

trabajo. En particular aplicaciones de ella se dan en la sec-

e16n 6, donde se prueba que ciertas propiedades importantes del
Slgebra (tilteada, tener (P)-familia, conexidad) se preservan
bajo torcimiento. :

En la seccifn 7 construfmos el carcaj de Auslander-Reiten
de un Slgebra torcida, conociendo el carcaj —el Slgebra origi-

nal.

Esto se hace por medio de ciertas relaciones entre 1los es
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tabilisadores de mS8dulos inescindibles.

En la secciSn 8 probamos algunos de los resultados més im-
portantes del trabajo. tho- que torcer a un Slgebra A por
medico de un grupo de A-automorfiasmos que fije vértices, resul-
ta en la construccién de una cubierta de A. Fl resultado in-
Vverso es tambign cierto, cubiertas de A determinadas por gru-
pos solubles pueden obtenerse a partir de A por medio de suce-
asivas operaciones de torcimiento po; medico de grupos que fijan

vértices.

En las secciones 9 y 10 se aplican los resultados en casos
pnrticulaiea. En 9, se ve que la propiedad de gque la cubierta

universal de A tenga ciclos dirigidos puede leoilo en el gru-

po de Automozfiémoa de A. Por medio de ello, caracterizamos

las Slgebras est&ndar.

En la Gltima seccién (10), vemos que el rango del grupo fun
damental de un flgebra cociente de hereditaria (sin ciclos en su
carxcaj ordinario) puede calcularse inductivamente por m.dip de

una funciSn en los vértices del Slgebra.
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1.A: ALGEBRAS Y CARCAJES

En esta primera seccifin introduciremos los conceptos bési

cos qgque serfn usados a lo largo del trabajo. Enunciaremos sin

prusbas algunos de los resultados importantes.

. Como referencias generales usaremos {AfF] para anillos
mBdulos y [cCLS]) [

) 4
[G1] para la relaci8n entre las Slgebras,

los carcajes y la teorfa de representaciones de Slgebras.

Fijamos ahora y para el resto del tr-b-jo un campo &k que

supondremos algebraicamente cerrado.

Un carcaj Q es simplemente una grifica orientada. ¥or

0_0 denotamos el conjunto de sus vértices y por 9_1 al de sus

flechas. Adem8s, tenemos funciones 4 e : 9_‘——° Qo' donde
para una flecha o € q,, ala) Adenota el principio de a Yy

e{a} su punto final.

Un camino dirigido en Q es una sucesifn de flechas

o, O _4e---G, donde sla, ,) - ela;) para i=1,...,n-1. De-

cimos que este camino va de o(u‘) a c(un) Y que tiene longi

tud n. Dado un vértice x € Qo' llamamos T al camino tri

vial que. va de x en ‘x, Y gque no involucra flecha alguna.

£l Slgebra de caminos &kQ asociada a Q es la &k-Slgebra
gque como espacio vectorial es libre sobre la coleccifn de ‘todos

los caminos dirigidos de Q. El producto de dos caminos se de
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fine pegando 198 caminos cuando esto es posible y como 0’ si
no 10 es.

En este trabajo
contrario gue

supondremos, salvo que se especifique lo-

Q es finito. En ese caso

! .'EQO“‘ es ol ele
mento unidad del Sflgebra

(‘l’,"» € Q,) es un sis
tema completo de idempotentes ortogonales y primitivos de kQ.

kQ; ademis,

La indescomponibilidad del Slgebra kQ es equivalente a
la conexidad del carcaj Q. -

Por F denotaremos el ideal izquierdo de

hQ°’ generado
por caminos de longitud 1 (las flechas).

F resulta ser un )
ideal bilateral y como dspacio vectorial tiene por base los ca
minos de longitud mayor o igual a ‘1.

Un ideal bilateral 1 de kQ se lliama admisible si
1 €¥2 y para alguna n €N, F* C 1.

Escribiremos £k(Q,1) : = k2/1I que es una &lgebra de Aai-

wmensifn f£inita sobre &k, indescomponible y bésica,

(T 1z € ;)
Yy primitivas.

con
como sistema completo de idempotentes ortogonales

Una pareja de la forma (2,71}
admisible de kQ

mo ¢ @

con Q carcaj e 1

se llama carcaj con relaciones.
(2, T1—=(A,J)

ideal

Un worfis-

entre dos carcajes con relaciones, es
una funciétn que envia vértices de

Q en vértices de A.
chas de

fle-
Q en flechas de A,

de forma gque si a € Q,,
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6lala)) = slfla)) y {lela)) ~eclfla)). AdemSs, ¢§ debe pre-
servar las relaciones dadas: sl p = 1213“1“1 €], con A‘ € &

Y u; camino dirigido en @, {(p) -‘!‘A“(u*) € J.

Claramente, un morfismo de carcajes c¢on relaciones
$(Q, 1) (A,T) induce un morfismo de k-Slgebras,
k(6) : RIQT)— R(A,J).

Sea A una k-Slgebra de dimensifn finita. Como pueA-o-
interesados en el estudic de las propiedades de la categorfia
de mSdulos ModA, podemos suponer gque A es bisica e indes-
pomponible.

Podemos ahora asociar a A un éazcaj Q2 de la manera si
guiente: sea e, {i=1,...,n} un sistema completo dc idempo-
tentes ortogonales y primitivos de A, 2 tiene n. vértices,
2, - {1,...,m} ys®i 4i,§ € 2, hay nyos o= dlmk ‘j% e,
flechas de 1 en 3.

Para cada 1,'1 € Qo escojamos una base (ialue‘ s donde
13

aadA .
¥, € e,aadl\ e,, de e,m e, Yy podemos tomar A‘_’-(ult—“-d)

Para definir ¢ ¢t kQ —m8+> A basta dAar ‘l\l- valores en los
elementos d; la base de kQ sobre k. Asi, ‘(1’1) - e, para
4 €0, ypara <& -8+ j en Q4 ¢la) » y,. No es Aiffcil mos
trar que ¢ es suprayectiva y que I = Kead es ideal admisi-
ble de kQ, de forma gue resulta A = k{(Q,T}.
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De esta forma el estudio de las Slgebras se puode reducir
al de los carcajes con un ideal admisible. Veremos gque MNodA
se puede interpretar también en este contexto.

Sea (Q,7) wun carcaj con relaciocnes. Una relacifén

n

p €1 se llama legible si o -‘g,a‘y‘ * con x‘ € &, v, cami-
no dirigido en Q de forma que 4(v,) =~ A(Y’i. elv,) - G(V".
para todo par 4i,§ € (1,...,n}. Siempre puede generarse 1
por medio de un nGmero finito de relaciones legibles.

Una k-representaciéin V de @ consta de una familia de
k-espacios vectoriales {Vix))x € Qo y de transformaciones 11
neales (V(a) : ¢(x)— Viy) l:—"—‘y en Q,). '~ Un morfiemo
¢ 2 V——=y' de r.p:...n;aciono. de Q es una coleccin de-
transformaciones Yineales § = (o, * Vix) — viix) !’.eao tal

que para cada flecha —2 Yy en Q" el siguiente cuadrado
conmutas:s '
v(,,_,_._lLﬂL_.v(y)
., L3

v ]
vitx)—L4al oy 0y

Dado y - B eeeccay camino dirigido no trivial en Q,

POdemos evaluar la representacifn: VvV de Q en y como sigue:

Viv) = V (a )...V{a )}  V(x) —'Viy), donde

x = sla), ¥y = ela ).



84 o -_1§,A111 es relacifn legible, podemos evaluar

V en p : Vip) = 121*1V‘Y1" Decimos que V
relacién o si Vip) = 0.

satisface la

En general V satisface el ideal admisible I, si

Vi{p) = 0 para toda relacibn legible p € I,
mente, si V

6 equivalente-

satisface un sistema generador de relaciones le
gibles.

Denotamos por Modl(Q,71) a la categorfa de las

sentaciones gque satisfacen 1,

k-reprea-

con los morfismos de represen-—
taciones.

81i tenemos un &lgebra A de Aimensisn finita sobre &k,

indescomponible y bSsica con A = £(Q,I) con O carcaj e

4 ideal admisible, obtenemos que ModA = Mod(Q,7). De esta

!oria el estudio de los m6Sdulos se reduce al de las represen-—

taciones de un carcaj que satisfacen un ideal admisible.

Los mSdulos finitamente generados modA corresponden ba-—

jo este 1ionor£1-mo a las representacionee v € Hod(Q.l)' con

Vix) de dimensién finita para cada x € Qo' Esta subcatego-

rfa de Mod(Q,7) ser& denotada como mod(Q,1).

Aigunos m8dulos especiales tienen en mod(Q,1) una des-—

cripecifn particularmente sencilla. Los mS8dulos simples corres

ponden a las representaciones (sx’leﬂg' de forma que s;(y)

tiene dimensisn 1 6 0 dependiendo de si x =~ y 6 no. Los m8
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dulos proyectivos inescindibles son de la forma P‘ = (x,-)
con x € Qo ¥ los inyectivos inescindibles, !, = D(-,x)
con x € Oo, donde ? denota 1a dualidad usual respecto al
campo k.

Una de las metas de la teorfa de representaciones de Al-

gebra es llegar a clasificar todas las Slgebras A que tienen

8610 un ntGmero finito de clases de isomorffa de wm6dulos inescin

dibles finitamente generado. Un Slgebra gque satisface esta

condicifn se dice gque es de tipo de represeantacién finito
(c.xr.f.).

Supongamos. que- A = k(Q,7T1) es un Slgebra de tipo Ades re-
presentacifn finita y que Py = (x,=), P, = (xz.f) son dbs
proyectivos inescindibles. Un conocido resultado de Jans [JF
nos dice que (x,,%x,) = EndA(P,) e; un Slgebra uniserial -o
sea, con una finica serie de composicién, a saber, la‘-orio wg
dical-, Yy gue (11.12) = HomA(P‘.le es un EndA(le mddulo

irzquierdo uniserial 6 un EndA(le mfdulo derecho uniserial

Y en todo caso un bim8dulo uniserial sobre estas Slgebras.

Tambi&n, dm (J]1 y [GO] se sigus que en esta situacién
el carcal 2 no tiene flechas dobles, o sea, los nGmeros

xadA
"Lj - dimk ‘j;;?’i e, Son menores o iguales a 1.

Como la situacin que nos interesa estf relacionada con
el tipo de representacién finita, convendremos en suponer que

108 carcajes con 10 gque trabajamos no tienen flechas dobles.
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Cuando el Slgebra K es de tipo de representacifn fini-
podemos eaperar tambi&n describir totalmente la categorfia
ModA. Un conocido teorema de M.

ta,

Auslander (A} nos dice que

en esta situacifn todo A-mSdulo, finitamente generado 8 no,

es suma directa de m8dulos inescindibles tihitamente generados

luego, basta describir los morfismos entre los m8Adulos ines-
cindibles. Para esta tarea,

la herramienta mis Gtil son los
morfismos irreducibles. Un morfismo € en modA se dice ine-

ducible si no es seccién ni retraccifn, pero siemdre que *gh,
h saerf seccién 6 g Se sabe que si A es de '

todo morfismo es combinaciﬁn lineal de composiciones de

retraccibn.
t.r.f.

morfismos irreducibles entre inescindibles, en caso de ir entre
inescindibles y no ser isomorfismo.

Llamamos indA a la subcategorfia plena de modA cuyos

jetos son un representante de cadg clase de isomorffa de los
dulos inescindibles.

indA

3 8

Un morfismo irreducible § 3

M~—> N en
tiene una descripcién simple si N

es proyectivo 6 si
M es inyectivo. En efecto, en el primer caso 4§ es la inclu
radN, Y en el segundo

proyeccifin a un sumando directo de

s8i6n de un sumando directo de es la-
M/socM.

Para los casos restantes se introducen en [ AR] las su-

cesiones gue casi se dividen, también conocidas como sucesiones

de Auslanderx-Reiten.

0—sa b —Fec—>po

Una sucesifn exacta que no se escindp

con A y € inescindibles se dice de

Auslander—Reiten cuando para todo morfismo h-: X —eC gue no



sea restriccifin, existe £ : X —=8 tal que h = gt. Cuan-

do € es un m8dulo inescindible y no proyectivo, existe wna
dnica sucesiSn de Auslander—Reiten gque termina en C,

0 ———%A —‘-OB —d ¢ —=0. La asociacién C —*A establece una
biyeccifn entre los mSdulos inescindibles no proyectivos y los
inescindibles no inyectivos. Dicha correspondencia se denota’

por Dtr y su inversa por TrD.

81 A—‘d‘-'st £{ € 1,.0., son todos los morfismos irredu

cibles que comienzan en A, entonces § = (§,,-- ..‘nl 14

s -‘E‘B"_, y dualmente para €.
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1.B. CUBIERTAS

El concepto de carcaj de Auslander—Reiten tiene uﬁ; gene-
ralizacién natural: un carcaj de translacifin I es un carcajl
no necesariamente finito sin flechas dobles ni lazos junto con
una inyeccifn T + A —m I, definida en un subconjunto A
de T, y tal que x = (Tx)+ para toda x € A, donde x~ de
nota los vértices de I, desde donde llegan flechas a x ¥y
x* 108 vértices a donde 1190.5 flechas desde x. Las relacio
nes de malla en I forman el ideal Mr de kIl generado para
cada x € A por la suma de todos loi caminos de ldangitud dos
de Tx a x. La categorfa de malla de I, denotada por k(r)

es el cociente kT/Mp.

Obviamente un carcaj de Auslander—Reiten rA es de trans-

lacifn con Tt = Dtr.

81i A es Qe t.xr.f. y 11amam§a indA a la subcategorfa
Plena de modA cuyos objetos son un representante de cada cla
se de isomorfia de A-mSdulos inescindibles, se dice que A es
. dlgebra estfndar si i1indA = k(rA). Para este concepto, cchlule
tar {BgGl. sS1i A = R{0,1I) con Q sin ciclos dirigidos, A
resulta estindar.

Un morfismo ¢ : (A,0)—={I',T] " de carcajes con transla-

cifn se dice que es cubriente si satisface:

1) para toda x € A,, los morfismos xt— (ol(x))* b'4
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x"=—= (é(x)])” 1inducidos por ¢

11) oix)

estf definido siempre que '

son biyectivos.

Tlé(xl]l 10 estk.

Riedtmann prueba que para todo carcaj con translacién

{r,t) existe un objeto universal

categorfa de lan'cnbioita- de
finida por la accifn de un grupo

fundamental de (I,x).

81T T =T,
A de t.r.f., resulta segtn

libre.

Las cubiertas pueden ser definidas en general.

rios posibles enfogques usaremos los desarrollados en

{Mpr].

Sea (to,1)

fismos G de (2,71)
G en

+ -
x 6 x

/6
n:

con x € Qo.
también resulta sin flechas

e —* 2/6

En este

induce biyecci

{r,x).

un carcaj con relaciones,

n: (?.?l——H*(r.rl en l1la

Dicha cubierta estf Ade-~

n.i{r,x) llamado el grupo

el carcaj de Auslander-Reiten de un &lgebra
[ 8, G)
Este resultado es muy importante.

que n,(rA,rr es un grupo

De los va

e,

un grupo de automor

se l1lama admisible si ninguna Srbita de

Qe " tiene m&s de un vértice en un conjunto de la forma

caso, el carcaj de Srbitas

dobles ¥y el morfismo natural
L d

T - N(1) es el ideal de Q/G
(2, 1) — (T, 1

8i

ce que It : es

x (nix))* v
2

un morfismo cubriente de carca

x—{n(x) ) .

- 3 inducido por I, se Aai

jJes definido por la accifén del grupo 6.

Un carcaj con relaciones

(,1)

también admite una cubierx
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ta universal (generalmente infinita) gque se construye de la si
guiente manera: sea W el conjunto de todos los caminos no
orientados de Q_, © sea, para cada flecha x—— ¥y en Q
admitimos y -°Lx. Denotamos por <~ 1la relacifn de equi-
valencia en # inducida por las siguientes r.lacioho. elamen~
tales:

a) 81 x -9+ y g8 flecha en 0, entonces aa~' A Ty
-1
a Ta, v T .

b) St 12111“1 € Iilx,y) es relacién minima, esto es,
que para cualquier ¢ ¢ K $ ,eee,n} B A u, € Ilx,9), u, ~

i
3
para todo par J4{,f§. € {1,-,-n}.

€) Si u ~n v por medio de a) 8 b) entonces w'uww've

.
siempre que estos productos estén definidos.

La relacifn ~  se llama homotopfias E es una componen-—
te conexa de W/~ (todas las componentes son isomorfas), don-
de se pone X" x, si y solamente si existen m‘,mzeﬂ ‘con

slw,) - a‘!mz). x, = {lw,d, x; * lw,] ¥y hay una flecha a en
Q con wy, = aw,.

Denotamos por N : § — 0 al inorfi-ﬁo que envia
(w) — e(w). Si T es el ideal de G generado por los le-
vantamientos de relaciones ninimas y cero, I : (2,7) — (2, 1)
resulta ser la cubierta universal. z-_ea determinada por la

accifn del grupo N,(2,7), el grupo fundamental de (o,1)



-12 -

segGn la relacién de homotopta ~. Este gtupd cambién puede

representarse de la siguiente forma: sl =%,y Eo con

flx) = Nily), Aefinimos g:'y': Eo"—~‘§6.20-—‘ 1x~ 'y, ast,
n, e, 1) - (9, o | Mix) = wWiy)).
rd
Dada una cubierta p : (3,1)—— (Q,1),
cido kip) : k(3,1)— &(Q,7) resulta ser cubriente, esto es,
satisface la siguiente condicifn: para

el funtor indu-

x = p(_i'). y € Q,
ngSy L TNEG) = k(TN (x,0) ¥ oo k(D.THZE) = k(Q, Ty, x),

meadiante los morfismos inducidos por kip).

En el caso en que ‘A as Slgebra estindar, la cubierta

universal coincide con la definida por Gabriel ({G2]).

Sea
p ?A-—vrA

la cubierta universal del carcaj de Auslander-

Reiten T,. ¥ kip) : t(?"n)——’ k(r,) el funtor cubriente in-

ducido. Siendo A esténdar A S indA = k(r,}) y kip) pus

de restringirse a la imagen inversa ae A, X

d.ndd lugar al
funtor cubriente F tal que

Existen carcajes con relaciones A = k(2,1}) y A =~ ki(Q,1)

¥ un morfismo cubriente = : (3,7)——(0Q,1}) ¢al que ki(nN) =~ F.
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B resulta ser la cubierta universal de (Q.71).

En este caso ademis, (i;?’ no tiene ciclos dirigidos y
ﬂ‘(Q.l) - n,(ra) es un grupo libre. '
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‘ 2. EL GRUPD DE AUTOMORFIS™MOS DE UN ALGEBRA.

En esta seccifin veremos algunos resultados generales 0

bre la estructura del grupo de automorfismos de un &£lgebra y

de algunos de sus subgrupos relevantes.

sSupondremos gque A es un Slgebra b&sica e 1ndeneo-§on1-
ble de dimensién finita sobre el cam»o algebrajicamente cerra-
do k. Ademds, el carcaj Q asociado a A no tiene flechas

dobles. Elegimos un ideal admisible de forma que A = 'h(Q.ll;

Por Auth denotaremos al grupo de

k-automorfismos de
A que determinan una permutacién del conjunto de idempotentes

(?x | x € Q;} de A. O sea, AuthA

es el grupo de automorfis
mos de la categorfa asociada a A

cuyos objetos son {?‘leQo)
T,e T HonA(P
mos asi, debido a que las técnicas que
ter diagramitico.

y con homomorfismos de x?® Py) « Esto lo hacs

empleamos son de carac-

L]

Un subgrupo importante de AutA es el grupo de automorfis

mOos que tija todos los vértices, a este subgrupo lo denotaremos

Aueol\ -

(2.31) Lema: Aut A

es un subgrupo normal de AutA.
Autl(Q,1) -

es subgrupo de AutA.

Demostracién: La primera de las dos afirmaciones es cla-
ra. Para la segunda basta observar que ogtAut{Q,7}——RutA,gv kig)

es morfismo de grupos inyectivo//
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Parte del trabajo se concentrarf en el estudio de estos
subgrupos de AutA. Comensemos por ver que se puede decir 0

bre ellos en general.

Bl grupo Aut{Q,7) es claramente finito, ya que sus ele-
mentos estfin determinados por su valor en los vértices de Q.

Por lo denis este grupo puede ser cualquiera, como ahora se

muestra.

(2.2) Proposicifn: Sea G grupo finito, existe un car-
caj con relaciones (2,7T) Ae forma que A = k{(Q,T7) es Slgebra’
de t.r.f, y G = Aut(Q,I}.

Demostracifn: Sea G grupo finito generado por n ele-

mentos. Sea 2 el carcaj

x’/’Y‘\\\&//’Yf\\’x ..}..........x’//’yn\\\‘x
AN ST

Sea 17 el ideal generado por los productos de dos flechas su-.
cesivas. Sea I :(5,7)———*(Q.1) la cubierta universal defini

da por el grupo libre ﬂ,. Los siguientes hechos son inmedia-

tos:

a) Por la 1is£a dada en [ BR] para los Srboles con rela-

ciones cero, se sigue que (E,T) es localmente de representa-

cién finita.
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b) Como no hay homotopfias dadas por relaciones no cero,

n‘ es libre con n generadores.

Sea. P A n, de forma que n;/p = G. Por tanto, existe
un carcaj con relaciones (3,7) y dos morfismos cubrientes
n s (G, T1—(3,1) ¥ p: (2,7)—(Q,1) tales que
PR’ = N, y N' estf definido por 1la accifn de P. De aqut,
p estid determinado por la -.cel.an de ll,lp - G.

Como G es: finiro, (Q,Tl es un carcaj con r.l.eioﬁ.. t § B
nito y el Slgebra asociada A = R{(3,7) es de t.r.f. Adewmis,.
G € Aut(d,7). De hecho se sabe -ver ([Pl- lqu.

G = {9 € Aue(d,}) | pg -‘p).

Sea g € Aut(d,?), probaremos que pg - p. Sea x € Q,
tal que px * x,. Luego, de gx deben salir 2 flechas y no
puede entrar ninguna esto sSlo lo satisfacen los puntos en la

fibra de X,, © sea, Pgx = x,.

En 3 tenemos la siguiente imagen

/'y——_.. ¥ '—pa *
x, g
\| s »b ‘—pw'——p b’

de forma que en ¢, ¥', 2z, 2', W, w' solo entra una flecha y

sale solo una, mientras que en a,a’',b,b’ entran 2 flechas y

salen 2. Si gy = z', ya solo podria ser w' 1o que es ab-
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suré¢o. Por tanto, gy = y', gz » z!, etc. Es claroc que el mis

wmo argumento puede aplicarse a todos 1lo0s puntos y se obtiene

P = p. O sea, G = Aaut(d,T) que es lo gque deseaba proh.zl.zy

El caso de AutoA es muy diferente, por un lado puede ser
infinito y por otro su estructura debe satisfacer algunas le-
yes.

(2.3) Ejemplo: Sea Q el carcaj x —S—y 8 con 1

generado por 82 = 0. Por ([(B.Gl, A = k(2,1) es t.r.f.

Sea g el morfismo de Slgebras generado vor gla) = o,
alB) = 8 + 8%2; como glis?) =~ 0, g es efectivamente un morfis
mo de A en sf misma. Es f8cil checar que hl(a) « a,h(s) 'B-Bz
es su inverso y por tanto g € Aut A. Ademis, a™(g) - g+ng?

y si chark-o' este morfismo es libre de torsifn. Otro ele-
mento de Aut A es £(a) = a+ Ba, £(8) = B con inverso
2la) »a- 8a + B2a, £(B8) = B. Se tiene para estos slementos

2gla) = a¢+Ba, gt{a) = a+fa + 82a. Y por tanto Aut A no es
abeliano.

El siguiente concepto se utiliza comunmente para grupos
iineales (ver (H/]J).

(2.4) Definicifin: Un elemento g € Autoh se liama uni-
potente si existe un endomorfismo n de A como k-espacio
. vectorial, n- nilpotente y tal gque g = | + n. AutuA -

= {g € AutgAh | g es unipotentel.



(2.5) Proposicifn: ._AutuA es un subgrupo normal de

Auton. Como grupo es nilpotente.

Demostracidn:‘ Observemos primeramente que g € AueoA es

unipotente si y solamente sf para toda flecha x = ¥ en

0, gla) = a + ~,
satisface esta condicifn, podemos poner
a cexo y dada una flecha a,

con x, € rad;(x.y). FEn efecto, si g
ng—’EEndkA

que aenvia los idempotentes Ty

n{a) = 2_. Asl, n(a,uzl = aa102 *+ ajyltg, + Aaylta, QuUe es un

@
elemento de rad®, de donde n2(a} € radX(x.y). Procediendo
es claro

inductivamente y debido a la ni¥potencia de radA,

que n debe ser nilpotente. En el otro sentido, en caso de

que g = ] + n
tendrfamos
bido a gque en Q2 no hay flechas dobles. Por tanto,
n?(a) = Anla)
tre pat&ntésis ests en rad;(x.yl.
obviamente no es nilpotente.

+ nia)l = 22q. {ar + ni{r)), donde el té&rmino en-

En general, nt{a) = Ar%a +

con A' € rad;(x.yl y n

De aquf se sigue claramente que la composicifn y el in-

vaerso de automorfismos unipotentes son unipotentes y que

AucoA as subgrupo de AutoA. Como la conjugacién de un endo-

morfismo nilpotente por un automorfismo es también nilpotente,

se tiene que AutuA es normal en AueoA.

Finalmente, AutuA es un subgrupo de Gtk(Al formado

n{a) = Aa + » con A € * y ar € radi(x,y). de—

¥y parxa alguna flecha x-—%—y fuera nla) ¢ aaj(x,y)

A’
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por elementos unipotentes. como A es un k-evspacio vectorial

de dimensifn Iinita, en (Hu, (17.5)]) se muestra gue AutuA

debe ser un yruapo ;\ilpqtente.//

Esto junto con un poco m&s de informacién nos A% el si-

guiente resultado.
(2.6) Teorema: Autol\ es soluble.

DemostracifSn: Por 2 denotamos al radical de A. Por
tanto 2?2 es el ideal generado por los productos de dos !1_0-.
chas sucesivas en Q, donde Q es el carcaj asociado a A.
Sea p : A — A/2? el coctente natural. Dado 8 € Aut A,
existe un Gnico ¢(g) € Aut:c'l\/n.z que hace conmutativo el cua

dro:s

A —a

) P
A/nd——tla) . 7,42

¢ = Autol\ — Autol\/&z' es un morfismo de grupos..

ltor.o < AutuA :t Sup ¢(g) = 1. Ponemos g = | + n, con
n € EndA. A los idempotentes '?x, x € 00, n los envia en
0. Sea o flecha en 9, pla) es ineducible en IV % y

pla) = #(g)(pla)) = pg{a). De donde gla) = a+ 2, con
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~, € r-dznonA(.x,y) si x—*“—‘y. Asf, n{a)l = 2, Y es claro

ahora que n es nilpotente. Pox (2.5), Keré¢ es nilpotente.

Autol\ln.z es abeliano: Si x'&'—‘y en 9Q, ilo-A/‘z(x.yl-ta.

- - - -
Luego, si g € Aut A/r2° gla) = 2a con A € k®*. De la conmu

tatividad de £k* se sigue el resultado.
Por tanto, Ker¢ e I, ¢ son ambos solubles y siendo Aucoﬁ

extensién de ellos es también soluble. .

Usando el morfismo ¢ recién definido podemos probar el

siguiente resultado..

(2.7) ProposiciSn: Si G es subgrupo finito de Aut,A

e

~
tal que charkto(G), G es abeliano.

Demostracifn: Sea g € 6 y supongamos ¢{g) = 1. Por
10 probado en (2.6) g = 1 + n con n endomorfismo nilpoten-
te. Sea p =~ chark; i p = 0, g es l.ibre.’de torsién lo
que contradice que G sea finito. “‘Luego, p > 0. Astl, exis-
te £t €M con nP® - o0 y 9Pt = (¥+n)Pt = 1. De donde,
p | oltg) que contradice la otra hipStesis. Hemos probado que ’
G = ¢(G) C Aut;ol\ln.z que es abeliano por (2.6) sy

Veremos ahora de qué forma se relaciona AutA con el car-

caj de Auslander-Reiten de A, I‘A.

Sea g € AutA, M € ModA. Por MY denotamos al A aSSdulo

izquierdo con el mismo k-espacio vectorial subyacente de M
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¥y con multiplicacién A e m ~ g(Alm, para A €A, m € M,

Claramente esto determina una accifn de AutA sobre
ModA, o sea, M' = M, (M91)92 . N9192, picha accién preserva
m8dulos inescindibles. '

81 M-—"M es A morfismo, es claro gue también

M9— 2 N9 es A morfismo. De esta forma la accifn de AutA

sobre modA preserva tambi&n sucesiones de Auslander-~Reiten.

Fy—
M — N9 gque es un morfismo de carcajes con tran-llaclan. Co-

Asf, dado g € AutA, podemos definir v(g) @ Tas
mo wia)~' = wtg~"), v : Auta — Autl, es un morfismo de gru
pos, dAonde Autrl A ©s8 el grupo de automorfismos del carcaj con

translacifn Tpe

(2,8) Teorema : ] — Autolt —t AutA —L"AutrA es una

sucesién exacta, cuahdo A eas !igebra de t.r.f.

\
Demostracifn: Sea g € AutA tal que ¥ig) = 1. En parti
cular, g actBa trivialmente sobre los proyectivos inescindibles
¥ 9 € Aut,A. ’

Tomamos ahora g € Autol\ y deseamos probarxr éue su accién
en modA. es trivial. Que actfe trivialmente sobre los proyec
tivos inescindibles es sencillo: sea x € 0,, P_ =~ A?x. De

£inimos ¢ : P—— P’? por w(k?x) = gla)r, ., para A € A.

Dado A, u € A tenemos:
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wlu(aT)) = glurlx = glulgiryx = u'w_(‘hxl Yy v es

A=-isomorfismo.

El resultado se sigue de un Teorema paralelo al demostra-
do en (MP2); aquf esbozaremos solamente l1lo0s bp-.cu de la prue
bas 1lamamos g :@ PA—. X‘A a la accifn de g gque fija pPXo
y_-ceivo.. Tomamos M € T A Y también P E€E T A proyectivo.

Sea | | B FA_’ I‘A la cubic:ta universal

a) Existe g 3 FA—’ '-FA automorfismo con l; - gf,. tal
que 3JP = P, Aonde NP =« P. Si restringimos k(ll) a las cate
gorfas de proyectivos 7\'; de k(-f"nl y: A, ae k‘(’l‘hj" tene-
mos N

donde F es la restriccién de #k{Il) que resulta funtor cubrien

te.

Se tiene F3| = g|F, donde gl y d| son las restric-
ciones a estas categorias. Como JP = i y gl = 4‘.4“-. por el
levantamiento Gnico de caminos de F se sigue que J| = id-x..

Por tanto, ¢§ fija proyectivos en I"A.

b) Sea X € FA levantamiento de M, o sea IIX = M,

Llamamos Q a la suma de todos los proyectivos en el soporte
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de X en FA‘ Y A, = Endk(FA)Q' » @8 Slgebra de t.r.f. sin

ciclos dirigidos en su carcaj de Auslander-Reiten I‘A. - Ademis,

— de carcajes con

9 1induce un automorfismo g. * T T

translacifén que fija proyectivos. X € l"A de forma gue
L] N

8X = FuX.

no tiene ciclos dAirigidos y A, es dlge-

e) Como . Ta
n € 8§ de forma que

Pe € rj\. proyectivo y
X = TAD™P,. Pero como P, es-
FoX = X,

bra t.r.f. existe
Der”X = P,. Eguivalentemente,

t4 fijo por g, Yy este preserva la translacién

Por la definicién de Jd., 3 ¥ 4. se tiene gue M7 =~ M.”-

A -me llama estindar cuando es de t.r.f.
Ae—s k(r,).

Recordamos que

v k(rAl = indA. En particular

A es 8lgebra estdndar, AutA

(2.9) ProposiciBn: St

es producto semidirecto de Antoli por AntPA.

Basta gue mostremos gue el morfismo

Demostracidn:
8 € Autl,., tenemos el au

¥ : AutA — Ant!"A se escinde. si
tomorfismo de categorfas inducido £kl(g) : kl(r,)—— k(l"A) que

envia proyectivos en proyectivos, por tanto lo podemos restrin

gir a un funtor entre su categoria de proyectivos

s &(r,)

A
o(glJ’ kig)
A

€ klr,)




PoOr estar bien definida esta asociacién, [ 2 ] Aut!'A AueA
es morfismo de grupos. Ahora, o{g) detexmina la accifén Aaa-

da por vyolg) en I‘A, esta claramente satisface

A sk(T,)

o(sll ’ klvolg))
Ag-‘—»k(r,‘l .

Resulta que yo(g]l Yy g tienen la misma accién sobre
proyectivos. Por argumentos anflogos a 108 da la demostra-

cifn (2.8) se sigue que g = um(g)-”

Una herramienta Gtil en el estudio dé la accién de grupos’

N
en un conjunto es la nociSn de estabilizador.

(2.10) Definicifn: Sea G € AutA subgrupo y M € modA,

el estabilizador de M en G, es G, : = {g €06 | M9 = M)},

Claramente, 6" es un subgrupo de G. El siguiente re-
sultado da una restriccién importante en esta familia de sub-

grupos.

(2.11) Proposicifn: Sea G subgrupo de Aut(92,1), con
A = k(Q,1) Slgebra de t.xr.f. Si M € modA es inescindible,

G es smoluble.

Demostracién: Si g € G,, por [ MP2)] g9 debe fijar un
proyectivo inescindible. Sea pues x, € Q. tal que gx, * Xg-.

Por tanto, g determina una permutacién de x.’. Como A es
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de t.r.f. este conjunto tiene a 1o nis 3 punto-,‘lupgo 96 ac
tta en ;;’ ' trivialmente. Similarmente 96 actda trivialmen
te en x, . Procediendo de esta forma inductivamente sobre (Q,
como es conexo y finito se ticne que Of{(g) = 2%3® con a,b €N,

De .qﬁl que tambisn el orden de G, Sea de esta forma. Por

el e ido t oema de Burnside, G“ debe ser .olubl-.//

(2.12) Corolario: Si A es Slgebra simpl te cc

AutA es gruvo soluble.

Demostracifn: Por (2.6) y (2.8) basta mostrar gque Autl'A
es soluble. Anflogamente a (2.11) podemos probar que los esta-

bilizadores de puntos en !‘A son solubles.

Sea Qr, el carcaj de Srbitas de T, definido en {8LS).

Como A es simplemente conexa, Qr, resulta un &rbol. Ade-

mis, .\utl‘A actda sobre QrA. Por un conocido resultado -~ver '

(Se, (6.4),(6.5)1-, Autl, debe fijar un vértice de Qra. lue

go debe fijar el proyectivo P cuya 8rbita corresponde a-e-tov
vértice de QrA. Pero entonces, AutI‘A - (AuerA)p que es so-
luble por (2.11) Y/
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3. ALGE3RAS TORCIDAS

En esta seccifn introducimos el concepto de Slgebra torci-
da asociada a un Slgebra y a un grupo que actda sobre ella.
Esta nocifn tiene la ventaja de encerrar en una sola estructu-~
ra toda la informacifn relativa al Slgebra y al grupo que le

dieron origen. AdemSs, permite

asociar a un Slgebra dada £1l-
gebras con estructura més simple

gque sin embargo preservan mu-
chas de las propiedades del Slgebra original.

Algunos de los resultados que presentaremos fueron obteni

dos por I. Reiten y Ch. Riedtmann y dados a conocer. durante el

Congreso de Representaciones de Algebras de Oberwolfach en 1981..

Estos resultados los indicaremos por (['RR}. Sin embargo, pre-

sentaremos algdnas pruebas para permitir el completo desarrollo

del trabajo; dichas demostraciones fueron obtenidas indevendien
temente.

A lo largo de esta seccibn el &lgebra

A de dimensién f£i-
nita sobre

Como no exigimos que A
por automorfismo entenderemos lo usual.

k quédazs fija. sea b&si-
ca,

Esta convencitn se
mantendrf a lo largo del trabajo.

(3.1) Definicibns

mos de A.

Sea G un grupo finito de automorfis-
El Slgebra torcida AlG] es el conjunto de combina
ciones linecales formales gécxgg con coeficientes xg € A,g € é.
Las operaciones en AlG] estin definidas de la siguiente mane-
ras
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(B2 g9) + ([Eguge) = B + u)da

Y (ag)(uh) = rglulgh, producto que se ex-
tiende bilinealmente.

El Slgebra resultante A[G] ‘es tambifn dAe dimensifn fi-
nita sobre k.

Las categorfas de mSdulos de A y de A{G] estén liga-
das de la siguiente manera: en primer lugar el Slgebra A
puede verse como subflgebra de AlG] identificando A con
A.] para A € A. Luego, todo AlG] -mSdulo es un A - mBdulo
restringiendo la multiplicacién s6lo a los elementos de o-ti

forma, tenemos asf el funtor restriccién entre la categoria de

m&dulos izquierdos:
‘ress ModAlG)—» ModA.

Por otra parte, como A=-mSdulo, A G) 'e. suma de copias
de A Yy tiene por tanto estructura de A-m8dulo derecho e iz-

quierdo libre, lo que permite considerar el funtor inducciln

indiModA — ModAlG], tal que a un m6dulo izquierdo M sobre’

A le asocia Al GI”A_ M.
Este par de funtores son cla'!.‘ament:e exactos.

Aquf, nos restringiremos al estudio del caso charkt ,(G),

de forma que © (G]) es una unidad sobre k. Las enormes ven—

tajas de esta situacifén quedan de manifiesto en el siguiente
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to-ulcadb gque es el paralelo del Teorema de Maschke pari flge~-

bras de grupo.

(3.2) Lemaz Sea X sucesin exacta en ModAlG) tal

que resX se escinde en ModA, entonces X se escinde.

Demostracifbn: Supongamos 0 —¥M —‘-’N o8 exacta en
ModA{G] y tal gque 0 -—»aesM —"ﬂvuesn se escinde en ModA.
Sea N1 +: N—™PM en ModAA tal que InI§ -+« 1".
~ ? - i .
D.et:l.nillnl M1 N—>M, "'-_’UTGT gécg 'n(gul, funcién
bien definida.

Sea uh € A(G), calculamos:
. ] _ _ ..
Rluh.n) =g1oT,8c8 'Mlg-uh.n)egroy b Ech™'a” "Malulghn) -

= oToT h oEch ™ 'a s uINlghn) ey h B T (1) (ah) T 'ilghn)

- e uh g~ 'nign) = uhfin).
oT1GT g&c

Por 1o tanto, il es AlGl-morfismo. AdemSs,

figtm) = orET JBe8 ™ 'Mlabim)) = groy Eco 'MElam) = m,

Este resultado tiene importantes consecuencias para la om—

tructura del Slgebra A[G]).

(3.3) ProposiciSn: ([(RR] : 1). Si S es A-m6dulo sim-
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ple, S® es AIG] m8dulo semisimple.
11i) radA-AG] « radAlG) = A(G] radA.

Demostracifn: 1)+ Supongamos s¢ —‘—‘ N— 0 es la su-
cesifn exacta de A[lG)-m8dulos. Al restringir a A, como
ress® - Q%GS" es A-mSdulo semisimple, res{ se escinde.

Por (3.2), 4 se escinde y S¢ es semisimple.

11) + Probaremos primero que radA.A{G] es nilpotente.

Sean 2 € radA, y géclgg € A[G), entonces &(gécxgg) -gécxgg
con n.Ag € radA.

Si en general t:omam?n ggcxgg € AlGl, con Ag € radA pa-
ra toda g € G, tenemos:

n (n) {(n)
(Brg9)" = EPg" 9. domde g "hp.Thy=g*hpfinAn, oo thy o Rp) Y IE

€ rad"A.
Como radA es nilpotente, radA.A[G] es nilpotente.
Probaremos ahora que A{G)] /radA.AlG]) es semisimple.

Para ello consideremos la sucesifn exacta 0 - xradf -* A-"A/radA 0.
Al inducir a AfG) se obtiene,

0— ALG] ® radA— A GI1@A— Al G]1® A/radA—0

R n
0—> A{ G] -radA— A[G)
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Af{ G) /AIG)] -radA = A[G) AA/radA  que es semisimple
radA-AlG] € AlG] sradA = radAlG) Y la otra con-

‘Por tanto,
por 41). Asft,
tencifn es obvia. V)

Tanbién, (3.2) tiene repercusiones en la estructura de

los funtores, res, ind gque hemos antes definido.

(3.4) Proposicifn [RR]: 1) Si M € rgoaA, M es sumando

. directo de resM® = res inawm.
11) 81 N € ModAl'G]l, N es sumando directo de fad resN..
A~m8dulo derecho con es:

‘Demostracidn: 1): Si A9 es el

pacio subyacente A y x € A9, A € A, se tiene x * a = xgla).

Es claro que re._l\l G) Hgécl\g. Luego, para M € modA,

- : - g g
res indM resiAl G) M (géclt ) M g%c“‘ AM) .
A% M = MTT), A m—s g" T (A)m. Ademss, M’

Pero, clara-

mente = M y tene-~

mos el resultado Aeseado.

11) Sea N € MoaAlG]l, definimos N : ind reasN —=N,

Agn Y= Agn, qgque es AlG) morfismo ya que

Nluhirg n)) = Nluh(r)hg n) = uhirlhgn = (vh)ll{rg n)

£ ¢ N—+ 1ind resN, n — J®On es claramente A-mor

Por otro lado
Por (3.2), N se escinde como AlG]-morfis-~

£ismo, Y Né - 0".
mo.//

De hecho, los morfismos construfdos en (3.4) son naturales.
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Este resultado tiene una sencilla aplicacifin que sin em-

bargo muestra parte de la relevancia de las Slgebras torcidas.

(3.5) Teorxrema [RR]: A es Slgebra de t.r.f. si y solo

st Al(G) es de t.r.f.

Denostracifn: Sup. que A es de t.r.f. y sean

M‘,....Mn
representantes de las clases de isomorffa de

A-m8dulos ines-
cindibles. u'j es Al G] -mS8dulo

£§-9 y tiene una descomposi-
cifn en

n
aa i
A G) - los 1 indibles, Hf '321”13' esto vara
cada £ € (1,...,n}.

Sea ahora N € modA{G]

inescindible,

debe ser fsomorfo a alguno de los m8dulos "‘13’ La f£initud

de esta familia wmuestra gque AlG] es t.r.f. El converso es

idéntico. Vi

Un empleo similar al hecho de (3.4) en (3.5) nos permnite
mostrar el siguiente resultado.

(3.6) Teorema [ RR) : Sea A 8Slgebra de t.r.f., !'A tie

ne ciclos dirigidos si y solo si TAfc) los tiene.
£, L)
Supongamos que N‘ — Mz——'..—'ll_—‘*ﬂ‘
4

ressd 4
I‘A‘ sl - Por (3.2), resN ——* resN,

Demostracifn: =)
es un ciclo dirigido en

no es invertible. Luego, debe haber sumandos inescindibles

u‘ de telN‘ b4 “2 de re-Nz,

99
ducido por res“. M‘——-‘M2

de forma que eil. morfismo in-—

no es cero y no es invertible.
Por tanto, en T, aparece un camino dirigido M‘ “z'

test b4 “3 de

De
1a misma forma apvarecen inescindibles M'2 de
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re.Ma con un camino dirigido en T Ar u;wua'. Por lo de-
mostrado en (3.5), existe un m8dulo inescindible L € modA
tal que M2 es sumando de indl, de donde tanto M2 como
Mi son sumandos de res indl = ggGLg. Por tanto, existe
8 €6 tal que M, - M'zg. Aplicando g al camino entre M}

y M, se obtiene un camino dirigido en T,, M,AA~b Mg.

Repitiendo el procesoc se obtiene un camino dirigido en
Fp, de M, en un m8dulo de la forma M"' para alguna hk € G.
Como G es finito,. el orden de h es finito y aplicandolo su

cesivas veces a este camino se obtiene:-un ciclo en- M-‘,

-=): Supongamos que M,‘—" M, —=<e ™0 M_—&» H, es \ll'l
ciclo en TI,. El morfismo 1ndﬂ‘i"“_‘!. 1.m:lM2 no es 1nvete1'?lc
ya que §, es sumando de res ind{ 4" Escribamos indM, -:’:‘ "13
descomposiciébn en Al G)-m6dulos inescindibles. La restriccifn
de ind{ 1 a M1 4+ ‘tampoco es invertible y entonces debe haber

un sumando de 1nduz. digamos ~21 de forma que la restriccibn

indictaa N, T .y, no es cero ni invertible. Luego, hay
an rAl Gl un camino dAirigido N1'M ~21‘ Continuando de esta

forma se obtiene un camino dirigido de N, en N‘j. si 4=1,

hemos obtenido un ciclo en PM G- Si digamos gj-2, podemos
volver a comenzar y obtener un camino dirigido de N12 en “13'

'€ {(1,...., n, }. Este proceso nos da finalmente un ciclo di-
rigido 'en rAl Gr -/

En particular, como la restriccifn y la inducci&n de pro-

|
i
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yectivos en proyectivo,
A

tenemos que el carcaj 9 asociado a
tiene ciclos dirigidos si y solo si los tiene el carcaj
Qc asociado a Al G)Y . '

Presentaremos ahora algunos ejemplos. En algunos casos

la teoria para obtenerlos se desarrollarf mis adelante, sin

embargo, sirven ahora como ilustracifn.

(3.7 Ejemplos: a) La propiedad de ser simplemsnte co

nexa no se preserva bajo la operacitn de torcer.
7\
4 s

gque envia 1V 2, 4> 5, 2w ], 5w 4

con todos los productos cero. El Automorfismo g

Yy a 3 lo deja fijo,
es tal que AlG) resulta

7\,

con todos los productos cero,
/ donde G =~ <g>. ‘
4
b) « El Slgebra A dada por el carcaj

flechas O

/ |
< > con todos los productos de 3
/ N
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¥ los productos de flechas unidas por lineas punteadas también

0. El automorfismo g t ! = 3, 2 =4, 3= §, S 8, 6 7, Ta

sulta no tener vértices fijos. 8Si G =« <g>, A(G] estd dado

porx 3

2.0 NAT
R =

con el producto de 3 flechas cero.
.4

¥ los productos sobre las lineas punteadas 0.

El auntomorfiamo de Af G) definido por h :

S~ 4, 'y 2
f£ijos, ‘nos A8 el:Slgebra AlGIIH]: si H = <h>.
/.”-—N.
'}‘ L
ALGIL HY : == : con los productos de 3.-
. . L S
flechas 0 y también los productos sobre las lineas punteadas.

Observar que en el primer caso A es cubierta de A(G).

c) FEl Slgebra A 1-“ ",-? con Y% - 0, Ba =« 0, aBg = 12.

El automorfismo g, ¢ A = A,

a™a, B B, Y *™—-Y,
.- duce el &lgebra

pro-

a
1. 2
8 .
1
AL <g >} v,(\vz con (vzv‘)z-o-‘(1172)’.B‘a2-o-83a2 :
. 3.&
%’.‘ B8y =V Y G368, =V Y,

Bl automorfismo 9, * A=A, atvr=-a, Br»=-8, Y™ Y, resul
ta en un 8lgebra disconexa igual a la suma de dos copias de A.

Observar gue ahora Af<g,>] resultd cubierta de A.
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4. REDUCCION DE ALGEBRAS TORCIDAS

Como Ah-o. indicado en la seccifn anterior, las &lgebras
torcidas en ocasiones son mis simples en su estructura que el
Slgebra gque les Ai6 origen. Veremos ahora que también el hecho
de tener un grupo "complicado® puede en ocasiones simplificarse
por medio de torcer repetidamente respecto a grupos mis simples.
Esto resultarf importante como se verf en secciones posterio-

res.
El primer resultado expresa ya la idea anterior.

(4.1) Proposicifn: Sea G grupo finito de automorfis-

mos de A. Supongamos 6 - G, X G,, entoncess
1) Gz e'. grupo de automorfismos de AlG)
11) AL G,1[G,) = A[G) ' como &lgebras.

Demostracifn: 1): Sea g, € G,. Para g, € ALG,).
definimos g,(Ag,) = g,(Alg,. Bi tenemos otro 1i'g! € AlG)

82(A8,2°93) = G,(2g,(A%1g,93) = a,(r)g,0(r"1g,9] = 9,(A)a,9f219,9;"

« (g (A9, 11a,(A%)a3) = 3,(%a,1g,(2"a}) ¥ d, € AutAlG).

Ademsis, g.,33(Ag,) = g, (93(2)9,) = a_95(2)g, = 9,95(23,). Luego,
la asociaciébn ~ : Gz - AutAf G) es morfismo de grupos. Por Gl
timo, si J, = a4 A = g, (A) - g,(A) para toda A € A y g, = id.

Ast, G, < AutAl Gl .
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11) Definimos ¥ : A(GQUG,] —= AIGl, (Ag,)ar— 2ig,s,
funcibn. V{l(29,1F,)(A’g 7251) = w(Aa,¥,(A'a l9,93) =~
= wllag, M (a,(2")ad)a,05) = wllr, (g,9,}1(A"1g,9]13,03) -
“ Ay(9,93)(2")9,959,95 = A,19,9,1(2"19,9,979; = (2g,a)(r'a}g})-
= vlrg . g)wir’gla]) Y ¥ es morfismo de Slgebras.

81 1 - wlmg‘gf,yzl. ! - 2191329193~

Todos los coeficientes deben ser 0, salvo Ag 5
192
para g.9, ° I'. Pero esto s6lo sucede cuando 9, = ! = - P
Entonces, 2A9‘§,29-'_a'2 - 7.
Que ¢ es sobre es evidente. Por tanto ¥ es iso da S1=-

gebras. Vi

(4.2) Corolario: Si 6 es grupo abeliano finito de auto

morfismos de A, existen grupos ciclicos G,,... ,Gn C G tales

que Al G) -A(G'llozl.....lanl.//

Dado un grupo de automorfismos finito G dg A, pode~

mos considerar el grupo de caracteres de G,

X(6) ¢+ = {x:6 — H'| X es morfismo de grupos)

Xx{(G} tiene una accidn natural sobre A[G):
X ¢ MGl —/ AlGl; Arg r— xl(glrg.

Sucede que

para x € X({(G) definimos

Es muy simple checar que ~ : X(G) — AutA[ G) es morfismo

de grupos. 81 X =-1, g = Xlg) = xlglg, y xfg) = 1 para

toda g € G. O sea, X * 17 y el morfismo es inyectivo.
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Por tanto, X(G) es un grupo de automorfismos de Al{G).

sin embargo, el comportamiento del grupo X(G) respecto
a G no siempre es el adecuado. Probamos el siguiente conoci

do resultado, ya que més tarde necesitaremos explicitamente la

- demostracifn.
(4.3) Lemast Si charkt0{(G), X{(G) = G/G’'

Demostracifn: Supongamos n = 0(G). Primeramente que

G es ciclico generado por g. Sea w una raiz n-&sima pri-
mitiva de 1! en k.

Definamos Y : G — X(G), g+—— )} ¢+ G —= p°

x(gi) s w'. como Olw) = n, Y es homeomorfismo inyectivo.

con

Si x' € X(G), x'(g)™ = x'(g™) = 1, y existe L € M,

Cx'(a) = wi,

Por tanto, w(gi) = x}* = X' ¥y ¢ es isomorfismo.

Si G es abeliano, G = 1§161. ciclicos los G*. A= ,..,Mm.

x(G) = Hom (G,k*) - ,& Hom (G,,k%) = G
Adem8s, obviamente, XI(G) = X(G/G')-”

(4.4) Corolario: Si chark+t0(G) Yy g € G\G', existe
_ﬁn caracter x € X(G) tal aque xl(g) ¢ 1.

Demostracifn: Basta mostrarlo en el caso abeliano. El
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caso ciclico es claro.

Sea pues G = 1-'-.161 descomposicifn en

" 94:---9, con g, € G‘.

el generador de G,. Sean V¥, : G,—= X(6,)
los isomorfismos de (4.3); ’_3‘6" Eaad X(G).

tal que xig) = ¥ ,(g)l9,) ¢ 1.y

ciclos. Sea 1 ¢ g

Podemos suponer
9, ¢ 1. Sea g

(93,0,...,0) > x

Estamos ahora en condiciones de prqb.: el siguiente impor-
tante resultado.

(4.5) Tecorema [RR]}: 81 charktO{(G), entonces

NOAA(GI[ X(G)] ~ MoOAAtG').

Demostracibn:
— ModA{ G']

Definimos el funtor F : MOAAIG)( X(G)} —

que a un objeto M € ModA[G){ X(G))

le asocia
My, + = {me M I X-m = m,

X € X{G)). 81 g' € G', x € X{G),
me M, x-(g'm = x(g*lg"x°m = g'm.
M, € MOAMG'). 8L £ :+ M — N

Por tanto, g'm € M_ v i

es morfismo en AGI{X(G)),
tiene ll’ 4. M‘ Yya que m € M‘E X»

y 6im) € N_.

se
x-&(m) = fixm) = {(m)

Hemos probado que en efecto F es un funtor.

Sea N € ModAA(G'), AIGIQ‘“G.]M € ModAIGl, y si x € X{G),

gen € A(GI®,, 5, N definimos x‘(gen) - x{glgen.

Una fScil comprobacifn muestra que con esta estructura

AIGIOA(G.‘N @es un AlGI[ X(G)) ~-m84ulo. Adenmis, si

‘:N‘-—O ”3
es AMG'] morfismo,
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es AlG'} morfismo que satisface AL GI®4 (x-gem) = A[GI®4{(x(a)gem))

s goftx(aim) = x(a){gef(m)} = x:(AlGlef){gem )] y es por tanto
MG X(G)) —morfismo.

Asi, AlGj® ——= : MOAA{G'])] — MOAA[{ G][ X(G)1 es funtor.

Al G']

Sea M € ModA[GII X(G)), definimos Ny ¢ AlGl@A(G'] M'—O M,

aOm — gm. es Al G] -morfismos n (x-gem) = n (x(g)gem) -

n
M
= x{g) gam = xl(g) gxm = x-(gm) = xn, (gém) y es también
r

AMGI[X(G)]-morfismo. n e= naturals 81 M — N es AlGlI[X(G)]

morfismo,
gn,(agom) = flgm) = gi(m) « nu(AlGlOG)_(QOml.

n“' es inyectiva. Sean 1 = 9,8 009, representantes de

las clases laterales de G’ en G. Luego, todo elemento de
n

Al GIOA[G'I“;; se escribe en forma dnica como 1,-;191."'1'

Supongamos que 0 =

s nn(‘g‘gpn’_)- 1!_!,31-»1. De !ﬁrm que
0 ¢ ,Z.gem, tiene el minimo vosible de L /s 0; 9;;’_:‘9*0"‘_

tiene el coeficiente de ’ distinto de 0 y tambié&n lo

n
"
envia en 0. Podemos entonces suponer que m, ¢ 0. Como’

n_(l.’n‘) = m,, deb 8 €t r 3+ 1 con mjj 0.

Por (4.4), como g, ¥ G', existe x € X{(G) con X(Qj)ll.

. n n
Entonces, 0 - x'(ig,simil- sEZ.xlg g xm, = . Z xlg;lg;m;,. Por

n n
tanto, 0 = i!_:‘(1 - x(g’!)gim‘_ = 1!_:2(1 -~ xlg;llg;m; que ade-

mis satisface

n“(igzgio(l—x(g)mi)) -1gz(l-x(91))gim1 = 0; cao
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1 - xtghmy v 0, 04 Fa, (1 - xta)im; y ademss, tiene me
nos sumandos gque 12495 M. lo que contradice su eleccibn.

ny . es entonces inyectiva.

Supongamos que M es finitamente generado, probaremos que
n,  es sobres Como antes, 8, * 1, 930++-.9, SON representan-
tes de las clases laterales de G' en G.

Definimos ulx 1« (m€ M| xlg lxm = m,\/ x € X(G)), de
forma que ”‘x - ll:. Como antes, estos son AlG'] m6dulos.
Afirmamos que como A[G’) m8dulo, M es la suma dAirecta de es’

tos m6dulos “1 .
: x

Sea p, 1 M — M. ®+— ZTXTETT x¥oy 7)™

En primer lugar estf-bien definido: x'(gllx'pi_(n) - UTX{'GTT

. . [ - L] (g Ixm = (m) €M
xFoy X 191X Xm = arxteTy x¥oy X191 X" ° Py i

En segundo término es A[G'] morxfismos sl g' € 6°',

Py(rg’m) - vT!';'GTT = xla,)xra'm = A’ gTx{ETT xfo)x (9’ )xla,dxme

= Ag' p*(lll- .
/" Pydylm) = FTXTETY. Extoixm « m
“‘—"‘ x
) .
Sea m € “1,,0"’1-'1"'" = OTXTCIT Ix-m = §,p,(m). 10.!_'] e I

P s
My M ) 4y

Pero, =1 0/ m e (M, ) -c M, . xin = n,Nx € x(5).
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Luego, si x € X{(G), xlg,In = xlg dIx.n = n y xlg,) = 1.
Esto solo es posible cuando 8, € G’, o smea a, * 1.

Hemos probado asf que plj‘ = 0 para todo par - { ¥ 1.

. . 1 1
Memss, Fi.p m - &, srrlery sefio X194 0" - orxtery

'xfc) (lg‘lx(st" xm.
0({xX{G)) sl x = 1
Probaremos que ‘g‘;((g‘l -

o si no,

Supongamos X ¢ !, existe g € 6 con x(g) ¢ 1. Evaluemos
el producto

n E n
1Z4xlg,101 - xlg)) » . xlg,) - ,E xla,9).

Existe una permutacién o de {(1,...,n} tal que 9,9 = "190(1)
n
con h, € G'. Luego, xlg,9} ¢ xla,.,,) ¥ ;E,xla,)lI-x(G))-0,

esto solo es posible si ‘g,xlg‘) = 0.

n n
En conclusibn, ‘E‘jip‘- id Y M- iz‘“lx descomposi- .
ci6n como Al G')-m6dulo.

: -1
Por otra parte, ¥, ﬂu‘ —_— “a.x' mer—s g, 'm es un

k-isomorfismo, ya gue x(giix(gzﬁ)-x(g*)xlgz')gi‘x.m-g;ﬂu € M

Por tanto, dinku - n du-kn“. Como también, Al GY es

un Al G’] mfdulo derecho libre con n generadores,
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dmuA(GlDA[G’]“x - n aukuu.

Como Ny conmuta con limites directos, esto prueba que My

@8 un isomMOrfismo. Hasta aquf hemos mostrado que F

es sec-
cibn.

El resto es sencillo:

Sea N € ModA[G']),
nv— Jon,

definimos ¢, «+ N — (A(‘GlOMG.‘ N) .

€, ©s un AlG’] -moxrfismo, natural en N.

n
Obviamente, ¢ es inyectivo. Sea ¢ -, T .g.0On.€ IEAIGIOMG.IM)'
n LN n
Sea x € X(G), ;E.geon, = x(,Egen,) = [E xlg,)a®n,.

Luego, para toda 1 € (1....,n},7 {(r - x(gx’,"i - 0.
muestra que n, =0, st L 47T,
€y @8 isomorfismo.

Esto

Por tanto, Y- lon, "€y (n‘ ).

F es ahora equivalencia, lo que muestra el resultado. Y

Este resultado tiene una agradable aplicacién.

Supongamos que G es socluble, © sea, existe n € M con

G >26' 26" >....2 6™- (1). Liamamos x*a-x(e‘“)

identificando G o, G. Tenemos entonces:

ALGITX ) ~ ALG'], ALG'IIX.1 ~ A[G"),....., MGV x__ 1.

Luego, el estudio de A[G]l podemos reducirlo mediante un
“"torcimiento”™ por el grupo xo dque es abelianoc al estudio de
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Al G’) y asaf sucesivamonte hasta que el doble torcimiento por
los grupos G""", )(“_1 ambos abelianos nos reduce al estu-
dio de los m8dulos sobre A. De donde, para el estudio de
AlG}, nos basta con saber "torcer" por -gtupo- abelianos. Pe
ro mis aGn, en vista de (4.2) hemos reducido el estudio de
10s grupos solubles al de lo08 grupos ciclicos. Esto es de
particular importancia en vista de los resultados de la prSxi

ma seccibn.



5. DESCOMPOSICION DE LOS MODULOS EM ALSEBRAS TORCIDAS.

En esta seccifin regresamos al problema de relacionar los
m8dulos sobre un Slgebra con los mSdulos sobre un Slgebra tor-
cida. Para ello resultan de particular interés los funtores
res, ind dJdefinidos en la seccifn 3. Aqul describiremos la
descomposicién en inescindibles de M® con M un mSdulo ines
cindibles sobre el Slgebra dada. ’

Para este desarrollo seguiremos p.':cl.alnonto lo que hici

mos en (P).

Fifamos un Slgebra A y un grupo finito de automorfis—

mos de A, G. Supondremos que cha:kfg(ci -
(5.1) De.ftnicianu mod®A es 1la siguiente categorfa.
. . G
a) (M, ("’g,gec’ € 0b mod™A .-:l. y solo si
M € modA, w;' + M — M9 a8 A-isomorfismo

v, es la identidad y "h"g' "hq p.arn h,9 € G.

b) £ : (M, (*g’gec, — (N, wg,gec' @s morfismo en mod®a
sf § 1 M — N es A-morfismo y para g € G, el siguien

© te cuadro conmuta:s
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(5.2) ProposiciBin: Las categorfas wmodAlG)
son equivalentes.

y wmoa®a

Demostracifn: Sea R = res : modAlG]

> modA el funtor
restriccifn. Sea M € modA(G), definimos ¢

- gm. 0' [ 1 2 A-ortiﬁon

g ! MM — (r) 9,

wq_(xn) - '9_.’1.-'.-9(x)--x_‘gn-x'o'l—).

Por tanto #g as A-isomorfismo con "h"q -"hg"'i =7,
AdemSs, dado § : M— N en modAlG],

W RE = REY .

e@s. claro que-

Luego, el funtor R estf bien definido d& wodAlG] en mod®aA ..

Sean {,3, € HWom, ) (M,N), i Rf = Rg

obviamente {=g-.
R es fiel.

Sea 4 € Hom{RM, RN) en mod®A.

Por tanto, para toda g € G RM-—‘-—DRM
il’g . Og
(RM}E—— (RN

conmuta.

Poxr tanto, f{{(Ag.m) = Af{gm) = x‘wq(ul -‘AOélm) = Ag€(m)

'y £ € Hom, (g (M,N). R es pleno.
: G
R es denso: Sea (M, ("g,gEG' € mod A.

Definimos Ag®m = _Awg(l). Probaremos que * es AlGl-pro

ducto (uhl‘(xg(n)-(uhl‘(lu»g(n) )-uwhtqu(ml-uh(l)wh\bg(lﬂ'

cuh(A)w, (ml.(uh.oug) *me(uh(X) hg) *meph(Xly, (m).
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Para M con este producto, RM - (’°'“'“’g‘ge<;“

Pero, v, ¢ RM — (RM)T%, m — g°m = vy im).

Por tcanto, R

e
denso. /7

(5.3) Corolario: Si

A es 1ndeico.pontb1. y bfisica,
A= kRi{iQ,1).

G un grupo finito de -uton_or_!tb.o- de
actda sin v8rtices fijos, N : (Q,1) — (E,T)

6 yv K« eITT,

(2,1) que

la cubierta de-
£inida por 1la accifn de

entonces A[(G] es
Morita egquivalente a K.

DemostraciSn: En (P,(5.3)) se prueba que
mod®A v moaX.

De (5.2) el Corolario se sigue 1mdiatmnm.//

El Corolario (5.3) nos dice que el estudio de las Slgebras

torcidas genetaiiza el de las cubiertas finitas.

M&s adelante
veremos qgque aestos 15:0- son mucho més fuertes.

Sea M € modA, recordamos que G

n = (3€6 |u=nuT),
el resto de la 16n

Por
pond que M es inescindible y
que G, es cficlico. Esta

dltima hipStesis es muy Gtil en vis
‘' ta del siguiente resultado gue enunciamos sin prueba.

{(5.4) Lema [(G2): 81 G

" (g‘,....gn} ctfclico, existen
isomorfismos ¢, 1M — M9

tales que ngv’q‘-_ﬂgjgtz”

Podemos ahora proceder a descomponer M€ en Al G)-mSdulos
inescindibles.

Sea H

una familia de representantes de las clases late-
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rales derechas de G en G. Tenemos asfi, G = O G

" hE€EH su=

mh’
ponemos 1 € H.

Definimos: M, : -hénugih st G, ={g,,....,9_}.

(5.5) Lema: Para cada 4 € (1,...,n) se puede construir
una familia ‘wig‘gEG de autoqorriamos de M, tal que
(Mi"wiq,geﬁ’ € moa®A. AdemSs, cada dos de estos objetos re-

sultan isomorfos en mod®A.

Demostracifn: Se comienza construyendo la familia de au-
tomorfismos de M1 de forma que vertenezca a moa®A.

Sea g € G, definimos 69 s H— H y eg 3 H — G“ fun-
ciones tales que para cualgquier h € H, Gg(h) Y eg(h) son

los Gnicos elementos con hg~' = sg(h)Gg(h).-

Como 0;1(h) s MP — 89 (M3 oy jsomorfismo, si definimos
g
-1
. weg(hq) si hz - Gg(hi)’ entonces la matriz
a -
hyh,
o si no

- = 9 . hg -
wg . ‘uh2h1’hzh|§“ M — M héHM es un A-isomorfismo.
La laboriosa demostracifin de que ‘M1"wg,gGG’ € modSa
puede encontrarse en [P;(7.2])]).

Los restantes morfismos para M1 se definen por
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Vig (a'hzh"hzh €g N
-1
Og‘e gy’

’ -i.h-g,_hh«g‘l gUl) con h € H
4 si no

G
Y M, ) o) € moa®Al

Ademis, n;, s = hélloqt * M‘—'b '“1 es moa®a tuonort:l.l-o./,

(5.6) ProposiciSn: “‘ es sumando directo de M®. En
particular MG ol inescindible si y solamente si Gu es tri

vial v

La demostracifn de la Proposicifn anterior se omite, ya

que s idéntica a la dada en ([ P].

Supongamos que n = O(G") Yy que G, = (gg). Sea w una
rafz n-8sima prtmitt‘;a de la unidad en k. Definamos ahora

aec e otra familia de

Ql‘pw‘!z = 0“’9192
. Para esta familia podulol construlr el sumando directo

- 1g3
'wg: s w 0&0. Observemos que . (Owg)
isomorfismos que satisface L para g,.g9,€6,.-

M, - ‘h&n '“’wg gEG, € mod®A, de M® exactamente en la forma

en que se hizo antes (en realidad era el caio w e 7). Tenemos

el siguiente Teorema cuya prueba es también como en ([P}.

(5.7) Teorema: MC = 0‘-“‘" es una descomposicisn on.inog

cindtbles de Al G) 7
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De hecho este rxesultado puede mejorarse dando mayor infor-

macifn acerca de los factores M, de la descomposicifn.

(5.8) Proposicifn: 81 e
rentes de 1la unidad, “._ o M,

= 1 = w" son dos ralces d!.lg

Demostracifin: Consideremos ll¢ - (M

v Weglgeal s
My = (N T

4 “'wq’qec’ elementos de mod®A.

supongamos £ @ MG—O"M” @8 un isomorfismo en mod®A,

: ha _ LR}
z - (th‘hzih‘hze., sal que th‘hz s M - Mt

Por tanto, Dapastoda g € G el siguiente .cmdrado conmu=-

tas
E 4
—————e
My 1
"agl . ' l"'wq
. .
Yooy 9
M3 Lk
[+ ] sea, ‘t"cg ‘- “wqt‘ Escribiremos oxpltciémne. estos
productos. =1 si h, =8 _(h,),
ecq"’") 2 g 1
Como en (5.5), “h3h1
[ si no
De forma que Veg = “hzh‘,,' Ahora podemos calcular:
. . 5 -1 .
ey = “‘h,hz’_(‘h{hz"‘néu‘th,h“hhz'h,hzeu - (‘th,sg(h'z)oesq(hzx, h,hy




= 80 =
-1

Vee.. h 18
donde MN2 .—5_(—2). udgtnade _.._’Lt?_)_. ‘uPh19

-1
L S A R U
Similarmente b -
hah,
[ si no
Vgt = by on ) 8 n M nEulh nEin g g, " (Ve we,(h(n M cnn, nena.

Tn(n,n
Donde h, = &_(kih,)) y u"2 (Aﬂz“h(,.‘, Walg (hiny))

LT TIT I N ]

-1 -1
Por tanto, £, s,ha)Vecgng)™Pws (n(h 1) fn(nyin, PAFa to

das hy,hy; € W

Observemos que & (8, _ (k)] = 8§, (h,) = hy ¥y hih )=8 (h,).

De aqui, ¢, Ih ‘e (6,_ (hy)) = e (k) = 1 Y

-1
e lhih,)) = e (h)7 .

. g(ha)__" hy
81 A‘h,sg(n,) es iso, ¢ s M9 P27 e B

h1Sg(h2)
O sea, M m MSg (ha)n3? ¥ Bq(hz)k" € 6 pero siendo’
anbos elementos representantes de las clases laterales de

G, en G, 69“‘2’ e h,

) Adenis, si h € H, siendo £ invertible, existe
2z = “t.h,hz’ matriz tal que t£' = id. O sea,

Ad = (2, 00 0e) 7 (208 pape )y ne
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Por tanto, ﬁ' th‘h,t'h.h' = J. Como M es inescindible,
!ndAlI es local y debe por ello de existir h' € § con

£ invertible.

il‘fl'

Como 6g t H>H es 1so, existe h, € H con h'-&;(hzl.

Ivego, £ es isomorfismo, pero acabamos de probar
h169 (ha)

que entonces cg(h,) = h,. Y por tanto, siempre se tiene

‘th.h « ®8 isomorfismo.

Asf, para toda hk € H, g € G, thh';c‘:g(é;'(h))

-1 . .
- Oweg(cg-‘(h))zcg_‘(h,cq_‘(h, es una igualdad de isomorfis-
mos.

En Darticular, si h € H, g = h~'. 8e tiene:

T =1 -1
tanPecp-1(8, (h)) = Pwe, 108, (01155, (M8, (ny (T}
Como ch(hlch(h) = A . entonces Gh.(h) =1, ep-4(1) =1 (ya
que ch-|(l) = h). Debido a que 'D;; - 1 -~w;;. tenemos

ton " tya-

t" € BndA(M) .= hkeorad BMA(Ml Yya que BndA(NI es local.

Obtenemos <t
2

. ma+Axr con a € k, & € rad End, (M). Como

P isomorfismo, a ¢ O.

‘ Como antes, pongamos G, - (gol. Como cq;,(llaga,(l)-go.
tenemos eqa,(l) " g, Ya que G‘Jo s H—* H es biyeccibn,

encontramos h € H con G’O(h) = 7. Ast, ':951(69‘,“'” - 9,-
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Recordemos que - e - 2oy Tdo
a ch'." "go' 0“’90 w‘lo con ¢g°3H ©

Sustituyendo en la ecuacifin (1),

—-14=-1 _ —-1,=1 _ -1 _ a=1 - w-ta="?
(a*n)e qu t,,c Ogo ,thhvo ¥ z w ogo(a,ou).

eg, wg 11

tuego, ale  '-w™')19 'lan(w '-e"")9 " € raa Ena, (M).
90 - P A
Como W‘Jo es isomorfo, ale  '=w=') - o
siendo a ¥ 0, e -~ w. sy

Veremos ahora en qué sentido el funtor iIind : modA ——
—— modAl G] preserva sucesiones de Auslander-Reiten. La cons
truccifn que haremos es un tanto aiferente ¥y da mayor informa-—

cién que la similar en (P).

Como g induce un automorfismo en modA para g € G,
debe preservar sucesiones de Au-l'_andor-nettcn. En particular
Gy * Gin-
es proyectiva.

donde TM es el mSdulo DtrM asociado a M si no

Supongamos que M no es proyectivo y sea "’g’g&c" T una
familia de isomorfismos ¢, ¢ M 2~ M9 compatibles con Gy
en ei sentido de (5.4). Sea v?) una familia similar para
9 g€EGy )

™.

z
Sea n : 0 — TM —" E—> M —* 0 1l1la sucesifn de Auslan
der-Reiten en modA. Por tanto, ([n] € Soc Ext, (M,TM) y lo ge-

nera.
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nxt(og.Oé) 1 Ext, (M,TM) — thA(Mg,tug) es un isomorfis
mo. Por tanto, zxewg.w;)u nl) € Soc Ext, (MF, M)

cesifn correspondiente a esta clase es la

Y una su-
A-sucesifn de Auslan
der-Reiten que comienza en MY, Pero esta sucesisn también

9 - 9
es n9, Por tanto, o;noq Bxe(og.O;)(lnl) = n?,

§ t
ns [ M (3 " 5 0
% : |
P*'n: [+ .3 E* —ohd 0
' "? ﬁF 3_ . l )
0;1\09: [/} 'lr E oy e
l £ ﬂl 29 l
n9. o o' €9~ o) s

El diagrama gque acabamos de dibujar tiene todos sus sub-
cuadrados conhwatativos.

Sea 39 1E — E9 1a composicién de los isomorfismos de
E en E que aparecen en el diagrama. Por tanto, 396-60;.
8, - o e

Es un ejercicio para espacios vectoriales el probar que

)

9 es Gnica satisfaciendo esta propiedad.

81 g,.,9, € Gy, 39192 ' 39‘_392 hacen conmutar los
mismos diagramas, respecto a ”61°42 -O;‘gz ' 09‘092 - 09192-
Por 1la unicidaad, 39192- 391 g2°

Definimos, ¢ - héﬁ‘h s (TM) = h%Hth—h*"h%“Eh - E,.




. n L.
_Similarmente, 2 - neut * E, M.

(S.0) Teorema: 81 w" = 1 es ralz n-sima de la unidad
en & entonces, la sucesién X, : 0-—"(TM} —_— E.-‘—" M;— 0

es de Auslander-Reiten en modAl Gl.'

Demostracidn: Sea g € G, consideremos:

——
‘T“"

)
. A
: Ywqe ()
tes)? &
At
v Vwcg(hy) o By=dgh
Como antes, ¥, = (@,  p lp.,n,en 9donde ay .. =V
0 si mo.
, .
'*wq: - (‘hihz“"ihz) - “"1"2‘“3"2"‘1-"3
[ ) h ]
Ywegnyp 6 ? o1 hy =85(h;)
a -
. hghaxhz“z
0 si no.

Por otra parte, ¢ Vg = (ah'hz'(dh‘hz, - (3,.‘,“%‘,,3),",,25"
n, 2~
ST et SN s k= &_lh,)
3, .2 e
a
hyhy "hyhy
/] . si no.
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De la propiedad que define a wq, se sigue gue (1) es
conmutativo, y § ¢ (tM:w——"Ew ‘an Al G] -morfismo.

Similarmente, 2 : E,—* M, es morfismo..

N
Como X & 0 —-"'rll—‘*‘ E —+ M —='0 exacta, X,y ©8 exacta.

Ademis , X“' no se escinde: sei 2' : M'—-"" £, tal que

2 . Ld"‘, se tendrfa en particular, 2, - T 2, - «d,.

Y X se aescindirfia.

G .
Sea (N, ‘Xq,gEG, € mod”A y p.: (N, ‘xg’gec, —* M, wor
fismo gque no es epi gque se escinde. :

P : N4
Supongamos que N — “w - M,———b'u - se escinde, esto

es, existe S * M — N A-morfismo con n,ps ~ 4d,. Modifdi
cando S si es necesario podemos asunmir (ver [P,pdg.é67)) que
S0y ~ xgs.: para toda g € G,- Por tanto, existe 3:M ,—'N

que hace conmutar ‘el diagramas

Debido a las propiedades de S es f8cil checar que §:Mw——-° N

‘es A[G)-motfismo y pd es un isomorfismo.



Luego, Il‘p s N—™ M no se escinde, Yy existe b:N—= E

un A-morfismo que hace conmutativo el trifngulo

8
/7

Como antes,, podemos suponer gue by g " sw’b para toda g € Gy~
. . ‘ - . .
Definimos & 1 = (by,)5c, + N — ,e " « E., daonde ()"

@8 la matriz transpuesta.

]
————————l)

™

Consideremos

X

(2).

z‘-——t

-d €>a

m

g b
——

A
La matris "qu es una mtrisz columna, cuya entrada en

el z.ng}én 'h‘ - 6.,“!2) es

-1
"h"hzshz - ‘wc,(hg) bxy,,

-9 :
'.bx‘g"‘z’xhz - bxeg(hz)-1h3' El renglén h, = sg(hz) de

ng ess bxh,"q - bxh'g.
- -1
Pero, eg(hz)Gg(hzl = h,g ' ¢y entonces, eg(lg h, =h,g.

Ast, (2) es conmutativoy b : N — E, ©es AlG]-mor-

fismo.

Finalmente, consideremos el tridngulo



B ~ N
-~ .
e 1P
&~ 2 p 3)

——
Ew w

b es una matriz columna con entrada

h, 2bx, = N,px), =H,VuP-
A-‘, Zs - (I‘l,#wh")h-

““J_’v
Ahora, el cuadrado Yon . e conmuta-
ny
——————————
M 7
‘tivo, donde nh es lamatriz con 1 en h y O en las denis
entradas. En efecto, V., = Iah‘hzi como antes,
Mobn = (B0, 2y nodng ” (2 inatny”
-1
Pwey, (hy) si 1 = 8,1h,)
Donde a‘hz -
0 si no.

_ Como €, (h)16, (h) = k™ = 1, 6§, (k) = 1 = €, (h). Siendo §, bi

-1 -1
yectiva, hz = h Y . ’weh(h) - 0“" - Ldu. Ast, ll,wwh - nh.

De aguf se sigue que b = (mpl, = p y que (3) conmu-

ta.

Hemos probado que xw es sucesifn de Auslander-Reiten en
modA{ G) . /"



G :
($.120) Corolario: X w;_'xw.”



6. ALGUHAS PROPIEDADZS "DE LAS ALGEBRAS TORCIDAS,

En esta seccisn aplicatémos algunos de los resultados an
teriores para obtenerlintorm.cidn de las Slgebras torcidas.
En concreto probaremos que la propiedad de un Slgebra de ser
tilteada se preserva bajo torcimiento. También la propiedad
de tener una (P)-familia. Finalmente, el torcimiento bajo un
grupo ciclico de autonmorfismos de un carcaj con relaciones pre-

serva la conexidad del Slgebra.

Comenzaremos con las Slgebras tilteadas. Para nosotros
(ver[{HR])) un Slgebra A se llama tilteada si existe un subcon
junto S < T, <que satisface 3 propiedades: 1) /S no tiene
ciclos dAirigidos, i1) ; eés cerrado bajo la formacifén de canii
nos -dirigidos. iii) J 4intersecta en uno y solo un punto c¢ada

T—8rbita de Tj,. El conjunto J/ se llama rebanada completa.

Esta realidad es una caracterizacifn de las Slgebras til-
teadas cuando A es de t.xr.f. Ademfs, en este caso se prueba

que PA no tiene ciclos dirigidos.

Sea A llgebra‘de t.r.f. tilteada. 8i M € PA, debemos
tener un ntmero natural ni{M) tal que TP My e proyectivo.
Para un subconjunto T C T, pondremos n(T):-“érn(H). Tam-
bi€n, definimos P(M) el proyectivo tal gue ™ u.p(M).
Dadas 4dos rebanadas completas I,. fz diremos gque I‘ < 12.

cuando para cada par de mSdulos M, € /., M, € sy, con
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r(u.‘) - P(le se tenga n(ll‘) < n(uzl.
El siguiente resultado posiblemente sea bien conocido.

(6.1) Proposicibn: 81 f‘.Iz son t.banid.. completas -
de I‘A. existe J rebanada completa tal que ] < J“, 1-‘1.:.'

Demostracifin: 81 M1 €/, “z € !2 con P(M;)-P(Mz)-:r.

pefinimos M(P) = M, si n(M) < niM,) 6 M(P} - M, si no.

Sea S : = (M(P) | P € Th proyectivo)}), probaremos gue
/ es una rebanada completa. Como 'I'A no tiene ciclos diri-
gidos, basta ver que [/ es cerrada bajo camninos dirigidos ¥y

que intersecta en'un punto a cada: TtT-8rbita.

La segunda ‘propiedad es obvia. Supongamos entonces que’

M"——Oﬂz———'.......——’ un es un camino Airigido en I‘A
con M

0 M oE T

sSupongamos u,,:-u‘ € I‘ .y MZn:-Mn € ’2‘ Sean Mz‘EJ'z
tal que P(M_.) = P(M,.) ¥y M, €/,  tal que P“‘in""“zn"
Por tanto, se debe tener nl(M ) < a(M,.) ¥y n(uh) <,n(u‘n).

2&”‘/‘3"“{‘ /'“1::' &8 un

AL, M — M —...—N

camino dirigido con extremos en J" b4 H2“ € 1’1. Estando

M‘n y M, en la misma T-6rbita, M, = “2}\ € f‘.

Podemos asi suponer que M, = M, € fy ¥ “In - “n € J,-
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POxr tanto, Mz,....M € I‘. pDefinimos M‘i;-‘ltef‘,i-z,...n-i.

n-1

Sea M € s

24 2 con P(M_ ) = P(M )}, 1=1,....,n.

Supongamos que n(uu) < nlﬂ'i) con 4 € (2,...,mn-1)}.

Mz\i/'tnzl\‘. . -/

Por tanto, M, =N -, M L] M

1(1+1) 'n\z/ !{‘ ’ 2n”
‘I, bl

&8s un camino dirigido con extremos en f:‘ Ast, “'1 € ,z
y M, -~M21. Entonces, "(“21’ - n(M"‘).

Hemos probado en general, niM . ) < n(M, ) 'S
Myy = MIPIM, ) € 7.,

(6.2) Teorema: BSea G grupo de automorfismos de A,
cfclicos y con chark+to{G). 81i A es dlgebra t.r.f. tiltea-
da, AlG) también es tilteada.

Demostracifn: Ssbemos ya por (3.5) que A{G] es de

t.r.f. Basta por ello probar que A{G] tiene una rebanada
co—plotn'.

Sea !A una rebanada completa en rp con "”A, mini-

pDefinimos [f : = (N € rAlGl' N|4€ para alguna M € Fals:

este es nuestro candidato a rebanada completa.

Por (3.6), I‘M G) n°o tiene ciclos dirigidos y por tanto
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tampoco [.

Sea N, ——t N —==. — Mn canino dirigido en
con N‘, Nn € f. Por tanto, existen M

G G
N | MT vy N oM.

Tatol
40 M€ J‘A con

8L E —= Mn—'-° 0 es casi se divide izquierda en A,

tambisn E® — M?‘“—"’o 1o es en A[G]), por (5.10). Como

N._y — N_. es AlG]l-1ineducible, N _, | E¢ y existe L
A-inescindible tal que N __. | H:_‘. Por tanto, M __ .= M

en T,. Continuando asf se obtiene
[
“‘—-b “2 —

cscss T M _ T M  en T, de forma

que N, ] M*GF para i = 2,...,n ¥ "1' Mia. Luego, existe
9 €6 tal qua Mj - MJ € s3.

Observemos que Ix es rebanada completa. En efecto, si

Kg—' Kz—:....—’ Kn_‘—‘" K: con K ,K_€ ’A" se t!..n:
K, — K} '——=....—= k?_—= K_ y entonces K7 ,....k3_,€s,.

81 N € r,, exiate m €Z con +™N7? € f, por tanto

t™N € f] es @l Gnico de esa Orbita.

Sea K, € !A tal que P(K') - P(u;). Supongamos que
n(“;l < nlK,). Siendo f, vy Ix rebanadas completas, por
(6.1) existe J° rebanada completa con /['€ Spo I3+ pero en-
tonces * n(sf') < nIfA) 10 que contradice la eleccifn de _f,.
Tenemos asi que n(K'l < n(“;), ¥ por tanto un diagrama de
la forma
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M'—*Mz—’..."—'*“ —_— M con

1\V‘/ ‘l\.../I n~1 n

K,, M, € s,

Por tanto, “2”“"“!1—1 [ S ¥ Nz,‘.'..,nn_’ € s,

Sea N € Tatg)» ©xiste por tanto M €T, con NIMS.

Luego, hay alguna n € T con ™™ € 'IA y por (5.9).,

™ | (t"M)%, © sea "N € s,

Supongamos finalmente que N, T™N € / con n > 0. 'xxt:_
ten M .M, € s, con NI|N®, y <"N|MS. También por (5.9),
-r“MI(t"M')G. y debe entonces existir g € 6 tal que
M, - Mg. Esta situacifn la acabamos de enfrentar arriba

Yy concluimos que n ‘= 0. Esto es lo que deseaba pzobat-..//

(6.3) cCorolario: 81 G c--grnpo soluble con o
charkto(G) y A es de t.r.f. Entonces A es tilteada si y
solo si AlG) es tilteada.

DemostraciBn: *) 3 Por (4.2) el caso ciclico en (6.2) im-’

plica el abeliano. Como adem&s, A ~ AlG‘"'”llxn_‘l....,
+«sA[G*] A A[GILX(G)] donae G‘™ - (1) y x, = x(6'1?), er
resultado es claro.

-) 3 Por (4.5), AMGII XI(G)) ~ A[G'], vor *) e fnduccién

se sigue el COtolarx.o.//



Observemos que de hecho se ha probado que si A es til-
teada, existe un m8dulo tilteado M de A, de manera qu‘

M® @3 un m6dulo tilteado para AlG}.

Para las (P)~8lgebras tambifn usamos uni caracterisacifn’
(ver (%)) : se dice gque un Slgebra A de t.r.f. es una
(P)-Sigebra si I, tiene una cubierta estratificada de seccio-
nes; esto es, hay una familia F de secciones de rA ajenas

dos a dos y que satisfacen:

a) UF & T,.

v

b) F posee una estratificacién &k ¢+ F—— N (es decir,
una funcién tal que para cada vértice x no proyectivo vale
h(ftx) - h(fx) -~ 1 donde s, denota la Gnica seccifn de F

que contiene a F.

(6.4) Proposicifn: 81 6 es grupo de automorfismos de
A ciclico tal que charkto(G). 8i A es de t.r.f. y (P)-81
gebra, entonces A[G] es también {P)-&1lgebra.

Demostracifn: Sea F una cubierta estratificada de seccio

nes de I, vy h s F— N estratificacifn.

Observemos que F? = {s9 |/ € F}] es también una cubierta
estratificada de seccicnes de T, ¥ h*'(s9) = h(f) as una es-
tratificacidn. En [ BtL] se prueba sin embargo que una familia

ast es dnica, luego F9 s« F.



Otra observacién: si [ € F, h(S) = h(s%). En efecto,
supongamos h(f) <€ h(s%), m = R(s9) - h(S) > 0. Existe por
tanto una cadena S - [ -......-f -~ 79 tal que m es el ng
mero de flechas hacia /7 menos el nimero de flechas hacia

S (ver (L;(2.11)1).

Por tanto, h(s%%) - A(s%) e m y h(f) = hiS9) o m =
- hi{sf%%) + 2m.

Digamos que 4" = 1, entonces h(/S) = ‘l(fgn) snm = h(S) + nm.

Por tanto m = 04

Definamos s® = (N € rl\lgl |lexiste M €/, N MC) pars
rerF. A '
4 - F® = (/® | r € F}. pProbaremos gue Ssta es la

cubierta gque busc&bamos.

En primer lugar, si S € F, f©® es secciSn: Supongamos
N,TIN € /°. Existen M ,M, € f con n|u‘,‘. T"l“g. Como en

(6.2), existe g € G con “2 - (1’“1)9. Como 'r“‘ ® J, existe

. entonces S, € F tal que M, € Jo ¥ S hisr,) = hif) -1,

pero M, = {t4,)?9 entonces H{S) = h(sF) = RIS . . 81
N — X flecha en rA(G] tal que N € o Yy X €& sr€. como

‘siempre, existe M € S con NlMG y Y € I’A y una flecha

M— v con x|¥¢, por (5.9). Sabemos que Y € S, entonces
Tt¥ € f y como <X|(t¥}®, 1x € s€.

Que las secciones sean ajenas dos a dos es claro: si
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N & [? n fg, existen M, € s, ,, M, €7/,

Por tanto M, = M? para alguna g € G.

sexvacién, f? € F y

tales que NlM?, Hg.
Por la primera ob-
f9 =« 5. Esto implica que JS - S,

17 72 1 2

G
a)s Claramente, UF - rA(G]'

b): Definimos h® : FC ——— ., 1€ — Aty que pof 1a se
gunda observacifn al principio esti bien definida.

st N € s, existe M € f tal que N|M®, dae donde TN (M) C

G . 4G G, .G G
Y Jin "™ {f 4" - Por tanto *h Uen) = hOLr Y - l.,/

(6.5) Corolario: Si A es de t.r.f. ¥y G es grupo so-
luble de automorfismos de A con charkto(G). Entonces A

es (P)-21gebra 8i y solo 81 A{G) ems (P}-&1lgebra.

Demostracifn: Idéntica a la de (6.3).A,

Hemos visto en (3.7) que la propiedad de ser simplemenee
conexa no se preserva bajo torcimientos. Sin embargo tenemos
el siguiente:s

{6.6) Corolarios: si A es simplemente conexa bisica y

es grupo de automorfismos de A

AMGY] es (P}~-8lgebra.

[}

con charkto(G). Entonces

Demostracifn: Por (2.12), G

es soluble. Se aplica
(6'5)°A/

Paremos ahora una aplicacifin de un tipo diferente. En
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(3.7) me vi6 gque el Slgebra torcida de un Slgebra indescomponi

ble no es necesariamente indescomponible. HMostraremos ahora

que para cilerto tipo de grupos esta propiedad sf se preserva.

Fijemos primeramente el grupo G de automorfismos de
Yy supongamos charkto(G) y G

A

es ciclico. Estamos evidente-

mente asumiendo que' A es indescomponible de t.r.f.

(6.7) Proposicifin: 81 M € modA

es inescindible y O.
trivial, entonces A{(G]

es indescomponible.

DemostraciBn:. Definimos N =« M®, que por (5.6) es
Al G) -inescindible. S8ea N, € modA( G) inescindible, existe
M 2 € Ty, <con "z | M;’, Como A es indescomponible de t.r.f.,

!‘A es conexo, por tanto hay un .diagrama

M-X‘—Xz—...-.-Xn_‘—u-z.xn en-rA.
81 X __,— X_ ., tomando n : 0 — X _, = E -~ Xx!_

0 1la
sucesién de Auslander-Reiten que comienza en X

n-1° Sea
G .
Xn_ s = 1!1)( (n-1) 4 descomposicién en AlG)]-inescindibles.

81 n, es la sucesifén de Auslander-Reiten en modAlG)

(n-1)i° ®e tiene n® -

que
comienza en X *E,n‘ por (5.10).
- como X_|E, xf‘le“ y existe j§ € {1,...,m} de forma que hay
una flecha x(n_”j——' "2' En general, se prueba que hay una
arista )((n_”:’—-"hl2 Y continuando, X

Pero, N = x”

=X

¥ luego Nz esti contectado en

21725 X qoaye — Npe

I‘M G] c°on N.

Pox tanto, rA(Gl es conexo y AlG] también lo el.//
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Tomemos H un subgrupo de G, y sea M € modAl H) ines
cindible. Podemos tomar la induccifn relativa del m6dulo M,

M% = AL Gl®,( ) M- . Este mBdulo lo descomponemos en Al 8] -m84au

los inescindibles, MC = M‘Q. ceees®M_ . La pregunta que nos

planteanos, es qué valor tiene esta r.

Elegimos N € indA tal que M|NY.
preguntas:

Podemos contestar la

(6.8) Lema: Con las notaciones anteriores, a=° (Gn) /olH'1 .
* Demostracifns Supongamos NY . N'O oo e ..N- es descomposi:
A H] -mB8Aulos inescindibles. -Sin pSrdida de generali-
dad, M = N - Sabemos adem&s que

cifn en

m = ,o(“..l, por (5.7).
Ahora, N?‘....OM: - NG = N:O....ON"‘ descompnosicién en

Al G} -inescindibles. Aquf, n = o(G“). Los mGdulos M,_,...,M_
son algunos de los Ni. '

Por la teorfia desarrollada en la seccifn 5, sabemos gue

. . .
di.mkM‘ = dim N, =. ....-d:lmku_ Y dmkN‘-....-dmkM'!'.»
POor tanto, también, d.tmkM‘- ceee -atmxlce
De la ltima descomposicifn tenemos, n.mdimkN; - ndimkng
¥ a s a/m = 0lGyl/olHy) que es lo que deseaba probarse.//
(6.9) Corolarioz Si N € moaA

inescindible, M € modAl H]

inescindible con M|N® y a1 G, © H entonces M¢ es AIGl-

inescindible.
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Demostracifn: Como H C G, L [ G+ Pero, Gy CH im
plica que H_ + G,. En (6.8), x = 1 y MC® s Al G) -inescin
dibl..A,

Algo similar a lo que acaba de hacerse para los mSdulos

puede hacerse para las sucesiones de Auslander~Reiten.

En efecto, sea Y sucesifn de Auslander-Reiten en modAlN].
Existe X una sucesifin de Auslander-Reiten en modA tal que

xI'I

der-Reiten en modAlH] y tal que Vv = X, .

* X,®...oX_  descomposicifin en sucesiones de Auslan

xfO....oxﬁ - x% . x;o....ox; " descomposicifén en A[G]-
sucesiones de Auslander-Reiten. Supongamos que Y comiensza en

M, con la misma notacifn de antes, xf comienza en u,-..-nt.

¥ podemos suponer gque Xi comienza en M‘. imt,00esTe

Sea o 1a inclusién del té&rmino final de Xi en el tér-

1
mino final de X°© Y n‘ la proyeccifin entre los iniciales.

A-l.. x;
que comienza en “1 Y como por (5.7) L ¢V § -'M* o uj, el tér-

- nixGot. Como n*xf es casi se divide derecha

mino final de xi debe anarecer como sumando del término final
G
de Xi.
xr x
Por tanto, V°¢ = xf - ‘1§|n1)xc‘1=1°1"1§1("1x6°1,'131x1'

8i G es grupo de automorfismos de (2,7) y A = k(Q,1),

por (2.1) podemos ver a G como un grupo de automorfismos de A.
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(6.10) Teorema: Si G es grupo de automorfismos de (Q,7)
cfclico y A = k{(Q,71) es indescomdonible de t.r.f., AlG) es
también indescomponible.

Demostracifin: 8i el ostabilizador G" es trivial para al-

gn M € modA inescindible, pot-(GQ?) habrfamos terminado. Po-

demos ent sup que Gu ¢ 1 para todo inescindible
M € modA.

Adhoxra, ai todos los estadbilizadores fueran iguales, G" -'G.
para cada dos inescindibles M,N € modA, tomamos g € Gu con
M inescindible, por tanéo para todo proyoctivd-in.-cindiblc
P, PE - p. O sea, g actfa trivialmente sobre 2., peroc en-—
tonces g9 =~ ! Yy GH serfa trivial. Luego, existe un inescin-
dible M € moaA con I ¢ G, T G.

Por induccibn, A[GHI es 1n§o.eompon1b1.. Tomamos
N € modAl G,] inescindible con NIM®M. Por (6.9), N® es A[GI-
m8dulc inescindible. Por lo que acabamos de probar para la in-
duccién relativa de sucesiones de Auslander-Reiten, la denos-
-tracibfn puede seguirse exactamente como en (6.7). Por tanto

Al G) es 1ndelcomponiﬁle.A,
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7. RELACIONES ENTRE ESTA3ILIZADORES.

En esta seccifn deducimos algunas relaciones que satisfa-

cen los estabil izadores de mSdulos inescindibles. Los resulta

dos obtenidos permiten una descripcifin del carcaj de Auslander-

Reiten PM G) para un Slgebra torcida conociendo PA Y los es

tabilizadores bajo la accién de G.

rijamos para ello un 8lgebra A de t.r.f. y G un grupo

de automorfismos de ;A cfclico y tal gque charkto(G).

(7.1) pefinici6n: Sea 0 - M — E = x~'M = 0

A-sucesifn
de Auslander~Reiten para M no inyectivo. Sea E ';21“1 des~-
composicién en A-inescindibles. M® = nt,M, . donde n=0(G,)
es la descomposicién de la seccifn 5 para MC, Sea E,, el

té&rmino central de la AlG]-sucesifn de Auslander—Reiten gque

comienza en ll"o-

Llamamos 2A{M, Mjl al nGmero de elementos de la SOrbita

de M " bajo la accifn de G que aparecen como sumandos en
E.

Llamamos n(M,“j.w) al ndmero de sumandos de Mg que

aparecen en la descomposicifn de E,.

(7.2) Lema: El1 ndmero n(M,Mj.wl no depende de w.

Demostracifn:s Sean e, w dos rafces n-&simas de A
en k..
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Sea ug - ‘0_3 My, descomposiciSn en AlGl]-inescindibles,
-para cada 4§ € {(1,....,m). res M

30" M,‘G'Gljl para toda
1,3.

= »m
De aquil, res Ew - ’v:‘- (res uj‘,n(n.u,.v) - ’2‘“3(6,6“’]“(“'“,..”

Similarmente para E_ ., res E_ - '.:‘“jlcncnj)n!“.ﬂj.cf

3

Por otra pite., sabamos gque res Ew - res 'Ec' y ambas des-
composiciones en inescindibles son igualeas. Por tanto n(H.ﬂj,cﬂ-
- n(ﬂ,llj.c) para toda 4§ G (l,.....-).//

Debido a esto, escribiremos simplemente niM, ll,’ .

(7.3) Proposicién: Para cada 4§ € (1,...,m}, u(ﬂ,“’_)o(’cul'
A(-M,Mj)o(ouj).
Demostracifn: Sea 4§ € (1,...,m). El nmero total de su-

mandos inescindibles que aparece an EC = o E

es
whey @

w"Etn(“'ui'“, - n(u.uj)otcu).

Por otra parte el ntmero de sumandos inescindible de M‘;
es o(OH,l. Como aparecen u(u.u,) elementos de su Srbita en

1a descomposicitn de E, el nGmero total de sumandos inescindi
bles’ qu.' aparece en EC es a(ﬂ,ﬂjlc(GH,l ya que ademis, llj
solo aparece una vezr en la descomposicifn de E -—-porque A

es de t.r.f.~-

Por tanto, n(u.uj)o(o“) - a(M,“,)o(G"J).”
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Esta f6rmula pemii:e conocer localmente al carcajl I‘A( Gl °*

dado I‘A Y los estabilizadores de sus m&dulos. Podemos dAar

alguna informaciSn acerca de estos nUmeros.

Por ejemplo, A(M,Mjl < 3 para toda ‘J € {1,....,m). Ya
que por ser el Slgebra A de t.r.f. necesariamente m < 4,
81 n(u,u:’) = 4, existe entonces un tGnico sumando inescindi-
ble de E qgue es proyectivo. Pero siendo estos sunandos ele-

mentos de la misma Srbita bajo G, todos son proysctivos -

Los siguientes resultados ademfs de expresar relaciones en
tre los estabilizadores de m8dulos inescindibles, permite ahon

dar en el asunto de los nUmeros recién definidos.

- - S W
(7.4) Proposicibn: Supongamos M irreducibles
&5 NI

en T,, g € G. Entonces g € G,
Demostracifn: SupSngase que g Gy

Supongamos gque 6' es sobre. Por tanto, [M:R) > [N:k} Yy N

no es proyectivo. obt.n.m-:

oé 9"' M9 1\9:'
36 /

La sucesién de Auslander-Reiten gque termina en N es de

™~ irreducibles en I‘A.

"’/

la forma
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0+ <N = MeMT Tep = 4 - 0,

Por tanto, [tN:k] »[MeMI 'er:b] -EN:k) > [M:k].

Dae donde, of 1 @es sobre ¥y M no es proyectivo. Repeatimos el

Pproceso:

02, TN o4
ru/ \u irreducibles en T,.

La sucesiSn de Auslander-Reiten es de la forma
‘@ = M =+ TNeINTeL' - M - 0

y como antes, [fTtM:k] > [ tN:R]) Yy ™ no es proyectivo.

Continuando en esta- forma se obtiene la familia de inescindi-

bles T°N, S € M que satisface [t®N:k]l > [® "M:ik] >(x" "W).

Esto contradice el hecho de 'quo A sea t.r.f.

.

81 " es mono, M no es inyectivo y se procede 1gua1.//

(7.5) Proposicién: Si M—‘-'M es A-ineducible, enton

ces
Gy c G” [ Gy [ G"
Demostracibn: Supongamos falso el resultado. Tomamos
gEG“'G"thG" 6".

Supongamos que § es sobre, [M:k]l > [N:&k] ¥y N no es
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proyectivo. Tenemos .ntonco-' el siguiente diagrama en l‘A.

Procediendo como en (7.4), [tN:k]l > [(M:k])], of em sobre y M

no es proyectivo. Ahora tenamos:

Y satisface [ 1M:k] > {TN:k), az‘ es sobre y N no es pro

yectivo. Continuando en esta forma se obtiene una familia in-—

finita de mSdulos inescindibles con dimensiSn creciente.

8L § es mono, procedemos dualmente. Vs

(7.6) Tecrema: Sea M —"* N 41irreducible.

81 G, € G, entonces A(M,N) = 0(Gy)/0(Gy) y niM,N) = 7.

81 G, €6, entonces x(M,N) = 1 y n(M,N) = 0(G)/0(G,).

Demostracifn: éupongano- que G. < Gu

- l,.....gnEG elementos con Ng‘EM’ y de

Sean g,
€ 6,

9 .
forma que N o NTi a1 s Y/ §. Por (7.4), 3,,-:,9,

D.tinnuo- w: {9,....,9 } — G /6', 9‘_0-—- 9, Zunctén.

g
-1 § gEGu, “\‘Mg y existe L € {(1,....,n} con N -N



Por tanto, g gz' €6, ¥ a - 5‘. Luego, ¥ es sobre.

- - - g9
Ademiis, si 9, = g’ se tiene 9193‘ € o.. N7t - N 3 Y g, * 93'
Por tanto, ¢ es biyecci8Sn y A(M,N) = 0(Gy/Gu).’

Por (7.3), O0(G )n(M,N} = A(M,N)O(G,) = 0(G,) ¥
n(M,N) = 1. Si G, € G,, supongamos que N% € M*. Por (7.4), .
$§€6,<c6, v N? = N; luego, 2(M,N) = 7. Como antes,
RIM,N} = O(Cu/Gu}.,

(7.7) Corolarios 81 M —f— N 1ineducible Yy G,C 6,

entonces O0(G,/G,) < 3.

Bien puede suceder que 0(G,/Gy) = 3 como lo muestra el

' vﬁ/iz\"y,

83 actda sobre esta &lgebra de forma gue Gx - 13 Y Gy'-(H.

Ademis, por ser hereditaria hay un ineducible Py'—-’ P‘.

. 8lgebra hereditaria

Sin embargo, tenemos el siguiente resultado cuando la fle-
cha con ssta propiedad es estable.

(7.8) Proposici&n: 8Si M —‘—-’ N es irreducible con

G, © Gy O(Gy/Gn) = 3 y s ademés M y N son estables,

A es autoinyectiva.

DemostraciSn: Sean g,h € 6, tales que g¢ 1 yhta
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en 6_/0.
Por tanto, N, Nh, N9 no son isomorfos. MC::f:::dbng

h

81 existe otro mSdulo P, € M*, debe ser proyectivo in-

yectivo. En ese caso tenemos:

’/”//),1N

™ "tN'

. /

Observemos que de P‘ Yya no sale ni entra otra flecha.

simple, S C t.dP‘
inescindible y 0 ~ radP_  — P

En efecto, si S = socP que es por tanto
eos sucesisn de Auslander-

Reiten. Ademis, topP‘/.qu‘ = topP simple y por tanto

P,/socP, es inescindible, P, — P, /soccP,— 0

es sucesién de
Auslander-Reiten.

Por (7.6), n(IN, M) * 3. Nos preguntamos cuantas flechas

pueden salir de 1IN, Sea K un AlG)-m84ulo tal que K|1NG.

Como n{iIN,M) » 3, el término de en medio de la AlG)-sucesién

de Auslander-Reiten gue comiensza en K,
cindibles de MS. Luego,

tiene 3 sumandos ines-—

a 1o més puede salir una flecha difes

rente de K, K — L. Como los sumandos de M no son Pro-

yectivos. L debe ser proyectivo-inyectivo. Solo en el caso



de que esta flecha exista, se tiene tambifn 1IN — L* = M, de

forma gque Lll.'°.. Entonces L° debe ser proyectivo-inyectivo
en modA.

Asl, en caso de -.11: alguna ‘flecha de TN, «N® 6 1'{"

sale 80l0 una y termina en un proyectivo-inyectivo.

De esta forma se puede continuar la construccifn de rA.

Todos los proyectivos que aparecen son inyectivos y siendo esta
la Gnica componente de T

ey

A conclutmos Qque A es autoinyecti-
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8. ALGEBRAS TORCIDAS Y CUBIERTAS.,

En esta seccifin estudiaremos la acciSn de grupos que fijan
v‘ttic.’ sobre Slgebras biésicas. Veremos gque torcer respecto . a
®stos grupos resulta en la construccin de cubiertas finitas Pa
ra el Slgebra original. Para ello veremos también pai. qué gru
Pos de este tipo el Slgebra torcida resulta conexa.

Sea A - kR(Q,1)

Slgebra bisica generada por el carcaj con
relaciones (Q,1).

Sea G grupo cficlico finito de automorfismos de

A que
f£ijan vércices,

f.e. G C Autol\. Supondremos gque charkto(G})..

Observemos que por (2.7) los subgrupos finitos de Aue‘olt
cuyo orden no es divisible por chark, son abelianos . Luego,

el estudio del caso en que el grupo es cficlico no es esencial-
mente restrictivo. En pa:ticular; si 10 que nos interesa es ob

toner el Slgebra torcida por (4.2) no hemos perdido gone_tnlidad.

Dadc g € G, una hipStesis agradable serfa gque g manda-
ra a cada flecha de Q en un mltiplo de ella misma.

una hipStesis qgque puede hacerse sin perder generalidad.
to,

Esta es

En efec
g € Endb_l\ y por el Teorema de desconposiciéSn de Jordan

9
debe ser semisimple

(ya gue g = a_g, donde
unipotente y olg) = o(gu)
bre de toi-:_l.dn,

9, ©es semisim-
Ple y Sy

pexro si 8, no es li-~-
chark divide a °'9u‘ ).

Por tanto g es dia-
gonalizable, © sea,

existe T un k-isomorfismo lineal de A




tal que T"g‘r = P diagonal. Sea A°
cio vectorial subyacente A
e T°Y(Tla).T(b)).

el Slgebra con k-espa
Yy multiplicacifn dada por a * b =

Como Tila » b) = T(T '(a).T(b)) = Tla).T(b), T
isomorfismo de Slgebras. Ahora
de A':

1t A'— A es

? resulta ser un automorfismo

Dla)eD(b) = T (TD(a).TDI(b)) = T ' (gT(a).gT(b)@® = T 'g(T(a).Tib))=

e 0TV (T(a).T(b)) = D(a®b).

Ademéis, el carcaj asociado a A e e mismo que el de A

y si Tle) es un elemento fijo por g, 0Ole) =~ T 'gT(e) « e.

Luego, la imagen bajo ™ de los vértices de A pueden tomar

se como los vértices de A°'. (Observar
A*

que estos elementos de
forman un .1qgm completo de idempotentes primitivos orxrto-

gonales cuya caf..go:fn asociada es precisamente A°'):.

Asf, D€ Aut A°. Llamamos
morfismo k-lineal.

1 Ina 1 i+3 - i i+3
w08 (A,0300= wir, 022,104 - Ta TP A0

= T(x09aT(a,0gd % = (T(a1a)(T(x,083) = vir D 1w 0.
Y ¢ es un isomorfismo de Slgebras.

rinalmente observemos que D tiene la propiedad deseada.

G = <g> C Aut A, H = <D> C Aut A"
Definimos ¢ : A'[H] — A[Gl, aD* — T(A)gt
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9 envia flechas en un miltiplo de ellas mismas.

Haciendo lo indicado arriba para un generador de G, pode

mos asumir que G envia flechas en mdltiplos de flechas.

Asumiremos esto por el resto de la seccifin. Ponemos
G » <g,>.

Sea x € Qo, Px - AT' el proyectivo asociado al vérti-
ce x.

Para g € G, definimos 09 r P M — Pz, AT, v gitada
es A isomorfismo: u € A, Wg‘u‘lTK)," glur)r - glnlair)r -
- u’wg(xtxl. Esta es una familia de isomorfismos compatible
con el grupo pr = G, ya que wgwh -wgh, para todos g,h € G.
Sea w rafz primitiva n-&sima de 1 en &k, donde n=0(G).
o -1
Por (5.7), P: ’-?zo(Px,wi descomposicién en Al Gl -proyectivos
‘inescindibles. (P‘)c tiene por' A-mS8dulo subyacente a P‘.
st g = gg € G la multiplicaciin por g estd dade por

g - (At:, - oeg(lt:l - e’Og(At:l - e’g(k)rx.

(8.1) Lemas 6 P‘——* Py A-~morfismo, entonces
¢ s (P), — (PYD: es AlG)-moxfismo si y solo si
it ) = eg (4t )).

Demostracibn: =) : flt,) = §(a,t,) =~ g, 6t} = cho(‘(‘,)"

= ca, 16Lx 1)
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) 3+ Sea A € A, L € {0,.c..,n-1)
1 i i
6lagiac e glagixiv ) = go(A161T ) = 9lirreg (6T V) -
1 1 1
9o06IAT ) = Vo al6laT)) - efagllac )) = etogrlagtgln,)) -
i

= elagIa) €T Gt 1) - g, (A16UT ) - egglAlg, (Mt ).,

(8.2) Proposicifn: 84 x 2. y es flecha en 9, existe
una Gnica rafz de la unidad ¢€,e™ « 1 tal que (Py)'—' (P')e

es irreducible en AlG).

Demostracién: Recordamos que « es raiz primitiva n-@si

ma de la unidad en £k, luego existe _y € {(0,....,n-1)} tal que

g,la) = wla. Definimos e = w™I.

(a,-) = : £ 2 Py—* Px es A-moxrfismo. Afirmamos que

6 = (Py),—’ (P}, es AlG]-moxfismo. En efecto

6(1',) ca= cs°(6(ty)) y (8.1) asegura que basta checar
aesto.

Ademis, es Al G]-ineducible: si ( (lee es una

‘4
Py) \— /
s, 6
factorizacifén de § con X AlG)-proyectivo, la restriccifn de
A del diagrama serfa una factorizacifén de § @ Pv — Px a tra
vés de:'un A-proyectivo. Como § es irreducible en A, ‘-‘ [

‘3 deben escindirse en A. Por (3.2), alguno de ellos se escin

de en .AlG].
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Pinalmente, supongamos qt'lo (Py) N —‘—-—. (P‘)e. es Al G)

firreducible. Entonces Py-—‘—o P' es A-ineducible (si esta

restriccifn se factorisa por A-proyectivos, por 1o que probamos
antes, también por Al G)]-proyectivos).

Asf, existe A € A® y a € :-d’A(Py,P.l‘ con £° = Af * a.
AT ¢ afT,) - u(ry) + &(tyl - ‘~'lt-,)- - "‘901’,’ - g°°"(r-’) -
[ . . - te—1 s
- ’c'go“ {r,)) = ¢ qu(l‘(‘ty,l * alxh) €'e” "ha + c-ogouhvn.

' " 2 gy -1 2
Como n(ty). \Dgolll.(tv)) € rad“P_, All-e’e” 'Ja € raa P.+ Pero

siendo a flecha, el coeficiente debe ser cerxo, ..-eo es
. .
€ =€'.,
En vista de 1o gque acabamos de probar el siguiente resulta:

do es imporxtante.

(8.3) Proposicién: AlG) 6- Slgebra b&sica.

Demostracién: AlG] = A® = ‘%QoPg.

» -1
Para cada x € Q.. P‘: - :go(!"l';, descomposicifén en AlGl-ines
cindibles. Por (5.8), sabemos que si L ¢ 4, (P 1,1 ® (Px)'*.

Ademfis, claramente si (P ) = (Pyle. entonces x = y..

y n=1 p
Luego, ALG) = ‘&éo 120 { Px'vl descomposicifén en Al Gl-ines
cindibles no isomorfos dos a dos. Por tanto, Af G) es bl.tc../,

Lo que (8.3) afirma es que A{G] es el Slgebra asociada a

un carcaj con relaciones (el carcaj posiblemente di ).
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POor tanto en (8.2) hemos construfdo las flechas del carcaj de
AlG], ya que segin la prueba estos son los finficos irreducibles.

Recordemos que X(G) es el grupo de caracteres de G

‘Y Qque este grupo actda sobre A[G]. Describamos explicitamen-

te esta accifn.

8L x, ? 6 —= &°, gt w es el carac-

(8.4) Lema;
b ¢
(PI3° = (P ).

ter a2 G que genera a X(G), entonces

X
Demostracifn: Llamemos o0 al producto en IP:)," y *
al de ”’x’w‘ Sea mE€EP , g, *m ~ xolgol-m - wg,m * fvogoln)i

Y 90." - wgolnl. Luego, estos productos son 190.10-.//

es un grupo admisible para

(8.5) Proposici8n: X{G)

AMG)]. E1 cociente A[G)/X(G) es isomorfo a A.

Demostracién: Si la accién de X(G) no fuera admisible,

existirfa ! / x € X(G) tal que

LA
: (P3

* \ por la descripcién

(p_1X

Yy €
de las flechas de A[G] segn (8.2). Supongamos que x = x:

i
y € = wif aplicando (8.4), (Pylg . ((ry,)‘(opxo - AP ), i+j-

Por (8.2), otra vez, wi*d o e o WwI, { = 0. Luego, x = 1! -

Por tanto, tiene sentido obtener Al Gl /X(G). Por (5.3).,

este cociente es Morita equivalente al Slgebra torcida AGH x(G)).
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Stendo G abeliano, por (4.5),

MGIL X(G)) ~ A. Luego,
Al G) /X(G)

son Morita equivalentes,
deben ser tso-ortnl.//

Ay
pero siendo ambas bisicas

Luego, en la situacién considerada Al G)

resulta ser cu-
bierta de A.

Deseamos saber cuando es esta cubierta conexa.
Ademfs, AlG] es cubierta de

grupo cfclico,
tipo p a obt

A definida por la accién de un
nos preguntamos si todas las cubiertas de este.

rse como flgebras torcidas de A.

En 1o que
sigue contestaremos estas pt.qunf.-i. ’

(8.6) Teorema: Al G)

es conexa si y solamente si existe

un vértice x, € Qo_ Y un camino x

o —x1—...._x‘-— tou x

cerrado en Q, de manera que si ponemos Tiwr ™ 1 si
xy i, Xiyy ¥ Oy, = -1 :"' xy M"1+1 Y ademis
gola,) = cja, tengamos :ﬁc*" - w.

Demostracifn: =): Sea x, € 0,, siendo Al G} conexo,
existen XosoosenX, € Qo’ €ioeccncsEy ralces n-ésimas de
la unidad de forma que (P’ol, —-— (P“)Ei—....——(l"n)en (p
camino en A[G). Ponemos € ., =W, €, = 7. .

Por tanto, en (@ hay un circuito de flechas

=2 2n ., Znsr
x x, ceves x x,.
o
Supongamos 1‘_43.1;,‘*+‘ Y gglag,,) LI
Ast, (?‘1"1‘——’(1’:‘)‘:-1 as flecha de AlG).

i+

mey




r
LE R3] ie x°1+1 -
81 € -w { ) (r Xoo " l— (P 2y
i1e1 . X341 €341 Xygeq 1 *1,°1+t
- (Px ,c-' € es flecha en A[{G] y por la unicidad de (8.2)
i 141 1+
se debe tener 7! ¢ - € coi*' € €7 a que O L3}
1415441 i° i+t 1+1€y Y& q e R
%141
81 X T X 40 go(a“1) - ci+‘a1*‘, procediendo como
antes c7! - - c co"' s ah -1
14151 ie1 ¥ 141 €i1+1€3 Y& que OX& . T 441
me1 c‘_ L] -1
Por tanto, _'ci - Iloe‘_*‘e1 - E sy T W,
-)s Pongamos €, ! y supongamos definido €.
o
sSi xt-——*il* X i1 entonces €ie1® = C344%;
a
sL  x, *:434— X;,y ©entonces e, . : = c;:iei. En conclusifn,
1+1
€141 Cia1 Sa-
Por (8.2) hay una flecha (P ) _ en
‘ ¥ x3 €y SR
Al G) en el sentido opuesto al de o, .. Esto puede checarse
por induccién, el caso 4 = 0 es Airecto; sl por ejemplo
- .
x‘——a* x5, (szi‘ — (P, )c;i es flecha y
(szlez-————* (P“1’czc;' - (Px‘)e‘ es flecha, etcétera.
' a a (P, 1X% =« (P 1,2
Por tanto (Pxol1 estd conectado con xolw xo!w
y continuando es claro que todos 108 proyectivos ‘Pxo,w1 CY T3

t&n conectados.
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si xeao, existe. X ALK, UNn camino. S1i llamamos Yo

al circuito en X, del enunciado, y"yoy es circuito en x.

81 con la notacifn que hemos usado pusiéramos c(a‘) - é:‘,

esta definicifSn se podria extender multiplicativamente a cami-
nos. n particular cly,} = w y c(Y"Yovl - w.

Entonces, segin hemos probado todos 10s proyectivos de la
forma (P ), ; estin conectados. Finalmente, si tomamos

' X,y € Qo Y dos ralces n-8simas de J,c,c’, ¥y conectamos

¥
P,‘/\N\- Py en A encontramos que (Px)‘/WV\(Py)e, eos \ll.l
camino en Al Gl para alguna rais €". Pero, (P’)e estd co
nectado con (Px) 4w ¥ (Py)c. con H’y)e. . Probando que todos

los proyectivos de AlG) estén conectado-.//

En la siguiente seccién haremos mé&s especificaciones acer—

ca de la condicifin dada en (8.6) para la conexidad del #Slgebra
torcida. )

Ahora, contestaremos la segunda pregunta formulada. Sea
X = £{3,1) cubierta conexa de A ’‘definida por la accién del
grupo cfclico G. Una afirmacifn simtilar a la siguiente apare-

ce sin prueba en (G).
(8.7) Lema: G es isomorfo a un subgrupo de Aut:oA.

Demostracifn: Sea N : (2,1) — (0,1) 1la cubierta uni-

versal de (2,1) definida por l_a accifn del grupo m.
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Existen dos morfismos cubrientes fI, p tales que

2,1y —2 - (2,1

n f

(2,1} conmuta.

Supongamos gque p esté definida por la accifn del grupo
R<) I, entonces N/R = G. Sea v : I —» (G el cociente na-
tural.

Fijamos el vértice x, € R,

Yy para cada vértice x € Q_,
un camino wi(x} de x

o & X. Elegimos w(xa) como el cami-
no trivial.

si x—2— gy es flecha en 0, definimos Y(a) = [wiy) 'awixllen.

Ast, Yy 2 Q1 — 11 es funcién bien definida, obviamente
multiplicativa de forma gue la podemos considerar definida en

los caminos de Q. A esta extensifn la seguiremos llamando .

de Az

Observemos gque y

si Lgi)‘i“i € T(x,y) es minima, u, v My

. @s compatible con las relaciones 1

Yy wlug) = twly) ™ wix)l=
= Lwiy) Thugwixdl = wlug).

Llamaremos ¢ = vyY funcifén definida en los caminos de

Q vy con valores en G.

Az

Haremos ahora actuar a X(G) sobre

si x € X{(G), o € 9, definimos x-a « x{Pla)la. Esta
accién sobre 9,

extendida a caminos preserva relaciones. En
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es relacidn minima, sabemos que

efecto, ;1 12111"1 € I(x,y)
Elu‘) - E(uj) para todas 4,5 € {1,....,n}, 1luego
LA tBug g xt3u, ) B A u, € 1(x, 0.
e homeomorfismo bien definido,
x € AutoA.

re

x- 8 amg -
Asnf, X 2 A —= A

x~' y entonces

es subgrupo de Auton

su inverso es claramente
X(G)

ro
Para probar que efectivamente
debemos mostrar que la accién definida es fiel.
Supongamos ¥ € x(G) actda trivialmente sobre A. AsZt,
para todo camino vy en 2, Y= %X . v = x{P(vy))y o mea,
x{yvlv)) = 1. Entonces, x(Im¥) = 1. Calculemos !m¢.
Sea g €6 y h€ 1 con vuvlh) » g. Por la definicién
de. X, existe un circuito vy en x, con h = [ v]).
wiv) = Lwix,) " 'ywlx )] = [v] = &y &lv) =vik) = g.
es sobre, x{(G) = 1 Yy x es trivial.

En conclusién, ¥
es subgrupo de A“toAny

De esta forma G = X{(G)
es conexa.

(8.8) Proposicidn: Al X(G}]
Demostracifn: Sea Xo * G — Rr"*, goh—* w generador
de X(G), con G = (go). Tomaremos todas las notaciones de
(8.7). Asl existe un circuito Yy en x, con h=[y] € I
Yy vulh) = 9,
= 21 I Sp+q
x, x, ceee X, X, Y

Suponganos gque Yy
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Y.

manera que

Entonces, c

Hemos checado la condicifn del Teorema (8.6),

4 € (1, -1}

O sea, Y =

de forma

m*l o
LS

Xo g = €0, .

me+l oy m+

1

i

1 = %
- ll'xo(wla‘ll

Xgla,) = w.

conexa. V4

" vértices fijos y por (8.5),

existir un carcaj con relaciones (2,
ble I' de kQ y una cubierta fi’ :
f£inida por la acci6n de H, tales que

que
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Ponemos ademis

O3

Rl

es la flecha como

Obtenemos ahora el resultado deseado:

(8.9)

Demostracién:

Teoremas

Y A= k(2,1°).

2

Recordemos

- B,
Seguiremos

Sean X' €

[
o

Definimos

que A = k(Q.T).

agquf respetando la notacitn de (8.7).

Sobre

A[{ X(G)] actda #H = X(X(G))

ALX(G)) = A,

ALX(G)I/H = A.

R, x,€ R,

b(x;l - X

o

si

tales gue

x

1",

c -

i

m+ 1

ast

aparece en

Xo(¥la)) de

Al G)

o; -
= XUl TI a3™) = xg¥lv) =

sin

Por tanto debe

un ideal

admisi-

(@°,1')y — (Q,1') ae
ALX(G)Y » R(&',1°)

Probaremos primero que

o

7_2_.?1

en

Ry - ox

'Q' »

o

= fi(x ).

[+



ﬂ'(iol - xo—JL* y = fi'(y’) en 0 y eximte una Gnica flecha
en . 9, io——i* u tal que fi{al » a.

Definimos b(y') = ¥y, bla') = a. Aprovechando la co-

nexidad de Qo' ——(8.8) -—, b puede extenderse por este proce-
dimiento a todo o',

8in embargo, hay que probar que b estf definida sin am

biguedades. . Tenemos y' € dg . 81 R'(y’) « y, daos caminos

que conecten a i; con ¥°', segtn (8.2) deben verse:

(Pl (P ) (P, I, tr),
(Py dgg—eeee—— (P, ).
Esto determina un circuito en x Y = ua“*' al?
. o’ me1" """
con m > 1, de forma que si X la;) = c.a,., -*'cai -1
1 .
i=1

Esta condicién indica que x,{¥(v)) = I, ¥ luego vivi=1.
Asf, [v) = ¢vilvl) € R. De aguf se sigue que un levantamiento
de v a O debe ser citcuito. En efecto, si 7_ es levanta-

miento de vy a Q comenzando en X5 tomamos go € ao tal
que pfo = %X,. Levantamos Y a un camino ?_ de % que co-
‘mienza en gof el punto final de ? os lvlgo. El punto f£i-

. Ny -
nal de Y  es P(lleol - pxX, = %,.
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Hemos probado ya gque b
fio - fiv.
ae Nt y f*, b ea sobre.
con el mismo nGmero de viértices
y HR*. ambas tienen o0(G}

isomorfismo de carcajes.
Podemos ahora suponer gque

8f y %+ x en 9, (a,-)
eleccifn de :I.lz.bduc:lb;l.e- en A.
rrespondiente ¢ & .z en Q'
MX(G)] como (P ), —$3— (P )
Podemos suponer que el ideal I

eleccién de irreducibles.

sea _E.a

j¥42,u, relacibn minima 6 cero en

levantamiento de u; a [,}

dos los caminos ‘-’1

al camino ‘11' tenemos 2.a

puntos), b : ' — §

estd bien definida. Ademis,

Por la unicidad de lo0os levantamientos de caminos

siendo los carcajes finitos y

(porgque las fibras de [

D - B

‘a z P‘—-—> PY es una
Por (8.2), la flecha co-
= Q@ puede elegirse en
er 9donde x_.a = e 'a.

est8 determinado por esta

Tly,x). 6, el

comenzando en §. Por tanto, to
terminan en un punto comin x € Qo. si
“-’1 es el producto de los imeducibles de Al X(G)]

asociado

1%, 15‘-“ = 0 ya que ﬂa - ‘a para

cada flecha a con fi{a) = a.

asg, Bad, erg,n v

ya que el ideal ! es el levantamiento del ideal I, T € I°.

Ahora, dados X,¥ € R, por la definiciftn de morfismo cu-

‘briente

3 kD! (X, ') /T, 5') = Alx,y) = ggu_ kRUX, ¥')/T(x.¥")
L] o_’ -
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Siendo las fibras finitas e iguales y los cocientes de dimen-

s16n finita, I1*' = I, En conclusién, AIX(G1] = k(R,1I - A.,

(8.10) Corolario: Sea X cubierta de A dada por la ac-

ci6n del grupo soluble G con charkto(G). Entonces, existen

de forma que G es subgrupo de

grupos cfclicos G’.....,G £

AutAlG,l.....[Gi_ ] para 4i=1,....,mn ¥

1

R = AlG,).....[6.] v
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9. ALGEBRAS ESTAMNDAR

Sabemos por {MP’!] que un Slgebra b&sica de tipo de re-
presentacién finito e indescomponible es é-t&ndar sl v sola-
mente si puede encontrarse para el Slgebra un carcaj con rela-
ciones asociado de forma gque su cubierta universal no tiene ci
'clo. dirigidosn. En la seccifn anterior hemos visto que se tie
ne una fotmi de relacionar las cubiertas de un Slgebra con sus
automorfismos. Veremos en esta seccidn que estos dos hechos es
t&n estrechamente vinculados. Intentaremos desarrollar una ge-’

neralizaciSn para el caso no-estfndar.

Fijemos pox. el resto de la seccién- A = R(0,7I] un Slgebra:

asociada a un carcaj con relaciones conexo.

(9.1) Definiciones: 1) . Sea g € AutoA, asociada a g
construimos una funcibn cl(g) = Q1——* £* Qe la:siguiente for-
ma: si o es flecha en 9, gla) = doa + n con Aa € rad?Aa,
ponemos clg) (a) = d. A clg) la podemos’ extender multipli-
cativamente a caminos de 0, asf s1 Yy = f* uzlt camino donde
a, es flecha y o, € {1,-1} indica 1la arig;tactan con que

n o
aparece en Y, entonces cl{gllyvy] =~ 1T c{glia,l i,
i=1

ii). 8L g € AucoA tiene orden n tal que charktn se
dice que g actla fuertemente sobre A si para algGn yétcice
x, € 2, (equivalentemente, para todo vértice) existe un ciclo

Y en x, no necesariamente dirigido tal gque cl(g){y) es una
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rafs primitiva n-8sima de la unidad en &k,

i11) . Un subgrupo ciclico G Ade Autol\ se dice que ac

tda fuertemente socbre A s{fi tiene un genox:.dot que lo hace.

Observar que si g € Autol\ envia flechas en mGltiplos de
~flechas, por (8.6), g actGa fuertemente socbre A si'y solo
sl Al <g>] es conexa. De hecho, por la observacifn al princi-
pio de la seccifn 8, de que todo automorfismo g € A\ltol\ eos
en clerto sentido equivalente a uno que envia flechas en m@lti-
Plos de ellas mismas, se tiene que si g actGa tu.tt.-l.r_:e. so-

bre A, Al<g>)] es conexa.

Enunciamos formalmente este hecho:

(9.2) Proposicifn:s si g € A\stol\ actda fuertemente so-
bre A, Al <g>1 es conoxa.//

Una cuestiSn importante es gque en la definicién de clg)
aparentemente sus valores dependen de la el‘eccién de irreduci-
bles gque se hizo, .o sea, del ideal I que se tomb. Esto no es

asi como aclara el siguiente resultado.

(9.3) Lemas sS4 g € ~Autol\. clgl ests bien definida in-
dependientemente de la eleccifn del ideal I.

Demostracifén: Supongamos k(Q,I) = A = k(Q2,J) dos elec-
ciones posibles de ideal para A. Sean x,y € Oo tales -que
rad, (x, yl /radl’\(x.yl ¢ 0. Llamemos a 1la eleccién del irredu-
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cible para I y af para J.

Como O no tiene flechas dobles, a' = Aa + & con A€Ek®*
Yy a € r-di(x.yl. Ahora supongamos g(ﬁl - cou + A" . con
aA' € radl"(z.yl. Entonces, gl{a’') = Ag(a) P alrl = Xea + An'+gla)e
= 2elr""(a'-21) + Ax’ + gla) - ea’ + (A’ + g(a) - eca), donde
el término entre paréntesis estf en :adl’\(x.yl . O sea,

c{g)la) =« ,t:(g)(u').//

Una vez aclarada la dificultad veremos la conexifn entre

los automorfismos y las Slgebras esténdar.

(9.4) Teoremas Sea 1 : (&,?) —_— (0,1) 1a cubierta uni
versal definida por el grupo |T. Entonces:

1) Si A em de t.r.f. Yy & no tiene ciclos dirigidos,

para todo vértice x, € Qo Y Y ciclo dirigido en x,, A ad
mite un automorfismo g que actda fuertemente sobre A con ’

clgl(y) ¢/ 1. Llamemos a esta condicién (*).

11) Si A satisface (%) con automorfismos que envfan fle

chas en mdltiplos de flechas, Q no tiene ciclos dirigidos.

Demostracifn: 1) : si x, Yy € Qo’ x —S y flecha en Q,
ponemos gaa = mx{n € N | a“l(Py,le - nA(Py.P:)}. donde
1 = indA y 21 denota al radical de la categorxria I, similar

mente 2A denota el radical de A como categorfa.

Como A es estSndar, por [B30G] ga puede extenderse a
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una graduacién (funcifn aditiva) de los caminos de 0 en W™,
én forma compatible con las relaciones. Asf, 8L z es ciclo

en Q0 tal que (z] € TT' tenemos anz = a.

Como siempre, existen cubiertas I' : (Q°',71'] — (9,7}
y p ¢ (8.7 — (0,11 tales que p estf definida por la ac
cifn de MN° y nN*' por la accién de IN/N' y N'p = N.

Afirmamos que Q' tampoco tiene ciclos dirigidos: sl
v' fuera ciclo dirigido en x' € Q",; Yy = B'{y') serfa ciclo
‘dirigido en e). carcaj 9 y con base en el punto x = N°(x°’).
Tomamos X € Ho tal que p¥X = x', [vy) € TT el grupo funda-
mbnta]_. de {(0,7I] gque podemos suponer basado en ¥. Como :
PIILv]X) es el punto final del camino vy*', o© sea x',
plivlX) = p(¥). Esto implica que plyl = p y entonces
[vy) € TI*. Hemos ya :Lnd.icado gue en este caso gay = 0, pero
siendo dirigido vy Yy agn aditiva se debe tener que Y es
trivial. '

Comemzamos ahora a probar (*). Sea x, € Qo Y Y ciclo

‘dirigido en x,. Luego, [v] € TT Yy como Q' no tiene ciclos

dirigidos., (v] en HN/N* tiene orden infinito.

Siendo I/N*' abeliano finitamente generado, existe una
proyeccifn pa : O/0°* — T tal que pllr"vT tiene orden infi-
nito. Podemos entonces encontrar un subgrupo normal R Vv 'ﬁ
con Z « N/R y de forma gque la clase de [v] en este cocien

te también tiene orden infinito. Seguiremos denotando esta
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nueva clase por Ivyl. Sea ft : (8,1) — (0,7] cubierta defy
nida por la accifn de /R = 2. Finalmente, obtenemos otra cu
bierta ﬁ : (2,7) — (0,1] Adefinida por un grupo G = /N
ciclico que satisface qud.ol orden de r;f en G es positivo,
o sea ([vy] €& N. (Basta tomar porx (2,7} wun cociente no tri-

vial de (Q,I)).

Por (8.9), X(G) actla fuertemente sobre A. Sea X, un
generador de X(G] = G. SegGn la notacién de (8.8), v(v) eos

‘la clase de [yl en II/N » G, por tanto xa(%(y)) ¥ 1. Pero,

este nUmero es precisamente c(xo)(y) ¢y 1 que es lo que Adesea-

ba probarse.

1i1) Supongamos gque A satisface (*) con automorfismos
que envian flechas en flechas y que ﬁ tiene un ciclo dirigido

? con punto base Yo. Sea HV -y ciclo en 7 con punto ba

se x_ = HQO. Por hipStesis existe un automorfismo g que ac

o
tGa fuertemente sobre A, dgque envia flechas en flechas y que
cl{glly) # 1. Sea G - <g> y por (8.5), Al'G] es cubierta

de A. Podemos suponer gque tenemos una cubierta (Q.T)-JL*(Q,I)
deriniaa por X{(G] y tal que A[Gl = k{(3,1). En efecto, proce
diendo como en la demostracifn de (8.9), la eleccifn de irredu
cibles de A puede transladarse a A[Gl. Tomemos io (=3 Qo tal
que ﬁ(i&) = x,. Por (8.2), el levantamiento ¥ de vy gue une
el punto io - (Px°’1 con pro)c(g)(y)" £ (Pxo)1 no puede
ser un ciclo. Pero, 8% I' : (4,T) — (3,1) es cubierta con

fin* = 1 entonces fin’(¥1 = n¥ = v =« 1y v v, I'¥Y son dos



‘de en [BaGl, que

A de un camino dirigido en Q.

.grupo abeliano libra en B. S,(A)
e

levantamientos de Yy por I gque podemos hacer comenzar en el

Debfan ser iguales, pero !l'%' es ciclo ‘&' v

A dSlgebra de t.r.f., entonces

mismo punto.

(9.5) Corolario: Sea

A es estndar si y solo si existe una eleccifn del carca)l con

tal que k(0,T) = A y A
ra automorfismos gque envian

relaciones (Q,T} satisface (*) pa

flechas en mliltiplos Aae £1.eha-.//

Supongamos ahora que A

es Slgebra estndar. En ([MP3]
se prueba,

siguiendo una idea de Gabriel (que aparecis mis tar

A tiene una base multiplicativa.

Esto es,
que para cada par de vértices x, ¢ E_Oo hay una ‘k-base ",‘B"..
de HomA(x,y) de forma que si = |

yex € 'YBx', ) z‘ey € ;By, enton<”
ces zs:’, v€x es cexo 68 un elemento de sz. De hecho se muas-
tra que tomando una elecciébn (Q,1) con A = RlO,1) tal gque

n : (’Q.?D — (Q, 1) 1la cubierta universal no tiene ciclos

dizxigidos, cada bésico ye puoée elegirse como la clase en

Llamemos B8 = . y\é'QyBx 1a ba-

o
se multiplicativa asi construfda.

Tomaremos otras definiciones de los tral?ajon arriba lnexicig_

nados. Sea S, (A} al

el grupo abeliano libre en

el grupo abeliano libre en Q,. s‘(/u

v ‘.zcy') € 82 | 2y ¥°x ¢ 0}). Estos son los primerxos elglneg

tos de un complejo simplicial.

Se definen los morfismos de la cadena como:
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&, * S (A} —— S, (A1, yex-‘——- y-x

&, 1 SytA) —= S, (Al, (e ,,e ) — e e —_e. don

Qe 2%y ySx = 2€x € B . Claramente 6061 - 0.
&g &3
Ast, Homg(S,(A),£*)—%= Hom (S, (Al,£*) — Hom_(S_(A) ,k*)
también satisface 6:6; - 0.

Se define H'(A, k%) = Kers3/Imés el primer grupo de coho-

mologfa de A con coeficientes en k*.

(9.6) Proposicibn: c Aut:ol\ —_— KerG;. q c(g)' es.
morfismo de grupos bien definido. Ademis, este morfismo se es-
cinde y Autol\ resulta ser producto semidirecto de Aut:uA

por xerstl' .

Demostracifn: Sea g € Aut A, clg) : @, — &k* es fun
ci16n que puede extenderse multipl.icativamente a canminos de Q.
Primeramente necesitamos saber que esta .fungiGn sea compatible
con las relaciones dadas. Esto es en efecto asf, si definimos
h :t kQ —8 A por h(a) = clgl{ala para toda flecha a en 0,
por [MP1,(2.7)] dado que & no tiene ciclos dirigidos, h
puede extenderse a un isomorfismo h : A — A. Pox tanto,
c({g) ests bien definida en clase de caminos de A, o sea,
celg) : B —/— k* ests bien definida. Ahora puede extenderse

linealmente a c¢(g) € Ho%(s',(l\l L R*).

Sea (ys . zSy v€x " 2%x € _B,_ . Segfin in

2
x eyl € B con

x
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v'= v€2 = yYax’
=Sy = ¥y° 2€x ~ gMyx°* EBtO significa que ‘uy y;i - 2¥x €

€ I(x,z). Volviendo a utilizar el hecho de que h es morfis

dicamds existen caminos n

vy x* ¥ u

x tales que

mo, se obtiene que c(gl('ﬁyl c(g)(yﬁzl - c(g)(zﬁ,l. Por tan
to, &jclghl e . e} = elg)l e lelg)l c 17 %lall e 17" « 1 y
c(g) € K.rc:.

Si1 ¢ € Xers§), definimos 2 : RQ — A por 2la) s tla)a.

Como £ preserva las relaciones, 2 puede extenderse a un

, isomorfismo de A en A. Luego, si 4 1 Kerc: — AutA,

£t —* ¢t es morfismo de grupos inverso derecho de c, °"°'n26"
]

Mostremos finalmente qgue Kerc - Autul\‘ : sf g € Aut“l\',

existe n € End, A nilpotente con g =.1 + n, cl(g) ~ 1. 84

‘g € Kere, cl(g) = 1, definimos n =« g - 1 lo gque resulta serx

un Ek-endomorfismo de A nilpotente, ya que envia los idempo-

tentes a cero Yy las flechas a elemento de rade.//

En vista de 10 anterior se antoja natural la siguiente de
finicibn. -

(9.7) Definicifn: Un automorfismo g € Autol\ se llama
cerrado si para todo ciclo vy en @, c(gl{yv]l: =« 1. El conjunto

de autonoét:l..mol cerrados se denota Aut c.A'

Hay varias observaciones que hacer relativas a esta defi-
nicibn. En primer lugar, por (9.3) los automorzismga cerrados

estSn bien definidos, es decir, su condicién no depende de la



- 104 -

eleccién de ineducibles hecha. Ademfis, como ¢ es multiplica
tiva, A\lecA es un subgrupo normal de Aut:oA. De hecho,

Aneu‘l\ v Auccl\ v Autol\.

(9.8) Proposicifn: ! —— Aut A —* Aut A £ Ims3 —o1
e sucesifn exacta. En consecuencia, u? (A, k®] = Aut-_ol\/AutcA.
sl ¥y -oimnto [ 34
tal que {§{a) = hlg)h(x)™?
De aquf es obvio que para la

Demostracifn: Es claro que § € /nG;
existe una funcién h : 2, —* [ 3
para x —, '] flecha en Q.

funcifn 4§ : Ker§{— Aut,A se tiene 4(rms?) C Aut A. Por

otra parte, si se tiene g € Autcl\ tomamos x_ € ao

0 y es f8§

cil definir h : O, —* k* como h(z;’) = '] y para otro v‘:t.}_

ce x € Qo, se toma un camino w(x} de X, en x Yy se ha-
ce hix) = c(gi {(w{x)). Como g es cerrado, h ests bien de
finida. Para una flecha x-3+ y, cl(g)lwly) law(x)) = 7 ¥

ciglla) = h(y)h(xl".”

(9.9) Corxolario: si g € Autol\ actda fuertemente sobre

A, cla) & ImG;.//

LO que por (9.8) resulta ser una caracterizacifn en el

caso estindar podemos convertirlo en definicifn para el caso
. general.

(9.10) Definicién: Si A es Algebra b&sica definimos
2(A,R*) : = AutoA/Autu'l\. B(A,k*] : = Autcl\/}\utul\ Y
HY (A, k%) & = Z(A,£®)/B(A,k*).
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Por la prueba de (2.6) se tiene que 2Z(A,k®*) Yy por tanto
B(A,k®) son grupos abelianos. aAsf, H'(A,k*) es siempre gru
po abeliano. Probaremos algunoa resultados concernientes a la

relacifn de este grupo con otros ya conocidos.

8% . A = k(Q,T), denotaremos N,(Q,7]1 al grupo fundamen-

tal del carcaj con relaciones (9,1}.

(9.11) Proposicifn: Hom (N (Q,7),k%) <~ h'(A,k*).

Demostracifn: Fijamos un vértice X, € Qo Y para otro®

vértice x € Qo tomamos un camino w(x) de X, Y X, de

forma gque w{ xo) eos trivial.

Definimos v : 2, — N (0,1), avr— {wly) " Tawix)]'® =i
x %+ y es flecha.

Para un morfismo § € ch\'(lh(ﬁ,t),k‘), definimos
vid) : ,— ko por VY(f)(a) = f(via)la para toda flecha a.

vig) se extiende multiplicativamente a ' £Q. Ademfs, si
‘_g‘x‘u* € I({x,y) es relacién minima o cero, u, ~ My para
todo par 4, § € {J,....,n) y entonces v(u,;) = v(u:’). O sea,

wl(8Y (uy) = wig) (vjl y v(4) puede extenderse a un endomorfis
mo de A y claramente v{(§) € Aut A. Pasando al cociente,

Pz Hom"(n;(o_,ll L, k®) — HY (%, k®) es un morfismo de grupos bien
definido.

si $(4) = 1, ¢(4§] € Aur A. Luego, si tomamos un ciclo
Y en el punto base x,, 1 = clp(g)Yly) = f{vivy)]l = §(lv)) ¥

mmpre
FHhSE

A

T SN ARG
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ﬁ - l.”
Tomamos X, € Qo Y l1lamamos NI al grupo fundamental de

la grdfica O con base en x, -

Siguiendo la notacién de (G211, llamamos P al subgru-
PO de NI generado por las clases de conjugacié8n czo(v.w).
Con (v,w)] contorno en A. Recordemos brevemente lo que es-—
to gquiere decir: dndo. a, b € Qo n € 8 Adenotamos por di(n}
el miximo d € M U {=)} tal que raa™iom,(a,b) - x%A(a,b),
donde 2A es8 el radical de la categorfia A ¥y radkonh(a,bl
el radical del End,(a) - End, (b} bimSdulo Hom,{a,bl. Un
morfismo que cae en rad"uomA(a,b) pero no en rad"*'nom {a,b)

se dice que tiene profundidad d{(n)l. Un camino dirigido

A N N u‘ se dice estable si la profundidad de la com
posicibn an&n_i....u1 permanece constante para cualquier elec
cién de los iwxreducibles 81. Una pareja (v,w) de caminos es-

tables con 1los nmnismos extremos y la misma p:o!undidnd se llama

un contorno. S1i no tienen v y w mas vértices comunei que

los extremos el contorno se llama simple. si el contorno (v.w)

va del vértice x al Y, u es un camino cualquiera de X4 a
-1,

x, ¢ (v.w) = u”'w Tvu.
xo

De ‘'la definicifn misma de contorno se sigue que P es un
invariante de A, en el sentido de gue no depende de la elec-—

cién del ideal I tal que A = £(Q2,I]l. También, que P V 1.

(9.12) Proposicibn: H'(A,k®) — Homg (M/P,k*).
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Demostracidn: Para diferenciar con la notacién de (9.11),

denotaremos por vy a la clase del camino Yy en I.

’ Dado g € Aut, A, definimos VP(g] : BI— k*, (v)r— clg)(¥Y).
En (9.6) vimos que c(g) estaba bien definida en clases de ca-
minos de A, por tanto, ¥(g) es morfismo de grupos bien defi-
nidos. Probaremos que este morfiamo puede factorizarse a tra-
vés de n/P.

Sea {v,w) un contorno simple, mediante un cambio de elec

cién de ineducibles, podemos suponer que VUV = W, en A.

Entonces, gi{¥l = c{g)(G)lv « a_, gli@®) « clg)ld)@w + a, con
dir,) > d(5}); din 1> d(@®),. donde d{(V¥] denota la profundidad
del morfismo v, implica quo' e{g)(v}d - eclg)(w)@w = r, T R, )
Por la definicifn de profundidad se debe tener, clg)l(v) = elg)lw).

o sea, clg)(w 'v) = 1.

Asf, V¥ : Aut A — Hom'(n/P,k‘). g P{g) es morfismo

de grupos bien definido.

8i g € Aut A, claramente P{g) =~ 1. Inversamente, si
Ylg) = 1 para todo camino cerrado Y, clalily) = 1 Y gEAntcA -
Luego, tenemos un morfismo inducido ¢ @ HY (A, k*p — Homg m/p, k%)

que ademfs, es inyectivo.//

_Dado un carcaj con relaciones (2,7} tal gue A = k(0,1I1),
llamemos ¢, @ llon.(ll‘(Q,!),k‘) o H'(A,£*) a la inclusifn de
(9.11). ¥y ¥ 3 ﬂ'»(ll.k.‘)—-qn&(n/l’,k‘) a 1a inclusiSn de (9.12). Calculawos
oz.w'-
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En primer lugar, definamos v : I — > n,(Q.!l.'(vP* {vl.
Sea Qv,w 1 un contorno simple de x a XS Porxr \-I, @ deno-
taremos sus clases en A segGn la eleccifn asociada al 2deal
I. Siendo A de t.r.f., satisface las condiciones de Jans.
Por ejemplo, Hom,(x,y) es End, (x) -m6dulo uniserial. C&no
div) = d{w), v, @ estin en la misma potencia del radical de
Hom,(x,yl. Asf, U = 2@ + & con A € k*, d(a) > d(V) - d(w).
De donde, v v w y [w lv] - ! en n,(2,1). Por tanto, po-
demos extender v n/P.-—_j n,x_-q.,n. Mostraremos gque

P09, = vs. En.etecto. #i § € Hom (N _(0,1),&k°%), (v) €1
V0P, (41 LIYI) = cld () )Mv) = clulf))v) = flviv)) = 4LIv¥)) =

e fov ((y)) = v*(4)({(v])). Esto nos serf Gtil en el siguiente

Teoremas

(92.13) Teoremnmas Si chark = 0, wz es ilsomorfismo si y

solo. si A es Slgebra est&ndar.

Demostracién{ Si A es est&ndar, podemos encontrar un
ideal 7T tal que A = k(Q,1) ¥y la cubierta universal de [(2,1)
no tiene ciclos dirigidos. En este caso todas las parejas de
caminos gue s& relacionan son estables y v : NI/Pp — H,(Q,l)
es 1iso. Como ¢2.w1 - u* iso, wz és ‘sobre y también inomos
fismo. )

Supongamos ahora gque wz es isomorfismo. Sea A- el 81

gebra estindar asociada a A, segGn [BaGl. Ademés, gr:Q,— ™



1a graduacién de

- 109 -

las flechas de Q asociada a A. como en

(9.4). Podemos extender gn aditivamente a caminos arbitra-

rios en Q, porx
aapP = (1), '

Tomamos a € k°*

(Y] —= a%~ (Yl

la construccién de

existe g € Aut A con @2(5) -=d,.

A

-’ es claro que

morfismo muleiplicaéivo. S8iendo wz

libre de torsién y definimos doxn/?-—*‘hﬂ

sobre,

Supongamos gque A =~ k{Q,I) tal que (92,1) no satisface

la condici8én (c)
de ineducibles,

vl = vzp en A.

de ([MP1,(2.3)]).

podemos supones que

Por medio de otro cambio

l«~£v*€7!JLvﬁy

tales que

8in pérdida de generalidad el punto base para

la construccifn de N es z. Ast,

Pero, clg)(vi) = clg)lozh), clg)(Z)

y siendo a libre

torsién, galz) = O.

elg) (2] = V,(5)(2) = dyla).

1. Por tanto,

Pexro siendo =z

1= agr(s)'

dirigido

debfa ser entonces trivial . Por tanto, A es eleandnr.ﬁ,
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10. ALGEBPAS SIN CICLOS DIRIGIDOS

Sea A = Rk(Q,71) Slgebra de t.r.f. y tal que O no tie-

ne ciclos dirigidos. Aplicamos algunos dGe-:los resultados obte

nidos en la seccifén 9 a este caso particular.

Observemos en primer lugar que sin importar la eleccién
de (9,171}, su cubierta universal no tiene ciclos dirigidos. En
particular, N, (A) el grupo fundamental asociado a (2,71) es

t4 definido sin ambiguecdad y por ([MP!] es libre.

Dado un grupo G ¥y un nGmero primo p, denotaremos aquf
por Gp a los elemantos de G de orden 17 8 p. 8L G es

abeliano, Gp resulta subgrupo ce G.

-

(10.1) Lenas si n = rangﬂ,(A) ¥ p as un n@mero pzim6
diferente de chark, H'(A,k‘)p o Z;.

Demostracifén: Por la seccifn 9 8 por [BaG]l,
H'(A, &%) = momg (T, (A), &%) - Homy (Z"A®) = Homg (Z.k®)™.

Ahora bie.n Hoxq‘(l,k‘)p - nom:(lp.k‘) - lp. por ser p/chark.//

Dado un subcarcaj 0' de 0, denotaremos por A(Q') a
la subSlgebra plena de A con vértices en 2°'. Dada una-subak
gebra A*' plena de A, QA. denotar& su carcaj.

.

(190.2) Teorema: Sea A' subilgebra plena de A tal
que QA' es subcarcaj conexo y convexo de @, entonces

rangﬂ,(A') < rangll (A) .
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Demostracifni Supongamos rapgn,(Al = n y rangni(h')>n.
Elegimos un nGmero primo p ¢ cpark. Por (10.1),

n+1 rangll _(A*) 1 -
!p ‘——-zp [} o N.(A',k‘)p. seén Byscev08,08,,,€ Kersje
tales que blg,l,...,blg,), blg, )} € H' (A", k*]  son Z, L.4.,
donde s,(A')'—dl* S,(A") —2< S,(A') ' es el complejo asociado

a A* y b s Kersj» —— H'(A',k*] es el cociente natural.

8in pérdida de generalidad, podemos suponer que o(gil - p, pa
ra toda 4L € (1,....,n*1}). i

Segfn el Lema (2.7) de ([BxGl, existe una sucesién de sub:

carcajes de O convexos 12,, = éo Ce, € ..cee.C e =0, de

forma que ¢, ., - ¢, * (xt*‘} con x,. ., extremal en ¢, ., .-

Llamemos Ai a tas subSflgebras plenas con carcaj c,.
Pefinimos g_, : = g;. Xog * ™= A(goil € Autvo. _Extende-

remos astas funciones a Ai.

Para (0,1} podemos suponeér que las flechas se han elegi

do multiplicativamente, es to es, si u, v _son dos caminos di-
rigidos en QO de x a Yy diferentes de cexro, entonces

¥ = v en A.
si x, no est& conectado con ¢

o¢ Ponemos

| 7
L = J,00ce,n+], Supongamos entonces gue

con  Yy,e--0,Y AE C“.
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Si en oo x 9c%x§y son dos caminos no cero,
elg_,ttulp = x_, (0) =x_ AV} = ela_,)(v1v.

Por ([B]l, existen Agseeen-or € k* tales gue para cada

y € ¢, Y caminos ﬁi' uj de forma que si

11\\\\\\\s ,~//—fa Y
H
(:l.j y 3

3

con w,a, # 0 ¢ uja, en A,, entonces Ajelg gV utuay -

- Ajc(goil(vj)ujuj en A,. Diremos que o, ~ ay si existe

una situacifn como la anterior.

Observemos que cualquier mGltiplo de los coeficientes

Ai' 4L = 1,....,m satisface la misma propiedad. Asf, podemos
suponer que XA, = 1. Si a, v o, Az-A,c(goi)(u,)(c(goi)(uz))-’-
Como ol(g,) = p, Ag - 7. si a, v a,, también Ag = 1.

Si tuviésemos a, LI PR PR entonces podrfamos fijar
libremente i, = I. Si ademfs, o, ~ a,, entonces Al -1,
Sino, hacemos l3 = 1. En conclusién, Aye 12, 13 (tal vez 80

lo existan X

1.

1 Az) pueden elegirse como rafces p-&simas de

9,; 181 si z ¢

8
Luego, definimos para Z — w, g,i(ﬁl =

a
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Por 10 que acaba de hacerse, g,, € xer&,,(l\, 1°* y es de
orden p. Si como antes, b : Ker&,(l{,)‘ —_—u? (A,.k‘l el
cociente natural, probaremos que b LY P bla, (n+1) 1 Son

Zzt.4. en u‘u,.vnp.
n.-v‘l 1 -
Supongamos que 11_2‘0116(9,‘)":‘0 en H (A& lp.
n, € (0,...,p-1}. Por tanto, lT’ g:'i € Ims_ (A )%. Y debe
existir ¢ : ¢, — k® funcibn, tal que si «x =&, 4 es flecha

. n+1 ng ] -1
en ¢,, IT,Q,i la) = vly) wix)~'.

Definimos ¢_ : = ¢ | ™ £*., 81 x —Se gy es fle-—

n+1 n+9
cha en c,. T, agita) = TT a%ital = v tyry (x)7".  Ret,
n+1 .
j_.1=':'nib(g°j_) = 0 en H'(A;,k‘lp. Debe tenerse entonces,
ny =0, £ = 1,....,n+1. O smea, z;”t—-—o u‘u\,.k')p.

Es claro que se puede continuar por induccién, hasta
n+9 b ] ™ C - 1 Y - n >
lp € (A_.k )p H (A, R )p Zp . Por tan.t:o,

rangn‘(l\') < n.,

En particular, esto muestra gque las subSlgebras plenas

de simplemente conexas tambi&n lo son.

Recordemos también qgque un Slgebra A es simplemente co-
nexa si y sclamcnte si satisface la condicién (S] - ver

{8L)-. Enunciaremos aquf. dicha condicién como se hace en

U ———

e
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{BaGl. Para cada & € 2, denotamos pox Q2 el subcarcaj ple

no de @ formado por los vértices £t # 4 -donde a » b si hay

un camino dirigido de & en a-. Por 2- el conjunto parcial

mente ordenado {¢t < s | HomA(t.A) ¢ 0}, donde £t < ' sl vy

solo si HomA(t'Al * Hom,(t,t*') ¢ 0. El punto & satisface

(s) si cada componente conexa de Q' contiene a 10 més una

componente conexa de Z_. A satisface (S}

. si todos sus pun

tos lo hacen.

Podemos fScilmente generalizar esta nocién.

(10.3) Definicifn: Decimos que x € Q  satisface (sty:
si cada componente conexa de Qx contiene a 1o m&s £ + 1 com
ponentes conexas de tx.

. i i-1
S({x) =~ 4, sl x satisface (S'Y pero no (S ).
Obviamente, la condicién (8% es simplemente (S). Como

A es de t.r.f., S(x) € {0,1,2) para todo x € Q,.

(10.4) Progésiciéns Sea xo'e Qo pozo de @ con @-s(x).
Sea b : KerSy — H (A, %) el cociente natural y p» nGmero
primo p + chark. Existen entonces funciones h,,...hr € Kerd:
de orden p tales que b(h,)......,b(hr) son ZFL.L. en

H‘(A,k‘); y h; | 2 - (x,} =1 para toda L € {1,....,a}.

Remostracifn: sSi S(xol = 0, no hay nada que probar. Pro

baremos el caso S(x,} = 2, el S{x,] = 1 es similar y mds sim
Ple.
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Supongamos S(xol = 2. Sean 21.§2,23 componentes co-
nexas diferentes de 2x en una misma componente conexa de
2,- Por tanto, para cada <« € {1,2,3), existe x

€ z, v
a
una flecha ~xl-——L* x .

i

Tomamos «w una rafz primitiva p-&sima de 1.

Definimos g, : Q, — £* tal que

7 si:a s a
g,la) =

Similarmente, g, : 2, —* k* con

ga,(a) =

w si o = a
Mostremos qué 9,» 89, [ xers:: s4i

1§1A1"1 € I(x,y) es

relacifén, al y ¢ X, para toda flecha o en algn camino

My gj(al - 1, por ser x, Po30, y luego

Garge e € 1, 4 om0,

.S T W
o’ u, = ajivi_ con xj* Xy

€ .. Asf, a - a para toda £ = 1,....,n
1 3; 1

S1 y = x POdemqs asu-

mir, ‘31 - x,

b4 g,(ﬁil = w, gy(u;l =~ 1.
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Finalmente, b&lg,), b(g,) son Z'L.L. en H'(A,k®)

p*
En efecto, si m ,m, € {0,....,p-1} con g:‘gzz (= lmG;, co-
.
mo x Yy x estin conectados en 0 » existe x ;1~Aﬁl
1 3 xo 1 3
en -
Q,o

1

Definimos v 1 = aay'u; circuito en x

o tal que
1= 97922 () = 9,(a3i™g,(030%2, (a1 g, (a 172 « g (o, /™M™,

Asf, m_ = 0, Similarmente m_ =

' 2" %y
Hostraremol'ahora que el rango del grupo fundamental n,(A).

puede calcularse inductivamente por medio de la funcién S.
(10.5) Teorema: Sea x € 2, pozo, Q' = 0 - {x} Y

A = A(Q"), entonces rangn,(A) = S{x) + rangH‘(A').
Demostiacién: Sea p un nGmero primo, p ¥ chark. Para

morfismos asociados a las Slgebras,

las letras primadas corres—
ponderin a A’

Y las letras sin primar a A,

Asf, sean 6;"""6m € Kerd;'

tale; que b'(4,1,..,8"14.)
es base de H'(A',k*)

e Como Q' = Qx es conexo en O, por 1la

demostracifn de (10.2), existen g,,.-.,d, € Kers: tales que

big,},....blg ) son £.4i. en H'(AR*)_, ¥ g,12' = §,--
Suéongamos n = S(x). Por (10.4), existen h,,..,hn € Kers'

1
con blh,),...,b(h ) € H'(A, k%) £.i. de forma que hyla’ - 1,

v, € {1,....,2}. cClaramente, _b(g,l,...,b(gml. b(h,).'.btktl

. 1 m m x m ‘-
son £.4. en H (A,k‘)p : i iITgii. ;I,hjj € Zm§_, tomamos
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m
un ciclo vy en Q' Y entonces 1‘!‘19:1 (vl = 7. Ast,

2 m
1 ' - - -
IIigi EmE." Yy my om......mm 0.

Por tanto, tamhién, m; -.....-m; - a.

Estos elementos también generan H? (A,h‘lpx sea £ € x-:c:
Y llamamos £' = L|Q' € x.za;'. Luego, deben haberxr ne,..,n €

€ (0,.....p-1} tales que £'§;'....4.™ € Im&_".

Sea L : = Lg:'....g:' tal que Z2{9’' € an; . Podemos su
-poner que R|Q' = 7§, vyagque si1i ¢ es una extensién de '
L’ﬂ:‘.....‘:" a.Zma;. entonces 24”'|q° - 1.

x g CEFE ey
+ Supongamos que ‘>x ¥ hylog) = w7, d€(1,...5n)

n n
i€ {1,....,n), donde w es una rafz primitiva p-Esima de 1.
Supongamos que 2(a,) = wit, (e {1,c...,2}. Afirmamos que
lh:-‘....'. h:"EZmG;. ¥n efecto, si Yy es ciclo en 0, pode
mos suponer que pasa por x, asf vy = a;'y.'u, con Yy' camino

en 0' RAJ® ... .4 MF(y) - l(u‘_l-'l(aj)hilui)-‘hj(aj)'-3 - 1.
En conclusién, ls':' cees -9:‘h:-’ e .h;-' E!lms;.

De esta manera, H'(A,k®] - l;*’ vy por (10.1),
rangni(l\') = men = .rangl (A'} + St .,

Para conclulr caracterizaremos a las Slgebras que tienen

grupo fundamental con rangn,(l\) < J.
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(10.6) Teoremas rapgﬂ,(l\) < 1

si y solamente si se
tisfacen

sa- .
1). S(x) < 17 para todo x € Qo. )

2). Si alx) = 1, A(Q"l es simplemente conexa.

Demostracifén: Supongamos rangfl, (A) <1

x € Q,. Formemos At = A2 Uix)),

Por (10.2) .

Y tomemos
tal que Q:\D(z} es sub-
carcaj convexo de Q. :angll‘(l\') < 1.

Observemos que t‘(l\’l - t’(l\l
el mismo en ambas Slgebras,
x

y como también Qx o8

Splx) = S, (x). Pero, -en A,,
resulta ser un pozo y por (10.5) SA‘(x) < 1. Hemos proba-
ao (1). ’ )

También por (10.5),

rangl (A(Q_}) = O
Entonces, Al Q‘xl

si Séx(x) - 1.
debe ser simplemente conexa, probando (2).

Supongamos que A es Slgebra de dimensiétn minima gue sa-
tisface (1) y (2) y sin embargo

tangn1(l\) > 1.
pozo en Q.

Sea x € Qo
Llamemos Q' = 0 - {(x} y A' = A{OQ").

Afirmamos
satisface (1) y (2).

que A°* En efecto, si t e Q.
t:t(l\l - tt(l\') y si Qé es componente conexa de Q;,
9_‘: componente conexa de Q: tal gue 0_¢'= C Qc, ast
Sp.lt) < 5,(21 < 1. Aden&s, si Sh(zl =1,
sA(t) = 1

y por hipGtesis, A(ch

existe

tambi8n

es simplemente conexa.
es subcarcaj convexo de Q.

también e simplemente conexa.

Pero, Q! asf que por (10.2),
Atal)

Claramente, A'(Q:} -
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- AlQL).

Luego, por minimalidad, z-pgn,,u\') < 1.

Pero, por (10.5) :u.ngl‘(lu. - ,r-pgn‘(h'l + S(xl, .a-!
que S(x}] > 1. Por (1), Si(x) « 1. Poxr (2), A®' debe ser
simplemente conexa ya que Q' « Qx. Entonces, ‘rangll (A*) - 0
y todo junto aa rangn'(l\) - 1.9 -y
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