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El AnAliai• da Correspondenciae<A.C.> e• una tbcnice encuadrada 

en al enfoque d&l AnAlisis de Datos· siendo »U propOsito 

iundamontal la deacripciOn QrAfica, a través de elementos 

algebraico& y Qeombtricos,de las relacione& m&& relevantes en una 

tabla do continoencias.Lo anterior "ª la idea que 

tradicionalmente se ha tenido en Dl A.C.,con lo que el carkcter 

e~ploratorio del an~liBl• tiene preponderancia &obre los a9poctos 

lnferenclale&.En oate trabajo GU aloue la tntcrpretaciOn del 

An~liats de CorreupondenciaG debida a la aacuole de E•tadlGtic~ 

nn Francia¡ain embar90,el cbJati~o es preeantar elnmentoa 

inferanclalea para enri,¡uecer y validar lae conctuuionea dal 

An•llste de Correspondenclas. 

Trabajos sabre infcrenci• en ol AnAliGia de Ccrrespondenci•u ya 

SMistan on la literatura aunqua sufren do alguna• 

inconveniente&.Un primer qrupo de arttculos qu9 se enfoca al 

tratamiento do lo• valoro~ singulares,part• de la supoatctOn do 

lndepQndenc1a entre lo• criterios de clasifica~lbn,aupuoato que 

en la pr•ct1ca es poco frocuente,ya qua precisamente el A.C. 

tiene por obJoto mostrar la estructura da dep~ndencta d• la 



tabla¡trabajos relevantes en e&te sentido son los de Lebarttl97b) 

y Corstentl97bl.Un segundo grupo de resultados,debldos a 

O'Nellltl97B,19Bll,si bien llega a distribuciones a&intOticaa de 

los valores slngulares,bstas dependen fuertemente · del 

cumplimiento de condiciones que involucran ta estructura teOrica 

de la tabla1aatag condiciones son muy complejas y resulta 

completamente imprt.ctico verificarlaa,por lo que se utilizan laa 

distribuciones sin tomarlas en cuenta.Una tercera alternativa e• 

desarrollada por Goodmanti905l,modiante un enfoque general da 

ajuste de modelos a una tabla de contingencias con dos criterios 

de claslficaci,bn, en ttJrminoa de validar un sistema de pesos o 

calificaciones sobre los renglones y/o las columna& de la tabla 

bajo estudio.El Anblisis de Correspondencias es un caso especial 

del tipo de modelos manejados por este autor1sln embargo las 

herr ami en tas de ant.l lsls aon no han sido totalmente 

desarrolladas, siendo ademhs un camino meno• directo y mls 

complejo que la• propuestas anteriores. 

Los tres grupos de tabajos mencionados anteriormente vernan eobre 

inferencia en valores singulares del 

A.C.¡Graenacre(iq04l,utili:ando t&cnica• de remuestreo analiza la 
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eatabllldad de la representaclOn Qrhflca del A.C.,pero que desde 

la perspectiva de este t1·abajo,pueden mejorarse substancialmente. 

Ea propOsito de esta tesis presentar propue&taa de anAlisia de 

tipo lnferencial sobra aspecto• relevantoa en la interpretaciOn 

da resultados del A.e.apara ello se combinan ideas ya 

desarrolladas en los trabajos mencionados anterior.mento con las 

propiodadea de mayor alcance de los m~todos de remueatreo. 

La estructura de la prasentacion e• como •loue1en el capitulo dos 

se presentan lo• aspectos aloebraicos y oeombtrlcoa del An•llsls 

de Corresponedonclas.En el capitulo tres &e muestran le• 

resultados referentes a los trabajos sobra inferencia a travaa do 

taorla aalntbtlca,es decir lea deaarrolladoa por 

Lobart<l97b),Corsten<l97b>,O•Noill<l9781 1981) y Goodman(19B5).En 

el cuarto capitulo &e hacen nuevas propuaataa lnferonclales ,no 

solo sobra los valores slnoulares sino en variables involucradas 

en la reprosentaclOn orAflca.En el capitulo cinco se preaanta una 

apllcaclOn del A.C. al anAllsl• sensorial en tecnoloola de 

alimentos.Por Oltimo se dan concluslonea y ae discute lo 

desarrollado en todo el trabajo. 
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El An~li&ia de Correspondencias e9 resultado de desarrollos 

geombtricos y algebraicos.Exi&ten distintos enfoques del A.C. en 

su utilizaciOn1uno de estos onfoquea debido a la escuela 

francesa, y que se sigue en aste trabajo,se debe primordialmente 

a los trabajos de Jean Paul Banz~cri.Esta tbcnlca se sltba en el 

anllisis multivarlado de datos y su objetivo principal ea la 

representaciOn grAflca de las relaciones mls relevates que oe 

hayan en forma subyacente en una tabla de contlgencla de dos o 

mhs criterios do claslficaclbn. 

Es propOsito do esta socclOn el presentar loa detalles mla 

importante• tanto algebraicos como geom6tricoa del A.C. y para 

ollo se sigue la notaclOn de Greonacret19B4l.La presentaclOn por 

sencillez so harb para el caso de dos criterios de claslflcaclOn 

on la tabla de contlgenclas,aunque la generallzaclbn al caso 

multlcrlterlo es inmodiata,ya qua a fin de cuentas laa 

concluslonoa suceptibles de obtenerse mediante el A.C. son sOlo 

sobre las interacciones de orden uno entre los criterios da 

claslflcaclOn de la tabla bajo estudlotGreenacra,1984>. 
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Sea N una tabla de contingencias con pq celda& y con frecuencias 

n
1

j 1•1 ••• ,p+lJJal, ••• ,q+l lp>q>,y denote por na 

n=~~ "1J 
<2. 1) 

Llame ~ a la matriz de frecuencia• relativas 

~= t lln> N (2.2) 

y a 

c.·h y i;.·~· 1 
donde 1 es un vector de unos con las dlmonulonea adecuadas al 

A 
caso,~ representa el vector de sumas por renglOn de P y G el 

vector da suma& pcr columna de la misma matriz.Denote a lo& 

el amontas da oatos do• vactorea como 

p ,1a1, ••• ,p+l¡p ,J•l, ••• ,q+l respectivamente. 
i. • j 

Sa construyen la• &igulente& matrices1 

R=lf' ~ , c=J5' ~ • (2.3l 

donde 
r e 

D =diaQl~),D •dlagl~l <2.4l 
r e 

Loa renglones de la matriz R ,denotados por <e ,ial, ••• ,p+ll aon 
i • llamados los perfile• renglbn de la matriz P1analogamento,lo• 

renglones de la matriz Cl;, ,J•l, ••• ,q> •en 
j 

nombrados perfil os 

columna.Aal,el 1-&slmo perfil rengl6n es un vector cuyaa entradas 

representan la diatribuclOn discreta marginal en el i-éslmo 



renglOn(i=l, ••• ,p+llde la matriz P1analogamente en el caso de los 

perfiles columna.En vista de lo anterior la estructura relativa 

de la tabla representada en dos formas por estos conjuntos de 

perfiles es invariante ante el tamano total de la tabla n. 

Va que los perfiles renglOn como los perfiles columna pueden 

considerarse como vectores de q+I y p+I entradas 

respectivamente,el objetivo del A.C. ea buscar un aubespacio de 

rango menor en los espacios respectivoe,en loa que lH 

proyeccciones de los corespondientes perfiles representen laa 

asociaciones mAs relevantes que se dan en los espacio q+l-variado 

y· p+l-variado respectivamenteCfiQura 2.1>.Posteriormente a la 

obtencibn de' estos dos subespacios el n.c. obtiene una 

representaciOn orAfica conjunta de ambos subespacios. 

Si se denota por d <~,tll a la distancia de ~ a H bajo la métrica 
m 

m,un criterio para encontrar el sube&pacio<B•>en el espacio de 

perfiles renglbn es 

min Lw dCe,,a>nCt.S• 
s• i=l i m i i i 

(2.:Sl 

donde w 
1 

es un peso diferencial por perfil y ft la proyecciOn 
1 

ortogonal de ~ en s•. 
1 

En el A.c. se esco;e w =p y a la m~trica m se le asigna la 
1 1. 



matriz 0"'
1
1e• decir que los perfiles se pc;nderan en funciOn de su 

e 
frecuencia relativa total y las q+l coordenadas de cada uno de 

estos por &U frecuencia relativa acumulada por estas on todos los 

perfilea. As!, (2.~) queda e~presado como 

min llR-s•!I cminÍ:p lr -s >•o·'lr -s > 
r,c 1 1. i 1 e i 1 

(2.b) 

Analooamante para los perfile& columna,e& decir, los renglones de 

la matriz C,&e tiene que el criterio utilizado por el A.C. para 

encontrar el subespacio de mejor ajuste( TS Jea 

min lc-Ttl r,c 
con t "- Tt . 

am1nl:p 
J • j 

ti;. -.t > • 0·
1 e; -.t > c2. 7> 

J J r J J 

Las centroides de los perfiles renglOn y da los perfiles columna 

son respectivamena G ~Re' y t ac•i;;..Se puede demoGtrar que batas 

estAn contenido& en los planoa SI y TI par lo que se parte sin 

p6rdida de oeneralidad de los perfiles centradoaCGreenacro,1984) 

R-1'-' ,C-lc.' · C2.B> 

Suponga qua R-1;' es de rango K CK<cmlntp,q>>Jao pueden 

encontrar K vectores ortogonales talea queCGreon y Carro11 1 197b>i 

(2.9) 

donde B•C~ ,Q , ••• ~) son tos eJes principales de los perfiles 
1 2 k 
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Figura 2.1 Objetivo del AnSliaia de Correspondencias • 

....__ 

• 1 

perfiles rengl6n 

6 • 

• 

perfiles columna 

__ j 
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renglbn y F laa coordenadas de los perfl les renglt:in 

centradoa,respecto a B .Analogamente 

C-1r." =GA" (2.10) 

con Aª(ft ,¡, .... ~)ajea principales de los perfiles columna y G 
1 2 K 

1 as coordenadas respectivas.Ahora, 

A 
D lR-li;." >=P-(.(;.. 0 

r 
A 

D lC-!~">=P"-~(." 
e 

(2. 11) 

con lo que encontrar A y B son problemas lnterrelacionado6. 

La descomposlclOn en valor slngularCvbase ap~ndlce A>,da la pauta 

para encontrar estos dos conjuntos da vectores.Esta herramienta 

algebraica provee las matrices L 

talos que 
A 
P-r.~ • =LD,..M' 

u 
sujeto a que 

L"If
1
L=M"Ó1 MslCKxK> 

r e 

,M y D,.. lK M K> 
u 

(2.12> 

<2.13) 

La• columnas de la matriz L son K vectores ortogonales bajo la 

mhtrlca ti
1
,y constituyen una ba5a ortonormal para los renglones 

r 
da " P-r:.~•' mientras qua lo• 

_, 
columnas da M eon K vectore• 

ortogonales bajo la m~trica D ,5lendo una base ortonormal para 
e 

la• columna• •• una 1natri z 

diagonal con olemontos n ,.n >= ••• )en )0) llamados valores 
1 2 K 

singulares.En Vl&ta de (2.12)-(2.13) •e tiene que 

B 



Ap,<'Kt, 
-c.G. = k';:l ukmklk (2. 14) 

Dado el carhcter aditivo en (2.14> se puede aproximar la 

matriz(2.11J por K•<=K de los vectores de M y L .Bl l<S=2 &e 

tiene una matriz de rango 2 que aproMlma a la matriz da ~anoo 

K.Esta forma de aproximar a <2. 121 es Optima bajo el criterio 

con 

mlnJIA-xJJ~ mlnLp el! -g i·o·'c" -g > 
i 1. l l e 1 l 

A=~-rs• (Groen y Carroll 1 197b). 

(2.1~) 

De C2.12J y <2.11) &e tiene que las columna• da M representan 

una base para loa renglones de la matriz 

R-lG..' J 

" si se denota por F las coordenadas respectlvas,es decir, 

por <2.13> se tiene que 

~ a CR-!i:;,• > o-'M 
e 

<2.16) 

<2.17) 

AnaloQamente,el G denota las coordenadas de los renglones da 

cc-1c• > 

renpecto a L , 

" ·' G= cc-1r: >D L C2, IBl 
r 

Si KS=2 so tondr~ 

(2.19) 

C2.20J 

q 



ser•n las coordenadas de los perfiles renQlbn y de los perfiles 

columna en al sube&pacio de rango dos que mejor aproxima las 

relaciones en los espacios q y p variado& reapectivamento,bajo el 

criterio <2.131,donde M2 y L2 representan los dos primeros ejes 

principales respectivos.Con estos resultados se tendr6n las 

representaciones Qrbficas de los perfiles ren9lbn y de perfiles ,_ 

columna.Debe remarcarse que estas reprosentacionas son on dos 

espacio• diferentes1el objetivo final del A.C. OB la 

representacibn &imult~nea de ambo& conJuntoa,quo formalmonte no 

es posible roalizar,pero que,a posar de lo antorior,on la 

&iQUiente &eccibn &e muestran las BKpreaionoa que pormitirbn 

establecer tal roproaontaciOn conJunta ad hoc. 

L .. expresiones C2.17l-C2.18) ostAn relacionadas mediante 

las 1 lamadas fbrrnulas do transicitn~.Para mostrar lo 

anterior,primoro de C2.17) y l2.ll> &a tieno quo 

~ ~· " _, Fau CP-t.G! >O M 
r e 

(2.21) 

Ahora de <2.121, 

con lo que 
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En forma anllloga, 

A _, 
Fs::D L.D.-,. 

r u 

_, 
G=DcHOG. 

De t2.2ll, l2.23) y t2.12) se tiene que 

A A ·' F=RGD. 
u , . " 

G•CFO(¡ 

12.22) 

<2.23) 

<2.24) 

llamada& la& formulas de transiclOn1estas oKpresiones significan 

que tas coordenadas de un conjunto de perfiles ne puede eKpresar 

en funclbn de las coordenada& del otro conJunto de perfiles.Para 

eKplicar las implicaciones de e&tas BKpreslanes,consldere la 

coordenada del l-~slmo perfil renglOn respecto al k-bsimo eje 

principal 

donde r 
iJ 

. , 
respectivo denotada por f ¡do acuerdo con t2.24>, 

ik 

$ o Í: r 6 1fi 12.23> 
ik jo! ij Jk k 

09 la entrada J del perfil 1,Q la 
jk 

coordenada del 

perfl 1 columna j on su eje principal k y ü el valor singular 
k 

respectivo.En vinta de <2.25),se tiene qua f es. una comblnaclOn 
lk 

da las coordenadas do los perfiles columna con respecto a su eJe 

k.Gcom6tr1cnmcnte,un perfil renglOn tenderA a una posiciOn que 

corresponderA a las coordenadas de loa perfiles columna m•s 

importantes respecto a aquel.Las formulas.de trans1ci0n permiten 

asl la euperpo5ic10n de grAficas de los dos tipos de perfiles 

11 



para &U interpretacibn conJunta. 

La varlaclOn estimada de los perfile& renglbn en el eJe k ea 

E p cf' -f >
2 

ki:a1, ••• ,K c2.2ó> 
1 1. 1k .k 

f .[p f 
.kil.lk 

kml, ••• ,K <2.27> 

Puede mostrarse que 

ci ,; , ... ,; )mQ 
.1 .2 .k 

con lo que C2.2ó> ea 

""' h 2 Lpl. f 
1 lk 

<2.28) 

La &HprealOn <2.28) puode verse como 

o p
20 

O ••• O ~ 
2k 

C2.29) 

o o O •• •P ~ 
K. pk 

• el producto del primar ronglOn de F por al ml•mo pondorado por la 

" " matriz D ,ea docir,como parte del producto de matrices F•o F. 
r r 

De (2.22),la eHpresiOn C2.28) denarrollandola ae llega a 

i·o P ... o
0
L•D

1 o D1 Lo111 ao~., r rrruu 
y 

trazac~•o F>~traza<D~>. 
r u 

(2.301 

12 
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El sumando correspondiente a Qk es precisamente C2.2Bl,con lo que 

0
2 

e& el estimador de la varianza de los perfiles renglOn 
k 

respecto al eje principal mk,kal, ••• ,K. Si se recuerda los 

valores singulares estln ordenados,por lo que en vista de la 

expresiOn <2.30>,m serA el eje de mayor variaciOn en las 
1 

coordenadas de los perfiles renglOn y as! hasta el eje m • 
K 

La expreaibn (2.ól,poro ahora considerando la variacibn da loa 

perfiles renglbn respecto a su centroide as 

l: p <e: -i;.> •ó' <e: -i;.> 
1 i. i e i 

qua es igual a 

trazaCDr<R-!~">D~<R-l~")"J 

Ahora,por t2.17l,t2.30) y t2.11) se tiene que 

poro 

ya que 

por lo que 

2 . 
trazacoaJatrazacP•cr?JatrazaCDr~P•J 

~trazaco CR-1c'>0
1 MM·o·'cR-lc">'J 

r e e 

ñ 1 MM" D1 =o·' 
e e e 

·' M"D H::aI 
e 

(2. 31> 

(2.32) 

2 ·' ' trazaCDAJ=tra:aCtD <R-!~">D CR-!~">J (2.34) 
u r c . 

En viata de <2.34> la variaciOn total original es 

13 
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tnteQramente en la descompostclbn en valor singular, en la 

varlaclOn de las coordenadas F. 

AnaloQamente respecto a las coordenadas de los perfiles columna 

Por Oltlmo,el A.c. provee de tres medidaa para cuantificar la 

calidad de la rcpre&entaciOn Qrbfica¡estas trea modidaa son• 

i >la calidad Qlobal de la representaclen on 1 

dlmenalonea,reprentada por 

2 2 t 2 
cnl+ ••• +nl l/k Qk 

Usualmento so buscar~ que con l•l O 1•2 so tenga la 

ropresentaclOn or~flca.Se puede interpretar como la 

proporclen de la varlaclen global qua representan l 

dlmenslonea. 

ll)La contrlbuctOn rolatlva,que pormlte saber el 6ngulo 

da un perfil con respecto a uno de loa ejoa 

prlnclpalos1de la figura 2.2,en tbrmlnos do la 

deflnlclbn del coseno de un bngulo aa tlane qua 

1\2 2 "' 2 2 
<p f l/(p .d J•(f /d > •coa 9 

l. lk l l lk l 
2 

es doctr,oi coG B ea coreano a 1 ol Angulo del perfil l 

sor~ pequono con respecto al eJe en cuoatl~n. 

14 



Figura 2.2 Contribuciones relativa(corrolaciGn) y absoluta.. 

Contribución 2 
Absoluta •(Pi.~ik)2/Gk 

perfil con peso 
P¡, 



HilLa contribuclOn absoluta.que cuantifica la 

aportacl6n de un perfil C?n la variaciOn total de un eje 

principal 

~ 2 2 (p ,,t¡ . 
1, ik k 

En la pr~ctlca la utilidad de esta• medidas ... muy 

lmpartantatreupecto a la calidad Qlobal,to qu& oenoratmonte ae 

dea•a es qua con 1R1 b 1•2 aa tanga aglutinada la mayor parta da 

la varlac10n oriQlnal en la nube de perfile• mu\tivarlada y& qua 

la apraxlmaclOn de la• r&laclanoa a travoa da la QrAflca 

unidimensional o bldlmenalcnal earA moJor. 

En el caso en que la calidad otobal no aaa dul todo 

canvtncenta,es dactr qua osclla entra el lOX y 207.,la• otras do5 

medidas rnoncionadas arriba entran en Juaootla contrtbucton 

•baoluta ldanttflca a aquello• perfile• qu• pesaron m~6 en la 

ortontacibn da cada uno de las eJaa prlncipalea,rnientra• quo la 

contrtbuclOn relativa medirA la corrataciOn de cada perfil con 

reepecto a cada uno d• loa aJea pr1nc1paloa,dando ••! una tdaa de 

que tan blen o qu• tan mal a•tuvteron repraeontados.Lo• puntea 

qu• aparecen cercano• al orioen de la grAfice estarAn mal 

ropreaantadas,con RXCepclCn de aquello• que co1nc1dan ccn cu 

centro!de rtHS.p&etlvo. 

15 



Asl,mientras la calidad global ea suficiente para cuando agrupa 

la mayor parte de Ja varianza oriQinal,la& otra• do& medida• 

calificar~n en fcrma individual a cada perfil en tarminoa de su 

apcrte en la redistribucibn do la variabilidad en cada uno• de 

les ejes generados por la DVS asl como su correlaciOn con éstoa. 

I 
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Es propOsito da esta capitulo el presentar los resultados 

fundamentales hasta ahora encontrados en la literatura respecto a 

la inferencia e&tadlstlca en el A.e.Estos resultados ocn 

presentados cronolOglcamente comenzando con los de Lebartt197b) y 

Corsten(197b> que operan bajo la auposiciOn de lndepondoncla 

entre loa crltorlo• de claslflcaclOn da la tabla1po•tariormunte 

son· mostrados para el caso de depondencla las diatribuclones 

aobra lo• valores singulares,debidaa a D"Naill (197B 1 19Bll.Como 

tercer punto so establecen los alamentoa prlnclpalea del Enfoque 

da ajustes da modelos a tablas da contingencia& debido a 

Goodman(i9B5l.Finalmante se hacen comentarlos generala& sobro lo• 

desarrollos presentados y a partir de alloa ao mencionan laa 

necesidades a cubrir, qua ae atacar~n con las harrnml•ntas 

propuestas en el capltulo cuatro. 

Bajo lndepondencla entre lea dca crit•rlos da 

claslflcacl0n,Lebart<197bl mostr6 qua la diatrlbuc10n da los 

valores alngularaa estimados medianta la deecompoaiciOn en valor 

17 



singular en el A.c. puede ser aproKimada por la distrlbuciOn de 

1 as ralees correspondientes a una matriz Wishart central,con 

matriz de covarianzas la identidad de orden p-1 y grados de 

libertad q-1.TrabaJando con el vector cuyos elementos son 

.fñ'<n -n n ) I n n 
IJ l. .J l •• J 

l3.1) 

y utilizando la aproximactOn a la dtstrtbuclOn Normal,ademAs de 

aplicar transformaciones ortogonale& a <3.1>,llega • la 

aproxlmaclbn doseada,es decir qua si 

n <, •••• ,<O. 
1 p 

son los valores singulares oatimadoa,la dlstrlbuciOn aslntOtica 

caoJunta de estos es 

H('\ , ••• ,(\ lac 1( n<Cl2-0.2i 'lt <nC.21 112 <q-p+ll 
1 p l<J l j tal l 

'"" .2 e>tp < < 1 /2) '- nu ) 
1 

ccn 

~'2) (-l/2lpq,,.,, r r -1 
css 'fT 2 // ( ((1/2)[p+l-ll) ((l/2)[q+l-ll)) 

ial 

Para detallas en la obtenclOn da C'3.2l v~ase Anderaont195Bl. 

El resultado de Lebart tamblbn fue obtenido por Corsten(l97bl 

segbn Greenacre < 1984). 

~or otra parto,Lebart<197bl mostrO que el porcentaje de varlaclOn 

eKpllcada hasta el 1-bslrrn eje prlnclpal,doflnldo por 

(3.3) 

10 



e• independiente da 

Esta resultado as importante para el A.c. ya qua aon en el caso 

da independencia,la representaclbn gr•fica producida podr• 

manaJaraa.En esta sentido Lebart para ciertas dlmenslones de una 

tabla da continQcncian,QenerO por simulaclOn tablas da 

aionlflcAncia tanto para loa porcentaJea como para loa 5 valoras 

m•• Qrandea. 

De esta manera,baJo independencia et problema lnferenclal sobra 

loa valorea alnoularaa eat• resuelto.el blen oato ea un avanca 

lmportanta,en la prlctlca ocneralmant& ol cano d• lntarOB ea 

cuando "ª presenta dependencia entre lea 

cla•lflcaclOn,por lo que las conclualonoa aatadlatlc•• de las 

harramlentaa propuaotaa son do un uao ra•trlnQldo conetttuyando 

a&lo puntea de referencia. 

O'N•ll1(1979) obtuvo l•a dlatrlbuclonaa ••lntOtlca• da loa 

valor•• •lnQular•a •stl•ado• wn el caso de dependenci•IGUB 

resultado• •• preaentan • contlnuaciOn. 
A 

--~ 
el vector da p entrada• cuyo• elemento• "º" 
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A A 
~ ,C , ... ,~ .Partlclone a ,, en dos subvectora• JLi. da orden 

1 2 PA A 
"=p-• y J-2 de orden s,donde )'-i corre&ponde a las valorea 

e&tlmados cuyos valorea teCirlco& san dlstlntoa cero. 

LancasterC19~B> mostrO que bajo un esquema de correlaclOn• la• 

probabllldade& 

tales que 

don da 

teOrlcas de la tabla P ,lal, ••• ,p1J=l, ••• ,q 
ij 

P ap P (1-t[Ku K y ) 
i j 1. • j k k ki kJ 

Í:K K p o <: 
1 wl vl 1. Clwv 

'<"' ~Yw/vl.J° 6 t..E• v P •u.'?'. 
l J wl vJk lJ wOwv 

"º" 

A la vlata de e&ta paramotrlzaclOn llamada la fOrrnula de 

recon&tltuclOn,los rosultadoa do o•Naill<197B,19Bl> aon los 

al QUl entaBI 

" l>n J>.?
2 

A 1¡2 ne diatribuya asintOtlcamente como lo hacen 

ratees de una matriz Winhart W CI,a) si y solo si para 
q-p+a 

l,J,k,l>p-• 

E u <L K K K p ><L y y y p ) •O. 
wal w m lm km wm m. n Jn ln wn .n 

A 
lil n< ,P'i -y1 1~ AN<Q,l':.> 

(3.b) 

c:s. 7) 

las 

cada 

donde ~ dependo en su caculo OKplfcito de la estructura 

teOrlca de la tabla<eKprealonea 10 y 11 dé O"Neill,1981). 
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A&l en el caso de dependencia con valores singulares tebrlcos de 

multlpllcldad l,estas distrlbucionea aerln de utilidad sl ee 

conoce la parametrlzaclbn especifica que sustente la tabla bajo 

estudio. 

Goodman(l9B~J mueatra otras posibilidades de an~llsis en una 

tabla de contingencia• da do• criterio• de claalflcaclbn.6u 

propueata •a orienta a la valldaclbn da un aiatema do 

callflcaclonea(acorlng systoml,para loe renglones de la tabla y/o 

para las columna& de la mlama.Lo• modoloa propueatoa son 

dlatlntaa parametrlzaclone• de laa probabllidadoa tebrlcas por 

celda1aataa parametrtzaclonea son divididas por el autor on do• 

claaea1 

modelo• do correlaclOn 

modelos de aeoclaclbn 

A contlunuaclbn ae presentan loa modoloa de corrolaclbn ya qu• 

eOlo en ast• caao •• •ncontraron elementos lmportantoa a 

reportaras desda la perspectiva del A.C. 
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Este tipo de modelos parte de la parametrlzaclOn llamada RC de 

corral acl bn 

P cp P (1+Ul< Y ) 
lJ l •• J l J 

<3.8) 

donde )( l ,y j son calificaciones de renQlbn y de 

respectivamente tales que 

E)( p .. y p >=O 
lll.JJ.J 

LM2
P = /P •I 

lll.Jj.j 

Dadas esta• condiciones 

u=L t:. v P 
l J l J lJ 

(3.9) 

(3. 10) 

columna 

con lo que este- parlmetro representa la correlaciOn entre laa K•• 

y y•a .Da aste hecho se desprende el nombre de estos modelos.Por 

otra parte 

eu decir que u 

(p -P P )/(P P )ªUK y 
lj l •• J l •• J l J 

cs. 11) 

muestra la importancia de K y en la eKpllcaclOn 
l J 

do la dapendenclaJpor Oltimo 

i:: i:: (p -P P >
2

1<P P l•u
2 

l J IJ l •• J l •• J 

L y <P /P l•UM (3.12l 
J J lJ 1. 1 

L• <P /P l=uy 
1 l lJ .J J 
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Del modelo RC general de correlaciOn,cuando los renglones y 

columnas tienen un orden aapeclfico se tiene 

Modelo u M -M DA rY -y cA 
1 l+I 1 j J+l j 

Modal o R V -y DA 
j J+l j 

t:S.131 

Modelo e M -M cA 
1 i+l l 

Siendo el objetivo el seleccionar uno de loa modelos propuestos 

en el sentido da encontrar un aiatema da callficacionea (M > <y > 
1 j 

que maJor aJuate a loa datoa en la tabla de contlngenclas,en el 

aJuate de eate tipo do modelo• se utilizan la oatadlatica Ji-

cuadrorl~ da bondüd de aJuGte y el cociente de veroalmilitudoa 

para datos cateQOrlcos en el caso aslntOtlco. 

Por otra parto,para establecer la relaciOn de oate tipo da 

modelos con el A.C. ae define el modelo RC do correlactOn 

•aturado como 

con lo qua 

u .I: E>( v p k••, .•• , t<. 
k 1 j lk Jk IJ 

t3. ISl 

La parametrlzaclOn que maneja el A.C. ea 
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ccn 

p ap P Cl+~M' y• /u ) 
i j i. • j i< 1 k Jk k 

>t' S::)t u 
ik ik k 

y' cy u 
Jk Jk k 

(3.16) 

Asl las reatricclone& sobre las calificaciones ae modifican a 

Elt• 2
p DU

2 

i lk i. k 

~ 2 2 
~y· p i=u • 
J Jk .J k 

(3.17) 

Con esto,el AnAlisls de Correspondencias ea un caao eapeclal del 

modalo RC de correlaclOn saturado.En vlata de lo anterior &l la• 

herramientas utilizadas para el ca&o del modelo RC no saturado 

CQO son generalizadas para KI C 1 <i:o.Kt<=Kl , el problema 

lnferencial ~obre los valores singulares del A.C. podrA ser 

atacado modlanto esto comino.Sin embarQo,eobre ta goneralizaclOn 

Goodman sblo la sohala como una poalbllidad citando referencia• 

para el caso¡por otra parte la comparaclOn entre loa resultado• 

del A.C. y los arroJados por el ajuste de sus modelos de 

corrolaeiOn ee haee en una tabla en la que el modelo no eaturado 

<3.Bl e9 suficiente eetadlaticamente,quedando por ver un caso en 

que al meno5 sean necesario~ dos valores aingularoa en la 

oKplicacibn aceptable de la tabla.Como ya se menclonb, el 

objetivo del ajuste de los los modelos de Goodman e• la 
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validaciOn da un &istema de calificaciones, por lo qua al 

conaidarar los modolos no saturado& con una sola dlmen&iOn sOlo 

ea supone que hay un Onlco slstema1sin embargo en tabla& en las 

qua no baste una sola dimensiOn para &U ajuste satisfactorio 

serA necesario considerar la posibilidad de vario& sistemas de 

calificaciones producido& no neceaarlamante por al mismo 

modelo.Para poder determinar que la& filtlmas B rateos son iguales 

a coro aatadlaticamenta,habrla qua aJuatar al modelo saturado con 

p y con p-s,para posteriormente por medio dol cocionta do razOn 

de verosimilitudes, saber cual ea al adecuado do loa dos.Sin 

embargo en t6rminos da las restriccionea en C3.i4> a cumplir por 

las calificaciones y por las ra!cos,osto raaulta aor muy complejo 

por al momento. 

Una linea lntereaante de lnvestlgaciOn constate en la concroclOn 

d• la ganerallzaclOn de laa harramlontaa manejadas por 

Bocdman,par• enfrentar l• altuaclOn so~alad• ademAB do enfrentar 

el problema lnferenclal propio dal A.C. en lo referente a la 

BlQnificancla d• loa valores singulares. 

Ccma &• ha vluto en lo expuesto en E!ate tercer capltulo,el 



problema de la inferencia en el A.C. ha sido visualizado en dos 

perspectivas.Se tiene en primer lugar la obtenciOn de las 

distribuciones asintbticas de 109 valores singulares como lo 

hacen lo• trabajos de y 

o•Nelll (1970,1991>.La segunda perspectiva ataca el problema 

inferencial respecto a estos valores singulares desde un enfoque 

de mayor generalidad y por ende de mayor estructura,es decir,el 

trabajo de Goodman<S9B~>. 

Respecto al primer enfoquo,especialmente respecto • los 

result•dos de Lobart y Cor&ten,ol hecho de que ae parta de la 

suposiciOn de independencia entre loa criterios de clasificaciOn 

l lmita fuertemente su uso on la prAc1~1ca, en donde el caso de 

dependencia 

de o•Neill 

ea el de interbs en tbrmlnos generalaeJlos trabajos 

si bien suplan esta carencia al ~rovear de 

distribuciones en el ca•o de dependencia,su U9Q est.arA 

condicionado al cumplimiento da condiciones qua en la prActica no 

as posible vorificar.En cuanto al tratamiento da Goodman,sa tiene 

el incoveniente de que aOn no ae han generalizado las 

herramientas de ajuste,con lo que no se ha tenido la posibilidad 

de comparar resultados en aituacionoa mh~ generales como las, que 

enfrenta el A.C.,por lo que en el anhlisis de tablas qua 
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requieran para au representaclOn de mAs de una dlmensiOn no se 

conoce con certeza el comportamiento de loa modelos propuestos 

por esta autor. 

En el &iQuiente capitulo se presenta una propuesta de anAli&i& 

inferencial sobre los valores &inQularea a partir do las ideas de 

0'Nei11(1978) y combin~ndolaB con elementos de tbcnlcas de 

ramueatrao.Se decidlb trabajar en eate sentido porque se lo 

considero mAa directo y menea complicado que el enfoque de 

Goodman.Sln embargo loa comentarlos sobre las poaibilidadea de 

generalizacibn de oste bltimo deba conniderarae como una ltnea 

futura da inveatiQaCibn. 

Por otra parte,deba resaltarse el hecho da qua los reuultados 

presentados sblo han versado sobre lo& valores •lnQUlaros.El A.C. 

si bien conaidera como parte importante el reconocimiento del 

nbmaro de dimensione• estadlsticamente siQnificatlvan,ccntlcnD 

otros elementos en lo• que eerla lntere•anto contar ccn 

horramlentas de tipo lnforenclal.En el capitulo cuatro se 

presenta una ••t•dl&tlca que permitir• realizar inferencia• sabre 

los poalbla• agrupamiento• da lo• perfile& do una ml&ma 

caracterlstica,ya una vez proyectado• sobre sus planea de mojar 
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ajuste.Nuevamente esto se hace a tra~~B de remuestreo y 

resultado& de teorla asintbtica. 
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4.Iafnt•D~i~••afggyg do ccmYca~cgg. 

Coma se observo en el capltulo tres de este trabaJo,lo& m~todos 

da lnferencla presentados sufren de lncovenientea ya que o se 

parta de supuestos poco realistas o aOn no &e han desarrollado a 

plenitud la• posibllldados de su uso eapaclflco en el A.c •• otro 

aspecto a remarcar es qua los esfuerzos han sida dirlQldoa a 

realizar inferencias &Ola sobre la dlmenslonalldad de la 

represantaciOn,ea decir,&obre la determlnacton estadlstica do 

cuales valores singulares se puedan conalderar igual a cero,aln 

tomar en cuanta caracterlstlca• da la repra•antaclon grafica.En 

eato capitulo aa persiguen dos obJatlvosJel primero respecto a 

proponer un algoritmo probar dlmenatonalldad 

A.C.,mlentr•s que el segundo consiato en realizar lnferenclag 

sobre la repreaentaclOn gr6fica producida. 

AB! 1 en primer lugar •e comenta sobre los fundamento• generalen 

del m~todo bootstrap dosarrollado• por Efront1977>, como la• 

condiciones eapeclilcas a cumplir en loa caaoa trabajados mls 

adelante.En segundo tugar,aprovechando algunos reaultado• do 

O'NelllC197B> y combln•ndoloa con las propledade• do la 

metodologta de remuestreo boot&trap,se presenta un alQorltmo 



estadlstico para probar dimensionalldad &obre los valorR& 

singulares.En el mismo sentido también se reportan los resultado& 

debidos a Beranll985) 1 respecto al uso del mhtodo boot&trap en 

inferencia respecto a porcentaje& de variaciOn recuperada con un 

nDmero de valores singulares seleccionado de antemano. 

En tercer lugar,como se mencion6 en ol capitulo tres,es necesario 

dl!sarrol lar elementos inferencialea en otro& aspectos de 

relevancia prhctica en el A.C.¡en este sentido se presenta una 

estadf&tica que permitirA probar estadlsticamente si dos 

perfile&, ya una vez proyectados en el plano de mejor aJuste,se 

pueden considerar iguale& o no.En el deaarrollo de esta 

ostadlstica se utilizan resultados de teorfa asint6tica y 

elementos de remuestreo tipo bootstrap. 

Suponga que se tiene una muestro aleatoria do tamA~o n da una 

funciOn de di•tribucibn de probabilidad F no especificada, 

<i=a>atX ax ,X ""F 11d,ii:at, ••• ,n) 
i 1 1 

(4.1) 

Dada una función Rti,F> el problema es estimar la distribuciOn 

muestral de R en baso a la observaciOn de una muestra K-El m&todo 

bootstrap en este caso es el slguienteCEfron,1977>1 
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ilConstruya la distribuciOn de probabilidad muestral 

aalonando tl/nl de probabilidad a cada Ki,i•l, ••• ,n. 

ii)Dada F ,oenere una muestra de tamano n 
n 

{~·=~•>=<Xt•Kt,x .~F,iid,i•l, ••• ,n} 
1 1 1 

llamada la muestra bootatrap. 

F 
n 

iii>AproMime la dlstribuciOn do R por la dlstrlbuciOn 

bootstrap da Rt!t,F ). 
n 

Para el cAlculo da la diatribuciOn da R<!•,F > se tienen troa 
n 

alternativaa. 

i1Cllculo teorice directo. 
ii)AproximaciOn Monte Cario da la dlatribuciOn 

bootstrap. 
iii>MOtodoa de expansiOn por serie• de Taylor. 

En el trabajo doaarrollado en eata secc10n &o uso 111,oa 

declr,usando ma&lvamonte lo computadora. 

Por otra parte,un aspecto importante a aenalar ea qua oato mttodo 

de remuestreo es aplicable tambibn mn ol caeo en que •a conozca 

la familia parambtrica a la que pertenezca F a~lo doaconoclendo 

lDB valores do lD• qua la indeMan 

CEfron,1977,obeervaciOn K>.Eato e• ol caso de la• apllcaclono• do 

asta mDtodo en toa desarrollos proaentadoa ml• adelanto,ya quo üa 

e&tA trabajando con tablas da contingenciaa que son oobornadas 

por la distribuciOn Hultinomial¡asl al conaiderar F se deba 
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pensar en un miembro de la familia Multinomial,e& decir,ai 

X=vectNJ vector de L entrada& entonces 

donde 

denotada 

L L M 
PtX=ttl=tn!/"1">< ! > frp l 

1=11 tall 

L=tp+l) (q+l>,ne::bc 
1 1 

u=<n , ••• ,n J,n =M<X =ll 
1 L l 1 

P =Prob[X al l 
1 1 

por t1ln,<P
1

,1•1, ••• ,Ll). 

(4.2) 

l=t, ••• ,L1i=l, ••• ,n, 

En e&te caso se tendrAn que estimar <P > ,con lo que 
1 

' F
0

.:Mtn, <P
1

, l=l, ••• ,L> 

con 
A 

los e&timadores 

<LindQren, 1976>. 

P "'" In 1 1 

mA>eimo veros! mi 1 corre&pondientes 

En otro sentido,para usar el método bootstrap &o requiere del 

cumplimiento de ciertas condiciones de regularidad de la funcibn 

R<.,.>.Ast,Efront1977,observacibn GJ,en el caso de que el espacio 

muestral sea finito con lo qua la funcibn F puede represontarse 

como una tabla de probabilidades cuyos elementos son los 

correspondientes a\ vector L-dimensional p =voctPJ,define 
y 

A 
D<P ,P >=Rt!,, Fn>. t4.3) 

y y 
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Ahora dado qua 

V 

para muestras grandes 

,\ 
p 

V 

P$ 
V 

" p 
V 

P "'M tn,P > 
V L V 

P "'M <n, P > 
V L V 

estarA cerca de p 

(4.4) 

con lo quo la 
V 

dlatrlbuclon da t4.3) serh razonablemente aproxlmada por aquella 

generada por la muestra bootstrap.En cuanto a la validez 

aalntOtlca da eata spro>elmaclOn aa tlenen que cumplir con las 

candlclonaa da regulnrldad <4.~>• 

Bajo 

l .QCP ,P >=o 
V V 

ii .u<P ,~ l=< '8 ¡é) P$ tlHP$ 0 ~ l l> 
V V v,1 V V 

e>einta continuamente para 

vecindad abierta de <P ,P ). 

lll.u•u(P 1 P )-0 
V V 

V V 

lv.ac.,.) no dependa da den. 

• <PS,P ) 
V V 

eataa condlclonea V aplicando 

TaylorCSerfling,1980>,y el hecho da que P* v 
y 

probabilidad uno a P aq tiene qua 
y 

,.. JI 
Q(P ,P >~<P -P >tu+a > 

V V V V O 

V 
1\ 1\ • 

CCPa,P >•CPa-P >Cu+e >, 
V V V V O 

en una 

DI tooroma da 

~ converge con 
V 

e ,Q convergon a cero con probabilidad uno.Ahora dado C4.4> y el 
n n 
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hecho de que ~ 
V 

converge a P con probabilidad 
V 

(1/2) A. 
n <P -P l)P 'AN<Q, fil 

V V V P 

C 1 /2) A 
n <P•-P l) P 'ANCQ, n_ l 

V V V P 

y 

con ..(')_ 
p 

matriz de covarianzas con elemento& 

S. at (0) si 
lm 

lªmCl~m>.De (4.6) y C4.7) 

" " .fñ'a<P•,P l) P 
V V Y 

es aslntOtlcamento equivalente • 

" _r.;'IO<P ,P l 1 P 
';'" V V V 

ambas siendo ••intbtlcamente Normales 

N<Q,u•_c'l..y>. 
p 

uno, 

<4.7) 

p <h-p,, 
v,1 lm v,m 

C4.B) 

(4.9) 

<4.10> 

Asf,baJo el cltmpllmlento de las condiciones · <4.5>,el mttodo 

bootstrap podrA utilizarse.En las secciones siguientes &e hacen 

doa aplicaciones dol enfoque bootstrap en el A.c.aen cada caso se 

hacen los sohalamiontos necesarios para aatinfacer (4.~). 

En el capftulo 3 so presentaron los resultados do la teorfa 

asintOtica en el caso de interés prActico,es decir,cuando &Miste 

dependencia entre los criterios do clasificaclOn y ne suponen 

distintos los valores singularea no cero.Sin embargo,sa hizo 
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bnfaais que el uso de estos resultados depende del conocimiento 

de la estructura teOrica de la tabla considerada, lo cual es 

irreal en las aplicaciones. 

Aun asl,los resultados asintOticos pueden combinarse con el 

enfoque bootstrap,para dar respuestas ~ti les en la prActica. 

Como se menciono en el capitulo tros,los estimadores de loe 

valores singulares centrados <3.7) son variables aleatorias cuya 

distribuciOn asintbtica es Normal en el caso de quo loa valore~ 

teorices correspondientea sean distintos de cero.BasAndose ert 

este resultado, al Qenerar 

P~ b=l, ••• ,e <4.11> 

matrices de frecuencias relativas bootstrap,y que a partir de 

estas se obtenga 

(4.12) 

•i para k fiJa,la diatribuciOn emplrica correspondo 

e&tadlaticamente a la dlstrlbuctOn Normal se tendr• un elemento 

para afirmar que el correspondiente u ea distinto de 
k 

cero. 

Esto procedimiento aerA aplicable si las funciones O cumplen con 
k 

laa condiciones d• regularidad <4.5) presentadas en 

1ntroducc10n de este capltulo.Asl,en forma trivial se tieno que 

D Cu ,u >=O 
k k k 
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cumplibndose la primera condicibn de regularidad¡respecto a que 

las funciones D eean continuamente diferenciable& respecto a 
k 

PI ,resulta del hecho de que los valores singularea pueden verse 
vl 

como ratees de polinomios,que por teorla en esta materia 

CLancaster,t969),re6ultan cumplir con la condictbn requerida.El 

cumplimiento de la tercera condicibn &e da ya que do otra manera 

los estlmadocro• centrado• da loa valorea &lnQularoa no &erlan 

1/2 
a&lntbtlcamente Normales.Por Oltlmo oatondarlzando por n •• 

cumple la cuarta ccndlciOn. 

Do esta manera la estadi&tlca a aplicarle el remueatreo oarA 

~-) 
k k 

C4.13> 

E•ta plantaamionto fue originalmente suaerido por la obeorvaciOn 

do loa histograma~ genorado& para cada valor alnaular a partir do 

un experimento CO'Noill,1970,ojemplo 2) con 191 enaayoa Monto 

CarloCfigura 4.1>,lo• hiatooramaa corre•pondlentaa a valorea 

teOricoa coro muestran un ••ogo mientra• que al corr•apondiente 

al valor te~rlco distinto de coro da una aparlonci• 

simétrica.Esta situacl~n combinada con loa resultado• aaintOticoa 

ha hecho que espectficamonte •• prcpon9a el siguiente algorltmo1 

i>A partir de la tabla da datoa originales oen&runaa 9 

repotlclonea bootstrap de la variable aleatoria 
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FiAu:-:i 4.1 Hlato¡;rama r!on 191 en1ayos Honte Cllrlo BDbre Valore• Singulares. 
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Hultinomial tomando a P como el verdadero valor del 

ii>Aplique et A.C. a cada una de las tabla• produciendo 

(4. 121. 

iii>En orden ascondonte,a partir del Oltimo valor 

' singular eatlmado dlatinto de cero numbricamente 

hablando, aplique pruebas de bondad de ajunte para 

determinar la dlstribuciOn bootatrap ea 

Normal.DatbnQase en el momento en qua rechace la 

normalidad para algOn valor aingular,y a partir de Oota 

hacia arriba considero que todoa aon dlatintoe de curo 

E•te algoritmo fuo probado con el siguiente eJemplo1 

Para una tabla ~K~ lpRqc1) 1 y un tamano total da 409b lndlvlduoa a 

contablllzar,uo parte de las fOrmulaa da reconatituclOn t3.~> da 

la necclOn 3. 2, 

P •P p Cl+_JS,u K V > 
IJ l •• J lf.;¡k lk Jk 

con la& condlclonea C4.14>-t4.1S> • contlnuaclOn1 

P •(l/16,4/16,6/lb,4/16,1/l6)cp J 
1. • J 

i,J•t, ••• ,5. 

(4.14) 
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y 

(1) ,..,..., 
~ •(6,0,-2,0.6)/~6· 

(2) 
11 a(-2,-1,0 1 1 1 2) ,,., 
11 a(2, l,0,1,-2) 

(1) =1 
~ aco,1,0,-1,0>~2 

(2) ,.,,.., 
~ •c1,o,o,o,-11'is <4.1!5> 

(3) r.:::-1 
~ =t-4,1 1 0, 1,-4)2/'ilO 

es decir con Kal. 

Esta tabla fue definida por o•Nelll(197BJ en un eKperimento 

Monte Carla para corroborar sua resultado• a•lntbtlcos con los de 

muestra flnlta1debldo a tiempo de m~quina sblo oenerb 191 ensayos 

Monte Carla.Partiendo de las condlclonea 

oBneraron 191 ensayos HonteCarlo con repetlcione?s 

bootatrap1esto
0

fue realizado mediante programaclbn en las mkqulna 

Borroughs 97900 de la U.N.A.M. en el compilador fortran 4 

utilizando el generador de nOmeros pseudo aleatorios propio de 

esta mAquina.A cada una de tas matricea PI se realizo el A.C. 
b 

correspondiente obtenlbndoao C4.12) y para cada k se aplicb la 

prueba Andarson-Darllng caso tres cuya descripciOn es1 

Sea X , ••• ,X una muestra aleatoria de la cual Ga 
1 n 

requiere &abar si estadtsticamente proviene de una 

distribuciOn Normal con 
:>. 

parAmetrr;>n desconocido& JJ'-, <r". 

Calcule la media y la varianza muatral.Para cada X 
1 
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.• 

Bi G9 

calcule 

2 
Z •F<X Ji,s) 1a1, ••• ,n. 

i i 

donde F ea la dlst.acumulatlva Normal. 

Obtenga las estadlsticaa de orden do 

calcular 

la• 

A2=-n-<11n>[ <21-1> Clog<Z <1 >+log<1-Z (n+l-i >>J. 
1 

61 A
2 

es menor o loual que ol cuantil 'A
2

, tl antcncaa no 

aa rechazar• qua la muestra provenga de la dlntrlbuclbn 

Normill. 

recuorda,K donota al nOmero de rateo• mayoraa a 

cero1denOteae por K a la variable alaatoria que contabiliza al 

nOmaro de rafees ordenadas distintaa de cero datectadaa por ol 

algoritmo propuesto.Loa resultados de la slmulaclOn se muestran 

en el cuadro 4.t.En esta simulaclOn K•l,y da acuerdo a los 

resultado• 
BiQnlflcancla O.O~ 

alQnlficancla 0.01 

con lo qua K resulta ser una cota superior de KJein e~boroo,vla 

al algoritmo no •a tomo como coro a alQOn valor aingular que en 

realidad fuera poaitivo.Eato• re•ultados aunque no aon del todo 
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Cuadro 4.1.Probabllidades estimadas del nfimero de ralees 
distintas de cera por medio del experimento Montecarlo 
con 8•50 replicaciones bootstrap en cada uno de los 
191 ensayos. 

~[~=kl 
k o/.. ªº·º~ <:J..c O.OI 

o o o 
1 .01 o 
2 ,04 o 
3 . "' .49 
4 .20 • 51 



satisfactorioa,sl eu;ieren que el algoritmo trabaja en forma 

conaervadora evitando errores gravea conaistentea en no 

con•iderar a ejea principale& que tengan al;o que aportar en lü 

eMplicaciOn de la tabla.Tratando de eMplotar al m~Mimo la 

tnformaciOn oenerada por la stmulaciOn, para doterminar las 

causas en el comportamiento del algoritmo,se calcularon en forma 

maroinal,es decir cada una da la& ralees por &eparado sin tomar 

en cuenta a la• raat•ntea,loa porcentajes en que so rechazo la 

hipOteai• de que la ralz nea distinta da cero cuando lo ene a,_ >,y 

la proporciOn de veces en que ae rechazo la hipOteaia de que una 

ralz ea cero cuando no lo es < p ).Eatoa porcontajog fueron 

calculados en base a dos nlvolaa de •iontflcancia(O.O~ y 

0.01),moatr~ndose loa resultado• en la cuadro 4.21a la viata do 

loa resultados en esto cuadro ol aloorltmo aplicado en forma 

marotnal mue•tra tener un nlval ·da elQnlilcancla adecuado aunquo 

una potencia pobre para detectar ceros on el caso de rateo~ 

lntermodla•.Debe menclonar•e qua •• aplicaron otr•• prueba• da 

bondad da ajuste al cano Normal y lo• reaultadoo fueron mono~ 

eatl•factorloa que lo• arroJado• por la prueba da Andor•on-

Darlino. 

Entre la& po•iblea cau•as do loa malea resultado& en 
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Cuadro 4.2.Erroras tipo 1 y tipo 2,Ewp.Montecarlo 191 

ensayos. 

Valor Singular ex- o.o:s 0(..0.01 

Ot • ~ 
U a0.25 o.o:s r .. ,, 1 • u =O G· 0.92 = 0.96 

2 

~: u =o 0.94 = 0.90 
3 

u =O 0.19 ª o.:s1 
4 



u ,siguiendo las ideas de Efron y Tibshirani (198&>,se puede 
3 

aroumentar que el n6mero de repeticiones B=SO es insuficiente 

para probar una hip6tesia.En su trabaJo,~stos autoroa afirman que 

en lo& casos en los que no sOlo se quiere tener una idea de la 

precisiOn en la estimaciOn de un parAmetro,&ino que ne requiere 

construir por ejemplo un intervalo da confianza,se tondrA quo 

lncrementar sustancialmente a B para tener resultados confiable•. 

En el preaente trabajo para lnvestiQar la influencia dol tamano 

de B,ae trabaJaron dos casos1el primero fue un ensayo MonteCarlo 

de los oenerados por <4.i4>-<4.1~> y el saoundo partiendo do la 

misma estructura pero considerando que el primer valor singular 

agrupaba el qox de la variaclOn total y el eegundo el lOX 

rostante,es decir,u a0.223b0&8,u a0.0707107,u au ao. 
1 2 3 4 

En ambos oJemplos se generaron 200,~00 y 1000 repnticlonea 

bootstrap,construy~ndo&e en cada caao hlatooramasCfiQuraa 4.2 y 

ae aplico el algoritmo ,propueato inicialmanto,cuyoa 

resultado& se mueotran en ta cuadro 4.3. 

En ol primor ejemplo tanto B•~OO como B•lOOO dan ranultadoa 

aceptablea,ei bien~a0.01 •e presenta le tendencia a dar una cota 

superior.En el segundo aJemplo &blo con 1000 repatlclonas se 

tlonan rcuultados aatiafactorlos tanto en e<.. a0.01 y 
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o.os.observando los histogramas,so evidencia que los histogramas 

tienden a sesgarse cuando el valor teOrico e• cero1esto es 

marcado en lo• casos con B=lOOO.Aparentemonte en e&toa ejemplo• 

el nomero B sr tiene influencia. 

En vista de lo anterior,serA recomendable para aplicar el 

algoritmo realizar B>alOOO repeticiones bootstrap. 

Esta afirmaciOn deberA ser corroborada en base a un experimento 

Monte Carla con un nOmero considerable de ensayos,experimento que 

no fue realizado por limitaciones en tiempo.Sin embargo lo• 

resultados apoyan los comentarios do Efron y Tib&hirani on el 

sentido de mayo
0

r precisiOn a mayor e. 

Una Oltima propuesta del uuo del enfoque Bootstrap se debo a 

Barant19851Jél propone trabajar con 

r .Q2 ,e. ()2 
k k"k lt 

(4. 161 

es decir con el porcentajo de varlaciOn explicado por el eje 

k.Esta estadlstica si bien no ea utilizable en tbrminos da saber 

estadlsticamente sl un valor singular es coro,permito establecer 

cuantiles de la proporciOn r en base a la aproximaciOn de su 
k 

dlstribuclbn bootstrap obtenida por slmulacion. 
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Cuadro 4.3.Efecto del tamaNo de Ben el algoritmo de 

dimensionalidad. 

gJ.~me!.g i.u
1
=0.2s,u

2
=u

3
au

4
=o 

B 0.0:5 0.01 

200 para en u para en u 
2 3 

"ºº para en u para en u 
1 3 

1000 para en u para en u 
1 2 

IUcmolg ~.u =0.2236068,u =0.0707107,u =u aQ 
l 2 3 4 

B 0.0:5 0.01 

200 para en u para en u 
2 3 

"ºº para en u para en u 
1 2 

1000 para en u para en u 
2 2 



Figuro 4.2 Ens.1yo Montccorlo l.Sensibilidad ante cambios en B. 

Valor Tc~rico u1•0.25 

,24 .27 .JO 

sesgo 
curtosie 

t2 

0•500 

.24 

0,41 
2.89 

0.04 

sesgo 0,19 
curtosi11 2. 93 

~2 0.52 

.27 ,JO 

8•1000~ 
.24 • .JO 

sesgo 0.11 
curtoeis 2.90 

~2 0.37 



Figura 4.2 (continuaciGn).Ensayo MontcCcrlo 

.03 .os .09 

sesgo 0.44 
curtoeia2. 77 

~2 0.98 

B•500 
= .03 .os 

BC!880 0.JJ 
curtosie 3.21 

~2 0.90 

8•1000 

= 

acaso 0.28 
curtoaia 3.23 

~2 0.86 

.o3 .os 

.o9== 

.09 



Figura 4.2 (continuaci6n) 

valor teGrico u3•0.0 

,008 .029 .w 

sesgo O. 21 
curtoaia 2.30 

~2 o. 73 

• 007 .032 

sesgo o.2s 
curtosia 2.65 

~2 0.97 

....... 
.061 

B•lOOO~ ~ 

, UUI ---.:<01"zl"':---.....:::::>===0=6=l :::¡ . 
sesgo 0.24 
curtos is 2. 68 

~2 1.38 



Figura 4.2 (continunci6o) 

B•SOO 

B•lOOO 

valor tc6rico u4•0.0 

.0007 

sesgo 0.63 
curtosis 2.74 

~2 2.96 

.0009 

aeago o.83 
curtosis 3.29 

i2 8.60 

.Ol 

·º' 

.0009 .01 

aesgo 0.90 
curtosis 3.47 

~2 18.68 

= .oJ 

.OJ 

.03 



Figura 4.3 Ensayo HonteCélrlo 2.Sensibilidad ante cambios en B. 

valor ce&rico u1•0.2236068 

.21 .24 .27 

sesgo 0.36 
curtosis 2.91 

~2 0.01 

n-soo~ 

.21 

sesgo 
curtos is 

" A2 

8•1000 

• 21 

0.23 
2.81 

0.72 

Sll!lgO 0,J7 
eurtosis 2.83 

" 1.2 o.65 

.24 

.24 • 27 

.27 



Figura 4.3 (continuaci6n). 

valor to5rico uz•D.0707107 

·-~ 
.os 
sesgo 0.23 
curtosis 3.15 

A2 0,51 

8•500 

.05 

sesgo 
curtos is 

~2 

ll•lDOO 

.04 

0.23 
3.30 

o.so 

sesgo 0.04 
curtosls 3.17 

12 0.60 

,OB 

.os 

.OB 

.12. 

.12 

.12 



Figura ~.3 (continunci6n) 

valor singular u3•0.0 

~ 
.oos .03 .06 

sesgo 0,42 
curtosis 2,83 

~2 0.87 

·~ 
.006 .038 

sesgo O.SO 
curtosis 3.28 

~2 l. 73 

B•JOOO 

.oos 

sesgo o.46 
curtosis 3.18 

~2 2.71 

,035 

-,067 

= ,067 



Figura.4.3 (continunci6n) 

8•500 

8•1000 

.001 

sesgo 1.12 
curtoaia 4. 90 

~2 3.52 

.001 

sesgo l.J2 
curtosis 5.05 

t2 7,99 

sesgo 
curtoais 

*' 
1.02 
4,21 

18.Jd 

= = 
.02 .04 

= = 
.02 .• 04 

= = 
.04 



Como aa mencionb en el capitulo dos de esta trabajo,el objetivo 

primordial del A.C. es la representaciOn grlfica de 

relacionas relevantes en una tabla de contingencia& con doa 

criterios de clasificaciOn.En cuanto al problema inferenclal la 

mayor la de loa esfuerzo• &e han centrado en lo• valorea 

aingulara•¡por otra parte,en la prActica la lnterpretaciOn da la 

cercanla en el plano de mejor ajuste da doa perfile• rvnglOn o 

columna ea uno de los aspectos de mayor preponderancia en el 

A.C •• En osto sentido aa cree qua •arla btil contar con una 

herramienta inferancial que no• permita trabajar •obre loa 

posible& agrupamiento• de perfiles.Grecnacre(i9B4l,ha utilizado 

el enfoquo bootatrap en lo qua ~l llama la estabilidad da la 

repra•antacibn en do5 dlmen•ionoa.Eepeclflcamenta,a partir de la 

tabla original Qenera <4.lll,obtantendo en cada caso la• 

coordenada~ proyectada• eobre al plano de mejor aJusta de los 

perfila• 

donde ~ b 

crlolnale•,medlante la A_, ,._, 
F •D PtGDA 

b rb b u 

fOrmula da transiclbn 

b•t, ••• ,B C4.17l 

~on la9 coordenada• de loa perfile• ronglOn da la 

repetlclOn b,pero en el espacie ortcncrmal correepondiento a la• 
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coordenadas de los perfiles columna en su espacio ortonormal 

oriQinal é y D~ la matriz diaQonal de valorea sinaularea mayores 

que cero1en forma anAloga para loa perfiles columna se realiza el 

procedimiento mediante la respectiva formula de transicibn.Oe un 

anhliaia visual Graenacre obtiene conclusiones sobre la 

estabilidad.Para mayoroa detalles consOlto&o 

Breonacrell9B4,cap.a>.Esto presenta problemas, ya que GU& 

conclusiones dependen fuertemente de la• interseccionaa entro laa 

nubes de perfiles proyectados, 

implicaciones de poca claridad. 

/\ A 

hocho que puad e tanor 

Se denota a (f ,f > como la• coordenadas del i~bsimo porfll 
t 1 12 

respecto al plano do mejor ajuste.Considere al vector de 

diferencias por coordenada& en el plano de meJor aJuete do 

dimenaiOn dos entre el perfil renglbn i y ol perfil renglOn i',os 

decir, 

y a la estadlsttr.a 

donde tt. 

/\ A • A 
• (f -f ,f -ft'2l 

il i'l 12 

la matriz da covarianzaa 

C4. lBl 

de <4. lBl .Esta 

estadtstica scrA utilizable en la prActica en la medida que uo 

conozca esta matriz.El m6todo bootatrap es utilizado para entlmar 
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tal matriz de covarianzas, que en la prlctica no ea posible 

conocer1para ello nbtnaa que vla las fbrmulas de transicibn, 

/\ -'"" .. 1 di i, ªO rPGDñgi i' <4.20) 

donde 

e1l ,ª<o,o, ••• , 1,0, .•• ,-1,0, ••• o> 
1 1 • 

vector de q entradaB. El enfoqua bootatrap como 59 

recordarA,aproMima la distribuciOn de C4.1B> vfa la muestra 

bootstrap denotada por d ba1, ••• ,BJ1& validez asintOtlca 
ii'b 

da 

tal aproximaciOn,nuevamente como en la aecciOn 4.1,requiara dol 

cumplimiento da las condicione& C4.5>.Para ello con•idare lo 

A 

dil' - 1111.' 
donde dii' es la media de la distribuciOn de C4.1B>aen viata da 

lo anterior la primara condictOn d• <4.5) ae cumple.Dado 

(4.20>,cuando eo hacon taa repeticiones bcotstrap 

a ·o·' Pt Gi1- 11 
11' rb b b. 1 i • 

1:1H<P•>bo~' D 
b u ii' 

(4,21> 

H<P:> es una funcion ccntlnuamante diforenciable de P~ Jpor otra 

parte, que la derivada parcial de H<.> respecto a piJ ovaluada en 

P sea distinta da coro se trabaJb en el cano Qoneral de una tabla 



2M2 1 ea decir dos perfiles renglOn y dos perfile• columna.En eate 

caao se tendr~ una recta de meJcr ajusteaen vista de <4.20> 

( 1
11 ) (l/r 1 º)(pll 

~ o l/r p 
21 2 21 

por lo que,por ejemplo 

A ' 2A 

( 

tp <11 -g >JJ[r u l} 
12 11 21 1 1 

o 

con lo que para que •ea dlattnta de cero so requiera do qua 

9 11•921 y p12•0 • 

Para tablas de mayaras dLmensLonos sin ombargo,ae espora que laa 

condiclonea no sean tan fAciles de manejar. 

Por Oltimo, la cuarta condicLOn do C4.5> se cumplo trivLalmonto. 

Dado lo anterior •e Justifica al uso del enfoque bootstrapaaOn 

aat ablo se tiene la equivalencia aaintbtlca do la distrtbucLbn 

de con 1• ombargoC6orfling,l9BO>,la 

convorgencia en dl&trlbuciOn implica convergencia un momentos de 
2 

orden dos si <~ > ea uniformemente integrable. 
i i. b 

Para ello ser A auficiento moatrar qua H<Pt)oa 
b 

tnteorable.Se tiene la siguiente demostraciOna 

untformement9 

EMi&te una vecindad cerrada alrededor d• P tal que H(,) estA bien 

4b 
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definida sobre ella.Sea V<P) tal vecindad.H<.> es continua sPbre 

V{PJ y por lo tanto es acotada.Ahora, 

A 
P------>-P t.p. l 

cuando el tamano de muestra tiende a infinito y,por lo mismo,, 

. " Pt-----~ P c.p.1 

cuando n tiende a infinitc1entonces 

Pt-----.,. p c.p.1 

Si definimoa 
o 

PI "QiP) p a {" 61 

p 61 Pt ~ Vfi'"> 

entonces 
o 

P ¡¡, VIPl 

n~ IHIPU-HIPOll------+ O c.p, 1 ~>O 
o 

por lo qua HCP*> y HCP > son aeintOticamente equivalentes.Por lo 
o 

tanto HCP > convorgu en distribuciOn a lo mismo que HCP•>. 
o 

HIP > acot.ada,por- lo tanto uniformemente 

integrable(apbndice 2>1tamblbn, son uniformemente integrable.por 
o 

teorema A eecciOn 1.4 de SerflingC19BOl,lo& momentos de HCP > 

convergen a los momentos con respec~o a la distribuciOn 

llmlte,por la equivalencia asint~tica tambibn converger~n a lo 
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mismo lo• momentos de H<Pt>. 

2 
Por lo tanto,<~ > es uniformemente lnteorable. 

ll'b 

Aal el estimador bootstrap ~ converge a l' il • B 
~ la r •t. 

covarlanzaa da a . 
11' 

Dado todo lo 

donde 

anterior la e&tadlstlca propuaata ea 

2 " p-' bh 0=11· si 
it• 11' ll'B 11' 

~~ -1~ - -
•(B-1) L< .- )( - )' 

IÍB b•I di.lb 111.1• 111.{b 111,r 

(4.22) 

matriz de 

En cuanto a la dtstrtbuclOn da ~st• •• ttunan loa utgutantos 

argumento•• 

l>voc<~-P>ea aalntottcamente Normal con media caroCSorfllng,19DO 

plg 109). 

il>Dada la justlficactOn del uso del m6todo bootatrap,•o cumplen 

" laa condtclone• para que d sea una variable aleatoria con 
11' 

dtatrlbuclbn aetntbtlca NormalCSerfllng,1980,pbg.122 teorema Al. 

ttt>En basa a tl> y SorfllngC19BO,pag.130>,aatnt0ttcamont• 

1 
¡\ J;' " w ,r,-' 
"1i· 'f1t.•ed11· ... A..c2,a11•' ! 11· dtt'> <4•

23
> 

lv>BaJo la hlpOteala H
0 

d• quu el perfil t e• igual al perfil t• 

en el plano do meJor ajuato so esp~ra que d ~o con lo que 
11' 

4B 



2. 
~O} (2) • <4.24) 

Asl,el perfil i y el perfil J son considerados eatadtsticamente 
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En la presento secciOn se presentan dos aplicaciones en el Area 

de tecnologta de alimentos,especlficamente en el campo de la 

evaluaciOn sensorial.Se dotallan tanto el uso descriptivo d~ la 

tacnica como las herramientas de corto inferencial discutidas en 

la secciOn anterior.A continuaciOn so presenta la doscripciOn 

general de la evaluaciOn sensorial de una fruta llamada üiotilla. 

Interesa el estudio de esta fruta considerada eMOtica y 

perteneciente a la familia de las cactAceaa, por sus propiedades 

alimenticias y porque representa una fuente de ingresos 

adicionales para las comunidades rurales que tienen acceso a 

ella.So prepararon 13 tratamientos do esta fruta1 

TRATAMIENTO 
1.En frescotcontrol> 
2.Confitada en estufa 
3.confitada en sol 
4.Confitada al airo 
5. Mermol ada 
6.Almibar 
7.Confitada por proceso lento 
B.Confitoda por procc~o rApido 
9.Glaaoada por proceso lento 
10.Gloaoado por proceso rApido 
11.con¡1tada y envasada en cloruro do 

pol ctilcno 
12.ConfitDda y envasada en cclofAn 
13.Confitada y envasada en cloruro de 

polivideno. 

IDENTIFICADOR 
FFRE 
CEST 
CSOL 
CAIR 
HERM 
ALMI 
CPLE 
CPRA 
GPLE 
GPRA 

CECP 
CECE 

CECV 

Estos tratamientos fueron evaluados por un panel de 1~ juaces no 

entrenados, que cal i f 1 e aron una escala 
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organolaticathodbnlca' de nueve categorlas1 

CATEGDRlA 
Gusta eMtremadamente 
Gusta mucho 
Gusta moderadamente 
Guata lioorament& 
Indiferente 
Disgusta llooramente 
Disgusta moderadamente 
Disgusta mucho 
Disgusta eKtramadamente 

Esto fue realizado en 

IDENTIFtCADDR 
GEX 
GMU 
GMO 
GLI 
lNO 
DLl 
DMO 
DMU 
DEX 

olor,sabar,color,teHtura y aspocto da cada 

uno da la• trece tratamiento• aplicado• a la frutas~& prQaentan & 

contlnu•cibn loa resultado• de laa primaraa do• uvaluaclonaa. 

Los d&toa ne muestran on el cuadro ~.1.Be evidencia la nula 

contabllizacibn daede OMO ha•ta DEX por la que no sa conalderan 

en el anAllsi&.La repre&entaciOn producida por A.C. eo muaatra on 

aua dos prtmeroa oJea an la ftQura a.1. 

En forma descriptiva •a oba•rv• que ontra asto• dos pr1muroa eJas 

ee tiene un 73~ de la variaciOn en loa d•to•,raapecto a la 

caltdsd de cada perfil en la repres•nt•c10n con los do• prlmoros 

eJua, los perfile• renQlbn,es decir, la• c&teoorla• da la e•ca\a 

d• preferencia•,en el cuedro S.4 la• contribuciane• ab•o\utaa y 

la• correlaciones.A~f,en Qonoral estAn bien representados on 

e5tos doa ejes,ya que la• contribucionea relativas eon mayare• al 

~I 



o.~ salvo el caso de DLl.En cuanto a la contribuciOn a los 

ejes,en el primero de ellos GEX y GLl son los preponderantes 

sucediendo esto tambiOn en el segundo eje,es declr,que ambos ejes 

uon representantes de las posiciones rotativas al Qusto eMtremo y 

al Qusto ligero. 

En cuanto a los perfiles columna,los tratamientos 1 se tiene lo& 

resultados en cuanto a contrlbuclon&B absolutas y correlacionea 

en el cuadro 5.5. 

En vlata do laa correlaclones1 FFRE,CAIR,MERM y AUll son 

tratamlentoa mal represontados1los demta en Qeneral no tionen 

mayore• problemas.En cuanto a laa contrlbuclonoa ab&olutan,CECP y 

GPLE son loa que dan primordialmente la dlrucclOn al eje 

uno.respecto al seQundo eje ao unen al orupo anterior CE.BT y 

CECE, 

En cu•nto a la orientaciOn de los trece tratamiontoa respecto a 

la eacala de preferencia& se tlon• qua GPLE doacolla hacia el 

ousto eMtremo alQulendo en orden descendente CPLE,GPRA1 FFRE,CPRA 

y CEBT.Posterlcrmento so 

MERM,AU'll,CSOL y CAIR.Por 

aceptados. 

•Qrupan hacia un QU•to 

bltlmo CECV,CECE y CECP 

moderado 

son poco 

Utilizando la• herramientas de corto lnfernnclal comentadas en el 



cap!tu\o cuatro,en primer luoar lo& estimadoras de lo• valores 

&lngularea junto con la estadfsttca AndarBon-Darl1no<A l 
2 

con 

1000 repaticionea boot6trap son mostraóoa on el cuadro a.2tvla ol 

algoritmo d& d1monsiona11dad de la secclbn 4.1,se ttone que los 

primeros cuatro valores singularoa son e&tadlsticamento dt&ttntos 

de cero,ya que tanto al 0.01 y al o.o~ se dlb esta sttuacibn. 

Con la mlsma lnformacibn proporcionada por las 1000 rcpettctone• 

bootstrap,on baae al4.t6J so construyeron tntarvaloG al 95X pora 

porcentajes de vartacibn marginal y acumulada para cada uno do 

loa valorea stnQularo&,mostrAndoso eetos reaultadoa en el cuadro 

5.3,con lo quo,la repreaentaciOn olobal on laa de& primorea eJ•• 

a&cllarA entre 63 v 79 1. lo que ea aceptable en oonoral y aa 

observa que nuevamentu hasta el valor •ingular 4 no incluyo al 

valor cero por ciento. 

Pcr otra parte eatatUatlca para detectar 

agrupamientos tanto en el ca1a d• 101 perfilo• r•noton como da 

los perfttoa columna.Antoa de moatrar alQOn r••Ul tado, dabo 

menclanarae qua •Olo •• r~p~rtan la• correnpcndtentaa a lo• 

parftlea que tuvieron una correlacibn acumulada mayor al o.~ con 

loa doa primeros ejes prlnc1palea,at blan lo antorlor •• 



arbitrario,se tomo esta determinaciOn ya que esta estadintica 

producta aorupamientos demasiado extendidos al considerar a los 

perfiles mal representados.La determinaciOn eatadlstica de cual 

perfil est~ bien representado en un conjunto de ojea ea un asunto 

que no ha sido atacado hasta ahora y que se cree serA necesario 

tratar en un futuro. 

A un nivel de &iQnlficancia olobal de 0.03btcada comparaclOn 

9 
0.001 ( ) 

2 
comparacionea>,loa tratamientoa ae agrupan de la 

slouienta manera1 

2.CECV,CECE,CECP. 

3.CSOL como puente entre l y 2. 

Respecto a la escala de preferencias con un nivel global do 

0.01 <cada comparaclOn con 

no hay agrupamiento alouno. 

' ~ 
0.001, ( ) 

2 
comparaclonaa>,ao tiene 

Conjuntando ambos grupos da roaultadoa ae tleno qu1u 

l.GPLE,CPLE,GPRA,CPRA y CEBT se orlontan hacia GEX y GMU. 

2.CECV,CECE y CECP se orientan hacia el GLI o IND. 

3.CSOL se altba hacia el ouato moderado. 

Los resultado& generalea ee muatran en el cuadro ~.6. 

quo 

De lo anterlor,so tiona qua lo• glaseados y los confltadoa tanto 



Cu.adro 5,1_ Tabla de contin¡enciG11,0Lon. 

·----------------~-----------------------------------------------------------rr1oi:: Cf.~T CSOL C.i:F_ l'lF11 AL"'l tPLE CPRA GPLE <jllRA ere•• CECE ci::cv 
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Jl<t) "'· • ~- • ~· • • • 8· o. ~- ·'l. '· OLI o. " '• l. " " • • • O. "" O. J. 0:3 o. ~· o. '· '• 8· o. n. u. g" ~;· ,. '· ' u. ·- "· u. • • n. n. o. • • '· l. 
OF~-~: ••••• !----~~----~!----~!----~=----~=----~! .. -.!: .•..• : .•.. ~!--.-~!----~!. 
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Cuadro 3.2 Estadistica Anderson-Darling 
valores singulares,OLOR. 

para los 

No. valar a 
2 

1 o.72 0.32 
2 o.4b o.31 
3 0.40 0.34 
4 0.26 o. 19 
5 0.14 67.9:5 



cuadro :s.:s.lntervaloa de confianza para porcentaJea marginales y 
acumulados con porcentaJe marginal cbsarvado. 

obaarvado 
m•ryinal 

l Y. lsY. 11 Y. 
acumulado 

1 &Y. 

1 !54.19 37.7!5 51.16 37. 7:5 51.16 

2 19.33 20.99 32.83 63.22 79.26 

3 lb.31 12.91 22.17 82.29 q:s.21 

4 7.71 4. 31 1:s.2~ 93.0S 100.00 

s 2.2s o b.90 



cuadro ~.4.Contribuclones Absolutas y Corralaclonaa. 
Escala de preferenciae,OLOR. 

GEX 
BMU 
GMO 
BLI 
INO 
DLI 

CONTRIBUCIONES 
ABSOLUTAS 

eJe 1 aje2 

0.314 0.391 
0.149 0.101 
0.024 0.101 
0.279 0.276 
0,223 0 0 006 
0.011 o.os~ 

CORRELACIONES 
eJal eJa2 

0.649 0.283 
0.604 0.148 
o. H53 0.417 
0.621 0.221 
o. 559 o. 00:5 
0.09B 0.184 



) 

cuadro S.3 Contribuciones Absolutas y Correlaciones. 
TRATAMIENTOS.OLOR. 

FFRE 
CEST 
CSOL 
CAIR 
MERM 
ALMI 
CPLE 
CPRA 
GPLE 
GPRA 
CECP 
CECE 
CECV 

CONTRIBUCIONES 
ABSOLUTAS 

eje 1 eJa2 
0.023 0.002 
0.013 0.167 
0.023 0.110 
0.066 0.046 
o 0.061 
o.oo:s 0.026 
0.094 0.031 
0.063 0.010 
0.203 0.241 
o. 103 o 
o. 240 o.15o 
0.076 0.141 
0.100 0.007 

CORRELACIONES 
eJel eJo2 
0.200 0.010 º· 142 o. 64':5 
0.220 0.413 
0.34':5 0.097 
0.007 0.463 
0.100 0.190 
o. 787 o. 103 o. 789 0.04':5 
0.639 0.202 
o. 762 o 
0.776 0.17':5 
0.337 0.227 º·ª"ª 0.020 
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por proceao lento como por proceso rbpido son tratamientos de muy 

alta aceptactOn1en el mismo sentido se encuentra la Jiotilla 

confitada por estufa.Siguiendo de este grupo de alta aceptacton, 

se encuentra la fruta confitada al sol.Por D.ltimo los 

tratamientos envasados se ven demeritados en su olor. 

5.2. ¡;ª~Qt• 

Los datos so muestran en el cuadro ~.7.La represent&cion grAfica 

producida por el A.C. ne mustra on la figura ~.2. 

Doscrtptivamente,los des primeros oJea contemplan el 71% de la 

variaciOn en loa datca1en cuanto a la representaciOn de las 

catogorlas do• la oscala de preferonciaa so ttone en base al 

cuadro ~.11,los siguientes comentarioa1 

Se tiene que GMO y DEX tienen graves problemas en su 

ropresentacton.En cuanto a la contribucton absoluta,en el primor 

eje sobresalen DLI,DMO y GMU con lo quo este eje muestra la 

posiciOn relativa entre el disgusto moderado y el gusta mucho1en 

el segundo eJo nuevamente DMO pesa pero ahora superado por 

GLI.Respecta a les perfiles columna,os decir los tratamientos a 

la fruta se tiene en base al cuadro 3.12,lo oiguientoa 

Sa tienen problemas en la reproaentaciOn de FFRE,CEST,CSDL~CAIR y 



MERMlcorrelaciOn< o.5>.En cuanto a las contribuciones absolutas 

'cECP y CECV aon los de mayor influencia en amboa ejes.en cuanto a 

la orientacibn especifica de los tratamientos a la fruta respecto 

a la escala de preferencias,se tiene un agrupamiento fuertemente 

aglutinado alrededor do GEX y GMU,eatando conatituldo por 

CPLE,GPLE,GPRA y CEST siguiendo MERM,FFRE,ALMI y CSOL.Hacla GLl 

se tiene a CECE,CPRA,CAIR y CECV.Por Oltimo,ao separa total~anto 

CECP hacia DMO y DMU. 

En cuanto a la utilizaciOn de las herramienta& inferoncialos,ao 

tiene en primer t6rmino quo loa sel• primaron valoras singulares 

pueden considerarao distintos do cerolvOase cuadro ~.B>. 

Como en el caso de la evaluacibn del OLOR &• calcularon 

intervalos al 9~Y. do confianza para los porcentaJea marglnaloa y 

acumuladoslcuadro S.9>.Da esta manera,la roproaantaclOn on loa 

doa primeros oJea en su calidad global ea •atisfactoriaCdel SBY. 

al 73Y.l. 

Al utilizar la eatadtatica propuaata en ol capitulo anterior 

omitiendo • los mal representadoa,los agrupamientos mas 

relevante• en lo• tratamiento• a una slgnlflcancla global da 
B 

o.02accada compa~aclOn o.001,c
2

> camparaclones>,san1 

l.CPLE,GPLE,GPRA,ALMI. 



2.CPRA,CECV. 

3.CAIR. 

4.CECP. 

Respecto a la escala de preferencias a una sionificancia gtobal 

7 
de 0.021<eada comparaciOn 0.001, c

2
> comparacionea>,se tiene1 

1.GEX,GMU. 

2.GLI,IND 1 DLI. 

3.DMU,OHO. 

Conjuntando ambos grupos de resultados ae tiene que1 

1.CPLE,GPLE,GPRA,ALMI so orientan hacia GEX-GHU. 

2.CPRA,CECV ori~ntadoG hacia el GLI-INO-DLI. 

3.CAtR orientado hacia GLI-IND-DLI. 

4.CECP orientado hacia DMO-DMU. 

Los rRsultadoa ganoralos se muestran en el cuadro ~.13. 

El proceso lento ea muy aceptado tanto en confitado como en 

olasoado 1 coaa quo no sucede con ol proceso rbpido dado qua sOlo 

el glaaoado os muy aceptado.Ag!,el confitado por proceso 

rbpido,ol confitado y envasado en cloruro de poltvtdeno y la 

Jiotilla confitada al aire se muestran como tratamientos no 

acoptados.Por ~ltimo,ol confitado envasado on celof~n se ve 

37 



fue~tamanta afectado en su sabor. 
l 

¡,: 
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' 
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Cuadro ~.e Estadistica Anderacn-Darlino para loa 
valoraa alngularaa,SABOR. 

{¡ 'a <B..,1000) 
2 

1 0.02 l.17 
2 o.s7 0.74 
3 0.42 0.30 
4 0.31 0.64 
5 0.26 0.40 
b 0.20 0.22 
7 0.14 o.ea 
B 0.03 28.74 



Cuadro 5.9.Porcentajes marQinalea y acumuladoa.SABDR. 

k marQinal acumulado 

observado 1 i Y. l•Y. li 7. l•Y. 

49.89 36.22 48.98 36.22 49.98 

2 23.01 lB.42 29.02 !57.76 75.28 

" 12.22 9.90 18.83 73.51 Bb.94 

4 7.19 6.06 13.09 94.BB 94.40 

5 5.03 3.13 9.05 92.44 98.57 

b 2.16 1.08 5.56 97.0B 99. 85 

7 1.44 0.12 2.65 q9.36 100.00 

a 0.01 o.oo 0.61 100.00 



cuadro 5. 10 

GEX 
GMU 
GllO 
GLI 
INO 
DLI 
DllO 
DMU 
DEX 

Contrlbucionaa absolutas y Corrolaclones. 
Escala de preferenclas,SABOR. 

CONTRIBUCIONES 
ABSOLUTAS CORRELACIONES 

e Jet eJe2 
0.110 0.024 

e Jet eJe2 
0.48:5 0.050 

0.179 0.089 o. 623 o. 149 
o o. 147 0.001 0.464 
0.054 0.3:50 0.214 O.bbb 
o. to:s o O.b4b 0.001 
0.277 o o. 780 o 
0.219 o.2eo 0.579 0.35b 
o.osa 0.099 0.410 0.340 
o 0.011 0.001 o.o3e 



Cuadro ~.11 Contribuciones Absolutas 
Tratamientos, SABOR. 

FFRE 
CEST 
CSOL 
CAJR 
MERM 
ALMI 
CPLE 
CPRA 
GPLE 
GPRA 
CECP 
CECE 
CECV 

CONTRIBUCIONES 
ABSOLUTAS 

eJel eJe2 
0.012 0.001 
0.048 0.020 
0.003 0.03 
0.029 o.oe4 
0.030 0.001 
o.03:5 0.002 
O.Ob3 0.052 o.coa 0.126 
0.059 0.042 
0.048 0.020 
o. 489 o. 401 
º·ººª o. 103 0.167 0.144 

y Correlaciones. 

CORRELACIONES 
eJel eJe2 
o. 302 o. 010 
0.412 0 .. 002 
0.010 0.000 
0.231 0.349 
0.454 º·ººª 0.702 0.023 
0.364 0.226 
0.084 0.610 
0.'58:5 0.201 
0.674 0.136 
0.714 0.201 
0.062 0.381 
0.527 0.219 
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En el desarrollo de este trabajo &e realizaron primordialmente 

cuatro tareaa1la primera consl&tlb en la eKpoaiclbn de los 

detalle& del A.C. desdo un punto de vlata deacrlptlvo.La seounda 

tarea estuvo conformada por la revlsiOn de herramientas 

inferenclalea ya eKi&tentoa en la literatura.Como torcer a 

parte,en base a las do& primaras &e propusieron procedimientos 

para enfrentar distinto• aspectos inferanclaloa on el A.e.Por 

Oltimo,la cuarta tarea con&i&tiO de la apllcaclOn tanto los 

aspecto& descriptivo& como lo& inforenclaloa propuentoa,a un 

ejemplo de an~ll&i& nenaorlal proveniente del hroa do tecnologla 

da allmantoa. 

La evaluaclOn do eata& tareas ea como alaue1do la primera ne 

obtuvieron loa conocimientos bAalcoa necoaarioa para la correcta 

apllcaclOn e interpretaclOn de lo• reaultado• 

arrojado• por el A.C.1rospecto a la rovi•lOn biblloQr~flca,a• 

puedo decir que •n general la& herramienta• oatudladas tlenon 

lnconvenlcntea.En el caao da lo& trabajo• da Lebart(l976l y 

CcratenCl976l,el hecho de partir de la indep•ndoncla entre loa 

criterios de cla&lflcaclOn de la tabla,llmita au uao prActlco ya 

que la dependencia ea,on términos Qoneralea,el ca&o comOn y do 
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inter~a.Raferente a las dlstrlbucionea aslntbticas desarrolladas 

por 0'Nelll(l97B,19Bl>,como ya fue sehalado en BU 

momento,requiero del cumplimiento de condiciones qua en la 

prActica no es posible verificar.En cuanto a la motodogf4 de 

ajuste de modelos propuesta por Goodmant19B5>,si bien su objetivo 

primordial no es del A,C.,al menos en el caso de contar con una 

tabla de continoenclan da rango 1,provee lDB elementos 

suficlentoa para roallznr inferencias en forma indirecta sobre la 

dlmenslonalidad¡sin embargo nu desarrollo para casos m•• 
g~nerales estA pendiente. 

Respecto a la ~ercora taroa,ea puode declr quo laa herramientas 

propuesta• trabaJan,a la luz do los rosultadoa,en forma 

adecuada1en el caao del algoritmo para probar sobra 

dimenslonaltdad,la mezcla de una parta da la teorla aaintbtica 

con el m~todo bootstrap,parece ser aattafactorio tanto en su 

conceptoCutilizar teorJa que sf ea utilizable directamente y 

cubrir sus inconvenientes con romuontreoJ 1 como en los resultados 

qua arroja.Por otra parte,en cuanto a la eatadlstica 

detectar agrupamientos de porfiles,~sta resulta ser uno de loa 

primero& intentos para rnalizer inferencías on otro aspocto que 
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no sean los valores slnQularesJsus resultados son plausibles. 

En cuanto a la evaluaclOn do la cuarta tarea,se puede decir que 

ea la primera vez que en M~Kico se realizan este tipo de 

aplicacionea y que de la retroaltmentaciOn con loa tecn61ogos en 

alimontoa,loa resultados ofrecidos por ol A.C. son f&cilmenta 

entendidos y resultan ser Otilas para sus fines y obJetlvos de 

anAllsls.El A.C. es sOlo una posibilidad da anAlisis entre otra• 

poslblasJ••I la• poalbilidades de aplicaciOn son •mpllas. 

En cuanto a lfnea• futuras de inveatigaciOn o aspecto• qua quedan 

pendientes se tiene• 

l>DisaNar y realizar un oxperimonto Monte Carla quo conoidere un 

namero mayor o igual a 1000 de repeticiones bootstrap,para tanor 

elementos de Juicio mAs fuertaa sobre el funcionamiento dol 

algoritmo para probar sobre la aignificancia d• loa valorea 

aingulares.Nbteae qua este BHpDrlmento tiana una magnitud do 

mucha importancia. 

ii)DiseNar mAs herramient•a inforonciales en el A.C.1en vate caao 

se puedan considerar para ello a las contribuciones abeolutaa y 

la• correlacionas ,on t~rmlnoa do la dotarminaciOn estadl•tlca de 

la orlentaciOn de un eJo,as! como la calidad de la repreaantac10n 

d• un perfil en particular • 
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iii)Los modelos propuestos deben &er 

generali%adoa en forma eKpllcita para poder ver tanto el 

comportamiento de estos modelos en el caso de contar con mls de 

un sistema de ca11f1cac1ones como BU& 1mpl1cac1ones para el A.C. 

iv>Profundizar en la validez ta nplicaciOn del matado bootstrap 

en el A.C. 

v)Sobre la posibilidad de que la comblnaclOn de resultado• ya 

desarrollado& con el enfoque bootstrop pueda ser explotada en 

otras Areas,en el caso de dlmensionalldad se piensa en el tema 

de colinealldad en anAllsls de reoreslOn. 
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Sea A una matriz p K q real1entonces A puede eKpresarBe como el 

producto de tres matrices 

(a. 1) 

donde D ea una matriz diagonal KKK con nomeros positivos 
a 

a
1
,a

2
, •• ,aK,K el rango de A.Las matrices U pKK y V qKK talos que 

u•u~v•vat,cs decir ortooonales por columna. 

En vista de esta descomposicibn,la matriz A puede oKpresarae como 

(a.2) 

donde ~k.~k son las columnas do U y V.Los valorea 

son llamados loa valeros slngularen,mientras que<ykl y <~k> 

vectoros propio~ izquierdos y derechos. 

loa 

Los vectores izquierdos constituyen una baso ortonormal para las 

columnas de A mientras qua los vectores propios 

conforman una base ortonormal de loa renglones de A. 

La oxlstcncia de esta doncomposlclOn Be puedo demostrar a trav~s 

do la de&compoglclOn proplaCelQon&tructuro>de A'A y do AA'. 

La unicidad do la DVS oer~ un hecho si todoa loB valorea 

&ingulares son diGtintos entre &lJen ol caso de que OMi&tan 

empates las porclonos correspondlentes en U y V no eer•n 

bnicas.Deba sanalor&a que O siempre eorb bolea.En cuanto al 
• 
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problema de los empate& hay que recordar sin embargo que los 

subespacioa generados por vectoros propios asociado& a un mismo 

valor &lngular &on iguales. 

Dado ta.2>,la matriz A puede aproMimarse por matricea de rango 

menor a K,ea doclr, 

A,,r'* 
kQl 

a U Y • l<•Kl(eK 
k k k 

ta.3> 

Esta formas de aproMlmar e& Optima 
2 

CalJ-xlJ> 

bajo el crltorlo 

Qmln E 
X 1 

E 
j 

amln traza<<A-X> CA-X>'> (a.4> 

Por Oltlmo,en el caso da qua aa desea realizar una DVB 

ganerallzada,es decir,expresar A coino 

Af't{r/,;,• 
• 

sujeto a N" 'r Natt• 't Mal ,con y no necesarlament& matrlcco 

idantldad,resOolvaaa la DVB elmpla 
11 

NQ ?- U 

para 
~ 

M• t.v. 
A y con eato 

ca.6) 

En eat& caso la aproxlmaclbn da A por matrlcoa do rango manor 

eerA bptlma bajo 

mln traza( f' CA-X> 'f_ <A-X>•) 
X 

s~ln L w (A -11 :~ ((l -11 l <a. 71 
X1111 11 
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1.Si <V l e& tal que PC 1 Y l <=k1•1 para toda n,entoncee '~ · 
n n 

uniformemente integrabla,es decir, 

du:m1 

Para toda c>k 

llm 
c--.+cw:i 

sup E< IV 1 ll(YI >c»•O 
n n n 

E< 1 V 1 )c)=O para toda n1por lo tanto, 
n 

&up E< 1 Y 1 >c)aO para toada c)k. 
n n 

Da esto Be tiene ol resultado. 

2.<Y) y <X) eon asintOticamento equivalentea y acotadas.<Y) ee 
n n :/.. n 

uniformementa integrable y X -----t F•entoncee, 

y -x -----t o 
n n 

lf. n 
V -----~ F y 

n 

ECXnl------~ ~MdF. 

c.p.11por lo tonto <Slutsky> y 
n 

diatribuclen.Y al eer uniformemente integrable implica que 
n 

ECY n 1------~ J MdF 

por teorema A •ec 1.4 de Serfllnq(19BO>. 

ECX l=ECX -Y l+ECY 1 
n n n n 

Por el teorema do convergencia dominadalo acotada> 

ECX -V 1------~ O 
n n 
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y pcr lo tanto 
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