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INTRODUCCION

Los sistemas infinitos de particulas son modelos matemiticos de fend-
nenos que se presentan e el campo de )a Fisica, la Biologia y otras cien-
cias, v aunque estos sistemas no existen en 1a realidad, los resultados
mateniticos que se obtienen de ellos son dtiles como aproximaciones para
sistemas finitos muy grandes que si ocurren, por ejemplo, en transporte de
neutrones, evolucién de colonias de bacterias, crecimiento de tumores can-
cerosos.

E1 antecedente matemitico mds significativo en el estudio de esta
Clase de sisteras es el articulo de Martin-Lf [33], apenas publicado en
1976, en el cual se estudia un sistema de Poisson de movimientos Brownia-
nos independientes. Esta referencia es importante por dos razones: una,
parque en ella se plantea el estudio de estos sistemas como procesos esto-
cdsticos que toman valores en espacios de distribuciones de Schwartz; y
otra porque en este trabajo se relacionan dos aspectos distintos de la
Teorfa de 12 Difusion: La probabilista y la fisica. En ambas es bisica la

ceuacidn de Fokker-Planck 92 = 4"y para la densidad i (A es el gone-

rador infinitesimal del movimiento Markoviano de las particulas). En la
teoria probabilista se estudia el movimiento aleatorio de una particula

individual y y es interpretada como la densidad de probabilidad para su

posicidn en el espacio. En la teorfa fisica se estudia un gas de particu-
lasy  es interoretada como la densidad real de particulas en el espa-
clo. En el primer caso y es una cantidad determinista y en el segundo
u es una cantidad aleatoria puesto que las particlas se mueven aleato-

riamente. La pregunta que surge de esto es entonces len qué sentido es-



tardn velaci estas dos interpr

La ‘interpretacidn’ que han dado los fisicos es que aun en un volumen
{nfinitesimal hay muchas particulas; as en algin sentido la densidad es
grande y las fluctuaciones deben ser muy pequefias, de manera que la den-
sidad real puede ser aproxinada por su promedio, el cual estd dado por
la densidad de probabilidad. Sin embargo, esto requiere de una justifica-
cién matentica rigurosa.

Lo que hace Martin-LUf es considerar el sistema mis simple donde
esta pregunta puede ser rigurosamente estudiada: el gas consiste de par-
ticulas que no interactlan y el movimiento de cada una es Markoviano y
definido por el operador A, En cuzlquier tiempo las particulas forman un
sistema de Poisson en el espacio con una densidad determinada por la
ecuacidn de Fokker-Pianck. Para obtener una situacién en la cual la den-
sidad es grande se toma 1a densidad cono pu donde u es fijay p o .
El autor demuestra que el ndmero de particulas dividido por ;» converge
en probabilidad a 1a densidad determinista y dada por la ecuacién de
Fokker-Planck, Esta es 1a ley de los grandes nineros para el sistems.
Asinismo, estudia las fluctuaciones alrededor del equilibrio normliza-
das por /5 en el imite cuando p >, y prueba un teorema de 1i-
mite central que muestra que estas fluctuaciones se distribuyen en el 1i-
mite de acuerdo con cierto campo aleatorio Gaussiano gemeralizado. Por
Gitino, prueba que el proceso Timite de Tas fluctuaciones es un proceso
de Markov que satisface una ecuacidn de Langevin generalizada cuyo opera-
dor es precisanente A", De a ley de los grandes nimeros, el teorema de
Fluctuacidn y 1a ecuacidn de Langevin generalizada se concluye que asin-

téticamente el nimero de particulas dividide por p satisface la ecua-
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citn de Fokker-Planck més un canpo aleatorio generalizado Gaussiano en
espacio-tiempo con valor medio cero, el cual desaparece en el 1imite.
Cueda asi explicada 1a relacién entre las dos internretaciones de la den-
sidad,

Tomando como modelo este trabajo, se puede estudiar el comportaniento
asintdtico de sistemas infinitos mis complejos en el limite de alta den-
sidad o bajo distintos cambios de escala en espacio-tiempo, o cuando al-
gqunos de sus pardmetros son muy grandes o muy pequefios. Se buscan leyes
de grandes niimeros y distribuciones 17mites de las fluctuaciones airede-
dor de Tos valores medios, asf como descriociones detalladas de los pro-
cesos 1imites de las fluctuaciones. En particular interesan casos en los
que el proceso limite de las fluctuaciones es un proceso de Ornstein-
Unlenbeck generalizado y encontrar 1a ecuacién de Langevin que o rige.

A tratar sistemas mis complejos que el estudiado por Martin-Lof
aumenta considerablemente 1a complejidad de los cilculos; esto requiere
una bisqueda de métodos adecuados. Por otra parte, Martin-L8f probé la
convergencia de las fluctuaciones slo para cada tiempo fijo, sin embar-

go es importante demostrar )a convergencia del proceso de las fluctua-
ciones (es decir, en todo el intervalo de tienpo), 1o cual es bastante
mis dificil; para ello es muy til la téenica de martingalas empleada por
Holley y Stroock [20] en particular en relacién con la compacidad de los
procesos.

Entre los trabajos mds importantes de este tipo estdn los de Holley
y Stroock [20] y Dawson [9], quienes consideraron sistemas infinitos de mo-
vimientos Brownianos con ramificacién critica bajo un cambio de escala en

espacio-tiempo, y Gorostiza [15], quien estudis un sistema infinito de
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movimientos Brownianos ramificados con vamificacion genera).y alta densi-
dad, y posteriornente afadiendo fnmigracién y cun canbios de escala.en
espacio-tiempo y en la ley de ramificacién [14], [16). Uno de los objeti-
vos de Gorostiza era encontrar una metodolagfa unificada que abarcara
todas estas posibilidades.
£1 considerar movimientos Brownianos ramificados como un modelo ma-
temdtico conveniente requiere justificocion. Otros modelos més adecuados
para una variedad de fendmenos reales lo constituyen los 11amados procesos
de transporte ramificados, Sin embargo, puede demostrarse que en determi-
nadas circunstancias un proceso de transporte ramificado converge a un mo-
" vimiento Browniano ramificado, por 1o que este Gltimo es Gtil como una
aproximacién, Esto fue hecho por Gorostiza y Griego [17] para el caso de
una dinensién.

Recientemente se han desarrollado algunas técnicas generales Gtiles
para este tipo de estudlos, que fueron sin duda motivadas por los mismos
¥ que permiten obtener resultados més fuertes que los de Hartin-LYf, En
particular es importante mencionar los trabajos de Mitoma [371, [38],
{39), acerca de 1a continuidad y 1a convergencia débil de procesos esto-
césticos con valores en espacios de distribuciones de Schwartz, y el de
Bojdecki y Gorostiza [3], que permite determinar si un proceso Gaussiano
general izado es un proceso.de Orastein-Unlenbeck y encontrar 1a ecuacién
de Langevin generalizada que 10 rige y la relacidn de fluctuacign-disipa-
ci6n correspondiente. En [3] se obtienen soluciones de las ecuaciones de

Langevin en un sentido un noco mds fuerte que en [33]. Los procesos gene-
ralizados de Ornstein-Unlenbeck considerados en {3] son en general no es-

tacionarios, como es el caso que ocurre en este trabajo. It8 ha elaborado



teorfas generales de procesos de Ornstein-Unlenbeck generalizados estacio-
narios [23] y de ecuaciones diferenciales estocdsticas (de Langevin) para
procesos generalizados [24].

En este trabajo consideramos un sistema infinito de movimientos
Brownianos ramificados (ramificacién general) con inmigracién, donde el

campo aleatorio inicial y el campo aleatorio de inmigracidn son campos de

Paisson é y analizanos el comportamiento asintético de alta den-
sidad del sistema, es decir, cuando las intensidades de los dos campos de
Poisson tienden a infinito, Se demostrard una ley de grandes nimeros y un
teorema de convergencia del proceso de las fluctuaciones, y se estudiardn
las propiedades del proceso limite de las fluctuaciones, en particular la
distribucin 17nite cuando el tiempo tiende a infinito en el caso subcrf-
tico con inmigracién positiva.

Mgunos de estos resultados aparecen en los articulos [3], [14] y [16],
donde se presentan también otros resultados asintSticos para este sistema
con canbios de escala en espacio-tiempo y de 1a ley de ramificacién. Sin
enbargo, aunque en ellos se explica la técnica unificada de andlisis, no
se incluyen todas las demostraciones.

E1 objetivo principal de este trabajo es realizar en detalle las de-
mostraciones para los 1fmites de alta densidad del sistema citado, algunas
de las cuales habfan sido elaboradas de manera esquendtica por el Dr. Luis
6. Gorodtiza. E1 trabajo se realizs bajo 1a direccién del Dr. Gorostiza y
se presenta como tesis de Maestria en Estadistica e Investigacin de Ope-
raciones del 1.1.M.A.S.%

Debido a que algunas de Tas técnicas empleadas no son alin muy conoci-

das, en 12 primera parte de la tesis se presenta el material preliminar
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necesario y se dan referencias generales de cada tema tratado al princi-
pio de cada seccisn; los resultados que no se encuentran en éstas tienen
su propia referencia.

En el Apéndice se incluyen algunas definiciones y resultados adicio-
nales que complementan la informacién sobre el material preliminar.

Por Gltimo quisiera agradecer 2} Departamento de Matemdticas de la
Facultad de Ciencias, UNAM y a) Departamento de Matemiticas del CINVESTAV

del IPN las facilidades prestadas para la realizacién de este trabajo.

* Este trabajo forma parte de] proyecto PCCBBNA 002042 "Sistemas de Par-
tfculas y Campos Aleatorios", dirigido por el Or. Lufs G. Gorostiza
con auspicio del CONACYT.



1..TEMAS PRELIMINARES

£n esté capftulo se exponen Tos resultados que serdn utilizados en
el anlisis de Jos procesos a estudiar, No se pretende hacer una exposi-
cién exhaustiva de cada uno de Tos temas, pues éstos son sélo los elemen-
tos de 1a teoria empleados en el trabajo. No todas las secciones estdn
tratadas de la misma manera; en particular, los apartados sobre variables

aleatorias con valores en S'(RY) y convergencia débil de procesas en
S

= son més extensos y detallados.
Esto se debe en e primer caso a que el ruido blanco (variable alea-
toria en §'(RY)), juega un papel central en el trabajo, pues aparece
como e limite de ciertas medidas aleatorias.

En lo que respecta a la convergencia débil en DS‘lm[. &ste es uno de
Tos principales problemas que se tratan y s5lo se encuentra en articulos
especializados.

En la Seccidn 5 se considera 1a propiedad de Markov para procesos
con valores en un espacio métrico completo y para procesos con valores
en S'(RY (que no es un espacio métrico) sé1o se analiza el caso
Gaussiano, ya que esta propiedad s8lo serd utilizada en este caso.

€n general no se dan Tas

mostraciones, pero si las en
que se pueden consultar; se incluyen aquellas que no estdn én referencias,

asf como algunas que conviene destacar.

1. Los Espacios de Schwartz S(R%) y s'(R%) . y Jos Espacios de las
Medidas de Radon M(R%) , wr(RY), wp(RY).

(Referencias: Treves [40], Gelfand-Vilenkin [12], Gelfand-Shilov [13],



1ts [241)

Los procesos que se estudfardn son procesos que toman valores en
S'(RY) (espacto de Tas distribuciones temperadas de Schuartz) o en
#(RY) (espacio de Tas medidas de Radon}. En este apartado se dan las de-
finiciones y las principales propledades. Las definiciones de espacio de
Hilbert contable nuclear y espacio nuclear pueden consultarse en el Apén-

dice.

1.1. Los Espacios de Schwartz .
Sea s(n") el espacio de las funciones @:n" + R, infinitamente

diferenciables, tales que

d
- P10k, -
[l¢[1p a?\ﬁ]"gp s:n jEx (1+)xj|) 10%6(x}{ < {1)

para toda p = 0,1,..., donde x = {xp,...0x), k= (kp,e.oky),

Il = kgt otky y 0K s aikilax:(‘ L

Las funciones ¢ 6 S(RY) se Tlaman funciones répidamente decrecien-
tes (con todas sus derivadas) en infinito, y son conocidas cono funciones
de prueba.

Obsérvese que para cada p >0, [|-l}, definida por (1) es una norm
(mas no una norma de Hilbert) [ver Apéndice]. Introducimos en S(Rd) Ta
topologia de espacio vectorial topolégico Tocalmente convexo inducida por
el sistema de normas {I-IP. P20},

sea -flh» p 2 07 e sistema de normas de Hilbert en SR de-

Finido por



2 4 d Pioks ()] 2
= 1+]x, d: 2
ety |k)\t=01’ dj’:ll( +x51)P1D%(x)] “ax. (2)

Los sistenas de normes ([, p 2 0) ¥ (1l 5 2 0 son equivalen-
tes (en el sentido que inducen en s(RY) 1a misma topologia) ya que se
puede demostrar que [18] para toda p 3 1, existen constantes positivas

€, ¥ D, tales que paracada ¢ en strY
Collelly.y = 1ol < 0,4l ey

€1 espacio S(RY) con Ta topologia inducida por el sistema de nor-

mas (HI:HI,,» p 2 0} es un espacio metrizable, separable y completo, con

mtrica [12]
@ 2P|y
dlow) = § 2 Moty )
oo 1+ flomvill,

En particular s( Rd) es un espacio de Fréchet. Obsérvese que si n<m,

entonces

Wi - (4)

puesto que " {[]]+[ll,» p 2 0} es un sistens ce normas de Hilbert, S(RY)
es un espacio de Hilbert contable (ver Apéndice).

Denotaremas por sp()zd) Ta completacién de S(RY) con respecto a
1a norma me

Por (4), si n<m,
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S, (R < s(RY)
v por ser S(RY)  completo,
s(RY = N s (x.
n=0
Para cada ne M, 5,(RY) es un espacio de Hilbert, en particular
sl RY) = LK)
Sean 5, (RY) y (K Tos espacios quales de s,(RY v s(RY)

respectivamente. s*(RY) se conoce como el espacio de Tas distribuciones

temperadas de Schwartz.
€1 espacio s,"(RY) es un espacio de Hilbert con norma

Wiy = sup <Fups  Fes '(RY,66s,(RY,
" ihelg= n "

donde <-,+> denota Ta Forma bilineal candnica en s'(RY) x (&%), esto

es,

= Fle)y  Fes'(RD, 06 s(RY) .
St nem,
5,/ (RY @ 5 (r) (s)

(1 = U s (RY .
SR s (r%) (6)



Sea A la familia de todos Tos subconjuntos acotados de S(RY) 5
introducimos en S'(RY) 1a topologfa inducida por la coleccion de semi-
normes Il Aed? dadas par

IFlly= sup [<Fig>] .
Frss

Esta es 1a Tlamada topologfa fuerte, y S'(RY) con esta topologia
se 1ana el dual fuerte de S(RY).

Observaciones:
1) L2(RY, 8(RY), Lebesgue) es un espacio de Hilbert, por 1o que es
isonorfo con su dual; asf
R SEIERE SRR SIENIRG SHF R SR S
Estos encajes son continuos y densos. Las ternas
EEURALS SRR N :
55 ¢ Prh e s
se Tlanan ternas de Gelfand.
Tanbién se tiene S,(RY) =5,'(RY porser 5(R%) espacio de
Hitbert, pero en la terna de Gelfand 5,(RY) ¢ LA(RY ¢ §,"(R%) se

utiliza Ta topolagia en S,(R%) inducida por L%, la cual es mis débil

que 1a topologfa de S, (k).



2) Los funciones f & LX(RS) estdn representadas en 5'(RY) por
<t e [ olfae, b e SR,
¢

E1 espacfo §'(RY) contiene ademds a otros objetos que no son

funciones, por ejemplo, 1a § de Dirac y sus derivadas:
<t = 800 <o{d oo = (koo

y las medidas temperadas de Radon {Seccidn 1,2).
3) Los espacios S(R% y $'(RY) son nucleares (Apéndice). La nu-
Clearidad de S(RY) se sigue de que el dual fuerte de un espacio de

Fréchet nuclear es nuclear (Teorema 4, Apéndice).

1.2, Los Espacios de Medidas de Radon.

(Referencias: Choquet [6], Gelfand-Vilenkin [12], Bourbaki [5))

sea B(RY) 1a o-3lgebra de conjuntos de Borel de RS, y 4'(RY)
el éspacio de todas las medidas no negatives u sobre (R, B(R%))
tales que u(R) <= para cada conjunto compacto A; los elementos de
W(RY  se Vaman medidas de Radon positivas.

Introducinos en K*(R%) 1a topologia de ia convergencia vaga defi-
m'd'a de 1a siguiente manera: Denotemos por CK(Fd) la familia de todas
Tas funciones continuas de RS en R con soporte compacto. Para
en WRY y £ oen CURY, sea

> = | R




Una sucesion (u )y en (R’ se dice que converge vagamente a
en W(RY), y 1o denotarenos por wy ~You, si

R e Did
v

para cada f o Cy(RY) .

E1 espacio W'(RY) con 1a topologia de 1a convergencia vaga es un
espacio metrizable, separable y completo (6], es decir, es un espacio
polaco.

Se dice que una medfida 1 en M{RY) es temperada si existe un p

positivo tal que

gy = | ECIOREN
donde

a,fx) = (14lx1D)P, x o B

E1 espacio WH(RY) de todas Tas medidas temperadas estd caracterizado
por [12]

Rt =t nsrd

v sus mienbros son los elementos positivos de S'(RY).

Dada p, sean



H(RY. = e e (BT, g < o)

4 i gd"
O oK = (R U o2

Una suceston “(updpey en M(RY)  se dice que converge pvagamente
a we ) s

<upof> > anf>
" nee

para cada f & Gy s ¥ 1o denotarenos por

> u.

1 introducimos en M;(R“) 1a topologia de 1a convergencia p-vaga,
entonces (&) es un espacio polaco (la prueha de esto es andloga  1a

demostracién de que M'(RY) es polaco).

Observacion: Una medida u signada sobre (RY,B(RY)) se dice que es
una medida de Radon si u puede ser expresada como la diferencia de dos
nedidas de Radon positivas. Denotaremos por H(RY) a Yas medidas signa-
das de Radon, y por M(KY) a las temperadas (diferencias de medidas de
Radon positives temperadas).

Obsérvese que si i es una wedida de Radon signada, 1a medida de

variacién de y se define cano

4, -
ful= vy’



donde ‘1 y " son medidas de Radon positivas. Por 1o tanto, si A en

8(RY) es compacta,
Ju(A)] = WA +(A) <o .

La medida de variaci6n también estd dada por

ML= sup § Al
Ak

donde (Ai):=1 es una particién de A y el supremo se toma sobre todas
las particiones.

Observacién: En M(RY) se puede definir también 1a topologfa de la con-
vergencia vaga [6], pero no es adecuada para este trabajo por ser dema-
siado fuerte ya que trabajaremos con sucesiones de medidas (aleatorias)
en M(RY) cuyos 1mites no tienen variacion finita sobre compactos, y

por To tanto no estan en M(RY) . Sin embargo, se tendrd convergencia en
1a topologfa inducida en u.r(n") por $'(RY) , que es una topoTogfa mss

debi1, y dichos Vimites estardn en S'(R)\ My(RY).

2. Variables Aleatorias con Valores en S'(RY) .

Intuitivamente, un2 funcin aleatoria es una funci6n que se mide me-

diante un experimento aleatorio. §i (®,F,P) es un espacio de probabili-

dad y los resultados del experis responden a puntos w e @, se
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Meva a cabo un proceso de medici6n para obtener en cada instante del
tempo t un ndmero X (w). Asf, X(w) = {¥;(u),t e T} es una funcién
del espacio muestral @ en un espacio de funciones definidas sobre el
intervalo de tienpo T.

Esta noci6n de funcién aleatorda estd basada en 1a hipstesis de que
es posible medir el valor de dicha funcion en cada tfempa t sin calcu-
1ar su valor en otros momentos. Sin embargo, al realizar un experimento
en'el cual se mide una funcitn aleatoria X por medio de un aparato que
posee cierta inercia, la lectura que se obtiene no es el valor de 1a fun-

cién X en el instante t, sino mis bien un valor promedio,
o(9) = f o(t)x(t)dt,

donde ¢(t) es una funcién que caracteriza al aparato. Estas cantidades
dependen Tinealmente de ¢ y cambios pequefios de la funcidn (t} cau-
san canbios pequefios en (9).

Asf, como consecuencia de 1a medici6n de una funcién aleatoria por
medio de un aparato, obtenemos una funcional Tineal continua, To que nos
1eva a definir variables aleatorias con valores en espacios de funciona-
Tes Tineales continuas, o mis generalmente variables aleatorias con valo-

res en un espacio topoldeico.

DEFINICION 1. Sean (R,F.P) wi espacio de probabilidad y E un es-
A

pacio topolSgico con o-dlgebra de Bonel® E. Se dice que wi mapeo

* La c-d1gebra de Borel es 12 mfnima o-&1gebra que contiene a todos los
conjuntos abiertos de E,
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es una vaniable abeatoria- sobhe - R can vabones e E, o un etemento

ateatonto de Evad XNB) ¢ F para-toda- B eE:

Sea X una varfable aleatoria sobre © con valores'en E. La dis-
tribucién de X es la medida de probabilided P =PXL sobre (£,)
definida por

PA) = P(XHA)) = PlwfX(w) e A} 2 P{X €A}, AeE.

Ntese que P es una medida de probabilidad sobre un espacio abs-
tracto, mlentras que P estd definida sobre un espacio topoldgico.

Cualquier medida de probabilidad sobre un espacio topolsgico es Ta
distribucion de alguna variable aleatoria sobre algin espacio de probabi-
lidad: Dada P sobre (E,E), sea (0,F,P) = (E,E,P), y definimos X
como 1a identidad: X(w) = w, w e @ = E. X es una variable aleatoria
sobre @ con valores en E y tlenea P cono su distribucién.

Definir variables aleatorias con valores en espacios de funcionales
Tlineales continuas, ademds de tener la motivacién fisica mencionada a}
inicio de este apartado, tiene también una motivacién matemética, como
verenos en 2,1y 2.2, relacionada con Ja existencia de una medida Gaussia-
na esténdar.

En 2.1 recordanos 1a definici6n y algunas propiedades de las medidas
Gausstanss sobre Ry se demuestra que si £ es un espacio de Hilbert

no existe una medida. u Gaussiana estdndar sobre E tal que u(E) =

En 2.2 se tratan variables aleatorias con valores en §'(R%, 1a

funcional caracterfstica, el teorema sobre la correspondencia uno a uno
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entre ambas, y el teorema de Bochner-itinlos (generalizaci6n del teorema
de Bochner para funciones caracterfsticas). Como caso particular, el teo-
rema de Bochner-Minlos garantiza 12 existencia de una medida Gaussiana
estdndar sobre S'(RY) , Namada ruido blanco Gaussiana (mds precisamente,
por 1o citado arriba, el ruido blanco Gaussiang es un elemento aleatorio
de $'(RY) cuya distribuci6n es dicha medida Gaussiana),

La seccitn 2.3 estd dedicada a las medidas Gaussianas sobre §'(RY)
¥ se pone especial atencién al ruido blanco.

Por G1tima, en la secci6n 2.4 se definen procesos estacdsticos con
vatores en §'(RY), Tlamados usualmente procesos generalizados, y se

consideran procesos Gaussianos generalizados.

2.1, Medidas Gaussianas,

(Referencias: Hida [18], Ibrahinov y Rozanov (25])

DEFINICION 2. Una medida de probabilidad y sobre RC se dice que
o4 Gaussiana 84 su funcifn caractentstica

) = | e e
lld
estd dada pon.

iyam > 1/2 Q> . q

aly) =e yeR, (7)

d

donde m, e o2 vecton de vaton medio y QR + R’ es wn openadon Li-

neal positivo amado operadon de covanianza |su matniz nespecto a £a
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base candnica de R es ta matiiz de covanianza) . En esté caso, <-,e>
es et producto inferion en RS B

Se tiene

> = J’ yooud),  ye R
o Fd

Q2> = I B [<ysxo-<y 2] [<z.x0 - <zamsTufdx), vo z € r!
R

22
Para d =1, fly) = & V2 OV, con

n= ‘ xu(dx), Q = I e Pulex).

R R

La medida y con valor medio m y covarianza Q estd concentrada
en un hiperplano L de R® de dimension K, donde K es el rango de
Ta matriz de covarianza, Esto es, W(RINL) =0 y y es absolutamente
continua con respecto a 1a medida de Lebesgue en L, con densidad

o(x) = —L—— exp (- F M xm) em), x6 L, (8)
(2n)¥/%4etq

en donde Q se entiende como @] operador Q restringido al subespacio
QRY, detQ es el determinante de la matriz asociada y Q! es el ope-
rador inverso restringido a dicho subespacio (el hiperplans L es

n+qQRY. §i AeB(RY), entonces
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W = [ el
ANL

En el caso d = 1, una medida Gaussiana siempre tiene densidad

(excepta si o? = 0, en cuyo caso es una medida de Dirac 8).

DEFINICION 3. Una medida Gaudsiana en RS se dice que es estdndan
5 es absolutamente continua con respecto a fa medida de Lebesgue en RY

4 au funcibn deo densidad estd dada por

ez

(22

olx) (O]

Asf, si u es una medida Gaussiana esténdar en RY, su funcién carac-

terfstica es

o - W2 (10)

esto es, u tiene valor medio cero y operador de covarianza Q= I.
De 1a definicibn de medida Gaussiana se tiene que para toda y e RO

y para toda ue R
o) = [ MYy
“d

ey - 172 uEeyy> an

Por To tanto, tenemos que la medida u es Gaussiana si y sélo si para

cada, y en RY fija, a varfable aleatoria real <,-> sobre RY
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es Gaussiana, esto es, si 1a proyecci6n de u en cada direccifn y es
Gaussiana.

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimension infinita con
producto interfor <-,> y norm <x,x1/%,

DEFINICION 4. Dada una medida finita u sobre H {a transformada
de Fourier @ de 1 estd dada por

(y)

! Y Rude), ye .
H

ET problema que trataremos es el siguiente: tExiste una medida p
Gaussiana estandar sobre H? Puesto que la medida de Lebesgue no existe
en H, y 1a medida Gaussiana esténdar es una medida absolutamente conti-
nua con respecto a sta, es necesario precisar la pregunta anterior. Se
podrfa plantear de la siguiente manera: iExiste una medida de probabili-
dad u scbre K tal que ft es de 1a forma

2
aly) = e 12181 2 (12)

Suponganos que sT existe, y sea {e;} una base ortonormal de H.
Entonces para toda u e R y pera toda n,

2
fuce x> 1/2 fjue, 2
Iu! 60 luegl® (12

Por 1a fgualdad de Parseval, tenemos

3 g = [ <

nal
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y de aqui que <e x> >0 cuando n =, Por el teorena de convergencia
dominada

fuce %>
lin [ e u(dx) =1 para toda u e R.
nee i

Se tiene asf una contradiccién.

Considerando la misma base ortonormal (en). Y UysUpse.. € R, Se
tiene que para toda n

n
i <le ujegx >

n
15 u<ey %o

g 3T
fH e It u(dx)

u(dx) = [H e

Tugces x>
I e T e
W

por lo que las variables aleatorias <ejx>s § = 1,..., son Gaussianas

estdndar independientes en (H,B{H),u). Entonces, por la ley de los

grandes nineros,

i1
ok
o ast
)
Rt

pero por Parseval



F o ) <o
i

Nuevamente una contradiccidn.

Puesto que <ej,x> son las coordenadas de x, las contradicciones
anteriores sugferen que el soporte de i debe ser més anplio que H, y
que u(H) = 0.

Si tratamos de definir la medida Gaussiana estdndar en H como una
medida que cumple otras propiedades de Ta medida de Gauss estdndar sobre
R, por ejemplo invarianza bajo rotaciones, se llega también a contra-
dicciones.

E1 siguiente teorema nos da una condicién necesaria y suficiente

para la existencia de una medida sobre H cuya transformada de Fourfer

B 2
ests dada por o V2 IWIZ,
TEOREMA 1. Sea B un espacio de Hilbent separable. La fun-

2
citn e V2 o W os 22 tansformada de Founien de wna medida
4inita 80 g soko 8L A+ H o un opeadon de Hibbert-Schnide (Apéndi-

ce).

S1 H es de dimensién infinita, el operador identidad no es de
Hilbert-Schmidt, pues todos sus valores propios son iguales a 1, por To
que en H no existe una medida u con transformada de Fourier
12Uy I°,
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2.2, Varfables Aleatorias’en S{RY)

(Referencias: Gelfand-Vilenkin [12], 1t [24])

Consideremos el espacio de las distribuciones temperadas de
schwartz S'(RY), con 1a topologia fuerte, y denotemds por 8(S') s 1a
o-8lgebra de Borel de S'(RY) .

Sea (R,F,P) un espacio de probabilidad, De acuerdo a la Definici6n
1, una variable aleatoria con valores en S'(R9) os un mapeo de 2 en
$'(R% tal que X"N(B) & F para toda B e B(S'). Esto es, a cada
we® seleasocia una funcional Tineal continua X(w) = {<K,¢>(w),

¢ e S(RY).

Observacitn.

En algunos textos [12] a las variables aleatorias en s'(RY) se
Tes 11ama variables aleatorias generalizadas si d = 1, y campos aleato-
rios generalizados si d > 13 y se definen como un sistema de varfables

aleatordas sobre un espacio de probabilidad (R,F,P):
d
{<he>(a)s 6 € S(RY

con espacio de pardmetros S(RY), tales que <X,¢>(u} es continua y
Yineal en .

En general, si se consideran otros espacios de funcionales Tineales
continuas, 1a Definici6n 1 y 1a anterior no son necesarianente equivalen-

tes, pero para S'(RY) s 1o son.

DEFINICION 5. Sea " X= {<Xug>, ¢ & SR wna vaniable afeatonia
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con vatones en”'S'(RY) deginida sobre’ (R,F\P) . La fuwrcidn con vakores
complejos deginida sobre  S(RY) por
oo = ECe™ Ry, g e s

se Leam fa funcional canacteristica de X.

TEOREMA 2. Sea X uwia vandable aleatonia con valoxes en S'(RY).
Entonces C(o) = C,(¢) satisface fas siguientes propiedades:
(6.1) ©(¢) es positiva definida, esto es,

n . 4
JlE'lajakc(%-gk) 20, nel, ajet, ¢;6S(R )

(¢.2) c(o) = 1.
(€.3) C(¢) es contimuz en ¢ =0.

DEFINICION 6. Sea w wia medida de probabilidad sobre (S'(Fd) .
B8(s").
R R R L A

s £2am £a funcional caracterstica de p.

Una funcional con valares complejos C(¢), ¢ € S(RY), se 1lama una
funcional caracterfstica sobre S(RY), si C(4) = €,(¢) para algwna 4.
Obsérvese que s1 X es una variable aleatoria con valores en
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s4r%) v P es su distribucién, entonces

TEOREMA 3. La comrespondencia u + Cu es 1-1, esto es, &4 C‘x -

entonces 1 = v.

El siguiente teorema es una generalizacién del Teorema de Bochner.

" TEOREMA 4 {Bochner-Minlos). tna fuicéfn con vatones complejos C(o),

6 e S(RY), o4 wna funcional canactenistica si C() satisgace Las condi-
ciones (C.1), (C.2) y (C.3) def Teorema 2.

Considerens Ta terna de Gelfand

s(rh ¢ L3R ¢ s (2.

Obsérvese que 51 £ a L%, <F,g> es el producto interior en L2(RY).

Para S'(RY) el problema de Ta existencia de una medida Gaussiana
esténdar puede plantearse de la siguiente manera: ZExiste una medida
Gaussiana u sobre S‘(Rd) tal que su funcional caracteristica estd
dada por

2
o) = V2T e 5wty

€] Teorema de Bochner-Minlos asegura la existencia de tal medida, y ésta
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es Tanada medida de ruido blanco Gaussiana. Se tiene w(LZ(RD) =0,y
existe n tal que w(SRY) =1 (para d=1,

=1

2.2.1, Operaciones con Varisbles Aleatorias en S'(R%).
(Referencias: Gelfand-Vilenkin [12])
Las operactones con veriables alestorias en §'(R%)  son definidas
de manera andloga a las que se definen para funciones generalizadas.

Sean (R,F,P) un espacto de probabilidad y X, K, variables alea-
torfas sobre @ con valores en S'(RY).
‘)

Entonces 1a variable aleatoria

aXy + BX, en S'(RY) estd definida por

(eXy + X)) (w)]

{a<ty $>(0) + 8ty u9>(0) , ¢ 6 S(RDY .

La derivada X' de una variable aleatoria en S'(R) estd definida por

X'(w) = (-<X,6'>(w), ¢ € S(R}

donde ¢' es la derivada de 9.

Nétese que mientras 1a derivada de un proceso estocdstico ordinario
puede o ser un proceso del mismo tipo, la derivada de una variable alea-
torfa en S'(R) siempre existe y es una varfable aleatoria en S'(R).
En particular, como veremos en 2.3, Ta derivada del proceso de Wiener no

es un proceso ordinario, pero si es una variable aleatoria en S'(R).

St X es una variable aleatoria en S'(R%), a cads ¢ e S(RY) 1Te
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corresponde 1a variable sleatoria real <k,¢>. Supongamos que cada wna de
las variables aleatorias <X,9> tiene media m{¢), 12 cual es continua en
6. Entonces m(¢) es una funcional lineal continua sobre S(RY) y la
Tlamarenos 1a media de 1a variable aleatoria X. Si la media de la varia-
ble aleatoria <X,¢><X,4> existe para toda ¢ y ¥, y es continua en
anbas, Tlamarenos 2 dicha media 1a funcional de covarianza de X, y la
denotaremos por  K(6,¥). Por la Tinealidad de la funcin <X, se sigue
que K(¢,%) es una funcional bilineal sobre S(RY) x S(RY). Ya que Ta
variable aleatoria <x,0>% es positiva, K(¢,4) también 1o es. Por 1o

tanto, 1a funcional de covarianza es positiva definida.

2.3, Variables Aleatorias Gaussianas en $'(RY).

(Referencias: Gelfand-Vilenkin {12], Hida [18]).

DEFINICION 7. Sea X wra varizble afeatoriz con vafores en S'(RY).
Decdmos que X es Gaussiana si su funcional caracterlstica estd dada por

o) = explinte) - § Klone], o e S(RY), (15)
donde m es una funcional Lueat contwmua sobne S(RS) g K(gny) o

una fonma biléneat positiva deginida sobre s(RY) x (RY). En este caso,
m oy K son fas funcionales de media y de ianza de. ¥,

mente.
Obsérvese que el ruido blanco,cuya funcional caracterfstica estd
dada por € (0) = " V2IH", o ¢ S(RY)." es una medida Gaussiama con

media 0 y funcional de covarianza
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Ko = [ etaaides | [ atenetamiioy,
K rxe
donde B(x-y) es la delta de Dirac en R%.

Sea X una variable aleatoria Gaussiana en. S'(R%) con media m v
Tineal finita de las variables

ri K y consideremos una

aleatorias <X,Qj>. d=1,...,n, esto es

Leoon. (16)

a
Y= jzl 3;<%85%, ag e R,

Es fécil ver que Y es una varfable aleatoria Gaussiana con media
1 n n

n( ) agy) yvarianza k(I agy, ) aje;). En efecto, denotando
3= ESRRCAE SRR

por u a la distribucién de X, la funcién caracteristica de Y estd

dada por

j exp [ it jgl a2 ] dui) =

- ]exp [i<x 121 tagop] auto)

n n n
< e [im[jgl tages) - k(jgl ta505, 521 tago;)]

o on Lo, n n
= exp[itn (Gl oy)- £ k(j;) agpge 12y Y.ter ()
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Por 10-tanto - ¥ es una variable aleatoria Gaussiana con media

‘ n n
m( Z agh;) v varfanza x(jz1 agoge 1 ageg) . Haciendo € =1 en
(17) 'y viendo a las a

como varfables, venos que 1a media de  <X,é;
es m(%). pues

0 .
mlE o) s 3 o).

¥ 12 covarianza de <X.0;> con <Ky > es Klegady). ya que

[
K( 2 oI }oage)- PRRRTTUERE
2.3.1, E) Ruido Blanco
Sea W = (it >0} el proceso de Wiener de dimensién 1 entonces
?
Wy = N(O,£) y Cov(H. M) = min(s,t),
donde  H(0,t)

es la distribucién normal con media cero y varianza t.
Este proceso puede considerarse como una variabie aleatoria en

SR
con media 0 y funcional de covarianza

K(a¥) = J’:E@(t)“d(s)m‘ln(s.t)dtds.

Ta cual, haciendo algunos célcutos, tiene 1a forma

Kot = [[ Slorbtosac,



donde
s - [ o, vzo,
¥ cuya funcional caracterfstica estd dada por

oo = e (- 5[ 130831200, (18)

Es bien conocido que como proceso estocdstico el proceso de Wiener no
tiene derivada, Sin embargo, como variable aleatoria en S'(R) podeos
considerar su derivada. La.funcional caracteristica de la derivade del
proceso de Wiener se obtiene sustituyendo en (18) ¢ por -¢' (véase

2.2,1):
@ e -} [T et -eec-Fiah, o)

donde || es 1a norma en L%, Asi, vemos que la derivada del proceso de
Wiener es precisamente el ruido blanco Gaussiano.

| Por su media y funcional de covarianza vemos que e ruido blanco es
estacionario (invariante bajo traslaciones); por lo tanto podemos consi-
derarlo definido en todo R.

Intuitivanente, puede pensarse que el ruido blanco en dimensitn 1
es un proceso Gaussiano cuyas trayectorias no son funciones ordinarias
sino funclones - generalizadas (elementos de S'(R%)), las cuales son
as derfvadas generalizadas de las trayectorias del proceso de Wiener.

Denotaremos al ruido blanco por N, y formalmente podemos escribir
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Doed
He = g My

Por otra parte, sea W una medida aleatoria signada sobre (R,B(R))

tal que
.0
WA = N(0,[AD). A € B(R),
para A acotado y
Cov(H(A),H(B)) = |ANB|,
donde |+| es 1a medida de Lebesgue. Es claro quesi A y B son aje-
nos W(A) y W(B) son independientes.
A continuacin calculanos 1a funcional caracterfstica de <i,¢»,
¢ e S{R). Sean Alv.A..An en B(R) acotados y mutuamente ajenos y

sea ¢ definida por

g€ R

b
4= ) aly. A
sa 4Ry 1
entonces

- N
Hyg> = H(AS) .
ot e L oty

Puesto que Tas Ay son ajenas, 1as ;I(Aj) son independientes: Tuego
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£l ey o le gy

72 a2la )12 RaRlagl
P R o

-1/2 Zlo(t)2dt .
e

sea ¢ e S(RY). Aproximando a ¢ por funciones simples, obtenemos de lo

anterior

-172 £ et 2
4 VAT

el M)

esto es, la medida aleatoria W tiene como su distribucién al ruido
blanco Gaussano.
Sin embargo, W no es una medida de Radon. En efecto, sea

» .
A= bl = U ™, donde (A{"3 es una particién de A en n sub-

fatervalos iguales. Por To tanto, [A] = n[a{™].

La medida de variacién de W sobre A es

. .
IR = sup T AL
k=1

W35

donde el supremo se toma sobre todas las posibles particiones de A,
Basta demostrar (véase 1.1.2)

Ay == cus.,

para To cual basta probar que
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oy et o
h T

Se tiene
. 2,
{n) i
(A L %,
iglu' e L

donde  Xj,Kp,... son variables aieatorias independientes con distribu-

cién N(O,A]).
for 1a ley fuerte de Tos grandes nimeros

P
T S o

LR S|

¥ por 1o tanto

de donde se sigue el resultado.
Por 10 tanto W mo es una medida de Radon aleatoria. Hemos dado los

argumentos anteriores para d = 1. Se tienen los mismos resultados para

cualquier valor de d.
La relacién entre  y W es (formalmente)

i = [n iydt A e B(RY).
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2.4. Procesos’ Estocisticos con Valores en s'(RY).

(Referencias: Mitoma -[37], [38])

DEFINICION 8. Un proceso estocdstice X = (X'_,t 2 0} con valones en
S'(Rd] e una colecedbn de variables aleatorias Xt de un espacio de
probabitidad compteto (,F,P) en (s'(RI)8(s (RY)).

DEFINICION 9. Un proceso estoedstico X = (Xl.t > 0} con valores
on '(RY) se dice que o Gaussiano 8¢ La famibia de variables aleato-
nias neakes (Xey835 t 2 0.0 ¢ S(RU) fomma wn sistona Gaussiana, e
decin, i para toda coleccibn §inita ty,....ty en [0, y
dyatynneaty € SR, ok veston ateatonts

(<X 0p> BRI
tl 1 tm m

tiene distribucibn Gaussiana en R,

Dos procesos estocdsticos %

Xpat 2 0L ¥ 2 {Y,t 2 0)  defini-
das sobre €1 mismo espacio de probabilidad con valores en §'(RY) se

dice que son versiones uno de) otro si

P(Xy = ¥y) =1 para toda t 2 0.

Obsérvese que es 12 misma definicion que en el caso real.



3. Convergencia Débil,
(Referencias: Billingsiey [21, Bourbaki [5])

La teorfa de 1a convergencia debil se refiere a la convergencia de
variables aleatorias (en €] sentido que definiremos mds adelante) que
toman valores en un espacio topolégico. Dada la equivalencia entre medi-
das de probabilidad y medidas de distribuci6n, los resultados que se
presentan a continuaci6n serén enunciados en ambas versiones.

Sea E un espacio topoldgico y E 1la o-algebra de Borel de E.

DEFINICION 10. S¢ (P ), ¥ P Son medidas de probabifidad sobre
(E,E) tales que satisgacen

f 7, ﬂf o (20)
€ naw e

para cada funeifn T neal, contima y acotads sobxe  E, dixenos que P,
converge débiknente a Py Lo denotmremos pon P = P.

DEFINICION 10°. Una gamibia (¥} .n  de variables aleatonias que
toman valones en (E,E), diremos que converge en distalbucidn a a varia-

bee aleatoria X, y eseribiremos

Xy —> X,
44 Las distribuciones Py de £as variables aleatonias X" convergen
débikmente a La distribucién P de la variable aleatoria X, esto es,

sé P =P
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TEOREMA 5. Sea € un espacio 2opolfsics completamente negubar®, y
P.0 dos medidas de probabitidad sobre (ENE). SO :

IEfdP=J‘EfdQ

pana cada funcifn neal continua y acotada f sobre  E, entonces

Obsérvese que para medidas de probabilidad en un espacio topol6gico com-
pletamente regular, si P = P el teorems 5 asegura la unicidad del
1imite P.

TEOREMA 6. Sean (P},

ey ¥ P medidas de pnobabibidad sobne

(E,E). Entonces P =P iy 8620 8¢ cada subsucesidin TP}, contiene
wia subsucesibn " {Ppudpn  tal que Py = Pl

Sean E y E; dos espacios topolGgicos completamente regulares
con o-dlgebras de Borel E y EI respectivamente, Entonces si h es
un mapeo medible de E en El' cada medida de probabilidad P sobre
(E,E) induce sobre (E;,E;) una medida de probabilidad Gnica, definida
por phl, donde

phla) = PN pare Al .
* Se dice que E es completamente regular si y s6lo si para cada xeE

y cada vecindad U de x existe una funcién continua f:E -+ [0,1]
tal que f(x) =0 y FENU) = 1.
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$i h es una funcién continua, puesto que f(h(x)) estd acotada y

es continua sobre E sfempre que fly} sea acotada y continua sobre

E‘- si P" = P, entonces
[f(h(x))p"(ax) » [f(n(x))p(au
Transformando las integrales obtenemos

[rtsieilan - [etoentian,

1

por To tanto P h"t = Pr7Y Esto es, s1 P = P entonces pn7ls pn

para h continua de E en Ej.
Esta hipbtesis de continuidad puede ser debilitada, como se muestra

en el Teorema 7.
Supongamos que h es medible, y sea Dy el conjunto de disconti-

nuidades de h. Entonces Dy e E.
TEOREMA 7. S{ Pn =Py P(Dh) = 0, entonces
P"h'l =l

En las siguientes secciones se dan condiciones para 1a convergencia

débi1 de variables aleatorias con valores en S'(R%) y de procesos es-
tocésticos con valores en S'(R®), continuas por 1a derecha con lmites

por Ta izquierda.
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3.1. Convergencia Débil en S'(RY).

(Referencias: Boulicaut [4])

S§ p. es una medida de probabilidad sobre (R, B(R%), 1a funcicn
caracterfstica de 1 estd dada por:

o = | LS, e ®,

donde <-,+> denota el producto interior en RY. En este caso, si

Wi son medidas de probabilidad sobre (R, B(RY)) con funciones

" i By B4 i » 1 teorema de continuidad de
Lévy nos da una condici6n necesaria y suficiente para la convergencia
débil de w @ w

TEQREMA 8 (Lévy). Sean {u)pey Y » medidas de probabifidad
sobre (RY, B(RY)). Una condicidn necesania y sugieiente para
¥n = el

0,(8) > 2(t) para coda t e B,

donde i, y 0 don £as funciones caractonisticas de v, y U respec-
tivamente,

E1 siguiente teorema es una generalizacién del teorema de continui-
dad de Lévy para variables aleatorias con valores en E', el dual de un
espacfo E de Hilbert contable nuclear (Apéndice).
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TEOREMA 9 [4]. Sean wy, u medidas de probabitidad sobre E'. donde
€' cs o dust fuente de wn espacio de Hilbext contable muclear; y f)

0 fas funcéonal dowy 4w & Enton-
ces una condiedSn neccsanda y suficdente pura ™ u ek

8,(¢) > (¢} pana toda ¢ e E.

puesto que S(RY) es un espacio de Hilbert contable nuclear, el
espacio S'(RY) con 1a topologia fuerte cumple con 1as condiciones del

Teorema 9.

3.2. Convergencia Débil en D([0,=),8'(R%) .

(Referencias: Mitoma [39])

sea Dgils) 5 0({0=),5'(R%) 1 espacio de todos los mapeos del
intervalo [0,) en §'(RY), continuos por la derecha con 1fmites por
1a izquierda en 1a topologfa fuerte de S'(RY). En este apartado da-
remos condiciones para la convergencia débil de procesos estocdsticos
X={tte {0,=)} cuyas trayectorias muestrales pertenecen a D[]
Dado que estas condicianes dependen de 1a topologfa en Dg.[<], en 1a
secci6n 3.2.1 Ta definirenos, y en Ya seccitn 3.2.2 daremos las condicio-

nes de convergencia.

3.2.1. Topolagfa -
Para ‘definir 1a topologfa en Ds;[n] requerimos de algunas defini-
ciones preliminares que presentamos a continuacién,

Dado un espacio topol6gico E, denotaremos por D¢ ¥ D( [0,1),€) al
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espacio de todas los mapeos del’ intervalo" [0,1] “en- :E, continuos por
1a derecha, con Ifmites por 12 izquierda.

Sea: 0 1la clase de todas 1ds: funciones continuas, estrictamente
crectentes, de1 intervalo " 0,1 £sobre 37 nismo’

En Dp definimos la métrica

R

dlxy) = inf Csup [x(t)ylo(e))] + sup [log HBL(L )y (1)
0e0 te[0,1 s,tit[ﬂ,l]
s

)

£l espacio Dy con la topologfa inducida por d(x,y) es un espacio
métrica, separable y completo [2]. Esta es 1a 1lamada topologfa de
Skorohod.

Anglogamente, en by con la topologta [ll|_, sebre S; definimos

Ta topologfa de Skorohod como 1a topologfa inducida por 1a métrica

[10g HE8L 1y (2)

dp(xy) = lntmux(t)-y(e(tml_p + S,su

inf{ s »
0e0 tel te]0,1]
st
Con esta topologfa Dg, s un espacio métrico, completo y separable.
3

Sea {[-1),A e A} Ta familfa de seminormas que definen la topologia

fuerte en $'(RY), y consideremos las siguientes semimétricas:

Gy(x) = (s up [x(e)y(e(t)], + sup [log UEED |y sen.
0e0 te[0,1] 5,1 : 0,1]
t

i te[C
s

Definimos sobre Dg, 1la topologfa del ifmite proyectivo de



{dy(+1+),2 & A}. Con esta topologfa:: Dg; -es un espacio“topel6gico com-

pletamente regular,

Observacitn. J Dg, s donde esta igualdad debe entenderse como
3]

iguatdad de conjuntos.
sea Dg[=] = 0g([0,2),8'(R), (g |
Dga o] = D([0,2), S, (R} 1 espacio de todos Tos mapeos del intervalo
P

= 0(]0,=),R),

0. en SRY (en R y s';(Rd) vespect ivamente) , continuos por
1a derecha con 1imites por 1a {zquierda en la topologfa fuerte de $'(RY
(en 1a topologfa de Ry SH(RY) respectivamente).

En forma semejante a Lindvall [31] se utilizan las topoloafas en

Ogiy Dp ¥ “s'; para introducir topologfas en Dg,[e], bpl=] v

=|. Con esta topologTa us,|m] es un espacio topolGgico completamen-

P
te regulary Dglef y Dg (=] son espacios métricos separables y com-
]

Pletos.

Observacion. D[] = LJ Dy [+], donde Ta foualdad debe entenderse
P=0 5p

como igualdad de conjuntos.

3.2.2. Convergencia Débil.
1) Distribuctones Finito-Dinensionales.
Sea x un mapeo del intervalo [0,1] en §'(R%). Supongamos que
x, comerge a x, cuando t - s. Entonces, por definicidn de la topo-
Togfa fuerte, para toda 1 e A
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Ixg=xgl, = 0 cuando t 5.
En particular, si ¢e S(RY), A =0l e A ¥

[y = %l ryy = SUP. Jexo=x 2] = [<x,.0> « <x\2]
sl (o} sefo) | b S t s

esto es,
[€xgi9> - <xg¢>| » 0 cuando > 5.

Ast, para cada ¢ e S(RY) denotamos por 7, el mapeo de D, en Dp

definido por

X <X, .

o

PROPOSICION 1. EZ mapeo T, es contnuo.

DEMOSTRACION. Supongamos que (x 3 oz €5 un filtro en Do, y que

X, * X; entonces, para toda A€ A,
Tim dy(x %) = 0.
ach O

Sea A= {plap e S(Rd). Entonces A6 A ¥

dy(%,s%) = dlex 50300x,93)

donde d es la distancia definida por {21), Par lo tanto,
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Um0 =<k -
cop a \

Para elementos ' ¢),65.00. 8, & &Yy puntos Eyatpseensty en
ety o
[0,1] sea " ‘el mapes de Dg, en R definido por
NEENN

t
!

i,

n n

5 %6 Dy > (SXy W81>5Ky 057 400Xy 40> JERT,
$paeety s ) f Ky 2 t,%n

tl...-.tm.n -
Bpaeeeady | tpeeenaty T 01000y

Obsérvese que 1 , donde
Wl’l\

6 Dgu + (X8>0 a<x,0p2) € (D)

1

W) 6 0™ o (™) ¢
1 m

+{x
ety
PROPOSICIOR 2. Sea ¢ = {9;}; y un conjunto denso numenable en
S(RY). Entonces para cada medida de probabitidad P sobre Dgi exidte un
conjunto denso T, T, [0,13, 2al que para ¢,,...,6 €, y
pr ST y 1 m
tn

ty, s contisuo excepto en wt conjunto

1
'tm € Tp’ el mapes “°1
de medida P iguat @ ceno.

tI“

tiaeies t
DEMOSTRACION. El mapeo 1, es continuo si 1,’ es continuo
S psen by %4

para cada 1, y puesto que 7, es continuo (Proposicicn 1), basta anali-
zar Ta contimuidad de . .
4

El mapeo n, es continuo en x 8 Dp siy s6losi x es continuo

en t. Ademds, para una medida de probabilidad P sobre Dp el conjun-
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to de las ' [0,1] tales’ que: ,:"es continuo excepto en un conjunto de

medida P igual a cero-es denso [2] 'S(RY) ' para una ' niedida

Junto ‘de 1as ¢ & [0;1]
6 ‘extepto en un conjunto de me-

dida P igual a cero, Esto es, t 815 sty sdlo 51 P(9F) = 0, donde

9 = (K6 DG ek 80 X s)

5
d
,-On LSRR O P

Obviamente T, €5 denso, y para ...ty € Tp ¥ dpenidy 80,

thamenst,
el mapeo T ¢“ es continuo excepto en un conjunto de medida P
1 n
igual a cero.
tlx.n.tm
Adenis, el mapeo R es medible para toda t),....t, € (0,1,
oqreeaty 1 n

Y gpeeeeady o0 S(RY, pues n es continuoy m medible [2].

Denotarenos por 8(Dg.) 2 1a o-dlgebra de los conjuntos de Borel en Dg,.

PROPOSICION 3. Sea B(Ds.) 2a coleceibn de todos Los subconjuntos
de ta forma

{x € D <"t1’¢1>"“'<"tn‘°m’) e A}

AeBRY, t;eT g0 ¥y mel,



I
{2tanados citindnos), donde & -cs un conjunto rumenabie deaso en S(EC),
T un conjunto denso en [0,11 y 1 & T, Entonces La minima o-&egebna

que contienc a B(Dg,) codneide con B(Dg.).

DEMOSTRACION, Como S(Rd) es Fréchet nuclear, por 1a Proposicidn

5.3 de [27],

L BT e e et me b

-1
B(Bg,) = ofn

= .,m;‘ mle):tl,u.,tm 6 [0,1], me NI,

-
donde H, es una clase que genera & ((S'(R)))®™. se puede toner

Hy = H" donde H es la familia de todos los conjuntos de 1a forma

€ es(RY):<6,e ca,ae R, ¢ s S(RYD,

debido a que la o-&lgebra de Bovel fuerte de S'(RY) coincide con su
g-glgebra de Kolmogorov, pues S(RY) es Hilbert contable [24]. Basta
tomar 6 en un subconjunto mumerzble denso ¢ de S(RY), por la conti-
nuidad de €6 S'(RY) sobre S(RY), y bosta tomar t,t,
{0,1] que contenga a 1, porque

en un

subconjunto numerable denso T de

x,0» € Dp para cada x5 0g y ¢ 6 S(RY).
Andlogamente tenenos 1as siguientes proposiciones para Dgfx).
EROPOSICION 1. Sea 1w, ok mapeo de Dgu[=] en D[] definido por

Myi x> <xy405

X



entonces 1 es continuo .

PROPOSICION 2'. Sea ¢ = “l)ieN un conjunto denso numerable en
S(R). Entonces, para cada medida de prababitidad P dobae Dg,[~]
exdste un confunto denso Tp, Tpe[0,%), 4l que para Qprenertq €0 ¢

et
et 6 Ty, of mapeo 1.0 ™ oy continuo excepto en un conjunto
peetp €T IR

-
de medida P iguat a O, donde

Tyt

1ot
epennety X0 0

g

ERC T RIS I LN
L tm

Denotaremos par  B{Dg,[~]) a 1a g-dlgebra de los conjuntos de Borel

an D]

PROPOSICION 3. Sea B(Dg,[=]) £a coteccidn de Lodos Los subconjun-

o8 de ta fouma
Goe D Telilany wopaitooxg gp2) € A1, A s B(R"), t;e T, 0,60, me N,

donde © s un conjunto numenable denso en S(RY) g T es denso en
[0,m). Entonces La minina o-dtgebna que eontione @ B(Dgi[=1) coinoide
con Bl0g,[=).

DEFINICION 11. Sea P .una medida de probabilidad sobre Dguf=].

Leamanemos a Las medidas
tyaeent,
9,

o(x T I N SR, me n,

oy
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a8 distnibuciones ¢nito-dimensionates de P
Como consecuencia de 1a Proposici6n 3', tenemos :

PROPOSICION 4. SL Py Q son medidas de probabitidad sobre Dg,[<]
tates que sus distribuciones {inito-dimensionales coinciden tomando a t

en TpNTy ya ¢ enunconjunto dewo & en S(RY), entonces P = Q.

DEFINICION 11'. Sea X = (Xt € [0,=)) wn phoceso estocdstico con
untones en §*(RY), cayas tayectonias meestrates pentenceen @ Dg,[o].
Pore cuatesquivia op-engy € SIRY) y tpsty ¢ [0,0), comsidencmos
et veeton aleatonio ((X‘x’¢1>""'(x‘m’°"‘)) e R, Las distribuciones
§inito -dinensionates de X son fas distuibuciones de estos veotones alea-
2onios.

PROPOSICION 4'. Sean X z (Xt € [O,0}} y ¥ = (Y.t ¢ [0,@)} dos

phocesos cuyas estdn en “s'[“‘]' S
fas distribuciones finito-dimensionaled de X y Y coinciden, entonces
X y Y tienen fa misma distribucion.

1) Convergencia Débil de Procesos.

PROPOSICION 5. Sear (x")ml Y X procesos estocdsticos con thagec-
2onias en Dgfe] tates que X" 3 x. Entonces, 8L o = (o), 08
confunto deaso en S(RY) y P es 2a distribucibn de X, existe un con-

Jjunto denso Tp, TpC.[0,%), 4al que- 84 &), G e Yt .ty €Ty,
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7
[T ORI L PUS B A O SRS eS|
£ 0 LR TR Foy o
excepto en un conjunts de medida P igual a ceno.
DEMOSTRACION. Es una consecuencia del Teorema 7 y la Proposicidn 2'.

Como es bien sabida el recfproco de 1a proposicion anterior en gene-
ral no es valido [2]. Esto es, 1a convergencia déhil de las

finito-dimensionales no es una condicién suficiente para la convergencia
débil, Sin embargo, con una condicién adicional, 1lamada compacidad rela-

tiva, se cumple el reciproco.

DEFINICION 12, Sea T una familic de medidas de probabitidad sobre
un edpacia topolSgico completamente regubar (E,E). Diremos que W o4 se-
cuenedatmente nelativamente compacta &i cada sucesidn de efementos de 1
contiene una subsucedibn débilmente convergente; esto es, i pana eada su-
cesdbn (P )o oy e T, existe wna subsucesidn (P Y. g una medida
de probabilided Q ldefinida sobre (E,E) pero no necesariamente un ele~
mento de M) ak que Ppi=Q.

Supongamos que {#} 1y P son medidas de probabilidad sobre
Dgil=], que Tas distribuciones finito-dimensionales de P, convergen dé-
bilmente a las correspondientes de P, y que {Pn)ne" es relativamente
compacta. Entonces cada subsucesién {P,,} contiene una subsucesian (P}
que converge débiimente. Denotemaos por Q el lfmite de (Pnu). Por la
Proposicién 2' para ¢ en un conjunto denso en S(E%) y t; e TpNTge

las distribuciones finito-dimensionales de Q deben coincidir con los
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Mmites débiles de aquellas de Py, ¥ por 1o tanto con las distribuciones
finito-dinensionales de P. Pero, por 1a Proposicidn 4, P = Q. Asf, cada
subsucesién {P".} contiene una subsucesidn débilmente convergente a P,
y por el Teorema 6 tenemos que P"—> P. Adn mds, sean ¢ y T conjuntos
densos en S(R) y [0,) respectivanente. Supongamos que {?,) es re-
Tativamente conpacta y que para cualesquiera t,,.

Gpreeeady €N ¢y mE N

ty e T,

Byaees tyarenit,
100t 10ty
L T e R

tyaeenty

donde g ' es una medida de probabilidad sobre (K", 5(R™) (no
oeeerty

t
m

t
se supone que ! son distribuciones finito-dinensionales de una
1

medida de probabilidad sobre (Bs.[-u],B(DS.[n]))). Entonces cada subsuce-
sion (P, contiene una subsucesi6n (Pdp.  débiTmente conver-

ety

gente a algdn }fmite. Este 1imite debe tener a
Spree iy

como sus dis-

tribuciones finito-dinensionales, para ti,...,ty en T y .eeeidy
en 6. Por o tanto, el linite es dnico.

Ast, tenemos la siguiente proposicidn.

PROPOSICION 6. Sea (P} wna eucedddn de medidas de probabitidad
sobne (us‘[m],ss.[w]). S {P} es relativamente compacta, y
6= o)y wn conjunto denso b S*(RY), T wn conjunto denso en [0,

Y para cunfesquiond ¢)» en T, me W,

N T



.tl""‘tm

myl
"‘cl....,w) Bty *

ot
donde. u;' UM es une medida de probabitidad sobre K", entonces
eriste una Gniea medida de probabitided P sobne Dgi[#] at que Py P

PROPOSICION 5'. Sea (annew une sucesddn de procesos estocdsticos
@ Dglnl, ¢ = {0}y wn conjunto denso ex S(R®) y T un conjunto
denso en [0,e). Si fas déstnibuciones P" de X" fomman una famitia re-
Lativamente compaeia y para cualedquiera ¢1,4..,¢m €.9, tl,.A..tmET,mE N,
tas distnibuciones de

(A el )

convergen debi a una distribucion de teidad en R, entonces

?
existe un Gnico process X en D[] %al que X > X.

TEOREMA 10. Sea “’n)nel! una sucesibén de medidas de probabilidad
sobne O, [=]. Suponganos que para cada ¢ & S(RY) Za sucesitn ®mh
e nelativamente compacta en Dm[“]. Entonces La sucesibn (P")"s“ 3
netativanente compacta en Dgi[=].

Obsérvese que estos resultados reducen el problema de la compacidad
relativa en D.[=] a 12 compacidad relativa en Dp [w], el cual es un

espacio métrico completo y separable.
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TEOREWA 10" Sea (X"} p uma sucesidn de procesos catocdsticos en
Dgi[w]. 4 para cads ¢ ¢ S(RY) Iz sucesidn de distribuciones de ",y
o5 notativanente conprcta on Dplw), entonces Lo sucesddn do distribucio-
nes de X" en Dole] e relativamente compacta en Dgilw].

TEOREMA 11. Sea (X") una sucesifn de procesos estocdsticos en

neN
Dgi L], rg.w = ol st 0= Loghigy  un conjunto denso e S(rY)

y TC[0um), denso. Entonces, 44 pona cUalesquicha gy1.. iy & &

teentg @ T g me N, of veotor abeatorio

1
[T
RS o

convenge en distnibucifn a alguna distribucin de itidad on ", y

existe §>0 2alque para 1, >0, evisten vaniables aleatonias

1
vw(m - 0 tales que

R L AN R SO0 NI FEEE NS
¥
1im 1 ELyT =0, .
m Tin [y o801 = 0 (23)

existe wn Grico proceso X en Og[e] al que
[
k.

DEMOSTRACION, Se sigue del Teorema 10' y de Kurtz [30].
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Las_condiciones (22) 'y (23) implican-la compacidad relativa de . (x"}.
E1 siguiente resultado esiit1l para-verificarlas'y es'de'la forma empleada
por Holley y Stroock- [20].

LEMA 1. Sea % £ {X,,t 2 O} M‘@ém o Bl y (Flyp wna
§btnacisn tal que X esth adapiado a {F ). SL exdsten procesos adap-

tados M 200y (Pt 303 eates qie

¢
- J eg”ds‘ t320,
o

o4 una nartingala de cuadrade integnable con process execiente len a

descomposicin de Doob-Meyer)
t
J s, t5 0,
o ° -

entonces, para cada T >0 y 650 existe una variable aleatoria
Y{8) 20 tal que

E [(Xypg - %) P1] <ELl@)IRds 0s st
Una a2 variable aleatoria es

= 2) 4 2 (1)y2
v(6)=2fs s of s s (el
T E octerts  © Osterts  © !

(bservese que o{?) 3 0).



DEMOSTRACION.
E((k, KPR =
T+t t

4 48 t t+s
- EllKs ﬁ of s - (x, - fueg”as) i jt ol Vas)? |,

s
< 2y, - 1)2IED + zs[(jt 1o{Ves)?|r]

" 45 (1)
<[y - NOIF] + 2E] jt 1+ds ft log™’|“ds|Fy]

t+s
= 2[5 - 1Pl + zz[sft (oaslry]

€[y, 5 - M)2IF,] = E[sz - 2y s+ IR
= E[”E»rélft] - MEMlF ’Ft
= E0f,5lF,] - W
= EM, - MR

ths t e
< PR, - ju ofes - o - [ﬂ o2das) + L ofD)gslr,]

(24)
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- E[ft o{Pas| ). (25)

Substituyendo (25) en (24), obtenemos

EllKgys = %2R <
t+6 t+8
52:[L o2as|F] +zg[s[L [CINEN!
t+§ t+8

(2), {142,
< ZE[L . sup . o ds|F,] + ZE[EL DSsug)’&(ss ) ds|Fy]

(2) 2 (1)2
=265 sup o) |R] + 2e[s o )23,
[uf_asltl [ u;;gu(s)lg

{Referencias: Mitoma [37,38], Yeh [41]).
Sea E un espacio topoldgico; denotaremos por cE’m] = C([0,=},E)
[0,2) en E. En

al espacio de todos los mapeos continuos del intervalo
este apartado daremos condiciones bajo las cuales las trayectorias mues-~
tales de un proceso estocdstico X = (Xt 2 0} con valores en ‘(K9

pertenccen a Coi[=] 6a Dgi[a].
X2 (Xt 2 01 un proceso estoedstico con valones

TEOREMA 12. Sea
e S'URY tal que para cada ¢ ¢ KB, ot proceso estoedstico neal
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Kb 2 (Xagv,t 'z 0] blene una versiln en Cp [w]. Entonces X téen

wna versidn en Coil=|.
TEOREMA 13. Sea X = (Xt.t >0} un proceso estocdstico con valores

URY) ot que poe cade 6 & S(RY), e process estoedsiico neal

Hod> tiene una vensidn en Dpfs]. Entonces X tiene wnz vensin en

O fel.

Sea F, el conjunto de todas las funciones positivas localmente

acotadas sobre [0,%).

JEOREMA 14. Sea X = {X,,t z 0) un proceso Gaussiano con valores

e s‘(m") . Entonces existe pe N tal que X es contdnuo en fa nomna

1+l casi sequranente s y 86t i existe f oen F, tal que
o)
sup cw,
Ter, T
donde.
vile) = £ sup 0l
0cteT

Obsérvese que los teoremas anteriores reducen el problema de que las
trayectorias muestrales de un proceso estocdstico X 3 (K.t 0j perte-
nezcan a D¢, fs] 6 a Cg[«], al misno problena pero para procesos reales.

El siguiente teorema nos da condiciones para que Tas trayectorias

nuestrales de un proceso estocdstico real Gaussiano pertenezcari a Cpfu] .
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IEOREMA 15. Sea X = (Xt't 2 0} un proceso estocdstico Gaussiane
1eal. sobne un_espacéo d phobabiibidad (2,B,P). Si para un intervato
TCR st datisgace

E(X) =0 pom terT,
var(x,, - X

) < Bt - e]B

pana t', t" e T,B,B > 0, entonces of proceso X tiene una vensibn con-

tinua casd segunamente en T, SE ademds X o4 sepanable, entonces X

midmo es continuo c.s.

5. Pracesos de Markoy.

En 1a seccién 5.1 definiremos procesos de Harkov para procesas con
valores en un espacio métrico, y se dardn algunas de sus propiedades. En
particular, estos resultados se pueden aplicar a procesos con valores en
tos espacios H(RY), v H,(RY) definidos en 1.1.2.

En 1a seccidn 5.2 considerarenos procesos Gaussianos con valores en
S'(RY) se definirén y dardn condiciones para que un proceso tal sea un

Proceso de Markov.

5.1, Procesos de Markoy en Espacios Polacos.
{Referencia: Kurtz [30]).

Sea X = {X;,t > 0} un proceso estocistico sobre un espacio de

probabilidad (Q,F,P}, con valores en un espacio métrico (E,E), separa-



Sle y completos  sea | {Fyl g una filtracién tal que X estd adapta-
@ a ella. N

Un- proceso de Harkov'es un proceso pars el cuzl’. un observador con
memoria perfecta no es mejor para predecir:el futuro que un observador

sin memorda;-precisando:

DEFINICION 13, Un proceso estoedstico X = (Aot 3 OF defdnido
sobre. (4,F,P) con valones en {E,E) s un proceso de Markov con hes-
pecto a una gietraciin {Fdy,q 44 pura toda fe B(E) (el espacio de
fanach de 2as funcionss xeates, nedibles, acotadas sobne E| se cumpte

EFN P ] = ELRKIN D, stz 0. (26)

E) lado derecho de (26) puede ser tomdo como h(X,) para alguna
h e B(E). En general b dependers de , s, t. Si h depende solamente
de s y f ynode t,decinos que el proceso es temporalmente homogé-
neo, y denotamos h por T{s)f.

Obsérvese que

T(su)F(X) = ELF(Xpyep,)IF,D
= BB (g g IF)

= TITqIFX,), @)

porio que {T(s),s >0} es un semigrupo de operadores lineales sobre

B(E) ¥ es fécil ver que son contracciones (i.e. [T(s)t £ 1. s 3 0).



53
Dado un semigrupo de contracciones {T(s), § » 0, definid sabre un sub~

espacio de Banach L G E, decinos que un proces de Markov X correspon-
dea {T(s)} si )
E(f(Xgag) IFed = TEIFR),  Fel. (28)

Ngtese que {28) implica (27), si L es denso en B(E) en la topologia
de convergencia acotada puntual.

Sea L un subespacio de Banach de B(E) y (T(t)}m un semigrupo
de contraccidn definido sobre L tal que T(L)f(x) es B(R,) @ B(E)-
medible para toda 6 L.

Definimos e generador infinitesimal L de {T(t)}q como el ope-
vador L:D{L) L {donde O{L)cL) dado por
T(e)hof

= (29)

1im
T 0

(imite en 1a noma B(E)) y O{L) es 1 subconjunto de funciones en L
para las cuales (29) existe. D{L) se Vlama dominio de) generador infini-

tesimal L.

TEOREMA 16. Sea X = (K¢t 2 0} un proceso estoedstics definido
sobne (9.F,P) con valores en (E,E). S& X es un procedo de Markov con
acépecto a fa gibwnacitn (Fy)y,q que cowtesponde a un semignupa de con-

raccdones {T(s)}, 4obre L [subespacio de Banach de B(E)) con ge-

530
neradon infinitesinal L, entonces para cadz f ¢ D(L) el proceso

Y= {¥,t >0} dado pon
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(30)

t
ooty - [ s,

e una martingala con hespecto a {Ft)DD' 84 ademds (30) ¢4 de cuadrado
{A(e),

integnable y 2 e D(L), existe un proceso creedente dnico A
t> 0} %al que YP-A es mantingala y A estd dado por

j: He((s)ds,  t20,

donde.
Helx) = [LE2-2fLF)(x), K e E.

Observacién: SI f no es acotada, pera Lf existe y el proceso (30) es

integrable, entonces también en este caso (30) es martingala.

Procesos de Markov Gaussianos en S'(RY).

Para procesos Gaussianos centrados reales, Doob [10] demuestra que

1a propiedad de Markov es equivalente a
EDXIFD = EDX XD, szt (31)

donde Fg = afX_,r < s}. Esta definicidn se extiende a procesos

Gaussianos X = (%,.t > 0} con valores en s'(RY).

DEFINICION 14. Sea X = (Xt.t > 0} un proceso estoedstico con va-
2ones o SRY), Guussiano centrado. Se dice que X es un proceso de
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Harkou con respecto a. {F
poa 2oda § 5 S(RY,

Yooph Py = oK, ¥ x5y v e SN, ai

ELex | Fgd * ELk 0| Xwos w6 S(RD] L 5o e (32)

. TEOREMA 17. Sea X = {X,,t > D) wn proceso Gaussiato centrado con

vatores en ' (RY). Entonces X es un proceso de Markov 84 para toda
tg <ty ¢ € S(RY, existe o€ S(RY  tae que

Edky oK 9> = E<th,;><xs,w>, ssty<t, (33)
pora toda s <ty ¥ pow dode y e S(RY).

DEMOSTRACION. Es clara que (33) implica

(Sertr Ky 1022

? N

0) = (<xta’¢>'<x"1°‘>"“’<X"n 4p7)
. d

para F<...<r €5 S tp <ty dp,...,8, 8 S(RY). Por Yo tanto

Elek 0o <K ¥, res, we S(RY) T = B[k, 2l X res, ve SR D,
0

¥ en particular, para s = tg,

E[<Xy o] <X 92, 1 <5, 6 SR = <xs,$>. (34)



56
Andlogamente- se demuestra que (33) implica
ELx g0 e, w6 S(RDT = <t Ld (35)
Ast, (34) y (35) impYican
EfeKy 2| <Xpuilo < 5, v € S(RY T
= el e, b e SIRY T,
esto es, X = {K,t> D) es un proceso de Markov.

Para obtener un resultado anlogo ai Teorema 16 para procesos
Gaussianos centrados con valores en S'(RY), necesitamos extender 1a
nocién de generador infinitesimal para un semigrupo de operadores sobre
s(RY).

DEFINICION 15. Sea (T}, ur semignupo fuentencnte continuo de
openadones Lineates contiios de S(RY) en S(RY) . Un operadon Lineat
A:S(RY) » S(RY se ddee que o genenadon dnfinitesinal do (T)y o &b
satisgace

t t 4.
Tyt = f rmw{ Aeds,  t3z0,0eS(RY).
o [ -
(véase [28]).

Obsérvese que esta definicidn extiende a  S(RY) 1a propiedad

usual de los generadores infinitesimales de semigrupos (no necesariamente
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de contracciones) en espacios de Banach.
TEQREMA 18. Sea X =.{X,,t 2 0} un proceso Gaussiano centrado, con

vatores en S'(RY), tat que satisface
(36)

Phsst,

CouleRg 2,4 182 = Covl<kg,42,eXg

donde {T(t)},q es un semigmupo fuertemente contimo de operadoncs
tineabes cantinuos sobne S(RS) con gencradox infinitesimal A. Entonces

para toda ¢ € S(RY),
t
f A Apds, 20, (37)

Ears

s una mtingata de cuadrado integnable con nespesto a fa §iliracitn
Fo= ol<Kpr s tw e (RO £ 20

DEMOSTRACION, Basta demostrar la propiedad de martingala. Obsérvese
que la expresidn (36) es andloga a (33) con ¢ = Te.s® ¥t =5 porle
que por (35) tenemos, tomando esperanza condicional con respecto a Fo
$>, ssti

E[<X o[ F] = X Ty o

por To tanto, para s z t,
t 5
E[<X, 0> .J'D AoAPU|F ] = X T, o - Io X sAp>dr - (XS'L T, _Abdr>

s
= s - L X hpdrs



donde hemos usado 1a Definicién 15

Observaciones: 1) La condicidn: (36) implica a la vez la p‘ropiedad de Markov
(32) y 1a propiedad de martingala de (37) con respecto a.1a filtracién
Fe=ol<X9ur < tp 6 S(RY)). Del Tearema 19 resulta que (37) es también
martingala con respecto a la filtracién (mis chica) Fi=o{<X..¢>.r < th,
debido a que <ty ,>), es martingala adaptada a (Fy), (véase (40)). 2) €1
Teorema 18 no es exactamente anilogo at Teorema 16 (con f{x) = x) porque no
se ha pedido que {T(t)}, sea el semigrupo que corresponde al proceso de
Harkov; de hecho, si T(t) se extiende a algin sv(w"). no tiene porqué ser

una contraccion.

d
2
&
-
%
]
E
g
,.
:
z
o
5
&
F
g
g
~

ci6n de Fluctuacion-Disipacién.
{Referencias: Bojdecki y Gorostiza {3]).
Sea A:S(R®) - S(K') un operador Tineal continuo y X = (Xt ; 0)
un proceso Gaussiano con valares en S'(RY). En este apartado presenta-
mos condiciones bajo las cuales el proceso X satisface (en algin sen-

tido) wuna ecuacién de Langevin generalizada de la forma
X = A X dE+ do, (38)

donde A" es el operador adjunto do A y @ = (Wt 2 0} es un proceso
de Wiener con valores en §'(RY), en general no homogéneo en €1 tiempo.
£1 significado preciso de una solucién de (38) es un cierto tipo de solu-
cion débil (Definicion 17). Los procesos que satisfacen (38) se 1laman

procesos de Ornstein-Uhlenbeck generalizados.

DEFINICION 16. Un proceso estocdstico W = {Wy,t > 0} con valones
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en S'(RY), Guussiano. centhado, o8’ 2emiado un procesa de Wiener genviali-

zado <84 tien trayeitonias contéuas g su funcionat de covarinza
K(s 93t ) = Bty o<t )

tiene £a forma

Sat 4
K(s,05t.0) fn Qepd,  sitzOeve SR ()

donde 208 operadones Q,:S(RY)+ S'(RY) tienen Las siguientes propieda-
des:
) G, o Lincal, contimuo, sinbinico y positévo para cada U2 0,
y
1) la gunedfn u > <Qu0,4> s contima por &a denecha con Linites
por. L. izquienda para cada o,y ¢ S(RY).
Decinos que W estd asociado a Q = {Qu.u 2 0).
Observaciones:

a) De Ta definicién se sigue inmediatamente que si & es un proce-

50 de Wiener con valores en §'(R%), entonces Wy =0,y W
tiene incrementos independientes en e sentido que para cuales-
quiera 0ss<t y ¢eS(RY, la variadle aleatoria real
<yud> - <UL es independiente de Ja o-dlgebra generada por
(10 s 0 < s, v SR L
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b) E1 proceso de Hiener esténdar uni-dimensional W = [t % 0)
puede ser considerado como un proceso de-Wiener con valores en
S'(R%. De hecho, para Xy & RY fij, arbitrarta, el proceso

W= \r}ﬁx satisface las condiciones de la Definicidn 16, con
0
Q0 = elrghty o U2 0.

Puede hacerse una identificacién andloga para el proceso de Wiener estin-
dar n-dimensional.

La existencia del proceso de Wiener generalizado estd probada en [3).

DEFINICION 17, Sea X = (Xt‘t 2 0} un proceso con valores en
SURY) ; decimos que X s wna sofucifn debil de (38) si pera cada
s e sRY,

t
Kyot> = ehgat * [0 A Aprdu + g, E2 0 (40)

TEOREMA 19. Supongamos que s cumplen £as siguientes condiciones:

(Xt 2 0) s un proceso con vatones en §'(RY) , continuo,

2) %
Gaussdano centrado, con funcional de covarianza

K(s,g5t 9} = Covl<h,om<Xele)s 5,03 0,0,0 ¢ S(RE).  (4)

b) Pata cads ¢ € S(RY) Lo juncisn

5+ K(s,t

4}
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o8 continuamente diferencizble.

©) {T,.t2 0] e un senighupo. fuentensnte, continuo de operadoncs
Lineakes continuos sobre S(RY); 2t que su generadon infinite
siml A es contimo de S(RY) en € misno (Definicidn 15).

d4) Pawmcads O<s<t y ¢ vsS(RY, K satisface

Ks.gitap) = K(sissaTy o) (42)
Entonces X s un proceso de Mankov, y exdste un proceso de

Wiener U con vatones en S'(RY) tal que X es una solucitn

de (38). W eatd asociads a Lo danibin Q= (Q.u 2 0) definida

pon:
Q> = S K00) - K(uAsY) - KoiuAe),

.y 6 S(RY). (43)

Observaciones:

1) En esta formulacién Tos procesos de Ornstein-Unlenbeck generali-
zados, soluciones de ecuaciones del tipo {38), pueden ser no es-
tacionardos. Son estacionarios cuando Q, = Q es constante en
U, i.e.

R(s,63t,9) = (sat)<Qpay> -

1t3 [23] ha desarrollado una teorfa general de procesos de

Ornstein-Uhlenbeck estacionarios.



62

2)'La formitla (43) se 11ama relacion de fluctuacién-disipacion.
3) Los resultados anteriores se pueden generalizar al caso en que

el operador A depende de t [Bojdecki-Gorostiza; en prepara-
cién].

7. Relacién entre Campos Aleatorios Generalizados y Ordinarios
Espectral.

Medida

(Referencias: Gelfand-Vilenkin [12], Meidan [34,35]).

Un proceso estocdstico ordinario es un mapeo definido sobre Tos
veales con valores en un espacio vectorial topolégico de variables alea-
torfas sobre un espacio de probabilidad.

Por otro Tado, un proceso estocistico generalizado es un operador
Tineal continuo de un espacio vectorial de funciones de prueba sobre R
en un espacio de variables aleatorias.

Bajo clertas condiciones naturales un proceso estocdstico ordinario
induce de manera dnica un proceso estocdstico generalizado; de aguf que
estos G1tinos sean una generalizacién de Tos primeros. Esta generalizacion
es andloga a la teorfa de las distribuciones de Schwartz para generalizar
a Yas funciones ordinarias.

En este apartado presentanos algunas relaciones entre los procesos
estocdsticos ordinarios y generalizados de segundo orden (i.e. con segun-
do nonento Finito) y con pardmetro (tiempo) en RY en lugar de R (en

este caso 10s procesos se suelen 1lamar campos aleatortos).

7.1. Campos Aleatorios Generalizadas y Ordinarios.

Sea (A.F,P) un espacio de probabilidad fijoy 12(2) el espacio
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de variables aleatorias sobre. (2,FiP) " con,segundo momento Finito. L2(s)

es un espacio de Hilbert con la norma inducida por el producto escalar
) = | xtolylolaeto) .
Q

Un mapeo de RS en L2(2) se 11ama un campo aleatorio ordinario
de segundo orden. Una variable aleatoria con valares en S'(R%) con se-
qundo momento finito se 11ama un campo aleatorfo generalizado de segundo

orden.
DEFINICION 18. Sex X un canpo afeatonio generalizads de segundo

onden con media cero y funcional de covardanza K(gp). La medida de co-
S 4R tal que

varianza de X es fa medida K(dx,dy} en R xR
Ko = [ [ stvinikioxan, o e sUR)-
®t'gd
En ef caso en que

K(dx,dy) = k(x,y)dxdy,

donde k(x,y) e una funcifn ordinaria, @ K(x,y) se Le tam of ndcleo

de covanianza de. X.

La nocién de nicleo de covarianzs se extiende ai caso en que
k{x,y) es una funcién generalizada.

En &1 caso de ruido blanco W en RY se tiene
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k(xsy) = §{x-y)ur
pues

Conteitg>scitz) = [ st
Rd

DEFINICION 19. Se dice que una variabfe aleatonia X en S'(Rd) de
segundo onden estd inducida por un campo aleatoris ordinario X cantino

e nonma, i para zoda ¢ & S(RY), <X, be puede escnibin en Ia forna
e = | Kot
o

donde 2a funcifn x > X(x) et contima de RS en L3(R) con ta nomma
12, 4 2a integral es una integral de Bochner .

TEOREWA 20. 54 X ¢ una variable afentonia Gassdiana centrada on
S'RY), wia condicitn necesaria y supiciente para que X cstf inducida
pon un campo aleatonio Gaussiano ordinario y continuo en £a nomma e que
et nicleo de covarianza kix,y) de X sea wia funcibn positiva deginide
g contima en {x.y).

De 2qui que el ruido blanco no ests inducido por un canpo aleatorio

Gaussfano ordinario y continuo en norma.



7.2. Medida Espectral.

DEFINICION 20. Se déce que-una variable ateatoria X en S'(RY) es
homogénea, eétacionarda o inveniante bajo trasteciones, s pera tode
bppeeesty € S(BY), me N g poratoda he BRY

?
(63815000 sXs82) = {<Ksdy (4>, 0,8 (4h))

E1 ruido blanco H en RY es homogéneo porque tiene media 0 y

su funciona) de covarianza es claramente invariante bajo traslaciones.

TEOREMA 21, Si X es una variable afeatonia homogénea en S'(Rd),

su funcional de covarimnza se puede edenibin en La forma
Covl<X, 0> ,<K,9>) = j S(2)p(z)aldz),
Rﬂ
en donde § s fa tnansfonmada de Founion de ¢, ive.

e = g || e atmren,

donde * (+,+) s el producto intenion en RS, y o es wia medida de
Radon no negativa temperada (Seccidn 1.2).

La medida o se 11ama medida espectral de X. La medida espectral

del ruido blanco W es
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ofdz) = dz (medida de Lebesgue).

TEQREMA 22 [22]. Un campo aleatonio genexalizado homogneo cstd in-
ducddo por un campo akeatondo ordinario 84y 46Lo 84 su medida espectral

o fdnita.

Esto también indica que el ruido blanco no estd inducido por un cam-

90 aleatorio ordinario.
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11. CAMPO ALEATORIO RAMIFICADO CUN INMIGRACION Y
RESULTADOS LIMITI

(Referencias: Bojdecki-Gorostiza [3], Gorostiza [14,15,16)).
1. Descripcién del Sistema,

Consideremos un sistema de partfculas en el espacio euclidiano d-

dimensional B9, sujeto en su evolucidn temporal a migracidn, reproduc-

cl6n e inmigracién de las partfculas, con las sigui propiedades (su-
poneros que existe un espacio de probabilidad (R,F,P) en el que estd
definido el sistema):

1) £n el tiempo inicial t =0 las partfculas estén distribufdas de
acuerdo a un canpo aleatorio de Poisson homogéneo con intensidad y » 0.
Esto &5, 51 denotanos por Ny el ndnero de partfculas iniciales, tenemos
que

1) Ny es una variable aleatoria

+ o

Hgee + WH(RY)
donde #F(RY) tiene 1a topologfa de 1a convergencia vaga
(seccisn 1.1.2.).

i

St A8 e B(RY) tienen medida de Lebesgue finitay ANB =
entonces Ho(A) y Ny(B) son variables aleatorias de Poisson
independientes con pardmetros yA(A) y vyA(B) respectivamente;
esto es,

_—
PLNG(A) = n] (x.&(&l)%v_)‘(l Ln=

IO



EN(A) = YM(A) ,
varN(A) = yA{A),

donde A es 1a medida de Lebesgue en B(RY). (Para demostrar
12 existencia de un campo aleatorio de Poisson se puede usar
une generalizacién del teorema de consistencia de Kolmogorov.
En este caso el conjunto de Tndices es 1a familia de los ele-

mentos de S(RY) con medida de Lebesgue finita [263.)

2) A transcurrir el tiempo cada partfcula migra independientemente
de 1as otras con un movimiento Browniano esténdar en R%; recordemos que

1a ‘probabilidad de transicién tiene densidad
pltuxy) = (2nt) Y Zexp(-Jxyi?2e), xy e Ktz 0.

3) Cada particula se reproduce independientemente de las otras y de
12 migracién de acuerdo a una Tey de ramificacitn (pyJ,q . donde
P, es la probabilidad de que el ndnero de particulas nuevas sea n, des-
pués de un tiempo de vida distribuido exponencialmente con pardmetro V.
Las nuevas partfculas aparecen en el mismo lugar en el que se ramificaron
sus progenitoras, y se reproducen y migran de la misma manera. Supondre-
mos que 1a Tey de ramificacién tiene varianza finita, y su media y Segun-

do momento factorial Tos den por

my my, respectivanen

4) Partfculas de una fuente externa inmigran en R de acuerdo a
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un canpo.aleatarto de’ Poisson en espacio-tiempo (X’ xR,) con intensi-
dad >0,y cada particula.inmigrante independienterente migra'y se re-
produce segin 1a descripcisn en 2}y 3).

Llamaremos al sistema as{ descrito un campo aleatorio ramificado con
inmigracién.

E1 proceso que estudiaremos relativo a este sistema es
N = (Nt,t > 0}, donde Nt es una medida aleatoria definida por NE(A) =
nimero de particulas del sistema en A e B(RY) en el tiempo t. Veremos

que N tom valores en MF(RY) (Proposicion 3).

Observaciones:

1) La existencia de un sistema tal puede consultarse en (7], Debi-
do a que cada particula migra de acuerdo a un movimiento
Browniano y que la distribucién del tiempo de vida es exponen-
cial, el proceso N es un proceso de Markov.

11) E1 semigrupo de operadores sobre e espacio G(RY) de las
funciones reales continuas acotadas sobre RU asociado con el

movimiento Browniano estd definido por
. d d
Teflx) = |4 p(tx,y)fly)dy, f e C(RY), x e R°, t >0,
R

¥ su generador infinitesinal es
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donde 8- es e1 Laplaciano. .
14i) BV sistena estd compuesto de dos-subpobaciones: Las particulas
cuyo priner ancestro es una particula.inicial, y aguellss que
provienen de particulas inmigrantes Asf, si denotamos por
W= lez 00y N e EEE 2 00 a 16s procesos correspon-
dientes a Tas partfculas nicieles e inmigrantes respectivamente,

tenemos que
Noe b e ntt,

i¥) En un proceso de ramificaciGn el pardnetro de Malthus para m

¥ G, donde G es la distribucién del tiempo de vida, es 1a so-

lucin o de 12 ecuacién

r etya(e) = L .
]

En este caso tenemos que el pardmetro de Malthus es la solucién

de

[ &0ty eVEqt =
0

y por 1o tanto, « = Vim-1).
Para o =0 (x<0,x>0) el proceso de ramificacién se Vlama

erftico {suberftico, supercrftico).

Denotarenos por N' = (NL,t > 0) el proceso definido arriba donde

¥ =yT y 6= &T. tuestro objetivo es estudiar el comportamiento asinté-
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tico e N' cuando T - i es decir; el comportamiento, de."alta dénsidad

Goma 'veremos {Corolario 1), EHLig estd dada por

R R

¥ la varianza de <[,¢> es de) orden de T.

Demostrarenos que para cada t > 0,

2
L
7] —— T yat1-e ) /a)
.

o(x}dx
]

{ley de los grandes ndmeros).

sea M| el proceso de las fluctuaciones definido por

1)

Demostrarenos que M' converge débilmente en Dgi[=] (teorema 1fmite

central funcional) e fnvestigaremos las propiedades del proceso lfmite.

Observacién: Sea Ny un campa aleatorio de Paisson con intensidad Ts

por 1o tanto
Tiay = T(a) =
ENg(A) = TM{A) y  Var Ng(A) = TA(A) .
Considerenos M) definido por

Tt
T NorEy
T172 :
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0l hecho que Ny y Ny toman valores en ME(RY) (roposicien 3), )
es una variable aleatoria con valores en Hi(X") (y por To tanto en
s'(RY), Seccién 1.1.2). Nos interesa la distribucion 1fnite de 1)
cuando la intensidad T - =. Por lo tanto, por el Teorema I.9 basta cal-
cular el 1fnite cuando T~ @ de la funcional caratterfstica de .

La funcidn caracterfstica Py de una variable aleatoria X Poisson
con pardnetro A estd dada por

3
pytu) = Dy g

Entonces, para u ¢ Ry A e B(RY) con medida finita, se tiene

h Toay1i2
o Wt SR ey |t
13 (A)

+ o AR IR 0T 2)- (B r2m) w0 (171
= BN + To(rl),
Tuego,

() s o~ (0B/2IMA)
e

o

Sea f una funcién simple sobre RY, i.e.

n
flx) = T agl, (60, a. 6 R, A e 8(RY) ajenos con medida Finita,
N i S

621



entonces

ol I
<My [RdfdMﬂ leajMO(AJ)‘

¥ por 1a Independencta de H3(A,), §

Lioson tenemos
g
. i 5 a i I
i<, L 23 N fagiad
L =nge 309
31
Ast, por 1o anterior, cuando T+ =

ol 2
<My, > no -at/2(M(A))
pe o™, f Y
3=1

1.2 2
~4 ) aM(As -4 (o).
ce AR Jn“ o

=e

para e S(R), aproximando por funciones simples se tiene también

2
IR "Ldf QN
Ee = e

esto es, la funclonal caracterfstica de M) converge cuando T+ a Ja
funcional caracteristica del ruido blanco W sobre Rd. por lo tanto
(Teorema 1.9)

? .
AR

TSR

Sin enbargo, sabemos que W toma valores en S'(RONM(RY) (Secciones
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12,3, 1.2.3.1) por To qe Ta comvergencia de M) a W no puede ocurrir
en M(RY) " (véase 1a observacidn en Ta Seccidn 1.1.2). Fin de Ta observa-
cién.

Demostraremos que N] s una medida de Radon temperada aleatoria
para cada t» 0 (Proposicién 3); por 1o tanto, podemos considerar a NI
ya M como proceses con valores en '(R%). Mds adn, veremos que Tos
procesos N' y M se pueden realizar en 0g:[=] (Propasiciones 5 y 7),
por 1o que utilizaremos el Teorems 1.11 en la prueba de la convergencia

dbi) de M.

Denotaremos por M = (My,t > 0) al limite débil de W

¥ estudia-
remos sus propiedades. En particular, probaremos que M cumple con las
condiciones de Tos Teoremas 1.14, 1.18, 1.19, por To que es un proceso ge-
neralizado de Markov, Gaussiano centrado, continuo, que es solucidn "dé-
bi1" de una ecuacién de Langevin, y existe p e Il tal que K es conti-
moen 5. También se estudiard la convergencia débil de M, cuando

t v =, obteniéndose que s610 para a < 0, § » O (el caso suberitica con
inmigracién) M, T, donds M, es una variable aleatoria Gaussiana en
5'(8%) . por itino, se verd que M, y M_ son campos aleatorios gene-

ralizados homogéneos y se calculardn sus medidas espectrales,

2, Resultados Limites.

Los resultados que se demostrardn son tos siguientes:

2.1. Ley de dos Grandes Nimeros.

TEOREMA 1. Para cada t >0 y ¢ € s(x),




e“[y*s(l-e'“‘)/m]jaw(x)dx, S s 0

2
iale Lo
Evﬂit]f ¢(x)dx, si a=0

o

cuando T+,

2.2. Convergencia Débil de las

Sea M 5 (M[,t >0} el proceso de las fluctuaciones definido por
(.

TEOREMA 2. Existe un proceso

= (Mt 2 0) Gaussdano centrads,

con vakones en S'(RY), con funcional de covarianza
Cov{<tig 471<My 42) =

ST [ o0T, 0 51wk
R

[u*BSJI d@(x)Tt_sW(x)dx, sia=0

* @lsr)

+ ety Io J' § STy g pix)ante
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. .
ton,y In e“‘“'“)(l-e‘“')/af ;i¢(>_<)1t,,s_2,w(x)axgr.

st af0

s
Bmz\l] r ] 9(X)Tyyq p Wlx)dxde, si a=0,
o g

sct

?
thque W > M oen Dgle] cumndo T, donde

.2
Tyolx) = dmy)e‘“"'yﬂ 12ty M2y, €5 0.

TEQREMA 3. Las trayectonins muestrates def process M pertenccen a

[=]. s aln, existe pe N 24l que M ob continuo en £a nowma

1, ca

Observacidn: E] proceso M también se puede realizar como un proceso con-
tino con valores en un espacio de Scbolev contenido en S'(RY)

(vease
9.

TEOREMA 4. M s un procesg de Markov y es sofucidn de 2a ccuacifn

de Langevin genenabizada



”
any = (§eiedmgrean, t2o0,
=20,

donde W es e nuido blanco Gaussiano en RS y ef prueeso de Gienen
genetatizade W estd detenninado por

Qe = L) [ elvtnren
R
o] vetarmieg
Rd

+ BUlmu(e .1 + 2677 | aldelonex
R

U0 [ vt e
Rd
en donde - denota e producte interion en RO .

TEQREMA 5. Para a < 0, B> 0 (cmso suberltico con inmigracitn)

" — M,
e T

donde M, e una variabe alentonia Gaussian centrads en S'(RY) con
duncional de covarianza
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“eov(at ey - £ 1| st +

R

el Ld i O
donde

1/2
B 172, 4 ey
K(x,y) =
(2012 (2 Y 2o (o) e 92,

siod>2,

Y Ky ¢ Lo funcifn de Bessel modificada. k(x,¥) tiene ef siguiente
compontamiento asintftico pua d > 2:

- toa(2) ), d=2,
k(x,y) ~

NCTERRIVZECE P LR B

cwando x-y} + 0, donde T e £a funcibn gamma, y

(d-3)74 (-2 /% xy)
-2,
Ky v 1—’—(—,—1—,‘2‘(‘“) 177 e O

lx-y]

+

. -1 . 1)e9)
8(-2) oyl 2008(-20) Y Ayl 7P



0 ESTA TESS HO et
SAIR DE LA iauigTed

bl

el

donde = 4§ - 12, cuando [x-y] » o (Esta sonie tiene un nineo fi-
néto de 2&uminos pana d 3 3). Esto indica que M, zieue dependencia muy

pequeia a distancias grandes.

Obsérvese que M, s6lo depende de 1a inmigracisn; 1a progenie de
las partfculas iniciales desaparece, lo cual se debe a que « < 0. Nitese
también que k(x,y) es un medio del nicleo potencial del movimiento
Brownfano en R terminado en un tiempo independiente con distribucion
exponencial con pardmetro -a.

TEQREMA 6. Para cada t >

0, M, no estd dnducido pox un canpo abea-

tonio Gaussiano ondinario y continuo en noana.

TEQREMA 7. Para cada t > 0, My s homogéneo y su medida espectral

oy(dz) estd dada por £, (z)dz, donde

2
A TR
Lt(z) =e vaV +

afel?

ya1-e ) al, st a0
ve8t, sia=0



at(efddt (274Dt
e U s oato
LI 12122 =
2
L@y, si 1o
si a=0

t
+ fm,V +
o BT

22, si {zd =0

Para M, dado por e} Teorema 5 se tiene:

TEOREMA 8. M, no estd inducido por un campo afeatorio oxdinario.

TEOREMA 9. M, o4 homogéneo y su medida espectrak o_(dz) estd dada

pon ¢, (2)dz, donde

De 1o anterior se deduce que la transformada inversa de

Observacién:

Fourier de 1a funcién k(x,y) dada en el Teorema 5 es la funcién

&zt

R - Sl
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11T, DEMOSTRACIONES

1. Funcién Caracterfstica, Esperanza y Covarianza.

Sea Nz {Ny,t> 0} el proceso definido en el Capitulo II. Por el

novento denotarenos por <lly.¢> 2 la expresion
N ) )
Rd

para aquellas ¢:RS + R continuas para las cuales tiene sentido. Més

adelante demostraremos que "t s una medida de Radon temperada, por lo
que esta expresion serd vélida para toda ¢ en S(RY).

PROPOSICION 1. Sewr &) € .o Sty 8 [00) § ,eenidy @

S(RY). La fuicion caraetentstion del vecton ateatonio (<N > s...s
1

<Ntm»¢m>) estd dada pon

n
Flupseug) = exply] Elexp{ i § ugehf o) -Llax
1 m jn“ 551 90y

t,

n n
+aj f Elexp{i ] uj<~§ 2057} -1Jdxds) (2)
0/ pd i J

il

Upreenip € Ry

donde. ut (+) denota et ndmero de pantlougas en . en el tiempo t
¢
que provienen de una panticuia que al tiempo 0 estd en fa posicidn x

(notacién: Nf =0 para t<0).
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DEMOSTRACION. Sean ! y R'L tos nomeros de partfculas que pro-

vienen de p: las iniciales e inmig » resp

Considerenos una sucesion {Adey de conjuntos compactos en RY,
tal que A +RY, y suponganos que el canpo aleatorio de Poisson inicial
¥ el campo alestorio de Poisson de Ta inmigracién estén restringidos a

A ya Acx [0,] respectivamente.
1

a <l

1
Denotaremos por <th,@j>A y <

i1
>y nllep
‘ 45 ¥ Moty

restringidos a Ta condicién mencionada.

Asf, tenemos que

';n %y
son = 1 e (3)
Fh gz Tt

donde Ny es un campo aleatorio de Poisson en A, Con pardmetro ¥ y
K

N, (+) denota el nimero de partfculas en - en el tiempo ty que pro-
3

vienen de 1a partfcula de Ny en la posicion x;.

Analogamente,,

N.
1
11 Y

<Neagop = ' 4)
A ey

%
N e

x5
donde Ny es un campo aleatorio de Pofsson en Ay x [0,t;] con pardne-
tro 8,y 7, esel tiempo en e que inmigrd la partfcula de Np en la
posicion x,.

Dado que

1 1,
A o <th.¢j,
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yae Ny RT son 12 f ¢ del yec-

tor aleatorio

(5)

es e} producto de las funcfones caracterfsticas de los vectores aleato-

rios
EHENRS - ) ®
108 IT
(SNLT 810 peens SNy st >0 ). )
tl IAK t mAK

Sea Fpp (Uys...oup} Ta funci6n caracteristica del vector aleatorio (6)
A

esto es,

P
Fyop {Uyyeeoyu ) = Elexpli L ou. <il 05, 1]
Lt &+ 505y

® n
_ ; 1 - -
= "ZG Efexp{ i ‘_Zl ug <ntj.wj>AK> 1Ny = nJP[Ng = n] (8)

Como Ny es un canpo aleatorto de Poisson sobre A con pardmetro v

-YA(A)
- § D ‘ Elep (1§ ug ] 65, 1N = n]
n=0 nt g 3 TR
AR
5y X(AK)nV(K) Hexp it | LN
T e us <Ny ps>
n=0 shy 5ty ety



£

donde Xya...aX; son variables aleatorias: independientes, uniformemente

distribuidas en A (6sta és una propiedad de los campos aleatorios de
Poisson [19])

(A

= Y K n

Efexp (i )

ncu (5]

mn X
Obsérvese que | us <N k,w k=1,...,n son variables aleatorias
13T

independientes, idénticamente distribufdas, por lo tanto,

(A
Priagre ™A

<0

n m Ry
1 Efexp{i us <N
o Bl L v

“yalAg)
Yala)"e s

ns0

.om Kl
(Efexp{ jzl uy g,

FoL el (i u b, 100
Lo A (A Elexp ey Uj tj'qu AK

ycomo X, tiene distribucion uniforme en Ay

¢ n
= exp (vJ Elexp (1 3 uy of Loph - 1]exh (9
A 3=l i

u,) 2 la funcién caracte-

Andlogamente, si denotamos por (U
ey M
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ristica del vector aleatorie (7),: obtenemos

u) (a[t'“[z( (1 3 uiall o oe1jdnas)
LU ) = exp exp U<ty o 6.>b-1)dxds) .
m 0 AK j‘lJ tjs J

(10}

Por o tanto, la funcisn caracterfstica del vector aleatoric (5) es

sty

i) Frpoa U
' Pt

(upseeestid = Fy g gy
1 LU W]

w
e ([ e (1§ ujent op5)-1lex ¢
A =

t

o n

vo "] o T <l (ol d1ends).
o by, R

Tomando el 1fmite cuando K + « y usando el teorema de convergencia domi-

nada, se obtiene la expresién (2).

m = 1, derivando 12 expresitn (2) en u y evaluando en u = 0,

Para
obtenenos
X t X
Ecpr =y [ el aes| [ ol Lo
g 0 ) pd s
X b
Para m =2, derfvando en U y u, y evaluando en uy = u, < 0,

obtenenmos
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Covletl, by2is 162) = ¥ { L <M:1 @1"":2'°2’ dx
R

s

Defininos e) semigrupo sobre C(R%)

L€ <u:1_5.¢1><n‘éz_s W7 dxds, by £t (12)
R

o ot
Te=t T, t20,

donde « es el pardmetro de Malthus y T, es el semigrupo Brownfano

2
00 = [ alyeV R 0y 92 4y 1 0.
d

T¢ tiene generador infinitesimal
A =Lara
y se cumpie
t
) .¢=Ja Argads - 13)

En el siguiente lema se calculan las integrales que aparecen en las expre-
sfones (11) y (12).

LEMA 1 T15). Para o, 9 & CHORDUS(RY) (6] et et espacio de tas
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funciones con derdvadas continuah y acotadas hasta de segundo onden)

[ et et g 3o, (19)
Rd d

I i <NE <o =
K

s
et o F st ¢ f y jo o $)T,_ (0,

(15)
0ssct,

84 estas expresiones son finitas.

DEMOSTRACION. Sea t el tiempo de vida de 1a particula inicial. Por
lo tanto T tiene distribucidn exponencial con pardmetro V; entonces,

X e it x
HEo> = N> 1y F NGl

o= E o x
E e = E M e ¢ E e 1y (16)

Si 7> t, K es sélo un moviniento Browniano iniciado en X, por 1o que

2
R ,5 STy /2 50) 420 prest)
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2
- dw(y)e'“y"' 128ty W2y 5, an

Si Tes,s<t,el nimero de particulas en el tiempo t es la suma de
Tos nimeros de partfculas que provienen de las particulas producidas en
1a ranificaci6n que ocurre en el tiempo s y en el punto y. Por lo tanto,

condicionando con respecto a 1a primera ramificacién, obtenemos

X =
€ NG Lpry) -

(18)
Ay-x12128 p. 1002 5 B i
] e (2us) I opE L Ny 2g dyds,
e w0 N1
donde W*1(-) es &1 nanero de particulas en - que provienen de Ta
s en la posi-

i-&sima particula producida en la ramificacisn al tiempo

ci6n y, en el tiempo t-s después de su nacimiento, y ya que
T J
L e el oo
tenenos

t 2
€ e et] ™™ Jo v Vs [ de'“”"‘l /zs(zvrs)'d/zEdI{_s,o>dyds.
R

19

2
£t s et | , ol v 20l
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Vs v -ty ¥zs . -dr2,
B N I B Y P )
o ®d

E1 procedimiento que hemos seguido para obtener la expresion (20) se
1lam2 un argumento de renovacisn.

Integrando (20) con respacto a x y empleando el Teorema de Fubini

v el hecho de aue e 1M /25 (205)74/2 45 una densidad de probabilidad,

se obtiene una ecuacién de renovacién para [ E<N§.@>dx que nos permite

caleular esta integral. Sin embargo Seguiremos otro procedimiento que nos

serd Gtil también para lo que sigue. Definimos

2
Fls,t) j [ & antne /2 asy 0y,
d iod
R
Oesct (21)

Multiplicando (20) por y(x) e integrando en x vemos que F(s,t) sa-

tisface
-V, t -vs,
FO.e) = R0 oy [ Fleove e,
o
¥ se puede verificar que la solucidn de esta ecuacién es
Tyl
Fls,t) = e¥(t-s) f [ stauly)e X2t ey dl2g0g  (20)
R

En particulanpara s =0 y = 1, tenemos de (21) y (22)
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[ £ o oin s e“‘[ slx)dx,
r ®

con 1o que queda probado (14).

Probaremos (15) primero para s = t, Utilizando nuevamente un argu-
mento de renovacién encontramos

2
R | Loty B by ety
R

2 - P S
elyXI 25 (05y4/2 5 o p 5 ] ee T e andyas,
o In“ oo P e s

(23)

donde N{'; es como en e) caso anterior, y usando la independencia,
0o o0 c
£ Sl T oadtlys =
=1 tes |Zl t-s
=0 e ey ¥ ale-DE NY_Goreh] e
Ast, integrando (23)

- s
[ L A et g = € “‘\ L obsla)on
it K

x *
E Ny oetf_ iodxds
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: .
+m, I ve¥s J BN i B inds | (24
0 ® )

Para obtener una ecuacién funcional para f

calcular el Gltimo término de (24). Usando

11,034 o~ debenos

I elyxizs Az . AvadPrats)
p (2ns)7? (i) /2 (an(s+t))/2

y el teorema de Fubini, de (20) tenemos

2
-2t ¥at
£ ¥ £ o godx = en2VE j (y)ulz) E— o dydz
Jn" t i Rd[nn S 0

2
t ~fiy-z} “/2(t+s)

-ve(by Vs i s ¢ 4
+me Jove In"ln“ LH{Y)ENE o +0ly)EN; o 0] S lydzds

2
trt iy-z| “/2(s+r)
- "‘ﬂ J veVs ve""rj [ el > & f dydzdsdr. (25)
olo dlpd ©S
R

e
(an(ser) )

Usando (21) y (22) en el segundo término de la derecha en (25) e
integrando en s, obtenemos

J

dydz

-2
Vmyt -lly-2i “/4t
e e I PO VO ]
. 47 pd (4mt)

2

tt cly-21%72(r+s)

+ mi] l Ve'vsVe'VrI ] £ ool 0o EH—’W dydzdsdr. (26)
olo 47 pd {2n{r+s))

Sea
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s)
6(ry5,t; =J [ B BN u S ~dydz Ozr, szt
U I & BN gy dvde Birs sz

R

Ast, (26) queda como sigue:
6(0,0,8) = 2 oe ™ el 0) + mlj j e ¥oveVa(r s, t)dras,

y se puede verificar que la solucién de esta ecuacisn es

4
alrys,t) = e"(z"“‘s)j dj olyuz) -"”—:%—t dydz, 0 < vy s <t
bt

en particular, para s = r = 0, tenemos 1a solucién de (26):

oyl Za
i ov E ol gtk = 20 oly)uz) & dydz.  (27)
J oo et J ol g0

Sustituyendo (27) en (24), obtenemos una ecuacidn de renovacién para

Wo = | e alpadioo,

a saber

V(Z'"l""J [ olyz 1

t
(Ind #tpt g ve o] e e

t
o [ Hese s,
0

cuya sotucién es



2
tet st/
= att ar| [

#) = o] d¢(x)w(X)dx+szI° e [Rdjndo(ywm e o),

con 1o que se prueba (15) para s = t.

Para probar (15} en general, usamos el hecho que

ves(rY),

t

Xy * A%, N

N> - ID NGATPds, 2

esuna martingala (Corolario 3); de aqui, que para s < t,

L M, v <5, g6 SR ]

t
- e+ s[] W pdr| e, res, g6 SRY]
s
¥ por To tanto
X X et b et
E <Ny, g>ahfage = E NG oaliy> + L E Ny, ¢ N, A%dr . (28)
Definimos
v lx) = TG, v 0, (29}
por 1o tanto, y, = ¢ . Verificaremos que la solucién de (28) es
X
E M ety = E alealy o, s st (30)

‘t-s *

En efecto, suponiendo (30),
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t t
[t hpatobtoar « € il o, o
% x tes
- £ alpal, f Ayar s (por (13))
0
= E NN Y v
= E <5000 - E NGOG,

o cual nos da (28). Entonces de (15) con s=t, (29) e integrando (30) se
obtiene (15).
PROPOSICION 2. La esperanza y £a covarianza de N, estdn dadas pon

tas siguientes expresiones para o # O

£ e = Dye® + ples1)/a) j sdx, £30  (31)
Rd

Cov{eNg,d>,<hap>) = Clspeitp)
-y a- el [ olaT 9l
Rd

s
+ EELY'“ZVI:) aalsr) Ind 00Ty gyl )aedr (z2)

S
+ et Bmszn e““'f’u-e'“')/uf LTy p b,

sct,



e = Dest] | oaex, @1
d
R

Cov(<Ng,¢>,<ly 4>) = (v +8t] j H(0)T,_gwlx)dx

. s
+ymp¥ Io de 8(X)Ty 45 _p ¥ (x)dxdr

s
+ ¥ Io rf ST gpdar, s e (32)
R

Observac:

v (32).

Las expresiones (31') y (32'} son casos particulares de (31}

DEMOSTRACION. Para o« # 0, sustituyendo (14) en (11)

t
£t = v | olalan 8 X gljonss
Rd o Rd
canbiando &1 orden de integracién e integrands se obtiens (31)

Sustituyendo (15} en {12),

Cov(<tg 6 <Ny ¥°)

1T, X drT, W(x)dxd

.
svete]agar, s vmy [
Rd e 0

Haj; Slew | |, Ty Yloaca
R



S alt-u) U W y
+ pmyV [0 B Jn“ In €Ty 0(x)drT,_ w(x)dxdu

cambfando ei orden de integracién, integrando y agrupande,

- tryentelel [ ol e

s
+ &y, Jo & f | TarttHITe, )t
R
P s-u
+omy | et f djo ST, $0x)rT,_ wlxddxeu.
R

Observando que

]nd T2rw1x)Tt_sw(x)dx = I

y cambiando r por s-r, tenemos
Cov(<ligog>y<y 192
- Sty p-yed | | $Ty pl0sx
R

s
+ ety fu elser) I dg(y)rm_w(x)dyur
R

® alt-u) r aals=r) ] ATy o ¥ly)dydrdu
d

eemv[
2 lg u

cambiando el orden de integracién en el Gitimo término

L $0Te g blR) i

(33}
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o ety s 8- /RT . alaT olaae
Rd

s g
A I B0 ) SR T

0 Rd
+ 0 [F S i [ ity W)

LR € o ST g )avdr.
R
sea N % (NI,t30) el proceso descrito arriba con v =T y
B = BT.

COROLARIO 1.

£ ile> = Toyeten(et1)/0] f sx)dx, t>0. (3)
X
Cov(en] T o= .
ov(eNg>¢> 1<l 42) = TC(s,0,t00), (35)
donde C(s.it,p) estd dado por (32).

PROPOSICION 3. Los procesos N u

Mo t20) y N 2 (N, t50)

toman valores en M;(Rd) para p> g

DEMOSTRACION. En efecto, E <Ny,6> < = para ¢ & S(RY) no negativa
por 1a Proposicién 2, para cualquier compacts K C RY existe ¢ no

negativa tal que 1y < ¢, y es claro que
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EN(K) © ENy,é .

Luego, EN,{K) <= y por To tanto, Ny(K) <« c.s. El resultado para
N] se sigue de1 Corolario 1.
Queda por demostrar que N, ¥ NI son temperadas con p > § , pero

esto es inmediato del hecho que

dx <
(%P
¥ la Proposicidn 2.

COROLARID 2. HT = (W[t » O, donde

T T

PN

LV 2
d d

Zoma valores en Mp(k) para p> .

DEMOSTRACION. Por 1a Proposicion 3 N' y E N toman valores en

#+opd d
M(RT) con p> g

2. Demostracion de la Ley de los Grandes Nimeros.

Por 1a Proposicidn 2 y el Corolario 1,
e e - e eaet /el | sta®
R

= TRt - el s | otage
R
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+ ([ve"‘"m(e“—l)/u}J dv(x)dx)z v
R ;

= T 2ar(hi60) H T
-t eae e | atnen?
Rd
-1 "
=T Var((Nt.W).
cuando T+ =, esta dltima expresidn tiende a cero.

3. Generador Infinitesimal y CAlculo de Martingalas.

Como mencionamos en 1a descripcidn del modelo, dado que el ravimiento
de 1as particulas es Browniano y que el tiempo de vida de cada una de
ellas es exponencial, N' = {N],t 3 0) es un proceso de Markov. Kemos de-
mostrado que N' toma valores en M;(Rd), el cual es un espacio polaco
(1.2), gor 1o que los resultados de 1.5.1 son apiicables en este caso.

Sea am;(nd)) el espacio de las funciones continuas acotadas de

WURY en R,y consideremos £ en 8(I(RY) <o 1a form
Flw) = Hen®), £ o CUR), 0 6 S(RY, e Mi(RY),

donde CB(R) s el espacio de las funciones de R en R con derivadas
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hasta de orden 2 continuas acotadas.

Sea
Le{u ) = Fil<ing) <, Faooe
o) <uwivl®)
o] T plfen + (-1)60) - flouon)uex)
Rd n=0
vaf L [rtes + 600) - lan,)lon (36)
R
PROPOSICION 4 [7]. EL operador L es el generadon indinitesimal del
process de Murkou W', y para cade £ CHR) g oe S(RY),
Fleleo) - r LN, 0)ds, t3 0 (an
o) - [ e, v,

e una mntingata con nespecto @ b giltnacibn Fy = ol o5 < b,
vestRY, £z 0.

Obsérvese que en {36) los dos primeros términos corresponden al ge-
nerador infinitesimal del movimiento Browniano, el tercero proviene de la
vamificacion y e} cuarto se debe a la inmigracién. Para f(x) = x (36)

queda como sigue:

LE(<ny>) = <usd 2>
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R SR IR ) RS W)
e 10 i
+B l Coag> + plx). - <ué>ldx
Rd
= <u,%A¢> + V{my-1)<u,go + BTN 8
= Lo+ aanp + TAe,
donde ‘A es la medida de Lebesgue en RS. Asf, por 1a Proposicisn 4
T t T d
<Hgad> - ] [<hgo(z 4 + a)e> + BT<A,02]ds, £20. {38)
. H

es una martingala. (En este caso f no es acotada, pero el hecho de que

€] proceso (38) es integrable implica que también en este caso es martin-
gala; véase observacitn al Teorema 1.16).

COROLARIO 3. Si se comienza can una sola particula en eb punto X

£
no hay inmignacifin, entonces

t
W - Io W%, (5 aralerds, tzo,
8 una mantingala.

PROPOSICION 5. Existe una versidn del procesc N' con tragectonias
mestrates en D([0,=),8' (R)).
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OEMSTRACION. Puesto que e) operador § A+a s autoadjiinto, 1a

expresién (38) puede escribirse com sigue:

Tl T
al- j [} aval] + BTales, 0, ¢ (39)
0
Para cada ¢ en S(RY) (39) es mrtingala; por lo tanto, para cada o
tiene una versidn continua por 1a derecha con 1imites por 1a izquierda
(para esto, suponemos que Ta Filtracién satisface las Hamadas "condicio-

nes usuales" [36]), y por el Teorema 1,13,

t
T 1 T R
Ne - Iu [z A+alg + BTAYds, t 20,

tiene una versidn en Dg,[=]. Por otro lado, es claro que

t L T
f ol S+alNg + BTA¢nds ¢
o

es cantinuo en t para cada o asf por el Teorem 1.12,
tol T
[ tdavan]+smies, yo,
0

tiene una versitn en Cg,[=].

De aqui que W ose puede realizar en DS.[m].
sea M = (M.t > 0) el proceso de Fluctuacién definido en I1.1(1).

PROPOSICION 6. Para cada ¢ & S(RS),
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ML A +alinds, t (40)

t
T
W - |
t o
e montingata con nespecto a ta giktacidn Fl = (Ml,s <'th, t> 0.
DEMOSTRACION.
<Ml o> - ® T, (L 8 +a)eods
My » o Ml
t
= TY2en] - (1D tan e 1) aTn )] NT-TIVEOS B0 b (o)
0
pueste que <X,A¢> = 0
t v
R R R R [ (S A E W
o
t S S
‘T I [ye™ + 8(e%5-1)uddsoch 4o}
0
t
-T2l j <l § atadeds - Thve®t + ple™-1) 0l 00
[
at at. t
+ Thye®t + 8(e%t-1)/ad<r g - vT<h 9> - nr[ A, gods)
0
t
- T“""un{,w - I [N, (3 a+ad> + BT, g0 1ds - vTer,0) . (41)
o
Por (38), (41) es martingala.

De Ta definicién de M' y de la Proposicién 5 se tiene:
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PROPOSICION 7. £ poceso W' = (MLt O} tiene ura versisn en
o

Las martingalas (38) y (40) son de cuadrado integrable, por To que
tienen desconposici6n de Doob-Heyer. A continuacién encontranos sus pro-
cesos crecientes. E1 proceso creciente de 1a martingala

T A )
ale - [ ral.G srae + el tro. ()
0
estd dado por (Teorema 1.16)
t -
[0 Hel <Ny 9>)ds, {43)
donde
Helx) = (6% - 200)(x),
y L estd dado por (36). Para f(x) = x, tenemos
L) = 2w o + vl
sv[ R el ¢ (0600 - nelulex)
Rd n=0
: 2
+ a7 " [lensto +o(x))° = <uy9-“Jax
K

= 2qnu<nd a0+ luel®s
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o L L L matnse + (00200 2kt D0 - D) vl
L i
vor]  Tone? ¢ s 2,00 - nellex
’(d
24 1 2
= 2qu><u,g A+ <u,|99] S
v [ rT wntn1ef00 - T oy ne1)eRe) ¢
Jn“ B paln(n-16%00 - 3 o0
+ 2<u,¢> T Po(n=1)e(x)Ju(dx)
n=0
+ aTI L6%0x) + 2<,60(x) dx
Rd
= 2an,eauk a9 + <u vl B
[ 00 - y-06%(0 + 2o (o 1ho00 Tutn)
d
R
2
vot| 100 + zanitxlon
Rd
= 2aueunk a0 + anlvel%+ V(mz-m1+l)<u-02>
+ 20, gs¥(@y=1)eu,¢> + 28T <u, o<k, 00 + BT<A 055,
ast,

Hel<und>) = 2anpoauy b + anlogl®
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+ v(mz—m1+\)<u.e2>, + 20k, 08 + 28T<,40<K 9>

-2u g, ( Atald> + BT

+ BTN, ¢’
= <, 002 + V(me-m101)02> & aTen s,
Por 1o tanto, tenenos que
[ J: [NL, (5 Brali> + 610,00 ]as)?
- J: [l 1017 + Vimpmm#10e% + 870,4500s, €20, ()
es martingala.

En forma andloga se puede encontrar el praceso creciente de la mar-

tingala (40), utilizando (44); se encuentra que

t t
(o - ]0 ol (s)as? - ID al@ls)as, €20, 45

es martingala, donde

olils) = 4l s+ arer e

al?(s) = T3] 19012 + Vimpem 11)6%> + 5% (a7)
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4. Demostracifn del Teorema de Fluctua .

el comportami intatico de W cuanto T e
Puesto que HT s puede realizar en Dgi[=] {Proposicién I11.7), podenos
enplear €1 Teorema 1.11 para establecer la convergencia débil de M'
cuando T
En la demostracién de 1a convergencia de las distribuciones finito-

dimensionales se utilizard el desarrollo de la funcién caracteristica

dado por el siguiente lema.

LEMA 2. S{ una vaniable aleatonda neal X iiene momento finito de

onden n, entonces,

N k
L gk s L%t gl ue R, (48)

donde §(u) » 0 cuando G0 y [s{u)| < 2E[X|" para toda u.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2. Por el Teorema 1.11 basta demostrar:

2) Las distribuciones finito-dimensionales de M' convergen débil-
mente a Tas correspondientes de ¥ cuands T .
b) Compacidad relativa débil. Para cada ¢ ¢ S(RY) y
FI_Q = of<il,g,5 < t} se tiene que para T>0 y 650,
existen variables aleatorias y}(s) >0 tales que

£l <My - <ol ZIF] 1 < ELROIF 10 O stz

Tim ELYH8)] =

,_u
o3
-
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ibticiones’ Finit Yes. Sean
. PR ;
o018 SCR) Ty

en R.

a) Convergencia de Jas.
By e Stpen [0.)5 4
De ‘Tas expresiones (2);/(11),7(12), (31)3%(32), (34), tenenos

E ("f ML
eip i} g
5530

R ; e m
= exp (AT M2 lev"f‘“:d ,}@f) €iexp (41712 jZluj(NIj #2)
Por (27) y (38)
m
= exp ( -i172 jzl uge <qu e

"
septn] Ceen PRE RIS

t
n R VP
60} -1]d
+ 87 Io [ erexpts R
=exp(rf vElexp (1 3 TV2uof obo1amM2 §uont e odax
d ol LA gy

w n n
=172, % 7172 X
erf Y setemtt TRl _eptaan TV L uialf _eplans)
o) d 321 375520 ng Mey-s0%5

Ny e Y
J tk (3

141 x
Sumando y restando 5 YT jX.k uuyENg

,ijN: g0 en la prinera y en la segunda inte-
3

1 g1 X
38T T uu E<N
2T Ty
gral respectivamente

m
=exp { TI velexp (1§ T2 ugehy 6221
& 551 i
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12§ PG ) X X
AT Y e o # 1T Gt et i, dax
FLOE R RSO R R 't K

k3
b ¥z g V2 § o
[, et & TR gy £ g

JCRg
K 578"

9,>Jdxds} -

141 X X
w5 T T w6
CREAR LR

J=1

3
1 X X
< expl -3 y[ Touu B Lo o< Lo, 0dx
z R KT e
-1 a[ "'] T ouu ENE L0k 0 dxds)
200 ) g g et e
.l T .7 X
Para u=T v X M u\,(;('.j‘oj) ¥ % —le “j‘"t‘i- 28570 por el

Lema 2 tenemos
1
=exp{- ijz,k R RN
tm
. exPlTJ Tl 124 4 rj [ 12112 geas),
Fd b Rd

donde

Idil)(-‘--llz)l <

2 T 2k
< KE Y olen
=AY

1612 ¢

2 T 2% 2
4yl < ke ,-21 ujditJ 5085
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t
n

I Bl ool <oy j [ el oplonds <o

R 3 0/ pd ]

Por 1o tanto, por e} Teorera de Convergencia Dominada,
7 T
lim Eexp{i ugelly 45>}
L A

stedgl) -

“linCewi- %jx’k el

t
cont| s e [T B0 e
X 0

sew (- § 1 uult sl -

t
. exp(! Vim e e [ '“J 11m 82 (12 geds)
d Tre 0/pd T X

cewi-} S U3t (49)
(49) es 1a funci6n caracteristica de un vector aleatorio de dimensién m,
Gaussiano centrado, con covarianzas C(t;.0;it ¢ ). Por el Teorema de

Continuidad de Lévy, el vector aleatorio

T
[CH

<M:m.a>n>)

converge en distribucidn a dicho vector aleatoric Gaussiano cuando T-w.



1u1

b) Compacidad Relativa. Debido a {45),-{46) v {47) &1 proceso

cumple con las condiciones del Lema-I.1, asi

T

Bl 00 = <HLeIF] ) SRENF (3, s esr

Obsérvese que 1a filtracion (FL ) o es 1a de Ta Proposicién 6 sin
enbargo, FL . FL, por 1o que se sigue curpliends esta relacian. por o
tanto, s6lo queda por demostrar
1in TinECG()] =0,
640 Tow
donde, por el Lema 1.1, (46) y (47),
oy = 262 (1) eny2 (2)
Yi(8) = 26° sup (0r'i(s))° +28 sup 05°i(s)
T ocseuss 10 ossrss 1 ?
{16y w el (2
OF 4ls) = Moz s¥a)e>,
$2) ey o 1-lenT . [va |2 2, 2.
BT’(g(S) TN 19817 + V(mymm #1)6%> + BA 05>,

En el siguiente desarrollo se obtiene una cota para E sup <MI,¢>Z.
dcter

T 52 - T t (1), I‘ (1), 2
3 <l,052 - o
nsf:fp‘ M, .6 Eu??g"r (<mt.¢> In UT'¢(s)ds + ﬂe_m(s)ds)
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P (<l j m(s)as)2 w28 Sup (J o“)(slds)z
3 .
oy L e
<2 Osup (R -L oF ols)as)” w2€ as;; tJ e, )%(s)ds
¢
$% sup (<H] 0> - Io ep‘i(s)ds)z + 212[ 0&1;)2(5)“‘ (50)

Por la desigualdad de Doob para martingalas,

(1 241/2
ar (0 I of)(s)esy7
< 2e(edl e -J olt(s)as)21V2

< 2l p 212 + am)( oils)as)2 2
< ogeel 22 4 zT‘/Z[J Efof! ) s)as2 /2. (51)
Par (35) 4
By, 22 « 0 var o0 = clt 436,80

= e pali-e )0l | dqﬁ(x)ax
R



u3

t N B
+ %y [n ealt-r) J)\d T ot

+ ety ju ealt-rdy_guaryfe ATy ot (52)

Obsérvese que

d

(e :
Ind 16000Ty ot 8 = In" & W:FZ 1003 T3 iyt ox

d

L d 2
< I‘d ngm 1) (Wl D710 sup [Ty, el lex
K

sup
x

i

Debido @ que Tp(, . es una contraccidn en C(RY),

d
2 1

R L] J N ——=— dx.
2 5= el

d

1
I — dx < = .
g3 QgD

Entonces, de (52),
e, o8 < (e y8(2-eY) /0

t
+ e“ymzv [u el trlge -



na

+ e onyy j S0 e a1 1l &

= & Crrl1oe" e + V(e E-1)0

+amzv[S_Tl i “U"ﬂz (caso af0)
< ol o2,

donde H <= es una constante. Por 1o tanto,

£ o“;(s)lz hlfae+ g} €25

<
ja elof % < M1 a0 + col? & =
Asf, sustituyendo {53} y (55) en (51),

t
[E sup (<6 I o{1)(s)as)27/2
Ostet [

<Hitloly €T+ 1380+ agl, v

donde M < es una constante.

Sustituyendo (55) y (55) en (50),

21,
172 ( & - -1 )1/2y

(53)

(54)

(55)

(56)
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201
T o2 2 26T, 110 a2 o2
Eosup <Moot s Mylef; €50 + 3 a0 aglg RS
gl Mo AL Iz 5
“donde M, <= es una constante.
Por 1o tanto,
{57)

Tin 7w fe sup 6N -0,
620 Tam Ogssres | 1
Para N[, siguiendo el misno procedimiento anterior se encuentra una cota
Z]l/Z

para £ Sup<lp.eo?, y puestoque £ sup <NL.g» < [E supe]
Octer Ogter Octer

(58)

Tin 70 € sup of¥)s) =
§+0 Taw  Ogterts 10
Por 1o tanto, de (57) y (58),
Tim TimEyj(&)] = 0.
§*0 Tow
10
Asf, henos probado que M' + N en Dg,[=], donde M es un proceso
Gaussiano centrado con valores en S*'(RY) euya funcional de covarianza

estd dada por

Cov{<tlg,97 <My 9>) = Clsa0ts0).

(Mgt 2 0) ek proceso Linite de 2as flue-

PROPOSICION 8. Sea



116

tunedones; entonces

M0

t
[D Wy brdps, 120 (59)

o8 martingala de cuadnado Antegrable con respecto o da fibteibn
Fy = ol $ 1), €2 0, pora cade ¢ ¢ S(RY.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.18 (Observacidn (1)) basta demostrar que

Covlely 0>, <M v) = Covlel o>, Th W), s < t,

donde (T3}, es el semigrupo con generador infinitesimal A %Mu .

Recordemos que Ty = e T,. Del Teorema 2 tenemos
Covietiys6>, <My ¥2) =

= e yp1-e™) /) I olx)Ty_gblx)x

s
+ ®ymyy Io olenf ORIy pblx) et
R
s
+ o,y fu eleneeenyg | 20Ty gyl
R

R R TR B TR R TN
Fd
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+ & mpy [: S TR e

+ St [0 1Ty | atnlet O, stear
R

Usando 1a propiedad de semigrupo de T,

= Syl [ ottty

s
+ &Sy L‘ lsen) | O S y(aduar

s
+ Songt] ST e | oty Iyt
R

= Cov(<Mg o2 1M Ty_0>).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3. Para probar que M tiene trayectorias

en Cgi[=], por el Teorema .12 basta demostrar que para cada & S(Rd)

el proceso

{<Hy20o,t 3 0} (60)

es continuo. M, es un proceso Gaussiano real, centrado, por lo que por



1us
el Teorema I.15, si
Var[ey 1> = <Mat2] < Blet-et]®

para 8,80 y t',t" ¢ [0,], entonces M, es continuo sobre [0,7].

Esto puede hacerse para T arbitraria de varias maneras. Por ejem-
plo, mediante clculos con la covarianza de M {en forma similar a [15]),
o enpleando la martingala de la Proposicion 6 y el Lema 1.1 de manera se-
mejante a la demostracidn de 1a parte b) del Teorem 2.

Sin embargo, como la continuidad de las trayectorias de M se sigue
de la continuidad en H_p para algin p & N, probaremos solamente
esta G1tina,

por el Teorema 1.14 basta demostrar que existe fe F, tal que

V()
sup <a,
TeR, TV

donde

JRCATN

() = € su
0¢teT

Empleando la martingala de la Proposicién 8 y siguiendo el mismo

procedimiento que en la demostracién del Teorema 2, parte b),

t
2 1 2

E sup <M % <26 sup (<k ,¢>—J <H_ (L 8+ a)ovds
oeter T oG (%, o Ml 1)

T
va ja e, (3 8 + a)eoZas]



.

2 T 1 2
< BECl > + mT[IO Estig, (5 4 +a)e> ds]
2 1 27
< 8K1613 o(T) + 10K 15 4 + ot} jo sty ,
donde K <= es una constante y

a(t) = eXEiyap(1-e)/a + yn (e E-1)e +

+ EnV(e51)/? + (%2 28]} (caso w70

Entonces, tenemos

urlod < (aklold + 10k & ag + agldye(my,

donde

T
1 = o+ [ st

DEHOSTRACION DEL TEOREMA 4. Basta verificar las condiciones del

Teorema 1.19 y encontrar <Qué,¥> con 1a expresisn I (43). Hemos denos~

trado ya que N es un proceso generalizado Gaussiano centrado, continuo,

cuya funcional de covarianza satisface

Covlll 10>, 42) = Cov{<Me,00, <L, TE o), s < ¢,
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donde Ty es 1 semigruso TG < €T, 1y (Tydysg es @) seniorupo

Browniano, y el generador infinitesimal de TL oA fAm , el cual
es continw de S(RY) en 57 misno.

Lo Omm que resta es calcular la expresion

Qe = S KLt - KIEAIE) = K(E,056A%),
donde

K(tubstog) = Cov(<l 4> <t po).

En los siguientes cdlculos emplearemos notacidn abreviada.

Del Teorema 2 tenemos

Kty

t
= e oy + myefo JD T g gir)

at, t r
-1 -1
+ a0 J’ow*mzvﬁ»foeu

Usando Ta regla de Leibniz y ~T°‘ THU® se encuentra

t
LKitpin) =y (e fow + iy oy + mva?JO T gy Aar )+

it Lar
+ 80w + my L oy ¢ ampuga [ 52 #yar)
Entonces

<0ure> = & K(E0540) - 2K(EATiE L) =

= vioe®t fg? + nyvje? + amyfe J oyt
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- 2e% fans - 2n¥ fo J: TS )+

at_y x
o

+ st 4 myy

g
2 &L d
16 gty [ Ty el

ut t ar,
e 0 -1 qa o
-2 5 fo% - Ve fu o To(e-m AT}

« et + eXnyfe? - 260 b ao + ofe)

at. at,
+ 8e™e? + mpy £ fo? - 2 251 (g Lag + afeh)

Usando fone = - [[wg] 2,

= v mpfe? + EYlol?

at t
£ol gty [ flwel?y,

+ 8llayy -

de donde se obtiene <Qu.> mediante 1a identidad

QP = FIQu00) B4 - <000 - <qw)



122

DEMOSTRACION. DEL TEORE!A 5. Puesto que !%;*.es una variable aleato-

riaen $'(BY) por el Teorena 1.9 1), - converge débilmente ‘a una varia-

ble alestoria 1 en §'(RY) cusndo &5 e 51y 5610 s myle) - (o)
para toda ¢ en S(R%), donde 1y y u son s fincionales caracterfs-
ticas de M, y W, respectivamente.

M, es una varfable aleatoria Gaussiana centrada en S'(R%), con

funcional caracterfstica

3 c(ta0,t00)

nyle) =

donde C(t.¢it.y) es su funcional de covarianza.

Para « <0, B> 0, por el Teorema 2 se tiene
Tim o(t,0.tsy)
tro

St ECtyea-e) /) f o(x)p{x)dx
toe B
t
+ oo [Q ele) | y x0Ty, _pypix)xdr

t
+ e,y Jo eltr)(y g “‘”)/u[ L Ty elenar)
R
Calculando el 1imite del primer término y sustituyendo

2
Togergt) = | st W IE) gy 020y,




--£ f | oxetxie

2
t y ~ix-y{®74(t-r)

N N ) IR e
b 0 LS (an{e-r))¥/2

2
BTSN L () P Pyl aen)
*g:rl e &nz‘lfu e (1-¢ )/uJ‘Rd #(x) Ikd oy 4 dydxdr

Cambiando €1 orden de integracidn y haciendo s = t-r,

. Jndo(x)w(x)dx

+dm e“‘mzvjﬁdw(x)fndw(y) j: e i;-:%cllzi dsdydx (61)
*lin # anp¥ Indm) [Rd¢(y) J:e“ %Z‘—s dsdydx

L | do(x)fldw(y) I; oo %ﬂsdydx.

Ahora bien, para a« <0,
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t e o lyxtPres - ~ly-xi %4
14, 08 2 d & o ds <o,
tae In e (aisyol?

ycomo € 0 cuando 't~ w, 10s dos primeros 1imites de T2 expresion

(61) son cera, Por 1o tanto

Tim C(t.eit) = -ﬁ{f ofx)lx)dx +
tow nﬂ

2
PR e M
*m jn" fnﬂ@(x)w) f:e ST .
Por [21, b 17, 233]
.8 ‘ [
Sl elxhulx)ax +myv o00)e(y)k{x,y)dxdy}, (62)
K S

I

donde k(x,y) es la funcign que se enuncia en el teorema.
si 8 >0, (62) es una funcional continua y positiva definida y, si

1a denotamos por  K(6.9),

$ Kio.0)

o) =

es 1a funcional caracterfstica de una variable aleatoria Gaussiana cen-
trada M, con valores en S'(RY) con funcional de covarianza K(¢,4).

Las propiedades asintticas de k({x,y) se pueden deducir de [1, pp. 375



y 378).

DEHOSTRACION DEL TEOREMA 6. Basta observar del Teorema 2 que el ni-

cleo de covarianza ky(x.y) de M, estd dado por

ky(xay) = e {[yea(1-e ™) a]s(xy) +

alt-u)-PrylPate-n)
du +

Vt
N
""ZI. (an{t-u)

oy PxeylP At}

alt-u) (1-e
oy | L e

t
0

Por el Teorema 1.20, puesto que &(x-y) aparece en el priner término de

ky(x:9), M, no estd inducido por un campo aleatorio ordinario y conti-

nuo en norma.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7. De la demostraci6n del Teorema 6 se ve

Ky(x9) = ky(cshyeh) para todo h e B9,

y por ser M Gaussiano, entonces es horogéneo. Calcularemos su medida

espectral.
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Covlgy i<y o) = J dj Sty (63)
RR

Sustituyendo a (x) ¥ yly) . Por siis transformadas inversas de Fourier

1(z:x); i way)s
gLl (Ind Wadz)([FdWLW)kt(x.wdxdy

R 'R

canbiando orden de integracién

= de In“ 2ol (2 w)dzd, (64)
donde
L i [(2x)+,)]
me s o | [nd f e xadidy  (65)
Para a £ 0,

hylzm) = e fyep(1-e™% /el (TAFI L) e ity
TORCR

ly=xi2ra(e-u)

salt-u) Hzx) [ gilwy) 70 TR0
] el T e Y
2
ol 1o g (e e
+ gl f BCH (Zn)aj“de {Rda (an(e-w)y7? voa
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Ahora bien,

) ST RH09) ey i =
()3 ]Rd'[nd ¢ Geyliste

1

o JRICRO P s(zw)
(2m)

{véase [32]), luego,

2
5 -1y=x] 74{t-u)
ity v dydxdu

t
[ et _1” d e‘(M)I (an(teu))

0 (2m)™ 7 p

.[° oloeul?)(-u) L] ey,
(zmy® pd

(67)

2
- s(zww) J: efeloBhug, + sz £

donde se us6 e} hecho que 1a integral con respecto a y es la funcién

caracterfstica de una densidad Gaussiana con valor medio x y varianza

2(t-u).
Anflogamente al caso anterior,
D A (t-u)

dydud;
AL

E\'(z,x)[ RICROE
d
R
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2
< sy 11 f Sl )udu M J; (Mz-eu)udu,

i 2 o
« sy eotvi?ie - loolBt Pzt |

alul? @ ol %20
(ol (2a-1ui®)t

= sz 1} e—‘—z—-ng '“‘—z—h . (68)
a-fwl 1wl “-2a

Para a =0,

Pufea) = brae] 4 )ﬂj Inﬂ LNy )ayoe

t i -1y-x12/4 (k=)
1 i(z.x) i{w.y) e
+ yng J'n e [ Le Pt AU

d

2
L
A B e i
o Jpd I (an({t-u))

Los primeros dos términos pueden obtenerse por medio de (66) y

haciendo o = 0 en (68); el tercer término To obtenemos a continuacién.

. .
®t i(zax) ey eyl rattn)
B W) S dydxd
Jn ‘ (nd ¢ I a® (an(t-u)) %% v

t 2 2, ft 2
= d(z4w) I u eIty o gl I u eugy
o o
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e il

= s(zw)
2
S.ost weo
t [T L3 ;
I_E4W (¢ 1), si w#o0
= s{z) |

2, si w=o.

Sea

2
e alolW Pt
2,.(w) = *'ym,v
t A

81 /a] st a k0

Bt st a=0

L elotu B
1 glotl PR,
« a=fw}

ey
vomrd £y + L@y o
L BT (]
2, si Jwj =0

Entonces, por (65), (67), (68), (69), (70)y (71},

helzw) = s(zawleg(w).

t 1 1 s
= Y2 siwio
S TAR T

(70)




Covl ety ractyio) = | d] i sz (w)eztn =
R'R

=and b

B2, ()6kzm)du ) dz

-

HDb-2)y (-2

-]z,
Rd

Por lo tanto, la medida espectral de M, es o(dz) = 2.(z)dz.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 8. Basta observar del Teorema 5 que el

niclec de covarianza de M, esté dado por
ko(xo3) = = & Lolumy) + mp¥klxy)).

Por el Teorema 1.20, puesto que &{x-y) aparece en el primer término
de k,(x.y)» B no estd inducido por un campo aleatorio ordinario y con-
tinuo en norma.

DEMOSTRACION DEL TEQREMA 9. M es homogéneo, pues

Ko(%,¥) = k (xth,y+h) para toda h e Rd.
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Del Teorema 7 tenemos, para < 0° y 630,

Gu(d2) = Tin aldz) < lin ,(z)ez =
i pos

8 A
St —5— 1}z
* J2l%-2a :



133
APENDICE

Al. Ooeradores de Hilbert-Schmidt y Operadores Nucleares.
(Referencias: Treves [40], Gelfand-Vilenkin {12]}.
Dados dos espacios de Hilbert reales H, y H, y un oserador Tineal
A:H) » Hy, se dice que A es compacto o complecamente continuo si mapea
cualquier conjunto acotado en un conjunto cuya cerradura es compacta.
A continuacién Hy, Hy, Hy denotan espacios de Hilbert y (),

i =1,2,3, el producto escalar en cada uno de ellos.

TEQREMA 1. Sea A:Hy » H, un operadon compacto. Entonces A ene fa

fonma A= UT, donde TiH) M) cb un operadon compacto, positivo-deginido
((Txix)y 20 para x e ) y Uty »H, os un operadon Lsominico
(|Ux|z= |x|l para x e H;) que mapea el aango de T en of espacio Hy.

La representacién A = UT se 1lama descomposicién polar de A.

TEOREMA 2. Uin operadon compacto

| ", puede sen xepresentado
como 2a suma de 22 senle

Ax = nzl Mnlxagy)yhns (n

donde ¢, b, 40n Los elenentos de conjuntos ortonoNnales €n Y M,
respectivamente, y Aahy.... Son nimeros positivos ("1"2'“- son Los
valones propios det operadon T), Lo cuafes tlenden a coro cuando n +
Reclprocanente, cada sende de £a fonna (1), en fa cual e, by Yy A
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tienen fas propledades antes mencionadas; degine un operadon compacto.

DEFINICION 1. Un openador Ak M, compacto se ‘dice que, e -de

. (midt L y 2
b 1), £
sien ta (1) nZ1)‘ﬂ<

OEFINICION 2. Un operadon A

B, compacto s¢ dice que o nur
clear si en fa representacidn (1), Il A<
né
Co § A <o dinplica ] A% <, todo operador nuclear es de
P 1

Hitbert-Schmidt.

TEOREMA 3. Sean Ay » Hy, BiHy By dos oporadones de Hitben-
Schnidt. Entonces of oporadon CiMy +Hy definido por C= A b un ope-

nadon. nuckear. Reclprocanente, 2odo operadon meclear o4 ek producto de
dos operadones de Hilbert-Schmidz.

2. Espacios Nucleares.
Sea E un espacio vectorial y 1-] una norma sobre E. Se dice

que 1a norma es de Hilbert si proviene de un producto escalar, esto es si
IxIZ + 1% = 3 (xeyl? + 1xy1?) para toda x.y e E,
¥ en este caso el producto escalar estd dado por

@y ek (heyl? - eyl
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Supongamos que heros dado un-sistema contable de normas de Hilbert
{]“],n e N} en el espacio E, las cuales son compatibles en el siguien-
te sentido: Si wna sucesidn '{x}y.py de elementos de E converge a ‘cero
en lanorma [«[, v es una sucesién fundamental en la norma |+f, enton-
ces también converge a cero en esta @ltima. Introduciros en E 1a topolo-
gfa inducida por el sistema de normas compatibles {f+| ,n e MJ. Esta to-
pologfa estd definida por la métrica

%=yl

P R ki M (2)
n=1 1=yl

DEFINICION 3. Un espacio veetonial E con 4a topologla inducida pon
un sdatena de nowmas compatibles {ll .n e B}, se dice que es un espacio

de Hilbert contable 84 es completo con atspecto a esta topolegla.

Observacion: Una sucesién (xk }kIIN en E es una sucesién fundamental
con respecto a 1a métrica (2) si y s6lo si es fundamental con respecto a
cada una de las normas M". Por 1o tanto x, > x en E siy séio si
Xj + % con respecto a cada una de 1as normas {-j, n e IN.

€n general, se considera que un sistema de normas compatibles

|\-Ilﬂ. n e I, sobre un espacio E, es tal que para cualquier x e E se

las siguientes
Uxlig < hixlly < vov <lixby € en s (3)

Esta condiciGn no representa ninguna restriccign, pues en caso de no cum-
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plirse, el sistema:de normas dado puede ser reenplazado por otro equiva-

lente {en el sentido que definen la misma topologia) que si satisface (3).

Sea E un espacio de Hilbert contable y E, la completacin de

con respecto a 1a noma || +],.. (3) fmoliea

cEck cfy “)

y de 1a completez de € se sigue que

Puesto que cada norma es de Hilbert, los espacios E, son espacios de

Hilbert.
Sean E' y Ep los espacfos duales da E y E respectivamente

> la forma bilineal candnica en E' x E, esto es,

y denotemos por

<fax> = f(x), TeE' y xekE.

Los espacios Er con las normas correspondientes
1fl,= sup <y feb v xeEn
[ E
Ixt, = 1
son espacios de Hilbert, y cumplen

CEC... CE C. (5)

Dado que €y es un espacio de Hilbert, existe un isomorfismo entre £y
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Do EonEl T i A
y L. - Denotarenos por “E. EY1a identificicisn de’ E) con Ej por

medio de tal fsomorfisio. Entonces; tenemos
ECE, CEynE) CE CE.

Las ternas EC EyC E' y E C EgCEr se llaman ternas de Saifand. En
Ta segunda terna de Gelfand se utiliza Ta topologia en € inducida por
Egs 1a cual es mis débil que Ta topologfa de . para definir el dual E}.
Por Gltim, se puede demostrar que

()

&

en donde 1a fgualdad es en el sentido de igualdad de conjuntos.

En e} espacio. E' consideraremos dos topologfas, la topologfa débil

¥ 1a topologfa fuerte.

La topologfa débil en E' es la inducida por la familia de seminor-

mas

* Una seminorma sobre un espacio vectorial E es una funcién real no ne-

gativa p sobre £ tal que: 1) p(xty) < p(x)+ply), 2) olox) = |ajp(x),
para toda x,y e [ y escalares a e K (K campo sobre ei cual es espa-
cio vectorial E). Una seminorma es una norma si satisface : 3) o{x) # 0
siox#0.



138

para todos Tos subconjuntos Finitos . xya. ik, - de i

Para definir 1a topologfa-fuerte, introduciremos.el concepto de con-
junto acotado en E. Un conjunts’ AC.E - se dice que es. acotado .si para
cualquier vecindad U de cero en E existe un natural o tal que
ACnU.

Sea A la famila de todos Tos subconjuntos acotados de E. La to-
pologia fuerte en E' es la topologfa inductda por 1a famitia de seminor-

mas {}+],,4 € A}, donde
IIflly = sup I<fux>f, Ae A, faE'. 7
xeh

Sea E un espacio de Hilbert contable. € es denso en
cada une de los espacios E". Por hipStesis, si m < n, entonces
By < Bolys de 2aut aue o1 mapeo x(™) + X (aonde #(, W geno-
tan o) miswo elenento x de E pero considerado coro clemento de E,
¥y g“ respectivamente) es continuo. Este mapeo se puede extender a un

operador Tincal continuo T7 que mapea el espacio E, sobre un conjunto

n
denso en E. AsT pues, en (4) los encajes son continwos y densos, y sor

dualidad To son en (5). Obsérvese que Th = ThTP, m<n <o,

DEFINICION 4. Un espacio de Hilbert comtable E se Zlama nuclear
s para cuckquien m exibte M tak que ol mapeo ThiE, - By s mus
ctean.

Obsérvese que debido al Teorema 3 se puede pedir que el operador
T, sea de Hilbert-Schmidt.

Una generalizacién del concepto de espacio de Hilbert contable nu-
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celar es la de espacio vectorial topoldgico nuclear. Este concepto se in-
troduce de manera andloga, con 1a diferencia de que la topologfa en E
ests definida por un conjunto no numerable de seminormas. Ejemnlos de estos
espacios son los duzles fuertes de espacios de Hilbert contables nucteares,
los cuales tratamos a continuacién,

Sea E un espacio de Hilbert contable y E' su dual fuerte; esto
es,1a topologia de E' es la inducida por el sistema de seminormas (7).

Ulanaremos nicleo de una seminorna [ -], sobre E', al conjunte de
las feE' tales que |f|, =0,y lo denotaremos por Ker A. El conjunto
Ker A es un subespacio lineal de E'.

Para cada seminorma [+[,, definimos el conjunto E'/Ker A de cla-
ses de equivalencia para la relacion f vg ‘od Ker A. Existe un mapeo
candnico de E' sobre E'/Ker h: Acada feE' le asigna su clase
msdulo Ta relacion f-g e Ker A.

Obsérvese que si f,g pertenecen a la misna clase de equivalencia,

tenemos que
If-gll, = 0
Uiy - syl < 0F-gy =0
y ademds: 1) si f g MdKerd y Ae R, entonces,
Afvag,

2) st fagtod Ker A y T' eE', entonces
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FHf! v o#f' Mod Ker AL

Por lo tanto, podenos definir. la suma y multiplicacién por:esca-

lar en E'/Ker A: si 6(f) es la clase de f Mod Ker A,
2(f) = o(Af) ¥ o(f) + a(g) = B(f+g).

Introducimos en . E'/Ker A 1a topologfa inducida por el sistema de

normas” {45, € A} definidas por

I

i,

para alauna f € E' tal que 6(f) = f.

Para cada norma [|*§, , sean Ej los espacios E'/kerd con la norma
I°l; v & 1a comletacion de Ef con respecto a ests norma.

si -1, 7 [fy., entonces Ker 2'C Ker A. Por lo tanto hay un
mpeo candnico de E'/Ker )' sobre E'/ker A; ademis este mapeo es conti-
w0 si introducimos las normas ey v U+lju.en E'/kerh y E'/kerd

respectivamente.

DEFIRICION 5. Sea E' el dual fuente de un cspacin de Hitbent con-
tabte. Se dice que E' o4 nucoan sl para cada seminamma fi+lys A€ A

aobre  E' existe una seminonma |ty M e b sobre E' tak quo

§ e mapeo canbnico

Iy 2 4

CUREN
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8 elean.

Observacién, En este caso el mapeo candnico Ey, + E)‘ es nuclear en un
sentido que generaliza Ta representacidn (1) con  § ;<= (véase [40],

pp. 482), ya que ‘£, v E son esoacios de Banach pero no de Hilbert.

TEQREMA 4. Sea E' of dual fuente de un espacio de Hifbent conta-

bee E. Entonces E' es nuclean 84y 6%0 84 E s nuclear.
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