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I NTRODUCC IO.N 

Los sistemas infinitos de partículas son modelos matemáticos de fenó­

menos que se presentan en el campo de la Física, la Bioloaía y otras cien­

cias, y aunque estos sistemas no existen en la realidad, los resultados 

matemáticos que se obtienen de ellos son útiles como aproximaciones para 

sistemas finitos muy grandes que si ocurren, por ejemplo, en transporte de 

neutrones, evolución de colonias de bacterias, crecimiento de tumores can-

cerosos. 

El antecedente matemático más significativo en el estudio de esta 

clase de sistemas es el artículo de f.lartin-L6f [33], apenas publicado en 

1976, en el cual se estudia un sistema de Poisson de movimientos Bro1;nia-

nos independientes. Esta referencia es importante por dos razones: una, 

porque en ella se plantea el estudio de estos sistemas como procesos esto­

cásticos que toman valores en espacios de distribuciones de Schwartz; y 

otra porque en este trabajo se relacionan dos aspectos distintos de la 

Teoría de la Difusión: La 

ecuación de Fokker-Planck 

probabilista y la física. En ambas es básica la 
du * dt = A µ para la densidad 1, (A es el ~ene-

radar infinitesimal del movimiento Markoviano de las partículas). En la 

teoría probabilista se estudia el movimiento aleatorio de una partícula 

individual y ¡1 es interpretada como la densid3d de probal>ilidad µar<> su 

posición en el espacio. En la teoría física se estudia un ~as de partícu­

las y 1, es inter~retada como la densidad real de partículas en el espa­

cio. En el primer caso µ es una cantidad determinista y en el se2untlo 

µ es una cantidad aleatoria puesto que las eartículas se mueven aleato­

riamente. La pregunta que surge de esto es entonces len qué sentido es-
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tarán. relacionadas estas dos interpretaciones? 

La interpretación que han dado los físicos es que aun en un volumen 

infinitesimal hay muchas partículas; así en algún sentido la densidad es 

grande y las fluctuaciones deben ser muy pequeñas, de manera que la den­

sidad real puede ser aproximada por su promedio, el cual está dado por 

la densidad de probabilidad. Sin embargo, esto requiere de una justifica­

ción matemática rigurosa. 

Lo que hace Martin-L6f es considerar el sistema más simple donde 

esta pregunta puede ser rigurosamente estudiada: el gas consiste de par­

tículas que no interactúan y el movimiento de cada una es Markoviano y 

definido por el operador A. En cualquier tiempo las partículas forman un 

sistema de Poisson en el espacio con una densidad determinada por la 

ecuación de Fokker-Planck. Para obtener una situación en la cual la den-

sidad es grande se toma la densidad como pµ donde 1i es fija y p ., 'º· 

El autor demuestra que el número de partículas dividido por p converge 

en probabilidad a la densidad determinista µ dada por la ecuación de 

Fokker-Planck. Esta es la ley de los grandes números para el sistema. 

Asimismo, estudia las fluctuaciones alrededor del equilibrio normaliza­

das por /P en el límite cuando p -> oo, y prueba un teorema de lí­

mite central que muestra que estas fluctuaciones se distribuyen en el li­

mite de acuerdo con cierto campo aleatorio Gaussiano generalizado. Por 

último, prueba que el proceso límite de las fluctuaciones es un proceso 

de Markov que satisface una ecuación de Langevin generalizada cuyo opera-

* dores precisamente A • De la ley de los grandes números, el teorema de 

fluctuación y la ecuación de Langevin generalizada se concluye que asin­

tóticamente el número de partículas dividido por p satisface la ecua-
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ción de Fokker-Planck más un campo aleatorio generalizado Gaussiano en 

espacio-tiempo con valor medio cero, el cual desaparece en el límite. 

0,ueda así explicada la relación entre las dos inter~retaciones de la den­

sidad. 

Tomando como modelo este trabajo, se ~uede estudiar el comportamiento 

asintótico de sistemas infinitos más complejos en el límite de alta den­

sidad o bajo distintos cambios de escala en es~acio-tiempo, o cuando al­

gunos de sus parámetros son muy grandes o muy pequeños. Se buscan leyes 

de grandes números y distribuciones límites de las fluctuaciones al rede·· 

dor de los valores medios, así como descripciones detalladas de los pro­

cesos límites de las fluctuaciones. En particular interesan casos en los 

que el proceso límite de las fluctuaciones es un proceso de Ornstein­

Uhlenbeck generalizado y encontrar la ecuación de Langevin que lo rige. 

Al tratar sistemas más complejos que el estudiado por Martin-Ltlf 

aumenta considerablemente la complejidad de los cálculos; esto requiere 

una búsqueda de métodos adecuados. Por otra parte, Martin-Ltlf probó la 

convergencia de las fluctuaciones sólo para cada tiempo fijo, sin embar­

go es importante demostrar la convergencia del proceso de las fluctua­

ciones (es decir, en todo el intervalo de tiempo), lo cual es bastante 

más dificil; para ello es muy útil la técnica de martingalas empleada por 

Holley Y Stroock [20] en particular en relación con la compacidad de los 

procesos. 

Entre los trabajos más importantes de este tipo están los de flolley 

y Stroock [20] y Dawson [9], quienes consideraron sistemas infinitos de mo­

vimientos Brownianos con ramificación crítica bajo un cambio de escala en 

espacio-tiempo, y Gorostiza [15], quien estudió un sistema infinito de 
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movimientos Brownianos ramificados con ramificación general y alta densi­

dad, y posteriormente añadiendo inmigración y ~cm,cambios de escala.en 

espacio-tiempo y en la ley de rar.iificación [14), [16), Uno de los objeti­

vos de Gorostiza era encontrar una metodología unificada que abarcara 

todas estas posibilidades. 

El considerar movimientos Brownianos ramificados como un modelo ma­

temático conveniente requiere justificación. Otros modelos más adecuados 

para una variedad de fenómenos reales lo constituyen los llamados procesos 

' de transporte ramificados. Sin embargo, puede demostrarse que en deterr.ii-

nadas circunstancias un proceso de transporte ramificado converge a un mo­

vimiento Browniano ramificado, por lo que este último es útil como una 

aproximación. Esto fue hecho por Gorostiza y Sriego [17) para el caso de 

una dimensión. 

Recientemente se han desarrollado algunas técnicas generales útiles 

para este tipo de estudios, que fueron sin duda motivadas por los mismos 

y que permiten obtener resultados más fuertes que los de t1artin-L6f. En 

particular es importante mencionar los trabajos de ~itoma [37J., [38), 

[39], acerca de la continuidad y la convergencia débil de procesos esto­

cásticos con valores en espacios de distribuciones de Schwartz, y el de 

Bojdecki y Gorostiza (3), que permite determinar si un proceso Gaussiano 

general izado es un proceso.de Ornstein-Uhlenbeck y encontrar la ecuación 

de Langevin generalizada que lo rige y la relación de fluctuación-disipa­

ción correspondiente. En (3] se obtienen soluciones de las ecuaciones de 

Langevin en un sentido un ~oca más fuerte que en [33]. Los procesos gene­

ralizados de Ornstein-Uhlenbeck considerados en [3] son en general no es­

tacionarios, como es el caso que ocurre en este trabajo. Jto ha elaborado 
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teorías generales de procesos de Ornstein-Uhlenbeck generalizados estacio­

narios (23] y de ecuaciones diferenciales estocásticas (de Langevin) para 

procesos generalizados [24]. 

En este trabajo consideramos un sistema infinito de movimientos 

Brownianos ramificados (ramificaci6n general) con inmigración, donde el 

campo aleatorio inicial y el campo aleatorio de inmigración son campos de 

Poisson homogéneos, y analizamos el comportamiento asintótico de alta den­

sidad del sistema, es decir, cuando las intensidades de los dos campos de 

Poisson tienden a infinito. Se demostrará una ley de grandes números y un 

teorema de convergencia del proceso de las fluctuaciones, y se estudiarán 

las propiedades del proceso limite de las fluctuaciones, en particular la 

distribución limite cuando el tiempo tiende a infinito en el caso subcri­

tico con inmigración positiva. 

Algunos de estos resultados aparecen en los articulas [3], [14] y [16), 

donde se presentan también otros resultados asintóticos para este sistema 

con cambios de escala en espacio-tiempo y de la ley de ramificación. Sin 

embargo, aunque en ellos se explica la técnica unificada de análisis, no 

se incluyen todas las demostraciones. 

El objetivo principal de este trabajo es realizar en detalle las de­

mostraciones para los limites de alta densidad del sistema cita.do, algunas 

de las cuales habían sido elaboradas de manera esquemática por el Dr. Luis 

G. Gorostiza. El trabajo se real izo bajo la direcci6n del Dr. Gorostiza y 

se presenta como tesis de 1·1aestria en Estadistica e Investigación de Ope­

raciones del !. !.ti.A. S.* 

Debido a que algunas de las técnicas empleadas no son aún muy conoci­

das, en la primera parte de la tesis se presenta el material preliminar 
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necesario y se dan referencias generales de cada tema tratado al princi­

pio de cada sección; los resultados que no se encuentran en éstas tienen 

su propia referencia. 

En el Apéndice se incluyen algunas definiciones y resultados adicio­

nales que complementan la información sobre el material preliminar. 

Por último quisiera agradecer al Departamento de Matemáticas de la 

Facultad de Ciencias, UNAM y al Departamento de Matemáticas del CINVESTAV 

del IPN las facilidades prestadas para la realización de este trabajo. 

* Este trabajo forma parte del proyecto PCCBBNA 002042 "Sistemas de Par­
,tfculas y Campos Aleatorios", dirigido por el Dr. Luis G. Gorostiza 
con auspicio del CONACyT. 
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I, TEMAS PRELIMINARES 

En este capítulo se exponen los resultados que serán utilizados en 

el análisis de los procesos a estudiar. No se pretende hacer una exposi­

ción exhaustiva de cada uno de los temas, pues éstos son sólo los elemen­

tos de la teoría empleados en el trabajo. No todas las secciones están 

tratadas de la misma manera; en particular, los apartados sobre variables 

aleatorias con valores en S' ( Rd) y convergencia débil de procesos en 

o
5

, ¡;.¡ son más extensos y de ta 11 ad os. 

Esto se debe en el primer caso a que el ruido blanco (variable alea­

toria en S'(Rd)), juega un papel central en el trabajo, pues aparece 

como el límite de ciertas medidas aleatorias. 

En 1 o que respecta a 1 a convergencia débi 1 en o5 , !mi , éste es uno de 

los principales problemas que se tratan y sólo se encuentra en artículos 

especializados. 

En la Sección 5 se considera la propiedad de Markov para procesos 

con valores en un espacio métrico completo y para procesos con valores 

en S'(Rd) (que no es un espacio métrico) sólo se analiza el caso 

Gaussiano, ya que esta propiedad sólo será utilizada en este caso. 

En general no se dan 1 as demostraciones, pero si las referencias en 

que se pueden consultar; se incluyen a~uellas que no están en referencias, 

así como algunas que conviene destacar. 

l. Los Espacios de Schwartz S( Rd) .Y_ s' ( Rd) , .Y_ los Espacios de las 

Medidas de Radon M( Rd) , ii,-< Rd), Mp( Rd). 

(Referencias: Treves [40], Gelfand-Vilenkin [12], Gelfand-Shilov [13], 
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Itcl [24] ) 

Los procesos que se estudiarán son procesos que toman valores en 

S'(Jld) (espacio de las distribuciones temperadas de Schwartz) o en 

M( Jld) (espacio de las medidas de Radon). En este apartado se dan las de­

finiciones y las principales propiedades. Las definiciones de espacio de 

Hilbert contable nuclear y espacio nuclear pueden consultarse en el Apén­

dice. 

J.!. Los Espacios de Schwartz • 

Sea s(.lld) el espacio de las funciones $:1!d + Jl, infinitamente 

diferenciables, tales que 

lkl = k¡+ •.• +kd 

Las funciones 

k - lkl k¡ kd y o - a /ax1 ... axd . 

$ s S(Jld) se llaman funciones rápidamente decrecien-

tes (con todas sus derivadas) en infinito, y son conocidas como funciones 

de prueba. 

Obsérvese que para cada 

(mas no una norma de Hilbert) 

p >O, 11 • ll definida por (1) es una norma 
- p 

[ver Apéndice]. Introducirnos en S( Jld) la 

topología de espacio vectorial topológico localmente convexo inducida por 

el sistema de normas <íl·lp• p ~O). 

Sea <111 ·11~, p ~ 0) el sistema de normas de Hilbert en S(J!d) de­

finido por 
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(2) 

Los sistemas de normas {ll·llr' p ~O} y ºfill·lllp' p ~O} son equivalen­

tes (en el sentido que inducen en s(Jld) la misma topología) ya que se 

puede demostrar que f.18] para toda p ~ 1, existen constantes positivas 

CP y DP, tales que para cada .p en s( ¡¡d) 

El espacio s(Jld) con la topología inducida por el sistema de nor­

mas { 111: lllp' p ~ 0) es un espacio metrizable, separable y completo, con 

métrica [12] 

d( <f>,iji) 
• ~ 2~Plll<1>-~illlp 

p•O 1+ lll<t>·iJilllp 
( 3) 

En particular s(Jld) es un espacio de Fréchet. Obsérvese que si n <m, 

entonces 

lll·llln ~ lll·lllm · (4) 

Puesto que· {lll·lllp• p::; Ol es un sistema de normas de Hilbert, s(lld) 

es un espacio de Hilbert contable (ver Apéndice). 

Denotaremos por sp ( Jld) 1 a comp 1 etación de s( :Rd) con respecto a 

la norma lll·lllp· 

Por (4), si n<m, 
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y por ser s(Rd) completo, 

d Para cada n s lN, Sn(R ) es un espacio de Hilbert, en particular 

so(Rd) = L2(Rd). 

Sean sn'(Rd) y S'(Rd) los espacios duales de sn(Rd) y s(Rd) 

respectivamente. s'(Rd) se conoce como el espacio de las distribuciones 

temperadas de Schwartz. 

El espacio sn'(Rd) es un espacio de Hilbert con norma 

donde denota la forma bil ineal canónica en S'(Rd) x S(llld), esto 

es, 

Si n < m, 

(5) 

y 

(6) 



Sea ·A la familia de todos los subconjuntos acotados de S(Rd); 

introducimos en S'(Rd) la topología inducida por la colección de semi­

normas { 11· I~ ,>.e A} dadas por 

llFll¡, = sup l<F;it>>I 
ij>G>. 

Esta es la llamada topología fuerte, y S'(Jld) con esta topología 

se llama el dual fuerte de S(Jld). 

Observaciones: 

J) L2(Rd, B(Rd), Lebesgue) es un espacio de Hilbert, por lo que es 

isomorfo con su dual; asf 

Estos encajes son cont1nuos y densos. Las ternas 

y 

se llaman ternas de Gelfand. 

También se tiene sn(Rd) • sn'(Rd) por ser sn(Rd) espacio de 

Hilbert, pero en la terna de Gelfand sn(J:¡d) c. L2(Rd) <". Sn'(Jld) se 

utiliza la topología en sn(Rd) inducida por L2 , la cual es más débil 

que la topología de Sn(Rd). 
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2) Las funciones fe L2(Rcl) están representadas en S'(Rd) por 

<f,q» = f ~(x)f(x)dx, ~e S(Rd). 
Rd 

El espacio S' ( Rd) contiene además a otros objetos que no son 

funciones, por ejemplo, la o de Dirac y sus derivadas: 

y las medidas temperadas de Radon (Sección 1.2). 

3) Los espacios S(Rd) y S'(Rd) son nucleares (Apéndice). La nu­

clearidad de S' ( R d¡ se sigue de que el dual fuerte de un espacio· de 

Fréchet nuclear es nuclear \Teorema 4, Apéndice). 

1.2. Los Espacios de Medidas de Radon. 

(Referencias: Choquet [6], Gelfand-Vilenkin [12], Bourbaki [5]) 

Sea B(Rd) la a-álgebra de conjuntos de Borel de Rd, y M+(Rd) 

el éspacio de todas las medidas no negativas lJ sobre (Rd, B(Rd)) 

tales que µ{A) < w para cada conjunto compacto A; los elementos de 

it(Rd) se llaman medidas de Radon positivas. 

Introducimos en M+(Rd) la topología de la convergencia vaga defi­

nid? de la siguiente manera: Denotemos por CK( Rd) la familia de todas 

las funciones continuas de Rd en R con soporte compacto. Para lJ 

en M+(Rd) y f en CK(Rd) , sea 

<µ,f> = J f(x)dµ(x) 
Rd 
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Una sucesión (11nlne:tl'. en M+(Rd) se dice que converge vagamente a JI 

en M+( Rd) , y lo denotaremos por lln ~ 11, si 

<lJ ,f>-> <µ,f> 
n n-+ oo 

para cada f e CK( Rd) . 

El espacio M+(Rd) con la topología de la convergencia vaqa es un 

espacio metrizable, separable y completo [6], es decir, es un espacio 

polaco. 

Se dice que una medida u en ~¡+(Rd) es temperada si existe un p 

positivo tal que 

<u,$ > = f $ (x)du(x) < m • 

p Rd p 

donde 

El espacio ~( Rd) de todas 1 as medidas temperadas está caracterizado 

por [12] 

y sus miembros son los elementos positivos de S'(Rd). 

Dada p, sean 
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Una sucesión · (µn)nslN 

a µ e M;(l<d) si 

8 

se dice que converge p-vagamente 

<µ ,f> ~<}.1tf> 
n n+QC) 

para cada f e CK,p' y lo denotaremos por 

n.v 
µn ...=..:-> µ. 

Si introducimos en ~(Rd) la topología de la convergencia p-vaga, 

entonces M;( md) es un espacio polaco (la prueba de esto es análoga a la 

demostración de que if(Rd) es polaco). 

Observación: Una medida µ signada sobre (Rd, B(Rd)) se dice que es 

una medida de Radon si µ puede ser expresada como la diferencia de dos 

medidas de Radon positivas. Denotaremos por M(:Rd) a las medidas signa­

das de Radon, y por 1Ar(Rd) a las temperadas (diferencias de medidas de 

Radon positivas temperadas). 

Obsérvese que si µ es una medida de Radon signada, la medida de 

variación de µ se define como 

+ -¡µ¡=µ+µ, 
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donde · \l+ y \l son medidas de P.adon positivas. Por lo tanto, si A en 

B( Rd) es compacto, 

Jµ(A)J =µ+(A) +µ"(A)< m. 

La medida de variación también está dada por 

J\l(A)J = sup J. Jµ(Ai)J , 

. {Ai} ~=l 

donde · {A¡l~=l es una partición de A y el supremo se toma sobre todas 

las particiones. 

Observación: En M(lRd) se puede definir también la topología de la con­

vergencia vaga [6], pero no es adecuada para este trabajo por ser dema­

siado fuerte ya que trabajaremos con sucesiones de medidas (aleatorias) 

en M(Rd) cuyos límites no tienen variación finita sobre compactos, y 

por lo tanto no están en M( Rd) . Sin embargo, se tendrá convergencia en 

la topología inducida en M
1

(Rd) por S'(Rd), que es una topología más 

débil, y dichos límites estarán en s'(lRd)\ 1A.r(Rd). 

2. Variables Aleatorias !:Q!!_ Valores ~S'(lRd). 

Intuitivamente, una función aleatoria es una función que se mide me­

diante un experimento aleatorio. Si (íl,F,P) es un espacio de probabili­

dad y los resultados del experimento corresponden a puntos w e íl, se 
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lleva a cabo un proceso de medición para obtener en cada instante del 

tiempo t un número Xt(w), Asf, X(w) = {Xt(w) ,t e T) es una función 

del espacio muestral íl en un espacio de funciones definidas sobre el 

intervalo de tiempo T. 

Esta noción de función aleatoria está basada en la hipótesis de que 

es posible medir el valor de dicha función en cada tiempo t sin calcu-

lar su valor en otros momentos. Sin embargo, al realizar un experimento 

en.el cual se mide una función aleatoria X por medio de un aparato que 

posee cierta inercia, la lectura que se obtiene no es el valor de la fun­

ción X en el instante t, sino más bien un valor promedio, 

~($) = J $(t)X(t)dt, 

donde $(t) es una función que caracteriza al aparato. Estas cantidades 

dependen linealmente de $ y cambios pequeños de la función $(t) cau­

san cambios pequeños en $($). 

Asf, como consecuencia de la medición de una función aleatoria por 

medio de un aparato, obtenemos una funcional lineal continua, lo que nos 

lleva a definir variables aleatorias con valores en espacios de funciona­

les lineales continuas, o más generalmente variables aleatorias con valo­

res en un espacio topológico. 

DEFINIC!ON l. Sean (íl,F,P) wi upac.W de pJWbab-lU.cíad y E wi u­

pauo topol6glco con a-álgebl!a. de Ba1tei.* E. Se d.lce que wi mapeo X:n+ E 

* La o-álgebra de Borel es la mfnima o-álgebra que contiene a todos los 
conjuntos abiertos de E. 
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Oil u.na. vcvúa.bte a.teato/Úa. óobir.e n · etm v<tto~Q.ó Q.n · E, o w1 eieme.nta 

alea.toll.lo de E, u. x"1(s) e F pMa. .toda. B. e E. 

Sea X una variable aleatoria sobre íl con valores· en E. La dis­

tribuci6n de X es la medida de probabilidad P = lP x·1 sobre (E,E) 

definida por 

P(A) = P(X"1(A)) = P {wJX(w) e A} - P {X e A}, A e E. 

N6tese que P es una medida de probabilidad sobre un espacio abs­

tracto, mientras que P está definida sobre un espacio topol6gico. 

Cualquier medida de probabilidad sobre un espacio topol6gico es la 

distribuci6n de alguna variable aleatoria sobre algún espacio de probabi-

1 idad: Dada P sobre (E,E), sea (íl,F,P) = (E,E,P), y definimos X 

como la identidad: X(w) = w, w e n = E. X es una variable aleatoria 

sobre n con valores en E y tiene a P como su distribución. 

Definir variables aleatorias con valores en espacios de funcionales 

lineales continuas, además de tener la motivaci6n física mencionada al 

inicio de este apartado, tiene también una motivaci6n matemática, como 

veremos en 2.1 y 2.2, relacionada con la existencia de una medida Gaussia­

na estándar. 

En 2.1 recordamos la definición y algunas propiedades de las medidas 
d 

Gaussianas sobre R y se demuestra que si E es un espacio de Hil bert 

no existe una medida µ Gaussiana estándar sobre E tal que µ{E) = l. 
En 2.2 se tratan variables aleatorias con valores en S'(Rd), la 

funcional característica, el teorema sobre la correspondencia uno a uno 
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entre ambas, y el teorema de Bochner-Minl os .(generalización del teorema 

de Bochner para funciones caracteristicas). Como caso particular, el teo­

rema de Bochner-Minlos garantiza la existencia de una medida Gaussiana 

estándar sobre S' ( Rd) , llamada ruido blanco Gaussiano (más precisamente, 

por lo citado arriba, el ruido blanco Gaussiano es un elemento aleatorio 

de S' (Rd) cuya distribución es dicha medida Gaussiana). 

La sección 2.3 está dedicada a las medidas Gaussianas sobre S'(Rd) 

y se pone especial atención al ruido blanco. 

Por último, en la sección 2.4 se definen procesos estocásticos con 

valores en S'(Rd), llamados usualmente procesos generalizados, y se 

consideran procesos Gaussi anos general izados. 

2.1. Medidas Gaussianas. 

(Referencias: Hida [18], lbrahinov y Rozanov [25]) 

DEF!N!CION 2, UttLt meclúút de p!l.ObalU.Udad µ 4oblle Rd 4e cüce que 

u GaM4.lana 4.l 4u 6un&ó1t caJLac.tvr11.:U~ 

u.ti! dada poil 

i <Y ,m > - 1/2 <Q¡/ ,y> d 
O(y) = e 11 , y e IR , (7) 

do1tde mµ u el vec.toil de valoil mecüo y Qµ: Rd .,. Rd u un opelladOIL U-

1teal po4.l:Uvo llamado opeMdOIL de covM.lanza (4u matJLlz lle..lpec.to a la 
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ba.1e can6n.lca de Rd u .e.a mabii.z de covalu'.anza). En u.té t!<Llo, <· ,•> 

d u e.e pJtOducto .&!:tvWi1t en R . 

y 

Se tiene 

<y,m > = f . <y,x>µ(dx), 
µ d 

R 

<Qµy~z> = J d [<y,x>-<y,mµ>][<z,x>-<z,mµ>]µ(dx), y, z e Rd 
R 

2 2 
Para d =l, !l(y) = e imy - 112 0 Y , con 

J 
. 2 J 2 m = R xµ( dx) , Q = a = R ( x-m) µ( dx). 

La medida µ con valor medio m y covarianza Q está concentrada 

en un hiperplano L de Rd de dimensión K, donde K es el rango de 
. d 

la matriz de covarianza. Esto es, µ(R '\. L) =O y µ es absolutamente 

continua con respecto a la medida de Lebesgue en L, con densidad 

p(x) = 1 exp { - t <Q-1(x-m) ,x-m>}, x e L, (8) 
(2rr)K/2det Q 

en donde Q se entiende como el operador Q restringido al subespacio 

QRd, det Q es el determinante de la matriz asociada y q·l es el ope­

rador inverso restringido a dicho subespacio (el hiperplano L es 

m + QlRd). Si A e B(Rd), entonces 
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µ(A) = J p(x)dx. 
Af\ L 

En el caso d = 1, una medida Gaussiana siempre tiene densidad 

(excepto si a2 = O, en cuyo caso es una medida de Dirac óm). 

DEFINIC!ON 3. Uno. mecüda. G<UtM1.<o.no. en Rd óe el.lee que U u:tándo.lt 

ó.l u o.bóaluto.mente contlnuo. con ILeópeáo o. lo. medldo. de Lebugue en IRd 

!/ óu 6W1CA'.6n de det!ó.ldo.d eóttí do.do. poiL 

P(x) ( 9) 

Así, si µ es una medida Gaussiana estándar en Rd, su función carac­

terística es 

(10) 

esto es, µ tiene valor roodio cero y operador de covarianza Q = !. 

De la definici6n de medida Gaussiana se tiene que para toda y e Rd 

y para toda u e IR 

Por lo tanto, tenemos que la medida µ es Gaussiana si y s6lo si 

cada, y en Rd fija, la variable aleatoria real <y,» sobre 

( 11) 



(l 

! 

15 

es Gaussiana, esto es, si la proyecci6n de µ en cada direcci6n y es 

Gaussiana. 

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensi6n infinita con 

producto interior <•,•> y norma <x,x>112 , 

DEFINICION 4. Va.da una med.üfa 6.i.n<;ta µ ~abite H la tlio.n~601r.rnada 

de FoWU:vr. O de µ e~.tá dada poJt 

j)(y) = JH ei<y,x>µ(dx). y e H. 

El problema que trataremos es el siguiente: lExiste una medida µ 

F Gaussiana estándar sobre H? Puesto que la medida de Lebesgue no existe 

en H, y la medida Gaussiana estándar es una medida absolutamente conti­

nua con respecto a ésta, es necesario precisar la pregunta anterior. Se 

podrfa plantear de la siguiente manera: lExiste una medida de probabili­

dad µ sobre H tal que O es de la forma 

2 
j!(y) = e-1/2 //YI/ ? (12) 

Supongamos que sí existe, y sea {en¡ una base ortonormal de H. 

Entonces para toda u e R y para toda n, 

I 
iu<en 1 x> 

e µ( dx) 
H 

Por la igual dad de Parseval, tenemos 



16 

y de aquí que <en,x> +O cuando n + =. Por el teorema de convergencia 

dominada 

l i m 
n + m J 

iu<en ,x> ' 
e µ(dx) = 

H 
1 para toda u e Jl, 

Se tiene así una contradicción. 

Considerando la misma base ortonormal {en}, y ul'u2 ,. .. e R, se 

tiene que para toda n 

= e 

1 
"2 

n 2 
11.í uJ.eJ. ~ 

J=l = e 

n 2 
Í uJ. 

j=l n Í = n 
j=l H 

iu .<e. ,x> 
e J J µ(dx) , 

por lo que las variables aleatorias <ej,x>, j = 1, ••. , son Gaussianas 

est~ndar independientes en (H,B(H),µ), Entonces, por la ley de los 

grandes núrreros, 

l n 2 µ-c.d. 2 l i m j~l <ej,x> = E<e1 ,·> = 1 
n + m n 

y, así 

n 2 

j~l <ej, ·> +m µ-c.d., 
n+m 

pero por Parseval 
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<w, 

Nuevamente una contradicción. 

Puesto que <ej,x> son las coordenadas de x, las contradicciones 

anteriores sugieren que el soporte de µ debe ser más amplio que H, y 

que 11(H) = O. 

Si tratamos de definir la medida Gaussiana estándar en H como una 

medida que cumple otras propiedades de la medida de Gauss estándar sobre 

lRd , por ejemplo invarianza bajo rotaciones, se llega también a contra­

dicciones. 

El siguiente teorema nos da una condici6n necesaria y suficiente 

para la existencia de una medida sobre H cuya transformada de Fourier 

está dada por e-112 IJAyl 2
• 

TEOREMA l. 

c..i.6n e-1/2 llAYll 2 
Sea H wi Mpac.lo de HllbVLt <1e.pa11.ab.te. La 6wi­

en H e.6 fu .taJU>6oJunada de FowúVL de. wia med<'.da 

6.úúta M. y <1olo M. A:H ~ H e.6 W'l opv111.do1r. de Hllbe.Jr.t-Schmld.t (Apéndi­

ce). 

S; H es de dimensi6n infinita, el operador identidad no es de 

Hilbert-Schmidt, pues todos sus valores propios son iguales al, por lo 

que en H no existe una medida µ con transformada de Fourier 

e-l/2JIYll 2. 
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2.2. Variables Aleatorias·~ s·(Rd). 

(Referencias: Gelfand-Vilenkin [12]. !to [241) 

Consideremos el espacio de las distribuciones temperadas de 

Schwartz S'(Rd), con la topología fuerte, y denotemos por B(S') a la 

a-álgebra de Borel de S'(Rd). 

Sea (íl,F,P) un espacio de probabilidad. De acuerdo a la Definición 

l, una variable aleatoria con val ores en S' ( Rd) es un mapeo de íl en 

S'(Rd) tal que x"1(a) e F para toda Be B(S'). Esto es, a cada 

w e íl se le asocia una funcional lineal continua X(w) = {<X,$>(w), 

$ e S( Rd)l. 

Observación. 

En algunos textos [12) a las variables aleatorias en s'(Rd) se 

les llama variables aleatorias generalizadas si d = l, y campos aleato­

rios generalizados si d > l; y se definen como un sistema de variables 

aleatorias sobre un espacio de probabilidad (n,F,P): 

con espacio de parámetros S(Rd), tales que <X,cp>(w) es continua y 

lineal en cp. 

En general, si se consideran otros espacios de funcionales lineales 

continuas, la Definición 1 y la anterior no son necesariamente equivalen­

tes, pero para S'(Rd) sí lo son. 

DEFINICION 5. Se«· X= {<X,cp>, cp e S(Rd)l una vaJUa.bte a.tea.tolUa 
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con valoJtu e.n S'(Rd) deó.&tlda .iobJte (íl,F,P) • La óunc.l6n con valMu 

compR.ejo.i deó.búda .iobJte S(Rd) P°" 

TEOREl'.A 2 .' Sea X una vaJIÁ.abte. alea.to"-Út con valoJtu e.n S' ( Rd ). 

Entoncu C( $) = CX ( <P) .!at.i..I óace t4.I .!.lglLlentu pMp.le.dadu: 

(C.l) C(<P) e.i po.1.ltiva deó.in.i.da, e.ita u, 

(C.2) C(O) = l. 

(C.3) C(cp) u cont.lnua en $ = O. 

OEFINICION 6. Sea µ una me.elida de pMbalU.Udad .1ob1Le. ( S'(Rd), 

B(S')). 

Una funcional con valores complejos C(cp), .¡, e S(Rd), se llama una 

funcional característica sobre S(Rd), si C($) = Cµ(<P) para alguna µ. 

Obsérvese que si X es una variable aleatoria con valores en 
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S'(nd) y p es su distribución, entonces 

TEOREMA 3. La coMUpondenc,la µ -+ Cµ U 1-1, u:ta U, ol C11 = C11 

entoncu µ = v. 

El siguiente teorema es una generalización del Teorema de Bochner. 

TEOREMA 4 (Bochner-Minlos). Una 6w1cl6n con valo~u compf.ejoo C($), 

$ e S(Rd), u uno. 6unclonal caMcte.JÚ.6.t.lca ol C($) oati.o6ace .fao condl­

clonu (C.l), (C.2) y (C.3) de.f Teo~ema 2. 

Consideremos la terna de Gelfand 

Obsérvese que si fe L2, <f,$> es el producto interior en L2(Rd). 

Para S'(Rd) el problema de la existencia de una medida Gaussiana 

estándar puede plantearse de la siguiente manera: lExiste una medida 

Gaussiana µ sobre S'(nd) tal que su funcional caracterlstica está 

dada por 

2 
Cµ(<J>) = e-1/2 IJ<J>[[ • 

El Teorema de Bochner-Minlos asegura la existencia de tal medida, y ésta 
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es llamada medida de ruido blanco. Gaussiana. Se tiene µ(L 2(Rd)) =O, y 

existe n tal que µ(S~(Rd)) = 1 (para d = 1, n = 1). 

2.2.1. Operaciones~ Variables Aleatorias ~ S'(Rd). 

(Referencias: Gelfand-Vilenkin [12]) 

Las operaciones con variables aleatorias en S'(Rd) son definidas 

de manera análoga a las que se definen para funciones general izadas. 

Sean (íl,F,P) un espacio de probabilidad y x1, x2 variables alea­

torias sobre íl con valores en S'(lRd). Entonces la variable aleatoria 

aX1 + ax2 en S'(Rd) está definida por 

La derivada X' de una variable aleatoria en S'(R) está definida por 

X' (w) = {- < X,$'>(w), $ e S(R)l 

donde $' es la derivada de $. 

N6tese que mientras la derivada de un proceso estocástico ordinario 

puede no ser un proceso del mismo tipo, la derivada de una variable alea­

toria en S'(R) siempre existe y es una variable aleatoria en S'(R). 

En particular, como veremos en 2.3, la derivada del proceso de Wiener no 

es un proceso ordinario, pero sí es una variable aleatoria en S'(lR). 

2.2.2. Momentos de Variables ·Aleatorias en S'(Rd). 

Si X es una variable aleatoria en S'(Rd), a cada $e S(Rd) le 
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corresponde la variable aleatoria real <X,$>. Supongamos que cada una de 

las variables aleatorias <X,$> tiene media m($), la cual es continua en 

$. Entonces m($) es una funcional lineal continua sobre S(Rd) y la 

11 amaremos 1 a media de la variable aleatoria X. Si la media de la varia~ 

ble aleatoria <X,$><X,~> existe para toda $ y ~. y es continua en 

ambas, llamaremos a dicha media la funcional de covarianza de X, y la 

denotaremos por K($,~). Por la linealidad de la función <X,$> se sigue 

que K($,~) es una funcional bilineal sobre S(Rd) • S(Rd). Ya que la 

variable aleatoria <X,$>2 es positiva, K($,~) también lo es. Por lo 

tanto, la funcional de covarianza es positiva definida. 

2.3. Variables Aleatorias Gaussianas en S'(Rd). 

(Referencias: Gelfand-Vilenkin (12]. Hida (18]). 

DEFINICION 7. Sea X u»a uaJU.abh ai.o.trto!WJ. can ua.f.01tu en S' (Rd). 

Vec..úna-1> que. X u Gruu-1>.lana -1>.i -1>u 6wie-i.ona.t c.aJUICte.!Úl>Üi!a u.ti! da.da pOlt 

C($) = exp[im($) - t K($,$)], $e S(Rd), (15) 

donde m e..6 uua 6wic.umat .t'.-ute.a.f. eon.t.utua -1>ob1te S(Rd) y K($.~) u 

una 6a1Ul!<l bil..i.lteat'. pa-1>.ui.ua de6.<.n.lda .60b1te S( Rd) • S( Rd) . En ute. e<u.a, 

m y K -1>on i.M 6une-i.ona.tu de mecüa. y de eou0Jt.i.ru1za de X, 1tupec.t<.ua­

meJ1te. 

Obsérvese que el ruido blanco.cuya funcional característica está 
2 

dada por C ($) = e·l/2 11~1 , $ e S(Rd), · es una medida Gaussiana con 
J.! 

media O y funcional de covarianza 
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K($,1Ji) = J 9(x)1Ji(x)dx =J .. r . o(x~y)$(x)1Ji(y)dxdy, 
Rd . Rd Rd 

donde o(x-y) es la delta de Dirac en Rd. 

Sea X una variable aleatoria GaÚssia~a en S' (Rd) con media.· m . .v 

covarianza K y consideremos una combinación lineal finita de las variables 

aleatorias <X,ol>j>, j = l,. .. ,n, esto es 

(16) 

Es fácil ver que Y es una variable aleatoria Gaussiana con media 

n n n 
m ( .l aj<lij ) 

J=l 
y varianza K ( J aJ.$J., l: aJ.q.J.) • En efecto, denotando 

J=l j=l 

por µ a la distribución de X, la función caracterlstica de Y está 

dada por 

= { exp [ i<x, ~ ta.<?.> J dµ(x) 
j=l J J 

n 1 n n 
= exp[im( l: taJ.q.J.)-ZK( l: ta.q.J., l taJ.q..)] 

j=l j=l J j=l J 

n n n 
= exp [itm ( .l a.q..) - i t 2K ( ¡: ajq.J., ¡: aJ.q.J. )] ,te R. (17) 

J=l J J j=l j=l 
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Por lo tanto ·Y es una variable aleatoria Gaussiana con media 

n 
m ( l aj<Pj) 

j=l 

n n 
y varianza K ( .l aJ.cpJ., J ªj.<PJ·) • Haciendo .t = l en 

J=l J=l 

(17) y viendo a las aj como variables, vemos que la media de <X,$j> 

es m(cpj)' pues 

n n 
m ( l a.cp.) = l a.m($.), 

j=l J J j=l J J 

n 
K ( l a .cp., 

j=l J J 

2,3.l. f!_ Ruido Blanco, 

n n n 
,Í aJ.cpJ.) = l l aJ.akK($J. ,cpk) · 
J=l j=l k=l 

Sea W : {Wt,t ~ O} el proceso de Wiener de dimensión l; entonces 

V 
Wt = N(O,t) y Cov(Wt,Wsl = min(s,t), 

donde N(O,t) es la distribución nonnal con media cero y varianza t. 

Este proceso puede considerarse como una variable .aleatoria en S'(R) 

con media O y funcional de covarianza 

K($,<P) = ~ ~$(t)<P(s)min(s,t)dtds, 

la cual, haciendo algunos cálculos, tiene la fonna 
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donde 

$(t) = ( cp(u)du, t ~ O, 

y cuya funcional caracterfstica está dada por 

C(cp) = exp { - i fo 1$(t)¡ 2dt}. (18) 

Es bien conocido que como proceso estocástico el proceso de Wiener no 

tiene derivada. Sin embargo, como variable aleatoria en S'(R) podemos 

considerar su derivada. La.funcional característica de la derivada del 

proceso de Wiener se obtiene sustituyendo en (18) cp por -$' (véase 

2.2 .1): 

C(cp) = exp { - t J: lcp' (t) ¡2dt} = exp { - i ílc1>!1
2J, (19) 

donde 11 ·ll es la norma en L 2• Así, vemos que la derivada del proceso de 

Wiener es precisamente el ruido blanco Gaussiano. 

' 
Por su media y funcional de covarianza vemos que el ruido blanco es 

estacionario (invariante bajo traslaciones); por lo tanto podemos consi­

derarlo definido en todo R. 

Intuitivamente, puede pensarse que el ruido blanco en dimensión 1 

es un proceso Gaussiano cuyas trayectorias no son funciones ordinarias 

sino funciones . generalizadas (elementos de S'(Rd)), las cuales son 

las derivadas general izadas de las trayectorias del proceso de Hiener. 

Denotaremos al ruido blanco por W, y formalmente podemos escribir 
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Por otra parte, sea W una medida aleatoria signada sobre (R,B( R)) 

tal que 

- V 
W(A) = N(D, IAI), A e B(R), 

para A acotado y 

Cov(W(A),\¡{B)) = IAf\BJ, 

donde l·I es la medida de Lebesgue. Es claro que si A y B son aje­

nos W(A) y W(B) son independientes. 

A continuaci6n calculamos la funcional característica de <W,$>, 

$ e S( R)' Sean A1, ••• ,An en B( R) acotados y mutuamente ajenos y 

sea $ definida por 

entonces 

- n -
<W,$> = I a.\~(A.). 

j=l J J 

-
Puesto que las Aj son ajenas, las W(Aj) son independientes; luego 
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• W ~ n · ia.W(A.) 
E (el< •"!'>¡ = IT E e J ·.J. 

j=l 

n -112 a~IA·I = rr e J J 

. n 
· -112 .?;1 a~IA·I = e J- J J 

j=l 

-1/2 [:($(t))2dt 
= e 

sea $ e S(Rd). Aproximando a $ por funciones simples, obtenemos de lo 

anterior 

i<w ~> -112 l:($(tll
2
dt -112 11~11 2 E(e "" J=e =e "!' 

esto es, la medida aleatoria W tiene como su distribución al ruido 

blanco Gaussiano. 

Sin embargo, W no es una medida de Radon. En efecto, sea 

A = [a,b] = lJ A\nl, donde <A\nl¡ es. una partición de A en n sub­
i=l 

intervalos iguales. Por lo tanto, JAI = n IAÍ n) I • 

La medida de variación de W sobre A es 

liW(A)li 

donde el supremo se toma sobre todas las posibles particiones de A. 

Basta demostrar (véase 1.1.2) 

JIW(Alli ="' c.s,, 

para lo cual basta probar que 
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r IW(A(nl¡¡ . ...s.h:."' 
i=l i · · n + "'· 

Se tiene 

E IX; 1 , 
i=l 

donde x1,x2,... son variables aleatorias independientes con distribu­

ción N(O,!Ai). 

Por la ley fuerte de los grandes números 

.l. 
n 

y por lo tanto 

_!_ r 
lñ i=l 

¡x.¡ ~>"', 
1 n _,.. oo 

de donde se sigue el resultado. 

Por lo tanto W no es una medida de Radon aleatoria. Hemos dado los 

araumentos anteriores para d = l. Se tienen los mismos resultados para 

cualquier valor de d. 

La relación entre W y W es (formalmente) 
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2.4. Procesos Estocásticos con Valores en s' (Rd). 

(Referencias: Mitoma [37], [38)). 

DEF!NICION 8. U11 p!l.OCe.60 e.1i;toc4h:U.c.o X= {Xt,t? O} COlt valo11.u en 

S' ( Rd) e.6 una colecc,(li11 de vaMo.ble.11 a.lea;to/ÚM Xt de. un upo.cio de 

p!t.Obab<.Udad completo (íl,F ,P) e.11 (S' (Rd),B(S' (Rd)). 

DEFIN!C!DN 9. Un p!l.OCe.60 M.toc4h:Uco X : {Xt,t ? 0) con va.lOJr.e.6 

en $'(Rd) 6e cUce. que. u G~6.út110 6.l la 6am.ll.la de. vaMo.ble.6 a.leato­

Júad 1te.a.le.1i {<Xt,$>; t ? O,$ e S(Rd)l 6oltmll un 6.i.lo.tema G~6.lalto, u 

dec.llt, 6.i. po.ltll ;toda cole.cc.i.611 6.ln.l.ta t 1 ,. . ., tm e.it [O,m) !/ 

$1'4>2 .... ,oj>m e S(Rd), el ve.c.to11. a.le.a.to/t.lo 

Dos procesos estocásticos X = {Xt,t? O}, Y = {yt,t ? O} defini-

dQs sobre el mismo espacio de probabilidad con valores en S' (Rd) se 

dice que son versiones uno del otro si 

P(Xt = Yt) = 1 para toda t ? O. 

Obsérvese que es la misma definición que en el caso real. 
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3. Convergencia'Débil. 

(Referencias: Billingsley (21, Bourbaki [5]) 

La teorfa de la conver~encia débil se refiere a la convergencia de 

variables aleatorias (en el sentido que definiremos más adelante) que 

toman valores en un espacio topol6gico. Dada la equivalencia entre medi­

das de probabilidad y medidas de distribuci6n, los resultados que se 

presentan a continuación serán enunciados en ambas versiones. 

Sea E un espacio topológico y E la o-álgebra de Borel de E. 

DEF!NICION 10. S-i. {P n}nel'l !J P 4on mecüda.6 de pllobab.lUdad 4obJte 

(E ,E) .talu que 4~6ac.en 

I f dP __,, I f dP ( 20) 
E n n -..o::i E 

pMa cada 6unc-i.ó"n f Jtea.t, c.otit.Uiua !J ac.o.tada JobJte E, d.-i.Jtemo4 que P n 

c.onveJtge dc!bil.men.te a P !J to deno.taJte.mo4 poJt P n =<> P. 

DEFINICION 10 1
• Una 6amlUa · {Xnlnel'l de vaJúabtu a!ea.toi!.Uu. que 

.toman valoJte.6 en (E ,E), d.-i.Jtemo4 que c.onve.Jtge en cLU..t:Jt-i.buU6n a la va.lz.la­

bte alea.toJt.la. X, !J uc.Jt-i.b-i.Jtemo4 

4.(. w cLU..tJt-i.buc-i.onu P de w vaJt.la.btu a!ea.toi!.Uu. X c.onve.Jtgen 
n n 

dc!bilmen.te a la cLU..t:Jt-i.buc-i.ó"n P de la vaMabte alea.toJt.la. X, u.to u, 

p => p n • 



31 

TEOREMA 5. Sea E un Upo.e.lo :topol.ligi.co compR.e:tam&Lte 1<.egula.Ji.•, y 

P ,Q doh me.di.daA de pl!Dbo.lú.udad Mblle (E,E). Si. 

¡oaJUl cada 6unc.l6n 1<eal continua y acotada · f hob1<e E, eiitoncM 

p = Q. 

Obsérvese que para medidas de probabilidad en un espacio topológico com­

pletamente regular, si Pn ""' P el teorema 5 as~gura la unicidad del 

lfmite P. 

TEOREfo'A 6. Sean {P n lnel'l y P mecllda.I. de. p11.obabi.Udad hob1<e 

(E ,E). En:t.once4 P n =;. P hi. y MR.o hi cada hubhuc.u.W11 {P n,} n, co11.t.le11e. 

:tal que P n" =<> P. 

Sean E y E1 dos espacios topológicos completamente regulares 

con a-álgebras de Borel E y E1 respectivamente. Entonces si h es 

un mapeo medible de E en E1, cada medida de probabilidad P sobre 

(E,E) induce sobre (E1,E1) una medida de probabilidad única, definida 

por Ph-1, donde 

para A e E1 • 

* Se dice que E es completamente regular si y sólo si para cada x e E 
y cada vecindad U de x existe una función continua f:E ... [0,1] 
tal que f(x) =O y f(E'-U) = l. 
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Si h es una función continua, puesto que f(h(x)) está acotada Y 

es continua sobre E siempre que f(y) sea acotada y continua sobre 

E1, si P n => P, entonces 

f f(h(x))Pn(dx) + f f(h(x))P(dx). 

Transformando las integrales obtenemos 

por lo tanto Pnh-l =<> Ph"1. Esto es, si Pn =<> P entonces Pnh·l.,, Ph-l 

para h continua de E en E1• 

Esta hipótesis de continuidad puede ser debilitada, como se muestra 

en el Teorema 7. 

Supongamos que h es medible, y sea Oh el conjunto de disconti­

nuidades de h. Entonces Oh e E. 

TEOREMA 7. Sl Pn =<> P y P(Oh) =O, elttonce.1 

En las siguientes secciones se dan condiciones para la convergencia 

débil de variables aleatorias con valores en S'(lld) y de procesas es­

tocásticos con valores en S'(:l1d), continuos por la derecha con limites 

por la izquierda. 
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3.1. Convergencia .Q!lill. ~ S' (Rd). 

(Referencias: Boulicaut [4]) 

Si µ es una medida de probabilidad sobre (Rd, B(Rd)), la funci6n 

característica de µ está dada por: 

donde <• ,•> denota el producto interior en Rd. En este caso, si 

son medidas de probabilidad sobre ( Rd, 8( Rd)} con funciones 

características On' O. respectivamente, el teorema de continuidad de 

Lévy nos da una condición necesaria y suficiente para la convergencia 

débil de µn a µ. 

TEOREMA B (Lévy). Sean {µn}neN V µ meclicfal, de pJLobab.lUdad 

Job/Le ( Rd, B( Rd)). Una conclic.ión neculVUa V <1u6.lc-le1tte paJta. 

un =u u 

donde j)n v j) .Ion la.lo 6unc..lonu caMcteJúht.icah de un v µ ILMpec­

t.ivamente. 

El siguiente teorema es una generalización del teorema de continui­

dad de Lévy para variables aleatorias con valores en E', el dual de un 

espacio E de Hilbert contable nuclear (Apéndice). 
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TEOREMA 9 [ 4 j • Sean µn, µ mecUclal. de pitoba.b.i.Udad. <1ob1te E' , do11de 

E' eó el dual 6ueJi.te de Ull Mpac.io de fi.Ubv.t con.table nuc.lea.Jt; y ~n 

O la.ó 6unc.lortaleó c.a.Jta.cte.Jr.Ú!tica.ó de \'n y µ 1te..1pe.c.Uva.me1ite. foton-

Puesto que S(Rd) es un espacio de Hilbert contable nuclear, el 

espacio s'(Rd) con la topología fuerte cumple con las condiciones del 

Teorema 9. 

3.2. Convergencia Débil~ D([O,m),S'(Rd)) 

(Referencias: Mitoma [39]) 

Sea Ds,[.;J = D([O,m),S'(Rd)) el espacio de todos los mapeos del 

intervalo [O ,m) en S' ( Rd), continuos por 1 a derecha con límites por 

la izquierda en la topología fuerte de S'(Rd). En este apartado da­

remos condiciones para la convergencia débil de procesos estocásticos 

X= {Xt,t e [0,m)) cuyas trayectorias muestrales pertenecen a Ds, [m]. 

Dado que estas condiciones dependen de la topología en Ds' [m], en la 

sección 3.2.1 la definiremos, y en la sección 3.2.2 daremos las condicio-

nes de convergencia. 

3.2.1. Topología. 

Para ·definir la topología en DS' [m] requerimos de algunas defini­

ciones preliminares que presentarros a continuación. 

Dado un espacio topológico E, denotarerros por DE• D( [0,1) ,E) al 
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espacio de todos los mapeos del. intervalo [0,1] en- E, continuos por 

la derecha, con lfmites por la üqui~~da; 
'',<~,'.:--.- . ',' .·. 

Sea· e la clase de .todas :1a·s·.funciones continuas, estrictamente 
,, •• ; .e· ( 

crecientes. del intervalo . [o ,1]J~obr¿ sflllis~'· 
En DR definimos la métr.ica. 

d(x,y) = inf { s_up /x{t)-y(e(t))/ 
oee te /o ,lj 

+ sup /loa O(t)-O(s) /l. 
s,te[0,1] - t-s 

srt 

El espacio DR con la topología inducida por d(x,y) es un espacio 

métrico, separable y completo [2]. Esta es la llamada topología de 

Skorohod. 

(21) 

An~logamente, en o5 , con la topología 11· ll sobre S' definimos 
p -p p 

la topología de Skorohod como la topología inducida por la métrica 

dp(x,y) = inf{ s up l/x(t)-y{e(t))I/ P + su p /log e(tf-~(s) /l (22) 
oee te[o,1] - s,te/0,1] -

srt 

Con esta topología o5 , es un espacio métrico, completo y separable. 
p 

Sea {l/·11;.•A e Al la familia de seminormas que definen la topología 

fuerte en S'(Rd), y consideremos las siguientes semimétricas: 

d;.(x,y) = inf{ su p fx(t)-y(e(t)ll/;. + su p /log e(tf:e(s) /l, 
eee te[0,1] s,te[0,1] s 

srt 

A e A. 

Definimos sobre o5 , la topología del límite proyectivo de 
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{d¡_(•,.),>. e A}. Con esta topol.ogía. D5 , es un espacjo.'topo16gico com­

pletamente regular. 

m 

Dbservaci6n. D5, = U D5 ,, donde esta igualdad debe entenderse como 
p;) p 

igualdad de conjuntos. 

Sea D5 ,!mJ = D5 ,([:0,m),S'(Rd)). (DR !mi= D(IO,••),R), 

D
5

, l••I = D(!O,m) ,SJ,(Jld)) el espacio de todos los mapeos del intervalo 
p 

[O,m) en S'(Rd) (en R y Sp(Rd) respectivamente), continuos por 

la derecha con límites por la izquierda en la topología fuerte de S'(R~ 

(en la topología de R y s;,(Rd) respectivamente). 

En forma semejante a Lindvall [31] se utilizan las topolo9ías en 

D5 ,, DR y D5 , para introducir topologías en D5 , L;.;J, DRH y 
p 

D
5

, !mi. Con esta topología D
5

, H es un espacio topol6gico completamen­
P 

te regular y DRLml 

pletos. 

y D5 , L00l son espacios métricos separables y com­
p 

m 

Observaci6n. D
5

, [m] = U D
5

, [m], donde la igualdad debe entenderse 
p=O p 

como igualdad de conjuntos. 

3.2.2. Convergencia Débil. 

i) Distribuciones Finito -Dimensional es. 

Sea x un mapeo del intervalo [O,l] en s'(Rd). Supongamos que 

xt converge a xs cuando t .. s. Entonces, por definici6n de la topo­

logía fuerte, para toda >. e A 
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En particular, si $ e S(Rd), 1' =: {cp} e A y 

esto es, 

Así, para cada $ e S(Rd) denotamos por n$ el mapeo de ºs• en DR 

definido por 

PROPOSI CION l. El mo.peo íl<j> u cont.i.ltuo. 

DEMOSTRACIDN. Supongamos que {X } A es un filtro en ºs' y que a ae 

x .. x · entonces, para toda ¡. e A , " . 

Sea 1' = {$} .$ e s( Rd). Entonces ¡. e A y 

d,(x ,x) = d{<x ,$>,<X,<j>>), 
' " " 

donde d es la distancia definida por (21). Por lo tanto, 
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,, 

[O,l] sea mapeo de ºs• definido por 

Obsérvese que 

n, ... :x e ºs• .,. (<x,91>, ••• ,<x,$ >) e (D.,)m 
•¡t•••t'fm . m n 

y 

. ( (1) (m)) m (1) (m) e lRm. nt t • x , ••• ,x e (OR) .,. (xt , .•. ,xt ) 
l'ººº'm 1 m 

PROPOSICION 2. Sea ~ = {4i )iel'I un conjuttto deiu.o numeJtable. e.n 

S( Rd). Ento11cu pMLl cada. me.ti.lela. de. pJWbab.u.i.da.d P Mb1te. o5 , e.x.Ute. "" 

conjunto deiu.o TP, Tpc[O,l), tal que. pMLl o:> 1 , ••• ,¡.m e~. y 
tl •..•• t 

t 1, ••• , tm e Tp, et mape.o n" "m u contbtuo e.xce.pto e.n "" conjunto 
'r'l • • • • '"'m 

de. me.d.lcfa. P .igual a Ce.ltO. 

DEMOSTRACION. El mapeo 
tl t ••• , t 

n, .m es continuo 
'fl • • • • ''l'm 

t. 
si n 1 

<ii 
es continuo 

para cada i, y puesto que n
9 

es continuo (Proposición 1), basta anali­

zar la continuidad de nt .. 
1 

El mapeo nt es continuo en x e D¡¡ si y sólo si x es continuo 

en t. Además, para una medida de probabilidad P sobre OR el conjun-
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to de 1 as t ·e [O ,l] tal es que nt es continup excepto en un conjunto de 

medida P igual a cero es denso [2];-Dadil:f~'S(Rdli para una medida 

de probabilidad P sobre o5 , sea.:·.~t;l.'~l;~~nj~n~o d~ las te [O,l] 

para 

di da 

las cuales llt:\105 , -> R es:continüb e~Í:epto en un conjunto de me­

p igual a cero. Esto es, fér#iú;J'f<i1ilsi P(Jt) =O, donde 

Sea 

Obviamente TP es denso, y para t 1,. • .,tm e Tp y 91, .. .,9m e <I> , 

tl ,. . .,t 
n m es continuo excepto en un conjunto de medida P 

91 '" .,9m 
el mapeo 

igual a cero. 

Adem~s. el mapeo 
tl .... ,t 

n m es medible para toda t 1 ,. • .,tm e [O,!], 
91" . .,9m 

d y .¡
1

, .... .¡m en S(R ), pues n
9 

es continuo y nt medible [2]. 

Denotaremos por 8(0
5

,) a la a-álgebra de los conjuntos de Borel en o5 ,. 

PROPOSICION 3. Sea B(o5 ,) !a. c.olec.c..Wn de todo!> lo!> l>ubc.onjun.:tol> 

de la 6011ma 

c.on 

A e 8( Rm), ti e T, $i s 9 y m e IN , 
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(ltamad.06 c.ll'.lndh.o6), donde. $ . C-6 un c.onjuM;o nt1mVU<ble de.n-00 eJt soi.cti. 
T un conjun.:to de.n-00 en [O,l] y 1 e T. En.:tonc.C-6 .ea. mbWna. o-á.tge.bJW. 

que. col!Ue.ne a B(D5 ,) c.o.lnc..i.de. con B(D5 ,). 

DEMOSTRAC!ON. Como S(Rd) es Fréchet nuclear, por la Proposici6n 

5.3 de [27], 

B(o5 ,) = o{nt-l t (B(S'(Rd))¡®m: t
1

, ... ,tm e [O,l], me IN)= 
1 • · · • ' m 

= o{nt-l t (11 ):t1, .. .,tm e [O,l], me JO, 
1' · · ·' m m 

donde llm es una el ase que genera a (S(S' ( Rd))) ®m. Se puede tomar 

llm = ~. donde 11 es la familia de todos los conjuntos de la forma 

debido a que la a-álgebra de Borel fUerte de S' (Rd) coincide con su 

a-álgebra de Kolmogorov, pues S(Rd) es Hilbert. contable [24]. Basta 

tomar $ en un subconjunto numerable denso Q de S(Rd), por la conti­

nuidad de ~ e S' ( Rd) sobre S ( Rd), y basta tomar t
1

, t
2
,.... en un 

subconjunto numerable denso T de [O,l] que contenga a 1, porque 

<x,$> e DR para cada x e o5 , y $ e S(Rd). 

Análogamente tenemos las siguientes proposiciones para o
5

, [00]. 
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en.tone.e<\ n $ e<1 c.onti.nuo • 

PROPOSICION 2'. Seo. o= {$ilieN un c.onjun-to de.Mo numeMble en 

S(Rd). En-tonc.e.i, paiut cado. mecüda. de JJMbab.t.Uda.d P 4ob1Le Ds,[~] 

ex.i.4.te un c.onjwi:to deMo Tp, Tpc[O,m), .ta.f. que par.a 111 , ... ,\\m e o y 

t 1 , ... , tm 
n e<1 c.011.túiuo exc.ep.to en un c.onjun.to 
9¡ • .•• ,\\m 

de me.d.i.da. P .igual " O, donde 

t¡ •...• t n m 
$¡ • ••• ,$m 

Denotaremos por B(Ds,(m]) a la o-álgebra de los conjuntos de Borel 

en Os 1 [m]. 

PROPOS!CION 3'. Seo. B(Ds,[m]) lct c.olec.c.ián de .todo.6 lo~ .6ubc.onjun­

.to4 de fu óOl!ma 

donde o u un conjunto nume!Lable de.Mo en S( Rd) y T e<1 de.Mo en 

[O,m). En.tone.e<\ fu m.bútnct o-.Ugeb!La que c.on.t.lene a B(OS,[m]) c.o.lnc..lde 

c.on B(DS 1 [m]). 

OEFIN!C!ON 11. Seo. P .una me.cü.da de plLObab.i.Udad 4ob1Le Ds 1 (m]. 

Uama/!.emo.6 o. fu./¡ m~ 

t¡•··· ,tm -1 d 
(P(n ) , t 1, .•. ,tm e (O,m). 91 , ••• ,.¡m e S(R ), me }I}, 

$¡•···•9m 
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Como consecuencia de la Proposición 3', tenemos: 

PROPOSICION 4. S.i. P !J Q 4011 med.i.daJ. de pll.Dbabilidad 4ob1te 05 ,[00) 

;tatu que 4UI> d.W.tlúbuc.ionu 6.&úto-c:lúne;u,.i.onafu co.U1c:.i.dei1 .tomando a t · 

w T P () T Q y a $ eit w1 conjun.to deiu,o <l> eit S ( Rd) , e11 . .tonce.1 P = Q. 

DEFINICION 11'. Sea X= {Xt,t e [0,00 )) un pfl.Dcuo u.toccú.t.i.co co11 

vafoltu !!.ti s' ( Rd), CU!Ja4 .l:ltayec.toirÁ..<U> muu.tJta.tu peJLte11ece.n a ºs' [ro J. 

PMa cuafe.iqu.i.eJul $¡ • ... ,q,m e S( Rd) y t 1 , ... , tn e [O ,ro), con4.ldvr.emo4 

et vec.toJL a.lea.tolL.lo ( <Xt •$¡ >, ... ,<Xt ,q,m>) eit Rm • La4 d.W.tlúbuc.ionu 
1 m 

6.ln.i.to -c:lúnei1.&.i.onafu de X Mil ful, cli,1,.tlúbuc.ione.1 de u.to4 vec.1:0'1.U afea-

.to'1..lo4. 

PROPOSICION 4'. Se.a¡¡ X= {Xt,t e [O,ro)} y Y= {Yt,t e [O,ro)) do4 

pfl.DCU04 u.toc.M.t.i.eo,1, CU!Ja4 .l:ltayec.to/L.la4 muu.tJta.tu u.tt&t en o5 , [ 00]. S.i. 

ful, d.W.1:'1..lbuc.ionu 6.i.;ilto~d.lmeiU>.lonafu de. X !J Y co.i.Jte.i.deJt, en,toncu 

X y Y .t.i.eneJt la lllLlma eül.Wbuc.Wn. 

i i) Convergencia Débi 1 de Procesos. 

PROPOSlCION S. Sea¡¡ {Xn} ., !J X pll.DcUo4 u.toccf.l..t.i.eo4 con .tlutyec­
ne .. 

.to!Wu. e¡¡ Ds, [ro] .talu que Xn ~ X. foto ne u, 4.l .¡. = {<P.} . •• u wi 
1 16n 

co11jun.to deiU>o eit S ( Rd) y p u la eül.Wbuc:.i.611 de. X, ex.i.6.te. un con-

jun.to deiu,o Tp, Tpc[O,ro), .tal que. 4.l <:>1 , ... ,<l>m e 4' !/ t 1 , ... ,tm e Tp, 
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excepto en un c.onjunt:o de med.i.dtt ? .igual a ceJta. 

DEMOSTRACION. Es una consecuencia del Teorema 7 y la Proposición 2'. 

Como es bien sabido el recíproco de la proposición ant~rior en gene­

ral no es válido [2]. Esto es, la convergencia débil de las distribuciones 

finito-dimensionales . no es una condición suficiente para la convergencia 

débil. Sin embargo, con una condición adicional, llamada compacidad rela­

tiva, se cumple el reciproco. 

DEFINICION 12. Sea l1 una tiamllia. de mecli.túu, de pJWbab.i.Udad ..1ob1te 

un e..ipa.c.lo .topoR.6g.ieo completamente JtegulM (E,E). V.btemo..i que n e.i ..ie­

c.uenc..úUmen.te 1tela.t.<'.vamente campada. 4-i. cada ..iuce.ih5n de elemen.toé de íl 

contiene una éub..iuce.i.Wn d~b.lemen.te conveJ!Ben.te; e.i.to e.6, 4,¿ paJta cada éU-

ce.i.Wn { P n) ne N en lí , ex.i.4.te una éub..iuce.i.i.6n { P n, )n, q una me.dí.da. 

de p!Wbab.i.Udad Q (de6.i.n.i.da 40b1te (E,E) pe/to no nece.ialt.i.amen.te un e.te-

men.to de TI) .tal. que P n, ""Q. 

Supongamos que {P ) ., y P son medidas de probabilidad sobre n ne,. 
o
5

,[m), que las distribuciones finito-dimensionales de Pn convergen dé-

bilmente a las correspondientes de P, y que ¡pn¡neN es relativamente 

compacta. Entonces cada subsuces i ón {P n,} contiene una subsucesión {P n"} 

que converge débilmente. Denotemos por Q el límite de {Pn"). Por la 

Proposici6n 2' para <P en un conjunto denso en S(Rd) y ti e T?nTQ, 

las distribuciones finito-dimensionales de Q deben coincidir con los 
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límites débiles de aquellas de Pn"' y por lo tanto con las distribuciones 

finito-dimensionales de P. Pero, por la Proposición 4, P = Q. Así, cada 

subsucesi6n !Pn,) contiene una subsucesi6n débilmente convergente a P, 

y por el Teorema 6 tenemos que P n -> P. Aún más, sean o y T conjuntos 

densos en S(Rd) y [O,~) respectivamente. Supongamos que {Pnl es re­

lativamente compacta y que para cualesquiera t 1, ... ,tm en T, 

<t>l' ... •<l>m en o¡o y m e N 

tl' ••• , tm 
donde es una medida de probabilidad sobre (Rm, B(Rm)) (no 

µ<l>l,. • • • ~m 
tl' ...• t 

se supone que µ,, ~m son distribuciones finito-dimensionales de una 
"'l 1 • ·' 

1 "'m 

medida de probabilidad sobre (Os,[~],B(Ds,[~]))). Entonces cada subsuce-

si6n !P n' ln' contiene una subsucesión {P n"ln" débilmente conver-

~ .... ,tm . 
µ ,, como sus di s-

4>¡ • • • • •"'m 
gente a algún límite. Este límite debe tener a 

tribuciones finito-dimensionales, para t 1, .•. ,tm en T y cp1 , ••• ,<f>m 

·en oto. Por lo tanto, el límite es único. 

Asf, tenemos la siguiente proposición. 

PROPOSJCION 6. Sea {p } una óu.ceA.i.611 de. mecli.daó de iPwbab.u.ldad 
n 

óoblle. (Ds,[~],Bs,[~]). S-í. {Pnl eA lle.Ca.tlvamen.te compac..ta, y 

o!> = {<Pi l i 
6 

N un conjun.:to dettóo e11 S' ( lRd), T w1 conjun.:to dettóo en [O,~) , 

!/ pMa c.u.a.f.eóqu.-í.e.M o;.1, ... •<l>m e11 oto, tl' ... , tm en T, m e IN , , 
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donde. 
tl" .. 't µ m 
<P¡ •·" ,<Pm 

u una mecli.da. de p!!.Oba.bilida.d <1ob1te 

PROPOSICION 5'. Sea {Xn)nel'I una .iucu.i.6n de pltOce..10<1 u:tocál..UC.0<1 

en Ds,[00], ~ = {cpi)ieJll un conjunto den<10 en S(Rd) y T un conjUYLto 

den<10 en [O ,00 ). s.<. la.lo eül>.tlúbuc.<.anu Pn de xn 601tman una 6am.i.U.a 1te-

la.t<'.vamente compacta y palla c.wtluqu.<.e1ta cp 1 , •.. ,<Pm e.<:>, t 1, ... ,tmeT,rne JN, 

la.lo eül>.tlúbuúanu de 

conveJtgen débilmente a una eül>.tlúbuc.i.6n de pMbab.lUdad en Rm,. en:toncu 
V 

ex..llo.te un 11rúco pMcuo X en ºs• [00] .tal que Xn.,. X. 

TEOREMA 10. Sea {Pn)neJll una .iucu.<.611 de med.lcúu de pMbabilidad 

<1ob1te OS,[oo]. Supongamo<l que palla cada. <Pe S(Rd) la .iuce..1.i.611 {pnn¡1¡ 

u Jt.eia.ti.vamente compac.ta. en ºil 00
]. faw11ce..1 la 4UCU.<.6n { P n) ne Jll u 

ltela.t.<.vamente compac.ta. en Ds, [ 00]. 

Obsérvese que estos resultados reducen el problema de la compacidad 

relativa en . ºs' [oo] a la compacidad relativa en DR [oo], el cual es un 

espijcio métrico completo y separable. 
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TEORE~ 10'. Sea {X"lneN u.na 4«CU.Wn de. pMc~o4 u;toeá..l.Uco4 c.n 

Os,[ ... ]. S.i. pMtt cada q, e S(JRd) la 4<tceA.i.6n de. cl.W.tJLibuc.ionu de <X",.¡,:­

CJi 1tetmvame.n.te. c.ompac:ta c.n OR[m] , wtoncu la 4ucu.i611 de. d.th;tJtibuc..io­

nu de. x" c.n ºs' [w] u 1tc.la;t.ivame.n.tc. compac;ta c.n ºs' [m]. 

TEOREMA 11. Sea {X"lneN una wcu.Wn de. pr.oc.uo4 M;toc.f4;t.i.co,¡, c.n 

Ds,[m], F~,q, = o(<X~,q,>,s:: t}', <1> = {cf>;l;eN un conjun;to de.Mo e.n S(Rd) 

IJ TC [O,w), de.Mo. En;toncu, 4.i. palta c.ua.lMq<t.lc.1t11 q,1 , .. .,<Pin e <1>, 

t 1,. •• , tm e T 1J m e N, el ve.c.:to1t alea;toit.lo 

conve.1t9e. e.n d.i4Wbuc.l611 a alguna cliA;/;lt.lbuC.Wn de. pMbab.i.Udad e.n Rm, y 

c.x..lio;te ~ > O ;tal que. pMtt t, ó > O, ex.iA;tc.n vait.lable.4 ale.a;toit.la4 

Y~,.¡.(6Xl:· O Mu que. 

lj 

1 1 m 
ó ..,. o 

1 i m 
n .. m 

n V 
X +X. 

DEMOSTRACION. Se sigue del Teorema 10' y de Kurtz [30]. 

(23) 
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Las condiciones (22) y (23) implican.la compacidad relati.va de. {XnJ. 
. . 

El siguiente resultado es•út1l para verfficarlas· y es .de la forma empleada 

por Holley y Stroock· l20].< 

LEMA l. Sea X E {Xt,t ::.. O} ~-roc~o ei: ok[00]. lj {Ft}t;O U.M 

6.i.Ultaclón. ta.e que X utá. ada.p&,¡ó a. {Ft}., Si. ex.U:ten p!LOC.Uo.1 a.da.p-

:ta.do.1 10i1l,t? O} !/ 10Fl,t ~.O} ta.e.u que 

u una. m<VL:t.lnga.lo. de cu.a.d)f.ado .ln.:tegMble c.on. p!LOC.Uo cJtec.len.te 1 en la. 

de.1compo.1~c.l6n. de Voob-MeyeJt) 

t ::. o. 

en.tone.u, pMa e.a.do. T > O y o > O ex.Ute U.M vaJLi.able a.lea.:toJUa. 

yT(o) ? O ta.e que 

Una. tal. va/Uable a.lea.:to4ia. u 

(Ob.1élr.ve.1e que eF) ~ O). 
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DEMOSTRACION. 

: ' Jt+o Jt Jt+ó . = E[(X , - 0{l)ds - (X - . 0(l)ds) + 0(1)ds)2JF] t+u O S t O S t S ·. t . 

(24) 

- 2 Jt+ó (2) 2 ft ft+6 
- E[.\+o - es ds - (tlt - e{2)ds) + 0(2)dsJF1 

o o s t s t" 
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J
t+~ 

=E(· o( 2)ds!F). 
t s • t 

Substituyendo.(25) en (24), obtenemos 

4. Versiones Continuas de Procesos fQ!! Valores en S'(Rd). 

(Referencias: tlitoma [37, 38], Yeh [41]). 

(25) 

Sea E un espacio topológico; denotaremos por CE["'] = C( [O,.,),E) 

al espacio de todos los mapeos continuos del intervalo f.O,.,) en E. En 

este apartado daremos condiciones bajo las cuales las trayectorias mues­

tales de un proceso estocástico X = {Xt,t ~ O} con valores en S'(Rd) 

pertenecen a Cs, ["'] ó a ºs' Í."']. 

TEOREMA 12. Sea X= { xt 't ? o} Utt pll.OCeloO ei.toetúot.lco cott va.eo1r.e1o 

m S ' ( lRd) ta.t. que. palr.O. cada $ e s( Rd) , e.l pn.ocei.o ei.toetúot.lco 11.ea.l 



50 

<X,•f'· = l'Xt,<j¡>,t ~ OJ .Uene u11a veM.i611 en eR í00l. EtLtoncM X :tlem. 

11na Vl'Mwn en es, L~J. 

TEOREMA 13. Sea X: {Xt,t ;: O} un pllOCMo M.tocál.t.lco eon va.f.olLU 
d . . d . 

<!'} S'. ( R ) ta.e.. que pMa. cada <P e S( R ) ' eR. pi¡DCUO e.6tocál..Uc.o 1Lea.t 

<X,~> tiene UM vCMwn en C\¡¡l!"]. Ento11ce.1 X tiene llltll veJr,i,.l6n ey¡ 

ºs' r~J .. 

Sea F+ el conjunto de todas las funciones positivas localmente 

acotadas sobre [O ,00). 

TEOREMA 14. Sea X" {Xt,t ~ 0} u11 plLocMo Gaw..6.iano cun vaeo11.M 

en S' ( Rd) . fotoncM ex.U.te p e JN .tae que X e.6 co11t.l11uo en Ca 1101Lma 

IJ • IJ .p cM.l 6 egWtame11te 6.l !f Mlo 6.l ex.i.6.te f en F + ta.l que 

donde 

sup 
Te R+ 

2 = E sup <Xt ,<j¡> 
O<t<T 

Obsérvese que los teoremas anteriores reducen el problema de que las 

trayectorias muestrales de un proceso estocástico X = {Xt,t ~ O) perte­

nezcan a ºs• [oo] ó a e5, [oo], al mismo problema pero para procesos reales. 

El siguiente teorema nos da condiciones para que las trayectorias 

muestrales de un proceso estocástico real Gaussiano pertenezcar1 a CR[oo·¡. 
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T.EOREi1A 15. Seo. X : {Xt, t ~ O}'. un ).lltOCe.IO e.itoc.iú..tlco Gauu,.(.ano 

•wat óob~e un c.\pauo de pMbabWdad (íl,S,P). Si. pMa un .úiteJtvaeo 

TCR 4e ~aW.6ace '· 

pMa t ', t" e T ,B, e > O, en.tcmcu e.e. pMce.io X .tiene. una v~.Wn con-

Unua caM. ó egWtame.n.te en T. Si. ademá.6 X M ó epMable, e.nto ncu X 

mlómo e.6 cont.lnuo c.ó. 

5. Procesos de 11arkov. 

En la sección 5.1 definire~os procesos de !1arkov para procesos con 

valores en un espacio métrico, y se darán algunas de sus propiedades. En 

particular, estos resultados se pueden aplicar a procesos con valores en 

los espacios M¡-(Rd), y Mp(Rd) definidos en 1.1.2. 

En la sección 5.2 consideraremos procesos G~ussianos con valores en 

S' (Rd); se definirán y darán condiciones para que un proceso tal sea un 

Proceso de f1arkov. 

5.1. Procesos de Markov gn_ Espacios Polacos. 

(Referencia: Kurtz [30]). 

Sea X: {Xt,t ~ O} un proceso estocástico sobre un espacio de 

probabilidad (íl,F,P), con valores en un espacio métrico (E,E), separa-
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ble y ,completo; y sea. {Ft)t~O una filtración tal que X está adapta-

do a ella. ·: . ,' . , " 

Un proceso de llark~v es un proceso para el cual un observador con 

memoria perfecta no'·es mejor. para predecir el .futuro que un observador 

sin memoria;· precisando: 

DEF!N!CICN 13. Un p1tocMo eJ>:toc.áM).c.o X : [Xt ,t ~ O) dc6.út.lda 

6ob1te. (Sl,F,P) con va.fultl/A r!.11 (E,E) C!.1> wt p1tocuo de MaJtkov con lte.6-

pec.to a una 6.(.lt./¡(lel/i1t {Ft\~o 6.l pMa :toda fe B(E) le.t upaelo de 

BruulclL de <'.a.i. 6u11donu 1tealu, med.ibleA, o.co.tada6 .i.ob1te E 1 6e cwrtple 

El lado derecho de (26) puede ser tomado como h(Xt) para alguna 

he B(E). En general h dependerá de f, s, t. Si h depende solamente 

de s y f y no de t, decimos que el proceso es temporalmente homogé­

neo, y denotamos h por T(s)f. 

Obsérvese que 

= T(s)T(u)f(Xt). (27) 

por lo que !T(s) ,s >·a¡ es un semigrupo de operadores lineales sobre 

B(E), y es fácil ver que son contracciones (i.e. l\T(s)li < 1, s ~O). 
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Dado un semi grupo .de contracciones . {T(s), s ~-O}, definido sobre un sub­

espaci o de Banach L C E, decimos que un proceso de Markov X correspon-

de a {T(s)} si 

(28) 

Nótese que (28) implica (27), si L es denso en B(E) en la topología 

de convergencia acotada puntual. 

Sea L un subespacio de Banach de B(E) y {T(t)}t~O un semigrupo 

de contracci6n definido sobre L tal que T(t)f(x) es B(R+l ® B(E)­

medible para toda f e L. 

Definimos el generador infinitesimal L de {T(t)lt~O como el ope­

rador l:O(L) -+ L (donde O(L)c L) dado por 

Lf = 1 i m T(t)f-f 
t -+ o t 

(29) 

(Hmite en la nonna B(E)) y O(L) es el subconjunto de fUnciones en L 

para las cuales (29) existe. O(L) se llama dominio del generador infini­

tesimal L. 

TEOREMA 16. Sea X = {Xt,t ~ 0) un plloc.uo e.Uocá.1.Uc.o de.6.úúdo 

,¡ob1t.e. (!l,F,P) COI! va.ioltU e.11 (E,E). S.t X u un pllOCei>O de. MMhov COI! 

Jt.Upec.to a .f.o. 6.i.t:tluuúón {Ft}t~O. que c.01t.1te.iponde a un .i,CJn.4¡>wpo de c.on­

.tlzac.c..loneA {T(s)}s>O .i,ob1t.e. L 1,wbe.ipac..to de Banac.h de B(E)) c.M ge­

ne.1t.ado11. .út6.tn.U:u.i.Jnal L, e.11.toncu palUI. cada. f e D(L) el p1t.oce.bo 

Y= {\,t ~ O) dado poi!. 
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t ~ o • (30) 

C!6 una maM:lngala con Jtupec.to ct {Ft}t>O' s.<. ctdeir& (30) CA de cuadJtctdo 

.ür.teg1Utble y f 2 e O(L), e.x..i.6.te un pJtoc~o CJtec.len.te útúco Á = {A(t), 

t > O} .tal que v2-A u mal!.Üngctlct y A utlí dado poJt 

t ~ º· 

donde 

Hf(x) = [L~ - 2flf](x), X e E • 

Observación: Si f no es acotada, pero Lf existe y el proceso (30) es 

integrable, entonces también en este caso (30) es martingala. 

5.2. Procesos de Markov Gaussianos en S' (Rd). 

Para procesos Gaussianos centrados reales, Ooob [10] demuestra que 

la propiedad de Markov es equivalente a 

s :; t , 

donde Fs = a{X ,r < s}. Esta definición se extiende a procesos 
r -

Gaussianos X= {Xt,t ~O} con valores en s'(Rd). 

(31) 

DEFINICION 14. Sea X : {Xt,t ~ O} un pJtocuo u.toc<ú.:t<.e.o con va­

loJte.6 en S' ( Rd), GCIU.6~.lano ce.iWuido. Se cüce que X u un pJtocuo de 
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Maltkov c.on 11.uped.o a. {F
5
}s>O' F

5 
~ a{<Xr,1/J>' r ~ s, .¡.e S(Rd)}, 4,¿ 

pa.11.a. :tD da. .¡. 6 S ( Rd ) , 

(32) 

. TEOREMA 17. Sea. X = {Xt,t ~ O} UJt pJWc.uo GtW.64.útno .c.en:tn.ado c.on 

valon.u en S' ( Rd) . En.tone.u X u UJt p11.0c.e.10 de Maltkov 4,¿ paJ<a. :toda. 

t
0 

< t, $e S(Rd), ex..W:te ~e S(Rd) tal que 

= E<Xt ,9><X ,tµ>, o s 
s5t0 <t, (33) 

DEMOSTRACION. Es claro que (33) implica 

V , 
(~xt,oji>,<X ,c;.1>, ••• ,<Xr ,$n"' = (<Xt ,.¡.>,<X $¡>, .•• ,<X .$ ;..) r1 n 0 r1 r n n 

y en particular, para s = t0, 

(34) 
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Análogamente se demuestra que '(33) implica 

(35) 

Así, (34) y (35) implican· 

esto es, X = {Xt,t ~ O} es un proceso de Markov. 

Para obtener un resultado análogo al Teorema 16 para procesos 

Gaussi anos centrados con valores en S' ( Rd), necesitamos extender 1 a 

noci6n de generador infinitesimal para un semigrupo de operadores sobre 

S( Rd). 

OEFINICION 15. Sea. {T t} t>O utt M!.11U:91!U.po 6ueM:eme.ir.te c.ont.úuw de 

opcJU1do11.u .u.nea.tu c.ont.úiuoó de S(Rd) e11 S(Rd). U11 op<?Ju:tdo11. Unea.l 

A:S(Rd) + S(Rd) óe. cU.c.e que u gw<?Ju:tdo11. .útó.ln.U:u.lrna.l de {Tt}t>O 6-i. 

<1a.tl661U!e 

(Véase [28]). 

Obsérvese que esta definición extiende a s(Rd) la propiedad 

usual de los generadores infinitesimales de semigrupos (no necesariamente 
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de contracciones) en espacios de Ba.nach. 

TEOREMA 18. Sea X : {Xt,t ~ O} un pJWc.Uo GtuL64.iano c.entllado, c.011 

va1.01tC!4 eit S' ( Rd) , :ttLe. qu.e 4a.ti.l6ac.e 

Cov(<X ,ojJ>,<Xt,$>) = Cov(<X ,l/J>,<X ,Tt $>), s < t, (36) s s s -s 

donde {T( t) }.t~O u un 41!111lg1tu.po 6u.eAf:emel!tc. c.an.tlnua· de ape1ia.do1tu 

f.Wea.iu c.ontinuo4 4ob1te S( Rd) c.011 ge11e1ia.do1t .&16.úWtu.lma.l A. El!tonc.u 

paJta :toda. $ e s ( Rd ) , 

t ~ o • 

u una maM:.inga.ta de c.u.aditado .úz.tegitable c.on JtUpec.:to a lo. 6-UtJw.cA.fin 

Ft = o{<Xr,l/J>,r:: t,,¡, e S(lRd )}, t ~o. 

(37) 

DEMOSTRACION. Basta demostrar la propiedad de martingala. Obsérvese 
A 

que la expresión (36) es an~loga a (33) con $ = Tt-s$ y t0 = s, por lo 

que por (35) tenemos, tomando esperanza condicional con respecto a fs 

E[<Xt,$>IF ] = <X ,Tt $>, s s -s s ~ t; 

por lo tanto, para s ~ t, 

. f t f s ft E [ <Xt .$> - <X ,A$>drJ.F J = <X , Tt $> - <X ,A$>dr - <X , T A$dr> 
0 r s. s -s 0 r s s r-s 

= <X .$> - f.s <X .A$>dr, s 0 r 
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donde hemos usado la Definición is:. 

Observaciones: l) La condición (36) implica a la vez la propiedad de Markov 

(32) y la propiedad de martingala de (37) con respecto a. la filtración 

Ft•n(<Xr.~>,r ~t.~ e S(Rd)}. Del Teorema 19 resulta que (37) es también 

martingala con respecto a la filtración (más chica) Ft' • cr(<X .$>.r < t), 
r -

debido a que (<Wt,$>)t es martingala adaptada a CF1:lt (véase (40)). 2) El 

Teorema 18 no es exactamente análogo al Teorema 16 (con f(x) • x) porque no 

se ha pedido que IT(t)}t sea el semigrupo que corresponde al proceso de 

Markov; de hecho, si T(t) se extiende a algún sp(Rd). no tiene porqué ser 

una contracción. 

6. Proceso de W1ener Generalizado, Ecuación de Langevi n Generalizada :t.. 

Relación de Fluctuación-Disipación. 

(Referencias: Oojdecki y Gorostiza [3]). 

Sea A:S(JRd) ·> S(JRd) un operador lineal continuo y X O' (Xt,t ~ 0) 

un proceso Gaussiano con valores en S' ( !Rd). En este apartado presenta­

mos condiciones bajo las cuales el proceso X satisface (en algún sen­

tido) una ecuación de Langevin generalizada de la forma 

(38) 

* donde A es el operador adjunto de A y W • (Wt,t ~ O} es un proceso 

de Wiener con valores en S' (Rd). en general no homogéneo en el tiempo. 

El significado preciso de una solución de (38) es un cierto tipo de solu­

ción débil (Definición 17). Los procesos que satisfacen (38) se llaman 

procesos de Ornstein-Uhlenbeck generalizados. 

DEFINICION 16. U11 pMCUO utoc.á.6.Uco w • (Wt. t ~ O} CO/l vaR.oJtU 
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en S' (Rd), Gau-66.iano c.entJuulo,- M ll.runa.do U/!. plt.OC.MO d~. W.i~'"" 9c.nvwi-l­

zado 6.Í. .tlene :tM.yeCt~/Úa.6. c.on.tlruuui y ~" 6unc..i.onal de covM.i.anza 

d s,t ~ 0,$,lji e S(R ) , (39) 

donde loh opeJr.a.do1tu Qu:S(Rd) + S' (Rd) tienen lM ú9u.i.e.ntu pltOp-i.edet­

du: 

i) Qu u Uneetl, c.on.tlnuo, 6.<JnUJtil.o y po6Wvo pa/lll. e.o.da u > O, 

y 

i i) La 6unc.-i.611 u -> <Qu$ ,lji> M continua polt la de1techa con Umilu 

polt la .U.qu.i.eltdet paita cadet $ • .¡.e S(Rd). 

Decimos que w está asociado a Q = {Qu,u ~O}. 

Observaci enes: 

a) De la definición se sigue inmediatamente que si w es un proce­

so de Wi ener con va lores en s' ( Rd), entonces w
0 

= O, y w 

tiene incrementos independientes en el sentido que para cuales­

quiera O ~ s < t y $e S(Rd), la variable aleatoria real 

<Wt,$> - <Ws,$> es independiente de la o-álgebra generada por 

{<Wu,$>;0 ~u~ s, lji e S(Rd)l , 
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b) E1 proceso de Wiener estándar uní-dimensional W = lWt,t:: Ol 

puede ser considerado como un proceso de Wiener con va1ores en 

S'(Rd). De hecho, para x0 s Rd fija, arbitr11ria, el proceso 

W = Wo satisface las condiciones de la Definición 16, con 
XO 

Puede hacerse una identificación análoga para el proceso de Wiener están­

dar n-dimensional. 

La existencia del proceso de Wiener generalizado está probada en [3). 

OEF!NICION 17. Sea X = {Xt ,t ~ O} Utt pltl1C.e60 ""º" va.lOILel> en 

S' ( Rd) ; decÁm06 que X e6 una 4ofüc.Ui1t débU. de. ( 38) ú .. paM e.a.da 

<j>eS(Rd), 

t ~ o. (40) 

TEOREMA 19. Supongamo4 que 4C. cumplen la.& 4~u.lw.tM c.oncU.c..«ine..1: 

a) X= {Xt,t ~O} e6 utt pMC.e60 c.ott va.lo1Le6 m S'(Rd), c.on.tútuo, 

Gau.64.úlno c.e.Jttltado. C.Olt ounc.úma.l de C.OVaJÚaltZCl 

s + K(s,~;s,q.) 

d s,t ~ O,q.,\jl e S(IR ). (41) 
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u continuamente cLi.6CJtenc.W.ble. 

c) {Tt,t ~ O} u un .1>em-i.gJ¡¡J.po 6ueJl.temen.te con.tútuo de opvw.do1r.u 

Unea.f.M cont.úiuo.1> .1>ob1r.e S( Rd) , .ta.e que óu genCJl.lldoJz. .in6.ú1.lte­

.1>.imal A u con.tlnuo de S(Rd) en a ,,,,Umo (Definición 15). 

d) P/lJID. cada O ~ s ~ t 11 cp, 1/J G S(Rd), K .1>o..t.ll.6ac.e. 

(42) 

En.toncM X M un plr.ocuo de Mallh.ov, y e.x..ú..te un plr.OCMO de 

W.lenCJt W con va.R.o1r.e.1> en S' ( Rd) .tal que X M una. ó0fuc.l6n 

de (38). W u.U a.óoc.la.do a. la. 6am<Ua Q = {Qu ,u ~ O} de.6.&úda 

potc.: 

d .p,1/¡GS(R). (43) 

Observaciones: 

1) En esta formulacion los procesos de Ornstein·Uhlenbeck generali­

zados, soluciones de ecuaciones del tipo (38), pueden ser no es­

tacionarios. Son estacionarios cuando Qu = Q es constante en 

u, i.e. 

K(s,q,;t,Tjl) = (s" t)<Q$.ljl> • 

!to j23j ha desarrollado una teoría general de procesos de 

Ornstein-Uhlenbeck estacionarios. 
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2) La fórmula (43) se llama relación tje fluctuación-disipación. 

3) Los resultados anteriores se pueden generalizar al caso en que 

el operador A depende de t [Bojdecki-Gorostiza; en prepara­

ción]. 

7. Relación entre Campos Aleatorios Generalizados y_ Ordinarios. Medida 

Espectral. 

(Referencias: Gelfand-Vilenkin (12), Meidan (34,35)). 

Un proceso estocástico ordinario es un mapeo definido sobre los 

reales con valores en un espacio vectorial topológico de variables alea­

torias sobre un espacio de probabilidad. 

Por otro lado, un proceso estocástico generalizado es un operador 

lineal continuo de un espacio vectorial de funciones d~ prueba sobre R 

en un espacio de variables aleatorias. 

Bajo ciertas condiciones naturales un proceso estocástico ordinario 

induce de manera única un proceso estocástico generalizado; de aquí que 
" estos últimos sean una generalización de los primeros. Esta generalización 

·es análoga a la teoría de las distribuciones de Schwartz para generalizar 

a las funciones ordinarias. 

En este apartado presentamos algunas relaciones entre los procesos 

estocásticos ordinarios y generalizados de segundo orden (i.e. con segun­

do momento finito) y con parámetro (tiempo) en Rd en lugar de R (en 

este caso los procesos se suelen llamar campos aleatorios). 

7.1. Campos Aleatorios Generalizados y_ Ordinarios. 

Sea (íl,F,P) un espacio de probabilidad fijo y L 2(íl) el espacio 
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de variables aleatorias sobre (fl,F,P) con.segundo momento finito. L2(1,) 

es un espacio de Hilbert con la norma .inducida por el producto escalar 

(x,y) = J x((¡))y(•")dP((¡)). 
íl . 

Un mapeo de Rd en L2(n) se llama un campo aleatorio ordinario 

de segundo orden. Una variable aleatoria con valores en S' (Rd) con se­

gundo momento finito se llama un campo aleatorio generalizado de segundo 

orden. 

DEFINICJON 18. Sea X un campo a.Ce.a.tolÚC ge.i1vw..Uzado de hegundo 

ollde» con med,ia. c~o y 6unc.lona.C de covaJLlanza K($.~). La me.dlda de co-

va!Uanza de X eh R.a med.<.da K(dx,dy) eit Rd x Rd .tal. que 

En el e.a.lo en que 

= J f $(X)~(y)K(dx,dy), 
Rd Rd 

K(dx,dy) = k(x,y)dxdy, 

donde. k(x,y) eh una 6u»c.i6n olldúuvúa., a k(x,y) he le. llama el ttúc.teo 

de. cova./Úanza de X. 

La noción de núcleo de covarianza ,se extiende al caso en que 

k(x,y) es una función generalizada. 

En el caso de ruido blanco W en Rd se tiene 
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k(x.y) = ~(x-y),. 

pues 

Cov(<W,~>,<W,~>) = f $(x)~(x)dx. 
Rd 

DEF!NICION 19. Sed.lee que una vaJW¡ble alea.to!Wt X en S'(Rd) de 

6egundo oltden u.td .foduc.i.da po11. un e.ampo alea.tolÚO 01tcli.nalúD X c.ol1ÜJ1uo 

en no11ma, 6.l palla tocia <I> s S( Rd), < X,<j>> 6e puede uc.11..lb.lll en la óol!ma 

<X,<1>> = f X (x)<1>(x)dx , 
Rd 

donde la óu11c..l61t x .,. X(x) u c.011.túiua de Rd en L 2 (íl) c.on la no11ma 

L 2 , y la .ln.tegllal u una .i.n.tegW de Boc.hne11. • 

TEOREMA 20. S.l X ilo ttna. vM.lable alea.to!L.la GM66.i.a.na. c.en.tlutcla en 

s' ( Rd ), u11a c.ond.lc..l6n nec.uM.la y 6ttó.lc..lente palla qtte X u:té .lnduc..lcla 

polL ttlt e.ampo .alea.tolL.lo Gat!ó6.lano OllcÜJ1alL.lo y c.ott.túiuo en la no11ma u Qtte 

el núcleo de cova!Wtltza k(x ,y) de X 6ea u11a óttnc..i.611 p06.l.t.lva den.ln.ld<t 

y con:t.lllt!a en ( x ,y) . 

De aquí que el ruido blanco no está inducido por un campo aleatorio 

Gaussiano ordinario y continuo en norma. 
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7.2. Medida Espectral. 

DEFINICION 20. Se cüc.e que·una v<Vúable a.lea.to.!Ua X en S'(Rd) C!.1 

homoglnea, C!.1.tac.,lo/l(l/Úa. o 41.vMÁQ./l;te. lw.jo .t:M.6lac.lo11C!.1, 4.i. pMi< ~da. 

d d 
o:>1,. .. ,<Pm e S( lR ) , m s lN y plVU:I :tocía. h s R 

El ruido blanco W en Rd es homogéneo porque tiene media O y 

su funcional de covarianza es claramente invariante bajo traslaciones. 

TEOREMA 21. S.i. X C!.I una v<Vúable a.le.a.to.!Ua l10mog€nea en S' ( Rd), 

41L ót.ll1W1ta.l de c.ova!Úal!za H puede C!.lcM.b.ür. en la óoJrma 

Cov(<X,</J>,<X,$>) = J $(z)~(z)a(dz), 
Rd 

en donde <P C!.I la .tito.Ju, 6oJUnada de FowúeJr. de <P, .i.. e. 

$(z) = 1 J e-i(z,x)<P(x)dx, 
(27r)d/2 d 

R 

donde · ( • , •) u el· plr.Oducto .ln-t.eJr..i.oiL en Rd , y a M una meiü.da de 

Radon no nega.t.lva ;t;empe11.ada. (Sección 1.2). 

La medida a se llama medida espectral de X. La medida espectral 

del ruido blanco W es 
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o(dz) = dz (medida de Lebesgue). 

TEOREMA 22 [22]. U11 campo ai.eJLto!Uo geneJU!.Uzado homog€neo u:tá ,iJJ­

duc.ldo pOIL u11 campo ctlea.tfJ!WJ 01Ulú1M-W 6.l y 66lo -1>.l -1>u medí.da Mpectl1.M 

e6 M,1úta.. 

Esto también indica que el ruido blanco no está inducido por un cam-

po aleatorio ordinario. 
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11, CAMPO ALEATORIO RAMIFICADO CON .INMIGRACION V 
RESULTADOS LIMITES 

{Referencias: Bojdecki-Gorostiza [3], Gorostiza [14,15,16]). 

1. Oescripci6n ~ Sistema. 

Consideremos un sistema de partículas en el espacio euclidiano d­

dimensional Rd, sujeto en su evo1uci6n temporal a migración, reproduc­

c16n e inmigración de las partículas, con las siguientes propiedades (su­

ponemos que existe un espacio de probabilidad {íl,F,P) en el que está 

definido el sistema): 

1) En el tiempo inicial t =O las partículas están distribuídas de 

acuerdo a un campo aleatorio de Poisson homogéneo con intensidad y ~ O. 

Esto es, si denotamos por N0 el número de partículas iniciales, tenemos 

que 

1) N0 es una variable aleatoria 

+ d N0:íl + M ( R ) , 

donde ~t(Rd) tiene la topología de la convergencia vaga 

(Sección 1.1. 2.). 

ii) Si A,B e B{Rd) tienen medida de Lebesgue finita y Af1B = $. 

entonces N0{A) y N0(B) son variables aleatorias de Poisson 

independientes con parámetros yA(A) y yA(B) respectivamente; 

esto es, 

P[No{A) = n] 
(x A(A) )ne-y•(A) 

n! , n = 0,1, ... 
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EN(A) = yl.(A) , 

VarN(A) = yl.(A), 

donde 1. es la medida de Lebesgue en B(Rd). (Para demostrar 

la existencia de un campo aleatorio de Poisson se puede usar 

una generalizaci6n del teorema de consistencia de Kolmogorov. 

En este caso el conjunto de índices es la familia de los ele­

mentos de B(Rd) con medida de Lebesgue finita [26].) 

2) Al transcurrir el tiempo cada partícula migra independientemente 

de las otras con un movimiento Browniano estándar en Rd; recordemos que 

la ·probabilidad de transición tiene densidad 

p(t,x,y) = (2nt)-d/2exp(-llx-yll 2/2t), x,y e Rd, t >O· 

3) Cada partícula se reproduce independientemente de las otras y de 

la migraci6n de acuerdo a una ley de ramificación {pn}n=O,l, .•. ' donde 

Pn es la probabilidad de que el número de partículas nuevas sea n, des­

pués de un tiempo de vida distribuido exponencialmente con parámetro V. 

Las nuevas partículas aparecen en el mismo lugar en el que se ramificaron 

sus progenitoras, y se reproducen y migran de la misma manera. Supondre­

mos que la ley de ramificación tiene varianza finita, y su media y segun-

do momento factorial los denotaremos por m1 y m2, respectivamente. 

4) Partkulas de una fuente externa inmigran en Rd de acuerdo a 
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un campo aleatorio de Poisson en espacio-tiempo .(JRd x_R;:l con. intensi­

dad ¡1 ~ O, y cada partícula inmigrant~ indepenÚénteniente' ~igra y se re­

produce segan la descripción en 2) ·y 3). 

Llamaremos al sistema así descrito un campo aleatorio ramificado con 

inmigración. 

El proceso que estudiaremos relativo a este sistema es 

N? {Nt,t ~O}, donde Nt es una medida aleatoria definida por Nt(A) = 
número de partículas del sistema en A e B(Rd) en el tiempo t. Veremos 

que N toma valores en M~(Rd) (Proposición 3). 

Observaci enes: 

i) La existencia de un sistema tal puede consultarse en [7]. Debi­

do a que cada partícula migra de acuerdo a un movimiento 

Browniano y que la distribución del tiempo de vida es exponen-

cial, el proceso N es un proceso de Markov. 

ii) El semi grupo de operadores sobre el espacio C( Rd) de las 

funciones reales continuas acotadas sobre Rd asociado con el 

movimiento Browniano está definido por 

y su generador infinitesimal es 
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donde A es el Laplac1ano. 

iii) El sistema está compuesto de'dos subpoblaciones: Las p·artículas 

cuyo primer ancestro es una partíé~l·a\in'icial, Y aquellas que 
. : . - . - ' . . 

provienen de partículas inmigrant~s;_ Así, si denotamos por 

N1 : {N~,t ~O} y N
11

: {Ni1,t ~O} a los procesos correspor.-

dientes a las partículas iniciales e inmigrantes respectivamente, 

tenemos que 

iv) En un proceso de ramificación el parámetro de Malthus para m
1 

y G, donde G es la distribución del tiempo de vida, es la so­

lución a de la ecuación 

En este caso tenemos que el parámetro de Malthus es la solución 

de 

y por lo tanto, a= V(m1-l). 

Para a = O (a< O,o. >O) el proceso de ramificación se llama 

crítico (subcrítico, supercrítico). 

Denotaremos por NT ~ {N~,t ~O} el proceso definido arriba donde 

y = yT y ~ = aT. Nuestro objetivo es estudiar el comportamiento asintó-
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tico de NT cuando T .... "'; es decir,·.el comportamiento .. de "a,lta densidad'~ 

Como veremos (Corolario ll. E<N¡;,.,; est§ d~da por • 

E<N¡,cp> = Te"t[y+B(l-e-"t)/cxlJ d \\(x)dx 
R 

y la varianza de <N¡,lj» es del orden de T.· 

Demostraremos que para cada t ~ O, 

(ley de los grandes nQmeros). 

Sea MT el proceso de las fluctuaciones definido por 

(1) 

Demostraremos que MT converge débilmente en Ds,["'] (teorema límite 

central funcional) e investigaremos las propiedades del proceso límite. 

Observaci6n: Sea N6 un campo aleatorio de Poisson con intensidad T; 

por lo tanto 

E Nb(A) = TA(A) y Var Nb(A) = TA(A) • 

Consideremos MÓ definido por 
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Del hecho que N0 y EN0 toman valores en M~(Rd) (Proposición 3), M6 
es una variable aleatoria con valores en MT("Rd). (y por lo tanto en 

S'(Rd), Sección 1.1.2). Nos interesa la distribución lfmite de M6 
cuando la intensidad T .. ~. Por lo tanto, por el Teorema 1.9 basta cal­

cular el límite cuando T .. ~ de la fUncional característica de Mb. 
La función característica Px de una variable aleatoria X Poisson 

con parámetro ' está dada por 

Entonces, para u e R y A e B(Rd) con medida finita, se tiene 

luego, 

2 
P (u) __,, e-(u /2)•(A) 
l~(A) T .. ~ 

Sea f una función simple sobre Rd, i.e. 

f(x) 
n 

= r a.lA (x), 
j=l J j 

d aj e R, Aj e B(R ) ajenos con medida finita, 

n ::.,. 1 ¡ 
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entonces 

y por 1 a i ndependenci-a de Mb (Aj), j = 1,. ;. ,n tenemos 

n T 
i<Mb, f> ij):l ajMO(A) 

E e = Ee = 
n ia.Mb(A), 

= n E e J 
j=l 

Así, por lo anterior, cuando T + oo 

n 2 
-l Í aJ.~(A.) 

j=l J = e 

Para f s S(:Rd), aproximando por funciones simples se tiene también 

i<MT 'f> -l J d f2(x)dx ; 
Ee O --"e :R T + oo 

esto es, la funcional característica de Mb converge cuando T + 00 a la 

funcional característica del ruido blanco W sobre :Rd, por lo tanto 

(Teorema l. g¡ 

V 
MT W 

O T+oo ' 

Sin embargo, sabemos que W toma va 1 ores en S' ( :Rd)\M( :Rd) (Secciones 
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I.2.3, 1.2.3.n por lo que la convergencia de M~ a W no puede ocurrir 

en M(Rd) (véase la observación en la Sección I.1.2). Fin de la observa-

ción. 

Demostraremos que NI es una medida de Radon temperada aleatoria 

para cada t ~ O (Proposición 3); por lo tanto, podemos considerar a Ni 

y a MI como procesos con va lores en s' ( Rd) . Más aún, veremos que los 

procesos NT y MT se pueden realizar en DS,(oo] (Proposiciones 5 y 7), 

por lo que utilizaremos el Teorema J.11 en la prueba de la convergencia 

débi 1 de MT. 

Denotaremos por M:: {Mt,t ~O) al límite débil de MT y estudia­

remos sus propiedades. En particular, probaremos que M cumple con las 

condiciones de los Teoremas 1.14, 1.18, 1.19, por lo que es un proceso ge-

neralizado de Markov, Gaussiano centrado, continuo, que es solución "dé­

bil" de una ecuación de Langevin, y existe pe IN tal que M es cont1-

nuo en s' También se estudiará la convergencia débil de Mt cuando p' 

t-> ru, obteniéndose que sólo para a < o, a > o (el caso subcrítico con 
V 

inmigración) Mt -• M , donde M es una variable aleatoria Gaussiana en 
00 00 

s' ( Rd) . Por último, se verá que Mt y M
00 

son campos a 1 eatori os gene-

ral izados homogéneos y se calcularán sus medidas espectrales. 

2. Resultados Límites. 

Los resultados que se demostrarán son los siguientes: 

2. l. ill de los Grandes Números .. 

TEOREMA l. PM!l c.ada t > O y ~ e S( Rd), 
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e"t[y+J3(1-e-"t}/aJf .¡i(x)dx, si " I o 
. Rd . 

[y+J3t] J .p(x)dx, si n =O 
Rd 

cuando T-> m. 

2.2. Convergencia Débil de las Fluctuaciones. 

Sea MT : {MI,t ~ O} el proceso de las fluctuaciones definido por 

(!). 

TEOREMA 2. Ex.Wte un p}[(}c.Uo M: {Mt,t ~O} Gruu.úano c.enbtado, 

c.on va.lo11.u en S' ( Rd) , c.on 6unc.-lona.l de c.ovcvUiutza 

= 

e"t[y+~(l-e-"s)/n] J d <P(x)Tt-s~(x)dx, si a t- O 

R 
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s .. 
e"'tem..v J e"(s-r)(l-e-"r)/ci ·J .... <1>(x)T. . 1/l(x)dxdr, 

, 0 d . . . t+s-2~ . . , 
R . ' . . . 

+ 
s . 

611lzV J r J <l>(x)Tt+s-2r.p(x)dxdr, si CI =O, 
O Rd 

s ~ t ' 

tal que en 05 ,[m] cuando· T .. m, donde 

2.3. Propiedades del Proceso~ de las Fluctuaciones. 

TEOREMA 3. la.6 :tlul.yec.ta!Utu. mue.<1.tlul.te.<1 del p/f.Oc.e.<10 M pVL:te.nec.e.n a 

c5 , [w], MM rufo, e:U.6.te. p • IN .ta.e que M e.<1 c.on.ti.nuo e.n .ea. 11011J11a 

l·ll_p c..J. 

Observación: El proceso M también se puede realizar como un proceso con­

tinuo con valores en un espacio de Sobolev contenido en S'(Rd) (véase 

[2 9]). 

TEOREMA 4. M e.6 wt p/f.OC.e.<lo de Mwdwv y e.<1 -00.tuc.i.611 de. la. ec.ua.cl611 

de lattgev.út genelta.U.zada 



77 

c/a11de W u et IUÚIÍ.O blanco Gruu.s.i.ano en Rd y e.l pJt.ocuo de W.ie11eJL 

gem!M.t.lzado (IJ e.i:tti de.teJUJWiado poJt. 

en donde • denota. el. pJt.oducto h~vúoJt. en Rd • 

TEOREf'.A 5. PaM et < O, S > O { c.a.60 .subCIÚ.Üco con .inm.igMc.W11) 

do11de M~ u una vM.i.able aleato!t.la. Gau<1<1,úu1 ce1W!ada. en S' ( Rd) eo11 

&une.ionctl de covaM.anza 
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·~ ... :.::.~;-: . .. ·, 

: . .-Cov(~M., .. 4>:.··<M..,\jJ>) = - . ~. { f Rd<>(x).P{x)dx + 

+ 111zv J J qi(x)w(x)k(x,y)dxd;i, 
Rd Rd . . . . . 

donde. 

k(x,y) = 

si d ~ 2 , 

Y Kd/2• 1 M la. 6wtc.Wn de. BM4e.l mod.i.Q.lcada.. k(x,y) .Ueite. e.l 4.i.gu.leit.te. 

compolLtam.<'.en.to a.4h.t6V..co pM.a d .?. 2: 

l ( 1/2 - 2n log( -2C<) llx-yfl), d = 2 ' 

r(d/2 - l)/4nd/2\\x-yl\ d-2, d !: 3, 

c.uando 1 x-yl + O, donde. r M la 6w1C-l611 ga.mma, y 

k(x ,y)"' 

1/2 (-Z")(d-3)/4 .-(-2<1) l\x-yl\ 

2(Zn)(d-l)/2\\x-yl\ (d-1)/2 
(1 + 

+ -1 
8(-2") 112

11 x-yl\ 

+ (µ-l)(µ-9) + 
2![8(-2<1)112

11 x-yl\ ) 2 
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+ (µ-l)(µ-9j(µ-25) + ... }, 
31[8(-2a) 1 2 ~x-y~] 3 

donde µ = 4(%- 1) 2• =do ~x-y~ .. m. IE~ta. he/Úe tieite U.1! llÚmCIW M­

nfto de .téJunlnoh paJU1. d ~ 3) . Eh.to .U.cUco. que Mm tiene dcµendenc..U< mu.y 

·pequeño. a. cli,¡,.ta.nCÁ.aJ. g1W.11du. 

Obsérvese que Mm sólo depende de 1 a i nmi graci ón; 1 a progenie de 

las partfculas iniciales desaparece, lo cual se debe a que a< O. Nótese 

también que k(x,y) es un medio del núcleo potencial del movimiento 

8rowniano en Rd terminado en un tiempo independiente con distribución 

exponencial con parámetro -a. 

TEOREMA 6. PaJU1. cada t ~ O, Mt 110 u.tá .U.du.c.ldo pon. un campo a.lea­

.to!Uo Gau.64.úmo olUÜl!OJÚO u contiJtu.o en 1101U!1<l. 

TEOREMA 7. PaJU1. cada t ~ O, Mt u ltomogéneo u hu. mecU.da e.i.pec..tJuU'. 

"t(dz) u.tá dada pon. lt(z)dz, donde. 

lt(z) 
at e(a-llzll

2
)t_ 1 = e ym2V 2 + 

a-11 z~ 

l eªt[y+S(l-e-"t)/a], si a ;. O 
+ 

y+at, si a = O 
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e(2a-\\zíl 
2lt_1 J 

lzl 2-2a ' 
si a t O 

t 
¡¡¡z 1 zl 1 O 

si a = O • 

t 2/2, si izl =O 

Para M., dado por el Teorema 5 se tiene: 

TEOREMA 8. M
00 

110 utií .útdu.c..ldo poll u11 e.ampo aleato/Úo olld.úuvÚo. 

TEOREMA 9. M
00 

U homogbleo y hu mecüda Upec..tlla1. 0
00

(dz) Utií dada 

poll f
0
,(z)dz, donde 

. m2v 
(1 + 2 ). 

1 zl -2a 

Observación: De lo anterior se deduce que la transformada inversa de 

Fourier de la función k(x,y) dada en el Teorema 5 es la función 

k(z,w) = ó(z+w) 
¡z¡ 2-2a 
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11!, DEMOSTRACIONES 

l. Funci6n Característica, Esperanza y_ Covarianza. 

Sea N ~ {Nt,t:: O) el proceso definido en el Capitulo II. Por el 

momento denotaremos por <Nt.~> a la expresi6n 

(1) 

para aquellas .p:Rd * R continuas para las cuales tiene sentido. Más 

adelante demostraremos que Nt es una medida de Radon temperada, por lo 

que esta expresión será válida para toda <P en S( Rd). 

PROPOSICION l. Sean t 1 ~ ... ~ tm en [0,00
) y <Pl'" .,.pm en 

S( Rd). La 6w1c.W11 caJIO.c.teJú4t.i<.a del vec.tOJL a.lea.toJÚo (<Nt ,.p
1
>,. .. , 

l 
<Nt ,.pm>) utif do.da. poi!. 

m 

= exp {yf E[exp { i 
Rd 

m 
l u.<N~ ,.p.>} -l]dx 

j=l J j J 

tm 
+a I I E[exp { i 

O Rd 

m X 1 u .<Nt ,.p.>) -l]dxds) , 
j=l J rs J 

u1, ••• ,um e R , 

donde N~. ( .¡ denota el llÚ!l1eAo de paJLt.ú!u.eiu en • . en el tiempo t j 
J 

(2) 

que pJtov.lenen de U1111 pMt.ú!u1o. que a.i'. tiempo O u.tá en ta. po6-ici6n x 

(notación: N~ = O para t < O). 
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DEMaSTRACION. Sean N1 y N11 1os números de partkulas que pro­

vienen de partículas iniciales e inmigrantes, respectivamente. 

Consideremos una sucesión {AK}KelN de conjuntos compactos en Rd, 

tal que AK tRd, y supongamos que el campo aleatorio de Poisson inicial 

y el campo aleatorio de Poisson de la inmigración están restringidos a 

AK y a AK x [a,tm] 

Denotaremos por 

respectivamente. 
1 11 

<Nt ,$.>A y <Nt .~.>A 
jJK jJK 

restringidos a la condici6n mencionada. 

Así, tenemos que 

a <N~ ,~.> y <N~ 1 .~.> 
j J j J 

(3) 

donde Na es un campo aleatorio de Poisson en AK con parámetro y y 

denota el número de partículas en • en el tiempo tj que pro-

vienen de la partícula de Na en la posición xi. 

Aná 1 ogamente, 

11 
<Nt ,¡,.>A = 

j J K 

N¡ 

í 
r=l 

(4) 

donde N1 es un campo aleatorio de Poisson en AK x [D,tj] con paráme­

tro s. y 'r es el tiempo en el que inmigró la partícula de N¡ en la 

posici6n xr. 

Dado que 
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y que N1 y. NI! son independientes, la función caraé:terfstica del vec­

tor aleatorio 

(5) 

es el producto de las funciones características de los vectores aleato-

ríos 

(<N~ ,$l>A •···•<Ni ,$m>A ) (6) 
1 K m · K 

y 

(<Np,$l>A II (7) •· .. ' <Nt ,$m>A ). 
1 K m K 

Sea Fl,AK(u1, ••• ,um) la función característica del vector aleatorio (6) 

esto es, 

00 

= I E[exp { i 
n=a 

m 1 I u. <Nt ,$.>A } ] 
j=l J j J K 

m 1 l u. <Nt ,$.>A } 1 Na = n]P[Na = n] 
i =l J j J K 

Como Na es un campo aleatorio de Poisson sobre AK con parámetro y 

-Yl.(A ) 
oo ynl.(AK)"e K 

= I 
n=a n! 

E[exp { i 
m 1 I u· <Nt ,$.>A llNa = n] 

j=l J j J K 

E[exp { i 

(8) 
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donde x
1

,. .. ,Xn son variables aleatorias independientes, uniforr.iemente 

distribuidas en AK (ésta es una propiedad de los campos aleatorios de 

Poi sson [19)) 

m 
,. u. 

j~l J 

m 
Obsérvese que ~ u. 

j~l J 
k = l, ••• ,n son variables aleatorias 

independientes, idénticamente distribuidas, por lo tanto, 

n m 
TI E [exp { i l 

k=l j=l 

m 
{ qexp { i .I 

J=l 

m 
l u. 

j=l J 

y como x1 tiene distribución uniforme en AK 

xl n 
<Nt ,$.>A !)) 

j J K 

= exp {y f E [exp { i .I uj 
AK J=l 

<N~ .~ .> l - 1] dx l. 
j J 

(9) 

Análogamente, si denotamos DOr a la función caracte-
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rfstica del vector aleatorio (7), obtenemos 

m X 
): uJ.<Nt.-s ,$.>l-lldxds}. 
J=l J J 

(10) 

Por lo tanto, la función caracterfstica del vector aleatorio (5) es 

= exp { yJ E[exp { i I u.< N~ ,$. >l-l]dx + 
AK j=l J j J 

tm 
+ B J J E[exp { i 

O AK 

m X 
): uj < Nt .-s ,.pJ. > l - l]dxds}. 
J=l J 

Tomando el lfmite cuando K ~ ~ y usando el teorema de convergencia domi­

nada, se obtiene la expresión (2). 

Para m = 1, derivando la expresión (2) en u y evaluando en u= O, 

obtenemos 

Para m = 2, derivando en 

obtenemos · 

E <N~ ,<f¡> dx + B J: J d E <N~-s ,<f¡>dxds. ( 11) 
lR 

u1 y u2 y evaluando en u1 = u2 = O, 
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(12) 

Definimos el semi grupo sobre C( Rd) 

donde a es el par~metro de Mal thus y T t es el semi grupo Browni ano 

1 
; 

r: tiene generador infinitesimal 

y se cumple 

(13) 

En el siguiente lema se calculan las integrales que aparecen en las expre-

siones ~11) y (12). 
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(14) 

y 

(15) 

o ~ s ~ t, 

DEMOSTRACION. Sea r el tiempo de vida de la partícula inicial. Por 

lo tanto r tiene distribución exponencial con parámetro V; entonces, 

y 

Si r > t, N~ es sólo un movimiento Browniano iniciado en x, por lo que 

E <N~,$> l[r>t] = J d $(y)e-j/y-xj/
2
/2t(2rrt)-d/2dy P[r>t] 

R 
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( 17) 

Si ~ = s, s ~ t, el número de partículas en el tiempo t es la suma de 

los números de partículas que provienen de las partículas producidas en 

la ramificación que ocurre en el tiempo s y en el punto y. Por lo t<mto, 

condicionando con respecto a la primera ramificación, obtenemos 

n . 
P E ~ <Ny,i ~>dyds n . l t-s ,y , 

i=l 

donde Ny'i(·) es el n_úmero de partículas en • que provienen de la t-s 

(18) 

i-ésima partícula producida en la ramificación al tiempo s en la posi-

ción y, en el tiempo t-s después de su nacimiento, y ya que 

tenemos 

(19) 

Así, 
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El procedimiento que hemos seguido para obtener la expresión (20) se 

llama un argumento de renovación. 

Integrando (20) con respecto a x y empleando el Teorema de Fubini 

y el hecho de aue e ·lly-xil 2/2S (2ns ¡-d/2 es una densidad de probabilidad, 

se obtiene una ecuación de renovación para f E<N~.~>dx que nos permite 

calcular esta integral. Sin embargo seguiremos otro procedimiento que nos 

será útil también para lo que sigue. Definimos 

F( s, t) 

o < s < t. (21) 

Multiplicando (20) por ~(x) e integrando en x vemos que F(s,t) sa­

tisface 

y se pÚede verificar que la solución de esta ecuación es 

En particular, para s = O y ~ = 1, tenemos de· (21) y (22) 
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con 1 o que queda probado ( 14). 

Probaremos (15) primero para s = t. Utilizando nuevamente un argu-

mento de renovación encontramos 

n . n . 
E l <Ny' 1 ,$> l <Ny,l ,$>dyds, 
i=l t-s i•l t-s 

donde Ni:! es como en el caso anterior, y usando la independencia, 

n . 
E l <Ny ' 1 $> 

i•l t-s• 

n 
~ <Ny,i •"> = 
i~l t-s ·~ 

= n E <Nyt ,$><Nyt ,ljl> + n(n-l)E <Nyt ,$><Nyt ,i¡i>. -s -s -s -s 

Asf, integrando (23) 

$(x)i¡i(x)dx 

X X E <Nt ,9><Nt ,ljl>dxds -s -s 

(23) 
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Para obtener una ecuaci6n fUncional para J é1N~.<P>jN~.~>dx ~ebemos 
calcular el al timo término de (24). us«indo 

y el teorema de Fubini, de (20) tenemos 

(211(s+tl ilT2- . 

2 
-!y-z~ /4t 

ip(y)~(z) e d~ dydz 
(4rrt) 

(24) 

dydzds 

t t -[[y-z\1 2 /2(s+r) 
+ miJ f Ve·Vs Ve·Vrf f E<Ni. ,ip>E<N~- .~> e d/2 dydzdsdr. (25) 

O O Rd Rd s r (2n(s+r)) 

Usando (21) y (22) en el segundo término de la derecha en (25) e 

integrando en s, obtenemos 

2 

e·[[y-z¡j2/4t 
d/Z dydz 

(4nt) 

2Jtft -Vs -Vrf f y z e·[[y-z[[ /2(r+s) 
+ m1 Ve Ve E<Nt- ,ip>E<Nt- .~> d/2 

O O Rd Rd s r (2n(r+s)) 
dydzdsdr. (26) 

Sea 
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Asf, (2ti) queda como sigue: 

Vm t JtJt G(O,O,t) = e-2Vt(2e 1 -l)G(t,t,t) + m~ 
0 0

ve-Vsve-VrG(r,s,t)drds, 

y se puede verificar que la solución de esta ecuación es 

Cl(2t-r-s)J J e-lly-zll 2/4t 
G(r,s,t) =e <1>(y)ljJ(z) d/2 dydz, O~ r, s ~ t; 

Rd Rd (4nt) 

en particular, para s = r = O, tenemos la solución de (26): 

(27) 

Sustituyendo (27) en (24), obtenemos una ecuación de renovación para 

a saber 

cuya solución es 
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at J Jt. arJ · .-J· .. · -llY-xll
2
/4r 

H(t) = e [ $(X)1/i(x)dx +m2V e .· . . $(y)1/i(x) e df2-· dydxdr], 
Rd O Rd Rd (4nr) 

con lo que se prueba (15) para s = t. 

Para probar (15) en general, usamos el hecho que 

es una martingala (.Corolario 3); de aquí, que para s < t, 

y por lo tanto 

Definimos 

(29) 

por lo tanto, 1/Jo = 1/J • Verificaremos que la solución de (28) es 

E <Nxs ,c¡.><Nxt ,ip> = E <N\$><Nx 1/J > s < t . s s • t-s • (30) 

En efecto, suponiendo ( 30) , 
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f
t-s 

= E <N~ ,$><N~, O Aar.:ljldr > (por (13)) 

X X X X =E <N ,$><Nt,ljl> - E <N ,$><N ,ljl>, s s s 

lo cual nos da (28). Entonces de (15) con s = t, (29J e integrando (30) se 

obtiene (15). 

PRO POS IC ION 2. La. UpeMnza. y ta. c.ovaM.a.nza. de Nt e.1.tán cla.cúu. pOll. 

ful. 4.lgu.ien.tu expir.u.lonu palla a -¡. O : 

= eªt[y+ a(l-e"ªs)/e<] I d cp(x)Tt-sljl(x)dx 

R 

+ e"\rn2vJ: e"(s~r) J d $(X)Tt+s-2ri¡i(x)dxdr (32) 

R 

+ e"t am2vf: e"(s-r) (1-e·"r)/"f Rd $(x)Tt+s-2rljl(x)dxdr, 

s ~ t , 
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y para a = o. 

.E <Nt,4>> = [y+Bt] f ij>(x)dx, 
Rd 

Cov(<Ns,ij>>,<Nt,lji>) = [y+Bt] J d q,(x)Tt-s.P(x)dx 

R 

+: rm2V J: J d $(x)Tt+s-2rip(x)dxdr 
R 

(31') 

+ Bm2V J: r J d <l>(x)Tt+s-2rl/i(x)dxdr, s ~t. (32') 
R 

Observación: Las expresiones (31') y (32') son casos particulares de (31) 

y (32). 

DEMOSTRACION. Para a; O, sustituyendo (14) en (11) 

cambiando el orden de integración e integrando se obtiena (31) 

Sustituyendo (15) en (12), 

= reªt { J $(x)Tt-sl/J(x)dx + m2V J 
Rd Rd 

+aJs e"(t-u) J $(x)T l/l(x)dxdu 
O d t-s 

R 
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cambiando el orden de integración, integrando y agrupando, 

= eªt[y + a(l-eªs)/a] f d cp(xl\_si¡i(x)dx 

R 

+ eª\m2V f: eªr f d r 2rcp(x)Tt-s.¡i(x)dxdr 
R 

+ B~V J: ea(t-u) f d f:-u eªrr2rcp(x)dr\_st¡J(x)dxdu. 
R 

Observando que 

y cambiando r por s-r, tenemos 

= eªt[ y+ e(l-eªs)/a] f cp(x)Tt-st¡J(x)dx 
Rd 

+ eª\~ V f: ea(s-r) f d 9(y)Tt+s-2rt¡J(x)dydr 
R 

s s . 
+ em v f . ea(t-u) f ea(s-r) f 9(y)Tt+s-2r.¡i(y)dydrdu 

2 o u d R 

cambiando el orden de integración en el último término 
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=eªt[y+a(l-eªs)/a] J·· ~(x)Tt-sl/l(x)dx· 
Jld . 

+ eªtym V Js ea(s~r) .J · , $(·y. )T.· .. .P(x)dydr 
2 0 Jld .. t+s-2r .. 

s •. 
+ eªta~V J ea(s-r) (1-e"ªr)/a J $(y)Tt+s-2r.p(y)dydr. 

o . ·Jld . 

Sea ~T = {N¡,t ~ O} el proceso descrito arriba con y= yT y 

a = ar. 

COROLARIO l. 

J $(x)dx, 
Rd 

t > o. 

y 

donde C(S,$;t,1/J) está dado por (32). 

(34) 

(35) 

PROPOSJCION 3. Loh p!tOCe.\Oh N : {Nt• t ~ O} 

.toman va.to1te.1 en M; ( Rd) paJut p > ~. 

T T 
y N : {Nt' t ~ 0) 

DEMOSTRACION •. En efecto, E <Nt,<I» <"' para $e S(Jld) no negativa 

por la Proposición 2, para cualquier compacto K e Rd existe 9 no 

negativa tal que . )K ~ $. y es claro que 
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Luego, E Nt(K) < m y por lo tanto, Nt(K) <u. c.s. El resultado para 

Ni se sigue del Corolario l. 

Queda por demostrar que Nt y Ni son temperadas con p > ~ , pero 

esto es inmediato del hecho que 

dx 

y la Proposición 2. 

COROLARIO 2. MT: !MI,t ~O), donde. 

T T 
T - Nt - E Nt 

Mt - rl/2 

< m 

DEMOSTRACION. Por la Proposición 3 NT y E NT toman valores en 
+ d d 

MP ( R ) con p > 2· 

2. Demostración de!!!. ill de los Grandes Números. 

Por la Proposición 2 y el Corolario 1, 

1 

1 

J 
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+ {[yeªt+~(eªt·l)/a}Jc!$ xJ,dx)2 . 
:. ·R ··.·. :· 

· = r·2E<N¡.$} .·- ~;[1~ªJ-+:'.~(ez~-1,\1ar f .···~·$(xlcixi 2 
·. . .:-_, .. ·,:-;:'. "::_,:,·-·;-::;::\:.~:¡{!~·~_i(;·,::\~;-: -, ::.:~--- \~ ~>.': .. 

+ {["1eªt7;a,~~i:iú/&](W'.i~a1~xi2 ... · .. 

. . .. · ·. ·: <->, .. _·i:·-. _:_/J(P-~::i:>·~j~;~:{!{:·{~~:~>i~---~?~:_:~:\:. ,.·_-_ ·. :-.-
. --¡_,.··,•·--

cuando T ~ 00 , esta última expresión tiende a cero. 

3. Generador Infinitesimal y_ Cálculo de Martingalas. 

Como mencionamos en la descripción del modelo, dado que el movimiento 

de las partículas es Browniano y que el tiempo de vida de cada una de 

ellas es exponencial, NT = {N¡,t ~O) es un proceso de Markov. Hemos de­

mostrado que NT toma valores en M;(Rd), el cual es un espacio polaco 

(1.2), por lo que los resultados de 1.5.1 son aplicables en este caso. 

Sea B(M;(Rd)) el espacio de las funciones continuas acotadas de 

M+(Rd) en R, y consideremos f en B(M+(Rd)) de la forma p p 

donde C~(R) es el espacio de las funciones de R en R con derivadas 
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hasta de orden 2 continuas acotadas. 

Sea 

Lf(<µ,<j») = f 1 (<µ,<ji>) <µ, t ll<j»+ 

+V f · ~ p [f(<µ,<ji> + (n-l)q,(x)) - f(<µ,q,>)]µ(dx) 
Rd n=O n 

+ arf [f(<µ,q,> + q,(x)) - f(<µ,q,>)]dx. 
Rd 

(36) 

PRO POS IC ION 4 (7]. E.e. opeJW.dolr. L e.ó e.l ge.neJW.dolr. .i.n6.ln.ltu.ima.t de.l 

pMce.óo de. MMkov NT, y pallll. cada. fe C~(R) y <ji e S(Rd), 

e.ó Utt<l ma/l.t.úiga:ta. con 11.e.ópe.c.to a. la 6.i.UJ<a.c.Wn 

l/J e s ( Rd) l , t > O. 

Ft = a{<NT,l/J>,s < t, s -

(37) 

Obsérvese que en (36) los dos primeros términos corresponden al ge­

nerador infinitesimal del movimiento Browniano, el tercero proviene de la 

ramificación y el cuarto se debe a la inmigración. Para f(x) = x (36) 

queda como sigue: 

Lf(<µ,<ji>) = <µ,t A<ji> 
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+V { 'f _ Pn[<µ,.p> + (n-l)<P(x) - <µ,.p>]µ(dx) 
Rd n~O . . ;. ·' .. . ·. .. . 

+ ª J · [<JJ,$~ + cp(x) - <µ,<;?>]dx 
Rd . . . . .· . 

= <µ, i A$>+ V(m¡-1)<µ,$> + aT<•,cp> 

= <µ, i llcp> + a<µ,cp> + ST<,,<j>>, 

donde ' es la medida de Lebesgue en Rd. Así, por la Proposición 4 

es una martingala. (En este caso f no es acotada, pero el hecho de que 

el proceso (38) es integrable implica que también en este caso es martin­

gala; véase observación al Teorema 1.16). 

COROLARIO 3. Si 4e comlenza con wia 4oia ~ en et pwtto x y 

no ha.y -úlmig/Ul.Ch511, e.ntoncu 

X It X ( 1 ) <Nt ,cp> -
0 

<Ns, 2 ll +a q,>ds, t ~ o' 

PROPOSICION 5. Ex.l.6.te uw. veMl.611 del pll.Oce.lo N T con .tltayec.tolÚa.I 

nue.&t.lul.lu en D([O,m),S' (Rd)). 
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DEMOSTRACION. Puesto que el operador . i A+o es autoadjÚnto, la 

expresión (38) puede escribirse como sigue: 

(39) 

Para cada $ en S(Rd) (3Y) es martingala; por lo tanto, para cada c;i 

tiene una versión continua por la derecha con límites por la izquierda 

(para esto, suponemos que la filtración satisface las llamadas "condicio­

nes usuales" [36)), y por el Teorema 1.13, 

N~ - f: [(Í t.+ a)N~ + an]ds, t > o, 

tiene una versión en o5 ,[m). Por otro lado, es claro que 

f: <(t A+ a)N~ + an. ,$>ds t ~ O , 

es continuo en t para cada $; así por el Teorema 1.12, 

fo
t T [(t A+ a)Ns + aTA]ds, t > o, 

tiene una versión en c5 ,[m). 

De aquí que 1? se puede rea 1 izar en o
5

, [ M], 

Sea MT = {MI,t ~ O} el proceso de fluctuación definido en II.1(1). 
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(40) 

OEMOSTRACION. 

puesto que <>. ,t..Q> = O 

a T-l/2{<NI.<P> - I: <N!.(~· ll+a)cp>ds - T[ye"t+a(e"t-1)/ri]<>.,Q:­

t 
+ T f O (yeªs + a(e"s-1)/a]dsa<>.,cp>J 

t 
+ T[ yeªt + a{ eªt-1) /a] <l. ,cp> - y T <!. ,cp> - arf O <>. ,$>ds) 

Por (38), (41) es martingala. 

De la definición de MT y de la Proposición 5 se tiene: 
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_PROPO~ICION 7. El pltoce-&o MT = f M¡, t ~ 0) :Uenl!. una veM.tón en 

ºs• [··•J. 

Las martingalas (38) y (40) son de cuadrado integrable, por lo que 

tienen descomposición de Doob-Meyer. A continuación encontramos sus pro­

cesos crecientes. El proceso creciente de la martingala 

está dado por (Teorema 1.16) 

donde 

Hf(x) = (Lf2 - 2fLf)(x)' 

y L está dado por (36). Para f(x) = x, tene111os 

2 . 1 2 
Lf (<µ,q») = 2<µ,$><µ,2M" + <µ.!V$J > 

w 2 2 l: Pn[(<µ,$> + (n-1)$(x)) - <µ,9> )µ(dx) 
n=O 

1 2 = 2<µ,~><µ,2 6$> + <µ,¡~$1 > 

(43) 
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m ·. . . . . . .. .. , 

+ V Í d [ n~O Pn(<11 .<1» 2 + (n-1)
2
1;i2(x) + 2<µ,.p>(n-1)</>(x) - <µ,</>> 2)Jµ(dx) 

Jl 

+ arf d [<11,<1>>2 + <1>2 (x) + 2<µ,<1>><1>(x) - <µ,~>2Jd~ . 
R .... : , . , . 

= 2<µ,$><µ,~ lle/>>.+ <µ,IV<1>1 2> 

.. 
+ 2<µ,ij>> r Pn(n-1)</>(X)]µ(dx) 

n=O . 

+V f [rn2<1>2(x) - (rn1-1)<1>2(x) + 2<µ,</>>(rn1-1)<1>(x)]µ(dx) 
Jld 

+ aTf [</>2(x) + 2<µ,</>>$(X))dx 
Jld 

Asf, 
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Por lo tanto, tenemos que 

es martingala. 

En forma análoga se puede encontrar el proceso creciente de la mar­

tingala (40), utilizando (44); se encuentra que 

es martingala, donde 

(46) 

y 
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4. Demostración del Teorema~ Fluctuación. 

Estudiaremos el comportamiento asintótico de MT cuanto . T ... 00 • 

Puesto que MT se puede realizar en 05 ,[00] (Proposición 111.7), podemos 

emplear el Teorema 1.11 para establecer la convergencia débil de MT 

cuando T ... m, 

En la demostración de la convergencia de las distribuciones finito­

dimensionales se utilizará el desarrollo de la función característica 

dado por el siguiente lema. 

LEMA 2. Si. un<i vaM.able alea.toJUa. !Leal X :tlene mamen.to 6.(11.lto de 

ollden n, entonc.e.6, 

. X n-1 
E e1u = L 

k=O 
(V't EXk+ (i~¡"[EXn+ó(u)],ueR, (48) 

donde 6(u) .. o cuando u ... o !f ló(ull~2EIX1n paJta.:toda u. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2. Por el Teorema 1.11 basta demostrar: 

a) Las distribuciones finito-dimensionales de MT convergen débil-

mente a las correspondientes de M cuando T ... oo, 

b) Compacidad relativa débil. Para cada $e S(Rd) y 

Fi,$ = o{<M~,9>,S ~ t) se tiene que para 1 > O y ó > O, 

existen variables aleatorias y1 (ó) > O tales que 
T -

y 

1 i m iiiñ E[yf(o)] =o. 
ó+O T ... 00 
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a) Convergencia de las Distribüciones Finito-Dimen.sionales·. Sean 
. . ·. . . . : '• . • .. '- ·.·•. . d . . ·. .. 

t 1 ~ ••• ~tm en [O, .. ); <l>l':'-:,cp111 ,en S(R), y'u1, •.• ,um en R. 

De las expresiones (2), (Ü)'; (l2); (31)-;>(32), (34), tenemos 

m · :, · '• · · · .· .·· ·_·. · m 
= exp !-iT·l/2 I· ·ujE<_Nrt;;p.> __ l E-e~pfn- 112 ¿ u-<NT ,cp >) 

. j=l . . • j .: J.,. •. . j=l J tj j 

Por (27) y (34) 

Sumando y restando 

l -1 ~ X X -2 6T ¿ u .u k E<Nt _ ,q, .><Nt _ ,q,k> 
j,kJ jSJ kS 

en la primera y en la segunda inte-

gral respectivamente 

= exp { T f yE[exp { i I T- 112 u .<N~ ,cpj> l-1 
Rd j=l J j 



10.9 

· ]/_.'2 m .. ·. l. .·l . . . . .· . X . .. 
- ~ · Nx "' · · r- ~ ·· •¡x · "' N · ~ · ]d • -H ¿.u.< t··•"'> .+·2- · ·. ¿ u.uk<'t ,,,.>< t "'k> x 

j=l J j .J . . j ,k J. j J k .. 

tmJ + T f ' aE[exp { 1 
O Rd 

1/2 m .x m x 
Para u ~ r- y x1 = .Í uj<'~t. ,$j> y x2 = ,l uJ.<Nt _

5 
,$J.>, por el 

J=l J J=l j 

Lema 2 tenemos 

donde 

( l) 1/2 m x 2 m 2 x 2 
l 6 (T- ) 1 < 2E 1 l u .<Nt ,cj> .> 1 ~ KE l u .<Nt ,cj> .• > , 

X - j=l J j J j=l J j J 

(2) 1/2 m x 2 m 2 x 2 16 (T- ll < 2EI í u.<\ ,<1>.>I < KE Í uj<Nt 
5

,9.> 
X - j=l J rs J - j=l r J 

y 
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X · 2 . . 
E<Nt . · ,$ ;> dxds < "' • j-s J ... 

Por lo tanto, por el Teorema de Convergencia Dominada, 

l i m E exp { i 
T+w 

exp { f 
Rd 

exp { J 
Rd 

m T l u.<Mt ,$.>} 
j=l J j J 

(49) 

(49) es la funci6n característica de un vector aleatorio de dimensión m, 

Gaussiano centrado, con covarianzas C(tj,$j;tk,$k). Por el Teorema de 

Continuidad de Lévy, el vector aleatorio 

' ... ' 

converge en distribución a dicho vector aleatorio Gaussiano cuando T->w, 
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b) Compacidad Relativa. Debido a (45), (46)y (47) el proceso 

<MT,$> cumple con las condiciones del- Lema 1.1, así 

Q ~ t ~ T. 

Obsérvese que la filtraci6n {FI,$} no es la de la Proposición 6; sin 

embargo, Fi,$c F¡, por lo que se sigue cumpliendo esta relación. Por lo 

tanto, sólo queda por demostrar 

- T l i m l i m E(yT( ó)] = O, 
ÓT o T+o:.o 

donde, por el Lema 1.1, (46) y (47), 

y 

y~(ó)=262 sup 
O<s<T+ó 

En el siguiente desarrollo se obtiene una cota para E su p <M¡,$>2 
O<t<T 

E su p <M¡,$>2 = E su p (<~¡Tt,$> -
Q<t<T Q<t<T - - - -
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Por la desigualdad de Doob para martingalas, 

(51) 

Por (35) , 
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( 52) 

Obsérvese que 

d 1 
< J rr - , d j=l (l+lx·l)2 

R J 

d 
sup n (l+lxjll 2 i~(x)I supiT2(t-r)$(x)idx 

X j=l X 

Oebido a que T2(t-r) es una contracci6n en C(Rd), 

1 dx. 
(l+¡x.¡)2 

J 

Sea 

dx < co • 

Entonces, de (52), 
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(caso ar O) 

(53) 

donde M < m es una constante. Por lo tanto, 

(54) 

y 

E(0 1 (s))2ds < M ¡l. ll<j> + a.¡i~ 2 e -l J
T ( ) 2aT 

o T ,<j> - 2 2 2a 
(55) 

Asf, sustituyendo (53) y (55) en (51), 

(56) 

donde M1 < m es una constante. 

Sustituyendo (55) y (5ó) en (50), 
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donde M2 < ~ es una constante. 

Por lo tanto, 

(57) 

Para N!, siguiendo el se encuentra una cota 

T 2 E s u p <Nt ,$> , 
O~t~i: 

para 

mismo procedimiento anterior 

T y puesto que E s u p <Nt .$> < 
O~t~i: 

(58) 

Por lo tanto, de (57) y (58), 

Asf, hemos probado que MT ~ M en ºs' [w), donde M es un proceso 

Gaussiano centrado con valores en S' (Rd) cuya funcional de covarianza 

está dada por 

5. Demostraciones de Propiedades del Proces_9 Límite de las Fluctuaciones. 

PROPOSICION 8. Sea M: (Mt,t ~ O) eR. p!Wc.uo Umlte. de. .ecu óluc.-
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c..I mCVLt<nga.la. de. cucubtado .in.te.g11able. c.ott ILeApe.do a. .ea l,.utM.c.í.ótt 
d 

Ft = o{<Mr,$>,r ~ t), t ~O, palla ca.da. ~ s S(R ). 

(59) 

OEMOSTRACION. Por el Teorema !.18 (Observación (1)) basta Oemostrar que 

donde {T~}t~O 
Recordemos que 

es el semigrupo con generador infinitesimal 

T~ = e0 tTt. Del Teorema 2 tenemos 

= e0 s["y+a(l-e"05 )/o] J d $(X)eo(t-s)Tt-sljl(x)dx 
R 

A= t Mo 



117 

+ eªsyrn V Js ea(s-r)J cp(x)ea(t-s)T $(x)dxdr 
2 0 d t+s-2r 

R 

Usando la propiedad de semigrupo de Tt' 

= eªs[y+~(l-e-as)/a] J d <l>(x)ea(t-s)Tt-s$(x)dx 

R 

J d cp(x)T2s-2r ea(t-s)Tt-s$(x)dxdr 

R 

OEMOSTRACION OEL TEORH\A 3. Para probar ,que M tiene trayectorias 

en es,[~], por el Teorema 1.12 basta demostrar que para cada cp e S(Rd) 

el proceso 

(60) 

es continuo. M<I> es un proceso Gaussiano real, centrado, por lo que por 

• 
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el Teorema I.15, si 

para B,B >O y t' ,t" s [0,T], entonces M<P es continuo sobre [0,T]. 

Esto puede hacerse para T arbitrario de varias maneras. Por ejem­

plo, mediante cálculos con la covarianza de M (en forma similar a [IS]), 

o empleando la martingala de la Proposición 6 y el Lema I.l de manera se­

mejante a la demostración de la parte b) del Teorema 2. 

Sin embargo, como la continuidad de las trayectorias de M se sigue 

de la continuidad en 11 ·ll_P para algún p s IN, probaremos solamente 

esta última. 

donde 

Por el Teorema I.14 basta demostrar que existe f s F+ tal que 

su p 
T s R+ 

< ~. 

Empleando la martingala de la Proposición a y siguiendo el mismo 

procedimiento que en la demostración del Teorema 2, parte b), 

E sup 
O~t~T 

<M ,.p>2 < 2E sup 
t - O~t~T 
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~· BE<llr.<1»2 + lOT[f: E<l15;CÍA -k:1:)$>
2ds] 

~ BKl<PI~ g(T) + lOK lt M + act>ll~ 1: g{t)dt, 

donde K < m es una constante y 

Entonces, tenemos 

donde 

f(T) = g(T) + I: g(t)dt. 

Dn!OSTRACION DEL TEOREllA 4. Basta verificar las condiciones del 

Teorema I.19 y encontrar <Qtcp,iJ!> con la expresión I (43). Hemos demos­

trado ya que 11 es un proceso generalizado Gaussiano centrado, continuo, 

cuya funcional de covarianza satisface 
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donde ~ es el semigrupo T~ = e"tTt' y {Tt}t>O es el ser.iigrupo. 

Browniano, y el generador infinitesimal de T" e;· .A"~ l l1+n , él· cual t •. 2 . . 

es continuo de S(Rd) en sí mismo. 

donde 

Lo único que resta es calcular la,'expresión 
•• -¡ • 

K(t,<1>;t.~1) = Cov(<l\.<i>>,<1\,lji>}. 

En los siguientes cálculos emplearemos notación abreviada. 

Del Teorema 2 tenemos 

Usando la regla de Leibniz y ddt T~ = T~A" se encuentra 

nt ft ar 
+ a { e"tf<i>lj! + m2V e "-1 f<i>i!J + 2m2Vf<1> O e "-1 T2(t-r/'i!Jdr}. 

Entonces 

<Qt$.$> = Ít K(t,<j>;t,<1>) - 2K(t,A"<1>;t,<j>) = 

= y{ae"t/<1>2 + e"tm2V/<1>2 + 2m2Vf<i> I: e"rT2(t-r)A"<1>dr 
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ut ft ar 
- 2 L..:!. f4>Aª4> - 2m Vf$ .L...:l T" Aª$dr} a 2 0 a 2(t-r) 

de donde se obtiene <Qt4> ,tfJ> mediante la identidad 
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DEMOSTRACION DEL TEORE~IA 5. Puesto que \ es una variable aleato­

ria en S' ( I\d) por el Teorema 1.9 \. converge débilmente a una varia­

!100 en S' (Rd) cuando t-> 00 si y sólo si ~t(.¡.) ~ ~(,,) ble aleatoria 

en S( Rd}, donde ~t y para toda •P 
~ 

11 son las funcionales caracteris-

ticas de t\ y M
00 

respectivamente. 

nt es una variable aleatoria Gaussiana centrada en S'(Rd}, con· 

funcional característica 

donde C(t,$;t,.¡.) es su funcional de covarianza. 

Para " < O, e > O, por el Teorema 2 se tiene 

1 i m C(t,cp,t,ljJ) 
t->m 

= 1 i 111 
t->m 

$(x)ljJ(x}dx 

Calculando el límite del primer término y sustituyendo 



= - ~ J d .. <?(x).P(x)dx 
R .. 

+ lim 
t ·i'u:J 

+ l im 
t+ .. 
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J 
e-llx-Y!i 2 

/4(t-r) 
ip(y) d/Z dydxdr 

Rd (4n(t-r)) 

Cambiando el orden de integraci6n y haciendo s = t-r, 

= - .!?. J <?(x)i¡,(x)dx 
a d 

+ l im 
t+ .. 

R 

Ahora bien, para a < O, 

f
t s 

e"' 
o (4ns)d/Z 

dsdydx 

f~ as e-íly-x!2 /4s 
e d/2 dsdydx 

O (4ns) 

e -b-xíl
2 

/4s 
. d/Z dsdydx. 

(4ns) 

(61) 
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< 'º ' 

Y Como eat ., O d .. cuan o t ..¡. "'• los dos primeros límites .de ra expresiór . 

(61) son cero. Por lo tanto 

lim C{t,$;t,1j>) 
t~r oo 

Por [21, pp, 17, 233) 

= - -ª- { r ${x)ip{x)dx + 
a J d 

R 

2 e-iY-Xíl /4s 

( 411.s) 072 dsdydx} .. 

donde k(x,y) es la fUnción que se enuncia en el teorema. 

Si a> O, (62) es una funcional continua y positiva definida y, si 

la denotamos por K(9,ip), 

es la funcional característica de una variable aleatoria Gaussiana cen­

trada M., con valores en S' (Rd) con funcional de covarianza K(9,i;i). 

Las propiedades asintóticas de k(x,y) se pueden deducir de [l. pp. 375 
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y 378]. 

DEHOSTRACION DEL TEOREMA 6, Basta observar del Teorema 2 que el nú­

cleo de covarianza kt(x,y) de !1t est~ dado por 

2 
ea(t-u)-~x-y~ /4(t-u) 

du + 
(411(t-u)d/2 

+ J'ln V ft ea(t-u) (l-e-au) 
2 0 a 

e-llx-yll 2 /4(t-u) 
~-----du) 

(4n(t-u))d/2 

Por el Teorema I.20, puesto que .s(x-y) aparece en el primer término de 

kt(x,y), Mt no está inducido por un campo aleatorio ordinario y conti­

nuo en norma. 

DEMOSTRACION OEL TEOREMA 7. De la demostración del Teorema 6 se ve 

que 

y por ser Mt Gaussiano, entonces es homogéneo. Calcularemos su medida 

espectral. 
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Cov(~Mt ;$>.<Mt"¡i>) = J. d J d $(x).;,(y)kt(x;y)dxdy 
. R R · • • · 

(63) 

Sustituyendo a $(~) y ljl(Yl por sus transformadas invei:sas de Fourier 

cambiando orden de integración 

(64) 

donde 

J f e; [(z,x)+(w,y))k (x,y)dxdy 
d d . t 

R R 
(65) 

Para " 1 O, 

+ 'Y1ll vJt e"(t-u) _1 _ J e i(z ,x) 
2 O (211)d Rd 

2 Í i(w,y) e·[[Y-x\I /4(t-u) 
J e -=----d~1~2- dydxdu 

Rd (411(t-u)) 

J
t ( l -etu f ·¡ lf ·e l -[[x-yíl2/4(t-u) + em2V e" t-u ~ _l_ e, z,x e, w,y e a 2 dydxdu}. 
O " (2nf 'Rd Rd (411(t-u)) / 
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Ahora bien, 

1 J J ei[(z,x)+(w,y)]6(x-y)dydx = 
(2°1f)d Rd Rd 

(ó6) 

(véase [32]), luego, 

2 ·¡ ) -!y-xi /4(t-u) 
e 1 w,y e dydxdu 

(41T(t-u))d/2 

J
t ( ¡2 (a-llwil

2
lt = 6(z+w) e a-llwl )udu = 6(z+w) e -l , 

O a-lwl 2 (67) 

donde se us6 el hecho que la integral con respecto a y es la función 

característica de una densidad Gaussiana con valor medio x y varianza 

2(t-u). 

Análogamente al caso anterior, 

J
t 1-e-au e(a-lwl 2l(t-u)du = 6(z+w) 
O a 

2 
· ( ) -ix-yi /4(t-u) 

e1 w,y e dydudx 
(4¡¡(t-u) )d/2 
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. . 

· e(ú~lwl 2 lt_~ i e(ac(w( 2lt e<i~t 2-iaJt_ 1 ) . __ 
= á(Zivl) { ~. 

a-(wl? · ª lw12-2a 

= 6(z+w) { l a 

Para a • O, 

ht(z,w) • [y+at] ~ J J ei[(z,x)+(w,y)]ó(x-y)dydx 
(2n) ¡¡d ¡¡d 

+ ym V l Jt J 
2 o (2•)ª ¡¡d 

2 
i(w,y) e-(y-x( /4(t-u) 

e d/2 dydxdu 
(4n(t-u) 

e-11x-yii2 /4( t-u) 
----,.,nr- dydxdu . 

(4n:(t-u) ¡d/Z 

(68) 

(69) 

Los primeros dos términos pueden obtenerse por medio de (66) y 

haciendo a= O en (68); el tercer término lo obtenemos a continuación. 

-(x-y( 2/4(t-u) 
e dydxdu 

(4n(t-u))d/Z 
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w-¡. o 

. """' ¡ si w 1 o 
(70) 

t 2/2, si w=O. 

Sea 

+ ¡ eªt[y+a(1-e·at)/a] 

y+at si a • o 

si a t- O 

2 e(2a-lwi 2 lt_1 
eªt { l e(a-lwl )t_l 1 -at si a -¡. O +- e 2 } • a a-iwl 2 ª (wl -Za 

t 2 
+ am2v + 1 (e·~wl t-1) si lwl t- O M2" M4 . (71) 

si a = O 

t 212. si lwl = o 

Entonces, por (65), (67), (68), (69), (70) y (71), 
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Asf, 
......... 
.p(z)ip(w)ó(z+w)lt(w)dzdw = 

- -
<P(z)ip(z)lt(z)dz. 

Por lo tanto, la medida espectral de Mt es crt(dz) = lt(z)dz. 

DEMDSTRACION DEL TEOREMA 8. Basta observar del Teorema 5 que el 

núcleo de covarianza de M.., está dado por 

Por el Te'orema 1.20, puesto que ó(x-y) aparece en el primer término 

de k.,(x,y), M no está inducido por un campo aleatorio ordinario y con­

tinuo en norma. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 9. M es homogéneo, pues 

d k.,(x,y) = k.,(x+h,y+h) para toda h e R • 
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Del Teorema 7 tenemos, para a< O y a >·o, 

a.,(dz) = l im at(dz) = l.im lt(z)dz = 
t~co . . t+CZ>-· 

= _ 1! { 1 +.· m22V }.dz. 
, a . 11 1 · · uz .-2a 
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APENDICE 

Al. Ooeradores p~ Hilbert_-Schrnidt y_ Operadores Nucleares. 

(Referencias: Treves [40], Gelfand-Vilenkin [lZ]). 

Dados dos espacios de Hil bert rea 1 es H1 y H2 y un operador 1inea1 

A:H1 .. Hz• se dice que A es compacto o compietamente continuo si mapea 

cualquier conjunto acotado en un conjunto cuya cerradura es compacta. 

A continuación Hl' Hz• H3 denotan espacios de Hilbert y ( ., .)1 , 

i = l,Z,3, el producto escalar en cada uno de ellos. 

TEOREllA l. Sea A: H1 .. Hz un opeJl.a.do1r. compacto. fotonce..1 A .tiene fu 

601r.ma A = UT, donde T:H1 .. H1 e.\ utt opeJt11do1r. compacto, po4.ltivo-de6úu'.do 

((Tx,x)
1 
~O pa1r.a x e H1) y U:H1 .. Hz e..1 utt opeJt11do1r. .U.omé;Oú.co 

(1 Ux lz = 1x1
1 

palr.<l x e H1) que mapea e.e. 1r.an90 de. T en el upac.lo Hz. 

La representación A = UT se llama descomposición polar de A. 

TEOREMA Z. Utt ope.Jr.ado1r. compacto A:H
1 

.. Hz puede. &e.Ir. 1r.ep1r.ue>ito.do 

como fu 4uma de fu 4eJr.le 

( l) 

donde. e , h 40tt l.04 elemen.to4 de. co1ijuntc4 0M:ono1r.malu e11 H y Hz 
n n l 

lle4pec.tlvamente, !f i-l'i-2,... 40tt ttúineJL04 po4.ltivo4 (A1 ,i-2 
,. • • 4ott lo4 

valo1r.u p1t0p.lo4 de.t ope.Jr.adM T}, l.04 cu.a.l.1!.4 .tlendett a ce.Ir.O cuattdo n .. ~. 

Rec.Cp1t0camente, cada. 4eJLie. de fu &01r.ma ( l) , e.11 fu cual en, hn y An 
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DEFINICION l. Un opeJUUloiL A:H1 .... H2 c.omp«c:to <1e ·el.lee que u de 

H.llbiVLt-Sc.hm.ld.t <li. e.n la. IZ.epn.uel'!ltacl.ón ( 1), I . f.~ < ''" 
n=l 

DEF!N!CION 2. Un opi!.ltlldOIL A:H1 .... H2 compite.to <IC. el.lee que u nu-

"' e.le.al!. <1.l e.n fü IZ.eplLC<I e.11.tac<'.611 ( 1). r An < "'· 
n=l 

"' 
Como f 1.n <"' inplica l 1.~ < "'• todo operador nuclear es de 

n=l n=l 

Hilbert-Schmidt. 

TEOREMA 3. Sean A:H2 _,. H3, B:H1 .... H2 do<1 opl!.IZ.GtdoiLU de. H.Ubett.:t­

Schmi.clt. Ettto11ce<1 e.l opell.a.dOIL C:H1 ..,. H3 deái.ni.do pOIL C = AS e<1 u11 ope­

ILGtdOIL nuci.eM. Rec.Cp1Locamente, .todo opl!.IZ.adOJI. nuc.le.M u e.l plZ.oduc..to de 

do<1 oplV!<tdo1Z.e<1 de H.llbett.:t-Schmi.clt. 

A2. Esoacios Nucleares. 

Sea E un espacio vectorial y l·I una nol'!;la sobre E. Se dice 

que la norma es de Hilbert si proviene de un producto escalar, esto es si 

ixl 2 + IYl 2 
= t (!x+yl 2 + lx-yl 2l para toda x,y e E, 

y en este caso el producto escalar est~ dado por 
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Supongamos que henos dado un sistema contable de normas de Hilbert 

q ·In•" e IN} en el espacio E, las cuales son compatibles en el siguien­

te sentido: Si una sucesión · {xk)ke!N de elementos de E converge a cero 

en la norma ~·lm y es una sucesión fundamental en la norna l·ln• enton­

ces también converge a cero en esta última. Introducimos en E la topolo-

gía inducida por el sistema de normas compatibles 

pología está definida por la métrica 

!1 ·I ,ne IN!. Esta to-n . 

d(x,y) = l 
n=l 

2
-n 11 x-yll n 

----"--, x,y e E. 
l+ílx-yíln 

(2) 

DEFINICION 3. Utt upo.e.lo vec.to!Lial E cott .fa tnpología -indilc.lda poi!. 

un 4.U..tl/J!la de nollm<t4 compct.t,(blu · {11 • ~n ,n e IN} , M cllce que u un upac.lo 

de li.ubell..t con.table M. u complete con 11.u,oec.to a u.ta .topolog.Ca. 

Observación: Una sucesión {\ \eJN en E es una sucesión fundamental 

con respecto a la métrica (2) si y sólo si es fundamental con respecto a 

cada una de las normas íl ·lln· Por lo tanto xk ~ x en E si y sólo si 

xk ~ x con respecto a cada una de las normas l ·In' n e IN. 

En general, se considera que un sistema de normas compatibles 

l\ • I~. n e IN, sobre un espacio E, es tal que para cualquier x e E se 

satisfacen las siguientes desigualdades 

(3) 

Esta condición no representa ninguna restricción, pues en caso de no cum-
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plirse, el sistema de normas dado puede ser reemplazado por otro equiva­

lente (en el .sentido que definen .la misma topología) que sí satisface (3). 

Sea E un espacio de Hilbert contable y En la completación de E 

con respecto a la norma ll ·lln. (3) implica 

( 4) 

y de la completez de E se sigue que 

Puesto que cada norma es de Hil bert, los espacios En son espacios de 

Hilbert. 

Sean E' y E~ los espacios duales dd E y En respectivamente 

y denotemos por .,., -> la forma bil ineal canónica en E' x E, esto es, 

<f ,x> = f(x), f e E' y x e E. 

Los espacios E~ con las normas correspondie~tes 

1 fL
0 

= su p <f ,x>, f e E~ y x e En, 

~xln = l 

son espacios de Hilbert, y cumplen 

E(¡ e Ei e ... e E~ e . . . . ( 5) 

Dado que E0 es un espacio de Hilbert, existe un isomorfismo entre E
0 
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y r1•1• ·Denotaremos por E0 _~E0 ·.laidentificación_de. Ea con E0 por 

medio de ta 1 isomorfismo. Entonces, tenemos 

Las ternas E e Ea e E' y En e Ea e E~ se 11 ar.tan ternas de Ge 1 fand. En 

la segunda terna de Gelfand se utiliza la topología en En inducida por 

Ea• la cual es más débil que la topología de En, para definir el dual E~. 

Por último, se puede demostrar que 

w 

E' = U E~, 
n=a 

en donde la igualdad es en el sentido de igualdad de conjuntos. 

En el espacio E' considerarer10s dos topologías, la topología débil 

y la topología fuerte. 

* mas 

La topología débil en E' es la inducida por la familia de seminor-

p (f) = s up [<f,xJ.>[, fe E', (6) 
xl, ... ,xn l::j::;n 

* Una seminorma sobre un es~acio vectorial E es una función real no ne-

gativa p sobre E tal ~ue: 1) p(x+y) ~ p(x)+p(y), 2) p(W<) = laíp(x), 

para toda x,y e E y escalares " e K (K campo sobre el cual es espa­

cio vectorial E). Una seminorr.ta es una norma si satisface : 3) p(x) i a 

si X '/- a. 
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para todos los subconjuntos finito.s x1 , .••• ;xn .. de .• E •.. 

Para definir la topología fuerte, introduciremos.el con~epto de con­

junto acotado en E. Un conjunto A c. E se dice que es acotado si para 

cualquier vecindad U de cero en E existe un natural n tal que 

A e nU. 

Sea A la familia de todos los subconjuntos acotados de E· La to­

pología fuerte en E' es la topología inducida por la familia de seminor­

mas ti ·I¡,,>. e A}, donde 

llfll¡, = sup l<f,x>I, >.e A, fe E'. 
X e >. 

(7) 

Sea E un espacio de Hil bert contable. E es denso en 

cada uno de los espacios En. Por hipótesis, si 

11 ·llm ~ 11 ·lln; de aquí que el mapeo x(n) -+ x(m) 

m ~ n, entonces 

(donde x(n), x(m) deno-

tan el mismo elemento x de E pero considerado como elemento de En 

y ~ respectivamente) es continuo. Este mapeo se puede extender a un 

operador lineal continuo T~ que mapea el espacio En sobre un conjunto 

denso en Em. Así pues, en (4) los encajes son continuos y densos, y por 

dualidad lo son en (5). Obsérvese que T~ = T~T~, ~ < n ~ p. 

DEFINICJON 4. Un Mpauo de llabeJt.t corl.table E ~e li.ama nucle.a-t 

6<'. palla euah¡u.i.eJL m ex.U.te n ~ m :ta.l que d mapeo 

Obsérvese que debido al Teorema 3 se puede pedir que el operador 

Tn sea de Hilbert-Schmidt. m 

Una generalización del concepto de espacio de Hilbert contable nu-
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celar es la de espacio vectorial topológico nuclear. Este concepto se in­

troduce de manera análoga, con la diferencia de que la topología en E 

está definida por un conjunto no nunerable de seminonnas. Ejem~los de es tos 

espacios son los dual~s fuertes de espacios de Hilbert contables nucleares, 

los cuales tratamos a continuación. 

Sea E un espacio de Hilbert contable y E' su dual fuerte; esto 

es, la topoloDía de E' es la inducida por el sistema de seminormas (7). 

Llamaremos núcleo de una semi norma 
11 • ~ >. sobre E', al conjunto de 

las f e E' tales que ~fj). = O, y lo denotaremos por Ker >.. El conjunto 

Ker l. es un subespacio 1inea1 de E'. 

Para cada seminonna I ·~>.' definimos el. conjunto E' /Ker >. de cla­

ses de equivalencia para la relación f "'g "od Ker >.. Existe un mapeo 

canónico de E' sobre E'/Ker l.: A cada fe E' le asigna su clase 

módulo la relación f-g e Ker >.. 

Obsérvese que si f ,g pertenecen a 1 a misma el ase de equivalencia, 

tenemos que 

llf-gJI,_ o 
y 

y además: 1) si f "'g 11od Ker l. y l. e n, entonces, 

>.f "' >.g ' 

2) si f"' g t·\Jd Ker >. y f' e E', entonces 
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f+f' ".". ~+f' Mod Ker >.. 

Por lo tanto, podemos definir. la suma y multi~l icación por· esca­

lar en E' /Ker >.: si e(f) es la clase de f Mod Ker >., 

>.e(f) = e(:>.f) y e(f) + e(g) = e(f+g). 

Introducimos en. E'/Ker >. la topología inducida por el sistema de 

norma's q ·11,¡.>. e A} definidas por 

para al~una f e E' tal que 0(f) = f. 

Para cada norma IH¡. • sean E' ). los espacios E'/Ker>. con la norma 
~ 

~ . ~ ~ • y E' ). la completación de E' ;\ con respecto a esta nnrma . 

Si 1 • I A : l · I >. , , entonces Ker >.'e Ker :\. Por lo tanto hay un 

mapeo canónico de E' /Ker >.' sobre E' /ker >.; además este mapeo es conti­

nuo si introducimos las normas 11 ·ll~ Y íl ·i~, . en E' /Ker l. y E' /ker l.' 

respectivamente. 

DEFINICION 5. Sea E' el du.a.l 6tWLte de un upa.e-lo de H.ilbeM: con-

tabte. Se d.lce que E' 114 nuci.eaJL 4.l paJW. cada. 4P.mlnMmn. 11 • ~). • >. e A 

MblLe E' ex..Ute una. 4em.f.1101Lma ~ ·~;">.'e A 40b1te E' ta.t que 

11 • 11)., ~ 11 • 11). !! el r.iapeo can6n.i.co 
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" Observación. En. este caso el mapeo canónico E~, +E~ es nuclear en un 

sentido que generaliza la reoresentación (1) con Y, 'n < ru (véase [40], 
,., ,., n:;l 

pp. 482), ya que ·E_I, v E~ son esoacios de Banach pero no de Hilbert. 

TEOREMA 4. Sea E' el dual 6uVLte de un e.&pacio de H.UbVLt r.on.ta­

lif.~. E. Entone.u E' u nuceecvi. ói.. y ó6R.o ói.. E u nudeM. 
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