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INTRODUCCION.

Uno de los sistemas dindmicos que cambia probabilisticamente
en el tiempo es representado por los denominados cadenas de
Markov. 'La importancia de dicho sistema radica en las pro-
piedades analfiticas y‘resultados asint6ticos gue presenta
asi como en la simplicidad de su interpretacién probabilfs-
tica y la aplicacifn que tiene a diferentes ramas de la

ciencia.

En los sistemas de Cadenas de Markov, el estado en un instan
te o perfodo n, se denota x{n), y representa la informacién
relevante del sistema. Por ejemplo, en una presa, el esta-
do del sistema podr;a ser el nivel de agua al inicio de un
periodo de producci6n agrfcola o bien, en un sistema finan-
ciero, el estado es la cantidad de dinero en efect@vo que

se dispone més el valor de los bienes al principio del perig

do lectivo.

En sistemas dinﬁmicos que cambian probabilfsticamente con el
tiempo se desea determinar el comportamiento de la sucesi§n
de estados (x(n)} cuando se aplica una polftica de operacibn
sobre el desarrollo del sistema. Idealmente, 1o‘que se de-
sea es asociarlo con cada decisi@n efectuada en el sistema,
en el periodo n, un costo o beneficio determinar aguella pé

litica que minimice costos o maximice beneficios.



Una clase importante de sistemas dindmicos denominados de de
cisibn markovianos, por las reglas de cambio probabilfstico,
han sido estudiados en la literatura desde la dfcada de los
sesenta por Blackwell y Howard. El primer autor formulé ma-
temdticamente ei problema mientras que el segundo propuso un
método de solucibn gue resulta sencillo y elegante. E1 pro-
blema resuelto se denomina programacifn markoviana con des-
cuento. Posteriormente, se ilustrd la relacién de los méto-
dos propuestos por Howard y el concepto de mapeo de contrac-
ci@n, con lo que metodos alternativos, computacionalmente

fueron propuestos y aplicados a una extensa variedad de pro

blemas reales.

Una de las dificultades del proceso de decisidén markoviana
con descuento es la justificaciﬁn del factor de descuento,
Es por ello que se propusieron nuevos modelos que rescataran
las propiedades y métodos de solucién del primero, sin te-
ner la restriccién de dicho factor. Esto diQ lugar a pro-
cesos de decisifn markoviana con costos especiales, esto es,
costos negativos o bien costos positivos. En ese formato

se formulan una clase importante.de problemas que ﬁab;an
sido estudiadas de manera aislada en la literatura como pré
blemas de paro éptimo, teoria de apuesta, reemplazo de equi

po y otros.



En este trabajo se formulan y analizan los procesos de deci-
si6n markoviana con costos especiales. El prop&sito del tra
bajo es la justificacién del anflisis de tales procesos bajo
un mismo método de andilisis, mapeos y de contraccibén y pro-

gramaci§n dindmica. En particular, la existencia y caracte

rizaci6n de solucibn sé efecta mediante 21 nuevo enfoque

de latices. Los métodos disponibles de busqueda de la solu

ciﬁn, tales como método de aproximacién sucesiva, mejoramien
La -de politicas y programacién lineal se discuten y analizan
“~4n los marcos tefricos de la existencia y caracterizaci6n

establecidos. Para_cada caso de costos especiales se indi-

can las réétricdiones de aplicaciQn para los métodos consi~

derados. Ejemplos ilustrativos se anexan.



Este trabajo se desarrolla como sigue: el primer capftulo
describe las bases metodolbgicas de andlisis de una cadena
de Markov con cspecial énfasis en las propiedades asint6ti-
cas de la matriz de transicién., El capftulo dos describe el
clésico problema de cadenas de decisibn markoviana con des-~
cuento y caracteriza las polfiticas 6ptimas asf{ como los co-
rrespondientes métodos y ejemplos ilustrativos. El capitulo
tres, formula las cadenas de decisi6n markovianas con cos-—
tos negativos y caracteriza las pdliticas 6ptimas. Asimig-
mo, se describen los métodos de solucibn cldsicos: mejoramien
to de polfticas de Howard, aproximaciones sucesivas y pro-
gramacién lineal, especificando las ventajas y desventajas
de tales métodos. La aplicacién a problemas clésicos de
reemplazo de equipo se desarrolla. En el capitulo cuarto se
analizan el caso de costos positivos y una vez caracteriza-
das las politicas Gptimas y métodos de solucidn se aplica

al problema de teorfa de apuestas. Las conclusiones de es-
te trabajo se tienen en el capitulo ciﬁco. Asimismo se
anexan dos apéndices técnicos, uno sobre matrices y sus pro
piédades espeétrales aplicadas a matrices no-negativas y
otro sobre las bases y resultados fundamentales de latices

usadas en este trabajo.



CAPITULO I

CADENAS DE MARKOV

Uno de los procesos estocdsticos mis estudiados en la litera
tura es el proceso'de cadenas de Markov. La importancia del
proceso radica en las propiedades analfticas y resultados =~
asintbticos gue presentan asi como la simplicidad de su inter
pretacién probabilistica y la aplicaci6n que tiene a diferen
tes ramas de la ciencia. Las cadenas de Markov que nos ocu-
pan son las relacionadas con numeros finitos de estados y pa
rdmetro discreto aunque las propiedades y resultados que ana
lizaremos se extienden al caso de nimeros contables de esta--~
dos y parémetro continuo, La idea del anflisis es estable--
cer el marco tebrico bdsico para las cadenas de decisibn -

markoviana gue presentamos en los siquientes capitulos.

Este cap{tulo se desarrolla como sigue: La primera seccidn=-
define el concepto de cadena de Markov mientras que en la -
segunda se présentan las caracteristicas de la distribuci6n-
1$mité.de una matriz regular. En la tercera secciﬁn se des-
cribe la clasificacién de estados de una cadena, y‘en la -
cuarta se efectfia un andlisis de los estados transitorios.

El concepto de periodicidad se analiza en la quinta secciqn

y, finalmente se presentan ejemplos ilustrativos.



1.1 Cadenas de Markov simples.

Uno de los sistemas dinfimicos que cambian probabilistica-
mente en el tiempo es el representado por las cadenas de
Markov, Dicha clase de sistemas dinémicos tiene aplicacio-
nes a diversas ramas de la ingenierfa, biologfa, finanzas,
etc. Entre los conceptos bdsicos de un sistema din&mico se
distingue el concepto de estado del sistema, esto es, la
informacifn relevante al sistema en un instante de tiempo
dado. Por ejemplo, en una presa, el estado del sistema po-
drfa ser el nivel de agua al inicio de un perfiodo de produc
cibn agricola o bien, en un sistema financiero, el estado
es la cantidad de dinero en efectivo que se dispone més el

valor de los bienes al principio del afio lectivo.

El estado de un sistema en el instante o perfodo n se denota
como x(n) o bien X, ¥ lo que se desea es conocer el compor-
tamiento de los valores {x(n)} cuando se aplica una politi~-
ca de operacibn sobre el desarrollo del sistema. Ideal-
mente, deseariamos determinar una politica que maximizara
beneficios o minimizara costos en un pericdo de planeacifn
equcificado. Conviene sefialar que los valores gue puede
adquirir x(n) son, en general finitos, Una forma esquemiti-

ca de representar los valores x(n) se muestra en la figural.
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Fig. 1. Desarrollo del sistema.

Considere un proceso estocfstico X = {xn | neN} donde los
valores que puede tomar una variable X, forman un conjunto

finito E.

Definicifn. Un procesc estoclstico X = {xn | neN} es una

cadena de Markov si cumple que

P [x =5 | Xgeevosx ) =P [x o= | %]

n+l

para todo jeE y toda etapa n.

En otras palabras, una cadena de Markov es una sucesibn de .
variables aleatorias tal que en la etapa n, el evento X 41
depende finicamente de X (el presente) y no de la historia

pasada xo, xl""'xn-l' Otro aspecto importante es que



=j | x =14i] =P, i,3eE

esto es, la probabilidad condicional es independiente de la
etapa n. Este tipo de cadenas de Markov se dice que es homp
génea, pues no depeﬁde del tiempo. Asimismo si E={1,2,...,n};

la matriz de probabilidades de transicibn es

P11 Pip e By
le P22 . P_Zn
P2 | = 7 = ¢ = mrmom
P, By eer P

Definici6bn., Una matriz P = [Pij] de orden nxn se denomina

matriz de transicifn si sus elementos son no-negativos y la

suma de los elementos de cada hilera es igual a uno, esto es

a. Pyy 2 0 i,5=1,...,n :
b. LP,.=1 i=1,...,n, !
j=1 ij ;

Es com@n decir que la matriz de transici6n P tiene n estados
Yy que cada elemento pij representa la probabilidad de pasar
del estado i al j en una transicibén. Por otra parte, es con
Qeniente puntualizar que si P es una matriz de transicién,

2

P” es también una matriz de transicibn y cada uno de sus ele

mentos (i,j) representa la probabilidad de pasar de un estado



i a uno j con dos etapas. Una interpretacibn semejante se

. . m s
tiene para la matriz P donde m es un «ntero positivo.

1.2 cCadenas de Markov requlares y distribuciones limite.

Un aspecto bé&sico de una matriz de transicién P es carac-
terizar el comportamiento de sus potencias P" cuando m

tiende a infinito.

Definicifn. Una cadena de Markov se dice regular si existe

ur_entero positivo m tal que P" es estrictamente positiva.

La regularidad de una cadena de Markov significa que des-
pués de un nfmero suficientemente grande de transiciones o
pasos, la cadena es estrictamente positiva, esto es, exis-
te una probabilidad positiva de ir de un estado i a otro

cualesquiera.

El principal resultado asociado con el concepto de cadenas
de Markov regular se tiene en el teorema siguiente, cuya
interpretacién es como sigue. El limite de P existe y la
probabilidad de ir de un estado a otro es independiente del

estado inicial.



Teorema. (Propiedades limites de una cadena de Markov). Sea
P matriz de transicibn de una cadena de Markov regular, En-

tonces

a, Existe vector Ho > 0 Gnico tal que HOP = “0

b. Dado un estado i cualesquiera vy e, vector hilera con
elemento igual a uno en la posicidn i y cero en el resto.
Entonces

M. = lim e,p™
0 i

. oM . :
c¢. P = lim P donde P es una matriz con vectores hilera

igual a Ho.

Prueba. El resultado a es inmediato del Teorema de Frobe-
nius-Perfon {Teorema 4. Apéndice A). En tal caso 10 = 1
pues la suma de cada hilera de P es igual a uno (Proposi-
cibn 1. Apéndice A). Por otra parte, cualquier otro vector
caracteristico de P, digamos A, es tal que IAI < i. Apli-
cando el teorema de Jordan se tiene que podemos escribir

p = part

donde T es matriz no-singular y J es la matriz
Jordan, que sin perdida de generalidad, puede expresarse

como




Al

donde J; es la forma Jordan con |Ai| <1 i=1,,..,P.

. . m -
Es inmediato que P = R Yy que (Lema 1, Apéndice A)

lim p®

i
=]
3
1

I

m-l) P

. m :
De donde eig = lim eiP = (lim e, P (eig)P y se tie
ne que I, = eP pues e;P es un vector de probabilidades. Da
do que i es arbitrario se concluye que todas las hileras de

P son iguales a HO Y la prueba termina.

Una prequnta inmediata asociada con este teorema es la veri
ficacién a priori de la reqularidad de una cadena de Markov,
pues bajo tal suposicién es posible garantizar que se tiene
una distribucién lfmite Ho que inclusive'‘puede calcularse -
resolviendo el sistema lineal homogéneo HOP = HO cuya solu

cibn es no-trivial.

al.
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1.3 Clasificacion de Estados.

En el desarrcollo de una teorfa general de cadenas markovia-
nas un primer paso es sistemfticamente estudiar la estructu
ra de intercorrelaciones de los estados. En esta seccifbn,

se presenta la clasificaci6n de estados lo cual ayuda en el

anflisis de cadenas markovianas.

Se dice que el estado j es accesible del estado i si existe

{m)
i3 > 0.

N6tese que la propiedad de accesibilidad no es simétrica,

algin m > 0 tal que la probabilidad de transicién p

Si los dos estados i y j son accesibles mutuamente, se dice
que i y j son comunicantes. N6tese que la propiedad de co-
municacifn es una relacién de equivalencia. Esto es, se

cumple:

a). i+ i
b)., si 1 ++ 3 , j i

c). 8i i ++ 3y Jerk , k+>i.

los postulados a y. b son inmediatos de la definicibn de co-
municacién entre estados. El postulado ¢ se puede compro-

bar por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov pues:

mén _

m n m
Pix

Pir Prg 2 By Py > 0

o~

r=0
El concepto de estados comunicantes divide los estados de
una cadena markoviana en clases ajenas, como se muestra a

continuacién.



o ]3.

Proposicién 1. El conjunto de estados de una cadena de
markov se divide en clases comunicantes a‘jenas. Cada esta-
do comunica con los estados de la misma clase y no con

otros.

Prueba. Sea C; una clase comunicante., Suponga que k ¢Ci
y k «+ieCy. Por la propiedad de comunicaci6n,k se commi
ca con todos los estados de Ci y viceversa; esto implica

.~:* k eCi y es una contradiccién. Por lo tanto, las di~

i-centes clases no deben contener estados en comdn; cualquier

~gtado de la cadena pertenece a una y solo una clase.

lLas clases comunicantes pueden clasificarse en varias cla-
ses especificas las cuales se definen como sigue. Una cla
se comunicante es cerrada si cualquier estado de esta cla-
se no puede accesar otros estados que no pertenecen a
ella. S5i un estado es el Ginico elemento de una clase ce-~

rrada se llama estado absorbente. Una clase cerrada es

irreducible si todos los subconjuntos no propios de esta
clase no son cerrados. Una cadena de Markov es irreduci-

ble si s6lo contiene una clase cerrada.

Una clase comunicante es una clase transitoria si los es-

tados de esta clase pueden accesar algunos estados fuera
de ella. Los estados de una clase transitoria se denomi-

nan estados transitorios.
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Resumiendo la discusifin anterior, es interesante observar
que la clasificacibn de los estados indica gue una cadena
de Markov tiene al menos una clasc cerrada. En particular,
no importa gque el procesc parta inicialmente de una clase
transitoria siempre existe una probabilidad positiva de en-
trar una clase cerrada dentro de un nfimero finito de pasbs.
En‘otras palabras, el procesc deja los estados de clase
transitoria y permanece en los estados de clase cerrada. Po
demos expresar la matriz de transici6n de una cadena de Mar

“+# ¢n una forma canbnica, esto es, expresar P como sigue:

donde P1 eg una matriz estocldstica de orden rxr gue repre-
senta la matriz de probabilidades dentro de las clases ce-
rradas (se suponen que r estados pertenecenAa las clases ce
rradas); Q es una matriz subestocistica de orden (n-r)x (n-r),
esto es, al menos un renglén de Q tiene una suma menor gue
uno. Esta matriz representé las probabilidades de transi-.
ciﬁn entre los estados transitorios., R es una matriz de or
den (n-r)xr que representa .las probabilidades entre estados
transitorios -y estados de la clase cerrada. En este caso,
el vector caracteristico correspondiente al valor caracte-
ristico 1 debe tener la forma P = [pl, 0] donde Py es un

vector r-dimensional, porque sblo los estados en las cla-



ses cerradas pueden tener probabilidad positiva de equi-

librio.

Conviene sefialar que si una cadena regular de Markov es i-
rreducible, entonces todos los estados de ella se comuni-
can. Sin embarge, no todas cadenas irreducibles de Markov

son regulares. Por ejemplo, considere la matriz perfodica

0 1
P =
1 0

En este cago, el estado 1 y el 2 pueden comunicarse mutua-
mente, sin embargo, cudlquier potencia de P contiene dos
elementos igual a cero y no existe entero n tal que »? sea :

una matriz estrictamente positiva.
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1.4 AnSlisis de estados transitorios.

Considere la forma canbnica de la matriz de transicibn

donde Q es una matriz subestocistica, esto es, alguna hile-
ra de Q suma menor que la unidad y los estados que forman Q
son una clase comunicante. Se define la matriz M = [I - Q]-1

como la matriz fundamental de la cadena de Markov.

Proposicibn. M = [I—Q]_l existe y es no-negativa.

Prueba. Observe que |o(Q)| < 1 y que lim Q" = 0. Por 1p que

la inversa de I - Q es dada por

r-01"! = 7 oot >o0

Yy la prueba termina.

Se observa que los elementos de la matriz fundamental M re-
presentan el nlimero promedio de visitas de varics estados

transitorios. Formalmente:

Teorema 1, El elemento mij de M de una cadena de Markov con
estados transitorios es igual al nGmero promedio de veces que

el proceso visita j dado que parti6 de i.

P ad
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Teorema 2. La suma del renglfn i de M es igual al nGmero
promedio de pascs de la cadena antes de entrar una clase

cerrada cuando el proceso parte del estado transitorio i.

8i una cadena inicia de un estado transitorio, va a llegar
{(con probabilidad 1)'a algQin estado dentra de una clase
cerrada. A veces nos interesa saber la probabilidad de que
dado un estado transitorio inicial, la cadena entre por pri
mera vez a una clase cerrada por un estado particular de es
ta clase. El siguiente teorema nos dice cbmo caicular es-

tas probabilidades.

Teorema 3. Sea bij la probabilidad de que, una cadena de
Markov que parte del estado i entre por primera vez a una
clase cerrada por el estado j. Sea B la matriz (n-r)xr con

bij' entonces B = MR.

Prueba. sSuponga que i pertenece a una clase transitoria y

j est8 en una clase cerrada. entonces

b,. =P,. +LP,.b .
ij i3 gy ik"kj

donde k es uh estado transitorio. Entonces, matricialmente:

B=R+ QB

cuya solucibn es B = [I - a1”! R = M.
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1.5 Pericdicidad.

Definicibn: Se dice que un estado j de una cadena de Markov
tiene periodo d(j) si d{j) es el mi&ximo com@n divisor del

conjunto
n
.= {n ., > 0
Q, {n | Piq }
El estado que tiene d=1 es referido como estado aperibdico.

Teorema 4. Supcnga que i «++ J entonces d(i) = d(j).

Prueba: Note que d(i) es el maximo comln divisor de

_ n
Qi - {n l pii > 0}
y existen m oy m, tales que
p@* >0 por j + i ; pm2 >0 por i -+7
i *Fij

entonces para algln n ¢ Qi se tiene p?i >0y

ml+n+m2 m
Pal 1 n m2
de donde ml + n + m2 € Q. si pn > 0, implica p2n >0
. _ 3° ii ! ii *
Por la misma razbn p?;+2n+m2
serve que d(j) divide ambos ml+n+m2 y ml+2n+m2 de donde a(3j)

> 0 es decir, mlé2n+m2eQj. Ob

divide a n; es decir, d{j) divide a 4(i). Por el mismo ar-
gumento tenemos que d(i) divide a d{j) y concluimos que
d(i) = d(j). . Equivalentemente todos los estados de una cla

se tienen el mismo n@mero de perfodos.
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Teorema: Si P es una matriz detransicién irreducible entonces Pes

tar8 en uno y solo uno de los siguientes dos casos:

a). P es aperfodica y existe un M tal que Pm > 0 para toda
m > M.

b). P es peri6dica y puede expresarse como

0 p 0 ... 0 0
0 Py wee 00
P | == = e et e e e e
0 0 o ... 0 n-1
p 0 o .. o0
e n -~
con perfodo n > 2.
En'algpnés aplicaciones, es natural que formulen mode-

los de cadena de Markov de un nfimero infinito (contable) de
estados. Frecuentemente una cadena de Markov tiene gran si
metria en este caso y por ello nos conduce a simplificar la
formqlacién. En realidad, muchos de los conceptos y la e-

sencia de la teorfa de cadena finita son extendibles para:

el caso‘de cadena infinita, como los conceptos de accesibi-
lida;i, clases de comunicacifén e irreducibilidad que son Gtiles

para el caso infinito sin hacer ningGn cambio.

1.6 Ejemplos ilustrativos. .

A continuacién se presentar&n unos ejemplos de aplicacio-

nes de la cadena de Markov.
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Ejemplo 1. E1 tiempo en una cierta ciudad puede ser carac-
terizado como soleado, nublado o lluvioso. Si el dia es g0
leado, existe la misma probabilidad de que el dfa siguiente
sea soleado o nublado., Si el dfa es nublado, entonces hay

un 50% de probabilidad 'de que el siguiente dfa sea soleado,
25% de probabilidad que continfia nublado y 25% de probabili
dad que cambie a lluvioso, Si el dfa es lluvioso, continua
r8 lluvioso o nublado con una probabilidad igual para cada

estado.

Suponga que los estados del tiempo, soleado, nublado y 1lu-

-vioso se denotan por S, N y LL respectivamente. Un modelo

de cadenas de Markov que represente las transiciones pro-

babilfsticas de un estado a otro es

s N LL
s {T1/2 1/2 0

P= N|1/2 1/4 1/4
tL|_ 0 /2 1/2

donde los valores de las-hileras correspondiente a cada es-

tado representan la probabilidad de pasar de ese estado a

otro. Una forma esquemitica de los cambios de un estado a

otro se muestra en la figura 1.



Fig. 1. Diagrama de transiciones.

Las potencias sucesivas de la matriz de transicibn se mues-
tran a continuacibén y se observa que el vector de probabili-
dades estacionarias es II=[0.4, 0.4, 0.2], esto es, 40%:de
las veces estd soleado, 40% de las veces est8 nublado mien-
tras que 20% estd lluvioso. Conviene observar que las po-
tencias de la matriz de transicifn convergen ripidamente a
la matriz limite cuyos vectores hileras son idénticos al vec
tor de probabilidades estacionarias.

T .500 .375 .125
P? = | .375 .438 .187
L2506  .375  .375

.422  .J399 179 ] T.405  .401 1947
p* = | .398 .403 .199 P® = | .400 .401  .199
_.359  .399  .242 | | .390 .400  .210 |
~.401  .401  .198 ] .40 .400 +200 7]
P® = | .400 ,401 .199 pié= | .400 .400 .200
_.397  .401  .202 | | .400  .400  .200 |
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Ejemplo 2. (Juego de monopolio). Un juego cl&sico de ries-
go e incertidumbre para varios jugadores se muestra en la fi
gura 2, donde cada jugador posee una ficha que generalmente
mueve en el sentido de las manecillas del reloj de una casi-
lla a otra. En este juego, el jugador en turno lanza una mo
neda al aire; si el resultado es "cara" se desplaza una casi
lla y si es "Aguila® se desplaza dos, Un jugador que cae en
la casilla "Ir a la carcel", debera ir a dicha casilla y es~
perar su pr6ximo turno. Durante el d&sarrollo del juego, los
jugadores pueden apropiarse de las casillas, excepto las co-
‘rrespondientes a "Ir a la carcel" y “carcel". Si un jugador
cae ‘en un casillero propiedad del otro, &ste deberi pagar
una renta al propietarioc, de acuerdo a la cantidad marcada
en la casilla. Con el propésito de formular la estrategia
de juego resulta Gtil conoéer qué casilleros son mds valio-
sos en términos de la renta que se espera.generar a lo lar-
go del juego. Sin anilisis previo, es d{ficil conocer los.

valores relativos asociados a cada casilla.

El movimiento de las fichas a lo largo del tablero puede ser
considerado como una cadgna de Markov con siete estados, co-
irespondientes a las siete casillas. Observe que el casille
ro "Ir a la carcel” es una forma equivalente de decir vete a

la casilla. cuatro.



$ 50

$ 100

A

“Ir a la\\\\

carcel”

$ 180

“"Carcel"

g/
N

$100

$ 300

. Fig. 3.

Tablero de juego.

La matriz de transicifn asociada al problema es:

— 0 172

0 0

0 0

P = 0 ]
0 0

0 0

1/2 0

1/
1/

o o o o

2 0
2 1/2
1/2

1/2
1/2

o

1/2
1/2

0 0
0 0
0 0

/72 ©

/2 172
0 1/2
0 0

.25o
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y es sencillo verificar que existe una potencia N tal que
la matriz P es estrictamente positiva. Por lo tanta, po-
demos calcular el vector de probabilidades estacionarias de
la cadena por medio del limite de las potencias de P. En

realidad la matriz P®! es suficiente para obtener
1= [.0909 .0455 ,0682 .2500 .1591 .2045 .1818 )

cuya interpretacibn es como éigue: 0.09% de las veces se Vvi-
sita el estado 2; y asi sucesivamente hasta tener que 18.18%
de las veces se visita el estado 7. No es sorprendente ob;
servar que la "carcel" es la casilla mis visitada y que las
casillas 1, 2 y 3 se visitan con menos frecuencia. Es por
ello que aunque tales casillas son las de mayor renta, no
resultan ser las mas atractivas debido a la frecuencia con
gue se visitan, como puede verificarse de la tabla siguiente,
en donde los ingresos relativos estén normalizados a que el

estado 7 reciba $100.

Casilla Renta Ingreso'rélativo Jerarquia
1 180 90.00 3
2 300 75.00 ' 4
3 100 35.00 6
4 — — -
5 120 105.00 1
6 50 56.25 5
7 100 100.00 2

Tabla 1, Jerarquifa de las casillas.
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Ejemplo 3. Considere dos personzs A y B que se involucran
en una serie de juegos donde A gana con probabilidad p y B
con probabilidad @ = 1 ~ p donde 0 ¢ p <1, Se supone que
los resultados de juegos sucesivos son independientes entre
sf y que el perdedor de un juego paga una unidad monetaria
al ganador. Suponga que en el inicio del juego A posee i
unidades monetarias y B unicamente N - i. El juego termina
cuando alguno de ellos pierde todo su capital disponible.
Se desea conocer la probabilidad de que A gane el juego o
equivalentemente, que A logre fener un capital de N unida-

des monetarias antes de guedarse sin capital.

Este es un. problema cl&sico conocido como "caminata aleato
ria", pues cada vez que A pierde o gana es eguivalente a
decir que se desplaza un paso a la izquierda o derecha,

si loéra un capital N o pierde todo su capital, es equiva-
lente a decir que llegé a uno de los dos extremos de un ca

mino de longitud N + 1.

Con el propqsito de resolver el problema conviene definir
el término u(i) como la probabilidad de que A logre una

fortuna N antes de perder todo su capital, dado que el ca-
pital inicial es de i unidades monetarias. Observe que con

esta definicibén es posible escribir:

cu{i) = p u(i+l) + q u{i-1)
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doﬁde 1 <i<N-1yu(N) =1; u(0) = 0, son las condiciones
de frontera. 85in embargo, dado que @ = 1 - p podemos refor

mular la ecuacién anterior come sigue
qlu(i) = y{i-1)] = p [uli+l) - u(i)]

Donde, si hacemos r = q/p y vii) = u(i+l) - u(i) la ecuacibn
puede reducirse a la fdrmula recursiva v(i) = r v{i~l) para

toda 1 < i < N-1,

Sin embargo, la solucién de esta ecuacién es dada por
vii) = riv(O) para toda i = 0,1,...,N. Por otra parte, se

observa que si r # 1,

1 = u(N) - u{0)

N-1
= L [u(i+l) - u(i)]

2

(T Y
NI

vi{i)

o o

ri v{0)

(=]

N7 :
- | v

y se implica que v (0} = (1—r)/(1—rN). Un argumento, semejan

te para u{i) = u{i) - u(0) pues u{0) = 0 demuestra que

~1 - xl 7] ‘
T | v

u(i) =




.ZT-

Sustituyendo el valor de v(0) y recordando gue r = q/p po-

demos concluir gque si r # 1

i
u(i)=l;—(flil>.lﬁ 0<is<N
1l - (a/p)

‘En el caso particular de r = 1 se tiene que

1 = u(N) - u(0)

N-1
iEo [u(i+l) - u(i)]
N-1
= ik V)
N-1

8 v

N v(0)

o bien v(0) = N-l y es sencillo verificar que u(i)é % para

[N

toda i = 0,1,...,N. En resumen

(1= ta/p) sig#p
1 - (q/p) ‘

u(i) =

si g=p=k

‘2.
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CAPITULO 1II

CADENAS DE DECISION MARKOVIANA

Uno de los modelos mds adecuados para representar sistemas
din&micos estoclsticos con decisiones secuenciales es dado
por una cadena de decisién markoviana. En dichos sistemas,
existe un beneficio asociado con cada decisifn y la manera
estopésticalen que se desenvuelve el sistema de una etapa a
otra depende de tal decisifén. Una clasificacibn importante
de estas cadenas de decisibn es de acuerdo al tamaric del pe

riodo de planeaci6n: finito o infinito.

El anflisis de las cadenas de decisibn markoviana con perio
do finito es sencillo y una politica 6ptima se obtiene de
la aplicacidn directa de la programaci6n dindmica. Sin em-
bargo, una cadena con periodo infinito no puede resolverse
directamente por esta técnica. Una manera de resolverla es
introducir un factor llamado factor de descuenﬁo B (0<B<1)
que permite una interpretacifn econ6mica y evita el proble-

-ma de divergencia del beheficio total esperado.

Este capitulo se desarrolla como sigue: primero se estable-
cen los conceptos bisicos de cadenas de decisifn markoviana

y se analiza el caso de periodo finito. Luego se concentka

en el andlisis del caso con periodo infinito y factor de des

cuento.

-l
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2.1 Descripcibn del problema.

Considere un sistema dinfimico que es observado en cada uno
de los instantes de una sucesibn de puntos del tiempo, de-
notados porl, 2, 3,.... En cada instante el sistema se en
cuentra en uno de los eétados del conjunto S = {1,2,3,...8}
o bien el sistema "para". Si el sistema es observado en el
estado s € S una accifén, denotada a, es ejecutada. Dicha
accibn a pertenece a un conjunto As de posibles acciones; y
un beneficio r(s,a) (o un costo c(s,a}) es recibido. Se su
pone que la probabilidad condicional de gue el sistema se
observe en el estado s, en el tiempo N+1, dado que se en-
cuentra en el estado i en el tiempo N, que la accibén a ha
sido ejecutada y que los estados observados y las acciones
ejecutadas en los tiempos 1, 2,... N-1, son conocidos, es
una funcibn no-negativa p(s|{i,a) que depende Gnicamente de

s,i,a,. Equivalentemente
pis | i,a; fg-118g-y 7o+ iy 7 3)) =pls | i,a)

la propiedad markoviana se satisface. La probabilidad con
dicional de que el sistema "pare"” en el tiempo N+l es dado

por

1=1]p(s| ia)
s

una vez que el sistema "para" permanece en ese estado y no

se cbtiene ningGin beneficio,
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Se observa que los beneficios y las probabilidades de tran-
sici6n son funciones sblo del Gltimo estado y la accibn sub

secuente. Usualmente se le llama tomar decisibn al proceso

de decidir cal de las posibles acciones se va a ejecutar
en un estado i, el cual es observado en el instante (o pe-

rfodo) n.

Para tomar una buena decisifn, debe seguirse alguna polftica
o estrategia. Una polftica es una regla para tomar decisio
nes. Denotaremos una politica por el simbolo w. En reali-
dad una polftica w es una sucesibn de las acciones {al, a,,
ve. s} donde a; representa la accibn tomada en el perfodo i

y pertenece al conjunto A de posibles acciones.

Un subconjunto importante de todas polfticas es el de poll
ticas estacionarias. Una polftica se dice estacionaria si
la decisibn quelse especifique en el perfodo n s8lo depende
del estado presente., Denotamos uha polfitica estacionaria

“por £ = (£, £,...,). Algebraicamente, una politica esta-

Tcionaria es una funcibn f que mapea el espacio de estados
en el espacio de acciones. Esto puede interpretarse como:

- para cada estado i, f(i) denota la accibn gue se toma por
la politica cuando esté en el estado i. Una vez que la po-
1lftica estacionaria f es empleada, la secuencia de estados
{x , n=0,1,2,...,} forma una cadena de Markov con probabili

dades de transici6n p,.

ij = Pij {£(i)). Por ello, la cadena
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es llamada cadena de decisibn markoviana.

Sea m una polfitica cualquiera. E1 beneficio o costo total
esperado dado que se emplea 7 y est8 en el estado i inicial
mente, puede representarse por

vi) =E [
n

38

. r(x . a) | Xy = i)

donde r(xn, an) es el beneficio obtenido en el instante n.

Para el sistema dinfmico que se ha descrito anteriormente,
se desea determinar una polftica 6ptima tal que se maximiza
el beneficio total esperado o equivalentemente, se minimiza

el costo total esperado,

Sea VN(s)-el beneficio miximo esperado de un sistema, dado
que se esté en el estado s de un problema conN perfodos (se
supone gue el miximo existe). Suponga que se ejecuta la ac
cibén a € Ag inicialmente y que después, se saque una polfiti
ca "6ptima" (esto es una politica que est8 asociada al méxi
mo beneficio esperado). Entonces se cumple que
V. (5) = max {r(s,a) + L plj | s,ar v (i)}
N N-1
ach
s
que es equivalente al principio de optimalidad de la progra

maci6n dindmica.
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2.2 El problema con horizonte finito.

Considere una cadena de decisifn markoviana con perfodo fi-
nito, como se ha mencionado anteriormente. Este tipo de ca
denas puede resolverse directamente por la técnica de pro-
gramaci6n dinimica, la cual, esencialmente, es un procedi-
miento analftico para resolver problemas discretos secuen-
ciales, La idea central de la programaci6én dinafiica es el

principio de optimalidad propuesto por Richard Bellman en

1957. El principic de optimalidad establece que la polfti-
ca 6ptima tiene la propiedad de que no importa el estado i-
nicial ni la decicién previamente tomada, las decisiones res
tantes deben constituir una politica Optima con respecto al
estado resultante por la primera transici6n". La esencia de
programacién dindmica es la optimalidad de los procesos de
decisién secuenciales. Esto es, en base del principio de op
timalidad se convierte un problema dado, en n subproblemas
relacionados entre si, por la ecuacifn recursiva formulada,
las cuales son mucho mis simple de resolver gue el problema
original, y cada uno de ellos forma un paso para resolver el
problema original. Ademds, cada soluci6n de subproblema cons
tituye, junto con las socluciones de periodos anteriores, una
politica G6ptima. La solucifn del filtimo subproblema plantea

do es la solucibn 6ptima del problema original.
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En el problema con N periodos, el objetivo es encontrar una
politica 6ptima 7 tal que satisface el principioc de optima-
lidad. Este tipo de problemas se puede resolver por técni-

cas esténdares de programacién din&mica en forma como sigue:
La ecuacibn recursiva estd dado por:
Vv, (1) = max{x{i,a) + I P,.(a}V (i)}, k=20,1,2,...N
k a jes i3 k-1
donde Vk(i) es el beneficio m&ximo esperado para k perfodos

dado que inicie en el estado i y la condicibn de frontera

es
VN+1(1) = u(i) ¥ 1i¢eS8.

donde generalmente se supone que u(i) = 0, Sea V"(i) el
beneficio total esperado usando la polftica 7, entonces
N
Vﬂ(l) =E [ 2 x(x, At) | Xy = i].
t=0
La siguiente proposicifn nos asegura que mediante la técnica

est&ndar de programaci6én dindmica puede lograrse el objetivo

del caso con perfodo finito mencionado anteriormente.



Proposicifn 1. La politica de decisibn y el valor Sptimo
asociados al problema markoviano con horizonte finito pue-

den obtenerse mediante la solucibn de las ecuaciones.

1) v (i) = mgx{rli,a) + § pij(a) Viey? k=1,...,N
2) VN+1 = u(i}),

donde (1} y (2) se denominan las ecuaciones recursivas y

condicibn de frontera, respectivamente.

Prueba. En un problema de N perfodos, el procedimiento de
programacién dinfmica es como sigue: En el N+l-&simo perfo

do, suponga que VN+1(i) es Gptimo y que

VN+1(i) = u(i) ies
donde u(i) son funciones acotadas:; que es equivalente a la
condicibn de frontera de la proposicibn. En-el periodo
k=1,2,...,N, las decisiones a realizar, denotados (ak,
ak~1""'aN) dependen Qinicamente del conocimiento del vec-
tor de estados Xy - Dichas soluciones son 6ptimas si resuel
ven el problema
N
Vk(xk)= max {E[r(xk,a) + j=})iﬂr(xj, aj)] | ay eAk}

Sin embargo, esto es equivalente a

N y
Vi {x,) = max B{r(x,,a)} + I max Blr(x..,a.)}
kM k j= 373
akeAk i k+1aj£A

max {r(x_,a) + £ B, (a)V,..(j)} V¥ k.
ayen, K’ %, Pk Va1



2.3 El problema con horizonte infinito.

Considere una cadena de decisibn markoviana, como se descri-
be 31 principio de la secci6n uno. S5i n+» se dice que es
una cadena con perfodo infinito. Para una polftica 7 dada:

Vpli) = B L x

nl r(xt,At) | Xy = i}, Vie s

0
donde V"(i) representa el beneficio total esperado. El ob-
jetivo en un problema de horizonte infinito es encontrar

una polftica 8ptima n* tal que
V_, (i) = V*¥{i) = sup V_(i) ie s
m T kil

Debido ‘a  que existe un nimero infinito de polfticas, la exis

tencia de una politica 6ptima no es obvia.

Las cadenas de decisiones markovianas con periodo infinito
"y descuento han sido bien estudiado desde la década de los
sesenta. El uso de un factor de descuento es motivado por
el efecto econbmico de actualizacién del dinero a valor pre

gsente.

Se dice que una politica w* es a-6ptima si su valor esperado
con factor de descuento 0 < o < 1 es miAximo para cada estado

inicial, esto es Vpx (1) =V*(i) para todec estado i en S.
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Teorema 1. La ecuacién de optimalidad se cumple:

v*(i) = max {r(i,a) + al P . la)V*{j}}, V¥V ieS.
a i

Prueba: Sea m una polftica arbitraria. Entonces, el bene~
ficio total esperado es dado como
V_ (i) = T Qa {r{i,a) +a I P, (a) V_(3})
n ach 3 +J K
que implica que la politica 7 toma la accifn a en el instan
te 0 con probabilidad Qa, acA. Sin embargo, ya que

v (3) < VL),

Vv, (i} ¢ L Qa [r(i,a) +a X Pij(a) V* (i)}

acA 3

tA

L Qa max {r{i,a) + o L P, {a) V*(j)]
aEA a 3 1

1]

max [r{i,a) + a L P,.{(a) V*{j)].
a ' hj i3

Debido a gue 7 es arbitraria, se tiene
V¥ (i) < max [rli,a) + o L Pij(a) vr(j)].
a j -
En otro lado, por definicién de V* se observa que
VA(i) > max [r{i,a) + a L Pij(a) V*(3)]
a .

por lo tanto

V*(i) = max [r{i,a) + & § {a) V*(3}!}

a

y la prueba termina.
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Teorema 2. Sea f polftica estacionaria tal que para todo
ie s
r(i, £(i)) +« § Py (EW)WVAG) = max {x(isa) +a L Pys ) VH)]
a ]
entonces Vf(i) = V*(i) para toda i € S y desde luego, f es

a~-6ptima.
Para demostrar el teorema 2 se necesita el siguiente lema.
Lema 1. El mapeo

(Tfu)(i) = r(i,f(i)) +a L P
J

g N w )

_ tiene las siguientes propiedades:
1). u < v implica que Tfu < va,

2). Tfo = Vf,

3). lim ™ = Vf.

nio £

Prueba 1). Por la definicién de Tg, obviamente que

Tew = r(f) + o P(£) u < x(f) + a P(F) vV = TV,

2). Dado que (T Vo) (i) = r(i,£(i)) + a gPij(f(i)) Vel(j) es
equivalente a

Ve(d) = Tl £()) + o ERyy (£(D) Vg3 \
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3). Observe que si Tfu = r(f) + aP(f)u. Entonces:

Thu = r(f) + « P(£) T2_1u
N-1 N
= I (aP(£))" r(f) + [aP(f)] u
n=0

pPor ser u una funcién acotada y 0 < o < 1, podemos hacer

N
N +® y obtener que lim T, u = vf.
N+«

Prueba. (Teorema 2). Observe que

[}

(TgV*) (1) = r{i,f(i)) + o L Pij(f(i)) V* (3)

J

il
n

mgx {r(iya) + o § Pij(a) v*(j’}

yHi)

y se obtiene que T%V* = V*_ Suponga que Tz-lv* = V¥, En-

tonces T?V* = Tf(Tg-lV*) = va* = V*_, Cuando n+= y usando
el lema 1, se tiene Vf(i) =V*(i) ¥ 1 € S. Bsto es, £ es

a Sptima. &

Ahora, se define el mapeo T como sigue

(Tu)i) = max{r(i,a) + o I p..la)u(j)} ¥ ic¢€ 8.
a 3 13 - .
Lémérz. . lim ™" u .= V*, v ies,
_— Tonre

Prueba. Suponga que a, maximiza r(i,a) + o ZPij(a)V*(j)'y_

que ay maximiza r(i,a) + o I Pij(a) u(i).
j

Entonces .



+
»
&3

I

(Tu) (1) = V* (i) (rti,a;) 2 Pij(al)U(j)]

[r(i,ao) + a Pij(ao) v* (j)]

Wil

in

[r(i,al) +a L Pij(al)u(j)]

b
J
b

(£(i,a)) + o

X Pij(al) Y*(j)]
J
Pij(al)[u(j) -~ V*{j}]

a

£
J
< ;
J

Pij(al)B = aB
donde B = 2 max {sup u(i), sup Vi)l ¥y

vii) - (Tu) (i) <

S
2

g. Py (ag) (v*(3) - u(i)l

<al Pij(ao) B =u B.
J .
Entonces | (Tu) (i) = V¥(i) | < « B. Suponga gue lTn-lu(i) -

n-1 B

. n . . .
i) | <o . Sea a) la acci6bn que maximiza r(i,a) +

. (a) ‘Tn-lu)(j). Entonces

a‘g Pi]

J
(t"u) (1) - YY)

in

n n~1_,:v_ u*¢4
a Pij(al) (T tu(ir- v o]

n

n, n-1 _
< o Pij(al)u B=a B

et [ o |

A
2

yrd) - (tPu) () < o I Py agl VT ) - (@ u) ()]

L

3

1 P,.(a,) M1 g = o B
3 130
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n

Esto es | (T"u) (i) -V*i)| <o B ¥n > 1 cuando n + = se

tiene el resultado deseado.

Se observa que u es una funcibn arbitraria y que el resul-
tado del lema 2 nos indica la manera de buscar'una politi-
ca 6ptima. M4&s bien, la aplicacién del mapeo T a la fun-
ci6n u es conocido como el método de aproximacién sucesi-

va que se discutir8 en mis detalle en adelante.

El siguiente teorema muestra que la unicidad de la solu-

cibn acotada v*de la ecuacibn de optimalidad.

Teorema 3. y*es la Ginica soluci6n acotada de la ecuacibn

de optimalidad.

Prueba. De manera semejante del teorema 2, se puede de-

mostrar gque
V= v* Vono> 1.

Cuando n + « y usando, el lema 2 se tiene el resultado re-
querido que es lo que V*es la solucibn inica de la ecua~-

cibn de optimalidad.a

N
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2.4 Métodos de solucibn.

Se discuten tres mBtodos para calcular el valor de la

funcién Sptima V*y determinar la polftica éptima n¥%.

A. Método de Aproximacdibn  Sucesiva.

Sea Vo(i) una funcibn acotada arbitraria y se defina v, por
vl(i) = mgx {r(i,a) + a ? Pij(a) Vo(j)} vies
En general, para n > 1,

Vn(l) = mir {r(ia) + a § Pij(a) Vn_l(J)}, vies

y por el lema 2, cuando n + « se tiene gue
lim Vn(i) = V* (i) ¥ies

Como se implica en el teorema 2, se podrfa determinar
la funcién de valor Sptimo V*. Es posible conocer la poli-
tica Optima si existe una politica estacionaria £, que sa-

tisface
r(i,f(i)) + o £ P,.(E(i)) V* (i)
j b

= max {r{i,a}) + o L Pi.(a) v*{j)} ¥ ies
a 5 1

En la préctica, el método de aproximacién sucesiva podr;a -
ser usado cuando una aproximacién a una polftica fptima es
disponible, pues en pocas iteraciones es posible aproxi-

mar a V*,
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B. Métulo de Mejorémienﬁo de Polfitica.

El método de mejoramiento de polftica fué propuesto por
Ronald A. Howard en 1960. El método es simple y sufiéieg
temente valioso para encontrar efectivamente una polftica
6ptima de un problema con periodo infinito y factor de

descuento dado.

Como en el teorema 2 del capitulo presente se indica, una
vez que V¥ esté determinado, la politica 6ptima es aquella
accibn a que maximiza r{i,a) + o § Pij(a) V*(j), cuando es
‘£8én el estado i. Es interesante observar el siguiente
cas0. Se suponen gue para alguna politica estacionaria g,
se ha obtenido Vg, el valor esperadé bajo la ejecucibn de
esta politica; y se encuentre una nueva polftica h tal que
h(i) es la accibn que maximiza r(i,a) + a g Pijka) Vg(j),
cuando esté en i. Entonces de allf{ surge una pregunta
¢Qué tan buena es la politicah comparandela con la:g?. En el
siguiente teorema se demoétrara que la politica h es al me
nos tan buena como la g, y si ¥ (i) = Vg(i) para todo i,
entonces, las g y h ambas-son 6ptimas, Como se ve, el si-

guiente teorema forma base tebrica del método de mejora-

miento de politica.
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Teorema 4. Sea g una politica estacionaria con valor es-

perado vg y sea h la polftica tal que para todo ie$

r{i,h{i)) + o gpij (h(i) )Vg(J) = mgx {r{i,a) + a ?j:pij(a)vg(J)}

entonces vh(i) > vg(if, vies. 8i Vh(i) = vg(i) para todo
i = = *
i eS8, entonces Vg Vh v,

Prueba: Observe que

1]

Tth(i) r(i,h{i)) + a L Pij(h(i)) Vg(j)

J

v

r{i,g(i)) + o L.p,.(g(i)) Vv_{(3)
j 1] g

Vg(i) vies.

De aqui es sencillo verificar que

n

n m—
TV =T h

h'g h (r

-1
\ > >V .
g) > Tth 2 Vg

Cuando n += 2l lema 2 implica que Vh > vg.

Si Vh = Vg) entonces

Vg(i).= Vi) = r(i,h{i)) + o g Pij(h(i)) Vg(J)
= r(i,h(i)} + « g Pij(h(i)) vy (3)

= mgx {r{i,a) + o g Pij(a) Vg ()1

Y Vg = Vi h y g satisfacen la ecuaci6n de optimalidad.

Por el teorema 3, Vg = Vh = Vk, A



Corolario: El algoritmo de mejoramiento de polftica conver

ge a una polftica Sptima en un ndmero finito de iteraciones. i

Prueba, Dado que s6lo existe un nfimero finito de politicas,
cuando el conjunto de estados es finito, por el teorema 4,
cada iteracidn resulta un mejoramiento estricto, entonces no
se repiten politicas. Cuando no es posible mejorar la V, en
tonces h es igual que g, la cual es 6ptima por el resultado

del teorema 3 o la unicidad de la solucidn acotada. 4

Lema 3: Si u > Tfu ¥ f ¢ A, entonces u > V*. Si en parti-

cular u = V. » entonces 7m* es la politica Sptima.
14 .

Prueba: Si u > Tfu, por‘lema 1, u> T?u, cuando n += y usan

do el lema 2 u > V*, 4



. 45 -

Algoritmo de mejoramiento de polfticas (Howard 1960).

Sea focA una reqla de decisi6n (arbitrafia). Calcuie
o0
t t
V., = ¥ ap (£ )r(f.)
fo  t20 0" 0
- -1
= I~ uP(fo)] r(fo)
Sea k = 0.
Paso 1: Si vV > T.V R v f ¢ A, entonces
£, - "f°f
k k
V. = max{V(n)|m eA”} por el lema 3.
fk m

Paso 2: Suponga que Tgvfk > Vf

vg 2 Vg por el teorema 4. Hacer k: = k+l, f, = g y regre-

sar al paso 1.

x Para algGn geA, entonces

El procedimiento de mejorar polftica suministra una secuen-
cia convergente mon6tona de polfticas y logra la polfitica
Optima en un nGmero finitoc de iteraciones. La desventaja
del método es la dificultad para calcular [I-ezp(f)]—1 cuan-

do el orden de lamatriz crece.

C. Programaci6bn Lineal,

Debido a que la funcifn de valor Gptima V*es la funcib6n de

valor minimo que satisface, por el lema 3,
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u(i) > max {r(i,a) + a p;. (a) u{j}l, vies,

entonces, V¥es la Gnica solucibn del problema de optimiza-

cién
.min ] u(t)
u tes
S. A.
u(i) > max {r(i,a) + « Z p,.(a) u(j)} vices,
a ] 1]
© hien
u(i) > r{i,a) + a § pij(a) uf(j) ¥vieS,a e A.
j )

Sin embargo, esto es un problema de programacibn lineal y
en el caso de quéﬁel"conjunto de estados es finito, se pue~
de resolver por una técnica bien conocida como:'el método

de Simplex.

A continuacifn, se discute el algoritmo de programaci6n li-

neal.

Primero, para cualquiera etapa n, se define An(i,f) la pro-
babilidad de la coyuntura de estar en estado i € S8 y efec-.
tuar la decisi6n f ¢ A Se considera el prdblema de maxi-
mizacibn bajo la distribucién inicial q = [ql,-..,qn]_debi-f
do a que se logra simult&neaménte una politica 6ptima para

cada estado inicial. Como An(i,f) obedece la ley de probau

bilidad pfj, se podria escribir

]




{1)

A (jlf) =
fc):Aj n

1eS chi

£

Piy Aoy (1)

i

s8i n=20

n=1,2,...,j€8

donde qj = probabilidad de que el sistema est8 en estado j

en el tiempo 0.

Lema 4.

una distribucifn de probabilidad y el valor esperado total

del caso con descuento correspondiente es acotado. .

© Prueba: Observe que L Pg, =
5 jes 1]

q.

' jgs J

I IaG.6 =
jes feA,
] )‘ A
ies feAi

l. De donde

ney G E)

Cualquiera solucibn no negativa An(i,f) de (1) es

et v g o e oosan W ety e

la suposicién de que g es una diétribucién de probabilidad,

implica que

DI

. An(i,f).=
ies feAi

1

n=0,1,2,00e,.

la no negatividad de An(i,f) prueba la primera parte del

lema. Defina:

.
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Vain) = § ann(ﬂ)r(fn+1)

n=0
y sean r = max r(i,f) y r = min r(i,f). Entonces se tiene
i, £ i,f
que
r e
— e < Va(m) < I e
1 ~a Tl -

donde e = [1,1,...,1)7%, A

Como un resultado del lema 4, se obtiene la siguiente fun-

cibn objetivo

max § o § ) rii, ), (i,£)
n=0 ieS £eA,

bajo la restriccibn (1) y An(i,f) > 0 ¥n, ieS, y feAi.

Se observa que este problema es similar a un problema de
programacibén lineal esténdar. Sin embargo, debido a gque

se contiene ﬁn nfimero infinito de restricciones y variables,
no se puede analigar con la teorfa clésica de programaciéﬁ

lineal. Entonces se define un conjunto de nuevas variables

x(j,£f) como:

T TR .
x{j,f} = nzod knlj,f) ¥ jes, fsAj,

usando x(j,f), se obtiene el siguiente problema de progra-

macién lineal estfndar:

max J ¥ r(j, £)x(3,f) '
jes chj



S.A.

Cox(3.E) - o ) Py (f)x(i,f) =
(2) fgl\j ies fczA

i
[te ]

x(jJ,£) 20 vijes, fe¢ Ai‘

Teorema 5. Si se restringe el sistema (2) g las variables
seleccionadas x(i,f) por cualquiera polftica estacionaria,

entonces:

a). El correspondiente subsistema tiene una finica soclucifn;

b). si 95

¢). Si a4y >0 (j e 8), x(3,) >0 (3 € 8).

>0 (jes8), x(3,£) >0 (j e 8);

Prueba: Considere el sistema homogéneo asociado con

x(3) - ) Pys x(i) = q. jes
ies 1J 3 .

por suponer qj = 0 (jeS). Este sistema debe tener al me-
"
nos una solucidn nula. Si x fuera otra solucifp no cero,

se define I~ = {i | x(i) < 0} Sumando
va(r) = ; ot n{n) r(f ) un vector Nx1
4 P n+l
sobre todos jel”, se obtiene

I _1-a z pygl x ) e T ) ey x(d) = I _a;
ie1” i¢I  jeI 3 . jel J

-k
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yaqueq, =0, y o <1 implica que 1 - a 2 p,. >0, el

J jel ij
cual implica que la primera sumatoria deberfa ser estric-
tamente negativa. Esto es una contradiccifn excepto cuando
I" = g. Por el mismo argumento, se concluye que g don ’
de 17 = (i | x(i) > 0F. Esto es, la solucibn nula es la G-
nica del sistema. Ademds, es cierto que existe una finica
solucibén para cualquier valor de qj.

by. si ay = 0, esto implica que I = @, => x(j) > 0 (jeS).

~¢). si qj > 0, se define I = {i | x(i) < 0}. Esto impli-

caque I =¢ox(j) >0 ,

‘Usando el teorema 5, en el siguiente se demuestra una rela
cifn importante entre politicas estacionarias y soluciones

basicas factibles del sistema (2) cuando qj > 0 (jes).

Teorema 6: - Cuando qj > 0 (jeS), existe una correspondencia
una a una entre polfticas estacionarias y soluciones bési-
cas factibles del (2). Ademds cualquiera solucibn b8sica

factible es no degenerada.

"prueba: Por c) del teorema's; una polftica estacionaria

tiene una Gnica solucibn de

x(j) - a § p..x(i) = q. i € S
(3) iZSpl] (1) -y e



que tiene N variables positivas., Esto es, por definiciﬁn
una solucibn b&sica no degenerada fact{ble del (2), Por
otro lado, si x(i,f) es una solucibn factible del (2), se
tiene

I x{i,f) = ay + @ :2 I p

AE)x(i,£) > gq; > 0 V¥ jeS
feay ies feh, J 3

i
desde entonces, al menus existe una variable x(j,f) que es
positiva. Entonces, existe exactamente una x{i,f) > 0 pa-
ra cada estado j, esto define finicamente una politica es-

cionaria.
Ahora, si se considera que:. -

max }  Yr(3,£)x(3,£)
jes ftAj

S.A.

Loxtif) -a § T po(f) x(i,f) = q; ¥ jes
feF, ies feca, *I ]

3 i

x(j,£) > 0 Vv jes, feFj

como preoblema primal, entonces su dual es representado por -
min E q, u,
ies * 1

S.A.

@3y U 2T, +ta I

JAE) u, -V ieS, feA,.
jeg 13 3 i

i

4
‘Esto se puede derivar inmediatamente de-da 'siguiente mane-

ra: para una politica estacionaria 6ptima 7w* = £°, se tiene
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Uy (£ 2 LU UE) = rig) + a plg) U (€) ¥ geh.

si ge egcribe la ecuacibn anterior en elementos uno por
uno, se obtiene (3). La funcibn objetivo en la distribu=

cibn inicial q es
«©
qUu(f)='zqiu
esto es el problema dual.

Teorema 7:  Cuando qj > 0, el (2) tiene una soluciéin basi-~
ca 8ptima y su dual tiene una finica soluci®n 6ptima. Cua=
~:lesquiera polftica estacionaria 6ptima asociada con €1 man

tiene ‘6ptima para cualquier qj > 0.

Prueba: Por el teorema 5, obviamente existen soluciones
factibles y por el lema 4 la funcién objetivo es acotada.
Esto nos garantiza la existencia de una solucibn Sptima pa

ra ambos problemas primal y dual.

Por teorema 6, cualesquiera solucibn bfsica va a ser no de

. generada, y por estas condiciones inactivas cohplementarias,
cuaiqﬁiera'soluci6n Gﬁtima del dual deberia satisfacer el
sistema correspondiente de N igualdades duales, entonces,

- la solucibn dual es Gnica.

Se nota que la optimalidad de una soluci6én bisica factible

dada de un problema de programacién lineal depende s&6lo de
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la funcién objetivo y no de ay- El cambio del sequndo 864
lo afecta la factibilidad de cualquier valor no negativo

de qj. N

Debido a la discusifn el algoritmo de mejoramiento de po-
liticas es sb6lo una extensi6n especial de programacibn li-
neal el cual tiene la propiedad de que se ejecutan simul-

tineamente las operaciones de pivote para muchas variables.

Para problemas con conjunto de estados finito, se puede cal
cular V*por método de programacibn lineal. o de mejoramien-

to de polfticas.
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2.5 Ejemplos ilustrativos.

Ejemplo 1. (Problema de producibn-inventario). Considere
un sistema de produccibn-inventario que desea determinar su
pelitica 6ptima de produccibn-inventarioc para los préximos
N perfodos. En este sistema puede ordenarse una cantidad
uy de artfculos al prigcipio de cada perfodo (k=1,2,...,N).
Cada articulo tiene un costo c¢. Asimismo, puede almacenar-
se una cantidad Xy de articulos en cada periodo a un costo
unitario h de inventario. La demanda de artficulos en cada
periodo denotade W, €8 una variable aleatoria gque sigue
una fun¢ibn de distribucién conocida. Se supone que las de~
" mandas de articulos de un periodo con respecto a otro son
estocédsticamente independientes y que la demanda insatisfe-
cha en cada periodo-se pierde con un costo unitario cp de

insatisfaccifn,

Sea Vk(xk) el minimo valor obtenido al aplicar una politica
Sptima de produccibn-inventario del perfodo k al N dado que
se tiene un nivel de inventario % al principio del periodo

k. Se observa que lo 'que se desea es Vl(xl) y que para el

$i cas0 especidl en que k=N se tiene que

Vyglxy) = min _‘%*N {q(xN,uN,wN)}l ug > o:I

donde

qlxygruy W) = cuyth max{0, xg+uc-we) + cp Max {0, wN-wﬁ—uﬁ},

Aqui se supone que los articulos al principio del periodo

N+l no tienen valor o bien VN+l(xN+1) = 0,



En general, para k=1,2,..,,N-1 se tiene

Vk(xk) = min Wi ‘?(xk, Uy, wk) + vk+1(xk+l) | u 2 é]

donde

q(xk,uk,wk) =cuy + h 'max{0,x 1 +c max{o,wk-xk-uk}

k% Yk p
y

X = max - .
K+l = Ma {0, X, +ouy wk}
gue son las ecuaciones. recursivas de la programaci6én dinimica.

" Suponga que las demandas de articulos y los niveles de inven
tario son variables.enteras no-negativas. El costo unitario
cp es igual a tres y los costos unitarios de almacenamiento
y de produccibn son iguales a uno. Suponga que la capacidad
méxima de almacenamiento es dos y la funci6n de distribucibn
de probabilidades de las demandas es la misma para todos los

perfodos e igual a

p.(w) 0.1 0.7 0.2

Se desea determinar la politica 6ptima para tres periodos
dado que se tiene un nivel de inventario inicial cero al ini

cio del primer periodo.

Para log datos del problema la condicibn de frontera es

all -



§4(x4) = 0 y las ecuaciones recursivag son
Uclid = min g 9T ) Vi ) 10 2y < 2"‘k]
donde q(xk,uk,wkf = uy +max{0, xk+uk-wk} + 3 max{0, w, ~%,-

wly ¥, = max{0, x + u - wk}Q Especificamente:

,V3 = Efq(x3,u3,w3)] + v4(x4)
u, 0 1 2 v# ug“
X3 .
0 3.3 1.7 2.9 1 1.7 1
1 0.7 1.9 - 0.7 0
2 0.9 - - 0.9 0

Vg = B lalxpiugiwpll + Vylx5)
%, Y2 0 1 2 v3 ug
0 . 5.0 3.3 3.82 3.3 1
1 2.3 2.82 - 2.3 0 )
2 1.82 - - 1.82 0

Por lo tante la politica 6ptima es ordenar un artfculo si el
nivel de inventario es cero y nada si ocurre lo contrario

debido a que x; = 0y:

v, | 6.6 4.9 5.3 | 4.9 (Sptimo)

1 0 1 2 1 (6ptimo)
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Ejemplo 2. (Problema de mantenimientb). Considere una mé-
quina que opera sincrbnicamente, es decir, una vez por hora,
En cada periodo hay dos estados, uno es en operacibn (esta~
do 1); y otro es en condici6bn de falla (estado 2). 8i la
méquina funciona bien, hay una ganancia de $3.00 por perio-
do y la probabilidad de quedar en estado 1 en el siguiente
periodo es 0.7; la probabilidad de ir al estado 2 es 0.3,
si la maquina estd en condicibn de falla, se tienen dos ac-
ciones para reparar la miquina, una es una reparaci6n r&pi-
da que requiere un costo de $2.00, coﬁ la probabilidad de
ir al estado 1 igual & 0.6; otra es una reparacién normal
que requiere un costc $1.00 con la probabilidad de ir al es
tado 1 igual a 0.4. Se desea determinar la politica OSptima

y €l valor 6ptimo. El factor de descuento es 0,9.

Se definen F = {fl, fz} ¥y a = 0.9. Donde f, representa la

1
politica de reparacibn répida y f2 representa la politica

de reparacibén normal,

T 0.7 0.3 3]
P(f,) = x(f,) =
| 0.6 0.4 -2 ]
0.7 0.3 ~ 3 7]
P(fz) = r(f,) = 7
0.4 0.6 -1 ] '
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a. Se aplica el método de mejoramiento de politica. Supon-

ga que la poiftica inicial es a, = f.. Entonces

1
V = V(a,) = [I - aP(a )]-1 ria,)
0 0 0
~ 0.37 -0,27 |~1 3
| -0.54 0.64 | -2 ‘
~ 1380/91
880/91

Considere ahora la relacibn

Vi) = B8y 4w I (5) V() v y

~

=:=1 + 0.9 [0.4 0.6] [ 1380/91
_ 880/91

= 881/91 » 880/91

entences la politica f2 es méjor que fl. Sea a, = f2 y note

que

V= V(al) = [i - ouP(al)j-1 r(al)

1-0.9x0.7 ~-0.9x0.3 17! |73

~0.9x0.4  1-0.9x0.6 -1
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0.46 0.27 "3 ~1110/73

| 0.36 0.37 | 9-073 | | 710773
Por lo tanto la politica 6ptima es £2 y el valor 6ptimo es

1110773
_ 710/73

b. Se aplica el m&todo de aproximacién sucesiva con

e = 0.001. Sea V0 = 0,

([3‘ [0.7 0.37 37 [ 467

i + 0.9 = )
-2 0.6 0.4 -1 -0.74
’I‘2V0 = max * - - p
37 0.7 0,377 [37] ™ 4,627
+ 0.9 =
L1 - 0.4 0.6 | |-1] | -0.46 | |
I 5.7864 [710.63733545 7
Ty, = v 0y =]
0 | o0.a148 0 | 5.157454821 |
713.6126019 ™ 14.65029881 ]
20 : 30, _ ;
™, = e TV, =
0 | 8.133149849 0 9.170846667 _

)

9.65778729

40 715.01172343 7] Tsov ~ [15.13723453}
- we 0 =

| 9.532274802 |



50. 15.18168464 0. 15.19645194
TV, = 1y =

9,70223258 9.7169436

por lo tanto, el valor aproximado al 6ptimo con un error de

0.001 es igual al 15.19645194
T70 .

Vg =
9.7169436

c. Se aplica el método de programacién lineal.

min Xl + Xz

S.A.

0.27x1(f1r - 0.27x,(f)) > 3

- 0.54x;(£;) + 0.64x,(f;) > - 2

0.37x  (£,) =~ 0.27x5(t,) > 3

- 0.36x) (£,) + 0.46x,(£,) > -1
kg (E) L x(E) >0 i=1,2

la solucibn Gptima es x; = 1110/53 , x, = 710/73 y se obser
ve que . coincide con la obtenida por el m&todo de mejora-

miento de politica.



15.18168464
9.70223258

] Tvovo{

15.19645194

9.7169436

por lo tanto, el valor aproximado al 8ptimo con un error de

0.001 es iqual al
70, -
T V0 =

|

c. Se aplica el método de programacién lineal.

15.19645194
9.7169436

min Xl + XZ

0.27x1(fl)
- 0.54xl(fl)
0.37xl(f2)

f - 0.36x1(f2)

-

+

0.27x, (£
0.64x, (£
0.27x, (£
0.46x2(f

1)
1)
o)
2)

xl(fi) 7 x2(fi)

la solucibn 6ptima es x; = 1110/93 , x

ve que .

miento de politica.

2

]

v v

v

iv

{v

= 710/93 y se obser

coincide con la obtenida por el método de mejora-




CAPITULO 1III

CADENAS DE DECISION MARKOVIANA CON COSTOS NEGATIVOS

Una variedad importante de problemas dindmicos reales es-
tén clasificados de aéuerdo a su estructura como problemas
de decisifn markoviana con costo negativo. Casos tipicos

de estos problemas son: inventario, reemplazo de equipo,
confiabilidad, etc. Los métodos desarrollados para obte-
ner la correspondiente solucién Sptima son llamados méto-

dos de Programacibn Din&mica Negativa.

En este capitulo .se describe la forma general de los pro
blemas de decisifn markoviana con costo negativo asi como
algunos problemas reales simplificados. Se analizan las

caracteristicas estructurales de este tipo de problemas y
se establece la existencia y forma de las politicas esta-
cionarias Sptimas asi como los métodqs de solucién dispo-
nibles. Finalmente, se aplican los métodos desarrollados
para resolver problemas de paro 6ptimo, reemplazo de equi

po y otros.
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3.1 Descripcibn del problema con costo negativo.

Considere el problema de cadenas de decisibn markoviana

y suponga que el conjunto de estados S es finito o infi-
nito contable y que el conjunto de decisiones disponi-
bles A es finito. Si se toma una decisibn acA cuando es-
tamos en el estado ieS, se obtiene un beneficio esperado,
denotado como r(i,a)e R_-. El objetivo es determinar la
sucesiﬁn de decisiones que maximiza el beneficio total

esperado.

Considere una cadena de decisién markoviana con periodo
~-infinito denotada {x_, A } donde x_es el estade.de la ca
dena en la etapa n y Ay el conjunto de decisifn ejercida
en la misma etapa para una politica n. Entonces, el va-

lor:

v (i) = E"Inzor(xh,An) | xq = il

representa el beneficio total esperado., Obsexrve que por
ser r(i,a)k‘R;fse tiene que V"(i) est8 bien definida (pg

dria ser -=). Sea el valor
* . 4
V (i) = sup V_(1i)
b b
y si 7% la polftica tal que .

Vou (i) = Vi), V ieS

Entonces se dice que n* es la politica Sptima.



Ejemplo 1. (Paro 6ptimo). Considere un proceso dinamico
con estados posibles 0,1,2,..., en donde para cada estado i,
se puecde tomar la decisién de paro (accién 1) vy recibir una
cierta ganancia terminal R(i); o bien, se puede tomar la de
cisibn de pagar un ciertb costo C(i) e ir al estado j (ac-
ci6n 2) de acuerdo con las probabilidades de transicibn.
(Pij > 0). Se proponen dos condiciones para analizar el
problema,

i. sup R(i) < =
i
ii. sgp C(i) < 0.

Se desea determinar una politica Sptima de este proceso de
manera tal gue la ganancia sea m&xima, suponiendo que el
progeso va al estado o cuando se tome la decisién de paro

y que una vez en ese estado permanece indefinidamente.

Sean

C(ilfl) = R(i) > 0; C(irfz) = C(i) ¢ R_;

Cle , £, p'fz) = 0; Py (fy) =1

Pyy(fy) = Pygi P, olf) 6 £, =1

donde, fl Y f2 representan la regla de decisiﬁn de paro y

de continuacibén, respectivamente,
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N6tese que este proceso no cumple las condiciones de la
programacibn dinamica neaativa, debido a que no todos los
costos son negativos (C(i,fl) > 0). Es posible transfor-
mar el proceso a uno que satisfaga todas las caracteristi-
cas de programaciﬁn dindmica negativa de la siguiente mane
ra. Sea R = sgp R(i), considere que cuando est& en el es-
tado i, se puede parar y recibir una ganancia terminal-
R(i} - R (o equivalentemente, pagar un costo terminal R -
R(i} > 0); o bien ir al estado j con Pij > 0 y pagar un

costo de continuacifn C{i). Se denomina este proceso, el

proceso modificado.

Suponga, que para cualquiera politica v se:denota por Vﬁ Yy
Vﬂ las funciones de beneficio esperado del proceso original
y modificado, respectivamente, entonces, para polﬁticas que
paran con probabilidad 1, se tiene que

V“(l) = V“(l) - R, V ieS.

Sin embargo, por la condicifn (ii), cualquiera polftica 7
que no para con probabilidad 1 tiene V (i) ="\7“(i) = - w,

Por lo tanto, cualquiera poiftica que es 6ptima para el pro

ceso original es O6ptima para el proceso modificado, -y vice-

versa. Por otra parte el proceso modificado ya es un proce
so de decisi6n markoviana con costo negativo, de manera tal

que, su ecuacibn de optimalidad est& dada por

-l

Veddd
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R{i) - R
V {i) = max ¥ ies.

S -
c(i) + J pis V03

J=0pij

esto es, el beneficio esperado total del proceso modifica- -
do cuando se iinicie en el estado i, Equivalentemente b
R(i)
V (i) = max . vV ieS.

S
c(i) + § pyyvii
J
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Ejemplo 2. (Venta de un inmueble). Considere una persona
que desea vender su casa. Una oferta se recibe al princi-
pio de cada dia y la persona debe decidir inmediatamente si
acepta o rechaza la oferta, Se supone que las ofertas su-
cesivas son independientes entre sﬁ y tomen el valor i con

probabilidad Pi, para toda i > 0. Se supone que se tiene

un costo de mantenimiento C por cada dia que la casa no es

vendida. La perscna desea determinar la politica 6ptima de
aceptar o rechazar ofertas de manera de tener miximo benefi

cio.

“El problema puede formularse como cadena de decisifn marko-
‘viana con dos accicnes y aungue no se cumple la condicibn
de no—paéitividad de los costos es posible efectuar una
transformacidn para convertir el problema a un problema de
paro S6ptimo cuya funcibn de beneficio 6ptlm0 asoc1ado al es
tado i satisface la ecua016n de optlmalldad dada como
S
V(i) = max {i, - ¢ + | ij(i)}

3=0

p@%a todo estado ieS.

a2
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Ejemplo 3. (Confiabilidad de un equipo). Considere una mé-
quina que puede estar en uno de los dos estados; bueno o ma-
lo. Se supone gue la midgquina produce un artfculo al princi-
pio de cada dfa. El artfcule producido es bueno o malo de~
pendiendo del estado de la miquina. Se supone que si la mi
guina estd en el estado bueno va al estado malo con una pro=-
babilidad q; 8i estf en el estadc malo permanece en ese es¥
tado hasta que se reemplaza por una nueva. Se supone también
que después de la produccién del articulo, se puede elegir
una de las dos opciones, inspeccionar y no inspecciconar el
art;culo. Si el articulo se encuentra mal; después de la

. inspecciﬁn, se reemplaza inmediatamente la mdquina con un
costo adicional R. El costo de inspeccionar es 1 y el costo
~de un art;culo mal.producido es C. Se degea determinar la
politica 6ptima de inspecci6bn de manera tal que el costo to-

- tal de operacifn sea minimo.

Se puede formular el problema como sigue, Sean

"~ ~ (I+R+C) . =C
xla =11

-1

0 1 1 0
P(a2)=

g 1-4q g 1-gqg

r(al) =

donde ~(I+R+C), -I y -C€R_ , ¥

P(al) =

\

en donde a, ya,

minar el articulo, respectivamente, mientras que los estados

2 y 1 son de bueno o malo, respectivamente.

representan las acciones de examinar, no exa



3.2 Caracterizacibén de soluciones 8ptimas.

En esta seccifn se estudian las propicdades de la funcibn
de beneficios esperados 6ptimes de una cadena de decisi¢n
markoviana con costos negativos. Siguiendo el mismo cami
no del caso con descuento, se observa que dicha funcifn
satisface la ecuacibn de optimalidad de la programacién

dindmica como se presenta por la siguiente pronosicifn:

PfoEosicién 1. La funci6n de beneficios esperados 6ptimos,
denotada por V*, satisface

s
v*(i) = max {r(i,a) + } P, (a) v*(j)}.
a j=0 J

Prueba. Es similar a la efectuada en el caso con descuen

to y no se reproduce.

i
El teorema que se presenta a continuacidn caracteriza la
condicién suficiente de existir una politica estacionaria

A
6ptima en el caso con costos negativos, la cual es esta-

blecida en bases del mapeo de contracci6n y la.teorfa de

latiz. .
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Teorema 1. Considere el mapeo T:Rf + Rf dado como
Tv = max {x(f) + P(f} v | fea)

y suponga que tiene un punto deficiente, esto es, existe
verR® tal que Tv > v. Entonces existe una politica estacio-

naria gm tal que
VIET) = v+ = max {v(m) | MeA”}
Asimismo V(fm) = V¥ §i y s0lo 8i V¥ = r(f) + P(f)V*,

Pruecba. -Sea v el punto deficiente de T. Considere el in-
tervalo [v,0] y observe que es una sublatiz compacta de Rf.
Sea V* = sup Ly. Debido al teorema 2 apéndice B se tiene

que V¥ sup LF y V* pertenece a Lp. De donde V* = TV* y

it

existe £ tal que
TV* = r(f) + P(£)V*
Pues A es un conjunto finito. Por-otra parte (Lema 1).
™0 = max (VN(n) + p“}n) 0 ltnsaw? .

De donde TNO > VN(H) para todo neAm. Sin embargo, dado
"que 0 = sup [v,0] se tiene (teorema 3, Apé&ndice B) qué
V* = lgm TN(O) > V () para todo Ner”. Asimismo, para ca-

da f tal que



V* = r{f) + P(f) V*

N-1
= § P™E)r (£) + PN(E)V*
n=0

VW)

A

Haciendo N tender a infinito se tiene V* < V(fw). Pero,
en particular, V* > V(fw) y se implica v* = V(fm). Esto
demuestra la existencia de una politica estacionaria tal

gue V* = V(gm).
- Finalmente, si V(f”) = V* ge observa que si hacemos
Tel+) = x(f) + P(£) ()

entonces TEO converge a V(fm) = V¥ cuando N tiende a infi-

to. Dado que Tf(-) es continuo se tiene que

Vo= V(ET) = lim T (T}0) = T (V(E7))

*
Tf V'

y la demostracibn se termina.
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3,3 M&todos de soluci6bn.

Los métodos disponibles para encontrar la polftica estacio-

naria 6ptima y el valor ‘Gptimo de la funcién de beneficios

.esperados Optimos se desarrollan. en esta seccifn.

El ﬁétodo de aproximacibn sucesiva es un mBtodo sencillo y
vilido para encontrar el valor Sptimo de la funcibén V* en
el caso con costos negativos. = Sin embargo, por la natura-
leza de si mismo, el m&todo no puede encontrar:.. general=~
mente una politica estacionaria 6ptima en este caso. El-
nétodo de mejoramiento de polftica no es simplemente fun-
cionado como en el caso con descuento sino tiene sus pro-
pias caracterfsticas del caso negativo., Las discuciones
adelante manifestarin sus caracteristicas. El método de
mejoramiento de polftica nos ayuda a concluir que una po-
litica estacionaria sea 6ptima si y solo si cuando aque-
1%a politica satisfaga estrictamente la ecuacibén de opti-
malidad. El método de programacifn lineal no fue conside
rado debido a que no se puede garantizar siempre que la ad
quiere. el valor "6ptimo de V* mediante este método. La
proposicifn 2 que presenta a continuacién declara este

punto.

el
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A. Método de Aproximacifn Sucesiva,
Sean Vo(i) =90, yparan > 0
s
V(i) = max {z(i,a) + ] pii(a).v,_,(3)},  vies,
ach; j=0
en donde Vn(i) representa el beneficio miximo esperado pa-
ra un problema de n periodos cuando se inicie en el estado
i, Para demostrar que V* es la minima solucibn negativa

de la ecuacidn O6ptima conviene tener el resultado siguien

te:
Proposicibn 2. Si la funcibn u(i) e R_ es tal que

-]
u(i) = max {r(i,a) + } p;4a) uli)} vea(4)
a j=0

entonces u(i) < v*(i}).

Prueba. Sea f la polftica determinada por la ecuacibn de

optimalidad, esto es, u{i) igual a

.

s : s
r(i,£(1)) + ] py (EE)uG) =max {r(i,a) + ] pyylaluti}
, j=0 3 ach; j=0 H

Considere el problema usual con la edici6n de una decisibn
de paro que cuesta u(i}, si se ejecuta en el estado i. En
tonces la expresibn anterior establece que el paro inmedia
to es equivalente a usar f en un perfodo y luego parar.
Repitiendo este argumento, se demuestra que el paro inme-

diato es equivalente a usar f en n perfodos y iuego paro.



Entonces,

Eg[costo de n periodo | Xy = i1 + Eglulx ) | x, = i1 = u(d).
Ya que u ch, esto implica que
Ec[costo de n periodo | Xy = i} > u(i),

y cuando n + ©, V (i) > u(i). Por ser Vg (i) < V¥(i) se im

plica que u(i) < v*{i). a

La proposici6n ha asegurado gque V* es el miximo punte fijo
del mapeo T. en RS, E1 siguiente teorema demuestra la vali..

- dez del método de Aproximaciones Sucesivas.

Teorema 2. Si existe un punto deficiente de T:Rf+Rf en Ri
entonces T"0 + Vv* por abajo, cuandc n + =, en donde V* es

el miximo punto fijo y el punto deficiente de T en Rf.

Prueba. Sea v un punto deficiente de T en Rf. Entonces,
v<Tv yseav <ug< 0., Por isotonicidad de T, v < Tv <
Tu < TO < 0. Esto es, T:{v,0] + [v,0]. Dado gue T es un
mapeo continuo, el resultado se obtiene por el teorema 2

en el apéndice (el teorema ‘de punto fijo de Latiz).. 4



B. '‘Método de Mejoramiento de Polftica.

Sea g una politica estacionaria con funcifn de beneficio es

perado Vg' S8i se define h tal que

s

T V(i) = max {r(i,a) + )} P..(a) V_(j)}

h aeh, j=p 13 g
i

entonces h es al menos tan buena como g. Especificamente,

Proposicifn 3. Una politica h que satisface la expresifn

anterior es tal que Vh(i) > Vg(i), para todo ies.
Prueba: Observe que

B, [benef.'total de n periodos | x5 = il + B vy (x,) | xq =il 3'V§(i)
Yé que Vg(i) € R_ . Por lo tanto

E, [benef. total de n periodos | Xg = i1 > Vg(i) ‘

y cuando n + =, se tiene Vh(i) > Vg(i). A

Note que h satisface la ecuaciﬁn 6ptima, pero por la propo-
- sicibn 1,{Vh < Vf y no se puede concluir que V, = v*, Por
ello, es ‘posible que el algoritmo para en una politica no
6ptima que satisface la ecuaci§n §ptima. En el siguiente
teorema se representan las condiciones suficientes para con

cluir una polftica éptima.
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Teorema 3. Sea r(i,a} € R_. 8i el conjunto de estados y de
decisiones son finitos y si f es una polﬁtica estacionaria
tal que, para cada i,
g
V(i) > r(i,a) + jEopij(a)vf(j) vag f(i) ... (7)

entonces Vg = v*,

" Prueba: La expresifn anterior implica que tomar la Qecisién
f es mejor gque hacer cualquiera otra cosa en un periodo y
luego conmutar a £. Adem&s, si se hace cualquiera otra de-
cisi§n en un periodo, del siguiente periodo conmutarse a f
‘:@8 mejor que hacer cualquiera otra cosa en un periodo més y
‘luego conmutarse a f. Repitiendo este argumento, se ve que
tomar f es mejor que hacer cualquiera otra decisifn en n pe
riodos y luego conmutarse a £. Esto es,
n-1 :
Veli) > En[tzor(xt,At) { xy = il + E [Ve(x, i xg = 1))

ya que r{i,a)e R_, Vf(i) <0, Vies. Si hacemﬁs n -+ o,

Ve(i) > V (i) + E [Vplxa) | x5 = 1] -

It

Pero por E_ [V (X=) | Xq i],= 0, y Vgld) 2 v (i) para

toda 7 ya que 7 es arbitraria,
Vf(i) > V¥ (i) ¥ ieS.
Por otro lado, de la proposicibn 1, se sabe que

ve (i) < Vi), ¥ ies.

y esto implica que V, = VAR

1
i
t
i
t
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El siguiente teorema afiyma que el método de mejoramiento de
politica funciona en el caso estrictamente negativo. En par
ticular, si el método inicia con una polftica estacionaria

transitoria, automiticamente, se itera dentro de esa clase.

Teorema 4: 5i r{i,a) < 0 y el conjunto de politicas transi-

torias no estd vacio, esto es A, { 0. Entonces

(i) V* es el finico punto fijo de T en Rf, y cada aeA tal
gue se cumple V*=r(a) + P(a) V*, es transitoria;
(ii) si 2 ¢ Az vy V(g,£7) > 0 para_alguna g €A, entonces

(o1

g €A, ¥y V(g) > V().

]

Prueba: Sea L : R - Rf tal que

LV = r(f) + P(£)V, V fea, L, es is6tono. : ;

Se define que

e P o e U

T V = max LfV,
feA
y Ly v = V(") + " (E) v,
si £ ¢ AZ, cuando n + ® :
L v+ V(") v ver®, "
Dado que A, $ 0, sea fz 5~A:, entonces

V(ET) = L, V(£2) > max L.V{f2) = T V(£,).
0 £g 00 = fax Le'iEo 0

Esto es, V(fZ) es un punto excesivo de T en Rf.
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Por el teorema 2 de esta seccibn, existe un miximo punto £i-
jo Vde T en Rf, adem&s, por el teorema 1 de este capftulo

existe una politica estacionaria ge A tal éue

*

V(gw) = v,

@
t
componente ya que r(g) < 0.

Obviamente gno e A/, en otro caso V(gm) + ~ o en al menos una

* . Kk *
Suponga gque V  es otro punto fijo de T en Rf, entonces. V- <V .

. *k *k * ok
8in-embargo, V. =TV =~ > LgV > Lg“v**, ¥n>1l,

a0

Por g~ € AY, nwe

1

e Vk* > y(gT) = V*

esto es, V** = V¥, que el finico punto fijo de T en R°. Aho-

ra, si V* = r(f) + P(f) V* = L_V* para alguna feA, entonces

f

Vv = Lgv* = v£®) + Pg)v?t ¥on > 1.

Esto es, £ eA:. En otro caso, Vn(fw) + - al menos en una

componente.

si £ eay, ¥ vig,£) = Vig,£)-V(E) = LVIE)- VIET) > 0,

entonces,

’

L;V(fm) > LVIET) > Vg, vn>1,

o bien, V" (g”) + P"(Q)VI£™) > v(g,f") > VIET).

v

Lo mismo como antes, gmeA:, n+wo g V(gm)f_V(g,fm) > V(fw). “'

.t
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3.4 Ejemplos ilustrativos.

A continuacibn, se estudia el problema de paroc Sptimo con
mis detalle; Con respecto a las caracterf{sticas especia-
les de este tipo de problemas, se proporciona una manera
de clasificar aquellos estados, los cuales forman un sub-
conjunto de estados en donde la accidn de parar es, al me
nos mejor que la de continuar una etapa mis y después pa-
rér; y se demuestra qée la politica 6ptima establece gque
para en un estado i si y solo si i pertenece a aquel con-
junto, dado que las probabilidades de transicifn de i a
otros estados que no.estén en este conjunto son ceros.

Asimismo, se demuestra que bajo las condiciones

1,2,...} < »w, y

a. R = sup {R(i) | i
i

b. ) . C = sgp {ci) | i=1,2,...} <0, |

el problema de paro 6ptimo puede resolverse por el método
de aproximacifn sucesiva ya.que la diferencia entre el va
lor Vn(i) y el valor d&ptimo V*(i) tiene una cota superior
Otro problema que se estudia con mds detalle en esta sec-
7c16n<es el problema de reemplazo de un equipo, las condi-
» ciones de existencia de una polftica 6ptima para este ti-

po de problemas se describen en adelante.
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Ejemplo. Considere un problema de paro Sptimo donde el es-

pacio de estados es el conjunto de los nmeros enteros.

cli) = o
R(i) = 1
Piivr = H=P 40

Entonces, -se observa que para cualquier estado i, Vo(i)=i

y para cualquier n la ecuacifn recursiva

V (1) = max [R(l), C{i) + P, l(J.+l) + P, l(i-l)]

i,i+1 n i,i~1 n-

implica que Vn(i) = 1. Sin embargo el sistema se com
porta de acuerdo a una cadena de una caminata aleatoria si
métrica hasta antes de parar. 'Dicha caminata es una cade-
na de Markov recurrente nula, y todos los estados se comu-
nican, Entonces, con probabilidad uno, cualgquier estado N
es, eventualmente visitado. Por lo tanto, si partimos del
estado i se garantiza que podemos llegar al estado N y pa-
rar ahi obteniendo un beneficio final N. 8Sin embargo, da-
do que N es arbitraria se concluye que V*(i) = @ para toda

i. Por lo:tanto dicho proceso no es estable.

La discusifn anterior demuestra que si el proceso es esta-
ble se tiene que lim v, (1) = v*{i) para todo i. Sin embar
go, no especifica condiciones bajo las cuales podamos de--

terminar la politica estacionaria 6ptima. Para obtener re
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sultados en esta direccibn defina el conjunto.

B = {i: R(i) > C(i) + jzopijn(j))

-y observe que B representa el conjunto de estados en donde
la acci§n de parar»es,'al menos mejor gue la de'éontinuar
una etapa mas y después parar. La polftica que para la

" primera vez que el proceso entra en B se denomina la polf-

tica miope {pues sdlo considera una etapa mas).

ittt S i R gt e

T e
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Teorema. Suponga quc ¢l proceso de paro es wstable y Pij=0
si ieB, j¢B. Entonces la politica 6ptima establece gue pa-

ra en el estado i si y solou si igB.

Prueba. BEs inmediato que Vo(i) = R(i) cuando ieB. Supon-
gamos que Vn_l(i) = R(i) si ieB. Entonces
. . ;
v, (i) = max { R(1); C(i) + jgopij - l(i)}

max { R(i); C(i) + )_~ P,

ie ij n 1(1)}

max { R(i), C(i) + | P, . R(3)}
i eB J

i

R(i})

De donde Vn(i) = R({i) si ieB y cualquier -n. Haciendo n
tender a infinito y recordando la hipStesis de estabilidad

se tiene que V*{i) = R{i) para toda ieB. Si i¢B, podemos

observar que

V(lb > c(i) + Z Py 4RU) > R(l)
320

donde la primera desigualdad es inmediata, y corresponde
a la comparacién con la politica de continuar una etapa
mss y después parar mientras que la segunda desigualdad

[y

es obvia de la definicin del conjunto B.
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Proposicién 4. En problemas de paro 6ptimo bajo las cendicio
nes:

1,2,...} < =

a. R=sup (R(i) | i
b, C = sup {C(i) i=1,2,...1<0
" se cumple, para toda n y toda i que

Vn(i) - vHi) > (R+C) [R-R(i}] .

{n+l)C

Prueba. Sea f la politica 6ptima y denote por T el tiempo,
variable aleatoria, en que £ para. Sea fn la politica que
elige las mismas acciones que f para los tiempos 0, 1,...,n-1,
pero que para‘en el tiempo n (si previamente no lo ha hecho).

* 81 hacemos que X denote el costo total, se tiepe,que

VH(i) = Vg(i) = Eg(X|T<n)P(T<n) + Eg (X|T>n)P(T>n)

]

v (i) > vfn(i) E¢ (X[T<n)P(T<n) + Efn(X|T>n)P(T>n)

donde las esperanzas condicionales consideran x0=i. Entonces

V (i) - v*(i) > [E; (X|Ton) - B (X|T>n)] B(T>n)
! n

> = [R + C] (P(T>n)
Sin embargo, ‘se observa de las expresiones anteriores que

R(i) < VIi)< RP(T < n) + [R + (n+l)Cl P(T >n)

=R+ (ntl) CP (T > n)

De donde se obtiene la cota superior para P{T>n) y la prueba

termina.

Wy
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Ejemplo . Considere el problema de Qenta de un inmueble,

Suponga que se permite aceptar cualquier oferta pasada. En
ese caso, el estado en cualquier periodo, es la méxima ofex
ta recibida hasta ese periodo.\ Las probabilidades de tran-

gicién pij de un estado a otro son:

0 si § < i’
i
Pij = 4 kiopk si j =1
P, j > i.
| P si j i

El conjunto-gue caracteriza los estados de paro asociades a’#"

la politica miope en un periodo esti definido como

s i
B={41i|4i< £ jp, -C+izp.}
jeitl © j=0 3
s
={i]cCc r (j-i) P,}
j=i+l J
={i|c<E ((x~-iM ’

donde x es una variable aleatoria que representa la oferta

en un dfa dado. Debido a que (x-i)¥ decrece en i, es sen- . -

cillo demostrar que B es conjunto cerrado. Suponiendo que’
existe estabilidad del proceso se puede demostrar cuando
E{x?) < ®, la politica 6ptima acepta la primera oferta que

es al menos i*, donde
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S
i*=max { 1] -c<c -] (3-1) Pj}?
j=i+1

Como la politica &ptima.nunca retira una oferta pasada, la
6ptima también es una polftica legftima para el problema
-original que no permite retirar ninguna oferta pasada. Por:.

1o tanto, la politica anterior debe ser ¢ptima para el pro-

blema original.
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Eiemple 4: (Reemplazo de un equipo). Considere una méquina
que puede estar en cualquier uno de los estados 0,1,2,... .

Se supone que al inicio de cada dfa, se observa el estado de
la midquina y se tome una de las dos decisiones: reemplazar

© no la miquina. Una vez de reemplazar la mdquina, se supo-
ne que la mdquina se reemplaza por una nueva cuyo estado es

‘0. El costo de reemplazo es R y el de mantenimiento por dfa
es C(i), dependiendo del estado. Sea Pij la probabilidad de
que una mqquina esté en el estado i al inicio del dia y pasa
al estado j al inicio del siguiente dfa. Las sigquientes su-
posiciones sobre los costos y las probabilidades de transi-

cibn se cumplen:
(i) {c(i), Vv ieS} es una sucesibn acotada y creciente;

S
(ii) L pij es una funcibn creciente de i, ¥k> 0.
i=k

La suposicifn (i) es obvia pues el costo de manfenimientoes
una funciqn creciente de estado. La segunda suposicién in=-
dica que la probabilidad de una transici6n dentro de cual-
guier bloque de estados {k, k+l,...,} es una funcién cre~

ciente del estado presente.

"'8e desea determinar la polftica 6ptima de reemplazo y man-
tenimiento de egquipo de tal manera se maximiza el beneficio.

total esperado. ' !
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Este problema es uno de cadena de decisifn markoviana de dos

acciones. Sean

c(i), V tes;

C(i,fl) = R; C(i,fz)

n

P..., ¥ ieS.

En donde R y C(i) eR_. Las f1 Yy f2 representan las accio-
nes de reemplaze y mantenimiento, respectivamente.  Enton-

¢ ces el modelo matemitico se puede presentar como sigue:

R + C(0)
Vl(i) = max

c{i)

que representa el beneficio esperado para el primer dfa cuan

. do . se inicie en el estado i y paran > 1

S
R+ I P..V .(j}
=0 0j n-1
. Vn(i) = max .
Cl{i) + L P..V__.{(3j)
=0 ij'n-1

que representa el beneficio esperado para n periodos cuando
se inicie en el estado i.
Para determinar la estructura de la polftica’dptima de-tal

.

problema se necesitan los siguientes dos lemas necesarios.’

i T B, et e o
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Lema :.1: La suposici&n {ii) del problema (ejemplo 4) implica

que para cualquier funcibn decreciente g{i), la funcibn

i

Py 9(3)

s=o
es decreciente en i.
Prueba: Por la suposici6én (ii)

S .

> 1 P, vk>0
esto implica que

pi+1,j > P, L. . . v i,

l
.
it

ya que g{i) es decreciente en i, entonces es obvio que:

Pi+l,s a(s) < Pi,s g(s)
S S z - s
e DAL IR AL T
entonces
k-1 s s s
QZ_O Py, 900 4 j;)jk Piy,; 90) = jZO Pin, 8002 jz“) P35 90

S
Esto:.es, Z -Pij‘g(j) es una funcidn decreciente en i.
j= . .

:Lema ..2: Bajo suposiciones (i) e (ii), V*{i) es funci§n de- .

creciente en i.

Prueba: Sean
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"R + C(0)
v, (1) = max v ies,

- C(i)
Yy paran > 1

s
R + C(0) + j§0 POj Vn—l(j)
Vn(i) = max '

5
ClE) + jE5 Bys v, (3)

por la suposicién (i}, Vl(i) es decreciente en i, Suponga:

e v

que V(i) es decreciente en i, para todo i. Entonces, por
s 2. el lema 3.1, Vn(i) también es decreciente en i, para todo i,

Como

V*{i} = lim v_ (i)
n n

V¥ (i} es decreciente en i. &

Entonces, la estructura de la polftica Sptima estd dada por

el " siguiente teorema.

Teorema 3.5. Bajo las dos suposiciones, existe un entero
tnooL Ti%,nd¥ < o, tal que ‘lia polftica 6ptima es reemplazar equipo Pyl

si 1 > i*, o no reemplazar el equipo si i < i*,

Prueba: por el teorema ..l.
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S
R+ CLO) + 4Ly Poy VH(3)
V* (i) = max VW IES, veey (Y)

S
c(i) + 50 Pij

.
j v (3)

sea

s s
i*=max {1 : C(i) + ) P, V*(§) <C(O) +R+ ] Poy V*(3) ),
j=0 13 . =0 O

1]
Por los dos lemas anteriores, C(i) + jgo Pij V*{3j) es decre-

ciente en i, y por (Y):

cli) + § Py Ve, i< i
Vr (i) = 3=0

5 ~ V
. .;‘5 . ] * i*‘ )
o | R+ C(O) + vj-)-:_-o Po; v gj) i
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CAPITULO 1V

CADENAS DE DECISION MARKOVIANA CON COSTOS POSITIVOS

Si se consideran s§lo aquellos problemas de decisi6n marko-
viana con costos positivos llamado beneficios, ios métodos

desarrollados de solucibn basados en la t€cnica de programa

« v8n dinSmica configuran una rama importante que es denomi~

-.mhada Programacibn Din&micq Pogitiva. La programacién din&-

~womica positiva tiene notable aplicaci6én en el drea de la teo

~»ria e apuestas. Tambiés es aplicable para resolver muchos
. .problemas especiales reales tales como problema de inver-

si@n, seleccifbn de localidad, etc.

: En el presente cap;tulo, se presenta la estructura general
-de problemas con costo positivo con algunos prob;emas sim-
plificados. A continuaci6n,. se caracteriza la forma mas ge
neral de las politicas:estacionarias 6ptimas y sus corres-
-pondientes valores Optimos. Asimismo se analizan y discu-
ten los métodos disponibles de solucibn y su implantaci6n

en los problemas que s< consideran.

,
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4.1 Descripcifn de problemas de costos positivos.

Una vez mis, se suponen que el conjunto de las decisiones ..
achA es finito y el conjunto de los estados § es finito o
infinito contable. También se supone que r(i,a)e R, esel
“-beneficio obtenido por éomar la decisi6n a cuando esté en
el estado i. Entonces, para cualesquiera politica, se de-

fine el término

" esto es el beneficio total esperado del proceso bajo la po.

1ftica 7 ‘cuando se inicie en el estado i. Como r(i,a)éik*,
- para ‘toda i’t S, entonces Vﬂ(i) estd bien definido (y po-

drfa ser + mi. Sea
*(3i) = :
V* (i) sup v, 1) :
Se dice que n* es una polftica 6ptima si
Voali) = Vr(i), para toda ieS.

“'A continuacién, se consideran un par de problemas interesan

tes“con costos ‘positivos. - ¥ -posteriormente se ‘analiza, las

"*.caracterfsticas de la polfticda Sptima y los métodos de so-

lucibn.,

S
HL
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Ejemplo 1. Considere un individuo que posea i mongdas y en
tra a un casino de juegos. El juego permite cualesquiera
apuesta de la siguiente forma: si se posee i monedgs en-
tonces puede apostarse cualesquiera cantidad entera|posi-
tiva menor que & igual.a i. Si se apuesta Jj moned
tonces: (a) se ganarfa con una probabilidad p o (b)|se per
derfa con una probabilidad 1-p. Se desea saber cudl polf-
tica de apuesﬁa que maximiza la probabilidad de que| el in-

dividuo obtendrd un fortuna de N monedas.

Se puede formular el problema como sigue:
Sea el conjunto S = {0,1,2,...,N} de estados, dondg se dice
que estl en el estado i cuando la fortuna presente jes i,

Se define

0, i$#N y toda a

r(i,a)

r(N,a) i Pyela) = Poola) = 1, v

esto es, se gana 1 si y solo si su fortuna alguna ez lo-
.gra N. El modelo matemético se presenta como sigu
vo(i) =0 ; 1€ S, el beneficio espérado del periodo 0 cuan
do se inicie en el estado i; y para n > 0.
S
Vn(i) = max {r(i,a) + jzlPij(a) Vn_l(j)}
que es el beneficio total esperado del problema cuando se

inicie en el estado i y en el n-8simo periodo.



aeobreg sonas Yi o) conductor cxtd on la

pond b, picde hacer gna Jde 1as siguientes tree aocionos

{1y 4 lag ¢alles, tal ves encuentre un pasajoero
VALY W idad;
(ii) esperar en la caja de sitio m&s cercana; |

{itl)  ogporar la N da de control por radio, en el lado

de la acera.

En la zena 3, se puede escoger una de las mismas tres accio-
nes. Fero en la zona 2, como no existe el servicio de radio
.

en esa rona, la iltima accién no es disponible. Para cuales
guiera zona dada i y una accibn dada a asociada con la zona,
existen una probabilidad Pij de ir a cada una de las zonas
1, 2 y 3 para el siguiente viaje, y un beneficio correspon-
diente conocido r{i,a) asociado con el viaje. Se desea de-
terminar una polftica de seleccibn de acciones para los si-
guientes viajes de tal manera que el beneficio total espera

do sea miximo.

Se puede formular el problema como sigque: Sean‘ai, i=1,
2, 3 denotada las acciones i, ii, iii, respectivamente, y
los estados 1, 2 y 3 corresponden a las zonas 1, 2 y 3 res-

pectivamente. El modelo matemitico es presentado como si-

gue:



\’O(i) s 0, ¥ic §

otal esprrado en el periodo 0 cuando

se inicio en el vatado 1. Y paran » 0

it =210

Vn(i) = max ‘r{i;a) +

. {ay v V ieS.
2 j plj(n) n—l} i

1

que representa el beneficio total esperado en el n-8simo

rericdo cuando sa inicie en el estado i.
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En csta secclidn so anelizan las previedades de la funcidn

-

A2 ouna cadong e decisidn

de beneficios ooy

semeiante al

markoviana con costos povitivoes,

caso analizado on la secccifn 3.2, so mple que dicha fun-

Ja ccouacidn de optimali-

atada por VY,

dad de la pr

Propsicid La funcidn V* satisface
* S
V(i) = max {r{i,a) + | P @) V*(3)}
a j=0 *J

Prueba. Es similar a la efectuazda en el caso con descuen-

to del capftulo 2, y no se reproduce.

El resultado principal de la programacifn dinfimica positi=-
va se prescnta por el siguiente teorema. En el cual la
condici6n suficiente de existir una polftica estacionaria
"6ptima es establecida en bases del mapeo de contraccidn y

la teorfa de latiz.
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Teorema 1. Si existe un punto excesivo de T:Ri + Ri @R

a
esto vg, oxisate un v gR; que v or Ty e Ri, donde el mapeo T

estd definido cumo sigue:

Ty = max ‘r{a) + P{la) v}.
a

entonces,
. N 3 : 3 w© i3 I3
{1)  ¢xiste una polftica cstacionaria f que maximiza V(+);

{2) V(f) = V% si y solo si VK = r(f) + P(f) V*.

Prucha. Obscrve que

TNO = max {VN(F) | aen” ) > VN(n) Vo

hacigndo N + « se tiene que
N
v* > lim V (r) = V(n).
T New
Nétese que V* es el minimo punto excesivo y fijo de T en Rf,

entonces se define Te ¢ LE + LE y se observa gue

N *
VE > TVE > To v

por V* es un punto excesivo y '1‘f es isbStono. Como LE es

compacta (ver teorema 2 de apéndice B).

N x5 *
Te V¢ >V
£ — N w© .
Cuando N + « V{(f ) = Iim T, V* = V*, esto es, f existey

N+
es Sptima. Si V(£") = V*, se puede hacer TV = r(f) + PUE)V.



Ya que T, 0

Esto se den

[
converge a V(£ ) gue es exactamente V¥ por su-

o, debide o gue T{ ¢s continuo,

= 11~ Tf('i“\()) = T V* = r(f) + P(f) V.

a

uestra ol inciso (2)., 4



4.3 nétodos de solucidn.

Los métodos disponibles pava enconlrar la polftica estacio-

Sk

naria fptima y el valor Sptime so deoscubron  ¢n csta seccidn.

A. Método de Aproximacidn Gocesivag. Copsidere el proceso

Vo(i) =0 para todo irs

y para n > 0

[7¢]

Vn(i) = mgx {r{i,a} + jifijkﬂ Vn_l(j)}, v igS.

En donde Vn(i) representa el méximo beneficio esperado para
un problema de n periodos cuando se inicie en el estado i.
El siguiente teorema demuestra la validéz del mitodo de

aproximacién sucesiva.

Teorema_2. En el caso positivo, si existe un punteo excesi-

vo de T en Ri donde T es un mapeo definido como
Ty = mgx {r(a) + P(a) v}.

Entonces, TNO + V* por abajo cuando N + =. En QOnde, V* es

el minimo punto fijo y excesivo de T en Rf.
Prueba. Ver apéndice sobre latices.

N6tese que este método obtiene s6lo el valor 6ptimo del pro-

blema pero no la politica &ptima.
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B. HMitodo de Programacifn lincal. Sea u(i)eR,, para todo
ie s tal que

S
ufi) » max {r(i,a) + ¢
~ma &

s pij(a) u(jt} ..... (B).

Proposicién 2. Una funcién no negativa u gue se satisface

{B) es tal que
u{i) > v*(i), vices.

donde V* (i} es el valor Optimo del problema con costos po-

sitivos,
Prucka: §i define gque T es un mapeo tal que
Tv = max {r(a) + P(a) v)
a

entonces la expresibn (B) nos dice que u es un punto excesi-
vo del mapeo T. Por los incisos ¢) y d) del teorema 2 en el
apéndice B, V* es el minimo punto fijo y excesivo de T en Rf.

Por lo tanto, se cumple que u(i) > V*{(i) para todo i ¢ S.

Suponga que V* (i} < «, para todo i € S. Entonces, debido a
que V* satisface la expresién (B) (nds bien con igualdad),
podemos usar la proposicifn 2, se puede obtener V* como una

solucién de un problema de programacién lineal.

Se pueden representar los problemas primal y dual en las si-

guientes formas:



Primal Tual
max  Ix(f)} v ({) min g v
feh
s.a. s.a,
T X611 - B(f}] = g [T -~ BTV > v (f)
fza -
x(£) > 0, fon, feA

Dunde x{f} e¢s una selucién bisica factible del problerma pri
mgl, si y solo si, para alguna f, x{f) {1 - P(f})] = q ¥y

x{g) = 0, para toda g ¥ {, Pero cxiste una solucién x{f}

no negativa si y solo si f ¢ AT .
Por ser V* el minimo punto {ijo y excesive de T en Ri, A
es 6ptimo para el preoblema dual. Entonces, existe una so-
lucifn bidsica factible 6ptima correspondiente para el pro-

blema primal. Observe gue el prcblema dual es idéntico al

problema

min g u

u - Pla) u > rla),

u>0

Este problema se puede resolver por el método est8ndar de

programacién lineal (SIMPLEYX, etc).
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€. Discucidn del método de Mcjoramicnto de Polfticas.

S¢a g una pelftica estacionaria con funcibn de beneficio

esperado Var S8i se define la polftica h tal que
s .
V(i) = max {r{i,a) + © P, i i
Ty l;(1) ax Lr{l,a) ‘i Ilj(a) Vg(l)} vies
j=e
entonces, después de n periodos se tiene:
Ey [beneficio total en n periocdos | Xy = i]
- A .
+Ey (\g(mn) | x, = i1 > Vg(l)
pebido a que Eh(Vg(xn) [ Xy = il > 0, no se puede concluir
que
E, (beneficio total de n periodos ] xg = i) 2 Vg(i)-

Esto es, en el caso positivo, es muy probable gue no exista
una polftica estacionaria 6ptima. Entonces, no puede ase-
gurarse gue por el método de mejoramiento de polftica se pue
de encontrar una politica estacionaria 6ptima. Sin embargo,
se puede demostrar que si la funcién de beneficio satisface
la ecuaci6n de optimalidad para una politica dada, entonces

esta politica es Sptima.

Teorema 3. Sea Vg la funci6n de beneficio esperado para la

polftica estacionaria f. 8i
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s
1) = mas (i, a) . . i
\x(l) m;w {rii,ay + R pljla) Vf(g)}' ie 5
3=0
Entonces
Veli) = Vi), ie 8.
Pruecba: La hipftesis del teorema establece que para toda a
8

Veli) 2 ri,a) + ‘:‘]pij(a) Veld),

La ecuacibn implica gue temar £ es nejor gque hacer cualquie
ra otra cosa en el primer pericdo y luego conmutar f. Ade-
rds, si se hace cualguiera otra cosa en el primer periodo,
del siguiente periodo conmutarse a f es mejor gue hacer cual
guiera otra cosa en un periodo mis y luego conmutarse a f£.
Repitiende este argumento, se ve que tomar f es mejor que
hacer cualquiera otra cosa en n periodos y lueqo conmutarse
a f. Esto es,

n-1

Veli) = Eql Irixg.a,) | xg = i) + Eplve(x )],

t=0

Como r{i,a)e R , se obtiene
n-1

E (x ,a.) | X, = il.

V(i) 2 Byl
t=0 .

fv

pues Enfvf(xn)] 0. Por lo tanto V.{i) > Vy{i). Por

otro lado vf(i) < V* (i) = sup V. (i), y se puede concluir
T

gue f es la politica estacionaria 6ptima.
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4.4 Aplicaciones a teorfa de apucstas.

Corsidere un individuo cuyo capital ¢s i unidades monetarias
Yy Farticipa las apuestas de un casino. El casino permite

apostar de la siguiente mancra: =i se dispone de un capital

(a8

i se puede apostar cualguier cantidad j < i y se ganan j uni
dades monetarias con probabilidad p o se pierde j unidades
monetarias con probabilidad 1-p.  Se desea establecer la es-
trategia gue maxinice la probabilidad que el individuo obten
ga una Tortuna N antes de perder el juego. La formulacifn
de ecste problema en términos de la programacibn dinfmica po-
sitiva demuestra gue si p > % (que equivale a tener una
apuesta favorable) la estrategia 6ptima es apostar siempre
una unidad monetaria hasta gue el capital sea ¥ o bien cero.
Dicha estrategia se denomina la estrategia timida. Por otra
parte, si p < % (gue equivale a tener apuestas desfavorables)
entonces la costrategia 6ptima es apostar todo el capital en

cada jugada hasta tener un capital N o bien perder. Esta

estrategia se denomina la estrategia agresiva o total.

Con el propbsito de establecer este problema eh el marco de
la programacifén dindmica positiva considere el conjunto de
estados S = {0,1,2,...,N} y diremos que estamos en el esta-
do i si el capital disponible es i. Defina la estructura

de beneficios asociados con cada decisién como



|

[{
o

r(i,a) “si i 4 N y a arbitraria

§
—

r({N,a)

y probabilidades P, . (a) = Poo(a) = 1. Equivalentemente un

NO
beneficio igual a uno se obtiene si y solo si el capital es
N o mds y el beneficio total esperado es simplemente la pro

babilidad que el capital sea N.

Demostraremos la optimalidad de la politica descrita inicial
mente aplicando el teofema 5 gque equivale a proponer una po-
litica estacionaria tal gque cumpla los postulados de dicho

teorema. Espec{ficamente, observe que si nuestro capital es
i no conviene aportar més de N-i y podemos limitar las apues
tas a 1,2,..., min (i, N-i). Sea V(i) el beneficio esperado
asociado con una polftica estacionaria de apuestas. Si V(i)

satisface

V(i) > p V(i+k) + (1-p) V(i-k)

para toda 0 < 1 <« N y 1 < k < min (i, N-i), sabemos (Teore-

ma 2) que dicha polfitica es éptima.

3

Considere ia estrategia tf{mida, esto es, la estrategia que
apuesta una unidad monetaria en cada jugada. Bajo esta es-
trategia el juego de apuestas se convierte en un problema de
caminata aleatoria con fronteras finitas o simplemente, el

problema clisico del jugador.



8i V(i) denota la probabilidad de llegar a N antes gue a cero
cuando se emplieza con un capital i < N sabemos (Ejemplo 3 ca

pitulo 1) que

i-tg/p) p oty
1-1g/p) ® '
V(i) =

donde q = 1 - p. La conclusibn del resultado propucstc en

esta seccifn se tiene en las proposiciones siguientes.
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Proposicidn 3. Si p > % la estrategia timida maximiza la

prolabilidad de lograr una fortuna de ¥ wnidades.

Pruecha. B8i p =% cvalonces V{§i) = L/N satislace

V(i) = p V(itk) + q V{i-k)

rava toda 0 < i < Ny k = min {i, N-i}, DPor lo tanto 1
politica timida cs Optima (Teorcma 2). De mancra semejon

te, si p > % debemos demostrar que

PRESNET1- R I R 77 Rl IR I SR 77 I
1= (a/pph 1 - ta/p) ™ 1 - (a/p"
o bien

i itk i~k
(a/p) < plarp ™+ gt
Sin embargo, esto también equivale a que

< plig/p® + (/¥

-
A

que es clerto si k = 1. Sea f(k) la expresidn entre parén
tesis de la desigualdad anterior y note que f(k) es cre-~

ciente pues

£' (k)

it

(@/p)* logia/p) + (p/@)*™" 1og(p/a)

Liprar*™ = (a/p)®1 1og(p/a) >0

il

es decir si p > Y4 cstrategia tImida también es 6ptima.
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Proposici6bn 4. 5i p < Y% la estralegia total maximiza la
probabkilidad de lograr una fovtuna N en un ticmpo - 9,
Prucha. Debido al teorema 2 es suficiente demostrar gue

Vo (r) > p v (rks) 4 oq v (ees)

Vn+1(r) - p Vn(r+s) - g Vn(r—s) >0

para todo 0 < 8 < min {r, N-r}. Aplicaremos un proceso de
induccibn para obtener el resultado. Observe que sin = 0

el resultado es inmediato., Supongamos entonces que
Vi) - p Vv k) - gV _,(i-k) >0

para todo i = 0,1,...,N-1 y 0 < k < min {i, N-i}. Para el
caso n + 1 cuya desigualdad se muestra al principio consi-
deraremos cuatro casos: a) r+s < N/2 ; b) r - s > N/2 ; ¢)
r<N/2<r+s;yd r-s5<N/2<r. Enelcasoa se

observa que

o = Vn+l(r) -p Vn(r+s) -q Vn(r~s)

p[Vn(2r) - p Vn_l(?.erS) - q Vn_l(2r-—rs)] >0
dcbido a la hip6tesis de induccibn con i = 2r y k = 2s.

Caso b. Es semejante al a pues
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a =V (xr) - p Vn(rrn) - q Vn(r~u)

k1

= phq Vn(ZH—N) np{p+qvn_l(2Tr25~N)] —q(p+qvn_l(2r—25~w)]

= [Vn(2r"N) - anAL(Qr“NLZS) - g Vnwl(2r~N—2r)] > 0

i
DN
73]

dehido a la hipdtesis de induccidn con i = 2r-N y k
caso c. Observe gque r - s < r < N/2 < r,+ s y que

oo Vn+l(r) - p Vn(r+s) - q Vn(r—s)

p[Vn(Zr) - p - qvn_l(2r+25—N) - g Vn_l(ZI—ZS)].
Sin embargo, 2r > r + s > N/2 y Vn(2r) pucde reemplazarse

piptqv

2
1

n_l(4r-—N) -p - qvn_l(2r+ZS-N) - dq Vn_l(Zr-Zs)]

i

q[pvnnl(dr—N) ~ pvn_1(2r+25—N) - p Vn_l(Zr—Zs)]

q[vn(2r~N/2) - p Vn_l(2r+2s~N) - p Vn_l(Zr—2s)]

donde la filtima igualdad se sigue de que 0 < 2r - N/2 < N/2,
Analizaremos dos alternativas sobre s. Supongamos que

s > N/4., Dado que p < g se ticne gque a ¢s mayor o igual a
q[Vn(Zr—N/Z) ~ an_l(2r+25—N) - an_l(2r—2s)] >0,

debido a la hip6tesis de induccibn con i = 2r - N/2 y

k = 28 ~ N/2.
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por olra parte sl < N/4 se tiene que a cs mayor o igual a

v
(=3

q(vn(2r~n/a) SR Vn_l(ZrLRS—N) - p Vn(Zr—2s)] >

por 1a minma bipdlosiy con 1 = 2r - N/2 y k = N/2 - 28, Kl

Gltimo caso: © - g < NJ/2 < ¢ r o3 os semejante y no se

i~

reproduca,
Coreolario, Con tiempo ilimitado; la estrategia total maxi-
miza la probabilidad de llegar a N cuando p < k.

Pruehba. Sca U(r) la probabilidad de llegar a N antes que
a 0 si cmpezamos con un capital r y usawmos la politica to-

tal, Dado gque U{r) = lim Un(r) se tiene qgue
n

Ulx) > p Ulrts) + q U(r-s) s < min (r,N,r)

debido a la proposicidn anterior. E) tcorema 2 termina la

prueba.
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CARPITUIO v
CONCLUS1ONES,

En este trabajo se han estudiado los problemas dindmicos
gue evelucionan probabilisticamente y confowman las pro-
picdades de cadenas markovianas bajo una estructura de
costos, Bl correspondiente andlisis de existencia y can:o
terizaciGn de polfticas Gptimas se ha sido realizado en ba
ses del mapeo de contraceidn y la teoria de latfz. Los mé
todos disponibles de soluciones tales como héltodos de apro
ximacién sucnsiva, mejoramiento de politicas y programcitn
lineal fueron considerados, Y las condiciqnes bajo las
cuales dichos nctodos son aplicables fueron indicados para
cada caso de problemas dirdmicos mencionados., En rosumen
los tres métodos son aplicables en el caso con descuento,
el método de programaci6n lincal no es aplicable en el ca
50 con costos negativos; y el mdtodo de mejoramiento de
politicas no es aplicable cn el caso con costos positivos,

Los ejemplos ilustrativos han sido anexado permitiendo la

unificacidn de los andlisis correspondientes.



APENDICE.~ Matrices zapociales v conceptos bisices de
Latices,

En el anilisis de modelos probabilisticos y econbmicos
se utiliza con frecuencia cierto tipo de matrices - matrices
no~negativas, matrices cuya inversa es no-negativa y funcio-
nes de matrices expresadas como series. Debido a la necesi-
dad de manipular de manera conveniente estas matrices se re-
quiere estudiar sus propiedades y caracterizaciones equiva-
lentes. Por ello, sen la ?rimera parte del apéndice, el ang-
lisis se concentré en lag“bropiedades de interés de matri=-
ces. Como usual, se expresan las matrices en su forma Jor-

dan y se analizan sus propiedades en términos de los valores

caracteristicos.

En el andlisis de modelos probabilfsticos y econfmicos,
la aplicacién devla teoria de latfz tambi&n ocupa un lugar
muy importante. Debido a que la necesidad de caracterizar
en una manera concisa lgs soluciones ge problemas de progras~
macién dindmica en casos especiales, se introducen los con-
ceptos generales de latices en la segunda parte del apéndice.

Asimismo, las propiedades bésicas y los resultados principa-

les son desarrollados.
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A. Matrices especiales.

Sea A una matriz compleja de orden nxn. El conjunto de
valores caracteristicos asociados con A se denota por as(A) y
se dice que el radio espectral de A es |o{A)|, esto es el
mdximo valor absoluto de los elementos de ¢ (A). Asimismo di
remoé que J es una matriz Jordan de orden sxs con valor ca-

racteristico A si

o'bien J = AI + E donde I es la matriz identidad de orden
8xs; ¥ E es una matriz con elementos igual a uno arriba de

la diagonal principal Y, cero en otras posiciones,
h Y

la propiedad m&s importante gue nos interesa, de la ma-
triz Jordan se presenta mediante el lema 1 cn adelante, Lue
go, se presentan las propiedades importantes dé matrices ge-
nerales, las cuales incluyen’matrices cuadradas complejas,

cuadradas no-negativas y positivas en una manera progresiva,
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Lema 1. Sea J matriz de Jordan asociada al valor caracte-

ristico \. Entonces |\| <1 si y solo si 0 = limJ",
n

Prueba. La matriz J de orden sxs puede expresarse como

J = AI + E donde la matriz E satisface E° = 0. Asimismo,

(]x:) An-k Ek

(<]
-}
[}
Il 33

k=0

sin embargo, si n > s la fOrmula anterior se reduce a

B s~1 .
k=0

8i fijamos el indice k (0 < k < s-1) y comparamos los coefi-

1

. . + .
cientes de Ek en las matrices sucesivas J" y gt se tiene

que el cociente de estos coeficientes es igual a:

n+l

(l’H‘l) ;\n+l-k

A -

9% 7 ) K = nei-k ,
k

que implica [q | < 1 8i y solo si |A\| < 1 y n es suficiente
0

h Y
grande. De esta relacibn podemos concluir que cada uno de

.

- k . ;
los coeficientes de E converge a cero cuando n tiende infi-

nito si y solo si |A| < 1. Equivalentemente Q = lim J" si
n
y solo si |A] < 1.
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Teoroma 1. Suponga que B es una matriz cuadrada compleia,

Entonces, los postulados siquientes son equivalentes:

a. loB)]| <1

N

i
o

b. lim B
N

N
c. [I87]]

N

1 para algn N > 1

d. BN es absclutamente convergente

it~ 8

N=0

Prueba. El teorema de Jordan implica que podemos escribir

B = QJQ-1 donde Q es una matriz no-singular y J es la forma

donde cada J; es una matriz de Jordan, esto es, podemos ex-

presar Ji como Ji = %iI + E donde li es un elemento de ¢(B)
3 .

y cada una de las matrices descritas es de orden n.xn. (i=1,

.ss,0n). Puesto que BN=QJNQ“1 para toda N se observa que
- N N -1
| HEYI] = 1lea®e™]
' Nt -1
Lleli « tiavil - [ie "1
-1 N
el « ™ [l - o 1]

{A



Da azul se eoncluye que

lim B" = lim a7

N N

. N -1 _N N
pues también J = Q "B Q. Por otra parte, 0 = lim J s8f y
N

solo si 0 = 1§m J? para toda i=1,...,n. 8in embargo, debido
al lema 1 esto es cierto sf y solo si |A;] < 1 para todo

i=1,...,n 6 equivalentemente |0(B}] < L. Por lo tanto

0 = lim BY sf y sole si |a(B)] < 1.

La prueba de b implica é es inmediata. Ahora bien, por de-

o0
finicién I g* e..absolutamente convergente si y solo si
k=0 . ’

0

IR

Sin embargo, podemos escribir

™ o n-1 . N
IR LR T R Lt |
=0 3=0 i=0
© n-l . .
< I 1 nsY et .
j=0 1i=0 : :
n-1 i © N3
o I IBM T 1N -
=0 j=

si IIBNlI < 1 para algfin N >1. Esto prueba que ¢ implica d.
Finalmente, se observa que d iq;iica b pues la convergencia
absoluta implica que IIBNII converge a cero cuando N tiende

a infinito. Equivalente a 0 = lim BN y la prueba termina.
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Teorema 2, Sea B una matriz cnadrada y no-negativa. En-

e e i ot

tonces, cualquier postulado del teorema 1 es equivalente a

cada uno de los siguientes:

e. (I-B)wl existe y es no-negativa

f£. Existe un vector x > 0 tal que (I-B)x > O

Prueba. Usando la identidad

N N
1-8"1 - (1-m) (] 8Y) = () BYy(1-m
i=0 i=0

y la condicién b se implica que la inversa de I-B existe y
es dada por la serie _? Bi. Dicha inversa es no-negativa,
pues la suma de matrié;g no-negativas. Esto demuestra que
b implica e. Por otra parte e implica £, pues la soluciﬁn

de la ecuacibn (I-B)x = U = (i,...,1]1% es

x=11-B 1y

y X > 0 debido a la no-negatividad de [I-B]-l. El caso £

implica b es como sigue: La condicién [I-B] x > 0 donde
¥ \
% > 0 puede escribirse como x > Bx e implica que x > 0.

Asimismo, existe un escalar 0 < A < 1 tal que A x > Bx,.

N

sin embargo esto implica que kNx >Bx > 0y 0= lim BNx.

De donde 0 = lim gV pues x > 0 y la prueba termina.
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Corolario 1. Suponga que B es una matriz sub-estoc&stica,
esto es, B es no-negativa y {|B|} < 1. Entonces cualguiera
de los postulados del teorema 2 es equivalente a cada uno

de los siguientes:

g. ||BS|I < 1. Donde 5 es el orden de B,

h. I - B es no-singular.

Prueba. Observe que g implica el postulado ¢ del Teorema 1.
La demostracifn del resultado reciproco es com¢ sigue: Su-

ponga que B es la matriz de transicién de un proceso de Mar
N

kov con S estados. Para cada hilera i defina la probabili-~
dad de transicién del estado i a un estado absorbente exter-

no y denotela por 1 - 2 bij Sea i el conjunto de estados
n j=1

tales que } bij < 1. 8i c es cierto, se implica que el
=1

proceso tiene como Ginica clase comunicante cerrada el estado
absorbente (pues de otra manera B tendrfa una submatriz tal
que ||BN|| = 1 para toda N). Considerando que 55 es la ma-

triz de transicifn de S pasos se tiene que Z b . <1 donde
J=1
bgﬁ es el elemento (i,j) de 85, Esto implica que ||B [1 <1

Yy se prueba g. Flnalmente observe que e 1mpllca h. Probare

mos que h impllca d. Usando la identidad X st = (1-p) 7}
N+l i=0
(1-B ) se tiene que:
Yo -1 N+l -1
IIXOBHilHI-B) T celzf i+ 118l™0 <2 [ z-8) 7
N
y se tiene que Z B es acotada superiormente y converge
i=0

(absolutamente) cuando N tiende a infinito.



Teorema 3. (mapee Espectral). Sea B una matriz cuadrada com
pleja con conjunto de vectores caracteristicos denotado por

¢ (B). Suponga gue
£(B) = § a, B

es absolutamente convergente. Entonces la funcién f£()\)

donde Aeo(B) = {f(A); leg(B)}.

Prueba. El teorema de Jordan implica que podemos expresar

B = 0" ' donde J es de la forma

In

. l

y cada submatwiz J(i=l,...,n) es una matriz de Jordan aso-

. .
ciada con un escalar Aiao(B). Note que los valores caracte-
risticos Ai y Aj asociados con las matrices de Jordan Ji y

Jj' no son necesariamente distintos., Asimismo,

o(B) = o(J) = {Al,...,kn}

pues B y J son matrices similares. Usando el hecho que

BN = QJNQ-1 para toda N podemos implicar que f.(B)"‘{’.Jf’(J)Q—l y
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£@) = § ay

Sin embargo, el conjunto de elementos en la diagonal princi-

pal de £(J) son dados por el conjunto

que coincide con los elementos del conjunto f(o(B)). Si Ai
es valor caracterfstico de J sabemos que |)\;| < ||3]] y po-

~ .

demos implicar

L 13y Ml < Iyl Hav )
= 2o dayl el
<ML T Jagl 11BN - qlall
‘ N=0 :

Entonces, £(B) absolutgmente convergente implica la misma
- propiedad para ﬁjki) (i=l,...,n), i.;., £ ()} absolutamente
convergente par;’todo Aec{B). Usando el hecho que f(B) y
£(J) son maﬁrices similares se tiene que o(f(B)) = o(f(J}).
Sin embargo, o(f(J)) = f(o(B)) pues J es una matriz trian-

gular. Por lo tanto, o{f(B)) = f(0(B)) y la prueba termina.
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Tecrara Y, (Frohenius-Torron).  Seca A matriz cuadrada es-

trictamente positiva, Entonces:

> 0 tales que Ax,=A X

. xiste Ay > 0y vec
a Existen escalar 0 Yy vector X 0~2®0

0

b. Si Ax = on se tiene que x es mltiplo de x

c. Si Axo = uxo 0

d. Si A es otro valor caracterfstico de A entonces |A]-< Ao

0
se tiene que u = )\

. . t, _ t
e. Existe vector Yo * 0 tal que yOA = Aoyo.
Prueba., Considere el conjunto
8 = {A >0 | Existe x > 0 tal que Ax > \x}

y observe que siendo A estrictamente positiva entonces Ax >0
para toda 0 ¥ x > 0. Asimismo, para cada 0 # x > 0 existe
A > 0 tal que AX > Ax. Si en la definicién de S suponemos
que ex = 1 donde e = [1,...,1] se tiene gque S es cerrado y
acotado en R. Equivalentemente, S es compacto y su méximo,

denotado A., es positivo. La existencia del vector Xy 2 0

ol
tal que exy = ly Axo > koxo es sencilla de establecer usan

do un argumento de continuidad., 8i A§0 = ono es inmediato
que x; y se demuestra. a. Si 0 + Ax, = Mg%, > 0 entonces

A[Axo - XOXO).> 0 que equivale a Aw > Aow donde w = Axo.

Sin embargo esto contradice la definicién de Ao.

Sea Ax = A,x donde x = u + iv. Si x no es miltiplo de Xg

entonces u 6 v no es mlltiplo de X;. - Suponga que u no es

mGltiplo de Xg > 0. Observe gue existe escalar ¢ tal que

0% g+t w2 0 con alguna componente igual a cero, pero
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)\n(x0 + cu) = A(xo + cu) > 0 que es falso y se demuestra b,

Sea Axo = Ux Usando el vector yg > 0 de e se tiene:

0
S -
Mo¥oXo T YoP¥p T WoXg
donde ygxo > 0. Por lo tanto A, = p y se demuestra c.

Sea Ay = \y donde y # 0. Denote por |y| el vector cuyas com-
ponentes son los valores absolutos de y. Puesto que A es
estrictamente positiva se observa Aly| > |Ay| = |A| ly|. De

bido a la definici6n de A, se tiene que [A| < Age Suponga

0
Al = Ag ¥ A * Ag- Sea & > 0 tal que A; = A - §I es matriz
estrictamente positiva y observe que si o(A) denota el con~
junto de valores caracterfisticos de A se cumple que la rela-

cibn o(A) - § = 6(A~8). Repitiendo los-argumentos anterio-

res con A, en lugar de A se tiene 3-8} < Ag =8y

Ix = [A-6+8] < [A=8] + & ¢ Ao
- /
De donde [A| = Ao implica que IA=8] + § = Ao+ Sin embargo,
desarrollando la igualdad [A-§| = AO\- § se concluye que A
es real y positiéo. Entonces A = [A]| = xo que e€s una con-

tradiccién. Por lo tanto |A} < Ao ¥ se demuestra d. La par

~

te g es inmediata si usamos A en lugar de A en la parte a

~ Y recordamos que o(A) = O(A)t.



Pacvrama 5, Sea A matriz cuadrada no-necativa. Entonces

a. Existen escalar iy > 0 y vector x, > 0 tales que Ax, = koxo

b, 65i Axo =1 X, donde Xy > 0 entonces u = Ao

c. Si x4 AO es valor caracterfstico de A entonces {A] 5x0

d, Existe vector Yg > 0 tal que ygh = Aoyg.

Prueba. Sea E matriz cuadrada cuyos elementos son todos

iguaies a uno y defina la matriz estrictamente positiva An
como Ay = A + (l/q)E. Observe que la sucesibn de matrices
(AN} es tal que A= lim wy- FPara N > 1 fija, se tiene del

teorema 4. (Frobenius-Perron), que existen escalar AN >0

y vector x, > 0 tales que Agx, = A X ¥ Ay = [o(AN)l. Es
inmediato que existen AO > 0 tal que lo = lim XN pues

Al > Az > A3 >.vvss, dado que Ap > Ay > Ag >aa.. En particu
lar se tiene que lo > {o(A}}. Sin perdida de generalidad

podemos suponer que cada vector X, estd normalizado, esto

N

es, exy = 1 v la sucesi6n de vectores {xN} tiene una subsu-

cesifn convergente a un vector X > Q tal que e Xy = 1. E1
limite de ANXN = ANxN Ax

0 = Mg¥p donde Ay > 0y 0 ¢ x5 > 0.

Estc demuestra que A2, eog(A). El resto de la prueba es sen-

0
cilla y no se reproduce.



Corolario 1. Sea A matriz cuadrada no-negativa tal que A"

es estrictamente positiva para algun m. Entonces

a. Existe escalar AO > 0 y vector Xq

b. 8i Ax = kox se tiene que x es multiplo de x

c. Si Ax0 = ux, se tiene que p = AO

> =
tales que AxD ono

0

d. si A ¢ A, es valor caracteristico de A entonces [A] < A

t,
0

0
e. Existe vector Yo ? 0 tal que ySA = Aoy

Prueba. Sea A" > 0. Aplicando el teorema 4 se implica que

existen a, > 0 y Xy > 0 tales que Amxo = ag¥%ge Por otra par

0
- _ m _ Am
te se observa que uo(Axo) = A(uoxo) = A(A xo) = A (Axo) Yy se

implica que Axo >0 es mﬁltiplo de Xy > 0. De donde Ax0=x0x0
m . m m . .
para algln AO > 0. La igualdad A¥g = A Xg = ono implica

ay = Ao. Si A es otro valor caracterfstico de A con vector
caracteristico x se tiene que Ax = Ax ¥y A" = A™x. De aqui
se implica que |A™] < ags= A? que equivale a |[A] < Age 8i
Ax = on se tiene que A™x =A?x y se implica que x es multi-
plo de Xg- Si Axo = Pxg Y Axo = lon‘podemos premultipli-
car por g ¥ 0 ambos sistemas e implicar que u = Ao. La ul-

tima parte es inmediata si recordamos que g(Ad) = o(At).

Nota. La matriz A en el corolario es regular,
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ek

Proposicién 1. Sea A matriz no neqativa de orden nxn y X,
su correspondiente valor caracteristico de Frobenius-Perron.

Entonces

min {éi { i=1,...,n} < \g & max (Gi | i=1,...,n}

donde éi es la suma de los elementos de la hilera (columna)

i de A,

Prueba. Sea xg =

caracteristico asociado a Ao Yy suponga por conveniencia que

[xl,xz,...,xn] al correspondiente vector

la suma de los elementos de X, es igual a uno. Observe que

Axg = Agxg

tes igual a uno entonces enxo = Aoe X, equivale a

y que si e es un vector ' hilera con n ccmponen-

Ax, + A%

1*1 g¥g tee.t Anx = Xo(xl + Ry oot xn) = )

n 0

-~

;Sahde b, es la suma de los elementos en la i~&sima columna
he A. Eguivalentemente AO es un promedio pesado de la suma
de las columnas, Puesto que el promedio pesado estd locali
zado en los valores extremos de las sumas de las columnas

A
se tiene que

min {6i'l i=1,..%,n} < Ao < max {8 | i=1,...,n}

2

Un argumento semejante aplicado a At termina la prueba.
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Lema 2 Sca A matriz cuadrada no-nogativa e irreducible de

orden n. Entonces {I +A]“"l es estrictamente positiva,

el ouso para to-

Prueba. El resultado es inmcdiato si [I+A]
da 0 # w > 0. El postulado es cierto si dudo 0 $# w > 0 con

algGn elemento igual a cero, el vector z = [I+Alw tiene menos
ceros que w. Suponga que esto (ltimo cs falso. Note que ele

mentos positivos de w originan elementos positivos en z, pues

Z =W + Aw. Suponga que

donde u > 0 y v > 0 son vectores de la misma dimensifn. Pro
cediendo a particionar la matriz A de manera de expresar con

venientemente la relacidén z = w + Ax se tiene

]
+

que implica Ayu = 0. De donde A, = 0 pues u > 0. Sin em-

bargo demuestra que A es reducible, pues

Al 0

B3 By

donde Al y A, son matrices cuadradas, que es una contradiccién.
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Repite este argumento n-1 veces, se observa que para cual-

quier vector 0 # w > 0, se cumple
1+ o
esto es, (Ii-lx)“'l s 0.

El lema 2 es interesante porque nos indica una manera rela-
hel
tivamente simple de verificar si una matriz es irreducible

‘o no.



Bl. Conceptos generales de Latices.

Considere un conjunto no-vacio A con una relacién binaria T
definida en AxA que por simplicidad notacional la expresare

mos por medio del simbolo "<" y diremos que (a,b)eT si a<b,

Un sistema (A,<) se dice espacio parcialmente ordenado si la

relacidn “<" cumple con los postulados

i. a<a para todn aeA {reflexividad)
ii. a<b yb<cimplican a < ¢  (transitividad)
iii. a <b yh < aimplican a = b  (antisimetria)

Asimismo si B es un subconjunto de A y a es un elemento de
A tal que b < a para toda beB se dice que a e5 una cota su
perior de B. Andlogamente, si a < b para toda beB.se dice
que es una cota inferior de B. Si ¢ es una cota superior

de B y cada ccta superior a de B satisface ¢ < a entonces se
dice que ¢ es la minima.;ota superior de B o bien el supre-
mo de B y se denota como ¢ = sup B. Andlogamente, si d es
una cota inferior de B y cada cota infferior a de B satisface

a < d, se dice que d es la maxima cota inferior de B o bien

el infimo de B y se denota como d = inf B.

Una latiz, denotada (A,<), es un conjunto parcialmente orde
nado t3l que cada subconjunto de A que consista de dos ele-
mentos tiene un infimo y supremo. Eépecificamente, sia, b

estdn en A entonces, existe elemento c en A tal que
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¢ = sup {a,b} y se denota como ¢ = aVb. Anflogamente, exis

te elemento ¢ en A tal que d = afb.

Una latfz (A,<) se dice completa si cada subconjunto B de A
tiene supremo e infimo. Una latiz de este tipo tiene siempre
dos elementos Q0 y 'l definidos por las férmulas 0 = inf A y
1 = sup A. Dados dos elementos cualesquiera a,b en A tales

que a < b se define el conjunto intervalo como
[a,bl = {xeA | a < x < b}

y se observa que ([a,b], <) es una latiz completa si A es

completa.

Una funcibn f:A+A donde A es una latiz se dice isGtona si da-
dos X, y en A tales que x < y se tiene que f(x) < £(y). Se
dice que la fuicibn f tiene un punto fijo x en A si se tiene
&de f(x) = x. El punto se dice excesive si x > f(x) y defi-

ciente si x < £(x).

Un resultado muy interesante de la teeria de latfiz para nues-
tro estudio es el fesultado de Tarski. El teorema de Tarski
{Pacific J. Math, 1958) indica que un conjunto de puntos fi-
jos de una lﬁtiz completa asociada a una funcibn isOtona es

una latfz completa. Y se presenta este teorema a continuacidn.
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Teorema 1. (Tarski). Sea (A, <) una latiz completa y £:A+A
una funcifn isStona. Sea P el conjunto de puntos fijos de £
en A. Entonces P es no-vacio y el sistema (P, <) es una la-

tiz completa. Asimismo se tiene que

VP = VixeA | x

A

fix)} e
Ap

AMxen | x > f(x)} e P

Prueba. Sea Q = {xeA | x ¢ £(x)} y defina u = VQ. Es inme
diato gue x < u para toda xeA tal que x < f(x). Asimismo
£(x) < f£(u) por ser f isdtona. Por lo tanto x < f£(u) para
toda x en . Esto implica u < f(u) debido a la definicibn
de u. Por otra parte ueQ y flu) < £(f(u)). Esto implica
que f(u) < u y se demuestra que u = f(u). Asimismo u = VP =
VQ pues vePcQ. De manera an&loga sea S = {xeA | x > £(x)}
y defina v = AS. Observe que x > v para toda xcA tal que
x> f(x). .ASLhismo, debido a la propiedad isGtona de £ se
tiene que £(x) > f(v). Be aqui que x > f(v) para toda x en
S. La definicibn de v implica que v > £(v). Sin embargo
£(v) > £ ( £(v)) demuestra que £(v) pPertenece a § y por lo

tanto f(v) > v, De donde v = £(v) y se concluye que v = AP =

AS pues vePCS.

Sea Y un subconjunto arbitrario de P. Entonces el 3istema
((vy,1}, <) es una latfz completa. Si xeY se tiene que
X <vyyx = f(x) ¢ fsw). Por definicidn de vy se implica

uy < f(vy). Asimismo, vy <z implica vy < £{z). De donde



la restriccidén del dominio de f al intervalo ["Y,1] equiva-
le a una funcién is6tona £* de (v, 1] a [vy,1]. Aplicando

el resultado de la primera parte de la prueba al conjunto
S' = {xe{vy, 11 | f(x) < x}

se demuestra que el infimo de S' es igual al infimo de to-
dos los puntos fijos de f' y que tal elemento es un punto
fijo de f' que denctaremos por r. Obviamente, r es el punto
fijo minimo de f que es una cota superior de tocdos los ele~
mentos de Y. EBEgquivalentewente r es el supremo de Y en el

sistema [P, <].

Un argqumento semejante demuestra la existencia del infimo de
Y en el sistema [P, <]. Espec;ficamente, se observa que el
intervalo [0, AY] es una lat;z completa y que la restriccibn
de f a dicho intervalo equivale a una funcibn isStona £" de
[0, AY) a [0, AY]. Aplicando el resultado del principio de

la prueba al conjunto
Q' = (xel0, AY] | x & £(x)}

se demuestra que el supremo de Q es igual al supremo de to-
dos los puntos fijos de f" y que tal elemento es un punto

fijo de f" que denotaremos ror g, Dicho elemento es obvia-
mente el infimo de Y en el sistema [P, <]. De agui se con-

cluye que [P,\il es una 1at£z.comple£a.



A2

: , ‘ n
B2, Latices y funciones isdtonas en R,

Sean u y v vectores en R".  se dice que u < v si se cumple

que u, < v, para todo i = 1,...,n. Asimismo u < v si u<vy
' n : : ' 1

u#v, 51 LCR se dice que T:L>L es isbtono si u < v impli

ca Tu < Tv v estrictamente isftono si u < v implica Tu < Tv,

Un punto u en L se dice excesivo, deficiente o fijo respecto

al mapeo T si u > Ty, < Tu y u = Tu, respectivamente. El con-
junto de puntos excesivos, deficientes y fijos de f en L se

denotan por Lpr Ly ¥ Lps respectivamente.

Ejemplo 1. Sea OelL y TO < 0. Entonces el punto 0 es un pun~

to excesivo.

Ejemplo 2. Sea T:L+L definido como Tu = r + Pu donde rer” y
P es matriz no-negativa de orden nxn. Entonces T es un mapeo

-*isétono, pues si u < v se tiene que Tu < Tv.

Ejemplo 3. ILa funcidén real definida en [0,1] mostrada en la
figura tiene tanto puntos fijos como excesivos y deficientes.

£(x)4 N

LD = [0,X1]U[X1,X3]
Ly = (%1, %21Ulx3,1]
Lp = (X1, X2, X3}

/i

p

<
o
-
“®
~
®
w
o



Un conjunto L de R sc dice una inf-semilatfz si cada par de

puntos u u, en L ticnen una maxima cota inferior gue denc-

1’
taremns por ula u, vy se denomina el infimo de Ups Uy Ani-
logamente, L cs una gup-semilatiz si cada par de puntos Uy
u, en L tienen una mixima cota inferior que denotaremos por
u, Vu2 y se denomina el supremo de uge Uy, Un subconjunto J
de L se dice un sup-subsemilatiz si J es una sub-semilatfz y
el supremo de cada par de elementos en J coincide con el su=-
premo de ese mismo par considerados como elementos de L. La

definicién de inf-subsemilatiz es semejante. Observe que L

es una latfz si es tanto inf-semilatfz como sup~-semilatiz,

Como ejemplo, sea 1CR" es una latiz. Suponga que LF es
un conjunte de todas las sucesibnes afines en L. Entonces,
LF es una latf{z no-vacia pero no es una inf ni sup - subsemi
latfz de L. Suponga que Lp es un conjunto de todas las suce

siones convexas en L, e.tonces L, es una sup~subsemilatiz de

E

L. Suponga que LD es un coniunto de todas las sucesiones

cbnecavas de L, entonces, LD es una inf-subsemilatiz de L.
hY

Grdficamente:

u
‘—-.... u
A__X v ——— v
6V e L, u,v e Ly u,v e Ly

uvv =max{u,v} u Av=min{u,v}



Tooya=t 1, foa T T 1L otal gue

J R

T v =mag {v{f) + p(f)v}
EehA

en donde A es finito, v eL, Entonces T es un mapeo conti-
nuo.
Prueba: Sean u, vel. Supongan que ag es la decisién que
maximiza Tu y a, es la que maximiza Tv., Entonces,
s
Tufi) - i) = max {e(i,8) + L p (E)a(jl} -
feh =0

.

< s
max {r(i,f) + I p.. (E)v()}
feh j=0 *J

S S
r(i,ao) + jiopij (ao)u(j) - (r(i,al) + jzopij (al)v(j)}

S S
r(i.ao) + j.—ziopij (ao)u(j) - r(i.ao) jiopij (ao)v(j)

{a

1l

s

S
L pyslag) tuld) - viil
520 ij™"o

in

’ *
Pij (ao) C

c. Viss, feA

"n

donde C = 2 max {sup u(i), sup v(i)} > 0. Por otro lado
1 i

se obtiene que
s : s _
i) - Tul) < I pij(al) (v{3) - u{i}d < X pij(al) C=¢, Vifs,
3=0 j=0 sl
esto implica que ||Tu - Tvi| < €, dado gue J{u-vl] < §.



Teorema 2, Se#a L una latiz compacta y T:L+L un mapeo isbtono

y continuo. Entonces

a. El conjunto de puntos oxcesivos de T es una inf-semilatiz
no-vacia y compacta,

b. El conjunto de nuntos deficientes de T es una sup-semila
t{z no-vacia y cunpacta.

¢c. Los conjuntos de puntos excesivos, deficientes y fijos

de = son una latiz no-vacia y compacta,

Prueba. a. Es lmmediato que sup L s un elemento de la latiz
por ser compacta y que dicho elcmento pertenece al conjunto

de puntos excesivos de T, denotado L Sean ul 3% u2 elemen-

B
tos de LE' Entonces ul > Tul y u2 kd Tuz. Por otra parte,

uy 2 ull\u2 you, > ulA u, implican que

u; Au, > Tuy ATu, > Tiu,Au,)
pues u, > Tui > Tul A Tu2 para i=1,2. Entonces L, e5 una
inf-semilatiz. La compacidad de Ly es inmediata.

A Y

b. Es inmediato que inf L es un elemento de la latiz y que

pertenece al conjunto de punios deficientes de T, denotado

Ly- El resto de la prueba es semejante a la descrita en a.
Cc. Sean u; y u, elementos de L,. Entonces
a = inf {wrlj [ w > up oW u2}

inf Ly (7[ul. supl] (\[uz, supl)
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gue equivale a la determinacién del infimo de un conjunto

no-vacio y compacto, Por lo tanto existe w elL, tal gue

L

w = u1qu. Esto derucstra que L, e5 una sup-semilatiz y
<

E
debido a la parte a se tiene gue es una latiz no-vacia y

compacta. La demostracibn para Ly es semejante.

Finalmente, sean Uy, uy elementos del comjunto de puntos

fijos de T, denotado Ly. Observe que Ly C L, Yy que

ATu, > T{u,Au,)

2 1772

pues ulh Yy u2 son puntos excesivos. Entonces

2 n
ull\u2 > T(ulhuz) > 1 (ulAuz) e T (ulhuz)

para toda n>1. 5in embargo, la sucesifn (Tn(ulAuz)} es
acotada inferiormente por inf L y existe wel tal que

w = lin 1% (u Au,) = lim T (Tn-l(ulAuz)) = Tw
n . n

debido a la continuidad de T. Asimismo w = u,fu, pues para

tode punto fijo w tal que v, Au2 > w se cumple gue

w = lim TV (u,ha,) > w = T (W)
n 1 Z -—— —

y se concluye que w es la méxima cota inferior. Un argumen-
¢ -
to semejante demuestra la existencia de una minima cota in-

ferior y Lp es una latiz no-vacia y compacta.
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Teorema 3. Sea L una latiz compacta y T:L - L un mapeo

isbtono y continuc, Sean Lpe Ly vy Lg los conjuntos de pun

tos excesivos, deficientes y fijos de T. Entonces
inf Lp = inf Lp
sSup LD = sup LF
v ambos elementos pertenecen a Lg. Asmimismo se tiene
lim T (infL) = inf L. (1)

F

lim " (supL)

i

sup LF (+)
donde (4) indica gue la sucesibn {Tn(infL)) es creciente y
converge a inf L. La interpretacién de (V) es semejante.

Prueba. Es inmediato que y = inf LE pertenece a L En-

B
tonces p > Tu > T(Ty) debido a la propiedad isbtona de T y
Tu pertenece a Lp. De donde Tu > u y se demuestra que u=Ty
o bien v ¢ Lp. La demostracibn sup L= sup Ly es semejan-
te. Por otra parte, si y = inf L se tiene que y < Ty vy
se cumple que P u o> Tn_lu para toda n=2,3,.... Entonces
la sucesién no-decresiente {T}} converge a un vcl tal que

veLF pues

v = lim ™1 = 1im T (7™
n n U

debido a la continuidad de T. WNote que si wel, entonces
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p<wy Tnp < ™w = w. Tomando limites se implica que v<w

y se demuestra gue v = inf Lp. El otro vaso es semejante.
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