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INTRODUCCION.

Una de las ramas de la investigacibn de operaciones mas es-
tudiada y popularizada cs la programacibén lineal debido a

su flexibilidad para modelar diversas situaciones problemi-
ticas y el éxito que han tenido sus métodos generales de so
lucibn, particularmente, el método simplex propuesto por

Dantzing. Aunque los métodos generales de solucibn de la -
programacibn lineal siguen sicndo investigados y nuevos en-
foques han sido propuestos, la linea de mayor desarrollo se
tiene en la especializacibn de los métodos bsicos a proble
mas lineales con una estructura especial como es el caso de

los problemas de rédes.

Uno de los aspectos relevantes de los problemas lineales -
que pueden representarse por medio de redes de flujo es su
fécilvrepresentacién esquemitica por medio de una grifica.
Asimismo, resulta interesante mencionar que los problemas -
bisicos de redes como ruta mas corta, flujo miximo, transpor
te, entre otros, han sido estudiados y resueltos usando méto
dos distintos a los propuestos por la programacibn lineal.
Sin embargo, recientemente, se ha demostrado que la especia-
lizacibn de los métodos primales y primales-duales de la pro
gramacién lineal equivalen a tales métodos, lograndose con

esto una unificacién de los métodos de solucibn.

La idea fundamental de los métodos primales de la programa-



cibn lineal es ¢1 concepto de base de un sistema de ceuacio
nes. En dichos wétodos, la bhase corresponde a soltuciones -
factibles del problema originul y lo que se desca os deters
minar aquella basc que estd asociada a una solucibn bptima,
En el caso de redes de flujo, la matriz base cquivale a una
grifica denominada frbol con rafz que es sencilla de manipu-
lar con lo que las operaciones bisicas de la programacibn -
lineal pueden realizarse de mancra eficiente. la especiali
zacibn de los métodos primales de la programacién lineal -

son conocidos en la literatura.

En este trabajo se estudian los métodos bésicos de solucibn
de 1la programacién lineal denominados métodos primales-dua-
les, cuya caracteristica es partir de una solucién factible
bdsica del problema dual e ir iterando, por medio de la so-
lucién de problemas lineales restringidos (y sencillos) has
ta obtener una solucién dual factible que es 6ptima. E1 -
propésito del trabajo es estudiar 1la especializacién de es-
tos métodos al caso de problemas hﬁsicos de redes de flujo.
La contribucién de este trabajo es la sintesis e unificacién
de diversos métodos de soluciébn de problemas de redes, expli
cados como casos particulares de 1la especializaciﬁn del métg
do primal-dual, particularmente, en el caso del problema de

redes de flujo a costo minimo."

Por ejemplo, los algoritmos clfésicos de Hitchcock, determina-

cibén de circuitos negativos y ruta mas corta-flujo méximo,
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se demuestran que son casos particulares del método primal-

dual,
Este trabajo se desarrolla como siguc:

En el primer capitulo se describen los concebtos mis impor-
tantes y resultados bisicos de programacién lineal, en par-
ticular se describen los resultados de teorfa de duaiidad y
la manera cn que se utiliza para generar el correspondiente

método Primal-Dual,

En el scgundo capitulo se ven los conceptos mis importantes
para desarrollar los métodos primales para los problemas de
transporte, asignacibén, flujo a costo minimo, ruta mis cor-

ta y flujo miximo.

En el tercer capitulo, se rcaliza la especializacibn del mé
todo Primal-Dual para los problecmas de transporte, de asig-

nacién, ruta més corta y de flujo mhximo.

‘En el cuarto capfitulo se efectia la especializacibn del mé-
todo Primal-Dual para el problema de flujo a costo minimo,

dando dos opciones para su solucibn. También se ve el méto
do Primal-Dual para el problema de Hitchcock el cual se po-

dria particularizar al problema de asignaci&n.

Finalmente se tienen las conclusiones y se incluyen dos apén
dices, en uno se describe.el método simplex con un ejemplo y

en el otro los conceptos bisicos de redes.



CAPITULO I

PROGRAMACION LINEAL: TEORIA DE DUALIDAD

Uno de los aspectos mis importantes de la programacibn li-

neal es su aplicuacibn a diversas situaciones problemiticas,
En algunos casos, la naturcaleza misma del problema estable
ce en forma sencilla el correspondiente modelo lineali Sin
embargo, existen otras en donde es necesario reestructurar-
el planteamiento o modelo original, con el propbsito de ob-
tener una estructura lineal. La ventaja de este (ltimo en-
foque es que podemos usar la exhaustivamente investigada -
teoria de programacibn lineal en el an&lisis del modelo mo-

dificado.

En este capitulo se describen los conceptos y resultados bé
sicos de programacién lineal y se discute en detalle su re-
1aci6n con el correspondiente problema dual asociado, En -
particular, se describen los resultados bisicos de teoria-

de dualidad que son usados por los diversos métodos de so--

luciones de la programacibén lineal,

El énfasis principal radica en el método Primal-Dual debido

a su aplicacién posterior en problemas de redes.

El capitulo se desarrolla como sigue: en las socciones uno

y dos se presentan las definiciones y notacibén que se maneja



a lo largo del trabajo., En la tercera scccién se define el
problema dual asociado a un problema de programacién lineal
y se muestra la mecénica de su obtencifén. La cuarta seccién
presenta los teoremas de dualidad y holgura complementaria
que caracterizan las soluciones éptimas de los problemas 1i-
neales duales,mientras que la quinta seccién describe en de-
talle el método primal-dual. Finalmente, se presantan va-
rios ejemplos que ilustran la aplicacién del método primal-

dual.



1.1 EL OPROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL,

Un probloma de programacién lineal es un problosa de oprimi
sacién en el cual la funcifn objctivo cs lineal y las res--
tricciones consisten de igualdades y desiguoldades lincales
en las mismas variables. La forma de estas restricciones -
puede diferir de un problema a otro, pero cﬁalquier proble-
ma de programacién lineal puede transformarse en la siéuieg

te forma esténdar:
min €yXq + €yX, +o..4 € X
sujeto a

+...+a, x_=Db

1 812% 1 % ° 9

it
o

221%1 T 22% Tt 2%n T P2 (1)

X, *...+t a x_ =D

X, + a
2. S “mn'n m

ml™1 me
Xy 2 0, X, 20,000, x >0

)

donde las b, ¢ i=1,...,n; j ="1,...,m, son cons-

i’ “ij’
tantes reales fijas y las X; son nimeros reales a determinar,

Suponemos que cada ecuacién ha sido multiplikada por menos,

si es necesario, para que cada bi sea no negativa.

En notacién matricial el problema en forma estdndar se con- .* °

{

vierte en: ¢



min ctx
sujeto a
Ax = b
(2
x > 0 J

donde x es un vector columna n-dimensional;
c¢° vector renglén n-dimensional;

b vector columna m-dimensional;

. !
A  matriz mxn

El vector x > 0 significa que cada componente de x es no ne-

gativa.

Ejemplos de problemas lineales convertidas en forma esténdar

Ejemplo 1. Considere el problema:

min c¢,X, *+ C, X

171 2%2 Tt Sp%y
sujeto a
S
311Xy * AypXy teeet @ X < b1
8y1%1 * 322%p *eet 3%l By
apyXy *oApgXg Yoot Bpy¥Xy < b -
“ " Xy 2 0, Xp 20,000, X, 2 0
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en forma estfindar como:

i + Xy t,..4
min  CqyXq CyXy t C X

nn
sujeto a
1%y Y A%y et A%y v Yy = by
A%y tApXy et B X v Y, = by
211 ¥ an2*2 Foont 8mn*n * Yo © bm
X2 0,x, 20 ,..., X, 2 0
Y120,y 20,000, y, 20

Las nuevas variables no negativas, denotadas'yi, introducidas
para convertir las desigualdades a igualdades son liama&ds va
riables de ﬁgiﬁﬁié» tenemos ahora n + m variables xl,'xz,...,
Xpr YieeresVpe La matriz de orden m x (n+m) que describe 1las
restricciones de iéualdndcs lincales es de la forma [A,I], es
to es, sus columnas pueden ser particionadas en dos conjuntos;

el primero con n columnas de la matriz A y el otro con m co-

lumnas, es una matriz identidad mxm.
.



o - . . : o
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lentemente a +

et

a, X - y. =D, cony, >
intn o 7i i Y;2 0

A, ,X, + oa, X
“9171 0 it
En este caso lus variables tales como Yy Para convertir de
sigualdades "mayores o iguales" a igualdades son llamadas

variables excedentes.

Ejemplo 3. Si un problema de programacién lincal es dado en
forma esténdar, excepto que una o mé4s variables no son Tes--
tringidas, el problema puede ser transformado a la forma es
tdndar usando dos técnicas simples. Para describir 1a pri-
mera técnica, suponga que en (1), por ejemple la restriccién
Xy 2 0 no se presenta y por lo tanto X, es libre para tomar

un valor positivo o negativo. Entonces escribimos:
S B B (3)

donde p; > 0 y vy > 0. Si sustituimos p,-v, bor X, en

1
(1), la linealidad de las restricciones se conserva y todas
las variables son ahora no negativas. Entonces el problema

es expresado cn términos de las n + 1 variables
Mys Vis Xgaeen ) Xpe
Existe obviamente un cierto grado de redundancia introduci-

do por esta técnica, sin embargo una constante afiadida a 3]

y v no cambia x,, esto es, la representacién de un valor



Un segundo método para convertir el problema a la forma es-
t4ndar cuando Xy ho es restringida es eliminar X junto con
una de las m restricciones con coeficiente diferente de ce

 To para xy. Por ejemplo:

g teeet 8%, 7 by (4)

donde aiq $ 0. Entonces Xy puede ser expresado como una com
binacién lineal de las otras variables mas una constante.

Si esta expresién es sustitufda por Xy en (1), tenemos un
nuevo problema de la misma forma péro expresado en términos
de las variables x,,...,x . Ademds la i-6sima ecuacién usa-

da para determinar x,, es ahora cero y también puede ser eli

1°
minada. Este esquema de sustitucién es v&lido, ya que cual-
quier combinacidén de variables no negativas Xys Xgyeoen X
deja a Xy factible de (4); Xy s no restringida, .Como resul
tado de esta simplificacidn, obtcnemos un programa lineal es
t4ndar tceniendo n-1 variables y m-1 restricciones. El valor
de 1a variable Xq puede ser determinado después de su solu--

cién a través de (4).



Considere el sistema de igualdades:

Ax = b (5)

donde: X es un vector con n componentes;
b vector con m componentes

A matriz mxn

Suponga que de las n columnas de A seleccionamos un conjunto
de m columnas linealmente independientes (el conjunto existe
si el rango.de A es m). Para simplificar la notacién supone
mos que seleccionamos las primeras m columnas de A y denota-
mos la matriz mxm por B. La matriz B es entonces no singu-

lar y resuelve la ecuacién
Bx, = b (6)

para el vector x_, de m componentes. Haciendo x = [xB- 0],

B
es decir, los primeros m elementos de x es el vector Xg Y

los demds son cero, obtenemos una solucién para Ax = b.

ggfjnicién: Dado el conjunto de m ecuaciones lineales simul
tAneas con n incégnitas (5), sea B una submatriz no singular
formada por las columnas de A. Entonces, si todos los n-m
componentes de x no asociados con las columnas de B son ce-

ro, el espacio solucién que resulta de las ecuaciones es



Peeado solvcidn Bisicn iva (8) con cosjfocio a 1a base B,

Las cosponcnties Jo x asociaddas con las cobiamnas de B rua 1la

madas variables bidsicas.

En la definicién nos referimos a B como una base, ya que B

consiste de m columnas linealmente independientes que puedé
ser considerada como una basc para el espacio E". La solu-
cibn bésica corresponde a una expresién para el vector b co

mo una combinacién lineal de esos vectores base.

En general la ecuacién (5) podrfa no tener soluciones bési-
cas., FSin embargo, podrfamos evitar trivialidades y dificul-
tades no esenciales haciendo ciertas suposiciones elementa-
les considergndo la estructura de la matriz A. Primero su-
ponemos que n > m, esto es, el ndmero de variables x; exce-
de al nfimero de ecuaciodes. Segunda suposicién, los renglo-
nes de A son linealmente independientes, correspondiendo in-
dependencia lineal 5 laé.m ecuaciones. Si hay dependencia
lineal entre los renglbnes de A podrfamos 1llegar a una con-
tradiccién y por tanto no tiene solucibén (5) o una redundan

cia que podemos eliminar.

Suposicién de rango completo. La matriz A de mxn tiene m<n

y los m renglones de A son linealmente independientes. Bajo
esta suposicién, el sistema (5) siempre tendrd una solucién

y de hecho siempre tiene al menos una solucién bdsica. Las



variables bdsicas en una solucidn bdsica no son necesaria-

mente todas ceros.

Definicibén: Si una o mis de las variables bfsicas en una
solucifn bésica tiene valo: cero, esta solucién es llamada

solucibén bésica degencrada.

Notamos que en una solucién bédsica no degenerada las varia
bles bfsicas y por lo tanto la base B, puede ser identifi-
cada directamente por medio de las componentes positivas

de 1a solucibn.

Observe que hemos tratado finicamente las restricciones de
igualdad de (5) sin mencionar a las restricciones no nega-
tivas x > 0, sin embargo, definiciones similares se apli--
can., Finalmente, considere ¢l sistema

Ax = b

(7)

x 20

esto ¢s, las restricciones del problema de programacién 1i-

neal en forma estfindar.

Definicién: Un vector x que satisface (7) se llama facti-
ble para esas restricciones. Una solucién factible para (7)

que es tambien bAsica, se 1lama solucidn bésica factible;

si esta solucidn es solucién bdsica degenerada, se llama

solucién bisica factible degenerada. -




Asociado con tode preblosa de progrosacidn lincal existe su
correspondiente problema de programacién lineal dual. Ambos
problemas son construfdos con los mismos coeficicntes de cos
tos y restricciones, pero en cada uno de ellos, si uno es de
minimizacién cl otro serd de maximizacién y el valor 6ptimo
de las funciones objetivo correspondientes, si e¢s finito son
tguales. Las variables del problema dual pueden ser inter--
pretadas como precios asociados con las restricciones del
problema primal y a través de esta asociacibn es pdsible dar

una interpretaciﬁn econbmica al problema dual,

Definimos 1la dualidad a través del par de problemas:

Primal Dual
min dtx max Atb
s.a Ax > b . s.a 'AtA < ét (8}

x>b x>0

Si A es una matriz de mxn, entonces x es un vector columna

de n componentes; b vector columna de m componentes; ¢t vec-
tor renglén de n componentes; y At vector renglén de m com-
ponentes. El vector x es la variable del problema primal y

A es la variable del problema dual,

El par de problemas (8) es llamado la forma éimétfica de dug

lidad, puede ser usada para definir el dual de un problema



de programacién lineal. Es importante notar que el primal
y el dual pueden ser invertidos. Asf, estudiando en deta-
1le el proceso por el cual el dual es obtenido del primal;
intercambiando ¢l vector de costos por las restricciones,
trasponiendo la matriz de coeficientes, invirticndo.lés de-
sigualdades y cambiando de minimizacién a maximizacién; ve-
mos que este mismo proceso aplicado al dual da el primal.
De otra forma, si el dual es transformado multiﬁlicando la
funcién objetivo y las restricciones por una unidad negafi
va, entonces tiene la estructura del primal (expresado én
términos de A) y su correspondiente dual serfa equivalente

al primal original.

El dual de cualquier problema de programacién lineal lo po-
demos encontrar convirtiendo el problema a la forma del pro
blema primal anterior. Por cjemplo dado un problema de pro

gramacién lineal en forma esténdar:

min c¢'x
s.a Ax =b
! x>0
escribimos en forma equivalente .
: t
min c¢’x
s.a Ax >. b
-Ax >- b



el cual estd en la forma del primal (8), pero con la matriz
de coeficientes ';A-I_
Usando el vector dual particionado como [p,v], el correspon-

diente dual es ' L

max utb - vtb

s.a yutA - v

A
(o]

>0
v >0

| Z
siendo A = y-v podemos simplificar la representacién del

problema dual, as{ obtenemos el par de problemas:

Primal Dual
min ctx max Atb
s.a Ax = b . s.a AtA < ct (9)
x >0 X no restringida

Esta es la forma simétric» de dualidad. Transformaciones si
milares se pucden hacer para pasar al siguicnte problema de
programacién linealr a el primal de la forma (8), obtecnicndo

el dual y simplificéndolo.

En general, si algunas de las desigualdades.lineales en el
problema primal de (8) son cambiadas a igualdades, las com-
ponentes correspondientes de A en el dual se convierten en

variables libres. Si algunas de las componentes de x en el

-

se

o~



primal son variables libres, entonces las desigualdades co-
rrespondientes cn AtA < ¢t son cambiadas a igualdades ¢n cl
dual. Estas -no son reglas arbitrarias sino es consecuencia
directa de la definicidn original y las equivalencias de
problemas d.e programacién lineal. .
Ejemplo 4. El problema de la dieta. Estce problema fué plan
teado por un dietista tratando de seleccionar una combina--
cién de comida con ciertos requerimientos nutricioﬁales ‘a

costo minimo. Este problema tiene la forma

: t
min ¢ x
s.a Ax > b
x>0

y por tanto puede ser considerado como el problema primal de

(8). Una interpretacién del problema dual es:

Imagine a una compaiifa farmacéutica que produce pastillas
con cada uno de los nutrientes considerados por la dietista.
La compaifa farmacéutica trata de convencer al dietista de
comprar pastillas y,suplir los nutrientes, en vez de de com-
prar varios alimentos. El problema planteado por la compa-
fifa es determinado por unidades de precio ﬁositivas

Al, Az, AB,...,Am para los nutrientes, asi como los benefi-

cios mAximos, mientras que al mismo tiempo empieza la com-

petencia con los alimentos. Para ser compCtitivo ~con los -

e -



alimentos, el costo por unidad de alimento sintético i no
debe exceder a PR decir, los precios de los alimentos
.en el mercado. Asi denotamos por a; el i-ésimo, la compg
fifa débe satisfacer xtai £ ¢y para cada i. En forma ma-
tricial esto es equivalente a AtA < ct; bj unidades del

j-ésimo nutriente serd comprado.

El problema en este caso queda como '

>
v
=3

que es el problema dual.
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1.4 TEOREMAS DE DUALIDAD Y SUS EQUIVALENCIAS.

Consider s el problema primal en forma estdndar

min c'x ’ .
s.a AXx =b (10)
x >0

y su correspondiente dual

max Atb
s.a A'A<ct (11)

X no restringida

No necesariamente A es de rango completo. El siguiente lema

da una relacién importante entre los dos problemas.

* Lema. de dualidad débil. Si x y A son factibles para (10)

y- (11) respectivamente, entonces ctx > 2Fp.

Pax < ¢tx. 1a desigualdad es

‘Prueba. Tenemos que Aty =
Xt t.

vdlida ya que x> 0 y A<c

1 .
Este lema prueba que un vector factible para cualquier pro-

blema estallece un limite sobre el valor del otro problema.
Los valores asociados cen ¢l primal son mas grandes que los

valores asociados con el dual.

o bR R

valores duales valores primales



Ya que el problema primal busca un mfnimo y el dual un mixi-
mo, cada uno busca alcanzar al otro. De aqui tencmos el si-

guiente corolario.

Corolario. Si X Y XO son factibles para (10) y (113, res-

pectivamente y si ctxo = kgb, entonces Xg Y A, son éptimos

0

para sus respectives problemas.

~

El corolario muestra que si un par de vectores factibles pue
de ser encontrado para los problemas primal y dual con valo-

res objetivos iguales, entonces ambos son 4ptimos.

El resultado mas general que sé tiene en este sentido se re-
sume en el teorema de dualidad de la programacién lineal deg
crito en la pfgina siguiente, cuya demostracién se basa en
un argumento de separacién de conjuntos convexos por medio

de un hiperplano.



Teorema de dualidad de programacibn lineal. Si alguno de

los problemas (10) u (11) tiene una solucién 4ptima fini-
ta, entonces los correspondientes valores de las funciones
objetivo son iguales. Si uno de los problemas tiene valor

objetivo no acotado, entonces el otro problema no tiene so

lucién factible.

Prucba. Notamos primeramente que la scgunda afirmacibn es
consecuencia inmediata del lema de dualidad débil. Si el
primal es no acotado y A es factible para el dual, debemos
tener que Ath < - M para M arbitrariamente grande, lo cual
es imposible. Segundo, notamos que aunque él primal y dual
no estén en la forma simétrica, es suficiente probar la

primera afirmacién; suponemos que el primal tiene una solu-
cibn 6ptima finita y mostramos que el dual tiene una solu-
cién con el mismo valor, Esto se sigue porque cualquier

problema puede ser transformado a la forma esténdar y el

primal y dual son invertibles.

Suponga que (10) tiene una solucién éptima finita con va-

¥ .
. m+ e .
lor z,. En ¢l espacio E 1 definimos el conjunto convexo:

0

C={(r,w) | r = tzy - ctx, W =th -"Ax, x >0, t > 0}

Aqui C es un cono convexo cerrado. El punto (1,0) no esté

en C. Si w = tob - A Xy < 0 cont >0, x, >0, entonces

0 0
X = xolto es factible para (10) vy r/t0 =2y ctx < 0 por
. - |

-



lo que T < 0. Sity = 0, w=-A xg = 0 con x4 >0, ctx0= -1

y si x es una solucién factible para (10), entonces x + YXq
es factible para y > 0 y da arbitrariamente un valor objeti-
vo pequefio cuando y es incrementada. Esto contradice nues-
tra suposicién sobre la existencia de un éptimo finito y

as{ concluimos que Xy Do existe. Por 1o tanto (1,0){C.

Como C es un conjunto convexo cerrado, hay un hiperplano de
separacién entre Cy (1,0). Esto es, existe un vector dife-

rente de cero [s,k]cEm+1 y una codstante ¢ tal que i
s <c = inf{sr + Atw | (r,w)ec}

Como C es un cono ¢ > 0. Si (r,w)eC tal que sr + Aw < 0,
entonces y(r,w) para y grande podria violar la desigualdad
del hiperplano. Por otro lado, ya que (0,0)eC debemos tener
que ¢ < 0. Asf ¢ = 0. Como una consecuencia s < 0, y sin

pérdida de generalidad suponemos s = - 1.

Este punto establece la existencia de AeE™ tal que -r + Atw
- > 0 para todo (r,w)eC. Equivalentemente, usando la defini-
cién de C, se tiend que (c - ATA)X - tzg + tAtp > 0, para to
da x >0, t > 0. Siendo t = 0 de xtA < ct, por lo cual deci
mos que A es factible para el dual. Siendo x =0y t =1 da
Atb > z,, por el lema de dualidad débil y el corolario ante

rier, probamos que A es éptimo para el dual.



Las soluciones 8ptimas para los problemas primal y dusal sa-
tisfacen una relacifn adicional que tiene una interpreta- -
cién econémica para cualquier par de problemas de programa-
cibén lineal. Esta relacibn se r;sume en el siguiente resul

tado.

Teorema de holgura complementaria, forma asimétrica. Sea

x y A soluciones factibles para los problemas primal y dual
respectivamente, en (9). Una condicibén necesaria y sufi- -
ciente para que ambas sean soluciones 6ptimas es que para

toda i se cumpla:

t
- . =
i) x; > 0 A a c
i1 x. = 0 <= Ata. < C..
i i i

Prueba.” Si las condiciones establecidas se cumplen, enton-
. .

ces (ktA - ct)x = 0. As{atb =c X, Y por el corolario del
lema de dualidad débil, las dos soluciones son éptimas.
Reciprocaménte, si las dos soluciones son éptimas, por el
teorema de dualidad A%b = c®x y (xtA - ct)x = 0, Puesto
que cada componcnté de x es no ncgativa y cada componente

toes no-positiva, las condiciones (i) e (ii) se

de A\%A - ¢

cumplen.

Una. forma alternativa de presentar este resultado, para el
caso de problemas lincales duales se¢ ticne a continuacién.

- - .

S
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Teorema de holgura complementaria, forma simétrica. Sean

x y A soluciones factibles para los problemas primal y dual
respectivamente, en (8). Una condicién necesaria y sufi-

ciente para que ambas soluciones sean éptimas es que para

.

toda 1, j:
iy x;, >0 => Ata. = C,
: i i i
i) x, =0 <= zta. < c.
i i i

iii) A, > 0 => aj x=b

j J
i A, =0 <= j > b.
iv) j <= a’ x bJ
donde al es el j-ésimo renglén de A.

Prueba. Suponemos que xy A son soluciones factibles. Sean
o = {(Ax - b) >0 y 8 = (c - AM)x > 0 por las condiciones
(i) e (ii), B8 = 0 y por las condiciones (iii) e (iv) o = 0,
lo que implica, sumando ¢ + B = ¢x - Ab = 0. Ahora bien x .
y X son soluciones éptimas si y solo si ¢x = Ab que equiva-
leaa =8 = 0. Reciprocamente si las dos soluciones son
6ptimas entonces cx = Ab, por lo tanto cx - Ab = A(Ax-b) +
(c-AA)x = 0, lo que implica A{Ax-b) = 0 y las condicicnes
(iii) y (iv) se cumplen y (c-2A)x = 0;.las condiciones (i)

e (ii) tambien se cumplen. _

Una interpretacién econémica de.estc resultado es como si-

gue: si en el problema

P



kad
{v
(=]

se ticnc una restriccién activa, esto es al x = hj' enton-

ces el precio a que sc¢ comprarfa una unidad adicional del

recurso j es igual a Aj. Ademds, si 1a restriccién es no

activa, esto es, alx » bj’ el precio a que se comprarfa la

unidad adicional de recurso es igual a cero. De este re-
sultado se justifica que los elementos Aj, i=1,2,...,m sean

denominados los precios sombra o precios de oportunidad.



1.5 METODO PRiliat-nipyy,

Describiremos un procedimiento para resolver problemas de
programacién lineal trabajando simultdncamente con los pro.
blemas primal y dual. Empezaremos con una solucién facti-
ble para el dual y la mejoraremos en cada paso, optimizan-
do un problema primal restringido. El método trata de al-
canzar las condiciones de holgura complementaria en condi-
~ciones 6ptimas. Originalmente el método primal-dual fué
desarrollado para fesolver una clase especial de problemas
de programacién lineal en rede§ de flujo y fué extendido

al caso general de la programacién lineal.

Consideramos el problema:

min ng
s.a. AXx = b (12)
x>0 ‘

y su correspondiente dual

max A%
s.a AfA < ct (13)

A no restringida

Dada una solucibn factible A para el problema dual, defi-

nimos el subconjunto P de (1,2,...,n} por ieP si Atai = Cp

donde a; es la i-ésima columna de A, esto es, ya que A
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es dual factible, so siqus qre -8 3 F P ioplica nee
t o, N N Ly
AMag <ocpe Para oy Podefinimes el prioal vesiringido
como: .
min Ity
s.a Ax + =
yob (14)
x>0 x;, =0 para i¢?P

1

y >0

donde I = (1,1,...,1) vector con m componentes. E1 dual

de este primal restringide es llamado dual restringido.
Ast, ' '

max utb

a.a ptaif_o, ieP (15)

bl

La condicién de optimalidad del método primal-dual es ex-

presada en el siguiente teorema.

Teorema de optimaiidad Primal-Dual. Suponga que X es fac

tible para el dual y que x es factible, ademds y = 0 (y
desde luego éptimo} para el primal restringido. Entonces
X e X son éptimos para los problemas originales primal y

dual respectivamente,

Prueba. Claramente x es factible para el primal y tenemos

que ctx = AtAx, porque AtA es idéntico a ct sobre las com-
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ponentes correspondientes a los elementos diferentes de ce
t t . . .
1o de x. As{ c¢'x = A Ax = Atb, siguiendo la optimalidad

del lema de dualidad dJdébil.

El método primal-dual permanece con una solucién factible
para el dual y entonces optimiza el primal restringido.

Si la solucién 6ptima para el primal restringido es no fac
tible para gl primal, la solucibn factible para el dual se

mejora y determinamos un nuevo primal restringido.

|

El método se describe detalladamente en la pégina siguien-

te. Para probar la convergencia de este método primero ve
rificamos la afirmacién hecha en el paso 3, as{ para

UE aj < 0 para toda j implica que el primal no tiene solu-
cibn factible. El vector Ag = Xy + € ny es factible para
el problema dual para todo € positive, ya que uOtA < 0.

Ademés A: b = Asb t € ugb y ugb = Ity > 0, como e es incre

‘mentada obtenemos una solucibén no acotada para el dual.

~

Por el teorema de dualidad, esto implica que no existe so-

lucibn para el primal,
'

Suponga que se cumple la suposicibn en el paso 3, para al

menos una j, ugaj > 0. Defina la familia.de vectores

de = Ag *+ euy . Puesto que p, es solucién de (15) tenemos

que ”3 a; 2 0 para ie P, y para e pequefia positiva el vec-

tor A_ cs factible para el dual, Incrementamos e para el

- »

ES

-
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primer punto donde una de las desigualdades xé uj < Cj’

j § P se convierte en igualdad. Esto determina €g > 0y k.
El nuevo vector A corresponde a un valor incrementando la
funcién objetivo del dual Aty = Asb + € pgb. Ademis, el
nuevo conjunto P incluye el f{ndice k. Algidn otro iAdice i
que corresponde a un valor positivo de X, en el primal res
tringido esth en P, ya que por holgura complementaria

u; a; = 0 para alguna i y asf Atai = AE a; + 50“8 a; = ¢y
Esto significa que la solucién primal anterior es factible
para el nuevo primal restrinéido y que a, puede entrar a

la base. Puesto que “8ak > 0, pivoteando sobre ay decre-

mentaremos el valor del primal restringido.

En resumen ha sido mostrado que en cada paso una mejora en
el primal se produce o una condicibn de -infactibilidad es
detectada. Suponiendo no degeneracibn, esto imblica que
eéa'base del primal no se repite, y puesto que solamente
existe un nimero finito de bases posibles, la solucibn es

alcanzada en un nfimero finito de pasos.

!
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ALGORITMO.- Primal-Dual

PROPOSITO: . Resolver el problema de programacién lineal

cuando sc tiene una solucién dual factible.

DESCRIPCION

‘

Paso 1. Dada upa solucién factible Ay para el problema dual

(13}, determine el primal restringido de acuerdo a (14).

Paso 2. Optimize el primal restringido. §i el valor minimo
de este problema es cero, la correspondiente solucién es &p-
tima para el problema primal original por el teorema de opti

malidad primal-dual,

Paso 3. Si el valor minimo del primal restringido es estric
tamente positivo, obtenemos del ﬁltimo tableau simplekldel

pfimal restringido la solucién Ho del dual restringido (15).
Si no existe j tal que potaj >0 covclui@os que no tiene so-.
luciones factibles. S§i. por el contrario existe al menos upé

j tal que uota. > 0, definimos el nuevo vector factible.

J
?
A= Ap * gg¥y
donde Cy - Aotak c, - xoté. t
€ = : = min { .l__{_w__l [ Mg 2y * 0}
My Ay j My 85

regresamos al paso 1 usando esta 1.
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Ejemplo 5. El siguiente ejemplo ilustra el método primal-

dual ¢ indica como implementarlo en un tableau. Considere

min 2x1 X, ot 4x3

sujeto a Xy oF X, 4 Zx3 =3
. 2 SR $x3 =5
xlio, xzzo, x310 .

|

como todos los coeficientes en la funcibn objetivo son no
negativos, A = (0,0) es un vector factible para el dual.

E1l cual es:

1 1
sujego;a Aot ZAZ <2
At oAy sl

2x, + SA, < 4

Ays AZ no restringidas

El tableau queda de la siguiente manera:

SETERAT ;
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Primera iteracién:

ay a, aq . . b‘

1 1 2 . 1 0 3

z 1 3 0 1 5 ’
G 0 0 1 1 D

Para formar este tableau tuvimos que agregar variables ar-

tificiales

a1 a, g . b

1 1 2 1 0 3

2 1 3 -0 1 5

-3 -2 -5 0 0 -8 .
€y - Atai + 2 1 4

El tercer renglén da los coeficientes de costos del proble
ma primal, el renglén podrﬁn ser usado como en el procedi-
miento de 1a fase {. En el cuarto renglén estin los

< - Xtai para A. rlas ceolumnas considerédas‘en el primal

restringido estén determinadas por los ceros en el Gltimo

renglén. . . -
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Copo no hay c2r0x cn o] Gl vonetdn o podemos aejorar
el pricsd vorteinzilo y por Jo tento la welocidn oviginal
X).% Xy = Xg =0, y; =3, Y, = 5 es 6ptima para A. La so-
lucién Mg Para el dual restringido es uy = (1,1), puesto

que el primal y dual restringidos son:

min Y1 vy, max }pl + Suz
s.ayy =3 5.2 Wy <1
Y, =5 ' . uy < 2
y1_>_0, ?’230 ’ Wis» By TO restringidos

y = (3,5) y como Yi» ¥y 2 0 => Atai = ¢, por holgura com~

plementaria, Los némeros -uota-

i i=1,2,3 son iguales a

los tres primeros elementos en el tercer renglén. - Asf

calculando €y tenemos que ’
s 1 ¥ R
€y = min (*h, 2, kY =}

Ahora los nuevos valores para el cuarto renglén son sumando
€y veces los tres primeros elementos del tercer renglén al

cuarto renglén, tenemos:

Segunda iteracién:




Y,
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I

o

minimizando el nuevo primal restringide por el pivote indi-

cado obtenemos:

‘Cilculando ey =

0

*

.

min{%% ,3%) = 14 y sumando este mdltiplo

-de}‘térger renglén al cuarto, obtenemos el siguiente tableau:

Tercera iteracién:

-1

.

Optimizando el nuevo primal restringido obtenemos:
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! '2 3 b
0 1 1 2 -1 1
1 0 1 -1 1 2
0 0 0 1 1 0
0 0 1 .

habiendo obtenido factibilidad en el primal, conclufmos que
la solucién también es 6ptima:'x1 =2, x; =1, x4 = 0. El

valor de la funcién objetivo es x; = S.
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1.6 EJEMPLOS ILUSTRATIVOS.

Ejemplo 6. Considere el siguiente problema:

min 9x1 + 7x2 + 4x§ + 2x4 + 6x.5 + 10x6

sujeto a Xp t X, t Xg = 8
Xy Poxy t xg o+ Xg = 5

Xy Xy = 6

Xy *oxg ' = 4

x; ; Xg = 3
Xy 20, x;, 20, x; 20, x4 20, xg >0, x, >0

Como todos los cocficientes en la funcién objetivo son no-
negativos, A = (0, 0, 0, 0, 0) es un vector factible para
el dual, el cual es:

max SAI + SAZ + 6k3 + 4A4 + 3%5

sujeto a il + AS‘ <9.
' A o, <7
Al + XS <4
Nyt <2
X, oy <6
A, + AS <10
S Ay, As, Az, A,, A, no restringidas
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La solucidn con el método primal-dual es como sigue:

Primera iteracidn.,

o o o0 1 0 0 0 1 0 0 @ 5
1 .0 0 1 0 0 0 0 1 0 .0 6
© 1 o6 o 1 0 0 0.0 1 0 4
©o o 1 o o0 1 0 o b o 1 3
o o 9o 0 .0 06 1 1 1 1 1 0

‘Tuvimos que agregar variables artificiales. El sexto ren-
glén nos dard los coeficientes de costos del primal,

81 az as 84 35 36

1 1 1 0 0

[
—
o
[=]
fer]
[=]
oo

© o © 1 1 1 06 1 0 0 0 5
1 o 0o 1 0o o 9 0 1 0 0 &
© 1 o 0 1 0 o 0 o0 1 0 4
o o 1 & o 1 o 0o o0 1 3
eafa2 -2 2 -2 -2 -2 6 0 0 0 -26
9 7 4 2 6 10 . : .
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Las columnas consideradas para el primal restringido estﬁn
determinadas por los ceros en el (ltimo rengldn. La solu-
cién X} =Xy =Xy =X, =xe =X =0 yy =8,y,=5,

Y3 = 6, Yy = 4, Yg * 3 es 6ptima para A. La solucién ¥y
para el dual restringido es Mo = (1, 1,1, 1, 1) y los nb-
mernos -uéai, i=1,2,3,4,5 son iguales a los seis prime-

ros elementos del sexto renglén. Calculando'e0 tencmos que
. €g = min 4, 4, 2, 1, 3, 5} =1

" Los nuevos valores para el séptimo renglén son sumando €
veces los seis primeros elementos del renglén sexto al

séptimo.

Segunda iteracifn:

a; ai a; d, ag a, . . . . b
1 1 1 0 0 o0 1 0 0 0 0 8
o 0 o0 @ 1 1 0 1 0 0 0. 5
1 ¢ 0. 1 0 0 0 0 1 0 0 6
o 1 o 4 1 0 0o o0 o 1 0. 4
o 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 3
-2 -2 -2 -2 -2 -2 -0 0-0_ 0 0 -26
7 s 2 0 4 8 .

Minimizando el nuevo primal restringido obtenemos:



Calculando ey = min {7}, %}, 1} =1

Tercera iteracién:

'dl 32 83 84 35 86 .

1 1 1 o0 .0 o 1 0
o 0 o 1 1 1 o 1
1 .0 0 0 -1 -1 0 -1
¢ 1 0 0 10 0 o
0 0 @ 6 0o 1 0 0
2 -2 =2 0 0 0. 0 2
5 3 0 0 4 8 .

minimizando el nuevo primal restringido:

o o o = o O

-16



a

Bl %2 s My
1 1 0o o0
6 0o 0 1
1 0 0 0
o 1 0 0
0 10

-2 -2 0 0

5.3 00
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. = . 5 an = 3
calculando ey = min{®/, %1 = 3/

‘Cuarta ‘iteracién: :

a1 8 %3 4
1 1 0 o
o 0 0o 1
1 0. 0 0
0 0 0
o 0 1 0

-2 -2 0 ]
2 0 0 0

minimizando el nuevo

ag ag . . . . b
6 -1 1.0 0 0 -1 5
1 1 0 1 0 0 0 5

1 -1 -0 -1 1 0 0 1
1 0 0 0 0 1 0 4
6o 1 0 0 o 0 1 3

primal restringido:




A2

o C o o W

Calculando €5

Quinta iteracién:

3

1

o
®

0

0

-2
0

22

- o o o

o o ©
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Y %5 9
0 -1 -1
11 1
0 -1 -1
0 1 1
0 o 0
0o 2 2
0 4 4
= min {1} = 1.

84' 2!5 86
0 -1 -1
1 -1 1
0 -1 -1
0 1 0
0o 0 1
?

0 2 2
6 8 15

o o o

o o o o

o o o o
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a, a, ag a, dg ag . . b
0 0 0 0 0 0.1 1 -1 -1 0 0

0 0 1 1 1 0 1 o0 0 O S

0 0 0 -1 -1 0 -1 1 0 0 1°
0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 4
0 0 1 0 0 1 0 0 o0 0 1 3
0 0 0 0 0o 0 o0 2 2 6 o0
0 0 0 0 0

15 . . .

Habiendo obtenido factibilidad en el primal, conciujmos que
la solucién también ¢s Sptima: x, =1, x, =4, X, = 3,
X, = 5, Xg =0, xg = 0. El valor bptimo de 1a funcién obje -

tivo es Xg = 59.
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Ejemplo 7. Considere el siguiente problema:

3 4
_sujeto a X) * Xy 4 Xxg# Xy <6 .
2x1 T X, * 3x3 - 3x4 > 5

X Xgs Xq, x4 > 0

El problema anterior primero lo ponemos en forma estindar,

esto es:
‘min Xy sz - X,
sujeto a X tx, ¢t Xg b X, + X = 6
-le + X, - §x$ + §x4 - Xg = 5
Xys Xoy Xg5 X4, Xg,y Xg >0
El tableau queda:
Primera iteracién:
a1 a, a§ a4 a5 36 b

Agregando solo una variable artificial y usuando el proce-
dimiento de la fasc I para obtener los cocficientes de cos

Jos del problema primal, tunemos:



2 -1 3 -3 0 1 0 -5
R 4
c; = ha; v 1 0 2 0 0o . .

Las columnas consideradas en el primal restringido estén de
terminadas por los ceros en el (ltimo renglén. Como apare-
ce el coeficiente c; - Xtai de la cuarta columna negativo, -

primero debemos buscar una solucién factible, esto es:

Sy a, aq ay ag ; ag . b
%% 2z 0 1 Y =Yy
-%h A -1 1 0 -%% h *h
0 0 0 0 0 0 1 0
A YA 1 0 0 0

Habiendo obtenido factibilidad en el primal, conclufmos que'.
la solucién también es éptima, x; =0, x, =0, x5 =0,
x4‘= A, Xg = 13, X = 0. El valor 6ptimo de la funcién

‘objetivo es xq = - *A.
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Ejemplo 8. Considere el siguiente problema:

max o x, + 0x

2
sujeto a Xy + x2 >2 .
Xy * §x2 <3
Xy 2 0, X, 2 0

Este problema lo transformamos primeramente a la forma es-

thndar, esto es:

sujeto a Xp * Xy - Xq = 2
Xy * }xz + X, = 3
Xy xz, Xg x4 >0
El tableau queda: .
Primera iteracién:
'al a, a§ a, - b
1
1 1 -1 0 1 2
X 3 0 1 0 3
0 0 0 0 1 0

Agregando una variable artificial y usando el procedimiento
de la fase I para obtener los coeficientes de costo del pro #

blema primal, tencmos:
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Ejemplo 8. Considere el siguiente problema:

max. xy + 6x

2
sujeto a Xp ot x> 2
Xyt 3x2 <3
Xy 2 0, Xy > 0

Este problema lo transformamos primeramente a la forma es-

téndar, esto es:

min  -xy - 6x2

sujeto a x1 + X, - x3 = 2
Xy + }xz + Xy = 3
X1 xz, Xq x4 > 0

El tableau queda: .

Primera iteraciln:

’ ay a, ag a, b
1 ! 1 -1 0. 1 2
I 3 0 1 0. 3
0 0 0 0 1o

Agregando una variable artificial y usando el procedimiento

de la fasc I para obtener los coeficientes de costo del pro =

-

blema primal, tenemos:



- 43 -

b
1 2
0 3
0 -2

. t . .
Como podemos observar los ¢, - A a; son negativos, debemos

primero buscar una solucién factible; escogiendo 1a segun-

da columna tenemos que:

3

%h.

A
-%h

c; - A a; = 1

B

-*h
h
‘h

2

I

b
1 1
0 1
0 -1

Las columnas consideradas em el primal restringido estén

determinadas por los ceros en el dltimo renglén.

En este

caso no podemos mojorar el primal restringido.por lo que

b

calculamos éo, es{q cs

€p

min {34} = 3

-



R

Segunda iteracién:

a; a, ag a, b
@ 0 -1 -4 1 1
Yh 1 0 A 0 1
-4 0 1 A 0 -1
0 0 % h
minimizando el nuevg primal restringido
l o
) ay- 2, ay a, . b
1 0 _JA _1/2 3/2 : 3[4
0 1 l/z 1/2 ‘lé : 1/2
0 o 0 0 1 0
0 0 3% *h . .

Habiendo obtenido factibilidad en el primal, concluimos que
la solucibén también es éptima: Xy = %%, x, = Y, xy = 0,

x4 = 0. El valor éptimo de la funcibn objetivo es-x0 =.34.
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CAPITULO 11

ANALISIS DE PROBLEMAS DE REDES: METODOS PRIMALES

.

Problemas de estructura cspecial son importantes por su apli-
cacién y teorfa. Tales como el problema de transporte, el de
asignacidn, el de ruta mis corta y flujo méximo. Aquf vere--
‘mos los conceptos més importante; para desarrollar los méto--

dos primales de éstos problemas.

En la primera parte de este capitulo se describe el problema-
de trénsporte. En la segunda un método para encontrar una 50
lucién bhsica factible inicial, mientras que en la tercera se
demuestra una propiedad importante: triangularizacibén de 1la
base. .En la cuqrta seécién se proporciona el algoritmo de -
.transporte con un ejemplo ilustrativo. En la quinta, se des-
cribe el prohlema de aéignacién que es un caso particular del
problema de transporte. En la sexta, se desarrolla una inter
prctacién de 10; conceptos de redes para el problema de trang
porte desarrollade en’términos algebraicos; considerando el -
problema de flujo a costo minimo. En la séptima, se describe
el problema de flujo méximo y en la octava parte el problema-

de ruta mis corta.
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2.1 EL PROBLEMA DE TRANSPORTE.

Suponga que las cantidades Aps Hypeeeydy de un cierto produc-
to son transportadas de m localidades a n destinos cuyas de-

mandas son bl'bz""'bn' Asociado con el embarque de-una uni
dad de producto de un origen i a un destino j, existe ﬁn cos-
to Cij' Se dcsca determinar el patrén de embarques de los o-
rigenes a los destinos que minimice el costo total del trans-

porte.

Con el propésito de formular este problema como uno de progra

macibén lineal, considere el arreglo:

11 %120 -0 *1n | ?1
21 X22 X2n |22
Xmi me to xmn ‘ am
b, b, ... by

Jonde el i-ésimo rcnglén define las variables asociadas con el
i;ésimo origen, mientras que la j-ésima columna define las va-
riables asociadas con el j-ésimo destino. EI problema da 1lu-

gar a variables no_ncgutivas Xij’ donde la suma del i-ésimo

tenglén es a;, la suma de la j-ésima columna es bj ¥y
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n oo
jzl izl “ij *ij

representan los costos de transporte a minimizar.. Entonces

tenemos el siguiente problema de programacién lineal:

min ] c,
n

s.a ) x,. = a, para i=l,...,m (1)
:

n .
Zl Xg5 = bj “para j=1,...,n (2)
0 para i=1l,...,m

j=1,...,n

para que las restricciones'(l) y (2) sean consistentes, su-

ponemos que

es decir, la oferta stotal es igual a la demanda total,

El problema de transporte tiene nm variables. Las ecuacio-
nes (1) y (2) pueden ser combinadas y expresadas en forma ma
tricial y los coeficientes de ésta matriz de orden (m+n)x(mn)

consiste de ceros y unos, a saher:
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xll + Xlz +,o..t Xln = al
x21 + YLZ + + x?.ll = al

Xpp ¥ Xpg oot X T A (3)
X1 Y * X .ohy
+ X = b.
Xy , + Xyy m 2
X5 X0 X = bn

En la préctica no es necesario escribir las restricciones del
,probisma de transporte de la forma (3). Un problema especifi-

¢o de transporte es generalmente definido como:

c11 Cip. e

[

c ee. C
a = (al,az,...,am) 21 22 2n

b = (bl,bz,...,bn’) c

Cml a2 " “mn

— L

La solucién puede ser representada en un arreglo de mxn y los

cdlculos pueden hacerse eon un arreglo similar.
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Ejemplo 1. Un problema de transporte con 4 origenes y § des
Ejemplo 1 p ; s

tinos es definido por:

3 4 6 8 9 .
_a = (30, 80, 10, 60) 22 4 5 5| .
; C.
b:

(10, 50, 20, 80, 20) 2 2 2 3 2

note que los requerimientos son satisfechos, ya que la suma

de la oferta y la demanda es 180.

FACTIBILIDAD Y REDUNDANCIA,

Un primer paso para estudiar la estructura del problema de
transporte es mostrar que siempre existe una solucién facti-
ble; esto establece que el problema esfé‘bien_definido. Po-
demos encontrar una solucién factible distribuyéndo embar-
ques de orfigenes a destinos en proporcién a i§3oferta y re-

querimientos demandados. Especificamente sea S la oferta

‘total (que es igual a la demanda total)., Entonces x..uaibjls

1]
pera i=1,...,m; j=1,4..,n. Las soluciones son acotadas ya

que cada X35 es acotada por a; (y por bj). Un problema de
optimizacién acotado con una solucién factible tiene una so-
Jucién éptima. Asi, un problema de transporte siempre tiene

una solucibn Sptima.

h



Un segundo paso para estudiar la estructura del problema de
transporte se¢ basa en exnminar.las restricciones, Hay m
ecuaciones que corresponden a 1as'restricciones de oferta y
n ecuaciones que corresponden a las restricciones de deman-
da; un total de m + n restricciones. Sin embargo, notamos
que la suma de las ecuaciones de oferta son:

m n

) xij

m
] ) ] a, €))]
i=1 j=1 =

y la suma de las ecuaciones de demanda son:

n n X .
Ix;5= 1by - (9

Los lados 1zqu1crdos de estas ecuaciones son iguales. Ob-
serve que estas ecuaciones fueron formadas por combinacio-
‘nes lineales de las ecuaciones originales, es por ello que
las ecuaciones dellsistema original no son independientes.
‘ios lados derechos de (4) y (5) son iguaies por la suposi-
cién de. que el sistema es equilibrado, y por lo tanto las
dos ecuaciones son c?nsistcntes. Sin cmbargo el sistema‘

‘original de ecuaciones es redundante. Esto significa que

una de las restricciones puede ser eliminada sin cambiar el

espacio de soluciones factibles.

B



TEOREMA. Un problema de transporte siempre tiene una solu-
cién factible y tiene exactamente una restriccién de igual-
dad redundante. Cuando alguna de las restricciones es eli-
minada, el sistema de n + m - 1 restricciones es lirealmen

te independiente.

Prueba. La existencia de una solucién y la redundancia fue
ron ya establecidas anteriormente. Por lo tanto alguna res

triccién puede ser expresada como una comb1nac16n lineal de

|
las otras y puede ser e11m1nada.

Suponga que una ecuacién es eliminada, la dltima. Supone-

mos que hubo -una combinacién lineal de las ecuaciones res-

tantes que fué cero. Sean los coeficientes de tal combina

cién a;, i=1,...,my B., j ="1,...,n-1. En referencia

=1,...,m, aparece en la i-ési

-

a(}), vemos que cada X0

ma ecuacién (ya que 1la ultima ha sido eliminada). Esto es,

: o; = 0 para i =1,...,n. El resto de lqs ecuacionés xij

aparece en una ecuacién, y Bj =0, j=1,...,n-1." De.aqui

1a combinacién lineal que da cero es la-combinacibn cero, y
1

por tanto el sistema de ecuaciones es linealmente indepen-

diente.

Una basc para el problema de transporte consiste de m+n-1
vectores y una solucidn bAsica factible no degenarada con-

siste de m+n-1 variables. La soluciédn cncontrada anterior
P .
mente en esta parte no es una solucidn hésica.
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2.2 SOLUCION BASICA FACTIBLE.

Existen varios métodos para. encontrar una solucibn bdsica

factible inicial em el problema de transporte. En esta par

te discutimos solo uno,

Este método es rdpido y nos intro-

duce al proceso computacional que es fundamentul para la s0

lucibn general que se

plex.

basa

en la técnica del método sim- -

LA REGLA DE LA ESQUINA NOROESTE.

Este método se lleva a cabo mediante el siguiente arreglo:

SV ISP IST *1n | 1

“21 | %22 | *23 *m | %2

- : 6)
xml me xm} xmn am

by |, b, bs. b,

Los elementos

una -solucién.

del arreglo aparecen en

celdas y representan

Una celda vacfa denota el valor de cero. En-

.

pezando con todas las celdas vaclas, ¢l procedimicnto es co-

o sigue:

-0



Paso 1. Comenzamos con 1la celda de la esquina superior iz-

quicrda.

Paso.2. Asignamos el miximo factible correspondiente al
renglén y columna de los requerimientos involucrados en la
celda, (Al mcnos uno de esos requerimientos serid satisfe-

cho}.

Paso 3. Nos movemos una celda a la derecha si hay algfn re
querimiento en el renglén. En otro caso nos movemos una ..
celda hacia abajo. Si todos los requerimientos son satis-

fechos paramos. En otro caso regresamos al paso 2,

El procedimiento es llamado regla de la esquina rnoroeste

porque en cada paso selecciona la celda de la esquina supe-
rior izquierda del subarreglo, tomando en cuenta los reque-
rimientos por renglén y columna diferentes de cero. La

iluStracién grifica de como la regla de la esquina noroeste

asigna valores a las variables con m=4 y n=5 es:

: B+ Bt Ta,
B+ B+ B a,
— -+
B a, N
I —
BT+ B Ay
bl bz b3 bl, bs .
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Paso 2, Para alzdn nede e juetade sin bftsoucada del nede i,
cocuentre tedos Tos nedes picanzablos ol sin e ovioy es-

- ten ctiquetados, Etiquete esos nodos con i.

Paso 3. Si el nodo m es etiquetado pare; una trayectoria se
=2

ha conseguido, una ruta existe. Si hay nodos no etiquetados
queno pueden ser etiquetados, pare; no existe una ruta conec-

tada. En otro caso vaya al paso 2.

- El proceso se ilustra como sigue:

-

Figura 4. El precedimiente de bdsqueda.
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10 + 20 30 20 0
30 + 20 7 30 80 50 | 30 0
SRR DO ) S,
10 10 0

40 1+ 20 60 20 0

12

e de SO S

Nétese que se tiene el ndmero requerido de variables bésicas
a saber,'8 =m +n - 1. Las celdas en blanco son no bésicas

.y las variables asociadas tienen valor cero.

Existe la posibilidad de que en algiin renglén y columna se
satisfagan requerimientcs correspondientes. La préxima en-
trada serd cero, indicando una solucién bésica degenerada.
Segﬁn la posicién del cero existen dos posibles soluciones.

bAsicas degeneradas como puede observarse a continuacién

1

| 30 30( 0 S ]300 3000
20 20 40 {200 20 1 20 > 0 5020
" - 20 20 o 30 20 | 0
20440 | 60 | 40 | 0 20 b4o | 60 | 40 | 0
50 | 20 { 40 | 40 ‘ 50 | 20 | 40 | 40
hzo 02| o 20| 0]20] o




.- 56 -

La regla de la esquina norvoeste puede ser usada para obtener
diferentes soluciones -bfisicas factibles, permutando los ren-
glones y columnas del arreglo antes de aplicar el procedi- -
"miento. O equivalentemente, podemos hacer esto indirectamen
te, comenzando el procedimiento en una celda arbitraria y en
tonces consideramos renglones y columnas sucesivas en un or-

den arbitrario.



2.3 CARACTERIZACION DE LA BASE.

En esta seccibn establecercmos una propiedad importante para
el problema de transporte: la triangularizacién de la base.
Esta propiedad simplifica el proceso de solucibn de un siste
ma de ecuaciones cuyos coeficientes corresponden a una base,

permitiendo una implementacibn eficiente del método simplex.
MATRICES TRIANGULARES.

Definicién: Una mdtriz cuadrada no singular M se llama
triadgular si por una permutacién de sus renglones y colum-

nas esti en la forma de una matriz triangular inferior.

Es inmediato que una matriz triangular inferior no singular
es trianghlar de acuerdo a la definicién. Una matriz trian-
gular superior no singular.es también triangular, ya que in-
virtiendo el orden de sus renglones y columnas se convierte

en triangular inferior.

Un procedimiento simple para determinar si una matriz M es
triangular es dado gomo sigue:

Paso 1. Encontrar un renglén con exactamente un elemento di

ferente de cero.

Paso 2. Forme una submatriz de la matriz utilizada en el pa-

o 1, cruzando ¢l rengldn y coluwdna correspondiente al elemen=

to difcrente de cere en ese renylén, Regrese al paso 1 con
A, b 3

la submatriz,
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Si el procedimiento lo podemos continuar hasta que todos los
renglones han sido eliminados, entonces la matriz es triangu
lar. Podemos ponerla en la forma explficita de triangular in

ferior, arreglando los renglones y columnas en el orden que

fué determinado por el procedimiento.

Ejemplo 3. Del lado izquierdo est4 la matriz antes de apli-
car el procedimiento, indicando a los lados el orden en que
deben ir los renglones y columnas de acuerdo al procedimien-
to. Del lado derecho est4d la matriz después de aplicar el-
procedimiento, cuando sus renglones y columnas son permuta-

dos de acuerdc al orden encontrado.

"1 2 0 1 o 274 T4 0 0 0 0 0]
a4 1 0 5 0 03 1 2 0 0 0 0
0 0o 0 4 0 0|1 5 1 4 0 0 0
2 1 7 2 1 316 1 2 1 2 0 0
2 2 0 0o 3|5 o 3 2 3 2 0

0 2 0 1 o0 o0]2 2 1 2 3 7 1]

302 05 1 6 4

La importancia de triangultarizacibn es, desde luego, el méto
do asociado de sustitucién hacia atrds para el sistema trian
gular de ecuaciones. Suponga que M es triangular. Una per-
mutacidén do reuclengs es una reordenacidn simple de las ecun «o

; P . NI ISR SR
ciones y una perautacidn de columnas es una reordenacidn sim



ple de las'vuriables. As{ despuls Je una reovdenacibn apro-
piada, el sistema de ccuaciones Mx = d toma la forma triangu
lar inferior y puede ser resuelto: primero para xy de la
primera ecuacifn, sustituyendo este valor en la segunda ecua

cibn, resolviendo para X, ¥ as{ sucesivamente.

Este método también se¢ aplica a sistemas de la forma AtM=ct.
En este caso las componentes de A serfn determinadas en or-
den inverso, empézando con An ya que la matriz est4 de 'la

forma triangular superior (que corresponde a la eliminacién

gaussiana en un sistema arbitrario].

Un aspecto importante del problema de transporte es que cada

una de sus bases es una matriz triangular.

Teorema de triangularizacibén de bases. Cada una de las ba-

ses del problema de transporte es triangular.

Prueba. Refiriéndonos al sistema de restricciones (3); Cam-
biamos el signo a la mitad del sistema, entonces la matriz de
coeficicntes del sistema consiste de + 1, -1 ‘6 0. Siguien
do el resultado del tecorema de la primera seccibn, quitamos
una de las ecuaciones para eliminar redundancia. De los coe

ficientes de la matriz resultante formamos una base B, selec

cionando un subconjunto no singular de m + n - 1 columnas,

.
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Cada columna de B contienc a lo nds dos elementos diferentes
de cero, + 1 y - 1. Entonces hay a lo mas Z(m+n-1) clemen-
tos diferentes de cero en la base. Sin embargo, si cgda co
lumna contiene dos élementos diferentes de cero, entonces
la suma de todos los renglones seria cero, contradiciendo la
no-singularidad de B, De este modo, al menos una columna de
B contiene solamente un elemento diferente de cero. Esto
significa que el nfinerc total de elementos difefentes de ce-

0 en B es menor que 2(m+nI1).

Entonceé existe un renglén con un elemento diferente de cero;
si cada rengién tiene dos o mis elementos diferentes de cero,
el nﬁmero_total podria ser al menos 2(m+n-1). Esto signifi-
ca que el primer paso del procedimiento para verificar trian
gularidgd se satisface. Un argumento similar puede ser apli
‘cado para la submatriz de B 6btenida al cruzar el renglén

con la columna correspondiente a estos elementos, esta subma-
triz también debe contener un renglén con un elemento diferen
te de cero. FEste argumento establece que la base B es trian-
gular... :
Ejemplo 4. Como ilustracién del teorema de triangularizacién
de bases, considere la base seleccionada pdr la regla de la
esquina noroeste del ejemplo 2. En esta base solamente las

.. 4 . N N . . . N ’
variables bésicas son indicadas, no asi sus valeres.



- 61 -
X X 30
X X X 80
‘ X 10
X X 60 .

10 50 20 80 | 20

Un reglén en una matriz bdsica corresponde a una ecuacién en
el sistema original y est4 asociada con -una restriccibn se-
bre el total de un renglén o columna. En este ejemplo la e-
cuacibn correspondiente a la suma de la primera columna con-
tiene solamente una variable bésica, X11¢ El valor de esta
variable lo podemos encontrar ripidamente, es 10. La siguien
te ecuacién corresponde a la suma del primer renglén. La va-
riable es Xy, la cual tiene valor de 20 ya que Xyp ©s conoci-
da. Este procedimicnto es equivalcnte al método de sustitu-
cibn hacia atrés.
Ejomple 5. Representando otra base para cl ejemplo 2. Debe-
t
mos buscar sobre los renglones y columnas para encontrar una
variable bésica. El valor ‘'de esta variable podemos encontrar
lo facilmente. Tales renglones o columnas siempre existen,
ya que toda basc es triangular, Entonces este rengldn o co-
]umna 25 cruzado y el prﬂwbdihionlé repetido.  Los ndmeros
en las celdas indicun un o

P

aunque hay otvyos.

Jon o aveptable pora su cfleulo,
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X ' X5 )\5 30
X ’ X : 80
x 10 _
<« | x| 60
10 | 50 | 20 | 80 | 20

SOLUCIONES ENTERAS.

Como cualquier matriz bésica es triangular y todos sus_ele-
mentos diferentes de cero son iguales a uno (o menbs Qno, si.
el signo de algunas ecuaciones es cambiado),‘el proceso de
sustitucién hacia atras implicari sumas y restas repetida- v

mente del total de los renglones y columnas. La multiplica

cibén no se requiere. Por lo tanto si el total de los ren-

glones y columnas originales son cnteros, los valores de to-
das las variables bdsicas son enteras. Esto es uﬁ resultado
importante, el cual se resume en ¢l siguiente coroiario de
triangularidad de bases.

!

Corolario. Si los totales de los renglones y columnas de un

problema de transporte son enteros, entonces las variables

bisicas en cualquier solucién bidsica son enteras.
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2.4 METODO SIMPLEX PARA EL PROBLEMA DE TRANSPORTE,
MULTIPLICADORES SIMPLEX.

Los multiplicadores simplex estén'asociados con las restric-
ciones. En este caso particionamos el vector de multiﬁlica-
dores como X = (u,v). Aqui{ p; representa. los multiplicado-

res asociados con el i-ésimo renglén y v, Tepresenta los mul
tiplicadores asociados con la j-ésima columna. Ya que una

- de las restricciones es redundante, un valor arbitrario debe
ser asignado a uno de los multiplicadores. Para simplificar

la notacién v, = 0.

Dada una base B, los multiplicadores simplex se encontrarén

en la ecuacién A'B = CtB. Para determinar la forma explicita

de estas ecuaciones, nos referiremos al sistema original de
restricciones (3). Si xij es bisica, entonces la correspon-
diente columna de A serd inclufda en B. Esta columna tiene
dos elementos + 1: wuno es la i-ésima posicién y otro en la
j-ésima. Esta columna genera a los multiplicadores simplex

de la ecuacidn By ot gj = ya que u, y vj son las compo-

Cij’
nentes corresponlientes del vector de multiplicadores. Las

ecuaciones de los multiplicadores simplex. son:
U, + V. = ¢, (8)

parva toda i, j, para Jos cunles x{i es hésica. la matviz de

coeficientes de cste sistema es To transpuesta de lg matvic

h



bdsica y por tanto es triangular. Qe este modo el sistema
puede ser resuelto por sustitucién hacia atrés. Esto es si
milar al procedimiento para encontrar los valores de las va-
riables bfsicas y por consiguiente, tencmos otro corolario
del teorema de triangularizacién de bases para los mulkipli-

cadores simplex.

COROLARIO. 8i los costos €ij de un problema de transporte
,son enteros, entonces (suponiendo que un multiplicador sim-
plex est4 en un conjunto eantero), los multiplicadores simplex

asociados con cada base son enteros.

Una vez que los multiplicadores simplex son conocidos, los
coeficientes de costo relativo para las variables no bési-

cas pueden ser encontrados de la manera usual como rt = ¢t -

D D
ktD. En este caso los coeficientes de costo relativo son

Tii = Cooo- Wy -V, para i=1,...,m (955
) j=1,...,n

Esta relacibén es vAlida para variables bisicas; con costo re-
1 ' )

lativo cero.

Dada una base, el cllculo de los multiplicadores simplex es
similar a calcular los valores de las variables bisicas.

Los chlculos son facilmente ejecutados sobre un arregle de

1a sicaiente foisu, donde los cloiseiitos on cfroulo COTYESpOR &=

den o la pngécién de las vuriables bésicas en 1a base,
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€1 @ 13 S 1 M
¢ @ €23+ Can | M2
Cnl CmZ cmS T (::) W
V.'l V7. V:5 “a e Vn

En este caso la parte principal del arreglo con los coefjcien

tes cij permanecen  fijos y calculamos las columnas y renglo-

Il

nes correspondientes a y o Vv,

El procedimiento para calcular los multiplicadores simplex

es:

Paso 1. Asignar un valor arbitrario a algunos de los multi-

plicadofes.

Paso 2. Buscar en los renglones y columnas del arreglo has-

ta encontrar un elemento cij'en cfrculo tal que u; o vj (no
ambos) haya sido determinado,

1
Paso 3. Calcular uy © vj de la ccuacidn Cij T vj. Si

todos los multiplicadores son determinados pare. En otro ca

so regrese al paso 2.
La triangularizacién de 1a base garantiza que este procedi-
miento detervaing a tedos Jos pultiplicadores simplex,

P
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Eiemplo 6. Considere el siguiente arreglo de costos. Los

elementos en circulo corresponden a la solucién bésica fac-
tible (v ontrada por la regla de la esquina noroeste). 5@
lamente stos nimeros son usados en el cilculo de los multi

plicado:es. ’

@689

IOHOIIOIE

9 .

z,hz@z | .

RN ENIO0NIO;
Arbitrariamente sea vg = 0. Entonces buscamos en la celdas,

un solo elemento en circulo debe ser determinado. Este es

el elemento de la esquina derecha de abajo y da My = 2. En-
tonces de 1a ecuacibn 4 = 2 + v,» se tiene que v, = 2. Aho-
ra Wy Yy pzlson determinadas, entonces Vi ¥ Vg, y finalmente

IPRASE El result;do es

[OIOX N

8
2 (E) 4 (:> : ;
2 2 2 @ . :
3 3 .2 r 4 >
v -2 -1 1 I e "zw--- - HB_“ N R




CAMBIO DE CICLO.

be acucrde con el procedimiento gencral del simplex, si una
variable no bisica tiene asociado un coeficiente de costo re
lativo negativo, entaonces ésta variable es un candidatqg para
entrar a la base. Como el valor de esta variable es incre-
mentado gradualmente, los valores de las variables bdsicas
cambiarén cont@nunmcnte para mantener factibilidad. Enton-
ces el valor de la nuevavariable e¢s incrementado, mientrds

|

que una'de las variables bisicas se hace cero.

Si el nuevo vector bdsico es d,. entonces el cambio en las

otras variables estd dado por -B-ld, donde B es la base.

TEOREMA. Sea B una base de A (ignorando un renglén) y sea d
una columna. Entonces las componentes del vector y = B'ld

son 0, +1, o - 1.

Prueba. Sea y la solucibén de la ecuacién By - d, Entonces
y es la representacién de d en términos de la base. Esta

gcuacién se puede resolver por la rcgla desCramer, csto es,

donde By, es la matriz obtenida al rcewplazar 1a k-ésima co-
lumna de B por d. By I‘k son submntrices de la matriz de
restricciones oriziort A0 Lo wotriz b podesas ponevla on la

ferama tyiangular con todes Tos cleaontos en Ya diagonal



iguales a + 1. Por tanto, considerando el cambio del signo
que resulta de intervcambiar los renglones y columnas,

det B =+16 -1, As{ mismo podemos mostrar que det By = 0,
+1, 6§ -1. Conclufmos que cada componcnte de y es 0, + 1

6 -1,

»

La implicacién de este resultado es que cuando una nueva va-
riable es afladida a la solucibén en una unidad, las variables
bdsicas cambiardn a +1, -1 6 0. Si las nuevas varigbleé
tienen el valor de O, entonces 1las variables Bésicas cam-
bian a + 0, - 0 6 0 correspondientemente., Por lo tanto es
necesario determinar los signos de cambio para cada varia-

ble bisica.

La determinacién de estos signos es una bidsqueda sobre los
renglones y columnas, Operacionalmente, una asignacién + a
la celda de la variable que entra representa un cambio + 0,
que seri determinada, 'Entonces +, - y 0.son asignados uﬁo
por uno a las celdas de algunas variables bésicas, indicando
cambios de +8, - @ 8 0 para mantener una solucidn Ffactible.
1
Después de cada paso habrd una ecuacidn que determina el
signo asignado a la variable bdsica. E1 resultado serd una
secuencia de + y - asignados a las celdas duc forman un
ciclo, primero la celda dec la variable que entra. En esen-
cia, el canbio oo parte de wr cicle de l'(.‘(]iSl‘]:i}f)\lCiéfl del

flujo en un sisicsnn doe Lransporte,

PR
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Una vez que la sccuencia de +, - y 0 es determinada, la nue
va solucién bfsica factible sc¢ encuentra colocando el nivel
de cambio 0. Esto es, poniendo una de las variables bésicas
en cero. Debemos examinar las variablc§ bisicas para las
cuales un signo menos ha sido asignado, para estas, son los
unos los que se decrementarfin cuando la nueva variable entra.
Entonces 0 es igual a la magnitud mis pequefa de estas va-
riables. Este valor es sumado a todas las Celdas'que tengan
asignado + y restado de thas las celdas que tengan asignado'

-. El resultado serf la nueva ‘solucibn bésica factible.

El procedimiento se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7. Un arreglo solucibn es el siguiente:

Bl 10° . 10
207 10*}30
20" | 10° 30760
10° © 110
Bt 20° | {50
s |10 30 | 40 40
ok

En este ejemplo Xgg €5 la variable que entra, asi un signo +

es asignado allf. Llos signos de las otras celdas son deter-
minados en el ovden Xy, Xyg Xy Xio, Yoo Xgps Xppe Y5po e
Xgye Lo vardichle pos pegueiis con oun stz poaos asignado o3

N
Xeq = 10, CAsT 9 = 10, quedando;

51
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10 20 | 30|
30 | 10 20 | 60
10 10 |
10 | 40 50 .
40 | 10 | 30 | 40 | 40

ALGORITMO DE TRANSPORTE:

Ahora es posible reunir 1las componcntes'desarrolladas hasta
aquf en la forma de un procedimiento simplex revisado para

el problema de transporte,

Descripeibn.

Paso 1. Calcular una solucién inicial bsica factible, usan
do la regla de la esquina noroeste, o algdn otro método.

Paso 2. Calcular los multiplicadores simplex y los coeficien
_____ Y n
tes de costos relativos., Si todos los coeficientes de costos

relativos son negativos, paramos, la solucibén es éptima. En

otro caso ir al paso 3.

Paso- 3. Scleccione una variahle no bisica correspondiente a
un cogfjcicnio do los custor pogntives pare entor a la baae

veneralvente el que ticne ¢l cocliciente de cosio mes noga-



tivo). Calcule el ciclo de cambio y sea o igual a la va-
riable bdsica mfs pequeiia con signo menos asignado. It al

paso 2.

Ejemplo 8. Ahora podemos resolver completamente el problema
en el ejemplo 1. Los requerimientos y una solucibn bfsica
factible obtenida por la regla de la esquina noroeste, son

los siguientes:

10 | 20 v 30
. 30 | 20 | 30 80
10 10
40 | 20 | 60
10 | 50 | 20 | 80 | 20 i‘~’*~

- Los coeficientes en un circulo corresponden a las variables
bésicas. ‘Los multiplicadores simplex calculados por la biis
queda de renglones y columnas (en cl cjemplo 6) son los si-

‘guientes:

4
"y
[ {] 9 5
O >

8
z”‘(f)
- <?>
|-z N ) 0 ’
I o

BEce
s

Y
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Los coeficientes de costos relativos son calculados de restar

My * Vj de cij:

0 1 4
1 - 2 '
3 2 0 1
3 ' "hiiﬂl* I

En este caso resulta negativo solamente la celda (4,}); as{
la variaﬁle X3 entrard a la base, Un signo + se¢ pone en la
celda del arreélo original, y el ciclo de 0, + 1, -1 es de-
terminado. (no es necesario continuar la bfisqueda una vez

.

que el ciclo estd determinado):

10 | 20 30

30 | 207} 30% 80
.10° 10

‘ + | 40° 20°} 60

10 50 Z0 30 20

La variable bisica con signo menos mis pequefio es 20, enton-
ces 20 es sumado o restado de los elcmentos del ciclo como

indican los signos. La nueva solucién bisica factibles es:



- 73 -

10 | 20 30
30 50 D
10 10

20 { 20 | 20} 60

Los nuevos multiplicadores simplex corvespondientes a la nue
va base con calculados y los costos del arreglo revisados:

My i
9 5

©
@

JE

313 (:)

v. | -2{ -1} 0

MO OO

111 4
1 1 2
3 2 1 1

E-
]

En este caso todos los coeficientes de costo relativo son po

sitivos, indicando que la solucién es 6ptima.

.ﬂ
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DEGENERACION,

Todo-problema de programacibn lincal degenerado tiene varia
bles b4sicas con valor cero, esto puede ocurrir en el pro-
blema de transporte. Si hay degenevacién en el procedimiento
simplex, podemos introducir el método estfindar de perturba-
cién, En este método a la variable bisica con valor cero se
le asigna el valor € y se continda de manera usual., Si deja

la base, entonces e puede ser eliminado.

Ejemplo 9. Para ilustrar el métodﬁ con degeneracibn, consi-
dere una modificacibn del ejemplo 8, el cuarto renglén de 60
a 20y la cuarta columna de 80 a 40. Entonces la solucién
bisica factible por la regla de la esquina noroeste es dege-
nerado. Una € en el lugar de la variable bAsica con valor

cero se pone en el arreglo:

10 | 20 30 10 20 }0.,‘
30 ’zo 30 80 30 | 207) 30° 80
u 0], | ) TS 10
020 20 | &7 20°f 20
10 | 50| 20 | 40 | 20 - 10 | 50 {.20 | 40 | 20

Los coeficientes de costo relativo son los mismos que en el

ejemplo 8, x,. cs ¢l candidato a ecntrar a la base, y el cam

43
bio-de ciclo es el mismo. En este caso, sin embargo, el

Fr

-
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cambio es solo € y la variable X4 deja la base.

10 20 30
30 20 30 80
10 10
20 20
N SN S U
10 50 20 40 20

Los nuevos multiplicadores simplex correspondientes d 1a nue

va base son calculados, al igual que los coeficientes de cos

to relativo:

() e8| S lo]s

@OIC -

zz@zz 3lzio]o

3 4 N
1

-2 0

Lefwl~l~10

L4

Los nuevos coeficientes de costo relativo son positivos, in-
dicando que la nueva solucién es 6ptima.” La. ¢ puede ser eli

" minada en la solucién final,
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2.5 EL PROBLEMA DE ASIGNACION.

El problema de asignacibn es un caso particular del proble-
ma de transporte. El ejemplo clésico del pl%blema dp asig-
nacifn es optimizar la-asignacibn de n trabajadores a 1 en-
pleos, Si el ﬁrabnjndor i es asignado al empleo j, hay un
beneficio de iy Cada trabajador dcbe ser asigqado a un

empleo y viceversa., Hay que maximizar el valor total qe la

asign?cién.

" La formulacién general del problema de asignacién es encon-

trar xij i=1,...,n, j=1,...,n para:

s.a ) 1 para i =1,... ,
gt T (10)
n
-Xixij =1 para j =1,...,n
1:

)
v

>0 parai=1,...,n

3 l1,...,n

i

se requiere que cada una de las variables tome el valor de
cero o uno, en otro caso la solucién no tiene sentido ya que

no es posible hacer asignaciones fraccionarias.
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TEOREMA. Una solucibn blisica fuctible del problema de asig-

nacién tiene todas las xij igual a cero o uno.

Prucha. De acuerdo al corolario del Teorema de triangulariza
cibn-de bases, todas las variables bAsicas en alguna solucién
bAsica son enteras. lLas variables no pueden cxéedcr a uno

porque el lado derecho de 1as restricciones son uno. Por lo

tanto todas las variables deben ser cero o uno.

Se sigue que hay al menos n variables blsicas que tienen el
valor de uno porque debé haber un uno en cada renglén (y en
cada columna). En un problema de trdnsporte'de esté dimen-
sién, una solucién bésica no degenerada podria tener 25-1 va-
riables positivas. De este modo, las soluciones bAsicas fac-
tibles pafa el problema de asignacién son altamente degenera-

das, con n-1 variables bAsicas iguales a cero.

El problema de asignacién puede ser resuelto por el algoritmo
de transporte, es un poﬁo tedioso. Un algoritmo eficiente

fué desarrollado para el problema de asignacién por dos mafe—
miticos hﬁngaros, dc;;ués fué generalizado a la forma del mé-
todo primal-dual para programacifn lineal. (Se verd en el ca

pitulo III).
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2.6 FLUJO A COSTO MINIMO.

En esta seccién consideramos el problema bisico de flujo a
costo minimo, el cual generaliza‘el problema de transporte.
\El objetivo principal de esta seccibn es desarrollar una in-
terpretacién de los conceptos de redes para ¢l problema de

transporte desarrollado en términos algebriicos.

Consideramos una red con n nodos. Correspondiendole a cada
nodo i un nidmero bih representando la oferta disponible al no
do, (Si bi < 0, entonces hay uh requerimiento demandado),
Suponemos que la red esti balanceada en el sentido que

.

Asociado con cada arco (i,j) hay un nﬁmcro Cij’ representando
l1a unidad de costo por flujo para el arco. El1 problema de
flujo a costo minimo esté determinéﬁo‘por flujos X5 >0 en
cada arco de la red, asi el flujo neto en cada nodo i es bi’

mientras que minimizamos el costo total. En térizinos mutemé

. ?
ticos el problema es:

min ) C..X.. .
ij 1) ?-J
] ] '
s.a. - X,. = b, i=1,...,n (1)
j=1 1) k=1 ki 71i
=T > 0 i,j=1,...,n
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El problema de transporte es un caso espocial de este proble
ma, correspondiendole una red con arcos que van solo de no-
dos de oferta a nodos de demanda, el cual refleja que los em
barques estan restringidos en este problema para ir directa-
mente del nodo oferta al nodo demanda, E1 problema mas gene
ral permite configuraciones de redes mas complicadas, el flu
jo de un nodo oferta puede ir a nodos intermedios,antes de

alcanzar su destino.

ESTRUCTURA DEL PROBLEMA.

El problema (11) es un problema de programacibén lineal. La
matriz de coeficientes A de las restricciones .de flujo es la
matriz de incidencia nodos-arcos de la red. La columna co-
rrespondiente al arco (i,j) ticne una entrada +1 en el reﬁ-
glén i y -1 en el renglén j. Ya que la suma de todos los
renglones es el vector cero, la matriz A tiene rango menor o
igual a n-1, y‘algﬁn renglén de A puede ser eliminado para
obtener una matriz de coeficientes de rango igual a la ori-
ginal. Mostraremos usando los conceptos. de rcdes que el ran
: .

go de la matriz de coeficientes es n-1, bajo una suposicibn

simple sobre la red.

Para establecer la suposicién requerida, definimos la gréfica
G de. la red. Cada arco de la red esti inclufdo en G, indepen
dientemente de su direccién. (La orientacién de los arcos no™

es considerada porque solo nos interesa
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El problema de transporte ¢s un caso especial de este prohlg
ma, correspondiendele una red con arces que van solo de no-

dos de oferta a nodos de demanda, el cual refleja que los em
barques estan restringidos en cste problema para ir directa-
mente del nodo oferta al nodo demanda, El problcma.mas genc
ral permite configuraciones de rcdes mas complicadas, el flu
jo de un nodo oferta puede ir a nodos intermedios,antes de

alcanzar su destino.

ESTRUCTURA DEL PROBLEMA,

El problema (11) es un problema de programacién lineal. La
matriz de coeficientes A de las restricciones.de flujo es 1la
matriz de incidencia nodos-arcos de la red. La columna co-
rrespondiente al arco (i,j) ticne una entrada fl en el reﬁ-
glén i y -1 en el renglén j. Ya que la suma de todos los
renglones es el vector cero, la matriz’A tiene rango menor o
igual a n-1, y algflin renglén de A puede ser eliminado para
obtener una matriz de coeficientes de Trango igual a la ori-
ginal. Mostraremos usando los conceptos.de redes que el ran
' .

go de la matriz de coeficientes es n-1, bajo una suposicibn

simple sobre 1la red.

Para establecer la suposicién requerida, definimos la gréfica
G de 1a red. Cada arco de la red estd incluido en G, indepen
dientencnte de su direccidén. (La orientacién de los arcos nojﬁ

es considerada porque solo nos interesa
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las propiedades lineales de A). Debemos suponer que G es co
nectada. Esto implica que G contiene al menos un Arbol de

expansién.

Para prohar que el rango de A es n-1, seleccionamos un rven-
glén para eliminarlo de A y denotamoes la nueva matriz por A.
Consideramos el drbol de expansi6én T en la grifica G. Este
4rbol consistird de n-1 arcos sin ciclos. Refiriéndonos al
nodo correspondiente del renglbén que fué eliminado de A tie-
ne la rakz del 4rbol. Sca Ap submatriz de orden (n-l]x(h-l)
de A} consiste de n-1 columnas correspondientes a los arcos
en el Arbol. Al menos dos nodos del Arbol debe tener solo
un érco de T, y al menos uno de estos no es una raiz. Esto
significa que el renglén correspondiente de At tiene una en-
trada diferente de cero. Imagine que cruzamos el renglén y
1a columpa correspondiente a esta entrada. En términos del
érbol, esto corresponde a eliminar el nodo y el arco tocado."
Los n-2 arcos restantes'dé T forman un 4rbol para la red re-
ducida de n-1 nodos, incluyendo la rajz. El procedimiento
puede ser repetido qonsecutivamcntc,‘climinnndo todos los no
dos excepto la rafz hasta que todos los renglones de AT sean

eliminados. .

Es claro que este procedimiento es equivalente al procedi-
miento de triangularizacibn de 1Q'secci6n 3. En otras pala-

bras Ap es una submatriz triangular no singular de (n-1)x(n-1l..

.

-
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Por tanto'A tiecne rango igual a n-1.

ESTRUCTURA DE UNA BASE.

Hemos mostrado que un firbol dec expansién G Correspondefa una
base, ya que define a la submatriz no singula} A. Una base
corresponde a escoger n-1 columna Tincalmente independiente
de A. Cada columna corresponde a un arco de la red, a;i la
seleccién de una base es cquivalente a seleccioﬂar‘nﬁl arcos.,
" Queremos mostrar que esos arcos deben formar un 4rbol de ex-
pansién. Suponecmos que la coleccién de arcos correspondien-
tes a la base contiene un ciclo de m arcos.: Cuando eséaq co
locados en ciclo tieunen la forma (nl, “2)' (nz,nsl, (ns,n4),
e ey (nm;nl). En estc orden algﬁnbs arcos pueden préser—
var su orientgcifn original y algunos pueden ser invertidos.
Ahora coﬁsideramos las columnas correspondientes de A ay, 4y,
T ., Formando la combinacién lineal ay,ta,, %455, .. 88
donde en cada caso el cocficiente es + si la orientacién del
arco es la misma en el ciclo comb en la grifica original y

- sino lo es. La+4-ésima columna en esta combinacibn co-
rresponde al arco (ni, ni+l) del ciclo y tiene +1 en el ren-
glén correspondiente a n.y -1 en el reﬁglén_correqundiente
a m . Como un resultado, los +1 y -1 se cancelan en la
combinacién, Asi la combinacién es el vector cero, contra-
diciendo la independencia lineal &c B)alyyeee,dp Tenemos

per-lo tanto establecido que la coleccidn de arcos, corres-
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pondientes a la base no contiene cicles ya que hay n-1 arcos
y n noedos, ¢s fAcil concluir que los arcos deben formar un

4rbol de expansibn,

.

“Conclufmos que hay una correspondencia uno a uno entre los

arcos (columnas) en una base y el frbol de cxpansién. Cone-
cemos también que la base es triangular y por tanto unimodu-
lar. Las caracter{sticas del problema de transporte nos lle

van al problema general de flujo a costo minimo.

|
Dada una base, la solucién bésica correspendiente puede ser

encontrada por el método de sustitucibn hacia atris, usando
la estructura triangular. En estc proceso vemos la ecuacién
que tiene una variable bésica indeterminada correspondiendo-
le un.afco de flujo indeterminado‘xij. Esta eéuacién es Te-
suelta para xij’ y entonces tal ecuacién se encuentra. En
términos de concepto’ de redes, primero vemos el final del
arbol de expansién cdrrespondiente a la base, esto es, en-
contramos un nodo que toca.solamente un arco del 4rbol. E1
flujo cn este arco es determinado por la oferta (o demanda)
en ese nodo. Con shstitucién hacia attds resolvemos los flu
jos de los arcos del arbol de expansién, comenzando por el

filtimo y as{ sucesivamente eliminando arcos:

EL METODO SIMPLEX .

-4

El.método simplex revisado puede ser aplicado para generali-
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zar el problema de flujo a costo minime. Describiremos los
pasos junto con una discusién breve para su interpretacién

con redes.

grobésito: Determinar et flujo a costo minimo en una red,
Descripeibn

Paso 1. Ewpiece con una solucibn bdsica factible.

Pasp 2, Calcule los multiplicadores simplex X, para cada no

do i. Esto para resolver las ecuaciones

A, - X, = ¢, ' (12)

para cada i, j correspondientes a un arco bisico. Esto se
sigue porque el arco (i,j) corresponde a una columna en A
con +1 en el renglén i y -1 en el venglbén j. Las ecuaciones
se resuelven colocando el valer de alguno de los multiplica-
dotes. Una ecuacién con un sole multiplicador indeterminadoe
se calcula y este a su vez determina a otro y asi sucesiva-

mente.
?

Los coeficientes de costos relativos para los arces no b4si-

cOS son: .

5 Tegy t O 0 A (13)

Si todos los coeficientes de costo relativo son no negativos,

pare;- 1la solucién es 6ptima. En otro caso ir al paso 3.

.-
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"Paso 3. Seleccione un flujo no'blsico con coeficiente de
costo relativo negativo para entrar a la base. Afladiendo es
te arco al 4rbol de expansién de la base anterior, tendremos

un ciclo como se muestra en la figura:

’
. 4
\§‘ 'I '\‘\_\ arco nuevo

»

arco fuera
cuando el
flujo meto

2 es cero.

que intro-
duce flujo
al ciclo.

Anterior : Nuevo

Figura 3. Base de un &rbol de expansién

Introduce un flujo ﬁositivo a este ciclo de ©. Como O es ig
crementado, algln flujo bésico‘anterior se decrementard, ‘asf
© se escoge del valor mas pequefio del flhjo‘neto de uno de
los arcos bisicos iguélgs a cero. Esta variable sale de la
base. El nuevo Arbol de expansién es obtenido afiadiendo un

<~
arco para formar un ciclo y eliminando otro arco del ciclo. -

- -
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CONSIDERACIONES ADICIONALES

Caracter{sticas adicionales pueden ser incorporadas como en
otras aplicaciones del método simplex. Por ejemplo, una so
lucién bisica factible si existe, puede ser buscada usando
variables artificiales en el procedimiento de la fase I.
Esto lo podemos hacer introduciendo un node adicional con o
ferta cero y con un arca conectado (dirigido al node con de
manda y leios del nodo con oferta). Una solucién bésica-i-
nicial es construida con el flujo del nodo artificial.' Du-
rante la fase I, el costo dél arco artificial es la unidad
'y cero en los demfs. Si el costo totalse reproducea cero, obte
nemos una solucidn bésica factible para el problema origi-

nal,

Una extensidn importante del problema es la inclusién de li
mites superiores (capacidades) sobre magnitudes de flujo to

lerables en un arco.

Finalmente deberfamos hacer hincapié de que hay varios proce
dimientos para organizar la informacién requerida por el mé-
todo simplex. En el procedimiento se trabaja'con la forma
algebraica definida por la matriz de incidengia nodos -arcos.
Otros procedimientos estan basados en representaciones de re’
des mas completas, asignando flujo a los arcos y multiplica-

dores simplex para los nodos.
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2.7  FLUJO MAXIMO.

Un tipo diferente de problemas de flujo sc discutird en esta
seccién, aquél que determina el flujo miximo pésiblc de. un
nodo fuente a uno final bajo arcos con cnpaéidades restrin-
gidas. Un problema preliminar ctiya solucién consiste en de-
terminar una trayectoria de un nodo a otro en una gréfica di

rigida.

PROCEDIMIENTO DEL ARBOL.

Recordﬁndo que el nodo j es alcanzable al nodo i en una gré-
fica dirigida si hay una ruta del nodo i al j. Para
grificas simples podemos inspeccionar la alcanzabilidad, no
asi para gréficas grandes. El problema puede ser resuelto
sisteméticaﬁente por un proceso de etiquetas, buscando varios
nodos en la grifica. Este procedimiento cs la base de ﬁn nd
mero de métodos para resolver gréficas mas complejas y pro-

blemas de¢ redes.

Suponemos que queremos determinar si una . ruta del no-
do uno al m existe. En cada paso del algoritmo: cada nodo
no es etiquetado, etiquetado pero no hay-blisqueda, o etique-

tado y hay blsqueda. El procedimiento es el siguiente:

Pasoll. Etiquetar el nodo 1. Los demis nodos no son etique

tados.
-



Paso 2. Para algln node ctiquetado sin hidsqgueda del nodo i,
cncuentre todos los nodos alcanzables a i sin que cstos es-

ten etiyuetados. Ftiquete esos nodos con i.

Paso 3. Si ¢l nodo m es etiquetado pare; una trayectoria se
ha conseguido, una ruta existe. Si hay nodos no etiquetados
queno pueden ser etiquetados, parc; no existe una ruta conec-

tada. En otro case vaya al paso 2.

El proceso se ilustra como sigue:

2 5
(5 ¥ 10

5 8
(6 W 9
N :

A x =(19

Figura 4. El procedimiento de bésqueda.
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Ohserve que una ruta entre ¢l noedo Ly 10 s¢ cncuentra, los

1

pedas han oo criguetados oy la B oonts cn en b ondea 1,2

3,5,6,8,4,7,9,10. Las etiquetas estén indicadas prbéximas a
los nodos. Les arcos que fueron usados en cl proceso de
bldasqueda estdn indicados por lineas gruesas. Note que la
coleccién de nodos y arcos seleccionada por el proceso, con-
siderada como una grifica no dirigida, forma un 4rbol (sin
ciclos). Si estamos interesados solo en determinar si una
Tuta conectada existe y no necesitamos encontrar la ruta por
si misma, entonces las etiquetas necesitan estar con una mar
ca senéilla, mas bien en el nodo fndice. Sin embargb; si
los nodéé indices son usados como etiquetas, entonces des-
pués de terminar completamente el algoritmo, la ruta actual
conectada puede ser encontrada trazando hacia atrés el nodo
m siguiendo las etiquetas. En el ejemplo empezamos en lq

y nos movemos al nodo 7, después al 6, 3, y 1. La ruta si-

-

gue la inversa de esta secuencia.

Es fécil probar que el algoritmo resuelve la existencia de
una ruta cbnectada.“ En cada paso del prbéeso,'un nuevo_ node
es etiquetado, es imposible continuar, o el nodo m es etique
'tad; y el proceso termina. Claramente el proceso puede con-
tinuar para al menos n - 1 pasos, donde n es el nfimero de
nodos en la gréfica. Suponemos que en algﬁn paso es impo-
sible continuar. Sea S el conjunto de nodos etiquetados en

este ﬁaso y sea 5 el conjurito de nodos no etiquetados.
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Es claro que el nodo 1 esta en Sy el m en §. Si hubiera
una ruta concctando ¢l nodo 1 con el m, entonces de-
berfa haber un arcoenesa rut a de un nodo k en S a
un nodo en 5. Sin embargo esto podria implicar que el nodo
k no fué buscado, esto es una contradiccidn., Si el nléorig

mo continua hasta alcanzar ¢l nodo m, entonces es claro que

una - T u t a- conectada puede ser construfda hacia atrés.

CAPACIDAD EN REDES.

En algunas aplicaciones de redes es usual suponer :jue hay un
limite superior sobre el flvjo tolerable en varios arcos.

Esto motiva los conceptos de una red con capacidad,

Definicién: Una red con capacidad es una red en la cual al-
gunos arcos estin asignados con capacidgdes no negativas, de
finiendo el flujo méximo tolerable en esos arcos. La capaci
dad de un arco (i,j) es denotado por kij’ y esta capacidad

es indicada sobre la gréfica por kij adyacente al arco,

En esta seccibn se swpone que todas las capacidades son ente
ras no negativas. En la siguiente figura sc muestra un ejem
plo de una red con las capacidades indicadas, As{ la capaci

dad del nodo 1 al 2 es 12, mientras que del nodo 2 al 1 es 6.
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Figura 5. Una red con capacidades,

EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO.

Considere una red con capacidades en 1a cual los nodos fuente
y final son distinguidos facilmente: Son el nodo 1 y el nodo
m respectivamente. Los dem&s nodos deben satisfacey los re-
querimientos, esto es, el flujo neto en estos nodos debe ser
cero., Sin embargoe, el nodo fuente debe tener una salida de
filujo ncto'y el nodo final una entroda de flujo neﬁo. Que de
ben ser iguaics como una consccuencia de conservacién de los
otros nodos. Un congunto de arcos con flujo que satisfacen
estas condiciones, 'se dice que es un fluio en'la red con va-
lor £. El problema de flujo méximo esté determinado por el

flujo méximo que puede pasar en una red. Esto es:
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n n L
‘ilxij - ‘21)1 =0 it 1,m (14)
J= : J=»

n n

) Xny Xim * £ =20
j=1 j=1

0 < Xy S k... Yi,j

donde los pares. i,j corresponden a los arcos permitides.

Ei problema puede ser expresado en forma mas compacta, en tér
minos de la matriz de incidencia nodos-arcos. Sea x el vec-
tor con flujos xij (ordenado). Sea Alla matriz de inciden-
cia nodos-arcos. ‘Finalmente sea ¢ un Qéctor con dimensién
igual al nimero de nodos, tenichdq +1 en la componente del
nodo 1 y :1 eﬁ la del nodo m, en los deﬁés componentes cero.

El problema de fluju mbximo es:

! max f
s.a. Ax - fe = 0 (15)
0gx<k )

La matriz de coeficientes de este problema es igual a la ma-

triz de incidencia nodos-arcos con una columna adicional pa-

ra 1a variable de flujo £f. Alguna base de esta matriz es

X
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triangular. E1 método simplex puede ser empleado para resol
ver este problema. Sin embargo en lugar del método simplex
podemos usar un algoritmo mas eficiente basado en el procedi

miento del 4rbol.

La estrategia bésica del algoritmo es siﬁple. Primeré admi-
timos que es posible enviar un flujo diferente de cero del
nodo 1 al m, solamente si el nodo m es alcanzable del nodo 1.
El procedimiento del &rbol puede ser usado para determinar
si m es alcanzable, si lo cs;'gl algoritmo darf una *~ r u =
tadel am Examinando los arcos ée esta T uta  , po-
demos determinar la capacidad minima. Entonces debemos cons

truir un flujo con esta capacidad de 1 a musando ~ e s t a-

ruta. Esto nos da un flujo inicial positive (y entero).

Luego consideramos la naturaléz; de 1a red en este punto en
términos del flujo adicional que debe ser asignado. Si hay
un flujo xij en el arco (i,j), entonces la Capacidadvde este
arco es reducida por Xy (a k

: J
flujo miximo adicional que puede ser asignado a este arco,

ij " xij)’ ya que este es el

? . . <.
Por otro lado, la capacidad inversa sobre el arco (j,1i) es
incrementada por xij-(a kji + xij)’ ya que un incremento
pequefio hacia atrds de flujo es actualmente'realizado como

una reduccién en el flujo enviado a través del arco. Una

vez que estos cambios con capacidades se han llevado a cabo,
. g F
el procedimiento del 4rbol puede ser usado otra vez para en- .

.
-~ -
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asignado (queda una yruta aumentada), TFinalmente, si m no
es alcanzable de 1, no puede haber flujo adicional asignado,

y el procedimiento sc completa.

El método cstd basado sobre aplicaciones repetidas del pro-
cedimiento del 4rbel, el cual es implementado por etiquetas
y bfisquedas. Tncluyendo mis informacibén en las ctiquetas
del algoritmo del Arbol, el arco con capacidad minima de la
Tuta aumentada puede ser determiado durante la blsqueda ini-
cial, en vez de reexaminar los arcos despubs de la ruta que
se encontrd, Una etiqueta del nodo i tiene la forma (k,ci)
donde k denota un precursor del nodo y c; es el flujo méxi-
mo que debe ser enviado del nodo fuente al nodo i a través
de 1la ruta creada por etiquetas y blisqueda. El procedimien-

to es el siguiente:

ALGORITMO DE FLUJO MAXIMO.

Propbsito: Determinar el flujo miximo en una red con nodo

fuente uno y nodo terminal n,

Descripcién

?aéo 6. Sean todas las xij =0¢ v f =0,

Paso 1, Etiquete el nodo 1 con (-,wj. Los otros nodos no

son etiquetados. -
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Pasc 2. Seleccione alguna etiqueta del nodo i pura 1a‘bﬁsqug
da, tiene etiqueta (k, Ci)‘ Para todos los nodos j no etique
tados, tales que (i,j)} es un arco con Xij < kij' asigne la

etiqueta (i, cj), donde c; = min {c., k }. Para todos

i " i
los nodos j no etiquetados tales que (j,i) es un arco con

xij > 0, asigne la ctiqueta (i,cj) donde cj = min{Ci, xji}'

Paso 3. Repita el paso Z hasta gue el nodo m es etiquetado o
hasta que no se pueden asignar mas etiquetas. En este caso

la solucibn es 6Optima,

Pasoc 4, (Aumento), S5i el nodo m es efiqpetado (i, <), en- |
tonces incrementamos f y el flujo sobre el arco (i,m) esté

dade por c =~ continue hacia atrds en la . r u t a . aumentada
por los nodos, incrementando el flujo en cada arco de la - -

Tuta por c. Regresar al paso 1,

La vélidacién del algoritmo debiera ser evidente. Sin embarj_.
' ge, una prueba completa es considerada hasta ver el teorema
de flujo mfximo-cortadura mfnima. No obstante la convergen-
cia del algoritmo se establece.

PROPOSICIQE. El algoritmo de flujo miximo conVerge~en'un n-

mero finito de iteraciones. ‘ .

Prueba. (Recordando nuestra suposicién de que todas las ca-
S . . :

ﬁacidades son enteras no negativas). El1 flujo es acotado e

Jal menos por la suma de las capacidades). Empezando con
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flujo cero, la capacidad minima dispenible en toda la fase se-
r4 un entero, y scpin el flujo, serf aumentado por un entero
en todo paso. Este proceso debe terminar en un nfimero finito

-

de pasos, ya que el flujo es acotado.

Ejemplo 10. Un ejemplo de este procedimiento es mostrado en
la siguiente figura. El nodo 1 es el fuente y el 6 el final.
La red original tiene las capacidades sobre los arcos. Tam-
bién se muestra la etiqueta inicial obtenida por e;.procédi-
-. miento. En este caso el nod§ fipal es{é etiquetado, inditan-

do ‘un flujo de una unidad.
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La ruta aumentada de este {lujo cs:

El nﬁmcro en el cuadrito indica el flujo total en un arco.
Las nuevas etiquetas son encontradas y afiadidas. Note que
ei nodo 2 no puede ser etiquetado del nodo 1 porque no hay
capacidad en esta direccién. El nodo 2 puede ser etiquetado
por el nodo 4, ya que el flujo existe dando una caﬁacidad in
versa de una -unidad. Volvemos a etiquetar el nodo final y

una unidad mis de flujo puede ser construida.

La ruta aumentada es:
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Una nueva etiqueta es afadida a esta figura. El nodo final
es etiquetado y una unidad adicional de flujo puede ser en-
viada del nodo fuente al nodo final. La ruta de esta unidad

es:
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Note que incluye un flujo del nodo 4 al 2, sin embargo flujo i
gual no fué permitido en esta direccibdn en 1a red original.
Este flujo es permitido porque ya hay un flujo en la direccibn

opuesta. El flujo total es:

Figura 6. Ejemplo de un problema de flujo méximo.

Los niveles de flujo -aparecen en el cuadrito. BEste es el flu=

jo mAximo, ya que solamente cl node fuente puede ser etiquetado,

]

TEOREMA DE FLUJO MAXIMO-CORTADURA MINIMA,, .

Algunos resultados adicionales pueden ser obtenidos a través
de la notacibén de cortadura en una red. Dada una red con un ng
do fuente 1 y uno final m, se divide arbitrariamente en dos

cofjuntos S y S de tal manera que el nodo fuente estf en Sy

. e
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el nodo final en §. El conjunto de arcos desde S a 5 es una
cortadura que se denota (S,5). La capacidad de la cortadura

es la suma de las capacidades de los arcos en la cortadura.

Un ejemplo de una cortadura se muestra como sigue:

Figura 7. Una cortadura

E1l conjunto S consiste de los nodos 1y 2, y el § de los no-

dos 3, 4, 5y 6. La capacidad de esta cortadura es 4,

Deberia ser claro que una ruta del nodo 1 al m debe in-
cluir al menos un arco en alguna cortadura, para la ruta de-
be‘tener un arco del conjunfo S al conjunto §. Ademés, es
claro que el flujo méximo que puede enviar a través de una

cortadura es igual a su capacidad, As{ cada cortadura da un
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1{mite superior sobre el valor del problema de flujo miximo,
El teorema de flujo_mﬁxjmo-cortadura minima manifiesta que la
igualdad se consigue para alguna cortadura. Esto es, el flu=-
jo méximo es igual a la capacidad de la cortadura minima. De
heriamos notar que la prueba del teorema también establkce la
maximizacién del flujo obtenido por el algoritmo‘de flujo

_néximo,
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TEOREMA de flujo miximo-cortadura minima. En una red el flujo

miximo entre el nodo fuente y el final es igual a la capacidad
de cortadura minima de todas las cortaduras que separan a los

.

nodos fuente y final.

Prueba. Observe que la capacidad de cada cortadura debe ser

mayor o igual al flujo méximo; es por ello necesario exhibir

un flujo y una cortadura para que la igualdad se cumpla. Em-
pezando con un flujo en la red que no puede ser aumentado por
el algoriﬁmo de flujo méximo. Para este arco encontramos la
capacidad del arco de todos los arcos que incrementan su flu-
jo y aplicamos el procedimiento de etiquetas del algoritmo de

flujb miximo. De no existir la T ut a aumentada, el al-

goritmo debe terminar antes de etiquetar al node final.

“Sea S.y. § los conjuntos de nodos etiquet&dos y no etiquetados
respectivamente. Esto define una cortadura de separacién del
nodd'fuente al final. Todo; los arcos originados-en S y ter~
minados en § tienen capacidad de‘incremento cero, o de lo con
trario un nodo en § podria haber sido etiquetado. Esto signi
fica que cada arco eh la cortadura esth saturado por el flujo
original, esto es, el flujo es igual a la capacidad. Algln
arco originado en 5 y terminado en S, dé1~otro lado, debe te=-
ner flujo cero; o de io contrario esto implicar{a un incremen
to pdsitivé de 1a capacidad en 1a‘direcc16n inversa y el nodo
originado en S podria ser etiquetade. Asi hay un flujo total .

d€ S a § igual a la capacidad de 1a cortadura, y un flujo ce-
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cero de 5 a S, Esto significa que el flujo del nodo fuente al
final es igual a la capacidad de cortadura. Asi la capacidad
de cortadura debe ser minima Yy el flujo méximo{ .

En la red de la figura 6 la minima cortadura corfOSpondé a$
que consiste solo del nodo fuente. Esta capacidad dec cortadu-
ra es 3. Note que de acuerdo al teorema, esto es igual al va-
lor de flujo méximo y la cortadura minima es determinada por
la etiﬁueta f%nal. En la figura 7 1la Fortadura mostrada tame

bién es minima.

DUALIDAD,

El teorema de flujo mAximo ycortadura minima sugiere una conec-
cibn con el teorema de Dualidad. L El problema de flujo méximo
es un problema de programacibn lineal expresado en (15). Su

problema dual es

min  w'k
St's.a. ptA = wt (16)
ute = ] :
w>0 -

Cuando 1o escribimos con detalle el dual es:

.
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i3 ij "1ij
-, SeBe My oty ® oWy 17)
vpo-oby =1 .
wij = 0

Un par i,j estd inclufdo solamente si(i,j) es un arco en la red,
Una solucibn factible del problema dual se puede encontrar en
términos de un conjunto de cortadura (s, 8). En particular,

es fdcil ver que N

1 si 1ie8S

¥ ®
0 si iel
(18)
1 si (1,7)e(5,%)
1§ T} _ '
0 en otro caso
es una solucidn.iactible. El valor del problema duui ... ns-

pondicnte a esta solucibn es la capacidad de cortadura. Si to
mamos al conjunto de ZOrtadura poT uno determinado por ¢l pro-
cedimiento de etiquetas del algoritmo de fluﬁo méximo, podemos
ver que la optimalidad se verifica por las éohdiciones de hol-
gura complementaria, El .valor minimo del dual es igual a la

capacidad de cortadura minima. .
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2.8 RUTA MAS CORTA

Suponga que se tienc una red G con m nodos y n arcos, y un cos
to Cij asociado con cada arco (i,j} en 6. El problema de la
Tuta mis corta es: Encontrar la rtuta (menos costosa)‘més cor-
ta del nodo 1 al nodo m en G, El costo de ia ruta es la suma

de los costos sobre los arcos en la ruta,

Se puéde pensar en el problema de la ruta més corfavdentro del
contexto de flujo en una fed si se dlseﬁa una red en la éue se
dcsea enviar una sola unidad de’ fluJo del nodo i al nodo m con
un costo minimo, ‘Luego, by =1, b =1,y bi‘= prafa i#g16é

m. La formulacibén matemftica viene a ser:

m
i X,
min 121 321c11 i
foopL
S.a. _zlxij - leki = 0 si i416m (19)
J J =1 si .i=m

X: 2061 .4,j=1,2,...,m

en donde las sumas y los requerimientos 0,- 1 se toman sobre
?

arcos existentes en G. Las restricciones xij =0 6 1 indican

que cada arco esth en la ruta o no esté,

- Ignorando las restricciones 0,= 1, se encuentran de nuevo las

ecuaciones usuales de conservacién de flujo, La matriz de in-

3 1]
cidencia nodos-arcos asociada con las ecuaciones de conserva- *

cibn-de flujo es totalmente unimodular, * Tur lo tanto, si se
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2.8 RUTA MAS CORTA

Suponga que se tienc una red G con m nodos y n aTcos, Y un cos
to Cij asociado con cada arco (i,j) en 6. El problema de la
ruta mAs corta es: Encontrar la ruta (menos costosa)-m§s COT=
ta del nodo 1 al nodo m en G, El costo de ia ruta es la suma

de los costos sobre los arcos en la ruta,

Se puede pensar en el problema de la ruta mis corta dentro del
contexto de flujo en una ﬁed si se disefia una red en la que se

desea enﬁiar una sola unidad de flujo del nodo 1 al nodo m con

“un costo minimo. Luego, by =1, b"‘=-i, y bi‘ O'pafa i#416

m, La formulacidén matemitica viene a ser:

mnom
i C, . X..
min | izl jgl 15%4j
a n 75? ? ol
s.a. -zlxij --élxki = si it1é6m (19)
J J -1 si i=m
xij =06 1'.1,? = 1,2, ..,M

en donde las sumas y los requerimientos 0,~ 1 se toman sobre
1

arcos existentes en G. Las restriccioncs xij =0 § 1 indican

que cada arco esté en la ruta o no estf,

\ .
- Ignorando las restricciones #,- 1, se encuentran de nuevo las

ecuaciones usuales de conservacién de flujo. La matriz de in-

cidencia nodos~arcos asociada con las ecuaciones de conserva- *

cibfn-de flujo es totalmente unimodular, * Por lo tanto, si se
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reemplaza Xi5 = 061 por X33 2 0, y si existe una solucibn 6p
tima, entonces del m§t0d0 simplex alin se obtendria una solu-
cién bptima entera en la que el valor de cada variable es cero
o0 uno. Asi, se puede resolver como un problema de programae

cibn lineal. Esto es:

¢

1 sii=1

m n :
's.a. X.s = Xy« = 0 i i ) 20)-
521 ij kzl ki o t1ém (20

] g1 i=m .

>0 i,j = 1,...,m

Puesto que el problema de la ruta mhe corta es un problema de
flujo a costo minimo en una red, s¢ puede resolver por alguno

de los métodos descritos anteriormente.

* Considérese el dual del problema de la ruta mhs corta:

Sia, Wy o owp < C.. iyj = 1,2,000,m (21}

1)

Wy nd restringido i = 1,2,...,m.

Es conveniente hacer la sustitucién wi Zew,. Como se verd en
1a solicibn éptima, w] = w] es la distancia mis corta del nodo
"1 al nodo i. Por lo tanto, se puede obtener la distancia mas

corta del nodo 1 a todos los nodos de la red.

[y
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Existen varios métodos para encontrar la ruta més corta, algu
nos solo consideran los costos no negativos, otros los costos
negativos y otros costos arbitrarios. Aqui veremos un algorit

mo que considera los costos arbitrarios utilizando etiqlietas.

.

Supongase que con cada nodo j se asocia una etiqueta [i,wj),
donde 1a primera componente i da el nodo inmediato anterior
al nodo j en la ruta y la segunda componentc,.wj, indica el

costo (longitud) de la "mejor" ruta actual del nodo 1 al nodo

i

j. Sea <5 = .3 c¢;,. El algoritmo de etiquetédo resulta

c..<0 M

como sigue: *J

ALGORITMO DE RUTA MAS CORTA. -

Propésito: - Obtener la ruta més corta en una red que admite

cualquier costo.
Descripciébn

g§§o 1. Se etiqueta el nodo 1 como (-,0) y el nodo-i como

(-,») para i = 2,,..,m.
?

Paso 2. Si w; < wi + Cij para i,j=1,...,m, se termina; se

ha obtenido la solucién Optima. En caso contrario, se selec-
ciona (p,q) tal que wa >'wé + Cpq y el nodo g se héce (P,w& =

M . S8i w' <c,, se termina; hay un circuito negativo
"p * Epo) q " 0] o B
en G. En caso contrario, se repitt el paso 2.
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Parny identilicar los arcos en la futa mis corta, s¢ empicza en
el ando me S la segunda conpanoate wh “noel nedom oes v, cn-
tonces no existe una ruta del nodo 1 al m en G. En caso con-
trario, la primera componente en el nodo m, por ejemplo k, da
el nodo anterior en la ruta mds corta. Se busca hacia atrés

el nodo k y se repite el proceso hasta alcanzar el nodo 1.

Ejemplo 11. Considere la red de la siguiente figura, en la

que se desea encontrar la ruta mis corta del nodo 1 al 4,

No hay un orden requeride en el que se deban considerar los
arcos para que el algoritmo converja. Primero empezamos con

cg="1 -.4 - 6 =-11. " Etiquetando los nodos tenemos:
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seleccionamos el arco (1,3} tal que wg > wi + ey

por lo tanto la etiqueta del nodo 3 queda (1,-~1):

m)-l’

(=)

(1,-1)

Seleccionamos el arco (1,2} tal que wé > wl re ® > 2; porA

i 12

lo tanto la etiqueta del nodo 2 es (1,2):

©,

(G-1)
?

Seleccionamos el arco (2,3) tal que w% > Wé Y oSy, -1 -2,

por lo tanto la etiqueta del nodo 3 es (2;-2):



(1,2)

(2,-2)

seleécipnamos el arco (3,4) tal que wa > wg tCgpy ® 2 -8,

por lo tanto la etiqueta del nodo 4 es (5,-8):;>

(1,2)

("lo)

Todo w% < w; *+ ¢;., veriricando tenemos que:

i,
-2 = wi < wi + C11 = 2
e T PR
2= Wy < Wy +Cyg = -2
BEWpIWytegt 6
-8 =Wy < wp ot Cqq =~ 8



Por lo tanto es 6ptimo, lo que implica que existe una ruta
mis corta con longitud -8, la ruta es (1,2), (2,3),y (3,4)
siguiendo la trayectoria hacia atris, es decir, a partir del

-

nodo final, en este caso el nodo 4.




CAPITULO III
ANAL1SIS DE PROBLEMAS DE REDES: METODOS- PRIMALES DUALES.

El algoritmo primal-dual es un algoritmo general para resol-
ver problemas de programacibn lineal., Este algoritmo fué de
sarfollado a partir de uno menos general considerado para
ciertos problemas de redes, y proporciona las ideas claves
para generar algoritmos especializados para problemas de re

des,

La idea bésica del método primal-dual es partir de una solu-
cibén factible del problema dual (la que se propone como apfg
ximacién a la solucién éptima) y génerar un denominado pro-'
blema primal restringido cuya solucibn proporciona uno de

los siguientes resultados:

a), La solucibn 6ptima del problema primal.

b). Una solucién del dual del primal restringido que
mejora la solucién factible del problema dual

original.

En el primer caso, el proceso termina mientras que en el se-

gundo caso. se mejora la solucién factible del problema dual

y el proceso se repite.
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Un aspecto importante del proceso efectuado por el método pri
mal-dual es que termina en un nﬁmero fini;o de iteraciones,
El proceso de terminacibén es equivalente a que las soluciones
primal y dual sean factibles y satisfagan las condiciones de
holgura complementaria de la programacibn lineal. Una forma

esquemAtica del proceso primal-dual se tienc en la figura,

PRIMAL DUAL DEL
PRIMAL 3 DUAL____"_> | 3 PRIMAL
. RESTRINGIDO RESTRINGIDO.
X ) ™A "
Ajuste a A

El algoritmo primal-dual es considerado propiamente un algo-
ritmo dual, debido a que se parte dé una i factible en el pro.
blema dual y se mantiene siempre la factiblidad dual. En ca
so de que ¢ > 0, se puede tomar ) = 0 como una solucién ini-
cial dual factible. Cuando c es no negativa, no bostante,

se puede encontrar una A factible.

En este capitulo se efectfia la especializacién del método pri
mal-dual para cada uno de los siguientes problemas: de trans

porte, de asignacibn, de ruta més corta y de flujo mhximo.
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3.1 EL PROBLEMA DE TRANSPORTE.

_ Considere el problema de transporte en la forma:

-
.

n
min’
3 e
n
S.d. .leij =ay, isl,...,m .
. (1.
m ) '
X:. = b, j=1, ...
izl i} 3’ i=1, o
!
X5 20 Vi,j
. M . n .
donde suponemos que t a; = £ b.y¢.; >0, También supone-
1 1 1 :1 J 1J . .

mos que las a; y b son enteros no negativos. El correspon-

diente problema dual es:

(2)

El algoritmo primal-dpal se inicia con una solucibn factible
para el éua1 (toda p; =0y £ = 0 son adecuadas). De acuerdo

a este algoritmo, correspondiente a la solucibn dual factible

| se dice que el par (i,j) pertenece al conjunt; admisible S si

la (1,]) -ésima restriccibén dual se satisface con igualdad,

esto es, el par (i,j) es adm151ble E:31 BytVs o= c;.. En este

] ij
cago el problema primal restringido se define en terminos de
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“

los indices admisibles. Especificamente la definicibn gene-

ral del problema es:

Prg o+l
min Yy, + Z. .
SRR ) S 5 O

n

s.a. jzlkij +y; oeay,  d=l,ee,m
m -
iglxij + z5 = bj' . j=1,...,n 3)
%5520 Vi, | )
y; 20 v i -
z; >0 Y3
X35 = 0 para i,j &S._
: ' : m n
:'debidola la condicibn de balance se tiene que'iflyi = 5§1zj

en alguna splucién. Alternativamente, el problema puede po-
nerse en forma de un problema de flujo miximo. La funcifn

objetivo la reescribiremos como:

He3
Canl
[
(v
)
"
—
+

? ? 5)
: (b, - Xis
i j=r J il Y

de la cual se ve que un problema equivalente es maximizar

2

— L X, .
551 i=1"1]
" blema de flujo méximo sobre la red siguiente: °

sujeto a las restricciones en (3). Este es un pro

-
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?igura 1. El problema de transporte en una red de;flujo.

; En 1a.figura el flujo va del nodo 0 al D. Las a; y bj; ?ndican
las capa;idades para los arcos origen y los terminales resbécti
vamente;lLosarcos centrales tienen una capacidad infinita de en-
vio (la cual puede ser representada por un nﬁmero entero gran-
{ dej, pero tal arco s¢ presenta en la red solo si correépondé a
un par'@,j)admisible. Si X4 5 denota el fiujo en el arco (i,j)-

n
ésimo, entonces I X.. es el flujo total que deja el nodo i.
: j=1 )

Este también es el flujo de entrada del nodo i a la ezquierda

y este flujo no debe ser mas grande que a;. El flujo total -
m n .
que deja el nodo 0es £f = L I x.j. El problema primal

i=1 j=1 1

’
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restringido maximiza este flujo. El problema puede ser resuel
to por el algoritmo de flujo mﬁximo. $i el resultado es facti
ble para el problema original, también es éptimo. De otro mo-

.

do es necesario cambiar las variables duales ¥y empezar otra

o
vez. ) , .
La solucién del problema dual asociada al problema primal res-
tringido (3) determina la manera en que la solucién dual ini-

cial debe ser camblada. Dicho dual es, especificémente, el

probléma}
‘ max -} a.r. + ] b.s.
i 1t j 1]
s.a. T, + sj ; 0 i;j €8
(4)
Ty <1
o - s, <1
. P B

La so}uciﬁﬁ para este dual puede ser determinada directamente -
~de la etiqueta'final del algoritmo de flujo néximo. Especifi-

camente, .

41 sielnodo i es etiquetado

- 1. si el nodo i no esta etiquetado
(s)

-1 si el nodo j s etiquetado

+ 1 siel nodo j no es etiquetado
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De acuerdo con el algoritme general primal-dual, 1la ;oluci6ﬂ
dual factible original es actualizada al afiadir un mGltiplo
de la solucibn dual restringida. El miltiplo se determina
introduciendo uno o.mas arcos admisibles. Para encontrar €l
miltiplo apropiado, sea I y J los conjuntos de etiquetas pa-

ra los rodos de oferta y demanda respectivamente. Entonces

definimes:

h=mln(cij'ui'vj)>0

] .
iel _ 6 -

itd.
De acuerdo al método general primal-dual; h/2 veces la solu-

cibn (5) deberfa ser sumada a la solucién factible original

del dual, Sin embargo, primero sumando h/z a todas las ¥ y

‘sustraemos h/; de todas las v; (una operacibn que no altora

la factibilidad o la admisibilidad del arco). La forma ac-.

tualizada toma la forma:

) Wy = owy t h, 1e1l
W = o, igl .
T QR
Vj ﬂvj 'h, jEJ

vnvj, J#J

e gy

P
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f . EI : . P P
. L]

Bsta es la férmula convencional usada para el problema de

transporte., El algoritmo continua buscando los arcos admisi-

bles y el flujo méximo.

i,

- . FORMA' DEL ARREGLO.

Todos los chlculos requeridos para el algoritmo primal-dual
pueden ser ejecutados sobre arreglos seclucibn y coeficientes
de costos como en el métaodo simplex para el problema de trans

{ : L ;
" porte. No es necesario construir la red explficitamente.
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ALGORITMO PRIMAL-DUAL.

ProgésitoJ Resolver el problema de transporte cuando se tiene

una solucibén dual factible.

1
.

Descripcibn

“paso 1. Inicializacién. Primero del arreglo de coeficientes
de costos encontrar una soluciln dual factible. Un proéedi—
mientb com(in es que uy = min c;; para él renglén i y v.=min

: : A . 1] ) o I

’(cij-pi) para la columna j. Esto garantiza qhe Cijspi +-vj,

- se obtiene al menos una vez en cada renglén y columna. Ense-
guida establecemos un tableau solucibn en donde los requerimien
tos ai.y bj estén en una columna y renglén extras, respectiva-
mente. En las celdas con un circulo se da igualdad cij=uifvj 

.para las i,j correspondientes. El tableau es como sigue (ini-

cialmente todos los flujos son cero):

O o !

1 by . e e b, -

Tableau solucibn
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1
Paso 2. Encontrar el flujo méxime. El flujo méximo es asig-
nado = las celdas admisibles (circulo). El flujo méximo se en
cuenira por el procedimiento de etiquetas. Las etiquetas de
la forma (k, ci) estdn junto a los renglones y éblumnas. En
cada fase las celdas en circulo debeﬁ tener nﬁmeroé, denﬁtan-

do los niveles de flujo.

a). Etiquetar todos los renglones en donde hay oferta exceden
te. Si el renglén i es de esta clase asigne la etiqueta (s,

;) donde c; es el excedente en el renglén.

b). En cada renglén etiquetado i, vea las celdas con circulo.
Si tal~ celda ocurre en la columna j, etiquete la columna con
(i, cj) donde cj = cy. Si una columna con excedente es eti-
quetada, una trayectoria existe, ir al paso (e).

c). En cada columna etiquetada j, vea las celdas con cfrculo
‘para las cuales xijj>50ﬁ Si tal celda se encuentra y el ren-
" glén i no 'ha sido etiquetado, etiquete el renglén con (j, ),
157

donde c; = min(cj, x

d). Repita el paso (S) y (;J hasta encontrar la trayectoria o
demostrar. que no es posible etiquetar mas renglones o columnas. -
En el primer caso ir al paso (e). En el segundo caso pare, el

flujo es méximo.

e). Suponga que la trayectoria existe en la columna k. Sea -

f el minimo de Cy y el excedente en la columna k. Entonce;,

v
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si el excedente en la columna k es (y, Ck)’ modifique el flu-
jo a x; 7 x, + £, Sila etiqueta en el renglén u es (e,
~

sea X = xﬁj - £, Continue hacia atréq a través de la cadena,
incrementando y decrementando alternativamente los flujos,
hasta que un renglén alcance la etiqueta s del nodo fuente.

Quite todas las etiquetas y regrese al paso (a).

Péso 3. Las variables duales actualizadas. S5i el flujo méxi-
mo que se encontré en el paso 2 no tiéne excedente,‘entohces ‘
tenemos una solucién factibla para el problema orig{nal y por

tanto es 6ptima. Si por el contrario hay excédentes, las va-
‘riables duales sén actualizadas de acuérdo a. (7). Haga un

circulo al nuevo espacio de celdas admisibles, borre las eti-

quetas y regrese al paso 2.
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Ejemplo 1. Considere el problema de transporte del ejemplo 1
capitulo II. Procederemos a resolverlo usando este método.

El arreglo de los coeficientes es como sigue:

G| ERERERE

@@ K 5 2

©OJIOIIOIONIOIE
| s sz |4 | 2

j L

Ciclo 1, solucibn dual factible.

con los renglones y columnas mostrando 1la solucibn factible
inicial para el dual obtenida en el paso 1. Los circulos in-

dican donde cij =y ¢ vj.'

Iteracifén 1. El tableau solﬁci@n;es conétruido con circulo§ en
las mismas celdas correspondienfesf. Inicialmente ya ﬁue hay
excedente en todos los renglones y columnas, el procedimiento
de etiquetas es trivial y conduce a repetir la trayectoria. Eg
ta fase se comporta Como unabmodificacién de 1la reglé de la es-:4
quina noroeste, restringida a las celdas admisibles. La solu-

¢ibn resultante de esta fase es la siguiente:
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' Y
‘AEjemglo 1. Considere el problema de transporte del ejemplo 1
capftule II." Procederemos a resolverlo usando este método.

El arreglo 4e los coeficientes es como sigue:

u

_@ 4 6 8 9 3
@ @ 4 5 5 2
(O} ICJECIIOIICIE
s sz e ()] 2
|0 o | o | 1 0 &

el

Ciclo 1, solucibén dual factible.

con los renglones y columnas mostrando la solucién factible
inicial para el dual obtenida en el paso 1. Los circulos in-

dican donde cij =Mt Vj-'

Iteracién 1. E1 tableau solﬁciénjes conétruido con circulos en
las mismas celdas correspondienﬁesT Inicialmente ya Que hay
excedente en todos los renglones y columnas, el procedimiento
de etiquetas es trivial y conduce a repetir la trayectoria. Es
ta fase se comporta como una modificacién de la regla de la es~_‘
quina noroeste, restringida a las celdas admisibles. La solu-

c¢ibn resultante de esta fase es la siguiente:
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— -

10 | 50

20

80

| 30
O | T
010 OO |

60

Ciclo 1. BSolucién primal Factible.

Para ejecutar el procedimiento de etiquetas los renglones con

_oferta excedente primero se etiquetan. En este caso, los ren-

glones 1, 2 y 4 son etiquetados. La etiqueta es (s,c) donde

s denota el nodo fuente Yy c-es igual al excedente. Después

~ las columnas 1, 2, 3y 5 serén etiquetadas porque contienen

circulos en las celdas de los renglones etiquetados:

(1,20 .(2,30) - (4,30)

(4,30

(5,20)

(3,20)

($,30)

"

0 | -' . 50
o0 [O] O @ OO [
. 60

10 50

20

80

~Ciclo 1, solucibn primal factible

El renglén 3 es etiquetado fporque contiene una celda

con flujo

positivo en la columna etiquetada. En este caso ¢ = 10, ya

que_el flujo 10 es menor que la etiqueta c de 30 en la tercer

.

-~
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columna. Finalmente la columna 4 es etiquetada porque tiene
un circulo en. la celda del renglén 3.. Esta es una trayectoria

porque la columna cuatro tiene un excedente.

El flujo es ajustado siguiendo la ruta hacia atrés: + 10 en
la celda (3,4); -10 en (3,3), +10 en (4,3). La ruta termina.

en el renglén 4 ya que el "nodo fuente" es etiquetado.

Después el tableau es ajustado y las etiquetas recalculadas.,

El resultado es:

| (1,200 (2,30) (4,20) (4,20)
s,20)| (0) | 30
s O 69 , 80,
Ol OTOT® O
6,200 | 60
20 80 20

10 50

Ciclo 1, solucién primal 6ptima,

En este caso no hay trayectoria, asf el flujo es méximo. De
cualquier modo debe ser actualizado y empezar otro ciclo., El1
valor de h es

- U - VL)

h = min (ci Uy j

j

para i = 1,2,4, j = 4, El minimo ocurre para i=4 y h=l,
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Las variables duales son revisadas de acuerdo a (7). Los nue

vos valores junto con los coeficientes de costo son:

Iteracién 2: , .
i
G| « ] 6] 8] 9] 4
OI@| « | s |5 |3
2 | 2 2 | (®)] 2 2
. ERERICIIOIIONE
vy -1 | -1 f -1 1 -1

Ciclo 2,solucién dual factible

Note que hay menos celdas admisibles que en el caso griginal.
Sin embargo, todas las celdas usadas actualmente en el flujo
son afn admisibles 'y una nueva celda admisible aparece en el

lugar 4, 4.

En el-siguiente paso el tableau sqlucién es modificado por

- los valores del flujo, pero actﬁéiizando los lugéres de las,-v
-celdas que corresponden a los lugares admisibles. Entoncés

el flujoiméximo se encuentra para este nue&p conjunto de cel-

das admisibles:




D R L T N T P PR T SR RPN ".«.-b;.;...-'.:u‘m, ' \lwi‘

e ah et b % ae e vy an A E MRS IR L e et e f we nerr e - ot e ‘"‘"1

(1,200 (2,30) :
s200 [ Q) f | I Y
s,300 | () ‘ID ) ', 80

10
@9. | @

{I} 60
10 50 20 '

20

Ciclo 2, solucibn primal éptima

Sé etiquetan los Qenglohgs con excedente, en este caso son los
renglones i y 2. Despuds las columnas 1, 2 son etiquetadas A
:porquc contienen cizculos en las celdés'de los fenglones etique
tados; -Como yé no se pueden etiquetar mas renglones y coiumnas,
¢l flujo es mAximo. Entonces actualizamos el dual, para i=1,2
yj=3,4,5 E m{nimo ocurre pafa-i =2yj=4,h=1. Las
variables duales son revigadas de aéﬁergo aj(7). Los’ nuevos

valores junto con los coeficientes de costo son:

Iteraciénhs:. . - ' by
(j)l 4 6 g 9 5*“
OIICIRENICI RS

AIENENICERE
S ERICIIOIIOIE
vyl-2f 2 -1

- Ciclo 3 °solucibén dual factible, _
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Note que hay una nueva celda admisible que aparece en el lu-
gar 2, 4. En el siguiente paso el tableau solucibn es modi-
ficaéo por los valores del flujo, pero actualizando los luga °
res de las celdas en circulo que correspondcé a los lugares
admiSibles. Entonces el flujo miximo se encuentra para eSte
nuevo conjunto de celdas Sdmisibles:
' (1,20) . ; o
(s,20) ) B T
O 6 T

10|,

; ,6.0,'-,..

20 ..

EE®

160 50 | 20 | 8

o

Ciclo 3, solucién primalléptima.

Sengtiquetan'los renglones con'gxcedente, en gsté ca56 solo
es él réh@i@n 1. La columna 1 es etiquetada-ﬁorqué cbnfiene
un‘cfydulo.en 1a celda del renglﬁn etiquetado. Ya no se pue
den eﬁiquetar rénglones y columnas, por‘tanto el flujo es
méximo; Eﬁtqnces actualizamos el dual para i=1 f j=2;$,4,5.
- El1 minimo ocurre para i=1 y-j=2, h=1. Las variables duales
_son revisadas de acuerd$ a (7). Los nuevos valores junto

con los coeficientes de costo son:

* Iteracidn 4,

-
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.oy
Ao AL e |

Lwer . P ]
1

2 3 2z 2

OO O]

-1

® 8 ' 6
2 | | 1| &) s | 4
2
3
-2

j - i -

Ciclo 4, solucibn dual factible

Note que héy una nueva celda aqﬁisible que aparece en el lﬁ-
gar 1,2. En el siguiente paso el tableau solucidn 1o'modifi? !
camos por los valores del flujo, peru actualizando los 1ﬁga-

res de las celdas en circulo.que dorresponden a‘lés lugares
admisibles. Entonces el flujo miximo se encuentra para este

nuevo conjunto de celdas admisibles:

) 50
ENED) |

‘ID @I} | 60

10 50+ | 20 80 20

066

Ciclo 4, solucién primal 6ptima

Como el flujo miximo no tiene excedentes, entonces la solucién_
que se tiene es factible para el problema original y por tanto

es ptima. La solucibn 6ptima'es: %1,710, x12=20, x;22=330, X;4=50, =

-

=10, 'x

3 43-20, X42=20, X, 20 ¥ las x; 3'0 restantes x0=610.

44




3.2 EL PROBLEMA DE ASIGNACION.

Considere el problema de asignacibn en la forma:

-

n o n
min C..X..
: jzl izl 1) 1)
n
s.a ] Xqj ~ 1 para i=1,.,.,n
j=1
(8)
n ' :
.leij = 1. para j=1,.,.,n
1= : B
X5y 2 0 para i,j=1,...,n y

Se requiere que cada una de las variables tome el valor de 0
6 1, en otro caso la solucibn no tiene sentido ya que no es

posible hacer asignaciones fraccionarias. El correspondiente '

problema dual es:

Bu v 1
max Hs *+ V.
. i=1 * 0 je1) .
s.a Hy + vj < cij (9)

u; Y vj no restringidas
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El problema dé_asignacién es un caso especial del problema de
transporte y su estructura permite una mayor eficiencia en la
aplicacién del algoritmo prihal-dual. El procedimiento puede
ser lleyédo a un arreglo y el proceso de etiquetas se simpli-
fica. El resultado es el método hlGngaro, el cual fué la pri-

mera forma del algoritmo primal-dual.
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ALGORITMO PRIMAL-DUAL.

Propfsito: Resolver el problema de asignacién.

.Descripcién

Paso 1. Inicializacibn. Primero del arreglo de coeficientes
de costos encontrar una soluciln dual factiblé. Se encuen--

tran las ] como y; = min Ci; para el(i—ééimo renglén, enton-
ces los coeficientes de costo estan modificados por cij Mg
Después los Vj = min(cij-ui) para la j«ésima cclumna, enton-
ces los coeficientes del arreglo esﬁén formados por ci.-ui-v

3
lLos coeficientes con cero representan las celdas admisibles.

i

Asi el problema original es transformado en uno equivalente,
f£4cil de resolver. Restando una constante de'alkﬁn renglén o

columna de la matriz de coeficientes no cambia 1a solucién 6p

tima porque cualquierlsolucién debe tener xii'? 1 en tal ren- -

glén o columna. -

" Paso 2. Encontrar eliflujo méximo. E1 flujo mﬁximo es asig-
nado a los coeficientes con cero que representan las celdas
admisibles. El flujo se encuentra por el procedimienté de e-
tiquetas; en este. caso la etiqueta solo necesita el fndice
apropiado del renglén o columna, la capacidad de la etiqueta

no se requiere ya que siempre es igual a la unidad.

-
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a). Etiquetar todos los renglones donde no:hay celda asigna-

da. Si el renglén i es tal renglbn, ponga s.

b). En cada renglén etiquetado i vea los coeficientes con va
lor cero( es decir, las celdas admisibles). Si ocurre en 1a
coiumna j, etiquete la columna j por i. Si una columna con
excedente es etiquetada (es decir, una columna sin celda es

etiquetada), ir a (e).

c). En cada columna etiquetada j ver los coeficientes asigna
dos para los cuales xij'= 1. Si tal celda se encuentra y el

renglén i no ha sido etiquetado, etiquételo con j.
\

d). Repita el paso (b) y (c) hasta encontrar la trayectoria
(es decir, que pueda etiquetar una columna sin celda asignada)
o no es posible etiquetar mas renglones o columnas. En el pri

mer caso ir a (e). En é} segundo pare, el flujo es méximo.

e). Suponga quella trayectoria ocurre en la columna k. En-
tonces modifique el flujo. Si la etiqueta en el renglén P es
i, ﬁontihée hacia atrfs a través de la cadena, incrementando
y decrementando alternativamente los flujos, hasta que un ren-
gién alcance la etiqueta s del nodo fuente. Quite todas las

etiquetas, y regrese al paso (a).

Pésé 3. las variables duales actualizadas. Si el flujo méxi-

_~

mo encontrado no tiene excedentes, es decir, se completa una .

agignacién, entonces la solucibn es factible para el problema
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original y por tanto es 6ptima. La solucibn 6ptima es aquella
en que xij = 1 si la celqa (i,3) es asignada vy xij = (0 para
las celdas restantes. Si por el contrario hay excedente, es
decir, no se cﬁmpleta una asignacién, las variables duales
son actualizadas. Hacemos una blsqueda sobre todas las cel-
das correspondientes a los renglones etiquetados y columnas
no etiquetadas para el valor minimo de cij © My Vj en el
arreglo. Enfontés actualizamos 1os'coeficientes de costo del

arreglo restando este valor de todos los renglones etiqueta-

dos y sumando este valor a las columnas etiquetadas, borre

1

las etiquetas y regrese al paso 2, ' ;
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Ejemplo 2. Considere el problema de asignacién con los si-

guientes coeficientes de costo:

121 71 6] s 10
8| s| 9| 6| 8
6] 13] 9| 610
10 5| 8| of12
11z 5| 6| 3 ;

Las variables duales iniciales se encuentran por el procedi-
miento descrito anteriormente. Primero las u; se encuentran

por u; = min c;; en el i-ésimo renglén. Entonces los coefi-

j
cientes de costo del arreglo estén modificados por Cij'"i’

los cuales son:

" Iteracibn 1

7] 2] 1 5
31 04 4 1] 3
¢l 7 3] of 4
s o) 31 ¢} 7
8| 9| 2| 3 o

Después los vj se encuentran de este nuevo arreglo por
vj‘= min(cij-ui) de 1la j»ésima columna. Entonces los coefi--

cientes del a}reglo estén formados por cij <y "Vj'
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Los cuales son:

7 {2 Lo Lo {5
3 o |3 {1 |3
o |7 [z [0 |4 _
5 {o |2 |4 |7
8 {9 [1 |3 |o

No es necesario regbrdar los valores de las ui oy Vj‘ Solamen
te los coeficientes de costo son necesarios. Los coeficien-.

tes con cero representan las celdas admisibles.

Una inferpretaci&n ﬁtil de este procedimiento de inicialita:'
cién_es que ei problema original es transfqrmado en uno equi-
valente mis f4cil de resolver. Restando una constante dé.éi-
gin renglén o columna de la matriz de coeficientes no cahﬁia
la solucibén ptima porque cualquiervsoluci6n debe tener xif=1:
en tal renglén o columna. As{ la funcién-objetivo se decre- 
mentard. (por el valor restado), per6 la solucién no cambiard.
En términos del nuevo, arreglo, es claro que podriamos hacer
asignaéiones en las posiciones que tienen valor cero. Si des .
pués de este procedimiento de sustraccién unamnsignacién com-~

pleta se puede hacer sobre los elementos cero, .tal asigna-

cién podrfa ser 6ptima.
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El siguiente paso del procedimiento es maximizar el flujo u-

sando el método de etiquetas. En este caso la etiqueta solo

’

necesita el indice apropiado del renglén o columna, la capa--
cidad de la atiqueta no se requiere ya QUe siempre es igual
a la unidad. EIl resultado de maximizar el flujo es el si- ..

guiente indicando con un cuadro los lugares asignados:

‘ 4
7 2 | o] o 5
AN ENE
| [0 | 7 2 0 4
505 0 2 4 7.
i 9 1 3| [0]

La solucibn qbteﬁida no completd una asignacién, asi las va-
riables duales-{o equivalentenmerite el érreglo de costo,ﬁodi-
ficado) debe servactualizadd. Hacemos esta bﬁsqueda sobre
todas las celdas cﬁt&éspondientes a los renglones etiqueta-
»dés y columnas no‘etiquetadas para el valor m@nimo de cij-—
T vj en el afreglo. En esFe caso el valor miiimo es uno.
Entonce; actualizamog'los coeficientes de costo del arfeglo
restando este vaior de todos los renglones etiquetados y sﬁ-
mando este valor a las‘columnas etiquetadas.- El resultado

es el siguiente:

Iteracibn 2:

-
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2 {2 | [0]| 2 o |2
DR 2 7| o 4
5 | 4 | 0 1 3 6
8

10 | 1 3 | (o]

La rutina de flujo méximo es iniciada sobre el nuevo arreglo,

.-el cual etiquetamos. La trayectoria ocurre en la columna 4.
» i
La nueva asignacién’ée encuentra hacia atrés, es la siguiente:

7 . 0

2 0 2 | {o] | 2
[o] | e 2 |

4

P

o] | 1

10 1

ta

4
6
[o]

(%)

~ Es una asignacién completa y por tanto 6ptima. La solucién
optima es: X5 " x25'= Xgq = 427" xgs =1y las 55 ° 0 res-

,tantes. X, = 26.
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3.3 EL PROBLEMA DE RUTA MAS CORTA.

Considere el problema de ruta mis corta en la forma:

-

m o om
i C.:X, ., .
min izl jzl 15543 : i
n 1 sii=1
s.a .leij LR 0 siit16m (10)
I3 -1 si i =-m
X4 >0 i,j=1,...,m

El problema de la ruta mis corta es un problema de‘flujo con
costo minimo en una red. El correspondiente problema dual

es:

m
s.a W " Wi<Cyy 'i?j=},...,m ' (11)
'wi, wj no restringida i,jnl,...,m

Es conveniente hacer la sustitucibn wz =-W;, Ya que en la
solucibn éptima WE -‘wf es la distancia mas corta del nodo
uno al nodo i. Por lo tanto se puede obtener la distancia

mas corta del nodo uno a todos los nodos de la red.

Para utilizar el método primal-dual al problema de la ruta

’ .-
" mas corta, planteamos como sigue el problema:

-
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min ctf
1 osii=1 :
s.a Af = (12)
0 sii$lém

f>0

donde A es una matriz de incidencia nodos-arcos para una
grifica dirigida con m nodoes y n arcos, en donde el reﬁglén
correspondiente al nodo final m ha sido eliminado, f con
componentes 0 6 1y c es el vector de costos, Su ¢orres-'

pondiente problema dual es:

max Al
s.a A, -~ A, € C..
1 J - 1
, (13)
! Ai no restringida Vi
Am =

Am se fija a Xm = 0 debido a que se omite su renglén. Y de
acuérdo al procedimiento definido; el conjunto de arcos ad-~

misibles es definido por:

P = {arcos (i,j) | AT Aj.= Cij}

El problema primal restringido es:
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min Ity
1 i=1 : '
s.a Af +y = { . F16n (14) 
£50 :
£, =0 i¢e
y20

dphde 1=(,1,...,1) vector con m-1 conponentes. Finalmen

te el dual del primal restringido es:

max  u;
s.a uy - uj < 0 para todos los arcos (i,j)eP
. - . sy
l-lif_l Vi :
Ty no restringida

Se propoﬁé iterar sobre el problema primal restringido con :
e)l objeto de ir mejorando la solucién, pero en este caso lg
solucibn del problema dual restringido es més facil debido

a lo'siguienfe:

( 1 para los nodos alcanzables con trayectorias desde
el nodo fuente usando arcos de P (por la propaga-
cibn de u3=l con arcos en P)

= { 0 para los nodos desde 'los cuales el nodo final es

u
0 alcanzable usando los arcos de P (por la propaga-
. c16n de Uy = 0 con arcos en P) .

" 1 para los otros nodos (ui; ¥y < 0)



Podemos entonces calcular:

€y = min {cij - (xi - xj) | uy - "j > 0}

arcos (i,j)¢P
actualizando y y P, resolver el problema dual restringido.
Si tenemos una trayectoria del nodo fuente al nodo final
(es decir de 1 a m) usando los arcos en P, By = 0 entonces

tenemos el éptidq ya que el minimo es igual al miximo igual

- a cero. Alguna trayectoria del nodo fuente al nodo final

!
usando solo los arcos en P es Optima. -As{ el algoritmo

primai-dual simplifica el problema de ruta més corta.
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ALGORITMO- PRIMAL-DUAL

Propésito: Resolver el prablema de ruta més corta cuando

se tiene una solucidn dual factible,

Descripeibn

Paso 1. Iniciallzacién. Dadas 1las soluciones iniciales
factibles Ag = (06,0,...,0) péra el problema dpa1 (13% y
g " (1,1,...,1) para el problema dual restringido (15),
B =0y P o= {0} o

Paso 2. Calcular:

- Aj) | My otoug 0}

€y " min {cij - (X j

1
(1,1)¢p.

Paso 3. Calcular: A = AO f»eopo y hacer My o= O,péraz;a

By qu? deterwina €g

Paso 4. Si pg $ 0 para alguna i, regresar al paso 2. En
e , ; .
caso contrario P = {conjunto de arcos considerados en tra

yectoria mﬁs corto del nodo 1 al m},
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Ejemplo 3. Considere la red:

con 1la capacidad mixima indicada sobre los arcos.

¢

Iteracibn 1: Como los costos son no-negativos, podemos em-

pezar con A = (0,0,0,0,0)

DUAL e DUAL RESTRINGIDO ~
1 1

BECEENON

uy = (1,1,1,1,1) solucién

Ao = (0,0,0,0,0) solucién

inicial factible. ) inicial factible HitWy < 0 =
' para los arcos (4,6): 2-(0-0) = 2
(5,6): 5-(0-0) = 5

O 2 por el arco (4,6)



o ) . - thy -

1 ) 0 (propagacidn
' \ de 1;=0)

(4)
1
i
. 1
!
P = {(4,6)) ® @
‘ 0

2 2 1
A ‘.Ao + Eouo ) . . ) UO - (1plo1'011)
= (0,0,0,0,0) + 2(1,1,1,1,1) para los arcos (5,4): 2-(2-2)=2
. : . (2.4): 3-(2-2)=3

= (2,2,2,2,2)
t. €y = 2 por el arco (5,4).

Iteracifn 3:

uo = (1'1r150|0)

= (2,2,2,2,2) +2(1,1,1,0,1) para los arcos (2,4): 3-(4-2)=1
= (4,4,8,2,8) o L O (3,5): 1-(a-0)=L
'ﬁ §0=l para los arcos (2,4)y{3,5)
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Iteracién 4:
0 0

.

- . S0 0
- p={(4,6),(5,4),(2,4),(3,5)
A=A Eglg . | 'poi- (1,0,0,0,0)
= (4,4,4,2,4) + 1(1,1,1,0,0) para los arcos(l,2):2-(5-5) = 2
" (5,5,5,2,4) - (1,3)11-(5-5) = 1

& éo = 1 para el arco (1,3)

- Iteracibn §:

' " pm{(0,6),(5,8),(2,4),(3,5, (1,9}
w; = (0,0,0,0,0)

A= AO + eopo.

= (5,5,5,2,4) + 1{1,0,0,0,0)

= (655,5,2,4) ’
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Finalmente después de cinco iteraciones del método primal-

dual alcanzamos el Sptimo ﬁara A= (6,5,5,2,4) y el corres-
pondiente conjunto P, gl cual contiene la trayectoria épti-
ma. Cualqu{er trayectoria del nodo fuente al final en el
conjunto de:arcos admisibles final satisfaée la holgura com-
plementaria y por tanto es 6ptima, en este caso la trayecto-

ria es (1,3), (3,5), (5,4), (4,6) con costo igual a seis.

'

El ejemplo anterior permite visualizar el algoritmo, par-

tiendo directamente del procedimiento primal-dual, el cual

.. > 0.

. en primera instancia serig para.c1J

Ei algoritmo dé Dijkstra es una aplicacién eficientevde1 a1-

. goritmo primal-dual para ruta més éorta. Se supone que los

. costos enllos arco§ son no-negativos. Este método se basa

- en la asignaéién'd¢ etiquetas "permanente§f a los nqdos‘pa~
ra los cuaies_ya se conocen ias longitudes de las rutasvﬁés

‘ cortas del nddo‘fhente»a ellos. Sea § este'conjuntO'de no-
&os permanentés. Las etiquetas de los nodos de S represen?
tan precisameﬁte las longitudes de las rutas més cortas bus-
cadas. Los nodos‘;estantes se etiquetan "temporalmente' con :
una cota superior de 1a longitud més corta del nodo fuente
al nodo etiquetado. En 1la primera iteracién el conjunto S
contendré Gnicamente el nodo fuente, es decif, el nodo uno
estéré etiquetado permanentemente. Las etiquetas'temborales

se mejoran continuamente y en cada iteracién se agrega exac4:f

tamente un nodo i a S, este nodo es aquél tal que la longitud
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desde el nodo fuente es la mis corta posible.

Puesto que todos los arcos tienen costos no-negativos, siem
pre pﬁade encontrarse una ruta més corta del nodo fuenfe al
nodo i que pase 5610 por nodos de S; en este caso la etique
ta i representa la longitudide 1a ruta mis corta correspon-
diente. Una vez -que todos los nodos estén en S, las etique
tas de todos los nodos serfin las correspondientes a 155 lon
gitudes mis cortas desde el nodo fuente y por lo tanto sé.
habré encontrado la solucibn deseada. En el caso eﬂ que se
desée s6lo la ruta més corta entre dos nodos especificos,

se obtendrd la solucibn cuando se etiquete."bermanen;émente"

el nodo final del camino buscado.
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ALGORITMO DE DIJKSTRA.

Propfsito: Obtener la trayectoria de la ruta mis corta en

una red con costos no negativos en los arcos.
Descripcién

Paso 1. Inicializacibn de etiquetas, Sea d(i) una etique-
ta agoqiada al nodo i para todo i. Sea d(1) = 0 (nodo fuen
te) y mérquese ésta etiﬁueta como permanente. Sea d(i) = «
.para i = 2,...,m vy considérense estas etiquetas como tembg
rales. Sea a(i) una etiqueta asociada al nodo i para i f 1
(nodo fuente) y sea d(i,j) la longitud.del arco i,j. BSea

k = 1. (nodo fuente).

Paso 2. Actualizacibn de etiquetas.. Para toda iel que ten

ga etiqueta temporal, actualizar étiquetéside acuerdo a:
d(i) = min{d (i), d(k). * d(k+i)}

si d(i) se modifich, hacer a(i) = p. Sea i* tal que
d(i*) = min (d(i) |.,d(i) es temporal). Si d(i*) = =, ter-
minar. En este caso no exXiste trayectoria alguna. En otro

caso ir al paso 3.

Paso 3. Etiquetacibn permanente. Marcar la etiqueta aE™)

=K
como permanente. Sea k = i°,
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paso 4. (i) Si 5610 se desea la ruta del nodo fuente al
nodo final: Si k = m, terminar; d(k) es la longitud del
camino més corto. Si k £ m, ir al paso 2. (ii) Si se de-
sea la trayectoria: Si todos los nodos tienen etiquetas
permanentes, terminar; ésta es la longitud del camino de=
seado y el conjunto de arcos (a{i),i) forman la trayecto-

ria de caminos mis cortos. En otro caso ir al paso 2.

Observe que el algoritmo termina en un nfimero finito de- i-
‘teraciones, ya sea en el paso 2 6 en el paso 4, puesto que
el ndmero de nodos es finito. Se justificari la optimali-

dad del algoritmo.

Note que si el algoritmo termina en el paso 4, la gréfica ge
nerada tendré n-1 arcos y el nodo fuente como rafiz; por esta
razbn, dicha gréfi;a es una trayectoria. Por otro lado, se
tiene que, por construccién; d(i) es 1la longitud del tnico .
camino del nodo fuente a i en esta trayectoria. Ahora se pro
baré que la trayectoria generada_es de Tuta més corta, Para :
ello se demostrar, por induccién sobre el niimero de itera-

ciones, que las etiqﬁetas permanentes de los nodos son las lon-
gitudes de las rutas mis cortas del nodo fuente a i, para to- -
da i. Esto es claro en la ,ﬁrimera iteraciép. Sup§ngase que

también es vAlido en la k-ésima iteracién. Sean § el conjunto

de nodos con etiquetas permaﬂentes y S el conjunto de nodos
con etiquetas temporales en la iteracién K.

- ‘ Al final del paso 2 de la iteracién k + 1 la-
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etiqueta temporal d(i), para 1e§, es la loangitud de una ruta
mis corta del nodo fuente a i que contiene solamente nodos

de S.

En efecto, en cada iteracifn, sblo se etiqueta permanente-
mente un nodo, por lo tanto, sélo es necesaria la compara-
cibn efectuada en el paso 2. En particular, ésto sucede pa-
ra i* (nodo con 1a minima etiqueta temporal). Supbngase aho
- ra que la ruta més corta de la rafz (nodo fuente) a i* no

_ contiene 5610 nodos de S. éea j al primér nodo, en el cami-
no mis corto del nodo fuente a i*, que no estd en 5. Puesto
que los costos de los arcos son no negativos, entonces la

. longitud de 1a porcién del camino del nodo fuente a i*, que
- une a j con i*, es no.negativé. Sea D esta longitud. Note
que la porcién del camino del nodo fueh;e a i*, que une al
nodo fuente éon j, es un camino que.contiene sﬁlamente nodos
ds S. Pero A(j) es la longitu& de una ru£a1m5§ corta que

contiene todos sus nodos en S,';uego:

d(5) + D < sty
-1o que implica:

| d(j) < d(i*) - D <d(i"),~
lo cual coﬁstituye una contrédiccidn.puesio que d(i*).es el

minimo de las etiquetas temporales. Luego se concluye que ¢

la ruta més corta del nodo fuente a i* contiene sblo nodos

¢
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de S, y por lo tanto, d(i") es su longitud. Por lo tanto,
la etiqueta permanente de i es igual a la longitud de 1la Tu

ta mAs corta del nodo fuente a i en la iteracidn k+l.

-

Finalmente observe que si d{i*) "= = (paso 2) en alguna ité

racibn, entonces existe algln nodo {i™ y todos los que ten-

gan etiqueta temporal) para el cual no existe ruta alguna

desde el nodo fuente; puede entonces concluirse‘que el pro-
, blema no tiene solucién puesto que en este caso el nocdo

fuente no es rafz de la red.

»‘Ejemglo 4. Considere la red:

con la capacidad mixima sobre los.arcos. Determinaremos la

trayectoria de ruta mas corta usando el algoritmo de Dijkstra:=

-
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Jteracién 1: d(1) = 0, etiqueta permanente; d(i) = = para
i=2,,.,,8, etiquetas temporales, K = 1,

Actualizacién de etiquetas: I'(k) = {2,3,4})

d(2) = min {=,1} =1 a(2) =1
d(3) = min {=,1} =1 a(3) =1
d(4) = min {«,3} = 3 a(4) =1

De donde i"=2 puesto que es el nodo con minima etiqueta -
temporal (los empates se rompen arbitrariamente). Se marca

. d(2) como permanente; k = 2 (k $ m = 8)




I

Iteracién 2: Actualizacibn de etiquetas, T'(k) = {5}
d(5) = min {=,3} = 3 a(s) =2

donde i* = 3 nodo con minima etiqueta temporal. Se marca

d(3) como permanente. XK =3 (k ¢ m = 8)

Iteracién 3: Actua}izacién de etiquetas r(k) = {6}
d(6) = min {=,2} = 2 a(6) = 3

‘donde i* = 6 nodo con minima etiqueta temporal. Se marca

d(6) como pérwanente. K =6 (k $m=8)



- 154 -

Iteraci6n 4: Actualizacién de etiquetas T (k) = {7,8)}

d(7) = min {»,3} = 3 a(7) =6
d(8) = min {=,5} = 5 a(8) = 6
» . donde 1* = 4.‘ Se marca d(4) como permanente. K = 4
Xtnm=28)
5
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Iteracién 5: Actualizacién de etiquetas (k) = {7}

" d(7) = min {3,5} = 3 a(7) no se modifica

donde * = 5. Se marca d(5) como permanente. K =5

(Kt =8)

" Iteracibn 6: Actualizacién de etiquetas T'(k) = {8}
d(8) = {5,4} = 4 a(8) =.5.
donde i* = 7. Se marca d(7) como permanente. K =7

(k * m = 8)

by (3)
2
. fal 1 8) (5]
{0} 4
2 7
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Iteracibén 7: Actualizacibn de etiquetas I(k) = (8}

d(8) = {4,5}) = 5 a(8) no se modifica

Todos los nodos tienen etiqueta permanente. ALTO.

La trayectoria de ruta mﬁs corta de rafz en el nodo uno,
esti formada por el conjunto de arcos (i,a(i)). BEsta tra-

yectoria es:

"RUTA MAS.CORTA ENTRE TODO PAR DE NODOS.
’

_Este procedimiento fué desarrollado por R.W. Floyd (1962} y
es aplicable a redes que admiten cualquier costo ensus ar-
cos. En el algoritmo de Floyd se supondri una numeracibn

de los nodos de la red 1, 2,...,n y se utilizar4 una matriz
-~

C, de nxn, para calcular las longitudes de las rutas més

-
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cortas entre todo par de nodes; al terminér de aplicar el
algoritmo; la longitud de la ruta més corta entre los nodos
iy j estar4 dada por el elemento (i,j) de C. En la k-ési-
ma iteracién se calcula la longitud de la ruta mis corta,
entre i y j, que puede admitir a los primeros k nodos, o al
guﬁos de ellos, como nodos intermedios; este nimero sevalmg
cena en la entrada (i,j) de la matriz C. Al principio se
asigna el costo del arco (i,j) al elemento (i,j) de la ma-
triz C,:si it j; si e;té arco no existe entonces se asigna ’
@, Lds‘valores de la diagonal serén cero. Con esto QUédaﬂ
calcuiaaas las longitudes de las rutas mis cortas entre to-
do par de:nodos iy j, que no contengan ningﬁn nodo como no
do intérmedio. Al principio de la k-ésima iteraciénm, la en
tréda_(i,j) de C es igual a la longitud de la ruta més cor-
ta, enffé iy 3, que contiene a los primeros k-1 nodoé, o}
alguno de ellos, como nodos intermedios, .entre i’ y k Y . k y .
js de esta manera se obtiene 1a ruta més corta, entre i Y i
que contlene a los primeros k nodos, o alguno de ellos, co=
mo'nodoé intermedios. Procediendo de este modo se,tendr@
que, al final.de 1a h-ésima itEracién,,la entrada’ (i,j) de
C es la longitud de la ruta més corta, entre i y j, que coﬁ
tiene a los primeros n nodos como nodos intermedios o algu-
nos de ellos; es decir, se habré calculado'la,longitud‘de'

la ruta més corta ‘entre i y j,
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Debe observarse que si, al f1nalxzar de aplicar el algorlt-

mo, alguna entrada de C es igual a =, ésto querrd dec1r que
‘no existe ruta alguna entre los nodos correspondientes,

Por otro lado si algln elemento de la diagonal de C, supbn-
gaée el (i,j), es menor que cero en alguna iteracién, se ha
bri encontrado una ruta de i a i de longitud negativa (es .
aecii, un cirtuito negativo). Luego, en este caso, el pro-
blema no tiene solucién. Por ésto mencionado Gltimamente,

este algoritmo seré de gran utilidad en problemas de detec-

cibn de circuitos negativos,
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ALGORITMO DE FLOYD.
Propdsito: Obtener las rutas més cortas entre todo par de

nodos en una red con n nodos,

Descripcibn i
Paso 1. Constrﬁyasu la matriz C, de nxn, de elementos cij

0 sii=j
€5 =4 = [ sio(LIEA
d(i,5) - si (i,) €A

donde A es el conjunto de arcos de la red. Higase k = 0.

Paso 2: Hacer k = k+J. Par- todo i $ k tal que €4

y para todo j § k tal q- ‘kj $ =, hacer:

= - 4 N
c,; = minde s, gy + ckj}

Paso 3: (i) Si i <0 para alguna i, tefminar}.'En este
" caso existe un circuito negativo que contiene al nodo i y

por lo tanto mo hay solucién.

(ii) i c;; > 0, para toda i, y k = n, terminar;

€53 es la longitud del camino més corto de i a j.

(iii) Si ¢ 2 0, para toda i, y k < n, ir al paso 2.
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Para recuperar las rutas més cortas puede construirse una
matriz A de dimensién nxn; el elemento 35 de esta matriz
serf el predecesor del nodo j en la ruta de 1 a j encontra
da en cada iteraciﬁnl Dada la definicién de A, sus entra-
das se inicializarén a5 = i, para todo par de nodos i,j.
A ser$ modificada en el paso‘2 de la k-ésima iteracibn de

acuerdo con:

[ ks Gk T %k Caj
35 i
{

o cambia 53 C.; € €.y * C:
n clJ — ik ki
El algoritmo de Floyd termina en exactamente n iteraciomes,
donde n es el nfinero de nodos de *a red, a menos que termi-
ne en el incise (i,) del paso 3; en este filtimo caso, se
terminari en menss de n iteraciones. Se mostrari la opti-

malidad por ic:uccifin sobre el nfmero de .iteraciones.

Al principio de la iteracién 1 (paso i) la entrada (i,j) de
1a matriz representa la longitud de la ruta mis corta, que
no contiene ningﬁn nodo.intermedio, entre’ios nodos iy j.
Durante el paso 2 de esta iteracién se realiza una compara
cién entre dicha longitud (cj5) v 1a de aquella -ruta for-
mada por la unién de la ruta entre i y 1y la ruta entre
1y (cil * cij)} de este modo se obtiene la longitud de
la ruta més corta, entre los nodos i y j, que no contiene

ningfin nodo intermedio o que contiene al nodo 1 como in-
. :
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termedio. Supbngase que al final de la iteracibn k-1, €ij
representa la longitud de la ruta mis corta, entre i y j,
que contiene a los primeros k-1 nodos como nodos interme-
dios, o a algunos de ellos, Durante el paso 2, de la ite-
racién k, sec realiza la comparacibn entre esta d1tima lon-
gitud (Cij) y -1a de aquella ruta formada por la'unién de
las rutas mﬁs cortas, que admiten a los primeros k-1 nodos
como nodos intermedios, entre i y k y entre k y j (cik+ckj);
entonces, al final de la k-ésima iteracién, cij es igual a
la longitud de la ruta més corta, entre 1 y j, que contie-

ne a los primeros k nodos- como intermedios o a algunos de

“ellos.

De lo anterior se concluye que, al final de 1a iteracién n,
cij s la longitud de la ruta més corta entre los vértices
. ol :

iyi.

‘Ejemplo.-S. Considére la siguiente red:
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con la capacidad mixima sobre los arcos, Determinaremos
las rutas mis cortas entre todo par de nodos mediante el al

goritmo de, Floyd.

.Iteracién 1: Las matrices C y A resultantes son:

"0 3 o o = 27 “1 1 1 1 1 17
© 0 -l = w g 2 2 2 2 2 2
@ @ 0 -2 = 5 33 3 3 3.3
C = As : !
® @ = 0, = 3 4 4 4 4 4 8
1 » o 8 0 w 5 55 5 55
@ @ @ ® 5 Q| 6.6 6 6 6 6 |

Se asigna: k = 1 y se actualizan las métrices CyA
Cgp = min {=, 1+3} =4 ~ag; =2y, =1
Cgg = min (=, 132} = 3 age = 354

:Estos son 1os unicos elementos que se modifican puesto que

egp = para iz 2,3,4,6y ¢ = o para j = 3,4,5.

kLas matrices resultantes son:

0 3 ® o o 2] ~1i 1 1 1 1 17
o ) -1 o o 0 2 2 Z' 22 2
w o 0 -2 « § 33 3 3 3 3
C = A= . ! f
® w o 0§ o } 4 4 4 .4 4 4
1 4 = 8 06 3 5 1 5 5 §5 1
- | ® @ ® o 5 0 | 6.6 6 6 6 6 |
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puesto que k <.n = 6, i = 0 para todo i aln no se han ter

minado de revisar las rutas:
Iteracién 2: Se asigna k = 2 y se actualizdn los elementos
cl; = min {=, ;-1} =2 a1§ = az; = 2

= min (=, 4-1} =3 a,

1

min {2, §f0} =2 no se modifica. a6

ccq = min (3, 4+0} =3 no se modifica age

Las matrices resultantes en esta iteracifn son:

03 2 e e 2] T101 2 1 1T
® 0 -1e = 0 "2 02 2 2 2 2
® @ 0 -2 @ § 303 3 3.3 3.
C = Al ? >3 .
® @ o 0 = 3 44 4 4 4 4
1 4 3 8 0 3 5 1 2.5.5 5
o 2 ®» @ 5 0] 6 6 6 6 6 6|

2<n=6 y

]

puesto que k c.: = 0, para todo i, se rea-
' liza otra iteracién, )
K] : . : 1

Jteracibén 3: Se asigna k=3 y se actualizan los elementos

€14 = min {e, 2-2} = 0 aj, = a§4 =3

it

€1 = Min {2, 245} = 2 no se modifica a4

Cpy = min {m}—l—z} =-3 a5
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= min {0,-1+5}

]
[=}

26 no se modifica a,q

u
[

a = a = }

cgy = min (8, 3-2} 54

= min {3, 3+5}

u
S

Cgg no se modifica age

Las matrices resultantes de esta iteracién son:

03 20 @ 27 11203011

= 0 -1-3 e 0 2 2 2 3 2 2

R I e IV R I I

® e om 0w 3| 4 44 4 4 4

1 431 0.3 5°1-2°3 5 1
EEREEEES 6 6 6 6 6 6|

como k < n, afin no se tiene la solucién..

Iteracibén 4: Se asigna k = 4 y se actualizan los elementos

€16 T m;n {2, 0+§} = 2 no se modifica.ai6
Cr6 = m1n'{0,-§+§} =0 no se modifica 356
, .
€36 = Min {5,-2f$} =1 a§6 =4a46 = 4
Csp = min {3, 1+3} = 3 no se modifica age

en base a lo anterior se tienen las siguientes matrices:
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"0 03 2 0 w» 27 "1 0102 301 17
@ 0 -1 -3« ¢ 2 2 2 3 2 2
. ® @ 0 -2 w ] 3 3 3 3 3.4
C = A = 2 .
o ® o ( o I 4 4 4 4 4 4
.3
1 4310 3 512 3 5 1
o = w5 0 6 6 6 6 6 6 |

k < n, aiin no se determina la solucifn.

Iteracifn 5: Se asigna k = 5 y se actualiza los elementos

'

c61‘=»min'{m, 145} = 6 ag) =ag =5

c622= min’ {=, 4+5} = 9 36£‘= ag, = 1

,c6$ = Win {=, §+S} = § "8Gy T 8gq = 2
' fag =_ﬁi“ (o) 145} = 6 agy = agy =3 I
) hb& = min {0, §f5) ; 0 no se modifica 366‘

se tiene enfonccs, que las nuevas matrices son:

03 .2 0 = 27 ! 2

12 3 11
® 0 -1-3 @ 0 2 2 2 3 2 2
. @ ® 0 -2 @ 1 333 3 3 4
C = A= ' .
® @ @ 0 = 3 4 4 6 4 4 4
1 4.3 10 3 512 3 5 1
6 9 8 6 5 0 5 1 2 3.6 6|

k < n, entonces se realiza otra iteracién,
-
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Iteracifn 6. Se asigna kX = 6. Se actualizan los elementos:

€,y = min {0, 642} = 0 no se modifica a
€, min {3, 9+2} = 3 no se modifica a,
cl: = min {2, 8+2} = 2 no se modifica a3
€14 © min {0, 6+2} = © no se modifica a4
Cyg © min {o, 5+¢2} = 7 215 = a¢c ; 6
€1 *® min {o, 640} = 6 " A,y = 161 =5
2 " min {0, 9+0} = 0 ﬁ no se modifica 322;
€3 = min {-1,8+0} =5-1  no se_hodifica 8,5
Cpq = Mim {+3,6%0) = =3 ;o se modifica a,,
Cy6 ﬁvmin {w, 540} = 5 8,5 = 345 =6 | :
.c§1 = nin (o, 611} = 7 agy = 361'=’S ’

c§2 = min {=, 9+1} = 10 332 = ?62 = 1

C§§ = min {0, 841} = 0 no se modifica a5y

c::,?4 = min (-2,6+1} =-2 no se modjfica ay4

cg5 = min {o, 541} = 6 Ay = age = 6

Cq1 = min {e, 6+3} = 9 a5 =>a61 =5

€y = min {=, 943} = 12 a4, = 3¢, ; 1

€43 = min {=, 843} = 11 343 = 2g7 = 2 . -
C4q ° min {=, 5+¢3} = 8 By = 250 = 6
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Cgy ® min {1, 6+3} =1 no se modifica ag,
Cep = Min {4, 9+3}.= 4 no se modifica 552
Cgy = min {3, 8+3}) = 3 no se modifica acy
Cgy = min {1, 6+3} =1 no se modific; g4
Cgg = min {0, 5+3} =0 no sg modifica acg

De lo anteriormente calculado, se tiene las siguientes ma-

trices C y A:

0 3 2 0 7 27 11 2 3 6 1]
6 0 -1-35 0 5 2 2 3'6 2
7 100 -2 6 1 5 1 3°3 6 4
C = A= n :
: 9 1211 0 8 3 5 1 2 4 6 4
1 4 3 10 3 5 1.2 3 5 1
6 9 8 6 5 0 51 2 3 6 6

— -t i . -t

Pdéﬁto que k = n = 6§, la ﬁltima matriz es la matriz de lon-“‘

gitudes més cortas entre todo par de nodos.

" Para recuperar las ratas se utiliza la matriz A. Por ejem-
) ﬁlo, la ruta de 1 a 1 se obtiene de la siguiente manéra: el
predecesor de 1 en la ruta 1 a l-es 1; es decir se tiene 1la
. Tuta vacig de longitud cero. La ruta entre los nodos 3 y 1
se obtiene del modo siguiente: el predecesor de i; en la ru
~tade 3 ales azp = 5; el predecesor de 5 en la ruta de 3

a5 es azg = 63 él predecesor de 6 en la ruta de.§ a 6 es

.
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a5c = 4; el predecesor de 4 en la ruta de 3ades ag, = 3.
Entonces la ruta entre los nodos 3y 1les 3,4,6,5,1 de lon-
gitud cyq = 7. Para encontrar la ruta de 6 a 5 se tiene:
el predécesor de 5 en la ruta de 6 a 5 es 6; entonces la ru
ta mis corta entre los nodos 6 y,S'es 6, 5 de longitud

Cﬁs = 5. Anflogamente se obtienen las demis rutas.
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3.4 EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO.

El problema de flujo méximo puede plantearse como un flujo

del nodo fuente al nodo final de valor v definido’por:

max v
s.a
+v nodo fdente
Af = § . -v  nodo final
0 otros
(16)
f<b 7
£50

donde A es la matriz de incidencia nodos-arcos de una gré-
fica dirigida, y £ y b e R™ son los vectores de flujo y ca

. . pacidad respectivamente.

Reescribiremos el problema (16) usando el vector.delR de-

finido por:

e

-1 i =1 (nodo fuente)
*di = +1 i=n (nodo final)
0 Otro caso

Entonces el problema de programacién lineal es:
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max v

Af + dv < 0
£<b a7
-f <0

La reformulacién del problema anterior se parece al dual de -
un problema esténdar de programacibn lincal, la idea es en-
contrar el dual del primal restringido directamente del dual -
(17) sin pasar por el priﬁal restripgido. De acuerdo al

~ procedimiento definido ﬁara la oﬁ%encién del dﬁal restringi -
do se puéde apreciar ciertas reglas que son: reemplazar el
vector del lado derecho por 0, éliminar 1ds.rénglones que*

ne estan en P, agregar las restricciones f, v < 1. Esto es,

el dual restringide es:

max v
s.a Af + dv < 0 para todos los renglones

£ <0 para renglones con £ = b en (17)

1A

-£ 20 para rengldnes donde f = 0'en.kl7) asy -

Este problema se puede interpretar como: encontrar una tra-
yectoria del nodo fuente al nodo final (para un flujo con

valor 1); que use los arcos en la siguiente forma: arcos

. . N . . -~
saturados en direccién inversa; arcos con flujo cero en di-

reccién hacia adelante; y todos los otros arcos en cualquier



AF "
direccidn.

El pr&ximo paso en el algoritmo primal-dual es encontrar

una trayectoria aumentada, que corresponde a aumentar un

lejo f tan grande cgmo sea posible; esto es,_Hasta atrave-
' . 1

.sar un arco en direccibén inversa éuedando sin' flujo (todo

el flujo es cancelado) o hasta atravesar un arco en direc-

cién hacia delante saturado.

Se aprecia que la solucién al dual restringido, de acuerdo
'alyprocedimiento definido arriba, no réquiere el uso del

. simplex una vez encontrada la solucibn del dual reétringido
se procede a actualizar el dual (el cual corresponde direc-
tamente‘al problemé de flujo méximo) agregéndole el flujo
gncontrado en la trayectoria aumentada. Y con los plantea-
@ientos.dcl dual actualigado se procede a Tesolver nuevamen
te el dual restringido hasta que no se puede defihif una
tfayedtofia aumentada del nodo fuente al nodqlfinal‘en'cuyo

caso el flujo definido en (17) es el flujo méximo.

Este procédimientb se ‘establece en una forma mis eficiente
con el algoritmo de Ford-Fulkerson que consiste en lo si-
guiente: se inicia con ‘cualquier flujo factible. Primera-
mente se etiqueta el nodo fuente con dos etiqﬁetas [s,=] in
dicando que en este nodo se dispone de cualquier cantidad

de flujo. Después, si j es un nodo etiquetado y puede

- [
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enviarse flujo de j a i, 1 recibe dos etiquetas [+j, £(i)].

La primefa etiqueta seré de la forma +j si ier*(j); es de-

cir, si puede aumentarse el flujo a través del arco (j,i).

.

Seré de la forma -j si ieT (j); esxdecir, si puede disminu-
irse el flujo a travég del arco (i,j). La segunda etigueta
es la cantidad de flujo que puede enviarse de j a i y se
calculard por tanto como el minimo entre £(j) y h, donde:

o (agy- g5y sty

h =< 4 : i ' . g ot

£f.. © 0 si ieT (§)

debe observarse que si h = 0 no puede enviarse flujo de j

a i por lo cual no se efiquetaré i con [#j, £(i)].

Este proceso de asignacién de etiquetas a nodos se,repetiré

mientras sea posible. Si el nodo final n recibe‘étiquetds

_entonces, dado el modo de etiquetar, existe una cadena au-

mentante del‘nodq fuente al nodo final con capacidad incre-
mental iguai a f(n)‘y por tanto ‘se proceder5 a determinar
ésta; con 1; ayuda de la primera etiqueta; y se actualizaré
ei flujo a través de ella. Si, por el contrario,.el nodo
final n no recibe etiqueta alguna, entonces se habré deter-

minado el flujo méximo.

Para justificar esto @iltimo considérese el conjunto de ar-

cos que tienen extremo inicial etiquetado y extremo final

-

-
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no etiquetado; este conjunto forma una cortadura de capaci-
dad igual al valor del iltimo flujo definido y por lo tan-
to éste es miximo. En efecto, nbtese la similitud de este
algoritmo con la demostracibn del teorema flujo'méximo cor
tadura minima. Por esta razén, la justificacién de opt%mg
lidad y convergencia del algoritmo estd dada por dicho teg
rema. Ademfs de la manera de etiquetar los nodos, el al-

goritmo sefviré también en casos donde sea de interés de-

térm%nar la cortadura de capacidad minima.

Es importante observar que el algoritmo converge sélo'si

"las capacidades para el flujo en los arcos son enteras; sin

embargo, en casos donde las capacidades sean racionales,

pueden transformarse éstas en enteras, multiplicédndelas por

"la potencia de 10 .adecuada. De este modo, el algoritmo pue

de utilizarse también en estos casos.

S
R
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ALGORITMO BE FORD Y FULKERSON.

Propbsito: Determinar el flujo miéximo entre el nodo fuen-

te y el nodo final en una red.

Descripcibn
-Paso 1. Iniciar con cualquier flujo factible £
Paso 2. Etiquetar el nodo fuente con [s,«]

Paso 3. Elegir un nodo etiquetado y no examinado; séa i
éste nodo y Seaﬁ'[zk, f(j)j sﬁs»etiquetas. )
(i) A todo ieP+(j) que no esté etiquetado y tal que

f asignar la etiqueta {+j, £(i)], donde

..< Q..

Jj1i "1
£(1) =‘min {£(7), a5 " fji}'

(ii). A todo iel (j) que no esté etiquetado y tal que

1]
£(i) = min {£(§), £;;}.

f.. > 0 asignar la etiqueta (-j, £(i)}, donde

Se dice que el nodo j ha sido examinado.

Paso 4. Repetir el paso 3 hasta que suceda (i) o (ii):
(i) El nodo final n no tiene etiqueta y todos los nodos
etiquetados han sido examinados. Terminar, ya que el flujo

factible f es méximo,

(ii). E1 nodo final n recibe etiqueta. Ir al paso 5.



Paso 5. Sea x = n.

. 4
[rSLs ]
Rl

(i) Si la etiqueta de x es de la forma [+z, £(x)] hacer

fzx N

fZx + £(n).

i
.
L)

(ii) Si la etiqueta de x es de la forma [-z, f(x)] hacer

fxz

i

£

X2z

Pasp 6. Si z

‘paso 2. Si z ¥ s, hacer

- f(n).

5 borrar todas las etiquetas y regresar al -

X =27y régresar al paso 5.

Ejemplo 5. Determinese el flujo méximo del nodo fuente

~al nodo final en la siguiente red mediante el algoritmo de

Ford y Fulkerson. En nfimero asociado a cada arco represen

ta su capacidad.

Se aplicar4 el algoritmo utilizando inicialmente un flujo

igual a cero a través de todos los arcos de la red,

-
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Iteracién 1. A continuacién se muestran las etiquetas asig
nadas a los nodos durante ésta iteracién. Los nimeros aso-
ciados a cada arco son el flujo a través de é1 y su capaci-

dad.

{+s,2]

. Primeramente se etiquetﬁ el nodo 1 con [s,=], después se
calcularon las otras etiquetas conforme a los pasos 3.y 4

9
del algoritmo.

" e elige el nodo 1 ﬁuesto que'esté etiquetado pero no exami
- nado. Los sucesores i de 1 no etiquetados y tales que

fli < qp; son 2y 3, por lo que: "’



- 177 -

L I i - LI R R . S i “
e . . . o

2 recibe etiqueta [+ s, min (=, 2}]

3 recibe etiqueta [+ s, min {=, 6}]

Se elige el nodo 2 puesto que est4 etiquetado pero no exa-

minado. Los sucesores.i de 2 no etiquetados tales que
fZi < qy; son 4 y 5, por lo que:

4 recibe etiqueta {+ 2, min {2, 3}]
5 recibe etidueta {+ 2, min {2, 2}]

El nodo 2 ha sido examinado. ) | .

Se elige el nodo 5. El sucesor i'de.S no etiquetado f tal
que f; < qg; es 6, de donde:

6 recibe etiqueta [+ 5, 2]

El nodo 5 ha sido examinado.
Puesto que el nodo n = 6 recibié etiqueta existe una cade-
na'aumenténié'del nodo fuente al final, es decir del nodo
1 al 6. Se determinarf ésta y se actualiza el flujo a tra

vés de el;é'en los pasos.5 y 6 del algoritmo:

’

x = 6, su etiqueta es [+5, 2], entonces fSt = 2

x = 5, su etiqueta es [+2, 2],  entonces fz4 =2

x = 2, su etiqueta es [+s, 2], entonces f51 = 2

Con este nuevo flujo de valor 2 se realiza otra iteraciénm.
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Iteracifén 2. Las etiquetas resultantes de esta iteracién

se muestran en la siguiente red:

[ +5,6) o [43,4]

De nuevo se etiquetd el nodo fuente con [s, =], después:

Se elige el nodo 1. +El vecino i de 1 no etiquetado y tal

que fli <y €8 3, de donde:

3 recibe etiqueta [+ s, min {~, 6}]

El nodo 1 ha sido ‘examinado.

Se elige el nodo 3. El ﬁniéo sucesor no etiquetado de 3 *

es S5y f$5 < q:,.,S por lo que;
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5 recibe etiqueta [+ 3, min {6, 4}]

El nodo 3 ha sido examinado.

Se elige el nodo 5. El sucesor i no etiquetado de 5 tal

que £, < qg; es 4, de donde:

4 recibe etiqueta [+ 5, min {4, 1}]

El predecesor de 5 no etiquetado es 2 y f25> 0

de donde:

2 recibe etiqueta [- 5, min {4, 2}]

El nodo § ha sido‘examinado.

Se elige el nodo 4. .El sucesor no etiquetado de 4 es 6 ¥y

f46 < Gy de donde:

-Puesto
-de 1 a

ésta y

6 recibe etiqueta [+ 4, min {1, 8}}

El nodo 4 ha sido ‘examinado.

que 6 recibi§ etiqueta, existe una cadena aumentante

6 con capacidad incremental igual a 1. "Se determina

se actualiza el flujo a través

=6, su
= 4, su
= 5, su
=3 su

-

kd

etiqueta
etiqueta
etiqueta

etiqueta

es

es

es

es

(va, 11,
[+5, 1],
[+3, 4],

[+s, 6],

de ella:

entonces
entonces
entonces

entonces

f46 =1
fgy =1
fzc =1
fig=1

Con este nuevo flujo factible de valor 3 se realiza otra |

iteracién.
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Iteracién 3. De nmuevo, las etiquetas asignadas se muestran

en la siguiente red:

(-5,2] [+2,2)

De nuevo, se etiquet§ el nodo 1 con [s, «}. Luego;

]

Se elige el nodo 1. E1 sucesor de 1 no etiquetadb es 3y

fl} < Q3 entqnces:

$.recibe etiqueta [+ s, min {=, 6-1}]

El nodo 1 ha sido examinado.

Se elige el nodo 3. El sucesor no etiquetado de 3 es 5y ‘
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{

-r < - entonues:
35 Q350 '

S5 recibe ctigueta (-3, win 15, 4-11)

El nodo 3 ha sido examinado.

Se elige el nodo 5. El predecesor no etiquetado de 5 es 2

y f25 > 0, luego:

2 recibe etiqueta [- 5, min {3, 2}]

El nodo 5 ha sido examinado.

Se elige el nodo 2, El sucesor no etiquetado de 2 es 4 y

£, < qéd’ por tanto:

4 recibe etiqueta [+ 2, min {2, 3}]

El nodo 2 ha sido examinado. -

Se elige el nodo 4. El sucesor no etiquetado de 4 es 6y

'f46.< Q4¢> POY tantoi

6 recibe etiqueta [+ 4, min 2, 8-1 )

El nodo 4 ha sido examinado.

El nodo 6 recibib etiqueta por lo cual existe una cadena-au
mentante de capacidad incremental 2. Se determina ésta y

se actualiza el flujo:



con este nuevo flujo factible de valor 5 se realiza

iteracién:

" Iteracién 4.

nuacibni

ctiqueta s
ptigueta us
etiqueta es
etiqueta es

etiqueta es

(-3,
[+3,

[+s,

[ ) )
ntonces {Jb

cntoneese f ,

24

centonces f25

entonces f35

entonces f13

Las etiquetas asignadas se muestran a

[+5,3]

conti-



De nuevo la ctiguets del nodo 1 es s, =], despuls:

Se ¢lige ¢l nedo 3.0 Bl sugeror done etlgwevedo de 1 tal

que fli < qp; ¢S 3, por tanto:

3 recibe etiqueta [+5, min {=, 6-3}].

El nodo 1 ha sidbo examinado.

Se elige el nodo 3. El sucesor no etiquetado de 3 es 5y

f35 < Qg5 de donde:

5 recibe etiquefa f+2, min {3, 4-3}]

El nodo ; ha sido examinado.

Se elige €l nodo 5. Ningdn vecino de 5 puede recibir eti-

- queta,

Todos los nodos etiquetados han sido examinados y 6 no re-

cibi6é etiqueta. Por tanto, el Gltimo flujo es méximo.

Por otro lado, el conjunto de nodos ctiquetados es {1,3,5};
por lo tanto, la cortadura minima es {(1,2), (5,4), (5,6)].
Obsérvese que su capacidad es 2 +1 + 2 = 5 que es igual al

valer del flujo méximo.



CAPITULO IV

ANALISIS DE PROBLEMAS DE REDES : METbDOS;PRIMALES DUALES II

En este capitulo se continfia con la especializacién del mé-
todo primal-dual a problemas de redes de flujo. El proble-
ma que se analiza es el denominado problema de redes de flu
jo a costo minimo. Dicho problema es una generalizacién de
todos los problemas estudiados en el capitulo anterior y

los métodos desarrollados en el presente capitulo son apli-
cables. Sin embargo, el énfasis principal es en el estudio

del problema de redes de flujo a costo minimo,

Uno de los aspectos més interesantes del presente capitulo
es la unificacibn de los métodos clésicos de ciclo negati-
vo y ruta mas corta-flujo méximo como casos especiales de
la especializacibén del método primal-dual. En el caso del
método de ciclo negativo, se demuestra que la bfisqueda de
dicho ciclo equivale a la solucién del primal-restringido

cuyo tesultado es la soluciénvéptima del problema original
o bien, a través del correspondiente'dual-restringido, un

mejoramiento de la solucién dual factible disponible, Una
explicacién semejante se tiene para el caso del método de

ruta mhs corta-flujo méximo,

El clésico problema de Hitchcock es descrito y resuelto u-

sando el método primal-dual. La equivalencia de este proble
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ma de flujo a costo minimo se discute y se proporciona un

. ejemplo.
Bste capitulo se desarrolla como sigue:

En 1a primera seccién se define el problema de flujo a cos
to minimo. En la segunda y tercer seccibn se dan dos op--
ciones respectivamente para su solucifn a través del méto-
do primal-dual. En la cuarta se ve el método primal-dual
para ‘el problema de Hitchcock el cual se puede particulari
zar al problema de asignacibn y en la quinta se ve una
transformacién del problema de flujo a costo minimo a uno

de Hitchcock.
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4,1 EL PROBLIMA DE FLUJO A COSTO MINIMO,

Estudiarcmos un problona dpporianie on redes, Con Cosios y
restricciones no triviales. Aplicaremos el algoritmo pri-
mal-dual especializado, como cn los problemas de flﬁjo
mhximo y ruta mhs corta. Existen dos formas para llevarlo
a cabo: considerando el problema original como el dual, de
un cierto problema primal y llegar a resolver un subproble-
ma de costo minimo;o podemos considerar el problema original

como el primal en el método primal-dvoal.
El problema a considerar se define como sigue:

Sea N una red de flujo en una gréfica dirigida G, con pesos

sobre los arcos, cij

jo Vg El problema de flujo a costo minimo ¢onsiste en en-

; para todo arﬁo (i,3) y valores de flu

contrar un flujo factible del nodo fuente al nodo final de
Jalor v, que tieme un costo minimo. En la forma de un pro-

blema delprogramacién lineal queda:

t

min c f
s.a Af = - vod
: )
f < b para todos los arcos
£ > 0 para todos los arcos
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donde A es la matriz de incidencia nedos-arcos y

-1 i =1 nedo fuente
d. = 1 i=mn nodo final (2)

0 otro caso

4,2 ALGORITMO DEL CICLO.
Considere el siguiente problema de programacién lineal:

min -vod a + bg -
t

s.a Ao + I8 - Iy = - ¢
ST (3
o no restringida
>0, vy>0
El correspondiente problema dual es el siguiente:
max - cts
's.a Af = - vod
_ (4)

£

1A

b para .todo arco

-f =0 para todo arco

Note que el problema dual (4) es el probleﬁa de flujo a costo
minimo (1), excepto porque en la funcién objetivo es méiimo

en lugar de minimo, pero es equivalénte. La idea es resolver
por el método primal-dual el problema de flujo a costo minimo,

considerando el primal como el dual, haciendo el cambio en la



funcién objetive, es decir, multiplicar por -1 la funcibn
obictive en (171, dondonns (4), 0 Nooes ¢ificil cnventiar un
flujo factible de valor Yo ¢n el dual (4), uszande flujo

méximo por ejemplo.

Siguiendo con el método primal-dual, se inicia con una solu-
cibn factible para el dual. Correspondiente a la solucibn
dual factible se dice que el par (i,j) pertenece al conjun-
to admisible si 1a (i,j)-ésima restricciﬁn se sati;face con
igualdad. El problema primal restringido se define en tér-
minos de los indices admisibles. Especificamente, el pro-

" blema primal restringido es:

min I'y
J.s.a Ag + IB + Iy +y = - ct
o . no restringida

0

™
lV

(5)
0 -

|v

0

<=
iv

a = 0 para los arcos que no son admisibles

: ¥ = 0 ara los arcos que no son admisibles

El dual del primal restringido puede ser escrito como:
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miax et
Af = 0
{ £ 0 para arcos saturados (6)
f > 0 para arcos vacfos

f>-1 para todos los arcos (ya que - ¢ < 0)
.

Con Af = 0 volvemos a tener clara la indicacién de conserva-
cibn de flnjo en todo nodo. Un flujo factible satisfaciendo
Af = 0 tiene un significado especial para nosotros, el cual

se distingue por un nombre.

Definiciéﬁ: Un flujo factible f que satisface Af = 0 es 1la-

. . t
mado una circulacién. Su costo es ¢ f.

La solucién éptima para el problema dual restringido es una

circulacién de una clase especial: debe tener‘ﬁlﬁjo no nega--
tivo sobre un’'arco vacio, un flujo positivo sobre un arco sa
turado, y no valef menos que -1 sobig alg@n arco. Es conve-
niente definir un nuevo peso en la red en la cual estas res-

tricciones son incorporadas,

Definiciéﬁ. Dado un flujo factible f en una red N, definimos
el peso incremental en una red de flujo N'(f) como: N tendré
"el mismo conjunto de nodos como N. ‘Para cada arco e=(i,j) en
N con flujo v, capacidad 4, y ¢osto c, proponemos dos arcos

en Nf: un arco (i,j) con capacidad d-v > 0 y costo ¢; y otro

arco (j,i) con capacidad v > 0 y costo - c¢c. Omitimos todos



los arcos con capacidad cero,

capacidad (d-v) o
flujo v Costo ¢
0<v<d Costo ¢
capacidad v
Capacidad d
Costo -c

Figura 1. Un arco en una red de flujo y los arcos co-
rrespondientes en la red incremental N'(f)..

De esta definicién se sigue que una trayectoria del nodo fuen
te al nodo final en N'(f) con peso X determina un aumento del
nodo fuente al final de 1a trayectoria en N; y que un incre-
mento con el valor del flujo f del nodo fuente al final en N
a lo largo de esta trayectoria por una unidad resulta un in-
cremento en el costo total del flujo por x unidades.’ Asimié
me, una circulacién f en N'(f) de costo x determina un nuevo

“flujo £ + f del nodo fuente al final en N del mismo valor,



sepoun dncrerevio Jel cosio de w. o Abera pedenos dar la ocun
e By Tl vty v e en

ta fuvma siguicnio:

TEOREMA,  Un {lujo { del nodo fuente 2l nedo final es un

flujo dptimo de costo minimo si ysolo si no hay ciclos en

N'(f) con costo negativo.

Prucha. El n}goritmo primal-dual nos dice que el flujo f es
éptimo si y sblo si la solucibén bptima para el problema dual
restringido tiene costo cero, el cual es cquivalente a te-
ner circulaciones con costos no negativos en N'(f), La Ted
increméﬁtal N'(f) tiene una circulacién con costo negativo

si y solo si tiene un ciclo con costo negativo.

El algoritmo primal-dual puede ser implementado comenzando
con alg@n flujo f de valor Vg ¥ buscandq un ciclo con costo
negativo usando el algoritmo de Ford y Fulkerson para encon-
trar ciclos con peso negativo. Al final del algoritmo pri-
mal-dual se suma el ciclo de flujo f. El algoritmo de ciclo

primal-dual para flujo a costo minimo es como sigue:



ALGORITMO DEL CYCLO:

}‘I'x",‘\"ﬁ.‘!‘l-‘;!; Veterminery el fluie wooravn nins e Bl valoer v,

en wa red,

Descripcién

Paso 1. -Use ¢l algoritmo de {lujo méximo pava encontrar un

flujo de valer Voo

Paso 2. Constirdyase la red incremental, con respecto a
£,N' (£).

Paso 3. Mediante algiin algoritmo de rutas mds cortas, iden

tifiquese alglin ciclo con costo ncgativo c en N'(f). Si no

existen ciclos con costo ncgativo terminar. El flujo actual
f es ¢l requerido; en otro caso, sea C el ciclo con costo ne
gativo. ir al paso 4.

Pas§ 4. Sea d = min {capacidad de los arcos N'(f)}

R (i,3)eC

aumente el flujo en ¢ hasta N' no mas grande que el que csté

contenido en C. Con cste nuevo flujo ir al paso 2.



wrar oun fJujo de ovelor 2odel acdo Tucnte ol osodo finsl cen
costo minimo. los nlmeros cn ¢l paréntesis indican la ca-

pacidad y el costo respectivamente:

Suponga que hay un flujo de una unidad en las trayectorias

(1,2,4) y (1,2,3,4), con un costo total de 17.
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La red incremental G' es la siguiente:




Note que ¢l ciclo con costo megative (1,3,7,1) es una circu
Tacién T de cesto -5, poeldines wwasr una onne ol de la cireu
jecidn T opara la f oovigival, jpocdocicendo un {1uio de una

unidad en (1,2,4) v (1,3,4), con un costo total de 7-5 = 12

La red incremental G' no tiene ciclos con costo negativo, y

por tanto el flujo es 6ptimo,



4.3 ALGORITMO DE CONSTRUCCION.

La segunda opcién para aplicar el primal-dual a un proble-
ma de flujo a costo minimo es la combinacibén de los costos,
considerando el problema como primal. Esto se complica ya
que hemos tratado con el correspondiente dual para encon-< -
trar un conjunto admisible. Esto se hace explicitamente
por Ford y Fulkerson, en donde dejan el valor v del flujo

como una variable. Maximizan la funcién de costos:
PV - ctf (N

para incrementar los valores de p, con esto se obtiene una
secuencia de flujos del valor incrementado, cada uno de cos
to minimo. El objetivo es llegar a un algoritmo que evite
el problema dual, El resultado puede ser resumido en el si

guiente teorema.

TEQREMA. Sea fl un flujo 6ptimo &e valor v en un problema
de flujo a costo minimo. Sea f, un flujo de valor 1 en una
trayectoria aumentada P del nodo 'fuente al nodo final en
N'(£,) de costo minimo, Entonées £, + £, es un flujo bpti-
mo de valor v + 1.

PRUEBA. Si f; + £, no es 6ptimo, entonces por el teorema

anterior, hay un ciclo de costo negativo ¢ en la red incre-

mental N'(f1 + £,). Este ciclo aparecibé en la red incremen
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tal cuando el flujo fué incrementado de v oa v o+ 1, porque
¢l flujo Je valer v fud dptivo v por lo tunte N (fy) no
Tivne ciclos ool costo sopetivoe.  Tor 1anio U iione un ar
co e = (i,j) de costo -c corvespendicnte o un arco (j,i)

sobre P, como se muestra en la siguiente figura:

nodo final

X_—__—_~ trayectoria P

nodo fuente

Figura 2. Construccibn en la prucba del teorcma:
El ciclo de costo negativo ¢ deja un
costo interior en la trayectoria P.

Reemplace el arco (j,i) en P por C-{e). El efecto sobre el

_costo en la trayectoria P se incrementa por

-c + (costo del costo restante de C) = costo de C < 0
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Por lo tanto P no fué la trayectoria menos cara del nodo
fuente al nodo final en N'(fl):.esta EonfradicciGn muestra

que f; + £, es éptima.,

Con este teorema podemos construir un flujo 6ptimo paso a
paso, sumando flujos en la trayectoria de aumento de cos-
to minimo en N'. En cada paso encontramos una trayectorfa
de aumento de costo minimo P en N', y entonces aumentamos
el flujo en P hasta que el flujo aicanza el valor v, o has
ta que P no sea més grande que la trayectoria de aumento

de costo minimb porque uno de estos arcos desaparece debi-
do a la saturacibn o es vacio el arco correspondiente a N.
Note que alg@n arco en N' puede tener costo negativo y el
algoritmo de la ruta més corta para encontrar P debe tratar
se en esta caso. Sin embargo, porque siempre tomamos algln
nivel, el flujo 6ptimo de valor f < v, ﬂunca tiene ciclos
de costo negativo en N'. El algoritmo es el siguiente (pa-

ra flujo a costo minimo):
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ALGORITMO DE CONSTRUCCION.

Propbsito. Determinar el flujo a costo minimo de valor v

en una red. .

Descripcibn

Paso 1. Determinese un flujo factible f de costo minimo

de valor cero en la red,

Paso 2, Constrﬁyase la red incremental, con respecto a

£, N'(£).

Péso 3. Si el flujo f < Vo entonces encontrar una trayec-
toria de ruta més corta P del nodo fuente al nodo final en
NY,

Paso 4. Sea d = min {capacidad de los arcos N'(f)}
- (i,j)eP

aumente el flujo a lo largo de P hasta alcan:zar Vo 6 hasta
que P no sea més gran&e que la trayéctoria de aumento de

costo minimo,

En contraste al algoritmo del ciclo, el algoritmo de cons-
truccibn no da un flujo factible de valor VO hasta que ter-

mina, asi lo 1llamaremos un algoritmo de problema-infactible.
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Paso ). betermineste un flujo factible f de costo minimo

de valor cere on da red,
Paso 2, Constriysse Ya red incremental, «on respecto a
£, N' ().

fﬁiﬂﬂé' Si el flujo £ <« Vo entonces encontrar una trayec
toria de Tuta més corta P del nodo fuente al nodo final en
NY,

Paso 4, Sea d = min {capacidad de los arcos N'(f))}
- (i,3)eP

aumente el flujo a lo largo de P hasta aléanzar Vo 6 hasta
que P no sea més grande que la trayectoria de aumento de

costo minimo,

En contraste al algoritmo del ciclo, el algoritmo de cons-
truccién no da un flujo factible de valor Vo hasta que ter

mina, asi lo llamaremos un algoritmo de problema-infactible,

Eiéméloiz. Conéidérando el problema 1, empezamos con un

flujo cero en la red:
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Ejemplo 2. Considerando el problema 1, empezamos con un flu

jo cero en la red:

Si se define flujo igual a cero aitravés de todos los arcos
de la red se obtiene un flujo de valor cero de costo minimo
puesto que la red incremental, con respecto a este flujo,
coincide con 1la original y no existen en ella ciclos coen
costo negativo., E1 costo minimo del nodo 1 al 4 es la tra-
yectoria (1,3,4), y el aumento a lo largo de esta trayecto-

ria produce un flujo de valor 1 y costo 3,

Por lo que la red incremental N' es:
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Una trayectoria de costo minimo del nodo fuente al nodo fi-
nal en la red dincremental N' es (1,2,4), con flujo 1 y cos-

to 9.

®
O

La nueva red incremental N' es:
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De este modo se obtiene el flujo a costo minimo de valor
v = 2, da el mismo flujo éptimo de valor 2 y costo 12 como

el algoritmo del ciclo,



4.4 ALGORITMO PRIMAL-DUAL PARA EL PROBLEMA DE
HITCHCOCK - ALGORITMO ALFABETA.

Un preblema que es un caso especial del problema de flujo a
costo minimo, es analizado en esta seccibn, el problema de

Hitchchock. Esté motivado por la siguiente situacidn:

Tenemos m nodos fuentes, cada uno tiene una oferta de a; uni
dades, 1 = 1,...,m y n nodos finales, cada uno tiene una de-
manda de bj unidades, j = 1,...,n. Adem&s el costo por uni-

dad del nodo i al j es c; iCémo satisfacemos la demanda a

jc
un costo minimo?. Como un problema de programacién lineal,

tenemos lo siguiente.

Definicibén. Dados m y n enteros positivos; nodos de oferta
ai, i=1,...,m; nodos de demanda bj’ j=l,...,n y costos cijzo
i=1,...,m, j=1,...,n; el problema de Hitchcock es el siguien

te problema de programacién lineal con variables fij:

“min } c,. f..
S e S B &

n .
s.a 'Xl fij =a, d=l,...,m (8)
J=
m -
-Xl'fij = bJ jsl,...,n (9)
14 -
fij >0

donde
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a, = b,
i=1 1 =1 3

Note que podriamos haber formulado el problema con las desi-

gualdades:
n
. _)jl fij < ag i=l,...,m $11))
' J=
m . .
,21 £i5-2 by j=1,...,n (11)
1ﬂ

donde a; esta disponible como oferta y bj es la demanda que
debe ser encontrada. Las igualdades (8) y (9) pueden ser u-
sadas sin pérdida de generalidad, sin embargo, ya que siem-

pre podemos introducir un node final ficticio (n+l) con de-

manda
) b,
b ., = a, - b. (12)
LA U 15 B
y costos
Ci» ne1 = 0 i=1l,...,m

cuando todos los a; y bj son 1, el problema de Hitchcock es

1lamado el problema de asignacidn.

Nuestro plan es examinar el dual explicitamente. Asignamos
variables a; y Bj a las igualdades (8) y (9), respectivamen-

te, tenemos el dual:
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(13)
Vi=l,...,mYy

j=l,...,n

(li ’ Bj no rest.

-

Una solucién inicial factible para el dual puede ser escrita

inmediatamente.

a, =0

} (14]

8. = min {Cij

1<ic<m
Definimos el conjunto admisible IJ de indices de las varia-

'bles en el primal restringido por los pareé (i,j) para los

cuales la igualdad se consigue en (11).

13 = {(,5) | oy + 85 = ¢y}

El primal restringido se define como sigue:

m+n
min £ = ]y,
i=1 .
s.a } fij tyy=ay 1=;,...,m (15)
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i 20 i=l,...,m+n

£..>0 (i,j)e 1J

*h
]

ij =0 Gt w
donde hemos llamado a Yir i=1,...,m+n variables artificiales,

El costo en el primal restringido puede ser escrito como:

n
.+ b

a A f..
is1 b j=1d (i,j§eIJ 1

m

£ = (16)
Minimizando § es por lo tanto equivalente a maximizar el flu
jo total sobre los arcos admisibles. Debemos entonces rees-
cribir el primaf restringido sin variables artificiales pero 7

con restricciones de desigualdad, es:

max 1 £..
G,)ey M
s.a ) £ 298 i=1,...,m
J
E fij < bj j=1, Y (17
£;20 (i,j)eld
£35 = 0 (1,j)41J

Este es el problema de flujo méximo, mostrado en la siguiente

figura:
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mper nodo

super nodo
fuente

terminal

Figura 3. Un problema de flujo mhximc equivalente
' a un problema primal restringido de Hitch-
chock; la capacidad infinita de los arcos

corresponde a los indices admisibles en el
dual,
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Creamos un super-nodo fuente y un super-nodo terminal; del
nodo fuente a cada uno de los m nodos terminales ponemos un
arco con capacidad aj; de cada uno de los n nodos terminales
ponemos un arco con ;apacidad bj' De un nodo fuente a un np
do terminal ponemos el arco (i,j) con capacidad infinita,
exactamente cuando (i,j)elJ., Estoc asegura que la variable

f.. puede ser mas grande que cero solamente cuando el par in

ij
dexado (i,j) es admisible.

El resultado del algoritmo primal-dual, mejorando la solu- -
cibn dual factible o ,B con el dual bptimo, se dice a, B
del primal restringido, Necesitamos una terminologia para

discutir la aplicacién del algoritmo de etiquetas al proble-

ma de Hitchcock.

Definicibn: Cuande conseguimos la optimalidad después de la
aplicacibn del algoritmo de etiquetas para el primal restrin
gido (15), decimos que no tenemos una trayectoria., Una no

trayectoria, es:

I* = {i | nodo fuente i es etiquetado}
J* = {j | nodo terminal j es etiquetado)
Lema. Una no trayectoria es la soluci@n del primal restrin-

gido (17), una solucibn éptima para el dual del primal res-

tringido (15) esta dada por:
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a = 1 ie I*
‘q, = -1 ig I
1 (18)
Ej LI | joe J*
B. = i ¢ J*
B 1 i¢

podemos mostrar que ay B son factibles en el dual del pri-
mal restringido y que su costo es 6ptimo para el primal res-

tringido (15).

Si £ = 0 una no trayectoria, hemos obtenido una solucibn 6p-
tima para nuestro problema original, con un valor del‘flujo:
f..=Ya., =71b,
ot T E 3!
$i‘g > 0, tenemos dos casos en el algoritmo primal-dual:
Caso 1. &, + éj <0V (i,j)413

Caso 2. a; * Bj > 0 para algfin (i,j)¢1J.

El caso 1 implica que el primal fué infactible y por tanto
debe ser imposible porque nuestra formulaciﬁn del primal siem
pre tiene una solucién factible. Por lo tanto el caso 2 se

sostiene y calculamos:

4
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o, = min ~Cij T % - Bj]
1,) - &1 + éJ
tal que
a. + B, >0
1
y (i,j)eld
Ci: = O .
= min [-—il——~gl——-fb-]‘
eI - 2
TS

De la ecuacibn anterior se sigue que &i + éj puede exceder a
cero solo cuando i eI* y j $J*, en tal caso es igual a 2; en
este caso hemos asegurado que (i,j){IJ, en otro case j podria

haber sido etiquetada, La nueva solucién dual I se obtiene

por:
. ai + 01 ie I
a* =
i a; - 9 AT
] (20)
' B; - 0 jeJ*
B' = 3 *
j Bi + 9 jtJd

Un arco que no lleve flujo puede hacerse inadmisible, justo
como una columna no bésica puede hacerse inadmisible en el al
goritmo general primal-dual. Esto nos capacita para continuar

etiquetando en el algoritmo de Ford-Fulkerson del flujo que
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fué éptimo en la no trayectoria previa. Esto determina com
pletamente el algoritmo, para que alcancemos, el flujo maxi
mo § a; = } by. El algoritmo primal-dual para el problema

de Hitchcock es el siguiente:

ALGORITMO ALFABETA.
Paso 1. Bscoja a, B factibles en el dual, (13).

Paso 2. Resuelva el problema de flujo méximo del primal

restringido, (15) usando solamente los arcos admisibles.

Paso 3. Encuentre los renglones y columnas etiquetadas en

la no trayectoria, para I* y J*;

Paso 4. Calcule 0, Y actualice o, B; (19) y (20). Si el

flujo es m§ximo pare. En otro casoc ir al paso 2.

Cémbinando los costos en el problema de Hitchcock da el flu
jo méximo como un subprobléma. El flujo miximo es resuelto
combinando las capacidades, dando un subproblema para encon
trar un flujo en la trayectoria de aumento. Hemos asi usa-
do 1a idea del primal-dual en una anidacién para reemplazar
dos vectores de datos, costos y capacidades, por dos lazos.

anidados en un problema combinado simple, como se muestra

en la siguiente figura:
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Hitchcock

Conbhinando costos

Combinando capacidades

Encontrar una trayectoria del
nodo fuente al final

Figura 4. Una representacién esquémﬁtica del
algoritmo alfabeta como dos lazos anidados.

Si usamos una versidn de Dijkstra que maneje arcos con cos-
tos negativos, resolvemos los subproblemas en ciclo 6 cons-
truccibn, entonces la misma interpretacibn se aplica para

estos algoritmos.
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Eiemplo 3. Considere el sipuiente problema de Mitcheock,
Se desea resolver usando ed procedimicnto prinal dual,

o e i 8 s 5 S e e e

Ns a6 2 1 2

4 |s 3 7 3 8 5
5 |5 6 12 5 7 11
3 {2 8 3 4 8 2
5 |9 6 10 5 10 9

Las entradas de 1a matriz son los costos Cij' Gréficémente




Una solucién factible inicial para ¢l problema dual es:
a, =0 1= 1,.,.,4

Bj = min {cij} j=1,...,6

1<iz<nm
El conjunto admisible de indices 1J de las variables en el

primal restringido, son los pares (i,j) para los cuales se

obtienen la igusldad en él'problema dual:

1J = {(3,35) | a * Bj = Cij}

= {(3,1),(1,3),(3,3],(1,4),(2,5),(3,6)}

"De donde
oy
5 (:) 7 (:) 8 5 0
5 6 | 12 s | (D) | 1 0
(:) 8 (g) s | 8 (:) 0
9 10 5 | 10 9 0
Bj | Z 3 5 3 712

Solucidn dual factible.

El tableau solucién es construido con circulos en las mismas
celdas correspondientes. 8Se procederi a ericontrar la solu:
cibn primal factible y el flujo mbximo como se hizo en el

gjemplo 1 de la seccibnm 3.1 del capitulo III. La solucibn



resultante ecs;

®l 1Ol | 10]:

Solucibn primal factible

Para el procedimiento de etiquetas, los renglones con oferta
" excedente primero se etiquetan. En este caso los renglones
2y 4. La etiqueta es (s,c) donde se denota el 'nodo fuen-
te" y c es igual al excedente de flujo. Después la columna
5 serf etiquetada porque contiene un circulo en la celda del

~renglén etiquetado:

(2,4) a;

ol 16 ;

(s,4) @ S

© Ol 1 10O ] s

(s,S) 5
bj 3 3 6 2 1 2

Solucién primal éptima
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En este caso ne existe trayectoria, asil el fluio es miximo.

De cualquicr modo debe ser uctualizado v empezar otra itera-

cibm,  Asi 1*={2,4}, I*={1,3), J*={5}, 3*={1,2,3,4,0}.

Calculamos el valor de 0y.

c.. - o. = B.
6, = min { e S S ]
' 2

icl*, jtJ*}

{3 03, 8 9, 5, 3, 7 7,1,
{'2”/2' /2'1v /2' /2,/2, /2,11 /2} 1
el minimo es obtenido eh_las celdas 2,4 y 4,4, Entonces ac-

tualizamos las variables duales y afiadimos un cSrculo en las

celdas 2,4 y 4,4, quedando:

i
ERICIERIONE 5 | -1
5 6 | 12 @ @ 11 1
@ 8 @ 4 8 @ -1
9 s |10 (5|10 0 1
B | 3 4 4 4 6 3

Solucién dual factible

En el siguiente paso el tableau solucidn es modificado por
los valores del flujo, pero actualizando los lupares de las
celdas que corresponden a los lugares admisible;. Entonces
el‘flujo méximo se encuentra para este nuevo conjunto de

.

celdas admisibles:



(1.1} (2,3) (2,3 a,

B e I (oA

¢, | | O S
_ 2

Selucién primal bptima.

Se etiquetan los renglones con excedente, en este caso son
los rehglones 2y 4, Despué§ las columnas A.y 5 son etique-
tadas porque contienen circulos en las celdas de. los fenglo—
nes etiquetadoé. El renglbn uno es etiquetado porque contie
ne una celda con flujo positivo en la columna étiquetada.

En este caspo ¢ = 1,.ya que el flujo 1 es menor que-la etique
ta ¢ de 3 en_la cuarta columna, Finalmente la columna 2 es
etiquetada porque tient un circule en la celda del rcnglén
uno. Como ya no se pﬂeden'etiquetar mas renglones ; colum-
nas, el flujo es méximo. Entonces actualizamos el dual

1* = {1,2,4) y J* = {1,3,6}, el minimo ocurre para i = 2 y

j = 1, por lo que O, = . lLas variables duales son Tevisa-
das de acuerdo a:

3 -*
o; * 91 iel

a¥ = 1

i a, - @ i¢I*

oo | B0 T e '
/ - By + 0 34
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Los nuevos valores junto con Jos coeficientes de costo son:

4
w”gw‘““(zj ,”%mw“uigjw “é ______ ,N,;M..u:jé_
@ B @ 4 8 @ ‘1.5 |
3 6 | 10 @ 10 9 | 1.5
By | 3.5 [ 3.5 | 4.5 | 3.5 | 5.5 | 3.5

Soluéién dual factible.

Note que hay una nueva celda admisible que aparece en el lu-
gar 2,1. En el siguiente paso el tableau solucién es modifi
cado por los Qalores de flujo, pero actualizando los lugares
de las celdas en circulo que corresponden a los lugares admi
~sibles. Entonces el flujo méximo se encuentra para este nug>

vo conjuntc de celdas admisibles:

(2.1)(1,1') (4,5) (2.1) a,

(4,1) @ @ 4
(4,1) @ — @ 5
O ® Ol s
(5,5) O 5

b, | 3 3 6 2 1 2

Solucién primal 6ptima.
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Se etiqueta el ronglén 4 que es el Gnico que tiene exceden-
te. la colummna 4 es etiquetada por gue contiene un cfrculo
en 1a celda del rengdbn ctiquetado. los renglones 1y 2
son etiguetados porque contienen una celda con {flujo posi-
tivo en la columna etiquetada, en ambos ¢ = 1, ya que el
flujo 1 es menor qhe la etiqueta ¢ de 5 ¢n la cuarta columna.
Finalmente las columnas 1 y 2 son etiquetadas porque contie-
nen un circulo en la celda de los renglones 1 y 2. Como ya
no se pueden etiquetar mis renglones y columnas, el flujo es
m4ximo. Entonces actualiiamos el dual para I* = {1,2,4} vy
j* = {3,6}, el minimo ocurre para i=1; y j=6, por lo que

o, = '1 . Los nuevos valores junto con los coeficientes de

1
costo son:

Ol
1 ®

6 10 10

ol ni(@) =
b@@
=1

@@:Q

B. 2.5 2.5 5.5

=
v
E-N
[7g}
-3
w

Solucibn dual factible.

Note que hay una nueva celda admisible en el lugar 1,6 y que
perdemos una en el lugar 3,1.‘ En el siguiente paso el tableau’

solucién lo modificamos por los valores del flujo, pero actua-
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lizando los lugares de las celdas en circulo que correspon-
den a los lugares admisibles. Entonces el flujo miximo se

eRCUENITA paTa este nuevo conjunto de celdas admisibles:

(2,1)(1,1) (4,5) (2,1)1(1,1) ui
RV ®] - D) ‘@ 4
0|0 OlOIINIE

L ®© Ol
(s,5) . @ 5
2.

Solﬁcién primal factible.

Se etiquetan renglones y columnas como hasta ahora lo hemos

hecho. Esta es una trayectoria porque la columna 6 tiene un

excedente. El flujo es ajustado siguiendo la trayectoria ha

’

cia atras: +1 en la celda 1, 6; -1 en la celda 1, 4 y +1 en
1a 4,4. 1Lla trayectoria termina en el renglbén 4 ya que el -

"nodo fuente' es etiquetado.

Dcspués el tableau es ajustado y las ctiquetas recalculadas,

E1 resultado es:
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(2,1) (4,4 (2,1) a

g e s e

® 10 @] ¢

U R SRy oo ST

®) Ol

(s,4) @ ‘ 5
> ,

Solucibn primal 6ptima.

En este caso no hay t:gyé;toria, asi{ el flujo es méximo. De
Eualqﬁief modo debe ser actualizado y cmbezar otra iteraciém.
Entonces actualizamos el duél para I* = {2,4} y J* = {z2,3,6}1,
el minimo ocurre para i =2,y 3 =1, por lo que 0, = i.

Los nuevos §alores junto con los coeficientes de costo son:

a

5 @ 7 3 B @ 0
@ @ 12 @ 1 3

2 8 @ 4 8 @ -3
9 @ 10 @ 10 9 3

By | 2 3 6 2 4 5

i

Solucién dual factible,

En el siguiente paso el tableau solucién es modificado por los
valores del flujo. Entonces el flujo méximo se encuentra para

este nuevo conjunto de celdas admisibles:



- 222 -

(2,13 (4,1) (4,9) (2,13 (1,5) a,
SRR ONION MO ON NN
N ol o

-3
D) @ 5
3

(s,4) O

Solucibn primal factible

Esta és una trayectorié porque la columna 6 tiene un eicedeg
te. -El flujo es ajustado siguiendo la trayectoria hacia
atrhs: +1 en 15 cela 1,6; -1 en la celda (1;2) y +1 en la
celda 4,2. La trayectoria termina en el renglén 4 ya qﬁe el

"rodo fuente" es etiquetado.

Después el tableau es ajustado y las etiquetas recalculadas;

El rcsultadd es:

7 (2,1) (4,3)- W3 (2,1 @, a,

w10 ©

@) | O OO, 5

® Q] s

ERIO) Ol 5
3

13 6 2 1 2
bj. B

Solucibn primal 6éptima



Eid

2]
it

1
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En este caso no hay trayectoria, asi c¢l flujo ¢s mhximo,

Entonces actualizamos el dual para I* = {1,7,4) y J* = {3),

¢l minimo ocurre para i = 1,4, j = 3, por lo que 0 = i,

Los nuevos valores junto con los coeficientes de costo son:

4
EORICIENENNONE
@ (6) | 1 @ @ 1 3.5
2 e | (3) ] 4 g 2 f-3.5
9 10 9 | 35

B {1:5 | 25 | 65 | Ls | 35 | as

Solucién dual factible.

En el siguiente paso el tableau solucibn lo modificamos por

los valores de flujo. Entonces el flujO»méximo se encuentra

para este nuevo conjunto de celdas admisibles:
@10 @] ¢
OJO) ;

Q
Ol 2
WO 5

®©

6 2 1 2

‘Solucibén primal éptima .

Como el flujo miximo no tiene excedente, entonces 1a solucién

que se tiene es factible para el problema original y por tan-

- .
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4.5 UNA TRARSFORMACION DE FLUJO A COSTO MINIMO PARA
HITCHCOCK.

El problema de Hitchocock es un caso especial del problema
de flujo a costo minimo. Esto es inmediato de la construg
cién en la figura 3 con todos los arcos admisibles. Simpli
ficamos la oferta de todos los nodos fuentes con un nodo su
per-fuente recogemos el flujo de todos los nodos termina-
les con un nodo super-terminal, Significa que dado un ejem
plo de flujo a costo minimd, podemos construir un ejemplo
de Hitchcock que tiene la misma solucién. La transforma-
cién del problema de redes a costo minimo en uno de Hitch-

chock es como sigue:

Flujo a costo minimo Hitchocock
arco (1,j) nodo fuente ij
nodo i nodo terminal i
costo <ij arco (ij,3) con costo Cij

y capacidad infinita-
- - - arco (ij,1) con costo cero

y capacidad infinita

capacidad bij oferta bij al nodo fuente ij

Para especificar la demanda, necesitamos primero la nota-

cién
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by, = I by
todo j tal que - 1)
(i,j) e E

Esto es, b.  es la caﬁacidad total fuera del nodo i.

v

La demanda al nodo terminal i es entonces:

biv - Yy i=s
biv tvg 1=t (22}
biy its,t

La construccibn esté ilustrada en la siguiente figura:

nodos terminales

nodds fuentes

capacidad b, (v, 6 0)

capacidad bij

Figura 5. El problema Hitchcock construido de un problema de
flujo a costo minimo, '
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El problema de Hitchcock es encontrar un flujo fij x tal
: ° ’

que

Eij,5 * fig,1 7 byy (23)

5,5

(l1a oferta al nodo fuente ij es usada completamente);

biv - vy i=s
§ (35,8 * §ji,3) = ) biv * v it (29
b, ifs,t

(l1a demantia en el nodo i esté llena); vy

fij,k >0 vV i,j,k : (25)
en
i £f.. . ¢.. 2
e todos los 13,3 i3] (26
nodos fuente )
ij
ofcito

Note que la foerta total es igual a la demanda total en

Hitchcock.:
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Lema. El problema original de.flujo a costo minimovy el
problema construfdo de Hitchcock son equivalentes en el sen
tido de que un flujo factible en cualquiera de los dos, co-

rresponde a un flujo factible en el otro con el mismo costo.

Pryeba, Sea fij un flujo féctlble en el problema de flujo
a costo minimo. Entonces, en el problema de Hitchcock, si

tomamos;:

£ >0 (27)

13,5 ° fij
£y5,1 = byy " £55 20 (28)

estos flujos satisfacen la ecuacién‘(Zl). Sustituyendp en

la ecuacibén (22), obtenemos:

}Ibij T Eiy t £55) B by f,g (55 - £35) T
r’ b. Va 1l =5
iv 0
= { by, * i=t (29)
byy ifs,t

asi requerido.

Luego, supénemos que tenemos un flujo factible fij’k en el
problema de Hitchcock., BEste es diferente de cero solo cuan-
dok =i 6 j. En el problema original de flujo a costo mini

mo, definimos:



f..=1.. . 30
1] 13,3 (30)

Entonces 0 2 fij h bij por la oferta en el nodo fuente ij.
También, el flujo neto fuera del nodo i en el problema dc

flujo a costo minimo es:

T I A R B CH R D e P

j oo i} j
= bjy - I (fiJ,i + f 1,1)
] (31)
VO 1 =95
= —vo 1 =t
0 ifs,t

en donde utilizamos las ecuaciones (23) y‘(24), por tanto

todas las restriccicnes se satisfacen. Finalmente, es fa-
cil ver que los costos de los flujos, los cuales correspon
den a las ecuaciones (27) y (30) son iguales en sus respec

tivos problemas.
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APENDICE A
EL METODO SIMPLEX.

La idea Jdel wltodo stunlex es svancar de una salucién bisi-
ca factible (que vs un punto estreso) de wn conjunto de res
triccioncs de un problema en forma estfndar a otro, de tal
manera de que se vaya decrementando el valor de la funcién

objetivo hasta alcanzar ¢l minimo. '

Dado el siguiente problema de programacién lineal, desarro-

1lamos el método simplex:

donde x es un vector columna de n componentes
c es un vector renglén de n componentes
A es una matriz de mxn y

b es un vector columna de m componentes.

Suponemos que enpezamos Con una solucién bisica factible y
quz el tableau correspondicente a Ax = b esth en forma cand-
nica para esta solucibn. Adjuntamos un tenglén ecs la parte
inferior que consiste en los coeficientes de costo y el ne-
gativo de la funcibn de costos. El resultado es un tableau

simplex.
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Esto c¢s, si 5ﬁponcmos que las variables bésicas son (en or-

X J% , ¢l tahlean simplex toma Ya forma ini-

den) Xpo Xgaeen Xy

cinl postrada cn 1a siguicate figura:

a az In *na ez d) ah b
10 O Yimer Yimez 0t Y13 vt Yin Yio
0 1 . . . . .

00 Vigiel Yzimez o Vi o0 Yip Yip
0 ‘0' . Ym,mfl Iin m+2 Y oi " Ymn e
0 -’0 Y rmfl 1-m7Lz rj. Th I%p

Figura 1. Tableau canbnico simplex.

La solucibn hésica correspondiente a este tableau es:

3

Yip 0212

- 0 ml<i<n
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Ja cual suponemes que cs factible, csto es, Yio > 0,
i=212,2,...,m. Fl corrcspondicente valor de la funcifin ob-

jetivo es Iy

Los coeficientes Jde costo rj indican si el valor de la fun

cifn objetivo se incrementard o decrementard si Xj €s pi-
voteado en la solucién. Si estos cocficientes son no-nega
tivos, entonces la soluciédn es 6ptima. Si algunos son ne-
gativos, se puede mejorar (suponiendo no degeneracién).
Llevando las componentes correspondientes en la solucibn.
Cuando mas de uno de los coeficientes de costo es negativo,
se debe seleccionar uno de ellos para determinar en cual

colymna pivotear. Comfinmente se escoge el m&s negativo.
Consideramos. a8 z como una variable adicional y

%y f;c2x2 oot cnxn -z =90

como otra ecuacibén. Una solucién'bésica'para el sistema
aumentado serd m+l variables bfsicas, pero puede requerir
se que z sea una de ellas. Por esta'razén no es necesa-
rio afadir la columna correspondiente a z, ya que podria
ser (0,0,...,0,1). De este modo, inicialmente, el Gltimo
renglén que consiste de los c; Y del lado derecho de ceros
puede estar cn el arreglo en forma esténdar para represen-

tar esta ecvacibn adicional., Usando en el pivote operacio

nes elementales, los elementos en este renglén correspon-



diente a las variables bésicas puede ser reducido a cero,
Fsto ¢s cquivalente a tranclovmar Ta conacifn adicional a

la {forma

. x +or X HLL AT X - o= -
Thel “m+l m+2 Tme+2 n*n " % 2o

Esto debe ser cquivalente a
ctx =z 4 E (c. - 2.)%;
0 j=m+l J 37
y por tanto los rj obtenidos son los coeficientes de costo.
Asf, el Gltimo renglén puede ser tratado operacionalmente
como otro renglén més: comenzado con los ¢, y reduciendo

los términos correspondientes de las variables bésicas a

cero con operaciones elementales por renglén.

Después s¢ selecciona una columna q en 1a cual se pivotea,
la seleccidén final de los clementos pivote se hace calcu-
lando la razbn yio/yiq para los e}ementos positivos yiq’
i=1,2,.;.,m, de 1a q-ésima columna y seleccionando el ele-
mento p que da la razén minima. Pivoteando sobre estos
elementos mantendremos factibilidad asi como (suponiendo
no degencrucién) decrementar el valor de la funcibn objeti
vo. Si no hay elemcntos no-negatives en la columna, el
problema es no-acotado. Dcspués actualizamos el tableau
con ypq como pivote y transformamos el dltimo renglén de
l1a misma manera que los otros (excepto el renglén q), ob-

tenemos un nuevo tableau en forma canbnica. Los nuevos
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valores de la funcidn ebjetivo otra ver aparecen en la par

te inferior derecha del tublenu,

ALGORITMO SIMPLEX.

Paso 1. Forme un tableau como en la figura 1, correspon-

diente a la solucibn bisica factible.

Paso 2. 51 cada Ty > 0, pare; la solucién bhsica factible
es bptima.

Paso 3. Seleccione q tal que rq < 0 para determinar cual

variable no bésica entra a la base.

Paso 4. Calcule yiO/yiq para y.,_ > 0, i=1,2,...,m. Si no

iq
es yiq > 0, pare; el problema es no acotado. En otro caso,
seleccione p como el {ndice i correspondiente al cociente

minimo.

Paso 5. Pivotee sobre el pg-ésimo elemento, actualizando

todos los rcnglones, incluyendo el Gltimo. Regrese al paso 2.

El problema termina solamente si la optimalidad es alcanza
da o se descubre no-acotamiento. Si ninguna de las condi-
ciones anteriores se dan, entonces la funcién objetivo es

decrementada. Ya que ha& un nﬁmero finito de po%ibles $0-

luciones bésicas factibles, y no se repite 1a base porque
®
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la funcién objctivo se decrementa, el

zar ung base satisfaciendo una de los
Ejemplo. Considerc el problema:
max }xl 4+ Xy
s.a 2x1 + X,
Xy * sz
2xi + sz
X°2 0, x; 2

Para transformar el problema a la forma

+ X
+ 3x
+ X
0, x

3

algoritmo debe alcan

dos condicicnes.,

>0

esténdar, aplicamos

el procedimiento simplex, cambiamos de maximizacibn a mini-

mizacién multiplicando la funcibn objetivo por menos uno, e

introducimos tres variables de holgura Xg» Xgs X

6' Enton-

ces tenemos el siguiente talbeau inicial:

al 32 83 34
@@ 1+
1 2 @ 0
2 2 1 0
e S U B

Primer tableau

36 'b
0 2
0 5
1 5
0 0



E) problema estd en forma canfinica con tres variables de

holeoura sirviendo como variables blisicas, Tencemos en es-
te yunto v, = c. - 2. oo, yiaogue los cestos de Yas va-
J J J J

riables de holgura son cero. Aplicando ¢l criterio para
seleccionar uwna columna, sc¢ muestran en las tres primeras
colunnas que podrfan mejorar la soluciéﬁ. En cada una de
estas columnas el pivote apropiado es determinado las ra-
zones yio/yij y selecciopéndo uno, el més pequefio positi-
vo. Los tres pivotes son permitibles y estan en un circg
lo sobre el tablean = Es necesario determinar solo uno.

Para este ejemplo seleccionamos el (:):

ﬂl 2 a:? 34 35 3.6

5
w
[=]
1
™~
=t
E=4
[ o8] Ld ™~

Scgundo tableau

Note que la funcién objetivo - usando el negativo de la o-

riginal - se¢ ha decrementado de cero a menos dos, Otra

vez el pivote es (:):



4 2 3
®
-3 [\ 1
-5 ] 0
-7 0 0
Tercer

El valor de la funcién objet
de menos cuatro y debemos pi

columna. Seleccionamos (E):

1 2 3

1 1/5 0

0 3/5 1 -

0 1 0

0 7/5 0
Cuarto

Como e1iltimo renglén no tiene

236 -

a, a 36 b
3 -1 4] 1
-2 1 H] 1
-4 1 1 3
-3 2 0 4
tableau

ivo tiene ahora un decremento

votear en la primera o cuartsa

a, 3 a6 b

3/s -1/s 0 1/s
/s 2/s, 0 8/s
-1 0 1 4

6/5 3/ 0 27/g
tableau

clementos negativos, conclui-

mos gue la solucibn correspondiente al cuarto tableau es

bptima. Asi Xy = 1/, Xy =

xg = 4 es la solucibén 6ptima
funcidén objetivo.

0, xg = 8/g, x, = 0, xg = 0,
con una valor de -27/g en la

.
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APENDICE B

CONCEPTOS BASICOS DE REDES.

Dc(iniciéﬂ. Una grifica consiste de una coleccibdn finita
de elementos 1lamados nodos y un subconjunto formade por

D

Los nodos de una fréifica generalmente son numerades, esto
es, 1,2,3,...,n. Un éfca entre los nodos i y j, est4 re-
presentado por el par (i,j). Los nodos estén designados
por circulos, con su nfimero correspondiente. Los arcos
estén representados por lineas entre los nodos. Una grifi

ca es representada de la siguiente manera:

O

.. Figura 1. VUna gréfica
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Hay otras definiciones elementales asociadas con las gré-
ficas que describen su estyactura, Una cadena entre los
aodos 1y J oes ana feouencia de wveos conectados, La se-
cuencia debe tener la forma (1, k]), (kl’ kZ), (kz, kS)""
ey (km. 3Y.  En la figura 1 (1,2), (2,4), (4,3) es una ca
dena entre los nodos 1 y 3. Si una direccibn de movimien-
to a lo largo de una cadena es especificado - del nodo i

al j - es llamada una ruta de i a j. Un ciclo es una ca-
dena que empieza en el nodo i, y termina en el nodo i.

La cadena {(1,2), (2,4), (4,3) vy (3,1} es un ciclo para la

gréfica en la figura 1.

Una gréfica es conectada si hay una cadena entre cada par
de nodos. Asfi la pgréfica de la figura 1 es conectada: Una
gréfica es un frbol si es conectada y no tiene ciclos. Eli
minando algunos de los arcos (1,2}, (1,3), (2,4) 6 (3,4) po
dr{amos transformar la gréfica de la figuté 1 en un érbol.
Algunas veces considéramos un érbol en una gréfica G, el
cual es'precisamente un 4rbel construido del subconjunto de
arcos de G. Tal 4rbol es un frbol de expansién si toca to-
dos los nodos de G. Es fécil ver que una grifica es conec-
tada si y s6lo si contiene un frbol de expansibn.

Nuestro principal interés esté sobre las gréficas dirigidas,

-

en la cual un sentido de orientacifn est4 dado por un arco.
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En este caso un arco cs considerado un par ordenado de no
dos (i,3) vy decimos que el arco va del nodo i al nodo j

como se muectra Je 1a sicuionte forma:

Figura 2. Una gréfica dirigida.

Cuando trabajamos con gréficas dirigidas algunos pares de
nodos pueden tener un.atco en ambas direcciones. - Indican
do ambos arcos en tal caso-'que es equivalente a un arcﬁ no
dirigidop Las notacioncs de ruta vy ciclos pueden ser apli
cadas a las gréficas dirigidas. En resdmen decimos que el
nodo j es alcanzable al i si hay una ruta del nodo i al no

“do j.

Para la representacifn de una gréficq dirigida, caracteri-
zada por la figura 2, otro método comin de representacién

estid en términos de una matriz de incidencia nodos-arcos.

-
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Esta es construfda listando los nodos verticnlmenie y los
a1¢os horizontalmente. Pntonces en la columna del arco
{1,3) ¢sth un 41 en Ya posicidén covvespondionte al snodo i
y un -1 en la p05ici6n coyrespondiente al nodo i y un -1
en e] nodo j. La matriz de incidencia para la gréfica de

la figura 2 es la siguiente:

(1,2) (1,48 (2,3) (2,4 (4,2)

1 1 1
2 -1 1 1 -1
3 i

' 4 -1 -1 1

Toda la informacibn acerca de la estructura de la gréifica
estd en }a matriz de incidencia nodos-arcos.: Esta repre-
sentacién es muy usual para propésitos computacionales, ya

que es muy fécil,almacenarlos en una computadora.

FLUJOS EN REDES.

Una gréficabcs una manera efectiva paralreprcsentar la co-
municacibén estructurada entre nodos. C(uando existe la po-
siBilidad de flujos en los arcos, nos referimos a una gré—
fica dirigida como una red. En aplicaciones, las redes re
presentan un sistema de transporte o una red de comunica-

cibn, o simplemente una representacibn para propbsitos
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matemhticos (tal como ¢n el problema de asignacibn).

Un fluje ¢n un arco divigido (1,3) cs un nlmero xjj > 0.
Flujos ¢n los avcos Jde la red deton articuloree sn;isfa-
ciendo un criterio de conservacidn en cada nodo. Espec{
ficamente, a menos de que el nodo sea un nodo fuente o
final, el flujo no puede ser crecado o perdido en un nodo;

el flujo total que entra en un nodo debe sef igual al flu

jo total que sale del nodo. Asfi en cada nodo i

B~

La primera suma es el flujo total de i, y la segunda suma
es el flujo total a i (desde luego X;5 mo existe si no hay‘
un arco de i a j). Para que flujos diferentes de cero

existan en una red sin nodo fuente o final, la red debe te

ner un ciclo.

vEn muchas aplicaciones, algunos nodos son designados nodo
fuente o final (o alternativamente nodo oferta o nodo de-
manda). El f}ujo neto fuera de un nodo fuente debe ser po
sitive, y el nivel de su flujo neto puede ser fijo o varia
ble, dependiendo de la aplicacién. Similarmente, el flujo

neto dentro de un nodo final debe ser positivo.

- -



CONCLUSIONES,

Una de las ramas mas interesantes y estudiadas de la inves-
tigacibn de operacionesc¢s la relacionada con la programa-
¢ién lineal y sus estructuras especiales. Una de estas
estructuras es la programacién en redes de flujo, esto es,
problemas lineales que pucden representarse y analizarse

en términos de redes. Como es de esperarse, la especializa
cién de los métodos generales de la programacidn lineal al
caso de problemas de redes, resulta en nuevos y eficientes
métodos de anfilisis que en ajios recientes se han populari-

zado.

En este trabajo se han analizado las bases gencrales de la
programacién lineal y, en particular, se han descrito las

dos lineas bésicas de métodos de solucibn: los métodos pri-
males y los métodos primales-duales. La especializacién de
los métodos primales a problemas bisicos de redes es conoci
da y una descripcibn breve de los mismos ha sido desarrolla
da en este trabajo. Sin embargo, la especializacibn de los
métodos primales-duales a problemas bésicos de redes es po-

co conocida en l1a literatura.

La contribucién que se¢ tiene en este trabajo es la unifica-
cién y comparacién de los métodos primales-duales especiali
zados a problemas bésicos de redes. Métodos clésicos de so

lucibén como el de ciclos negativos y ruta més corta-flujo



miximo se ha demestrado que son casos particulares de 1la
especializacién del método primal-dusly su convergencia
es sencilla de demostrarse, evitandose discusiones tedio-

sas de teorfa de grificas.

Entre los aspectos a extender de este trabajo se tienen
la tecnologia de implantacién de los algoritmos de progra
macién lineal especializados a redes y su respectiva com-

paracibn.
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