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EROLOGO

Este trabajo es el resultado de varios faotores. En pri__
mer lugar ml conviocidn de que es posihle concoer las bases cgo
Tunes en las que se sustenten una serle de temas aparentcemente
muy diversos, ccro lu Teorf{a de Dacisiones, los Frocesos Esto_
casticos Y los sistemas llamados humanocs. En gegundo lugar, re
lacionsdo con lo anterior, a traves del curso Teorf{a Matemiti_
oa de Siateman (memestre 85-2) me af cuenta que la Teorfa de _
Relaciones ha sido insuficientemente explotada, para hacer ols
roe los conceptos que intervienen en temas como los antem sefig
1lsdos. Cabs observar que en la literstura examinada encontre _
Uniosmente desarrollos parclixles d» exclusivamente eapeclaliza_

dos en un tema, sin la visidn de conjunto deseada.

Agradezoo al M. an I, Servlio Tullo Guillen, su orienta
210n en la realizecidén de estm tesls y el haberme ayudado en _
la clarificacidn de algunos de loa ccnaeptos que aqui se pre_

sentan, ’
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I7TRODVCSIIQN

U o de los propdaltos de la Teorfa General de Sistemas ag
Sugnar Za anidad de 123 stenclea a través 4o molelos annovpiug

les aplicadles a divarsas Alacipliass. 3e ha obsorvalo jJu2

clertas propisiaies 19 1oz 1343723 190 '23:3297 1o la naturalg
22 espac{fica de éstos, slno que son comunes a sistexea de wuy
distirta naturuleza®, Estss propiedales asominza, conocidas co_
wo annlogfas aatra algtenag, ae bazan an lug geneJanzas Je losg
modelbs slmbslicns qu2 pueden desori le a los slstena en cues_

tidn.

El obJlet’'vo principal de esta teals a3 nostrap jue la leg
rfa de Rolaolones piede osupar un lusap fuslzmental en la Tao_
rfa Genepal do Iisteuas, pozyuz 3 partir 3a ella se puzilx Zo_
rivar temag apiraateasate 3tsfubelos come la Teorfa de Docislg
nes, loa Procesos Zstocdstlsos, la Liglca de Cirouitos, la Teg

r{a de la Medleldn entra otros. Por su supliind, ean este trada

Jo no ga cudbran toldaz las aplisaslones,

7

Pdra lograp esbo objletivo, en ol capftulo 1 se nuestean
los elemantog 523icos de 1a Daarf{a do rolugloncs) cn 21 5 ae
introducen las condiglones adlelcnales spbre las reolaclonzs DY

nariag para gue forsen rab{oulng § despuds 39 w9nstlera un va

“ep las palorsaztas Jsld ] ’[‘LJ y [,g].



80 particular muy importante re retfoula, que es el dlpebra __
boolexna. En el capftulo 2 se presentan tres apliocaclones, 1la
primera se refiere & la minimizacion del nimero de eatados de
un sictema o circulto légico., La segunda es la particién de up
conjunto, lo cual es mumamente usado en la prﬁotica. y en la _
tercera er la clasificacidn de loa conoeptos clent{ficoa, 81
guiendo lae 1deus e Jesie Mosterin(aa]. Los capftulos 3 y 4 _
muestran la utilidad de lag relaclores el considerar el estado
de un sistema dindmico y en la toms de decieiones, respectivae_
mente. Fn los dos Ultimos capftulos, € y 7, ze incluyen cuatro
‘aplicuolones de las 4lgebras boolevanzm, cue son: algebra de __
rroposiciones, élgebra de interruptores, {lgebra de cocnjuntes

y proeesos estoclsticcs,

hungue aon temas de gren interés, pero por no estsr adn -
suficientemente demarrolludos, equf no se consideran, entre ___
otros, los sigulentes: procesos de equlilibelo y redes de conou_

niocacidn en sistemas humenos(&].



. CAPITULO 1
&&&6&’!3 & &4 b 6&6&&&&

TECRIA DE RFLACICNIN

En este cap{tulo se sen las definicicenes, propledades y _
cenoeptosp bigicoe ¢e lap rrincipulea relacienes binariss. Seo _
cengideran relaclenes tunte simples ceme cexpuestas. Se mues
tran mediante una table, las cenexlenes existentes entre lus _
relaclenes sinples. 41 final €el caxd’tulo se Indlcan slpunas _
maneras de representsr lus rclaciane‘a. El materlial mestrade g

qui, es fundamental para entender los sigulentes caxftules,

lels GENERALIDADES
Definiciin. Uns relucion w-ARIA R sedro los conluntes -

E{2EgrevesEpes un subcenjuntoe de E.XEZX...En’.

En el csse pn'rt,iculnr de teneyr sélo dos conjunter B, _
B3 SE TINNE UNA RTLACION 3INARIA; la cual ea un suboenjun_
te de E.XEL; Fete tipe €e preleciones sen las que vames &
mane’:,‘]ar aquf. Wes referirescs a eilas simplexente cen el _
nezbre de relaciones. Nétese que una relacién binaria R _
también puede ser un subconjunte de E\XE;. De 1» hasta @

qu{ diche, pedemes ver que una funcidn es una relacisen en

YERE g%+ s XEy  representa el preduche cartesiane de dichss
asnjuntes,
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E\X?(E,)’a cen la caructerfstica de que a c2ds elemento_

de B, le corresponde une y gélo unc de P (E,).

DOMINIO DE DEFINICION. Def. Se llama deminle &e defin)
niclén de®, el conjunte de las primeras coordenalts de _
‘R; ést»o es

D=4ajack,,@a,eR}

CODOVINIC. Def. Se llauma €edeminio GeR , el copjunte _

de los segundes elementoe deR, o sea

F=iblber,,(abe v}

CORTE DE UNA RFLACIONe Def. Se denomina certe de un_s& _

‘relacién R en WEE, el cenjunte formade per los elenentoi
Y&y tales que &,y)eR, eatoe es
. '
R = Iy [y e}

También de forma equivilente, se define el corte de una re

lacidn @ segtn WeEs .

' CONJUNTO COCIENT_E POR CORTE. Def. Es el conjunte de tge
dos los cortes R(x). para todos les clementos e X& By ¥y _

su notaoién es Ex/R, o sea

Eafg = }Rix)|xe E.

«P( E ) representa el conjunte potencle de E,.



De 1a misor manera ge dcfine E‘M.

Le relseién Usiversal se define cemo U=z EXEy 1a Va__

s{a sons ¢=U" ¥ 1a relacidn €e Disgenal ocome

A={ (x.x)\xe el

1.2, OPERACIONES
Una releoion hu elde definide ceme un conjunte de pa__
res erdenades, Per le tante es pedsible definir las el ___
gulentepg operaciones:
1) UNION DE RELACIONES. Sesn R y 5 dos relaclones pobre_
E, 7E,, entonces 1s unién viene dal'a por:
RS =loy) | ayeR & ydes|
2) INTERSECCION DE RELAGICNES. Se define oeme
s =ftay) | oyleR 4 uyles|
3) RELACION COMPLETO DER. Se define come
'R‘:](x.g) | twyre B xEy, h»ﬂ#ﬂﬁ

4) RELACION RECIFROCA DEQ. Se define cems la relacién _
sebre E,NE, por

R={ga0 | yeR}

5) RELACION DIFFRENCIA. Viene dada por
R«S:l(x.g) l(x.‘j)eﬂ \3 (1.3);{5}
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6) RELACION PRODUCTG O GOMPOSIGION. 31 RCEAE,y SCENXE,

ehtonoes ge deflne le relucion preducto 'Rs QEIXES. oemo

RS ={wa) |7y e, p e y (g2es)

7) RELACICN SUMA. 8% ﬂcElely SC-szE; entences go de_

fine la relacién suma RASCE,XEy , comet
R+S :;(w-.‘e)\wcge&z:)(x.n)e’ﬁGﬁ.z)eS}

8) RELACIONKR. Si RCE XE, s 8¢ define la relacidén KR _
coene

KR = R4R+-- 4R (k=203 seece)

9) RELACIONR®, 22 RCEME,, se define la relucidn RX _
C;I.

ﬂK'.:'R'R#‘ (X=2.5’0;.o)

l.3. PROPPIEDADFES DE LAS OPZRACIONES
Cen bage en las definiclones anteriores, se pueden de_
nostrar lag sigulentes prepledsdes, supcniendes que las o
peracienes en las que interviener las relacioneeﬂ,s TN
estin biep definidas®:
1R {ST)= (RS)T=RstT (asoolatividad)
2)Rp=¢, Pr=¢
3) RA:'RJ AR=R
4) (RcS,tev ) =HRTe SV, Ach=pRcgt

#Ver referencla #9



5) (Re$,Tav) =) RaTe g4V

6) Redd>Res

7) Reg =>TAVCTSY (hemogeneded)

8) RSVT)I=RSORT » (RUS)T=RTYST (dlstribitividad), y
en general pura un nizers finite o centable de unictes
(TR )(u,; ${)= 0 iRss4 '
9) (Rus P=®Us' , (R )= gons

10) ®)= (R)=R '

1) (R$)= (R’)(s’). (R+$ V= 5’40 & (A‘)’ (m‘:xz
12) @R3j=MA%, (Ra)=RS '

13) (RuS)+ (Rus )= (R+R)U (545)

14)  (RnS 1= g%

15? A’-A,¢’=¢)u’=\)

Lias sigulentes propledades sen referidas & un cenjunte

16) Las sigulentes tres afirmaclones sen equivalentes en_
tre s{:

Aened g canmid, NN ¢

17) (Y (RY, (A9=2K

18) AWK (&) AchyRY)



l.4

RELACICNES S INFLEB

A continuacldn se definen las Primeipales releciones _
que centienen unu sola caracteristics; de ahi el nenbre _
de simples;
1) RELACION REFLEXIVA. Def. Una relaciénf, definiisa en
mi oenjunte €, e5 reflexiva sl cuslquiera que sez €l ele_

mentex del conjunto, le pareja (x,%) verifica la rela____

cifnR . Entences en E 3

R es reflexiva &) ¥ X6k, (@ y)eR
o R o8 reflexiva & AcR -
2) RELACION SIMETRICA, Uma relucién binariaR, definids_
ei un conjuntoE, es sirétrica sl cualquiera Que sea 1&.;
pareja (%,Y4) que verifics la relacidn, entences la parejnl
(Y2 también la verifica. O ses
R o8 simétrica & (XR'3=>‘_1R1).¥X,‘3€-E
o R es simétrica SRR (ERLR)
3) RELACION ANTISIMETRICA. Una relacién biniria®, defi_
nids en un cenjunto B, es antisiwétrica sl toda perejla __
(x,%) y su transpuesta (y,X) verifican simultgneamente _
la rehcion, entonces X eg igual aj. es declr
" Res antislwdtricsds [(xRy »4RX) =y x=y]wx MeE
o Res antisimétrica &) ‘R{\Q\cA
4) RELACION TRANSITIVA. Una relecién binarla R, definida
en un cenjunte €, eg traensitive sl cualqulera que sean ___
las parejes (x,4) vy (4 .2.) que verificuen la relucién, en_

tences la parejs (x,2) también 1la verifics. O sea
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X es trensitive ®[(1R3‘5R2) HxR2]¥xy2eE
o Ren transitiva < R*<cR
5) RELACION NIGATIVA TRANSITIVA. Una re1ac16n es negatl_
va transitin. 81, cualepgqQuiera que pean lae parclas (-.x.\s)
Y (Y,2) que ne verifiquen 1z relmcién, entsnces 1a pareja
(X,2) tembién ne la verifics. Este es
" Res negative transitiva S [(xﬁg .\jﬁi)?l'ﬁﬂ"’; j2E
o Res negative tranaitive & RCRM (&R o8 transi
tiva) ’ '
6) RELACICN ASIMETRICA. Una relacién binaria®, definida
en un cenjunte E, es asimétrics sl cuxlquiera Gue sea l1a
parejn (X ,Y) que verifioa la relaclén, entences la pare_
i (3,1) ne la verifica. O sea
" Res asinétricald ('—KR\A:}‘J ﬁz.) NYEeER
oR es asinétricald RWK (@R’(ﬁ)
7) RELACION DESILMENTE CONECTADA. Una relaoién bineris R,
definida en un conjunteE, es débllmente cenectads sl pa_
ra(si parn) teds :x;é:‘ se tiene que (X,4y)E€R o (yx)€R.
Este es A
Re’ debiluentes oonectala@[};’:s:) (1&303@]¥X,‘j€£
o R es débilunente osnectatads) Z(‘. RUR)
8) RELACION CONECTAD_A O CONEXA. Unz relacisn binaria R,
definide en un coenjunte B, eq cenexa sl cualqulera que _

sea la pareja (X,Y) que ne verifica la relecién, entences

la parejs (‘3,7(.) sl 1a gerifics. O ses
R es conectada & (1&‘3‘-‘-)‘593») N MG E
o R 2s conectada &V CRUR’ (%)‘rp:(R‘)
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9) RELACION IRREFLEXIVA, Una relacién R, definlda en un
oenjunte €, es irreflexiva al cualquiers Que sea el ele
mente X del cenjunte, la parela (X,X) ne verifios la rslg
e1éinR. E=ntences
Ren irreflexiva & xﬁat ..* XEE
» Res 1rretiexiva & ReA
'10) RILACION ACICLICA. Usa relaoién R, definida em un __
conjunte €, es aofelica sl cuslquiera que sea la mareja _
(X,Y) que verifica 1a relaclia R¥1, entences la pareja _
(4X) ne la verifica . O sea
R es aofolica (:)(xR":‘; = 3&9:.)-\# X,4eE
o Res acfollca &) 'RKC.‘E M R21 (K ewtero)
11) RELACION DENSA. Una relaciéaR, definids en um osm___
Junte €, es densa sl oualquiers Qque ses la parels (1.3) -
que verifica la relacién, satences las parejas (X,2) ¥y __

(2,Y) verifican la relaciém para algin Z€ E, Eete os

. E
R o1 aemsa &Ry = xRz, 2RY ¥ TYeE

o R es onsa &) Qe
12) RELAGION IDEMPOTENCIA. Una relasisn R, defimida en _
pa ommjunte B, es ldempetencia slempre y cuande la pareja
(1,3) perteneceri a la relacién, si Yy adle sl las varejlas
x,2)y (1‘.3) perteneazoan tamblén & la relaclén para al___
gin Z€E. O sea

R es ldempetencia &> f_‘JLQ\AJ;.) (Iﬂz .2?.‘51]-*1,‘36&

Yy para algua #2¢

o Roes ueipotenoiaé::} R=R{U&) R tansitiva y densa)
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13) RELACION DIRIGIDA Unae relaciénR, definida en un __
osnjunte €, es dirigii, sl para tedeX,4 €€ oxiste Z6E ,
tal que las parejas (2, .) y (!.5) pertenecen & la rala_
olén, este es

R es atrigraad=)7z €k ->. (i-"ﬂlﬂ‘%‘jﬂ’ii,\jeE
e R os atrigraa R’)R=V '
14) RELACION NO SIMETRICA. Una relasiés R, defintda en _

" um cenjunte £, es ne elmétrica sl existe A ,YEE, tal que_
la pareja (‘1,\5) estd relaclensda y 1la marela (:’ »X) ne 1le
estd. O sea

R ez ne sleétrioads) [31,3‘& i B (ng.gfix)]
o R os ne simétricasd R=R’
15) RELAGION NO TRIVIAL, Una relaclénR, terinida en un
cenjunte E, es ne trivial sl exlsteX,YE€E tal.quo. la _
pareln (X,Y) ne estd relacienada. O ses
R es ne trivial &) 7x,Yyek 2~ 1?3:‘3
o R oz ne trivlal(—‘-)' UL&R
16) RELACION NO VACIA, Uaw relasién’R, definida en wa __
cenjunte B, es ne vaofs sl .xinto‘i.seE tal que la pare
Ja (x,Y) estd relaclenada, este es

’ R o5 ne vacfad) I yekE 2. ‘!R'ﬁ
o Roes ne vaofa ) ‘R#ﬂ (U*i)

En la tabla® 1 se indican les anterleres taraines que

#Tomada de la refersncia # &



TABLA 1

Nombre Definicién Implicada por Incompatible con
1  Tonsitiva R'cR ¥x,y,2eX (xRy, yRz) => xRz 26,249,012
2 Negativa transitiva RCR +R (&> R estansitiva) |V x, y, 2 X (xRy, yRz) => xRz 1,4 '
3 Débilmente conectads | ZcRUR® Vx,yeX x 7 y=>(xRyoyRz) @
4 Conectada o conexa UCRUR'(<>RcR) ¥x,yeX xRy =>yRx 5,6,7
5 Imeflexiva RcE vEeX xRy ), 4,8,10
6 Asiméiia R*cA(<=>RTR/ vx,yeX xRy=>yRx HOYY! 4,8,9,10
7 Acfclica RECAV k> 1 (k entero} vx,yeX xR y=>yRx (1,5, (1,6 4,8,9,10
8 Reflexa ACR vxeX xRx 4,19 ,16) 5,6,7
9  Simbtrica R'CR (&>R'=R) vx,yeX xRy=>yRx (9 6,7, 14
10  Antisimétrica RNR'cA vXx,y€X (xRy, yRx) =>x=y i (6
11  Densa RcR? vx,yeX xRy=>(xRz, zRy)para dgiinzeX 8),(12)
12. ldempotencis R? =R (<R transitivay dersa)iY x, y e X ny<—->{;5Rz,zRy} paraclginzeX (1,8), (1, 11)
13 Diigida U =R'R vx,yeX 3zeX taldue (:Rx, tRy) .4)
14  No simétricz R'# R 3x,yeX taque (xRy,yRx) (6,16),(9, 16) 9,16
15 No trivial UZR 3x,yeX talque xRy (14), (6, 16),(4,15)
16 Novacfla UZR Ax,yeX talque xRy (14),(8)

€1




14

seu aplicables a reluclemes en un osajunte E, de les oug

les se pueden censlderar les siguientes agrupades en des_

eslunnas ¢
'chﬂtranaitinx 1) R<C2R negativa transitiva(2)
'chirrcflexln (5) ACR reflexiva (8)
’R’Caui-atrlu (6) ﬁcﬂ\ oonexﬁoonootadn (4)
"‘{ﬂ(’s‘(Amthlnétriu (10) ,&.CQUQ‘débllnnto cenexa (3)
U,‘-Rno trivial (15) Q#g‘ ne vaofa (16)

Les nimerss satre parémntesls aerrespenden a la tabla 1,

Se puciden demestrar tres preplodades on relaeién cen la -

anterieri

&) Uaa relaoién pertenece o la categeria de la izquierda
s1, vy séle 81, su ceaplemente pertensce a la serrespon_
diente categerim de la derecha.

%) 3¢ R oumple una osndlolén del lads 1zquierde, sxoepts
.la transitiva, suslquier subcenjunte de R tamblén 1a -
oumple: 841 R cumple uma prepledad dsl lade dereche, ex_
ocepte la nexativa transitiva, oualquier relaoliém en E _

, Que csntenga a | también la cumple.

¢) Las proepledades 3el lade 1zquierde sem invariables by
Jo intersescieénes y las prepledades del lads derechs le

sen baje unienes.



1.5. RELACIONES COMPUE3TA3
Coen base en las anterieres definlolenes pedemss osms__
trulr relasieaes que centengan Jis e mds caraoter{stiss ,
deahf el nembre de oempuertas, siende las de mayer used
1) BSUSCRDEN. Una relaciém binaria®, en B, es um suber _
den ol y sdle 51 R s nofaliass (Q;)T(" es irreflexiva).

"2) ORDEN PARCIAL E3TRICTO. Uma relasiss bimariaR, en€,
es wn erden paraial estriete sl y séle si R es irre____
flexiva ¥y tranaitiva,

3) RELACION DE SIMILITUD (DE PARECIDO ¢ DE PROXIMIDAD).
Una relasién dinariza €, en E, os do similitud siit R s

reflexiva y simdtrien.

A4) PREORDEN. Uma relacién bimaria®, en E, es una rela__
‘elién de proordsn sil R es reflexiva y transitiva,

5) ORDEN DEBIL. Uma relacién bimaria R, enE, es umn sr__
‘dem 4éM11 511 R es aslmétries y negatlva transitiva.

6) ORDEN ESTRICTO. Usa relasién binariaf, ent, es us _
srden estriste ¢11 R traasitiva y asiwétrioa (&Hes um

7
srden déwil ceneotade déwilmente).

7) ORDEN LINEAL. Uaa relasién dinaria R, enE, es un op
den 1lineal 811 R es transitiva, irreflexiva y débilmen_

eONEXA,

*»
8) RELACION DE EQUIVALENGCIA, Una relacién binaria®, en

E, es d8 equivalenclia sil R es siadtrica, raflexiva y _
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transitiva.

9) ORJ‘::EN,PlARcIAL. Uas relacién blnaria €, en€, es un ep
cparcval
ul/'nn‘R os reflexiva, transitiva y antisimdtrioa,
10) ORDEN TOTAL. Uaa relaolén blnarlaR, enk, es un ep
den total s1i R es reflexiva, transitiva, aatisiadtrioa

¥y oenexa (&> es un erden parcial caaexs).

1.6, DEICOMPOITIION DX UNA RELACION
Las partes asimétrica y alnétrlca de una relaciln bing

riaR, en B, sen las relacienes binarias, en B, definidas

per .
?:4(1,3),152\5, ‘51'\1':1(]: ﬂpﬁ'
1=l [xRy, y Ry Ra@

respectivamente

Las relacienes antericres cumplen cen

a) %?,1\ es une particién éeR, o ses

R=?ur | 9(’11:;}!

b) P detérmine a R (»or le tante también ax ) 81l R es
cenexs, en cuye case
R-=5(x,.5)\x9\5 & 3"?’13:\)0’{’" s
T={ oy x Py | yFxp= PP (Pom=RoR’

¢) R trensitivads) P asimétrion y negative transitive
=D T equivalencis
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4) K transitiva <> Pe T trunpgitivas
 Rreflexiva ¢=>I reflexiva

Rosnexs y antisimétricad=) P débilmente cenexs o
T reflexiva.

1.7. REPRESENTACION DE RELACIONES
) Una relscién puede reprecentarse de varias reneras:
8) Xs mn sistema de oeerdenadas, en dende cada elemente_
(x,4) de la relscién | es un punte en el plene Ex €,,
donde X¢E,, y YWeEy, La relaeiér R queda entences repre

sentada por un subcenjunte del plane ©,%E,,

b) 31 la relacién RCEE, es numerable, entences R pue_
de representarse medlante nedes y flechas, eito es; ee
celecan en ferms paralela les elexentes (nedes) de ©,y
de €5 y medlante una flecha pe hace cerrespender cadan ¢

lemente dé £, cen les de B, y rec{precamente.

¢) Una relacién R numerable de un cenjunte & a um cem__
Junte Ezb puede también representarse per una matriz, __

1lsmada matriz de la relacliin R. Zsta puede ser definl

f /

7
da de la gigulente forma

X, -.‘0 o oy
A .
A M xR ‘35
dende Yq' es el elemente de la matriz, celesoadse en el _
Kedgime renglén y en le *).-e'sinn celumna, Nétese Que les
elexentes de €y ge correspenden une a ume con les ren__

g£lenes y les de E; cem las celumnas.
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A partir de 1a watrlz de una relecidn R, se pueden eb_
servar algunas de sus prepledades; sl una relucién es re_
flexive, entences tedes lea elementes de la dlagenal prip
cipsl sen unes, 31 una relacidén es simétrics, entences la
matrly de la relacién es simétrios. 51 una relacisn es ap

tisimétrica, entences su matriz ea tal que Yii=0 sl __
Yif= 4 para i-ﬁa'

4) 51 una relacidén R es numetsble y sl ademds RCEXE , _
entences elle puede representarse pgrafioamente per fle_
shas. 81 ﬂx,,...,inﬁ sen les elexentss, elles ne repre
sentan per puntes llawades nedea. Estes nedss sen llamg
dos vértloes. 31 t!;Q‘ta'. entences cenectames les nod'ol__
Xy ’.ti por medls de un arce y penensa una csabeza de __
flechs en el arce en la direccisn de X; & Xj. 81 X R,
tenemss un aros el ouzl empleza y termina en X;. Tel er
ce es llamade Losp,

Ls anterier representacidn de uns relacisn aerrespep
de a1 conueptﬁ de RED (o grafe) de Berge ¥ Kouig'. De _
1a wisme manera Que en la representacidn natrioial, ep

este oase tembién, es pesible sbaeruvar slgunas de las _

Prepiedades perteneclentes & las relsclsnes,
¥

#La teor{a de redes viene a ser el estudle de las relaclienes

binsrias arbitrariss (ver referencia # § ).
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CAPITULO 2
L2 A2 A AR LT AL L LR

APLICACIONES

En estie o;pftnlo aplliearemes les osbeptes lntreducides en
el nnt,rior. Ne haremes aplicueisnes del sase de relaclsnes ar_
witrarias, ya que serd transerimir ls que se ha heche en la tep
ris de grafes o redes®. Le que haremes es 1lustrar algunss u__
ses de las relaclenes de sinilitud y de equivalencisa; para des_
puéu en les elguleates oapf{tules haosr aplicaclsnes de las relg
elenes de erden y de las relaoisnes que nes cenducen a las retf

culas y Rlgsbras bseleanaa.

2.1, FPROBLEMAS DE SWITCHS
Les olreuites de svwitehee digitales sen aquplles siste__
mas ouya sefial en el eirouilte (veltale e serriente) pusde _
temar un nimere finite de valeres disoretes. Les mis fre_
cuentes tipes de estes ¢irouites, tienen la ocarsoterfstiesa_
Que, oada sefill puocde temar sele une de les valeres, deneta_

doa por les simbeles Oy4q.

Se pueda estudlar el cempertamiente ligloe &e eztes sis_

temas, osnsiderande cireuites elementales llamades osmpuer

#Tampece cenaiderames el oase particular de las relacisnes,
suande sen funclenes.



tas ouyas entradas y salidus selamente teman les valeres dg
netades por O y A, Tales sistemas sen llamades olirgultes 1§
glces. Una vez que un olrouite ha side disefiade en el nlvel
155100. ol cerrespandlente cirouite f{sice puede ser sbten]
de per intercenecalén apreplada de subcircuites, implemen

tande las cempuertss usadas en el olrsuite 155100.

‘3¢ puede dlatinguir en el disefie de ciroultes légices, -
doa tipes espeoifices: les CIRCUITOS COMBINATORIM y lea __
CIRCUITOS SISCUENCIALES.

31 { es una funcién de awitches, que 7a &e (%,, Xy, «eo
1,),1{&( A EY Y Y K:fo,li o sea una funclén oen en__
tradas X3(X,,Aq s sessXn) y sallda 2e¢K ; diremes qua es una
funcién oolbinmhdal sl el valer de la ydlida ® epoende 3
le dol valer presonte de ® Yy o2 aoenpletanente lndependlente
dv valeres previos deX . Una realizacidn de una funolén oep

binacisnal es llamada sirouiie cembinaclenal.

Una funulén cuyes valeres iepenlon/:ﬁaleuto de sus en__
tradag presentes; alne también de anterleres entradas es —
llamada una FUNCION SECUENCIAL. Usa realizaclén de una fum_
oién secuencial es llamada oiraulls secuencial., Un métsde _
para degoribir una rﬁnuﬁn seouenoial es por medis de un mp
"dele matemitioe 1lamade una MAQUINA SECUENCIAL, Este es ol
tipe de cirouites Que nes interesan.
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Una méquina secuencisl reroibe a{mbeles de entruda de un
oenjunte finite llamade su alfubete de entrada X y preduce
s{nbeles de sallda de un cenjunte fleite llamade su alfabe
te de salida O, Tiene un nimers de estades internes (e aig
Plemente, eptades). Las entradas, lss salidas y lee esta___
des de la miquina se asumen ser de interés =n inastantes de
t;enpo discrete. Censlieraremes miquinas secuenciales cen
un nimers finite de estades. Teles wmiquinase sen llumadas -

MAQUINAS DE ESTADOS FINITE.

Sea Q el cenjunte éo eatudes de la mdquina. Y@ epera___
clén de la méquina es cexs slgue: Supsngawes que lg waqui_
na inicielmente estd en algln estade §;¢Q . Si recibe vuna
entrada TweXL , predugse una sallds Ekeﬁ' Yy V& &1 estuée __
1»1-(-Q en sl sigulente instante de tlempo. El esteds s1___
gulente -?, ¥ 1a sallda Ty eatén determinsdcs Unicemente __

»er el presente estede y la entrada.

Una maquina secuenclal de ezstades finites puede ser re_
pregentada por una TABLA DE ESTADOS la cual tlene un renm__
glén cerrespemdiende a teds eatade interne de la méquina y
una uolumn'corraepcndiend- a tode sfmbole de entrada (el_
gunas veces llamade eatade de entrada). La entrada en el _
renglén %i » 08lumna 11' representa el sigulente estade y la
salida preduolda si '-"-1' es aplicada cuande la miquina estd_
en el estade }.. Esta entrada serd denotada por N(§, Ty},
2(22)15)’ donde N y 2 sen 1lamadoes el estade sigulente y _

la funclén aullda reaspectivamente de la miquina. Este tipe
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de miquina secuenclal suya salidu es unu funocién de la en_
trada y del presente estade, o soa la aseciacidén de la sp
1ida oen la tranaicldn de estade, es llamada MAQUINA DE __
MEALY . Matemidticamente se puede representar per una quintg
ta (L,0,Q N ,2) , dende L es el alfabeto de entrada, "
es ol alfabete de salida, Q es el cenjunte de les estades,
P\.Jes un uapes de IXQ en & y Z es un uapes de IxQ en2.
tre medele de miquina secuenolal, llamada la MAQUINA De _ _
MOORE asecla salidas oen estades mas bien que cen transi__
clenes. Tambiéa pusde esta miaquina representarse per ung.___
quintete (T ,& ,Q ,N ,Z). Dende a diferencis de la maqui_
na de Mealy, 2 es un mapee de & en O, Nesetres ugaremes la

miquina secuencial de Mealy.

La tabla de eatades de una funelén ascuenoial puede cep
tener entradas inoapeofricadas‘ (s sea de ne interés). Es__
tas repregentan gendiglenes dende el eatade sigulente y/e
la sallda ne necesltan ser especlficadas para una tranal__
olén doda del estade -?; entrada Iy perque la entrada Iy ne
pusde scurrir (e ne estd permltida a scurrir) cuande la mj
quina esti 2n el estade J; e perque el estade sigulente __
y/® la salida sen irrelevantes per alguna sira razén ouan_

ds la entrada Ty eourre en el estade ;.

El priaer pase en el dlsefle, del cempertamiente deaenJo.

de un circuite secuenclal que desoriba parte del munde ea
»

la censtruollén de una tabla de estades, describlende la 8

peracién del cirauito; Digha tabla puede centener mds esty
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deos de leg neceguries, Ya que la cempleiidad de un ciroul_
te secuencial, cen frecuencia, depende del nimers de esta_
des en la tabla; per le cunl es deseable reducir el nimers

deo entades,

Dada uma tebla de estudeaM, desear{amss obtener una tg
bla de estades M) 1a cual tuviera menes estades que M, tal
que para cuglquier secuencia de entru.a. M predujera 1a _
misma secuencla de salida queM s supeniende aproplades es__
tades inloiales. 31 la tabla M estid incexpletarente esmpecl
fleada, es suficlente requerir que la tabla reducids M’_
proeduzoa las mipmas salidas que M cusnde ésta Ultima esté_
espeoifionda. n estads 4' de una tabla M) subre a un .eg
tade §de una tedbla M si pars oualquier secuencia de entrg
da, 1ss secuencias de salida de M) en estade inleiel ¢’ y
Men estade inlclal § een lienticas cuande la sallda de M
estda especificsde. La tabla M gubre a t sl tede estade de

Mestd cublerte por algin eatade de M'.

E1 prodlems de mininizacléné e reducclién de una tabla _
de eatades )}xde cer egtablecide ceme gigue: FPara wna ta_
bla M dada, epcentrar uma $abla M) 1a cual oubra & M tal_
que para cualquier etra tebla MY la cual cubrs a M, el nyd

mere de eatades en M ne excede el nimers Jﬂ. MY,

sVer referencis £ 9
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El preblema anterler puede resslvarse para des casest
1) Cuande M eata cempletamente especificada.

2) Cuande M estd incempletamente espeoclfiocada.

El primos case ea bastsnte facll de reselver, dade que_
trabajames osn una relacién de equivalencia sebre les eaty
dep deM . Mlentras que en sl case des ae trabaja cen una _
relaoién de Parecide o de 3iallitud; haclende mis diffcll_
la selucisn del prebleaz. Sin enbarge les lremes tratande_

paralelamente.

Para peder tratar el preblema, primeramente tensmes que

lntreducir algunas dsfinicienes y resultades.

S1 una tabla M pusde ser cublerta per stra tabla M' que
tiene menes estades queM, sntences algln estade de M/ de
be qubrir zids de un estade de M., S1 un oenjunte de estades
de M puede ser cublerts per el nisme estads de alguna etra
tabla W! » 1lamaremes a este cenjunte gﬂnpntible (o sinmple_
mente un cempatible), Des estades $. ¥y Q’- de una tabla M _
sen cempatibles sl elles nunoa generan diferentes salidam_

espeaificadaspara cualquier secuenoia de entrada. Des esta

des 3; v 41- se dice que sen gempatibles afuera si
2(3;, Te)= 2(41.1'._) para teda Ty para las cuales anbss de
ellas estén especificades. Sen incompatibles ® 804 N OSR_
patibles sil 4‘ y Q, sen incempatibles afuera e para algin
I’.. ”"1;'1'&’ y N“"A'Ik)’n' gen oempatibles.
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El prescese para encontrar pares oempatibles para una tg
bla de V) estadeg, puede ser tabularizade usande una carta_
de pares tal ceme Be nuestra en la referencia # 9 (pags.
123, 124 y 125), Para deterainar les cenjuntes asmpatibles
do e3atades cen mas de des elemsnteos, para el case de ta_
blas cempletamente espsoifiocadas, se hace ugende de la pre
pledad transitiva; :ientras Que paira el etre tipe de tadbla
n; eg pesible,

Recuerdess Que para tablas incempletamente inespeoifiog
dnl.#;“'Q;" ne laplioa que la secuenclas de salldas gene_
radas oen ostn&os iniciales Qi y Qi sean identiocas, wara -
oualquisapr geouencia de entrada, slne selamente sen iguales
ousnde ambas salidas estdn especifioadas. A3, la cempati_
bilidad es una relacién de equivalencia solamente para ta_
blas de estades oempletanente sapegifiocades, Para ostas tg
blas, ceme go dl)e, lea cenjuntes cempatibkes de estades _
pueden ser facllmente determinades per transitividad, 3e _
puede demestrar que una cendlclién necesaria y suficiente _
parn/\ikl‘:uomjunto o estades Q=49,,%1....03u}, 40 una _
tabla M ne especificada cempletamente, sea cempatiblo es _

qué para toi’o par de estades (31.%—1‘ )€k, 4»,:“"%5‘-

En general, una tabla de eatades puede tener un gran ni

mers de oenjuntes oempatibles de estades. Sin embarge, nes

. 4;»%5 signifioa que el estads %i es cempatible al Qj.
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interesan cempatibles que ne® gean subgonjurtes de cualquier

stre genjunte oempatible. Estes sen llamades cempatibles __

miximes (Cnk)e,

81 vaa tabla M es reducida a H’, les renglenes (espacies)
de H’ deben gerrespsnder a oenjuntes osupatibles de estades
de M . 31 un renglin de Y osrresysnde al oenjunts ocempatil_
»1e(; , entences 1a entrada en 1z oeluma L de H) debe oo_
rresponder a alg\'m asnjunte oempativle (4 tal que las entrp
das do les eatades sigulentes en la celumna I‘!' de todes les

estades on C; deben estar senteniies enCy.

Bea C; un oenjunte de estades osupativles, sea
Ci&"‘gxn*ﬂ” (q-\'.‘ti) “L%MEQ;‘* « Zatoe 88, Ci,’ as 8l aep

Junte de las entradas de les sstades sigulentes de lea esta

. des en C,{ para la entradal;, Se dlecs que Qq o8 il)uu(o'
porCi. Un oenjunte cempatible Q_:%Q, 1Cpp ose ‘ o3 CERRA_
DO #d para tede Cec(, todes les osnjuntes implicades QL& -
estdn oemntenldes en algin elements de C para teda 11'. B __
senjunte de les cenjuntes cempatibles cerrespendiende a les
renglencs (estades) de M) debe ser serrade. X1 preblema de
llnni'lizu el ’nﬁloro de estades en una tadblall, se reduce al
px;.oblo-u de onosntar un oenjunte serrade O de estades oempg
tivles, de serdinalidad minima, el oual aubra tedes les es_
tades deW, estm es, una COVERTURA CERRADA MINIMA (CCM). Ke

» Para shbtenor les (CM's).
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te que o1 cenjunto dv todes lug C;M's o3 corraie, paro ne ng
oesariazente de cerdilnalidad nfniwa para uni tabla en gene_
ral. 8in embarge para uma tabla acsapletamente onpeoltloqn_
les CM) sem dizjuntes y puede demesbrarse, para este case,
Que ol eenjunte de tedes elles es uma esvertura cerrada mf_

Rima.

.De leo anterier nus dames ousnta, qQue para minimizar una
tanla M, esmpletamente espeeifiesda, simploments neeesite__
mes determimar el esajumte Cu' y elastruir una tadla H! oy

yos estades sorrespondan a les CMY

El preblema do enoentrar uma CON para wna. tabla imeemplg
Samente espseifisndn, os omsldersdlemente mas 41ffeil. Xs_
40 o3, porque existe la pesidilidad que una oevertura. gerrs
da consletionds selanente de CH's, eenteuga mis eonjuntes _
que uma vevertura serradm, en la eusl algwaes (s tedes) de_
les aenjuntes aempatibles sen subssajustes preples de CHs
Este pareserfa indlear gue tedes 1les oenjuntes esspatibles,
podrian ser aemsidersies en la shbencién de uma COM yara ty
bla inceupletaments mspesificada. Sim enbarge el ooncepds
de denjuntes COMPATIBLES DOMINANTES, que a oentimuselién se_

define, simplifisa la Sares de ensemtzar usa GOM.

Sea C; wn emmjunte eompadible de estades ¥ Qq. ol oom__
Jente do estades siguientes 1implicade por C; para la ontia
lnI X1 aenjunte CLASE P;. 1mpliesde por (, es ol aenjuate
te iun les eonjuntes C;; iy dwslieades pu/tuh las entre_
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duIi » %21 ques

1) Cjz; tieme mis de un elemente

2) C; s#(‘_;’
3) Cq ¢ Cinst Q€ P
Un oempadidle (; DOMINA a wa cempatible 01 li C ch f

P, Pj » aonde?; y?. /mupnt%nu. For 10 tato ne-es_
Reasesarie qnlilour e C’ on la dstermimacién de una oever_
tura nininz. Un oenjunte ssupatible de estades que me e» do
Einade per sualquier stre senjunts sempatible .05 llanade ma
eesjunts PRIMO COMPATIBLE (PC). Nétese Que ur estads partl_
eular 11 pPusde ser un FC sl tede cenjunte .OI’I'&'IO'C[.'__
oom nfs que un estads y aentenlends a §; impliea a wa sem__
Junte eem mis de un estade, Se puede demeatrar que para ___
sualquier dadla M existe una tadla mimimai\), 1a nm'oi,_bri
uH. suyss estades sorrespeaden; tedes, ¢ emajuntes prilpu_

esompativles doW .

Unn vez Que les primes cempatibles de una tabla han side
deterninades, ol sigulente pase eos e¢dtencr un cenjunte de _
sovertura nimima deo primes eosmpatibles. Tste se pueds haeer
de varias nu’oru' para tablas pequefias y en ferma 50lom.
se puede fermular ceme un problema do pregramaelin limeal _

eatera.

#Ver roferencia # 9
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PRRTICIONES

Quizd una de law aplieasienes més interesantes de las re
lasienes de equivaleneinm, sea o1 heshe de que generam part}
elenes do oenjuntes. Xste es muy impertante en muchas irni
de estudls; ya que euande trabajames oem o6k juntes de sual
Quier tipe, nes ea nocesaries elasiflear sus elementes o }__
dentifioar olases do equivalensia. Per ssba razén recsrdarg
-.-. Primers qué es una partleién y después leuutrnro'-olf_.
qQue uns releeién de equivalemola es equivalemte a wma partl
olén de un aemjunte. Aplisaremss 1ls anterier, en la sigulep

te seooidn, 2 1la slasificasién de cenceptes.

Def. Sea £ um oemjunte dsde y A =}A A4, ..., Au\\. aa
do cadal;, i=1,i..,W, o8 ua subcenjunte de E y USA;=E;
entenoes el aeajunte A es 1lasde eevertura de E , y 1es eop
suntes Ao Ay ooosPu ee dlae que cubren E . 31 les elemen
tes deh o 8em mutuaments exaluyendes, smtenaces A es 1lamada
una particién deE, y les osnjuntes A , A, ... Ay sem 1la_
mades les blegues de 1la partiolén,

Reserdomes Que ung relaclén de aquivalonoiﬂ{. 68 Wia rq
’ »
laeldn inaria sebre T Gue es reflerxiva, simétriea y tramsl
tiva, ¢ sea

ACR:R’:R-Z

Debones ”}% que estas tres prepledades nes oml‘_
sen a la sigulente definiobén.

Def. Sea R uma relasién de equivalencia en un asenjunte E,
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Para sualquier XeE, al senjunte R(x)S E dade por

Reo=4ylgeE, xRy}

es llamada olase de sqQuivaleroia ng\il'R, genersdeo. por Xe ¥t ,

Fedenes observar las alguleates proepiledades, de las ola_

" ses de equivalencla genaradas psr 1n' elementes do & ¢

a) Para sualquier elements xcE, tenemes XRxperque R
os reflexiva o .2 eR(x),

») Bea YcE oualquier stre elemente tal quexRy, as{ __
que btR (). Come'R os simétries, ﬂx y xe'R(‘\;). Ahera
sl hay um elements &R (‘3)' entonges 2 dobe ostar sm __
R(®) porque \5R2 h 4 'JLR‘a implica que xRz, u-IR(‘A)ER(aO.
Por simetr{a tenomes tamwidn R(x) E?‘\é). oo fl{(x):’\{(\d).

) stlﬂt&, entonges K () y‘R.(%) sen mutuaments exoluyeg
‘tul Bupsengames ls aentrarie ¢ gea qQue hay al menes lll
elemente 2aR () y Saublén i‘éﬂ(y); éste e, xRy __
‘_jﬂi: poro. por simetria -233 Yy por t.rmaiuvldumﬂﬂ. le

oual es una sentradiocolém.

Do le anterier vewes que cada elemente de E genera una _

olase de equivalenola segmR , 1a cuel es ne vaca.

, I

Tetande formiéa cafa una de las clases per elementes te_

-

dep elles equivalemtes, puede elegirse arbltrariamente une
de elles pars representar su elase de equlvalencis, Yy se _

1lama "REPRESENTANTE DE LA CLASE":

Se agestumbre llamar al cenjunte de tedas las clases de_

equivalencla, generaias per tedvs les elowentes do £, "aep
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Junte COCIENTE"™ o seal

E/R={R0K)| e E|

Ahera s{ enunciaremes el giguiente resultade impertante
IEOREMA Yo Teds relacién de equivalenc!a'lé eh un cenjug
tet, dotermima una “inica puruoﬁq 46l cenjunte; les klg
Gues do epta pnruoi‘n corielponlen & las clases de equiva_
leneis. Reciprecamente, teda partiolér def , determina una
Unlea relucién de equivalencia.
Dewegtrgoidm. Para demsstrar la primera parte, tenemes_
Que demogtrar
1y e=U Reo
2) R(ﬂ-)ﬂ'p(‘ﬁ)fp. entences K (x)= R(y)
some R es reflexiva, es deelr, cems ouda elements esti relg

olsnade oensige misme, L&k (xX) ¥ xecE entencos Uxu'R(u) =E.

La dementracién del incise 2) es precisamente 1a propie_
dad 2), de las relacienes e equivelencia, Que ya se ha pre

badoe, ‘

Para demeptrar 1a parte rec{prsca del teerems consiler,e’__'
ung famills Ale cenjuntes kA:}i‘I‘A tal, que
U&ex Ai=E
y para tede i y tede s/\;(\l\a-.-.yf ) 811 A4, Taterees para _
cualguier x¢E hay wm cenjunte AzeA tsl que X€A: y me pop
temese a cualquier etre elemente doA. 2hera tememes tedeos_
les elementes de AL XAl core miexbres de una relaciénR. _

As{ tode olemente do E que estd en A} estd en la relsciéa R

oon tede stre elemente deA; . Mis ain, nimgin etre elemente
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de E el oual ne esté en A} estd relaciencde cen les elemen_
tes de A;. 81clhvwente, para tedes les stres miembros de la
partieién deh » fornames elexentes de¢ la RelasiénR. Come -
Az{A s Azs cverAub entonces Rz (,x Qi JU (CaxC)U carees
U(CmCwm)e Lo Unice que nes hace falta prebar es que R es _
ura relacién de equivalenclam.

1) 81 X&A? entonces (x,2¢)cAXA; & @, X)ER 37, R e

. ‘reflexiva. ‘ .

2) sixeAl y \3&[\; entonces (x,y )&A:%AL pere tambiém_
(Yo X)GADN &y (i y YR ¥ (4ax)eRe 3o R en atmi__
tries.

3) 81 (X, 4)eR, oxtste un A; tal quexeAl y YEM! ; 8l
(Y2 JeR s oxiste un AS tsl que \3&/\5 y ?eks ; pore Am
Aiuenl pues comiin al elementey, lv cual ne es pesi
ble mis que sl 1:5 s Ya que A; y A; eptan separades _
cuande A'}:—i « Pedemes ver entences que existe um' Aj tal
que X€A; y 2eA;, luege (1,2 )&R ¥ ,°, 1a relasién es
transitiva.

Pedemes osnclulr entences que hay ura ocerrespendencle _
Siuyivoo; entre tedas las particisnes de um cenjunte E y tg

das las relacienes de equivalencis en E .
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LA ESTRUCTURA DE LOS CCNCEPTCS CIENTIFICCS

Entendexns por ebletes osnoeptuales una oreacién mental
(cerebral) independientemente die gus presentacienes linggil_
tisas, Que sen ebjetes cencretes (escorites e hablades). 151._
tingulende cuatre elases bisicas de sbjetes concoptuales: _

eenceptes, prepeglclenss, centextes y,tnrfu.

Les cenceptes sen los elementes bisices » unidades Que _
ferman ¢l sistema cenceptual., Em el case particular del sup
sistema cenceptual eiontfﬁoo. o pesible, desde un punte _
de vista Yermal o nat.elitio'o,' reduclr les cenceptes cieuzi_
fiees & tres tipes bénlces®; Les oenceptes clssificateries,

les cemparatives y les métrices,

~CCNCEPT(8 CLASIFICATORICS.

Les geneeptes elanificateries nes airven para‘ referirnes
& un érun deterninade de ebjeteos ¢ suceses que tionen alge
en somim. In la cienelia, les cenceptes clasificateries ne _
suelen intreducirse aisladamente, sine on cenjuntes llama___
des oclsgcificacienes. Para gque una clasificacién ¢ sistema l_
de camceptes ’oluirionoriu sea aceptable ha de ocumpllr __
du’tipn de condicienes de sdecuacisa. Per ur lede, umasg _
cendloienes formalas de adecuacisn, cemumes & todas les __
cienalas, y per etre lade, clertas condielenes materisles _

de sdecuacién pesulicres de la clencia que se trate.

*

#Temads de la referencia # 29



34

Es general, ouande hablames de uns clasificacifn espora_
mes Que esté perfectumente delimitade oual seas €l Zxbite o
doxlnie de individwes Que vamep a eclmaifioap, Cue a cade __
ceneepts clasificaterie cerrespenda al menos un individhel
de ese dmbite, que ninglin individue oaiga baje des cencep__
tes clasificateries #iatintes y que tede individue del dmbdy
te en cuestidn ceiga baje algune de les cengeptes d2 la cli

sifieacidn.

La extensién de un cencepte os la clase de las osses & _
les que ese coenceptes se splioca. 81 Adentificaxes les censel
tes clasificateriees ceu sus extenslenes, entences pedenmes ;
repuxir las cendicienss fermales de adecuacién de une olasl
flosoldn dlolende que la clasificmcién debe censtrulr uns _
particién. O ses, si1 A es uma olase de objetos, B, , 81,4040,
Bwaus extenslenea, es decir, clases de sbjletes de A, entep
oes deoines que H='IB| s sses [’m} ee una clasificscién sl
y séle sl se eumple que:

1) AEH

2) ¥ B: .B5eH se tiene que si B; ?LBJ =>8:08; =4

3 Ui ah

X1 heshe do qQue uma olasificaciln también deba stinfa__
oer slertas cendlolenes -ntcr;nlcg.deAaieouaeiin, peeulls__
res de la olencia de que se trate; mes ocendtige a buscer cla
sifloaclienes natursles, o res, clasiflicacienes cuyes cencep
| ‘tes sean mis fecundes teirfquente. en el gentliie de qus ___

sirven para fermulsr leyes mis generales o kas precisas o _
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oon wis peder explicative o predictive, que les de elgunas_

otras.

Dadas dos clasificacienes del risxe loiini,/:%J-tou. & _
VYeces es posible cempararlas en cusnte a finura y, & veces,
ne. 81 A:{A. R ....Aws Y %:),B,. .'..,BW)‘ rem dos elasi
fioacienes o particisnes del misme dominieD; entences poie
mes deair que A es tante ¢ mas finse Que B g1 y sole si pa_

ra oada AZ€A 7 cada B €B sourre que AzcB; o AiNByzg,

De le anterier pedenss construlr usa jerarquis, entendi_
da ceme uma sucesidn de clusificaclienes cemparables entre _
s{ y do finurs decreciente; mis precleamente, decineg que H
es una Jerarquis taxenémios sebre D sl y edle sl hay B,,..,
Rys teles quet a) H:%B. , ....Bv\i » B) para osda A (14X¢v1),
B;, es una partheién deD; o) para cada X (1214w ), Bies __

tante o mis fina queDy,.

~CONCEPT08 COMPARATIVCE

Les oengeptes cemparatives sirven para establecer ocempa_
x.-noionu‘en nas Yy Eenes. 81 ldentifleames los senceptes cvp
11“'-1‘7.0! u‘ les clasifigateries y les cuantitatives cen _
les métrioes, resulta que en la elencia se usan etres tipes
de oeneepton adenis de log ouslitatives y cusntitatives:t __
1es cenceptes cemparatives. Les cenceptes cemparatives ne _
séle permiten diferenciar mis finamente que les clasificaty
ries, sine que sdemis representen um primer pase para 1a __

pesterier intreducaién de csnoeptes nétrices.
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Intreducir un oenocepte cemparative para una cnracterilt;
ea Que les individues ¢¢ un dexinie peseen en mayer ® mener
grade osngiste en defimir des relacienes de o-incliencla y
proecedencia respects a esa caracterfatica, e declr, imai__
car cuinde des shjetes .de ese dominie seimaiden regpecte a
esa caracterfatioca y cudnds uns precede al stre respeots a

ellas.

Llamenes X y P & las relsoisnee de ceincidencia y prece_
denola respecte a una caraoter{stica determinada Que les o)
Jetes de un deminie A peseen en mayer o mener éruo. Fl oo
cepte cemparative{K ,P) ha de oumplir .clertas cendiclenes
(coniiclonen) fernales de sdecuacién pars ser olentifisamente
aceptable. Is primer lugar, X hs de ser una ralacién de _ _
equivalensis ¢nA.P ha de ser transitiva enA. Ademis P ha
de perK-irreflexiva, es deoir, dades des objetes esunles__
qQuiera, ® bien osimoiden entre ¢, » biemn une de elles . as -
wds o wenes Que el otre respects a la ceracteristiea de q.ue
se trate. \

Se pueden resumir las sendiclenes ferssles de rdecuacién
de UR cemeepie cemparative 4K » Py on wn lolillok. exigliep
do que{A ,X, P} censtituya um sistema cemparative. O ses _
81 RQAXA y PcArA , entences LA (K, P> es um sistema com_
parative sl y séle si, para teda X,4y,2¢A, ge tiene que:

1) xKx

2) 81 xRy DYk .

3) sL %KY Y YK DKz
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4) .1173 y %?z = =Pz
5) s1xKy D xFy
6) xkz o xP2 e =Px

-CONCEPT(S. METRIGGB
Les osnoeptes métrices asigman ntmerss refales o veoto__
res s Gbletes o suGeuvu. La representssién de un sistema ég
pirice en etrs numérics, cemgtituye la esencia del cencepte
nétrice. Pedemes decir que um ceneepte métrios { es un hemp
merfisme de vn sistema empfrics en un sistema ntmérise bemf
loge. Un sintena entd constituide per un deminis de imdivi_
dues ¥y tme serie de relaciones y funolenes er ese dominis,
Des sistemss sen ho-i:l.os;n sl Alenen ¢l nipgme nimere de re_
lacfenes y de funcienes y les "érdenes™ de lus relasisnes -
se cerrespsnden, O sen |1A='{K. RieesBus Gy o0e Yy ¥
R:{R. s, ..;5*. h, ...Mn> gen dog sistemas heméleges; dec)
nes que -F‘u ur Homemerfisme de R enK s11 e cumple Que!
1) {1 AR
2) Para cualquier (0qc 04 )eR; =-_)(1"(a,).-§ (dq))&ﬁzlon“
a1,0g €N y (o), { (agleR.
3) 81318 hve.wbd—> A S [hitt@ein - xR —R]
tal que §:(a, eoeGn)=0es, Dhi @)oo od(An))zf(Qun),
Vemes que un cemcepte métrice es um hememerfieme entre um _

sistema empirios y #n sistema numérioce.

Podones ebservar qQue une Escala es un hememerfisme espe_

c{fi0e do un sistena exmpirice en un sistema mumérice y wn _
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asnoepte métrice es 1a clase de todos 1ss hexmenerfignss el

priver sistexs en el segunde,

Rétese que el serclasificaterie cemparative e métrice, _
eome el ser cualitative o ocuantitative,.ms sen propiola‘cl;
de les coesas, sime de les cenceptos Que empleamse Para pen;

sar en las cesas y hablar de lam cesas.

En este capftulo hemos podldo constetar que relacicnes senci
1las como la de similitud y de equivalencia tienen apliceoién _
en temae muy diversos., Fsto hace ver que existe un nieleo comin
de conceptos en estos temas, 1los cuales pertenecen precissmente

@ lu Teorfa de Relauioﬁei. Le primera aplicscidn, la minimiza_
cldn de una tabls de eptedos, se reflere & sistemss reales o __
sea a ciroultoa de awltcheo diritaleg; la sepunda es una spliog
eldn (psrticiones) a un sistema abetracto y la Ultima, la eatruc
tura de los conceptos cientffloce, se reflere & un slstera con_
ceptual. Tode ésto muestra que, le Teor{a de Relaciones es apll
cable s sistemas de diferente naturaleza; lo cual ea uno de los

propoaitos de esta tesis.
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E3TADQ3 DE UN JISTEMA DINAMICO

Aqu{ presentames una aplieacién muy ilp-rtant; de las rela_
slones @o oquivalencla; el eencepte de estade is un sistema., Pr}
meramente dames la definlelén de slstema, usande una relaolén, _
despuds dofinimes Camsalidad para peder definir le que es un 9ig
tema dindmies. A coutinuuoi‘n. se llega a que les eatades sen ___
las olases de equlvalencia de las entradas. Per \ltime oen base_
on le anterier y al nimers de estadds, se habls de las diferen__

tes descripclenes y clasificacienes de les slstemas dindmices.

3.1 DEFINICION DE 3ISTEMA DINAMICO
- Para definir el eencepts de estade de un slgtema, en una_
ferma general, es nedesaris jprimers. definir qué es wn sig
tema%, Mesarevie le ha defimide ceme una relaclén -ariu®® _
sebre ocenjuntes arsitraries, Pere es demaslads general para_
o1 propésite &e este oapftule, per le que, 1o definiremes de
la sigulsnte manera; un slsgtema es una relacién dinaris se__

bre dos conjuntes de funclenes del tiempe. 31 al primer oon_

L]
#La referensia # /¥ trae, en el enp{tulo 1, una diseunoién auny
interegsante sebre varias definicines de sistem.

#% Ver referencias #30, /8
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Junte le llamames ocenjunte dée entradas y al segunde de sall_
das una definlolén factible es; un slatema es una relaclén

entre entradas y salidsas,

Para peder fermalizar le anterlier, antes, definames les _
siguientes cenceptest
1) 81 G es algin osnjunte pamhl-ent.-' srienade per Rcqra y
4¢6 , entonces ol aenjunte U(4) = %'ﬁ’\tﬂ‘t’& os la-t-seg
elim de8G,
2) Un oebjete del tiempe es ouanlquier cenjunte
\’CN=4'\T[V:T-—5Ai tal queA y T sen cenjuntes y'\'-;v (+o)

en algin cenjunte erdenadeG . 31V ea un ebjete del tiempe

y eV, entences " es una funolén del tiemps.

Entenoes ahera sf, un sistema es ocualguier relaclén binaris_
Qe AxeF tal quo A, B y T sen oenjuntes y T="U(+c) o al_
gin cenjunte erdensde G. Les ebjetes tomperales DS:&&\:&Sg}
J’RS':&MZS&S sen, respectivamente, el cenjunte de sntra_
das (o deminie) y el oenjunte de salidas (e rangs) deS. A,
ByT senn ol espacle ds entradas, el eapacle de galidas y el

osnjunte de tiempes (scna'ralnente) de &, respeotivamente,
R 7

31 haoemes la supesicién de UNICIDAD(e determinisme), es_
te es, que a wada entrada le cerrespende una y séls una sall

da, entences la relacién S es una funolén; ¢ sea Y =S(x).

Censlderaremes aseclade a ocada sistema un tiemps ":g, tien

L]

pe do creacién, que representa el instante en que principla_

1a existencia del siatema (ne se exoluye gque '{:c sea -®),
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Decimes que un sistema es casucl # ns anticlpaterie sl pg
ra cualquier t,, el valsr de la salida Y(4o) depende tnica__
nente de la funclén de entrada X en el intervale [-kc,-&o] s O
aoa, la salida en un instente dade ne depende del valer deo _

la entrada en instantes pesteriores.

Un sistema que eo casual y determinista se censce oen el_
nembire de SISTEMA DINAMICO®, e sea es un elstema tal que, sl
) Y] '
para des entradas oualesquierwx[,{.c.mj "y xt,“_ reo)r PR
ra tedes leg valeres det en que se ocumple la lgualdad

)
g 4] *Xaert ]

1lag salidas cerrespendlentes .
) - > Y,
3[“,) “] - S(x t_t(-’ m) )3 B‘E.t‘ m]= S(x [‘tg)b)) .
satisfacen )
) “u)
a4y =Y [t +)
En les sistemas dindpices, para cualquier tyt, se cumple
que
Yero 125 (ete ¢
o sea que el segmente de salida 3&;}.] depende tnicsmente_

del ?e entral’x[t‘){] .

Em particular, pora este tipe de glstemas, el valer de la

#Ver referencia # 3

L ]
#8X [y ¢,] representa el segmente de la funcién del tiempo defi_
nuo?'ﬁn"gl intervale [4,, 4,] que ceincide cen la funclén X en
diche intervale.
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salida en un instente arbitrurie + . es una funoién del seg__

mente de entruda aplicade hasta entences.

X.2. FSTADCS DE UN SISTEMA DINAMICO
Cengtruyames una relucién, Q C0SXDS, sebre el cenjunte _
‘de entradas de un sistems 4inémice, de tal manera que para _
4.5t se tiene que X.QT 81 y eéle #1 para teda+t y tede aeg
nente de funoién 3[10}{,. les segmentes de las salidas )y ry .
definidas ceme

Yreort1=S ot H oo
et 1= SRt e 1y, 47
sen lguales en el intervele [t,,t], es decir,
e 12 %ugg
Le anterlor signifiocs, que des entrades definidas en wn _
intervale [t ,to] estdn en 1a relacién si preducen el misxme
efecte on la snalida a partir de ‘fo o

Se puede probar, ficllmente, que 1lg snterler relmcién es_
uns relaclén de equivalencis, ya que oumple, dadé un slstema

S, cony 7

]
#E1 signe +, reclbe el nombre ée CONCATENACION DE SEGMENTOS, elg
niflea que a partir de des gegmentes de qunci.onezs,\y!,;_t 31T —
w’ta rty) puede censtrulrse el segmente de funclon ol =
wlc_t‘,* 8 Wiy, ,ty7 de tal manera que se ctmplaw(t)s uy .t? sl
_t'g_!tg._ .Y wt-&): wi(t) a1 t, 2tety . Ver referencia 3
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1) X,QX, en ouslquier +,5%4,
2) X, Qll = &'LQ;“ QM*O
3) BINQU, ¥ X QX HX QX en t,

Come vimes en el ocapftule anterior, teda relaoiéin de equi
vilenola induce una particién y reoip,rooamentc, entonces en
nuestre oaes s1XeDs ¥ todt,, entences (x) es 1a olase de
equivalencia de ot en DS bajeQ . También,

Dg/q :\G\(ﬂ){m&-Ds}

o8 una partliecién da DS.

Vemeos, pues, Gue el cenjunte && tedud Tus entradus delfing -

das en un intervale [t. ,4,] puede agrupsrse en cleses, de _
nede que cads una ecté feormada por todas las entradas equivg

lentes entre si.

Entonces, ésde un siatena dinimico, pueden identificarse_
lae olapes de equivalenala de las entradas para cada instan_
te de tilempe, Eatag clase de equivalencla de las entradss se
deneninan comfinmente ESTADCS DEL SISTEMA,

Ceda clase de equivalencia puede identificarse con une o
varlies nﬁlexfu reales, de tal manera que al decir que un sig
tema en ":o caté en la olase de equivalencia X (4J%, se pedré_
determiner la sclida a partir de 'Lc, cuande ge aplique cual__ '

quier entrada definida en el intervale [to,%]. &ni, ne es _

#Ver referencia # 3
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le
necessrie cenecer la entrada que se/ha «pllosde-al uiatqel. -
de teat,, sine 1a clase de equivalencia & la cusl dicha eg
trada pertenece en*o. Intences, n® es Inéispensable cenecer
exactamente Xpy 4,7 para ebtener la sallda Yy 4,y » don_
de -t‘_"toﬁ.t‘éw.

goNe hemes viste, para un sistema dinimice, se tlene que

3[.&,{}:3(&&‘,{] )
Yy oome

1’1{'; '{J =i [tk'.t 0] +'i'1‘t°! 4 J
.yt{;'{‘l Ci‘f‘v'{] , catenoes : S

Yeao £33 S ot 14 Ly b7 )

Sabemes Que parat>-t, ,3 (t) depende de la clase de equiva___
lenala de la entrade en 'l'o y de 1&.,.“ s 19 Jue ge densta __
cens
‘d['to-‘t]:": (X(4o)s 4o et )

lonlo)(('!‘.u) o8 la elase de equivalencia a la cual pertenece_
x{fu'foj . Esta ecuaclén indica que el valer de la sallds en
un instante t>t,, depende vnicamente del estads en que se _
encuentra el sistema en el tlempe "Qo ¥ la entrada en el in__

tervale = ] .

81 en la snterlior ecuscién hacemes ‘{-a{o, puede deincirse

que
4(4a) = X(ta)s 1 (4]

le ocual significs Que el valer de la salldsa en cualquier __

tiempe ‘t. depends ﬁliulont; del estade y el veler de la en_

trada en ese 1instante.

- e A
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Per le sntorier, es lmpsrtante saber céme eveluoisnan lea
estades, o sea Que sl tn sletema dinduice eatd en un estade_

X(ty y aplicames una °“""“‘x[§,o‘t1] , Queremes censcer en

qué estade se encentrard el sistems emt2>t, .

Cene 5[%'*]:‘: “H°)’1[t°d;]+xlh 4] ) el estade en t,
do un sigtema, estd blen definide, pues correapende a la elp
se de eQuivalensia, de la entrads fermada per la cencatena__
e1én de ovaljuier elements que pertene.eaﬂ{o? eom i’tfo.'h] .
Entences existe una funoi‘n#[’&x.x&" oty1 .X (fo?a {b]. ley
ds oveluciin dc catadss, qus rolacizng el egtede de un alste
me dindmies on un instante osn el eatade del sistema en otre
penteriet susnde se le splics un segmente de entrada entre

dstu deog tlempes.

3e3s DESCRIPCION ¥ CLASIFICACION DE LCS SISTEMAS DINAMICCE

Censlderands le hasta aqui diche, pedemes describir & les

sistemes dindmices mediante cuatre fermas diferemtes, mpers -

equivelentes®:

1) Desoripoiin entrada-salida.

2) Medlante t’ma relacién entrada-sslids entre segmentes de
funodenes.

3) Mediante una funoién que relaciens el estade y un segmen

te de entrada cen un segmente de palida.

STonade de la referer?cia #3
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4) Usande des funcienes: una que deternina el astade final_
a partir del estede lniclal y un segrente de entrada, ley_
de evelucliin de estades, y otra que determing el valer de
1s salida en el tlewps finel, & partir del estade final y
y el valer final de la entrada.

Len sigtemas dindmioes pueden oclasifloarse de acuerde cen
veries oriteries ! nimere de estades, livealidad de la rela_
cidn entruda-salida, invariencia cen el tiempe de la rela_

eién entrada-salida, eto.

~ 81 usames ceme ariterle de clasificacién el nimers de eg
tades diferenten, pedemes distingulr clnch tipos ie sietelnl :
" @inémices: .
1) SISTEMA ALGEBRAICO. Ee squel, qQue para cualquier instan_
‘to de tienpo.'t. tedaa las entradas pertenecen a la misma_

¢lase o sea el eatade o3 tinlce.

2) BSISTEMA AUTOMATA FINITO. Es un slstema que para cuslguir
tiempet, el niimere de olases de equivalencia de las entra

das ep fiunite.

N r
3) SISTEMA AUTOMATA INFINITO. 81 el nimere de cluses de e_

qQuivalencia es infinite pere numerable.

4) SISTEMA DE PARAMETRCB CONCENTRAD(S. Es squel en el cual_
existe una cerrespendencis wiunivecs, entre las clases de_
equivalencia de las entradas parat Y, y tedes les nlmeres

ragles.
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5) BISTEMA DE PARAMETROS DISTRIBUID(B. Es un sistema cen
‘un némere infinite ne numerables de estades, Que ne es pp
aidle penerled en cerresposdencia biuniveca cen les nime_

res reales.

Eeta eplicacidn hace ver claramente la utilided de la Teoria_
de Relaciones, ya que poderos mediante ésta definir oon preoci_
. 8ion lo que se entiende por slstema y edemds 10 que es el estado
de un pistema dinamico. Las relaclones viene a ser una base mate
mitica fundamental en el Analisls de Sistemas, Gue es psrte de _

1a Teoris General de Sistemas.
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CAPITULO 4
S&&&&EES&LELE&EEESEE

TEERIA DE DECISIONES

En este capf{tule veremes la importancia que tlenen lge _
relacienes en la teorfa de decisiones, Fsta teer{a se apeya _
en una tou\fa de preferencia y en el modelodo de entas prefe_

renclas. Una teer{s de praferencia se basa en un cenjunte de

axiemas, que dan clerta estruotura & una relacién binaris bi_

slcaw, definida en un oenjunte de alternatives X y su medels
de esti fermade por una runuiiu{'. x.,y y uns relacién bina__
ria M en un cenjunte,que depende del msdels,y . Limitarasces _
nuestrs estudie para el case en qus la teer{a ie preferencia_
sea algebraice, la relaoién binaris bésicm sea transitiva y _

ol medeladn se haga mediente la teerfe de UTILIDAD,.

’

4,1, CONCEPT0S GENERALFJ
En la tema de decislenes cen ebjetives miltiples (o _
en la de yn ebjetive) intervienen ouande menes les al__
gulentes pases*
s) Identifieaeién de las epclenes altermativas.
b) Identificacién de les atributes relevantes (¢ del
atribute relevante).

#ver referncia # 2

s oy o ey
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.) . Aseciacién a cada opoih de un vecter de atributea _—
(e de un asoalar).

_ &) Seleccisn de la mejer epcién.

Nuestrs estudie se centrars exclusivewente en el punte i),
As{, se puede censlderar que a cada epclen alternativa le
ceprespenide un veoter de atributes (e un eascalar) y el

—

- preblema se reduge & encentrar la mejer epcién; ys qQue ne

existe un erdenamiente natural imduolde sebre el cenjunte )

de vectsres de atributes (de encalares).

Leaw dweas Intultiveas-do melan, nesy, inferier, eta. vy
el osncepte de eleccién estdn relacienades cen el senoep__
te de preferencia (Ven Wright, 1967); ain cuznde la eles_

clén sea de tipe petenolal,

La mayer parte de las teer{as de preferncia han side -
dosarrellades supeniende, que el resultade de cemparar _
dos alternativas es independiente de la presencia de uns
teyrcera dlapenible {oendicién de independencis de alterng
tivas irrelevantes; Arrew, 1953), entenses las preferen__
- cles pueden medelsrse mediente una relselsn binaria P, de
nede Que 1?‘6 indioa que "X es preferide 03 ", Para dene_
tar expreplenes oceme "X es al menes tan preferilble oexe Yy "
se usesrd XQ% » J para dendar "xindiferente ay ® ge usara
la relasiénl ., 3¢ puede definir una de las relasiones P o

6_spartir de la otra. .



50

El emp. +8 de una teor{a de la preferencia puede temar
une de dos puntes de vista: el le-criétiv-, que 1nt£ntq._
predecir ls genducta elontiin, y oi no;Iativo, que trats_
de prescribirla. En awbeg cases puede hablerse de una tes
‘rf{a o medeles de preferencius cusnde les resultades de las
ceMparacienes nbedec;n akiertn eatructura, Que per le ge_

‘lernl sé da explfoitamente medlante leg 1lamsdes axlemas_

de preferencia.

En teorfa de decisiones, el punte de vigta nermative

oensldera que leg axiemas de preferencia, éefinides a

- O

prieri, sirven para nermar, es decly, hacer rudizﬁzi el _

~precene de 1legar a la meler decislén,

Las teer{as de preferencia pueden clasifiovarse, sl

gulenie a Luee y Suppes (1965), en algebratoas, prebabl

1{stioas y esteoisticas. Les primeras se subiividen em by

Jo oerteza, baje inoertidumbre y baje rleasge.

Las teorfas estecdsticas se asscian al cempertaniente_
transiterie; que puede interpreterse ceme un precese de g
preudizaje, mlentras laz algebralcas se relaclenan cen el
cenpertamientse asintétioe e eataciensrie, es decir, o eg

tade de equilibrie,

R T NS W §
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he2. RELACIONES DE OHDEN
Cen base en nuestras censlderaciexes anterisres una rg
laeisn de srdea®, os cualquler relaucién que ee transitiva.
Una relacién ée erden es erden parcial estriote, erien dg
b1l u erden lineal si ella es irreflexive, arivétrica ¥
negativa transitive e irreflexiva y débllnente cenexa reg

pectivamente.

Se pueden demostrar, siR es una relselsén binaria en x,
las sigulentes prepledaden®®:
1) R o8 un srden 1lineal =>R es un erden débll D R es _
un erden parclal estricta.
2) 34R e un erden parcial estricte entences existe um _
" erden débil S tal que RCS ; s1R es un erden débil ep
teness exigte un erden lineal S tal que R<S. La prime
ra de eatas Inplloacieres resulta de que tade srden __
parolal estriate esta 1na}u1do en algin erden lineal _
(tesrema de Szpilrajn, 1930), el oual es un erden dé__
bil. La Ultima implicacién remsulta de que un epden dé_
bil es un erden parcial eétriotn; un erden parcial ep
trictesestd oentenide en un erden lineal; per tante wn

erden débil esté centenide en un erden lineal.

Nétese que cualquiera de lep Ordeneg anterlores cop

tiene la prepledad acfoliea.

#Ver referencia #4

##Ver referenclasff 23 ) %

. e e —
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Se dlee que una relasién binaria Q em X establece un _
erden en X 911 su parte asimétriea es acfclion, este es ,
811 P* ea irreflexiva para tede enters Kyq e eéluivaientg;
l;ente. ell la cerradura transitiva die P, definida per __

?’Q: PuPiupdy vees 88 irreflexiva,

81 1a relacién binaria @ establece un erden X se dlce_
-también que Q es un srdenamiente deX . 31 & ne es cenexs_
entences la relacién binaria en X definida per

~/ Y] ~
N =(Qug)=QnQ'=4 )| x Qy,y&x
ae os vacfa. 3¢ 10)\3 se diee Que u,‘de)( ne sen Q-cempars_
bles.

Un erdenamiectes & de X es un erden parolal estriote, _
un erden débil e un erden lineal segin su parte asimétrl_
ea,P ; sea un erden paroial 'ostrioto. un erdem 48bil e un

erden lineal, respectivamente.

81 Q establece un erden en )X, y sl densta su parte _
simétrica y P su parte asimétrica, entences existen oler_
tas interrelaglienes entre las prepledades de egstes tres _

z"elaohneo. En la tabla @ se presentan estes resultades.

oL,

P Q I
“[asimétrien (:)Cono,otua D5imétrioa
w .
%] Irrefiexiva Reflexiva 3Reflexiva
Transitiva C)Negativae Transitiva —
. sgativa Transitiva© Transitiva S Transitiva
ébilmente ocenexa (DANtisimétrios Pantisimétrics
TABLA® 2

#Tomada de la referencia #9_



4,3, ORDENAMIENTO DE PREFERENCIAS
Para censtrulr un wefels de preferesncles cenviene defi
nir uma relscisn binaria bisica, Para este propésite ge _
han empleads des relacisnes!
8) Preferncia en el sentids " es preferible & “"“
®) Preferencia-indiferencia en el sentide “Xus al menes

tan preferible ceme Y LT )

La primera relaclén se denstari X'ry y;hla segunda X kg .
Generalnente, se eateblece la forma de sbtener uma de —
ellas en funcién de la otrat ssf, dada la relasiin , re
sulta matural definir » cems

>apn(xy |
® ses que 'xprqferlblo ey " squivale & decir qQue "X eos _
al menes tan preferible cemsy , y ademas Yre es prefel
ble a.". De manera anilega, pera passr de > & g pusde U_
ebirse la sigulente igualdad

2= 5003
81 se aseptan las des dltimas esuselenes, de heche se es_
esta supeniende Que
8) 7 es msimétrios
b) ?:. es ceneotada

Pt

o) » = (%Y

#Ver referencls § &

4#Ver referencola #4
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Las cendliclenes ée¢ wsimetrfm de » y cenectividsd de
Zaen, sin embarge, generulrente aceptadas en las estruc_

" turas de preferencia.

Ls relucién de indiferencia, denetsda perm., Que oe___
rregpenée al cenocepte de amsencla ‘de preferencia, se defl
Re formalxante ceme

~ Ly )

~z >0 = (puY)
¢ blen

~ =2\ ?..‘.)
Por tante, ~’ o3 une relacien simétrica.§1 ldentificaues s
la relacion P en X oen P, la parte asimétrice del erdena_
miente de preferenclas, entences

~ =XTUN y 5= 8UN

pere ceme hemes supueats que @ es cenexa resulia que~=3J.

En nuestre ocase la relaslén binaria basloa que usare__
nes el.?-.'.} « En el oase do que se quiera ver el use IoQ.

ver referencia #4 +,

Hemes supuegte que > agimétrics; pues es una condiolén
,"obvia" pera la preferencia. Ella puede verse osme un orj
terie de cenalstencia. Si una'pornnl prefiers X aYy, ne

pedri preferir simultineamente Y aX.

%En esta referencia se maneja la relacién Q.y con base en la_
cempeaiolién de relaclenes, sg ocenstruye umi algebra de las re_
laclenes de erden. Cen esta algebra y un oenjunte de axlemas_
se estruotdra 1la Teorfa de Utilidad,



i
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Al cemienze del capftule también hemes exizide que,
sea transitiva ya que es un oriterls razenabls; sl una __
pergena preflere X a Y Y preflere J 8% » sntences usande_

el sentide cewin preferira X az.

Des maneras en que ge pueden oqullr las exigencias an
terieres es que; » sea un srden débil e un erden paralal_
‘estriete. En el primer case, la relaclén de indiferenala_
rses transitiva® y en el segunds ne. La cendielén de que_
la estructura de preferencias sea un erdea débll, se erl_
tion freauentanenta por laplicar Que la relacién de indd_
ferenocla debe ser transitiva. Segin Amstreng (1950) la 1ip
transitividad so erigina per la impeslbilidad de les huma
Rnes de distinguir des spolenes ocuande la diferencia entre
ellac ne exceds a olerta magnitud » segim Luce (1956) 1a
intraasitividad de esta relaolén ne se debe, negegariamen
te, a la irracienalidad del que tema las decislenes; sine

wis blen & la falta de descriminacién entre las alternatyi

vas.

Uxlsten para ambes aases, varies métedes*® para oens__
?
éruir medeles de prefersnaola; en les cuales 1la relaclén -

de indiferensia puede ger transltiva e ne,

#Ver referenols # %

#4Ver referencia # 7
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4,4, TEORIA DE LA UTILIDAD

Osme 86 menloiens, una teerfa de preferencla contiene_
un cenjunte de axlemas que dan olerta estruotura a la re_
laclén binaria 7. En la préotioa se rsquiere, ademds, un
nedele del que se puedan deduoir les resultades de cempg
rar des epolenes oualesquiera y que, yer le tante, centen
drd la wisma estructupba de la relacién > . Fermalments, si
7 es una relasién blanaria em X, entences un medele de >
es una funcién {LX~»Yy una relacién M en \ tal aue

ArY DALMY = ye X

Se puede tener la lmplloaolén, también, en sentide centra

rie.

Une de estes métsdes, en 1a tewa de decisisnes, ne bag
sa on la teerfa de la utilidad, este es, a oxia curss de
agoldn (e medida de prebablilidad )Y se le assocla un esca_
lar# U (X) (o un valer esperade B (4,x)), de meds que las
preferenclas del que decide pueden traduoirse en desigusl
dades entre les escalares (e valsres esperades) aseciades
a oada aeclén®#, La cenexién entre la tema de dsolsienes_
J la tespia de la utilidad es que, una vez shtenlds la __
funolén de utilidad, el problema de temar el mejor ourse_

de acelén puede ser traducide al de maximizar la utilidsd,

#Ver cendiclienes do exintencia en la raferencia #1

suNatose que'g':\k s una funoién real y P=>.
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4.5. EL PRO3ILEMA DE TOMA DE DECI3IONES
Haolende 1e ;;noa restriotiva a la relaeién de prefe__

renolas >, un preblema de tema de declialenes oensiste en
determinart:
1) Un cenjunte A exoluyente y exhaustive de eventes deci
.dlblel. danoninqd;l ourses de accisén,

2) un olﬂjuﬁtoi » llamade cenjunte de eatimaalén de oep}
secuenclas,

3) uns funolén subyeotiva €3A-»¢, llamada funolén de es_
timaolén de censecuencias,

4) una relacieén binaria auino‘trioa} en el cenjunte £, _
deneninada relaclén de preferencia, y

5) un ourse de acoién AcA tal que € (a)¥ < (b) para tede
bek. llamade selwcién (del preblema do tema de deol_
sienes).

El eenjunte £ y ta funclén € se espeoifican & partir de:

6) un cenjunte C. excluyente y exhauative de eventes, de_
neuinade cenjunte de oensecuencias, oada una, de ou__
yos elementes representa la osnsecuencla de llevar a
cabe ’e.lsﬁn curee de aoclém enA , ¥y

7) el ceneclamients que se tenga de una funolén c¢2A>C_
tal que ¢(a)e¢CQ representa, la oensecuencia de llevar
a oabe el curse de aoolén A€A ; 1a exlatencla de di__

oche funclén se supsne a prierl (antes de llevar a oa

#Ver referencia # ||
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be algin aurse ds acolen).

La funcién e:A—>¢ representa el estimade de la c:haC, es
deolr, e (a) ea el estimade de ¢{a), la censecuencia de ___
llevar & cabe ¢l ourse de aocién GEA, 3Sebre la estructu_
raolén de £ a partir de C. se puede tener que para tede _
~aeh, €(a) sea un elenente de C o un subcenjunte de C (ne
se tlene una medida (unw medida)de prsbabilidad) e una mg
dida de prebabilidad en C; dependlende de que el preblema
de tema de docislolenes sea baje certeza e ingertidumdbre_
e riesge respeotivamente. Cene se ve, sl aenjunts £ para

oy
es iltime oase esta f‘onuo/ledldu de prebabillded.

~ Para doterminar la relaolén de preferencia » en ¢ se _

requiere csneaer nermalmente:

8) un erdenamients enC , denstade también per > per ne _
presentarse a aenfusism, independientements de les __

curses de acoién aseciades dlas censecusncias.

En 1a\g,na de declelenes baje certeza, % en C ceinolde oen
ven £(£=C), on 1a teua de declasienes baje incertidumbre
hay una intintded de peaibilidades, para > enC , depen___
diende dol méteds para reselver el preblema® y en la ba)e
riesge, si se uza medele &6 utilidad, medlante una fum___

0ién real (medible) asbref ,\, llamada funcién de utili_

#Ver referencia # ||
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dsd, tal que

RYS <= B, RDEMLS) ¢ R5eE
donde E ((,R) es el valor esperadc Ce U respecto de la medi
daRet

En la toma de decleloneg bajo Incertidumbre y riego se
puede presentar el caso de que psean conecldog:

9} Un conjunte S excluyente y exhtaustivo {conjunte mues_
tral) de eventos, denominsdos estados el mundo, y
10) una funaidn C'2SKA->C, tel que la consecuencie del —
curso de acolénaeh es o’ (5,0), dendeS eg el eatudo_
del mundo, el cual ne se conoce con certeza,
Finalmente la golucidn s un problems bajo certeza se re
duce a un problema de optimizacién 51 la relacidn de prefg
rencla ¢ en { admite una representacidn numérics a través_
de una funcldn real® (llamada de valor), la solucidn de un
problema bajo incertidumbre depende del wmétodo a ugar*# _
y en el caso de riesgo sl la funcidn de utilided existe y
es conoclée, entonces, el problems se reduce, tembien, a -
uno de optimizacién. Pare este Ultlmo ceso existe un proce
dimiento usual pars estimar la funcidn e utilidad que re_
pre‘sentn a % en g 4%,

En este capftulo se ha mostrade la importancia cue tienen 1las
relaciones de orden en la toma de decloiones. Medlante ellas se _
establecen las condiclones para Gue las preferenclas del declsor_
sean "raclonsles" y log requislitos complegentarios para qQue ade
més se puedan modelar éstas por une funcidn de utilidad. Le impop
tancia de la Toma de Decisiones dentro de la Teorfa General de __
Sistemas; estriba en que permite modelar sistemas concretos en __
Que intervienen deoaisiones.

*Ver referencla £7

4#4ver referencis #1l1
+46Ver referencia 45
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CAPITULO 5
S&blbbblribbh kb liik

RETIOULAS Y ALGEBRAS BOOLEANAS

Be define ol someepte do retlonlis osme ux eonjunte apr
elalmente erdeasds tal que eada subesnjunte fimite tieme wa
{afime y wa suprems. Las dlgebrac besleanas se intrsdusen op
me wn sage partienlar de las ret{enlas. 3¢ termina el nph.j
1le definiende hememerfisme de retfeulas y de dlgebras buh;’

5.1, BSUFREMO E INFIMO .

Reesrdenss la definieidn de¢ wn senjunte pareialmemte _
erdensdes. Un senjunte ne vaefe E y una relasiin binnx;ln_:
sebre€, £ , forman wn esmjwnts parsialmente ordensds.
0115 s reflexiva, antisimétriea y transitiva: N
a) X&eX ¥ X ek (reflexiva)

b) sl 36_3 b 4 5&:(.. entoneon x:ﬁa (aatigindtrien)
,o) sl x;\a y 352 , entonees X =2 (tramsitiva)

Rétese:

1) Qlo}la relasién dual, defimida do la sigulente mane__
re,XxY s11Y£X, o3 también reflexiva, antisimétriea
y trausitiva (es deeir, es tasbién wa erden pareial).

2) Que la relasién £ o; senexa, entences E os un eemjun

‘%o linealuents (tetalmente) erdensde.
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3) Que sualquier subseajuate n; vasfe de un eemjunte ___

parelalments srdonade, og tambiém un anntrpanhi_;

sente srdenads baje la misma relasién bimarias.

Def. Supreme, Sea £ un esnjunte parsialmente erdenade. Yy
A una eeleceién ne vaefa d¢ slementes 40 E; se d1e0 que
. 3¢E ou wa suproeme de A g1t

1) XE£7 ¥ xeA '

2) 81 X4V v XAy toness 2 ey (vveE)

31 1a eelocsion ACE tleme us nupre'-o. eutensos este_
es Gniee y se deneta per )x*.k o Nitese que 81 2 osté en

A entences la oendielién 1) es suflalente.

Def. INFIMO, Sea E um eemjunte parslalmente erdenade yA
una eeloseiin o vaela de¢ elomentes doE ; se dieo quo __
26E o5 wn {nfime de A it

1) &L W NXeA

2) s1veX ¥ xeA s entenees Vv &2 (¥Vek)

' 81 1a esleselén ACE tieme un infime, entenses este _
o8 nloe y se densta por Tu(.A o Nétese que si 2 osts en

A entonses 1a eomdieién 1) es sufisiente.
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sea Azla¢|¢I{CE una coleccién eualquiera no vaefs _
de elenentos dek , dondeX es un cenjunte de Indices; li
el supremo y el fnfime de dicha celeccidén existen en E ,

entences ellos se denotam respectivemente por

_ X X
*\./IQ* = S\*\_r.i\: Y t/:‘_}“\t -12{. Ot

Ua eenjunte parcialmente ordenado E, es m~-coxplete, _

‘dende W es un nimers cardinal dlstinte de cers, sil teds

oelecolén{ds|k¢X} en E cen 04T4w (1= nimere cardinel)
tieme un supremo y un Infime enE . Entences, s1E es

W-cemplets necesariavente, es W' ~complete para todo _
wewm (m>0)e aonds, € ez A-complets sil E egwm-comple_
te para cualquierw finite distinte de acere, y en este cg

80 pe dice que E &p una reticula.

542 RETICULAS Y FROPIEDADES

" Def. tma retfoula es un cérjunte parclalmente erdensds _
E» on ¢l cucl teds par de elementes x, yeE tienen un sy
pbeme y un Infime. 4

Pdono, obdervar que tode oconjunto totalmente ordena_
l,ru una ret{euls, pere no le es todo cenjunte parolal_
nente ordensdo.

Teda ret{cula finits se puede representar graficameg
te, mediante un dlapgrama de nodos en diferentes niveles,
wnidos por lineas ne dirigidas, '

Pera ret{iculas es posible formular el primeiple de __

DUALIDAD siguiente:
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Cualquier afirmeclién verdadera acerca de ret{oulaw iy
plisunde las operaclones A y V ¥y laa relaciones s y3, _
permanede glerts sl A es resmplazsda porv, V perA, = _

per 2 y» poyr<.,

FROPIEDADES

B une retfoule® » las operaclones binarlas A y V sse_

tisfacen las relacliones sigulentes:

&) Cenmutativa: Xvyzyvx &A'&t\aAaL
b) Assolutivai Kvlyva)=(vy)V 2 , XAMAY) =(XRY)AR
¢) Iéempotencias XV =, XAX =X

1) Ley de Abserelda: XV(XAy)zx , XA(XVY)= X
o) ALy &> AR Lr KVYy=y

F) Isetenieldad: Yo D (xAy=xAT ,xvY2XVR)
g8) Deslgusldades ALY (YAR) £ XVYIA(XVR)
. distributivas: XAMVE) Z(AAYV XAR)

h) Desigualdad Medular1X & & XV (‘y\ FaEN e Y YHAR

La propiedad e) estableee uns cenexiém entre la relas_
eién de erden parcisl £ y las des operaciones binarias _
VYA en \;na ret{cula R, de manera que una forss eguiva_
lente de definir una ret{eula es ls sigulente!

Def. Una retfoula es un sistema algebraice {E ,V,A) xe
des operaciones binarias V yA en £ las cuales pen ambas
(1) eommutativa, (2) aseciativa y (3) satisfacen las le_

yes de la absoroidnm.
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La ventaju de cengiderar una retfievla cemo un sistema
aléobrnioo o8 QuUe muehes oencgeptos, los cuales son ase___
elsdes oon sistemas algebraicos, pusden mer aplicadses ‘n'
retfoulas. 2sf{ es pesible definir subretfeulas, preducte

directe de retf{culas, hememorfisnecs de retficulas, ets

Para termimar esta secciém, daremes ls definiclién de

" sudbret{leculas y 1a de preducto directe de retfeulas.

Def. Una subret{eula de una retfeulak , es um suboenjum_
‘te ne vu“-"i! s 01 ouull es éerrade baje in operacle__
mes do la retfeulay yA. V '

De la definioién ae sigue que ung subreticuls es e¢lla
misms upa -retfsula. Sin embarge ne tsde suboenjunte de _

me retfeula es una retfeula,

Def. Bealk %, B) YLD,A,v) Ao retfeulas. El sistg
ma nlgobrnico.(tlo)‘ ,+> en el oual las operaciones bl
narias 4 Yy * en Bxf) cen tales Que para ouslquler (x,.gl)

7 (xs42) oa EXD
(20,%) » (X, %) = (e % Xe,%AY)
' Cﬁu,‘ﬁl) 'l-(Xz,'j;):: (<, Qiz, tjlvgl)

es llamade el PRODUCTO DIRECTO de las retioulas (& w@)Y
'_<°IA;V> *
Pedemos ebservar que ¢l preduste directe es wna reti_

eula. .
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La definieidn de hemonorfismo la darexmos en 1a Sltisa

pecalin de este sap{itule.

5¢3+« RETICULAS ESFECIALES
O'- RETICULA. Def. Una retf{sula X se dice gue es una _
Soret{eula sii tede euboenjintes oontable (mumerable o ti
‘mite) de ¥ tleme un supreme y un Infime, es deoir, sii _

os "Alet cevo® somplete.

RETICULA COMFLETA» Def. Una ret{cula es llamada cempleta
81l exs W=genpleta pars tede sardinalw, ¢ ses, £1 eads _
we de sus suboenjuntes ne veeles, tieme ur suprems y un

Infine,

Obviemente, todsa retfievla finits es cempleta. También,
teda reticula cempleta debe tener un elemente Infime y _
un elexmente supreme. Kl supreme y el frtime de 1la retfey
1ls, 51 exieten, sen llamsdes limites de la retfiouls y __
sem denetades per e (elemente unidad) yﬁ (Elemente ce_
re) respestivamente, Una reticuls oen embes limites es _
lismeds retfouls LIMITABA, En wna retfevla limitsda
(E,A,V,#,Q) » un elemente Ye E es llamade un COMPLEMEN
TO de un elemento X ¢¥ sl

AM=f  xvyz=e
RETICULA COMPLEMENTADA. P.r. tna retfowla {% AN, ¢,9> -
es oomplementada sl tede elemente dot , tiene al menes _

un eoemplemente.
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RETICULA DISTRIBUTIVA. Def. Se dlce que una retfoula ,
es distributiva eil se cumple oualqulera de las slgulem_

tes cendlclones, las cuales son equivalentes entre gf

LAY Y= (AAY) V(% A7) | Xv(yAey = rgyatave)

Pedemes darnes cuenta que tede oenjunte tetalmente op
donade es una retfouls é¢istributiva. Jgualmente sucede __
. para el producte directe de cuslquliera dos retfoulas dii
tributivas y para cualquiera subretisule de una retleuli
distributiva,.

Une oonsecuencia importante de una retfcula distribu_
tivaE , o3 gue sl un elemente Ne¢E tiene un cemplemento,

entonces debe ser tnice,

81 censiderames, por Ultime, aquellas retfculas las _
cuales sen conplonentn@u as{ cems distributivas, ermten_
ces eatamos asumiends Que tedo elemento de una de estas_
ret{oules tiene tn ¥nice complemente y denstamos el ool_;
plon.ohto de un elemente X&E perxt, Les r_eticulu que _
‘son complomentades y @lstributives sen Ilaxsdas &lgebras

poolesnass

5.4. AMLGEBRAS BOCLEANAS
Def. Una Algebrs Bocleana (G,A,v)f-J%e) es una retfcula
distributiva, cem elemento unidaed, elementes cero y esem___
plementada. Equivalentemente, una d1gebra becleana es ___

una &lgebra con dos operaciones binerias A YV, Y oem __
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una eperaciém wnitaria € (formacién de complementos, Le ;
us mapeoX-»x‘ de  en ¢l miawc) satisfaclendo las si___

gulentes propledades®:

1? :LV'5=3\J<I. , 1'\\3—.5/\-&

2? xquz)-.-(mija AMYAT) =(XAY)AR

3) XVX =X KAX=A

'45 XN (A AY) = X XALvYy =t

5) XAMAD =AYV (XAR)  Xv(YA2) =(ELvy)A(ava)
6) Xv gz XAE =2 o
SEYN-FY Ave=e

8) X vi'ze XA = ¢

Nétese que nigulende esta ultima definloién, baje el
ordenamiento parclel sobre 8,%, definida para toda %,Y¢
& por
X4y 811 AAYzx (e equivalente %xvyz=Y)

D es uns retfeuls distributiva, cem elemente unidsde , e_

lemento oex-o¢ y ocomplenentsdan.

Hee predemos dar cuenta: que las @os operaciomes bima__
rias A yN, la operacidn unaric® y les elementes ¢ ye ne
a'o- todu’ﬂ.ndependientel, perque unes se pueden definir a
partir de otres. Une puede definir uns algebra booleans,

por ejexple, en términes de las operaciches V y Ay W __

[
#Podemog eon base en estas propledades, deducir muches _

otras.
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oonjunts de propledades independlentes eatisfechas por _

estas operavclonea®. Este es el caso de la defimlolén du;

da por Mmtingten, en la que ninguna propledsd puede le;

ducirse de las propledmdes restantes y viene dada porlv'

urs clase de elementes B junte oon dea operaciones bilin._

riaa V yAes una ileabra booleans sil se verificart las _

sigulentes propledades:

~1) Las operaciones A ¥ Vv sen oenmutativase.

2) Exiaten en @ distintos elementos identldad ¢ ¥y e rews
tives a las operaclones Vv y A, respectivamente.

3) Cada eperacién es distributiva respecte & 1la otra.

4) Para oada Xa® existe un elemento X' de ®, tel que
xVX’z @ y XAxX)z¢

Une algebra bocleans es degenerads si ella centieme _

sole un’ elemento y trivial sl centlene solo dos elexen

tos (¢y€ )

sumn;pam BOOLEANA. Def. Sea (b,)\'\;)c),t, e) una dlgebra
booleana y ASB . 81 A sentiene los elementos ¢ Yy, y es
gerrafo bajo las operaciones A,V y <, entonces < A,V
V,¢,4,e) es llamada subilgebra boolesns.

3
Nétese que para cualquler ¥%,4&8 , XV\‘-"—(”“"‘&‘);
e_-.-.(mx‘)"‘ ¢=:U\:L‘; por 1o que en 1la préctics no es ng
Ld

*R]l principie de dualided tembién vale para algebras

booleanes.
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nesarlo rectificar lu c;-rr(-durn reepectc & les tres ope_
raniones A, V Yy € nies neceparlo, taempoco, rectificar _
que @ y @ esténwA,Micumente 1 cerrafura respecto al _
cenjunto de oreraclones {A,“) o v, ¢ garantiza cue A _
es una subdlgedra, conteniendo como elemento unided y cg'
re a los mismos que & rcepectivemente., Pedemos tambien _
observar que toda subdlgebra bocleuna es una élgebra boé
leena y que no todo pubccnlunto de ung a.b. ep &lpebra __

beclecna. Se puede decostrar Gue la interseccidn de cual

quler nimero de subflgebras de & es una subdlgebra de @ .

FRODUCTO DIRECTO DE 4.B. Def. sean < B, AN, >, ¢, e 7
{®2,A vy, ", §;,¢1) doo dlgebras booleanss. El preducte
directo de lap dos élgebres estd definido cowc upa élge__
bra beolesna que estd duda per (B.X611A3)\j.,l”’)¢3)es> en
1a cual les operaclones estin definidas para cualguier
(o) 7 (Q3b; ) € BxB, como

(an,bYA; (aq,ba) = (Q,A‘Q\_)bl)\,_bt)

(“lah)’\h@z,\z\: (aVi a2 b,V by)

(a,,b)"= (@), b7)

¢3=(¢1,¢1) 4 e3=(e,,8;5)

El producto directo de élpebras booleunss ncs permite
definir nuevas 8lgebrae bocleanze. ke{, por ejeuwplo, Qe
una slgebra booleana B de dos elenentcs, poderos penerer
Bxs:gl,mwg,:n} s sees Q¥, beeta una dlgebra con eleren_

tos que son -adas.



70

5.5. HOMCMORFISM®B ’
Def. Sean<|':jk)®> y(A,A,\I) dos retfoulas, Une funciim
Wik-2A s 1lumeda un homomorfisme (de retfculas) si pars
cualouler X,4y&E
1) hxwy)=h @by o 2) hx@yzh &vky)

Obsérvese que ambas operaclones deben ger prescervadas.

" 81 se cumple 1) la funcicn se oenoce como multiplicetive
© 81 se cumple 2) se cenoce como funcildn aditiva. Puede_
verse faciluente que un homomorfisme k preserva el. ordeﬂ.
es decir, sl 1YeE tal que X%y entonces h(m)&’l\(\b). —
sonh (x), Wiy) €A, ' N

81 \'\ es un hemomorfisme une & une, entences k es 1lla_
made un igemorfismo. Si exlste un isemerfilsmo uubyectivr;
entre dos retfculas, entonces estar son llanadae lsomor

Tas.

Def. 805:(6;&}@))%9) y (9,/\,\),“,‘*,{5) dos algebras_
boolesnss. na funcién NiB-»P es llameda un hemomorfismo
(de &lgebras booleanas) sil todas les operaciones del _
'ab, sen ‘preservadss, este es; para ouslquier X,4eB
heyrzheahy) o heaya b covhey
v b =Tha

Por las leyes de De Morgan la definiclién de homomor__
ﬁno de a.b. puede ser,simplificede aceptando que\-.b—ﬂ?
preserve tihicsmente les operacionea % y ) e las operacie

nes Q y~ . Es inmediato que un homomorfisme de a.b. de®
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enf, ez un homomorfisme de retfoula, este es; una fum__
¢1dn que preserve lus Operaciones & Y@, la cusl mapes __
ol cere y la unided de ( en el cero y la uniéad de P rea‘_

peativanente.

Cabe hacer notar que la imsgen h(g)g P de ua hemomep

tismohi @ P es una subdlgebra deP.

Una funeién h de B en P es un Isemorficxs (de a.by) _
sli h es um hememerfismo une a une, S1 k es un Iunrfii
e, entences 1s funcién inversa W'¢ '\(3)-;5 es tambiém_
ua isomorflsmo. 31 existe um 1aomorrini.'uubyeetin de P
sobre B, entonces las a.b, P y B ee dice que sen lsomor_

fan; en eate cago h™ es un lsomorfizmo de B en P.

Un eage xuy importante de a.b., lsomorfas, es el qus _
nuestra el TECREMA DE REFRESENTACIONES DE STQNE, cue 41_
co i Cualquier ilgebrn. booleana es 1uomo§'fa & un gampe dé

coriJuntol.
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CAPITULO 6
EBBAAAAAEESESELLLLLL

ATLICACIONES

En el oupf{tule snterior hemops dsdo les conceptos necesg
ries scbre ilgebras becleanas. Fe éste utilizerexos esos ooy
oeptes para constatar que las &lgebras de preposlclones, d;
Interruptores y de conjuntcs son cseos partlculeres de las _
dlgebras boolesnss. Haremos notar que las dos primeras son _ ~

—

mushe més restringidas que uns dlgebrs de cenjuntos; de hl__; _

ehe, este cenéepts es tan general que toda dlgebra boolomq;

puede interpretarse come uné &lgebra de cenjuntoam.

€.1. ALGEBRA DE FROPQSICIONES
La L‘éiu trata del estudie y el andlisis de métedea_
de razesamients o argumentacién. La Liégloa Bimbélies o _
Léglea Matemities se soups de los aspectes matemitices _

de estos métedes.

7
Ceme ssbemos, la loglsa se centra alrededer del com__

eepte de proposicién (declarsciém), La herramienta prim_
oipal para.el tratamiente de preposicicnes es el dlgebra
de prepesiclones, ls cusl es una ilgobra beolesns, cexe_

se ve a demostrar, .

Per prepesiclion  entendemos toda oraciln declarato_
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ria qQue estd libre de ambiguodu‘ por tener la propiednd
de que e3 olorta o falsu, pero no ambes. EFntonces, los _
términos clerto ¥ faleo se excluyen mutuamente y une de;
ellos se rplica necegarismente a cada propesicidn. La _;
verdad o falgedad de ung proposicién se 1lewa su valoy _

de verdad,

Vawos & denotar las preposlcliones cen letras mimfacu_
1as (com o 8in subfndices) ‘),q s ¥ sees o Cuande no se __
les da un Bignificeds espécirico. ectes se llaman variﬁ;
bles proposiclonales y se usan rara representar proponi_;

oleneg arbltrarius.

De cualquier proposicidn o conjunte de proposicicnes,
se pueden forrar otrus, cen la prepleéed fundswmental de
que su velor e verdad estd determingde por oompleto por
el valor de verdad de csda wno de los enuncisdos (o0 pro_
posiciones) gue las forman y por el modo como se laa reﬁ
ne para rafmar la propeslaién coumpuesta. Existen variaa;
preposlciones coupuestas basloas formadas por otras, __;
aqui{ solo veremos olnco:

1) Negacidn de una proposioién p. Dada una proposi _
cion b. se puede Tormar otra, que gse llama nesaolén det:,
escriblendo "es false que p" y 1a denotamos por}f. El va
lor de verdad de esta proposioién debs cuaplir que si b

os olerto, P’ es falsa y cuando p ea falsa, P’ es clerta,

2) CONJUNCION DE b ¥y §. Las proposicloaes p VY-

se pueden combinar para formar otra, 54e se llama conjun
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cién de by ‘*. esoriblendo "ambag \) ¥y $". Se denota eata
por Po}. El valor de verdad de esta proposliolén es: P._“,
es olerta ouande ]:y § son olertas y falsa ouando una o

ambas sen falsas.

3) DISYUNGION DE P y 4. La prepesicién disyunoién de
by q. se forma cemo "e ‘) . q,-o ambas". 3e denta por Pt-%.
Se neceslta que esta propesicidn sea olerta cuandoe una
u otra e ambas sean alertas y falsa cuando ambas p yq_

sean ‘falua.s.

4) CBNDICIONAL DE b vy (impliioaaiin material). Se
define 1a preposioidn —» , 1lamada condiclonal, por 1a
ecusoidn (p-»3) = p'+4 para proposicienes arbitrarias
Prg. 0sea pyy es equivalents & la proposicién
"o no b e 4",

" La preposioién P>3 no indlea que § pueda deducirse
sistendtioamente de b: 1a 1gualdad oen que se define _

eagta proposlalﬁn considera solaments les valores de __

verdad y no su significado.

5) BICONDICIONAL DE b y §. (squivalencia material).
Para des preposiolenes cuslesquiera P y §, la relaoién
&> llamada biopndicional. se define come b&-vf{, —

=(b—%)- (.1.'_.,‘.). 0 sea P&rd ea verdadera si by
tienen, en todes los cases, ol misme valer verdad; sl
P 7% tienen, en algin 'oaso. valeres de verdad epuestes,

entences beyg mfalae.
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Nétese que p=9 ne es una propesieidn sene p<r$, g1

Re ung deolaraeisn averas de prepesliolienes.

3¢ dles Que teda esmbinaelsn flaita de varlables pre_
peslalonales medlante las eperzelenes (+), () y (%), o
81 ge quisiera, ner las eperacienes (+), (), (’), (—)y
(4+>), es una funoléa e pelinsale prepegolonal. 3e dise_
quo'du funoloeaes son lguales io 1551.9.::..11‘.0 squivaleon__
tes) si y #3le i tlenen ol -15;. valer verdad para cni;
forin pesible de asignar valeres & las Vi variables que _
intervienen en las funsisnes. Una menera facil de cuprg.,
bar si des funcienes ssm » ne iguales, es haclende una _
tabla ea dende se csnsiderean teius las pesibles c-nbmn_;
olenes de valers asigasdes a lar variables prlp.sl'cinhg;

les que aparecen sn las des funclenes. A estag tablas se

les da ol nembrs de tablas deo verdad.

Deg prepesicisnes muy Gtiles ssa:V, la preposialén _
que slempbe es alerta y F, la que slexpre es falsa. ¥a__
tendiends per ‘::V » qQue \) o3 vardadera y 1.:.7- que § es _

falsa.

Una prapesielén (e una funoién prepesiclenal) P(p.jl_'..)
que slempre as verdadera, sea ouales fueren las prepesi_
clenes "w ’ ‘)lo""' que teman las varlables h ’ "L penvi
se le ceneae cen el nembre de TAUTOLOGIA; e sea una tau_
tologfn. sele centiene v en la Ultica oelumna de su tabla

de verdad. En 8l caas centrarle que P(‘)', Pl seee) slem__
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pre sea falae se le oensoe aoen el nembre de CONTRADIC_
CION. Coeme so ve la negacidén de una tautelegia eos ﬁﬁa

centradlocléa y vioceversa.

Recerdande que P y Q sen 1égloamente equivalentes si
sus tablas de verisd sen idéntloas. Ests se densta per _
¥=2Q e sea que P2Q 51l P<+Q o8 una tautolezfa. Nétese _
"que la Yalaoclén definida, entre prepesioienes, per P2 Q

es una relacién &e equivalencia.

g1 ahera cenalderases el cenjunte de tedas las prepe_
slotenen o y les GCeRDsotives (u eperacienes) (4}, (*) ¥y
(?); %en marce de referencla tede le anteriermente ox___
pufuto, sbtenemes uns &lgebra de prepesloienes Que es -un
oase partioular de una dlgebra besleana. Pues, se puede_
ver que se ocumplen tedas las "”"“‘ﬁ“j:ﬂ{ gltowy‘os de una
a.b., o sea segin la lerlnloﬁg/ » 3o tlens que {F,t, ¢
ounple oen?

1) el ?.)?16 &

T Rem =Rl oy BREel

, 2) ExlsteV,F & tal que
P F=f 5 Pevaf

3) 31 ‘P. ’(Pz ]?’;éy
TAR P (RA0) - (R4R) 7 Pulfr )= (RRHO,R)

. )
4) Para oada P, & & ‘exiate un elemente PVed, tar _

que

P+ zv P.? =F
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Nétese que V es wia tautelsgfa y F una eentradlcolén.

Para dexsstrar oada una de estas propledades se puede

hacer mediante las tablas de verdad csrrespendientes.

Ceme venss, se tlene una algebra besleana de prepesd_
cienes (&,-’r »*4? 3N, F>, con las speraclenes oonjun_; .
cién, dlsyuncién y negasisn, oen elemsnte cere F y ele__

mente unidad V.

Para terainar esta aplioacisn, la pregunta que nes ___
Queda de coentestar est (En el ilgebra de prepsaloienes i.
oudl es la relaclén de srden, en el ocenjunte>?. Para __
centeataria intresdusosmes el cencepte de IMPLICACION Lé
GICA.

Se dloe que una prepesiclin P (P, P, ,e.0), impliea _
légloamente una prepealolén (P, s Py ses.)s denetada por
PH Qs 81 se voriflea una de las aendlolenes sigulentes:

1) P4 Q s una teutslegfa
2) P G\) es una oentrailcolén ). - -@
3) P Q s una tautslegia

Cems se ve heses fermade una relaglén entrs prepesi__
elenes dada per P:)Q. 1la oual pusde demostrarse que es _
reflexiva, antisimétrioca y transitiva, e sea una rela___

oién de erden paroial.

Para darnss cueanta de 1e anterlsr, segerdemos qu& pa_

ra todnx,lseB .Xﬁ'jsii 1A\3‘=¢ (1e cual es e3uivalen
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te & quo XAY=X)s En muestrs sase para P y QGJ)

a1 PeQzF o ompleands 1a ley de m-xomm,?+Q-v ™
deeir P=DQ2V (por @ ). Este es le misme que decir que
P=yQes una tautelegia. Por tante P2Q 511 PHQ tauters
gleamente. Hemes snaentradse, per ls tante, la reluiin_.

de eorden sebre ?.‘

praa |

Vnu/que 49 ,* 4+ ,} , F, VD> es umalgebra beelea_

na en donde & os ol senjunte de prepesloienss,e* , + y/
sen las eperaoisnes oenjuncidn, dlsyuneién y negselién _
respeciivamente. Les olementes F, V denstan propu:.oio_;
nos las ousles san centradloceiemes y tautslegias rcsn&
tivamente. Des prepeslolenes que ssn equivalentes, la u
na a la stra, sea asasideradas lguales. La relaslén u_._
srden parcial serrespendionte a las operéciuu . y+oz;

1a implicmoidn légiea.

ALGEBRA DE INTERRUPTORES

Ests dlgebrz cas dentre del case general de mhgo_
bra buluun. cox doy slenmetiteg. Xsts implies que, ox___
upto poxr el signifionde, es idéntlies al dlgebra de prg
pesioisnes dedde un punte de vista abstraste. Cualquie_
ra de sstas dlgebras beeleanas es muche nis restriagids
que umdlgebra de osnjuntes. Ceme sabemes teda dlgebra_
besleann puede _J.m,.,pgot’arn oeme unaalgebra de osajun_

son,
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Bt esta dlgebra el estads do les des ololnnto:. JEU@UA A
oen les dispesitives usades (dledes, transiasteres, ndeloes ;
magenstiaes, eto.) imcluysnde estades cenduotives y ne cen___
dustives, oerradoé J ablertes, cargaimes y desoargades, llgéi

tizades y ne magnetizades, eto,

Za la aotualldad es la aplicacién del dlgebra beeleana —
que nis se estd utilizande en sl dlseile y sinplificasién de
sircultes de cemputadsras elsotrenloas ¥ gran varledad de __

dispeaitives de oentrel elestrénice.

Se dlanntird paralelamente, des times esponigiooc de olr_
sultes de interrupt-reazloiroultos de ocentactes ¥y airouittl;
légices. Les primeres sen dlapssitives de alaabres y oontao;
tes# (interrupteres) que se pusden osnstruir mediante aswbi_
nacioﬂoa en serle y'en paralels; una nepera <e represontar_;
les os medignte una red. Las segundas asn ocemabinaclenes de _
olenentoa_ﬁlﬂgicon. llamades oesmpuertas (elemsntes ouyss en_
tradas y salidas séle pusden temar des valeres O ¥y 1). Estes
sirsultes uonstitqyen el gsapertamients 18gise de les oireul
tes digitales. Les olroultes 4igitales estdn caracterizades
} 1) ol'hooho de que las sefiales on el oircuite (veltajes » _
eorrientes) asumen um nimere rinite de de valeres disaretes,
Prinolpalninto estes clrsuites sen usades en las cemputade__

rag digitales y sistemxas de switahee Qelof‘nleo. Cenagldera___

#Ua oontaste (interruptsr) es ua dispeaitive que airve para

corrar e abrir ua olrsulte eldstrise,
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remes selamente, los mis nsades, aquelles dende cada se_
fal puede asumir selaments mas de des valeres, de n.ta_;

des per les sfmbeles 0 y4.

Deg centactes,Y estdn aeneataies en serie 11, .ol
eireuits estd ocerrade suands les des interrupteres estidn
cerrades, y ablerte si uae de 1es ﬁtorruptnro: entd . i_

-blerte. Des imterrupteres %,y eastida ux'uotuoq‘,nv para_
lele sil, el elreuite esti serrads ausnde wae o ambes 13
ferrupteres estidn serradss ¥ ablerte eusade los htcrvui
terss estim ablertes. BL des gentactes eperam ot'm-:pr._.
Ea que el primere slempre esti. ablerts euande el uguni
esti serrale y vieeversa, desigmarenes al primers ceh W_
na letra, digames X, y sl segundes e 2, taa onbhp,__;
e1én de interrupteres que me esti osmestada nl en serle_

2l en parales ss llama un pusate, Grifisamense Veasmes:

' . X d A4 X
AR . H‘\/w\ll\)_u
g SN
)(-)l. serie Y4 7 paralele puente
’

Convenimes en asigear el valer - { a ums letra si esta_
repregents un cemmutcder (eentaste) serrade, y ol valffer
Q sl representa ua cenmutadsr ablerte. Un esmmutader Que
slempre esti eerrade eati representands por 4, y nn"'f;uo

slempre esti lerte, perO,
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Caxbinande 1nterrupt;rcs zediante las eperaclemes +,:
b 4 ’ ses ebtlienen nusves intesrrupteres; les ouczlaes se oi
ROgoR aeke funalenes ¢ pelinenies de eentastes. 0 l.l;
01, dometa 1a N-ada de eenmutaderes (seataetes) _
(Z)0Xq0eees Xu) ¥ K oonjunte do tedes les centastes g
temces 1a fumolén anterier es ua mapee de X n K, d'ri
nide por la espeoificasiin de les elementas Y& K ao“_;

rrespendientas a eada w-ada.

En ol oase de lea oliraultes 18glees las sseracienes
que tensmes sent AND, OR y NOT representadas psr las _

eenpuertas sigulentes:

, AND ® Nor
- “—Dw___ ) Q— ?__ z“—lD}"“}
Y V=
Xy ® xrlz X E
000 5ol o oot
ot o SO R
L of o Lol
VAL LU

Nétese que la epericién de una Gempuerta estd desorita
osmpletamente sspesiflcande el valer de su salida para

oada pesible cembinacidn de les valeres de entrada,

Cembinande cempuertas AND; OR y NOT, se ebtlenea__ .
o una funoién cembinaeienal e uma fuzoifr ascusuolal.
La diferencia entre estas des funelsnes es que, les vy

leres de la prlaesra dopenden sslazente de sus pregsn__
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tes entradas y la eepunds ne. £AQui nes referiremos séle
# las primeras. O sea 81 X denstn las W -adas —_—
(*19X2 peensdn) AEE, 1£ X4V , entenes una funcién _
cembinaeional £ (X) es un mapss de X ou E; ¢ende Ew‘o,.}j

-(-()() depende selamente del valer presente de X .

81 usawes las varisbles ¢, y X7 per eJemple, psra re_
" presentar las entradas de lu cowpuerts AKD ¥ F para re__
presentar la salida, entences ‘éata puede ser-escrita ce_
ne ?:9(.‘11. Le cusl es equlvalente a tener des coentac_
tes en serie representados por =, Y%, . Similarcente OR
es representads per 2 =X, y el NOT per 2= . le que _
cerreapende a tener dos centsctes en psralele y el otn__;

trarlie de une gue funcisna respectivamente.

Per le agnterior, teds le que se diga de las ocompuer__
tas serd apliosble para les centactes. Tembiém pedemes _
darnes cuenta gue le que ge dige para una e varias oou_;
puertas sers vilide para tma ¢ vaeriae funcicnes de oem_

puertas.

Para ‘censcer el valer de uns funcién e oempuertas e
conmutadores ge puede uSar wna tabla de verded, dindele

& lam varisbles los valoreg de Cevo o uwo,

84 atera cemsideramos el conjunto de todap lee funcie
mes cembinaclonales C y las compuertas AND, CR ¥ NOT. __
»

Cen marae de referencla tede le anteriermente expuesgte ’
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ebtenemes unaélgebra h'oolpuertu’ Que es un , gase partl

sular de umdlgebra booleana. Pues se puede ver GQue ge.
cumplen tcdas las propiedaiea ¥ leyes de una a.bey © eea

A0 Hums fvod
seglin la definicién , se tiend que(C AVD,0Q > oumple

cen: X "t
2o ‘D___
1) 1, %,

2) N

4)

Netemos que realmente en este case y en el Sel glgebra
de prepeslicicnes tenemos uns conbinecién de &lgebras boo_
leanas generads, cads une, per un cenjunte cen dos elemen
tes. O sea li(B »¥%,®,7,0,1) es umilgedra booleans_
generada por B:{o,d} entences poderos generar nuevas &1

gebras becleanss mediante el producte directo BRG = ®?,

#£1 elemente O ep una entrada que slempre tlene el velor ¢e O,

¥y el elemente 4 es una entrada qQue slerpre tlcne el veloer deAd.



84

Bx ®¥8=B%..., basta el a.h. Ae W-adas 8", L& cusl viene_
dada por By el cenjunte de W-adas ocuyes miembres sem O ¢
A. as{ aeBy s11 A=(a,,a; ,..., Ay) dende Q=0 é 4 pare
A=112 seee M. Pora cualquier a-(a..h seses an). —_—
ba(b, by seees by),Y a,beby

adb = (@, Ab, 103 Ab, .. QnAby)

o®b=(a,vb, ,a,¥b; ,o.0yqqV bn

T1a -(Q, 1Q) seees Q2)

dende A, v Yy ) sen las opernclnnea usadas en el a'.lgebra -
de preposiolones o en la de interruptores generades cen _
don elementos, ¥1 dlgebra {By ,%,®. ) 040} o wm dl_
gebra beoleans en la cusl 0‘0 J 4w oon W-adas cuyes miem

bres todes sen Og 7 As reapectivamente.

6.3, ALGEBRA DE CONJUNT(S

Una de las aplicacienes mis importantes del ulgebra
booleana es la gue surge cen los oenjuntes, cusnde se m_
vestiga la ferma en que pueden cembinarse estoa. ‘

Sabemog que un cenjunte ed uma coleccidn de ebjetos __
L:sien definidoa.llimaremss a los ebjletes Qque censtituyem um
eonjunte, elementos. Cexe s{mbeles pera representar a los
conjuntes, usaremos las letras del alfebetes en nqﬁnnln
C(A,B, X, ete.) ¥ 1as letrus mintsculas (a, b,X Y sete.),

para repreaonté.r a los alementcs%, Para denohar que um e_

#Representamcs también un cenjunte, enliptunde todos sus ele
zentes dentre d:?
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lements pertenece a un cenjunte, usaremos el simbele &; -
en case contrarie f . Eitese que el Jlgebra dlscutida a__
quf, es una dlgebra para oenjuntes, ne para elexentos de

conjuntes.

Diremos que un cenjunte X es subconjunte de up conjun_
te Y 811 ¢ XeXHXY, y 1o denctamos per XCY . Entences _
se dird que des conjuntos son iguales, y escribimes X=Yy .

81l centienen exactemente loa mirkes elementos.

Se define al conjunte que centiene s todog los elemen
tom, en cuetidn, come el conjunte universcl y ee derota __
por JL. 21 conjunte que ne oentiene ningln elerento le __

1lamanos, conjunto vecfe y le rerresentamos por ¢ .

Tefinamog ahora las operaclones redionte les cuzlea ___
log conjuntes pueden copmbinarse para formar nuevos conjup
toss

1) La UNION de des cenjuntos aerbitrarios Ay B se de_
fine come AU&:\OL"JU:A’& :xe&} ; ¢ oea es ol cenjunte que
conpte de todos los elementos GQue estén en Ao en Re en

apbos,

2) La INTERSECCION de A y B, pera conjuntos arbitra__
rios A J B, se define cene ANB:’)X]X&A%:(&&} i ©sea es _
el oenjunte que consta de :aguellog elerentos cue estén

tanto en A‘como enB,

3) E1 COMFLEMENTO deA , ee define coro P\":)\i‘:(#A& ;

esto es A" es €1 conjunte de todus foa elecenten, del oep

.
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Junte universal en cuestidn, Que ne sen eleventes de A

Pedemos entonces ahora 5f darnss cuento que el dlgebra
de conjuntes es um dlgebra boolesns. O ses sik éencta el
conjunte de todos los subconjuntes dwJSL en cuestidn, en__
tonoes{J{ TRV .¢ .Jl* es um dlgebra booleana, porque
se cumple que:

1) 31 A Bed

AVB = BUA y ANGzB0A

2) j.ﬂlﬁe.ﬂ tal que
" Aud=zp y ANRSL=A

3) 81 A ByCedl |
T AUBA (AURN(AYE) T ANBUG=(BUAAC)

4) Para cada Acd\ J un elemente A'cel\ tel que

AuN=FL v A nA‘:;S

Para demoetrar csda una de estag propicdades se puede

hacer mediante elecmentes genéricos.

Nes dapos cuenta que la relacién de orden parcial endl
H

correspendiendv a las operaciones (\ y \) es la relacidn

subwenjunteC ; y& que para Ay e, A s1a A(\Q:c'-'ﬂ .

Fsta aplicacién de las dlgebras booleanas es una de __
lae més importantes, ya que cen base en el teorexa de re
presentucién de ¥, H. stene, teda fZlgebra boelesna abas___

tracts es lsomorfa o um algebra de acenjuntos., Eeto nos __
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csnduce a que es pogible reerplazar un slstems abstracte_
per un slstema equivelente e intuitive en ;lto'grado, 1;
cual puede sugerirnos nuevas ideas y teoremss que de otra

forma per{a ¢ir{ol]l descubrirlas.

Tesrema de Stene. Toda dlgebra Booleana B es lsomorfa_

s wn campe F de subcenjuntes de un cenjunte S cen Jl€F , _

El oampe R, ge dice que ea el campe de Stene o la repre__

sentagion de Stene de B por un campo.

En este cupftulo se ban mostrade apliceclones de relacicnes -

con condioiones sdicloneles. Lag difersntes algebras considera__

das nos hacen constatar ls existencia de un nduleo comin para ep

tudiar sistenas abstructos v conceptuales, coemo ge indied en el

capf{tulo dos. Esto estd conforme con la Teor{a General de Siste_

mas que busca la unificaocidn de la ciencia.
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CAPITULO 7
LI AL AR T L P A RYR T

FRICZ3®W =Z5TOCASTICE

En este dltiue capftuls trataremss a les prsceses este_
cistices €esie el punte de vigta de las &lgebras beslesnus _
de eventes aleaterles, censiderands el cass generzl, en el _
oual les eventes en las élstintas algebras besleinas) Y#iteT
sen interiependientes. 31 sourren independientemente, el d1_
gabra de tedos leg eventea, X, es un preducte besleans, Para
el case general ne usa el cencepte de reluclén bsslesna®, ol
cual es un suboenjunte del preducte beelerne que a su Vez es
um dlgebra beslesna, Fara Que se puedan eapecificar las rela
clones entre eventes em a.b's. Yi diferentes ea necesaris __
que cualquler elemente o evente aleatsrie®® de teda ilgebrn_
Yi» teoga un representante en el slgebra X, en el gentide de
que cada events en Yt es equivalente, ceme evente, 2 su re___
presentante enX. Eats permite que una medide do probabilidad
soebre X édetermine las cerrespenélentes reildam de prebaebill
dad sobée 1as Ygo Con base en el teoreun de Stene es pesible

ver la relecidén entre ambas representocienes (hememerfismes_

#Tgte csncepts ha s8lde defliniée por Servie T. Gulllen, en el
preyecte %526 Representacisn ée Sistewas de Eventes Aleate
ries mediante Algebras Zeslesnas™ Institute de Ingenier{a —

U.N.A. M.
s#Entendexes por events nleatorie aguel gque puede o ne egurrir,
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y wmapaes wedibles),

Tole OENERALIDADES , .

Un precess estecdatice ee define ceme una fanilia de_

variables aleatsrias, cads uns de J’.n cuales es un mapes

medible. De manera was explfcite, em un iarooeac esteods_

"tice ge censlderan:

1) Us cenjunte de {ndlces, T .,

2) Un cenjunte de eventes elementales,tL.

3) Pars cadak€l , un espacie de eventes elementales, _
S*,

4) Un oemps de coenjuntes de N , X .

5) Pars cadakt €T un camps de cenjuntes de 31, Yr.

6) Para ceda k€T un mapee medible (respecte de les osm
pos de cenjuntes X, Yx ), \ft ¢+ L—=>%.

7) Una medids e prebabllidad ssbra X, P.

Entiéndase que el precess estecdotice estd fermade per _
un cenjunte de mapess medibles N*:t&'\'& Y per la wedi
da de prebabilidad P .

7

b

En la anterlor definicién cada evente aleaterie es un
cenjunte fermade per eventes elementales mutusmenteexclu
yentes y oolectivuent'o exhauativea. Se puede observar _
también que esta representaclén, éel sigtema de eventes_
aleateries, esta desligada del cencepte de probnbilidni;
Podewes, sin embargs, netar que s‘{*:ﬂ_’Sti*ﬂ es la
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parte'ne aleateria (éeterminieta) del precess estecisti_
ce, la cual es equivalente a la definicién de siptema __
(omp. 3) csme una relacién cartesiuna. La cendicién de _
‘Mo, medfble e equlnlldl 4 Mt code bl
que cada n.pes !(t:.n.-»ﬁt/nlent-orio YyeYo 4 dende Y S,l.
tiene un representante en X, el oual es ‘(",'t (tj)c.fL, -
dende l(‘;‘ (‘5)6)(. e pucds demestrur gue sl ?’t es medl
ble, entences \"L'.Y,c-’rx es ud hewsnerfigne del curpe é=

i X
sventes de y,s/d%ﬁ;&naiJ Poxensrfisne 1“1{01&0 per la

funolén wedible Y.

Fntences, en un precess ewtocistice las funcisnes me_
d1bles sen directarente un wedels “determinista®™ del pro
€e50 y sus inverses, s tea, les cerrespondlentes hesxemep
fismep lnducides, dan una repreaentaci‘n del sigtexa de

eventes aleataries &Y,d* eT »

En relacién cen le anterler, cabe la pregunta de sl _
exliaten sistemas de eventes aleuteries que ne tengan ass
clade un medelo deterpinigta, es decir, platemas do sven
tes aleaterles que ne puedan representarse wedlante un _
precese estecdntics. La respuests & esta pregtnta es ne_
ga.tiva. para cuands se tlene uma U-algebra bseleana®; es_
te es el case que traba y le interesa a 1lé prebabillidad.
Sin embarge es interesante plantear g#xe puede ser repre

sentade en general un slatera de eventes aleaterles sin_

#Ver referancia #2% . Pags. 117 y 137.



91

reourrir & funcienes wedibles (lee cuales, ceme pe dije,

centienen en s{ a un medele determinista),

7.2, EVENTO3 ALEATORICS
Cene gabemes, un evente aleaterie es un evente que __
puede scurrir e ne. Besn *y*?th dlgebras besleanas _
‘guyes elementes se interpretan oeme eventes aleatorios.
Se desea encentrar rala&iones entre eventes em a.b. din_
tintas. En el a.b. preducte de lus { Yx‘teT cada even_
te en cualquier a.b. Y4 tlene un representante en el __
-preducte, por le que ol en esiaa.b. preaducte se elilinni
tedas las cemblnecienes impesibles, se ebtlene unaa.b, .
Per tante, sl h* ('s) es el representante en X del eventes
YeTs » entences h*’-h-)x es un hememerfismet
ht('j‘) :k‘; (3) el representante lo‘st'cs‘\;(‘s)
heldivdy)=he (4 Vhly) el representante do v,
presentantes
Nétese que “ﬁ*‘keT es un osnjunto indexade de suba’lgo_
bras de X; Se dlce Que el par H‘\*‘tﬂ"x t es una RE_
LAcION BOOLEANA mit
8) X es un algebra besleana
b) para ocada te&l, ht es un hememerfisme de Yt en X
¢) 1la unlén de tedas las subalgebras "u_.()'*)p keT, geng

raX.
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En particulsr st pera oula.te" ¢+ Y& o8 ura subdlgebra __
besleana de X y l'st'-Yr»)( es el mapes identiéad, entsnces
€l a.b, X ec una relaoién beslesna de § ¥, JpeT 811 01 _
par“‘\t\tg\». X% es una relacién besleana “&Y&Ske'\"

En el cuse Que les eventss en las dlstintaz a.b's., _
scurran independlentemente se tlene que ol cenjunte im___
dexado “'t }*e'r de subdlgebras de X es independiente® y
ge dice que el a.b. X ez el FRODUCTO BOOLEANO de “u. hn.
Ceme ge ve ente producte eg una clege particular de relg
olenes besleanas. Fuede tamblén definirse el preducte __
besleane ceme una relacisn beeleans H .ix\(t.e‘hpk‘ de _
{ ‘fth““r en la Que ozda honnorriano/;:f ’::igsj\;tt‘ '1:1.__.
dexade ‘; A'.*(Y,t)}te’t de subdlgebras de P es independien

te.

Se puede demestrar que tode cenjunte indexade {Y*}n-‘
de a.b. ne degeneradss tiene un preducte bosleans, el __
oual es- Unlce salve igemerfisres y Que t9da relscisn bos
leana epta determinaéa unfvecumente per un hememorfigmo_

subyeotive sobre el preducte heeleans,

#Un osnjunte indexade “\*\gg\- de pgubdlgebras beeleana de u
na a.be X eg Sndependiente sl para toda secuencla —
h*.'al*zj esrg }lt“l tal que hteht y)l'k-# Xy PRI tods —_—

X el =;k‘. ceeskyf s 26 cumple la desigualdsd Q“*#:%"
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7.3« MFDIDAS DE FROBABILIDAD
Una wedida de prebabliliéad sobre una a.b. X (denstada
por Py ) es una funolén real sobre X, Pys tal que
1) Plt) 2o para toda x eX
2) Px(e) =A
3) LiweX, XAY=F tuplien Blavy )= Py o)+ Bly)
doniee.;ﬁ son ol elemente unidad y el elemente cers

del a.b, X, resreotivamente.

Directsmente se puede verifioar que "t es un hememer_
f1sne 811 Py es una medlda de prebubilidad y la funcién_
real ?* sebre Y, definida per P 4= ’Px(kt(s)) '\‘\“Yt.
es una xedida de probabilidad sebre el a.b. Yt ; esta me_
d1ds se denemina medids marginel de probabilidad sebre _
Yx induclda per Px baje el hewemerfigme ‘\t'

} Una medida de prebabilidad sebre el sigtema
detﬂ .'X‘ o3 una funoidn real Paobre Y2XV (Y Yy)
Pe=Pl 5 RaPly**
tal que sus restricoclenes Ix=PiX y t=UlYy, para te
de eV, eon modidas de probabllidad sebre XyY,,xeTl, _
reapectlivamente, les ocuales se relacienan per

7
’pt(‘})=1)x(h*(‘j)) para tede YeY, , eV

SUn siatema de dlgebras beeleanss es un par & “\th&'\'. X} -
tal que X es una a.b., ¥ para cadat el , o es un henemerfis

me ae Y, enX.

##Zgtas prebabllidedes se deneminan INDUCIDAS per la medida P
sebre el sistema | {h, { cve X} -
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La anterior cendicién ectablecs que la prebabllidsd _
de oada Ye yt,xeT + 8 igual a la de su repregentante _

| he(yyeX.

Te4s RELACIONES ENTRE LAS DOS REFRESENTACIOHES

Come hemes vigte, cada proceso estecdatice puede ger
conglderads cemo un cenjunte lndexede de homomorfischmes _
entre algebras beeleanas; 1@ cuel se puede entender pop
Que teda a.b, X es isomorfa ‘el caxpe de tedes log sub__
cen Juntes ablertes-cerrades de un espacle cempacte tets}
mente descenectado, el oual ce denenina un Eapacle de _
Stene del a.b, X yoaiue en este espaclie tode hememerfisme

es inducide per una funclén medible.

Cen base en le anterler se puede prebar que en oual _
quier relsolén besleana “k*‘te‘t'xi de f)',tf*u, —
las a.b. Y& ¥ X se pueden representar por ocampes ée sub_
cenjuntea de espacles St. Sx: respectivarente, y henexop
Tignes l\k‘.f*-ﬂ( psr funclenea 5‘:3{'5,,, cada una de las_

cuales debe ser una funcién wedible.

Per \ltime, @ partir del resultués de Stene ge puede_
prebar la csrrespondencliae biun{veca entre las relaciocnes
beeleanas de &Ydte'r y las relacionep curteslanans de _
’ St‘te‘f o sea, csda relacién bosleana de 4 Y& fx et tie

ne per eshacis de Stene a una relwolén cartesisna de

{Sthﬁ ; en particular, el prsdiucte beoleans de
’Yt ‘t o1 tlene per ecpaclie de Stone al producte carte
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tiane de 4 gt th" o

Esta Ultima aplicecidn ha eido considerads aquf porque mues__
t:n la utilizaeidn de las dlpebras boolesnas & un aspects muy ip
portante de log sistemas, que es su comportamiento aleatorio. Eg

to se presenta préctlcamento en ouaslquier alstemg, independlente

mente de av naturslezs.




96
CONCLUSIONES

En el dosarpollo de esta teals esperamos haber mostrado __
que la Teor{a de Relaciones contiene oogoeptOs generales que, _
al hecrlos intervenir expl{citamente en la formulaoidm de una _
gran variedad de problemas, permiten una visidn, unificadora de
~ temas lmportantes que pueden considerarse dentro del dmbito ae

1s Teorfa General de 3istemas.

Lo anterior nollignlrioa que la Teoria de Relaciones sea _
suficlente para llegar & una Teor{a General de 3istemas verdadg

ramente uniriundi. sl es que énto pudiera lograrse algin afa,

Congideramos que algunas de las ldeas expuestas en esta tg
sis podrfan tener aplloacidn en la eussfianza de clertos temas _
que tradioclionalmente ses pregentan eé forma separada, ain ocone_

xiones.

Hay Que hacer notar que esta tesis se restringe a temas u_
sualmente dentro del ourrieulum de las mestrf{as en ingenieria ,
por 10 que no :a exhaustive en ouanto a los usos de la Teor{s _
de Relagiones dentro de 1a Teor{a General de 3istemas. Esto ir{
a mis alld de los objetivos y aloances propuestés. As{, no se _
oonsidera por ejemplo la Teoris de la Medloidn, 1a oual se aong
truye sobre bases algo sinllﬁfou o las de la Teor{a de Deocislo_
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