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1. INTRODUCCION

Durante los Gltimos 20 afios, uno de los principales cbhjetivos
a los gue se han enfocado las matemdticas y la ingenierfa es
el anélisis de problemas de toma de decisiones en sistemas

fisicos y organizaci es. Esta tendencia fue inspirada ori
- U . N -

ginalmente por los beneficios econfmicos resultantes del buen
uso de los recursos escasos y por la demostracibn de que el
andlisis de este tipc de problemas podrfa hacerse en forma ma
temdtica para incrementar dichos beneficios con base en mejo-

res decisiones.

La aparicibdn de las computadoras digitales contribuyd, tam-
bi&n, al desarrollo de este andlisis, ya que permitid la im-
plantacién e integracién de sistemas de gran escala, revolu-
cioné las matem&ticas aplicadas y facilit6 la resolucién de

problemas complejos.

El concepto de decisidn 6ptima aparece come el enfogue funda-
mental en la formulacién de problemas de decisidén. Con este
enfogue una cantidad que resume el comportamiento de la deci-
5i6n, es aislado y optimizado, mediante la seleccibn propia
entre las alternativas disponibles. La decisibn 6ptima es to
mada como la solucibén al problema de decisién. Es obvia la
limitacién que se tiene, debida a la necesidad de seleccionar
un objetivo Gnico con el cual se midan los resultados; sin em-
bargo, la optimizacién ha demostrado su utilidad como una he-
rramienta para el anilisis y estd firmemente cimentada en el

campo de la toma de decisiones. ,



En el desarrollo actual de la optimizacibn en los problemas
de decisi6n, las técnicas cldsicas han sido reexaminadas, ex-
tendidas, a veces redescubiertas y aplicadas a problemas dife
rentes de los que las motiv6. Se ha profundizado en la teo-
ria,y nuevas técnicas han sido desarrolladas: la computaci6n
ha desechado muchas técnicas obsoletas y ha hecho a otras que
anteriormente eran impréicticas, factibles y eficientes. Hoy
en dfa, el estudio de la optimizacibén como un tépico indepen-

diente, es visto como una rama de las matem&ticas aplicadas.

Hay una gran variedad de problemas que pueden ser formulados
como de optimizacién. Una clase importante de estos, son
aquéllos en los que se involucra a un sistema dindmico. Los

problemas de control pertenecen a esta clase.

Existe otra teorfa, el control 6ptimo, desarrollada paralela-
mente a la optimizacibn gue establece los fundamentos matemd

ticos para resolver especificamente problemas de control.

Un problema de control puede caracterizarse como sigue: Un
sistema a controlar, un objetivo deseado, un conjunto de con
troles y una medida de costos o efectividad de las acciones

dé control.

Ambas teorfas, la optimizaci6n y el control 6ptimo, tienen
resultados equivalentes pero obtenidos partiendo de bases

diferentes.

El propbsito de esta tésis es presentar las condiciones nece

sarias para los problemas de control, en los cuales el con-



trol estd restringido a un conjunto dado, resultado conocido
como el principio del mdximo de Pontryagin, y llegar a esta-
blecer equivalentemente dichas condiciones partiendo de las

dos teorias mencionadas: la optimizacién y el control 6ptimo.

Para ilustrar la variedad de problemas que pueden formularse
como de optimizacidn 6 control y gue pueden ser resueltos apli
cando el principio m&ximo de Pontryagin, se presentan algunos

ejemplos a continuacibn:

1) Problema del cohete. Considere el problema de seleccionar
un programa de lanzamiento u{t) para el ascenso vertical
de un cohete, el cual estd finicamente sujeto a las fuerzas
de gravedad y de lanzamiento y el objetivo es alcanzar una
altura determinada con una utilizaci6n minima de combusti-

ble.

Suponiendo masa unitaria, gravedad unitaria fijas y condi-
ciones inicjales cero, la altura x(t) es gobernada por la

ecuacién diferencial:
R(t) = ult) -~ 1 x(0) = x(0) = 0

.La altura a alcanzar es x(T) = 1, minimizando el consumo -

de combustible:
T
S lu(t) | at
0
El tiempo final T no estd especificado, pero el enfogue del

problema es resolverlo para cada T fija y entonces minimi-

zar con respecto a T.



2) Problema del pozo petrolero. Una compafifa petrolera tiene
localizado un yacimiento petrolifero, el cual tiene una ca
pacidad o . Se desea determinar el programa de extraccién
a largo plazo tal gue se maximice el beneficio total des~

contado.

El problema consiste en encontrar la funcibn integrable x
sobre [p,w) gue representa la tasa de extraccién tal que se

maximice
«
S F [x(t)]v(t) dt
0

sujeto a

S x(t) dt < a x(t) >0
0

F [ x]] representa la tasa de beneficio asociado con la tasa

de extraccibn x, esta funci6n puede considerarse como estric-
tamente cbncava y creciente sobre [0,«) y F [[07]"= 0. La fun
cibn v(t) representa el factor de descuento y puede suponerse
que es continua, positiva, estrictamente decreciente hacia ce

ro e integrable sobre [0,«).

3) Problema de asignacién del granjero. Un granjero produce
un sélo cultivo, digamos trigo. Después de la cosecha debe
almacenarlo o venderlo y reinvertir comprando tierra adi-
cional y equipo para incrementar su tasa de produccibn.

El granjero desea maximizar la cantidad total almacenada

al tiempo T.




Sea: x.(t) = la tasa de produccién

"1
xz(t) = la tasa de reinversién

x3(t) = la tasa de almacenamiento

supongamos:

Lt
*
v
(=]

kl(t) = xz(t) P xl(O)

xz(t) + x3(t) = xl(t)

v
o

x (8} 2 0, x,(€) 2 0, xy(E) >

El granjero desea operar de tal forma de maximizar:

x,{t) dt
0 3

4) Planeacibén de la produccibn. Una empresa que produce cier-
to producto desea planear su programa de produccién sobre
un cierto periodo de una manera Optima. Se supone que una
funcién de demanda sobre el perfodo es conocida y que esta
demanda debe ser satisfecha. El exceso de inventario debe
ser almacenado y el costo de almacenamiento es proporcio-
nal a la cantidad almacenada. Existe un costo de produccibn
asociado con cada tasa de produccién. Sea x(t) la existen-
cia disponible al tiempo t, r(t) la tasa de produccibn al
tiempo t v d({t) la demanda al tiempo t, el sistema de pro-

duccibn puede ser descrito por:

%X(t) = r(t) - d(t) , dado x(0)



y se desea éﬁcbﬁttax:iéffuhéiénbr ‘tal que: satisfaga:

r(t) >0 :
t ’ SRR P para 0 < t < T
x(0) + SO [x{c) -:d(g)]dg = x(t) >0 - =

¥ que minimice el costo:
T
J = S {c[x(e)] + h.x(t)]dt
o

donde ¢ [(r7] es la tasa del costo de produccibn para el
nivel de produccién r y h.x es la tasa de costo de inven-

tario para el nivel de inventario x.

5} La implantacifn de un algoritmo para la optimizaci6n de pro
blemas de control no lineales. Este algoritmo consiste en
la linealizacién de la solucibn del problema no lineal de
control no 6ptimo, mediante iteraciones sucesivas basadas -
en la aplicacibén de técnicas de optimizacién lineal, de ma~
nera que se obtenga un sistema 6ptimo no lineal. La solucibn
lineal es obtenida mediante la aplicaci6n del principio -
maximo de Pontryagin. (Tesis de Maestria. Sohler, Jerome
Francis. California University. LOs Angeles. Dept. of

Engineering).

Este trabajo estd desarrollado de la siguiete forma: en el
capitulo 2, se presentan los fundamentos matemiticos y los
conceptos bidsicos de Optimizacibn, necesarios para el desarxro

1lo de las demostraciones del Principio mdximo de Pontryagin.



En el capitulo 3, se desarrolla la demostracién del principio
con las bases tebricas de la optimizaci6n. Y en el capftulo 4
se hace la demostracibn correspondiente a la teorfia de control

Sptimo.

Deseo expresar mi agradecimiento al Dr. Sergio Fuentes Maya
por el apoyo y ensehanzas recibidas y por la supervisibn y
direccibn de este trabajo. Ya la Sra. Cristina Arias Gonz&lez

por la excelente labor mecanogrifica que realizé.




2. FUNDAMENTCS MATEMATICOS Y CONCEPTOS BASICOS DE OPTIMIZACION

2.1 Introduccidn

En el presente capitulo se establecen los fundamentos matemi-
ticos y los conceptos bésicos de optimizacibn necesarios para
el desarrollo de las demostraciones del principio mi&ximo de
Pontryagin. El desarrcllo del mismo es comc sigue: En las dos
primeras secciones de este capftulo, 2.2 y 2.3 se introducen
los conceptos de espacio vectorial y algunas de sus propieda-
des; se definen los subespacios, variedad lineal y convexidad.
En las secciones subsiguientes, 2.4 a 2.10 se discute las pro
piedades b&sicas de espacios lineales normados. Se establece
el concepto de norma y se definen propiedades analiticas y
topolbgicas como convergencia y conjuntos abiertos y cerrados.
Bn las secciones 2.11, 2.12 y 2.13, se introducen los concep-
tos de funcional lineal, espacios duales y el Teorema de
Hahn~Banach. Estos conceptos son bisicos para la teoria de
optimizacién, de hecho el teorema de Hahn-Banach es donside-
rado uno de los resultados méds importantes para dicha teoria.
En las secciones 2.14 y 2.15 se estudia los operadores linea
les y adjuntos, los cuales son esenciales para un enfogue més
profundo de problemas de optimizacifn y permiten la mejor
aplicacibén de los principios de ésta en situaciones complica
das. En las Gltimas secciones, 2.16, 2.17 y 2.18 se presentan
las generalizaciones de los conceptos de diferenciales, deri-

vadas e integrales.



2.2 Eégécios.vectoriales

Asociado ‘con cada espacio vectorial, hay un cornjunto de esca
lares que es usado para definir la multiplicacibén por escala
res sobhre el espacio. Durante el desarrollo de este trabajo

tomaremos este conjunto de escalares como el conjunto de los

nfimeros reales, denotado R,

Deiinicidn: Un espacio vectorial X (o bien, espacio vecto-

rial lineal X) es un conjunto de elementos llamados vectores,
junto con dos operaciones. La primera es la suma la cual asgo
cia con cualesquiera par de vectores x, y de'X un vector
x+y de X, llamado la suma de "x" y "y". La segunda multipli-
cacibén por un escalar la cual asocia con cualquier vector x
de X y un escalar @, un vector ox; llamado la multiplicacibn
escalar de x por «. El conjunto X y las operaciones de adi-
cibn y multiplicacifn escalar satisfacen ademds, los siguien

tes axiomas:

l. x4+ y=y+x (ley conmutativa)
2. (x+y) +2z=x+ (y+z) (ley asociativa)
3, Existe un vector nulo 8 en X
tal gue x+6=x, para toda x en X
4. d(x+t) = axtay
(leyes distributivas)
5. (at+B)x = ax+8x

6; (aB)x = a(Bx) (ley asociativa)

[
k]

7. 6x =8 ;o1x
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Algunos ejemplos de espacios vectoriales son:

Ejemplo 1. El conjunto de los nlmeros reales. Con la opera-

cifn suma definida de la manera usual y la multiplicacibn es
calar como la multiplicacién ordinaria. El vector nulo es el
nmero real cero. Las propiedades de suma ordinaria y multi-
plicacién de nGmeros reales, satisfacen los axiomas de la de

finicibn de espacios vectoriales.

Ejemplo 2. Una extensifn del ejemplo anterior es el espacio
coordenado real de dimensifn n. Los vectores en este espacio
consisten de arreglos de n nmeros reales, tal que un vector

tfpico tendrd la forma ; x = (51, §2,..., §n).

El nGmero real §k seré referenciado como el k-é€simo componen
te del vector, Dos vectores ser&n iguales si sus correspon-
dientes componentes son iguales. Fl vector nulo est& defini~
do como;

6 = (0,0,...,0). 51 x = (51,§2,...,§ )

n

Yy y = (nl,nz,...,nn), el vector x+y estard definido como el
arreglo de n nmeros reales donde el k-8&simo elemento serd
igual a §k + Ny - El vector ax, donde o es un escalar (real),
serid un arreglo de n nimeros reales donde el k-&simo elemento
serd igual a a§k. Los axiomas de la definicibén se verifican
comprobando la igualdad entre componentes. Este espacio coor=-

denado real n~dimensional es denotado por R".
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Ejemplo 3. La coleccifn de todas las funciones continuas de
finidas sobre el intervalo real [a,b], denotado c[a,b], for
man un espacio vectorial. Diremos que x =y, si x(t) = y(t)

para t en [a,b]. El vector nulo seri la funcién que es igual

a cero sobre [a,b], 6 sea £(t) = 0 para t en [a,b].
Definiremos la suma {x+y) (t) = x(t) + y(t) y el producto es-~
calar (ax) (t) = ax(t).

Este espacio es conocido como el espacio vectorial de las

funciones continuas sobre [a,b].

Definiciln. Sean X y Y espacios vectoriales, definidos sobre

el mismo campo de escalares. Entonces el nroducto cartesiano

de X y ¥, denotado X x Y consiste de la colecci6én de pares
ordenados (x,y) con 'x" en X, "y" en Y, La adici6én y produc-

to escalar estardn definidos sobre: X x Y como:
(29,¥90) + {Xg,¥,) = (i4%,5,¥,4y,) ¥ alx,y) = (ax,ay)

Obviamente, este espacio, producto cartesiano, es consistente
con los axiomas de espacio vectorial y es en si un espacio
vectorial, Esta definicifn se puede generalizar f&cilmente

para el producto de n espacios vectoriales.

pefinicién. Un subconjunto no vacfo M de un espacio vecto-
rial X es llamado un subespacio de X sl cada vector de la
forma ax + By estd en M siempre que x,y estén en M. o,B son

escalares,




12

Ya que al menos debe de tener un elemento, y por definicién
debe contener a 0Ox = 6, entonces cada subespacio contiene al

vector nulo.

Un subespacio de un espacio vectorial es en si mismo un espa

cio vectorial,

Definicifn; La traslacién de un subespacio se le denomina =~

como variedad lineal (6 subespacio a2fin). Una variedad lineal

V puede ser escrita como V = Xp + M, donde M es un subespacio.
Fn esta representacifn &l subespacio M es Gnico pero cualquier

vector en V puede servir como Xp

Pefinicibén: Un conjunto K en un espacio vectorial, se dice
gue es convexo si dados Xy1%, en K, todos los puntos de la

forma ax,+(l-a)x, con 0< a< 1, estdn en K.
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2.3 Espacios lineales normados

Los axiomas de los espacios vectoriales, solamente describen
propiedades algebrdicas de los elementos del espacio: suma,
multiplicacién escalar y combinaci6n de ellos. Sin embargo,
lo gue no se toma en cuenta son conceptos topolbgicos como
apertura, cerradura, convergencla y completez, ZIstos se pue
den incluir mediante la introduccién del concepto de medida

de la distancia en un espacio vectorial.

Definicidn: Un espacio vectorial normado (o bien espacio vec

torial lineal normado) es un espacio vectorial X sobre el
cual estd definida una funcibn que mapea a cada elemento x

en X a un nfmero real ||x||, llamado la norma de x,

La norma satisface los siguientes axiomas:

1. |]x|] > 0 para toda x en X, ||x]| = 0 sf y s6lo si x = &
2. |Ix+yl] < llxl| + |ly]| para toda x, y en X
3. Jex}| = Ja] « []x]] para cualquier escalar ¢ y cual

quier x en X.

Como se ve, la norma es una abstraccifén de nuestro concepto

usual de medida de distancta.

Ejemplos;
1) El espacio vectorial de los nfimeros reales con la norma
definida como el valor absoluto |.|, que cumple los axio

mas de norma, es entonces un espacio normado.



14

2) El espacio Rn, donde x = (51,52}.-.,55) tiehé COmO norma:
lx|] = (.21 }5i|z) , donde_eété norma: cumple los axio-
mas corre;;ondientes,es por tanto,taﬁbiénvun espacio nor-
mado.

3) Otro espacio normado es C[a,b], que consiste de todas las
funciones continuas sobre el intervalo real {a,b] y tiene

como norma de x : [|x|] = max {|x(t)] ; a <t < b}

2,4 Conjuntos abiertos y cerrados

Definicién. Sea P un subconjuntc de un espacio normado X.

El punto peP se dice que es un punto interior de P si existe
una £>0 tal gue todos los vectores ¥, gue satisfacen ||X‘P|]<E
son también elementos de P. La coleccidén de todos los puntos

<
interiores de P se llama Interior de P y se denota P.

Introduciremos la notacién S{x,e) para la esfera (o también:

vecindad o bola) ablerta centrada en x y radie ejesto es:
S(x,e) = {y:]|x-7]|<e}
Definicibn: Un conjnnto'P se dice gue @s abierto si P = P

Definicifn: Un punto xeX se dice gque es un punto de cerradura

de un conjunto P =i dado e>0, existe un punto p en P que
satisface ||x-p|{<e. La coleccién de todos los puntos de

cerradura de P es llamada la cerradura de ¥ y se denota P.

Definicibn: Un conjunto P se dice gue es cerrado si P = P,

Un conjunto es cerrado si su complemento es abierto.
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Las siguientes dos proposiciones, son complementarias y sus
pruebas se pueden encontrar en cualquier libro de Andlisis

Matemdtico.

Proposici6n 1. La interseccifén de un nGmero finito de conjun
tos abiertos es abierta. La unién de una coleccifn arbitra-

ria de conjuntos ablertos es ablerta,

Proposicién 2. La unibén de un nfimero finito de conjuntos ce-
rrados es cerrada. La intersecci6fn de una coleccifn arbitra-

ria de conjuntos cerrados es cerrada.

2.5 Convergencia

Definicibn: En un espacio lineal normado una sucesibn infi~-
nita de vectores (xn} se dice que converge al vector x, si
la sucesi6n de nimeros reales {||x-x ||} converge a cero.

En este caso, se escribe R 1.
Otra manera de definir convergencia es en términos de esferas.

Definicién: Una sucesibn {xn} converge a x si y sblo si dado
e»0; la esfera £(x,e) contiene a x, para toda n mayor gque

algln nmero N,

Dos resultados directos de esta definicién son las siguientes

proposiciones;

Proposicién 1. Si x ——=X, Se sigue que ENEE EEI
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Proposici6n 2. Si una sucesibn.converge, su limite es Gnico.

Ahora con la nocibn de convergencia definida, podremos demos

trar la siguiente proposicién:

Proposici6bn 3. Un conjunto I es cerrado si y s6lo si toda su

cesibn convergente con elementos en F tiene su lfimite en F.

Prueba: El limite de una sucesibn de F es un punto de cerra-
dura de F y por tanto debe estar contenido en F, ya que F es

cerrada.

Supongamos ahora gue F no es cerrado. Entonces hay un punto

de cerradura X gue no esté en F.

Sea x_ en F tal que ]Ixn—x||<’/n, esta x  existe ya que x es
un punto de cerradura de F. La sucesién {xn}——>x Yy X no esté

en F, lo cual es una contradiccibn.

2.6 Transformaciones y Continuidad

Definicién: Sean X y Y espacios vectoriales y D un subconjunto
de X, Una regla gue asocia a cada elemento x en D un elemento
y-en ¥ se dice gue es una transformacién de X a Y con dominio

D..Si y corresponde a x bajo T, escribiremos y = T(x).

Si para cada y en Y existe a lo mis una x en D para el cual

T{x) = y, la transformacién T se dice que es uno_a uno.

£i para cada y en Y existe al menos una ¥ en D para la cual

T{x) = y, T se dird que es sobre.
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Definici6n: Una transformacibén del espacio vectorial X al

espacio de los Reales se dice que es un funcional sobre X.

Definicifn: Una transformacién T gue mapea un vector del
espacio X a un vector del espacio Y se dice que es lineal
si para toda Xqr¥, €n X,y para cualesguiera escalares LD
tenemos:

T(u1 X) + e, x2)= ulT(xl) + uzT(xz)
Al definir transformaciones, se considera gue los mapeos
son de un espacio abstracto a otro. Ahora si tomamos espa-
cios en la definicifn, gue sean normados, entonces serd po-

sible definir el concepto de continuidad.

Definici6n; Una transformacifn que mapea un espacio normado
X a un espacio normado Y es continua en Xy en X,si para cada

e>0, existe §>0 tal (ue:

x~x~]1<8  implica que T (x)~T(x,) || <e
0 V]

Hay gue notar gue la continuidad depende de gue ambos espa-

cios X y Y sean normados.

Si T es continua en cada punto Xy de X, diremos que T es

coritinua en todo X o mis simplemente que T es continua.

Una caracterizacién de continuidad, que ser& muy dtil en la

demostracién de continuidad de transformaciones es la siguiente:
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Proposicifn 1: Una transformacifn que mapea un espacio norma

do X a otro espacio normado Y, es continua en el punto x. si

0
y solo si X—eXq implica T(xn)————'r(x).

2.7 Espacios de Banach

Definicién: Una sucesién {xn} en un espacio normado se dice
que es una sucesién de Cauchy si ||x ~x||-—0 cuando n m~—=;
i.e. dado ¢>0, existe un entero N, tal que 'Ixr—xn|[<s

1 "

para toda n,m>N

En un espacio normado, cualquier sucesifn convergente es suce
si6n de . Cauchy, ya que si X, ~=%, entonces:

el | o= [xpmsisxy s [l x] |+ | lx=x, || —=0
Sin embargo, en general, una sucesifn de Cauchy puede no ser

convergente,

Los espacios normados en los cuales, toda sucesifén de Cauchy
es convergente son de particular interés. En esos espacios
es posible identificar a las sucesiones convergentes sin iden-

tificar explicitamente a sus limites.

pefinicién: Un espacio vectorial normado X es completo o de

Banach si toda sucesibn de Cauchy en X,tiene su limite en X.
Lema 1, Una sucesidn de Cauchy es acotada.

Prueba: Sea {xq} una sucesién de Cauchy y sea N un entero

tal que ||x -xg|{<1 para n>N.
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Para n>N,fteneﬁo§{;
Hxall = Hxgmsgingl | s Hgmg b1+ Hgl 1< gyl |+ 2

Teorema: En un espacio de Banach un subconjunto es completo

si y solo si es cerrado.

Prueba: Si el subconjunto es completo, es obviamente cerrado
ya que cada sucesibn convergente tiene su lfmite en el sub-

conjunto. Por otro lado, cade sucesifn de Cauchy del subcon
junto tiene su limite en el espacio (ya que este es Banach).

Y por cerradura, debe estar en el subconjunto.

Definicifn: Un conjunto X en un espacio normado X se dice que
es compacto si para toda sucesifn arbitraria {xi} en K, exis-

te una subsucesién {xi } que converge a un elemento x de K.
n

En dimensiones finitas, compacto equivale a cerrado y_acotado,

pero en general no es verdad cuando se habla de éspacjos nor-
mados. Sin embargo, todo conjunto compacto K debe ser completo
ya gque cualquier sucesifn de Cauchy de K debe tener su limite

en K.

2.8 Espacios Cocilente

Definicidén: Sea M un sulespacio de un espacio vectorial .

Dos elementos Xqs Xy €D X se dice cue son equivalentes modulo :

si X "X, estéd en M. En tal caso escribiremos Ny E Xy
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Puede ser comprobado que esta es una relacifn de equivalencia
y como tal, particiona el espacio X en conjuntos disjuntos 6

clases. Estas clases son llamadas clases de eguivalencia

(cosets en ingl€s). Dada una x en X, esta pertenece a una fni
ca clase de eguivalencla de M, que denotaremos Eﬂ, y gue con

siste de:

Definicibn: Sea M un subespacio de un espacio vectcrial X.
El espacio cociente X/M consiste de todas las clases de equi-
valencia de M; con la suma y producto por un escalar defini-

dos por:
IxJ+ [x,] = [xgtx;] v e[x;] = [ex,] , respectivamente.

Definicibn: Definimos la norma de una clase de equivalencia
en X/M como:

Il x] Il = inf {{|xtm|}| ; m en M}

i.e, || [x] || es el fnfimo de las normas de todos los elemen

tos en la clase de ecuivalencia [x].

Proposicibn 1. Sea X un espacio de Banach, i un subespacio
cerrado de X, y X/M el espacio cociente con la norma definida

como la anterior. Entonces X/M es también un espacio de Banach.

2.9 Densidad y Separabilidad

Definicibn: Un conjunto D se dice que es denso en un espacio

normado X si pafa cada elemento x en X y cada e>0 existe d en
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D tal que ||x-a]l}<e.

Si D es denso en X, existen puntos de D arbitrariamente cer-
canos a cada X en X. Entonces dado x, una sucesifn puede ser

construida de D, gue sea convergente a X.
Una definicién equivalente a la anterior es la siguiente:

Definicibn: D es denso en X si 5, la cerradura de D, es X.

Definicidn: Un conjunto = se dice gue es denso en ninguna
J 4 AL LT A1 2 0
parte en un espacio normado X, 3i E no contiene ningtn con-

junto abierto.

Definicifn: Un espacio normado es separable si contiene un

conjunto denso cue sea contable.

2.10 Isomorfismo e Isometria

Definicibn: Dos espacios lineales normados, X y Y se dice
cue son isombBrficos si existe un mapeo T, uno a uno, de X a

¥, tal gue T(ogXg + 0,0,) = & T(xy) + a,T{(x,)

Definicibn: Dos espacios normados, X y Y, se dice que son

isometricamente isombérficos si son isombrficos y si el ma-

peo uno a uno, T, satisface:
Hrea || = x|

2.11 Funcionales lineales

Definicibn: Un funcional en un espacio vectorial X es lineal
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si para—'cualeéquiefé,dés vectores X, y en X y éualesqﬁiera

dos escalares ay$; vs'e sostiene qué:
£ (ax+By) = of (R)+BE(y)

Proposicién 1. Si-un funcional lineal en un espacio normado
X es continuo en un punto, entonces es continuo en todo el

espacio X.

Prueba, Sea f funcional lineal y continuo en x, en X. Sea

0
{xn} una sucesién de X gue converge a x en X. Entonces por

la linealidad de f:
[E ) -£x) | = JE @ HE (=) =£ () =£ (x) | = | £ 0 =xbx) = () |

COMmo : Xs——+X
n

entonces: xn—x—~0

0%

y como: £ es continua en x

por lo tanto: X, XX

0
tenemos: f (xn-x+x0)_..-f (xo)
o sea: f(xn—xj!-xo) - f(xo)——>0

lo que implica: |£{x )-£(x)| = |£(x ~x+x4) -£(xy) =0

lo que demuestra qgue f es continua para cualquier x en X.

O sea f\es continua en X.

Definicibn: Un funcional £ en un espacio normado es acotado
si existe una constante M tal que |£(x)| < M |]|x|| para

toda x en X.
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La constante M gue es la més pequefia es llamada la norma del

funcional £, y formalmente la definiremos:

Definicifn: La norma de el funcional £ denotada ||f]|| esta

dada por:

JIEl] = inf {#:}£(x) ] L }|x}|, para toda x en X}
de otra manera:

HEI] = sup {|Ex)| / ||x]|]; xex}

Proposicién 2: Un funcional lineal en un espacio normado es

acotado si y s6lo si es continuo.

?rueba: Supongamos primero que el funcional £ es acotado.
Sea M tal que |£(x)]< M ||x|| para toda x en X. Entonces, si
x, 8, tenemos |f(xn)| <M ||x [|—=0. Entonces,f es conti
nuo en €. Por lo tanto es continuo en todo el espacio.

Supongamos ahora cue £ es continua en 6. Entonces existe una
6>0 tal gue J£(x)| < 1 para ||x|]<8. Ya que para toda x en X

diferente de cero, 8x/||x|| tiene su norma igual a §, tenemos:

[ ] = [/ =l dixllzan] = Jeex/[x[1) | [I=llss] |
= e@x/x] ] . Jxl]/s
y como; ||6x/]|x|| ||38 entonces [£(sx/||x|[)] <1

por lo tanto: |f(x)}| < [|x]|/ s
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Haciehdo M = 1/¢, vemos que es una cota para f. Los funcio-
nales lineales en un espacio vectorial pueden ser vistos co
mo elementos de un espacio vectorial; definiendo la adicifén
y multiplicacifn por un escalar como sigue: Dados dos fun-
cionales f:L y f2 en un espacio vectorial X, definimos su
suma fl + f2 como el funcional en ¥ dado por (f1+f2) (x)

fl(x) + fz(x) para toda x en X.

Similarmente dado un funcional lineal f, definimos af por
o £(x) = aff(x)]. E1l elemento nulo de este espacio de fun-
cionales lineales es el funcional que es idéntico a cero so

bre X.

Definicibn: Sea X un espacio vectorial normado. El espacio

de todos los funcionales lineales acotados (i.e. continuos)

*
de X es llamado el dual de X, y es denotado por X .

. *
La norma de un elemento £ en X es:

[1£1] = sup {]eex)] 5 |ix|| < 1}
= sup {J£00)] i [|x|] = 1}
= sup {]£)] / Iix]] ; x4 81}

= Inf {M:|£(x)| < M||x|| ; para toda x en X}

El valor del funcilonal lineal x* en X* en el punto x en X

es denotado por x*(x) 6 por la siguiente notacibn: <x,x*>.

Teorema: X* es un espacio de Banach,
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Prueba: Eemos visto que X* es un espacio normado, por lo gque
Gnicamente demostraremos que es completo, Sea {x;} una suce-
sién de Cauchy en x*. Esto significa que ||x;—x;|L—;0,cuando
n,m —>, Ahora para cualquier x en X, {x:(x)} es una sucesibn

de Cauchy ya que : |x}(x)-x*(x)| < |lxx-xx{| . [Ix[].

Por tanto para cada x, existe un escalar x*(x) tal gue
.{x;(x)]——-x*(x), por cue la sucesifn (xn(x)} estd definida
en los reales, que es completo, ©1 funcional x* definido so-
bre todo X es lineal ya cue x*(cx + By) = 1im x*{ax + By) =
1om faxx(x) + Bx*(y)] = a lim x*(x) +8 lfm x* (y) = ax*(x) +
Bx*(y).

Bhora ya que'{x;} es Cauchy, dado €>0, existe una M tal que:

ng(x)wx&(x)] < |[x;~xﬁ|| |1x1| < ¢ }|x|| para toda n,m > M

y toda x; pero ya que x;(x)——>x*(x) tenemos qué:

Prex () =xt (x) | < J% () =32 () {2 (%) =% % (%) |

< ety G [+ Lazmaa || ]
jx*(x)-x*(x}} < e/2  ||x||s para toda n > M,
gl | [1xl1 < e/2 1] 5 para toda n,mom,

Sea M=max {Ml’Mé}

S lxr ) expx) | < e/2 [|x]fte/2 ||x|]jpara m > u

<e |lxl]; param>n
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Enfénées;‘
Jxx(x) )= xf(x)—xa(x)ixg(x)li[x%(Q);*;k*)!+[x§(x)l<éflx|[ +
IS

R S IR AP A PR T E N

Por lo gue x* es un funcional lineal acotado.

Adem&s, como ix*(x)—xﬁ(x)l <t ||x|] param > M

y para toda x.
Jx* (%) -x*(x) | :
o param > M

entonces ———-
I‘Xll Yy para toda X.
sup Ix*(x)_xa(X)l < € param > M
xt0 =l
R lix* - =2} < e param > M

por lo tanto xﬁ———x*. Lo que termina la prueba.

2.12 Extensibn de funcionales lineales (Teorema de Hahn=-Banach)

El teorema de Hahn-Banach, es el mds importante teorema para

el estudio de optimizacién en espacios lineales.

Definicidn: Sea £ un funcional lineal definido sobre un sub-
espacio M de un espacio vectorial X. Un funcional lineal F
se dice que es una extensibn de £, si F es definida sobre un

subespacio N gue contiene a My si sobre M,



F es idéntico a f. En tal caso, diremos que F es una exten-

sibn de M a N.

En otros términos, el teorema de Hahn-Banach establece que
un funcional lineal acotado f definido solamente sobre el
sub~espacio M de un espacio normado, pusde ser extendido a
un funcional lineal acotado F definidoc sobre el espacio com
pleto y con norma icual a la norma de I sobre M.

i.e,

LRI = Tl£lly = swp {J2m] |Im|| : m en 1}

bPefinicién: Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto

M sobre el cual estd definido un crdenamiento parcial, esto
es, una relacifn binaria la cual es escrita < y satisface

las condiciones:

i) a < a para toda 2 en M (Reflexividad)

ii) si a

iA

B
b y b < a, entonces a=b {Antisimetria)
b

iii) 5i a

A

1
4
A

< ¢, entonces a<c (Transitividad)

"Parcialmente" enfatiza que M puede contener elementos a y b
para los cuales no se cumple ni a < b, ni b < a. En tal caso

ay b son llamados elementos incomparables. En contraste,dos

elementos a y b son llamados elementos comparables si ellos

satisfacen a < b &6 b < a (6 ambos).

Un conjunto totalmente ordenado o cadena, es un conjunto par

cialmente ordenado, tal que, para todo par de elementos del

conjunto, son caomparables. En otras palabras, una cadena es
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un conjunto parcialmente ordenado, que no tiene elementos in-

comparables.

Definicibn: Una cota superior de un subconjunto W de un con-

junto parcialmente ordenado M, es un elemento u en M, tal que:
x < para toda x en W
Dependiendo de M y W, esta u puede 6 no existir.

Definicifn: Un elemento maximal de M es una m en M, tal que:

m < x implica que x = m

Otra vez, M puede no tener elementos méximos. Note, sin em-
bargo, que un elemento méximo no necesariamente es una cota

superior.

Ejemplos:

Nfimeros Reales: Sea M el conjunto de todog los némeros rea-
les, y sea x < y en el sentido usual. M es totalmente ordena
do. M no tiene elementos méximos.

Conjunto Potencia. Sea P(x) el conjunto potencia (el conjunto

de todos los subconjuntos) de un conjunto X y sea A < B si

A C B, esto es, A es un subconjunto de B. Entonces, P(x) es
parcialmente ordenado. El finico elemento m&ximo de P(x) es X.
El espacio ", sea M el conjunto Rn, con x=(£1,§2,...,gn) ;
y=(n1,n2,...,nn) donde gi, ny son nGmeros reales y sea X <y
si Ej < “j para toda j = 1,...,n, donde Ej < "j es en el sen
tido usual. Esto define un conjunto parcialmente oxrdenado

sobre M.
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Lema. Lema de Zorn. Sea M % ¢,‘ﬁn conjunto parcialmente orde

nado. Suponga gue toda cadena C = M tiene una cota superior.

Entonces M tiene al menos un elemento mdximal.

En el teorema de Hahn~Banach, el objeto es extender un fun-
cional lineal £, el cual es definido sobre un subespacio M
de un espacic vectorial X y tilene ciertas propiedades de aco
tamiento el cual cuede ser formulado en términos de un fun=-

cional sublineal.

Definicién: Un funcional sublineal es un funcional p definido

sobre un espacio vectorial X gue satisface:

i) propledad de subaditividad
P xgtx,) < pxg)+p(x,) para toda X;,X, en X.
ii) g(ox) = ap(x) para toda «>0; x en X.

Obviamente, cualcuier norma en un espacio normade es un fun-

cional sublineal.
Teorema de Hahn-Banach (Extensi®n de funcionales lineales)

Sea X un espacio vectoriail y p un funcional sublineal sobre X.
Sea f un funcional lineal definido sobre un subespacio M de

X satisfaciendo: f(m) <p(m) para toda m en M. .. (1)
Entonces existe una extensién F de f, de M a X tal que:

F(x) < p(x) para toda x en X e (2)
Esto es: F es un funcional lineal sobre X, que satisface (1)

sobre X y F(x) = f£(x) para toda x en M.
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Prueba: Procederemos en tres pasos:
(a) El conjunto E de todas las extensiones lineales
g de f gque satisfacen g(x) < p(x) sobre su do-
minio D(g) pueden ser parcialmente ordenados y
por el lema de Zorn obtener un elemento méximal.
F de E.
{b) F estd definido en todo el espacio X.

(c) Una relacidén auxiliar usada en (b).

(a) Sea E el conjunto de todas las extensiones lineales g de
£, las cuales satisfacen la condicifn g(x) < p(x) para
toda x en D(g). Claramente E # @ ya que f estd en E.
Sobre E ,podemos definir un ordenamiento parcial por:

g < h , lo que significa que h es una extensi6n de g.
Esto es ,por definicifn D(h) 2 D(g) y h(x) = g(x) para x
en D(g).

Para cualquier cadena CCE definiremos ahora § por g(x)=
g(x) si x estd en D(g) ; (g en C) § es un funcional li-

neal cuyo dominio es
D(g) = {U D(g) ; g en C}

el cual es un espacio vecturial, ya que C es una cadena.
La definicién de g no es ambigua. Para una x en

D(gl)lﬂ D(gz), con g,, g, en C, tenemos gl(x) = gz(x) ya
que C es una cadena, de modo gque 4, 29, 6 g, <9;-
Claramente, g < E para toda g en C. Por lo tanto es una

cota superior de C. Ya que C C E fue arbitraria, por el
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lema de Zorn se implica que E tiene un elemento =aximal F.
Por definicifn de E, este es una extensi6n lineal de f , el

cual satisface
F{x) < p(x) % en D(F) .. (3)

(b) Demostraremos ahora que D(F) es todo X. Supongamos que
esto es falso. Entonces podemos escoger una Yy en

X - D(F) y considere el subespacio Y, de X, generado por

i
D(F) y y,. Note que y, + 8 ya que 8 estd en D(F). Cual-

quier x en Yl puede ser escrita:
X =y + oy, y en D(F)

Esta representacifn es inica. Ya que y + oy, = ¥+By, con
¥ en D(F) implica y-§ = (B-u)yl, donde y-y est& en D(F)
siempre que yl no esté en D(F), lo cual unicamente es
posible si y~¥ =.8 y 8~a = 0. Esto significa unicidad.
Un funcional 9, sobre Yl estd definido por:

gl(y+uyl) = F(y) + ac ...(4)

donde C es cualquier constante real. Fdcilmente se puede de
mostrar gue g, es lineal. Mds afin, para o = 0 tenemos
'gl(y) = F(y). Por lo tanto g; es una extensién propia de
F(i.e., D(F) es un subconjunto propio de D(gl). Conse-
cuentemente, si podemos probar que 91 est8 en E, demos-
trando que gl(x) < plx) para toda x en D(gl) .. (5)
esto contradirfa la maximalidad de F, por lo que D(F)+X

serfa falso y D(F) = X, verdadero.
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{¢) Finalmente, deberemos probar gue g, con una ¢ convenien-
te en {4) satisface (5).
Consideremos cualquier y, z en D(F). De (1) y la propie-

dad subaditiva de los funcionales sublineales obtenemos:

F(y)-F(z) = Fly-2} < ply-2z}) = plyty;-v,-2)

1A

ply+tyy) + pl-yy-2)
Por lo tanto:

~pl-yy-2) - F(z) < plytyy) - F(¥) - .- 16)

Donde Y, es fija. Ya ocue y no aparece a la izguierda y

z no aparece a la derecha, la desigualdad se sigue sos-
teniendo si tomamos el supremo sobre z en D(F) a la iz-
guierda (llamémosle mo)y el fnfimo sobre v en D(F} sobre
la derecha, llamémosle my . Entonces m, < my y para c con

My 5 ¢ £ my, tenemos de (6)

-pl-y;-2) - F(z) < ¢ para toda z en D(F) :..(7a)

c < p(y+y1) - Pyl para toda y en D{F) «.. {7b)

Probaremos (5) primero para negativa en (4) y después
para ¢ positiva. Para o < 0, usamos (7a), sustituyendo z
por a—ly, esto es:

—pl-y,~(1/a)y) - FUQ/a)y) < ¢
multiplicando por -~ u > 0, obtenemos:

[ p(vyl—u—ly)'+ Fly) £ ~ac
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De esto y(4), uséndo y%uyi = x[-obtenemoé‘ia‘deSigualdaavde-
seada: : S S :

9, () = Fly)+ac < ~aply;~a™y) = play,+y) = p(0)

Para o= 0, tenemos x est& en D(F) y no tenemos nada que pro
bar. Para o > 0, usaremos (7b) reemplazando y por a;l para
obtener:

c < pla"ly + ¥q) ~Fa"ty)
multiplicando por ¢ > 0, tenemos:
ac < ap(a"ly+y1) ~ Fly) = p(x) ~ Fly)

De esto y(4)

gl(x) = F(y) + ac £ p(x)

Corolario 1: Sea f un funcional lineal acotado, definido so
bre un subespacio M de un espacio vectorial normado (real) X.
Entonces, existe un funcional lineal acotado F, definido so-
bre X el cual es una extensibn de f y cuya norma es igual a

la norma de £, sobre M.

Corolario 2: Sea Xo un elemento de un espacio normado X. En-
tonces existe un funcional lineal acotado F, diferente de

cero, sobre X tal que;

rigr= IF]] 11%]]
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2.13 El dual de C[a, 5]

Teorema. (Teorema de. la Representacidén de Riesz) Sea f un fun
cional lineal acotado, sobre X = ¢ [a,S_']. Entonces, existe

una funcibn v de variacibn acotada sobre EA,E} tal que para

toda x en X
b
£ (%) =IaX(t) d v (t)

y tal que la norma de f es la variacidn total de v sobre E,E.
Reciprocamente, cada funcibén de variacibn acotada sobre |:a,15:|

define un funcional lineal acotado en este sentido.

Prueba: Sea B el espacio de las funciones acotadas sobre [:a,li__]

con la norma de un elemento en B definida:
flxllg = sup {x(t);as<t<b}

El espacio C E,E puede ser considerado como un subespacio de
B. Ya que [,B| es un conjunto compacto y toda funcibn conti-
nia definida sobre un compacto es acotada. Entonces, si fles
un funcional lineal sobre X = C E,?] existe por el teorema de
Hahn-Banach, un funcional lineal F sobre B el cual es una ex

tensidn de f y tiene la misma norma.

Para cualguier s en- Ea,l:T], definamos la funci6n ug Por:

w, =0
(t) = 1siac<t<s
Hg 0 si s<t<b para a < S < b
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Obviamente Mg estd en B.

Definamos v(s) = F(us) y demostremos que v es de variacién
acotada. Para este propbsito, sea a=t0<t1,t2,. certt = b

3 .- . . [t —, —
una particidn finita de [a,b]. Denotemos ei—sgnEr(ti) V(ti—lﬂ

+ 1 si el signo de la diferencia v(ti)—v(ti_l) es positivo

- 1 si el signo de la difevencia v (ti)-v(ti_l) es negativo

Con estas consideraciones podemos escribir:

n

n —
igl‘v(ti)-v(ti_l) i=l_£l Eit/(ti)*v(ti_l)]

=) e IFu )-Fu )_:]
=1 LR TR
~n

n
- Z1 Ei(uti-uti—l):lil =] iél Ei(uti-uti—l)ll

=

Para cada ti-l’ t; se puede tener los siguilentes casos:

(ver figura 2.13.1).
0 si a<zx < ti-l
= 1 si ti-l < x < ti

0 siti<xib
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L fvit) = vie, 1 < HEI = [1£]]

Por lo que v es de variacibn acotada, con varilacibn. total me~

nor o igual a ||f}]|

ie. V.T.(v) < ||f}} .

Derivaremos ahora una representacibén para f sobre X.
Sea x en X;y :

n
2(8) = § x(t, ) E‘ (£) -1 (t)]
oLy * 0 Py i-1



donde {t } es una partm:.én f:uuta de [ b]

Entonces:

Hz—x][B = max {z(t)-x(t);a<t<b} = max {max{|z(t)-x(t)|; t

Hz—xIIB = max {max ”x(ti-l) - x(t)] ; t5 g
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L <t<t.} i
J.-l—t—tlj il

sesgd i)

la cual por la continuidad informe de X, tiende a cero cuando

la particién se hace cada vez m&s fina. Por lo

F es continua
F(z) —PF(x) = f(x).

n
Pero : F(z) = El ity _q) |:v(ti) - v(ti_l):l

i=

y por definicibn de integral de Stieltjes

b
F(z) —-—>J x(t)dv{t)
a

Por lo tanto

b
f(x) = I x(t)dv(t)
a

tanto ya que

la cual por propiedades de Integral de Stieltjes

b
I x(t) av(t) | < [lx]]"v.T (v)
a

y en consecuencia

£l £ v.. (V)



Por ‘otro lado tenemos que

RIS A XU

.v.'r".'(b‘})

o E
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2.14 QOperadores lineales

Una transformacibn es, como discutimos anteriormente, un mapeo

de un espacio vectorial a otro.

Si T mapea el espacio X al Y, escribimos T : X—>Y, y si T ma
pea el vector x en X al vector y en Y, escribimos y = T(x) y

nos referiremos a y como la imagen de x bajo T.

Una transformacifén, puede ser definida, solamente sobre un sub
conjunto D C X, llamado dominio de T, aungue en la mayoria de
los casos D = X. La coleccibn de todos los vectores y en Y pa

ra los cuales existe una x en D, con y = T(x), es llamado el

rango de T.

Si T:X—>Y,y S es un conjunto dado en X, denotaremos por T(S)
a la imagen de S en Y definida como el subconjunto de Y que
consiste de los puntos de la forma y = T(s), con ‘s en S.
Similarmente, dado cualquier conjuntc P { Y, denotaremos por

T-l(P) a la imagen inversa de P, la cual es el conjunto con-

sistente de todos los puntos x en X gque satisfacen T(x) esté

en P.

Definicibn: El rango de un operador lineal A : X—>Y es deno

tado por R(A) ; y estd dado por:
R{(a) = {yenY¥Y : Ax =y ; ¥ en X}

Es ademés un subespacio de Y.
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Definicidn: El conjunto {x en X : Ax =0} que corresponde al

operador lineal A, es llamado el espacio nulo de A y se deno-

ta por N(A). Este es un subespacio de X.

En esta seccibn, trataremos transformaciones lineales, a las

i
cuales nos referiremos como operadores lineales. Y escribire-

mos indistintamente A(x) 6 Ax.

Proposicién 1. Un operador lineal sobre un espacio normado X

es continuo en todo punto de X si es continuo en un solo punto.
Prueba: Sea A operador lineal, continuo en Xg en X,

X espacio normado

Sea {Xn} una sucesibn en X gue converge a x en X.

Por la linealidad de A:

PIatx =2 () | [=] |Alx ) -A () +A(xg) =B (x,) | [=] | Alx -x4x0) =B lx0) | |
Ccomo : xn——>x , entonces xn-x —_— 0

por lo tanto: x, - % + Xg——>Xq

P;f continuidad de A en Xg

Alx, = x + xg)—>A(x,)

Por lo tanto [[A(x - x + x5) - Alxg) || —>0

sustituyendo ||A(x)) - A(x)|] ~—>0

>A (%)

Entonces: A(xn)
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Definicién: Un operador lineal A, de un espacio normado X a
un espacioc Y, se dice gue es acotado, si existe una constan-

te M tal que satisface: |{|Ax|| < M[|x|| para toda x en X.

La mis pequefia de las M, que satisface la condicibn anterior

se denota ||a]| y es llamada la norma de A.

n

Hall
Hall

sup { J{ax]|: [lx|i<1}

sup ( [[ax[} / Hxlf ¢ lixl] $e)

u

J

Prcposicién 2: Un operador lineal es acotado si y sélo si es

continuo.

Definicién: El espacio de todos los operadores lineales acota
dos del espacio normado X al espacio normadeo Y es denotado

B(X,Y)

Teorema 1: Sea X y Y espacios normados, con Y completo. En-

tonces el espacio B(X,Y) es completo.
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2.15 Qperadores adjuntos

Las restricciones impuestas en muchos problemas de optimiza-
cidén por ecuaciones diferenciales, ecuaciones de matrices,

etc, pueden ser descritos por operadores lineales. La resolucifn
de estos problemas, casi invariablemente, llaman la considera-
cibn de un operador asociado: el adjunto. La razb6n para esto
es gue los adjuntes proporcionan un mecanismo convenieﬁte para
describir relaciones de ortogonalidad y dualidad, las cuales

permiten, todo anflisis de optimizacién.

Definicibn: Sean X y Y espacios normados y sea A en B(X,Y).

El operador adjunto A* : Y*—> X* es definido por la ecuacifén:
< X,A*y* > = < Ax,y* >

Esta importante definici6n, requiere un poco de explicacifn y

justificacibn.

Dada una y*, fija de Y*, la cantidad <Ax,y* > es un escalar
para cada x en X, y es por tanto un funcional sobre X. M&s afin,

por la linealidad de y* y A, tenemos:
< Alax,+Bx,) , y* > = <(aBx;+BAX,), y* >

= <q Axl,y* > + <sAx2, y* >

a < Axl,y* >+ B<Ax2, y* >
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por lo que eéte fqncionai'ésilineal.
Y ademis, ya que :
f<ax, y*>[ < {ly*[ - [lax{] <[] y*IF Iab]- =]

se sigue que este funcional es acotado.

Definiremos entonces A* y* = x*, Este operador es f{inicd y 1i-

neal.
Como por definicibn, se satisface:
y*  (Ax) = (A*y*) x
pafa cada x en X, entonces podemos escribir
y* A = A* yv*

Donde el lado izquierdo denota el funcional sobre X el cual

es la composicibn de los operadores Ay y¥*.

X* Y*
A
A

X ——— Y

Fig. 2.15.1 Un operador y su adjunto
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Teorema: El operador adjuntd'A*Vdejun‘6petaddf A en B(X,Y) es
lineal y acotado, con By : B
Hall = {iall
Prueba:

i) Linealidad

<X, A*(yI+y3)> <Ax, (yytv3)>
= <Ax,yI> + <Ax,y5>
= <x,A*yI> + <x,A*y5>

Por lo que A* es lineal.

ii) Acotamiento: Para toda X en X, y cualguier y* en Y¥,

se tiene:
lex,ary*> | =l<nx,y*>| < [y*ifiax]] < Lly=lT LAl Vixd)

como se cumple para toda X, se cumple para el supremo.

<oosup {[<x,ary*> /) |x||r x en X J={{axy*|] < [ly*|] Al
entonces: ||ary*||<|ly*|| |lall ..... por lo que es acotado
111)  [fa*|]={iall;  [la*y*|1/1y*] <] Ial]

come se cumple para cualquier y* en Y* se tiene:

sup {||a*y*||/]ly*|] i y* en ¥v*) = []|a*|| < |{a]]
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Sea X + 0 un elemento cualguiera de X, por el Teorema de

Hahn-Banach, existe un elemento y% en Y* ,I|y6]| =1

tal que <Axg, v§> = ||Axg]] , entonces

Haxgll= | < xgontyg >1< Hmtygll 1xgll < [1a*l1 gl Uil
a1 llygl gl =12l 11|

Hascgl 1< La*l] [l

lasegl 1/ 1l 1 < V]|

sup. {1axy11/1Ixg s x5 en x 3= Ial] < i

Hall

ia

lin*]|

por lo tanto

It

Hall = [laxj|

Adicionalmente al resultado anterior, el operador adjunto,
cumple las siguientes relaciones algebrdicas, las cuales pue~
den ser f&cilmente demostradas, a partir de la definicibn bé&-
sica.

Proposicidn 1: Los operadores adjuntos satisfacen las siguien

tes propiedades:

1. Si I es el operador identidad sobre un espacio normado X,

entonces I* = I.

2. 51 A;, A, estdn en B(X,¥), entonces (Aj+A,)* = A + Aj .

1 2
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3. 81 Auesﬁé’gn's(x,fx' real, entonces  (ad)*=

QA*; : i

*A%,

4. Si A, estd en B(X,Y), A, en B(Y,2) entonces (A,A,)*=A%A}

5. S8i A esti en B(X,Y) y A tilene una inversa acotada, entonces
@ = a0

Lema: Sean X y Y espacios de Banach y sea A en B(X,Y). -Suponga

que R(A) es cerrado. Entonces, existe una constante K, tal que

para cada y en R{A) existe una x, que satisface:
Ax = y i Pixil = xjiyld

Prueba: Sea N = N(3), y considere el espacio X/N consistente de
todas las clases de equivalencia [x] m&dulo N.

Defina A: X/N—>R(A) por A x = A(x). Se puede verificar f&cil-
‘mente que A es uno a uno, sobre [§ sea R(X/N) = R(A[], lineal

y acotado. Ya que R(A) es cerrado, y es subespacio de Y que es
Banach, R(A) es Banach. Ahora bien, N es un subespacio cerrado
de X, y por lo tanto, X/N es tambi&n un espacio de Banach{ ver
seccién 2). Ahora bien, por el Teorema Inverso de Banach, A
tiene un inverso acotado. Entonces, dado y en R(A) existe x tal

que: A[x] = Ax = y; y por lo tanto: [ x = Aty .

NI = HE gl < LAY [yl

Por definici6n de norma de [x] ; existe X, en =]
con [lxgll<2 11[x1]]
S Hsgllzz AT Hy
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Haciendo K =2 [[A7Y| o
x < K|y y,coﬁo x, en.[x]es de la forma x + n para
0 - : 0

n en N, tenemos
AX, = Ax + An = A_ =y (ya que An = 0)

Teorema: Sean X,Y espacios de Banach y sea A en B(X,Y).

Sea R(A) cerrado. Entonces:

R(a*) = [N(a]]"

Prueba:
Recordemos gue:

R(A*) = {x* en X*: Existe y* en Y* con A*y* = x*}
[F(A[]l = {x* en X*: <x,x*> = 0; para toda x gque cumpla Ax=0}

Sea ahora, x* en R(A*). Entonces x*=A*y* para alguna,y* en Y*.
Para cualquier x en N(A), se cumple:

<X, X*> = <x,A*y*> = <AX,y*> = <0,y*> =0
por lo que x* estd en [@(A[]L y por lo tanto R(A*) es subcon-

junto de N(A).

Sea ahora, x* en E\J(A)]"‘. Para y en R(A) y cada x que satisfa
ce Ax = y, el funcional <x,x*> tiene el mismo valor. Para
ello, sean Xqs Xy satisfaciendo Axl =y, sz = y. Entonces

A(xI - x2) =0

Por lo que %, - X, esta en N{p).

<x -xz,x*> = <x1,x*> - <x2,x*> = 0

1



49

Estard, entonces, bien definido f(y) = <x,x*> sobre R(A).
Por el lema anterior, para cada y en R(A), existe una X con

Hx|| <k llyll; Ax = y. De este modo:

eyl = | <xx* > L< pber || 4 xl] < K[{x*]] lly]} s por lo

que £ es un funcional lineal acotado sobre R(A).

Por el corolarioc al Teorema de Hahn-Banach, existe y*'en Y*,
el cual es una extensidén de £. Entonces, <x,A*y*> = <Ax,y*> =
<x,x*> se sigue que A*y* = x* y por tanto x* estd en R(A*)

o sea [F(A[]* es subconjunte de R(A). Lo que prueba que

R(A) = [R(A]]* .
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2,16 - Teorfa Local"
Sean:
Xiespacio vertorial
Y:espacio normado
T:D~—sY donde DC X -y R(T)C Y

donde R(T) es el rango de T.

Definicién: Sea x en D y h arbitrario en X. Si el limite:

T(x + ah) - T(x)
o

(1) IT(x;R) = lim
a—>0

existe, es llamado la diferencial de Gateaux de T en x con in

cremento h. Si el limite (1) existe para cada hen X, la trans

formacién T, se dice, es diferenciable en x.

Note que:
(1) es considerado si x + a h en D para toda « su-

ficientemente peguefia; para cada x en D y h consi-
derada como variable; 6T (x;h) define ura transfor-
macién de ¥ a Y.

8i T es lineal,

ST(x;h) = lim T(x + a h) - T(x) = lim T(x + a h - x)
a-——>0 [ a—>0 o

= 1im  oT(h) = T(h).
a—>0 o

Si Y es el eje real, T : X —>R; o0 sea T es un funcional f

sobre X. Entonces: &£(x;h) = 5% f (x+ h) = lim flxtah)~f (x)

a=0 oa—>0 o
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Ejemplo 1: Xx= g" y f{x) = f(xl,...,xn) un funcional te
niendo derivadas parciales continuas con respecto a cada varia

ble x;, entonces

§f(x;h) = Lim ZLix*eh) - f(x)

a-——>0 [
= pim VE®.oh + 6 ([lahi{x
a—>0 a
= Vf(x).h
n nE
= .Z g;A hy
i=1 i
1
Ejemplo 2: x=c0,1] y £(x) = 5 g(x(t),t) dt
0

donde Iy existe y es continua con respecto a x y t.

1
a(x(t)+ah(t), Xt -XO gi{x(t),t)dt

1
8f(x;h) = Lim S
0

a—->0 a
C (Y Lin Gx(B)teh(t),t) - glx(t),t) at
g «—>0 a

Para cada t fija, por el teorema del valor medio:
g(x(t)+ah(t)=g(x(t) = g (x(t),t) (ah(t)

donde x(t) estd entre x(t) y x(t) + oh(t)
1
nim  9X(X(t),t) oh() at
0a——->0 a

1
= S gx (x(t),t) h(t) 4t

0
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Sean-ahora:
X : espacio normado
Y : espacio normado

T : DCX , D abierto
Definicibn: Si para una x en D y cada h_en X, existe

8T(x;h)lenY el cual es lineal y continuo con res-

pecto a h,y

. [{T(x+h) - T
Lim
lInlT—>0 1

() = §T(xsh) || _ 0
hTi

=> T se dice que es diferenciable en el sentido de Frechet en

X y 6T(x;h) es la diferencial de Frechet de T en X con incre-

mento h.

Proposicién 1: Si la transformacién T tiene una diferencial

de Frechet, esta es Gnica.

Prueba: Suponga que &(T(x;h) y §'T(x;h) satisfacen los reque-

rimientos de la definicibn:

[ 16T{x;h)=8"T(x:h) | |=]]- (T{x+h)~ T(x))+ &T(x:;h) + T(x+h) -
' T(x) - §'T(x:h) ]|

< JlT(x+h) - T(x) ~ 6 T(x:h)|]| +
[IT{x+h) = T(x) - §'T(x;h) ||
entonces: | |8T (x;h) - 8'T(x;h) |l = 6 (||n |D
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Suponga que existe h tal que:

LET(x;h) = &T(x;m) | ] . é
TTRIT A0
=> Por 1inealidad=iléT(X;c?}t;i?T(X;Eh)[! A
pero para € —>0 6 ({Inff)y = o {contradiccibn)

Proposicién 2: Si la diferencial de Fré&chet de T existe en x,

entonces la diferencial de Cateaux existe en z y son iguales.

Prueba: ||{T(x+ah)-T(x)-8T(x;oh}{' = & ({]an}|])

(por hipbtesis). Si a —>0, entonces ||ah|[—>0

o pim  UT{xten) -1 -8T(xsah) {] g
PN Tl
Por linealidad: Lim ‘lziiiﬁlﬁ:ﬂlfl - 6T(x;h)|[= 0
o—>0 &
=> Lim LOGOh) T o gpix;n)
o——>0 «

Proposicibén 3. Si la transformacién T definida sobre el con-
junto abierto D en X es diferenciable Fr&chet en x, entonces

es continua en X.

Prueba: Dado € >0 Existe § tal que x+h en Bx (8), entonces
finll < 8

| T (x+h) T(x) - 6T(x;h)|| <e|in{]

S Tixen) - T(x) ] HT(x+h)-T(x)—6T)x;h)H+H6T(x.;h)H

A

~

elinfi+lleT6om [ < e finllem {In]]
[njf = M {inl|

|~:+M1
M



54

2.17 Derivadas de Frechet -

Suponga que la transformaciéh T, definidas en el Dominio D
D C X; (x espacio normado) es Fréchet diferenciable sobre to-

do D.

==3En un punto fijo x ¢ D la diferencial de Fréchet §T(x ; h)
es por definicién de la forma:

8T(x:k) = Ah

Donde Ax es un operador lineal acotado de X a Y

{Esto sucede ya que T(x;h) es lineal y contin@a.}

Entonces como varfa x sobre D; la correspondencia x—>A defi
ne una transformacién de D a B(X;Y) . {T':D—>B(X,Y).}. A esta

transformacién se le conoce como la derivada de Fré&chet T' de T
&P (x;h) = T'(x) h

Si la correspondencia: x—->T'(x) es continfia en el punto X

O sea: Dado >0 existe & > 0 tal que

i

J{x—xo,}< 3 implica HT'(x)—T‘(xOH]

——>Decimos que la derivada de Fré&chet de T es continua en Xg-
Nota: No debemos confundir esto con el enunciado que dice que
T'(xo) es un mapeo contfnuo de ¥ a Y, que es una de las

propiedades bisicas de la derivada de Fréchet.

Si la derivada de T es continua sobre una bola abierta S

decimos que T es continuamente diferenciable segin Frechet

sobre S.
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En el caso especial en que: la transformaciﬁn'original es un

funcional f sobre el espacio X, tenemos:

- 3 - N

§f(x:;h) = £'(x)h

donde f'(x) € X* para cada x; f'(x) es llamado el gradiente

de £ en x.
NOTACION: f'(x) = VE(x) <h , £'(x)> = 8f(x;h) = £'(x)h

Mucho de la teoria de las derivadas ordinarias puede ser gene
ralizado a las derivadas de Fréchet. Por eiemplo: El teorema
de la funcién implicita y la serie de Taylor tienen una exten

sibn satisfactoria.

PROPOSICION 1. Si Ti y T, son diferenciables Fréchet en xeD,
Lol SR 0 N S A

entonces aiTl + a2T2 es diferenciable Fréchet en x,y:

(ul’r1 + usz)'(x) = ulTi(x) + uzTé(x)

Prueba: aldl(x;h) + a252(x;h) es lineal y continuo respec
to a h ya que es la suma fi
nita de lineales y continuos.

l!(ulTl+a2T2)(x+h)-(ulT1+aZT2)(x)—aISTl(x;h)-uzéTz(x;h)[I -

lim
[In]|=0 Hnl|

Lim 1€y Ty) (e+h) e, Ty (x+h) =y Ty (X)-a Ty (x)=a; 8Ty (x5 hlay8T, (x:h) || <
[In]l—0 inl]

Lin Hey Ty (ebh) =0y Ty () =0y 8T, (x:h) || v 1t o, T, (#h) =a,T, (x)~0,8T, (x: )|
|h| |0 tnll lIn]l-=0 {in]|

+ 0

it
o



lim IJ(uiTi+u2T2r(x¥h);XuiTif&}TZY(xf;{uiSTi(x:h)+a26T2(x7hf)Il;bf

[nll—0 S <ol
=> Por la unicidad de la diferencial de Fréchet, tenemos:

6(alT1+a2T2)(x;h) = aléTl(x;h)+ a26T2(x;h)

Soooa, T, +

1T uZT es Fréchet diferenciable

2

Ademés:

& oy Ty+e,Ty) (2h) = (0 Ty 4o Ty) * () b=a, T (%) e, T (x) heay 6Ty (x5h) +0,6T, (x;h)_

. (a1T1+02!b)!(x) h= QlT'l(x)h + &ZT'z(x) h
MFf%%VM)h=QPEM)+%Tﬁmm

=> (u1T1+azﬁb)' = alT'l(x) + uzT‘z(x)

PROPOSICION 1 (Regla de la cadena aplicada a derivadas de Fréchet)

Sea S una transformacién mapeando un conjunto abierto DC x

a un conjunto abierto E C Y y sea P una transformacibn ma-
peando E a un espacio normado Z. Haciendo T = P.S y suponien
do que S es diferencial de Fréchet en x ¢ Dy que P es difefeg
ciable de Fréchet en y=s(x)en E. Entonces T es diferenciable

de Fréchet en x, y:

T (x)=P"' (y)8' (x)

Prueba: Para h en x tal que x+h en D tenemos:

]

pf‘smm)] - P[S(x)]

PE; (x) +S (x+h) -8 (x)] - p[s (x)]

T(x+h) - T(x)
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Haciendo .g ?ﬂs(x#h}g-‘5(¥ 

Ly =s(x) L L
7=> T(x+h) - T(x) = P[y+g:| - Pl-y] ....... (1)

como P es diferenciable en y = S(x)

1im HEre) - Bly) ~sRWyill.
llgl]—>0 Hall

sustituyendo de (1)

T(x+h) - T(x) -~ 8B(y:g)]]|_ 4

lim

I'1af]—0 Igl]

=> |IT(x+h)=T(x) - 8P(y;a) || = 6 (llglh
como 6P(y;g) = P'(y).g

=> [|T(x+h) - T(x) - P'(y)g|l = 6(]|g]])

como S es diferenciable en x

1im  LIStxrh) - stx) - §sxshy{l _ g
[nlT=>0 TRl
=>||S(x+h) - s(x) - és(x;h){] = & (||h|])
li{s(x+h) - s(x) -~ s'(x)h]] = & (||nih)
S llg = stoanl| = 6 |nl])

Por otra parte:

6 ([lgl+6 (| |h]{)=]{Tlx+h)=T(x)=P* (¥)g||+]|[P"(¥) || ]]g-8" (x)n]]
> T (x+h)=T(x)=P' (y)g|[+] |P' (y) [g-5' (x)R] ||



como S es continua en x

Tlgll = Ilstx+n) - sex) |} < u |{n]]

o sea que cuando ||h||—>0 ello implica que ||g||también ten-
GErE @ COLO..iurteuiureeenetsseaanssansesancenssentsanaanns (2)
=> de (1) sacando lfmite y dividiendo entre ||h]]

silgll, 4 alnll,  4in l!T(x+h)-T(x)-P'(y)S‘(x)hJ[.io

lim i
tHafl =0 {nl! {lnll=0 [ibl]7 [0 Hnll

de (2} tenemos

sllall , 1im &llgll , lim JlT(x+h)—T(x)-P'(y)s'(x)h||>o

Lim
Hgll=o linfl [In}l=0 [Inl} = |n}}~ o [n]]

Pero:

6Hg s um ollall ,  ygn  LT&H)-TEo-P' (v)S' (x)hu>0

Ilqll—>0~llgll “lgll= o [In]] "thl—>0 finll
entonces:
i . lm | |T (x+h) ~T(x)-P' {y)S' (x)h]] >0
[tgll=0 llgll ™ IInll-—0 [Init
Lim [Tl -Tix)-P* (y)S' G)h|] _ 4

lIn]}-=0 Hnll
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“la préguﬁﬁa'ahétaféé:: éé§fiinealf

Sea . .ah

- b'k&)sf(X) ahlfﬁhé),=>‘por la linealidad de S(x;h)

: respecto- a h en x.

- s' (x) kc'x‘hki+8h2)=s' (x)ah;+8' (x)Bh, = aS' (x)h + BS'(x)h,

donde ' (o8' (x)h; + BS' (x)h,) en ¥

ahora po? la linealidad de &P(y;h')

P'(y) {S'(x) « h1 + S'(X)th} = uP'(y)S'(x)h1+BP'(y)S'(x)h
es lineal

ahora: ¢es acotada?

S'(x)h en Y

=> |[|p'(y)s' (x)h}] < M |[S'(x)h|] ya que P'(y) es acotada

pero [|S'(x)h|| <& [|[n|] ya que S'(x) es acotada

H‘P'(y)S'(X)hH < my {|h][ = K [[n]]
*. es acotada

PROPOSICION 2: Sea T diferenciable de Fréchet en un dominio

abierto D. Sea xeD y considere que x+ch en D para toda o; O<o<l
Entonces: ||T(x+h)-T(x)|[k||lh]] sup [|T' (x+ch)]]
O<a<l

Prueba
Sea y* # 0 en Y* alineado con el elemento {T{(x+h)-T(x)}eY

~ Ver [Ref 11 _|peg. 112
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Sea 1§ funcidn: Q&) = y* T.(x)}+ h) definida sobre el

intervalo [0, ]
Entonces:
. y* [T (x)+ah+Aah]] -y*[T(x+ch}]
Q' (a)= 1lim
Aoa—>0 da
< y* [T (x+ch+Aah) ~ T(x+ah]] { por la linealidad.de y*}

= 1im

Aa- >0 Aa

= y*rlim T(x+ah-Ach) - T(x+ah) { por la continuidad de y*}
LA::——->O ba

Pero como suponemos por hipStesis gue para T existe la dife-
rencial de Fréchet en D; entonces la diferencial de Gateaux

obtenida es iguai a la de Fréchet,

Q' (a) = y* [’1"(x+uh) IE]

Para funciones de variable real, el teorema del valor medio

nos dice:
Q(1) - Q(0) = Q' (aj) 0 <ag <1l
o=@ =y*[roen| -y [r0 [y [rtm-zo0 [y [ teragh] = @ (e

Hy [rocsmy=260 | =1 1y*[2* Gesagnin] 1<ty 11 oageoni|

<Hy*ll sup |2 (x+ah)h] |
O<o<l

<ly*|l sup ||T* (et} || [0 ]
O<a<l
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#11- ztem=roa = Iy [roeen=2a [ 1< y#1 ]| h] | sup | 2" et || {tms e
g pelel e i T - O<o<l- alineaciér

S lTeen =0 || < [InH s T Geaby ||
0<a<l

8i 'T:X—>Y es diferenciable de Fréchet sobre un dominio
abierto DrX la derivada T' mapea D a B(x,y) -{ ya que

§T(x;h) = T'(x)hl}- y puede a su vez ser Fréchet diferenciable
CD. En este caso la derivada de Fréchet
de T' es llamada la segunda derivada de Fréchet de T; y se de-

sobre un subconjunto D

nota T".

PROPOSICION 3: Sea T dos veces diferenciable de Fréchet so-
bre un dominio abierto D. Sea x en D y suponga que x+ah en D

para toda a; 0<o < 1.
Entonces:

[T x+h) =T (x) =T* (x)h] < % [In][? sup |[2" (x+an) ||
O<a<l

Prueba: Sea y* en Y* alineado con {T(x+h)-T(x)-T'(x)h}
Sea Q{a) = y* [%(x+ah{] definida sobre el intervalo [?,11
con: Q'{a) = y* [%Wx+ah)€] ... (ver proposicién anterior)

y*[T* (x+ h+ach)R]-y* [T (x+ah)H] y* [T (x+ah+Ach) h~T(x+oh) ]
= lim

=> Q"(a)= lim
Ao~>0 Ao Ac->0 fa%e]
y*[IT" (x+ah+dch)-T' (x+oh) } ]
= lim ... por linealidad de T' (x)
Ao—>0 Ah respecto a h

{T" (e+ahdah) =T (x+ch) Th
= y* lim .++ por continuidad de y*
Ao—>0 da
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como suponemos dos veces diferencial de Fréchet y si es de
Fréchet =>es igual a la de Gateaux
=>0" (o) = y* {T"(x+ch)h}h

Para funciones de variable real el teorema de Taylor nos dice:

(1) = Q(0) + 0'(0) + 3 0"(ag) ... 0 < oy <1

y* TOx+h) = y*T(x) + y*[T' (O] + 2 y* {T"(x+ h)h}h

y*[T(x+h) - T(x) = T (x0A] = 3 y* {T"(x+a h)hih
Hy*HH 7 b} =T () =T (x)h] =] |y* [T (x:+h) =T (x)~Tx) A}l =||% y*{T" (eragh)hin| |
< ly*i| Tt eeragin] | | n]|
< 3=l eragh) 11l Il 1=
S y* T oragh ||
<y*11Inl1? sup |7 oo ||
2
0 <o< 1

ST - T = T eoh|] < 3 [B][% sup |1 Geran) ||
O<a<l
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2.18 La integral de Riemann—sﬁieltjés'

En esta seccibn, se tratard el proceso de integracifn un poco
mds general gue en el concepto de integral de Riemann, y estu
diaremos la integral de Riemann Stieltjes, la cual envuelve

dos funciones f y o. La representaremos simb6licamente por:

b
g f(x) da(x)

a

La integral usual (de Riemann) ocurre como un caso especial

cuando o (x)=x.

Cuando o tiene derivada continua, la definicién es tal gue la

integral de Stieltjes

b
y f£f(x) da(x) se convierte en una inte-
a

gral de Riemann de la forma S £(x) a«'(x)dx. Sin embargo,
: a
la integral de Stieltjes sigue teniendo sentido cuando a no

es diferenciable y afin cuando o es discontinua.

Se trabajari en un intervalo compacto [é,ﬁ] y se consideraréi,

a menos que se establezca otra cosa, que las funciones £,qg,qa,

B,... son de valor real y acotadas sobre [a,b].
Definicibn: Sea P = {xo,xl,...,xn) una particién de [a,b] y

sea t, un punto en el subintervalo [x ¥, |. Una suma de
k k-1, "k

la forma: n
s(P,f,0) = ] £(t ) ba
k=1 k k

donde Aa, = u(xk) - a(xk_l)

k
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es llamada suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto a .
Decimos que f es integrable seglin Riemann-Stieltjes con res-
pecto a o sobre [§,§] y lo escribiremos como "f en R(c) sobre

[é,@]" si existe un n@imero A gue tenga la siguiente propiedad:

Para toda ¢>0, existe una partici6n P_ de [&.5] tal que para
toda particién P mas fina que PE y para cualquier punto ﬁk

en [?k—l’ xé] , tenemos que [S(P,fa)-A| < E.

Cuando este nfimero A existe, este es determinado en forma Gni

b b
ca y es denotado por .I f da & por s f£(x) da(x). Y deci
a a b
mos tambi&n que la integral de Riemann-Stieltjes 5 fdo existe.
a

En el caso especial en gque «(x)=x, escribiremos S(P,f) en lu-
gar de S(P,f,a) vy £ en R en lugar de £ en R{a), la integral
b

~es llamada de Riemann y denotada por S fax 6 j £ (x)dx.
a a

Definicibn: Sea P una particién de [a,b] y sea

M

,, = sup {£(x): x en E‘k-l'xkjl

m = inf {£(x): x en [?k~1’xé]}

Los nfimeros:

u(p,f,a)

n
I M _(£)ba
ke kK k

v
L(p,f,a)

n

n
I m (£f)ha
k=1 K k

son llamados respectivamente, las sumas de Stieltjes superiox

e inferior de £ con respecto a o para la particién P.
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Definicibn: Se dice que f satisface la condici®n de Riemann
con respecto a a sobre [a,b] si para toda €>0, existe una par

ticibn Pe tal que para P més fina que P_ se implica
0 < u(pP,f,a) - L(P,f,0) < €

Teorema: Si f es continGa sobre [a,b]y si a es de variacibn

acotada sobre [a,5], entonces f estd en R(a) sobre [a,5].

Prueba: Es suficiente probar el teorema cuando & es creciente
con a(a)< a(b). Ya que [a,b] es compacto y f es continua so~
bre este intervalo, esto implica, continuidad uniforme, tal
que si € >0 es dada, podemos encontrar §6>0 (que dependa (nica
mente de ¢ ) tal que |[x~-y|<éimplica [£(x)-£f(y) ke/A, donde

A = 2[a(b)~a(a)]. si P, es una particién con norma | IPE] j<s,
(La norma de una particién P es la longitud del subintervalo
més largo de P y es denotada||P|[|), entonces para P m&s fina

que Pe debemos tener:
M () - m (£) < e/A

ya que Mk(f) - m (£) = sup {£(x) - £(y) : %, y en [_xk-l'xk:l}'

Multiplicando la desigualdad por boy ¥ sumando tenemos:
P e ¢ 3
ulp, f,a)-L(P, f,0) < 3 k£1 bo, = 5 . 3=5<c¢

por lo que se cumple la condiciSn de Riemann. Por lo tanto

f estd en R(a) sobre [a,b].



66

Para el caso especial en el que a(x)=x, el teorema anterior
y teorema de la integracifn por partes, generan el siguiente

corolario:

Teorema: Cada una de las siguientes condiciones es suficien

te para la existencia de la integral de Riemann

b
g f{x)dx

a

a) £ es continua sobre [a,b]

b) f es de variacibn acotada sobre [a,5]

Teorema: Sea & de variacién acotada sobre E,b_‘] Yy suponga que

f estd en R(y) sobre [‘a,}:ﬂ. Se define F por la ecuacibn

F(x) = S fda si x estd en [a,b]
entonces tenemos:

i) F es de variacibn acotada sobre [a,p]
ii) Todo punto de continuidad de a es también punto de con-
tinuidad de F.
iii) Si o es creciente sobre [2.5], la derivada F'(x) existe
en cada punto x en (a,b) donde «'(x) existe y donde f

es continua. Para cada x, tenemos:

F'(x) = £(x)a'(x)
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CRITERIO DE LEBESGUE PARA LA EXISTENCIA DE LA INTEGRAL DE
RIEMANN.

Definicibén: Una coleccibn F de conjuntos se dice que es una
cubierta de un conjunto dade S, si 5 C UA . La coleccitn

AentF
F se dice también que cubre S.

Si F es una colecci6n de conjuntos abiertos, entonces F es

llamada una cubierta abierta de S.

Definicifn: Un conjunto S de nlGmeros reales, se dice que tie
ne medida cero si, para toda ¢»>0, existe una cubierta conta-
ble de S, consistente de conjuntos abiertos, y la suma de las

longitudes de estos es menor qgue €.

Si los intervalos son denotados por (ak,bk), la definicién

requiere que: sCu (ak,bk)
k
y I (byma) <.
k
Teorema: Sea F una coleccibén contable de conjuntos en R.

cada uno de los cuales tiene medida cero. Entonces su unifn

también tiene medida cero.
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Prueba: Dado ¢€>0, existe und cubierta contable de Fk' de in-
tervalos abiertos cuya suma de longitudes es menor que e/2k.
La unibn de todas estas cublertas es en si misma una cubierta
contable de S, de conjuntos abiertos y la suma de todas las

longitudes es menor que

Nes1 8

E - ¢
k=1 2K

Ejemplo: Ya que el conjunto consistente de un solo punto tie
ne medida cero, se sigue que todo subconjunto contable de R,

tiene medida cero.
Teorema (Criterio de Lebesgue para la integral de Riemann)

Sea f definida y acotada sobre [§,§ﬂ y sea D el conjunto de
discontinuidades de f sobre [§,51. Entonces f tiene integral

de Riemann sobre [a,5]si y s6lo si D tiene medida cero.

Definicién: Una propiedad se dice que se sostiene casi en
todas partes (almost everywhere) en un subconjunto § de Rl,
si se sostiene en todo S, excepto en un conjunto de medida

cero.




69

3. EL PRINCIPIO MAXIMO DE PONTRYAGIN (Prueba de Luenberger).

3.1 Fundamentos

El principio m&ximo de Pontryagin proporciona un conjunto de
condiciones necesarias para problemas de control, en los cua-
les el control u{(t) estd restringido a un conjunto dado.

En este capitulo, desarrollaremos una forma del principio m&xi
mo, desde un punto de vista abstracto, explotando la defini-

ci6n bédsica de un operador adjunto.

Sean X, U espacios lineales normados y g[x,ujun funcional so-

bre X x U ; y consideremos una restriccién de la forma:
ax, 4l =690 (1)

Donde A es un mapeo de X X U a X. La transformacibn A, descri
be un sistema de ecuaciones, que pueden ser un conjunto de
ecuaciones diferenciales, ecuaciones integrales, ecuaciones

diferenciales parciales, etc.

Suponemos que A define una Gnica funcibn implicita x(u).
También suponemos que A y g son diferenciables Fréchet con
respecto a X, y que las derivadas AxE('g , gx[},@ son con

tinuas sobre X x U.

Finalmente suponemos que la funcibn implicita x(u) satisface

una condicibn de Lipschitz de la forma:

|2 = x(v) ]| <k]]u-v]] (2)
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_ El problema de control, es encontrar (x,u) que minimice
J =g [x,4], que satisfaga A[%,d]=0 "y u en'® , donde 0 es un

subconjunto de U.

Ya que x es determinada en forma Gnica de u, el funcional ob
jetivo J puede ser considerado como dependiente (inicamente de

u, ya que J(u) = g[x{u),q].
Introducimos ahora el funcional de Lagrange.
Para x en X, u en U, A* en X* , definimos:
LG = AT + o[k d] @

La sigquiente proposicién puede ser vista como la base para el
establecimiento de un nfimero de condiciones necesarias para

problemas.de control conectados con varios tipos de sistemas.

Proposicifn 1. Para cualgquier u en 2 , donde 2 es cualquier
subconjunto previamente establecido de U, sea A* una solucibn

de la ecuacién
A% A [x(w, 9] + g, [x(w,q] =0 (4)
entonces para v en © , J(u) = g[x(u), Ul

J(u)=J(v) = L[x(u),u,r¥] = Lx@),v,2A%] + &(|lu-v]]}

Donde 6 (| |u-v||) representa una funcibn tal que

lim Lllu=vlD oy
[fu=v]|—>0  |fu-v]]
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Prueba:
For definicibn:

J(u) -~ J(v)

glx(u),4] - g[x(v),vV]
glx(uw,a] - gx,¥] + g[xv] - gx(v),v]

L}

Por definicibn de Diferencial de Gateaux

T (%+ah) =T {x)

Lim = §T(x;h)
a —>0 «
y si es lineal
Lim, Tlxtah)-T(x) _ ST (x;h/ hl ) ; o sea
a —>0 al|nf] ’
nim, T(x+eh)-T(x)- ||eh]| &TLsh/|lhID) _
+
a —>0 af |hi]

y por la misma linealidad, tenemos

Lim, T{x+ah)-T(x)- 6T(x;ah) _ ,
a —>0 allnf]

de la definicisn de "6

T(x+ah) ~ T(x) - 8§T(x;ah) = &([]ah|])
O sea:
T(x+ah) = T(x) = §T(x;ch) + &|]|ch|])

recordemos que §T(x;ah) = T'(x).ach , donde T'(x) es la deri-

vada de Fré&chet de la transformacibn T.
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Por ‘lo tan»to,. ‘p'ara .nuestro caso tenemos:
cglx s glktv) ) = g k), F] ) -x v+ 6(] [x)-x(v)|])

Por lo tanto:

J)=3(v)= g[x(w) i} ~ gk, g + g, W), 7] &Ku)-xwi] +
8(||xtw) - x(v)||)

J(w)-a(v)=g[x(u),dq] - glk),J+ g ), 7] E@)-x(v]] +
g, x(w) 8] [k (w)~x (v}~ g, [x(w),q] [xu)-x(v]] +
6(11xa) - x(v) |

J(u)=J(v) = gxu),q] - gk, ¥ + gx),q x@-xw] +
(g, vy 7] - g [xtu),q) Fw-xv]] + 6(]|x)-x)|])

Demostraremos ahora que:

(g9, x(v), 7] ~ g, [x() D R -x (v + 6(} x(w)-x(v) [ ) =6} lu-v]])

Para ello tenemos que:

() -x(v]
| B ] - g el ) 2| <
[ Tu-vi|
_ [x () -x(v)
[l g BFv) v - g [x),a1]

[Ju-v]]

A

K g, xv,v] - g, [xm (1] || (por Lipschitz)

Por lo tanto:

[(x(u)=x(v]]
————— <

[ fu=vl|

g, B 7] ~[g, x(u),q]) <(a)
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Siempre ques

g vy, v] - g, ), ]| < e/ «e. (b}

Dada la c_ontinuidad de Gyt existe &>0 tal gque (b) se sostie-

ne, siempre que:

HE,.] - Fw,a)l] <s
donde V
HEw . - E‘(U):lﬂ |1= Max{||x(v)=x(u) |}, ||u-v][}
o sea, que dada cualquier e>0, existe ¢>0 tal que (a) se cum

ple siempre que:
Mo - vi| <8

Por lo tanto:

(g, x(v),v) =g, [x(w),a]) k) -x(v] = &]|u-v]])

Por otro lado, sea
6] x(u)-x(v) 1) = £[x(u),x(v]]

Aplicando la definicibn de limite:

6w x| |
| %t -x (v ||

<e/K, siempre que ||x(u)-x{(v)|] < &

o sea

[ €, x(vi]| |<e/K |]x(w)=x (v)]| <€ |]u~v|] (por Lipschitz)
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Pero
[{x(w)=x (v} |]<k]|u-v]|<8,siempre que ||u-v}]<s/K

Hemos demostrado gue dada cualguier e>0, existe 8' = &/K > 0

tal gue:

PEG (), x(vi] ]}

——— e < ¢, siempre que |[u-v|]|<§'
fja - v]|

o sea ffxw), x(vi] = 6&{{lu-v|]

De lo que se sigue gue:

Jy=J(v) = gxu),d] - gfktu), 9 + g, [xw) d xw)-x(v]]
+ 6] fu=v]]) AT

De manera semejante

0 =afx),a] - AW,V
= AF@ 0 - ARk, + B x(0),4] B =-x(v)]
+ 6(f|u-vi]}

O sea

0 = a* Alk(u),d] - 3* Afx(),¥] + A% A [x(w) 4] @) -x(v]]

+ &} |u-v|]) ... (d)
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Sumando {c) y (d) tenemos:

J() - J(v) = A*A[x(),d] - A*ATk) ,¥] +
+ A*a [x(u),a] [k(u) - x(vi]
+ QE((U):@ - g[—f(u)r‘a"' qu(“) ,lﬂ Et(u)-x(v):l
+ 6 |u-v|D

como por hipbtesis:

A*a [x(u),q) + g [x(u,d] = e
Entonces:
J(u) - J(v) = Lx@),u,A¥] - L) ,v,A ] + 6(||u-vi])

La importancia del resultado anterior, es gue proporciona una
manera, de primer orden, para determinar el cambio en J, debi
do a un cambio en u, sin necesidad de volver a calcular la -

funcibén implicita x.
Lema 1. (Lema de Bellman-Gronwall).

Sea la constante ¢y 2 0. Sean u(t) y k(t) funciones continuas
por partes (o sea, funciones cuyo conjunto de puntos de dis-
continuidad, es finito y ademis existe el limite por la dere
cha y por la izquierda en esos puntos) sobre E‘.o,tl_l .

Sea k(t) > 0 para t en E—.O, tﬂ.
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t

siu(t) < ¢, + I RK(t") u(t')at! cee (1)
to S :

para toda t en E:O, tﬂ, entonces:

t
u{t) < c, exp { K(t')dt'} pa toda t t ., t e {2
CH fto para toda en[o, 1:] (2)

Prueba: Sea U(t) el lado derecho de (1), entonces u(t)<U(t).

Multiplicando ambos lados de (1) por la funcifn no negativa:

t
K(t) eXp{-f K(t')dt']
o

tenemos:

t rt
u{t)K(t) exp {—j K(t')dt'}< U(t)K(t) exp {~J’ K(t')dt'}
tg tg

entonces:

t t
u({t)K(t) exp {-I R(t')dat'} - U(t)K(t) exp {—f K(t')dt*}<0
o %o

Analicemos como es fJ(t)
Sea a(t) =t Yy f(t) = K(t)u(t)

ya que & es creciente y por tanto de variacidn acotada sobre
E:O, tﬂ, y £ es integrable pues estd definida y acotada so-
bre E:O, tﬂ y ademds el nfimero de discontinuidades de f so-

brel:to, t]:] es finito o sea de medida cero. Entonces si

&
F(t3 '—'J’ £(g) aa(z)
to

su derivada existe y es igual a:
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F'(t) = £(t} a'(t) = K(t)u(t)

Para las t donde K(t), u{t) son contfnuas.

t
Por lo tanto la derivada de U = Cy +'[ u(t')k(t')ydt’
0

existe y es igual a:

U(t)=u(t)K(t) para las t donde u(t) y

K(t) son contfnuas.

por tanto,debido a que

Fl t
oy {u(t)exp(-g

t
K(t')dt‘}}=U(t)exp(-j
%

t
x(t';dt')—u(t)k(t)exp{j’ K(t')at'}
t t

0 0

Por lo tanto:

t

o {U(t) exp {-J- K(t')dt'}) < 0 a.e.
to .

Ya que esta filtima expresibn se cumple para casi toda t en

[?0, ti], (o sea es a.e. sobre [?0, ti]). Entonces, integrin

dola entre to ¥y t, y notando que en t = to, U(to) = c1 y la

exponencial toma valor de cero, obtenemos para toda t en

[For 4]
t 14
§ & (Up)exp (-s K(t)}} d g <o
t, °F t
0 0

O sea
t

c .
U(g)exp {—.j K(t')at'} < 0 para toda t en 't
£, ty~ [to ﬂ

por lo tanto:
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U(t) exp {- j K(t*)dt'} - 'cl <0
. t, : " :

‘ Tk o
u(t) exp{- s UR(e')at'} <

1

o

. . t

u(t) < Cl exp(s K(t')dt'}

o

Por (1) u(t) < U(t), por lo tanto
t
" ! )
u(t) < ¢y exp{ jt K(t')dt'} para toda t en [t{)' tJ:]

0

'que satisface:

Lema 2: La funcién » en NBV" E:O, t

Aee) = =£F g (0 yug (63, €] a(e) = 17 [ (6) up(e), €]

A(tl) = 0
Satisface la ecuacibn:
XAxEco,ué] + ngco,ua =0 en NBV" &.5]
donde
t
Alx,u) = x(t)-x(ty) - j £(x,u,t')dt’
t
tl 0
glx,q] = [ 1(x,u,t')dt’
to .

y suponemos que las funciones f,1 son continuamente diferen-

ciables con respecto a x. Ademds (x,u) estd en c? [to’tl X U,
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donde U es el espacio de las funciones continuas por partes
de la derecha. (0 sea que el valor de la funcibén u en U en un
punto ¢ de discontinuidad, es igual al limite de u(t) cuando

t tiende a { por la derecha).

i.e. u(g) = lim+ uf(t)
t—>z

Prueba: Se necesita demostrar que para cada h en c? [to, tl]

<AAx(x0,uo), h> + <gx(x0,u°), h> =0 (1)
o sea
< =
A, Ax(xo,uo)h> + <gx(x0,u0)h> 0 (2)
Ya gue
t
A {xyu) = 1 - £k, 2)dz
t
]
&
g, (%,u) = lx(x,u,C)dz
o

y por la representacibn de Riez, tenemos que para toda h en

n -
Cc E:o,t]], (2) puede expresarse COmO:

t

1

. t
[ An) [h() -g £, (xgrug DR (D)AE] at +
tg to

t

1
] lx(xo,uo,t)h(t)dt =0

to
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el lado derecho de la expresifn se puede desarrollar como:

ty t t
Me)h(t)dt - j ax(t) £ (xgeugr0)h(D)AT +
ty to ty
t

1
j 1 (xg:ug,tih(t)de
%o

Integrando el segundo té&rmino por partes y recordando que

k(tl) = 0,

llegamos a:

t t

1 1
j AMt)h(t)at + J M) £ (xg,up,t)hlelae  +
ty. tg X

t

1
J 1, (xgrug, t)0(E) 3L
o
O sea

t

1
] [?(x) + Aa(t) fx(xo,uo,t) + lx(xo,uo,t{] h{t)at
t

0

peroc

t

AEY = —£ (xgug, £)ALE) = 1 (xq,uq,t)

t
1 3

o £, rgrug ) + Lolxgruget)] nirae = o
0
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3.2 Principio méximo de Pontryagin

Aplicaremos.ahora estos resultados al problema:

1
Min g.lx,u) = 5 L{x(t),u(t), t)dat
. . - t :
0

k(t) £(x(t),ult),t)

x(to)

[
o

‘.u(f) en 2 ‘subconjunto conocido de R" donde f y 1 tienen deri-
vadas parciéles continuas con respecto a x. Ademds f satisfa-

..ce la condicién de Lipschitz con respecto a X y u como sigue:
Hgeew = £ 1] <nfllx=yl] + [je-vi]]  para w>0
y |l.1! 1la norma euclidiana.

El espacio de controles admisibles U es el espacio de funcio
nes contfnuas por partes por la derecha en el intervalo

[Fo, ti] y con la norma de L, - o sea:

£
[}l = i Uug(e) | +.+fu (0 [) at
to

Teorema

Sean kO'“O 6ptimos para el problema de minimizar

£

J(u) = S
to

1(x,u)dt
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sujeto a:  x(t) = £(x,u) -; x(tg) =a -~ ; ult) en @
Sea A -la soluci6n a la ecuacibn:
~A(t) = ka(t) + lX H X(tl) =0 el (1)

donde las derivadas parciales son evaluadas a lo largo de la

trayectoria 6ptima y defina la funcién de Hamilton por:
H(x,u,A,t) = A(t)£(x,u) + 1(x,u) e (2)
Entonces para toda t en [to, tl]

Hxq (t) ug (), A (ef]< HEco(t),u,Ht)] e (3)
para toda u en Q.

Prueba: Por simplicidad sea m = 1 ; i.e. los controles son
funciones escalares. Tomemos X = C" E‘:o, tﬂ y para U tomemos
el espacio de las funciones contfnuas por partes por la iz-

quierda con la norma L, y deFfinamos:

1

t
A = x(0 - xteg) - [ e, vt na
¢ 0
g[x.4] = 51 Lix(t),u(t),t)d
t

0
Si x, x+6x corresponden a u, u 4 du respectivamente en

{(x,u) ; A[%,d4] = 0} tenemos:
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[6x(t) || gn = Hj te[x () +x(0) ,u D)+ w0 ] - -
NS A .
. i g (4] : .

£[x(0) ,ulz), 8]} acl|

[

t
5t £+ 6%, won,d] - £ u,dlldz
0

t
< S M{lléx(c)l]Rn + |6u(z) |} dr (por la con-
ty dicién de
Lipschitz

A

¢ | o1
S M [fex(z) || ndc+S M [su(g)| 4z
to R to

Aplicando el lema de Bellman-Gronwall

t

[l6x(e) [ 1gn < M exp {M(t-t()) S 1 su(e)] 4
t
0

In

t
M oexp (Mt -ty)) S st aze
to

por lo tanto:

[Hex{| < x []su]l

y la transformacidn A[},@] satisface la condicién de Lipschitz

.requerida para la proposicibn 1 de este capitulo.
ya gue x{u) = x y x(u+gu) = x + §X
por lo tanto:

Ix(u+ su) - x(u)}] = || (x+8x) = x||=]] éx||<K||su|l=K]| (u+tsu)~ul|
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Ademds por el lema 2 demostrado anteriormente, A satisface la

ecuacibn adjunta:
AR (x,u) + g (x,u) = O

El funcional:

=
H(x,u,A)dt

to

es idéntico al funcional de Lagrange:

L] = 2alxu] + glxg]

1

excepto por el té&rmino S ax(t)  A(t)dt

o

lo que puede comprobarse ya gque:
H(x,u)t) = A(t) £(x,u) + 1(x,u)

Entonces:

t £ £
E(t)f(x,u)+l(x,u{] at = ACE)E (x,u)dE + 1(x,u)dt =
o o o

Y
j Alt) £ (x,u)dt + g(x,u)
£

Integrando por partes el primer término:

A(t) 7 dv = f(x,u) dt

=
n

du

. t
A(t)dt v = S £(x,u,z)dz
o
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t tl .
uv = A(t) S £{x,u,z1% =0 .yaque Alt;) =0
t t : )
0 0
, 6y t
- S [Ht) S £, 048] at
t0 to
tl . tl . t
AN S B(x,u,}) = - g Iae) g £(x,u,z)dg]dt+g (x,u)
o £y £

Y por otro lado:

LGou ] = Ak ¢ g

Por la representacifn de Riez:

"

AA it ]

tl . t
S )\(t)[:x(t) - x(to) - S f(x,unc)dg dt =
. to to

. ty
Ae)x{r)dt - alt)x(ty)
t

n

,

° 0

ty . ty £y ty
S ME)x(t)at - A{t)x{ty) - S ey J‘ £(x,u,g)dgjdt
o 0 "% )

en el segundo término A(ty) = 0 por hipStesis y A{t;) =0

por estar A en NBV

tl . tl . t
s Al =j Ae)x(t)dt - f [ e S £{x,u,z)dcjdt
to t0 to
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Por lo tanto

t t t
LE{,u,D=5 b ix(trae —j S PYC3) S £(x,u,2)d{]dt +g(x,u)
t t t
0 0 0
que es lo que qguerfa comprobarse. Este término para el caso
no es importante ya que no depende de u. Por lo qgue la propo-

sici6n 1, demostrada anteriormente nos da:

t
1 R
J(ug)-J(u) = St E‘I(xo,uo,z.) ~ H{xg,u,A)]dt +6||u—uo| Jovo o (4)
2
Mostraremos ahora que (4) implica (3). Supongamos lo contrario,

que existe t en [to, tJ:I yu en 2 tal que
H(xo (8) ,ug (8), 2 () > Hixg(E), U, M(E))

En vista de la continuidad por partes por la derecha de u vy la
continuidad por la derecha de £, 1,) y la continuidad de x,
se sigue gue existe un intervalo [t',tTJconteniendo a t y una

€>0 tal que:
By (t) ug (6) A (E]] = H[Eq (), 0,0(E]] > ¢
para toda t en [£', t7].

Sea ahora u(t) la funcibn continua por partes por la derecha
igual a uy(t) si t no estd en [t', t7] e igual a ¥ en [E',t7]
de (4) tenemos:

Iy

Flug) - J(u) = S;. El(xo,uo,)\)—ﬁ(xo,ﬁ,).)]dt + 6([|u—u0[|) >

> e (t"-t') +6(||u—u0|[) ..o (5)
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pero Ilu-uogl = St; ’G(t) _.QO(F?‘dt

Sea K = éup flﬁ(t)-uo(t)l i; ' <t <t}

entonces !iu - u,|| < K(t"-t')

ol
Sea g = 5(_:u—u0;_); per definicibén de "6" peguefia, esto im-

plica que:

¥ g <¢/K siempre gque llu-uoll < §

O sea:
ilgil <e/k ilu-ugylee(t”-t")

siempre que: [|u~u0||< K(t"~t') < &

Con esto hemos demostrado que dada cualguier e>0, existe

§' = §/K tal que:

lg!

: Mo '
T=—grT <€ siempre que -t < §

o sea gue g = 6(t" = t'), lo que implica gue
J(uo)-J(u) >e (£"-t') + 6(t"-t')
seleccionando [F'tt] suficiente pequefio tendremos:

J(uo) - J(u) > 0

lo que contradice la optimalidad de U,
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En forma breve, este resultado nos dice que si una funcién de
control minimiza el funcional objetivo, sus valores en cada
instante deben minimizar también la funcibén de Hamilton. La
ecuacibn adjunta planteada por Pontryagin es un poco diferente
que la nuestra, dando por resultado que la funcién de Hamilton
deba ser maximizada, de ahi el nombre de principio M&ximo de

Pontryagin en lugar de Principio Minimo. .
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4. PRINCIPIO MAXIMO DE PONTRYAGIN. (Prueba de Halkin).

4.1 Polisistemas din&micos. Evoluci6bn de los sistemas.

Consideremos un sistema cuyo estado es descrito por un vector
X del espacio R" y cuya evolucibn estd dada por la ecuacién

diferencial
% = £(x,u,t) 1

donde u es un vector de control del espacio " y fi{x,u,t) es

una funcién vectorial n-dimensional de x,u, y t.

Supondremos que la funcibén f{x,u,t) estd definida para toda
x en R", toda u en R® y toda t en [0,1] que es dos veces con-
tinuamente diferenciable con respecto a X, continua con res-

pecto a u y continfia por partes con respecto a t.

4.2 Funciones de control.

Sea { un subconjunto acotade de ™. Este conjunto @ es llamado
el conjunto de los vectores de control admisible. Sea F la
clase de todas las funciones continuas por partes de [b,i]

a Q. Esto implica en particular que toda funcif6n en F es
acotada. La clase F es llamada la clase de las funciones ad-
misibles de control. Si p y v estdn en F, ello significa
que el valor de ellas en el punto t serd u(t) y v(t), respec-

tivamente.

Si u pertenece a F entonces el conjunto 2 (u) serd definido
como el conjunto de puntos en (0,1) en los cuales la funcidn

¥ y la funcidn £(x,u,t) son contfnuas con respecto a t.
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Ya que por definicifn, toda funcién p en la clase F y la fun-
ci6n f(x,u,t) son contfnuas con respecto a t, se sigue que
existe Ginicamente un nGmero finito de puntos en el intervalo
D,i] que no pertenecen al conjunto £ (p)} y ademis que el

conjunto I (u) es abierto.
4,3 Trayectorias

Si p es una funci6n de control en la clase F, denotaremos por
X(t;u) a uvna funcibn contfnua en t, diferenciable sobre

) y tal que:

(i) x(t,u) f(x(t;u), u(t),t) para toda t en Z (u).

C(1i) x(0;u)

[¢]

De la teorfa de las ecuaciones diferenciales ordinarias
[kef.4,5:] se sabe que para toda p en F tenemos una y s6lo

una de las siguientes posibilidades.

(i) La funcién x(t;u) existe, es finica y es acotada sobre el

intervalo [h,i].

(ii) Existe una £ en [0,1] tal que, la funcién x(t;u) existe,
es finica y es acotada para toda t en [@,cf], con r*<yg
Yy es no acotada cuando t tiende a . Cuando este es el
caso, £ es llamada un tipo de escape finito de la varia-

ble de estado X para la funcién de control u.

Muchos desarrollos en la teorfa de control 6ptimo son simpli-

ficados grandemente si suponemos a priori gue la posibilidad
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de.un tiéﬁpo;dg‘gs¢ape~fiﬁitd-demla7variable de estado X es
‘rechazado para cualquier fuﬂgldh de:control y en la clase F.

Se asumira que eéxiste una constante M < = tal ‘que:

J£(x,u,t) | <M(] [ ]+1)
Para toda ‘X en Rn, toda u en Q y toda t en [b,i].

Con la ayuda de esta suposici6n, es f&cil probar que para to-~
da funcibén de control p en la clase F, la funcidn x(t;u)

*
existe, es finica y acotada sobre el intervalo [b,i]( ).

4.4 problema de optimizacifén, Restricciones terminales y

criterio de representacidn.

Hemos establecido que el vector de estado X es cero al tiempo
t=0. Sea r un entero tal que O<r<n-1. Sea {$1/S,,.-.,S.} un
conjunto de nfimeros reales. Estableceremos que este conjun~
to representa el valor de los primeros r componentes del vec-

tor de estado X al tiempo final (t=1).

El problema de optimizacifn se establece formalmente como
sigue:
Se da el conjunto:
s = {x : xeR” ; X = 5; para i=1,2,...,r}
y deseamos encontrar la funcién de contrel v en la clase F

tal que:

(i} =x(1;u) en §.

(ii) para toda u en F tal que

(*) ver[ref. 10 | pags. 247-256
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x(1:;u) en S
se cumple la relaci6n
x (1) < x (17v)

La funcibn de control gue satisface las condiciones anterio-
res es llamada una funcibén de control 6ptima, y la trayecto-

ria correspondiente x(t;v) es llamada la trayectoria 6ptima.

Podemos entonces resumir el problema de control planteade an-

teriormente como:

max xn(l)

x(t) = £lx(t), u(t),t] te [0,1]
x(0) = 0
xk(l) =5, k=1l,...,r{r<n)
ueF
donde f£:R"xR"x[0,1]+ R" f continuamente diferenciable de
sequndo orden con respecto a x,
continua con respecto a u y con-
tinua a tramos con respecto a t.
F la clase de controles admisibles

consistente de la funcién u(°)
en [0,i] que son continuas a tra~
mos y satisfacen u(t)ah:

te[0,1} donde ocR" es acotado.



92
x(t) = [&l(t),..;,Xﬁ(tij vector de estados

si,...}sr valor final de los primeros

r (r<n) componentes del vector x.

4.5 Observaciones sobre la estructura de la funcibn g (y y,t)

Se deben mencionar dos diferencias fundamentales entre la for-
mulacién del problema de optimizacibn dada anteriormente y el

problemae tratado por Pontryagin.

En la formulacién dada, se permite a la funcién f(x,u,t) ser
dependiente de la variable xp, la cual es maximizada al tiem-
po t = 1. Esta dependencia es permitida por las siguientes
razones: el hacer la suposicién que f(x,u,t) es independien-
te de X conduce a simplificaciones muy pequefias en los desa-~
rrollos posteriores pero, rompe la simetrfa entre las varia-
bles de estado. RAdemds en muchos problemas précticos aparece
la dependencia de las ecuacjiones diferenciales sobre la varia-

ble a ser maximizada.

También, en contradiccifén con la formulacién de Pontryagin

no se requerird la independencia, respecto del tiempo, del
sistema diferencial. Ya que en el caso de un sistema diferen-
cial de tiempo variable el cual es continuamente diferencia-
ble respecto a t, podemos agregar una variable de estado ar-
tificial y transformar el problema a uno como el tratado por
Pontryagin. Sin embargo, en el caso general de un sistema de

tiempo variable, el cual es solamente continuo por partes



93

con respecto a t, la transformacién anterior no puede reali~
zarse y el resultado de Pontryagin no es aplicable y se re-
querirén los resultados contenidos en este capftulo. Supone-

mos que t = 0 es el tiempo inicial y que t=1 es el final.

4.6 Principio de la evolucién Sptima. Conjuntos alcanzables.

En esta seccifén introducimos algunos conceptos geométricos,
los cuales son de fundamental importancia a la teorfa de con-

trel Sptimo.

Si t estd en [b,ij y si X es un estado tal que existe una
funcibén de control py en la clase F con x(t;ju) = x, diremos
que el estado X es alcanzable al tiempo t. Para toda t en
'[0,1] definiremos W(t) como el conjunto de todos los esta-

dos que son alcanzables al tiempo t.
i.e. W(t) = {x(t:p): ¥ estd en F}

pefinjicién: La funcibn H(x,u,t,)) estd definida por la rela-

cidn:

H(x,u,t,A) = <£(x,u,t),A> A en R"

y es denominada Hamiltoneano.

Teorema: Principio mé&ximo de Pontryagin: Si v es una funcibn
de control Sptimo, entonces, existe una funcibn j(t), defini-
da y contfnua sobre [0,1], diferenciable en los puntos de -

continuidad de t sobre (0,1) de las funciones v y £(x,V,t) y

diferente de cero tal que:
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(1) H{x({t;v),v(t),t,A(t))>H(x(t,v),u,t,x(t))

para toda t en 3{u) y toda u enf

(ii) i(t) - - SH(x,U(gilt,l(t))

x=x(t,v)

"
o

(iid) Xi(l) i=r+1,..., n=1

v
o

(iv) A (1) >

47 Prueba del principio del‘méximo para un polisistema diné-

mico elemental.

Suposiciones: La funcién f(x,u,t) es independiente del vector
x y toma la forma Q(u,t). O sea, gue la evoluci6n del poli-
sistema dindmico bajo consideracifn estd descrito por la
ecuacibn:

% = Qfu,t)

De acuerdo a las suposiciones hechas en la seccifn 4.1 para
la funcién f(x,u,t}, supondremos adem&s en esta parte que la
funcién Q(u,t) es continua con respectoc a u, y continua por
partes con respecto a t y que es uniformemente acotada sobre

[0,1] para toda u en Q.
Bajo estas suposiciones, la trayectoria x(t,u) toma la forma:

t
x(t,u) =JD Qu(z),z)dz)

y tenemos inmediatamente que

para toda t enZ (u)
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|x(t,u) | <M para toda u'en Fy toda t en [o, 8}
Consideremos ei conjunto:
st = ix > x5 (1)) « }
= : xen S, X, X, (1) = X:x en S, xn>xn(1,u)

Es inmediato que este conjunto es convexo.

Los conjuntos S+ y W no pueden tener ningGn punto com@n, ya
que la existencia de algfin punto contradirfa la optimalidad

de la funcibn v.

Progosicién: Fl conjunto de los estados alcanzables al tiempo

t =1,

1
W= {x(1;u) : pwen?F ={ J Q(u(t),t)dt:pen F} es un conjun-
. 0

to convexo.

Prueba: Ver [Ref. 10 | p&gs. 213-214 y 235-238.

Ya gue los conjuntos s+ y W son convexos y no tienen puntos
comunes, entonces existe un hiperplano gue los separa (de_se-
paracifén), no trivial. Esto significa que existe un vector
A= (Al,xz,...,xn) diferente de cero, y un nfimero real ¢

(la distancia del origen a este hiperplano de soporte) tal que:
<X, A> < ¢ si x en W

. +
<X, A> > ¢ si x en S

y puede extenderse a
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<X, A> > ¢ si x en §+, donde S5t es 1a cerradura
de s*. 0 sea: 8" = {x:x en s, x 2%, (1,0)}

Como por construcecién x(1,v) pertenece a Wy S+ entonées:

< x(1;v),A > =¢
esto implica que

< XA > < <x(1i;u),A> si x estd en W

< XA > > <x(L;v),A> si x estd en ST

Proposicién: <Q(v(t),t),A> > <Q{u,t),r)>

para toda t en Z(u) y toda u en Q.

Prueba: Supongamos gue no se cumple la proposici6én para algln

punto t. en £ (v), entonces existe una uen Q , y n>0, tal que:

0

<Qu(ty) tg) > < <QCu k), 4> = 2a

Ya que Z(v) es un conjunto abierto, existe un intervalo
I:to-e, t;°+ej con €>0 en que las funciones Q(v(t),t) y

Q{u,t) son contfnuas y se satisface:
<Q(ut),£),A> < <Q(u,t),A> - o sit estd en [t-e , tyHE]
Si definimos la funcién:

vit) si t no estd en [:to-e R t0+5:|
vr(t) =

u(t) si t estd en Bo—e » tgte]

esto implica que:



97

1 I R R

< s Q(v*(t),t)dt, x> > <. S ‘Q(v(t) ,t)dt,r> + 2ea
0. : T iden i .

o sea : <x(1,v¥),A> > <x(1;v),X>  +2ea

como por construccién x(1,v*) estd en W, tenemos una contra-

diccibn a la relacién:

<x,A> < <x(1,u),A> si x estd en W, esto ter-

mina la prueba.

Esta proposicién, es equivalente a la condici6n (i) del prin-’
cipio de pontryagin. Ya que A es constante, la condici6én (ii)

del principio, resulta trivial.

Para demostrar las condiciones (iii), (iv) considere los vec-
tores unitarios e donde i=r+1,...,n. Puede observarse que
los vectores x(l,u)+ei Yy x(l;u)-—e1 pertenecen a §+ para to-

da i = r+l,...,n-1 (porque x{l,v) estd en 5).

. =+
Ya que <x,A> > ¢ si x en S

tenemos:
<x(1,0) - e, A> > < x(1,v),2 >
<x(1,u) + eg.d> > < x(1,0),) >

de donde se concluye que

<ei,)\> =0

o bien
A, =0 i=r+1,...,n -1

que satisface la condici6én (iii).




Ademés,'puesto'quéix(i;d);+'en ests en §7 se cumple qué:
<x(1,0) + e A>3 <x(Lu) , A >

o sea
e A> >0
es decir

A > 0 (condicién (iv))

4.8 pPrueba del principio del m&ximo para un polisistema

dinfmico lineal.
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En esta seccibn supondremos gque la funcidn f(x,u,t), tiene

la forma particular:

£{x,u,t) = A(t)x + Q(u,t)

De acuerdo a las suposiciones iniciales, en esta seccifn su-

pondremos que la funcibén matricial A(t) es contfnua por par-

tes con respecto a t y la funcién vectorial Q(u,t) es conti-

nua con respecto a u y contfnua por partes con respecto a
Asociado al sistema lineal

% = A(t) x

t.

existe una matriz G(t) llamada matriz de transicibn definida

y contfnva para toda t en [0,I], para las cuales la matriz

A(t) es contfnua, es @inita y tal que tiene las siguientes

propiedades (*).

(*) Ver [Ref.4 7| plgs. 62-66
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-G(t)A(t) para toda t en [0,I]donde A(t) y

a) Gt)
' Q(u,t) son continuas.
b) G(1) =1

c) G(t) es no singular y su inversa satisface:

¢ ) =awe e s ety =1

Proposicibn: Para toda u en F la funcifn vectorial x(t,y) to-
ma la forma:

t
x(tiw) = 6~ Loy S 6(z) Qluly),p)at
0

para toda t en [0,1]
Prueba: Sabemos que x(t,u) existe y es finica tenemos solamente
que verificar que el postulado de la proposicién satisface la

ecuacién diferencial:
2 xtti) = Alx(E) + QML) b)
para toda t en Z (p) y la condicifén de frontera x{(0,u) = 0.

Derivando x{(t,u) tenemos para toda t en E (u)

t
-1
dlt.p) . 46 L&) SO c(r)o(u(z) e

t
i & SO () Qlulz),z)de

+

ct

t
Ay (e So G(z) Qlulz),g)dg
+ ¢ HoyaerQt) , 1)

s(t)x(t,u) + Qu(t),t)
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Y tenemos para la condicifn final:

1
x{1,u) = S G(t)olu(t),t)dt.
0

Definiendo el conjunto W como el de todos los estados alcanza
bles al tiempo t=1 desde el estado inicial x=0 al tiempo t=0

con alguna funcién de control en la clase F, tenemos

W

]

{x{1,u) ; p en F}

O sea

=
i

1
{S G(t)Q(u(t),t)dt : u en F}
0

Siguiendo paso a paso el procedimiento usado en la seccibn
anterior, se llega a probar que para cada funcién de control
6ptimo v existe un vector constante A, distinto de cero, tal

que:

a) < GlE)o(v(t),t), 2 > << G(t)Q(u,t),x >

para toda t en E(v) y toda u en Q.

b) Ai =0 para i =r + 1,...,n = 1

c) A, 20

Como puede observarse, los resultados (b) y (c) coinciden con
las condiciones (iii) y (iv) del principio del méximo de

Pontryagin.,
Definiendo la funcibn vectorial A{t) con:

Aty = GT(t))\ para toda t en [0,I]
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donde GT(t) es la matriz transpuesta de G(t). Y se tiene gque
2(t) es continua, diferenciable por partes y diferente de

cero sobre el intervalo [D,{] por las propiedades de G(t) y 2.

Recordando la definicién de operadores adjuntos y que el ope-
rador adjunto de una matriz G(t) es su transpuesta, podemos

escribir:
<G(E) Qlu,t),A> = <Qu,t), G (t)h>
por lo tanto, el resultado (a) puede escribirse:

Qv It),£), G (E)X> > <Qlu,t) G (£))>
© sea
QUVE),£), A(E)> 2 <Qlu,t) A (t)>

lo que implica

<(A(E)x(t,u) + Qv(t),t)) A (t)> ><(A(t)x(t,v) + Qlu,t)),2(t)>
para toda t en E(u) y toda u en 2 que es la condicifn (i) del

principio del mi&ximo de Pontryagin.

De la definicibn de X (t) tenemos:

T T
D L (&awn) = (ewaw) a
= -aT() 6Te)n = -aT(e)ate)

Por lo gue se cumple la condici6én (ii) del principio del

méximo .

Con esto queda demostrado el principio del mafimo para un

polisistema din&mico lineal.
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4.9 Prueba del principio del m&ximo para un polisistema

dindmico general.

o

Sea v una funcién de control 6ptimo para el problema de opti-
mizacién establecido. Sea A(t) una funcifn matricial de nxn

cuyo elemento (i,j) es

3 fi(x,v(t),t)

x=x(t;v)

De las suposiciones hechas, sabemos que la funcifn matricial
A(t) es contfnua por partes sobre [0,1], y sea G(t) la matriz
de transicibn asociada al sistema cuando la funcién de con-

trol es v , esta funcién es contfnua en t sobre [0,I] y di-

ferenciable respecto a t sobre Z (u).

Debe observarse que las matrices A(t) y G(t) han sido defini-
das particularmente, para la funcibn de control u. Matrices
similares pero diferentes, deben ser definidas para las otras

funciones de control en la clase F.

La propiedad caracteristica del sistema lineal considerado
en la seccibén anterior es que las matrices A(t) y G{(t) son

las mismas para toda funcién de control en la clase F.

Definamos para cada funcibén de control en la clase F, a la

funcibn vectorial v(t,u) por la relacién:

y(t,u) = x(t,n)-x(t,v) para toda t en [0,I]
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A esta funcién se le conoce como la trayectoria variacional
para el control u, respecto al control v.

Sea I *(u) = E (WMINE (v)

La funcibn y(t,u) es continua respecto a t en [0,I] , diferen

ciable respecto a t en Z*(u) y se tiene:

vt = £(x(t,u), ult) t) - £(x(t,v),v(t),t)

para toda t en Z * (u)
Definamos a las funciones vectoriales Q(u,t) y k(t,u) comc:
Qfu,t)=£ (x{t,v) ,u,t) - £)x(t,v),v(t),t)
ke, u)=£(x(t,u),ult),t)~-£(x(t,v),v(t),t)
“Q(ult),t)-A(t) (x(t,n)=-x(t,u))

La funcién Q{(u,t) es continua respecto a v y continGa por par
tes respecto a t. La funcibn k(t,u) es contfnua por partes

respecto a t, para toda y en F. Sustituyendo tenemos:
v(t,u) = A(t) yl{t,p) + Q(u(t),t) + k{t,u) para toda t.en T*(p)
Por lo tanto:

t
yiea = 6 e So G(z) (Q(u(z),2)+ kiz,1))d; para toda t en[0,I].

La funcién k(t, ) es igual a cero para el problema linezl con-
siderado en la seccién anterior, sin embargo, no lo es para el

problema no lineal considerado en esta seccifn.



104

Para cada p en F sea z(t,u) una funcibn vectorial de t defi~

nida y continua sobre [p,{], y diferenciable sobre Z*(u}

tal que:
i) Z{t,n} = A{t)z(t,u) + Q(u(t),t)
ii) 2{0,u) = 0
es decir:
-1 t o
2(6) = 61 (n) g 6(2)Q(u(c) 218  para toda t en [0,1]
0 .
Por lo tanto:

t
yit,u) - z(ta) = &7 (e) S G{ik(g w)de para toda t en [0.7]
0

Sean los conjuntos W y W definidos de 1a siguiente manera:
W= {x(1,u) + y{1,u) : p en F}
W= {x{(1,u) + 2{(2,u) : p en F}

Equivalentemente, pueden escribirse:

=
[

{x¢l,y) :+ p» en F}

z
i

{x(1,u) + 2 : z en 2}

donde

{z(1,n) : u en F}

=N
L}

De los resultados de la seccibn anterior, se sabe que el con-
junto 2 es convexo y por lo tanto W es convexo. El conjunto

S+, definido anteriormente, es también convexo.
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Lema: Si no existe ningfin hiperplano que separe los conjuntos
convexos s* Yy W, entonces los conjuntos s+ y W 'tienen al menos

un punto en comfin.
Prueba: Ver [Ref. 10 7] pdgs. 242-247,

. . . + . .
Corolario: Si los conjuntos § y W no tienen ningGn punto en
comin entonces existe un hiperplano que separa los conjuntos

convexos S+ vy W.

Los conjuntos s+ Y W no pueden tener ning(in punto en com@n
pues de ser asi, se contradiria la optimalidad de la funcifn
de control v. Por lo tanto, aplicando el corolario anterior,
se concluye la existencia de un hiperplano que'separa los con
juntos convexos st y ﬁ. Siguiendo los mismos pasos utiliza-
dos en la prueba del polisistema elemental, se prueba que
para la funcibn de contfol 6ptimo, existe una funcibn A{t),
definida, continua, diferenciable por partes y diferente de
cero sobre [0,I] tal que:

a) <Q(v{t).t), A(t)> ><Q(u,t),r(t)> para toda t en Z (u)
y toda y en .

b) %E Ae) = - AT(t)x(t) para toda t en £ (u)
c) Ai(l) = 0 para i = 1+1,..., n-1
a)r A1) 20

Sustituyendo la definicién dada de Q(u,t) en la parte (a) de

los resultados, llegamos:



<Q VLML) A (E)> 2 7 <alus k) 4

CLEGR(E0), VI, £) = E(x(E,0),v(E),£)), A(E)> >
SCE(x () u,t) - £lx(t,0),vIE),£)), A(E)>

Soo<E(x(e,0),v(t),B) A (8)> > <E(x(t,u),u,t) A (R)>
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gque es precisamente la condicibén (i) del principio del méximo.

Sustituyendo en el resultado (b)

seccibn de la funcibén matricial A(t) tenemos:

-aT(e) ) (v

8f, (x,v(t),t)
) CES

afn(xlv(t) ’

_ sflx.vit), t)

la definicibén dada en esta

SAE)

Alt) = -

ER3 3x

=x{t, v}

gue es la condicidn (ii) del principio del méximo.

3B (x,v(t) £, A(t))]

=x(t,v)

Los resul

tados (c) y (d) son exactamente las condiciones (iii) y (iv)
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del principio del méximo. Esto termina la prueba general del

principio del mdximo de Pontryagin.
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