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l. INTRODUCCION 

Durante los ültimos 20 años, uno de los principales cbjetivos 

a los que se han enfocado las matemáticas y la ingeniería es 

el análisis de problemas de toma de decisiones en .sis~§Tlas 

_f_l:s~--~r_?l~r:_~:aci_o11~.1-es. Esta tendencia fue inspirada or~ 

ginalmente por los beneficios económicos resultantes del buen 

uso de los recursos escasos y por la demostración de que el 

análisis de este tipo de problemas podría hacerse en forma ma 

temática para incrementar dichos beneficios con base en mejo­

res decisiones. 

La aparición de las computadoras digitales contribuyó, tam­

bién, al desarrollo de este análisis, ya que permitió la im­

plantación e integración de sistemas de gran escala, revolu­

cionó las matemáticas aplicadas y facilitó la resolución de 

problemas complejos. 

El concepto de decisión óptima aparece como el enfoque funda­

mental en la formulación de problemas de decisión. Con este 

enfoque una cantidad que resume el comportamiento de la deci­

sión, es aislado y optimizado, mediante la selección propia 

entre las alternativas disponibles. La decisión óptima es t~ 

mada como la solución al problema de decisión. Es obvia la 

limitación que se tiene, debida a la necesidad de seleccionar 

un objetivo ünico con el cual se midan los resultados; sin em­

bargo, la optimización ha demostrado su utilidad como una he­

rramienta para el análisis y está firmemente cimentada en el 

campo de la toma de decisiones. 
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En el desarrollo actual de la optimización en los problemas 

de decisión, las técnicas clásicas han sido reexaminadas, ex­

tendidas, a veces redescubiertas y aplicadas a problemas dif~ 

rentes de los que las motivó. Se ha profundizado en la teo­

ría,y nuevas técnicas han sido desarrolladas; la computación 

ha desechado muchas técnicas obsoletas y ha hecho a otras que 

anteriormente eran imprácticas, factibles y eficientes. Hoy 

en día, el estudio de la optimización como un tópico indepen­

diente, es visto corno una rama de las matemáticas aplicadas. 

Hay una gran variedad de problemas que pueden ser fonnulados 

como de optimización. Una clase importante de estos, son 

aquéllos en los que se involllcra a un sistema dinámico. Los 

problemas de control pertenecen a esta clase. 

Existe otra teoría, el control óptimo, desarrollada paralela­

mente a la optimizació~ que establece los fundamentos matero~ 

tices para resolver específicamente problemas de control. 

Un problema de control puede caracterizarse como sigue: Un 

sistema a controlar, un objetivo deseado, un conjunto de co~ 

troles y una medida de costos o efectividad de las acciones 

de control. 

Ambas teorías, la optimización y el control óptimo, tienen 

resultados equivalentes pero obtenidos partiendo de bases 

diferentes. 

El propósito de esta tésis es presentar las condiciones nec~ 

sarias para los problemas de control, en los cuales el con-
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trol está restringido a un conjunto dado, resultado conocido 

como el principio del máximo de Pontryagin, y llegar a esta­

blecer equivalentemente dichas condiciones partiendo de las 

dos teorías mencionadas: la optimización y el control óptimo. 

Para ilustrar la variedad de problemas que pueden formularse 

como de optimización ó control y que pueden ser resueltos apli 

cando el principio máximo de Pontryagin, se presentan µlgunos 

ejemplos a continuación: 

1) Problema del cohete. considere el problema de seleccionar 

un programa de lanzamiento u(t) para el ascenso vertical 

de un cohete, el cual está únicamente sujeto a las fuerzas 

de gravedad y de lanzamiento y el objetivo es alcanzar una 

altura determinada con una utilización mínima de combusti­

ble. 

Suponiendo masa unitaria, gravedad unitaria fíjas ~ condi­

ciones inic5ales cero, la altura x(t) es gobernada por la 

ecuación diferencial: 

ll.(t) u (t) - 1 

.La altura a alcanzar es x(T) 

de combustible: 

X (O) x(O) o 

1, minimizando el consumo -

El tiempo final T no está especificado, pero el enfoque del 

problema es resolverlo para cada T fija y entonces minimi­

zar con respecto a T. 
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2) Problema del pozo petrolero. Una compañía petrolera tiene 

localizado un yacimiento petrolífero, el cual tiene una ca 

pacidad et • Se desea determinar el programa de extracci6n 

a largo plazo tal que se maximice el beneficio total des­

contado. 

El problema consiste en encontrar la funci6n integrable x 

sobre !}J, 00 ) que representa la tasa de extracci6n tal que se 

maximice 

i: F l2c!tl]v(t) dt 

sujeto a 

~: x(t) dt < n X (t) > 0 

F [ x J representa la tasa de beneficio asociado con la tasa 

de extracción x, esta funci6n puede considerarse como estric­

tamente cóncava y crecie,nte sobre [o, 00 ) y F [O]º = O .. La fu!! 

ci6n v(t) representa el factor de descuento y puede suponerse 

que es continua, positiva, estrictamente decreciente hacia ce 

ro e integrable sobre [0, 00 ). 

3) Problema de asignación del granjero. Un granjero produce 

un sólo cultivo, digamos trigo. Después de la cosecha debe 

almacenarlo o venderlo y reinvertir comprando tierra adi­

cional y equipo para incrementar su tasa de producci6n. 

El granjero desea maximizar la cantidad total almacenada 

al·tiempo T. 



supongamos: 

Sea: x1 (t) 

x2 (t) 

x
3

(t) 

*1 (t) 

x2 (t) + x3 (t) 

la tasa de producción 

la tasa de reinversión 

la tasa de almacenamiento 

El granjero desea operar de tal forma de maximizar: 
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4) Planeaci6n de la producción. Una empresa que produce cier­

to producto desea planear su programa de producción sobre 

un cierto período de una manera óptima. Se supone que una 

función de demanda sobre el período es conocida y que esta 

demanda debe ser satisfecha. El exceso de inventario debe 

ser almacenado y el costo de almacenamiento es proporcio­

nal a la cantidad almacenada. Existe un costo de producción 

asociado con cada tasa de producción. Sea xCtl la existen­

cia disponible al tiempo t, r(t) la tasa de producción al 

tiempo t y d(t) la demanda al tiempo t, el sistema de pro­

ducción puede ser descrito por: 

x(tl r(t) - d(t) dado x(O) 



y se desea encontrar la función r tal que satisfaga: 

x(O) + 

r (t) > O 

~: [_i:(~) - d(~l] d~ x(t) > O 
} para O < t < T 

y que minimice el costo: 

J ~: {c[rCtl] + h.x(t>]dt 

donde c [ r J es la tasa del costo de producción para el 

nivel de producci6n r y h.x es la tasa de costo de inven-

tario para el nivel de inventario x. 

5) La ·implantaci6n de un algoritmo para la optimización de pr2 

blemas de control no lineales. Este algoritmo consiste en 

la linealización de la solución del problema no lineal de 

control no óptimo, mediante iteraciones sucesivás bapadas -

en la aplicación de técnicas de optimización lineal, de ma-

nera que se obtenga un sistema óptimo no lineal. La solución 

lineal es obtenida mediante la aplicación del principio -

máximo de Pontryagin. (Tesis de Maestría. Sohler, Jerome 

Francis. California University. Los Angeles. Dept. of 

Engineering). 

Este trabajo está desarrollado de la siguiete forma: en el 

capítulo 2, se presentan los fundamentos matemáticos y los 

conceptos básicos de Optimización, necesarios para el desarr~ 

llo de las demostraciones del Principio máximo de Pontryagin. 



En el capítulo 3, se desarrolla la demostraci6n del principio 

con las bases te6ricas de la optimizaci6n. Y en el capítulo 4 

se hace la demostración correspondiente a la teoría de control 

6ptimo. 

Deseo expresar mi agradecimiento al Dr. Sergio Fuentes Maya 

por el apoyo y ensefianzas recibidas y por la supervisi6n y 

direcci6n de este trabajo. Ya la Sra. Cristina Arias Gónzález 

por la excelente labor mecanográfica que realiz6. 
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2. FUND.".MENlUS W.TEWITICOS Y a::taPrOS B.ZISIC:OS DE O?TIHIZl'CION 

2.1 Introducción 

En el presente capítulo se establecen los fundamentos matemá­

ticos y los conceptos básicos de optimización necesarios para 

el desarrollo de las demostraciones del principio máximo de 

Pontryagin. El desarrcllo del mismo es como sig;.ie: En las dos 

primeras secciones de este capítulo, 2.2 y 2.3 se introducen 

los conceptos de espacio vectorial y algunas de sus propieda­

des; se definen los subespacios, variedad lineal y convexidad. 

En las secciones subsiguientes, 2.4 a 2.10 se discute las pr~ 

piedades básicas de espacios lineales normados. Se establece 

el concepto de norma y se definen propiedades analíticas y 

topológicas como convergencia y conjuntos abiertos y cerrados. 

en las secciones 2.11, 2.12 y 2.13, se introducen los concep­

tos de funcional lineal, espacios duales y el Teorema de 

Hahn-Banach. Estos conceptos son básicos para la teoría de 

optimización, de hecho el teorema de Hahn-Banach es éonside­

rado uno de los resultados más importantes para dicha teoría. 

En las secciones 2.14 y 2.15 se estudia los operadores line~ 

les y adjuntos, los cuales son esenciales para un enfogue más 

profundo de problemas de optimizac::ón y permiten la mejor 

aplicación de los principios de ésta en situaciones complic~ 

das. En las últimas secciones, 2.16, 2.17 y 2.18 se presentan 

las g~neralizaciones de los conceptos de diferenciales, deri­

vadas e integrales. 
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2.2 Espacios vectoriales 

Asociado con cada espacio vectorial, hay un conjunto de ese~ 

lares que es usado para definir la multiplicación por escal~ 

res sobre el espacio. Durante el desarrollo de este trabajo 

tomaremos este conjunto de escalares corno el conjunto de los 

números reales, denotado R, 

Deiinición: Un esvacio vectorial X (o bien, es¡Jacio vecto­

rial lineal X) es un conjunto de elew.entos llamados vectores, 

junto con dos operaciones. La primera es la suma la cual aso 

cia con cualesquiera par de vectores x, y de·x un vector 

x+y de X, llamado la suma de "x" y "y", La segunda multipli­

cación por un escalar la cual asocia con cualquier vector x 

de X y un escalar a, un vector ax; llamado la multiplicación 

escalar de x por a. El conjunto X y las operaciones de adi­

ci6n y multiplicación escalar satisfacen además, los siguie~ 

tes axiomas: 

1. X .¡. y= y + X 

2. (x + y) + z = X .¡. (y+z) 

3' Existe un vector nulo e en 

tal que x+e=x, para toda x 

4. a(x+t) ax+a~· 

s. ta+alx ax+ ax 

6. Caalx = a taxl 

7. Ox = e ; lx X 

X 

en X 

(ley conmutativa) 

(ley asociativa) 

(leyes distributivas) 

(ley asociativa) 



10 

Algunos ejemplos de espat:ios vectoriales son: 

Ejemplo l. El conjunto de los números reales. Con la opera­

ci6n suma definida de la manera usual y la multiplicación es 

calar como la multiplicación ordinaria. El vector nulo es el 

número real cero. Las propiedades de suma ordinaria y multi­

plicación de números reales, satisfacen los axiomas de la de 

finici6n de es?acios vectoriales. 

Ejernrylo 2. Una extensión del ejemplo anterior es el espacio 

coordenado real de dimensión n. Los vectores en este espacio 

consisten de arreglos den números reales, tal que un vector 

típico tendrá la forma ; x = (§ 1 , §2 ,, .. , §n) • 

El número real §k será referenciado como el k-ésimo compone~ 

te del vector. Dos vectores serán iguales si sus correspon­

dientes componentes son iguales. P.l vector nulo está defini­

do como; 

y y= (n 1 ,n 2 , ... ,nn)' el vector x+y estará definido como el 

arreglo de n números reales donde el k-ésimo elemento será 

igual a §k + nk . El vector ax, donde a es un escalar (real), 

será un arreglo de n números reales donde el k-ésimo elemento 

será igual a a§k. Los axiomas de la definición se verifican 

comprobando la igualdad entre componentes. Este espacio coor­

denado real n-dimensional es denotado por Rn. 
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Ejemplo 3. La colecci6n de todas las funciones continuas de 

finidas sobre el intervalo real [a,b], denotado c[a,b], fo~ 

man un espacio vectorial. Diremos que x ; y, si x(t) ; y(t) 

para t en [a,b]. El vector nulo será la funci6n que es igual 

a cero sobre [a,b], 6 sea f (t) ; O para t en [a,b]. 

Def inirernos la suma (x+y) (t) 

calar (cxx) (t) ; ax (t). 

x(t) + y(t) y el producto es-

Este espacio es conocido como el espacio vectorial de las 

funciones continuas sobre [a,bJ. 

Definiciún. Sean X y Y espacios vectoriales, definidos sobre 

el mismo campo de escalares. Entonces el oroducto cartesiano 

de X y Y, denotado X x Y consiste de la colecci6n de pares 

ordenados (x,y) con 1'x" en X, "y" en Y. La adici6n y produc­

to escalar estarán definidos sobre: X x Y corno: 

{ax,riy) 

Obviamente, este espacio, producto cartesiano, es consistente 

con los axiomas de espacio vectorial y es en sí un espacio 

vectorial. Esta definición se puede generalizar fácilmente 

para el producto de n es?acios vectoriales. 

Definici6n. un subconjunto no vac!o M de un espacio vecto­

rial X es llamado un subespacio de X si cada vector de la 

forma ax + ay está en M siempre que x,y est~n en M. cx,a son 

escalares. 
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Ya que al menos debe de tener un elemento, y por definici6n 

debe contener a Ox = e, entonces cada subespacio contiene al 

vector nulo. 

Un subespacio de un espacio vectorial es en sí mismo un esp~ 

cío vectorial. 

Definici6n; La traslaci6n de un subespacio se le denomina -

como variedad~ (6 subespacio afin). Una variedad lineal 

V puede ser escrita como V = x 0 + M, donde M es un subespacio. 

F.n esta representación ~l subespacio M es único pero cualquier 

vector en V puede servir como x 0 

Definición: Un conjunto K en un espacio vectorial, se dice 

que es convexo si dados x 1 ,x2 en K, todos los puntos de la 

forma ax1+(1-a)x2 con O< a< 1, están en K. 
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2.3 Espacios lineales normados 

Los axiomas de los espacios vectoriales, solamente describen 

propiedades algebráicas de los elementos del espacio: suma, 

multiplicaci6n escalar y combinaci6n de ellos. Sin embargo, 

lo que no se toma en cuenta son conceptos topol6gicos como 

apertura, cerradura, convergencia y completez. Estos se pu~ 

den incluir mediante la introducci6n del concepto de medida 

de la distancia en un espi>cio vectoria·l. 

Definición• Un espacio vectorial normado (o bien espacio vec 

torial lineal normado) es un espacio vectorial X sobre el 

cual está definida una función que mapea a cada elemento x 

en X a un número real l lxl 1, llamado la ~de x. 

La norma satisface los siguientes axiomas: 

l. 11x1 1 ~ O para toda x en X, 1 1x1 1 = O sí y sólo si x = e 

2. 1 1x+y1 1 .S. 11x11 + 1 1y11 para toda x, y en X 

3. l lcixl 1 = lciJ • J JxJ J para cualquier escalar Cl y cua.!_ 

quier x en X. 

Como se ve, la norma es una abstracci6n de nuestro concepto 

usual de medida de distancia. 

Ejemplos; 

1) El espacio vectorial de los números reales con la norma 

d.efinida como el valor absoluto J . J , que cumple los axio 

mas de norma, es entonces un espacio normado. 
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2) El espacio Rn, donde x = {~ 1 ,¡; 2 , .. , ,¡;n¡ tiene como norma: 
n 2 ih 

11x11 = ( l 1 E;. 1 ) , donde esta norma cumple los axio-
i=l l. 

mas correspondientes,es por tanto,también un espacio nor-

mado. 

3) Otro espacio normado es c(a,b], que consiste de todas las 

funciones continuas sobre el intervalo real (a,bJ y tiene 

corno norma de x : 11 x 11 = max { 1 x ( t) 1 a < t < b} 

2,4 Conjuntos abiertos i cerrados 

Definici6n. Sea P un subconjunto de un espacio normado X. 

El punto p<P se dice que es un punto interior de P si existe 

una s>O tal que todos los vectores x, que satisfacen 1 lx-pl l<s 

son también elementos de P. La colecci6n de todos los puntos 
o 

interiores de P se llama Interior de P y se denota P. 

Introduciremos la notaci6n S(x,s) para la esfera (o también: 

vecindad o bola) abierta centrada en x y radio e: resto .es: 

S(x,s) = {y:l lx-:11 l<d 

o 
Definici6n: Un conj1mto !? se dice que :;,s abierto si !? P 

Definici6n: Un punto xsX se dice que es un punto de cerradura 

de un conjunto p si dado s>O, existe un punto p en !? que 

satisface 1 lx-pl l<s. La colección de todos los puntos de 

cerradura de !? es llamada la cerradura de ? y se denota P. 

Definición: Un conjunto !? se dice que es cerrado si !? ?. 

Un conjunto es cerrado si su complemento es abierto. 



Las sic;uientes dos proposiciones, son complementarias y sus 

pruebas se pueden encontrar en cualquier libro de Análisis 

Matemático. 
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Proposici6n l. La intersecci6n de un número finito de conju!!_ 

tos abiertos es abierta. La uni6n de una colecci6n arbitra-

ri.a de conjuntos abiertos es abierta, 

I'roposici6n 2. La uni6n de un número finito de conjuntos ce­

rrados es cerrada. La intersecci6n de una colecclén arbitra-

ria de conjuntos cerrados es cerrada. 

2,5 Convergencia 

Definición: En un espacio lineal normado una sucesión infi­

nita de vectores {xn} se dice que converge al vector x, si 

la sucesi6n de números reales{! !x-xnl !} converge a cero. 

En este caso, se escribe x¡;--- n. 

Otra manera de definir convergencia es en términos de esferas. 

Definición: Una sucesi6n {xn} converge a x si y s61o si dado 

E~O¡ la esfera S(x,E) contiene a xn para toda n mayor que 

algún número N. 

Dos resultados directos de esta definición son las siguientes 

proposiciones; 

Proposición l. Si xn-x' se sigue que ! lxnl 1 --.¡ ¡x¡ ¡. 
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Proposici6n 2. Si una sucesi6n converge, su límite es único. 

Ahora con la noci6n de convergencia definida, podremos deme~ 

trar la siguiente proposici6n: 

Proposici6n 3. Un conjunto F es cerrado si y s61o si toda su 

cesi6n convergente con elementos en F tiene su límite en F. 

~· El límite de una sucesi6n de F es un punto de cerra­

dura de F y por tanto debe estar contenido en F, ya que F es 

cerrada. 

Supongamos ahora que F no es cerrado. Entonces hay un punto 

de cerradura x que no está en F. 

Sea xn en F tal que 1lxn-xl1< 1 /n, esta xn existe ya que x es 

un punto de cerradura de F. La sucesi6n {xnl~x y x no está 

en F, lo cual es una contradicci6n. 

2.6 Transformaciones ~ Contin~idad 

Definici6n: Sean X y Y espacios vectoriales y D un subconjunto 

de x. una regla que asocia a cada elemento x en D un elemento 

y-en Y se dice gue es una transformación de X a Y con dominio 

D, Si y corresponde a x bajo T, escribiremos y T(x). 

Si para cada y en Y existe a lo más una x en D para el cual 

T(x) y, la transformaci6n T se dice que es uno a uno. 

Si para cada y en Y existe al menos una x en D para la cual 

T(x) = y, T se dirá que es sobre. 



Definici6n: Una transformaci6n del espacio vectorial X al 

espacio de los Reales se dice que es un funcional sobre X. 

Definici6n: Una transformaci6n T que rnapea un vector del 

espacio X a un vector del espacio Y se dice que es lineal 

si para toda x1 ,x2 en X,y para cualesquiera escalares a 1 ,a2 

tenernos: 

Al definir transformaciones, se considera oue los rnapeos 

son de un espacio abstracto a otro. Ahora si tomarnos espa­

cios en la definici6n, que sean normados, entonces será po­

sible definir el concepto de continu:'.dad. 
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Definici6n: Una transformación que mapea un espacio normado 

X a un espacio normado Y es continua en x0 en x,si para cada 

c>O, existe ó>O tal que: 

implica que 

Hay que notar que la continuida~ depende de que ambos espa­

cios X y Y sean normados. 

Si T es continua en cada punto x0 de x, diremos que T es 

continua en todo X o más simplemente que T es continua. 

Una caracterización de continuidad, que será muy ütil en la 

demostraci6n de continuidad de transformaciones es la siguiente: 
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Proposici6n 1: Una transformaci6n que mapea un espacio norma 

do X a otro espacio normado Y, es continua en el punto x
0 

si 

y solo si xn-xo im¡;ilica T(xn)-T(x). 

2.7 Espacios de Banach 

Definici6n: Una sucesi6n {xn} en un espacio normado se dice 

que es una sucesión de Cauchy si 1 lxn-xkJ-o cuando n 1m-"'; 

i.e. dado E>O, existe un entero N, tal que l lxn-xmJ l<e: 
para toda n,m>N 

En un espacio normado, cualquier sucesi6n convergente es suc~ 

si6n de . Cauchy, ya que si xn -x, entonces: 

Sin embargo, en general, una sucesión de Cauchy puede no ser 

convergente. 

Los espacios normados en los cuales, toda sucesi6n de Cauc.hy 

es convergente son de particular interés. En esos espacios. 

es posible identificar a las sucesiones convergentes sin iden-

tificar explícitamente a sus límites. 

Definición: un espacio vectorial normado X es completo o de 

Banach si toda sucesi6n de cauchy en X,tiene su límite en x. 

Lema 1, una sucesión de Cauchy es acotada. 

~: Sea {x
11

} una sucesión de Cauchy y sea N un entero 

tal que 11xn-~11 <l para n>N. 
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Para n>N, tenemos: 

Teorema: En un espacio de Banach un subconjunto es completo 

si y solo si es cerrado. 

Prueba: Si el subconjunto es completo, es obviamente cerrado 

ya que cada sucesi6n convergente tiene su límite en eL sub-

conjunto. Por otro lado, cada sucesión de Cauchy del subco!!_ 

junto tiene su límite en el espacio (ya que este es Banach). 

Y por cerradura, debe estar en el subconjunto. 

Definición: Un conjunto "en un espacio normado X se dice que 

es compacto si para toda sucesi6n arbitraria {xi} en K, exis­

te una subsucesi6n {xi } que converge a un elemento x de K. 
n 

En dimensiones finitas, compacto equivale a cerrado y acotado, 

pero en general no es verdad cuando se habla de éspacios nor­

mados. Sin embargo, todo conjunto compacto K debe ser completo 

ya que cualquier sucesi6n de Cauchy de K debe tener su l.fmite 

en K. 

2.8 EskacioR Cociente 

Deiinición: Sea !-'~ un su:;..espacio de un espacio vectorial ~{. 

Dos el~~entos x1 , x 2 en X se dice ~ue son ~ivalentes modulo ~ 

si },
1
-x

2 
esta en !'1. En tal caso escribiremos x

1 
: x 2 . 
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Puede ser comprobado que esta es una relación de equivalencia 

y corno tal, particiona el espacio X en conjuntos disjuntos ó 

clases. Estas clases son llamadas clases de equivalencia 

(~~inglés). Dada una x en X, esta pertenece a una ún~ 

ca clase de equivalencia de M, que denotaremos [x], y gue con 

siste de: 

[xJ = {y : y E x} 

Definición: Sea ~I un subespacio de un espacio vectorial )[, 

El espacio coci~ X/M consiste de todas las clases de equi­

valencia de M; con la suma y producto por un escalar defini­

dos por: 

Definición: Definirnos la norma de una clase de equivalencia 

en X/M como: 

11 [x] 11 inf { 11x+m11 ; m en M} 

i.e, 11 [x] 11 és el ~nfimo de las normas de todos los eleme~ 

tos en la clase de equivalencia [x]. 

Proposición 1. Sea X un espacio de Banach, H un subespacio 

cerrado de x, y X/ll el espacio cociente con la norma definida 

corno la anterior. Entonces X/M es también un espacio de Banach. 

2.9 Densidad l Separabilidad 

Definición: Un conjunto D se dice que es ~ en un espacio 

normado X si para cada elemento x en X y cada ~>O existe d en 
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.D tal que 11x-d1 1 <e:. 

Si D es denso en X, existen puntos de D arbitrariamente cer­

canos a cada x en x. Entonces dado x, una sucesi6n puede ser 

construida de D, que sea convergente a x. 

Una definici6n equivalente a la anterior es la siguiente: 

Definici6n: D es denso en X si 5, la cerradura de D1 es X. 

Definici6n: Un conjunto Z se dice que es ~ ~ ~inguna 

parte en un espacio normado X, 3i E no contiene ningún con­

junto abierto. 

Definici6n: un espacio normado es separable si contiene un 

conjunto denso ~ue sea contable. 

2.10 Isomorfismo~ Isometría 

Definici6n: Dos espacios lineales norrnados, X y Y se -dice 

que son isom6rficos si existe un mapeo •r, uno a uno, de X a 

Y, tal que T(a1x 1 + a 2a 2J = a 1T(x1 l + a 2T(x2 l 

Definici6n: Dos espacios normados, X y Y, se dice que son 

isometricamente isom6rficos si son isom6rficos y si el ma­

peo uno a uno, T, satisface: 

l IT(x) 11 1lxl1 

2.11 Funcionales lineales 

Definici6n: Un funcional en un espacio vectorial X es ~ 
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si para- cualesquiera do~ vectores x, y en X y cuales~uiera 

dos escalares aya, se sostiene que: 

f (ax+ayl = af (x) +sf (y) 

Proposici6n l. Si· un funcional lineal en un espacio normado 

X es continuo en un punto, entonces es continuo en todo el 

espacio X. 

Prueba, Sea f funcional lineal y continuo en x0 en x. Sea 

{xn} una sucesi6n de X que converge a x en X. Entonces por 

la linealidad de f: 

como: x--x n 
entonces: X -x-0 n 

por lo tanto: xn -x+x0--x0 
y como: f es continua en x 0 

tenemos: f (xn-x+x 0l-f (x0) 

o sea: f (xn-x+x0) - t'cx0J-o 

lo que implica: if<xn)-f(x) 1 = if (xn-x+x0) -f(x0 ) ¡-..o 

lo que demuestra que f es continua para cualquier x en X. 

o sea t,es continua en x. 

Definici6n: Un funcional f en un espacio normado es acotado 

si existe una constante M tal que if(xll ~ M 1lxl1 para 

toda x en x. 
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La constante g que es la más pequef.a es llamada la norma del 

funcional f, y formalmente la definiremos: 

Definición: La norma de el funcional f denotada 1lfl1 esta 

dada por: 

l!fll = inf {M:!f(xll < M !!xi!, para toda x en X} 

de otra manera: 

11f11 = rnp { 1 f (x) 1 / 11x11 ; XEX} 

Proposición 2: Un funcional lineal en un espacio normado es 

acotado si y sólo si es continuo. 

~rueba: Supongamos primero que el funcional f es acotado. 

Sea M tal que !f (x) !~ M 1!xi1 para toda x en X. Entonces, si 

xn e, tenemos !f(xnll ~M llxnl!-o. Entonces,f es conti 

nuo en e. Por lo tanto es continuo en todo el espacio. 

Supongamos ahora que fes continua en e. Entonces existe una 

ó>O tal que !f(x) 1 < 1 para 1 lxJ l~ó. Ya que para toda x en X 

diferente de cero, óx/I lxl 1 tiene su norma igual a ó, tenemos: 

lf(xll = !f((óx/llxlll <llxll/dlll = !f(óx/llxlll 1 ilxll/ol 

lf(óx/llxll>I · l!lcll/ó 

y como; !!ox/llxll 11~6 entonces !f(óx/llxll>I < 1 

por lo tanto: !fCxll <!!xi!/ ó 
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Haciendo ~: = 1/ ó, vemos que es una cota para f. Los funcio-

nales lineales en un espacio vectorial pueden ser vistos c~ 

me elementos de un espacio vectorial; definiendo la adici6n 

y rnultiplicaci6n por un escalar corno sigue: Dados dos fun-

cionales f
1 

y f 2 en un espacio vectorial X, definirnos su 

suma f 1 + f 2 corno el funcional en X dado por (f1+f 2 ) (x) = 

f 1 (x) + f 2 (x) para toda x en x. 

Similarmente dado un func:ional lineal f, definimos cxf por 

ex ,f (x) - cx[f (x)]. El elemento nulo de este espacio de fun-

cionales lineales es el funcional que es idéntico a cero so 

bre x. 

Definici6n: Sea X un espacio vectorial norrnado, El espacio 

de todos los funcionales lineales acotados (i.e. continuos) 

* de X es llamado el dual de X, y es denotado por X • 

* La norma de un elemento f en X es: 

l lf 11 sup { 1f(X)1 J lxl 1 .::. 1} 

sup {J f (X) 1 1lxJ1 1} 

sup { 1f(x)1 / llxlJ X f e 

Inf {M:lfCxll .::_ MIJxll para toda x en X} 

El valor del funcional lineal x* en X* en el punto x en X 

es denotado por x*(x) 6 por la siguiente notaci6n: <x,x*>, 

~: X* es un espacio de Banach. 
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Prueba: F.emos visto que X* es un espacio norrnado, por lo que 

únicamente demostraremos que es completo. Sea {x~} una suce­

sión de Cauchy en x*, Esto significa que l lx*-x*l l_..O,cuando n m 

n,m -"'· Ahora para cualquier x en X, {x~ (x}} es una sucesión 

de Cauchy ya que : lx~(x)-x;;(x} 1 < 1 lx;-x;l I • ! lxl j, 

Por tanto para cada x, existe un escalar x*(x) tal que 

· fx; (x) J-x* (x), por que la sucesión {xn (x}} está definida 

en los reales, que es completo, 21 funcional x* definido so­

bre todo X es lineal ya sue x* (o.x + ily) = lÍm x~ (ax + íly} ~ 

liJn [;x~ (x} + ilx; (y)] = a 11m X~ (x) +8 lím x; (y} = ax* (x} + 

ilx* (y). 

F.hora ya que {x;} es Cauchy, dado E>O, existe una M tal que: 

lx;(x)-x;;(x} 1 ::_ 1 lx~-x;l I 1 lxl I <E ! lxl I para toda n,m > M 

y toda x¡ pero ya que x~(x)---x*(x) tenernos qué: 

::. !x*(x)-x~(x)l+!ix~-x;;ll llxll 

lx*(x)-x~(xll < E/2 11x11 ; para toda n > M1 

l lx~-x;;l I J lxl 1 < c/2 l lxl 1 ; para toda n,m>M2 

•. lx*(x).-x;;(x) 1 < E/2 l lxl l+c/2 1lxl1 ;para m > M 

< E 11 x 1 1 ¡ para m > M 
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Entonces: 

1 x* (x) 1 = x* (x)-x;; (x) +x;¡ (x) l~.lx* (x)-x;¡ (x) 1 + ¡x;¡ (x) 1 <el !x 11 + 

1lx~l1 1lxl1 

·'· lx*Cxll <(e+ llx;;lll l!Jcll 

Por lo que x* es un funcional lineal acotado. 

Además, como lx*(x)-x;;(x) 1 < E 1 lxl I para m > M 

y para toda x. 

1 x* (x) -x* (x) 1 
entonces 

_____ m __ 
< e: para m > M 

l lxl 1 
toda y para x. 

sup lx* (x) -x;; (xl 1 < e para m > M 
•. Xf8 

l lxl 1 

llx*-x*ll < e: para m M 
m 

por lo tanto x~--x•. Lo que termina la prueba. 

2.12 Extensi6n de funcionales lineales (Teorema de Hahn-Banach) 

El teorema de Hahn-Banach, es el más importante teorema para 

el estudio de optimizaci6n en espacios lineales. 

Definici6n: Sea f un funcional lineal definido sobre un sub-

espacio M de un espacio vectorial X. Un funcional lineal F 

se dice que es una extensi6n de f, si F es definida sobre un 

subespacio N que contiene a M y si sobre M, 
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Fes id€ntico a f. En tal caso, diremos que Fes una exten­

si6n de M a N. 

En otros t€rminos, el teorema de Hahn-Banach establece que 

un funcional lineal acotado f definido solamente sobre el 

sub-espacio M de un espacio normado, puede ser extendido a 

un funcional lineal acotado F definido sobre el espacio coro 

pleto y con nonna igual a la norma de f sobre M. 

i.e. 

11F11 = 11f11 M = sup { 1 f (m) 1 l lmJ 1 m en M} 

Definición: Un conjunto 2arcialmente ordenado es un conjunto 

M sobre el cual está definido un crdena.ciento parcial, esto 

es, una relación binaria la cual es escrita < y satisface 

las condiciones• 

i) a < a para toda a en M 

ii) Si a < b y b < a, entonces a=b 

iii) Si a < b e, entonces a<c 

(Reflexividad) 

(lmtisirnetrJ'.a) 

(Transitividad) 

"Parcialmente" enfatiza que M f'Uede contener elementos a y b 

para los cuales no se cumple ni a .::_ b, ni b .::. a. En tal caso 

a y b son llrunados elementos incomparables. En contraste,dos 

elementos a y b son llamados elementos comparables si ellos 

satisfacen a .::. b 6 b < a (6 ambos). 

Un conjunto totalmente ordenado o cadena, es un conjunto pa~ 

cialmente ordenado, tal que, para todo par de elementos del 

conjunto, son comparables. En otras palabras, una cadena es 
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un conjunto parcialmente ordenado, que no tiene elementos in-

comparables. 

Definici6n: Una cota superior de un subconjunto W de un con­

junto parcialmente ordenado M, es un elemento u en M, tal que: 

X < U para toda x en W 

Dependiendo de M y W, esta u puede ó no existir. 

Definici6n: Un elemento naxil'B~ de M es una m en M, tal que: 

m ! x implica que x = m 

Otra vez, M puede no tener elementos máximos. Note, sin ero-

bargo, que un elemento máximo no necesariamente es una cota 

superior. 

Ejemplos: 

Números Reales: Sea M el conjunto de todos los ntÍmeros rea-

les, y sea x ! y en el sentido usual. M es totalmente orden~ 

do. M no tiene elementos máximos. 

Conjunto Potencia. Sea P(x) el conjunto potencia (el conjunto 

de todos los subconjuntos) de un conjunto X y sea A ! B si 

A e B, esto es, A es un subconjunto de B. Entonces, P(x) es 

parcialmente ordenado. El único elemento máximo de P(x) es x. 
El espacio Rn. Sea M el conjunto Rn, con x=(s 1 ,s 2 , •.. ,¡;n) ; 

y=(n1 ,n 2 , ... ,nnl donde ¡;i, r¡i son números reales y sea x ::_y 

si ¡;j ! nj para toda j = 1, .•. ,n, donde Sj ! nj es en el se~ 

tido u~ual. Esto define un conjunto parcialmente ordenado 

sobre M. 
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~· Lema de Zorn. Sea M + ~, un conjunto parcialmente ord~ 

nado. Suponga que toda cadena e = M tiene una cota superior. 

Entonces M tiene al menos un elemento máxirnal. 

En el teorema de Hahn-Banach, el objeto es extender un fun­

cional lineal f, el cual es definido sobre un subespacio M 

de un espacio vectorial X l' tiene ciertas propiedades de aco 

tamiento el cual ;:;uede ser formulado en términos de un fun­

cional sublineal. 

Definici6n: un funcic~al sublineal es un funcional p definido 

sobre un espacio vectorial X que satisface: 

i) propiedad de subaditividad 

p(xl+x2) .'.:. p(xl)+p(x2) 

ii) p(ax) = ap(x) para toda a~O¡ x en X. 

Obviamente, cualc,;uier norma en un espacio normado es un fun­

cional sublineal. 

Teorema de Hahn-Banach (2xtensi6n de funcionales lineales) 

Sea X un espacio vectorial y p un funcional sublineal sobre x. 

Sea f un funcional lineal definido sobre un subespacio M de 

X satisfaciendo; f (m) ::_p (m) para toda m en M. . .. (1) 

Entonces existe una extensi6n F de f, de M a X tal que: 

F(x) ::_ p(x) para toda x en X ... (2) 

Esto es: F es un funcional lineal sobre X, que satisface (1) 

sobre X y F(x) = f(x) para toda x en M. 
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Prueba: Procederemos en tres pasos: 

(a) El conjunto E de todas las extensiones lineales 

g de f que satisfacen g(x) ~ p(x) sobre su do­

minio D(g) pueden ser parcialmente ordenados y 

por el lema de Zorn obtener un elemento máximal. 

F de E. 

(b) F está definido en todo el espacio X. 

(c) Una relaci6n auxiliar usada en (b). 

(a) Sea E el conjunto de todas las extensiones lineales g de 

f, las cuales satisfacen la condici6n g(x) ~ p(x) para 

toda x en D(g), Claramente E + ~ ya que f está en E. 

Sobre E,podemos de!inir un ordenamiento parcial por: 

g ~ h , lo que significa que h es una extensi6n de g. 

Esto es,por definici6n D(h) ~ D(g) y h(x) = g(x) para x 

en D(g). 

Para cualquier cadena e e E definiremos ahora g por g (x) = 

g(x) si x está en D(g) ; (g en C) g es un funcional li-

neal cuyo dominio es 

D(g) = {U D(g) ; g en C) 

el cual es un espacio vecturial, ya que e es una cadena. 

La definici6n de g no es ambigua. Para una x en 

D(g
1

) n D(g2 l, con g 1 , g2 en e, tenemos g 1 (x) = g 2 (x) ya 

que e es una cadena, de modo que g 1 ~ g 2 6 g 2 ~ 9¡· 

Claramente, g ~ g para toda g en c. Por lo tanto es una 

cota superior de c. Ya que e e E fue arbitraria, por el 
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lema de Zorn se implica que E tiene un elemento "'""'inal F. 

Por definici6n de E, este es una extensi6n lineal de f , el 

cual satisface 

F{x) ~ p(x) X en D{F) ••• (3) 

(b) Demostraremos ahora que D(F) es todo x. Supongamos que 

esto es falso, Entonces podemos escoger una y
1 

en 

X - D(F) y considere el subespacio Y1 de X, generado por 

D(F) y y1 . Note que y1 + e ya que e est1i en D(F). Cual­

quier x en Y1 puede ser escrita: 

x = y + ayl y en D(F) 

Esta representaci6n es única. Ya que y + ay1 = y+ay, con 

y en D(F) implica y-y = (S-a)y1 , donde y-y est1i en D{F) 

siempre que y 1 no esté en D(F), lo cual unicamente es 

posible si y-y =.6 y S-a O. Esto significa unicidad. 

Un funcional g1 sobre Y1 estS definido por: 

••• ( 4) 

donde e es cualquier constante real. Fácilmente se puede d~ 

mostrar que g1 es lineal. Más aún, para a = O tenemos 

·g1 (y) =~(y). Por lo tanto g1 es una extensi6n propia de 

F(i.e., D(F) es un subconjunto propio de D(g1 ). Conse­

cuentemente, si podemos probar que g1 está en E, demos-

trando que g1 (x) ~ p(x) para toda x en D(g1 ) ... (5) 

esto contradiría la maximalidad de F, por lo que D(F)fX 

sería falso y D(F) = X, verdadero. 
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(c) Finalmente, deberemos probar que g1 con una c convenien­

te en (4) satisface (5). 

Consideremos cualquier y, z en D(F). De (1) y la propie-

dad subaditiva de los funcionales sublineales obtenemos: 

F{y)-F(z) = F(y-z) < p{y-z) = p(y+y1 -y1 -z) 

Por lo tanto: 

••• (6) 

Donde y
1 

es fija. Ya que y no aparece a la izquierda y 

z no aparece a la derecha, la desigualdad se· sigue sos-

teniendo si tomamos el supremo sobre z en D(F) a la iz-

quierda {llamémosle m0 ly el ínfimo sobre "' en D(F) sobre 

la derecha, llamémosle m1 . Entonces m0 .::. m1 y para e con 

m0 .::. c .::. m1 , tenemos de (6) 

-p(-y1 -z) - F(z) .::. e 

e.::_ p{y+y
1

) - F(y) 

para toda z en D{F) 

para toda y en D(F) 

... (7a) 

••• (7b) 

Probaremos (5) primero para negativa en (4) y después 

para a positiva. Para a < O, usamos {7a), sustituyendo z 
-1 por a y, esto es: 

-p{-y
1
-(l/a)y) - F({l/a)y) .::. c 

multiplicando por - a > O, obtenemos: 

-1 a p( ... y1 -a y) ·+ F{y) < - a c 
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De esto y(4), usando y+ay1 

seada: 

x, obtenemos la desigualdad de-

p(ay1 +y) = p(x) 

Para a= o, tenemos x está en D(F) y no tenemos nada que pr2 

bar. Para a > O, usaremos (7b) reemplazando y por a;1 para 

obtener: 

multiplicando por a > O, tenemos: 

p(x) - F(y) 

De esto y(4) 

g
1

(x) = F(y) + ac 2 p(x) 

Corolario 1: Sea f un funcional lineal acotado, definido s2 

bre un subespacio M de un espacio vectorial normado (real) X. 

Entonces, existe un funcional lineal acotado F, definido so-

bre X el cual es una extensi6n de f y cuya norma es igual a 

la norma de f, sobre M. 

Corolario 2: Sea x0 un elemento de un espacio normado X. En­

tonces existe un funcional lineal acotado F, diferente de 

cero, sobre X tal que: 

p (Xol = 11F11 11 Xa 11 
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2.13 El dual de c~,J?J 

Teorema. (Teorema de la Representación de Riesz) Sea f un fu~ 

cional lineal acotado, sobre X= e~.~. Entonces, existe 

una función v de variaci6n acotada sobre ~,€) tal que para 

toda x en X 

f (X) s:x(t) d V (t) 

y tal que la norma de f es la variación total de v sobre ~, :§. 

Recíprocamente, cada función de variaci6;; acotada sobre ~,€J 

define un funcional lineal acotado en este sentido. 

Prueba: Sea B el espacio de las funciones acotadas sobre ~ ,~ 

con la norma de un elemento en B definida : 

l lx 11 8 = sup {x (t) ;a.::_t.::_b} 

El espacio C [, §) puede ser considerado como un subespacio de 

B. Ya que [,§es un conj11nto compocto y toda función conti­

núa definida sobre un compacto es acotada. Entonces, si fes 

un funcional lineal sobre X = C ~·~existe por el teorema de 

Hahn-Banach, un funcional lineal F sobre B el cual es una ex 

tensión de f y tiene la misma norma. 

Para cualquier s en @•JD, definamos la función µs por: 

µa = O 

llsia<t<s 
µs(t) =O si s<t<b para a < s < b 



Obviamente "s está en B. 

Definamos v (s) = F (~s) y demostremos que v es de variación 

acotada. Para este propósito, sea a=t0<t1,t2 , ... ,<tn = b 

una partición finita de ~, 0 . D6noteros ci=sgnt (ti)-v(ti-l~ 

+ 1 si el signo de la diferencia v(ti)-v(ti-l) es positivo 

e.i. 

- 1 si el signo de la diferencia v(ti)-v(ti-l) es negativo 

Con estas consideraciones podemos escribir: 

n n ~ Q l lv(t.)-v(t._1 ) I= 'i. c.lv(t.)-v(t._1) 
i=l l. l. i=l 1 l l. l. 

Para cada ti-l' ti se puede tener los siguientes casos: 

(ver figura 2.13.1). 

¡ : 
si ti < X < b 

35 



16 

1.0 -- - -- --- - - --- _..,_ _____ _ 

o a b 

FIGURA 2. 13.1 

'• "' .. -,.,': . 



e:. (µt -µt . ) 
1 i i-1 

n 

0 $1_; _:a 5_ X <' ti:;.i -

·1 ··.•si ~ii}:< i'.¡c ··~·-ti , e:i = +. 

-1 Si h~~l-~ X >; tii ;. e:i = -
O Si. : ti< X ;_§}) 

Como l e:i. (µt. -µt. ) estli en B 
i=l 1 1-1 
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Entonces: 11 I e:. (µt -ut ) l l=SUp. ¡ {:!:.1 si t ._1 <x5_t.; e:i-+; i=l,. .. ,n;a<t. <b} 1 
i=l 1 i i-1 1 1 - 1-

= 1 

Por lo tanto: 

Por lo que ves de variación acotada, con variQci6n.total me-

nor o igual a 1lfl1 

i.e. V. T. (v) < l lfl 1 

Deri\eremos ahora una representaci6n para f sobre x. 

Sea x en X¡Y 
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donde {ti} es una partición finita de ~,€J 

Entonces: 

l lz-xl Is= rnax {z(t)-x{t) ;a2t_::.b} = max {max{iz(t)-x(t) i; ti_12t::_ti} i 

la cual por la continuidad informe de x, tiende a ceró cuando 

la partición se hace cada vez más fina. Por lo tanto ya que 

F es contínua 

F(Z) ~F(x) = f(x). 

y por definición de integral de Stieltjes 

F(z) --> J: x(t)dv(t) 

Por lo tanto 

fba f(x) x(t)dv(t) 

la cual por propiedades de Integral de Stieltjes 

I: x(t) dv(t) 1 l lxl ¡·v. T. (v) 

y en consecuencia 

lifll < V. T. (v) 



Por otro lado tenernos que 

!!fil~ V.T.(v) 

llfll = V.T.(v) 

39 
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2.14 Operadores lineales 

Una transformación es, corno discutirnos anteriormente, un rnapeo 

de un espacio vectorial a otro. 

Si T rnapea el espacio X al Y, escribimos T : X->Y, y si T rna 

pea el vector x en X al vector y en Y, escribirnos y 

nos referiremos a y corno la imagen de x bajo T. 

T(x) y 

Una transformación, puede ser definida, solamente sobre un sub 

conjunto D C X, llamado dominio de T, aunque en la mayo~fa de 

los casos D = X. La colección de todos los vectores y en Y p~ 

ralos cuales existe una x en D, con y= T(x), es llamado el 

rango de T. 

Si T:X->Y,y S es un conjunto dado en X, denotaremos por T(Sl 

a la imagen de S en Y definida corno el subconjunto de Y que 

consiste de los puntos de la forma y= T(s), con ·sen S. 

Similarmente, dado cualquiter conjunte P C Y, denotaremos por 

T-l (P) a la imagen inversa de P, la cual es el conjunto con­

sistente de todos los puntos x en X que satisfacen T(x) está 

en P. 

~~9jón: El rango de un operador lineal A X->Y es deno 

tado por .!U!l_ y está dado por: 

R(A) {y en Y Ax y x en X} 

Es ademas un subespacio de Y. 
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Definición: El conjunto {x en X : Ax =e} que corresponde al 

operador lineal A, es llamado el espacio nulo de A y se deno­

ta por N{A). Este es un subespacio de X. 

En esta sección, trataremos transformaciones lineales, a las 

cuales nos referiremos como operadores lineales. Y escribire­

mos indistintamente A{x) ó Ax. 

Proposición l. Un operador lineal sobre un espacio normado X 

es continuo en todo punto de X si es continuo en un solo punto. 

Prueba: Sea A operador lineal, continuo en x 0 en X 

X espacio normado 

Sea {Xn} una sucesión en X que converge a x en X. 

Por la linealidad de A: 

por lo tanto: Xn - X + x 0~->XQ 

Por continuida·d de A en x 0 

A{xn - x + x 0l->A{x0 >. 

Por lo tanto l IA{xn - x + x0 ) - A{x0 ) 11 ->0 

sustituyendo 1 IA{xn) - A{x) 11 ~>O 

Entonces: 
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Definición: Un operador lineal A, de un espacio normado X a 

un espacio Y, se dice que es acotado, si existe una constan­

te M tal que satisface: l IAxl I ,::_ ~ll lxl I para toda x en X. 

La más pequeña de las M, que satisface la condición anterior 

se denota j jA 11 y es llamada la ~ de A. 

Sup 

Sup 

l !Axl 1 1 lxl l .'.5.1 

l!Axil / !lxll lixlJ + 0 

Prcposicj.ón 2: Un operador 1 in ea 1 es acotado si y s6lo si es 

continuo. 

Definición: El espacio de todos los operadores lineales acot~ 

dos del espacio normado X al espacio normado Y es denotado 

B(X,Y) 

Teorema 1: Sea X y Y espacios normados, con Y completo. En­

tonces el espacio B(X,Y) es completo. 
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2.15 Operadores adjuntos 

Las restricciones impuestas en muchos problemas de optimiza­

ci6n por ecuaciones diferenciales, ecuaciones de matrices, 

etc, pueden ser descritos por operadores lineales. La resoluci6n 

de estos problemas, casi invariablemente, llaman la considera­

ci6n de un operador asociado: el adjunto. La raz6n para esto 

es que los adjuntes proporcionan un mecanismo conveniente para 

describir relaciones de ortogonalidad y dualidad, las cuales 

permiten, todo análisis de optirni.zaci6n. 

Definici6n: Sean X y Y espacios normados y sea A en B(X,Y). 

El operador adjunto A* : Y*~> X* es definido por la ecuaci6n: 

< x,A*y* > < Ax,y* > 

Esta importante definici6n, requiere nn poco de explicaci6n y 

justificaci.6n. 

Dada una y*, fija de Y*, la cantidad <Ax, y* > es un escalar 

para cada x en X, y es por tanto un funcional sobre X. Más aún, 

por la linealidad de y* y A, tenemos: 

<aAx1 ,y* > + <$Ax 2 , y*> 

o.< Axl,y* > + $<A.'(2' y* > 
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por lo que este funcional es lineal. 

Y adern1ís, ya que 

!<Ax, y*>l.::_llY*ll·llAxll .::_11 Y*ll·llAll·JJxJI 

se sigue que este funcional es acotado. 

Definiremos entonces A* y* 

nea l. 

x*. Este operador es únicó y li-

Como por definición, se satisface: 

y* (Ax) = (A*y*) X 

para cada x en X, entonces podernos escribir 

y* A = A* y* 

Donde el lado izquierdo denota el funcional sobre- X el cual 

es la composición de los operadores A y y*. 

X* Y* 

A* 

A 

X y 

Fig. 2.15.1 Un operador y su adjunto 
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Teorema: El operador adjunto A* de un. operador A en B(X,Yl es 

lineal y acotado, con 

l IA*l I 11A11 

Prueba: 

i) Linealidad 

<x,A*yi> + <x,A*y~> 

Por lo que A* es lineal. 

ii) Acotamiento: Para toda x en X, y cualquier y* en Y*, 

se tiene: 

l<x,A*y*>I =l<Ax,y*>l2 llY*li llAxll < llY*ll llAll 1ixll 

corno se cumple para toda x, se cumple para el supremo. 

:. Sup {l<x,A*y*>l/l lxl I; x en X H IA*y*l 1 2 l IY*I \ \ IA\ \ 

entonces: \ IA*y*\ \.::_\\y*\\ \IA\\ ..... por lo que es acotado 

iii) liA*\l=i\AI\; \\A*y*\\/\\y*\\2\\A\\ 

corno se cumple para cualquier y* en Y* se tiene: 

Sup { \ \A*y*l \!\\y*\\ ; y* en Y*} \\A*\\.::_\ \A\\ 



Sea x0 + 0 un elemento cualquiera de X, por el Teorema de 

Hahn-Banach, existe un elemento y0 en Y*, J Jy5J J = 1 

tal que <Ax0 , y 0> = l !Ax0 11 , entonces 

llA*\l llY01111x0 11=11A*!I llx0 11 

11Ax0 11~11A*ll llx0 11 

•· l!Ax0 !1/ llx0 11 ~ l!A*ll 

! !A!! < J iA*j j 

por lo tanto 

! !Al! l !A*!! 
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Adicionalmente al resultado anterior, el operador adjunto, 

cumple las siguientes relaciones algebráicas, las cuales pue­

den ser fácilmente demostradas, a partir de la definici6n bá-

sica. 

Proposición 1: Los operadores adjuntos satisfacen las siguie~ 

tes propiedades: 

l. Si I es el operador identidad sobre un espacio normado X, 

entonces I * = I. 
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3. Si A está en B (X, Y} y ci es un escaÍar real, entonces (aA} *= 

aA*. 

4. Si A, está en B(X,Y}, A2 en B(Y,z), entonces (A 2A1 J*=AfA~. 

5. Si A está en B(X,Y} y A tiene una inversa acotada, entonces 

(A-1)* = (A*)-1. 

Lema: Sean X y Y espacios de Banach y sea A en B (X, Y} . ·Suponga 

que R(A} es cerrado. Entonces, existe una constante K, tal que 

para cada y en R(A) existe una >:, que satisface: 

Ax = y l ixi i < Ki /y 11 

Prueba: Sea N = N(A), y considere el espacio X/N consistente de 

todas las clases de equivalencia [}<] módulo N. 

Defina A: X/N~>R(A) por A x = A(x}. Se puede verificar fácil­

·mente que A es uno a uno, sobre [o sea R(X/N) = R(AJ], lineal 

y acotado. Ya que R(A) es cerrado, y es subespacio de Y que es 

Banach, R(A) es Banach. Ahora bien, N es un subespacio cerrado 

de X, y por lo tanto, X/N es también un espacio de Banach( ver 

sección 2). Ahora bien, por el Teorema Inverso de Banach, A 

tiene un inverso acotado. Entonces, dado y en R(A) existe x tal 

que· A(x] =Ax= y¡ y por lo tanto: [x]= A-l y 

11[x]11 

Por definici6n de norma de [xJ 

con J J x0 11 :5. 2 l J [ x J J 1 

1 Jx 0 1 I _:2 J Jii.-1 11 11Y11 

existe x0 en [ x J 
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Haciendo 

1 lx0 1 I < I< 1IYI1 y como x0 en [x]es de la forma x + n para 

n en N, tenernos 

Ax
0 

= Ax + An A 
X 

:;· (ya que An 0) 

Teorema: Sean X,Y espacios de Banach y sea A en B(X,Y). 

Sea R(A) cerrado. Entonces: 

R(A*) = l}l(A>]-'-

Prueba: 

Recordemos que: 

R(A*) = {x* en X*: Existe y* en Y* con A*y* = x*} 

l}l(AJ].l = {x* en X*: <x,x*> O; para toda x que cumpla Ax=0} 

Sea ahora, x* en R(A*). Entonces x*=A*y* para alguna,y* en Y*. 

Para cualquier x en N(A), se cumple: 

<x,x*> = <x,A*y*> = <Ax,y*> = <G,y*> = O 

por lo que x* está en @<Al] .L y por lo tanto R (A*) es subcon­

junto de N (A) . 

Sea ahora, x* en @(Al]-'-. Para y en R(A) y cada x que satisfa 

ce Ax = y, el funcional <x,x*> tiene el mismo valor. Para 

ello, sean xl' x2 satisfaciendo Axl = y, Axz = y. Entonces 

A(xl' - x2) = 0 

Por lo que x 1 - x 2 esta en N(A). 

<x1 ,x*> <x2 ,x*> o 



49 

Estará, entonces, bien definido f(y) = <x,x*> sobre R(A). 

Por el lema anterior, para cada y en R(A), existe una x con 

11 x J 1 .::_ .K / : Y 11 ; Ax = Y. De es te modo: 

Jt(y)I = J <x ,x* > 1 < ilx*IJ \lxlJ .::_ Kjlx*JJ IJyJJ por lo 

que fes un funcional lineal acotado sobre R(A). 

Por el corolario al Teorema de Hahn-Banach, existe y* en Y*, 

el cual es una extensión de f. Entonces, <x,A*y*> = <Ax,y*> 

<x,x*> se sigue que A*y* = x* y por tanto x* está en R(A*) 

o sea [}¡ (.z,l] .1. es subconjuntc de R (A). Lo que prueba que 

R{A) = (}¡CA)]-'- . 

-._,-. -::-.·.-



2.16 Teoría Local 

Sean: 

X:espacio vertorial 

Y:espacio normado 

T:D->Y donde D C X y R(T) C Y 

donde R(T) es el rango de T. 

so 

Definición: Sea x en D y h arbitrario en X. Si el límite: 

(1) ~T(x;h) U.m 
a.->0 

T(x + ah) - T(x) 
a 

existe, es llamado la diferencial de ~ de T en x con in 

cremento h. Si el limite (1) existe para cada h en X, la trans 

formación T, se dice, es diferenciable en x. 

Note que: 

(1) es considerado si x + a h en D para toda a su-

Íicientemente pequeña; para cada x en D y h consi-

derada como variable; 6T(x;h) define una transfor-

maci6n de X a Y. 

Si T es lineal, 

ÓT(x;h) lim T(x + a h) - T(x) lim T(x + a h - x) 
a->o a a->0 a 

lim ClT (h) T(h). 
o.->O a 

Si y es el eje real, T : X ->R; o sea T es un funcional f 

sobre x. Entonces: éf(x;h) A f(x+ h)I 
a=O 

lim 
a->O 

f(x+ah)-f (x) 

a 
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Ejemplo l: X 

niendo derivadas parciales continuas con respecto a cada varia 

ble xi' entonces 

óf(x;h) = Lim 
c.->O 

f (x+ah) - f (x) 

a 

Ejemplo 2: X 

Lim 
a->0 

IJf (X) .c.h 

\lf(x) .h 

+ 6 

a 

= f10 c@,1] y f(x) - ) g(x(t) ,t) dt 

donde gx existe y es continua con respecto a x y t. 

éf(x;h) = Lim 
a->0 

~
l 

Lim 
o Ct->0 

g (x (t) +ah (t), t):'!t -J~ g (x (t) ,t)dt 

a 

g(x(t)+ah(t),t) - q(x(t),t) dt 

a 

Para cada t fija, por el teorema del valor medio: 

g(x(t)+Cíh(t)-g(x(t) = gx(x(t) ,t) Cah(t)) 

donde x(t) está entre x(t) y x(t) + ah(t) 

Í
1 

Lim gx(x(t),t) ah(f) dt 

J oa->o a 

rl J gx(x(t) ,t) h(t) dt 

o 
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Sean ahora: 

X espacio normado 

Y espacio normado 

T D C X D abierto 

Definición: Si para una x en D y cada h en X, existe 

óT(x;h)enY el cual es lineal y continuo qon res­

pecto a h,y 

Lim 
l lhl 1->0 

1 /T(x+h) - T(x) - éT(x;h) 11 
llhl: 

o 

=> T se dice que es diferenciable en el sentido de Frechet en 

x y óT(x;h) es la diferencial de Frechet de T en X con incre-

mento h. 

Proposición 1: Si la transformación T tiene una diferencial 

de Frechet, esta es única. 

Prueba: Suponga que 6T(x;h) y ó'T(x;h) satisfacen los reque­

rimientos de la definición: 

l lóT(x;h)-ó'T(x;h) 11=1 l-(T(x+h)- T(x))+ óT(x;h) + T(x+h) -

T(x) - ó'T(x;h) 11 

< 1 IT(x+hÍ - T(x) - ó T(x;h) 11 + 

l lT(x+h) - T(x) - ó'T(x;h) 11 
entonces:llóT(x;h) - ó'T(x;hlll = 6 (jjh lll 



Suponga que existe h tal que: 

J JéT(x;h) - 6T(x;h) 11 =).d., 0 
l lhl 1 

=> Por linealidad: 11 óT {x; ch) - óT (x; e:h) 11 t. 
i!chl 1 = 

pero para e: ->O ó ( 11 h 1 1 ) -tf> o (contradicción) 
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Proposición 2: Si la diferencial de Fréchet de T exis~e en x, 

entonces la diferencial de Gateaux existe en x y son iguales. 

Prueba: 1IT{x+ah)-T(x)-6T(x;o.h)l1 ~ 6 ( l lo.hl ll 

{por hipótesis). Si a ->O, entonces 1lo.hl1->0 

Lirn l IT(x+o.h)-T(x)-6T(X;cth) 11 - o 
et---> o ! la! 1 -

Por linealidad: Lirn l !T(x+ah)-T(x) - 6T(X;h) 11= 
a->O Cf. 

=> Lirn T(x+o.h)-T(x) óT(x;h) 
a->O et 

o 

Proposición 3. Si la transformación T definida sobre el con­

junto abierto D en X es diferenciable Fréchet en x, entonces 

es continua en X. 

Prueba : Dado e: > O Existe 6 tal que x+h en Bx (6), entonces 

llhll<ó 

l !T(x+h) - T(x) - óT(x;h) 11 <e: 1ihl1 

l !T(x+h) - T(X) 11 < l IT(x+h)-T(x)-óT)x;h) ! l+l léT(x;h) 11 

< e:l lhl 1+1ioT(xihl11 < e l lhl l+M1 l lhl ! 

E:+l\ l lh! 1 M j jhl ! 
-¡;¡ 
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2.17 Derivadas de Frechet 

Suponga que la transformación T, definidas en el Dominio D 

D C X; '(x espacio normado) es Fréchet diferenciable sobre to-

do D. 

~>En un punto fijo x s D la diferencial de Fréchet óT(x h) 

es por definición de la forma: 

Donde Ax es un operador lineal acotado de X a Y 

{Esto sucede ya que T(x;h) es lineal y continúa.} 

Entonces corno varía x sobre D; la correspondencia x->Ax defi 

'ne una transformación de Da B(X;Y). {T':D->B(X,Y).}.A esta 

transformación se le conoce como la derivada de Fréchet T' de T 

6T(x;h) = T' (x) h 

Si la correspondencia: x~>T' (x) es continúa en el punto x
0 

o sea: Dado E > O existe f > O ta.l que 

/ [x-x0 i /< ó implica //T' (x)-T' (x 0 l/J 

===>Decimos que la derivada de Fréchet de T es continua en x 0 . 

Nota: No debernos confundir esto con el enunciado que dice que 

T' (x 0 ) es un rnapeo contínuo de X a Y, que es una de las 

propiedades báslcas de la derivada de Fréchet. 

Si la derivada de T es contínua sobre una bola abierta S 

decimos que T es continuamente diferenciable según Frechet 

sobre S. 
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En el caso especial en que la transforrnaci6n ori.ginal es un 

funcional f sobre el espacio X, tenernos: 

éf(x;h) = f' (x)h 

donde f' (x) E X* para cada x; f' (x) es llamado el gradiente 

de f en x. 

NOTACION: f' (X) = \7f (X) <h, f'(x)> = éf(x;h) = f'(x)h 

Mucho de la teoría de las derivadas ordinarias puede ser gen~ 

ralizado a las derivadas de Fréchet. Por ejemplo: El teorema 

de la función implícita y la serie de Taylor tienen una exten 

si6n satisfactoria. 

PROPOSICION l. Si Tl y Tz son diferenciables Fréche; en XED, 

entonces o 1T1 + a 2T2 es diferenciable Fréchet en x,y: 

lirn 
l lhl 1->0 

es lineal y continuo respe~ 

to a h ya que es la suma fi 

nita de lineales y continuos. 

11 (o1T1+o 2T2 ) (x+h)-Co1 T1 +o2T2 l (x)-a1 éT1 Cx;hJ-o 2éT2 Cx;h) 11 

llh 11 

. 11 Ca 1 T1 ) (x+h) +a.2T2 Cx+hl-a1 T1 (xJ-<:. 2T2 Cxl-o1 cST1 Cx; hl-azoT2Cx;h) 11 _< 
lJ.rn 

i!hi!->O 11h11 

lirn 
l lhll->O 

o + o 



56 

lirn 11 !a1 T1 +<x 2T2 ) (x-i-h)- (a i T 1 ;a 2T2) (x)-{a1 6Ti (x;h) +a 2óT2 (x;h)}11 =O 

llhll->o l lhll 

=> Por la unicidad de la diferencial de Fréchet, tenernos: 

es Fréchet diferenciable 

Adern1is: 

PROPOSICION 1 (Regla de la cadena aplicada a derivadas de Fréchet) 

Sea S una transforrnaci6n mapeando un conjunto abierto DC x 

a un conjunto abierto E C Y y sea P una transforrnaci6n rna-

peando E a un espacio normado Z. Haciendo T P. S y suponie~ 

do que S es diferencial de Fréchet en x E D y gue P es difere~ 

ciable de Fréchet en y=s(x) en E. Entonces Tes diferenciable 

de Fréchet en x, y: 

T' (x)=P' (y)S' (x) 

~: Para h en x tal que x+h en D tenemos: 

T (x+h) - T (x) P [s (x+hJ] - • P [5 (x)J 

P [' (x) +s (x+h)-S (xl] - P [s (xlJ 



Haciendo g =,S(x+hJ - s(x)~ •••• (obviamente en Y} 

y~ S (x) 

=> T(x+h) - T(X) = P~+~ - P[y]. .•.•.• (1) 

como Pes diferenciable en y= S(x) 

lim 
1lgl1->0 

l IP!y+gl - P(yJ - oP!y;gJJI= 0 
llg 11 

sustituyendo de (1) 

lim 
11•I1->0 

T(x+h) - T(x) - oP(y;g)j) = O 

11 g" 
=> 1 ITCx+h)-T(x) - óP(y;g) 11 6 Cllglll 

como oP(y;g) P' (y) .g 

=> 1 IT(x+h) - T(X) - P' (y)gl 1 

como s es difercnciable en x 

lim llS(x+h) - S(x) - óS(x;hJll 
1lhl1->0 1lhl1 

o 

=>llS(x+h) - S(x) - oS(x;hlll = 6 !lihllJ 

. . 11 S (x+h) - s (x) - S' (x) h 11 6 ( 11h11 J 

•• ¡¡g - S'(xlhli 6 ( 1lhl1) 

Por otra parte: 

57' 

6 C//gl ll+ó(I /hl ll=//'P(X+h)-T(x)-P' (y)g/ l+I IP' (y) ////g-S' (x)h/ / 

~I ITCx+hJ-T(x)-P' (yJgl l+I IP' (y) [3-s' (x)JD 11 
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" :, _. ·. -

l ITfx+li)-T(x)-P' (y)g+P.'c;)9~P'(~)S; (x)hl 1 

_: l IT<x+h)-T(x)-P' (y)s•(xlhl, ·· 

.. 11T<x+h)-T(x)-P' (y)S'(xJhl 1~6c1191.1iSCc11h11i .•.... (1) 

como S es continua en x 

11911 = 1 ls(x+hl S(x) 11 < M ilhli 

o sea que cuando l lhl 1->0 ello implica que 1191 !también ten-

derá a cero .....•............................•....•...... (2) 

=> de (1) sacando limite y dividiendo entre 1lhl1 

lim ~+ lim 6.lJ.!lLL lim J JT(x+h)-T(xl-P' (y)S' (xlhl J.> 0 
l lhl 1 ->o l Jhl ! l lhll->O lihW l lni i->O lihll -

de (2) teneros 

lim Q.LJill + lim .tlJ.cllL > lim 
11911->o l lhl 1 l lhl 1->o 1 lhll - llhl 1-> o 

l IT(x+h)-T(x)-P' (y)S' (xlhl 1 > O 

l lhl 1 

Pero: 

lim 21.Jill > lim Q.lli¡U > lim i IT(x+h)-T(x)-P' (y)S' (xlhl i > O 
1i91i->Okllgll -llgll-> O llhll -llhll->O llhll ~ 

entonces: 

M lim ~> lim 
i IT(x+h)-T(x)-P' (y)S' (xlhi i 

l lhl 1 11911->0 l lgJ 1 - l lhl 1->0 

lim 
l lhl 1->0 

i IT(x+h)-T(x)-P' (y)S' (xJhl j = O 

Hhl 1 

> o 



la pregunta ahóra es: ¿es lineal? 

Sea ah¡ .. +. Sh~c 

P' (y)S'.(x).(ah1 +13h
2

J => por la linealidad de S(x;h) 

respecto a h en x. 

donde (aS' (x)hl + as• {x)h
2

J en Y 

ahora por la linealidad de 6P(y;h') 
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aP' (y)S' (x)h1+SP' (y)S' (x)h 

es lineal 

ahora: ¿es acotada? 

S' (x)h en Y 

=> j jP' (y)S' (x)hj J < M 1 ¡s• (x)hj J ya que P' (y) es acotada 

Pero jjS'(x)hJI < N llhJJ ya que S' (x) es acotada 

IJP'(y)S'(xJhll .::_ MN llhll K 1 Jhj J 

es acotada 

PROPOSICION 2: Sea T diferenciable de Fréchet en un dominio 

abierto D. Sea XED y considere que x+ah en D para toda a; O:ó_a:ó_l 

Entonces: //T(x+h)-T(x) J tJ/hJI sup j /T' (x+ah) l J 
O<a<l 

Sea y* + O en Y* alineado con el elemento {T (x+h)-T (x)} E Y 

- Ver [Ref 11 J p2g. 112 



Sea la funci6n: Q(a) 

Entonces: 

Q' (et)= Hm 
lla->0 

y* T-(x)+ h) definida sobre el 

intervalo [a, i] 

y* [J (x) +ah+llethQ -y* [J (x+ethQ 

llet 

60 

y* J:?:' (X+ ah+lieth) - T (X+ et hQ { por la linmlidad .de y*} 
= lím 

lla-->O llet 

y* Hm por la continuidad de y* r T (x+eth-lieth) - T (x+eth) J { } 
~ct->0 llet 

Pero como suponemos por hip6tesis que para T existe la dife-

rencial de Fréchet en D; entonces la diferencial de Gateaux 

obtenida es igual a la de Fr~chet. 

Q' (a) = y• ~· (x+ah) ~ 

Para funciones de variable real, el teorema del valor medio 

nos dice: 

Q(l) - Q(O) = Q' (et0 ) 

0<1i-ocoi=:v•rcx+h~ -y•Ecx~=y•E<x+hl-TCx~=y*E' <x+ad~ =o' ca0> 

l IY*E<x+h)-T(x~ 11=1 IY*~' <x+a0hl~ 1 l~l IY*l I 1 IT' (x+a0hlhl 1 

< J IY*li sup i!T' (x+ah)hli 
- O<et<l 

< l IY*l I sup 1 IT' (x+ah) 11 l lhl 1 
- O<a<l 
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{

Por hip6-
l l Y* l l - l l T Cx+h) ,;.T (xl l l= l IY* l;_Cx+h)-T (x)l 11.5.l ly*l I l lhl 1 sup l IT' (x+ah) 11 tesis de 

L '.J · O<a<l · alineaci6r. 

i ITCx+h)-T(x) 11 -5_ l lhl J sup 
O<a<l 

l IT' (x+ah) JI 

Si T:X->Y es diferenciable de Fréchet sobre un dominio 

abierto D"X la derivada T' mapea D a B(x,y) -{ ya que 

óT(x;h) = T' (x)h}- y puede a su vez ser Fréchet diferenciable 

sobre un subconjunto o
1
co. En este caso la derivada de Fréchet 

de T' es llamada la segunda derivada de Fréchet de T; y se de-

nota T". 

PROPOSICION 3: Sea T dos veces diferenciable de Fréchet so-

bre un dominio abierto D. Sea x en D y suponga que x+o.h en D 

para toda a; O<a < l. 

Entonces: 

JIT(x+h)-T(x)-T' (xlhl l-5. ~ JlbJl 2 sup JIT" (x+ah) 11 
O<a<J. 

Prueba: Sea y* en Y* alineado con {T(x+h)-T{x)-T' (x)h} 

Sea Q(a) definida sobre el intervalo ~·~ 

c"on:Q'(a) y* E·cx+ah)~ .•• (ver proposición anterior) 

y*fF' (x+ h+6o.h)11j-y•I~" (x+ah)'IJ y*fF' (x+ah+óo.h)h-T'(x+ah)'IJ 
=> Q" (a)= lim ------------ = lim -----------

L\C>->0 /lo. 

y*]}T' (x+ah+L\o.h)-T' (x+ah) l fil 
= lim 

L\a->O L\h 

= y* lim 
óa->O 

{T' (x+oh+óo.hl-T' (x+ah) }h 

L\a 

fla->O L\a 

por linealidad de T' (x) 
respecto a h 

por continuidad de y* 
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como suponemos dos veces diferencial de Fréchet y si es de 

Fréchet =>es igual a la de Gateaux 

=>Q" (a) =y* {T"(x+ah)h}h 

Para funciones de variable real el teorema de Taylor nos dice: 

Q(l) = Q(O) + Q' COI +} Q" Ca
0

J ..• O < a
0 

< 1 

y* T(x+h) y*T(x) + y* ['.i.'' (x)JD + } y* {T" (x+ h)h}h 

y•[Jcx+h) - T(xl - T' CxJJD = } y* {T" (x+a
0
hJh}h 

\\y*\\\ \TCx+h)-T(x)-T' Cxlh\ \=\ IY*CT'Cx+h)-T(x)-'l'(xl@i =11~ y*{T"(x+a0hJhlh\ \ 

_<iilY*ll l\T'Cx+a0hlh\\ llhll 

~ ~l ly•l 11 IT" Cx+a0hl 11\\hl1 \ lhl I= 

~l lhl 1
2

1 IY*l l l IT" (x+a0hl 11 

~ ~l IY*l \ l lhl 1
2 

sup l IT" (x+üh) 11 
O <a< 1 

:. \ ITCx+h) - T(x) - T' (xJhl 1 .::_ ~ \ lhl 1
2 

sup l IT" (x+ah) I \ 
O<a<l 
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2.18 La integral de Riemann-stieltjes 

En esta sección, se tratará el proceso de integración un poco 

más general que en el concepto de integral de Riemann, y est~ 

diaremos la integral de Riemann Stieltjes, la cual envuelve 

dos funciones f y a. La representaremos simbólicamente por: 

e f(x) da(x) 

La integral usual (de Riemannl ocurre como un caso especial 

cuando a (x) =x. 

Cuando a tiene derivada continua, la definición es tal que la 

integral de Stieltjes 

f(x) da(x) se convierte en una inte-

gral de Riemann de la forma f(x) a' (x)dx. Sin embargo, 

la integral de Stieltjes sigue teniendo sentido cuando a no 

es diferenciable y aún cuando a es discontínua. 

Se trabajará en un intervalo compacto @,€] y se considerará, 

a menos que se establezca otra cosa, que las funciones f,g,a, 

S, • . • son de valor real y acotadas sobre 8', €]. 

sea tk un punto en el subintervalo [k-l , xi;J. Una suma de 

la forma: 

S(P,f,a) 
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es llamada suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto a a. 

Decimos que f es integrable según Riemann-Stieltjes con res-

pecto a a sobre 8',J?J y lo escribiremos como "f en R(C!) sobre 

8',J?J" si existe un número A que tenga la siguiente propiedad: 

Para toda c>O, existe una partici6n Pe de 8'·~ tal que para 

toda partici6n P mas fina que PE y para cualquier punto tk 

en rk-l' xiJ , tenemos que /S(P,f,a)-A/ < E. 

Cuando este número A existe, este es determinado en forma úni 

ca y es denotado por f: f da 6 por Jb f (x) da (x). Y dec~ 
mas también que la integral de Riemann-S~ieltjes J: fda existe. 

En el caso especial en que a(x)=x, escribiremos S(P,f) en lu-

gar de S(P,f,a) y f en R en lugar de f en R(a), la integral 

es llamada de Riemann y denotada por~: fclx 6 J: f(x)dx. 

Definici6n: Sea P una partici6n de ~, JD y sea 

Los números: 

n 
U(P,f ,a) I Mk(f)lrnk 

k=l 

y n 
L(P,f ,a} I mk(f)llak 

k=l 

son llamados respectivamente, las sumas de Stieltjes superior 

e inferior de f con respecto a a para la partici6n P. 
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Definici6n: Se dice que f satisface la condici~n de Riemann 

con respecto a a sobre (!i,b] si para toda e:>O, existe una pa:: 

tici6n P tal que para P más fina que P
0 

se implica 

O < U(P,f,od - L(P,f,a) < E: 

~: Si f es continUa sobre ~.€)y si ex es de variaci6n 

acotada sobre ~, €) , entonces f está en R (a) sobre @, JD . 

Prueba: Es suficiente probar el teorema cuando ex es creciente 

con o (a)< ü (b). Ya que (!¡., b] es compacto y f es contínua so-

bre este intervalo, esto implica, continuidad uniforme, tal 

que si e: > o es dada' podemos encontrar 6 >o (que dependa anica 

mente de e) tal que lx-yl<óimplica if(x)-f(y.) l<E/A, donde 

J\ = 2údb)-aCaQ. Si Pe e,s una partici6n con norma/1Pcll<6, 

(La norma de una partici6n P es la longitud del subintervalo 

más largo de P y es denotada! IP/ IJ, entonces para P más fina 

que Pe debemos tener: 

ya que ~(f) - mk(f) = sup {f{x) - f(y) : x, y en ~k-l'xiJ}· 

Multiplicando la desigualdad por óak y sumando tenemos: 

n 
U~P,f ,a)-L(P,f ,a) ~X I óak = X ~ = I < E: 

k=l 

por lo que se cumple la condici6n de Riemann. Por lo tanto 

f está en R(a) sobre '1i·ID. 
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Para el caso especial en el que a(x)=x, el teorema anterior 

y teorema de la integraci6n por partes, generan el siguiente 

corolario: 

Teorema: Cada una de las siguientes condiciones es suf icie~ 

te para la existencia de la integral de Riernann 

b 

~ f(x)dx 
a 

a) f es continua sobre ~,€J 

b) f es de variaci6n acotada sobre @,€J 

~: Sea a de variaci6n acotada sobre ¡:. 1 1:] y suponga que 

f está en R(a) sobre ['.\•1:J· Se define F por la ecuaci6n 

F(x) ~: fda si x está en 8'·€1 

entonces tenernos: 

i) F es de variaci6n acotada sobre 8', €J 
ii) Todo punto de continuidad de a es también punto de con-

tinuidad de F. 

iii) Si a es creciente sobre 8'•€J• la derivada F'(x) existe 

en cada punto x en (a,b) donde a'(x) existe y donde f 

es cont!nua. Para cada x, tenernos: 

F' (x) f(x)a' (x) 
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Definición: Una colección F de conjuntos se dice que es una 

cubierta de un conjunto dado S, si S e UA 
A en F 

F se dice también que cubre S. 

. La colección 

Si F es una colección de conjuntos abiertos, entonces F es 

llamada una cubierta abierta de S. 

Definición: Un conjunto S de números reales, se dice que ti~ 

ne medida ~ si, para toda c>O, existe una cubierta conta­

ble de S, consistente de conjuntos abiertos, y la suma de las 

longitudes de estos es menor que c. 

Si los intervalos son denotados por (ak,bk)' la definición 

requiere que: 

Y I 
k 

Teorema: Sea F una colección contable de conjuntos en R. 

cada uno de los cuales tiene medida cero. Entonces su unión 

S U Fk 
k=l 

también tiene medida cero. 
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Prueba: Dado E>O, existe una cubierta contable de Fk, de in­

tervalos abiertos cuya suma de longitudes es menor que E/2k. 

La uni6n de todas estas cubiertas es en si misma una cubierta 

contable de S, de conjuntos abiertos y la suma de todas las 

longitudes es menor que 

L E = E 
k=l ;i< 

Ejemplo: Ya que el conjunto consistente de un solo punto ti~ 

ne medida cero, se sigue que todo subconjunto contable de R, 

tiene medida cero. 

Teorema (Criterio de Lebesgue para la integral de Riemann) 

Sea f definida y acotada sobre @•J'D y sea D el conjunto de 

discontinuidades de f sobre @• J'D. Entonces f tiene integral 

de Riemann sobre @1 J'Dsi y s6lo si D tiene medida cero. 

Definición: Una propiedad se dice que se sostiene casi en 

todas partes (almost everywhere) en un subconjunto S de R1 , 

si se sostiene en todo S, excepto en un conjunto de medida 

cero. 



3. EL PRIN::IPIO MAXIMO DE PCNrRYl\Grn (Prueba de I..uenberger). 

3.1 Fundamentos 
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El principio máximo de Pontryagin proporciona un conjunto de 

condiciones necesarias para problemas de control, en los cua­

les el control u(t) está restringido a un conjunto dado. 

En este capítulo, desarrollaremos una forma del principio rnáxi 

mo, desde un punto de vista abstracto, explotando la defini­

ción básica de un operador adjunto. 

Sean X, U espacios lineales normados y g [x,tD un funcional so­

bre X x U y consideremos una restricción de la forma: 

A ¡}<, t[j = 8 (1) 

Donde A es un mapeo de X x U a X. La transformación A, descr~ 

be un sistema de ecuaciones, que pueden ser un conjunto de 

ecuaciones diferenciales, ecuaciones integrales, ecuaciones 

diferenciales parciales, etc. 

Suponemos que A define una Gnica funci6n implícita x(u). 

También suponemos que A y g son diferenciables Fréchet con 

respecto ax, y que las derivadas AxCi<•tD , gi:[}<'iD son con 

tínuas sobre X x u. 

Finalmente suponemos que la función implícita x(u) satisface 

una condición de Lipschitz de la forma: 

JJx(u) - x(vJJJ~KJJu-vJJ (2) 
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El problema de control, es encontrar (x,u} que minimice 

J = g ~,iD, que satisfaga A~ 1 iD=0 y u en íl , donde íl es un 

subconjunto de U. 

Ya que x es determinada en forma única de u, el funcional o~ 

jetivo J puede ser considerado como dependiente únicamente de 

u, ya que J(u) = g~(u} ,iD. 

Introducimos ahora el funcional de Lagrange. 

Para x en X, u en U, A* en X* , definimos: 

(3) 

La siguiente proposición puede ser vista como la base para el 

establecimiento de un número de condiciones necesarias para 

problemas.de control conectados con varios tipos de sistemas. 

Proposición l. Para cualquier u en íl , donde íl es cualquier 

subconjunto previamente establecido de U, sea A* una solución 

de la ecuación 

entonces para v en ¡¡ , J (u} = g ~(u), iIJ 

J(u}-J(v) = L[~du),u,A~ - L0(u},v,A~ + t(llu-vlll 

Donde 6 ( 11u-v11} representa una función tal que 

lim 
l lu-v 11->0 

(( 11u-v1 Jl 
l lu-vl 1 

o 

(4) 
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Prueba: 

Por definici6n: 

J(u) - J(v) g~dul,iD - g[2cCvl,'D 

g[2cCul,iD - g[2c(ul,'D + g[2cCul€j - g[2c(v),"€J 

Por definici6n de Diferencial de Gateaux 

Lirn+ T(x+ah)-T(x} ~ oT(x:h} 
a ->O ex 

y si es lineal 

Lirn+ 
T(x+ah}-T(x) 

oT(x;h/llhlll 
a ->O al lhl 1 

o sea 

Lirn'.r 
T(x+ah}-T(x}- l!ah JI óT(x;h/J JhJ I> 

a ->O al lhl 1 
o 

y por la misma linealidad, tenernos 

T(x+ah}-T(x}- oT(x;ah} O Lirn+ ~--~~~-~~~~ 
a->0 allhll 

de la definici6n de •6• 

T(x+ah} - T(x} - oT(x;ah) 6( l lah 11} 

o sea: 

T(x+ah} - T(x} = oT(x;cxh} + t:(!!ahlll 

recordemos que oT(x;ah} = T' (x}.ah, donde T' (x} es la deri-

vada de Fréchet de la transforrnaci6n T. 
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Por lo tanto, para nuestro caso tenemos: 

g!1c(u),~..., g!1cCv),~ ·= gxl1cM,~ [2<Cu)-x(vl]+ 6CllxCul-x(vlll> 

Por lo tanto: 

J(u)-J(v)= g[2<(u) ,aj - g!1cCul .~ + gx[2<(v) .~ [2<Cul-xCvl] + 

6CllxCul - xCvllll 

J(u)-J(v)=gi2cCu),aj - gJl<Cu),~+ gx(}c(v),~Jl<(u)-x(vl] + 

gx!2<Cu) ,aj !1cCu)-x(vl]- gx[2<(u) ,aj [2<Cu)-x(vl] + 

6CllxCul - x(vllll 

J(u)-J(v) = gl}c(u) ,aj - g(2¡(u) ,~ + gl}:(u) ,aj !2cCu)-x(vl] + 

(gxl}c(v) ,~ - gx[2<Cu) ,i[] i}<Cu)-x(v)] + 6( 1lxCu)-x(v)11 l 

Demostraremos ahora que: 

Para ello tenemos que: 

11 gx!2c<vl,~ - gx(2<Cu),i[jll llxCu)-x(v)ll 
1 lu-vJ J 

Por lo tanto: 

~(u)-xCvl] 
ll<gxi3(v),~ -[9x x(u),ü]) 11 <E 

- l lu-vl 1 
•••• (a) 
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Siempre que:· 

••• (b) 

Dada la continuidad de gx' existe 6>0 tal que (b) se sostie­

ne, siempre que: 

11 [2c (v) ,i) [2cCu) ·iD 11 < o 

donde 

11 [2cCv) ,i) - [2c(u) ,aj 11= Máx{ l lx(v)-x(u) 11, l lu-vl 1} 

o sea, que dada cualquier e:>O, existe 6>0 tal que (a) se cum 

ple siempre que: 
llu-vll<o 

Por lo tanto: 

(:( l lu-vl 1) 

Por otro lado, sea 

6CllxCu)-x(v}lll = f[2c(u),xCv0 

Aplicando la definici6n de limite: 

l lf[2c(u) ,x(vl] 11 
-------<e:/K, siempre que llxCu)-x(v) 11 < 6 

l lxCu)-x(v) 11 

o sea 

l lf[2c(u),x(v011<~/K..llx(u)-x(vJll <e: l lu-vl 1 (por Lipschitz) 



Pero 

1lx(u)-x(v)1 l~KI lu-vJ l<ó,siempre que l lu-vl J<ó/K 

Hemos demostrado que dada cualquier E>O, existe ó' 

tal que: 

J lf[}c(u),xCvO 11 

l lu - vJ 1 
< e:, 

o sea f[2<(u), x!vO 

siempre que l lu-vl l«S' 

6( J Ju-vJ ll 

De lo que se sigue que: 
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é/K > O 

J(u)-J(v) g[2t(u),>D - g[}c(u),':'.) + gx[}c(uJ,iD.[}c<uJ-x(vO 

+ 6Cl lu-vl ll ••• (e) 

oe manera semejante 

0 = A[}t(u) •\D - A[}t(v) ,':'.) 

= A[}t(u) .\D - A[}c!ul ,':'.) + l}lx x(u) ,iD ~(u)-x(vO 

+ 6( l lu-vl ll 

o sea 

+ 6 ( 11u-v11) ••• (d) 



Sumando (c) y (d) tenernos: 

J(u) - J(v) 1-*Aúdu) ·iD - 1-*A~(u) 1 'B + 

+ 1'*Ax~(u),€j~(u) - x<vO 
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+ g[}c(u),iD - g[}c(u),'B+ gx[1c(u),€j~(u}-x(v)] 

+ 6 ( 11u-v11) 

corno por hip6tesis: 

Entonces: 

J(u) - .J{v) L~(u) ,u,1-:J - L[1c{u) ,v,1'~ + 6Cl lu-vl 1) 

La importancia del resultado anterior, es que proporciona una 

manera, de primer orden, para determinar el cambio en J, deb~ 

do a un cambio en u, sin necesidad de volver A calcular la -

funci6n implícita x. 

Lema l. {Lema de Bellrnan-Gronwall). 

Sea la constante c
1 

.'.:. O. Sean u(t) y k(t) funciones contínuas 

por partes {o sea, funciones cuyo conjunto de puntos de dis-

continuidad, es finito y además existe el limite por la der~ 

cha y por la izquierda en esos puntos) sobre [to, ti:] . 

Sea k{t) .'.:. o para t en [to, ti]. 



Si u(t) ~ c 1 + ft K(t') u(t')dt' 
to 

para toda 

u(t) < c
1 

t en ro· 
exp 1ft 

to 

t.;;], entonces: 

K(t')dt'} para toda t en~0 ,tJ 
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... ( 1) 

••• (2) 

Prueba: Sea U{t) el lado derecho de (1), entonces u(t)~U(t). 

~lultiplicando ambos lados de (1) por la funci6n no negativa: 

K(tJ exp(-J:o K{t')dt') 

tenemos: 

u(t)K(t) exp f-Jt K{t')dt'}~ U(t)K(t) exp {-Jt K{t')dt'} 
to to 

entonces: 

u(t)K(t) exp f-ft K(t')dt'} - U(t)K(t) exp {-ft K(t')dt'}~O 
to to 

Analicemos como es Ü{t) 

Sea cx{t) t y f{t) R{t)u (t) 

ya que ex es creciente y por tanto de variación acotada sobre 

~O' t 1J, y f es integrable pues está definida y acotada so­

bre ~O' t:J y además el número d" discontinuidades de f so­

bre [t0, t:J es finito o sea de medida cero. Entonces si 

F{t~ =ft f(~) dcx(~) 
to 

su derivada existe y es igual a: 



F' (t) = f(t) a' (t) = K(t)u(t) 

Para las t donde K(t), u(t) son cont!nuas. 

Por lo tanto la derivada de 

existe y es igual a: 

u= e + Jt u(t' )k(t' )dt' 
1 t 

a 
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Ü(t)=u(t)K(t) para las t donde u(t) y 

K(t) son cont!nuas. 

por tanto,debido a que 

d~ {U(t)exp{-Ít K(t')dt'}}=U(t)exp{-Jt K(t')dt')-U(t)k(t)exp{Jt K(t')dt') 
J~ ~ ~ 

Por lo tanto: 

~ {U(t) exp {-ft K(t')dt'}) ::_a 
ta 

a.e. 

Ya que esta Gltima expresión se cumple para casi toda t en 

¡:a, ti] , (o sea es a. e. sobre [:a, ti]) . Entonces, integrá!!_ 

dela entre ta y t, y notando que en t = ta, U(tal = c 1 y la 

exponencial torna valor de cero, obtenernos para toda t en 

(:a• ti] 

Ít ~ {U(i;)exp {-J' K(t')}} d I; <a 
Jta ta 

o sea 

U(¡;)exp {-.Íi; K(t')dt'~t ::_a 
J ta J ta 

para toda t en (:a•t~ 

Por lo tanto: 



U(t) exp {- Jt K(t')dt'} 
to 

o 

U(t) exp {- Ít K(t' )dt' l ~ e
1 J to 

U(t) ~ e
1 

exp{Ít K(t')dt'} 
)to 

Por (1) u(t) ~ U(t), por lo tanto 

u(t) ~ e
1 

exp{ Jt K (t' )dt'} 
to 

para toda t en [t0 , ti] 

Lema 2: La función en NBv11 ~O' ti]que satisface: 

>. (t) 

Satisface la ecuación: 

donde 

0 en NBv11 ~ , €] 

x(t)-x(t
0

) - Jt f(x,u,t'Jdt' 

t to 

f 1 
l(x,u,t')dt' 

to 
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y suponemos que las funciones f,l son continuamente diferen­

ciables con respecto a x. Además (x,u) está en en ~0 ,t:Jx U, 
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donde U es el espacio de las funciones contínuas por partes 

de la derecha. (O sea que el valor de la función u en U en un 

punto s de discontinuidad, es igual al límite de u(t) cuando 

t tiende a' por la derecha). 

i.e. u(') = lim+ u(t) 
t->' 

Prueba: Se necesita demostrar que para cada h en cn[t0 , t 1J 
o (1) 

o sea 

o (2) 

Ya que 

y por la representación de Riez, tenemos que para toda h en 

Cn~0 ,tJ, (2) puede expresarse como: 

+ 

t1 

J lx(x0 ,u0 ,t)h(t)dt o 
ta 



[~~ l.i@'jf 
~Mu~na:k¡ 

el lado derecho de la expresión se puede desarrollar como: 

f 
tl 

). (t) h (t) dt 
to 

d). (t) 

Integrando el segundo término por partes y recordando que 

Á(t1 ) = O, llegamos a: 

tl 

J ~(t)h(t)dt + 
to. 

o sea 

pero 

+ 

tl 1 f (t)+A(t)fx(x0 ,u0 ,tl + lx(x 0 ,u0,ti] h(t)dt 

to 

o 
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3.2 Principio máximo de Pontryagin 

Aplicaremo_s. ahora estos resultados al problema·: 

Min g.fx,u) Jtl l(x(t),u(_t),t)dt 
t ' o 

x(t) f(x(t) ,u(t) ,t) 

.u(t) en n 'subconjunto conocido de Rm donde f y 1 tienen deri-

vadas parciales contfnuas con respecto a x. Además f satisfa-

.ce la condici6n de Lipschitz con respecto a x y u corno sigue: 

l lf(x~uJ - f(y,v) 11 2. MQ lx-yl 1 + ! /u-vi O para M > O 

Y 1/.11 la norma euclidiana. 

El espacio de controles admisibles U es el espacio de funcio 

nes contfnuas por partes por la derecha en el intervalo 

[to, ti] y con la norma de L1 e sea: 

/ lul 1 

Teorema 

Sean x0 ,u0 6ptimos para el problema de mininíizar 
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sujeto a: ic(t) = f(x,u) u(t) en n 

Sea A la soluci6n a la ecuación: 

o ••• (1) 

donde las derivadas parciales son evaluadas a lo largo de la 

trayectoria óptima y defina la función de Hamilton por: 

H(x,u,A,t) A(t)f(x,u) + l(x,u) ••• (2) 

Entonces para toda t en [t0 , ti] 

... (3) 

para toda u en ¡¡, 

Prueba: Por simplicidad sea m 

funciones escalares. Tornemos X 

l ; i.e. los controles son 

en [to, t il y para u tornemos 

el espacio de las funciones continuas por partes por la iz-

quierda con la norma L
1 

y definamos: 

x(t) - x (t
0

) - r f(x(Z;), u(¡;),~)d¡; 
to 

l(x(t) ,u(t) ,t)d 

Si x, x+óx corresponden a u, u + óu respectivamente en 

{ (x,u) ; ACT<,iIJ = 0) tenernos: 
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f[2'(0,u(,),~} d'll 

2. r l lf[2'+ óx, u+óu,IJ - f [2',u,~ 11 d ' 
to . 

+ l óu (') 1 l 

Aplicando el lema de Bellman-Gronwall 

por lo tanto: 

1 l óx 1 1 2_ K l l óu 1 1 

d' {por la con­
dici6n de 
Lipschitz 

y la transformaci6n Al3,~ satisface la condici6n de Lipschitz 

.requerida para la proposici6n 1 de este capitulo. 

ya que x(u) X y x(u+6U) = X+ 6X 

por lo tanto: 

l lx(u+ óu) - x(u) 11 11 (x+óx) - xi 1=11 óxl 12.KI lóul !=KI 1(u+óu)-ul1 
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Además por el lema 2 demostrado anteriormente, A satisface la 

ecuaci6n adjunta: 

El funcional: 

es idéntico al funcional de Lagrange: 

(tl 
excepto por el término ) AX(t) 

to 
A(t)dt 

lo que puede comprobarse ya que: 

H(x,u,A,t) = A(t) f(x,u) + l(x,u) 

Entonces: 

rtl 

J ~(t)f(x,u)+l(x,u~ dt 
to 

(i 
J A(t)f(x,u)dt + 

to 

J
tl 

A(t)f(x,u)dt + g(x,u) 
to 

Integrando por partes el primer término: 

u= A(t) 

du >,(t)dt 

dv f(x,u) dt 

t 
v = ~ f(x,u,~)d~ 

to 



~:O f(x,u,~)d~ dt 

Y por otro lado: 

Por la representaci6n de Riez: 

O ya que X(t1 l = O 

~t f(x,u,r;ld{Jdt+g(x,u) 
to 

en el segundo t~rmino X(t1 l 

por estar X en NBV 

O por hipótesis y X(t 0 ) o 

84 
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Por lo tanto 

que es lo que quería comprobarse. Este término para el caso 

no es importante ya que no depende de u. Por lo que la propo-

sici6n 1, demostrada anteriormente nos da: 

Mostraremos ahora que (4) implica (3). Supongamos lo contrario, 

que existe t en [to, ti] y u en íl tal que 

En vista de la continuidad por partes por la derecha de u y la 

continuidad por la derecha de f, l,A y la continuidad de x, 

se sigue que ex is te un intervalo [t' , t ''.]conteniendo a t y una 

c>O tal que: 

H[2¡ 0 (t),u,A(tJ] >e 

para toda t en [t', t'.'.J. 

Sea ahora u(t) la función contínua por partes por la derecha 

igual a u0 (t) si t no est& en [!:.', t''.J e igual a u en [!:.'.t''.J 

de (4) tenemos: 

>e (t"-t') +6(llu-u0 11> ••• (5) 
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sea K = sup li~lt)-u 0 (t) ! t' ::. t ::. t" J 

entonces !¡u - u 0 ¡¡ ::_ K(t"-t') 

Sea g = Ó( :u-u 0 , ); por definici6n de "6" pequeña, esto im­

plica que: 

l lgl 1 11 11 11 u _ uO l I <c/K siempre que u-u 0 < :S 

O sea: 

i l9i 1 <c/K J lu-u 0 ¡ l<E (t"-t') 

siempre que: l lu-u0 1 I < K(t"-t') < ó 

Con esto hemos demostrado que dada cualquier c>O, existe 

ó' = ó/K tal que: 

~ <e siempre que t"-t'' 6' 

o sea que g = 6(t" = t'), lo que implica que 

J (u
0
)-J (u) >e (t"-t') + 6(t"-t') 

seleccionando ~' t ".] suficiente pequeño tendremos: 

J(u
0

) - Jiu) > o 

lo que contradice la optimalidad de u
0

. 
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En forma breve, este resultado nos dice que si una función de 

control minimiza el funcional objetivo, sus valores en cada 

instante deben minimizar también la función de Hamilton. La 

ecuación adjunta planteada por Pontryagin es un poco diferente 

que la nuestra, dando por resultado que la función de Hamilton 

deba ser maximizada, de ahí el nombre de Principio Máximo.de 

Pontryagin en lugar de Principio Mínimo. 
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4. PRINCIPIO MAXIMO DE PONTRYAGIN. (Prueba de Halkin). 

4.1 Polisistemas dinámicos. Evolución de los sistemas. 

Consideremos un sistema cuyo estado es descrito por un vector 

X del espacio Rn y cuya evolución está dada por la ecuación 

diferencial 

f (x,u,t) (1) 

donde u es un vector de control del espacio Rm y f(x,u,t) es 

una función vectorial n-dimensional de x,u, y t. 

Supondremos que la función f(x,u,t) está definida para toda 

x en Rn, toda u en Rm y toda t en [o,:¡] que es dos veces con­

tinuamente diferenciable con respecto a X, continua con res­

pecto a u y continúa por partes con respecto a t. 

4. 2 Funcior.es de control. 

Sea íl un subconjunto acotado de Rm. Este conjunto íl es llamado 

el conJunto de los vectores de control admisible. Sea F la 

clase de todas las funciones continuas por partes de [ó,i] 

a íl. Esto implica en particular que toda función en Fes 

acotada. La clase F es llamada la clase de las funciones ad­

misibles de control. Si µ y u están en F, ello significa 

que el valor de ellas en el punto t será u(t) y v(t), respec­

tivamente. 

Si µ pertenece a F entonces el conjunto " (µ) será definido 

como el conjunto de puntos en (0,1) en los cuales la función 

µy la función f(x,u,t) son contínuas con respecto a t. 
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Ya que por definici6n, toda funci6n µ en la clase F y la fun­

ci6n f(x,u,t) son contínuas con respecto a t,.se sigue que 

existe únicamente un número finito de puntos en el intervalo 

[o, fJ que no pertenecen al conjunto - (µ) y además que el 

conjunto = (µ) es abierto. 

4.3 Trayectorias 

Si µ es una funci6n de control en la clase F, denotaremos por 

X(t;µ) a una funci6n contfnua en t, diferenciable sobre 

={µ)y tal que: 

(i) i(t,µ) = f(x(t¡µ), u(t),t) para toda ten = (µ). 

(ii) x{O;µ) e 

De la teoría de las ecuaciones diferenciales ordinarias 

[Ref. 4,5] se sabe que para toda µ en F tenemos una y s6lo 

una de las siguientes posibilidades. 

(i) La funci6n x(t;µ) existe, es única y es acotada sobre el 

intervalo [o,:[j. 

(ii) Existe una ¡; en [o,:[j tal que, la funci6n x(t¡µ) existe, 

es única y es acotada para toda t en [9,i;~, con ¡;*<¡; 

y es no acotada cuando t tiende a ¡;. Cuando este es el 

caso, ¡; es llamada un tipo de escape finito de la varia­

ble de estado X para la funci6n de control µ. 

Muchos desarrollos en la teoría de control 6ptimo son simpli­

ficados grandemente si suponemos a priori que la posibilidad 
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de un tiernpo'd~ escape finit~. de la variable de estado X es 

rechazado para cualquiei' ,f~nci6~ de control µ en la clase F. 

Se asumirá que exisfe· una constante M < ., tal ·que: 

if(x,u,t) l:;_M( 1 lxl l+l) 

Para toda ··x en Rn, toda u en 11 y toda t en [o, :O . 

Con la ayuda de esta suposici6n, es fácil probar que para to-

da funci6n de control µ en la clase F, la funci6n x(t;µ) 

existe, es única y acotada sobre el intervalo [o,:Q (*). 

4 .4 Problema de optimizaci6n. Restricciones terminales y 

criterio de representación. 

Hemos establecido que el vector de estado X es cero al tiempo 

t=O. Sea r un entero tal que 0.'.',r.-:n-1. Sea {S
1
,s2 , .•. ,Sr} un 

conjunto de números reales. Estableceremos que este conjun-

to representa el valor de los primeros r componentes del vec-

tor de estado X al tiempo final (t=l). 

El problema de optirnizaci6n se establece formalmente corno 

sigue: 

Se da el conjunto: 

S = {x xcRn; Xi= Si para i=l,2, .•• ,r} 

y desearnos encontrar la funci6n de control u en la clase F 

tal que: 

(i) x(l;u) en S. 

(ii) para toda µ en F tal que 

(*) ver [ref. 1 O J págs. 247-256 



91 

x(l;u) en S 

se cumple la relaci6n 

La función de control que satisface las condiciones anterio-

res es llamada una función de control óptima, y la trayecto-

ria correspondiente x(t;u) es llamada la trayectoria 6ptirna. 

Podernos entonces resumir el problema de control planteado an-

teriorrnente corno: 

rnax x (1) 
n 

xCtl f[x(t), u(t),t] 

X (0) = 0 

k=l, .•• ,r(r<n) 

UEF 

f continuamente diferenciable de 

segundo orden co11 respecto a x, 

continua con respecto a u y con-

tinua a tramos con respecto a t. 

F la clase de controles admisibles 

consistente de la función u(·) 

en QJ, :[] que son continuas a tra-

mos y satisfacen u(t)Eíl• 

tE Ql, :Q donde ncRrn es acotado. 
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x(t) Gc1 (t), ••• ,xn (tÜ vector de estados 

valor final de los primeros 

r (r<n) componentes del vector x. 

4.5 Observaciones sobre la estructura de la función f (x,u,t) 

Se deben mencionar dos diferencias fundamentales entre la for­

mulación del problema de optimización dada anteriormente y el 

problem¿ tratado por Pontryagin. 

En la formulación dada, se permite a la función f (x,u,t) ser 

dependiente de la variable Xn• la cual es maximizada al tiem­

po t = l. Esta dependencia es permitida por las siguientes 

razones: el ha~er la suposición que f (x,u,t) es independien­

te de xn conduce a simplificaciones muy pequeñas en los desa­

rrollos posteriores pero, rompe la simetría entre las varia­

bles de estado. l'.dernás en muchos problemas prácticos aparece 

la dependencia de las ecuaciones diferenciales sobre la varia­

ble a ser maximizada. 

También, en contradicción con la formulación de Pontryagin 

no se requerirá la independencia, respecto del tiempo, del 

sistema diferencial. Ya que en el caso de un sistema diferen­

cial de tiempo variable el cual es continuamente diferencia­

ble respecto a t, podemos agregar una variable de estado ar­

tificial y transformar el problema a uno como el tratado por 

Pontryagin. Sin embargo, en el caso general de un sistema de 

tiempo variable, el cual es solamente continuo por partes 
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con respecto a t, la transformaci6n anterior no puede reali­

zarse y el resultado de Pontryagin no es aplicable y se re­

querirán los resultados contenidos en este capítulo. Supone­

mos que t = O es el tiempo inicial y que t=l es el final. 

4.6 Principio de la evolución óptir.la_ conjuntos alcanzables. 

En esta sección introducimos algunos conceptos geométricos, 

los cuales son de fundamental importancia a la teoría de con­

trol óptimo. 

Si t est§ en [o, U y si X es un estado tal que existe una 

función de control µ en la clase F con x(t;µ) = x, diremos 

que el estado X es alcanzable al tiempo t. Para toda t en 

[o,[] definiremos W(t) como el conjunto de todos los esta­

dos que son alcanzables al tiempo t. 

i.e. W(t) = {x(t;µ): µ está en F} 

Definición: La función H(x,u,t, A) está definida por la rela­

ción: 

H(x,u,t,A) = <f(x,u,t),Á> 

y es denominada Hamiltoneano. 

Teorema: Principio máximo de Pontryagin: Si u es una función 

de control óptimo, entonces, existe una función A(t), defini­

da y contínua sobre [o, :iJ, diferenciable en los puntos de -

continuidad de t sobre (0,1) de las funciones u y f(x,u,t) y 

diferente de cero tal que: 



(i) H(x(t;u) ,u(t) ,t,il (t) ).::_H(x(t,u) ,u,t,). (t)) 

para toda t en 3 (u) y toda u en íl. 

94· 

(ii) ).(t) aH(x,u(tJ,t,1.(t)J 1 
ax para toda t en E (u.) 

x=x(t,u) 

(iii) o i r + 1, ... , n-1 

(iv) "n (1) > O 

~7 Prueba del principio del máximo para un polisistema diná-

mico elemental. 

Suposiciones: La funci6n f (x,u,t) es independiente del vector 

x y toma la forma Q(u,t). O sea, que la evoluci6n del poli­

sistema dinámico bajo consideraci6n está descrito por la 

ecuaci6n: 

x Q(u,t) 

De acuerdo a las suposiciones hechas en la seccHin 4. 1 para 

la función f(x,u,t), supondremos además en esta parte que la 

funci6n Q(u,t) es contínua con respecto a u, y contínua por 

partes con respecto a t y que es uniformemente acotada sobre 

[]i, :fJ para toda u en íl. 

Bajo estas suposiciones, la trayectoria x(t,u) toma la forma: 

x(t,u) =J: Q(u(l;),¡;)dl;) 

y tenemos inmediatamente que 
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jx(t,u) l .::_M para toda u en F y toda ten @.~ 

Consideremos el conjunto: 

S+='{x:xenS, *} xn > xn (1) 

Es inmediato que este conjunto es convexo. 

Los conjuntos s+ y w no pueden tener ningún punto común, ya 

que la existencia de algún punto contradiría la optirnalidad 

de la funci6n u. 

Proposici6n: El conjunto de los estados alcanzables al tiempo 

t = l. 

W = {x(l;µ) µen F ={ J~ Q(u(t),t)dt:µen F} es un conjun-

to convexo. 

Prueba: Ver [!tef. 1 O J págs. 213-214 y 235-238. 

Ya que los conjuntos S+ y W son convexos y no tienen puntos 

comunes, entonces existe un hiperplano que los separa (de _se­

paraci6n), no trivial. Esto significa que existe un vector 

A= (A 1 ,A 2 , ••. ,An) diferente de cero, y un número real c 

(la distancia del origen a este hiperplano de soporte) tal que: 

<x, A> < e si x en W 

<x, A> > e si x en s+ 

y puede extenderse a 
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<x, A> > e si x en 5+, donde 5+ es la cerradura 

-+ o sea: S = {x:x en s, xn~xn(l,u)} 

Corno por construcci6n x(l,u) pertenece a W y s+ entonces: 

< x(l;u),;. > = c 

esto implica que 

< x,). > < <x(l;u),).> si x está en W 

< x,A > > <x(l;u),).> si x está en 5+ 

Proposici6n: <Q(v(tl ,t) ,l> ~ <Q(u,t) ,l)> 

para toda t en =(u) y toda u en n. 

Prueba: Supongamos que no se cumple la proposici6n para alg~n 

punto ta en :: (u), entonces existe una u en íl , y n>a, tal que: 

Ya que ?:(u) es un conjunto abierto, existe un jntervalo 

!}a-e:, ta+Ü con e:>a en que las funciones Q(v(t) ,t) y 

Q(u,t) son continuas y se satisface: 

<Q(v.(t) ,t) ,).> < <Q(u,t) ,l> 

Si definirnos la funci6n: 

v(t) si t no está en [ta-e: 
v*(t) 

u(t) 

esto implica que: 
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(10 ) Q(v*(t),t)dt,1> > < J~ Q(v(t),t)dt,1> + 2Ea 

o sea <x(l,v*J,1> ~ <x(l:v),l> +2Ea 

corno por construcci6n x(l,v*) está en w, tenemos una contra-

dicci6n a la relaci6n: 

<x,I.> < <x(l,u) ,).> si x está en w, esto ter-

mina la prueba. 

Esta proposici6n, es equivalente a la condici6n (i) del prin-

cipio de pontryagin. Ya que ). es constante, la condici6n (ii) 

del principio, resulta trivial. 

Para demostrar las condiciones (iii), (iv) considere los vec-

tores unitarios e1 , donde i=r+l, .•• ,n. Puede observarse que 

los vectores x(l,u)+e1 y -+ x(l;u)-e1 pertenecen a s para to-

da i = r+l, .•• ,n-1 (porque x(l,u) está en· SJ. 

Ya que <x,I.> > c 

tenemos: 

-+ si x en S 

< x(l,u) ,;i. > 

< x(l,u) ,;i. > 

de donde se concluye que 

o bien 

A. = o 
1 

i = r + l, .•. ,n - 1 

que satisface la condici6n (iii). 



Además, puesto que x(l,u) ~+ en está en 5+ se cumple que: 

> < x(l,u) , J. > 

o sea 

< en, J. > > O 

es decir 

(condición (iv)) 

4.8 Prueba del principio del má • ..:imo para un polisistema 

dinámico lineal. 

En esta sección supondre1nos que la funci6n f(x,u,t), tiene 

la forma particular: 

f(x,u,t) = A{t)x + Q(u,t) 

98 

De acuerdo a las suposiciones iniciales, en esta secci6n su­

pondremo:s que la funci6n matricial A(t) es continua por pac­

tes con respecto a t y la función vectorial Q(u,t) es conti­

nua con respecto a u y continua por partes con respecto a t. 

Asociado al sistema lineal 

X = A(t) X 

existe una matriz G{t) llamada matriz de transición definida 

y continua para toda t en Ql, lJ, para las cuales la matriz 

A{t) es continua, es únita y tal que tiene las siguientes 

propiedades {*). 

{*) Ver [:Ref. 4 J págs. 62-66 
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a) G(t) -G(t)A(t) para toda ten [o,:iJdonde A(t) y 

Q(u,t) son continuas. 

b) G(l) = I 

c) G(t) es no singular y su inversa satisface: 

.-1 
G (t) = A(t)G-l(t) 

Proposici6n: Para toda µ en F la funci6n vectorial x(t,µ) to-

ma la forma: 

para toda t en IJl, fJ 
~: Sabemos que x(t,µ) existe y es ~nica tenemos solamente 

que veri-J:icar que el postulado de la proposici6n satisface la 

ecuación diferencial: 

d dtx(t.;µ) = A(t)x(t,µ) + Q(u(t),t) 

para toda t en ::: ( µ) y la condición de frontera x (O,µ) O. 

Derivando x(t,µ) tenemos para toda ten ::: (µ) 

dx(t,µ) 
dt 

~t 
o 

+ G-l(t) it ): G(~) Q(u(~),~)d~ 

A(t)G-l(t) ): G(~) Q(u(~) ,~)d~ 

+ G-l(t)G(t)Q(u(t),t) 

\(t)x(t,µ) + Q(u(t),t) 



100 

Y tenemos para la condici6n final: 

(10 x(l,µ) = J G(t)Q~(t),t)dt. 

Definiendo el conjunto W corno el de todos los estados alcanz~ 

bles al tiempo t=l desde el estado inicial x=O al tiempo t=O 

con alguna funci6n de control en la clase F, tenernos 

W = {x(l,µ) ; µ en F} 

o sea 

W ={i: G(t)Q(u(t) ,t)dt : µen F} 

Siguiendo paso a paso el procedimiento usado en la secci6n 

anterior, se llega a probar que para cada función de control 

óptimo u existe un vector constante A, distinto d~ cero, tal 

que: 

a) < G(t)Q(v(t),t),,, >.::_< G(t)Q(u,t),, > 

para toda t en E (u) y toda u en íl. 

c) 

o 

A > O 
n 

para i r + 1, .... ,n - 1 

Como puede observarse, los resultados (b) y (c) coinciden con 

las condiciones (iii) y (iv) del principio del máximo de 

Pontryagin. 

Definiendo la funci6n vectorial A(t) con: 

para toda t en [O, fJ 
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donde GT(t) es la matriz transpuesta de G(t). Y se tiene que 

A(t) es continua, diferenciable por partes y diferente de 

cero sobre el intervalo [ll,:f:J por las propiedades de G(t) y),. 

Recordando la definición de operadores adjuntos y que el ope­

rador adjunto de una matriz G(t) es su transpuesta, podemos 

escribir: 

<G(t) Q(u,t) ,"A> <Q(u,t), GT (tl).> 

por lo tanto, el resultado (a) puede escribirse: 

o sea 

<Q(v(t),t), "A(t)>.::. <Q(u,t),A(t)> 

lo que implica 

<(A(t)x(t,u) + Q(v(t),t)),"A(t)> .::_<(A(t)x(t,u) + Q(u,t)),"A(t)> 

para toda t en 3 (u) ".I toda 11 en n que es la ..:ondici6n (i) del 

principio del máximo de Pontryagin. 

De la definici6n de "A(t) tenemos: 

d~~t) = (~t G(t)"Af = (-G(t)A(t))T A 

-AT(t) GT(t)"A -AT(t)l.(t) 

Por lo que se cumple la condici6n (ii) del principio del 

máximo. 

Con esto queda demostrado el principio del ma~iroo para un 

polisistema dinámico lineal. 
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Sea u una función de control óptimo para el problema de opti­

mización establecido. Sea A(t) una función matricial de nxn 

cuyo elemento (i,j) es 

fi (x,v(t) ,t) 

xj 
x=x (t;u) 

De las suposiciones he~has, sabernos que la función matricial 

A(t) es continua por partes sobre @, [], y sea G(t) la matriz 

de transición asociada al sistema cuando la función de con-

trol es u , esta función es continua en t sobre [O,[] y di-

ferenciable respecto a t sobre :: (u). 

Debe observarse que las matrices A(t) y G(t) han sido definí-

das particularmente, para la función de control u. Matrices 

similares pero diferentes, deben ser definidas para las otras 

funciones de control en la clase F. 

La propiedad característica del sistema lineal considerado 

en la sección anterior es que las matrices A(t) y G(t) son 

las mismas para toda función de control en la clase F. 

Definamos para cada función de control en la clase F, a la 

función vectorial v(t,u) por la relación: 

y(t,µ) = x(t,µ)-x(t,u) para toda ten [9,:Q 
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A esta función se le conoce como la trayectoria variacional 

para el control µ, respecto al control u. 

Sea :: • (µ) = ::: (µ) n ::: (u) 

La función y(t,µ) es contínua respecto a ten [0,.1.J , diferen 

ciable respecto a t en :O*(µ) y se tiene: 

y(t,µ) = f(x(t,µ), u(t) t) - f(x(t,u),v{t),t) 

para toda t en :: * (µr 

Definamos a las funciones vectoriales Q(u,t) y k(t,µ) como: 

Q(u,t)=f (x(t,u) ,u,t) - f)x(t,,1) .v(t) ,t) 

k(t,µ)=f(x(t,µ) ,u(t) ,t)-f(x(t,u) ,v(t) ,t) 

-Q(u(t) ,t)-A(t) (x(t,µ)-x(t,v) l 

La función Q(u,t) es contínua respecto a u y continúa por pa~ 

tes respecto a t. La función k(t,µ) es contínua por partes 

respecto a t, para toda µ en F. Sustituyendo tenemos: 

y (t,µ) A(t) y(t,µ) + Q(u(t) ,t) t k(t,µ) para toda ten!:*(µ) 

Por lo tanto: 

t L G(~) {Q(u(~) ,~)+ k(~,µ))d~ para toda t en@,f]. 

La función k(t, µ) es igual a cero para el problema lineal con-

siderado en la sección anterior, sin embargo, no lo es para el 

problema no lineal considerado en esta sección. 
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Para cadaµ _en F sea z(t,µ) una funci6n vectorial de t defi­

nida y continua sobre [O, fJ, y diferenciable sobre ?: * (µ) 

tal que: 

i) z<t,µl A(t) z (t,µ) + Q(u(t) ,t) 

ii) z (0, µ) o 

es decir: 

z (t,-µ) para tOOa t en I!J,f] 

Por lo tanto: 

y(t,µ) - z(t,µ) ¡>ara tcxla t en J2,:] 

Sean los conjuntos W y W definidos de la siguiente manera: 

w {x(l,u) + y(l,µ) µ en F} 

w = {x(l,u) + z(l,µ) : µ en F} 

Equivalentemente, pueden escribirse: 

w {x (1,µ) µ en F} 

w {x(l,u) + z z en Z} 

donde 

Z = fz(l,µ) : µ en F} 

De los resultados de la secci6n anterior, se sabe que el con­

junto Z es convexo y por lo tanto W es convexo. El conjunto 

s+, definido anteriormente, es también convexo. 



105 

Lema: Si no existe ningún hiperplano que separe los conjuntos 

convexos S+ y w, entonces los conjuntos s+ y w ·tienen al menos 

un punto en común. 

Prueba: Ver (}lef. 10 J págs. 242-247. 

Corolario: Si los conjuntos S+ y W no tienen ningún punt'? en 

común entonces existe un hiperplano que separa los conjuntos 

convexos s+ y W. 

Los conjuntos S+ y W no pueden tener ningún punto en común 

pues de ser así, se contradiría la optimalidad de la función 

de control u. Por lo tanto, aplicando el corolario anterior, 

se concluye la existencia de un hiperplano que separa los COE_ 

juntos convexos s+ y w. Siguiendo los mismos pasos utiliza-

dos en la prueba del polisistema elemental, se prueba que 

para la función de control óptimo, existe una función A(t), 

definida, contínua, diferenciable por parteD y diferente de 

cero sobre Ql, :g ta 1 que: 

a) 

b) 

d) 

<Q(v(t),t), >.(t)> .:_<Q(u,t),>.(t)> para toda t en 
y toda y en 

d 
dt 1'(t) AT(t)>.(t) para toda ten - (u) 

O para i 

A (1) > O 
n -

1+1, ... , n-1 

(u) 

Sustituyendo la definición dada de Q(u,t) en la parte (a) de 

los resultados, llegamos: 
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<Q(v(t),t),;>.(t)>~ <Q(u¡t),),(t)'? =-

<{f(x(t,u),v(t),t)- f(x(t,Ú),v(t),t)), ;>.(t)> :::_ 

<(f(x(t,ú),u,t) - f(x(t,u),v(t),t)), >.(t)> 

<f(x(t,u),v(t),t),A(t)> .:_ <f(x(t,u),u,t),>.(t)> 

que es precisamente la condici6n (i) del principio del máximo. 

Sustituyendo en el resultado (b) la definición dada en esta 

sección de la función matricial A(t) tenemos: 

d 
dtA (t) 

8f
1 

(x,v_(t) ,t) 

ax1 

Cf (x,v(t), 
l. 

ax 
m 

=x(t,u) 

.=x(t,u) 

3f (x,v(t) ,t) 
ax l. (t) 

ófn (x,v(t) ,t) 

axn 
=x(t,u) 

att(x,v(t) ,t,>. (tl) 
ax 

.), (t) 

=x(t,u) =x(t,u) 

que es la condición (ii) del principio del máximo. Los resul 

tados (c) y (d) son exactamente las condiciones (iii) y (iv) 
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del principio del máximo. Esto termina la prueba general del 

principio del máximo de Pontryagin. 
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