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PREFACIO

El presente trabajo se ha realizads con 2l fin de proporcionar una
herramienta sistematizada que facilite el andlisis de las Cadenas -

Markovianas.,

El esfuerzo invertido aqul, para presentar la materia, se manifies-
ta fundamentalmente =n @l recurso utilizado, la Teorfa de Gréficas,

teoria que ha facilitado enormemente la tarea encomendada,

Las Cadenas Markovianas, tratadas en esta oportunidad, se limitan
al caso particular, de un ndmero finito de estados, aunado a la res

triccién de homogeneidad.

El entusiasmo que conllevé a la elaboracifn de este pensamiento ma
terializado, fue la oportuna aplicacién de la Teorfa de Graficas a -

Cadenas de Markov, ya que se lleva a cabo la explotacién de la rela
cién de estos ter;xas, relacibn que de ninguna manera es novedosa, -
péro que no se presenta en forma plausible a la vista de todos aqud-
Tlos que estdn familiarizados de alguna u otra manera con estas teo-

<
xras.

Este trabajo esti dividido en cuatro capitulos: el primer capitulo esta
blece, sélo los conceptos necesarios de la Teoria de Gréficas, mani-

pulados en la vinculacién entre amhbas teorfas, El principal propésito



del segundo capltulo, es presentar en forma clara y sencilla, la

Teoria de Cadenas Markovianas Finitas y Homogéneas. EL tercero
estd relacionado coa la elaboracién del programa de computadora,
programa que en su Seguimiento ilustra paralelamente las teorfas
que han servido como fuadamento para su realizacién. Finalmen-
te las aplicaciones siguen en turano a este trabajo, en su cuarto -

capitulo.

Espers que la contribucién que esta pressntacién pueda dar, sea de
utilidad al estudioso det tema y que disemine en gran parte sus du
das, logrando asf, la disminuciéa del esfuerzo que haya experimen

tado en la comprensién de los conceptos presentados aqui,

Agradezco la itervencifn de todas aquellas personas que colaboraron
en la elaboracién de este trabajo, en especial al M. en I, Ing. Ga-
briel Auvinet Guichard, M, en I, Mat, Rubén Téllez Sénchez, quie-
‘ nes me ayudaron coasidesrablemente, as{ como también al Dr., José

Luis Farah y al I\;iat. José de Jesds Romo Morzno por su desintere

sada cooperacifn; a todos ellos mi més sincera gratitud,

México, D. F,
Julio 1980

LEOBARDO FIERRO M,
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TEORIA DE GRAFICAS



1,1 INTRQDUGCION

Algunos sugieren, que esta teorfa, se deberfa calificar como
teorfa d= "Grafos', oiros opinan qu: la palabra !'"Grama', es la
adecuada. Aclaremos ésto, situdndonos en el significado de cada

una.

Las tres palabras proviencn del griego; '"Grafo' es una pala-
bra que ha side usada como elemento compositivo pospuesto, en -
la formaciéa de algunas voces espafiolas con el significado de es-
cribir o grabar. Un uso similar lo ha tenido la palabra "Grama',
pern ésta, con el significado de escrito trazado o linea. Por otro
lado '"'Gréfica'' se relaciona con el arte de representar objetos por
medio Jde llneas o figuras. Se ha convenido 2n que la palabra "Gr4
fica'l, de acuerdo con los significados anteriores, es la més adecu:a_

da, por lo que serd utilizada en este trabajo.

El presente capitulo enuncia inicialmente, una secuencia de con
ceptos de Teorfa de Grificas orientadas o dirigidas, necesarios pa-
ra comprender los métodos descritos en el mismo. Desde el punto

de vista diddctico parece apropiado enunciar ejemplos ilustrativos, -



sblo en aquellos conceptos que presentan ua ciefto grado de -dificul
tad para su comprensidéa, Asf también, existirdn desviaciones hacia
otros coaceptos que no son de Teorla de Grdficas, pero Jue soa --
contenidos en ellos, por lo que su oportuna presentacién facilita -

el entendimiento del cancepto que se esté tratando.

Se ha considerade conveniente separar los conceptos relativos a
Gréficas ponderadas, de los inicialmente enunciados, con objeto de
anticiparlos a la descripcidén del Método de Dijkstra, método que es

tratado al final del capitulo,
1.2 DEFINICION DE GRAFICA

Sea P un conjunto producto de n conjuntos By EZ""En’ es de
cir;
‘P= Ei1 xE2 xXE3 Xe.aeXEp
y sea una -biparticién del conjunto P formada por G y G. Entonces -
gse dice que. el conjunto G constituye una grafica definida en P. De -
forma similar G. Un caso particular de interés el cudl serd maneja -
do aquf, lo constituye el producto P formado por:
P= ExE,E es un conjunto a lo mis numerable o contable
(El caso numerable no serd mencionado en este
trabajo)

Existen diversas maneras de describir una grédfica como son las si-

guientes:



i) Sea I—‘ una aplicacién multiveca sobre E, entonces la
griafica G queda totalmente descrita por la pareja: (La
aplicacifa multivoca se refiere a que la aplicacifa va
de un conjunto € formado por subconjuates de E al
mismo conjunto)

G =&
De manera similar :e puede descrikir la grédfica inver
gsa asl:

-1
G = &M

ii) Sea U el conjunto de correspondencias de la gréfica, es
decir el conjunto de pares ordenados (a,b) € P, en-
tonces la grifica queda descrita por el par:

G = (E,U)
Ilustremos estas descripciones mediante el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 1,1

Sea E = {a., b, ¢ }
=) P=ExE = {(a.a).' (@ b), (2,0), (b,a), (b,B), (B,c), (c,a), (c,b), (c,c)}

Propongamos una biparticién de P:

&3

W

{(a,a), (2, b), (b,a), (b,¢c), (c'd)}
y G= {@c)h ®b), @a) (c.b)}

| {a}
==} G puaede Ber descrita por; E = ( a, b, c}

B
rS - L]

Luego la gréfica G es descrita por E, r" asl definidos. Por

"

{ase Ui}
®

"

otro lado el conjunto U seria:



U= { @) (8 Biol, B, (@) |
vy la gréfica quedarfa descrita por E y U tal que G= (E, U)

De lo anterior surgen mdltiples representaciones de una gréfica. Algunas

de ellas pueden astablecerse en:

a) Matriz Booleana

b} Matriz de Casillers o Tablero
c) Matriz Latina

d) Un mapeo de E— E

e) Representacién sagitaria o sagital

Para el ejemplo 1.1 esto luciria como en la fig, 1,1

a) Matriz Booleana b) Matriz de Casillero o Tablero
a b c a b c

a 1 1 0 a

b 1 0 1 b

c 0 0 1 c é

c) Matriz Latina d) Un mapeo de E—I3E
a b c

s 2 ab P a~————3a

p b2 g be b><}‘b



e) Representacié:x Sagitaria o Sagital

Fig. 1.1

Habiendo establecido lo anterior las siguientes observaciones soa con
venientes:
i) Para obtener la gréfica inversa a partir de las distintas
representacionss de la gréfica en forma directa se tiene:

a) En las matrices Boolesana, Casillero y Latina, basta
leer por columnas dichas matrices

b) En la representacién Sagitaria y el Mapeo, s6lo hay
que cambiar el sentido de las flechas

il} La siguiente propiedad, es satisfecha por la aplicacién r‘ :
P{q} U r‘{b} = r‘{a,b} , a bg E y U significa
- - unién
1.3 CONCEPTOS ORIENTADOS
En este punto, es necesario repetit que la mayorfa de los conceptos
que se enunciardn en este trabajo, estén relacionados coa grificas -

dirigidas u orientadas, ya que sélo &stos son indispensables para el

fin encomendado, la vinculaciéa con cadenas de Markov.

Vértice

Todo elemento que pertemce al conjunto E se denomina vértice



Gréfica de Orden N

Cuando el conjunto E es de cardinalidad N, se dick que la gréfica

es de orden N.

Arco

Un par ordenado de vértices se define como arco, es decir, todo
par ordenado (x, X;) € P, es un arco. Se denotard por u

ij.

Extremos le un Arco

Dado el par ordenado de vértices (%5, xj) tal que X, xj ¢ E, se dice
que el vértice X, es el extremo inicial del arco 'J'Lj y x, es el extre-
J

mo final del mismo arco,

Otra terminologia muy utilizada, es la de definir al extremo inicial

de un arco como precedente y al extremo final como siguiente.

Lazos o Bucles

Un arce cuyo extremo inicial y final coinciden,se denomina Lazo o
Bucle.

En las matrices Booleana, Casillero y Latina ocupardn los lugares

de la diagonal.

Arcos Adyacentes
Los arcos que ho constituyen lazos y que tienen un extremo en comfGn

(ya sea inicial o final) ge califican de adyacentes.



Vértices Adyacentes

Dos vértices son adyacentes, s{ soa distintas y existe un arco que -

los une.

Arco Incidente a un Subconjunto de Vértices

Dada una gréfica G = (E, [ ) vy un subconjunto a0 vacio E, de E -
(E1 CE), se dice que el arco 455 = (x5, xj), incide a El,si‘ solo uno
de sus extremos pertenzce a Ej. 5i el extremo inicial %; pertene-
ce & Ey, se dice que el arco W incide hacia el exterior de Ej. -

De otro modo, si el extremo final xj del arco u.lj es el que perte-
nece a Ej, entonces se dice que el arco i3 incide hacia el interior

de E1l.

Gréfica Parcial
. i 1
Sea una gréfica G = (E,U). Se dice que G = (E,U ) ¢s una gréfica -
1
parcial de G si contiene todoslos vértices de E y U es un subconjun

to propio de U,

Subgrafica

ConsIderese una grifica G= (E,[ ). Se dice que G“= (A, |"'”) es una
subgrifica de G 51G se construye sobre el conjunto de vértices A sub-
conjunto de E conteniendo todos los arcos de G correspondientes al

conjunto A,



Camino

Dada una grifica G= (E,[7), una sucesiéa dz arcos. tales que el
extremo inicial de uno de ellos, coincide con el extremo final del
arco anterior, coustituyen un camino 2n la gréafica G. Notacién. -

un camino es una sucesién de arzos (u vee ). Tam-

12° u23' U34»

bién plede ser denotado por C(x_l, X, ...% )y abreviado como
i ir

i2
C (x, x, ).

S oy %)

Circuito

Con la definiciéa de camino establecida, es fdcil enunciar lo que
significa un circuito. Un cirzuito es un camino que sz inicia y ter

mina en el mismo vértice.

Longitud de un Camino

Dado un camino, su longitud queda definida con el nimero de arcos
que forman ese camino. Es de observar que un vértice es un cami
no de longitud aula. Notacién.-L{C(i,j)) significa la longitud del cami

no del vértice i al vértice j.

Clausura o Cierre Trausitivo

Este concepto, como los que siguen, son de fundamental importancia
en la vinculacién con cadenasde Markov, por lo que hay que tenerlos
muy en cuenta;

2 3 4
Sea una grédfica G=(E.['): las aplicaciones multivocas r‘ l_' [’1
» 2 > e

{x} = P{{«]]
(=}-rri=d- T {r{r{=i

significan:

TNTN



De . la rm.sma forma se establecen las aphcacm'les multfvocas inver--

sas r r—‘

Un ejemplo ilustraréd la significa.cién de este ‘concep‘:o A
Ejemplo 1.2
Cons{derese G = (E.(_‘) tal que E={a, b, ¢, d, e, I, g}

y sus correspondencias

#. donde ¢ es el conjunto aulo o vaclo

o
——
e

i
H,_x

'_A-‘
-

i
p———
o

-

.
[ Sp—

{ }
{ i) -
{ ]
)

ra.bajemos con el vértice a .

(«1 - {r{-1}
ORI ORI
fan o} v fen]

FEY T s oo o
ARRERYERUNRINRG
= {{b,f,g}U{a,b,c {d,}UG!U

o

= {a b, e, 4,6, f, g}

"

r{b, £, g} y por la propiedad dis-
distributiva (pg. 5 inci
so ii)

#



10

n -n . n
Lo importante aqul es la inferpretaciéa de r{xi} y [_‘{xi} .’_'{xi} :

2s el subcoajunto d= vértices que pusden alcanzarse a partir de x5

utilizando uan camino de longitud igual o menor a n. Por 2ire lado
-n

r {Xi} 2s 21 subconjunto de vértices a partir de los cud

les pued: alcanzarse X; siguiendo un camino de loagitul igual o --

mMenor Jue .

Con lo antes expucato estamos en posiciSn de definir la clausura -
transitiva: El cilerre transitivo de un vértice x, € E es la aplica-
1

cién multivoca definida por:
. 2
ﬁ{xi} = {xi} Ur{xi} Ur{xi}U.....

~
La interpretacifa de r_‘ {xi} e¢8,el subcoajunto de vértices de
E que se pueden alcanzar a partir de x; coa un camino de longitud

cualquiera.

Gréfica Fuertemente Conexa

Este concepto al ‘igual que el anterior es de sustantiva importancia

para la tarea perseguida.
Sea una gréfica G= {E,[") .Esta gréfica es fuertemente conaxa

si: \V/xi€ E l_ﬁ‘{xl} = E

es decir, si a partir de todo vértice ® resulta posible alcanzar cual

quier otro mediante un camino de la gréfica,
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Aqufl es - de. importancia notar gue las subgréficas fuertemente conaxas
juegan un papel importante en la clagificaciéa de estados de una cade
na Markoviana, clasificaciéa que serd tratada enlas segunda y tercara

partes de este trabajo.

Subgrdfica Fuertemente Conexa Médxima

Sea una grifica G= (E, [ ), diremos que una subgrifica G'de G es
fuertemente conexa méxima, si no existe otra subgrédfica fuertemente

conexa G' de G que contenga estrictamente a G'.

Se considera que este concepto, es el mds poderoso de todos los defini-
dos anteriormente ya que construye un considerable puente entre la -
Teorfa de grificas finitas y las cadenas Markovianas. Debido 2 su im-
portancia sersd necesario remarcar una serie de consideraciones. Pa-
ra ésto, es suficiente recordar algunas cuestiones referentes a Relacio
nes. ‘ /
Relacién, ~ Consiste en lo siguiente:

i) Un conjunto A

ii) Un conjunto B

iii) Un enunciado formal P (x,y) tal que x € A, y € By

en donde P (x,y) puede ser falso o verdadero para

todo par {x,y) € AxB

Se dice entonces que una relacibn R es una relacifn entre A y B y se
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le denota.por:

R = (A,B,P (x, )

El conjunto de pares (x,y) para los cudles P(x,y) es verdadero se

denota como el conjunto solucién R* de la relacién R.

Cuando el conjunto A=B, entonces 28 comdn expresar:!'una relaciba
sobre un conjunto A" y no se hace explicito el producto cartesiano
AxA. Existen diversos tipos de relaciones como soa: relaciones rg
ciprocas, reflexivas, simétricas, transitivas, antisimétricas, asimé,
tricas y de equivalencia. Las relaciones que interesan aqul son las
relaciones de equivalencia., Para poder definir éstas es necesario -

establecar:

Relacién Reflexive.- Sea R=(A,A, P(x,y) ) una relacién sobre uan -~
conjumo A. Se dice que R es una relacifn reflexiva si para todo

a€ A
(a,2} € R

6 en otras palabras R es reflexiva si todo elemento de A estd rela

cionado consigo mismao.

Relacién Simétrica, - Sea R una relacién en A. R es una relacibn -
simétrica si:

(a,b) € R == (b,a) € R
es decir que si a estd relacionada con b, entonces b estd relacionada
con a

Relacién Transitiva.- Una relacién R en un conjunto A se dice rela-
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cién-transitiva -si;

(a,b) € Ry (bc) € R==(a,c)€ R~

Ahora bien habiendo cubierto ésto,  se p‘ﬂedefdefi‘n‘ir;:ya una - relacién

de - -equivalencia,

Relacifn de Equivalencia.- Una rel.acién es.de eéuivalencia si la re
laciéa as:

i) Reflexiva

ii) Transitiva

iii) Simétrica

De aqul podemos pasar a dar la siguiente definicién:
Definicién. - Si A es un conjunto y ~J es una relacién de equivalen
cia sobre A, entonces la ''clase de equivalencia''de a2 € A es el -

conjunto {x € Afa ~ x} . Lo escribimos cl {a)

Para claridad de los conceptos de relaciones, citemos los siguien-

tes. ejemplos:

EJEMPLO L3Sea S un conjuato cualquicra y definamos ~v en S por
a ~ b para a, b e S si y solo si azb. Hemos definido claramente
una relacién de equivalencia por lo siguiente:

i) Sea a ¢ S==da=a luego a ~va==x) ~v es raflexiva

ii) 8 a=b==pa ~v b pero también b=a ==)b A/ a
luego ~_ es simétrica



14

iii) Si a= b=pa b y 8i b=c == b ~ c=>a=c
luego arnv ¢ y v es transitiva
En realidad, una relaci6n de equivalencia es una gencralizacida de

la igualdad, que mide la igualdad hasta una cierta propiedad.

EJEMPLO 1.4 Sza 1 el conjunto de todos los enteros. Para a, be I
convengamos en quz a ~b si a~b es un entero par., Verificamos que
ésto define una relacién de equivalencia sobre 1.
i} Como a-2=0 y 0 es par == a ~a luego ~»
es reflexiva
ii) Si a v b, es decir, si a-b es par, entonces
b~a=~(a-b) es también par, luego b ~a =>~s
es simétrica
iii} Si ar~vb y b A~ ¢ entonces tanto a-b como b-c
son pares, luego a-c=(a-b)+{b-c) es también
par, lo cudl prueba que antc
EJEMPLQO 1.55¢a I el conjunto de todos los enteros y sean > 1 un
entero fijo.

Para a, b € S definimos +v por a~vb si a<bh es un miiltiplo de n

. Probemos que ~es una relacién de equivalencia.

i) Sea k ¢ I =3pa-azkn dsto se cumple para k=o
=) a-aso=z=ha nta luego nv/ , es reflexiva

ii) Si a-bzskn==a v b pero b-a = =~(a-b)=-kn
luego b v a===) ~v es siméirica



15

iii} Si a-b=kn y si b-c=ln > k, lel

==) a.c=(a-h)+{b-c)=(kn-ln)=k-1)n, como k-1€ 1
== arJe

En los ejemplos que acabamos de discutir ;Cudles son las clases de -
equivalencia? . En el ejemplo 1.3 la clagse de equivalencia de & consis-
te tan sélo en a. En el ejemnplo 1.4 la clase de equivalencia de a consis
te cn todos los enteros de la forma a+2m donde m=0, +1, iZ e
Aqul hay dos clases de equivalencia distintas, la ¢l{0) y cl (1). En
el ejemplo 1.5 la clase de equivalencia de a consiste en todos los
enteros de la forma a+kn donde k=0, + 1, + 2...; en este ejemplo
hay n clasea de equivalencia distintas a saber, cl{0), cl(1), cl(2}...

cl(n-1}.

Vamos a probar ahora el primer resultado genuino de este trabajo.
La preba de este teorema no es8 muy dificil, realmente e¢s muy -
sencilla, pero no por ello el resultado gue en é1 se presenta deja

de ser de un gran uso para nosotros.

TEOREMAL. 1- Las distintas clases de equivalencia de una relacién

de equivalencia sobre A, nos proporcionan una descomposicién de A
como una unién de subconjuntos mutuamente ajenos y no vaclos. Re
cfprocamente, dada una descomposicién de A como unibén de subcon
juntos mutuamente zjenos y no vaclfos, podemos definir una relacién

de equivalencia sobre A para la que estos subconjuntos sean laz dis



tintas ‘clases de'eQuivaleﬂCia.

Prueba. - Primero demostremos en un sentido. Denotemos por ~J

la relaciéa de equivalencia sobre A.

Notemos que para cualquier ae A, ar~a y a debe estar en -

ci(a), de donde la unién de todas las cl{a) dan A,

Afirmamos ahora que dadas dos clases de equivalencia o son aje-
nas o son iguales. Supongamos que cl{a) y cl(b) no son ajenas, sino
que 3 una x, tal que x € cl(a) /) cl{b). Como x € cl(a) eatonces -
2 ~v x; como xe cl(b) entonces brvx, pern por la simetria de la re
lacién x~ b, Pero ar x y x~b implica que a ~ b por transitividad
Supongamoes ahora que y € cl{b), entonces b~ vy, pero a~b y bry,lue
go ary, luego y € clfa), Asi todo elemento en cl (b) estd en cl (a},
lo que demuestra que cl (b) C cl{a). El argumento es claramente si
métrico, de donde se concl\;ye que cl{(a) C cl{b), y las dos relacio-
nes de contencién opuestas nos dicen que cl{a)=cl{b). Hemos probado
que las distintas cl{a) son mutuamente ajenas y que su unidn es A,
En el otro sentido basta definir una relacién de equivalencia, que es
simplemente 'pertenecer a la clase que' para probarlo; es decir, de

finimos que para a, b€ A, ar~b 3i estdn en el mismo subconjunto,

Asf una relacién de equivalencia o/ en un coanjunto A produce una par

ticién del conjunto A al obtener las diversas clases de equivalencia,
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El conjunto de clases de equivalencia {cl (C3) }e‘e A 5e denota

_por: A/R y se llama el conjunto cociente.

Abandonaremos este tépico definiendo, particidn, previendo cual-

quier duda generada por lo referente a Relaciones,

Particién. - Dado un conjunto A, una familia de subconjuntos de A,
B;, ho vaclos que cumple con:
i) A es igual a U; Bi' Tal que i pertenece a I,
donde I es el conjunto indicador

ii) Para cualesquiera conjuntosB; y Bj C Ao
bien B; =B; o bien BiﬂBj =

se dice una particién del conjunto A,

En particular y volviendo al concepto de Subgrdfica fuertemente co
nexa, se contiene, en tal concepto una relacién 'existe un camino -
de x; ¢ E a x5 € E y reciprocamente'; relacién que se puede de--
) mostrar,' es de equivalencia (la demostracibn es trivial por lo que -
se omite). Es de x:mtatse que, dado un conjunto E y una relacién

de .equivalencia, ésta no necesariamente incide sobre todo el conjun-
to E, por lo que en ocasiones, eSS necesario ampliarla, definiendo
una relacién de equivalencia ajena a la anterior para cubrir todo el
conjunto E as{ definido. Esta ampliacién de la relacién, se estable-

ce como “Estd confundido con, o estd sobre un mismo circuito con'|
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Gréfica Ordenada
.Se dice que una gréifica estd ordenada si es poa-ible establecer niveles
entre sus vértices. Esto es, que 8i un vértice pertenece al nivel k,
cualquier vértice que le siga debe pertencer a un nivel superior. Es
obvio pensar gque este tipo de grdficas no contienencircuitos, pues és
tos no podrian ser ordenados en el sentido de niveles., Caerfamos en
1o que se llama un circulo vicioso., Sin embargo si la grifica contie -
ne circuitos pueden establecerse clases de equivalencia (subgréficas -
fusrtemente conexas mdximas) y la grédfica se puede ordenar por cla-
8es, solventando asi el problema de la ordenacién de una gréfica con
circuitos. Es de notar que toda gré&fica ordenada se llama también -
gréifica secuencial,

1.;1 METODQC DE DESCOMPOSICION DE UNA GRAFICA EN SUBGRA-
FICAS FUERTEMENTE CONEXAS MAXIMAS (MALGRANGE,
TOMESCU)

Habiendo definido los conceptos relaciox}ados con gréficas, la vi-~

sualizacién de este método resulta sencilla,

.~
Sea r{x:} el clerre transitivo de x (conjunto de vértices que pue-~
e
den alcanzarse desde x; con caminos de longitud cualquiera) y[_'{xl} ,
el cierre transitivo inverso de % (conjunto de vértices desde los cu_a_u'_
les puede alcanzarse *, con caminos de longitud cualquiera), El con-
o~ A~
junto C (xi)=|_'{xi} ﬂ r{xi} define un conjunto de vértices que cum

plen con la relacién de equivalencia R 'existe un camino de x € C(xi_)
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a x € C (%;) vy reciprocamente'’, 1o que determina que C(xi) es una
clase de equivalencia y una subgrdfica fuertemente conexa.

El método consiste pues en tomar un vértice x; arbitrario y en calen

~ o~ ~ o~
lar r-'{xi} ., luego r{xi} y por Gltimo r{xl}nr{xl} con lo que se

obtiene la clase de x;. En la gréfica correspondiente se suprimen los
vértices pertancientes a dicha clase y se empieza de nuevo con otro
vértice arbitrariamente elegido y asi sucesivamente hasta completar

todos ltos vértices. Un ejemplo ilustraré totalmente lo afirmado.

EJEMPLQ 1,6 Sea la gréfica cuya representacién sagital se da a con

tinuacién:
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Construyames su matriz Boolean2:
Y

ABCDEFGHIJK !:'{A}
A 1 o]
Bl1i1 1 1] i
G i1 11 |
D 1)1 (4
E 1 13]
¥ {1 3
: 1H
H
! T “
J (1 11 1
X3 1t j
Aol T Tel 131201

La tediosa tarea de calcular los cierres transitivos tanto directo
como inverso en la forma convenida en la definici6n de cierre, se
aftmplifica. de la siguiente forma; para el cierre transitivo directo
la matriz Booleana se ataca por renglones, para el inverso por

columnas:

i) Seleccifnese un vértice arbitrario x;. Médrquese con
un 0 dicho vértice sobre un vector. Luego mérquense
con un 1, sobre el vector,los vértices que pueden al-

canzarae a partir de X; con caminos de longitud 1

ii) Los vértices etiquetados o marcados en la etapa ante
rior deben ser investigados en la misma forma co-

mo fue investigado x5, Es decir, si el vértice xJ, fue



marcado al investigar X al investigar xj e deben
marcar los vértices que se pueden alcanzay a par-
tir de %; con caminos de longitud 1. La marca que

deben tener estos vértices debe ser igual a la mar

ca que tiene xj més 1, l

iii) Se procede como en el punto (ii) hasta qu¢ ningin -
vértice pueda ser etiquetado., En el caso pn que se
trate de etiquetar un vértice que ya ha sido marca
do, la marca que ya estaba, debe ser reppetada y

la actual ignorada.

Es de observarse que las marcas consecutivas, yan indicando los -
vértices que se alcanzan desde *; con caminos dg¢ longitud igual a -
la marca. Este procedimiento se muestra en la figura 1.3. Los véz
tices marcados en cada uno de los vectores reprgsentan los cierres

transitivos buscados,

Se tiene:

Yy

[ {2}
N
and R HALKTY

..
2
v
o
2
e
B
)

21
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asl la subgréfica G'= {A, G, K; F{A, G, K}} es fuertemen

te conexa mixima

iv) Sz procede a eliminar los vértices obtenidos en la C(xi)
encoatrada y se reanuda el método =n el punto (i) si toda
vf:.\ existen vértices que no pertenecen a ninguna de las -
clases obtenidas.

Para el ejemplo resulta la siguiente matriz Booleana y aplicando de

nuevo 2l procedimiento;

BCDEFHILJ

B {1l 1
o] 141 111
D 1{1

E 1

F 1
H

I 1

T 1)1 1

asi: o s
C{e} = {=n) . s} - {=]
-~ ~
=>F{B}['\[_‘{B} = {BH} N {B } - {B} = G(B)
Ohsérvese que el hecho de decir la clase de A (C({A)) no significa
que no sea la clase de G o de K,ya que sise hubiera partido de G
6 de K se hubiera obtenido lo mismo. Es decir la clase de A for

ma una clase de equivalencia de Ay'si se recuerda este concepto,



la clase de equivalencia de A es {xi € E/AN xi} dohdg N‘ es

la relacién antes definida. Siguiendo se tiene:

CDEFHIJ '{_:__{p}

c |11 1)1

D 111

E 1

F 11 (o |

H

i -
il1 1

J
P

 AURI T Y
—_—,\[—‘{F} ') ,—_'{F}= {F} = C(F)

Asl podrfamos seguir y se obtendrfan las clases siguientes contando

las ya obtenidas:

A, G, K}

9
)
-

o

Ly

[
e

Q
w
i
ot ey e
!

o]
——

1.5 METODO PARA LA DETERMINACION DE LOS NIVELES DE -
UNA GRAFICA SIN CIRCUITOS

. Cohsideremos una gréfica G=(E, ") sin ‘circuitos v definamos los

23



subconjuntos No, NI1,...Nr tales que:

2
i

{ / I’ c 1iI'IN
. x:

T *i r { 1} K=o k}
en donde r es el entero mds pequefio tal que:

[N, = ¢
demostremos que la familia de subconjuntesde E, No' Nl""Nr

forman una particién de E. Nuestra Hipftesis es, '"dada tna grd

fica G=(&, [ ), sin circuitos! y nuestra tesis se traduce en afir-

-1
mar que' [ es una relacién de equivalencia'’;
-1
i) xi ~ %, 8i '—‘{xi} C k§o Nk donde ~~ significa

‘'estd relacionado' y S es un término genérico
s

X, C UN
¥ r{ 1} k=o k

v Plxbo Pl [las)
f’{xi}c 0 N U (0 Ny )

k=0 =0
-1 . 1

™ 8 .
asf ' { xi} (o} kEoNk luege [7 es reflexiva ya quav:x.i EE

x; esta relacionada eon a¥ mismo.

24
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-1 -1
8 s
ii) Si X X #l {xi} C UNj yl ~{xj} C UNg
k=o k=0

-1 -1 -1
pero ,—‘{xi} Ul—'{xj} = [-—‘{xi, xj} e} '(Iéclgk) U(é__yk)

pero la conmutatividad de xi, x_ es vdlida, luego

3 8
s n [oln)
r {XJ’ x!} k=oNk
y entonces regresamos el razonamlento'

SO SEC

luego X X la relacién [ es simétrica

sxs ry _1 s
iii) Si *; ~ X = [—' { x5 xj} C kEoNk
~1
Si xijl—;:) [—‘{xj’ xl} [ UNk

) g
=[x 5ox ) ¢ 0N
- -1
8
liego xj v x;  ya que F‘{ %) v [ [ 1] el

=1
luego [ es transitiva y por tanto queda demostrado que

-1
. s : 2 2 .t s
P es una relacién de equivalencia, lo cuil es condicién necesaria

y suficiente para afirmar que los conjuntos Nk, k=0, l...r son clases
de equivalencia y por consiguiente particionan a E. Un argumento simé

‘trico puede establecerse para demostrar que [ ' también es una rela-
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cibn de equivalencia, bajo las hipstesis correspondientes

Ademds las clases de equivalencia Np» k=0, L.,.r se encuentran estric

tamente ordenadas por la relaciba:
Nl Nty k¢ &

Lo anterior puede enunciarse de manera informal pero més {f4cilmente
comprensible; nos proponemos descomponer el conjunto de vértices de
una grifica sin circuitos en subconjuntos disjuntos no vacios y ordena-
dos de tal modo que siun vértice pertenece a uno de los subconjuntos
a2l que le corresponde el subfndice k, todo vértice que le sigue debe per
tenecer a otro subconjunto con un subindice superior a2 k {(Recuérdese -
que no hay circuitos). Los subconjuntos de la particién se denominan -

'niveles'!,

El método que se enuncia a continvacién (DEMOUCRON) nos permite ob
. tener los niveles de la gréfica. Légicamente con todo lo anterior se ha

just ificado el método:

i) Construyamos la matriz Booleana B,de la gréfica
ii) Formemos un vector Ao en el que aparece la suma de los
renglones de la matriz, Es decir, si fijamos la columna 1,
la suma que aparece en el primer elemento del vector es S'_lb il
iz
donde by € B matriz Booleana y n su orden. As{ también

para la columna 2, 3 .,,.n.
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iii) Los elementos del vector /Ao que son iguales a cero
determinan los vértices que pertencen a N, es decir,
los vértices que no se encuentran precedidos por nin-

gdn otro vértice,

iv) Supongamos que x5 xj € No' entonces réstense de Ao
los rgnglones de x; ¥ xj de la matriz Booleana, para ob-
tener A1l . Los elementos que son iguales 2 cero en el
vector /Al coastituyen el conjunto de vértices N; que -

son precedidos por N . Repltase este paso iterativamen

-te, hasta agotar todos los vértices y obtener N,.

EJEMPLO 1.7

Sea la gréfica G= (E, [ ) cuya representacin sagital se muestra.a con-

tinuacién;

rig. 1.6



ABCDEFYFGHIJ K

A 1}1 1

B 1 i 1
o] 111

D 1 1

E

r

G 131
H

1

J 1 1
K 1 101

lofolslalelalalz lalial =

IBREEANR P RENY

A ETxfololzlz]afelafilo } ==
HERRRARTRITE

Nz lxfxlxlxT1lofol1]2]0lx | =
AEEENEENREN

As elxlxlxlolx]xlofolxx| =

Ao

Fig. 1.

Ahora podemos ilustrar la gréifica ordenada en la Fig,

28

N(f{“" B }

Suma de renglones A, B
N1={C, D, K }

Suma de
Np={ ¥,

Suma de

renglones C,
G, J

D, K

renglones F, G, J

N3:{E.H.I }

7

1.8

P et I

Sentido de la

Ordenacién de

Fig.

1,8
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Obsérvese el sentido de la ordenacién, Ceneralmente la ordenaciéa no

es Gnica, puesto que se puede definir a partir de los elementos mayores
del conjunto ordenado, en lugar de partir de los menores 6 incluso orde
nar en un sentido descendente y en sentido contrario a partir de un vér-

tice elegido arbitrariamente.

£n este punto es fdcil compreander la ordenacién de una gréfica que con-

tenga circuitos. Se debe hacer lo siguiente: Dada G= (E, [ )

i) Determinar las clages de equivalencia (Subgréficas fuerte-
mente conexas méximasjutilizandoel método debido a ~--~

TOMESCU
ii) Considerar cada clase como vértice

iii) Con estos nuevos vértices, {6rmese su matriz Booleana y
Lévese a cabo 1a ordenacién de la gréifica con el criterio de

ordenacién que més convenga

Particularmente, nos interesa una ordenacién a partir de los elementos
mayores. El siguiente ejemplo ilustra los pasos enunciados anteriormen

te, conjuntamente con el criterioc de ordenacién de interés.

EJEMPLO 1.8

Sea la gré&fica G= (E, [ ) representadaen la Fig. 1.9



Fig. 1.9

i} Algoritmo de Tomeascu

Formamos la matriz Booleana de la grédfica y aplicamos
la .primera iteracién.

123456 7 {1}

BEEEHH = CLINFT) -
HEEEE = =0

() GELBEEL ]
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La segunda iteracién

2345671 3
2 1
3 1 0 -~ . A
SRR PRI o)
5 1 1 2 -
6 B 6, = [3,4,5
" 1 1 _— 2 {l) }
~

{3 Gl ]

Tercera Iteracién

* Hemos determinado cuatro subgrdficas fuertemente conexas maximas o

clases de equivalencia,

ii) Consideremos que cada clase constituye un vértice; esto se mues

tra en la Fig. 1.10



iii} Formemos la nueva matriz Booleana y apliquemos el algorit
mo debido a Demoucron con el ¢riterio de ordenacién de los

elementos mayores:

€1C2C304
C1
Gy |1 1
C3
Cs 1

32



As{ hemos ordenado las clases a partir de los elementos mayores.
Dibujemos la grdfica y veamos como luce en la Fig, 1.11 al mismo

tiempo que establecemos las siguientes definicicones:

Clase Cerrada. - Se llama clase cerrada de una gréfica G=(E, [V) a
toda subgrdfica fuertemente conexa méxima de G ubicada en el nivel
"Q'" de acuerdo con el criterio de ordenacibén a partir de los elemen

tos mayores.

Para el ejemnplo citadolas clasesl y 3 son clases cerradas

e Sentido de la Ordenacifn

Fig., 1,11

33
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Clase Abierta.- Una clase de una gréfica G = (E, [™ ) se.dice abierta si
no es cerrada, es decir, si se encuentra en cualquier nivel diferente

del nivel "o
1.6 GRAFICAS PONDERADAS

Sea una gréifica G= (E,U). Al asociar ndmeros rezles a los vértices de
l1a gréfica, se dice que tenemos una gréfica pesada o ponderada en los

vértices. Por otro lado, si los ndmeros reales son asociados a los ar-
cos de la gréfica, tenemos una gréfica ponderada en sus arcos, en par

ticular, son estos dltimos los que nos interesan

Funcién Numérica sobre los arcos de una grifica

Sea una grifica G=(E,U), si a cada arco (x, xj) € U, se le asociael
ndmero i j € |R (Conjunto de Nimeros Reales) entonces, se ha defi

nido la funcién f((xi, xj)) = exij sobre los arcos de la grédfica.

Valor de un Camino sobre los Arcos de una Grifica

Consideremos una Ley de Composicién Binaria (%) interna en TR ¥y aso

ciativa. Si vij = b3 (xi, xj.), ilamaremos valor del camino (xu, %iz, ... %ir)
por los arcos al ndmero Vi1 42 ¥ Viz2 i3 ¥V i3 34 ¥ Leue FVipLl dr
Este valor lo denotaremos:

M (%3),%52, «oo» Xiy) = Vil i2 % Vi2 i3 #.,., * Vir-l,ir



Camino de Valor Minimo

Sea Puna propiedad que permite definir convenientemente un subcon-
junto de caminos en la grédfica G= (E, U); llamemos a este subconjunto
Pl. SiP lest& ordenado por los valores nuwméricos de cada uno de sus -
elementos y si existe un camino minimo que corrasponde al menor va

los de €1, se le llamma camino de valor minimo por los arcos.
1.7 METODO DE DIJKSTRA

Existen varios métodos para calcular caminos de valor minimo, tanto
para gréficas dirigidas como no dirigidas, Se ha seleccionado el méto
do de DIJKSTRA, por su conveniente aplicacién en cadenas de Markov
perifdicas, Esta conveniencia estriba, en que el proceso que démanda.
dicho método va proporcionando inmediatamente la informacién reque-
rida y la adicional que pudiera pro_orcionar se puede eliminar. Esto,
serfa méds claro, si se compax-'ara. este método con otros de la misma
finalidad., Otra ventaja que ofrzce el método de DITKSTRA es la facili

dad de programaci6n debido a su sencillez.

Descripeién del Método: Sea una grdfica G=(E, [ ), seleccibnese un -
vértice S ¢ E deseado, en el sentido, de que a partir de este vértice

se qiieren conocer los valores de los caminos a los restantes vértices.

35
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i) Hdgase M(S)=O permanentemecnte, Etiquétense los restantes
vértices con M(x;)= oo y Considér",nsn. temporales dichas -
etiquetas. Higase P=S

ii} Para todo vértice x e F{P} vy con atiquetas temporales, -
actualicense éstas del modo siguiente:

M(P, x; ) = minimo {M(xi), M(P) + VPi}
Obsérvese que la operacién o ley de composicién binaria
atilizada es la suma
iii} Para todos los vértices con etiqueta temporal, encontrar
aquel x;4 tal que M(x;y) = minimo { M(x,) }
iv) Fljese como permanente la etiqueta de x;4 vy hacer szi*

v} Si todos los vértices tienen ectiquetas permanentes o ya ne
es posible investigar aingdn otro vértice, el algoritmo fina
liza, en caso contrario pasar al paso (ii)

EJEMPLO 1.y

Sea una gréfica G=(E,[{") ponderada, cuya representacién sagital y pon

deraciones se muestran en la figura 1.9

Fig. 1.12
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Saleccionamos S<A. Entonces P=A y etiguetemos =n la forma indicada -
M(S)=0% '

# = Permanente

=0
M(E)=o
(®) Fig. 1.13
Luego M(S)=0 es el mInimo entonces actualicemos marcas;
M(S)=0 *

M(G)=c0

Fig. l.14
Seleccionemos luego la menor marca temporal; corresponde al vértice B
M(S)=0%
P=B
zeo
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Decl vértice B no existen caminos hacia vértices con marca temporal,
luego seleccionemos el vértice de marca menor temporal, et cudl co

rresponde al vértice ¥, entonces P=¥

M(S)=0 *
M(G)= G

&J\\

3/ 2 T >
// e /,,l}//—@
s -

A L

TM(F)=2 }&‘"‘ M(C)=
callo
M{E)= M (D)=
M(E)=4
Fig. 1l.1%
Ahora seleccionemos el vértice E y lo etiquetamos permancentemente
_— M(S)=0
2N
M( 3= . - M(B)=1 *

HMAF)=

M(E)=4%

Fig. 1,17
Se puede representaren el siguiente vector, los valores de los caminos

del vértice A a los restantes. La marca infinito (0Q) significa la no --

existencia de un camino y por consiguiente caregncia de valor al vértice

en cuestibn,
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En la misma forma pieden calcularsa los valores dez los caminos da

valor minimo a partir de cualquier otro vértice.

Abandonaremos a2n este puanto la teorfa de gréaficas, ya que con lo vis-
to hasta aquf es suficiente para lo demandado por la aplicacién a ca-

denas Markovianas.




CADENAS DE MARKOV
| FINITAS



2.1 INTRODUGCCION

El mundo al que nos enfrentamos, nos somete a la comprensién de
mdltiples fenémenos. La comprensién de algunos de ellos, no es po
sible todo el tiempo, de donde la Teorla de la Probabilidad hace su
aparicifn pax;a explicarlos. El azar es una palabra que fue inventa-
da con el objeto de tipificar situaciones que estédn fuera de nuestra
mente o de nuestro completo dominio. De aquf que el azar tienda 2
desaparecer dia a dfa y por consiguiente el uso de la Teoria de la
Probabilidad, teniendo 21 humano, en su incesante progreso, la la--
bor de crear un mundo deterministico. Hoy la Teoria de Ia> Proba-
bilidad se entiende como el estudio de modelos matemiticos de fe-

némenos aleatorios.

Desde el punto de vista préictico, la Teorfa de la Probabilidad, se
concretaba a identificar la correspondencia entre la situacifn real
en cuestién, sujeta al azar y un modelo matemdtico que se traducfa
en una variable aleatoria y su funcién de densidad o bien su distri
bucién de probabilidad, segin, si esta variable era discretz o con

tinua.

Sin embargo, esta identificacién era de cardcter estdtico, lo que -
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originé 1a inquietud de conocer el comportamiento de esa variable
aleatoria através del tiempo. Asl el tiémpo fug; el pardmetro que
vino a originar el carédcter dindmico de la Teorfa de la Probabili
dad, cardcter que se traduce en los hoy denominados Procesos Es
tocdsticos, CGabe aclarar, que este pardmetro tiempo, fue el ini--
cial, méds no el dnico que puede lograr la ifndole cambiante de la

Teoria de la Probabilidad.

Dado que las Cadenas Markovianas constituyen un tipo particular -
de Proceso Estocéstico, es necesario ubicarlas dentro de este con
texto, por lo que el inicio de este capitulo tratard algunos concep-
tos de Procesos Estocdsticos necesarios para llegar a las Cadenas
de Markov. El resto del capitulo se dedicard a examinar las carac
térrsticaa de una Cadena Markoviana mostrando, en donde correspon

da, su vinculacién con la Teorfa de Gréficas.

2,2 DEFINICION DE PROCESO ESTQCASTICQO

Un procex;o estocdstico se define generalmente como un conjunto -
{x(t),te'&}de variables aleatorias, donde T es un conjunto denomina
do Indice o indicador. ,

Los valores asurnidos por x(t) son llamados estados y el conjunto de
posibles valores es llamado espacio de estados, Denotemos este espacio
de estados por E.

De acuerdo con la definicién de Procesos Estocédsticos, éstos se clasifi

can tomando en consideracién su espacio de estados y su conjunto indica



|
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dor en:
i) Procesos estocdsticos con espacio de estados E

y conjunto indicador T discretos
ii) Procesos estocdaticos con espacio de estados E
- discreto y conjunto indicador T continuo
iii) Procesos estocdsticos con espacio de estados E

continuo y conjunto indicador T discreto

iv) Procesos estocdsticos con eapacio de estados E

y conjunto indicador T continuos

Es evidente que tanto el espacio de estados, como el conjunto indicador

pueden ser contables o continuos.

En particular nos interesard el caso en donde E y T son discretos sisn

do E finito y T numerable.

Es necesario que el coﬁcepto ag Proces'o Estocdstico que;!e bien defi-
nido, razén ést;, por la cuil profundizaremos més: Al realizar un expe
rimento se genera un espacio muestral L. Sea w C-n-, entonces es PO
sible asociar a cada w, una funcién medible real o compleja de pardme-
trot € T, donde T es el conjunto indicador, 2si:

x{t, w) , { w generalmente se omite por
facilidad de notaci6n)

define un proceso estocdstico.
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Por consiguiente x (t} puede interpretarse en cuatro formas distintas:

i) Como una familia de funciones del pardmetro t.
Esto sucede cuando w varfa sobre 1. y t varfa

sobre T

ii) Como una funcién del tiempo. Si t varla sobre T

vy w € L) ge fija

ili) Una variable aleatorta. Si se fija t y w varfa -

gobre (2.

iv) Un valor deterministico. Esto acontece sit y w

aon fijadas en valores determinados,

Descripcién de un Proceso Estocdstico

Como ge afirmé antes, para un valor dado del pardmetro t, x{t) es
B‘implemente una .variable aleatoria y su c;JrreBpondiente funcién de
digtrihucién puede Ber obtenida. Sin embargo, cuando t varla sobre
el conjunto indicador T, el proceso no es descrito por la simple -
funcién de distribucién para un valor fijo de t ¢ T. Para poder des
cribir al proceso completamente, necesitamos la funcién de distribu
cifn conjunta de la familia de variables aleatorias {x(t), te T} .

Para propbsitos précticos es adecuado considerar que el proceso -

estocdstico se piede describir mediante la funcién de distribucién
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de un cierto ndmero finito de wvariables aleatorias. Por coasiguien-
te especificando la I.ey de Probabilidad conjunta de las n . variables

x (ty1),x (tz)....x(tn), tal que <<t < veeen L tn ¥ paTa los rea

les xl, Xy x3....xn por:

F
x{ty), x(ty) v.s x(t,)

se describe el proceso en forma completa.

Existen procesos 2stocdsticos con caracteristicas especiales, para -
los que 8dlo es necesario especificar la relacién de dependencia entre
las variables aleztorias. Algunos de estos procesos son: Procesos L8
tacionarice en el sentido estricto, Procesos Estacionarios de orden k,
Estacionarios en el sentido amplio vy algunas otras formas de estacio
nalidad, por otro lado también estdn los Procesos de Incrementos in

dependientes, Martingalas, "Procesos Markovianos, etc.

Habiendo especificado lo anterior, pasemos a la siguiente seccién, em
donde ubicaremos 1as cadenas Markovianas dentro del marco de pro

cesos Markovianos,
2.3 PROCESOS MARKOVIANOS

En forma general un proceso es Markoviano, si para cualquier gru-

po de n valores t;, t

2 to tn del pardmetro t.con tH < t2 cenlly

(x1 y Xoes .xn)= P [x(tl) = xp, x(ty) << Xoy .x(tn)_<_xn:]
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la funcién de distribucién condicional de x(t;). dados los valores

x (1l x(ty) «oes Xtz 1) depende solamenf;é' de x{ty 1), es decir:
P ixty)< xn/x(t1)=x1, x(t2)=x3, o .x(tn_1)=xn_l:| =P x(tn)sxn/x(tn_l)=xn _1]

En una forma menos estricta, pero méis comprensible, esta pro-
piedad puede enunciarse como: Dado 2l estado presente del proce-
so, las probabilidades referentes a sus estados futuros, no depen

den de sus estados pasados.
Los procesos de Markov se clasifican de acuerdo con:

i) La naturaleza del conjunto Indice del proceso, ya

que este puede ser discreto o continuo

ii) La naturaleza del espacio de estados del proceso.
Al igual que el punto (i) el espacio de estados pue

de ser discreto o continuo.

Esto puede quedar plasmado en la siguiente tabla:

ESPACIO DE _ESTADOS

DISCRETO CONTINUO
NATURALEZA Cadenas de Markov Proceso de Markov
DISCRETO de Pardmetrs Dis- de Pardmetro Con-
DEL. creto tinuo
PARAMETRO Cadena de Markov Proceso de Markoy
CONTINUO de Pardmetro Con con Pardmetro Gon
tinuo tinuo
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De la tabla deducimos gque un:proceso de Markow con espacio de

estados discreto =s una CADENA DE MARKOV,

Un process de Markov queda representado por una funciéa de pro
babilidad de transiciéu representada con frecuencia por P (A,t/x.tl)
que representa la probabilidad condicional de que un estads del sis
tema pertenezca en el instante t al conjunto ACE, dado gque en el

instante ty (t1<t)’e1 sistema se encuentra en el estado x.

2.4 CADENAS DE MARKOV FINITAS Y HOMOGENEAS DE PARA-

METRQ DISCRETQ

El punto 2.3 ha establecido la definicién de un proceso Markovia-
no, su clasificaci6a atendiendo a un conjunto indicador T y a su es
pacio de estados E, desprendiéndose de ello, que un proceso Mar
koviano cuyo espacio de estados es discreto, constituye una Gade
na Markoviana, Pues bien, este espacio de estados discreto pue-

de ser numerable‘o finito, sin embargo, trataremos ablo el -

cas.o referente a espacio de estados finito, por lo que considerare

mos Cadenas de Markov finitas,

Por otro lado, se dice que una Cadena Markoviana =28 homogénea
(En general un proceso Markoviano) si tiene probabilidades de tran
sicién estacionarias, es decir si P(A't/x,to) s6lo depende de t y to

a través de la diferencia t-to,



Existen cadenas Markovianas con paréfneéro dl:_ScretO Y continu;:)

t € T, siendo d= nuestro interés, las tadenasde pardmetro discreto,
El conjunto indicador T s» hard corresponder en lo que se sigue y
por facilidad de notacién, con el conjuato |N de nimeros eaterss no

negativos y los alementos de esz coanjunto por n. Denotemos la pro-

babilidad de transicién por:

P[xn:j/xm—_‘«i] = p.‘j(m,n), i,je E ymneiN

y cuando la cadena de que se trate sea homogénea. sus probabilida-

des de transicifén dependerdn de n-m (=k}) y s= denotard

P[xn=j/xm=i:l = py (k) Lie E v k€N
Estas probabilidades de transicién son maunipuladas méds fdcilmente
por matrices, donde los renglones representan el estado en el cudl
se encuentra la cadena y las columnas, los =stados a donde puede

pasar la cadena. Estas matrices deben cumplir con:

Zpij (m,n)=1 ,\v/i i,j € E

j y m,ne|N
y Py mm=0 \/; |

Una cadena de Markov queda totalmente definida probabilfsticamente

47
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por las p‘robabilidades siguigntes;

i) . La gdistribucién de probabilidad en cualquier instante
del proceso:

p; () = P[xn=j:| , jeE y neiN
cominmente llamadas, probabilidades de estado

ii) Las probabilidades de transicién
Pij (m,n) s P [xn =J/x§1i] , i € B n,mElN
ya que para cualquier entero q y cualquier secuencia de tiempos -

ny, ny, ..., ng y estados jy, j2, .». , j, 8e obtiene por el teorema

q q

de multiplicaci6én de probabilidades:

P [xn1=j1' %52%92, ... ., *ng%] q] =Pji{n)) Py jz (Ay. 0 )Py, jz §3 (P10 e Bg)e-

Pii j2erejq- 15q(n1,n2...nq_1’ ngy
pero por la propiedad markoviana .

=P; l(nl)leij(“l' nZ)PijB {ngyng)eeenns
Pig-1jq (Pq.1, %)

Ecuacién de Chapman-Kolmogorov

Esta ecuacibén de fundamental importancia en procesos Markovianos
fue primero, aparentemeate escrita por Louis Bachglier en "Theory
of Speculation'* Ann. Sci. Ecole Norm Sup (3) No. 1018 (Parfs, Gauther
Villars, 1900), Para cualquier tiempo ul»> u > m y para cualesquier estados

k,j, i, la ecuacién proporciona la protabilidad de quella cadena se mueva
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al.estado’j en el paso n'. dado que la cadena se en'cuentra, en el estado

~ienel paso'm:
Pij(m,n)= ) Pyic (m, u) P (2,m) (2.1)
W keE
Para demostrar la validez de la ecuacién de Chapman- Kolmogorov

utilizamos la propiedad Markoviana y el Teorema de la probabilidad

ESTADQOS ESTADOS ESTADQS

©
® © ©
Q)

H Estados Intexr-
medios
i e
.“'"V‘—“\‘uv‘vy«\, L e
Estado de partida Estado destino

© ®
© O o

Tiempo T < u <
Fig. 2.‘1

total. Para hacer més plausible la ilustracién de la demostracién
consideremos la Fig. 2.1, en donde hemos establecido la cardina

lidad del conjunto E como N,

Es cierto que:
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P[xn:j/xm=i, xu“—'1] P[xuﬂ/x,“:i] + P (_‘xn:j/xl1-1:i,x|; 2]
B x,=2/x, =] + ‘
P[xn:j/xm=i, :-:‘1:3] P xu=3_/xm:i] tewuas
B0 =1/ =0 3,7 P[xu=k/xm:;J Feeien

+ P xn=j/xm=i,xu=1ﬂ P[xu=N/xm=ﬂ

pero debido a la propiedad Markoviana, lo anterior se transforma en:
P[xn=j/xr~n=i] - P xn=j/xu=1] P[x“=1/xm:i] + P xn=i/xu:2] p[xuz 2/x, =i
+PEn:j/xu—'k:l PEcu:k/xm:i:] Feennn
PEcn=j/xu=NJ PE:u=N/xm=i:l

entonces volviendo a la notacién anterior:

h

Pr[xn:i/xr‘n:,i:] g

+

e

-+

+

pij (m,n) = plj (u,n) pjm,u) + Pj (u,n) P2 (m,u)+...+&j (u, n) pik(xn,uH—
ees *+ pNj (u,n) piN (m, u)
=) Pilma) Py fwn)  La.qa.
Mxer
Expresando ésto matricialmente; Sea P(m,n) la matriz de probabili-
dades de transicién del paso m al paso n, entonces:
P (m,n) = P (m,u) P (u,n)
Queda pues, establecido jue para conocer P(m,n), m < n, basta con
conocer la secuencia de matrices de transicién. En particular si la -

cadena es homogénea;

P@) = P(H2 R ne'Npara n P 1
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Probabilidades de Estado

En muchas ocasiones estamos interesa+dos acerca de la probabilidad de
quz un cierto =stado sa2 ocupado después de n transiciones, sin inclu-
ir en nuestra notacidn el estado =2n el cudl el proceso comenzb. Llama
mos a tales probabilidades, probabilidades de estado y las denctamos -
por:

pj (n) = P[xn=j]
Para su obtencién e¢s necesario, disponer, de la distribucifa de¢ proba-

bilidad inicial incondicional y la matziz de transicién de n pasos.

Para el cdlculo de estas probabilidades, de nuevo, el Teorema dg Pro
babilidad total es de utilidad ya que:
P; (n) = z Py fo) pkj {o, n) \T)/J € E
W ke E
to que matricialmente- se expresa:
T T
p {(ny= p {o) P (o,n), pln) es el vector colwnna e
probabilidades de estado en el
paso n y T significa transpues
ta
En particular, si la cadena es homogénea:
. T T n
p ()= p (o) P(1)
Es interesante conocer el comportamiento de la distribucidn de proba

bilidad incondicional cuando n tiende a infinito. Este tépico serd ana-

lizado en la seccién de Probabilidades Eatacionarias,



52

Sz sefiala que en lo sucesivo sélo se'trataréxc’é.?lézias de Markov

‘ Finitas y Homogéneas.
2.5 CLASIFICACION DE ESTADOS

La causa de la clasificacién de estados sélo se comprenderéd totalmen
te, cuando se finalice este trabajo. Es decir, ésta, es la parte prin-
cipal sobre la que gira todo el andlisis de las cadenas Markovianas,

Trataremos primero la clasificacién tradicional que en el estudio de ~

Cadenas de Markov s¢ ha venido desarrollando.

Por otro lado la clasificacién de estados mediante la Teorfa de Gréfi
cas ya ha sido establecida implicitamente y sélo restard mostrar la
equivalencia entre ambas clasificaciones. Nétese que es en esta par-

te donc= la Teorla de Grdficas hace su aparicién,

. Dada la representacién de una Cadena de Markov finita y homogénea
en forma matricial, es sencillo ver la correspondencia con las repre
sentaciones de una gréafica y en particular con la representacién ---

Booleana que serd de nuestro interés,

Asl, puntualizando, una cadena de Markov puede representarse grafi
camente mediante una grifica ponderada, en donde la funcién de arco
asignard probabilidades a los arcos. Si la matriz de transicibn es de

2 .
nrden r, entonces, se tiemen r transiciones, de. las cudles existen -
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transiciones posibles tales que pij (n)>0 y transiciones imposibles
donde Pij (n})=9 para 3lguna n(Obsérvese que la grdfica asocziada a la
cadena es para una n fija y péngase atencién 2n la afirmaciéa d=2 la
existencia de transiciones posibles e imposibles}. S6lo as necesario
dibujar los arcos de la grdfica con probabilidad positiva. Considére-

se el sigulente ejemplo:

EJEMPLO 2.1

S:a la cadena Markoviana xp con matriz de transiciéa:

P (1) =

de esta matriz de transicién podemos inferir la siguiente grifica G=(E,["):
E={1,2. 3.4} v r'{l} : {1, 2,3} , r'{z} = {z, 3, 4} s
{3 - s
i -]

vy la siguiente funcién de arco cuyo dominio es;

U= {(1. 1), {1,2), (L,3), (2,2), (2,3), (2,4), (3, 1), (3,3), (4, 1), (4,3), (4.4)} :

£(1,1)=.5 f(2,2)=.1 £(3,1)=.5 £(4,3)=.3
£(1,2)=.2 £(2,3)=.5 £(3,3)=.5 £(4,4)=. 4
£(1,3)=.3 £(2,4)=.4 £(4,1)=.3

asf la grifica ponderada resulta como la de laFig, 2.2



Fig. 2.2

Hemos mostrado la manera en que se plantea la grédfica asociada a

una Cadena de Markov.

Por otro lado vayamos a la clasificacibn tradicional de estados moti
vada por preguntas tales como: gHay estados que se dejan con la -

certeza de volver a ellos? o ;Existen estados que se dejan con s6lo
una ligera esperanza de vol_ver o incluso sin esperanza de vuelta, du

rante la vida de la cadena?

Sean dos estados i, j € E. Aiirmamos que j puede ser visitado a -
partir del estado i, si existe un entero n=1, tal que Pij (n)>0, -
es decir que existe una probabilidad positiva de visitar j a partir de
i en algin paso n, Asf para pij (n) > 0 podemos establecer la rela-
cién ‘'es accesible desde' por lo que i nv j, si j es accesible desde

i (Recordemos que rv , significa relacionado)

54
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Por otro lado, si adicionalmente se cutnple que’ existe una m, tal
‘que m=1 para la que Pji (m) > 0, en:olnces i ;s accesible desde
jo Por lo tantv si w s j ¥y j Y i podejnos formar una nueva rela
cién que contenga lo anterior como; 'domunica con' que significa
ria'es accesiblecon... y recfprocamente'. Podemos demostrar gque

la nueva relacifn asl establecida es unp relacién de equivalencia:

Detonemos la relacibn ‘''comunica cop'' por el simbolog—).

Mostremos que ¢y es simétrica:

Si para i, ] € E se tiene que i¢—3 j¢—i, ya que la propia
relacién incluye en su enunciado formal 'comunica con'' la simetria,

de aqul que ¢———) es simétrica.

Mostremos que es transitiva
Siie—] v jemk =9]m,n [N,talque Pij m) > 0y -~
Pijk()> 0 ; por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov':

‘pik(mm)& 12;%1«'1 (m)Pm‘(n)
pero el producto Pij {m) pjk(n)> 0, es s6lo un elemento de la suma
toria por lo que: ‘

Pik (min)= ) pyp (m) Pik () 2 pyj (m) pyg () > O
HtleE
laego Pik (m+tn) > 0 == i ¢k luego ¢—» es transitiva

Por dltimo mostremos la reflexividad:

Dado que ¢~—) es transitiva y sim¢trica se tiene que;:



56

Si ie— j = j e 1 por simetria

y por transitividad ==3 i &3 i luego ¢y es reflexiva

Por lo tanto ¢—) es una relacién de equivalencia, pero no sobre todo
el conjunto E necesariamente. Es decir pueden sxistir estados que no
comunican con nadie, ni consigo mismosy por tanto hay que establecer
una relacién que incida sobre este subconjunto de E. Esta deberd ser
de equi.valenc;xa para que particione el conjunto sobre el cuél incide y
ajena a la anterior, luego, denotemos esta relacifn por o> y esta--
blescdmosla como sigue: i« i, siy 86lo si i¢faj \v/j € E. Ob-
sérvese que esta relacibn es la negacibn de ¢—) y por tanto son aje
nas, de aquf que inciden sobre conjuntos disjuntos. Recuérdese en es
te punto la convencién que se estableci6 en la Teorfa de Gr;’zﬁcas pa-
ra obtener subgréificas fuertemente conexas mdéximas, que era la de
'estd confundido con o estd sobre un misma circuito con'; ésta ser-
vla como ampliacién a la reiacién "‘Existe un camino de *, e Ea
*; € E y reciprocamente'' para poder cubrir todo el conjunto de vér
tices,

Demostremos ahora que «\» es una relacién de equivalencia:

Si ic-f—)j\,v/jeE(giN i luego cntonces i.o>i por la propia defini-

cién de la relacién,por lo tanto, A> es reflexiva.

Por otro lado si i (arie i ~ri==dipri, luego es transitiva y la

simetrfa es obvia, asf £\ es una relacién de equivalencia.
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" De esta forma hemos particionado el conjunto E en clases de equi
.valencia., sin embargo, no hemos analizado el tipo de estados por
los cudles cada clase estd formada, de aquf que consideremos las
siguientes definiciones:

Estados Recurrentes

Un estado j ¢ E de una cadena {xn, ne‘N}se dice recurrente si:
PE’Sa\iendo de j, la cadena no vuelva jamés] =G

Estados Transitorios

Un estado i€ E de una cadena {xn,- ne‘N} se dice transitorio si
no es recurrente, .o sSea:

P [Saliendo de i, la cadena no vuelve jamﬁe]) 0
N6tese que las definiciones de estados Transitorios y Recurrentes

son ajenas y por tanto determinan una particién en el conjunto E.

EQUIVALENGCIA DE CLASIFICACIONES’
Recuérdese la definicién de clase cerrada dada en la parte de Teo

rfa de Gréaficas y considérese la siguiente definicién:

Estadogs Final y de Paso

Llamaremos estado final a todo estado de una clase cerrada y estado
de paso, a todo otro estado; o sea a estados que pertenecen a clases

abiertas,

Al ser tanto los conceptos de Recurrente y Transitorio como los de

Final y de paso, contrarios, basta establecer la equivalencia de las
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dos clasificaciones demostrando que:
TEQREMA 2.1- - a) Todo estado final es recurrente

b) Todo estado de paso es transitorio
Dos estados que pertenecen a una misma clase de equivalencia son
légicamenté equivalentes., Eabocemos la definicién de estado final en
términos ligeramente modificados en el siguiente lema:( se omite -
la demostracién, ya que es trivial)
LEMAZ.1 .- Para que un estado j€ E sea final, es necesario y su
ficiepte que pi.ng(m estado equivalente a j, tenga siguiente no equiva
lente a j.

de donde se deduce el siguiente lema:

LEMA 2, 2. - Para que un estado j € & sea de paso, ¢s necesario y sufi-
ciente que exista un estado k equivalente a jleventualmente j puede ser igual

a k) que tenga un siguiente 1 no equivalente a j.
Podemos ahora demostrar la parte (b) del teorema2.1:

De acuerdo al lema 2.2, sij€ F es un estado de paso, existe un camino

de fongitud finita a un estado | no equivalente a j. Esta longitud es finita

ya que el ndmero de eatados lo es. Asf pues,sea un posible camino:
C(j,+--+k,1) y sea su longitud L(C(,..., k1)) = N

el evento:

A= { En el transcurso de las N primeras transiciones, el sistema sigue

el camino C(j,... ,k,l)}
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Esto implica el evento:
B= { La cadena no vuelve jamds a j }
En efecto, dado que el estado | no 28 equivalente a j, no existe un
camino de 1 a j, luego la probabilidad del evento A es no nula ya que
existe una secuencia de N transiciones tal que:

Pja-(l)'----'Pk | (N)son mayores que cero ¥ por tante su producto:

P[A} = pj,, (I)xeeox Py Ny >0

pero éste es 56lo uno de los caminos por medio de los cualles se po-

drfa salir de la clase de equivaleuncia de j, es decir pueden existir

varios y no con la restriccién de longitud N, de aqul que:
p[a]=e [ ]

pero P[ AJ > 0 luego P [ B])O

¥ j que se afirmb, era de paso, es un estado transitorio.l.q.q.d

Pasemos ahora a la parte (a2) de este teorema:

Sea j un estado fimal. Llamaremos cl(j} a la clase cerrada a la que
pertence. Todo camino que describa la evolucién de la cadena a -
partir de j es interior a ci{j}, y todo estado que encuentre es equi

valente 2 j.

Sea C un camino “infinito! interior a la clase cl(j)'finita"a partir de
j. Existe por lo menos un estado k € cl(j) por el que la cadena pa-

sa un ndmero infinito de veces, ya que si no existiera por lo menos
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ua sstado % due la.cadena vis‘ita.'unéiinﬁ.‘nidad d= ‘veces,: todos los’
estados k€ cl (j) szrfan visitados un ndmeros finito de veces, ‘pe-
o como C {camino) es infinito, 3sto zontradice =l hecho de que -

cl (j) es fimita.

Saa 1 un siguiente cualquiera de k, Cada vez que la cadena pasa -
por z1 estado k existe una probabilidad no nula Piy (1) por defini-
ci6.§ de siguiente (ya que la gréfica asociada a la cadena es la gré
fica de las transiciones posibles) de que la transiciénm siguiente sea
al estadn 1 inde pendientemente de lo que haya pasado la ditima vesz,
por la propiedad Markoviana, La probabilidad de que la cadena no
pase nunca al estado 1 serfa igual a un producto (p) de probabilida-
des de Transicién en donde el siguiente se restringiria a ser dife-
ra.nte de 1. Un factor de cse producto serfa:

p' =P {La cadena no pasa nunca de k a 1] = Lim (l-pkl(l);l=0

n—~—o

pero dado que p' solo 2s un factor del producto p entonces:

P < p'=0 luego p= 0
por lo tanto la cadena visitard por lo menos uwna vez a 1l pero como
k es visitado un ndrero infinito de veces asl también lo serd 1. La
evolucibén ulterior se sigue; si la cadena visita 1, entonces como se
afirmé al principio volverd en algdn paso a k puesto que k se visi-

ta una infinidad de veces y asf la evolucién ulterior se sucederia.
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Este argumento se aplicard también al estado j ya que existe un camino
de longitud finita de ka j y la cadena pasa una infinidad de veces por j.

El estado j es pues recurrente.
Hemos demostrado ademds:

TEOREMA 2.2. - Desde el momento en que un estado final es alcanzado,

todo zstado de su clase es alcanzado una infinidad de veces.

Por fltimo un razonamiento 2ndlogo permite mostrar el resultado siguien

te:

TEOREMA 2.3. - Hay una probabilidad nula de que la cadena no alcance

jamds una clase cerrada.
Pasemos a ilustrar un ejemplo de clasificacién de estados:

EJEMPLQ 2.2

Sca la cadena x,, h € |N y estados E= {1, 2, 3, 4}

1 2 3 4
L 0 0
2 1 1/2 1/2 0 0

P (1) =
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Dado que sdlo representamos las transicionss posibles an la grifica po-

dermos obtener directamente la matriz Booleana:

1
1 P
2 1
By =
3 1
4 1
~
{0
1
1 1
By =

K

1]

]
i
|

_—__—->GZ=

luego 03 = {2}

RUIRINDEY

Asf hemos particionado 2 E en tres clases de equivalencia., Determi

namos de que tipo son dichas clases (Cerradas o Abiertas)

Cy C2
Ci1 JoO 1
c, |0 0
Csy (O 1

No= {cz}

1 1

X K

1 0
A1

usfea}

-
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Asi G

5 es8 una clase cerrada y por tanto sus estados som recurren

tes' vy Cl, C3 son -abiertas y sus estados transitorics.

Mostremos. la gréfica ordenada asociada a la cadena:

G

Fig. 2.3
Estado Absorbente

Cuando una clase cerrada estd constituida por un solo sstado; este -
estado se califica de absorbente. Es decir si p;; (1} =1, entonces i
es absorbente.

Para el ejemplo 2l estado ''1'" es absorbente.

Estado sin Retorno

Cuando una clase ablerta consta de un sélo zstado i con probabilidad

de transicién Py (1)= 0 este estado s un estado sin retorno.
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2.6 PROBABILIDADES DE PRIMERA VISITA A UN ESTADO EN N PASOS

Para ciertos problemas, resulta de interés, el calcular la probabili-
dad condicional, de visitar yin determinado estado k a partir de un eg
tado j, exactamente en n transiciones y no antes. Denotemos esta pro

babilidad por fj k (0) y sea el evento:

Vi (n)=[xn=kv xm#:k para m=1, 2, ...n-l:‘
que significa que la cadena visita el estado k exactamente en el paso n
¥y no en algln paso anterior a n. Si este evento lo condicionamos a que

la cadena arranca en el estado j en el paso ‘0! tenemos:

St = P [ Vie ()/sge;

Apoyemos la ilustracién del cédlculo de fj k (n)para toda n € ]N en la

figura 2, 4
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St ﬁ=1, entonces 31 (1) se identi.fica‘ con ‘1?.‘ p-xja"b;‘b‘iblide‘i’d'i.‘:]elb_t"yrabné,i.‘ ’
cibn de un paso de j a k y se representa én la: i<igu‘ra” 24 Trrne'diar‘xrte
una flecha continua, asi: ‘
ik ) =Pk (n) si n=1
Hagamos n=2 y veamos que en la figura 2.4 ha sido representado =1

evento Vk(Z) condicionado a x mediante linea punteada. Esto equi

0=j
vale a realizar una serie de transiciones posibles en un paso conjua

tamente con la probabilidad de primera visita fik (l)para algdn ik

en el que serfa posible caer. Luego:

fjk 2)= Pju (1) fuk(l) +PiL (1) Hr + veee ¥ P (1) £ ork(l)

=Y Pjiy fikq
ik k

Si siguiéramros el andlisis resultaria la siguiente f6rwmula:

fjk (9)_: Z Pji(l)fik("‘l) para n== 2
WiFk
As{ tenemos que para n=> 2 hemos obtenido 2n forma rscursiva la f6r

mula anterior.Resumiendo

Pj i =1
jk (n) 8i n (2.2)

Y

5k m) = 2 P5iq) fikla-1) si n
i =K



EJEMPLO 2,3

Sea la cadena:

1 2 3. 4
1 .25 25 .25 .25
2 .2 0 . 4 R
P(l)=
3 3 .4 . 2 .1

66

Escojamos el estado j como estado inicial y el 4 como =l estado final;

calculemos asl £54 Ly, £j4(2), £j4(3).\ (j

De acuerdo con lo obtenido, €sto se puede manipular mds fécilmente -

mediante notacién matricial:

Sea My una matriz a partir de P (1) tal que se ha substituldo la colum-

na k - ésima por ceros:

[.25 .25

. 4 0
ol <[] ;

. 4 .2

(25 .25 0.1875

.20 0 0.09

{fj4(2)}=

.30 .4 0.255

.10 .2 0.135

C s
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.25 .25 , “lo.isses )

0 40 7
.4 .20 '0,14325 -
.2 .39 0.11325

1.7 TIEMPO MEDIO DE OCUPAGION

Para ciertos problemas resulta de interés este concepto. Por ezjem-
plo un problema de inventarios, en donde se deseca conozer cudl es el
nivel de inventario promedio sostenido zn el manejo de un cierto -
producto, el cudl se traduce ea calcular 2l tiempo medio de ocupacién

de diferentes niveles de inventario.

Denotemos el tiempo de ocupacién del estado k en n pasos por Nk (n):
Definamos la variable aleatoria Z ({n) en forma Booleana tal que:
1 si x =k

si x, =k

" es decir Z y(n) vale 1 si la cadena visita el estado k en el paso n, en

Zy ) = {

caso contrario vale cero. Luego Ny (n) dado que la cadena estaba en

X% serd: n

N O/fxosi Ty Zim)
m=1

y 8i n tiende a infinito sntonces

[« o)
Nelool/oosj = 9 L™
m =1
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se denomina tl.empo total de. ocupa.c16'1. En r»ahda.d 2l tiempo que se

utxlxza es el t:.empo medto :le o#upamé"a, asf bien:

E [Nk(oci/xo=5] -x[ 21 Z )] = Zl e [ (]
m= m=
- X Lremion-e, my] = Z R

m=l

Denotemos el tiempo medio de ocupacién por r, entonces:

ij?
Z p (2.3)
m=1

Dado que el conjunte E, de estados de una cadena se puede dividir
en estacdos que la cadena visita un nGmero infinito, analicemos los
siguientes casos:
i) St i, jrecurrentes entonces puede suceder:
a) Que i,j € cl{i) es decir ie—j, luego la serie
2 pij(m) no. convergs ya que como se vié i, j
m=1
pertenecen a la misma clase cerrada y serdn
visitados un m’x.:nero infinito de veces, luego -
siempre existirdn p; j (n)> 0 para alguna n.

Asf:
= (INFINITO)

.
[



b) Si i, j no comunican, ‘entonces Pi§(m) =0\V/m € 'N

asi:

Tij=0

es decir, no se puede ocupar nun estado j recurrsnte a

partir del estado i recurrente no equivalente 2 j.
il) Si i es recurrente y j transitorio =ntonces:

a) Si i es accesible desde j, es decir si3 Pji(m) >0
para alguna m, entonces, se cae en cl caso (i) inciso
(a) y la serie no converge, luego:

rjizco

b) Como de un estado recurrsnte no se puede pasar a un

estado transitorio; Pij (m):O\q/m, entonces:

T§5=0

iii) El. dnico caso no trivial resulta cuando i, j son transitorios,
ya que como se gabe, estos estados son visitados un niner:
finito de veces, porque la cadena, en algln paso caeré en -
los estados recurrentes y no volverd jamés a los tramsitorios,
luego la serie converge. Sea la matriz de transicién P (1). Co
mo hemos establecido para cadenas homogéneas

Py = p(1) B
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Ade@és st T! ‘es el coajunto de todos los estados transitorios, po
demos. acomo:lir los estados en la matriz. P (1) de tal forma que en
los primeros renglones situemos 163 estados recurrentes y en los -
dltimos los transitorios.
Tk o
P(l)=

T' LL Q

donde K =8 la submatriz de transicién entre estados recurrentes, L
es la submatriz de transicién de estados transitorics a recurrentes

v Q, la submatriz de transicidén entre estados transitorios

T

K e}

P(m)=
Lm Qm
Luego denotando matricialmente la matriz de tiempos medios de ocu

pacién por R, calificada como matriz potencial se tiene:

& m
. pod mg & °
R =2 P(m)= v
m=l Z L, 2 o
m=1 m=1

. analicemos la convergencia

=)
de donde extrasmos S= Z Qm s
m=1

de esta serie y admitamos la siguiente convencién

) 1 siisj
Pij o) = . — (2.4)
sii j



asi con la convencién citada podemos establecer . que:

s= 5 o = I+Q+Q% + ......

Para demostrar ue la serie converge, sin recurrir a espacios
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nor-

mados o demostraciones matemdticas tediosae podemos utilizar lo si

guiente:

Q es una matri: que sélo contiene probabilidades de transicién de es

tados transitorios a estados transitorios en un pase, asf mismo

Py . n
pero en transiciones de dos pasos y generalizando,Q serd en n

o? -

pa--

sos, Como se sabe un estado transitorio j, por ser transitorio serd

visitado un nimero finito de veces. Eso implica que existe una h1>0

¥y hyj<oe, tal que pij (h1)=0- El mismo argumento puede ser usado -

para todo k transitorio, es decir, existe h?.> 0 vy h2 acotado,

tal -

que Py j (h2)= 0. Sea N el mayor nimero escogido de entre las hi. ;en

- tonces pij (N)=0 \)v/i.j ¢ T!' as{ claramente si N o entonces:

Lim pij(n)=0 \q/ije T!

n— oo
oo N o0,
luego: Z o= =Z Q™ +2Qm
m=o m=o m=N+1
N
= Z Q™ +o
m=o

=)
. asf 8= z Qm convecige

m=0

Hemos determinado la convergencia, pefo no 2 que converge:
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Pasemos a determinar la matriz a la cufl converge:

" Como: 2 3
S=I+Q+Q +0Q +eevsvns

Luego: 2 3 4
QE=Q+Q"+Q +Q 7+ sevnu,

S-Q8=1 ,  S{-Q)=1 == §:=(1-Q)" !

Donde (I-Q) tendré que tener inversa dado que S converge.

2.8 PROBABILIDADES DE PRIMERA VISITA
Son las probabilidades de visitar un estado k a partir de un estado -
inicial j en algdn paso de la cadena. Se denota por fj k Y equivale a;

fjx= P [Nk (o0 ) - Ny (m) > O/xm=j] = P[i Zytm) > o/ x % :]

n=m-+l

admitiéndose que P [“‘m =j} >0

TEOREMA 2.4 .- Para cualesquicra estadosj,k setiene que:

[
fi}fz :

n=1

i (n) (2.5)

Probemos. el teoTema 2.4 partiendo de que:
£ (2) =p[ %7k, x_oF k, m=l, 2 ....n-1/xo=j] 3 p[x;ﬂ >0
= P[Vk(n)/xc'ﬂ]

Definamos el evento:

i

Vk=[xn =k, en algun paso n> 0] N (0 )> O =[‘; Vie (n):]

n=1
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luego como Vk(n)\v/n> 0 constituyen eventos disjuntos, entonces
. o . « .
P [Vk/xo=j] = P[ Ulvk(n)/x°=)] = P[ Ulvk(n), xo=J]
n= n=

T
P[:x0=j] P [xO:j]

(-7 . e
=>__ P [Vk(n) /xo=j:| =2 £ l.q.q.4d.
n=1

n=1

o«
= P TB (Vk(n)’ xo=j] Zl P [vk(n)' x0=j]
pulst SR

Antes de pasar a calcular las {j para las distintas clases de estados enun

ciemos el siguiente teorema que nos serd dtil:

TEOREMA 2,5 .- Para cualesquiera estados j y k y n& 1;
n

pjk(n) = z f).k (m) Py g (n-m) (2.6)
m=1

1 s8ij=k
0 sij¥kk

admitiendo la convencién establecida anteriormente: pjk(of{

Demostremos ésto:
a .
P [xﬂ:k/xo=j] =y P [xn=k, xp ke x, #k, q=1,...,m-1/xo=_)]
m=1
n

= P xn=k/xm=k] P | %7k, x =# K, q:l,...,m—l/xo=ﬂ
S q

m=1
n
@ Z Pk (n-m) fjk {m)
m=1
n

= Z £5qm) Py 2-m) Lg.g.d.

m=1



" Analicemos los siguientes casos

i) Si j y k .recurrentes entonces:

a) Dado que j es recurrente la probabilidad:

fj;= P [xn=j en algdn paso n/xo=_£) =P LVJ /x°=j]=1

Ya que j serd visitado un ndmero infinito de veces.

Ahora si je&—>k, entonces por el teorema 2.2, se sigue que k tam-

bién serd visitado un ndmero infinito le veces a partir de j por lo

tanto:

fjk =1 vl',k tal que j¢ k

b) Si je¢A2k entonces no existe probabilidad de transicién -
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Pjr(p) es decir, pjk(n)=0\v/n €|N , ¥ como fjk se de

duce a partir de estas probabilidades entonces:
fjk:()
Los dnicos casos no trivales son los siguientes:
?i) Sean j, k dos estados transitorios cualesquiera:
utilic;:mos la relacién (2.6) del teorema 2.5 con-

juntamente con su convencién:
n

Pixin)= ) £55(m) Py (n-m)
m=1

Si sumamos sobre n

o o0
. = f -
ngl Py ) n=1§=1 () Py (o)
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Luego invirtiendo el orden de las sumatorias y adecuando. indices:
e

h Py o .
lejk(n)= y Y £11m) Pyeycln-m)
n=

m=1l n=m

A8

)

fip{m) pyy (@ D g=n-m
m=1

Ko}
i}
o

e -
=m; £ (@) C;Z:o Py (@

18

= ik P (@)

q=o

ol
Y Pjk(n)
fjk= n=1

Prk(q)
q=o

Obsérvese lo siguiente: Si j=k entonces:

= <O ol
Z P ) Z Py +1-1 Y Py (-1

p n=1 n=1 n=0

it — " " - 1
2 Prk(@ 2 P (@) } Pkk(a) Pk (@
q=0 q=0 q=o g=o

Si se recuerda la expresién (2.3) especliica el tiempo medio de ocupacién
del estadeja partirde iysise admite la convencién establecida se tiene
que:
st ) k
JK® 2.7)

1- 1 8i j== k
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iii) 8i j es transitorio y k recurrente entonces
Como ka— 2 f]k(m) para cualesquxera ik GVE
se tiene:
I Lyt £ Fiim)
m=2

luego de acuerdo con 1la ecuacién (2.2)
o<

Gk Py + 3y p(DEbmeD)
m=2 ¥i¢ E
ik
gi invertimos las sumatorias:
o e
Ee=py (14 X Pl 2 fge(m-1) y ey Z Py (1) z
MieE  ms=2 Mic E q=1

i #k ifk

~pjk(1)+ 2 pji(l)fik
Wiée E
i£x
pero E estd particionado en estados transitorios y recurrentes. Sea
T' el conjunto de estados transitorios y T' su complemento, luego:
GrepdD T ) pp )] Py L
MieT! Mie T
i Ak
pera en T'existen estados recurrentes que pueden 0 no comunicar con

k, luego si i € ci{k), entonces f;y=1, pero siie T e i)é el (k),

entonces f;; =0, agf:

f30= Py 1)+ Y P g > By (1)

MieT! Mie cl{k)
ifk
Y £y Z P (1) £yt >: pji‘l) \f/j e T (2.8)

Moie T i« cl(k)
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Asi mediante la expresién (2.8) es posible calqular 155. proi)abilidades
de primera visita de estados transitorios a recu?rentes. 6b;iérvese -
que esta expresién representa un sistema de ecuaciones simultdneas,
donde las incégnitas son £} sz'i(l) es el término independiente.

. Vieel(y
En forma méds general la ecuacién (2.8) se puede escribir como:

ge L vim e M€ T
Hie R
Nétese que el término independiente obtenido en la ecuacibn (2.8) se
ré idéntico\7/i € clk), de aqul que la solucién para cada i€ cl(k)
es la misma, por lo que basta calcular las probabilidades de prime-
ra vigita para un sdlo estado de la cl(k) cerrada para obtener las --
probabilidades de primera visita para todos los demés estados de esa
clase cerrada. Otra observacién, es el hecho de que los coeficientes
de las inclgnitas fjk' son los mismos, independientemente de la cla-
se cerrada a la cudl se estd calculando las fjk‘ Estos coeficientes --

constituyen la matriz Q antes enunciada. Si lo anterior lo llevamos a

notacién matricial:

Sean j1, j2.......jh estados transitorios y kj, k,,_,.kq estados :recg

. e
rrentes los cuales pertenecen cada uno a una clase cerrada distinta

es decir Kye7 k¥ k3. 647k, entonces
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f f

itk f1 ke e fitkg (1K1, oeer e fi1kg

fizkl fj2 ke .....052Kkq
. - Q , =

fihkl.iveesenn. .. fjh kg ’ fih k1 +orfijhkq

2 pjli(l) crewe Z
X Pj2i(l) Z Pj2i (1)

__Z Pijhi(l)eee-s Z Pjhi(l_l

M {gcl(])esers ¥ie cl{kq)

luego la solucién es:

f51k1 fj1x2.....551 Kq ijli(l).........ij“(;)

f2 110 fi2 x2.....G2 kg % :
-[re] | .

fjhkl........---‘a. fjhkq »ijhi(l) ijhl(l_l‘

N iccl(kl) -+ Mie clikq)

-1
¥l calcular [I —(SJ , 86lo una vez para obtener los tiempos medios
de ocupacién y las probabilidades de primera visita ofrece,grandes venta

jas computacionales.

Si algunos de los estados kj, kp... kg son estados absorbentes, 2 las



probabilidades de primera visita a ellos a partir de estados transi

torios, se les llama PROBABILIDADES DE ABSORCION.

2.9 TIEMPOS MEDIOS DE ABSORCION

El tiempo"que la cadena permanece en los estados transitorios a -
partir de un estado j transitorio, se denomina tiempo antes de ab-
sorcién y se denota por N'j . Légicamente este tiempo serd la su
ma de los tiempos de ocupacién total,de cada estado transitorio a

partir de j, por lo tanto:

Nt Z Ni(eo) /o \fi e T

MieT!
Si calculamos la esperanza de N'j obtendremos un tiempo medio an

tes de absorcién., Pero antes de ésto, notemos que para que la ca-
dena sea absorbida en alg@in estado recurrente,al tiempo antes de -
absorcién debe ser sumado un paso, asf el tiempo de absorcién se-

rd: R .
Nj=N'j+l ,je T

Ahora tomemos la esperanza para obtener un tiempo medio de absor-

cibn;

5[N]

il

E [N;'Fg = E‘:N'j] +1=E[Z Ni (o0 )/x°=j] 1
Z [E [Ni(m)/xo=j]] +1 YieT!

Mieg T

pero (Q,)/xn__, =

m[n] =Y [5[3 = <m)]]+1= ZciEv[zi(m) 1

VieT' m=1 Vi( T'm=1

Zi (m) luego:

%Ms
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pero E [ Z;(m)] =1pj3(m) +0 (1-p;,(m) py;(m).
entonces
(=]
.= d=1 Y ,ieT
m; EfN}] + Z S pyym) jeT
Yie Tt'm=l
y recordando la convencién
fo'=] o
.= =y
mp=le )Y pytm) 2 B
Vie T'm=0 WV ig T'm=0
luego mj = T as{ los tiempos medios de absorcién a par-
. MieT!
tir de j,son la surma de los tiempos medios de ocupacifn 1-J.iV ieT'.

Nétese que este resultado es debido a la convencién establecida

() {1 8i j=k
P, (0)=
ik o sijzk

Denotemos lo anterior matricialmente

i Z 51
mj2 o si lenotamos por m el vector de tiempos
: . de absorcién y 1 por un vector de unos:
Mih Z Tihi

. ¢ ieT!

m= [I-Q] 1T @
La expresién (2.9) es la mds utilizada para caleular los tiempos me-
dios de absorcién., De esta expresién es fdcil visualizar la siguiente
expresién;la cudl es ilustrada en la mayorfa de los textos relaciona-
dos con el tema,

m =14+ P. m, , J€ETY (2.10)
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2,10 TIEMPOS MEDIOS DE PRIMER PASO Y DE RECURRENCIA

Una cadena Markoviana se califica de irreducible, =i todos sus estados
comunican entre si, de tal forma que la cadena estd constitufda por -
una sola clase cerrada Gnica. En realidad una clase cerrada puede --

congiderarse como una cadena de Markov irreducible.

El concepto de tiempos medios de primer paso y de recurrencia sélo

es aplicable a cadenas irreducibles y se interpreta como: dado que la
cadena se encuentra en el estado j (obvio j recurrente), cudnto tiem-
po en promedio tardard la cadena en visitar el estado k. Si j=k, en--
tonces el tiempo promedio se califica, de recurrencia; as{ para cada

par de estados j,k de la clase cerrada, la secuencia de probabilida--
des -condicionales de primer paso .fjk(n). n=1,2... constituye una dis
tribucién de probabilidad de la variable n cuya esperanza es la busca

da, luego: ©
mip = Z nf.. (n)

J jk
: n=1]
Para calcular mjk es necesario hacer la siguiente consideracién para
facilitar su obtencién: Dado un estado k, un tiempo medio de primer
Pasoe My, 5ot puede ser considerado como un tiempo medio de ab-

gorcién haciendo una ligera modificacién a la cadena irreducible :on

la que se estd tratando, de la siguiente manera:

5i {ij} es la matriz de transicién original se generard una nueva =
matriz {pj'k} en la cudl, sij es el estado inicial y k el estado final

entonces:



Plig = 1 si. i=k y gk s LibukeR
P iq = 0 st isk y q5=k
p'iq = Pig si ik k yj cualquiera

En otras palabras, si k es el estado para el cuidl se quiere calcular
el tiempo medio de primer paso a partir del estado j, k se convierte
en estado absorbente. Esta modificacién no altera el comportamiento
de la cadena original antes de que ocurra el primer paso a k. De lo

anterior es vdlida la expresiSn (2.10) expresada como:

myc =1+ Z Pji(1) Mg para j =f&= k (2.11)
Vi Ak
Lios tiempos medios de recurrencia podrdn calcularse a partir de los

tiempos medios de primer paso como:

my =1+ Z Prs1) Pik (2.12)
A i Ak
La expresifn anterior resulta de que:

a) La cadepna puede permanecer en el estado k en el

primer paso y

b) La cadena puede salir de k en el primer paso asi
ge tiene que:

My = Pragly t Z Pki(1) { 1+mik}
Vifk
Se queda  La cadena sale de k en
enkenl pa el primer paso
50
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Py * 2 P+ ) Py Mk
Vi #k wifk

= Lo+ Z Pri(1) ™ik
i £k

Estamos en posicién de dar la siguiente definicién:

Estados recurrentes positivos y nulos

Se dice que un estado k recurrente, es positivo, si su tiempo medio
de recurrencia my gy es finito, Si my, es infinito, entonces se dice -

que k es un estado recurrente nulo.

Obsérvese que los estados nulos no existen en cadenas de Markov fini
tas, ya que si un estado es recurrente y es visitado un ndmerxo fini-
to de veces, el nidmero de estados de la cadena debe ser infinito. Es
ta afirmacién se plantea como comentario, y2 que este trabajo se li-

mita a un conjunto de estados E finito.

Una cuestibn particular que surge es: gCudl serd el tiempo que i tar-
dard la cadena en arribar a un estado especifico j recurrente, a par
tir de un estado trax;:;itorio k? Esta pregunta involucra tanto el con-
cepto de tiempos medios de absorcién como, tiempos medios de pri-
mer piso. Habfamos determinado antes, los tiempos de absorcitn, -

En este concepto no nos interesaba por cudl clase cerrada de lasque

pudieran existir, era absorbida la cadena y menos aidn, cudl era el

83



estado, que el proceso visitaba primero dentro de la clase cerrada
que lo hubjera podido absorber. Conjuntemos parte de los conteni
dos de los conceptos de tiempo medio de absorcibén y tiempo medio
de primer paso en lo que calificaremos como: Tiempo Medio de --

Primera Absorcién.

El tiempo medio de primera absorcién del estado k a partir del es-
tado-j seri infinito s¥ el nGmero de clases cerradas de la cadena, -
es mayor de uno., Esto se explica; si la cadena cae a otro estado 1
recurrente no equivalente a k entonces la cadena no saldrd jemds -
de la clase cl{l) y por tanto k no serd visitado nunca. Por tanto el
tiempo de primera absorcién de un estado k a partir del estado j -

serd finito, sI y solo sl existe una sola clase cerrada,

Para calcular el tiempo medio de primera absorcién del estado k, -
convertiremos este estado en.absorbente. De esta forma todos los -
estados recurrentes equivnleutéa 2 k se convertirdn en transitorios.
Luego el tiempo medio de primera absorcién se convierte en un ---
tiempo medio de absorcién. Esto se tendrd que hacer con cada esta
do igcl (k).

2.11 COMPORTAMIENTO DE CADENAS DE MARKOV A LARGO
PLAZQO ’

Es interesante estudiar el comportamiento asintético delas probabili-

84



dades de transicibén Pjk (n), cuando n crece indefinidamente.

'Sa.bemos por todo lo anterior que la cadena tarde o temprano visitaréd
alguna clase cerrada de la cudl no podrd salir nunca. De esto es 16-
gico pensar intuitivamente que dado un estado transitorio j:
Lim Pij n) =9Q \o/i
n——oo
Desde que cada estado recurrente pertenece a una clase cerrada (Ca-
dena Irreducible) cuyo comportamiento asintStico puede ser estudiado -
independientemente de los estados restaﬁtes que no pertenecen a tal -
clase cerrada, podemos concentrar nuestra atencién sobre dichas cla-

ses cerradas.

En este punto surge una dificultad 2l tomar el Mmite de las probabili
dades pjkén) de los estados de una cadena irreducible,. cuando n tien
de a infinito. Esta dificultad estriba, en que, en ocasiones, este limi
.te existe para ciertos nimeros que son mflfiplos de un wvalor t fijo, -
- denominado per{odo.. Esto da origen a las denominadas cadenas perif-

dicas t=2)

Principiemos pues el estudio del comportamiento asint6tico demostran

do, el siguiente teorema:

TEOREMA 2.6.- Todos los estados de una cadena irreducible son del

mismo tipo.
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Prueba . - Sabemos, que por ser la cadena irreducible, para un
par de estados cualesquiera j, k, existirdn enteros -

r, s, tales que pjk(r)>0 Y Pxj {8)>0 y que por la

ecuacién de Chapman-Kolmogorov:

ij(n+1'+8) =2 Pix (r) Py (m) Pyj (8) para una n arbi
traria.
Supongamos que el estado j tiene perfodo t. El lado derecho de la expre
sién anterior es positivo para n=0 asl: (py (0)=1)

ij(?) {0 ij (s) >0
de aquf que el lado derecho muestra que r+s=kt, k es entero, es de~-
cir es mdltiplo de t. De lo que se deduce que el lado izquierdo serd -
nulo para valores de n qQue no sean miltiplosde t y por tanto el estado
k tiene perfodo mdltiplo de t. Si intercambiamos los papeles de j, k ve

mos que estos estados tienen el mismo perfodo.

Existen formas alternas de obtener la distribucién estacionaria de una
cadena de Markov. Aqul sélo presentamos la forma méds sencilla y rd

pida que proviene del siguiente teorema:

TEOREMA 2.7 Dado el tiemps medio de recurrencia m se tiene que:

ii
i) Si j es aperiddico (t=1) entonces:
Lim pj; (o) = 1 (2.13)
mij
n ——) s
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i) Si j es periddico as decir t = 2 entonces:

Lim Pjj (nt)= t (2. 14)
m;s
n—3a JJ

Lim Pjj (k)= O \"v/k no miltiplo de t
k3 ®

Prueba:

i} De acuerdobcon el t%orema 2.5 se tiene la relacién (2.6)

pjj{n):ngl fjj (m}) ij (n-m)

¥y por convencién ij (0)=1. Definamos ademids fjj {0)=0

Si formamos la sucesidn {rn} tal que:

oo
r, =fjj (n+l) + fjj(n+2)+..- = Z fjj(m) {2.15)
m=n+l

sabemos que la sucesién es decreciente y tiende hacia cero cvando n
-]
tiende a infinito, ya que r°=1. porque fﬂ: Z fjj(n) y j e8 Tecurren
- n=1
te.
Obsérvese que la serie infinita formada a partir de tal sucesibn es de
la formas:
= {f,. sy 55 (2 P ) RS X N
Z b (f”(l) + £33(2)+ )+(f“()+£JJ()+ }+
n=o
= f5; ()+2 fjj (2)+3fjj(3)+ con

0
o sea el tiempo medio de recurrencia mjj = Z n fjj(n)
n=1

Como tenemos que: T, =1
f50=r -1

£3; @=11 .72 gpo.
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5i sustituimos tales valores en:
Pjj(R)=15;(0) Pj;(n) +15;(1) pj5m-1)+ ... +‘f55‘(9) ;;5 5 (o) -
tenemos que:
Pjj) {ry)=(rg -r1)Pjj (n-1) +(r1-r2)py5 (R-2)4 vl Ty - Ty) Pij (0)
as{ desarrollando:

P (n)r, = 14 pjj (n-1)-r, Pj; (n-1} +7; pjj {n-2) T, pjj (n-2)+. . chT —lpjj(o)

- T ij(o)

y por tantoc se obtiene que:

. P - - . e = . - .. “2) e 0ot
T, Pyj (n)i—:‘lpJJ (n-1) + T Py 5 (o) rop”(n 1)4ry p”(n )+ +r, 1 pjj(o)

Ambos miembros de la ecuacién representan lo mismo pero uno en funcién
de n y el otro en funcién de n-1 por tanto:

) Ty ij (n)+ry pjj(n-l)+r2 pjj (R-2)+. ..+ r, P i (o)

es una coastante independiente de n. Cormo para n=o queda:
. s =1
To Pjj (0

entonces para toda'n;

(2.16)

To pjj(a)rypjjia-lt...drn Py (0)=]

n

Como r, =1 entonces Z fjj(m) =1

m=1l
y de acuerdo con la relacién (2.6), si sustituimos en ella ij(n-ln)=1, pa-

n

ra m=1,2,.4n entonces: pi(n) < 9 f (m) < 1

3] m=l Ji
Sabemos que las j (n), estdn en el intervalo cerrado y acotade (Con

junto Compacto [0. 1]) el cudl tiene infinitos puntos, de aqui que por -~
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el teorema de Bolzano-Weierstrass® existe por lo menos, un punto de
acumulacién. Pero incluso, si existen varios, se'demuestra en Topolo
gia, que el "conjunto de puntos de acumulacién''es cerrado y acotado
y por tanto existe un ndmero SUP denominado el supremo de los puntos
de acumulacién. (Como tal punto de acumulacién pertenece al conjunto
de puntos de acumulacién, por ser este cerrado y acotado se le puede -

denominar al supremo, el mdximo del conjunto de puntos de acumulacién)

De igual modo existe un ndmero denominado INF el cudl es el Infimo de

los puntos de acumulacién.

También se demuestra en Topologia que dado un punto de acumulacibn

Se puede encontrar una subsucesibn que tiende a él,

De lo anterior la subsucesién de las p,.(n), { p,,(nl), P..n_)yeses
13 i iz
pjj(np),...} , se puede encontrar tal que:
Pjj (np)—3 SUP
luego se tiene que pjj(n) < SUP+ € para toda n suficientemente gran
de.
Sea my un entero fijo, tal que, fjj(m1)> 0, Mostremos que la nueva

subsucesifn: .
is -m SUP
PJJ (np 1 }—>

Llevemos a cabo ésto por contraposicién:

Sabemos que pjj(np)___) SUP implica légicamente que podemos encontrar:

pjj(np) > SUP. £, para alguna € > 0 (2,17)

. ¥*NOTA. - Ver Mathematical Analysis segunda edicién APOSTOL pig.54

Teorema 3,24



90

Ahora sf, neguemos que pjj (np-mj)-— SUP, entonces podemos encon
trar un punto de acumulacién SUP!'  SUP al que tienda la subsucesibn
Pjj (np-my) asl:

Pjj {np-m1) £ SUP' < SUP
Sea ahora.N > m; y suficientemente grande para que ry <€

¥y np > N, o sea, np> N > ml entonces por la relacién (2.6)

np
pjj(np) = fjj (1) Pjj (np-1) +ijj (2) Pi; (np-2)+. .. + (N)p (np—N)+ Zf‘j(m)
m—N+
Ld n
peror Ty Z 3 (m)—f m)+ Y f..(m)=f Sm)tr L€
‘N+1 ‘N+1'” m=np+l 3 -N+f nP
entonces: N
pJJ(np) < Z i (m)p (np-m) + €
m=1
N
Yy
Pjjap) < ) f55(m)p jj(mp-m)+ey; (my)p;;p-my)  + E
m=1
m# ml

pero las p;; (np-m) estdn dominadas por SUP+E y adicionalmente

Pjj (np-m;) < SUP', asi:

: N
p;;(ap) < (SUP+E) ) £;;(m)+ SUP' £ (my) + E
m=1
N m# ml
Ahora, r =1 =2 f. . (m) por lo tanto:
o J3
m=1

N
~Eyym1) 2 ) £ (m)
ms=l

m;!ml
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pjjlap ) < (SUP+E) (£ (my))+ SUP £55(my) + €

. E N - t -
ij(np) & SUP+ 2E€ f“(ml) (SUP-SUP") fjj (m;)€

podemos despreciar (fjj (my)f ) v la desigualdad no se altera.

Ahora podemos encontrar una € suficientemente pequefia tal que

{55 my) (SUP-SUP') > 3E (obsérvese el signo menos), luego:
Pjj (np) < SUP+ 2€ - 3€ =SUP-E o sea:

Py; (np) < SUP - £ , lo que contradice (2.17)

luego:
Pjj {(np-m;) — SUP y es imposible que SUP' < SUP

pero entonces también pjj {np-2 ml)——)SUP, etc.

-a) Consideremos primero el caso en que fjj (1) >0 es decir que
pjj (1) >0 1lo que garantiza que la cadena es aperiédica. Enton

ces -para toda m, fija:
Pj j (np-m;) — SUP
" Por la relacién (2.16) se implica, que cualquiera que sea N fija:
rp.. + Lo (npel) .. T .. (p-N) = 1
o Pjjoph+ y Py, (rpel) N p”(p )

Pero ya que pjj (np—mz)—-) SUP entonces

[r°+ Ty + 1'2+---+1'N:l supPp< 1
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N
Como N es arbitraria resulta que: Z m f,.(m) € m_,
oy ij

donde mjj es el tiempo medio de recurrencia y:

i <=
mj; sup=1

Por otro lado consideremos INF. El mismo razonamiento de antes
permite demostrar que para cada sucesién np, tal que pjj (np) ~— INF

entonces Pjj (np-m,) —3 INF

También aqui podemos encontrar un N suficientemente grande tal que:

©0
Z r,<E& . Porla relacién (2,16):
m=N+1
N np
- >
Zrm pjj(np m}+ Z LIS 1
m=o m=N+1
pero

ap o]
2 Fmt ) Fm < E
m=N+1 m=np+l

entonces: N
z r p)-]-(np—m)+E >1
m=o
pero cormo: pjj(np-m)—} INF:
N
INF r +E>1
mZo m
Como N es arbitrariamente grande:

INF my 5 > 1-€
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Luego por definicién INF< SUP  asl mj; INF < m;; SUP

y
i—-€ <mjj INF < mjjSUP <1

pero £ es arbitrariamente pequefia luego:

mjj INF:mJ.j' SUP =1

Entonces. Lim Pjj (n) = l.g.q.d.

lH

m

[
e

n—3c
b) Consideremos el caso en que f‘jj (1)=0, es decir que pjj(l)zo v
por tanto a simple vista no podemos afirmar que la cadena es ape- .

riédica,

Pero por hipftesis la cadena es aperiédica y por tanto podemos en-
contrar un conjunto de ndmeros M= {nl' Ny e e ey finito de enteros
positivos tal que fjj(“i)> 0 y cuyo méximo comdn divisor es l. Asi
-las sucesiones {pjj(up-xl "1)} , {pjj(np'--x2 nz)} , etc, tienden al
SUP, luego la sucesién Pjj (np-x1 n)-xy Ny-eess) —F SUP, cualesquie

ra que sean los enteros positivos X

Existe un teorema de teoria de nGmeros que enuncia que dado un con
" junto de nGmeros positivos enteros con méximo comtn divisor t, exis
te un entero M y ente roskno negativos, tal que,\'\v/m 2 M:

mt= Z Gj nj
j=1
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Es necesario ilustrar tal teorema para la comprensién de esta segun

da parte de la demostracién:

Sea A el conjunto {ao, al,...} donde ai=bil ny + byy n, +eaabyy f es
decir el conjunto A es el conjunto de las a; que se pueden representar

con las n; para enteros bij'

Sea t!'=INF {;i/ai >0, a;€ A} . Como t es el m.c.d, de las n;, é&ste

divide a las a; € A, De aqul que t, divide a t' y por consiguiente t'>t.

Consideremos cualquier elemento 2; € A, Podemos escribir: (Por Eu-

clides)
a;=5¢t' + L » S,L€ I (enteros)

y donde 0= Lt

Comos: I

tenemos que:

e,
1

-
—.
k]

b

luego:

o

(byj - SHy) n =L

[
L]
o

Ahora sabemos que (bij - S‘dij) son enteros. Si hacemos oty = bij - SUij
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entonces obtenemos que:

luego L € A, pero t!' es el entero méis pequefio positive en A y
0 < <Lt' por lo tanto L=0. As{

a, = St'
i

Debe ser observado guelasn; € A y de aqui que t' divide 2 las ng,
pero t es el m.c.d., luego:

t'ss t

pero antes afirrmamos que t divide a t' o se2 que £'>t por consiguien-

te:
ti=¢t

luego t € A,
As{ t puede ser representada- en funcién de las n;. Esta representacién

puede contener bi negativos y b-1 positivos o sea gque:

r
3 b
i=1

k
+ - -
tal que b;, bj =0, Hagamos Nj;= Z ‘b: n, y NZ=Z b; n; luego:
i=1

i=r+l

k T k

= - + -
s F) bl = z bin; - by ng
i=r+l =1 [Eros §

oo

n

t= N3 -N2

Existen dos casos:
1) Si N,=0, entonces X
mt=Nim = G

=1 ;
y Gi=0=b] isr+1, ...k

;03 s G=bim,i= 1,2....r
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2) 51 ‘N2> 0..Como el téoréma dice ‘que existe
\;Lna, M, i)ero ‘no” de ‘que forxha,'hégamds

2
M= N2
t

Como m > M, entonces por Euclides:

m=MiBNp +L; , B, L1 € I  yBZO, 0=<1L;< N,
- =

luego: NZZ + BN, +1L,
| ¢ 2 T —

t t
. 2
mt = Np + BNZ + Lyt

2
mg= N,” + BN, + L (Nj-Np)

mt = Np (Np +B - Ly) + Ly Ny

Como N, >L;, entonces Ny > Lj, luega (N2+B—L1)>0
t

por lo tanto se deduce que:

k
= =
mt iZl Ci ny » ci_o
Volviendo a la demostracién t=1, luego las n; son primos relativos y

. se tiene que:

K
Ky =) G omg
51

k

donde podemos hacer que M= Trl n, para garantizar que M existe, luego
i=

k3 >M y por tanto la sucesién pjj(np-kl)——-)SI.TP, es decir, basta ma-
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nejar la sucesién Pjj (np-kl) en la parte (a) del teorema y la demostra

-cién de esta segunda parte no cambia.

ii) Establecida la parte (i) del teorema, ésta
resulta sencilla:

Sabemos que:
(==
mjj= anjj(n)
n=1

pero como la cadena tiene periodicidad t, entonces las f.jj(ut) pueden
llegar a ser positivas (no negativas) s6lo para mdltiplos de t, es de-~
cir, si se parte del estado j, sblo es posible volver a él en miiltiplos

de t, asl:
)

mjj = Xlnt fjj(nt)

n=

Dé esta forma hemos considerado sélo mdaltiplos de t, pero:
o<
~
My Zln‘jj (t) = mj
n=

Ahora la variable n en el producto con las fjj (nt) debe interpretarse
con la n-ésima visita al estado j a partir de &1 mismo en longitudes

de paso miiltiplos de t (nt) exactamente.

Por la parte (i) de este teorema se tiene que:

Lim Pjj nt) = 1 = 1 =t
~7
B mij mij my; 1.q.q.d.
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Estos resultados son los utilizados en el cdlculo delag probabilidades

estacionarias, en cuidnto a estados recurrentes se refiere.

Sélo queda un caso que no es trivial, Este es el caso en que i es -
tra.nsitor_io Y j recurrente y se quiere calcular:

Lim  Pij (n)

n —3 o

Para ello es necesario entender el siguiente teorema:

TEOREMA 2.8 Dade un estado recurrente j de tiempo medio de recu

rrencia mjj se tiene que:

i) Lim Pij (n) = fij 1 si j es aperiédico

n—3co mjj
i) Lim py; (e +Xk) = £55 ¢
B—jeo mjj

Prueba:

(i) Sabemos que por la relacifn (2.6)

n
pij ()= Xfij (m) pjj {n-m)
‘ m=1
Sabemos ademds que:
n

pijlnl< Z f;; m =<1

(-]
y debido a que Z f;; (m)S 1, entonces:
m=1
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n B :
. . T ) . ‘ :
Lim pij(“) = Lim / fj;(m) Pj; (n-m) < Z fij m)=f; <1

m=1 : m-=1 )
n-—eo [P —— :

o ‘
= Z £;5 (m) Lim Pjj (n-m) y por el teorema 2.7

m=1 n—ye

para una n suficientemente grande

O
Lim p;j;(n) = Z fi;m) L = 1 £55 l.q.q.d,
m=1 my; mjj

n— oo
ii) Es c¢laro que k es una caracteristica del estado de
partide y por tanto las visitas al estado j ulteriores
serdn k mod t donde k=0, 1, .., t-1, por lo que en
la parte (i) ba.stg.rd substituir n por nt+k asi:

Pij {(nt +k)= Z fij {mt + k) Pjj (nt + k-mt-k)
m=1

n
:mZ=1fAij (mt + k) ij { {n-m)t)

Luego

Lim pjj (at+k) = Z £ (mt +k) Lim Pj; ({n-m)t)

n —>3 o m=l1 n—y oo
vy por la parte (ii) del teorema 2.7 tenemos que:

Lim Pjj ((n-m)}t) = ¢t

n—yeo i
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entonces:
- o ‘
Lim pjj (pt + k) = _t Z £1j (mt + 1) = £35. £ lq.q.d.
R mjj ™5
En realidad, éste y el anterior teorema han considerado una periodi-
cidad t, pero no se ha dicho nada al respecto de como obtenerla, si

es que en la cadena existiera.

Antes de ilustrar la forma en que la periodicidad, si existe o no, es

obtenida, necesitamos el sgiguiente teorema:;

TEOREMA 2.9 .- Sea una cadena irreducible finita con estades recu-
rrentes perifdicos, con perfodo t. Entonces el conjunto de estados se
puede particionar en t clases By, Bpye-. Bt tal que Pjj (1)=C, a me-~-

nos que i € By yje By, 6i€By v je€ B3,...,6 ieB yjeBl.

Prueba . - Desde que la cadena es irreducible, para cada par de esta
‘dos i, j ¢ E éstos comunican y por tanto sabemos que existen al me--
nos un par de enteros fijos r, s, tal que Pij (r)y>0 yp ji (8} > 0.

Sea m un entero (no fijo) para el cuil:

Pii (m+s)= ) ik (M) DPyls) = pyj (m) pyifs)
ke E

St pjj(m) > 0, entonces, pj;(m+s)= Pij (m) pji(s) >0
pero como cada estado de la cadena es periédico, i lo es, luego m+ts,
ha de ser un mdltiplo de t, es decir, m+s = nt donde n es algin ente

ro. Gomo a es fijo y m varia entonces m es la que define la clase de
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que se trate, Dado que m puede ser expresado en la forma m=at +b,
a, b= 0 (Algoritmo de Euclides) y como m es una caracterfstica aso
ciada al estado j, que se explica: 'los estados j que se pueden visi--
tar a partir de i en m pasos (pij(m) > 2)', entonces b define la cla
se Bb’ va que b no varfa al variar m, luego j podrd sexr vigitado en
paso de longitud b, b+t, b+ 2t,....(Véase ejemplo 1.5 Capltulo 1) a2

partir de i.

Es claro que b=0, 1, 2,... t-1 por lo que tendremos t clases By, By

Bz, vor Bial,

Asf By, ;) el conjunto de estados j que se pueden visitar a partir de
ien pasos m= at + b+1

l.q.q.d.
Estamos en posicién de tratar la periodicidad t. Para ésto, el algorit
mo de Dijkstra es Gtil. Vamos a fundamentar la utilizacién de este al
-goxv'itmo e‘stableciendo la correspondencia que el teorema 2.9 tiene con

la teorfa de graficas.

En realidad es una clase periéldic'a 'l conjunto de transiciones' de un
estado i a un estado j serdn mﬁltif;l.os, es decir, es claro que 8i j -
posee la caracteristica a (refiriéndose al teorema 2.,9) j podrd ser -
visitado en pasos de longitud a, a4t, a + 2t,... Pues bien al afirmar
se que son mdéltiplos se estd diciendo que la diferencia de cualesquiera

dos- transiciones pertenece a los enteros o sea:
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{atkt) - (atut)=a-a +t (k-u) =t (keu} v keu I

donde 1 son los enteros. Esto mismo sucede en la Teorfa de Gréficas.

Mostrémoslo en el siguiente teorema;

TEOREMA 2.10,- Las longitudes de los camines obtenidos entre dos vér

tices i, j cualesquiera, en una clase final (subgrdfica fuertemente conexa

méxima) son miltiplos entre s

Prueba, - Sea Cl(i, j) un camino de i,ij(Cl(i, j)) su longitud y sea C(j,1)

el camino de regreso. Por tener la grdfica de transiciones posibles, sélo

serd factible volver a i con caminos de longitud mdltiplos de t, asi:
L(Cy (i, })) +L(C(,i) =nt=0mod ¢

Sea G (i, jJotro camino y L(Cp(i, j)) su longitud, También:
L(Gz(i.j))'{"L(C(j, i))=mt=0mod t

asl:
L(Cz(i, in —L(Cl(i,j)) =0mod t 1,q.q.d.

Del teorema anterior es fdcil encontrar la correspondencia entre el teo
rema (2.7) y la teorfa de gréficas, 'definiendo' una distancia entre dos
vértices cualesquier?, de una gréfica como:

D, j) =L(Cy (i, ) mod ¢

pudiendo seleccionarse cualquier camino Cl(i, j) fijo.

La distancia asl introducida nos permite definir claramente t clases de

equivalencia que particionan al conjunto de vértices.

Sea 'w! un vértice arbitrario fijo de la grdfica, Asi la particién resulta

como:

C,= {i/D (v, i)=n} n=0,1,2,,.,t-1
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Es claro, que el concepto de perfodo se ha hecho presente, implicita-
mente, a lo largo de la teoria que se ha desarrollado referente a cade

nas Peri6dicas, Fara que no queden cabos sueltos demos su definicién.

Periodicidad. - El médximo comidn divisor t del conjunto de todas las --
nZ 1 para las cuédles ij(n)> 0, se denomina periodicidad de una cade~
na Markoviana. Comdinmente se dice que una cadena Markoviana es ape

riddica si t=1.

Ilustremos en un ejemplo todo lo referente a cadenas peribdicas:
EJEMPLO 2
Sea la matriz de transicién en un paso:

1 2 3 4 5 6 7
1o o 1/2 1/41/4 o 0 |

210 o 1/3 o 2/3 o 0
310 0 0 ) 0 1/3 2/3

P(l)= 4| 0 o o o - 0 0 1
5 0 0 6 0 0 3/4 1/4

6 l1/2 1/2 0 0 0 ] 0

7 {1/4 3/4 0 0 0 0 0

Obtengamos su matriz Booleana y calculemos circuitos de longitud no

nula para cada uno de los vértices:

Principiemos con el vértice nimero 1 y apliquemos Dijkstra de la si.

guiente forma:
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12 3 4 5 6 71 L1

+» 1o 0o 1 1 1 o o] Q)
2o o 1 0o 1 0 o 3
30 0o o 0o 0o 1 1 1

B=

alo o 0o 0o o o 1 1
510 o o o o 1 1 1
61 1 0o 0o o o o 2

7 Ll 1 0 0 ] 0 _(_)J ‘2—‘

!
Obsérvese que el vértice (1) a partir del cudl se quierencalcular las

distancias, no es etiquetado inicialmente. Esto es lo que nos permite
obtener circuitos de longitud no nula y establece una ligera modifica-

cién en el algoritmo de Dijkstra.

Computacionalmenite mos interesa sélo, guardar un vector de distancias
de un vértice cualquiera a todos los demds (l6gicamente incluso é1) pa

" ra aplicar sobre- este vector el Teorema (2.9)

Para el ejemplo ilustraremos la obtencién de las distintas clases de -

equivalencia B, By,...B;_ j en solo un vector de distancias.

El méximo comdn divisor es obtenido progresivamente por el algorit-

mo de Euclides.

Siguiendo, hemos calculado las distancias a partir del vértice 1 y he-

'mps obtenido un circuito de longitud 3 es decir L (C(1, 1))=1



Pasemosg al siguiente vértice:

1 2 3 4 5 6 1 L2
1o o 1 1 1 0 o) [3]
#=2 0o 0 1 0o 1 o o ©)
310 0 06 0o o0 1 1 1
4 0 1] 0 0 0 4] 1 4
B=
510 0o 0 0 o0 1t 1 1
611 1 0o o o o o0 2
7L ! o o 0o o o] L2

Asl ya tenemos dos nimeros a los cudles se les puede calcular el
méximo comdn divisor, es decir:
m. C. Dy = (L(G(1, 1)), L(C(2, 2)))=(3, 3)=3

Pasemos al vértice 3:

1 273 4 ‘s 6 17 L3
1t fo o 1 1 1 o o] F2 ]
210 o 1 0 1 o0 o 2
*3 1o 0 0o o0 o0 1 1 ®
4o o 0 o 0 o0 1 3

B=
5 0 0 0 0 0 1 1 3
6 1 1 o 0o ¢ 0o O 1
7 [t 1 0o 0o 0o o o] 1]

El méximo comdn divisor serd ahora:

m.C. Dz= (m.G. Dy, L(G(3, 3))=(3, 3)=3



El vértice 4:

1.2
1o o
2{o0 o
30 o

s o o
611 1
711 1

Luego m. C. Dz = fm.

Pasgsemos al vértice 5:

1 2
1{o0 o
2to o
310 o

*5 [V
6 1 1
7 1 1

G. Dy,

4 5 6 7 Lg
1 1 o o] [z
0 1 0 o0 2
o 0 1 1 3
o o o 1 O]
0 0o 1 1 3
0 o 0o 0 4
o 0 o of |1 ]

L(C(4, 4)))= (3, 3)=3

4 5 &6 1 Ls
11 0 of 2]
0 1 0 0 2
0 0 1 1 3
0 0 o0 1 3
o 0o 1 1 3
0 0 [¢] 0 1
0 0 0 0 | *1*

y m. C. D4 = (m,GC,D3, L{C(5, 5))}=(3, 3) =3

106



m. G. D5=(m.C. Dy, LIC(6,6)=(33)=3

y por dltimo:

*7}11 0 0 0 0 0

Asl
t= (m.GC.Dg, 3)=(3,3)=3
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Tomemos el vector Ll y apliguemos el teore'n-i,a. 2,9

0

0
Ll mod t=| 2 Asz°={l,2} 131:{6,7} B2={3,4,5}

1

1

Ahora podemos gomprobar mediante la matriz Booleana que se puede

pasar de By——sBy —5B, .__;Bo

Esto significa que la cadena es perifédica con periodicidad 3. La com-
probacién anterior se puede llevar a cabo con cualquiera de los Li --
obtenidos y se obtendrén las mismas subclases, es decir la misma par

tici6n pero con los indices permutados circularmente.

"Es en esta parte donde terminamos el andlisis de las cadenas Markovia

nas.,

Queda decir, que son muchos los puntos que se pueden tratar en dicho
anélisis, limitdndose este trabajo'a tratar s6lo aquellos conceptos que
fueron utilizados en el programa de computadora que se considerard en

la siguiente parte.



SISTEMATIZACION



3.1 INTRODUGCION

Como se mencioné en alguna ocasibn, la clasificacién de estados ha

facilitado enormemente el andlisis de las Cadenas Markovianas,

A su vez, este andlisis podrfa ser mds 4gil si fuera posible llevarlo
a cabo mediante una computadora digital. El objetivo de este capitulo
es mostrar como sé¢ puede sistematizar el andlisis de las cadenas de
Markov finitas y homogéneas, llevando a cabo la clasificacién de esta
dos mediante algoritmos de Teoria de Grdficas tratados en el primer
capitulo de este trabajo, para con ello, pasar a la aplicacién de los

conceptos considerados en la segunda parte de este trabajo.

Como todo seguimiento realizado en la elaboracién de un programa de
computadora, se presdenta un diagra.ma'de bloque, y posterior a él su

correspondiente diagrama de flujo.

La presentacién del diagrama de flujo se hace en forma particionada

para llevar una mayor claridad en su exposicifn,

Es de observarse que el programa, fue probado en una microcomputa

doara en lenguaje de programacién BASIC por lo que se anexa un lis



tado del programa en tal lenguaje y la forma de usarse.

En el programa se anexa una subrutina de inversi6n de matrices y re
solucifn de ecuaciones simulténeas. Esta, no fue elaborada, sino que
fue consultada en un libro de métodos numéricos, debido a que ésto no

presenta ninguna aportacién.




3.2 DIAGRAMA DE BLOQUE

LECTURA DE LA CADENA
HARKOVIANA QUE SE VA
ARALIZAR

QBTENCION OE LAS
CLASES DE EQUIVALENCIA
ME0IANTE EL ALGOAIT MO
DE TCNISCY

S

ORDENACION OE LAS
E ETHYALENCIA

CONSTRUSTIGN DE LA

NATRIZ {1-Q) PARA
QITENG:CH GE LA MATRIZ
POTENCIAL {I-8)-F




CALCULENSE LOS TIEMPOS
MEDIOS DE QCUPACION Y PRI~
MERA VISITA PARA LOS CASOS
QUE SO TRIVIALES

TES DEL SISTEMA
S DE PROBABILID.

RAVISITA DE ES-
?Q§ TRANSITORIOS A RECURREMN

PROBABILIZALES
A VISITA GE ESTADOS
TRARITCHLT A RECURRENTES

EM 3356 A LA WMATIZ POTERTIAL
CALBILENE LT Y HL.08

LA
DE AISCGRCICH Y LAS PHGAATI-

o
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3.3 INTERPRETACION DE VARIABLES

1) A (I, J).-Arreglo bidimensional en el cudl se coloca una matriz’
que se va a invertir en la subrutina INVSOIL. La sub-
rutina procesa A{l, J) y devuelve, en el mismo arreglo,

la inversa de la matriz. (PRECISION SIMPLE)

2) B (I, J).-Arreglo bidimensional, en el cudl se colocan los vec-
tores de términos independientes de un sistema de ecua
ciones lineales simultdneas. Este arreglo es procesado
por la subrutina INVSOL y la solucién del sistema de -
ecuaéiones, si existe, es colocada en el mismo arreglo
B.

El dltimo uso de este arreglo, es el de alojar la matriz

de probabilidades estacionarias, (PRECISION SIMPLE)

. 3)10.- Controla el orden de la matriz cambiante en el algoritmo

de Tomescu.

En el algoritmo de Dijkstra, se utiliza como marca, es -
decir como la longitud de los caminos de longitud minima

de un vértice fijo a todos los deméds. (ENTERA)

4) 1L - Determina el ndmero de clases de equivalencia {(subgri-
ficas fuertemente conexas) que se generan en el algorit-

mo de Tomescu (ENTERA)




5) IUD.-k Es un indice gque sefiala el nimero de vértice que se
estd analizando actualmente en forma directa, en el
algoritmo de Tomescu. También es utilizado en la -
parte de tiempos medios de primer paso, como indi
ce para construir la matriz necesaria para obtener -
dichos tiempos.

Por dltimo, es también utilizado en el algoritmo de
Dijkstra para sefialar, el nlmero de vértice que se -

esté analizando (ENTERA)

6) IUIL.- Es un Indice que sefala el nimero de vértice que se
estd analizando actualmente en forma inversa en el -

algoritmo de Tomescu.

Es utilizado también en la parte de tiempos medios de
primer paso, -como Indice, Vpara construir la matriz -

necesaria para obtener dichos tiempos,

Es  utilizado como residuo en el algoritmo de Euclides

en la parte de cadenas perifdicas. (ENTERA)

7) IFLAGL. - Sefiala que la condicién ICI de convergencia ha sido al
canzada en forma inversa, en el algoritmo de Tomescu.
Es utilizada como variable temporal en el cdlculo de las

probabilidades de primera visita y los tiempos medios de
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ocupacién que son triviales.(ENTERA)

8) IFLAGD. - Sefiala que la condicién ICD de convergencia ha sido
alcanzada en forma directa, en el algoritmo de To-
mescﬁ. Es utilizada como variable temporal en el -
célculo de las probabilidades de primera visita y los
tiempos medios de ocupacién que son triviales.
También es utilizada como sefial en el algoritmo de
Dijkstra para indicar que un vector de distancias se

ha completado. (ENTERA)

9) ICI. - Condicién de convergencia en forma inversa en el al

goritmo de Tomescu. Contador, (ENTERA)

10) ICD -~ Condicién de convergencia en forma directa en el al

goritmo de Tomescu. Contador. (ENTERA)

11)11 1. - Es ‘el nimero de niveles que se generan en el algorit

mo de Demoucron (ENTERA)

12) 1V (1) . - Arreglo para manipular vértices durante todo el trans

curso del programa, (ENTEROQ)

“13) TUSCAD(I) ~-Este arreglo es utilizado en el algoritmo de Tomescu
para manejar el conjunto de vértices que se han de -

investigar en forma directa, De la misma forma es -



14)IUSCAIL{L). -

15)IRELD(T). -

16 IRELI(T). -

17) 1CO. -

utilizado en el algoritmo de Dijkstra (ENTERQ)

Este arreglo es utilizado en el algoritmo de Tomes -
cu para manejar el conjunto de vértices que se han

de investigar en forma inversa.

Se utiliza en el algoritmo de Dijkstra para guardar

un vector completo de distancias. (ENTERO)

Es usado como vector de cierre transitivo directo

en el algoritmo de Tomescu.

1
Es usado como vector de A\ 8en el algoritmo de --
Demoucron.
Es usado como vector de distanciasen el algoritmo

de Dijkstra (ENTERQ)

Se utiliza como vector de cierre transitivo inverso
en el algoritmo de Tomescu.
También se utiliza para guardar la periodicidad de

cada cadena cerrada (ENTERO)

Sirve como contador en el algorittno de Tomescu pa
ra obtener el nuevo orden de la matriz que resulta

de eliminar los vértices que peﬁeneéen a la intersec
cién de los cierres transitivos inverso y directo.. -

Se utiliza también como variable temporal. (ENTERA)



18) IGLASE(;, ;),"_' v

19) ::rir(i)f -

20) K1I.-

21) L1.-

22) LABEL.-

23) MD. -

'24) MI. -
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,;Arreglo bidimensiohal que ‘trata los vértices

. j.—ésimoé de la clage i-ésima(ENTERO)

Arreglo para manipular vértices durante parte del
programa.

Es usado como contador de vértices en 1a forma-
cién de las subclases de una clase cerrada en la
parte de cadenas peribédicas, {(ENTERO)

Contador para el nimero de estados transitorios
(ENTERA)

Contador de clases cerradas utilizado en el cédleu
lo de probabilidades de primera visita de estados

transitorios a recurrentes.

Variable que sirve para controlar el cambio de -
orden de 1la matriz en el algoritmo de Demoucron
(ENTERA)

Variable Temporal (ALFANUMERICA)

Contador de, Indices de vértices que serdn analiza
dos en el algoritmo de Tomescu en forma directa.
Es utilizado en forma similar con el algoritmo de

Dijkstra (ENTERA)

Contador de Indices de vértices que serdn analiza

dos en el algoritmo de Tomescu en forma inversa.
(ENTERA)
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25) MC‘LASE:(I, ‘”"', Matriz de clases, formada a partir delas sub-

26) N, -

27) NN(I).-

28) N1 (I) .-

. 29)NIVEL(I, J).-~

30)PDPV(, 7). -

31) TMA (). -

" 'gréficas fuertemente conexas obtenidas en el -

algoritmo de Tomescu. Establece la relacién
entre ‘tales subgrédficas.

Ademés es utilizado en zlojar las diferentes --
subclases que se generan en el algoritmo de Dijks

tra en la parte de Cadenas peribdicas.{(ENTERO)

Orden de la matriz de transicién de un pasa de la

Cadena Markoviana que se e¢stéd analizando.(ENTERA)
Ndmero de vértices de la clase i-ésima (ENTERA)

Ndmero de clases que se encuentran en ¢l nivel

i-ésimo (ENTEROQ)

Clase o subgrdfica fuertemente comexa j-ésima del

nivel i-ésimo. (ENTEROQ)

Arreglo bidimensional que memoriza las probabili-
dades de primera visita del estado I al estado J -~

(PRECISION SIMPLE)

Arreglo unidimensional que aloja el tiempo medio -
de absorcién a partir del estado I.(PRECISION SIM~

PLE)



32) TMO(I, J). -

33)TMPP(I, T, K). -

34) X (1, 0. -
38) Z .-

VARIABLES

HAQE I).-

2)B (1L, J).-

" Arreglo bidimensional que guarda los tiempos

medios de ocupacién del estado J a partir del

estado I, (PRECISION SIMPLE)

Arreglo tridimensional que guarda los tiempos
medios de primer paso y recurrencia del esta
do K a partir del estado J en 12 clase I {(PRE-

CISION SIMPLE)

Arreglo bidimensional que aloja la matriz de -
probabilidades de transicién en un paso del es-

tade I al estado J. (PRECISION SIMPLE)

Variable Temporal (PRECISION SIMPLE)

USADAS EN LA SUBRUTINA INVSOL

Arreglo bidimensional comdn al programa prin
cipal, el cudl almacena una matriz que se va a
invertir y cuya inversa, es colocada, en este

mismo arreglo (PRECISION SIMPLE)

Arreglo de términos independientes que se ali-
menta a la subrutina, y en el cuil se regresa,
si la hay, la solucién de un sistema de ecuacio

nes (PRECISION SIMPLE)



3y DET .~

4) 1P Jy. =

5) IR . -
6) IC. -
7) IN(M, 1). -
8) IN (M, 2). -

9) NB.-
10) NS. -
11) FI.-

12) ZM. -

Variable que almacena el determinante de la matriz

A(I, J) (PRECISION SIMPLE)

"Arreglo que indica si la columna {Renglén) j-ésima,

ha sido convertida en columna. pivotal. Esto se hace

en forma Booleana (ENTERA)

Variable que indica el renglén pivotal que se estd ana

lizando (ENTERA)

Variable que indica la columna pivotal que se estd ana

lizando {(ENTERA)

Memoriza los renglones que son cambiadosde lugar, de

bido a que existe pivoteo completo (ENTERQ)

Memoriza las columnas que son cambiadas de lugar. -

(ENTERO)

Nidmero de columnas del arreglo B (I, J). (ENTERA)
Orden de la rnatriz 4 (I, J). (ENTERA)

Valor del pivote actual. (PRECISION SIMPLE)

Variable artificial (PRECISION SIMPLE)



SIMBOLOS UTILIZADOS EN EL DIAGRAMA DE FLUJO

Conector dentro de la misma pc’igina

Conector fuera de la pégina que. se '

estd analizando

Sfmbolo decisional

Sfmbolo para procesar informacifn

Permite repetir una serie de instrucciones
de acuerdo con los pardmetros que se indi-

‘quen dentro de tal simbolo

Indica el inicio o f{inal de un programa o la

llamada o regreso de alguna subrutina

Indica una entrada de datos al programa

Indica la salida de informacién o impresién

de resultados



3.4  DIAGRAMA DE FLUJO

{a)

N

/X(K,J),hl,n
Je1 N

LA MATRIZ
ES
ESTOCASTICA

El programa empieza, leyendo el orden
de la matriz de transicién cn un paso,
en la variable entera N.

tlabiendo obtenido el orden de la matriz
pasamos a lner las probabilidades de -
transicifn en =l arregloX(i, J), por ren
glones.

Como toda matriz estocdstica,debe cum
plir que la suma de sus renglones debe
ser igual a 1, ésto es revisado en esta

parte. Se ha considerado una tolerancia
de .000l.OQbsérvese que la revisién de

los elementos X{I, I} no se hace en for-
ma estricta, es decir, éstos no son veri
ficados en el intervalo (0, 1), Se conside
ré que este error no puece ser cometi-
do a estas alturas.

LA WKATRIZ
NO ES

£
ESTOCASTICA  1pyy otro lado, no se revisa

si la matriz es doblemente
estocdstica, ya que ésto no
es de interés en la estructu
ra de este programa. Nbte
se que las matrices doble =
mente estocdsticas si ofre
cen ventajas pero no aquis



IFLAGD= O

IFLAGL:= O

TuscAR (1UD) = IV{IUD)

ZUSCAT(IUI)=TV{IUIY

IRELDITVIIY = 0

IRELLIvD 20

Aqul se inicia el algoritmo de Tomescu, 124

Cuando fue considerado, se ohservé que la matriz

Booleana cambiaba su orden. I0 es la variable que
guarda este orden. Légicamente 10 debe empezar -
valiendo N. II es un contador referido al ndmero -
de clases de equivalencia o subgrificas fucrtemente
conexas que se pueden generar.

Debido a gue el comienzo del algoritmo es arbitra-
rio en cudnto a vértices se refiere, no se sabri a-
priori cudles serdn los vértices que se climinardn.
Para solventar el problema, manejaremos los vérti
ces (estados) como arreglo. De ésto serd necesario
inicializar el arreglo de vértices,

IUD es una variable que tiene la funci6én de indicar
cudl es el 'nimero' de vértice que Se estd investi-
gando en forma directa (Por renglones).

IU], tiene la misma funci6n que IUD pero la investi
gacién es en.forma inversa (por columnas),

MD es un contador para el nimero de vértices que
se tendrd que investigar en forma directa.

MI es utilizado en la misma forma que MD pero en
forma inversa,

IFLAGD es una condicién de convergencia en forma
directa, es decir, cuando en forma directa no es -
posible etiquetar ningln otro vértice, esta variable
se vuelve 1, en caso contrario vale cero.

IFLAGI es igual que IFLAGD pero su funcién es es-
tablecida en forma inversa.

IUSCAD(IUD) es el vértice que actualmente se cstd
investigando. En este caso se inicializa con el pri-
mer vértice (arbitrariamente)

IUSCAI({IUI) resulta similar a [USGAD{IUD) pero en
forma inversa .

En esta parte se inicidlizan los vectores de etique
tas en forma directa e inversa, IRELD e IRELI ~
respectivamente. Se considera un vértice no etique
tado, si su etiqueta vale cero.
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De acuerdo con el algoritmo de Tomescu, se con
sidera que el vértice que se estd investigando de -
be ser incluido en el cierre transitivo, es por eso
que es marcado con uno, Nétese que las etiquetas
6 valdrdn unoc o cero, cs decir no interesa con que
sean marcados los vértices, sino solo cudles sean
marcados, Para poder saber si algunos de los vér
tices de etiquetas, ya no puede ser marcado, se han
utilizado contadores ICD, ICIL de convergencia los
cudles,si llegan a valer ¢l orden IO de la matriz -
asignan valores de 1 ya sea a IFLAGD o a IFLAGI,
segdin suceda,

Establecido lo anterior pasemos a ver la l6gica de
etiquetar. Nos valemos de una sola instruccién re-
petitiva para recorrer la matris en sentido directo
¢ inverso; preguntamos si la oondicion de conver--
gencia directa se ha cumplido, si no, preguntamos
si el vértice 1V (J) ha sido ctiquetado, Si no ha si
do ctiquetado, investigamos si existe relacién, si

i nlALML V)

existe, entonces marcamos dicho vértice con uno,
incrementamos el ndmero de vértices que tendrén .
que ser investigados y los identificamos.,

En caso de que las dos Gltimas preguntas no se -

cumplan, ¢stas van a contribuir a incrementar en

uno, la condicién de convergencia ICD, Terminado
- este andlisis en forma directa, pasamos a procesar
las etiquetas en forma inversa, lo cudl resulta re~
Jundante en cudnto a explicacién sc refiere.




IFLAGD T

TFLAGL s &
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Para que una iteracién finalice, tiene que
cumplirse simulténecamente que todos los
vértices contabilizados, tanto en forma di
recta como inversa, hayan sido etiquetados
(IUD.EQ,MD.AND.IUL.EQ.MI} y adicional-
mente que las condiciones de convergencia
su cumplan (ICD, ICI).

Si falla cualquiera de los elementos enuncia
dos, se pasa a investigar en forma parcial,
si en algunos de los sentidos directo o inver
so, se cumple lo anterior.

En caso de que se cumnpla en alguno de los
sentidos, la variable correspondiente, ya sea
IFLAGD o IFLAGI, valdrd. uno, en caso contra
rio se inicializa la condicién de convergencia,
ya sea ICD o ICI y se pasa a la investigacién
del siguiente vértice aumentando el {ndice co-
rrespondiente IUD o IUI y se regresa a la 16
gica de etiguetacién.

Si la condicibn de termminacién se cumple pa-
samoas a F4,
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Cada vez que una iteracién finaliza debe investigar-
se la interseccién de los cierres transitivos. Esto
arrojard cl ndmero de estados y cudles son los que
pertenccen a la clase. Pucs bien, NN(II) es el nd-
mero de estados de la clase I, Asl como hay que
obtener los vértices que pertenecen a la clase, tam
bién hay que obtener los que no pertenecen, pues
éstos se usarédn cn la siguiente iteracién.

RH{IT)= O

IGO tiene la {inalidad de contarles y JV(ICO)
de memorizar cudles son los que no pertene
cen, QObsérvese que la interseccién de los -
cierres transitivos cs establecida en el con-
dicional,

IRELOUYID,
£40.1. AND FRELT(IVCIDD

E! arreglo bidimensional ICLASE(II, NN(II))

es el encargado de memorizar el vértice nd-
mero NN{II1) de la clase II. Al salir de esta
parte se pregunta: si la variable ICO es me-
nor que uno, significa que ya no existen vér-

ICP = ICO + |

B
JV{ICBI=IV (1)

. { tices sobre los cudles actuar, en cuyo caso

ICLASE{II,NN(II)): TV (I)l . el algoritmo finaliza. Si existiera uno, éste
k quedarfa determinado por eliminacién y seco

QO locarfa en su clase correspondiente, con lo

que también finalizarfa el algoritmo de To--
mescu,

Por dltimo si ICO fuera mayor a uno,
pasarfamos a preparar otra iteracién,
incrementando en uno la variable II,
cambiando el orden IO por ICO y colo
cando los vértices que no perte-
necleron a la dltima clase obtent
da en el arreglo IV ().

Cuando ¢l algoritmo de Tomescu fina-~
liza pasamos a inicializar la matriz de
clases.

MCLASE(L,J)= 0

MOLASE (3,T)=0



X(TCLASE(T, ), ICLASEK LG .

IV(I}= I
IRELD (I):0
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Recuérdese que las clases se consi-

deran como nuevos vértices. Esta --
etapa del programa se dedica a for--
mar la matriz de esos nuevos vérti--
ces, la que se llamard matriz de cl_a_
8es,

Esto se hace para poder llevar a cabo
1a ordenacién de dichas clases median
te el algori_tmo de Demoucron,

Para no gastar memoria, se posde wt_i_
lizar el vector [RELD para usarlo co-
mo vector de A .

Si se recuerda el algoritmo de Demou-
cron utiliza un vector /\ 's donde va -
obteniendo los diversos niveles o gene-
raciones de la grdfica ordenada.

Asl mjsmo, con la finalidad de no gas-
tar memoria, se ha utilizado el arreglo
1V (I} en el algoritmao,

Qhsérvese qué se suscita la situwacién -
de ir eliminando vértices por lo que ez
necesario manejarlos como arreglo.

De lo aaterior, entances, inicializamos
los arreglos IV {I) ¢ IRELD({I} y proce~
demos a ordenar las clases, apoyados
en la matriz de clases as{ formada,
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Debido a que el vector /A va
cambiando de dimensién, pues
IRELD, cambiard también, L1
es la variable que tendrd la -
funcién de conservar este cam
bio de dimensién. II1 es una
variable que sirve para contar
el nimero de niveles.

Formamos el vector inicial, el
cudl, en cada uno de sus ete--
mentos contiene la suma de un
renglén (suma sobre columnas),

El cambio de dimensién en el -
vector IRELD nos conduce a uti
lizar la variable ICO para con-~-
tabilizar los vértices que no son
de shechados, porpertenecer a una
determinada generacién.

N1 (I11) es un arreglo que cuen-
ta cudntas clases pertenecen al
nivel IIl.

El condicional sirve para escoger
aquellas clases que pertenecenal
nivel 1I1, luego éstaa son conta-
bilizadas e identificadas por el --
arreglo bidimensional NIVEL (111,
N1(I11)) el cudl se traduce, como
la clase niimero N1{II1) del nivel
111, El'arreglo JV(ICO) va identifl
cando los vértices que quedan poi-
analizar. De nuevo IGO podx{ llevar
a varios caminos mediante el condi
cional.

Si ICQ e8 menor que uno el algo-
ritmo de Demoucron ha finalizado.
Si sélo resta una clase, ésta per-
tenecerfa a un nivel ella sola y -
ya no tiene caso investigar.



TIN=TI11+1

NVELITTINILT=WVIIER) |

i IRELO(LV{) = TRELD(IVIJ)1-MCLASE (IVW) , NIVEL(III,I))]
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La clase restantc es contabi-
lizada e identificada.

Si ¢l nimero de niveles IIl -
es igual a uno, sélo existirdn
estados recurrentes y Se ten-
drfa que pasar a F9, pero si
11l es mayor a uno, existen

estados transitorios. Nétese -
que IIl no puede ser menor -
a uno.

Si el nimero de clases restan
tes ¢s mayor a uno, entonces

se procede a restar del vector
IRELD las columnas de las --
clases dltimamente obtenidas,

se aumenta el nimero de nive
les y se cambia el orden del

vector IRELD en la variable -
Ll.



[xa o 2 xorvin, vun]
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El hecho de que el proceso pa-
se por aqul, indica la existencia
de estados transitorios, La va--
riable K1 es un contador para -
determinar el niimero de estados
transitorios; es necesario también
identificar cudles son estos esta-
dys transitorios. Utilizaremos -~
el arreglo IV {I} para lograr es=
ta identificacién,

Obsérvese que la primera instruc
cién repetitiva se inicia del nivel
dos en adelante, por lo que sélo

s¢ cstén considerando estados «--
transitorios. En realidad lo que =
se cstd obteniendoestla submatriz
Q.

Habiendo ider:ificado la matriz Q
caleularemos la matriz (1-Q),ya
que esta matriz es utilizada tanto
en la obtenci6n de los tiempos me
dies de ocupacién, como en las -
probabilidades de primera visita
de estados transitorios a recurren
tes.

La matriz (1-Q) se ha asignado
a la matriz A{I, T).

Habiendo terminado ésto, pasamos
a Fg.
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(g}
TMA(I) es el arreglo que sirve para

calcular los tiempos medios de absor
cién, En cesta parte los inicializamos.

Utilizaremos la variable L1 para con-
tar un estado por clase recurrente y

para identificar dichos estados. Esto -
es asf, porque si se recuerda en la -
parte de probabilidades de primera vi-

TMA(I}= O I
sita de estados transitorios a recurren

tes, bastaba calcular dichas pro'babil.i-—

1: 0 dades a sélo un estado de ta clase, pa
2

Pues bien, de ésto, JV{Ll) nos servi
r4 para copiar un estado por cada --
clase recurrente.

Antes de pasar a calcular las probabi-
lidades de primera visita de estados =~
transitorios a recurrentes, tenemos --
que calcular agquéllas que resultan tri-
viales y es esta etapa la que se dedica
a ello,

ra tener las probabilidades de primera
u visita a todos los estados de dicha cla
’

se, ya que resultaban cquivalentes. -~
l JVILI): ICLASE (NIVEL (T, 4),1 )l

El condicional sirve para identificar

el nivel. Si I es diferente de uno enton
ces se trata de estados tranaitorios, en
caso contrario, se trata de estados Te-
currentes.



IFLAGT

IFLAGD = O

IFLAGT =~}

l IFLAGD: |

1

K2 NNRIVELIT,J))

K31 HNMNIVEL( KD

Y
[TMETICLASEINIVELLT,J},K2) TCLASEINIVEL(I K), K3 IFLAGT]

[PDPVATCLASE(NIVEL(T, 3}, K2) TCLASE(HIVELY K}, K3 )i TFLAGD

IFLAGD: O

K321, NNENIVEL LKD) Y

7
v}

{T14 0T T CLASEMNIVELIT, 1.k, 1 CUAGEGRVELILRY 120 TFLAGT |

ﬁ».-.oncusumvr. LOLK), R3L 1O ALy (rquLu,A).n?n: IFLI.GHJ

L.
[ropvizcLasetavi Li ki K3), TeA2

HIVELIT, ), K2} 2ZFLALEE
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En el caso de que estuviéramos cn el
primer nivel (clases cerradas), tendria
mos que identificar si nos encontramos
dentro de una misma clasc cerrada o -
en diferentes. Esto lo establece el con
dicional, comparando J con K; si son

iguales las fjk:l y su rjkzco (fkj =1

s rkj = oo ), Para poder saber si es

infinito o no, en la impresi6én de resul-
tados y dado que no existen tiempos me
dios de ocupacién negativos, utilizameos

como sefial un -rjk=—1 para fines de pro
gramacifn,

En caso de que nos encontremos en cla
ses diferentes cerradas, sabemos que -

las fjk =0 y Tik =0,

Pero si tenemos estados transitorios, -
entonces sabemos que las f.) =0 sij
recurrente y k transitorio, luggo «~-
IFLAGD=0

De una clase ablerta se puede tener ac
ceso o no a una clase cerrada, ésto -
se establece en el condicional median~
te la matriz de clases, Dependiendo de
ello: si se tiene acceso el T = an
(IFLAGI = -1), si no, entonces rjk=0 .

En todos los casos rjk =0 si j recu---
rrente y k transitorio.



Ke 1 NALRVELLLLI)) W

|

Ia(u.n « BiM,TH+ XTIVIM), TCLASEINIVELULI), Kt POPV{ICLASE (HIVEL(L I}, K}, I ¥{I}) ]

3
kg [eAtTvign s vacvitne sty ]

"

froevivi sV At n/a e}

[Forvixvin, e « = 1/ a1 ]

.,
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Si no existen estados transi
torios el cdlculo de tiempos
medios de ocupaci6n de ta--
les estados no procede y por
tanto no existe la matriz Q.
Supongamos que 111> L. Si

ésto sucede pasamos a cal
cular el arrcglo de términos
inde pendientes B (M, I} el =~
cudl tendrd Kl renglones y -
L1l columnas de acuerdo al

ndmero de clases cerradas.

Hecho ésto, obtenemos la ma

triz potencial (I-Q)7}, la cudl
se regresa de la subrutina --

INVSOL en A y la solucién pa
ra las f5, siendo j transito-
rio ¥ k recurrente, en el arre
glo B.

Como las A{l, J) son los tiem
pos medios de ocupacién, se
asignan alarreglo TMO y co-
mo los tiempos medios de ab
sorcibn son la suma de los -
tiempos medios de ocupacién,
éstos son sumados en el arre
glo TMA. Por otro lado, si

se recuerda que las fjk para
j» k transitorios se pueden -
calcular a partir de los tiem,
pos medios de ocupacién me=-
diante:




{13}

m '
RELT ()30

IRELT (1}a 1
.
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Coino se mencioné antes, cuan
do se utilizé la subrutina ----
INVSOL, las probabilidades de
primera visita de estados tran
gitorios a recurrentes se encuen
tran en el arreglo B(J,K). El -
arreglo PDPV es el arreglo de
las probabilidades de primera
visita y por tanto las B(J,K) -
son asignadas a PDPV en lo -
que corresponda,

' Estamos en posicién de calcu-

lar los tiempos medios de pri
mer paso y de recurrencia. -
Apravechamos en esta etapa -
del programa, la estructura -
del mismo, para ver la posi-
ble deteccidén de cadenas ape-
riédicas. El arregle IRELI(I)
es utilizado para memorizar
la periodicidad de la clase I.
5i el nimero de estados de -
la clase I es uno, el TMPP
(L 1,1)=1.

La deteccidn de ta periodici-
dad igual a uno, se hace com
parando los elementos diage-
nales de la clase con cero.

Si existe al menos uno diferen
te de cero, la clase es aperif
dica, en caso contrario no se
puede afirmar nada adn acer-
ca de la periodicidad.
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Para calcular los TMPP(L, J, K}
se utiliza el artificio de crea--
¢ibn de cstados absorbentes den
tro de la clase. Asf para cada
crecacién de estado absorbente,
se tiene que calcular una ma--
triz A{I,J) 2 invertir y encon--
trar en B(I, 1) la solucién.

En realidad csa es toda la 16gi
ca que se presenta en esta pi-
gina,

TMPP(], J, K) signifi-
ca tiempo medio

de primer paso del
cstado J al estado

, THPPILJ, ¢} s THP L0, 00+ X AL CLATE (NIVELI, T, 20, T/(RINBIX1) J K en la clase I.

[axtrver srcvase el el

Mt RN NIVERDIY

4
ols JUI +1

[Au ugwz) « T—RIEVIIVD), XCLA!!(NN[L(I.H,H))‘

Después de que se calculan
los tiempos medios de pri-
mer paso, se calcula el de
recurrencia en funcién de -
los anterioTes.

Aqul se hace la asignacién
de los tiempos medios de
primer paso contenidos en
B(K,1) a los TMPP(L,M,J)



137
Pensando en un shorro de memoria se ha con
siderado que el arreglo B(i, J), alejard tas «-
probabilidades estacionarias., Es por eso que -
B(I, J)} es inicializado en este punto.

B(I, J} ya no tendrd ninguna otra funcién de aqul
n en adelante.

El condicional establece 12 aperiodicidad de
la clase I. Si es aperifdica se va a ¢ en -
caso contrario, se sospecha que la clase I
es peribdica (IRELI{I)>>1). En el dltimo ca-
s0 se procede a aplicar el algoritme de ---
Dijkstra para la determinacién de la perlodi
cidad de la clase i-&sima. Se hace la peri;— X
dicidad igual a menos uno y se copian los --
vértices de la clase cerrada que Se esté ana
lizando en el arreglo IV(M} para una manipg
lacién més rdpida y flexible.

TV (M) s TCLASEINIVEL (4, T) M)

IRELD serd el vector de marcas y JV(I} el -
arreglo destinado a contar el nimero de esta
dos de la subclase I para una clase cerrada
especificada. Para cada clase cerrada que se -
analiza, cstos arreglos son inicializados.

IUD es el Indice del vértice que se estd anali
zando. MD es el contador de vértices que se
analizardn ¢ IUSCAD (1) el vértice que se estd
investigando. Como aqui si interesa el valor -
de la marca, I0 serd la variable que indica -
tal marca.




4
MO MDY

L oo v

Al

Tub:TUDt |
g

{10 = xRELDITUSCADITUDY* 1 |

TUSCAT (IVIK)kIRELDIIV(KH]
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Tista parte establece la correspondencia
entre el vértice IUSCAD (IUD) y los de -~
mids vértices de la clase mediante el -
condicional, En caso de existir corres-
pondencia entre los vértices IUSCAD e

IV y é&ste dltimo no haya sido ctiquetado,
se procede a etiguetarlo con la mareca -
10, se contabiliza en MD y se identifica
cn IUSCAD (MD). Al terminar este andli-
sis se pasa 2l siguiente vértice candidato
a investigarse, incrementando IUD en uno
y se obtiene la marca 10 correspondiente
a dicho vértice la cudl se¢ plasmard en -
sus correspondientes.

La variable IFLAGD se catablece 2blo -
para restringir la trayectoria del algo-

ritmo, encaminada a obtener un vector

IRELD qu: se haya etiquetado completa

mente para poder copiarlo en el arre
glo IUSCAI. Como se vié en el algorit-

mo de Dijkstra aplicado a cadenzs perid
dicas, dste busca circuitws de longitud ~

minima. Para revisar si una cadena es

peribdica o no, se requizre por lec me-

nos un vector campleto de distancias de
cualquier vértice a cualquier otro y las

distancias minimas de clirenitos de cada
vértice (distancias Jdiferentes de cero)s -
Cuendo se logra un vector completo, la

variable IFLAGD es igual a uno. Cuando
&sto sucede, el condicional de tal varia-
ble manda a preguntar si el vértice que
se estd investigando es el mismo del que
se partif, en cuyo caso converge la ite-
racién.

El condicional de MD+l establece que -
todos los vértices que deben investigar-
se, sean investigados y por dltimo el -
condicional de MD-l establece que el -
vector IRELD sca totalmente etiquetado.




TRELI(IFIRELD{IVU})

< TRELI{Y):IRELD{IV{J}}

{IRELD(:V(J)F MI l

[ z: TRELDITVOY IREQ |

[Tur: {2~ TUT)HIRELLIT)+.5 |

A/
[z=1RErz(m) /7 TMpriT g0} ]

[8txcLASErMIVELTI, T },K} TCLASE(NIVEL(1,T),J02 2 ]
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© Seme la periodicidad de una cadena se

devepruina como el miximo comdn divi
sor £& i2 longitud de todos los circui-
tos, éste se va calculando progresiva-
mente mediante el algoritmo de Eucli-
des. Recuérdese que IRELI(I) se hace
negativa inicialmente.Esto indica que es
la primera distancia que se calcula y

por tanto no hay con que comparar.

La periodicidad TRELI(I} siempre serd
menor o igual que la menor de las lon
gitudes de los circuitos.

En IUI se calcula el residuo de la di-
visién de IRELD(IV(J)) e IRELI(I); si

este residuo resulta igual a cero el =~
miéximo comdn divisor se encontrard

en IRELI{l), en caso contrario se si-
gue con el algoritmo de Euclides.

Esta parte se dedica a calcular las -
probabilidades estacionarias, dividien
do la periodicidad obtenida entre el -
tiempo medio de recurrencia y asigndn
dola a los correspondientes estados en
el arreglo B.



FOEn {71
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Teniendo el vector completo de distan-
cias IUSCAI(I), se pasa a formar las
subclases vistas en el andlisis de cade
nas periédicas,

Estas subclases de equivalencia son -
las MCLASE (I,J}, donde I es la mar-
ca o caracteristica de esa subclase y
J el nimero de vértice de la misma -
subclase,

TRELID)
Juscartzved))

TUSCATIIVI I » TUSCAT(IVIIN -IRELI(I} I

IVITUSCAT (IV{J1} ¢ FY{IUSCAT{IVIIH + L l

[ HCLASE{IUSCAZ (IVITI), IVITUBCAT(IV(INe IV(d) l

@ HuscATtrviny s
HI
. ’

Si existe una distancia mayor a la pe-
riodicidad considerada, esta distancia
se reduce, pués Se supone que €85 ~=--
X moed (IRELI{I)) donde X es la caracte
r{stica de csa subclase.

En esta parte se revisa la corresponden
cia entre subclases (Teorema 2,7) 8i -
es que la existe, En casg de que no se
cumpla, la cadena resulta aperitdica, -
En caso de que si se cumpla dicha co--
rrespondencia los estados con igual mar
ca forman las respectivas subclases.



[Z:IRELTITV/ TMPP(T,J, 1)

e

[ BIMCLASE(TUSCAT(TV(VN,K), TVIJNs Z

[Z0T=ICLASE(MVELL,T),JT |

[Tun = zcLASE(RIVELIK L), MT___ |

B{IUD,TUT} s PDPV{TUD,IUIIX2
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Cnando la periodicidad es mayor o

igual que dos, esta parte calcula -

las probabilidades estacionarias co-
rrespondientes utilizando la relacién
de la perindicidad y los tiempos me
dios de recurrencia,

De nuevo estas probabilidadea son -
asignadas al arreglo B.

Habiendo calculado las probabilidades
eatacionarias para las clases cerradas,
8i existen estados transitorios {[I13£1)
ge procede a calcular las probabilidades
estacionarias de estados transitorios a -
recurrente s.

Estas probabilidades son calculadas co
mo el producto de las probabilidades -
de primera visita de estados transito--
rios a recurrentes por las probabilida-
des estncmnarms de tales estados recu
rrentes.



LABEL3'CERRADA

NIVEL{Z,d),
LABEL

ICLASEINIVELE JJK

L LABEL
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En esta hoja se¢ presenta el
seguimiento para la impre--
si6n de la clasificacitn de -
estados.,

Se imprime el nivel,

'Se imprime la clase J perte,
ciente al nivel I y su tipo--
{cerrada o abierta)

Se imprime el astado ICLASE
pertenciente a la clase ~eae--
NIVEL(L J) y su tipo {absor--
bente, recurrente, transitoric
o 8in retorno)



POPV (T4},
T:t,N

THA(T),

I=,N8)

TMPP{I,J K],
J=1,NN(NIVEL(1,TY)
K1 NR{NIVE L1

"~ Se
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imprime la matriz de tran

sicifn en un paso de la cade-
na que se estd analizando.

Se
de

Se
de

Se
de

Se
de

imprimen las probabilidades
primera visita fjk\;( jrk€E

fmprimen los tiempos medios
ocupacién :ij Vilte B

imprimen los tiempos medios
absorcién m ¥ je B

imprimen los tiempos medios
primer paso y de recurrencia

para la clase T del nivel 1 del -~
estado J al estado K



IRELI{I)

B(ICLASE(NIVEL(I
J) TCLASE(NVI

K},
=L, NN(NIVEL {1 1))
Kel HERIVEL [ R

H

)

Py

W oW

N
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Se imprime la periodicidad de
la clase I cerrada,

Se imprimen las probabilidades
estacionarias de la clase I pa-
ra los estados de dicha clase.

Se imprime la matriz estocds -~
tica estacionaria completa.



SUBROUTIME TNVSEL (A,B,NS,NB, DET)

A
TN = AT, )
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Esta subrutina sirve, tanto para in-
vertir matrices como para resolver
un sistema de ecuaciones simultdncas.

La matriz de coeficiontes entrz en cl

arreglo A y el vector o vectores de -
términos independientes en el arreglo

B, NS cs el orden de la matriz A y -
NB el ndmero de vectores de términos
independientes.

Se utiliza ¢l método de Gauss-Jordan

con pivoteo completo y la inversa se

coloca en el mismo arreglo A y la sg
lucién al sistema en ¢l arreglo B.

£l arreglo IP(J) puede valer cero ¢ -
uno; valdrd ¢ero si la columna I s¢ ha
convertido en unitaria, virtwalmente, -
ya que en realidad la matriz identidad
no aparece en algin arreglo especifico.

Se hace una bisqueda del pivote mayon
Este queda memorizado por medio de -
tos Indices IR e IC, doade IR es clren
glén ¢ IC la columna del pivote. -
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PL 3 ALIR,IC)

ABS{PI).
LT.. 0000001

Se asigna a la variable PJI el
pivote seleccionade en la bds
queda anterior. Si este pivo-
te es menor que. 0000001 {to~
lerancia establecida) la ma--
triz A es singular y ya no -
se puede seguir. En caso -
contrario, camo el dctprmi_
nante ¢5 ¢l producto de los
pivotes se almacena tal pro
ducto progresivo en DET.

I EL SISTEMA
ALIMENTADO NO
PUEDE SER

PROCESAD

RETURN

b

DET:DET % PI

Tui{M,1} = IR

IP(IC)=

i GComo leos renglones y colum-
nas se intercambian es nece-
sario memorizar tal intercam
bio y esto se logra mediante
el arreglo IN(N,J); cuando ~-
J=1 se trata de renglones y -
cuando J=2 se trata de colum-
nas.

Aqul se Ueva a cabo el inter
cambio de renglén o colummna
dependiendo si el pivote que
se haya encontrado estd enla
diagenal o no,

A
A(IR,J}: A{IC,V}
ALIC,J): IM

NB. EQ.0
NO

,
:

HICW) = Zn I

Si esisten términos indepen--
dientes e¢s necesario ( o no)

llevar a2 cabo el inte rcambio

correspondiente.




ALXCIC)= 1

RS

A(IC,Jd}=al1c,d}/PT

NO

8{IC,Jd) =B(IC,J}/PL

ZM:z AT, IC)

A(I,IC):= 0

ALY, dVs A(T,J) -ZMRA(TC,J
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Para evitar problemas de to-
lerancia se hace directamente
A{IG,IC)=1.

L(.\ego se lleva a cabo la di -
visi6n sobre los coeficientes
det renglén pivotal entre el -
pivote,

Si existen vectores independien
tes se aplica la divisidén sobre
tales vectores.

En realidad se lleva a cabo
el método de Gausa-Jordan
en esta parte.
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[Bix,3)= B(1,9 - zux81C, 4 |

Terminado el proceso del -

RETURN método de Gauss-Jordan se
. lleva a cabo un reordenamien
to progresivo para colocar de

X nuevo en su lugar original a
Te=NS- M4l £ND 3 los coeficienteés que fucron in
tercambiados.

A{%,IR)=A(T,IC)




3.5 EXPLICACION DEL USO DEL PROGRAMA PARA MICROCOMPU’I‘A—
DORA TRS-80 -
El programa antes enuciado, fue implementado en una microcomputadora

TRS-80 RADIO SHACK en lenguaje de programacién BASIC.

Pasemos a ilust;rar su funcionamiento:

1). - Habiendo cargado el programa en la mdquina (listado que se presen
ta al final del capftulo) se inicia la sesién, tecleando el comando -
RUN, a lo que la méiquina contestard ""CADENAS DE MARKQVY y -
después de algunos segundos pondrd el letrero; ""SOY UN PROGRA-
MA QUE SIRVE PARA ANALIZAR CADENAS DE MARKOV FINITAS
Y HOMOGENEAS; PRESIONA ENTER'", 2 lo que s¢ debe contestar -
presionando la tecla ENTER. Hecho ésto, aparecerd un letrero pre-
gunt: ndo el orden de la matriz de transicién, es decir: "ORDEN DE
LA CADENA?Y? ", Para responder, tecleése el orden de la matriz v
presione la tecla ENTER. Luego la mdquina preguntari por las pro.
ba.bilic.la.des de” transicién una a una por renglones. Para introducir-

" las tecleése las probabilidades de transicifn y presiénese la tecla -
ENTER. Habiendo terminado, de introducir las prebabilidades, segdn

si hayan sido correctas o no, la mdquina contestard:

a) Si la matriz introducida es incorrecta la méquina contesta-
rd:"LA MATRIZ NO ES ESTOCASTICA TRATA QTRA VEZ"

y estard lista para introducir de nuevo la matriz,
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Esto’ sucederd también ‘en caso de que alguno de los ren
glones de la matriz no sume uno, en el momento de ter:

minar de introducir el ‘renglén defectuoso.

b))  Si'la matriz es estocdstica, la mdquina revisard si es -
adermds doblemente estocdstica en cuyo caso imprimird -
el letrero correspondiente y habrd que esperar 2 que ana

lice la cadena.

Al pasar la etapa anterior la mdéquina mostrard lo que hizo y lo que

puede hacer de la siguiente forma:

ESTRUCTURA DE RESULTADOS

(01) CADENA QUE SE ESTA ANALIZANDO

(02) CLASIFICACION DE ESTADOS

(03) PROBABILIDADES DE PRIMERA VISITA

(04) TIEMPOS MEDIOS DE QCUPACION

(05) TIEMPOS MEDIOS DE ABSORCION

(06) TIEMPOS MEDIOS DE PRIMER PASO Y RECURRENCIA

(07) PROBABILIDADES ESTACIONARIAS

(08) MATRIZ ESTOCASTICA COMPLETA

(09) PROBABILIDADES DE ESTADO DE PASO ENESIMO

(10) PROBABILIDAD DE PRIMERA VISITA A UN ESTADO EN N PASOS

(11) DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD INCONDICIONAL INICIAL



(12} INTRODUCCION DE UNA NUEVA CADENA

{13y ALTO

Del nimero (01) al ndmero (08) son cdlculos que la méquina realizé,
el punto {09) y el (10) son cilculos que puede realizar, de acuerdo a
las necesidades del usuario. Para solicitar cualquiera de los puntos

anteriores s6lo hay que teclear los digitos encerrados entre parénie-
sis: la médquina responderd y para retornar, a que muestre la estruc

tura de resultados sélo hay que presionar la tecla ENTER.

La méquina detecta errores de usuario en los puntos (09) y (10).
Pues bien la dnica forma de conocer lo que hace este programa es -

probdndolo.
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APLICACIONES



4.1 INTRODUGCION

Se han buscado aplicaciones que ilustren en su desarrollo gran parte
de los conceptos que se han venido cubriendo a lo largo de este tra

bajo.

Es claro, que no necesariamente se puede encontrar una interpreta-
cién prédctica a todos los conceptos y por tanto sélo algunos de ellos
serdn sefialados, en donde corresponda para una determinada aplica-

cidn.
4,2 ENDOGAMIA

Lo que se pretende, al consviderar este tema, es presentar la expli-
cacién de un resultado que ha venido sucediendo por cuestiones res-
trictivas, sobre el apareamiento cons‘angu{neo, de dos elementos de
sexo opuesto de determinadas especies y sobre algunas otras de Te-

produccién asexual,

Un caso particular de endogamia se ha suscitado en un grupo reli-
gioso, geogréfica y culturalmente aislado denominado OLD ORDER -
AMISH en Pensilvania, Ohio, Indiana y Ontario, el cudl ha presenta

do el sindrome de Ellis-van Creveld y algunas otras enfermedades -
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recesivas raras.

Aunque la endogamia es menos frecuente en poblaciones de gran ta-
mafio y con tendencia a disminuir, cobra interés en el estudio de la
patologia en pequefias poblaciones y en el comercialismo de ciertas

especies animales como la chinchilla, el visén, etc., en donde se ~
busca procrear descendencias cada vez més puras de un determinado

rasgo deseado.

Un caso, un tanto desagradable, fue el que ocurribé en los llamadas
"Campos del Amor'' establecidos por Hitler, el cuil buscaba el {filtro
de la raza humana, tanto intelectual como fisicamente, seleccionando

los mejores elementos y procredndolos entre ellos.

Llevemos la ilustracién a un caso en especial. La sangre de un ser
humano estd constituida por glébulos blancos y glébulos rojos. Los -
glébulos rojos tienen la funcién de transportar oxigeno. En ellos exis
te un piS'mento protefnicc llamado hemoglobina, En individuos normales

existe la hemoglobina del tipo A representada por un par de genes AA.

Cuando en la hemoglobina se suceden alteraciones genéticas se consi-
guen genes del tipo SS que cambian la forma de los glébulos rojos pro

piciando su destruccién lo que se traduce en una anemia.

De lo anterior podemos conseguir seis posibles uniones diferentes pro
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duciendo hijos que pueden tener genes del tipo AA, 55 6 AS. Los -
‘dos primeros se caracterizan por ser homocigotos o de un solo tipo

Y 'el Gltimo, heterocigoto.

Asl podemos construir una tabla para los diferentes tipos de unién y
calcular las probabilidades de tener un hijo con alguno de los tres -

tipos de genotipos. (AA, SS, AS)

TIPQ DE UNION PROBABILIDADES DEL. GENO-
TIPO DEL HIJO
AA AS ss
1 AA con SS 0 1 0
2 AA con AS 1/2 1/2 0
3 AB con AS 1/4 1/2 1/4
4 AS con S8 0 1/2 1/2
5 AA con AA 1 0 0

6 SS con SS [ 0 1

Expliquermnos como fueron obtenilas, por ejemplo las probabilidades para
los genotipos a partir de la unién 3 (AS con AS), Siempre existen 4
posibles formas de unifn, es declr, el primer gen A con uno de los

dos genes A 6 Sy el gen S con uno de los dos genes A o S, as{ exis-

ten AA, AS, SA 6 SS entonces:

P[AA] =-i-- . P [(AS)U(SA)] = _.:11__+_;__=_;__, P [ss] =1



Supongamos que tenemos una poblacién pequefia o que restringimos

(como en algunos grupos aislados) la reproduccién de la especie a

llevarge a cabo (inicamente entre descendientes. A partir de un de

terminado tipo de unién, podemos obtener la probabilidad de todos

. . ’ -
los tipos de uniones,lo cual repregenta una cadena Markoviana: Cong

truyamos ésta,

considerando cada tipo de unién como un estado po-

sible y hagamos referencia a este tipo de unién por su ndmero: ---

(I.a unién 1 es AA con S5}

p13(1)=0
p2(1)=0
Py3(1)=l
Py4(1)=0
Py (1)=0

plé(l)=0

p21(1)=2x—%-xo=0
p22(1)=2x
P23(1)=..1_x
P, (1=
py5(l)=

Pagll)=0

p31(1)=21
1 x
P32(1)=2x-2“
_141
L

2 1
Pyg(l)=2x 7

2
x

p.4

1
K3

x 1

4

1 x 1
T T

ot

i
KN
L

4

As? podriamos seguir de lo que resulta la Cadena Markoviana homogé

nea y finita:

P (l)=

o 1/21/4 0 1/4 0
1/8 1/4 1/4 1/4 16146
1/4 1/2 0 1/4

o] 0




15§

Al analizar esta cadena sye ha obtenido que existen dos estados ab-
st.arbentes: dstos son AA con AA y SS con 5S. Esto significa que -
las descendencias ulteriores alcanzardn los tipos de genes AA o -
SS tarde o temprano. Si se cae en SS se tendrdn anémicos puros,

en caso contrario si se tienen AA serdn del tipo normal,
Todos los demé&s tipos de unién son transitorios.

Se obtuvo la siguiente matriz de probabilidades de primera visita:

1 2 3 4 5 6
1 r.zso .500 1.000 .500 500 ,500
2 |.,125 625 .500 .250 .750 ,250
3 |.250 .500 .625 ,500 .500 .500
{fi}-
) 4 1,125 ,250 .500 .625 250 .750
5 0 0 0 0 1 0
6 | o 0 0 0 0 1 J

Lo que es interesante observar en esta matriz son; la probabilidad
de. primera visita del tipo de unién 5 a partir del tipo de unién 2y
la probabilidad de primera visita del tipo de unién 6 a partir del B
vo de unién 4. Hstas probabilidades son altas y significan que si la -
descendencia se inicid’ en tal tipo de unién serd pura con altas proba-

bilidades.,

Estas probabilidades son un indicador valioso para un médico ya que
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al tomar la historia familiar es absolutamente obligado preguntar
si hay consanguinidad de los padres. Ante un paciente, sobre to-
do un nifio, cuyo trastorno no corresponde a ningdn diagnéstico -
neto y claro, la historia de consanguinidad de los padres, muchas
veces es el primer dato que da la pista de que el paciente estd -

sufriendo un trastorno raro heredado en forma recesiva.

Por otro lado la matriz de tiempos medios de ocupacién nos rmues
tra el nimerode descendencias promedio que tendrdn que pasar a
partir de un determinado tipo de unifn, en cada tipo de wnién, an

tes de convertirse en un tipo de unién pura. Tal matriz es:

1 2 3 4 5 6
111,333 1.333 2,666 1.333 oo o
2 .167 2,667 1,333 666 oo oo

3 .333 1,333 2,666 1.333 oo oo

-
4§ .167 667 1,333 2.666 oo o
5 0 0 0 0 o 0
6 0 0 0 0 0 o

Lios tiempos medios de absorcién indican también un dato interesante,
Estos significan el tiempo promedio en el cudl se alcanza un genotipo
homocigoto a partir de un determinado tipo de unién inicial. Por ejem
plo, en el caso de la anemia, si se propicia la unibn de los'descen—-

dientes, éstos, o se volverdn anémicos o serin normales en un deter-
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minado tiempo, As{ bien si la descendencia se inicia en el tipo de:
unién uno, se tardard en promedio 7 (6.666) descendencias para -

ser absorbida por alglin par de genes del tipo puro.

Tales tiempos se muestran a continuacién:

r—6.66677
4.8333
5,6667

m; = { 4,8333

0

0

Las probabilidades estacionarias se han explicado de hecho,para este
caso en particular, en la parte de probabilidades de primera visita,

por lo que no explicamos tal matriz. Esta es:

1 2 3 4 5 6
1 [o 0 0 0 .50 .50 |
2 1o 0 0 0 .75 .25
3 o 0 0 0 .50 .50

[Ths)-

0 0 0 0 .25 .75
5 1o 0 0 0 1 0
6 |0 0 0 0 0 1 J
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4.3 LA PELUQUERIA

Esta aplicacién se refiere a -un modelo simplificado de teorfa de colas,
restringido al tamaifio de la cola y con un servidor. Describamos el -

ejemplo para mayor comprensién:

Una peluquerfa tiene cuatro sillas de espera para los clientes que lle-

gan a solicitar cl servicio y sélo un peluquero que atiende.

Los clientes que llegan,cuando las cuatro sillas han sido ocupadas, se
van. El peluquero corta el pelo en exactamente quince minutos y si -

hay alguien esperando,lo atiende inmediatamente sin tomar descanso,

Se ha levantado informacién acerca de la peluqueria, contabilizando el
ndmero de clientes que llegan en intervalos de quince minutos y se ha

obtenid + la sigulente distribucién de probabilidad:

Nimero de arribos 0 1 2 3 4 5 & mdés

Probabilidad .20 L,70 .07 .02 0.01 0

Llamemos 2al nimeroc de arribos en el n-ésimo intervalo x

Nos interesa saber el comportamiento de la variable aleatoria Qn la -
cudl representa el nimero de clientes que esperan inmediatamente des
pués de que un corte de pelo es terminado. (Digamos que ésto se quie
re conocer porque el duefio de la peluquerfa quiere calcular su ingreso

diario medio y tener una mejor atencién para sus clientes),
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Es c¢laro que los posibles Qaléres de la variable. aleatoria Q son ---
B= {0, 1, 2,3, 4} . Por motivos. de simplicidad.suponemos que hunca
ocurrird, que al mismo tiempo entre un cliente y salga uno que haya
sido atendido. Por consiguiente la dnica manera de que haya cinco «--
clientes en la peluqueria, es que uno se esté atendiendo y los otros -
cuatro sentados. Evidentemente esta situacién puede ser traducida en
una cadena de Markov finita y homogénea con unidad de transicién --

igual a quince minutos.

Calculemos las probabilidades de transicién mediante la definicién de

los eventos:
min (4, X041 ) st Qn:O

0

nrl”
min (4, Q@ -1+x 1) si Qn> 0
Supongam s que Qn es igual a cero (Cuando se abre la peluqueria o

bien en el transcurso del dfa se vacia la peluqueria),

P [Qn+1=0/Qn=0] =P [Erp el intervalo de 15 minutos no llegan clientes]
=0,20

P [QnH:l/Qn:(a - P[Llegue ui cliente en el intervalo de 15 minutos]
=0.70

P [[Q,4172/0,=0] =0.07

P [ 2,4173/0,70] =0.02

P [ Qny1=¢/R,0] =0.01
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Pasemos al caso en quet.s:e termihi’;tun corte ‘de pelo y estd una pé_x:

sana en espera. (Qn=1)";

P[Qﬂ+1;o/qn=1:|" =P ['Qué on el intervalo de tiempo en el que le -
) " cortan el pele a la persona que estaba espe-
rando no llegue nadie.]
=0, 20
i [Qn+l:1/Qn=1] =P [Que en el intervalo de tiempo en el que le ~
cortan el pelo a la persona que estaba espe-
rando llegue sdlo una persona.]
=0.70

v asfi:

P [Qn'ﬂ:é/on:;] 0,07, P [Qn+1=3/on=1] =0.02, P [Qn+1=4/0u=1] =0, 01

Ahora supongamos que cuando Se va una persona que acaba de ser --

atendida, existen dos personas esperando (Qn=2)

P [Qn+1=0/Qn=2] =0 No puede ser,puesto que se queda una persg
na esperando y la otra pasa a ser atendida -

de las dos que existfan en espera.
P[Qﬂ+1:1/on=2] =0.2, P [Qn+1=Z/Qn=Z:] =0.70, P EQ’D+1:3/Q":2:| =, 07

P[Qn+1=4/Qn=2] =P [Que lleguen 3 6 cuatro personas mientras se --
lleva a cabo un corte de pelo.]

= .02+0.01=0,03 (Aunque una se vaya)
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Se considera que ¢l haber ilustrado hasta aqul la construccibn de dos
.renglones de la matriz de transicién es posible comprender los demds,

asf; la matriz completa es:

0 1 2 3 4
o] .20 .70 .07 .02 .01]
1} .20 .70 .07 .02 .01
{pjk(150}= 21io 200 .7 .07 .03
3to 0 .20 .7 .10
4 |o 0 0 .20 .80

Lilevado el andlisis mediante el programa de computadora presentado
en este trabajo, se obtuvo que la cadena es irreducible y que su ma-
triz de tiempos medios de primer paso y de recurrencia es:
0 1 2 3 4
0 _11.125 2,781 12,750 24,719 43.038_
1 {11,125 2,781 12,750 24,719 43,038
{mj};}: 2 120.625 9,500 4.450 20.31é 38.846

3 128,125 17.000 7.500 5,562 29,231

4 133,125 22.000 12.500 5.000 6.846
— -

Si agregamos a nuestro problema que el peluquero trabaja corrido de
9:00 a 16:00 hrs. y cobra $50.00 por corte de pelo,entonces la matriz

anterior es bastante diffcil de analizar, es decir, es complejo poder -
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extraer informacién de ella, pero si consideramos la distribucién -

estacionaria podremos sacar algunas conclusiones interesantes.
La distribucién estacionaria es la siguiente:

] 1 2 3 4

Tfj= [ 0899 . 359 . 2247 .1798 .1461]

Esta distribu‘cién no varfa con el tiempo y no depende del estado ini-
ciél, es decir, es la distribucién que teSricamente la peluquerfa al--

canzard en su madurez.

Calculemos la esperanza de la variable aleatoria Qn ,\v/n, la que in-
dica el ndmerc promedio de personas que esperan cada vez que un -
corte de pelo es terminado, asi:

E [Q ] = .3596+2(, 2247)+ 3(. 1798)+4(. 1461)=1.9328 personas esperando.

Determinemos un intervalo de confianza para este valor calculando pri-

mero:

4
a3 =& [@m@n*] = ) w-E@n* T,
i=0

= (0—1.‘)328)2(.0899)+(1-1.9328)2(.3596)+(2-1.9328)2(. 2247)

+ (3-1.9328)2(. 1798)+(4-1.9328)2(. 1461)=1,4789

v G-'Q =V 1,4789 = 1,2161 personas esperando.
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Luego el peluquero tendrd entre 0.7167 %2 1 personas esperando y =-
3,1489 &~ 3 personas esperando con una probabilidad de 0.7640 es de-
cir:

) [0.7167 < EQ < 3. 1489] =0. 7640
o sea el nivel de confianza es de 0,7640,

De aqui que podemos afirmar con un nivel de error de 11.80% que -
tendrd al menos una p ersona esperando y por tanto la peluguerfa es-

tard casi siempre ocupada (recuérdese el nivel de error).

Calculemos un ingreso promedio:
Existen 28 intervalos de 15 minutos cada uno,en el turno del peluque-
ro:

T:P [28 intervalos ocupados] [ 28x50, 00:' +0

= [1—.0899] [:28::50. oo] = $1,274.14
4.4 PRESA DE ALMACENAMIENTO

El comportamiento estocédstico del volumen de almacenamiento de una
presa ha sido estudiado como un proceso Markoviano (Moran(1959)). -
En esta oportunidad, presentamo.s‘ un modele simplificado mediante una
cadena Markoviana; suponiendo que el volumen se puede discretizar y
como tal, estudiar, También se supcone que la cantidad de agua con la
que se alimenta a la presa, no se conoce con exactitud, por lo gue se

ha considerado una variable aleatoria.



Sea. pues una presa de almacenamiento para riego. Cada afio n, la

cantidad toi;al de agua que fluye hacia la presa es una cantidad alea
toria ¥, con la siguiente distribucién de probabilidad: (se supone que
Y, es discreta, lo cudl le da una limitacién fuerte a este ejemplo y

establece én realidad una hipétesis que se aleja de la realidad)

Y, Py
) 0 .10

1 .30

2 .30

3 .20

4 .10

Donde los valores de Y, representan tercios de la capacidad de la
presa. En general, a lo largo del problema se manejardn tercios de

la capacidad de la presa como unidad de trabajo.

La agencia reguladora intenta suministrar dos unidades de agua cada -
afio, si es factible, a las tierras vecinales para el fomento de la agri

cultura.

Es claro que sin la presa y de acuerdo con la distribucién de la varia
ble ¥, , el 40% de los afios no se tendrdn las dos unidades de agua ne

cesarias para la agricultura y un 30% de los afios habrd exceso de agua.
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Con la presa funcionando, el agua se regulard de acuerdo a las
unidades disponibles y con la politica representada en la siguien

te tabla:

Total de Unidades Unidades de Agua Estado final de la Demanda

Disponibles Soltadas Presa al soltar el
Agua
0 0 Vacla No Satisfecha
vl . 1 Vacia No Satisfecha
2 2 Vacia Satisfecha
‘3 . 2 1 Satisfecha
4 2 2 Satisfecha
5 2 Llena Satisfecha
6 3 Llena Satisfecha
7 4 Llena Satiafecha

Para estudiar el comﬁortamiento de la presa, a través del tiempo,
bajo la politica eatablecida, 6bservaremos el contenido de agua al

final de cada afio después de haber suministrado la cantidad deman
dada de acuerdo a lo disponible. Si suponemos que las afluencias -
anuales son estocdsticamente independientes, entonces el modelo es
una cadena de Markov. Construydmosla,denotando a la cadena por -

X,

Es claro que la cadena s6lo puede tomar los valores 0,1, 2,3 por =
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ta.nto :

P [Xn+l_J/X —1] = P [Alrnacenamlento(n)«rAfluenma(n{1) -Agua soltada(n+1)—J

/Almacenamiento (n):'

P [xn+1=0/xn=d] = p[ ¥, = 2] =0.1040.3040.3020,70
P [Xy41=1/%,70) = P[ ¥, = 3] =0.20

P [xn;rl:z/xn:o] = P[Yn+1 = 4] =0.10

P [¥,4173/% =0 = P[ ¥ = 5] =0

P [ X,4150/%, - = P[ Yp41= 1] =0.1040.3020.40
P[xn+1-1/x -1:] - P[Yn+1 =2 ] =0.30
P[xn+1_z/x —ﬂ = P[Ynﬂ =3 :l 0.2
P[Xn+1=3/xn:ﬂ = [ nHl= ] =0.10
P[an:o/xn:z] = P[¥y=0] =0.10
P[an:l/xn:z] = P[Yn+1=l] =0.30
P[xn+1=z/xn=2] P[Ynﬂ:Z] =0.30

= = c = 3l
PI:Xn-H 3/Xn ﬂ P[Yni-l“‘aj 0.30

De esta ilustracifn, ya es fdcil visualizar la cadena completa en un

"

paso (afio).

.40 .30 ,20 .10
P(l)=
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. . . e s
Avanzaremos en este ejemplo, haciendo hincapie, en que esta aplica-
ci6n maneja demasiadas hip6tesis, al no considerar filtracifn y eva-

poracifn en la presa, ademds de las hipbtesis antes impuestas.

Imaginemos que la presa no ha sido adn construfda y se quiere tomar
una decisién sobre tal evento, basando esta decisién sobre los costos

anuales esperados de la construccién de la presa.

Si 1a inversifn inicial de la presa, mds costos de operacién menos be
neficios por recreacién, se traducen a un costo anual equivalente de -
$ 100,000,00 y si la pérdida para la agricultura es de $1,000, 000,00
en el caso de que no haya agua disponible en cualquier afic y de ----
$100,000.00, si s6lo hay disponible una unidad de agua: j;Debe la pre

sa ser construida?

Es clarc que en un 4rbol de decisién podemos plasmar la situacién:

No se suministra agua

Sélo se suministra una
Constrair la unidad de agua

presa

La demanda es satisfecha

No Construir No se suministra agua

la presa
S6lo se suministra una
unidad de agua

La demanda es satisfecha
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Dp_nde|~ es un’nudo ‘de"decisibh ‘yOes un’ nudo -de incertidumbre.

De:' écuerdo cpnl los costés, el &rbol quedari’a:‘

-1, 000, 000. 00

/ -1, 000, 000. 00
-100, 000. V
j< .

z4/ -1, 000, 000, 00
.5__ - =109, 000
Z()

Para el 4rbol, necesitamos estimar las probabilidades z . Estas como
i
se aclarard mds tarde demandan el célculo de las probabilidades esta-

cionarias.

Por otro lado, se ha obtenido la funcién de utilidad del Jefe de la ~--
Agencia Reguladora que pretende implantar la presa y resultd la siguien
te:

) -5 -7
£(u)=148, 57576 x 10" X~7.48485x10" X~ 21100 << X <0 (X en miles)

También se analiz6 la cadena Markoviana obterida, mediante el progra-

ma, resultando las siguientes probabilidades estacionrias:

4 1 2

T0; =[.3640 2218 2050 .2092]
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Como sabemos por este resultado y de acuerdo con la informacién
anterior, la presa tenderdtarde o temprano a2 ocupar los distintos
estados con las probabilidades estacionariaé. En otras palabras, si
la cadena se encuentra inicialmente con la distribucién estacionaria
antes obtenida, en cualquiera de los distintos estados, esta distribu

cién no cambiard,

Asf para el andlisis, serd indiferente tomar cualquier afio, dado que

las variables aleatorias Xn v Y tienen distribuciones estacionarias,
n

Calculemos las probabilidades Z; del d4rbol de decisiones:

P [Ynzo/xn_fo:] P [xn_1=oj
Pv=0] P[ xn_i=o] =P [y;o]’ﬂ’o

.10(. 3640)=, 03640

2,=P [ X, ;=0, ¥,=0 ]

z,°P | X__ =0, Yn=1] +pExn_1=1, Yn=0]

TToP[Yn=1J +Tf1 P [yn=o] =.3640 (, 30)+.2218(. 10)=, 13138
2,=1-, 13138-.03640=, 83222
24=P [Yn=0:| =1

2g=P [Yn=1] =3

zé=l-. 1-.3=.6

Estamos en posicién de calcular los valores esperados:
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E,=. 03640 (-1 100)+. 13138 £(-200)+. 83222 £ (-100)

=.03640(0)+. 13138({.9529)+.83222(.9839)=. 9440

E3=. Lf(~1000)+. 3£(~100)+., 6£(0)

=, 1(, 1658)+.3(.9839)+.6(1)=.9118

Luego E2 > E3 y por tanto se aconseja, construir la presa. Esta con

clusién sélo es vélida para la funcién de utilidad considerada.
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