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PREFACIO 

El presente trabajo se ha realizad::> c:>n ~l fin de pr0porcionar una 

herramienta sisten1atizada que facilite el análisis de las Cadenas ... 

Mar!covianas. 

El esfuerzo invertido aqu{, par;i. pr~sentar la materia, se manüies-

ta fundamentalmente en el r~c':.lrso utilizado, la Teorfa de Gráficas, 

teorra que ha facilitado t~normemente la tarea encomendada. 

Las Cadenas Markovianas, tratadas en esta opor!:Wlidad, se limitan 

al caso particular, de un númer;:> finito de estados, aunado a la ra~ 

tricci6n de homogeneidad. 

El entusiasmo que conllev6 a la elaboraci6n :le este pensamiento m~ 

teriatizado, fue la oportuna aplicación de la Teoría de Gráficas a -

Cadenas de Markov, ya que se lleva a cabo la explotació;i de la rel:!:_ 

ci6n de estos temas, relaci6n que de ninguna manera es novedosa, -

per" que no se presenta en for!lla plausible a la vista de to~os aqué -

llos que están familiarizados de alguna u otra manera con estas teo-

, 
r1as. 

Este trabajo está dividido en cuatr" caprtulos: el primer caprtulo est:=_ 

blece, sólo los conceptos necesarios de la Teoría de Gráficas, mani-

pulados en la vinculaciÓ!l entre ambas teor!as. El principal propósito 



del segundo capllulo, es presentar en forma clara y sencilla, la 

Teor{a de Cadenas Markovianas Finitas y Homogéneas. El tercero 

está relacionado co.1 la elaboraci6n del programa de computadora., 

programa que en su seguimiento ilustra. paralelani.cnte las teorfas 

que han servido coTTio Iu.'ldamento para su realizaci6:i. Finalmen­

te las aplicaciones siguen en tur;io a este trabajo, en su cuarto -

caprtulo. 

Espero que la co!ltribuci6n que esta pres-:!ntaci6n pueda dar, sea de 

utilidad al e studioao del tc,na y que disemine en gran parte sus d~ 

das, logran-Jo así, la disminuci6.i. del esfuerzo que haya experime~ 

tado en la co:nprensi6n de los conceptos presentados aqu{. 

Agradezco la irtervenci6:i de todas aqu.~llas perso.i.as que colabora.ro .. i. 

en la elaboraci6n de este trabajo, en especial al M. en !, Ing. Ga­

briel Auvinet Guichard, M. en I. Mat. Rubén Téllez Sánchez, quie­

nes me ayudaron co-:isiderablemente, asf como tani.bién al Dr. José 

Luis Farah y al Mat. José de Jesús Romo Mor2no por iPl desinter~ 

sada cooperaci6n; a todos ellos mi 1nás sincera gratitud. 

México, D. F. 

Julio 1980 

LEOBARDO FIERRO M, 

ii 



TEORIA DE GRAFICAS 
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1, 1 INTRODUCCION 

Algunos sugieren, que esta teoría, se debería calificar como 

teoría de "Grafos", otros opinan qu? la palabra. 11Grama 11 , es la 

adecuada. Aclaremos ésto, situándonos en el signüica:io .:le cada 

una., 

Las tres palabras provienen del griego; 11Grafo 11 es una. pala­

bra que ha sido usada como elemento co:.npositivo pospuesto, en -

la formaci6.i. de algu..'las voces espa~olas con el signüicado de es­

cribir o grabar. Un uso similar lo :ia tenido la palabra "Grama. 11, 

pero ésta, con el significado d~ escrito trazado o lfu.ea. Por otro 

lado 11Grá.fica 11 se relaciona con el arte de representar objetos por 

medio 3e líneas o figuras. Se ha convenido en que la palabra. "Gr§_ 

fica. 11 , de acuerdo con los signüicados anteriores, es la má.s adecua 

da, por lo que ser:!. utiliza.da. en este trabajo, 

El presente capfiulo enuncia inicialmente, una secuencia de ca~ 

ceptos de Teoría de Gráficas orientadas o dirigidas, necesarios pa­

ra co:.nprendi?r los métodos descritos en el mismo. Desde el punto 

de vista didáctico parece apropiado enunciar ejemplos ilustrativos, -



sólo en aquellos co:iceptos que presenta., LL'l cierto grado .:le dificu! 

tad para. su co:nprensi6~i.. As! también, existirán desviaciones hacia 

otros coaceptos que no so:i de Teorra de Gráficas, pero qu.? so~'l --

contenidos en ellos, par lo que su oportuna presentaci6n facilita -

el entendimiento del concepto que se esté tratando. 

Se ha co:isidera.do conveniente separar los conceptos relativoa a 

Gráficas pon:leradas, de los inicialmente enunciados, con objeto de 

anticiparlos a la <lescripci6:i del Méto'.lo :le Dijkstra, método que es 

tratado al final de 1 capitulo. 

1. 2 DEFINIGION DE GRAFICA 

Sea P un conjuoto producto de n co:ijuntos E 1, E 2, ••• En' es d~ 

cir: 

P= E¡ x E2 xE3 x •••• xEn 

y sea una·bipartici6n del conjunto P formada por G y G. Ento:ices -

se dice que el conjúnto G constituye una grá.fica definida en P. De -

forma similar G. Un caso particular de interés el cuá.l será maneja -

do aquf, lo constituye el producto P formado por: 

P= ExE,E es un conjunto a lo miis numerable o contable 
(El caso numerable no será mencionado en este 
trabajo) 

Existen diversas maneras de describir una gráfica como son las si-

guientes: 
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i) Sea r ttna aplicación multfvoca sobre E, entonces ta 
grá.íica G queda totalmente descrita por la pareja: (La 
aplicaci6n ~ultfvoca. se refier~ a que la aplicaciÓ!l va 
de IJ.n conjunto B- fer.nado por ::;:ubco:lju..·itos de E al 
mismo :onjtmto) 

G =(E, r) 
De man¿ra. similar -::~ puede descril:.ir la grá.íica inver 

sa asr: 
-1 -1 

G (E,r) 

ii) Sea U el conjunto de correspondencias de la grá.fica, es 
decir el conjunto de pares ordenado• (a, b) E: P, en­
tonces la grá.íica queda descrita por el par: 

G (E,U) 

Ilustremos estas descripciones mediante el siguiente ejemplo: 

EJEMPLO l, 1 

3 

Sea E = { a, b, c } 

~ P=E x E = { (a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b .• b), (b, c), (c, a), (c, b), (c, c)} 

Propongamos una bipartición de P: 

Q= { (a,a), (a, b). (b,a), (b, c), (c, d)} 

y a= { (a,c), (b, b), (c,a), (c,b)} 

=} G puede ser descrita por: E= { a, b, c} 

Luego la grá.fica G es descrita por E, r as! definidos. Por 

otro lado el conjunto U se r!a: 

{a, b} 
{a, c} 
{ d } 
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U= { (a, a} (a, b), (b, a), (b, c}, (c, d} } 

y la grá.fica quedarra descrita por E y U tal que G = (E, U) 

De lo anterior surgen !11.Últiples representacio:ies de una gráfica. Algunas 

de ellas pueden 2sta.blecerae en: 

a) Matrfz Boolea;::ia 

b) Matrrz de Casillero o Tablero 

c) Matrfz Latina 

d) Un mapeo de E~ E 

e) Re pre sentaci6::i sagitaria o sagital 

Para el ejemplo 1.1 esto lucirfa como en la fig. l. 1 

a) Matrrz Booleana b) Matríz de Casillero o Tablero 

a. b c a b c 

a [ :] b o 

c o 

e) Matrrz Latina d) Un mapeo :le E~E 

a b e 

a ªª ab ti 

b ba rj be 

e rj rj ce 



e) Representació.~ Sa¡_:itar\a o S.i.¡_:ital 

·8-~--
Fig. l. 1 

Habiendo establecido lo anterior las siguientes obser:¡acíon.es son. co~ 

venientes: 

i) Para. obtener la gráfica inversa a partir .:le las distintas 

representacion~s de la gráfica en forma directa se tiene: 

a) En las matrices Booleana, Casillero y Latina, basta 
leer por colu:nnas dichas matrices 

b) En la representaci6n Sagitaria y el Mapeo, s6lo hay 
qu.:! cambiar el sentido tle las flechas 

5 

ii) La ~iguiente propiedad, es satisfecha por la aplicaci6n r : 

1,3 CONCEPTOS ORIENTADOS 

l { a, b} , a, b C:: E y U signüica 
unión 

En este punto, es necesario repetil• que la mayoría de Los conceptos 

qua se enunciarán en este trabajo, están relacionados co:i gráficas -

dirigidas u orientadas, ya que s6Lo éstos son indispensables para el 

fin encomendado, la vinculaci6:i con cadenas d~ MarkoV' .. 

Vértice 

To;:Jo elemento que perlen.ce al conjunto E se deno:nina vértice 
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Gráfica de Orden N 

Cuando el conjunto E es de cardinalidad N, se dice qu:o la gráfica 

es de orden N. 

Arco 

Un par ordenado .1e vértices se define co!'llo arco, es decir, todo 

par ordenado (xi' xjl E:P, es un arca. Se denotará por uij. 

Extremos :le un Arco 

Dado el par ordenado de vértices (xi' x jl tal que xi' xj ¡;:E, se dice 

que el vértice xi es el extremo inicial del arco 'lij y xj es el extre­

mo final del mismo arco. 

otra terninología muy utilizada, es la de definir al extremo inicial 

de un arco co:.no precedente y al extremo final como siguiente. 

Lazos o Bue les 

Un arco cuyo extremo inicial y final coinciden, se deno·mina Lazo o 

Bucle. 

En las matrices Booleana, Casillero y Latina ocuparán los lugares 

de la diagonal. 

Arcas Adyacentes 

Loa arcos que no constituyen lazos y que tienen un extremo en común 

(ya sea inicial o final) se califican de adyacentes, 
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Vértices Adyacentes 

Dos vértices son adyacentes, sí so,."l distintos y existe un arco que 

los une. 

Arco Incidente a un Subconjunto de Vértices 

Dada una gráfica G = (E, r ) y un subconjunto .:io -,a.cfo El de E -

(E 1 GE), se dice que el arco "ij = (xi, xj), Incide a El, st solo uno 

de sus extremos pertenece a E¡. Si el extremo inicial xi pertene -

ce a E 1, se dice que el arco uij incide hacia el exterior de E 1. -

De otro .~oda, si el extr-amo final xj del arco uij es el que perte­

nece a El' entonces se dice que el arco uij incide hacia el interior 

d~ El. 

Gráfica Parcial 

1 
Sea una gráfica G = (E, U). s,, dice que G 

1 
(E, U ) es una. gráfica -

1 
parcial de G si contiene to~os los vértices de E y U es un subconj~ 

to propio' de U. 

Subgráfica 

" Gons!derese una gráfica G= (E, r). Se dice que G = (A, r' ) es una 

" subgráiica de G si G •e construye sobre el conjunto de vértices A sub-

conjunto de E conteniendo todos los arcos de G correspondientes al 

conjunto A. 



Camino 

Dada una gráfica G= {E, r), una sucesi6~1 d-8' ar~os, tales que el 

extremo inicial de uno de ellos, coincide con el extremo final del 

ar.:o anterior, co':lstituyen un camino en la gráfica G. Notaci6:1. -

un camino es una sucesi6n de ar::os (u
12

, u
23

, u
34

, •.• ) .. Tan1-

bién puede ser deno'::ado por C(xil, xi 2 ••• xir) y abr~viado 

e (xil, xir). 

Circuito 

como 

Con la definici6.., de camino establecida, es fácil enunciar lo que 

signüica un circuito. Un circuito es un camino que a~ inicia y te!_ 

n-iina en el mismo vértice. 

Longitud de un Camino 

Dado un camino, su longitud queda definida. con el número de arcos 

que forman ese camino. Es de observar que un vértice es '..1n ca.mi 

no de longitud nula. Notaci6n. -L(C(i,j)) significa la longitud del cami 

no del vértice i al v~rtice j. 

Clausura o Cierre Transitivo 

Este concepto, como los que siguen, son de fundament.:¡,l importancia 

en la vinculaci6:t con cadenas de Markov, por lo que hay que tenerlos 

muy en cuenta: 
2 3 4 

Sea una gráfica G=(E.r ): las aplicaciones multfvocas I, i, r, 
signüican: 

8 



De la misma forn1a se establecen las· aplicaCio~'"ies multtvoca·s inver­
-2 -3 

sas r.r ..... 
Un ejemp:o ilustrará la signiíicaci6n de este concePto 

Ejemplo l. 2 

Consrderese G = (E, l) tal que E= {a, b, e, d, e, f, g} 

y sus corresp').':l.dencias 

9 

r {a} = { b, f, g } r {e} = :;1, donde y! ea el conjunto .1Ulo 3 vacfo 

r { b } = { a, b, e } r { f } = { b, f} 
r {e } = { d, e } r { g} = {a, e} 
l{d} ={e} 
Tra.baiemos co~ el vértice a : 2 . 

r{ a} - r r 1{ a}} - r{b f g} y por la propiedad dls-
• - \_ - ' ' distributiva (pág. 5 inc,! 

= r { b} u ' { f } u r { g } ªº ii) 

= {a, b, e} U { b,. f } U { a, e } 
= {ª• b, e, e, fJ 

r{a} =r{r{a}} 
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n -n _ n 

Lo importante aquf es la interpretaci6:i :le r{ x;J y J {xi} , r { ";} 
es el subco.1junto d~ vértices que pu~den .:ilcanzar:3c a IJ<lrtir de xi 

utilizan-Jo 'J.n camino de longitu:l igual o ~nenor a :1.. Por 0tr0 lado 

¿s ~l subconjunto de vértices a partir de los cu~ 

les puede alcanzar.se xi siguiendo ·~1n ca.mino .:le lo ... i.gitu:l igual o --

ni.cnor que n. 

Con lo 1ntes expU~3to cstan1os en posici6n ::le definir la clausura ... 

transitiva: El cierre tra.nsitiv'J de un vértice xi E E es la aplica-

ci6n :nultfvoca definida por: 

La inte rpretaci6n de r {xi} es, el subco.-1junto je vértices de 

E que se pueden alc:inzar a partir de xi con un carnina ..::le longitud 

cualquiera. 

Gráfica Thertemente Conexa 

Este concepto al ·igual que el anterior es de sustantiva importancia 

pa:ra la tarea per.aeguida. 

Sea una gráfica G = (E, í') . Esta gráfica es fu"rtemente con.,xa 

si: 
E 

es decir, si a partir de to.:io vértice xi resulta poaible alcanzar cual 

quier otro :nediante un camino de la gráfica, 
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Aquí es de importancia notar que las subgráficas fuertemente con~xas 

juegan un papel importante en la cla¡¡ificaci6.~ de estados de una cade 

na Markoviana, clasificaci6~1 que será tratada '!n las segu:1da y terc~ra 

partes de este trabajo, 

Subgráfica Fuertemente Conexa Máxima 

Sea una gráfica G= (E,f' ), diremos que una subgráíica G'de Ges 

fuertemente conexa má.xima, si no existe otra subgráíica fuertemente 

conexa G 11 de G que contenga estrictamente a G 1 • 

Se considera que este concepto, es el más poderoso de todos loa defini­

dos anteriormente ya que construye un considerable puente entre la -

Teoría de g ráíicas finitas y las cadenas Markovianas, De bid o a su im ·· 

portancia será necesario remarcar una serie de consideracio.:ies. Pa­

ra ésto, es suficiente recordar algunas cuestiones referentes a Relaci2. 

nes. 

Relación. - Consiste en lo siguiente: 

i) Un conjunto A 

ii) Un conjunto B 

iii) Un enunciado formal P (x, y) tal que x € A, y li: B Y 

en donde P (x,y) puede ser falso o verdadero para 

todo par {x,y) € Ax B 

Se dice entonces que una relaci6n R. es una relaci6n entre A y B y se 



le denota por: 

R (A, B, P (x, y)) 

El conjunto de pares (x,y) para los cmíles P(x,y} es ver:lad,,,r0 se 

denota como el conjunto soluci6n R* de la r¿laci6n R. 

Cuando el conjunto A =B, entonces ~s co:nú.n expr0sar: 11una relaci6.i. 

sobre un conjunto A 11 y i10 se hace expl!cito el producto cartesiano 

Ax.A. Existen diversos tipos de relaciones con10 so~"l: relaciones r~ 

cfprocas, reflexivas, simétricas, transitivas, antisimétricas, asim§. 

tricas y de equivalencia. Las relaciones que interesan aquf son las 

relaciones de equivalencia. Para poder definir éstas es necesario -

establecer: 

Relaci6n Reflexiva._.- Sea R=(A,A, P(x,y}) una relaci6n sobr" un -­

con.jumo A. Se dice que R es una relación reflexiva si para todo 

a€ A 
(a,a) t R 

6 en otras palabras R es reflexiva, si todo elemento de A está rel~ 

cionado consigo mismo. 

Relaci6n Simétrica, - Sea R una relaci6n en A. R es una relaci6n -

simétrica si: 

(a, b) €. R ) (b, a) E R 

12 

es decir que si a está relacionada con b, entonces b está relacionada 

con a 

Relaci6n Transitiva._ Una relaci6n R en un conjunto A se dice re la-



ci6n transitiva si: 

(a, b) €. R y · (b, e) e: R ) (a, e) ·€: R 

Ahora bien habiendo cubierto ésto, se puede definir. ya '1na. relación 

1c equivalencia. 

Relaci6n de Equivalencia. - Una relaci6 .. 'l es de equivalencia si la r~ 

laci6;:i os: 

i) Reflexiva. 

ii) Transitiva 

iii} Simétrica 

De aquí podemos pasar a dar la siguiente definici6n: 

Definici6n. - Si A es un conjunto y l""J es una relaci6n de equivale~ 

cia so!Jr~ A, cnto:ices la "clase de equivalencia 11 de a e: A es el -

co;:ijw1to { x E:. A/a rv x} • Lo escribimos el (a) 

Para. claridad de los conceptos de relaciones, citemos los siguicn-

te s. ejem ploa: 

EJEMPLOl.3Sea S un conjunto cualquiera y definamos rv en S por 

a f"J b para a, b e:. S si y solo si a=b. Hen1os definido clararnente 

una relación de equivalencia por lo siguiente: 

i) Sea a. E:. S )a=a luego a rva } rv es reflexiva 

ii) s" a=b~a ,.._, b pero también b=a )b rv a 
luego r...J es simétrica 
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iii) Si a= b~a.rvb y si b=c ~ b N c~a=c 

luego a. f'..J e y rv es transitiva 

En r~alidad, UU3. relaci6n de equivalencia es wia generalizaci6.1 de 

la igualdad, que mide la igualdad hasta una cierta propiedad. 

EJEMPLO 1.4 S¿a I el conjunto de todos los enteros. Para a, b E: I 

co:ivengamos en que a ,-vb si a-b es un entero par. Verificatnos que 

ésto define una relación de equivalencia sobre I. 

i) Corno a-a.::::o y o es par ==::>a rv a luego r".l 

es reflexiva 

ii) Si a N b, es decir, si a-b es par,, entonces 
b-a=-(a-b) es también par, luego b "'ª ~"-' 
es s in"létrica 

iii) Si atVb y b N c entonce a tanto a-b co::no b-c 
son pares, luego a-c=(a-b)+(b-c) es también 
par, lo cuál prueba que a rJ c 

EJEMPLO 1.5 S.,a I el conjunto de todos los entero3 y sea n > l un 

entero fijo. 

Para a, b t;:. S definimos ~..J por a rv b si a-b es un múltiplo de n 

• Probemos que rJ es una relación de equivalencia. 

i) Sea k <: I ~a-a=kn ésto se cumple para k=o 

~ a-a=o -~a N a luego ,v , e a reflexiva 

ii) Si a-b=kn~a IV b poro b-a -(a-b)=-kn 
luego b,..., a==) ,-v es simétrica 

14 



iii) Si a-b=kn y si b-c="ln " k, le I 

· } a-c=(a-b)t(b-c)=(kn-ln)=\k-l)n, como k-1 E I 

->a rv e 

En los ejemplos que acaba1nos de discutir ¿Cuáles son las clase a de -

equivalencia?. En el ejernplo l. 3 la clase de equivalencia de a consis­

te tan sólo en a. En el cjc1nplo l.. 4 la clase de pquivalencia de a consi~ 

te en todos los ente ros de la forma a+ Zm donde 1n =O, ±.1, + 2 ••.• 

Aqut hay dos clases de equivalencia distintas, la cl(O} y el (1). En 

el ejeni.plo 1. 5 la clase de equivalencia ele a consiste en todos los 

enteros de la forma a+kn donde k==O, ± 1, ± 2 .•• ; en este ejemplo 

hay n clases de equivalencia distintas a saber, cl(O), cl(l}, cl(Z) ••• 

cl(n-l}. 

Vamos a probar ahora el prirrter resultado genuino de este trabajo. 

La pr :eba de este teorema no es muy difícil, realmente es muy -

sencilla, pero no por ello el resultado que en él se presenta deja 

de ser de un grari uso para nosotros. 

TEOREMA!. 1- Las distintas clases de equivalencia de una relaci6n 

de equivalencia sobre A, nos proporcionan W1a descomposici6n de A 

como una uni6n de subconjunto a mutuamente ajenos y no vac ros. R~ 

c!procamente, dada una descomposici6n de A como uni6n de subcon 

juntos mutuamente ajenos y no vacíos, podemos definir una relei.ci6~'1 

de equivalencia sobre A para la que entos subco'njuntos sean la3 <li.3 

15 
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tintas clases de equivalencia. 

Prueba. - Primero demostremos en un sentido. Denotemos por IV 

la relació:i de equivalencia sobre A. 

Notemos que para cualquier a. E A, a rJ a y a debe estar en 

cl(a), de donde la unión de todas las cl(a) dan A, 

Afirmamos ahora que dadas dos clase a de equivalencia. o son aje-

nas o son iguales. Supongan1os que cl(a) y cl(b) no so.:i ajenas, sino 

que ] una x, tal que x € cl(a) (\ cl(b), Como x e: cl(a) entonces -

16 

a rv x; corno x e cl(b) entonces hrVx, pero por la sirnetrfa de la r~ 

!ación xrv b. Pero a N x y x,vb implica que a N b por transitividad 

Supongamos ahora que y e: cl(b), entonces b N y, pero a r-J b y brJy,lu!:_ 

go aNy, luego y e: cl(a), Asr to:lo demento en el (b) esti en el (a), 

lo que demuestra que el (b) C cl(a), El argumento es claramente s,!. 

métrico, de donde se concluye que cl(a) C cl(b), y las dos relacio­

nes de contención opuestas nos dicen que c!(a)=cl(b), Hemos probado 

que las distintas cl(a) son mutuamente ajenas y que su unión es A, 

En el otro sentido basta definir una relación de equivalencia., que es 

siinplemente "pertenecer a la clase que" para probarlo; ea decir. d~ 

finimos que para a, be A, a rJ b si están en el mismo subconjunto. 

As! una relación de equivalencia,.., en un conjunto A produce una paE_ 

tici6n del conjunto A al obtener las diversas clases de equivalencia., 



El conjunto de clases de equivalencia {el (o<)} o<€ A 

por: A/R y se llama e 1 conjunto cociente. 

se denota 

Abandonaremos este tópico definiendo, partición, previendo cual-

quier duda generada por lo referi!nte a Relaciones. 

Partici6n. - Dado un conjunto A, una familia de subconjuntos de A, 

BÍ' no vacíos que cumple con: 

i) A es igual a Ui Bi' Tal que i pertenece a I, 
donde I es el conjWlto indicador 

ii) Para cualesquiera conjuntosBi y Bj C A o 
bien Bi =Bj o bien Bi (l Bj = (j 

se dice una partici6n del conjunto A. 

En particular y volviendo al concepto de Subgráfica fuertemente c~ 

nexa., se contiene, en tal canee pto J.na re: laci6n "existe un camino -

de x¡ E E a ":i € E y recíprocamente"; relación que se puede de--

mostrar, t;ª de equivalencia {la demostraci6n es trivial por lo que -

se omite). Es de notaroe que, dado un conjunto E y una relación 

de equivalencia, ésta no necesariamente incide sobre todo el co.'1.jun-

to E, por lo que en ocasiones, es necesario ampliarla, definiendo 

u.na rela.ci6n de equivalencia ajena a la anterior para cubrir todo el 

conjunto E así definido. Esta ampliaci6n de la relaci6n, se estable-

ce como ''Está confundido con. o está sobre un mismo circuito con•~ 

17 
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Gráfica Ordenada 

Se tlice que una gráfica está. ordenada si es posible establecer niveles 

entre sus vértices. Esto es, que si un vértice pertenece al nivel k, 

cualquier Yértice que le siga de~ per!:encer a un nivel superior. Es 

obvio pensar que este tipo de grificas no contienen circuitos, pu.es é!!. 

tos no podrran ser ordenados en el sentido de niveles. Caerramos en 

lo que se llama un c!rculo vicioso. Sin embargo si la gráfica contie -

ne circuitos pueden establecerse clases de equivalencia (subgráficas -

fuertemente conexas máximas) y la gráfica se puede ordenar por cla-

ses, solventando as! el problema de la ordenación de una gráfica con 

circuitos. Es de notar que toda gráfica ordenada se llama también -

gráfica secuencial. 

1,4 METODO DE DESCOMPOSICION DE UNA GRAFICA EN SUBGRA­
FICAS FUERTEMENTE CONEXAS M.AX™AS (MALGRANGE, 
TOMESCU) 

Habiendo definido los conceptos relacionados con gráficas, la vi-

sualizaci6n de este método resulta sencilla, 

Sea- F { x~ el cierre transitivo de xi (conjunto de vértices que pue-

,,..._-{ 
den alcanzarse d,,sde xi con camino3 de longitud cualquiera) y! xg , 
el cierre transitivo inverao :le xi (conjunto de vértices desde los cu~ 

les puede alcanzarse xi con caminos de longitud cualquiera), El con­

junto C (Xi) =r [xi} n r-{xd define un CO!ljunto de vértices que CUffi 

plen con la relación de equivalencia R "existe un camino de xi e. C(xi) 
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a ".i ~ C (xi) y recfprocamente", lo que determina que C(xil es una 

clase de equivalencia y una subgráfica fuertemente conexa. 

El método consiste pues en tomar un vértice xi arbitrario y en cale;:_ 

lar r {xi} • luego F{ xi} y por último r h} nF{ xi} con lo que se 

obtiene la clase de xi. En la gráfica correspondiente se suprimen los 

vértices pertcncientes a dicha clase y se empieza de nuevo con otro 

vértice arbitrarian1ente elegido y así sucesivamente hasta completar 

todos los vértices. Un ejemplo ilustrará totalmente lo afirmado. 

EJEMPLO l. 6 Sea la gráfica cuya representación sagital se da a con 

tinuaci6n: 

Fig. l. 2 



Construyamos su matriz Booleana: 

A 
B 

e 
D 
E 
F 
G 
H 

J 
K 

AB CD E FG H I J K 
1 

1 1 1 1 

1 1 1 I 
1 1 
1 

1 1 
1 

l 
l l l 1 
1 1 1 1 

F{P} 1 o J 1 J 2 l 

Fig. 1.3 

La tediosa tarea de calcular los cierres transitivas tanto directo 

corno inverso en la forma convenida en la definición de cierre, se 

simplifica de la siguiente forma; para el cierre transitivo directo 

la matriz Boolean::a se a.taca por renglones, pa.ra el inverso por 

columnas: 

i) Sélecci6n':se un vértice arbitrario xi, Miirquese con 

un O dicho vértice sobre un vector. Luego márquense 

con un 1, sobre el vector, los vértices que pueden al-

canza.rae a partir de xi con caminos de longitud 1 

ii) Los vértices etiqueta.dos o marca.dos en la. etapa ant!:. 

rior deben ser investigados en la misma forma ca-

rno fue investigado xi. Es decir, si el vértice xj fue 

20 



marcado al investigar xi' al investigar xj e deben 

marcar loa vértices que se pueden alcanza a par-

tir de '1 con caminos de lo:-igitud 1. La 1arca que 

deben tener estos vértices debe ser igual 
1

a la. ma!. 

1 

ca que tiene xj más l. ¡ 

iii) Se procede como en el punto (ii) hasta qu.:/ ningún -

vértice pueda. ser etiquetado. En el ca.so en que se 

1 
trate de etiquetar '.lll vértice que ya ha s¡do marc!':_ 

do, la marca que ya estaba, debe ser re petada y 

la actual ignorada. 

Es de observarse que las marcas consecutivas, 'an indicando los -

vértices que se alcanzan desde xi con caminos d, longitud igual a -

la marca. Este procedimiento se muestra en la igura l. 3. Los vé:_ 

tices marcados en cada uno ·de los vectores 

""Jºº"" ''.' 
cierres 

transitivos buscados. 

Se tiene: f{A} ={A, D, E, F, G, , K} 

y r-{A} =[A, B, c. G, I, , K} 
~ r{A}n í-TA} ={A· D, E, F, G, • K}íl 

{A, B, e, G, I, • K} 
=[A, G, K} = e (A) 
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asr la subgráfica G' = {A, G, K; ¡-' {A, G, K}} es fuerteme~ 
te co:iexa má..xima 

iv) &> procede a eliminar !os vértices obtenidoa en la C(x.) 
l 

enco:>trada y se reanuda el méto:lo ·>n el punto (i) si tod~ 

vra existen vértices que no pertenecen a ningwia :le las -

clases obtenidas. 

Para el ejemplo resulta la siguiente matriz Booleana y aplicando de 

nuevo el procedimiento: 

asr: 

BCDEFH1J 
B 
e 
D 
E 
F 
H 
I 
J 

1 

1 

1 

1 
1 
1 1 
1 

1 1 

1 1 

'13}1o1 1 1 

-
.Q_ 

1 1 -
-
-
-
.l. 
-

1 -

Fig. 1.4 

f' { B} = { B, H} F-{ B } 

====}r{B}flf{B} ={B,H} n {B} 
Obsérvese que el hecho de decir la clase de A (C(A)) no signüica 

que no sea la clase de G o de K, ya que si se hubiera partido de G 

6 de K se hubiera obtenido lo mismo. Es decir la clase de A fo!_ 

ma una clase de equivalencia de Ay·si se recuerda este concepto, 

2.2. 



la clase de equivalencia de A es [ "i E. E/Ar-J xJ donde rv es 

la relaci6n antes definida. Siguiendo se tiene: 

CD E F H 

c 
D 
E 
F 
H 
I 

J 

l 

1 

1 1 1 
1 1 
1 

1 1 

l 1 1 

f{i;}I 1 o! 

Fig. l. 5 

~r{F}={F.H} y rfFJ 
=7r { F } n r{ F} = { F } C(F) 

Asf .podrfamos seguir y se obtendrfan las clases siguientes contando 

las ya obtenidas: 

el {A, G, K} 
c_z { B} 
c3 { F} 
c4 { D, E} 
C5 { c, I, J} 
c6 { tt} 

l. 5 METODO PARA LA DETERMINACION DE LOS NIVELES DE -
UNA GRAFICA SIN CIRCUITOS 

Consideremos una gráfica G=(E, r ) sin circuitos y definamos los 
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subconjuntos No, Nl, ••• Nr tales que: 

Na={xi/ ~:{xi}=~} 
N¡ { x/ j 1 {xi} C No} 

Nz {x/ r{xi}CN0 UN1} 

r-1 } C U Nk 
k=o 

en donde r es el entero más pequeño tal que: 

demostremos que la familia de subconjuntce de E, N
0

, N¡a• •• Nr 

forman una partición de E. Nuestra Hipótesis es, "'dada una gr! 

fica G=(E, r ), sin circuitos" y nuestra tesis se traduce en. afir­
-1 

mar que" r 

"está 

luego 

asr 

ea una relaci6n de equivalencia": 

si ('

1

{ xi} C ~~o Nk don~e 

xi esta relacionada can ar mismo. 

rv signüica 
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ii) Si xi rv "'j ==}! {xi} C k=~Nk y r{x;} C 
s 
UNk 

k=o 

25 

pero r 1

{ xi} ur{ xj} = r{x;• xj} C (~};!kl U(~=~k) 

e 

pero la conmutatividad de x., x es válida, luego 
-1 1 j 

r {x., ~} e UNk 
1 J k=o 

y entonceo regresamos -el razonamiento: 
. -1 -1 -1 

r { xj' xi} = r {xi} u r { x;} 

-1 
luego x;"' xi • la re laci6n r es simétrica 

-1 

iii) Si xi ,...., X) =9 r { xi, xj } 

-1 

Si xj'""xl=9 r { xj, x 1} 

ya luego x¡,..,., xl 
-1 

luego r ea transitiva. y por tanto queda demostrado que 

-1 r es una relación de equivalencia, lo cuál es condición necesaria 

y suficiente para afirmar que los conjuntos Nk, k=o, l ••• r son clases 

de equivalencia y por consiguiente particionan a E. Un argumento sim~ 

trico puede establecerse para demostrar que r. también es una reb.-



ci6n de equivalencia, bajo las hip6tesis corresp<Índientes 

Ademá.s las clases de equivalencia Nk, k=o, l ••. r se encuentran estris:, 

tani.ente ordenadas por la re laci6:i: 

Lo anterior puede enunciarse de manera informal pero más fácilmente 

comprensible; nos proponemos descomponer el conjwito de vértices de 

una gráfica sin circuitos en subconjuntos disjuntos no va.eros y ordena-

dos ele tal modo que si un vértice pertenece a uno de los subco!ljuntos 

al que le corresponde el subíndice k, todo vértice que le sigue debe peE_ 

tenecer a otro subconjunto con un subfudice superior a k {Recuérdese -

que no hay circuitos). Los subconjuntos de la partici6n se denominan -

11niveles 11
• 

El método que se enuncia a continuaci6n (DEMOUGRON) nos permite o!?_ 

. tener loa ni ve le a de la gráfica. L6gicamente con todo lo anterior ae ha 

just üicado el métollo: 

i) Construyamos la matriz Bo:>leana B,de la gráfica 

ii) Formemos un vector Ao en el que aparece la suma de los 

renglo::ies de la. matriz. Es decir, si fijamos la columna 1, 

n 

26 

la suma que aparece en el primer elemento del vector es :¿ b i l 
i=l 

donde b_; 1 ~ B matriz Booleana y n su orden. As!también 

para la columna 2, 3 •••• n. 



iii) Los elementos del vector /\o que son iguales a cero 

determinan los vértices que pertencen a N 0 , es decir, 

los vértices que no se encuentran precedidos por nin­

gún otro vé rticc. 

iv) Supongamos que xi, xj € N
0

, entonces réstense de /\o 

los r.englones de xi y xj de la matriz Booleana, para ob­

tener /\ 1 • Loa elementos que son iguales a cero en el 

vector /\1 co=istituyen el co:ijunto de vértices N 1 que -

son precedidos por N
0

• Repil:ase este paso iterativarne~ 

·te, hasta agotar todos los vértices y obtener Nr• 

EJEMPLO 1.7 
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Sea la gráfica G = (E, r ) cuya representación sagital se muestra.. a con-

Fig. l. 6 



ABCDEFGHIJK 
1 1 1 

1 1 1 
l l 
l 1 

111 

l l 
l 1 1 

A 
B 
e 
D 
E 
F 
G 

H 
I 
J 
K 

AoCOTiililzlzl3lzl2!3lil1]=> N0={A, B} 
j l 11'zl 11111 1 1 111 Suma de renglones A, B 

/\1lx1 xi o! olzlzl 1lzl3lilo1 ~ N1= {e, D, K } 

1 1 11 l1lzlild1lil] Suma de renglones C, D, K 

/\2lxlxlxlxlllolol1!2!olxl===} Nz={F. G, J} 
1 1 1 l l 1 I 1 1 il z I 1 l Suma de renglones F, G, J 

J\3lxlxlxlxlolxlxlololxlxl=} { } N3= E, H, I 

Fig. l. 7 

Ahora po:lemos ilustrar la grifica ordenada en la Fig, 1, 8 

No Ni Nz 
Sentido de la Ordenaci6n de los Niveles) 

Fig. 1,8 

ZB 



Obsérvese el sentido de la ordenaci6n. Generalmente la ordenaci6':1 no 

es única, puesto que se puede definir a partir de los elementos mayores 

del conjunto ordena1o, en lugar de partir de los menores 6 incluso ord::._ 

nar en un sentido descendente y en sentido co:itrario a. partir de un vér­

tice elegido arbitrariamente. 

En este punto es fácil comprender la ordenaci6n de una gráfica que con­

tenga circuitos. S,, debe hacer lo siguiente: Dada G= (E, r ) 

i) Determinar las clases de equivalencia. (Subgráficas fuerte­

mente conexas máximas)utilizandoel método '.lebido a ----

TOMESGU 

ii) Considerar cada clase como vértice 

iii) Con estos nuevos vértices, í6rmese su matriz Booleana y 

llévese a cabo la ordenación de la gráfica con el criterio de 

ordenaci6n que más convenga 

Particularmente, nos interesa una ordenación a. partir de los elementos 

mayores. El siguiente ejemplo ilustra los pasos enunciados anteriorme~ 

te. conjunta.mente con el criterio de ordenaci6n de interés. 

EJEMPLO 1.8 

Sea la gráfica G= (E, r) representada en la Fig. l. 9 
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' 
--... 

6 

Fig. l. 9 

i) Algoritmo de Tomescu 

Formamos la matriz Bool.;ana de la gráfica y aplicamos 

la. primera iteración. 

i 2 3 4 s 6 1 r i} 

2 
3 
4 
5 

6 
7 

1 

'l 

l 

1 
1 
l l 

f{1}lol411l3l2I 

o 

1 
1 

1 

~ F { 1} íl F'-( l} = { 1} 

==} C¡ = { l} 

30 
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La segunda iteración 

2.23~567 i~3} 
3 l o 
4 l l l 
5 1 1 2 

6 l 3 { } ---7 c2 = 3,4, 5 
7 l 4 

r-{3} '3 lo lz 11 1 

=> r { 3} n r { 3} = r 3, 4, s J 

Tercera Iteración 

267 r{7} 

Hlª ~ ~Ff1}nr{1} = { 6,7} 
F,-{7}0illl ¡¡ C3 = { 6, 7} 

y por lo tanto c4 = { 2} 

Hemos determinado cuatro 3ubgráficas fuert~ente conexas máxllna.s o 

clases de equivalencia. 

ii) Consider~mos que cada clase constituye un vértice; esto se mue!!_ 

traen la Fig. l. 10 
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..... - - - -

Fig, l, 10 

iii) Formemos la nueva. matriz Booleana y apliquemos el algori_!:. 

rno .iebido a Demoucron con el criterio de ordenaci6n de los 

elementos mayores: 

C1CzCj::4 

C1m Cz l l 
C3 
C4 1 

¡\l ¡\ 2 

No 1 
N1 ={ C¡!} 



As! hemos ordenado las clases a partir de los el~mentos mayores. 

Dibujemos la grMica y veamos como luce en la Fig. 1.11 al mismo 

tiempo que establecemos las siguientes dcfinicionc s: 

Clase Cerrada. - Se llama clase cerrada de una gráfica G=(E, r ) a 

toda subgráfica fuertemente conexa n1.á.xin1a de G ubicad~ en el nivel 

110 11 de acuerdo con el criterio :le ordenaci6n a partir de los e leme::, 

tos mayores .. 

Para el ejemplo citado las clasesl y 3 son clases cerradas 

Nz 

( 

5 

./ 

1 

\ 

C¡ 

N¡ No 

Sentido de la Ordenación 

Fig, 1,11 
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Clase Abierta. - Una clase de una gráfica G = (E, r' ) se dice abierta si 

no es cerrada, es decir, si se encuentra en cualquier nivel düerentc 

del nivel 11
0

11 

l. 6 GRAFICAS PONDERADAS 

Sea una gráfica G= (E, U}. Al asociar n6.meros rea.les a los vértices de 

la gráfica, se dice que tenemos una gráfica pesada o ponderada en los 

vértices. Por :::>trv lado, si los nú:neros reales son asociados a los ar-

cos de la gráfica, tenemos una gráfica po!lderada en sus arcos, en Pª!. 

ticular, son estos últimos lo3 que nos interesan 

Función Numérica sobre los arcos de una gráfica 

Sea una gráfica G=(E, U), Si a cada arco ("i• xj) E. U, se le asocia el 

núrner:> <><-i j E.~ (Conjunto :le Nú:neros Reales) entonces, se ha defi_ 

nido la función f((xi' xi)) = a<ij sobre los arcos de la gráfica. 

Valor de un Camino sobre los Arcos de una Gráfica 

34 

Consideremos una Ley de Composición Binaria (*) interna en lR y as~ 

ciativa, Si Vij = f (xi' xi)' llamaremos valor tlel camino (xn, oqz,,. ,Xir) 

por los arcos al nÚinero vil iZ * vi2 i 3 * v i3 i4 * .... * vir-l ir 

Este valor lo denotaremos: 
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Camino de Valor Mfnimo 

Sea Puna propiedad que permite definir ~onvenienternente un subcon-

junto de caminos en la gráfica G= (E, U); llamemos a este subconjunto 

' ' P. Si P está ordenado por los valores nmnéricos de cada uno de sus -

elementos y si existe un canlino mfuim.o que corrcspo:-idc al menor v~ 

los de él, se le llarna camino .:le valor mfuirno por los arcos. 

l, 7 METODO DE DIJKSTRA 

Existen varios métodos para calcular catninos de valor mfnimo, tanto 

para gráficas dirigidas como no dirigidas. Se ha selecciona::lo el mét!?,_ 

do de DIJKSTRA, por su conveniente aplicaci6n en cadenas de Markov 

peri6:licas. Esta conveniencia estriba, en que el proceso que demanda 

dicho ni.étodo va proporcionando inmediatamente la iníormaci6n reque-

rida y la adicional que pudiera pro~ orcionar se puede eliminar. Esto, 

sería más claro, si se comparara este método con otro3 de la misma 

finalidad, Otra. ventaja que ofrece el método de DIJKSTRA es la facilj._ 

dad de programaci6n debido a su sencillez. 

Descripci6n del Método: Sea una gráfica G=(E, r ), selecci6nese un -

vértice S E. E deseado, en el sentido, de que a partir de este vértice 

se qúieren conocer loa va.lores de los cam.inos a los restantes v~rtices. 



i) H:!.gase M(S)=O per=anentemcnte. Etiquétense los restantes 

vértices con M{:·\):::: co y considér"!:isc temporales dichas -

etiquetas. Hágase P=S 

ii) Para todo vértice xi E- l{i1 y con etiquetas temporales, -

actuatrcense éata.s del 1nodo siguiente; 

M(P, ''i) = múiimo { ~(x;_), M(P) + vpi} 
Obsérvese qu~ la opcr:ici6n o ley de compooici6J.1 binar!.a 

utilizada es la suma 

iii) Para todos lod véi·tices con etiqueta tem;.ioral, encontrd.'t' 

aquel X;* tal que M(xi'-j = rnfuirno [ M(xi) } 

iv) Fíjese co_mo permanente la !!tiqueta de xi;'t y hacer P::::x:i::i: 

v) Si todos los vértices tienen ·~tiqueta.<J pe rmanente.:3 o 7a no 

es poaible investigar ningúi1 otro vértice, el algorltmo fina. 

liza, e!l ca.'lo ...:antrario -~a.,ar a.l paso (ii) 

EJEMPLO l.':I 
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s~a una gráfica G=(E, r) ponderada, cuya r.,pr"sentaci6n oagital y Pº!!. 

de raciones se muestra.n en la figurd. l. 9 

Fig. l. lZ 
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S~ te ccionamos S..o:A. Enton.ces P=A y etiqu1.?temns en la fornla. indica.da 

~: = Permanente 

M(Q)=CO 

M(F)=CO 

Fig. 1.13 

Luego M(S)=O es el m!nilno entonces ach1alicemos marcas: 

M(G)=oo 

M(F)=oo 

M(F)=Z 

Fig. 1.14 

* 

M(C)=oo 

Seleccionemos luego la menor marca temporal; corresponde al vértice B 

M(G)=a:> 

M(F)=CO 

*M(F)=Z 

M(E)=oo 

M(S)=O* 
P=B 

Fig. I;Is 



Del vértice B no existen caminos hacia vértices co!l ::narca temporal, 

luego aeleccionemos el vértice de n1arca menor temporal, el. C'.lál co 

rresponde al vértice F, entonces P:::F 

M(S)=O ,; 

M(G)= 

+M(F)=Z 

Fig. l. l'o 

Ahora seleccionemos el vértice E y lo etiquetamos perinanentemente 

P=E 

M(l)= 

*M(F)= 

Fig. l, 17 

Se puede represen~en el sigui"~'nte vecto1·, los valores de los caminos 

del vértice A a los restantes. La marca infini:o (00) signüica la no --

existencia de un camino y por consiguiente ca.l'enc~a de valor a.l vértice 

en cuesti6n. 
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En ta misma forma p•1ede!1 calcularse los valores a~ los caminos de 

valor mrnimo a p.irtir de cualquier ot-:-o vértice. 

Abandonaremos '2n este p•1nto la teorra de gráficas, ya que co~ lo vis-

to hasta aqur es suficiente para lo demandado p.'Jr la ap!ica::i6:i a ca-

denae }.Aarkovianas. 



CADENAS DE MARKOV 
FINITAS 

2 



2.1 INTRODUCCION 

El mundo al que nos enfrentamos, nos somete a la coni.pr¿nsi6n de 

múltiples fenómenos. La comprensión de algunos de ellos, no es p~ 

sible todo el tiempo, de donde la Teorra de la Probabilidad hace su 

aparici6n para explicarlos. El azar es una palabra. que fue inventa­

da con el objeto de tipificar aituaciones que están fuera de nuestra 

mente o de nuestro completo dominio. De aqur que el azar tienda a 

desaparecer dfa a día y por co.usiguiente el uso de la Teorra de la 

Probabilidad, teniendo ·.?l humano, en su incesante progreso, la la-­

bar de crear un mundo determinfotico. Hoy la Teoría de la Proba­

bilidad se entiende corno el estudio de modelos matemáticos de fe­

n6menos aleatorios. 

Desde el punto :le vista práctico, la Teor!a de la Probabilidad, se 

concretaba a identüicar la correspondencia entre la situación real 

en cueatió!l,sujeta al azar y un modelo rnatemáti.co que se traducra 

en una variable aleatoria y su función de densidad o bien su diatr_! 

bución de probabilidad, según, si esta variable era discreta o CO!!_ 

tínua. 

Sin embargo, esta identificación era de carácter estático, lo que -



origin6 la inquietud de conocer el comportamiento de esa variable 

aleatoria através del tiempo. Así el tiempo fue el parámetro que 

vino a originar el carácter dinámico de la Teoría de la Probabili_ 

dad, carácter que se traduce en los hoy denominados Procesos E~ 

tocásticas. Cabe aclarar, que este parámetro tiempo, fue el ini--

cial, más no el único que puede lograr la índole cambiante de la 

Teoría de la Probabilidad. 

Da.do que las Cadenas Ma.rkovianas constituyen un tipo particular -

de Proceso Estocástico, es necesario ubicarlas dentro de este co:: 

texto, por lo que el inicio de este caprtulo tratará algunos concep-

tos de Procesos Estocásticos necesarios para llegar a las Cadenas 

de Markov. El resto del capfiulo se dedicará a examinar las cara~ 

terrsticas de una Cadena Markoviana mostrando, en donde correspoE 

da, su vinculaci6n con la Teoría de Gráficas. 

Z. Z DEFINICION DE PROCESO ESTOCASTICO 

Un proceso estocástico ae define generalmente como un conjunto 

{ x(t), te ~de variables aleatorias, donde Tea un conjunto denomin2 

do índice o indicador. 

Los valorea asumidos por x(t) son llamados estados y el conjunto de 

posibles valores es llamado espacio de estados. Denotemos este espacio 

de estados por E. 

De acuerdo con la definición de Procesos Estocásticos, éstos se clasifj._ 

can tornando en coneideraci6n su espacio de estados y su conjunto indic!_ 
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doren: 
i) Procesos estocásticos con espacio de estados E 

y conjunto indicador T discretos 

ii) Procesos estocásticos con espacio de estados E 

discreto y conjunto indicador T continuo 

iii) Procesos estocásticos con espacio de estados E 

c;ontinuo y conjunto indicador T discreto 

iv) Procesos estocásticos con espacio de estados E 

y conjunto indicador T continuos 

Es evidente que tanto el espacio de estados, corno el conjunto indicador 

pueden ser contables o continuos. 

En particular nos interesará el caso en donde E y T son discretos el.e~ 

do E finito y T numerable. 

Es necesario que el concepto de Proceso Estocástico quede bU,n deíi-

nido, raz6n ésta, por la cuál profundizaremos más: Al realizar un ex~ 

rimento se genera un espacio 1nuestral A. Sea w cA, entonce a es ~ 

sible asociar a cada w, una funci6n medible real o compleja de par,me -

tro t E T, donde Tes el conjunto indicador, as!: 

x(t, w) 

define un proceso estocástico. 

, ( w generalmente se omite por 
facilidad de notaci6n) 
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Por consiguiente X (t) p!!ede interpretarse en cuatro formas distintas: 

i) Como una. familia de funciones del parámetro t. 

Esto sucede cuando w varfa sobre ..{"L. y t varía 

sobre T 

ii) Como una funci6n del tiempo. Si t varra sobre T 

y w € Sl-, se fija 

iii) Un&. variable aleatoria.. Si se fija t y w varía -

sobre .O... 

iv) Un valor determinfstico. Esto acontece si t y w 

son fijadas en valorea determinados, 

Descripci6n de un Proceso Estocástico 

Como se a.firm6 antes, para un valor dado del parámetro t, x(t) es 

simplemente una varia.ble aleatoria y su correspondiente funci6n de 

distribución puede ser obtenida. Sin embargo, cuando t varra sobre 

el co!ljunto indicador T, el proceso no es descrito por la simple -

funci6n de distribuci6n para un nlor fijo de t i;. T. p-,.ra poder de~ 

cribir ~ 1 proceso completamente, necesitamos la función de distrib~ 

ción conjunta de la familia de variables aleatorias { x(t), t € T} 

Para propósitos pr&cticos es adecuado considerar que el proceso -

estocástico se p1ede describir mediante la función de distribución 
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de un cierto número finito de variables aleatorias. Por co.i.siguien-

te e•¡>>cificando la Ley de Pr<ibabilidad conjunta de las n variables 

x (t1), x (tz)· .•• x(tn). tal que t 1 < t 2 < ..... < t
0 

y para los re~ 

les x
1

, x2., x
3 
..•. x

0 
por: 

se describe el proceso e!l forma coni.pleta. 

Existen pro.:esos O?Stocásticos con caracterfaticas especiales, para -

los que a6lo es necesario esp?cüicar la relación de dependencia entre 

las variables aleatorias. Algunos de estos procesos son: Procesos E=._ 

tacionarire en el sentido estricto, Procesos Estacionarios de orden k, 

Estacionarios en el sentido amplio y algunas otras fornlas de estaci~ 

nalidad, por otro lado también están los Procesos de Incrementos in 

dependientes, Martingalas, . Proceso~ Markovianos, etc. 

Habiendo espe.cüicado lo anterior, pasemos a la siguiente eecci6n, e::a 

donde ubicaremos las cadenas Markovianae dentro del marco de· pr2. 

cesas Markovianoa. 

2. 3 PROCESOS MARKOVIANOS 

En forma general un proceso es Markoviano, ei para cualquier gru-

po :ie n valorea t 1, t
2 

••• tn del parámetro t con t 1 < t
2 

•• ·<t,,. 
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la funci6.'l d" distr\b•~ci6:i condicio'>al de x (tnl ~ad.os los valores 

x (t¡), x (t 2 ) •••• x(tñ-ll depende solamente de x(tn_¡), es decir: 

En una forma ni.enos estricta, pero má.s con1prensible, esta pro-

piedad puede enunciarse como: Dado el estado pro2scnte del pr0ce-

so, las probabilidades r~ferentes a sus estados futuros, no ..:lepe!!_ 

den de sus estados pasados. 

Los pro~esos de Marlcov se clasifican de acuerdo con: 

i) La naturaleza del CQnjunto índice del proceso, ya 

que este puede ser discreto o continuo 

ii) La naturaleza del espacio :ie estados del proceso. 

Al igual que el punto (i) el espacio ::le estados pu~ 

de ser discrt?to o continuo. 

Esto puede quedar plasmado _en la siguiente tabla: 

ESPACIO DE ESTADOS 

DISCRETO CONTINUO 

NATURALEZA Cadenas de Mar1<ov Proceso :ie Mar!-<:ov 
DISCRETO de Parátnetro Dis- de Parámetro Con-

DEL creta tinuo 

PARAMETRO Cadena de Markov Proceso :ic Markov 
CONTINUO de Parámetro Co.'!. con Parámetro Con 

tinuo tinuo 
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De la tabla deducimos que un proceso de :~vlark~r.r co,:-i esp3.::io de 

estados discreto "s una CADENA DE MARKOV. 

Un proceso de ?v1arkov queda representado ptJr nna funci6."l de pr~ 

habilidad de transici6'.'l representada co'.'l frecuencia p1Jr P ( A, t/x, t 
1

) 

que representa la probabilidad condicional de que un estad:> del si! 

tema pertenezca en el instante t al C•Jnjunto ACE, dado q11e en el 

instante t 1 (t1<t), el sistema se cncuen.tra en el estado x. 

2.4 CADENAS DE MARKOV FINITAS Y HOMOGENEAS DE PARA­

METRO DISCRETO 

El pw1to 2, 3 ha establecido la definici6n de un proceso Markovia­

no, su claSilic:a:::i6 .. 1. atendiendo a un conjunto indicador T y a su e~ 

pacio de estados E, desprendiéndose de ello, que un proceso Ma!, 

koviano cuyo espacio de estados es discreto, constituye una Cade 

na Markoviana. Pues bien, este espacio de' estados discreto p11e-

de ser numerable o finito, sin embargo, trataren1os sólo el -

caso referente a espacio de estados finito, por lo que considerar~ 

mas Cadenas de Markov finitas.• 

Por otro lado, se dice que una Cadena Markoviana :!B homogénea 

(En general un proceso :Markoviano) si tiene probabilidades de tra!!, 

sici6n estacionarias, es decir si P(A,t/x,ta) sólo depende de t y to 

a través de la diferencia t-t 0 , 



Existen cadenas .MarkoV'ianas con pará'"lletro discreto y continuo 

t € T, siendo de nuestro interés, las ::adenas 1e parámetr::J discreto. 

El co'1jnnto indicadDr T 5·~ hará C•Jrresponder ~n lo q11e se sigue y 

por facilidad d~ nota::i6'J., con el co:-ijunto IN ~Je núineros enteros no 

negativos y los .elementos de es~ co:ijunto por n. Denotemos la pro­

babilidad de transició~ pllr: 

P [ "'n=i/"m=i J = P¡j (m,n), 

y cua~do la cadena d~ que se trate sea homogénea. sus probabilida­

des de transici6:i deP<>nderán de n-m {=k) y "" denotará 

i,j € E y k EIN 

E.atas probabilidades de transición so~ manipiiladas más íáciln1ente 

por matrices, donde los renglones representan el e.stado ~n el cuál 

se encuentra la cadena y las columnas, los estados a do.'lde puede 

pasar la cadena. Estas matrices deben cumplir ca~: 

l p ij (m,n) =l . vi i, j € E 

y m,n..:IN 
y p ¡j {m,n)2 O vi. j 

Una cadena de Markov queda totalmente definida probabilfsticamente 
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por las probabilidades siguientes: 

i) La distribuci6n de probabilidad ·en cualquier instante 

del proceso: 

j € E y n E: lf\J 

com(111n1ente llamadas, probabilidades de estado 

ii) Las probabilidades de tranaici6n 

p .. (m, n) = P Í x = j / x =i J 
tJ l n m i,j E E, n, meJN 

ya que para cualquier entero q y cualquier secuencia de tiempos -

n1, n2, ... , nq y estados jl, jz, ... , jq se obtiene por el teorema 

de multiplicaci6n de probabilidades: 

P [x -· x -·2 x -·q] -p i!n) p (n n )p ( ) nl-Jl' n2-J , .... , nq-J - i l j 1 j 2 l • 2 jl j2 j3 °1' n2' "3 .. 

pero por la propiedad markoviana 

Ecuación de Chapman-Kolmogorov 

= P j l (nl )pjl Pjz(n1, 0 2> Pj2j3 (nz, 0 3l 

Pjq-ljq (nq-l, nq) 

Esta ecuaci6n de fundamental importancia en procesos Markovianos 

fue primero, apa.~entemente escrita por Louis Bachelier en 11Theory 

oí Speculation 11 Ann. Sci. Ecole Norm Sup (3) No. 1018 (Par(a, Gauther 

Villars, 1900). Para cualquier tiempo n)> u> m y para cualesquier estados 

k,j, i, la ecuaci6n proporciona la probabilidad de que la cadena se mueva 



al .estado j en el paso n, dado que la cadena se en~uentra, en el estado 

i en el paso m: 

Pij(m,n)" L Pik (m, u) P.kj(u,n) 
'll'kEE 

(2. l) 

Para demostrar la validez de la ecuaci6n de Chapman- Kolmogorov 

utilizamos la propiedad Markoviana y el Teorema de la probabilidad 

ESTADOS ESTADOS 

Q 
e 

Tiempo (l. < u 

Fig. 2. l 

< 

ESTADOS 

Q 
e 

n 

total. Para hacer más plausible la ilustraci6n de la demostraci6n 

consideremos la Fig. 2. 1, en donde hemos establecido la cardin2 

lidad del conjunto E como N. 

Es cierto que: 

49 



50 

P[x =j/x =i, x =IJ n· rn u 
pj, =I/x =i] + Prx =j/x =i x=z] c"'(u·n,_ l_n n1'u 

PL-x =2/x =il + 
11 m :J 

+ P[x ~;"/x =i x =31 n n1 ' 11 'J 

+ P[xn=i/"m=i,x,,=~ 

P[xu=3/xm=i1 1 ••••• 

P[ "u=k/xm =1 + •••• , 

pero 1ebido a la propiedad Mar!<.oviana, lo anterior s~ transfor:ona en: 

P[><u=j/xm=i] P[:n=j/"u=IJ 1"u=l/"ni.=i] + P[xn=i/"u=z] P[x,,= 2/xm=i] 

+ •••• +ifn=i/x,_,=k J pru=k/"ni.=i] + .•... 

+ p~n=j/xu=NJ ifu =N/"m=iJ 

e.ntonces volviendo a la notaci6~ anteri.or: 

p ij (m,n) plj (u,n) Pn (rn,u) + Pzj (u,n) Pi2 (m,u)+ ••• +Jkj (u,n) pik(m,u)+ 

+ PNj (u,n) PiN (m,u) 

= L Pik(m,u) Pkj (u.n) l. q. q. d. 

Expresando ésto matricialmente; Sea P (m, n) la matriz de probablli-

dades de tra.nsici6:i del paso_ m al paso .n, entonces: 

P (m,n) = P (rn,u) P (u,n) 

Queda pues, establecido que para conocer P (rn,n), m < n, basta con 

conocer la secuencia de matrices de transición. En particular si la -

cadena. es homogénea: 

P(n) P(l) n ne IN para 
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ProbabilidadP,S de Estado 

En muchas ocasiones estamos inter~sa~lo3 acerca :-J,~ la probabilidad -Je 

qu.:? un cierto ·.!Stado s~a ocupado -:lespués de n transiciones, sin inclu-

ir en .:iuestra notaci6n el estado ~n el cuál el proceso co~enz6. Llama 

mas a tales probabilidades, pr::>babilidades de estado y las deno';.an1os -

por: 

Para su obtenci6n ~s necesario. disponer, de la distribuci6!1 de proba-

bilidad inicial inco=idicional y la matriz de transición de n paso3. 

Para el cálculo de estas probabilidades, de nuevo. el Teorema de Pr,e_ 

habilidad total es de utilidad ya que: 

lo que matricialn1ente· se expresa: 

T T 
p {n) = p (o) P (o,n), p(n) es el vector colwn.na <le 

probabilidades de estado en el 
paso n y T signüica transpue~ 
ta 

En particular, si la cadena es homogénea: 

T T n 
p (n) = p (o) P (1) 

Es interesante conocer el comportamiento de la distribuci6u de prob~ 

bilidad incondicional cuando n tiende a infinito. Este tópico será ana-

lizado en la sección <le Probabilidades Estacionarias. 
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5,3 señala que en lo sucesivo s61o se tratarái éa;:lerias de Marko;r 

1'""initas y Homogéneas. 

2.5 CLASIFICACION DE ESTADOS 

La causa de la clasificaci6n de estados s6lo se comprcnd~rá totalme!!, 

te, cuando se finalice este trabajo. Es decir, ésta, es la parte prin -

cipa.l sobre la que gira todo el análisis de las cadenas Mar!<ovianas. 

Tratar~mos primero la clasificaci6.':l tra.dicional que en el estudio de -

Cadenas de Mar'k:.o..,,. se ha venido desarrollando. 

Por otro lado la clasificación de estados mediante la Tcorra de Gráf_!. 

cas ya ha sido establecida implfcitarnente y sólo restará mostrar la 

equivalencia entre ambas clasificaciones. Nó"tese que es en esta par .. 

te don~• la Teorra de Gráficas hace su aparición. 

Dada ta representación de una Cadena de Markov finita y homogénea 

en forma matricial, es sencillo ver la correspondencia con las rapr~ 

sentaciones de una gráfica y en particular con la representaci6n ---

Booleana que será de nuestro interés .. 

Asf, puntualizando, una cadena de Markov puede representarse gráfJ. 

ca:.-nente mediante una gráfica ponderada, en donde la función de arco 

asignará probabilidades a tos arcos. Si la rnatrfz de transición es de 

nrden r, entonces, se tienen r
2 

transiciones, de. las cuáles existen -
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transiciones posibles tales que p ij (n)> O y transicio.'les imposibles 

do!l1e Pij (n)= O para 3.lguna n (Obsérvese que la gráfica asooiada a la 

cad-2na es para una n fija y póngase atenci6n en la :i.fir!nació:i. d·~ La 

existencia de transiciones posibles e imposibles). S6lo .o?S necesario 

dibujar los arco.s de la gráfica co.:i probabilidad positiva. Cons idérc -

se el siguiente ejemplo: 

EJEMPLO 2, l 

s~a la cadena Markoviana X .q. con matriz de transici6:i: 

2 3 

p (1) ls .2 .3 o~ 
2 o .1 .s .4 

3 5 o .5 o 

4 3 o .3 .4 

de esta matriz de transici6n podemos inferir la siguiente gráfica G =(E, r ): 
E= { 1, 2, 3, 4} y r {i} 

1{3} 
1{4} 

y la siguiente función de arco cuyo dominio es; 

U= { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 1 ), (3, 3), (4, 1), (4, 3), (4, 4)} 

f(l,l)=,5 
f(I, 2) =, 2 
f(l,3)=. 3 

f(2, 2)=. 1 
f(2, 3)=. 5 
f(2, 4)=. 4 

f(3, l)=,5 
f(3, 3 )=. 5 
f(4, l)=.3 

f(4, 3)=. 3 
f(4, 4)=. 4 

as! la gráfica ponderada resulta como la de laFig, 2. 2 
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• 3 

.4 '. l 

• 3 

Fig. 2.2 

Hemos mostrado la manera en que se plantea la gráfica asociada a 

una Cadena de Markov. 

Por 0tr~ lado vayamos a la clasificaci6n tradicional de estados mo~ 

vada por preguntas tales como: ¿Hay estados que se dejan con la -

certeza de volver a ellos? o ¿Existen estados que se dejan con s6lo 

una ligera esperanza de vol:-ver o incluso sin esperanza de vuelta, du 

rante la vida de la cadena? 

Sean dos estados i, j t:: E. Afirmamos que j puede ser visitado a 

partir :lel estado i, si existe un entero n2 1, tal·que pij {n)> O, 

es decir que existe una probabilidad positiva de visitar j a partir :le 

i en algún paso n. Así para pij (n) >O podemos establecer la rela-

ci6n 11es accesible desde" por lo que i rv j, si es accesible desde 

i {Recordemos que N , signüica relacio'1ado) 



''" oho "''• •> ""'°''"°'mom., •• •• I~ . .,,· o«•bo =• m, ,., 

·que m::? l para. la. que Pji (m) >O, enj:onces i es accesible desde 

j. Por lo tantu si-, rv j y j rv i po~1nos formar una nueva rel~ 
ci6n que contenga. lo anterior ::orno; " omu.nica. con 11 que aignüic:_ 

r!a1'es accesible con ... y re cfpro::ament ~ 11 • Podemos demostrar que 

la nueva relaci6n asr establecida es unt relaci6!1 de equivalencia: 

Detonemos la. relaci6n 11 con1unica co1" por el aúnbolof--). 

Mostremos que ~es simétrica: 

Si para i, j E E se tiene que i t--J j j ~ i, ya qu., la propia 

relaci6.~ incluye en su enunciado forr1al 11comunica con 11 la. simetría, 

de aqu! que ~ es simétrica. 

Mostremos que es transitiva 

Si i +---> j y j ~ k =":) J m, n IN , tal que Pij (m) > O y --

. P j k (n) > O ¡ por la ecuación de apman-Kolmogorov· 

.Pik(m+n)=LPi (m)p¡k(n) 
)<¡( l" E 
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pero .,1 producto Pij (m) Pj k (n) > O, es s6lo un elemento ':le ta suma 

toria por to que: 

Pik (m+n)= L Pil (m) l'lk (n) ,,;:: Pij (m) Pjk (n) >O 
1.1- te E 

luego Pik (m+n) > O -~ i +---\ k luego ~es transitiva 

Por 6.ttimo mostremos la reflexiv·.dad: 

Dado que f---4 es transitiva y sim :trica se tiene que: 
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Si i 4-+ j ==} j f----l i por simetrra 

y por transitividad ==} i f---) i luego~ es reflexiva 

Por lo tanto (--i oJB Wla relaci6n de equivalencia, pero no sobr¿ todo 

el conjunto. E necesariamente. Es decir pueden existir estados que no 

comunican con nadie, ni corisigo mismos y por tanto bay que establecer 

una re laci6n que incida sobre este subconjunto de E. Esta deberá ser 

de equivalencia para que particione el conjunto sobre el cuál incide y 

ajena a la anterior,. luego, denotemos esta relación por ~ y esta-­

blescámosla como sigue: i.c-> i, si y s6lo si i f-f-7 j vj € E. Ob-

sérvese que esta relaci6n es la negación de f---> y por tanto san aj!!. 

nas, de aquf que inciden sobre conjuntos disjuntos. Recuérdese en e,!!_ 

te punto la convención que se estableci6 en la Teorfa de Gráficas pa-

ra obtener subgráficas fuertemente conexas máximas, que era la de 

11está confundido con o está. sobra Wl ~isrno circuito con 11; ésta ser• 

vfa como ampliaci6n a la relaci6n " Existe un camino de xi ~ E a 

xj € E y recfpr:>camente" para po:!er cubrir to:lo el conjunto de vé!. 

tices. 

Demostremos ahora que <V es una relaci6n de equivalencia: 

Si i<-¡4j~ E E<==9 i~ i luego entonces i .t:V-i por la propia defini-

ci6n de la re laci6n, por lo tanto,~ es reflexiva. 

Por :>tro lado si i .,;.> i e i .r> i ===9 i .cV i, luego es transitiva y la 

simetría es obvia, así .e->- es una relaci6n de equivalencia.. 



De. esta forn1a hemos particionado el conjunto E en clases de equ_!._ 

valencia, sin embargo, no hemos analizado el tipo de estados por 

los cuáles cada clase está formada, de aqur que consideremos las 

siguientes definiciones: 

Estados Recurrentes 

Un estado j €. E de una cadena { x
0

, ne IN} se dice recurrente si: 

P@aliendo de j, \a cadena no vuelva jamás J =O 

Estados Transitorios 

Un estado i E E de w1a cadena { x n ,. ne IN} se dice transitorio si 

no es recurrente, .o sea: 

P [saliendo de i, \a cadena no vuelve jamás]> O 

N6tese que las definiciones de estados Transitorios y Recurrentes 

son ajenas y por tanto determinan una partici6n en el conjunto E .. 

EQUIVALENCIA DE CLASIFICACIONES 

Recuérdese la definici6n de clase cerrada dada en la parte de Te~ 

rfa de Gráficas y considérese la siguiente definici6n: 

Estados Final y de Paso 
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Llamaremos estado final a todo estado de una clase cerrada y estado 

de paso, a todo otro estado; o sea a estados que pertenecen a clases 

abiertas. 

Al ser tanto los conceptos de Recurrente y Transitorio como los de 

Final Y de paso, contrarios, basta establecer la equivalencia de las 
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dos clasificaciones demostrando que: 

TEOREMA 2.1· - a) Todo estado final es recurrente 

b) Todo estado de paso es transitorio 

Dos estadoo que pertenecen a una misma claae de equivalencia son 

lógicamente equivalentes. Esbocemos la definición de estado final en 

términos ligeramente modificados en el siguiente lema:( se omite -

la demostración, ya que es trivial) 

LEMA2. l • - Para que un estado je: E sea final, es necesario y s~ 

ficie~te que :iingún estado equivalente a j, tenga siguiente no equiv~ 

lente aj. 

de donde se deduce el siguiente lema: 

LEMA 2. 2. - Para que un estado j € E sea de paso, es necesario y sufi-

ciente que exista un e atado k equivalente a j(eventualmente j puede ser igual 

a k) que tenga un siguiente l no equivalente aj. 

Podemos ahora demostrar la parte (b) del teorema2. l: 

De acuerdo al lema 2. 2, si j E E es un estado de paso, existe un camino 

de longitud finita a un estado l no equivalente aj. Esta longitud es finita 

ya que el ndmero de estados lo es. Asf pues,sea un posible camino: 

C (j, ••. , k, l) y sea su longitud L(C(j, ••• , k, l)) = N 

el evento: 

A= { En el transcurso de las N primeras transiciones, el sistema sigue 

el camino C(j, ••. , k, l)} 
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Esto itnplica el evento: 

B= { La cadena no vuelve jamás a j } 

En efecto, dado que el estado l no ".?:S equivalente a j, no existe Wl 

camino de l a j, luego la probabilidad del evento A es no nula ya que 

existe una secuencia de N tra.nsicione s tal que: 

Pi'• (1), • • • • • Pk 
1 

(N)son "1ayores que cero y por tanto su producto: 

P[ A]= Pj,. (l)x •••• x pkl (N) >o 

pero éste es s6lo uno de los caminoa por medio :10 los cu~les se po-

arra salir de la clase de equiva.lenda de j, es decir pueden existir 

varios y no con la restricci6n de longitud N, de aqur que: 

P[A]SP[BJ 
pero P[ AJ > O luego P [ B J > O 

y j que se afirm6, era de paso, es u."l estado transitorio. l. q.q. d 

Pasemos ahora. a la part., (a) de este teorema: 

Sea j un estado final. Llamaremos el Ul a la clase cerra.da. a la que 

pertence. Totlo ca.mino que describa la evolución de la cadena a -

pa.rlir de j es interior a el (j), y todo estado que, encuentre es equj_ 

valenl;e a j. 

Sea e un camino "infinito" interior a. la clase el Ul "finita" a partir de 

j. Existe por lo menos un estado k e. el U) por .il que la cadena pa-

sa. un número infinito 1c veces, ya que si no ~xistiera por lo menos 



un ~stad·:> ~< qu(! la cadena. visita una- infinidad de- veces, .todos los 

estados k e el Ul s~rran visitados un níÍ":Tiero finito de veces, pe-

ro =·Jmo e {can-iino) es infinito; ~sto =ontra.dice ~l hecho :le que -

el (j) es finita. 

S"!a 1 un siguiente cualquiera de k. Cada Vi!Z que la cadena pasa -

por "l estado k existe una pr0babilidad no !lula p!d (1) por defini­

ción de siguiente (ya que la gráfica aso=iada a la cadena es la gr~ 

fica. de las transiciones posibles) de que la transici6.n siguiente sea 

al esta~]o 1 inde pendienten1ente de lo que haya pasado la última vez, 

por la propiedad Markoviana. La pNbabilidad de que la cadena no 

pase nwica al estado l serra igual a U."l producto (p) de probabilida-

des de Transici6.'.1 e11 donde el sigui~nte se r.a.stringirfa a ser dife-

rente de l. Un factor :le ese producto serra: 
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p' = P [La cadena no pasa nunca de k a l J = Lim (l-PJt1(l)l=O 

n--fa:> 

pero dado que p' solo .,s un factor del pro:lucto p entonces: 

p < p'=O luego p = O 

por lo tanto la cadena visitará por lo menos una vez a l pero =orno 

k es visitado un número infinito de veces as! también lo será. l. La 

evoluci6n ulterior se sigue; si la cadena visita 1, entonces como se 

afirm6 al principio volverá en algán paso a k puesto que k se visi-

ta una infinidad de veces y asr la evolució!l ulterior ae sucederra. 



Este argumento se aplicará. también al estado j ya que existe un camino 

de longitud finita de ka j y la cadena pasa una infinidad de veCi!S por j, 

El estado j es pues recurrente. 

Hemos demostrado ademá.s: 

TEOREMA 2, 2. - Desde el momento en que un estado final es alcanzado, 

todo ·~atado de su clase es alcanzado una infinidad de veces. 
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Por último un razonamiento análo,go permite mostrar el resultado siguie!!. 

te: 

TEOREMA 2, 3. - Hay una probabilidad nula de que la cadena no alcance 

jamás wia clase cerrada. 

Pasemos a ilustrar un ejemplo :le clasüicaci6n de estados: 

EJEMPLO 2,2 

&,a la cadena Xn, n €IN y e atados E= { 1, 2, 3, 4} 

2 
p (l) 

4 

2 

o 

1/2 1/2 

1/3 1/3 

1/4 1/4 

o 

o 

1/4 

4 

o 

o 

1/3 

1/4 
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Dado que sólo representamos las transicio~~s posibles en la grá.íica po-

demos obtener directamente la matriz Booleana: 

2 3 4 r{3 J 

- [' 1 11 o o o 1 

., "l 1 o :_ '.te, ·F"Mflfl· i . r ,,,¡ 3 1 1 1) 

4 1 1 

f-{3}[ o 1J 

luego c3 = { 2} 

As{ hemos particionado a E en tres clases de equivalencia. Determ_! 

n3mos de que tipo son dichas clases (Cerradas o Abiertas) 

C1 Cz 

o 

No={cz} 



As.( c
2 

es una· clase cerrada y por tanto .sus estados so.u recurre~ 

tes·y C1, c
3 

son abierf:as y sus estados transitorios. 

Mostramos la gráfica ordenada ;iso~iada a la cadena: 

Fig. 2, 3 

Estado Absorbente 

Cuando una clase cerrada está co.i1stitu{da por un solo estado; este -

estado se califica de absorbente. Es decir si Pii (1) = 1, entonces i 

es absorbente. 

Para el ejen1plo .el estado "l 11 es absorbente. 

Estado sin Retorno 

Cuando una clase abierta consta de un s6!o ·ostado i co!l probabilidad 

de transici6!1 pi i (1) =O este estado as un estado sin retor!lo, 
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2. 6 PROBABILIDADES DE PRIMERA VISITA A UN ESTADO EN N PASOS 

Para ciertos pr.:iblemas, r"sulta de interés, el calcular la probabili-

dad cnn<licional, de visitar 'lfl 1eterrninado estado k a partir de un e!!_ 

tado j, exacta.n~ente en n transiciones y no antes. Denotemos esta pr~ 

habilidad por f j k (n) y sea el evento: 

xm =;bk para m=l, 2, , , .n-1] 

que significa que la cadena visita el estado k exactamente en el pa.so n 

y no en algún paso anterior a n. Si este evento lo condicionan1os a que 

la cadena arranca en el estado ,i en el paso 110 11 tenemos: 

fjk(n) = P [ Vk (n)/xo=j J 

Apoyemos la ilustración. del cálculo de f j k (n)pa.ra toda n e: IN en la 

figura 2, 4 

r 

'' 

/. ~-- 1 ,, \\ 
,, \~l , , .. ~ k .... 

o 2 3 4 5 6 n 

Fig. 2.4 



51 n=l, ento.'lces fjk (1) se identüica con la praba.bilidá.d .. :la .transi 

ci6n de un p.'3.so de j a k y se representa en la figura Z.4 mediante 

una flecha continua, asf: 

si n-.:::1 

Hagamos n=2 y veamos que en la figura 2. 4 ha sido representado ·~l 

evento Vk(2) C<Jndicioriado a "o=.i mediante lmea punteada. Esto ,,qu_! 

vale a realizar iina serie de tra.nsicio ... "l.es posibles en lL"l paso conj~ 

tamente con la probabilidad de primera visita f i k (l) p.ara algún ifo k 

en el que serfa posible caer. Luego: 
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fjk (2)= Pju (1) fuk(l) + Pjl (1) flk(l) + ..... +Pj r(l) f rk(l) 

=¿pji(l) fik(l) 

"fi'i=k 

Si siguiérarros el análisis resultarfa la siguiente f6rmula: 

fjk (t;l = I Pj i (1) fik(n-1) para n :::=:.2 

-..¡. i #k 

As{ tenemos que para n ~ Z hemos obtenido ~n forma rzcursiva la f6r 

mula anterior. Resumiendo 

¡Pjk(n) 

= LPji(l) 

i 'i=k 

si n = 1 
(2. 2) 

f ik (n-1) si n 2:: 2 
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EJEMPLO 2.3 

Sea \a cadena: 

2 3 4 

¡·" 
• 25 • 25 .'l 2 • 2 o 4 • 4 

P( l) = 
3 • 3 .4 2 • l 

4 • l • 2 3 • 4 

Escojamos el esta.do j como astado inicial y el 4 como el estado final; 

calculemos asr fj4 (1), fj4(2). fj4(3).vj 

De acuerdo con lo obtenido, ésto se puede manipular más fácilmente -

mediante notaci6n matricial: 

Sea Mk una matriz a partir de P (l) tal que se ha substitufdo la colurn-

na k - ésima por ceros: 

[i'~] 
• 25 • 25 .25 o 

{\p>} , luego M
4 

= • 20 o 4 o 

• 30 4 2 o 

2 .3 o 

[" 
• 25 • 25 

~ [] ['] {fj4(2)}= :: 

o 4 0.09 

4 2 0,255 

10 2 3 0,135 
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• 25 • 25 • 25 o 

{fj4(3)}= 
.20 o .40 o • 09 ~ 0.1395 

.30 4 • 20 o ;255 o.14325 

.10 2 • 3:J .135 O. ll3Z5 

l. 7 TIEMPO MEDIO DE OCUPAGION 

Para ciertos prvblemas resulta. de interés este concepto. Por ~jern-

plo un prublema de inventarios, en donde se desea co!lo=er cuá.l es el 

nivel de inventario pr-=>n1edio sostenido ::!11 el manejo de un cierto -

pro:iucto, el cuál se tra.duc¿ eri calcular zl tiempo medio de ocupación 

de difer~ntes niveles de inventario. 

Denotemos el tiempo :le o.:upaci6n del estado k en n pasos por Nk (n): 

Defiriamos la variable aleatoria Z i.Jn) en forma Bo:>leana tal que: 

zk (n) = { 
si 

o si 

es decir Z k(n) vale 1 si la cadena visita el estado k en el paso n, en 

caso contrario vale cero. Luego Nk (n) darlo que la cadena estaba en 

n 

Nk (n)/x
0

=j ~ Zk(m) 

m=l 

y si n tiende a infinito entone~ s 
co 

Nk (oo)/xo=j ¿ Zk(m) 

m=l 
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se denomina tiempo total -de ocupaci6'1. En ro>alid,.d el tiempo qu~ se 

utiliza es el tiempo medio de ocup3éi6~, as! bien: 

00 

zk (m)J = 1
1 

E [zk (m~ 
00 

m~l [ 1 pjk (m)+O(l-pjk (m)Ll 

Denotemos el t~mpo medio :le o~upaci6n por r ij' cnto:ices: 

r .. = [ P.k(m) (Z.3) 
lJ m= l J 

00 

I. rjk <m> 
m=l 

Dado qu¿ el conjunto E, de estados de una cadena se pue:le dividir 

en estados que la cadena visita un número infinito, analicemos los 

siguientes casos: 

i) Si i, j recurrentes entonces puede suceder: 

a) Que i, j €. cl(i) es decir i~ j, luego la serie 

00 L Pij (rn) no_ converge ya que corno se vi6 i, j 

m=l 

pertenecen a la misma clase cerrada y serán 

visitados un nÚ.."'Ilero infinito de veces, luego -

siempre existirán P¡ j (n) > O para alguna n, 

As!: 
r i j =O> (INFINITO) 



b) Si i, j no comunica.n, entonces Pij (rn) =OV m ¡¡:IN 
asr: 

r ij =O 

es decir, no se puede o=1..lpar 1m estado j rt":currante a 

pa. rtir del estado i recurrente '10 equivalente a j. 

ii) Si es recurrente y transitorio ·~ntoncea: 

a) Si i es accesible desde j, es decir si J Pji(rn) > o 

para alguna m, entonces, se cae en el caso (i) inciso 

(a) y la serie no converge, luego: 

b) Como de un estado recurrente no se puede pasar a. un 

estado tra.nsitorio; Pij (m)=OVm, entonces: 

r ij =O 

iii) El único caso :io trivial resulta cuando i, j so::i tra.nsitorios, 

ya que como se sabe, estos estados son visitados \lil n 1J~nel':-~ 

finito de veces, porque la cadena, en algún paso caerá en -
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los estados recurrentes y no volv~rá jamás a los transitorios, 

luego la serie converge, S"a la matriz de tr:msici6n P (1 ), Co 

rno hemos establecido para. cadenas homogéneas 

P(n) = p(l) n 
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Además si T' es el co~junto de todos los estados transitorios, p~ 

demos acom0:!~r los estados en la matriz P (1) de tal fonn a que en 

los primeros renglones situemos loa estadoa recurrentes y en los -

últimos los transitorios. 

P( 1) = 
T'IK 
T'~ 

donde K ~s la submatriz de tra.nsici6.':l. entre estados recurrentes, L 

es la submatriz de transici6':l. de estados transitorios a recurrentes 

y Q, la submatriz de transici6n entre estados transitorios 

Luego denotando matricialmente 1a matriz de tiempos n1edios de oc~ 

-paci6.'l por R, calificada con10 matriz potencial se tiene: 

CD . [ f m=1 
P(m)= f 

m=l 

R =¿: 
m=l 

Km 

de donde extraemos S= ; analicemos la convergencia 

de esta serie y admitamos la. siguiente convenci6!1 

si i==j 
(2.4) Pij ( O ) { 

o si i f= j 
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asr con la convenci6n citada podemos establecer que: 

s r+a+oz + ...... 

Para demostrar que la serie converge, sin recurrir a espacios nor-

madoe o demoetracionee matem:!ticas tediosas podemos utilizar lo si 

guiente: 

Q es w1a matri.~ que s6lo contiene probabilidades de transici6n de e.?_ 

tados transitorios a estados transitorios en un paso, asr mismo a2 -

pero en transiciones de dos pasos y generalizando,cf será en n pa.--

sos. Como se sabe un esta.do ·transitorio j, por ser transitorio será 

visitado un número finito :le veces. Eso implica que existe una h
1 

>O 

y hi<=, tal que pij (h¡)=O, El mismo argumento puede ser usado -

para todo k transitorio, es decir, existe h
2 
> O y h

2 
acotado, tal -

que Pi j (h
2

)= O. Sea N el mayor número escogido de entre lae hi; e~ 

tonces Pij (N)=O Vi,j "- T' asr claramente si N <= entonces: 

Lim pij(n)=O vij € T' 

n---100 

N 00, 

luego: I Qm =I Qm +Lam 

m=o m=o m=N+l 

N 

I Qm +o 
m=o 

<X> 

. asr S= I Qm convc.::ge 

m=o 

Hemos deter-:ninado la convergencia, pero no a. que converge: 
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Pasemos a determinar la matriz a la cuál conv?rge: 

Como: 
2 3 

S=I+Q+Q +Q + ...... . 

Luego: 3 
QS=Q +Q2+Q +Q4 + 

S·QS=I S(I-Q) = I ==9 S = (I-Q)" l 

Donde (1-Q) tendr<i que tener inversa dado que S converge. 

Z. 8 PROBABILIDADES DE PRIMERA VISITA 

Son las probabilidades de visitar un estado k a partir de un estado -

inicial j en algún paso :le la cadena. Se denota por f j k y equivale a: 

fjk= P [Nk (oo) - Nk (m)> O/x,n=j] P[Í Zk(m) > o/xm"~j J 
n=m+l 

admitiéndose que P l"m =D > O 

TEOREMA Z.4.- Para cualesquiera estadosj,kaetiene que: 

"" 
f. =~f (n) (Z.5) 
Jk n=l jk 

Probemos el teorema Z.4 partiendo de que: 

Definamos el evento: 

Vj< = [xn =k, en algun paso n> O J = Nk (oo ) > O 

n=l 
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luego como '?k(n) Vn > O constituyen eventos disjuntos, entonces 

P [vk/x0 =j] PC'!i Vk(n)/x0 =i] = P[0~1Vk(n), x 0 =i] 

P [xo=i] 

"' 
Pln~l (V k(n), x 0 =jt Il P [V k(n), x 0 =j J 

Antes de pasar a calcular las fjk para las distintas clases de estados enun 

ciemos el siguiente teorema que nos será útil: 

TEOREMA 2. 5 . - Pa.ra cualesquiera estados y k y n '2 1: 
n 

P¡·k(n) = l í.k (m) pkk (n-m) (2.6) 
m=l l 

si j=k 
admitiendo la convenci6n establecida anteriormente: Pjk(o)={: 

si j7'=k 

Demostremos ésto: 

n 

P [ xn=k/ x
0

=j] = L P [ xn=k, xm=k, xq #k, q=l, ••• ,m-1/x0~U 
m=l 

n 

=¿ P Gn=k/~=k J P [ xm=k, xq=f k, q=l, ••• ,m-l/x0 =LJ 
m=l 

n 

L pkk(n-m) íjk (m) 

m=l 

n 

L fjk(m) pkk (n-m) l.q.q.d, 

m=l 



AnalicemoS los sigui.c:ntes casos 

i) Si j y k recurrentes entonces: 

a) Dado que j es recurrente la probabilidad: 

Ya que j será visitado un nún1ero infinito de veces. 

Ahora si j f--tk, entonces por el teorema 2. 2, se sigue que k tam-

bién será visitado un número infinito le veces a partir de j por lo 

tanto: 

Vj,k tal que iHk 

b) Si j ~ k entonces no exist~ probabilidad de transición -

Pjk(n), es decir, pjk(n)=OVn E:jN , y como fjk se d!"_ 

duce a partir de estas probabilidades .entonces: 

Los únicos casos no trivales son los siguientes: 

~i) Sean j, k dos estados transitorios cualesquiera: 

utilicemos la relación (2, 6) del teorema 2. 5 con-

juntamente con su convenci6n: 
n 

Pjk(n)= L fjk(m) Pkk(n-m) 

rn=l 

Si sumamos sobre n 
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Luego invirtiendo el orden de las sum<:ttorias .Y adecuando !ndices: 

L l fjk(m) Pkk(n-rn) 
m=l n=m 

00 = 
I I rj k(m) pkk (q) 

m=l q=o 

00 

'ik ¿ pkk(q) 
q=o 

00 

L Pjk (n) 
f j k= ~n~=-1 ___ _ 

~ Pkk(q) 
q=o 

Obsérvese lo siguiente: Si j=k entonces: 

e<> ca 

I pjk(n) 

n=l 
I pjk(n) + 1-1 

n=l 
Íjk= 

<.0 

I I pkk(q) Pkk(q) 
q=o q=o 

I 
n=O 

°" 
I 

q=o 

"3 q=n-m 

pjk(n)-1 

1 =---
Pkk (q) L Pkk (q) 

q=o 

Si se recuerda la expresión (2. 3) espectfica el tiempo medio de ocupaci6n 

del estadcja partir de iysíse admite la convenci6n establecida se tiene 

que: 

f jk= rkk ¡ rj k 

1 - 1 
rkk 

si 9= k 

(2. 7) 

si j = k 



iii) Si j es transitorio y k recurrente entonces: 

Como Íjk= I f jk(m) 
m=l 

para cualesquiera j, k E'. E 

se tiene: 

f jk= f jk(l) + ! f jk(m) 
in=Z 

luego de acuerdo con la ecuación (2. 2) 
CD 

f jk= Pjk(l) + I 
rn=2 

'\ P·. (1) f.k(m--1) L Ji 1 

Vi G E 
i ¡ k 

si invertimos las sumatorias: 

"' '" 
fjk=Pjk(l)+ I Pji(l) L fudrn-1) Y fjk=pjk(l)+ ¿ pji(l) 2: fik(q) 

Vi E E 
i fk 

V. iG E 

i /k 

fjk= Pjk(l )+ I Pji (l) fik 

Vi E E 
; / 1c 

q=l 

pero E est~ particionado en estados transitorios y recurrentes. Sea 

T 1 el canjnnto de estados transitorios y T 1 su complemento, luego: 

fj1c=Pjk(l)+ I Pji(l)fik+ 2: Pji(l) fik 

Vi«T' V.i~T' 
i ¡ k 
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pero en T 1 existen estados recurrentes que pueden o no comunicar con 

k, luego si i (; cl(k), entonces. f; k=l, pero si i" T' e i f .el (k), 

entonces fik =O, así: 

y 

Vi¡; T' V. i G- cl(k) 

i/k 

fjk= L Pji(l) fik + I pji(l) 

V ic T' Vi"' cl(k) 

(2. 8) 
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Asf mediante la expresión (2. 8) es posible calcular las probabilidades 

de primera- visita de estados transitorios a recurrentes. Obsérvese -

que esta expresión representa un sistema de ecuaciones simultáneas, 

donde las incógnitas son f i k y~ p ºi (l) 
V1ecl(k) 

En forma.más general la ecuación (2.8) 

Íjk= I Pji(l) fik 
"1<i €E 

es el término independiente. 

se puede escribir como: 

Nótese que el término independiente obtenido en la ecuación (2. 8) s~ 

rá idéntico Vi E: cl(k). de aqur que lo. solución para cada i €: cl(k) 

es la misma, por lo que basta calcular las probabilidades de prime-

ra visita para un sólo estado de la cl(k) cerrada para obtener las --~ 

probabilidades de primera visita para todos los demás est.;.dos de esa 

clase cerrada. Otra observaci6n, es el hecho d·~ que los coeficientes 

de las inc6gnitaa fjk' son los mismos, independientemente de la eta-

se cerrada a la cuál se está. calculando las fjk• Estos coeficientes --

constituyen la 1natriz Q antes enunciada. Si lo anterior lo llevan10.s a 

notaci6n matricial: 

Sean j¡, jz •.••••• jh estados transitorios y k¡, k 2 •.•. kq esto.dos rec~ 

rrentes los cuáles pertenecen cada uno a una clase cerrada distinta 

es decir k¡ f-t"""' k2 ~ ky. (-f-lkq, entonces 



f i 2 kl f j 2 k2 ••••• f j 2 k q 

f j h
0 

kl .•.••••.••••• .r j h k q 

luego la solución es: 

f j l k l f j l k 2 ••••• f j l kq 

f·2 k2 f.2 k -1 ·J ••••• ) q [ :1 
= r-o_¡ 

Íjh kl. ••••••••• '.ºº Íjhkq 
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f jl kl, •••••• f j l k~ 

....... ,J Q 

f j h kl 

LPjli(l)·····L Pjli(l) 

l Pj 2i (l) l Pj2i(l) 

lpj~i(l)·••••¿ Pjhi(l) 

V i e cl(kl)• •• •. V. i e cl(kq) 

2:: Pjl i (!) •••••••• .¿ Pjl i (1) 

2>jhi(l) 

V iEcl(kl) 
l Pjh i (1) 
V iE cl(kq) 

-1 
El calcular [r - ~ , sólo una vez para obtener los tiempos medios 

de ocupación y las probabilidades de primera visita ofrece, grandes vent~ 

jas computacionales. 

Si algunos de los estados k1, kz ••• kq son estados absorbentes, a las 



probabilidades de primera visita a e 1105 a partir de estados transi 

torios, se les llama PROBABILIDADES DE ABSORCION. 

2. 9 TIEMPOS MEDIOS DE ABSORCION 

El tiempo· que la cadena permanece en los estados transitorios a -

partir de un estado j transitorio, se denomina tiempo antes de ab-

sorci6n y se denota por N'j . L6gicamente este tiempo será la su 

ma de los tiempos de ocupaci6n total, de cada estado transitorio a 

partir de j, por lo tanto: 

N'j= L N;(a:>)/x =j 
Vie: T' 

0 

Si calculamos la esperanza de N 1j obtendremos un tiempo medio a~ 

tes de absorci6n. Pero antes de ésto, notemos que para que la ca .. 

dena sea absorbida en algún estado recurrente, al tiempo antes de -

absorci6n debe ser sumado un paso, as( el tiempo de absorci6n se-

rá: 
Nj = N'j tl 'j E T' 

Ahora tomemos la esperanza para obtener un tiempo medio de absor-

ci6n: 

E [ NJ = E [ NJ + ~ E [ N'i] tl =E[~ Ni (oo )/x0 =j] tl 

=L [E[Ni(oo)/x0 =i]J +1 'o<'ieT' 

'J.,/. i e;: T' 
co 

pero N;(co)/x0 =j L Z; (rn) 
m=l 

E [Ni] = L [ E[I Z; (rnl] J + 1 

'liicT' m=l 

luego: 

= l LE [z; cmij 
V';, T'm=l 

+ 1 



entonces 
o:> 

mj= ElNj]= l+ l ¿ pji(m) 

ViE T'm=l 

y recordando la convenci6n 

.j E. T' 

= 
mj= l+ l L pji(m)-l L ~ pji(m) 

Vi~T'm=O V iGT'm=O 

luego 1nj = l. rji , as{ los tiempos medios de absorción a par­

Vi e T' 
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tir de j, son la swna de los tiempos medios de ocupaci6n 1·ji Vi<:: T'. 

N6te se que este resultado es de bid o a la convenci6n establecida 

{ 
0

1 si j=k 
pJ.k(O) = 

si j?1k 

Denotemos lo anterior rnatricialmente 

[

mjJ [~ rjliJ mj2 = • 

ij~ f rjhi 

si -1enota1nos por m el vector de tiempos 

de absorci6n y Í por un vector de unos: 

V i~ T' 

m= [r-o] -l (2. 9) 

La expresi6n (2. 9) es la má.s utilizada para calcular los tiempos me-

dios de absorci6n. De esta expresi6n es fá.cil visualizar la siguiente 

expresi6n, la cuá.l es ilustrada en la mayoría de los textos relaciona-

dos con el tema. 

m. 
l 

€ T' (2. 10) 



2. 10 TIEMPOS MEDIOS DE PRIMER PASO Y DE RECURRENCIA 

Una cadena Markoviana se califica de irreducible, .s:i todos sus estados 

comunican entre sí, de tal forma que la cadena está constitufda por -

una sola clase cerrada única. En realidad una clase cerrada puede --

considerarse como una cadena de Markov irreducible. 

El concepto de tiempos medios de primer paso y de recurrencía s6lo 

es aplicable a cadenas irreducibles y se interpreta como: dado que la 

cadena se encuentra en el estado j (obvio j recurrente), cuá.nto tiem-

po en promedio tardará la cadena en visitar el estado k. Si j=k, en--

tonces el tiempo promedio se calüica, de recurrencia; as! para cada 

par de estados j, k de la clase cerrada, la secuencia de probabilida- -

des condicionales de primer paso fjk(n), n=l, 2... constituye una di!!_ 

tríbución de probabilidad de la variable n cuya esperanza es la busca 

da, luego: 

Para calcular mjk 

mjk= L nfjk{n) 
n=l 

es necesario hacer la siguiente consideración para 

facilitar su obtención: Dado un estado k, un tiempo medio de primer 

paso mjk• j =f k puede ser conside'rado como un tiempo medio de ab­

sorción haciendo una ligera modüicación a la cadena irreducible oon 

la que se está tratando, de la siguiente' manera: 

Si { Pjk} es la matriz de transición original se generará una nueva -

~atriz { Pjk} en la cuál, si j es el estado inicial y k el estado final 

entonces: 
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p' iq l si i=k y q=k . i, j, q, k E: E 

p' iq o si i=k y q 'J'=k 

p' iq Piq si i'f= k yj cualquiera 

En otras palabras, si k es el estado para el cuál se quiere calcular 

el tiempo medio de prin1er paso a partir del estado j, k se convierte 

en estado absorbente. Esta ni.odificaci6n no altera el comportruniento 

de la cadena original antes de que ocurra el prinler paso a k. De lo 

anterior es válida la expresión (2.10) expresada como: 

mjk = 1 + I Pji(l) mik 

v<i /k 
para + k (2.11) 

Loa tiempos medios de recurrencia podrán calcularse a partir de los 

tiempos medios de priiner paso cmno: 

ml<:k = 1 + l ~i(l) mik 

~i/k 

La expresión anterior resulta de que: 

(2.12) 

a) La cadena puede permanecer en el estado k en el 

primer paso y 

b) La cadena puede salir de k en el primer paso así 

se tiene que: 

mkk = Pkk(l) + L Pki(l) { 1 +mik} 
Vi/ k 

Se queda La cadena sale de k en 
en k en l ~ el prinler paso 
so 
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Picit(l) + l P¡d(l) + l Pici(l) mik 

vi /k ivi/k 

+ l Pici(l) mik 
Vi /k 

Estamos en posici6n de dar la siguiente definici6n: 

Estados recurrentes positivos y nulos 

Se dice que un estado k recurrente, es positivo, si su tiempo medio 

de recurrencia mklc ca finito. Si n-ikk es infinito, entonces se dice -

que k es un estado recurrente nulo. 

Obsérvese que los estados nulos no existen en cadenas ile Markov fin}. 

tas, ya que si un estado es recurrente y es visitado un nÚinero íini-

to de veces, el número de estados de la cadena debe ser infinito. E!!_ 

ta afirmaci6n se plantea como comentario, ya. que este trabajo se li-

mita a un conjunto de estados E finito. 

Una. cuesti6n particular que surge es: ¿Cuál será el tiempo que•·tar-

dará la cadena en arribar a un estado espec!fico j recurrente, a pa!_ 

tir de un estado tran:iitorio k? Esta pregunta involucra tanto el con-

cept:o de tiempos medios de absorción como, tiempos medios de pri-

mer paso. Habíamos determinado antes, los tiempos de absorci6n. -

En este concepto no nos interesaba por cuál clase cerrada de las que 

pudieran existir, era absorbida. la. cadena. y menos aún, cuál era. el 
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estado, que el proceso visitaba primero dentro de la. clase cerrada 

que lo hubiera podido absorber. Conjuntemos parte de los canten_!. 

dos de los conceptos de tiempo medio de absorci6n y tiempo medio 

de primer paso en lo que calificaremoo como: Tiempo ?v1edio de --

Primera Absorción. 

El tiempo medio de primera absorci6n del estado k a. partir del es-

ta.do j será infinito sí el nCÍlnero de clases cerradas de la. cadena, -

es mayor de uno. Esto se explica; si la cadena cae a otro estado 

recurrente no equivalente a. k entonces la. cadena no saldrá jamás -

de la clase cl(l) y por tanto k no será visitado nunca, Por tanto el 

tiempo de primera absorci6n de un estado k a. partir del estado j -

será finito, sr y solo sf existe una sola claae cerrada, 

Pa.ra calcular el tiempo medio de primera absorci6n del esta.do k, 

convertiremos este estado en- absorbente. De esta forma todos los -

estados recurrentes equiva.lentea a k se convertirán en transitorios, 

Luego el tiempo medio de primera absorci6n se convierte en un ---

tiempo medio de absorción. Esto se tendrá que hacer con ca.da est!_ 

do i €el (k), 

Z. 11 COMPORTAMJENTO DE CADENAS DE MARKOV A LARGO 
PLAZO 

En interesante estudiar el comportamiento a.sint6tico delas probabili-
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dades de transici6n Pjk (n ), cuando n crece indefinidamente. 

Sabemos por todo lo anterior que la. cadena. tarde o temprano visitará 

alguna clase cerrada de la cuál no podrá. salir nunca.. De esto es 16-

gico pensar intuitivamente que dado un esta.do transitorio j: 

Lirn Pij (n) = O 

n~= 

Desde que cada. estado recurrente pertenece a una clase cerrada. (Ca­

dena Irreducible) cuyo comportamiento asint6tico puede ser estudiado -

independientemente de los estados restantes que no pertenecen a tal -

clase cerrada, podemos concentrar nuestra atenci6n sobre dichas cla-

ses cerra.das. 

En. este punto surge una. dificultad al tomar el lúnite de las probabil,! 

da.des Pjk{n} de los estados de una. cadena. irreducible, cuando n tie~ 

de a. iofinito. Esta. dificultad estriba., en· que, en ocasiones, este lím,! 

te existe ~ra. ciertos números que son múltiplos de un valor t fijo, -

denomina.do período. Esto da. origen a las denomina.da.a cadenas peri6-

dica.s (t:? 2) 

Principiemos pues el estudio del comporta.miento a.sint6tico demostr~ 

do, el siguiente teorema.: 

TEOREMA 2. 6. - Todos los estados de una. cadena. irreducible son del 

mismo tipo. 
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Prueba.. - Sabemos, que por ser la. cadena. irreducible, pa.ra. un 

par de estados cualesquiera j, k, existirá.a. enteros -

r, s, ta.les que Pj k (r)) O y Pkj (s) >o y que por la. 

ecuación de Cha.pman-Kolmogorov: 
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Pjj(n+r+s} ~ Pjk (r) PJck (n} Pkj (s) para una n a.rbi 

tra.ria.. 

Supongamos que el esta.do j tiene perrodo t. El lado derecho de la. expr~ 

si6n anterior es positivo para. n=O a.sí: (PkJc(o}=l) 

Pj k (r) (1) pkj (s) > O 

de aquí que el la.do derecho muestra que r+s=kt, k es entero, es de­

cir es m'1ltiplo de t. De lo que se deduce que el la.do izquierdo será -

nulo para. valores de n que no sean múltiplos de t y por tanto .el esta.do 

k tiene período múltiplo de t. Si interca.mbia.mos los papeles de j, kv~ 

mos que estos esta.dos tienen el mismo período. 

Existen formas alterna.a de obfener la. distribuci6n estaciona.ria. de una. 

cadena. de Ma.rkov. Aquí sólo presentamos la forma m<is sencilla. y r~ 

pida. que proviene def siguiente teorema.: 

TEOREMA Z.7 Da.do el tiempo medio de recurrencia m jj se tiene que: 

i) Si· j es a.peri6dico (t=l) entonces: 

Lim Pjj (n) (2.13) 

n~oo 



ii) Si j es periódico es decir t ;::_. 2 entonces: 

Lim p jj (nt)= _t_ 
llljj 

(2.14) 

y 
Lim Pjj (k)= O V k no múltiplo de t 

Prueba: 

i) De acuerdo con el ty,orema 2.5 se tiene la relaci6n (2, 6) 

p .. (n) = L f.. (m) PJ·J· (n-m) 
JJ m=l JJ 

y por convenci6n pjj (O)=l. Definamos 

Si formamos la suceai6n { r 0 } tal que: 

r 0 =fjj (n+l) + fjj (n+2)+,,, 

además f j j {O )=O 

.., 
L f j j (m) (2, 15) 

m=n+l 

sabemos que la sucesión es decreciente y tiende hacia. cero cuando n 
a> 

tiende a infinito, ya que r
0 

= 1, porque f jj = I: f. . (n) y j es recurre_!! 
n=l J J 

te. 

Obsérvese .que ta serie infinita formada a partir de tal sucesi6n es de 

la forma:
00 

2: rn 
n=o 

= Íjj (l)+.2fjj(2)+3fjj(3)+ ••• 

o sea el tiempo medio de recurrencia m j j = I n f jj (n) 
n=l 

Como tenemos que: r 0 = 1 



&s 

Si sustituUnos tales valores en: 

Pjj (n)=fjj (o) Pjj (n) +fjj (1) Pjj (n-1) + , .• + fjj (n) Pj j (o) 

tenemos que: 

Pjj(n) (r0 )=(r0 -r1)Pjj (n-l)+(q-rz)Pjj (n-2)+ ,,, +(rn-1 - rn) pjj(o) 

así desarrollando: 

y por tanto se obtiene que: 

Ambos 1niernbroa de la ecuaci6n representan lo mismo pero uno en funci6n 

de n y el otro en función de n-1 por tanto: 

r 0 Pjj (n)+r¡ p .. (n-1) +r2 p .. (n-2) + ••• + rn p (o) 
JJ JJ jj 

es una co.istante independiente de n, Corno para n=o queda: 

r p •. (o)=l 
o .JJ 

entonces para toda n: 

Como 

n 

r 0 =1 entonces L Íj;(m) S: 1 
m=l 

(2. 16) 

y de acuerdo con la relación (2.6),
0 

si sustituimos en ella Pjj(n-m)=l, pa-

ra m=l, 2, •• ,n entonces: p.•(n) s; I f,.(m) s; 1 
JJ m=l JJ 

Sal>emos que las Pjj(n), están en el intervalo cerrado y acota.do (Co~ 

junto Compacto [o, i)¡ el cuál tiene infinitos puntos, de aquí que por -
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el teorema de Bolzano-\Veierstrass;!: existe por lo menos, un punto de 

acwnulaci6n, Pero incluso, si existen varios, se demuestra en Topol~ 

gía., que el 11conjunto de puntos de acumulaci6n 11 es cerrado y acotado 

y por tanto existe un número SUP denominado el supremo de los puntos 

de acumulaci6n. (Como tal punto de acumulaci6n pertenece al conjunto 

de puntos de acun1ulaci6n, por ser este cerrado y acotado se le puede -

deno1ninar al supremo, el rná.;::irno del conjunto de puntos de acumulaci6n) 

De igual modo existe un nú1nero denominado INF el cuál es el Jnfimo de 

los puntos de acumulaci6n. 

También se demuestra. en Topologfa que dado Wl pwito de acumulaci6n 

se puede encontrar una subsuce si6n que tiende a él. 

De lo anterior la subsucesi6n de las pjj(n), 

Pjj(np), ••• } , se puede encontrar tal que: 

Pjj (np)---1 SUP 

luego se tiene que pjj(n) < SUPt E para toda n suficientemente gr"!!. 

de. 

Sea m1 un entero fijo, tal que, íjj(m¡)> O, Mostremos que la nueva 

subeuce ai6n: 

Llevemos a cabo ésto por contraposici6n: 

Sabemos que Pjj(np) ~ SUP implica lógicamente que podemos encontrar: 

para alguna E > O (2.17} 

*NOTA. - Ver Mafüematical Analysis segunda edici6n APOSTOL pág. 54 
Teorema 3. 24 
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Ahora sí, neguemos que Pj j (np-rn¡)---} SUP, entonces podemos enea~ 

trar un punto de acurnulaci6n SUP' < SUP al que tienda la subsucesi6n 

Pj j (np-rn¡) asf: 

Pjj (np-rn¡) < SUP' < SUP 

Sea ahora N > m 1 y suficientemente grande para que rN < E • 

y np > N, o sea, np > N > rnl entonces por la relaci6n (2.6) 
np 

Pjj(np) 5 r:. (1) Pjj(np-l)+f..(2) p .. (np-Z)+ ••• +L.(N)p •. (np-N)+ Lf··( ) 
J J J J l J J l l l rn=N +{J m 

pero: 
(X) ~ 00 ~ 

rN= L f .. (m)= l f .. (rn)+ L f .. (m)=¿ f .. (rn)+r <€ 
m=N+l J J m=N+l J l m=np+l J J m=N+t J n p 

entonces: 

y 

N 

PJ· j (np) < L í .. (rn) pJ. J. (np-rn) + € 
m=l ll 

N 

Pjj(np) < l Íjj(m) p jj(np-m)+fjj (rn¡)p .. (np-m¡) 
m=l ll 

m/ml 

+ E 

pero las Pj j (np-m) están dominadas por SUP +E y adicionalmente 

Pjj (np-m1) < SUP', asf: 

N 

Pjj (np) < (SUP+ E) l f.. (m)+ 
m=l JJ 

Ahora, r
0

=1 

N 
m/rnl 

~ l f.· (m) por lo tanto: 
m=l JJ 

. N 

1-fjj(m¡) 2 m~lfjj(rn) 
m/ml 

SUP' fjj (m1 ) + E. 



así: 

podemos despreciar (f j j (m 1) f ) y la desigualdad no se altera. 

Ahora podemos encontrar una E suficientf!mente pequeña tal que 

fjj (m 1) (SUP-SUP') > 3f (obsérvese el signo menos), luego: 

Pjj (np) < SUP+ ZE - 3E = SUP- f. o sea: 

pjj (np) < SUP - E , lo que contradice (2.17) 

luego: 

p j j (np-m 1) --} SUP y es imposible que SUP' < SUP 

pero entonces también pjj (np-2 rn 1)---)SUP, etc. 

·a) Consideremos primero el caso en que f j j (l) >O es decir que 

pj j (1) >O lo que garantiza que la cadena es aperi6dica. Ento!!_ 

ces ·para toda mz fija: 

p· ·(np-m )~SUP J J 2. 

Por la rela.ci6n (2.16) se implica., que cualquiera que sea N fija: 

r p .. (np)+ r 1 p .. (np-l)+ ••• +rN p,,(np-N).5 l 
o ll JJ . JJ 

Pe ro ya que p j j (np-m2) ~ SU P entonces 

[r0 + r 1 + r 2 + ••• +rNJ SUP.S 1 
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Como N es arbitraria resulta que: Im 
m=l 

m .. 
J J 

donde mjj es el tiempo medio de recurrencia y: 

SUP~l 

Por otro lado consideremos INF. El mismo razonan1iento de antes 

permite demostrar que para cada sucesi6n n p, tal que p j j (np)---) INF 

entonces p j j (np-mz) --7 lNF 

También aquí podemos encontrar un N suficientemente grande tal que: 
00 

l rm <E • Por la relaci6n (2.16): 

m=N+l 

pero 

entonces: 

np 

pjj(np-m)+ 2: rm2: 

m=N+l 

np "" 

L rm + L rm <E 
m=N+l m=np+l 

N L rm Pjj(np-m)+E > 1 

m=o 

pero como: p j j (np-m)~ INF: 

N 

INF I 
m=o 

r 
m 

Como N es arbitrariamente grande: 

INF mjj > 1-E 
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Luego por definici6n INF $ SUP 

y 
1- € < m j j I NF $ rn j j SU P < l 

pero E es arbitrariamente pequeña luego: 

Entonces Lim p j j (n) = _l_ l.q.q.d. 

n ---tco 
rnjj 

b) Consideremos el caso en que fjj (l)=O, es decir que pj j (l)=O y 

por tanto a simple vista no podemos afirmar que la cadena es ape -

ri6dica. 

Pero por hip6tesis la cadena es aperi6dica y por tanto podernos en­

co~trar un conjunto de mimeros M= {n¡. n 2 , ••• nk} finito de enteros 

positivos tal que f j j (ni)> O y cuyo máximo corndn divisor es 1. As! 

·las sucesiones { Pjj (np-x1 n¡)} , { Pjj (np~Xz nz)}, etc, tienden al 

SUP, luego la suce-si6n Pj j (np-x¡ n 1 -x2 n 2 - •••• )---1 SUP, cualesqui!!_ 

ra que sean los enteros positivos xi. 

Existe un teorema de teorí::i de n6.rneros que enuncia que dado un ca~ 

junto de nómeros positivos enteros con máximo común divisor t, 

te un entero M y enteroskno negativos, tal que,Vrn 2 M: 

mt= l cj nj 

j= 1 
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Es necesario ilustrar tal teorema para la comprensi6n de esta seg~ 

da parte de la demostraci6n: 

Sea A el conjunto { a
0

, a 1, ••• } donde ai=bn n 1 + bi2 n 2 + ••• bik nk, es 

decir el conjunto A es el conjunto de las ªi que se pueden representar 

con las ni para enteros bif 

Sea t 1 =INF {a/ai >º• aiE: A}. Como tes el m.c,d, de las ni, éste 

divide a las ªi E A, De aqur que t, divide a t' y por consiguiente t'> t. 

Cons~deremos cualquier elemento ªi e A. Podemos escribir: (Por Eu-

elides) 
ªi = St' + L , S, LE'. I (enteros) 

y donde o :;;; L< t' 

Como: k 

a.= I bij 
1 j=l 

y 
k 

t'=I b'ij 

j=l 

te nemas que: 

luego: 

n. 
J 

n. 
J 

k -sI l:lij nj =L 

j=l 

Ahora sabemos que (bij - Sl:lij) son enteros. Si hacemos «.j = bij - Sl:lij 



enton-ces obtenemos que: 

k 

L= l o( j nj 

j=l 

luego LE A, pero t' es el entero má.s pequeño positivo en A y 

O 5 L< t' por lo tanto L=O. As! 

a = S t' 
i 

Debe ser observado que las ni E: A y de aquf que t' divide a las ni, 

pero tes el m.c.d., luego: 

t' <: t 
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pero antes afirmamos que t divid" a t' o sea que t'> t por consiguien-

te: 
t'=t 

luego t t. A. 

As! t puede ser representada- en íunci6n de las n;. Esta representaci6n 

puede contener bi negativos y bi positivos o sea que: 

r k r k 

t= .L bt ºi :- ¿ br ni= '> btni - ¿ bini 
i=l 1=r+l rf=l b1·+l k 

tal que b:, bt;;:::: O. Hagamos N¡ = _'[ bt ni y Nz = r bi ni luego: 
1=1 i=r+l 

Existen dos casos: 

1) Si Nz=O, entonces k 

mt=N¡m = L Ci ni , C¡=btm,i= 1,2 •••• r 
i=l 

y Ci = O=bi i=r + 1, • , .k 



Z) Si Nz > O, ·Como el teorema dice que existe 

una M, pero no de que forma, hagamos 

M=~ 

Como m > M, entonces por Euclides: 

m=M+BNz +L1 y B2 O, O .5 Ll < 22_ 
-t-

luego: 

mt = N/ + BNZ + L¡ t 

mt = N 2 
z + BNz + L¡ (N¡-Nz) 

mt= Nz (Nz +B - L¡) + L¡ N¡ 

Como N, > L 1 , entonces Nz > L¡ , luego (Nz + B - L¡) >O 
t" 

por lo tanto se deduce que: 

k 

mt= l Cini 
i=l 

~20 

Volñendo a ta demostración t=l, ,luego las ni son primos relativos y 

se tiene que: 
k 

k¡ = l Gi ni 
i=l 

k 
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donde podemos hacer que M = 1( n. para garantizar que M existe, luego 
i=l l 

ki >M y por tanto ta suceai6n Pjj(np-k1)~SUP, es decir, basta ma-
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nejar la sucesi6n Pjj (np-k1) en la parte (a) del teorema y la dernostr~ 

ci6n de esta segunda parte no cambia. 

ii) Establecida la parte (i) del teorema, ésta 

resulta sencilla: 

Sabemos que: 
= 

mjj= lnfjj(n) 
n=l 

pero corno la cadena tiene periodicidad t, entonces las f j j (nt) pueden 

llegar a ser positivas (no negativas) s6lo para múltiplos de t, es de-

cir, si se parte del estado j, s6lo es posible volver a él en múltiplos 

de t, asr: 
et> 

rn j j = l nt f j j (nt) 
n=l 

De esta forma hemos considerado s6lo múltiplos de t, pero: 

= r n f j j (nt) 
n=l 

Ahora la variable n en e 1 producto con las f j j (nt) de be interpretarse 

con la n-ésima visita al estado j a partir de él mismo en longitudes 

de paso múltiplos de t (nt) exactámente. 

Por la parte (i) de este teorema se tiene que: 

Lim Pjj (nt) 

n-)o:> B{ j j 1.q.q.d. 
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Estos resultados son los utilizados en el cálculo de las probabilidades 

estacionarias, en cuá.nto a estados recurrentes se refiere. 

Sólo queda un caso que no es trivial. Este es el caso en que es -

transitorio y j recurrente y se quiere calcular: 

Lim Pij (n) 

n--;) co 

Para ello es necesario entender el siguiente teorema: 

TEOREMA 2. 8 Dado un estado recurrente de tiempo medio de rec2 

rrencia m j j se tiene que: 

Prueba: 

i) Lim Pij (n) 

n------) oo 

fij 1 si es aperi6dico 

ii) Lim Pij (nt t k) 

n---:)co 

ffijj 

(i) Sabemos que por la relaci6n (2.6) 
n 

Pij (n) = l fij (m) Pjj (n-m) 
rn=l 

Sabemos ademáll que: 
n 

Pij (n).$ l fij (m) s; 1 
m=l 

"" y debido a que l fij (m).5 1, entonces: 

m=l 
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n 

Lim pij (n) 

n~m 

Lim L fij (m) pjj (n-m) :5 L fij (m) =f¡ j :5 1 
m=l rn=l 

n --->t:'l'· 

= 
[ fij (m) Lim Pjj (n-m) y por el teo'ren1a 

m=l 
n-)cxi 

para una n suficientemente grande 

co 

Lim Pij (n) = r 
m=l 

fij (m)_l_ 

mjj m .. 
JJ 

l.q.q.d, 

ii) Es claro que k es una caracterfatica del estado de 

partida. y por tanto las visitas al estado j ulteriores 

serán k mod t donde k=O, 1, ••• t-1, por lo que en 

la parte (i) bast,rrá substituir n por nt + k aaf: 

Pij (nt + k)= L fij (mt + k) Pjj (nt + k-mt-k) 
m=l 

n 

= L fij (mt + k) Pjj ((n-m)t) 
m=l 

Luego 

Lim Pij (nt+k) 

n~o> 

¿ Íij (mt +k> 

m=l 

Lim Pj j ((n-m)t) 

n~oo 

y por la parte (ii) del teorema 2. 7 tenemos que: 

Lim Pjj ((n-m)t) :..._!__ 

n-joo 

2,7 



entonces: 

°" 
Lim Pij (nt + k) t l f ij (mt + k) 

m j j 

Íij...!. l.q.q.d. 

mjj 
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En realidad, éste y el anterior teorema han considerado una periodi-

cidad t, pero no se ha dicho nada al respecto de como obtenerla, si 

es que en la cadena existiera. 

Antes de ilustrar la forma en que la periodicidad, si existe o no, es 

obtenida, necesitamos el siguiente teore1na: 

TEOREMA 2. 9 • - Sea una cadena irreducible finita con estados re cu-

rrentcs periódicos, con período t. Entonces el conjunto de estados se 

puede particionar en t clases BI' Bz, ••• Bt tal que Pij (l)=O, a me-

nos que i € B 1 y j € B2, 6 i E B2 y je B3 , .. .,6 

Prueba. - Desde que la cadena es irreducible, para cada par de est~ 

·dos i, j te. E ~atoe comunican y por tanto sabernos que existen al me--

nos un par de enteros fijos r, s, tal que Pi j (r) > O y p ji (s) > o. 

Sea ·m un entero (no fijo) para el cuá.h 

Pn (m+a)= L Pik (m) Pki (s) 2: Pij (m) Pj i (a) 

~k€ E 

Si Pij (m) >O, entonce a, Pii (mta)2: Pij (m) Pj i (s) >O 

pero como cada estado de la cadena es periódico, i lo es, luego m+s 1 

ha de ser un múltiplo de t, es decir, m+a = nt donde n es algún ent!:_ 

.ro. Como a es fijo y m varía entonces rn ea la que define la clase de 
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que se trate. Dado que rn puede ser expresado ·en la fonna rn=at +b, 

a, b ~O (Algoritn-10 de Euclides) y como m es una caracterrstica as~ 

ciada al estado j, que se explica: 'rt.os estados j que se pueden visi--

tar a partir de i en m pasos (pij (m) > :l)", entonces b define la el~ 

se Bb, ya que b no varía al variar m, luego j podrá ser visitado en 

paso de longitud b, b +t, b + zt, •••• (Véase ejemplo l. 5 Capll:ulo 1) a 

partir de i. 

Es claro que b=O, 1, 2, ••• t-1 por lo que tend'remos t clases Bo, B¡. 

Bz• • • • Bt-1. 

As! Bb +l el conjunto de estados 

en pasos rn = at + b + 1 

que se pueden visitar a partir de 

l.q.q.d. 

Estarna• en posici6n de tratar la periodicidad t. Para ésto, el algori_E. 

rno de Dijkstra es útil. Vamos a fundamentar la utilizaci6n de este a_! 

goritmo estableciendo la correspondencia que el teorema 2.9 tiene con 

la teorfa de gráficas. 

En realidad es Wla clase peri6dic~ 11el conjunto de transiciones 11 de un 

estado i a un estado j serán múltiplos, es decir, es claro que si j -

posee la característica a (refiriéndose al teorema 2.9) j podrá ser -

visitado en pasos de longitud a, a+t, a + 2 t,... Pues bien al afirma!. 

se que son múltiplos se está diciendo que la diferencia de cualesquiera 

dos· transiciones pertenece a los enteros o sea: 



( a+kt) - ( a+ut) = a - a + t (k-u) = t (k-u) y k-u 

donde I son los enteros. Esto rnisn10 sucede en la Teoría de Gráficas. 

Mostrémoslo en el siguiente teorema: 
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TEOREMA 2.10.- Las longitudes de los caminos obtenidos entre dos vé.:_ 

tices i, j cualesquiera, en una clase final (subgrá.fica fuertemente conexa 

máxima) son múltiplos entre sr: 

Prueba. - Sea c 1 (i, j) un camino de i, j y L(C1 (i, j)) su longitud y sea Cü, i) 

el camino de regreso. Por tener la gráfica de transiciones posibles, s6lo 

será factible volver a i con caminos de longitud múltiplos de t, así: 

L(C¡ (i, j)) +L(Cü, i) = nt = Omod t 

Sea c 2 (i, j )otro camino y L(Cz(i, j)) su longitud. También: 

L(C2(i,j)) +L(Cü, i)) =mt = O m od t 

así: 
L(Cz(i, j)) -L (CI (i,j)) =O mod t l. q. q. d. 

Del teorema anterior es fácil encontrar la correspondencia entre el te2 

rema (2. 7) y la teoría de grMicas, "definiendo" una distancia entre dos 

vértices cualesquiera de una gráfica como: 

D(i, j) =L(C¡(i,j)) mod t 

pudiendo seleccionarse cualquier camino el (i, j) fijo. 

La distancia así introducida nos permite definir claramente t clases de 

equivalencia que particionan al conjunto de vértices. 

Sea ''v" un vértice arbitrario fijo de la grMica. Asr la partici6n resulta 

como: 
Cn= { i/D (v, i) =n} n =O, 1, 2, ••• t-1 
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Es claro, que el concepto de período se ha hecho presente, implícita­

mente, a lo largo de la teoría que se ha desarrollado referente a cacle 

nas Pcri6dicas. Para que no queden cabos sueltos demos su dcfinici6n. 

Periodicidad. - El má.ximo común divisor t del conjunto de todas las -­

n 2: l para las cuá.les Pj/nl> O, se denomina periodicidad de una cade­

na Markoviana. Comúnmente se dice que una cadena Markoviana es a~ 

ri6dica si t= l. 

Ilustremos en un ejemplo todo lo referente a cadenas peri6dicas: 

EJEMPLO Z 

Sea la matriz de transici6n en un paso: 

z 3 4 5 6 7 

o o 1/2 1/4 1/4 o o 

2 o o 1/3 o 2/3 o o 

3 o o o o o 1/3 2/3 

P(l)= 4 o o -o o o o 

5 o o o o o 3/4 1/4 

6 1/2 1/2 o o o o o 

7 1/4 3/4 o o o o o 

Obtengamos su matriz Booleana y calculemos circuitos de longitud no 

nula para cada uno de los vértices: 

Principiemos con el vértice número l y apliquemos Dijkstra de la si. 

guiente forma: 



2 3 4 

* o o 1 

z o o o 

3 o o o o 
B= 

4 o o o 

5 o o o o 

6 o o 

7 o 

5 6 

o 

o 

o 

o o 

o 

o o 

o o 

7 

o 

o 

1 

1 

o 

o 

L 1 

© 
3 

2 

2 

104 

Obsérvese que el vértice (1) a partir del cuál se quierencalcular las 

distancias, no es etiquetado inicialmente, Esto es lo que nos permite 

obtener circuitos de longitud no nula y establece una ligera modifica­

ci6n en el algoritmo de Dijkstra. 

Gomputa.cionalnlellte nos interesa s6lo, guardar un vector de distancias 

de un vértice cualquiera a todos los demás (l6gicarnente incluso él) ~ 

ra aplicar sobre· este vector el Teorema (2, 9) 

Para el ejemplo ilustraremos la obtenci6n de las distintas clases de -

equivalencia B
0

, B 1, ••• Bt-l en solo un vector de distancias. 

El máxüno común divisor es obtenido progresivamente por el algorit­

mo de Euclides. 

Siguiendo, hemos calculado las distancias a partir del vértice 1 y he­

·mos obtenido un circuito de longitud 3 es decir L (G(l, 1))=1 
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Pasemos al siguiente vértice: 

z 3 4 5 6 7 LZ 

o o o o r3 

* z o o o o o Ú) 

3 o o o o o 

4 o o o o o o 4 
B= 

5 o o o o o l 

6 1 o o o o o z 

7 1 o o o o o z 

Asr ya. tenemos dos núnieros a loa cuáles se lea puede calcular el 

máxhno común divisor, es decir: 

m. c. º1 = (L(C(l, 1)), L(C(Z, Z))) = (3, 3) = 3 

Pasemos al vértice 3: 

z 3 4 '5 6 7 L3 

o o o o .z. 

z. o o o o o z 

*3 o o o o o l ® 
4 o o o o o o 3 

B= 
5 o o o o o 3 

6 o o o o o 

7 o o o o o 

El máximo común divisor ser<i ahora: 

m. c. Dz = (m. c. Dl' L(C(3, 3))) = (3, 3) = 3 
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El vértice 4: 

2 3 4 6 7 L4 

o o o o 2 

2 o o o o o 2 

3 o o o o o 3 

B= *4 o o o o o o ® 
5 o o o o o 3 

6 o o o o o 4 

7 '1 o o o o o 

Luego m. C. n3 = (m.C. n2 , L (C(4, 4))) = (3, 3)=3 

Pasemos al vértice 5: 

2 3 4 5 6 7 Ls 

o o o o 2 

2 o o o o o 2 

3 -O o o o o 3 

B= 4 o o o o o o 3 

*5 o o o o o ® 
6 o o o o o 

7 o o o o o 

y m. C. n4 = (m,C,D3, L(C(5, 5))) = (3, 3) =3 
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2 3 4 5 6 7 L6 

-1 -, o o o o 

2 o o o o o 

3 o o o o o 2 

:B,= 4 o o o o o o 2 

5 o o o o o 2 

*, 6 o o o o o <V 
7 o o o o o 3 

m, c. Ds = (m, c. D4, L (C (6, 6))) = (3, 3) = 3 

y por último: 

2 3 4 5 6 7 ~ 

o o o o l 

2 o o o o o 

3 o o o o o 2 

4 o o o o o o 2 
B= 

5 o o () o o 2 

6 o o o o o 3 

*7 o o o o o o \D 
Asr 

t= (m.C.D6, 3)=(3, 3)=3 
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Tomemos el vector Ll y apliquemos el teoremfl. 2.9 

o 

o 

2 

Ll mod t= 2 Así B
0 
= { l,ZJ B1={6,7} B2 ={3,4,s} 

2 

Ahora podemos c¡omprobar mediante la matriz Booleana que se puede 

pasar de B0~B1 ~B2 --7B
0 

Esto significa que la cadena es periódica con periodicidad 3. La com­

probación anterior se puede llevar a cabo con cualquiera de loa Li 

obtenidos y se obtendrán las n1ismas subclases, es decir la misma paE_ 

tici6n pe ro con los fudice s permutados circularmente. 

· Es en esta parte donde terminamos el análisis de las cadenas Markovi~ 

nas. 

Queda decir, que son muchos los puntos que se pueden tratar en dicho 

análisis, limitándose este trabajo' a tratar s6lo aquellos conceptos que 

fueron utilizados en el programa de computadora que se considerará en 

la siguiente parte. 



SISTEMATIZACION 

3 



3.1 INTRODUCCION 

Como se mencion6 en alguna ocasi6n, la clasificación de estados ha 

facilitado enormemente el análisis de las Cadenas Markovianas, 

A su vez, este análisis podría ser más ágil si fuera posible llevarlo 

a cabo mediante una computadora digital. El objetivo de este capftulo 

es mostrar como se puede sistematizar el análisis de las cadenas de 

Markov finitas y homogéneas, llevando a cabo la clasificación de est!!: 

dos mediante algoritmos de Teorfa de Gráficas tratados en el primer 

capftulo de este trabajo, para con ello, pasar a la aplicación de los 

conceptos considerados en la segunda parte de este trabajo. 

Como todo seguimiento realizado en la elaboración de un programa de 

computadora, se presenta Wl diagrama de bloque, y posterior a él su 

correspondiente diagrama de flujo. 

La presentación del diagrama de flujo se hace en forma particionada 

para llevar una mayor claridad en su expoeici6n. 

Es de observarse que el programa, fue probado en una microcomput!!: 

<loara en lenguaje de programaci6n BASIC por lo que se anexa un l~ 
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tado del programa en tal lenguaje y la forma de usarse. 

En el programa se anexa una subrutina de inversi6n de matrices y r~ 

soluci6n de ecuaciones simultáneas. Esta, no fue elaborada, sino que 

fue consultada en un libro de ~todos numéricos, debido a que ésto no 

presenta ninguna aportaci6n. 



3. 2 DIAGRAMA DE BLOQUE 

IN 1C1 O 

LECTIJR! OE Lo\ CADENA 
YARKO'JIANA QtJE SE VA 
ANALIZAR 

(b)-------------

OBTENCIOll OE l.A'i 
CLASES OE EfJUl\'ALENCIA 
M[OIANTE EL AUiOiHTMO 
DE TC'MESCU 

oaorn:.c10"1 cE LAS 
cu.S~) JE E']:Jl'1'ALE~iCtA 

YECl:.\T::EL AliOiM'IO 
::t: ~t:t.J'...'CRO'i 

(e)-- - - --- --------

C"N:>n..:;c:-:. 11 J~ u 
14:.r::i:z ¡ 1-a) f'.\iU. 
03TE\C!,/·f .:·E LA 01U.fRIZ 
POTENCl!L (I-Q)·I 

-----:----------(a.) 

F 1 N 

__ :._ _________ (el 

------------(d) 

-- ----------lfl 



CALCULENSE LOS TIEMPOS 

MEDIOS DE OCUPACIOU Y PRI~ 

MERA VISITA P•'AA LOS CAS05 

QUE SOll TRIVIALES 

{h)------------

CALCULENSE LOS TERMlNOS 
INOEPEUC:f..'HE5 DEL 513TEMA 
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--------------{g) 

~~ 5E~~:.;;~,,~~~~~~~~~io~l~l~= - __________ -( i) 
DOS TRANS\TQRK)S A RECURRrn 
TES 

Ct"ITE't:;;.:_;;: ~.', \\.'IT:i!Z i'ü!E:,c•AL 

;:¡ :E r ,E 'l.i':;'; \\::c~o s ~E ;: .. ;; Ji'A 
c.,~·11!...·~~?RJ'J:.s1u:~:..r:; ___ -----------{j) 
O:; PRlME:R:.. VISITA CE ESTAOüS 
rn:.·;;1rct1.C'.i:. R~::JRR~·Hts 

DE AJSCiRGIO~l Y ¡_,,'J i';¡Q!l:.~1- --- ---------( k) 
L1 ;JAtES l'E ;;:¡"~!R:. t 1'i1Tt. 

r~;nE !:lr.\;,;c; r:i:.~..:1r:R os 



(!)--------- ------

(in)----------------- ->-------1~: tA~~~~~~.~D 

(n)--------------

P~l.i;:-:i[S!: V~J .'.'HE 
fL l!..50R1Tt,10 CE 
01 Ji< 5"T R A Li í'ERIOOIC\DAO 
O No OE LA C.\CENA 

CALCUL~~SE LAS PROBA 
BILICADE3 E:mc10~Aíl:IAS 

F 1 N 

fS 1 
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3, 3 INTERPRETACION DE VARIABLES 

1) A (!, J), -Arreglo bidimensional en el cuál se coloca una matriz 

que se va a invertir en la subrutina INVSOL. La sub­

rutina procesa A{I, J) y devuelve, en el mismo arreglo, 

la inversa de la matriz. (PRECISION SIMPLE) 

Z) B (I, J), -Arreglo bidimensional, en el cuál se colocan los vec­

tores de términos independientes de W1 sisten1a de ecu~ 

cienes lineales simultáneas. Este arreglo es procesado 

por la subrutina INVSOL y la soluci6n del sistema de -

ecua~iones, si existe, es colocada en el mismo arreglo 

3) !O. -

4) II. -

B. 

El último uso de este arreglo, es el de alojar la matriz 

de probabilidades estacionarias, (PRECISION SIMPLE) 

Controla el orden de la matriz cambiante en el algoritmo 

de Tomescu. 

En el algoritrn.o de Dijkstra, se utiliza como tnarca, es -

decir como la longitud de los caminos de longitud mínima 

de un vértice fijo a todos los demás, (ENTERA) 

Determina el número de clases de equivalencia (aubgrá­

ficas fuertemente conexas) que se generan en el algorit­

mo de Tomescu (ENTERA). 



5) IUD. -

6) IUI.-

Es un índice que señala el número de vértice que se 

está analizando actualmente en fonna directa, en el 

algoritmo de Tomescu. También es utilizado en la -

parte de tiempos tnedios de pri.Iner paso, como fudi 

ce para construir la n1atriz necesaria para ob.tenc r 

dichos tiempos. 

Por último, es también utilizado en el algoritmo de 

Dijkstra para señalar, el número de vértice que se -

esté analizando (ENTERA) 

Es un fndice que señala el neímero de vértice que se 

está analizando actualmente en forrna inversa en el -

algoritmo de Tomescu, 

Es utilizado también en la parte de tiempos medios de 

primer paso, -como índice, para construir la matriz -

necesaria para obtener dichos tiempos. 

Es. utilizado corno residuo en el algoritmo de Euclides 

en la parte de cadenas peri6dicas, (ENTERA) 
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7) IFLAGI. - Señala que la condici6n ICI de convergencia ha sido ª! 

canzada en forma inversa, en el algoritzno de Tomeecu. 

Es utilizada como variable temporal en el cálculo de las 

probabilidades de primera visita y los tiempos medios de 



ocupaci6n que son triviales. (ENTERA) 

8) IFLAGD. - Señala que la condici6n ICD de convergencia ha sido 

alcanzada en forma directa, en el algoritmo de To­

mescu. Es utilizada como variable ten1poral en el -

cálculo de las probabilidades de prirr1era visita y los 

tiempos medios de ocupación que son triviales. 

También es utilizada como sefial en el algorib.no de 

Dijkstra para indicar que un vector de distancias se 

9) ICI. -

10) ICD -

ll)III.-

12) IV (l). -

ha completado. (ENTERA) 

Condición de convergencia en forma inversa en el al 

goritmo de Tomescu. Contador, (ENTERA) 

Condición de convergencia en forn'la directa en el al 

goritrno de Tornescu, Contador. (ENTERA) 

Es ·el nún1ero de niveles que se generan en el algori;! 

mo de Dernoucron (ENTERA) 

Arreglo para man'ipular vértices durante todo el trans 

curso del prograrn::\, (ENTERO) 

13) IUSCAD(I). -Este arreglo es utilizado en el algoritmo de Tomescu 

para manejar el conjunto de vértices que se han de -

investigar en forma directa. De la misma forma es -
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utiliza.do en el algoritmo de Dijkstra (ENTERO) 

14)IUSCAI(I). - Este arreglo es utilizado en el algoritmo de Tomea­

cu para manejar el conjunto de vértices que se han. 

de investigar en forma inversa. 

Se utiliza en el algoritmo de Dijkstra para guardar 

un vector completo de distancias. (ENTERO) 

15)IRELD(I). - Es usa.do como vector de cierre transitivo directo 

en el algoritmo de Tomencu. 

16)IRELI(I). -

17) reo. -

Es usado como vector de /\
1

a en el algoritmo de -~ 

Demoucron. 

Es usado como vector de distancias en el algoritmo 

de Dijkstra (ENTERO) 

Se utiliza como vector, de cierre transitivo inverso 

en el algoritmo de Tome scu. 

También se utiliza. para. guardar la periodicidad de 

cada. cadena cerra.da. (ENTERO) 

Sirve como contador en el algoritmo de Tomeacu ~ 

ra obtener el nuevo orden de la. matriz que resulta 

de eliminar los vértices que pertenecen a. la. interse=. 

ci6n de los cierres transitivos inverso y directo.. -

Se utiliza. también como variable temporal. (ENTERA) 
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18) ICLASE(I, J). -

19) JV(I). -

20) Kl.-

21) Ll.-

22). LABEL. -

23) MD. -

24) MI. -
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Arreglo bidimensional que 'trata los vértices 

j-ésimos de la clase i-ésima(ENTERO) 

Arreglo para manipular vértices durante parte del 

programa. 

Es usado como contador de vértices en la forma-

ci6n de las subclases de una clase cerrada en la 

parte de cadenas peri6dicas, (ENTERO) 

Contador para el nó.me ro de e atados transitorios 
(ENTERA) 

Contador de clases cerradas utilizado en el c~lc~ 

lo de probabilidades de priinera visita· de estados 

transitorios a recurrentes. 

Variable que sirve para controlar el cambio de -

orden de la matriz en el algoritmo de Demoucron 
(ENTERA) 

Variable Temporal (ALFANUMERICA) 

Contador de, fndices de vértices que ser~ analiza 

dos en el algoritmo de Tomescu en forma directa, 

Es utilizado en forma sÍinilar con el algoritmo de 

Dijkstra (ENTERA) 

Contador de índices de vértices que ser~ analiza 

dos en el algoritmo de Tomescu en forma inversa. 
(ENTERA) 
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25) M CLASE (I, J), - Matriz de clases, formada a partir de las sub­

gráficas íuerten1ente conexas obtenidas en el -

algoritmo de Ton1escu. Establece la relación 

entre 'tales subgráíicas. 

26) N, -

27) NN(I) .-

28) N l (I). -

29)NIVEL(I, J). -

30) PDPV(I, J) • -

31) TMA (I). -

Además es utilizado en alojar las diferentes 

subclases que se generan en el algoritn10 de Dijkz_ 

tra en la parte de Cadenas periódicas. (ENTERO) 

Orden de la matriz de transición de un paso de la 

Cadena Markoviana que se está analizando. (ENTERA) 

Número de vértices de la clase i-ésima (ENTERA) 

Número de clases que se encuentran en el nivel 

i-ésimo (ENTERO) 

Clase o subgráfica fuertemente conexa j-ésima del 

nivel i-ésimo, (ENTERO) 

Arreglo bidimensional que memoriza las probabili­

dades de primera visita del estado I al estado J --

(PRECISION SIMPLE) 

Arreglo unidimensional que aloja el tiempo medio -

de absorción a partir del estado I.(PRECISION SIM­

PLE) 



32) TMO(I, J). - Arreglo bidimensional que guarda los tiempos 

medios de ocupación del estado J a partir del 

estado I. (PRECISION SIMPLE) 

12.0 

33) TMPP(I, J, K). - Arreglo tridimensional que guarda los tiempos 

medios de primer paso y recurrencia. del cst~ 

do K a partir del estado J en la claae I (PRE­

CISION SIMPLE) 

34) X (I, J) • -

35) z . -

Arreglo bidimensional que aloja la matriz de -

probabilidades de transici6n en un paso del es­

tado I al estado J, (PRECISION SIMPLE) 

Variable Temporal (PRECISION SIMPLE) 

VARIABLES USADAS EN LA SUBRUTINA INVSOL 

1) A (I, J). -

2) B (I, J). -

Arreglo bidimensional común al programa pr~ 

cipal, el cuil almacena una matriz que se va a 

invertir y cuya inversa, es colocada, en este 

mismo arreglo (PRECISION SIMPLE) 

Arreglo de términos independientes que se ali­

menta a la subrutina, y en el cuál se regresa, 

si la hay, la soluci6n de un sistema de ecuaci,2_ 

nes (PRECISION SIMPLE) 



3) DET.-

4)IP(J). -

5) IR. -

6) re. -

Variable que almacena el determinante de la matriz 

A(l, J) (PRECISION SIMPLE) 

Arreglo que indica si la columna (Rengl6n) j-ésima, 

ha sido convertida en columna. pivotal. Esto se hace 

en forma Booleana (ENTERA) 

Variable que indica el rengl6n pivota! que se está ana 

lizando (ENTERA) 

Variable que indica la columna pivotal que se está ana 

lizando (ENTERA) 

7) IN(M, 1). - Memoriza los renglones que son cambiados de lugar, d~ 

bido a que existe pivoten completo (ENTERO) 

8) IN (M, 2). - Memoriza las columnas que son cambiadas de lugar. -

(ENTERO) 

9) NB .. - Número de columnas del arreglo B (I, J). (ENTERA) 

10) NS. - Orden de la matriz A (I, J). (ENTERA) 

11) PI. - Valor del pi'Votc actual. (PRECISION SIMPLE) 

12) ZM. - Variable artüicial (PRECISION SIMPLE) 
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SIMBOLOS UTILIZADOS EN EL DIAGRAMA DE FLUJO 

o - - - - - - - Conector dentro de la. misma. página 

- - - - - - - Conector fuera de la página que se 

está analizando 

o Símbolo decisional 

o - .. - - - - - Permite repetir una serie de instrucciones 

de acuerdo con los parámetros que se indi-

_quen dentro de tal srmbolo 

(.._ _____ ) - - - - - - - Indica. el inicio o final de un programa. o la 

llama.da. o regreso de alguna subrutina 

- - - - - - - Indica una entrada de da.tos a.l programa 

D Indica la salida de informaci6n o. impresi6n 

de resultados 



3.4 DIAGRAMI\ DE Ft.UJO 

(a.} 

'J..l\C\O 

El programa empieza, leyendo el orden 
de la matriL. de transici611 en un paso, 
en la variable entera N. 

Habiendo obtenido el orden de la matriz. 
pasamos a l~er las probabilidades de -
transici6n en ·~l arr('gto~(I, J), por re!!_ 
gtone s. 

Como toda matriz. estocástica, debe cum 
plir que la suma de sus renglones deb; 
ser igual a 1, ésto es revisado en esta 
parte. Se ha considerado una. tolerancia 
de • 0001: Obsérvese qUc la revisi6n de 
los elementos X(I, J) no se hace en for­
n1a estricta, es decir, éstos no son veri 
ficados en el intervalo {O, 1). Se consicÍc 

< {b) r6 que este error no puede ser carnC!ti:-
do a estas alturas. 

Por otro lado, no se revisa 
si la matriz es doblem.ente 
estocástica, ya que ésto no 

,---""--...es de interés en la estructu 
FIN ra de este programa. N6t; 

se que la.s matrices doble: 
mente estocásticas s{ aíre 
ccn ventajas pero no aqu{;-
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Cuando fue considerado, se observ6 que la matriz 
Booleana cambiaba su orden. 10 es la variable que 
guarda este orden. L6gicamcnte 10 debe cmpczar­
valiendo N. II es un contador refc rielo al número -
de clases de equivalencia o subgráficas fuertemente 
conexas que se pueden generar. 

Debido a que el comienzo del algoritmo es arbitra­
rio en cuánto a vértices se refiere, no se sabrá a­
priori cuáles será.o los vértices que se eliminará.o. 
Para solventar el problema, manejaremos los vérti 
ces (estados) como arreglo. De ésto será neccsar~ 
inicializar el arreglo de vértices. 

!UD es una variable que tiene la flmci6n de indicar 
cuá.l es el 11número 11 de vértice que se está investi­
gando en forma directa (Por renglones). 

IUI, tiene la misma funci6n que IUD pero la lnvesti 
gaci6n es en .forma inversa (por columnas). -

MD es un contador para el número de vértices que 
se tendrá que investigar on forma directa. 

MI es utilizado en la misma forma que MD pero en 
forma inversa. 

IFLAGD es una condici6n de convergencia en forma 
directa, es decir, cuando en forma directa no es .. 
posible etiquetar ningún otro vértice, esta variable 
se vuelve 1, en caso contrario vale cero. 

IFLAGI es igual que IFLAGD pero su fW1ci6n es es­
tablecida en forma inversa. 

IUSCAD(IUD) es el vértice que actualmente se está 
investigando. En este caso se inicializa con el prl­
mer vértice (arbitrariamente) 

IUSCAI{IUI) resulta similar a IUSCAD(IUD) pero en 
forma inversa • 

En esta parte se inichtlizan los vectores de etique 
tas en forma directa e inversa, IRELD e IRELI .. -
respectivamente. Se considera un vértice no etiqua 
tado, si su etiqueta vale cero. -



De acuerdo con el algoritn10 de To1nc scu, sr. con 
sidrra que P.l vértice que se está investigando de-: 
be ser incluido en el cierre transitivo, es por c~o 
que es marcadn con uno, N6tesc que las etiquetas 

llS 

6 valdrán uno o cero, es decir no interesa con que 
sean marcados los vértices, sino sOlo cuáles sean 
marcados, Para poder saber si algunos de los vér 
tices de etiquetas, ya no ¡rnerlc ticr marcado, se ha~ 
utili7.ado contadores !CD, IGI <le convergencia los 
cuátes 1 si llegan a valer el orden IO e.le la matriz -
asignan valores <le l ya sea a IFLAGD o a. lFLAGI, 
según suceda. 

Establecido lo anterior pasemos a ver la lógica ele 
etiquetar. Nos valernos de una sola instrucción re­
petitiva para recorrer la matri.,; en sentido directo 
e inVt?rso: preguntarnos si la rondici6n de conver-­
gencia directa se ha cumplido, si no, pregnntamos 
si el v$rticc 1 V(J} ha sido etiquetado. Si no ha si 
<lo ctiquetac\o, investigamos si existe rclaci6n, si-

existe. entonces marcamos dicho vértice con uno, 
lncrernentamos el número de vértices que tendrán 
que ser investigados y los idcntüicamos. 

En caso de que las dos últimas preguntas no se -
cumplan, éstas van a contribuir a incrementar en 
uno, la condici6n clc convergencia ICD. Terminado 
este análisis en forma directa, pasatnos a procesar 
las etiq11etas t"'O forma inversa, lo cttál resulta re­
dundante en cuánto a cxplicaci6n se refiere. 



Para que una iteraci6n finalice. tiene que 
cutnplirsc simultáneamente que todos los 
vértices contabilizados, tanto en forma di 
recta como inversa., hayan sido etiquetados 
(IUD.EQ,MD.AND.IU!.EQ,MI) y adicional­
mente que las condiciones de convergencia 
su cumplan (!CD, ICI). 
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Si falla cualquiera de los elementos enuncia 
dos, se pasa a investigar en forma parciai'; 
si en algunos de los sentidos directo o inVe,! 
so, se cumple lo anterior. 

En caso de que se cumpla en átguno de los 
sentidos, la variable correspondiente, ya sea 
IFLAGD o IFLAGI, valdrá. uno, en caso contra 
rio se inicializa. la condición de convergenci;:, 
ya sea !CD o ICI y se pasa a la investigación 
del siguiente vértice aumentando el tndice co­
rrespondiente IUD o IUI y se regresa a la 16 
gica de etiquetaci6n. -

Si la condici6n de tcrminaci6n se cumple pa­
samos a F4. 
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Cada vez que Wla itcraci6n finaliza debe investigar­
se la intersccci6n ele los cierres transitivos. Esto 
arrojará el ndmcro de estados y cuáles son los que 
pertenecen a la clase. Pues bien, NN (ll) es el nú­
mero de estados de la clase lI. Asf como hay que 
obtener los vértices que pertenecen a la clase, tam 
bién hay que obtener los que no pertenecen, pues -
éstos se usarán en la siguiente itcraci6n. 

ICO tiene la finalidad de contarlos y JV(ICO} 
de mernorizar cuáles $00 los que no pcrlcne 
cen. Obsérvese que la intersección de los :­
cierres transitivos es establecida en el con­
dicional. 

El arreglo bidimensional IGLASE(II, NN(Il)) 
es el encargado de memorizar el vértice nú­
mero NN(ll) de la clase II. Al salir de esta 
parte se pregunta: si la variable ICO es me­
nor que uno, signilica que ya no existen vér­
tices sobre los cuáles actuar, en cuyo caso 
el algoritmo finaliza. Si existiera w10, éste 
qucdarra determinado por eliminaci6n y seco 
locar!a en su cla.ee correspondiente, con lo -

.r.-----------' que también finalizaría el algoritmo de To-­
mescu. 

Por último si ICO fuera mayor a uno, 
pasarfamos a preparar otra itcraci6n, 
incrementando en uno la v'a.riablc I I, 
cambiando el orden ro por reo y colo 

cando los vértices que no perte':" 
necieron a la última clase obteni 
da en el arreglo IV (I). -

Cuando e 1 algoritmo de Tome scu fina­
liza pasamos a inicializar la matriz de 
e tase o. 
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Recuérdese que las clases se consi­
deran como nuevos vértices. Esta. -­
etapa del programa se dedica a. !ar-­
mar la matriz de esos nuevos vérti-­
ces, la. que se llamará. matriz de el:;_ 
ses. 

Esto se hace para poder llevar a cabo 
la ordenaci6n de dichas clases medi~ 
te el algor~tmo de Demoucron. 

Para no gastar memoria. •e pa.ade uti 
lizar el vector IRELD para usa.do co-: 
mo vector de A 

Si se recuerda. el algoritmo de Demou­
cron utiliza. un vector /\ 'a donde va -
obteniendo los diversos nbtelee o gene­
raciones de la. gráfica ordenada. 

Aer mismo, con la finalidad de no gas­
tar me.rnoria, se ha. utilizado el arreglo 
IV {I) en el algoribno. 

Obsérvese q~ se suséita la eituaci6o -
de ir eliminando vértices por lo qUe es 
neceea.rio, manejarlos como arreglo. 

De lo anterior, eotonceia, lnl.ci&lbounoa 
loo arregloa IV (I) e mELD (Il y proce­
demos a ordenar las clases, apoyados 
en ta matriz de cla1ea aa{ íonnada. 
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Debido a que el vector /\ va 
cambiando de dimensión, pues 
IRELD, caznbiará también, Ll 
es la variable que tendrá la -
función de canee rvar e Bte cam 
bio de dimensi6n. II 1 es una­
variable que sirve para contar 
!!l número de niveles. 

Formamos el vector inicial, el 
cuál, en cada uno de sus ele-­
mentas contiene la suma de un 
renglón (suma sobre columnas) •. 

El cambio de dimcnsi6n en el -
vector IRELD nos conduce a uti 
lizar la variable ICO para can:-­
tabilizar los vértices que no son 
deshechadoa, porpe.rteneee.r a u.na 
determinada generacl6n. 

Nl (II 1) es Wl arreglo que cuen­
ta cuántas clases pertenecen al 
nivel lI l. 

El conc!icional s~rve para escoger 
aquellas clases que pertenecen al 
nivel Ul, luego éstas son conta­
bilizadas e identificada.e por el ...... 
arreglo bidimensional NIVEL (II 1, 
Nl(lll)) el cu~l se traduce, como 
la. claee nfunero Nl(II 1) del nlwl 
II 1, El· arreglo JV(ICO) va ld<:ntUl 
cando los vértices qu.e quedan por 
analizar. De nUevo IGO podnCllcva.r 
a varios caminos mediante el con'!! 
cional. 

Si ICO es menor que uno el algo­
ritmo de Demoucron ha finalizado. 
Si s6lo resta una clase, ésta per­
tenecería a un nivel ella sola y .. 
ya no tiene caso investigar. 



La clase restante es contabi­
lizada. e identificada. 
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Si el número de niveles 11 l -
es igua.l a uno, s6lo existir.in 
estados recurrentes y se ten­
drfa que pasar a. F9, pero si 
11 l es mayor a uno, existe11 
e atados transitorios. N6tc se -
que II l no puede ser menor -
a WlO. 

Si el número de clases restan 
tes es mayor a uno, entonccS" 
se procede a restar del vector 
IRELD las columnas de las -­
clases últitnamente obtenidas, 
se aumenta el número de nive 
les y se cambia el orden del­
vector IRELD en la variable -
Ll. 
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El hecho de que el proceso pa-
se por aquí, indica la existencia 
de estados transitorioo. La va-­
riablc Kl es un contador para -
detcrn1inar el nútnero <le estados 
transitorios; es necesario también 
identificar cuáles son estos csta­
dvs transitorios. Utilii.aremos -­
el arreglo IV(I) para lograr es­
ta idcntificaci6n, 

Obsérvese que la primera instru~ 
ci6n repetitiva se inicia del nivel 
dos en ddelante, por lo que s6lo 
se están considerando estados --­
transitorios. En realidad lo que -
se está obteniendo ea la submatriz 
Q, 

Habiendo idec.1:ificado la matriz. Q 
calcularemos la matriz. (I -Q ), ya 
que esta matriz es utilizada tanto 
en ta obtcnci6n de los tiempos me 
dios de ocupaci6n, como en las -:: 
probabilidades de primera visita 
de estados transitorios a recurre!!_ 
tes. 

La. matriz ( I - Q) se ha. asigna.do . 
a la matriz ~\ (l. J }. 

Habiendo terminado ésto, pasamos 
a F9. 
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TMA(I) es el arreglo que sirve para 
ca.lcular los tiempos medios de absor 
ci6n. En esta parte los iniciaUzamoS: 

Utilizaremos la variable Ll para con­
tar un estado por clase recurrente y 
para identificar dichos estadon. Esto -
es as!, porque si se recuc rda en la -
parte de probabilidades de primera vi­
sita de estados transitorios a recurren 
tes, bastaba calcular dichas probabili:" 
dades a s6lo un estado de la clase, ~ 
ra tener las probabilidades de primera' 
visita a todos los estados de dicha e~ 
se, ya que resultaban equivalentes. 
Pues bien, de ésto, JV(Ll} nos servi 
rá. para copiar un estado por cada _:" 
clase recurrente. 

Antes de pasar a calcular las probabi­
lidades de primera visita de estados -
transitorios a recurrentes, tenemos -­
que calcular aquéllas que resultan tri­
viales y es esta etapa la. que se dedica 
a ello. 

El condicional sirve para identificar 
el nivel. Si I es düerente de WlO enton 
ces se trata de estados tra.nidtorlos., eñ 
caso contrario, se trata de estados re­
currentes. 
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En el caso de que estuviéramos en el 
primer nivel (clases cerradas}, tendría 
mos que identificar si nos cncontramo; 
dentro de una misma clase cerrada o -
en diferentes. Esto lo establece el con 
dicional, comparando J con K; si son -
iguales tas fjk=l y su rjk=ro (íkj :;¡ 

y rkj :..: 00 ). Para poder saber si es 

infinito o no, en la im.prcsi6n <le resul­
tados y dado que no existen tiempos me 
dios de ocupaci6n negativos, utilizamos­
como señal un r j k =-1 p .. 1.ra fines de pr~ 

gramaci6n. 

En caso de que nos encontremos en cla 
ses diferentes cerradas, sabemos que -­
las Íjk =O y rjk =O. 

Pero si tenemos estados transitorios, -
entonces sabemos qu~ l~s í j k =O si j 
recurrente y k transitorio, luego ---
IFLi\GDoO 

De W1.a clase abierta se puede tener ac 
ceso o no a. una clase cCrrada, ésto -­
se establece en el condicional tnedian­
te la matriz de clases. Dependiendo de 
ello: si se tiene acceso el r.k =<:n -­
(IFLAGI = -1 ), si no, cntoncJs r jk =O •. 

En todos los casos r j k =O si j recu--­
rrcntc y k transitorio. 
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Si no existen estados transi 
torios el c~lculo de tiempo~ 
medios de ocupación de ta-­
les estados no procede y por 
tanto no existe la matriz Q. 

Supongamos que I I l > I. Si 
ésto sucede pasarnos a cal 
cular el arreglo de términ~s 
independientes n (M, 1) el --­
cuál tendrá Kl renglones y -
Ll columnas de acuerdo al 
ndn"lero de clases cerradas. 

Hecho ésto, obtenernos la ma 
tt'iz potencial (l-Q)-1, la cu.Ü 
se regresa de la subrutina -­
INVSOL en A y la soluci6n pa 
ra las f j k, siendo j transita: 
rio Y k recurrente, en el arre 
glo B. -

Como las A(I, J) son los tiem 
pos medios de ocupaci6n, ~e­
asignan alarreglo TMO y co­
mo los tiempos medios de ah 
sorci6n son la suma de los : 
tiempos medios de ocupaci6n, 
éstos son swnados en e 1 arre 
glo TJvtA. Por otro lado, si -
se recuerda que las f jk para 
j, k transitorios se p•.ieden -
calcular a partir de los tlem 
pos medios de ocupaci6n me": 
cliantc: 

Íjk 
( 

rj k si j :F k 

_ rkk 

1-1/rkk 

j. k( T' 

si j= k 
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Como se 1ncncion6 antes, cuan 
do !:le utiliz6 la subrutina ___ :: 

INVSOL, las probabilidades de 
prim.er:i visita de estados tran 
sitorios a recurrentes se encu-;;n 
tran en el arreglo D{J, K). El -­
arreglo PDPV es el arreglo de 
las probabilidades de primera 
visita y por tanto las Il(J, K) -
son asignadas a PDPV en ltl -
que corresponda. 

· Estamos en posición de calcu­
lar los tiempos medios de pri 
mcr paso y de recurrencia. : 
Aprovecha1nos en esta etapa -
del programa, la estructura -
de.l mismo, para ver la posi­
ble detecci6n de cadenas ape­
riódicas. El arreglo IREL1 (I) 
es utilizado para memorizar 
la periodicidad de la clase I. 
Si el número de estados de -
la clase I es uno, el TMPP 
(!, l, l)=l. 

La dctccci6n de la periodici­
dad igual a uno, se hace col!! 
parando los elementos diago­
nales de la clase con cero. 
Si existe al menos uno diferen 
te de cero, la clase es aperi![ 
dica, en caso. contrario no se 
puede afirmar nada aún acer­
ca de la periodicidad. 
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Para calcular los TMPP(I, J, K) 
se utiliza el artificio de crea-­
ci6n de estados absorbentes den 
tro de la clase • ./\s( para cada­
crcaci6n de estado absorbente, 
se tiene que calcular una 1na-­
trit. A(I,J) a invertir y cncon-­
trar en B(l, 1) la saluci6n. 

En realidad l'Sa es toda la 16gi 
ca que se presenta. en esta pá.: 
gina. 

TMPP(I, J, K) signifi­
ca tiempo medio 
de primer pa.so del 
estado J al estado 
K en la clase l. 

Después de que se calculan 
los tiempos medios de pri­
mer paso, se calcula el de 
recurrcncia en funci6n de -
los anteriores. 

Aqur se hace la asignaci6n 
de los tiempos medios de 
primer paso contenidos en 
B(K,l),a los TMPP(I,M,J) 
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Pensando en un ahorro de memoria se ha con 
sidcraclo que el arreglo B(I, J), alojará las _: 
probabilidades estacionarias. Es por cso que -
B{l, J) es inicializado en este punto. 

B(l, J) ya no tendri ninguna otra funci6n de aqu( 
en adelante. 

El condicional establece la aperiodicidad de 
la clase I. Si es aperi6dica se va a "f en -
caso contrario, se sospecha que la clase I 
es peri6dlca (IRELI(I)> !). En el último ca.­
so se procede a aplicar el algoritmo de - .. -
Dijkstra para la determinaci6n de la. perlodi 
ciclad de la clase i-ésima. Se hace la pcri~­
dicidad igual a menos uno y se copian los .... 
vértices de la clase cerrada que se esté ana 
li:z.ando en el arreglo IV{M) para una mani~ 
laci6n má.s rápida y flexi~le. 

lRELD será el vector de marcas y JV(I) el -
arreglo destinado a contar el número de esta 
dos de la subclase I para una clase cerrada -
especificada. Para cada clase cerrada que se 
analiza, estos arreglos son inicializados. 

IUD es el índice del vértice que se está anali 
zando. MD es el contador de vértices que s;­
analizarán e IUSCAD (1) el vértice que se está. 
investigando. Como aquí si interesa el valor -
de la marca, 10 será la variable que indica -
tal marca. 
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F.sta parte establece la correspondencia. 
entre el vértice !USCAD (!UD) y los de -
m<is vértices de la clase mediante el -
condicional. En caso de existir corres­
pondencia entre los vérticc!i IUSCAD e 
IV y éste último no haya ~ido etiquetado, 
se procede a ctiqudarlo con la niarcu. -
10, se contabili~a t~n J;.1D y se idcntüica 
en IUSGAD (MD) •. Al terminar este análi­
sis se pasa al siguiente vértice candidato 
a investigarse, incrementando IUD en uno 
y se obtiene la marca 10 correflpondicnte 
a dicho vé rticc la cuál se plasmará en -
sus correr;pondientes. 

La \•ari¡¡.ble lFL\GD EC c·óltablec<' e6lo -
para restringir l<L trayt•ctoria clcl •~lgo­

ritmo, encaminada a obtener un \rector 
IRF.LD que ~<' haya etiquetado completa. 
mente para poder copiarlo en t:l arr~ _-:._ 
glo IUSCAI. Corno se vi6 en el algorit­
mD de Dijkstra aplicado a cadenas pcrió 
dicas, éste busca circuitw de longitud - -
nllllin•?~. Para revisar si ur:a cadc11a es 
p.~ri6Uica o no, se rcqnbre po1· le n-1c -
nos un vector con1pleto de clislancian de 
cualquier vértic~~ a cu01lquier otro y la::i 
<listanciafi rnfoirnas de circuito!! d~~ cada 
vPrticc (dista1u::bs Jifo rentt!S c]p cero). -
Cu?..ndo &e logra un vector compicl<>, ln. 
variable IFLAGD es igtwl 3 uno. Gu3ndo 
ésto sucede, el condicion<J.l <l~ tL!..l varia­
ble manda a preguntar oi el vt!rticc que 
se f'Stá investigando es el mismo del que 
se parti6, en cuyo caso converge la ite -
ración. 

El condicional de MD+l establece que -
todos lo~ vértices que deben lnvestigar­
se, sean investigados y par última el -
condicional de MD-1 establece que el -
vector IRELD sea totalmente etiquetado,. 
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.;,";omt· la periodicidad de una cadena se 
deh•~1ina como el máximo común divi 
sor ~ l.2. longitud de todos los circui: 
tos, éste se va calculando progresiva.­
mente mediante el algoritmo de Eucli­
des. Recuérdese que lRELI (I) se hace 
negativa inicialmente.Esto indica que es 
la primera distancia que se calcula y 
por tanto no hay con que comparar. 

La periodicidad JRELI(I) siempre será 
menor o igual que la menor de las lo~ 
gitudes de los circuitos. 

En IUI se calcula el residuo de la di­
visi6n de IRELD(IV(J)) e IRELI(I); si 
este residuo resulta igual a cero el -
máximo común divisor se encontrará. 
en IRELI(I), en caso contrario se si­
gue con el algoritmo de Euclides. 

Esta parte s~ dedica a calcular las -
probabilidades. estacioÍlariae, dividle~ 
do la periodicidad obtenida entre el -
tiempo medio de recurrencia y asignán 
dola a los correspondientes estados eñ 
el arreglo B. 
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Teniendo el vector completo de distan­
cias IUSCAI (I), se pasa a formar las 
subclases vistas en el anilisis de cad~ 
nas peri6dicas. 

Estas subclases de equivalencia son -
las MCLASE (I, J), donde I es la mar­
ca o caracterfstica de esa subclase y 
J el número de vértice de la misma -
subclase. 

tUSCAl!tV{J))• tU!i;A!(tVl11l·tRELI{11 

Si existe una <listancia mayor a la pe­
riodicidad considerada, esta distancia 
se reduce, pués se supone que es ---­
X mod (IBELI{I}) donde X es la caracte 
rfstica de esa subclase. -

En esta parte se revisa la cor1·esponden 
cia en'tre subclases (Teorema z. 7) si :­
es que la existe. 'En casq de que no se 
cumpla, la cadena resulta aperi6dica. -
En caso de que si se cumpla dicha co-­
rresponden.cia los estados con igual mar 
ca forman las respectivas subclases. -



B(IUO,IU!) i POPV(tUD,IUI)Jit Z 

Cnando la periodicidad es mayor o 
igual que dos, esta parte calcula -
las probabilidades estacionarias co­
rrespondfontes utilizando la rclaci6n 
de la pcriodicidar.I y los tiempos m!!. 
dios de rccurrencia, 

De nuevo estas probabilidades son -
asignadas al arreglo B. 
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Habiendo calculado las probabilidades 
estacionarias para las clases cerradas, 
si existen estados transitorios (IIl-:/:-1) 
se procede a calcular las probabilidades 
estacionarias de estados transitorios a -
recurrentes. 

Estas probabilidades son calculadas ca 
mo el producto de las probabilidades ': 
de primera visita de estados transito-­
ríos a recurrentes por las probabilida­
des estacionarias de tales estados rec~ 
rrentcs. 
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En esta hoja se prcnenta el 
seguimiento para lil impre-­
si6n de la cla.s ificaci6n de -
estados. 

Se imprime el nivel. 

·Se imprime la. clase .T perte 
ciente al nivel 1 y su tipo-~ 
(cerrada o abierta} 

Se imprime el estado !CLASE 
pertencicnte a la clase-----­
NIVEL (I, J) y su tipo (absor-­
bente, recurrente, tr::maitorio 
o sin retorno) 
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Se imprime la m<ltriz de tran 
sici6n en nn paso de la cadc: 
na. que se está analizando. 

Se imprimen las probabilidades 
de primera visita fjk \;(. j,k€. E 

Se imprirncn los tit-:mpos rnc<li1:i8 
de ocup."1ci6n r ij V j, t €. E 

Se imprimen los tiernpos medios 
de absorci6n m j }r/- j e. E 

Se imprimen loD tiempos medios 
de primer pa.so y de rec\lrrencta 
para la. clase r del nivel 1 del -
estado J al estado K 



FIN 

144 

Se imprime la periodicidad de 
1 a clase I cerrada. 

Se imprimen las probabilidades 
estacionarias de la clase I pa­
ra los estados de dicha clase. 

Se imprime la matriz estocás­
tica estacionaria completa. 



SUOAOUTHlE INVSPL. (A 1 B 1 NS 1 NB 1 DET) 
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Esta Sltbrutina sirv(', tanto para. in­
vertir matrices como para rcsolvl' r 
un sistema de ('cuaciones simultá.neas. 

La matriz de coeficientes entra en el 
arreglo r\ y el vector ~ vectores de -
términos independientes en el arreglo 
B. NS es el orden de la matri:t. A y -
NB el número de vectores de términos 
independientes. 

Se utiliza el método du Gauss-Jordan 
con pivoten completo y la inversa. se 
coloca en el mismo arreglo A y la s~ 
luci6n al sistema en el arreglo B. 

El arreglo IP(J) puede valer cero o -
uno; valdrá cero si la. columna I se ha 
convertido en unitaria, virtualmente, -
ya que en realidad la matriz identidad 
no aparece en algún arreglo espec!íico. 

Se hace una búsqueda ele 1 pivote mayor. 
Este queda memorizado por medio de -
~os fnclices IR e IC, don<lc IR es el rcn 
gl6n e IC la columna. del pivote. -



!.!IIH,J):[J(IC,J) 

lil!SJ)~ Zl.l 1 
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Se asigna a la variablP PI t"'l 
pivote se lcccionado en la bú! 
qu~da anterior. Si este pivo-

,.---R-ET_U_R_N_ te es lllPnor que. 0000001 {to­

lt~rancia establecida) la ma--
----- triz /\ es singular y ya no -

se pucdl' seguir. En caso -
contrario, corno el detc>rrni 
nante es el producto de 105 
pivotes se almacena tal pro 
dueto progresivo en DET. -

Como los renglones y colum­
nas se intercambian es nccC'­
sario mcn10rizar tal intercan.:_ 
bio y esto se logra mediante 
el arreglo IN(N, J); cuando -­
J=l se trata de renglones y -
cuando J;:;;Z se trata de colum-
nas. 

l\qur se llc~va a cabo el inte!, 
cambio de renglón o columna 
dependiendo si el pivote que 
se huya encontrado está en la 
diagonal o no, 

Si existen términos indepen-­
dientcs es necesaria ( o no) 
llevar a cabo el intc rcambio 
correspondiente. 
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Para evitar problemas de to­
lerancia se hace directamente 
A(IC,IC)•l. 

Luego se lleva a cabo la di -
visi6n sobre los cocficiehtes 

dei renglón pivotal entre el -
pivote. 

Si existen vectores independien 
tes se aplica la divisi6n sobr;­
talce vectores. 

En realidad se lleva a cabo 
el método de Gausa ... Jordan 
en esta parte. 



RETURN 

ENO 
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Terminado el proceso del -
método de Gauss-Jordan se 
lleva a cabo un reordenamien 
to progresivo para. colocar d; 
nuevo en su lugar original a 
los coeficientes que íuc1•on in 
te rcambiado:3. -



3, 5 EXPLICACION DEL USO DEL _PROGRAMA PARA MICROCOMPUTA­
DORA TRS-80 

El programa antes enuciado, fue i.Inplementado en una microcomputadora 

TRS-80 RADIO SHACK en lenguaje de programaci6n BASIC. 

Pasernos a ilustrar su ftmcionamiento: 

1). - Habiendo cargado el programa en la máquina (listado que se pre se~ 

ta al final del capítulo) se inicia la sesi6n, tecleando el comando -

RUN, a lo que la máquina contestará "CADENAS DE MARKOV" y -

después de algunos segundos pondrá el letrero: "SOY UN PROGRA-

lviA QUE SIRVE PARA i\NALIZAR CADENAS DE MARKOV FINITAS 

Y HOMOGENEAS; PRESIONA ENTER", a lo que s., debe contestar -

presionando la tecla ENTER .. Hecho ésto, aparecerá W1 letrero pre-

gunté ndo el orden de la matri7. de transición, es decir: 110RDEN DE 

LA CADENA 'I "• Para responder, teclcése el orden de la matriz y 

presione la tecla ENTER. Luego la máquina preguntará por las pr~ 

habilidades de" transici6n una a una por renglones. Para introducir-

- las tecleése las probabilidades de transici6n y presi6nese la tecla -

ENTER. Habiendo terminado.de introducir la;; probabilidades, según 

si hayan sido correctas o no, la máquina conte:stará: 

a) Si la matriz introducida es incorrecta la máquina contesta-

rá:"LA MATRIZ NO ES ESTOCASTICA TRATA OTRA VEZ" 

y estará lista para introducir de nuevo la matriz. 



Esto sucederá también en caso de que alguno de los re2 

glones de la matriz no sume uno, en el n1omento de ter 

minar de introducir el rengl6n defectuoso. 

b) Si la matriz es estocástica, la máquina revisará si es -

además dobletnente estocástica en cuyo caso itnprimirá -

el letrero correspondiente y habrá. que esperar a que ana 

lice la cadena. 

Al pasar la etapa anterior la máquina mostrará lo que hizo y lo que 

puede hacer de la siguiente forma: 

ESTRUCTURA DE RESULTADOS 

(01) CADENA QUE SE ESTA ANALIZANDO 

(OZ) CLASIFICACION DE ESTADOS 

(03) !."ROBABILIDADES DE PRIMERA VISITA 

(04) TIEMPOS MEDIOS DE OCUPACION 

(05) TIEMPOS MEDIOS DE ABSORCION 

(06) TIEMPOS MEDIOS DE PRIMER PASO Y RECURRENCIA 

(07) PROBABILIDADES ESTACIONARIAS 

(08) MATRIZ ESTOCASTICA COMPLETA 

(09) PROBABILIDADES DE ESTADO DE PASO ENESIMO 
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(10) PROBABILIDAD DE PRIMERA VISITA A UN ESTADO EN N PASOS 

(ll) DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD INCONDICIONAL INICIAL 



(lZ) INTRODUCCION DE UNA NUEVA CADENA 

(13) ALTO 

Del número (01) al número (08) son cálculos que ta máquina reatiz6, 

el punto ( 09) y el (10) son cálculos que puede realizar, de acuerdo a 

las necesidades del usna.rio. Para solicitar cualquiera. de los puntos 

anteriores s6lo hay que teclear los <lrgitos encerrados entTe parénte­

sis: la máquina responderá. y para retornar, a que muestre la estruE, 

tura de resultados s6lo hay que presionar la tecla ENTER. 

La máquina detecta errores de usuario en los puntos (09) y (10). 

Pues bien la única forma de conocer lo que hace este programa es -

probándolo. 
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APLICACIONES 

4 



4. 1 INTRODUCCION 

Se han buscado aplicaciones que ilustren en su desarrollo gran parte 

de los conceptos que se han venido cubriendo a lo largo de este tr~ 

bajo. 

Es claro, que :io necesariamente se puede encontrar una interpreta­

ci6n prá:ctica a todos los conceptos y por tanto s6lo algunos de ellos 

serán s~ñalados, en donde corresponda para una determinada aplica .. 

ci6n. 

4. 2 ENDOGAMlA 

Lo que se pretende, al considerar este tema, es presentar la expli­

cación de un resultado que ha venido sucediendo por cuestiones res­

trictivas,. sobre el apareamiento consanguíneo, de dos elementos de 

sexo opuesto de determina.das especies y sobre algunas otras de re­

praducci6n asexual. 

Un caso particular de endogamia se ha suscitado en un grupo reli­

gioso, geográ:íica y culturalmente aislado denominado OLD ORDER -

AMISH en Pensilvania, Ohio, Indiana y Ontario, el cuál ha present~ 

do el síndrome de Ellis-van Creveld y algunas otras enfermedades -
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recesivas raras. 

Aunque la endogamia es menos frecuente en poblaciones de gran ta­

maño y con tendencia a disn1inuir, cobra interés en el estudio de la 

patología en pequeftas poblaciones y en el comercialismo de ciertas 

especies animales corno la chinchilla, el vis6n, etc., en donde se 

busca procrear descendencias cada vez más puras de un determinado 

rasgo deseado. 

Un caso, un tanto desagradable, fue el que ocurrió en los llamadas 

"Campos del Amor" establecidos por Hitler, el cuál buscaba el filtro 

de la raza humana, tanto intelectual como f!sicrunente, seleccionando 

los mejores elementos y procreándolos entre ellos. 

Llevemos la ilustración a un caso en especial. La sangre de un ser 

humano está. constitufda por gl6bulos blancos y gl6bulos rojos. Los -

gl6bulos rojos tienen la funci6n de transportar oxígeno. En ellos exi! 

te un pil!mento p-rotefnico llamado hemoglobina. En individuos normales 

existe la hemoglobina del tipo A re pre seritada por un par de genes AA. 

Cuando en la hemoglobina se sÚaeden alteraciones genéticas se consi .. 

guen genes del tipo SS que cambian la forma de loa gl6bulos rojos pr!!. 

piciando su de strucci6n lo que se traduce en una anemia. 

De lo anterior podemos conseguir seis posibles uniones diferentes pr~ 
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duciendo hijos que pueden tener genes del tipo AA, SS 6 AS, Los -

·dos primeros se caracterizan por ser homocigotos o de un solo tipo 

y el último, heterocigoto. 

Así podemos construir una tabla para los diferentes tipos de uni6n y 

calcular las probabilidades de tener un hijo con alguno de los tres -

tipos de genotipos. (AA, SS, .AS) 

TIPO DE UNION PROBABILIDADES DEL GENO-
TIPO DEL HIJO 

AA AS SS 

AA con SS o o 

2 AA con AS 1/2 1/2 o 

3 AS con AS 1/4 1/2 1/4 

4 AS con SS o 1/2 1/2 

5 AA con AA o o 

6 SS con SS o o 

Expliquemos como fueron obtenBas, por ejemplo las probabilidades .para 

los genotipos a partir de la uni6n 3 (AS con AS). Siempre existen 4 

posibles formas de unión, es decir, el primer gen A con uno de los 

dos genes A 6 S y el gen S con uno de los dos genes A o S, así exis-

ten AA, AS, SA 6 SS entonces: 

P[AA] =+ P [(AS)U (SA)] 1 +1 =1 P[ss]=_:_ 
4 rz-' 4 
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Supongatnos que tenemos una poblaci6n pequeña o que restringimos 

(como en algunos grupos aislados) la reproducci6n de la especie a 

llevarse a cabo únicamente entre descendientes. A partir de un de 

terminado tipo de uni6n, podemos obtener la probabilidad de todos 

los tipos de uniones, lo cuál representa tma cadena Markoviana: Con~ 

truyamos ésta, considerando cada tipo de uni6n como un estado po-

sible y hagamos referencia a este tipo de unión por su número: ---

(La uni6n l es AA con SS) 

p ll (1)=0 

P1z(l)=O 

P13(l)=l 

P14(l)=O 

plS (l)=O 

1'16 (l)=O 

1 
p21 (1)=2xz-x0=0 

l 1 - 1 
P2z(l)=2x z xz-- z 
1'23(1)=..!..x ...!_ =..!.. 

2 2 4 

p
24

(1)= O 

(1) 1 1 - l 
P25 =...:-X---

2 2 4 

P26(l)= O 

1 lxl=l 
P31 ( )=Zx4 -:q- tr 

1 1 - 1 
p32(1)=2xz X 4-4 

(1)= 1 X l = 1 
P33 Z Z 4 

P34 (l)=2x 2- X ..:. = _.:_ 
2 4 4 

p (1): 1 X 1 = l 
35 T T lb 

(1): l X 1 = l 
P36 44 'i6 

Así podríamos seguir de lo que resulta la Cadena Markoviana homog§_ 

nea y finita: 
2 3 4 5 6 

o o o o o 

2 o 1/2 1/4 o 1/4 o 

3 1/8 1/4 1/4 1/4 1/16 1/16 
p ( l) = 

4 o o 1/4 1/2 o 1/4 

5 o o o o o 

6 o o o o o 



Al .analizar esta cadena se ha obtenido que existen dos estados ab .. 

sorbentes: éstos son AA con AA y SS con SS. Esto signüica que -

las descendencias ulteriores alcanzarán los tipos de genes A.A o -

SS tarde o temprano .. Si se cae en SS se tendrán anémicos puros, 

en caso contrario si se tienen AA serán del tipo normal. 

Todos los de1nás tipos de uni6n son transitorios. 

Se obtuvo la siguiente matriz de probabilidades de primera visita: 

3 4 5 6 

• 250 .500 l. 000 • 500 .500 • 500 

2 • 125 • 625 .500 • 250 .750 • 250 

{ Íj k} = 
3 • 250 .500 • 625 • 500 .500 • 500 

4 .125 • 250 .500 • 625 • 250 • 750 

5 o o o 

6 o o o o 

.Lo que es interesante observar en esta matriz son; la probabilidad 

de. primera visita del tipo de uni6n 5 a partir del tipo de uni6n 2 y 

la probabilidad de primera visita del tipo de unión 6 a partir del ti 
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po de unión 4. Estas probabilidades son altas y signüican que si la -

descendencia se inició en tal tipo de uni6n será pura con altas proba­

bilidades. 

Estas probabilidades son un indicador valioso para un médico ya que 



al tornar la historia familiar es absolutamente obligado preguntar 

si hay consanguinidad de los padres. Ante un paciente, sobre to­

do un niño, cuyo trastorno no corresponde a ningún <liagn6stico -

neto y claro, la historia de consanguinidad de los padres, muchas 

veces es 'el pri1ner dato que da la pista de que el paciente está -

sufriendo un trastorno raro heredado en forma recesiva. 

Por otro lado la matriz de tiempos n1edios de ocupaci6n nos mue:!_ 

tra el número de descCndencias promedio que tendrán que pasar a 

partir de un determinado tipo de uni6n, en cada tipo de uni6n, an 

tes de convertirse en un tipo de uni6n pura. Tal matriz es: 

2 3 4 5 6 

l. 333 1.333 2.666 l. 333 00 CX> 

2 • 167 2.667 1.333 .666 00 00 

{rjk}= 
3 • 333 1.333 2_.666 1.333 00 00 

4 167 .667 1.333 2.666 00 <X> 

5 o o o o - o 

6 o o o o o ex:> 
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Los tiempos medios de absorci6n indican también un dato interesante, 

Estos signiiican el tiempo promedio en el cuál se alcanza un genotipo 

homocigoto a partir de un determinado tipo de uni6n inicial. Por eje~ 

plo, en el caso de la anemia, si se propicia la unión de los deseen-­

dientes, éstos,. o se volverán anémicos o serán normales en Wl deter-



minado tiempo. Asf bien si la descendencia se inicia en el ti()9 de 

uni6n uno, se tardará'. en promedio 7 (6. 666) descendencias para -

ser absorbida por algún par d" genes del tipo puro. 

Tales tietnpos se rnuestran a continuaci6n: 

6.6667 

4.8333 

S.6667 

mj 4.8333 

o 

o 
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Las probabilidades estacionarias se han explicado de hecho. para este 

caso en particular, en la parte de probabilidades de prK'nera visita, 

por lo que no explicamos tal matriz. Esta es: 

2 3 4 s 6 

o o o o .so .so 

2 o o o o .7S • 2S 

3 o o o o .so .so 
{Tíjk}= 

4 o o o o • 2S .7S 

s o o o o o 

6 o o o o o 
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4. 3 LA PELUQUERIA 

Esta aplicaci6n se refiere a un ni.odelo simplificado de teoría de colas, 

restringido al tan1año de la cola y con wi servidor. Describamos el -

ejemplo para mayor comprensi6n: 

Una peluquerfa tiene cuatro sillas de espera para los clientes que lle-

gan a solicitar el servicio y sólo un peluquero que atiende. 

Los clientes que llegan, cuando las cuatro sillas han sido ocupadas, se 

van .. El peluquero corta el pelo en exactamente quince ni.inutos y si -

hay alguien esperando, lo atiende inn1ediata1nente sin tomar descanso. 

Se ha levantado información acerca de la peluquería, contabilizando el 

número de clientes que llegan en intervalos de quince minutos y se ha 

obtenid' la siguiente distribuci6n de probabilidad: 

Número de arribos o 2 3 4 5 6 más 

Probabilidad • 20 • 70 • 07 .oz 0.01 o 

Ll~memos al número de arribos en el n-ésimo intervalo x 
n 

Nos interesa saber el comportamiento de la variable aleatoria Qn la -

cuál representa el número de clientes que esperan inmediatamente de:!_ 

pués de que un corte de pelo es tr.rminado. (Digamos que ésto se qui~ 

re conocer porque. el dueño de la peluquería quiere calcular su ingreso 

diario medio y tener una mejor atención para sus clientes). 
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Es claro que loa posibles valores de la variable. aleatoria Qn son 

E= { º· 1, 2, 3, 4} . Por motivos de simplicidad suponemos que nunca 

ocurrirá, que al mismo tiempo entre un cliente y salga uno que haya 

sido atendido.. Por consiguiente la única n1anc ra de que haya cinco - - -

clientes en la peluque.rfa 1 es que uno se esté atendiendo y los otros -

cuatro sentados. Evidenten1entc esta situaci6n puede ser traducida en 

una cadena de Marko1,.~ finita y ho1nogénea con unidad de transici6n --

igual a quince 1n inutos. 

Calculen1os las probabilidades de transición mediante la definici6n de 

los eventos: 

Supongan1 .>s que Q
0 

es igual a ce ro (Cuando se abre la peluque rfa o 

bien en el transcurso del ara se vacfa la peluquerra). 

P [ Rn+1=0/a,,=o] =. P [En' el intervalo de 15 minutos no llegan clientes] 

=0.20 

P [ Qn+l=l/Qn =~ = P [Llegue un cliente en el intervalo de 15 minutos J 
=0.70 

P [ Qn+l =2/Qn =O J =O. 07 

P [ Qn+l =3/Qn =OJ =O. 02 

P [ Qn+i=4/a,,=oJ =O.Ol 
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Pasemos al caso en que .se termin~. un corte :de pelo y está. üna pe.E_ 

sana en espera. (0¡,=l) 

p [n =0/Q =11 = p e· Que en el intervalo de tiempo en el que le -n+l n _ 

=0.20 

cortan el pelo a la persona que estaba espe­

rando no llegue nadie J 

P [ Qn+l =l/Qn =l J = P [Que en el intervalo de tiempo en el que le -

=0.70 

y asr: 

cortan el pelo a la persona que estaba espe­

rando llegue sólo una persona.] 

P [ Qntl-l =2/Qn =) J =O. 07, P [ °n+l =3/Qn =iJ =O. 02, P [ Qn+l =4/Qn =l J =O. 01 

Ahora supongamos que cuando se va una persona que acaba de ser .. _ 

atendida, existen dos personas esper.ando (Qn =2) 

No puede ser, puesto que se queda una pera~ 

na esperando y la otra pasa a ser atendida -

de las dos que existían en espera. 

P [ Qn+l =l/Q
0 

=2 J =O. 2, P [ °'1+l =2/0¡, =2 J =O. 70 , P [ °'1+1 =3/Q,,=2 J =, 07 

P[ Qn+l=4/Qn=2] =P [Que lleguen 3 6 cuatro personas mientras se -­

lleva a cabo un corte de pelo.] 

.'02+0.01 =0,03 (Aunque una se vaya) 
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Se considera que el haber ilustrado hasta aquf la construcción de dos 

renglones de la n1atriz de transici6n es posible comprender l?s demás, 

as{; la matriz con1pleta es: 

o 2 3 4 

o • 20 ,70 • 07 .02 .01 

• 20 .70 • 07 • 02 ,01 

{Pjk(l5~}= 2 o ,20 7 • 07 ,03 

3 o o • 20 • 7 .10 

4 o o o • 20 • 80 

Llevado el análisis mediante el programa de computadora presentado 

en este trabajo, se obtuvo que la cadena es irreducible y que su ma­

triz de tiempos medios de prin1er paso y de recurrencia es: 

o 2 3 4 

o 11. 125 2, 781 12. 750 24.719 43.038 

11. 125 .z. 781 12.750 24. 71.9 43.038 

{ mjkf = 2 20.625 9.500 4.450 20,312 38.846 

3 28.125 17.000 7.500 5,562 29, 231 

4 33.125 22.000 12.500 5.000 6.846 

Si agregarnos a nuestro problema que· el peluquero trabaja corrido de 

9:00 a 16:00 hrs. y cobra $50, 00 por corte de pelo, entonces la matriz 

anterior es bastante diifcil de analizar, es decir, es complejo poder -



extraer informaci6n de e Ua, pero si consideramos ta distribuci6n 

estacionaria podremos sacar algunas conclusiones interesantes. 

La distribución estacionaria es la siguiente: 

o 2 

• 3596 • 2247 

3 

.1798 

4 

.1461] 
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Esta d~stribuci6n no varfa con el tiempo y no depende del estado ini-

cial, es decir, es la distribución que teóricamente la peluquerfa al--

canzará en su madurez. 

Calculemos la esperanza de la variable aleatoria Qn ,v n, la que in-

dica el n6rnero promedio de personas que esperan cada vez que un -

corte de pelo es terminado, asr: 

E [ Q ]= ,3596+2(,2247)+3(.1798)+4(.1461)=1,9328 personas esperando. 

Determinemos un intervalo de confianza para este valor calculando pri-

mero: 

4 

crJ =E [<o-E(QJJ
2

] = I (Q;-E(Q))
2 'fl'; 

i=O 

(0-1. 9328)
2

(. 0899)+(1-l. 9328) 
2 

(. 3596)+(2-l. 9328) 2¡. 2247) 

+ (3-l.9328¡2¡.1798)+(4-1.9328)
2

(.1461)=1.4789 

1, 2161 personas esperando. 
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Luego el peluquero tendrá entre O. 7167 ¡::: l pe_rsonas esperando y 

3. 1489 ~ 3 personas esperando con una probabilidad de O. 7640 es de-

cir: 

P [O. 7167 $E (Q) $ 3. 1489] =O. 7640 

o sea el nivel de confianza es de o. 7640. 

De aquí que podemos afirmar con un nivel de error de 11. 80% que -

tendrá al menos una persona esperando y por tanto la peluquer!a es .. 

tará casi siempre ocupada (recuérdese el nivel de error). 

Galcule1nos un ingreso promedio: 

Existen 28 intervalos de 15 minutos cada uno,en el turno del peluque-

ro: 

I=P [ 28 intervalos ocupados J [ 28x50. oo] +o 

= [1-.0899] [zsxso.o~ $1,274.14 

4. 4 PRESA DE ALMACENAMIENTO 

El comportamiento estocástico del volumen de almacenamiento de una 

presa ha sido estudiado como un pro ce so Markovia.no (Moran(l959)). -

En esta oportunidad, presenta.moa· un modelo simplificado mediante una 

cadena Markoviana; suponiendo que el volUlllen se puede discretizar y 

como tal, estudiar. También se supone que la cantidad de agua con la 

que se alimenta a la presa, no se conoce con exactitud, por lo que se 

ha considerado una variable aleatoria. 
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Sea pues una presa de altnacenamiento para riego. Cada año n, la 

cantidad total de a.gua que fluye hacia la presa es una cantidad alea 

toria Yn con la siguiente distribución de probabilidad: (se supone que 

Yn es discreta, lo cuál le da una limitaci6n fuerte a este ejemplo y 

establece en realidad una hipótesis que se aleja de la realidad) 

yn PYn(y) 

o • 10 

.30 

2 • 30 

• 20 

4 ,10 

.Donde los valores de Yn representan tercios de la c;apacidad de la 

presa.. En general, a lo largo del problema se manejarán tercios de 

la capacidad de la presa co~o unidad de trabajo, 

La agencia. reguladora intenta. suministrar dos unidades de agua ca.da -

afio, si es factible, a las tierras vecinales para' el fomento de la agr_! 

cultura. 

Es claro que sin la presa y de acuerdo con la dietribuci6n de la vari~ 

ble Yn , el 40% de los años no se tendrán las dos unidadea de agua. n!:. 

cesa.ria.a para la agricultura y un 30% de los añoa habrá exceso c'le agua. 
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Con la presa funcionando, el agua se regulará de acuerdo a las 

unidades disponibles y con la política. representa.da. en la siguie!!_ 

te tabla: 

Total de Unidades Unidades de Agua. Estado final de la Demanda 
Disponibles Soltadas Presa al soltar el 

Agua 

o Vacía No Satis fe cha 

va.era No Satisfecha 

2 2 va.era Satisfecha 

3 2 Satisfecha 

4 2 2 Satisfecha 

5 z Llena Satisfecha 

6 3 Llena Satisfecha 

7 4 Llena Satisfecha 

Para estudiar el comportamiento de la presa, a través del tiempo, 

bajo la poll.'t:ica establecida, observaremos el contenido de agua. al 

final de cada año desp~s de haber suministrado la cantidad dema.e_ 

dada. de acuerdo a lo disponible. Si suponemos que las afluencias -

anuales son estocásticamente independientes, entonces el modelo es 

una cadena de Markov, Construy<imosla.,denotando a la. cadena. por -

Es claro que la cadena s6lo puede tomar los valores O, 1, Z, 3 por -



170 

tanto: 

P [ Almacenamiento(n)+Afluencía(n+l)-Agua soltada(n+l)=j 

/ Almacenamiento(n) J 

P [xn+1=0/Xn=o] 

P [ xn+l =l/Xn =o] 

P [ Xn+l =2/Xn =O] 

P [ xn+l =3/X n =o] 

P [ Xn+l=O/Xn=~ 

P [ Xn+l =l/Xn=~ 

p [ Xn+l =2/Xn=~ 
p [ Xn+l =3/Xn =~ 

p [ Xn+l =O/Xn =~ 
P [x =l/X =21 n+l n :_¡ 

P [ Xn+l =2/Xn =~ 

P [ Xn+l =3/Xn =~ 

P [Y n+l S 2] = 0.10+0. 30+0. 30=0. 70 

P[ Yn+l = 3] =0.20 

P[ Yn+l = 4] =0.10 

P[Yn+l:::: s] =O 

= P[ Yn+ls l] =O.lo+0.30=0.40 

= P[ Yn+l=2 ] =0.30 

P[ Yn+l=3 J =0,2 

P[ Y n+1=4] =0.10 

P [ Yn+l=O] =0.10 

= P[Yn+l=l] =0.30 

P [ Yn:f-l =2] =O. 30 

P [Yn+l 2 ~= O. 30 

De esta ilustraci6n, ya es fácil visualizar la cadena completa en un 

paso (año). 

o 2 

o .70 .20 .10 o 

.40 .30 .20 .10 
P( 1) = 

2 .10 .30 .30 ,30 

3 o .10 ,30 .60 
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Avanzaremos en este ejcxnplo, haciendo hincapi~,. en que esta aplica-

ci6n 1naneja demasiadas hip6tcsis, al no considerar filtraci6n y eva-

poraci6n en la presa, aden1ás de las hip6tesis antes iinpuestas. 

In1aginemos que la presa no ha sido aún constru!da y se quiere tomar 

una decisi6n sobre tal evento, basando esta decisi6n sobie los costos 

anuales esperados de la construcci6n de la presa. 

Si la inversión inicial de la presa, má.s costos de operación menos b~ 

neficioa por recreación, se traducen a un costo anual equivalente de -

$ 100, 000, 00 y si la pérdida para la agricultura es de $1, 000, 000, 00 

en el caso de que no haya agua disponible en cualquier afio y de --- -

$100, 000. 00, si s6lo hay disponible una unidad de agua: ¿Debe la pr~ 

sa ser construída? 

Es claro que en un árbol de decisi6n podemos plasmar ta situaci6n: 

No Construir 
la presa 

No se sum.inistra agua 

lE=-------- Sólo se suministra una 
unidad de agua 

La demanda es satisfecha 

No se suministra agua 

La demanda es satisíecha 
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DondeO,es un nudo, de decisión yÜes un nudo de incertidumbre. 

De acuerdo con los costos, el árbol quedarra: 

-100,000.~0~<(-z-3 --

-1, ººº· ººº· 00 

-1, ººº· ººº· 00 

o 

-1, ººº· ººº· 00 

-lOu,000 

o 

Para el árbol, necesitan1os esti.Ina.r las probabilidades z . Estas como 
i 

se aclarará más tarde demandan el cálculo de las probabilidades esta -

cionarias. 

Por otro lado, se ha obtenido la función de utilidad del Jefe de la ---

Agencia Reguladora que pretende implantar la presa y resultó la siguie!!_ 

te: 

-5. -7 2 
f(u)=l+8,57576x 10 X-7.48485xl0 X -1100 :5 X :5 O (X en miles) 

También se analizó la cadena ·Markoviana obtenida, mediante el progra-

ma, resultando las siguientes probabilidades estacionrias: 

o 

-rrj = [. 3640 .2218 

2 

• 2050 

3 

• 2092] 
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Como sabemos por este resultado y de acuerdo con la iníormaci6n 

anterior, la presa tenderá tarde o temprano a ocupar los distintos 

estados con las probabilidades estacionarias. En otras palabras, si 

la cadena se encuentra inicialmente con la distribuci6n estacionaria 

antes obtenida, en cualquiera de los distintos estados, esta distrib~ 

ci6n no cambiará. 

As! para el análisis, será. indiferente tomar cualquier año, dado que 

las variables aleatorias X
0 

y Y 
0 

tienen distribuciones estacionarias• 

Calculemos las probabilidades zi del árbol de decisiones: 

z =P l X 1=o, Y =O] 1 n- n p [Yn=O/Xn-1=0] p [ Xn·l=o] 

= P [ Yn=O J P [ Xn-1=0] P [Yn=O J 'fl o 

=. 10(. 3640)=. 03640 

z =P [X =O, Y =l] 2 n-1 n + Pfx
0

_ 1=1,' Yn=o] 

Tío P [ Yn=lJ +Tí1 P [ Yn=O J =. 3640 (. 30)+. 2218(. 10)=.13138 

Z3=1-,13138-.03640=,83222 

z 4 =P [ Yn=o] =.1 

z 5=P[Y
0

=1] =.3 

z 6 =1-. l-.3=.6 

Estamos en posición de calcular los valores esperados: 



Ez=• 03640 f(-1 100)+. 13138 f(-200)+. 83222 f (-lOQ) 

=. 03640(0)+. 13138(. 9529)+. 83222(. 9 839)=. 9440 

E3=· lf(-1000)+. 3f(-100)+. 6f(O) 

=. 1(. 165 8)+. 3(. 9839)+. 6(1)=.9118 
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Luego E
2 

> E
3 

y por tanto se aconseja, construir la presa. Esta ca!:!_ 

clusi6n s6lo es vá.lida para la funci6n de utii.idad considerada. 
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