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INTRODUCC IGN

El mayimiento, alrededor de un cilindro, de un fluido viscoso
no acotado, que viaja en wuna direccién perpendicular a . su eje, es
un proplemavclisico. £ste combina la aparente simplicidad de fluje
plano con la inherente no-linearidad de las ecuacionas dinamicas.

tas ecuaciones de movimiento adimensionalizadas contienen.en la

parte’inercial (no-llneal), comé un  factor, al parsmetro del.

que se cono:e como el namero de Reynolds.

‘da R=U!/v puede ser pequeﬂo porque Ia7;961§§}dgaigﬁl~

caracteristica U Q la 1ongitud t:pi:a L scn pequeﬁas o pbrqde id

_viscosidad » .- qrnnd.. Cuandb u (13 plqunﬂa e ti-nn un mnvini.nto”
Qi@ntbi*is{, v es p-qunﬂa se . tienn‘ gl' mnvimx-nto‘ d- nbjttosf_

movimientu Broun:ano.

-nam-ro;'d-

”5ekpr¢si§ﬁx pitii k _ ;&brridﬁtiikicoh'b

.d.pcﬁdoncin;.;

;suluctonns ;proximadas.” Comu sq verl nn .l :apztuln*“f}‘ ljij*~

‘Vfaproxlmaciun-s solu son parcialmente correctas en cinrtas'rngfqh-i“
del flujo. En_el capitulo 11 se hace una revlsion'd. una 'ttcnic‘
‘que permite fesoiver‘nl problema y obtener ana: solucién que ‘me

‘satiafa;iién todo él*espacio. fsta es conocida comp‘iacopqu!into
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de expansiones asintdticass la Boluciéﬁ que se obtiene por dicho

tﬁ‘todn resultarser una serie complicada del namerc de Reynolds,

que depeﬁde en sus primérés tbrmiﬁos, de fﬁnciones tLn V™", donde

n es el indice de la serie. An&lisis mas cuidadosos muestran que

la serie también depende de cantidades de O(R) (esto es, funcidnes
.

l1ineales en R), que llegan a ser mayores que (Ln R~ para R >

0.00008. No obstante, calcular explfcitamente tstas dependencias

 resu1ta diffcil. Dtrn aspectu en contra de la snlucion ) mediante

 ‘muy rustringlda 7
Las limitacinn.l d¢1 {ormalismo ant-rior motivan tl -;tudﬁo,iﬁi‘
4”un‘m‘§odu altqrna:iypugqs.rrollado'muy:rpc:lnt-n-ntq:y qu. tomn»nn'"tr

>”co-p1-ta de

partir'd- sus cansideraciones m&s fundam-ntlle- ,”'

s diicutcn Iul alcan:ns Y limitaciones.

i Finalm.nt., ge.hacl' un’ rosumon_ gpn.ral, befﬁ:ip-lmdnte del




CAPTTULO I.
ECUACIDNEb DINAMICAS Y SOLUCIONES LDCALMENTE

V‘LIDAS A BAJD NUHERD DE REYNOLDS,

1. INTRODUCCIOSN.
En este capitulo se establecen las ecuaciones dinamicas que
_deacriben el’41ujo estacionario de un fluido viscoso alrededor de

un cilindro c:rcular infinito ; se dzscuten las soluciun-s que se

cerca del cilindro (Stokns)

:;-:ulcionus c-rcn dnl :tlindro. bljo

la® _necesidad

hj,‘t.cnica‘ s!stem&tic."(tnoria: singul.r rd.’f'b-r;uﬁpécipnnnif.

"ld-cuada para est- prob!-ma que’ es’ discutida en. . il“:#ipitulo

siqqilnte..




2. ECUACIONES DINAMICAS Y CONDICIDNES A LA FRONTERA. Rl

.Las acuacium’;s que describen la éin‘mica ‘macr‘oscépica de ' wun
fluido, pueden ser formuladas recurriendo a los principios de 7
conservacién de masa, momento y energia, junto con dos ecuaciones
que dan las condiciones especificas sobre el estado termodinémico:

del fluido. La forma funcional de las ecuaciones es la siguiente

231

. dp/Ot + 8 (puk)/a‘_xkj= 0, N S e (!‘,l.l},

j/ot' + pukm /ox ‘plax‘-fal.x (xOu /Ox R

0/0:( l'p(du /Oxj+au /Ou - 2/:5 6

e atiey

- p‘l/.t-t-puknllx = =Py, /ox *O/Oxj(u ) T/Oxj)d-

_,L(Ou /Ox ) '0- p(.u l’x +Ou I.n )Ou l‘x R

(1.taey

4 ¢=0 (§, )

‘ha-utilizado 1a convencién de suma scbre 1os ‘indices i,j.

'1 as’’ er:ua:i ones

- scn la farmu_l,a‘uxonj matoMtica de-‘-: 14 ‘
'-consnrvacion del . mr;»mie"nto N 1ineal Y ’fnrn‘n un “sistema de tres
'ecuacion.s escal ares par# cada componente u_ del .cat'npo de
v-!ocidades quu estan rela:ionadas con la presién t-rmodinlmh:. P
1a densidad de masa p vy las fuer*as ex_ternas- -F’." Y. Qicn-n como
«parlm-trns del fluido la viscosidad_cortgntn 6 din‘fmrh':a H .Y el
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sequndo ceoeficiente de viscosidad: 6 viscosidad valumbtrica A La
tercera ecuacién establece el | principio dé conservacién de 1la
energia, tsta.es una ecuacién escalar para la densidad de enlrg‘a
interna e, por unidad de mass, como funcidn de la temperatura T,
los campos de . velocidad, de presién vy &- la densidads} los
Aparlmetros que intervinen en la ecuacien son’ los _coeficientes dq
1scosidad - y X, .l con#iciente de condu:tivndad tbrmica . Las'

BI oltimal so >

ecunciunes de estado par'

D-bn notars

qu- .x :on;unto d- -cuaciun

hay's

tahbitn'

de siste chnciones»'acnplnd-s, en 'el :ual

'Vvariabl-s dolconocidat que son lal tres compon-ntns d-l ‘c-mnb~‘d.'

f7vclocidad.l Y las cnntldndes p, p. T, y !h; »Estn L as un.'gigtimai“"

rado d- ucuacianes. Alqunoa éﬁm!hiari‘i’;idfcionul"5 son ‘au‘; '

: llnellmentc al ten-or de gradicnt.s de la vela:idad b4 dap!nd- so!og
‘da gste, lo cual d-fin- a un fluido N-wtonlnnn ). Ait mismn flp';

localx [ 1} m.nti-n'.‘

‘fﬁnéional; vli;;;d; 1icuiciéh” de estado,  cuya &xiltgncsai ‘.s_-J
consecuencia de las leyes de lafrtarhndinthicl pero chov fofmg’ 
: V-kpllcitn, puede pbtqnerse, O‘byen'da una t-drla ~m1érnlcepi;a. o
uﬁién‘duigexpirimenfb."Para fluidos ¢n~‘movimicnto si iupth que
dichas ;eisﬁiéhqé 4uncion$1§s ;siqu.h : siendo - Qilidnl_

31uc51min£¢f 6stqme§,;alred-dor,dg1¢ada,punto de fluido y para cada




instante de tiempo. Ademés Iqé parametros L, My Y = sSe suponen
:Dpncidos del exﬁerimento Y pueaen ser constantes o . funciones
especi ficas dé ié temperatﬁra Y ia presién. 4 7

51 se supone qué se trata con un fluido incompresible (p=cte.),
como es el caso en el presente trabajo, las ecuaciones de
continuidad y Navier-Stokes se desacoplan de la ecuacidn de

energia quedando las ecuaciones dinamicas mas simples:

"""k"’?‘; =0, . SRS L tt.zeay

,pOu /Ot-o- pukm /&kk 102,80
Las 'ccuaciunnl de cnntinuidad 'y Vvaler—Stok-s _Son’ cuatro.

'jEstn -:. lqs'cinpdq~”

-'ambol ); Eltn nfirma:ién es de cartcter #lsico, fundamontada -h,;

-=exper1mentos y es_:onocida tcomo adherencia

15 condi:ion

:frnntéri;g
'Asi no hay mavimi.nto relativo entre 1a pnrld del
flutdp, esto ®s "f Lo
S u=o _ 73:  en la paf!d, _ o (1.3
»si la pared se nueve con velccidad v lntonces '

Cumv : ‘i en la’ pared. ;.‘ ”," (l;ﬁljw,r"‘




fctas son 1as condiciones a la. frontera para un -fluido viscoso.

En resumén, para un fluido incompresible viscoso se cumplen las

ecuaciones (1.3 v €1.4), En la proxima secciédn se hard uso de

ellas para formular las ecuaciones dinamicas particulares del

problema.

':icilindro de »radial

largn inf:niton ;_'

Ad-mls. se r.quicre en:ontrar 5olucxones estacionarias., En el
‘caso  de -un cilindrn'_ infinitamunte lnrqo »nhay' invariancia

';traslacional a lo largc‘ del eje‘fdel cillndro Ty esto es, l1a

‘tvsolucién al problema sert indepcndiente de la cunrdenadn 2 }‘Si 1-_1,
,‘distr1bu=ién de vela:idad en un fluxdo en

movim:ento. dependl dcf

lo dos‘cmordenadas;wdigamos,x -

Es'r!n’

'")“yklg=ivelocidad cpa i




lugar paralela al plano 'xy, el flujo se dice gue es bidimensional
o plano.kFinalmente,.no se consideraran fuerzas externas i.e2. Fj=0
En estas condiciones las ecuaciones (1.2) toman la forma

Oukldkk = O, (1.5.a)

U B B, = ~1/p Bp/Bx b d’uj/OXiO:'._‘ . (1.5.b)

o en representacidn vectorial

(1.5.a)”

1L m.bd

' dond- se ha‘intrcducido 1a viscnsidad cinnm‘t!:a v=ufp, qua ti-n- f7

: unldades da IDngitud :uadrada antre tiempo.-

's condiciones a. la frunte' quieren que:

Cctia.a)

l d-fin- ol problem- mntnm&tico.‘

;1!indro, En estas condic;anes el nucvn :ampo ‘d. ‘Vgloﬁidg‘
sers. ' ' g v
4 g o=y, ' TR
b-ra las,:cﬁrdehqaés gnom&triuas-se.ti-ﬁe‘quc‘

‘ :x}sx[a i y’=y/a i!f’=r/a . ‘ : o NSO - )

~y,-n‘pnfticu1af‘




vaf :oordena

el radin,es 1 en las
nueva

presién termodtnamica y p ;es 1a
ambas estar&n relacionadas pET
B =R (a/Vul)P . -
1.5)7 yA(l.b)

ton:es las expregiones <

‘,vf:ju'= o s

dégL

ﬂ, S

Fiha}mente i -] es 1a::
adimensional L

pfeéibn

se transforman en




i

uatr =1, [o IR
r . .

‘uslr = 1, @ 0.

El pértmetro R es una cantidad formada por lasﬁdimensiones
.caracteristicas del flujo vy es el dnico  parametro en las
ecuaciones. En general, para fluidos viscosos el namero de
Reynolds: es el Gnico parametro adimensional @ necesario. ‘Existeﬁ

'mttndnl u.nerales rélacinna&d§ ‘con 1la :ﬁaéqueda .de parsametros

. éwtos .métodos .

‘tecnicas .

ustrar, i;h‘rGQUrrir al

i%ﬁ;formalcs ‘),;comu pu-do fobtenur —nl'ﬁpirtm-tro 'ldtmongtann{f‘

f cnracter1It1co d' un‘fluido vxscoso en movimiento uni#orm-.j'

D- lnl p.rlmﬂtros que carnct-rizan al f{uidu ni-mn.‘ solo gla-ﬂ

func!an.l,

«dﬂl,:UIrpD,rSUI prnpi.dld-l glom‘tricas

junl dincnlién llnnal, ‘que lgwq;nuta.por»i. Slahahorn U ll naqnitud f

;_el nﬂm'ro de Rcynnlds. Cualquier otrn partn-tro ldincnsiunll puod.
'scr -xpr.sado en funcien de R.

Ahurl, se mlden longitudcs en t.rminul de I Y vqlocidad.s. ‘an

”mtbrmiﬁoi de U, i.e,,7se introducen las c;ntxdadis adxm-nsionnlos

'f_u/U, r/l. Es evidente‘Que 1a distribuciénf&efvﬁ]octd.d.s;‘obt.nid-'




al resolver las ecuaciones de flujo incompresible esta dada por
una funcidn de la forma

ua = Vf(r/L;R) .
ta anterior relacién permite asegurar que, en dos flujos
diferentes del mismo tipo (p.e. flujo pasando cilindros circulares
de diferente radio por fluidos de distintas viscosidades), las
velocidades us/U son las mismas funciones de 1a variable r/l, si el

nnmero de Reynolds es el mxsmo en. cada caso. Los flu;os que puudnn

'cambiando la unidad dc

IlMlJlﬂzl ).

Dtras ‘formas de pr.s!ntnr la: -cuacinno- dinlmicas d-vjbfobipmh L

son mo-tradns a continuacién.r

Ln vorticidad @ de un flujn sn d.finn %) comot

. z).

W liempr. .. k k ‘@s un vector unitnrio en la direccian d )
- En vist. de la dnftnicién .nt!rinr ¥y la -:ua:ién (l 10..) .-.K

'la- ecuacxon-- (1 10) s-rtn

Rawe 97y e v pogwrs

con. las mismls cnndicion-s ala frontera (relaciones (l'li)).
esta forma serﬁ especialment- atil en 1- siguicntn snccien
Un conccpto de gran impurtancia en . la: dnscripclén de »qn_-fldjo

.stacionario es el de lineaﬁ de corriente, . que pc dqf;nih'fcqgoﬂ

oz




1l neas cuy§s tangentes son, en cada lugar, paralelas -al vector
' velocidad Y se‘determihan por el siguiénte sistema  de’ -c@acionil
diferenciales. '
dx/ux= dy/uy = dz/uz~.
En flujos estacionarios las lineas no varian con el tiempo vy

coincid-n con las trayectorias de las particulns de fluido. En

.flujo no—-stacionario esta coincidencia no’ ocurre: las tangentes

-dtr-ccion-s d- la- v.lo:idad-- ‘de pnrtlculal d. fluido on varios

Atxompns.

r.‘blvqr,pydblimpi Iﬁ;fiujéfp§d$ﬁiﬁ‘ipﬁ.l, algunas ‘veces -

onario.-La -:ua:ibn dif.r.ncial ‘de. las lln..-.;bn :orrt-nt-

(nn flujo btd:mensiona]) es dx/u =dy/uy o u dy—u dx =0} -xprola} [ 2}
hecho de que 1a dirnccién de l1a’ tangnnte ®es la direccién de 1la
valocidad. Sustituyendo (1.15), se tiene ’, .
: (8 w/8x) dx+(8 w/8y) dy = dw =0
. de aqui v = cte. éﬁi las lineas de Enrrinnfe son la familia de




curvaé optép;das de hacer la funcidn de.corriente;w (x,ys igual a
una constanﬁe arbitraria. De iguai modo la funcidn de corriente En-'
coordenadés polares se relaciona a las componentes de la velncidéd
por:t

ur=1/r(0 w/98) , g™ ~(o w/or) . (1.15)°

Al utilizar las ecuaciones adimensinnaleS‘;ﬁl.;O): Y las

'ﬁdefiniciones (1 15) para la funcién ‘de. corriente 1=} Qnéuentré‘ una

-

v‘ v = -R/r J(v.v’ » o, S A R € O 7 S

dondel

J(f.g)=!i ge g b |

as el jacobiano‘ ,1os subindices 1ndican derivad'>bérciai; adenss ..

Aqui se. ha: fi;ﬁdo la linea de corr:ente w =\0 de tal“forma que

i ::ééincida con‘nllp-rimetro delvcilﬁndrp.

4. LA APROXIMACION Y LA PARADOJA DE STOKES * %),
Eifpfbblema . formulado en 1la seccién. anterior ‘ha hdtivado‘
trabajo de 1nve"tigacién por mis de 130 aﬂos,_ nnA obqtantq. fue

o, y n
7.8 ) cuando se .ncuntré una

hasta mediados del presente siglo
snlucién unifnrmemente vblida en todo el uﬁpacio a baJu nﬁmero de




1

Rlynoldst.,La principnl di{icultad‘ qua se '¢n4renta»-“ 1ﬁ£ént-f”

resolver las -cua:inn-- .I su. na—lsncnridad. Btok-: (1951) plant-é
un método de solucidén basado en una - teoria regul ar de
pnrtﬁrbacionns, estﬁ es, s pfopune :oho solucién para las

ecuaciones d. Nnvi.r—Stokus adimcnsionales. seri-l de potencias

‘Zdul nomero de Rlynoldl, qun an lst- problnma,',epT [ 3% ‘paktmnftn‘




R™ v-u = Q , {(1.18.a)
Tp +9 2w =0 =9 x u ’ T (1.18.0)
o - o - - O - O
R : V.u =0, (1.19.2)
Vp+9 u w==(u1+9) u 3 w=V:i v. (1.1%9.b)
1 b § -0 -0 -y —e

Por otro lado  las definiciones (1. 15) para la funcidn de

‘corriente perm:tan introducir un vector w tal que

1€

= V k-‘

septonces. el campo’ u: puede. ser expresado’.como -

.E =9 % V

.que cumple con la ecuacidn de continuidad de la siguiente forma

Veyp = O

y por tanto la magnitud de la vnrtic:dad W se relacxnna con la

u (A,y)— - v‘v (x,y) '{"‘é *'u';' . (;;29)5

Por otro lado, ‘el rotacional aplicado a- la primera ecuacién

(y.;a.b}';mp11c§nque 

e

una- gumn‘con coeficientes desconncxdos; La geometria del prnblcma*‘gy'

condiciona al campo de velocidades a; ser 51mtfrico con rclpecto al:
eje % Yy a la vortxcidad a ser un campo antisimbtr:cu. Asti, la
solucién a la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas es

™ sen n@ , (1.22)

(a r + br
no N

16



ibualando $1.20) vy (1.22) s& ti1ene una ecuacidn para ¥,
de / or +1/r dw /O + 1/r OW /09——2 (a r +b r"™Maen n@ . (1,.23)

con condiciones de no deslizamiento dadas por (1.17).

Para resolver la ecuacién (1,23), se propone

(n?

' "Vo tr,e)=z°°¢ (risen n& , : (1.23)"

L e’ sigue entonces que

Ceen L‘"’=d /dr /e d/dr—n srt de aqux es facil ver que
L""r"'=un A ':' SR = (1.2%.a)

3y -scoglondo m= =n+2, ‘se tendra

S£1.25.b)

‘ o“’za r?+B,r 1n rec, r+D Ve (1.26.a)

TR PR nD AR n2 T i 27.bs
n . n ] . .

A las ecuaciones (1.26) vy }1.27) se ;es aplican las cnnditioﬁns
s la frontera (1.17) del siguiente modo
' L‘x‘='w'/,oy=oy'/'or 0r/0y+0w/08 20/dy=sen @ kavmr#cué _‘6-/r oy /88=1

- N ‘ - S re—s @ -

17




y=—aw/axé*cosjeﬁbﬁlar + sen é(? 8/88 = O i r— ©

enéoncés,rpor la regularfdad de-;as soldciohea debe ocurrir que
Oy/8r —s=en 8 : 1/ W/OG———-uzos e (r—-—m), <1.28)

i.e., se cumplen las condiciones an @ para las compohentes de la

velocidad en coordenadas polares (ec, (1.11).

Las condicxones {1.28) vy 'las ecuaciones ((1.23°", (1.26) vy

: Por ntrn lado si r—n¢1‘; se tiéne quqf~

,oy a, e)/a- =

ambas ccndi: “1a

4rontcra nc l‘.f‘

iqni&ica que

”ochh

R(u-V) u an !as ecuacinﬁes de mnvi‘ient,

El hecho de qua no exista una.. solucién untforme plra tndo -

'espacio ne 11mita el que pueda hablnrse de una.’ solu:ién, chal,”

.8 para el woblom dal ﬂ.ujo a\rod.do . do una o-lcro. ta .oluem [
) -ogundo orden - duvcr'-. _..lu ) conoeida ou-o ‘~\.§‘ m.‘oi. ‘de
whlt.hoad . . e

L




egto es, una solucidn que satisfaga wuna sola condicidén a 1a .
frontera. Se encnntrar‘ ahoré'la expresién menos divergente. para
la funcidén de corriente, que es una’ solucidn que describa al flu;o
sobre cilindro y muy éerca de este aunque No lc haga en infinito.
Del tratamiento anterior puede verse que la condicidén gque nos da
la divergencia m&s débil posible es que

B =o0, o ; :

' entonces las ecuaciones (1.26) y (1.27) llevan'a las condiciones’

S 'o‘,"u)-=_o=c;+p'

#PCr=0mB 4D U n=2,3, 0.0

- ##%/0r () momB+c oD

dn :nrri.nt- e

i w tr, 8)-D (!/r—r+2 . Ln r

(1;10) de orden.Ra/r (ya que U . es. adimensinnal) ‘a Ia dlstanciu r/a‘
{ub despreciado al ihtrnduclr la 1prox1mac16n d- Stnkns, mientras

‘el tirmino viscuso v‘u de orden a /r fqegrgtenxdo. las m-gﬂitudis,J“f

- de. ambos sertn comparables si

i9




R a/r = a'/r'.2 bo r = 0a/R),
lo que significa gue la aproximacién de Stokes séla“res valida .
hasta éistancias del orden de a/R, mas alla de esta reqgiédn las
bases de la aproximacidén dejan de ser validas.

8,0

S. LA APROXIMACION DE OSEEN )

La éprnximacién de Stokes  sélo funciona ‘tuando. los eféctos

‘WViscaéps son dnmingntes,fespecfojaf{oé fneréialés; .No  qb5£§h{i'

tbrﬁiénﬁé en: cualquier punto difie» uY"pota de la -
:corriente uniforme. ‘ o . ‘ . k

22 Dseen (1910) sugirié que a enormes, distancias' las comﬁbnenfﬁs”

la velocida. "del fluzdo pued-n ser - escrxtas como:

fdéifcﬁéhbuf;'Al'“jqfétituir "este 'campo:lde'.Veln¢idadés‘fenf las

.cQaclénQS’u(l;S)f y - desprectar t.rminéé' de Bfaeb . mayor . al

T(1.31.0)

ru = :én r=a0,
ﬁ_eﬁvcoardenadas.pbléres |
’ u = U cos@, ﬁe_é -U sen a,Jf;ﬁ_rr= a:. S A1.32, Ay
u=ug =0 4" N ﬁen r ='&,;tf;' S t1.32.0)

Para encontrar snlu:ibnﬁs a las ecuaciones primeramonte se’ tuma‘

20




la ‘divergencia de l1la ec. r1.3o.a5 ’tengendu en. cuenta 1a
ec. {1.30.b), de agui resulta que"
Fp =0 s (1.33)
las soluciones a esta ecuacidén son funciones armdnicas.
Bajo estas condiciones es posible enunciar el siguiente

teorema (véase apendice A ):

,Teorema I. Cualquier solucién de la ecuacién de Oseen para flujo

'tacianario,'en gl_ cugl..Xa, vortlcidad es “en cada  lugar

ieen

velncsdﬂd en 1nf1

g »-;)

o " wn

u - —v LR 1/(2;0 7 2 -2 K=/ 20

"'dande ¢ es una Fun:icn arménica, % aqt{Sfacé ‘

(v‘ -u» a/omz o-,'

f-ustas solucinnes éon: incnnsistentes

 .cunf

nbsnrvaciones

>¢xperimenta1es,'en particular,*l - sulucianes pr!dicen -r-molinos

Reynolds, Clos

Fig. 2. l.(nou do cornont. i pqra S el eilindro i . 
e »—‘tn remolinos. L] "Aparicion’ d. romolino.. . : .
W) - Flujo im‘;obl..

: T S . e )




A bajédnﬁmero.de Reynoldé la =olucisn exacta se puede llevar a
una splucidn aproximada que s acerca razonablemente a 1los
resultados experimentales. El calculo de la =olucidn exécta y de
la aproximacién pueden verse en 1a refercrncia 17. Tantoc el m‘“,:‘.}
de snlucidédn, com~ 13 postericr aprozximacidn Mo son determinantes

T para la :Dhtinu:dqd de este trabaJo.

La snlucibn apruvimada en. torminos de la funcién dé'f:ufr{eﬁt;_Jl

de cantidades}adimen 1Dnale5 es

tr +1/(28 r)]sen e S R
: 1/(23 iy ¢ (/aRr)r _sen . nesn +0B M (1.36)
B= %2 -7 - Ln (R/&) , ' '

‘ =4 F’ I + 2K ¢ !m"!"_"“,‘v;,

liijki,é ! scn fdn:inne= mndificadas de Beasel de orden e

calcu!o relacionadn
',prdbilmd (yiféga tedrico o eﬂperlmental) ISeé ;pfesentadok
-forma_ final. en términos del :oef:ciente_de,arrastre.

uede ser prec

>m£témﬁ€i:os:

F =1 F,‘ ] =IJ‘. i dfk‘l= s -a,‘ dfl,

. donde . es el tensor de densidad de fluJD de momento, dfk es el

®.-Al. considerar \a fuersza actuande sobre la pu”rflclc; cada
elemento de’ ‘superficie debera’ mer ‘considerado en. un marco  de =
r.l‘orohetc on el cual este esta on reposo. La fﬁor:u eos igual -
'ul flujo do mom.nlo solo cunndo la ouporfh:t. eatd I‘Uo.




 e1emento ‘de Area ‘con direccion a lo lakgn de la normal exterior ar

fluido, o* ‘es el tensar de esfuerzos vy n, es un vector unitarro a
1o largo de 1la rmaormal extarior al fluido. El coeficiente de

arrastre CD o define entonces como -

C = Fsipufar.

(1.37)
D

Para el caso.del flujc alrededor del cilindro la expfesibn'para;la

fuerza por unidad de ioﬁéiwudfséra

=finiciones

v para nam-ros dl Reynolds pequeﬂos, duscribe el flu;o tantn l.jos;f

Fomn :erca_ del 'cilindrn _aanque no de modo exhcto{Una‘f@ejorv
,nproximaciéna 105 datos experimentales no’ es posxb]n. Labfsbluéiénﬁ—
exicta dada en xa, referenc:av; 17, paralr ‘Ias‘:i;ecuacionls”~ f

,'léneales, tampoco @8 sati5factor;a pnr la existencxa dl remulinos‘ﬁ




Ty T T T 1

,,’péré ’ '.n:ontrar» solucion-s’

" :res' ltados expc 1 n -ntales »

}v:sta que en - el problema' dulf-fldjd"alrnae&br de .un

';ilindro 1nfin1tu, contrasta la aparente

'simplxcidad .del‘ flujo

jfbidimensinnal cun la inharente nq—linear:dad de las acuaciones d§f "“

movimientn; Hasta aqui ha qido imposible encnntrar Uuna solu:iéﬂ




uniforme en’ todoe el'aséa:io para las - ecuaciones nu;iiﬁeales. Un
punto importante a destacar es que‘para ‘regiones bidimensionales
que estan parcialmente acotadas en infinito las ecuwaciones a bajo
namero de Reynods pueden 1llevar a soluciones que son  buenas
aproximaciones a los flujos ). Por ejemplo, el problema de un

flujn perpendicular al eje de un. cilindro circular entre dos

"¢p!acas paralalas, iiéqe éalucidn'-f).

'aencxal de. que una tenrla regular de pérfufbadigﬁeé;'i

‘cumn 1a usada en 13 aproximacién de Stokes, i) cunduzca

solucisn qu- ¢umpla ambas COndlCanes ‘a la frontera,' se entiénQ.lT

como una seﬁal de que el problema es singular, en el_éentidﬁ{ﬁi,ii

ﬁ’teorla singular de perturbacinnes. ; : . X

uEn problemas 4isicos puede buscarse el :omportamiento sinqular por
' t ; les. -cr1ter1o‘v11ama

* gular:dadf

: Criterio positivo de uni?ofmida&:riUn;"snlucién perturbada o8
uniformement. valida en las coordenadas espacxaleﬁ y temporaxes .

cociente _de .dDS-

entendido analizand

' La genmetria del problemafestart :aracteri

una dimensién tipica mayor, quc puede llamarse la [, “longitud dcﬁﬂ'

referencxa primaria“ (en nuestro caso esta lnnqitud corrcspnnd. al

vrndio a del cilindro). Dieha cantidad es la'vbase para {ormnr‘

. longi tudes adimensinna}es y .éstas 6ormah un  primer grupo de
—vaffaﬁibs que séz.‘denomihartn, ,Qariabies externa#,- (estas

de{inlciones ser5n> Justificadas en ei pr&ximor capituln)."él
-chmportamxento no—uni#orme es poaible 5610 si los parhmetros en el




probiema

- cociente

cuando &£

fnrmatla

proveen otra “iungitudfde referencia se:gndaria” cuyo
cdnrla primera tiende a cero o se hace infinita " cuando
se anula. Esta 1longitud, si es propiamente  escogida,

base de un segundo grupo de variéb;es que por el momento

':,se llamartn variables 1nternas.




. CAP!TULD 11.
SDLUCION UNIFORME FOR QCUPLANIENTD DE EXPANSIDNES

'ASINTSTICAS.

. ZINTRODUCCION.

‘glimttacion.s. Esto p-rmite jultificar un, nuevo m.tudo d- toiuﬁien '“

;quo sers pr.s.nt.do -n ol capitulo 3.“

:7)7

REVISION DE LA TEDRIA SINGULAR DE PERTURBACIDNES.

El‘capitulo I s:rvié de preambulo para visunlxzar la natural-z-

exist. ci




‘sistematico de solucisn que SEré“?détallado.:en el resfov del
capitula.-éste método es conocido con el noﬁbre ggnarico dé
acoplamiento de expansiones asintéticas. La idea principil. detras
‘de éste, es que una solucidn aproximada a un problema dado se
obtiene no comd una expansién en términos de una sola escala sind
por dos o mas expansionls separadas en  términos -de dos p( n‘-

Hc-da una de las cuales  ‘ms _valida ~en

; as px p,appi _o_nn_s y v-c i nal

‘;ﬁfnﬁgu:&p>-ihﬂ

funclﬁn d. corr!.nt.} ya qu. cad._ "oiti- iiinvdlida‘»én

Culndo na’ -o.uclén L lxpr.sada_cnﬂo una: xnanlién ntintoti:ai

. fque.no nece snrinmonte .= cnnvnrgont-). e .Iﬂ-rl que’ ‘cdﬁ‘-uﬁbi,’”'

'. cuanto§ g‘rminos do ;a oxpansxﬁn s-‘ pu.d.n* ilustrar los’ hi#hot"
. ®senciales d‘i'problema Yy se uptenga‘ una aproiimacién ‘nuﬁﬁfic.
fadecuada al resultado er‘cto. - i o o o

En tOrminos matomtti:ns una expansion

.+f?(¢)'y§x)

-’f.fflygx) ff‘(ffcy;g)» Fy 4
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es asintética a la solucién ‘esacta, yix), =i 13, )
fy - (f‘(c) y‘+fz(c2 yz+...+fk(c) yk):l/fk."(c) = 0¢1) ,

donde la cantidad & @s el parametro de la expansién. En toda. la

discusién que sigue el parimetro‘sera el numeroc de Reynolds R.

' Llna var! able externa H-1-% define comn una variable dnpendandi.ntn

‘:. primaria_ delv

v ‘refer.ncin socundarla..Estos puntos estarln" en - infini -
lonqitud de refernncia secundaria es grinde.

cUna expansién modifu:nda, cap&z d- -q_i- unxformmnnte vllida ’

"~~"debart depender tambstn de las> conrd-nadas "dimnnsinnadas - por la

s

'-vgn Dykmol ”, -ugi.oro qu. los dohnictom de veri.obh .xtoﬂ\n

e interna dadas arriba d.borlan de usarse. deun modo un;ce. _ho R
alutam.o otgum autores mmjon la. doﬂ.m,mono. lotulmnt. X I.c
,,_i.nv.r.a., e d...obl.. uno convoncton unu:o [

g
29,




B

‘longitud de referencia secundaria. Como el  cociente de 'las
longitudes primaria 'y secundaria es una funcién de. <, .Qsta
cantidad dependers también de «. Asi unpa. expansion  uniformemente

vai;da/dgbéfi fenef la forma m&s complicada

”;gcn-rnl lutisfncor 1.- :ondicinnns a diﬁtancan.

La pnlibilidad de acoplar, d-sc nsa; ‘-n la nxistlncia

'iidomtntu d- trqsxape dnnd ;amblI nxpansione: lntcrna Y. nxt-rn

vllidas ,7 En virtud del traslap-, es pusiblc-obtin-r re

cxlctls antr. sumas par:iales *initls. '_t,




expansidén interna de la fexpan5ibnﬁ externa ‘debers, a  ordenes
apropiados, coincidir con la expansién externa de la expansién

.

interna
En términos mas simples lo anterior significa que wna solucioen

valida en una cierta regidn es expresada en términos de las

“variables de 1a otra Y luego por un adecuado proceso de 11mite fs.

iquiere que las,FDrmas funcionales de amba ’sulucxnnes

;mts ttrminos enjla expans»én.asintbt;:a. quééhgrglwa3br{ﬁgiéi§:'

: aproximlciénns de Stoves y d- Dsecn;‘
Por conv.niencia. se resum. la fnrma en la que 'serh »rﬁélizndo.'

-l acoplamiento; se. supone que Vla expansxén extern-. "qqd . sard

llamada por razcne& iisicas 'nproximacién dew Stok.-,‘ pp.de,_lﬁr

v_oxpresada en: ttrminos de la funcién de corrient- :omn
S
w = 2 : f (R) v (r,e),

e



posteriormente. se supone que la.ckpansién interna o expansién de

. Oseen toma la fdrmav

: ®

W= 0+ T F (R W (Rr,80), (2.5
(-] n=E4d N n

donde (r 8) son coordenadas pol ares cilindricas. Esta forma es

ugermda por la cond;

ion.de unifnrmidad en infinito tec. (1.28)),

e primer tbrmino de la expnhsién no dePende de R. -

t(2a7

expansién _exﬁqrn‘”




*relacibn entreiexpansxones asxntbt:cas en el cual 1a 1gualdad solo
se mantiene bajo el adecuado ;procesoA al limite v(;.e. ésta es
vllida para los términos que aseguran la igualdad_funcional).

Por comodidad, se recordaran las expresiones ' de Stokes y . de
Ossen para la funcién de corriente. ‘
}stbkeg=," = D (1/r —r + 2r lnr . R (1.29)

' i e (2 n e - : 1/;236fp(f/;‘ N

: Aﬁéra s-'ditermihsri eli\bPimér tormino p:f-ﬂ;;iﬂ'fﬁncibn de

;qﬁfi'nte. Flsxcamente,‘ESf plausibl csperar
ndicion de reqularidad ;eﬁ, 1nfinsto s¢'3

dominante en’la erpansién 1nterna (e: (2 5)) debe ser




RE-S5 TS RN

en  1a

al 5ust1tu:r la expansien externa
debe cumplir que

Por otra parta,

Vec.(2 B) se encuentra que el coef:cxente de F
v‘v =0 , o (2.12)
1a solucibn 8 esta ecuacién  se thiene tomandu en cuenta .QQe
=%—yif -o),. lntuncns

la fun:ien de corriente es: asim‘t i:a,¢v(r e)




théée'qué bajb esté t6cnica75eu1ogra cénqcer el va;of de ' 1la
:antiﬁad D;une éntes quedaba indeterminado (gc 1.29).

El siguiente paso consiste en calcular el término ‘a segundo
orden en la expansién de Oseen.

»La funcidn W; representg el t‘rmino de corrien@e uniforme, por

‘allsustiiu;r,la‘eipanqién‘(2;5};en (2.10) .y tomar en cuenta &

& integral acotada sn infinito es-

debe acoplar “v:" s

“w 0 (n > 1)

vy, F(Ri='dn &

. Finalmente, la ecuacién (2.23) se hace -’




z ¢ (!/"p) p"

) hli

donde d;' 2 K;I;+_K°(In+‘+ 1"4). fz.??)

Km Y 1 son funciones modifi:adag de ansal de orden entero.

La funcién W debari tender -a :ern .para valores grandﬂs d. -3

vy la

unclunes -rmﬁnicns

porque ‘&n esan- reg onns - gs‘dominante.

en ne/n +'¥unEioﬁes,érm¢hidas; R (2:26):1’5'“‘




dihim{caﬁ y los eféctos sélo son seﬁtidos é través de la frontera
externa o la condicién de acoplamiento. Este significa que 1los
mismos érgumentos aplicados para la solucién qéneral de v, seran
aplicados a las soluciones generales y puede entonces ser
inferido que las v, difieren una de otra solamente por un factor

numérico. La exbansion de Stokesles entonces reducida a la forma

- FGR) W+ OLR),

‘fcon a con-tantes.,:Ef

ino de (2. :5:5) ya ha ‘sido
. :a1:u1adn (cc. (2 172y’ ‘mu- valor rn:ulté ser. a‘= '1/2',-f » ’

par. ello."us neccsario ancnntrar Al

‘(2 10"y tomnr'en cuenta la relacién (2 29)1 esto..‘, EEQ;Q(F). =

L(Ln R) 2, La snlucién involucra una intagrnl particular ‘dil lado;f

. puodc -

donde . | g (Rym O(R™, :
: L gy o™ S L (2036)

9, (Ry= OR ™, k >2,

"y las g son funciones arménic-s.-’

si ‘se. ha:e v’ v = exp(1/2 z) v, -con V una funcién--aq#iliaf;,.yh;

 qustituy -gn lasrecuaciuneij2.3§)5y.se tumq en‘w:uénfa '(2.35)‘




s encuentra que
v’ .- .
+ . -
(V2 +1/4) ¥ = £_.q (p) sen ne (2.37)

La solucisn de (2.37) por el método de variacién de parametros da

o
v: \D‘= Enhn(P)_‘ sgn n® + funciédn complementaria. (2.38)
Ui b (R) = DR"") excepto para n=i- donde ésta es del orden d 'R.‘w-t o

"s'igrixﬂl:a ‘Gue 1a- fun:i.en conpl.m-ntnria dnb- 's-r‘ R -

"'j’expulz p cns ) K, (1/2 p) sen @, cntum:-s ‘ta n:ul:ion (2.39) s_-"rs'_‘_’
n N8 % B exp(1/2 picos 0K, (172 p) men 0. (2.39)

Una dltima integracisn

._v’—i E‘-‘_’a’n-(}lz PP (v‘vsnn ‘nO)‘ /’r_n:»-o E’ ?1“ p) snn' na‘ R (2.40)

B‘- (1/2—r+Ln 4)‘

'El t‘rmino d- vorticidad v’ ﬁ dado por la -culcién ) (2.39) pu-de
nhura ser acoplado al . corr.spondicnt. t‘rmino R v'v del‘ . mismo
. ';‘mndo que (2. 22) fue acopladu con (2 23). de ello resulta qun ‘

8= —1/2 4/2°—y + Ln 4) . o o (2 az)

“:""f"‘donde ‘a, es’ el coeficiente de (LnR) "2 en la ecuacién (2.3%),.

.Lai expansiones externa'_e ihte‘rna hasta segundo oryden,’ K-1-1- 0N

7379'-'-,?.'



respeactivamente: X
v = [-1/2 (Ln R *-1/2 (n R (1/2- 7 + Ln &)+ ...1
t2Zrtnr —=r + r'* sen & + OWKRY , (2.43)

¥ =Rr sen 8 + (Ln RO !

2 ¢ (1/2 Rr) Rr (sen n&)/n +
(tn RY (172 - + Ln 4 !: ¢ (172 Rr) Rr (sen n@)/n

+ o‘(a Y. : 2.44)

. 4un:l¢n‘de corri.nt. p p.rmitn :alcular .de-una mnn-ra inmdl ta

-1 :o-fici'nto d

: c.'. = 4n/R l. & - 0.87 (5° f-b"k&f)n,, Uz Ay

donuu 6 -~u/2 -7+ Ln asr)”t

,qu. -lta fornula :unti.nn _—:qu_ prtnii' ttrminc “1a

-npr-sibn dldl por - Lanb parl nl ; 'c!';mfiés_-nto‘ dn' arr.ntr.‘ .

C. m, (1/2 p) y-2 sen nO/n.

con- (: un. constantu-y adam&s una’ m::!.u:ién particul arr

A. EXPANSION GENERALIZADA %)

El pro:edimiento liquido en l. .seccién anterior ’n ha :limitado
c.a calcular tlrminnl qu. continn.n_ cdmo cd.fh:"icntes._; 'cant‘i‘dldes d.'>

“la forma. {ln R) “para‘la expansién nxt.rna, o{V(L.n R‘)'"‘-»pi_ra_ la




expansioén intefna;  ~° obstante, la expanbién‘ extgrnl siempre

contiene dependencias en t‘rhiﬁos de O<R) (ec.(2.43)), y la

interna en términos deVD(R‘) (ec. (2.44)). Bstas cantidades han

sido despreciadas porque son trascendentemente pequeffag cuando se
ry

combaran con (tn R)" %, si R—» O .

Un punto important- en la discusion cs podlr conl-guir t‘rminus

| de ord.r sup-rior en lan -xpaniinnes pnra \ el comportnmilnto,‘

r;snccion 2 de- G-t. c-pitulo.:Su tratamxento :nnsiste blsicamlntl -n
‘raa!izlr un ncoplamicnto qnn-rllizldo d. l-s .xpan!ion.s .xt.rn. .

"intnrnn, osto -s. s- prnpnn- una -xp.nsién cxtnrnl d- ll farma

interna (2.44), que depende esencialmente de R.

_Cuando lc‘introdu;n'{i,lkprq;ién (2.46) -an la;jcuhéién, €1.16),

resulta -

<2. 45.‘:)

Aﬁof:otfb 1560; la -xpanstOn 1nt‘rna (2.54) conti-nn funcion-l Q .
qu. d-sarrolladas explicitamcnt- tienen la Gorma
- ¢.(p/2> & p LA P (Ln 4 —y + /)= 1/2] +1/32 p *tLn p -
(Ln & 7 + 1/2) 1723 + - .uu sy S 7 (2.48. )
-1/2 o 8, (p/2) = x/a AfiLn p-(Ln & - ¢ '+ /2234 17192 o* -
' I:L.n P =(n 4 -y + 1) 14234 e, (2,48,

‘40




e

'.,av{et:.

Estc permite apltcar el principio dej'aénplamienﬁé;yaatniotica‘

entre‘las expansicnes ALY v 12 (Z.73) desarrollada en forma

eﬁpllcita mediordne 1z mlaciones (2.48). Es decir, s® dabe

mantener la igualdad funcional

v (r(R) e, R)= R \l’(p(R) a.R). (2.49)

8610 si  1/r (RY.y - p(RY

mlyorut, ‘sta cnrcc. dn s-ntido. Hts aﬁh,”

'l‘otm- en 1a ecuacion (2 50) (4actnr d- u:sz: :

llqﬁéﬁ a. uﬂhaygr-q“::




1'5&9 ruc .ntinin

que las cantidades de 0¢5*) si R > 0.00008 7) y en la practica no
son del todo despreciables.restas constituyen severas limitaciones
de la soluciédn obtenida por este método.  Es evidente que el
formalismo no tiene nada m&s que ofrecer en este problasma.

Se plantea ahora la pregunta de si ser4 posible resolver 1las
ecugciones no-lineales mediante algdan otro‘mttndo, y de ser éste
.el caso que utilldad practica tendria, :bmparada con la solu:ionh

'—‘ant-rlor. El s:quicnte :apituln ti-n- pur objlto pr.scntar

snguema de. sol. ';env nltcrnat:vo!: .:t" método h_l s!ﬁu de

l‘)

) ”pnr Soto Y Pnr.lt. nhi ' los  pry

‘r..ultldol luoinr.n quo la -olucién .lcanznda por di:ho obtodo

pndrla -ar. ‘-n 1- prActlcn nls atil y d. cicrtn vnan.rn. n&l'

»ncc..iblc d-:d.:-l puntu d- vl.t- filico




CAPITULD IIIX.
SOLUCION UNIFORME EN SERIES

POTENCIAS

‘1. INTRODUCCISN.

f:uﬁ. m‘fpdo

- En e e capltulo se desarrolla y discute nuevo - de

;presentadol ‘n los capltulos :hniirféréi";-

dificultad do cnnscguir acoplanicntos :d- nrden 'supnrior. ,Losvu

Et‘rminos de corr-ccién. qun rnsultan d. ta!csb acoplami.nto:. ion
;trasc-nd-nt-mcntu pequ-ﬁnl .dnqul. como sn vio -n l. discusiéﬂ

cnntribucian

cualitativamente correcto.

En:ls seccién 2:.de. este cCapitulo - 'se  propone -un cambio . de

"pﬁfﬁﬁetro~dg:lap;siti¢s,lif!a‘hég ‘varisble. Las condici

rnntifq son’ usadas plfa' d&sarroilhr un’fmitodu r.:ursivo qua
resulta ser ciavo en vias a ostqnir ll,’soluciqn}_'Los- cllculos
 réa1iz;dqé permiten encontrar “una nueva exﬁrasicn:?iﬁéﬁaf‘ el
,“cceftciénte de arrastre. La sec:ién 4 es dedicada a ahéiiiar ‘165

 resu1tado5 Yy Se discute el aspecto cualitat:vn de 1a salucién.




2. CAMBIO DE VARIABLE Y ECUACIONES DE GOBIERND %),

En.los anteriores capitulos se mostrd como la no-=linearidad en
las ecuaciones dinamicas dificulta enormemente l1a posibilidad de
encontrar una solucidén cnnsfstente con las condiciones a 1a

") han desarrollado

frontera. Recientemente Soto y Peralta-— Fabi
un método que considera tanto la no- linealidad de 'las ecuaciones

Vcomo las condicinnes a la frnntera, el formalismo sequido es tal:

:fquo se lncuentra una. solu:iﬁn uniforml en taﬁo

R simbliéidhdifisica y'Matémitiéa. Nn ubstante.- una; dts:usién mts’

?detallada rllpnctu a los al:nnces y limitacion-l dl”

'al final del capitu]o._

'rijbll- en

La bas. dnl m‘todo ns un- :ambio d-f la Eoor&eﬁadafﬂ'

1,

?{Ignej

forma tal que las ecuacinnes de Navior Stnk-s y continuldad son

‘ahora

'Rt”u—x)u (Bu_/8x) +u, (du /ae)—u; R x)ap/oy + (l—x) (d’u rax®y o

”".+u-x)w'u /oe')—u e wu 70%) —2(1 x)(oue/ae) —(l—x)u . m 3.a)
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RECL=2) U (Bug/B%) +ug (B, /88) +u ugd = ~3p/88 +(1-x)"0%u 7053+ (1-x)

(-]

o
ia’ua/ae‘>— A=) (Bu /8y +201-1) (Bu,/88) - (1-du

e (=]

o (3.3.b)

(1-x) Bu /8% + (Bug/80) +u = 0,. e 3.3,

‘réipeétlvam-nte;

b SO e S s
Tu 1, @) = cos 8

S bglls®) = -

'Lasiighigs'dé bo¥¢h;iai’séf§i;ribéh

g ‘1h§_ qdddtcibﬁés {'del ‘nOfdnélizamgéhto ;sobre el - cilindro

'“>.(eﬁ-(S.Ala)))*réqdiéken{'Qéfibé_ﬁ‘rhinoildl.of¢éh_cérof§al_campn,'

_de velocidades satisfagan,




Laé funciones a s ﬁn, Car seran fdncionés periddicas de peridéddo 2nm.
La propiedad de simetria con respecto al eje x, se traduce en

la condicidn ue(9=0)=ua(6=n)=0, esto inmediatamente da
bn(0{=bn(n)=0, para toda n. (3.7)

Al sustituir las, ewpresiones (3..5) en las ecua:iones l;S.S) se.

'»:llega a relaciones de recurrnn:iﬁ de la forma

Sls n-s T oL, RO : ]
»b“;.-vllt(n+1)(n+2)]€R Z b (b’ -(s—l)a : +Sva . )+ .c? —b -

_:b*;—z,;*Za"4+ (3n+l)(n+1)b + (Sn -n-l)b ¢n(n—2)b ,{fs;ia.éf

‘\plra n= 0 1 2,.... JLas"' lndican dcrivucien con- r-spccto a 9.‘
. 2 .

Las férmulas de recurrln::a antlriorns p.rmiten d.t.rminnr .m

condicion

"{:jntroduc-n'las ligui.ntes funciun ’
ERER S i e, (@) = 4(9)., SR Eeeea
b, (@ = g . o _ Jo is.q.b)
A :nntinuacien se d.lcrtbe -1 prccedimicﬂto qun s-rs- snguidq
- para determinar ‘una snlucién uniiorma en tudn el llplcin. ‘
‘[Jnlcialmente, se sustitdye en las férmulas’ de recurrencia . (3.8}

laé:éxpr-siches (3. 9), por. tanto,’cuilquiinﬁcoef!ci.nte lh,bn o c_

Mestart determ:nado ‘en ttrminas de £ 9?'QI“fbostgrib?ﬁéﬁfé;ﬁJeétasfw
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1A:n¢{icientes snn 1ntroducidos en las e:uacionns (3.5)."y se'1Mpenén‘f.'

las cnndiciones a la frcntera H 4.b;c),resto permitirh investigar
que cnndiciones deben de. satisfa:er F y g Lpara .que se’ cumplan

dichas‘condiciones. Las*cond:ciones a la.frontera a ambos 1ados

sertn:simuitaneamente éatisféchas yb permitirln - calcular f v 9




alduna; Todo depende de las funciones Yy’ @ que chblen las
ecuaciones (3S.113.

Al sustituir las formas explicitas de los coeficientes dadas
pﬁ; la sucesidén (3.10) en las ecuaciones (S.11.a5b) se encuentran
dos ecuaciones diferenciales no—lineales' acopladas de orden vy

'gradn infinito.En principio estas ecuaciones permlten conocer lés

'solver un’ sistamn?$ ‘ 3

para intlntaf

N-

,fresnlver las n:uacionls a cs! urd-n. Las -CUICiOnII dlf!rnn:lal--'

:Sre:ultantes Ade ta! truncaminnto ioh oscritas lcbh v#inus 'de“

';i;ustrncién para N-4 y N-S.'_f

RESFT AN

ecuacion.s (3 ll) a :ada or_-n N se

8i se _sustituyen «lis solucionns a nrden- N, ‘en las

'_riiiC16nilk de recurrencia 3.8 se - bpdrln calcul ar los
f:aeficientes a"" b:."" Y (::"f".' ‘
Esto permite definir las funciones - - k
ut™ g ""(e) x . :

N S u "o
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N
N o n
LPS Eﬂbn (8) %'y (3.15.b)

- )
p™= £ M@ M. : (3.15.¢)

e ve directamente que estas funciones scn, a ordér\ aprnpiado.v

oy

Can este pracedimiento as- posible, en ';-:.rincip‘i‘u, ~ aic:anzaf la
lolucion exacta cuando N——s ®. Una prueba de cnnverqnn:ia de. .stas

As'ri.s no ha sldo real izada; . no nbstante,se comntar&n ‘ a'.lgunm"f

: ',‘s m:tos relac:lonados con ollo en 1a siguiunt. seccion.w

da orden N son complicado!._. nstosmw

Es fm::ll ver que las condiciones (3.7) b (o)-b (n)-o Junto con .

!.a : ﬁ:rmas pxplictt_as de ,'_Iqs_ :oefi:ientes b“(al ,(m:. (3.10)),

lleva este a una lola lcuaciéﬂ diierencial qu-ldcpnnda selo de- 93
-la ecuacién diferenci-l resultante es :
4 g™+ 52 gue 6699 - 10 R @ g* = -936 sen' @ . (3.17)
j’these que asta ecuacibn di ferenci al :untiene un tbrmino nn—linealv
..con el nam-ro de Reynolds ‘como coef;ciente. Debido a" ello puede

"':j‘suppner-sa, ‘para. nameros de Reynolds pgqueﬂos,n ‘un'a;_"sn;uci,én.;;, en

a9




términos de series de potencias del namero R. La soluciédn gque. se

pandhe es la siguiente
® .
= no, -
(-] §=o g"(e) R 3 (3.18)
la sustitucién directa de esta serie en (3.17) da

<{IWV)

4 g )"+ 52 g -+ 669 g = —936 sen 6 , (3.19,a)
g N
-t : - o
‘a g""’+ 52 g"+ 669 °, x . - as (3.19:b)

Q=0 e =s—-q

parte no—lineal de la ecuaciﬁn (3.17) da nrigvnw

,del lado derecho, estn ahora no es ninguna dificultad porque, ”la5 
:antidad.s que entran en las inhomogeneidades éop_ solucxon.s de

‘las ecuacinnes de nrden mbs bajo, e, decir, se tiene ~ﬁhr m‘todp

recusivo para determinar la snlucién._

'Para resnlver la ecuacién

,,.fq\s.—935/621 s-n" e.

La: ecuacion A nrden 1 o3

'49‘ +529"+e.69q=109 9.

- Tomando. en cuentq lq.-uprnsienxpara,qdfla-soluciéh de la . ecuacidn

:_la solu:ién que 5ati$face 1as condiciones a la irnnt-ra esi
e, = (f0.9312 xlp )sen 39 + (0.262% x10 ?) sen 8.
La forma general de las soluciones se nunde’escfibir como
: . g;= A .Sen 8., - v '
9," R‘: sen 20 .
.§’= AE;.éen e + Pra senrze’,
' so




g’= A’z sgn 28 + A" sen 468 - (3.29),
'g‘= ﬁ" sen 8 + A‘. sen 36 + A" sen 58 ,

9,= A58 sen 28 + As‘ sen 468 + A,‘ sen &8 ,

Los coeficientes Au son valores numéricos que se encuentran de 1la

manera anteriormente mostrada.

Al sustituir las eypresiones (3 20) en la. serie. (Silai y

B

ttrminos se.’ encuentra 1

solucién para-l'iecuéqiénf

nma 18 forma

‘= A v A R 4 R* +...) sen' @
. on 24 .
+~:(A~"~R+A R‘+A R'+...) sen 26

- R +,...) sen- oe

* ABLR ¥ BLRT T PR + ekl cos <
; e . o ’ .
+ .(:ann'_+ B, R _-l-V‘B-.R + ...) cos 39 SO
Z.22)

mnyores es sélo ‘mas precisien en los valores de 155* coef;cxentesi'

Al, b Bj ' Esto sugiere fa posibilidad de ~ evaluar ‘dichos

‘coefxcientes para algunos valores de N Y. ertrapolar para N——+ -8
Lograr esto ha resultado imposible por 1im1taciunes prtcti:as,:,

‘una di scusién mjs detallada'COh rpsne:tp a Ln.ccnv2rqeana.sn dar#

on la siguiente seccidn.
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Ahora se calculara una expresiédn para' 21 coeficiente de
arrastre. En la seccidn S del capitulo I se dio la forma explicita
para la magnitud de la fuerza de arrastre del flujo sobre el
cilindro esta tiemne 1a forma

F =1 .I‘.( o, * ovre) n dsil .

La fuerza de arrastre es paralela a 1la direcciédn de 1la
velocidad, por fanto, al proyectar las = componentes .normal y
Utangencial de la fuerza en 1a d1re:c16n del‘ Véqgnf. yé;q;idap‘;la
fintegral se transforma en . . e k -

F=2s (—p cos 6 + 2p au /Or cos & —~ udl/r Ou /788 +
ou, sor —ug/r) ' sen® ds. 7 ) (3.23)
La magnhitud de la fuerza de arrastre adiménsinnalizada eé
' F é(m/a)': (-pTcos @ + 2 aur /ﬁ'"cos 8 - (1/r7

our. 180 + m’/ar’—ué/r') sen & , T T . 24)}

3

~"’_'cu::ru:le re =r/a,1u'= _(u7;:p’= yU/a p. y las cantidades primadas .édnf?f

*,adimensionales..Por otro lado,?al intrnducir el ‘cambio de var:ableﬂf‘ﬂfw

_k= 1 i/r, en las ecuaciones (3. 24), la expresién para la magnltud

de la fuerza de arrastre resulta ser :
. . s 2 m
F o= (yU(h) r J L ¢ —f/(l—x) + g’ x/(l—x) + 1/(1—x) z c_

= . i o RN L
AU 4 (lex) (g f>§;° bn+:(n+2);§. Y- (g x 4+ anbn+z
%»™*2)  _cen @ 1dO dz. (3.25)
x=0 ‘

En ésta ekptesién se ha tomado en cuenta que al integrar sobre el
ciliﬁdro, la Varigblé ¥ = 0 , y que el elemento de area es la
cantidad r d@ dz. La integracidén requiere del uso de las funciones
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an, bn.ch,{, y g. No obstante, al evaluar sobre x=0 e integrar

sobre =z, la fuerza de arrastre se reduce a una expresiéon. muay

sencilla

am
F = (u/a) g [-~f tos & -~ g sen & ] d8 . (3.26)

A part:r de las expresiones (3.21) y (3.22) bara las  funciones

El# Y. g respectivamente,' es posiblé"kealizérlglé ‘sntggra;;;fgsﬁa

 ;resu1t }sg6;

- . 2 - o o .
Fom —miu/a) Cia,+ A R A RS + A_R%..0) 4 (B, .+ B"R'»-

+ : *eae - . : - ’
B+ BuRT .03 : o es2m

;La 46rmula paralel coeficiente de arrastr- ns muy; stmple?'yV

chontrasta :EQh las formas ,ﬁ‘qf comple;as ‘obggnidag_‘gur Lamb:”
(ec.(l 1. 40) Yy Skinner (e:.(2 50)). 1En particular 1la expresién
‘(4.28) no contiene los ' términos logaritmicos que dan lugir a
cantidades trascendentemcnte pequeﬂas.

Calculns prel;minares muestran que si se alcanzan ‘altos Drdene5-
{(i.e. N grande) en el truncamxento de las ecuaciones (3. 11),es
posible aprorimarse. a los datos expérimentaies aGn para valores de




R = . 3.En la siguiente seccidén se discuten algunos resultados
relécionados‘con 1a exactitud del método y las predicciones

cualitativas a que es posible llegar.

4. RESULTADDS Y COMFPARACIGN CON OTROS CALCULOS Y RESULTADOS
EXPERIMENTALES L FeSaddyas

Seccién tienel por objeto presentar ‘al gunos

"

‘La' presente

S < prelim:na es relac:onados on el’ esquémé ;dé

llgebrai:amente> el si;timi, q¢

). B8, rasolvia

zncuaciunas (3.11) aan hasta N - 14 » @1 man-;n expllcito ‘de las

nxpr.sion-s fub -nlizadé ‘cpni computadorn.. ios rnsultados ahs =

4obtnn1do! cnnfirman la validtz de las soluciones.

las ecua i”

S- mancioné on la secctan antarinr ﬁueb seria deseable' pnderf‘

contgrvcon alqcn ;rigerio de convnrgen:ia‘ de las - series. Ung,l‘

- posibilidad de cohocer como setqumportan’ las .sgfiesf (3.21)“ y

-para ambos) :ulndo N——+ w ’ aquilse usaron valores d

_jy ; partir de- estos. se extrapolo. Vease figura 3. 1;3'

' Para caefi:ientes de orden mayor esta convergen:ia no fue ténr
obvxa, pnr e,empln, B ¥-1 .cnefi:ientes A’. Yy E&t 4aparentemente
1convergen a un valor particular (ver *iguré 3g2), pero para los
'coeficientes A 4 Bn as 1mpn51b;e.'é egtg ofﬁén, predec1r a{éﬁh

valor de ;nnyergéncia.(#iéura 3.3)
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Esté método de  solucién pefmiﬁe encontrar la #uncieﬁ de
corriente explicitamente. A partir de 11la definicién para la
funciédn de corrriente dada en el capfitulo 1 ( ec (1.15)*)

u= 1/r p/96 R

seﬂsustituye w {ecuacion (3.15.a)) y se integra, esto da

- I o
- a W

las 1ineas de corriante puedcn ser dxbu;adas al ha:er V ‘= cte. S

La 1ntegrac16n nlgabraica de esta ecuacxon fue r.al:zada parav’fj

’»distxnta: valores de N Y dul namero de REynnldsi pqrac Ng

potuncias de”RLy‘R_=51,se gra#ican las lineas de éorriénte N

. Para N = obt fent las . siguientes .

‘figuras: (3. 67 para R = 1,’ (3 7 par'a R »(3 s: para R -4, y

'ﬂlﬁiQf'péra R =_§.4. Las lineas de las altxmas Figuras sen

’resultados experimentales ").; V‘ase figurn 3 9.

Las {uncinnas 4(9) Y g(e) estan r-lacionadas con la presién"y

la componente ue del campo d!‘ velocidad rn!pect:vnm.nte (ECSr
‘(3.5) y - (3 9)), ademds, 1a$ relaciones' de re:urren:ia permxten

. aso;iar directameﬁté £ v g, esto- es, el ctlculo de 'una deéefhina

. aufbmhticamentekla otra.. -




‘::,‘3 4 L!heqs ch c.ovr\ev\-\-e quq R \ \es <:<L\co\c<‘
{uevon \f\ec_\ms po.\rq N G"";/ 40 Fr&gu\c_xqs C.\e Q_

'Ae

:‘Fi% 2.5, Linecas c\e corvrievnte 'PQ.\'Q Q G, los CQ\CJ\D s
: k Fue\-ovx \nec.hou qu N = _? >y 40 . 'Fc\"a\nculS ck R,
('Tomo.éc ; c.\e \a re k.evc.-.v\c.o \4) ' :




tawbe para R=l,y M= cwsl
> ealetloy puaven hedwios con 22,

cda e fednera Ve

© % pseven hadhes para My 22 pe
 CTowmada de vepevencia 14), 0




: F % ’b.‘t \._\v\eqb L\e"'cow.e_uc‘e PQ"" Q 4.4 "o “L\(u on
SRR *uu‘ou \'\ec\r\ob‘ 'Poxo “N= 9 1 ’2.’) 'PO‘\‘ZMCJQS Q}LD':{.
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El métcddlae solucién ha permitideo mostrar gque la técnica de

series de potencias claramente s  aplicable al problema. Esto

sugiere gque si los truncamientos son llevados a ordenes mas altos,

en principio, se contara con un esguema de soluciédn alternative a

los presentados en 1os capitulos anteriores, con la ventaja de ser

unj*ormemente validn”en thD el espacio y matematicamente

mis

simplé.‘La d}ficultad prtctica de ctl:ulo algehraica limita 1la
bdsqueda de”convergencla‘ pero tsta puede ser salvada con  algunas
-‘tbcn;cas ma£em&ti:as qua_v '  utrns'

_ en
Tprubluma: . En particular,

T Eiadal & traves de. lows aproximant-s de Pauu ’“ ﬁsonfpl"’

.. s nlmy

fmttudns qua "aceleran la convergencia" de las 'series,f @S ﬁe:ir,

'3pccos t‘rminns ge: podrian ~dlt-rminak, . Lcan; buena

pr. ximacién, !OEWVaXDFES Limﬁﬁefqde~v1a7‘éerie.-‘En éste. . punto

nn,'

'5uLns ,abf6 imlntes.

realhépte~ aceleran .

estricto pero su apliciciﬁh ‘-s muy

Una vnnta;- adicianal con - respecto

casos . . posible.

«

. B e
= 4 + % + % e wwi
Fix) a+ ax ay ag .aw

lge:define‘épmo

AU e . RV
PEL/MI = (A rA Fo A M S (B B vk B,

»
- ldonde 9{ s B son funcinnes‘cunocidaskdg a§, as ai;}., .

w6




Aqul L y M son el grado del polinomio numerador y denominador
respectivamehte, los aproximantes mas usados son aquellos para los

cuales M = L o (L + 1). Estos ser4n Gtiles en la medid: de que

requieran pcoccos términos pawra dar una buena convergencia.




| DISCUSTON' GENERAL Y PERSPECTIVAS.

En este apartado se pfesentan las principales ~conclusiones
relacionadas. con 1los capitulos anteriores. Primeramente se

- discuten las4pérspECtiVas de trabaju quie sea propbnen para. una

iaﬁﬁliaciénf&é}:.ésquema “de.. solucién ,prépuestdfiéﬁ]€el capttulo,

siqnifi:a

'waﬁn,‘como e
.?unciénufg

relaciona ¢




Fl

S

presisn hay medidas. j‘axper.-i’mentafe's‘ se puede jen pr_ini:‘ipic;; conocer
esta componente de 1a velocidad )

Las. formas 'Func'ionales de £ vy 9 son escencial mente desarrollos

s oeen 'sqr'if'es de Fnuriér"de fL\I_‘IélO!‘\QS de R, esto significa que  se




capitulc I-quE;uné linéari:acién de 135. 9cuaci§5es'_dinamicas no
asegura qua se{éncuéntre una solucisén al problemi, incluso, si
ésta no es adecuadamente realizada puede dar Drigeﬁ a paradojas
(paradDJa de Stokes) que no son  facilmente sclubles, Como un
-segundo punto de importancia en el tratamiente del pfqb;ema se

“ilustrs la gtilidad de lps‘criteriés fisicos, en particular,  -la

enperimentales lejDS‘deL

Con el.capitulo II ;se dié una vnsién gEnera

'problema d- flu;o bidimensional. que en apar;encia .5 ‘sxmple,_g
- ‘nmplego aparato matemﬁticu creado 'ad hoc

i acoplamicnto lasintético’

~f11us£ra' :nmu -‘ﬁhidéh ‘ser atacados Tfalgunos

‘perturbaciones singulares. Sus puntos en contra son'

';dﬁe ée pfésenta“en”éf“cépftuié’!fi:’En”‘sté se hébe " i irgyfsféh
 :de un tratamientn reciente que es captz de llcvnr a ‘una’ iolﬁtiéh

=% unifDrme. El nuevn m.todo tiene la Ventaja de ser' rel;ﬁivéménte

751mp!e,‘ pero suf;cxentemente fuerte”'cono : para »Qmodelar,ﬁ‘el

ﬁtomportamiento del fluJo de forma aproximad; y‘ cualitativamente

;qrrectatrEl"trabaJu algebraico-desar?oliadn por .computadpra es




escencial para la juéti?ié

amién de la solucién. Se  han plaﬁteado

posibilidades de extensién con miras a .obtener resultados cercanos

A los dates experimentales. Si esto es posible.

el esquema de

splucidn sera incluso: més ventajoso que los tratamientos

es Pnrque’iafréiayiva sfmplic;dgd y..la pniiormidad:dg

¥




"AFENDICE A

Demostracién del tecrema I. .
Bajo la aproximacidn de Oseen las ecuasciones dinamicas son

~€1.5.a)

“(1.5.B)

Casty’

-.de-‘igual modo’ el rotaciohal.aplicado’a’la ecuacién (1.5:a) da

. ‘ funciones
B 5vﬁ$x| y

s;ESQQUéfei ye;foy w @s tangente - a .'la ,cﬁfvg‘ generada

lfééﬁiéét;ﬁéiqﬁciéh w siédpfe”gs’:pé?péﬁaicﬁiaftialrtéje Vx;xj;demts_'lv
"xfzty,z)'eé'uﬁa funcién escalar iﬁdéterm{bédé hésta 'uﬁé fﬁnciéh’
'kaa;tiyéﬁdé %. Una solucién pérticu;ék'ae ia fecQ§;§6n (3€é) es
Cue-tx. o "f;i. e T (é;fy,
zLa'.:»;nl_u(:i"_bﬁ géﬁérélisera e » ' ‘

Tu=—~9Aa-%Tx,"

ez




ris. Por otro lade, =39

o
"

qohde A esvntr funcién escal ar arb:tr
sustituye {(a.d) en (a. 1) e Encuenfra que

(v’— 2k 8s8x ) x = FO), (a.9?

F(x) es una func1éﬂ arbitraria y k U/2v, coma  x tambien es
,arbitrar1a puede ha:ersn f(v;hfgual a cern. De 1a‘.ecuacion ‘de

- previamente
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