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INTRODUCCION 

El mo_vimiento, alrededor de un cilindro, de un fluido viscoso 

no acotado, que viaja en Lina dirección perpendicular a su eje, es 

un problema cI•sico. Cste combina la aparente simplicidad de flujo 

plano con .la inherente no-linearidad de las ecuacion•s din•micas. 

Las ecuaciones de movimiento adimensionalizadas contienen en la 

parte· inercial <no_-lJ.neal >, como un factor, al 

f_lujo, . R,; ,:que se conoce como el· nQmero de Reynolds. 

·Lo!!S ·fiujb~ c:,onsiderados aqul 'són aqUel,los céin- R p•quÍtfto"' El 

· namero '·dÍt ;ReynoÍds· ·R'=Úl/I' -pued·e ser' pequiefto porque la· · velocid•d 

carác:ter1sticá u o la longitud tJ.p_ic:a l :so_n pequeftas o porqµe la 

visco•idad. · .... -.~- ·Qrande •. Cuando u es pequefta se t.i·•n• un 111avi111ient.a 

,lent.01 si l es p•quefta se t.ien• ~l movimi•nto d• obJ•t.ós . . . 

di•inut.os, par •Jetnpléi, f11Dvimi9nt.o.Browl'lian6; 
-.- .. , 

-una· ~ó1JC:16ri al ·.problema, 
~ 

· dep1Jnd•r1ci~~ i1>cpÜcitas d• i:os c~;.;~·.;s,d• V'lt1í3cicl,ad·y pr••i~. can 
. . , - , ' . -' ... ··:: ~·· -··. '. -, :~, ' ' 

' 'r'tltiPtl¿tc:l • las .· c:i:.o¡..dlÍnadall'. y •l ""~•ro. da . RIÍynol ds,; < CL un~ 

expr••i~n para la función 

. depend•ncias • 

d• con las 111i•••s 

. ,.;En •l.pres•11t.e 'trabajo s•, reviaari. y i:liscúten, .en prim•r luQar, 
... ~'~. - .. . . ·-;-··· 

.. , .. · ~ ~--... ~ ...... d0~-~ .. ~.: ~.~~~-:'::~~~-; .J.~~~D-~:i·~~~-áíi_,. . : d•:j ~~~-~;i.·uc ~~~ ~------~~,~.'~,:-~: .,:~·.,_:;:1.aS;,~;;~""~·,lt&;u~~.~ ~~~·· ,:,._,, ,:.: 

'1 inHriz'iadas;. cúando ei nauro d• RÍ.ynoi'cis·•s pwqu.no;,' - pa_sil:)ÍÍt, 

~r~Ofle~,;Hri~artzacione!! y ~~r ~anta t!n~on~~~r.~ ·<~1·, •xiwten.> 

cap.1 t.u1·0 · I • ·· 1 •• · 

apro>cimacioíi.ts solo son p'arcialmente correctas •n ciertas rec¡¡i'on•• 

del' flujo. En el capitulo II se hace una revisión de una t.6cnica 

qu• permite resolver el problema y obt•ner una_ solución que •• 

satisfacit en todo el ·espacio. esta es conocida como acoplamiento 
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de expansiones asintóticas; la solución que se obtiene por dicho 

m6todo resulta ser una serie complicada del nOmero de Reynolds, 

que depende en sus primeros t6rminos, de funciones <Ln Rl-n, donde 

n es el indice de la serie. AnAlisis mAs cuidadosos muestran que 

la serie tambi6n depende de cantidades de O<R> <esto es, funciónes 

lineales en R>, que llegan a ser mayores que <Ln Rl-6 para R > 

0.00008. No obstante, calcular explicitamente 6stas dependencias 

resulta dificil. Otro aspecto en contra de la solución mediante 

,~llta t6é:nica. os que solo i:u"!cion~ para nOmeros, é:I• R9ynolds· !ftÚY 

i:>!l:iuitrJo• <R ~ o~_:4)h ,AÍlli, lÁ utilidad pr~i:tica:dei. .6tcido. r••Últa, 

muy r9stringida~ 

Las limitaciones del formalismo anterior motivan el estudio de 

un·lll6tádci alt•rnativo d•sarrollado muy reciente111itnte y que toma en 

c,uenta, la· ',"0-1,ineÁridad dit las ecuaciones •n la regfón i:ompletÁ de 

, Uuja. L.á virtud.de .tste nu•va enfoque,:~• su . s¡ms:ileza f.f.slca , - ·,_ . 1f.:' '·~~··" ·"/ ,-· .. : -' .' ... •·. . .,.:. 
,, mat,.:ftí6t:ii:a;i:~os~~1..;~~;C)~.r11t9ult.cias:s~gi•ran que .Ta ••t6c:nié:,& 

·:.·:: :'·!·;·' 

.cu<lll iia:t.i va~entlit_ ~o~rec~·· Én ei capit~l a' 111 ~e h,•C:• una: r•vúij~ ;; ' 
;-•·" 

,d9'••.t• 1116todo a par:ttr dÍt sus cansideraciann mAs fu;,duental'es 0 · 

se ,d,iscuttÍn sus alcances y limitaciones. 

Final1119nte, se: hace un resumen gener~l ,_ pr'incip•l-nte del 

1 
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CAPtTULO I. 

ECUACIONES DINAMICAS Y SOLUCIONES LOCALMENTE 

VALIDAS A BAJO N\'.IMERO DE REYNOLDS. 

1. INTRODUCCI6N. 

En este capitulo se establecen la• ecuaciones dinAmica• qu• 

d•scriben el -Flujo estacionario de un -fluido viscoso alred•dor d• 

un cilindro circular in-finito ; se discuten l_as solucionas que se 
. . . . . - ' 

o~fianÍim, bajo 'ciart.as apro>eilllaciones, __ C~r".,Ca del c_ilindro (Stoka•> 

, ---~~ e:,-.:¡:~ji:1• 'dÍt -.;mta<DHeri> y, qu.t ••;:•n -fun.~amÍtritales en- al capit..:&~o 
,., -~ . ?' ,. ;--

-¡:¿,.,...,-~ i::ibt.itn9r,; una soluct.6" uni~Dl'.'.'nMtmitnt.ti y6.lida Poi': ec~~ia;.i.~to 
·de i~~;p~n!lto~~~ -~si nt6t1 cas. --

tn la' aacci6n, 2 •~--~~uitnt.r;~n la• acuacion•• qu.t i;obiernan un-

- -- f.luido ~i•c~•o• -s'• :formu·l~n - lo• principÚ>s b'-stc~• b~jo ,los. cualaÍa 

, -~s:•posibl9 ~•terminar -la _dinAmica del .. fluido en forma• cerrada y se_ 
:;.:- ·,. »!·:-.: ' ; .- ~-',"" . . . " . ' . : . . • . - . . . . : ,, . '- ' ·. .t.. •.. . .. , 1 

,,,,clt~~:~~~~!~j~S:~~i:~=~c~7~~:~~~-Z.••··• ·····.·. ·•···· : 
·¿~c1¡¡¡°" .. ª.1a'front•ra. L~ .a.tcci6n.4 trata ei.1••01-uci_6na,1a• 

_ecuaciones cerca· d•l cilindro, bajo la lla-da_ apro>ei•aci6n de 

:st.okeÍay 1 -deaqU1., se discute la 'validez de la··•aluci6n en 

.,, .. _-·---.:.,~ --:~~;~~~~:c1;::.~-¡;~~~:~~~~.~?~;~~,~~-!~:-~--~~.:.!~-f,E::~--:~~~t;;~~:-~i;~- -----, .... ; .• ~:; 
--- )r;l~~-,:~:~::{~6:~_.::~

0

¡:r~-i::., -_-:b.::~::~ .. ~~·- ~"·>~~i ~~u•r~~:· .. _d.-_ 
.. e e, ,;~a l'llát.úral~a . .,•fogul';i,,; ,diítl.-~¡:áréibl11•a y .•• plant•a :.la; ~nitC .. tdad, l,d~ ,, -~· ,, 

üna t.6c:nica· sist•mAt.ica ·pert.ur.bac ion••>: 

adecuada para est.• probl•111a que es di_scut.ida en el capitula 

sii;ui•nte. 
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2. ECUACIONES DIN~MICAS Y CONDICIONES A LA FRONTERA. ····· 
Las ecuaciones que describen la din6mica macroscópica de un 

fluido, pueden ser formuladas recurriendo a los principios d• 

conservación de masa, momento y energ1a, junto con dos ecuaciones 

que dan las condiciones especificas sobre el estado t•rmodinAmico· 

del fluido. La forma funcional de las ecuaciones es la s~guiente 

ª>• 

<L1.b> 

<1. t .• c.): · 

•=•<p, T> ' <1.l~it> 

;oond•~ •• h• ·utilizado l• conv•nción de. S~lfta sobr' los indic••. ¡,j. 
--'-~--' ... ' ~ -·. ·-- -' -- -- ' - "··-'º ·- "·~ 

··~'.'·'"« ;;:.:C .•• :;.L\íist.as ec:uaciones son~en .primer lugar. ,.ta ecuaci6n ·de· continuidad' 
,~,,:- . ' ~ r· - ~'..:: ~-....;' ' -- , <w<~,-..,.,. , .. _. 

qu~ .e~pr .. .a 1~ conservaciónde la!!!asá .. y.·1á •co.:.t'1,1;ufd&d·.d•l. c~iDJ)o: 

''•:'.&:la· veloci'daÍ:tes, l.as er!ul!ii:i enes Ú. Lb> ~. 11 amad~s. 'ei:;:_.ar.:i enea. d• 

:::f.'íiviaiir-'Stokits, scn·1a formulación· ••t•~tica· de»· la ·ley d9···la,,. 

. conservación . del momento 11 neal ~· . y · for111an un '"Sistema de tr-

ecuacion•• .. ••calar•• para cada componente uj del campo de 

velocidades que estan relacionadas con la presión termodinAmica p, 

la densidad de masa p y.las fuer:as externas fj Y• ~i•nen COlllO 

parAmetros del fluido la vi!lcosidad cortante ó dinAmica µ .. Y el 



segundo coeficiente de viscosi·dad ·ó 'Viscosidad volum•trica )l. • L., 

tercera ecuación establece el principio de conservación de la 

energla, •sta es una ecuación escalar para la densidad de energla 

intarn"' e, por unidad de masa, como función de la temperatura T, 

los campos de velocidad, de presión y de la densidad; los 

par•metros que intervinen en la ecuación son los coeficientes de 

viscosidad µ y ~. y' el. coeficiente de conductividad t•rmica a. Las 

.dos Oltl111 .. '.SO!'.' a.cu'aciones; d• estad~ Pª1"'ª':1.···1>r111sión Y•l·a: energla •. 

Debe notarse que el conjunté de. ~uaci.oniiiis· ·H¡; 1> · n:: un ·sistlHtia 

de siete ecuaciones acopl,adas, .en el cual ta111bi•n' hay siete 

variables desconocidas que son las tres componente• del calllfla de 

· velocidad•• y las. cantidades p, ~· T, y e. Esto •• un sistitma 

cerrllc:lo ~. ecuaciones •. AlQuno~ · .. céimentarios .· adicionalit• son que 

·: paf"a ~•tabl -~~,., .. i as 111cuaci.ones u·~:t> se. ha .recurrido :.a· 
. ,::<: . .,_-·,:. ;, ··: . .,::· . : ~~ 

~lp6tesis d.t que la 1·•v de': i:C,nduci6n de ·. c:•tor d,.: Fo\:iriiltr 

CÚlllple, y ~~·~rni!ll~ . el , tensol"' .•. ~~ eii~'~llirzo~<: ~st6;'.:~.~-i~~t.a~iado. 
linealmente al tensar d'e gradiente• de la "~~~c:idad y dap~ndit saii:I 

de este, l.o cual define a ün fluido Nltwtonianoª>. A•l mismo •• 

•e . manti.,,e, .. t. 

. . ····::-~-:~!tt::~~.'·:~:;::;~·=~t!;:·::;t:~;!".:;;;~+ 
.. ,,-, 

s:ii.aieiit de las dos éleg,idas .. :par' .. clt;;terminar lo~'.es.t.ada• del :ú.:ú:liá, 
• •' ~" ••u,;,,:·~~·>• O' - , ., ''• ' • : - • ' • •:' .'• • , • •, •,"; • I'.' • '• • ", - • •' > •• 

••r •><pr••ada en t.erminos'""'Cle ... "15tlis .. ···:··trav•s· ". d•· : una." relaci6':1 

funcional, llamada ecuación d.e estado, cuya •• 
consecuencia de las leyes de la termodin•mica .pero cuya for'~a 

explicita, puede obtenerse, o bien de una teorla microscópica, .o 

bien del. experimento.· Para fluidos en movimiento se supon• que 

dichas relaciones funcionales siguen siendo v•lidas 

localmente •ª!to es, alrededor de cada punto de fluido y para cada 



instante de tiempo. AdemÁs los parÁmetros X, µ, y • se suponen 

conocidos del e~perimento y pueden ser constantes o funciones 

especificas de la temperatura y la presión. 

51 se supone que se trata con un fluido incompresible (p=cte. >, 

como es el caso en el presente trabajo, las ecuaciones d• 

continuidad y Navier-Stokes se desacoplan de la ecuación d• 

energ1a quedando las ecuaciones dinÁmicas mÁs simples• 

o, <1.2.a> 

<1.2.b) 

La• ecuacion•• de continuidad y Navi•r-Stok•• son cuat~o 

·ecuacionsi• escalar•• involucrand,o solo p y' u~. Esto ••• los ca.-pas · 

. d•. vel~ctdad . y pr;:esiÓn púeden sin 

-;;.; • .f·.,.filcl··á a l~. ecuación· d• -;~-~~-~g,la•, .:~,.:·· .. ; 

·. < .. L.~ co~dicia;;H :~ ~.:!.froht':,..a·qúe.se ~~~úen~r-~ pal"a,el .Hujo,: 

'··.d~. un fl~ido vi'~~~-0. tien~; dos -~~~tes~ 
0

°Ci.ía11do t¡!l 

en·. _conh'cto .· cori ur( ~61 ido, la vel ~ci dad t~ngenci al es la nÍis•a pa ..... a 

fu_ndamentada en 

. e><~•.r~ lfte!'to!J y .es conocida como ·· 1 a condicf6n .d~. _lldher:-enci a o 

.... ,. : : 5~~;~-~-~~~L.de : ~f!;;.de~~~t..~!."!i:!';nto.: :~ D• .. i gu~_1_;.,· mod~ ··~-~-~;;:.,:~•i;'t:,!;•rl• '• ~.~: ... ... ; 
-.~~~~i·~-~-~ri;~cirie'"',-t;fca·:_~e -~~.~,.1.3. ~~1,r;icid~~;;~¡;;rmilt ··dat · ~-i~i_da·.:·•ri~'······ 
. can~:ilc~o i:on un,a;.frontel"'.•. movü.···· i~ua1:: .. ia'~tÍloci~tdncSi-..;ia1' .~-.;.··· 

Asl··no·hay·mov.imientó relativo entre la pared d•l 

flui.do, esto es 

u=o en la pared, 

si la pa_red se.-,mueve con velocidad v entonces 

u=v en. la pared. 

.7 

., .. 
s6lido y el 

(1. 3> 

(1. 4> 



~~ta·s csOn ! 3$ condiCi.ones a la frontera para un fluido viscoso. 

En resum6n, para 1.1n fl1.1ido incompresible viscoso se cumplen las 

ecuaciones <1.3> y <1.4). En la proxima sección se hará uso de 

ellas para formular las E?cuaci ones di n"-mi cas · particulares del 

problema. 

···.•Conside.t,se ahl:?ra·· ·'~i:cmovimtento de ·4r.::;cf_lúidó .. )(i.~ééiso 

acotado '.con. vector .;.Val Dei ~ad .~··· ei~ di·~~cCi ~ ~a;a~ ~{a al eje·)! 

parp'!f"dicular al· eje de un·.c111·ndro. ,da .r:adio a, que 

. . . . ·- . 
con~trÜcci6n coincide can el eje % y tien• hart;io· infinito. . . . . . 

,u.c;Íura 1, clonda ta'mb1•n •.se .fijan ,los sistemas é·oordenados. 
,,._., ...... ,'... 

no 

par 

.Ver 

,; :' ._ .. ___ _..._ ..... 
~ ~.·: ,· .... -.. 

tr'abaj'~'.:íl'é':!coh~~der:-á 'qu~'1ll .vlP1(:jC:'idad ·'en' irift"riit~''" 

~ ~ l;i,;f';"'. .. . . ·;·.: : c.~~. U;,;. i:oniitant•• 
'· " dond•.-$··~ un vector' ,unitario en l.• direc,ct,6n .del •J• x. 

Ad•lllAs~· se raqui•r• encontrar:· soluciones .. estacionaria•.• En •1 

caso da un cilindro .hay invari anci a 

tr~siacional a lo largo del eje del ci.lindro asto es, la 

601uci6n al problema será indepen.diente •·de· la coordenada z • Si la 

distribuci6n de velocidad en un .fl1.1ido en 

.. ~olo dos i:oordéQat,1~s. <~!.9~~e>•,,•<, , _y} y ia 

e 

movimiento. dependa de 

velocidad .• es •n cada 



-----.,~ 

lugar paralela al plano xy, el flujo se dice que es bidimensional 

o plano. Finalmente, no se con•lderar~n fuerzas eHternas i.e! fJ=O 

En estas condici enes las ecL1aci ones < 1. 2l toman 1 a forma 

auk/ctxk = o, < 1.5.a) 

u~.tuj/llxk = -1/p ~lllx .+a.- ru.tllx. llx. 
"" J J .. .. 

(1.5.bl 

o en representación vectorial 

o • <1.5.a> • 

'· U.l5.b>' 

don.d• .se ha'introducido la viscosidad cinemll.tica v=1Jlp," que tiene 

unidades de longitud c1.1adrada 1mtre tiempo. 

Las condiciones a la frontera _r.equieren quel 

en r•a ( 1. '"· •> 

... 

u.;u1 : en. ···· r..,.., , <i..t..I:!> 
- <· _--;:-- /[.~,'.~.·~,- ·,. 

ecuaéii'~nes <1.s> /i~~d~ridié:icnes a.la f;~t:9ra <l•t.k 

. se define el. problema' mate~tiC:~. Por tanto~ el flt.&ja ut:~f:i{ 
complwta•e~t• determinado si se conocen las formas e>1plicit•15. de 

. l?il.c:~mpas u y p~ 
.:_ -" __ . ··, ··---,., 

·· ..... ,. · · Una ··.forflÍ• .... ·c~Q!!IPl.etament:it ·adt·mensi onal .. d~ ... l_as rel aci:onea < l ,;S> : . - . . ~- .-'~"'· .. ~.- .. ., ,. •; ,. '.' - .. . . y 

>n.6>; que, .. ,.. .. ' de u:t.inJ~;;·:':r·pmi1it'•· -~r:~ ·~nc;.,ni',;,ád•:: .. c:t~i 
0mado 

. ,, .,· ·,.· ·.· 

siguiente!·• 1.a-ve1ocidad. ~.~s< it5e:a.l•d•· por.· Aa ::m~"~tuci 

c~o~dlÍnedasg~om4o~ricAS c,.-,y) .¡·,.san ••'caladu.pór·.e.i ~~~io.i~~l 
cilindra, a·. En estas condiciones el n'-!•Vo c•iepo · ·!S•:: veloci~dft.\ 

9er6. 

.!::!' • ¡,¡íU , o. 7> 

para las coordenadas gwom6t.ricas se tiene que 

<1.S> 

Y,. en particular 

:__...,;,,.;,.------· 



••. -• .. ,-,•-~---:···-"~' .. .----·--"._,. __ .... -. ... 

(t .9> 
~i r==a ~ 

el radio es •t_-en' las· nuevas· coordenadas·. _Finalmente si· p es la 

presión termodin~mica y p' es la ·nueva presión ,adimen'l!li6nal 

ambas estar6n relacionadas por 

p' = <a.lµÜlP , 

_:··entonc~s- -l_as expresiones < 1. 5.>' y < 1. 6} se transforman en 0.10.a> 

o • 
. .... '· 

.~ --:-."'·,:-·· .. ~<'.~.~.,·:.~·"' ' . ·-··_: '<:'.:,-;•: -~ 
.·•· . :' • _ ,',:· ~":'.;_;·--·· · . .. ·u .... :.-·; :.::·o:';·::,;.~.:~.... -·_·» ..:_y..--.: 

j Lu•ó.~· '1;a•<.c.,f1diCi,é>n_e~ a:, la fr'ont~ra>t1;Ú> ;~- haC~· 
·u' , r 

;:." .. · -
.:~e· 
... ,:·· .:. 

-_ uf, "' ~~ltn e 
• ·il;,¡¡;;'°":~.e~ _por: ¡¡;.~!rei-d·c~r~,.¡..;c~o-•>· ·-::: 



u ( r 1. 9) .. o 

U9( r 1, 9) o 

El par•metro R es una cantidad formada por las dimensiones 

caracteri sti cas del flujo y es el l•• 
ecuaciones. En general, para fluidos viscosos el nómero de 

Reynolds es el 6nico par•metro adimensional necesario. Existen 

m6todos generales relacionados con la bOsqueda de par•metro• 

Hsico~ adimension_al•!! de ,cacs,a, f9n6'!11tno it5pec1fi~,o, 6stoa m6todo•_ 

; .~n~~~ciciii~. · Fº~· •1 ncimbr~\cj¡;~~·1C'a .'de '1 ~\,.¡~' d• '_.1tm9j'¡~~·~. : ... , :· • 
', .... 

lall t6criica• 

. -· .. -
car"acterJ.atico 'de ur:i· fluido-viscos.o en niaviniiento unifor-• 

. D• la• par•-tros qu• c_~act:•rtZan al fluido_ ini smo, solo la 
' -

:: -·· ·:Vi.ilCa.:(d•d .. .,•11/p_;.AP~r,•c•··.n~:1-a-•. ;.llCU•cicn••·--:c·1.·.~,.' L~~ -FúiictanaS 
. ..' . ~:.·· ·_. . . -,., -" . -~-·., a < ,;;·· 

·~:-\·:.ti'~:/:.d~t:·ar'ltt:n·adas·:.:,ai ~:.r.·esc»1·\f,er:~: i .•• ~ :-•~u.c1.·an·••L~as:-:_---~"'~-- Y _;·-~:•l :· ~-::~~~1 •ntilt:~L.· .. ::: ~- < ': 

~.,,~-~; la."'i,: •• ú~~,,Vi·~-~en;i-~~~._:,~s- aón,-·fi;·;:r·F~Jª dlip.;,~ •••. a· -- - ·-
- __ ,., ·,.;!~ ... --~-- ~- . ";:.;.: - .. ,:..:, ' - . - . - . ·-· ·,; 

; •... «:. _tr&V.s\d;.~_ias _¿6'~i:Sici~~- ·a-· ia'fl"antra.: ~· 1 ~-}ii;-iri~• v :di,:.;.nsicn•;. 

···f.. del'· -~·u•rpO,. sUs p~DPi9.dad•• "Q9a~t~icas ••t:ar-An d•t•r•inadas par 

una i:s1-...nsi6n 1.ln•al, que•• d•nota.por í."S•a.ahor-a U la .. aQnitud 

" .... :::,,: . ._de··· 1 a ··v•J.~·t.dad· de --~·ª'_'.,- ccrriettte- - pr-in_c;=:~p~_t:.··~_' .,.~!:t~o~c;-~- ,cu_~lqui_~----

,, •. X''"<':flÚJo;¡:·~~~r(,• ll!lé~~1}'t'c:a,do';¿.#c;W::·/~~r~•" •·p~~~~-~o•~,'""''~;tj7:;f···1·;·-·_-~t· ···--~_,,;~ 
-·· v_.itr:ific~ f'ac11..,.i:i.t11 qu• :i~a ·o~i·~~'~ilnti~a~' ~di~~aiari~i .f'~~,•d•·par_ 

·-.~~ ~' . ;,'.« . ·· .. ·~~;~<- - • ~ .. -.. :·::· ... ¡:· ... :~:. . . . 
·J1.i:t.••ft.•arl11:udiit;s .. 

R = · l U/ u ,. 
el nóm9ro· de Reyn_olds. Cualquier otro par ... tro adi-nsional pullde 

s9r •Kpr•sado en función de R. 

Ahora, se miden, l.cngitud•• en t6r111inoa d• l y velocidad•• en 
-. ' 

t6rminoa de u, i'.e~, se introciucerf las c-aritid,adiit& . ..,dimllnaional•• 

u/U, r/l. Es evidente· que 111 distribución• de velccidad99 obtenida 
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al resolver las ecuaciones de flL1jo incompresible estA. dada por 

una función de la forma 

u = Uf ( r / l; R) 

La anterior relación permite asegurar que, en dos flujos 

diferentes del mismo tipo <p.e. flujo pasando cilindros circulares 

de diferente radio por fluidos de distintas viscosidades>, las 

velocidades u/U son las mismas funciones de la variable _rl.l, si el 

nQmero de Reyno.lds es el mismo en. cada_ caso. Los flujos que pueden 

s•r;- obtenidos uno del otro· !!5:1.Ínp,lemente cambiando la unid•d d• 

· ~ 'madtda sit dice que son semeJa.!'ites·~. esta es. l• l landa lÍ!'Y. d• 

s•meJ'anza'>. 

· Otras ·for11a• de present:ar l•• .•cuaci'anes, din.A.micas def· problem• 

san mostradas • continu•ci.6n. 

La verticidad -~ de un flujo •• define ª> como• 

~- 9,.>< ~ , u. 13> 

· dand• ··.!!· .. e•,!J. campo d" v91r:icidad,&. .·. ~·, .. 

,,Para 'u;, ÚüJ.opiana tiste.~eí:tarsiempre .­

>.', 9-,.J.t.fli casi::i y ~i gu~ itni:h:i 

perp~riili ¿.::,.¡•r: af'pl~~rio• 
1 '''.·; 

la'. .. rti9l'~·él;¡¡. sacaé'6ri::tió~<í•'• dtr:'.'C:i::i~ 
- . 

~ •i;•mpre es~ ( ~ e• ~n vector uni_tario en la direcci6n' de z). 
En vista de la definici6n anterior .y la ecuaci6n u. 10. •> 

R <!:!,'.•v.•). !:!.' =· =-v·. p--V" IC '!e"·, 

con las mismas cc:indiciones a la frontera <relaciones Cl.11>>. 

esta forma ser.A. especialmente ~til en la siguiente secci6n. 

-

Un concepto de gran importanci•'en la descripci6n de. un -flujo 

estacionario es el de lineas de corriente, 

12 



11 neas cuy_as tangentes son, en cada 1 ugar, par al el a• al v•ctor 

velocidad y se determinan por el siguiente sistema de ecuaciones 

diferenciales. 

d>e/u.= dy/uy = dz/u
2
·• 

En flujos estacionarios las lineas no var1an con el ti•mpo y 

coinciden con las trayectorias de las part1culas de fluido. En 

flujo no-e•tacionario esta _coincidencia no ocurre: 
- .1·. 

de., la• lineas_ de corriente. dan la• ~irecciorili~ d•: las. v.tlocidad••-

de l~~~ p~r;Üculas de -fl~ido en vario• •PU,;;o• en 91· i.spa.2io itn' .. un 
' ' .. ·. . ::'· " - ; :·· - .:: .-, .. -'>-··· _. 

ir11Íit~nt.; dado, niient.ra• las tar:ia•ntH a las trayectoria• dan las 

dir.eccion•• de· la• _velocidad•• d• part:1cula• .d• fluido en var'io• 

t:i-po•. 

Para re•olver problema• en .f1'ujÓ' b_idimen•i_onal, •launa• vece• 
' . . 

es c~venilint:e.lt>ep~e~ar 1a ~~{acid . .ld en t.,:.~tno!s d• la functdri· · de 

c'~~1.nt:.~:d)~ r. 8cÍ.aaci6!1'~e·cOrt~irtü(dad .·', 
.-~ ·; - ' ,~: ;: . //:; . . 

·· s~. 9·u•o•.U '/~ •.• auv·.•/4t),· 
. '· -: · .. ·? .,:IC· ; . . .· .. 

·. s.11. v• q'Litit la• co11Panent:•• ·. dll' .l~ 
·';·.-.. >;:-"': .. :. 

velocidaclpueden,!s•r e•cr.it:a• COlllO 

u.•• fl/lly, · u,,•-ll 'P/ilx Ct-.l:S, 

_i:te a.1Siun•.:f1,1nci6n .,c1e,v.>· •... i1.uada la. iuiiC:161"1·· de cQl'.'.r::i•nt:••:· 

,,,, .... ·-:~¡:,~ü~~¡6". d.i ca~i¡:,,:út.~•~-;-~:·•u~~it~~~t;·~~;tt¡:f~t,~? . 
<' 'sí .•e can.~e,.ia 'f.u~ci6n dÍit. cÓ¡i.ri~~t• <~~ 'i:itieÍ:le inHcíiat:aÍÚnt:• 

d9t11Írni1iiar la forma d• :1 •• · ~Une•• de_. cal"rhnt:e ·!>,~":ª ~luJI) 

··~taéion•r10~ La eé:uaci6n difer:-•ncial de la• Unit•• de cor'_riente 
. . ' -. - ' .· 

<en fluio bidimensional> •s dx/u mdy/u o u dy-u d>e•OI eicpre•a e el 
• • ,, >C ,, 

hecho de que· la dirección de la'tangent:e •• la dirección de la 

velocidad. Sustituyendo <1.1~>, se tiene 

<a ~14'><> dx+<a ~/lly) dy = dfl •O 

de aqui ~ ct:e, Asi las l~nea» de corriente son la familia d• 
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curvas obtenidas de hacer la función de corriente " <x,yl igual a 

una constante arbitraria. De ;gual modo la función de corriente en 

coordenadas polares se relaciona a las componentes de la velocidad 

por: 

Al utilizar las ecuaciones adimensionales (1.10), y l•s 

de-finicion&s <1,'. H5) para. la función de corriente. 5~ encuentra una 

s'o.lá ecuac'ión din.mica' para la función 'w:~) quetoma·'·.t,'a>fortl\a• 

(1.16> 

dond.•• 

.Í<f,g>-=Cfr_!Í9·- fe 9,.l 

•s. •l J'áco~iane> y, Íos subind1i:-es, indican' dedyaésa >,i;iarc:,i~l ;. ad•m•s 

-.·;·· 

Las candi cienes de no-desl fz~mi eh to:. sobre é!1' cil:i,,,dro ·'~bn ( · 
:::., 

t' <_1,l!H'." /1 Y,t'ar .. <1,9>"'0 < "-:· ( 1.'17) . 
- ' . - . . 

"Aqu1·· se. ha fljado la linea cJe corriente " ... ,.O, de:tai forma que'· 

coincida con ·el p·erlmetro del ·c·i l indro. 

'_La ecuaci_ón-;<1.16> con,las· condiciones<1.17> cons~ituye otr_a_ -.~. , .. ,_., .• 

<· ·. ''·farma:·d·~:.,ropcin•r~ el<-<pr'cÍblellla;Í:l·l ··:fl ~jo' al r•d•dari::.i:iei :;,c;i li"!ir'éi.: .. >t.·.'· 
.~u ;al·. trabajar con la .Hcnt:'ca dit .acopla1Íi·•nto'.·ías1rit6t.ico • 

. - .. ' ·." ,- - - ' . . : . - . ''. . . : . "~-' . . : · .. '_ ·-~· .--·" ,., ''. : ~--... ' :, ': ·' 

,4. LA APRDXIMACION V LA PARADOJA DE STi'.JKe::s • .e,. 

El problema formulado en la sección anterior ha motivado 

trabajo de investigación por m6s de 130 aftas, no obstante, fue 

hasta mediados del presente siglo 7 •"º> cuando.se- encontró una 

solución uniformemente v•lida en todo el •spacio a bajo n~mero d• 

14 
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R•ynold••· La priricipal dificultad qu• se enfrenta al int•ntar 

r9sol·v.r lás ec:uacionli• - •u· no-l:i.nearidad. Stok•• ·u:esu plantit6 

un m6todo d• solución basado •n una teorla r•gular de 

perturbacion••• esto ••• s• propone como t1oluci6n para las 

•cuaciones de Navi•r-Stok•• adim•n•ionales,. series de potencias 

del namero de .Reynold•, que en este. probl,ema, e• •l 

piitrtürbat t.va • 

. ,~~~~.11~;~ .. =~~z:::~!~.:.~ir:~~~r~~:r~:~,~'· 
i•Car:.t&:rei;iuÍar de p•rtiJr'tiiéianes - .f;nc~Az · élít•Jco'í:ícii.ii::tr.: .~ una . . -:· . - ~ .. -... : , .... : . . -

woiuC:l.6n ~arr9c~a 
.•· 

.11n tacl~ ~'x•acia~ 'Por :•hlpltct'd ... d; ~·,··notad~ .. 
•• '\l'Ú.1111n~•n.',iasc• ~ ;. clit'laa ecuacianli;Ó.dtm.riiít.~al•~~ . 

~R·.:.:.'·;··.·~·.····: .•. : .. :· .. :.:·::·.·~·.·.i·.~:._.°".~_ .. 

1

.: .•. ~.!.~•¿} ~{~{2'.'3i;i\¡;:l . ; '"•· . ~ ·: :·~'.~ci!~~ -~ (· . _:·; ; ) :~; .. :,·;+;.}<, >;; :.: .... :, . . •;.' ·.·.~ .•• 7:·'.~ 
<' ... ··:.:·.·.;;·:·,-,• --.·; .. ~~,_·., .... ---.. .... -~·--··· ·:.--,.,,,,,. -::~~-~ . ' ,· - •'' ~· ·, ... \·:: ;:, 

·p'_.• .. Ji.o. R" ·P,.· •. "·/· . 
·: .. : .. - .. ·. 

· •• .. - \~· _...Lof..;.,. ..... \o ~\WM .... flujo ciuy& .·. 

,.;..\...,i!oifte'•.'•--...~ • .-.:·•· ...... • , .. ..........,., •• L-..,e.ile\ • ..u.;.irc. 
<~n:~~ • ., ....... \. ~ ........ ,_....... .tt ... ~-· ~;~L .. ti\e 

.··;.-

...... ·-



Rº "1 • 1.l ~~ o ' 
<1.18.al 

-o 

"1 Po + "1 :{ ~ 2; ~ "1 X .':!. ' 
(1.18.bl 

o o o 
Rs "1. u = o <1.19.a> -· 

"1 p. + "1 X "'=-< u • "ll u "'="1 :: 1.1 • <1.19.bl -· -o -o -· -f. 

Por otro lado las definiciones Cl·. 15> para la función de 

c.orriente permiten introducir un vector ~ tal q1.1e 

.,, = \I' ~-

·entonctHI: el campo u pueda> ser ev.p.r:esado como 

U = 'f1 X 'I' 

que cumple con la ecuación de continuidad de la siguiente forma 

v ... "' o 
y por tanto la m~gni.tud de la verticidad !!? se relaciona con la 

. ' . ' . . 
···fünci6n ·.d·e-_ corriente·· . .,, a . .,rden .n ·por. 

-·.' . ; . ..~~ ·-::;:,;-_.:1.:·_~.;. . 
ci.>,;<.>:·,x>.=- V ip~<x~y> ; ~"= v x ~~-. '• ... -

en_, p~·r~:~ c·~l ~,:.~ til n=Ú. ~; -~' 

"' <x; y>= .o V-v10 <x,y> ; = 'f1 )( u • -o 

Por otro lado, el rotacional aplicado a la primera ecuación 

<1.1B.bl implica que 

.,'t "'o·= º.·.~ .-.,.-.. , 
.. '-;·a,.·•cuac:l.ón tLii>_ es úna ~c.úación de· Laplace. ··;·~~~·:· 

(1-21>~ 

;~i~~ic>n.;;'· 

arni6n,~c:_AS, que Se pueden fepre!H~nhr fuera del cilinclro·· r•f por·· 
. ' . 

una suma' con coeficientes de.scol'\o.ci_dos .• La ge"níet;rla. del prOblltma 

condtci.ona al campo de velocidades a ser sim•t.rico _con respecto al 

eje x y a la verticidad a ser un campo antisim6trico. Alll, la 

solución a la ecuación de Laplace en coordenadas cilindr.icas es 

e 1. 22> 
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igualando <1.2C•> y <1.22> s"' tiene una ecuación par-a V'
0 

con condiciones de no desli~amiento d~das por <1.17> 

Para resolver la ecuación (1.23), se propone 

.,
0 

<r:,9>=~:',<l>'n> <rls,;,n n9 , 

se: sigue entonces q1..1e 

, ~'.~~~n>~dªtl>'"'' /drª+l /r: ·dí/>;~ /dr"'nªliª;,,;n•~:.Canrn.;bnrn , 

y escogiendo m=n+2,. se t<>ndr:• 

. 'L1n>rn+•= (.4n+4> 

.n :.;. . .,-.1 .. Ítntémcais' · 

.·'~:i.cn>r~.:1-·ri_ r< ·~'.--.·2r.~~. 

.·, 

.';·'• .. •" •, ,,.. _,;; 

idenÜdacies <Í:2'5> y í~ ecuac!.6n (1.~4> 
. ~¡.,=A r:•~·B r ln r:+c r:+D /r: .. . . . . . 
···~·.=A ·r:.n•~+B "r:•.-.n+c· r:n,.D '/rli, · n=2, ~.; ~. 

:- _, ~.---,, .-,, ... !' . ,;. n· ·-:-_-_n:-~··:- n_·-:'.,_· . . 

··:»~~~<~~-,~~-~~~:::·~':,:·~~·~;,,~>r:I ... ·: -
c:f ... w 1d~~3Aiª~8ªü r; ,.. ,..·,. i> +:.e:. '""n/rª. , 

... d ... ~n.,..clr,;'.,(:,2~,:,)·A·:~n+.;:¿2::_n>B r•-n•nC rn-a-·nD '/r:.-. n>2 
_ .· n n -· n n 

( 1. 23) 

<1,,24> 

<1.2'5.bl 

<1.25.C;> 

,.;··-
<1.2b.;a) · 

' ... 

<1.27.b> 

A las ecuaciones 11.26> y <1.27> se les aplican las ccndicicn .. 

a la frontera <1.17> del siguiente modo 

si r---+ e 
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si r--+ QI) 

entonce.s, por la regularidad de las soluciones debe ocurrir que 

lllfllllr --.sen 8 1 /r /hp/ "8---.cos 9 <r--l, <1.2Bl 

i.e., se cumplen las condiciones en~ para las componentes de la 

velocidad en coordenadas polares (ec •. < 1. 1 ll. 

Las condiciones <1.28) y las ecuaciones 

se c:~mplen si y s6lo si, 

e"' 1 .. 

e 1. 23) • , 

c.i~oJ~ ~'unciÓn.:de cor.riente a p:ift\er orden es 

•.;; -~ <,:. + D~}~;sen e. 

Por otro 'iac;to si. r~1 , se tlene;que 

'. y.0 <1,9> • o • "" <1,8) /ar- .. o, •·.º .. ., 

Cl .26) y 

lo, cual ·;aign:i-fic:a que. ambas c:ondic.i~nes a la' frontera l':lo se 

cumplen;''siwltiarieáimente~ Si . la soluci6n no 

;· ~--- ~'c'd~ i,: ~·.~~~¡;h:':fti6~;:~~2:~ en ia ;_~;;,i~~ ·esto 

·, ü7> d•it~1~uf•~~'l'.,~º:'~.. -
v··· 't.~ .. ·o .. ·' 

existe .para . .,
0

·,, se 

. _que. ~a .Ítquiv!llentít ·a las ecuáciones < 1. 18> i. e.·•. : a ·ord"n' l. en 

~:;.,~.::.~.'!l.ftiPoco~tu1~br• •. so~uc:i6n, lo anterior !5e mantiene a cualq~ie'r orden 

.... ··, · ·.· ~~/~:;:~[¡~.'~~~~bi~?~~:~~~~;;~·~:~:: ~~.!J,c:~as.: ~!~-~-¡,~ero d•· Reynol d• ·. · .. :/¡; 
;,- ·• . au>:4ormulada'no ttic:l.ste; ' • . : .. , '::.:: .; :;-~:~ ... :;. •\·~-.o-:.---- ' ... · ::~~~ 

<'~:~:"·:-·~ ·,•• -.,,,,';ce··':,- . •'' "··-~··, _, .·,:::;:/:.~. 

Este c~m~ortami en~o es c:~~~idó ;cómo :;_(~ ~~~.,_cl~ja:, ~~- $~~k1''•n.".·e····.r· yc·· ... 
1

··.··.•·.;.t .••.... : .•... +:;'._•;.~L'.;~~.:.~:.~.:.1 
·.debido-~ c¡ut!' en· d~ci.i&' ordl.~· s•· hii 'dtlsprtÍtc·iliaesé 91·· t.r;111i~Ci .. . · · 

R<~·V>. ~ en las ecuaciones de ~~v¡mientaa~ ::. < : / ;;:-~::~;_t& 
El hechO de que no eMi,sta una .. solución uritf-Or.·cne par:-~ todo e1·:: ;:;:_.,,;!_,_~::_:;'f; 

espacio no limita el que pueda hablarse de' una soluci6n local, 

• ·. - e\; pro"i.- ele\ n .. jo <&\r ...... r ··• ........ - ...... \<a -\ .. o\Óft .. 
... ynclo or4en. 6."9•9~• "ª"º .. ·~onoclcka ..-.· ,\a. ......-;. ele 
Vhll•head. . 
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esto es, una solución que satisfaga una sola condición a la 

frontera. Se encontrar• ahora la expresión menos divergente para 

la función de corriente, que es Lina solución que describa al flujo 

sobre cilindro y muy cerca de este aunque no lo haga en infinito. 

Del tratamiento anterior puede verse que la condición que nos da 

la divergencia m•s d6bil posible es que 

B = O .. 
ent·onces las ecuaciones <1.26> y ·.<1.27> llevan·a las condiciones 

-U> <~>c:O=C .. +D&, 

"'n> C 1 > =O•B +D . 
. " n 

._w/llr C1>•0.,~ +C ~D . ,.· 
' ' ....... 

n=2,3~.~· •. _, 

. ·, .. \ . 

• ..._-,.,. ci;;.o ... c~-.._n>B,,-:-n~.~- n,.,2,3, •••. ;· ·;:· _ 

.· ,;;i_~· cual )111P1 t.c:a ~~e~»'en .. 1:>r:.~º'.'p',~f;a r>"'1 ;:?,'.3~ •• ; .··. ~ ;Énf~nces 
. . ' " ' .. . • ' - ¡"' .... ;- .' ><·~~¡:.: ~:.~) 

.; .. i'.;_1 .. ~>-;D.1-.-. ·::,·::.:~_'. .. ;;:~:i,~-·-:,:_2~i .-, ,;,<.,, .- :':·'. ~ 
-·-_., 

por tanto, la -•><pr9si6n<meno• dlvergent. ;~6'~1l:>1e para 

d• corrient.• •• 

, . 

. , Ew.ta :f ~~.;;a ¿¡';'~:-1.t·· f°ii~~-i".'n,.. de cor;i';;;:;~;·,· .;~;·, ·¿~~~i·d~·. c¡;~'''i~T~:· ;'''. 
~p~oxi~ac:lon 'i:t•~~ st.o!C~!F · v 

: ,'.. :. -. ' ,_ ~. ' 
•toJ~.~~·íi 

conÍenJ.aÍri o' adi i:i"anal •s que al obtÍtn•r 'las itcu•eton•• 

de. -Flujo de Stokes, el t...-mino inerci~l,,'.R <,!;!~V>!:! .en la•,•cuacion­

(1.10> de orden Ra/r <ya que U es adimensiona_ll' a la distanciar/a 

fue despreciado al introducir la aproximación de St.okes, mientras 

el t6rmino viscoso ~!:! de· or.den a 2 /r2 fue retenido. las magnitudes 

de ambos ser•n comparables si 

19 



R a/r = a 2 tr2 o r = O<alR>, 

lo que significa que la aproximación de Stokes sólo'· es v41 ida 

hasta distancias del orden de a/R, m•s alla de esta región las 

bases de la aproximación dejan de ser v•Iidas. 

~. LA APROXIMACION DE OSEEN ª" 6 > 

La aproximación de Stokes sólo funciona cuando 

: visco~os son dom.in .. ntes respect"o a los i nerc:i al es • 

l_os ef•ctos 

No obstant•, 

.. c:~ando se e&t• : muy- alejado del c'iiin&o la v~icéidad de la 

.corriente uniforme. 

·oseen ( 1910) sugirió que·ª enormes d_istancias l•• "compon•n~·· 

de ',la velocidad:.:..· del fluido pueden· ser e.scritas como: 

<U+u · u· >· 
•·' y 

dond• :LI•;. ·~~~- ,;.-g~ ~~.si ·.r:.es.e.~c:t1vas .. c:l:>m~.~ri~r,itc;~ · de:.,:!.<a . ve1 ac1 dad 

•·:~¿kid~s a la p~~tUrba,;-i6n, ~rl:>cíuc:ida.por ~i';dlfodrc{;:qi.i,e se/e~~~r'. 
llegan• a ·ser despred ab~emente peq1.ie~~~ e~ ~tsta~ : ·~ ;.uy aleJ.ad~s 

. ":'. :':·. -: . '• 

·_del ·,cuerpo • Al su• 3titu.ir este campo de velocidades en las 

•cuaciones (1~!5)' y despr•ci ar t6rmi nos de or'd•l'.I mayor al 

• co.n cO.r,dicion&s a la frontera 

u 
.... ~-· 

-U1· en· r=a, 

u o en r"='=CD, <1.31.b) 

o en coordenadas polares 

·U= u cose, u9 -u sen 9, ~~ r a 
r 

(1.32.a> 

u= ue = o 
r 

en r - ao. (l.32.b> 

Para encontrar sol uci enes a las ecuac_iones primeramente se toma 

20 

'~¡ 



la divergencia de la ec. < 1. 30. a) teniendo en cuenta 

ec.(1.30.bl, de aqu.l res,ulta que 

(1. 33) 

las soluciones a esta ecuación son funciones arm6nica.s. 

Bajo estas condiciones es posible enunciar el siguiente 

teorema <v•ase apendice A>• 

Teorema I •. cualquier solución de la ec~1ación de Oseen para flujo 

C\.\4\l la verticidad .., es en cada lugar 

perpendicular: a ia veloci.dád en infin~{6>.u: i 
-.. ·. - . : ~ .'~ " . - ., ~-· -·- . :-

.vitctar. · .<con un 

uni tar i 6 en la dirección :()' puedé'sE!r'~pjJesta··. ien'·,tac forma 

k=U/•12 .. ¡: < 1. 34·. a> 

doi:idé ~ es una func.ión . armónica, x s:.ti sface 

1VZ - 21< .a1ax i :t· =: o , 

. presiói"i'. 'est.• d.ada por 

11 .• 34 •. b> 

: ... -:-p;,,U ~{~ : > can '.~~- "", o .• -~' < L.'3!5> 
t- '•' { - . ;· .. -_ ' ' '··; '~ ,· 

· .• ,,.El t.fa~lima'antiérior pitrmit:lt abt&níi;r';. ··-·¡.óll.icio¡;e·s-;!C.ex•ch.s~· a 

··:::::ui ::
1 
::::::sde ~::vn:::~,,!::::::~:·::fer:~:·1 ·~ •. : :~'· '~::~:::~j~:~· ,,; 

·, _·: 

. .Íncperill)entales, t!n particular:, J.•• soluciones predicen remolinas 

\''. . . i~#~;~,;!t;;~~~~;z::. ,:.;~~:: .... ~:!'::.;.::~:.:~º "'.;~ ~-=-~:'.::: :• ds, .·· > os 
;, . : ... '·.. ' . ····~,,;. _.,.. . ..: .. ;~ . 

'<v•ía.,( .f1ia.i~a,~2) : :~; ,. :, ··· +·"·'··· · · 

- ··-·. ·•:·· - , 

~····~····~··· 
~~ -

,.., Cb> 

~i g. 2. L~neam d9 coFr~er\t.e·. :·pcwe ··\ 
ca> •~n r.tmoli:noe. cb> ·Apa.r\.c\.~n··.; re-0\\nO•. 
(C) ... \.Ujo i.n.e\ob\e.: 

21 

CC) 



A bajo nOmero do Reynol ds 1 a sol uci 6n ex:..c:ta ·se puede 11 evar a 

una solución ap~oximada que se ~cerca ra=onablemente a los 

resultados experimentales. El c~lculo de la solución ex•cta y de 

la aproximación pueden verse en J r, referr,.,cia 17. Tantc eol ,T,6!: :-'··. 

de solu~ión, com- 1~ po~taricr ~oro~imaci6n no son determinantes 

para la continuidad de este trabajo. 

La s~l.ución· aprox.im_ada en ·t6rminos.de la función: de 

de 'cánt.i dadÉis "aéü men!iii:ón~l es es: . 

. ,· 

corriente 

Cr +11'<2B
0
rl lsen .. 9 

'CD . 

:E 1/(28 ·, 4>' <ªlaRrÍr scm 
n•& o n · 

·donde B
0 

= ª/a r, - Ln CR/4l 

y :;., =4 K I .t. 2K < I + I ) .,..n · a • · o n+a; n-a 

nB/n +O<B..; 2 >. <1.3ó) 
o 

.1.as K1 .e .IP .son. f~1nciories modificadas de Bessel .de orden ent¡¡!rÓ~ª>· 

' · .. v,, liit .':'ª.· mo~~¡..~do,;1,la ·f.t:i.~~á::eKplÍcit~, ~;l.· res1,1Í_h~O de } ~ .<"PrO:<im~~~Ó~ 
. ·. p~rqu• •.•ta ser•: cfo. 4t i:í 1 ciad. en @l sigui !!nte . cápi ti.li.o. . .• ' · ..• 

· Es coman que C:.ual q~1i er · calcul ~. ~~l ac·i ona~~ · con el pre~~~t• 
prob.lema <y.a .sea teórico o experimental> sea presentado en su 

forma final en ·t6rminos del coeficiente .de.arrastre • 

. :. La ·definición ·del ·coeficiente de arrastrl!! puede ser precisada a - ··: .- . - -. . ·-~~.. . .. . -

···::;:;:••tra:v~s; ci •. '..ia.,~agni t . .,:tl;f\:de·:;a•f uer::=~;,de'· ~rrui.:.~ti¡ .. F · '• .-

•, '~u!rza_, P,or:. ~;1 dad·. d~(i on~i.tLld. ,·que . a~t~~., sobre 1 a .. -~peri: i,C:ú .. ~ :.dli 

un .~61idci ·i~m~i-so en·'ur{~lt.1i~o' ª> i 

'Eri 't6rm'i'noiíi. 'matemAti co!ii esfo pl.iede .~5¡;¡..:~·'l!xpre!iado como•. 

F = 1 F;. 1 =li• "Lle df~'l=.1.1' -oi.lc.nlc di'I, 

dondl!! ";.1c· es el tensor de densidad de flujo de momento, dflc es el 

•-Al. con•i.der.,. lG. luersG ac\uonclo •obre La. auperf i.c l•. cada 
ele....nlo ~ ··._-..perfi.ci.e ct.MrG ••r conei.derado en un ma.rco de 
,..1.érencla._.en el Cu.a.l ••l• .. ,,.;. en repoeo. a.a fueraca •• i.gucaL 
cal· flujo de lllDll.nto eolO cÜcmdo la. •uP.rf lci.e -\Á fljG. 



elemento de i:li.rea i:·~n direcciórÍ .. a lo largo de la normal exterior al 

fluido, O'Uc es ·e1 tensor de esfuerzos y nk es Ltn vector unitario a 

lo largo de la normal e;,<terior al flcti do. El c:oefic:iente de 

arrastre CD SC' define entonce5 c:umo 

cD~ F/Cpu2a>. (1.37) 

Para el c:aso ~el flujo alrededor del .cilindro ta expresión para la 

o = -p + ·2µau. / llr 
n. , , . , r - ' º~.r 

. . . . ' puede ser calculado· a 
,._ . . . . 

:.~~~tir dÍt la•.fundói-1 de c:~r.r:l~nte:\IÓ.p;,;,.. mÍtdio.de .las 'd•f.inicicin~s 
. . ... :,:,:<;' ·">;_-, - ... ,. . . ' - . . .- - • ;) . ' . ' ·-~·.;;; ·-" 

.. . .. ·.:~ cf~~~>:(,r ~ .. ~ ,~f~ii:~J='r;•s_: :e 1 :i1 ~>.:~· · P•rá:;~~,,. ~~mi>~)··:. r~.1.c~~f~t~~·•~sºB~~ l: .. ·'.":: ... , 
. : é191ú '

0

c~Ú:ú16 apartir d~ 'i,i, expresi~ ant•rior p.;.r·a· .1.::funci6tl'.d•·~ .:'~·· 

i:orri~nte,' ~~ ca~fi cie~t~ ·'d~ a~r~~t".°~· c~r •F ~~corif'~bsf~ti .. ~> ;:~; :· .:/ ':., .. . :,h 

e~ .• 4n/R <v• - r Ln R/4· >"'~,· <t~.40> 

dond• r es la constante d• Eul•r <r . .;:57721>. 

.El coeficienté,c:te •ª"."rastr:~.c0 se gr;aflca .. c.ºll!C> fLj~Ci~n dÍt .· R. 

::: \,·~~~Y{~~~~~;~~~ -·.~~~ ho~a~l.~~i#lp,;6)(i~i:~.~~~d!']:;•.·~R·····~. -.. >····º·._,:,~~-•.:'.si~t-i,r.r ..... '.sc•···~ .. :·nr.tt.,.~1~~dd;·º.·,.d·_ •. lt 
· 9xp•F:ínliínt:ai-· par:a"R: <o,~,;~ -~~:~t.~t~~~.;>~~r~ o1 

,:· ;<~;~:·:'.·,"·-:·, ·-:~:.>.<·;··>'··~> .'·:;,'. . .,;.'.'"'-.~· '<· >:·{,.,. ;~,,: --: - ..•.. ~,, -·~ ··~·'' '·.'. ~: .. ·'->'--,·~ 

.t;a":ecilt·.de. sen~ido. '•', •: ... 
""····'·'.':;,·· .: . ··'.'"• ,.:_:;·:-

<·:c,:..:•~•conclutsi6"•;:con re.speÍ:tcr•· i:: •.• sta. ::sité~.ión¡ .. ' .••. ·~·qu•:c ·qu•··· 

·solución d•.h~ ecüacion•s Hne~l~s baj~· l~ ~pro:dmaci6n. de ·Ós.•n 

y para nOm•ras. dll Reyn_olds pequel'los, , describe el flujo tanto l_•Jos· .. ' 

.como cerca del c:i lindro a<m.que no de me.do e«Aé:to.'Una ~··Jor 

apro><imac:Í.óna· los- datos e>eperimentales no .es posible •. La :·solución.' 

exActa dadjl en _para las ecuacion•• 

lineales, tampoco .es satisfactor:-ia por la existen.cia d• .remolinos 



·'-:e'; 

.~!:\(¿~;_:.:~.';. 
'/ ~::. -.:. ~--: 

:~Fig. :S• . ª• co­

..... · IAMb e+-+'-+-> • 

. " . . . ,· ._, ~ . 

·- f~nc4ón ·' dé' :~. S.peri~~~- 9o\ud.:n 

••ad~. c:a o a CI >. ..~. .. . 

cLo~ ... ~;.;:.rici'" •>.( 
:-~ .... , --" ·-~- - ~-; r.·'-- ':.-'·· .Í ,_ - -~ ~ ... : .. - , . . . . - .• : ::. :~'.\·_:: < ,- . -~-- ::::/;~ j~~ 

:¡ ' ·.' ;,.:,·~:~ ;~'}~~(' 
·~ i'.:{·~?:.f1}~~rdJ cha;~~'Lª; ttjd~: ",t.~~r~t~.~ Rkiy!1'1:!1 cj•~·. •·.•.:ii;C, ,·. ,·· , . 

.. A .. -a1umas/ fech~~~·· ~an •.'se' i~vesti,Qa .. tom.iÍndo 
. ·l. 

·-. • i 

ap,r:axiftlaci6n de Oseen. 
. . 

.> • para t,.;atar: de saiucion•s 

'consis'tentes COI) ·les'. .. resultados exper.ii1ien.tales y .. 1t.C'tendeÍ" la 
.. ..: ... ·-:;.- - .. · - - :je . .:... - \ . ~ --~- _..,.;.,. . 

. ~'i:: · ·· ~pr.C)>cimacl ~ "a: n-a111~as ~d••'!'t."Y""~l ds. Qrandes <R ;J··lOO~. ,.a ·.,a1>•t¡ant:it0 .:,; 

' .. ', ~ ":'. '. '}) "J: 1 ;:;~~;:: i ·~-~~i 6~ . ;~ : :¡·~;·.,·~~~~ t~nlÍs·;:; ,;;; d; y ~;;i:a·i ;:'.6'' i111p t ~i~~~~ \';;~¡o:·· i :·•;.~! 

.' ,. . -~ i~ ~~~¿Dr;-d~néi:: 'ít~ .. c:¿ :~~ri fr~~:'~.t~s .•el< pe;.'i~~tal lf;¿;. •' ' .:;: , ... 
:' ~ ";' ', ·:::-,-... , . . ·.·(<: ~-··· 

'se ·ha visto que en el problema .. del. flujo· alrededor de un 

cilindro'infinito, contrasta la aparent• simplicidad d.el flujo 
:·:.. . :' , 

· bf.'di.mensi.onal,, con.la i nherent:e ·r.o-1 i near i dad de l'as. ecuaciones de 

niovimi'ento. Hasta aqUi. ha ·si.do imposible encontrar 

·' ', 

'·. ,,_. . .. .:. . •,' .' . ·~ .. 

una solución 



uni-forme en· todo el espacio para las ecuaciones no-lineales. Un 

punto importante a destacar es que para regiones bidimensionales 

que estan parcialmente acotadas en infinito las ecuacione5> a bajo 

n6mero de Reynods pueden llevar a soluciones que son buenas 

aproximaciones a los flujos P>. Por ejemplo, el problema de un 

flujo perpendicular al eje de un cilindro circular entre dos 

·pl ac"as. p·aral el as, ti ene soluci 6n 
- ' ·1 :~ '. 

p). 

El .hecho .e!!iencial de. que una teoria regular. de · perturbac'i,ones, 
' ·-;· : .. . < .. -~~: :,,· 

como la usada en la aprClxim.ici6n de Stokes 0 ..... ne? ccí,..;CllJzé:_a a_''.u_lj·a, 

solución que cumpla amb~·s condiciClnes 'a la frontera; •e entiende 

como una ·set.al de _que el problema es 'sinc;¡\.1lar, en el sentido· de_ la 

teoria si·n-Qular de perturbaciones •. 

E,n problie,~as: fis¡cO!;i. pUede buscars~ .el co~por'tamiento sinQ._;lar por 

r'a%onamieti'tos.di.mensiona~.es~ Existe. un;criterio l:lamado 'criterio 

patiiu va. d; .uni~ormid~~ que es útÚ :;·¡:1ar<l determinar· l ~- /ec;¡¿l~ri d~d 
. •··· .. · ·. : ,· .. ·; . '7:.< .. 

· de un. prob_l ema ' l • 

Criterio positivo de uniformidad: Una solución pertÚrbada es 

uni-formem•r:!.te vA.lida en las coordenadas espaciales y temporales a 

.·.·. . . . m9nas:.que·.:el. par~llÍetro de pet:"turbáci6n & sea el 
.<, .. :1,..-.:¡,;_ . .,,~:,,: ~.::; :. ~."... . .. - •. : . 

. ···í'Ciri~itüi:l¡_s:·a "cios··u•111pa!.., 
. · .. -.:· 

. ;E:1i ;~~i~erio• p.:S~rte ~ ser. entendido ahall:andéi 

_cociente .de do• 

.,_. ~~-, .. ~,. ... ~,. "'-'· ~':-~:"' . 
·ei'. ·• P~~•ml!trCI 

. ' •, . 
una dimensión ti pica· mayor, ·que 'puede llótmar.SIJ .la· ;; 1 ~~~i tud_ . de 

referencia primaria" <en nuestro .c.a~o esta longitud correspcn_de al 

radio a del cilindro}. Dicha cantidad es la· base para formar 

longitudes adim11:nsionales y 6stas formiln un primer grupo de 

que sé denominarAn variables <estas 

defi'niciones ser•n justificadas en el pró>1imo ·c'apitulo). El 

comportamiento no-uniforme es posible sólo si los par•metros en el 

" .·•_._ •. , 



problema proveen otra "longitud:de referencia secundaria" cuyo 

cociente con la primera tiende a cero o se h~ce infinita cuando 

cuando e se anula. Esta longitud, si es propiamente escogida, 

forma la base de un segundo grupo de variables que por el 

se 'llamar•n variabl,es internas • 
.. ·.. ' 

momento 

El flujo· estaé:ion'ario de; un fluido; viscciso.alrede.d.or de un cuÍtrpo· 

. ,, i>, ,.·¡. ca~~c~el"~~}.,o s~~~·;!'~;c: u~il .~i;,¡~~~~6n geaMt~i~~. · ~inÓ:· tam~i•n 
,,: ; •.. ··pCl(~~+'~.~~~~Ú~ci'.'.)~~--~~~:~·"'UL~l 17~ci~nte·' ·con ··le_ l~ng¡~.~ct''.\l\i.; · 

".iifiiil"en.~ia primert 111'; · e;'· •~:·.1 ..;.ii111ttra ése R•ynólds, _,i ·•· ,S•R,; que ,•• 

. l"•f•~.•i,cÍa~~-~undari,• noés sÍllmpr• . una• dimenst6n• g•CHl6t~ii:a.' .. 
/:'E~:·'"{~~~.~. lo ~~~•iiar ;~1·· J,.~_ter;,i~ ·Po•i~lva de• unif,ar-~i~a~ na ·•· 

~_r,~i!~~~r~~~t.'i~ii¡ª~~~~s~~~~i ... ~·:<::.: 
. ;~ : 

tratar", 'problema ... •i ngi.il ar••. ' cancici cia cama 'le ' t~ni ca . ; .. · 

• . . . .. , . • r,,. •. ,, , --

\&CoPl:imfentaCd9''9Mpllin•i·anes astnt6ticas.• ·, .. i 

~·~~Í~fli~fi¡~~~~ff~z~~~~¡~~~~;[~f t:;S~~~~~~~"lj-{~i~~ 
'·):·~.~.:· ,/;~.i::,~·.~· ... ,,.. .. _.,·, ... ~/\' .. ··::·:.,>': . . '[•, :;~~.~·~:.~· ·.:~-:1_·-;;.'"-· 

........ ·"'.., ... ~ ·:~· .;.··. . ... ~-,-. . , . º:: ... ,,.:··. '· ,. ....... , ·; ·;--: . . . :;. :·~> ..... "";"'.:.~.::: .. , -..¡·. :··· .· :~:~.-L'.' 
';)._,.: 

.,·, .. : 



CAPÍTULO Il • 

SOLUCION UNIFORME POR ACOPLAMIENTO DE EXPANSIONES 

ASINTOTICAS. 

1 •. I NTRODUCC I 6N .• 

- ~n ····t.• i::api,t.ul~ •• se rflvisoá y· discut• .l• .· t6cnica- d• .f•orl• 

· ·· ·-~~,i~~ú,~ *-·;d,~·; '.~•rtu;ba_c,1 ª~'~.~-" )=.e~~~J~~1 • _e~~~ ,·':._,~~~J.~~1·.'"'~~< 
; e ~it~~;-,n•iCinlÍt!I' '•1 ..• ~.··.~:"_· .• -t.•:_~a.,·t1,._·u1.cc•1-.~n\•'_:.i,:.,_.•.d~r-.:~·-s~:t.:·:~k._•<t•.••·~---·_·"'"Y~:.zo1s. · •• _::rn_·ª, ~.ini•:t.~:1. __ ª"~·-- -~~,., .· 

--.-..: ·.~:):~u.P~~·~~·-.:.n.-. _ - _ - . _ -- - -':P•r•·~-(~~·~~·~baJ~ 

j.1n ~d~i..lada cr,tt•rio, •lc•nzar uria ~aiuct'6n uniforM · ;_¡:, 
-pacta •. · L:. sts1uc16ri qu• -~.¡ abt..i~~ .61~ :~ c-1.,.t.. ••. ~~-V~ 

. -.... -· ' .. ':·. ' ;._ .. ' . .'·. ' ; .~· - . - . . ' .. .. :' -'.. ,.;:-·' 

t.odo •l 

p~iridpi·¿, dlt acO¡,l•tÍlfltnt.a d ••. '•>ir:í•n•l.~n-~'. •. alii nt6ttc•ÍÍ ·: ~ qÚ• •••• 
. . '<'-· ;- . -' 

b&si'ca •n ei rest.o d~l "c~pt tul~- La. ¡;;.cci 6n 3 consi st• propi ament:. - '' -· -· .. , ,, _, . 

:~;~ 

.. · d.i.ia apitcac:i6" del. ""'t.i:ído.:•1 :i::~~t,-e'ic:ta.del· pr:oble•~{ :_s_:. _.· iH.1&trá · '' 

..;,-;_ ~::< .:ii-: ~¡¿~i ca· d~ "~,;~~,...:n~ "r t:O~rp~ai; ~Qnq~•- m~t.~t.i e•. ,Y~ - f1 st ca~tlt . . . , ~ '!:' 

·~1¿i~j¡f if~~~~r;:1f~~f i1~~~~J:~?<·I~:S~}:;1:~nrz~:, ·y ;¡ 
'9'111r,l~,.,~J.·i~~~~-· ~i-;ti.~c·~~óri :s·-~.--~,~1C:a ;a 'ti•cr .. un• :d1iac¿us1*i· i:llií ... 1i:ia 

rltiíuít.ados1 Á an~i'i~. i. - pÓt~c1a11cllid 1:1~ l• ,t~~'fc~· y tlU•. 
'1.· - '.· . . •· .·•. ' •. ' 

1-i'1111t.acio~••·: ·Esto. permite Jústificar .. un nu•vo m6tada d• . soluc16n 

que ••rA pr~t.ado en el capitula 3._ 

2,; · REVISION. DE LA TEORIA SINGUL.AR. DE PERTURBACIONES. 7 > 

_El. caplt.ulo l sirvió de preambulo p•ra visual·izar ·la naturÁl•za 

sineula~-' d-:~ pr:~l~rn-~ ,Sf.. comert1;6 '..l.~ .. exist~nc~ .. ;~: d. ,_µ,n . ft!6t.o,~D 
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sistemAtico de solución que s·erA ··detallado en el resto d•l 

capitulo. Este m6todo es conocido con el nombre gen6rico de 

acoplamiento de expansiones asintóticas. La idea principal detrAs 

'de 6ste, es que una solución aproximada a un problema dado •• 

obtiene no como una expansión en t6rminos de una sol a escala si,n6 

por dos o mAs expansion•s separadas en t6rminos de dos o "'6• 

.. ••calas, cada unA de las cuales·. es v•lida en una parte .. :del 
' ._, . 

. cio111tnio. !:..'.'!• •ticaUs spn 11t•cogtdoás de. mcído que,(~~ las e~¡:i~rls,ion.ltr: , 

_ ..... :~·~~; ~~:-.~~~ ~cUbr~•~--:· .• 1-.:~~~.i.nto:~---~-i:a •. 1-ttt'O ~·-·:·~~ =-:·1nt:•r6s ·Y. cb·>·< ·(~ 
. -,.. . ., .. , . . ... -'r.. .-.\ ... 

dot11inio• de validez de explin!!liones vecin~.s. se ~raslapen'; Si las 

expansiones. v•cina• . pullfd•n .. •er• . ·. ,•_ -- . -

acoplada• C~•zcladas> • Una de las pf"inc:tpales .diUcultadeti . .n la 

aplii::~ci6~ l>r:•c;tica .d91 1116.tOd.o •• halla,.. l•• esc1ila• adecuad.aa' en 
,-. - - :-··· ,-;r:- ·-· 

cada. int.Írval o~;' En• 111 ;' re;t:o d•l. capl't~.l o s6Ú1• ·~~ ".'eq.:...t.d~6:: éj9.:_ daa .· .. · 

/~~;.c;~i ~;+~,-M~~.'.t~~l:ó',.d• ·.· :d~s :~rit:•~v~i i:>t.·J ·F11i1;f~~nt:9 ·.· -~;\ ¡;;i¡i ~i·~·: · 
·,.:,,. ;::;,.,.1:1 ....... cu9rí't:~·'::.~~'.éua1••• ser-Ari ••t••':.l!•c:·i'••· .aRitl.ií~ son dáÍ~~-; /p~ 

t6r-lilinoti l,a 

~unc16n de co,..r-i1tn1:et ya que cada una. de ••tas es v611da en 

"; r1t9lon~s dist1nta1t del HiJjo. La so1Uc16fl.dil .. Sták9s. cantiene ·.COMD. · 
~ - -. • : • ·. ,:,< 

•••--~~-· __ _.,_.,.• •- ,_ •• -•"•••<.-.-.-.~·,~·-···•-r• 

•'~:;.,,>d~i~~~t:f~:~~.f.~-:;:x~·::,,~~~~,t::~~::.:.?~~}~.~n.·~~~l:·.,r~'<;~l?Ji:'J;':~~t•;}~:~t·:~;.;¡~~··~,···"', :'.'\~ 
:::·;·'•ol.uc16n.~ d,11t'!Oseitri. dlip9nde:• .. nc1oa1mente.de .. la. tlsc.alá R,.. •.. ~,~~•;'san· 

' ;:O:.ii;¡:¡~ ~ia pr-fnr;;ipá~9s. ;;~~·~~~·para ·~e,;:;~~· itx~ansianea iil~int6úC:a9~: .,. 
,•.;' -·/.:-.;·· --

cu'ando 11,na 1:oluci'e.n es 1t1Cpf"iisada ca.ia l,Ínia ¡j,)c'partlÍi~ 

<qu •... no necesar-iam•nt•· •• conv•,..t;i•nt•>, sil esper-• c;u• cori unail 

cuantos t.6f"111inos d• lA expansión •• puedan· ilustf"ar los hechos 

e••ncial•s d•l problema y se obtenga una aproximaci6n num6r-1ca 

·adecuada. al .,..·esul tado e><•cto. 

En· t.6rminos m~t..9111Aticos una ·e>epansi6n 

~.<.s>yix> +.fa<~> Y,j,X> .+, •• +~.,<&>y~><> 
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es asintótica a la solución '<•::acta, y<x>, Si 

0(1) 

donde la cantidad & es el par.lit.metro de la e>:pansi6n. En toda l;a 

discusión que sigue el par.lit.metro ser~ el número de Reynolds R. 

Una variable externa .se.·defi ne como· una variabl1t d•P•.ndendi•nt•. 

',:e ind.•P.•ndiente basada _en la lor:i9itud Cié, re~e.--~ncia ~riníária d•l. 
- '. .·~ - .'::_. 

pri:lbhlila. En'e.1 cas;o:,c:teí. flLljc.):ratado la ·v'iíri;abl~ axta_f,n.ac is 
- ' .• ;i:·. ~ 

fClrm~d& .:· p~~tir d,;.·-i'a iór;91tuit ··d• r:.tf.;nl:ia'P~¡¡;:;~~i., a; ' 

. ' '• --, 
ind•p•ndilmt• dilatad& por funcion•• apropillé:Ías.d•. ~~ ·t•l':qu• s•an 
- . ... :. -.··.·,~_:· ... - . -. ' . : .' . 

d•l ar,d~n d•)a u~ldad •n la r•gi6n d• no:.::unUórníic:fád,. d9 'la 

)i?i4:,_, .. _'.J~: .•• _;~ .. ~:.·;~~.íf :1~:]~~:~~.E .. •-.·~_':_._.'._:_\.·.~_•.·ib:::: .•. · ... :. 1.1¡¡~ ~rH•nt• .lt~ ~~r~•tr.o'f' ·~ ;~º yl ~-·· '([f' . . p.,fr~r:-, .1;.{~.~\~tf.~~; . ...-~~';; ~.;n;;i~·.:J ,,,, 
";-. ..-_·,·'.·.,: .. ~.~.·.·:.r· 'Ü . .:'..eal d .. l par.lit.metro R que 'deti.;A sia'Üsfacer ·'.(, '',_ ,.,)' '·+ .. , ·., , 
'.;- - >~;·::· -., :~~.---~···-.:-· } ~ ,,'_, . - , ~ .-;,'"'' ;:;<';,'.'.'> -·.:,+:!~.':i.:,'.:-;.<'<.' ·:·::-·"'>.~···:·•'' ~::;. ·:::::;;>:.-.~ 

,_ p.mc;_~~~-)\' Si'·'. r·_~ :·;~:'.:Y_,_ R~·-:º·~~ .. -.-: .- :_~· :· '.. '~-" .. ~ 

En .jÍtneral, un•·•1Cpansi6" ·asint6t1ca eJCt•rna ti1tn• :liLforma . . - . 

.. f•.?i- 6~<•> -F.,<r> cuando•- o:,r .fiJ& c2.1>.· 

.. . AClii1.:: . .s::..'•a'-un.a:~suc'áíÍ'ii:Sri .. asiatót.ica ,aprópi ailá'; y r' •• una.. c•ntidad 
•'.•f.··--;~ ·, ... e .::.-·-c .. ft,_._•, •. ·,_-:-.·· •. :: .. ··.: ... -~:·,·: .. :._- ·,;:,-·. ~ ·\ -· ··"'-:.;:--, ... ;."'"' ..... •"' " ,r~- ~·..-.--,'·•·•-,.,,•:·-;,·• ·· 

~'-~~"'.'; :"·"'tl-":tla""·•¡cs1 Mrist áno" ''uliariao ~·1 'a" l onoi'tud" d• "rifferenct:a·: p;~¡_;~f·a~··; ,-La;'·'- c;,.7-:·'Ú 
- ·-~---·,,, - .. - ' --;.-.:.~': ... ::,"·~-··: .~ .::· .. -:·~ .. -=--: ..... ",-~.;:~:~-;:~· .. ;~,, ... :.-·-~--- :-.·::;:..:·.>~·· 

.. ; .· • npresi6n ;.intllrtói/"Hifd•fta ·~si'.oJlas funciDr?,•• f- .;. spii ., : r•eufat9a· y 
··,-:' .__ ::,_:.-'.:'·; ·:;·:.; '.'ft-'; ':·"'~'A.~~.'.<i'.''',;.".'?•.-, .:,~· 

·• ·.·11ec;liiri'•••••r li~nc¡uníras.·en cua19u1•r 'pünto d'•nt.~~f;-de~:·. :e;~~~º ~ d~· 

fli.iJ~'\1~nd• los ..,;,_;;;~·enes · só;_;:.·domin•do• por~· y,¡.- lanl;l'itüét éte"' 

refitreni::i& s•cundaria. Estos i:-untos est•r•n en infinito 'si· 1& 

longitud de re-f.er•ncia s•cundaria •• gr;;ande. 

Una •><.P•nsión. mod.ifii::ado, c:;apAz d• ••r u_n\formem•nt• vAlid• 

deber.lit. depend•r' tambi6n · de 1 as· coor-d•nada•, adi m•nsionadail · por 1 & 

9vGn ~k~ef 7>, eugi.•~ .-é \~ d•fi.nlci.0..- de v ... icabl.9 ...... ...,... 
• LnlernG ciada. c:vrlbca ·debérLan .. u•ar-_ _:cleun ~.; Ú~i.c,;.,: ~ 

. citb•~can_t."~ ~,\gu"'°' -cauto~~ MneJcan·\cM.:derL".'~ci.O~ .1.·Cait.~i-n'°'•· ca_\• 
, .. ~ nv•r•~~ .. -.. -~--·~-~~~l~- ~~ ~-~~~~~lÓ!' ... ~.~~cci" ~-'. º~~-~~·~': -~~' \ect.u~~-. 
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longitud de referencia secundaria. Como el cociente de las 

longitudes primaria y secundaria es una función de •• est• 

cantidad depender• tambi6n de &. As1 una· expansión uniformemente 

vAl ida deber• tener la forma mAs complicada 
.... CD . . . -. 

; f = i::· . 6 (&) ;g <r,c> · . ·~ O . . · ;.,~, · (2~2> · . . ... 

·--~~~a--.ll~p:~1.:·,•e· .. c':,~~:~cm.ée1:.no.nb¡.;ll;,de·. ex~i~.¡~~ .. 'ail1rit6~(~~:Ú/ú::~t. :~'.:,. 
····· >·~1t?;;#1~~d·};-~~:níº' •.1: ,pi~~~~tf~ .. ¡ i:p.~~~; :.¡~-~i~~~~~;.;.~~~:;l'.-9*.":H;·~·- ,.~Jr·· .. ··· ·z::.,.:: 

' fÜ~ci~~~~:Q'., y 6~. 6sta no es una> expan•jíón .,as1nt6Uca · ~· el· ;:.' 

'sentido usual'~ ---:¡ , .... _; 

., /'E~ Úi.cil áiaiar la•. dHlcultad~• a•ocÜ.Í:lai. A,la' no.,.unii',~illÍd•d .; 

· ••·•. r~Jii~'i~~~~fI~~~-···:l:_ •• '. •• _•_··.•."e1 :_.1e:piani."_·_~: ... '.-:,·_._l.;_~·.: ..••.. _·•.·.:, __ •• _:n~.:_ •. ~t·.":e.~_·.•_:"··;:_f_ .. J.•.'.· .. :.r.A_~.•_ .. _[.· •. ,1 .•. ~ .•. ·.·_·_'..~.-.:.•.1T_•·_•.;ito.·_._ •. ·.:_:r.·.~.r_ •.•.. _·._·.•:.·;,·.···-··d···-.:····-··.t_ .. ·:_:_:·_~·~:.' ... ·.-.• _-.:_:,.:_'._,_:.\ __ ..•.•. -.-_l .. i. ·'.·····-'-~.•-·-· éítfu~¡~~~,~~it~'; ¡)i;i_ •• qi.,'f'·'Ci4¡¡; .... • . .. .,. ,·.. • '.""'. 
;, • , .. ; • '\~':;):.: ·. í: .'. ' • ;. • ( '. .:'\ ''> • • • .:), r:--:: ! i ~·- • • •: • .- ~e ;' <'_ • 

.F ,;;., S:: :6 ('~) F <X> .· si' '~, > .¿;, 'X fija: '<z~3)' ,,; 
, , n·. · "·--'·• ·. · n· ~, 

Tal COMO l• e>epan•16n eictiltl".'na •• la •it¡>ans:t:6n i int.-na ~-- una 

~t,~ .. • .• a~i '!tc5iti~~'.carjv~~~~l:ifi•1 •... ~a.ai_ ''qu,9-,,',~~li ·.· .. _·~i:i.~.r:~.cio~~~--.. ·.Liii.~~.~.~!5.r . 

. ~}~~t~~f i~c~:i~f €~]c::°"·.~·.•• .. :d·.f :i~·c,,1.:;1'.%1.:°"·.·~}:_~;··.·.-.•.. :.:_·qfu·_·~.}:_·,"_.!_;.°"K.?_•_'.-_:_~,1.-.:.iu~-~-":···'····.;·:·.º··:····.·.•.-.. ~ ...•. l".'_:_.d·.~·······.~·r···.·;····:.•.i:·.;_._--~_._._._ •. L_·,~r~:.;;;~ !~~~~;:~~~~'.:;~~~::~aii~~-~~'.~i~;a • •' ·· ..... .._ · ._ ... l&',.n "> ~r'·-· 
.. '.- • •n·,~ 

'reQión t.nt:.érn• •• inver•a•;.;:,te, · la ·expan•i6ri interna ·ria .. : ,,.,. 
: ~ .. '. 

' .. '... •. ., . 
Qenwral ·satisfacer· la• ccndic.iones .ia ·dist·ancia~ 

La posibilidad da acoplar, des.cansa · •n la. eici•t•nci• d• ún . ' .... · .·•.' .· .· 

dominio dit, t".'aslape donc:ie. a11ba• exparisi
1
ones interna y e~t.r_n~ _•ean 

v6Üdas 7 f. E;.¡ virtud del traslape, es p~sible obtener relaciones 

9>l6ctasentre sumas.parciales i=initaa. 

L:a•'tiici•tllncia 'de ·un ·-d~1Íí~'n1~ :de tra•l'apÍlt· impl tea: ·11ulí/· en ._t~•·ó la·;,', 

30 

.i·' 



expansión interna de la expansión externa deber•, a ordenes 

apropiados, c:oinc:idir c:on la e:q::iansión externa de 

interna 7 >. 

la e>cpansiOn 

En t6rminos m6.s simples lo anterior significa que una scluc:ion 

vAlida en una cierta región es expresada en t6rmincs de las 

variables de la otra y luego por un.- adecuado procese de limite ·s• 

r:equlere que 1.as f.ormas .i'unc:icnales ·d•· amt:la,5 soluciona• stlia· .. la 
',~ •' 

·ni.f!!Ullo!lo ·." .. ;-'. .. · 
~·.,:.:,.: ,,· • ,· ·~~:~~.Je 

E~tÍt principio gtlineriaí pÜ.tcitii! .s;er extlli!"',dido liimpl!,nen'te 

~s. t·•r.m1·no• &r( l• ~&MPans~·e::.n.,· •• 1-nt~ti·~a. En g~~~r.~1 el 

d9: •cOJ:ll•mientc' se'' expresa camol 
. . . . ' 

P,.:il'.lcipio d• acoplamiento a&in.~6tic.c d• '•xpansicnes '" ·' ... 

'fettin 1 endo · 

principie 

"'> 1 

' . . .. . .· ' '--; '• ,. -. . .. . ,, 

Er·· in-.. ima' t6'-mino ·de la · 1ucpansi6ri interna C dÍtl · .. ri·:.....ai llio · ·: t6r111i no 

.. ~~:••·~~;:~~p:alls;_,o.;:::;~.~ll[n•••~~·······;_·~~~;,i~~:t.~~·,; .• ~~rm.i~6~·,.'.dlli;(:.,l,•.- •}'~-~ .. ~-~6n ... 
·.L.•.~jtu·.·;.1·.·.··.,:.·n.a ; e d.t1/ffiirt~1.mo 't6,::,,;i·~ci :~~-~i-a'~~~~~~~s;i ~\i;,ter:~~> . .··.: >'. ···:· . 
~.. . ¡,¡:;y n•scn>c:u.ai•squi•ra ~eis· ~nt:roií1 en ·{1;: p;.6..c:'tiéia 'c~i.iu~~~;:;t..· 
~ :·.. ••cogi ~éi C:cmc n e comci. n+ 1 ~ ·'' ·. 

Par-a aclarar-. id.tas se harA use dm las dehnicicries y d•l principio 

min .. l·a .lliQuient~ sección. 
~- .. .. 

•'-N•-·<- ,• ::_~.,~;_;,,/~ ~~ ,, .: _,.:;, _._,.~ .. ·,. 1 .·, '· ••• ;;.. \·.·>>.'""··' ... •:•:; ':'.._.~:~:~-.~'. ;,,~,l""Ó'::: ~~·--:_"' ~~ " ·::::;:~.:~·;.'. -;: :_;,~'-•~"' ~·,·-. ::..:/·. >;~~·.'" 

·3:~ LA Elc;'LUCION ~ º~>~A,~LUN~ ~:.-~ ~~~l)~~~;v.>~~l:\~~,C>~~ ~;-;;"' i:~~>. ~ . '.::~ 
.• ·;::;::{~~!:~to¡~ .ti ene ~Órno óbjetiv;; '.fuhdam"ental dar .~n ·~sta; 

·· .api:;o1«1·mac1cn•ll'de ·ardlin superior,: ¡¡ las·. fli.(;é;.-.:··ciiíisé':i'totí .c·p-ar- ·1:a11 .. 

apraximac:i6ne!5 de· Stckes y de oseen •. 

Por ccnv•niencia, se resum• la fcrmá en la que serA r•alizadc 

•l· acoplamientc1 se. supone que la expansión externa, 

llamada :por ra':'ones fisicas• aprc>ei":laci6n· de ·Stok••• 

•>epr.esada". en tí6rmi nos de .1 a i'unci ón de. c:crri en1;•· como 
CD . 

., ;,, .'f;ao f n <R> .,,:, <r ,e>_. 

:sl 

qu• ll•rA 

PU•d• ••r 
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posteriormente se supone que la oi<pansi6n interná o expansiOn de· 

Oseen toma la forma 
CI> 

'I' = 111
0

+ ~=•Fn<R> 'l'n<Rr,9>, 

donde <r,9> son coordenadas polares cilindricas. Esta forma es 

sugerida por la,·cdridición de uniformidad en infinito <ec. <1.28>>, 
: . . . . . 

; 1 ~·.;:>el '"pr~ mer t¿_~i.r'Ío.:de . 1 a ex'pansi6n no depende., de R. 

:· 91 la~· .;~ies so~ 'co~~~r~ent .. ~.det>e·C,C~rr'ú·,:qÜe•' 
'': :,:,,' .,.,,.,.~ ~'~:.~./!. •' ~··,~-• ,,_,~.~• ·:,~·,.·,v')•'-'"""•~- ·, ';' .: . .:~ '';,'.: 

. :· .. . .. ·· 5'.t~·.t·.'f;> :' •. • · >óic ~~~~i~Ztíi=,.~ :o ., •.. _.1 .R,,--. ·o. i'\ ···. <:?. 6> 

,,. .y ... , ..f_ .. 
0

'. se .iia~Ú en~ ' acot~da •. en R='o •. l..a _;atit~ció.;;, cftt. 'estás 
.·. ··;:·. 

· eic1:uins1on•• en·· ia~ . it~u~ciones de N~v1ei-,.~~c'kes li,•var6 · a un 

.•. , t ::~ • 

_c~~U~~c:J C:I• ;ecúaciC)n~s .. di ;f~~enci'~ies· par~ 1 c!J' coeH ci antH .,. n y, 

. e~: ·:~:: ,,''.:!~~-?~~:~]~~o.';~·'.~;h~j~~~Í~~:-l:~~~i~i·¡~•s fo~~{~::··~.• .1 ª: f_r:~f~7~~ ·. -~" 
.. r:·• '.) 41ipl~.Cabl.ec'a/·cada:':exp'ansi'6n';.:(la CClndiciórHde no-:'adh9renc1a>';para:.: fa·,.·::.:;,¡;· 

1,',1i~~!'i~~1f.~!!~'~-~~.~~i~:~~~~~{;:t~~~±~rf;;.i 
) . •, . -· .. ~'. . . . '-·. . ' ' .. ,. .. '•; - ' ' . - . . . ' ...... , . -,: ' ;' . "' - ,. 

-~.- ~, prin~¡~io; ~~rt,va.~~~>d~-1~· ~i~~a si>i'uc16nincA~ta'.' . (~~~ no 
-;.:·· .'~~.: "' r, .·;. , , ·;~+, :<' :• ... ,. .~· 

~*ii~¡g~~~+~~~~!~~~~~i#·l~;~.~~t~i~;:,;it;~ii; .. ~·· ..... \ 
f';_'.: •, · ·.' .. •l!P~Si6n., Asi, ;Rfi' .. P.f!?,Slble ,de;ter;:111iner::'. _alternat.ivamente ' .. t•.111inos .. ". :.~¡.':i;,:: 

§!.>:. ,_::;d~)~g~~~~:f *~-+~:~~~í~~{.~?-~~?:t~f ~1ti.~~~?!1·;~~~ri~¡~~~,z'.;.·~~·~X'.f~~~fo• ....• -'.;µ~H~p;···¡J/~-~;:_. ,\~! 
·~·-·· .':·~'.•11-a•:~.cainciden,.•.c:uelquier:.. cifilen; ;:l'íí-.l!,~~Í':'J~-W,;·-~---- •><actitud.. · , · 

.·;. ,,:~~t.inuand~;1a;~·:r111: ~- ~~íi.~'1a d••e><pres~~ '1~~;:~ .. ~~T;r_~tr• 
,:: ., ;::· . ' 

1,& it>épenlii6n •><ter;na • interna es '1üiata"'. · 

la •><p•n~i_ón interna- 9 por el f~ctor R esto •• 

111'• R • , <2•7>. 

· .. 1 •.• _ic'pansi6n interna se o~tiene~de expresar: la. e>1pan15i6n extern~·. 
·en. variables_ intercnas • 

• 'é •· ~ 

··Ci;.'1·.:tratami_enta·;.::l:.-a· e1<presicn ·:<2,.7'i .. dÍ!_bÍt:.•jr:.· entendid• colllCI· 
" ;·· " '- ~ ;•' 

una 
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relaé:i6r:i entre -·éxpansfones asintóticas en .el cual la igualdad solo 

se mantiene bajo el adecuado proceso al limite < i. e. 

v•lida para los.términos que aseguran la igualdad funcional>. 

Por comodidad, se recordaran las expresiones de Stokes y de 

Ossen para la ,función de corriente. 

_Stokes• º• <1/r -r + 2r ln r> 
CID 

(1.29) 

Cr .~; .ll<21'!0r> l.sen 9 -'- ~ ... 11 <28~>4"<ª/aRrl 

Ahora se determinar• el. pr.imer término p~ra :lia -f_unción de 

.;:é:orr-i.ente·. F:J.sicamente, es_: PlAU5ib,l• 
l ;~~ .. 

·que· _esperar para que· 
'..,..,e·, 

1•: · 
'•;,:ci:f1~ici6n de . r_egulaHdad en in-finito .s• , cumpl,a, el.- t6rmino 

., '. .... ': 
_dominante en la expansi.ón int-~r"'!a <ec· <2.Sl ¡· debe ser· 

:«_~::i~>·é. 



~:··~--''":'" 

-'1'
0 

= p'· sen fi·. 

P~,;. otra párte, al sustituir. la e>Cpan!SiOn e>cterna <2~4> en la 

ec. <2.8) se encuentra que el coeficiente de f
0 

debe cumpl:ir que 

~"'º=o <2. 12> 

la solución a esta ecuaciOn se obti_ene t"omando en cuenta que 

:~~i..1~ci•::.it. ~-~'t'.~~rl!~~N:'' '.:i;;~~~~~r;:-·;~-~.-- ·c:~~H:rtti~é:1C!.n_-·· 
t..,.atrici 

. 'J~riablÍt~ •'i·.n .. '1!;.;~~¡) ~º ·~~~-~-- ctit''O<~{. :~_br tarito 
' J.'-· i ·- •. ~.. . -

:-·:·· 
~ •f·-r_-·- .. ·· 

'!! -.•.. ,· 
·"" ¡.;· · .. -...... ~ ~·-;: ·-r 

··'Lo• r-•• ~1tado• ia~t•ri0ret1· ~•r:-rniten ••cribir "º· cOlllCI 

"º,.;; .~1/2 c2r Ln r - r < ~:-&/ .~•n 9; 

:Y.;_ ~d·~~ 

La. solución .<2.18) ... se· 

·. '- -

+ .r~> >~ s~n e + •. > .... 
-·~' ,-. 

corioc~: ~om,o .1 a~ solué:ión 
·.¡. . .... • r·--r· 

. '.":;·,~~~·t~---:í 3 .. :;_~::: ',-. 

_:;­
.. ,'.:." 

-.. · .-~:.: 

<2.18> 

'.".;_.:-··': 

-~' 
:¡· 

.. ~,..r: .. 



Nótese que bajo esta técnica se· logra conocer el valor de la 

cantidad o, que antes quedaba indeterminado <ec 1.29>. 

El siguiente paso consiste en calcular el término a segundo 

orden en la expansión de Oseen. 

La función ~o representa el término de corriente uniforme, por 

ello, al sustituir la e~panai6n (2.:5> en <2.10) y tomar .•n cuenta· 

,.·-, ·;;}ias<.é:~'ntribucicn.e:a a .pr:imer, orden;, ;ia ec:uac'idn resultante e,• 

.·';~o;:"~·~~~~·-~;-~'(?c:~."1:· ,:~K!~ .. • '~.•. ,, ,., 

una pri merla integral acotada .en i nf i ni ta es' :. .. 
'.: ~ ••""' e,¡p(l.12 (> ~-•Án K~ll/2 ,:O>. sen ne • <2.21> 

.. ' .~ 
; .: 
-;;•; 

·· , , .-,· :~ciri·d~,: i·as·:.: .. A';: ! san: ':c.~~St·ant••' .. y·::· K·'·0 ¿¡ ·~2·· :o·p·~ sán :f·unC .. :ran·IÍ·~---,_ ~Qd_i-~t~ .. d~• 

•' '.E~;~b~:;~~s.~·~i:; ~; ; ~f;dtf~-}~~~,~-.. :. '-~l,i-~:;;~~~~~--é:¡~; :~111: :ac-~P.i·~~~~.~~: ~~~~U~L-~~,. ;;.:, .. --~:.:-~~ 
·;: .. ,:~:_· . ::,~M:~j~.~l1t·,.~~~t:~-,r:~~,~-·~· 'i!:·!'fg'~{,1}~/ f~·~·· ··.·· .. ~ ... · ·:·:·.·-~¡ ·:. 'l_~_ .i>. y~¿~:i 

)"-' · De<'la:Cso1Lic16n de .s.to'-'e• (tite'.. <2.19'>.>: .~ '~~':l~~~r'~ ~µ~::' ,•, ·»: · ... ;: 
f

0 
·~ "'º ,;;'2/<r Ln FO sa~·9. . . <2.22>. 

Rúscribiendo la ec:uaci6n .<2;2,1> en- t~minas de variables. interna• 

Finalmente, la ec:uac:.iÓn <2.23>. se hace 

·_·,• .. v:. •.= exp < 1/2 p)' K, Ú/2 p) sen 9, 

qt,1~.'.a.\, i~_nti¡tgrar da 
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.,. •.- ~-a-n. ( 1 /:?. pl. p~'sen n9./n + func:i ones armónicas, <2~'26) 

donde (2.27) 

K• y Im son func:iones modificadas pe Bessal de orden entero. 

La func:i6n •a deber.A tender.ª cero para valores ~randas de p 

-' ¡::iorqu~ en esas regiones, !o es do~il'tante, ·y i•• •funcic:inH 

.:'{j~:.;:~,;~:~--:~.~:~?0:~~·<1;.,\)~~~o ·... . ·:;:1_\ .· ·<. >:> , :'~ .. 
• <' ' ::i~&~fj,~~~?.~t~~{ri&;:-.: ' . . .·' ' ' . ',:',"»_ .:. ' -~ ',-- ·': ~-~··{, ~',.:~\/~~f{ :'~'. - ' -.;, ' .. . ;,'• . -~ 

.. r' · \ '. . L:a· i::i¡ind1é1dili''ciiit aC::cij)1am'19ntc:i .ín-.t;;e iR ~;: v •· q':'iit'n · 

• R "'•· -R/,tZL~ R> ~f{ Ln .r·.~·~ + r'."ªf> s~? ~ ~{".' f&CR>9'6+'.':~. 
~ Rr ••n .• • + i/ <Ln R> . < ~-n d.¡2 Rr> · .. Rr e -n .. >l'n. ~. 

,: ,;Bi<Rr>~.sel'tl'l8.i,. >';,.· ·::·:: ... ·· .'•· <~.-~>· ·: 

1~1;1 i~~-~llllilí~'~Í~:t~!~~~CL~~ 
-- .: 1 ; .;'··: , ~'·:· .ri~;>·...... ¡ .·, 

-..: . ·~.; . ' . ' . - ' . -· 

' ' :.,, ···;:,, .. Le' u~i~_ided :del ni6~CI~ª .. ~s: ext\~.bi de . de .. un ;~a . td9 . ~ener;:,a,1·\::·a1 .. 

¡i(;~~~}tf0~~~~!f~~~}~~~i~~1il~fü~~~~~;~t~~+~¡~s.,.j=~·~z~.ft;~~~~Er;E~i1,~ 
,~~~~~t (''.\i '·. ·"~~s~~;~~lJt~T:I:~EH~~~f!},,:'::~~l~E~Ei~:.:~;~'.:;, .:~: .· ,'' ·:::.;",;·j·;i:11i>.r::)f~,~~~/:'.:' .• ';;.~,;~.:; 
. : .. ·. -~:f;;:·~•~··';¡c;~().~:-_r:¡::~i:a'f.ti?t'!!t~ :tc:z:z:~~g:0 ~~ •. ::c2.:~1~_;y;_:~•· .c.:~~va.: : 9ue.':r::·;i•" · , ,, .. , 

· , ''i;:uhií::t6ñ dtnH.alC•li'.'na'· cantítine~.ti6rMtna• ·éi9 1'a farH:·"- <Ln .'R)\4'~· . 
'! :)~!::,;>~;.:;~ .• ~.~ et:C: •. ·f.ar·t.an~~.·-;·1:~ 4~¡;~,i~éi:~<~)j:cl~be ••,:.. '.,: · · ' 

f. cÁ> '·· • cL,; :R>-.-· .· · c2~30> ·n· . . ... 

en .l• e><tern• · san 
\,'• 

expansión 

~:·.;¡ :.'.'.Canetrui·das~ ~ad A\ une sAt.1_.-f.ac9- ;·1' A ... mi.smA.: itCul.Ci·6". de. Stokes0 las .. 

. );~rminas d• · t .. nílrci~.· san' i mportant:lt• . en 
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dinAmicas y los ef6ctos sólo son sentidos a trav6s de la frontera 

externa o la condición de acoplamiento. Esto significa que los 

mismos argumentos aplicados para la solución general de "º serAn 

aplicados a las soluciones generales •n puede entonces ser 

inferido que las •n difieren una de otra solamente por un factor 

num6r.ico. La expansión de Stokes es entonces reducida a la forma 

... "". f <R> '1
0 

+ O.(R>, 12. 31 > 

'dondé _, ::'fi0 ".',: ~2r: .Ln r ..:. r :+r-ª> 's~n e:, 
>:,:'.·. :'.· 

y : .. i:(R> ·= ª• (Ln R> ~•+a~~ <:Lrj'~~',Rf"=ª+ • • ··~, (2. :S3> 

con ª• con•tantes; primer t•rmino ya ha sido. 

calculado <•c. -12.17> > y •u· valor" r:••1:11t6 .••r •a= -112. 

·s. calcui'ar,6"al'lora 9 ; .. Para •llo, •• n•c•sario encontrar 
. - - - .· .. · a . 

. ~ohici.ón, d• la ·ecuación 

-'~- ?:<.$•:.~~.Í~> ~ .. ·~~·:.:~\1p,~~·~·-~~·:~•l /1"<~•:; SF. 

':j-

qu• ~~o\;i;n-~éci1/sustitu1r ia':e><pi-n916n' <2.5> en•-. la'5 : ecuaciones' 
, _,, .. 

<2.10;' y tomar en cuenta_ la· relaci~ <2~ 29>; e•to .ii, F .. ~ 
-~Ln Ri-•. La solución involucra una int•gral particular d•l 

·~-r"--cho .y una . .f.uné16n camplmrn•ntaria d~da ~o~, .. <2~ 21); 

·.~'..:.~::~J;~~~:~~~· ~.:;1.:~::.~.~~~•Lc2~2s>.;,y ... :1•;" -~unci.~n.: ·~,·t•~:-
· .... <2_~·~~><1 'di .. ~l~-,~/·•••• obt1_19r1111•. ~· .. : .::,.,/';!e,, 

-.. ,, ·: ,,,·· ·:..i/¡,."ac•.~~!~·~ ía<.O•e~~ exp< 1 i2.: '>?i .. ?n <p> · .... ,. .. ~riff;~, · 

<~· '·. ·<·:~~;·· 

donde g <Rl• a ·, 
O<R;~, 

g
2 

CRÍ • OCR-al, 

gk<Rl= oc~-•,. k .>2, 

.Y las 9.., son ofunci enes arm6ni cas. 

lado 

(2.36) 

Si ·se hac'e 9:, •.= e><p (1/2 t> v, con Y ur1•. funció".I au><iliar, Y, 

se sustituye en las ecuaci.ones <2.34> y se toma en cuenta · C2.35l 
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se encuentra que 

<V:, +1/4) 

.., 
V= ~=•gn<p> sen ne. (2.37) 

La solución de <2.37> por el ~todo de variación de parAmetros da 

CID 

V:, •
2

= ~=ahn<p> sen ne+ función complementaria. (2.38) 

.· · .. n• . . , .· ·. . 
'hn<Rl= D<R · >. ,•xc•p.to.par:a n~l.dond• 6sta •s dlfl or-den. d•·R. 

) .. !=Ís mismc;s arguHn~os us:ados. par.a •ricon.tr-ar:<•l segundo t6rmino 

·t•' •><t>•ns16n inter-na· <ec. <2.2S> > .son aplicabl•• . ··aq~J,'~ · .••to 

·. SiQniHca qu• la función ca.pl•m•ntar-ia ... ,. 
. exp<l/2 p CDS e) .i<.u12, p> sen 8, •ntonc•S la. •cuación' (2.38)' ••r• 

" ·:.J~~-·~--i~h.;¡<~> ••n ne -t: IJ&•><P<112'p .;os eiK.üt2 p> s.n ;e •. <2.39> 

\;'-:~- .. :;t.;,;,'._-:: ~"·.::.1~.·:.¿: ::, .~;. -
·',·", 

CID . .• CI> 

.-:~..:· ~-ª•-n <1 /2 p> p <s•n ne> /n + ~- "n (p) ••n ne • (2.40) 

:.:,.":~t:er-na·r-.:: ~~·:" d•'.u~•.:cantr1a,:u'c1~ .ze,.;<~~· !:U~~-
_,,·;_, ' ,,,, : ' . ,. . · .. · .. ' .-. ~ ...•.. ' ... ;, ... . . . ' - . "' .,,~, .·.- .. .... . 

t .. ,, .·, ·---

• '<f
0

<R>y ... 
:.;' 

···:" · .El'acapl.,11.~11nto ·r-1rqu.t,er::111••ntonc-· qull. 

e·· <1/2 - y + Ln 4>. . <2~41> . ,, ·, ' ' ' 

El.' t~mino d• .. vDl'"ticidad .v;. •. dado por- la •cuación <2.39) pu•d• 

ahor-a ·••r- acoplado al cor-r-•spondi•nte. trmino R-& ~... del mismo 

.modo que <2 •. 22> fue acoplado con .(2.23>, .de ello r-esulta .qu• 

:aa= -1/2 <112 -y + Ln 4) , <2.42> 

··donde·a
2 

es· el coefi'ciente de <Ln R>-z. en· la ecuación <2.33>. 

Las expansiones exter-na e interna hasta s•Qundo or-den son 
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respectivamente: 

• m t-1/2 <Ln R>-&-1/2 <Ln R)-a (1/2- y+ Ln 4>+ ••. J 

<2r Ln r -r + r-&, sen e + O<R> , ... 
• = Rr sen e+ <Ln R>-& ~.&•n<112 Rr> Rr <sen ne>/n + ... 

<Ln R>-a<l/2 -y +_ Ln 4> ~s&·n <1/2 Rr> Rr <sen ne> /n 

(2.43> 

+ O CR2 > <2. 44> 

funct'din:_dlic~rr-ientil., permite calcu1·ar-. de-una maner-a· in-di:ata 

el coef)ctentit: de ar-~astre, 6ste r-.t1tllJ1ta __ ur­

c.• 411/R 1: 6.:- o.e7 <6> 8 + oé.S•,], 

donde 6 < 1/2 - y + L'1. 4/R) _,,~ 

dada par: Lalllb par-a ·"el coei'iciente 

C!K•;u. :scin •.. 
. ·-. :·,~._-:' ,• .. ; 

·.- .. :::;;;iE.Í:.pr:'~cedlAii'ento. l.a•~daillqLiJ. para, calcu_i.; •. y lu..Qc)_. 

<2.4S> 

ar.r-astr-e 

''·' : . . - . ,.. . -:~· ' 

;_;.: Üll~~C.,. sucnlvafllÍll\tÍi • parll caicul'ar- :9 : y . a • . Cada:·-•: 'd~1ti':A 
" ': -·,' :'-,~·:··,._· ... _-··. -.; .. ·.···':."-·, .. :_ .. _.; . :.•.~; .... -

.can•i•Ür .. de una-. i'unci6r; ccimplR1eiitai1a 

e • 
. CD 

:E ~ ui2 p> p sen ne.in, -n .. 
can c:.un·a con•t•nte y •d1;ua6,"s:;; una 1SC1luci6n par-ticuler-•· .............. -

... ,.,,.,.··.-.··.·· .•.......... ~"'.&..~"':.~i{,;.;:~lllf' .. ~,;,. "'"'" "··-·····. 
·dónde a .,: .. 'U ene· un cOiilpárta•i enta s:t.1111 lar-... al eslt'.:'i\I • · 
.... ,-. ·.. __ .. , __ ·-e··· ·-·-.· .• ·.·· :--<· .• . : - .. : .... : ... :· ...... : " .. 
L-.11· ;1cf)r-.Sionlís an't.;.:1a¡...s c:~.utuven :llohic1ól'\11tl' 

--
"valii:lll• ·é;.r-a la· ,._~1~. d• flujo. 

4. EXPANSION BENERALIZADA &•> 

El procedimiento •ec;iuido en la •ecci61,- anter-iar- se ha l.lmitado 

a calcular- t•r-mino• que contienen cama coeficiente•, cantidades de 

la forma, <Ln R>_,._,,_ para la IÍ>Cpansi6n· e>Cter-na, o <Ln R)-n· para la 
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e>epansión interna. ·No obstante, la e>epansión e>eterna siempre 

contiene dependencias en t6rminos de O<R> <ec.<2.43>>, y la 

interna en t6rminos de O<R8 > <ec. <2.44>>. ~stas cantidades han 

sido despreciadas porque son trascendentemente pequeftas cuando se 

comparan con <Ln R>-ª, si R___. O • 

Un punto importan_te en la discusión - pod1 r cans•guir t6rminos 

d• ard•. super'.iar en _las e>1pansiones para ver •l 
'' ···. : . ''. &• ' .·· ,', ' 

Skinne"'·· · ·>.,'-calculó·: estas 

comportamiento 

'corrmcci .;¡~Íts 

en .. · la·· 

secct6n·2 de 6st• ~;.pitulo. Su tratamiento consiste bAsicamente·en 
' ~ - '. ' - . .. ' . 

realizar un acaplámienta generalizada dÍt las Ít>1pan1Íian•• •>eterna e 

interna, ••to e•. - propon• una e>1pansi6n 11t>Cterna de la forma 

<2.46) 

,, 
~-ori.6•, tLn c4jR;'·_-;,.; 11~3-•-. Est~-;~~r:11si6n ~~-~iaui;iit;.ietl:ci•··1a 
~~~i~iiú'6n ll!>Ct~~- 't~:~~:Sf, v'd~i'a-:fa~·~ ';~~i'ictta•cS• iia ,.41tJp~n•i'6r1· 

. -- - ,·: -~, .: . ··.·'. -
interna <2.44>, que.depende esencialmente d• R. 

Cuando se introduce la expr••16n <2.46> •n la ecuación <1.16>, 

. que •s .la ·•cuaciÓn .dinuica _para la función de corriente,;. _resulta 
- .. - . - -.; ~:' - -., __ ,,.,_.. ... . . . 

.d•' ité:uaciciri••· para, cada' Dl'.'.deo .. "'""'~ ' 

• .. < . • ~~.+W•J ,,}:;.c~;·2./< 
·-· .,.-+_i:ir .J<\ji -~ ~.-.·>•11r>-.n.,0 ; .,...,

0
-. >· • ·o· .. 

' • ' ' ,& - ' ' ' ' 

' .e;.,..; .- • ".:;t - . .;:-~,,_.,.,. ~: :,:_, -,~_,"_<,\,. .,_.'. 
.: '·.-.: .. ,· 

. , c2; 47~'a> · 

-~ . - ··-<J ,·,' 

_(2 •. 47.;IÚ 

.:•·<2 •. 4_6.c> .. 

Por otra lada, la e>1pansi6n interna <2.44> contiene: funcian•• .41-,., 

que desarrolladas eMplicitament• tienen la forma 

-p -.(p/2) a p CLn p - <Ln 4 -y+ 1/2)- 1/2] +1/32 p8 CLn p 

<Ln 4 --y+ 112>-1/2] + ~ •• , 

-1/2 p -
2

Cpl2> a 1/B p 8 Cl .. n p-:-<Ln 4 - ,Y + 1/2) l+ 1/192 p"' 

CLn p -<Ln 4 - y + 112>- 1'/2l+ ••• , 
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Esto p&rmite aplicar el principio de· acoplamienl:..:i · "'"'i:i-totico 

entre las expansione~ '':?. !'!6' '/ ~ = desarrollada en forma 

explicita medi~~tc lr: • 2laclones <2.48>. Es decir, 

~ant~n~r la igualdad funcional 

~ ~r<R>,9,R)= R •<p<R>,e,R>, <2. 49) 

••t:á, cama ya ·••.· hli m•ncia.;.ado,; :•• .cu!"P~• sólo •1 1/r <R>· y · p<R_> . 
,, •'',··~::' ,·'._'/,~ ((:~·,}~;;;:.-_-'.· i_:;. º",,'¡•; . ·'.'. --•, . 

. -.'.•an-.'od•;,.0<;1.>.,.cuanda·· R~--o•. ,,. -:-· . ,_. -'"·«·: ·,· .. 

:'.;jj~);~~-~~~¡~,"~,c~~'i"~if~,d~iii.iÜa.1c~i¡;,~:~~~~-:~/~~t,~ .. ·~~: ~~:, ·, 
• 0 k . :· .- . '' ~- ;;-."·-·,;-.: .... · -~ ¡.~·;,;_;,·~-~. ~;:.j• -~\~·~t 

. ·. slrili lar. a'· los real izado•."" la; 11.icci'-ñ ' .• n~.i-:iC1r •. 1 ric,i _' .· ab•t:ant,lli•. 

:fa •Dl uÚ6n' · dada . . .. 
··._- .. : 

.•n ·•1 capitula 

ant.ílriorlll•diánt:• ~r,·:~~~ .. ~~1111.~t,t:I a ··bajo' ard••\. Cpr¡i11l9l"Cl1' 'daw 

t~~r,~-~~~~~>~~~~~50r~:2f ~1'~~~s0~~~f:~i~ "i~:; ; ,;'.~ 
,;: .:::.~.'.::.;.{~¡;~~i~.~~t~:~::-i:;i~~]<:-·.'.;' : ~ ,· ' . . "'"'.~:;:··-~i:;·: .. : "'. 0~&~:'.i~::/., 

. ',f::l P"'.DP~it:D \ fund-ent:al. .d9. . ...,c:aritr-111'. , uná t1alucl.*' 

unt.far--nt:• vAHda en .t:oda la r'11Qi6r• de fluJa, · •• ha. loar-ado~:.'.La 
~·~1-~c:¡6n final dada par- t'a •~pr••i6n <2.S~)) r•.Ulta •er- .·iéxcítlent:• 

para .ntamera• ii• ~•vrial d•: ••nar•il.' que o. 4• .<~Hil• f. i i;lura : 3> , p-a · 
. . 

:par-a·~. mayares¡, .. ta car•c• d•· s9nt:ida •. 114• ;a<lln, lD• t6rmi na•: .. _d• 

D<R> &n la ecuaci~n .C2.50> <factor de' .. 1/32) ll•Q•n a ••r .111ayorea 
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que las cantidades de 0<6'> si R > o.ooooe 7 > y en la practica no 

son del todo despreciables. ~stas constituyen severas limitaciones 

de la solución obtenida por este m•todo. Es evidente que el 

formalismo no tiene nada mAs qu• ofrecer en este problema. 

Se plantea ahora la pregunta de si serA posible resolver las 

ecuaciones no-lineales mediant• algCm otro ~todo, y de ser •ste 

el caso qu• utilidad prActica t9f"ldr1a, comparada con la solución 
-~ 

anterior. El siguiente. cap.lt;ulo ti.ne por objeto presentar un 

. e~ulllD~ d.li solUc~c!ln Á1t:lirr;-auvo1 estii.,...t:octo 11• sida ·d•s•.l"rol lado.' 

iau~ ,.;~ct~t~nt~ por &ata y Per•l,ta-FÍlbi a.,, lc:H; pri-ros 

l"..Ultado• sugi~en que la soluc:ldn alcanzada por dicho 116toda 

podr.la ser.- en la. prActica_ Ms cttil y d• cierta:. manera, aAs 

acc-tble desd• el punto dli vista f.ls:lco ·y- ••t_•Mtico. 



CAP!TULO I I I. 

SOLUCION UNIFORME EN SERIES 

POTENCIAS 

l. INTRODUCCION. 

En este .. capitulo se desarrolla y discute un nuevo ~cdo .. de 

... solución _'Cii.le óti112a: la t•cnic;L ·de• series .. de·· potencias. 

La OIÓti ~ac16n cle:.tn.iséar -.qu,.;inas ·~-- sclu.;i~n ·ait:'ir:n~tt'.;,iJ;. •·.~· ~d~ 
· pres~ntadoa· •n los c'ap1tulos 'antil!riores· es jusfrf¡cada . ·peri .la 

.·.: ..• !' 

dificultad de consegúir ·acaplaini•ntoti d• ord•n sup•rior. Los 

t6rminos d• corr•cci6n, qu• r••ul·tan de tales acoplamientos, san 

trascend•ntement9· PlfCIUIÍl'lo• aGnqu•, como sltvio. 1tn la' discusi6t:' .. al' 

final d•Í. capituló Hó ntos' dan ttn la pr6ctic.\a .. ccint.r:ibucion•• 
.• :•._ .• . - . , • - .. ' . ! ~ •t .. ianitie .. at:lvai'.a1 c~uc:lante ;de afratltr•. ... . .· .~ ~:·. , 

- - - - ~ ;···.' . ··1.;' ... - ··.~ .. -

Ei · nü9vo. tr•tamiítnto .,•s'.í;,r'!~t.,-1:10:)•11 <•u pa;.t• ·.iit.s fuf.Cialft•nt~i • 
.~nlt.lisi~ ~relimifiar~tl· muestran que ·•.1· f~rlllaliti•o s¡j'gti:ldo .~ , 

cualitativamente corr•cto • 

. En la secc16n 2 de._ esta ca.,.;tulo.· '.!!le propon• .un c~io d• 

": ::::;;;.;):r;e~~ªr.i.~~i:7···~~·i·~; ~?.~.!~~;.~ .. :~d~'.:~. _:~;.:,~,- ~'.'.~~~:~~ .. :: t· ?.~!~~:·~.~~~·; d• .... 
.... ·tas •cuaci.ones•dinlulltcas· d•l.·prCllJl-•~ .L.:• .. secci6ri "3":~·-'./'',dedi«c•-.··:·••""· .......... ,, ,._:>, . -·~·-, <.-.. -.·- .... i ,·-::>:;"_· .. ~·~'.- .. :· ... :·>'::·:.:-·~~-~:.-.;:_:> ··:.:'.··.· ... ·::~\.-·~:.."~:':·~-.. ·~: :":;-,.·~·~:'/:'.<'~: .. , ,·::·,_ . 
...... Pr .. •r:ttar.·la. mmtéiClalGvi• ·. dllÍ. soliJci6ril,; 6tlta ;.Upcm~:-:in··.d•.s.ar.r:-oÜ·CI• 

· ~aries ~otenci a. de lcis ciampo• d~ ~~ie1cl.d'ad y 'preiu~, .. di:iride • .el 

parlt.metro de las ••ries ••'la ·nueva· vari.:abl•. Las cond:Í.C:ian•s a 1• 

rentera son usadas par• des.rrollar un ·~adó recursivo qu• 

resulta ser clave en vi•• a obten•r la ·saluci6n. Los c:•lculos 

realizados permit•n encontrar una nueva expresi6n el 

coeficiente de arrastre. La sección 4 es dedicada a ar{alizar los 

resultados.y se discute el aspecto .cualitativo d.e la solución. 
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2. CAMBIO DE VARIABLE Y ECUACIONES DE GOBIERNO &•>. 

En los anteriores capitulas se mostró como la no-linearidad en 

las ecuaciones din•micas dificulta enormemente la posibilidad de 

encontrar una solución consistente con las condiciones a la 

frontera. Recientemente Soto y Peralta- Fabi ª'> han desarrollado 

un m6todo que considera tanto la no-linealidad de las ecuaciones 

como la!!I condiciones a la .fl"'Ontera, el fórmalismo seguido e!!I tal 
. . - ·, 

quw se wncuentra una solución uniforme 11n_ toda·.'·•~-: ···~acio. 

Una -verit'oíja 'de este IÍl6t:ódo rils~.Ct:o a:: loa< anterior.•• •• :fa 

aimpliCidad Hsica y niatell!At:ica. No obtlt:a~t:e, .un.• dtscusidon. m6s 

· det:all_ada r••i:t_ecta a los -.alc.ances y limitaciones' dil' ;.,.t:e'aer-'6 dada 

al final_ del capitulo. 

La ·basw" del ,1116_todo •• un c'ambio dit-_variable en la coordenada 
' ,· ", "~ .. - -· 
radial, el 'cambio de-variable prapueat:o en Soto,'et:;·· _al'.~· 

~(t;¡u~;nt•:f.Pr.")a, i~W. · , · 
t:i'ene la 

· ··»e : =·': 1';_; · 1. Ir', :: .<3.n 
~ -. ' ··: .. : .. 

·c1~nde r .... la coordenada radial. adi ... nsianálizada''• _de aqui resul t:a 

que 

x ::o en r ~1 ~ y x ~ 1 en r._~ -~ co.· (3.2). 

L~~ ·: .. ·.cú"a·c·i C~es .· -~i-n~~i:~.~~ :· -~-~~~~~i10ri~l'~~-¡:~-~:\ ·'.:::_•,:, .:::, .. :: 1 

• ··~ .. r • :~-':' • 

'ci'lindricas <éi:~(l.14>) :son niCÍdi°.ficada•é.pár'el calnb1·a;de variabie 
" •' . . . ;:_··_, . ., .- ' .. , ....... ''·.-. ·/ . • . !_·, . . 

d.t forma tál que las _ecuaciones de N~vte~-Stokes y cant:in~id~d-son 

·ahora 

RC<t-x>ur<4'urlaJ<>+u9 <ctur/4J9>-u: l = -<1-x>aptax + <1-x>•ca8ur/4'x8 > 

. _+U-x> ca8u/.S->-<t-x>ª<au/a>C> -2<1-x> cau9 14'9> -<1-x.>u,., <3.3.a> 
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Rt<1-xlur<au9 111x>+u8 <ai..18 1ae>+uru8 J = -llp/118 +<1-xi•a2 u 8 111xª+ <1-xl 

<aªu
8

1aeª>- <1-x>ª<au
8

1a,:i +'.2!1-::) <11u
8

1ae> - <1-i:lu
9 

, <3.3.bl 

y 

<1-><>_~r/ax .+ <ctu9 /"9l .+ur== .o, 

respac::,~ivam•nte • 

. ·i:·~/i:ondi ci orie~ a 1 a• ofr:o;.,tara : &e. hacen-. - . 

. u~ e~, 8>''. .;· Li;;fó~~> =.o • ·f 
u .. <1, 9l cos·e , 

<3.3.cl 

: :-~": - : ' 

(3.4.'ti>. 

ue<1,;9> sen 8 • <·3.4~c) 

Er\• ia._pro><ima'.sacci,6n s• ·.P.rÍttianta .al proceso ·seguido para 

•obt.an~r·: u!"la. soluci.i.n. ·uni.forma ~ partir .. da las _acuiadoniÍtti. c3;; 3_) ~· 
. ·-.~.·-.·. ·.~'·: ' ... _,; . 

~"'";,~'.< : .... ·;~: \; ,:_> . ,¿ .·-' ., ' ... '• .. 
. ; ., <..' • 3. ·: ':'EsQÜEMA··a~Rf:\L oE;~so~í:Jci~ ·v · 2-'1:,C,üLCi 'I>EL :Af!RAs~~ .. •h; ~ . : ,. . . ' .>·::~ . - ' . 
'\'•· ':· :".'~'>(; íti'i ;i;u~lrri~~ ~'.;~~ •n: íii' .fa;;,;;-&11firiio' ci:;n~i ....... t .. ,e.}en pf;opl:I;;.~ ; 'u. n .. •i .. •·." 

>f" • • ~ •.' '"• ' <,,;,j_¡" ¡" >t' • e • >' •,'' .,:/ 

soluci6n en t.•~iriitil:>s cie'.s:.,-1.~ d.;; potencia~ cíe x, pa~~·;i~'i; c&níPos< 
·i ', 

de. velocidad y presi6~. Lo'IS series de potencias !Ht. ascrlbeh da, 

..... ;.1~ .. siguiente •forma: .... • 

itti~~ . _::::.c;.·.: 707~~·~.~.u~r~f~4.~~,~~~: ·M~; 

. ', ~· . 

Ü92~·¡¡~: «~,~-· ·~~/ '.;/t>. 
'. ,, ·/···. >·.;r. 

cD 
p Jr-cn <e> 

las condiciones 

n 
X ' 

de no-deslizamiento .•obre el cilindro 

<ec.<3.4;al>, requieren,_.que lo~ t6rmino•. da orden.cero.del campo 

de.velocidades satisofagan. 

(3. 6) 
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Las funciones ªn' bn' en, ser4'n funciones periódicas de periódo 2n. 

La propiedad de simetr1a con respecto al eje x, se traduce en 

la condición u 9 <9=0l=u9 <9=n>=o, esto inmediatamente da 

para toda n. (3.7) 

Al sustituir las_ expresiones <3.5l en las ecuaciones 

11.ega_a relaciones de recurrancia de la·.forina .. 

..... 

(3.3) 

b.,...'." -11'C<n+1l <n+2lJ<R i.a ·b.<b;,_.-<s-1>a~+•.•.....-...> + c;,-b;,··. 

-b,._¡-2a;, +2a_. + C3n+1 > <n+l > b,:._ + (3n8 -n-1 >1:t.,+n <n-2> b_.>. <3. e. bl 

..... 
.. _.c_~_ • .. · 1. /_Cn+l_>CR_>·s: .-Cb._b +s a a '-b a• -5·· a•·· >+ 
~ ...... -..• "-:-9 :: . ··r;:~ .:• n-e ·.·• n-e+&· .-· 

e +•••.-a•• -2b•+2t)• ... +(n+1.) (n+2>A;''·-<3n-1>erí+1):~. +c:ú:.•"._.;.:_~ia 
: .. ft· -.n··.1 :-.--n~&- . ... · " : . ~ · n-& --.:: . ... , ·· · .: ··. '·, -·-.~ .n-a:: .. ~ .. ; .--.-_ _..;,,:::· .,,,1:: · _·-,, .: n+&-_,_, . : . : ::.~: .J.·.>. -" 

se 

•. ·--- ·'· -- - --1·;,: - ~-- .. : ~ <3.·e~·-c:; f):' ,-, ... )~--<~ .. -
·-··. \~ _, . .. ._ -::·~-: 

paran• 0.1,2, ..• Las • indtcan.d•rivac16n con r-p•cto a 9~. 
~ 

Las f6rniul as . de. recurrenci a· anter'i or•• par mi ten d•~•rmi nar a
111

, ·· 

.,,.r~:~'I:' .. e:: •. en __ ·:~.~'!'ina•·.,de_,a0!tto•bi• t::J.~- .La c~dic16n d•. 

· ;~,,., .. ¡:¡·~Jtft1-1 ~-U.i·ttnta··~,.:,cttC·•''_c ~•.6·> ,,_{1t·.~·fdeJ a~:-961·a ·:~~·~-va~:· ~bl,ft~,.~ .. ':-.det.-.w;_•i nar-·-, .--~--.~·/ ·· 

· · ···. ·· ' · b ~ ._·c_.·_'.0··-~ ,L.~~\:~--·.··••:,~¡~1 . ..i.,~_-¡~~-· .. ·• .. , , _b_··.-.. ·~,_., ___ ,y ____ c_ . .,·· slir6n:. ;:·.calculados· .-·Clu.•,..~n-i;;a. . .... , . 

eh fun¿16n:de a~hl> cleiSi' cantidiades. l".Dr" CCmCdi,dad ~e 'nc;tadón s.e. ::..: .... · ·._ .... .-: ........ -'". '., - ' -, . ,' 

i l'lt:roduc.n 1 as sigui •ntes fu'nci arias' 

c
0

_<9> = f ce>, 

b& <9> - g<9>. (3.9.b> 

A ·cantinuaci6n se d••crib• •1 prccedi111i11n_ta_ que -r• s•guida 

para determinar una scluci6n uni fcr'me en tada el espaci·a•· 

·Inicialmente, se sustituye en las f6rmulas de recurrencia <3.B> 

las expresiones (3.9l, por tanto, ·cualquillr. coeficiente a.,,bn o c., 

estar.t. determinado en t6rminas de f y g. 'f>osteriorment'I!!, estéis 
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coef_icient~~--son introdL1ci'dos en las· ecuac:ionas <3.5) y se impcnen 

l.as dtindici·ones a la' frontera ·<3.4._b;c>, ast;;, ·'permiti~• in.vestigar 

que condiciones deben de satisfacer f y g para que se cÜmplan 

dichas condiciones. Las condicion~s a la frontera a ambos lados 

serAn simultaneamente satisfechas y permitirAn calcular f y g 

uni vocamenté.·. 
·,:'-

'·'··:. 
-.__.;_-

.. El:, ~r~bl_em~. h~~i~; ~~~i ·:~~' ~.;;~~1~e~tm(ex,i~t:
0

01··· i a;s 

~)~'~:é_c.;,nd~c:i.:ine~·· la· ff-o~te~~/cse ·sin 
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algLtna. Todo depende de las -funciones .¡: y g que cumplen las 

ecuaciones <3.11>. 

Al sustituir las formas explicitas de los coeficientes dadas 

por la sucesión (3.10> en las· ecuaciones (3.11.a;b> se encuentran 

dos ecuaciones diferenciales no-lineales acopladas de orden y 

grado infinito.En principio estas ecuaciones permiten conocer las 
. . . ' . . - . . - ' 

.füru:i.ones ~ y g,no obstant~, es imposible··r.esolver un sistema .de 

"ecu·~~·icm1t••·di:f.er:enci,ales· de.· orden' y grado ·inflnito •. En:. este.• ·punto: ..... ' -.,. 

~ierto N, intentar 

·resolver las ecuaciones a ese c;>rden. Las .Cuaciorie• di.ferenciale• 

resultantes de tal trun·camiento son escritas con -fines 

ilustración para ·N·4· y N•S • 
. ·. \. :, ' -··, ' 

N"'.'41 -'-!5/t2 P ', + Ú12. Q~ ~;•-:::- 27/24 g• "= cosB ., 
:', .•• >. • :.:<.e:· ·" .. .,..,11'.12 :f ~:!.".:+. i4j;k4~.f':.: :s"/6 g• • . ..;. 'is16· 9 ::+·. 

;~· . ' : ,'~ - -~: . : " 

12o·co• e , . <3. 13. a) 

360.9 +342 f'-17B·g••- 32 .¡:•••+ 3 gaY> 
:,·, .. 

~•· R.~c2o:;i;a i;a•+. 2. f.~.~ gl .=. -120 sliri .. e.;: •. .<3.13.b). 
:.f':";:· - . ·'>' . . . . 

1·j:>~~~:r. · <:"4 · 1ó~flifst:•.n·¡a~·:~~f.C:~t;·1~t1,R ... ~i~1 ic1 ~tiiiín~•·.-~·t' ·· · · •·~·· · 
,.,,, 

Lali ecuaci onlts • a ord~; 111.ªVCll". . ilon· .. · ,. dúia11+ ado,.' COlftPl i cada!IJ. . y 

·i'• d.linM:rtpé:ión ·:·-fundailiatr'it:'a1 del. ·m6tado• 
" .,,:. 

··· tlltr.'6n· es9r1ci al eiil'" en 
• ·.-· ,~. -~·· r •'« ~ • 

saluci anes . a fas Ítcuac(on- <3 •. 11 Í a . cada ar.den N 'se 
·,··.··· 

.f ·y g . Si 
" .·." 

se sustituyen las solucion•• a orden N, en 

r•l.aÍ:ionits de recurrenci• (3.8> •• podr6n c•lcular 

. coeficientes a!,., b!N> y c!,.,· 

Esto permit& definir las funciones 

no 

.Las 

P,Or 

l•• 
los 

CM> 
U • 

n 
X ' <3.15.a> 

r 
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N 

u'"'= :E: b'..,<S> 6 n=t. n 
n 

K ' (3.15.b) 

H 
<N> :E: e'.., <El> :<<N> 

p = n:::d. n <3.15.c> 

Se ve direc.tamente que estas funcione!!> son, a orden apropiado, 

.1·os ··;:~jíipos. de vel~cidad y pr'esi6n: que sa.t1'siacen las ecuaciones 

c'cnd.iCian·es.;a.1a· front.e~a. 

y 

Con_.· este- pr'ocedimiento es posible,_ en priric'ipio, ·alcaniar la 

soluci6n exacta cuando~ CD. Una.prueba de convergencia de estas 

serie• no ha sido realizada, no obstante,se comentar6n algunas 

aspect.o,s relaci~nados con 9..llo ·en la siguiente. sección. 

' Los si •temas. resul tantlitti: -.a é•da orden N son cóÍnpl icados:, _- estos 
. ' , 

di.ferenciaÚtwÍ - .no.;;:l ineal.•• . ·- . ··.-.' ,· .. · acopl_iidC,s; 

C:cuíio.' e• po•iblil . d~t~r~i¡..;áp.:. ia!S :formas 
'.. :-:, '.. --~-r ' .:~" ·.: . 

·_ exp'UC:itas de·:,: y g. 

Es f6cil ver que las c'ondiéiones CS.7> b,.<o>•b.,<n>•O junto con 

.las. formas e>Cpllcitas de los cceficient. .. •- b un '. <•c. <3. 10> _>, 
"· 

·····_: .. lc_-.·-.~.~:.i(~:'ll't . que ,• ~-·.•.;,",, . -, ,, 

-g...,<o>=~--·~ri;;;;ó· ~ 
f_~ ~g) óíf~-~, .. , 

-.Para tratar de encontrar una soluci..6n 'al 

lleva este a una ilola ecuación diferencial que dti;penda s61o de g; 

la ecuaci6n diferencial resultante es 

4 g<XY•+ 52 g••+ 669_ g - 10 R g g• ~ -936 sen e . (3.17> 

N6tese que esta ecuación 'diferencial contiene un t6rmino n·o-1 i neal 

con el nómero de Reynolds como coeficiente. Debido a ello puede 

·suponer.se, ·para .. namE!r:os_'_ de .R.<:ynolds pequeftos,. una soluci6n en 
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t6rminos de series de potencias del nómero R. La solución que se 

propone es la siguiente 
ID 

g =~=o gn(9) Rn ; 

la sL1stit,ución directa de esta serie en (3. 17> da 

(3. 18) 

4 g~:iv>+ 52 g¡,·+ 669 g
0

= -936 sen e , (3.19.al 
', 

(3.19~b) • •-ci 

Lá.:parte:no--Úneal. d~:.la ·ecuaci6ri <3.17> dá origen,· al_ .trmino 

.del. lado derecho, esto ahcr:a no es ninguna. difii:ultad_porqúe, las 

cantidades que entran en las inhomogeneidades son soluciones de 

l'as ecuaciones. de orden mAs bajo, es, decir, .se tiene un m6todo 

recusivo para. determinar l.'!l solución. 
- : .•· ., 

:f'ará resolver la ecuación «3 •• 19 •. a> .se usan. las <'condiciones· 
' · .. - '. ·, < .. -···, __ '::·· .. - .- ... 1 ·' ·,-:-- ' 

·. f,:.~ritéra C:S.16>.;.:ú•· 'óluc~~ :bajo estas'c'o~di::::i.j~~iisi:,tom.á 
- ·:.~ 

'g~~ -936/621 sÍtn e. 
·.' :·:. 

La ecuaci6n a ardan 1" es 

4·g:ZV>+ S2 g;•+ 669 ga= 10 g
0 

g;. 

Tomando en cuenta l•,; expresión .para 1;1
0 

la soluc:íón de 1-. &Cuo.ción 

:~línter'ior •• 

···:,-- "' .. , ..... ·· . g~ .. f9.,.•1c1o~ ;"~;a> sen 

· A ~;d~n 2 .1~ 'eéuac/ión t:o'nia :ia fornía 

28. 

· ·cm · ·. · · · 
. 4 g

8 
+ . S2 g;:'..+ 66~ cj~_;= ::; _o. 1~39_ <3 sen 38 

•' . - - . ', .. _, .,,. --.·. - -

la solución que satisface las condiciones ... ª la frontera es 

g ,.. e-o. 9317 x 10-•> sen 39 + co. 262S ,.·10-•> sen 8. a . 

La forma general de las soluciones se :>uede escribir como 

g = A sen 9 
o ºª 
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g.= A- sen 29 + A., sen 49 , 

g,= A,& sen 6 + A,. sen 39 + A,5 sen 59 , 

g
5

= A,,. sen 29 + As.- sen 49 + A,,., sen 69 , 

(3. 20) 

Los coeficientes AlJ son valeres nu,,.ricos que se encuentran de la 

manera anteriormente mostrada. 

Al sustituir las expresiones (3.20) en la serie (3.1Bl y 

reacomoi:tái t6rminos se. encuentra l;~ scilución para la ecuáción 
·1. ' ' ' ', 

,, .•· ;;(3. 17.i; ••ta: toma. 1 a ,forma 

g 

. ~'·, 

<A + A Rª +·A R' + ••• ) sen 9 
O& u ,. 

+ <A' 
u R + ·A -R8+ A,. ·R9· + ... ) sen 28 

+ <Aaa Rª· + A- R' + A ·- R• + ... ) sen 

.... ·· 

(g: + B Rª .:+ ~::R .. 
~&··,U.".· :•&. 

+ <e'· R + e 'R8 '+ B R9 + '. 28 
.. u • sa 

+ <e' R8 + B R' + B Rd + ••• > cos 38 .. - -
·+ 

39 

<:S. 22> 

.... ::,,.,,,Loa coef,,!,~l~.t:~~ J~;.j,,.l!!;.,~~t:!f.':~~~·"':~·:~)~~tti:;:, de. l.o• ~;.~:.:.>.'.. 
É&.>1ffiPprÜnt:&'observiar que la s.e>Íi..íc16n 'ót>taflida,· ·medián't'l2 :~~i 

... pr'acedimi~to':.;,. .-"'le> ~PrC),;imadaJ ;105 ·· •. c•ic;..1l:,'9 · con N. ',;;~yor '.no 

:::--:··· .cambian -la lftlttodoloQl.i,' ·lo que. . se .: ,consi gui;i ' . coii :'..ir .. a : o,:;denes . 

mayores es !561.o ~s precisión en los valores de ·1as·" coeficientes 

Esto sugiere la posibilidad de ·evaluar dichos 

coeficientes para algunos valores de N y extrapolar.,·para N--:-+ élo. 

Lograr estci ha resultado imposible por limitaciones pr•cticas, 

~n la sig~icnte sección. 
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Ahora se calculará una expresión para' el coeficiente de 

arrastre. En la sección 5 del capitulo I se dio la forma explicita 

para la magnitud de la fuerza de arrastre 

cilindro esta tiene la forma 

n dsll 
r 

del f l Llj o sobre el 

La fuerza de arrastre es paralela a la dirección de la 

velocidad, por tanto, al proyectar las componentes normal y 

ta.ngencial de la ,fuerza en la. dirección del vector velocidad la 

integral se transforma en 

llu9 /llr -u9 /r> sene ds. (3.23) 

La magnitud de la fuerza de arrastre adimensionalizada es 

F =<¡AJ/a>.t <-p•cos 9_ + 2 au;,/ar• ces 9 - <1/r' 

au; •. /.• + au;l llr ';'"u91r • > seri 9 , (3.24> 
. l. .. ~' 

doncie r'"'r/a, u_:.;·: u/U , .p'"' ·µU/a p, y las cantidades primadas son 

.adi,mensionales. Por. ot.r-o ládo,: al intr-oducir .el cambio de variable. 

x= 1-1/r, en las ecuaciones <3.24>, la expresión para la magnitud 

de la fuerza de arrastre resulta ser 
S Z rr CD 

F = <µU./a) .r
0
.r

0
c < -f/(1-x> + g•x/!1-x> + 1/<1-x> ~-cn+a 

. '·~ ... : '~' 

xn+• + . <1-x > 

xn+•>.-sen 9 Jd9 dz. (3.25) 

En 6_sta expresión se ha tomado en cuenta que al integrar sobre el 

cilindro, la variable x = O , y que el elemento de área es la 

cantidad r d9 dz. La integr-ación requiere del uso de las funciones 
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a , b .c ,f, y g. No obstante,al 
n n n 

evaluar sobre x=O e integrar 

sobre z, 1 a fuerza de arrastre se reduce a una expresión muy 

sencilla 

21? 

F <µU/al ~ C-f cos a - g sen a J da (3.26) 

A partir de las expresiones (3.21> y (3.22> para las funciones 

f yg respectivamente, 

resulta .. ser: 

es posible realizar la integral, .esta 

(3 •. 27> 

D9 l.¡; 'd~inición-. <i.~36)·pa.:.-aai. coeficiente'de >ar-~astr.;¡ 
CD,.;Ff<p Üª,a) • · 

.: si! encuentra que 

CD= -nlR< <A
0

& + AaRª+ A..,R'+ ••• > + <B + B . Rª+B R'+ ••• > >. 
O& .a 4.& 

(3.28) 

·:~En ·¡~·:e>cp;..tiisi-6rí ant•;..~ar. ••:ha ttHi~ado :la :d•~iritci6n ~d•,l: riomero -
'-'>' 

~ .,,,.. '" ~'·< '• u-··~" 

'd9 Reynolds R.;iilupÍµ y p es. la d9nsidad de· masa, . 

La 'fÓrmúia par~ ~l co•Hciant• de ~~rrast~• .its muy 

contrasta. i:an las formas m6.!I- , complejas obtenidas por Lamb 

<ec. <t.1.40) y Skinner (ec. <2.l50l >. En particular la expresión 

<3.2Bl no contiene los t6rminos logaritmicos que dan lugar a 

cantidades trascendentemente pequeftas. 

Co1r.lculos preliminares muestran que si se alcanzan'altos ordenes 

<i.e~ N grande> en el truncamiento de las ecuaciones <3.11> ,es 

posible aproximarse a los datos experimentales a6n para valores de 
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R = 3.En la siguiente sección se discuten algunos resultados 

relacionados con la e:<.:ictitud del m6todo y las predicciones 

cualitativas a que es posible llegar. 

4. RESULTADOS Y CDMPARACION CON OTROS C.\LCULDS Y RESULTADOS 

EXPERIMENTALES 7 •• , •• ,.!I 
) . 

La presente sección ti~ne por objeto presentar algunos 

rltsuÚaé:iCls nu.;..ric_ci5 preliininar:es relacicmados con el 

'sol.~lclóf'l 'd•Hrr~~ 1 adC) _.er:i ,est.e ·c:ap~ t:ul ':"• 

j;:¡, Soto et.'al ,••, 's~-, ~a•olvi6 algebraicalllanta el 

esquamá de 

si•t•ma de 

•cuacionas <:S.11> aon hasta N •: 1-4 • el ·man•ja· explicito ·d• la• 
- . . 

IÍ><Pr••ion•• fu6- r•alizadó con i:a111Putadora.: Los resultados ahl 

obtenidas confi_rman la .;,alid6z de:la• soluciones. 

L.i:~anipul.ac+óri'al~~-~r'aica de las·ecuaciClnea es camplica_da, en 

,: par~·~c:}i~~~ eri.:·'_i¡!i' ·~~~cLÍlo_ de l_p~ iéeflcient~~ ª•• y - b_. ªr:>arecen. 

:29_4y .;c;i7'>-~•r!"irlÍ:Í~-- r•specÚy.;i~'.,rii •• 
; . . . . 

Se.mencionó en la !lección antar·iar qua ·serla deseable poder 

contar _con alc;¡On c_riterio de ccnverc;aencia de las ·'series. Una 

po•i bi 1 i dad de -ccinocer como Siii :campar tan las. series· <3.21> ·- y 

- <~.-22'> ·consiste .,:,. ~nal izar· los t.r-minos da.it_i't:.nt-·de:.Stas. Los -

' , .· .:>:~· ;-~~i~~·~1¡;;·;·:~~·;'·:~~,;¡~¡_;t_:;~-~~-~-:-~.:.i .. t~;.;~;';;l;~~m~~~~Fqi:¡~ 1 o;·. -~~~i''ib ente~--.,;: -
-,:.~~~fy·~~.c§nve..:~~~ ,{un va1í>_~•-, d'~t~~rminádo _--;«•,pr6ximadamerite )o .. ; " 

'para ambo&) cuando N.,..... Gii • 'aqui ,se. Uliillran val·or•• de, hast'a 
0

N ··=14-, 
. ' . . . . . 

y a ~ar_tir _de 6stos. se extrapoló~ V6ase fii;¡ura 3. 1. 

Pará coeficientes de orden_ mayor esta ccnv•rgencia no fue tan 

obvia, por los coeficientes Au y B .. 
convergen a un valor particular <ver figurill 3.2>, 

coeficien_tes A:H y B
2

• es imposible, a este orden, 

valor de _convergencia. <figura 3. 3) 
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Este método de solución permite encontrar la -f unc:i ón de 

corriente expl1citamente. A partir de la definición para la 

-función de c:orrriente dada en el c:ap1tulo 1 ec <1.15>'> 

u .. = 1/r lt>p/116 

se .sustituye u .. <ecuación <3.15.a>> y se integra, esto da 

(3.29>.· 

. '-' ~ ( -.. -. - - .. -.· .- - . ., ; _·· - -- .. ; . -_ . ,;: . · .. ' .. ::~ .;:··. - ' 

las lineas Cle·c"orriente pueden ser dibujadas ·.al hacer . .,·. et.e • 

. La i.nt.egraci'6n algebraica de. est.a :ecuación fue .realizada· para 

di sti nt.os val ores de N y del nOínero de Reynol dsl para N =6 ,4o 

·pot..encias de .R y R = 1,se gr'af1can las lineas de corriente .: para· 

~i,~~ci2t.OS Valores:_~e l~ constante er la. -figura_ 4. D111).Qual fT!OdO ~~ 

N•6, y' 40 P,otencía:s. de. R_p . .tro·R:. 6 ia'5:,11neas, cie.:.::-~.ci)fl'.'i!r:\te''!sc:in' 

di tiu_iác;tl.\s ~á~a .• 1~~¡,~. va1 or;as de ~a· c:~~t~"'t.~~ ·._ v6ase ) 1.~uf'~ ,~.\ :: ·, .. 
Par;l'·~ = 9 y 22 potencias de. R'. se :~6btienen lis . sig:ierit.es 

'-figuras: <3. 6> para R = 1, <3. 7l para R ·=, 3, (3.Bl ¡>ara: R =4, y 

~3.9l par.a R = 4.4. Las _lineas de las -.:últimas . figuras· son poco 

•. c:;.~r:'f,.1,a,l::IJ,!'• . deb.i do. á la pequella éanti dad ·de t6r.t_n~ nos , toinadóa: ·en i.as 
· ·.•:~:~~f~náia5.-•-de-:.R_.:U,~:'·~~:~;:~;¡¡::i: impo;~~ri'f~ ~;;\:¡·~~:;;~~~í·h:~Ú-~~~~~t_~;:: ... 

!!le_,obs.llirva :~~-:~~ariciÓn de, uri~;.:;~~-1: -~~~j~nt.lt' at;{i~ ~~iiL-cilindrci:;•.' 
,, ; para·_;.ialor~s- del nOmeroé,dt:Ó ~Ílly_i;'tCllds: R.':>. 4. 4! ... q~~-·ca~~ue:áa cc:>n.'.los 

" ' ' ' .. 
resultados experimentales· .· l •. v•ase .-figura 3.9 .• º'· 

Las func:ionas.-f <9> y gC9l astan relacionadas con la presión' y 

1 a· componente u 9 del campo de velocidad respec.tivamitnte Cecs. 

C:S.l5l y <3.9~>,,ade~s, las relaciones de recurrencia permiten 

asociar directamente -f y' g,, est.o es, el c•lculo de una det.ermi·na 

autom•ti~amente la otra. 

55 



.••• ..,. ;,,• o~ 2 . 

3; 4. LCneqs de c.óvv\ev..,\-e f'.qro. 'R=\
1 

\os. c.~ .. \c..,\oc.; 
{Ue'r'"OV\. héc.hos ~Q.'<-O. '-l:=G ,7 4.o ck 
c-r~~~q. de ,\~::':'E.'~~Qv\C:i~§\t\· 

L Í i.-\<2.Q.S Je c.orvle"'--\-e \"1'"ª i< o: G, 

f'"ª '"º"' l.-12c.ho ~ pQ.rc.1 tJ = G y 40 

( lO\tV\o. J~ de ~o. \".E: \-Í='<«.v\c.; o \ 4). 

f.o 3 e&\ c. ... Ao '.;,. 

f'<='k"'c..'-n"" ck1?. 



1:¡~~·'D.G~Lt.~e~~,~eco.--r•'~"'f~ pá~ti "-==1,~ ~="l -="'-e;\ 
",,- .. ··.· .... 4~..:.:V\c:.co.W\lC.:.'-'~o , .. \o,,;, c:_¿~\c_ulo~ f"''"'-"':C:n ••.•. "-.ac.\.\o::,-L0"' 

.J>ot~~·ft~~ · Q.v1 .. 'R ;~:l !o~ck: • d~,: \:-.~\~·~.;..:"f' c:t 
:'··,'- .:·;:.,::.;,' 

L_.-1/\~ct~ 

··r ""' .. º"\ -
e lc~'V\a.d.:... 

de c:.ov-.-i a_"'--f e'.. 
l.;¡'2..c.~es pQ..-o. 

pCl..r<.\ 
IV.: e::¡ 

ck \C?.\Ía~lé:.~c..i<-l \A), -

R~ ~, \e:.> c-Q.\cv\~~ 
22 • fº~ <Gv. Cl o.s. J~ R 



\_(V\eo..s "c_\Q: ~on·,<i!......_-\.12 ~~o ·.R=: 4.4 ,lo'. .. l4.\C:.._,\.():, 
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El métocio ::le soluci6n ha permitido mostrar que la técnica de 

seriés de potencias claramente es aplicable al problema. Esto 

sugiere que si los truncamientos son llevados a ordenes m•s altos, 

en principio, se contar• con un esquema de soluci6n alternativo a 

los presentados en los capitulos anteriores, con la ventaja de· ser 

uniformemente v•lido en todo el espacio y matemÁticamente m•s 

:_s_imple• La· dificultad prll.c:tica de cAlc:ulo algebraico limita la 

-t>Cisqueda. de: c:6nvergel'l"ci ª• -pero .,.t:ª puede ser sal vadá con algunas 

t.k~1cas -míitemloti.c:as que han t;lemostrado -ser muy Cíti les en otros· 

probl•mas • En particular, l-a evaluac::Í...;n d~ li'\~ "series :;oc:i.dri4° ser 

__ ....... , < .san. .. "'''; n·.-_;ida a trav-• d• 1011 apraxima.nt•s de Padw 

_!Mrtodos que "aceleran. la convergencia" de las series, es decir, 

_con unos pocos t6rminos se podrian determinar, __ con buena 

:aproximación, los valores limite _de la· serie. 

~1-~1.1nas :~~-~~rva~ione_s s6;., __ ne1;~sari as. __ 

En 6st.o punto 

<a>: -Los_ apronimantes ne 

necesariamente acel"er::an _la con.¡;ergencia en-.... u_n -sentido estricto 

los <ver e~pecialmente ref~rél'ci~s 16 .y ~9~>-. <'b>' Adem.:s 
; ' : , . .,. . '·: '.· ... :- -· . . ·~ .' . ·-, 

aproximilntes de Pad6 ·existen otros m6tódos· que realme~te· --'ac:'e-leran 

--.l~:::c·o"vergl!u'lc:ia en.un sentido estricto pero su aplicaci6" es muy 

- , 

0

l'fmi'tada ,(vér ~eferlllncia- 1ol) • Una_ VRntaja. adicional con 

·. :~::::::. ·:tf.~it::~~::tt:·;~::~;:;~~~~~~ ... ~ 
El -apro'ICimant~ c:le•~acs6 d.;. i a serie ••, '' · 

respecto 

se define como 

PtL_/MJ :: <A
0 

+i<\x + ••• +ALx"l / CB
0 

+Bt.:<. + ••• + B111i~M), 
donde A,, a, son funciones conocidas de a~, a,, a

2
, ••• 
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Aqui L y M son el grado del polinomio numerador y denominador 

respecti vament<?, 1 os aprox imantes más usados son aquel 1 os para 1 os 

cual es M "' L o <L + 1 >. Estos ser.in títi les en la medid• de que 

requi .,ran pee: os términos ¡: Jra dar una buena convergencia. 
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DISCUSIÓN GENERAL Y PERSPECTIVAS. 

En este apartado se presentan las principales conclusiones 

relacionadas con los capitules anteriores. Primeramente se 

disc-.1ten las perspectivas d.e trabajo que se proponen para una 

.~am~.l·iación del·., esquema de solución propuesto en· el capitulo'. 

,,~~terior• :Por: Cllttmo ~e ;hace un breve resClmen dé· l~ di Sicutido,;·..; lo 

· :t'.fi~;J'': ' ··· C!ei ~¡;i'a:.~~.;i1s16ii/::['-. .:• ·.' ·' ,:?< .. :· ... ·.\.~· ..... : .. ~~·.·'.·: 
"; ·~·::,•.{' .. ·.·.ª .•.• ~ .... ·.•

9
E· ~n·· .. · .. :.:es1··.· ... : ..... ·.. ..< •:> ...... ·'"'· ... ........ ..... ... . ·•· 

. ,:;¡; <. · t'a'Ji~•t:üi't:I' III::se•revisÓ ú;.\,i''!ió1ui:'16" en ·~..rnlfru:is~de:{s•¡;;ies'i· 

''('~~···• .,.~~ potencias, se S.1.uiú:fa·''Ía l?ºs~bilid•d de .. ápliéa/' .los 

<:iz~r<· ~~~oximan't~s de Pad6 ~ar:;a.buscar una po,sible é~;::~arQ!91~da de; las 
:~ ), ,·. 

'.'.':.·~,! •. ,:./.;: :·,.~·!!: i¡,(~lu'c~ .. ~~~-- ~r~l; po~i~om~o .denominadar"'.1.l•Q~ a s~r nulaó .. 

/,: C(· ? 'tie; tendr•·una,•,~C-Llación:c.a.lQe~raiFa d9· grado "'' ihír'a.i .. la ': ~u~i .. se'.. :,, 

·s··\.:'.:~\.~·~~~~S,;,;;~~~;t~~b;f: .~~~¿/;.~.~~~11)·.~~,T~t~~~J,:.¿;{~.1~~~~t;.~:·i~~ú_;~.;~t:·~.······•·,.;,c;:,,, 

:•;::,::~]~~~t~;~~~f ~~~~~~~:::!~~:~~c:~~:~!~l!~~·~~[J~:···, :.:. ''. 
¡;.; 

.•. dh'<;:~~'áqzar 'es!-Í=)~· cUculos P(lrque se tienen pocos :coe~icient•s 
,., .:.::.!':!:;-· . <'. • -~ 

:J,t111mll!!i~~!!~l~'.~i!É;'.¡'1"t~!r::-,·~ 
,e,:~_•·-::.:~·';;¡~, .. ;::. ~ ; < ' ' • ' ' 

' : Se mencionó en'- la secci~n. 4 del c'!pitul~: :ant".i~iqr · que la 

· función f :puede ser det.erm'inada a part.:i.r d9 la funcióri · 9.• .. est.o 
·'¡ 

si9nifica que .. en la pr•ct:ica ,sólo es. prer.::i:iso,cor'ioéer una de 6st<1s 

. · :"fund o.;es par~'::determi nar/co~piet:amen~e l.<> ot~~·- ~•s aon, c:cinio 1 a 
·:' ·, 

funci Ón .'f .est.l rel aci onadá ... con 1 a>. presión y · 1 a·: función . g se 

con. la ~ompor.~'."t'e. •.r~\gul ar - .,!:te -· 1 a 
,,..,._,, , .. :; 

··- .. ·,.·(: 

vel oc:i,di.\d, 
'.· - ~-'~;~-~--. "_¡, ... : ~--· - •. " . ~~:-_:;~ -'.~~~ :-~·-· ~-.'- •. 

:·,, 

la 

... -.: ~ 



presi6n hay medidas experimentales se puede ;en pr_incipio, conocer 

esta componente de la velocidad 

Las formas funcionales de f y g son escencialmente d•sarrollo• 
. . 

.en ser:i-Íl!s de Fourier· de funciones de R, esto significa qu• se 

.tra~:..J~~ con la~batse 'ife las ~~er:i.;.. de .. Fourief'..•. , .-. ' 

;~;~~,~~01~~-~Jlf~li~~~-~,j~lt~~~';'~}j 
,;-;;•posibl•· repr'-•!'ltieoct6ri lll~P.rñativa IPn at.ra·11·•~··· .. d••·l.a.-.funci6n ··.f~. ..,-~·~: 

. :":·:~::~~~~;~:,,~~~~.·~~~--~~~tm: -~/~''.~dKuaa~,-~;j~&' ,, :ia~~. ;:~~;·.,:~;~l} 'o ., .~;'~~":! 
·""~..., .. •z ventaja.'. -~ ,·.·. •:. ,_;t 

~§ '•··-·'"'·· 

~~l~-~iff-4fi,~!!f~f l~st~~~~~~r1~~~~~! 
. prabl.-a, •1 · Mi:oclo. ••t• suJ•to .. ~:a.,.c:r•_tica• .' p•ro'' :.canst.ituy•-·;,un·::-:-.: 

:"~~~~~:qu• Pr•t~~•-r. att:r~~t~vo • i1~~trát1vo>;~. pr:~1¿.;:~'.:, . 
. ._ 



c·apitulc I que una lineari=.:\ci6n dr. las ecl.tacicnn=. dir:Amicas no 

a.segura qu~ se encuentre una solución al incluso, si 

ésta "º es adec:uadamente realizada puede dar origen a paradojas 

<paradoja de Stol<es> que no son f•c:ilmente solubles. Come un 

segundo punto de importanc:ia en el tratami ente del problema se 

ilustró la ótilidad de los criterios fisicos, en par.ticular,, ·la 

Oseen .. ,.mues~r:-a ,un elegante · .cr.itei"io :,· · .. · . ,_ 

solución .. : qLie. , .. 'da 

ap'roxim¡.\Ciones a los .d~to5 e);p;,¡~¡;:¡;t;;;:;t<li;;;~ leijCS 'del'.:~üind~cii/ 

general.'.;' de Con el· .. cap1ti.Jlo 11: se dió visión una· cóm<? 
- ' ;- -· ... -._, 

problema ·d.•::~lÜjo bidimensional, que en apariencia.es simple, :da 
.. ~··. 

erigen a un 'complejo aparato 111ate~tico. creado ad hoc· ·para: su· 

~olÚciói'l .c1<,aplun inv•'n.tó l.a :t~l'.'ic:a ··del·• acoplain:Í.•nto .asintótico· -.. ~ - :.; :. . .. . ,:;· '. '\ ·, -;, ' , . . ; ~ 

. ·. ,,·:h\'~i;~."1!·.·.:q~tu •. :.·;e .•. '.~d,ioa'.tu:n:a;~:~~r.:L:i'.~~f~~G,~·~~:~i:1;'2~f j~!~!~i~f t~~, ·· ···· e; 
m~cúcia' ~oiti~i6~c'i:it1ifaÚnfien t~do·aii .;~~~cA:~·t~. ·&ciéliiá:'W.· · ·· · :'2 

ilustra c;:omo 'pueden ser atacados algunos problemas· de 

per-turbaciones .singulares •. Sus puntos en contra ·son esenci·ainiente 

.·:: .. '.dos. <a? La :~º1\.lf16ft ;. ~btenida. po,.: ••~~ ,ftl6tod~ y hasta .~1 orden éle 

:~:·;'·it:c:>?¿~~,;~i:íx im;.~1:~~·1·~~~:i'~;¡~,.:..¡ry;,,~_. •.. .;)C~'~s~ a,; .. ,:~: ~1a ;. • . .tia;.;>:;•~ ~:d:~.~.~~;~-~·•. ·. ··•·:· , .•.. ,;' 
.. - ". . - - . - ;'· .. ~ .. ;;~._;.: 

••· . ; riG.nlltrcs'.'d~.;·B~~nc:l(d~ f,~~t.uaisé:ss <R·< o~4>~ · <b> ca1c!-!:f~r- 1éti'' :t.•rminos·· ·· 

·.:··.~>":.d~'o .. <R> ~·~A' .. '.i;~~·· p~•i:t:ic:a· .inuy: ¡j~p'i·¡t~do~. EstÚ,'.''•Üm1J~~ion~~·· 
·;:.· 

sugieren •1a"b<a!!iqued~:• .. d_;· 1~ :5ofüC:i6n 'iiíll'C:Hant.& -otro·en<f:aC¡ue¡:c~iné.'e1 ·. 

q~e ~~ pres~nta en ei capitulo III. En 6ste sé hace:· uh.a revisi6n 

de un tratamiento reciente que es cap•z de llevar a una solución 

uniforme. El nuevo .m6todo t.iene la vent.aja de ser relat.ivamente 

simple, pero .su-fic;i.ent.emente fuert.e como modelar el 
: 

c'omportamientc del flujo de forma aproximada y c:ual.itativamente 

correcta~ El t~abajo alge~raico desarrollado por. ¿omp~tad6ra es 
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escencial para la justi fic,.ci6n de la solución. Se han planteado 

posibilidades de eHtensi6n con miras a ~btener resultados cercanos 

a los datos e~perimentales. Si esto es ~osiblc, 

solución ser~ i ncl LlSO • m•s ventajOSO que 1 OS 

simplicidad y la 

el esquema de 

tratami entes 



APl!:NDICE A 

Demostrac:i6n del tetorema I. 

Bajo la aproximac:i61~ de Oseen las ec:u«c:iones din~micas son 

o, ( 1.5. a) 

U "'· !;!(c7lc >::.1/p V ;IJ .¡; V .¡a ~. • (1.5.b) 
·:.;;·, 

.-c~;·;~·s1 ~ei'om;(el r6t·ac:~onal de•1a· <1'.~.b> Y.·. se:: tiene: en'>é:i..1entá· la ... 

'\, ·· ·c1eu'Mi;~i6rí C!e.·vorüc:idád ~ = 9 ~· .~ <e~. ff~13> >,.·&i.'E!ncÜ~n~r~'~ue ;· 
<a. í, 

.de ·1 gual modo el . rotacional ap1;:Í.i:ac:Ío ·a· la ecuación 11. :5; a> da 

!a. 2> 

Ya q~~ ;.,·_es per¡:i~ndic:ci1~;· al<eje· x,. •sto .. signi:fic:a que" w. se 
,. 

como:: ···"'J .,.,, .. \:~·;_;,; .~, ·., ·\::·. <! .:~··.:·:. 
-. · . ..,_".<:·~ v:,;~ _u .~:::J~ Cl ·X ,~9-::p·,-: _'· ./\ · .··:·-·.d :;' . ,,·: .,,> .. -.··:<· .. ~-~-~~j°f 

. ,..;; ~ . . , --'-' -- . ,..'~: ~ .. -_:· ::· ·r'. 

~·· :~:.:¡{ ;.c:;n' ~..,s '.at:l.;;c:uad~~· f uné:i.Ónes '~~~al are's¡·? (sÜper.f l.c;ies) ·: '.· >o, " ; 
::·-.: ,: .... ·· ··, 

o.e:,~ y, ::z> cte. 

· t'.¡ll.e15 _que· ei. vector w es tangente a 1 a c:úrva generada por. su 

· .~: ~11}:t,;.,;,~f.: ~n~oric:~s;:}:¡üe 
.•,:·. 

:~-;r;;v·x í.i: = J x· v·;t ,. 
. . 

é::on esta ·éíecc:i6n w sie.nipre ~s perpendiculár. al eje X o ' adem,•s 

x<x,y,~> es una 4unc:i6n escalar indeterminada hasta una 4unci6n 

aditiva de x. Una. stil.uci6n particular de la ecuación <a.6> es 

La zoluci'.6n general. serlo 

~=-VA-1x, 
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donde A es. otra función escalar arbitraria. Por ot:·o lado, 
si 

sustituye <a .. 6) en (L1 .. ll 3e encuentra que 

<<t3- 2 f< 11/11:: l X "" -f (xl, 
(a.9) 

f <xl es L1na función arbitraria y k U/2v, como x tambien es 

_arbitraria pued_e hacei-se f <x) ~-gual a cero. 
De la __ ecuación de 

!_~· 

écnti;.,uid.:>d ~().~.¿¡.>·y r.;.s, 'ecL1ac:ion.;s_ ·<·a.SÍ y (¿,·,'."> pre·vi,ame:,ite 

;f Sif \{ 'Gl~i~t~~t~: ~:~~~3·; ':t~c~ ~i~ ;~: ~'c~ ~~, ~i;: ,~ ·~---.'º:~.-:~s··~P.:~"':~_ •. J;_:r'n-_d;¡.o:-,'-~./.)~:~~; 
• " ;: Cioride ··- = A + X /21<, y "' arni6n~ca.. _,, '' :".'·. ' í:H 

; '·;. ¡ ~ ' 



REFERENCIAS 

l. L. D. Land¡¡,u. and E.M. Li fshi tz, _F_l_L_1_i_d ___ M_<>_c_h_a_11_i_c_s. 

Prarg~mon Press,<1959). 

2. J.G.Currie, Fundamrantal Mech¡¡,nics of Fluids. 

McGraw-Hill,Inc, <1974). 

·:';;:.:_;:: 
.... p¡.,~·sr:s;.;·.·:_< .. ··.1972,.· ... f . - . -~,.>"'. ::t.~··::',~··,::: .. ~- .. • ... 

4~ •\'.J;'.zierep,:sfmi l.ari t.\;. 'Í::á~;;;· anc r16éie1 i~f;i;· aas''o,Ynami#s.s~~.i·e~;' 
Vol 2. Marcel DJ>kker, ·0971> .' 

· ~ •. J. D. Ccil e, Per-t.urbat.ion Méthods i.; .... Applied Math'e.;¡ati¿~. 
e1· a1 dsde1.1 ·P~lb~ i-~~i_,~·-~--:~o-,-~·(:i 9·~:9·,,._ .. _. · ... _ : · 

. ,;.,, .· .6~ •• ~ .• Lamb~ , ~ycirodYn~mi~s.·:·~~vi;~~ (,1~771> ,o , ; < : ,..:,.;',.'.. · '· 

.·, , L<L ~á:~_;_.~M .. -~·.•·.º ... ·.::·M~i DYk.e,~ fiÍtr'tur:'t>ation. M~thoci's : in. Fl ui ci:, .11t!!~~~~i·~-~-~ :.~,•T.' he ·.· · ... :-_,~.· 
'.~:·-:: ~- e:_;·~'-· ,. • , ., ~ -· "'" ., ., 

.,.h, •. 'Pa.:~l>ol.icPr:ei;;:rci97eh' ·:: > ·· ;:/·:··;><;,'.'.'1~;:?•'."~(;:::~.>'·······::,:;• 
···:.- .... , ·.C.-> ·.: ... ·A· •.·.:_.J·:.:;:w·.'·.e·.::.1:··s:1e·.;n·.•_;.._':.o>r· .. : .. n·:.· .... •·.·· ... ª·.·• .. ·n: ,d:_ •• •.;.·.:·:···.·P'.·.·:·.·_ ... M~C .. :.·.'i.···u··<'r;;,·.· ' . , . .. . ·.·· :::•-.. _·· ... •:· ·.: .. a; " -~ '~h<>~i_¿~·-·~·i~;:. ~ )t'i29Ei~>;,;J.'~1~.i6if~~:.::}Y·c·:·· .. · !. · º ·· .. 

:>. ?. :J:. HappfO!i ilrid·;H; Brehner'~ Low. Rey~~l-ds ·: Númber. .Hydrdct1~nami e~• "··.' . . ,;_, 

. Prent:i.~e-Hall,<t965>. . . 
:.,.; 

;.•.~----~~-:·.: .. _L.i_:-.: .• ~.:-_;·····;·'.· ... ~.~f;~_¡~---··_:.· .. ~.-'°~-~:~·~i~icy~~:~;~.L~.-~:1~·i~~t~i5~J~Z::jj¡~-~~~l~~i~:%~·:~¡:l~i::~:~ 1957

) • .. 
. ' . =.;,.;;,;.;,.:;,;;;,;;;,;;==---"'=;;;..;;.;..;;;_;;;;.;..;;;.;;=;;;,;;;,;;;,==-.==.-.¡;~--r.;;;;= ·- - ~·_·,~··~·:·~~~-~:7_~~~~,:-;~,.·'¡i;·:::~J 

. · : .. ,;;;:t,:~- -~ '· ·/;,4~h.,;¡.,,1 i~~;-~4á·~~B~Vi:1.?,~Vi:<,:~'.'. ... ~·:.·"·· · .... ·.:_·:_ ': ;:E>\:,·,::':·;_ :,, .. :· ..... ·.· .. :;:1,'~,:~·TY ::;:;::: 
i-i.:c_:·····:,,;i •. ~b~~;,,c,.;it~ ·. · ..... ancf ::í'~ Ai1s.t..'egurl 0.'· ·. Handbook">'. oi' · >/Math~m~tú:.h'..:''·' .. : :{,j; 
,"."'.- - '•'•·.i;·· 

· ·· Functibns~.·¡,,:;;¡er';<196s>:.·. · ., ., <·:;;,:(:·•::,· ···~·' ·. 

l3. L;A.Skinner,· · G!uart.. Mec::h. Appl • ~at'h:~ ,'Q61 
F'art 3, ! 1975> • 

14,:R.Soto. y ·R.F'er¡¡,J.ta-Fabi,- Repor.te Interno, UAM-I::tapal .. ~a. 

INovi~mbr~ 1~~1> •. 



15. M.Cout<mceau and· R.Bouard, J •. _Fluid Mech. ;Vol 79, P<>rt 2, 

(1977>. 

16. G.A.Baker,Jr. and P.Graves-Morris, Padé Approximants,Part 

I: [~así e Theory.Encyclopedia of Mathematic; and its 

Applications. Addi;on-Wesley Publishing Co. (1981>. 

Ouart. J. and Appl. Math., 


	Portada
	Contenido
	Introducción
	Capítulo I. Ecuaciones Dinámicas y Soluciones Localmente Válidas a Bajo Número de Reynolds
	Capítulo II. Solución Uniforme por Acoplamiento de Expansiones Asintóticas
	Capítulo III. Solución Uniforme en Serie de Potencias
	Discusión General y Perspectivas
	Apéndices
	Referencias



