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PROLOGO.

El presente trabajo tiene una estructura que esta dirigida ha
cia la presentacién de dos algoritmos para la solucidon numérica de
ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden, d; alta con-—
vergencia, hacia su implementacién Yy su aplicacian a ecuaciones de
este tipo.

Hemos incluido un capitulo 0 para la presentacién de wmotiva-
ciones fisicas, bajo las cuales surge 1la necesidad de resolver

»ecuaciones diferenciales. Al igual que los métodos analiticos los

;metodos numerlcos presentan una opc;on para la solucion de ecuac1o

,nes d;ferencxales parc;ales.‘51nfembargo _n‘los prlmeros, dada{una "

- ecuac;on d;ferenc;al con dDMlth de deflnxcxon' y :condicxones “de

frontera no suf1cientemente regulares obtener su solucion requie—

L e de - tecn1cas matematlcas sofxstlcadas. H;entras que en los: segun

';dos'tales como_las Dxferencxas Fin;tas, Elemento F;n;to e&c.-:se

De este modo en la prlmera Léfte délhﬂrébéjo xhémﬁs 'ihﬁluido

. . . : b.g_ L
g run capxtulo para presentar mntlvaclones flslcas para‘Ala ‘solucxon L

"construccxon de ecuac;ones expllcxtas paraylos algor;tmos'1mp1emen&

Lados, finalmente en el capltulo VII aplxcamos ‘los a;gor;tmos -a
eéuacxones especxfxcas para efectuar la comparacian en ei orden
del érror predicho con el obtenido en forms real. Porfﬁltimb hemos
lnCIUIdO tres apend1ces los cuales muestran,'en forma documéntada‘ V

los algorltmos en computadora.
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?jricos son conservadores.

INTRODUCCION.

El objetivo del presente trabajo de tesis es la implementa-—
cion computacional de dos algoritmos de alta convergencia para la
solucidn numerica de ecuaciones diferenciales ordinarias de segun—
do orden, derivados de la Teoria Al gebraica de los Nétodos Numéri-
cos presentada por Ismael Herrera [3—-4]. Asi como lakaplicacian
de 1los algoritmos implementados a la solucion numérica de
ecuaciones de dicho tipo; como lo es la ecuacion de transporte y

. . > . . . .2 .
difusion en estado estac1onar10 y en una dimension. De la experi

fmentacxon numer;ca se concluye que los ordenes de aprox;macion teo

'La tesis se di#ide!én;IasVSigdienﬁéslpartescénnééﬁeréi.

E'xmszvcronvnz LA TEORIA.

+ FORMULAS DE GREBNVPARA OPERADORES DIFERENGIALES

© NIDOS EN CAMPOS DISCONTINUOS.

FORMULAS DE GREEN PARA OPERADORES DIFERENCIALES
'LES ORDINARIOS EN CAMPOS DISCONTINUOS.

-> I)dPLEhENTACION CO&IPU"I"ACIONAL DE DOS ALGORITWS DERI-‘-
‘ VADOS, PARA ECUAGIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE.
20. ORDEN. EL PRIMERO DA LA INFOR.MACION ACERCA DE LA.
.SOLUCIO‘N DE LA ' ECUACION DIFERENCIAL ASI COMO DE SU
DERIVADA, N(IENTRAS QUE  EL SBGUNDO DA INI"ORMACION SOLO
ACERCA. DE !..A SOL_'JCION DE LA ECUACION DIF‘ERENCIAL




APLICACION DE LOS ALGORITNOS IMPLEMENTADOS.
4 APLICACION DE LOS ALGORITMOS IMPLEMENTADOS A LA ECUA-
- - >
CION transporte v difusion EN ESTADO ESTACIONARIO Y
EN UNA DIMENSION; ASI COMO A OTRAS ECUACITIONES PIVOTES
CUYA SOLUCION ANALITICA CONOCEMOS.

4+ ANALISIS DFL ERROR. RESULTADOS OBTENIDOS.

4+ CONCLUSIONES.

En la parte inicial del trabajo se incluye una recompilacién
documental de la Teoria Algebraica mensionada de 1la cual se
'.{derlvan los algorltmos que se 1mp1ementan 'en_ computadora-- ésto

'_el Capitulo VI’segf

do del Capitulo II al V.‘Hientras que en

esarro  i1as ecuaciones exp11citas de los algoritmos,ftal y. co—; ;
fﬁﬁmd'sbnj implementados en computadora. Finalmente el Capitulo VII ’
“fcdhtitnyé la parte contributiva de mi trabajo de tesis, ‘3“,,?5t?'

g.QECapitulo se habla de la- implementacion de los algoritmqs.en ¢¢mpu7',r

'tadora asi:comoneﬁsu aplicacion a- ecuaciones’diféregq;glés_brdiha'”'

comparaciones."
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CAPITULO O
MOTIVACIONES FISICAS

@ INTRODUCCION.
La modelacidn matematica de sistemas fisicos es una
' 1mportant151ma rama del gue hacer cientifico contemporaneo. Consti

ﬂ’ftuve una amplla v poderosa metodologla en la compren31on profuhdav

'de los fe”omenos°iNatura1mente su ejerclcio requiere de un;fambliop

,1ntuicion¢;

';conocimiento no solo de matematicas, sino de -una buena
’fisica. o
Por lo general al- modelar un slstema lelOO determlnado, se

' obtienen un conjunto de ecuaciones dlferenciales (ordinarlas o parif“

interes, asoc1ado al sistema f151cog

Tamb1en es general el hecho,_de que 1a SOlUCth de las ecua-

51mpo$ib1es_

 cua1es realizamos en computadora. S . ‘
De este modo, hemos dedicado este primer Capitulo a una expo-i
':Siciénkmuy'generél de lo que es.  la modelacion matematica de
“sistemas fisicos. haremos una disgresion hacia las ecuaciones ‘de‘
'transporte y dlfuslon de masa men31onaremos 13, dificuitéd de

_resolver..analltlcamente estas ecuaclones y las poslbllldades que'

brlndan los metodos computac1ona1es.




& DESCRIPCION DEL MOVIMNI ENTO.

A los elementos de un sistena macroscépico (también llamado
continuo) se les llama particulas. Consideremos solo conjuntos de
particulas que poseen algunas‘caracteristicas especiales que llama
remos cuerpos. Sea 8 un cuerpo. Entonces en cualquier tiempo cada
particula Xe® ocupa una posicién en el espacio fisico R’ . Esto de-

- 14
fine para cada t, una funcion:

p(t):8 — R° (0.1)

LﬁViyilé}ccqrdgpédés_xﬁdekla‘particp;a x éstgn”dadqs‘eh,;el~Jtiempo. t

| #=b'(i;t) o (0.2)

las;propiedades de los sistemas macroscopicos son_}

“En _general,

Las propledades 1ntensivas se pueden~descr1b1r_de dosrx

diferentes, en terminos Lagranglanos o Eulerlanos Tomemos”una pro-

"w(x t) el valor de la propiedad n en el punto x:m3 ‘én el” tlempo t.
A la func1on p(x,t) se le llama descr1p01on Eulerlana de la prople“‘i
‘dad n. De estas definiciones  ambas . descr1pc1ones' estan‘ 

relacionadas mediante:

S(X, O)=e(p(X,t),t)  (0.3)




La velocidad en términos Lagrangianos se define por: fi

ap(x t)

VX, t)= =p, (X, t) (0.4)

'y si v-es la descripcién.Euleriana de la velocidad entonces por -

(0.3), tenemos lo siguiente:
V(X,t)=v(p(X,t),t) (0.5)

. : 7 . . s <
Para derivar una funcion ¢ en el tiempo se mantiene fija a la

- v > - 4 .
;partlcula, mlentras que. para derivar a una funcion ¢ se mantiene

‘fzjo el punto en el espaclo, ént¢n¢§s de”CQﬂB);

N e
e, 0D = GEPOGTLE) L, gBOGE),T) ROt

=6, (BOGE),E) + B (X, E)Ta(p(X, t), t)

s, tveve 07

TRES'RESULTADOS

En esta seccion se presentan resultados de: ‘céICQlo"qué »éohi»f

"uimportantes en la modelacion matematlca de sistemas macroscoplcos

El prlmero de ellos es el Teorema de Green

]




FIGURA 0.1

K : L . . .
}Slpu=u(xl,...,xﬁ) es una funcion escalar, bajo ciertas condi-

ciones sobre u (ver ref. [16]) y § es una regién

_conexa (fig.0.1)

B0 e e e
fogw 0% = fyoong= o (08

Qp:imérajdx¢ée:'htiepdejqueﬁg"uh,e@eme@to,déﬂﬁazumen!én Q

‘ que: constituye el primer resultado.

SR . ‘ “ ‘.. - . "’
Para presentar el segundo resultado, consideremos una region

@ que contiene particulas, supongamos que Qén(t);~ver1£;gura.0.2;’7“




FIGURA 0.2

Consideremos una ‘propiedad extensiva

. — = I'f£) = f £ (x.t)dx + | f(x,t)v(x,t).ndx 7'1(°¢ii)’
LT e fﬂ(t) v ‘ N faﬂ(t) - | A

Q.y con respecto a‘t mientras que la segunda‘nosyinformafdel cam— 
bio de la propledad Ien la frontera,‘esto es del zntercambxo con -
el exterlor‘de Q, aqui v es la velocidad con que se mueve la fron
tera de Q.‘; ‘, _ , _ ‘ ” ;

" Este resultado es vélido '5610' si £ Yy sBU. defivada‘ sdn

contlnuas en 1. Sin embargo Bl tenemos una superficie' 2éﬂ;,'en

"7donde £ y/o squderivada Nggp; discontlnuas ~entonces: tenemos' lo
S‘BUWunte. : - R e




FIGURA 0.3 Aqui tenemos que:
QO =Q_ +Q  ; d9_= d_Q +
o = @, Q + L.

s como referencia a

“res _tado ‘anterior: a cada regionfpor “separado

donde hemos tomado:

Aplicéhdo‘el Teoreﬁa de 1a‘Divergencia tenemosllo siguieh;e:

I s ‘f‘h‘{f' + v"f-’fv,}'d:xw- f {f]v,: dx c s (0 14)-




El tercer resultado que queremos presentar es el Lema de

Dubois-Reymond.

Lema:; Supongamos que f(x> es contfnua en o ¥y &% para toda regién

Rc} se tieme Que:

J £(x)dx = 0
R

entonces fC(x2> = 0 en Q.

"5puede tener discontlnu1dades de salto, y adeﬁésif 

);tgg;1axj;_pz; . (0.15)

| e
"H!;H T ;%f‘!§ll

>:empezar un primer analisis de la evolucion. en el'tiemP9;'de"iés

propiedades extensivas en sistemas macroscopicos. ,
‘Dada cualguier propiedad intensiva n, pbdemos _definif una

prdpiedad‘extehsivévE(t). mediante:

¢

1;E(t)“='f,w§x,t)dx.ﬂ  V;.n§L‘  j;_n;,(p;17yﬁ’5"
RS NN R T , v . :




donde ¢ es la descripcién Euleriana de n y B(t) es la regién
ocupada por el cuerpo B en el tiempo t. Por la relacién (0.3) es
posible expresar a la propiedad E(t) como una integral sobre las

particulas materiales del cuerpo &, mediante:
E(E) = [ o0, t)dx = f & (X, t)I(X, t)dx ‘ (0.18)
( } : .

en donde J es el determinante de la matriz Jacobiana J, que esta
dada como:

s = 5

_gusando ies resultados de las ecuac1ones (0. 9) ”yiklo,ii),' teheﬁbsj

'que e1 cambio de E con respecto a t esta dada por.", '

f {wt + vwv}dx
Bty

Esta ultima ecuacion tlene una 1imitacion importante

aquiT‘eu%ﬁ

s supone que la representacion Euleriana (m) de n y su derlvada son“'*

continues. Sln embargo hay aplicacloneS' importantes en que estas
representaciones pueden ser discontlnuas De este modo se tlene la

motivacion de derlvar ecuaciones en en donde 18  representa01on n
: Eu1eriana (o Lagrangiana) de m sea discontlnua ' ' 7 ,
Consideremos un cuerpo 'S que ocupa una region B(t) en el tiemumf

po t. Supongamos que g(x,t) puede tener discontinuidades en una su’

flb



perficie £(t), dentro del interior de B(t). Aplicando (0.14)

tenemos lo siguiente:

‘E'(t) = f w, (x,t)dx «+ f EUX, LY VIX, t) *mdx -
: B( Y - g8t

fz[w]vzonzdx ' (0.21)

Si B(t) esta d1v1d1do en dos subreglones B, (t) y B_(t), de

J'anera que las fronteras aB y 8B :contengan a la superf1c1e z

a Divergenc1a;

en“forma;hseparada,g 

_lo'siguienteg

f V'(wV)dx

- fovemdx = f leviendx  (0.22)

': B(tlfW'

Cuando se modela un sistema fisico macroscopico.‘,détgrmx‘

SU comportamtento, signiflca.saber en 10 futurob los vcambios'AQUejbr

“ten§ran una o mas propiedades intensivas y/o extensivas propias
~del sistema que se estudia; si sabemos de antemano laSQeéuacionés
‘que figeh los cambios de dichas propiedades intensivas (y/o exten-.

:“”sivasi, asi COmMoO.. condiciones en la frontera de la region de ‘inteéj

res (y/o condiciones iniciales) Para determinar\“lééf ecuacionesr”**

.o que rigen,log}camb;os, de las propiedades intensivas yv/o. exten51-
g : P . .

11 -



vas, se establecen por 1o general balances (estos pueden ser de
masa, energia. momento etc.), mientras que las condiciones de
frontera y/o iniciales sobre las region de interés se obtienen de
las propiedades fisicas existentes en tiempo de inicio del estudio
del sistema. Finalmente una ecuaciéﬁ de . balance simplemente
especifica que: el candio en el tiempo de la propiedad extemnsiva
E(t) asociada a la <ntensiva n, es <gual al <“ntercamdbio que trene
e{- sistema con el exter<or en divcha propiedad, mas Lo que se gemne-

re <o desaparesca} de dicha prop@edad dentro de ta regién de tnte-

} _;res Q..

y LEYES DE BALANCE.

El comportamlento de un sxstema macroscoplco esta: determlnado

”;por ecuac;ones de: balance. 5u forma general para 1u propiedad'

intensxvaxn

”uya representacion es Eulerlana,

esta dada po:'

esta relacidén se llama.

‘,',Z.'.’ ) B ) . v ’ ‘j‘
ecuacxon —general . de- daol :

*se le conoce como summnwstro de La propzedad w.< v e
1,tensor g es otro del mismo’ rango, mientras que el rango de T exce—7”“$

de al de ¢ en uno.

De este modo sustituyendof(o.ZS) en (0.24), tenemos:

"f {wz + v-(wv)}dx + f (o(v-vg)Iemdx - | i'ndx -f gdx =0 (0.25)




v aplicandoc 1la ecuacién (0.22) a la anterior ecuacién tenemos que:

J (o, + vel(pv) - vex - g¥dx + | [p(v-vg) - tlemndx = O (0.26)
Bl t) - T -

de este modo aplicando 1la extensién del Lema Dubois-Reymond, tene-

mos lo siguiente:

g, + Velgv) - Vex - g =0  _en B(t) . (0.27a)

e la ley de balance general (O 24 26)

Observemos que (0 27a) se_; ;

: , En general son cuatro las leyes de balance ven, que:~descansa'
" una gran parte de la mecanica de los medios contmnuos Estos balan

' ces pueden ser:

De masa
De momento

.: De momento angular . o

1.
2.
C 3.
4.

. | . », IR | . B . " .
En el resumen de las ecuacloqgs de balance de 1los sistemas

De'energia'




’ :
macroscopicos, no intentamos hacer un compendio exaustivo de estas

ecuaciones. Siguiendo la 1inea de presentacién. expondremos en

forma breve so0lc €l balance de masa, v dejaremos sin revisar 1los

tipos de balance marcados en 2-4 de la lista anterior.

v

® BALANCE DE MASA.

- 3 » , o
Consideremos un sistema aislado termicamente, como el de

ia
figura 0.4, el cuél tampoco intercambia energia mecanica con su
exterior Supongamos que un cuerpo B ocupa una reglon B(t) en el

spac;o m ien el tlempo t La prop;edad n as

1ada a: la masa M del l

fcuerpo al tlempo t es ‘su densldad p,'l que Hsuponemosf

;funcion del espacio y del tiempo o= p(x,t) laﬂ cual
H5representacion Euleriana. '

“es uha

M(t) = f pox. ) dx o | (0.29)
B( 4o v )

u.en donde la 1ntegral anterlor se evalua sobre todo el espa01o B(t)
que ocupa el cuerpo 8 al tiempo t.

Supongamos que T(x,t) representa una fun01on que

- 14

comoi%gﬁ§ Qf”‘

cuantifica



el intercambio de masa por la frontera aB(t)' del cuerpo 8 al
tiempo t; y a g(x,t) como una funcién'que representa el suministro
de masa dentro de la regién B(t). Entonces el cambio de masa del

cuerpo B8 al tiempo t esta dada por:

M'(t) = -f g(x, t)dx - [ ©(x,t)endx (0.30)
B( &) ‘ OB 4

en donde T'n es el flujo de masa por la frontera dB(t) de %.

De este modo el balance global de masa en el cuerpo & esta
dada por:. ‘

ff {pL+Vo(pif}v-v g}dx 4 f [p(v 'z’ z]vndx ‘0,;Lé;jﬁ?

-:{9;31)' ;;
BOty i T RIS

‘*?gen donde hemos 1dent1£icado w = p en 1a representacion Euleriana..

De este modo la forma local de la ecuacion de balance anterior

' (0.32a)

(0.32b)

cons::mucl oN DE LA lIA A.‘

SOn de gran 1nteres los casos en que. 1a masa del cuerpo x
_thserva. Si la masa ha de conservarse, entonces : 1) no debe’ haber
flujo de masa a.'través de la frontera de 8 y 2) no debe crearse
 “n1 destruirse masa dentro de 8, por lo menos durante el tlempo que
dura'la medlclon ~“Por lo tanto tenemos que T=0 y 8=0. De este modo

-+ las ecuaciones de‘balance locales estan dadas’ por:




o en B(t) (0.33a)

Py + Ve (pv)

lp(v-vg)len = O en L (0.33b)

. ! ’ .
a la ecuacion (0.33a) se le conoce como la ecuacion de continuidad

e TRANSPORTE CON DIFUSION,

Para plantear 1la ecuacion de balance de masa con difusién,
qﬁe se satisface dentro de la regién B(t), hablaremos fisicamente
‘de la Ley de Fick. ‘

' Consideremos una. seccion de un sistema como el que se muestra

“fen la figura j donde tenemos un gas disuelto en un medio

(que

suponemos en‘estado estacionario). de tal forma' que’ hay méyér.'

concentracion en el lado 1zqu1erdo que en el derecho

“Sﬁpohgamos’Qhe ambos lados estan a la misma. temperatura. - Un .

resultado fisico es que si se quita el pistdn P las moléculas del
1ad6,izquierdo se desplazaran hacia la derecha, tendiendo a. . esta-
- blecer un‘éQUilibrio,de iaS'densidades p"y Py - Intuitivamente po-
‘demos ver que para(que se efeétﬁe' el fenomeno, de difusién es

necesario’ que la concentrac1on de moleculas, en ambos lados de P,

sea diferente (y en donde se supone que las condiciones' fisicas

exteriores son identicas‘para ambos lados). Esto se establece de

.- 16 -




':,establecemos como slgue-.

la siguiente forma:

A.: Paro que tenga lugar le dijusién, ta distriducion

- ’ e .
espactal de moleculas dede ser mo homogenea.

Tambien es natural suponer que este proceso se llevara de
izquierda a derecha (para el caso presentado en la figura ante-

rlor) dado que la concentrac;on es mayor a la izquierda. Esto lo

. él_‘,

;La dtfuston ttene tugar ey da dmrecﬁtan en-que .

la concentraczon de motecutas dzsmmnuye.

n jtendlendo a: 1gualar en todo el espac;o dlsponible la: distrzbuc;on o

'-tendencia es,

e uales producen una inversion de flujo de moleculas

“~_1ugares En general el proceso de d1fus1on, es el resultado de la"

_vanlen“una’unxdadfde‘tzempo:uniarea un;tar;a perpendicular a la d’

reccion - de difusion () es proporcional al 3éav o de ’concentra-““ﬁf

'cion (p) en esa direcion Por lo tanto podemos establecer que.‘
"E«= xeVp o (0.34)

-~ a esta ecuacidn sé le conoce como Ley de Fick. Donde x se 1le
‘conoce como matriz de difusion, y puede ser determinada experimen-

talmente.”

De este modo si queremos’ estableyer una ecuacion de balangef-




de masa, en donde se contemple la difusién. tendremos que usar la
Ley de Fick. De este modo la ecuacion de balance local queda como:

"
Qo

Py * Vel{pwv) - V-(lon) en B(t) » (0.35a)

]
(=]

o (v-vg) —'?.VOVp]On en I (0.35b)

en donde hemos supuesto que no hay fuentes ni resumideros (g=0) ni

;transformac1on de masa en B(t).

Este sistema de ecuaciones locales. contiene a. las fuhgiqne;l

ey v.7 en sus “tres componentes }QQ ello no,7§s ¢hfffT 

completo. sSin. embargo’,cuando' se conoce v de' antéﬁéﬁblfﬁééﬁés
ecuacxones constituyen un modelo completo para el transporte y d1—
_fusion de cualquier sustancia quimica. en donde no haya fuentes niv:
| 71'sum1deros7de tal»sustancia dentro de B(t).

en donde e representa'

f,que es una expre51on ‘mas conoczda para la:ecuacion de tra ﬁbfté*y*“”*
. difusidn. o ‘ _ RS
Para geometrias generales del dominio v condidiopes de‘
ffontéra .no"suficientemente~ regulares los métodos"analiticosr
,reéultan ser inaplicables. Pueden existir élgunas solucidnes
”analltlcas .para la anterlor ecuac1on si reduc1mos la' dlmen51on v

suponemos a los coeficientes ‘de 1a  matriz de difusidn coﬁorﬂﬁl

~ . r . as
constantes (caso homogéneo e isotrdpico, ver referencia [13}). Sin
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embargo, en la mayoria de los sistemas fisicos la matriz % ho es

una constante, salvo que se le impongan restricciones al sistema
qQue se estudia, lo que conduce a obtener una aproximacién en el
comportamiento del sistema que se estudia.

Sin- embargo, los métodos numéricos como el de Colocacién.

Diferencias Finitas o Elemento Finito (ver ref.[12] v el l1libro de

nos
. ! . ’ . .
brindan tecnicas para la solucion de ecuaciones de este tipo. sSin

Zienkiewicz al que hacemos referencia al final del Cap{tulo).

importar la geometria del dominio de definicidn ni la regularidad

,‘de las. cond1c1ones a la frontera.

Finalmente 51 suponemos la ecuaczon de transporte N dlfu51on,

fjmedio es: homogeneo (K 1) con la velocidad de la_ frontera (de g)gj

”5constante obtenemos una ‘ecuacidn de la forma:

7femetodolog£a presentada por Ismael Herrera

"los_ algorltmos fquev_ implementamos",resuelven'

f(x)

donde p—p(x) y a 1la ecuacidn la sujetamos a COnd;ciones de
,Dlrzchlet. ' ' '
Formalmente el método presentado por Herrera es aplicable a

.ecuaciones dlferenoiales mas oomptegas, la razon de  presentar su

VgnaplicaCLOn a.este tlpo de_‘eeuaciones. es,ique simplemente esto

-, . - T e PR
constltuye un prlmer paso para su aplicacion a ecuaciones mas"

- 19 =
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. 14
complejas. De hecho, ya hemos aplicado el metodo para resolver
ecuaciones mas reales de transporte y difusién, esto e a una

!
ecuacion de la forma:

629 do _ @p
5;—2-*‘ H(x) ﬁ+ I(x)p = €

donde p=p(x,t)

;y'la su:etamos~a»cond1clones de Dlrichlet En donde hemos usa,o:uﬁix

“;metodo de semldzscretlzaczon, y en donde hemos segu1do la 1in a dé'4

investigacion de Ismael Herrera. Michael Celia‘y Scott Kindered
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CAPITULO 1.

CONSIDERACIONES INICIALES DE LA TEORIA ALGEBPAICA.

¢ INTRODUCCION.

En este capitulo se presentan las ideas fundamentales c¢on las
qQque se desarrolla la Teoréa Algebraica de los Métodos Huméricos,

"presentada rec1entemente por Ismael Herrera, Gonzalo Alduncin

‘T"Luc1a Chargoy. : o ¥ ‘

,k ”?;Lal Teoria Algebralca es uha aproximacion general "a- laj-
‘:solucion de Ecuaciones D1ferenc1ales Parc;alesf ‘asi. como tamb;en »
'Ordlnarias (motivo - prlncipal de- este trabajo) . Resulta f{seil:
wablicable a cuaiquier operador dlferencial lineal simetrico o~uno-ﬂ
‘ﬂ simetrico. asi como también_' a operadores diferenciales ;defx

. :Bién @el- 'Eﬁf?S 

»ormulacion, ademas:de’inclulr

5p:“b“emas”tran31to"ios o 1ndependientes» :tigmpo.ﬁ

;Finitas,-Elemento Finito y Metodos de

esquemas numéricos diferent%s. 

'  FormuLas de Green para operadores diferenciales

con el Metbdo'
los Residuos Pesados, es nuestra 1ntension bosquejar esta 1dea.f
aungue podemos encontrar una discusion formal en la vreferenc1a>
'[4]: tenemos lo slgu1ente. v o

Con51deremos el problema de valores a la- frontera.v

. Ku=f .en o , (1.1)
BumE . em- Rl




donde el operador g esta definido en 1la regién Q (ver fig.1.1) v u
es una funciodn tantas veces diferenciable como el orden del
operador £, la cual tienevdefinicién en & y c¢cuyo valor en la

frontera de  (80Q) es g. -

Sea S‘ el adjunto formal de £, entonces cuando u,v definidos
en N, satisfacen condiciones apropiadas a la frontera (ver discu-

sidn al principio del siguiente capitulo), la férmula de Green:

se satisface. Donde dx se entiende como un elemento dée volumen: .

“sbbfe Q.

, ;Ahora-bien,'dehtro de'1a'métOdolog{a de iosvresiduoég'pesadoé

(ver por‘ejemplq la referencia -tlzj), se constfuye una solucion

- aproximada u'ﬁal;problema‘(1.1)3mediante’una serie de dos pasos:

R .kl k . '7 ) . ” ' . ‘ . -
" 1o.:La solucion aproximada u se.expresa CcOmo una
R P AR Py ' SR s MR
combinacion lineal “de'N”'funCtQﬂGSHbGSP“’a‘fdeClr:M

'{ix,A.-,iﬁ} las éuales son linealmente independien—

f}'tes y estan definidas en la regién Q.




u = a ¥y : (1.3a)

donde los coeficientes ¢_,6 se determinan posteriormen- _

o
te. Es comun elegir la base { L }&=1 de tal forma
que las condiciones esenciales de frontera se satis-

fagan. Ya que w' aproxima (1.1) entonces el valor:

e=Lu - f (1.3b)

'fsera dlferente de cero Por 1o tanto se eligen 108~co—;[

fen magnitud o

menor tamano pos1ble

20,;Se ellgen‘jN,b'/unC£onesvdé béso_ 57P0r» decir

ﬁ.mu},lunealmente 1ndepend1entes definldas so—'

‘. o T Al ] o o ”‘- . . ) : oy
finalmente comb;nandOWestaw-gguac16nvconﬁla.ecuaclopv

Bajo estas  ideas tenemos que - podemoé"’redu;if”i'(itaﬁ)”"

imponiendo las condiciones variacionales (1.3¢c). Esta ultima
ecuacién'puede tener masgs de una solucién, por lo que se introduce
la représentacién (1.33).

Ahora es claro que 1la solucion exacta de (1.1) satisféce

(1.3c), esto es que:




ijd(cu - £f)dx = 0 | (1.4)
para o = 1,...,N
comparandola con la ecuac;on (1.3¢) se tiene que: -

fnwdCu’dx = [ wgfudx S (1.%)

para o = 1,...,N

.. satisface condiciones de - frontera

o funcxan cuy@s proyecotonesi eh"fl” subespaczo » dfmddb'

’;‘pqg_pt swstema‘de functones { C w:....,c m N } comncm—

TR DI R PR e e R
..dela ¥nformacion contenida en la solucton aproximada.

Este es el fesultado que se deseaba exponer,“el cual da

f:vinformacion acerca de la naturaleza de la solucion aproximada.

e OBJETIVO - DE LA,TEoRIApALGEPE!!CAr: 

La idea de la Teoria Algebraicé"es' aplicér la—'nbciéhV

presentada arriba de una'manera_sistemética.‘ Cosa :que no habia




sido posible debido a que la igualdad (1.2) solamente se satisface
para funciones, admisibles u, suficientemente continuas y que

satisfagan condiciones apropiadas a la frontera (por ejemplo
homogeneas) . Sin_embargo-en los métodos del Elemento Finito, las
condiciones de frontera no homogéneas -son consideradas y las
funciones admisibles pueden ser discontinuas en la frontera de
un elemento t{pico {interfronteras). MAs aun en los metodos como
el de Petrov-Galerkin 1aé funciones de peso son totalmente discon-

t:.nuas B

- Por.. lo tanto la 1dea de la. Teorla Algebralca es. extender las -

fformulas de Green (1 2) ‘a funciones d;scontinuas yjcbndl’lones de
1a :
preseﬁtada'en (1 6). Para. 1ograr esto el .autor ha prefer;do una

3frontera.no‘ homogeneas, para de este 'modo seguir fnocion{f

~;]formulaclon puramente algebraica. Y esta ‘esta dada por medio - de

formas bilineales <Pu v;.<que~pu§Qen,;sgr v1st03~ qgmo voperadoresl~*‘

Lo . FiGURA'l.z

Para bosqﬁéjéffééto,,conslderemos el problema de . valores a la, jL

frontera 1.1, donde’ éuponemos que ueD esta en E“(Q) 'y n es el -

orden del operador £, mientras gue el dominio Q no est§>‘pafticiq—




‘~f;donde 1a?;!il ,w

nado.ifig.i.Z).'En este problema prescribimos ‘el valor de u al
aplicarle £ como f en Q@ y el valor de u al aplicarle 8 como g
sobre 0.

Identificando al operador P:D ———4D' con el operador dife-
rencial £ mediante:

}Pu,v>=fnvcudx=f9vfdx (1.7)

es posible, integrando por partes, hacer que £ deje de actuar
sobre u, donde utilizando el Teorema de Green (ver referencia
[16]):

<Pu,v> =;fnuc*vdx + Juee - c*)urdx (e

. dx‘se entlende como una forma” iferenc1a1

a0 y B C. \es un operador que actua sobre v en: la frontera De estef'

, modo 1dent1ficamos.

'<Q u,ﬂ) @

'y en' C como el operador de valores a la frontera‘complementérios,
: donde a la ecuac1on (1 10) 1a llamamos Formu&a de Green Abstracta

'Y esta expresada mediante operadores valuados en ' funciones

_admlslbles de un esp301o D.
s Comq~segundo‘bosquejo;””y “antes - de- -terminar .la . discusién. . .
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; Qfg(pu v>_ z fﬂuc vdx +2 f X(B C JYudx +Y fiv(J —Kj)udx

general, consideremos el problema de valores a la frontera y de
saltos prescritos en las interfronteras FJ (ver fig. 1.1). Aqui
el dominio 2 se ha dividido en N partes y existen M interfronteras

FJ en el interior de , entonces:

N : :
<Pu,v>» = vaﬁudx =3 fﬂvﬂudx : (1.12)
k=1 k '

es posible integrar por partes, para cada 1 £ k £ N, y hacer gue £

deje de actuar sobre u en 2, , esto es:

SN L BN 3

k=K y-x~. b ..'~“}J—1 ;J;

dohde defiﬁimos,lén,forma similar al primer bOSquejo:

(Pa,v; ;ng‘u,p5;+ (Bu v>‘_T(C?u 0>.+ iju,u>¢- §k?qu>La (1;13:)f’ﬂ’

" 'elementos de la particién de f, ver fig.1.1), po:

'hKFu,wx'— <Bu,v> - <«Ju,v> = <Q‘u;é> - <C'u,v> —'<Kxu.y>1 (LQl&),

"'operadores C vy c respectlvamente medlante las relac1ones-‘(if13)€”‘

de este modo Q es el adJunto formal de P mlentras que ‘los -
operadores By C representan operadores de frontera; en donde B

contiene los términos de frontera prescritos (ver ec.(1. 1))y c® a

los terminos de frentera compLeméntariés’, no expllcltos en (1.1).

Mientras qﬁe J y K' lrépresehtaﬁ‘ a los operadores de salto

- .y _promedio de u_ en la interfrontera rj,rrespectivamente.

En forma general, en un problema de valores a la frontera se
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prescribe el valor de Pu, Bu y Ju; dentro de la Teoria Algebraica
se asume que f, g, J € D' son los valores correspondientes.

@ Por ejemplo si como caso particular de (1.1) tenemos a £ como
el operador Laplaciano y condiciones de frontera de Dirichlet. En
vista de (1.9) Qu esta caracterizado por los valores de 1la
solucion v en el interior de los elementos Q,c Q; mientras que los
valores de frontera complementarios cu serian las derivadas

normales de u, esto es fuv/dn. En general mientras gue Py, Bu yv Ju

Vconstituyen datos prescrltos los valores de Q" v, C.u y K u son

datos no prescrztos

La formula de Green general (1 14) a 1a v;sta

(1. 1) conduce a dos principios variac1onales para cada problema de

valores‘a,la frontera,,v1a,1a relac;on (1.3¢). El pr1mero es:

=,%f,p);:';g;p> i ¢3, v Q;yuyﬁé»p;‘(iglsi, E

éQ*ﬂ;vﬁ —'(C'@;Qo‘— R uv> = <f,u> = <g;ﬁ}“;f(j,v} Vf§ é;bﬁ(i:i6)i 

principios

A-Hestpg; se les 'lléma directa e <ndirecta

-pro luma la s

de valores' a:-

:Ahara'ﬁiéﬁ. de acuerdo al. metodo de los Residuos Pesados} una;
solucion aproximada u'e D ‘es aquella ‘que’ satisface los .dos‘”
'principios variacionales, para cualquier familia de funczones de
“peso «{ ‘a}d- -D, (ver ec.(1.3c)). Mientras que  1la solucion
exacta u € D necésarlamente los satlsface, entonces es,¢l§r§’que:

“;mef“,}id?-“"c u!}§d> - KR “,'ia’ = _
= <@ u.id>“—:<C“u;id>~—~4Kruwid>LL¢mmﬂ“(1-17)”w;

para o = 1,...,N




esta ecuacion Junto con 1la (1.10) generalizan (1.6) para
operadores diferenciales definidos en campos discontinuos v

! .
continuos respectivamente. Y constituyen las ecuaciones basicas de

la Teoria Algebraica.

Claramente la funcional ‘Q‘”'ia’ - <c‘u.§d> - <K*u,§a>
(ot = 1,...,N), la cual ‘esta dada en funcidén de 1la solucidn
aproximada (ver la ec. anterior), es parte de 1la informacién no
prescrita. Y es toda la in/ormacién que podemos odbtener de la
solucion aproximada v’ Mientraé‘que ta representaczon u': La é

;estabtece eL procedtmzento para extrapotarvtat tnformaczon, ,y,*;g

ufdrmaczon cantentda en La sotucmon aproxzmada Ces -tndependtentEa.
de; este proceso de extrapotacton Y soto depende. de t systema 'de
: functones de peso { im }u= e&egtdo.» '

Esto const;tuye el conjunto; de ideas ;5551G35‘~Péf§,,,¢17'h

S s;stematico

~ para campos continuos.

‘ discontlnuos respect:.vamente .




CAPITULO 11I.

FORMULA DE GREEN EN CAMPOS CONTINUOS.

® INTRODUCCI ON.

'ﬁmmw ha quadade indicade an &l capitulo I, 1la intencion de
este capitulo es la de exponer. las ideas”bésicas Y generales de 1la
Teorta ALgebraica de los Métodos Humér%oos, para operadores

: dlferen01ales deflnldos en campos contlnuos

“El obJetlvo de la Teorla Algebralca es la contrucc1on3:siste-'

maticajde la- formula de Green para el operador diferencialycn~dado >
=fen un problema de valores a la frontera (y/o valores 1n1c1a1es). a
‘la que se le incorporan las-condiciones: de frontera dadas enf el

Vproblema Cons;deremOS' como casoj particular a - la . ecuacion

‘;dlferencial de’ Po;sson sujeta a condxclones_de frontera“de Robi

en o

=vé, en_aﬁ'

“producto uv’u;

fQ(uvzv - wVlu)dx = jééug% - vg%ddx (p2.2)

donde la primera dx es un elemento de votémen de 0 y la seguhda un
eLeménto ‘de superficie de 80. ' ' ,
Es pos;ble separar 1as cond1c1ones de frontera dadas,‘(pzjlb)

”en el segundo mlembro de (p2.2), esto es:
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o 2 1 _ du,dv v, du
fn(vv u - u¥Plv)dx = —faéu+aﬁ)3;dx + faéu+a§)gﬁ§x (p2.3)
finalmente si definimos:
<Pu,v>=fqu2u : <Q‘u,v>=f uv ' vdx (p2.4a)
: ¢

“<Bu,v>= -faéu-»gl"-)gﬂdx 3 (C*u.,v)= faggv+g%)g_%dx - (p2.4b)

'tenéhbs‘lé‘ szgulente expreSLOn,«'mediahte ‘operadores, . .para 1

‘_anterlor ecuac1on

<Pu,v> - <Bu;p5 = <Q'u,v>‘—‘<cfu,y), . (PZ.S)

o dphde'en”Pghemos;agrupadola; ‘operador,'diferenéia}i*del;mprpblémg,

'(esta ultima 1dea es mas clara -

(p2,1b) a la ecuac;on 6u/8n g, esto ‘es se dan' épndiéidnés défi

froTtera de tlpo Newman en este caso en C quedan ) directamente

',:B Yol

391 como el desarrolloﬁde 1a tek' talf'

1a necesari

‘__'afzfa%

'”iiﬁf, ‘es uno de los" motlvos ‘del- artlculo presentado por el Dr.f
'Ismael Herrera (ref [31) ¥y que! presentamos aqui para el - ¢caso . en i
que 1la formula de Green generalizada se contruye cuando el dominio

Qes contlnuo, el caso para cuando {Q . esta: particionado en 2

partes se presenta en el 81gu1ente capltulo




e NOCIONES PRELINARES Y NOTACION.

Es natural primeramente introducir las nociones de operadores
lineales valuados en funciones P:D —— D' y los <transpuestos de
eéstos via formas biliniales (ver referencias [11],[1S]), siguiendo
el preludio presentado en la ec.(1.7). asi como también presentar
la idea de los subespacios nulos de los operadores definidos; ya
gque las reléciones de Green que se derivan de 1la Teoria
Algebraica descansan en gran parte en las propiedades de estos

subespacios.

 5fDenotemos a I como el campo de los*numeros reales o complejosﬂf

7de funciones escalares admmszbtes'sobre §. -

‘ED( 1'espacio lineaj

 fe1 espacio 11nea1 de funcionales llneales definidas sobre ‘D;

es D es el espaclo dual algebraico de D.‘

‘Denotaremos a P:D __“_*D,. como al operador valuado

L ’ - ' » . R o
funciones, los cuales seran usados muy a menudo. Dada u €

Entonces eBc i'b:.mos e e S N |
<Pu,v> = <P(u,)‘,‘u> 3 A (2.2)
en el desarrollo de las ideas basicas se _trata, exclusivamente,

con opéradores valuados en funciones los cuales son lineales.

Tomamos a Dz = D & D  como el espaéio de los pares { u,v }

SoconTuw v E” D Consideremos las funciones (:D*——J, el valor de f

en { u,v } denotemoslo por B(u,v). B es bi;ineal cuando es  lineal

en uw cuando v es fijo e inversamente cuandofes lineal en v. cuando
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fijamos wu. Existe una correspondencia uno a wuno entre las
funciones bilineales y operadores valuados en funciones . los
cuales son lineales. Dado el operador lineal valuado en funciones,

P: D —— D*,podemos definir una funcion bilineal (3: Dz———+,6 por:
Bl{u,v) = <Pu,v> (2.3a)

inversamente, dada 1la funcién bilineal 3: Dz;———» § podemos aso-

ciarla con un operador P: D —— Dt lineal. Dado v € D, sea:

=

P(z) =d € D (2.3

;donde o e D es una funC1onal 11nea1 cuyo valor en v e D es.; -'

Dado P: D — D’ tomamos [ : D‘—-——» § como la funclon b:Lli-—"

aneal (2. 3a) Definimos al operador . P : D — D _asociandolo a ;a;

”transpuesta B denjlagvfuncion, blllnea;~ B.v,Entonces vB‘ 7esf la}‘

'fgl

f'nspuesta'de ﬁ.y a. P D — D" 1o iié@gmosv ‘transpuest

PTu v ;'(éy'k'-(_;;'i;}vf)*; Bu,i) = <PYLu> Uz

Por_ﬁlti o. dade P : D — D‘; Nr € D denota' al 'BUbespacio"‘

nulo de P, esto es:

* RELACIOHES BNTRE SUBESPACIOS NULOS X OPBRADORBS VAI.IJAD()S:‘!:N4'j
FUNCIOHES.

En este apartado se intenta establecer algebraicamehte~ al
problema presentado en (p2. 1) © con mas generalidad en (1.1) del

: . 4
previo capitulo, asi como tamblen relac1onar los nulos de 1os ope—

radores P con el espa01o ‘D de fun01ones admlslbles




DPEFINICION 2.1: Se dice que los operadores P: D —— D"
Yy Q: D o D“l pueden ser variados independientemente,

si para cada U e D y Ve D existe u e C tal que:

Pu = PU v Qu = QV (2.6)

Claramente esta definicién caracteriza en forma abstracta al
problema (1.1); ya que en este se busca una funcidén u € D tal gue
satisfaga, simulténeamente, la ecuacidn diferencial N las
condiciones de frontera. DPe este modo en 1la descripcién de

operadores de (1 1) pedlmos que P y @ dlstlntos hagan corresponder

-5 1a funcion u la mlsma funcional que "asoclan a dos, func1ones

diferentes U y V preéstablec1das. Por 1o_tanto esta deflnlclon es' “

5equ1va1ente a la existencia ‘de solu01on al problema deflﬁndo ,
La 1dea puesta en la deflnlclon anterlor puede expresarse -en .-

o formas alternativas, que se’ exponen en el sigu;ente teorema (ver

::lentes

f”‘) P y G pueden ser varlados independlentemente; 

vy D= Ne 4
esto es para cada v € D existen u, e N¢ V u € No ‘=

v o= u, o+ U, :  (2.9b)

‘w) Para cada u € D, existen u,e D y u,e D 3

CGe) wosu v w oy . ,(2.10a)

) Pu = Pu, 'y Gu=o0u, - izl




DEMOSTRACION:

(¢) = (7¥7%). Tomamos como premisa (7). Sea UeD y VeNa ,
entonces existe ueD tal que: '
(a) 8i U e Nr c D entonces:
A -Pyu = PU =0 y Qu = QV = O
() Si U € { D-Nr } c D.entonces: o
Pu = PU y Qu =0 ’ 4.

(<) = (vi7). Aceptando como premisa (¢1). Para cada U € D
existe u € D tal que:

Pu = PU v Qu = 0

- ya que u,U € D entonces su suma esta en D. Sea

ffapllcando a v 1os operadores P v o 73 : _
_ i  PV = PU - Pu =0 y ov Qu_;ﬁoa*?1QU  _u“Vig,‘“7
'5,(££€) =2 (1v). Tomando como. prem:sa a (zzz) se tlene, que dada

‘2V e D existe u, e D tal que

‘se fiéne;j}'” e
Pu,=PV-Puy=PV y Ou=QV - 0Qu=0

éﬁque u?e Nr y

g(tv) = (v), Aceptando (xv)

’y u, € Ne tales que

% = ‘tbl + U’z‘

con NP c¢c Dy Ne ¢ D, aplicando Py Q a u, sé tiene:

Pu = Pu + Pu,= Pu, vy Qu = Qu + Qu Qﬁz , , -

(v) = (£). Invirtiendo (v»). Para cada u‘,u e D, existe u € D

“tal que: ,
, _mmuﬁq) “tr*:_9z“?,”f'_ o , ] , AR Ly
1 () Pu, = Pu vy .ng = Qu B e e %x>~ww-wu4fﬁ




Mediante este teorema relacionamos la existencia de 1la
solucion al problema (<) con los casos particulares del problema
{(1.1); cuando tenemos condiciones de frontera homogéneas (¢vv) 4
‘ecuacién diferencial homogénea (:<<), asi como tambien la
relacion que guardan los nulos de P y Q@ con el espacio de
funciones admisibles. De modo que gsi un par de operadores
satisface una de ellas, satisface las restanteé.

Como ilustracién consideremos, nuevamente al problema (p2.1),

5olo~que ahora con condiciones a la frontera de Dirichlet.

= f enma

oo (p2 6a)_
w = 0.

'Q donde sabemos que es posible conocer 1a soluclon general a la
;~ecuacion de Poisson si conocemos la general de Laplace mas una so— 

flucion_part;cular de (pz Sa),:Y podemos pedir que esta ;goluciqn

estos’

estan dados por:
Nr = { veD | ¥2v=0 en Q )
"N = { weD | u=0 en 82 }

AN D= Ne + Ne O

:"(ip2 6b)- §

“por lo que P y B pueden ser variados independientemente, v

satisfacen al teorema anterior.




Pasemos una proposicién que sera de utilidad en 1a siguiente
geccidén sobre el importante concepto de 1la descomposioién de opera

.dores.

Si R =P + Q operador, entonces N o Nr n Ne. Ya que si

v € NF n Ne, entonces para toda v € D se satisface que:

<Pu,v> + <Qu,v> = 0O pero

0 = <Pu,v)> + <Qu,v> = <«<(P+Q)u,v> = <¢Ru,v>

f}por lo tanto ueNn y Np n ‘Ne .© Nn. Ya que P Qy el operador ) son

T’lineales;‘Cuando en’ adicion P v 0 ‘PUEde“ iseh ﬂ

fdlentemente se. tiene que-‘ o
Nz = Ne n Ne iz

ngotivédés{p9r Ié'ngcién; anferipr_'pggsentaﬁbs 1

‘,prop051c1on‘relac10na

rnucleo del. operador que

' satisface.

1Dsaosfoczo~:‘sﬁpdngamos7queV4existéf'ﬁﬁ"u €Ny que

v g Ne. Entonces se tendra un VebD tal que <ou V> = O.
' Por el teorema 2.1 parte (i{{i), para tal V existe un
‘v & D tal que Q*vr= Q'V mientras que P*v = 0. Entohces—se

tiene que:

o ; 6 > iQu:VS = 1o*v;u> #‘(Q.v;u>~+~<P¥v;u> =-\MA
= <Qu,v> + <Pu,v> = <(P+Q)u,v> = <Ru,v> = 0!

¥y la contradiccién proviene al suponer que u ¢ No

'pon‘lo tanto Bi u ¢~Nn’enton¢es .u c,ﬁa.stando un argu-.

. .VI




mento similar para el operador P se demuestra que si

u € N2 entonces v € Nr. De agui Nrx ¢ Nr n Neo.

De éste resultado y el afgumento anterior se sigue la i-
gualdad (2.11). ' '

o DESCOHPOSICION bE OPBRADORES. UN TEOREMA DE REPRLESENTACION.

<La*TeorzarAb‘ebrazoa de’Laé Metodos Dzscretos esta basada en

' asumidas como. casos espec;ales de'l : escompo

' que se introduce en esta seccion (ver ref. [3])

pueden ser variados independientemente.

pueden ﬁfr variados independientemente.‘f‘”

nen R. Entonces o

kNi Nnx n'N§2 y Ngl ;vN:f n kl'j7f?Mv A(é;ii);-

DEMOSTRACION: La primera parte es claramente la proposi-
‘cién 2.1. Ahora bien ya que si u,v € D se tiene:

IR SR . . . ) ) 3 : x
<R u,v> = <Ru,v> = <Riv,u>» + <Rzv,u>» = <Rtu,v> + <Rtu,v> =

o

% * . - . S
«(Rt 4+ R2)u,v> =~ : A : . U A




Asi por ejemplo si tenemos al problena:

viu = f en Q (p2.7a)
u g en &ft (p2.7b)

y 8i definimos a P y 0' como en 1la ecuacién (p2.143) vy

<Bu v> = —f ug%dx - , (p2.8a)
<C*u,v) = - au b'4 (p2.8a)
5?

entonces a la luz de la ecuacidn (p2.2), es claro que:

x : R 3

fHerrera en:

1ndepend1entemente, demas es claro que-:

;‘NifﬁNq,c.}74}-¥ { 

“anteriores.

La clase de formulas de ‘Green qQue se usan en la Teoria Alge-
del

”g aica;f" f se. apunto anteriormente v son casosibespeciéles

‘estas descomPos;c;ones en forma abstracta
-propiedades de 1os subespacios Nna TNrr}*

to empezemos con 1a sxguzente.'




PRPOSICION 2. 3: Supongase que R: y Rz descomponen R. En-

tonces:

({) <cRu,v> = 0 ¥ ue Net y v € Nzf (2.14)
(¢{<) Nt > Nz v Nzf o Ne* (2.15)
(¢€%) D = Nrt + Nzz = Naf + Nl O (2.16) -
similarmente:'_

(<') <Ru,v> = 0 V¥ u € Nr: y v e Nef (2.14")
(£%¢') N2 o Ng y Neif o Ns* (2.15")

DEMOSTRACION. Para demostrar (2.14) se,tiene que:

~;<Ru vy = ((Rx + Rz)u v> = (R:u vy 4+ ¢Rru,vy ="

Rlu u) f1<Rzu u> =;0."

*~,1o‘que'se satisface si u € Nx: y v e Na?.jﬁh’fafﬁa;sjmi;

1ar se demuestra la parte (2 14 ) La demostrébién; de

(2 15) y (2 15 ) ‘se . sigue claramente de 1a proposicion

;solo basta observar la defi—;v“‘

Como se mensiono  al . principio de la . seccion;. para -

e o : RN . . . ) '
. aplicaciones practicas, es de gran ayuda la caracterizacion de las

: deslos operadores 11nea1es valuados en func;ones

‘DEFINICION‘2-3= Sean I+ ¢ D y Iz c.D dos subespacioé
lineales. Entonces, el par { I:,I: } es un ' par de sub-
,espécios conjugados para R cuando:‘ -

(¢) Ri,v> =0 VueIt y vel - (217)

"el par { I:,Iz } de- subespacios conaugados para el ope—xﬂ;wm»;;;

rador R, se dice que es regular cuando:

-

L o41 =\

’

[



(¢¢) I+ o Ne y 1I2 o N* (2.18)
el par de subespacios conjugados regulares para R, se

dice que es completamente regular para R, si en'adicién

satisface:
(©%%) <¢Ru,v> = 0 ¥ ve Itz = ue I T (2.19a)
(iv) <Ru,v> = 0 V¥ u e Ii = w~v € Iz . (2.19b)

PROPOSICION 1.4: El par { I:,I: } de subespacios linea-
les es completamente regular para el operador R si y s0-

'ﬂ~1o:5171as 51gu1entes relac1ones -se. satlsfacen

(2.20b)

fDEMO$TRACIOH. SUpongamos que { I:,Iz } eé un par de sub--

 inversamente

itisfacen,-entonces'ya que

<Ru v> =0 Vue Ii
en partlcular

<Ru,v> = O ¥ v & 1: = w e Ii
ya que:

<Ru,v>

o Vue Ii & ve I
- en particular i
T, (Rﬁ.;v> =0 Y u e It "=?'""U'e: T2

v la proposicion queda demostrada. ' IR e




Por otro lado, en vista de la definicidn 2.3 asi como ideas
anteriores, es claro que { Nx:,Nn? } e un par de subespacios con-
jugados regulares para el operador R. Otro par con la misma pro-

piedad 1o es { Nsg:2 ,Nefl }.

Una nocion importante es la 'descomposicién del = espacio de
funciones admisibles respecto a un operador R, via subespacios
conjugados regulares para R. Idea que se formaliza en la siguiente
definicién, la cual sera usada en la caracterizacion abstracta de

las Eérmulas de Green.

nsrxnrcxou a,q. Sean { 1:: Izz v { I:z DI 3 dos'-pgﬁg_””

s de sube pacios conjugados regulares para R Los.‘

freS’ son~‘una Descomposmczon Canontca de D Respecto e R
si: | B ﬂ e
" = I2s + T2r. L (2.21)

v | | - . ST L
‘ v o= a(' 4'ul2‘;~u2f‘+.g;2   S '}~  ,1(?;23?)
U N T R T 7S ' ‘ (2.23b)
v pof‘la‘defihicién 2.2y teorema 2.1, es;'claro_?que} con la
ele¢¢iéh tomada : o ' o ;
' ' ‘ <Rtu,v> = ¢Ru  ,v, > , . - _‘(2;24a)
(Riu,v> = <Ru,, ,v,,;> el (2.24B)




yYa que:

<Rt v

A
0
(3
v
LI}

1Y, = <Ri (v -~ uii),(v - v22)> =

= «<Rtu,v> =~ (Rfvzz,u> = <Riu,%>

11 vzt

de igual forma para (2.22b):

En la parte restante de 1la secciéh se mostraré gue “las
ecuaciones (2.24) dan 1la caracterizacion abstracta deseada de la

descomposicién del operador R.

kTEOREHA 2.2. Sean i Ixt,Ixx Yy { Ixz,Iz: 3} una descom-

”poslcion canonlca de D respecto a: R Entonces ex1ste un

par‘unico de ohe%,dores R: Rz D ————4 D que descomponen

wfR v satleaCen las ecs. (2 22) Tales 'operadores éstan

i deflnldos por las ecs (2.24), donde la frepresentacionj =

2. 23) esta tomada para u v € D

‘asoc1ado a un problema de valores a °1ak‘frontéféD (y/@f‘valoféé'

,inlciales) ,Esto,es.,siJ tenemos' un‘Dprqpiema-,deﬂfValQrés ‘a la

es una férmula de Green, pero también podemos definir-a Buy‘cf, su

_mando_y restando %% g%‘al miembro dereqho‘de (p2.2), como:

<Bu,v> = efaéuﬁg%)gﬁdx
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y es claro que también:

<Ru,v> = «(P-Q@ )u,v> = <(B-C )u,v>

seria una férmula de Green para el problema (p2.1). Sin embargo el
teorema anterior asegura que solo existe un Unico - par de
operadores B ¥y C* que descomponen R:P—o‘, tales gue sus nulos son
una descomposicién canénica de D respecto a R esto es D=Ne+Ncx. De
este modo siempre escogeremos a B y ¢’ tales qQue satisfagan el cri

-terio ind;cado en el teorema 2.2.

Pnoposrclou a. s: Cuando { I,,.I,, } v { L S P
descomwsicion canonic }.:v,,de D raspecto a g, { e Li€

(m) Cada par { Ill'122 R Iaz,Izs }“eéyséoﬁﬁleféﬁéhﬁéﬁﬁuk

7 ‘V,regular,para-R.- o , »
,(iii Ni = I";ﬁ71" 'y  N§*=,Izs~n,Izi : > ‘(2 25) .

ssta ‘en las refs. [

.eléMénf@é

“ :éceptb”péré

’» an,v.

*Ebaeﬁés?haﬁlar? ahora,

del concepto de operadores de frontera'

"6‘,;01?‘_:5&@501?&3‘*;’“"“-rnomu ¥ rolmm.As nr: ‘_REBIL

Las nociones de peradores de frontera, adJuntos formal

Sy
?ormulas de Green en el sentido de la Teorla se introducen en esta

[ 7 . : . S ’ '
seccion, asi como la caracterizacion abstracta de las Formulas de

" Green.

- DEFINICION‘E.S- Se dlce que B: D — D” es un operador
de frontera para P: D — 5 D "Si:“ ’ R o
(Pu,v> = 0 V¥V v &€ Nex = Pu = 0 ' (2.26)
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DEFINICION 2.6: Los operadores P,Q: D —— D  se dice
que son adjuntos formales cuando R = P - Q‘ es un opera-
dor de frontera para P, mientras que R- es un operador de

frontera para Q.

Observando la-férmula"de.Green para el operador de la Laplace
(p2.2), se dice que el miembro derecho es un término de frontera
va que la integral gque se aplica a tales operadores se efectua so-

bre la frontera - (a) de Q Con las dos def1n1c1ones anterlores se

Aformallzan estos concepto é ya que”en forma natural s;guen'ma_:;a

';77dascu51on hecha desde 1a;proposic n{2 3 hasta el teorema 2 2.ffff

De. este modo se procede a establecer la clase de. Formulasafdaf

Green como son cons;deradas dentro de. la Teoria.

’nnrlnmclon‘a.v.

SeahfP;Q:‘Daé+f~+_ijﬁaQJuntos‘“

es una formula de Green debtf cuando-

(z) C es un operador de frontera para B

U eido | fuebte  cusnds en
R=P-@Q.

 PROPOSICION 2.6: Cuando la ecuacién (2.27) es una Férmu- .
yria de’Gréen entonces : ' i
(%) Nz = Ns n Ncs» 'y Negx = Nex n No |
(¥¢) B vy c* son oééradores de frontera para P

(Z1) C y B son operadores de frontera parayQ-
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‘* *una formula de Green 'via Aoperado

DEMOSTRACION: La demostracién se hace para férmulas de

Green en el sentido fuerte. Ya qQue B - C' descompone R
Yy R=P-QG =B -C" ademds R =P -Q@=B-cC", la
1a afirmacion (¢) se sigue directamente de la proposi-
cién 2.1. Nuevamente ya que B - C‘ descompone R vy
R =P - 0*, entonces por 1la proposicién 2.3 (?) se si-
gue directamente la_afirmacién (t¢). En forma anéloga
se demuestra la afirmacidn (€%4%). Y la proposicién que-

da demostrada.

(jHas;a ahora tenemos 1a representacxon de . lo que ‘con51deramosf«

s .de Tfronte;a7
‘formales. Procedamos ahora a una caracterlza01on abstracta de las'
':Formulas 'de Green. ‘ L

'.par { P 0 } escogldo. Si el'ofdéhgdéigoperador.,

. se obtlene a -R' en vez de R.

Un subespac1oif'ﬂw D

'Trelevantes para P, cuando N .c. if' '

I c D es deflnldo por valores relevantes para O cuan-
do’ Ne# c I.

Cuando la ecuac1on tz.27) - es una foérmula de
Green, *lo valores de frontera'_,fé;qvan§e§ . para P- estan .. =
caracterlzados por el par { Bi,C v }, va que Ruk= Rv si y solo sifff
Bu = By 'y C u = C v Asumimos Que I c¢ D esta caracterizado por

;'47._-,_
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valores de frontera relevantes y sean u.v € D con 1los idénticos
valores de frontera (esto es Ru = Rv), entonces ocurre que u,v € I
o ninguno de los dos lo esta.

De éste modo 1la formula de Green en su caracterizacién

abstracta gqueda formalizada en la siguiente definicién.

DEFINICION 2,9: Una Formula de Green abstracta en el
el sentido fuerte para P: D —— D* es una Descompo-

c s '
sicion Canonica de D respecto a R.

{ Iu,nai}n_,j_ , { Ixx,Iu _},'

~Apé§ré&£é:j entonces' usando flaf‘relac1on

"ﬁwdﬁe Itt y Inz ‘estan deflnldos por valores de frontera relevantes

” : para P. mientras que I:s y Itz ‘los son para Q.

Finalmente pasemos a: expresar un caso particular de“del teore,

2.2 y’quevcompleta 1a caracterizacioh>abstracta_hechaJen la de

'EtdnzuA‘a.a- Hay una correSpéhdenCia"UnO'a‘unof entre

as Fdrmulas de Green en. el Sentldo Estrlcto y las For-

51»:,1:;E ﬁesta dada por-~:7”
R "Ins = Nc=» ‘

It! = Ns ; Iz1 = Nc _
inveréamente,.cuando la Formula de Green ’Abstracta_'
{ It LIz }, { It12,Iz1 } esta dada, entonces: o

' = - . W = JV Y
«<Bu ,v> <Ru[l,v21> : <Cu,v> ‘R‘xz'uzzf

DEMOSTRACION: Este resultado se sigue del teorema 2.2 e
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CAPITULO I111.

FORMULAS DE GREEN EN CAMPOS DISCONTINUOS.

¢ INTRODUCCION.
En el anélisis sistemético de los metodos discretos (esto es
en: Elemento Finito, Diferencias Finitas y Métodos de Frontera) el

’
uso de formulas de Green para operadores deflnldos en  campos

‘.dis¢ontinuosr'es bééica. Este tlpo de formulas ~son' las. que, en

par g

fe:presentan

”es llneales arbltrar;os

‘. o FORMULAS DE GREEN PARA OPERADORES DEFINIDOS SOBRE LA-

iespacios l,neales. En apllcac1ones practicas 108 element's de Dr y,

de D:x son funcloneS‘«deflnldas en dos regiones- ‘vécinas Q1 y sz{ﬁv

los(rﬂ

‘Ahora los elementos de D son

'

 FIGURA 3.1 La regién T es la.

unioén . de dos regiones 1 y.
Tir. Esto es: Q=Nrulltr . -
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El operador R:D————*D' satisface la siguiente relacidn:
¢(Ru,v>=¢R1uI ,vi>+<RiTurr, ,vir» ) (3.1)

donde‘Rt:Dx———aD; Y Rzz:D::———aD:z son operadores dados.

Cuando-la ecuacion (3.1) se satisface, entonces se tiéne que:
.u={u:,u11}eNs ¢ wuteNr:1 y urxeNr11 (3.2a)

u={u1,ﬁ11}eNs* & uwIeNrR#1 Yy UIIENER#*1II (3.2b)

aqui se tiene qQue Nr, Nrr y Nr1x son los espacios nulos de R, Rr vy

Rtr respectivamente Y 1la notaciodn para 105~transpuestos de los

[operadores es 51m11ar.g

osfelementos

En la discus;on se considera al subespac1o ScD.M

: de S seran llamados Lisos. Cuando w= {uz uxz}es (esto es cuandoxvd'”

"1es 1180), con: uzer v u:::Dxx se dira que ambos son extens1ones

yflxsas una de la otra.

~gmenos'una extension lisaL' ' 3 ,nversamenve»cual—

qu;er ux:erz posee ‘por lo menos una extension 1zsaf

wieDz .

SQféuﬁga56::éi$r$m;ﬁ£éﬂr ééféﬁib;bhiotiﬁQéfébiyéfdué: f?l
" Ttu=y por lo que =T =i - o

‘ademas tieneﬂlés Sigﬁienteé propiedades; |
| a i<R@;v>=;R';@,RTv> .>'  ) ';ff-r‘ '(3.4a)

:'Na=$(Nn) ;i Nesx=t(Npx) SR S ,(3;4b)

S A LR s SR e R
la relacion se sigue ya gue:




<Ru,v>=<R{ur ,u311},{vr , ¢v11)>=¢RIUuI VvI>+<<RITUIY vII)> y

«RTtu,Tvr>=<R{ur ,~u11},{vr,-virz}or>=<Riuvl ,vI>+<Rrx{-urzr), (~-viz)>

mientras gue para la (3.4b):

sea veNs, aplicando * a u: Tu={ur,-u1l} y ureNrII

también R(-ut1 )=-Ru1r1r=0, por ‘lo que -—u11€eNrII Yy

Y(u)eNr.

Por otro lado sea McD la imagen de S bajo T; esto es:

M=7(S)" (3.5)

v tenemos que obse var que. ‘M es neééééfigmenté

~una' relacion de
= 11sura cuando s 1o es". L

' Observaozonr Mas aun, cuando ScD es una relacion de

lisura, -se'
tiene..f' ' R

u-—(ua+uz) con‘

[u]—rut-tuz con Tut,TutEM

‘mientréquue: _ R
u=&—%[u] ’ | (3.9)

En‘el'desarroilo general de la Teorié el parf‘{s°,s*} de
-k_relaciones de lisura seran con51deradas LOs- eleméhtbs uespr se

dice que»son lisoswpor la‘lqu;erQa. mlentras que élos elementos

ves" se dice qQue son lisos por la derecha. En fbfﬁéwéimilar;"bébré»

extehsiones lisas izquierda y derecha de elementos uiebr, o
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alternativamente de elementos urieDiz.

Para el caso de {S',S"}, también tenemos que ML=1(S}) v

Fzx(S'). Y la ec.(3.9) conduce a dos representaciones para 1los

elementos ueD, dada por:

SR N S AR P L . (3.10)

donde %'es', [ulteM', 2'eS’ y (ul'eM".

- DEFINICION 3.2: El par {SL s"}1 de relaciones de lisura

. .se dice

5que es conjugado,_regular, o completamente re—}g;'

agéﬁlﬁi, "f~cuando el

”jugadd}“régulaf o completamente regular para R en’e

_sentido de la deflnlcion 2.3.

/_cdnjuéédo5régq1§f de>rélééﬁv

DEMOSTRACION: Por hip%tésié 
(%) '

Ru,vr=0 vues' ylves’

ueSL y TueML’ bor lo que 'usando (3 4b) t{Nn)—NacM¢;
Analogamente se demuestra que T(Nex)= Nn*:M' Y- la pro-

p051cion se- s1gue : : . L]

Con las ideas expuestas, se esta en condiciones - parav
i establecer la- caracterlzac1on abstracta de 1as Pormutas de Green‘
para operadores en campos dxsconttnuos.Esto se establce por'mmedlow'

'del siguiente teorema: .
; . v




TEOREMA 3.1: Sean P,Q,B,C:D——D" dados. Asumamos que:

(a) P-B y Q-C son adjuntos formales

(b) R=P-B-(Q-C)"

(c) El1 par {SL.S’} es conjugado regular de relaciones
de lisura para el operador R

Entonces:

(¢{) Los pares {S',8"} y {M',M"} constituyen una fér-
mula de Green abstracta en el sentido fuerte para
el operador P-B

e . . !
(%¥<) La ecuacion

_ —D ‘_, 'defin1dosxpor
L2¢Ju,vr=-<Rlu1", 97> (3. 122)

2<K'u,v >=<Rt.z"' s [vl? > s L ‘-_"‘(3 12b)

/'(3»13b){'

DEHOSTRA;IOH.(m) En.‘ ifff:

.,claro que.‘

 d1rectamente de la apllcac1on’ del  teorema 2.3. Y el . -

teorema queda demostrado. : ' ' -'

El s1gu1ente corolarlo es util cuando se efectuan calculos

para determlnar a los operadores J v K




COROLARIO 3.1: Bajo las hipotesis del teorema 3.1, se
tiene 1lo siguiente: 4
¢Ju,v>=—<Rz[ul',d"> (3.14a)
<K u,vr=<Rra', [v1%> . (3.14b)

DEMOSTRACION: Ya que [ul'={[u1},[ult1)eM' entonces
vlul'=(rel},-[ulkxres

plicando R a [u.]L y a 6', se tiene lo siguiente:

tomamos v 'eS". De este modo a-

¢Rful' . d%>=«Rrful",d" >+<Rrzful‘,v"> (a.3.1)
~ va que: B
: 'iRv[u] > 0

 voenitest yites

;bor ser'{st S'} un- barﬂde subespaclos conjugadosf
>~<R1[u] Y >-<R{(u]§ [u]ix} (vE,031¥5=

s —<R1[u]§'v >—<Rrr[u]¥1 viis= |

=<Rz[u]" L% »s(gké;l)

>-<sz[u]

+ 8 actua solo‘en la parte [u]i de [u]L“_ft

,sustltuyendo len (a 3. 1)f ' ; _ R
<R[u] -2(R1[u] > SRR (d 3. 1)

finalmente de 1a ec (3 12a) y (d_3 1) obtenemos 1a re-' ‘ 
.lacion'XB 14 ‘ a :

o - B4 -




CAPITULO 1V.

FORMULAS DE GREEN PARA OPERADORES DIFERENCI ALES
LINEALES ORDINARIOS.

® INTRODUCCION.

En este capitulo presentamos la aplicacién de 1la metodologia
presentada en los capitulos II y III principalmente, a operadores
P v Q@ definidos en un intervalo particionado en E partes, no
.- necesariamente 1gua1es Y P representa al operador para ecuaciones

‘:diferenc1ales 11neales ordinarlas de orden M

'La presentacion se hara en: forma general " pero seré7segulqa.'"

o  por un eJemplo particular para' el caso. ‘en que el .orden del
% ' ' do en tres  partes ~(no

e discutiremos como

,?diferéntesQ~

“mode, sea @ el dominio de def1nic1on de tal operador,_,y-fééfg

interyalo de la recta real; por slmp11c1dad y sin perdida de

. generalidad 1lo tomamos igual al segmento unitario. Asi la

icerraadfa de © es [0,1]. Mientras que al operador 'difefencial '1o
‘definimos por:



M dk
U
=) a, an® (4.1)
k=0 X

donde los coeficientes {“k}:=o los suponemos -suficientemente

diferenciables en {i. De manera que hqs -planteamds el siguiente
problema:

Asumimos Qque el operador diferencial definido en C4.22

resta deftnzdo e Q-[O 1] y deseamos construir uno For—

‘Vmuﬁg,d'7qteqn¢; en et sent&do[demta teorza,_ou@ndq,a Q;i

“Tlet i dividimos e

,tervatos qutngc

iguatesd. Cuyos puntos nodates zntertores son un’ con-

junto 'de,~pun}o; _ftnxto en (0,1), tos znﬁer;ores,gaﬂ (;.' L

f»{x ¥ y los exteriores x,=0, X,=1 y satisfacen.que

~fy,defiﬁimos_a'ios‘qbéfadofesﬁ?«y*ngpg.rg

<Pu,v>=fv£udx ; <0'u;v>=fu£'vdx L S (4.3) - .

Por lo tanto £i tenemos el caso M=2 éhténces:

Lu=c:2 : ? #a:—g; +Q 0 U
x°
H A




y consideremos el problema de valores a la frontera de la forma:

v{(0)=g;, ; u(l)=gs, {p4.1b)

donde By, ¥ 83, son numeros dados, donde integrando por partes se
obtiene:

1 2 1 2
I v{ a2 e a aa%%— + aou Ydx = { u{ datv _datv | ,o43dx +

. ‘ o dx? dax

7 . Co S I L . R = Lo
(esta representa016n sera ﬁtll para la descomp051c16n de . B-C en
1os nodos interiores, ver Cap. I), por lo tanto asumiremos que:

< (P-@")u,v> = <(B-C")u,vs (4.4)

\-
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(por lae relacionesg (4.1)-(4.3)) es una formula de Green en el
sentido de la Teoria. Sin embargo- esta relacién no se satisface,
Cap. III, cuando  se particiona en E intervalos; pero podemos

‘presentar la relacidén de Green:
x x V V 7 ) .
«<(P-B-Q +C )Yu,v> = <Ru,v> (4.5)

que se satisface en  particionado. bonde la forma bilineal R esta

dada por :

- (4:6)

“‘jdonde a R lo podemos asoclar con: 1a contr1buc1on ‘de " los nodos
1nteriores‘ correspondientes ( X }f:: L y.'a' su,jVez fpodeﬁos

Aaj;descomponerlo eniparte derecha e 1zqu1erda Vef capitﬂldvil,

Ahora blen, siguiendo el 'ejémplo;~ilu9trafiﬁqb' iniéiai .

'supongamos que a; Q;lo divi dlmos'e  _;;f1' ' (no  necesariamente

3 X 2 ‘ ‘
X f e"{“"':—'gu.— + Gl%;%— + aouldx =
es4 X x .
i} e-1
;.i{ xeu{—dzazvﬂ da’v'*aéﬁ}dx+(42u du .;’d;zﬁ :‘;)vfiy £ 4 aa)
_e~l‘Ix‘ : dx?® - dx T lezv—gGx ¥ dx +&1u pP4.4a
T Te-t : . o o xe-1 .




v la forma bilineal R esta dada por:

2
R = ) Ra (p4.4b)
o=1

donde ' en B hemos agrupado los valores de frontera - prescritos

‘(p4.1b) y en —C' a los valores de frontera complementarios, de
siguiente forma:

la

al primer nodo Xi (a=1) téndremos:

Rx, = Rx; + Rx; (p4.6a)

(eru,g> = (d:u;g%- - q—Q%%E_ #'aluv)x;“  (p4.6£§‘ 




?eru,v> = -(a:v—gi—- —ggig—+ a:uu)xf (p4.6cCc)

4 - . P
ahora bien estas dos ultimas relaciones las podemos escribir, por

sugerencia de las ecs.(p4.3) y (4.3), en la siguiepte_ forma
alternativa: -
1 d‘j‘u.x; .
<Rx;u,v> =j§°q"J (v)x . (p4.6b’')

"J_para j=0}1i' f;f(bé;édf)')

‘que Rq-‘(ec (4 7)) esta dada por;

'para j=0,;...M—1r

donde u_:=u(x,:) significa la évaluaciéh;de la funCién ‘u por la~'"ﬁ
.derecha 'yi por »1a' 1zqu1erda' ael,'nodo,~ xc, respectlvamente,_f
"'similarmente para q (v) L Estas féléciOnes_ son dtiles para la’

construcczonvde la formula de Green cuando [0,1] 10 particionamos
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arbitrariamente. ya gue permiten una descomposicién del operador
Ral paré cada o=1,...,E-1.

En lo siguiente consideraremos que los coeficientes { a }:—a
son de clase 6" (Xo-1 ,Xd) (dentro de-cada uno de los subintervalos
Qo=1,2,...,E), pero asumiremdswqué pueden tener éaitos arbitrarios -
asi como en sus derivadas en cada uno de los nodos interiores
{ x, }:=1' De este modo para construir una Formula de Green para

el caso en que P y Q@ estan definidos en campos discon}inuos

esto es D= Dxe;..ebp; ver Capltulo I1I. Se conviene en

con51derarbcada Rm‘por separado (ecs. (4 6)—(4 8)){ De: este modo
'de’ acuerdo,a,w expues € : ; :

"fd Ltsura para cada uno de los- nodos 1nterlores;” de 2TV =
'lque su eleccion depende de la aplicacion especifica. Por 1o ~tanto:

btjgp;;qandqbql;resultaQo del;Corglarlor3,1,;cap.vIII,,deflnamps;

. ahora bien, presentemos las relaciones de lisura:

en Xd, para J= O,...,M—l.

'rtentonceST’esta dos  condiciones  de 1isura - . son apropladas en
‘ {apllcac1ones para’las cuales la 1n£orma01on' no prescrlta es- 
continua con sus der;vadas de orden M- 1 -~en-el: problema de. valoresM 

a la frontera (p4.1). También es directo. verificar que el par

- ) [ ek '
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{ s&.sa } de relaciones de 1lisura, para cada o=1,...,E-1, es
conjugado regular para el operador Ra:D———aD‘, en el sentido de 1a

definicién 3.2 del cap{tulo anterior.

Con este argumento definimos:

. . ' o s :
«Jgu.v> = -, (v)l 3 H1y (4.10a)
X .
R JQ
(R Mu,v> = [q,_ i (v)] Q% (4.10b)
. o * M- )-1 o. dx’ -
‘para j=0,...,M-1 'y od=1,...,E-1

“'donde el parentes;s cuadrado y ‘el punto representa 2l .salto. y:
'~promedio del operador, respectlvamente, y el sublhdlce at'ihdical
que’ el operador se evaluara en él ‘nodo- Xa vdev estehngd§} los

’iope ‘dores Ju V. K& asoc1ados al par { SL,S’"};1,pdr.:f459) festan

.3defihamos§”

de este modo con la construccién realizada la rela@ién:

P-B-J = @"-¢*-K (4.14)

‘wse aatlaface en. Q'aV Qa -V en la férmula de Green .gque ‘déseabamoé
obtener. Esto es, se satlsface cuando D=D1® .. .8De cuyoaneleggntqgwl
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son funciones con -saltos arbitrariosg en los nodos interiores
E-1
{ Xo }m=1‘

@ ALTERNATIVAS DE LA OBTENCION DE LA _INFORMACION, DE LA
FORMULA DE GREEN, PARA EL OPERADOR DIFERENCIAL ORDINARIO.

Consideremos el problema de valores a la frontera (donde el -~

problema de valores iniciales es incluido como caso especial), el

. . ! X P
cual consiste en encontrar una solucion ueD a la ecuacion:

kv = f, - con ©:i(0,1) . (4.15a)

[ :

? ; por definlcion vsupongamos que la soluclon (no prescrita)  §1S

' "problema>es‘continua en Q asi como en sus derlvadas hasta de orden

-i.fain)'es idénticaméhte~gero.u

'Escogiendo B c D———-»D . apropiadamente con : i‘ gsD

A=l

' vdonde Lo }m 1cD son un sistema de N funciones de peso linealmente

’«.1ndepend1entes 'Y en. dondek:<G 7 ',w > <C u ',w ,,<K © ,w
 cont1enen la 1nformac1on en el lnterlbr de los .nodos, '1as

’%fcondlclones de frontera complementarlas Yy los promedlos: en los

nodos. 1nterlores { Re }n "respectlvamente

I : e ’ ‘ .f L . :
Eliminar la informacion de la solucion n6 prescrita en el

-




interior de cada uno de los subintervalos de la particién de Q es

equivalente a pedir que 1la condicion:

de = 0 o bien E‘wd = 0 C (4.17)

‘se satisfaga en el interior de cada subintervalo (ver ref.[4]),

esto es cuando w“=w“(xa) con Xo-1 «<Xi <Xo.. Por lo que ‘(4,16)}“queda

como :

yip > = <g7"pd,> - <f’('p > (4-16')

»obtenlble,vde"(4/16 )
:;{ Xe 3E

.- ; de la part;cxon de Q
jAhora”bien, debe observarse que los promedios <K u m y de

solucidn exacta coznclde con sus valores en 1os nodos¥ cuando

1n£ormac1on

Entre los .

:EEl vélbf'dé"la funcidn y el de sus. derlvadas hasta~
'~ de orden k (puede suceder que k—M—l) con  1Sk$M- 1, ue
3 sat1sfaga (4.15). ' ' 7'
. ,2 El valor de la fun01on solamente que. satlsfaga (4 15).
~3..E; valor de las Aderlvadan,de la func1on hata de
""dfaenkk‘(pﬁédefsucederwqpefkéuiL2;QQQD,15§§@u}f.gggrsg-
tisface'(a;ls). | ' B Son
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4.:E1 Valor de la funcion en algunos nodos y el valor de
sus derivadas hasta de orden k (posiblemente k=M-1) con

1fk<fM-1 en los restantes, gue satisface al problema (4.15).

Observando la segunda ecuacidn de (4.10) v las definiciones
(4.11-13) es directo obtener cuales son las restriccioneg que se

- ! . - . . !
deben imponer al termino de promedios generalizados de la solucion

no prescrita. De este modo tenemos lo siguiente:

'kaesto,SexgarantiZa si: L v ‘ ,
rpara FeEly.o,MSx Tl T

'y en vista de (4.10):




d’ —
['qy(w ) ]B = 0 ~ (p4.8c)
para o=1,...,N ; @g=1,...,E-1 ; ~v=0,...,M-2
3' . :En éste‘punto se desea obtener informacién solo del
valor de las .derivadas hasta de orden k con 13ksM-1

Para esto escogemos a las funciones de peso tales que:

<(K°)‘u,¢d> = <K°wd,u> = 0 (p4.9a)

(R %u, 9% = ke, u> = 0 (p4.9b)

esto es posible si: ‘
i | K% =0 (p4.9c)
Cokle®eo o (paeay

'7é5t9?eS'qué£‘

[”q;_,(w ) ]B o (pa.ser
(w )_]B . (pau9E)

7en'{ X }g* e { Xa }”,,;.

vide rden k en los restantes,'és' necesario que el algo-

%rit o comblne las ideas de los puntos ;2' y 3'

'Junto con las cond1c1ones

[ a,., (e 35 =0  (p4.10Db) .
C Caye® 13 =0 (p4.10c) |
g Apgpadaél,,m,,ﬂm;_B—COMPLEMENTOI{ Xk }k-s] L ST
v=0,...,k con 1£kiM-2 O O R s o

entonces el élgoritmo dara la solucidn. de los valores

‘(‘dé_;a fun¢i6n solamente en ;6s‘ﬁbd08.{VXk }E_lﬁ mientras

-




que en los restantes el valor de su derivada hasta de or-
den k. '

Pueden existir mas variaciones de tipos de algoritmos

obtenibléé; sin embargo los expuestos constituyen tipos'bésicos de

: . ) ) . ! ' ’
los obtenibles de la construccion que se ha hecho en 1la seccion
previa.

Es necesario mensionar, desde ahora, que los algoritmos

implementados corresponden a los casos 1 y 2; para cuando el orden
1de1 operador £ es M=2 y sel satisfaqen, como"condicionesk a. 1la
frontera, |

el valor de 1a funcién u en Xo=0 y Xr=1




CAPITULO V.

ALGORI TMOS DE ALTA CONVERGENCI A.

& INTRODUCCION.

En este capitulo presentamos la aplicacién de 1la discusion
‘g2eneral hecha en el capitulo anterior al caso en que el orden del
Eoperador‘dado en 1a ec (4.1) es M=2. y constru;mos 1la _formula de
’ V Q [0 1} esta div1d1do, en;gE'Q

;Green'V' )‘par' este caso*;en’don

.asubxﬁtervaios.i  ¢ ‘
. la elavoracion de 1os dos algorltmos de alta :convergencia
'7ﬂhcua1es son 1mp1ementados en este trabajo y en base a lo discutidoy,

*al f;nal del 'capztulo::~'.~ Finalmente hablaremosr del ‘error?

nherente a la construcc

asi comoﬂ1t§¢51é“'

”1a frontera linealr(ver‘cap Ig:

»'termlnos de los Datos Prescrttos."‘
- <Pu,vy - «Bi,v> - (Jﬁ,vs = ¢f,v> -~ <g,v> - <j,v> V¥ veb (5.1)
Ty el segundoien_términos de lds Datés ne Prescritos:
x x * " s S . A
‘<0u;u) - (Qu,v> - <Ku,v> =V<f,v> - <g,u> - ¢j,v> ¥V weD  (5.2)

donde D es el espa01o de Funcmonps Admmszbtes, D' el Algedraico R

Duat de D; f.g, jeD" son los datps prescritos, en el problema de

‘valores: a 1a frqntega,, de log operadores Pu; Bu vy Ju



respectivamente. Adicionalmente Q;, Ca, K: son los valores de 1la

solucion no prescrita, los valores a la frontera complementarios

v los promedios generalizados en nodos interiores respectivamente

{(ver cap.l y 1la ref.[{4]1). La equivalencia entre los dos principios
esta garantizada cuando: h

= s %
P-B-J = Q@ - C -X (5.3)

(ec. (1.14)) es una Formula de Greem en el sentido de la Teoria.

. . ! ’ . .
Usando estas ideas, se construiran formulas en diferencias

- flnltas para- la ecuac1on diferencial’ lineal ordinaria de 20.

ey RS - RSt
orden cuyos,coeflcientes-Qson«¢tamblen funcion de la . variable

Jindependxénte.:

 '0 FORHMLA DE GREEN PARA LA ECUACION DIFBRENCIAL LIHEAL OR-‘T

condlclones de frontera generales para este problema s

e ~ du _ 85, ©en x
efu + &/—go— = .
t 1-.dx § 85,  €n x=1

con «v=0,1

vy su discusidn generai'esta dada en la referencia.[SJV)},

_ De esta manera nos-planteamos lo siguiente: .




Enfocamos el problema planteado en €5.4) y cConstrutremos

UG fo’rmuba, de Green para el caso emn que Q:dﬁ‘ﬂd

Bajo esta delimitacién, integrando por partes

(5.48) vy bor
propiedades de la integral: ’

E Xe L
* _ dy Xe
eg'fxefycu - uC'v }dx —egl(v—af— walyo ~ (5.5a)

donde hemos tomado:

q:q(v):—gﬁ-——-Zau

pr°‘e1:adjpnto‘f9?mal de C, es:

“donde los corchetes éighifiéénw' ' y' e1"fpunt6f“?fdmédiof:délag
operador en el nodo en cuestion, ver cap.III; el indice e se
. refiere a que el salto o proﬁedio ha de evaluarse en el nodo xe

. Sustituyendo (5.6) en (5.5a) y ordenando térmihos. - e

i
4



Xe C-1
vCudx + (uq)} - {4_lul_- [—a——] )} =
es IXe-l a e:zg qe € .
g Xe x du 1t Bt . dﬁe
= 3 Jugtvdx + (v—gg—)y + § (L)t - vlgg= ) - (5.7)

Xe-1 e=d

! ’ . !
esta ecuacion es una formula de Green en el sentido de 1la Teoria
para cuando !} esta particionado en E subintervalos y corresponde a

la ec. (5.3).

- Por otro. lado a gfusamqs_{'Xd }E=b,FCOmo ‘Ios. nodos  que

Zu"delxmltan Qdcn

:"'a) podemos establecer

, que.;‘:

deg;léﬁecﬁ(s{Aéi Séﬂéétiéfﬁbéfed

‘es discontinua-

en los nodos, éﬁfdﬁ

. el interior delgada_supintefvalo or separado. De este modo. hemos

Elﬂautor de 1la Teofé& Atgebrqica“establecer una Trelacidn
“variacional ( ver ref.[6] ) para las condiciones a 1la frontera
(5.4b) de la forma:
u(l)Q(v)x-;‘u(O)q(v)o = ga!q(v)l'A‘85°Q(v)0 - (5.9)

'donde q(v) esta dado por (5.8b) " De ‘modo que u- sat;sface (5. 4b) 51 ,5;

v .solo si la ec.(5.9) se satisface para cualquler funciodn

PG TR




admisible veD.

Supondremos, por regla general, que la solucién no prescrita
para el problema (S.4) con su derivada, sea continua en los nodos.
No toda funcién admisible de D satisface 'ésta condicién Yy es
necesario imponerla de alguna manera. Esto es sugerido, claramente

por la ec.(5.6) en donde pediremos que u y u' sean
los nodos, por lo tanto:

continuas en

'eé:! 4, el - [—3——1 »=o (5.10)

st

:subtntervatos, sattsface  __ condtctones de frontera
Cxogbd y es oontmnua con su derivada en cada“uno de

tos mnodos intertiores.

Y este es el principio variaciohal en términos‘dey los. datos

°,brescritos' para el problema de valores a 1la frontera (5.4) v
-‘corresponde a la ec.(5.1). ‘ ' '

Ahora bien, usando (5.7) es claro que (5.11) es
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‘f 1os nodos 1nterzores'(estos ultlmos son requer;dos ser‘cerb (5 10);

ez Xe-

Xe -1 o du
ezlfng?dx + (v—%%—); +e§‘{[q]cue— vl, 35— } =
£ Xe ;
= z f vf~dx + gdlq(v)s - g5,9(v)o (5.12)

4 P . . y
esta ecuacion corresponde a la relacion variacional (5.2) en ter-

minos de los datos no prescritos.

Observando las ecs. (5 11-12). Tenemos gue el lado izguierdo

. de (5. 11)- contlene unlcamente terminos pfeScritbs; ‘a 'saber L,

ifilos valor's‘a la frontera““'fui v 1osfsa1tos de u y suvderivada en}h

‘euando ‘se ‘desea que la solu010n no- prescrlta se qu1ere que sea?‘
continua con ‘Bs8uU derivada); Por otro lado, el miembro izquierdo de.

»(§,12)‘ solo contiene term;nos de frqntera[ que no son conoc;doa

TR e o d Gl AR ‘M.ijéétéﬁaﬁmwwiié-lsﬂ, o
= RRE 1Y YR x 3 ) - f u X RS & . Ba) o
ez f;e-x o ‘ e ‘ E;iIXe—l Cd oo
Bu,v> = (v@)y ; «ch,u> = ;u-‘a’%—);  (s.13b)
7. L n"l' . du .
<Ju,v> = 2 {ve[T]é_ qe[u],__‘} ;
o e=y; , _ : R
S e ,
: . E-1 ST e e e s
<K8,v> = E {[v] —%ﬁi— - la),x, > - 7 (5.13¢)
. S esy . . ’ .
€

- 73 - LT T



E _Xe
<f,v> = Y f vf,dx ;
<g,v> = gaoq(v)o - galq(v)x i <3,v> = 0O (5.13d)
recordando lo expuesto al final de la primera parte del cap.lV,

tomamos :

0 1 [ 1, *
J =J + J v K = (R") + (K ) v(5.14a)

con:

o B o el 1 ’
5 (K%Y = TR (K'Y = F(RE)Y (5.14b)

"
~
QJ-J

' ?(5{14c):

(]
|
0
L
-
T
ot

{Jgu;ﬂ> e <Jtu,v>

«KR8wj uw> = -[qQl u. . ;. <Kbv,u>

,dlferenc1as finitas; deﬁa1£§f¢6ﬁvefgeh§ié:

;felemlnar la accion del operador 5 sobre la?funczon édmlsible
en el 1nterlor de los sublntervalos e part1c1on de @ ken
ec.(5.12). Para lograr esto tomamos una fahilia ‘de . funciones dev"'

- peso { wd}a;’CD. donde_\;ada ‘una  de iaS‘_cuaies ‘satisfacé la -

- ecuacion adjunta homogenea:

dentro de cada subintervalo de particidn (ver refs;[é];lsj; segun- -




ﬁfkbbr ejemplo 31 escogemos @ 4tal que. q(w ') sea contlnua

. los: nodos lnterzores,ventonces ,obtendremos

g;:todo nodo son 1dent1cos a u v a la

da parte del cap. anterior). De este modo toda 1la informacion

obtenible esta concentrada en los nodos y (5.12) se reduce a:

E £-1 . »
(0%-GE)! + Y (fae™) I 4 - o1 -FE—) =
- e=1
f @ “fodx + gy, 2™ - gy ale*)o (5.15)
e= Xe-=-1

Como fue apuntado al final del capitulo IV existen varias

alternativas para obtener la 1nformac1on contenida en la ec.(5.15)

en todos

rla der;vada de la’ solucion u' en losvnodés, etc..”“'"“&””

‘Ahora bien,‘ el motivo‘ basico de este trabajpfi
'Uimplementacion de dos ‘algorltmos_‘de;iyados‘_de’ la

~%gihf&fmacipﬁ?déylaFQSiﬁé;opfén iCZN

',abTﬁaior de”Laffuncton“y U derwvada en. tos nodos CA’COf

Donde pediremos que la éolucién'al.pfoblema u sea’ continua
‘con su derivada en los nodos. Por lo que las relaciones (5.14c¢c)

son [identicamente Cero“ en los nodos interiores.: con esta

'restriCCién'a la solﬁcién v, el promedio dé u Yy éu derivada "én‘
derivada de u respect1vamente'
( Vezue v (ue)' (ue) ) B de aqu1 no 1nc1u£mos el - punto -en . lo

:sigue.

~_solamente~el valor deff;é

es. . la:

_-construccion



o

Naturalmente, debemos elegir { ¢ };=‘ adecuadamente para
construir 1los algoritmos planteados, sin embargo 1la condicién
(5.14) solamente se satisface para ecuaciones simples por m“ en

todo el intervalo Qco; en general la familia de funciones { m“ } se
asumira gue satisfacen tal condicidén en un nimero finito de puntos
{ r, }_,c Qd, llamados puntos de colocacien. Esta relajacidn
de la ec.(5.14) conduce a un error inherente a la construccion que

sigue de la forma:

E Xe " "
Yy [uc*e%dx = o(h™) (5.15b)
e=1 XHe-1 .

onde h esjla norm ,de la- partlc1on v que se;

scutlra enfla szgu1ente secc1on De este modo~los algor;tmos quef
"se construyen no dan: los valores exactos de la soluc;on -en .los.
 ;nodos, pero pueden hacerse tan preclsos como se deseen. dentro de ff;

;»las p051b111dades del 51stema conmputac1onal que se use. BaJo;'\

stas 1deas" ff”f "  constru1' los- algoritmoé'planteados

‘famﬁo HFMO 1 FPara este algorltmo eleglmos a las fun01o~h7

nes: de peso {w }m ‘totalmente discontznuas en los nodos

jffuncioneé‘de» »soﬂlinealmente independlentes,

1las cuales satisfacen c*m‘_; c’¢“ fHO y se toman 1den'4'
ticamente cero fuera de - (ver f;g 5.1). Esto conduce
a { 97 }a=| con 4=1,2; N=2E fupc1ones de peso-liheé;
mente independientes. De este modo la ec.(5.15) y usan-

'~ do las definiciones (5.13-14) conduce a:

"""Kd,; e K“(p,y,,q, 2= me E,Cp,yl +.0(h7) (5 16a)
con d=2,...,E-1 ; ¥y=1,2 B : '
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<com;,u’> + <K:w;,u'> = <go,w;> - (f,w;> + o(h"™) (5.16b)

con o=1 ; v=1,2

I . T , _ E _ E r
(C‘wv,u > o+ ‘Kn—nwy‘“ y = <g’,mv> <f,mw> + 0O(h™ ) (5.16c¢c)
- con o:=E : y=1,2

alternativamente nos conducen a:

oy oy 1y duo-1 1y dud _ ol r
Rpleg  + Rl + Ry =gg— + K" G = <f,mw> + 0(h") (5.16a"')

con o=2,...,E~-1 H ¥=1,2

Codus + KTey ¢ KGR = cgy .0l - <Fagly + O(RT). (5.1607)

fcppf ¢;17‘;H 7 1 2

c:d:“+ ngzgn-t * K’? égi-’ *"8:v”§"*"leﬁ‘.¥f9‘“?’f (éi;scfff i

‘con G:E ; v:1,2

' (5.4), ec.(5.15) y definiciones.

'problema de valores a la frontera general esta dadéienf“
la referencia 5. =

. mmcomnvmo 2 Observando la ec. (5. i5) Yy deflnlciones

} (5 13 14) tenemos qQue una forma alternativa de expresar

i

la przmera es:



<C§',wd> - <(K°)5',w“> - <(X‘)5',w“> = <f,w“> - <g,wa> (5.18)
para o=1,...,N
ahora bien, la informacion de valores de frontera com

- pleméntarios estan en cb: v los valores nodales de la
derivada de la solucidn estan contenidas en (k)% . pe

manera que si deseamos derivar un algoritmo gque de como

resultado el valor de la solucion en los nodos, habre-

mos de escoger la familia de fuhciones de peso tal. que

c¢%=0 y que K!'¢®*=0. Denotemos a tal familla por (w }m-

gon.. N=E-1, '51endo E el numero de particiones de Q. Y

;pueden ser . constru;das de la sxguiente forma. pa;a cada""w
- ;d'?”l,...,E 1 la funcién ¢%* serd cero fuefé'~de_
>(x“-l-Xd't);'requerimos que sea continua tambien en Xa,
esto es ©%(X&):=¢ (Xa),'ver’ la fig. 5.1. De este modo i
lse reduce a,,ﬁ ' o

j 1,...,E-1
" o en forma alternativa:

Po-Yo-y ¥ Po.¥a.s t

o <£‘ 'Pd xz .__- v‘g,‘ﬂ)"'(:;ip‘v ) + O(h’)

xE

xotx

'",'p(',_;_,,_uz-,m,_,-ué_":d,w >xn_,-g‘(w"" )+0(h™) (5.20¢)
doﬁde;
<f,fp°">,’:g:’ = f °°f dx + f m&’dex . (5.21a)



0, 1,_ dep 1 . L B .E-1y__,d@®"! £-1
g (') = (G - 200" ), s8s, i BRI (Sh— - 240"

x:x.gdx
........................ (5.21b)
Pq.= [q(w“)]d_, P P [q(w“)]d,, i Pg= [q(w“)lm (5.21¢)
Estos son los dos algoritmos que deseabamos construir, los

cuales conducen a errores tan peguenosgs como se deseen, dentro del

sistema computacional que se use. Una vez establecidos, lo que se

hara ensegu;da sera -determinar"el‘ orden de error r de los

'algoratmos._para este ”perador vy en base a‘_l Teoria, 'asi como '"’

también el ~error surgldo por 'redondeo dei'numeros de
f1n1ta o

pr951c1onT

0 DISCUSION DE LOS ERRORES SURGIDOS POR TEORIA, POR'REDO“DBO.
Y ARITMETICA DE COMPUTAD b

‘ u1t1mo algoritmo en base a‘ia teor1a..ffj'

Como fue explicado anteriormehte, al sistema de funciones de
. . . ? . ?
peso lo obtenemos por colocacion. La colocacion es

‘Gaussiana de
- modo que:

1 B . . )
Jurs¥eldx = o(n'"*') con v =1,2 ' (5.22)
O ,

donde h es una norma de 1la particién -{ver pof ‘ejemplo las

,
v

S o SR AR - 79 -




referencias [1]1-[10]}.

(5.15b) se satisface, entonces se

El autor explica que si

puede demostrar gue:

du du ‘ 7
tuy - ugl = 0(hTTY) y igg® - 2! o= 0(hTTY) (5.23)

Donde la potencia de h en (5.22) corresponde a

( ver ref.{7}] ).
de‘modp que el error

“la de (5 15b). esto es r=2n+1,

estimadoc en

base a la teorla es: S
: na ‘Viﬁi;,‘7ﬁllkf du i  du T
ot v i gt b

- para valores nodales, cuando se usan n puntosu de " colocacion.

Gaussiana envcada subintervalo de particlon. A ,
: ‘error .surgido .de 1la.

. 5 r
”ﬁpuede representar un subconjunto de los numeros

ref. [14]) : B base‘.numerica' de la computadora.:t‘la o

ref: [2] v
presicion, superior. De manera que“h

- cada elemento

_L:limlte 1nferior, U= llmlte
fe? es de la forma:

£t .did:...dt X B% ; 0Sdi$B , di=0 , LiesfU (5.25a)

' B 2 .
oL y el numero cero

Observese que si O*feF, entonces ms$!



m=phTt (5.26a)
M=p" (1-p" %) (5.26b)

Para el caso del sistema ¥P-9000 tenemos gque:

10 ‘ : (5.26a’)

B =

t = 14 ‘ ; - (5.26b")
L = -308 (5.26¢7)
U = 308 ' (5.26d°)

Ahqra bien; hagamog un modelo gimple de 1la aritmética de F en

- computadora. .Sea G»él,éOnjunto definido por:

;%: G- { xeR “m¢
y'algppérador fl;G————oF‘porﬁ

‘ ~ 'fel ceF mas cercano a,x g
o £1¢ )_,, (cuando se usa arttmetzca de redondeo) (5.28a)

el ceF. mas cercano a,x con |c|<|x|
(cuando se : tmetmca de corte

(5.28B)

% De aqu1 deéprendem Wrepresentac;on en

deﬂ

,numeros reales 1nexacta, 1t arltmetlca que ‘se reallza "con estas

Ademas de ser 'léf representacion

fun numero real no es exact

"grepresentaczones es tamb;en 1nexacta Para mostrar esto tenemos 10

Sean a OEF y denotemos pbr' cualquier operacion aritmetlca.

.ano :F asumlremos_ que

‘fkf;‘* /e Supongamos que

computadora de and es fl(and) Entonces e1>operador‘fl‘satlsfacé;-
fl(zoé)=ané(1+e) donde |eif u (5.29)
y a u la 11amamos unidad de redondeo. y Se le defineprr:

B 3
p!-t (para arltmetlca de corte)"f”’? ”'Tﬁﬁaob)"f

o % L-B"” (ar1tmet1ca de redondeo) . (5.30a)
“ B o .

Esto es cada operaéion-aritmetica‘n que efectuamos con dos

. .-

el a;'




) . o - '
numeros a,dcF (no exactos), le asociamos un error absoluto dado

por la ecuacidn (5.29). De este modo la unidad de redondeo para 1la
HF~po00 es:

%10"3 (para aritmética de redondeo) (5.30a°*)
u(&¥FP-pooo2? = 132 . L ,
10 (para aritmetica de corte) . (5.30b)

. . 4 .
Mensionemos qQue la dFP-gooo maneja aritmetica de redondeo.

Asi por ejemplo supongamos que tenemos ‘el siguiente

. algoritmo:

:=0;
for k:=1 to. n do
R s:=s+XkYk-

 ;,ALGoR1TMo 6.1. Un-ejemplo paragefectuar='
'"Tel seguimiento del: error por redonde

'ﬁ'—jdonde calculamos el producto 1nterior de  x,yeR". " Ei-falgdritmO"

_requiere de n pasos. del error por

Para efectuar una estimacion

. distinguimos el

-|f1(xoy)'a’x-y1.
- De este modo si:

5

“ver ‘ec. (5.29) -

Sp = f1[ Sp-:'4‘f1(xp?ypow]?; : |
= [ Sp-1 + Xpryp(1+8p) Je(2+e9) con {8p),lep (fu
"hueﬁéﬁéhﬁe por la ec.(5.29).'Con'algebra y-agrupando'términds:

n

_fl{xey) = Sn,= h) xk'yk(1+7k) : donde
: . ) k=1 .
(1+yk) = (iéax)J=k(1gsJ)?  con terE0

,-rez'fj , e e




de este modo ya que:

n
fl(xey) ~ xey = ¥ Xkoyk vk
k=1

finalmente:

[£1(xry) — xey| £ § IxXkeyk | |vk | (5.31)

=

Ahora bien, para obtener el fin deseado, necesitamos acotar
' . - . ] )
las cantidades |vkx| en terminos de la unidad u. Para esto --—usamos

el siguiente lema (ver ref.[2]).

LEHA 5.1. Si (1+d)- H (1+dk) donde ldkl<u v nu<0 01

(una hipote515 razonabte). entonces.:f
~ . !dl<1 Olnu R

Lsu demostraczon esta en la ref [2]

‘ : De este modo aplibandov‘el iesultaddf dé este leméf‘épilan
"?éclxs.311.

bajo la hlpotesis razonable de que;(nuéQQOi} ‘tenemos

t=Cixs [y ixn ) o

cualquier sistema computacional

De este sencillo ejemplo podemos observar lo CQmplejo que  es
, ‘efectuar un seguimiento del error de redondeo -acumulativo, surgido:
»de la manipulac1on de numeros representados en forma no exacta,

donde ademas .cada opera01on arltmetlca que se efectue con eilos
'c conlleva a un error (5 29) ’

! : o ’ T s m],_uw;

De aqul, nosotros no pretenderemos llevar a cabo un analisis

, 7 o .
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riguroso del error de este tipo, surgido naturalmente de 1la
., ! - -
representacion en computadora de los algoritmos discutidos. Nos
- . ! . .
limitaremos a hacer mension de su existencia en los resultados
. . 4
finales que presentaremos en el capitulo VII, en donde
. . !
concatenaremos los errores esperados (en base a la construccion

teérica), con los resultados obtenidos al aplicar los algoritmos

. X L r ’_ . . . .
implementados a la solucion numerica de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden.




CAPITULO VI.

FUNCIONES PE PES0O Y ECUACIONES EXPLICI TAS.

e INTRODUCCION, : 7
Hasta este puntoé no hemos hablado de la forma explicita de la
familia de funciones de peso { % }&=, ., hi de la ecuaciones expli
citas de los algoritmos derivados. Se requiere por tanto desarro-

lllar estas ideas en forma expresa, asi como hablar del tipo de

'*: colocacion que se uso en los algorztmos {(en el interior' de cada

”ﬂsublntervalo de part1c1on),v tal y qpmo' fueron pasados ,a'mla,
' computadora. F1na1mente hablaremos dé‘ “la~ documentac1on de 1os“

‘algoritmos implementados. Estos son los motlvos por los que escri-

bimos este capitulo.

‘y;één&ic;onés?awla;ffbhtepaidé Dirichlet: =
w(0)=gs, Y uwlld=gs, -~ . (6.1b)
:donde el adjunto formal de L es:

x, _ _d'w dv ' da . g ey
‘3”—‘;,;7*'2“ ax * (b - Y €6.2)
. A

“'de ‘este ‘modo empezemos con. €l  tipo  de las fgndiones de peso

usadas.
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¢® CONSTRUCCION DE LAS FUNCIONES DE FESO.

Las funciones de peso fueron construidas , para ambos
. . . . )
algoritmos, de tal forma que satisfacieran la ecuacion adjunta ho-

mogénea de (6.1a) en puntos especificos llamados de colocacidmn

(ver-ec.(5.14)). Tomamos n puntos de colocacion en cada subinterva

lo. Particionamos a O en Qo= ({Xo-1 ,Xol) para el caso del primer

algoritmo y Na=(Xo-t ,Xo+1) para el segundo. Donde en el primer

caso nos colocamos en n puntos, y en el segundo en n puntos por

(Xd-i Xo) y en n puntos por (Xo,Xa+1). Estos puntos de colocacion

.;correspondleron a 1a k’esima ralz (real) del n’ ésimo pollnomlo de

 ﬂLegendre, los cuales fueron transladados a Qa de manera - que
fﬁuso cotocacton Gaussxana.mDea

ieste modo. paraﬂ 

se .
;cada o= 1....QEJf13"

'flas funciones de peso se construyeron de tal forma que satlsfacie—“f”“

' ran.

® ECUICIONES EXPLICITAS PARA LOS ALGORITHOS-

'711Comenzemos por la exposzcion

de las ecuaciones

;éxplicitas

-famﬁomnrmo 1;.»Para cada a_i‘;‘ VEMasociamos dos fun01oé; w
nes‘de peso 'lznealmente ‘1ndepend1entes { w‘,w“ },’185 
cuales‘debembs construir (ver fig.6.1).° Estas satisfé-
cen la ec. (6.3) en h puntoside colocacidn y son cero
fuera de Qa:(Xa-:,Xd),.adeﬁésﬂ de satisfacer dé'que su
salto [¢¥%] y el salto [q(m“)]‘(ver'ec 5.5b) sea diferen

te rde cero en los extremos de Qm (de acuerdo a lo discu
tldo en el capitulo anterlor) Esto se logra expresando"

a w? (y=1,2) como un polinomio de grado G=n+l1l, como se
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vera en seguida:

26 @ (x)

x—h
™

4 4
*o i} tee §m-: o e *n-x
FIGURA 6.1 Las funciones
de peso { m% }, v=1,2.

“~ entonces suponiendo que:

donde rx es la raiz k'esima del n'ésimo‘polinomio de
Legendre. L ' '
Ahora bien, pédimoé que:

w?(xd—;)“¥ ¢?(Xd)“é'0'W'v'””"'“T""“' i (6.6) ..

esto es que las funciones de peso sean cero en. el com-

S



plemento de o= (Xo-1 ,Xo) .
De eete modo 1las ecs. (6.4-6.6) junto con la (6.2)

conducen al siguiente sistema de ecuaciones:

PARA o

PL | (Ka-1 - Xa)d = -1 (6.7a)

AR

J

CY {3 (3-1) + Fe(Xak) (R (Xt -

+ d(Xek) (B (Kol —Xa-1))?

e —mt i o) = —zao)
| - d(x) = b(x) - —g%giir'
y k=1,...,n (6.9)

-~ Mediante la solucidén del sistema de ecuaciones (6.7-

6.8) ‘pbaemos expander explicitamente a r¢$€x5:”y“ééﬁ
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suceptibles a pasarse a computadora. Donde se necesita

resolver dogs sistemas de (n+1)X(n+1l) en (n+1) incégnitas
R4
de.
A partir dé la expansién de m%(x) podemos obtéﬁer a
gev g Y .

o o d- .o * Co.,+ €OND ¥=1,2 , poOr medioc de las ecs.
(5.17). De este modo:

(6.10¢)

. (6.104d)

i(é:ibé)g"

(6.10£%)

< g, s, >=- (T’"’ - - P . : "’ ® Rk ’-‘7‘)85}'?‘::‘ e

. De este modo podemos expresar las ecs. (5.16a’'-c’).
S en forma explicita y en funcion de las ‘m$Cx), tal y.
: ) como pasanv al sistema computacidnal. Heﬁos_de'SEalar”
‘f;dﬁél105“términOSLQUeMcont;enen‘gxpresiones de,lé forma{ :
<f,m$> Iaé ‘dejaremos indicadas ,-él'ifinai””dé "éété’""”* 5¥ﬁ

) . [
Beccion las desarrollaremos en forma explicita (usamos
B v : .
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integracién por Cuaedratura Gausstana), de este modo las

ecuaciones mensionadas quedan como:

du du
Ko Tug_ ,+ RgTu, + Km ‘a———~ + K¢ 7*3——— —<f.w?> + 0(h") (6.11a)
=2,...,E-1 ~; y=1,2
cYut + K®Vu, 4 ktv du, = < 1y - <f,pls 4+ 0(R™) (6.11b)
oo 1 1 1 ~dx AR - TR 'Ry .

para o=1 3 v=1,2

= <g, @b - <f, wv + 0(p7) . (6.11e)

;g;v4' v=1, 2

dugio e ‘“w,“ﬁhwhwi};; T AT T e T R
CEEs e CY IR Ou K I, s (P -2 (0))Ep, - <£.0) 0+ °<h“>

X! » e
R e e (6.11b° ")
oy xg)9- . , ' . T T
_a_~ + (—z anJ(XE-l~ E) )“z;;'-~‘2“‘1”Pn1)36:' <f,w‘> + O(h ? )
ey O O (6.11c")
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. o : :
(2a(Xe-3)-PL duy | + gzt = | ) 3P ;(1-Xe-1) 77 g, —<f,p} >+0(h")

................................. (6.11c'")

De este modo hemos desarrollado en forma‘fexplicita las
- . P . ! .
ecuaciones que son usadas para la implementacion del algoritmo 1,

’ 1 .
a ecepcion de los terminos de la forma <f,w$>

. . ! .
Pasemos ahora a la exposicion de las ecuaciones gue se usaron

en la implementacién del algortimo 2.

‘ 9£LGORIva 2';békécﬁéfﬁd7'éfidj7iﬁaiéédo ‘en el capltuloikv

’ »Aahéériqr, para este. algoritmo, requerlmos que las fun— 
l';qiéhes: de f peso o { w7 }a- ~ sean ‘ contlnuas, en

,Qdéixd{g,Xm.:)cD y que mv se anule fueré de-Qd;~ad¢m5s3

-1FIGURA 6 2 Func;ones de peso},ff:;i‘u
,:algorltmo 2 (¢ w Ry '

‘De esta manera suponemos a las funciones de peso de

-la forma

@S(x) = 3 PY(X-Xa) 4 1 i (er12)



y le pedimos que satisfaga (6.3) en:

1 + ry
Xy + (—m=—) (Xa - Xo-1) (6.13a)

2 - 1+ Ark
Xip = Xgq + (—z—)(Xa+1 - Xo) (6.13b)

’ y . ? ’ . .
donde r, es la k'esima raiz del n'esimo polinomio de

Legendre, esto es 1<k<n, estas relaciones dan, natural-

mente n puntos de colocacion en (Xo-1 ,¥at) y n puntos de

ol
L : ‘ v
es continua:en X=Xo. Y la hacemos cero fuera de Qo si

. . ! .
colocacion en (Xcod,Xd+t). De esta manera 1la fun016n 1)

F(Xa-1) s W% (Xaer) =0 (e.1ay
“de modo que tenemos n+1 condiciones (6.13-14) en',h+1-.

incéghitas (6.12),;10'que permite expander a71a~funcién

~.de peso % en Qux. Entonces podemos escribir, por

Y PL;(Xaser - Ra)' = ¥ P
NER S ‘ N J=1

 +Ld(‘xdk)(x@¥'— Xab) }'Paj(xdk - X&)‘J; =

con  e(x) = -2a(x) ; d(x) = b(x) - 3%

y. k=1,...,n (puntos de colocacién) ;7 con v=1,2

‘ una'vés 'deﬁerminadas' w$ , podemos expresar ‘en forma
"fmexbliditaﬁléSAecsw(s.zo).;barav1pg;§r.¢sto ténemos‘que:>
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ol s 1 J-1
[q(wv)]d,,=JZ JPg j(Xa-1 - Xa) (6.16a)
=1

[ o S ip? J-t '
ale ) lq., GZlJPdJ(Xd*l ~ Xo) - (6.16b)

by = [ae$) 1y = Py, - Py, (6.16¢)

é°(w;) = (6.16d)

CgReRT) = (6.16e)

de. ‘modo qge,}: =
( G jP‘ (xb(;_" - Xd')“i_,' ») .
s Jg‘ . mJ S e L Yoy * o

- el - - L oyt . T pt B . o _
('3§ijptn-l)3(xp 2 Xc-1) ')gn+z+ (P(n-gja' P(t-t)x)“(n-:r E

G H .
<£,e00%0 ., + (3 3P Ly -z 97 hg, e 0™y (6.170)
para a%E—i

Esta es la forma explicita'ien que ‘ée-iﬁﬁiéhéﬁféﬁhwwmmw.mm

computacionélmente. el algoritmo 2.




_ Una vez expuestos, en forma explicita. los algoritmos
implementados, pasaremos a hablar como se implementaron 1las
expresiones de la forma «f, w: %3 ' - Para evaluar estos terminos se

uso Cuadratura Gaussiana, (ver refs.[1) o [14]).

. . )
La cuadratura Gaussiana de orden k de una  funcion f con

soporte en [-1,1] esta dada por:

' k
ff(x)dx e.z w, £(x,) (6.18)

-~k es el orden de cuadraturaf

‘2w¢_es el coeflcien e de. pe'o :

vfk 1 es;ma:ralz d 1?k es_mo’polﬁnomlo'deﬂﬁf“

Legendre (1<z<k)

'ﬁSiHFIX)efiéne‘sbperte en [qJ§J, tenemos queyla‘fﬁncién;’,

mapeatunivbcaﬁenfe'[a,dl en fiigi] si

‘ahora bien, usando (6.18) y (6.19) tenemos:

|1}
[
]
Q
npg

b4

4 : t e ‘
JFdx = 2ptfp (@ toasd,)qy w F(l-grtize:d, (6.20)

donde ti toma los valores de las raices

del k' e51mo polinomio de Legendre
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_ Derivemos las ecuaciones explicitas' para el éaéo del
algoritmo 1, para el caso del algoritmo 2, se pueden obtener en

forma similar.

1. 1
* o0 *B-l ;'(D
FIGURA 6.3 Construccion de la
Cuadratura Gaussiana.

'y tomamos:

E(eF(x)
£x)ed(x)

f(x) es la’ fn.

quéfhaée?ié_iggg;dgdﬁeﬁ;(é_ia)

ento nces

ch Xd-a)tu+Xm+Xd 1)
2

con Tzt

‘donde wv estan dadas por las ecuaciones (6.4), 'de: ﬁoddf qué en

'*wg~forma exp11c1ta la ecua01on anterlor queda como:
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1 k ,
~ Xol—Xol-1 { Xol—Xot-1) ti +Xol+Xo-1 4,
G ) .
‘(1 + 3 P&J((Xd~xqé:)(tu—1))4) } (6.22a)
J=1 - .
1 k. .
~ Rot=Xob-1 { Xot—Xai-1) ti +Xol+Xo-1
Ifz(x)dx = ———2—__L§l{ w, £( % )

G . :
v (1 + 3 Paj((Xd-X%ét)(tu+1))J) } (6.22b)

’donde las constantes Wy ot ;son:ﬂlos  pesos ¥y raices que ya .

aparecen en la ecuac1on (20)

Flnalmente es pos1b1e demostrar, Qque el orden en eif_éprér;

'.qpara la cuadratura Gauss:ana ‘es del tlpo.

documentada, y-estan relizados en Lenguaje Fort ran 77 en el siste-

ma HP-pobo;

Hemos incluido un apendice C donde hemos sustituido al fro-
grema Primcipal por otroIAe tal forma que, la nueva. sustitucion

'1'permite'lé obtencion iteradé del  error ébtenido (comd ‘puede.

j;verificarsev inmediatamente) el cual seré _presentado en el
siguiente capitulo. : EEE R a
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Finalmente mensionaremos que hay una diferencia entre el

algoritmo 1 y el 2 en lo que respecta a la obtencidn de raices del

n’ésimo polinomio de Legendre. Ya que €l primero wutiliza las
raices y pesos almacenados en el archivo DATOS, mientras que el
segundo calcula las raices ‘mediante la rutina LEGEHDRECJ.‘.'

Finalmente, el algoritmo 1 resuelve la ecuacion (6.1a) con condi-

ciones de frontera (6.1b); mientras que el algoritmo 2 resuelve la

homogenea de (6.1a) y condiciones de frontera (6.1b).




-

'CAPITULO VII.

EXPERI MENTACION NUMERI CA.

¢ INTRODUCGION. 7 -
En este capitulo aplicamos los dos algoritmos implementédoé
(los cuales estan listados en los apéndices Ay B), a la soiucién
numerica de ecuaciones diferenciales ordinarias de 2ndo. orden
Para estas soluciones efectuamos un analisis de error, mediante

~1a presenta01on de una serle de graflcas de InCerror? ws. In(part{

'fon) o InCerror) vs. In(oolooaczon) segun sea. ‘el caso.. Para de

‘este modo efectuar una comparac;on entre 1a soluc;on aproxxmadavfy:

iMla soluc1on analitica de 1a ecuac1on d1ferencia1

Comenzemos entonces exponiendo‘

las .ébhéciones diferehéiales,.

'que‘se‘resolvxeron numerxcamente y segulremos con eI utipo ‘de'

ffznalmente

“expondremos los

, f¥

aproximada . g L. EC
'diferencial los cuales expondremos en 1a siguiente seccion.-

" ’
soluclon

Las prlmeras tres ecuac1ones que se resolvieron son ptﬁotes,

donde 11evamos una expos;clon extrzota de graflcas' del erfor
'esperado (teorlcamente) y-el obtenldo Ya Que'en éstas conocemos
la soluc;on por medios analiticos. Mlentras que en la tercera nO'
L. es p031b1e .conocer la soluc10n anal1t1camente. A 1as tres primeras

ecuaciones les apl;camos ‘dos ormtermos de” error d;ferentes. y;aﬁlaggﬁ
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: . ’ . .
tercera so0lo es posible (tecnicamente? aplicarle uno de los
criterios de error.
’ . ! ’ . .
La primera ecuacion qQue se resolvio numericamente fue la si-

+ 7 Id
guiente ecuacion homogenea:

2
d u 2X  du 2 » .
- + €2 = 0 con 0fXs1 s (7.1a)
dx!? 1+x? dx 1+4x% : .
y condiciones de frontera:
u(O) = 1 3 w(l) = O . (7.1b)

‘donde a soluc1on a. la ecuac1on dlferenc1al con cond1c1ones-,a la

”~;frontera (7 1b) esfu}

u(*) =1 - x
Esta ecuac;on es suf1c1entementer senczlla' yi serv;ra para

~probar al algorltmo 2 (va que este solo resuelve la homogenea), y'

en  0$Xf1 6

'y condlciones ‘a la frontera..,f'

7.2y

w(o) = 1 w(y =1L (7.3B)

con los valores que hemos elegido para b,d, en 1la anterior
_ecuacion, obtenemos una eghacién.ique oscila suficientemente en
[O} 1}, v con esta podemos  probar la bondad dél algoritmo 1.

. ‘ v ‘ R . o oy
Podemos tener la solucion analitica de la anterior ecuacion:

Ju(x) = Cie* + Cirxe® + ASen(bx) + Bbﬁéfbxy” ;“;'*"(7;47‘V‘
N B - 99 -
VT -



con:

Ci = 1 - B H C: = [ 1 - ASenb - BCosb - Cie' 1 / e&!
V:
4
) A = & Bbg . B - ﬂfq:b ) - a?pz
a - b b'p" + (g-b")

: . . »
La tercera ecuacion gue se resolvio es la homogeéenea:

2 .
3_% + 40N%u = 0O con 0£Xf$1 (7.5a)
x

y condiciones a la frontera:

172
v(0) = O H u(1) = Sen([40] ) {7 .5b)

'; dq§qe~1éfaQ;pci6n' dadas las cond;c;ones a la frontera ‘es:

u,_(xk)f" “Sen( taoJ‘ “rlx) 7.6)

7 Flnalmente _lé; cuarta"ecuaclon' que se resolv:o es fla; que
aparece' en problewaS“dé‘  transporte,‘ v difusion ouandq- el
la

ftransporte es_dominante,J Naturalmente,w} i,suaetamos,"'

. chn;,;u(0)=1'; u(1)=0" ,  _‘. 'i_q‘ (7.7b)

Esta ecuacion no. tlene soluc;on analitica, y solo“éﬁédéf‘éer“
resuelta por metodos numer1cos Una forma de reéolverla es por ég
puesto, por los algorltmos ‘implementados; hemos usado otro metodo

,de cuyos resultados efectuamos las comparaciones con los resulta—

‘'dogs de los algoritmos. 1mplementados, este segundo metodo elegldo
.fue. el de Cuadratura\Gaussmana (que sabemos tiene un orden de

‘pre51c10n de o(n**"ty . B ' | :




De este modo tenemos lo siguiente, por reduccién del orden en

(7.1a"):
x
u(x) = Klf exp(%-e‘x)dx + K2 v (7.8a)
gL -~ kirexp(i- %) (7.8b)
con:
’ ! 1 4 A -1
Ki = - [f exp(y e *)dx] ;i K o= 1
0

A las ecuaciones (7.6) las podemos resolver por cuadratura
. . " 4 .
Gaussisana. Observemos los siguiente: resclveremos anratirticamente
. ! .
a la ecuacion (7.5) por cuadratura Gaussiana, y a con este

*resultado compararemos la sotucton aproxzmada que surge al apllcar

’lgoritmos'implementados..f'

‘Hablemos ahora de los dos criterios de error que se usaron.

iAo CRITERIOS DE ERROR uTILIZADOS. , . : S
Hemos usado dos criterios de error distlntos,,para‘.prgsgntarV

r su la' 1inea que,;seguimos para
'”reallzar el anallsls de error. ' ‘ ’

De acuerdo a 10 dlscutldo en el capltulo V (ver_ ec (5 24))

idonde tomamos-g

& = el error. ’

e : numero de ihtervalos de‘particién de [0,1].

h = norma de la particidn dé,to,i],neﬁ este ¢aso é -

n = opdeh‘de colocacién .Géussiénak en cada- intervaloa de
particidn. '

De este modo tomando logaritmo natural de ambos miembros de
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I - , 3
la anterior ecuacion tenemos lo siguiente:

llog(e)| = (2n = 1)|log(h)| = (2n - 1)log(e) + M (7.10)

por lo gue si tomamos:

constante

n variando {2,3,...}

Fd ’ .
tendriamos una grafica de la forma:

{log(e) |

constante

= variande {4,8,...}

Logtayr Log(b)to'g‘(,’f,h

fFIGURA 7.1b. :

Y esperar1amos que tuv1era -pendiente 2n- 1

Naturalmente debemos acotar ‘el congunto de valores posibles
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. , ! . ?
para la particion e y colocacion n, vya qgque estamos dentro de

. ] . .
unsistema de computo real. Los hemos elegido como sigue:

{4,8,...,48} (7.11a)
{2,3,...,10} o (7.11b)

De este modo si tomamcoe e-cte y variamos n (dentrc de 1los
valores posibles)} entonces esperaremos obtener gréficas del error
de la forma de la figura 7.3a. Similarmente si- -tomamos n=cte y

varlamos sobre e.

Para, lograr lo ‘anteriorménte dicho henmnos sustituido el

'iPrograma Frmnozpat de los algorltmos Lpot';otro que permlte -lé:

obtenc1on 1terada del error, como fue menslonado en 7éiﬁ capitulo,

anterior. _ . ‘ ‘
Flnalmente 1os dos cr;terlos de. error que'.ééguimos, en vlés

compara01ones de la soluc1on analltlca con la aproximada,. fueron:

'CRIT RIO 1. . . ; ; SR e SN o
Deda (umna partic&én y una ooLoca€5n en {o,z];‘écverror;*‘3

o B SN .’ L p | . R ! .,‘ N :
~de. te solucion aproximada com respecio o le analzxtice,

Hémbs ésc6gid6' al punto “X=1/4 por >razonés tecnzcas,ﬂiyéww
que este valor permlte particionar a [0,1] en multlplos de '&, de
este modo podemos efectuar sufictentes oomparactones.

Con lo que respecta a las prlmeras tres . ecuaciones, para las
cuales conocemos 1la solu01op analltlca, Seguihoé ademas eli

'SiQUiénte'criterio:w




CRITERIO 2.
Dada wna particién ¥ uUnae colocaton en fo,z3, el error

. . L. .
de la solucriomn aproximada com respecto a la analrtrice,
r . . . .
se da por el maximo valor adsoluto de lLe diferemcia de
.2 L, . -
te  soluctien amatlrtica con la aproximadae en los puntos

dé particién de lo,z11.

! o
Este criterio parece ser mas rnatural y es diferente - al
N . . ? _ !
anterior. Es especialmente idoneo cuando conocemos la solucion
.analltlca de 1la ecuac1on dlferenc1al-

" .Pasemos. ahora a: 1os resultados obtenldos

'0 RESULTADOS OBTENEDOS. : S S : T
Através de . 1as graf;cas 7.1 "hasta 'la' 7.30} damos ‘los

fresultados obtenldos en ‘1o que respecta al valor fabsoluto de ia»

‘diferencia de la,soluc1qn aprox1mada respecto a la analltlca Mie§ "

Para el caso en que graflcamos |Log(e?| vs.  ]Iog(e)l, hém¢s?h4

usado los. sxmbolos que aparecen en la 51gu1ente tabla
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TABLA 7.1 Simbolos utilizados
?

cuando se grafica |logled | vs

Jltogclel |.

M;entras que cuando graflcamos |Log(e)| vs._tziﬁfij””” omam

‘lOS s;gu;entes s;mbolos,:

evmdolo o case. .

1, 10 ] e38 | -
TABL§7 2 Slmbolos utlllzados
“ecuando se grafmca |Log(e?|‘vs

‘para el caso de_g uﬂ“””

. prosg ama en’ cuestlon para ‘las: cuatro ecuacxones 1nd1cah
' mente én’ donde tomamos n= 2, es4 Yy n:=4, e=20. En festas figurasj

aparecen 1la solucion anal;tlca ¥ las salidas de las corrldas del
hrogréma en cuestién para los dos casos de colocacidn (n) y parti-

."' . .- - - - - . . v. . ‘ - l
cion (e) indicadas, hemos usado los siguientes simbolos:




[3 .
svmdo Lo caso

1inea continua solucién analitica
- n=2 y ez=4
) n=4 y e:z20

TABLA 7.2 Simbolos utilizados
cuando en las figuras 7.2-7.7.

De este modo tenemos las siguientes tablas, gque nos _.indican
qué representan las gréficas (de 1la 7.1 a la 7.30) y las figuras
(de l1la 7.2 a la 7.7).

. ? - - -
Para el caso de las graficas tenemos lo siguiente:

~TGRAFITA

ecya M0 e criterto lerror en el ,valor ferror en el valor de

‘,cton constgnte de error jde ta funaton o tte der<. de la fun.

‘n -

~N
) e

‘*;de 1os resultados obtenldos en los errores o

Donde para tales grafidas_ hemos 'Utilizédo‘ 1os' 51mbolosf”
enlistados en las tablas 7.1y 7.2 segun sea el caso de n o e cons
‘tante Para el caso de 1as ecuaciones anallzadas con el algorltmoz

tenemos 1a s;gu;ente tabla

o106 =



GCRAVICA
ecya no e criterio jerror en el ,valor
ctonrjconstante Jde error {de ta functiton
n 2 7.9
i 7.1 1 7.10 -
e 2 7.11
1 7.12
n 2 7.21
7.5 1 7.22 -
e 2 7.23
1 7.24
7.7} n 1 7.29
SRR G e 1 7.30

’~M1énfrés'qué*péfafiés;fig*ras tehéﬁoéIésgfi’

“de ‘la. presentac'onyiﬁf/

TABLA 7 S Ecuaciones que B8e resolv;eron con
el algorltmo 2 Relacxon A
de 1os resultados obtenldos en 105 errores

Nuevamente los 51mbolos utlllzados para 1as B réficas ,de la

?tabla'anterlorvestan llstados en las tablas 7 1 v 7 2 segun sea elﬂ'

FICURA

(no homog 2

ﬁlhomog J

7.7 o 7.6a

7.6b.

_TABLA 7.6 Resultados gréficos de las ecuaciones a-
" nalizadas con el algoritmo 1,
de'QOIOCacién v particién (n=2;e=4.y n=4,e=20).

para los dos tipos

En estas figuras hemos utilizado los simbolos ‘listados en - la.
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tabla 7.3 segﬁn sea el caso. Y tenemos la  siguiente tabla, para
cuando usamos el algoritmo 2.

riGUKA

. ) error em el ,valor
ECUACYON 50 (g soLucton

7.1 7.3
7.5 7.5
7.7 7.7

TABLA 7.7 Relacién de resultados gréficos anali-
zadas con el algorltmo 2 para los dos tipos de
colocaczon v partlclon (n 2,ez4 vy n= 4, e= 20)

- Nuevamente hemos utlllzado, parafesfas‘fiéqrés,ﬁldéfiéimbbiéér
‘de la tabla 7.3. o N -

‘Pasemos ahora a la cuestlon de la obten01on de las pendlentes

‘jde 1as graflcas.

endientes en las graficas (7.1-7.30) hemos

Da?a ta grafmoa en cuestion, ca pendte%te se obtuvo
‘,agustando ,La mejor recta gor mtnxmos cuadrado e la

‘pxsxbtemente, dentro de

‘rutdo,udebmd

5 La computadora..'

Como hemos dicho en 1la seccién anterior a léé pfiﬁerés tres
ecuacionés diferenciales les hemos aplicado el CRITERIC 1 y el
CRITERIO 2 de erfor; mientras que a la cuarta solo el CRITLEXRIO 1

- de error.

'De este modo las pendientes obtenidés v ‘esperadas\f

vteorlcamente (ver ec 5. 24) ‘en las graflcas ‘que presentamos al- fl—ATf

nal del‘capltulo son las siguientes:
v
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FPARA ECUACIONES ANALIZADAS CON EL ALGORITMO 1:

FLENDIENTES em el

valor de

te fn.

FENDIENTES en el

val.

der.

de fn.

TWWNNON -

11.3189

59;0000

7
ec. lgraf. |criter<o ?tg.e obtenida ?fgg;%?g odtenida ?fﬁg:%?g
n
2 4.0407 3.0000
2 3 6.0327 5.0000
4 8.0044 7.0000
5 10.6479 9.0000
n
2 4 .0289 3.0000
3 6.0644 5.0000
4 7.9154 7.0000
S 9.2318 9.0000
L - 4..1090 3.0000:
3. | e.0925 | 5.0000
o 802719 ) . 7.0000:-
25740 9:1708.71:.9.,..0000
2 4 .0289 1 3.0000
3 . 6.0867 | 5.0000
4 - 8.1381 7.0000-
P
e
G
8. .
1

16

20
24

28

2.8118
3.4839
4.1279
4.1221

4.9607

4.1827
4.2913

©1.3863
2.0795
2.4849
. 2.7726
2.9957"
3.1781
3.3322

. TABLA 7.8 Pendzentes obtenldas y - esperadas.
anallzadas con el algorltmo 1.

para.las . ecuaciones .




FENDIENTES en el

valor de

ta fn.

FENDILVNTLS emn el
de [fmn.

val.

der.

ec, gréf. crrterto cdtencda ?fgg:%?g cttentda ?fgi:%dg
7.13 2 3.2516 3.0000
3.9178 5.0000
7.14 2 6.8409 3.0600
3.1633 5.0000
7.18 1 4.0907 3.0000
7.9338 5.0000
7.16 1 i

1.2779. |

.3863 |

| .3.2232- |

o

.0795"

1.2672
3.6799

-

J1veser |

1.1622

1.7042
- 1.9309

2.1281
"2.1605°
2.2590

2.3578

.3863
.0795
. 4849
7726
.9957
.1781
. 3322

1
2
2
2
2
3
3




FARA ECUACIONES

ANALIZADAS CON EL

ALGORITMO 2.

CENDITNTES en el

3.6648

vator de la fn.
’ Y
ec. gréf. criterte ?tg €lovtenide sgsg;gag
n
' 2 4.0408 3.0000
7.9 2 3 5.6004 5.0000
4 7.2304 7.0000
5 5.6856 9.0000
n
2 4.0807 ‘3.0000
7.10 1 3 5.4757 5.0000
4 7.4487 7.0000
=) 6.5049 9.0000
e
4 2.4313 1.3863
5.8 2.8964 | 2.0795
~3:5124 | 2.4849 .
A Bu2172 - 277267
§:3.8123 -1
3.8979
S 4.0018
3.5443

f2‘1375

ORBWNIEWOI|LLNNN R

s
oN |

® DI H
o

12

i6
20

Mmumu_m&ﬁﬁe un

TABLA 7.9 Pendientes obtenldas v esperadas

" “tedricamente para las ‘ecuaciones. anallzadas

con el algorltmo 2.




FENDIERT LS en el
valor de la [fn.
»
ec. gréf. critervio ?tz.e obtenvda gfgg?gdg
n ] : ]
- 2 5.5773 3.0000
7.29 1 3 5.7315 | 5.0000
4 6.5676 7.0000
e
7.7 4 1.1141 1.3863
8 1.6585 2.0795
7 .30 1 12 1.4073 2.4849
16 2.0190 2.7726
20 1.3604 2.9957
3.1781 .

| 24 | 1.0561
TABLA 7.9 Continuacioén. - = |

.OCONCLUSIONES.;

8 Atraves deflas graf;cas 7. 1

7.2 a

7.30. y. figu:r'a§'~»~-'.

Me51nemos Que no hemos gra%lcado el total de puntos obtenldos

10 vy es 4,8....,49 “como ha sido indicado en 1

_ 7 B , : R T e o
- Recordemos. que, al - efectuar cada calculo .con  numeros en

¢omputadora conileva a un,efror;que'llamamos de redondeo, como fue
indiéadé en el»capitulo V. Este error de redondeo pafa cada'opera'
éién‘éritmética Que se efectue, es menor o 1gual que c1erta unldad
“que hemos 1lamado u, vy qué‘esta dada por las ecuaciones (5.30°') pa
‘ra el caso de la HP—paoo ‘De este modo las. graflcas para el error _;

(7.;—30), expresan un error reat dado de la siguiente forma:




- 3 )
error = erroIQbrLcc@ error (7.12)

al redondec

donde srrortedrico es el gue se propone en base a la construc-
.’ -" »

cion teorlca y esta dado en la ecuacion (5.24); mientras gue

srro{edqndec

v en donde, ambos errores se adictonan para dar el error observado

esta dado por la’ acumula01on de- errores de redondeo

O real.

. ; ’
Las conclusiones que podemos obtener estan dadas en las grafi

7,¢as,7.1—30 y figuras 7.257 asi como en las tablas 7.8 .y 7.S9.

De las flguras‘ 7. 2 a la 7 7 'podemos ver que~¢a socuczon a:

,proxvmaaa e aproxzma bzen a. la exacta. Y eso es todo lo" que ‘

 podemos conclulr de tales fzguras.

Que tan bién se aproxima la solucidn

Sithmbargo;' aproximada

':5-16”7*30-y'qﬁe ﬁiédiééﬁehtéfhemds.désafrollédb péra”{dar; drﬁfro

de lo que podemos, una respuesta a la pregunta anterzor Yy que|a su‘

Mnen nuestras graflcas.

. I ? ‘
1.: Las pendientes obtenidas, en su mayoria, son mayores

que las predichas téoriqamente.
2.: Cuando n y e son pequeﬁos (n:=2,3, e:z=4) se obtienen

'rectas blen defznldas.

“3:+ Todas las lineas, en una ‘grdfica dada, “tienden.a es-

tacionarse en un punto particular del eije |logle2|.




El primer punto implica dos cosas solamente: que el error
predicho teoricamente (ver ecuacion 5.24) es conservador, y 1la
segunda implicacién que tiene es simplemete que el error de
redondeo aumenta conforme la colocacidn (n) y la particén (e} 1lo

hacen (esto esta itimamente ligado a los puntos 2 vy 3).

Naturalmente cuando n y e son pequehos el error de redondeo
. !
es casi despreciable en comparacion con los valores absolutos de

las diferencias que estamos graficando y esto explica el punto 2.

“ﬁinélmehte el punto 2 conduce a dos respuestas;alterpativas

23710 |solucio ;exactaj- soluc1on aprox1mada|<error
. - - - - (',A )
e, - v

o el . ebl ) - .
3,2}: ‘El algor;tmo se estaczona a partlr de algun valor para

redondea

¢ error edondeo

n y para e (o alguna adtcson -de ellos)

,naturalmente 13,3 1;

1“

faproximada“en los»nodos de'part1c1on Xei, segun se use el crlterloﬁf'

‘que ‘estamos mldlendo e ntreklawsoluclon analltlc 'E(exacta’ vy

31 0. el 2 son menores que el error por rnedondeo. Ya que de no se;H '“

”odas T1as grafzcas“deberxan"estacz”narsemenL’broximédémen;exél

’?”elfcaso de las graflcas 7. 21 7. 22 v 7. 23). mlentras que“otras

-&4.

estac1onan ‘en aprox;madamente e = 1'71x10"s {como en las graﬁ.f

ficas 7.5y 7.7). En donde estas ultlmas estan por el 11m1te de la

- unidad de redondeo para el s;stema HF-gooo que es de u = 5x10 v
que estavdado en la ecuac1on (5.30a’). ' '
B Senalemos que el error de redondeo (:rror

redandeo)' .esta en

fun01on de 1os 51gu1entes termlnos




a.: be las funciones a(x) y b(x) de la ecuacién diferen-

o C . . < . 7
cial original a resolver (ver por ejemplo la ecuacion

6.1).
b.: De la colocacién (n) vy particién (e} elegidos.
c.: De qué operaciones aritméticas efectﬁa el algoritmo

. ! _ o,
en cuestion en la corrida.

Finalmente de los tres puntos indicados anteriormente podemos
concluir los siguiente:

La pred ccmon teo mca de oonvergencxa es

conservadora dentro . .
,tos ttmztes en que nos permmte anatmzar eL error de red




BRAFICA 7.1 .




log

( -

GRAFICA 7.2



v“_°,v'. :

log

1.0




w0

. ®BRAFICA 7.4




S B RN UMY W N | g L g 5 e 2 FUBEE B g [ U

____ GRAFICA 7.5 (2%n-1)




[T I | I NN AT CURNNY RSN SN MNNN SHLRSN (NSRS S UBR

7.0 L .
's.0 7.0 . as.0 18.0 18.0



19.0

(2 %n =1).

. 7.0

48.0

44.0

| GRAFICA



7.0, S . ;
®.0 : . 7.0 . T dd.0

~ @RAFICA 7.8




GRAFICA 7.9




L.l L eee

@RAFICA 7.10




=.0 7.0 . ee.e . 4m.0 ot e SO
© " @GRAFICA 7.11 -« )




. @.0 . - - :
 ®e 7 . A0 . “-° > .. ee.0
GRAFICA 7.12




44,0 bm— - ‘lf_‘ e R e : . ;
4.0 - e.0 R L o m.e B Y- 3




GRAFICA 7.24




I ) : e.0 WO T g

BRAF‘:CA{?-::IE’ ... 10g ( e)



: ‘_ .~.'§_. , . — e . — L T
o@D el e L

GRAFICA 7.18




13.0 % , ‘ ‘ - i , v .
2.0 _ o 7.0 : 48,0 _ 18.0 ' 18.0°

GRAFICA 7.27 .t @¥n-1)




8.0 b= - — : ST ;
- ®.0 ‘ : 7.0 sd.0 L aB.e ' 19.0




im0 ¥ v el it b S ;
. L R 2% S TR ERCEAL & S - SOt e ameer e e e

| eAAFICA 7.28 . ( @%n=—1)




s.0. 7.0

. @RAFICA 7.20




@.0 b= el .
.0 . . P S e T —
: : , Ll e oo ] ‘ 4.0
£e= S B @ s ' o e that

 omAFICA 7.24 . 1em (e)







='°f~' b . . : ;
8.0 e 7.0 o AR ¥ WY - ) S . XY -

 ©@RAFICA 7.23



om.e . 7.0 R 4t .0 o aB.@ ' L i@.0

GRAFICA 7.24 o . L awn—a1 )



o m.e : L Jo ‘ a.
PR ®.0 S B ®.0o e L 4.0

S ARARTEA v EE e e log (e )






g @ Wm— ——— , m— D ‘ ‘ e - .
T rie RS Ad.0 p i8.0 o 18.0

Cemarzca 7.avr  cawnmi




. v — — S — e
s.0 : 7.0 4sce . . 4m.0 48.0

emarIcA 7.28



4.0 . . e.o S ®m.e S 4.0



om0 . . . reranlmes , . - :
: 0.0 7.0 T o 44.0 S S ABLO R 1 Y- I
















FIoURA 7.4B




‘—t.0 , e —tee ————

 FIGURA 7.5




- FIG UFl A 7.ea.




7.eb

FIBURA







ARRAAE RABRRR HRRRNER HERERN # *
4 .8 8 -# # L 2R L 3. #
# LR s # L # & H
ARUREE  HRNRUE @ 12237 BN 4 @
] * #RRARNEN &
 # * .8
R =7 N A 2

'FO!MULACION ALGEBRAICA Di LOS KETODOS DISCRETOS (LLGORITHO 1)

LAS VARIABLES DE ENTRADA SON:
. LECTURA DEL ARCKIVO "DATOS" EL CUAL CONTIENE LOS VALORES DE
LAS RAICES Y PESOS DEL POLINOMIO DE LEGENDRE HASTA DE GRADO
"N=10 ¢ PARA SU USO POSTERIOR EN LA COLOCACION Y CUADRATURA
GAUSSISNA ). Anunczunnnosz EN LAS VARIABLES “AL_RAIZ" Y
EC=NUMERO DE DIVISIONES DEL INTERVALO [0,11).
": N ¢(=ORDEN DE COLOCACION). e
. 81 ES NO HOMOGENEA LA ECUACION A RESOLVER, SE PIDE EL ORDEN
DE  CUADRATURA GAUSSIANA IORD_CUAD, (EN EL TEXTO K, VER EC.
. €6.18)). . -
_FINALMENTE. SE - pxn: sn VALOR DE. v EN LA rnoursnn cuco)»

acannn0onaa




LAS VARIABLES DE SALIDA SON:
1.: LA MATRIZ “GMAT" LA CUAL ES COEFICIENTE PARA LAS INCOGNITAS
U Y U’ (EN LOS NODOS VER ECS. 6.11A'~-F'‘).
2.: EL VECTOR ¥YRINDEP"” EL CUAL HACE LA IGUALDAD CON EL PRODUCTO
g "GMAT#(U U’)", (VER ECS. 6.11A'~F’).
3.: FINALMENTE LA SOLUCION “SOLGEN", EL VALOR U Y U’ ( EN LOS
NODOS) .
4.: ¥ SE ESCRIBEN EN LOS ARCHIVOS "SALVAL" LOS VALORES DE LA
FUNCION SOLUCION, Y EN "SALDERI" LOS VALORES DE LA DERIVADA
DE LA FUNCION SOLUCION EN LOS NODOS.

(GMAT >*(U,U’) = (ﬁINDEP) LD

NDDOS) SUS FINALES VALORBS "SON !NTRODUCIDOS EN ‘LA
~RUTINA ROO(), (EN EL TEXTO SON LOS MI!HBROS IZQUIB‘--;
L ~ DOS: 'DE 'LAS. ECS 6. lll'-?‘) I
RINDEP VECTOR QUS IGUALA AL PRODUCTO (GHAT)*(U U'),. RN,7
: - EL-TRXTOVSON LOS nxxnnn03w'nxnncuos% Dl LAS BCS o

Z. COE]} xcxxm'x 12Qu] O - PA , (BC. -

. . DEL TEXTO). ' W LT e
_ 'vscb X8 EL VECTOR QUE mw\m AL pnonucro pn*sot.nn
. .VECI. ES EL VECTOR QUE IGUALA AL PRODUCTO PD#SOLIZQ.

SE VACIAN LAS LECTUﬁAS@HECHRS !N ELJARCHIVO\ :
TOS* QUE CORRESPONDEN A LAS RAICES ‘DEL . POLINO—,»”'
N , . MI0 DE LEGENDRE HASTA DE ORDEN N=10.
AL_PESO.‘SE VACIAN LAS LECTURAS MNECHAS EN EL: ARCH!VO “DA-
_ ‘ TOS"  QUE  CORRESPONDEN A LOS PESOS DEL POLINO-
- .MIO DE. LEGENDRE HASTA DE ORDEN N=10.
COND EN ESTE VECTOR SE ALMACENAN LOS VALORES DE U EN - LOS
- - EXTREMOS, UC0) Y U(1d. =~
N. GRADO DEL POLINOHIO DE LBGENDRE A USAR COMO COLOCACION.
"RAIZ. EN EL VECTOR RAIZ SE. ALMACRNAN ‘LAS ‘N RAICRS DEL N'E-
' ‘SIMO POLINOCMIO DE LEGENDRE "QUE YA FUERON LEIDAS EN =~
EL ARREGLO “AL_RAI2",. SE TRANSLADAN PARA CAER EN EL
: INTERVALO [X_. ALFA-1 S X ALFA]. :
_ TNRAIZ. EN EL VECTOR TNRAIZ SE ALMACENAN LAS N RAICES DEL
"N’'ESIMO POLINOMIO DE LEGENDRE, QUR YA FUERON LEIDAS
.~ EN-EL. AnREGLO "AL, RAIZ' ‘NO TRBNSLADADAS L
8 ‘

AL_BATZ.




G. NUMERO DE RAICES MAS UNO, (G=N+1).

— T A TS0 S — T e S Y e ar My G S G P Y e T R G ST GE; TR S M W e W G W SR S S G T S G TR VIS TR R G S W e S Cw TR TP G Y WP S W G

EL PROGRAMA PRINCIPAL SIGUE LOS SIGUIENTES PASOS EN GENERAL:

. EN EL PRIMERO SE LEEN LAS RAICES Y PESOS DEL POLINOMIO
DE LEGENDRE DE GRADO N DONDE: 2<=N<=10, DEL ARCHIVO “DATOS".EN
LA SEGUNDA PARTE SE CALCULAN LAS ENTRADAS (1,1), (1,2)>, (1,3),
(2,1>, ¢2,2), (2,3>, (2E-1,2E-2), (2E-1,2E-1)>, (2E-1,2K), (2E,-
2E-2), (2E,2E-1), (2E,2E)>, Y (1), (2), (2E-1), (2E> DE LA MA-
TRIZ "GMAT" Y "RINDEP" RESPECTIVAMENTE MEDIANTE LA RUTINA "“CA-
SOEXTREMO()>" . o

"EN LA TERCERA SE CALCULAN LOS. COEFICIENTES 3, 2) €3,3), (35‘
4D, - DE. LA~ MATRIZ 'GMAT“’HEDIANTE *LAS RUTINAS 'MATR!ZP()"

’ “SOLPCORR(J“" i e, : 7

 "ROO()". TAMBIEN xn‘xsra 'PARTE  SE RESUELVE PARA . *SOLGEN" .. S
© " LA ULTIMA PARTE SE ENCARGA DE LA ESCRITURA DE LOS RESULTADOS -
| SE ESCRIBE A: “GMAT', 'RINDBP" ¥ A “SOLGEN" A paurnnnn TAMBIEN.

 fpnoanAn PRINCIPAL
“IMPLICIT g:nn*a '

Q¢ i
fWgCOHHONg,PUN/!AIZ(~ - i :
-*COMMON " /ALMACEN/AL_: RIIZ(SS) AL, PESO(SS)
»CONHON /IN?EGRALES/ITIPO EC CUADDER CUADIZQ

OPEN(2, FILR-'DATOS')

DO I=1,55

 READ(2,%)AL RAIZ(I)

ENDDO . ,
DO I=1,55 .

READ(Z,*)AL PESOCI> R

" ENDDO L B e S e
CLOSE(2) N e L e

.WRITE(G,*)' DAME EL NUHERO DE DIVISIONES BNTRE 0= l“
READCS, »)E -

~HRITE(6 *)n DAME LOS VALORES A
‘READ(S: *)(COND(I),!-I 2y
; a




WRITECE,»)" COMO PUNTOS DE COLOCACION *

WRITEC(6,*)" (2,...,10)"
READCS,»)N ,

WRITE(G,*)>" TIPO DE ECUACION:"
WRITE(6,*)>*" 1. HOMOGENEA*“
WRITECE,*)" 2. NO HOMOGENEA"

READCS, #) ITIPO_EC

IF ¢ITIPO_EC .EQ. 2) THEN
WRITE(6, )" DE QUE ORDEN SERA LA CUADRATURA GAUSSIANA:"
READCS, +) IORD_CUAD

ENDIF -

CALL LLENARAIZ‘NLIORD CUAD
CAL CASOEXTDEMO(G IORD CUAD, E COND)
DO Im2,E~1

- XAHDBLE(I)/DBLE(E)
" XAI=DBLECI-1)/DBLECE)
CALL MATRIZP(G,XAI, XA)
o CALL SOLPCORR(G)J&

8E ESCRIBE "cnar"
7wnxrx(s *)-enar"'v
DO Imi,2%E
WRITE(S,

WRITE(S, *)'RINDBP e =
"WRITE(SE, *)(RIND!P(I) I-l 2*!)
“ WRITECE, )

WRITE(6,*)

-S8E. ESCRIBE EN 'SALVAL'-SOLO LOS VALORES DE LA FUNCION
SOLUCION N ‘ T T
OPEN(2 FILES'SALVAL )

DO 1=2, 2%E- 2 2 :
’ HRITEC2 *)FLOAT(J)/FLOAT(E) SOLGEN(I)
JaJ+1 : \

~ENDDO .

CLOSE(2)




00000000000000QAN

"EL CASO DE UNA 'ECUACION. xnuouocsuax>,:s (=NUMERO DE DIVISIONES
DEL INTERVALO [0,11) Y EL ARREGLO “COND* EL CUAL ~CONTIENE EL -

OPEN(2,FILE='SALDERI ')

J=0

DO I=] , 2%E-1,2

WRITE(C(2, #)FLOAT(J)/FLOAT(E), SOLGEN(I)
- J=J+1

- ENDDO

WRITE(2, *)FLOAT(J)/FLOAT(E) SOLGEN(2+E)
CLOSE(Z)

sTOP
END

MEDIANTE ESTA ‘BUTINA SE° OBTIENEN LOS - SIGUIBNTES COEF :ﬁfés

" DE LA  MATRIZ “GMAT": GMAT(1,1), GMATC1,2), GMAT(1,3), @MAT(2,

‘@GMAT(2 2), GHAT(Z 3), auar<zs 1, 25-2) GNA!(2£—1 23-1) \T(2E
EE ), BNl 7 GMAT(2E,2E);Y- LOS: SXGU!EN—;
J, A

VALOR DE U(X) EN LOS EXTREMOS. ’ 5
. LA . SALIDA S8ON LAS COMPONENTES INDICADAS DE LAS MATRI-

' CES "GMAT" Y “RINDEP".

LA RUT!NA SE DIVIDE EN DOS PARTES EN LA PR!MBRA SE TOHAN. 

‘LOS PUNTOS 0, 1/ZE Y ESTOS PUNTOS SON  ENVIADOS A LA RUTINA

. “MATRIZPC)" LA CUAL OBTIENE LOS. COEFICIENTES "PARA  LAS IN-
" COGNITAS ‘DE LAS" ‘P'S LAB -CUALES . SON LOS COBFICIENTBS DE  LAS . =
FUNCIONES DE PESO EN EL- INTEDVALO ¢0,1/E), EN SEGUIDA  LAS 'IN-

COGNITAS: P’S SON RESUELTAS POR LA RUTINA *SOLP()" . A PARTIR  DE

. LA SOLUCION PARA LAS P’'S PODEMOS OBTENER LOS VALORES NUMERICOS
'DE LAS ROO'S COMO SE EXPRESA EN LA ECUACIONES (6.4), QUE SON IN-
'TRODUCIDOS EN LOS 'LUGARES ~CORRESPONDIENTES DE ”GMAT“ Y EN LOS

.. DESPUES jLLAHA A Ll RUTINA INTBGRA PARA..
. CE




REALIZA EN FORMA SIMILAR PARA LA SEGUNDA PARTE SOLO Q“E AHORA SE
TOMAN LOS PUNTOS E-1/E Y 1.

- SUBROUTINE CASOEXTREMO(G, IORD_CUAD,E, COND)

IMPLICIT REAL#8 (A-H,0-2)
INTEGER E, G, IORD_ CUAD

DIMENSION COND(Z) .

COMMON /SISTEM/GMAT(100,100),RINDEP(100),SOLGEN(100)

COMMON /MAT/PD(11,11), PI(ll 11) VECI(11),VECD(11), SOLDER(II)

* . SOLIZQ(I!)
. . COMMON /INTEGRALES/ITIPO_EC,CUADDER,CUADI2ZQ

1cnnn'son»conn<c>
" ROMAS=0-.D0
,; nonsu-o 20

" ROMEN=0.DO SR
‘DO I=1,G . , : R
" ROMAS=ROMAS-DBLE(CI)*SOLDER(I)%*(XAI~XA)#w(I-1)
: nonzu-nonxu-vnnstx>*sonrzo<x>*<xa—xnx>**<1 1
) 'sumno SR . '
2 ,xnnsz*s- :
~ GMATCIND, INDY>=0.0D0
. GMATCIND, IND-1)=ROMAS
- GMAT CIND, IND+1)=—1.0D0
GMATCIND+1, IND)Y=1 . 0D0O SRR
GMATCIND+1, xun—x>-—c<xn1>-sonrzo<1>
GMAT(IND+1, IND+1)=0.0D0. - _
CALL INTEGRA(G,IORD_CUAD,XAI,XA) - ;
 RINDEP(IND)>=-(SOLDER(1)+C(1. ono)>*conn<z>-cunbnsn
RINDEP( IND+1)=ROMEN*COND(2)-CUADIZQ .




END

A T I T T EUNCION C '.:::.::::;::::: ..... :;;::

LA FUNCION C-SE TOMA DE LA FORMA:
CIX)==2A(X)
SE CALCULA A C(X) EN EL PUNTO EN CUESTION.

REAL*8 FUNCTION C(X)
REAL#8 X
C=C(X)

3EAL*8 FUNCTION D(X)
RBAL*B X ‘

C
C.
c
C st
C LRI 3 1 LN I
c 7;
c LA FUNCION F HACE LA ECUACION DIFEDENCIAL 'NO HOMOGENEA
(o]
REAL*B FUNCTION F((X)
REAL*B X '
; F-F(X) o
RETURN

END




c
c
c
c
c N
C
C
(o]
(o
Cc
(o]

MEDIATE LA SUBRRUTINA "INTEGRA" SE EFECTUA LA CUADRATURA
GAUSSIANA DE LA FUNCION DE PESO FI_ALFA POR LA FUNCION F (LA
FUNCION QUE HACE LA IGUALDAD EN LA ECUACION DIFERENCIAL ORI-
GINAL), DE ACUERDO A LAS ECUACIONES (5.22) DEL TEXTO EN EL
INTERVALO TIPICO (XAI,XA).

SUBROUTINE INTEGRA(G, IORD_CUAD, XAl ,6XA)

IMPLICIT REAL#8 (A-H,0-2)

INTEGER G, IORD_CUAD

REAL*8 XAI XA

COMMON /HAT/PD(II 11),PIC11,131),VECI(11),VECD(11), SOLDER(II),
~ SOLIZQ(II)

COMMON /PUN/RAIZ(11),TNRAIZ(11),PESO(C11)

COKMON /INTEGRALES/ITIPO EC, CUADDEH CUADIZQ

'K-!ORD"CUAD
b { :

'['.,wxnxn:o Do
,,-Auxxzo-o Do

LA  SUBRRUTINA "LLBNAR‘IZ" PASA A “RAIZ", ”TNRAIZ“ Y
“PESO" LOS VALORES PERTINENTES. EN "RAIZ" PASA LOS VALORES

»DE ‘LAS RAICES ‘TRANSLADADOS, EN “TNRAIZ* LAS NO TRANSLADADOS

EN "PESO" LOS PESOS DE LAS RAICES- CORRESPONDIENTES PARA
SU USO EN LA CUADRATURA GAUSSIANA ‘

'1.SUSROUTINE LLENARAIZ(N, IORD CUAD)
"IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)

INTEGER N, IORD_CUAD
COMMON /PUN/RAIZ(II) TNRAIZ(11),PESO(C11)
-COMMON /ALMACENIAL RAIZ(SS) AL PESO(SS)




IPOSN=1
DO I=1,N-1
1POSN=1POSN+1
ENDDO
DO 1=1,N
RAIZCI)=C1.0DO+AL _RAIZCIPOSN))/2. opo
IPOSN=IPOSN+1
ENDDO
1POSN=1
DO I=1, IORD_CUAD-1
IPOSN=IPOSN+I
ENDDO
DO I=1, IORD_CUAD
TNRAIZ(1)=AL_RAIZCIPOSN)
PESOCI)=AL_PESO( IPOSN)
xposusxposu+1 L

........
......

UBROUTINE MATRIZP(G,XAI,XA)
“IMPLICIT REAL%8 (A~H,0-2)

INTEGER G
- COMMON /MAT/PD(11, 11),PIC11,11), VECI(II) VECD(II) SOLDER(II)
SOLIZQ(II) ;

 cOMMON /PUN/DAIZ(II)

 DIFF=XA - XAI S L , o
- DO I=1,6 , e e
ot pD( 1,1 )‘('DIFF’**I e e e e
CPIC1,I)=(DIFF)%*] ‘ L

ENDDO
VECD(1)==1.0D0
“VECI(1)=-1.0D0

AIZ(1-1)#DIFF




X11=XAJ - XA
XI2=XAJ -~ XAl
VECD(1)>=-D(XAJ)
VECI(I)=-D(XAJ)

DO J=1,G
RI=DBLE(J)
RJ1=DBLE(J-1)
PD(I, J)=(RJ*RJI+RJ*C(XAJ)*(XIl)+D(XAJ)*(XI1)**2)*(XII)**(J 2)
PICI,IN=(RIXRIL+RI*CIXATIX(XI2)+DI(XATI*(XI2)*k2)A(XI2I)%*(T-2)
ENDDO
ENDDO
RETURN
END
Cc
[ o NI O S R A A S
RUTINV QUE GBN RA LA HATRIZ DE 300
c
[o a0 : y L 11Dﬂ ' o
c  NCUERDO A LAS xcuacxouss QUE SE EXPONEN. EN EL CAPITULO VI, VER
€7 . ECURCIONES (6. 11) EN SEGUIDA LAS ACOHODA EN LAS POSICIONESQ-
c “JADECUADAAS L E - L | R o
c - :
JAS ?VAR!ABLES DE ENTRADA SON G (-N+l) IORD CUAD (-ORD!N, L
C - p g : s

, SOLTZQCIT) : -
‘connou /xursannnss/xrxpo sc cuunnsn cunbxzo

ROMAS=0. DO
~ ROMEN=0.D0 ol |
' ROMAS‘ROHAS-DBLE(J)*SOLDER(J)*(XAI - RAd*ux(J-1)
RQMEN‘ROHEN*DBLE(J)*SOL!ZQ(J)*(XA - XAI)**(J 1)

- ENDDO L ,
JenAT(IND IND>=0. ono : S T e T e
'‘GMAT (IND, IND-1)=ROMAS ' .
_'GMATCIND, IND+1>-c<xA>+sonnnn(1)
GMAT(CIND, IND+2)=-1.0D0
' __amu( IND+1 IND)=1 vono




LR

GMAT(IND+1, IND+1)=ROMEN
GMAT(IND+1, IND+2)=0.0D0

CALL INTEGRA(G, IORD_CUAD, XAI XA)>
RINDEP{IND)=-CUADDER
RINDEP(IND+1)--CUADIZQ

RETURN

...................................................................

------------------------------------------------------------------
..................................................................

. LA SUBRRUTNA "SISTEMA“ RECIBE AL SISTEHA LINEAL ‘DE ECUACIO-
}NES’PARA SU POSIERIOR SOLUCION HBDIANTE EL LLAMADO AL LA SUB--

R‘R[SUBROUT!NB GISTEHA(A B SOLUCION N)
“fIMPLICIT REAL*B (A-H O—Z) o

’1ntan510N ACN,ND . BCN)
fnlutnsxoua OLUCION(N).

anaaa00G0A0

- CALL- qurnsc,:__ 7MA; SOLUCION; 1
L S T T
_END.
;ZEQQZ'ééiiiﬁiéﬁros né'éﬁi&‘éﬂi&’é&'éééiéﬁiéi'ééiﬁéiéﬁ'QZEZZiiliﬁﬁﬁ

..................................................................
..................................................................

LA BUTINA "~sonccohi(5¥’":Fiéihi"QC6ﬁii&itk&6§V:ﬁ”ii‘Hgfﬁfi‘“"“

,eENEnAL "GMAT" .

LA VARIABLE DE ENTRADA ES EL.TAMANO DE ~“GMAT".
. LA VARIABLE DE SALIDA ES "GMAT" CON CORRIMIENTOS.




nebnoencNNaGAGO0ARGG:

"SOLGCORR()>"* PRIMERO PREPARA A "GMAT" MEDIANTE CORRIMIENTOS
PROPIOE DEL SISTEMA HP-9000; EN SEGUIDA ENTREGA A "GMAT" CON
CORRIMIENTOS A LA RUTINA “SISTEMA()" ( VER EXPLICACION DE
LA RUTINA) PARA LA SOLUCION DE LA MATRIZ EN CUESTION. (DONDE FIl-
NALMENTE SE RESUELVE MEDIANTE LA RUTINA "LEQIF" DE LA LIBRE-
RIA STANDAR IMSL VER REFERENCIA (13)]. a '

SUBROUTINE SOLGCORR(IE) -

IMPLICIT REAL*8 (A~H,0-2)
DIMENSION BASGMAT(100,100)
COMMON /SISTEM/GMAT(100,100),RINDEP(100),80LGEN(100)

INDI=1 e
INDD=1. T

- DO J=1 1E.

Do xeLIE

thb-xunn+1
INDI=1 :

INDISINDIfl

“( DEL INTERVA- =~

;LO TIPICO  (X_ ALFI— ,X ALFA)Y, PARA SU POST!RIOR SOLUC!ON HE- '
'DIANTE LA RUTINA “"SISTEMA()*". '

‘LA VARIABLE DE ENTRADA ES EL TAMANO DE "PD* Y “pr® (GXa> ..
LA SALIDA SON “PD* Y "PI" CORRIDOS. —

LAS HATRICES “PD" Y “PI" _SON BNTRBGADAS ‘A LA RUTINA "SISTE-

" MAC>" LA CUAL ENVIA SUS VALORES A LA RUTINA - DE LA LIBRERIA ES-
“TANDAR IHSL “LEQIF()“ PARA SU SOLUCION A e

SUBROUTINE SOLPCORR(G)

IMPLICIT REAL#*8 (A-H,0-Z)
INTEGER G L
 DIMENSION annrxzotlx 11> RMATDERC11,11>




COMMON /HAT/PD(!I,ll),PI(ll,lli,VECI(ll),VECD(ll),SOLDER(Il),

* SOLI2Q(11)
INDI=1
INDD= 1’
Do J=1,G
DO K=1,G

RMATIZQCINDI, INDD)=PI(K,J) -
i RMATDERCINDI, INDD)=PD(K, J)
IFC INDI .EQ. 11) THEN
INDD=INDD+1
INDI=1

_INDI=INDI+1

' CALL SISTEMACRMATIZQ,VECI,SOLIZQ,Q) |
'CALL S1STEMACRMATDER,VECD,SOLDER,G>
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LU-U"

5 DE " 0 BIEN EL GRADO. "bxn;'
| N’ ESIMO POLINOMIO DE LEGENDRE). A USAR COMO COLOCACION.
3.: EL VALOR DE U EN LA FRONTERA (U(0> ¥ UC1)).

LAS VARIABLBS DE SALIDA SON:.
" 1.: LA MATRIZ “GMAT" LA CUAL ES COEPICIENTE PARA LAS INCOGNITASN
. UCEN LOS NODOS). . &
2.: EL VECTOR "RINDEP". EL CUAL HACR LA IGUALDAD CON BL PRODUCTO

: GMA!*U” Y FINALMENTE e : : : ‘

(GHAT)*(U) = (RINDEP) ‘ 1)

: LA

SOLUC;ONVFSOLGER“, EL VALOR U(EN LOS NODOS).

fONNABNOOGONAGANG



ERLAL R ATHE NI AL LELEL RIS SR

DESCRIPCION DE LAS VARIABLES GLOBALES:

GMAT. MATRIZ COEFICIENTE PARA LA SOLUCION UCEN LOS NODOS)

' CONTIENE LOS VALORES DE LAS ROO'S.

RINDEP. VECTOR QUE IGQUALA AL PRODUCTO GMAT*U,CONTIENE LAS
CONDICIONES INICIALES POR LA DERIVADA DE FI_ALFA.

SOLGEN REPRESENTA AL VECTOR INCOGNITA U(EN LOS NODOS)

PD. MATRIZ COEFICIENTE DERECHO PARA LAS P’'S .-

PI1. MATRIZ COEFICIENTE l1ZQUIERDO PARA LAS P’S.

VECD. ES EL VECTOR QUE IGUALA AL PRODUCTO PD»SOLDER.

VECI. ES EL VECTOR QUE IGUALA AL PRODUCTO PD*SOLIZQ.

SOLDER REPRESENTA A LAS INCOGNITAS P'S, LAS CUALES EX-

ey PANDEN A LAS FUNCIONES DE PESO Fl ALFA EN EL IN-

TERVALO T!PICO ALFA : ‘

EXTREMOS . - o L
" 'N. NUMERO DE ‘BAICES. = -
" RAIZ. EL VECTOR. nsz 'SE AnuAcENAN LAS N !AICES DEL N's-,3_~

f - 8IMO" ponxnonxo nz,nsesunna :

EN LA PRIKE!A SE CALCULAN LAS lAICESIDBL POLINOMIO DE LEGEN— ~

‘ “‘pntusna SE - zucanan " DE:OBTENER A: "PD", *pl+, v .
LA SEGUNDA RUTINA OBTIENE A: "-sonnsn" 'Y "SOLIZQ" ; FINAL-
_MENTE LA ULTIMA ACOMODA LOS VALORES DE LAS ROO'S EN *GMAT" EN

- LOS LUGARES - PERTINENTES TAMBIEN ‘EN ESTA" PARTE SE RESUELVE PARA

“SOBGEN““ i
“LA_ULTIMA PARTB SE ENCARGI DE LA BSCRITU&A DE LOS IESULTADOS,
SE ‘ESCRIBE A: “GMAT", “RINDEP“ Y A “SOLGEN" A PANTALLA; TAMBIEN-

SE~ -ABRE - UN. ARCHIVO PARA ESCRIBIR EL: 'NODO. (DENTRO DE o, 1))
\JUNTO CON EL: VALOB DE. U QUE HA: S!DO CALCULADO IS

.pnoanzn PRINGIPLL




T W@ 3EF W e

AL L

'SOLUCION: VALORES DE LA Fuucxou sonucxou S
. WRITE(6,*%)"SOLUCION: VALORES DE LA runcxoun ,3 _, T

COMMON /MAT/PD(11,11),PIC11,11),VECI(11), VECD(II) SOLDER(11),
SOL!ZQ(II)
COMMON /PUN/RAIZ(11)

‘DIMENS ION COND(2)

INTEGER E,G
WRITE(6, )" DAME EL NUMERO DE DIVISIONES DE 0-1"

READ(5, )R o
WRITE(6,«)" DAME EL GRADO DEL POLINOMIO DE LEGENDRE A USAR"™
WRITE(G6,xd" COMO PUNTOS DE COLOCACION "

READ(5, %)N

WRITEC6,%)" DAME LOS VALORES A LA FRONTERA "

;gnsancs,*>(conntx>,x=1,2>

xa-nnn:ct)/nnnt(n>

‘fﬁXAD-DBLB(I+l)/DBLE(R)
_ XAI=DBLECI-1)/DBLE(E)

'ALL MATRIZP(G, XA xnb_*xx>

"ESCRITURA ‘LA MATRIZ GENERAL: “GMAT® A PANTALLA.

’*uuj:s;s;d>-sscnxrunA LA MATRIZ GENERAL: GMAT"

WRITEC6, ) "ESCRITURA DEL VECTOR GBNE!AL . RINDEP" e N
WRITE(6, *) (RINDEP(J), J=1,E-1) - RN ey
WRITEC6, %) o o e | |

o WRITECE, »)

WRITE(SE, *)(SOLGBN(J) J=1, E-l)
WRITE(C6,*)

SOLUCION VRLORES DE LA FUNCION SOLUCION, " S
SE BSCRIBE LA BOLUCION EN EL ARCH!VO "SALVAL"




- BRNNRS

122221

WRITE(2,*)FLOAT(I)/FLOAT(E), SOLGEN(1I)
ENDDO
CLOSE(2)

STOP
END

*
* s
LK

#*
L
#

L
]
AL

EN EL  ARREGLO DE

, znfnxs UE POR ‘“IER* SE DA SALIDA A

!NSEGUIDA 'QAICES“ ES PASADA A 'RAIZ" TRASLADADAS PARA SER
FINALMENTE “RAIZ" ES

FORZADAS A CAER SOBRE EL INTERVALO [0,1].

'ORDBNADA EN FO&HA ASCSNDENTS POR RL HETODO DE LA BURBUJA

SUBROUT INE Lscsunnscua e D

- REAL#8 RAIZ,AUX

COMMON /PUN/!AIZ(!I)

" DIMENSION POL(-1:10,-2: 11)

.DIMENSION COEF(10)

COHPLBK RA!CES(IO)

'POL(O 0)-!




POL(1,1)=1
IF ( N.LT.2 > GO TO 20
DO I=2,N
DO J=0,N
POLCI,J)=((2%I -1)*POL(I-1,J~1)—(I-1)*POL(I-2,J3>)>/FLOAT(I)
ENDDO R
ENDDO

DO I=0,N
COEF(1+1)=POL(N,N-I) -
ENDDO

CALL POLR(COEF,N,RAICES, I1ER)
DO .I=1,N

iy nnxzc:>-nansc¢1 o+ naancnarcssc1>>)/a:o>*"
END

I,=1 . SR ,
IF CRAIZ(I- l) GTﬁ.RAIZ(J))”THBN”“"'”
“AUX=RAIZ(I-1) = Con TR
RAIZ(J—l)SRAIZ(J)
RAIZ(J)'AUX

. LOS PARAHE!ROS DI BNT!ADA SON G (-NUHE&O DE PUNTOS DE COLO-
CACION MAS UNO), E (=NUMERO DE DIVISIONES DEL INTERVALO [0,13)
. Y EL ARREGLO “COND“ EL CUAL CONTIBNE EL VALOR DE U(X) BN LOS%
- EXTREMOS-. : o
LA 'SALIDA ~SON ' LAS COHPONENTES INDICADAS_,DE ,LAS,HATRIPJ‘
CES 'GHAT“ Y 'nINDBP“ S " . o

.. LA ,ﬁUTINl SE DIVIDE . EN DOS PARTES: EN LA PRIHERA SE. TOMAN =
-+ LOS "PUNTOS 0, 1/E Y 2/E 'ESTOS - ‘PUNTOS "SON. ENVIADOS A LA RUTINA
- "MATRIZPC()" LA CUAL OBTIENE LOS COEFICIENTES PARA LAS IN-
COGNITAS DE LAS P’'6S LAS CUALES SON LOS COEFICIENTES DE LAS
‘FUNCIONES DE PESO EN EL INTERVALO (0,2/E), EN SEGUIDA- LAS IN-
COGNITAS P’'S SON RESUELTAS POR LA RUTINA 'SOLP()". A PARTIR DE
LA SOLUCION PARA -LAS P'S PODEMOS OBTENER LOS VALORES ~NUMERICOS
DE LAS ROO'S COKO EE  EXPRESA EN LA IN:

)

faoanaaocnannaoanoannacnoann




TRODUCIDOS EN LOS LUGARES CORRESPONDIENTES DE "GMAT", Y EN LOS
DEL DEL ARREGLO "RINDEP". EL PROCESO SE REALIZA EN FORMA SIMILAR
PARA LA SBEGUNDA PARTE SOLO QUE AHORA SE TOMAN LOS PUNTOS E-2/E,
E-1/B' ¥ 1.

SUBROUTINE CASOEXTREMO(G,E, COND)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)

INTEGER E, G i

DIMENSION COND(2) : '

COMMON /SISTEM/GMAT(100,100), RINDEP(100),50LGEN(100)

COMMON /MAT/PD(11,11), Pl(ll ll) VBCI(II) VECD(II) SOLDER(II)
SOLIZQ(II) Co wm .

COHHON /PUN/RAIZ(II) e L )

JXAD'2‘0DOIDBLE(E) - '
“CALL MATRIZP(G,XA,XAD, XA!)
“CALL .SOLP(G)Y -~ -

~ ENDDO
anzp( 1 >=-nonm*com>< 13

RQHEN;ROHEN*DBLB(I)*SOLIZQ(I)*(XAI—XA)**(I IJ:F

 ROMEN=0.DO

‘DO 1=1,6 .
nousu-nousu+nanz<x)*sonxzocr>*ch1—xA>**cr 1

ENDDO
- GMAT(E~1, E-2)=ROMEN
‘ROMAS=0.D0 ,

DO 1=1,6 I
1'nouAs-nonAs-naLsc1>*50ann<1)*cxnn-xa>**c1 z>;;

~ ENDDO. >

-~n:nnap<s-t)--hOMAS*COND(:)

n:runn,:
END



...................................................................

, EN ESTA RUTINA SE CALCULAN LAS MATRICES "PD", "PI" Y LOS
VECTORES *“VECD" Y "VECI"; QUE FORMAN LAS ECUACIONES SIMULTANEAS
A RESOLVER PARA LOS VECTORES "SOLDER" Y "SOLIZQ", LOS CUALES
SON LOS COEFICIENTES P'S QUE EXPANDEN A LA FUNCION DE PESO FI_
ALFA EN EL INTERVALO TIPICO (X ALFA-1,X_ALFA+1);

LAS VARIABLES DE ENTRADA SON: G (=N+1), XA (=X_ALFA), XAD (=
X_ALFA+1), XAl (=X_ALFA-1). ‘

LAS VARIABLES DE SALIDA SON: LAS MATRICES “PD", “PI1" Y LOS
VECTORES "VECD" Y “VEC1".

LA RUTINA EFECTUA LOS CALCULOS DE ACUERDO A LAS ECUACIO-
NES (6) QUE SE EXPONEN EN LA PRIMERA PARTE DEL TEXTO.

' SUBROUTINE nnrn:sze XA XAD xnx;
* 'IMPLICIT REAL#8 (A-H,0-2) : y o
. INTEGER G '
~comMON’ /HAT/PD(I! 113, pr<11 11) vsc1(11> vscn<11> sonngn<11> o
' . SOLIZQC11) | e
’ counon /PUN/RAIZ(II)

S UpTey, I)-(XIZQ)**I
_ ENDDO -
.:vncnc1>--1 Do

'-XIHR-XA*X
'QVECD(I)'-D(XIHA)
VECI(I)--D(X!HE)‘

DO JI=1.86
 RI=DBLE(J) - } , ,
_RJI1=DBLE(J-1) :
 PDCI,J) = (RIKRILARINCCXIMA) AY+DCRIMAINYH*2)*¥hs(T=2)
PICI,I) = tna*nax+na*c<x1ns>*x+n(xxns>*x**2>*X**<J 2>

___ENDDO
" ENDDO -

RETURN:
END
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---------------------------------------------------------------------

LA RUTINA CALCULA LAS ROO’S DE ACUERDO A LAS ECUACIONES
(8.1A-C). EN SEGUIDA LAS ACOMODA EN LA MATRIZ "GMAT" EN LAS PO-
SICIONES ADECUADAAS.

LAS VARIABLES DE ENTRADA SON: G (=N+1), E (=NUMERO DE DIVI-
SIONES DEL INTERVALO [0,13), XA (=X_ALFA, EL VALOR CENTRAL DEL
INTERVALO TIPICO), XAD (=X_ALFA+1), XAl (=X_ALFA-1).

LAS VARIABLES DE SALIDA SON: GMAT(X_ALFA X_ALFA-1),
GMAT(X_ALFA,X_ALFA), GMAT(X_ALFA,X_ALFA+1).

‘ SE CALCULAN PRIMERO A LAS ROO’S, EN SEGUIDA SE ‘PASAN - LOS ..
,;VVALORES A LOS LUGARES CORRESPONDIENTES .

(eHe NP RS RONPRYRY R EY AT AT RTAL AT

. IMPLICIT REAL*G (A-H o-z> R :

- INTEGER E,@ -

. COMMON /SISTEM/GMAT(100, 1oo>,nxunzp<1oo) sonesn<1oo> ‘
| COMMON /MAT/PD(II 11), 91(11 /11, VEC1(11), vscncxa» sonbsn<11>

LA nurxnn ,-soncconn()- EFECTUA cbﬂnxn:suros EN LA MATRIZ
GENERAL “GMAT". e SRR . S e
LA VARIABLE DE ENTRADA ES EL TAMAGO DE “GMAT" .
‘LA VARIABLE DE SALIDA ES "GMAT" CON CORRIMIENTOS.

“SOLGCORR()' PRIHERO PREPHRK A “GMAT"‘ MEDIANTE CORn!MIRNTOS :
PROPIOS DEL SISTEMA HP-9000; EN SEGUIDA ENTREGA A “GMAT" CON
CORRIMIENTOS A LA RUTINA “SISTEMA()" «( VER BXPLICASION ‘DE
LA RUTINAY PARA LA SOLUCION DE Ll MATRIZ EN CURSTION

1 KeReNrNeRele NeReRoRe ReNeRoRoRr He)




SUBROUTINE SOLGCORR(IE)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
DIMENSION BASGMAT(100,100)

COMMON /SISTEM/GMAT(100,100), RINDEP(100),850LGEN(100)

INDI=1

INDD=1

DO J=1,1E

DO K=1,IE
BASGMAT ( INDI, INDD)>=GMAT (K, J)
IF( INDI .EQ. 100> THEN
INDD= INDD+1

. INDI=1

' ELSE « .

‘“*y“;!NDI=lNDI+1[

rfCALL BISTBHA(BASGKAT RINDEP SOLGBN IE)

» iRTURN
- BND.

LA RUTINA “SOLPCO&R()“ ES ANALOGA l LA‘RUTINAZ-SOLGCO!R()“AJ'”
: EFECTUA CORRIMIENTOS EN LAS MATRICES "PD" Y "PI* ( DEL INTERVA-
nLO TIPICOa(X_LLPA-l,X ALFA*I)) . PARA SV POSTERIOR  SOLUCION ME-~

LA, 3
*HA()“ LA cuaL zuv:a '8US VALORES A 1
=raunnn IMSL "znxoxr<>" PARA sSU sonucxou

t;SUBROUTINE SOLPCORR(G) o
 IMPLICIT REAL8 C(A-H,0-Z)

 INTEGER G ‘ o : R
- DIMENSION RMATIZQ(11,11), nMATDEn(ll 11y

- COMMON /MAT/PDC11,11), pxc:x 11, vzcxc11> vscnc11> sonnsnc11>
* , sonxzo<11) B

" INDI=1

 INDD=1.




RMATIZQ(INDI,INDD)-PI(K,J)
RMATDBR(!NDI,INDD)SPD(K,J)
IF ¢ INDI .EQ. 11> THEN
INDD=INDD+1
INDI=1
ELSE
. INDI=INDI+1
ENDIF
- ENDDO
ENDDO

CALL SISTEMA(RHATIZQ,VECI,SOLIZQ,G)
CALL SISTEMA(RMATDER,VECD,SOLDER,G)

 RETURN

 REAL%8 FUN
. REAL#8 X

C:::::::::::::::::::::::::::‘::::::::.:::::::::::::‘::::":::‘:‘:'::':'::: ........
C LA FUNCION C SE TOMA DE LA FORMA:

> R C D(X)tﬂ(X)fl’CX)b

C DE LA  ECUACION (1AD. . . S R L

C - ‘ SE CALCULA A D(X)> EN EL PUNTO EN CUESTION.

c .

. REAL#8 FUNCTION DCX)
REAL#*8 X
D=D(X)
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SUSTITUCION A

gQEEQQZQQQEEEQZQQZ"éﬁéiiéﬁéiéﬁ'éiﬁi'ﬁﬂ'ééééﬁéﬁi'éﬁiﬁéiéii"E{QQQEQ!QZQ;;;Z;Q
(B O I N A I I A I I PR B A ALGORITMOI TrrIirtiiirtiiaiiiroiitiioaoio;

(o] 3 2 :

c : : 'OS ‘CUALES OBTENEMOS RECURSIVAHENTE - R
€ ... - " EN ESTE CASO TENEMOS EL- "LISTADO. EXPLICITO PARA CUANDO ANALIZA- o
c ’FVMOS LA ECUAC!ON 7.7 DEL TEXTO Y MANTENEHOS AN (COLOCACION)_
Cc
C

??consrnurs

‘r»ICOMMON /SISTBMIGMAT(ISO 150) RINDEP(ISO) SOLGEN(ISO) :
'V'COMMON /MAT/PD(!! !l) PI(!! !1) V!CI(!I) VBCD(!I) SOLDBR(!I)

- READ(2, "IAL lAIZ(I)
ENDDO
‘DO I=1,55 -
"READC2, *)AL_ stoc1>
- "ENDDO -
" CLOSE(2)

" OPEN(12,FILE=’REPORTE‘). .
- OPENC 13 FILE® CRIT-VAL®)Y o
 OPEN(14,FILE=’CRIT_DERI ')

COND(1)=1.0D0
. COND(2)>=0.0D0O
~10RD_CUAD=D




DO JUN=2,10
N=JUN
DO 1J=1,18
Ex4x1J
DO J=1,150 :
: DO K=1,150 -
- ‘ . GMAT(J,K)=0.D0
ENDDO
RINDEP(J)=0.D0
.- SOLGEN(J)=0.DO0
ENDDO
DO J=1,11
: DO K=1,11
O PD(I,K)=0.D0
o PI(J K)=0 Do .

IECD(J>-0AD0
,._sonpsnca>-o Do
_ 50L12Q(3>=0.D0

MATRIZP(G, XAI, XA)
CALL SOLP(G@) ' S
" CALL ROO(G IORD CUAD E I, XAI XA)H

~gunxrz<12 -

'WRITE(13,%)

: WRITE(14,%)
ENDDO-

ENDDO
CLOSE(12)
CLOSE(13) ,
cnosx<x4> o

srop
END




...........................................................................

SUBROUTINE COMPARACE,N,I1J)
IMPLICIT REAL#*8 (A-H,0-2)
INTEGER E,N,1J

COMMON /S!Sfﬁﬂ/GMlT(iSO,150),R!NDEP(150),SOLGEN(150)
INTEGRAL GAUSSIANA CON: NO. DE DIVISIONES=100

C(RUTINA "INT.FT") _ ORDEN DE CUADRATURA=S5
 (RUTINA "INTDERI FT") BN EL PUNTO X=0.250

AS1 COMO VALOR DE . LA DSRIVADA EN X=0. 250 ,

xznn14nsn-—1 16931103171605:-4'
1‘ xAux-z*1J

;XERRVAL-DABS(SOLGEN(lAUX)*XERRl‘VAL)

WRITEC12, %) *E=", n - " ERROR EN EL VALOR=",XERRVA -
‘WRITEC12,%)* """ ERROR EN LA DERIVADA=*,XERRDER
WRITECE, *>-s-“'21F,¢nﬁ",N,ﬁr ERROR EN EL VALOR=". xznnvxn |

CBUSTITUCTON'B e

‘ SUSTITUCION PARA EL PROGRAHA PRINCIPAL
' ALGORITMO 2 :




SUSTITUCION EN EL ALGORITMO 2 PARA LA OBTENCION ITERADA DEL
ERROR.

EN ESTE CASO SE PRESENTA LA SUSTITUCION USADA PARA ANALIZAR
LA ECUACION 7.1, EN DONDE TOMAMOS E (PARTICION) CONSTANTE.

PROGRAM PRINCIPAL -
IMPLICIT REAL»8 (A-H,0-2)

COMMON /SISTEM/GMAT(50,50), RINDEP(50), SOLGEN(50)

COMMON /MAT/PD(11,11),PI1(11,11),VECIC11),VECD(11),SOLDER(11),
* SOLIZ2Q(11)

COMMON /PUN/RALIZ(11)

DIMENSION COND(2)
"INTEGER E,G.

‘COND(1)=1.0D0
COND(2)=0.0D0

"vncncaa-o po
. SOLDER(J)=0.D0
. SOLIZQCJI)>=0. Do
ENDDO . '

“ N=JUN
G@=N+1" ,
CALL LEGENDRE(N) - o
CALL CASOEXTREMO(G,E, coun>
. DO 1=2,E-2 .
"XA=DBLE(I)/DBLECE)
XAD=DBLE( I+1)/DBLE(E)
XAI=DBLE( I-1)/DBLE(CE)
CALL MATRIZP(G,XA,XAD,XAI)
CALL SOLP(G) .
- CALL ROO(CN,E, 1, XA, XAD, XA1)




CALL RESGMAT(E-1)
CALL COMPARACE,N,1J)
ENDDO
WRITEC13, %)
"WRITEC13, %)
WRITEC14,%)
WRITEC14, %)
ENDDO

CLOSE(12)
CLOSE(13)
CLOSE(14) T

STOP
END

.
-----------

suannurznn ous ssncrua LAS COMPARACIONES DEL ANALISIS DEL "'

e ReReReRrHeHoF o EEOS

X=0.0DO
 ¥=0.250D0

- SERROR=SERROR+ERROR -
IFC¢ ERRMAXIMO .LT. ERROR) snnuax:uo=snnon

ENDDO

 CERROR=DABS( SOLGEN( 1J)-ERRCY) )

"WRITEC13, %) 2#N-1,DABS (DLOG( ERRMAXIMO) )

WRITEC14,+)2%#N-1,DABS(DLOG(CERROR)) =
 WRITEC12,+)"CRITERIO1: MAX|SOL_AP-SOL ANAIﬂ“,ERRMAXIMO

WRITEC12,+)"CRITERIO2: |SOL_AP(1/4)-SOL_ANAC1/4) =", CERROR

_WRITEC12,%)"SUMA C |SOL_ AP-SOL_ANA| >=",SERROR
““unxrscxz wy ‘

WRITEC12, ) |

WRITECG,*)* E= *,E,* N=*,N .

WRITEC6,+)" EL ERROR MAXIMO ES ", ERRMAXIMO

. 5 - .

 RETURN. - -
END
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FUNCION AUXILIAR PARA LA “COMPARA : .

. oW ¥F 277

REAL#*8 FUNCTION ERR(X) :
REAL#8 X

ERR=1.DO0-X4*2

RETURN

END , .
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