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PROLOGO. 

El presente trabajo t.iene una est.ruct.ura que est.a dirigida ha 

cia la present.acion de dos algoritmos para la solucion numérica de 

ecuaciones dif'erenciales ordinarias de segundo orden, de alta con­

vergencia, hacla su implementación y su aplicación a ecuaciones de 

est.e t.ipo. 

Hemos incluido un capitulo O para la presentacion de motiva­

ciones risicas, bajo las cuales surge la necesidad de resolver 

ecuaciones dif'erenciales. Al igual que los métodos anallticos, los 

met.odosnumericos present.an una opciÓn para la. sOlucion de ecuaci2. 

lle~di~ei:enC:iales parciales. 5;irie1nbargo en.los pr.imeros,·dada una 

ecuacion 'dif'~renci~l con dominio de- def'inÍ.cion y condiciones·' de 

f'ront.era no suf'icient.ement.e regularesp obt.ener su solucion requie­

re de iecnicas mat.emat.icas sof'ist.icadas. ·· Mient.ras que en los secu!l 

.dos,t.ales como las Dif'erEmcias·Finit.asp Element.o Finit.op et.e. se 

··· .. r~qufere· de co~o~imient.~s~~.lni111os,. ademas de (:s~r ªP.licab.les ai pro.~' 
··ble~a~.·~on ·;~~i.rl~~ ~~: ~o~inÍo :y. con~l«;:ioné~ a Ta fi-ont.E;r~ ·arl>i~ • 

':'·'· 

t.r~ri::·est.e modo en la primera Ía;t.e de~.t.rabajo hemos inclulclo 

un ~aplt.ulo para present.ar mot.ivaciones rlsicas para la solución 

d~,. ecü~cj_oneis dif'erenciillesp' llli,ell~ras que.-de;los caplt.ulos .r ~~ m 
... s~.·· .. ·.~;~:;;~~~·•·;·~~~~:- ~:~·~;;r~,?~~-.:· i~· •j•.t.~~;.·1~······t,;;i'.:a:.•~a~·:.·1·a&·····1a1téi&aa~··,·1.i;1.e~··· ·, ..... ,. 
ment.ados;. del· c~pit.itlo IV al VI a~l.i.ca"mi>~ lá.·f:eorla 'b~sfca ··.a - la' 

é::C»nl!iilt.ruccion de. e~uacion~s -expllc.i~as para•-l~s 
- ' ' ' ' - l 

t.adosp :f'inalment.e en el capit.ulo VII aplicamos 

algorit.Ínos in1plen1e!!.. 

los algorit.mos a 

ecuaciones especlf'icas para ef'ect.uar la comparación en el orden 

del error predicho con el obt.enido en f'orma real. Por ult.imo hemos 

.incluldo t.res apendices los cuales muest.ran, en f'orma document.ada 

los algorit.mos en comput.adora. 

El aut.or del present.e t.rabajo quiere agradecer al Dr. -Ismael 

Herrera Revilla por su est.ima~le ayuda, para la comprension de los 



pun~os claves de su dirlcil ~eorla, asi como su pres~ancia para 

darme el ambien~e necesario para la realizacion de mi ~rabajo. Tam 

bien deseo agradecer al Dr. Gonzalo Alduncin G. por sus crl~i­

cas consLrucLivas para el mejor desarrollo de mi Lrabajo de tesis. 

Agradezco ~ambien al Dr. Jorge Carrera Bolaños asi como a la Maes­

~ra Lucla Chargoy Esplnola por la pacien~e revision y opiniones 

acerca del presen~e trabajo. Finalmen~e agradesco al MaL. Jose Lo­

pez Estrada por su a~enta revision de la ~esis. 
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INTRODUCCION. 

El objet.ivo del present.e t.rabajo de t.esis es la implement.a-

cion comput.acional de dos algoritmos de alt.a conver~encia para la 

soluc~on numerica de ecuaciones direrenciales ordinarias de segun­

do orden, derivados de la Teorla Algebraica de los Métodos Numeri­

cos present.ada por Ismael Herrera C3-4J. Asi como la aplicacion 

de los algorit.mos implement.ados a la solucion 
,. . 

numerica de 

ecuaciones de dicho t.ipo; como lo es la ecuacion de transporte y 

difusion en est.ado est.acionario y en una dimensión. De la expert 

ment.aciÓn numerica se concluye que los ordenes de aproximación t.e2 

ricos.son coriiservadores. 

La t.esis se divide en las siguientes part.es engener;al: 

EXPOSICION DE LA.TEORIA. 
. . 
,P'ORMULAs DE. GREEN PARA OPERADORES DZFERENCZALES DEFZ -

·.·. N:ÉDOs EN .c,ua:.o& .. ~oNTZNUOs;· .. 

; ... ~AS ,DE•G~~~ PARA or..~RJÚ>óRES DXFERENCZALES'j;El'"Í;.; .. 

+ FORMULAS DE GREEN PARA OPERADORES DZFERENCZALES LZ!'IEA-. 

LES ORDJ:NARJ:OS EN CAMPOS DZSCONTJ:NUOS. 

'°''· ,~·~u:~,--,~~:· .... C' • } ~ ·•.· .. · •: ... :.; .:. ,··.·· : .. ···+· l"ORMUJ..AS .... oe;.,9~~.~ ·~AltA-~~.~~~,l!f:··DZFERENCZALl!:$.LZl':'J!=~-:' 
LES·ORDZNARXOS'DE' 2.o. ORDEN~ ,.. ······ -•·•··· 

Ai'Ltc..iczolil NUHERICA. r coHPUTACIONAL~' 
. , ...... ,_. . . .. ,..... : ,. . ,··, . , ·,. 

+ ZMPLEMENTACZOt-1 COMPUTACJ::ciNAL DEDOs ALGORZTMOS DERJ:­

VADOS, PARA ECUACZONES DZFERENCJ:ALES ORDJ:NARJ:AS DE 

2o. ORDEN. EL PRZMERO DA LA J::NFORMACJ::ON ACERCA DE LA 

SOLUCXON DE LA ECUACZON DXFERENCJ:AL ASJ; COMO DE SU 

DERZVADA,Ml'.ENTRAS QUE EL SEGUNDO DA ZNFORMACJ::ON SOLO 
1 

ACERCA DE LA SOLUCJ:ON DE LA ECUACZON DJ;FERENCX.AL. 



APLICACION DE LOS ALGORITNOS IlfPLE/fENTADOS. 

+ APL.:I:CAC:I:ON DE L.OS AL.GOR:I:TMOS :J:MPL.EMENTADOS A L.A ECUA­

C:I:ON transporte y difusion EN ESTADO ESTAC:I:ONAR:I:O y 

EN UNA D:I:MENS:I:ON; AS:I: COMO A OTRAS ECUAC:I:ONES P:I:VOTES 

CUYA SOL.UC:I:ON ANAL.ITICA CONOCEMOS. 

+ ANAL.:J:SIS DEL. ERROR. RESULTADOS OBTENIDOS.-

+ CONCLUSIONES. 

En la part.e inicial del t.rabajo se incluye una recompilación 

documental de la Teorla Algebraica mensionada de la cual se 

derivan losal~orit.mos que se implementan en comput.adora; ést.o 

e'a.t.a dado del Cap(t.ulo II al V. Plient.ras, que' e~ -el C;:lpl t.ulo VI se 

!d~S~rroliah las ecuaéione.S expllc:.U.as .de . los :algorit.IÍlos,.· t.al y CO"".'.' 

como son implement.ados en comput.adora. Finalment.e el Caplt.ulo VII 

cont.it.uye la part.e cont.ribut.iva de mi t.rabajo de t.esis, en ést-e 

Caplt-ulose habla de la implement.aciÓn de los algorit.Íllosen compu-

··· t.adora asi como. de ·su aplicac_ion. a ecuaciones dit'erenciales ordin!!, 

..... ::r!,_.~ df)! ~eg~nd~.'e:t.:rdf!n; ·· se.·'.f!;.i~ne. una· seccd.~n: !ie. ~Ofllpa_ra~fon~s:d~·>· 
, : ..... ; .i.os\erJ.ores prediéllps y . ol:.servadÓs y las , ciollt::lu~Ío~es de ~~t.~~, ( ,' l 
' . ·,. ··ct'>mparacioll~s. \ 

- 2 -
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CAPITULO O 

MOTIVACIONES FISICAS 

• 1 NTRODUCCI OH. 

La modelaciÓn matem~tica de sistemas fisicos es una 

importantisima rama del que hacer cientifico contempor~neo. Const~ 

tuye ,una amplia.y poderosa metodología en la comprensión profunda 

de los.fenófu-enos. Naturalment.e'su ~jerciciorequierede un amplio 
•• < •• < '·. ••• ·': < :· ~· < .: , .~ .:. < ••• < •• •• < ••. .'.· ··.,, :·· : < < ., 

conocimiento, no solo de matematieas, sino. de una buena : ·intuicion 

f.:Í.sica. 

Por lo.general, al modelar un sistema f:lsico determínado, se 

obtienen un conjúnto de ecuaciones diferenciales (ordinarias o pa!:_ 

ci,ales>. que·gobier,nan suCom~or:tamiento. A .estas ·ecuaciones de 

c¡¡mpo, S~'; les dan co~d:i.c'±on~~ ii.RÍ'cia1~'&: Cy/o ·a'.' la ... ~fr~~tera 
.. ' ~dicioriaÍ~~. para' compietar la ~ormu1;d:i.6n .· del probl~ma d(!! 

inter,s, asociado al sistema f.:Í.sico. 

También es general el hecho, de que la solución de las ecua­

,,;,,· >·c1·ones que·:modélan:fenÓmen~s, fÍsicos, sondifÍciles· .. º .. imposibles 

, ;··~¡~· 6'bf;~;~:: ~ ... -~~~f~~te· ' ái~toClos · a-~a{t~~~~~- ·~~~,·~or.C>tr~,;;~~rta~ :>hoY. en, .. 
1 

.. ·c:H.~ . hay. Ülla: l~rma ai:térn~1:.i va .· para· · · la &01uc1¿1'l .. ae ecuaciones. 

diferenciales, la que esta dada por los· .. · lllétodos ' ~~m~r¡co~ · los· 

cuales realizamos en computadora. 

De este modo, hemos dedicado este primer Capitulo a una expo­

sici6n muy general de lo que es la modelaciÓn matem,tica de 

si.stemas r:lsicos i haremos una disgresión hacia las ecuaciones de 

transporte y difusión de masa, · mensionaremos l.a dificul.tad de 

resol.ve~,_anal.:Í.tic~ment~, estas ~cuaciones y las posibil.idades que 

brindan los m4todos computacionale~. 



• DESCRI PCI ON DEL llOYI NI ENTO, 

A los elementos de un sistema macroscbpico (también llamado 

continuo) se les llama particulas. Consideremos solo conjuntos de 

partículas que poseen algunas características especiales que llamª 

remos cuerpos. Sea B un cuerpo. Entonces en cualquier tiempo cada 

partícula XEB ocupa una posición en el espacio fÍsico ~ 3 
• Esto de­

fine para cada t, una función: 

p(t) :B --.P· ~3 (o. 1) 

y ·la. coordenadas x de la part::l.cula X estan dadas en .· el tiempo t 

por: 

x=p(X,t) (0.2) 

' .. ' . . ' ' " . 
En.general, las propiedades de los sistemas macroscopicos son 

... ·• int~nsiya~ y/o extensi~as.~ lJJ:\él propiedad intt:msiva n, est& de!ini.;. 

. <ia!~f'~ra ~~d'a• ti~~po y pélr~té~ci·a,'.part{cula:.·d~ •·.•tl••··\est'.á ';pu~Ci~ .. ~e:r '.~s~·· ·. 

B~"í~r· º. vec1:orial.: : ·.··· 

· . \Las propied~des intensivas se pueden describir de dos 

diferentes; en terminos Lágrangianos o Eulerianos. Tomemos una prQ_ 
: ·- ··~·-. .. . - . . .. . . . , . 

pi~c1ad n y.sea ci>JX;ttE?;L val.or de est~ en la partícula Xd~ en el, 

· ········· ?:i''i~~l?ó ·.·t.-~,··sñfoilces·::l-a::~<rµ:~~-i;óh: ... ~ <·x·~t>-.. es: .• 1á ... :déscmi.P~.i.q~ Lasrang1ana ? . :;:· 

:de ·i,a. proJ:>i.~da:c( n ·.·• f~· .•. ·.puede ,· s~r~: • -~~cal~;-. b; '· -~~6tor)···.·. 5{~¡:¡¡~~~~'..;~"'": ,,, .~ 
.. sean x las coord~riadas .de un coiÚÜnto cle<~~rt!b~J.~s: en ~~ .. ~·- s~~ 

: ".' .. --. . " ·- . -"' ... ,· 

!p (X, t) el valor de la propiedad n . en el. ¡junto xE:'IR3 ·en el. tiempo: t·;· 

A la funcibn ~(x,t) se le llama descripcibn Euleriana de la propi~ 

dad n. De ·estas definiciones ambas descripciones es tan 

relacionadas mediante: 

(0.3) 

1, 
- 4 -
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La velocidad en términos Lagrangianos se define por: 

y si v-es la descripción Euleriana de la velocidad entonces 

(0.3), tenemos lo siguiente: 

Y(X,t)=v(p(X,t),t) 

(0.4) 

por 

(0.5) 

Para derivar una función ~ en el tiempo se mantiene fija a la 

part{cula, mientras que.para derivar a una función~ se mantiene 

.f,i.Jo el purito en el espacio' entonces de (o. 3): 

4>t. cx;t) = ~(p(X,t) ,t) + ~(p(X,t) ,t) a<X,t) = 

=cpt.(p(X,t),t) + pt.(X,t)•Vcp(p(X,t),t) 

fs{::<(j~ru:i)tamos ·por 2:>cp/~1t.· la cl.f!!~·c!'iPciÓn Euleria~~ . 
. · ~~.J6~~~s {0~6):• ·•· ··, .·. ' 

(0.7) 

DE 

En.~sta sección. se presentan resultados de cálculo que ·son 

importantes en la modelaciÓn matemática de sistemas macroscópicos. 

El primero de ellos es el Teorema de Green. 

- s -



FIGURA 0.1 

Si u=u(x , ... ,x) es una funcibn escalar, bajo ciertas condi-
1 n 

. . , 
ciones~~obre u (ve~ ref. [16]) y n es una region conexa (~ig.~,1) 

, ... e!'ltórices- sé. satiEi:race =·· . 

J. auCx>dx = f u<x>n.dx 
n .rx J an · J. 

(0.8) 

. . 

· .. dond.e lél~ primera dx se entiende que es .un e teme.nto .de 'vo l.'1.1.men en n. 

·· ·.·.· ;>'*· •. 1~iS,s~~~~da· d~:·eoili~un}~.teme?it º:: de '.'S''l.l,Pj ?'fi_c~E':.se>b,%:~ .. ~-~) . 
. • genCb' .d .. ; u ria >fufe ion vectória1 ·.u( i<)/s<>. define :p¡,~ ,,. 

au. 
o;i- = V•u. 

~-

J V • udx = J . ;~ ~-ndx 
n an ·· 

Q';le·constituye el primer resultado. 

Para presentar el segundo resultado, consideremos una regiÓn 

n que contiene partículas, supongamos que n=n(t), ver figura 0.2. 

1. 
- 6 -



FIGURA 0.2 

;Considerémos una propiedad extensiva I(t) definida en una 

.. reg¡~~~ rf: ... · qu~::vari.~ ~~ri~t ..•. como,:.·. 
. . ~ ;~.:' . . . 

:·,., 

:.~~:;~, '~,;~> ~·. 

1(t) = J f(x,t)dK 
'2(t) 

. , . 

donde f(x,t) es una funcion del espacio y del tiempo. 

(O .10) 

'" •· J,!:~· .. d~ ~úma _.iniport'anci~ i;Jat>er como varia I (t > ~ºl'l .. respect(). 

i~. r'1!s~\Jesta.·•s ·1~ ·s~guienté:;· .. 

dl(t) .·.· ... ' .··. . ·· .. ·· ...... ··. 

dt = I'(t) = J f"(x,t)dx + J f'Cx~t)v(x,t)•ndx 
n<t> . anct> · , 

,·dBhJ~ ·'.f~'.'.·1·;:.~~rpretaei·l>1i':rJ.~J.e~'~~-.··este·.···~!~.J·~·t:éld~º-,·"~~·~eI:~:~f~~J:'t~~~-~-:·:.;~",c;;~~ 
t~ .~r.i.D1erél> ···in:tégrai no• 'c:iá cui,nta de ·•1a YB;J'iacion:,~é .. f,· .. dent_r() .. de.·•·. . 

n y cori rE!s'pecto a t; mientras·. que la s~guiiciél ·. nós,i.nforma CÍ~1 cam- . ><·I 
bio de la propiedad I en la frontera, estó·es del intercambio con 

el exterior de n, aqu:f. v es la velocidad con que se mueve la fro_!2 
' tera de n. 

Este resultado es v'lido solo si f y su derivada són 

continuas en n. Sin embargo, si tenemos una superfi~ie I:cíl, en 

donde f y/o su .. derivada. son· discontinuas entonces tenernos lo 
5iguiente: 



an. 

FIGURA 0.3. Aqui tenemos que: 
n = n + n. an = a n + E 
an.= a.n + I: . 

. · · : Tomelllo~ como referencia a la figura. o. 3 <y :'.i~P~4Cl':14!!.ll!AE; . el 

' .. ré~~l.tádo. a~teriór a. cada rel::i.6nc;or·····:sepa;ado~ .. ·· .. ~ntÓiic~~: teri~D1os' 
que: 

(,. ~(x,t>v. •ndx - fl'.t<~.t)vI:•nI:dx .• (0~12) 

-:·\·,:<:l<,}· .. 

l .'.·-. -

si:~.sumamos .1as .. dos. ecuaciones ant~.riores: 

donde hemos tomado: 

cr1 = r. - r 

Aplicando .el Teorema de la Divergencia tenemos lo sigui~nte: 

( 0.14) 

1. 



El tercer resultado que queremos presentar es el Lema de 

Dubois-Reymond. 

Lema: Supongamos que f(xJ es contLnua en n y si para toda regiJn 

Rcn se tiene que: 

en t o no es f ( xJ = O en n. 

f f(x)dx = O 
8 

Una. extensi¿n del. Lema apterior.<es que si una fu~ch~n ((x) ~s 
•. cón1:Ínua "en o. excepto en uria süperi:l:cie :r: a ·trávés dé .ia cµal ·f ', 

,. ' - . ·' 

puede tener discontinuidades de salto, y además: 

f f(x)dx + f Ct(x)Jdx =.O 
. • I:(a) .•· · .. ··· ... 

(0.15) 

• «.> .,:·:.) r :.': •• ''. ::;:_'.~-,·_::; ••• ::' .. :~, <·-. • -. 

.. toda ~§i:>r~gil,ri R de n ( doride I: ( RY . es l·a~ parte d~ -i:; cC;irit~rd;(j~ 

f(x) = 0 Y X E Q (0.16) 

Con los resuitados del cáibulo que hemos_ presentado, · 

empezar un.primer análisis de la evolución, en el tiempo,- de ·las 
' ' 1 propiedades extensivas en sistemas macroscopicos. 

Dada cual~~ier propiedad intensiva n. 

propiedad extensiva E(t), mediante: 

E(t) = f ~(x,tJdx 
¡¡ 1 t, l 

- 9 -

podemos _definir una 

.(0.17-) 

1' 



donde ~ es la descripcibn Euleriana de n y B(t) es la regiÓn 

ocupada por el cuerpo 8 en el tiempo t. Por la relación (0.3) es 

posible expresar a la propiedad E(t) como una integral sobre las 

partículas materiales del cuerpo ~. mediante: 

E(t) = f ¡p(x,t)dx = J ~(X,t)J(X.t)dx 
B <t. l ~ 

(0.18) 

en. donde J es el determinante de la matriz Jacobiana J, que esta 

dada como: 

(0~ __ 19) 

usando los resultados de las ecuaciones <o. 9) y · (o. 11) , · tenemos 

_que_el cambio de E con respecto a testa dad11 por: 

--- - _, 

E· <-t:> ==.< •.• J,-.. ··:··~.",· r~; tJdx +.·J. <Pfx~tlv é·:X,1;:>•nd~ ';;, -.,,_-_,"-·· ~ ~ o•··c_ ~ .. ,\ 

_ = J {~t. + Vipv}dx 
11(\l. 

.. -,, -·r,:·-~:i.-~i.~.~,,.,_ .. :.,_ .. -,- ... -:~'- ~. _ :.,... , . _ 
·····-. 

J J {~ + ¡pV •v}dx 
B < t: l 

; . :;_:~·· , '•'··· ·.' .... · r• :_ > ... < I: 
e~ .la': ult,ima· integral. se uso _la ecuaci.C)n .. C.0::.•7.> . · · 

~-·" 

(0.20) 

Esta· (i1 tima ecuación, tiene una iimi.taciÓri importante; · aq\ll' se .. · 
. I 

supone que la representacion Euleriana (¡p) de n y su d~riv~dac son 

continuas. Sin embargo hay apl·icaciones ·importantes en que estas 

representaciones pueden ser discontin_uas. De este modo se tiene la 

motivación de derivar ecuaciones en en donde la 

_Euleriana (o Lagrangiana) de n sea discontinua. 

• I represen tac ion 

Consideremos un cuerpo a qu·e· o"cupa una regiÓn B(t} en el t:J,em_ 

po t. Supongamos que ~(x,t) puede tener discontinuidades en una s~ 



perficie t(t), dentro del interior de B(t). Aplicando (0.14) 

tenemos lo siguiente: 

E' (t) = f lllt (x,t)dx + f lj)I X. t-1 V! X. tl •ndx -
Bit> as1tl 

(0.21) 

Si B{t} esta dividido en dos subregiones B. (t) y B_(t), de 

tal manera que las fronteras as. y oB_. contengan a la superficie E 

. . .: ~ritorices Usando el Teorema ·de. la Diverog~i:tc:~a, .··•· en forma .. separada 

... para· i~s r~~gi.ones ·a(<tf y s¿ <t>, t~neínC>:is.10 siguiente: 

f V•< qiv> dx 
B (t l 

J ipv•ndx - f [ipv]•ndx 

E' (t) ·\= f {wt 
11 ( t ) 

éh I: 

+ V• (lj)V) }dX + J 
E 

Cu~Ndo ~e modela· un sistema fÍsico 

- . ·.· ·:-, ·.' ·.-.···.-·: 

.. . ' .. ,, ., ....... ;. ·.· .. · .. . . '. 
macroscopico, 

(O .22) 

s~ comportamiento, significa .saber en lo futuro los cambios que 

tendrán una o más propiedades intensivas y/o extensivas propias 

del sistema que se estudia; si sabemos de antemano las ecuaciones 

que rigen los cambios de dichas propiedades intens.ivas (y/o exten-

· s1vas}, asi como:condiciones en la frontera de la regi¿n de inte­

rés (y /o condiciones iniciales) . ~ar~ . det~r~inar .. las ecuaciones 

que rigen los cambios, de 1as propiedades intensivas y/o extensi-, ' 

1. 



,.--· ._ .... 

vas, se establecen por lo genera1 balances (estos pueden ser de 

masa, energfa, momento etc.), mientras que las condiciones de 

frontera y/o iniciales sobre las regi~n de interés se obtienen de 

las propiedades fisicas existentes en tiempo de inicio del estudio 

del sistema. Finalmente una ecuacibri de balance simplemente 

especifica que: et cambio en el tiempo de la propiedad extensiva 

E(t) asociada a la intensiva n, es igual al intercambio 

el sistema con el exterior en dicha propiedad, mJs lo que se gene­

re Co desaparesca) de dicha propiedad dentro de la regidn de inte­

r~s n. 

e LEYES DE BALANCE. 

El comportamiento de un sistema macroscópico esta determinado 

por ecuaciones de balance. Su .forma general, para una propiedad 

intensiva n cuya representacipn es Euleriana, esta dada poi:-_: 

= f .,;•ndx + f gdx 
I! (t.) o& Ji<'t> 

se ;:·es "ta relaciÓ.n_ se 11ama e e 'U.ac i ~ n ee_ ne r a l de b a t anc e cuando 

.. _··::·- ·:_:~·9J:;'P,i~- ;;¡:r.i~ªº" ~1 ·:::cll~rPo' á·~'. ·~"-iª.' í unc:Lc;~ •.. "t . se .,1~ .. 11ama .J:t~.;() . de 
·. . ······ ·:· .. ,,..,,. .;, ... -· ... · ' .. -:·.·.· .. : . 

-ºig -se lef· conocecomo s'U.mi·nis-t.ro de .. ta .. :.pr_op(e4ad,_~-~-·­ C:uarid6 i.p es un 
• 'T - • ,,~ ., ~··-' •••••• , • • • 

tensor g es- otro del mismo rango, mientras que el rango _de -t exce-

de al de lll en uno. 

De este modo sustituyendo (0.23) en (0.24), tenemos: 

J {ipt + V•(q¡v)}dx + J [1P(v-v¡:>l•ndx - J 1•ndx -J gdx =O (0.25) 
B<t> ·E .o& B<t> 

- 12 -
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, 1 
y aplicando la ecuacion (0.22) a la anterior ecuacion tenemos que: 

(0.26) 

de este modo aplicando la extensión del Lema Dubois-Reymond, tene­

mos lo siguiente: 

qlt + v• (qiv) - V•-,; - g = o en BCt) (0.27a) -· 
CIP cv-vI: > ·- 1l~n· =·· o en I: ', ·<0>27b) 

a ias ecuaciones anteriores se les l.lama forma diferencial o toco..t 

ley de balanc.e general (O. 24-26) . Observemos que. {O. 27a > se 

escribi:r'.. en forma al.ternativa' como: 
-e·- ·_:;,·,,·.-,· 

···. 

- g ~-º 

" ,. . . ' . , .. . 

• ... ; .. en.·represeJ:}tacion· Lagrangiana .• 
• ... ·-o ' - ; : ... ' - ' '. . . .: '_. ·. :. • . . . . - ···:-: --,. '« - ' . ..-,- . 

:~·_::· --:,·~.~;-::·~:~~~t!';'~ .,;, .. .'.~ .. -,.~\ ::.:.' ,,_-.:,(·'.:-•;,_'.>.~• ,;,, t• -'"··~, .. • •• , .. ,e·" '""}~ ": ".>'.' ,.:--j_.,'.;;.",.:. ;'''"-, 

',· 
':°:-.·,',: 

- ~-- -' -

.•. ·~-- ·LEYES DE ' . ' 

- ........ ,. .. . 

En general son cuatro las leyes de balance en que Cles·c'a:fisá ; · · 
una gran parte de la mec~nica de los· medios continuos ... Estos balan. 

ces pueden ser: 

1.: De masa 

2.: De momento 

3.: De momento angular 

4.: De energÍa 

En el resÚmen de las ecuaciones de balance de los sistemas 
1. 



macroscÓpicos, no intentamos hacer un compendio exaustivo de estas 

ecuaciones. Siguiendo la linea de presentación, expondremos en 

forma breve solo el balance de masa, y dejaremos sin revisar los 

tipos de balance marcados en 2-4 de la lista anterior. 

• BALANCE DE MASA. 

Consideremos un sistema aislado t4rmicamente, como el de la 

figura 0.4, el cuál tampoco intercambia energia mecánica con su 

exterior, Supongamos que un cuerpo s ocupa una región B(t) en el 

· ,espacio IR 3 en el tiempo t. La propiedad 11 asociada a la masa M del 
~-, ·;:_:~ 0· . .::;.. 

cuerpo al tiempo t es su densidad p, · ia q\le :- .suponemos .·.·como una 

función del espacio y del tiempo p=p(x,t}; la _cual es una 

represeritaciÓn Euleriana. 

por:· 

, ·F-IGURA .o,. 4 ,,f{~g~91} .. 91:1.~.,-~cupa ·~---.en t... . .. ·-···- .. 
. :·- :.:: -~, •. - », ~._'. .. ~:';~,·~ ·~-,.-.............. ,. ": .. ·.~,,_"¡.;,_, - : , ~--.; i~"''Z-·:-:_:,,-:.~,-~--- ;\~-"' .•..• , ..... ,, ... ,,,.,,,.,, .. 

; --·>·>-:"··., - :_,::. ~--~> -',.' -. :.~· 

. ' ;·.-.~ 

mod() .la masa total .. del· cuerpo. 8., al tiemp<). 

M(t) = J P<X.t1dX 

B 1 t l 

(0.29) 

en .donde .l.a . int.egral anterior se evalua sobre todo el espacio B{ t} 

que ocupa el cuerpo 'B al tiems)o t. 

Supongamos que ~(x,t) representa una función que cuantifica 

\. 

14 -



el intercambió de mesa por la frontera as(t) del cuerpo s al 
tiempo t; y a g(x,t) como una función que representa el suministro 

de masa dentro de la regiÓn B(t). Entonces el cambio de masa del 

cuerpo B al tiempo t esta dada por: 

M'(t) = -f g(x,t)dx 
B < t > 

f ! ( x, t) • ndx 
a11 < t 1 

(0.30) 

en donde !•n es el flujo de masa por la frontera aB(t)· de 8. 

De este modo el balance global de masa en el cuerpo 8 esta 

dada por: 

J {pt.+V•(pvT~v·!..::g}dl:c + J [p(v-v¡;)-!l•nc.fx.= o (0.31) 
11 ( t) I: 

, ' 

en donde hemos identificado ~ s p en la representacion Euleriana. 

este modo la forma loc.ai de la ecuación de balance anterior, 
- ' . . ~ - ;_ . 

.. :~)c:t~r\ciic:lo •• <i,~: DÚbois-;Reymond ~···· es: . 

Pt. +· V• ( pv) V•~ - g = o en ····+ 8( ·) (O •• 3·2a) 

y 

[p ~ ... ~v:t>. - !l •n = o en E. (0.32b) 

' COHSERYACI'Olf· DE LA 'IÍASA. 
: ' ' .,· ' ' ' ', ·,' ·' ' ' '. ' ' 

Son de gran interes los casos en que la.masa del cuerpo.g se 

conserva. Si la masa ha de conservarse, entonces: 1) no debe haber 

flujo de masa a trav4s de la frontera de 8 y 2) no debe crearse 

···ni destruirse masa dentro de 8, por lo menos durante el. tiempo que 

dura'la medición. Por lo tanto tenemos que !=2 y g=O. De este modo 

las ecuaciones de balance l.ocales estan dadas por: 

• 
- 15 - 1. 



Pt. + V•(pv) =O en B(t) (0.33a) 

[p(v-vE)]•n = O en E (0.33b) 

a la ecuación (0.33a) se le conoce como la ecuación de continuidad 

• TRANSPORTE CON DI FUSI ON. 

Para plantear la ecuación de balance de masa con difusión, 

que se satisface dentro de la regiÓn B(t), hablaremos fÍsicamente 

de la Ley de Fick. 
, 

Consideremos una seccion de un sistema como el que se muestra 

·en la figura o: s, dond~ tenemos un gas di:sü~lto en un· ·medio ··(que 

suponemos en estado estacionario). de tal fórma que hay mayor 

concentración en el lado izquierdo que en el derecho . 

. ::'"'·· ....... ::·~:F'.t~u~":- o . .s.:.· JlélY:~.li!.~xc:>.t .. P.e~~~i:i .. ;!~::. 
cion:demasa en el·lado izquier-
do <P1~>P2 > ~ . . . 

Supongamos que ambos lados estan a la misma temperatura. Un 

resultado flsico es que si se quita el pistón P las moléculas del 

lado izquierdo se desplazar~n hacia la derecha, tendiendo a esta­

blecer un etjuilibrio de las densidades p
1 

y p~ • Intuitivamente po­

demos ver que para que se efect~e el fenómeno de difusión es 

necesario. que.· l.a concentración de moléculas, en ambos lados de P, 

sea diferente (y en donde se supone que las condiciones fiE:Jicas 

exteriores son idénticas para ambos lados). Esto se establece de 

- 16 -



la siguiente forma: 

.Á. : 
I 

la difusion 1 la distribuci~n 

espacial de molJculas debe ser no 

También es natural suponer que este proceso se llevará de 

izquierda a derecha (para el caso presentado en la figura ante­

rior) dado que la concentracibn es mayor a la izquierda. Esto lo 

.establecemos .como sigue: 

e'l'l.·c.que 

tendiendo.a.igual.ar en todo el espacio disponibl.e l.a distribucibn 

móleculai-·d~ la sustancia' ~ue se. difunde. Esta tendencia 

~~~iÚrai~~~i~°- ·· mac~~shó1>1ca . •<estadfstic~)... . ya:.> ~ue··· .. ·pueq~ 
iiubtuac:f~ilces:locales durante .c6rt~& .. ·· in~~rvalc;s \~de ·~i'~mpo ,· 

. . 
~uales producen una inversión de flujo de 

l.ugares: ~n general. el proceso de difusión, es el resultado de l.a ·\ 

.. agitaciO:n·.~molecu:l.ar, .ya ... que .esta pr-oduce choques ·· frecuentes entre 
. <·<::,¡;~.~~,.~,~··: .. ~.:..--;. ., .. "'~· '''""' :: ;;':_·-. •'. . . .. ~-. : . : ..... ~ ... ,.._ ' . .., . -- "_ ~. ~--' .. ~· -:· . _-. -.... ,.~<< .. :.-.-···:·-~ .. =. :'· ·. ·_ · .. ;, ~ .. ;·.·:. ·::_·_·,, ·..... .. . -. ·. ' ... _ .. , ·. .·· 

>1,a~···.·molecfülas·"y::·~n~·cons,ecuencia,M•se;·'di;spersan·~.•~:.Es .... posibl~ :confirm;~r 

/:~·Scp~r i~~·htalmerii~· -~~~····el ·n¿~~ro. ·~r~dt:i~<>·· de p~~tJcul~s. ~·~;·.::~:~~~~ ¡~ 
.... :.san en .. una. unidad de ti.empo un ··~rea unÍtaria ·pe%'J>értdicu1ar a l.a di'. . - . . , .. : ' . ·. , . . " ... '. ... . . "...... . . :· " " " . " . : .. . " :: ... " . 

reccion de difusion" (~) es proporcional. al cambio, de conceritra- .. 

ciÓn (p) en esa direcit>n. Por lo tanto podemos establ.ecer que: 

,; = ?;•Vp (0.34) 
""' 

a esta eCüaciÓn sé le c,onoce· como Ley de Fick. Donde. ~ se l.e. 

conoce como matriz de difusión, y puede ser determinada experimen­

talmente. 

De este 
, 

establec.er una ecuacion de balance '. 



, , 
de masa, en donde se contemple la difusion, tendremos que usar la 

Ley de Fick. De este modo la ecuácibn de balance local queda como: 

Pt + VL(pv) - V·(~•Vp) =O en B(t) (0.35a) -
y 

en r: (0.35b) 

en donde hemos supuesto que no hay fuentes ni resumideros (g=O) ni 

transformaci¿n d~ masa en B(t). 

Este sistema de ecuaciones locales, ·contiene a las funciones 

p y v, en sos tres component.es, Por ello .· no es .un sistema 

compl.eto. Sin. embargo cuando se conoce v · de antema.no, estas 

ecuaciones constituyen un model.o completo para el transporte y di:_ 

fusión de cualquier sustancia qu:Ímica en donde no haya fuentes ni 

i•esumideros de tal sustancia dentr.o de e ( t > , en donde p representa 

·• ora:: cionc~~t~~eiÓn: de~.J.a misma .. ·.· 

. Si us,iuno~ ({~cii·6es i.:l e~u.aci.Ól'.l ,(O. 3.~> . quedEl como: 

{0.36) 

que es una expresión mas conocida para la ecuacic!>n .de trarúsporte y .. 
difusi¿m. 

Para geometrías generales del dominio y condiciones de 

frontera no suficientemente regulares los m~todos analiticos 

resultan ser inaplicables. Pueden existir al.gunas soluciones 

anal:l.ticas.para la anterior ecuación, si reducimos l.a\dimensibn y 

suponemos a los coeficientes de la matriz de difusión como 

constantes (caso homogéneo e isotrbpico, ver referencia [13)). Sin 

- 18 -
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embargo, en la mayoría de los sistemas ffsicos la matriz ~ no es 

una constante, salvo que se le impongan restricciones al sistema 

que se estudia, lo que conduce a obtener una aproximación en el 

comportamiento del sistema que se estudia. 

Sin-embargo, los métodos numéricos como el de Colocación, 

Diferencias Finitas o Elemento Finito (ver ref.[12) y el libro de 

Zienkiewicz al que hacemos referencia al final del Capitulo), nos 

brindan t~cnicas para la solución de ecuaciones de este tipo. Sin 

importar la geometria del dominio de definición ni la regularidad 

de las condiciones a la frontera. 

Fina1mente si ~uponemos la ecuación de transporte y difusión 

(o. 36) .en estªdo.,estacion~rio y en una - dimensión, asu.miehdo que el 

. medio e~ homogéneo (K=l) con la ve1ocfdad de la e froriter.a ... (de :gr_ 

'constante, obtenemos una ecuacibn de la forma: 

::f < H(x)~ = O 

::<.- ,. 

·4Lt:·· e~"~ria 'ec~¡~:l.~n ',del tipo' q~e ·i-¿~o1vemos·''en el: tra6aj~·'~, 'c(?ri· 

metodolo~:Í.a presentada por Ismael Herrera. 

En genera1 los algoritmos que implementamos resuelven 

~,-~.~_.-;º~.;:-:~:;. ;,~:~:~~ua·~-~~·¡;~_S.'~ .d:i·f.~.-'.~.~~~-Ó:~.-~ .. ~~~ .. ,~.--s,:·:dei:· -t~PCJ.::· 
!~ ,.:, ::. '" :·· _. . '· '''"'"''' :. ~,·~- •. _, '',.L 

·~.--· ~: <· ,_. ~ 

fCx) 

donde p=p(x.) y a la ecuación la sujetamos a condiciones de 

Dirichlet. 

Formalmente el método presentado por Herrera es aplicable a 

ecuaciones diferenciales más compl~jas, la razón de presentar 

aplicación a.este tipo de ecuaciones, es que simplemente 

constit~ye un primer paso para su aplica~iÓn a ecuaciones 

19 -

su 

esto 
.L 

mas 



complejas. De hecho~ ya hemos aplicado el método para resolver 

ecuaciones más reales de transporte y difusión, 

ecuación de la forma: 

o2p + H<x> op + ICx)p = op 
ax2 ax OE 

donde p=p (x,t) 

esto es a una 

sujetamos a. condicíÓnes de Dirichlet .. En ciÓnde ·.hemos. usado; un 

método desemidiscretizaci.Ón, y eri donde hemos seguido la iid¿éi de 
. I 

irivestigacion de Ismael Herrera, Michael Celia-·y Scott Kindered· .. 
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CAPITULO l. 

CONSIDERACIONES 1 NI CI ALES DE LA TEORI A ALGEBRAICA. 

• 1 trrRODUCCI ON. 

t En este capitulo se presentan las ideas fundamentales con las 
, , , 

que se desarrolla la Teoria Al~ebraica de los Metodos N~merioos, 

presentada recientemente por Ismael Herrera, Gonzalo Alduncin 

. , .Lucia Chargoy. 

La Teoría Algebraica es 
, .. 

una- aproximacion 
, .. ·- - ' ' 

general a::· la 

solución de Ecuaciones Diferenciales Parciales·. asi comC? también a·· 

Ordinarias (motivo principal de este trabajo). Resulta ser· 

aplicable a cualquier operador diferencial lineal-, simétrico - o--· no-
. , , 
simetrico;· asi como tambien a operadores .diferenciales de 

. . . 

'prob1e,mas<transitor,1os · .o b:i.ein. indepe,ncl.ientes . del tie111po. En su 

··, 'iormu1ac1ón. adeiitás cie in~iti±r.a ió&:t-fétodo~ <.de .. >ias ; Diferencias·:> 

·Finitas, Elemento P.i.n1 to y: ·Métodos de • Fi-onte~a, ·.·.~a ~~r.: • •si ~_t:;~8-fr · 
esquemas numéricos diferentfs., << .· 

. ;, ~" 
- ... , •) j-,.,·~·I,·-...... ~ 

• PUHTO DE 1. HI CI O• 
·.;,-,:; .. 

El punto' de partida se ef\cuentra'al:reiaéionar,J:~s- eonoei'das, 

. f';rm'ILia.s de Gree'Ti para oper~d~f'~s diférenci~les con ·~1 ·M~t·~-~; ··d~ 
los Resid'lJ.OS Pesa,dos' es nuestra inten°sibn. bosquejar esta idea, 

aunque podemos encontrar una discusibn formal en la referencia 

[4]; tenemos lo siguiente: 

Consideremos el problema de valores a la frontera: 

t:;u==f 

Bu==g 

\' - 22 -
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, 
donde el operador e esta definido en la region n (ver fig.1.1) Y u 

es una función tantas veces diferenciable como el orden del 
, 

operador e, la cual tiene definicion en n y cuyo valor en la 

frontera de n <an> es g. 

Sea e* el adjunto formal de e, entonces cuando u,v definidos 

en n, satisfacen condiciones apropiadas a la frontera (ver discu­

sión al principio del siguiente capitulo), la fÓrmula de Green: 

* = f uC 'tldX 
. ·Q ... ' 

' ( 1. 2) 

se. satisface. Donde dx se entiende como un eleme:'ll.to de .. -u.ot-Ü.men 

sobre n. 

FIGURA ·. 1. 1 Se tiene lo siguiente: 
lf . . 

.. :~:,.)~.::.=.-1 :~f~i:-~_,E:~9:i~.-n·· =· pára k :~. j •. 

. l 
Ahora bien, dentro de la metodologia .de los residuos pesados 

(ver por ejemplo la referencia (12]), se construye una solución 

aproximada u' al problema (1.1) mediante una serie de dos pasos: 

1. 

lo.:La solución aproximada u' se expresa como una 

combinaciÓn lineal ·de N funcio'll.es- base-· a decir 

<•1 , ... ,.H} las cuales son linealmente independien­

tes y estan definidas en la regiÓn n. 



,_ ··!-

\ 

(1.3a) 

donde los coeficientes ªa se determinan posteriormen­

te. Es com¿n elegir la base { •a }~=l de tal forma 

que las condiciones esenciales de frontera se satis-

fagan. Ya que u.' aproxima (1.1) entonces el valor: 

, 
c=.Cu - f (1.3b) 

ser;4 diferente de cero. Por lo tanto se eligen los .. co­

ef ic'ientes ªct>d~ tál .•forma que e sea, en méla!:'~itud; .. del 
· ... ~ 

menor tamaño posible. 

2o. :Se eligen ·N f une iones de peso por decir 

{qu , ••• ,cplf} linealmente. independientes ~efinidas so­

.. bre íl.~- y se pide <JU~: 

= f n"'°'(.Cu '::.. f)dX i.: .o 

\ 
r·iriaimente co~binando esta ecuación con la ecuación 

para et= 1, ... ,N 

....... , .. ·. ·. < 1.·3~)\:1~· obti.'ene·un ~Ist~m~·de::N ..... ecua91:qii~iil .. 
en N . incÓg~{f,ti { ª_a. >:~ ¡ : · 

Bajo estas ideas tenemos que podemos reducir 

imponiendo las condiciones variacionales ( 1. 3c). Esta 

d~3b) , ' ' 

ultima 

ecuación puede tener mas de una solución, por lo que se introduce 

la representación (1.3a). 

Ahora es claro que la soluci¿n exacta de (1.1) satisface 

{1.3c), esto es que: 

- 24 ;.., 
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J qi~(Cu - f)dx = O 
n 

para ~ = 1, ... ,N 

compar~ndola con la ecuaci¿n (1.3c) se tiene que: -

f wctcu'dx = f we1.Cudx n n 
para ~ = 1, ... ,N 

( 1. 4) 

(1.5) 

donde suponiend·o , que .u satisface condiciones de 

,·;~iopiaélas , · .. apli:9a.mos l.a fÓrniula de Green p~r~C obtener : · 

frontera 

·--" ,·, ,,.~- ··- .. ·.;,"··~ - ·- .. -·,o-~~·:'~--~·"·o,•_ .. : 

. ' * . . .. f u 1:. qictdx = n 
para ~ = 1, ... ,N 

~B"ta.iuzpÓde~os· 
:·~ ·~·,, ::::<;~::'.;'. .:.:'f~;: . .' :~. ;.:.:.:··:_ :~~· ... -< 

.··i_,·· 
·:···· .:.:·:·: .• «··,··:-- '·, •. ' ·. . ' ' • , 
. UnQ, s'ó tucioTi' G.prO:itima,da u. 

f~-nci.JTi. cuya,s proyecciones e-n et s'tl.bespa.cio · 

·_por et siste~a de '.1mc\i~~es { c•q11, ••• ,c•141 11 } coinci-

(1.6) 

<<>·- .. ,: _::··~ ·de-n ~~on -.La..s~------de. t·a,·· .. so t.uc·to·n •~a.·cta.. Y.: e.s~--todci __ L_·O,, ___ i~for-· 

... · .. :; :.,, ... ""' "' · ..... , .-,~~--if ~Jr;¿~--.~~-.t>~~mo:~··a•: . l'aY: srF&u·c~i1i ··•••• •:.?tdct é'·' e e; .nt,•·~1::il<i,e,n "' ;·:·>~t'::;;º_;;~ :.~'.~~ 
ta .5'0J.11.c_io,n_ · a.p_r_.ox.i_·m __ .a.dt:t. De_ .. _•••. ·,S:t~\mod~• •i~. r~pre;;ñ~.~~i~n · .,., 

(1;~ 3a)-· p'U.e a,e. '.ser. . . i.-nter:pr.e t a.,'¡,a.,,, ~~71l9.. td e~t;o.po t<J.c iÓn de ·. 
.. ' ~ '.~:.~:;~: 

de ta.. inf'Orma.c iÓ-n co'n.tenida. e-n to. so t'tl.~ ,;};, ~p~~;,;i,~~d;,. 

Este es el resultado que se deseaba exponer, el cual da 
' , ' , . 

informacion acerca de la naturaleza de la solucion aproximada. 

• .OBJETIVO . DE LA. TEORI.A AI.GEBRAICA. 

La idea de la Teor:Í.a Algebraica es 
' , 

presentada arriba de una manera sistematica. 

1. 

aplicar l.a 
. i nocion 

Cosa que no hab!a 



sido posible debido a que la igualdad (1.2) solamente se satisface 
para funciones, admisibles u, suficientemente continuas y que 

satisfagan condiciones apropiadas a la frontera (por ejemplo 

homogeneas). Sin embargo en los m~todos del Elemento Finito, las 

condiciones de frontera no homog,neas -son consideradas y las 

funciones admisibles pueden ser discontinuas en la 

un elemento tÍpico (interfronteras). M~s aún en los 

frontera 

métodos 

de 

como 

el de Petrov-Galerkin las funciones de peso son totalmente discon­

tinuas. 

Por lo tanto la' idea de la Teoría Algebraica es extender las 

f'Órmulas· de Green p;_. 2} a funciones discontinuas y condi9i,émeá de 

frontera no homog~neas, 
, . . 

este modó seguir 
. . " ... , . -_ 1a ·nocion para de 

presentada en C l. 6) • Para .lograr esto .el .. autor ha preferido·-. una 

formulaci6n puramente algebraica. Y ésta esta dada por medio de 

formas bi.lineales <Pu, v > , - que pueden ser vistos como - operadores '.~'¿i 

Pi o>~ D~ .:los cuales. se valuari fi!'ri funciones y toman ._ va1-ores en ./j 

~ f~nci.·l:>~es; C,00 ~,V ,E _[) el . C~.;i .es • eii ~~paciC>' ii~~~l.- .. Cf~ /f Ütlc'Í:orteli:l;.c:> :¡~'.!\ 
admisibles para el operador i:, y o• es el espacio'. iiriéáf' de f"unciQ. . )?~1 
nales lineales definidas en D co* es dual algebraico de D~ ._De éste . ,.,~ . 

. ·modo ,;enf oc·and·o -la atención en la estructura éklgebr-aica se deben o!2_ 
'""-· · .. '·)i'~h~;-·:f·~~~~ui;~''7'(1~ a~éen de·vá1:l.·der·1:erie~aL---- ··-

,:;; - ,_·· ·, .>;1:_ 

FIGURA 1.2 

\ 
Para bosquejar esto; consideremos el problema de valores a la 

frontera 1.1, donde suponemos que ~ED esta en ~"en> y n es el 

orden del operador i:, mientras que el dominio n no est~ particio-



nado (fig.1.2). En este problema prescribimos ·e1~valor de u al 

aplicarle .e como f en n y el valor de u al aplicarle B como g 

sobre an. 
• Identificando al operador P:D ----tD con el operador dife-

rencial e mediante: 

<Pu,v>=J v.Cudx=J vfdx 
n n 

( 1. 7) 

es posible, integrando por partes, hacer que .C deje de actuar 

sobre u, donde utilizando el Teorema de Green (ver referencia 

[ 16)) : 

<Pu,v> = f u.Cªvdx + f v(B - cª)u dx 
n an 

(1.8) 

d~ride la S.t;tgundá dx.seenti:ertdecomo una forma diferenc:ial-.sobre 

an y B-c* es '~n oper.;.clor que a'ctua sobre u en la frontera. De este 

'modo identificamos: 

* <Q u,v> 
.. , •' .. 

. ·, 

= < Qv , u> = f u.C v dx 
n 

( 1. 9) 

·.c::Q..ii9 al, oper.ador c;a~~ actua sobre u en. el> interior de {L ·oe 
>~·aoC:io t.en~n;f,:¡} •· ··- · . .._ . ... · 

<Pu,v> <_ ¡···_ 'llsudx = <Qªu~v> - fl_~~·udx. 
· an ··· ~ .. 

o alternativamente: 

< Pu·;.v > · ..... 
. . 

< Q u .•~v.>~·-
·:·'. ·· ..•. .. ~.,,: ... '· ., . •·'«<··.':·'.':···•.·--·'';_: 

·· fi.n~}.mente •hemos iC:leht.'1t:l.cado : : 

< Bu.,v. ~ . = { J vBudx 
an .. 

y en e como el operador de valores a la frontera complementarios, 

donde a la ecuación (1.10) la llamamos FÓrmula de Green Abstracta. 

Y esta expresada mediante operadores valuados en 

admisibles de un espacio D. 

funciones 

comO-segundo'bosquejo, y antes ····de terminar . la . discusión 

27 - \' 
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general, consideremos el problema de valores a la frontera y de 

saltos prescritos en las interfronteras rj (ver fig. 1. 1). Aqui 

el dominio n se ha dividido en N partes y existen M interfronteras 

rj en el interior den, entonces: 

<Pu, v > = f v.Cudx 
n 

N 

L f v.Cudx 
k =, nk 

(1.12) 

es posible integrar por partes, para cada 1 ~ k ~ N, y hacer que .C 

deje de actuar sobre u en nk , esto es: 

. N · . L M ·.. ' • ', * 
<Pu.; "' > = L f u . .C vdx . +I f v ( B""'.C ) udx 
. · · k=• n., ·.~.=l. ªªi: · 

+I J v(Jj-KJ)udx 
j=1 rj . . 

(L13) 

donde definimos, en forma similar al primer bosquejo: 

• • <PU,V> = <Q tL,'IJ> + <Bu.,v> - <C u.,v> + <JU.,V> • < K U···"') (1.13
1

) 

· ~dr. lo .. :t:C:lnto pqd_4:!mós estapl~cer' una FÓrm.~la,. de , Green ··. pa:r;a 
·.·::·1·.<.· ', :·.· . . ··,·:, .... ,.. . .. :· , ... ' . ':º ····>·.> ', .....•.... · .• · .....•. 

~P,~rádores. las cµale's sean . validas'' en campos' é:iiscolltinúós ·: . (sobre·~-
·.:.~ ,::.:.-. -"~: .. <-·· .,·· ,-, .-. . .:J~''/, 

el~mentos de la péú:·ticion de n, ver fig. 1. 1) ,, por: 

• • • <PU,V) - <BU,V> - <JU,V> = <0 u.,v> - <C u.,v> ~ <~ u.,v> ( 1. 14) 

c:l,~l"i4~: ~~ .. é!l~.t.,~t~s..<?-~:·:.!=i.~.~~t,°~R~; la~ forma ···· bilineal tr.anspuesta-·· al c. 
;e,.'•-'"• '.. ... :·.·· ·.·c... . . ·.·'. .· . ' : ..... '. .. · · .. · . ··-C·-';·•.:•.o.··o.• ' ·••""."""''"''"'•'· C"C''•'".".'r•º ... ;_., .• ,.·;,,,,,,w .. •"'Y'>'-"''""'I;.,_ 

c:>~:l"ade>ri~dicadó, pc:)r ejemplo <Q u·;ti> = <Qv;u.>·,.·'· J!:n l~· ecuaci'on 

0:;·14) .. los operadores P y a* ~st~n c:iéf-i~idos en·. 'i~·rmiiÜ::)s . dE;! lós 

operadores .c y .c* respectivamente.medi.ante las reÍ~cibnes (1.13); 

de este modo a* es el adjunto formal de P; mientras que los 
• operadores By e representan operadores de frontera; en donde B 

• contiene los t~rminos de frontera prescritos (ver ec.(1.1)) y e a 

los t~rminos de frontera complementarios , no explicitos en (1.1) . 

Mientras que J 

-Y promedio de u 

• y K representan a los operadores de 
en la interfrontera rj, respectivamente. 

salto 

En forma general, en un problema de valores a la frontera se 

- 28 -
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prescribe el valor de Pu, Bu y Ju; dentro de la Teoría Algebraica 
• se asume que f, g, j E O son los valores correspondientes. 

~i 
Por ejemplo si como caso particular de (1.1) tenemos a e como 

el operador Laplaciano y condiciones de frontera de Oirichlet. En 
• vista de (1.9) Qu esta caracterizado por los valores de la 

, 
solucion u en el interior de los elementos nkc n; mientras que los 

valores de frontera complementarios • e u. serian las derivadas 

normales de u, esto es ou/on. En general mientras que Pu, Bu y Ju 
• constituyen datos prescritos los valores de Q u, 

· .. datos . no prescritos;_ · 

• • e u y K u. son 

La fórmula de Greeri general (1.14) a la vista dei pr:oblema 

(1.1) conduce a dos principiosvariacionales para cada problema de 

valores a la frontera, via l.a relación (1.3c). El primero es: 

. - . -

<pu;, v > - <BU:_, 'ti > "- <.Ju , 'ti > = < f, 'ti > - < g, v > - <j.,v> V \1 E 0 (1.15) 
'·.,:._ 

". ' ..... -.- . ' ~ 

.o· .... , - .e·,, .• , - <K\,,v, e <f,V> - <8,V> - <j,v> V V º\º''(1.16) 

A estos principios se les llama directa e ~ndirecta 

'f''"c:'··'·'.··• -~f,o:r-~u1adici:~~~~-. __ ;;:y~~.$,.ªc?.,i,§,í1~-~~~--···. -~~l.·w···.~:~blema de .. valorE!s a la 
·-~ . . :.""" ~ . 

,. frC>ntera oi-iginal ; respecti vameinte. 
. ·'. . . . . -.- '·. ' ' . '.«·.·. ·. . . . 

Ahora bien, _de acuerdo al. método C:tie ·ros Residuos. Pesa(iois; una 

solución aproximada U 
1 

E 0 es aqüella ·que satisface los dos 

principios variacionales, 

peso {+~}~=le o, (ver 

para cualquier familia de 

ec . C1 • 3c ) ) . Mientras que 

funciones de 

la solución 

exacta u E D necesariamente los satisface, entonces es claro que: 

.. , . , . , 
__ <Q u ,+et> - <Cu ,+et> - <K u ,+~> = 

.. " * • • = < Q u , +et>" - < C u ,- +ti,> - . < K u. , +d. > (1.17) 

para et= 1, ... ,N 

1. 
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esta ecuación junto con la (1.10) generalizan ( 1. 6) para 

operadores diferenciales definidos en campos discontinuos y 

continuos respectivamente. Y constituyen las ecuaciÓnes básicas de 

la Teoría Algebraica. 

"' "' "' Claramente la 

cuál 

funcional 

esta dada 

<0 u,•a> - <C u,+a> - <K u,+a.> 

(el= 1, ... ,N), la en función de la solución 

aproximada (ver la ec. anterior), es parte de la información no 

prescrita. Y es toda la in/ormaci6n que podemos obtener 

soluciJn aproximada u'. Mientras que la representacibn u'= 

·establece e.l procedimiento para extrapolar ta.l informa;ib'fl,¡· 

de la 

i.nfd.r-111.acio.,;, contenida en la so tu.ciÓn a.pro0t1i111.a.da 

·. ci/.~st~ proceso de e0t1trapolacdn y sÓlo depende 

funciones de peso { •a }~=t ele~ido. 

es independiente· 

del sistema de 

Esto constituye el conjunto de ideas 

des;arrollo . sistemático de las f.éu".mÚlas de 

basicas· para 

~·p];icables .a< canípé:>s .' dÚ1conti~uós. 
. pres~ntado en los. capltul.os í I ···y . · r If 
dfseontinuos respectivamente.· 
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CAPITULO I I. 

FORMULA DE GREEN EH CAMPOS COHTI NUOS. 

• I NTRODUCCI ON. 

C~m~ h~ qu~d~do indic~do QM Ql capÍtulo I, la intencibn de 

este cap{tulo es la de exponer 1as ideas b~sicas y generales de la 

Teoria. A l ge ora, i e a, de los MJtodos NumJricos, para operadores 

diferenciales definidos en campos continuos. 

El objetivo de la Teoria Algebraica es l.a contrucciÓn .. siste­

. · mátié~ .de la •. !órm."11ª d~ .areen para e1 operador d±feret.c1a1 t: dado 

en un problema de valores a la frontera {y/o valores iniciales), a 

la que sel.e incorporan las condiciones de frontera dadas en el 

prob1ema. Consideremos como caso particular a la 
I 

ecuacion 

diferencia1 de Po.isson sujeta. a condiciones. de frontera de R~bin: 

9 tu = f. en n 

u . é}il, 
g Uñ: = en éJQ (p2. lb) 

es pÓsiblei.nte~rar por partes. al:. produc~o 

conocida f'órmui..~ "c:te .Gr~n para el. ~p~rad~r .de Laplace:. 

(p2.2) 

I . 

donde l.a primera dx es un elemento de volumen de Q y la segunda un 

elemento.de superficie de an. 
Es posible separar l.as condiciones de frontera dadas (p2~lb) 

en el segundo miembro de {p2.2), esto ·es: 
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finalmente si definimos: 

< Pt.L , v > = J ti V 2 
u 

n 

< Bu, t1 > = 

(p2.3) 

(p2.4a) 

* J ot1 ~ <C U-,tl>= (tl+rn>on.-X an 
(p2.4b) 

.. -.•. _.teneinos. la· siguiente '• l. expresion, mediante operadores , · para la. 
·-_ ·:· . . .: . . : . I .. 

~nterior ecuacion. 

* • <Pt.L,v> - <Bu,t1> = cQ u,v> <C u,v> (p2.S) 

donde en P hemos agrupado al operador diferencial del probl.ema 
' .· . . . . 
'ipicia1 , en Q ~l. adjunto fOJ".mal de. P, en B a . l.C>s val.ores a ia 

·:: .:·.··· . .: ' 

fo;·nte~~ dados y en e· a. los valores d.e ,(ronter,ai complementarios· 
., : ·' ' ,· ' ' ' .: , . . . ' ' ' :.·. . . ' ' :.·· . ' .. ': ·. .:, . 

<esta ultima idea es mas clará, si asumimos en v~z. de l.á ecuacion 

(p2f 1b} a l.a ecuación au/on=g, esto es se dan condiciones de 

fro~tera de tipo Newman, .en este caso en e• quedan , directamente 

de ( p2. 2) , los vai·ores de u en l.a frontera) . . . 
""-'"''" ' ': :· _-·. ·.. . .· .. ,._, :.;··:·'~·1··~·:·'~:"•".·;,f.;- _·>:~· ... ::.~:,:.;,.,•, .. , .. ,; .·:::· .. ··:..·.:·'··:··'" :•-''•''·>:-~,·-•.:,..,·,·:'···-:,·""I•_'~,"\··,.·.·,,:_:' ._··.·.':-_ .. ,,-~-.--~·;,.".:. 

La·sistematizacion para.1a construccion .de los operadores 
......... ' ' •... '< ·:. ·,, ·.: .. ·; : .' :· .. .: ,;ó' ;.'. ' ' · .... : .-·; , .•. · ,:,": '". : .:- : : 

Q .. , B,. C asi como el de_sarr()l1o .de .1a teor_ia necesaria para 

·c:rn , es uno de los motivos de1 articuio · presentado.. por: - el 

:Ismael Herrera (ref.[3]) y que presentamos aqui para el caso en 

que la rbrmula de Green generalizada se contruye cuando el dominio 

n es continuo; el caso para cuando n esta particionado 

partes se presenta en el siguiente capitulo. 

1. - 32 -
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• NOCIONES PRELIHARES Y NOTACION. 

Es natural primeramente introducir las nociones de operadores 
• lineales valuados en funciones P:D ----+ D y los transpuestos de 

4stos via formas biliniales (ver referencias [11], [15]), siguiendo 

el preludio presentado en la ec. (1.7). Asi como también presentar 

la idea de los subespacios nulos de los operadores definidos; ya 

que las relaciones de Green que se derivan de la Teoria 

Algebraica descansan en gran parte en las propiedades de éstos 

subespacios. 

Denotemos a C5 como el campo de los n~meros reales o coDl_~lE:!jos 

.Sea·.i><;~l- espacio ·11n~al de funcipnes escalares Cl.chÍl.isibte-.s' .~Óbre Cj. 

y oª el. espacio lineal. de funcionales lineales definidas sobre D; 

esto es oª es .el espacio dual algebraico de D. 

* .. . . , ..... __ ,, . .. . 
De aqui un elemen-to .et E D es una funcion a.: D ··~ Cf que es 

· .. .' . '. -. 

Y dadav E D·el;va,lor de cL en v se.denota·como: 
. _,, _. . _ ...... ,' .. 

' ,'··' .. '··,,-. 
et (V). = (_Cll.-,V >'. E: Cj;~< 

* Denotaremos a P·: D --...... o como al operador valuado en 
. , 

funcionE:!s, los cuales seran usados muy a menudo. Dada u. E O, el 

:~::.~ .. ¿ ...... v•io~:'c:IE!., .. PC11)i •. :c::.';p*, y .:~''C.Jl~1~ . fu.l)ciq~al.':J...;,n~~f: .~9.1".L1~~J.) ... é:I~~~.;~~: .E. D• 

'.,:·: • ~e<tiJ,-li> ~/Cf y e.s el va.'l~r de la· funci~h~.r iin~ai · P<ti.> . ~ti v. 

' cu~~do ~ es en si mismo· lineal <P(u.), v > es lineal. en u. cuando 

. f ifj.~Jñ'os v : . Entonces escrit>iinoá : 

< Pu. • V ) = < p ( u. ) • V ) E C5 (2.2) 

en el desarrollo de las ideas b~sicas se trata, exclusivamente, 

con op~radores valuados en funciones los cuales son lineales. 

Tomamos a 0 2 = D $ D como el espacio de los pares { u,v } 

· con ·u., v e: D. ·Consideremos las funciones (3°: D2 Cj', el valor de · 13 

en { u,v } denot4moslo por f3(u,v). f3 es bilineél cuando es lineal 

en ~ cuando v es fijo e inversamente cuando es lineal en v cuando 



fijamos u. Existe una correspondencia uno a uno entre las 

funciones bilineales y operadores valuados en funciones los 

cuales son lineales. Dado el operador lineal valuado en funciones, 

P: D ~ D*,podemos definir una fungion bilineal f3: D2~ .~por: 

(2.3a) f3(u,v) = <Pu,v> 

inversamente, dada la funcibn bilineal f3: 02 ~~-t ~ podemos aso-
• ciar la con un operador P: D ~ O lineal. Dado u. e: D, -sea: 

• P(u} = et e: O (2.3b) 

donde. et e: __ o* es una funcional lineal, cuyo vaior .en v _e: D es: 

< d, , ti > = ··f3 (u ~ V ) (2.36) 

d • oz~ - ! Da o P: D----+ D , tomamos f3: -------.. ~como la funcion bili-
• o* -neal ( 2. 3a > • Definimos al operador P : D ----t asocian.dolo a la 

la 
a 

transpuesta f3 de la función bilineal f3 • Entonces es 

'_ .. :transpuesta ci.e f3 y a p* : D ~ oª lo 
-~ ,._ " - • - " ·~· ! ·-·. 

llamamos· el transpuesto· 

de -P. Esto e.s : 

<Pªu,v> = 13ªcu,v) = f3(v,u) = <Pv,:u> 

Por Últi.fº· dado P : D --4 oª, NP e: D denota al subespacio 

nulo de P, esto es: 

NP = f .. u . e: .. D - PU. = O } 

• RELAc10HEs ENTRE susEsPAc1os HULos v oPl:RAi>o.RE:s v.ü.üoos:·EM 
FUNCIOHES, 

En este apartado se intenta establecer algebraicamente al 

problema presentado en (p2.l) o con 
I 

mas generalidad en (1.1} del 

previo capitulo, asi corno también relacionar los nulos de los ope­

radores P con el espacio O de funciones admisib~es. 

\. 



DEFIHICIOH a. 1: 

* 

• Se dice que los operadores P: D ----+ D 

y O: D ----t D pueden ser variados independientemente, 

si para cada U E O y V E D existe u E D tal que: 

Pu = PU y Qu = QV (2.6) 

Claramente esta def inici6n caracteriza en forma abstracta al 

problema (1.1); ya que en éste se busca una función u E D tal que 

satisfaga, simultáneamente, la • I ecuacion diferencial y las 

condiciones de frontera. De este modo en la descripción de 

operadores de! (1.1) pedimos que P y Q distintos hagan corresponder 

. a la funcibn u la .. misma funcional que ·asocian a dos . funciones 

'di.ferentes' u ·y· v pre~~tablecic:las. · PC)r i6 ... taht~ esta 
: . . : . . . ,· , . . , 

equivalente a la existencia de solucion al· problema 

defir)iciÓn es 

definido. 

La idea puesta en la definición anterior. puede expresarse . -en 

formas alternativas, que se exponen en el siguiente teorema (ver 
ref. [3] ·~ [$]) ~ 

. ,-.".::.:,(_::> - ' 

·· Ti:9lti:ilA~ 211: sea-li e: 'o ~.··o*:y Gí::. o ~. o~ -o~lar~do~es 
dad~~: ·::Entonces :J..'á~ siguientes. proposiciones son· eqjfv.a'.".' < 
lentes. 

i) P y Q pueden· ser variados independientemente. 

Pára eada u É o~<existe u ... E . D tal_ que: 
·~·· ·:-~-··. ;"".: ,._, .. ;:· -- ,. .• ,:...·.: • ...::¡ :: • ' .-.-••• -

Pu> - PU y Qu .. -~"' ó ' : >. ', .....• 
. Para cada V E O; 'exis~e· u ·E: D tal qué: · .· 

·PU·=· O y Qu ·= QV 

iv) D = NP + Na 

esto es para cada u E D existen u
1

E NP 

'l.>) Para cada u E D, existen U
1

E D 

(a.) .U. u, ... :t: uz y 

( b ) Pu = Pu
1 

y Qu. = Qut 
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(2.8) 

(2. 9a > 

y u
2 

E Na ·3 

(2.9b) 

(2._10a) 

(2.1ób> 



DEMOSTRA.CION: 

(i) ~ (ii). Tomamos como premisa (i). Sea UED y VENB 

entonces existe uED tal que: 

(a) Si U E NP e D entonces: 

Pu = PU = O y Qu = QV = O 

(b) Si U E { D-NP } e D entonces: 

Pu = PU y Qu = O • 
(ii) ~ (iii). Aceptando como premisa (ii). Para cada U E D 

existe u E D tal que: 

Pu = PU y Qu = O 

ya que u,U E D entonces su suma esta en D. Sea 

V =u··"- u 

aplicando a V los ~peradore~ P y Q 

PV = PU - Pu. ::: O y QV = QU - Qu·· = QU • 
(iii) ~. (iv). Tomando como. premisa a (iii) se tiene que dada 

ex.iste u
1 

E ·o· tal que: 

_Pu 1 ::: O·. y• Qu 1 = QV 

que V·, u 
1 

E I), sil suma esta _en D ~ ;. 

aplicando a :~:ave:p:~sibnP ·~ Q, se 

Pu
1
= PV - Pu

1
= PV y Qu 2 = QV - Qu

1
=_ O 

··"'·"'··'"·: .. ·····- .,..,,!:':c:i.r· lo•· que \l,i ~~-~~, .. :':se .tenia .. que. u 1. e: .. .NP 
' . -. ~ .. ·, •.:,_, 

... " ·- V ·-~.~--. u.·
1
.. :,_,,_ .. -.. , .. ::.~.:..: 

·~ . . :~. ·-~ '.; 

viv > :t' < v). Aceptando < i" r. ·· sea u.· E o enton¿es' exist'5!ri. 

y u
1

e:·NG talesq\le: 

+ u2 

con NP e D y Na e D, aplicando P y Q a u, se tiene: 

Pu= Pu 1 + Pu 2 = Pu 1 y Qu = Qu
1

+ Qu
2

= Qu 2 • 

(v) ~ (i). Invirtiendo (v). Para cada u.
1 

,u
1

e: D, existe u E D 

tal que: 
( a ) u l. + . u 1 = u 

y .Qu2· = Qu. 

1. 
, 
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Mediante este teorema relacionamos la existencia de la 

solución al problema (i) con los casos particulares del problema 

(1.1); cuando tenemos condiciones de frontera 

ecuación diferencial homogénea (iii)' asi 

homogéneas (ii) y 

como también la 

relación que guardan los nulos de P y Q con el espacio de 

funciones admisibles. De modo que si un par de operadores 

satisface una de ellas, satisface las restantes. 

Como ilustraci¿n consideremos, nuevamente al problema (p2.1), 

solo que ahora con condiciones a la frontera de Dirichlet. 

V z :u. = f en n (p2.6a) 
u. = o en an .. Cp2.6b). 

donde sabemos que es posible conocer la solución general a la 
. , . . . . . , . 

ecuacion de Poisson si. conocemos la general de Laplace mas una so-

lupiÓn particular de Cp2.sa), y podemos pedir que ésta solución 

,p~tticu~ai- .~a;tiEaf~ga>'l.as co~dicioné{:i:de fr.cmtel"a Cp2.S_l)> ~-­
~\.l'~ la. s~1ü;;16"1 i~~riei-a:L de ';ip2·~;5) ~Ei-ta dada: por: 

Por 

con V2 us=O y 

... definen ~P<>~: 
. '·. - ·,-

.._,.,. ".'";:;"~:.·'.·~··-··-;·: ..... ,,,,, --~', 

estan dados por: 

y 

. ..:-,· ·'' 
-<-.,. :, 

ti. -= U.l • u. z 

Por lo tanto, los nulos de P·y B, si 

< Bu , t1 > . = J._ ;i~x ,, n .. 

NP = { UED 

Ns = { tt.ED 

an 

V1 u=O en n } 
u=O en an } 

D -= NP + NB 

estos 

lo 

se 

por lo que P y B pueden ser variados independientemente, y 

satisfacen a·l · teorema anterior. 
1. 



Pasemos una proposición que será de utilidad en la siguiente 

sección sobre el importante concepto de la descomposicibn de oper~ 

dores. 

Si R = p + Q operador, entonces NR ~ NP n Na. Ya que si 

u E NF n Na, entonces para toda v E D se satisface que: 

<Pu,v> + <Qu,v> = O pero 

O = < Pu , v > + < Qu , v > = < ( P+Q) u , v > = < R u, , v > 

por lo tanto u.EN11, Y.NP n Na e NR. Ya que P,Q y el. operador<> son 

lineal-es. cuando en adiclÓn p* y a* pueden ser var¡acfos indepen-
....... ··-:- ·--, 

dientemente se tiene que: 

N11 = NP n Na (2.11) 

Motiv.ados. por la noción anterior presentaJllÓS la siguiente 

- propos:tc:ió,n,;~ue ser~ ~e:! ·gran. ····utilidad en··.la -siguiente sección 

.¿.ii~ eorresponde ·· a · .1a ~~~-~óm~~.;;i~i6ri. 'de . ;-~.k~~ador~s :· • ?:E:st.a 
proposici-bh r~~~cioria él los ~Úcl~os de tos 6J,erádor'É!s P y . Q con .el 

n~cleo del operador que descomponen R. 

\ 
~j.-.>.~--.,PROPO~i1cl,9 .. _:~~i~ ···si·· pª .. "/ :e*..;'<-~~e~-=i:-··~:.~ ...•• ~~~.=~;1:.~:.~i_n~~P~?-

• • die.11.ielDente y R'>=.:p·+ Q entonces. la·ecuacicm .c2;~1-1r···se:•·:· 

·satisface. 

D'CMOSTRÁCION: Supongamos que __ ex_iste un u E Ni y· que 

u~ Na. Entonces se tendrá un V E D tal que <Ou,V> *O. 

Por el teorema 2.1 parte (iii}, para tal V existe uri 
• * * v E O tal que Q v = Q V mientras que P v = O. Entonces se 

tiene que: 

O :;e <Qu, V> * . * "' = <Q V,u> = <Q v;u> + <P· v,u> = 
= <Qu,v> + <Pu,v> = <(P+Q)u,v> = <Ru,v> =O 

y la contradicción proviene al suponer·que u~ Na 
/ 

entonces u. E Na • ·Usando un argu-



mento similar para el operador P se demuestra que si 

u E Na entonces u E Nr. De aqui Na e NP n No. 

De éste resultado y el argumento anterior se sigue la i-

gualdad (2.11)~ • 

• DESCOllPOSI CI OH DE OPERADORES: UN Tf:~REHA DE REPRESENTACI.ON. 

_·_.La Teor~a. Álgebr(J.ica de tós MJtodos Discretos esta basada en 

·>·la -r~pr~~e~t;ciiri-'~b~~l"ªct~ de:ia.s: -~6~mulas de -Greeri~-- .. que .<son 

asumidas· como casos \,~¡¡¡peci~¡esd~- la ~~scomposi.cióh;d~: · Ó-l>erado~~s: , 

qUe se introduce.en esta sección (ver ref.[3]). 

DEFIHICIOH 2• 2: Sean R : . D 

· .,;~i-:á,~C>~es',~, Cia~C>s. · ·s~ dice 

... Ci~scoaipc;ner{;R'cuando; · 
(,i) R . .: R1 +-:~t . • . 

., 

···.··nen-.R; ... Entonce,s~. 

Ns·· = Ns 1 n Ns 2 y 

D * , R1 , Rt . : .· D 

qu4! .liós • operadof~s i,~1 
---o· 

Y.. Rt 

Ns * = Ns f n Na f 

DEMOSTR..ACION: La primera parte es claramente la proposi­

ci6n 2.1. Ahora bien ya que si u,v E D se tiene: 
• • • • < R u , v > = < Ru , v ·> = < R1 v , u > + < R2 v , u> = < R1 u, v > + < Rz u , v > = 

• * = < ( R1 + Rt ) u , v > • 



Asi por ejemplo si tenemos al problema: 

V 1 u = f en n 

u = g en an 

* y si definimos a p y Q como en la 
. , 

ecuacion {p2.14a} y 

<Bu, v > = -f u~x an 
* -J 'V~X <C u' 'V) = an n 

entonces a la luz de la ecuación (p2.2), es claro que: 

,:.li~rrera en la referencia C3J demuestra q·ue .s Y e*. s* Y - e 

independientemente, ademé.s es claro que: 

Ns = { ue:D au iJQ } Na nNc * U= o;¡;= 0 • en = 

-· fJv 

ªº } Na uiNc v= o;¡;= O en -, Ns*= .. { 'vtt:D 
.. ' ~',\'.- . ' : .. ,::_::: .. , . ., ··-

(p2.7a) 

(p2.7b) 

{p2.8a) 

{p2.8a) 

··· :::e~~:~:~seyd:· ~¿::u:ª: ::i:::~:u:~s:~f::::1:: i: T~::r:::::i ... 
, ' . 

g?'a.ica. co'l.'o se apunte) af}teriormente • son casos especiales del 

..... ., ..... ·,:··.:·'.tlpo···de descompos:fcioneeLiJ:ltfoducidas erf;la' .. · definición. anter:ior. 

· ·· ·· f)a.ra apliea~i~nes .• •~é obtÍ.~~~ -~-.-~~~-·- -~:i~.~±b¡ii.~:i~Ci ·-~~r'~~ct~rizanélé:rr .:~~­
eei:tªI? .. d~i:ic".~poEiiciones ···en .. forma abst~~~ti:t: ~i E!Élt~ dfapefi~e.·· ··cie .·. · laá :;:· 

propiedades de los subespac.ios·'t~Ji1. N•i,'Nsr y:Nsf ... Para iÓgrar·.~~­
to empezemos con 1-a siguiente: 

- 40 - 1, 
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PRPOSICIOH a.3: Supongase que R1 y R2 descomponen R. En­

tonces: 

( i) <Ru,v> = o " u E N111 y 'U E Naf (2.14) 

( i i) N111 ::J N11 y N11 f ::J N11 * (2.15) 

( iii) D = N111 + N112 = N11 r + N11 f (2.16)-

similarmente: 

( i • ) < Ru, v > = o y u E N112 y 'U E N11 f (2.14') 

( i t'. • ) N11 2 N11 y N& f N11 * (2.15') ::J ::J 

DEMOSTRÁCION: Para demostrar (2.14) se tiene que: 

< Ru., v > = < (R1 + R2 ) u, v > = < R1 .u, v > + < R2 u 1 v > = 
. * . = < R1 u, t1 > .. :+:. < Rt v , u> = O 

; o - .. ~ ' - .• : : . : -; • - • 

lo que se satisface si u E N~1 y v E Naf. En for~a. s~mi~ 

lar se .demuestra la parte ( 2. 14' ) • La demostraci6n de 
. . ' 

(2.15) y (2.15') se sigue .claramente de la proposicion 

2.2. Parademostrar (2.16), solo basta observar ladefi,.... 

,,nic&Ón~:.2.::Y~.el ~c:!C>~E:l.mél 2.,1.~. o.e este moc;t?}:J.ª p;oposÚ~i6n 
qÚéctá d~ai°o~tf~d~'.. . . . . .... ·.•·· ··· .... ' . 

. - -- -_. ·,•. . . :.1 

Como se mension6 al . principio\ de la secci6~; para · 

aplic:acionesprácticas, es de gran ayuda.la qaracterizacibn de las 

-~~~~:.;,_:r.,,.. ,,.,.; ~~~~.'!:dbliC.P .. PP~·i.~~~n~s:·~~:~d~- .o~r8~~~r6~e~- :·p~~~-~nt:~da ··en. -.f~~~~ -·, abSir."aC.ta. se---
,.. - / - . - _:~-- -.~·-<-··:~·:,:·.: :~;:: -.· ·.:_ .:; : ; _: : ~ ~--~:-~,: :_;: -~ . . : .. ~~ ,~~.:~:,:'. ·-:- :_~\-~T'.~::'.;;·::·· -e·:.:¡·_· ... ;·~~·~~:·~·,:·~:~:···.:<, :.:.~-~·,::· ~·~~., .. ,. ·--~¡~:''.''>:.· '.·:~ .... ~'. ·: ;,, ·: .. : '.·. -.~~·--·?:·~ ;·. -~ '."· ... ,,;.~ .. :~:''.;" .,_: '.":·:·~''.''/"!~<~··:~~" .· ':,, .. " , .;·~ ... :¿.:.,;~f:;. ~.~· .;;.,. ._ .. _... - .. ~ ....•. -

:i;/p¡s'sara ~ . al'loriir ~>expresar.·· las ;ideas an_terioré:s.: en . forJlla ·,, genera1.,. 
'• ··~·~,. . . ~· ,, : . . ' : 

' ',basandosé unicam~nte en las prÓpiedades dé los su~s¡:)~cibs nulos 
...... de ios operadores 'iineales valuados en. funciones. 

DEFIHICIOH a.3: Sean I1 e D y I2 e D dos subespacios 

lineales. Entonces, el par { I1 ,I2 } es un par de sub­

espacios conjugados para R cuando: 

( i ) < Ru , v > = O V u. E I 1 y v e: I2 (2.17) 

el' par { I1;I2 }·de subespacios conjugados para el-ope­

rador R, se dice que es regular cuando: 
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( i i) I l ::;¡ NE y It ::;¡ NE* (2.18) 

el par de subespacios conjugados regulares para R, se 

dice que es completamente regular para R, si en·adiciÓn 

satisface: 

( i i i ) < Ru., V ) = o y V E I 2 

(iv) <Ru.,v> = O Y u. E I1 

~ tL E I1 

~ V E I2 

(2.19a) 

(2.19b) 

PROPOSICION 1.4: El par { !1 ,I2 } de subespacios linea­

les es completamente regular para el operador R si y so­

lo si.1.as .. siguientes. relaciones .se .. satisfacen. 

<RÚ,.V> = .Q 

< Ru., v > = O 

Y·, 'V E 12 

't/ U. E ll 

~ U E ll 

~ 'ti E It 

(2.20a) 

. (2.20b) 

DEMOSTRACIONI Supongamos que { I.1 , It } es un par· de sub-
, , . .· ' . . 

eS:P.átci:os completamente r~gulares-. para R .. 
· cl~i.'iii'icibn -2~i :ciii>\ :e·,;~> s~· tiene:.· 

., ,.·,,,·· .·.:·:-· .. , •. · .. ;¡: 

(Rfl.:~ÍI > = 0 't/ 'ti E lt ~-- Ia .. · 

< Rv., t1 > = O y tL E I1 ~ V E I2 

por lo que: 

<Ru.,v > = O ~ u E I1 y 

... : (:Ru;··V·> .=, .. o .. ,, ;,'t/,<U.. E. c:I2; ' -·~~ 'll •.... E ·. íi" .... 
• e:_'. ~ ~ '· .' ~,.,;,.,' •· ·~.(·~·,¡,:-,•e:' .•'1~» .. 1/<..::·o>; :,.,:,.~ 

inver1;1alDente~ .. fiupOngiaJll()S que las relaci6.~es: ( 2. 20)' .. s~ .. ;·, . .,., 

til;f~cen; entonces ya que: 
.··. ' . ':\·~',¿~ ,.··. 

<Ru.,v> = o y V E It ~ tL E :r l 
en particular 

< Ru., V) = o y V E I2 ~ tL E I1 

ya que: 

< Ru, v > = o y u. E I1 ~ V E I2 

en particular 

< Ru, v > = o y u. E 11 ~ 'ti E I2 

y la proposición queda demostrada. • 



Por otro lado, en vista de la definición 2.3 asi como ideas 

anteriores, es claro que { Nas ,Naf } es un par de subespacios con­

jugados regulares para el operador R. Otro par con la misma pro­

piedad lo es { Na2 ,Nar }. 

Una noción importante es la -descomposición del espacio de 

funciones admisibles respecto a un operador R, via subespacios 

conjugados regulares para R. Idea que se formaliza en la siguiente 

definición, la cual será usada en la caracterización abstracta de 

las Fórmulas de Green. 

DEFIHICIOH,. 2• 4: Sean { Is s., I2 2 } y { . Is .2 , It 1 } dos pa-

.res cíe sllb~spacios conjugados regular.es para ·EL Los pa.,.: , , . 

res son una Descomposicion Canonica de D Respecto a R, 

si: 

D = Is s. + Is t = It s + It t (2.21) 

' :·::.. .· .. ' 

....... <> · 9t~f'11llen~~ ;6Gandc;.: Ri · y>R2 descomponen• R, "el t>er { '.N:•.1 ,"N&,·r. '.>': Y.· 

{ . Na f ; NáJ . } .· .. forman tina de~cC>mpoi!iic.ion e~~9.ll±ba cíe :D re~pecfo ·.~ .. R. 

···•··. C:~ando tomamo~ : 
Is s = Na 2 I22 = Naf '\ (2.22a) 

Iii = Na 1 I2 s = Naf (2.22b) 
~· •• O •• ,..,. ,7; ·'·,_,,,,;_.~'Íi:< ·~:,"•<' •\'-·•·-' .' ·," ::.;;.: • • • • ~ ; ·. ' • , , • • '. • .' " • • , _' , ' ···. ·: • ' , • 

.. y 'l'a.· ec :•<2 ;.1·9 f ·:a:e. sat'.isface''·por'• .. c:2 ~i~·r>·En. -ta'i:: :c:ai;¡c,,·;·; ·~~i.stt:!n···~:ele~ •··· 
·; ,; . me.ntOs vs 1 .:u/{E Is s vu ,ul .. lE Ili; VI •• ;u'~.i. ~· Ii ..• ; v{I ~ü.~·1.:: In para 

···. h, v: ~ D ta~es :~ue :. ·. 

u = "'s's + "'s 1 = u.2 s + u.2 2 

V= 'USI + VS2 = 'U2S + V22 

y por la definicibn 2.2 y teorema 2.1, 

elección tomada: 

es claro que, 

< Rs u , v > = < Rus s , v 2 s > 

< R2 ü., v·> = < Ru
1 2 

, v 1 1 
> 
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(2.23a) 

(2.23b) 

con la 

(2.24a) 

(2.24b) 



··.· . 

ya que: 

< Ru 1 1 • v 2 1 > = < Ri u. 1 1 • v 2 1 > = < Ri (u. - u. 1 2 ) ' ( v - v 2 2 ) > = 

= < Ri u.' V) - < Rf V 2 2 'u,) = < Rl tL' V) 

de igual forma para (2.22b). 

En la parte restante de la 
. , 

seccion se mostrará que las 

ecuaciones (2.24) dan la caracterización abstracta deseada de la 

descomposición del operador R. 

TEOREMA 2. 2: Sean { !1 t , I2 2 } y { It 2 , I2 1 } una descom-

poe;iciÓ'n canÓ'nica.de D respecto a R. Entonces. existeun 

pa~ ~11i6~:de ope~adores R1 ·,R2 :O o* que d~scompo.;en> 
R y satisfacen lasecs. (2.22>. Tales 

definidos por las ecs. (2. 24), donde la 

(2.23) esta tomada para u.,v E D. 

operadoresestan 
, ' 

representacion· 

' ,,: ' ' .:_' ' :··,, ' ' ' '' ' .. ia .. demos:trac'ion esta dada en las· refs ~ C;3l y e SJ~ .. 
. ._,:;":,. ..~. ···~ .·. ' ":.:,.,.·_,"·~:_'.:·.,· -~··: 

·; Este: teorema propcfrciolia, fillalmeri:te; una. forma abstracta· 

sist~mética p~r~ ob~~ne~ la ~~scfam~b~¡·~¡gri de un :~per~dor >'k:. 
asociado a un problema de· valores a la frontera (y/o valores 

:f:.niciales) . Esto es si tenemos un problema de valores a la 

.•. , ·<· ·" . tz...c>nteta. '" :c:o;o .· .. ei .. ·Pr~~.Ei..l.iad_o- ,f;!tj-J Í>,~. ~ .~ {:.-.1?~~~~~~.' ~~~~~~r\ .. ~~-~-~-~,~~1.i~C? ···· · 

* e . . * 
< Ru , v > = < ( P-Q Ju. , v > = < (B-C ) u , v > .. 

es una fórmula de Green, pero también podemos definir a B .y e*, S!:!. 

mando y restando~~ al miembro derecho de (p2.2), como: 

<Bu.' V) 

* :ce· u. ,v > 
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I 
y es claro que tambien: 

• • < Ru , t> > = < ( P-Q ) u , t> > = < ( B-C ) t.t , v > 

seria una rbrmula de Green para el prob1ema (p2.1). Sin embargo el 

teorema anterior asegura que solo ex±ste 
• • 

, . 
un unico par de 

operadores B y e que descomponen R=P-Q , tales que sus nulos son 

una descomposición canbnica de D respecto a Resto es D=Ns+Nc*. De 
• este modo siempre escogeremos a B y e tales que satisfagan el cr~ 

teri<1 indicado en el teorema 2. 2 . 

. PROPOSICIOH 2~ S: cuando { 11 t '12 2 } y { 11 t 'lt t } es una 

descomPOsfcibh canÓllica de D resoec-co a a~.·se tiene: 

(i) Cada par { 111 ,I22 }, { It 2 ,I21 } es completarnente­

regular para R. 

(ii) Na = Is t n I1 t y Na*= I2 1 n It t (2.25) 

?:i::·.,• ";·.· . ' ,_ ,, .. 

t;.;··: ;~·2: ... ''}-;n\.J~y.!l:.Oente:,s~ demostración ··esta ell las. refs. [31 y [81 
·~·<· ,• 

ecept~8~::~' ¡ ~~:~~:::!ic:eq~= ;1:o :::::~:::;~:~~ª~: ··~¡;,.,.,~~i~n~t" ;;.>i;: 

·poClemos-hab1ar; ahora. del concepto de.operadores de frontera 

6-ü;i;;;;;:: j~el:an 'üff. · i.por~ante. pa~l' élerit~~ cié ia · teoría•~ . 
- "' .. -- -.. ·::.· ___ ,--.-~·-·.--.. : - ·._,· .. --. ·.'"_..,.·~-,, .. "·-·y.1_.~.;,,),:-:,.,, 

•. OPERADORES ' i>i: FROHTERA y. roillím.A$. ·~E ... GREEH. 

Las nociones de operadores de frontera, adjuntos :forntaies ~· y 

·F¿rrnulas de Green en el sentido de la Teorfa se introducen en esta 

sección, asl como la caracteri~aci&n abstracta de las Fórmulas de 

Green. 

• 
DEFINICIO~ a. s: Se dice que B: o D es un operador ... 
de frontera pará P: D D si: 

<Pu ,V> = o y V E NB * ~ Pu. = o (2.26) 
1. 
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* DEFIHICION 2.6: Los operadores P,Q: D O se dice 

* que son adjuntos formales cuando R = P - O es un opera-
• dor de frontera para P, mientras que R es un operador de 

frontera para O. 

Observando 1a fbrmula de Green para el operador de la Laplace 

(p2.2), se dice que el miembro derecho es un término de /ro nt era 

ya que la integral que se aplica a tales operadores se ef ectua so-

bre la frontera-(oO) den. Con las dos definiciones anteriores 

formalizan ~stos conceptos, ya que en forma natural Siguen .a 

discuEÍi.¿,n hecha desde ra-:propos1d±on· 2.3 hascta ei teorema 2.2. 

De-este modo se procede a es~~blecer,l.aclase de FÓrmuias 

Green.como son consideradas dentro de la Teoría. 

: DEFI HI CI OH a. 7: 

> ;-_:J.~· ~C:uaci6n i 
Sea_n P,Q: o----

p,..e=_Q•::.c~ 

* D 

., :· "• ". ' -.- _ ... _. . :,· . : . " . .-
es una formula de Green debit. cuando: 

adjuntos 

(i) e* es un operador de frontera para B 

* · . - (i i ) e es un operac:lor de froritera para B 

· -~:,+:'.i'ii'i).-"·s·,,elli- un- c)~~ador; ~de- :t".r.,c?n .. ~er.~_;_Pil.t~: e*: 
' · ',•(i") -.· s* es un. ope!í-ilc:lor, de -f~t,ri"tera P~?'it. e. 

y _la ~C\J~ción (2 ~27) es :l.lnél -Fórmula d-~:- G;.een· 

tido fuerte cuando en ád'icil>n 8 _:··e*· d~~;cc>mpon~ a' 
• R = p - Q • 

PROPOSICION 2.6: Cuando la ecuacibn (2.27) es una Fórmu­

la de Green entonces: 

( i ) Na = N11 n Ne * y Na * = N11 * n Ne 

(ii) B y e* son operadores de frontera para P 

(iii) e y e* son operadores de frontera para Q 

se 

la 

de 



DEMOSTRACION: La demostración se hace para fórmulas de 
• Green en el sentido fuerte. Ya que B - C descompone R 

y • R = P - Q = B * * • R = P - Q = B - e , la * e además 

la afirmación (i) se sigue 

ciÓn 2.1. Nuevamente ya 

directamente de la proposi­
• que B - C descompone R y 

R = P - a•, entonces por la proposición 2.3 (i) se si-

gue directamente la afirmación (ii). En forma análoga 

se demuestra la afirmación (iii). Y la proposición que-

da demostrada. • 

'~~;;ta ahora .• tenemos la' representación de' lo ;qu.e 'consider,amos 

una fb;~ula de Green via . o~eiadofe~ de frontera y adjuntos 

formales. Procedamos ahora a una caracterización abstracta de· las 
' , ' 

Formulas de.Green. 

· ~ara esto asumiremos que P y Q, son ad.:h1rtos formales y que 

~-·;..: :p:.:H. Q* ;> .Ei ··· recct'or ·debe ql:>s4e1ryar<~·~~~ :ras ··ªefini~io.~7~ · .. y 
·. . . . . ' ' ' . . -' .~ .. , ;;-.. _, ' .... 
notac'i'ones usadas; 'en. lo. qué .sigÚE! dep~p(i~I} de( ·····o~deriamiento del'> 

·- .·..:.·"'· ·,··: 

· .. par {·P,Q } escogido. Si el orden del operador ·{¡:)',cii·l es cambiadc/' 

se obtiene a -R • en vez de R. 

·--:~:~.""'.'~:~;-:--"'.'• :~;;.,._,~···, ..... , ''".;.' - . . . . . . .. 

. ··~~'frJ'Nl'¿'i'oH~:¡!"¡ e:~····:LO;S,. jfalore~ '.dé· f.:r:ontera· :r~l~Val'.i;téi?\ ,p~:r,.~.i .. :.C·· ·.· 
·.· .. -.¡; .. ·.·. Cié· ·v.~v ·.E I:>··;~~ ·Ciice•quk:. son·. ig\l~:i,e~f;,f·; ~ .'3()~o,sf 
:R~· =· R~. Un su't>e!Jp~cio 1 e:• D es Ciéfi.ni.do ·por< valores:.·.· 

relevantes para P, cuando Na e: 1 .. Eri forma _; similar·,· .. 

1 e: D es definido por valores relevantes para Q cuan-

do Na* e: I. 

Cuando la 
. , 

ecuacion ( 2 ' 2 7) es una fÓrmula de 

Greén, los ·· valores de frontel".a relevantes para P es tan 
• caracter~zados por el par { Btl,C u }, ya que Ru = Rv si y solo s{ 

Bu = Bv • • y C u = e v. Asumimos que 1 e: D esta caracterizado po~ 
1. 



valores de frontera relevantes y sean u.v E D con los idénticos 

valores de frontera (esto es Ru = Rv), entonces ocurre que u,v E I 

o ninguno de 1os dos lo esta. 

De éste modo la fÓrmula de Green en su caracterización 

abstracta queda formalizada ~n la siguiente definición. 

DEFINICION 2.9: Una FÓrmula de Green abstracta en el 

el sentido fuerte para P: D 

sicion Canónica de D respecto a R. 

o* es una Descompo-

- '' .:~ .. 
{ I11,I2t .} . { I1 t , In } uná 

I . . · .. 

formula •·de Green 
' ·· •·•• Abstrél¿t~; ·entonces ·usando la 

. -.. :: I 

relacion ( t . 1 8) • 

; - ·~- ~ -. . :, .. 

se c;bsE!r~a 

que 111 y I1 .2 estan definidos por valores de frontera relevantes 

para P. mientras que I11 y Itt los son para Q. 

Finalmente pasemos .a expre,sar un caso particular de del teor!l!. 

~~~; 2 ;_2 • '.Y que ccnnpi~ta la .. car~cterizaciÓri abstracta hecha ,en la d!l!. 
·.·.• .. •. . . . , . ' ·º-"'· .•.... ·:._::·.,:·,.:·. 
:n.nicic:m ante~ior; 

·¡TEOREMA 2. 3: Hay una correspondencia uno a uno entre 

~as FÓrmulas de Green en el Sentido Estricto y las FÓr-

muias :de Green Abstractas• en el sentido 'Es1frictó. Cuan'-
.>•- ··¿¡¿;.:·1~·; .. ~6ü~diJti'.('i2 .27>· .. f!~:·~-~ª ·J.b;;J1~··d~·ar;;~r;<~~··::;¡1·:~$~!1-· ·•··· 

·. t.:id.C:{ ~&~r.i.c;to .. · lél Fb~muÍ~ de Green flbst.fact~· · <. ii ·¡:~ i1 1 

1. 

{ :ri t ,111 ·} esta dada por: 

I1 1 = Ne* 

I1 t = Ns 

Ii 2 = NB * 
I2 s = Ne 

inversamente, cuando la FÓrmula de Green Abstracta 

{ 111 ,122 }, { 112 ,I21 } esta dada, entonces: 

<Bu, v > = < Ru
1 1 , v 

2 1 > 

DEMOSTR.ACION: Este resultado se sigue del teorema 2.2 
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CAPITULO 111. 

FORMULAS DE.,GREEN EN CAMPOS DISCOHTINUOS, 

• 1 NTRODUCCI OH. 

En el an~lisis sistemático de los m~todos discretos (esto es 

en: Elemento Finito, Diferencias Finitas y M~todos de Frontera) el 

uso de fórmulas de Green para operadores definidos en campos 

.disc6ntinuo~ es b~~ioo. 
. . , 

Este tipo de formulas son las que, en 

~eccibJ'l ,, s.e Preseil:tan ¡)ara. operaci9res lineales arbi trc;lrios .. 

•FORMULAS DE GREEHPARAOPERADORES DEFINIDOS SOBRE LA­

UNIOH DE DOS-;CAMPOS ADYÁCEHTES. 

de DII son funciones definidas en dos regiones vecinas Qz y nzz 

<'1'~E~: fig. 3.1,) respec:tivament~. Ahora los elementos_ de 
··- .. ,.... -·-:-··-:·--.~·-.;· ~---- ,. ----- ·-- ··---- --

'.'':B8.F~-~.~;,~~ <}¡s f ornia:' ti. ~{UI:- i tH z};. -donde ti. u: l:)i<;·: y. U-I I É:OI :r,~:: ' 

o _·son los 

.. ..... 

FIGURA 3.1 La regiÓn rr es la 

unión de dos regiones rrr y 

rr:r I. Esto es: Q=ITI urr:r I 



* , El operador R:D~~-.o satisface la siguiente relacion: 

* donde RI : DI ~DI 

<RU,V>=<RIUI ,VI >+<RIIUII ,VII> 

* y RI I : DI I ---- DI I son operadores dados. 

(3.1) 

Cuando-la ecuacibn (3.1) se satisface, entonces se tiene que: 

.u={uI,UII}ENB 

u={uI,tLII}ENB* 

~ tLIENBI y UIIENBII 

~ tLIENR*I y UIIENR*II 

(3.2a) 

(3.2b} 

aqui se tiene que NR, NRI y N1111 son los espacios nulos de R, Rt y 

RII respectivamente. Y la notaci¿n para los transpuestos de los 

. oper.adpr,e~ es similar. 
-, . .. 

En la discÜsiÓn se. consid~~a al subespil¿io Sc:D .• Los elementos 

de S ser~n llamados Lisos. Cuando u={uI,tLII}ES (esto es cuando 
. . , :• 

es liso), con uIEOI y u11ED11 se dira que aibos son extensiones 

lisas una de la ot~a. 
. . ; 

."' DEFilll'.ctoH .3. 1.·u~ subespacio\lineal Sc:O se dice que es' 

•: ·u~~ ·f~iia·6i~n •· d~•·• ·¡¡~~~~······ ~1 c~~:l<lüf~~ ··~i ~01 .:. ~Ósee p~~ .•· 
,. ~" .'. • • •· • ; ,. • • O" e ' ' • • ·,. • • • .,,. '• ' ' ·,, 

menos una.~>Ct~nsibn l:isa ·uxlE:Ón, e iri~ersameri1:~·cuél{.,, 
quier uIIEDII posee por lo menos una extensión lisa 

UIEOI •. 

;.~>~é .. :_:.~::·.~~·~L ~,~,-- ". . . ··:-·~,.:-, :·" . " .. ,.,.,. . , . 

· .. ··••· i:i · ll'IÉl:~o ·+·= o~o:c1~i1~ici~ én': cüal.Clú.i.·ej:r .u;=<tn ;ul·.i·>Eo ... por.'.:"L ... 
~· . ¡ ,,: ·'.'. . ·:·:').~~:.> '":-. 

~u={~.I~-'tl.I1}, 'i··'f3. 

ser~ usado. Claramente -t; es su propio.inverso ya que: 

-t;-t;u=u por lo que -t;r=1 

además tiene las siguientes. propiedades: 

< Ru , v > = < R.,;u , R.,;v > 

NB =<i; ( NB ) 

1a relación se sigue ya que: 

- so -

(3.4a) 

(3;4b) 



<RU,'tl>=<R{uI ,u.11} ,{VI ,VII}>=<RIUI ,v:r >+<RIIUII ,VII) y 

< R't'u , 't'tl > = < R {U I , -u 1 I } , {VI , -'ti I I } > = < RI U I , \1 I > + < RI I (-u I I ) , (-ti I :t ) > 

mientras que para la (3.4b}: 

sea uENB 

tambi4n 

't'(U)ENB. 

.aplicando 't' a 

R(-UII)=-RUII=O, 

u.: 

por 

't'U={UI,-U.I?} y UIENBII 

lo que -UIIENBII y 

Por otro lado sea McD la imagen de S bajo 't'; esto es: 

M=i;(S) (3.5) 

•l';· tenemos· que observar· que M es nec:::e&uiriamente una relación de 

•· lisura cuando s · i6 ~s . 

. Observa.e 't°:Ón: 

tiene: 

Mas 
, -

aun, cuando ScD es una relación 

D=H+S 
; ·~- _; 

y~·. ~Ue dad(). -ü:O{U.1 9 UI x)t;::'.[) , >tcimem'Ó~; C:Ü:EDI} 
;:. ,- ','•·':.';{'·: : . "': ·, .·::.·.?;::;·.'·- ' ·,' ' ' . " '·. '"·",'::;_ .: " . 

\l.l ={tu • t.U I }ES y ui '='{ui • UI J: }ES. Definam()S: 
• l. , . i. 
u=r{uI+UI,UII+UII} 

[u]={ul-ux,ul:s:-u.1x} 
· ... :; .... ·... .. . ._. __ ... , ........ ,.:.. 
~~:~.:;i':~ .. :;_,;: .. ,,,'~--~-::;~:~ ::~;::;.,~:·, ·:.~. ,~: .. : ~ .' . · .. ' - :'' . .: ' . 

. ··~:· ·- ; .:,..,-.:·:: ~,_.:.,,~·-·~;.~~";,;,-.. ;: ... ~ ... ~, 

<o:''-.--·· ···:0 ~ritonc~s .t~i§. y [ult.:M ··ya .q~e;~=" ·--

u=f <v., +.ú• > · 

[u.]='t'Ul -~tl.2 cori '1;\l.l ~1;UtEH: 

mientras que: 

de 

En el desarrollo general de la Teoría el par 

lisura, se 

(3.6) 

(3~ 8) 

(3.9) 

de 

r~laciones de lisura serán qonsideradas. Los elementos uESt se 

dice que son li:sospor la.izqt,1ierda, mientras que 'los elementos 

ve:si- se dice que son lisos por la derecha. En forma.similar, habrá 

extensiones lisas izquierda y derecha de elementos u1ED1, o 
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alternativamente de elementos U.IIEOII. 

y 

Mr=~(Sr). Y la ec.(3.9) conduce a dos representaciones para los 

elementos u.EO, dada por: 

DEFINICIOH 3.2: El par {SL ,Sr} de relaciones de lisura 

·.se d;iceque es conjugado, regular, o completamente re., 

· gu1ar; r~s~ecti"amente, cuando el .· ¡>ar {SL , f;r }· es:. co,n'."' . 

jugado, regular, o completamente regular parél R, eri eró 
sentido de la definici¿n ~.3. 

· PROPOSICIOH 3 •• t.: .Si {SL , Sr} conjugado regular de rel.a,-. 

< :: ciones. de lisura., entonces el .. ~ar <M" ,Hr j. es 

:un.~iii/c~nj·J~~d('> rE!gula~ de 

DEMOSTR.ACION: Por hipftesis tenemos que: 

(i) <Ru.,'IJ>=O YttcSL y VESr 
. . ' ·;- ., ....• ·1.·· .. ·.. ' . r . ·• .... 
(t.t.) .. S :iNa y :S :>Na* 

·. s~~··:':·~~i,.·Y:~·~~¡;·_'~~;. ('3··:·4éY .y :ri·::-h1~~tes1s:· t~·>· 
~Rtl.,v>~<R~u..~v ,:o '~~ui:M"·'·Y ~~E:~~;~.·-·· 

sea·· uE:N• ya que:·M" es i~. imagen el~--.~~- bajo '-t:.J>or {;;iy 
u.ES" y ~u.cML , por lo que usando < 3. 4b > ~ Ú~·~·')"~N~ ~Ml. ( 
An~logamente se demuestra que ~(N•*>=N•*cMr. Y la pro­

posición se sigue. 

Con las ideas expuestas, se esta en condiciones 

establecer la caracterizacipn abstracta de las FJrm'!Ltas de 

(3.10} 

• 

· para 

Green 

para operadores en ca.mpos discontinuos. Esto se establee por medio 

del siguiente teorema: , 
1. 
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• TEOREMA 3.1: Sean P,Q,B,C:D----tD dados. Asumamos que: 

(a) P-B y Q-C son adjuntos formales 

(b) R=P-B-(Q-C) • 
(c) El par {SL,Sr} es conjugado regular de relaciones 

de lisura para el-operador R 

Entonces: 

constituyen una fÓr-

mula de Green abstr~cta en el sentido fuerte para 

el operador P-B 

(ii) La ecuación 

(3.11) 

es ··una 

para P-B, si .J, K: D----t o* es tan definidos. por 

- L . 
s =l'fJ._ 

claro que: 

2<.JU,'11>=-<R(u]L ,.t,r > 

·* • L r 2 <.K u, v > = < Ru , [ 11] >· 

S" =NIC 

(3.12a) 

(3.12b) 

(3.13a} 

.. (3i.l3b) 

,:~nt:Órtces'.por·· 1as definicion4:! ... ª. · .... 2 •. ·.- .. 3.·.·.··.• ... •-.··2 •. 4 .... ··Y··.·-.''.2····· 9 .•. ª ..... º.1ª. m.ent.e· ... ~· . 
· -...... ··.·.·.·e· .. ·.·.s• .. · .. ·'.-·t··· .. ·a··. ·.·~.· .......... ·.·P·····º·.···r··;· .. •.·.·.•·.··P<.:.r·.·····º·b· .. :a·-·.·r·:,··· ....... ,.~ .. ···•· ... - .,,· .. ,.. . . ·. - . . ....... - .. . . - -• :~µ·~:_e_i .• ~~f·--{t1¡;·:~;M~-f- ~~- · C:oiú'ii'i~do· regu;;;c· · ·· ·- · ... 
'lar p'ar~· ·R.; . ;•esto .. _· esta .· éi~mos.trad'ó- en·. :ra ~i.6~6s:rci#l'l· 

.. :3'.1: ''t.íiel'ltr~is· é:íüe lc>s resultados <i·1::> y e i i i.t se. s1gµe,,n 

directamente de la apÍicaciÓn del teorema 2.3. Y el 

teorema queda demostrado. • 

El siguiente corolario es titil cuando se efectuan c~lculos 
·• para determinar a los operadores J y K . 

1. 
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COROLARIO 3.1: Bajo las hipótesis del teorema 3.1, se 

tiene lo siguiente: 

<JU,'ll>=-<RI [u)L ,vr) 

* • L r < K u, 'U > = < RI u ' ['V) ) 

(3.14a) 

(3.14b) 

entonces DEMOSTRACION: Ya que 

~[u)L={[u)f ,-[uJb}ESL' tomamos vrESr. De este modo a-

plicando R a [u)L y a vr, se tiene lo siguiente: 

(a.3.1) 

ya que: 

<R~[u]l.,vr>=O .V·"t:[u]LESL Y.vrESr (b.3.1) 

por :Ser {SL , sé } un par de- subespaói~s conjÚgados; Pero: 

<R't:[uJL,.t,r>=<R~CuJf-[uJfx},{vi,vix}>= 

= < Rx [u ] l ' V r > - < R I I e u ] 1 I ' Vi I > = 

= ( Rx e u] L 'V r ) - < RI :i e u·] L 'V r > (e. 3. 1 ) 

ya que RI actua solo en la parte [ uH de [u lL , de igual 

f:or~~ ~para a:i: x ·~· -iisandb :<cL3-~ J.>>~•· (b . .3. i > 
.• ·. · ..•... · · . > L ·~· r < . · . . ( • r . 

<RI.I·tu] .,'tJ··>=<RI [u] ,v .. > 

sustituyendo ·¡en ca~ 3. ~: > · . ·_.·: 
\<R[u)L ,vr >=2<RI [u]L ,.t,r-) (d.3. 1.) 

final.mente, de la ec. (3.12a) y .. (d.3.1) obtenemos la re-, <-::. ·. . . ·-· -·· - '·-· .. --.,., ....... · - - . 

18'6'.fóñ ·c3 .14ar·~_:En' f'or:~·a::,;éln~l1oga,;·"11~':·.d~mues't?fl• t{3¡ .. :~;.t>.>< ... 
Y• 4!!1L· cC>rolarió · queda· .· demós.tradó > 
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CAPI TULO I Y. 

FORMULAS DE GREEN PARA OPERADORES DIFERENCIALES 

LINEALES ORDI MARI OS. 

• 1 HTRODUCCI O.N. 
' I I l En este capitulo presentamos la aplicacion de la metodologia 

presentada en los capitules II y Ill principalmente, a operadores 

P y Q definidos en un intervalo particionado en E partes, no 

necesariamente iguales. Y P representa al operador para ecuaciones 

·d±ferenciales lineales ordinarias de orden. H. 

La presentación se hara en forma.general, pero sera seguida . 

por un ejemplo particular para el. caso en que el orden del 

operador Pes H::2y su .dominio esta dividido en tres partes (no 

. necesa:fialllente. igúales) ~. En .1a segunda parte discutiremos como la 
< ,.,;·>.';, .. ,,· '' ',:.·· ' ',,¡ ': .•. ' ',• ,' ; 

'•· ·.·.,imp_osic1:on 'de~·t~~~rlcci.C>nes a l~. +~f()rJllélf?-e>n ~~() pr~t;;cr~t~· :.·!~· .el 

·,'1: ·i:iiC:,'t:)i:4;!~á..d.e · va~·9·~~Eia 't.~J ~r:C)ntera (cap. l:.>\·c9nduce;. a: 'algor.H:.rióíii' 

difer~rit~s. \ · · 

· .·· :.:L •; ·1-oRJOn.As· ol: GREE•··Jlili oPl:R&ooREs .·.DifEREHC1 ALEs LI HEAL~s . 
. . . Yq)Jií):f~í,[Ci~:··:· .•·· :.:·.~,:·:·,.~·?"·· ........ :'.'"·'·;,,;)~.: .. : .... -~ ...... ~?:.:·:~.;,.., .. ···,··~···:, .. 1 •.• :: ... ; ...•.... ,L>):, .. . 

· _:A~ÍÍ.queniÓ.~~ J].i···· Tebr·i·~·· ~Algebr2'h;~ :·.··a·•· ··operadores··· ·•:1i.1'leá1~~.· •.. · de 

····ecuaci:ones·d;iferenc:l.alés ... en ,.una :vª.r.'iable' <~nc:l~~endiente. ~···, este'' 
, ' ' ' ' ' ' ' " . . .. ''T'" 

modo, sE!a n el dominio de definicionde. tal. operador, y sera un 

intervalo de la recta real; por simplicidad y sin perdida de 

general~dad lo tomamos igual al segmento unitario. Asi la 

cerr.adura de n es [O, 1 J • Mientras que al operador diferencial lo 

definimos por: 
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(4.1) 

donde los coeficientes los suponemos sufic~entemente 

diferenciables en n. De manera que nos 

problema: 

planteamos el siguiente 

Asumimos que el operador diferenciaL definido en C4.z) 

esta definido en Q=.[0,1] y deseamos construir una F~r­

m'Ula- dE.' ... Green .. , en. el S'ent ido de La teoria., .. c'tl.a.ndo a. Q 

Lo dividimos en E. S'Ub~?l.tervaLo,s .Cno n~c:~~arial'lte~t~ 
i~uaLes). C'tl.yos puntós nodates ~nteriores son un co~-

p'tl.ntos finito e~ (~.~); Los in~eriores son 
E - 1 · i {X¡;}¡,= 1 y l.os exter ores x 0 =O, sa. t is f ac en ... q .'U.e. 

< •.•• <X¡,~Xi.+S L., .. •<XE=1 . 

. 0e este. modo: ¿~f; i~ciuC:c'ibn .: podE!mt.s obt~.ier. que•· 
formal de (4.1) esta dodo por: 

1 
<Pu., v > = Jv¡;;udx 

o 

• s • 
<Q u, v >=fu¡;; vdx 

o 

Por lo tanto si tenemos .el caso M=2, entonces: 

d 2 ~ du ¡;;u =a z --..,....-as -...,,0,..,,x~-..1 a o u 
dx 2 
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-- ... 

y consideremos el problema de valores a la frontera de la forma: 

u< 1 > =ga i (p4.lb) 

donde ga
0 

y g 01 son números dados, donde integrando por partes se 

obtiene: 

1 f 'IJ{ 
o 

2 
a2~ du + aou }dx dx2 + a1 ax-

1 

= J u{ 
o 

d 2 a 2 v 

dx 2 
- dd~v + aov}dx + 

o alternativamente: 

dx + 

'"·· 

· ·.· + ~< ..•. ~-.·.(Si> k ~ J .. . ··c:1t- Jcik i:,::.J_, > -· es/~';. 
· · Jfo <• 1°=.·J.. dxk ~ J: dxJ 

, cuando el orden_del operador es M (t.4.1}, es 

* K - l K·- l · dk - j 
<(B-C )u,v> =.I ( I.<-l>k-J ak•IV 

J:O k=J dXJ;-J 
(4.3) 

(esta representaci6n será Útil para la descomposición de B-c* en 
\ 

1ós nodos · i·nteriores, ver Cap. I) , _ por lo tanto asumiremos . que: 

• 11 
<(P-Q )U,V> = <(B~c )u,vS (4. 4) 

\. 
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(por las relaciones (4.1)-(4.3)) es una fÓrmula de Green en el 

sentido de la Teoria. Sin embargo· esta relación no se satisface, 

Cap. III, cuando n se particiona en E intervalos; 

presentar la relación de Green: 

* * <(P-B-Q +C )u,v> = <RU,V> 

pero podemos 

(4.5) 

que se satisface en n particionado. Donde la forma bilineal R esta 

dada por: 

E;,. l 

.· R:: I.Ret 
·.• ... d.= l . . 

(4;6) 

donde a Rc:t lo'podemos asociar con la .contribución de los nodos 

interiores correspondientes { x~>~:: y a su vez podemos 

·descomponerlo derec_ha e izquierda, ver cap:Í tulo I I . 

. ·. ,.,_ ...... - ·-. . . . ·- -

:'.con a.7 1., . , . ,E-:1 

Ahora bien, siguiendo el ejemplo. ilustrativo inicia~ , 

· .supongamos que a n lo dividimos en E=3 Pcil"tes · (no necesariamente 

· ,, ... :·; .. _··_:¡,_• .. ·.·;_._.:1._•_. __ 8 __ ··.·_u __ ._= .... ª_:_;1_._· .. · •. :._.:_·.· .. -.. _··.ª····-~.~-.•. ·.·~-~t-~ .. f:.i_.-1:·.·.:_~_._·.·~.:;_~:.1·.>.-.! .E_:'.:c;r_·· .... :. i.º .. ··_,._··_:_·., ..... ,._tante> •.• _)/_.P.o_._·r.·._: ·propiedades· C:le····i 
. . . .:. .. ;, .... : "·'· "'•:·· ..... ·.· ··'' ~:~ ........ ;.;:~ ... '~- .. . 

.. . .. i'h~eg'~lll. la e~ . (P,4 . 2) . pocienios esci:ibir la: co~.ó : 

+ at du. + aou.}dx = crx-

3 
X d 2 at V d d - -~ { f e u. {---..,.--·---d.,.,ª""x',,..v-~, a o v} dx+ (a 2 v dxu. 

- L dxt 
e=t xe-t 

- se -

daa v 
u. dx 1 

xe 
1a1u.v)} 

X e - l 
(p4.4a) 



y la forma bilineal R esta dada por: 

2 

R = ~ RcL 
et= l 

(p4.4b) 

donde en B hemos agrupado los valores de frontera prescritos 

* (p4.1b) y en -C a los valores de frontera complementarios, de la 

siguiente forma: 

< Bu. , v > = ( a 1 tHI 
da 2 v 

u. ·dx 
' l ) : o (p4.4c) 

.· < p4 .. Ac:I> ;· 

por lo tanto en forma explicita la ec;(p4.4b) esta dada por: 

2 . d da MÍ 
.. R = ...;l] [aiy .• d~ u. dx + cHuv lxe 

. >~f:>:. " ..... · ,·· e=s >.,< < .. . . . 
-: '... ,:, :.. - ;·. <· -~· "'·-'h"· ' ~-:!: ;·/·~·:·:.:·,,::·. ' ~ ,.""..; •; .. . d·. - .• •• ::·~~:'.~.-~ 

":·~',,'- .; ... ·- "•. ' ' __ ... ~--~·: •'"'• - - -, 

"~ t°C:io'nae·:·. ~i'bbrclléi~ ··.aign;l.f:i.c'ai el·_. eia1tÓ '·del·.··-op.rácfoj-~·- ci~P,'Í. :'iII.,•• ,;/·.··~el··-·:··;' J; 
s~birldice X. silinú~ca que ha de •vaiuarsé e~ tr nod6 i!riierl..>r: > .• ' 

.._, "' '·-<j-" ' ...... :..~,_-: •. ~_..._~-,... - . 

:i~·-:, . :::.1z. . ·< . . .. , > > I.:: · -· 
'F·IGURA 4; 1 ~-·· ;D1vision· de: :. 
n.~,eri::,trE;t~ .. Pª.:rt.:~li '.~ 

Por ejemplo si tomamos al primer nodo X1 <~=1) tendremos: 

Rx 1 = Rx¡ + Rx¡ (p4.6a) 

...... donde: 

+ cU \L'tl) X¡ (p4.6b) 

1. 



du <Rx¡u,v> = -(azv dx daiv u dx 1 a1uv)x¡ (p4.6c) 

ahora bien estas dos Ültimas relaciones las podemos escribir, por 

sugerencia de las ecs.(p4.3) 

alternativa: 

y (4.3), en la siguiente forma 

<RX¡U,V> 

_<Rx¡u. ,v > 
1 djux• 

-:I q2 - j- i ( v) x¡--d-x_J,..;.1_ 
J :.o ·. 

para J=O•l 

(p4 .6b') 

(p4.6c') 

(p4.~ 6d') 

Ahora bi.en cont.i.nuando ce>n ~l caso ge.nera1, · fabilJ!tente: · \'~ 
..... :· : l>'o~~~C,s: · ·iilatie1r· élJ.'-:J~s ·. ·::f~l:adiÓrles '}{'p4:·~o··2:'.d· { · .qµ~·]J·;.99.a~~ªf:?.;.·~¡ 
;:1-~" ··~~t;¡~loh·¡~~~.:-~1 ·. e6:·.E: . . su6in·t:~rvaios ,;~ ~e1: ·.orden·· del ·()~;a'dbr-'. -<~;:~ 

O/: c:l~f-iri:ido•en <4.1> es' M, que RéC.! ·• Cec. (4.7i'>' esta dada por: ·, 

j 
= I <-l>t 

t:O 
para j=O, ... ,M-1 (4.Sc) 

donde utt!=u(Xtt!> significa la eva1uaci6n de la funci¿n u por l~ 

derecha y por la izquierda del nodo . xtt, respecti vamemte; 
··" . -. 

similarmente para q j < v)~·! ~ Estas re.J,aci.ones son Üti.les para la 

construcci6n de la f6rmula de Green cuando (0,1] lo partiei.onamos 
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.. ,,·c. 

arbitrariamente, ya que permiten una descomposición del operador 

Rct. para cada cl.=1, •.. ,E-1. 

En lo siguiente consideraremos que los coeficientes { ak}~=o 

son de clase <!:" ( Xct.- 1 , Xot) (dentro de -cada uno de los subintervalos 

0ot=1,2, ... ,E), pero asumiremos que pueden tener saltos arbitrarios 

asi como en sus derivadas en cada uno de los nodos interiores 

{ xk }~= 1 • De este modo para construir una FÓrmula de Green para 

el caso en que P y Q estan definidos en 

e.~= et.§ 10ct. ) , esto es D=D1 e ... f1D¡: , ver Cap:Í. tul o 

campos 

III. Se 

discon'tinuos 
1 

conviene en 

t;~.,.~·iderai- .. cada ~ct. J?c:);r >separado> Cecs. {4. 6) -c { 4. 8 )> . De éste modo 

acuerdo a lo ex.p~~sto en ~i: C:~P~ III' ~efin:i.m(;¡s ,clO's ~o~dic io11.e s 

de. t isura. para cada uno de los nc:>dos int~riores: debe 

que su elección.depende de la aplicación especifica. Por lo 

el re.sultado del Corolario 3 .1, cap. III, definamos: 

" - ' . ~ --

-.·· . ·.-. --- •.. • - · ;....:_,<·.·R··.·.·.·.·:....· .• ··._··.·-.·-·.·.·.·::·c.·~,l : .. ·.,,·.·.;·E.·>:.-. s .. ·.:' .. ·.:.: < Jet~ • V :>~ ...... ... .... V.... . 
. ' 

''.=. \R~"'. Ü.~{C~l~>-
' ~ '; ., . 

ahora bien, presentemos las relaciones de lisu·:r~': 

~~~-·'.~;';.~\:~~~;~·,~~~~~,-;~,, :.\::-~·~: ~{ .~~ " .. .. . .- d :.-.:: ... ; , .. ~:~ '--·- :. -> .... ,., .. ~ ·<-- : . ' '" ,p·=~8i:~~~~!1~t~~i~t:1::~~~df :~:~í~~~ ~=!~::~; , ... ,,,,_,, ...... , .. ~.~-· 
: .~, . '. . :! . 

i'J )Sea S~cb el subespacio· lineal -de .funciOnes. yei:)'_'~p~_ta_ 

las cuales qj (V) está dada por (4. Se) y es continua 

en XCI., para j=O, ... ,H-1. 

entonces ·esta dos condiciones de lisura son apropiadas en 

aplicaciones para las cuales la :información no prescrita es. 

continua ~e:>~ .. sus cleriv.adas de- orden M-'-1, en el problemac.d-~ valores 

a la frontera {p4~1). Tambi4n es directo verificar que el par 
1' 



{ s~,S~} de relaciones de lisura, para cada ct=l, ... ,E-1, es 

* conjugado regular para el operador Rot:D----+D , en el sentido de la 

definición 3.2 del capitulo anterior. 

Con este argumento definimos: 

(4.10a) 

(4.10b) 

para j=O,'. .. ,M-1 y ct=l, ... ,E-1 

donde el. paréntesis cuadrado y el<punto r'epreser1tan .•. el :<.s~fto 
. l . 

subin.dice · ot promedio del operador, .respectivamente; y el 

qué el operador se evaluará en el nodo Xct, 

operadores .Jet y K& asociados al par { s~.s;~ 

de este modo· 

} ' (4.9) 

¡:,.·1 K-·1· . 

-.J = I .Jet = .I 3J 
O.= l J = o 

E "-• l . • • K - l = IK! = I .. 
O!.= l .. . j =o 

de este modo con 1a conetrucci6n rsa1izada 1a rslaci6n: 

(4.14) 

se···satiéf'ace en n:: et~ 1 ~o. y es la fórmula de Green que deseabamos 
obtener. Esto es, se satisfacecúando D=D1tl. ;,~oc,.cuyos.e1eª1entos 
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son funciones con saltos arbitrarios en los nodos interiores 

{ XOL }~::. 

• ALTERNATIVAS DE LA OBTENCI OH DE LA - 1 Hr'ORNACI OH, DE LA 
FORllULA DE GREEN, PARA EL OPERADOR DIFERENCIAL ORDINARIO. 

Consideremos el problema de valor~s a l~ fróntera (donde el 

problema de valores iniciales es incluido como caso especial), el 

cual consiste en encontrar una soluci6n uED a la ecuaci6n: 

.Cu = fn con ~h (O 
' 
1) (4. 15a) 

Y-
.8u = 8ao en ia ·frC>ntE!ra: ·'(4;1:5b> 

' ·. , .. - , ' 
por definicion supongamos que la solucion (no prescrita} al 

¡;>roblema es continua enQ asi como en sus deri.vadas has:tade orden 

·M:.;1;,sj,elldo· M•el·--!=>I"den del, operador,· C, es·_·. pol;Jible_considerar,casos 
·:·_:-, ·,. ' . •' .. ,,,--.• :•.,-• . : :: ... • . ---·::. ·,,:, _, .. ':: ' :. ' .: . -<··· .: : __ ·· .. · -·-. . .· ... ·----· '·' -, : .. •. . / . 

·, ·· f:in- 1os.··que:.-_l¿t/so1ucion::ti,~ne;sal:tos>arbitr.ari_os '.en.los_ nodos; _··ver··· 

···· irei.- t4r·.-.per~~-":6~~?i~--ti¡~;;i.t;~·¡:~~:~¡¡~~ia i~i~~'f¡¡r~-i;:~~r:-t:&··'de i~<·-~¿-,_ - <~; 
('4. 10) es identib~mente cero. .-,. . · -··._·· :_ ' 

Escogiendo * * B,C :D-.. --D ~propiadamente con 
las. 

, : ~: ecuaci()rie~.:.-variacionale~- );>~aquejadas en el cap. I ( 1 .14-1 .16), _en 

•• ·:~: , .. -.,;,::".~,·,i;,f-~6JI;;:··"c·1·0'.-f,Er> .. .,, :_~?m&.ñéfeV~·t·•;:~r~/!~~:t-0c1~----~~d~;6~--2 .. ~~~~ti~~;~:. 
<' •., ' ·, \:"· ' ~~:·'.·_.·,.,' .- •' ¡L '• 

-.<Jªu•,¡pC:t, .:~c•ü; ,-qi~> .--,:-----·~-~ .. -.. 
= <e ,--q> - > 

.·.·.· ·:•". . . . 

para ~=1, ... ,N 

donde {q¡OL}N cD 
. ()(,: 1 son un sistema de N funciones de peso linealmente 

independientes. y en donde * <Q u 

contienen la información en el interior de los nodos, las 

condiciones de frontera complementarias y los promedios en los 

respectivamente~ 

Eliminar la información de la soluci6n no prescrita el 

'·'·· ;-,_.o, 

'·'' 



interior de cada uno de los subintervalos de la partición de n es 

equivalente a pedir que la condici6n: 

o bien ( .{¡. 1 7) 

se satisfaga en el interior de cada subintervalo 

esto es cuando ~~=~~(XL) con X~-1 tXL<X~. Por lo que 

(ver ref . C 4 J ) , 

( 4. 16) . queda 

como: 

llC 
<C u • + <K u (4.16') 

y esta eliminación conduce a un esquema de solución al 

pr,obiema (4~15) en I>~fere'11.ci0.s Fi'nita..5',. ya . que, 'la iriformacibn. 

c>'ti~e~ible. de (4. i6. )/ esta enfocada ~ll¡'cameri~E! eri. :_litis 'nodo~· 
{ Xe .. } ! = 0 de la partici:Ón de n. 

Ahora bien, debe o)=?~ervarse que los. promedios <.K ªu, <Pct > de la i/~ 

.. · . ··._.•,_·.·.•·.·.•·.•.·· ... ·.:.•_·,_._._b_•·_.i_._i~. i.·~ ..•.... ·.··-~··~-·.:_:.:;_;:_••-.·_.•._:.: .•.• _._j_:.:_ ·:e. ·:_··-~:.: .. n.i_.: .• _··.:_·.· .. d.·.:.e_i~_o_·.· .. c ... : __ ·_._:.• ·-·~-··.·.: .. ,·.·.~~Q:_·_ .. :._.··.e_

1

··· .. =.·-.. •.•.:_.· .. · .. :.·.· .. ·.·· .. · .. : ... ·.•·.·.d_:.·.·_·.·e·º·. n .. _·:.······ _._

1

,1_ ...• •: ... _ª_ .. _·_.· .. ·_._ •. _ •. ª.··.· •..• :_ .. • •. · .. _: ... ·.·d·u···.·.· •... ::.·.·._d_ª __ .-... _ª_ ....•. ·._··. e_:.·····•_.::_.; · .. d.t.· .·.:._ ·. ·.·.-.:~: · • )~ 
.< 4 : ¡o> veaoS que , 1a i.nformacion ;apere.o •de 1• del'.iviida' dtrc.••.Ot'déri · 4'[·{.~1 

.... :!::~~~~~:~:> ~~ ;r. ri:::º::~::::.!:d:º::~s<::!::~:· ·~•· ¡=:!: •• ::i! z··~ 
..... ·~~!eada: .de la · construccibn. hecha en la· primera.. parte. Entre los 

.. ~··:·: ·<:·,_·fa~-~~~~-- .. ~;·¡rí¡;~·.:,ai~~.s~~~~J.:féiR~~~;I~~.:.11i?-if•~~,J'lft~~-=.: ... , ... 

... · ... · ;:.'.f · db°nQc~ en• ~~B ~~d;s • n>Íe j~. ~ : · ·· · · 

1.~El. val.or de l.a furiciÓn y el. de sus derivadas hasta 

de orden k (puede suceder que k=M-1) 

satisfaga (4.15). 

con 1SkSM-1, que 

2~:El. valor del.a funci¿n solamente que •atisfaga (4.15). 

3. : El valor de l.as derivadas de la funcibn ha ta de 

orden k (puede: suceder .que k.=M-1) 

tisface (4.15). 
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4.:El valor de la función en algunos nodos y el valor de 

sus derivadas hasta de orden k (posiblemente k=M-1) con 

1SkSM-1 en los restantes, que satisface al problema (4.15). 

Observando la segunda ecuación de (4.10) y las definiciones 

(4.11-13) es directo obtener cuales son las restricciones que se 

deben imponer al t4rmino de promedios generalizados de la solución 

no prescrita. De este modo tenemos lo siguiente: 

1 ''~ : ~ar.a obten~r el .algciri tmo .·que. de l.a 

. ;éc:U4.1S) que se pide eri• Cl) es neces~r'io 
tal c;1ue: 

y 

< ( K j ) ªu, qi°' > = < K j qict, 'tl.> ~ O 

para J=°O, . ··~. , k · con os k:SH-1 

.si: 

solucibri a la . . . . . . ' ' . 
escog~r {q>ct}N _ .· 

. . .. • ..... · .. ·• :· . ct-.1. 

(.p4.7a) 

\'.:'·> ··" .. K~C(>a.~.=ir' <>·:: . ·' - ., . 
. •• · · ·para .J~O •.. , .)k··.·.cc)n. · 6sk~HL1 

.y a la vista de la s~~unda 'paf'te de c4;í'O) ;. 

[. q'Y {q>Cf,) 113 ~ o 

..• :t~·f S~;~~~~~~¡;~~.,~º~~¡~;éA;~~~~;!i:~;~;~::~ :~~:~;;:i~i;~·. ·+"··¡ 
• 1_:_~~ ~ • .-.. 1'?&.:-:'·:·nc;:>d.~~··-r_::-_·nec~s:~-.'~-•••u~~:"·-: -~-~~º-~~.· ._~,. · <P:_:· .. · _.· ·~fi='_'.¡_:~~1_: :---~~-~ .· -.~ j··:~ ~ . -:) · ... · ·., .:·-~: 

éló_µJ,,t!! las d~fivad~!J .de orden:·· j'==l,·~ .,•;M--i de.u,:esto es·. ··· . 
. •. -· ... , •. -· ·~· -- -.. :r-: 

·que: 

<(Kj)•u.~a.> = <Kj~a..u> =O 

para j=l, ... ,M-1 

y esto se garantiza si: 

Kj~a. = O 

para j=1¡ ... ,H-1 

y en vista de (4.10): 

(p4.8a) 

(p4.8b) 



et 
[ . q'Y ( <P ) ] f3 = o (p4.8c) 

para rt=l, ...• N; (3=1, ... ,E-1; -y=O, ... ,M-2 

3'.:En éste·punto se desea obtener información solo del 

valor de las derivadas hasta de orden k con l:Sk:SM-1. 

Para esto escogemos a las funciones de peso tales que: 

<(Kº>*u.~ct> = <Kº~ot.u> =O 

<(Kj)*u,ipct> = <Kj¡prt,~> 'l!lt O 

esto es posible si: 

ésto' es que: 

. Kº<Pct = O 

Kj~d. ~ O 

para j.~1 •. ~ ;.;,k óon · 1Sk:SM,:;:1 
. . . ,. ·'" 

(p4.9a) 

(p4.9b) 

(p4.9c) 

(p4.9d) 

( QK _ l ( !pot) J (3 = 0 ( p4. 9e) 

. [ q'Y(tpd.) 113 ~ o (p4~9f) 
13=1, .. ~~. E-1.; -v=O, .•.• k, con. l:Sk:S!1-:2, 

·. , ... ;;~#=d::~:i:. ~:: i;::a::e:~s e:u.n:::es::i: =~~ : · ::::· 
· :·· · "::~"'lil~~·f ;;··por' e~.E)jílplo ,,, és~ogi~rjpg~~·,&/.til.~.- •. ·>..t:i: .. tai .·qu:.· .. ~::.·::::~:~.t~-~ 

fagán·. las .· condicion7,liilr ~. . . . ' .·.. . . . . • .. •.· . 

.. _ . .. ['·~~'Y(~ctJ l¡ji' - .O.· . ·.. .. r'(~4.io~)' 
para OC.=1, ••• ,N ; · f31:=i1:: .:-; .. ;Eit ; -y..;o,:;-;;:.~H~2 

junto con las condiciones: 

( qK-l(tpot) ]{3 = Q 

e q'Y < ~ ot > 1 13 ~ o · 
para a'..= 1 •. ~ . '!'l ; f3 =COMPLEMENTO[.{ 

~=O, ••• ,k con l:SkSH-2 

(p4.10b) 

(p4.10c) 

entonces el algoritmo dara la solución de los valores 
' El: de la funcion solamente en los nodos { XI: }I:=•, mientras 

~-!',:•.. ,J .r;¡: 
·:;; 



que en l.os restantes el. val.or de su derivada hasta de or­

den k. 

Pueden existir más variaciones de tipos de algoritmos 

obtenibles, sin embargo los expuestos constituyen tipos básicos de 

los obtenibles de la construcción que se ha hecho en 

previa. 

Es necesario mensionar, desde ahora, que l.os 

la sección 

al.goritmos 

implementados corresponden a los casos 1 y 2; para cuando el. orden 

del operador e es M=2 y se satisfacen, como condiciones a la 

fronte:r:a, .el valor de la · funcibn. ·u;. en Xo =O 
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CAPITULO y, 

ALGORITMOS DE ALTA CONVERGENCIA. 

• I HTRODUCCI OH. 

En este capitulo presentamos la aplicación de la discusión 
l general hecha en e1 capitulo anterior al caso en que el orden del 

op~radór dado en la ec. ( 4. l) es M=2 y construimos·. la fÓrmula de 
. . . .. ·.·.· . .. .· ... •. , 

·Green <.t.<~4> para;es.te caso, en· donde ·o= [O, l l .. esta divicliclo .en E 

subintefvaios. Eh base a Ta.~con~~ucJ~c!>n: que se' haga se~u:i.remos · .a 

1a elavoracítm de los dos algoritmos de alta converge~cia, los 
cuales .son implenientados en. este trabajo, y en.base a lo discutido 

al final del capitulo IV. Finalmente hablaremos del error 

•. ~ inh~rerlte a l.a · cdtastrucci;Ón en base~ a la Teoría; asi como también ,·' ·:.·.··:~< > .,·: •.;, <,<: :~,,.> : . .~ < ; ,' . ; ··.: ,/ .•• •·. . ;: ' ,' .; ,• .• .:···. : : :, ; . 

·, ., se ha?'a, una discusion ·acerca clel:'' error; . .:;surg1do ele 'ia ~•a.nipulacion ··· 

·:·· ~~·· n~m~~º~·de .. p~~s¡c1bri f"iri:ltá··~h ciompli~ac1¿;~-c~A ~~~~i·f~.~;~~~k:;:~-~.i5 
sis~e~aO':~P::..gooo).. . ···.• ... ·.·.•: .. <:·· " 

t~rmirios de los Datos Prescritos: 

< Pu , t1 > - < Bu. , t1 > - < ::Ju , v > = < f , v > - < g , v > - < j , t1 > V ve:D (5. 1} 

y el segundo en términos de los Datos no Prescritos: 

• • * 
<.Q\I,, t1 > - < c1:1-, v > - < Ku, t1 > = < f, v > - < g, v > - < j , v > V ve:D (5.2) 

donde O es el espacio de Funciones Ádmisibles, 
• Du.aL de D; f,g,je:D son los datos prescritos, en el problema de 

la de los operadores Pu.• Bu y Ju. 



* * . • respectivamente. Adicionalmente Qu, Cu, Ku son los valores de la 

solución no prescrita, los valores a la frontera complementarios 

y los promedios generalizados en nodos interiores respectivamente 

(ver cap.I y la ref.[4J). La equivalencia entre los dos principios 

esta garantizada cuando: 

* * * P-B-J = Q - C -K (5.3) 

(ec. (1.14)) es una FJrm~l~ de Green en el sentido de la Teoria. 

Usando estas ideas, se construir~n fórmulas en diferencias 

finitas para la ecuación diferencial lineal ordinaria de 20. 

orden~ cuyos coeficientes son tambi~n función de la _variabl.e 

• FORIÍULADEGREEN PARALA ECUACIOH DIFERENCIAL 
. DIHÁRIA DE .al't~ . ORDElf. . . . 

•· Tom~Jii¿;'i;i la-·· ecu~·é::t.ón diferencial de·. la. f'or.ma: 
···:·.:::J.:_·:-:··----····' .. ·,:;~ .~.:::< ··::;./ >;'. .. : ,.~· 

···-·· .... · ' ---

'··':t. 

l=':x~ 
·2· ~ :du,. . . •·( b··· .. · . de .. )·· .... • ·~r·' . 

+ ' ... ~ + . ·~.•\!.. = .... á 
con 0<X<1 

ala frontera: 

LIHEAL. OR-:-

.:·,~- .. ~-:~~r:S '.:;"4¡:,.j·: :·.~-~~: ·;·:::· 
~:··~·:;"V .· "" ·.:J.·-:<·.; •.'~:··r~~."_:.Y' ;- ·:::..-,~~·:-..,.·:.~-:, ~..:~ 

~ - . --~- ·-· .;. ":::.·~ 

Y_··. c .... .a .l son n~m~ro dados;. l:),;,;}:)·(j,) / ( ,ias' <fl 
U . r';:_:; 

.condiciones de fron~era geneJ::~1és para e~1:eproblema son: 

+ .e'Y du 
t~ = l en x=O 

en x=l 
con 'Y= o' 1 

y su discusión general esta dada en 1a referencia [5] ). 

De está manera nos planteamos lo . siguien:te: . 

\. 



Enfocamos et problema planteado en (5,4) y construiremos 

una 1Jrmuta de Green para et caso en que n=~§ 1 n~. 

Bajo esta delimitación, integrando por partes 

propiedades de la integral: 

ll Xe ll 

(5.4a) 

¿ J {vCu 
e=l Xe-1 

= L (v gxu - uq)xe 
e=l xe-1 

- u,C*v }dx 

donde hemos tomado: 

q = q(v} dv = ax - 2av 

*· y.~ ·• el adjunto formal de ~. es: 

•· 1:, V = 

y por 

(5.5a) 

(5.5b) 

ahora bien, el miembro derecho .de ( 5. Sa) se ¡:>uede .. escribir como: 

_,iifH g~,' :-- v,c¡>~:--. 1 ·· .• ~<-~····:g~. -

/ ' ~ <\. ~~· - uql ~ ::t: ÚQJ .(- [• l~--.... "' · ....... .__ +> Q.·c:l. - i.. (~~ {} .......• 
. . ........... (5.6) 

.:~ : operac:lores : .. · 

donde los corchetes signific~n saltb y 

operador en el nodo en cuestión, ver cap.III; el e se 

refiere a que el salto o promedio ha de evaluarse en el nodo xe. 

Sustituyendo (5.6) en (5.Sa) y ordenando términos. 
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e Xe * d e - 1 dÜ 
= ~ J u.Cvdx + <v--a*-> 1 + ¿ {[q] Ü - [v]~} 

e= 1 Xe - 1 X 0 e=¡ e e 
(5. 7) 

esta ecuación es una f Órmula de Green en el sentido de la Teoria 

para cuando n esta particionado en E subintervalos y corresponde a 

la ec. (5.3). 

Por otro l.ado, ya 9.UE:l usamos. { Xc:t }~= 0 como los nodos. que 

·del.imitari ··noLcn, .:entórtces yia el· .Probl.ema · (S:.4a) podemO,s es:t:al::Íl.ecer 

qUe: 

e xe E xe 
I J v~udx = r J Vfodx 

e= 1 xe - 1 e='· xe - r 
(5.8) 

.... ··. .. .... · . ,.: > .· . ' , ·' : . , ·. . '. 
esta<r~laciol'lxes valida• ~un cuando u .... sea ai·l!Jconti.nua>en 

~o·n: ·~~1<~~. ~1.l~-.;!:lea · dJ ·~·i·¡;~~· ~2 dt:!~:t~o · .· .. de :cada, ª·'·l't~i:iit~~vé:liC:;{; • 
.. mari~f~ ~ue ~¡: .-~ :éafisf'~6~'· < 5. e> p~r~ · ·cÜai~J1er ~e:et2 'ex~::.(, , >CCí.J ~ >pero 

es d. iscontinua e. n lo·s· n~dos. ento*ces la ec ~ (s. 4a) se satisface .en 

el interior de cada su.bintervalo ~or separado. De este modo hemos 

·supuesto. fy IS':ll>óndrelllos en. lo .siguient:~l.9'1,1.E! el espacio lineal. de 
. . . . . ~:-·:.:·. '·:~::-·~.--.-:.>' ·'. ;_:.---::·:-.._··--:·-·-::. ' .. ;. . : ·_:'.!_._ .. ~;-,._, ;,;~!:~_,:,: ·:.,,.,,,::> '.,., __ · ::..·_:·.;:, :: .. _:; .. "~':'~"""~·. ;:1 ... ·.~~.: ••• '·" ;;- .',- '•· ~ ";:- :.· . . ; - ·• '. . : ' -·-:·. ·. - • ' - - • ~-.~. ü-~·.-:.·:. ···.:· "<..~. :,.. .. ,- -. ' . -~:·~:- ,· :~ ·. >.:.. ... ": :- . 

·· ·funciones admisibles -:D,~ : para el . p·robleíñá' pl:an"t:eado·::·~·< ~'~'.4·->·•'·'"~es.,,:,el. 

e~~acf¿ de 'f\.l~~i·~~~~ de;:·6l.·~'se: ~t ... d~ritrÓ ·~e': bit'cia ·.. ~~.:;~ri~~rJ~1~· .. 
~E'!pafáC:t6 pero que'púÉ!a'ell tt'!ner d:i.scoritin1Ji<iades ·en :íos. nodos.· 

El autor de la Teoria ALceoraica establece una relación 

variacional ver ref.[6] ) para las condiciones a la frontera 

(5.4b) de la forma: 

u e l > q e v > 1 - u <o> q e v >o = g 0 1 q < v > 1 - g 0 0 q < v >o (5.9) 

donde q(v) está dadópor (5.Sb). De modo que u sati:sface (S.4b) si 

y solo si la ec. (5 .. 9) se satisface para cualquier función 
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admisible vED. 

Supondremos, por regla general, que la solución no prescrita 

para el problema (5.4) con su derivada, sea continua en los nodos. 

No toda funci¿n admisible de D satisface 
, 
esta condici¿n y es 

necesario imponerla de alguna manera. Esto es sugerido, claramente 

por la ec.(5.6} en donde pediremos que u y u' sean continuas en 

los nodos, por lo tanto: 

(5.10) 

illlC>fa' bien, sullla~do ias ecEi .. ( 5~8"'.""10) obtenemos:. 

J: Xe ·. I J t1 A:udx + u ( 1 ) q ( v } 1 
e= l xe -1 

... J:. Xe 

:=.&-~slx~ ~pdX + ga t <¡(ti ). l - ga 0 q (_ti) O (5; 11 > 
•.;, 

- -. . . ~-

y es claro qúe vED satisface· (s.11 > si 'satis:face cs~·é~io).<. Por 

tanto: 

'"·~'-.e:;: .. ;;.,: •... :.: .• ,,., Dada· ü7a.a:fii.'ri.ét:o7i.- a;dmisil>te. u, .. l.a.. relacio.n c. ~.zz :> se 
~·.- .:.:. · ,< · -··. ~ ---_,_ .'-~"·:·-,., ··~~:·t'·_~:". -. ",' ... --.:~--::·:·::~ -,. ~-~~>-: .. ~-,-.> ,- .< ~-,--~-----~ .. -- -.:. ;:~~ : ... ~~ ·. __ .n ..... -.,-,_~~::,.:L.·· - . -~ . ._. ..,. ... _ .. ·: .. ,-~~- ------ ----· -·-< ··-- -. : 

....... .se ' sO.iisf a'ce. :para ca.da. fv.ni; i o.n: ·::a:<imi s'il> ~'.:e·;v·;::·: .5'~·:)}· ·.s'C>-fo,-- .- '' 
...... _ •• ·•'· .. ·-:i ' - : .. - .·· ... ., •.. , .• 

. _. s·i, . ti ·sat (sfa.c e .. e 5, 4a) .. ~ n c(Í;dti, pv.nt o·•·• .. ~.,;;tl>;.t:or d(l. t~:s. 
s'lib i?iterva. los; sa.t is/a.ce 

Cs. 4b) ,.- es cont inv.a. con S\L. deriva.da en cada. u.?io de 

los nodos interiores. 

Y este es el principio variacional en términos de los dat.os 

prescritos para el ,Problema de va1ores a la frontera 
corresponde a la ec.(5.1). 

(5.4) y 

Ahora bien, usando (5.7) es claro que (5.11) es equivalente 
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a: 

E xe E - 1 dÜ 
I J uctdx + (V g~ )~ + ~ {[q] ü - [v]e dxe } = 

e::I xe-1 e=I e e 

(5.12) 

esta ecuación corresponde a la relación variacional (5.2) en tér­

minos de los datos no prescritos. 

Observando las ecs.(5.11-12). Tenemos que el lado izquierdo 

de . (5. 11) ·contiene Ünicamente términos prescritos; a .saber . .Cu, 

tos .valores . a la frontera de•· u, y los sal tos de .. u. y su ·. der-i vada eri 

los nod~;¡¡Iriterioi--~Ei·'<estoé<ti1timos ·so~·· ~equeridos·• ser ceto es .10> ·.··• .. ·.·. 

cuando se desea que·1a solución no prescrita 1$e quiere que sea· 

continua con su derivada)~··· Por otro lado, el miembro izquierdo de 

(5.12) 
. I 

solo contiene . terminos de f'rc;>ntera que no son conocidos 

o, pr,; o r,; : <no presc~i .. tos > * •:1os que . podemos · · de¡¡;compo11~r en . tres . 

. i:>arte's ·=->'1b;~:\,~1ºr~~; ··de·~ f~~Ai~ra· e:o.nP:i~111entar:1.os ·····cen .. es~~,, eas6 e~,.,•·• 
. dE!fivada~'de ü en·~,cº.;,º ·3i':. :>e~,;,,1), 'lbs promÉ!<:lios de· .. ,u. 'y de su3 

::r~:::as::i:::r::~:sd:n:::::::~ny(~::m::~o:::a::r:j Úintel'ior 
' ·• '"' . : Fi:tlaJ.m~nte: r~i·~ciorutal¿.~ ... :1a • con~~ruc~ip~; j ii ~ 1J) .. y .. , (.!5..f~2) 

··:i.¿,s ··o~r~élgres de. :Ia: éc~Js_.3) :\por:. ·•• · ·• 

con .. 

. . .. , . 

"E·· xe ·· :.:. ··. 
< Pu. , v > = I ¡ v .cu.dx 

e::t xe-1 
(5;138)'' 

< Bu. , v > = ( uq ) ~ (5.13b) 

<JU,V> 

<K~,v> 
E - 1 dº 
~ { [ ] tL~ = .i.. V e d>C 

e=1 
(5.1.3c) 

1. 
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y 

r: xe 
<f,v> = I J vf0 dx 

e=l xe-r 

<j,tl> =o (5.13d) 

recordando lo expuesto al final de la primera parte del cap.IV, 

tomamos: 

y • J = Jº + J' (5.14a) 
con: 

E - 1 
Jº= I J~ 

e.= 1 

. r: - 1 

. • J' = I J& 
e= 1 · 

o • r:-& o • 
(K ) = I< Ke) 

e= r· · 

l * E-l l * 
(K ) = íCKe) 

es: .. I. 
(S.14b) 

,. •"_,· . - .. 

. ··donde:·· 

<J~u,v> -qe [u] e 
1 . • du (5.14c)· = <Jeu,t1> = V e C---a;c--l e 

<Kgv,u> = -[q]eÜ~ ·cKbt1,U> [v]e dÚ.e (S.14d) - dx 

\,~ .. ,: .::y·.. < ·1;1a~~éndo .~eá];izad() -J;~ .• cons~ruc~~f9rf' r~qúerida, ·:P.1.anteada .·en 

}:~· .·. "·.· .. ~rbbl:~in.; 1 n:I.~ ial, • paselllo~ ·.· .~ .· la ~ó'ri~~?'µcc:i.~p. d~ . dé:>s ' ·ª i&C>f i.tl!i~~- .... 
diferencias Í"i~itas, ·de· alta con~érgenci~~ "·'''···· 

·" ]¡;;DERI 'ACIOJl~'DE ··DOS·:;ALGoRI.irifoS .. DE,, ALT~:~.'.~9~~~~~! .. ~ · E11··· 
· :· DitElfEllC:i,.a~ f'1~·!A$._ . '·. · · · · . .. . . 

. _ Para obt.~ner un···esCIÜema én-di.ferenc1a.~:>f'1ri:it.as,: es: ll~i::esario. 
'. :·;-:""' -· ... : .. :.~·., .. :,. ······. " ...... .:· .... · ·.· ... ··,: ... • .... ·· .......... . 

eleminar 1a acci:on del operador c-:·rfóbre J:a·funcion·admisib1e .vED.•~--

en el interior de :Los subinterval.os e partición de n en la 

ec.(5.12). Para :Lograr esto tomamos una fami1ia de funciones de 
et H peso { <P }ct=

1
cD, donde cada una de las cuales satisface la 

ecuación adjunta homogene~: 

¡:,*!pct = o (5.14) 

dentro de cada subintervalo de partición (ver refs.[4],[5], segun-
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da parte del cap. anterior). De este modo toda la información 

obtenible esta concentrada en los nodos y (5.12) se reduce a: 

(5.15) 

Como fue apuntado al final del capitulo IV existen varias 

alternativas para obtener la información contenida en la ec.(5.15) 

por ejempl,o si. escogemos. q¡~ tal . que.· q < IPa.) sea continua en todos 

los:nocio'~ ihteriores, e~:o~ces ·. obtendr.~mos solamente.;E!l valor de 

la derivada.de la solucion uen los nodos, etc~ 

Ahora bien, el motivo b~sico de este trabajo es la 
.. , . . . , -

imple1Denta9ion de d()S algoritmos derivados de la construccion 

.·h~cha,:désde el ·c:2.pltul~. I:V ha~ta ·la ec~ (5.15)~ y' cor'respgndiendo_ a 

lo dicho 'al finai del. -~a~::ftul.~ antéfior. '·se~-~n .. . . ·~ '·· ... . ' ', .·. . .· .. ·: .. >:. ,. ' . :' :·i' : . .,, ·,· .)·, .. 

•.. inforniiscion de la~ solución en: . 

:va ior cf:e ia f'U.nc'Í,d'n_ -¡ ~u.. derivada en io s nodos (ALGO~ 

: ... ; ... RZ.7'.HO<z.~. ,.,>···•·········' .... 
de. iO. ¡V.n~f.J'A 'soia.¡j[;·hr;··;·.;¡ ·'í'~~ .. nod.;~·.·e¿·'"At"GoRit~·:,",.·· .. ~; ... < 

MO 2:> 

Donde pediremos que la solución al problema u sea continua 

con su derivada en los nodos. Por lo que las relaciones (5.14c) 

son identicamente cero. 

restricción a la solución 

en 

u.' 

los nodos interiores. 

el promedio de u. y su 

Con esta 

derivada en 

todo nodo son idénticos a u. y a la derivada de u. respectivamente 

( ue =u.e y ( Ü.e ) '= (u.e) ) , de aqui no incluimos el punto .. en lo que 

sigue. 



Naturalmente, debemos elegir { N 
} et= 1 adecuadamente para 

construir los algoritmos planteados, sin embargo la condición 

{5.14} solamente se satisface para ecuaciones simples por q>ct en 

todo el intervalo Dct; en genera~ la familia de funciones { cpª } se 
. , . , , 

asumira que satisfacen tal condicion en un numero fini~o de pun~os 
{ rk }~= 1 c nct, llamados puntos de colocación. Esta relajación 

de la ec.(5.14) conduce a un error inherente a la construcci¿n que 

sigue de la forma: 

(5.15b) 

donde h es la normá.de la partición y· r >· o_);-.:·es un entero, que se 

~Íscút:irá~n¡C1 s±~~i.el'lte.seccidn. be.este ~odo·1os algoritmos que 

se construyen no dan. los valores exactos de la 
. . , 

solucion en los 

nodos, pero pueden hacerse tan precisos como se deseen, dentro de 

las posibilidades del sistema conmputacional que se use . 

. a construir. los .. algoritmos _plante.ad.os. 
,.-,,,, 

" 

·tAn..inG>f~viH«:> 1.:Para este algoritmo·elegim0sa las funcio~ 
nes de peso {q>ct}~= 1 tota1mente discontinuas en los nodos 

interiores. De ... manera que .. fl¡ati.sfaga~ C¡pCX,l e~O y 

·····~>Jq<qif·~·-Je·!o·1err··<?uaiqui.e~.:/ll.~<i~~:~e.···:·?l'1e;.:.1a:~.#~;~:<5.:~-;s).~;;,··~~---­
f!:st~··odo i>ara ·cada· súbi.nt,ervaio·· ,riii:= Occi".' a·~xcn ha:V .. dos­

f'unc~ories~ de ·~so· linea.lm~nte independientes, . f qi~. q>~· > 
las cuales satisfacen .e*~~ = .c*qi~-~ o y se toman :i.de[!_ 

ticamente cero fuera de Oct (ver fig. 5.1). Esto conduce 

a { q>~ }~=t con ~=1,2; N=2E funciones de peso linea~ 
mente independientes. De este modo la ec.(5.15) y usan­

do las definiciones (5.13-14) conduce a: 

\. 

<Kct_141~,-t.1.'> + <Kctq>~,u· > = 

con et= 2, ... , E-1 
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<c
0
¡p;,u• > <Kl ip

1 
U') 

1 1 o Ch"> + = <gº,!p'Y> - <f,ip'Y> + 'Y' (5.16b) 

con O(.: 1 'Y= 1' 2 

< c ¡pi:: u • > < KI: _ 1 IP; , u ' 
E < f, IP~ > o ( h" ) + > = <g, ,ip'Y> - + 

1 'Y' (5.16c) 

con O(.:E 'Y= 1 '2 

alternativamente nos conducen a: 

o 'Y 
Ka,_ uct- 1 + Kº'Yu + Kl'Y duct-1 + K~'Y guxct = -<f,ip~> + O(h") et et et- dx ..., , (S. 16a' ) 

con 0(.=2, ... ,E-1 'Y=l,2 

+ Kº'Yu 
1 .. 1 

+ Kl'Y ~ = 
1 ·UX 

<g 0 ,ip;> - <f,ip;> + O(h")· (S.16b') 

co·n'· ct.=.1 'Y=1.2• 

+ Kl 'Y duc - 1 = 
e -1 ·.ax < g 1 , IP; > - < f, IP; > +. O ( h" ) es .16c • > 

con ct.=E 

· donde, del problema (5. 4 > , 

\(!L ~4) ··t~nemos>g~~\ 

K~'._Y=. ~ [q (¿-~) l et~ t 
K O"(_ [O(.] 

or.- - IP 'Y 0(.- a 

; 'Y= 1 • 2 

ec. (S.15) 

K o 'Y;.' 
O(. -

... - .. ,. . 

(S .• 17b) 

,•",, .. '·;,,: : .. 

re,1a6ione~ g~~~rales para cuando s.e abord.¡t el: . . . . . . . . . . . . 

problema de. va1ores a la frontera general esta dada ,en 
la referencia es] . 

~L~~~DV~~ 2. :Observando la ec. (5.lS) y definiciones 

(5.13-14),tenemos que una forma alternativa de expresar 

la primera es: 
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<Cll',ipd.> - <CKº)d•,ipª> - <(1< 1 )d•,iptt> = <f,lflci,,> - <g,1¡1ci,,> 

para O(.= 1, ... ,N 

ahora bien, la información de valores de fr0ntera COfil 

plernentarios estan en cd• y los valores nodales de la 

derivada de la soluci¿n estan contenidas en CKº)~·. De 

manera que si deseamos derivar un algoritmo que de como 

resultado el valor de la solución en los nodos, habre-

tal que mos de escoger la familia de funciones de peso 

C1¡1tt=O y que K 1 ipª=O. Denotemos a tal familia por { o:.} ff . cp· , d.= J ,. 
con N=E"".1, siendo E .el numero de particiones de Q. Y 

püeden se:i:- construidas de la siguiente ·forma: para cada 

a.= 1, •.• ,E-1 la función lf!"' será cero fuera de 

( Xtt.,. J , Xtt• 1 ) ; requerimos que sea continua también en Xcc,, 

esto es cpcc,(X~)=ipoi.(X&>. ver la fig. 5~1- De este modo 

·se reduce a : 

·~orma alternati:aJ l, .. : ~ E-l 

(5.18) 

+ PCJ,.uct•J t Pa,Uc:1, = ~f.IP~>_~~:;·+.O(h".f---·-·· (5~20aF:·· 

con···· oi: ,;,· 2;·:· :~··;~.::.2 f········ 

(S.20c) 

donde: 

(5.21a) 
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g 0 (q:¡ 1 )= (~ - 2aq:¡ 1
) •g 

dX X=o ao 

O(. 
Pct.- = [q (q:¡ ) ] ci.- 1 Pa, .. = 

d E - 1 
gr: ( q>E - l ) = - ( dx 

Estos son los dos algoritmos que deseabamos 

.(5.21b) 

(S.21c) 

construir, los 

cuales conducen a errores tan pequeños como se deseen, dentro del 

sistema computacional que se use. Una vez establecidos, lo que se 

hará enseguida 
, 

sera det~rminar el orden de error 
.,· . :. . 

algoritmos~ para esteoperador y en base •a· la Teor:l.a; 

también elerror súr~i<ic> por .redondeo. de números de 

finita. 

.· ' .. 

r de los 

asi como 
. .· .. . , 

presicion 

• DI.SCUSI OH DE LOS ERRORES SURGI.DOS POR TEORI A, POR REDONDEO 
. Y: AIU,..i;TICA DE-"COllPllTADO.RA. 

Em~~z_emgs .por;er:.a:~:r-or· : ·surgido ·· en .. base a • :La . C?ºlit1f~pci.bn. ·. 
hecha·. 'Ü1'la discusion amplia·· esta dada ~n. las .refere1'lc::ias [7F y· 
[6]. 

\ 
Observemos PJ"imero que el sistema de funciones de peso usadas 

" . - ' . - ' . - ' -- _. 

· · ·. pª·:r:~: éf~.'.~T8óri'tm()' 2 'sór("üJ1/~ubespac±~·--:iiF~ai-•.de -1~~.·':l:~~da~f.J?,a.r~ .. ~~··· 
algorit'IDc{:L. De. este<mddc:> ~Éltimeinos• el' error surg~do _para. ést.e 
, . . .: . ' . . . ·. . ·.. . : .. ·;, .~. . . . . .. '' l' 
ul tiino algoritmo, .. en base .. a. la teor1a. 

Como f'ue explicado anteriormente, al sistema de funciones de 

peso lo obtenemos por colocación. La colocación es Gaussiana de 

modo que: 

donde h es una norma de 

1. 

· .. \, 

con 'Y =1,2 

la i 
. , 

part c1on 
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referencias [l]-[10]) 

El autor explica que si (5.15b) se satisface, entonces se 

puede demostrar que: 

lttcX, - utt: = O(h"- 2
) 

dtL. 
1 t'(, 

'ax (5.23) = o ( hl' - 2 
) y 

(ver ref.[7] ). Donde la potencia de h en (5.22) corresponde a 

la de (~.15b), esto es r=2n+1, de modo que el error estimado en 

· b.ase a la teor:Í.a es : 

= O (ht n- i 
ciu' · d 

:a:>ca. - a:a. : = O(h1 n~() y 

para valores nodales, cuando se usan n puntos de 
' ' ' , 
colocacion 

1 

Gaussiana . en cada subint.erv.alo de partición . 
. · •. Pas~mos · ahora a la . discusión del error '···.• ·.·.· ' '·:' ;, .. > ·.'.. j •• ' ' ' ',' .·. .· ,,, ,· ' '• • 

surgido de _la 

~a11ipulacion_de numeros·de'.¡:>res~ci.on_finit~~ 

En una computadora.cadé c>perac.:i.ón aritlllética ~s a(ectada por> 

de errores de redondeo. Esto surge debi~o a que el ha.rdwa.re 
' , '' : ' , 
maqlii:na · solo pÜede repres~ntar _ un subconjunto de los num.eros 

,., "~;"-··"''· .. ''. •;.: .... ~. :. ,.,, ·--·· ·~ 
.~e~14i!s\. dé~~temos~ •a est~---s\lbcionj~n~~ por F.··· 

. : . - .; ' . : . '! -.~.,.... ·, ·' .. ·'· •. ';"'..-

El. sut:>conjÜnto. F esta d~termin~~º · por .. cuatro nÜmeros -~-~~er 
. ··- ·- . _.. , .. 

ref. [2] y ref. · [14)) : (3=base 
' .. .:;. "• , ' ' ' ' ' ., :--·::. '' 

numerica,,de la co~pu~~dora, t:1a 

presiciÓn, L=limite inferior, U=lÍmite superior. De manera que 

cada elemento fEF es de la forma: 

f:±.d1dt ... dt X pe ; OSdL~P , dt.~O, LSeSU 

y el n~mero cero 

Observese que si o~fEF, entonces ms:f':SM con:. 

\' 

80'-· 
l 

(5.25a) 
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13 1. - l m= 

M=f3 u ( 1-13 - t. ) 

Para el caso del sistema HP-gooo tenemos que: 

f3 = 10 

t = 14 

L -308 

u = 308 

(5.268) 

(5.26b) 

(S.26a') 

(S. 26b') 

(S.26c') 

(S. 26d •) 

Ahora bien; hagamos un mode1o simp1e de la aritm4tica de F en 

computadora .. Sea G e1 conjunto definido por: 

G={ X·.,.IR. ·' · m< 'X' <H 
~ ''· -.- ~ .. :•·;- . }U{ O¡} 

y al ,operador fl.:G---.F por: 
. . , . 
·1e1 cEF mas cercano a,x · . · .. 

(cuando se usa aritmeti~a. de redondeo) - . . , . . . . . . . 
- el cEF·.mas cercano a,x con lctS txt 
· ~( ~ul!lnd~ .se ~sa a:r~.:t me ti e a.. de e o r te > 

(l(x) 
<5. 28a> 

(5.28b) 

aqui dE!sprendemás' que 1a. :~~~~ese~i'~c'iJ~ •en cCO~~~tadbr:ol'' d_e 

:~m:~::r:e:::~ . ::e::c:::c:t. a:::!:i:: .· ::: . s:• r:::::~n:::¡"L:: . 
representaciones es también . inexac.ta. Para mostrar esto tenemos lo 
·sig~;Le;nte~ · ·· · 

·+,,::: , * ,/: Sup<:>ngamos que : a.c1' :.EF ~ .. asumiremOEI q~e la vera ibn . en 

computadora de a.c1' es f1(a.c1'). Entonces e1 operador f1 satisface: 

fl (ac1') = a.01' ( l+e:) donde : e:: s u 

y a u la 11amamos unidad de redondeo, y se 1e define por: 

u -
Í ! 13 1

-t .<aritm~tica de redondeo) 

l 13 1 -t (para aritm4tica de corte) 

(5.29) 

(5.30a) 

(S;30b) 

Esto es cada operapiÓn aritmética e que efectuamos con dos 
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números a,~EF (no exactos), le asociamos un error absoluto dado 

por la ecuación (5.29). De este modo la unidad de redondeo para la 
HP-9000 es: 

u(HP-gooo) • 1 (para aritmética de redondeo) 

(para aritmética de corte) 

( 5. 30a •) 

(5.30b·) 

Mensionemos que la HP-9000 maneja aritmética de redondeo. 

Asi por ejemplo supongamos que tenemos el siguiente 

algoritmo: 

s:=O; 
for k:=l to n do 

.. s:=s+XkYk; 
.. ALGORITMO 6 .1. Un ·eje111plo para :efectuar 

el. seg\lillliento d~l error pc:)r re<;lorid~o·;: 

d.onde calculamos el producto interior de >f,yEIRn. El algoritmo 

·requiere de n pasos . Para efectuar una ·estimación del error por 
' ... ' . ' ' ' ' 

redondeo\'' que tend~a el· resultado final para . S, . distinguimos el 

·v'~ioi·· :~ii/comput'.Sdora-.c:ie1·'¡)r6c1~c:t:e> ~/:·.~~<~s.:~~c:ir · t".~~<~~.·.rdTe>n···odt;ea··i• 1su 
··.valo:r: ~xacto e es~ó es > x•y). oe /este modp,:; :.rrcx•y•) ' l:a 

~~~~:~ > :~::· ~L:E,:i '"iBcirúmo & , 1 . '/ '1eceiii1:•mOs · a'cPtaf e¡, V~iC,f 

. p' . . . ~e .. =f1c }:xk.•yk. 1 . •.. : .. •,,,. ~'k'= •.•.. :.;,,;_,. '' .... ' 

·r= ·lcSí\1Ú1 
·- . . . . : .. 

'ec·. (S.29.). : ent~llces. pél_ra P=2; .. ~ ;n se tiéne 

Sp = fl[ Sp-1 + fl(Xp•yp-) ] = 
= [ Sp-1 + xp•yp(l+cSp) ]o(1.f.ct>) con 1 cS p 1 , 1 e p 1 :Su 

nuevamente p9r la ec.(5.29). Con algebra y agrupando términos: 

n 
fl(x•y) = Sn = I Xk•yk(1+~k) 

k = l 
.. . .. n 

c1+~k> = c1+Bk>Jpkc1+cJJ 

- 82 -
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de este modo ya que: 

finalmente: 

n 
fl(x•y) - x•y = ~ Xk•yk ~k 

k = l 

n 
lfl(x•y) - x•y 1 :S ~ lxk •yk 1f~k1 

k = l 
(5.31) 

Ahora bien, para obtener el fin deseado, necesitamos acotar 

las cantidades l~k f en t4rminos de la unidad u. Para esto --usamos 

el siguiente lema (ver ref.[2]). 

n 
LENA s.1. Si (1+ct)=¡.;!} 1 Cl+co) donde fc:tk f:Su y nu:S0.01 

Cuna -hip6tesis r_a.zona.b le) , entonces: 
f cq S.1. Olnu 

su demostración esta en la ref.[2). 

De este modo aplicando .el resultado de este leína a 

e.e:. ,(S. 31), bajo la hipÓtesis razonable de que nu:S O. 01, 

f fl (xTy) 

con lxL=(IXI 1, ... , fXn 1). 

. ... . 

''··~1~6~'it.~o -~müei'fa·~-: ···como--· se .;acuml..Íiarf .::1-~~::~~.r:ores:· po~ 
. .. ...~~-·-- -~<.:'_~··.::·. "- --., ·_:-~- ,· ' . ·. -.. -·:· 1-:: _::·:" _: ''.•;>'.,~.\·-~ ~,_:-,,\,,-~ :: ,;:;:~-.:~·~:5 

cuand.o . se ef~c;;.fu~ri o¡:>eraci·on~s aritmet:i;cas · · derit~c; de 

cualquier sistema computacionaL 

De este sencillo ejemplo podemos observar lo complejo que es 

efectuar un seguimiento del error de redondeo acumulativo, surgido 

de la manipulación de números representados en forma no exacta, 

donde adem~s cada operación aritmética que se efectue con ellos 
. conlleva_ . a un error < 5. 29) . 

De aqui, nosotros no pretenderemos llevar a cabo un 
\. 

- 8.3 

, .... ., . 
anal is is 

'".· .. _.-~,;~~ 

',·.:.·:;;<'~;~ ·;' ,,_' -·':t . 

'·:. ··· •. ,'. .. ·~,.,;'._ .. ::;;;!i,h;,1;;¿;~,.:;:'.,~~}i.:L.~<'; .• 1i_i~";•i~,~t~¡;1;~~-~;ii:;~tf~,':!r,~·\~;j;;~¿~;t~~.;~~~-\:ii~~;Njf;i;;,~ii:l<,:;,~;~x1,~k~· 



riguroso del error de este tipo, 

representación en computadora de los 

surgido naturalmente de la 

algoritmos 

limitaremos a hacer mensiÓn de su existencia en 

finales que presentaremos en el capitulo 

concatenaremos los errores esperados (en base a 

teórica), con los resultados obtenidos al aplicar 

discutidos. Nos 

los resultados 

VII, en donde 

los algoritmos 

implementados a la solución numérica de ecuaciones diferenciales 
ordinarias de segundo orden. 
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CAPITULO VI• 

FUNCIONES DE PESO Y ECUACIONES EXPLICITAS. 

• Í NTRODUCCI ON. 

Hasta este punto no hemos hablado de la forma explicita de la 

familia de funciones de peso { cpct. }~= 
1 

, ni de la ecuaciones expl!_ 

citas de los algoritmos derivados. Se requiere por tanto desarro­

llar estas ideas en forma expresa, asi como hablar del tipo de 

. eólocaciÓn que se uso en los. algoritmos (en el interior de cada 

· .. subintervalo de partición) , tal . y ~omo fueron pasados a 
' ' 

computadora. Finalmente hablaremos - de 
' ' ... '' ' '' '' , ' ' ' : 

·la documentaci"on. · de 

.la. 

los 

algoritmos implementados. Estos son .los motivos por los que escri­

bimos este capitulo. 

· Ant~~ de ~omeri:Zar, reC::orc:iemos _·que· nuestro ··· probl~Dlá colls:i:ste 

erf~~ntl'ar l.a: h._:1·.:¿J;~~i~n niliDe.~rica· a ~ ia ·-. e~Uacfg~L dif erenCial .·de 
' , ·, ':' ~ 

forma: 

(6.la) 

l.a frontera de birichiet.: 

y '(6.1b) 

donde el. adjunto formal de e es: 

c*v = _ 2 n dv + (b da )v "'ax -~. (6.2)' 
' ... \ 

·ae eéite modo_ empezemos con .. el tipo: de las funciones de peso 

.usadas. 
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• CONSTRUCCIOH DE LAS FUHCIONES DE PESO. 

Las funci.ones de peso fueron construidas , para ambos 

algoritmos, de tal forma que satisfacieran la ecuación adjunta ho­

mog~nea de (6.la) en puntos específicos llamados de colocacidn 

(ver-ec.(5.14)). Tomamos n puntos de colocación en cada subinterv~ 

lo. Partic ionamos a O en nct.= ( Xa.- l , Xct) para el caso del primer 

algoritmo y na.=(Xct.-1 ,Xct.•1) para el segundo. Donde en el primer 

caso nos colocamos en n p~ntos, y en el segundo en n puntos por 

(X~-1 ,XC(,) y en n puntos por (Xct.,Xct.•1 ). Estos puntos de colocación 

correspondieron -a la k•ésima ra:l.z (real} del n•ésimo polinomio .de 

Legendre, los cuales fueron transladac:i-<?~ a nct; de manera que se 

uso coLoca.ciÓn. Ga:v.s~ia.'71.a. De este modo, para· cada 0(.:1, ... ,E.~ 

las funciones de peso se construyeron de tal forina·que satisfacie-

ran: 

{ Xci.k . } ; = 1 e nii (6.3) 

• ECUACIONES EXPLICITAS. PARA LOS ALGORITJIOs·. 

Comenzem~s por 1a exposición de las ecuaciones explicitas 

:. <; .• ~.,Rar~ -~l.,<?"8-.i:í,ó d-~~ .. algoritmo 

110..«icilR o VIHCI 1 . : Para cada «~ 1 , .. c. ~ ¡:· ~soci·amos . funcio..,. 

nes de peso linealmente independientes { ip·~, q¡~ } , lits 

cuales debemos construir (ver fig.6.1). Estas satisfa-

cen la ec. (6.3) en n puntos de colocación y son cero 

fuera de Oct.=(XC(.-1 ,Xct), adem~s de satisfacer de que su 

salto [q¡C(.] y el salto [q(qiO(,)] (ver· ec.S"Sb) sea diferen_ 

te-de cero en los extremos de Oct. (de acuerdo a lo discu 

tido en el capitulo a~t~r¡or). -E!;t~ -se i'ogra -expresand: 

a~~ (~=1.2) como un polinomio de grado G=n+l, como se 
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vera en seguida: 

~I ••• 

FIGURA 6.1 Las funciones 
de peso { <Ptt }, 'Y=l,2. 

"( 

en:tonces suponiendo que: 

"' ·. -., 

C(.(· .. ) G l ·. J 
<Pe x = ~I Pcr.J·<x~xot>·.-·.+ 1 

J = l ' ' ,. 

= .I P~j (x-xC(.- 1 > j +. 1 
J = l 

con G=·n+l 

<6~ 4a). 

(6:4b) 

:·o6~~:fvi:i~~ que' E!l. : limÍtE! • .. por .. J.a derE!cha_ c:tf:! ... IP~·. E!n.· ... xd.-1' es 

" i''.. si~j,larmente. 'parél IP~~ ~edim(lr:i. ~~E!. ~i<x) .~~ti~·fag~(: ~··. 

~*,n~(rC(.k) = o en { XC(.k }n · 
... ' \ ' k = l 

''"'"·L~.,,.;;,,).,;:::.<:!~.)nanera que si hablamos .. de c()lócaciÓn 
.:< .. · · .. ;.; · f orm~•. ~~pl':f.~'fta, d~ Xctli ,.es'''.'.l.a~ sigifie·n,te·: . 

·~,):, . . .: .· . ;: .. -: .·, : \'. . . . ~·· 

Xctk · 
· 1 + · rk 

=· XC(.- 1. + .... ( 2 . >J.}(ct 

con i:S k:S n 

(6. Sa) 

Gaussiana la 

donde rk 

Legendre. 

es la raiz k•ésima del n•ésimo polinomio de 

Ahora bien, pedimos que: 

ip~(Xct,- 1 ) = <P~(Xá) = O (6. 6) . 

esto es que las funciones de peso sean cero en el com-



plemento de Oct=(Xct-1 ,Xct). 

De este modo las ecs. (6.4-6.6) junto con la (6.2) 

conducen al siguiente sistema de ecuaciones: 

G 

O[. 
PAR.A ¡p

1 
: 

G l .r Pctj (Xct- 1 
J = l 

- Xct)j = -1 

J; { j (j -1 ) + j c ( Xot.k ) (( k-1 )( Xct - Xct- 1 )) + 
J = '· 

·. •+ d CXot.kJC e k-1 > cxc:t - xcc.~.1 r> 2 > •. 

• P 1 .((k-1)(Xct - Xct-1 ))j-t 
otJ 

. .. j t Pii._; (Xt( ·.-; )<é:t~ 1 -> j .= ... :-1 . 

,'.·,•. 

+ d ( Xot.k) ( k ( ){C(, -Xd.- 1 ) ) 
2 

} • 

-d (Xctk J 

·-· Pd,jOi< xct ·¿· -x~-:·"'·>·> J 0 1
· . .;;.·~. ~arx0i.1c,.>,~ .. ,:,,'.·•;, ....... . 1 •.• 

k = 
1 + r,_ 

2 

d(x) = b(x) -

c(x) = -aa(x) 

da.Cx.:> 
dx 

y k= 1, ... ,n 

(6.7a) 

. (6 . .7b). 

. . 

:<6 .·8~·>•. · · 

(6.9) 

Mediánte l.a. soluci~m del sistema de ecuaciones ( 6. 7-

6. 8) podemos expander expli.citamente a q)~C~), y son 
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suceptib1es a pasarse a computadora. Donde se necesita 

resolver dos sistemas de (n+1)X(n+1) en Cn+1) inc6gnitas 

A partir de la expansi¿n de ~~(x) podemos obtener a 
o 'Y 

1{0(,- • ()(, • 

(5.17). 

.,.o l -
"et- -

K l 'Y 'Y 
el- , et • co , 1 • con 'Y=l,2 , por medio de las ecs. 

De este modo: 

- Xct) j - t 

K~~ = O 

Kt t = -1 
CI(. 

. G . ·. 

1<º 2 = I JP2 . <xa. - xa.,..1. > 
(l(, j: l . ··. cx.J . ·.· .. 

e' 
'' . l 

K12 = 1 a.-

=. '-1 ; 'e!: = 
"' ·;- ·'· 

·e·~ .iP1 .:<-x1 >j-•tg'~·•· 
jf1 ct.J . . . .... ··. "º 

(6.10a) 

(6.lOb) 

(6.10c) 

(6.lOd} 

(6 ~-1oe > 

(6.10f .. ) 

,_·_.·. 

· = •·· "- e P~~-·~· · 20. f1 r>i~:~. ':.. · ;"~< ~:dfo~;>· 
. . ' ~·- . "· . },'~ ;-,o:· 

De este modo podemos 

en forma explicita y en 

.C6.lOg• > .. · 

expresar las ecs. (5.16a•-c•) 
. l el 

funcion de las ~'YCx>, tal y 

como pasan al sistema computacional. Hemos de sñalar 

··que los términos que.contienen expresiones de la forma 

<f,¡p~> las dejaremos indic,adas , al final de ésta· 
secci¿n 1as desarrollaremos en forma explÍcita (usamos 

1. 

- 89 -



integraci¿n por c~adrat~ra Gaussiana), de este modo las 

ecuaciones mensionadas quedan como: 

(6.11a) 

et= 2, ... , E-1 - 'Y=1,2 

= (6.11b) 

para oi=1 'Y=1,2 

= (6.11c) 

.. para et:. E 'Y= 1. 2 

, t . 
mas explicitamente, e intercambiando columnas: 

............................. :(6.'11a• d 

. 
1 

du
1 

·· 

-<,:~-f .. l·· -:~~ -~ ~-~·) )~~·1 ., - ·d:M;,~~ ... ~· .. = 
:~ .. -~.;. .. :~_;.:·_i . ., .. :··' ··:···~.~:"'" 

f 
. t 

< • "'1 ) + o (hl') 

(P1 . ._2e (0) )g~ :_ :~f.·;, in! > .+. O{hr. ) 
.·11 .. "'º 'P4 

........ (6.llb' ') 

du. G 1 j _ 1 
_;.~Xll + (~}: jp .(Xc-1-Xc) )uE-l = (2e(1)-P~ 1 )ga

1
- <f,q>~> + O(hr) 

U.X. j: l E J 

.... ( 6. 1 lc' ) 

90 
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= 
G 2 j-1 1 I' <-I jP .(1-xc-1 > )g81 -<f,ip 1 >+O(h > 

j = i e J 

....... (6.11c'') 

De este modo hemos desarrollado en forma explicita las 
ecuaciones que son usadas para la implementación del algoritmo 1, 

a ecepci¿n de los t~rminos de la forma <f,~~>. 

Pasemos ahora a la exposici¿n de las ecuaciones que se usaron 

en la implementaci¿n del algortimo 2 . 

. '.·· .·;. .··: 

llll.«J~IR O lrD1t' 2. : De acuerdo a . lo ··indicado 
'í ·. .. .·. 

en el capitu1o· 

anterior, para este algoritmo, requerimos que las fun­

ciones de peso tt )f 
{ IP-y } ci.= t 

íle!.=(Xtt- t , Xct.• 1 ) c:D y ·que ip~ se anule 

sean continuas en 

fuera de Qci.; ademÍls 

' d~~~>satis.ilicer·l~ ec~(6. 3) en . n· puntos. de c6locaci6n~ 
' ~' ' ,'; -~ . 

~¡¡:~:i:u::1::!:":~n~i: <::~"~::~":~2>~on.~rr"""" un 

••• 
FIGURA 6.2.Funciones de 
algoritmo 2 ( { ip~}). 

.'._ .. ,· 

PeSO· .,ara el 

De esta manera suponemos a las funciones de peso de 

la forma: 

91 1. 

(6.12) 



y le pedimos que satisfaga (6.3) en: 

xd. + 
1 + r 

(--2.--1<-) ( Xd. - Xci.- s ) (6.13a) 

Xa. + 
1 + r z . 1t ) ( Xct + 1 - Xci. ) (6.13b) 

donde rl< es la k•4sima raiz del n•4simo polinomio de 

Legendre, esto es 15k5n, estas relaciones dan, natural­

mente n puntos de colocaci¿n en (Xd.-1 ,Xtt) y n puntos de 

colocaci¿n en (Xd.,Xd.•1 ). De esta manera la funci¿n 

es continua: en X=Xct.. Y la hacemos cero fuera de not si 

cp~ (Xci- s ) = qici. f.Xot• 1 > = o . 2 . . 

de modo que tenemos n+l condiciones (6.13-14) en n+1 

incógnitas (6.12), lo que permite expander a 1a función 

·de peso qi~ en nct.. Entonces podemos esc?'ibir, por 

·(6.,'14): 
> \~ .. • •• -

. ': - •. - -~ 

G . .. 
_¿ P~j (Xot• 1 

J = l 
- Xct) j = .I P~j (Xct~ J 

J=l 

.·. . :;-- - -· . . ........ y.. p.or ( €> ,_ 1_~ t : 
-:'".";' ''.>"'·-;,:.>:.;:-.'"' ., __ .. ,,_.,:.,._, ., •. --,w,.~·.- .. -_ .. ,,,,: .,. -- . 

<jt' . {,] < J-:f) .+ je c·x¡k >.<X;i{, :-."~~) .+ ·· 

+d(CXJ .. ><X;ik - Xci)
2 }•P~j<Xotk 

. Xci) j - -1 

con c C x) = -2a ( x) d(x) = b{x) da ax 
y k=1, ... ,n (puntos de colocación> ; con ~=1,2 

una ves determinadas ~~ , podemos expresar en forma 

.. ····explicita l:as ecs-.. ( 5. 20) , para logra.r . esto tenemos que: 

1. 
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Pct- = 
et G 1 

[q < <P-v> l tt- t = .I jPcc.j (Xcc.- 1 
, J = 1 

- :xcc.) j - l (6.16a) 

Pa... = 
- xcc.) j - 1 (6.16b) 

(6.16c) 

G . 
( ~ j P 1 . (-X t ) J - 1 

) g 
jft CC.J ªº (6.16d) 

(6.16e) 

que: 

G 
e .I jP~j <:Xct- 1 

J .. 1 . 

:Xct) j -· 1 ) u + 
CX.• 1 

1 ... 1 · a.· xct·· 1 .. · .. · 
Jfct1·.-; , f.'o1.1 > ~·ilt · = < f,'. • lj) 'Y> xct,.: 1 + o Ch > 

" '" .... "' .. .. " .,, . . . : . :·, ' ..... ~ 

tt= 2 .... ~i:-"2 - '· .... ··. :··· 

.... -···· ····· 

para. 
- : ·' . 

( -I j p 2 . C Xt - X1 ) j -
1 

) u 2 + ( P! 1 - P! 1 ) u 1 
j = 1 1 J 

= 

·. ~;,,,, .. :~·· ... ~-}l~~J ~!:jJ~l{•).j ..... 'li?é~.,,~:. q <.~-~. r·.····. 
·para. · cf,./1 

f 
et XC ~ 2 ) j - 1 ) g 

< ,ip-v>xc-2 + ( .L jP, c-1 l J.(1-X< c-1 l 01 
t J = 1 

+ o ( hl' ) 

para ct=E-1 

Esta es la forma explicita 
' .. "' 1 ' . 

en que se implemento, 

computacionalmente, el algoritmo·2. 



Una vez expuestos. en forma explÍcita, los algoritmos 

implementados. 

expresiones de 

uso C'll.a.dra.t 'l.tra. 

pasaremos a hablar como se implementaron las 
el. Xct ' la forma <f .~~>Xct-i. Para evaluar estos terminos se 

Ga'l.tssia.na., (ver refs.[1) o [14]). 

La cuadratura Gaussiana de orden k de una funci¿n f con 

soporte en [-1,1] esta dada por: 

donde 

1 k 
ff<x>dx ~ }_: w. f(x.) 

-1 i,:1 " " 

k es el orden de cuadratura 

w. es el coeficiente de peso 

(6.18) 

.. " 
X¡, i'éisimaraizcleilt•ési~~·polinoliio;de 

Legendre (l!ii!ik) 

Si FCx> tiene soporte en [a.,1'], tenemos que1a función: 

. t: . ·c-1,iJ 

mapea univocamente [a.,1'] en r~1.11 si 

,'·. · .. '··· ·· . 
... : .. ,,; .. ,, 1.::_,,_,,,, f··~ '": '"'' ' , ··:~. ''-?."'::_•",_,;: , •• .-,- ., •. ,_, .. ,·~~ ._,;,. 

.. <• .. >Y· ..• ~~- ·~~ii'ne :c~mo: · 

= 

ahora bien. usando (6.18) y (6.19) tenemos: 

~ 
fF<x>dx = 

a. 

donde tt -toma los valores de las raices 
" . . , . . ' .. . . . 

del k'esimo polinomio de Legendre. 

- 94 -
1' 

(6.20) 



Derivemos las ecuaciones expl!citas' para el caso del 

algoritmo 1, para el caso del algoritmo 2, 

forma similar. 

se pueden obtener en 

o • • • • •• ct.- 1 O(, ¡: - 1 

FIGURA 6.3 Construcci¿n de la 
Cuadratura Gaussiana. 

en· este ca.so <ver fig.6.3) tenemos: 

y tomamos: 

= j f<x>~f<x>_ para 

f f'<x>«P°'<xf .·pará . . . 2 . , .. 

f(x> es la en. que hace 1a igualdad en 

entonces: 

con 'Y= 1 , t 

Xc 

'Y"' l 

donde~~ estan dadas por las ecuaciones (6.4), de modo que en 

·forma explfcitél la ecllaici¿n anterior queda como: 
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l k fF1 (x)dx -
- l 

xa.-xa.- s 
2 

L { w. f ( ( Xtt-Xtt- l ) tL +Xtt+Xct- l ) • 
¡, = 1 ~ 

1 fF2 (x)dx 
- 1 

G 
• ( l + l pi . ( < Xct-Xc:l- 1 1 1 tL -11 ) j ) } 

j:1 ci.J 

k xa.-xa.-1 ~ { w. fc<Xct-Xct-11tL+Xa.+xa.-1 
- 2 ¡, f 1 ~ ) • 

G 
• ( 1 + L p2 . ( ( Xd--XCX.- 1 ) ( tL + 1) ) j ) } 

j=s d.J 

(6.22a) 

(6.22b) 

donde las constant~s wL y t¡, 

ap~rec~n.en.la e6úaci6n (20). 

son los peso~ y raices que ya 

Finalmente, es posible demostrar, que el orden en el error, 

la. cuadratura Gaussiana es del tipo: 

o ( h2 k - 1 ) .(6.23) 

. . : :,:. ' ,., ' ; ., .· -: _:·,: ~--~ ~~,,--; 

Pa's~mos a . ha~lar, ~. bre..,em~nte, .fle la :i.m~-l~k~rit~~I:Aí{ de, l()s/dos ,-
•. ·.'{¡.;., ·~:~;·; :;'"-

· é _.ALGORI T110s··1·11PLEllE:HTADOS. 

-- i;·ri···;·J,.· :~-·~~riai\:~·: ·Á P~~t;~'íit:S'riios. éi · t{sta:¿to·/'(1~1 ·a11:ór:·1:tmo, 1 ~·- ···· --~n 
B e:Í clei aÍ~cS~i-~la6' 2>istos se pfesentan <~n.· form~· :t~talmert~~ 

. ·. :.·: ~-:. ·. .: . 

....... ''documentada, Y"estan ·relizados en.l..e:n~ti,aje. rorjr,a,n TT ~-n. el sis'te:-

ma HP-9000 .. 

Hemos incluido un ap4ndice e donde hemos sustituido al Pro­

€rama Principal por otro, de tal forma que, la nueva. sustituci6n 

permite la obtención iterada del error obtenido (como puede. 

y~rificarse inmediatamente), el cual será presentado en el 
·-' t 

siguiente capitulo. 
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Finalmente mensionaremos que hay una diferencia entre el 

algoritmo 1 y el 2 en lo que respecta a la obtención de raíces del 

n•ésimo polinomio de Legendre. Ya que el primero utiliza las 

raices y pesos almacenados en el archivo DATOS, mientras que el 

segundo calcula las raices mediante la rutina LEGENDREC). 

Finalmente, el algoritmo 1 resuelve la ecuación (6.la) con condi­

ciones de frontera (6.lb); mientras que el algoritmo 2· resuelve la 

homogenea de {6.la) y condiciones de frontera {6.lb). 
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CAPITULO VII. 

EXPERIJIENTACION NUllERICA. 

• I NTRODUCCI ON. 

En este capitulo aplicamos los dos algoritmos implementados 

(los cuales estan listados en los apéndices A y B), a la solucibn 

numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias de 2ndo. orden 

. Para estas soluciones efectuamos un an~lisis de error, mediante 

la presentación de una serie de gr~ficas de InCerror) vs. InCpart~ 

c.i/in) .Ó·I'A(er.ror~ vs. l'A(coLocaciJ""). según sea.el caso .. Para de 
.• .. . : " e' • ·. ' .. · • . .'" ., I " " -.· . '· ·:.: . . : . ' I , 

este modo efectuar una comp~raci.on E!ntre la· solUcion aJ:>r,oxirnada · y 

la solución ~n~lÍtica de la ~cuaciÓn ~iferenci~í. 

Comenzemos entonces exponiendo las ecuaciones diferenciales 

.que se resolvier9i:i numéricamente. y seguiremos con el tipo 

· /.'':;~n~l·i·~i~ :,~e{ e~~or qU~ 15Je' efectuÓ'(' ·finalmente - expondremos 

'.···· r_esultaqos mecii~ñt~ uné s;~':i.:e ci~.'~r~~f:ipa~. é;, ' ·' ' 

,:·::..-

• ECUACIONES QUE SE RESOLVIERON. 

de 

·-·::-"· 

·_ Fueron :cuatro··- las. ecuaciones que se resolvieron numéricamente 

·- - - !"os . ··a~~~r-:i~~~s· ~¡;..-~i~~ent;do'S: . ~~ia - las -.~·cuál.es " -se 
• - ' ' ~. ~ M • '~ "•-!•:c;.';:;•¡~r;~~:".'r".,"'::~.'-f'+/<.·":"~"b·_..~-.":~~I•" ".~•,'~:.:,:,:;;'. 

,· .. · s:i.guierbn criteri'os distintosl de. ~ é~~li~:L_#: ..... --~~de eiror: 
-- solucilm ap~ox~.;.~dá y solueibn ·· anali tida de i~ ~bJ~clb~ 

diferencial. los cuales expondremos en,, la sfgÚierite sec~iÓn. 
Las primeras tres ecuaciones que se resolvieron son .pivotes, 

donde llevamos una exposición extricta de gr~ficas del error 

esperado (tebricamente) y el obtenido. Ya que en ~stas conocemos 

la solucibn por medios analíticos. Mientr~~ que en la tercera no 

es_po~~~le c~nocer la soluci¿n analiticamente~ A las tres primeras 

ecuaciones les aplicamos dos ~~iieri~~ d~ ~rro~ diferentes~ y a.la 
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tercera solo es posible aplicarle uno de los 

criterios de error. 

La primera ecuaci¿n que se resolvió num4ricamente fue la si-
. , ' guiente ecuacion homogenea: 

2 

d u ~ du. + 2 u 
dx 1 - l+x 1 ax l+x 2 

O con 0:$X:S1 (7.la) 

y condiciones de frontera: 

u(O) = 1 u(l) = O (7.lb) 

donde 1a soluc~¿n ~ 1a ecuaci¿n diferencial con cóndiciones · a la 
,,' ... •,• 

frontera ·(7. lb) es: 

U (X) = 1 - x 1 (7.2) 

. , 
Esta ecuaci¿n es suficientemente sencilla y servira para 

. probar al· algoritmo 2 (ya que este sÓlo resuelve ·la homog4'nea), y 

. al :~Úgoritmo 1 para cuando fn es cer_o, 'Ver ec. (6 .. la) ~. A esta ecua.,:. 

: ci~rii~ ap1Íi~ai~m~~Y16a···· .<:Ida·· C:riter..ios·· de :~rr~·f. Cde.::-l.c;>1:1· 
·,. ' .. ." ....... :· <. :. ·.· ·.. .. . . . .. . . , . <;:'··. < .. 

. ha~ia:~::g::~~·~:::~:~:t:u:e:::::::remos . , 
sera: 

d 1 u du ·axt: + p ffi'f·. + qu = ctSeJ'.l{bx) + f3Cos(bx) 

·y condiciones a la frontera:. · 

u(O) = 1 u.(l) = 1 

en O:SX:S 1. {7. 3a) 

(7.3b) 

con los valores que hemos elegido para b,ct,f3 en la anterior 

ecuación, obtenemos una ecuación que oscil~ s~ficie~teme~te en 

[O, 1), y con esta podemos probar la bondad del a1goritmo 1. 

Podemos tener 1a solucion anal!tica de la anterior ecu~ci¿n: 

. u ( x ) = Ct ex + Ct xex + ÁSen ( bx) + BCosTbx) (7.4) 

1. 
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con: 

y: 

C1 = 1 - B C2 = [ 1 - ASenb - BCosb - C1 e 1 
) I e 1 

A = o:. • Bbp 
q - b2 

B (3 ( g-b 2 
) - a.bp 

b2p2 + (q-b2 )2 

La tercera ecuacion que se resolvió es la homog~nea: 

d2u + 4on2u = 
dx 2 

o con OSX51 

y condiciones a la frontera: 

u(O) = O 
1 / 2 

u(l) = Sen([40J n) , 
donde la solucion, dadas. las. condiciones a la fronteraves: 

-·u { x > = ·sen.< [40 l' / 2 n~J .. · 

Finalmente la cuarta 
. , . , 

ecuacion que se resolvio es 

(7.Sa) 

(7.Sb} 

(7.6) 

la que 

aparece en problemas de transporte y difusión cuando el 

transporte es,dominante. ·· Nat_uralmente, 

""··•····. dimE!nEl~Ón. 'Yien•.est,ad(), est~~i()riario.;~ 
tercér,a~duaciÓnaiesolver a: 

de 

- 4·X e . 

>·--, -
' ._, 

d 2 u 

dx 2 = O con 

la sujetamos 

.este 

05.x:Sl 

con: . v.(0)=1 , u(l)=O 

·· ·;,· ~~-~':f'i~ití~•"aÚ~~rrl'ai1v~::·: 
... ~~ 

·.·.d·· 2. ~; ••··.···· . . ... 4 . ... .'d•· 
"" -. e X> . ..,· : ·.o 

che 2 """Qx""'" 

a una 

Esta ecuación no tiene solución an~lÍtica; y soló 'puede ser , . , . . 
resuelta por metodos numericos. Una forma de resolverla es, por s~ 

puesto, por los algoritmos implementados; hemos usado otro método 

,de cuyos resultados efectuamos las comparaciones con los resulta­

dos de los algoritmos implementados, éste segundo método elegido 

.fuéel. de Cti.a.d:ra.t'l.l.ra. Ga.ussia.na. (que sabemos tiene un orden de 

presiciÓn de O(h 2 k•t) ). 
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De este modo tenemos lo siguiente, por reducción del orden en 

(7.la'): 
X 

u(x) = K1 f exp(~ e 4 x)dx + Kt y (7.Sa} 

~ =- 1<1 •exp(!.... e 4 x) 
!.'X 4 

(7.Sb) 

con: 

- (/
1 

exp(!.... e 4 x)dX)-I 
o 4 

Kt = K2 = 1 

A las ecuaciones (7.6) las podemos resolver por cuadratura 

Gaussisana. Observemos los siguiente: resolveremos a.n.a. l. i ti e a.mente 

a la ecuación (7.5) por cuadratura Gaussiana, y a con este 

resulta.do compararemos .la so li¿ci¿n a,proximada que surge al aplicar 

· los algoritmos implementados. · , . · · · · ·. · . . ·· . 

'Hablemos ahora de "16$ dos criterios de error que se Usaron. 

e CRITERIOS DE ERROR UTILIZADOS, 
Hemos usado dos criterios de error distintos, para pr.asentar 

:comparaCiolles entr~la .liJoluci.Ón ._11na].{tica de . la~" -ecuac·i~~es:>•Y;. 
-~r'iü6i~n. -~~roximad~·.qu~ surge al aplicén• ';~i mé~~~d .. ·.· 
\A.ntes d~ ~~- expoi\l~J¡ón vea~~s .. la l:Ínea que seguimos para 

realizar el an~lisis ~e error. 

De acuerdo a lo di~cutido en el cap:ltulo V (ver ec.(S.24)), 

.::.:or;· ~~:r,~:~~~- ;~e -la~co?ll~f:i;'ucéi,§.ll: •. ~ll:; .. b~~~ ·ª·:Ja .~~<¿~.:la·. esta .. :.:.dado. 

con 1 
= e:" 

donde tomamos~ 

1. 

e = el error. 

e= número de intervalos de partición de (0,1). 

h = norma de la partición de [0,1), en este caso~ 

n = orden de colocación Gaussiana en cada 

partición. 

intervalo· de 

De este modo tomando logaritmo natural de ambos miembros de 
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la anterior ecuación tenemos lo siguiente: 

l log (E:) 1 = ( 2n - 1) l log ( h) 1 = ( 2n - 1) log (e) + M (7.10) 

por lo que si tomamos: 

e = constante 

n variando {2,3, ... } 

tendriamos una gr~fica de la forma: 

llog(8) 1 

< 2 n - 1 a. 

FIGURA 7.1a. 

, _ ,.don,~4:· ~·c:>s- errore,s, peq\,leños andan 

Y-~'~ pen~iente .ae -· 1~·;-~ec't:a ·es 

poi' ab_cisa a. y lqs. cr:ande,s;_B_()r_ 

· lb-ge~>~~ .-.. ,Aiterrt~t·i.t·~~en¡~'.:¿~i./ . <:-1 
:-:-,· 

n = constante 

e - variando {4,8, ... } 

<1;.:;;~-:~6t;~ri(j'.l'-1~ri;o~ c\lri~L &:r..af.ic.~:.i4~)~~- f~-~~'ª:. -
... 

Loqc a.> 

FIGURA 7.1b. 

Loqc b> Log< e 

y esperariamos que _tuviera. pendiente 2n-1 .. 

'.'.',·,' ', 'e,. ':.::. -.·";~ • •,;:~ ,' '< • .'• ;.: •• • 

. ·:::;/\_; 

Naturalmente debemos acotar el conjunto de valores posibles 
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para la partici¿n e y colocación n, ya que estamos dentro de 

·-; ... :: 

unsistema de cbmputo real. Los hemos elegido como sigue: 

e = {4,8, ... ,48} 

n = {2,3, ... ,10} 

De este modo si tomamoe e=cte y variamos n 

(7.11a) 

(7.11b) 

(dentro de los 

valores posibles) entonces esperaremos obtener gráficas del error 

de la forma de la figura 7.3a. Similarmente- si -tomamos n=cte y 

variamos sobre e. 

Para lograr lo anteriormente dicho _hemos sustituido el 

Procra.ma.Principa,1, de 1013 algoritmos, por otro ·que· permit~ la 

obtención iterada del error' como -f\Je menefionado en ei ' capitulo -

anterior. 

Finalmente los dos criterios de error que seguimos, en las 

comparaciones de la solución anal:Í.tica con la aproximada, f'tieron 

1ois• siguientes: --

A ras. cuatro ecuacion~~ leEI apliCalUC>si ei · sigüÍ.~nte. c~.i·~~~Í.o: · 

CRITlRiO 1. 
Da,da,~na. partici&n y una col.oca.iJn en lo,zJ, el error_ 

de la, soLucidn a.proxima,da, con respecto a la ana,l~tica,, 

-d_a..,~po:r.•-é.L.~a,l~r . . ~oS"(l_!~t-d 'de ·-t.a'.diferencia..~~~e- 1.a, sol.'tl. 

ciÓn a.?i:á.tJt ica CO'n. ,la. ~prof{mad-a. en it;,( pun:~~·'·-;;·brtrC,i'~o 
de lo,zJ. 

- , ' - --:·. ·: · 
Hemos escogido al punto X=1/4 por razones tecnicas, ya 

que este valor permite particionar a [0,1] en múltiplos de 4, de 

este modo podernos efectuar suficientes compa,raciones. 

Con lo que respecta a las primeras tres ecuaciones, para las 

cuáles conocemos la soluci¿n analltica, s~guimos además el 

si~uiént~ criterio: 
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CRITERIO 2. 
Da.da. 'U-na. partición y 'U.na. coloca.iJn en Co,rl, el error 

de la sol'U.ciÓn aproxima.da con respecto a la anal~tica, 

se da po~ el m~ximo valor absoluto de la diferencia de 

la sol'U.ciÓn anal~tica con la aproximada en los puntos 

de partición de Co,zl. 

Este criterio parece ser 
.. 

mas y es diferente al 

anterior. Es especialmente id¿neo cuando conocemos la soluci¿n 

analitica de la ecuación diferencial. 

Pasemos, ahora a los resultados obtenidos. 

• RESULTADOS OBTENIDOS. 
Atrav"és de las gráficas 7.1 hasta la 7.30, damos los 

resultados obtenidos en l.o que respecta al valor absoluto de la 

_diferencia de la solución aproximada respecto a l.a anal:Í.tica. Mien, 

· · ---.·:·:t:-~~~-s·. Ci.~'~(·c;.~ :·'.·:.1~;.:-.. ·f-i:g-~t.~f"-.. ·~? -~-~> 8 ... :¡_a-.- :7:. ?: :·.: ·,-·. vem·~S. como·· se a~·er68- · :l.·a ·so·1u~-­
t°:i.6J'l apro>Cimada a i~;:~Íli:tÍ:Í.tl~.i y su 'Cíer±;0ada s~~üri.·sé~ ~i: ~~~¿; d~ >. 

las ecua.ciones 7. 2 •. 7. 4, 7. 6 y 7 .. a. 'r~<iéls ~~ta gr~f:td~s 1as anexa'."" 

mos al final del capitulo . 

. ~\< .. "-····'· ... , .... ~.~.:·:7,.~: ~primer· grupo- de ~ gráf~cas, ~~ponemos al l loc-(err:or) 1= .. 
J}3~cc5 1 ··. vs. ··{t:~:€-C:·:p4;t'i:b··{ó?t.r1;·ltoi'?e:>·rn ·.o· éniimero· de· co·locac iÓn> = .: 

. é'2•n.:..p '!Jf3gÜn sea ºei ~al:t·~·.·. ' ... 
. ,. ~ ' -··~--" ., 

Para el caso en que grafi.camos· tfo'g(élJ 1 vs. ft-ogCeJ ¡, 
usado los. si.mbolos que aparecen en la siguiente tabla: . 
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s~mbolo 00,$0 

+ n=2 
• n=3 
o n=4 
X n=5 
6 n=6 
e n=7 
<> n=8 
• n=9 

10 n=10 

TABLA 7.1 s{mbolos utilizados 
t cuando se grafica llog(EJI vs 

t tog( e) I · 

Mientras que cuando graficamos ftog(e:) 1.ys. (2*n.".'.'1.:>, 
.·:. ·¡ :·'<·.' .· 

siguientes simbolos: · 

~ . 
S\.mbo lo 

+ 
* o 

)~ .. :· 

D. 
() • .. · 

•• '1.0 

caso 

e=4 
e=S 
e=12. 
e=16 .· 

>e=20· ... ·. 
e,;;24 
e=.28 
e=32·· 
e=36 

TABL 
~~an 

7.2 s{mbo1os utilizados 
. t 

o se grafica j~og(e:)I vs 

( ª*"' ·zy;· ·-
., ..•• ~-., --·:.•.•1,,,,.- .-~' ":·:,).'..' ..•.• • _,_,. " 

-- .· ~- ~:.::_:.~ ~.: .-. . . 

el· caso de las figurá.; 7; 2::_7. 7, <he1!Ú~~ " ~6~rtcid · -~1 
programa en cueí:itión para ias cuatro ecuaciones ·ind~~adas a.11-t:~r,~'c:>!:. .. 
mente, en donde tomamos n= 2 '· e= 4 y n= 4, e= 2.0. En estas figuras 

aparecen ia solución analitica y las salidas de las corridas del 

programa en cuestión para los dos casos de colocación <n> y parti­

ción (e) in~icadas, hemos usado 1os siguientes s{mbolos: 
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,· 
\. 

simbo lo caso 

linea continua solución anal:Í.tica 
• n=2 y e=4 
e n=4 y e=20 

TABLA 7.2 Sfmbolos utilizados 
cuando en las figuras 7.2-7.7. 

De este modo tenemos las siguientes tablas, que nos .indican 

qu4 representan las gr~ficas (de la 7.1 a la 7.30} y las figuras 

(de la 7.2 a la ·7.7). 
, 

Para el caso de las graficas tenemos lo siguiente: 

e><:YS!:: n Ó e cr,;ter,;o error en el ,valor error en el va.lor de 
Ct.On constante de error de la fv,nc,;on la. deri, de la f'tJ,n, 

Donde 

n 7.1 7.2 
7.3 7.4 
7.5 7.6 

n 
1 7 .15 

e 2 7.17 7~ 18 
1 7 .19 7.20 

7.26 
. 7.28~ 

. -- . 
TAB~~ · __ 7\4:~ ._ ..• -.-~9ü~C:L~nE!~···~ue ·!l~>r~~olvi~;.,¿~--~-~ri•·~···•>· 

·· ·el algor:i,tmo 1 ~ Rélacion de :ra presentacion · 
. de los resul tadós ()bte.nidos en ios errores. . . 

para tales 'f · gra 1e:as hemos utilizado los s:Í.mbolos 

enlistados en las tablas 7.1 y 7.2 según 
, 

sea el caso de n o e con~ 

tarite. Para el caso de las ecuaciones analizadas con el algoritmo2 

tenemos la siguiente tabla: 
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<:lfé.Af J. C..-A 
, 

e~y~ no e criterio error en el,valor 
c~on constante de error de la funcion 
-----4--·---·- ~··-----+···-·-·-·--·-··-···-··-·-----·--··--------

n ---~---- -------~--·--·--····--... 
7 . 1 __________ ,!_, __________ 7_._l_Q. __ ., ___ _:: ___ _ 

e --=2---t .. ----.. --_7_:.J-.1_ .. _______ _ 
-----t---------1----~1---+---------_?_,_J._? ______ _ 

n ___?. ______ . ___ , __ 7'--'-. __ 2~1"'-----

7 . 5 --·------t-----1----+-------7_. ~-?--.--.. --~= 
e ____ 2=----+-------'7-'-. "'2;;.;:~----

1 7.24 

7 . 7 ----'º'-'----+---'1°'-----1-----7'--'-.~2;;..;9'-------t 
e 1 7.30 

TABLA 7.s. Ecuaciones.que.se resolvieron con 
.. . .· l. .. . ·. . . ', . 

el algoritmo 2. Relacion. · de la presenta'ciop · 
de los resultados obtenidos en los .errores. 

Nuevamente los símbolos utiiizados para las gr,ficas de la 

ánterior estan listados en las tabl.as 7.1 y 7.2 según sea el. 

Mientras que para las fig\~as t.;ne .. os iássiguierite~ tablas, 

:á·~T~{'.;~º;;~--~Ó.:~:~;~~\ : ~-~~-~·~ .. t}~3.4-!.· .. ·~.~-:-~:b:tÜ~·· 
Cctu1d.=zo1•.no ·h.0111.g •. :>. Cc'U~~=zo 'Tio. lio·mcr 

7~2a 

7.3 ' 7~4~ 7.4b .. 
___ . ___ ,..__,S,_'1'!E._h o m.o ~.!..L. ___ +-__ c_n_o_.11; o mo ""g"".""');.._--'-----

7~7 7.6a 7.6b 

TABLA 7.6 Resultados gráficos de las ecuaciones a­
nalizadas con el algoritmo 1, para los dos tipos 
de colocaci¿n y partici¿n (n=2,e=4 y n=4,e=20). 

En estas figuras hemos util.izado los s:Í.mbolos -i1·stados en. la.,. 
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tabla 7.3 segÚn sea el caso. Y tenemos la siguiente tabla, 
cuando usamos .el algoritmo 2 . 

. 1 e r r-o r en e l 1 va lo r 
ec'tl.ac~on de la solucion 

------M-------·------
7. 1 -------~---·----
7 .5 7 .5 
7. 7 7. 7 

TABLA 7.7 Relación de resultados gráficos anali­
zadas con el algoritmo 2 para los dos tipos de 
colocaci¿n y partici¿n (n=2,e=4 y n=4,e=20). 

para 

'· Nu~~~m~nte hemos utilizado, para estas figuras, los · s:f.mbolos · 

de la tabla 7.3. 

Pasemos ahora a la.cuestión de la obtención de las pendientes 
' . de las graficas. 

. . - ' .. · , 
Para obtener i:as pendientes en las graficas (7.1-7"30). hemos 

·":<;;__.: 

.~su~ido ' fo siguieht~: 

·¡ ' ' ' ºªfª la grafica en 

ajust~ndo la mejor 

' 1 
c'tl.estion, la pendiente se ·obtuvo 

recta por m~nimos cuadrados a la 
. - ' ' . . ,/ ·secc,,.on·a.e :pu~_t:os ·q.ue.mci.s: .. ~c .. ~en1 .<'l)i_si~leme'll.t.e 1 de'll.tro de 

;<'·~:_, _ _, ..... <-~;7'::"',;:,,:: ...... :".: 
··.'iLna::r.ec ta:. "ú~JCt;'iinfos .'re'stca.-·n:te s· ·tos· ··11.emof: .tomado .. cdmo/ 

'T:tiicl~, debid~ a:í redo'll.deo de n-Ü.meros q'tLe .. S:e realill:a en 

la computadora. 

Como hemos dicho en la secci¿n anterior a las primeras tres 

ecuaciones diferenciales les hemos aplicado el CRITERIO 1 y el 

CRITERIO 2 de error, mientras que a la cuarta solo el CRITERIO 1 

de error. 

De este modo las pendientes obtenidas y esperadas 

teoric_amente (ver ec. 5. 24) en 'las graf'icas que presentamos al fi'"'. 

nal del capitulo son las siguientes: 
1' 
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PARA ECUACIONES ANALIZADAS CON EL ALGORITMO 1: 

7.1 2 

7.2 2 

. 7 .. 3 1 

7.4 1 

7.7 1· 

7.8 1 

, 
n o e 
o t E'. 

n 
2 
3 
4 
s ---n 
2 
3 
4 
s 
n 
2 
3 
4 
S.' 
n 
2 
3 
4 
s 

e 
4 
8 
12 
1.6 
20. 

.. ,._.:;2J,:,; ... 

e 
4 
B 
12 
16 
20 
24 
2a· 

en e 
valor de la n. 

esperada obtenida Cteori.) 

4.0407 3.0000 
6.0327 5.0000 
8.0044 7.0000 

!.Q.:.!i 4 7 9 ·- ~·º-ººº 

4 .1.090 3.0000 
6.0925 .. 5.0000 

•a;271.9 ·1.0000: .. 
. 9~ 1708 .9.0000 

2.5422 1.3863 
•3.2008 2.0795 

. 3 .. 6630 2. 4849 
:3~8451 .. 2: •. 7726 
.•4~0061 2-;9957 
,4 • 2171· • 3. 1781 

4 . 2833 3 ·. 3322 

t en e 
val. der. de n. 

esperada obtenida. Cteori.) 

-·-··------- ---··----
4.0289 3.0000 
6.0644 5.0000 
7.9154 7.0000 
2..:..2318_ 9 :..Q_OOO 

4.0289 3.0000 
6.0567 5 .. 0000 
8.1381 7.0000 

11.3189 9.0000 

2.5850 1:3863 
3.3369 2.0795 
3.5322 2.4849 
4 .. 0527 2 .. 7726 
4 ~'..2053 . .. 2·:9957' • 

'" 4·.·0784";,;, .. ,,:3 ;·-1781'····;, 

2.8118 
3.4839 
4.1279 
4.1221 
4.9607 
4 .. 1827 
4.2913 

1~3863 
2.0795 
2.4849 
2.7726 
2.9957 
3.1781 
3.3322 

TABLA 7 .. 8 Pendientes obtenidas. y esperadas para las ecuaciones 
analizadas con el algoritmo 1. 

1. 
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, 
· en e 

•valor de la n. 
en e 

va.l. der. de n. 

ec, gr/i.¡. criterio n ° e obtenida esperada obtenida esper~d~ 
cte. (teori.) (teor'!- . ..J 

n 
7.13 2 2 3.2516 

----•··------·--
_3 ____ 3_.~l 78 

n 
7.14 2 2 

3.0000 
5.eooo ---------

6.8409 3.0000 

----........ ----------~--- ·-------·- ·--~_J. 6~~-- ...... :?._,_Q_Q.Q.Q __ 
7 .15 1 

~---· -------
7.16 1 

7.3 
7.17 

7.18 2 

n 
2 
3 
n 
2 
3 
e 
4 
8 
e 

4.0907 
2_.933ª-

3.0000 

5. ººº-º-

1 . 2779. 1 .. 3863 
3.2232 2.0795 

8.1101 3.0000 
~- 679~- 5_,_0000 

1 .189'1. 1 . 3863 . 4' 
.8 

--e"'""- -+------4--"""'1o...;,'--'7"-'s"""e"'-s=---•-L 0795 

7.19 1 

7. 20 .. 1 

7,26 1\ 

4 
8 
e 
4 
8 

·n· 
2 .. 
3 

·'4 . 
. <·n··;:_ 

2 
3 
4 
5 
6 
7 

1.2672 
3.6799 

1.3863 
2.0795 

e· .· ... 
. ···:¿,•'·-.· i ~Ti4l."' : . {'.'386'3"'· 
.. 8 . · L6585 . 2. 0795 

12 . 1 .. 4073 ··2~4849'' 
16 2 .. 0189 2 .7726' 

. . . - . . ......... 20.. • . l:; 3604 .. . 2 .~995-7 .. 

1.2953. 
l. 6499•· 

7'.7 ., 24 1.0561 3 .1781 
~---+------+---'e~--il--'"-'-·"-=.=..:;'--t-'~=-=--==;;__+-~·----4 

7.28 1 

4 
8 
12 
16 
20 
24 
28 

TABLA 7.8 Continuaci¿n. 

1.1622 
1.7042 
1.9309 
2.1281 
2.1605 
2.2590 
2.3578 

1.3863 
2.0795 
2.4849 
2.7726 
2.9957 
3 .1781 
3.3322 



PARA ECUACIONES ANALIZADAS CON EL ALGORITMO 2. 

ec. gr/ij. criterio 

7.9 2 

- -----

7.10 1 

7.11 2 

7.1 

1 
.. ., ... 

7.21 2 
.. 

7.23 

7.24 1 

, 
n o e 
et e. 

n 
2 
3 
4 
5 
n 
2 
3 
4 
5 
e 
4 
B 
12 

-.16· 
20 
24 
28 
32 
36 
e 
4 
8 
1.2 .. .. .16 

' :20 
24 

_,,·::2a · 
·, <32 

36' 
n 
2 
3 
4 

e 
4 
8 
12 
16 
20 

en e 
t>a, lor de la n. 

esperada obtenida Cteori. ) 

4.0408 
S.6004 
7.2304 
S.6856 

4.0807 
5.4757 
7.4487 
6.5049 

2.4313 
2.8964 
3.5124 
3.7172. 
-~3.8123 
3.8979 
4:0018 
3.5443 
3.6648 

2.1375 
2.8699 
3.0414 
3~5574 
3.'68'69 
-~3:::7677 
:'3'~8740 
>3~3814 

3.4752 

3.5635 
4.3857 
6.6217 

'1 ~1790 
.:.L.0097 

1.8418 
2;.-3479 
2.2118 

1.2852 
1.9424 
1.8503 
2.6744 
2.2244 

3.0000 
S.0000 
7.0000 

_9. 0000 

3.0000 
S.0000 
7.0000 
~_900 

1.3863 
2~0795 
2;;4849 
2.7726·· 

.. 2:t99.s7 
. 3::1781-· 

3.3322 
3.4657 
3.5835 

; .'>~,': " ... - - -·, -__ .. . - -

: .. ·1•.3863 .. · 
2.0795. ····· '2·~·4949 

. 2.7726 
2.9957 

1.3863 
2.0795 
2.4849 
2.7726 
2.9957 

TABLA 7.9 Pendientes obtenidas y esperadas 
téoricamente para -- ias ecuaciones. ana1.iza(jas 
con e1 algoritmo 2. 

1. 
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·FEI1VJ. l:.IU t.,~ en e~ 
valor de la fn. , 

éo. 
, 

criterio n o e obtenida. esperad.a. 
graf. et e. Cteori.) 

n 
- 7.29 1 2 5.5773 3.0000 

3 5.7315 5.0000 
4 6.5676 7.0000 

>---· ·- -------->-·------e 
7.7 4 1.1141 1.3863 

8 1.6585 2.0795 
7.30 1 12 1.4073 2.4849 

16 2.0190 2.7726 
20 1.3604 2.9957 
24 l. 0561 3 .1781 .. .. . . . . , 

~ABLA 7.9 Continuacion. 
-·,·'.. 

eCOHCLUSI ONES. 

7.7 

de· 

Atra~~s de.las gráficas_7.1 a 7.30 y figuras 7.2 a. 

:.·<y ·t.ab~~~ ·7 ;0 y 7•~9 ~ . exponemos todos los resul;tádos · obtenidos 

·.· .. · ; ias 6~f;.id~s m.1iíléricéls }i~dlia~ a 1a~ ~cú:acidri"e!:J ·7 .1; '.7;'~:0 f.s>y 7·:7 .. ·· ... 

con lo~· álgoritm'os 1 y 2'. • 

Mesinemos que no hemos graf icado el total de puntos obtenidos 

.. par·a.n=2,3, .... ,10 y e=4,8,, .. ,4S, como ha sido indicado en .las 

·ectiél61·p11e~ < 7 :1:1~·>·, ya··· q~~: .. para . va!o~E!s ~·11tás~:~Xélr1~~.~:.<i~,;~:.:Y ·~~:5~--.~u~ ... ~. 
deli rarigode:.las ecu'a6iones 7 .11 ), • dan ~lineas c-oristan: ... . 

. ;tes, .. · _9ue más adelaJ1te serán discu;t::idas; 

Recordemos que, al efectuar cada cálculo con ntimeros en 

computadora conlleva a un error que llamamos de redondeo, como fue 
l indicado en el capitulo V. Este error de redondeo, para cada operª 

cibn aritm4tica que se efectue, es menor o igual que cierta unidad 

que hemos llamado u, y que esta dada por las ecuaciones e 5. 30.') pª 

rá el.caso de la HP-~ooo. De este modo, ' las graf.icas. para el. error 

(7.1-30), expresan un error real dado de la siguiente forma: 

1. 



(7.1.2) 

donde es el que se propone en base a la construc-
. , 

cion teórica y esta dado en .la ecuación (5.24); mientras que 

crroredondeoesta dado por .la acumulación de- errores de redondeo 

y en donde, ambos errores se adicionan para dar el error observado 

o real. 

Las conclusiones que podernos obtener estan dadas en .las gráf~ 

cas 7.1-30 y fi~uras 7.2-7 as.:l. como en .las tablas 7.8 y 7.9 . 

De .l.as figuras 7.2 a la 7.7 
. ·:;, 

podemos ver qtte la. so l'tLc iÓn a'."' 

~proxim~da se aproxima bien a la exabta. Y eso es todo lo que 

podemos concluir de tales figuras .· 

Sin embargo: Que tan bién se aproxima la solución 

.la exacta•· . .? . . -,,','.• •' ,, 

un~-respuest~ tentativa ·· atravéls de látf 

a .la 7.30 y que precisamente hemos desarrollado para dar, drntro 

de lo que podemos, una respuesta a .la pregunta anterior y que\ a su 

su pues~() 
- , . - . . . - . - .. . . 

v~z . corr·obora la : presicion .dada: teoricamente ... Y::esto, : por 

. ,. -~~st~- ~~t~c-1ohadc:>:'·cO'n -1·ii~.~~ti'ca·s1a·'·d.i1:_:ie>s''a:i~o~:fim~~-: -~--,. · 

Obs~rvemos entonces .las caracter.:l.sticas, que en general , tl.e, ... : 

nen nu~~-t~as gr~f icas : 

l. 

2. 

l Las pendientes obtenidas, en su mayoria, son mayores 

que .las predichas teoricamente. 

Cuando n, y e son pequeños 

rectas bien definidas. 

(n=2,3, e=4) se obtienen 

3 ~ . Todas las lineas, en una ··gráfi.ca dada, tienden a es:.. 

tacionarse en un punto particular del eje jlo~(c>j. 

\. 



El primer punto implica dos cosas solamente: que el error 

predicho teoricamente (ver ecuación 5.24) es conservador, y la 

segunda implicación que tiene es simplemete que el error de 

redondeo aumenta conforme la colocación (n) y la particÓn (e) lo 

hacen (esto esta itim~mente ligado a los puntos 2 y 3). 

Naturalmente cuando n y e son pequeños el error de redondeo 
, 

es casi despreciable en comparacion con los valores absolutos de 

las diferencias que estamos graficando y esto explica el punto 2. 

F~nal~ente el punto 3 conduce a dos respuestas alter~ativas 

3. 1. : tsoluciÓn_exacta - soluciÓn_::.aproximada 1 < crrorl' e donde o .. 
A 

( lu.eL ..:. u.eL 1 < crrorredondeo ). 

3.2. El algoritmo se estaciona a partir de algÚn va1or para 
. , . . 

n y para e (o alguna adicion de ellos). 

· r'.49s pues t~ 
. . . . .' · ... ·.• . . . . . . .. .. , • . .. . < '. ; ; . . . l . :· ' 
estamos midiendo . e ntre la sol.ucion anal1 ti ca .. 

aproximada en los no·d· os de partición Xe ~ , según se use el criterio 

10 el 2, son menores que el error por ~edondeo. Ya que de ne> ser 

· •··· ·,:~~~·i..:~P.C:i.~.~ ... -,!'~~s• gr~ficas::deberfan estacionarsé .. en :aproximadamente: .e1 
··.·.· ~ilnno · ¡:)i:into de1:··~;;···i¡~·~¿c;y~:·:5~~···f!~b~;g'";.es.tó•:·~~·:·c>e:Urre~~,>~~~· :~.~~¡a;.:.· 

unas se· est~~¡onan en ap'i"oximadamente 'e-• • !if ... 8. 32>c i o'" 7 • · '(como es 

ei' caso de las gr~ficas 7.21·, 

estacionan en aproximadamente 

7.22 y 7.23), mientras que.otras.se 

e- 3
• ~ ~.71x10- 15 (como e~ las gr¿ 

ficas 7.5 y 7.7). En donde estas ~ltimas estan por el li~ite de la 

unidad de redondeo para el sistema HP-gooo que es de u~ 5x10- 1
• y 

que esta dado en la ecuación (5.30a'). 

Senalemos que e.l .error de redondeo (error red 
0 

n de 
0 

) , . esta en 

fµnciÓn de los siguientes términos: 

\. 
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a.: De las funciones a(x) y b(x) de la ecuación diferen­

cial original a resolver (ver por ejemplo la ecuación 

6. 1). 

b. De la colocación (n) y partición (e) elegidos. 

c. De qué operaciones aritméticas 

en cuestión en la corrida. 

1 • efectua el_ algoritmo 

Finalmente de los tres puntos indicados anteriormente podemos 

concluir los siguiente: 

La predicci~n teÓ.rica de .converc-encia es conse1•t.1adora dentro 

de los l~mit;e~ en que, 'f!,.~,S- per-m.ite anati,zar et error de red¡,,;;deo~· 
.::>:~.·-

\, 
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<:: LA SOLUCION · SE OBTIENE POR UN· PROCEDIMIENTO ·¡,·ÉRI~~i)Ó:-DEL .. LA 
C FORMULACION ALGEBRAICA DE LOS METODOS DISCJlE'IOS. <ALGOR.I'IMO 1 >. 
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c 
e 
c 
c 
c 
c 
e 
c 
c 
c 
e 
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~~ ~ : : , 

LAS VARIABLES DE ENTRADA SON: . 
1 . : LECTURA DEL ARCHIVO . ''.DATOS" EL CUAL CONT,IENE LOS VALORES . DE 

LAS RAICES Y PESOS DEL POLINOMIO DE LEGENl>JlE HASTA DE GRADO 
- N•lO < PARA SU USO POSTERIOR EN LA COLOCACION Y CUADRATUJlA 

GAUSSISNA >. ALMACENANDOSE EN. LAS VARIABLES •J.L~JlAIZ" Y 
"AL,::PESO". '··· · ··· . · ... , ,.,. . . ... ·· .... 

2 '.: EC•NUME1l0 DE DIVISIONES DEL INTERVALO CO, 1 l >. 
3. : N <•ORDEN DE COLOCACION> . 
4:: SI ES NO HOMOGENEA LA ECUACION A RESOLVER, SE PIDE EL ORDEN 

DE . CUADRATURA GAUSSIANA IORD_CUAD, <EN EL TEXTO X, VER EC. 
<~.18>>.. . . . 

··s;.: .. -~1.:t~~~~:Uc:~sN:~SSE~N V~~o:All~=~L~ -·~~~~ .FllON'IERA, 
- \ ¡. ¡ • ' . ' ~ í.:. -.,,1 '· ?' .. ;·;:;:- ··- \ • ' 



LAS VARIABLES DE SALIDA SON: 
l.: LA MATRIZ NGMAT" LA CUAL ES COEFICIENTE PARA LAS INCOGNITAS 

U Y U' <EN LOS NODOS VER ECS. 6.llA'-F'>. 
2.: EL VECTOR ªRINDEP" EL CUAL HACE LA IGUALDAD CON EL PRODUCTO 

"GMA T *<U, U' >" , C VER ECS . 6 . 11 A' -F' > . 
3.: FINALMENTE LA SOLUCION ªSOLGIN", EL VALOR U Y U' < IN LOS 

NODOS>. 
4.: Y SE ESCRIBEN EN LOS ARCHIVOS "SALVAL" LOS VALORES DE LA 

FUNCION SOLUCION, Y EN "SALDERI" LOS VALORES DE LA DERIVADA 
DE LA FUNCION SOLUCION EN LOS NODOS. 

<GMAT>*<U,U'> • CRINDEP> (l > 

~----~--------~--------~-------~-------------------------------
·. DESCRIPCION:DE·LAS•. VARIABLES; GLOBALES: 

·~TIÚ:Z .. C:ol:ilci'i~TE:·¡;iiA t~ SOLúC'ION•::U y u•i' .... ·.·LOS .. 
NODOS>. SUS FINALES VALORES SON lN'l'RODUCIOOS EN LA 
RUTINA llOOC > .. <IN IL TEXTO .SON LOS MIIMBROS ·lzouurR-
DOS DE' LAS ICS. 6 . llA' -F' > • . . . . . . . 

RINDEP :··VECTOR oul IGUALA Á.L PRODUCTO <GMA'l'>•<U,U'), EN 
BL TEXTO SON LOS MllMBROS. DERECHOS. DI LASBCS . .. · ....• , . ·p·· . . .. 

: SOL GIN~ :.~i~s;JtllfÍ. · ...•. AL .... VECTOR;:;' INCOGN ITA YU Y U~ < IN :. LOS:> 

P.I. =~·~=~;g~~ICÍINTI IZQUllRDo-PlUtA'l.is p''s,'csC::~ .&:48~· .. ;; 
VECD; SS BLVECTOROUE IGUALA AL PRODUCTO PD•SOLDER. 
VEC 1 . ES )EL JfEC'l'O,R OUE . 1 GUA LA AL PRODUCTO PD*SOL ~ ~Q. . .· .· . . . 

-.--~-- -- ., ~--- --~::'.SOJ,~1,_,~~~:0 :_~--~~-·--~~~-<~~--~·: .... _·,~as~~-'~:~-~,IHC~~~.I/,~S~_. .. ;P~~--:·1::~~._..As·.;-,·_C\J~~·~·-:.·.1;x~· .. 
,).,;,''.:.;,:::.;;;, .. ·" '"'' :._~ ;,_. , .. ,;_:PANDl.,::,a:--t.AS-~!UNc;I~·S: -~DI .: .. P;ESO,.JP..1:~LFÁ·:· :IN ~IL· v.INi-

.. /: · .. . · .... !'IRVAllO 'l'IP.ICO ALFA, - '<V·R·_IC. 6 .. it_A:>-. ~. : »-.. _. - ... 
... . . . : -.·. SOLIZQ~ :a1i-••s1NTA''A'. LAS :·f.INCOGNI.,.AS.'·P''S);,::.LAS.\CUALIS sx.;:. >'' . 

. ·· .'·· .· ' . PODi:N.: A~.'.~LAS :'FUNCI ONES'~DE· PESOS p:l::,ALFA·.·•N' EL. I·N- '. · ... ···. 

AL_RA I z·.: ·1=·~:~~~1~~~~tt~~t2i~~==c=~{":~4=~:i;A~~~¡~¿j· "DA~·· . 
. . - . '!'OS• .. OUB COR.RESPONDEN A LAS RAICES DEL POLINO-

MIO DB LEGENDRI HASTA DE ORDEN N•lO. 
AL_PISO. SE VACIAN LAS LECTURAS HECHAS ENIL·ARCHIVO "DA­

TOS" OUI CORRESPONDEN A LOS PESOS DEL POLINO­
MIO DI LIGENDRE HAS'l'A DE ORDEN N•lO. 

CONO. EN ESTE .. VECTOR SE ALMACENAN LOS. VALORES DE U EN LOS 
EXTREMOS, UCO> Y U<l>. 

N. GRADO DEL POLINOMIO DE LEGENDRE A USAR COMOCOLOCACION. 
RAIZ. EN EL VE.CT()R RAIZ .SE ALMACENAN LAS N RAICES DEL N'E­

. . . SIMO-POL'INOMIO - DE LEQINDRE-; QUE YA FUERON LEIDAS IN 
EL ARREGLO 11 AL_RA1Z 11 

, 
1
, SI 'l'RANSLADAN PARA CAER IN EL 

INTERVALO cx_ALFA-1,X_ALFAl. 
TNRAIZ. EN EL VECTOR 'l'NRAIZ SI ALMACENA)l.LAS N RAICES DEL 

N'ISIMO. POLINOMIO DB LBGBNDRB, QUE YA .FUERON LEIDAS 
BN IL .ARREGLO "AL_RA 1Z 11 

1 NO TRANSLADADAS. . 
. E .. :. NUMERO.DI. DIVIS.IONES :DBL .IN'l'IRVALo·· [0~.u:. 

• . ··-:_'~' '. "' . ·.. . - ·.. '. . . . . ' ' . . . . ¡ , .. . . "' ·' - . .. • . ·~ . :. . < ••••• •' • ' •• 
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Q. NUMERO DI RAICIS MAS UNO, CG•N+l>. 

EL PROGRAMA PRINCIPAL SIGUE LOS SIGUIENTES PASOS IN GENERAL: 

EN EL PRIMERO SE LEEN LAS RAICES Y PESOS DEL POLINOMIO 
DE LEGENDRE DE GRADO N DONDE: 2<•N<•10, DEL ARCHIVO •DATOS".EN 
LA SEGUNDA PARTE SE CALCULAN LAS E~TRADAS Cl,1>, <1,2>, Cl,3>, 
< 2, 1 >, < 2, 2 >, < 2, 3 >, < 21-1, 2E-2 >, e 2E-1, 2E-1 >, e 21-1, 2E >, e 21, -
2E-2>, C21,2E-1>, C2E,2E>, Y Cl>, <2>, C2E-1>, C2E> DE LAMA­
TRIZ "GMATn y nRINDEP" RESPECTIVAMENTE MEDIANTE LA RUTINA "CA-
SOEXTREMOC >". . 

EN LA TERCERA .. SE CALCULAN LOS COl.F ICIEN'l'ES c·3, 2), ( 3, 3), e 3, 
4>, ... DE LA MATRIZ •GMAT" MEDIANTJi, - LAS . RUTINAS ·llMA'l'RIZP< > ','.~ . 

. "SOLPCORRC >" . Y .···• ~ROOCl"; .LA.: PJÜMIRA\SE. •'ENCARGA . DE OBTENER A~:··• 
. 

11 PD", '·•p1•··~··., .. 11V~CD·;;C~VECJ.i'.i 'ti.s•au,.P~·:~.JIV'!'INA:j'.()BTIEN.:A':·c·sQL~·;.· ' 
J)lr~~;· . y_ '. •spLI:ZO~;.; :FINALMEJtlTE Sl?'·ACOMODAN ·Los·. V'~LbRES OBTE;., .•. ' 
NII>QS EN llqMA'P .• N~' LOS LUGARES PIR'l'ININ'1'ES ME[;IANTE LA RUTINA 
.ltROO< >". TAMBIJ¡N ·EN ES'l'A PARTE ·SI RESUELVE PARA ··sOLGEN 11

• 

LA ULTIMA PARTE SEINCARGA DI LA ESCRITURA DE LOS RESULTADOS 
SE ESCRIBE A: "GMÁT", •RINÓEP" Y A 11 SOLGIN" A PANTALLA; TAMBHEN , 
SE ABREN DOS, ARCHIVOS PAR~ .• ESCltl.BIR. ·EL. VALOR DE LA .PUN~ION Y:; ,.· :i• 
IL. V~LOR .°'E .LA DERIVA.DA DE,LJl.,c.P~Cl(>N.~:spL1.fCI9N' <D•JiJ,T.RO~DE><O,Jp;,· > . >,¿ 

.··1N.· LOS.: ~ll~HIVOS • '11 .. SAJ.\IJJ.'.' .. J('.' ~~~l)E'2~.~)lll;S,PECT.IY~H,•.<'.·;,.f:,'i'j,;}r.;. }.~:4;'.i:.:L.:. :iJ 
... BL .• L()'QUB·•SE'.REl:JERE' A'•··LA'"'SOLUCIOH''J)E'·c~'l·STDG'S-·DB'BCUACIONES" ····:··>'"~ 

. .c~:•:l~LT.{Ñ~~·s;.;Jj~~~'·'.>.u-~-·:·.::ti.:·at1'i,1~..-;~Ji.0'9LB'.~:;:f,ii~ ... >~ºJJ.Yºt~~·.~p~/:Ú.{:{ '.:;·.;_:;t~! 
>SISt'EMAS;;r¡1N,EALBS;,'BNJ>BANDAS: <ECONOMl·ZADO•·aN<EL>•LMACENAMllNTO, .. · . "S'~ ·".V'Elt 1tJt.Pt11iÑCIA ·cl3J·:f~ -. . ' ... · ... · · .. ·. '. ·. .. .. ·. . .. ·.. . ··· .. . .·.···· . ··.. . ·.· ./~;~ 

• ' . . . : 
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...• ·: .. 

0

e~N····· -~~~:g•~·l'·f ~'.t~?-:1.'~;r·c.1•1·~ .:~ rt;·; .. v_~~.í/~'..•·~.-~.~-~NEc~··~.~~-·-~::>;~·•.!?:~.~~-~.·~:1?~ .. ··.. ..~·L'.>>~•.~·.~:;;~~, 
:: C,OMl(ON,. /.PUN/ll·I Z·C--U'>·~ TNRA'I Z CT1]~• PESOC 11 ).· ..... ·" 
. •C()'8f9~ IALMACEN/AL~RAIZ<SS>,Ala..;:.PESOCSS> ,:! 

COMMON .1IN!EQRALESI'l'1'1 PO_EC, CUADDEJl, CUAD I ZQ !J; 

OPENC2,FILl•'DATOS'> 
DO I-=1,55 

RIAD<2,•>AL_RAIZ<I> 
ENDDO 
DO I•l,55 

READ<2,•>AL_PESO<I> 
ENDDO 

.. 'ciLOSE < 2 > 
···-· -· .;... ,·. 

WJlITEC&,•>• DAME EL NUMERO DE DIVISIONES ENTRE 0~1 11 

READCS,•>E . 
WJll'.l'EC6, •>- DAME LOS VALORES A LA. FRONTERA..·• .. _, 
READ<S,•><COMDCl>11•1./2J, .· .. · - ···.· .... · · · · · 

. WJllTE<fi /:*)•.:.DAME >SL. ·caaAJ)o·,,DEL PÓL.INOMIÓ r~~ .. 1.E,(l~~~·-~JY:$:lJt.~·7·:···· 
.... _, .•... ,_;,.- ·:.····· ·~-' :·:'!.'• ';•-; .. ·,·.·-· ' '·.·-,, .. -,¡J/\:~·)-(~~::.~-



WRITEC6,•>• COMO PUNTOS DE COLOCACION " 
W.R 1 TE e 6, * > " e 2, ... , lo> " 
READCS,•>N 
WRITEC&,•>" TIPO DE ECUACION:" 
W.RITEC6,•>" 1. HOMOGENEA" 
WRITEC6,•>" 2. NO HOMOGENEA" 
READCS,•>ITIPO_EC 
IF !ITIPO_EC .EQ. 2> THEN 

WRITEC6,•>" DE QUE ORDEN SERA LA CUADRATURA GAUSSIANA:" 
READCS,•>IORD_CUAD 

ENDIF 

G•N+l · ·-
C:A~~'J.LENA]l~IZJN1;IOJU),;;,.(:IJAD> _ _ _ --_ •..• _ 
CALL'CASOEXTREMOCG,JORD~CUAD,E,COND> 
DO 1.•2~ E.;;.l . . . .. 

XA•DBLECI)/l>BLE<E> 
XAJ•DBLE<l-1>/DBLECE> 
CALL MATRIZP<G,XAl,XA> 

· CALL SOLPCORR<G> 

.. :.·:~;!.!.\ :':'~~~~~~L:::a=~~·· IORD.;i.CUU, E, 1,XAh 

-. <~; ·-,\~-~::. .. ,, 

WRITEC&,•>"GMAT" 
DO- 1•1, 2•E _ _ __ _ _ _ .. 

. ,___ -~RITE C6 ,•> <QM.AT< 1, J > ~ .llllÍl.; 2•E > 
.. -.-~.:: ..... ,,.::.,.NJ>J>Q.::.;::~;:,,,,,' ''.;;' .:.-0·>·;'·'· ~-":--"' . : " 

. ~· ;' ... '.«'·' . ' n 

. :- -,; _ . .;.~. . ,,. ' .· ' .. ;; -.· --

,_)1_RtTBi6;_•-> llRIHDBP"-~---~-- -
WRl!'IU6, •> CRINDEP< I) I I•1, 2•E> 
WRITEC6~ •> . 
WRITEC6,•> 

SE ESCRIBE EN 'SALVAL' SOLO LOS VALORES DE LA FUNCION 
SOLUCION. 

0PENC2,FILE•'SALVAL'> 
J•l 
J)O -1•2', 2•1-2, 2 

WRI'l'EC2,•>FL0A1CJ)/FLOATCE>,SOLGENCI> 
J•J+l 

ENDl>O 
CLOSEC2> 

.. : ' -· -~ .. :; "" -

·· _ .SE._ ESC::RJBE __ EN . 
·---.~-.f;:aotuptot(;.:_.;-·-:-·-·-. · 

:·sol.o . LAS :Da:a·1 viD~s::DÉ%tJf. 
;,·. '· ;,~;:'.:';-;¿,: ~<;;-::~·d/:~ 
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~e 
'C .. 
;C . 
f(: •. 

·.e: :e 
e 
e 
C-<c ... . 

OPEN<2,FILl•'SALDERI'> 
.l•O 
DO l•l,2•E-1,2 

WRITE<2,•>FLOAT<.l>IFLOAT<E>,SOLGEN<I> 
.l•.l+l 

ENDDO 
WRITE<2,•>FLOAT<.l>.IFLOA'l'<E>,SOLGEN<2•E> 
CLOSE<2> 

S'fOP 
END 

. , .. 
.••. : ·,' ·.~ : ·/. . . ·' '" ...•••.. . .. ··.•••-••· 

•.•. <; ••.. ·• • . •';;• . . . . . ·~ 
••••• • 1 1 

• • • • • • • •••••• •• 
;_j: ..... ;:)·.::. ;):.:.,:.:~<';;.~'"·; ·-~ ;, .• •~/; .••.• ; •. ~:;., ...... ~~. :; •.•. • . ..••.. •~.: • .-.~;,'./'.-; •... • ·.·. 

lh~ . :.¡ : r ;.; : : .. :·; : : :: ¡·•: : i .• : .. : ~?t~~ : ~*~~;r: ~; ~.~;,~~t~~~.;: ¡;¡ t·:··: ·: ¡ Yf '::t~: .¡ ¡¡:.~: · ·· 
e MEDIANTE EsTAau'l1NA sE oa'fIENENLC>s s1au1ENTEs coatic11:ilTEs 
c DE LA MATRIZ ."GMA'P: GMA'f<t,t>, GMAif<1,2f, GMA,.<tc,3>, IMA'f<2, 

. C 1>, GMA;<2,2>;GMA'l'<2,3>,GMA'f<2E-1,2E'.""2>,GMAT<2E-1,2E-t>, .m<AT<2E 
:.e __ -1,2E>,-~'f<2E,2E-2>, GMAT<2E,2E-t>, CDIATC2E,2E>;Y LOS_SIGUIEN-

-~,.-'.c. _. -~ ... --.--'".'!E_s- .. c~.~-FJ~<; ,~ll~Es~-~-- DE LA _____ KATRIZ- ~RINPE_P"--: -_RINDEP.<t>,·.-:IUNJ>E~~~-~-, 
:· e' - - JlINDEP(-21!- >. y JllNJ>~P-C'2.E>~~""DE ~-ACUBltl>O·"' >A· -LAS--,...BCUACIONBJt,,_c __ ,. 11C, -· 
:: c · D'> ::y"c .6.UE'~r·•.>-. MIBM8Ros ·1zou·11:1mo· Y DElECHo, RESPECTIVAMENTE·.· 
=· e . . . . . - . . . :· . . . - . .. . . - , - .. .. ~ ~- . -~ . e'- . . 

~ C LOS .PAllAME'fROS DE EN'fltADA SON: Q t•NUMEJlO. DE PUN'l'OS '-DE COLO-. -
.... · c ·. CACION"''IU·s·--UNO')'~··tou· culJ): .. (wl()aJ>EN-:'J)E: CUADlliftlü_cuAN»O:·aE. 'iIENE-•-

c EL CASO DE UNA ECUAéION~:INHOMOGENEA>. E (•NUMERO DE. '"'J):ivi's IONES 
c DEL INTERVALO [0¡1]) YEL ARREGLO •coNJ>• Et. CUAL CONTIENE ·EL 
C VALOR DE U<X> EN LOS EX'l'JlEMOS. 
C LA ··· SALII)A SON LAS COMPONENTES INDICADAS DE LAS MA'l'JlJ-
C .CES "GMA'l'" Y "RINJ>EPª. 
e 
c 
e 
e 
c 
e 
e 
c 
c 
e 

.. c .. ·e:; 

LA RUTINA SE DIVIDE EN DOS PARTES: EN LA PRIMERA SE TOMAN 
LOS PUNTOS O, 1.IE Y ES'l'OS PUN'l'OS SON ENVIADOS A .LA RUTINA 
"MATRiZP<>· LA ·cuAL OBTIENE LOS COEFICIENTES PARA LAS IN-
COGNITAS DE LAS P'S LAS CUALES .. SON LOS _COEFICIENTES DE LAS 
FUNCIONES DE PESO EN EL INTERVALO C0,1/E), ·¡:N- SEGUIDA LAS IN-· 
COGNJ'l'AS- P'S SON RESUELTAS POR.LA RUTINA •sOLP<>ª. A PARTIR DE 
LA SOLUCION PARA LAS P'S PODEMOSOB'fENER LOS VALORES NUMERICOS 
DE LAS llOÓ'S COMO SE EXPRESA EN LA ECUACIONES (6.4>, QUE SON 111-
'fJlODUCJJ>OS EN LOS LUGARES ·-CORRESPONDIENTES DE "GMA'l"'; Y EN LOS 

.. ~E~. '¡ .. R.EGLO •JiIJG>EP•. DISPUES . LLAMA A ·LA RUTINA INT.ECIRA PARA 
'EFECTUAJi':•LA:cuOJlA'fURA 'GAUSSIANA_· COJlJlESPONJ)IENTE1. EL PROCESO ·SE-·;•· · .. v ---• , ,-:,:_:i;':'.;:. ·" -· · · · · · · · · ·· , .. . ·i.· ,,_c.; · · · · .. : .. ·-



REALIZA EN FORMA SIMILAR PARA LA SEGUNDA PARTE SOLO QUI AHORA SE 
TOMAN LOS PUNTOS E-1/I Y l. 

SUBROUTINE CASOBXTRBMO<G,IORD_CUAD,E,COND> 
IMPLICIT REAL•& <A-H,O-Z> 
INTEGER E,G,IORD_CUAD 
DIMENSION COND<2> 
COMMON /SISTEM/GMAT<l00,100>,RINDEP<lOO>,SOLGENClOO> 
COMMON .IMAT/PD<ll,11>,PI<ll,ll>,VECI<ll>,VECD<ll>,SOLDER<ll), 

* SOLIZO<ll> 
COMMON /INTEGRALES.IITIPO_EC,CUADDER,CUADIZO 

. . - . ·----~·--,, _____ : 

n•1. 01>01'naLE<E>. 
· "" x~I·o·;o~o .. · · ··.· · · · . .• 
·. ·.-·- ,::·~A:L~/-'.~'fJfl z~~.c-.a.,~.~·~-;~.:~ > 

. CALL SOLPCOJlll<G > . 
ROMASaO;J)O 
ROKEN•O;DO 
DO I•l;G·.·. ·· . ·· · . .· .. · .·. 
. . .. ROMAS•ROMAS+DBLEC I htrSOLDERCI >•CXAl'.".'XA:>••<I _,1 > 

ROMEN•ROJilEN+DBLEC 1 >.•.SOLIZQC l)'iÍCXA-XAl>••C I-1 >. 
<: >_ ~·":~F<B~~'l,, 1 > ~0 .... 01>0·. : 

. "GMA'I'< 1 ~·2.f~C<XA > +SOLDERC 

·. · · ·>~·t.\."i:t;~~-::f·r!i·~ó:~-';c:z 
;·GNAT<a.;'2>•aoMEN .. 
GMATC2,3>sO.ODO 
.C~LL.IN'l'EGU<G,IOU...;.CUAD,XAl,XA> 

· .. <Jll NDEP.0 ) ... ROMAS•CON» U > -CU.ADDER . . . .. 
,,, . .,:.•~L,;;, _;I_ltINDEPC2>íStsot·1zo(:.J)+CCÓ:·oDol>•C()JCQC;l>-CUAD.l .. ~·· :_·:~:~7~iif~~-~~~~~:i~·i:·~) .......... ,:; .. ;:,~ ...... ' ' · .. ·. 

f: ···:.CALL'< JiiATálZP<G~XAI',XA> 
.. ····-eALL':áoLPCOltll<G>: ·, , 

ltOMAS•O.DO 
ROMIN•O.DO 
DO I•l.1 G 

.ENI>DO 

ROMAS•ROMAS-DBLE< I >•SOLDElt< l >•<XAI-XA>. **< 1-1 > 
ROMEN•ROMEN-DBLE<I>•SOLIZO<I>•<XA-XAI>••<l-1> 

, IND•2•E-, 1 .. 
GMA'l' ( IND I INI>>•O. ODO 
GMAT<IND, IND-1 >,.ROMAS 

· QMAT <-UU> 1 IND+l )!!'..,,l . ODO 
GMAT<IND+l 1 IND>•l.ODO 
GMAT<IND+l,IND-1>•-C<XAI>-SOLIZO<l> 
GMAT< IND+l, IND+l >•O .'ODO. 
CALL IN'l'EQltA<G,lOli'lD_CUAD,XAl,XA> 
RINDSP<IND>•-,<SOLDBR<l>+CC1.0DO>>•COND<2>-CUADDER 
R 1NI>EP<UII>+1 >~RO)IBN•CONI>< 2 >-CUADI ZO . . 

• 



END 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . FUNCION e 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
LA FUNCION C-SE TOMA DE LA FORMA: 

C<X>•-2A<X> 

....... . ..... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

SE CALCULA A CCX> EN EL PUNTO EN CUESTION. 

REAL•8 FUNCTION C<X> 
REAL•8 X 
C•C<X> 
ltE'l'URN 

··sNJ>· 

...... . . . . . . 

. . . . . . . ..... 

. ....... . . ....... . . ....... . . ....... . . ........ . . ....... . 

: : : ~ : - : :· : : : : . : : FUNCION D .................... •·.•-'• ......... . . ... . . .. . . . . . . . . . . . . . •· .......... . 

• JtEAL•8 FUNC'l'ION D<X> 

J .. ;. -~~~:::"'····:~;si~~{~ · · · 
, '~·-· - _ENi:)/:.·~'.'. 

. :;.'.:. ·. " .. -~ -~ ,. 
e . 
e'. 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

e 

......... . . . . . . . . . ......... . . . . . . . . . . . : : : : : : : : : : : : --,FUNCJON F. 
.. ·-· .. . .. . ................ ' ............ . . ............................. . . .. . . . . . . . . .. . . . . . . . ....... • ............... •' ........ ·• ......................... -... . 

. --·. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . 
LA FUNCION F HACE LA ECUACION DIFERENCIAL NO HOMOGENEA 

REAL•S FUNCTION F<X> 
REAL•S X 

F•F<X> 

RETURN 
END 

e : =: : : : : : = •• . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
C. QUE EFEC'l'UA·LACUADllA'l'URA 
e·: .. ,=·:=, 



MEDIATE LA SUBRRUTINA "INTEGRA" SE EFECTUA LA CUADRATURA 
GAUSSIANA DE LA FUNCION DE PESO Fl_ALFA POR LA FUNCION F <LA 
FUNCION QUE HACE LA IGUALDAD EN LA ECUACION DIFERENCIAL ORI­
GINAL>, DE ACUERDO A LAS ECUACIONES <S.22> DEL TEXTO EN EL 
INTERVALO TIPICO <XAI,XA). 

SUBROUTINE INTEGRA<G,lORD_CUAD,XAI,XA> 
IMPLICIT REAL•B <A-H,O-Z> 
INTEGER G,IORD_CUAD 
REAL•B XAI,XA 
COMMON /MAT/PD<ll,11>,PIC11~11>,VECIC11>,VECD<11>,SOLDERC11>, 

SOLIZOC11> 
COMMON /PUN/RAIZC11>,TNRAIZC11>,PESOC11> 
COMMON /INTEGRALES/ITIPO_EC,CUADDER,CUADIZQ 

.. ,r."./i 

: .-. '~-
JC•IORD .... CUAD 
DIFF•XA"."'"XAI ?;i¡\ 

·-. -.··Cc_uu_~.:.-. P1•-.•-·z-·_-•o•---·~,_-._-_ºo·".---DD--.ºo_-·-·~-:---. _-;~'ºT!f; - -. ~- ' ;;~-\--.;~~~~~%. 
DO ·1•1,K - ·- ·- ,,_¿_; 

AUXDIR•O . DO - .,,.}, 
AUXIZO•O .DO . ..-. 

J)()A~Í:=•AUXDER+SOLl)ERCJ)•< CDIFi;.CTNRAIZ< I >-l.D0)/2 .D0>••3>' :ft 
.~~I ZO•A~IZQ+SOLI ZO< J> •<<DI ~F• e TNRA_I Z < l>+ l_ -~DO ~/,2_. DO>tD,f·;~,,._:, .. -.. ~ ·: ... , j:,~ 

I!l!,;:~¡¡¡~ii~;1:~~1~~-;)~.-no:;_ --·~-.; .. ~.;':'\~ · --.-. 5tt 
CUADDER•CUADDElt+PESOtJ)•F<VALX:>•AUXDIR --•.·<.: .-._":.'·:_;_~ 

' CUADIZQ•C:UADIZQ+PESO'( I >•F<VALX>*AUXIZO' ·~\ INDi>o - - - ·- - -· 

CUADDER•DIFF•CUADDER/2.DO 
CUAD'IZQi=DIFF•CUADIZ0/2._DO _ 

.. • ••• , ><• --· • •""'"' • -·· •••• "" •• 

..::·e - --- -- - ' - . .. - - .. 
~-·.e~ -;~ : .. :· .. ·.: ·: ··:·. : .. :·:. :;~: ..::<: :--: : . : :· ·: ··:--:>:.-. :·.:· .. :·:: ·:" : :.:· -~:-·:·::;:~: ·= : .. ':-«·=--·=· :·· r :~~: -~r·r-:· ··=--·: : =-··: ·:··-·:·::.:.;·: ··: -: ·=· .. :<:·· :::.-;.----;: -: :·-·_:.·:.e ~- -: : ·r ;: :. 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

...................... . . . . • ............. ·- ... . RUTINA LLENARAJZ ' - . . . . ................................................................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - - -

LA SUBRRUTINA "LLENARAIZ" PASA A •1tAIZ", "TNRAIZ" Y 
"PESO" LOS VALORES PERTINENTES. EN "RAIZ" PASA LOS VALORES 
DE LAS RAICES TRANSLADADOS 1 EN •!tNRAIZ" LAS NO TRANSLADADOS 
y IN "Piso• LOS PESOS DE LAS RAICIS CORRESPONDIENTES PARA 
su· uso EN LA CUADRATURA GAUSSIANA. ' 

S.UBROUTINE LLENARA I Z < N ,-IORD.;;..CUAD > -· 
IMPLICIT REAL•& <A-H 1 0~Z> 
INTIQER N 1 IORD_CUAD 
COMMON /PUN/RAIZ<ll> 1 TNRAIZ<ll>,PESOCll> 
COMMON /ALMACEN/AL_RAIZ<SS>,AL_PESOCSS> 



e 

IPOSN•1 
DO 1•1, N-1 

IPOSNsIPOSN+I 
ENDDO 
DO 1-=1,N 

RAIZ<I>•C1.0DO+AL_RAIZCIPOSN>).12.0DO 
IPOSN=IPOSN+1 

ENDDO 
IPOSN•l 
DO I•l,IORD_CUAD-1 

IPOSN=-IPOSN+I 
ENDDO 
DO I•l,IORD_CUAD 

TNRAIZCI>1:AL_RAIZCIPOSN> 
PESOCI>•AL_PESO<IPOSN> 
IPOSN=-IPOSN+l 

ENDDO 
" -. ~ ' 

RETURN. 
IND 

'<: . ·.· .· -. . . . 
e : : : : :.: : : : : : : : : : : ·:·:::: :·::: :.: : : : :·:::::::: :.: :.:·:·::::::::::: :·= (·::::::::::: 

C · ··· .: .. · · · · · · · · RUTINA QUE GENERA LA MATRIZ DE LAS P 1 S · ·; · · · • · ~ ··· · · · · · 
··e . ; ; . ; ; ·; ·;;; · ; ; ; ; ; : := ·: : : : : : : : :.'=· : : y : : : : : ·= ; : : : =· : ; i: : : :· : :' : , =· : : , ; ;. ; ; ; · ;<;. ; ; ; ; ; ; ; ; ; / ;. , . 
~·~~-:~~~:·· 
,.g/·. ;··:~:¡:·~~v~;F~~~:~i~S.~.:Eg~~R::p¡:gt:i:a¡ r~·=~~~g;·~~-=-~~~~~·' 

C ALFA EN EL INTERVALO TIPIC:O <X_ALFA-t,X_ALFA> 1 VER ECUACIONES 

~1~: J ;;t~lii~i~;~:~4~.~~~·~·L;;,~~;;~~~=~~~~=;~~ ·;:;..::~·¿~~ 
e . . .. . . .... ~:~ 

.. , e:,,···" ..... .. . ..... . ····-

. suBROUT I NE MATll I ZP < G, XA l, XA > 
IMPLlCIT REAL•8 <A-H~O-Z> 
INTEGER G 
COMMON l'MA'l'/PD< 11, 11>,PI<11, 11>,VECI<11), VECD< 11> 1 SOLDERC 11 >, 

SOLIZO<tl> . . . 
COMMON /'PUN/JlAIZ<11) 

DIFFsXA - XAI 
DO l•l,G 

PDC.1,1>•<-DIFF>••I· 
Pl<l,I>•<DIFF>••I 

ENDDO 
VECD<l>•;...1.0DO 
·VECI < l >•-1. ODO 

po 1•2,G 
1 ·XA.T•XAI +~.RAIZ<.1-1 >•I>IFF. · · <: ::,_·.:_:'~_.,..., . ,. 



e 

X 11 •XAJ' - XA 
X12•XAJ' - XAI 
VECD<I>•-D<XA.J> 
VECI<I>•-DCXA.J> 
DO J•l,G 

RJ•DBLE<.J> 
RJl•DBLE<J-1> 
PD<I,J>•<RJ•RJl+RJ'•CCXAJ'>•CXIl>+D<XAJ>•CXI1>••2>•<XI1>••<.J-2> 
PICI,J>•CRJ•RJ1+RJ•C<XAJ'>•<Xt~>+D<XAJ>•CXI2>••2>•<XI2>••C.J-2) 

ENDDO 
ENDDO 

RETURN 
END 

:.c. : : : : : : : : : : : : : : : :. : : : : : : : !· : : .: :. : : : : : : : : : :- : : : : ·: : : : : : : : : : : : :,·: : : : : : : : : : :': : : 

.C::. : :J: :':,: '.:: .: : : .ltUTINA:OUI GElfBRA ... LA MA.Tltl.Z DI ROO .. : : : : : : :: : : : : : : : : : :.: : 
.·~·· :: :,:::·:~.=:.:: :: : :: :: : ::·: ::.:.:.r:·::.:':: ::: {,= .. =··:.·:-=.= :':'::::··: :: : : :·: == ... =:: :'::: ::::·:: :. ' 

e' LA RUTINA CALCULA. LOS COBFICIBNTBS. FINALEs''ni:' "®"'"' DE 
C ACUERDO A LAS ECUACIONES. QUlf SB EXPONEN· EN EL CAPITULO VI, VER 
C ·ECUACIONES < 6. 11 >. EN SEGUIDA LAS ACOMODA EN LAS POSICIONES 
C ADECUADAAS. 
·e: · .. ·.····• 

, ;~. , •>•: ·.,·· .··•.· ... PA~~(~A.v~µ~;;;:R~~~.· ;~¡==·:gNi)Ec¡··.·~t~.i~·~ÓN~~RDp~~A~N~i~~~~.· 
;~C·}· ':'''•'<'"'C..O•'fl:J·). ···XA:.(,lilX::ALFA ;,, BIL'YALOR>.·,csNTRAL •. DEL INTERVALO· TIPICO):···.· ··· .. ' 

¡~~~;,;·.·· ... SJ!~J:: r:~~::~~1;.,:~~~T"~~s·· ·~:~,~ .. ~:.~. :~,!~i~~,~~~=~~~ 
C . LOS VALORES A. LOS ~tJGARES ·COltltBSPONDl.ENTES DE ·G~if'.I•: : • .· •· 
e 
C .. 

ROMAS•O.DO 
ROMEN•O.DO 
DO .l•l,G 

ROMAS•ltOMAS-DBLB<J>•SOLDERCJ>•<XAI - XA)••<.J..;.¡ > 
ROMBN•ROMEN+DBLEC.J>•SOLIZQCJ'>•<XA·- XAl>•*-<.7-1> 

ENDDO. 
IND•2•1-1 
GMA'l'C IND, IND>•O ,OD.O 
GMATCIND,IND-l>•ROMAS 
GMATC IND, IND+l >•CCXA>+SOLDER< 1 > 
GMAT< IND, IND.+2>•-1. ODO 

. G~T(·IND+l, IND>•l. ODO 
GMA,.<IND+1, IND;-1 >•-c<nn.-.soL1zoc1 > 
:'.:<r.:~,:--~:~::::,,~,t.;~ ... ::.->· .;. .. _ ..... - .. '", -... : ... · .. - ,_ ·: . . . 

. ·-·: .... , . 



-e 
e 

GMAT<IND+l,IND+l>•ROMEN 
GMAT<IND+l,IND+2>•0.0DO 

CALL INTEGRACG,IORD_CUAD,XAl,XA> 
RINDEP<IND>=-CUADDER 
RINDEP<IND+l>•-CUADIZO 

RETURN 
END 

e =::: =:::::::::::::::::::::::: =: =:::::::: =::::::::: :·:::::::::::::::::: 
C : : : : : : : : : : : : : SUBRUTINA RESUELVE EL SISTEMA : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 
e : : : : : : : : =::::::::::::::: =: =:: =::: =: =::::: =::::::::::: =: =::::::: = =::: = 
e 
C . LA SUBRRUTNA "S1$TE~" RECIBE AL SISTEMA LINEAL. DE _ECUACIO-
C NES 'PARAcSU .. POSTERIOR SOLUCJON, MEDIANTE EL LLAMAI)O AL LA SUB-
C . .::Rll1JT-Il(A':DEL LA ~IBREllIA >S'fANDA:R. IMSL, . ·LEJUF~;. DO~E. SE~ llE~UEL-
/C~ ·,.• .· .. "• .•• yE·.:;Eli':S):s~~· .. ··acN.CUE$'1'I.é>Jir:':Pc:)R"· ..•. ·ELE,I.MI~AC~IC)l(·:aA:USSJANA,;~.sús;'l'I'l'µ:--. 
'(f ·· CJON">HACIA~ A'!'.JlAS/'..VE:R=llEFE:RElfCIA it3•J¡:· · .. :-.·~::; . :,/;::~.· 
:,·e 
e 

e 
e 

SUBllOU'l'INE SIS'l'EMA<A1 ~,SOLUCION,N> 
IMPLICJT. llE_AL•8 <A-H,O-Z> . 

DIMENSION A<N,N>,8<N> 
··.··'DIMBNSION SOLUCION<N> 
::DíMENS'.ION:;wK<2ro>i~<·. · 

... ~ ; <';:. ~~ ., ,.. . . '.; .. ''"· : ·:;~ 

.· • IX>\i_;.1; ti·.• . 
. . . ;< .··· , soI.uC:IC>N<I>~B<b 
ENJ>Do 

RETURN 
.END 

e : = = : : : : : : : : : : ·: : : :·: : : : : : = : : : : : : = : : : : = ·= : = = : : : = : : = = : : = : = = : : : : : = = = : : : : : = : 
e : ::: :::: CORRIMIENTOS DE GMAT PARA SU POSTERIOR SOLUCION :: :: :::::::: 
e : : : : : : : = : : = = = = : : = : : : = = = : = : : : = : : : = = : = = : : : : : : : : : : = .: = : : : : : = = : : : : ·: : : = : = : = 

e 
e 
e 
e 
e 
e 

. . . 

LA RUTINA "SOLGCORR<>• EFEc~uA · coRR1MIENToS 
G~NEJlAL •QMAT". 

VARIABLE DE ENTRADA ES EL.'fAMANO 
VARIABLE DE SALIDA ES "GMAT• CON 

\·:. 

·- .· .. -
EN LA MATRIZ 



"SOl.QCORR<>• PRIMERO PREPARA A "GMAT" MEDIANTE CORRIMIENTOS 
PROPIOS DEL SISTEMA HP-9000; EN SEGUIDA ENTREGA A 11 GMAT" CON 
CORRIMIENTOS A LA RUTINA "SISTEMA<>" C VER EXPLICACION DI 
LA RUTINA> PARA LA SOLUCION DE LA MATRIZ EN CUESTION. <DONDE FI­
NALMENTE SE RESUELVE MEDIANTE LA RUTINA "LEQIF" DE LA LIBRE­
RIA STANDAR IMSL VER RIFERINCIA C13l. 

SUBROUTINE SOLGCORR<IE> 
IMPLICIT REAL•& <A-H,O-Z> 
DIMENSION BASGMAT<l00,100) 
COMMON /SISTEM/QMAT<l00,100>,RINDEP<lOO>,SOLQEN<lOO> 

INDI•1 
INDI>.,,1 
DO J•1,IE . 

DO ~·1,-JE . ..·· ··· .. ··.·· ... • . ... , · .. · .. · 
· .. ;BASG~T<. INDI 1·~NJ)J.>> •G~"l'.~J(/J.> . 
. . I FC IND.1: -·· EQ. <IC>O) THEN ; : .;. > 

. ' • I NI>D• 1NI>D+1 
lNDI•l 

ELSE 
INI>I•INDl+1 

4~~~~~~~~~ffl~~~~ 
f:::'C • . ·- '.. . - ··e. 

e .. 'e< -. LA :-auT. INA •.s'Q~:P9<>•• e). )rs ' ANA~j)G~ ..• A ' LA '~ülf INA '. SOLGCOllll ( ) ·;:. : 
:(: EFECTUA·-coRRIMISN'l'OS EN' LAS 'MATRICES'. "PD"' y: •p¡1t: ( DEL INTIRVA-
c - LO TIPJCO ex iLFA-1,X ALFA> I PARA : su POS'l'BRIOR SOLUCION ME;_ 
e DIANTE LA RUTIÑA •s1s'l'EMA< )•. 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

'LA VARIABLE DE ENTRADA ES EL TAMAÑO DE 11 PD 11 Y "PI" CGXG>. · 
LA SALIDA SON "PD" Y 11 PI" CORRIDOS. 

LAS MATRICES 11 PD 11 Y "PI" .SON BN'l'REGADAS A LA RUTINA "SISTE­
MAO" LA CUAL INVIA SUS VALORES A LA RUTINA DE LA LIBRERIA ES.;. 
TANDAR IMSL 11 LEOIFC> 11 PARA SU SOLUCJON. 

SUBROU'l'INE SOLPCORR<G> 
IMPLICl-'1' RIAL•I <A-H,O-Z> 
IN'l'EQIJl. Q 
DIMENSION JMA'l'~ZO<ll,11>,RMA'l'DIR<ll,ll> 



COMMON /MATIPD<11,ll>,PI<11,11>,VECIC11>,VECDC11),60LDERC11>, 
* SOLIZQC11) 

1NDI•1 
INDD•l 
DO J•l,G 

DO K•l ,G 
RMATIZQ<INDl,INDD>•PICK,J> 
RMATDER<INDl,INDD>•PD<K,J> 
IF< INDI . EQ. 11 > THEN 

ELSE 

BNDIF 

INDDs:INDD+l 
INDI=l 

INDis:INDI+l 

.. ·. EN»P<> . '. ;.·. 



c 
e 
e 
c 
c 
e 
c 
c 
e 
e 
c 
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• • 

•••••• • • • • •••••• 1 • • • • • 

A P E N D I C 1 B 

••••••• • 1 

• • • 1 
• 1 

• • ••••••• 

• •••• • • • • •••• 1 1 
1 • 

••••• 

•••••• 1 • • • llltUtl 
1 1 • • • • 

• • 1 

• • • • ••••••• • • • • 

• • • 11 •• • • .. . . . . . • • • • • 1 • • •••••• 

• • • • • • • • 
e •••••• •••••• ...... 

• • 
·--·- -- .. . ..... -•• • • • • • •• • ••• 

... ...... . . . ,~ 

c • • • • 
. : . : : . .· ~. .: ; . . · .. ·.·.·.·.···:·.·._:_·_ .• -.·.·.~_'.··.: ...• ~.~-·---~-:· •. e •• • • .· • 

f:·'.g; '..;~:~!···.····.·.-.·_·.···-· .. : •.. • ..•.•. •.-.t ... ·.~·.=.·· .• • 
. . • < - •• •••• < •.. o~it•:. • ~ · · ·. -~ . . ..•. ., .. 

'" •.• 1: .••... 
~·"e , ·.••,•·.·_;. .,. _· •· ····•e··· .. · 

.,+:;:.· .. 
••• 

1 ••• ~>- ..• • • • • •••• 
< l.: 1 ...••••••• :1 <:%'~ 

,•. . . 1 •• ... •·· . '§;.~ 
••• 1 • •• •••••••'<ii c·· 

.e 
e .· . . 
e : : : . : : : : : : : : . : : :'. : : : : : : . : .= . : . : : : : =· .=. : . = : : : : : . : . : . : .= = : . : : : = •: : : : : : . : ·= . = : : . : . : . : : : : : = : : . : : 
C: : : : i : : : : : : : .= : : : : :.: : . PROGRA.MA· PRINCIPAL . .: : : : : : : : : : :': ::: : : : : : ; : ·':; :-: :-~~ 

.~.g: :;~2 1.:···;,,; ; : : ; ;,.;;r ; .•;· .. ~:.:;;.1J;~.:t~~~ti~f .~ üMiw·~ ,, .. ; ;¡;¡t :;; ·, • '';:s1·:,·; ;•; ; ;·.·: ;;e; j 2;i i · · · 
·:;·g . •·.·. · ... ··. ü:iJé!t1tS!~~:·1·~~:t'.·~~~:i· .. ~~: i~~}~~L~~~i:~,;~~~:bjJI JA 1~~g:gz .. · 

C . DIFBREHCJAL: .. . ... . . . . .. 
C . .. LU•U"r2AU'+(B+A'>U•O EN tO,t:J 

1 

~ CON: U<0>•~1 , \U.~~-_>•K2 .·.::~~A_LORE~-"~-}~A._FRO~~·~~-- -~~ .... «.,,,. .... ~'.'._;·· 
:.,.e .. -- -- POa··uN/PROCIDIMfSNTO~_.DERIYADO-'DSL ·LA l'OJUrulíA'ClON''.'a}¡QRBRAlCA ·DE. 

;:; .. c: .... ;.;,m<, <e ··LOS" METOJ)O;s:'i>Jscliii'\íós -«ALGORJTMO.: 2): . . . . . 
-.' ·-·· ·-·,· --·. " .. ,:.· .. , 

Z.g'.-'..··· .. 
.,~,··t ,_ ....... ~.~ ·"-···- . ... ·:·:~:5.:":':'. \.:. : ., .. ;;,, 

. e .. ·· 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

. ,~·,_:.:\·.:-_:_~;:Y '·- ~--.:· ... :_:;· :».'·:I.'.· .. >.'·· ; ·.,:_ . . . :,' .------~-~-~;:·~·.:.~·.:~. ~. 

'.L1'~ ;VARIABLES DE Dli'aADA:;SOH:: . . 
1-. ; s c•NUit1llo' 1>•>r>1'V1s1'dllss 01L INlfBRVALo co, n >, . 
2 . . : N C •NllMIRO - DE PUN'l'OS . DB COLOCAC ION, O B J BN SL GRADO 

NiESIMO POLINOMIO DE LEGINDRB>. A USAR COMO COLOCACION. 
3.: EL VALOR DE U EN LA .FRON'l'iRA <U<O> Y .U< 1 ». 

LAS VARIABLES DE SALIDA SON: .· . 

DEL 

1.: LA MATRIZ •QMAT 11 LA CUAL ES COEFICIENTE PARA LAS JNCOGNl'l'AS 
U< EN LOS NODoS > . 

. . 

2.: EL VEC'l'OR •RINDEP" EL CUAL 
•GMAT•U" Y FINALMENTE. 

HACE LA IGUALDAD CON EL PRODUCTO 

<GMAT>•<U> • <RINDEP> ( 1 > 

3.: LA SOLUCION •soLGEN", EL VALOR U<EN LOS NODOS>. 

~-------------------::;-:----:------------------...;_.;;,;..;.-._~:;.;..;__.,.~---.~-~:"".··. 



DESCRIPCION DE LAS VARIABLES GLOBALES: 

GMAT. MATRIZ COEFICIENTE PARA LA SOLUCION UCEN LOS NODOS> 
CONTIENE LOS VALORES DE LAS ROO'S. 

RINJ>EP. VECTOR QUE IGUALA AL PRODUCTO GMA'l'•U 1 CONTIENE LAS 
CONDICIONES INICIALES POR LA DERIV.M>A DE FI_ALFA. 

SOLQEN. REPRESENTA AL VECTOR INCOGNJTA U<EN LOS NODOS>. 
PD._MATRIZ COEFICIENTE DERECHO PARA LAS P'S.-
PJ. MATRIZ COEFICIENTE IZQUIERDO PARA LAS P'S. 
VEC». ES EL VECTOR QUE IGUALA AL PRODUCTO PD*SOLDER. 
VECI. ES EL VECTOR QUE IGUALA AL PRODUCTO PD*SOLIZQ .· 
SOLDER. REPRESENTA A LAS INCOGNITAS P'S, LAS CUALES EX­

PANDEN A LAS FUNCIONES DE PESO FJ_ALFA EN EL tN-

\~ so~J zo.; 1::::~~N;i!:ic:°u~LV~ÑcoaNJ.TAS p Is 1 _ .. LAS CUALES EX,_ .· 
.·;\:·.- .?;pÁNJ)EN ALASi:FUNCtONES .. DE·PESO Fl'ALFA"EN EL-IN,;;; 

·• ·.- co"..i> ·. E~:····=::tA~~:~=1~~'-•--~tC~i¡Al{•-·t.ós'.···~~Lo~~~.-b~\-•ü--i~~··(L~~}~.·-. 
EX.,•EMQS . ·•_. 

N ~- NUMERO DI MICES. . ... ,;;;_ 
. RAIZ. EL VEC'l'OR JlAJZ SE ALMACENAN LAS N llAICES DEL N' E- >~ 

_-.. _ <'. .•· S,IM()• PQLUIOMtO. DE LEG,:NJ>llE ~ .· .. . .·- ... . ,,.,,, 
.... _. .. . E. :NIJMERO l>E·,DIVISIONES DEL lN'l'ERVALO t01 1l. :,"~~ 

!~f:: ::., .. s:}. ;,: , ..... :~.:.;.~--~Ell~.;~DE :.MICB~ .MA~;~oO- . . .·.:. _ i~~ 
;•:~" ;··:,:Ti->~ __ ... .:.;..::..:.....:.::..:..:~~;~~~,:_~.:;.:".:~.:::~.ti..::.:. .. -:-;~·;¿~"."·~--~-:,~~-"."-:~~"-:'.~-..:;.:.~.~~~~~~.~;~~- ...... Li 
f ,.. .. . d •·••·. •·. ~~·!~llAIO\,Sp1úNct.a.~::i~•; .... ;.a~Ícaa.i;,c dJ~;.¿;:.~~¡¡...;~~{ ; •. '°~i 
; ESTAS so_N LAS' sfallIEN'fE_s_·. :• :.· . · ....... _._;,": ... ...... ·_ .. ··_.·······-.··· .":_:;: .. ·-.. ·.····>_·.·._··:._:_~::_·:_... y 

., -: ·~~t; 
C .. • . . EN LA PRIMEJlA :SE CALCULAN LAS DICES .DIL POLINOMIO DE. LEGEN- -·~; 

~ .~~'. •,; 

C PRIMERA SE ENCARGA DE OBTENER A: .•pJ>u 1 •pt•, "VECJ>•., "VRCI~; 
c LA SEGUNDA RUTINA OBTIENE A: •sOLDEll" y "SOLIZO" ; FINAL-
c MENTE LA ULTIMA ACOMODA LOS VALORES. DE LAS aoo•s EN "GMA'l'" EN 
C LOS LUGARES PERTINENTES. 'fAMBIEN ENES'l'A PAR!'E SE llESURLVE PARA 
C 11 SOLGEN 11

• ·.. · . -.• 

C . LA ULTIMA PARTE SE ENCARGA DE LA .ESCRI'l'URA DE LOS RESULTADOS 
C SE ESCRIBE A: "GMAT" "RJNI>EP" Y A 11 SOLGEN 11 A -PAN'l'ALLA· 'l'ANBIEN - - , - . . ... , . - , 

. e SE ABllE UN ARCHIVO PARA ESCRIBIR EL NODO <DENTRO DE e 011)) 
C J'trHTO' CON EL VALOJt DE U. QUE HA SIDO CALCULADO. . e ... .. . ....... _, __ , __ _ 
e 



COMMON /MAT/PDC11,11>,PI<11,lt>,VECI<11>,VECD<t1>,SOLDER<11), 
• SOL!ZQC11> 

COMMON /PUN/JlAIZ<11> 
DIMENSION COND<2> 
INTEGElt E,G 

WRITE<6,•>" DAME EL NUMERO DE DIVISIONES DE 0-1" 
JlEAD<S,•>B 
WRITE<6,•>" DAME EL GRADO DEL POLINOMIO DE LEGENDRE A USAR'~ 
WRITEC6,•>" COMO PUNTOS DE COLOCACION " 
READ<S,•>N 
WRITE<6,•>" DAME LOS VALORES A LA FRONTERA " 
READ<S,•><COND<I>,Iml,2> 

··. QmN+l .. ·· .· . 

. .. '·};··g~~~ ~=:~=~=~~'ca E,:COND>· 
, .. _,.. ·. ' .. -... -· - .. _ - . .. 1 - .. . ... 

-- ;._ ,_ .::·._ :;-.. ~::· 

00 I=2'~E~2. ·· : .·· 
XA•DBJ.al:<I >'DBLB< E> 
XAD•DBLE<l+l>,DBLBCE> 
XAI•DJLECI~l>~DBLE<E> 

·•.· .. ·.· CALL. )IA'l'RIZP<G,)CA,XAD,XAI> 

~ '·.tKBit~~~~-1!!~~~4~~; 
. ~· ' .· ' 

• -
. ' •. ,. - . ··: ' 

-ESC:R I TURA LA MATR 1 Z·. GENERAL: 

. WJll'fE(&;,•>;.ESCRl·'fURA LA MATRIZ .GENERAL: ;,.: .. ,::·~~¡1!::.s~i(·~~·~/J ,~.l~t~~.~ .. i,·.· ... ·.~ ,\ .. ,,· 

e 

~ · WIU'l'E <&·i:*) . . .... ·. 
'" ~- ·~ • ' º'•-'•"• , __ < 'Mo o , "·-·"'-"J'',~"'• '...,W• ••• ' • ._•, •• :., ... ~:..:.~J.-_·,, .'_, 

ESCJlJ'fURADEL VEC'l'C>ít•OENERAL: 

WRI'l'E<6,•>".ESCRI'l'Ull DEL VIC'l'OR 
WIU'l'E<&, •><RINJ>EP<J> ,J'•l, E-1 > 
WRl'l'EC6,•> 
WRITEC6,•> 

GENERAL: IUNDEP" 

C SOLUCION: VALORES DE LA FUNCION SOLUCION. 
e 

WRI'l'E(6,•~> ~SOLUCION: VALORES ·DE LA FUNCION" 
WRITE< 6, * ><SOLGENfJ >, J•1, E..;'1> 
WR1TEC6,•> 

SOLUCION: VALORES. DE LA FUNCION SOLUCION, 
SE ESCRIBE LA SOLUCIONEN.EL ARCHIVO "SALVAL" 

OP,EN < 2 ~,I' U.Eíii ' SALVAL .• > . 
. ~:;'.i:l)~~i.i+i . < /';'::,:,\:'. ;. ' .. · .. 



WRITE<2,•>FLOATCI>IFLOAT<E>,SOLGENCI> 
ENDDO 
CLOSEC2> 

STOP 
EHD 

•••••• • 1 ••••••• ••• • • • ••••• 
e 1 • • • • 1 11 1 1 1 1 • 
e • 1 • • 1 • • • 1 • 1 1 e 111111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11111 >:·\ 
e 1 • 1 • • 1 • 1 1, •1111tt1 1 . · ·:·:4;. 

e • 1 1 1 1 1 • •• •• 1 1 . 1 
.e • 1 11111 1 ••• 1 · 1 1 .1 • .11111 
e 

;P 
;_~· .. 
:ic,;: •. 

~~.· :: : : : ~~-~~~~ = º~~ ;á~ib~i~: i~s = ~~~~~s = ~~: ¿;,~ = ;;,¿i;,;,;,.~;,s = ~~ =¿1:á•~~~:;::: · 
,-.:e : -: : : : =:: .: : : : : : : : : : : : : : : : : ; :~::::::::::::::: :·:·:·:·::::::::::::: =·: =<=: :·.::: =· 

·g> -EH ESTA RUTINA SE CALCULAN, :LÁS N JrAICES DEL ·N'8SIMO J>Ót1.NÓ~ 
C. MIO .J>B LEGBNJ>RB ... · . · .... ;>~:;_e'/•· (. _ ':.:2~~-,:~é ·:: ':'.';:.~/ . ;~:~--_:-, ·,. ··• 

'if ~if,i•···· i~~L~lti~~ii~~~!~~~~~~~;r~i7·z:~:L~!.::=· 
. e . SE CALCULA IN EL ARREGLO • POL 11 LOS co~, 1 e I ENTES J)EL N, BS·IMO, ··_ .... " 
C ·. POLINOMIO DE LEGENpRE, Y SE ~A-ª~N __ AL -.-~AR~E~~~:. ~·g&JF". -EN·?·:P.O~ . "~- , .. 

··.irzE···7•·iiftii~!li~!iij!i~~~:-~&1$~•.tm~·¡~¡t •. 
··.··· C:r>. ·.···· 'ft~'r .. 'f()La··::~';CAtiCUtaA.:liAS ••Atcsa;,, •. J).:L:~c'P,OLINO•HO''J>•······a•AOO H .• J>E . 
• e . COIJr. i CIBNTSS "¡¡ COBF~~~ >LAS. -u I css'iotf VAC IAJ>AS EN EL ARREGLO DE 

e .. J)E .. ·-CoMPLS30if''iíplcBS" # MIENTRAS QUE 'POR ".lER" SE J>A SALIDA A ,c. LOS POSIBLES SJlÍlORÉS . . ' . . . . 
C - ENSEGUIDA "IÍAICES" BS PASADA A "RAIZ", 'fRASLADADAS PARA SER 
e FORZADAS A CAEJl SOBRE EL IN'fERVALO to# l l. J'INALM.EN'fE "RAIZ" ES 
C ORDENADA EN FORMA ASCENl>EN'fE POR .EL ME'J'ODO DB LA BURBUJA. e . . . 
e 

SUBROUTINE LEGENDRECN> 
llEAL*8 RAIZ,AUX .. . . 
COMMON :/PUN/RA'lZ<'í'f) 
DltcEtiSJON POL<-1: i o 1 -2: 11 > 
DIMENSJON COEFC10> 
COMPLEX llJCESClO> 



POL<l,1>•1 
IF < N.LT.2 > GO TO 20 
DO I•2,N 

DO J•O,N 
POL< 1, 3 >• < < 2•I -1 >•POL< I-1, J-1>-<1-1 >•POL< I-2, .J »IFLOA'l'< 1 > 

ENDDO 
ENDDO 

DO I•O,N 
COEFCl+I>•POLCN,N-I> 

ENDDO 

CALL POLRCCOEF,N,RAICES,IER> 

DO I•1,N 
RAIZC l>•DBLEC < 1. O+ 

. · .... · EllÍDDO • .. · 
.'.·_:. 

DO ~1-.2}N 
DO .J•N11, -1 

IF CltAIZC.:J-1) .. GT .. 
AUX•RAIZ<.l-1) 
llAIZ<.l'-l)aJIAIZC.:J> 
DIZC.J)•AUX .· 

.:.~:·.s,·;; •. ;;.~:r,~j.~.····· 
•::; · ~ ·v-..-·"'·. '.~· .,., ,..,.' .. - . ··-

,.·¡': ·.-<· 
:~; Ó· ·' •• ~ --· 

.c. 
c 

aETURN~> 
·sN»·· 

,i:iJ,,~~i f ~U,~i,:~;,¡¡;;;~t~íf~~íi~i~~:,~~;~&~i.:~~íi1~1:,i~,!~~~:ij;;,:¡~;;idi, ¡ ~•ii,i, ... >.,ti 
c ·.··••·· .•. :,,, MEl)l~TE•ES.'fA:au'flNAiSE,~OB!IENEN LOS<SIGUIEN!!ES.':COEF.ICJ'INTES., 

·g•· ...... ···· ... ··~~t:~s~1=~~fi··~~t;;i:~~~-~~i~i~~~ií·~~;¡~=~·.<::-~1~x.t~~i~······ .. . 
~-··::· ..• , •.. ,. "IUNDBP···: ·:·a1NDIP'Cf) :··y:·a1NJ)EP-<XE~1')''::·:;· ,, .......... ., •. : ' ....... ··:·:; ~"':. ':' ... .. . 

c LOS PAaAMETROS DE ENTRADA SON: Cil C•NUMEa() DE .PUN'l'OSDE COLO-
c CACION MAS. UNO>, E <•NUMERO D.E DIVISIONES DEL INTERVALO CO, ll> 
C Y EL ARREGLO HCOND" EL CUAL CONTIENE. EL VALOR DE U<X> EN LOS 
C EXTREMOS. 
C LA SALIDA SON LAS COMPONENTES INDICADAS .. DE LAS MATRI'-
C CES "QMATH Y •:aJNDEP". 
c 
c 
e 
c 
e 
e 
e 
e c .... ·· 

·,-.-. .,..._:·. 

LA »U'l'INA SE DIVID.E EN DOS PARTES: EN LA PRIMERA SE 'l'OMAN 
- LOS PUNTOS O; 1.IE' Y 2.IE ESTOS PUNTOS SON ENVIADOS·' A LA 'RUTINA" 

"MA'1'RIZP<>• LA CUAL OBTIENE LOS COEFICIENTES PAJtA LAS IN­
COGNITAS DE LAS P'S LAS CUALES SON LOS COEFICIENTES DE LAS 
FUNCIONES DE PESO EN EL INTERVALO <O, 2.IE> ,· EN . SEGUIDA LAS IN­
COQNU'AS P'S SON RESUELTAS POR LA RUTINA ·soLPC )". A PARTIR DE 
LA SOLUClON PARA LAS P'.S P<>DEMOS OBTEICER ·LOS VALORES. NUMEll.ICOS 
DE LAS. :aoo•s COMO SE EXPRESA EN LA i:CUACJONE.S ca~ O>, QUE ·~N IN~ '. 

.. : ,. _· ·: ·<·.\,\¡::-~·_-:-··:· .. ,, ~/>.: .•."';";,.'·;·: ....... \·:;~- -~-~-;·.:'·::;·.~(·'~~- .. , ... :>1.:-'-.·~\·<- -:·. ·'- '.. ;;· .. ~\ ··"<·.:..-":/".; 



TRODUCIDOS EN LOS LUGARES CORRESPONDIENTES DE "GMA'l'", Y EN LOS 
DEL DEL .ARREGLO "RINDEP". EL PROCESO SI REALIZA EN FORMA SIMILAR 
PARA LA SEGUNDA PARTE SOLO OUE AHORA SE TOMAN LOS PUNTOS 1-2.IE, 
E-1.IE Y 1. 

SUBROU'l'INE CASOEX'l'REMOCG,E,COND> 
IMPLICI'l' REAL•8 CA-H,O-Z> 
INTEGER E,G 
DJMENSION CONDC2> 
COMMON .ISIS'lEM.IGMA'l'<l00,100>,RINDEPClOO>,SOLCilEN<lOO> 
COMMON .IMA'l'.IPD< 11, 11>,PI<11, 11>,VECI<11>,VECD.C11>,SOLDERC11 >, 

* SOLIZQC 11 > 
COMMON.IPUN.IRAIZC11> 

"". .·_ .. , ; ·.--," . .·: 

~A .. 1. oi)ó~b~Ls<;•) . .. 
·XAl•O ;';.ODO~." ·,. < • .. 
XAD•2~C.Do.II>BLE<E> 
CALL .·MA!'llI.ZP<G,XA,XAD,XAI> 
CALL SOLP<G> . 
ROMAS•O.ODO 
aMAT< 1, 1 >.•SOLDER< l >-SOL IZO< 1 > . 

. :-J)() .:I.•1 .. 1 G . ... . · · · .. :. , .. ' , · · ..... , . , . : .· ... 
...... ... - -:ROMAS•ROMAS.;DBLE.O>•SOLDBR<I >•<XAD;.;;XA> 

•;fij';),,'E!!lI~!~~~ Y,• :e; L " •··· 

_.DQ,I•.~;G< ... ·., ·•: . . .· ,.· 
ROMEN•ROMEN+DBLB< I>.•SOLIZO< 1 >•<XAI-XA>••<I-1 > · 

ENDDO 
RI~EP< 1 >=~llOME)l•CONDC l > · 

; ·=c;t;c7m~~!t~!~~!~!~!f~t, , · 
·.·. ·.CALL•'MA!'RIZPUl~XA~XAD,XAI> .. ···. , 

e 

•·· · ~ -'.:-.:~;-r:e~,~~I,~~otbt:•< r >~so1.:1jo·e:1· ,- _ 
-.ROMEN•O.DO 

DO 1•1,G 
ROMEN•ROMEN+DBLE<l>•SOLIZQ<I>•<XAJ-XA>••<I-1> 

ENDDO 
GMA'l'<E-1.;E-2>•ROMEN 
.ROMAS•O.DO 
DO l•t,G 

ROMAS•llOMAS-DBLE<l>*SOLDEll<I>•<XAD-XA>••<I-1) 
ENDDO . 

-.. R INDEPC --1 > •-ROMAS•CONDC 2 > 

RE'l'UllN 
END 

e ,. 

~ .. i'.~;.:.:.;.¡}; .. ; ¡ 1r;f~t.t;~ ~~~.'.~#t~1lt~,¡~~~l,~.'.b~;i~~~If lc~(tl;(irt;iii.: ;;H•1~i;i1; 



·C. 
C:c: 

..................................................................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . · •..................... 
EN ESTA RUTINA SE CALCULAN LAS MATRICES "PI>", •PI" Y LOS 

VECTORES "VECD" Y "VECI"; QUE FORMAN LAS ECUACIONES SIMULTANEAS 
A RESOLVER PARA LOS VECTORES "SOLDER" Y "SOLIZQ", LOS CUALES 
SON LOS COEFICIENTES P'S QUE EXPANDEN A LA FUNCION DE PESO FI 
ALFA EN EL INTERVALO TIPICO <X __ ALFA-1,X_ALFA+l>. -

LAS VARIABLES DE ENTRADA SON: G < •N+-1 > , XA < •X_ALFA > , XAD < • 
X_ALFA+l), XAl <•X_ALFA-1>. 

LAS VARIABLES DE SALIDA SON: LAS MATRICES "PD", "PI" Y LOS 
VECTORES •VECD" Y "VECl". 

LA RUTINA EFECTUA LOS CALCULOS DE ACUERDO A LAS ECUACIO­
NES <6> QUE SE EXPONEN EN LA PRIMERA PARTE DEL TEX'l'O. 

suaRoii'~;¡"~· MA T~i zp, a ,>CA i xAI>,x" fo . · 
UtPL·lC.l'f itlAL•I <A..;H,O..;.:z> ....... ·. ·. 
IN!'EGER G . . . · . • · . ... . . .· . . . · 
COMMON /MAT.IPD<11,11>,PI<ll,11),VECI<11>1VECD<11),SOLDER<l1>, 

SOL IZO< 11 > . 
. COMMON iPUN.IRAIZ< ll > 

l>O J'•t,G 
RJ'•DBLB<.J> 

. llJl•DBLE<.J-1 > 
PD< I ,:J> • <R.:1*RJl+R.1•C<XIMA>*Y+DCXIMA>•Y*•2>•Y••<3-2>. 
PICI,J> • CR.l*R31+R.1*C<XIME>•X+D<XIME>•X**2>*~**<3-2> 

ENDDO 
ENDDo··· 

RETURN 
ENl> 

. . 

_:-:,: :.·:-::: ~·=· !.·.=·=-~·:: :·:_:: :·:: :._:·:._:-:_:: ;_,:::: ! :_:::: :.: : :\:":;: :·: ·:::: 



: :: : :: : :: : :: : RUTINA QUE GENERA LA MATRIZ DE ROO:::::::::::::::::::: ...................................................................... . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

• . 
• . 
• .. 
• .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ... 

.. 

LA RUTINA CALCULA LAS ROO'S DE ACUERDO A LAS ECUACIONES 
C8.1A-C>. IN SEGUIDA LAS ACOMODA EN LA MATRIZ "GMAT" EN LAS PO­
SICIONES ADECU~DAAS . 

LAS VARIABLES DE ENTRADA SON: G C•N+l>, E (•NUMERO DE DIVI­
SIONES DEL INTERVALO C0,11), XA <•X_ALFA, EL VALOR CENTRAL DEL 
INTERVALO TIPICO>, XAD c~x_ALFA+l), XAI (aX_ALF~-1) . 

LAS VARIABLES DE SALIDA SON: GMATCX_ALFA,X_ALFA-1>, 
GMAT<X_ALFA,X_ALFA>, QMAT<X_ALFA,X_ALFA+l> . 

SE CALCULAN PRIMERO A LAS ROO'S, EN SEGUIDA SE PASAN ·-LOS 
VALORES A LOS LUGARES CORRESPONDIENTES. 

::suaaóuT.INE 'ROQ(Q, E,:11 XA1XA1»;xAI> 
IMPLICJ'l' llEAL•8 <A:-H,O-z>-
IN'l'EGBR E,G . 
COMMON /SJSTEM/GMAT< lOOí.100>, lllNDEP< 100>, SOLGEN< 100 > 
COMMON IMATl'PD<l 1, 11>,PH11,.11>1VECI<11>.rVEcJ)c11>;SOLJ>ERC11>, 

SOLIZQ< 11 > . .. . . .· . 
'·." ,-

'• ' ll!l~~~-~-· 1)0 
:~: .. :; ·º .·: . ,•-,, .. JlQMIN•O'~-DOo.'>'. -· - . ... .· _,,_,-,5_· _,,::.:::.: 

·' 

-.'':',,; . J)c):'.3 .. 'l'iG:·.),: :• . . . . .. '?·:· · ': .· >····-o ,. . , - -· -

... -••· .. ·:aOMAS•ROMAS..;.DBLE<3>-'SOLJ>IR<3.·l*<XAD 
. • io:MiElii•aoMBN+l>BLE ( 3 j lrSOL.I zo ( .J > '<XA 1 ENDDO - . ·.· . . . - . - . . . -. -- . 

GMA'l'<I.I>•SOLJ>ER<l>-SOLIZQC1> 
--_ '•_-.. GMA'l'<I.1+1 >1111lOMAS 
c.:~~0:: ... -;'.~~<., .:~~{~:!-,.k:.J:?:~-'-~-~~· _-
:· : -RE!l'ÜRJf . · ·• : 

ENJ>.•.·.· e:- -
(!" . ·-··· ... ' 
e~:·::·:--:-::=:-::=:.:===·===:::=·=:-:.-:·:.:··=-=:==·=-=-==·-==:::=-=--==-=··:.:=:=·-===:=·=·==::===·=: 
C : : : : : : : : CORRIMIENTOS DE GMA'I' PARA SU POSTERIOR SOLUCION : : : : : : : : : : : : 
e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :·: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 
e 
e 
e 
e 
e 
e e e_ 

e 
e 
e 
e 
c 
e 

LA RUTINA •soLGCORR<>· 
GENERAL"GMAT". 

EFECTUA CORRIMIENTOS EN LA MATRIZ 

LA VARIABLE DE ENTRADA ES EL 'l'AMA&O DE •QMAT". 
LA VARIABLE PE SALIDA IS •QMAT" CON CORRIMIENTOS. 

11 SOLGCORR<>• PRIMERO PREPARA A •QMA!" 
PROPIOS DEL SISTEMA HP-9000; EN SEGUIDA 
CORRIMIENTOS A LA ·RUTINA •SIS'l'IMA<>" 
LA RUTINA> PAllA LA SOLUCION DE LA MATRIZ 

MEDIANTE' CORiIMI BN'1'0S 
ENTREGA A "GMAT" CON 

< VER EXPLICASION DE 
I~ CUESTION. -



SUBROUTINE SOLGCORR<IE> 
IMPLICIT REAL•8 <A-H,O-Z> 
DIMENSION BASGMA'l'Cl00,100) 
COMMON /SISTEM/GMATC100,100>,RINDEPC100>,SOLGENC100) 

INDl•l 
INDD•l 
DO 3•1,IE 

DO J<•l,11 
BASGMAT<INDI,INDD>•GMAT<K,J> 
U'< INDI . 10. 100 > THEN 

INDD=INDD+l 
INDI•l 

ELSE 
· lNDl•INDl+l 

. :e ENÍ>I I' .•.. ·• . 
. \,ENi>l>o· .. 
END:oó · .. 

CAL.L SIS'fEMACBASGMAf ~:RINDEP,, SOLGEN, lE> . 

,,:·t~~·!~ ~~~~~~;!~ 
. 
•· 
• ,,_ , . . - ...... ··· ,,.. 
;¡'.~;;•;,,., .. 
,..-'.'.' 
1111.·:-· 

e 
e e 
e 
e 
e 
e 

LA RU'l' I NA u SOLPCOllll e ) u ES . ANALOGA A LA lt1.JT iNP. ..• SOL~cólR ( ) "'; 
EFBCTUA CORRIMIENTOS EN LAS MATRICES •pn• y ªPI H e DEL. INTEllVA~ . 

.. LO:TIP.lCQ CX~LPA-l;~~ALFA+l >>, PARA SU POSTEIUOR SOLUCION ME-¡ 
... J)IANTE~;LA··1tUTINA.1!SlS'fEMACl 11 • ·. · \ 

······.·;'.'i .. i~~~~2,;$t~ir~:~~l=~:~k ··.~.;...~.·~'··1~ ·~~,, ..... 
·~LAS MATRICES·~-~Pl>ao .Y,c:,~Pi-.·aoNl:NtRSGADAS·A· LA au'l'INÁ'"SIS'l'E- .• 

MAC) ... LA' CUAL ENVIA sus VAI.Olt1:s'A-~·LA.···aU'fINA'··.·1>1,·líA:LIBRERIA ... ss~ ... 
TA~All IMSL "ZLEQIFC >" PARA SU SOLUCION. · . . . . .. . -··---·· 

SUBROUT I.NE SOLPCOJlll C G) 
IMPt.lClT JlEAL•8 <A-H,O-Z> 
INTEGER G . 

· l>JMENSION RMATIZQ( 1'1, 11>, ltMATDER< 11, 11 > . 
cóMMoN /MAT.IPD< 11, 1:1>,l>I'<1·1·~1 n,vEc:1.c11>,VEC:D< u>.,soLDERlt t >, * SOLtZQCll> , - .. 

INDl•l 
INDD•l· 
DO.J•l,G . 
.. .. l)O<'K'!'l;Q 



RMATIZOCINDI,INDD>•Pl<K,J> 
JlMATDERCINDl,INDD>•PDCK,J> 
IF < INDl .EQ. 11> THEN 

INDD=INDD+l 
INDl•l 

ELSE 
lNDI1:INDI+l 

ENDIF 
ENDDO 

ENDDO 

CALL SISTEMACRMATIZQ,VECl,SOLIZQ,G> 
CALL SISTEMACRMATDER,VECD,SOLDER,G> 

RETURN 
END. 

:· .-:; :: ·-:· ~: ·. 

.............. •' ........ . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . •··• ... . ' ' . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . • ............................ . ·······-·············-·······.········-~················-·,•·-·············-~········· 
F.UNION C 

.C•C<XL 

• ··c:t':" :<"-·:'~~~ .. ":!;', 

e : = : : : : : : : : : : = : : : : : : : : = : : : : : , = : : : = : = = . =· : : : = : = : : : . : . : : : = : : : : : : : : : : = : : : : = :· : = 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

LA 

DE LA 
SE 

FUNCION C SE TOMA DE LA FORMA: 
D<X>•B<X>-A' <X> 

ECUACION < lA>. 
CALCULA A D<X> EN EL PUNTO EN CUESTION, 

REAL•B FUNCTION D<X> 
REAL•8 X . 

D•D<X> 



A p E N D 1 e E e 

SUSTITUCION A 

~~ ~ ~ ~; ~~ ;;;: :: : ;: : ::~~~~i~~~i~~:~~~~:~~:~~~~~~~:~~i~~~~~¿:: :; ~ ~; :;;;;;; ~; ;;; 
C : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ALGORITMO 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 
e::: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : = : : : : : : : : =: : : : : : : : : = : : : : : : = : : : : : : : = = : : : : : 
e 
e 
e::· . 
c.· 
·cf'-
c 
e 
e 
e 
,C. 

.· .. CON ESTE J»ROGRAMA SUSTITUIMOS AL PROGRAMA PRINCIPAL, QUE HEMOS 
~:PR,SB.J-1~~~9- ~~ -CB~::A.PB)¡I)IC:E ~~· -·· ... ··..... ·• / ... · ... · • ·.. ·. . . . ' .. ··...... . . . .. 

··. . · .. ~ABRIMOS TRBS •.ARCHIVOs·•··.DE: ESCRITURA:. "REPORTE" · "CRIT VAL" Y 
.•.;;;."cRtT cDIEar.••:<,.••IN lio:s·· cuAi;ss:.=1sca1a1JiC>s .. itos:aEs1JL'TADO~•. ···DI.··· Los :·ANA~ 

. LISIS--ÓBL ERROR, .tos CUALES OBTENEMOS RECURSIVAMENTE: . . . 

. .. EN ESTE CASO .'l'IENEMOS EL LISTADO EXPLICITO PARA CUANDO ANALIZA-
MOS LA ECUACION 7.7 DEL.TEXTO. Y MANTENEMOS A N <COLOCACION> 

.•CONSTANTE . . .. . 

·e:: ·. ·.· ···· ... 
·:·:,_:' 

··~r~- .. l}~.'r:1=~~;~=~~f::~~iL8 .... <>.~·z·f 
• ... '• ;_ J)lMENSJOt(C.CcjNJ>t'2>··;· 

.• JNTEGER E:·c; . . 

COMMON ISISTEMIGMAT<150,150>,RINDE9<150>,SOLGEN<150) 
COMMON IMAT/PDCl 1, 11>.PIC11, 11> ;,VECI < 11>.V!CDH1>,SOLDER<11 >, 

* . - .. . SOLl-ZO<ll> .. . ...... · ... · _ . . . . 
·· : :,;,_,;coJilMoíil. il>uJiiiltAI z<-11> TNRAliz'< u>; PEso·< ·11> · .· 

>';-:.':··:~-:-·:·-:- , .. ,1.•'1•'"f.'"-' "l''.'°'"'''.,·"'"""·'"''"'*'>!"-','_,,.__.,..;.,..,-.,.,,,,,._-.1,,r•H""'-•'"><···•__,.,,,.,,.,.¡....,_,,,., .. __ qf,_,_. _ .. ,..:,.,.,-. ., '"''"'°"'"·'-"". , ... •,,_ .. ,.¡,~· '·, , ··-··; .·<. • ,, '>, ;: • 

··• .•····.: . ,c-COMMONi•_.IALMA.CIENl:~L.illAlZJSS>.',~L2..P,IJOl55)········, 
, >\. CóMMONC'/lN'fSGRALB•J'.l'l'IPO.· IC;CUADDEll~·cuADIZO 

··,,:·_· .' .··._·:_·,,.·: ··-::-··,- .- -···-~·-'(.:,~·: ·.- ., .. '· ::.~·--:·:º:··: ·-- .... , .. ·. . -. :·::-,:··.~; ·." .... -.····.·::··'";·.:·~: \ __ ::.._·. •·' .. , .:, .. , . 

. .. ·OPEN< 2~ 111.i.E .. ;bi"'fós 1 > 
· ···-00·· 1.,1 ~s:!;· · · ·· ·:e·· · ·· 

JlEAJ>C2,•>AL_JlAIZCI> 
ENDDO 
DO 1•1,ss 

JlEADC2,•>AL_PESOCI> 
ENDDO 
CLOSEC2> 

OPEN< 12, FILEs •REPORTE' > . 
. ·· ... OPEN< 1·3/FILE•"CRIT~VAL' > · 

OPIN<l4ÍFILE•'CRI'l'_DIRt'> 

COND<t>•l.ODO 
CONDC2>•D.ODO 
IOJlD_CU~D•O 

... · :;· 



i •·. 

DO JUN•2,10 
N=JUN 
DO IJ=l,18 

E-=4•IJ 
DO J•l,150 

DO K•l,150 
GMAT<J,K>-=O.DO 

ENDDO 
RINDEP<J>sO.DO 
SOLGEN<J>•O.DO 

ENDDO 
DO Jsl,11 

DO Kal,11 
PD<J,K>•O.DO 

. PI <.J., K>=O. DO 
BNDDO 

. ··vacn.J>~ó;Do 
•• vscJ>< J)•O}I>O 
SOLDBR<J>;.O.DO 
SOLIZO<J>•O.DO 

BNDDO 

G•N+l. . .· .. •.··.· .. · .. ·•· 
CALL. LLENARAIZ.<N, IOJtl)~CUAD> ·. . .·.··· .· .... 

..... ·J~~:¡,,~f(;~~Q~~"-~O<G ;·Jé>-~J?~Cµ'~PI;~~ ~JO>.·t:; ;.·. 
: ])O'.'l.1111,2)'E"'.'1.•.·.···•·<· .·······. O: \ .. •· . 
. · ..• ·XA.tl>BLE<I >lDBLE<E>·~ · .. 

xil·•l>BLE< 1~:l>1DBLE<E>. 
CALL MA'l'lllZP<G,XAl~XA> 
CALL SOLP<G> 
CALL llOO<G,IOllD_CUAD,E,I,XAI,XA> 

Ji:tf;DD() . . . .· . . .... • . . . .·. . . 
. · CALLtRESGMA'f<2•E> · . 

,,.::,.'~\/"::-. ·;:·:····•·····•-•i.fü~~J.:'·C0~~-<;11:_~ ~;·•.1·:,·>;::· .. •· 

e 
e 

··.•·no IJK~.1. 2 · 
.WIU'f&fl 2~•> 
'WlllTE< 13, •> 
Wlll'l'EC14,•> 

ENDDO 

ENDDO 

CLOSEC12> 
CLOSE<13) 
CLOSE<14> 

STOP 
END 

.. -~ .. -· - ; ; ·-~- · ..... ~ .... 

e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ·= : : : : : . : : : : : .: : : : : . : : : : : : . : : : . : 

e~:·:.:.:·: .. :::: SUBllU'l'INA PARA EFE~TUÁR LAS:CQMPAllACIONBs· BN EL.,:_~: •. :::::: :lu;i) 
.e:.:••= .. ;•::·:.· :·. :··: !: ··:.··;: ANAL1s:iay1:>1 :·,aaoit· .. •0 < :·• .. · .··:·;: ~:.·: :=:•=>=':l· ::::.:·•:.t¡J:.·.=·.·:· ·;.·:f.:.:: i¡•:·:.';\~ 



e 
e 

............................................................................ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
SUBROUTINE COMPARA<E,N,IJ> 
IMPLICIT REAL•S <A-H,O-Z> 
INTEGER E,N,l.J 

COMMON /SISTEM/GMATC150,150>,RINDEPC150>,SOLGENC150) 

INTEGRAL GAUSSIANA CON: NO. DE DIVISIONES=100 
<RUTINA "INT.FT"> ORDEN DE CUADRATURA-=S 
<RUTINA "INTDERI.FT"> EN EL PUNTO X•0.250 

. ~SI COMO .VALOR DE .LA DERIVADA EN .X•O. 250 

::~===~:~~i=~·i~·1::·~·~-~·~=~~·~:::E~4. 
1AUX•2•.I.J 

XERRVAL•DABSCSOLGEN< 1AUXl-XEllll14VAL> .. 
J )CERRDE'll•DAB'S< SOLGEN·c lAUX+ 1>..;.XERR14DEJU . 

· .•.•.... :::~~)i.tEcli'fX.·~·f. ' .•.. ·· .... · .. :;<. ··.·.·.··. , :::~e,¿'-~\~-· .:' .. 
.• ;WJUTE< 13·,;~~LOG<A>iDA .. S<LOCU,CERllVAL>>' .. 
i Wil'l'E<14;:•>LOG<A>;DABS<LOG<XERRI>BR>>'.······· 

';·-1: .·', .. ' . -- - . '·. .. - .. ---·- -···-, .¡ -· •• ··, 

EllllOll EN EL VALOll·~·~·.XEllll~~t.~··· 
EllllOll EN LA DElllVADA•",XEllllDER 

Wlll'l'EC 12, *>"E·· I E, • 
. Wlll'l'EC 121 •>" 
.11,1'R,l'l'EC6,•>•E•", E, n 

N•" IN~. 

EL VALOR•",XEllllVAL 
DERIVAJ>As",XEJlllDER 

N•", N, " 
"'--.--··· -- . .. .. ,, ., .. ···-· ... :. '".;,. 

. ·1'f•·J',l'EC6~1'<>"~:~. : Ji:!~~~::;_:~:·;~ ><h::,:;,, ·.··· 

..... ;~ .. ·, .~ ... 

SUSTITUCÍON B 

e: : : : : : : : : : : : : = : = : : .; : : = : : = : : : : : : : : : : : : : : : : : = : : = : : : : = : : : : : : = : : .: : : : : : : : : : : : : = : 

C: ::::::::::: :: SUSTITUCION PARA EL PROGRAMA PRINCIPAL :: ::: ::: : :: :: :::: 
~:.: : : : :, : : : : : : : : : ·: : : : : : : : : : : . . ALGOlll TMO 2 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :· 

'.;g:; :;:;: :.:: .:+•:.).:::: 
~ i"·\.:,,·,.·: 



SUSTITUCION EN IL ALGORITMO 2 PARA LA OBTENCION ITERADA DEL 
ERROR. 

EN ESTE CASO SE PRESENTA LA SUSTITUCION USADA PARA ANALIZAR 
LA ECUACION 7.1, EN DONDE TOMAMOS E <PARTICION> CONSTANTE. 

PROGRAM PRINCIPAL 
IMPLICIT REAL•8 <A-H,O-Z> 

COMMON /SISTEM/GMATCSO,SO>,RINDEPCSO>,SOLQENCSO> 
COMMON /MAT/PDC11,11>,PIC11,11>,VECIC11>,VECDC11>,SOLDERC11>, 

* SOLIZQC11> 
COMMON /PUN/RAIZC11> 
DIMENSION CONDC2> 
INTEGER E,G 

... ÓPENU2;FILE• 1 JtEPOR'l'E'Y ••. 
OPINC 13 FILli!.•GRA Clfll/ > 

. OPIN< i4:FILB .. {GRA:ca12i). 

CONI><1>•1.0DO 
CONl>(2)•0.0DO 

DO IJ•l,;12 
-1•.4.•IJ . ·· -

.~,~~,¡~St;.$ ....•. • ,: .. , ... 
. --,GIMA'l'CJ,K>~0.1)0 INDDO . .· ... 

JUNDSP(J)•O.DO 
SOLGENCJ>•O.DO . 

ENDDO . 

. ;:·:,~~·· ~ fü'i;,f. ~~ii~.¡::i;:.;i~:· • . 

. 1. 

... BNI>DO .. . . 
nc1·(.J>•O .DO 
VICDCJ>•O.DO .. 
SOLDBRCJ>•O.DO 
SOLIZO<J>•O.DO 

ENDDO 

N•JUN 
G•N+l 
CALL LEOENDRECN> 
CALL CASOEXTREMOCG,E,COND> 

.. J>Q. ~-2 •.. ~~2 
XA•DBLE<I>/DBLECE> 
XAD•DBLECI+l)/DBLE<E> 
XAl•DBLE<I-1>/DBLE<E> 
CALL MA'l'RIZPCO,XA,XAD,XAI > 
CALL SOLP<G> 
CALL ROOCN,E,l,XA,XAI>,XAI> 

. ENDDO>: . , ._ e\;'.. ., 



C .. 

CALL RESGMAT<E-1> 
CALL COMPARACE,N,JJ> 

ENDDO 
WRJTEC13,•> 
WRITEC13,•> 
WRJTEC14,•> 
WRITEC14,•> 

ENDDO 

CLOSE<12> 
CLOSEC13> 
CLOSE<l4> 

STOP 
END 

e .. ~ _:,~,.;;·. 
,:,; .. '- ,, 

~; ::·:';~-~~·; ;··~- :·:'i~r~~·;~:-·= = :t:: =- = = = 

C SU.BRRUTJNA QUE' IFEC'l'UA LAS COMPARACIONES DEL ANALISIS DEL- -
C ERROR. . 
e 
e 

•.. q.',.i<·1~~~lt~!:~{1~~;~~~~1~; t ··•·.·.·· •···< i·••>··•·;;z; ;.);:·ii'.·.··· .. . ··• .• •. ;;,·.~ •.:e: :+: ...•.•.•.. 
>>'> ;;<) cOMMów".i:~s1's'l'EMtGilA'l'<s·o<so>'·a1Nl>Ei><so,>•· soLaiN<so>.-··· : ;; .. ,,. ... , ... ··/~.u:. 

-.... , - _ ,.,_. .. : .... ;.-:•:_,_,_ , ___ --~ .· -. __ ,_ ._. _. , ___ ... ,.1, .-. ,_ I_ . , .; .. , .. I_ __ , .. •· .. , .· ,·. , _, ··.--, ... 

ERRMAXJM,O•O~OJ)O" 
x•o. ODO . 
Y•0.250DO 
SERROR:;:I)-. ODD 

.· WRITE<·l2'· ·•> 11 ECDIVISION. Ds::c.o n>-~- E , ' 
'''""'' :>•:'.t~.::z:·~ .. ~~~>T~f]J~i,r1/ij,'9(i~,U~t:.::~~c;~~J:QtÚ'~-~ .. ~:tf_,:·;,:;_:::.,y;:L: ...... ,"''"'''·······~:;;.,!c'(',:L:i.~~"'·"·''·~····•~ .. ;.l:;,:.,.... ·.·. ··~; 

···:·. ::!·wa·I:'l'~Ji:.<:':!·:2-.~-tr:)'-"SOLUC~O.N;c~AL:ITICA-·-·.·, . .·· SOLUCJON«APROJ(I~DA!'::~:: •< ····;":¡¡;~ 
.-D.O .• :llll;l'lj·E~:t:: · ;:• ,., ·' ... · · <",,:····>-'·:··•. · -,, . , . .,.. -·~,,-" . ·:·~,, ·¡; 

. X•X+1: •. 0DO.ll>BLE<.E> .. . . . .. . ~~:~ 
é:g)lioli•i>A"isC'sóLGEN-CU, EJl'IÜX) ) ··.,······ , , ~;: 

''''üiifEC"fa;····)ERJfüt'r;·1t· ---· .......... · ' ·~:SOLGENti.> 
SÉJlllOR•SERRO'll+ÉRllOR 
·1rc ERRMAXIMO .L'l'. ERROR> EllRMAXIMO•EllROR 

ENDDO 
CEllllOR•DABS<SOLGEN<I.J>-ERll<Y>> 
WlllTE<13,•>2•N-1,DABSCDLOGCERRMAXIMO>> 
WRITEC14,•>2•N-1,DABSCDLOGCCERROR>> 
WIUTEC12, •> ".Clll'l'Elll01: MAXISOL_AP-SOL_ANAI "'", EllRMAXIMO 
WRITE< 12, * > "ClllTERI02: 1SOL_APC114 >-SOL_ANAC 1.14> I •", C·E:RROR 
WRITEC12,*>"SUMA < ISOL_AP-SOL_ANAI >•",SEJlilOR 

·-wllITEC:12 ~-* > 
WllITEC.12, * > 
WRITEC6 1 •> 11

• E• ·~E,·" N••,N 
WR I TE C 6, * > " EL EllllOR MAX IMO E.S " , EllRMAX IMC) 

1, 



l: 
~ : 

........................................... . .. . . .. . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . ........................................... . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . .. . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . .. 
FUNCION AUXILIAR PARA LA RUTINA "COMPARA: 

REAL•& FUNCTION ERRCX> 
REAL•& X 
ERR= 1 . DO-X**2 
RETURN 
END 

' ·. ··~ 
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