
Universidad Nacional Autónoma 
de México 

FACULTAD DE CIENCIAS 

LA ESTRUCTURA DB ALGEBRA DE HBYTING 
IN EL CLASIFICADOR DE SUBOBJBTOS DE UN 
TOPO. 

T E S 1 S 
Que para ohtener el Título de 

MATEMATICO 

presenta 

4NNR M4RIB PIRRRB~BRRO SRMRRRl4 

México, D. F. l 9 8 7 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



Indice 



Intcod ucc ión 

El propósito de este trabajo es, demostrar, en el marco de la Teorla de Topos, 

que el clasificador de subobjetos de un Topo tiene estructura de álgebra de 

Heytlng, sin uttltzar -como se hace usualmente- la propiedad de que Sub(d) es un 

élgebra de Heyttng. 

En el Capitulo I damos las definiciones de álgebra de Boole y álgebra de Heyttng 

junto con algunas de sus propiedades. Un resultado Importante que retomamos en 

el Capftulo IV es la definición ecuaclonal de álgebra de Heyttng dada en los 

Teoremas 1.1 y 1.4. 

En el Capitulo II estudiamos la categorla de los conjuntos Set, verificando que 

satisface todas las propiedades que caracterizan a un Topo (cuya definición se 
dará en el Capitulo 111) y definimos los morfismos de verdad U, n, =, ~. 

Por su parte, en el Capitulo 111 se estudian algunos Teoremas, Importantes sobre 

Topos que necesitaremos en el transcurso de este trabajo; definimos los 

morflsmos de verdad partiendo de la construcción realizada en Set y 

demostramos que (Sub(d), ~) es una latiz acotada. Además, por medio de un 

contraejemplo mostramos que, no para todo Topo, (Sub(d), ~) es un álgebra de 

Boole; mas al definir el seudo-complemento obtenemos que, (Sub(d), ~> es un 

álgebra de Heyttn9. 

A parttr de este resultado y uttltzando el Isomorfismo entre Hom(_, O) y 

Sub(d), junto con la Inmersión de Yoneda, se acostumbra probar que O -el 

clasificador de subobjetos de un Topo- es un álgebra de Heyting. Sin embargo en 

el Capitulo IV, siendo la parte Importante de este trabajo, demostraremos 

directamente, sin tomar en cuenta a Sub(d), que O tiene estructura de Algebra de 

Heyttn9, considerando la definición basada en diagramas sugeridos por los 

Teoremas 1.1 y 1.4. No obstante, al utilizar el Isomorfismo mencionado 

anteriormente y además probando que Hom(d,O) es un álgebra de Heytlng, 

podemos concluir que Sub también lo es. 



Capítulo 1 

En este capitulo estudiaremos conceptos y propfedades que permftfrán dar la 

deftnfcfón de álgebra de Boole y, a partir de ésta, la de álgebra de Heytfng. As! 

mismo demostraremos algunos Teoremas importantes. 

Deflnlcl6n. Un con/unto parcialmente ordenado es un conjunto P con una 

relación binaria R tal que para cualesquiera a, b, e e P 

i) aRa (Reflexiva). 

ii) Si aRb y bRa entonces a=b (Antfsimétrica ). 

fii) Sf aRb y bRc entonces aRc (Transltfva). 

Deflnlcl6n. Una latlz(L, .s. ) es un conjunto parcialmente ordenado tal que para 

cada par de elementos a y b existe 

i) La máxima cota inferior a•b de a y b. 

lf) La mfnfma cota superior avb de a y b. 

Oeflnlcl6n. Sea (L, .duna lattz; w es un elemento mlxlmo en L si w e L y a i. w 
para todo a e L; wes un elemento mínimo en L si w e L y w s.. a para todo a E L. 

Los elementos máximo y mlnlmo se denotan por 1 y o respectivamente. Una 

latlz es acotada si tiene elemento máximo y mínimo. 

Deffnlci6n. Una latiz (L, .s.) es distributiva si para todo a, b, c e L se cumple: 
l) a•(bvc) = (a.b) v (a•c). 

ji) av(b.c) = (avb) • (ave). 

Teorema l. l. Si (L, .s.) es una latiz acotada, entonces se cumplen las siguientes 

propiedades: 

i) a.a= a 
iO a.b = b•a 
iii) a.(b•c) = (a•b).c 

ava =a. 

avb = bva. 

lv) a.(avb) = av(a•b) = a. 

v) SI a i. b entonces a•b = a y 

av(bvc) = {avb)vc. 

avb = b. 



vi) a.1 =a 

viO o.a= o 
avl = l. 

Ova =a. 

Además si se cumplen i) --. vil) definiremos un orden ·e· en L de tal forma 

que (L, C) sea una latlz acotada. 

Demostración. Las propiedades O y 11) son evidentes. 

110 ( a.b )•c .s. a.b .s. a. 

Como (a•b)•c .s. a.b s. b y (a.b)•c s. c, se sigue que (a•b)•C s. b•c. 

Supongamos que x s. a y x s. b•c , entonces x s. a, x s. b y x s. c, de donde 

x .f. a•b y x s. c, Juego x s. (a.b).c. Por lo tanto (a.b)•c .f. a•(b.c). Análogamente 

se prueba av(b•c) s. (avb)vc. 

lv) a s. a y a s. avb. Pero a es la máxima cota Inferior, por lo tanto 

a=a•(avb). Como a .s. a y a•b s. a entonces a= av(a.b). 

v) Como a s. a y a .f. b, entonces a s. a.b. Además a.b s. a , de donde a = a•b. 

Análogamente b = a.b. 

vl) Como as..I, por v) a•I =a y avl = l. 

vH) Como Os.a, por v) a.o = o y avo = a. 

Definimos el orden ·e· como sigue: a C b si y sólo si a - a•b. 

l)aCa pues a•a=a. 
2) Si a C b y b C a entonces a = a.b = b ( por definición ). 

3) Si a C b Y b C c entonces a = a.b y b = b•C, Juego 

a = a.(b•C) = (aAb)AC = a•C, de donde a C C. 

Por lo tanto (L, C ) es un conjunto parcialmente ordenado. Además a.b es la 

máxima cota inferior de a y b , pues 

lll•b s (a.a)•b = a.(a.b) y a.b = a.(b•b) m (a•b).b, 

luego a•b e a y a.b e b. 

Supongamos que X E l es tal que X C a y X C b, entonces X = a•X = b•X , luego 

X•a•b = x, de donde x C a.b. Por Jo tanto a.b es la máxima cota Inferior de a y b 

SI a C b entonces avb = (a•b)vb = b (por iv)). 
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a C: avb y b C: avb pues 
av(avb) = (ava)vb = avb, 

bv(avb) = (bva)vb = (avb)vb = av(bvb) = b. 

Supong11mos que X E l es tal que a C: X y b C x, entonces 

avx = (a•X)vx = X y 

bvx = (b•X)vx = x 

de donde x = avx = av(bvx) = (avb)vx, luego x C avb. Por lo tanto avb es la mínima 

cota superior de a y b. 

Por vi) y vil): 

a C 1 y OC a para toda a e L, luego CL, C: ) es una latiz acotada. o 

Corolario 1.1.1. En una latiz acot11d11 (L, s.. ) si bs..c entonces a•b s.. a•C y 

avb s.. ave. 

Demostraci 6n. En (L, s..) se cumplen O - vil) luego 
a•b = (a•a).(b.c) = (a•b).(a.c) s.. a.c. 

avb = (ava)v(bvc) = (avb)v(avc) , asl avb s.. ave. o 

Deflntct6n. Sea (L, s..) una latiz acotada. El complemento de cualquier 

elemento a E L es un elemento a' e L tal que a.a· = O y ava' = l. 
Una latiz acotada es complementada si todo elemento tiene complemento. 

Deflntct6n. Un álgebra de Boole es una latiz acotada distributiva 
complementada. 

Teorema l.Z. En un álgebra de Boole B cada elemento a tiene un y sólo un 
complemento a' tal que: 

O (a')' = a, 

11) a•b • O si y sólo si b s.. a·, 

111) a s.. b si y sólo si b' s.. a·, 

lv) (a.b)' = a'vb', 

v) (avb)' = a'•b'. 

Demostracl ón. Sea a e B. Supongamos que existen a' y a" en B tales que 

a.a· = O, ava' = 1 y a•a" = o, ava" = l. 
Tenemos 

a· = a'vO = a'v(a.a") = (a'va)•(a'va") = l•(a'va") = a'va" y 

a" • a"vO • a"v(a•a') • (a"v11).(a"v11') • l•(ll"va') • a"va', 
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por lo tanto a' = a"; es decir, el complemento es único. 

l) Como a•a' = a'•a = O y ava' = a'va = 11 a = a', luego a' = (a')'. 

11) Supongamos que a.b = O ; 
b = b• 1 = b•(ava') = (b .. a)v(b.a') = Ov(b•a') = b•a' .i a'. 

Ahora, si b .i a' entonces a•b = a.{a' .. b) = (a.a")•b = O. 

111) SI a .i b entonces a•c .i b•C para todo e e 8, luego a•b' .s. b•b', de donde 
a•b' "' O: luego O = a.b· y por Inciso lO b' .i a'. 

SI b'.i a' entonces (b')' l. (a')', luego a J. b. 

lv) como a•b "' a y a•b .i b, por el 1nctso 111), a· .i (a.b)' y b' .i (a•b)'. 
Supongamos que existe c e 8 tal que a· .i e y b' .i c. Por 111) e' .i a y e' .i b, de 
donde e' .i a.b, luego (a.b)' J. e y por lo tanto (a .. b)' = a'vb'. 

v) Es Inmediato de 1) y 1v). a 

Para llegar a enunciar y demostrar el Teorema 1.3 necesitaremos algunas 
definiciones. 

Sea (L, .i) una latlz y A e L. Una cota superlorpara A es un elemento x E L 
tal que a .i x para todo a e A; x es el supremo de A si x es la menor cota 
superior. A tiene elemento máximo cuando existe un elemento x e A tal que x es 
el supremo de A. 

Deflnlctón. Sea CL,J.) una latlz con elemento minlmo o y a e L. El elemento b e L 
es un s11lJ(f()-complenum/o de a en l si b es el elemento máximo del conjunto: 

Ca = {x E L 1 a.x = O}. 
Se denota al seudo-complemento de a por "'ª· 

Afirmación. SI -.a es el seudo-complemento de a, 
1t•C •O si y sólo sic s. .. 21. 

SI a.e= o, e e Ca, pero como -.a es el elemento máximo, c .i -.a. 
Ahora, si e J. .. a, a.e .i a ... a = O (Corolario I.1.1), pero O es el elemento 

mfnlmo, luego a.e = O. 
El concepto de seudo-complemento se puede generalizar y se obtiene la 
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s1gu1ente 

Deftnlcl6n. Sea (L,-'-) una latlz y a, b e L. El seudo-complemento dea relativo a b 

es el elemento mlix1mo del conjunto 

Cab = {x EL 1 a•X j. b}. 

Se denota al seudo-complemento de a relativo a b por a =t b. 

El seudo-complemento de a relativo a b, por definición, es tal que 

a.e -'- b si y sólo si e -'- a =t b para toda e E L. 

Deftntct6n. Una lattz L relativamente seudo-complementada es una latiz en la 
que cada par de elementos a,b e L t1ene un seudo-complemento relativo a=$b, 

Deflnlcl6n. Un álgebra de Heytfng es una lat1z acotada relativamente 

seudo-complementada. 

Teorema 1.3. Toda álgebra de Boole es un álgebra de Heytlng. 

Demostrac1 6n. Sea B un álgebra de Boole y sean a y b elementos de B. Def1n1mos 

a• b = a'v b. 

Si a•c -'- b entonces 
e J (a'va).c • (a'•c)v(a.c) -'- (,i'.c)vb -'- a'vb. 

SI e -'- a'vb entonces 

8•C -'- a.(a'vb) = (a•a'}v(a•b) = Ov(a•b) -'- b. 

Por lo tanto a'vb es tal que a.e j, b si y sólo si e -'- a'vb, de donde B es una 

latiz relativamente seudo-complementada. a 

Se prueba fácilmente que toda álgebra de Heyting es una Latiz distributiva. 

Teorema 1.4. Una latiz acotada A es un álgebra de Heyting si y sólo si para 

cualesquiera x, y, z e A se cumple: 

Ox=tx=l 
11) X•(X =t y) = X•Y 
iii) Y•(X =t y)= Y 
1v) X =$ <Y•Z) = (X =t y)A(x =t z). 

Demostración. Supongamos que A es un álgebra de Heytlng. 
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1) X• 1 s. x, luego 1 s. x '* x, entonces 1 =x '* x. 

11) X•(X '* y) s. x y X•(X '* y) s. y pues x => y s. x =>y. Por lo tanto, 

X•(X '*y) s. X•Y· Como X•Y s. y, tenemos y, x '*y, de donde X•Y s. X•(x =>y). 

111) (x '* y)•Y s. y¡ además y= Y•Y s. Y•(X '*y), por lo tanto y = (x => y)•Y· 

lv) SI y s. z entonces x.(x '*y) s. y s. z, luego x => y s. x => z. 
Como Y•Z s. y y Y•Z s. z entonces 

X=> (Y•Z) s. X=> Y Y 
Sea w E A tal que w s. x '* y y w s. x => z. Como 

XAW J. XA(X => y) S. y y 

XAW S. XA(X .. Z) J. z, 
entonces x.w s. Y•Z de donde w s. x => <v•z>. 

Por lo tanto x .. (y .. z) = (x '* v>•<x => z), con lo que queda probada la condición 
de necesidad, Para ver que es suficiente, supongamos que A es una latiz acotada 

y que se cumplen 1) - 4). Demostra,remos que X•Z s. y si y sólo si z s. x,. y. 

a) Si X•Z s. y, entonces x => (X•z> s. x => y. Pero x=><x•z> = !A(x=>z) = x=>z, por lo 
tantozs.x=>zs.x=>y. 

b) SI z s. x => y entonces z = Z•(X => y), de donde 

ZAX = ZA(X => Y)•X = Z•X•Y .S. y. 
Por lo tanto A es un álgebra de Heytlng. 

El complemento de x en un 6lgebra de Heytlng A se define como .. x = x=>O. 

Teorema J.5. En un álgebra de Heyting se cumplen las siguientes propiedades 

1) X• .. X =O, 
H) X J. ,.,.X, 
111) Si x s. y entonces "'Y s. .. x, 
iV) -.x • ...... X, 

v) (x =>y) !. "'X .... y, 

vi) .. Cxvy) = .. x • "'Y, 

vil) ""X •"'Y s. .. ex.y). 
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Demostrac1 6n. 

i) Como o es el elemento mlnimo O s.. x ... x , pero x ... x = x•(X => O) = x.o s.. o. 
Por lo tanto X• .. x = o. 

11) Por 1), .. X•X = O, luego (x => O)•X =O, de donde (x => O) •X s.. O, si y sólo si 
x s.. Cx => O) => o. Por lo tanto x s.. ..... x. 

111) SI x s.. y, -.y.x s.. ..,Y•Y = O, de donde XA..,Y s.. O, si y sólo si -.y s.. x => o. Por lo 
tanto -.y s.. -.x. 

tv) Como x s.. -.-.x entonces .. x .!. ...... x. Por iii), si x s.. -.-.x entonces ....... x s.. -.x. 
Por lo tanto -.x = .., ... ..,x. 

v) O = -.y .. y s.. .. x .. y, pero y = (x => y) .. y entonces -.y,.(x => y) .. y .1. -.x .. y, luego 
-.y,.(x .. y) s.. .. x si y sólo si x .. y s.. .. x =>"'Y· 

vi) [O,.( y .. 0)] v [o.ex=> O)J s.. o si y sólo si 
[(x,.(x =>O)) •(y=> O)] v [(y .. (y =>O))• (x =>O)] s.. O de donde 
(xvy) • [(x .. O) • ( y .. O)] .!. O si y sólo si 
(x •O) • (y• O) s.. (xvy) => O, por lo tanto -.x • "'Y .!. .. (xvy). 

Como x .1. xvy y y s.. xvy entonces 
-.(xvy) s..-.x y -.(xvy) .1. y, de donde 
-.(xvy) s.. "'X• -.y; así "'X•..,Y = -.(xvy). 

vil) Como (O.y) V co.x) ¡ o entonces 
[(x .. -.x)•y] v l<Y•"'Y>•xl s.. o, es decir 
(x,.y) • ( .. x v -.y) s..O, 

"'X v "'Y s.. (x,.y) =>o. 
Por lo tanto "'X v -.y s.. -.ex.y). 

si y sólo si 
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Capítulo 11 

Se considera la categoria Set, cuyos objetos son conjuntos y cuyos morfismos 

son las funciones entre éstos, asl como algunas de sus propiedades. 

1) Objeto terminal. 
Sea B un conjunto con un sólo elemento. Para todo objeto A de Set existe una 
(mica función f : A --+B. Por lo tanto set tiene objeto terminal. 

2) Productos Binarios. 
Dados A y B objetou de Set, consideramos el producto cartesiano 

AxB = {<x, y> 1 x E A, y E B} , junto con las proyecciones 

p A : AxB - A y Pe : AxB - 8. 
Sea e un objeto de Set, f : e --. A y g : e --. B funciones. 

Constru tmos <f, g> : e -. AxB tal que <f, g>(x) = <f(x), g(x)>. Claramente el 
slgutente diagrama es conmutativo 

supongamos que existe <f', o·>: e--. AxB tal que PA-<r·, <f> = f y Pe·<f·. g"> "'g. 
Luego f' = f y g• = o de donde <f, o> es única. Por lo tanto Set tiene productos 
binarios. 

3) lguml•doree. 
Sean f, o : A- B morflsmos de Set ; 

E• {x E A 1 f(x) a g(x)} objeto de Set; 

i : E - A la Inclusión. 

E"···¡¿. ........ /,A===0=~e 
e 
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SI x e E, entonces 
(f.i )(x) = f(l(x)) = f(x) = g(x) = g(l(x)) = g.t(x). 

Se11n e un objeto de Set y h : e-. A un morflsmo de Set tal que f·h • o-h; como 

(f·h)(c) .. (g.h)(c) para toda c e e, la función k : e-. E dada por k(c) = h(c) es tal 

que el diagrama anterior conmuta. 

Supongamos que existe k' : C-. E tal qu~ l•k' = h, luego, para toda c e C, 
h(c) • ( l•k')(c) • k'(c), por lo tanto k es única. 

Por 1), 2) y 3) Set es una categorla completa. 

4) Objeto lnlclal 
Sea B el conjunto vaclo. Como para todo objeto A de Set existe una única 

función f : 111 - A Set tiene objeto t.ntctal. 

5) Coproductos Binarios. 
Sean A y B conjuntos. Definamos el coproducto de A y B, denotado por 

(A+B, t", 18), como 
A+B = A' u B' donde 

A'= (<ti, O> 1 a e A} = Ax(O}, 

B' • ( <b, 1 > 1 b e B } • Bx{ 1} 

es claro que A'n B' = 111. 

Sean 1A: A - A+B y 18: B - A+B dadas por 
IA(a) ,. <a, O> , l5(b) = <b, I>. 

Sean C un objeto de Set, f : A -. C y g : B __, C funciones. La función k : A+B - C 
definida por 

k( <a, O>) = f(a) y k(<b, I>) = g(b) 

es tal que el siguiente diagrama conmuta 

Veamos que la función k es la única con esta propiedad. 

Supongamos que existe h : A+B-. e tal que h· I A = f y h• le • g. 
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Para toda a e A y b e B tenemos 
(h·iA)(a) = h(<a, O>)= f(a) 
(h.lB)(b) = h(<b, 1>) = g(b) 

luego, k - h. 
Por lo tanto Set tiene coproductos binarios. 

&) Colgualadores. 

Sean f, g : A - B morfismos de Set, y S = (<f(a), g(a)> 1 a e A } C: BxB. 
Consideramos R una relación de equivalencia en B tal que 

OSC:R; 
11) Si T es una relación de equivalencia en B tal que S C: T, 

entonces R C T. 
Sea 8/R = {lb] 1 b e 8} el conjunto de clases de equivalencia bajo S y fR : B - B/R 
dada por fR(b) • lb). 
( BIR, fR ) es el colgualador de f y g 

Sea a e A , entonces 

fR 
A=~=:l B--~~B/R 

g 

CfR•f)(a) = fR(f(a)) = (f(a)) = (g(a)) = fR(g(a)) = (fR•Q)(a) 

por lo tanto fR·f • fR•9· 
Sea C un conjunto y h : s- C una función tal que h.f = h•Q. 

Definamos k: B/R - C como k([b]) = h(b); k esté bien definida, pues si 

[b) • [b'), entonces bRb'. Como h define una relac16n de equivalencia R' en 8 dada 
por xR"y sl y s61o si h(x) = h(y) y Re R", entonces k([b)) = h(b) = h(b") = k([b'J). 

Por deftnlcl6n k· fR = h, entonces 

A:=::;11=::tB~ ., ........ {~/R 
e 

es un diagrama conmutativo. 
Por 1), 5) y 6) Set es una calegoria cocomplela. 
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7) Exponencfacf6n. 
Dados A y B conjuntos, existe un objeto BA de Set y un morflsmo e : BAxA - B 

tal que para todo conjunto C y un morflsmo g : CxA - B existe una única 

k : e - eA tal que el diagrama conmuta 

Sea eA - {f 1 f : A - B es una función de Set} y e : sAxA - B dada por 

e(<f,x>) • f(x). 

Definamos k: e-... eA tal que (k(c})(a) • g(c, a) e B, para todo ce c. 
SI (c,a) e CxA, entonces 

(e.(lcxlA))(c, a)= e(k(c), a) 
= (k(c))(a) 

= g(c, a), 

por lo tanto E• (lcx 1 A) = g. 

Supongamos que existe k' : e --. eA tal que e.(k'xl A) " g, entonces para todo 

(c, a) E CxA 

g(c, a) =(E• (k'xl A)(c, a) 

= e(k'(c), a) 

- (lc'(c))(a), 

luego (lc'(c))(a) = (k(c))(a).Por lo tanto k(c) = k'(c) para toda c E C; es decir, k es 

única. 

8) Claslffcador de subobJetoa. 
Consideremos el conjunto Z = {O, I} y el morflsmo T : 1 --. {0, 1} tal que T(O) = 1 

( Ytlf'dad ). 

Demostraremos que dado A subconjunto de D, 1 : A - D, existe una única función 

xA: D - Z tal que el siguiente diagrama es un producto flbrado 
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A "---'---~O 

·l t· 
1 ---=-r--~2 

Al morflsmo XA lo llamaremos el morflsmo característico de A. 

Definamos XA como 

{

1 slx eA 

XA(x} = 
Osix.e-A 

El cuadrado anterior conmuta, pues si x e A tenemos· .. 

(XA•i)(x) = XA(l(x)) = XA(x) = T(O) = (To!A)(x). 

Seang;B--.o y h:B-1 tales que XA•9=T•h; 

B. 
g 

· .. 1 ··-.. ~ 
··::. 

A o 
h 

'1 f · 
1 T 2 

SI be B, entonces (xA•g)(b) • (T.h)(b) • 1, de donde g(b) e A. 

Definimos le; B - A como lc(b) = g(b) 

(f.lc)(b) = l(k(b)) = k(b) = g(b) 

CIA•lc)(b) = IA(lc(b)) =O= h(b). 

Veamos que XA es la única con esta propiedad. Supongamos que existe g: o- 2 

tal que el siguiente diagrama es un producto flbrado 
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A---'--~O 

•,l l' 
---=r--~2 

SI de A, entonces g(d) = (g.I) = (T.IA)(d) =l. 

SI d e D-A, afirmamos que g(d) = O. Supongamos que existe d e D-A tal que 

g(d) = 1 y consideremos k: {d}--. D dada por k(d) = d y h: {d} - 1 

{dt 
k 

··-.. ~· 1 "::s 
A D 

h 

''l r 
T 

2 

Como <o·k)(d) = 9(k(d)) = 1 = (T.h)(d), entonces existe una única h": {d} - A tal 

que l·h" • k y IA·h· • h, de donde (i.h')(d) = l(h"(d)) = k(d) = d, entonces de A, 

contradiciendo la hlpótests. Asl, 'J.A es única. 

9) El morflsmo .l : {O} - 2 con .L(O) = O (falso) es tal que el stgulente diagrama 

ea un producto flbrado 

lll-----~1 

t r 
----=r--?2 
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Analicemos los morfismos de verdad en Set. 

Dadas ex y 13 proposiciones lógicas, les asignamos valores de verdad: ·1· si la 

proposición es verdadera; ·o· si es falsa. As! obtenemos el conjunto de valores 
de verdad 2 •(O, 1}. 

Esas proposiciones combinadas con los conectivos lógicos: conjunción "A"; dis

yunción •• ; negación ·-· e implicación ·:y dan lugar a nuevas proposiciones 
lógicas cuyas tablas de verdad exhibimos a continuación: 

t o 
1 

O< fJ O<Afj 

¡ 1 1 
1 o o 
o 1 o 
o o o 

O< <XV <X fJ cx:::>J3 
1 1 1 1 ¡ ¡ 
1 o 1 1 o o 
o 1 1 o 1 1 
o o o o o 1 

Estas tablas determinan los siguientes morflsmos de verdad: 

a) El morflsmo negación ~ : 2 - 2. 

b) El morflsmo conjunción n : 2x2 - 2. 

c) El morflsmo disyunción U : Zx2 - z. 
d) El morflsmo Implicación ,,. : Zx2 - .. z. 

Todas estos morftsmos de verdad tienen codominio 2, por lo tanto son el 

morfismo caracterlsttco de algún subconjunto de su dominio ( Propiedad 8) ). 

a) Sea l. : 1 - 2. Consideremos [x e Z 1 ~(x) = 1} = {O} C.Z, con lo que el siguiente 

diagrama es un producto fibrado 
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{o}---=J.--~z 

I 1-
---=T---72 

A~ : 2--. 2 lo llamaremos el morfismo caracteristlco de .L. 

b) Consideremos A e {<I, 1>} C 2Xl y <T, T>: 1-. 2x2, entonces 1m<T, T> = A 
por lo cual el diagrama es un producto flbrado 

1---<T~T_>_--. 2x 2 

1 l" ----T---z 

De donde n: 2x2 - Z es el morf1smo caractertstlco de <T, T>. 

e) Sean 
A• {<I, I>, <I, O>} y B • {<1, I>, <O, 1>}. 
<Tz, tz>: z --.zxz tal que 
<T z, lz>(O) = <T z(O), lz(O)> ~ < 1, O> (con T 2 = T ·lz) 
<Tz, lz>Ct> = <TzC1>, 12c1» .. <t, t>, 

con lo que lm<Tz, lz> .. A. 
An61ogamente sea <lz, Tz>: Z - zxz tal que 

<lz, Tz>(O) =<O, 1> 
<tz, Tz>Ct> = <1, O>. 

de donde lm<lz, Tz> .. B. 
Sea D = Aue. consideremos el coproducto 
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2~1 2r;/2 
<T2, •2'~ l /<12, T2> 2x2 

entonces existe una única función t: 2+2 - 2x2 con f = [<Tz, lz>, <12, Tz>J. La 
imagen de f es tal que: 

imf = f[Z+ZJ = f ( im0 1> u im(lz) > 
= fClmCi 1» ufClmCiz» 
= lm(f.i 1) u lm(f·iz) 

• im<T2, 12> u lm <12, Tz> • AuB • 

. Al morflsmo f : 2+2 - 2x2 lo podemos escribir como la composición de un 
eptmorflsmo seguido de un monomorfismo obteniendo: 

lo cual Implica que el siguiente diagrama 

---~T~--.... z 

es un producto flbrado. Por lo tanto U : 2x2 - Z es el morflsmo caracterfsttco 

de la imagen de (<Tz, lz>, <12 , Tz>J. 

d) Consideremos©= {<O, O>, <O, 1>, <1, 1>} 
• {<x, y> e 2x2 1 x s. y} 
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Sabemos que en una Latlz x .s. y si y sólo si XAY = x, entonces 

©= {<x, y> 1 XAY =x}, 
de donde@es el Igualador de n: 2x2 - 2 y TI : 2x2 - 2 (Propiedad 3) 

Por lo anterior, el siguiente diagrama es un producto fibrado 

0 >-----------2x2 

1 1~ 
~---~T----?2 

Entonces ,,. : 2x2 - 2 es el morflsmo caracterfsttco de la Inclusión 1 :©--D. 

Veamos cómo se relacionan los morfismos caracterfsttcos anteriormente 
definidos, con las operaciones ·u· , ·n·, ·-·. 

Teoreme 11.1. Si A y B son subconjuntos de D con morfismos caracterfsticos 

xA: 0-2 Y x5: 0-2, entonces 

i) X-A= ,•XA 

11) XAnB = XAA XB = O•<XA1X5>; 

111) xAuB = xAv x5 = U·<xA,xs>· 
Demostracl 6n. Sea x e D; 

1) sl "-A(x} • 1, entonces x E -A. Por lo tanto xA(x) •O, de donde 
(,•XA)(x) = ,(1) =O 

Asl, para toda x e O, X-A<x> = <,•xA)(x). 

11) Si xAne(x) • 1, entonces x E AnB, 

<xA• xe>Cx) = <xA(x), "Xe<x» = <1, I>, 
por lo tanto <n•<XA• x5>)(x) = íl(<I, I>)" l. 
SI xAnB(x} .. O, entonces x no pertenece a AnB, luego existen tres posibilidades: 
a) X E An-8; b) X E -AnB; e) X E -A y X E -B. 

a) (n.<xA• x5>}(x) • Cíl<xA(x), x5Cx)>) • ílC<I, O>}= O. 
b) (íl.<xA• x 8»Cx) = (íl<xA(x), x 8Cx)>) = nC<o, I>} =o. 

e) (íl.<xA• xe»<x>. (íl<xA(x), x5(x)>). nC<o, O>) X o. 
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Por lo tanto para toda x € D, ')(Ane(x) = (íl«')(A• "Jts>l(x). 

ill) SI XAusCx) = 1, entonces x e AuB. 
SI x E A , entonces 

CU.<')(A• ')(8>)Cx) =U(<')(A(x), x 6Cx)>) =U(<I, x8(x)>) = 1. 

Si x E B, entonces 
(U.<')(A• x5>)(x) =U(«ltA(x), x5(x)>) =UC<xA(x}, t>) =l. 

Supongamos que XAuaCx) =O, entonces x no es elemento de Au8, luego 
(lJ.(')(A• x5> )(X)= U( <,c:A(x), 'lt5(x)>) "'U(<O, O>)= o. 

Por lo tanto para toda X E D, XAue(X)"' CU·<'XA• ')(B>)(x). C 

Sea O un conjunto. Consideremos el conjunto l!'(D), formado por todos los 
subconjuntos de O. 

Teorem• 11.2. (6'(0), C) es un álgebra de Boole. 

Demostración. 
a) Claramente ( 6'(0), e) es un conjunto parcialmente ordenado. 

b) Sean A y 8 E 6'(0). Consideremos: 

AnB - {x 1 X e A y X E B}; 
AuB = {x 1 X E A ó X E B}; 

-A = {x 1 x e D y x no es elemento de A}. 
Es Inmediato que AnB es la máxima cota Inferior y que AuB es la mlnlma cota 

superior de (6'(D), C). Por lo tanto es una latlz. 

c) Además esta latlz está acotada ya que: 

- es el elemento mlnlmo y 
O es el elemento máximo. 

d) Dado A e 6'(0) tenemos que 

Au-A = {X E 01 X E A Ó X E -A} = O, 

An-A = {x E o 1 X e A y X E -A}= -· 
Por a), b), c) y d) (IS'(D), C) es un álgebra de Boole. 
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Capitulo 111 

En este capitulo definimos el concepto de Topo y vemos algunas de sus 

propiedades, para después generalizar las definiciones de los morflsmos de 
verdad, estudiados en el Capitulo 11, a un Topo arbitrario. Definimos, as! mismo, 
Sub(d) junto con un orden parcial ·"·mostrando que no en todo Topo aquél es un 

álgebra de Boole -al carecer de una de las propiedades del complemento- mas, 

Introduciendo el operador de Heyt1n11, observamos que (Sub(d),") es un álgebra 
deH11ytln9. 

SI. Deftntct6n. Ses e una categorla con objeto terminal y productos binarios. C 
tiene exponenclacl6n si dados A, 8 objetos de e existe un objeto 5A de e y un 

morflsmo e11,6 : eAxA_ - B tales que: 
SI f : CxA - 8 es un morfismo de e entonces existe un único f* : C - 5A tal 

que el siguiente diagrama conmuta. 

A t* la llamaremos el adjunto exponencial de r. 

AFirmación. SI C tiene exponenclaclón existe una blyecclón 
4> : C(CxA, 8)- C(C, 5A), 

sea t : CxA - 8, entonces 4>( f) = t* con t*: e - eA el adjunto exponencial. 

Sean t*: C - bA , 9*: C - sA tales que f* = g*, entonces 

EA,B 0 (r/x1A) = EA,B .(f*x1A) de donde f • g. 
Por lo tanto 4> es Inyectivo. 
Sea h*: e - eA. Definimos g : CxA - B como g = eA,B • (h*x1A). Por la unicidad 
de h*, 4>(9),. h*. Luego 4> es suprayectlva. 
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Deflnlcl6n. Una categorí.a finltamente completa con exponenciación, se llama 
c11rtesl11na cerrada. 

Teorema 111.1. Sea e una categoría cartesiana cerrada con objeto inicial O; 
entonces 

1) SI a es un objeto de C, entonces O = Oxa; 
11) si existe f : a - O, entonces a = o; 
111) si O= 1, entonces e es una categoría degenerada; 
lv) todo morflsmo f: o - a es monomorflsmo; 
v) al a a , aO !! 1 , 1ª = 1. 

Demostracl ón. 
1) C(O, bª) tiene un sólo elemento pero C(O, bª) !11 C(Oxa, b), entonces para b 

un objeto de e, C(Oxa, b) tiene un sólo elemento, de donde Oxa es objeto Inicial en 
c. Por lo tanto o = oxa. 

11) Dado f : a - O, probaremos que a !11 Oxa; luego por 1) a a O. 
Por la propiedad universal del producto, na • <f, 18> .. la pero 

a 

/¡~ i 

1 la l<f, 10 > 

O~Oxa~ª 

<f, 111>. n 8 : Oxa - Oxa y Oxa es objeto Inicial, entonces <f, la>•fTa = loxa 
luego Oxa s a. 

UI) Para todo Objeto a de C existe f: a - l. Por hipótesis, O a 1, Juego existe 
g: a - O. Entonces por 11) a= O, de donde la categoría e es degenerada. 

lv) Sea f : O - a. Supongamos que f.g = f·h, con g, h : x - O. Por 11) x = O 
luego h ~ o y por lo tanto f es monomorflsmo. 

v) aO !11 1: 
C(b, aO) ;;; C(bxO, a), pero bxO ;;;; O, entonces C(bxO, a) tiene un sólo elemento, 

20 



luego para todo objeto b e e, C(b, aO) tiene un sólo elemento; es decir,aO es 
terminal. 

,os 1: 

C(bxa, 1) tiene un sólo elemento, pero C(b, Iª) ~ C(bxa, 1 ), entonces para todo 
objeto be C, C(b, 1ª> tiene un sólo elemento; es decir, 1ª es objeto terminal en C. 

'ª !I 1: 
sea n: ax1 - a la primera proyección. Su adjunto exponencial n*: a - al 

es tal que el siguiente diagrama conmuta. 

Por la propiedad universal del producto, existe <lal• lal > : a1 - a1x1 , 
que al componerla con Ea, I obtenemos Ea, 1<1a1,la1 >: a1 - a, 

C Ea, 1<1 11 1.111 1 >).n* =Ea, 1<n*,111 1 rr*> 

Por lo tanto e8 , 1<1a• la>•TT* = la· 

=Ea 1 <n*, la> • * =Ea, 1 <TT 'ª' !a> 
=Ea, 1 (<rr*Crr<la• la»• rr'<la• la» 
=Ea, 1C<rr*.rr, TT'><l 8, 18>) 

=Ea, 1CCn*x1 1)•<TT, rr'><la, la» 
= Ea, 1Crr*x1 1>· C<rr, rr'><la• la» 
= TT•<la,la> 
=la· 

Para demostrar que rr*.( Ea, 1<1 111, 1111 > ) ª lal necesitaremos los siguientes 
resultados: 

1) SI k: e -Aª, entonces k = CeA,s<k·nc,B• n·c,e»*. 
Por la universalidad de la exponenclación el siguiente diagrama conmuta 
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Pero k es tal que: 

EA,B" (kx15) "eA,e<kTT C,B• 1511' c,e> 
= EA,A<kTTc,B• n'c,B» 

luego, por unicidad, k = (eA,e<k•lTc,B• n'c,e»*. 

2) SI k: o- A y h: AxB- e, entonces h*·k = (h<k·TTo,8,n·0,8»*. 
Dada h<k.no,B•TT'o,B> : DxB --. e existe su adjunto exponencial, tal que el 

diagrama 

conmuta. 
El morflsmo h*:A- cB, es tal que el siguiente diagrama conmuta 

pero h* ·k : D - cB es tal que 
ee,c· ((h*.t)x1 8> = ee,c<Ch*·k>n 0,8, 18n·0,8> 

= es, e· Ch*x18).<kn 0,8, n·0,8> 
,. h·<kT1 D,B• TT'o,e>. 

diog. B 

Por lo tanto (h*·k)x1 8 también hace que el diagrama (B) sea conmutativo, luego 
por unicidad h*·k • (h<k·no,B•"'o,e»*. 
Regresando a la demostración, tenemos 
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rr*.ea, 1<111••1111 > = (rr<Ea, 1<111••1111 >rr11•,1• rr'11•,1 »* 

m <ea, I <11111 lal) 1Tal,1>: 
=(Ea, 1<111 1 TT 111,11 111 1,t>) * 
=Ea, 1< 1111 TT11l,11 1T'11l,1 >) 
= 1111 ( por Inciso a) ). 

Por lo tanto 11* : a - al es un isomorfismo luego a a al. o 

See d un objeto de c. Consideramos la clase de monomorflsmos de C con 
codomlnfo d. 

Dados f : a >---> d y g : b >--. d, decimos que f s. 11 si y sólo si existe 
h : a - b un C-morfismo tal que 

*~ i g 

1 

ivh d 
i f 
¡ 

a 

conmuta; ll es única y es un monomorflsmo. 
Esta relación nos define un preorden 

Reflexiva; f s. f pues el siguiente diagrama conmuta 

Transitiva; Si f s. g y g s. h, entonces 

23 



.1 '", 

f • g.t1 • h•91•f1 de donde f .i h. 
Esta relacf6n no es anttstmétrtca pues si t .i g y g .i t, entonces existe 

h : a - b , k : b - a tales que el diagrama 

conmuta, pero f•k•h "g.h = f, g.h·k = f·k = g, entonces koh = 18 y h•k • lb.Por to 
tanto h es un Isomorfismo; luego f y g tienen dominios Isomorfos, pero esto no 
lmplfca que f • g. 
Definamos la siguiente relación : f,.g si y s61o si f .i g y g .L t. Esta es una 
relac16n de equlvalencla: 

t) Reflexiva; f,.f pues f .i f y f .s. t. 
11) Simétrica; SI f,.g , entonces t .i g y g .i f de donde g.,,f. 
111) Transitiva; SI t.g y g .. h, entonces 

f.ig y g.if 

g.ih y h.1.g. 
Luego f .i h y h .i t. Por to tanto f,,,g. 

Formemos las clases de equivalencia 

CtJ • { ol '=o}. 
Sea Sub(d) = { (f) 1 fes un monomorflsmo con codomlnio d }. A los elementos de 

esta clase los llamaremos "s11/JobJt1tos t:ftl cr. 

Teorema 111.Z. El preorden ".i" Induce un orden parcial "C" en Sub(d). 
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Demostración. Sean [f] y [g) e Sub(d). Deftntmos [f) C: [g) si y sólo si f.s.o. 

Veamos que la relaclón no depende de los representantes. 
Supongamos que [f] • [f'] y [g] = [g'], entonces · 

f.s.f,f'.s.f y g.1.g',g'.1.g. 
SI (f] C: [g) entonces f .1. g de donde r .1. g .1. g·. Por lo tanto [f) C: [g']. 

La reflexividad y la transttlvtdad se heredan. 
Anttslmetrfa: Supongamos que [f] C: [g) y [g) C: [f], entonces f .s. g y g .s. f, 

asf f.,g y [fJ • [gJ. 

Por lo tanto Sub(d) es un conjunto parcialmente ordenado. a 

Por abuso de lenguaje v por faclltdad de notact6n, cuando escribamos 
"f subobjeto de d" y "f .s. g• esteremos pensando en [f] y [f) C: (g] respectiva

mente. 

Teorema 111.3. En Set CP(D) a; Sub(D). 
Demostración. See 11: Sub(D)-. &(D) d11d11 por ll([f]) - lmf donde [f] e Sub(D) y 
tmf E &(O). 

O 11 est6 bien definida: 
Supongamos que f .s. g, entonces existe h tal que f • g.h y g • f.h-t. 

Sea y e ll[f). Para alguna x e dom f, y • f(x), entonces 
y• (goh)(x)=g(h(x)). 

Por lo tanto y e lmg • ll[g). 

Sea z e ll[g], entonces para alguna w e dom g, z = g(w), luego 
z • (foh-l)(w) • f(h-l(w)), 

de donde z E lmf • ll[f). Por lo tanto a[f] • G[g). 

11) 11 es Inyectiva: 

Sean f : A - O , g : B - D tales que lmf • img. 
St a e A, entonces f(a) E tmf = lmg, luego existe una (mica b E B tal que 

g(b) • f(a). Definimos h: A--. B como h(a) • b con b única tal que g(b) • f(a). 

Tenemos que f(a) • (g.h)(a) = g(h(a)) = g(b), de donde f • O•h. Por lo tanto f.s.g. 

Ahora, si b e B, entonces g(b) E imo • imf, Juego existe una única a e. A tal que 

g(b) ·• f(a). Definimos k : B--. A como k(b) • a con a única tal que 
g(b) • f(a). Por lo tanto o .s. f, de donde f,.g. 
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111) Sea D' E &(D), la Inclusión 1 : D' --. D es tal que 11(1) = o·. Por lo tanto 11 es 
suprayectlva. a 

Deflnlcl6n . Sea C una categoría flnltamente complP.ta. Se dice que C tiene un 
claslffcador de subobjetos cuando existe O un objeto de e y un morflsmo 
T : 1 --. O tales que 

Dado un monomorflsmo r : a ~ d existe un único morflsmo 'l'f : d --. O 

-ambos de C- tal que el siguiente diagrama es un producto fibrado (O-axioma) 

---:T:--~O 

A Xf lo llamaremos el morflsmo c11r11cterfstlco de f. 

Teorema 111.4. El clasificador de subobjetos ·es único excepto por isomorfismo. 

Demostración. Sean (Q,T) y (0',T') clasificadores de subobjetos. Consideramos el 

siguiente diagrama 

>-----~o 
T 

donde x'r es el morflsmo caracterlstlco de T respecto al clasificador T'. 
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Los dos cuadrados son productos flbrados, entonces el rectángulo también lo 
es (Teorema A.1, Apéndice). 

E1 morflsmo lo : O - O también hace que el rectángulo sea un producto 
flbrado, pues el cuadrado interior 

X f 

·•··· .. ~ 1 .,, 
T 1 o 

g 

l ro 
T o 

claramente conmuta. 
SI consideramos f: x - O, g: x - 1 tales que 10• f = T .g, entonces 

g: x - 1 ea tal que T·h • T.g • t. Por la unicidad de la función caracterlatlce, 

'ltT'•X'T • lo• 
Análogamente el rectángulo del siguiente diagrama es un producto flbrado. 

Pero 10• : o· - o· hace de este rectángulo un producto fibrado, luego por el 

O-axioma, 'ltT'•X'T • 10'. Por lo tanto O e O'. O 
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Teorem• 111.S. Sean f: a >--> d y 9 : b >---- d, entoncee f"' 9 si y sólo si 
"f - "g. 
Demostración. Supongamos que f"' 9, entonces existe un Isomorfismo k: b - a 
(con inversa k': a - b), tal que g • f•k. 

X h h 

1 X 1 ···· .. fJ 
g ···· .. ~ 

" f b d a d 

lx 

1 }f !x 

1 }f 
1 o l o 

T T 
diog. 3.5.o diog. 3.5.b 

Como "ltf•9 = xrf·k = T·la·k = T·lb, entonces el cuadrado Interior del diagrama 
3.S.a conmuta. 

Sean h: x - d y lx : x--. 1 tales que Xf•h = T·IX' Como el cuadrado del 
diagrama 3.S.b conmuta existe oc: x - a única tal que f.oc = h y la•"'= !X" 

Sea fl : x - b dada por lil "' k'•"'• entonces 
9•13 • Q•k' •"' = f.oc = h y 

lb•lil • lb•k' •"' .. la•"'= 'x· 
Por lo tanto el diagrama 3.5.a es un producto fibrado y, por la unicidad en el 
O-axioma , "f = "ltQ. 

Suponqamos que Xf • ;cg, 

b> 
g 

····· .. k 1 .• f j o d 

lb 

Í'' }f 
1 Q 

T 
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Entonces Xf•O = xg.g = T·lb• pero el cuadrado es un producto flbrado, luego 
existe una Clnlca k: b - a tal que f·k = g. Por lo tanto o .s. f. 

En el sloulente diagrama 

a f 
··•• .. ~ l ·,. g 

b d 

1 

l t· ·o 

1 o 
T 

xo•f" Xf•f = T·l11, luego existe una única k': a--. b tal que o•k' = f, de donde 
f .s. g y por lo tanto f .. g. a 

A continuación definiremos qué es un Topo y daremos algunos Teoremas que 

necesitaremos en el transcurso de este Capitulo. 

Deflntct6n • Un Topo es une cateooria E tal que: 

1) E es flnltamente completa, 
2) E tiene exponenclaclón, 
3) E tiene clasificador de subobjetos. 

En el capitulo anterior se vló que Set cumple con todas estas propiedades, 
por lo tanto Set es un Topo. 

Teorema 111.s. Sea E un Topo; si f: a--. bes un monomorflsmo de E, entonces 

fes el toualador de Xf y Tb ª T·lb. 
Demostracl 6n. Consideremos los siguientes dlaoramas 
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º·. h 
g 

•• ••• '.:J 
f Q 

le 

l 
1 

T 

diag. 3.6.a diog. 3.6.b 

Como el cuadrado interior de 3.6.b conmuta, entonces 

Tb·f • T.fb.f • T·la • xrf· 

J. 
b 

t· 
o 

Sea O: c--+ b tal que Xf•9 = Tb•g, entonces Xf•9 • Tb•O = T·lb•g"' T0 pero 
como 3.6.b es un producto flbrado existe h: c - a única tal que f•h •o. a 

Corol•rlo 111.6.1 . En un topo E todo blmorflsmo es un Isomorfismo. 
Demostracl 6n. Sea f : a >-- d un bimorflsmo de E. 

Como f es monomorflsmo, existen g, h: b--+ c tales que fes su Igualador, 

entonces O• f • h· f, 

o f b ==g===lc "·· ..... ~.. < h 
.... b/'b 

pero f es eptmorftsmo luego g ., h. 

Sea lb : b --+ b. Claramente g. lb = ho lb• asl que existe k : b - a única tal 

que f·k • lb· Ademas k·f = la pues f·k·f = f· la y fes monomorflsmo. 
Por lo tanto f es un Isomorfismo. a 

Teorem• 111. 7. En un Topo E todo morflsmo se puede factorlzar como un 
eplmorfismo seguido de un monomorfismo. 

Demostración. Sea f : a - b un morflsmo de E. Consideramos el coproducto 
flbrado de f consigo mismo 
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Q ,___f _ __,b 

'l l' b,,__~P---+)C 

Sea lmf : f(a) --. b el Igualador de p y q. 

f(o) lmf b==Q==::tc 

') ......... ª/ p 

Como q.f • p.f, existe f* : a--. f(a) tal que lmf.f* = f. SI demostramos que t* es 
un eplmorflsmo, entonces f = lmf.f* serla la epi-mono factorlzacl6n de f. 

Para demostrar que f* es eplmorflsmo necealtamos el siguiente resultado. 

Teorem• 111.8. lmf : f(a) >-+ b es el menor subobjeto de b que factorlza a f; ea 
daclr, al 

f 

º····~······... ¿ jjc/Y 

.conmuta, donde v es un monomorflsmo, entonces existe k : f(a) --. c única tal 
GUt; el· siguiente diagrama conmuta 
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Demostración. Sea v: c - bel Igualador de g, h: b - d, entonces g.v = hov. 
Consideramos el siguiente diagrama: 

a f b 

'l lo 
f(a}~b e 

1 

p ····.~ ... 
.... 

g 
)d 

donde el cuadrado es un coproducto ftbrado. Como 
h·f = h.v.u = g.v.u = g.f, 

existes: c - d única tal que s.p=g y s.q=h, luego 

g.lmf = S•P•lmf 
= S•Q•lmf (pues lmf es el Igualador de p y Q ) 

= h•lmf, 
pero v es el igualador de g, h : b __,. d, 

e " b ==;::
9
==Jd 

r... /' h 
k: .. ·... /lrnf 

f(a) 

luego extste k: f(a) - c Cmlca tal que V•k = lmf. Por lo tanto lmf ~v. O 
Regresando al Teorema JU. 7 tenemos que demostrar que f* es un epimorfismo. 

Sean°': f(a) -w , 1J: f(a)--+ w tales que 0<.f* = flof*. Sea (e, j) el igualador 

de °' y de p. Existe una única r : a - e tal que J• f' = t* 

l~f7.mf b 
i f"' 
! oc 

f'j f(a)~w 
¡ / fl 
,J,/J 
e 
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lmf .j es un monomorftsmo que factortza a f, luego por el Teorema 111.8 
lmf .s. lmf.j ; además lmf.J .s. lmf. Por lo tanto j es un Isomorfismo, pero j es tal 
que J·<>< = J•.l'I, de donde °' = J01 y t* es un eplmorflsmo. O 

Teorema 111.9. En un Topo E la epi-mono factorlzaclón es única salvo 

Isomorfismo. 
Demostración. Sean f = lmf.f* y f = v.u dos epi-mono factorlzaclones de f. 

~,f(a)~lmf 

/! ~ 
·~r ,/ '!Jc/v 

Por el Teorema 111.8 existe k : f(a) - c única tal que V•k = lmf, de donde 
k·f*,. u. Como u es eplmorflsmo, k es lo es. Como lmf es monomorflsmo, k lo 

es. Por lo tanto por el Corolario 111.6.1, k es un Isomorfismo. 

Teorema 111.10. En un Topo E si 

o f b 

·l l, 
e g d 

es un producto flbrado, entonces existe un morffsmo h : f(a) - g(c) tal que los 
cuadrados 
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t"' lmf 

{ ']'. 1, 
c---

9
...,.,-. -)g(c) --..,.1m-

9
--'> d 

diag. 3.10.a 

son productos flbrados. 
Demostración. Sea lmg.g* la epi-mono factorlzacl6n de g. Consideremos el 
producto flbrado de v y lmg 

e>-----~b 

hl 1' 
g(c)>-----~d Jmg 

Por hipótesis V•f = O•U = lmo•o*•u, entonces existe f': a--. e única tal que 
lof' = f y h'of' = g*.u. 

f 

dlog. 3. 10.b 

Como el cuadrado externo y el cuadrado ln\erno derecho son productos 
flbrados, entonces el siguiente diagrama también Jo es 
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a--r~·--e 

"l lh 
C---,_-g(c) 

g* 

Luego por Teorema A. 1 (Apéndice) f' es un eplmorflsmo, de donde f.f es una 

epi-mono factortzactón de f. 
Por el Teorema 111.9 existe k: f(a) - e única tal que 1.1c = lmf (le Isomorfismo). 

Sea h ª h'•k : f(a) o(c). Demostraremos que el siguiente diagrama es un 

producto flbrado. 
f(a),___lm_f_ .... b 

hl l· diag. 3.10.c 

g(c) >---...-1 m-g~°' d 

Conmuta pues V•lmf = V•l•k = lmg•h'•k = lmg.h. 
Sean oc: x -b y p: x- oCc) tales que v.oc = lmg.p. Pero el cuadrado derecno 

de 3.10.b es un producto flbrado, luego existe 11 :x - e única tal que 1.11 = oc 
V h'•ll =fil, 
Sea j • k-1.11: x - f(a) (k Isomorfismo). 

lmf •J = lmf.(k-1•11) = 1.11 • oc 
h·J = h'·k·J = h'·k·k-1.11 = h'•ll ,. p. 

Por lo tanto el dlaorama 3. 10.c es un producto flbrado, de donde los cuadrados 

de 3.10.a temblón lo son. a 

S 2. En el capitulo 11 se definieron morflsmos de verdad utlllzando el clasifica

dor de subobjetos de Set, el conjunto 2 = {O, I}. Sobre esta base v considerando 

un Topo arbitrarlo E con su clasificador de subobjetos (O,T), deflnlmos los 
morflsmos de verdad: 

a) .. : O - O es el único morflsmo de E tal que 
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1 >----=.L=--.-o 

l l" 
>-----.,)º 

T 

es un producto flbrado, donde .L es tal que el sloulente diagrama 

O>----'---.,) 1 

l l· 
1>------+º 

T 

es un producto flbrado; es decir, x .L = ~. 

b) n : OxO - O es el único morflsmo de E tal que 

1 ,__<_T~, _T_> _,OxO 

l l" 
>----T--o 

es un producto flbrado; esdeclr, Jt<T, T> = n. 

c) U: OxO - O es el morflsmo caracterfsttco de la Imagen de 

C<T0 , 10 >; <10 , T0 >J: n+o - oxo. 
d) ,. : OxO - O es el único morflsmo de E tal que 
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I T 
l>----~O 

T 

es un producto flbrado, es decir "J = '* donde j =©>-- OxO es el Igualador de 
n1 : oxo-o y n: nxn-o. 

Generalicemos el Teorema 11.1 (Capitulo 11) a un Topo arbitrarlo. 
Sea E un Topo y d un objeto de E. Definimos las operaciones -f, hg, hg en el 

conjunto Sub(d). 

1) Complemento 

Sea f : a - d un subobjeto de d. El complemento de f respecto a d es el 
subobjeto -f : -a >--+ d cuyo morflsmo caracterlstlco es ~-xr ; es decir, tal que 
el siguiente diagrama es un producto flbrado 

-a,__--~'--+d 

'-al l"Xf 
>----=r-~º 

Z) Intersección 
sean f : a >-- d , g : b >-- d. La Intersección de f y g es el sutiobjeto 

t.o.: ••b >-+ d cuyo morflsmo característico es Xf n xg,. n.<xr, xo> ; ·es decir, 
tal que el siguiente diagrama es un producto flbrado. 

OAb 
fAg 

d 

'···l r .. , 
o 

T 
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3) Unión 

La unión de f : a >-- d y g : b >-... d es el subobjeto fvg : avb >-- d tal que el 
siguiente cuadrado es un producto flbrado; 

avb> fvg )d 

•.,,1 r .. , 
T o 

es decir, 'ltfvg es el morflsmo caracteristlco de fvc;¡. 

Los dos siguientes Teoremas permiten otra definición de f•O y f,.o que 
utilizaremos para demostrar que (Sub(d), ~> es una latlz acotada. 

Teorema 111.11. Sean f : a >-- d y g : b >-- d morflsmos. Consideramos el 
producto flbrado de f y o 

e >----'-f'--7 b 

·1 l' 
a,_, -~f--> d 

entonces°': c >-- d, con°'= g.f' = f.g· es tal que"°'= 'ltf n ,.:g; es decir °' .,f,.g. 
Demostracl ón. Consideremos el siguiente dlaorama 

e >---="'-=---~ d 

•,l }•r• '•' 
1 __ <_T~,_T_>_->OxQ 3. tt.a 

l t 
---T~---o 
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Probaremos que el cuadrado superior de 3.11.a es un producto f1brado. 
Por hlp6tesls ex= g.f' = f.g·, entonces 

<'Xf• xg>.cc = <'Xr"'• 'Xgocc) 
~ <xrf·g·, xg.g.f> 

= <T3°g', Tb•f'> (pues xrf = T•la Y 'XO•lil .. T•lb) 

= <T•lc, T•lc> 
= <T, T>•lc , 

lo que nos Indica que el cuadrado superior de 3.11.a conmuta. 

Sean h: x-d y lx: x- 1 tales que <'Xf• xg>•h = <T, T>·IX" 

h h 
X X 

... {1 l ...... ~2 
f "'b a d 

g l 
>-----~d 

!x 

'1 r, lx 

''l [· 
1 

T 
o 1 >----,1=---+0 

Entonces Xf•h = Tx y 'Xg•h = Tx, luego existen k1 : x - a y kz: x - b únicas 
teles que f•k1 • h y g.kz = h. Pero como el cuadrado del algulente diagrama 
es un producto f1brado 

X 
kz 

...... '!f 
f' l 

" e b 

k1 

·l l· 
a d 

existe 11: x - c única tal que f'·ll .. kz y g'•ll = k1. 
El cuadrado superior de 3.11.a es un producto flbrado pues 

cx.11"' Q•f'·ll = Q•kz = h 

lc·ll = 'x· 
39 



Por Teorema A. t (Apéndice) el diagrama 

es un producto flbrado, luego "oc = íl·<"f•"g>. Por Teorema 111.5 oc"" f,.g. D 

Teorem• 111. IZ. Sean t : a >- d y g : b >- d morttsmos de E, entonces el 
morflsmo oc : e >- d que hace al diagrama 

ª~-~-.... [f, g) ¿ 
[f,g),;; ......... /-· 

;:¡,e 

conmutar, es tal que Xoc = Xf U )tg; es decir, oc ""f•g. 
Demostract ón. Probaremos que Jos cuadrados del siguiente diagrama son 
productos ftbrados. 

Como 

a,___f __ ~ d 
g 

Xg•<l l<x,.x9> 

Q----
<To, to> 

OxO 

<xr,ito>-t = <)trf1 xg.f> 
= <Ta• itO• f> 

<10,To> 

= <T g• ( )tg. f), XQ• t> 
m <T g, I g>• ( "g. f), 
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el cuadrado Izquierdo de 3.12.a conmuta. 
Sean h1 : x - d y h2 : x - o tales que <x1, x 0>-h1 = <T 0 , lo>·h2• 

asf 

X · .. .. 
···· ... h 

·~ a 
hi •;i 

o 

xr•h1 = To·hz ~ Tx Y 
xg.h 1 = 10 • hz = hz, 

h1 

1 
d 

l"'·'•' 
OxO 

<To;lo> 

3.12.b 

luego existe h: x-a única tal que f·h = h1, de donde xo·f·h • xo•h1 • hz. Por lo 
tanto 3.12.b es un producto flbrado. 

El cuadrado derecho de 3.12.a conmuta pues 

<xr, x9>0 0 = <xt•!I• X9•!1> 
= <xro• Tb> 
= <xro• To·<x1·0» 
• <10 , T¡)>•Cxrg>. 

Sean k1: y-d , kz: V- O tales que <x,, xo>•k1 =<lo, To>•kz. 

y k1 

·······-.. ~ 1 -~ 9 
b d 

k2 
,,., 

l'"·'•' 
º' <I T > > QxO o,o 
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Existe k: y- b única tal que g.k = t,, de donde CJtt•9)•k = Xf" (g.k) = Xt•k1 = kz 
y por lo tanto 3.12.c es un producto fibrado. 

Por el Teorema A.2 (Apéndice) 

o+b--.....;....[f"'-, ..:::.9'-1 --~ d 

1 l<>; Xg> 

Q+ QxO 

es un producto flbrado. 
Para facilitar el desarrollo de la demostración, simplificaremos la notación de la 
siguiente manera 

c = [f, g](a+b); 

e= l<T0 , 10 >, <1 0 , To>JCCo+O)); 
°' • lm[f, g] : c >- d ; 

1 = lml<t0, 10 >, <1 0,T 0>1 : e - oxo. 
UUllzando el Teorema JJl.10, el siguiente diagrama es un producto flbraclo 

donde 1 : e >- d es tal que x 1 • u : oxo - O. Asl 
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es un producto flbrado, de donde ""' = U·<xr,xg> = Xfvg y por lo tanto°'"' fvg. a 
Ahora podemos demostrar el sloulente resultado. 

Teorema 111.13. (Sub(d), .1. ) es una latlz acotada. 

Demostracl ón. Sub( d) es un conjunto parcialmente ordenado. 
Sean f : a >-- d y o : b >-- d. Demostraremos que 

1) fAg es la mé\xlma cota Inferior de f y g 
ti) t.g es la mlnlma cota superior de f y g. 

1) Por el Teorema 111.11. el cuadrado 

f' . 

-r~~cJ 
o d 

es un producto flbrado, entonces fAO .1. f y fAg .1. o. 
Supongamos que existe h : e >--- d tal que h .1. f y h .1. g, entonces existen 

k1 : e - a y kz: e - b tales que h - f.k 1 y h m g.k2• Como el cuadrado 
Interior de 

e ..... fJ 1 
"·· c--f-' -~b 

'1~} 
0>-----... d 

f 

es un producto flbrado, existe f1 : e - c única tal que f'•fl " kz y o'•f3 • k1, 
luego h = (f110)•f3 lo que nos Indica que h .!. fAQ. Por lo tanto f11g es la m6xlma cota 
Inferior. 
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10 Por el Teorema 111. 12 el siguiente diagrama es conmutativo 

entonces f s. fvg y g s. fvg. 
Por otro lado, dada h : c >--+ d tal que f s. h y g s. hl existen h1: a - c y 

hz : b - c tales que el siguiente diagrama conmuta. 

··[~ 
~r/h d 

! g 

1 
b 

Consideremos Ja epi-mono factorlzacl6n de Ch1, hz] 

pero [f, ol = (h•h1, h·hz] = h·lh1,hz], entonces 

(f, g): a+b-----.-- e >-------+C >----h--->d 
lh,,h2l* 

es uns epi-mono factorlzacl6n de (f,g} luego por unicidad existe u : c - e 
Isomorfismo tal que 



conmuta, entonces fvg " hoj.u. Por lo tanto fvg .1. h; es decir, fvg es la mlnima 
cota superior de f y g. 
Se ha. demostrado que (Sub(d), s. ) es una latlz. A continuación demostraremos 

que es acotada donde 
a) Id es el elemento máximo en Sub(d), 
b) Od es el elemento mlnlmo en Sub(d). 

seat:a>--d. 
a) El siguiente diagrama es conmutativo 

lo que nos Indica que f .1. 1 d• 
b) El siguiente diagrama conmuta 
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Adem6s (Sub(d), j,) es una latlz distributiva, es decir 
a) fA(gvh) = (fAg)y(fAh), 

b) Mg•h) = (fvg)A(fvh). 

Daremos 111 demostracl6n de esta aflrmacl6n más adelante, ·en cuanto se hayan 
definido elementos suplementarios que la haran m6s sencilla. 

Veamos qué propiedad cumple el complemento en Sub(d). Dada f : a >-- d 

definimos -f: -a>-- d tal que lt-f = ... "t· 

Teorema 111.11. SI f : a >-- d, entonces fA-f • od. 
Demostracl ón. 

Por la deflnicl6n de -f, el recténgulo externo del diagrama 

-a -f 
d 

~ 

lx, 
¡ 
¡ 
¡ 
! 

1 J. 
·-a 1 J. Q .., º"1 

1 l" Q 
T 

3.14.a 

conmuta. El morflsmo 1-a : -a - 1 hace del cuadrado superior de 3.11.a 
un producto fibrado, de donde 

1 
OA-0 -a ·-o 1 

,I 1-f l' 
a d o 

1 "1 
es conmutativo y por lo tanto 

J.•La•I ""rf·J 
= Ta•J 

• Ta,.-a• 
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El diagrama 

T 

es un producto flbrado, luego existe k : aA-a - O única • 
Por el Teorema 111. 1 aA-a ; O , asl el diagrama 

conmuta, por lo tanto f..-f ~ Od. 
Por otra parte od es el elemento mlnlmo en Sub(d), luego fA-f • od. a 

Para que (Sub(d), ~> sea un 61gebra de Boole necesitamos que f.-f .. 10 • Esto 
no siempre sucede. Para dar un contraejemplo se requieren los siguientes 
resultados. 

Teorema 111.15. Sea E un Topo. En Sub(d) l. ~ -T. 
Demostracl 6n. 

x .L = ~ (por definición ) 
= ~.10 

= ~-"r (pues xr = lo) 

• "-T· 
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Teorema 111.16. Sea E un Topo. SI T : 1 - O tiene complemento en Sub(d), 
entonces éste es el subobjeto .l : 1 - f!. 
Demostracl 6n. Supongamos que f es el complemento de T en Sub( d), entonces 

r.t = ºº y el diagrama 

O Oa a 

1~} 
1 T O 

e11 un producto flbr11do; es decir, x08 - f • J.•!a· Por lo t11nto f .1. .L. 

Como Sub(d) es una latlz, TYf .1. TY.l., pero es complemento de T entonces 

Tvf "' lo, luego Td "' •o· 
Por los Teoremas JJJ.14 y JJJ. 1:> 

complemento de T; es decir, .l"' t. 

Contrae/N71Plo: 

rru. ¡¡ od y por lo tanto .L es el 
a 

Consideramos el monolde M2 = (2, ·, 1) con 2 = {O, I} y • definida por la siguiente 
tabla 

o 
o 

o o o 

Llamaremos a la categorla de los M2-conjuntos simplemente Mz. 

Veamos que este Topo no es un álgebra de Boole. 
El clasificador de subobJetos en esta categorla es el conjunto de Ideales 

Izquierdos de Mz , Lz={2, fl, {O}}, junto con el morfismo w : 2xL2 - Lz dado por . 
w(m,B) = {n 1 n e 2 y n·m e B }. · 

Los morfismos T: 1 - L2 y .t: 1 -. Lz son tales qOe T(O) = 2 y .L (O)= ji. 

En el siguiente diagrama 
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lm(Tu.L ) = {O, 2} 

.. {fl, {O}, 2} 

=lmC10 >. 

,· 

Por lo tanto Tu .L no es Isomorfo a 10 , de donde (Sub(O), .i) no es un álgebra de 
Boole. 

Deflnfcf6n . Sea E un Topo. Decimos que E es de Boole si para todo d objeto de E, 
(Sub(d), .i) es un álgebra de Boole. 

Teorema 111.17. Para todo Topo E, los siguientes enunciados son equivalentes 
f) E es de 8oole 

11) Sub(O) es un álgebra de Boole 

111) T : l - O tiene complemento en Sub(O) 
lv) .L: l - O es el complemento de Ten Sub(O) 

v) En Sub( O), Tu .L"' 10 
vi) E es cl6slco; es decir, [T, .L 1 : 1+1 - o es un Isomorfismo 

vil) 11 : l - l+l es un clasificador de subobjetos. 

Demost_racl ón. 

1),.11) Por la definición de Topo de Boole. 

il),.llf) Por la definición de álgebra de Boole. 

111) .. lv) Por el Teorema 111.16 

lv),.v) Por la definición de complemento. 

v),.vl) (T, .L J : 1+1 - o es un monomorflsmo V el diagrama 

\ 
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muestra una epi-mono ·ractorlzaclón de [T, J. J. De este modo, en Sub(O) 

TUL;;; [T, .L ], luego [T, J.] s lo es un isomorfismo • 

. vl) .. vll) Demostraremos que, si 111 : Q--... Q' es un isomorfismo, entonces 

T' : 1 --. Q' es un clasificador de subobjetos. 

El siguiente diagrama claramente conmuta. 

1 __ .,._T _ __,,Q 

l l* 
1 r o· 

Sean f: x - O y lx: x - 1 tales que 111.f = T'·!x• entonces 

111. T•lx = T'· l ¡•lx = T'·lx• 
111.r.lx = T'·lx = \ll.f. 

Por lo tanto el diagrama es un producto flbrado. As! construimos 

a ,_ __ _,__f __ "°' d 

,,1 t' 
1 Q 

1 T k 
------... o· 

T' 

50 



en donde el cuadrado externo es un producto flbrado. 

A"rmat:ión :· 111•"ltf es la única que tiene esta propiedad. 

SIJpongMlos que existe "'t : d - O' tal que el siguiente cuadrado es un 
producto flbrlldo 

>----T-. --?o· 

Como (V°l).x't•f = (V°l)•T'•la = T•la, el siguiente cuadrado conmuta. 

3.17.a 

Sean h: x-d y h': x-1 tales que (11/""1).x'rh • T•h'. 
Como 111•T•h' • T'·l1•h' = T'•h" .. lll•'ltf•f, entonces T·h" .. 'ltf•f, luego existe 

k: X - a única taÍ que f•k • h" y la•k • h". Obtenemos que el diagrama 3.17.a es 
un producto flbrlldo, de donde V"'·x·r • Xf, es decir x"r .. 111.xf· .Por lo tanto 1ll•Xf 
es única y T' : 1 - O' es un clasificador de subobjetos. · 

Por hlp6teals [T, .L J: 1"'1 - O es un Isomorfismo, ·entonces 

--~¡~,-. ~ 1+1 

es un producto flbrado, de donde (l+I, 11) es un clasificador de subobjetos. 
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vtl) .. i) Basta demostrar que dada f: a>--- d, fv -f = Id. 
Clarimente fv -f " 1d· Consideremos el siguiente diagrama 

SI demostramos que [f, -f] : a+(-a) -o d es un eplmorflemo, entonces [f, -f) 
·ttene dos epi-mono faetorlzaelones luego existe k : d - a..-a única tal que 
(fv -O·k " Id ,de donde Id" fv -f. 
Para probarlo necesitamos el siguiente resultado 

Lema 111.111. En cualquier Topo E el diagrama 

0-----+1 

1 1-
1--....--,1+1 

¡1 

es un producto flbrado, donde 11, 12 son las Inclusiones. 
Demoatracl 6n. El cuadrado conmute pues O es objeto inicial. 

3.18.a 

Sean f: a - 1 y g': - 1 tales que l:z•f • 11.g'. Por las propiedades universales 
de 11, 12 el diagrama 3.18.a es un coproducto flbrado. como .L•lo = T.10 , existe 
k: 1+1 - O tal que kol2 • .L Y kol¡ "T. 

Tenemos qua 
12.f' • 11.g• componiendo con k 

t.12.r • k•l¡•O' 
.lof'=Tog'. 

Pero l. es tal que 
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0----~1 

1 t 
---T--->Q 

es un producto fibrado. Existe h :. a - O única tal que lo• h = f' y 10• h = g'. Por lo 

tanto el diagrama 3.18.a es un producto flbrado. o 
Regresemos a la demostración del Teorema. 
Denotamos con x'f , x'r , etc. a los morfismos caracterlstlcos de f, T, etc. 

respecto el cleslficedor de subobjetos i 1 : 1--. l+I. Por el Lem1111nterlor, 12 •J.' 

y por la demostración del Teorema 111.14 el siguiente diagrama es un producto 

fibrado 

-a -f d 

'·i t·, 
i2 

1+1 

luego por Teorema A.2 el cuadrado 

a+(-a) [f, -f] 
d 

1 l·f 
li1. i2l 

1+1 

es un producto flbradc. Pero [i1, 12 ] = 11+1 es un epimorfismo, luego [f, -f] 

también lo es. Por lo tanto si i 1 : 1 --> l+I es un clasificador de subobjetos, E es 

un Topo de Boole. O 

S 3. Para demostrar que (Sub(d), 1.) es un álgebra de Heyting definiremos el 

operador de Heyting. 

Utilizando el morflsmo ~ : OxQ - Q definimos la siguiente operación 
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.. 

Si f : a >--. d y g : b >--. d son subobjetos de d, entonces · 

f ~ o : (a l=tb) >--. d es el subobjeto de d cuyo morfismo caracterlstico es 
Xf • xg = =t.<xr, xg>, es decir f l=t g es tal que el siguiente diagrama 

a~b,___f_~~9-... d 

·1 r,~ ,, 
---T---,)0 

es un producto flbrado. 
Para demostrar que f ¡,. g es el seudo-complemento de f relativo a g nece

sitamos algunos resultados. 

Lem• 111.19. Sea E un Topo. SI f, g y h son subobJetos de d entonces 

1) f•h .. g.h si y sólo si xrh = x.g.h 

11) xr n xh • xg n xh si y sólo si xrh Q xo·h. 
Demostración. 

1) Sean f : a >--. d , g : b >--. d y h : c >--. d. 
Los cuadrados Inferiores y superiores de Jos siguientes diagramas son 

productos flbrados 

---=r,...-~º 

de donde xh
1 

• xrh y xh
2 

• xg•h. Asl 

f•h .. O•h es decir, 
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h·h1 = h•h2 

h1= ~ 
Xhl = Xh2 
"rh = 'lt!l•h. 

si y sólo si 

si y sólo si 
si y sólo si 

11) Por el Teorema 111.5 Xf íl "h = xo íl "h si y sólo s1 t.g = QAh, entonces 
por i) xrh = xg.h. o 

Corol•rlo 111.20. 
Demostr11c1 ón. 

t.h .s. g si y sólo si (fAh)Ag .. f•h 

si y sólo si CfA!l)Ah "' fAh 
si y sólo si Xf4g• h = Xf•h (Por lema anterior). O 

Teorema 111.21. SI f : a >-+des un subobjeto de d, entonces -f: -a >-+des 

el seudo-complemento de f; es decir, !l s.. -f si y sólo si fAg s Od. 

Demostracl ón. Supongamos que g .s. -f. Entonces por las propiedades de latlz 

fAg s.. f4-f, pero por Teorema 111.14 f4-f .. Od, luego fAg "' Od. 

SI fAg "'Od, entonces el cuadrado superior del diagrama 

1~~J 
a f d 

··l ~f 
--~T--->O 

es un producto flbrado, luego el rectángulo también lo es (Teorema A.1). 
Por la unicidad del o-axioma 

Xf• g = xob = J.• lb , luego 

~-xro = ~ • .i..!b = Tb, 

pero T0 lb = xo•g y ~·xt = X-f , entonces X-f"g = xg.g. 
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Por el Lema 111. 19 -fA9 "' 9•9 "'9. Por lo tanto 9 l. -f. 

Teorem• 111.22. En Sub(d) tenemos 

i) h l. f ~ 9 si y sólo si fAh s. g 

ti) f l. 9 si y sólo si f ~ 9 "' Id 

iil) f l. 9 si y sólo si Xf =t xg = T d· 
Demi>stracl ón. 

i) Sean f : a >--- d , 9 : b >--- d y h : c >--- d. 

a 

Supongamos que h.<. f 1~ 9, entonces existe k: c >---(aj .. b) tal que (f 1~ g).k = h. 

En el siguiente diagrama 

ol*b 
fl*g 

d 

1 }x,. x,> e¡ 

1 .;, 

© OxO 

lal*b 

l i~ 
o 

T 

los cuadrados Inferior y externo son productos fibrados, luego 

=t•<xr0x9>-(f t- g) • T·l(a ~ b). Existe e: (a .. b)-© única tal que 
<x1, x9>.(f 1-t g) • j.e, lo que Implica que el cuadrado superior es un producto 

flbrado. En el diagrama 
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el triángulo superior conmuta, luego 

íl•<x1, xg>oh = íl•<Xf• xg>o(f l=t o>·k 
= n.j.eok 

= Tiri•e•k (por ser j Igualador) 
• Tir<x1, xg>-(f ,,. g).k 

= TI1•<Xf1 XQ>•h. 
Por lo tanto "f•Q' h =. xrh, Juego por el Corolario 111.20 f•h .t. g. 

Supongamos que f•h .t. g, entonces Xt.g' h .t. Xf•h, de donde 

íl·<x1, xg>·h = TI i·<xr, xg>•h , pero j : ©- DxD es el Igualador de O v n1, 

entonces existe w : c --+© única tal que j.w = <xt• xg>.h. El diagrama 

c .. 
h 

····-•• ~:J 
fi'}g 1 

Qi'}b> )d 

to.) 

1 }·f' x,> 

© oxo 

es un producto flbrado, luego existe oc : c - a,.b única tal que (f ¡ ... g).oc = h y 

por lo tanto h .t. f 1~ g. 

11) Supongamos que t .t. g, entonces para todo h subobjeto de d, f•h .t. f .t.g, 
luego por 1) h .t. f 1~ g. En particular Id .t. f l=t g, pero Id es el elemento m6xlmo en 

Sub(d) luego f l=t g .t. Id• Por lo tanto f I• g "' Id. 
SI f i- g .. Id• entonces f .t. f 1~ g ( pues f .t. Id)• Juego por 1) f•f .t. g, es decir f.t.g. 

111) f .t. o si v sólo si f l=t g "' Id 
SI V sólo el Xf l=t o • X¡d 
SI y sólo si Xf l=t g = Td. 

Corolerto 111.23. (Sub(d), .t. ) es una latlz distributiva. 
Oemostracl 6n. 

a) Como g .t. gvh y h .t. gvh tenemos 

f•g L f•(gvh) y t.h .t. f•(gvh) 
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luego f•(gvh) es cota superior de fAg y fAh. 

Suponoamos que fAO s. oc y fAh s. oc, entonces por Teorema 111.22 g s. f Jq oc 

y h s. f ~ oc, luego gvh s. f ~oc si y sólo si fA(gvh) s. oc, por lo tanto fA(gvh) es 

la mínima cota superior, así fA(gvh) = (fAg) v (fAh). 

b) Por Inciso a) 

(fvg)•(fvh) = ((fvg)Af) v ((tvg)•h) 

= ((fAf).{fAg)) v ((fAh)v(gAh)) 

= f A( fvgvh) v ( g•h) 

= fv <o•h). o 
Con esto queda demostrado que (Sub{d) ,s.) es un álgebra de Heyttno para todo 

objeto d de un Topo E. 

Usualmente, a partir de este resultado, se demuestra que existe un 
isomorfismo natural entre Sub: E---. SetEºP y Hom(..., 0): E - SetEºP lo que 

Implica que Hom(..., O) es un álgebra de Heyttng. Utilizando la Inversión de Yoneda 

Y: E - SetEºP, se concluye que O tiene estructura de .álgebra de Heyttng. 
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Capítulo IV 

5.1 Se demostrará directamente que el clasificador de subobjetos de un Topo 

tiene 1111tructur11 de álgebra de Heytlng y, a partir de ésto, que Sub(d) también. 
Considerando la definición ecuactonal de álgebra de Heytlng dada en los 

Teoremas 1.1 y 1.4 damos la siguiente 

Deflntct6n . Sea E un Topo. Un il{ltlbra d8 Heyting en un Topo es, en general, 

una sexteta < D, T, J., "• •• .... > con D un objeto de E; T, J. : 1 - D y 
"• ., .. : DxD - D definidas convenientemente y tales que los siguientes 
diagramas son conmutativos. 

a) 

b) 

e) DxD ._ O 

~/ 
DxD 

( lj) =<TI', TI>) 
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AXID 

.OxO~ d) (OxO)xO 

·l (\11 =<Thr,<TT'n, n'>>) o 

OxO/ Ox(OxD) 
1pXA 

e) <lo, 1p> o 
o-~---,Dx 

l l· 
---=1,_.---,0 

f) 

g) <TI'• -» DxD 
DxD / 

~/A 
D 
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h) Dx(OxD) --ll"'-px__.,lD_4) (OxD)x(DxD) 

}·· ... , l· 
oxo (DxD)x(DxD) 

l· 1·>• 
D A DxD 

(111 = «11TT, rr,TT'>, <rTTT, n·, TT'») 

i) D llp >DxD 

\~/ 
D 

j) DxD '1> DxD 

~/ 
o 

k) 
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1) 

m) 

Teorem• IV. l. <O, T, .L, n, U, ,.> es un álgebra de Heytlng. 

Demostracl6n. Consideramos la sexteta <O, T, .L, n, u, .. > donde O as el 

clasificador de subobjetos de E ; T : 1 - O es el morflsmo verdad ; .L : 1 - O 

el morftsmo falso ; n : OxO - o ; u : OxO - o y ,. : OxO - o están definidas 
en el Capftulo 111. 

11) Afir1T111ctdn. El siguiente dlagrema conmuta. 

diag. A 

Probaremos que tanto n· como O.(Tx10 ) hacen del siguiente diagrama un producto 
f1brado. 
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1--<~1 _T~>-~1xo 

l n.<r"~~· dlag. A.1 

---T-~o 

t) Claramente, con n· el diagrama conmuta. 
Sean <lo, g>: O - lxO , lo: o--. 1 teles que O'-<f0, g> = T0. 

El morflsmo fo es tal que <I, T>-fo •<fo, To>"' <fo, g>. Por lo tanto n' hace al 
diagrama A. I un producto flbrado. 

11) Consideremos el siguiente diagrama. 

<1, T> 

i--<T-.~T_>_) ... Iº 
dfag. A.2 

l 
n 

1------'>1 
T 

El cuadrado Inferior es, por definición, un producto flbrado. Si demostramos que 
el cuadrado superior también lo es, tendremos que el rect6ngulo .lo seré 
(Teorema A.1 apéndice), de donde n.CTxlo> hace del diagrama A.1 un producto 
ftbrado. 

Claramente el cuadrado superior conmuta. 
Sean <fo, g>: O - IXO , fo: o- 1 tales que 

(Txg)·<lo, g> • <T, T>·fo, de donde 
<T0, o> = <T0, To> , si y sólo si 

g • To. 
El morflsmo fo es tal que <1, T>-lo = <fo, To> = <10, g>. Por lo tanto el cuadrado 
superior de A.2 es un producto ftbrado. 
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Por la unicidad en el O-axioma n.(Txlo) = n· de donde el triángulo Izquierdo del 
diagrama A conmuta. 
Análogamente se demuestra la conmutatlvldad del triángulo derecho de A. D 

b) Artrmaclón. El siguiente diagrama conmuta. 

o~•/º dlag. B 

o 
Probaremos que tanto O.A como 10 hacen del siguiente cuadrado un producto 
flbrado. 

1 T o 

l ~~··· 
1 T 

o 

dlag. B.t 

1) Consideramos el diagrama 

1 o 

l <T,T> l· 
1 >OxO 

l l· 
piag. B.2 

T o 

El cuadrado Inferior es, por definición, un producto fibrado. SI demostramos que 
el cuadrado superior también lo es, tendremos que íl•A hace del diagrama B. I un 
prodUcto flbrado. 
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Como ll.· T = <T, T> = <T, T>· l 1 el cuadrado conmuta. 

Sean h: D - O , 10 : D - 1 tales que ll.•h = <T, T>-lo, si y sólo si h = T0• 
El morffsmo lo: O__, 1 es tal que T·lo = h , de donde el cuadrado superior de 8.2 
es un producto flbrado. 

11) Claramente 10 hace del diagrama 8.2 un producto flbrado. 

unicidad en el O-axioma íl•ll. = 10 • de donde el diagrama B conmuta. 

Por la 

a 

e} A'irmación. El siguiente trl6ngulo conmuta, 

donde h := <n', n> es un Isomorfismo. 
Consideremos el siguiente diagrama 

1 <T, T> 

l 
1 T 

íl·h-<T, T>. no<n', n>-<T, T> 
• Oo<T, T> 
= TnT 
=T. 

Por lo tanto el cuadrado conmuta. 

>OxO 

l··h 
Q 

Sean <f g> : D - llxO , 10 : O - 1 tales que 
Clloh)-<f, o>• r.10, de donde 
n.(<n', n>-<f, g>) =To si y sólo si 

ont • To que Implica 
g =To y f =To. (Véase observación <f.c) 

dlag. e 

dlag. c.1 

El morflsmo lo es tal que <T, T>.10 = <T0, To> = <f, o>. Por lo tanto el cuadrado c.1 
es un producto flbrado. Por unicidad n = n.h y el diagrama c conmuta. O 
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Ob.st1rvacl6n 4.c. SI f•g = T0, entonces f =To y g = T0. 
El cuadrado interior del siguiente diagrama es, por definición, un producto 

fibrado 

º··. h 
<f, g> 

·····:. <T, T> 1 
1 QxQ 

'º l ln 
1 Q 

T 

Como f•ll =To, existe una única h: o---. 1 tal que <T, T>·h = <f, g> y h =lo, de 
dondef•To y g•T0• 

d) AllrmacttJn. El siguiente diagrama conmuta. 

nx10 

~r--------oxo~ 

Ox(OxO) ox/
0 

10 xn 

dlag. D 

donde t = <nTI, <JT" TI, TI"» es un Isomorfismo con n = n !lxlJ , n· = n· !lxlJ , 

n • n <nxn>xn , n· = n· cnxn>xn proyecciones. 
Demostraremos que tanto n.cnxt0 > como n.o0 xm.t hacen del siguiente 

diagrama un producto flbrado y asl, por la unicidad en el O-axioma, el diagrama O 
corvnuta. 

66 



diag. 0.1 

1) Probaremos que el cuadrado superior de D.2 es un producto ffbrado. 

1 «T1 T>1 T> > (Oxolxo 

l <T T> 
1~·. 

1 oxo 

1 1· 
T o 

Ya que 
(ílxlo>·«T, T>, T> - <íl·<T, T>, T> 

• <TAT, T> 
• <T, T>, 

el diagrama conmuta. 
Sean «f, g>, k> : oc-... (OxO)xO y loc : oc-. 1 tales que 

(ílx lo). «f, g>, k> = <T, T>• loc de donde 

<íl•<f, g>, k> • <T oc• T oc> 
<fAg, k> = <T °'' T oc>, si y s61o si 

f•g • T oc y k • T oc• 
El morffsmo loc : oc - 1 es tal que «T, T>, T>•loc = «f, g>, k>. 

diag. 0.2 

Por lo tanto el cuadrado superior de D.2 es un producto ffbrado, luego el 
rect6ngulo también lo es, obteniendo que n.(nx10 ) hace del diagrama D. I un 
producto flbrado. 

11) Para demostrar que O.(loxo>.~ hace que el diagrama D.I sea un 
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producto flbrado neces1tamos la siguiente 

Observación -1. d. SI 111 : A - B es un Isomorfismo, entonces 

~r ~ 
A'------oB 

ea un producto flbrado. 
Claramente el diagrama conmuta. 

diag. 4.d.a 

Sean h : C - A , k : e - A' tales que 111.h = f.k. El morflsmo k es tal 
que 111'""1.f.k m 111'""1.111.h m h. Asf, 4.d.a es un producto flbrado. 

Obtenemos que t: (Oxo>xo-- Ox(OxO) hace del siguiente 

1 
«T, T>, T> 

(OxO)xO 

l l· 
1 <T, <T, T» 

Ox(OxQ) 

un producto flbrado, luego 

1 
«T, T>, T> 

(QxO)xQ 

1 1· 
1 <T, <T, T» 

º"J::: l <T T> 1 OxO 

l ln 
T o 
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los tres cuadrados son productos ftbrados, de donde el rectángulo lo es. Por lo 
tanto lloC t0 xm • .z> hace que el diagrama o. t sea un producto fibrado. o 

~) Ai'lrmación. El cuadrado conmuta. 

I 'ºf 
---=r--~o 

consideremos el diagrame 

o 
i 
i 

hl 

1 
© 

1 
donde j:c¡r... OxO es el tgu11l11dor de 

Como 
º•"o = n.<to, to> 

• JgAIQ 

= 'º = "º"º' 

12 
lO 

l~ 
oxo 

1~ 
T o 

n:oxo-o 
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existe una única h : O -©tal que J·h = .11.0 • Por lo tanto el cuadrado superior de 
E. 1 conmuta. 

Sean f : 0-- O y g : D -© tales que .ti.o• f = j.g, pero j.g: D __, OxO es tal 

que J•9 " <h, k>, ast que f = h = k. 
El morflsmo f es tal que 

J•h•f = .6o•f 
= <f, f> 
= <h, k> 

= J•O· 
Como J es un monomorflsmo tenemos que hof g. Por lo tanto el cuadrado 

superior de E. I es un producto flbrado, de donde 

diag. E.2 

tambl6n lo es, pero To hace de éste un producto flbrado, entonces ~ •Ao = T0 • 
Por lo tanto el diagrama E conmuta. a 

rJ Aflrl116cfón. El siguiente diagrama conmuta 

diag. F 

El cuadrado inferior de F. I es un producto fibrado. 
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1 
<T, T> OxO 

l <T, T> 1'"· *' 
1 oxo diag. F.1 

1 1, 
T o 

Como <TI, .. >•<T, T> • <T, T .. T> • <T, T> el cuadrado superior conmuta. 

Sean <f, g>: o - oxo y lo: D - t tales que <TI, ,.>·<f, g> = T0, 
<f, f l .. g> = To, si y sólo si f = To y f J=tg = T0, si y sólo si f = g = T0• (Ver 
observacl ón 4. f). 

El morflsmo lo es tal que <T, T>o 10 = <f, g>. El cuadrado superior de F. t es un 

producto flbrado. Asf n y n.<TI, =t> hacen del mismo diagrama un producto 
flbrado, por lo tanto n • O·<íl, =t>. O 

~vaclón "-'- Sea f: o- o. SI To l .. f •To, entonces f • T0• 
Ya que el cuadrado Interior siguiente diagrama es un producto flbrado y, 

por hipótesis, =t.<To, f> =To, existe una única h: O-© tal que J•h =<To, f>. 

o~~~-<l~0_,_r_>~~~ 

······-~~ l 

I~l 
1 T O 

Por definición j :©.:... ... OxO es el ioualador de n y de n, luego 

TI 0 J•h = íl·<To, f>, si y sólo si 
si y sólo si 
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To= T0At st y sólo si 
f 2 To (Por Observación :4.c). 

9) Afir1T111Ción. El dtaorama G conmuta. 

El siguiente diagrama conmuta ya que 
<TI', _.>·<•n· To>"' <T0 , 10 l•To> 

=<To, To> (Ver Observación 4.g) 
• <T, T>·lo· 

o 
<lo, To> 

oxo 

l t·· TI'> 
1 <T, T> OxO 

a 

diag. G 

diag. G.1 

Sean <f, g>: o - oxo 10 : o- 1 tales que <TI', >t>o<f, g> = <T0, T0>, de 
donde <g, f l-9> • <Tl>t To>, si y s6lo si g •To y f 1,. g =To. 

Sea f: o - o, <10 , To>·f = <f, To>= <f, g>, por lo tanto el cuadrado G.1 es un 
producto flbrado. _Por el Teorema A.1, 

o <lo, To> 
OxO 

J 
l'o<TI", ~> dlag. G.2 

T o 
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es un producto flbraelo. 
Claramente TI' : OxO ---. O hace que este diagrama sea un producto fibrado: 

por lo tanto n· = íl·<TI", ,.> y el diagrama G conmuta. O 

Observación 4.g. lo l•To =To. 
Por definición el diagrama 

©------~oxo 

1 i~ 
--~T-~O 

es un producto flbrado, donde j :©---. Oxo es el Igualador de n y de n. 
Como 

n.<1 0 , To> - lo 

= 'o•To 
= íl·<'o· To>, 

existe una única h : O ---©tal que J•h = <1 0 , To>; asi obtenemos 

... J·h • ... <1 0 , To> 
To,. lo l .. T0 , pues ... J.h = Te·h = T0 • 

h) Afirtn11Clón. El siguiente diagrama conmuta. 

Aoxlo.o 

73 

o 

diag. H 



Simplificando tenemos 

n.c .. x .. ).lJl.(6f>x10 xo> = n.c .. x .. .i.«n1n, nn->, <íl'n, TI'ílz»·C6f>xloxo> 
= n.(•x•).«n1n, nn·>, <n·n, n·nz»·«n,n>, íl'> 
.. n.c .. x .. ).«n, nn·>, <n, n·n·» 
= íl•<••<íl, Tiíl'>, ••<TI, íl'íl'» 
,. n.<n f .. nn·, n f .. íl'n'> 
.. en l•nn·> • en f•TI'n'>. 

Sea (P, k) el Igualador den: Ox(Oxo>- O y de n.c10 xn>: Ox(OxO) - O 

P k= <oc, <)3, lP> Ox(OxO) n ~ O 
n.(t~xn> 

ocni:ins "'oc si y s61o si oc ~ pila. Consideramos el siguiente diagrama 

Como 

P--<"'~· _<~13~· -~-»--ox(OxO) 

i 1 1 
hj <TT, ílTT'> 
1 
i n 
© OxO --...,,....-~i O diag. H. 1 1 l~ n 

1----=r-----'>O 

JT•<íl,ílíl'>•<oc, <P,5» = n.<oc, P•ll> 
=oc 
• OCAJ:IAll 

= Oo<oc, (P•ll) 
= n.<n,nn·>·<oc, <p, 11», 

existe una única h: P -© tal que <TI, nn·>.<oc, <p, 11» = J•h. Por lo tanto el 

cuadrado superior de H. I conmuta. 
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Sean <f, <g, g'» : D - P y e : D - P tales que 
<TI, ílTI'>-<f, <o, o'» = j.e, de donde <f, o•o'> = J.e, si y sólo si t = n.j.e. 

Por otra parte 
0-<TI, OTI'>o<f, <g, g'» • 0-<f, O•O'> 

a O·J·e 
= f•o·o·. 

Pero j es el Igualador de n y de o, por lo tanto f = f•Q•g', si y sólo si 

f.tO•O"· 
La Inclusión 1 : D - P es tal que <oc, <11, 11»· I = <f, <g, g'» y h· I " e. 

Por lo tanto el cuadrado superior de H. I es un producto flbrado. 
Consideremos el siguiente diagrama 

p 
<oc, <~, 11» > Ox(OxO) 

l l<n•nn·, n•n·n·> 

T 
Q 

diag. H.2 

<TI¡ .. TITI", TI , .. TI'TI'>-<oc, <11, 11» • ( .. x .. )-<<TI, TITI'>, <TI,TI'TI'»o<oc, <11, 11> 
= (~X~). «oc, ¡:¡>, <oc, 11» 

= <oc 1,.11, oc 1•11>. 
Demostraremos que oc 1,.11 " T p y oc l .. 11 = T P· 

Por definición 

@~-~-70XO 

l l· 
---,,-T--70 

es un producto flbrado. 

dlag. H.3 

Sean <oc, 11>: P - OxO y lp: P - 1, con P definida anteriormente. Como 
oc .s. "'•11•11 .s. 11, entonces "'•11 = "'• luego 0-<oc, 11> = TI-<oc, JJ>. Por lo tanto existe 
una única h : P-©tal que 
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n 

'\, ;;,::=====0==4° 
p 

conmuta. De donde 

... <oc, p> • ,.•J•h 
• T•l,e.•h 
• Tp. 

Por lo tanto oc ¡ .. p = Tp. Análogamente se demuestra que oc ¡ .. a= Tp. 
Asl obtenemos que <TI ,,. TITI', TI ,,. TI'TI'>•<oc, <P, &» = <Tp, Tp>, luego H.2 

conmuta. 

Sean <0, <111', t» : e - OxCOxO) y le : e_, 1 tales que 
<TI , .. TITI', TI , .. TI'TI'>• <0, <111', t» = <Te• Te>, si y sólo si 
<01 .. w, 0 , .. t> •<Te, Te>, si y sólo si 

01 .. 'lll•Te v 01 .. t•Te. 
Como H.3 es un producto flbrado, existen k : e -© y k' : e -@ únicas tales 

que J•k • <01 1V> y J•k' = <01 t>. 
Pero TI.j • íl•J , luego 

TI•J•k • íl•J•k 
TI·<0, 'lll> • íl•<0, 'lll> si y sólo si 

0 .. a.t. 
An61ogamente 0 • 0.11'. Por lo tanto 0 • 0.t.1V. 

La tnclusl6n I' : e - P es tal que <oc, <p, &»•J ,. <0, <'lll, t». Por lo tanto el 
diagrama H.2 es un producto flbrado. 

Por la unicidad en el o-axioma ... <TI, ílTI'> =<TI¡ .. TITI', n , .. TI'TI'>, de ~onde el 
diagrame H conmuta. a 

i} Afirmación. El stoutente trt6noulo conmuta. 

dlag. 1 
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Consideramos el siguiente diagrama 

1---T--Q 

l l·· 
e OxO 

l lu 

diag. 1.1 

1 T O 

El cuadrado inferior es un producto fibrado por definición, donde 1 : e - OxO es 
tal que el siguiente diagrama conmuta. 

Probaremos que al cuadrado superior de l. 1 es un producto fibrado. 

SI demostramos que en el siguiente diagrama 

' 
T o T 

1 

1 l·, 1' o 
<T9, 19> 

OxO 
<19, To> 

o 

diag. 1.2 

diag. 1.3 

ambos cuadrados son productos fibrados entonces -por el Teorema A.2- el 
siguiente diagrama también Jo es, 
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1+1 T+T 
Q 

l !·· diag. 1 .4 

Q+Q 
[<To• lo>, <lo• To >J 

OxQ 

de donde, por el Teorem11JJl,10, los cuadrados de 

1+1 
n, n* 

e 
im[T, T] o 

1 
1 

l·· !h diag. 1.5 

1 
Q+Q t* e QxO 

son productos flbrados. 
Luego 

1+1 [T, TJ* » ci im[T, T] >O 

•• una epimono-factorizaci6n de [T, T]: 1+1 __,, Q sin embargo 

tambl6n es una eplmono-fectorlzacl6n de (T, TJ, de donde -por el Teorema 111.9-
extste un único Isomorfismo k : e - 1. Por lo tanto el siguiente dlagral"!!a es un 

producto flbrado. 

1---T~--7'.Q 

hl 1-. diag. 1.6 

e >---.---tOxQ 
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Regresando al diagrama 1.3 tenemos 
'1o•T = <T, T> 

= <To·T, 'o·T> 
• <To, lr»· r , 

luego el cuadrado Izquierdo del diagrama 1.3 conmuta. 

Sean f: o-o v g: o-o tales que '1o•f = <T0 , lo>·o 
f • g • T0 .g = T0• El morflsmo 10 : 0-1 es tal que T.r0 = f 
este· diagrama es un prodUcto flbrado. 

, si V sólo si 
v T·lo = g. Luego 

An61ogamente el cuadrado derecho de 1.3 es un producto flbrado. 
Por el Teorema A. I, el cuadrado 

---T--.... 0 

es un producto flbrado, luego por unicidad U.60 = 'o· 
Por lo tanto el diagrama 1 conmuta. 

j) Arir11111Cidn. El siguiente diagrama conmuta. 

con h = <TI", n> Isomorfismo. 
Por- la observación 4.d, el cuadrado superior del diagrama 
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e h"1o1 OxO 

1 lh 
e OxO diag. J.1 

l l' 
T o 

es un producto flbrado, de donde 

e OxQ 

l l'•h 
T o 

también Jo es. Asf, U• U·h y el trl6ngulo J conmuta. o 

1:) Afirmación. El siguiente diagrama conmuta. 

<11, U> <11, O> 

º'~[/'º diag. K 

o 

Consideramos el siguiente diagrama 
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o 
<T(.,. 10 > 

QxO 

l t·· "' 
1 

<T, T> OxO diag. K.1 

1 t 
T 

Q 

El cuadrado Inferior es un producto flbrado; si demostramos que el cuadrado 
superior tambt6n lo es, tendremos que 

os un producto flbrado. 
El cuadrado superior conmuta pues 

<n, u >·<T D• lo> • <TO• T gvl o> 
=<To, To> (Ver observación 4.lc) 

• <T, T>•lg. 

dlag. IC.2 

Sean <f, O> : O - Oxíl y lo : O - 1 tales que <n, U>•<f, O> " <T, T>~·ro, si Y 

s61osl f•To y fvo•To· 
El morflsmo o: o- Oxll es tal que <T0 , lo>·o = <T0.g, g> = <f, g>. Por lo tanto 
el cuadrado superior de K. 1 es un producto ffbrado. 
Claramente el siguiente cuadrado es un producto flbrado, 
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Q 
<TQ, IQ> 

QxQ 

l l· diag. K .3 

T o 

luego por unicidad, TI "'U·<TI, u>. Por lo tanto el triángulo Izquierdo del. dl11gr11ma 
K conmuta. 

ooservacttfn of..t T0 vto "'To. 
Consideramos el siguiente producto flbrado 

Existe una única k : O - e tal que l·k • <TO• lo> v 18 ·k • 'o· 
Consideremos 111 fnclusfón 11 : () - ()+() y t* : ()+() - e el eplmorffsmo de la 
eplmorÍo-factorlzacl ón (<TO• lo>, <lo, To>) : O+O - OxO. 
Como 

1.t•.1, •(<To, •o>, <•o• To>l·l1 
• <T ()• lo> 
• f•k y, por otra parte, 

le•f*.1 1 "'o= 18.k, 
entonces k s t*.1 1• Asl 

U·<T0, •o>= u.1.t*.1 1 
= r.18 .f*.1 1 
=To. 
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1) Artrmactón. El siguiente diagrama conmuta 

diog. L 

m) Ahrmaclón. El siguiente diagrama conmuta 

Ux10 

diog. M 

con 11' e <nfi,<n'n,n'». 

La conmutatlvldad del trl6ngulo derecho del diagrama K y la de Jos diagramas L 
v. M no ta presentaremos en este trabajo, pues no llegamos a concretar su 
demostracl6n. Sin embargo sabemos que existe otra forma de demostrar este 
Teorema partiendo del hecho de que Sub(d) es un álgebra de Heytlng , como lo 

vimos en el Capitulo IIJ. 
SI consideramos válido este resultado podemos demostrar a continuación que 
SUb(D) es un álgebra de Heytlng. 

S.Z Sea E un Topo. Los objetos de la categorla SetEºP son los funtores 
F : EºP -Set, y sus morflsmos son transformaciones naturales. 
Suponemos que ya se sabe que esta categoría es bicompleta. 

Teorema IY.2. SetE0 P es un Topo. 
Para facilitar la continuidad de la exposición, la demostracl6n de este teorema se 
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encuentra en el Apéndice. 

A cont1nuact6n demostraremos que Hom(_,O) es Isomorfo a Sub. 

Sea E un Topo. Definimos Sub : E - Set como sigue 
Para todo objeto D E E, Sub(D) e set. 
Para todo morflsmo f : D - D' de E y m : A - D', consideramos el producto 
flbrado de f y m 

A' >---'m:.:..:....' -~o 

·l 1 
A >--m--~o· 

y definimos Sub(f)(m) = m'. 
Sean n : e >-o D' , m : A >-o D' y f : D - D' tales que n = m; luego, existe 

h: A - C Isomorfismo tal que m = 11oh y n = m.h-1. Consideramos el producto 
flbrado de (f, n) y el de (f, m) 

A'> m' 

n' 1 
e· D 

f" rl lf 
n D' 

J 
m 

donde (Sub(f))(n) = n' ; (Sub(f))(m) = m'. 

Como f.m· = m.r = 11oh·f', existe una única k: A' - e· tal que n'•k = m'. Por lo 
tanto m' .1. n'. 

Como fon'= 11of' = m·h-1•f' , existe una única k' : e· - A' tal que m'•k' = n', de 
donde n' .1. m'. Por lo tanto Sub(f) no depende del representante. 

Supongamos que m : A - o· y n : e - o· son tales que m .1. n. Existe 

oc: A- C tal que m • "º"'· 
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Como f.m· = m.f" = n.oc.f", existe una (mica JI : A' - c· tal que n'•JI = m' ; es 
decir, (Sub(f))(m) .i (Sub(f))(n). Por lo tanto el funtor Sub preserva et orden. 

Teorema IY.3. Sub : E - Set es un tuntor contravarlante. 
Demostracl 6n. 

Sean f : D -. D' , o : D - o· morflsmol! de E: m : A >---. D , m' : A' >---. o· v 
m· : A· >--o D" tales que 

(Sub(f))(m') • m y (Sub(g))(m") = m'. 

Tenemos que 
[(Sub(f). (Sub(g)) J(m") = (Sub(f))(m') 

cm 
• (Sub(g.f))(m"). 

Consideremos el siguiente diagrama 

A >---~m"'"---t D 

'{ Í' diag. 4.3.a 

A >---=m=---tD 

Claramente el cuadrado conmuta. 

Sean h : B - O y h' : B - A tates que lo•h • m•h', luego 1.3.a es un 
producto flbrado, de donde Sub( to> = lsub(D)o Por lo tanto Sub es un funtor 
contravarlante. a 

Deflntct6n. Sea Cuna cateoorla con conjuntos Hom pequeños.Una r~.st1ntación 
d6 un runtor K : e - Set Ccontravarlante) es una pareja (r, el>), con r un objeto 

de C v el> : CL, r) s K un Isomorfismo natural. El objeto r se llama é.t o/J/eto 

rtJpresent1111te. 

Teorema IT.4. Sea E un Topo. SI Q es el clasificador de subobjetos de E, . 
entonces O es el objeto representante del funtor Sub : E ---. Set. 

Demostracl 6n. Definimos el> : Sub - E(_, O) como sigue 
SI O es un objeto de E, entonces cf>(D) • CZ>o : Sub(D) ----. E(D, O) es tal que para 

toda f : A >--o D, cf>o(f) = X.fo donde X.f es et morflsmo caracterlsttco de r. 
Consideremos el siguiente dtaorama 
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o Sub (D) 
IJ>D 

E(D, Q) 

·1 
15"b(g) 1E(g, Q) diag. 4.4.a 

o· Sub(D') 
olio" 

E(D', Q) 

Sea f: A-D, 

CECg, Olot0><t>"' ECg, O)C x,> = x,.g. 
<to··Sub(g))(f) •to·Cf') = xr•, donde r: A' >-o D' es tal que 

es un producto flbrlldo. 

En los siguientes diagramas 

e 
·· ..... ~ 

-.A. 

!e 

··l 
1 

h 

f' 1 
o· 

l···· 
T Q 

diag. 4.4.c 

cx,.g)of' = l( ,.g.f' 
= x,.t.g' 

• T·IA· • 

~-
goh 

..... ~· 
f ·~A 

!e i 
T 

diag. 4.4.d 

Por lo tanto (Xf•Q) hace conmutar el cuadrado interno de 4.4.c. 

Sea(l h: e-o· y le : e-1 tales que (Xf•Q) h = T•le. 

86 

diag. 4.4.b 

1 
o 

r! 
Q 



Como el cuadrado Interior de 4.4.d es un producto flbrado, existe una 6nlca 

k' : e --. A tal que f•k' = g.h y IA•k' = le. El diagrama 4.4.b es un producto 
flbrado, luego existe una única k: e - A' tal que r.t = h y g'•k .. k'; de donde 

r.k • h , IA••k • le y el cuadrado 4.4.c es un producto flbrado, pero por la 

unicidad en el O-axioma Xf•9 = xr· 
Por lo tanto el diagrama 4.4.a conmuta y t es una transformación natural. 
Definimos 9 : E(_, O) - SUb • Sea D un objeto de E, 

9(D)., e0 : E(D, O) - SUb(D) es tal que para toda 

f : O - o , 8o(f) = r donde f' : A' >-- D es tal que el siguiente diagrama es un 
producto flbrado. 

A'>----1~·--o 

l r 
1---T--~O 

SeanDunobjetodeE, f:D-o y g:A--.D 
[t.8](D)(f)=[4>(8(D))J(f) 

= tceocm 
=ter> 

.. 1'f'• 
con r definida anteriormente. 
Por unicidad, f • 1'r y por lo tanto t. 9 • 1 E(-, O)• 

[9.tJ(D)(g)=[9(t(D))](g) 

- 9(4>0<0» 
= 9(xg) 

= Cxg)', 
donde ( xg)' es tal que el siguiente diagrama es un producto flbrado 

---T--~O 
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Por unicidad (xg)' • 9, de donde 8°t"' 'subº 

Por lo tanto 4> es un Isomorfismo natural v Hom(_, Q)sr Sub. a 

Para demostrar que Hom(_, {)) es 61gebra de Heyttng es necesario definir los 
morflsmos n* , u* , ,.• , T* , .l * y demostrar que son transformaciones 

naturales. 
Consideremos el Isomorfismo t : Hom(_, O)xHom(_, Q) -. Hom(_, OxO) ·dado 

por t 0<r, o> • <f, o>. 

t) n*: Hom(_, O)x Hom(_, O) - Hom(_, 0) es tal que n* = n·.t, donde 
n· • Hom(n, O) : Hom(_, oxo) - Hom(_, O). 

Sean A un objeto de E y f, g : A - O. Asl 

n* Acr. o>= cn·.t><t, g) 

- íl-<f, g> 
: f•g. 

El diagrama 
n* 

A Hom(A, O)xHom(A, 0)---~----Hom(A, O) 

·l 
B 

conmuta va que 

lH•m(<, O)><H~(<, O) 1Hom(<, Ol 

Hom(B, O)xHom(B, O) Hom(A, O) n: 

[Hom(k, O).n* A](f, g)"• Hom(k, O)(íl•<f, g>) 
•(Oa<f, g>).k 

= (fAg)ak 
• n.<fk, gk> 

" n*8<tk, gk> 
"l n*8.(Hom(k, O)xHom(k, O))](f, g). 

Por lo tanto n• es una transformaclon natural. 
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11) u* : Hom(_, n>x Hom(_, O) - Hom(_, n> está dado por u* = u·.t doMe 
U" = HomCU, O): Hom(_, OxO)----. Hom(_, O). 

Se11n A un objeto de E y f, g : A - o. Luego 

El. diagrama 

A 

·l 
B 

U* A(f, g) • (U".f)(f, g) 

"'U"(<f, g>) 

• U·<f, g> 
= fvg. 

* u ... 
Hom(A, O)xHom(A, 0)---~--->Hom(A, O) 

l••m!', O)xHom", 0) l••m!', 0) 

Hom(B, O)xHom(B, O) Hom(A, O) 
u* e 

conmuta ya que 
{Hom(t, O).u* AJ(f,g) • Hom(t, O)(fvg) 

• CCfvg)).k 
• U.<f, g>ok 

• U.<fk, glc> 
• U*5(f.t, g.k) 
• [U*e<Hom(t, O)xHom(t, O))](f, g). 

Por lo t.,to U* es una transformación nat1r11l. 

ttl) La Implicación .. : OxO - o determina un morflsmo en SetEop •. 
que denotamos por .. • : Hom(_, O)x Hom(_, O) -- Hom(_, O) y es tal que si 
A es un objeto de E y f, o : A - o, entonces 

(,.*)A(f, g) • (=t.t)(f, g) • f l=t O· 

Consideremos el siguiente diagrama 
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A 

1 
B 

<,.">;.. 
Hom(A, O)xHom(A, 0)----'-'---'Hom(A, O) 

i"'m(k, O)>Hom(" O) l Hom(k, O) 

Hom(B, O)xHom(B, O) Hom(A, O) 
<=>">e 

(Hom(k, O).(,.")A]{f, g) = Hom(k, O)(f l=t o> 
ª CCfl=t o»·k 
- ... <f, g>ok 

= ( =t*)s<fk, gk> 
• [{=t*>e·Hom(k, o>xHom(k, O)J(f, g), 

por lo tanto el dlaorama corvnuta. 

lv) Sea T* : Hom(_, 1) - Hom(_, 0) tal que si A es un objeto de E y 

f: A- 1, T" A(f) • T.f. Claramente el dlaorama cormuta 

·i 
T" 

Hom(A, 1)---"'"'---'>Hom(A, O) 

l"°"''"· 1) t·~(h, 0) 
B Hom(B, 1) T" Hom(B, O) 

B 

luego T* : Hom(_, 1) : - Hom(_, O) ea una tranaformact6n natural. 

v) Por último, J.• : Hom(_, 1) : - Hom(_, O) eat6 dada por 

J.* A(f) • l.•f, con A un objeto de E y f: A - O un morflsmo de E. 
(Hom(h, O). J.* A)(f) .. Hom(h, O)( J.of) 

- J.·f·h 
.. .L *8<t·h> 
= [J. • 8.Hom(h, l)](f), 
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por lo tanto J.* : Hom(_, 1) : __, Hom(_, O) es una transformación natural. 

El funtor HomL, O) : EºP --. Set preserva diagramas conmutativos. 
Supongamos que el siguiente diagrama es conmutativo en E0 P. 

A---'f-~B 

i } 
c---,.k-___. o 

Hom(g, O)•Hom(f, O)= Hom<o•f, O) 
= Hom(k•h, O) 

= Hom(k, O).Hom(h, O). 

Por lo tanto el sloulente diagrama conmuta en SetE
0

P 

Hom(f, O) 
Hom(A, O)---------'--~ Hom(B, O) 

••m(h, 0)1 }~(O, 0) 

Hom(C, O) Hom(k, O) Hom(D, O) 

lo que demuestra el siguiente 

Teorem• IY.5. SI O es el claslftcador de subobjetos de un Topo E y"' D tiene 
estructura de 61gebra de Heytlng en E, Hom(...., O) tiene estructura de álgebra de 

Heytlng en SetE0 P. 

Corol•rlo IY.5.1. Sea D un objeto de E. Hom(D, O) es un álgebra de Heytlng. 
Demostracl ón. SI consideramos los dlaorama a), b), ••• , m) de Teorema IV.2 y 

los morflsmos --., : D - O , ltO : D - O y "h : D - O obtenemos los siguientes 
diagramas conmutativos. 
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a') 

m') 

Por lo tanto Hom(D, 0) es un 61gebra de Heytlng. a 
Por el Teorema IV." Hom(D, ()) a Sub , luego Sub(D) es un 61gebra de HeyUng. 

92 



Apéndice 

Teorema A. l. SI un diagrama de la forma 

A---'--e ---=-9--E 

·1 1 r e --..,.,.,--o --...,---~f 
conmuta, entonces 

1) SI los dos cuadrados son productos flbrados, el rectángulo lo es. 
10 SI el rect6ngulo y el cuadrado derecho son productos flbrados, entonces el 

cuadrado Izquierdo lo es. 

Teorema A.2. SI 

f 

·í~I y 

A •. __ .... r_· - .... B' 

1 J 
C---::11:---D c·---11,,.,:--~D' 

son productos flbrados en cualquier Topo E, entonces 

A+A' 
[f! f') 

>B+B' 

h•h1 l 
C+C' 

(g, g'J 
D+D' 

tambl6n lo es. 
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Teorem• IY.4. SetlEºP es un Topo. 
Demostracl ón. Sean S, R : [OP - Set funtores. Definimos sR : EºP -. Set 

a) En los objetos 
SI A E (QP • entonces 5R(A). Nat([(_, A)xR, S). 

b) En los morflsmos 

sea f : A' - A un morftsmo de E. 
Definimos sR(f): sRCA>- sRCA') de modo tal que si t : E(_, A)xR - S es una 

transformacl ón natural, sR(f)(t) • t· con t·: E(_, A')xR- S definida por 

t·8 (h, x)" t 6 (f.h, x) donde B es un objeto de IE, h : B - A' y x E R(B). 

A"rmación /.l. sR(f)est6 bien definida. 

Como t : E(_, A)xR - s ea transformación natural, el diagrama conmuta. 

te 

E(g, ,::::.T'' --~-~},, l· 
E(B', A)xR(B') l S(B') B' 

die· 

Sea (h, x) E E(B,A)xR(B). 
(S(g).t•8 >Ch, x) • S(g)(t•6 Ch, x) 

.. s(g)(t6 Cf•h, x) 

• <•a·< E(g,A)XR(g))(f•h, x) 

= •e Cf·h•o,RCg)(x)) 
• t·r ( E(g, A)xR(g))(h, x). 

Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta y t·8 es una transformación natural. 
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~·B 
E(B, Á)xR(B) ----='---~S(B) 

E<o, A»R<o>1 l •<ol 

E(B', Á)xR(B') -----~ S(B') 
4>ir 

A"r11111Clón 1.2. sR es un funtor contravartante. 

a 

Sean f : A' - A , f' : A" - A' morflsmos de E y t : E(_, A)xR - S una 
transformacl ón natural. 

sR(f•f') : 5R(A) - sR(A") es tal que sRcr.r><t> • t·. donde t·: E(_,A")xR - s 
está dada por t·8 (h, x) •ta (f.r.h, x) con x E R(B) y h: B-A·. 

Por otra parte 

sR(f): sRCA>- sRCA') es tal que sRCt>Ct> = 1lf donde 1lf: E(_, A')xR - s 

está dada por llfcCh', y) • tc(f•h', y) con h': e - A' y y E R(C). 
sRcr>: sRCA')-sR(A") es tal que sR(f')(llf} • lll' donde 111': E(_, Aº)xR - ses 

una transformación natural dada por 111'8 (h, x) • IJ'e (f'.h, x) con h: b - A• y 

XER(B). 

Por lo tanto 

csRcr>-sRcmct>. sRcr>C~Cf>Ct» 
= sR(f')(llf) 
a 1JI' 
= t· 
• 5R(f.f)(t). 

Ademas sR( 1,.)(t) "11 donde 11 : E(_, A)xR- S es tal que 
118 (oc, x) "t8 ( 1,..oc, x) • t 8 (oc, x) con oc: B- A y x e R(B). 

Por lo tanto sRc1,.) = ls~A) y sR es un funtor contravartante. a 

Definamos e5.R : sRxR- s dada por e5.R(A)(11, x) • 11,.CI,., x) 
donde A e EºP , x e R(A) y 11 : E(_, A)xR - S es una transformación natural. 

A,.lrmaclón l.J. Es.R es una transformación natural; es decir, el. siguiente 
diagrama conmuta. 
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Nat(E(-, A)xR, S)xR(A) 
E5,ft(A) 

StA) 

s'<O••<Ol i~f) 
Not(E(-, A)xR, S)xR(AJ 

E5,ft(B) 
S(B) 

Sea (f\, x) E Nat(E(_, A)xR, S) X R(A). 
(S(f).Es.RCA))(n, X)= S(f)(E5J1(A)(o, x)) 

"S(f)(n,.(lA, x)). 
Por otra parte 

A 

f' 
B 

[E5,11(B).sR(f)xR{f))(n, X)= Es.R(B){~(f}xR( f)(f\,x)) 

= e5.RCB>Cn', z) 

• l\'11 011, z), 
donde z"' R(f)Cx) y n·: E(_,B)xR-s. 

Como 1\ es transformación natural 

E(A, A)xR(A) "e. l S(A) 

E(f, A)••{f) 1 lMO 
E(B, A)xR(B ) S(B) 

l'l.9 

conmuta, de donde 

(S(f).nA)( 'A• X) - <11e·I E(f,A)xR(f)))( IA, x) 

"' 11e<t, z} 

• n'8(18 , z). 

A 

·r 
B 

Por lo tanto S{f).eSJl(A} = EsJl(B)ºsR(f)xR(f) y Es.R es, por su parte, una 
transformacl ón natural. a 

Examinemos la universalidad de Es.R• 
Sea Q : EºP - Set funtor contravarlante y oc : QxR - s una transformación 
natural. 
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Definimos oc* : Q- sR tal que si A' es un objeto de E y x E Q(A'), entonces 

oc* A'(x): E(_, A)xR --. S est6 dada por (oc* A'(x).h(g, z) = °'B(Q(g)(x), z), donde 
Bes un objeto de EºP, g: B--. A' es un morflsmo de E y z E R(B). 
oc* eat6 bien definida pues Q(g)(x) e Q(B) y z e R(B), luego oc8 (Q(g)(x), z) e S(B). 

A'if'1111JCión 1.-f. oc* es una transformación natural: es decir, el siguiente 

diagrama conmuta. 

oc°!, R 
A' Q(A') -----'""---~ S (A') 

·I ·"'1 ro 
B' Q(B') SR(B') ()(;, 

Sea X E Q(A'). oc* A.(x): [(_, A')xR- S, Juego (SR(f).oc* A.)(x) • sR(f)(oc* A.(x)) = t' 
donde t· : E(_, B')xR - S esta dada por 

t'8(h, z) • (oc* A'(x)~(f•h, z) 

• OC9(Q(f.h)(X), Z), 

donde B es un objeto de E, h : B - B' es un morflsmo de E y z E RCB). 
Por otra parte, (oc* 8 .• Q(f))(x) :[(_, B')xR - Ses tal que 

[oc*a·(Q(f)(x))~(h, z) - oca(Q(h)[Q(f)(x)J,z) 
= °'B(Q(f.h)(x), z). 

Por lo tanto 5R(f).oc*A· • oc*8 .. Q(f) y oc* : Q - sR es una transformación 
natural. a 

Para todo objeto A de EºP el siguiente diagrama conmuta, pues si x E Q(A) y 
y E R(A), entonces 
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[E9,R(A).(oc* Ax1R(A»J<x. y)= Es,RCA)[oc* A(x), 1R(A)(y)] 
=(oc* A(x))1,( 1A• y) 

"'°'A[Q(1A)(x), y) 
= ocA(X, y). 

luego , el siguiente diagrama también conmuta. 

SRXR ES,R S 

~/ 
QxR 

Solo nos falta probar que oc* : Q--+ sR es ímlca. Supongamos que existe 
fJ : Q --+ sR- transformaclon natural tal que el diagrama anterior conmuta; es 

decir, Es,R" (fJxlR) • oc. Para todo objeto A de E y (x, y) e Q(A)xR(A) tenemos 

(Es,R(A).(fJAX1R(A~)(x, y),. ocA(x, y) si y s61o si 
Es,R(A)(tiA(x), y)• 0t.A(x, y) si y s61o si 

(fJA(x))A(IA• y) "' ocA(x, y). 

Como p ea una trsnsformaclon natural el siguiente diagrama conmuta 

A' Q(A} ----
13"'""---t> SR(A} 

I ·i .1" 
13 .... 

es decir SR(f}.fJA • PA·•Q(f), luego si x e Q(A), z e R(B) y h: B-A tenemos 

lCsRCf).pA)(x)\JCh, z) = lCPA··G<f))Cx>e<h, z) 

pero por otro lado 
[(sR(f).pA)(x)\J(h, z) = [sR(f)(fJA(x)6(h, z) 

= (pACx>:S<f•h,z), 
por lo tanto (fJA(x>:SCf.h,z) = l<PA··Q(f))(x)e(h, z) • 
Asl 
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(JIA(x)~(h, Z) • (J!A(X)~(Ho •e· Z) 
• l.aA·< Q(h)CxJ>~Cl8, z) 

• ac8(Q(h)(x), z), pues "'A(x, y)• (JIA(x))A(IA, y) 

• (ac* A(x):JS(h, z), por deflnlel6n. 

de donde JI • .,.• y oc* es única. Por lo tanto Setf0P tiene exponenclacl6n. 
Para encontrar el clasificador de subobJetos de esta categorla necesitamos la 

siguiente 

Deflnlcl6n. Sea A un objeto de EºP. una A-criba es un conjunto e de morflsmos 
con codomtnlo A, cerrado bajo la composición derecha; es decir, 
si f: A' - A E C y g: B - A', entonces f.g E c. 

Definimos O : fOP - Set: 
a) En tos objetos 

SI A es un objeto de E, entonces OCA) = SA = {C 1 e es una A-criba}. 
b) En los morflsmos 
SI f : A' - A es un morflsmo de E, entonces O(f)(C) " C'.,{g: B - A' I f•O E C} 

donde e E SA. e· es una A'-crlba pues si g E C' v h : e - B, entonces f·O e e, 
pero Ces una A-criba, luego f•g•h E C, de donde 9•h E C'. 

AHrmactón i.~ O : fOP - Set es un funtor covarlante. 
Consideramos el siguiente diagrama 

Eop o Set 

A s,, 

,1 lO(f) 
A' s,,. 

fl lO(f') 
A" s,,. 

Sea e una A'-crlba. t: A' - A y r: A" - A' son morflsmos de E. 
O(r.f)(C) - D = {h: e-A 1 f'·f·h E C} V (O(f')(O(f))(C)J - O(f')(C') .=e·, 

donde e· = {k: e - A' 1 M E C} y e· = {h' : B - A" 1 f·h' E C'). 
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Luego e·= {h': B - A" I M'•h' e e} =o, por lo tanto O(f'.f) = O(f').Q(f). 

Ademas nctAlCC> ={o: B-A 1 o e C},,; e, de donde OCIA>= tocAr Por lo tanto 
n es un funtor covarlante. a 

Sea T : 1 - ll la transformacl6n natural dada por T(A)(O) • MA• donde MA es 
la mayor A-criba. 

Aflr11111Cldn 1.6. (ll, T) es el clasificador de subobjetos de SetEºP. 
Sean F : EºP - Sel , G : EºP - Set funtoros contravarlantes v t : F--. G un 

monomorflsmo de SetEop. 
Definimos Xt : G - O tal que si A es un objeto de E v x e G(A), entonces 

<11.t)A(x) .. {k: B-A 1 G(k)(x) E tD(F(B))}. 
Consideremos el siguiente diagrame 

[ll(f).Cxt>,..JCx). ll(f)(S) .. S' con s - {k: e-A 1 G(lc)(x) E ts(F(B))} V 

S' "' {k' : e - B 1 f·lc' E S} • {k' : e - B 1 G( fok') E tsCFCB))}. 
Por otra parte 

[(Xi ~·G(f))(x) = ( 'ltt ~(G(f(x))) 
- { k': e - B 1 G(k')(G(f)(x)) E ta (F(B))} 
"' { k': C _, 8 1 G(fok')(x) E ta (f(B))} 

.. s·. 
Por lo tanto "t es une transformacl6n natural. 

Sean x e G(A), g : e - B v f : B - A tales que f e C-xt>,..Cx); es decir, 
G(f)(x) E 9 (F(B)). 

SI v e G(C), entonces f•9 es tal que G(f.g)(y) = G(f)(G(g)(y)J e fe (F(B)) por lo 

tanto ('ltt)A(x) es una A-criba. 
Examinemos si (O, T) satisface el O-extorna. 

Consideremos el siguiente diagrama. 
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F---'t"-----+G 

"l i~ 
--~~-40 

Sean A un objeto de E y x E F(A). 

CC°X"()A.tA)(x) = ('ltt)A(tA(x)) 
= {f: B- A 1 G(f)(tACx)) E te CFCB))} 
= {f: 8 -o A 1 teCF(f)(x)) E te (F(B))} 
• {f: B-A} 

= MA la mayor A-criba 

= TA•'i:(A)CX). 
Por lo tanto el cuadrado conmuta. 

Sean K : Eop - Set objeto de SetEºP , oc : K - G y 11 : K - 1 transformaciones 
naturales tales que Citi:)A • .,.A • TA•llA; es decir, 

(°X"()A.acA = { h: t-A 1 G(h)(acA(x)) E tcCFCC))}"' MA· 
1 A E MA• luego G(l A)(ocA(x)) UA(F(A)), de donde existe y E F(A) tal que 
i:A(y) • acA(x). 

Definimos o : K - F como oA(x) = y donde x E K(A) y i:A(Y) = acA(x). 
Por deftnlcl6n o es una transformacl6n natural tal que i:.a "' ac y lpo = 11 y, 

adem6s, o es única pues t : F - G es un monomorftsmo de SetE
0

P. Por lo tanto 
el diagrama anterior es un producto flbrado. 

Veamos que xi: es única. 
supongamos que existe !\ : G - O transformación natural tal'' que el 

cuadrado Interior de siguiente diagrama es un producto flbrado. 
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f(B)-------"-------+G(B) 

1 
"F(B) 

~) "A GjY 
F(A) G(A) 

'""l ··llx.~ •, 
1 O(A) 

/ TA ~ 
1 ~~ 

Te 

Sea z E G(A); llA(z) es una A-criba pues llA(z) E O(A). 

Supongamos que h E llA(z) 

<11a·G(h))(z) • (O(h)•nA><z> 
• O(h)(11A(z)) 

- {k: e - B 1 h·k E l'IA(z)} 

=Ms· 

Obtenemos que G(h)(y) E 'o (F(B)) v por deflnlcl6n h E «xi>ACz). Por lo tanto 

l'IA(Z) C C-iti)A(Z). 
SI f e Cxi)A(z), entonces G(F)(z) e 'o (F(B)), luego <~·G(f))(z) • Ta•IF(B)•Me 

Pero ~·G(f) • n<O•l'IA entonces COCO•llA)(z) es la mayor B-crtba. 
Como la E M donde M = {k : C - B 1 f•k E l'IA(z)} , tenemos que f E l'IA(z). Por lo 
tanto (xi)A(z) • llA(z) para toda Z E G(A), luego Xi• l'I y Xi es única O 

Por fin concluimos que SetEºP es un Topo. a 
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