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Introduccién

El propdsito de este trabajo es demostrar, en el marco de la Teoria de Topos,
que el clasificador de subobjetos de un Topo tiene estructura de algebra de
Heyting, sin utilizar —como Se hace usualmente- la propiedad de que Sub(d) es un
algebra de Heyting.

En el Capftulo 1 damos las definiciones de algebra de Boole y 4lgebra de Heyting
junto con algunas de sus propiedades. Un resultado importante que retomamos en
el Capitulo IV es la definicion ecuacional de algebra de Heyting dada en los
Teoremas 1.1y 1.4,

En el Capitulo 11 estudiamos la categorfa de los conjuntos Set, verificando que
satisface todas las propiedades que caracterizan a un Topo (cuya definicién se
daré en el Capitulo I1I) y definimos los morfismos de verdad U, N, =, -.

Por su parte, en el Capitulo IIl se estudian algunos Teoremas. importantes sobre
Topos que necesitaremos en el transcurso de este trabajo; definimos los
morfismos de verdad partiendo de la construccion realizada en Set y
demostramos que (Sub{d), <) es una latiz acotada. Ademas, por medio de un
contraejemplo mostramos que, no para todo Topo, (Sub{(d), <) es un dlgebra de
Boole; mas al definir el seudo-complemento obtenemos que, (Sub(d), <) es un
dlgebra de Heyting.

A partir de este resultado y utflizando el isomorfismo entre Hom(_, Q) vy
Sub(d), junto con la inmersién de Yoneda, se acostumbra probar que 0 -el
clasificador de subobjetos de un Topo- es un élgebra de Heyting. Sin embargo en
e] Capitulo 1V, siendo la parie importante de este trabajo, demostraremos
directamente, sin tomar en cuenta a Sub{d), que Q tiene estructura de Algebra de
Heyting, considerando la definicidn basada en diagramas sugeridos por los
Teoremas I.I y 1.4. No obstante, al utilizar el isomorfismo mencionado
anteriormente 'y ademas probando que Hom(d,?) es un éalgebra de Heyting,
podemos concluir que Sub también 1o es.



Capitulo [

En este capitulo estudiaremos conceptos y propiedades que permitiran dar la
- definicidn de 4algebra de Boole y, a partir de ésta, la de élgebra de Heyting. Asf
mismo demostraremos algunos Teoremas importentes.

Definicidn. Un cornjunto parciaimente ordensde es un conjunto P con una
relacién binaria R tal que para cualesquiera a, b, c € P

i) aRa (Reflexiva).

ii) Si aRb y bRa entonces a=b (Antisimétrica ).

iii) 5i aRb y bRe entonces aR¢ (Transitiva).

Definicién. Una La¢7z(L, < ) es un conjunto parcialmente ordenado tal que para
cada par de elementos a y b existe

i) La maxima cota inferior aab de ay b.

if) La mfnima cota superior avb de ay b.

Definicidn. Sea (L, <) una latiz; w es un &/emente méximo enL siwel y asw .
para todo a € L; Wes un e/emento minimo en L si wel y w sapara todoael.

Los elementos méximo y minimo se denotan por 1 y O respectivamente. Una
latiz es acolads si tiene elemento maximo y minimo.

Definicién. Una latiz (L, <) es distributiva sipara todo a, b, ¢ € L se cumple:
1) aa(bvc) = (aab) v (a@ac).
ii) av(bac) = (avb) a (avc).

Teorema I.1. Si (L, <) es una latiz acotada, entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

i) ara=a H ava = a.
ii) aab = bag H avb = bva.
iii) aa(bac) = (aablac ; av(bvc) = {avb)vc.

iv) aa(avb) = av(aab) = a.
v) Sia s bentonces aab = a y avb = b.



vi)aat = a H avl =1,
vii) Oaa = 0 H Ova = a.

Ademas si se cumplen i) — vii) definiremos un orden "C* en L de tal forma
que (L, C) sea una latiz acotada.
Demostracion. Las propiedades 1) y ii) son evidentes.

i1i) (aab)ac < aab < a.

Como (aab)ac < asb < b y (aab)ac < ¢, se sigue que (aab)ac < bac.
Supongamos que x<a Yy X £ bac , entonces xxa, Xx<b ¥ x<c de donde
X & 3ab y X < ¢, luego x ¢ (aab)ac, Por 1o tanto (aab)ac 2 aa(bac). Andlogamente
se prueba av(bvc) < (avb)vc,

iv) as<a y a < awh. Pero a es 'a maxima cota inferior, por lo tanto
=aas{avb). Como a £ 3 Yy aab < a entonces a = av{aab).

v)Comoaca yaxb, entonces a ¢ axb, Ademéds axb < a, de donde a = aab.
Analogamente b = avb.

vi) Como azl, porv) asl=a y avl=1.
vii) Como O<a, por v) ar0=0 y avo=a.
Definimos el orden "C’ como sigue: a{ b siy sblo 8i a = aab.

1)aCa pues asa = a.

2)SiaCb y bCaentonces a = asb = b ( por definicién ).

3)SiaCb y b{centonces a=asb y b =bac, luego

= ar(bac) = (aab)ac = asc, de donde a C c.
Por 1o tanto (L, € ) es un conjunto parcialmente ordenade. Ademas asb es la
méxima cota inferior de a y b, pues
asb = (aaa)ab = aa(aab) y aab = aa(bab) = (aab)ab,

luego asbCa y abCb. .
Supongamos que x € L es tal que x Ca y x C b, entonces x = aax = bax , luego
xa2ab = x, de donde x C aab. Por 1o tanto aab es la maxima cota inferior dea y b

St a C b entonces avb = (asb)vb = b (por iv)).



aCavb v bCavb pues
av(avb) = (avalvb = avb,
bv(avb) = (bva)vb = (avb)vb = av(bvb) = b.
Supongumos que xelLestalqueaC x y b x, entonces
avx = (aaxX)vx =x Yy
bvx = (baX)vXx = %
de donde x = avx = av(bvx) = (avb)vx, luego x C avb. Por lo tanto avb es la minima
cota superior de ay b.
Por vi) y vii):
aC1 y 0Caparatodaacel, luego (L, C ) es una latiz acotada. 0

Corolario 1.1.1. Enuna latiz acotada (L, < ) si bsgsc entonces aab x 3ac y
avb < avc.
Demostracién. En (L, <) se cumpien i) —s vii) luego

asb = (ana)a(bac) = (aab)a(aac) = aac.

avb = (ava)v(bvc) = (avb}v(avc) , asi avb < avec. n}

Definicién. Sea (L, <) una latiz acotada. Ev complemento de  cualquier
elemeénto ael es un elemento a’eL tal queana’' =0 y ava' = 1.
Una latiz scotada es complementada si todo elemento tiene complemento.

Defintcidn. Un Jlgebra de Boole es una latiz acotada distributiva
complementada.

Teorema 1.2. En un 4lgebra de Boole B cada elemento a tiene un y sb6lo un
compliemento a' tal que:
i) (a') =3,
ii) aab = 0 siy sdlo sib < &,
ff)asbsiysdlosib s a,
iv) (aab) = a'vb,
v) (avb)' = a'ab'.
Demostracién. Sea a € B. Supongamos que existen a' y a” en B tales que
ana" =Q0,ava’" =1 y asa" =0, ava" = 1.,
Tenemos
a' = a'vO = a'v(aaa") = (a'va)a(a'va™) = la(a'va") = a'va" vy
a" = a"v0 = a"v{asa') = {(a"va)a(a"va') = lala"va') = a“va’,
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por lo tanto a’' = 8"; es decir, el complemento es Unico.
i) Como asa’' =asa =0 y ava' =a'va =1}, a=a, lwego a' = (a’).

1) Supongamos que aab =0 ;
b = bal = ba{ava') = (baa)v(baa’) = Ov(bad’) = bad' £ 2'.

Ahora, si b ¢ 2" entonces asb = as(a'ab) = (asa’)ab = 0.

1) S a £ b entonces asc < bac para todo ¢ € B, luego asb’ & bad', de donde

aab‘ < 03 luego 0O = a.b’ y por inciso i) b° 2 @\
Si b's 2 entonces (b') » (a'), luego a < b.

iv) Como aab < @ ¥ aab < b, por e} inciso 1H), a' <« (ab) y b < (arb).
Supongamos que existe ce Btalquea s c y b'sc.Porili}c'ca y ¢ s b, de
donde ¢ < asb, luego (aab)’ £« c y por lo tanto {aab)' = a'vb',

v) Es inmediato de i) vy iv). 0

Para Negar a enunciar y demostrar el Teorermna 1.3 necesitaremos algunas
definiciones.

Sea (L, s)una latiz y A C L. Una cota superforpara A es unelemento x el
tal que a < x para todo a € A; x es el suypremo de A si x es 1a menor cota
guperior. A tiene e/emenlc moéximo cuando existe un elemento x € A tal que x 85

ol supremo de A,

pefinician. Sea (L,s) una latiz con elemento minimo Q vy a € L. El elemento b ¢ L

es un sswdo-complemanto de a er L si b es el slemento miximeo del conjunto:
Ca={xel]ax=0L

Se denota al seudo—complemento de a por =a.

Alirmacidn. St =a es el seudo-complemento de a,
as¢ = 0 81 y 30]0 8iCc s ~a,
St asc = 0, ¢ € C,, pero como ~a es el elemento méximo, ¢ < ~a.
Ahora, si ¢ < 3, as¢c g asr~a = O (Corolario 1.1.1), pero 0 es el elemento

minimo, luego asc = 0.
El concepto de seudo-complemento se puede generalizar y se obtiene la
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siguiente

Definicidn. Sea (L,<) una latiz y a, b € L. E| soudo~complomento dea relativo a b
es el elemento maximo del conjunto
CP = {x € L]amx ¢ b).
Se denota al seudo~complemento de a reiativo # b por a = b.
E} seudo-complemento de a relativo & b, por definicion, es tal que
asc s bsiysbélostcca=bparatodacel.

Definicidn. Una latiz L re/ativamente seudo-complementada es una latiz en la
que cada par de elementos a,b € L tiene un seudo-complemento relativo a=b.

Definicidn. Un 4dlgedra de Heyting es una latiz acotada relativamente
seudo—complementada.

Teorema 1.3. Toda adigebra de Boole es un algebra de Heyting.
Demostraci 6n. Sea B un élgebra de Boole y Sean a y b elementos de B. Definimos
a=sb=avb.
Si aac £ b entonces
[ d (a'va)ac = (&'ac)v(anc) < (@'ac)vb ¢ a'vb.
St ¢ ¢ a'vb entonces
asc ¢ an(a'vb) = (asa’)v(aab) = Ov(aab) < b.
Por lo tanto a'vb es tal que asc £ b si y sdlo si ¢ ¢ a'vb, de donde B es una
latiz relativamente seudo—~complementada. n]

Se prueba faciimente que toda digebra de Heyting es una Latiz distributiva.

Teorema 1.4. Una latiz acotada A es un algebra de Heyting st y soélo si para
cualesquiera x, y, 2 € A se cumple:

Dx=x=1

1) xal{x = y) = xay

fi)ya(x=>y)=y

V) x = (yaz) = (x = yia{x = 2).

Demostraci én. Supongamos que A es un algebra de Heyting.



i) xal ¢ x, luego 1 < X = x, entonces 1=x = x.

) xa(x 2 y) s X ¥ xa{x=y) < ypues x =y s x=>y.Por lo tanto,
xa{x = y) 5 xay. Como xay < y, tenemosy, x =y, de donde xay < xa(x = y).
i) (x = ylay < vi ademds y = yay < ya(x = y), por lo tanto y = (x = y)ay.

iv)Siy s zentonces xa(x=2y) s ys2z,luegox=>y s x =2
Como yaz <y Yy yaz s 2 entonces
X3 (YaZ) s X2y y x=2(yaZ) sx=>2
Seawe A talquews Xx=2y y wix=2z Como
XaW ¢ Xa(x =2 y) ¢ y Y
XaW £ Xa(X = 2) ¢ 2,
entonces xaw £ yaz de donde w < X =3 (yaz). )
Por 10 tanto x = (yaz) = (x = y)a(x = z), con lo que queda probada la condicion
de necesidad. Para ver que es suficiente, supongamos que A es una latiz acotada
y que se cumplen 1) —s 4), Demostraremos que xaz < y Siy s6losiz<s x =» y.

a) Si xaz < vy, entonces x = {xaz) < x = y. Pero x=(xaz) = 1a(x=2) = x=3z, por lo
tantozs x =2z x =2y,

b) St z £ x = y entonces z = za(x = y), de donde
Zax = Za(X = y)aX = Zaxay < V.
Por 1o tanto A es un algebra de Heyting. [2)

El complemento de X en un 4lgebra de Heyting A se define como =x = x=20.
Teorema 1.5. En un dlgebra de Heyting se cumplen las siguientes propiedades

i) xXa=mx =0,

H) x £ ==x,

iif) Si x ¢ y entonces =y < =x,
iv) =x = many,

V) (X 2 y) £ x =y,

vi} =(xvy) = =x A oy,

Vit) mx vy < (xay).



Demostracion,

i) Como O es el elemento minimo O < Xa™x , Pero Xa=x = xa{x = 0) = xA0 2 0.
Por lo tanto xa=x = 0.

{i) Por 1), =xax = 0, luego {x = 0)ax = 0, de donde (x = 0) ax < 0, si y sdlo si
x £ (x = 0) = 0. Por 10 tanto x 5 =~=x,

1) Six £y, “yax ¢ "yay = 0, de donde xa=y ¢ 0, si y sblo si 7y < x = 0. Por 10
 tanto =y < "x.

iv) Como x £ ~=x entonces =x £ ~==x, Por iii), 8i x 2 “=x entonces ===x ¢ =x.
Por 1o tanto =X = m==y,

v) 0 = 9yay & ~xay, pero y = (x = y)ay entonces =wya(x = ylay < =xay, luego
“ya(x = y) s 2xsiy s6losi Xy s wx =y,

vi) IOA(lY = 0)] v [0a(x=20)] <O si y sélo st
[{xal{x 20)) s (y =2 03] v(yaly 2 0)) a(x=2>0)] <0 de donde
(xvy) al{ix ) a{y=0)120 st y sélo si
(x =2 0)a(y=0)<(xvy) =0, por lo tanto =x a =y < ~(xvy).
Como X £ Xvy Y Yy <& Xvy entonces

a(xvylsax Yy o o{xwdsvy, de donde
S(xvy) £ =xXa=y; asi “xay = =(xvy).

vil) Como (Oay) v (0sx) s O entonces
[(xamx)ay] v [{yamy)ax] < 0, es decir
(xay) o {=x v ~y) <0, si y sblo si
=x v 3y s (xay) = 0.
Por 10 tanto =x v =y < “(xay), n



Capitulo I1

Se considera la categoria Set, cuyos objetos son cbnjuntos y cuyos morfismos
- gon las funciones entre éstos, asf como algunas de sus propiedades.

1) Objeto terminal.
Sea B un conjunto con un sélo elemento. Para todo objeto A de Set existe una
Gnica funcién f: A —B. Por lo tanto Set tiene objeto terminal.

2) Productos Binarios.
Dados A y B objetos de Set, consideramos el producto cartesiano
AxB = {<x_, y>Ix € A, y € B}, junto con las proyecciones
PAiAxB— A y Pgi AXB—B.
Sea C un objeto de Set, f: C— A y g: C—B funciones,
Construimos <f, g> : C — AxB tal que <, g>(x) = <f(x), g(x)>. Claramente el
siguiente diagrama es conmutativo

c
f g
i<ty @2
Aé——AXB— B

Supongamos que existe <, g» : C — AXB tal que Pae<l’, g2 =1 y Pge<t, g> = g.
Luego f'=f y ¢ =g de donde <f, ¢> es (inica. Por 1o tanto Set tiene productos
binarios.

3) igualadores.
Sean f, g : A— B morfismos de Set ;
E= {x € A| f(x) = g(x)} objeto de Set ;
it E — Ala inclusién.
i f
E—— Aﬁ)g B
o



Si x € E, entonces
(a1 }(x) = 1(i(x)) = f(x) = g(x) = g(1(x}) = g-i(x).
Sean C un objeto de Set y h : C— A un morfismo de Set tal que foh = geh; como
(f-h)(c) = (g-h)(c) para toda c € C, 1a funcién k: C— E dada por k{c) = h(c) es tal
que el diagrama anterior conmuta.
' Supongamos que existe &' :C— E tal que ik = h, luego, para toda c € C,

h{c) = (i«k'X{c) = k'(c), por lo tanto k es Unica.

Por 1), 2) v 3) Set es una categoria completa. -

4) Objoio inicial

Sea @ el conjunto vacio. Como para todo objeto A de Set existe una Gnica
funcién f: @ — A Set tiene objeto inicial. ’

5) Coproductos Binarios.
Sean A y B conjuntos. Definamos el coproducto de A y B, denotado por
(A+B, f,, fg), como
A+B = A'u B’ donde
A' = {2, 0> | a € A} = Ax{0},
B' = {<b,1> | b e B} = Bx{1}
es claroque An B = 8.
Sean ig! A— A+B y ig: B— A+B dadas por
iala) = <a, 0> , ig(b) = <b, 1. .
~ Sean C un objeto de Set, f: A— C y g: B — C funciones. La funciénk: A+B — C.
~ definida por '
. k( <a, 0>} = f(a) y k(<b, 1) = g(b)
o3 tal que el siguiente diagrama conmuta
PR, A+B € ® g

Veamos que la funcién k es la Gnica con esta propiedad.
Supongamos que existe h: A*B — C talque heip=f v heig=g.
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Paratoda a€ Ayb e B tenemos
(NOiA)(a) =h{<a, O>) = f(a)
(hig)(b) = h(<b, 1>) = g(b)
luego, k = h. ,
Por lo tanto Set tiene coproductos binarios.

6) Coiguasladores. , ’
Sean f, g : A — B morfismos de Set, y S = {<f(a), g(a)> | a € A } C BxB.
Consideramos R una relacion de equivalencia en B tal que
VSCR3 .
i) Si T es una relacién de equivalencia en B tal que S C T,
entonces RC 7.

Sea B/R-= {[b] | b € B} e} conjunto de clases de equivalencia bajo S y fp : 8 — B/R
dada por fr(b) = [b].
(B/R, fg ) es el coigualador de f vy g

t f
A:g:",B———R——)B/R

Sea a € A , entonces
(fr=1)(2) = fp(f(a)) = [f(a)] = [g(a)] = fr(g(a)) = (fR-g)(a)
por 1o tanto fpef = fp.q.
Sea C un conjunto y h 2 B — C una funcidn tal que hef = heg.
Definamos  k : B/R — C como k([b]} = h{b); k esta bien definida, pues si -
[b} = [b°], entonces bRb'. Como h define una relacién de equivalencia R° en B dada
por xR’y si y 2610 si h(x) = hy) y R CR, entonces k([b}) = h(b) = h(b") = k([b]). ‘

Por definicién kefg = h, entonces

f f
AT —38———B/R
e’
c

03 un diagrama conmutativo.
Por 4), 5) y 6) Set es una categoria cocompleta.
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7) Exponenciacibn.

Dados A y B conjuntos, existe un objeto BA de Set y un morfismo € : BAXA —B
tal que para todo conjunto C y un morfismo g :CxA ~- B existe unaiUnica
k1 C ~ BA tal que el diagrama conmuta

A
6 xp————— g

N

CxA

Sea BA = (f|f: A — B es una funcién de Set} y € : BAxA — B dada por
€(<f,x>) = f(x).
Definamos k: C —s BA tal que (k(c))(a) = g{(c, a) € B, para todo ¢ € C.
Si {c,a) € CxA, entonces
(e (kx14))(c, a) = e(k(c), a)
= {k{c)¥{a)
= g(c, a),
por o tanto €. (kx14) = g.
Supongamos que existe k': C — BA tal que e {k'x! A) = g, entonces para todo
{c, a) e CxA
glc, a) = (e« (k'x1 5 )(c, @)
= e{k'(c), a)
i = (k'{c))}a), :
luego (k'(c)){a) = (k(c))(a).Por lo tanto k(c) = k'(c) para toda ¢ e C; 88 decir, k es
imfca.

8) Clasificador de subobjetos.

Consideremos el conjunto 2 = {0,1} y el morfismo T = 1 — {0,1} tal que T¢0) =t
( Veroac'). ' ,
Demostraremos que dado A subconjunto de D, 1 : A — D, existe una Unica funcién
xA: D — 2 tal que el siguien'te diagrama es un producto fibrado

1



At —5p

a %A

—
1 7 2

Al morfismo x4 lo lamaremos el morfismo caracleristico de A.
Dafinamos x4 como '
‘ 1sixeA
XA(X) =
DsixgA

El cuadrado anterior conmuta, pues si x € A tenemos’
(xari)(x) = x o(1(x)) = x 4 (x) = T(0) = (Tap)(x).
Seang:B—+D y h:B— 1 tales que x4+9=T:h;

.

B- 9
", . b
JA —1 5
h
fa Xa
L4
1 7 »2

Si b € B, entonces (x+g)(b)=(T.h)(b) = 1, de donde g(b) € A.
" Definimos k: B — A como k(b) = g(b)
(lek)(b) = i(k(b)) = k(b) = g(b)
(laek)(b) = 15 (kb)) = 0 = h(b).
Veamos que x4 es la Unica con esta propiedad. Supongamos que existe g : b — 2
tal que el siguiente diagrama es un producto fibrado



A— 0

—

i 7 2
St d € A, entonces g(d) = (g-1) = (Tl ){(d) = 1.

"Si  d € D-A, afirmamos que g(d) = 0. Supongamos que existe d € D-A tal que
g(d) =1 y consideremos k : {d} — D dadapor k(d)=d y h:{d}—1

9 k
A——0
h
|A g
1 T >2

Como (g«k}(d) = g(k(d)) = 1 = (T.h)(d), entonces existe una Unica I : {d} — A tal
que:feh" = k' y 1aeh = h, de donde (ish'){d) = i("(d)) = k(d) = d, entonces d € A,
contradiciendo 1a hipotesis. Asf, x5 es unica.

9) E} morfismo L : {0} — 2 con L{0) = 0 (/a/so ) es tal que el siguiente diagrama -
@8 un producto fibrado )

o1
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Analicemos los morfismos de verdad en Set.

Dadas « y B proposiciones 16gicas, les asignamos valores de verdad: "1° si la
proposicion es verdadera; "0" si es falsa. Asi obtenemos el conjunto de valores
de verdad 2 ={0, 1].

Esas proposiciones combinadas con los conectivos 16gicos: conjuncion  “a dis—
yuncién “v° ; negacion “~- e implicacion "J° dan lugar a nuevas proposiciones
16gicas cuyas tablas de verdad exhibimos a continuacién:

X |

i{o

k-]

A3

(=N B3
==
oocoa -

K
<
|

]

=]

QO ==
[ R
O -0 — [
G_A-A-‘
00— -
o0 - ™
—--—

Estas tablas determinan los siguientes morfismos de verdad:

a) El morfismo negacién ~: 2 — 2.

b) €1 morfismo conjuncién N : 2x2 —— 2.

¢) El morfismo disyuncién U: 2x2 — 2.

d) El morfismo implicacién = : 2x2 —- 2.
Todas estos morfismos de verdad tienen codominio 2, por io tanto son el
morfismo caracteristico de algin subconjunto de su dominio ( Propiedad 8) ).

a) Sea L : 1 —» 2. Consideremos [x € 2 | ~(x) = 1} = {0} C2, con lo que el siguiente
dtagrama es un producto fibrado



o —_t

——_—-—-————-ﬁ
1 T 2

A-:12—2 1o llamaremos el morfismo caracteristico de 1.

b) Consideremos A = {<1, 15} € 2x2 y <T, T>: 1 — 2x2, entonces imcT, T> = A
por 1o cual el diagrama es un producto fibrado

{ 1—LT . av2

.—-_——-————-—)
1 T 2

De donde N : 2x2 —» 2 es ol morfismo caracteristico de <T, T>.

c) Sean
A= (<1, 15, <1, 05} v B = {1, 1>, <0, >}
<Tp, 12> 3 2 — 2x2 tal que
T2, 12>(0) = <Tz(0). 12(0) = <1, 9 {conTp = T-‘z)
Tz, |z>(|) = <Tz(1), 72(1)) = <y 1>,

con lo que - imKTp, 12> = A,

Andlogamente sea <13, Ta> : 2 — 2x2 tal que
<12, T2>(0) =<0, 1>
<z, T22(1) = <1, O3,

de donde im<igp, Tp> = B.

Sea D = AuB. Constideremos el coproducto




2 z2+2
it
Tz, 127 <lp, 132
- 14
2x2 .

entonces existe una dnica funcién f : 2+2 — 2x2 con f = [<Tp, 1>, <iz, Tp>) La
"imagen de f es tal que:
tmt = f[2+2]} = £ ( im(iy) uim(iz) )
= #(im(i)) uf(im(iz))
= im(f-i;) v im(f.iz)
= im<Ty, 1> uim <y, T2> = AuB.

Al morfismo f : 2+2 — 2x2 lo podemos escribir como la composicién de un
epimorfismo seguido de un monomorfismo obteniendo:

2+2 —-——————>2x2

NS

. lo cual implicg que el siguiente diagrama

D 2 »2x2
I u
1 - >2

es un producto ﬁbrado. Por lotanto U: 2x2 — 2 es el morﬂsmo caracterlstlco
- de la imagen de [<T3, 13, <13, T2>l :

d) Consideremos @)= {<0, 05, <0, 1, <1, 1>}
f{<x, yre2x2 | x < y)

16



Sabemos que en una Latiz x <y siy sbélo sl xay = X, entonces

@={<x, v> | xay =x},
de donde(®)es el igualador de f1: 2x2—~2 y M:2x2 -2 (Propiedad 3)
Por 1o anterior, el siguiente diagrama es un producto fibrado

@ 32x2

T

Entonces = :2x2 — 2 es el morfismo caracteristico de 1a inclusién { :(@©—D.

Veamos cémo se relacionan los morfismos caracteristicos anteriormente
definldos, con 1as coperaciones “u” ,'n°, "%,

Teorema II.1. Si A ¥ B son subconjuntos de D con morfismos caracteristicos -
xp:D—2 vy xg:D— 2, entonces
) x-p="exp
) XanB = XAA Xg = <X 5, %Xp%
i) XAUB = XAY XB = U-(xA.x5>
Demostraci 6n. Sea x € D;
I) sl x_A(x) = 1, entonces x € ~A. Por lo tanto x5(x) = 0, de donde
Gaxp)(x)=~(1) =0
Asf, para toda x €D, x_A(x)=(~ex M x).

il) Si x oqp(x) = 1, entonces x € AnB,
<xps xp2(x) = <xa(X),%g(x)> = <1, 12,
por 1o tanto (Me<x o, xg>)(x) = N(<1, 12} = L
St xm(x) 0, entonces x no pertenece a AnB, luego existen tres poslbﬂldades.
a)xecAn-B; b) xe-AnB; c)xe-A y xe-B.

a)- (Me<x p, %g>Xx) = (N<x A(x), xg(x)>) = A<, 0>) = 0.
b) (Me<xp, xg2)(x) = {N<x A(x), xg(x)>) = (<0, 1>} = 0.
€) (Megxp, xg»)(x) = (N<x pA(x), xp(x)>) = N(<0, 0>) = 0.

17



Por To tanto para toda x € D, xapg(x)={Ma<xy, xg>)(x).

ii1) St x oyp(x) = 1, entonces x € AuB.
Si x € A , entonces
‘ (W cx p, xg2)(x) = Ulexalxh xg(xP) = Ul<t, xg0xD) = 1.
Si x € B, entonces
(Be<x gy xg>X(x) = U{Kx A (X}, 2g(xD) = U((xA(x), P) =1
Supongamos que x5,p(X) = 0, entonces x no es elemento de AuB, luege
(e cxt oy xp2X(x) = U(<x 4 (x), xg{x)>) = U(<O, 0>} = 0.
Por To tanto para toda x € D, x,p(%) = (Ue<xx 5, xg>)(x). ]

Sea D un conjunto. Consideremos el conjunte &(D), formado por todos los
subconjuntos de D.

Teorema I1.2. (&#(D), ) es un digebra de Boole.
Demostracién.
a) Ctaramente ( (D), C ) es un conjunto parciaimente ordenado.

b) Sean A y B € ®{D). Consideremos:

AnB = {x|x e AyxeB)

AuB = {x]xeAdxeB)

-A ={x]x €Dy xno es elernento de A}. ;
Es jnmediato que AnB es la maxima cota inferior y que AuB o5 Ja minima cota
superior de (€(D), C). Por lo tanto es una latiz. '

c) Ademis esta latiz esta acotada ya que:
¢ o5 el slemento minimo \'
D es el elemento maximo.

d) Dado A € ®(D) tenemos que

Au~A={xeD|xeAdxe~-A}=D,

An-A={xeD|xeAyxe-A}=4. _

Por a), b), c) y d) (®(D), C) es un 41gebra de Boole. ) a



Capituto 111

En este capitulo definimos e! concepto de Topo y vemos algunas de sus
propiedadas, para después generalizar las definiciones de los morfismos de
verdad, estudiados en el Capitulo 11, a un Topo arbitrario. Definimos, asi mismo,
Sub(d) junto con un orden parcial "< mostrando que no en todo Topo aquéd) es un
dlgebra de Boole -al carecer de una de las propiedades del comptemento- mas,
introduciendo et operador de Heyting, observamos que (Sub(d),<) es un 4dlgebra
de Heyting.

Si. Definicién. Ses C una categoria con objeto terminal y productos binarios. C
tiene exponenciacién st dados A, B objetos de C existe un objeto B8A deC Yy un
morfismo €, g : BAxA — B teles que:

Si f 2 CxA — B es un morfismo de € entonces existe un Unico f* : C — BA tal
que el siguiente diagrama conmuta.

Bhwa__ 4B B
.
fixty ", f
CrA

A 1% la Namaremos e/ agjunto exponencial de r-

Afirmacion. Si € tiene exponenciacion existe una biyeccién
& : c(CxA, 8) — €(C, BA),

Seaf: CxA— B, entonces &(f) = f* con r*: ¢ — BA el adjunto exponencial.

Sean f*: C —bA , g*:C —BA tales que f* =g* entonces
€a,B *(d*x14) = €4 g «(f*x12) dedonde f = g

Por 10 tanto § es inyectivo.

Sea h*: C — BA, Definimos g : CxA — B como g = €4 g » (N*x14). Por ta unicidad

_de h*, d(g) = h*. Luego ® es suprayectiva.



Dofinicidn. Una categoria finitamente completa con exponenciacion, se Vlama
cartesiana cerrads.

Teorema 1I1.1. Sea € una categoria cartestana cerrada con objetoc inicial 0;
entonces

1) Si a es un objeto de C, entonces 0 = Oxa;

it) si existe f : a — O, entonces a = 0;

iti) si 0 = 1, entonces € es una categoria degenerada;

iv) todo morfisme f : 0 — a es monomorfismo;

vVatza, a%=1, 19=1,
Demostraci 6n.

i) €(0, b?) tiene un sélo elemento pero €(0, b3) x C(0xa, b), entonces para b
un objeto de €, C(0Oxa, b) tiene un sélo elemento, de donde Oxa es objeto iniclal en
€. Por 1o tanto 0 = Oxa.

i) Dado f : a —s O, probaremos que a = Oxa; luego por {) a « 0.
Por la propiedad universal del producto, 1, « <f, 13> = 15 pero

a
L 4 i 1a
<1, 1>
&
O oxa g 2 °

{f, 15>« 115 0xa — Oxa y Oxa es objeto inicial, entonces <f, 1501y = gy,
luego Oxa = a.

iff) Para todo objeto a de C existe f:a — I. Por hipdtesis, O = l.'luego existe
g :a— 0, Entonces por ii) a = 0, de donde la cateqgoria C es degenerada.

iv) Sea f:0 — a, Supongamos que feg = fah, con g, h: x — 0. Por ii) x = 0
luego h = g y por lo tanto f es monomorfismo. '

) viel 1
C(b, a0) = C(bx0, a), pero bx0 = 0, entonces C(bx0, a) tiene un sélo etemento,

20



luego para todo objeto b € €, C(b, a®) tiene un sélo elemento; es decir,2® es
terminal. '

10&
C(bxa, 1) tiene un s6lo elemento, pero C(b,1?) = €(bxa, 1 ), entonces para todo
objeto b e C, €(b, 12) tiene un sblo elemento; es decir, 12 es objeto terminal en €.

1Bk
Sea 11 : ax1 — a la primera proyeccién. Su adjunto exponencial *: a —» al
es tal que el sigujente diagrama conmuta.

€
u'),cci ——i’-l————)a
M%) ™., /
‘ax!

Por 1a propiedad universal del producto, existe <lgl, 151> s a! — a'x1,
que al componerla con €, 3 obtenemos €a, |<I g1 tal —a,
(€q, 1¢Ta1.1g12)e11™ = €5 < *, g1 %>
= €p, 1 <7, 1p>
=€, " 'a» 1>
= €y, 1 (< (<, 1), ey, la>)
= €g, {(<T%em, W1y, 1g)
= €5, 1 (T x1))ecrr, '3¢1 4, 153)
= €, 1 (T 1)) (<77, 175<1,, 15?)
Mekly,lp>
=1

a*
Por lo tanto €, (<1, Ig>enr™ = 1,.

Para demostrar que mra( €a, 1<1gh lgl12 )= 151 necesitaremos los siguientes -
resultados:

1) Sik:C — AB, entonces k = (€5 gek-11g 5, T, 82)"

Por 1a universatidad de 1a exponenciacion el siguiente diagrama conmuta
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£
AByp B L
r._
. K .
(€ g<Kellg gallg g >0 x 157, €a 0%kl gsllg g >
CxB

Pero k es tal que:
GA'B-(k)ﬂB) = EA,B(kﬂc’B, |B1'1'C’B>

= €A, AKTC,Bs TICB%s
luego, por unicidad, k = (€4 p<kewic gy Wc,82)°%

2)Sik:D— A y h:AxB—s C, entonces h*sk = (h<ke "D,B-“'D,B»"
Dada h"""D,B-“'D,W ¢! DxB — C existe su adjunto exponencial, tal que el
diagrama

€
cBxg—r=f e
.
(h<kolly g, T g >¥"x 15", /n:(koﬂn eloe? diag. B
“DxB

conmuta.
£l morfismo h*:A — CB. es tal que el siguiente diagrama conmuta

€
CBxp——FB 5
F...
h*x !B - /
‘AXB

pero h*.k : D — CB es tal que
EB C' ((h .k)X]B) EB'C((h -k)ﬂD Be IBﬂ D, B)
o= EB cn(h X‘B).<kTID B8 ﬂD B>
. =h-(KﬂD Be "D B
Por lo tanto (h‘-k)xlB también hace que el diagrama (B) sea conmutativo, Iuego
*«

_por unicidad h" sk = (h<k-nD'B,n D.B’) .

Regresando a la demostracién, tenemos
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T*€q, ) gy 1> = (TICEG | Clyl, Il 3T g1 4, Tt ¢ 3)*
= (€q, 1 <lgly 1> ot )*
= (€5, <1g1 Tyl 1y fo! )"
= €g, 1< lg} ol g Wal g 2)*
= 1,1 ( por inciso a) ).
Por lo tanto 1* : a = al es un isomorfismo luego a = a. O

Sea d >un objeto .de C. Consideramos la clase de 'monomorfismos de C con
codominio d.

Dados fia>—d y g:b>—-d, decimosque f<g si y sélo siexiste
h:a~sb un C~-morfismo tal que

o i CF
- /
o

conmuta; h es tnica y es un monomorfismo.
Esta relacién nos define un preorden
Reflexiva; f < f pues el siguiente diagrama conmuta

—
=}
[=%

Q

Transitiva; Si f£9 vy g <h, entonces



fx=gefy =heg;efy dedondef <h.
Esta relacion no es antisimétricapuessi fs g y gz f, entonces existe
h:a—b , kib—s2a tales que el diagrama

conmuta, pero fekeh =geh =f, gohak = fak = g, entonces keh = Iy y hek = Ip.Por lo
tanto h es un isomorfismo; luego f y g tienen dominios isomorfos, pero esto no
impiica que f = g.
Definamos la siguiente relaciéon : f«g si y sélo si feg y g« f Esta es una
relacibn de equivalencia:
i) Reflexiva; fxfpues fsf y fxf,
11) Simétrica; Sifag, entonces fs g y g s f de donde g,
iit) Transitiva; Si fag ¥y gah, entonces
fsg vy gsf
gsh v h«ag
Lluegof <h y hxsf, Por lo tanto f=q.
Formemos las clases de equivalencia
(r1={gjf=g}
Sea Sub(d) = { I} | f es un monomorfismo con codominio d }. A los slementos de
oata clase los llamaremos ‘subol/elos e o

Teorema I11.2. E) preorden "<" induce un orden parcial "C'  en Sub(d).
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bemostracién. Sean {f] y {g] e Sub(d). Definimos [f] C [g] si y sblo si f<q.
Yeamos que la relacidn no depende de los representantes.

Supongamos que [f] = [f] v [g) = [g], entonces

fef, fef Y §£9,9 =20

S1 {11 C [g] entonces f < g de donde " < g < g'. Por lo tanto [r'] C [g').

La reflexividad y la transitividad se heredan.

Antisimetrfa: Supongamos que [f1 CIgl v [g) CIf),entoncesfsg v g T,
esf f=g vy [f1=[g).
Por lo tanto Sub(d) es un conjunto parcialmente ordenado. a

Por abuso de lenguaje y por facilidad de notacién, cuando escribamos
*f subobjeto de d° y °f < g~ estaremos pensando en [f) y [f]l C [g] respective-
mente.

Teorema IIL.3. En Set ®(D) = Sub(D).
Demostracidn. Sea 8 : Sub(D) — &(D) dada por ¥([f]) = imf dondes [f] e Sub(D) y
fmf € (D).
i) 8 esté bien definida:
Supongamos que f < g, entonces existe h tal que f = geh v g = foh=l,
Sea y ¢ ¥[f). Para alguna x e dom f, vy = f(x), entonces
y = (geh)(x)=g(h(x)).
Por lo tanto y € img = &[gl.
Sea z € 8lg), entonces para alguna w € dom ¢, z = g{w), luego
z= (feh™ 1) (w) = f(h™T(w)),
de donde 2 € Imf = 8[f). Por lo tanto slf] = slg).

11} 8 es inyectiva:

Seanf: A—D , g:B — D tales que imf = img.

51 ae A, entonces f(a)e€ Imf = img, luego existe una (nica b ¢ B tal que
g(b) = f(a). Definimos h : A —+ B como h(a) = b con b Gnica tal que g(b) = f(a).
Tenemos que f(a) = (g.h)(a) = g(h(a)) = g(b), de donde f = gsh. Por lo tanto f<g.

" Ahora, si b ¢ B, entonces g(b) € img = imf, luego existe una iinica a €. A tal que
g(b) = f{a). Definimos k: B —s A como k{b) = a con a Gnica tal que
9(b) = f(a). Pot lo tanto ¢ < f, de donde f=g. ‘
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1) Sea D’ ¢ ®(D), 1a inclusién { : D' — D es tal que 8(i) = D. Por 1o tanto 8 es
suprayectiva. n

Definicién . Sea C una categoria finitamente completa. Se dice que € tiene un
clastficador &e subolyetos cuando existe @ un objeto de € y un morfismo
T:1— 0 tales que

Dado un monomorfismo f : a >— d existe un anico morfisme x¢td — 0
—-ambos de C- tal que el siguiente diagrama es un producto fibrado ((I—axioma)

a>———L———>d

—_—
1 T Q

A x¢ 1o llamaremos el /morfismo caracter/stico de f.

Teorema 111.4. El clasificador de subobjetos es unico excepto por isomorfismo.
Demostracién. Sean (2,T) y (2,T') clasificadores de subobjetos . Consideramos el
siguiente diagrama

4 L
H—0
T

don'de‘x'-r es el morfismo caracteristico de T respecto al clasificador T'.
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Los dos cuadrados son productos fibrados, entonces el rectdngulo también lo
es (Teorema A.1, Apéndice).

E} morfismo 1q : 0 — 0O también hace que el rectangulo sea un producto
fibrado, pues el cuadrado interior ’

claramente conmuta.

Si consideramos f:x—Q, g:x— 1 tales que 1g=f =Teg, entonces
gt X — | os tal que T-h = Teg = f. Por la unicidad de la funcién caracterlsglca,'
Xy Ry =10,

Anélogamente el rectingulo del siguiente diagrama es un producto fibrado.

v L 3
3
T Q

Pero g ¢ O — Q' hace de este rectingulo un producto fibrado, luego por el
Qi-axioma, xwex't = 1g. Por lo tanto @ = Q. : (8}
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Teorema III.5. Sean f:a>-—~d y g¢g:b>—d, entonces f~g si y sblo si
xf = %g,

Damostracién, Supongamos que f =~ g, entonces existe un isomorfismo kb — a
{con inversa k':a —b), tal que g = fak.

x h % h
B l o l
4 ] o
b >—————3d ar—uU= 54
Xg X¢
P30 N
T T @
diag. 3.5.a diag. 3.5.b

Como xgeg = xgefok = Telyak = Tol, entonces el cuadrade interior del diagrama
3.5.a conmuta.

Sean h:x—d Yy b !x— 1 tales que xph = Ty, Como el cuadrado del
diagrama 3.5.b conmuta existe « : x — a Gnicatal que facx=h y fgeocx =1y,
Sea p ! x — b dada por p = k&, entonces '
' ' Gef = gek'exx = facxx = h Y

Ib.p = lbnk'.o( = !aux = !x.

Por lo tanto ®) diagrama 3.5.a es un producto fibrado y, por la unicidad en el
(+-axioma , x4 = %g.

Supongamos que Xy = %g,

TN
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Entonces xgsg = xgeg = Telp, pero el cuadrado es un producto fibrado, luego
existe una Gnica k:b—a tal que fok =g. Por lo tanto g« f. .

En el siguiente diagrama

h—
T

XQef = xqof = Taiy, luego existe una dnica k':a —sb tal que g.k' =f, de donde
f<gyporlotanto f~g. 0

A continuacién definiremos qué es un Topo y daremos algunos Teoremas que
necesitaremos en el transcurso de este Capitulo.

Definicién . Un 70po es una categoria E tal que:
: 1) E es finitamente completa,
2) E tiene exponenciacion,
3) E tiene clasificador de subobjetos.
En el capitulo anterior se vi6 que Set cumple con todas estas propiedades,
por 1o tanto Set es un Topo.

Teorema 111.6. SeaE un Topo; si f : a — b es un monomorfismo de E, entonces

f o3 el igualador de x¢ ¥ Tp = Talp.
Demostract6n. Consideremos los sigulentes diagramas
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t e
CI", jI.’i____-r_:‘(;
.. b
h™., / xg
¢
1 sy Q
T
diag. 3.6.a diag. 3.6.b

Como el cuadrado interior de 3.6.b conmuta, entonces
Topef = Telpef = Toly = %qef.
Sea gic-—b tal que x+g=Tpeg, entonces xgg= Tb.g = Telpeg = Tc, pero
como 3.6.b es un producto fibrado existe h : ¢ — a tinica tal que fesh = g. a]

Corolario 111.6.1 . En un topo E todo bimorfismo es un isomorfismo.
Demostracién. Sea f:a>--d un bimorfismo de E. :

Como f e8 monomorfismo, existen ¢, h: b — c tales que f es su igualador,
entonces ge«f = haf, '

uﬁ: yb __i__;c

v

pero f s epimorfismo luego g = h. ) :
Sea 1, : b —s b, Claramente g1, = ha 1y, asi que existe k : b — 3 Unica tal
que fok = 1. Ademas kef = 15 pues f.kef = fol, y f es monomorfismo.
Por 1o tanto f e un isomorfismo. } o

Teorema 1I1.7. En un Topo E todo morfismo se puede factorizar como un
epimorfismo seguido de un monomorfismo.

" Demostracién. Sea f : a —» b un morfismo de E. Consideramos e) coproducto
fibrado de f consigo mismo
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NS SESN

Q b
fj q
b)__._....L__)c
gea Imf ' (a) — b el igdalad;r depyaq.
f{a) > {mf > h___:____;._

¥,
f;"u._ /
.

Como qsf = p.f, existe f* : a —» 1(a) tal que Imf.1* = f. Si demostramos que f* es
un epimorfismo, entonces f = Imf-1* serfa la epi-mono factorizacién de f.
Para demostrar que t* es epimorfismo necesitamos el siguiente resultado.

Teorema IIL.8. Imf: f(a) >— b es el menor subobjeto de b que factoriza a f; es
decir , si

a— T
/
..

.conmuta. donde v s un monomorfismo, entonces existe k : f(a) — ¢ unlca tal-
que ol slgulente diagrama conmuta

b

v

2
Q
Y

P

Lo T p—
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Demostracién. Sea v : ¢ — b el igualador de g, h : b — d, entonces gsv = hsv.
Consideramos el siguiente diagrama:

a £ >h
f Q
I LU >C..
p -3
Wy
g

donde el cuadrado es un coproducto fibrado. Como
hef = HeVel = Qe Vell = Qsf,
existe s : ¢ —+ d (nica tal que sep=g y S.qQ=h, luego
gelmf = gepeimf
= geqeImf {pues Imf es el igualador de py q )-
= heImnf,
pero v es el igualadorde g, h:b——d,

c—X by g

r, h
K™, /rr;f

f{a)

luego existe k : f(a) — c (nica tal que vek = imf. Por 1o tanto Imf < v. 0
Regresando at Teorema IIL.7 tenemos que demostrar que 1* es un epimorfismo.
Sean o< : f(a) —w , p: f{a) ~— w tales que o« f* = p.f*. Sea (e, j) el igualador
de o« y de p. Existe una inica "z a — e tal que jof’* = *
a1t b

i

i imf,
I

ol :ﬁ;‘:; w
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tmf.§ es un monomorfismo que factoriza a f, luego por el Teorema IIL8
imf < Imfej ; ademas Imf.j < imf. Por lo tanto j es un isomorfismo, pero j es tal
que jeoxx = jop, dedonde x = p y f* es un epimorfismo. 0

Toorema IIL.9. £n un Topo E la epi-mono factorizacidn es Gnica salvo

isomorfismo.
Demostracién. Sean f = Imf-f* y f=veu dos epi-mono factorizaciones de f.

e
\; ”

v
c

f(a)

Por e} Teorema 111.8 existe k : f{a) — c Gnica tal que \)-k = Imf, de donde
kef* = u, Como u es epimorfismo, k es lo es. Como Imf es monomorfismo, k lo
~ es, Por lo tanto por el Corolario 111.6.1, k es un isomorfismo,

Teorema 111.10. Enun Topo E si

qQ ———————>b

es un producto fibrado, entonces existe un morfismo h : f(a) — g(c) tal que los
cuadrados
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a » fa) > Im¥ >b
u h v diag. 3.10.a
c o »a(c) g~ ¢

son productos fibrados. ‘
Demostracién. Sea Img.g* la epi-mono factorizacidn de g. Consideremos el
producto fibrado de v y Iimg

er—————u—>h
Y d
gle img

. .Por hipétesis vef=geu = Img.g*.u, entonces existe f':a-— e Gnica tal que
jofi=f y hef = g"-u.

T
[ ‘ 1
a ! >e ! b
u h v diag. 3.10.b
¢ e} ——d

Como el cuadrado externo y el cuadrado interno derecho ‘son productos
tibrados, entonces el siguiente diagrama también lo es
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a—JI  _ye

c —?—-—»Q(C)

tuego por Teorema A.t (Apéndice) f' es un epimorfismo, de donde i.f 2s -una
epi-mono factorizacion de f.

Por el Teorema I11.8 existe k: f{a) —se fnica tal que iek = Imf (k isomorfismo).
Sea h = hk : fla) — g(c). Demostraremos que el siguiente diagrama es un

producto fibrado.

fta)s—1 4

h v diag. 3.10.c

Q(C)*——m'—)ff

Conmuta pues vsImf = vaiek = Imgsh'ek = Img.h.
Sean o : x — b y B : x— g{c) tales que v.ox = Img«p. Pero el cuadrado Ad'ereAcno
de 3.10.b es un producto fibrado, luego existe 8 ix — & uUnica tal que is8 = o
y 8 =8, '
Seaj = K lugz x — f(a) (k isomorfismo).

imfej = IMfa(k~1e8) = 18 =

hej = Nekej = Nekok 1B = Web = B.
Por lo tanto 8] diagrama 3.10.c 65 un producto fibrado, de donde los cuadrados
de 3.10.a también lo son. 8]

) § 2. En o) capftulo 1I se definieron morfismos de verdad utilizando el clasifica—
dor de subobjetos de Set, el conjunto 2 = {0,1}. Sobre esta base y considerando

un Topo arbitrario E con su clasificador de subobjetos (Q,T), definimos los
morfismos de verdad:

“a) =3 Q —Q es el Unico morfismo de E.tal que
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—= 0

H—
T

es un producto fibrado, donde L es tal que el siguiente diagrama

o—2L 51

L
0
T

es un producto fibrado; es deci, x, =-.
b) N : OxQ — Q es el dnico morfismo de E tal que

I)—ﬂ’—L)QxQ

L B —
T Q

a8 un producto fibrado; esdeclr, xeT, T)' =N

c) U:i0x0) — @ es el morfismo caracteristico de la imagen de
[<Tq, 192 <1g, T2l i fHQ — OxO. : '
© d) = OQxQ} — 0 es el Gnico morfismo de E tal que
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O—3—s0x0

=

I—Q
T

es un producto fibrado, es decir Xy == donde j : @ > QxQ es el igualador de
M:Ox—Q vy 0:0xQ— Q.
Generalicemos el Teorema II.1 (Capitulo II) a un Topo arbitrario.

Sea E un Topo y d un objeto de E. Definimos las operaciones —f, fag, fvg en el
conjunto Sub(d).

1) Complemento
. Sea f : a — d un subobjeto de d. El complemento de f respecto a d es el
subobfeto —f : —a >— d cuyo morfisme caracteristico es ~.x¢ ; es decir, tal que
el sigulente diagrama es un producto fibrado

—o—1 54

-a o X§

——
! T

~ 2) Interseccién
Sean f:a>—d , 9:ib>—d. Lainterseccibnde f y g esel subobjeto

" fag * aab > d _cuyo morfismo caracteristico es x¢ il xg = Me<x¢, xg> ; es decir,
tal que el siguiente diagrama es un producto fibrado. '

un\to——fﬁg—-)d

!
aab fog

f—_Q
T

37



3) Unién
Launibn def:a>—d y g:b>-->d es el subobjeto fvg: avb >~ d tal que el
siguiente cuadrado es un producto fibrado;

avb>—£9—-——) d

‘avb vag

e
1 7 Q

es decir, Xfyg ©5 el morfismo caracteristico de fvg.

tos dos siguientes Teoremas permiten otra definicién de fvg. vy fag Que
utilizaremos para demostrar que (Sub(d), <) es una latiz acotada.

Teorema III.11. Seanf:a>—d y g:b > d morfismos. Consideramos el
producto fibradode fy g

entonces o : ¢ >— d, con «= g’ = fog' es tal que %, = %y N xg; es dacir o xfag.
Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama

c (st Xg>

d L 2
) —T. T ove 3.11.a




Probaremos que ‘el cuadrado superior de 3.11.a es un producto fibrado.
Por hipétesis o = g«f' = f-g’, entonces
Cxpy RQIett = {Xgebly KNGt
= (xgefag’y XGagQef>
=<Tye G, Tpe!>  (pues xgef =Tely ¥ XQgeg = Taly)
$Taley Tale>
=<T, Tole
lo que nos indica que el cuadrado superior de 3.11.a conmuta.
Sean hix—d y Iy ix—1tales que <xg x@eh = <T, Tlaly.

h | . h :
K |
2
“ar—3I 54 "9 34

[
‘b
X§ Xg

—_————> —>
1 T Q 1 T Q

Entonces xgoh =Ty Yy xg-h =Ty, luego existenk; : x—a Yy kz:Xx—b Unicas .

tales que fsky=h y gskp = h. Pero como el cuadrado del siguiente diagrama
. @8 un producto fibrado ' '

a>—f—)d

existe 8 : x — c Gnica tal que f's8 = kp v '8 = ky.

El cuadrado superior de 3.11.a.es un producto fibrado pues
ol = gof'e8 = gakp = h
el =y
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Por Teorema A.1 (Apéndice) el diagrama

e No<xte,%g>

)
1 5 Q

es un producto fibrado, luego x, = Me<xf,xg>. Por Tecrema 1ILS o = fag. O

Teorema II1.12. Seanf:a)»>—d y g:b>— d morfismos de E, entonces el
morfismo o« : ¢ > d que hace a) diagrama

a+b [f, gl d

[f, gl ;:.""-..‘. =

i
e

conmutar, es tal que xq = x¢ U xg ; es decir, « « fvg.

Probaremos que los cuadrados del siguiente divagrama son

Demostracién.
. productos fibrados.
ar—->~ d el b
Xgof {Xf,Xg> X0 3.12.a
Q y QXQ ¢
Gyl 0 gags ¢

Como )
CRHRG> ol = <xpef, XG>

= <Ta, xQe >
= <Tqs (xGef)y xgef>
= <TQ, 1> (xgef),
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el cuadrado izquierdo de 3.12.a conmuta.
Sean hy : x—d y hp :x — Q tales que <xf xgdehy = <Tq, Ig>ehy.

X L]
BO ;-.f_._) d
hy :
X1 <xg,Xg> ' 3.12.b
> QX0

asf
xgehy =Toehy =Ty v
xXgshy = Inehy = hy,
luego existe h: x —s a (nica tal que f-h = hy, de donde xgefsh = xg-h, = hz Por 1o
tanto 3.12.b es un producto fibrado.
El cuadrado derecho de 3.12.a conmuta pues
' Xfs QG = CXfal, RGP
= xpegy Th>
= Cxgeg, Toe (xgsgh>
=<lq, Tg>+{xq9).
Sean ky iy —d , kp:y— Q tales que <xg, xgd.k)=<lg, Tn>.k2.

K
y 1
“pr—2 4
ks xf°9 (Xg,Xg> 3.12.’;’
oxQ
@ <1g To> X

luego <xgeky, xgeky> = <lekp, Toek> siy sblo si xpky=k; v xgeky=Toeky.
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Existe k:y-— b Gnica tal que gk = ky, de donde (xgeg)ek = X (k) = Xgeky = kp
y por lo tanto 3.12.c es un producto fibrado.
Por el Teorema A.2 (Apéndice) -

atb I, gl -

=%

<Xg xg>

Q+a- —> QxQ
[<Tq,10> » <1g.10]

es un producto fibrado.

Para facilitar el desarrollo de la demostracién, simplificaremos la notacién de la
siguiente manera
‘ c = [f, gl(a+b);
e = [<Tq, 102 <lg, Tl({0H+2));
o= imlf, gl sc>—d;
i=iml<tg, 19> <1q,Tg>] s e — OxQ.
Utilizando el Teorema 111.10, el siguiente diagrame es un producto fibrado

c—2 5 4d
h <xf,xg> -

er—— 30XQ

donde 1:e>—d es tal que xj=U:0x0 — Q. Asf

—

e
!cl Uolxp s X g>
1

—
T.

Q

e}
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es un producto fibrado, de donde %, = U-<xp%9> = Xfvg Y por lo tanto «= fvg. 0
Ahora podemos demostrar el siguiente resultado.

Teorema IIL.t3. (Sub(d), < ) es una latiz acotada.
Demostracién. Sub(d) es un conjunto parcialmente ordenado.
Seanf:a>—d y gtb)>— d. Demostraremos que
1) fag es 1a maxima cota inferior de fy g
it) fvg es 1a minima cota superior de f y g.

i) Por el Teorema Il11.11. el cuadrado

LN

0

fAg

es un producto fibrado, entonces fag < f y fag £ g.
~ Supongamos que existe h:e>—d talque h<f y h<g, entonces existen

“kyte—sa y kp:e—btales que h=1f.ky y h=g-kz. Como ol cuadrado
interior de

2
c—-f—'-—-fk

Iag y
o>———f-—)d

€3 un producto fibrado, existe p : e — ¢ Unica tal que fep =ky y ¢-p = k,.

luego h = (fag)-a 10 que nos indica que h < fag. Por lo tanto fag es la maxima ‘cota
inl’erior. : :
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i1) Por @1 Teorema I11.12 e} sigufente diagrama es conmutativo

>a+be¢ in > b

AN 74

entonces f<fvg y 0z« fvg.
Por otro lado, dada h:c>—+d talque f<h y gz h existen h,. a-——c Yy
hz : b — ¢ tales que el siguiente diagrama conmuta.

L 4 h
4? d
e
g
b

Consideremos la epi-mono factorizacién de [hy, h3]

h,,h J:a+b —>» € - >C
172 (h,,hzl* f]

pero [f, gl = fhehy, heh3l = halhy,h2], entonces

[f, g}z a+b % € > n > € > >d
’ thy, hyl* j h

es una epi~mono factorizacién de [f,g] luego por unicidad existe u:c-——e
fsomorfismo tal que



arp P P h

3 1D

[ T ——
<

[f’ gl* fvg

conmuta, entonces fvg = h.j.u. Por lo tanto fvg < h; es decir, fvg es la minima

cota superior de f y g.
Se ha demostrado que (Sub{d), < ) es una latiz. A continuacién demostraremos

que es acotada donde
a) 14 es el elemento maximo en Sub(d),
b) 04 es el elemento minimo en Sub(d).

Seaf:a)>—d.
2) El siguiente diagrama es conmutativo

d
§ d
§

i f

el

fi

CI/
1o que nos indica que f < 14.

b) El siguiente diagrama conmuta

luego Og < f.



Ademés (Sub(d), £) es una latiz distributiva, es decir
a) fa(gvh) = (fag)v(fah),
b) fv(gah) = (fvg)a(fvh).
Daremos la demostracién de esta afirmacién mas adelante, en cuanto se hayan
definido elementos suplementarios que 1a haran més sencilia.
Veamos qué propiedad cumple el corhplemento en Sub(d). Dada f : 3 > d
definimos ~f : —a >— d tal Que x_¢ = ~xq. '

Teorems IIL.14. 5i f:a>—d, entonces fa—f = O4.
Demostracién.
Por 1a definicién de -f, el rectingulo externo del diagrama

-1

— -q> yd —
Xg
1 < 4 .
—al 4 »Q | ex, - 3.14.a
-
A w
L1 T 3 Q ¢

conmuta, €l mortismo l.ai-a-—1 hace del cuadrado superior de 3.14.a
un producto fibrado, de donde

es conmutativo y por 1o tanto
Lol gei = xqefe]

= Ta-j
= Ta,-a



El diagrama

QA-F —Mu——1
.':‘0 )_..._..0‘_.)1
| .
aa-a L
—30
T

es un producto fibrado, luego existe k : aa—a — 0 Gnica .
Por el Teorema I11.1 as—a = 0, asf el diagrama

oA-q
LIS

R

[=8

conmuta, por lo tanid fa—f < Og.
Por otra parte 04 e3 ol elemento minimo en Sub(d), luego fa-f = 0. )

Para que (Sub(d), <) sea un éigebra de Boole necesitamos que fv—f = Iq. Esto
no siempre sucede. Para dar un contraejemplo se requieren los slgulentog )
resuitados, ’

Toorema I11.15. Sea E un Topo. En Sub({d) L = -T.
Demostraci én.
%y =~ (por definicién )
= |Q
= =x7 (pues xt = Ig)
=-X_T. R e 0-

N
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Teorema III.16. Sea E un Topo. Si T : { == O tiene complemento en Sub(d),
entonces éste es el subobjeto £ : 1 — (.

Demostracién. Supongamos que f es el complemento de T en Sub(d), entonces
Taf = 0 Yy el diagrama '

g>___09____.>a
JAf
f

————
1 T Q

es un producto fibrado; es decir, %0y = f = Laly. Por lo tanto f 2 L.

Como Sub(d) es una latiz, Tvf < Tvi, pero f es complemento de T entonces
Tef « 1, luego Tvl « 1.

Por los Teoremas IIL14 y IILIS TAL = Og4 y por lo tanto L es el
complemento de T; es decir, L «~ f. 3]

]

contracjempio’
Consideramos el monoide M, = (2,*, 1) con 2 = {0, 1} y = definida por 1a sigufente
tabla :

(= =)

o
QO = |
(=7

Llamaremos a la categoria de los Mz~conjuntos simplemente Mo.

Veamos que este Topo no es un dlgebra de Boole,
€1 clasificador de subobjetos en esta categoria es el conjunto de !deales
izquierdos de M; , L»=(2, ¢, {0}}, junto con el morfismo w : 2xLp — Lp dado por
w(imB)={n|lne2ynmeB). '
Los morfismos Tt 1 — L, yitt—slysontalesque T(0) =2 y L{0)=4¢.

En el siguiente diagrama ~

v



(0} + {0} 2 t] 5 (9, {0}, 2)

[T, L1* . Tul
{0, 2}

Im(Tu1 ) = {0, 2}
= {#, {0}, 2}
=Im(1g).
Por 1o tanto Tu L no es isomorfo a I, de donde (Sub(f2), £) no es un digebra de
Boole.

Definicién . Sea E un Topo. Decimos que E es de Boole si para todo d objeto de E,
(sub(d), ) es un éigebra de Boole.

Teorema 111.17. Para todo Topo E, los siguientes enunciados son equivalentes
- i} E es de Boole
1) Sub(N) es un digebra de Boole
i#i) T :1—s 0 tiene complemento en Sub{(R}
iv) L : 1 — Q) @8 el complemento de T en Sub()
v) EnSub(Q), TulL = 1 .
vi) E es clésico; es decir, [T, .1 ] : 141 — Q es un isomorfismo
vil) iy * 1= 1+1 es un clasificador de subobjé!os.

Demostraci én.

1)=it) Por la definicién de Topo de Boole.

ii)=siii) Por la definicién de algebra de Boole.

ii)=iv) Por el Teorema IIL.16

iv)=v) Por la definicién de compilemento.

v)=vi) [T, 1 ]t 14) — Q es un monomorfismo y el dlagrama

~
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1,1}

ANz

'muestra una epi—mono factorizacion de [T, L 1. De este modo, en Sub(ﬂ)
TUL = [T, 1 ], luego [T, L } = Ig es un isomorfismo.
vi)=vii) Demostraremos que, si W : 0 — O es un isomorfismo, entonces
* 11— Q' es un clasificador de subobjetos.
El siguiente diagrama claramente conmuta.

Sean f:x— 1 y lyix—1tales que Vet = Ty, entonces
WeTaly = Telyale = Tlely,
WaTely = Taly = Vo,

Por 1o tanto el diagrama es un producto fibrado. Asf construimos

—ar——L 54

tal ¥ 4 gex
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en donde el cuadrado externo es un producto fibrado.

Altirmacion > W-xf es 1a unica que tiene esta propledad.
Supongamos que existe x'¢ : d — Q' tal que el siguiente cuadrado es un
producto fibrado

1 "—T.—*Q'

Como (W 1)ex'gef = (W 1)aTuly = Tuly , o siguiente cuadrado conmuta.
a )-———t-—) d

'a U, . 3.7.a

tr—a—0
Seanh:x~——d y h':x-—1tales que (¥ 1.x'geh = Tuht
- Como WeTeh' = Talgeh’ = Th' = Yoxxgef , entonces Teh' = xqef, luego existe
k :x — a Unica tal que fek = V' y 4k = h'. Obtenemos que el diagrama 3.17.a es
un producto fibrado, de donde W tex'y = x¢ , €3 decir x'g = Wex¢. Por lo tanto Wex¢

es inica y T' : 1 — € @s un clasificador de subobjetos. )
Por hipStesis [T, 1 ] : t+1 — G es un isomorfismo, entonces

a>———L—)Q . . | "'.

la : oL
ol

es un producto fibrado, de donde (1+1 » })) es un clasificador de subobjetos.
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~ vil)=»i) Basta demostrar quedada f:ad>—d, fv—f= Iy
Claramente fv-f < 14, Consideremos el siguiente diagrama

Ov-Q
if, -ﬂ*‘ fyv-f
a+{-a) k d
ft, -1 '4
d

St demostramos que [f, —f] : a*(-a) — d es un epimorfismo, entonces [f, -f]
‘tiene dos epi~mono factorizaciones luego existe k:d — av—2 dGnica tal que
(fv —1)ek = 14 ,de donde 14 < fv-f.

Para probarlo necesitamos €l siguiente resultado

Loma 111.18. En cualquier Topo E el diagrama
0 —e—1

ip . 3.18.a

f— 11
B

~ es un producto fibrado, donde iy, 1, son las inclusiones.
Demostracién. El cuadrado conmuta pues 0 es objeto inicial.
Seanf :a— 1 y g :— 1|tales que ixf =ig. Por las propiedades universales
. de t,, Iy el diagrama 3.18.a es un coproducto fibrado. Como lslg = Tely , existe
k2t —atalquekeiy=l y kefy=T.
Tenemos que
igef’ =vi'-g' componiendo con k
k-_lz-f' = koi‘og' -
1ef = Teg'.
Pero 1 es tal que
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| —
T Q

es un producto fibrado. Existe h:a — 0 dnica tal que lgsh = f Yy lo-h g- Por lo
tanto el diagrama 3.18.a es un producto fibrado. a
- Regresemos a la demostracion del Teorema. ’
Denotamos con x'yf , x'7 , etc. a los morfismos caracteristicos de f, T, etc.
respecto al clasificador de subobjetos i : | — I+1. Por el Lema anterior, ~ ip = 4’

y por la demostracién del Teorema II1.14 el siguiente diagrama es un producto
fibrado

-ar—=1 ¢

l-g X'f

——— 3 {4
! 2 "
) luego porr Teorema A,2 el cuadrado

ar(-ay— =14

Xy

1+
fiy, il

es un producto fibradc. Pero [il' ip 1 = 114y es un epimorfismo, luego [f, -f]
también 1o es. Por 1o tanto si §) + 1 — 1+1 es un ciasificador de subobjetos, E es
un Topo de Boole. o

§ 3. Para demostrar que (Sub(d), ¢) es un algebra de Heyting definiremos el
operador de Heyling.

utilizando el morfismo = : OxQ — Q definimos la siguiente operacion
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Sif:a>-d y ¢:b>—dson subobjetos de d, entonces °
T2 g (al=2b) >~ d es el subobjeto de d cuyo morfismo caracteristico es
xg @ xXg = De{Nyq, XxQ>, €8 decir f |= g es tal que el siguiente diagrama

Gkéb)———IEig-———)d
! X J(g

| ——Q

T

" 'es un producto fibrado.

Para demostrar que f | g es el seudo-complemento de f relativo a g nece—
sitamos algunos resultados.

_Lema 111.19. SeaE unTopo. 5i f, g vy h son subobjetos de d entonces
i) fah = gah si y 3610 si xgeh = xgeh

ii) x¢ N xp, = x@ N %y, si y 86lo 8i xgah = xgah,
Demostracion.

i) Seanf:a>—d , g:b)—#d y hicr—d

Los cuadrados inferiores y superiores de los siguientes diagramas son
productos fibrados

Ny hao
GAC y———ntm) bacr——=—=C
fah h gsh h
}J,__;__E______):; ]D)———-—EL-——s):;
Jr . <+ -+ ¥
1 —-—T—) 0 1 ———T———) Q

) dq donde 'xhl =xph vy "h2 » xg-h- Asi

fah = gah es decir,
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‘hehy = hshy sty sélo si
hy= h,  siy solosi
Xh, = *hy si y sélo si
x'-h = xgsh,

ii) Por el Teorema IILS x¢ N xp, = xg N xp, si y sélo si fag = gah, entonces
por i) xgeh = xgsh, =]

Corotario 111.20. fah < g siy sélo si Xfag® h = xqh.
Demostraci 6n. '
fah £ g si y 3610 si (fah)ag = fah
si y s0lo si (fag)ah = fah )
si y 8610 si xg,goh = xp+h  (Por lema anterior). o

Teorema I11.21. Sif:a)>»>-— des un subobjeto de d, entonces =f: -3 >=—des
el seudo-complemento de f; es decir, g < ~f siy sblo si fag = Og. '
Demostract6n. Supongamos que g < —f. Entonces por las propledades de latiz
fag < fa—f, pero por Teorema IIL.14 fa—f =~ Oy, luego fag ~ O4.

Si fag =~ Oy, entonces el cuadrado superior del diagrama

D
o ,p
fag q
\ f v
ar»——1 §5d
!q xf
v b
. 1———.1.—-—)0

es un producto fibrado, luego el rectidnguio también lo es (Teorema A, 1).
Por 13 unicidad. del Q-axioma
' %feQ = Xgp = Lelp , luego
meXfeQ = e le !b = Tb,
pero Tely = Xgeg ¥y =exf=x%_¢ , eNtONCES X_ysQ = XGe Q.
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Por el Lema TIL. 18 -fAg = gag = . Por 1o tanto g « —f. ' o

Teorema 111.22. En Sub(d) tenemos
i) heff»g siysblosi fahc g
1) 1<g siysélost T2ga~1y
iit) fsg siysdlosi xg=xg=Tgy.
Demostracién.
i) Seanf:a>—d, g:b>—d y hic>—d
Supongamos que h < f |= g, entonces existe k : ¢ > (a | b) tal que {f|> g)«k = h.
En e} siguiente diagrama

—— uﬁb)——_fi'———}d

e Xy xg>

® C——J—_——) QxQ
lapsb

+

L — s Q
T

los cuadrados inferior y externo son productos fibrados, luego

Dol gy XQP Afps Q)= Telta j» b) - Existe e (a=b) —@ unica tal que

<X x@(f |2 g) = jee, 1o que implica que el cuadrado superior es un producto
fibrado. En el diagrama
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el tridngulo superior conmuta, luego
fla<x g, x@roh = Mac<xq, x@el(f | glak
= n-j- ek
= Mjejeeek (por ser j igualador)
= Tlie< gy, x@Pe(f = g)ek
=Mje<xg xgreh,
Por 10 tanto xhgoh = x¢=h, luego por el Corolario IH.20 fah < gG.
Supongamos que fah < g, entonces Xfag h < xjeh, de donde
Metx gy xg> «h = My=<xy, xg>-h s Poro § :@—— OxN0 es ol igualador de N1 y My, -

entonces existe w:c ——{ Onica tal que jow = <xg xgreh. El diagrama

c. h )
ai%b)——”ig——> d
«
€|
Xgr Xg>

> (O 3 > QxQ

es un producto fibrado, luego existe o : ¢ — a=b Unica tal que (fl> gl =h.y
por lo tanto h < = g. :

i) Supongamos que f < g, entonces para todo h subobjeto de d, fah £ f <g,
luego por i) h < f = g. En particular 14 < f | g, pero 14 es el elemento méximo en
Sub(d) luego f | g < 14, Por lo tanto f | g = I4.

Sifl» g« 1y, entonces { < fj=> g ( pues f < 14), luego por i) faf < g, es decir f<g.

) fsg siysblosi f{=g=14
siysévos!xqu-xld
si y sélo si x”._.,g=Td. .

Corolario IIL.23. (Sub(d), < ) es una latiz distributiva.
Demostraci 6n,
a) Comogsgvh y h < gvhtenemos
fag £ fa(gvh) y fah £ falgvh)
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luego fa(gvh) es cota superior de fag y fah,
Supongamos que fag < « y fah < x, entonces por Teorema II1.22 ¢ < f|? «
Yy hsfp> o, luego gvh < f |2 « sy sdlo si fa(gvh) < o, por lo tanto fa(gvh) es
1a minima cota superior, asi fa(gvh) = (fag) v (fah).
b) Por incigo a)
(fvg)a(fvh) = ((fv@)af) v ((feglah)
= ({(faf)v{fag)) v ({Tah)v(gah))
= fa(fvgvh) v {gah)
= v (gah). (w]
Con esto queda demostrado que (Sub(d) ,<) es un élgebra de Heyting para todo
objeto d de un Topo E.
" Usualmente, a partir de este resultado, se demuestra que existe un
isomorfismo natural entre Sub : E — SetEoD y Hom(_, Q) : E — SotEoD lo que
implica que Hom(_, Q) es un algebra de Heyting. Utilizando la inversidn de Yoneda
YiE— squ , se concluye que Q tiene estructura de 4lgebra de Heyting.
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Capitulo IV

$.1 Se demostrara directamente que el clasificador de subobjetos de un Topo
tisne estructura de dlgebra de Heyting y, a partir de éato, que Sub(d) también.

~ Considerando la definicién ecuacional de. algebra de Heyting dada en los
Teoremas 1.1y 1.4 damos la siguiente

Definicién . Sea E un Topo. Un d4/gebra ae Heyting en un Topo es, en general,
una sexteta <D, T, 1, s v, con D un objeto de E; T, U4 1—D Yy

a, v, = : DxD — D definidas convenientemente y tales que los siguientes
diagramas son conmutativos. )

b

b) ' D——S . 5DxD

c) DxD——2——p

\ / (P =<, ™)
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AxlD
d) (Dxb)xbD >0xD

>Dx B

D

Dx(0xD}) o XA

<1y, 182
e) p—22 D" 5 pxp
{ 30

n o oxb —<T® nep

< >4
) pxp—N2 22 5pep

60
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Alx 1
hy Dx{0xD) ——2—B 5 (DxD)x(DxD)

KT, ATI'> e
DxD {DxD)x{DxD)
+ > X
- L 4
« s bxD

(W = <<qTT, TN, <TE, T T59)

i) ﬂ——AQ———-)DxD

o
iy o DxD——j)————)DxD
\ v
‘ D
' < > < >
K) pxp et ¥ pyp T 22,00
A n v
D
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FRY! ox L
D Ixd D5 pxp —L 5 pyx1
n ¥ n
1]
) v x1
m) {DxD)xD L —3»Dx D
’ \4
v D
/
Dx{Dx D} XV »DxD

Teorama IV.1. <@, T, L, ), U, => es un Algebra de Heyting.

Demoatracién. Consideramos la sexteta <Q, T, 1, N, u, =»> donde Q es el
clasificador de subobjetos de E;3 T:1— Q es el morfismo verdad;1:1—0
el morfismo falso s N: OxA — QiU AXQ — 0 y = :OQxQ — O estén definidas
en el Capftulo I1L : )

a) Afirmacidn. El siguiente diagrama conmuta.

Tx 1oxT
10 20 5 grqe—@T oy »
0 :
™ n v diag. A
Q

' Probaremos que tanto ' como Ne(Tx1q) hacen dei siguiente djagrama un producto
fibrado. )
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l-—-—(—"—-'L——)IXQ

flo (Txio) m diag. A.1

—_———
1 T )

1) Claramente, con I' el diagrama conmuta.
Sean <p, > :D— 1xQ , Ip:D— 1 tales que M<ip, g> = Tp. :

E1 morfismo Ip es tal que <I, Tl = <ip, Tp> = <!p, @>. Por lo tanto I hace al
diagrama A.! un producto fibrado.

it) Consideramos el siguiente diagrama.

<1, T> 1%0

Tle

—LT 0% diag. A.2

_—— 9
T

El cuadrado inferior es, por definicién, un producto fibrado. Si demostramos que
‘el cuadrado superior también lo es, tendremos que el recténgulo lo serd
(Teorema A.1 apéndlce) de donde M.(Txlp) hace del diagrama A.1 un producto
fibrado.

Claraments e cuadrado 3uperlor conmuta.

Sean<ip, > :D—= IXQ , Iip:D— 1 tales que

(Txiple<ip, 92 = <T, Tralp, de donde
<Tpy @ =<Tp, Tp> , siy sélo si
g = Tp.

El morfismo Ip es tal que <1, T>.lp = <ip, Tp> = <Ip, 9> Por lo tanto el cuadrado
superior de A.2 es un producto fibrado.
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" Por 1a unicidad en el f~axioma N.(Txlp) = IT' de donde el tridngulo izquierdo det
diagrama A conmuta. '
Andlogamente se demuestra la conmutatividad del tridngulo derecho de A. D

b) Alfirmacrén. El sigulente dfagrama conmuta,
e—A3  sox0

o / diag. B
0

Probaremos que tanto fl.A como Il hacen del siguiente cuadrado un producto
fibrado.

f—JI 0

Q1 (n.A diag. B.t

i) Consideramos el diagrama

T—h 080 diag. B.2

—_—
1 T @

El cuadrado inferior es, por definicion, un pr'oducto fibrado. Si demostramos que

el cuadrado superior también lo es, tendremos que N. A hace dei diagrama B.1. un
producto fibrado.
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Como A.T =<T, T> =<T, T>. 1§ el cuadrado conmuta.

Sean h:D—Q , Ip:D— 1 tales que Ach=<T, T3elp, sty sélosi h=Tp.
El morfismo Ip : D— 1 es tal que T.) =h , de donde el cuadrado superior de B.2
es un producto fibrado.

if) Ctaramente 1, hace del dlagrama B.2 un producto fibrado. Por la
unicidad en el -axioma N.A = 1, de donde el diagrama B conmuta. [n]

¢} Afirmacidn. E) siguiente tridngulo conmuta,

oxg—80 — ¢

\ / diag. €

QxR

donde h := <IF', 1> es un 1somorfismo.
Consideremos el siguiente diagrama

Noh © . diag, €.

—_——
1 + o

Nehe<T, T> = Na<T’, TI>e<T, T>
= a<T, T>
=TAT
=T.
-Por 1o tanto el cuadrado conmuta.
Sean <fg>:D— Ux , Ip:D—s 1 tales que
(Meh)e<t, @> = Telp, de donde
Ne(<IT', Mot @) = T si y 8610 si
gnf = Tp que implica
g9=Tp vy f=Tp.(¥éase observacién 4.c)
€1 morfismo Ip es tal que <T, T>slp = <Tp, Tp> = <f, g> Por io tanto el cuadrado C.1
es un producto fibrado. Por unicidad 1 = M«h vy el diagrama C conmuta. [m]

65



observacrén 4.¢. Sifag =Tp, entoncesf=Ty vy g=Tp.

€l cuadrado interior del siguiente diagrama es, por definicién, un producto
fibrado

0
T

Como fag = Tp, existe unadnicahiD— 1 tal que <T, Theh=<f, @> v h=lp, de
dondef-To Y g-TD.

dJ Afirmacion. E) sigulente diagrama conmuta.

nxiy S
Q@xDxQ >QxQ
f
¢ Q diag. D
/
Qx{QxQ) Tox 30K

donde & = <M, <" 1, > es un isomorfismo con =W e T =T aeqs
n=n (e » m=m (Oxa0 proyecciones.

Demostraremos que tanto Ne«(fixin) como n-(IQxO).¢ hacen del siguiente
diagrama un producto fibrado y asi, por 1a unicidad en el Q—axioma, el diagrama D
conmuta.
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1 8L T2 T 4 oxoixo

Ne<x 1> [Ae (15 x)o P diag. 0.1

1 1%

i) Probaremos que el cuadrado superior de D.2 es un producto fibrado.
1— S IH P, ovaie
Nxly

4 A
1———&2-——-9 Q}Q diag. D.2

Ya que
‘ (Ax1n)e<<T, T5, T> = <Ma<T, T3, T
= <TaT, >
=<T, T,
el diagrama conmuta.
Sean <«f, g>, k> ot — (OXXN Yy Iy foc — 1 tales que
' (Nxiglecet, gd, k> = <T, Toal, de donde
Mact, @4 k> = (T, Tod
<fag, k> = <To, Tod, Siy s6losi
fag = To Yy k= Toee
E) morfismo Iy : o — T @s tal que <<T, T>, Toely = <<Ff, @, k2.
Por lo tanto el cuadrado superior de D.2 es un producto fibrado, luego el
recténgulo también 1o es, obteniendo que ﬁ.(ﬂxlﬂ) hace del diagrama D.1 un

producto fibrado.
i) Para demostrar que M(igxQ)e® hace que ei diagrama D.! sea un
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producto fibrado necesttamos la siguiente

Observacidn 4.. Si W : A< B es un isomorfismo, entonces

W [\ ' diag. 4.d.0

es un producto fibrado.

Claramente el diagrama conmuta. ‘
Sean h:C— A , k:iC-— A" tales que Weh = fok. £1 morfismo k es tal

que Utk = UL Weh = h. Asf, 4.d.a es un producto fibrado.

Obtenemos que @ : (OxQ)x — Qx(IxQ) hace del siguiente

«T, T2, T>
1———T-'—T—’—T——>(QxQ)xQ

¢

————————)
1 PRPTAECES Qx{QxQ)

un proqucto fibrddo. luégo .
B N
-————-———)«T' LIS (OxQIxQ
d
+ L 4
—_—
T, <1, T Qx{QxQ)
!oxn

4 <
e ST o%a
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los tres cuadrados son productos fibrados, de donde el rectdngulo 1o es. Por lo
tanto Me(igx®)+® hace que el diagrama D.t sea un producto fibrado. o

@) Afirmacidn. €l cuadrado conmuta.

A
o——F —50x0

diag. E
=3

Consideremas el d|agrama'

~ ~
@r—20xQ diag. E.1

—_—
1 7 Q

- donde J 1@~ IxQ - es el igualador de N: IxQ —— 0 y de Tz QX0 — @,

L n
@r————raxo———30
r.._.. H
B Ay
g
“Como-
MAg =M, 10>
= 1galq
=1 = Mvaq,
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existe una Unica h : @ —(tal que j«h.= Ag. Por 10 tanto el cuadrado superior de
E.1 conmuta. '

Seanf:D—0 y g:D—@ tales que agef = jog, pero jog : 0 — Ox0 es tal
qQue Jeg = <h, K>, asfque f=h=1k .
"~ 'El'morfismo f es tal que
johet = A f
=<f, >
= <h, k>
= j»g. :
Como j es un monomorfismo tenemos que h.f = g. Por lo tanto el cuadrado
superior de E.1 es un producto fibrado, de donde

1
Q—2 9

Do Ay diag. E.2

—_—
1 T Q

tambibn 1o es, pero T hace de éste un producto fibrado, entonces = .Aq =Tq.
Por lo tanto el diagrama E conmuta. a

_f) Afirmacidn. €l sigulente diagrama conmuta
QxQ ——<E’—=’—>—) QxQ

n n Eﬁug. F

£l cuadrado inferior de F.1 es un producto fibrado;
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< >
1—L D soxo

<, =

v < > R 4
T— 2, ox0 diag. F.1

\[’ J»
_————_—)
1 7 Q

Como «TT, =><T, T> = <T, T*T> = <T, T> el cuadrado superior conmuta.

Sean «<f, @ :D —OxQ y Ip:D-— 1 tales que <M, =>.<f, g> = Tp,
< flwg =Ty, siysdlosif=Tp y flag=Tp siysdlosif=g-=Tp (Ver
observacién 4.1).
€l morfismo I es tal que <T, T>«lp = <, g>. El cuadrado superior de F.! es un
producto fibrado. Asf f y M«<TT, => hacen del mismo dfagrama un producto
fibrado, por 1o tanto M = Na<TT, 3>, a

Observecion 1./. Sea {:D— Q. SiTpl+f =Ty, entonces f = Tpy.
Ya que el cuadrado interior siguiente diagrama es un producto fibrado vy,
por hipétesis, 2«<Tp, > = Tp, existe una dnica h: D ——@ tal que jeh =<Tp, .

T, P
D_ D
iy .
@——-2=~ oxo
!
L‘{ =
31 T o

’

Por definicion j :(©—- Ox0 es el igualador de T y de N, luego
' flejeh = Me<Tp, >,  si y sblo sl
Majeh = Ne<Tp, £, si y sélo si
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Tp = Tpaf st y sélo si .
f=Tp (Por Observacion 4.c). a

g) Arirmacion El diagrama G conmuta,

<N’ > .
oxe—e 22 000

w fi ding. G

El siguiente diagrama conmuta ya que
AT, ki, T = <Tq, I #To>
=<Tq, Tp> (Ver Observacién 4.9)
= KT, Toelg.

m, > diag. 6.1

Sean ¢f, @ :D — Ox1 , Ip:D—'1 tales que <II', Decf, @ = <Tp, Tp>, de
donde <g, t [+g> = <Tp, Tp> , siysélost g=Tp y fl>g=Tp.

Seaf:D—Q, <1, Tgr.f =<f, Ty = <f, g5, por Yo tanto el cuadrade G.1 es un
-producto fibrado. Por el Teorema A.1, '

lor To’ 5 ox0

193 DY diag. 6.2

f——Q

72



es un producto fibrado.
-Claramente W' : OxQ —— Q hace que este diagrama sea un producto fibrado;
por 1o tanto TI' = N<IT', 2> y el diagrama G conmuta. a

"Observacidn 9.g. \q |#Tg = Tq.
Por definicién el diagrama .
@—1—oxo

—_—
1 T o

es un producto fibrado, donde j :(©— OxQ es el igualador de N y de T
Como
Me<ig, Tg> = 1g
=1gaTq
=M<, To>
existe una tnica h : @ —(Otal que joh = <, Tn>; asi obtenemos
T majeh = =<, Tn) .
Tp=1g =T, pues Hejoh = Teeh = T _ o

h) Afirmascidn. E\ siguiente diagrama conmuta.

Ay %1
Qx{axa) S 0 5 (Ex@IX(OXQ)
<M, N> [

WV b
Qxo 1OxQ)x(QxQ) diug. H
= =Hx=p

~ L 4

Q€ i QxR
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Simplificando tenemos
nl(”X")Wﬂ(A{)XIQxQ) = I'I-(='x=#)-<<n,n. nn», <A, n'nz)>-(AQXIQxQ)
Co= e (XN, AN, AT, el , T
= [la(=bx=b 2 <<, NS, <M, T
= a2 <, TN, <1, MTT>>
= flo<f1 [0W, 0 |30
= (1T [»T11F) & (N |2F11.

Sea (P, k) el igualador de I : Ox(QxQ) — 0y de M{ipxn) : Ox(GxQ) — Q
k= <, <B, 1
PR B Py oxiax) =30
nn(’oxn)
«fIpNs = o« si y s6lo si « ¢ pNs. Consideramos el siguiente diagrama

<, <B, ¥

P > Qx{QxQ)
h <, N
v < R 2 T
Q< J QX0 TT=30  diag. H.1
=
v ,‘v
1 7 Q
Como
' W<, N> o<, <BE>> = Tlact, Pab>
= otaBal

= Me<ox, (BaB) ‘
‘ = NI, o <x, <B, B,
existe una dnica ht P —(© tal que <TI, Nill%s<oc, <@, 8> = j.h, Por lo  tanto el
cuadrado superior de H.1 conmuta. '
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Sean <f, <0, > :D—P y 6:D—P tales que
<MW, NM'>e<f, <9, ¢ = jo6, de donde <f, gag"> = j«0, siy sélosi f=Tlejeb.
Por otra parte
' Ne <, NTIe<f, <g, g'»> = Ma<f, gag™
= n-j.e
= fagag’.
Pero j es el igualador de T y de N, por lo tanto f = fagag', si y sélo si
A '
La inclusién 1:D — P o5 tal que <o, <P, 8»el=<1,<g,g» Y hai=o,
Por lo tanto el cuadrado superior de H.1 es un producto fibrado.
Consideremos el siguiente diagrama

<ex, <B, B

> Ox(QxQ)

<M=TIn*, T=nn> diag. H.2

T

<TI |=> TITE, T |= TPAe<oc, <P, 85> = (=bxx=)a<<Tl, NI, KT TTTI>>e<0c, <p, B>
= (Ix=>)ak<ex, By <x, B>
= <o jwpB, o =),
Demostraremos que « jwp=Tp vy o w8 =Tp.
Por definicién

@——axo0

= diag. H.3
1————Q
es un broducto ‘fibrado, :
Sean <o, B>t P — OxQ1 y 1p i P - 1, con P definida anteriormente. Como

x < oa@al < B, entonces oap = o, luego Ne<or, B> = Te<ox, p>. Por lq tanto existe -
una dnica h : P —(©tal que ‘
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j i
@——0x0 =30
T, n
R, e, B>

conmuta., De donde
#e{0t, A> = cdafoh
= Tal ‘ch
= Tp.
- Por lo tanto « |»p = Tp. Andlogamente se demuestra que o |28 = Tp.
Asi obtenemos que <IT = N, T |+ M'Ms<ex, <p, B> = <Tp, Tp>, luego H.2
conmuta.
Sean <O, <V, ®> 1 C - Qx(OxQ) y Ic:C— 1 tales que
< |+ A, 1 | T8, <, O» = <Tg, Ted, siy sblosi
© 1=V, 0+ =<Tc, Tc>, siy sélosi
Blo¥WaTe y 6l»¢=Tc
Como H.3 es un producto fibrado, existenk : C —(@ y k' : C —@ Unicas tales
que jk=<B,U> y j.k =<8, O
Pero Tlej = N.j , luego
~ Tefok = Najak
M8, V> = Ne<O, ¥> si y sblo si
‘ 8 = 8a0.
Andlogamente 8 = Gal. Por 1o tanto 8 = B8.0aV.
L3 inclusién I : C — P &8 tal que <o, <P, 8] = <8, <V, d». Por 1o tanto el
diagrama H.2 es un producto fibrado.
Por 1a unicidad en el Q—axioma =<1, N> = <1 |= NM*, T |= ', de donde el
diagrama H conmuta. [u}

7} Afirmacion. E\ siguiente tridngulo conmuta,

A
e——=L—0xQ

ig (i} : diag. |
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Consideramos el siguiente diagrama

4
e ———>QxQ diag. 1.1

L3 +

—_—
1 T o

El cuadrado inferior es un producto fibrado por definicién, donde i:e— OxQ es
tal que el siguiente diagrama conmuta.

[KTas 1a2y Styy To>)
Qrog—=2" 2 ¢ ,a0x0

* i diag. 1.2

e

Pr_obaramos que el cuadrado superior de I.1 es un producto fibrado.
Si- demostramos que en el sigulente diagrama )

j—I——ge—T !
T Ag T ding. 1.3
Q > QX0 ¢— Q
Tos 1> Cg» Tg>

ambos cuadrados son productos fibrados entonces —por el Teorema A.Z2- el
§igulente dlag'rama también lo es,



T+T

1+ >Q
Ao diag. 1.4
Q ?QxQ

+Q
€Ty 157 <1y, T2l

de donde, pof el Teorems I11.10, los cuadrados de

* N
11 i1, T 5 e imiT, T] >0
3
ih By diag. 1.5
. i
Q+Q L3 —> e ? 7 > QxR
son productos fibrados.
Luego
(r, * im{T, T)

| —D G
o8 una epimono-factorizacién de [T, T}: 1+1 — Q. sin embargo

yry i LSNP

también es una epimono-factorizacién de [T, T}, de donde —por el Teorema lll.9¥
existe un Unico isomorfismo k : C — 1. Por lo tanto el siguiente diagrama es un
producto fibrado.

{——T 0o

- h Ay diag. i .6

e >——T-——)Qx0
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Regresando al diagrama .3 tenemos
AT =<T, >
= (TQ-T’ 'QnT)
=<Te 12T ,
luego el cuadrado izquierdo del diagrama 1.3 conmuta.
Sean f:D—f) y g:D-—0 tales que Apef=<Tn, In>eg , 8t y sblo si
fag=Taeg=Tp. Elmorfismo Ip:D—~=1estalque Telp=f y Telp=g. Luego
este diagrama es un producto fibrado.
Anélogamente el cuadrado derecho de i.3 es un producto fibrado.
Por el Teorema A.1, el cuadrado

l————T——-)Q

Uody

—
1 7 Q

es-un producto fibrado, luego por unicidad U.aq = iq.
Por lo tanto el diagrama | conmuta. [n]

J) Afirmacidn. E) sigulente diagrama conmuta.

OxQ =t 0
h U diag. J
QxQ

con h =<K, 11> isomorfismo.
Por la observacién 4.d, el cuadrado superior del diagrama
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es un producto fibrado, de donde
e»——l———) QxQ
Ueﬁ

—_—
1 T Q

también lo es. Asi, U=U.h y el tridngulo J conmuta.
&) Afirmmacion. El siguiente diagrama conmuta.

<, u

QxQ € QxQ

o

Consideramos el siguiente diagrama
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Tl
22 roxe

<, U

+

___——) w . . X
1 T, T xQ . diag. K.1

E! cuadrado inferior es un producto fibrado; si demostramos que el cuadrado
superior también lo es, tendremos que

flo<TI, U> diag. K.2

A<

o8 un producto fibrado.
'E} cuadrado superfor conmuta pues

<M, Ud<Tq, 1> =<dq, Tovig>
=<Tq,s Tp> (Ver observacién 4.k)

=T, Trig.
Seanc<f, @ 10— QAxN y In ift— [ tales que <IT, U>e<t, g> = <T, Toulp, 8t ¥
sblosi f=Tp vy fvg=Tp. i
E) morfismo g:D— Gx0 o8 tal que <Tq, Ipdeg = <Tg-g, g> = <f, g>. Por lo tanto
el cuadrado superior de K.1 es un producto fibrado.
~Claramente ol siguiente cuadrado es un producto fibrado,
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T >
0—a 2 3040
n diag. K.3
—————
1 T Q

" luego por unicidad, T = U<TT, . Por 1o tanto el triéngmo izquierdo del. diagrama
K conmuta.

apservacion 4.4 Tavlg =Tq.
Consideramos el sigulente producto fibrado

<T., 1.>
Q_' o O
"-_._.I*n i 1
Har—1 _ _s0x0
!Q
u
L —

Existe una Gnics k:Q —e tal que ik = Tgs 19> v lgk=lq.
Consideremos la inclusién iy : 0 — 40 vy * : 0+ — ¢ el epimorfismo de Ia
epimono—factorizaci én [<Tq, 1 <, Tl ¢ 40 — Ox0. o
Como
fof*aiy = [T, 1gd, <Ig, Tpoledy
= <TQ, 'Q’
= fok ¥, por otra parte,
‘ loe %1y = I = 1ok, .
entonces k = f*.i. Asl
U<Tq, Tg> = Udief*ai;
= Telgefreiy ,
= TQ. 7 : . ,D
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1) Arfrmacidn. E} siguiente diagrama conmuta

dx1 t.xt
2 oxp—2 »0x1

1xQ

n v 1) diag. L

Q

m) Atirmacion. El siguiente diagrama conmuta

le‘>
(QxQXQ——————30xQ

L4 (") diag. M

A

—_—
T x(Ox0) TgxU QxQ

con ¥ = <om,<mrm, T,

La conmutatividad del triéngulo derecho de! diagrama K y la de los diagramas L
y. M no la presentaremos en este trabajo, pues no llegamos a concretar su
demostracidn. Sin embargo sabemos que existe otra forma de demostrar este
Teorema partiendo del hecho de que Sub(d) es un &lgebra de Heyting , como lo
vimos en el Capitulo III.

Si consideramos viélido este resultado podemos demostrar a continuacién que
Sub(D) es un slgebra de Heyting.

S§.2 Sea E un Topo. Los objetos de la categoria SetE op son los funtores
F : EP —Set, vy sus morfismos son transformaciones naturales.

Suponemos que ya se sabe que esta categoria es bicompleta.

Teorema 1V.2. SetE® s un Topo.
Para facilitar 1a continuidad de ta exposicién, la demostracién de este teorema se
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encuentra en ¢! Apéndice.

A continuacibn demostraremos que Hom(_,Q) es isomorfo a Sub.

Sea E un Topo. Definimos Sub : E — Set como sigue

Para todo objeto D € E, Sub(D) ¢ Set.

Para todo morfismo f : D — D' de £ y m: A —s D, consideramos e! producto
fibradode f y m

A—
f f

A eee—3
y definimos Sub(f)}(m) = m".
Sean nN:CO>—=D' , Mm:A>—D y f:D— D tales que n=m; luego, existe
h: A — C isomorfismo tal que m = vh ¥y n= meh~1. Consideramos el producto -
fibrado de (f, n) y el de (f, m) '

1
-
N e———
<
N

-
: :,'.‘
¥
3
3
cd

donde (Sub(f))(n) =n"; (Sub(f))(m)=m".
: Como fem' = m.f" = nehef*, existe una Gnica k: A' — C’ tal que n-k = m". Por lo
-tanto m' < n'’.
‘Como fan' = nef" = meh™ Yot , existe una Gnicak' : C' — A’ tal que m'K = 1, de
donde n' < m". Por lo tanto Sub(f) no depende del representante. )
Supongamos que m:A— D' y n:C—D son tales que m < n. Existe
o« A— Ctal quem = neocx.
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como fem' = Ml = Neaf", OXISte Una Gnica B : A' — C' tal QuUO N=B = M' ; €8s
decir, (Sub(f))(m) < (Sub(f))(n). Por 1o tanto el funtor Sub preserva el orden.

Teorema IV.3. Sub :E — Set es un funtor contravariante.
Demostracidn.
Seanf:D— D', g:D—+D"morfismosdeE; m:A>—-D , MiA>-D vy

m": A" >—s D" tales que

(Sub{f))m}=m vy (Sub(g))(m™)=m.
Tenemos que

[(Sub(f» (Sub(g)) J(m")=(Sub(f))(m’)

=m
_ = (Sub{ge«f))(m").

Consideremos el siguiente diagrama

A—— _ 5p

1 1 diag. 4.3.a

D

Ar——pm—0
Claramente el cuadrado conmuta.
Sean h:B—~D y h :8 — A tales que Ipsh = m«h, luego 4.3.a es un
producto fibrado, de donde Sub{ip) = Ig p(p) Por lo tanto Sub es un funtor
contravariante, ‘ b

Definicién. Sea C una categoria con conjuntos Hom pequefios.Una representacrdn
de un funtor K:C--Set (contravariante) es una parefa (r, ), con r un objeto
deC y ®:¢C(, r) =K un isomorfismo natural. El objeto r se llama el ofjeto
representants. '

Teoroma IV.4. Sea E un Topo. Si Q es el clasificador de subobjetos de E, .
entonces 0 es el objeto representante del funtor Sub: E — Set.
Demostracién. Definimos § : Sub —— E(_, ) como sigue

Si D ea un objeto de E, entonces (D) = &p : Sub(D) ~— E(D, Q) es tal que para
todaf: A>—D, $p(f)=xy donde x¢ es el morfismo caracteristico de f.
Consideremos el siguiente diagrama
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b sub(0)— 2 E(D, 0)
g Sub(g) £(g, Q) digg. 4.4.a

D' Sub (DI)_—E—_) E{D', )
{2

‘Seaf:A—D,
(ECg, @)« Pp)f) = E(gy )N(x¢) = x¢s0.
(@p- Sub(@)X(1) =Bpf') = xp, donde " : A’ >—s D’ 65 tal que

A *———)D
J j diag. 4.4.b
A >——————>D
es un producto fibrado. '
.En los sigulentes diagramas
q -h c— goh
s f >0 . 9y f >D
el W X¢og LN 'A J
L= ———¢ - - a0
diag. 4.4.c diag. 4.4.d

(X'-Q)of' X f.g-l"
= xgofeg
-Telp »
Por lo tanto (xg+g) hace conmutar el cuadrado interno de 4.4.c.
Seanh:iC—sD" y o :C— 1 tales que (xpg) h=Tulp .
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Como el cuadrado interior de 4.4.d es un producto fibrado, existe una unica
k':C — A tal qus f:k’ = geh vy 150K = Ic. El diagrama 4.4.b es un producto
fibrado, luego existe una Unica k:C— A’ talque f.k=h y gk =k'; de donde
fek = h, 154k =1 vy el cuadrado 4.4.c es un producto fibrado, pero por 1a
unicidad en el (-axioma xgsg = x¢p.
Por 10 tanto el diagrama 4.4.a conmutay ¢ es una transformacién natural,
Definimos 8 :E(_, 0) —— Sub . Sea D un objeto de E,
6(D) = 8p : E(D, 1) —— Sub(D) es tal que para toda

t:D—Q, 6p(f) = donde 1" : A’ >— D es tal que el sigutente diagrama es un
producto fibrado. ’

A‘)—t—)D

I—-—.F'——)Q
Sean Dun objetode E, f:D~=Q y g:A-—D
{9.61(D)(N=[P(B(ONNT) .
= §(Bp(1))
=®(r)
. '= 1'..
con I definida anteriormente.
Por unicidad, f = x,. Y por fo tanto §. 8 = 1 E(=, Q)
[8.0KD){(g)=[6(®(D)](9)
- 9(00(9))
= 8(xg)
= (xg@),
donde (xg)' es tal que el sigulente diagrama es un producto fibrado

(xg)
Ar———D

Xq

{——>Q
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Por unictdad (xg)' = g, de donde 8.9 = ISub'
Por lo tanto § es un isomorfismo natural ¥ Hom(_, Q)= Sub. o

Para demostrar que Hom(., 1) es &lgebra de Heyting es necesario definir los
morfiemes R*, U* , =* , T* , 1* y demostrar que son transformaciones
naturales. ’

Consideremos el 1somorfismo ¢ : Hom(_, 0)xHom(., 2) — Hom(_, OxN) dado
por $p(f, 9) = <1, @>.

) N*: Hom(., Q)x Hom(., Q) — Hom(_, Q) es tal que N* = n.d, donde
n* = Hom(fl, ) s Hom(_, Ox0) —~ Hom(_, Q).
Sean A unobjetodeE y f,g:A— Q. Asi
n‘A(fn Q) = (D'-¢)(f. g)
= e<f, @>
= fag.
E) diagrama

nt '
A Hom{A, Q)xHom(A, Q)b Hom(A, Q)

K Hom(k, Q)xHom(x, Q) Hom(k, @)
B Hom(B, Q)xHom(B, Q) ————-——r-l-;-—'“—-éuom(A, Q)
. B

- ‘conmuta ya que :
[Hom(k, Q)=0* X1, g) = Hom(k, D)(Ne<f, @3)

=(Ne<T, a)ek

= (fag)sk

=l <tk, gk>

= N*g<rk, gk
~ = [ N*g-(Hom(k, R)xHom(k, 2, g).
Por lo tanto N* " es una transformacion natural. '
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1 U* : Hom(_, Q)x Hom(_, Q) ~— Hom(_, ) ests dado por U* = U'=® donde
U" = Hom(U, Q) : Hom(_, OxQ) ——- Hom(_, Q).
Sean AunobjetodeE y f, g:A—1) Luego

U* A(S, ) = (U 0)(f, g)
= Ur(<f, g>)
= U.<f, >
= fvg.
El. diagrama
k3
A Hom({A, Q)xHom(A, O)—-—-—l—]“———)ﬂom(A, )
3 Hom(k, @)xHom(k, Q) Hom(k, Q)
B Hom(B, Q)xHom(B, Q) -—-———UT-—-——>'Hom(A, Q)
B

conmuta ya que
[Hom(k, 0).u*2)(f,g) = Hom(k, Q)(fvg)
= ({fvg))ek
= Us<f, ek
= Yagtk, gk>
= U¥g(fek, guk)
, = [¥g(Hom(k, )xHom(k, 9))]('. 9)
Por o tanto U* es una transformacién natural,

111} La implicacién = : Ox0 — O determina un morfismo en SOtEw -
- que denotamos por =*: Hom(-, R)x Hom(_, Q) — Hom(_, @) y es tal que si

A esunobjetodeE y f, g: A — (), entonces
(**)alf, @) = (®)(T, @) = T | .

Consideremos el slgulonta diagrama
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=),
A Hom{A, Q)xHom(A, Q) ————"——>Hom{A, Q)
K Hom(k, Q)xHom(k, Q) Hom(k, Q)
B Hom(B, Q)xHom{(B, Q) ——————>Hom(A, Q)
=")g

[Hom(k, 0)s(=*)A)(f, @) = Hom(k, QX(f [ g)

= ((7]> g))k

= mbolf, @Ok

= (=%)g¢tx, g

. = [(=2*)g.Hom(k, Q)xHom(k, Q)I(f, g),
por lo tanto el diagrama conmuta.

tv) Sea  T* :Hom(_, 1) — tiom(_, Q) tal que si A es un objeto de E vy
fzA—1, T*A(f) = T.f. Cleramente el diagrama conmuta

) -
A HomiA, 1)———B——sHomiA, Q)

h Hom(h, 1) Homd{h, Q)
B Hom(B, 1)—————>Hom(B, 0Q)
. T

uego T* : Hom(_, 1) : —Hom(_, O) es una transformacién natural.

v) Por dlitimo, L* : Hom(_, 1) : —=— Hom(_, Q) est4 dada por
1%,(f) = 1.f, con Aunobjéto deE y f:A —s Q un morfismo de E.
(Hom(h, )+ L*AXf) = Hom(h, O)( 1.f)
L8 f-h
= 1%g(th)
= IL.BDHOm(h. ‘)](f)l
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por lo tanto L* :Hom(_,r 1) i —Hom(_, ) es una transformacién natural.
E! funtor Hom(., ) : EOP — Set preserva diagramas conmutativos.
Supongamos que el siguiente diagrama es conmutativo en EOP,

Hom(g, ©)-Hom(f, 1) = Hom(g.T, Q)
= Hom(ksh, )
= Hom{k, 22)«Hom(h, ﬂ).

Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta en Set‘op

Hom(a, 0)—ML D), 40, 0)
~ Hom(h, 0) Horrg(g, Q)
Hom(C, Q) Homik, @ Hom(D, Q)

4 lo que demuestra el siguiente

Teorema IV.5. Si Q es el clasificador de subobjetos de un Topo E ¥ Q tiene
estructura de &lgebra de Heyting en E, Hom(_, Q) tiene estructura de algsbra de

Heyting en SotEoP.
Corotario 1V.5.1. Sea D un objeto de E. Hom(D, ) es un élgebra de Heyting.
Demostracién. Si consideramos los diagrama a), b), ..., m) de Teorema IV.2 vy

los morfismos x¢:D— ¢ , xg:D—Q vy x,:D —— O obtenemos los siguientes
diagramas conmutativos.
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<, X Txt 1,xT Gty 1>
a) =20 2 5 oxe—2 oxre—n B p
mw {0 i
Q
X - A
by  D——L—0 2 sox0
) o X n
* Q
. [P TN Ux1
) pt9? h)(QxQ)xQ 2 »OxQ,
U
v | Q
) U
—_—
Qx(QxQ) igxU OxQ
Por lo tanto Hom(D, 01) es un &lgebra de Heyting. 0

', Por el Teorema IV.4 Hom(D, @) = Sub, luego Sub(D) es un 4lgebra de Heyting.
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Apéndice

Teorema A.l. Sjun diagrama de la forma

A LAY 9 s
h ij i
C ——0 3 F

conmuta, entonces

1) Si 108 dos cuadrados son productos fibrados, el recténgulo lo es. -

ii) Si e) rectingulo y el cuadrado derecho son productos fibrados, entonces el
cuadrado fzquierdo lo es.

Teorema A.2. Si

A————B A———————3B"
h i b h i
—— ———y
Cc ? D [ T D

son productos fibrados en cualquier Topo E, entonces
A+A' _—HLQ——) B+B'
h+h' i

+(' ———————3 O+
R PR

también 1o es. -' -

93



Teorems 1V.4. SetE°® g un Topo.
Pemostracion. Sean S, R! EOP — Set funtores. Definimos SR :EOP — Set

a) En los objetos

Si A € E9P, entonces SR(A) = Nat(E(_, A)xR, S).

b) En 108 morfismos

Ses f ¢ A'— A un morfismo de E.

Definimos SR(f) : SR(A) — SR(A") de modo tal que s ® : E(_, A)xR — S es una
translormacl on natural, SR(OH(®) =0 con O :E(, A)xR——S definida por
¥'g (h, x) = Qg (1., x) donde B es un objeto de £, h:B—— A" y x € R(B).

Afirmscién L. 1. SR(1) esté bien definida,
Como ® : E(_, A)XxR — S es transformacién natural, el diagrama conmuta.

E(B, AJXR(B) ———EB———>5(B) ‘ B

E(g, A)xR(g) S(g) g

E(B', A)XR(B") > 5(B") B
o

Sea (h, x) € E(B, A)xR(B).
(s{g> g )h, x) = S(g)(d7 (h, x)
=5(g)(¥g (feh, x)
= (g ( E(Q,AIXR(Q))(fsh, X)
= Bp (faheg,R(9)(x))
- OB -( E(g, A)XR(Q))(h. x).
Por 10 tanto el siquiente diagrama conmuts y 0'8 es una transformacién natural.
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E(B, A)xR(B) —% 5(B)

Eg, A}xR(g) ste)

E(B’; AXR(B') e 5(B")
dg

Af/fmxfdn 7.2 SR es un funtor contravariante.
Sean f : A" — A , ' : A" — A" morfismos de E y ¢ : E(_, A)JXR — S una
transformaci 6n natural.

sR(t.1) : SR(A) — SR(A") es tal que SR(61)(¢) = @' donde ¢ : E(.,A*)XR — S
ests dada por & (h, x) = @y (fef'sh, x) conx eR(B) y h:B— A"
Por otra parte

sR(f) : SR(A) — SR(A) es tal que SR((®) =V donde W:E(, AYxR — S
osté dada por V(h, y) = c(fh, y) conth:C— A"y yeR(C).

SR(r) : SR(A) — SR(A") es tal que SR(F)IU) =¥ donde W :E(_, A)xR —s S 65
una transformacién natural dada por Wg (h, x) =G (f.h, x) con h:b - A" y
x €R(B). '

~ Por 1o tanto :
(SR sR(NND) = SRIr(R(N())
= sR(rW)
=y
=
_ = SR(f.r}(®).
Ademas SR( 1\)(®) =8 donde B:E(_, A)XR—S es tal que
: B (o, x) = g (§p0¢, %) = Pg (¢, X) con «:B— A y xeR(B).
Por 1o tanto SR( 1) = 1Ry ¥ SR es un funtor contravartante. o
Definamos €gq : SRxR— S dada por €gx(A)n, X) =n,(1,, X)
donde AecE9, xeR(A) vy n:E{(., A)XR — S es una transformacién natural.

Aﬂ'rmacidn- 1.3. €gn es una transformacién natural; es decir, el siguiente
diagrama conmuta.
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Nat(E{~, AIxR, S)XR(A) ——Eiﬂ‘—(é—)——-ésw) A

SR nxr(n sty ¢

=]

Not(E{-, A)xR, S)XR(A}—————5(B)
SR

Sea (n, x) € Nat(E(_, A)xR, S) xR(A).
(S(')ESR(A))(’\' X)= S(f)(ESR(A)(ﬂ- x))
= 8(1)(n, (15, x)).
Por otra parte . '
[eg a (B SRINXR(NKN, x) = €5 o (B NXR(1)(n,x))
= €5o(B)n), 2)

) =g (1gs 2),
donde z=R(f(x) v n':E(,B)XR—S,
Como n o3 transformacién natural

. n
E(A, A)XR(A) ———B 3 5¢a) A

ECf, AXXR() s() f

E(B, A)XR(B )~ 5(B) B
Ry
canmuta, de donde
(S(Nen M 1xs x) = (nge[ E(f,A)xR(1)1)(1,, x)
= nglf, 2)
: = ntb( 'B’ z).
Por lo tanto  S(fleEgp(a) = Esp(e)SRIMIXR(N) y €sp es, por su parte, una
transformaci én natural. : 0
Examinemos ia universalidad de €5p.
Sea @ : EOP ~ St funtor contraveriante y «

natural,

! QxR —— S una transformacién



Definimos «*: @ — SR tal que sI A’ esun objeto de Ey x € Q(A’), entonces
o (x) 2 E(_, A)XR — S esté dada por (o«*,.(x)}(9, 2) = oig{Q(g)(x), 2), donde
B es un objeto de EOP, g: B — A’ esun morfismode E y 2z € R(B).
o* esté bien definida pues Q(g)(x) e Q(B) y z ¢ R(B), luego og(@(g)(x), z) € 5(B).

Afirmecidn 1.4, o* es una transformacién natural; es decir, el siguiente
diagrama conmuta.

»
A Ay ——A Ay
flan R
B Q) - NS
og,

Sea x € QA o* () : E(., AYXR — S, luego (SR(f)oc* ,\)(x) s"m(oé‘,\ (x)) =0
donde &' :E(_, B')XR — S esta dada por .
O'g(h, 2) = (o*, (x)}(-h, 2)
: = og(Q(RN)(x), 2),
donde B es unobjetodeE, h:B — B’ es unmorfismode E y z ¢€R(B).
Por otra parte, (o®y+Q(f))(x):E(., B')XR — S es tal que
[oc*p-(QUN(x))§(h, 2) = og(RINIQIN(x)],2)
= «B(G(Sh)(x). 2). :
Por lo tanto SR(fhoa*,. = o*geQ(f) y o* : @ — SR es una transformacion
natural. ’ u]
Para todo objeto A de EOP o] siguiente diagrama conmuta, pues si x € Q(A) y
y € R(A), entonces

€. (A)
S (A)xR(A) — 3R~ 55(a)
0(‘; x fR( A).'_ (-4 A
ala)xR(A)
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EESR(A)'(“.A)“R(A))](X' Y)= ESR(A)Io?A(X)' 'R(A)(y”
= [o* ()W (1ps V)
= “A[Q“A)(X)n Y]
= ota %, ¥).
luego , el siguiente diagrama también conmuta.

€
Rxp — SR 5

N

xR

Solo nos falta probar que o*:Q— SR es unica. Supongamos due existe
B:Q — sR transformacion natural tal que el diagrama anterior cohmuta; es
decir, €g g-(BxIg) = . Para todo objeto Ade Ey (x, y) € Q{A)xR(A) tenemos
(€5, R(AM (BAXIg(AY)(X, ¥Y) = xplx, Y) - 8ly sblio s
€g,R(ANBA(X), ¥) = xA(X, ) si y 8élo si
(BAGDA(14, ¥) = xxplx, y).
Como B es una transformacion natural el siguiente diagrama conmuta

o aay ——2a

fl am R

A 0 —>8(a)
‘BA'

es decir Sp(fhpp = pA+Q(f), luegosi x € G{A), Z € R(B) y h: B — A tenemos
USRI B ANV BN, 2) = 1(B A= QM) 2)

pero por otro lado
USPURB AR, 2) = [SRIN(BA) (D, 2)
‘ = (pa(x)p(fshy2),

por lo tanto (BA(X)B(-h,2) = [(BA-QINIX)(N, 2) .

Asf '
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(BA(x)R(h, 2) = (BA(X) R(He1p, 2)
= [BA(Qlh)(x)B( 1, 2)
= g (Q(N)(x), 2), pues a4 (x, ¥) = (BA(X)a(1as V)
= (o 5¢ x) P, 2), por definicidn.

de donde p=o* y o es Unica. Por 1o tanto s.ttop tiene exponenciacién.
Para encontrar e) clasificador de subobjetos de esta categoria necesitamos la

siguiente

Definicidn. Sea A un objeto de EOP, Una A-~cr7ds es un conjunto C de morfismos
con - codominio A, cerrado bajo la composicién derecha; es decir,
sif:A'—A€eCy 9g:B—r A", ontonces f.g € C. :

Definimos ! : EOP — Set:
a) En los objetos )
Si A es un objeto de E, entonces N(A) =S, = {C | C es una A—criba).

b) En los morfismos .
Si {: A' — A es un morfismo de E, entonces Q(f)(C) = C'={g:B— A' | fag € C}

donde € € S5. C' es una A’~criba pues s5ige C y h:C — B, entonces feg e C,
pero C es una A-criba, luego f.g+h € C, de donde g«h € C'.

Arirmacién L5 Q1 EOP — Set - es un funtor covariante.
Conslderamo_s el sigulente diagrama

E™ Q >Set
A —3 5,
f D .
<4 -
A >S5,
f (1)
Y. b4
A > Sym

Sea C una A~criba. f: A'—+ A y " : A" — A’son morfismos de E.
() C)=D=(h:B— A|f.feheC} vy (RMIANNCI] =Q(rHC) = c
donde C'={kiC—A'[fekeC}] v C ={h:B— A"} fsh'eC).
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Luego C* = {h': B — A*| fef'sh' € C} = D, por lo tanto Q(r=1) = (- Q(1).
Ademas ({1 4)C) ={g:B— A I g € C) = C, de donde (1) = 1g(A)- Por lo tanto
@ es un funtor covariante. o
Sea T : | — @ 1a transformacibén natural dada por T(A)(0) = My, donde My es
1a mayor A-criba.

Afirmacién 1.6. (9, T) es el clasificador de subobjetos de SetE°P.
SeanF : EOP — Set , G:E% — Set funtores contravariantes y ¥ :F — Gun

monomortismo de SetE°P,

Definimos xy : G — Q tal que st A es un objeto de E vy x € G(A), entonces
(xgdalx) = (k1B — A | 6(k)(x) € t5(F(B))).

Consideremas el siguiente diagrama

6A) —ZPA_ s00ay A

(24 5) Q(f) f
G(B) —(X-J;—-)Q(B) B

(21 (xg)pJ(x) = Q()(S) =S con S={k:B— A|G(k)x) € wp(F(BN} v
S ={k:C—B|fk €8} ={k:C—B|G6(fk) € ta(F(B))).
Por otra parte '
[(%g dge GINI(x) = (x¢ Jn(6((x)))
= {K'2C—B] GHGN(x)) € 75 (F(B))
= {Kk':C—B|6(f-k)(x) € v (F(B)))
. = s' .
Por 1o tanto %, es una transformacién natural.
Sean x € G(A), g:C—B y f:B - A tales que f € (x¢) (x); es dectr.
G(f)(x) € g (F(B)).
Si y € G(C), entonces f«g es tal que G(f.g)(y) = G(f)[G(Q)(v)] € 1y (F(B)) por 1o
tanto (x¢),(x) es una A—criba. :
Examinemos si (9, T) satisface el Q-axioma.
Consideremos el siguiente diagrama.
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F——*— 6

F x‘b

1———T——~—>Q

Sean Aunobjetode E y x € F(A).
(g dprTA )X = (% )p (T2 (X))
= {f1B— A|GIN(1,()) € g (F(B)))
={f:B— A | ta(F(N(x))e tn(F(B))]
={f:B— A)
= My 1a mayor A-criba
= TA' !’F( A)(X)
Por lo tanto el cuadrado conmuta.
Sean K :Eop — Set objeto de setE%P »®3K— G y 8:K— 1 transformaciones
naturales tales que (xg)y-xp = Tael 4 ;5 €8 decir,
(xglarocp = { h3C— A G(h)(xo(X)) € To(F(C))} = M4,
1A € Mp, luego  G(1 0)(exa(x)) etA(F(A)), de donde existe y ¢ F(A) tal que
CAY) = xplx).
- Definimos 0 : K — F como 65(x) = y donde x€K(A) y 1A(y) -«A(x)
Por definicién o es una transformacitn natural tal que T0 = &« y lged =38 v,
adem#s, 0 es Unica pues t : F — G es un monomorfismo de sthoD. Por lo tanto
. @] diagrama anterior es un producto fibrado.

Veamos que x, es Unica.

Supongamos que existe n : 6 — @ transformacién npatural tal” que el
cuedrado interior de siguiente diagrama es un producto fibrado.
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F(B) B >5(B)

F{h) G(h)
Ta
F{A) —>G{A) .
) !
F(B) ij ",‘“(x,)A n
1 > Q(A)
Ta
/ ‘ )
Y >Q(B)
TB

Sea z € G(A); na(z) es una A-criba pues na(2) € Q(A).
Supongamos que h € na(2)
(ng+G(h))(2) = (2(h)en A)(2)
= () (na(2))
= {k:C—B|hk e na(2))

="B_

Obtenemos que . G(h}(y) € 1y (F(B)) y por definicibn h € (x¢)a(2). Por lo tanto

na(2) C (xglal2) ‘
St 1 e {xy),(2), entonces G(F)}(2) € 1y (F(B)), luego (rh.G(f))(z) = TB"F(u)'"B

Pero ngsG(1) = N{f)sn 5 entonces (Q(f)en AX(2) es ia mayor B-criba. - |

Como 15 € M donde M = {k : C — B | fak € na(2)}, tenemos que f € na(2). Por lo

tanto (x,)a(2) = na(z) para tode 2 e G(A), uego g =n y =%y esinica O

Por fin concluimos que SetE°" es un Topo. o
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