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INTRODUCCION 

La incorporaci6n de im'!)urezas en los cristales 

modifica la conductividad eléctrica convirtiendo a 

estos en semiconductores. Para entender este fen6-

meno se há supuesto que en algunos casos los átomos 

se colocan como .impurezas substitucionales. Este 

hecho nos da la posibilidad de estudiar de una mane 

ra mas preci~a el efecto de semicoriductividad ~n 

los cristales~ El conocimiento de la estructura mi 

crosc6pica de las posicione_s de los átomos impure­

zas en las redes cristalinas. también puede hacerse 

_ vía experimeJitos ~pticos. En éstos· se hace -incidir 

lu.z so.bre un cristal con imperfecci6nes y se mide 

el coeficiente de absorci6n 6ptica, después se pro­

pone un modelo té~rico para explicar el fen6meno y 

se compara con-los resultados experimentales. Es­

tos estudios van en apoyo de los experimentos de 
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conductividad eléctrica para determinar las posici~ 

nes at6micas en las redes cristalinas. En el caso 

del B en Si y B en Ge y de C en Si los coeficientes 

de absorci6n han sido medidos para éstos sis~emas 

·desde hace muchos afies. Variós cálculos te6ricos 

se han realizado y se han comparado con los resul­

tados experimentales. Estos cálculos usan modelos 

muy. complicados y es el prop6sito de este trabajo 

proponer.un modelo de masas y cargas.puntuale~.para 

~studiar el efecto isot6pico en los sistemas antes 

mencionados. 

De esta manera se le ha dado al trabajo la si­

guiente- estructura: en el capítulo 1 se describe el 

. ·. coeficiente de absorci6ri 6ptica desd~ un pÜnto de 

vista macro~c6pico y se dá un resumen de las, rela­

ciones mas importantes de este con algunos otros p~ 

rámetros físicos tales como el Índice de refracci6n, 

la conductividad, la permeabilidad magnética, la· 

trasmitancia, etc. En el capítulo 2, presentamos 
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las medidas experimentales del coeficiente de absor 

ci6n para el Si y el Ge cuando se incorporan impur~ 

zas de B y C. En elcapítulo 3 se presenta el modelo 

te6rico utilizado y se obtiene la soluci6n para las 

frecuencias de los modos localizados a través del 

método de ias ecuaciones de diferencia. 

Finalmente en el capítulo 4 presentamos· el 

cálculo del efecto isot6pico para el Si y el Ge al 

agregar impurezas.de By C, los resultados obtenidos 

se'comparan con los valores experimentales y· con 

otros modelos te6ricos. 



CAPITULO 1 

1.1. COEFICIENTE DE ABSORCION OPTICA 

El prop6sito de este capi:tulo es, mostrar en 

forma muy esquemática las relaciones más conocidas 

del coeficiente-de absorci6n 6ptica. Desde el pu~ 

to de vista macrosc6pico, el método más directo, y 

quizá el más simple, para medir la distribuci6n de 

frecuencias de fonories eri cristales, es aquel en el 

que se realiza una interacci6n. entre. el. campo elec- · 

trornagnético de un haz luminoso incidiendo sobre un 

material cristalino. En este proceso se considera. 

qtie _la lüz es absorbida por ~as vibraciones de la 

red, y es este fen6meno el qu~ nos interesa y trata 

remos en este trabajo. 
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a) Veó.bz..lc.,l6n de.l coeó.icie.n:te de abMl!.CÁ.6n 6p:tic.a. 

Para mostrar los hechos mas esenciales asocia 

dos a la determinaci6n del coeficiente de absor-

ci6n 6ptica y sus relaciones con otros parámetros 

m~crosc6picos, en esta primera parte del capítulo 

seguiremos al trabajo de J. I. Pankove C1>. En éste -

.el coeficiente de absorci.6n 6ptica o.. e vJ se defi-

ne como 

L tV) 

··d1L<_\))]. 

d.X 

.. '.én.~.donde.L(aJ).es. la intensidad de .. la ... luz: .. :reiáti:va·· - . ·,, .. ·_ .·•:·'. . 

. a lo largo·del·vectoi' de propagaci6ny X es el.an• 

cho de la muestra. 

La figura 1.1 muestra la luz que incide sobre 

el cristal, de la cual parte se propaga y parte 

se refleja. Es necesario mencionar que la situa­

ci6n experimental permite cambios en la frecuencia 

del haz incidente. 
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LUZ ·1111C:..id~ 

}( 

Eíg. l..1 Absorci6n óptica en un cristal: 
~· 1 •• 

El coeficiente de absorci6n 6ptica está cone~ 

tado .con .. alguno.s. p¡:i,:t:á1Retros macros_c6picos, taies 

como: el índice de refracci6n, la conductividad o 

.conductancia específica, la permeabilidad magnética· 

y la constante dieléctrica del medio. En la siguie~ 

te secci6n daremos una descripci6n cualitativa'de 

las relaciones entre estos parámetros macrosc6pi-

cos y el coeficiente de absorci6n·6ptica. 
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b) Re.la.c.lonu de.l c.oeó.ú:úen:te de ab.6oJtc...i..6n 6p.:Uc.a 

Cuando un haz de radiaci6n monocromática se 

hace incidir sobre un cristal, la intensidad de la 

luz -medida a ·1a salida de éste disminuirá debido 

a la absorci6n. Este fenómeno lo podemos conside­

rar de la siguiente forma: el haz de radiaci6n se­

rá una onda plana de frecuencia J propagándose en 

la diretci6n x con una velocidad v que podernos ex­

presa'!" en funci6n del tiempo como · 

(1.1) 

donde E:.. es el vector del campo eléctrico. 

Debido al proceso de absorci6n la velocidid 

de propagaci6n a través del cristal tendrá un ín­

dice complejo de refracci6n que escribiremos así: 
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tlc. _ n - c... K 

Este Índice de refracci6n se define en términos de 

la velocidad de propagaci6n de la luz en el medio 

con respecto a la de la luz en ei vacío de la si-

guiente forma: 

Asi que 

1 -_y 
,.. 
c. 

e:. 
V 

. 
'- K (1 .2} 

e::, 

Luego, sustituyendo (1.2) en (1.1) se t~ene que 

~ 

exp ( ¿ :ff/ µ-/.) exp (-¿-4TT x n/c) ~"P (-20,J K >t/c.) . 

(N6tese que en esta ecuaci6n el 61timo término es 

un factor de amortiguamiento). 
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La ~racci6n de la potencia a~cesible después 

de que la onda se ha propagado una distancia x a 

través de un material que tiene pna conductividad 

.··a-· es 

Cl E.'2 (x) 

cf E -z c_o) 
ex.p (4rrJ,.; x /e)) ci. 3) 

.o en términos del coeficiente de absorci6'n 

de donde se deduce que 

o(=: 41T J K 
e_ 

(1.4). 

(l. 5) 
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Es conocido que k, que es la parte imaginaria 

de ne. , se le llama "coeficiente de extinci6n". 

La conexi6n del coeficiente de absorci6n 6pti-

ca con el índice de ref'racci6n. la podemos escribir 

de la siguiente manera. Cuando la propagaci6n de 

ondas electromagnéticas es en un medio conductor 

se dá a través de las ecuaciones de Maxwell. Cuan 

do hay ausencia de campos extraños y cargas volum! 

. tricas las ecuaciones de Maxwell se escriben así: 

~xE r dtt (1.6). 

~ d""t 
. ' ~ '". 

\7)(H . 4ií CT E . E .dE (1. 7) +- •dt- -, 
c. c. 

'l· H - o (1. 8) 

y 

-
'l · E - o J (l. 9) 



donde: 

o--- es lá conductividad (cémductancia especí-: 

fica) ~ la frecuencia dada, 

~ es la permeabilidad magnética 

E es la. constante dieléctrica del medio. 

Así, de las Ecs. (1.6) y (1.7) se deduce que 

-:-----t.-(\7 x H) 

11 

Por otro lado. teniendo en cuenta la Ec. (1.9) y 

considerando que-



podemos· escribir 

cl-z­
E. 

d x'2 
A 
c_2·· 

Por lo tanto 

41Tcf- •. dl;; 
. ·.. d.t 

(1.10) 
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Como supusimos que la onda electromagnétiéa se pr~ 

pa~a en la direcci6n x a la velocidad v (soluci6n 

-~~ue :está d~da~n .. la Ec •. ·· (i .i) 

en (1.10) se tiene que 

. 2 
(:J7T J ): . \ 
-----= C. 27T V 

y2. 

o, usando la Ec. (l.2)
1

como 

(1.11)) 
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Si consideramos que el cristal es un semiconductor, 

al determinar las propiedades 6pticas haremos que 

/'-sea igual a uno. Así, la Ec.(1.11) queda como 

. 
(. '2.0- (1.12) 

Ahora bien, sustituyendo la parte compleja del in­

- dice de.r-efraq:,i6n (Ec. (1.2}} en la(Ec.(l.12))se 
._j,' 

tiene que 

V'2 
¿2.nK _ -K'2. • (1.13) 

a.2 ¿z 

Luego, igualando lo.s términos real e· imaginario de 

las Ecs.(1.12) y (1.13) se tiene que 

r\2. - ""2 - €.. (1.14) 
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Resolviendo para h Y K : 

n'Z.- K'2..=(h+K)(n-K)" 
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Combinando·1as Ecs. (1.14) y (1.15): 

·(1,.17) 

Cu~~d~ .·a--~·0 (é.~mo es el ca~o· ele ios ii'isfaíú:.e·s) . 

. t'"\ ~ ../€' y el coeficiente de extinci6n. K~ O y 

tenemos el caso de un material transparente. 

A continuaci6n vamos a mostrar de manera cua-

litativa las relaciones de Krarners y Kronig. Dada 

la definici6n de la constante diel,ctrica compleja, 
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, 

la .cual depende de la frecuencia de la onda electro 

magnética ~, las partes real e imaginaria; El y 

.~z., respectivamente, son interd;ependientes de 

acuerdo a las relaciones de.Kramers-Kronig: 

=-· '2uJ. 

7T 

du.>' 
U) 2. 

(L18} 

(1..19) 
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donde P es el valor principal de Cauchy: 

Cómo el espectro de ·absorción 6ptica determina 
' . . ' ' 

o<( E)C donde E= h.,) es la energía del fot6n), 

podemos expresar la relaci6n de dispersi6n para ~1 

índice de refracci6n n(E}. en términos de cx.(E) .. 
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Asi; una relaci6n equivalente·• la Bc.(1.18) 

es obtenida para el indice complejo de refracci6n 

( (\c.:=· t'"\ ....:.. L K. ) : 

t'\. (é ) - j =.-2:..- P1.~' j(,( E ' )_ d ¡;_' 
.· .. . . Jf (E ')2- E2 

. . . . º·. 

donde 

K (E:'} ::= · hC o< ([') 
·· 4·1TE 1 

(l .·20) 

(1- 21) 

sustituyendo ahoT• el valoT de (1.21) en (1.ZO) nos 

queda: 



'1 (E) - 1 =- c.h 
"2.1T2 

d. E I 

19 

(1.22) 

que permite un cálculo de Y?(E) cuando el espectro· 

de absorci6n o'<. ('E). es completamente conocido. 

En seguida vamos a definir el coeficiente de 

ref'lexi?n, el cual,para incidencia normal afecta· 

l~ ~ntensi~ad de. 1~ rad~aci6n y está d~do poi .l~ 

relaci6n 

(n-'t)~ +··K~·. ···. ···" ··-· ·· 
<.A-f,1J+K2 

(1/?3) 

Cuando k=O, es decir en el rango transparente, te-

nemos que 
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(1.24) 
( ...-¡ +l) 2. 

Si n =o, entonces R-=-1 y el semiconductor es 

totalmente re:flectante. En ambos casos, cuando n y 

K son cero, la Ec. (1.14) requiere que O: O y el ma 

terial es per:fectamente absorbente. SiO- no es ce 
. . 

ro, el material ni es totalment~_transparenteni 

es totalmente ~eflect~nte y la radiaci6n experime~ 

ta pérdidas, 6stas se manifiestan a través del coe 

:f:ici~nte de_ .~t?.~orción~ .. : Por ~lo tanto,· ......... 

e o<. (1. 25) 

41T ¡) 



o bien, si sustituirnos el valor de ·K de la Ec. 

(1.14), O( queda expresada corno 

47f 0-
nc.. 

(1~26) 
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De aqu~. po~emos ver que cuando <res grande, r\. y.""'· 
llegan a ser rnúy parecidas. En este caso.la re­

flectancia también tiende a la unidad. Finalmente~ 

el coeficiente de trasmisi6n está definido como 

la raz6n de~la potencia incidente respecto a la 

trasmitida:· I · 

lo 

Si la muestra tiene un espesor X, un coeficien 

te de absorci6n o( 1 una reflectividad R, la ra­

diaci6n que atraviesa la primera interface es 

(I-R) lo, la radiaci6n que alcanza la segunda in­

terface. es ( I-R} lo e-o<X' y solamente una frac-
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ci6n 

.a-o(X 
( I-R_) (1-R)Io '- , 

emerge. 

La parte intérnamente reflejada eventualmente sale, 

pero considerablemente atenuada. Estas reflexio-

nes múltiples están ilustradas en la figura 1.2. 

R 
o 

R 
)( 

(1-Rl2e-"' ;:;z;-z.; lo 

Fig. 1.2 Diagrama_ de Energías para un sistema de re­
flexiones múltiples. (Figura sacada del libro 
Optical -Processes in semicondu.ctors ( 1) pag. 94) 
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De la figura 1.2 podemos obtener la expresión 

general para la trasmisi6n total .que estari dada 

por 

T-----(1-R) 
~ 

- "2. J-R 

e_O(){ 
e _,O()( 

(1.27) 

Cuando el producto de O( X es grande se puede de~ 

_preciar ~1 segundo término, así la expresi6n queda 

(' - R )'¿ e-o<X . (1. 28) 

Si R y x son conocidos, la Ec.(1.2~) puede resol.-

verse para OC.. Si R no se conoce ·se puede medir 

la trasmitancia de dos muestras teniendo diferente 
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espesor, X 1 y X '2. • De esta mariera o( se obtiene 

de la siguiente expresi6n: 

donde 

.I, 

.Io 

. . o<(X'2.~)(,) ,__e .. · ... · 

y 

, (l .. 2 9). 

'I2 . 
.Io 

Así pues, la Ec.(1.28) nos permite medir el 

coeficiente de absorci6n si conocemos la trasmitan 

éiá y· la .reflexi6ri~· · Pero. si c~riócemqs R, :Como-ya· 
·~·. . -. - . ' '''·"· .- .• . ~ . -~ ,. ··-' "". -. . , " ' . . . -- ~· . . . . - .- ,• ' . . . - . --· .. 

mencionamos, R~demos utiliza~ la E¿.(1.29) para 

obtener este coeficiente~ Tbdas estas relaciones 

que hemos mostrado en forma cualitativa son rela-

ciones macrosc6picas. 



CAPITULO 2 

2.1. ESPECTROS DE ABSORCION DE Si Y Ge 

En.este capítulo describireJ'!lOS en forma muy r~ 

sumida las medidas experimentales del coeficiente 

de absorci6n para los c~istales de Si y Ge. La 

,primera parte de. esta descripci6n la daremos· para 

cristales limpios, lo que .nos périnitirá conocer el 

apecto vibracional del cristal perfecto~·que en 

este caso no es medido a través de absorci6n.de )a 

radiaci6n, sino vía experimentos con neutrones de 

· baja energfa.: La di~cµsi6.ri 'que;; 'daremos ya té.ndrá .· . . . . ... , , .~ ·~ .. ". " . . 
, • •• - ., • - > • • •• ., 

un caracter microscopico, pero no entraremos a los 

detalles de esta. interacci6n en el caso de la di­

fracci6n de neutrones, es decir, para el cristal 

perfecto. En este caso referiremos al lector a la 

bibliografía especializada para una discusi6n deta 

llada de este punto <2 > • 
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Debido a que hay 2 átomos en·1a celda primiti­

va para el caso del Si (aunque estos átomos ·sean 

iguales), el espectro vibracional del cristal per­

fecto es el propio de los cristales diat6micos; 

const~ de seis ramas, dos por cada direcci6n ~e pr~ 

pa,aci6n, tres 6pticos, y tre~ ac6sticos como se 

muestra en la figura 2 .1. Este espectro ,-fa vibra- · 

c~6n del Si fue determinado por Dolling<
2

>con di~pe!. 

si6n de neutro-nes. 

o.4 o.e 1.0 o.e o.e º·" 
.-ltool lott1·-

Fig. 2.1 Espectro de vibraci6n del. si." {Figura saca 
da de Rev.Mod~Phys. vol.47 supp. No.2 
(1975) pag. 45.) ~ 
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El espectro presenta degeneraci6n de la rama 

6ptica en el punto lt' ' degeneraci6n de las ramas 

longitudinal 6ptica y longitudinal acústica en el 

punto. 

En el caso del Si y el Ge el espectro vibra­

cional en la direcci6n [100] no tien~ una separa­

ci6n entre las ramas 6ptica y acústica, de ma.nera 

que no es posible encontrar una regi6n de fr~cuen­

cias prohibidas entre las ramas 6ptica y acústica. 

Este hecho. es generaiizable a todos los materiales 

de 1 grupo IV . 

En _estos cristales la introducci6n de una im­

p~te za con una carga efectiva distinta de cero 

-permite ~bsorci6n por creaci6n-de un solo fonon 

sobre el rangb total d~ los modos del~ red. De-e 

bido a que la red puede absorber .la e~ergía del 

campo electromagnético s6lo para determinados va­

lores de la energía del fot6n, su espectro se ca-
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racteriza por una serie de picos de absorci6n cen-

trados a frecuencias características que dependen 

del cristal y la impureza en cuesti6n. Las fre­

cuencias da 6stos están por arriba del máxim6 per-

mitido (modos locales) o dentro de la banda (modos 

resonantes). Para fines de comparaci6n este tra­

bajo s6lo se centrará en el estudio de modos ioca­

les. 

Cuando se introducen impurezas en la red se -

destruye la p~riodicidad de 6sta, y los modrii nor: 

males de vibraci6n del cristal perfecto son modi­

ficados, siendo estas modificaciones más grandes 

en la vecindad donde se localiza la impureza. 

,B.arker y Sievers Ú> ~encionan en· su trabajo las di­

•ficultades inherentes a la inyecci6n de impurezas, 

las cuales generan una serie de defectos en la -

red. Estas dificultades deberán tomarse en cuen-

ta al hacer una interpretaci6n te6rica de los re­

sultados experimentales. En semiconductores como 

el Si y el Ge se consideran importantes los s~guie~ 

:.;. 
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tes factores: el tamaño del ion, la carga y la 

electronegatividad de la impureza. Si se sustitu-

ye C por Si en Si (substituci6n conocida como iso­

electr6nica), la neutralidad de la carga se mantie 

ne. Si se introduce un. elemento. del grupo IiI o 

V como impureza substitucional, se crea una regi6n 

de carga efectiva en el sitio de la impureza~.- En 

la mayoría de los casos la energía de ionizaci6n 

de. los. átomos impureza es lo suficientemente. pe­

queña como. para que ésta sea ionizada a temperatu~ 

ra ambiente y entonces la muestra sea conductorá. 

Si esto sucede la carga se compensa automáticamen­

te a través de la creaci6n D 4 ., o+ + e- si la 

impureza es donora, y A 

za es aceptara. 

Ahora bien, si lo que se quiere ·es medir la 

absorci6n de los modos vibracionales asociados con 

impurezas D+ o A-, la presencia de carga libre re-

presenta una seria dificultad. Lo· que se acostum-

bra en este caso para evitar la carga libre en los 
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experimentos, es hacer una compensaci6n que puede 

ser realizada de tres maneras diferentes. La pri-

mera de ellas consiste en un doble dopamiento du­

rante el crecimiento del cristal, la reacci6n es 

...,... -· D +A 
esto es, si lo que se desea es estudiar modos· de 

al ta frecuencia <
4

> • Para impurezas ligeras d·e1 -

grupo III, tales como el B, se debe usar una im­

pureza pesada del grupo V, como el P, As o Sb para 

compensar, de tal manera que este elemento no in­

troduzca su propio modo en la regi6n de inte~ési 

sin embargo, en general, es necesario utilizar a! 

gún otro método para completar la compénsación. 

El segundo método consiste en irradiar con 

partículas, ya sea electrones o protones. Este 

bombardeo provoca defectos en la red y puede intro 

<lucir variaciones en el espectro, por lo que es ne 

cesaría manejar con cuidado la interpretaci6n de 

los resultados experimentales. 
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Por Último, se puede compensar por difusi6n. 

En este caso se utiliza un elemento que se ·difunda 

distancias del orden de un milímitro en un tiempo 

experimentalmente razonable y a temperaturas en las 

cuales el elemento originalmente inyectado no se 

difunda ni se precipite. 

En todos los métodos se da lugar al apareamie~ 

to de un ion D+ y un A si estos ocupan posiciones 

de primeros vecinos, lo cual ocurre cuando la mues 

tra es mantenida a temperaturas en las que las im-

purezas se mueven. 

Pearson y Bardeen (S)mostraron que el B y el P 

formaban impurezas substi t:ucionales en la red de Si, 

y Ta evidé:ricia fue que la constante de l.a red .. dis­

minuía cor1 el aumento de la concentraci6n de impu­

rezas, lo que no habr.ía sucedido si ocuparan. posi­

ciones intersticiales. 

Como se sabe, las impurezas modifican los modos 

vibracionales del cristal perfecto; en semiconduc­

tores como el Si y el Ge, debido a la degeneración 
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de las ramas longitudinal 6ptica y longitudinal 

acústica en el punto x, ninguna de las frecuencias 

de los modos localizados asociados con la impureza 

están en la regi6n de la brecha, por lo que sus 

frecuencias estarán por arrib~~~l máximo permiti­

do (locales) o dentro de la banda permitida (reso­

nantes), las primeras observaciones de la abs.orci6n 

activada de un solo fonon por la introducci6n de i!!! 

purezas bajo condicione.s controladas fueron hechas 

por Spitzer y Fan(G). en 1958 y por Smith y Hardy< 7 > 

en 1960, en diamante. 

Las teorías desarrolladas por Szigeti (B) y Dawber 

.. y .Elliot<9 >, .muestran que s~ pueden activar dos tipos 

· de. absorci6n: iJ absorci6n deinodos Ioc'a:lizados -

asociados con la resonancia natural de impurezas l~­

geras a fr~cuencias mayores que la máxima permitida 

del cristal perfecto; y ii) la absorci6n de modos 

con frecuencias dentro de las bandas de los modos 

permitidos del cristal perfecto. 
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El espectro de absorci6n es característico de 

la impureza en cuesti6n. Los espectros más simples 

de discutir son los asociados con impurezas ·substi-

tucionales aisladas; al respecto existen numerosos 

trabajos en la literatura <4 > • En el caso del·C en 

Si, que es una impureza del grupC? IV, si suponemos 

un modelo de carga puntual, se asigna una carga 

igual a cero y se esperaría que no hubiese o que ñiera 

despreciable la.intensidad de absorci6n ~nfr~rroj~. 

Sin embargo, Ne'Wman y Willis(lO} reportan modos infra . 
. 12 

rrojos r~lativamente inten~os para is6topos de C , 

c13 y c14 en Si. El espectro de absorci6n se muestra 

en la figura 2.~ 
'. 5 , , !i 7·r . .,,.,,.,..,.._,------------

!!! ' 
y 6 

E¡. 5 
o 
u ... 
:z 
Q 3 
ti: 
~ 2 
ID 1 
< 

6IO 600 590 580 
WAVENUMBERS, cm-1 

Fig.2.2 Espectro de absorción del Si. 
(Figura Sacada de Rev.M0d.Phys. 
Vol.47 Supp.No.2 (1975) pag.46) 
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La explicaci6n te6rica de la existencia de ab­

sorci6n infrarroja en un cristal de Si inyectado 

con una impureza de su mismo grupo, de hecho no 

existe; y es obvio que con un modelo de carga pun­

tuar no se p~eden dar buenos resultados ya que éste 

está demasiado simplificado. 

Lo anterior puedé entenderse con la teoría de 

Leigh y Szigeti Cll) (1967, 1968), que muestra que la 

absorción no s6lo est6 determinada por la carga 4e 

la impureza, sino que también depende de los efectos 

del campo interno. 

El B, es una impureza qu~ entra a la red como 

impureza substitucional,haciendo que el.Si se campo!. 

te como'un aceptar, raz6n:por la que debe ser compe~ 

sa~a eléctricamente para un estudio de absorción; la 

t6cnica que se utiliza consiste en ~nyectar durante 

el crecimiento un donador y después completar la co~ 

saci6n con irradiaci6n de electrones, manejando es-
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te procedimiento con suficiente cuidado para no 

crear parejas de iones. De acuerdo a Angress, Goodwin 

y Smith<12> el coeficiente de absorci6n del B es aprox! 

madamente igual a 0.2 veces el coeficiente de absor-

ci6n del carbon~. La figura 2.5 muestra el espectro 

de absorci6n de B obtenido por ellos. 

2 

0-06 0·04 

photon energy (eV) · 

Fig. 2 .• 3 Espectro de Absorción del. B obtenido por 
Angress et al.. (Figura sacada de Proa. 
Roy Soc. London A~ 64 (l.965). 
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La Fig. 2. 4 presenta el espectro rte 1\.bsorci6n 

encontrado por Nazarewicz y Jurkowski <
13

>para el B 10 

y B 
11 en Ge. 

Fig. 2.4 Espectro de Absorción del 
Ge. (Figura sacada de Phys. 
Stat, Sol. 31, 239 Ci965)) 



El hecho significativo en los espectros de 

absorci6n para el Si y el Ge, con impurezas de B 
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y C, mostrados en las figuras 2.4, 2.5 y 2.6, ra­

d.ica en que las gráficas de los coeficientes de 

absorci6n como funciones de la frecuencia muestran 

diferentes picos. Estos picos están asociados a 

la excitaci6n de ~os modos locales de vibraci6n de 

los. sistemas, y son consecuencia de las diferentes 

impurezas substitucionales qlie se incorporaron a 

rás redes cristalinas. En este·caso los experime_!! 

tos fueron realizados con. diferentes is6topos de 

los. átomos de By C, lo.cual hace que las gráficas 

muestren varios· picos seguidos, y cada una .está·· . 

aso~iado a un is6topo. Es justamente esta diferen 

cia de frecuencia la que se conoce como el efecto 

isot6pico y ser6 la que nos pro~onemos estudiar 

más adelante. 



CAPITULO 3 

3.1. MODELO TEORICO PARA LOS MODOS LOCALES 

El objetivo principal de este capítulo es pro­

poner un modelo te6rico que nos permita calcular 

los efectos isot6picos para el Si y el Ge cuando 

·se añaden impurezas substitucionales. 

Como se sabe, el Si y el Ge son semiconducto­

res del grupo IV, los cuales presentan, en su forma 

cristalina la estructura del diámante (Fig.3.1). 

Viita 6sta a lo largo de una direcci6n preferen~ 

Fig.3.1 Estructura del diamante. 
(sacado del libro Física del 
estado sólido y de semiconduc 
torea JOHN p .MCKELVEY {Limusa) 
pag. 22.) 
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cial se comporta como una serie de redes lineales, 

ya que los movimientos laterales no contribuyen a 

las fuerzas para este caso. También sabemos que 

la incorporaci6n de un átomo substitucional en es­

tos cristales destruye la periodicidad de la red y 

esto provoca que los modos de vibraci6n del cristal 

perfecto se modifiquen. Es evidente que cuando el 

cristal tiene imperfecciones, el campo electromag­

nético puede interaccionar con·estos modos locali­

iadds, dando como con~ecuencia la forma de los es­

pectros que se mostraron en el capítulo-anterior. 

Nos toca ahora analizar los modos de vibraci6n lo-

calizados que se producen en la "red lineal·" cuan­

.. do. un átomo con mas·a diferente· es incorporado. 

Este problema que vamos a mostrar aquí está ba 

sado en un artículo reciente< 14 >y presentaremos un 

resumen de él. Sin embargo, queremos dejar asen-

tado aquí, que el problema que estamos consideran­

do ha sido tratado en forma muy extensa en la li­

teratura especializada, en la cual. se tiene toda 
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una variedad de métodos matemáticos propuestos expr~ 

samente para resolverlo. Enseguida haremos una re-

copilación d estos trabajos. 

El piim ro que abord6 el problema fue 

Lifshitz (lS) usando. un cálculo .perturbacional basado 

en el método de la función de Green. Paralelamente 

y en forma i dependiente Montroll et al~ (lG) ~ tam­

bién desarro. laron el método de la función de Green 

y trata.ron e problema. de la. impureza isotópica. 

Lax y Smith(l?) hi~ieron uso de.métodos matricial~s 

en su forma 

este problem 

r.;;ílizadcf'y h 

abstracta con el objeto de resolver 

Las técnicas ~atriciales se han gen~ 

sido extendidas·· por· Déan(1~y Litz~B.n< 19>. 

Hori y Asahi, <20> introdujeron el método de la matriz 

de transfere cia para resolver el problema y Hori pr~ 

pone otro método< 21 >. el cual simplifica el cálculo. 

Con el mismo ropósito, Fukuda <22 > introduce el mé­

todo de la matriz de dispersión y, más recientemen­

te, Andrade <2 > construye y propone un método que es 
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semejante al método LCAO usado para resolver proble­

mas de estados localizados. También Andrade y 

Saavedra ' 24> utilizan teoremas del algebra matricial 

y proponen el método de la matriz C para resolver es­

te tipo de problemas. Tiempo atrás, Teramoto y 

Takeno< 25
>· habían usado las ecuaciones de movimiento 

que dependen del tiempo para resolver este sistema. 

Fue TodS:<26>et al. el que mostr6 por primera vez 

la conexi6n ~e los modos locali~ados con el problema 

del caminante al azar 'de mecánica estadística. 

Krumhansl <27>propone un método basado en la litera­

tura de ingeniería para resolver este caso. Dean <29> 

utiliza teoremas debidos a Kato y propone cotas má­

ximas y:-m'fn·i.-ma.s.,, B_!icon et al. <29> reaf iza cálculos nu 

méricos. También Kittet30>propone una joluci6ri heurís 

tica para tesolver.este tipo de problema. 

Todas estas técnicas, en este caso, resuelven 

el problema que tratamos aquí, pero cabe mencionar 
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que todas contienen complicaciones innecesarias. 

Recientemente ha sido propuesto(Jl) un método sen­

cillo y poderoso diseñado para resolver estos pro-

blemas en redes más tomplic~das y con modelos de 

imperfecciones más complejos. Este método. da la 

soluci6n exacta del problema en una forma directa 

y será el que ~tilizaremos en este trabajo. 

En la figura 3.2 se tiene representado el mo­

delo de re4 lineal que considerare~os. 

U..n-t U.n L<.n+I 

Fig. 3.2 Mode1o de red lineal monoatómica con inter­
acción a primeros vecinos. 
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En esta figura representamos un sistema de ma­

sas iguales (m) que tienen una interacci6n tipo 

Hooke, en donde la constante del resorte la denota 

remos por K. Es ampliamente conocido o.a) que las 

ecuaciones· que repre~entan la dinámica de est~ sis­

tema son 'las siguientes: 

•• 
m U..n K (U"+' + Uri-·1 - 2 U.n ) , . (3.,o) 

donde las U,, son los desplazamientos de. las par­

tículas respecto a sus posiciones de equilibrio. 

La soluci6n general de la ecuaci6n de diferencia :fi-

,J;,'i fá de. segundo orden, 'obtenida· usªndo ·el método de 

operadores, est~ constitu~daportres.conjuntosde 

familias de soluciones. Estas fueron explícita­

mente calculadas en el artículo <141> .antes menciona-

do. Como nosotros queremos resolver el problema 

de la red con una imperfecci6n vamos a seleccionar, 

de la soluci6n general, la familia asociada a los 
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modos localizados y plantearemos la soluci6n de 

este problema como un problema de valores propios. 

3.2. PROBLEMA DE VALOR CARACTERISTICO 

El modelo de imperfecci6n que usaremos'está re. 

preseritado en la figura 3.2, en donde el átomo en 

la posici6n Xo cambia su masa de m a m' 

m m' m 

Xo )(, 

Fig.3.3 Modelo de imperfección local en la red lineal 
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En este modelo aproximado no vamos a conside­

rar ningún cambio en las fuerzas que ligan el átomo 

impureza con sus vecinos. La ecuaci6n de movimien-

to correspondiente al átomo en la posici6n Xo se mo 

difica, y ahora la podemos escribir como 

-. - ~' t,;AJ 7.. · Xo -- (3 .1) 

.Ell la Ec. (~.l.) u> es la frecuencia de los modos 

normales de vibraci6n y la X el desplazamiento máxi 

mo. Por supuesto hemos propuesto una soluci6n de 

tipo arm6nico. 

la cual sustituida en las ecuaciones de movimiento· 

de los demás átomos del cristal (Ec.(3.0)) nos da: 



Para comodidad vamos a definir 

X= rnUJ' 
K ' 
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(3. 2) 

(3~3) 

co~ lo cual podemos escribir la Ec.(3.2) de la si­

guiente_ manera: 

Xn+• + lx -2) Xri + Xn-1 - O (3. 4) 

Ea soluci6ngeneral para la Ec.(3.4) fue obtenida 

usando el método de oper~dore~ <iis')· como antes fue 

mencionado, y de ésta vamos a seleciionar el con­

junto asociado a los modos localizados: 

(3.5) 



en donde 

E.'· 2. 
t2-x) ! Wx-2 )2 

- 4., 
2 

y C
1 

y c
2 

son constantes arbitrarias. 
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(3. 6) 

La masa de imperfecci6n divide en dos partes a 

la r.e_gi6ri en la cual. es válida la soluci6n de la ·· 

Ec.(3.Z). Como l~s soluci~nes son, en este ~aso, -

crecientes y decrecientes, éstas deberi satisfacer 

la condici6n de modo localizado, 

Li !"Y\ X n 

r'\-+ ! oO 
o (~ .7) .. 

podemos.ahora construir la soluci6n que vamos a pr~ 

poner ~ara resolver el problema de valores propios 

de la siguiente manera: 
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n~ o 
(3.8) 

n~ o 

En ~a Ec.(3.&) C1 y C2 son constantes que se~. 

rán determinadas a trav6s de la ecuaci6n de mo:v1:.. 

miento del átomo en la posici6n Xo (Ec.(3.1)). 

La condici6n de continuidad en la posici6n del 

itomo imperfecci6n hace que las constantes Cl y - .· ' . 

c2 sean iguales. 

Tomando en consideraci6n el. hecho ante~ior y 

substituyendo la Ec.(3.8) en la Ec.(3.1).obtenemos 

- .. 'l- ~X. ·- {3.9}. 
'2. 

en donde € :fue d·e·finido como € N"'\' 

YY") 
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Al sustituir el valor de E1 de la Ec.(3.6) en la 

Ec.(3.9) obtenemos la ecuaci6n de frecuencias para 

modo localizado: 

X= 4 
(3.10) 

Si escribimos. la Ec.(3.10) en términos de la fre-

cuencia obtenemos 

(3 .11) 

en donde 

y ademas hemos.usado el hecho de que 
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La Ec.(3.11) determina la frecuencia del modo 

localizado como funci6n de la masa imperfecci6n. 

Con este valor de la frecuencia podemos encontrar el 

valor de E1 que nos sirve para determinar la solu­

ci6n (Ec.(3.8)) en forma completa. Ya mencionamos 

que las constantes Ci y C2 son iguales y por lo 

tánto el problema queda indeterminado hasta una 

constante arbitraria, la cual podemos usar ·para nor 

mali.zaci6n. Este resultado es exactamente el mismo 

que obtienen los autores en todos los trabajos ant~ 
. . 

riormente mencionados; La·única diferenc;:ia radicá, 

como ya ha ~ido señalado <14> , en el hecho de que 

ésta es la soluci6n general de este problema y no 

.es beurística.como la obtenida a través de todas 

1·as técnicas m:a:temáticas antes mencionadas. Tam,.. 

bi..én observamos que la so.luci6n se· obtiene en una 

forma muy sencilla. 
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3.3. RESULTADOS 

Para finalizar este capítulo analizaremos so-

m~~amenie los resultados obtenidos. En la ~igura 

(3.4) representamos en' forma esquemática la fre;.. 

cuencia d~l modo localizado en funci6n de la masa 

impureza. En esta gráfica se observa que solamen­

te· :.se· tienen .modos localizados cuando la masa de 

la impureza es menor que la ma~a d~l átomo que lo 

sustituye; y si esta masa disminuye el valo.r de la 

frecuencia aumenta. 

o 0.5 1.0 

Fig. 3 •. 4 Frecuencia del modo localizado como 
función de la masa impureza. 
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La frecuencia del modo localizado siempre es 

mayor que la máxima frecuencia de los modos del 

cristal perfecto. 

En la figura 3.5 se representan las formas de 

vibraci6n de los modos localizados para distintos 

valores de· lamasa impureza. Bil la primera colum­

na tenemos diferentes valores de las masas, y en la 

segunda las frecuencias correspondientes. 

€.- 1 .. -T 

L -...!-­
~.- 10 

J - \.15 Jo 

J:::::. 1.SI ~o 

Fig.3.5 Formas de los modos localizados para diferentes 
valores de la masa impureza 
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En esta figura hemos representado los desplaza-

mientos de los átomos en forma transversal, para 

facilitar la observaci6n, aunque sabemos que los 

' desplazamientos para esta red se realizan en forma 

longitudinal. 

Podemos observar que el patr6n de desplazamien­

to no cambia de manera brusca al disminuir la masa 

de la imperfecci6n. 

Cuando la masa impureza es ·igual a la masa de 

la: red,· la forma del desplazamiento corresponde ·al 

modo dein~xima frecuenc1a del ~ristal limpio. Cuan 

do la masa de la imperfecci6rí es más pequefia que la 

masa de la red la vibraci6n se localiza; y si la 

masa . .impertecC.~í.6n e~ muy· pequei'ia el modo l()cal izado . 

. ·tiene una forma en donde ~~,c~i~á~·~ilte ei ~:D'.ico ~t~ 
mo con amplitud de desplazamÚnto distintó de .. cero 

es 1a impureza misma. 



CAPITULO 4 

4.1 CALCULO DEL EFECTO ISOTOPICO 

En e~te capítul~ se presenta el cálculo del 

efecto 1sot6pico para el Si y el Ge. cuando se agre­

gan impurezas de B y C. Para ello estimaremos ei 

valor de las frecuencias de los modos locales usan 

do.el· resultado obtenido para ellas en el cap~tulo 

ánte;:ior c13c.~.11)J: 

;;==y __ l_ 
€ (2- E) 

.-; . .,, ~":~ 

·9º -:-v~.···· 
· ·Esta ecuaci~n está en fU:nci6n' éle l~;- ~asas: 

< ' ::.:· •• ~;: 

del átomo impureza m' y de la masa .del cristal 

perfecto m, y tambié~ de la constante de fuerza k. 
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Ahora diremos c6mo ajustar el valor de ésta cons­

tante de.fuerza k con los resultados experimenta­

les obtenidos por dispersi6n de neutrones. 

Hemo.s mencionado que el Si en su forma crista-

lina tiene la estructura del diamante. Si .nos mo-

vemos a ro largo d-e un eje de simetría podemos ob-

. servar de la figura 4 .• 1 las ramas de frecuencias 

TA, LA, TO , LO • 

[100) 

.Fig.4.l. Dirección de Simetr!a [100]. 
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El hecho de que esta gráfica sea como la de un 

cristal diat6mico se debe, no a los cambios de ma-

sa en el cristal sino a las· diferentes interac-

ciones en la red a lo largo de los distintos ejes 

de simetría. <3 > 

Como nosotros estamos proponiendo un modelo de 

red lineal para movimientos atómicos en la direc­

ci6n de simetría !100), vamos a ajustar la máxima 

frecuencia de nuestro modelo de· red Yo = /:. ~ 1 
a 

la frecuencia del modo TO. de la figura 4 .1, ya . que 

esté mo~o es el que tiene un momento dipolar dife-

· rente de cero y se acoplará con la radiaci6n. Es­

te valor de la frecuencia del modo TO para el pun­

. to.· x,;)en. el cas.<) d~l Si, , .C()J1l0. puedé verse de la 
.... . ' . .;.l .. 

figura. 4 .1, es de 520 cm .. · N6tese que la. gr6.fica 

' de la :frecuencia también tiene unidades de número 

de ond~ (cm -l). 

Ahora nos conviene trabajar con la Ec.(3.11) 

en términos de la frecuencia angular u.)= 2.TI' J y 

ésta la podemos expresar como 

,,•,l 
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w=v -1 
' €. (2-€.) 

u.Jo e 4. 1) 

Si tomamos en consideración qúe u.>o = u.J.ro 

entonces podemos calcular a través de la Ec.(4.1) 

las ~recú~ncias de los modos localizados. 

En la tabla 4.1 se muestran los·résuítados ob­

tenidos no s6lo para el Si, sino ademls para el Ge, 

que también cristaliza en la estructura del diaman­

te_ y tiene una WT0=301 Cm- 1 . 

En la tabla- 4 .1 incoi:-¡:>oramos· los valores ... exp~,:: ,, , ·· 
. . . 

rime:ntales de modos localizados mostrados.en las' 

fi.guras l. 4, l. 5 y l. 6 del capitulo 1, par:a el Si 

con impurezas de B o C y para el Ge con impureza 

de B. 
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Cristal impureza te6rico (cm -1 )experimental (cm 

5
10 

678.3 644 ª 
Bll 654.01 620 ª 

Si c12 633.45 611 b 

c13 615.59 590b 

c14 600.2;3 573.b 
. -- .. 

5 10 562.4 571 e 
Ge 

. Bll 536.39 547C 

a)ref. 12, b)ref. l.O, c)ref. 13. 

Tabla :4.1 Valores de las .frecuencias 

Pbde~os ob~ervar que ips valores obtenidos para 

las frecuencias son relativamente cercanas a los re-

sulta~os experimentales, aunque hay una diferencia 

en~ frec~encia ,de -aprox-imadaµierite 34 cm- 1· por arriba .. 

del valor experimental en. el caso .de B en Si. 

Para el C en Si ésta diferencia es de aproximad~ 
-1 . 

mente 25 cm por arriba del valor experimental. Pe-

ro en ~l caso de B en Ge el resultado te6rico tiene 

una diferencia de aproximadamente 9 cm-l respecto al 
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valor experimental; en este Último caso la frecuen-

cia es menor. Las diferencias obtenidas de nuestro 

cálculo para las frecuencias respecto a los resulta 

dos experimentales se deben al hecho de que estamos 

utilizando un modelo de imperfecci6n en el que únic~ 

mente estamos alt~rando la masa del átomo substitui­

do. Es conocido <14> que un modelo de imperfecci6n -

más complejo que introduzca cambios, no s6lo en la 

masa del. átomo, sino ~ambién .eil el potencial ·de in­

teracci6n. del ~tomo impureza respecto a sus vecinos 

cercanos. da resultados más acordes con los valores 

experimentales. De acuerdo a este resultado paree~ 

que -sf debe ha.her cambios ene la -carga del ~tomo,- no 
.. ,.· .•. . .. .,. , . ' .... ,... . ,, 

obstante que se trata de una sustituci6n isoelectr6-

nica en la que aparsnte~ente no hay cambios en la 

carga del átomo que sustituye 1 ya que el C está e~ el 

mismo grupo que el Si. Cálculos mas aproximados de­

muestran que si hay cambios en las cargas de impure­

zas < 32> para este caso. 
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En el caso de los cristales de Si y Ge cuando 

la sustituci6n es hecha por átomos de B, ya no es 

una sustituci6n isoelectr6nica y, por lo tanto, las 

ligaduras de los átomos de B con las matrices de Si 

y Ge se verán alteradas . 

. Nuestro prop6sito es estudiar, con e$te modelo 

de imperfecci6n, los efectos isot6picos medidos a 

través de experimentos de absorci6n 6ptica, tal y 

como fueron descritos en el capítulo 2. De esta 

manera, s6lo comparare·mos el resultado obtenido para 

las diferencias en frecuencias y no para sti valor ab 

so luto. 

En las tablas 4.2 y 4.3 se muestran los efectos 

i·sot6picos en cristales de :Si y Ge calcµIadol? te6rica 

merite, así como tambi~n los .resu11:~aos ex.PeTiinenta- ·· 

les. 
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Valor Valor 
Impureza experi~-Jntal te6rico 

-j; 
cm cm 

B en Si 24 24.29 

c12 
en si 21 17.86 

c13 17 15.36 

Tabla 4.2 Efectos isotópicos en Si 

.· 

Valor Valor 
Impureza experi~¡ntal te6r_i~co 

cm cm 

B en Ge 24 26.<;>2 

... ., ... ., 

Tabla4.3 Efecto isotópico en Ge 
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En la tabla 4.2 podemos observar que el efecto 

isot6pico experimental es de 24 cm-l comparado con 

el resultado te6rico de 24.29 cm-l en el caso de B 

en Si. Podemos decir que este resultado para el 

efecto isot6pico es sorprendentemente bueno en este 

caso.. Para el e en Si observamos que el efecto is~ 

t6pico entre el C12 y c14 el resultado experiméntal 

es de 21 cm-l y el te6rico de 17.86 cm- 1 , también 

el efecto isot6pico entre el c13 y c14 es de 15.36 

cm~ 1 • obtenido con el cálculo te6~ico comparado con 

el de -17 cm-l que es él expérimental. En este caso 

~odémos decir que nuestro resultado para el C susti 

tuyendo a átomos de Si no es tan aproximado al re-

sultado experimental. De la tabla 4.3 se tiene que 
. . -1 

el efecto isot6pico para ~l B en Ge.1as de 24 cm 

comparado con el que obtuvimos de 26 an-1 • Este efecto 

isqt6pi~o, para este caso, tambifin es un resultado 

muy razonable. 

De acuerdo a los valores obtenidos podemos se­

ñalar que los cálculos para el efecto isot6pico que 
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realizamos con la Ec.(3.1) (cap.3) están en muy ra­

zonable concorJancia con los resultados experiment~ 

les. 

4.2. COMPARACION CON OTRAS TEORIAS 

Parece ser.que nuestro modelo de masas y cargas 

puntuales es s:uficiente para explicar no s6lo-cuali­

tativamente sino cuantitativamente los efectos .isot6 

picos antes mencionados. Debemos señalar aquí que 

al calcular este efecto isot6pico usando un modelo de 

imperfecci6n más complejo que altere también el po­

tencial de la impureza, dicho efecto no se modifica 

en forma substancial y, como ya mencionamos.antes, 

los valores te6ricos de las frecuencias coinciden con 

los.váló'íes expe:i:-imentales. Esta situación..es más 

sorprendente. si ahora comparamos nuestros re_sultados 

con otros modelos mucho más so.fisticados p_~ra cris -

tales y para modelos de imperfecci6n. 

En la tabla 4.4 podemos observar los diferentes 
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resultados obtenidos por Dawber y Elliot <
9
l, 

Angress et al. <12) y Cerdeira <33 ), et al, los cuales uti 

lizan la teoría de Dawber y Elliot para un cristal 

cúbico con un defecto substitucional, en el cual, 

solo un cambio en masa se considera y un modo tripl~ 

mente dege.nerado de simetría ( 15 es esperado. 

en Si Met.Ec.Dif. Dawber Angress cerdeira B y 

l""' Elliot icm' et al.• c,n;t et a.1~,~ 

B10. 
.. 

678.3_. 680 680.67 660 

·Corrimento 24 26 . 26.65 23 
. 

' 
BH 

.. 

654.01 661 658~82 637 

.. e:: en Si .Met ._Ec;:. Di f .• , 
Angress 

· . . (_CM ... . . et al • (Ctñ1) 

. · 12 
635.45 640 

'' 

,e 

Corrimento 21 22 

c13 615.59 618 

Corrimento 17 6 

c14 600.23 612 

Tabla 4.4 Valores de las frecuencias y efectos isotó~icos 
para el B y e en Si. 

... 
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En el primer cálculo Dawber y Elliot utilizan 

un histograma para la densidad de estados del Si, 
( 34) 

calculado nor Johnson, usando una extensi6n ne 

Cochran 1 sC35 )al modelo de Dick y OverhauserC 35
); 

mas adelante Angress. Goodwin y Smith modi:-

fican los cálculos numéricos para el cristal per­

fecto y obtienen un resultado más acorde con el 

experimento. Finalmente Cerdeira, Fjeltljr-y 

CardonaC 33)repiten el cálculo de ~a densidad de es­

tad.os hecha ~or Nilssoh y Nelin( 37
) basada en la ho 

mol6gí~ e~tre el Si y ~l Ge. 

Como podemos observar de las tablas 4.4 y de 

la 4. 2 nu.estros cálculos te6ricos para B en Si son 

mejores que:los obtenidos por. lós. :otro.s aiitores. con 

modelos m~s complicadÓs. . Como se puede observar 

nuestra predicci6n para el efecto isot6pico; está 

más acorde con el resultado experimental. 

En el caso del C en Si y B en Ge no hay otros 

cálculos te6ricos con los cuales podamos establecer 
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una comparaci6n. Pero también observamos que nues-

tros resultados predicen el efecto isot6pico en una 

forma muy adecuada. 

En este capítulo aplicamos este modelo al efec 

to isot6pico y obtuvimos resultados que son muy ce~ 

canos a los. valores experime_ntales y, como mostra­

mos, comparables con algunos cálculos hechos con 

modelos mucho .más elaborados. Parece ser que el 

comportamiento vibracional de estos cristales puede 

.s·e.r explicado co.n el· modelo de cargas· y masas pun,-

. tuales. También debemos mencionar que nuestro cál.cu 
-

lo es analítico y no numérico (como los hechos con 

otros modelos), de manera que, al utilizar nuestro 

mQdelo en una~direcci6n prefe~ericial de simetría,: 

ei. ~álculo :~;~~entado ·.·a~~í ;~~-;:¡t~ ~~t~~e;-mu;· b~~~ 
nos resultados. 
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CONCLUSIONES 

Teniendo en cuenta la sencillez del modelo uti 

lizado, podemos ve~ que los resuitados obtenidos 

para los 3 sistemas estudiados, B en Si, C en Si y 

B en Ge, ~on buenos. Por lo que se refiere a las 

frecuencias, éstas están en promedio desviadas en 

3% aproximadamente del valor experimental, y los 

efectos isot6pico~j están en p~omedio 2 c~Japrox. 
. . , " 

d~sviados del resultado experimental. 

Un modelo que incorpore un cambio en el poten­

cial de interacci6n del áto~o impureza debe mejorar, 

tanto el val6r de las f~~cuen~ias como el efecto 

isot6piéo. 

Con respecto a los otros cálculos te6ricos tan 

to los valores de las frecuencias como el efecto 

isot6pico, éstos están en desventaja respecto al 

cálculo hecho aquí. 
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