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Int.roducción. 

Est.amos int.eresados en los nudos y enlaées obt.enidos al sumar . 
un ovillo primo y uno racional; Probamos, que dado· un ovillo .. primo· 
exist.en a ·lo mui:h~ t.res ovillos· racionales'., .t;aies •que' al 
sumárselos se ,'obtengan ~udos o; enlaces no'. primos;· )'>áde~ás odi~tiós 
ov i 11 os es~~n· .. ·· C:ei;c~nos, ~n;s~~f~o(~~~'~i.~~é;, .:.'.§~h~.;, f~."!>";S~·!".~':'~ª'• .• de· 
est.o. t.ambien probamos. queYen •nudos'.fuert.ement.e(invert;ibles:·.solo'.,Ta. 

, · ••• _ _ • -¡ · - ._, •. _. :.':•.-·-.- -. • _··. - _,-:·:~··· .. ~- •• ,.' .\ ;'.: ,, · -·-;-·.~··:.-v:0::c'•· \ .. -,¡... ·. -~_!,._> r,--. 1:-•_>,---_:.'«-;.-:_,_ ~-• .. ·.·.-e;-. .:,·:·'·,·;_•-:_-._,•;:'";.:.:;~~-~=;¡;; ·O.'.·•-: ·r_· : ,·:.; t' 
cirug1a ent.era.· ·puede.: producir.• variedades • redüí::ibles/<y.•J:;que:J:-a •1y10 

.: •, ·" :• <, ' - "•-' .;'' .. - ,,,_ .. _- ,-:-.-,.,.,., .. ;·--··:;<• •:'""-'-.- ·:·;·¡ .. '·--·-'"-" ''.'~':"''.'-' ~. -':,;:; /-' ".'. '"-:·:. -··:· ' . . :., ... _,·.~::.·:.-.:.";_: ·'.',.:~.'. •... -. -· ' 

mucho hay dos de esas cirug1as. ·" -. "•' ; .. ·.·;:.',•-·\''":•" f';'C'":'' .;.<i" 

.. : · .--_· ::· -.. -_-·::.\- .. _ .. :?;· ·:·; ??,·::;::~ \.-:;·~=.:··~·? ;_j~_;:~.f ?:~~··,:;;,2~::;~1Y{',~;~;::.:S:~~1~f '.:l~I~??:;r,::,¿}~;'.:.;~~t~:~ .. ~j~:{úI~:i}{~~}~:~~:/,;i:\fr,;::.':··2:·. :·· ::~5:,·;'.~'._:::~~ .· ·.: :.'· · · · 
En el .·cap1 t.u.10· !::damos zlas.»deí'1n1c1ones;•necesar1as(acerca· 7 .. de . 

' , _, . .'>' C, • - , '/' • ,, • • ··~-y,•,,-,,• \.·:'.';:'el e'•;; _.',C;.,,·~'; ~-,:;, (-i~:J.;·:,(.',~-'.•;,,O:,U~-.,,'~•."'·'·;·_ ','•,,:,-,•:,.,:·:;_.\;o-·<';/, ·¡¡,;y.,;_.,".'.:.'\~ .. ;:·' i· i ;;.':_ C: ._ -- '·' ': '',' " " º'' i llos. ·y; ·establecen1os,{nu_es.tr:os ·;resu.lta.doi;/i'• que »sm1/:'los >i · t.eoremas · 
. ,· .. >,. ·-''.·_:·. '-'~··' ·:.-.~.-.:,,..~'::;,.,?.,;'.',_' ,\l'c.:;\•,-l .. •:.-"-~i;-'·-~};~,·-~,.,>--;-1·.-,'..-,_.-•.:..-A•··<·,~'1~'-:;!,1;._,,~--_;.C':_:';,;;., ,, ... ',".!'~:· - ,- · ,.- · ·- - .- -. ' 

1-4 ;· damos.· ejemplos, para ;•11 listrar ,ést.os:·;t.eór.emas·;:\Tambien en·. ··este 

capít..u1ó,:f'[ta~~~~~~~i':fg~Ji~9.~~~~~~~J~Eg~i,~~gfa'cii~riu'étó~ ~que ... · s;,n 
consecuencia d.e~' los,:,,,t.eo_remasián~es;'.!•;.c'itaai:ís::¿;;¡;.Eil'c,~ el .. :. é:áp1 tú lo .• Il 

-_ -:·.'. - -:'. · ,''-'. ·' _ -~_,·,·-: :-'7c'.·c.>c-'>-o,;•,; •:-\~'::'.>·":·c_i}/}.'f\'."''•'";,,:/.' .. •<<,.;v;,.;,r:;:;~.,~,,,:;, _.,.i;,,,~;,,.~:,c'·'.-·:,;;,.,;.,»; : ... :-S ,-._ :- ;. - .,-,-, -· -_ . ''", '. ·- ' 

probamos, 'el {;,te;oi;.em .. ~;,')~-~:;~(.c()m_¡,ip<l,ri~~}:x;;argumento~ . topolog ices y 
,_ " '''.. -, .. , "·-~""1•"'- .. r.,-,,.<',-'---".''"'''-••·-,¡"J·!•'•:i,,,••('•)7.• , ... ,-(;~-._;.¡~,-·''.,-i-•,•·'.'-''·J-"I;··; •,--•,-': - ,' _ ·- • 

combinat.orios;·,,,En;,:Eil'{cap1tulo;{.Il!•:pri:ibámós los t.eoremas 2, 3, · ·4, 
. - . • .. _. --':: .. , __ ;;,-,,~.c;.-:y~/:.d.::"--'f"°'''• - -- : ,;'J;·-:;;;'.i¡/jl:.:;.-:· ~~;;;-~;-:.,.,_ :- '.'~,:· ·>:~,J-¡\.:• ;:'.::-•'/','': " - ·.: _ · · 

su prueba;. es':.masJsené:illaj'qúe·~;láé',del'i"t;eorema; 1, •y de.· hecho muchos 
. . ';_,,-.:-.:::".o:-":'·' .::.'; -.-:.:·:·:·;·~:-;_:~·,:<'.:.'.-,-·.-.'.{;'.:.- ,,:;~ J:,f<y º":;/,\':'.) ;~:~·. /~ . ., .. -.'.'':'· -,.' !·::· . . '' -- : 

de los' lemas- est;ablecidos{en•>'elt:;''.'. capít;ulo · "II se.; aplican .. en ·el 

cap í tu lo: ~ I ~ ·"', .. t"[f Z~f \'1rti:~;\c!;;:~~i\~f ._· ~;::.2.. . .. 'S'., . . . . . . . 
·La prueba: '·'de", '.-ios''<'t.eoreinas·:·-'1,-4 ·consiste en .. · t.raducir· el 

; -.:· ",.-~<: .'·--,;-.'1:,·•'(.(\\'~---;:.l'! .. ·;_.-\;.~-'.-·,,''ll~.:··, .. ·.,~.-1c_·!."''"'-~·":·i:,·:•,-·---1: ..._,_., •'.'(.-··,·- _ .. .., , .-,_.: ~ .· ... :· "'.' . .- .... · ,:, ,. ... ,· .. 
problema é topologico·:•a\un·;;problema:;combinatorio ·de.· graí'icas planas; 

, ·- .. '. - -~:: .. - _ :·: .. -: . :'.¡;;,;: .. ,, ¡» :,,;:.'<•·>' :-'.-~,~:¡ ·-:·_:;:::') .. ,,,: ),~~·-'<·')1::: ;y•::-·: \ .. ,,.,_;1c· ·>· :. ·--:--: _;. :~ --- . · ·' .:·: .' -,- ,' -_.' : -.-. ·-.. ' ,":·_ ;-: : - '· , -- . · · _ · 
Ut.1lizamos<·la\t;ecn1cadnt.roducida-:por · M •. :>.Scharlemann ··,en· .. _CS-;_ l '' y 

. ':· .:-·:::::, ·::_ .. : .. ;.~!·.::.'.'>:-::t::;::;:'¡: ?5}~;,~::~;;r::~,~t':;';:;'?.%::~~?:'~~~;-'5tl\~'~7;;};:}i~~;?'\,:':;-/:.'.~::-··~;., ··.~'-';. ~.: ':~_·;:-: .\\ ,,,.:-.-: ,, ·-:~;:t.'.'{'_.,:_~, ... .-,' i'. .. ''·i;' ;'· ·,-;;- :-.-· :'' ' ' 
[ S 2 J •. · El ;'lengu'!:jC. :;e¡'!~:' '!.t.:1-X1~_a_m()S/;.~n ?l."';'c'C:11~:1- t.u.los( I_l,fY,; III. apaf'.ece. 

,. --: _.>';-: .;,\'<>.''<:;;·;·.: j).:7:_;--'\·''-W::,·,'.,~y:,;,:;:·~c¡:>.1;:::~:)~.::.:,.}:·:~:,:/~;-,-,;:~:_::f)',/~\· :'':; ·.,-'.;_};_</:~:·:;.',!'(,.(,'.-:,.;·:;::~~,~~·::.;.:~~-~;.,;_:;.-.;:!;: 'io'.: .:-· ,.\>, ·-.:.· '· -. ::_._. , 
en. esOs •dos;arl;1c:ulos;:'l¡.,l;ainbien".yario,s:;,de,\los,U'eriias';que;··proba.m_os-•'en .: · 

esLos .· 6a~f t~f ~t,:,~.~~ ·,~t:~~\*-i;~~g~~\~-~~~.t,;~;'.~~i~e.t~tiH,~~J'.,~:~,~~~~!~H'}°~s;·~·· -·•~•º· 
C S

2 
J , estos:,son: ;.,2 :1:~ .5 ,•,; 2, L 6·,·.,·2; 2. 4/:.2. 2 •. 5; , .. 2; 2. 6 ;';,2. 3 ;:9, .: 2. 3 •.1 O;. 

2. s .11 ; 2: 3\ti:;:r2 :;3:T3':t ~i'i':1ió-;\{~~~;t.;b;~tri~b'.ci~f-~t~f~'?~r~i~;~,, ... un·. 

poco del ·d~~~g'h~~i;~~ri~:;•1¡"ci~bido\ar~~~ ;;b~'6t~o~ .t~~,b~Ja~·~~- en •. s~ .. 
y él- e·n v:arit?Cfa·d~S'Y~1.~S.·,:-gi?fie·~a_ie~~,,.,,.,._ ·:~~: -,.· - .':.

1
-< 

. '"· - .. :- /·: •. _·','.·.· .. · ... ;.:/ ·.:-:·.-'\'·· .,.-,;-:' 

Todo riuest.ro t.rabajo d~b~ d~ i:~t.~;pret~~~e en .la categoría 
P. L. 
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CAPITULO I 

... 

1.1 Generalidades·. y. los t.eoreiaas. principales'. 

1. 1. 1 . Un ovi i lo . cB; t) ·.,s Ufl ~ª~ qÜe .consisle. de 'una .. 3-bola 
B y de un p~r .~d.i aré~~ 'aj .. ~os .· t.' p~opÍ.ameflt:e eflcaJados en ·· B , 

11 ama dos.··. c~ .. E!~~ '.'~·j[ 'p.~~?l{~y,f 110,~;. J i~~fl)',;,~q~X\:¡¡.lE!A'.!e:#::.::f;·.;; ~)(is:t..E! · un 
homeomerf'ismot•· h'¡•',; ent.re.C:las'.''pareJas'.~·· Dos :·ovillos ;':son.•<itiua les si. 
exist.e·.·ufl ·'ho~~;;¡;;.;;ri;.;;;d~~{h:"E:cili'b~··~a;t'!':>'11·';i)Ci~'/\~'i>~·~j'~;;\(. ¿al .·l:lue 

:::º::~~~~~i~r!f f li~~iií'i~f ?f lllli~r'.j' 
Un ovi 11 o ··raciona!"'esciun\elenient.cí:•de;""una.''.clBse}(.déi;'équivalencia. de 

·. •. ; _,.: -... -,_,' /. ~!-··· · .. ,',' ._. ··;;::·,.'.!,;:}; --.:':.)(;<, ci'.•, '.~_.;,· ., ,--2i-;.,:¡.~· ,-.~ '- -_ -:;-:,< .;- -":'-;' •.:';~·- :O:''" :.:;;,;.;': •. ;·~; ... _:·.~·;,-.-·.?-'"\-•<'. -'Y.·+;:,:::c~ ,,,, ~':-.··' -- -/ "- -. ·· · 
ovil los :.:'~r1 vJa les.7cbaJO','/la~;:r.elacion :;:Ede;r(1i;ualdad ;-•·:et' exist.e : .. una ... 

-. >•: - -~ , .. -.:~¡,-:;-,:~.:~, '".'_J_;;;--;r;o:=E-=7.;;!',¡_i,i"'::~~·<:;; ;;_-'.:::::\'.'.':<;;1'.·-'"..o;:;'~c:f' ''"''- .-;_;o,1;,;·,.i;~,'.i ":"'·,~:,;-_.,:;.,,_ ...,,;::., .. ~,._;.~. :/}'.'·----\._·-.-___ \1-.'.-,;.- '--<':' :-. · __ , __ , .• '-"--' •. -. ' . -· · 
correspondencia (\J no ja ';'u no(ent;rei; l ps? ~vi 11 OS'l".~C io,na 1 esf{ y ,~{12( ~ 1/0} · •. · 

est.andar 
CB,1'/0)' y·,:•• 
hp/q: rn, 1/0> cB·;.;;,q> :};,.()n · 
p~imo;. reÍat.'i.v()~/· ,, .·: • >: 

>. ,. '.";'--
·.-:> 

Sea J un meridiano1,de'o••,CB·,1~o)}fi• como 0 enfilil~f'igura'(f(1'.i,i.';.Sean. 
--· . -:· ,_ ... , . __ ,, ... , _ .. ·.-.' -,: , ·, ,., ;-·~ -___ , •.. :; .~.-- -·,··: ;- ·- ·:~.'!> -~-':' le~·:;:".'.-'.:'::--~":·::-,~··:_'''. "'-:--w. ,::·•.:_:~; .. _>( ,; ·-"i~- ·,;·.;_,__,_- .:-•. -;·,.: :-' · 

CB, p/q) .· y. CB,r/s) ,·dos:ov11los'!I'ª~ci'onales;'{;(.•la;,c:;dist.ancia•.M·.ent.re 
, .- · ' · ,.". , ·' . "• : : -- •":_~-~-::. { ·,-. · '·e·.'i '- ·. "\· -.. · ·-~ ,,- ,L,-, ,,· .. ·._, ·,;·;·,• ·-_ _. -~·~ _, :··¡- ·;·.,_.,;'·';_·,_,}··;· ,'-,:-,>::-¡· "'.,.¡¡;\:;-:.:• .. -_-,e,(-,:"_.:¡-·:.;·.,>, -, 

ellos denot.ada por\.: d(CBi pl'.'Q); CB, r/s) )':.·.;:\o'"{mas \~. simplemént.e:;c por· ·· 
;: ' ·. ·· -- .- ·• ·;-- ---,';,'' ;·;_,;:.-f.:· -->{~-'--· .-\-'.,-_ i :~~ ·1 ·(~·','.. .'."_':·--.. · .:,' ·;.~- ·~--:-".}-~C~ .. ! -~·' ::."'.•/ -:-.~·•,; .:;:J-.~·-,;.J: ,;_::.~;;'.- ;'--/_;io_,:--·:-.'- ;::J'-2;};· -- -,. -, · ,-:'' 

dC p/q, r/s) , · se deí'1ne: ~orno: el: . m1n1mo ::, C t.omado,;(¡sobI'e ·;e t.odos, :d(ls .• 

:1:;:::~:::2r::Af :;t~~;~~f :;~¡~::j;j;rt:~{!~j~f d~IMb}~¡\,1:¡ 
separa a las c.uerdas de CB,1/0) , est.o es las.cuerí:lás•de·' <B;f/0) · 

:::::::~~:jºr:¡r~;~!:m,;:::1ll1tfü::~:;1~i1~l~tír~r~it:: 
CB,p/q) . y ·cB,r/s) .. corresponde al<·min1mo•·;n1lmero,;:;.de,:;punt.os·;· de 

·_ :--, · ... ·--··- - -- - :-'-·.:': .·:·,'-.--·< .. Cc-'-!'·:··.,_ .. ,~.;.¡;.;, . .-·:.:._,_'.,>"º;i":,\._.(••>e,._;;·,_:::¡1,;".. 
int.erseccion . ent.1·e. las f'ront.eras. de sus correspondientes '.discos. . 

,, ;.,.:~;·-~""-' ·' ·:: :.;;::;.:_:,\j~! ,--, '.':,:'.'·:,_;",- :->_,, 
·.<, .... •. . ... , ....... ,, .. 

lln ovillo. CB, t.)· es .. ·.···úe~e>! "Íá'~ ~~t~~cüf.·.e .. ~t.l>s 
.-.;_.:!.': ; ;,: ·:;·_,~.- <·:(; ,, -, ' ' ' 

propiedades: · · • .. :· . . ,., ,. •(,: '•·•• .. 
a) <B, t.) no t.iene nudos locale~; l?st.~ ,,;,', cualquier esf'era 

que iut.erSect..a t.ransver~almE1\·t.e_._a. ·t. en·· d~~:;·:,pu~t:-oS es ·'ff.:CJ'~-Lera de 
. ·,. :-'· 

2. 



• • 

(o.) . 

1' ,,. ,- '/ ,/ 
I' _ .• 

1,/ - ,, 

~~-.:,~:;:~ ; __ . 

'. 

(a,1/o) 

3 

. . 
• 

l n. '-) 

(ll',r/q) 

( b) 



l 
• 

' 

una 3-bola en B que int.ersect.a a t. en un arco desanudado. 
b) No exist.e disco propiament.e encajado en. B que separe a 

las cuerdas de •. ca;t.)O. Est.a condición es equivalent.e •a pedir que 

el ovillo no ,;ea :~I'i~f~l; • .·. · .. ··· . , ... . .. · •• . > .. ·· .. ·· -· .. · 
Un, ovillo';.t;s.','loéa!.me~t e' t>tiri10 ·sir cumple.; con ,la\ propiedad . Ca)· 

. ·• . O'"'.,,.>' . ·:;-_, _._ ,·:·~· ,,,._;·'-'"'- -:,·"-;' ,,~__,;, ;<~;::' ',_·' :'·'~'.>"'---''-/·---'·o'. -,:.:; :·: •:-.'~" '" .' ·, • ..:,. :.·_.":, :. __ ,,; "'. , .. ;,.·. :_ : ~:- , -··. . 
de la definicion·iant.erior;\Un.t·ovillo .. •••t.rivial; ;.es·. por:•·)•lo t.ant.o 
localment.·er/·p·~r·ri·ic;·-;-~¡-;::··p~-~~-:-':_·il~:~"~)S:_i/'P~j_·~~::\ ·::-::_~-:~::-;.\:'/~--~-{- -\-~~ ';,--~~:'>, _;_ :)·. < .. -;:· .. _--·· · .-_-,:--" 

se;,;~:;~~f lf l!í!~~~~?:~;l1i~}~~~it!ii,1f iltii~1,¡~,~,:,,. 
si exist.e•;una •;tS,Jr-''en·:, S. ,.: .. •!<te/qué/separa . a' la's/conipoiieiit.es de _/< • 

k · _ es'• ~ h.J1h~~-:~;·.~~:i~~;0;.~~~~~f~~·~:·_~l,f /t~·~~~~~ ~-Üf '.·•·5:z,,,;¿¿~-·.il11.;~.sec ta 
t.ransversalmenLe.-:a <:A< .• -..:•en' dos:•:punl.os~·:;;'.<tali;;,queJ .ninguna'..'; de···. las 

cerrad ú;él~ d~ :f ~;i .J~~~o~e;~~n' eu .. ~d·o¡~.·.et·r;'.','.sv,· .• 31'·:-a,:;\¡!'s·'·'.s~?.'.·_;'f ~~~-e~-s·~~.····c··· ~ar'o··.·.n,.t..";e'. kr•··a) '. :ed.ne. .. uunn . 
arco des~~~da<lo .. ¡i; es el. . .• ·. ". . • . 

disco con~~~ido en ·.· ~3: k .. ~' ~l\,;;¡ ab~'.'í~i~i'ai ~¡ cada comporierit.e 

de k .;s 'r~ont.erél e:!.; un disd.i' rfn ~3 '.'~ ;~~t.~~ ·d¡scos so~ . ·ajenos. 
h es vrimo si no es trivial', ni' ;;;¡;~riillle,, ni , compuesto;,, Nos 
referimos a e Rl para def'i niéioúes •y: _'heéhos .. a.:ercii. ·de·. nudos· no .. 

·~. ,,, ; 
encontrados aqui. 

' . .._·,. 

1.1.2 Sean CB,t.> y •\é'e';'t"> /d~~ o~~Ú-~~;1~\~[ · .. •·,.un 
homeomarfismo ent.re .OB ·y ·.aa' , t:ai<· que · h.c~~r:'~?A~~-:r'.;'.:~.R:.r;it.' , 
entonces al ident.ificar .· oB.y OB.' .por ,medio_ de. •:h;.,,(obt.enen1cis·.·. IJn. 

- ,, :'-e -·.' _-' .-, -- . _ .. ;'.- .; -~-'-',.--:·:_-;'.~_:::'.·;-~~f,~-\.:::~;~:·,::?_;:-'j/'.>>·' -, 
nudo o .enlace· de•·· dos componentes en· s:3.' ;e;: -.:11a_m,a~cisX,.a . '.est.a 

~~;:ªº!:~º~~~ª :e :iL~iº=~~=~gu~:s ~~:;; (:::;"·~~~~;~E~'.gf~,j·~r·) ;[ ~~:- .·. 
homeoniorfis~o~ que son i~ol.opicos ent.onc~s loi; nudos1![J;.c¡nlaces que .. · 

~~~=~em~:·;~;".•··~os,;~;~~;·•·; s::1.a:,os e\-~r·~~i~:~~Z?¡~Z~~-;i~~,~~Zi.tiíent!.· 
problema: si dich[)s·· ovillos· t.ienen cie~l.a~/~~:;;Jfedadei;·;<;~it..;11.:Írá; •. .h · .· 

~·~·71 i:~r~;i:~z; .. ··~:t~gª~7 • ~~·0~u=~·~·;1!~,f =~~1;l·~{~~i·;.~(h1·~F:!~,i~1·,:.;•·•.r~.~ .· ... 
probo que· si ambos ovillos son primos .enLotices;;¡fk,':'·:.es,gprimo;'•• es•.· un. · 

. - · ' ' . °' · ·_' < ,;- - · .' .-:-~, ,·- •;,.'.'-- -, -: , <,-';:.;;_-o':·-:'"--'. 'i.: '·;\_;,-Y 1':".'.'~-C.;',-~•'.,,,: :·.:c.'_; _.--_'<·'.:'.,'-' ."·-' . > 

boni t.o ejercicio probar est.a,,• Si i'<B';t>,;,';)''; ;;•:C B'.:;:t;':)(,j1isoú, ovHlos 

cu a 1 esqui era ·.y a lfiuno ·--~e -_{?_~.~ ~~.-::·:;f-~-~X~~\:,:~.-~/I;~:~~d.-~'.,~1-i.~:~"~-:~-,y·;{~:~i#-~:,'.~·-~,~"?_·>~i-~6.·a ~--
seguirá est.ando en ·!<·; P[)r loque.es•muy'}¡)róbable'f}que'/}'I<' sea 
compuest.o. En este .t.:ab .. jo,'cCln,;i,d~~-"8~~-~l,'.~~i,~iiK;;~~;,t•B~~~l~~~: . ·Si 
<B l.) es primo y ca··· t')'•<eis trivi'al•'-'\;;séra•·-''k'''-'primo?.: '•:· 

, _., ,- · .-·_·:~(·· -;:'.\~_,·:_·· -:._r~·--.',::;~-. --~-:_.~-~:--f~:-;·>: .. "-;~:-~:;;·(_,',; .. -i-::.·· ·· .-.-.,, _ ..... 

llay muchas f'ormas de sumar dÓs :· .6v¡jl[)s¡: ·para ) Ji•' .caso. · i:¡ue 
t1rabajamos aquí, en ·el.cüill ··:afi;ú·_n:o:;-- de-. los.::·a~i-ilOs: ·es ·:t1~iv.i.a'l 



·reo rema 4 ~ ::,:~s~·ri .-'.:_:~·y-;?{'.-)·-,~;~:_~'.~-n J~;~·i-:i-·z ~ ::~·ua z q_u 1 e~a.· ·Si 
. -,: ', 1·.<; ·' 

se1,arables eñ·t_onces,-; :; r.i:; .. '~---.~~.:_, .. ;. ··,:/:::\t' .· :::-_ -.' -- ·: . ' . -

En est..a -.n1is_~-~- ~i~·ec¿'i-~~. se ·:·t..'.Íénen _-'.'°los - ~igui~nt.es resul t.ados. 

son 
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Teorenia 5. Sea (8,t) un ovillo primo. Si son el 

. [BS1J CBS;,l. 
., ". -· ' 1 

Teore•a <s".• Se~ ·Et~,'!) .. 'unovi11 a•·· éual quiera./si ·. . •k. 
"',' . . _, . - .- ~, .:." .:- . ·.,,,' ... ·-.·- , .. ' ... " ., --- ., . -- - . - ' . -., . 1 

nudo tri vi a.1·. y • k~ · e~.Esiri;?at.(i.:{e~tdri~e~.;)•~éf{:'r~) . s 1 ·· 

es un .ovil lo t~ivi~1'; .•'.\[,; ·p .;.;' '' i ··' ./·· 
,._:, ;·.-" -'··;;·,,'. 7:¡/ ;.: ;';··:::>~~;.'.;/> .>: ::·-~;: _;::;::'.,, 

es el 

nudo trivial. entonces ... r i .. =: r;; 

y (8, t) 

• o\'illos 
ent'.i:i11cies di ella 
' ' . - -

y 
los t.eoremas: 1-6'· implican'el'fsiguiént.e\'cor'olario.S':··.••·· :\• 

o/.- - ~· .; ''.,.,': ., 1_'. i/·:·:_, .. -~-4~.·:~.;·::.-:::.·.~.·.·.~ ::· .•. ';'.;:\;.~'r:~.-~ .. ,::~'"/ .'-.:~_¡;~·--_,,.,-~-~-.-~:;:";:":: -~ ; •· - --,-t '' 
.· -··- ,,. ----. - <· ', ,.,:::_:·.:\~:·.::·--,:-~_~,·;:~:~:'.'._ -/'':;_,:_,,-.,. '- ·_::;'¡; --. _ _.-,;,_~;·~/~,: .. t·~- ~;:{.i_~_:::;:'~?~~~'._;:'_,;~'//i/.·.: _ :-~·: .. ·_:_:-: 

Corolarió .L Dado:; un ovil ló;'pr.{1110 \CIJ ;'!')',,exist én a lo.· •mucho 

:::::·:~;~~í~~r1tf ~íl~~~i1~~;~~,:':ifl':~~¡¡~;;:;·::··::,~: 
Por l<J \ª~~º/.~~~;:.~~.·'.º~i1,loé)'P'..imo·, p'~d~~:os, ·!"onst.l'\lir .. m1Íchos 

nudos y./erilaces/).primos;~~·ialC';~;pegarle :.;.a >..diC:ho\. ovillo·.· dist.i nt.os 
• : -,< -. ., :·--< . e'.-;-.~·::¡;'~'}.·'·:.' .. \''·,'"')_:· ... ~S>-· ,;¡y_o-' '";:¡:. :· ! '~ , ~-'• ·,-. , _ ,.:.', :._,·,._-, ·-_. •.-·· .. ·.· :·-. _ ';. ', , , · ·.\ • ·.--~ ,:.• .. ·-. _,_ ~- , _.-._-, " · .-.. . ,::; 

ovil los· racion.áles;;}: Es~: .uri\ heclio··C:cínocido ';que•:;t.odó, nudo• :faene?, u ria . 
descomp6i;;ii:i6ri';J;,r.::ii:;,'¡:1;i5~~1i.ri'de>;r;,r: i~65¡· · ¡l.;;;.¿ ti'~{ ' qu~ <Jos . /,, ucicis ·. ·. 
com ~o e~~~~·-·::_-9·~-~:9_§·_~/;~~~·~-~~~"J:~~~~:~-~-i~j~~ ~~·,/.:~:~.!1-~~-e-~--~: -~~u~,~-~:~9~~~i!~_~:~ i~} ,:·~:~0fi: r9·.~<-~~-~~·t~º- . 
mismo esinteresant.e•·t.enéri'C:riterios :qué· .. nos dil;an: cuándo: un>· nud.o 

:: ·~~·~~=··~~=~~;~:f :;~:~~1:3;~::~=~~:~:::!zI·~·~:~~~~.~~~¡~;;~,zl;i·f 1::,. 
t.ablas ·son ·primos .. ···Hay muchas. ·at.ras·· fornlas . .'de;F·;det,éct:ar"• .. nudos· 
primos; ve"ase por ejemplo C Ll ; veáse t.a.;bien l (Íé'Jj•\\•!(¡'iff '/E°n '. el onde 
t.ambien se usan ovillos pl'imos para det.ect.~r:. p~Ímicii:la~.~ .. ;• 

;' , . .-:.-'.::.: .-:.=;:.~·_-·:.; - .- ~- .. ,,,;> .-· .. 

· 1 d. 3 Las. hipÓt.esis de los t.eoremas•} 1,:.;;¡2',- .~; 7¡p,~eden ser· 
debilit.adas y pedir solo que CB, t.) séa\iun•i\.'..ovÚlo' •localment.e 
primo, lás co11clusiones si:;uen sj en_do _\·1·€:1·~·:-_:~~f~-~-~~·;·~-¡~:-·c:-O'i~~r_·: ~~-_::::ye1~a .· en 

la prueba de , esLos Leoremas, sol o- -u~a~:q~~~r~~-~: i_~::~~_i_1_0·_·_,:..'qt:l~·':;-~- ~ B, t.);_: 110 

t.e11ga nudos locales; pero no pode1T1a·S: h:~-~~i:··'.:·~;LQ'>ó~c;in :.é.1..-, t.:eoren1a 5', 

Co11si der·emos pues los nudos CI ~ni~i·t~s'olJL~IJi.c!os ci'E"' l~ sum~ de 
dos ovillos triviales, podemos ~uponel', sin .. p!Írdfcla' cle'r,;é~1el'alidad 
que 11110 de esos º''illos es el mClst.rado en 'ia'.>rú;~¡;¿¡' 3 Sea,· este 
CB,t.) . Es claro que <B,D + CB''.0) = en'lace trivial de dos 
componenLes, como se ve en la f'igu:ra · 4: pc;J. ''.16: "'t;~·,nL~: por: el 



F1 ~vro. 3 

. (R;q 

tB' ,O)· 



(D, t) 

····~· 
·"" " .•... 

F 1 ~\J r a.. 5 
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t.eorema 6 CB,t.) + CB',p/q) podrá ser el nudo t.rivial. solo si 
d(p/q,0) = 1 , o sea si ·p = ·± 1 ; ahora CB, t.) + CB',1/q) .=··. nudo 
t.rivial, coino.seveen'la fig"!'ra5; ce;t.)+C'B',p<q) .. • podrá ser 
cornpuest.o solo ·si'.:'c.dCO, p(q) · =:c1:Yo sea .. si ·/p ,;;,,±/1 .. · .. , • debido · al , 

,; ' l _.-;-·O-~~----~.°'-::,··,~,;:~ ,_-_-_ ·,.·,--_. _. __ '.·;.- ;;-o-- • ~ .' - .'. ~'-, ->-' ., ·."; ·, : " ... - -· :. , ... _.-· .', :-,_ :_,,~,· : ·.;-. ··. '.-~- ,;-·' '. · /. . . ,·. 
t.eorema 3 ;··.·pero sabemos: que'.• '.CB,t.> .. +'.CB.''~1/q). =~µdo t.ri¡.ofal, · por 

!: .. ~.ª~~ºd:1?~~:~~i~:.i~~1g~.€f ~z·:~~~iI~~~~~~.~~~,~~:i~~º;;r~=~º .. ¿~.~ l.~~= · 
t..riviales· da::por.<i·esul t:ado·~;ef;;nudo\t.ri.vial'/:o·:: el'i: enl'áce: .t.rivial, o 

-.:_ .. ,,_.,__,-<~'''' ·\·':'.•.\<::->'':):-¡;.'\·~-,~·-'"J..~; "''<~ ;_; .--_,<,.,,,. ·, .. ,:·.o,·.i '>> :,- ·-: '·"··' . .-.\~:i;L~'"·.-;; .. -:-~-;.:-·· _;'.),';.· ·-;,_·.,_ ·_,.:•:: ·_ · .:.-. . -·_' · ' · . · · 

bien nudos. y'/eíilai::es 1 primos ;'i:est.o\·implica.: que':; los nudos y : enlaces 
·, '· ·., ~:;' .. ';.' ··:<:.: ·,-: .•;-;;:;_•:~,·;,;'•/, i,~,~-'-,·:;'c,ii ·.::·_;.·,:;';.·e:,;'--,::·.\;', _';,'·'-:- :-;,. •. ·-.·~: ~:oc.'_·_:;'-~·· .·'i'i ., -~'- ;: .. 0 ;· ;,,_ ,\." -;·_:• •• ! -.. ' • 

de dos plieíit.es/son:Cprimos;~·:.que·;·es ;.un·:: hecho '..bien'conoi::ido: ·<ver por 
ejemp1·0- -e R_J':j;·~~~~'..'.,»;?~·~;::~:~J..:[;~fY/j',~h<;.•.:~: 's < . ' •· . ''•. · '.;, !}.' · ' {.(· -~': .. ·.·.---:-_ _-· 

'_,:~;-; ,"~·:'<' --::_- "-~'-'----~·:.;-, ... ;__'.~."· ;.:·· ~::.,·.· \).: _,, :-~-·.;./;:_~: .. ;/ -- : )}:_:·.:-<·.:. 
" · • _ • .- .-·1 , •. ,'; 1 ;~-.-·:-.~/ i'.,-_:~~,'.;:,-,'?<~¡::~~'-~~-:._.:;.~-~·,:·,::~.':: .. ::: .:-_;;.:;C·.-'i- ·, ;--,·:·;·;~::-~'. '.._;~·-::;';~ <;,:·_ --:~·;.,.º:· :: •'' -. -... - ·.; : -·-- _,. · .. -e' ¡ 

1. L -1. Los;•:.t.eoremasc;;;,1'::6:_·•·.son ·•:·lo>::) mejor·.:~·posibles·, pues ... hay 
··. · ,: ·•.; :-,,, '.•'-';rf!.'--':;·~;:·;,-.1•::-::- '~i.,." ·:.-~--~'-"e;;;··-~·--:,':-•--~;-··.: ,.,._,._." ~; ·'.:; ~:;:":_\, .-,-?i'O:-!::, :''-'' •. ·;:··". -; ----:_ ... , ·._,. ·, ;-- ·-· < :·.'. · ,.,, · · : . '· . 

ejemplos .de·. ovillos:,tpri!"os,•.:iPara.é/.los,;-;que .. i.:'exist.en: .. : dds ·.ovillos · 
~- -. -, , · .... ¡r- ,._- ·--" ·,-r:, , __ :: :•--·_ .': '.·:~· ., .. , ,.._,_,. ,. , __ ... "''·•:-'' <:-,.'- ·-.-"· '·'"' :::-· . .,-.,. •-: . -~ .,·--· .. ·-;:- .. . ,,.. - : , :: ". ·,: · •. ___ · ,- _:-._ .- • .,-.-. : -.- · 

racionales .· t.~r 'que.¡al'sumal'selos>.obt.ene111o":''nudos ::o···,,:.erilaces · no· 
primos¡. en '¡',.;"~rig~r~\:6';;~oo;tramo.:. ~y .ú i¡;s(con\ ,;.;t.a (pro~fedad ..•• 

'.:--'· _·,_·,:,·· ~-i:" ·.. "-~ !l---::,_;:-;""'\.--~---:!_._:~/J;~:{>\)/~· '-'<-'.; ,¡, :·-''~-'~;'~;:::'-~,'e'-'·\' :· ':'.<-,~.:~\~ 

t.enem~:\u~~t;' €>'.~:t,~~i'~~··~:H~~ ci~·fi'á,'rt~i;~;a}'65ó' /t p~ra i = 1 ; . ; . , 6, 

CB
1

,t.) CB'.',1.;CÍ>,,:; 3( # <i¡ ·: '<•< 

o~,.(x;c/ .... :;.;,.·. 
\) + 

CB ,t.):¡ <B~,oi =nudo t.rivial· 
1 ' . . .· ,: 

+ 

q 



1 . 
2 . 

. . 

)~10;/ )~/ 

. l . . ~ 
.. ·.·'--. ll .·~ 

),~~/ 
. : ' ' . . . . . . 

. . ' . 

5 . 

6 '-....._ 



.Q=P +. 

J \ . 

CB ,L) + <B',O> = nudo Lrivial . 
2 . . 

CB , L) + CB', 1/0) = 3
1 

# 9
37 3 . . ' . . . 

. . . · .•. ·.·· .... ·.· ... ·.·· .. ~ .. · .. v .. ··.·.·. g .. ~.·.· .. •·•.·• .. ·.····· ....•. 8~ .... · .. ·~·~J.·. · . . . . ·.·~··u·· ... o<> ~ó 
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+ ( B' 0) = nudo cuadrado (8 't.) ' 
3 • 

. .. 

)~12; /: ... . ·-----..J· •• .•• ·•• • • - • (] 

I . . ··. 1 •· .. .. ---._ . . . . 

( B' 1/0) = 31 11 a,. . CB , t.) + ' . ·· · . · 4 

. - . 

··. ····~ .·· .. ·.. .· . . .. ··. . . . 

. ~ ·.·. 

CB ,t.)+. CB',0),,; 3, # 22, .· . 
... '. ' ' 

ist125s • · = G-~ I ····· .. Q:_ .•...... ·••·••••··•·····• .. ···.··.·•···•· + · .. .... · ~ ... · . . . . . ..______.... 
. '-...., . 

l 2 



l e t.r1v1a ' . l de dos componentes <B' 1/0) = en ac . (IJIS,L) + ' . ., 

' 

d cuadrado (B ' O) = nu o . . <815,L) + ' . 

, ,. . . . . ·.·· .·· . . -lo menos .12 . 
. ·. imo de por. . . ) · # K (nudo pr , _ . · · ·- · · : cruces <B 

L) + CB;,1/0) = 31 .· .. -•· .· ... ·· _.· ·. • - . . .. · . -o• . 

·~ - -- -- ~ '. --- - ··- -- -- -

.· .. .· ··. > .·.·.· .·.· .. · ?, 
. . - ' 

J3 



Los ovillos.· de ·: lá figura ' 6 ' son. primos. Los siguientes 
cri t.erios sirven·. para probar\Íue un;()vuió e.; primo: 

a) Si las cuerdas de'· un oviiio no es~án , anudadas, ent.oni::es 
t.a1 ovillo es Joca111;eil1tepri~1C1~<püe~. clrirainellt:e >i)(I puede t.ener 
nudos locales. : '· , . :,•:>.·: : .. :,. .·· 

.;·,,'~-- ···-', '.::,;''.: ":;;- ;'._·:=- : ... -'. ' .•;, ·- ., .. . >e';·-·' 
,{¡• - ,. >:·: • •·-' ' :, -, ., -v•'¡ • •; •: _,,, ' . 

ov i J 1:) r!!i·~·.~.~iX!!t;~~~~:~~:-·~¿ri.~t~~t~dtÉ~.~r;~~~~~~~~~~ue,:r:~··· l :ni.=~~~: 
dicho ovillo ,lio · es,)t.ri vial;':i¡iues,;.\'iñ1os•en·'·la' se'cciiori L L 3. que la 
suma de dos éivil16.i.:.t:r'i\if~f.;5· ;..;¡¡;,~a:·•'Y'ci~Y.t¡;;;;:•'.¡..~~'Uitaclo ···.•nuilos o 

enlaces . comp~."'·rx~~~'::r~x~~~~,¡:,k~·~·;~l/.!;:¡·;;i.·$,1~1;.:fi~':rt.}f!Ff '.ri:.:···· : .. ·.· ... : ·.•.·.···•.•· · .. 
c) Si un.ovi:llo ,t.iene un; nudo loca1,-,·ese nudo local·· 'sera un. 

suma11do ·de· c'üa1Clui~l-:~nuilo}o' 'e~i'a:c;~·r~ue' se ób't:en~ii'Xci~'t/i.u~ar-.· .. ··di~llC> 
ovillo con.aÍgun ···()t.r:(),'.p()r,'í()> t.~nt.o .;L; uíi ,¿viúo/t.iene la 
propiedad' de' que 'al'súmal'Íe'. al~uri: ovillo racional' · .. se:'i()bt;eiiga ' un 
nudo o enÚ.ice 't:riviai ,' dicho .civi.Úo nó podrá t.ener nud_os locales, 

' ' -- .. . __ ._ ,· ., -' ' ' _,. - --- ' - . 
y por lo t.ant.o sera.localmente primo. 

Pol" lo t.ant.o si un ovillo cumple con Ca) y Cb), o con 
Cc>, t.al ovillo será primo. Los ovillos 6(1), 6(3), 6(5) 

cumplen con la propiedad Ca>, ademils al sumarle CB', 1/0) 

ovillos obt..enemos nudos co1npuest..os, por lo que cumplen 

propiedad (b), Jue¡;o esl.os cual.ro ovillos son primos. Al 

y 

(b) y 
6(6) 

aest.os 
·con la 
sumarle 

CB', 1/0) y ((j' ,0) al ovillo 6(2) obt.enemos 
y el uudo t..rivial respect..ivament..e, luego est.e 

un enlace cOmpuest..o 

ovillo .cumple con 
las p1·opiedades (b) y (c), y por Jo t.ant.o es primo. 
sumal'le CU' ,1/0) al ovillo 6(6) nos result.a el nudo· 

• 

j 'l 

Ahora. 
3 # K 

1 ' 

a1 



usando el teorema 1 se puede probar que K es primo. 

Otros cri teriC1s. que · si'rven: para determinar si un ovillo es 
.primo son ios .. '5.ii~ienfe,; 

. d> Supór;i;~se •que;; ~na Yci;, ;. 1~~- C:u~.:rda~ : , d~ •. un .. ovilló está 

::~:;i:·•~"'~:~-~~;'ii~{~¿m::~d.fv~i~~~~:~f~~~-¡~\J'o~u~~i~~~~;i~~;;u,?Zi q:~ 
no tiene com~, sumando a•·· .• k.!, ··. eritonc7,;.'Flú\C.no'.es un nud~ -loc:al del 

ov i 11 o .• si'.un o~illo tiene est~' ~~o~~~a.~[)~~2a4,6~;~,~j;·s~.0~h~o p;!mo 
de cada una de sus cuerdas·;. dicho iov.ilfo'o·ricí• t.iene"•.riiidos:•·locales: · 

· -· · · · · - - . _ '..: .. : _: __ ·:·:~- "~ __ ,::;:~:;v~-·~}!Jlt~~fü}:~;~:~~~~~~r~:~2i~~-::~;{;;;Jlili-:~~:..;t~~x_;{'i:W .. :; .. .r:-i::·: .. _:i: ~::- -· · 

e> 'si un ovillo tiene la propi:edadé!<de}¡pque.)pialtJ;,sumarleJ· un 
. ' ' . . - < ,., .. ~~:-· -·- :_,::~_;{:>;:'' .::.•.:.->;_'.'.:;::fr{ <~:;;._';.1>~1,>¡,f',,i~(''.'-f;,.::_,,·, '~~:'.::i,J .·,(::_,,,·>;;:.:,. - -: .. 

ovillo racional obtenemos un . nudo :.o ••.enlace.(de.,,mas.)_de\dos.~'."puentes, . 
' - •. , '. ' ' . --~·:: '·:-,.~< :· ·"'"' :, "'"''-\,";' -~--->~:-"--':;-;¡;_;.x-.:;:,,:/· ·::;,¡:,' '"-1"' ..... ::.~.: :, .• , _,, ::. -- •,.' ·' . 

entonces dicho ovillo no es;. trivial;:"pues>la)~suma(éde;i,~dos-•r1·:ovillos 
' : -.. _. '. ' : _; _. ' _- ... '._.' - ,;:-- ._, ;_;.-\~ "<;. :• ·~-"o::;·'~\;,,·) : .. ; -::::i':''' \ ':~:0--'.''.~>· .•. '" ·\ ':: :, : : --":'--; .-· ' - - . 

triviales siempre da un.nudo··:o/enlace'!de'tdos.fpuentes}ifJRl.'i,;:·:,··~~"7; · . · 

ºº"'º~:,:·:. ':· '.',"::,;~;2~f if l!~ilfllllltlit~~;t¡.,;·· 
CC~ t) .. Si CA;i..). ··es :.'localmérite··:prj mo/10 \:(!intersectai'l::;a>·Tasi-'\dos 

:~:::::.::,~::,C>~ii$:l~f ~i~JJIJl~f i~~iiiif ~,;!t~; 
En los·: incfsós•(C c) :iY.''Cd)':estamos!;usando} e1~::hecho ;de': que;,:: cáda 

n u d º t.;1 ene\--·u·ri~:'.-~~dº~~~g:r;p6'~ i ~'i-'d~~tJri_-'.¡·,~·¡:¡::;~:~·_ri'~':~~Yü~,:~~i~d-ci~~;i~~~1-~ .. ~¡~,iJP~'y;5,~;~~ .. ú-~· .-~'.:-:·· ·é· 1 
. - :_ · ... • · •.'-'·':> ·,··_-''•.o·'.:.:-:/-"''·''_.:•=-·:~_~;>;:; :·"-·!;~~e-·-:~\·,;',;_· .. ¡,;_¡·.'·:·-:;{;:,·:· :•r---..!'.·'.·:1,,:; 1·.:,;_;_:,~~-,:;j; !-:--~?-~"-':':c;-;,-:;·-t~-i:' .. ·:-''{· \_,;;.¡:_;-·o.¿;-_..·~·,,:,, . .":_·'::-- ·,_., ·.;- ;_ · 

nudo t..ri vi al·;~· na·'fs·e.~rJUede_\X':eXpresar;·'.1;: C:cuno.~~t stim·a~!~:-:·de .}:\"_dos~/:_-. n·udos, _: no 

Lr i vi~ i -~-~- ~-::{: ~~'P;f .. ~;~~:~_~i~~:"~~~~-~~A;~~~&~:~--:~:-~~~i+~~--:~§,:'.~;~~-,:~;:~,(-~,:~;~~:~,~~_c~~;i~~;;_;::(!~r1'#:~~~·=;:>: de 
las cuerdas .de•ese'ovill()oe~ta~an~dad~ ;;~porr l()~qlJe::eli;oyillo. no· es 

~:!:~:l ~:~t-~f~~~;~¡%1\§~,~~:[~~~t[r~t~Ég-~(J,~~~~~,~¡,,~t~;~~,,~~~{[-~1:~f :~,=~=~~ 
una vez: a·,, ca-da·::una'•de,l[;la·s -·cuerda-s·f;': separando\\a::,:.~'. C B.-,. t> -,:, ':·• eñ'. -dos 

:::;:::·~~~~~f íf !if ~!íi~li~!~~i~~i~~;·;:: 
e B 4 ,_ ,· L~. ;: -~10 ·i~~:\;f:.)~1\.~-~-j_~J~~~:~;;~:'.~:~:~~;~j_{;;,~~~~¡:\·!·F1~-~s1:'~.i?~~~~~~:~:-fi:~~:-~:e:f{'J~-~~0'.(/;':t·_~~~!<.:' n __ udo ' 
t.rebol .C3

1
') -,por:)lo' que: este ovillo no es tr1via1·,:;:al',.:;sumarl<:!, ·a 

est.e ovillo iel'6~riiJ':~~~'~f~~;~1.*i<~eog' }.jt)t,.;'~e~¡~,;(ei·ºiiu~O ':~,, : . el · 

cual es un nuci6' ~fi.~b'iii(~'tfri'[g;d~ .>i;, Íuégo po( Cd) /~l Cl~i11C> · 
CB

4 
•, t) no t.iene riudCIÍ> .. lo~'1i.,5' y, por lCll:aiii:o ,es primo .. ··Entonces 

el óvillo 6(.Í) tamblén es ~r'imo. 

~s 



(B,',1) . 

( 0~ ,"t) .¡- l B , O ) : 5 '1. . 
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1.1. 5 H. Scharlemann probó en CS
2

l que los nudos con número de 

desanudamienCo 1.son;primos, "lci ·.cual erá: una . ."vieja:cónjelura; · Este 
' \ ·: . .- .,_ ·:' ·,. ' . _\ - --- ' ' '. ' ·. '·' -::·:· -: -, - ~-. _., - - - ' "; '' - ·--· . . 

resultado es .un caso.;del .. leorema;2; pero la,.prueba.del: leorema · 2 
• , · -. · .•·,, .. -';-.,."-<.'.::·'·-.-.'·;_;'.-'i.'.:_.·_:·;-~,-;,.-~·~.---''.-, ·:_:;·-;.,_,,;:::.' :;_ ;,·_:···,-,-; .. ::·-:"~;co,--,: ... :-·.-;.-_-_:.o-:.--~' .. -.' _ ·- · 
es una ¡;eneralizacfon ?e'aquel resultado: H. Scharlemann• probó ; en.·. 

es 1 .
3 

una·. tª.ri;j.7.tiei.~tt71~i~~~"¡~~t.:~1.;~~~t;t~E1i~·:L~~~~.~~(ir ''.~~i;.·~~~.fr~'}.-.s ·.· 
n1ismas. En . eslos·;)_·dos:·;-"'_~,art..'1culos'.·1~~:se.'A\'>(~~-int..:r·adujo.~-/:-'._··lJnaY~::.:··,t.ecn1c_a 

.'_·: '.' .- ;'"./..'- :_;_~:: '_:_:;;: ·' r~"~-'.-,c·i"~:-" o;-~;"·,,. ·-: . •' ~-'-""';·'.~·:_:'·':,,¡·>':•,y>>_;'·,/1: .-· :;:':·,>;,;·::;·· .. _-.~,-_;>, :: '.'.: :_: ;;·;: :·. ·;·< ,;:.:.~. ·: , ;., "' ~ ·: - ·.:. , . , . ' 

comb inátor ia. 'para!': t.ra t.ár./prób lériias\ t.opo log icos •"~'.·en ':;"" esté ii t.rabajo · 
· :·. · · .: ·: ... , _:··¡·. ''-.' ·:-,·:;:'.,-:"'·,';~· •.;::::\f~e .t.•,_..-.•".I;_~- •;;••c¡_,,;);:,.:,•:<. »;•::\·:--h·-- -' ;~,h ~·,:;¡ .. _ 1 ;·,, ... ,.,,:.·"~' .:'s:· <·.::. :>·;,¡;,~¡-,:;;t·'t•·fi-' · .. -,--:·,:.•· '.¡· ·-; C·:. ,. _.-· 

usamos ·dicha; leen icá?pará"",:probar .. ·.;1os' .. t:eoremas:'1-;-<i"/; ·\·;.•.,;,.; ;t.t::·/1:•. .;· 

' ' . -. '\ ··:~~·c,:;: :·::~;<~~;~:;}:i~á;i:::~}X}-.!~:~t;Jr;~'.~~i.~;;.~1f~!:;~~{;~·r;2~;i~:~-:)tNi:~; i:;i~t\;J:~j·;tr~~~X::r:\~\_ X,\:L;~-~;; ___ .:j}~t~-f:::·,~\~~:,f :.: _: ~'.:;: :. ~-- :·:::~.: :·:·~::·_:;-~ 
W. B. R.·:L.tckorish :co.njet.uro i'.en:xCLJ \que,rda_do;;.;un,\:·oyillo "},primo 

.' ._ · • ..:'-_. _ •.. ~> " .... ''"-···"_-·, ,;. f;-''_': .~.;-,": _.s:·~ .. '--'.~, .,.-._.,,, _ _,,<\•'-'-,.,;,;;_.~;.,";· •• ·-<'o· •. '-':, ·'l .'~:.-•'·.j.,>"~_:,<"--'·;·~,~-;"~:;,_ ·· ·");»\::.:_~,: .. ~.--.>:",-, ·, -,-" · i. ·--- '• ::.·:' :: · . 

existe. a ·lo· mucho·:,·un"·'· ovilló S.c~r·acion"ál'\:';laL'·éique•:•?!alH:sumarlos:;,,se. 
.. , , --'. -... -'. '_·.-.·• ., ''·e-. .-~·-·--.:.,·,:·, ; ;:;i·, -·t:.c ''. ,<,.,;, .;-';;:• •. ', ·~-;~:,~~:;~-1-.-·.:·-~·:--·:: ~ .-, 'ic;,-,., ._,,~;_·:¡-;:._,.,.,,e·'."'•<··_;.'<'.-_'{ ;,in/_,/-_.-;·. ;.:.~-' .H-'• _,,:;., ;.': _ ' ' · .. " 

obt.eni;a un· nu·da:; no, prfmoi''s est:o.fresul t:o'':Talso/i:omci:Sya'< most.ramos.:.con · 
. · .. .' .. · ;. : _._ .: - ' - .. -, -·O ,- ;,• :C, '''·:--'-' -',:·,_·:,;::.~: ,:;_.'- '. · !e•';;·:_..¡;f: "'-•:.' · ;:·, ~-, _.,:. ,\~,_,._\•.,'.'¡_-;;_~>.,-(;;'.'·',,;,O«':".'-' \i; . ·»~-- .: •, ;; ·.: - .:./,. '<.' ·. · . .' : 

los ovillos .. de la\.l'ii;ur;;,'; 6;¡/ilóst'~p~in,1ez:6s('. c'?nlraej~mpl~s :trueron 

dados por .• s.A;siei1e.~ :~~/í .:¿;i;:c:•;~'~'~;~~f.;.f,~~~~~.~~fü~;:~S:~if-1{r.~º~;, que 
para .una clase .de ovi.llos primos <exislé:;.;i.·a;c.~lo::•·! mucho:ic:un iovillo 

::~!~~=l u~ª~:~:ª~=-·~~~~::· ~:~:~;~r!*~~~u~~:f~~i~,v~~~~i,i·i~r~:~ •. ' :: 
el los en cuan lo. que est.anlos inter~sado,s ;,.;;~0"1(;7·~~\~~d~s· obt.enidos 

,_· · - · - :. · .--... ,-, · .... ,.';,· .. ··-'·e ··.~',°,j;·;·-;·· .. ·il'_':""·C,'-'.-.·~:,-"'-',-_,·-;o\·,.::,·.:--, ., · 
como suma de• un ovillo 'primo' y· uno:. raciona1·;-:.:{sino•"tambien en los 
enlaces de dos cómpOnenl.és.asi c;l:ttenTd~s? \; '';<!:,'.;·,~'.. ·•·· 

. ,'_-:'.» ··:). :.;:~~-~;-:~_:;!t~J~,~~t:~~~f;;~$·(_·:c~ :-\·:_,·._·_- · · · _-,_. 
A la !'echa es desconocido si ~xiste•,:un"·'?villoiprimo tal que 

al sumarle l.res o~Ül'?s r~~ici11á1~"'::ª/~,~~~,f!'?'.#:gs~, 'ob1,engan tres 
nudos o enlaces .no ·primos, por··1o;·que .• t.enemos;:;la ·siguienle 

-- · ~. ··- j-:~/'_~;:x~'.;.;:·.'·.\''.::-::-':s:·~,·.:~.1:~ < 

Conjet ur~ 1. ~ Dado• un ~viJl~,"¡~i.~§'r~''.;~,,~·~}~~~J. a · fo muc/10 dos 
ovi 11 os •raciona les· tal que:.· a LC.:.sumarse l osk·se:;:;; obten san nudos o 
enlaces n,;"firin•Ós ., .•... '.·······.·.'.·.···.·•.: 'if:i'·j,•;@rrY1;·}<i>· 

:::::::;.;tit·:;~"~~~fü~~.;!~E~~~~~~f f ~tlti~,~··; : ·.:. ,:: 
. . .... : --:-;· ... ,, : . - :.-"--->,.e ·.·'"<;::·:::e,.:< .!./Y /o·~:,-,;·::;.~v:;-~·._'-·,~:,·.<:.-':;,_'.:;:,:.i·::·: "'-00.:.~·.,,,;·:.;¡':>o,c,;~· ·,. '-;··- .. 

Decimos quedosovillós raci.onales.)CB;p(~);;,;;y\• <B;r/s);:.estan en 

~=i:~=~a P:~a~=. ~=n~=C~~~:ac~!~::~~:.l~~~;tfi0.~~t~n~t~·<~i,'~is;~s. á, 's. 

1) una cuerda une 

2) una cuerda une 

3) una cuerda _une 

a 1 y ª2?Y _la•ot.r.~~3 ya~ 

a y· a ' • y J.~ ol~~ o . y a,. 
. 1 ... 3 ·, ' . 2 

ª• y ª• y í~ olrá ª2 y ª3 



a., 

" 

a, 

------- ..... -- --· 



Un ovillo CB,p/q) · est.á en la clase C1) si y solo si p es 
impar y q par, est.a en la clase C2) si·;y solo si ·P ·Y. q son 
impares, y est.a en l;; cl~se (3) si y solo 'sl p .• es: par y q 
i.mnpar. Ademas 'si.dos ovillas ' ée;p;q>(, y/ cB/r)s) )ést.án ' en 'la 
misma clase de. pegadtir~;.erii.ori.ce;,,,<dcp(q';'~/s~';c~;2•; ,P~¡:: ló . t.ant.o 

. ''' ·-:' -' ,-, ,., ,;,.;_,.,--_e·_,_,_,-.->-:':· ·:;e_, .. ,,--~'.-'·<.-~"-~'"'-'.--:·,-_~- ':'~,>-•. ':·';.' _. -;,; .·e;':~<--~ _.,. '·"·· \'·,_-.... - - ~. • - r ":,' '.,. /: ' '_ '--.., .· ' 
si al sumarle;'das·.·o·v1naif0 ra'cionarés(á~'uri''civi'llo;•nprimc:í'X!abt.enemos 

. -. , -· , '"" -'. . .-. ': _;,· -:: '.-··;, ':/- ~·.: ·-,_1~0 ¡;_-{· :;:\:¡:;'.:, :. \.•\~;.;;,/.~''''. ·L <:,c:-_·:1;; ,t-•'..·;::~ -- -::-,_;.,;,.-¡\. __ ,,--f'-'"'.:._;~·,, .. '-\-' .. , : :-.:.·'' ·::>"¡:~· ·_: ·> ·:, _.-:.:· . .,- · • 0 
dos nudos.·. o• enlai:es';nó:/primos;>, dichós·:·ovillos"deben'..{de'):{est.iu·: ···en . 

'.·: .. - :·, ;_. -.-:' . ... !~'-· .. :.-·>, ,,_.·;.'¡·/·--.-::.:.;,,. '-~···{_-: ·- 'º'' ~'.:·:;·,-::-'.:•·1 .. ,.·): ;y·:' --~.-; ;·_:¡ '.-::;,;_-,/ -/i:·_'.,'.r·i:J ~ · -'-'" >S.:. ;-.: . .J.;; :~·p.,_.,·'_>-, -: · .·- , · 
dist.int.a clase .. · de''. pegadura ;;.,~Est;o:~resuel ve (una" conjetura,. de "Bl'éi ler . 

·- ' , .. .-.' -·:__,;-,'._•,,_.-••• --;.,e_:,;'., ·ty..;;::~~--;~::;,:'/,-";<:!';f;;::s;~~;;_c·s~:-·c.·\;-·~_-·I,;:;):.:.:-:::;1:-'.c:·,:,'c';.;_ 1~;i,,\'Sf:-':;'.'·,-f.)_,_':o':.;.::-~·;;,.·¿¿,;;:i/".'•_;;_,-.;;;:· -''- ;,~- .... ·, ·.,.: · · --. 
C B l, pues ',el,::conJet.uro.rque1'dada:.,un'1ov1l·lo {p~1ma: .. exist.e.:a';· lo, mucho 1 -- . · . -:, .:·:'.·' );t:· .:~-~~¿]·-~,,;._;~t\1!~!;.1:~:;~-!:'..~;:¿\~\!·)iI~-f~~.\~::'.if ,~~:':Eó;·j,;>~---~;:_'?.X¡:~<:;_·,~--,;_'.·(1~/:·¿~{'~'.--:".;'.'~~'{~'J_~+?_·'-~,'.'?<dNi' '\,_--~ >:::.: :: . -_ ... - . . . .. 
un oville. rae iónal''.ien '.~cada.ii:láse::·de ;pegadura ¡))i.Cal''ique J'<if•,:suinárselo . 

- -_ -. '-" ¡ -,:,· ; .__, .. _.,,~:,;;¿:.\: ·¡-¡;::::--:..;'')':--.,:,t·-,_·- _.·,:_.~- '··-·~ '''·'· :'·' :· .'' ;: ,·_· .\ ::''''---''! • ,:'-,_); _, ·>,. :· .+:-:;, .;;,;-.:·:.'.";~;-. --~,-\< .::.¡·:;- -·~,- ,\"<;-_ .. )-''·-' - - -. -' ' _. 

a dicho ovilló{se:iol:it.engá''.un1nudofno':'primó}':'<Dado,• uri:;:av illó\':.CB, O, 
. - ._ · ,- . : -·:·:, _...::_,._,_ ~,:'.-·-;:,.\ ~~ --~-·b·_~..,_,.,"-i'•h· -cc•,:; .. ',:u: ·;:;;-~, _ _,~._, __ .,,-;.:_-- ·' · : . _·: ,_, · · ~--~,,.--<·--, _.L- ~ ~:;--:,-,;;;; ,,~-:··,¡~'~. -;;,,,::_.t<_'·-', 1,,~~.," ~ :->-> ·.:-: , : 

al sumarla· con:ovillosi"de•"una ':cierta .. clase :.de" pe:;adura.''siémpre . se 
- ,, ._., --.. .- ··\,,_-. -,·,(L-; -'~<i::·Y',;,; . .'-º'''',·"t~~; ~:~;~; :.,,:-~1,: ·-~,;:-~,~~- -~'-' L-__ ' :- '.:. :, · __ ; -_-: ·'.'. <; 'L .- _ _,---..,. ,·'.'·:·-:_·-_ _.,;:,7-'." -ii-S,'::'._-··_;'.~-;>.:i~'·,i":_ ~~-','''-' '· - -., __ e_· • -. , _ 

obt.endran' en l aces'.'.de~ dos;·camponent.es ;<.y.' a l.:' sumarlci."'canc' ovillos.:. de .. 
, - '. _ -: ·-· • :; :<.'~~'-"·'' _;---~<;~;"':t>c.<'.::·~;-;. ;,~-.?,;,•o.~-~--'.;: :'. -_, .. ~ ·.·--· '- ,, - -·- -'-.:. -,-;- -'· -.' -.:-:-: ; _-f!;_-c: '°·;:i:'._": ';i!f-',-.-;-_=;j"-; :''/'.'·~.:--·;.·, .:~:.-'::: .. -. '. :_~; :; .:-'; -' ·' -· 

las et.ras .·.das}clase,;[.sr; ··:abt.e.ndran·· nudos; a,;i '.pox:'eje~1plo 'sic una. de 

las c:uerda~\~~/,;X~iS~/'une. ·a 1 .Y a 4 y ·1a ~t.r . .;J~'irD~~'}'.,~;;.~uri;ar 
CB, t.) ·can :un·:iavillci<de lá clase CD. o C2) .siempréisé .obl.éndra un 

; ~.,:.:.'·'.".'<-L>~ --_._.;:,:,:,···,.·:-~ · .. - - · _:_._._.,:, __ :·•_,,..,._ ___ ~,.;,_-;_,_'.•->_,.:,_;;!:.:'-':i._r"· ... -:,~- ~', 

nudo, y .al\st1mar:la·.can uno de la clase. C~) •siempre,.,se.•abt.endra · un 
enlace de dos;,'C::omponent.es. Por 10 t.ant.o pa:rá ui1\oviÜo '•'.prl.mo . si 
existen trf,s''o~illas racionales t.al que ál su~irs~l.o;. ;;;'f,J,abt'.engan 
nudos o e!ll.~cif,.S;n6 primos, entonces dos ... de f,üa;.: .deberi ··dé' ser 
nudos y el ··otro .. un ·enlace. .· , .. ,.,, . .,.,, · 

: ': ;'·:~- ·-:· 
." '·. - --- -·.· '' . " - " - .. : . "/··_:-: ;-. __ --~ 

1.1 :7 'Ahora damos una descripcion ·de losfoviÚds · racionales. 

sea e la ~?.1ª de la rigura i:l> y> L l?,5:~fi'af665'i.j~~~~ a 1 a 2 y 

a 3 a 4 . De~inimos 11n>,''?~e?~'.º'.f;~,~~j¡;•f;'.~,f-{;,~,.f~;',".:~''lllis1110,como .1a · 
composicion de Üna rot.acion ;· : de 'angu la':,1r/2';::,·en ; t.órrio del':'.. eje· . E'. 

que t.~ansra~~.ª. ~ '.ª {:,;.~~,: , ~?!,:,2~~!.~.~~!';·J.~{.~f ~~K~~f.~~e~,P;~~l.b<\ ·~ L ·. •P~ ano· 
meridional·· que -:'cont..iene :_-'.a-> los:;·::-'_a t··i.~_s>·~~:-~· Def' in irnos :_otro-'' hon1eon1orf iSmo 

~ d:je~º•••:: ~:·;:~'Í f~t~~~~f~f~~~f~t~~i:[~j~i~-;iri~v~;i~~f~~~f 3\~~ ;:n.·.·.·· 

como en la .rigura :.9;'(:'•;:vl o·,,,.,s:e1 resul t.ado dé?/i;ix·ai;;'i;'.<1riant.,eniendo 

élU rija•: en i~1,;~~ñ,f~,~~¡·9Jfj~f(,ir;#1ia,·r;'~·;K~j¡f~F.~~.~.i',?)/.st:>~'.''f,1. · rin 
de permutar.··, a :])~ll.ll,o¡ ;~.(z°!'.'\):'::~'~·~\i',i~~ }~~.\l~';),{~,E!~,\i,~~~, !'..~~[ª de D • 

. :<; :: -:_'[-", ·.'--.; :':·, ;:·./,:.-:.7· ~~;::.-, \:/,i, ;.,~:'~;.'-::·;:_;.: ; /~~-'<;~\<: ';)~; .. ~::--;;t .. . ;_., ' 1'' '. ,'· l, ;::, "' ' :--;·::;:·· •. ~;~·;;<: . 
Sean p Y. q,'\·dos ·enteros Cest.amas:.suponiendo. que , son<' primas 

rel at..i vos);:. si ·_.::· p·;q·::-,\C~--~:_:.::_;::/i~~:;<_:~_:,~é;~-~~"l6ri\'.;_~~;"é"~'J1'l-i'¡;'U':¿f;J¡~{~?::'.ri·.·~,:+;;~·1·;;~·-.¡_.:-~.._:·~~ .· ~--. -+ 

: o~:k : a 1 / ~ a:p;:~~:ó~~r;¿~;~f : :~~~¿~kf ~~0~~t~r~;t-~'i?i(~~t~t ¡~,:: ·.: l 
ovillo racional ¿B;l/0) como :e ~ás,;b~~~26~ ;L ,i~~J..'inimos al 
ovillo <B,0) como CB,0) = t.CB,1/0) yal ovillO CB,p/q) por 
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CB,p/q) = /Cp/q)CB,1/0) . Se puede ver que /Cp/q) no depende de 
la f'racc:ión cont.inuada elegida para p,-q . En la figura 10 · damos 
algunos ejemplos. ·' 



2. + :! 
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',' "'2. 

· ts, ..,¡ 
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1.2 Algunos problemas sobre ovillos. 

., 

1. 2.1 El. ovillo CB,t.) ~e la rl'¡;ura ÓC6)• t.1ene la propiedad 
de que ce,t.> + <B'.,Ú'O)·.····,;,··n~dc:)dedOs•.'sumalldcis,'•y· cB.~>'+ cri• ,o> 

= nudo de. t.r~s···.suma:,nd?f;l E~ci~,~~~l ~:n~_s.;;Sim§1~.;t~~§~p.nas.<·f-,~1: e ?Vil lo 
CB, t.> es posible encorit.rar !i:'üri 'i;:ov iüci··;,,.:¡;rimó{:!\ Ce.'.' ;t.>\.:.•· t.a l •, que 

.. . • .. :; . e• . · · ,:·: '··' -_. / ~·· · · ·:·_-:::---,; '~·.<;:«r:·-~·'.·~\-':::>J"."~:''->>l·-··:.:~:~'·;·,. \~-(- :._'-iC"E·_,; ~ .. ,-. _-,: ,_( --::_:·';'· _,(·_',".' ·>.~ ·'.· ~''?'· .- ·" >:· . '· - :- · 
ce", t.) + <e' , 1 /0). = •nudo .. de.:: dos·• sumandos;•'.·)' ;/,•:,ye e:;.;; l.)•:; .. .,+:,;: ( B' ; 0) ·= 

. , _ .. --·, ·:· .-. -, :--: .:, ; -::-¡;·-: ·.:'·.·.;.¡ .\c-·"l:~.-\<,';'.':J '.~.-.-.'¡!_O:<'·;_-;.·<:;-!:, .;:;~: .. ·.:;~_;'-,. Oi> ··-<' ·. ,· ::··!'•:.··-.<'''."'.·<;·.,-, __ '.'.'.'- .- : • ·--:.- , 
nudo de n sumandos. Ser·1a\'interesant.e¡ t.ener,:::Cejemplos'.:•l'de¡' ·'ovillos 
con las siguientes., prop.iéd,,:d;;,~·;~7:'.o'~:,/¡,j_-~;;V; pr'aba'.r ,:'Ciu'e':.::.'. ñ~":· pueden 

ex i st.i r t.a 
1 

es.·. ovi \~?5:·, j;,;;,i~irf ¡;,;i~~j}~~~;t¡'~f ~i1~1~ti~i(~~¡\,~~~~~i1r~~~~~i['f 1\,;~'.:l·. ' .. · ..... ·.· 
a) Dado. ·. n ;:,: .·2· .. : enéorit.J>ár.{un ;, ov H lo 2{c primó ,:~·u··«B; l.) :..'e;.~,: tal·<·.'- que 

::· ;' :;-::;~0~~}t~~~l~~~\i:~~¡~~li~~~l~1~1i~~}~:::• .. 
Ce, t.> + ce' ,1/0)J=•:enlace·•'separable'/•iy'«?· ce·;t.)(;F·;(e(•; O);;='•nudo;de 'n. 

suman _d 0~·~·· .. ··-~:;~~~~~\/~~~·::~;~-·;;;lt~~;·e~;~;¡j;~~~;;)~;i,{~~~;~t;~~{~f ~#~~;~:füJt~~~'.~~'.:'~~~f j~.~~~~-~;:f~B~{i~~1¡ __ ~~~~:~~J~~~;f¡~~-~-.::{~~~:~-::::·: __ ::' 
'e) ·Dados:\ n;;:.m/i!:;í2'{<.encontr·ar.;;un':ovillo:f'primo:::'i,<e;t.;>Y; tal que 

' -· <., · ,•;_ ó.;;'. • · ·.''.•.,,;>"e·,,;~\:~ :.;\'.\.0C>,;J'.•:.T ~;:~•--,·.'li o":,·;·,,j':.c,¡;~ "~'-;f' '·';'.;'.;;;;'.\·' :'-·,;·/:':;;_c_-;-;::;':·;·:C"·~-;1,.f;·,';~;\~~~'•>:.::·~-'- 1 ~--{,/';'-~ .. ;':;».~~~'; :~:''.•·' '-: ·· -. , , ' . 
ce, l.) + ce•, 1/0L'=,•nudo'.«enl.ace>«;'.de;,n :sumandos,· ::Y.:·\Ce; t..>.·.+·. CW, 0) 

= "ud º• · .de • ~)~;;~:~~t17i~;i~}r!,;~t: ,~0 f ~'~lf~I~f i~t,:~,'.~~t1'~i,5,12kif l~r~:1~~~1~1;i11~ .. ,:·¡:•.··· <·· .· .. . 
Es claro> que; p'odemosc'suporier>si.n :~perdidá~deNéi;eirieralidad: '::que· 

;::.:~:',~,~~:Jl!~i~i~~~~~J~~tl ?t~t3itif~~'.~5:1 •.. ~. 
1. 2. 2 Un riud,o :o,<enlace 'I< . es pr'lmo doble/ si :, h<•· es ,.primo . y 

h no puedf!; expr:~s~.t~~\~O.rn?).~á;sum"·•·.de-.~o.sC,,~ih ~§~? j)}'l~aS,··'.••,c.v.~a.se 
por ejempl.o, l B,,il;; erí.;do~.dei; Sf!: prueb~ ·que. cier~¡)S 'J'amilias: de nudos 

son primOs dab'1~~> ;•'Podemos pregúnt.arnos ~ic\' aJ..,''~u~~;~ ··~~·' Ovillo 
primo CD~': a'vºillos . racionales . podemos ol:>i:..;'n.,¡I'· : po~os riudos o 

::1:~::.oq~ZDi:'.::ª~,~~~;ios e!º:!;:.~, U~· º~!U:xi&~~t.)~~=e e!~:;a qu; 

encajada en ·e que int.ersect.a a t. en O.c§at..ro puntos,.de,.niodo -,que. 
la 3-boÍa que cleLermina s en B int.er:secta ~ t.; .;~ 'do,;; arcos, 
f"ot'mando un ov.illo primo, y ademas S >•no es •isotópic~' a ilB 
<relat.iva a. t.>. Ejemplos de ovillos qÜ·e.~no.son'prlrnos dobÚis son· 
los !'armados como en la f'i¡;ura Ü., LC:,s ov'Úlos óÚ>, ,6<2> y 6(5) 
son primos dobles, y los ovillos 6C3), >6CO\y. 6C6) lle .lo son. Al 
sumar un ovillo primo que · .rio · es: primo'.:'• doble .. con :''un . ·ovillo 
racional, lo mas probable es .que'.,'el nudo o·.enláce 'que result.a no 
sea primo doble, por 16 . que.'Ta'. ·pre¡;~~t.a ant.erior t.iene .poco 
int.eres para· eSt..oS;: ovi.ll_o's~ 

23 



Sea CB,t) un 
ovillos racionales, 

ovillo 
Sea k 

' 

primo doble, y CB',r
1

) , <B';r) dos 
2 ··-

el nudo o enlace •Obtenido al sumar 

CB, t) con CB',r.) , t:.= .1~ 2 . . ' ~ ' . ' 
. ' :: . '. ·. ;· .:-" ..,:::-:·.: :: .. · .' ·-

Con je! ura 2. Stiponsake . que {I< < ;¡¡<:;>¡,~ priÍ110) Clobie. •. 

::· :;:: :~~;,f }~~~:~f ;; ¡;;;~:::,~i;;;:;;i;,:. : ;.: 
es separ:ab!~;·~xiste.' n'

3 
't~l.que« dcr¡,r

2
J ·s n

3 
• 

no .•·~s.: .. ;;iméi ·~ó~:i.>; '' .. ;;i~l~f .~~·· ' !ii1. ·. que 
!~;-...,,_ ..... ,-.. ,·_:<, ;; .. ;.:'··:.· ··~··".:_:;; :.:q: . 

. ,,'.·.; ·'' -- ·-·,.;. :--~: .: .... -:-.>-' ... :,-~-::;:,-·(: :·,· ·. ,, ___ . 
'_,-~::-. --.·.:; ...... ;> ';(~ - ' '· ,, --- -- , .. _, ;,· - ·-' ' · .. ;. :· 

.·,,; - :~: - ' . ( 
.- • , , :: ·,,,, ', • ·'>;;1:C. o • ",· :.::_ · .. : .:§· '".'.'' ";• :'·,;.,>-, -'.· ,{ _-·:·:• ::'.:-';.:/'- _:_· )<.';~:.!::.;:;·_·,;,, :·· ~. i-·~:· ., . :-:_•·: ,v:' ;::::: :- ._' ; • 

Una respuesta · af'irmat1 va·: a·;estas "'<'cuestiones. :.Jmplicaria que 

a) Si "2 

b) Si "2 

e) Si k 
.2 

d) Si "2 

d(r
1
,r

2
J s n 4 

. ' -_-.~ ·' -' ·,.,-, ; __ - .,.,.· -- ' ,.,, ._ '- ,.-.:~- ,;"" .... , .:.<·· -.:< ·:·-: :: . -~(; :~.' ,,.,._, -··-'' - ' ,_.-.. , --_:·;.-' ,_, --- ~ ; .. -_ :.: '" .-· ·:-.. _. -.'· -- . 
dado un ovillo· primo': doble .. existen'}tin\:.•.numéro'?ririito••·•Cle; ovillos 

;-. ,_. _ < -'·'-"" ·-:~_;,-,,.:¡- .---;·¡: -,- , ~· 0 - :· -,,;•'•,;:-'.' _.:·'-: , -., __ ;-': • .-,.• ~-,_-_e '-:--~·~,o>.';.~'"'.;-' --:· o;'·'.-:' _ !-' -<: '.· '·.: --' :.';. -' · 
racionales tal' que•;al;C·sumarselos.; se.: obtengan •.nudos'• o§;.enlaces .. que 

- - ''' ._. . '. ,,, ·:._,-'\."1·--- _, .•• _·_ '_· -·:--;-·• :·-·-·: -_- ,,~-- ·' '--: ':"'. <-' -:---- .. _. ._ --- """'"'.:- -._,.. ·:·--,._- -- --:' _._,.·.·_-· _.. ' - ·-- - . 
no sean primos .. dobl.es;)fLuego\esto·implicar!a: que;: ~ado ·;un; ovillo. 

primo. doble' :r,od~n,:~.~.~;~r~.~:~r0~·~{·\i:i.~~;,iff i~\ci,~~;d,~' <·i~úd?~·:;r . en laces. 
primos dobles; f•sumandole•;''laC::dicho.,;:<oviHo ;.·~'.'•distintos • ·. ovillos 
rae ion a les .. ·.• f'.~oba b i~meri~.>{:~;;¡ta' ciorij;;t.u~a ;;¡,;e pueda .:~~s;,lver.•· con las 

' ' ------''.:'/_· '.':''·;;:_.<:·;··,··:~/,:_,-;<':.-~,-'~-,;·.-;:;.:·,•·,,_,,-;.-_:_, ·--~~:::;•:~·:•':;••.•:·,;-_':.":~ .. -C•:.;·~-·-~-;:•.· .. --_. :·, ·- -- . . ~ 

mismas tecn icas •con· qtie sé" prúel:ían 'los "teoremas 1-6 ,< • pero·.· · quizas 
la prueba s~a· mu~hí:;'mas ~omplicad~; .. ·· ·' ····· .. · ··. · .· 



1.3 Cirugía en nudos. 

. . 

1. 3 .1 Sea k uri· .nu.do. en S3 y sea VCk\> •.una vecindad 

regular de k , ~l ~~!.~rior ~e k 'es el es~acio s 3 _.\l(J.) i > Hacer 

~~r~:~:ó;~i<~~~;~;i·i~~~z~.t~'.~t~~i~~;~~;i·~;~~~~±1~~~~;&~5.f~:j:~r~tin,t:: 
cirugias :con•·;::;CfJ..1{1/Q};;:':al/ igual/que .. en': l Rl. "o;Denot;amos') por/:·:;; NCk; r> 

- :. . _: -; -:: . •;, ·C'"<,,,_~: ·/··.·,·;:;-:-;.';:':.''.º"~;.-{.:·.;~ ~! ' ·<' .:, . -''.:'.:.- .·,; ···-·-~ .. _ ·, ~-,·,_'!: .,~,.., -~!'!>' ,< •. 1-_/-;.-~·,,tci:i• <_C·~·t·-·.·_.~-~ . .'-~'(~'>'", ·i:¡?\::· -~· ;: .. ',;":--·:·'.. •:- _ .· . . 
a la variedad' obt;eriida': aLyhacer.:.cirugia·c;con•. coericient;e :•y¡r:.~.en ".el 

·. '.' ::· ; __ º ;~;~_\.:.:;~ ~ ~::<·t;.::: ~~::;;~, :·{::/;_~;; ;:>i'.: -· '.((~; ;,:-·:_; · :::~:\:;:_ :7t·~'.;]·:;~-;~:~-:-:1·~:, -~-· ;.-¡>t~<)'.,:i 'i¡ix.;, 'i.i/:;~<,\W·\:/:~_-;,::;:¡:;~;~'.,' :/-~_; ,.· .;·>: __ -:·:2¡ ,_-.. · :',5 . · ·---. ::_· ·· 
nudo k.··.·~ ·.,Tenemos•: qüe:;,::11<: k r> :.·eo.:'S/•:§surí;e]·la ::siguie'nt:e5prefiunt;a; 

¿que . cara:~i~~:;i~XB~lf j¡~~~t~t?~·i.~~~t~~t~;~;"~~t~'fl~~~~~l'f{~·j~~~~~.j'if [r·~f:if ···.·••·. · · 
. Un nudo·,,. ;k i<;;t;iene .üa; p~opiedad.'/•·: P:•':•:.si¡·>,,11Ck; r>.1iies/ simplement;e 

~~:ex;a:~!;~5~~:i~-~i}tE~lt11~~~1:if [~}If ~~~~4~[g~~~f:t,,~;1 f c~~~~J>~·t::~;s 
re lac i onada•·con •·1a •: co.njet,ura;¡,de:~.Po.i nqare;'~1,es;'Tai siguient;e .. J: : ·· 

__ .· ·:_ . . ~\; -::~:~:t::1f~:-~-~.~~f \'.>:t;r~:. :/-,?~~~~,:::::·.·:-.:~-~~; __ i~JY~~-::i:~l:,~<t~~~{'.f J(<~'.,~~~;-r~'.~>~~it~}~.:~~~-~:;:~~~f t:t;:?~-~~'.::::-;,,,.-_,.,. , -
Con;e.t uro ,3~,,,TodoJnudo•mo/t 1\1 u1 a l'·fheneJl a•prop1edad' 'P · •. 

- - -- :!·/._ : __ -_ .. ;· __ - : ;_;,~--~~~\{~~1if:+~r;~~;A~·;_~;f:~i~~:~~1'.::\~·tl~~:~;~~~'.;,:,~_~:~'.;~~1K~~'.J~@~f (~::~~~~~:~r~;~-'.rt~:~:~~r!f ~-~-~~tt;xt_·--·:-'._~ __ .'-. 
Se. conoce: •. que.•:: muchas;,rarnflias < d.e:'. nudos ~.t;ienen :;·::·la':::;. propiedad 
· ·- --. ·.':. ~-:_:_' .:, "· ,·,·¡'.·.; -><:,-;;~· -:''~< ·,~.y-·+:--'.i'"·- ;,\.-;:.•." i-.:;,,:,'"" ·' ·:~ ' -_,;;::-_ "; ;J\-_.:;·x·:" ·-~''1.,;,C'o'.:,:_r1~·-·,·;,,·_.·.\ ;· -·- . :.· ' -- : - - · 

P , Recient;ement;e\se.::há•'probadciclCGLSL\qu·e·i para;;u·n •nüdo .: h ·a lo 
• _- : ~-: - _.;,: ::- ,;-_'.-f ';i- .:,» .·,·:..:.,· .)'':, _,:·;'"'k -;·_,i-~:-_\'.'i;,:--~>-- _ .. ,,._~--~:_c,·.: '"·'>>:· -'\;~·._;'.,0 • ..-¡:0.'k:\:.' _,_,:~., "-~ ;~ :..- ~'-~·-:; •. ,_)'" ,'. .: .... :·- ·; .-. - . • 

mucho · hay ';:.una<::t.cirugia.C,'ii.no;'YJ.t;rivial.!~··,que¿\pr.oduce>: una variedad 
simplementecorie~,;·;"':y:::dii:h,a)'cir,~gí.,;}s.cilo{puede< ,tener••· .. coericient;e 

,· • - •• < ~. ;;o,.·,.~º-':·: --~':'-. • i<\c; +'. :•:-- !-~"'.<'- '..ú,c·-;._;; -;-<'.'·;·:,.¡-c-•;c-,::"'~-.·, .. ,,,, -, '-'" ; _: : ·:: -·- · · • - - -~ • 

1 o -1 ... El problema•'que'.har}para;:resolyer el.· ult;imo caso de 
esta conjet.Ú;..,;,,;e. ,:¡:;;;¡;;e,,í::~:· ~iL'.f'~~6bÍ~ma que se present;a en la 

·1· .• -, ¡-· ····-·. ''/_,-. •''·-' :,: ;:_;_'.'.-~,- "":-, " - --- '. -·~-conjet;ura. · · ·; · · .·:. "•< \'.~· \·:, ·< .. ,. · , ;;y ··;:. · ·· 
___ :, ·;._··i . ';- .-:·,.-;·,-. •j!:\,_i°'.' -.: _._._._, '-" 

. - . ' -_,, ___ ·_;:_''-_ .. .,. .. ~. ·, ,. ' '··-::;·: .. 

Ot.ra conj~ti;,;~('¿'*';ci;..tigí.,;<c1;;. nudos es la siguieut;e . 
. :-.. : :-;~·:_,_; ·.::.r,_::~--); _, ,/!:,\',_,'._-;o- . ' .-;:-•: , 

. -::·: .·· ·-<:. '.-_ ·.· ;">:::·.: '',::::\"J_:_-,;'.'.;i.'=;_',::./;;:·:;-.:'>'~.:: :."._ :~ 
Conjelura:·4·;•;,Soló~.lá.cir,ug10 pq en los nudos cable kPQ 

(>roduce uaried~d~~ i'~'í¡;;¡;.;;;·:¡ ¡;·¡es; . 
-- -<--<-·\ _:· ~--~;-~?jf ~:-~j'~~!~~~:~t:g;~~:;0~;;::,~!~\:'.~~-~<-,'- .:i e--- · -:-- ----- .. - : _- : 

Se ha p'.obado('est;a)C(J?jet;ura ;pa'.a varias clases. de nudos, 
entre .ello~i{os'i'nl.;d'os\¡¿¡;;¡;J,'~:t;Rt:i'ci~ni:.ement.e se ·ha•·probado .que solo 

la e i r·ug í_~;_='.,'~~:~~,~~::~--~,µ;~~~€;:v~r.-~:~:~;~_:x;t~(~~.~:~-;~_d6:de5. . __ r_~-~f~C·i bl ~f;: e" GL 1 , y si 
hay dos de· t:a!és' cirügias/con · .. :;coef'icient.es' · r 

1 
y .. r 

2
•. entonces 

1r,-r2I :S4 ...... ~,;>."•e".:· . .:.··::'·.'.:· .. ' ', .. ·.· .. 
'.'.)"-; 

Un. nudo k t:.i~J'I~ la p~opi~dad H; si la varieded 11Ch, r) 

nunca es ·s'><S2 .(t;~Ivariedad pu~d·e ser· s·'~s 2 'solo si· r = 0). 



Recientemente Gabai CGaJ. ha 
triviales tienen la propiedad 

probado que. todos· los ·nudos no 
R, mas aun ha.probado que· H<k,O) 

es siempre irreducible.<· ·.'•. 

::·...:. 

Los t.eoremas l-6 ¡ieneri imp.li~aci()ne~ en ci<'ugÍa .de nudos, 
antes de Vel".las\ '.ve'~~ClS :X~lgunas.;,>(fériñiciones y . t.'ec:il".emas. Nos 
I".ef'er irnos .·a CR,l/:~}i'iFt~j;.f~~t.~'!i~fcÍ,et•i~.~·éiones'' y heéllos · ...• acel".ca de 
3-variedades no ,encontl".adosSaquL· /<:. :.·: · · / · 

·: ·. :;.:-. ...... ·:·~·:, . .~ '.,::;~:~.:.;,·,.:.c.·~:~;_Ji ._, '.»''. •'· --· 

... ·.. .. ·/w\1.~tt'.~~%;~@!'.i ·1? ,;:~ :;,'. ·, . .· 
1. 3; 2 un·:: nudo'.\<li:.'.Xeh i,;:s~;.;:es fuel".temente invel'tible •si existe 

· .· :·:: . .'::· ·, ~:- :,.'::';,;;:•::::~:;;:;:;·~::;_:_:·,::f1·:'.-:';!,'~~3 _;:,:,~~· ··\:;';:'J---7¡~; );•_;',-,Y:::;:.:-"·:_:<':·:.:/ :_· :. :> '·-,- ~:-- .' ._- . 
una involucicírí•.:il;;;;~;;s%•/pres;,rva·~·Ctoha orientación qúe · llev.a a k 

sobre. si ,mt~m~:.21.~·2:,~~~~:~.~d.~~r;;;;u:;1.J?.ie~~acf~n; se'~onoce . que . t.al 
involucion es:•.equfválente":·af,un.a¡;n-::i:ot.acion cuyo .eje :e, irit.ersecta a 
"' en exa~t.ani'e;it;~'tt:f'cici~t<!'~.i'h'tris:'· iJ;;mplos. de · nucios i:-uertemente 

:::::;:'::"ci:;;~1~~lf t~~f~~iia~+~r;::;. '"· " •. ,,; "· , ,. 
Mencionamos·, eE'siguient.e:'teoremá" lH

2
, · ·" 

·. , , · -.·_~· _-:·:·~:-~,:r \'.~t:}fi~)::;~Zt~~:;~~<\f ;~\-:~·t:~·::~:>:_::;f.:{:~¡:;t:::>\/;:·-,_:-~:_::_~,:=; :; :'..: -. :·;. , _, . ._.: 
Teorema.·. Para·,:un··nudo. ¡u·erteniCnte inuertible .k", la variedad 

· ·· •. "' , ._-->:.-.:if;·::.-.~,~i-i_'.'.-i;: ;···.·¡:;·;~;; -.;_,,,;:".,~_:,,-:.-.- .'r'',;: -:· .. -:/<··: ·~·.'.':·· ·, :_. · -;·.:.,:·: -· . .. : _"> ;:_-._ .- ., ;. -: •• 
t/C k, r) ob!en1da :,cpor,~·\·:c1 r:u51a{'.'.·con'cl>'coe/1c1ent.e•:< r .. ' ' en k; , ··.es 

-: :_,,_. -.?:· ·: __ ,_;;_:/:''.·~~i,f-~·':•:'.~'./,;~:_:_'.~ :;;;~¡:-~/f !::::;·~:;_'.."{> :;': :- ':;_;.~ ;\:·"::.-;.:~: ;: ._; '.-~;:- ,··:: ~¿ -' '~<:\.:. _.. '.'.'-'.' ':: _';' <'--/:i. _-- "-.... ,. 
cubierta doble rainificadá.,:de.,;; S;;·;.·, El>Cspacio base· :y, ··,el : conjunto 

·.".:: .. ;,.,: ;::.e~< .-.,,, .\~;'.;,f.-->'<e-···<··-_,,, . .:,.-,-,<-:,.,k_¡,,,-;;,;:' e;:;·'.'·'·.:.··;::.·:-..-:. -',.'·;·_· .. "·'·'· ·.';.,:. - . .:-· .. ·'·, , ···' '., .;. :· ·'.·" 
de ramificácian)'::BCli';'r':J,i;;'det'est a«cütiiert a~se ';:'des·colÍ1pone·.r como un 

• . ~···. · .. · ··<{: ·:/·:'.····, ·•,·\':. 'i·' ·{,·,~><,.~;<e;,,;~.· .. \'-"' .... ;;·r'.',7,>~:~·/;;~.:_ ... ,.,,,·;·;'.-~'-::j_,·~'."' .. ·:-~_._ .. f:~ ~·"·> .. ·~:·.· ·. · .. -.· ... ;-:;_ ... , ..... · .. ·:. 
oui l lo t rt v1a z-.·:':.:c »::;·t,~;;)Xi:&i\tJe5ada:, .. :"a/cr.un'·c'.:;ou1 l la':·, local men! e · primo 

~·. ··.'-''. ·-~'') .• :··· .;¿;,. ;~ ·~::.':.::.;c;;-•·.:'i,,:ti',o·.:':'.~ ... i"~'- o.;;~c;~-_...t :;·'."•"° ;'~'. l·:é·;.·_c. -~ .·...-_:. ,_/./,,.~ -·'>-·~C~;~.-". ·¡ .;;.-. '.-' • · ·.:. 

CB,!J encuría.:maríera:{especificadaipar:fir::;":Ademas'"isié· ·'ti :no ·es. 

t r i ui al·., · ce,'.;t;, .. :t:f"5~;~~!<~~1~,~i~¿~~·~~~~1,~,l~~~!fa<.:K''.°"'~, •.•.. X'•·······'. ···.:· .··.·:,· >·.• I:·•· .. 
. Podemos. agregar;.en'•este •teoréma:tque''•':el· ;:''espa!::io '..'base·: y . el 
• ',. ',, ·'' '·;_'"~·· .·'·°')·• ,·:;;'"'·.'in'~,~--,_;;·: ;:;:.-,,-; .;:;¡·";:;~· >'· ;:,i, '··:.;.::·:·•;1,;,-~':";i:;~_)_\·r· '.;; .. 'if,".'-?t\'.~:·· '' :·, '· ~- ~ .. ~ ' • ~ ' e 

conjunto .. ,de,01".a11lif'icá"cion~;;;de'.;(esta;;,,.: cübiel'.ta_, puede.: ser. - obtenido 

::::::::~ .• :~¡ É¡,~~~~l~iSl:~ítfli~~~¡:::frK~T;~ :; ...... "''º''"'· 
. Tcneín~~ t:ambien' el siguiente t,;~;~~I'~ [ KT];• i .. 

··,_:: ;-. .::r·:_'~·_:::,,,':::} ... " ... .:,, ··»·,.'.::;.~.·:~ :(·.;:·,·, 

Teore~~; LJ;,:.·~nl~c'i; •h ";es "'primo·:"~i ·y. solo si la dable 

cubierto ~~1IJ1/i'~~,~~~f.ift de' ,S3 .· .. r~mi¡iC-C1dá.· sobre h es 
irreducible·: 

Los dos 
siguient..e~ 

.... ·: ·_ .. ,:· . · .. •· .. ·. ·:: ·_ '.: . . ·.. . . ":. '·:·': ·_ ', ·.-: ' . 

t:eoremas ant..e:ricires y ·1_os· .t..eore_n1as 1, 2 implican lo 



'. 
" 

Corolario Z. Para ·un nudo fuertemente inuertible h la 

uariedad HCh,r> pufO'.de ser.reducible solo si' .r es· un entero. 

Ademas si N~h.r,J, . ~:· ;,HCk,~2 >.. son . reducibl~s . .. entonces 

1r 1 -r 2 1 $. 1 .·.· , :;>. c:·c<:: .. , . , , "·. '·• ,'.:,;': , · .. ; . · 

Este. , c()r()~~~.~6 .•. \~i>fic~: ·~'.~~-:.i~~~i~'i,;~,án,>fi;,,' ;:~~() :~ .. ~Ü~fY<;~ent.e 
invertible .. a ilo 'mucho\' hay¡;dos:f:t cii;uf:iiasl{ que'.~/pr'oducen},0 ,variedades 

.. - · . /,)-: :."· ! · -· ¡.' -~;_,; ! ":.-_:-,,;·:e; .. :'._f:O ;,}.,'..-,,-_, >~·; (•J;':;:,Qf.s',:~,-~, '~-,:;..-.;·.e •.-;:-;:;;,,:i •- ·/: ·; ~~:·,:;:..':',--.;:-- ';''•:~:: :;_,+ _,---~'.'' '\"'':'ie'.- ~." .,_,;' -.·' · , • ' 
reducibles,· lo·.·: que ,'.'es·;·úna':buena ;aproxima'cion ,.,¡,)la icoñjetura :4 épara 

este ' t'i po ·~ f/:;8: Jt;;ff~,[tmiii.\{~;.'f f ~;.·~;;·\~~~:·:~i!i1:;~~·1~~f ·f wy·;~;i'~;}2ti'·;•·;.~·:·· .•... · .•...• '' .. · ' ' 
Corolario.'3:'.'Si yk .. ;• e,; i'fuerl ementef')invertibl e.,,y• an/iquei rol 

entonces 1 a·.· va~iedái:l Znc'k;r ),> <;,;: ~:¡~,,;¡;,:~·:.i}''r',;ti~ci ble;.. '· · 
·/"< ,, i:"·-, ··:'>·:,)::_:~- :,:::..:«:-' '·'. 1.· ·:,- •. -:, 

-':':_ ··; ,.-.. · 



CAPITULO ll 

.• 
La prueba' de los teoremas 

problema topolói;ico a un problema 
Utilizamos la t•cnica introducida 
l S

2
J. 

1-4 consiste en traducir el 
combinatori,o da i;rái"icas planas. 

por tt;Scharlemann· ·en ,cs
1

J y 

En este capítulo · desarrolla~os· ,''la ¡>~rte · de Jos 

::;~::~~~;6~0~:~6~~~~=m~ ~~:·~i,~~~;º~i~\:¿~~~iOr~~.''.1ii~ P!!::~os ª l!: 
teoremas 2, 3, 4. La prueba ·delcleo~em¡;\'2º·,es una pequeña variaci6n 
de la del teorema .·1, per'O'''i'.s~r~'.~'1.;:;;;;:;;,;ario desarrollar más 
ari;umentos topoló¡;i!:os · y L:c'ombi.naloÍ'f¡,$_;:·•.Las pruebas de los 

- - -· -. __ ._ • • ., : .. -. --:·0:.0':7_;-,, ·,.';""'·"':-'"''.O,-·'=-";.¡c''~.'·'<-.,-.-;: ·:--·' · ..• -·.-- -
teoremas 3 y 4 son más 1'aci'l<ifüque,.1lás''anteriores, y ·se tleducen 

.. ,. . .-,,, , ..... ,~ -;.· e-·,í·-"''·-',:.:_, .. ;1_,-_.-<,'. :_ .. · 
i·acilmente de lo realizado·en:,eFcap1tulo'U;•. · 

.','., -.· ·', ~;¡,·.,: .,;;~';_~'.c/;f".'.~,,<'.". ~-··'.!;_,;,·: 
·f>.-· :_ -'.:' ,''?'~--~~;'e_'~{: ·"'. -. ·; <- ·. 

Nos reí'erimosi·a; rRJ o, CljJf'j)a~á?ct~f'i'ilic'iones .y. hechos acerca 
de tres va1·iedade,s 1!~.eucoi;t.1;!:d&si;aq'ui:,C: DeJ;inicion~s t.ales · · como 
va1·iedad iri;e,ducl.b.~ii.;(;,~~¡,·~:~$e1B{1:~.~·~~;_:;,:,;~.~¡)~,;f'icie.. i nc:ompresible. 
etc. Todo nuestrci • trabajo 'se;,debe}lnterpretar en la catei;oría PL; 

como ya h~biamo;; ili~~~);ai:f.~~~~t.~,:·~~-·~~}i·/;''.' ·' · . 
,·,.-::_._, __ -: :.:,-::~·\.:: ... ·.·;· .. · .. ·.·•··· 
··;·>~ -~--~~ ·,p· 

z.1 "i:_eli~.i{.i~~~':\?!m·,¡f.'~!j·f ·! ?.:.·· .. ·. ,.·,· 
2.1.1}~~ ~;~¡;~·;;~~2f~~llt'~¡,f~ba~ClS ·.el· teorema 1. 

Teorc~ 1l~/;~~.,.;;'¿~}t)·" ~·:ip~2t{ia tr•i1uo.· ~·.·e 8'; r 
1

) 

.. :f<:':; .,_~f_.1.~:·\\~ -<{;-}_~~' ~- '.; /:.><\:'¿ ,;_::_'it~::/'.·-~:- :.:.~ -;·_ -: ; · .. 
dos o'villosr·acfonciles·: 'sééi ki''e.l .,uudo. o erilcice obtenido 

. :e. "'"'- ---'-- -,_-_: -'.'7- .~: •• _<./_~,';;~·,:,:_:::;:..-~- '·"· '-'-~ ,.. -:;.·:-~-
sumar· (8,().'' coñ~:~[l';·,.i·)::;· ~i ,,,; !,' 2 Si son 

con1putts t_os --_~n·t_ ~-~-~:~-~-}'-:(~--~--~f·::··:r;;-_?>:'~-~:1 .... :~;,~: .::· :_'.}:.--' 
._,;,-,-,-. ,.,. ' . ' -•:-;:-
-. -; .. - ;. ., -_ ··:;_\--,·'' .-:.i~¡--~,;·-~:·~--'.:> ·. . 

:>upondren1os cjtle f!l tep/:.~'.:~~·'.~s;.1~~1.s.<> .• ; Y_ ".ºr 1~ t.anl.o .existe un 
contraejemplo, Sea <B't.)····,un \ovillo' primo· ·y ·ca' r ) · ,.· <B' ,r

2
) 

dos ,ov11los rac101'.a1~~: ~~~¡~~i'..~~~{)/~Ji~]if:\~~;}~2 >J.~'j •.En este 
cap1 tul o usamos .los. ,·.~r_1_d_i_c_~_s/\_,-;~ ,·s:_~_b_i~_~_.:._par_&t __ ·:>~_~11:?t.~~(_'.·'1 . o·i __ 2:·,_. '., con ·1a 
conve11c1ón de qué .C:uandci/s'ci;:¡;üsa.do~\j~~.i:cís?:<cÍ;b>•"= {1 ;2> 

nudo ··~···· ~21,;~: cl~t:r,ldo tif'su~~r <,<B, t) Sea 

<B',rJ~ 
Q 

k el 
Q ... -, . '· ··.- - ' -

::i~p,o_nga_se.·,_que· 

y 

2. 8 



en dos puntos,· tal que . .. que intersecta t.ransversalmente a k 
a 

ninguna de las· ce~raduras· de· .las· componentes·. pe sª:...s2 ' intersecta 
a k

0 
en Un, az:co 'des~nud~do; S\JpOlt¡;ase ademas que, "ka· : no es:· Un 

enlace· sep~r~bj~.·-,€~.~i'..·§~~~ .ia .~.~~-·1._~n.1!J~ .e~···ei' .. L(!()~~").ª,(~X irodemo;. 
suponer· lo.sfgúie'nté/! pues•. se' consigue· por'ined.io.:deJisotopias: :· 

. : .. _::; '.:- _;,_:-, :~t~;-~{;i::.:~:[;}~.f ~t~:/;~'.-'._~;-~:;;;~·:·:.:;;,.>. ";;/: ::·_,':<·-.- :-:-~: < ~;': ,··:· -~.~'.:·:~--:-:-.··-_;:\ ':_-::~-:·_;''.: .. ·. :, :};;·:_·._; __ •\::, __ t.{~~-_;:_~:;.·_~-: 
a) Las cuerdaside·• .: CB"; r• ): .. iesCan ''contenidas•:en -,.:·as•: .. :, esto 

puede·_ 11 a e er.~e.· ~h;~.~~.Ú~::{~·~/1f %J;7·'~~.i5~','~,~.¡.~· ;,~';S~~t~t~~f :((!it ; .•.. · · ' · · 
b) S 2 ·' irí'tersectii)·'a·x.-:k.':•:;:·sobre·:1as ··cuerdas .. ide':·:··CB''t) ·.·. · 

; .:_,'..:-:-_·'º:·~·;:::;y(::¡-~ i~~.L( (,i·().f_-'./?~;~'.-~!~¿~ :·~'.i:~;,,~ ;1:;:~ 2{Í'~· --·i::'. ){'.;;~./-?L~' .i :;·.~-/~·;-:~_;:;:,)1,\;;~· i:~ :~ ,; :;>;. ''·'· ~:;~:;~/.-. 
e) Las.· intersecciones; entre: .:•s .:.::,y:/:aB<fco:son"' todas·'.:· círculos 

.. -- :·- .'·'-"'."-~,·-;;_-.;, · --.-;:: ·>: .. ;<;---'~~:.,..;:.f•·<·.c ~-~j/"'::. ,_ . .-:'-;~::·-:·~- -: • ;:;,._ ·, ·\';./,;,.:.\, : .. , '"..;~['' .'\t-. ;>e_~~~-· ;;u:· .. <> - ,. . ' 
esenciales"en' •aa:~~.:..;:<cuerdás :"de"C:CB!O;'r·::.) }¡(¡'>Ltal'i'eqUé'i:',icada '·uno··· de 

- ., -- . .-:-. :::.: '.-~~_:.'.··:~ ':~:'.:·r'-~;:;/;·~:7:;1?-'.>i.>t)\:i:'f!-i~,::-,_~\;.;; .. ~:<,_.,:8::_:_:-s-;~:,:-~~~-'.~i;,s.{4:_,;"~-:~Y::{.~}.~-;i,~'.'>J~:::~;:::·:::.'~·:·~~':_';_:;:· :tV·' <·::. --- -_ .- --.-. _ · --· 
est.os circulos'•es/la•Y:·.·!'rontera.>de.:.·;unY·':disco .. :en ::, :s.'·:· ·contenido 

propi::en~tt::~f ~~,~~
5

~ .. ti~~i[~;1:~~~~~~~i~J~(f t~~(~t;¡~:~~;f~~~·:a~r iba 
mene i anadas"~.:::-;.t.on_1emós_i·~~--'. un·a:I>~' La1·.~/,(que·1~;{el::}g#_numero·{~~"i- de ;.,,~:e ircul os·.; :;::_'.de . 

• - : , >.:'\'-·.;·_,,,,,,,_ ¡:.:,1-...--:.\.<.<.'c- .1.:,-,;c;.-:.: ;_. ':: ;:r:.::.>-:(·¡¡; :·.~:'.'.· ~ ---~'.¡1:;;-;: ·;. 7 1; /,\.«·~<');.,"'.':',~·,_-;:·:.\· .·';;_,;:·,.!'.:\';>~-~--'"" ;-:-.·.:; ,.. . - . - - '- -... 
interseccion•'entre;:eua "iy.':xaau.:· es tminimo·;-:-: sea 1'esta''::·:s ,. "· · 

0º""":•:,·J~~li~gf lll~f f !f ll~t~!~li~~~1~;:'.'.: 
hr a CJ). , ··denotados:•: por.>:,·a:•,''·ia <;-, .. ;:;-, .. , .... ª""" :;'.cy>: numerados •. de modo:· 'qúe 

. . ._ . :: :) , _;·, ~:>/,. ~t-:'.::·::'.~·~ ... ;."i\.',s~~;f;;;;;:,:;,~.J:.1':~!_~{.\~::~ ._·\ ::li·~-~:. :~,'.1:·:::.'':->: :·;~ -¡' ':,::.:~;-- · .. =:i·~ .; -~'~t; ~;~?'.~'.: _; .. ;:.:~'~:")>.: .· _:: ::;- ~,-j.~o· __ · ~ :.: : . , 
a. y a. · • sean:· .. rrontera'.i.de;:.un: anillo.: esenciaF'contenidó:.en .·. CJB .. 

" .. " + ~ -- . ~~:. -:·(,)":·:',:'.-~-'.-.i:A;:~~~ii(,:~\:t;.-;~,:~{,.:,:\:~;\';;¿:(:it'.i:\7\::\:.: :'.:; (' ;i -'-;:~5·¡;~;~~,('.~;-;~<'/;~:( :~: .. ~-~--:/,TF·':',~?i,-::''.r -~•:··_ ·;.'.--;:·;~'-~>-·' .: :- ., - · 
<cuerdas de:·CB' ;·r<)})'; ... cuyo interior· no. interseé:t'a · ·S ", para 1· s 

·- ·•• =. ·-' ~ •• '..-:.x.:~-~-:){.-:· ::-r;;':_.:;:{·.:.: ·_.,~;'. ,,.;~/¿'.~-~·>~<i:·,· ·r.-:;--/: . .-·-:;-;<: ?- ~-:::, :, "' ·,::::: ~-;-::i~·--i'.::r.,r::,:;~_:,;;,_.{:::-~'-:· .. ~, ··. , :.- ·' _._. : . , .. 
i s n 1·/ Denotamos:a,los•puntos.·de.:·P:cnk''éc·:•'/por<:•)'a'·,::,;y,; .a 

Mostr:mos· a\eJt~~ ;.;¡;j~¿i;'Icii'l~O> ~e' c:J;~~~; ·.·~~·.1::~i;{~'J~1;';i~0;_, 
: : !~--,; .. -. : ",' ,:~;- - . , .;':::~\· {~:~.::;/;;~~·:;~"t;~:'.' ;,~-: .. - . 

. Sean .•.. ~' Y'~;'·.:.component.es. de ,,ª~ª ;Y•';~~;,,\¡\ .. ~fr~~:P.e~\:~.~mente. 
Podemos: s~ponl;,;, que, #(~i nbJ) · es .. minimoi:• esto• .. ,es,'\Oigual ·a . .' 2r 

El círcul~ ªt Tnter;,ect.a a .los cfrc~~~~,i~~~~,~;;~:,~~~C:(,nl~Csigue:· 
digamos· que- pr.iniero .. int.ersect.a a ; b

1 
, ··ent.oricés,despl.lés;'inter'sect.a 

a b2 •. b3 •.•. <. b~b' des;ués a b",6·\ .... ':;';·1;,~·~rt .. ·i~jj;~;.J~~~;~',~f:~::~t.ra vez 
b 

1 
• • • • . b~b ;--_ .. Y 'asi·.~: slicesi ,;amérit.e·. hast..a !":·regresar:·-,al;;,:punt;o' ;{;.:·Í-~icÍ~l. 

u int.ersecta OP demanera·simil~f;;}~~~~~';Jc{~,~'.ios ~untos de 

i:1t.ersecciÓ11 entre~ a~ y b~ con j;'.;~' !'f'[ ."~ 1 c6~ i . en pb • 

para 1 .-,..; :s: nª 1 s s :s·n·~ :Eri'' tª cli;u,;~ .13 mostramos 1a 

col ecciÓn de_ ~arCas 'a·ir~dedor ~-d~>un.- \•ert..ice; 

:z.q 



At 
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Las intersecciones .entre k" y k ·. consisten de dos arcos, 
' b 

estos son las .· .. cuerdas-\: de , <B, t) .Y · de · 2r puntos 
corresponden a' cruces tran.;versálés ele• k' y.'kb sob~e :, iJB 

"· ,_ - -""-".'¡~:>:·.,-.... , -·- ...... ,:.•.;------ .. ·" ''· :-~,a . . -,\--,:-:.:-.;."· 

intersect·ª•t';·,P,J'i•~;~0'f:~~¡:0,~~'~f~~·~lJ;:~~~S~;s('.,',jf.;i{,<J,~it .. ~'% .. ~f1?•.t~•~,;o,s 
en cada unade.~,las:componentes •• •.de;.kaP.'•'':;··· ;;e:stos}cul.tim,os:Jocur~en 

a 's 
L 

las 

.: 8 -

(cuerdas 

Demos! racfon:•\:S.upon¡;áse~·.que'"i.'.•P''': :\es;'compresi.blei•J.y/se.a •. ·:o .. · .. un 

disco <le.;~~&~t.~i~~~~'~'~.~~.~~~~~·~s:J1~~~~~f.~·~f ~··;TI~~P.@·~[f~.¡1:·f{;~l~~~ .. ~-~· .···.··· 
haciendo, c1ru¡;1a :;erí.j'i."S :.,;·":.cent:. D."o:; nos"; daiuna·i esfera". que>:• intersecta 

ª k-
0

-, ..... : , ;~ ~;~~:~n;~:{i;~¡~:~lgt~:t;:;:_~-¡~:~~,~~~~~~!~~t~t~gJ:_:~~~f ~~tf~~~B~f~~i~-~~~~~~~~::~~~x:t~~::_'., , ---e~ 
'irreducil>,íe',t,~il~~~:j[;';i,,~)~~J'~~~~~~~~;~ª:*&.~i~€)~~;f r~%~t.~~f Jff :'';·.·i,:•~: .. ·.. es, 
1'ronte1~a•. de· un,·disco ·ic;D¡,,,·contenido. en·¡;c S • , ·,que ,ino,;conliiene :ª/ .. • .. ª+.y .. 

::.::~~ii~l!! f~íl~l~i!~~~f j~t~~11;~~¡ 
que no intersecta:\'.a?:ik ·;·,·;·;i;:¡:iúest?:k:.::~: no··.es.:.separáble ;'iéhaciendó : una·· 

. · ,- : : . _ ,." ;_:: > ,· ,, ___ ;.:: .. ~':r " ·::,~ -.. _:;.;,.~~i:}!~\:,_~¿~~f ;[;_:_;;_:_;' :(;t\:;~~lt~({i.~,~.tt~;\:.~.~_?:/f~;~,;~.~;::~.:~p~,~tf !~\~~~i~(i~·:i >:;'~iÚ{.'.:i-:1 ·_~;;.:~i< ;:~·;e: __ : __ ;)'.~·.·:.:.:,-
is o top 1 aj podemos ;::1.leyar0.a;:x ().'f'J" hasta ::;;os; .:,red.uc i_endo).e l '., numero .•.:ele. · 

, , .", --: ," ,,',. :• ·.:_.·''(,::--• '_>! ,;.,,::._;,;,T~<,(:-.;~-·~-,;,,._,: ¡'"\,,;;,,~':,;.-·_c,~.,;:T·,;-;::;.;;-·c "."'.:;_f;.:. ,;_'.:.:;·.','.-e,'~>',;', :" ~ :.' '.-_'.,'- •-:, .;(o~:.-i_- .'Ú¡:,\.l;~;\'!_--:J¡ t~· '.\>·· ::,_<:_<_:',-'·~·.,,: •:, ;, '·., 
circul.os, d~.;·inter;seccion: emt.t'e'f.'; s:·:<:,y;,,/aa };·;:10·~.cualtn.o :.esyposible., .·· 

por 
1¿. t~~~º:'.':~~~~f ~~~f~~~~~~~~~/J{f ·~~~;l~·~:sfI]7;·J~f,jt?:/~'.l'}'~·/,:'.~/:·,:.:···· ·.·•· •·•·· . 
· P ni''"· · 'consiste.:•·:!i«de c»:·.:arcos:.: ... ·:;yf"·"'·' c1rculos; ;,,,.y;··: 'por la 

. .. ~ _ ·.· ·:_b:. ::..·:·:·~-,:: <-~.--'.~:~;:"-~~--~-~.~;'\:~~"''~'·.:f-;_,,;.;::'.\.i:;.-:;;_.;to)?;.>-'::~'._;~;~/·:·:\: :/:r;.::.::_~G:-:~;:<,_;)~-~·;:~:_;;;~:,:·_>;Xt-·-~{~ . .-.:r:::, ~::._~;·._::·'t:··.; · ,- _· -.. 
incompl'esl bi lidad~'.deLzLP '''•"".'. y,'!1' P '''·"iV podemos !!suponer, que.; los.i. posibles· 

~ · _ : -. :.·_ .. : _ i: ~ ·. _. -·_.·.:-· :_: ::.:<.: ::~,."?-:-;·. ;:h';',i~:,::: :_):; °:-. -:'.'J'tc;-_ ::;::?f ~:'.:·~:;S\~t:::'·:~,_rt:."',~i~t ·,t;;1'..~~~~~,y~-;:5~::~t·~:., .. ;_-,_~~-~:'f:-;.:,}_:-\~;··.i;;:.~:f"'>""---2 ,_.-,:i-;:_· ~ ·-.,.~. · 

~::~·~~~s ··~s.''!:.t:;:~~:,:~~~",~~r;~,r.[:':,? .~.~~.:<f~.~·;senct,~:i.J~; ;n"~.:;ª~ .•. p" . 

Pod~mo{ ~u~~n.~1}.}t~,~~.e,~.:'f~~·~f;f,~~e~~~·i · '.; .. ': , . 
2. L 3 No /lay:c1rc~los· de.intér'séécion .entre ,'p" }' 

' ,-. .-- - - ,.... ' __ , _ ... ' - . --·.(' _ .. _.-.. ' '-·._-·.;·. -'·. -: 

que uno· de .(os diséos'.dete1;minadas por el. en 

1 os a. 's 
t· 

31 

s 
" 

.tensa 

tal 

en su 

¡ 1,-_(. 



Demostración. Supóngase.que exist.E! una de esas curvas, t.Ómese 
una l.al que el int.er.i.or del disco det.e,;minado PºJ:" ella con .· .las · 

propiedades •. ari::iba: h~n;~J.~n~~~s, ii~,\~.~,''?~<;;:t.i.~. «t~l ;' ,S,~ª .. ~~t.a·· .. ·• •r 
y sea o·· el• disé:ó det.e'riniriadóFpoJ.:/•ir.;•:cen-."S ;,::. é:Qmo :·arriba. : Veanios 

a 1' en .~.~ :'. ..•. ;J:~~~.'i:}; .. ~~;f;~}1·0;~n~~~~ft:1-t'Js::~z.{;·;i.~~:.~}.~.~+::.~ikt';,,~:°:den1ós . 
consl.ruir' uná•est'era')que:Hrit.érsecte !t.ránsversalment.é)a •> k: · •en un 

·~ : -. ; -~i~ _--:?.~;~-~/~~;(:~~~:;_:·;¡7~~:~:V~:::~y:~:::~,-;_;;'J-7':.~;;~~-''i!'{-~'.:°':fA ·º • - ;_\ \'~/ {;~:·;~>/~·;t: __ -:·!:.;f :~--:;_;~<" -_; __ :-:·'.,~- \ ,:·_:.:- : -;;_ .. ~ -- . 
punt.o, peró\est.o .es,•.1~p~s,.1~~<;:.::.~1 _, 1': . • es .. eS'en~ial .en' sb - <b+,b_} 

...... :: :º:~5Y~~!~li~~J!~j~¡~,~~~~i'¡~;:~ig{#· ;· .... 
int.erior. a'· b+ :.Co;.b::;>.:';·l pero; •. no.,cont.iene:.'ª: nini;uno::de.·;los .: b;.' s.,. 

~·::::~~~~;i:liJl1f ~líf~~iil~I1:~z::::·. 
cont.enida en.:···' B.'''> que ::intersect.a::en•':un':•:'. arco '',•}de'sanudado••:;';a''.• k ·•· 

en t.onc.e~.·•pz~.~~~;~!li~~!~:~~~;f Jit:~~~i~\~1~~~r~~~~-~[~~:1'.r:j~~r;s-~~~~~rido bese . 
cí'rculo 'de·. int.erseccion ;/como',mosl.ramos.:,.en~,la'.;f igura:;,14; .:.,:.:' . · 

-·. · --·.'-!,::::.·:·: :;?::._ :;1~'.:·:·::~~:::_c::.ttf~'.;,81r~::J~~~~1.~f k~Ht~{f ~'.{;;nt:;~:il·?;tj{f ;tV8~i1t?0:~t~;-S~i,:·~:!~~;-}~i~H~:(~~:l::.,~_-; :·;:. ~;-; _-· _-
b > Los• dos< diséos·;;det.errninados·:;:por:::;<r)i:en ::;:· s·<· tienen· .. en su 

in t.e r i or . a :~ i iS~-¿~: .. ;i~,,~~t~~:~:~jif ~~;~·¡~1(,~J~;iJi''::~\;'~I~;~¡jf {~:~f ({~':,) ;,;\ • ... :.· .... 
Haciendo:. c1l'u¡;1a·,;enJ,•:' S•:}.: con{»: D3::•.se'.:obt;1enen: .. dos :,est'eras · S' 

. . · . >~·-::· ', ::· . .-----_:~ '.:;·. '::;:.:·-::: ~ ;;>-: ::· __ ._;'.{}t ;j; ~-:':'2:~ .. ;·;:,;·_.~.:-~~}:/'.::;~.:::;-~ :;: .. ' :;_:/::'.:)f/:L~,::;'.,·:~-~:~ ¡_-,x~_:~_;:~;~' ~¡:::-~,- .;·_: .: · .. _,, . · 
y S" , :ambas·~·esferás.~··inl.ersect.·an•:•a ·;:;.,: k •••,::,¡ en'rdos·',':;,• puril.os·, :.: pero al 

· :. >: ._.-, _<: __ : ~:<_; ::->;: :<: S:)/tJ}~:;:0.~ ~:,;~~~;~«;;'.:ir \~~}:'::/~~~;;:-.\~-~-'}i::.:;_:_¡,~,:.·'i~::'x:~-J-f:\}:;::;~:,_:.~;r,T\~4-~~-~~-~:~~-' -_·. ·.: ._,._,, _ e;'.'.:·: .. _ . 
menos una• de ·.ellas;: separa:.a:c;.:,/>.·.;;c:,:·en",dos ':parl.es •S:no; .• ;• 1,ri viales Ces 

- ----:~ _ ··/'..'.-·~ .. :.-.:y-:_ ::~:~:-,-::;:-·;;~;·::::::;~r.:, -__ t,'{~,~:V;i:-?:\:O:d_~d; .;'.~~~-: ,,{:;~.t::t~;·_;t~_'.-::i.i-~:i \ --~~'.-~,;t~:~':!.~-J~~?J:\ ~X? /~f:/~,:~rr·:·;> .:_\:_:,~ ~; ~0:··-: .:~~-' -· . . : , , '· 

decir n in¡;una;,.de.·.•,lastpar.t.es;'es J,un:.;;ar.có;rdesariudado>•;-.: púest.o••que . : de 

:~:; ª ·~::~~~~;,d:~it1J~~~~~.{~¡~~~~~?~~ft}f ;í~~~~~~~~~~i~~~~~~'.i~.f~se·11 :s.·· 
y S'' t._ienen~._n1~_nos_:"._cir:c.\Jl_().~,;_de_-;~::in_~e_rs_e(:ci_~~-LCDO _:'!i~~:aa/tii>:qu_e:-' __ .·~~-~--- ,·· 

( ver l ª ·• 1· íi.F-~,~:~·} 9 ~~;f lX~0~g1;x:~~:~t~,f t"i~tt]i~~0rYt ;;;,~k~1i:;"t ;t.:rm>"J.':···,_-¡: ······.•· · • 
2.1. 4 Const.ruiníós'..una'' ¡;ral'ica en" S " como.·si¡;ue: ·El é:'cin:JtJnl.o 

-, . : :-- -:; _;_ -.~-.. :- ~};{:·-::·~~-.'.;·; ;;!,:\-.:-'.!;'~(.:_;~ ~-~~:;::<,:-.:_,~·::_::.:_,_,,;;·_· ::· _;-;;:,:;;;~_:,'{~~>.:--~:Y_.i·_ ~ .. e:~/,::; :'.;K-- ;'-:» _;;:- -;~~~:~,;_-.; ~;·: .':·, ,.;--' --._)/ 
de ve1·t.ices:_·_.es_La ';J'ormado_\·,por_._¡ los:.:--3.;_a;-;.~s/~:;~.'Yf;;- !'as.-~:,:: arist..as: ::, son los 

arcos de i11G•}',;i~~·~~8t~2~.i'.f ·;'.~J" f >.i>i?.;nv~~~¿tª~º,;· :ª , l~ . 'grár ica 
poi· G" Csimilarme11.~<;.; Gb >. A,,ª+ y,.a..:··· ¡;·e, lci¡;;'con,;idéfamos como 

vért.ices de'Ja i;riílib~·. pUes rroha)' ir,¿idenLe a allo1 nin:;ún arco 
de j n~ersécCidn .. 
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Un ext.remo ·de. ·una arist.a corresponde· a un pu ni.o de 
int.ersecciÓn e ni.re . a, .Y b¡ ,<estos• punt.o~ .. los: ma1·camos : con un 

numero en la seC:ci~n; 2: i .·1; l~e,~o ,consideram~s .que. cada arista en 
· .. - ... --"-·'· . --·:·'-·, ,>·: .·· •:.·, :. Y:·. ',~ ::. :>- _-,. ··---<: ;_-,. ·,• ·.- "·:; .. --- ·:. -· .·,.:-< .- ,-.:'·.- ·._, -":-- - -,:. -. 

G tiene ·sus 'extremos•; marcados« con ·c1ert.os•-. numeres;·:. S1 :(.;>" es una 

:::~::.:: .. ~s~~t~i1$~a~illf ~i~it~1i1l!t!~'1@,.: 
est.an. marcados; con (;'.,·,te: y}:J ;;,::respect;i vameri t.e ;::·:Si'\'' una :;;arist.á.;: "t;iene 

· •. •·. ' ~ ·: .' .' ·•:_•_ :-·"•' -·' • '':"-: :'.: 1 ;::;'.,·;;·;:.~~''- -,-~,/- ,, __ ·· • .-.. ·, <;:. :·.,.': [.~\¡'-'' ·:·i1,"! (i:,;-. -~,'-,<<',• .. ;e·¡;.:.•;,'.•; .f'·~"·'~<-' J;l<>'-~:\i.i: ~.-f .. :."".' '>~·f.'_'_'.-.·'~¡_J._ --~_·)> )>.'.;!,,.:•; .·, ' • 

sus. 1'inales< con /már.cas~.·d fsti n t!as;•:;:cir iEintamcis> la jiarist.'á'· de : la 'marca .. 

;;;:;:;.::,i~:Sf~~?J~~~~~l1Ji(1iií~~Í~;f¡~:r: 
Un circuil a· es' una:,subgraf'ica};que/consist.e !/;•:de.:c\arist.as'' ·,·e . - .· . - - - . .. o' 

. :~; 
(mod k) son_. y', t;~{ que 

a 
.:._·-_;_ ,_;.:_._.,.·_ 

podemos escoger un ·área~~-

las marcas de 

·.·.que 

que los vert.ices:, • u/•s:••.queden·~.en<-.·la\ríiisma:•component;e,·:de;•)S:·.·•:-.: et.. 
. --. : · ·< - · .;·- . ~-.~·:.·.~:--,":.~:?·/~~~:·~>>::':-:_;,;,~'-~1} 1:.;:.~~:-;:f.;-::-~z_::j~;~r-:~'-.;~~¿~~:;~'-:e::::·:fr,:_;;.;:~~~,;t-,:3_~~::;;~:\'~/:;_:::Q;¿-_;,.·-.. ;\~~~:-}\:;:___~-:-:,. --_ ~<:-~: ... , _:_-:· · 

la unión de los 

S1 las aristas: del :,c1rcu1 t;o:;pasan\ . .solo;• una :;.vez;.: por,:c;c:cada·.:,:»,vert;ice, 
._ _,-; _, -, ;.- ~ -~·;.,c.,-._;,,-.-;:;._,-_,.~.'< .... "_"·;:"···'-, '.c: .. ,,.,, __ .:-~'-·- ~: :;:·.;-.-,1 .. "'~-'< -;.!1 <\:·,;-::,-,-.;. ,, ,.-.- ., ,_ '>··:<':·-.'--";\i:r· •. ,;-,; .; ,,, , : .:_·· '· • __ ,: . ::· ; -_, __ ,:.-- . __ , .. 

ent;onces hay: dcis".mane:r-.as"detesco'ger•.'a~.'las.·::;•r·!/s/;'.f':pero'{si::):pasan 
:·: · , , ·: ,-__ ;_:::_·_::;::;:¡: :!'.<'.; ·;:~~¡;óf;\:_1-;";-~--¿~,;;'::.!-.~?;;.:~;.;;;;~ ··:(i;·; j_;j~{i:~'.~~;~.¿:y.·,~::~-;Y·\'--~i;,~(\i'}~-:_-'.-~::.;: (:-;_~: ~:~.'-'.::·-.::·~,r-:·:-:C):·~~r.<:. :._'._~ ,_.: ·:::~ '·. :·.:.· 

dos o mas. veces:; por:'· un': mismo.; ve:r-t.ice·· en t. onces:- solo" hay:¿ una·.,, : manera 
. - : -_ -: '-· _-, .: (·j: _- -, ;-, :- ;'("~ :,¡_;-=-'°'' . -'-!~----~•-,:·-:·<"e:~-:_>~-''~' ,-- ..,_,,,.~----.·.' '.· :.;.-~ .-/;_.¡., -•' ,-;•.;:.; ~-:-:_,:;¡ ¡{~:-- :.;::;;,,:~-~~-;-,,-,.¡_•, ·;;;~0;·:,.,,, ;' ~',~'.- '·-·:-· ·' ,, .·-_-.•-. 

de hacer t..al elec.q1on: .<(1gurai16) :,:El"t nfer.t(Jr'cdeun«f·' ciT'c~ilo.•·. en 

G a e.s es~~·~i·~;~~~~~~.¿,~;~~-~~~ ~z ... ~:.~;:~aXf&~tr~,t~~f '~~!¡~·ir,~;~8~~\'",'·.~·",·S~·~.~ .. ~ 
esta de!' inici on';'de •,int.erior·/depéridiendo"""''.de'í'''.1a',:../elecé1on>:;Cde., Jos 

- ; · -... ,, ·:,, ·: ··-':~ .·: :-;;,..-::\.~··-;V' ::_,-;.;_=: ·:':-:: ;:,~"::.--'- -.- :··-~.: ->-~-·.-· ,;'"<>-'-)'~' ;:'.,:,:.;,:,_-,;~ ¿_::.'._~l.:'i·- ,. ,.. _ _._, ;'¡.~-. :;-_:.;~: - ,·-~--::<-' ::·.:; .. : "-:·:c-·.I·, , _, -:- • - ·. - · -
'" • s , ·los <vert.fces/del:!circuit.o.'le.st·aran,';':osno",'en·(;'':el\·;,.·1nt;erior ·.de 

'" . .-__ .. -;._y/;?-~~--~---;~_·\--P; .~)t-.:':~:~ftf·.<-~~7-~/7_:-~~-_-;_;1;f_:;/;::-:::,_:-'/f~'!'.~!.';~:~_y¡;¡~¿::'::~:<H .\:···.:, ~::_{t (:·~/::::·:· :." :· --~~- .-.::; :··. , • ,- ;,· · r-·. · .. ,,. 

dicho ciT-cui_Lo ~':o/: pero.:;'t..odos;:·lo_s:f c i r~u i_t..os·;~.qu_e>'G(. consideraremos aqu i,· 
t..en d rá n ~-ú-~< ~-d ~t;i·~~~-t~;r-J~é ~~-::_'.~;d·~-1-~.'~;i~=rt~ ~~{~;-~~:!f .::·{--::t:;_~/:;·~i-r,f~,~~:'.::,;~;:: :~1!:~; ;:/:;:(;-_; t-i'.'---:·: ::,.-. 

· · --· - -· ·j<;:; , ·. ·;. - - .. · · .. -:~;>· ·--_,:" · :~-'_ · ' . L ··-;; .. ~ -~-:-.::~~~)=~·~· ;:;_;-¿;-.:;,'. ;~:->«- ·-- --.. · ·. ~:.;,:;·_;_ \'~t_ ~ :~-~-· .- ... ) ::.;·· · 

: . ; :-· , .-: ,: :::·:/:i\\".~':;_,,;,_,_t:;r-:_::;:~;,·-c::~r~~--:i~~;~-~:~~r,~~i!~;-;:::j<:::~:~:;:·:~;:·'·_.;',\,;_{-<,; \·>-'.': ,._.;f :.>.::/ -. ,.;'_,,_ : ·'. • 
Un Circui to.~~~s-~·: 11'ª l'~--~;s.l,-'. cont.._J.ene __ ,~-.e!r·:· s~y~1nt..er1.o~_,,:{ .. a: ª+ ··_ , de 

'-:·; · , .. ,.. ·,--;:-}_ ·,~-:~X\-~\::~.C·.;>~: -:::_~\:(:')--~·-::.:~-1i~<::~~::r.:·-~-~--;:_t<'::i:·?·/ -~:; :;: ... : h\ .. -: .:-: -:'~!'.;:· :'--~'.-_:,. :':;·~-- ... ; ·-· " . ~- .-~.- ,·_.: 
O~ra ~ane_.17~r_:_;~-~ ·:bu.:n?-..'(i'_~n f'_uer~.1c:-::;:t !'f ('7"1:1 ~r:;_de.,::-·---,Un'<{,-ClI"CUl t.o es -UO. 
vert.ice que· se. encuentra en ·e1·:1nterjor del, circuito <pero no es 
un vértice. ele! 'C:ircUito/.'c Ull'!azo'es·.•uni':,cirCuit:a' :con' solo una 
arista. er vel"t.iC'~· ~l :<lu;:,. I~C'ide cii c;¡;c) i~~º lo i1am~n1os la base 

del lazo, Un~ 'C'~O'rd~;de un cirC:uii.'ó es una,a~ista contenida en. el 
interior -d-ef _. ~ irciu'iL~ c-u>~'o~ -éina-1~-~---=~e--- éué~erlt.ran en v~rt.ices del 
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circuito. Un radio de un circuito es una cuerda que no es un lazo. 
Un lazo doble es un circuito !'armado por. dos ·lazos et c

2 

basados en el mismovertice y tal. que· c
2
> e~ta en el iriterior· de 

'· .. :.::·J.·:. 
···;·.-. ., .. 

: -·. __ :·,:-_::.-~·:;-;:~/:.'}->: :.::,·.·._.-.: ;'. .... ~-·::· . < ·_ . ' ' -
et . 

Si todas la·s aristas·· de un·. circuito''·.iestan .. orientadas y 
exist.e una tra)'ectoria··· alrededor d,:;l t.i.rdllit.~>ia (:[J¡¡J'. ,:;,; siempre 
consistent.e con las orieritaci.;ri,:;s' t:le;i¡¡~;¡¡¡:f;;t.~5; el. circuito , es 

. . ·· _· · .. · ·· •.· :,_ . . :·:··:,~-.-,·,:!':'~),-.c·-\·'..•c.~.'-!:'-'./?::-'"·-.'··> :·:--_,-·,. __ .,.,·- .. o.· _ '• 
un ciclo. Si .al. menos·. una ·arist.a\del'.i'ci~cufto:'eest.á ;,orientada y 

exist.e una•.· trayectoria 8,~:i:.~;~O,,r,,)'.~~i(':.·6'~f#~i~~ q~e,. nu.nca ··es 
inconsistente •con las orientaciones,.de;;ras.áristasi el circuí t.o. es 
un semiciClo. ··un u~Íc:',i~l0Je,~'·~,:.j:'1~~~;{):~:i~J1i;at:l();i"Decim¿s que. un 
circuito et; esta ':en: el '·•interior}de(otro'icircuito ::·; ;c2: .... .: .• si. el' 

interior de . e ~~;;ti;-,;d.:Jllt~~i~.;f'.~i~·)i~t):~i~l,~~{.:J~'.d~'{é ;,.bieJ1 puede 
, ____ -; ~;:-.~.- · __ ~'..< ._·.: -> .. 't~~ :_-:-::),_:)(_\::;_t·'::.-~~:~}r:-~~~v:~-:-·::.1~-.., ,,:,.·_:; .. ~~-":·:~.-.,-:.:;.~~-=,,~ ~ ~--.; :: '.:-· ;.r·;·->:::. ~. -·;: :.~. -·.-_~'::·.:.,_,,._ 

ser que et ~Y.:. e ;>.~J'..,,n.g~'} .'v"r.t>i.ces ;,y rariist.as);'en :·común; . '.,,./;> ·'· 
.. : ·, .. ___ :5}:\~\' \~\',:t~;~;t't'.!!'.':1}~~}Wi~;[~~::*~i:~~~~1~r~\!~;f _~~-0}~;~1:Ai''.;~~i}?'.~)~{~~·::::~tt;;;_,~:~:-.':~:~;t.~~, ;~:; ._,;\t-~,_··: ~h;:~'..~: ::·_:-: · :--:-. , -::: -;, -_: : . 

Un· vert1ce." es ... una e,¡ uen fe/( su1111deroJ/ sii ninguna: de(csus "aristas 
. · , · . .:.-··--: -;1_.~" · .. ·>f· · .. ;,;.:.;·e·'·~- ,, ... º ,,,.;.;:•-·-.s:,,_;¡, ·. ,-:·: ·_ -~:;_ : ;<·,.·: /· · '(.:::::,-..;:.:_' '.:~.: '.·;: -' '.:-::---.... ,_ ·-~-::·'-' ·'' -·:·.".~_:•':·-'.''':"" '· --: • ·' ·; ·:- · :- -. .. . • _. ·' _; 

entra. a el i (sale .. :'. de,; el); :VDos•·.'arisLas\\:en·:;o•c:.G ,,¡,:,:?son·.)i .. tlilra 1e1 as' ·'.si 

bordean u.~ ,~x1b,~~'.~[:l~'~gif ('~,~~~~~~¡,;~~~·:rt.;~~~~,~~~~~P!~~~;jii~~:;:~~~~t:1,.:~.is~o• · 
vértice, •. o unen';·dos.~v.er:tices .. dist.int.os;·:;:pero: en} cualquier/caso ·el· 

º'~"::º,;;~i;i~~~~i~iF~l~lf~~~i~~i~~~~fü~f~I;,~,º .... 
sigue. Escojamos_'iuna;:.t.rayeétori.a·.,que.:'.Yaya\una''·vez~·'a\t.ravés;'de:'cada . 

· ' -- '-_, . ·~· ,",'. ··--,\;··'"\:,;;;,:;_";,:.'~-: '-.'.-'«_~ ·;,'1;._.:_'é_';",.',-:'.::;i ;,;;,"\',V,.-::·'.~·,':•~,.:_,'.-·,,,"., \·!•".'<'-'.''.,·.:-:;o:_.~·::·.',_ •. ~-_:;"'.;,·'·_-·,.-.~~ '· ·:; ':'f --_-'.:_'•e ---~--. -•... :.,- ; · :, , _ . 
arista del • ci·rcui to.,, y;;.en·¡ cada•wért;ice '.;;;a;•·;;·:'. conterigá.•.•a1·:cse¡;mento · .. de 

- . -._-'·~--_.,c.~¿~\· ::,:.:~:;_'·,_·_±V.~:,;:"·;\ r.-'.·;.?_;_~.~::~~·:>.:(;_:cF·:--~_.r;--:~·-~:\·':>:''··_(:~·:- ;~:::::--<·_-.'.'.:'· __ ,l.'.~.;:;, ~.-:·:.:-~-~~f-itt-{:-~.¿·;,· 2-~}~\~:- L:;-~~;.;.:<<:.:_:~;-}_;·:·::,_:: .' :· l;_,, __ :·-: 

a contenJdci:'enceLJinterior.·del·. circUit:o'i(esté·::se!g'ríientoJ rio' t.oca .·a 
\. .. _ . . ·. - :·:· ·_ ·.-: :-::>.-.'_. ._'_¡-'.-<.' :i; -_~¿:~ ~;~;;_:-~:~,-¡·:.:;(·:~:-~/,/:;_:=;-._-,_;::f-'.1~ :_:?~'.::-:~- · -::/-,'<<-,(:~;-~ > :.~: :-~- ~:-tA·:·.::~:,,,<~: · ·_ ~1t,-/,>¿;;.:~i;~\S;(-!.-;;):;- -: ;·_ " · 

las arist.as .. de1·::·c:1ré:uit:o•, salvo .-en.' sus··extremos). \;;:Ahí:ira·:{ieámi:is > las· 
'-_ ,,· -·,~-'·:., _.:_-~·- · ._:,- ··:.'.:<.;;;·,·.,: ,",,"·t·.--,:.,:.• .: ,_:,·:-..• ", •' - .· .. ,: - · .... ·.--: .. - -·i - -~ _,;_._ '."!·•,.;:_•· . .;:'-"c.'.''C'~ •'•'-> _ _;- _: • ,:_:·,.; ,_ , 

marcas de finales'.;dei.aristas que la trayect:oria;•at:ravi'esa{Cestó .es 
".-:-·:.'\Je-'·._·:-'-.·:-· . .-.-·.'.-··:>:.~=--._._._-._:,._,·""'· ,. ; . · ·-' ·-· .. ,·----·-~-t-'.-'':_,·,._.:¡c,:-,~~-·,:' .. :,--,;;~· ... :;-,.:. - ,. 

arist;as del .circuito).,·. o•cruza ·transversalmente.,'A;est,a :,':coleccion 

de m~.r:~-~----~~~~-;i~·f.~~!~:~-~~~-?'-~--:~-~-~ . __ s_ucesiÓn : de u1arcas ~;+~~·~--~-~~-~~:;;,,~~f-~~~;~:_f .. ~J--.. ._.": .. L_a · 
sucesion··depende,:'porsupuest.o, de donde .empezemos lat;;it.rayectoria 
y de que orii;~i::~cion: t:omemos. Si dicho circu.ito ':C.eis >~nL.c:ié10 o 

- - . :. , __ ', ,--:~ ., ._,' ,_ ' j· , ... " _·· .. :, : .. :-·:· . .,,, ':--., :':,'.":." --'->·-,,·-.-_·_: • -- - ' 
semiciclo. laX~l tima· eleccion esta naturalmente ~ª .. ~~:,.:;t..,;'.1_"1,F.• .marcas 
de r inales···de aristas a las cuales la trayectoria ,,·arites;\mencicmada 
cruza Lrans.~erSa'1me~1Le. las llamamos . 111ar_cas·: ",::.~:~~--i~--~i·~~-~s· ;·._,"del 
circuit..o. . -.- -. . 

Sea p un en.t.ero, 1 S p S nb , definimos un ·2-bi/1uJo. como 

un circuito en G
0 

con las siguienLes ~ropi€-da·de_s: 

a) Todas las -arist..as esL.:i'n o~i~nt..a._das·~-- .Con cabezas Crai_ces) 



mal'cados con. p. 
b) Todas las marcas int.eriol'es. son ent.e!'os mayores Cmeno!'es) 

·,' : ,: ' -. <'' .::·.' - • ' 

que p . . .·.. ,, , .. .· .· .. . . , . .. . .; . . .: ·.. . . 
. c) Exi~t.e; precisa~e~t.e <u~ vei:t.ice del , ci!'cuit.o Cal que 

11 amamos. la 'base)/para'.~l.cuai las 'arist.as.dei ~iZ:cúi to .iricidentes 
a é1 · sa1ell' ce;:;l'i.iri:i:·c1~'!e'ifr,' ;;· 1 ~ri6 •.c~iiéjh~üarii~~º;;;:E!'i'' ;;'<i,P1ce·:i <.la1 
que las ari~t~s' t:J~i~•¡;.(~'cJtlC:Í/ÍílEid';;rit'.~i;·'~;él"fi:iíl\::~;."fr'.'(:~~l~ri)') a ~L · 

.- . . -- ·.,;·, ·.,; >'•'f:~·;,'.,:· ,:;,,_:'-:.· .• -.--' ;~-; 'i -;¡_. ·:_:.r,_· .• --,}!.::-·- i"'-:-)·.':i;'''"'.'i; ~-~·;;:1.:<)'.;;«_t,~,'.- \•:.':-.&·:.. ;;;,.<··:1::.)::.' -·}--;- ( ·'·~'_';~,-< -'; ;_.._ - ::-:. 
d) Hayi· nial'cas? irite..ior'esc"eri •·eLoic.p'icé;i•jen:•.erectó\ al'!.menós· hay 

'º· ,.,:~1;~~~-~1r11~r~1l!~i~i1Iii',,~ ... 
y todas las;.m·arcas .• ~1nt.e!'iOl'es ,;niayo!'es.; oimenol'.es:~que :,·;.;pi;:·.~ Un.'p-,, lazo. 
a ob 1 ~ es '.uri{r~zíltci~ih .;'iºq'.f E!'i~s·~: u'íl''::fEi~i&;~J~:¡;r".ri'¡;·ttffi l~~ .~tci6~·;·;:· ca lleias· · 

~:::::::;¡~~~~~l~ilif l!llt~IJ~:;::~7·, "º" 
2.1. 5 .' Lema;<'e.;11;¡,;cua !quier} cuerda 1:de;:;um!cicl o:',:·(sémicicl o J .... que 

: - -·: •• · ·• ••• :- · ::}'-' ,,,._,--,_.: '''::'' -,~-:·,--·:·~ 01--:,>:-:~·::, --·--.o:::•,· 1.t'.'<'_:,_~ ,._,~·:,.•,·•.t::':.<:·,·:n::"''" _._,,,_~ '.- ">.\.-. •;;,-, ... -,-· ·.:·,; -.(::> -~ -~'-·. · ,., · · 
no 1 iene. cicl os:}.(semic.icl os),:en·, sufi nle_r.ior.:¡es•:ni ve/ ada :,,'J'', ·· . 

- --- : ,-_.·:-',·. '·- ;,;~-: ·,-.,_~s ···>~ -._.,"."''.--:i:t~~-, ·;-(e-:º~~:-, --<::,:x ,;;,;;-:·:_'-'Y.'.'.'<:.'~··;:;; ;:;,.<0-·;:¡"-";·'-~::-:,_\;-_.,,. --~ '.'·"·; __ -~-.,;·_.::·; :: ,;;-::-.--:. , -:,-; .'' .. ,, . - . .- . 
2) Si ·c.un·c;cicl o,".(sennei el o);~que.;.no;;:tt ene'.'>•'eicl os,•!•(semieicl os) 

- , ·· ." :·,: - ·-'- :· <. .• ,-:.'.,,:: B-' ·;c;,-.,,r-\,,:._¡::~~,.;;-.-,_-,,~:,;:.,.-.;f;;f:_:_,.,'.;;:__ ';·:.;..;;~' -'._¡_,:,;_ /"'~·~--~'''<i~_,,r._'.{.) :g,:~:-: -~:'.'": .--~'·"·,;-~.,.; ,:.,,--~~--' ·':'='":'>':'~-~' ,-__ -·.·._; __ ,_. _,_._ . ·-­
en su· t n t er.i or. :_ t.i ene:;~ uer. t't ces.~~t n t eri ores-~~--: en t onces~-,~·debe:;-t ener ·, .uua 

f u en t e_- . '0 .. ·~~- ~ ~-~;i. ~~:~r :~e~~~-~::~~?: ;~~i~§-~:tt~ii~t~[Bt~~~:\~:.t~t!:;f iJ\:f .~k.~~lf ~:;~:j:ri:~~~~{~;~ti_~~~~~:·~-;~{~t:~~:-~'.1_~:·f~":-; ~ ¡: '. .··.'~ ~_'.: . :' . -. -
3J Cualquier);_¡ azo·~,qu·"'..~' t i<'ne:¡.tier.t.i ces'.d n.t .. er:ióí'es,;·}'·.:est a . basado· 

'-.'- ;_' .: .-· •. e'. , · ···:'.-::;!-.,~ú .• :~-·--.:8_'.p.::c 1:;;; ;- ':;.:_;. ··,\>,' ·,;.:;'.;;¡~-·~';':~-:·:·«. "i • -i.', -. ,_•:,- ·,_:¡'.,·~-~:-.~·-, -- y;;: ;·::~-:~' .;;'. ',.;::· . .'' " ... ·¡·.-., ;, !-",;-. ·: , ~,\;",. ·:·i,: 
en una fuente·:(sum1deroJ',liene.un·:,uer.t iee.:.interior·iel.·eual :; es .·,.un 

. .. - -. ~'- '. '/: '· ;,_'{• ---~'"}''" ,,:¡~~~ ---."..:..:.::'.:''::¡;::;.·:::: •. :-: .-;,~· ;~-.:_,.f···,.~'-"__I,;' v;,;_: /-,_~·. ,. ;,._;'.'· _.: ~;1,-•;:\·,·,.- ":;::.· ,.~;::,-_'._<·;.>':<'·_·,_ (,.: _.: ¡:;._; '. . :'.: -.·· • , 
sumidero . ( f uen t eJ'i·o•'H ene··un'\eiel o\en·• su·H nt er·i or'·'/.'·•·c::'''' '·''ó '.:.: ·• 

. . • .•• ... :::·-:. , "·-·¡··:·: ~-/_-· ·;::.~-· ;'';:;1--.1;,;~'.-.!~--~ ~,tX:-03,, .. :· ::>:'.-.l.:'.~'><·:-:_-:¡~.':,·· ..... ,.':,:._.-;::c.<'f~! "\ .. : ,_:;: _ _..;,.;:;,: :-.. ,,·_;,:_,_·,_,~·i;-_,;.,-\::r.·'.:~-.'>- ~_.;~_,., ,_: :: '·~--:-: :- ·" -
4) si un';'eiel o ,·(semi ei el o:, eon,·sol o· una;<·• arisl a•,;'· m velada) no. 
. . ~ -' -t·"/;' ;- -';:·.-.. ·,;;_;- »':,·:.,--,/~:_~::: 0,~.;--.:;.~;_J,,~.-'¡,-,:::;_;;.'.'>:•(.~,;~~-;.·;:'":t:;·:; ;;;.;_·;_• .,-_,_, t·'" ·C:f"'.\~\'.t:i·~/i' -";ii''J-~"i:'¡ ,,,_.. ::,.:;_;, -.-; ·~-- ~ ~:·•:-- ... _: - ' ' . 

t i ene ver.t ices:·.' ni;,·~~' l 9-zos.:;-.en?;~~'.su~:~f~.i n fe'~.i o.r:--.-:--;r~~ en.t onces_--':--.'.~~"firiy~--~t-en· ·-''.·su 

i n t e r i o r -::·-~ ~·: :'i_.t:~t~~·~;z'.-~::.~~l~{~,-*:?}~; __ r~:f j;f~é1~:'.~t.~~#~~;~?-i!~~~~-i_:}'~,'~ f~i·~ir~:~¡--,'.-~5~i,~~~~ ,(~'.~ií '-: ::·<pero 
sin cue·~-da·~:;. n 1: ·ver t 1ces::: t n t er,1 ores~-- \ r-" :-;.:.¡s:f)?ir(:-~~>: .. 'i~~¡~~;:J:\~~-ff --:.?;-;?;·-<:~) ~,:_1--.•. 

. . _ -~~: .... ~-~--~·::.: _; _,··~ .-;~_:);~;_
1

~~·¡:~¡;:~_.:t:;;:· __ :'.~f ~:i:\~~f~,I~~;J'.i:?t~.~{1~~--:r~~·~:~~·:.~j~,;~ . ,:~-. ---::>t-f,:'.~~; ,: ::~):';~-~--~:;;, · .<., .. ,,._ '· "? .. /~~:·,'' · · _:_,._, ·. 
Demás! r•acfon /i.'1 );; Seaoi) .. r>;.ún•:ciclo (seri1iciclo) que cumple con 
, '- ,, ·_· -·:-': ·.' '·!;:/:.-: _;,-;;_,:-. s:::-, -,:,,,:._-:c;~:.,-'~,¡·;:··..:'c;r-_.;:: _ '-::;::::: ~--.-_,;_;_¿~-- , .' . -fr ..• }, -" .. •_,s ._.,_,,'., . ,: . __ ':"·:· . __ ;,,, _ ~--_'. _ ·.'·. ,_,'" ._- , . : _ .. :.: 

las h l pot.es1s·; .:·;;supon¡; ase/ que :o,•··rJ·;c.t1ene e una·x cue!'da uor:1en t.ada; .. · . si 

dj cha ~u~ii.~ ,_;i-~iij~i'!ci,~'.c2i~~;~~6~¡i~~),~~t~i~~'.;t~~Lié'-~#·~1X.~~i;.·s,~'!:s.~? ···el· 
inte!'iOI'.· de),' r., ;Clcí~:cilie; coitti:ádice.:las •.'hipótesisí:CsL'clá; ciler.da · . es. 

· · ·, -. -·e: · ·_. · ,:··,-.»". _-__ / ·,, __ ,,_):', -'1','-.¡:;,'!." -. -,~-:-,·~'·,·: ,-,-,<::,;:\;;_:·-.-.J.,;;,·.::;;,' .':~,-:-'-•: .i;' -:'r _' J,_·::/:·:_- ,;·,- ,:,-:-:-.. :¡-<:.~.:· ;/. ;-,._.1,.'. .. Y:;f ·~;,,/~,-.:·.;:;:~ ... ' ,· ·.<". 
u11 radio,--:~ sep·a.i:-ár_~,/~i~-;:.~.cic.~_o)~ ~.~~e_mi_~~icl~.~ .< e,tf-\ ~.os·'.: Cir~cu·i·t:'?s~;)i,y'._::· U!"J~ .. ~- de· 

, . -, ~-'' ·- < :_'.i '. ,~ _, ..• ,_.-;-_,,--,".::,'_-~~ .~.-,. -.-,. ,.'-,':e,,, ;'"';-,_-~;· '.:~::.:.: .·.-:,.;.::· .:,-~;:; '·r.::_,,, ;' _, 1 :: • ,,,_.,"."_•\ .~s ··;;': . ..,x: -t/,!_.·;.,; : .'-· .,._ . -,-._ ··, : .·-;:: . 
el los se!'a 'im:. c fi:fof e sémiciélo>.':er(;eh:irit.erior. •.'·.:dé ;\:/7t.'·.':;·;.-.'lo .;, que·· 
e on Lt•a di_ ce :\'.'1 ~ -~\_t_í'·i_i~~'t:'L~~-~i;i,\'.f;; i 'U~·f·g·\.~-~-0~\4~:>1-:~:s:_\C:~·e"r·d ~~_\I:ti·~3ri?~~/01'~.~:_i:~:d a~; . 
Si "i' es· uii_ s~m~1c·1·c'I_'ci·_~;'.P~.ci~-~-~s;;·~-~~:eg~'r<f,_:q:,JE;:,'t-~d~'--~:~~~;d·~;!:'e~~t/u'~< :;'.;l~zo. 
nivelado. :·_,_.:· .. ,><--'·' .. -. · .. -'.~--<..: -: . ·.'. ~,,, .. , -~---;:_;-,_. ·. ·>" · -. ~,\· .:"'.'.'. :~-:~:.: i;r::::•:--:r-f:-~~"·:~:.~·}_:)t .- . 

; '-"•'' ' ";'f·- "::_\·_·~::>_--, ·:-·.·_,:··; ::-L-:·,, , ,- .,_ -·~::o:-~y~:·,_;-··<·- Y~'- ; ; , ;·,:O 

2) · Sea . .-·1· . . ú-i{·~, c.·f~-- ;r:._:<~· 5e_l1i'Í ~~_:,f ~--?):·_:;',~Ú·:~-:;:¡#_~,~;~~:i·e:_:'<(:·cjfi.'. '.'.{'~~::.:--·h:Í_ p:ci'Lesi S. 
SupÓng-a·se que Íl ngún·· verLice' 'i"nLerior,: e·s.--una i~·u·~f~i~~/: o·· :-:sU-ffi'i.der·a. 
Ent..onces cualqu er, v¿~Lic-~ ,-inLér'i~:~ _L_i-~/ne:".tl~a-_'ar1s·ta .. 'que -sale de 
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él y otra que entra. Emnpezando en un vértice interior v 
podemos construir una trayectoria a través de aristas interiores 
orient.adas que sea siempre consist.ente con ··1as orientaciones de 
dichas aristas; dicha t.ra:yectoria no puede pasar. dos. ve.ces por el · 
mismo vért..ice, pues se -cr:e,a~_ía·:.~~-- é:-ic.lo en el· ·in-t.e_~i_C).r,·_--_· __ :de--,-' :1' ., 

luego debe de terminar en ·Un\ vértice de 1' . SimÚarnient.;, ppdemos 
; : .. - .:·,.:,::-- .. <->-"'"· --- 1 ', .· .,-._.-,---·_.-'/':':• 

const.ruir una trayectoria,·,que•empieza en ·u , ·a traves;.de:• ·aristas 
interiores orient.~c:fa·S\<;~-q~e{·_-.:,.~-~a ~iémpre - i-nciOnsi~l~Ol'~·.:-',:'.·~c;n -··.sus 

,.--.-,· .. ,:_,.:;_.1:c·._·;:c-:'.::~·-·:-\·.:·-.·.>'. _ .. ·. ~- _ .. _ .. - _. ·--' .·.·---:--':--: __ ·,·.:._-,, __ ,.:·;:· .. _;.,-.,, . 
orient.acionas; tal· trayectoria: tambieri •debe .ter'minar:C'eri'«un ··vertice 

, " ·.·.;,e:, ,/, .-.• C'. ·-:··.·~:;,. c',;c.'• _.,_, : :;• :-.. ' : •.,-: __ , ;:', ·.· '. -"C'-_ ···'', •. ·-::!:_" ·:·'.? '_: ;_ ~'':<·· _' ' ,: ' 
de r , y no debe.pasai:;d6s\~e¡:es por un .mismo>ve.rt~ce:•.• La union 

de las dos .tra~e<:~.~~~.i~}··;~~i: ~~;, ~nf ;,'.¡-~~Yi,;S:ifti:i&{of~~",fª~ª·•·.•. que 
empieza y termina: en<; •r:.ey;no'.: pas.a>d()S ,.vece!'/PDr.:unm1smo•yert.1ce; · 

di vide al i.ntérior,;'.d~ fr:,~~t'.~?ii:~a~.t:~.~if},(?l.\1i.~~~~i~'..!(~~i'\~~ i:s~as 
part.es es el interior:·. de·•. un tciclo:,<semiciclo>.:c•;L'.lo:,que•:.·· contradice 

la el ec c i Ón . de .·: '.1'• .. ~f :··1;.1::,;~:J;s~~:~:f ~:~~.r'ii~'..r~i'j[!;;5;1;1~1f~~~~J'1''j,.;,~;·· .é',·i;··· ·. \ . .· . ·. · .. 
3) La prueba es.'.(siinilar:'i;•Si•c un\'lazo{íista••ba'siido;:eri''.\ma: fuente 

· • ·• •· __ , .. _;' :·,·-·;c;-.::c.:~~-:'.C'.,·.--.·~', 'i-' -~:"- ·-\~-,-:.1;~;,;,·_~:8:;· ,:.:.¡,;._~_:c,~:::·,~_-'.i:":>:r;(;':· :,:\ .. 1;;_,,2,-'.'-J.::'.,/o -'/i!:".:;::•'.',' ,:_). _ _, :-;_ .,_: - -, ; . . 
u , y su int.erior;.:.t.iene:_::· __ yer.~i-~estper.~~~:~!l·:~su~ide~_os_;-;::1:,:;~empézarido :·.·en 

• _.,, ·:: - ·•·',~ -~-_-o:.,;.-:;;;·.;i~·-:o;".-~'-~··;~--;-;,-.:-~-;(fr,.;-E:.;:': ¡;~·- ---;.'._,i',':o::,; :'_- '·'\'.;'°'~:,\.:i<¡.,;<"''''Í'/·!.'·.'.:~-c~··.2;'Lc.;.:.i;'-\c:'.,'.:':i; ·:;; 3 ;i ·_::~;: ';~·:.<· • . ',_· :· · · 
cualquier ve1·tice~,:.·,1nte_r1or:,s pod.emos: .• >cons_tr.u f r';';•: una :it .. t.rayect;oria 
a t.~avés dé- a-r-is·L·a~-~>ci.~'.f.~~t~~f¡i~<~:q-t)';;~:-~·~~-;:_;::~ri·é·R';~~;--~r:{ci:~ri~~ti~'[~~f.:~:~:c=-~-~~·:- ~US 

· ·-· :- ·: <,";y:.:.- -y~-.;:-.;;,,;oc,<;::.'>;.~\>---.;:;_,~;;¡._',;- . ..-;il-;-c"i'.,'.;- .;,:.;--·.·,;~:;;;:_t·¡-·,-,_ :.•';.i'".-F: :-.-·:~ •. e·-::~.;:~.·,-~·,;:~>:'•:'.~'-'.--;' \:_V,,1'.-' ,~. 

ar i en tac iones.•·. P.uest.o . que ,f:cv •:•,;es .. uná~ fuente,'} fa ;;t.ráyectcir ia ., .. nunca 
'-:· '/ '-' . _;-:",• <·,,<._< .,~,i~f_,~,'!~·- '·-~:.·: . .'~~)'.':·: ,!::-.oc·,·,,'~''• .. _;,, .. ~-f1':;;_ ,·-·•-:-'::-='·'"-~'~ ':;/ · ,-_. fP-'>-·\,•d"< ;·",,» .. ,,:;';·.:-;_:·e- .-•- ,"'-.:_~_,: •:i" · '. :· .- < -, 

llega a v , y.· como)no;hay;sumideros•:en<el:"interior:i);•déLó:.\lazo '·.'la 
_: . - ,-· .. ' . ; '~- -, ,. : ,. --,:_,~-·;_:::,~·-e;-,/ .. '-:" -,. ,: ,,'-".':'-:'..:'_<'.">·'·;.-;_.~;;_,·'Y'·'· .. ;."'"---,-..-:,;-;-·:'<.~-'."·-·· .. ::,;,:• ;;>.~:~;«:--;;;.,:,~;- •:."<··''·'.; ,, ·''<ri· ~~~,,;·, --;,:. - ·.:., '.: - . 

trayectoria 'núnca 'se 'detiene, \·l~egéi•debé;'de}pas~rC'dos''vecesipor .·· ún 

~::: ·'"'"·' ;•c,·r~tªti~,l\Zf~~g~~~g~~l~l~~,~l·· , .. 
4) Sea· ·1' un .. c1clo,.Csem1ciclo::can·;solO,•una,.·arista ni.velada) 

. --- . . · .- ',:- - ".·, • ''-·.- . · ,,,- .. :: -:''' · · -.. -:. ,;'.•_, ·, .:,-.::.~.-~\.:,Y·;-.-« r: ,,,-;-_.:,_:: ·_,-,.---:·.~: tr--~'~'=' : ._':::,,' ·_,: ·-·:-.-'_ .:_.- .. 
que cumple. con las.·. hipot~sfs;•si ¡;rc'.)notiE!rie(cueri:lás t.erminamos, 

luego supóngao;e .•que••• r '.,}i~~e/,~~~rd,~~;0);~~~ni,a,~,ts~~~rig~ie' que·· .tiene 
n cuerdas.· Cualquier cuerda divide~al circúit.ci\en(dos ·.circuitos, 

podemos escoger· uná. ¡:u~f~~~·:d~,/~~~?}ci¿e.[:~~~··.~~);; 1f?s \circuitos por 
ella det.ermina.dos-:·:.no-,. t,;e.nga\ c_1:1-~_rd~s-~_~:-,.-'._s_f?_ª·:~_·'7st._á.:\'_./::_:_·a--_, :'.; .. ·.:·.·:·':·si a est..á 

ori:ntada uno de los d'?o;·é~r·~~~.~a~;i~,~jli:.,fi,,/~u,~ , a divide a r 
sera un ciclo· o .. semici'clo" con:·salci.Cúnafarista"orientada que o bien 

I '•· ,,,_,_._¡, ·-'' ,--7.•r'•'>,:ti~;_'.:,.;:•,--~:,;., .. '.,,'.'..,•.-~:-",;.;'.•,"c•~::-..'., .. ~\: .• ,;.-•'.C°'_C.',i;_' .~·· 

uo teudra. cue1·das o. bien,,tendra :.n-,.L;, cué'rdas> Si . a es nivelada 

en tone es- U_r.ío_:_~_~e.--- .. _~ ~~- :-:~-~.fc~-~,~~~~~'.~:-~-.~:~'._+_fJ·~~'.:~,~~-~~;~~-~·~;:~~~~-~~~--~-~~-·'. ~-.. ~:. r será un 
semiciclo con soloi,una•,arist.a: riivelada;·que,O>'no.•' .. tendra ·. 'cuerdas o 

... : . -.-·~ -, , : : ·-·· ':, ·,_, '- .- _,_',.,,,,.:,,! ·-.:-:-:-.:~ .• ::·:, ;;:: .:,:··\¡ : .• _, .• ::-.·y~~--; '· -~·'.'···; -<-;--: ·; ,.' ,: • :··. 

bien que t.end .. ra_,:: ___ R9'.'.'1/>~::'.~:.cuer_d.as.~·~',:,~--~~n~in~an.d.o -i·:~de··- .-{-est.a · ·manera se 
eracuenLra- u-n · c_i¿-j_¿·~; o\_:;~~iCI'C'i_ci:··'·C-~u-;,-~'6i~\.-.U'n~\ -~~~'i~-L~'_ .. ~i velad~ Y sin 
cuerdas ~i ·:.'v~~t/f¿'~s·-~~-rrit'e~;:-1~-r~;;~~ .. ~~:,.:>:, ·'':~'':--' ,,''.'.'.'' .. ' 

"'' ·, - -· "" -':":X.'":. • 
El si¡;uient.:~. ·1e·ma se ~pl-iC~r~' ~- s.ucesiOnes de marcas _en la 

próxima secc'.ión"-~- · 
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2.1.6 leura. Sea .c 1 , d 1 , c 2 , ,.d 2 , . •. , cr' dr' r 2: 2 .• 

sucesión de. enteros satisfaciendo para todo d e 2 , . . r 

1) ci 2: d"i •. 

2) ld.-c .• l~S 1 
1 • 1 1 e,_, 

:~ :: >c~.r.:;~iJc;;ent~n:ces di-• .. ci•• . 

Entonces: p~~~<foda:'•< i;' • · 
a) c • ., c -· {:.':~·::·,·~:·c -1 ; o 

l·. s~ · - 1 . 1 

una 

:: :: =~:~¡;~~i,~1t~t~:,s;.;r :·:;~ º 
Demostracion·:c•:La••:haremos,por:Oinduccion sobre el número p ·de 

i 's para '.1 '?5 _'=;~~0'.~~;'{~§.~&31::~,~'/f:~t':2§t}f";•c\'.(.> ··· .. 
a) p.=.·o·c;·•Ent.onces;para-'t.odo·:··•;c.;···c·: 2: ·d:+1· y· por (2) 

c i + 1 -di .·s ·1;:;;jh±~~l"~~l~1f1~."{~J~~~I'J;;)~~~-~:~~i:~k~ci~~s:~!l 2:; _c 2 2: • • •. 2: 
c r 2: e ·: l'uerzan •iac:que•::t.odas·, searidgualdades :•, • .-o. sea e. 

para t.:d~ , .. ¡;z,,);~~J~~S~;if~~D~1:~~;~~$t{%.W;/¡·~:~~_R~~6~ qu~ di

1 

= 

para t.oda i :: 'por:'lofque/se'·sat.isráce .:ca). 
c -1 • 

d 
J 

';-~ ,-·)} ;:.-~?:>S.~~-~.:::~f: lf ~r;{~~~1,!1ti~;:'~~;~1;f.f,~r;i:~~ff f ?:~~fJ(f ~f:t;·i-.~\:-; :;:::~\ ;· i, 
b) p >O -.. ··.sea/·'J'·-·-'el>m1n1mo·;ent.ero·:. 2 s .J s r · t.al que cJ = 

:::;~:¡~i~iJl'H~~f f :1~~:~;~,, · < 
Demost.r'.i,c:1:c;in~:•.s~pon,i;~-:E!:q~e¿;,c:::·,: > d _, ; ci = dJ Y cJ ., > 

~:: .. 6~, J~:?~Ji~J:~~if PiS.~-:~~·=;~· ,::'.::::;· -.... : . ::::.: 
para i.<···J<Y·> .. Cc'·.~··d·'.):='Cc·'"d.···· )>,para ··:i '2:·.:s··.: :rifrá"• 'ést.a 

. "·-. :-:,\,:·',::;,< .::~:~ <:::\':> .. t5:;;:;,:~s..:~· ~~',\~:'.-·t'.1~;· .. ~f'._<\·:2{;·;;,~,~ :. ~._,:"":~· .. ·>-t ·1 ;' ;;:<:'.:--; .. : :.\:·:)::·:: :- .• _.'~ -.. :\ -, .. · .. ; -;.:··.:-:·· .--;.: ·,_.: .• ·:"::. '.: t>-·· ---: ,·_, -: ..... ~- . --... . .. · 
nueva suces1on;•-las•;cond1ciones·,• i ;<Ly: ~:se,: sat.isracen ·.:t.r1 vialment.e. 

~:"~·~:r~;, i}~;1~~~:6~,i~·~~~f t~~jr,t;F:í}'~t;~tt.~~J~1~i~~~¿yii~;Rj~~;.;\~-~r·•·. 1 ·1 ª = 
Id . -e: 1 =·dd•:~· ''"'.d:·.·~···'1:-;;,:0.,,;,,.y;;·clarament.e.:se .. sat.isl'ace .C2) .. ;para 

J - 1 J ·.·._1 ·. -_. ._, '.'' · _. ~.-.~> J :. _. ~ :_::'._: .... ~ :1·;¡:~-'>""~,;t\_.:.::1-~;:>:~ .. ~~-:::;o;;~:,_._..:;·,;'y,::;,:;;~/~;:.-:¿f:;5,;i~ 'ú}· ;-::_~'.{.':.>:::.::· :· .. ::';'/. "i ·. ·• · ·: · · ::-. _.·. / 

cualquier:. ot.ra ·. :· i" ;:',f'or·.:lo).t.ant,o.:. por.•:.:inducción. /J.la •:.nueva''"•siices1011 
- ;· ...... ': :····· --': ..... -· ,, ; · '·"'·.•; .. : .. '"- ;~,.·,-e.,.ic-· ·' ., -:·~::,,·-.... ·-·.-;.•;,;>::.-,,'.f.<'.!_, ';'·:''.'.·-'-· _.,_ ·:. -·~ ,:,< ,_.;·--, - ·.·,·, 

sat.isf'ace .<a),c' Cb) o:Cc);-.'.~Pero·:·n·i:•(b),:ni·::.Cc)i';se/sat.'isl'acen ·para 
.-. - - -- ··. ·:.>:· .. :·-:·:'._.e·-' .. :;.·~·-'.-::::~-.·-·.,·:.~''.;,-::- __ .-: ... :,·:-":·:-~~':.·,,-_,.·._·.·'-_.-·,·.- .. <.~··., 

i = j-1 o · i' .. = : -j, · · eri : 1 a./ nu.~ya·~_s·ue;·e~it?t• :·/·,· · :Y_·'.·:pueSLo _.-:q~e . . ·.; c:-·J:.~~ =~·--··._d; ~ 
1 

' 

Ca) debe· f'alla,;. para \. ~:; j-i' ci•(. i '.;> j"'. .. La. ccint.radicción 
complet.a la prueba de i~· afi~ma.cÚín'; 



Ent.onces t..enemos que e . · > dJ. _
1 

. e = d y c. · = d. • 
j-1 '. J J. J+1 ··J•1. 

Por la condición 3 · cí • 2 .= dj = cj y ·dJ _, =, ci~• = dí • 1 Al 

eliminar a .~ji d{ !>¡ ., ,' dJ .; .. de f.la sucesi~n,/ obt..e~.emos una 

: ~ ~ ~: L :uc:_::~J 1~.{;/~j~x:t~f t"!~~li~ti'i~,;~;;.~f gt~I·ji:.6) ;,s~·¡; .. ~:.:r~ l~. d,' .. · :ar: . 
i 2: j . Facilníent..e'·se{ve;.e¡ue>:(D';y:cc,¡.)°·;:se:•verif'icári':p·a:1;a: i~( nueva 

~~~~:!ó;~e~~j~i~~~~~t~fi·t:~~~t~~~&f~·~;~~2~i'.~(~~;1;J~i~~~?/ t~r~~Ir;•~ .. ·•·j Pº~ · 
hipot..esis; lo •:que\.v~i:ii'.ica,; (2);•,par.a Y;;ii(.:o:/j-'-1''·;. :Tambien•::not.·amos ·que . 

si e J., ,; · d_/';}(~p[~~,~~~J;;~i'.f:t{~~(1~~1~J~;~;f~:~tf6 '. "iJ~·¡ '• = .i>jr:; ·=dí• 1 

=d. =d ... '!//,'i·lliegO:··se;iverifica:C3):para·:•i•= j: .. ·· ,., 

J -
1 

. . J.:'.~:.::t~:,¡~tt~~t.~.''.i&fi:;('.t;:::·\:~·;'·.{ : > . , .. 
Por lo;t.ant...o;por,,;la hipot.esis de induccion , para cada' i en 

la nueva -:ise€f~fr)'R;~.[3;;~;,f.~~)!,,~i(~~?, S'e sat..israc~n. Puest.[) q~e. Cb> . y 
(c) no se .sat.isj'acen~p~I'ª· t"' J-1 , Ca) debe de sat.isfacerse, por 

lo que.·.· e igi ;{i~O:;~~~t~?t0ft~):~ 1i¡:;é·t~.f1. , .. Puest..o que Cc> .. n~s,f /~;~','.ifica. 
para . i = J •enf.la/riüeva 'sucesión. (a).º· (b) deberi de satisfacerse· 

<en part.icll~,f~ .• -~fJl~)~~-1;f1:0r>:; ~~l.oné:es ca>,· <b> •o <c> 'se ~atisráé:en 
en la sucesion'.originál para cada. i ~ j, j+1 /P~~c',>''.?{){~.; dj = 

cCJb. ,·2y=CccJ) 's=e· •·· .• cs·a1't..ii'ys··t.·a;"~c·.'Je!•ni'{p'=a··· .. ·r··daj ~t~· = d j _¡ = dj -1 \= C:•tH .·~.; .. En1..ónces 
, . = J .. y i = .j+i ... ·.· res¡>'ei:t.iváment..e 

en la sucesi6n brlgi~.;1; i:on lo que se complet.ácJa ¡;;;¡'¡e,¡;.;, . • 

'lo 



z.z ArgumenLos LopolÓgicos. 

2.2.1 lema. n >O . 
'1 

no int.ersec'La .a ·aa, y por lo 

es un 
D 

··en·. un arco 

• 

subcasos: 

Gb • 

P.b · no inter.:.ect.a al dis~~ 
a) 1' .-·,·es:· Ji~·-:_:-ia'·~o ·;bu.en~~,.:--_.,en 

este'.:~~-~~:~ E , luego DuEuF' es En 
.- '' ' --. '· 

una esJ'e~a- qü_e :in.teJ."'se~ta a . _- kb en "un sOio·· p_Unt.o, lo cual no es 

posible pues 5 3 ·es irl'.,ducible. 



..--+.----íl . . . . . . 
'o... \..!>'-- .... L.· 

1 
1 . 

º"''~ 
~.··· 

--···- -



b> r es un lazo malo en Gb .. · 

Sea E' el et.ro disco en. Sb de;t.ermipado pór ru/3 . kb 

int.ersecta a cada uno de. E· ·Y:- E' •en uri purit.o. · Hác.ie~d~ cirugía 
sobre sb •• c.oK J;,,n~·~· },61:it.~~-.;~,6~ • ; dos e<if.;r<ls •. · .. s . = . DuF1..•E y 

S' = DuFuE' •crigura''.tB> ik; T~'í:l.i'seci.áá.éada~Jnade e¡•¡,~~ en dos 
·. "_.:._: ·.-.;_; :-:~:~:/://::~:r~:~-<.--;<.' :~t:;"I~~·. !~;,;;, :,_i,:.=_r."·.:.-\,:: ,..-,-).:-_, /,\;_:;::. :::·:_·:·; .. ;,~/-, .. ,,~ :'u:;·_;:_;~~':;~-~: :,;::1:;- .1,- -L~~,~;;.:<'~-'; ~>·- ·, :- -, 

puntos, al:•menos:•uria:'de'•ellas;/digari1os:J,;s "N.debé:'de',,separar}.á :' ',k~ 
. : -;·; . : :.-.-:~'.-,.· ~ ~' '.¡\\:::.;-,ji{~'/,_-~'):~:-:-:/:/~:~-~~- (:':/:;?~ ':''._~<0-·:" Ji_~:~\-::f<~,;\;: _~-(:/;::~-:-~~~ :--~'._;_~·;;-~- ~j\;:; ~l}t '-!::.;::~'.:i:):~-r·:ij:h:<·:,1;,,:,: __ ;~~;.~;':_;;~ :_ ¿' .. . :·.: . 

en dos part.esrno·:.trJ. viales•;Cest.o;:·es ,·:-:ninguna'· de;das}part.es'32es;. un 

arco des~l1~,da·~~~y:~·f:~~~,'..~~'.--"~.~~~},T:~~:~t-§~~j:·~~~~.~~~'~'~~h~Yii.~2;;~,~~.~~~}te~, ~ 
kb , y u~a _de ;ell,,a,s, ~e~~~.: un arc~>t.riv.ial';3D~spue~•,de';una/is~t.opia 

podemos suponer ·'que·•{s@j 
as - <cuérdas ite. ~8~;~2>)_i 
una isot.op:fa .al la 

minimalidad'-dé '' ::.; .·•·•·•· 
-·-· -: " ( .:::.-~·: <;-.:.~, .. :-:;~'.r::< --~'-·-· .. ..,.·.-•. 

,. •'·¡' 

2. 2. 3 y 2. 2i6,,,est.amos_usandoi el:~hechi:i•de\cjue:no '.dhay• círculos. de. 

:::::'.·::<f fü¡~~~~~~t~li~f~iiilf *~!~~~~~\~11.~·~~'···· '• 
2. 2. 3 .. S~a ••,: ;v:;.;•,un¡• 1 azo~ n1 vel ado'··ma l o\en/••.G ·•<!•;'. s1n• ·.•:ver! ices·· o· 
. --.:-;: :: .:,_·: ~ -:. ,.,_,~~,L.: :(~(~~~:.:~::_;·):;:t;~-,,%SLi:~::DJ\0 _.: ;~;::: _ _¡;~::;¡:;?~ú\~·,_:,:~,.;~ :; .. {~k::;-:~\).e, .::~:::·:::-: ._:;·_,_-_:: :-~ -: ... _ 

aristas· en-'su-.·: t nfer.101•·;-':·ent Onces ::,.el·~;correspo11diente_:_:_l azo.·- :,_~:ni'Vel ádo 

r en .. G b ..• •···~~ ••. ~~~~~'.'_}~!¡;4t\",~;~f { [.1~i¡'·.~~;'J~J']!J:¡ii ·~ 'f _';'\;,[:,¡f,~i(;]')\~:. ;¡;~ ···~ · . . 
Demos! racion',;'!Supongase ;que.fest.o .::es•;falso ;C:o:.sea·.'·" ?'' ::,·en Gb 

· ·, -__ ,: . ;_- -_ :_· ·:_:X~~-- ~~-~:'.\:'.-~f ~:·-,;:¡.-:{~~e: r\.:§: }~:~,i;_- ,.;·::;;;:-; .. ':~ :f'}/;; ~ :. ';·~'-~~;_·-~: ·t/'~':':;:.~-;.?-~t: ::'.<'--~-}]';:V::·_· ,\::f/¿ ·: ,\\'~,-~~~ \~·:_-~;-,· -, i \-· 
es un lazo malo;-.: Los:•l'inales "de:·.~:r/!en ::G •.i/est.an:·marcadas· ·<con . 1 

, , '.-<·~::~\-·:'.~~;: ~:_i,.~;·< _·i.~~t:./f f:;_~:iv~::f :·.:z~;:~: :'. :; -~~·:.':.! /,'· :i,,/r:~ :~:->)<::'.;::;.~ ~r _. "\!'.:;;.:i:_,'.,: ~_(:_·//t;:-,:\· :_~,· .. ~:·\?. ,: -:' · . 
o . nb , supongaseJ:sin•'.pé~dida;:de>genei-alidád:,que':con /:1 ;«;;luego r · 

::., ·~,.::~;~!~f E~l!i~i1jlii~~f i¡~i~!~i,~h~~~~º · .~º 
lema ant.erior,'.'.exist.e:.un·•,disco\•P,J.'• propiamente •encaJado; en.e•/ 8 '•, con 

~:~:::::L:1~~~R*~X~~~:í*~~t~{~tt~·.~t=~~~!?:'r;.~~~;?rirt~§~f~~rt::nL~:~ 
uno en el i,nt.eriop _~e::.y ~á:f:> , ; oCro ~,j eÚ.i~1.~;ip~ de. E <b+> , y 

e1 ot1·0 en CIF;:an- re;;.:; estC> /ria, es· r,o!iib1e, ;p~~~: s 3 es 
irreducible. -:·; ,, • 

2. 2. 4 lema .. Sea . a ·u11a arista ri~velada.e~ Gª que une a 
. ' ' : . . . . 

los vértices· U y V • Entonces las. ,,,Ureas· ·_qui!' Se encuentran a la 

'13 



en derec/1a JI a la izquierda de ·.a. 

que se encuent ron• a. l.a der,ec/1a ·JI a 
u • 
la· 

son iguales a 

izquierda. de· 

las, 

a 
ntarcas 

en V 

respe::i:::·~:~:·J~; ~s ~Y~r~ que para defin°ir ·· .. lo . qu~ sigA·1r1c~ 
est.ar a' ia der:i.é~'a\o ala }zquierd,a' de , algun~\a:~¡;;i:~.;i~iis}se;;t.á;;JC>s .· 

rijando<~~i.~~·t.f~~.~ ;·~e la: supe~ricie · r Q ··,y est.~~~~En~:~,f,~~~i~ii:{tl't.'.1 
convención.' Supongase. que los i'inales de ·a est.'ári'.:niari::ádoi<'.~-éon .i 

en ~mbos.'.-~.~iff~(~'füEJ•.•· paf de· .marcas adyac,e~~e~¿~Z, .. ~i~'':fil~'.~§.#;~l~~}i~~~·.:u ... 
es igual<:al••:.'par.:'de ••marcas adyacent.es ·,a ·, t"'"' en'''·' v"·•?:<rigura\13); 

~ ' - ,:_·-_--r¡_; ·,-:"_.,,·~.·-·/'.~'-·-·~. ····_ ···.-: -· 1 -. · - ·.-,··.,,·,t:.:~-,.,.,.-,-~-;i~::-º:.c.::··,;;;;;,_;:.c-.i·::, .. _,.,._,~--~-.<, ,- .... _ 
ademas fas :marcas\adyacent.es a i en ''U." O,'• vTi •son':r"distint.as: 

_. -~ ·-: <~<;'·""•·-~ >.·: _, . ., .-S': - · _ •, ,. ,: . •. • •, . '. · _. · '.': 7 ·"·,i:~·, -'~>'':· .'. t_, '.''.· _-;<.'<"-··<,'v·,:,;,,.,._,• ··_., ·. •:: _,•:: • _;- _ >. 
Supongase:qüe la ;'iiiar,ca .. que se encuent.ra a }a,clerei::ha].de:J,ct:; en/ .. u· 

; ,: . --, 
···en 

figura·. 19>; : /3•'<.t.ierie; slis': r iri'á1e·s·:·efl)'as:•¡; encont.rañdose·•:,·ceirCa".de 

:· ::·:·:~~~~~i;~¡}!gfi~l&á~~:~;:~:~: :;~~~~ii~it;~~i,f: 
arco (V . .. en 'una iyecindadc;dé/:': b. '':en·,' as. ,:•. t.aL que · 'rJ0tl/; ... ·!es:. \úria 

· .· ·:: ', .... -.:: ;-: _, __ -;~-::,:,<.;~:::S;:;.{;,;:._~_,h;,~:~,~~i;it-z:::>~~:~-:->;~'.-:',;::t_,:.A:~, ~ ... ~-: ·.<---, - .- ,- - _-;,. :---- _,,_" _,-_-_:·_,:_,,. __ ·_ :_ º>·- .. :_::·.>-;(:::.,_; :f;::,·:y~~_:_. -:-- . _ 
curva simple.: cerr.ada}: en;";'B"!f'.· ericont.r.andose :'en :.,una •.:vecindad •<.1·egular 

"'· · ,. : ., ; ----~.(,), .( ;>J,·--,,', ':: ··~r· '-:~_,,-;,>:~·.; '.'<:;.:," '- ~!-• ·' '-\:· ¡ ·. •: .;:-_-.,··'',';_\'·. :,;, -' _-, __ ' ':, .· • ':· ·\ ~-;-'o i1:;--:,:': .;.,.'. • ;,._,,''"·S_<C-·.i:;;• .. _ .:_.·,;.: 
de P e. int.ersect;andola(•una°' vez; :"Luego' P"•i•'i es" de ·:ún:Hado. en::: B; 

::.:::~.'ri,:í[f ililltíW!~.~;~f "~~E~;,:~t~?'·9Y" ·:. 
En est.e · lema"lpodriamos·• haber·' hecho ·:eL•argument.o;'diciendo··.· que 

(k1f3 , es ,- un a -. e ~'f~Y.~/;.:~;~~~~~'-~-ólf:~.~f~;P:~:.~0J~~,~'.~t~'.~t~f-~~~:\'~-:~~~y~·~::;~~~ ~'-~\·gy~~:,~-~-:i/i a : · 
esfera Sb .. •.i· l legando~,•a•fona'i'.coiit.rá:<Jiccion ~ po~):!:'hi~\Vii:r-educibi l idad 

de s3 ,··,p~r() ·;¡~.;'E~,g.'.~ffi~i:~~,~;°'~,~,~~~,;~~~;¡,~~;¡'~'~~l.J,~~W~'~'~'~~;¡;:c~i'\'aíJÚqlJ;,· 
en el proximo ,cap.itulo;•,',.en;>dcinde.;,t.r-,abájamos.;.con,:: •Un ·•disco ''.•·Y<• una 
esrera. .-_ --'.?~< -. '\1-.i-;'~X<:,:··:~2'.)t/·;~~:~:;%:i~fo:b':~~)'.';~}t//~T' '1~-{~~--·~,.,\f .. ;·Y-'~:'\';··>··;~:·.';: :-;:~;;~·::~_.;:_;:·. i~~:} !';r:_:~_:. :~;:-:-'".·:·-:·- ,· · · 

:'.-_\~~-;:<~:_:' .. _::·;?;:·: .. ?i;~~ _-\~. ; ;.,_ .. ~ -'' ;; . ,-·_,_-:.-.. ~: ;~_>:.,:;. --.... ·' ,.·.·_·:. ·-,- ,. 

2 .. 2: 5 .. • L~m~:., '~~'.~iri?~i-i"~I,~,::;~{',,,;;~~,.:_i:~'0'. i.u~~·~,~~;.~··:;,.s,:gi.x ~;;'.; i ~ .. s 
i nf eri ore$.' 710 '. 'pu'ede._';i,l e1zer:-;;.: exact Otnent e :'.uno_ a~1st O/'nl uel oda:•.>.-.. -

rfe,,,6~_-{··:;·.· ~-~ :;z{;r;~:'.:~ (§'¿-'~·~J-i~a:·~~:(~ ~:~:~·'.·¡e·ri;·~~i~.;-'¿~~,--: s-~m-i.~ -¡~ i O :_;~'-¡ n- . ·-.-~:-~~:~~da~ 
~ .• : .' ·- ,·,_,:.·, .• ,_.-.•• _e_.:·; .. - •> ,---~, :·_':':_., : -.. ·-:,:;_,_·_:-::· ,"; .-.. .' .·_ - •. : . _-, ••••. -.. '"_.•.:··· .-----; : .. -. -, -"·<_''·;:·.. - ' >' . sin· vert.ices \'J,,~-1 rite'r iOreS .: .:_: .. _;_oo·s_:; ::~_-'ar iSLéiS_\_·:_éonsecúli\'.·as ~:- __ .-_.de,_: ... t.al 

----_. -:_._,. --. : ~. /"•· ·, ":- ' ',• .-,_,· .-:.. -- -;· ·. ;, '" < -- _. .. ·';'° •• ;,:· -~-••. '. ___ .-_.- '. - ' -. '.·' "·"."_ •. ·;· .::·,:, ._;~--·,':o·· .. _, --··- :- . -. '. . 
semi ciclo que son'' por .'lo" t.ant.o irícideiiúis: il' ún misma··.·vert.ice deben 

··.· --.~ . ·.<·-_--,_··:-.·:·--·· ,., __ ,_·;--':·.,.;<.--:-·' ·-: _._.· ... ·-· .. --.----:--. -·:: ·-. 
t.euer marcas_-_a_d}'_acenLes_._. e:_n_ ..... ese··:·-_:: ve_rt.ice_, · __ ,. __ d_eb1do _ -a_-_ _._ ._ffue ·::_no·~- hay 
arist..as en e1·.:·i~t.erior.-.·de1_.semi~ic10 .. -EfnPeZa~cto _·en-:_1a: ·-.~_aiZ _de·- una. 



., 

1 



arista orientada del semiciclo, sea c1'_ dt, .. .. , cr; d 
r 

la 

sucesión de marcas del circuito, aplicaremos ~.1.6 a esta sucesi6n 
de marcas. Puesto que el circuito es un'senii~ido>. :las .'.·hipótesis . ._ '. . - __ ,_ •'. ·. ; .-· ... -·;_ .- ·-,-- :_.; '·-_. :•' - ., ' .··-__ " -- . 
Ci) y (4) de 2.1.6 se satisfacenopara esta:sucesion.···Ademas (2) se 

. .. ·.·' ·-, ' :'' ,:-;· .· /'·._;_:.:~o.·-.---,-_,_.,-._-'.'; ":--.: ;-~;; .·':,·e-.··--'- ·-·-~---,'-·: ··-,- '.' 
satisface porque dos marcas adyacentes' en un. vert.ice,dirieren a lo 

mucho en 1; y <3> se sati!;fác:. por; ,~i;;.•'.:~:~:~~~Vf~t.~!.ft::C·,E,~~ci~ées se · 
satisfacen las conclusiones'~e 2.Ló;par'1'{esta,suces1.on de marcas. 

Si tal semiciclo tiene· u~a·,'.;'1í:{;:~~:;,:~\r:~~~á~~f~~·f~~c'f~c'i':~~:. debe 
cumplir (b) ·o Cc> de 2.1. 6 ~para: algunyn}:: pero ./esto,•:;imphca ·.··que 

- ,' . - --- _. ,, ;·,: ·:·--'-__ . .-,~/;:.~---'-'·-~--~":.~':.~-"-"-~';_.,:·,>·."·1'-~'-1'i.·.·;,-~,·><:<~·-·-.·"~·:,,-.,;·,":.··,-.·:-,·--.·· 
dicha arista ni velada· prei:ede(o· arit;ecede;'.a}ol'ra··fárist.a' nivelada,· o 

. . ,- .· .... - : ' ;; •. -, <" ;_,:.·._t·1··,,_.,._,.,._._,,.,__,:.. ~;_,\.,.\~_--;_,_.,-._,.·-, , .. _, _ _,:-- _:,·~,:,.,, ...... : .. :; ''.-'' '--
sea no puede haber: una .sola :·arista·' niv'elada;;,•:;,:;,,,.,;:o';: : ... , · ... · • 

. --. · .. -· _-::,_;-)~:~'..;:_·;:;~'.~· .. .>~·:t:;::,;:-:2;,~"'.~,_:;:-;:::'.~:I·.--L;·~\.-~~:,._:_..· ,.c:::,:.:·t> :--::.' 

ciclo:·:: 6s~~:,::e~.:~~1,[~:fittd~:.;¿f::f~.r~'i.~ft!i1~f:'.~~·-·}ªri~:'ª ... y sin 
'. , , ,·:::, "·i,;i;~·_,'_';:':_'._; :~~>;·\~~:·:;· ;:~f:''~{:~:.;~i~'~\::'.\~~';;; ::·)~:1/c.'.·~}(~{f.'.;·:~·;k)· ;,-::>·,-:.'::~;:'.<·'.:·,•~;.;~:;.':i\:.~-~ -:.>;_. _ .__ ; .' • • " · · . 

Demos 1 racion;•; Supon¡;ase:;qué ::e.s.t·o;::es~ ra·1so;>':· sea";.-,_ 1'.. :'.:'..un· •.ciclo 
0 

• ; • •• ( 
0 

•••• _. : •• /. , ; r,¡ ::•·. ·,;'.,;, -_)_-:·;~"'\''<e .. "',~;- ··~:': .. -.. •. -. '_;. '~ e;>'·'.:"• ·~·;',,;,; '. f~"{' •. (:-Ó'.";,•< ;~ ¡:-;;.: ··'-'..' -.'.:":·•y.-; .. , ".': ''¿, ·: ." '.~ .. 
sin vert1ces• 1nl'er1,oresf:que:cump.le ;co,n):Hsl.as,·~·h1potes1s.;>· supone; ase . 

que 1' .·.·t_ie·º~.·· .. -;;.·;g~fiI~'.~~·iti0:it~:~\~1,,t¡;,,~}0~~V~ct~.d.~.-~~i:~~~cÍ .. ~.i~;c~~ ,.,,,,..<··es 
ni velada, ·.· .. pues'.de> haberfal¡;unar,c.uerd.a\ori.en.tada~:'.\habria·,;-por ."'.>2; 1; 5 , · 

un e i_c l O· 7r1'·~::!1.~,:~:i:~'.E~~~~-~f l~~--~-.%t~,~J;~~~~)~\i~\.:.~·~;¿{i;;~~~~~i_r.~i~)~~~~~~~.:.~_;,:~;~~*~~~ú):~.-~;:·~ .. '..·. _,_~· ~-~?. --
ni velado,:':· Pºf 2.'.2: 2;,:de,l>.e(se.rJ;unfl,a:i:_o; m.alo;j:¡;entonce;sfsi~d'. hay•.•Alazos. 

nivel ad°-s ,· .e~.;~hifb.~.~.f~cif,,r~~¡¡~?~z.:~.<fi~.~R~i~~~'.J~·~~~g:,·:i~~~~.~'.t,;s;o;::~" • ei· 
mismo .vertice ;-.·•'digamos/.•'a ;·fr;o)oy. .. 'deben ·:seI';\concent.ricos:•s; Si;:. hay,·. otra . 

: • : . .- 7>~·/:_.::.</'c_-.::~¡ ~: J.-fi;·,~'..L~F> '.j,~::)~_7(·,.<1~:::,:~-~-:-:r.i~.i0i];}:\·'~~h:~;,_;L'_~~)_.<1.::.;:'0'.:·.,.:::~,: ;:{:·;:)r ':.~ ~ .. ~:;~~--<:.~¡t_t:"y:-Q.:·.;::J.t'._:- :~·:.:·:;<_:.-:: .:' :.' , · · .. 
cuerda n1 velada}.'· esta 'di v ide;;·aL• ciclo.,en;,dos•·semiciclos ;·c. cada., :.uno · 

,. --','>'.- .... _ .-.,.,, ... ,. .. , __ 'i/-::-" -._,,:.~· ,._..,, ;'!\'.'· ;,..---. ·.>. ··:_: '.:'·-·- ", _ _-, _.': ,. ', : '."•-':' '' ;. : ,- ,, ·:· .-: ::. ---: ,._ · .. ,_.. ·' .. --_.- ~.-" ·-:.·.-···' ,., --~·-., i:-·.,, -•\;<,·:--- ,.,.. : 
con una .arista:•nivelada;,::;élue¡;o'(,cesi¡\\;posible'?il>!i<coi;er:,•.-:,unaf•;:;aris.ta. 

. . '-· _..:·:-.' . .-::.,·:··,,._._~~~ ·:::-.,,~~-.. -'i°''~"é,· ... ::,:J;.~' <1';<1' -~. ,J:·r·, :y::.,,..D'~ ".--,-~, .. ~,.,~ .. ~.--::;,·:;~~·.:;,_. -· · .,.,, "': :-·~.'1- ,_ .-:..~·-s:;:!_ .. _, .. ,.:.~···':,·,,,,:·::,_..'\ · ,,-:.,~ .. -~ .,,- -· 

ni velada• d,e·':• m.°.?o;q~.e :~".C>.: ~e.\1Cl~'.".7m.;i_c:,;".~?";;1?,c;>:';.( ,e ~~.ª/c';~,'C.~';'{111i".11dos · 
no . tenga ·radios :"nHclos '.-:lazosZ.llla los:• basados.: erí :,. a ;.:,,.,:obteniendo : .. ·un · 

.:' · · ,· :, ~--- '_;.-' .. i'.~.~·.:._¿c1 :·, ~ .. ~!.:~-~-_-f;~:,)-/· :~{:'.-f":·r:~-~~:;-~::;·-, :·~:r.', ~ ~·1,-'.:.·.:: ·t:'-;_·,-': ,~;'-~-:·;·~-'-':,'.'.~~::}+:::.~;;·:,::. -_. :~ __ ~-- ~:~:: ,,_'((_-:::f,,,,_.:.-_ '::~,: ;_:-; ·;:'.º~ '::_- :~,<~ -: · ~: ,_:,_~:-.: -;·-· :­
semi ciclo., sirí:·.·cuerdasi·Y1.si ri 1 vé'i·li ces'¡'ihterióres •·· )'\con'.'.sexaét;aitíente,. 

:::~::·:;t~~ii~{i:~~l~~!H~l~i~~ii~ITl~i~ili~~~~~: 
en su l nt..er1or.,·-· 1,en~orlces:::,-:;, .. n-_ic•.'/:;_es · •_!_-;un·~:;·_;-~em1c1clo-;/?Con;'.~;\exact..amente -

_ •. _____ ~ ·-";~.:,-"-'·, · _:-~ __ <;_; ·\" ·,, -.. ·.~"'-' :: '.':'.:• -_:';~' ·_.;_<'·~·-'e·~-::·.:-.;:~-'.-;·:: ·.;.;o',_.,c._.¡¡·_•;·,'.·:--r;,::y~;·;;··: ,;.-,: .. ·;::;·;:.':f_¡-.· :::'·'::'.·""'.';;''' ·,_.,, ... ·«--,:·'.1;-; · > ·.; · . 
un a ar l s.ta._· .;·' º.~ve l ~da ~it_.',~ .Y .~,";_:.~_l. Jl :-~~~:e_ u e.rd ~s. '~i-_n 1::_:~~--·_ve.r,t~-_.:L-c~s_-:.:.~:·.-~:_ir1_t_e.1:1 o_r,:es_, __ -'· 

:~"~~::~~!;."~;2;2:5le~1·§t}~r1I2~!i~;rt~~:~~t'~",it~E-~~~~;~f~f ]~~1·;~;c::.· 
del ciclo, illfciad·i.· en.; l.a·'> raiz;,de\•alguria fariSta ;{;·Aplicar·émos.' 2.'1. 6 
a esta su~íi~i ó'~ ~ · L~ -~ti.~-~-~-id~·,,:·'c1~-::\'m:~:·~:-~a·s:.;;¡~y·~·k:i:.'.;.;,~_(6"~ ~;~{~>~::/·~~.t-~1~f_~.~:~ ~~'-::·.:·:_i as -::; r~~~=~ s ~e !~ ii~~s(~r·•x~~~,{~i~}f ~~ .. :-~f ;~~~<~~,i~~~~~~:~~;~t~,~~¡v:! 
tie11e11 marcas adyacentes en::el· vert1ce:1:al·-:que· inciden;' y,: .C3) se 
cumple poi• vacuidad., Lue¡;ci p;.,r, este .lema 'la -~ui:e,,,.iéfo-'d~ marcas es 



i, i-1, ... , i, i-1; para alguna i , 2.s i s nb , pues en 

caso no se pueden s~ti~f'acer (b) y Cc) de 2.1. 6 porque todás 
aristas de . r e~l.án or.i.~ntada.;. • 

'· ·' ~{:· ,.~~., ' .. ·.' _; '<'·'·'~"!:,, ·.·;,, -

este 

las 

Consi~~~fi~."~.i~Eg:~'.~i~.t~;j~~~(,:!h~~r~ ... Sb . Y la • 1-asa contenida 
en B' bordeada:::por.• .. •1os'discos·.'determinados'por bi y bi-! , una 

· . ; _:·: ~:.L::.~:<L{;.';;~~ .. "':·y:;;};;_:;_~:~-'.,~:::1;~_~_'.::~c~~.~:ii::::¡-:~;~_,~-;'.,;;:~:-'. -~\~~~_;,; .. i.,'.: _: .-_ -
vecindad regularl"de'·estaúiúiióii:•:el;1foii ·:, s~ xD~ ··agujerado; ahora el 

',. -. - '""·0' :- •:-7'c .. 1.';;; d/:,::;r,.'> :·;_•_~,_;..,.·,\r·.;; ,,_,.::; ··-0r~,,-_<';~:-·:,,,,,~,:-., ;: ; •. · ,, ... .-; .. ,·-, ·· 
disco': F. det.ermiriado§por\fol'{:~iritérior\'.de<:r ·;· tiene· ·su f'ront.era 

::;::::::i~'~1Ilf IJ!iij,f f J!r ti,~~~i::::··;: 
C S 1 xD2 ) .'...f'C<' . .>~' un''espacioé;lerite;ii:orÍ(odos:'.agujeros';•,¡;o{sea.>.: S,. ·.tiene 

. .. -. .;-:·. ,,-.·,-, .:i" .-,;~¡._'r,.:>- ·:,,.,;;_:";~'.'.;.;,·:~·c.;;~:--.~:·' ?;'.<>~~(·'·~·,;_:.;s_i.'j:'?,·~};'•,.;-~¡¡:¡.;";,,':''-"t;.'i-:..,.,·.,c;»j.;-,:~'.;:;Jj- -<-->>·,e""/·~'"'''.:'. ;·.· •," - ·' ' 

como sumando •.·a,un0espacio'.:lente ;no;t]'ivial ,:.lo:O.cuali~o ...... ~ posible, 

::·::,:·;::.,;~~¡~t1~l~ii~~~ll~~~i~I~!\{~~¡~~~Y•····.,,; 
De este···lema'y'. de·2~2;;2 'seCsigue cjue\~cidos·)í:is\ci'é:los •·•.··buenos 

Lienen vér~f.~_:e_~/-~p_-:·~:~·-y\:,.:~·~~~~~'-f'?f:\·\·~~-'.~--A~-~-~-i-~--~--{~:~·\·~-~~~--:.\-~~)-~:-~,~~~;_;_:· __ C).4·~~Q;. _que 
probablemente. no,·tengan vert;ices ·~interiores·'•son·c;• aquellos•; ciclos 
que t.ienenen su int.éricir a_álgu~ unii:iclomalci) 

l/'1 



Z.3 Argu•ent.os combinatorios, 

·, 
Lo que queremos probar ahora. ·es que en . G 

0 
o Gb hay una 

f'uente o sumnidero en el que .no ,e;;i.á basado ningún lazo .. 
' ' - . ''··· 

2.3.1 Lema. Si. G ,>ti~n~'~nh~::'.ó.bueno o un' :delo bueno, 
-::_·: . ; .. ~ .. _ .. "···--.<' -.-.,. :..!.~·--.:v.'-;--~- --~ :·: ,:r,:-.c,::t_í::::·~,-< ,.,_ ·. ~\'". - -

entonces G . -f{ene·;una. ·¡uente:c:·o_r-su1ni.dero::·s1n··;·lazós;·"·- <-~ 
.. _ .. --~ _·_., ·_-, _ ~-~---_'_:·.:_- ;, -.. -;:_·:~:/_::,_,\~::;:,;~,~.\:;::;.2~-~:·<',t<i~~S'.·-~:~,f.;_y-~:.'/~-:''i·;'.Ji :\t:> /.}~'.;-,_~·::<.'.::.--->·.::: -~~\':·1:·;~:-~: ::) <··<-:·· . 

Demost raeion:.',• o·e:•'entre:'.t.o'dosnos''ciclos.:y .:1az·as\.buenos··en G
0 

. 

,. ,- :·:: ;-,,-~ ,_\ ;·~,:--~ ~ -~f\' __ ~:ff:':,;: 'i>~·~;;:\\\ :.~:K~: {'.'.i~5~::)~))y:~\;~-·)-;_· /{t;'_ •::}y1;:'L:'.-:;_~é~_'.) .. '.e?> ';:;'.(;;~:t ';.:,"~:_'-~ -__ ._:;\: -.-: · / .· \, ~ -·: ·:., 
tómese u·no ,que:•noi,tenga •. en;'.su,,Jnterior;c,ni< .. ciclos:.;;cni·;·dazos, . sea 

.::~:r i;~~;",~~i~~~~~~:~~:~;,;~~}1~~~~~~~±~d1~t~~~:~~t:t-~.j,i,~i~~t1;:~~})<:~·· .. ··• =~ · 
interior; die ha .f'ue11te; o; ; s .. •u .. m. id···e.ro···F······n···º ".Il p.u. e.d.e5,: ~~~e~.'.''.l:~~s·.·.····· .. pue: 

~:,~;~---'j~".:-,;~;;~_·\:.'/li,:: . !---~~->'.'- ~ --
.. 

2.3.2 ~ár.:istas 

'O:/ 
;__) 

o 

el 
se 

sigue que· '·:e: · .. •· < · • 
·"~'·" -~~v·•,. ·: 

2.3,3,: ·.'de dos 

aristas pero· s1 n\UniCfCl os--tn1al os-'-':e;1·:,.su.:::::~.'-1·n-t e·r:1or-,;:,~1:c¡-, ___ <'si :- -~a · ~ · f':Í·ene 
.:::,_-.-_ ~--:· '·'-.=~::,_ ~s'.>z .. ")-/.;~_;,,.-:-:•;:?~:-'·/.f~,:,·:~-~';\:<<-:/7.-~:'·~;J/:ru_'F .. ~-<-¡:::;_. \t<t?!-~;,,:~/ .;_>·-:~-~\:<·::,_'.:::~:·/:::·<-;_:_::: ·:· ·, :_.<(-_~: · -._. ,·: . .-. . · 

un . 1 azo' ma '·º;sin,• urii Ci el os.;~ial os,; ei1 ·.su ;:·.·i ií t er.ior:: . pero•.:. que : . 1 iene .. 
~ 

0 
: '.:-= :e,.•,•_ ~.-~:°'·-~~'; ;.~-~",\'---~,!.e~>-~--' ;"~',¿_·_:-:c':;O'.' ;--;c-;.",:-;··~-->--.i,-- '- -. ·T----- ~, ,- -· : -. ,.,_ .. _.'•,e:-:·~·,--:·- - <· -,oc_-. ':-; '.;":" -.'--::-~-: , -;'' •, ~~_- -;; : . - ;·. 

ver t 1ces ·:·en(~u;:_:,:.~-~-'-'--~!'-~1.~_r';:~,i.e!lt,._°'_~c~s'' ~á ··o ~b · t.ienen, :_, un·a;: .. -":/u_ent e o_ 
su"1idei·O .,:51 n :._;:-·t Q',Zos ·;::_:·:':'.)\:-:<_:··:, ·./:/~,~·.·,<.;-

lkn1o~t j-~cid~'.'.;'Sup~11li~se qu~ existe un· ciclo. o l~~~ con <tales 
propied ... de.;, s~ p~kcie .~ornar; por lo. tanto un ciclo. o lazo ,i:<:lri "esas 
propiedade.s;~~l:'qÚe~l1o coní.el1ga ·.en su interior' a''olro;. ciclo .. 

:ie~:z:n ~{:;01 ª:n m!:~ª:nt~;{~~~da=~~~nc::ª e::~e •. c{~f~·:~:~L_' d~ 
ser bu~no, en :.t ... l i:~so terminamos por 2. 3.1 . Si µ j'.'~J:·~IJ¡;'.:ú~' lazo 
en su · ÍÍil~ri·a~_, est..e· lazo es bueno o bié'r1 _,-,.:e'~'\;;-\_'.~.~n-~_-; · .. '<{iazo 
ni velado mal o , sin·. -- Véi-t..ices en su· inLerior ,- .-.-: P.~~:~i,~::·:1_-~·--:,·_{('éiU~e-~ ,'::·por 
2. 3 .1 ·o 2. 3; 2 terminamos. Se puede suponer entorii:e,; ! t¡Ue;:':.!}1:'' !'º 
t.iene ci'ClOs o lazos ·en su int.erior. ·µ_·-:;->·::t-i.'S:il"e_: --·c-vert.ices'. 
E-n su int..erior, - : por 2. 2. 6 si µ. es U'fi··.· :-.<C-iC1o';:.-:· . .-.con'·"· m~s 
de· dos a~_isLas·, ·y por hi pÓLe~~S si. __ ·_·'µ e;.:.-- . un ·.-, la.za. 
Ent..011ces por 2.1. 5. µ t."iene -un-a fUerit.e-. ¿·_>s·u·~idera· en su :·int~riOr, 
y corno no hay lazos · en el irit:.erior de · µ dicha 



l'uent.e o sumidero no tiene lazos. 
la p1·ueba. 

Con lo que ·se. completa 

entonces· 
a) Cada ,·. ~·:· ~.:;'.~:-~-'.~~~:~-~i-~~~,i-~'d~~---~~·~ o 

b) Ca~~:: --~t- ::~:;·;;~-~---¡-¿_'::i,_~-{~~~---t·~:d~ .-· :-
Si suc,;,de.·Cb)·enlo1;ces· 

b ') p $ pb '. ·~.·.·.··· .·•···. 
b'·") Existen·~-doS'icirisfas-<·;,_e"~---,- eJ· _que_ /orrnan_ url',ciclo~ 

De111as t ración. .. .. -~~~-- --~··ar·i~~as · _-: 
1
· ,_·-. _ .• ·, 

Cposiblement.e' u ·-·.si 
enLonces hay dos orient.ada, 

que y. 

:unen a u 

. ·.alguna arist.a es .. ni velada y 

arist,as consecutivas 

e .. 
1:1:1 

es 
. y e' ±1 

·sea hay 

• 

y IJ 

oLra 
tal 

un 



semiciclo con.exactamente una arista nivelada y sin vértices ni 
aristas interiores, contradiciendo 2.2.5 . Po.r lo tanto. todas las 
aristas son 'niyeladás·;u orientadas;. 

'.· ,. . .'.':->_.· .• '..·.· . . '' ' 
~ .··· .. ; - ~--r _:;.;~'---,, .. c.:::--,(' -- e,,;:;· __ -.:·:·.~·~, ·: 

Supongase.que; todas, esta,;• ,arista,;ii. estéln; ~rientadas, que 

nini;~n par··~~. ~~S~:tLf~~tsr¿0~· 0.~~:~~~;g,;;'~¡{~~:~i~';-{P,,,)~·;&I>,' sup6ngase 
ademas que las; aristas.·.;·esfan':arientadas':.de:,.;.:-u/;chacia ' v T6mese 

. , ··.: , •. , , ,, -, ', .. ,,.:,·.,_'.,~ -~·,,;: '~••.;'_").·o:::··';.:'J.;·-,.-,,_;:,•\,,':'CJ -., ,¡"j-:,:"', -~·/·:.\i: ,-', .·.-,.,•:• .!·, O,.¡:_,:·c•':';'.:?-~·I'. •;'·- ·-:;';.,., •·,."·;: -.. -• 

un subconjunt.:ci ;de iestasfaristas';que'¡coiist:e iexa'ctaniente ·'de 
:,_~--- :·_- :.' .. :·'.~.:, :~s ;.::: :;~?'~~;: J~~?~}(~~~-;1;:}";~~~~~;~--~}i:r,¡~~ {i_';,,::_.:;ilf;~t .. \'.+~:~;'._~,i~kn;l-::::::¿~\}V~1~~;;'ü~:-~~t::/Xiff.r;:~~> - ·. nb + 1 

La marca ar ist.as ·consecut.1 vas ,·.,.0,·llamemoslas ,_~:: e.·,-.. ~;'?,.e ·-:':/".u.'>.-~;';::. e ~ ... ·,,_o;,·,.· -- 1 .. · ; '~ :,::\~.i,'. ,3_ .. :1~.}1f '.s.'.~~i::<r?k;';~·;:;~i-'iJ!.f;_l.'.~:~~:>.t~:~\f,::~J~: :~., ~,{Ji1i;{h~=-/~.:f{t:~.~.i'~;~.;ú~ ~~ t~·~ ~.. . ·.'· . · 
de cada. e eni .. ::'ú":,<v>.:t1debe< ser:(riiayor."~i:¡ue:.l<Cinericir- que · nb) pues 

: : -_ -_~.'; ·;;,~ ~- :-s> ~?i):-:: ~,¿::::···}<-~·.',;:~ ,~:·: · ··~>-- ·~:>:,.:_. _'. _·;:_:.::: :·,:/~:::. ;;'.·é>t ,·:t.;.:<¡!-~~ .. :'·~·;; ~-~~:f('.;~ .. ;/)~:j.~p:~~?.::·.~:\:·.:: .. :· -
si ocurre i lo" contrar.io, alguna•.,arist.a:Cest:a;'orient:a'da de .. v hacia 

'.·; .:::::~f 1~'ti~!f 'rt·:.:::,~;f ;f:l~il~~i1i~i¡~¡,¡;~~·::: 
k > s y k ~" .. ~ , pero esto no es ·posible~\.{co'ri~lo'q'úe"é'se''i~é:ompleta 
la prueba. · ·.· ·· ' 7''~,;,,~~;tJ/~~~fé~~t~{[~~~¡\~~·.:r~;~y;} · .. • 

Note~e que este. lema impl;~jf, .. ,(~tfr~~r~~~,~~ .. \~~'~'b,~.~:~.;;,n¡~~.C .. fe .. ·.·•.· nb 
aristas paralelas orientadas,'' pues •.se·; l'ormaria·"un·,;;; .... ·ciclo,.,,. con' dos 

' -, ·. .-, - ' ·.:: _. _ .,.,-._ ."";,,_--,,-~~',~"'¡c.:'"·.-vrrh·'•-:·';·'.:.~YI-·.>.>;1.y:y .. ;.:·"·'\--,.1··''·:~··:.·,,_--.-_.-. 
aristas y sin vertices, en su .iiitericir/icontrádicierié:lo'"2~ 2:·6> 

2.· 3 • 6 Lema·· Sea ··yi;~~~.~i0,f1~~'.t~~·¡~~1t~t~1~~i~~;~'.1,~e,i'?~xi~te 
una familia .. A d~ .. p ,· · ?f'>St ?s,:,consecut ivas;;que,¡en tran•'a' > v .y 

=~:~:::;~~:~iitl~x,~1n~rJt~l~i~Ii~If ~~1~¡i~~~;;:i¡:: 
al menos:,. u·na :·n1arca ).: .. "['j; '.{en.:"~;~-t1'_:_,'0Y(t'f:· l a_::·.quE- (nO.:~~i 11'cide.\.rii riGuriaf'. ri~.i s t Q · de 

AuB •.....• -.·.•;. ~'<''.~~:,Js:.,'1~i'·18::.'.7f;W:,:tL{f:.~ .. t·~:;;;:,.ff;~~tn~,!'k:J'.~"rJ.'~;.,·,; 1 
·:•·•-·•··· · ·· 

Den1os t_~aci .q.n ~~·;'.~Tenemos.:,~unaJsi t.uaciori"). como:~;:''. en ~1·.':.1-.·lar.rt'igura :'. :·~20. 

suponi;ase --~~J:,;:~~-1f*~~i'k~:i·~~r:%ix~:i~,~~~i;~;~~~¡~E~i,.~,~;:_s~i~~};l~;·~~¿~ ·_ ~b. ·•. ·· 

tal que hay. ab menos\cuati:o ,aristas. de :;c,.AuB·,:nincidentes,;a ·,:.v . · con 

::;:::: J,;.''!~~tZ~f ~~¡~! ..•.. ~J1.::.~.~·.~.· •. :_, •.• t .. :1:J.~.·.1~.:1.~.' .. :.f.j_'.'.i.'.'.~'J~[.~'.:.r.:_:º.i")i.'!~'1.~:u •• e:ºd.(º. ";¡: 
1' ... ' J , .... • ·- 1 n·b?~·-·:,:.~·-~'~:·:·:~.:~'.:·::/:'.: ._ --- . un 

subconjunto: de· esL~~·· ·m·a~~a~ ::'S'é<:::\,~;.::.:~··.~~·~-. ~:·i-~u'~ ·1_ .. ': {_.·:~:J .. :.-n_b:,', ~b, :·-· .. , 1 

(o llb' . .. ' 1-, 1:,· .... ~·, ·;1~~,)._,·.·pe-~o_ .. ·a· ·u·r1a··marca· ·-i·;~~·b":>_ solo puede 

so 





ser incidente una arista· de A (8) , y . el· subconjunto . 'de. ,.t.ales 
marcas mostrado antes dice ·. liis aristas ~e A CB)> no son 
consecutivas; pues entre dos de ellas hay. ~~~ qúe. perf.en'e~~) a . B 

:~~s~e!º. ~~ªt±;;;a·#:s~.~~~~:~;~:r~t~t,;t¡~~;·r'.(~!~r~~~~1~~t;i~:.1t:~f Ji~b·.~ .. u: •· 
las que. no. són':incidentes.:•:aristas' de j)'AuBit;:;,y: tal<'.que'f.la :;~marca" · · 1 

· · '-'·--', ·,-~~-~· _<;;;-•;;;:: --,;:';'l.C· ~--'.:O';:··-:';:<_'·¡,r•'..':·>";1;:-i:i-•--'..·¡,;_: .. '.ckr.:.;,;.·,,· ._<·:·>'C:_;';·~;,{·>-<'.;_>,;·; . .-":(::·~.0',· '\'·.,.·/·''-"'"'oc,::.;'.!):,.,.-;;''·::._,,".:'·-· .. ·· . ·: 
<nb) es. cercana •:a":las;·aristas'.de );Bg.<A>;}~'f,esto res;1•:hay;•uri: arco·de 

u que un~·· :~}~~.·~·ªc~J·~.·;'.·~:;,~~f ii}'!if /~~~~~~·~:~;¡~,~¡~y~'E~~l~~·i;t,¡'.i,f if ·'.~P~~~~~,.··· ·····<~· · . 
~ltima, depende ·de;d~Hide•c,omencemos)\~rista';de /"'BL•<A>? ? y. di¿Úo · 

:::,::. ·;:~f ~~f i;li~1~~lill~tl~{~~¡;~J'~·s;·· .... : 
2. 3. 7 l.ema;.,,. Para ,cada·:verl tce.+ v·/ en'';: G ·.:· ·ex1sl e·' un )'f:, '· 1 :s 

i s , n b • • t ª.tf 1~~*~/'.~~1:&\t;~;~)[,~;t:1~J~~~í&i ~~·~~f·Ít~~,;;;~f i.;~~;;; ~º 7 · ~~~ca .... i · .· 
estan or1ent,ad.a,;.;_:,E,.11 . .'l'ªFl}cular•;•n¡;',>,.1"··"'' ~""':'.·'ce · •:.::· 

, -- _·,_ ·:- .-'.;--'';'ti·~,.::-~'-':'.;:.,':f.;(~~0,r~"-)2.~.:·~;-~.r~.~\:\'.,;\::~·t;'~'::_~_~;) ... ;\,,,.,..i'_~-':>_'.<, :·.:./:::::/-<- :·; __ -::_ .... ,.- -. · ~\;: _ .. --_ .- -., ~- . 
Demos t r.aci on,;;,,suporigas.e,<que:;estí:í.';.,es'\f'a lso ;.•1.:entónc'es •.existe un ' 

vé~t ice . .IJ •. r .. ~~5.·,~~·~~~t,lt~~~i.~t~~r~:~~~.~~ili~A.~~~~·1~1,;~~~;~J~¿~~·.'.1· L~0~: ; unª 
arista ni velada:1.inc1dente.:\a,L•.,u.:·:.;con"•marca:e:•;:.,;i ;¡;;'¡Est.o)•,"'imp 11ca; · que 

cada .vért i~i!:.º J,~!~~;;"~~·~;H~i.(,f ,~t¡:J'.1:~·¡~;·~~Y~·~~¡~'{~~·~t.~~.~):;~f iif :~}~~.~,'' · de' 
estos lazos.; es .. bueno;:¡, es:·:..j• posible'~'i[:encont~a~.;Cé,un•·•\lazo •;),bueno ... s.in . 

I ,·, '• :':'..'~ :'-· .¡v;- ·•: ··-t:.,~·, ·.:: ,.,-; ', ··:,· '•:'>"'- ,:~;;•'-._,:;;,<e·!:.«>rc~,,,.{•"•f,,,¡,;~-:;·.¡-}}'/'°';_c;,:::'"'.t;"- .>J:.;.-.__:-'."-·_-;., <-.!_~ ;•0·,~;,,_'-'_· •;,.'.i'_; ~H,!OJ_;•'.• _(,': ·:,·:. • , 

vertices en·: su . iri ter i.or;'l}:ori t;r,adicien'd6}2 :' 2 :: 2 ;:¡: Suporig asé 'h entonces · 
que t.odas·:·-.-1~s';\1'~-~·o~~;rren-{'.~~-;G··~-::~~fr:"~6-ri._?n;~-1~~,,~~~~i~é--~'~'.m·~~-.\-:_~·h~lt~rt;ü':~-~-·i'&ii_~:_·~-.' ~-o~o -· 
en la r igu~~.'.~.~,; {~~~'~'~f ':~~f''t~%}~~~~i~~·5.~;{~~~~,~~J,),',~·~;i2;"~P~mL~1·· :.···q úe 
todos lo",;'· l;~,i"""' basados '.ahi:: no::t;ienen).vert.icesc:interiáres ;\:·como' en. 
1 a t"-i gura : 23· ~ l .. ~ ·.;_. _;>: -\~:-·. -:·:::: .. :,: .. "- ·_'.- -·'· ·:·- ": -. ._ .. ~'.·)~},"- ·.·:.,·.~·.;:.~~.:-: ... -:~.~::'.t.~.~'. .. ~~~/.;_:······.:.~.·.-~~ ... :: .•. '.:.·,; .•. :;~ ...... ·~.·,;,.·.·.:.•.· ·:·,~.'"·:-':';Jr.).',--· -' ::~«"i· :::.~~ ·-... . .. - .. ; ... ,·,:·: .. ~~~.~:-·-.~.:, ~ .. ~.:·:··.~-:>:•-: .. , . ' - - ' ... -.. ·¡/.i'::r,-~·~/ ''/;'· .:.; ."-'.;"; <·7.\-_;<;~· ,,,-·':·-~;'<-.-~--·"', ... -~': ·•'·.--,c.._:.:-i.-'-C--. 

Si ,···· n b ~····1 :.·i-~·;3::~.':.i}''.'~~K~~s~g~~t~~fc.~~Y~t.~€.?JI'~!t~)?!,t~~Fs ... •1 ~~ •. 
aristas son· ·lazos"m.alos;":'SPor.:•2. 3.:5t::todos':.e.stos,,lazos·;són;,11i ve lados· 

·.-.~. ; ·'·--;¡.::._ or-:-~:·.•-"··-,:~~--> ,,~_: ". :·».é.::-; ·.-, ,,, ":·; ,"._ --.. ". -: ';:_-, - - ·:,. ":' . ." · . . ,·--'-''.': .:·: ~-: ·::.:···:·:·- .-:-::·<:·'·": ,,-_ ... _, .. ,,.,·:.'<~-o·.;_:"<.': -
o todás · estan·' o~fentados/>i Si'( todos:' losl:-;ilazos(ó;son.'''' nivelados, , en 

G" cad~·•• '/~,.;,~·~.·~ ·~~;(tfü:ll~'~ft~<>,_~~;~t:~'~?!f~lf fe~;~~~~/;~~F;~'.~~ri': ~b ~t YªY.• un 
lazo n1veJ ada·--.malo: s1n~:cuerdas._-:·.i:n.~:~;:·;._y_e~_'L·1ce~ ;\·,~_;1nt.er1ores,·:_·.:-~ en : ;.-a 

. · -. .'. '::·_·.-:·. /':· -·. -'.'. <' :; ~- .. , :-'/~·:_:;\'('. '_;.- :~·,':. -- p._: ~,r~: ~ .. >->-_::- :.:_~-.:~s'.~,'-Ti\:~:.:1? ,:~iiBj~;·;-:.: __ :._,..- ---;~:0'. .. ;l~:vz:::/:i:J>' ;-;,~'·'.:~'.-(\<> >:;:: _\f.-,_: · · · · , º _ "ª }' un lazo. bueno.:·po~;i2. 2; 3, "'Y ·1ue¡;o'.es::posible;,encont.rar ·un. lazo 
' ," ; . ; ~ '.-- ·' ", • , '-:· :: _, "-'.'.' _.· '_"¡,; .' _' --- ~-- . :"· •-;;· .- . "-~ ·.--.; _.-. - '.·;·'!/ '·":' -~:-- :'' ,:,:-_., \ : :;-. :- "'. ' _: :_ ;· . - ; - .' " - . -·, bueno _en -_ G .- sin :-vcrt.icf?s'.::.::· i'nt..:e·riores;:·c,:;:·cant.radic::·feñ'do ".'(2:'_2·.·2 •. Si 

o - _- ·--''.:-:- :,.-·;· "-·:-> .{":-/-~ ,·;·:: .. '.<";-·:·.;_..,,.>_::<;:~ ·-,' :-".-_. ;/' -:--,~::. •/"';·;,',.',~ _, . .,. ___ -. .-, -··· ¡--- ........ .'.; ·_, - - ' . ' 

1.odos ios ia:ios estan orient.adosi ,por 2.á::L <leb~~;os'l.~ner un icic10 
r~u Gb , p~-éSL~ . que-: 1~~-y .:·'a·1:::·~e-~·0S~ '.;·20-~-: ·,./~~~0.~-;'./.·r'~~~b--·~ ~~-{.·~::_ :·,-:~.i~16 es · 

Lue110 y uo Lie11e vé~~,i-ces ~n-.·~~ .. -1~¿~~-~--~;:·; _;·~·o-':·qu~
3

--~--ari'~~-a-:di~e ·-2.·2. 6. 

Poi• lo tanto nb > 1. 
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r ¡ , 

• 

: ·, ' . ~ . 
Como nb > 1 exist.e.ot.ro .• vert.ice b en Gb , t.al · qu~ los 

lazos basados' aÍ1í · s'olo. ¿.'erieri, '···a ·. b Yco1110·· vért.ice. interior, 
.. K 

entonces todas· las arlst.as.ilic.i.élént.es/a b 'son lazos o arcos que 

unen bx y ~y .;_.~.~:i;;;,?F,~';~~."·Jf!~;J.~~y~~~ .. '.~~X:'{it~\ lal que en su 
int.erior no háya ·1azos:•;'Tenemos/dos::·posibles.:.casos • 

.. .. :::::~l·t~}~t~l'Í~l~l~i~lf ,~:~·H·tJ:~:~.:::. 
a b . ·una arist.a··nlvélada' cori1\marcax\ .. i;•,0;;"fpué'sE':.ést.o;•:;;implica :,que 

K , ·_ · ·. ~ , .. ':-'}<~~:);-~~-:,-; . .;~::~~ }\dF. -;;;~t~,_; ~'i:)._i~-·~~- t;~~~0~,;:~';~;~ú!f ~;;~;i~-~,~,;~,;.,:y ;r~~f~::(}J~~·::;:~'-ff.~~:'~='1~~-.. ::¡;:_,,;--__, -~/_:: ~ <=! .. ;; · 
cada vert.iceen ,G•~··esióla;,base:,de•un ;:laZO,"•'y'<'al'.rhaber <un·•· lazo 

, 
o·mas 

_,,, : ~;:·.;::~;_;.¡_,>.~:,.~:---'.,:·:. 
;•' 

n 

lazo ni velado.·. basado·•en '].¡t;b"•;;.•V.con ·.marca S\.l. ,,,,.,, con:•;lo·~·que.1;•t.erminamos. 

Si l1ay me11~~Ti,~))gS~t}l~&~~r~:~~l:t~.~1i:;g;¡i~r:~~¡&~~'r1!~.~'.ri?:f ·,;x:~c,1'~~~~s~as. 
conect.ando b · ·.' y,'·b ,:·: .. ,,._,,.,exist.:en ,,;•una:.\µo·::dos•c:'t'amilias :'::de:" ,·arist.as 

para ie ias; .· · i\}_?.,,~',);'{/~~~1:~;~ .. ~5rt~J'!\~¿~,~]'~:~i;i[f ~;.~~~~tiw~~~tg~;~~.<;~~ ; 1~ .. • . 
t'igura 24; . alguno'id~<est.os•::conjunt.os~• digamosf,;:AV<·;;;,: corit.i~ne .·~l 

menos n <'•. ~:~j~~~.t~$1~;,·~.E~&:·'.;~}~/~;J;~~:t'tb}~.f J~~~:f.·:i~.féi'.j"t;f ~;~5~.ª~: : pues .. 
de ot.ro . modo,: habr.1a3 u.n»::cicl()'·: bueno1;'.s.1n ;,ve¡,t:ices.'Fen •;~,su,),yint.erior; 

. - ,--- ',"·--,o-<·-:-':'.,'··:-•·;'• - ., ''i.~~; .;.,:_.,;:::,3;"-~'.·'.!<M·- .;···\':,'--" ... ;-;<,:··_!:e:•· -'>."i-~-'~~):.',c·::;.•;,-;,;;;-.~·:.-:.-,.;: .· ··;-:·.·:·. '· "'e'•"'·.,,,_-.-·::-"·--~ - ·_ ·: 
como las· marcas :.deWJas."aristas:i de-''•: A »;~::y:;; las~ marcas.ifi de::':"los.c.: .. lazos · 

. __ _. · -.. -' .;:_·.· .'.:·.-:',, :.• .\ •· .--::·· ~,_..,,;·-~ ··:~. -.·::." ~.l; ;'.··o·<i::·_.-~:;,::~/.' ':·;.•.;:')- - -~t:•c··:'.'· -:,-,_";_;'-~-·.,;,.:-,~-co:+--:c0::0;;;:--:C,;::;-,--:~:~·."' ::·, '': :-'--'.s · 
basados· en , : , b · •·.<-· son'{conse_c,ut.1 vasi¡"debemos;-;t.ener• para·;:cada ;.marca · 

~: .. 11: ~u~·:f :~-.·~.{rl~.!.:.im_:,~.~f.:;~~Jf~i~;.f ;f ,i,~tE~:i~~"~r±'.f.~,~.,,~,~;3~r:·~~~~~J~~E;··b · · 
. ; ;--·: ~.·;.:,--. ·::. .. ·.,~:.·:= /-:'.r.:~(,:-r~ ·~-- ... ::-'. :; .. · -"-> '.--_·_," -::--: 

:'~'.'-<:·: ... -;.,~_,._ ',·¡.;;.:-]-,,-:_:,';:' \:, •. --.- \ ------~--,:-. ·:;:· - '-· ·.-;:--

~~r¡·2 ,· ;~~Jt~i~1~;º'.{~r"~~~f;~d~~":, .'."i ~J1k ::::'1~1~~~~~·~1:···· .·i~s~·d6s en 

b •. Sea I' = 'd(r.I, r2) . ;, .Exi~.t.~11 al> mer1os" z¿,;::::l)n~Y ,;~i~t.as 
conectando b~ y b~··, hay una: o dos• f~n;fli~s ···A; /e? .. de ··. aristas 

paralelas cbnect.a~d.!i b}",, by como· en la figura 24.' ~/~1~Jn~ de 

r~st.os con'J'u11i.~~-'.-~:L·i'e;;e· 'ni8s· de n
0 

. arist.aS, "~-~~-C~:~·-: ~-r··¡¡~['~-~-'.:.d~:b:e·~ ser 

niveladas, por 2.3.5 Supóngase que r ·¡, 3 ,'1ue¡;~:CC•¡AvB't··.~·4n : 
' .. 

si IAI > ne }' IBI > n.,, t.odas est.as arist·as son ·niveladas, si 
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IAI ~ 3n y IBI S n , .las arist.as de A· son niveladas y las de 

B puede
0

que sean o. n:niv~l~da~¡en•c~alq~lera delos dos· casos 
exist.en .al menos .· 3n .·.·· .. arist.as riiveiaél~s' conf!íit.ando ••.. b' y b ·.· y 

para cada f. /.1 !; i;~ Jf;;•';.'~ii~cf~is·~~:~g~iJ~c~"i'~';J:~t~¡;,:.~·~~~¡~;~ con 
. - ,. __ -.. \_'. ·' ,_-::, ,,,_:~~~:"/-;;-}_~:;·i-0~~\,j~,,k-~,_;;<:Y;\~';,/\'._~·~,;;, .. ~;z-~;;_~s11~~:_';::"'~;:_:: ~·':.:;.::-;.:~:,:~~:,>.:.~-~·:: ;_~:\.;i\\{~f_>::}.:'fr~.:;;:>':.>:·'. .. , ___ :_·~ 

marca . · i cone·ct.ando :·est.os;.dos:'·Vert.1ces;-•l por> lo ;:t.ant.oóen·~:· G·•••. c·ada 
. --::~_ ;_ ·(·/·:<.:~'-'.?_' (~j::;c'.}~~-·;i( ::~i\j'' :·1_'}:;:¡~;¿\.;:1{~1:.'>:-i'.i}.~:;/'.:'. :;t:-~_\;-~:,['.~·,¡ t~· .''~·;;l·:; -T~::~--;·:::-f{fi\ ~_::':¡(/{-;f~~if:'t/r}-:,:~-:-~ -~ -' : -- : __ , : ·. 

vért.ice es·.· la' base'; de ·'algun:;•i(lazo ;·/or1ent.ado·::l'con ;>marcasfi en ·sus 

1~ in a ie~ · _ "'. ~'.:;:~."<~<:~::~~~~;~~-~~~:~:~~~~~~~~-:;~2;~~-~-~3~~~&~~~~~'.~,%~r¿~~-~:~-:~f.i}{~i~~,~~~-~:~~~~tf ·'.?.~··;·~~'.·~~:; l,~z-0.~ 
basados en·· ún :•vex;t.i ce ; de 'i\13 'c~.:·:son >/paralelos,, y;,: exis.t.eri '{por;';lo t.an t.o 

ª lo· .. muc~º;,;,~;k;;r;;~~~.~:~,stt;~élr~~~i;~~I~;,~~~f~~~;:,~:.:~1~~:~5:~.~r,~~~~.:·•~· .• lo 
mucho. dos dazos : basados''en'c úri., mismo.::vert.ice'~ cori\z!maréas ji ·''x, ... y. 

~:::e:ª:~;~~~t~~~~{~~:~r~'.~E;~~-i~~~~~g~~r~~~~~:~~~~~~l~~~f hl~:~i ··;u~. 
t.al que hay.:;t.res''arist.a:Sin'ivefadas:·ci:m'imarca· .. c.;i·1:.'<uniendo .• b' )' b · 

. :._;·-_., .-'.'·,\¡}N~\\j~;-~~i~,'.6~::'\i{iY~t.'1'.~~·~~~'!{~~~~-:!f~;;"!:~:f~~},~':~(o;,L~~·:~~ft~~}:+;;:;:.~: -"L~,;~;.~::-:,,;.j;,;,;; _-_::2~;.·.::.:~~-'--. -. X - y '· 
o sea a.· ···en••·.G''fr•es"la:basec;de·'t.res/lazosi·con:inarcas:::: x~ y\'·. lo 

que . con t.~ad;~::~±~J~~~~~~1~f ~!;~'.~fü,'f l~f~~~rJ;)'f :;~:.~.;:,:·,.· .•. ::.·: ••.. ;····.·:: ..•.. ··.·. 
Supongase.·.:ahor.a:quej¡'f:~.·2i ;¡,,Deseamos:;probar•/ que'\; .para éada 

i , 1 s r.s ri ...... (~xi's~e ·: 'í:;r.a: ·;~~ist.''~¡.;: nl'~él~d~'. con . ;. .. ~ca ( i 
-- . - -. ; · º,/;·;-.··--.'·~_,'Ir:;·:::::!'..:°'"'.·'. .. ;·"'.:_:;:;: . .- ,;r~ ~/ :/ :.', ,;~,<~.:: :._. . .,_., .... :·. ~.~;;·~::(,:.~1/=,·~-::-_: .. !Y~.;;->~';"J-~;,/,-::._-,.,._.,:· :'-:, , '_ ;;,.,,: --... ; ; ., .. : ._- · ~ .. : _·:: 

conect.ando: .. b•.Y'.b '•·cc;-,:c:y,:.que/para:::las:.marcas :,::1 ;'?.:n•'"\'•'::.exist.en .. ·dos 
· .:: -:·. · ,,,: __ -~- ~~~;~}.\~:~·:·:;~~,"!,_;;'.·v;_;?~;t,'::,f:r~;:;.~:,_\--~:::;::"n~-~/-; ~s;;:~_;_::;;-~:':~r~.;:;.~· .;y~:;·_:::~~~.:.:.·;: .. ' -:·:.·-· '· ·.' -~ ·:-;,;,,,,:.:::.;: .' .. ~ _ - ·. 

arist.as ni veladastcon·lmarcas"¡:é 1·;••:,n'•'.:;,: conect.ando·:.:,·;b ·';y:.: b "'<·•< 
· ;··: ·, ~-:;t< ~T-\:'. ~"t;),~,;t'.~:;~;':·: ·~ "} r~ ::1;,\:':;·:~\''1:'.-:.:.¡?1~ ~ ... ~\:.:-;~ ,,:~5·.'.:;_~~:-:_t\(t;~:::.~~:iH r·:I~f;~: '~:-~~::~.-~<.,~--/'~ ~,'.;:~<;'~. :: ; . -:·:.-_,; - . 

Hay· a lo• mucho•\•cn'C-.:!dazos;·ent':b ,:,, ·'.;Supongase; sin);\ perdida de 
• • ~·. • ._ •. -. :·; '~: - · 0 .'~-~-~.-~c·:::~< ;<:~:.,::{¿.;_;-¡\~e-:;;;i.~~::.;J~:-·Yt . .-:3::·,:~:~~"'-':·/1';'¡·~·ii;:~-~L::~~::.:};-;:y-.:i~r:::iv~-;~!{:~~·.,~:.:'_;>r~;r .. :/t~ :;,_~'.,\;~~·:,· .. ...-:~·.·:· .. , . · 

generalidad.• que' e l.' numero.,; de:(enrrollamient.o:;i•:de;.f,: est.osUclazos •. ··con 

respeét.o'~•··· ~)L~~ .~''.t.'~ir'\~~.1-{~~~,~.~~bt~~~tiG~~~~~·i~,t~~R~f:~~~~·~·i.~·.· ··Y 
b , t.odas est.as arist.as• pueden' ·est.ar, orient.ádas solo·., si· · ·¡A 1 ·= 

1 ~ 1 ,= • n ª . · Pº r ~ :. ~ · ~ '. ~ -~~.:·t·i~~~:~f}~~~,~;:~ ~~~J·'.:{~Ei,·;;:í~~S-~f:;·~:;;rAJ., · .. ~ ~ ·. · 
. Suponga~e _ que- dJ.chas_ .. ar_i.s~,as,,_: e.s_t..a_~;:;~r1ent..ad_a~ ,\:.-1::t~1 lenemos,.~:.-; ~nt..onces·. 

·· · --- ~ :" -"- .; , "-" • .c·----:-o'_-c ·,---.-; •• .: ., - , - ' : ;: ' --",_'.:'';'é'',\:;-.·,:c-'S'"',;1_:_,; __ :>-o<''• ''."~:",:<.,"·-~ '· ·.•:::;-;•-~· · .;;:(;~.' "¡;' , : ",'.'.'_'.':.',".: >"•· ·'·""·C;-:. •,.' · .. · · .• -
una si t.uacion .. como en lac,ric;ura:;25':'A•,la~de,.~chai;.de:'·~r \C(debe.:, haber 

::~::::~:~::::~·;:~~~~r~;!tli~~if /tf i~i~~~;j~r.~;:c 
y como t.odas las .. ·.~rist.asde~¡;/A.:(B).}' ,t.ie.n~n la ·!fmi.sina :\orien.t.acion, 
se l'orma un ciclo bué~o é'~~}'d~~Ed~.·'..;;-.C~~i~r,.is~a;,;' 'Y:"; con 'un· lazo 
basado en ·6x. ; .. :.:-~ó~O .,.en '."1ª.-:,·~-fg_u_~_a~·::~.5.,1_:::~_µ.e.,r<:>J':~:_e.st..e_~ .. '._ .. .- ~i.CiO ·--:·no,. ·t;ie~e 
vE:'rt..ices· int..eriá_re·S ,_ : __ ·¡~-::;·~:~,~>~:~~~~-~,~:¡:~·~·_t·~ ~-::i,:-Ó ·.·>· ·>:, 

SupÓn¡;ase . por lo t.ant.~ ·~u~ l~s ar~st.as d~ . A son ni\'eladas 



<el et.ro caso. es similar, .esto es .cuando las arisl.as de· 
niveladas). Si las ·.aristas: de B · son. t.ambien ·.ni veladas, 

B son 
habremos 

terminado, luegl'.J,, supd'ngase que las· ~rist~s de B est.a'n 
orient.adasi d.ic'has .. ·ar.ist.as'•deben l.st.a·~ Cirit.rit.adas d.; b hacia 

b • pues de··~~~~. m~d~ ~~br{a u~ semi~iclo e:~..; .iuí~ sol: arista 
y - . -- :,. __ · -~· ... ,- ·-~~.-~-:.<~_-}!_"'.···:~!:, ,-,-·.~---~-~;.; .··,1: ;; -~---'.'·--·'" ,.,·.,_'_.·,.·:"' ,.,.;.·: '..•."'•-, --~ --~ '· · ... _-::-::. ·,:·:· ··- .. -. ·. 

ni velada .,y·:sin ·:¡::cuerdas.\',._ ni,:C'.;v.ert:ices ·• .interiores; \contradiciendo 
•. · · .,_ :'<•¡ '-'.·.' ... , ... ' .-,-·;,__<, ':.- ., -~>, "°( ;-_ P,,',•,'.'/.:_. ,.· ., -~' ._, '· ·: .• ;:-.-·.: <' -~_> .. ;- :·· i \_.•,., .·.·~' . " ,.,• > ;.-· ;;·.·.··. ·-~_;'.•.:·. :' ; .. ~:·"' -. - ' ":':-· · ' - ', · 

2.2.5. Hay.·cuat:ro/marci•s icif:.::.'/en·.::;.b<:·,'':dichas··marcas,no pueden· ser 
,-_ -." · :-':;_;_::_· _:·.;-::;/'_ '.t-'> ";°f'.~~~'.;\;./:{F';'.l;\;_'.·;>'.J,·:0'.'.:-:-:,ct-·:'J: :-.:~ :·:,- ''_:·-~;--~~:,·'·:·.~:;·_~/ .'.'.:.'.'.!.'..:~~;.;i·Y::::"l;;'.~~-:::·:)i'::\; :·,,> ... _..:::,::_¡: :'_,._ ,.- ·_' 

finales de .•. arist.as:de;'.:B ;puesest.ilsiat'.ist:~s:,est:án•torient.adas .·de 

b, ·hacia ;,~·~ ,';;,_iij·f j.~i#~~·~,,;3~i~Ycd;~·~ .. ~ .. ~~;;,~,~[;j~~:,:~i~.~t:;i~.!~~ ~e los 
lazos basado.s.·:en f.;·. b\¡r; '!{luego:;,al··:menos -''.:::dos".'!•de};,_est.as).c•marcas . son 

· . __ ,:·_, :¡"__':: .. /> -._::;r.-_·. :..:~~_;/ ::j.,,_~ Yt·/,>.::x/ ;· .. :_~:\·;--;::::;~~--.:-.·~~~-':-~:-·:::.:;·~-:·.::::-)-:.._.;¡' ~ ... .. )~:·:;~;;, '.,1·>r '. >:-(~:·~r:-:~5t:-;:-~~.~(~ ~\::;-~:~~','. :-?/-.. ·. ~ 
finales· de; arist.as•ide·~:.,.'A\';·':por:;·ot.ro\ lado·, debe·ó.háber.;~·J .. t.·ambien:· dos. 

_,:-: , .. •'·- :: ·;-:,: ,: .. ;:,,:<·/::..;~;:'.,-'.::;::-..;-._~,~-~:, .,,}"'"·'·'':':-·:;:>·'.',,-",f.' :-.-.~<;>-'·•.-.\·'i-}''·;,.,~~'.:~_::-.:~:'>.'.' ---.;1;: •.·-.;;· ,;-:~-~-;;:'·1:,¡,t'>; ·'.!;.: ;.:, .. ··' ._; .. 
marcas.•· n ·· ·'.ient.re:/los•1f1nales.•:de1.'at'.1st.as :.de.:fNM;-Cesto~se .. \debe a la 

~:!:~~;ci:f ;~j~~~~ .. ~~~it~i~~~·&·~l~~f i.~~~~~!t~f [1if:it~;~~;~~~~~ d:riir: 
nivelada en ··A·1·:con·•marcá'':•:·,i•:";'. y~hay· •:dos"·,arist.as.· niveladas con 

··~· ,,:.·;:¡[{~IJJ!fjt~~!l~ilf f ji~¡~~¡~~1,cA:•?·• 
todos estos' lazos\deberi'(sér :·, nialcis ;,;;.t.ené.mos ,~na:;si.t:ua'cion "Ji' como;.•. en . 

· . , . . , .. · '. ·,.; -.::_:.:-. '•1;'-"-.'·;: ~-; 1,_ ·:~---·,'';;;.;_:;'"'f.¡._ ... -. \C"''.',i;_~·,:- ''>, '---·"' --~ ·. :,-~,~;-.'''-'.<1<.·,•-; '\-\'· ., ':·:.!; '': .. ' \'.'oc·'i;)~·'> ··:.~'~-:·r.\~'._.< ¡·-·.-, ;.;;:<;·_·:·>-.;, ,, '. '.· 
la figura · 22 . ...-.Haf'.quemos>los.;. cuat.ro}punt.os•:;:•deti'· int.erseccion ,,,.entre 

a i y bj. . . '~~~~.;~r~ ij:;''~,t~{~~~,~~!,~it~~;~,t,~~.'~~~,~~J:~1;~;:~,'.~~!~~;t?1;folgI,~f ~~j?,i. :<t:a ¡ · 
que a .•.•. ·.· ... lo:.••·recor~e- •• encel,,orden,·.c.iclico .• ·• 'j···,,·~.· :·j.·• .. ,;:~···;• •• ·"·····j·······.·. ',!.''.·~., 
1

2
, ''las 

marcas ",o-~: en·:;su··:: f~verso 

:--.~-º'"''~ ,_ .. -... - ;'. - _. -
' vert.ices 

·~·:· \ 

;.' · ... '· 

Las 

X 1' 

-Y;,;:~: X 4 
. _,. 

Las marcas-._ en,;· •', .~~·'· :ºº1 
1 n ·n· ·1 ·<1·' ·'·'n'• • ··., n. ~· .. · 1··. ·• .. · .. ·pero .. ·.·.·l"Ual 'en am .. bo's 'b y 

1' º1',- -º2' _.2·, .. ~: .. : 3_'',\\:·~_3':> -.-~ ... '-:--'; ·-'- '"' b ' )( 

Hay· dos lazos b·asat.foS '.··eri: _ -:·a_
1 

· .-. co~·i ,¡;-~~·C'~S-:: _X', :'y·;.-· diC-h6s·. lazos 
o 

5 'I 
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t.ienen la misma orientación Csi tuvieran . la o~ient.acicfo 
f'orrnar!an un ciclo bueno si~ vértic~s en sú i~teriÍJr) •, y 

opuesta 
por lo 

' . -_-. __ ._,·_--;-_ .... ..... :;, _' - .-.¡· ._.,. .. _. ·; ·.·; ·"' 1;:··--,. '"' - '. ; .. 

t.anto usamos. exact.amente tre~ < sub1ndices (por ; "jemplo> 1; 2, . 2, 

3>; las co~r~.~P;f:fii:~~~~.i.h'~t:~f0~·~i.~ •. ~,t~&6:,t .. i:!~~.~~>· .. t~.i .G,~i~~n····· .~°,s . 
arist.as niveladas•>.•que>"unen >:. b ·,,y 'b '•'.< con·I::marcas ¡c1.:1 ;'•:;·:.y ::•,ademas 

. : .. ,, .e:'>-::··/_-:-_ ·,:):.:·::'~-~-~:\·/j~--':;-<f::¿~i/f~J(-,-·:c"··' ·:1:_,,~ : .:.;,~X -"-·_7_:;:!~--~!',.i:,'.2:::_ :):·:··-~;~:/~::~~:\:;\::{~·,>'.·;,, . :;··, - . -,·: :·,_ ' . :·:·: .' . 
podernos suponer··.<iue~~lás.' marcas :_1-: · son •adyacentes.:· 'en · ; b · • .• ,;:.si. 

·~ - ;;·· :\'.i:-· ·;::;_;.{;:-:;:·:;;~ _::;ti:i;.~~·;_;'.-::>~ ~~> ~-::;:"_:.:~.: :(~:_:~.--;i::t;: ;-i:lof ;: _;-~N /;:_~--·,.:,=,~:~-t::{~?i;;~1-~J~;;:f,:\~:.-:/~;;'.~-'.'/; :-_:;; ·,/:\~ .. ·- ~--.- .: -· ;_: . ':' -.. · 
t.ambién ·en ".b"·: "las",marcas:/son. adyacentes ;•;•·entonces'(estamOs• usando 

:- ._ ---';.~'-. '·.})~;,::<y:~-;'.~: ~V;Lj'·::'.:\"J".:~!_.~~ ;;~,}?.~;_,\ ;/-· ;:::_;';)::_~'.-~/t~ ;.::~-:-::~:~~·~;/ ',\:~-~:r:>-'-'.r1i:< '.~~";}!');Xl\{;_:~~.~~:j~:\)i;~~,--' .. }:.",' .:! ': ·:_' .. '/ 
solo. dos o cu.atro:;isub1nd1ces.,;:-:<por._" e·Jemplo<'•;c,1 ;,; .. 2,ú?J .... en.·;ambos .. :.<. b ·. · ... y. 

:~n ~r:di~~i~n.' ;:~f t'.~~~~~!tl1~~t'.·[;g~:¡~~~~"it~~~{~{~~~~~[~~'.~,~~t~"{~~{x ~:: 
adyacéntes·-~ri'. .. b" ::;¡',oentoncésc-'tenemos' que:~los" .. finalés" .... de'> las "dos 

ar ist.as ·· .. ~l~~l~.~f ~~:i~E}Ef J .. ~~~,¡~"~;~t~1~:t~"~[t€~~~~'~1~~~~~J;~f ~:~~~" ··-_b ~·:·y 
b , por lo qué" ... usando a·": ñ¡;-'., eií .. \::Vez;.: de'., ·1,-~ · >'"""-"rii!pit.iéndo . el 

y . , ... : ·"'· :·':'."·:--· .. ~-~;_, .L-'::ü",.: :. -~-:~._:- :-" .... «.-_ :>>l;.-! ~-_',.:i--_·. ~~~ __ ;_1,:, ,: ..• ~ :. _.,,-<~.-'~- ~:~.:.)_,.; ·-/':-: '. .. ,_ ,._~~.-... :~:-.. :°'. ·:"· . 
argumento, .lle¡;amos.'a,,.una: .,'contradiccion;.;,':;"Host.ramos:;-i,esto .:. en· ·la. 

-_-<·- ~--~:;-"::· ~···j• ::~'-,:~~ ~:::i::::;;~t~~;/;]~-,~~~\!:-.--~~'._.;· • 
2.3;8 basado 

-~' 

:' d" · l1ay 
·ª 

':~ 

Demos t,,.aCi on ;'\Todosc'lo~',fazos •. ell ;'.'•V \(~in \ver.ti ces ,•;'inter iOres 

::~~: c:: i::):~;t~~~~!~1,f {~i!~';:~l~~~~~~r[~t~~~~r~f~~~~~~1f .t~t;;~i~;~¡c~~i::.·. 
malos basados·; en-.:';"v')\quejrío•;:t;ren.en';.,ver;tice .. ~ii<iríteriorés_/i:seari :.estos 

, ·_ ·".::··•e-',:-.-<_.'·,,(¡_··-'.'·, e·,., .-'•e;',-,.'''.·.:>"·;,,".-;-,.;~;; .-,~,~·_-,", 'C ''-:''..i,;;, '•; -:-.'i-';···,,1- ,.;·._;,_;-•_\:_'' -'-''.-'.'~-¡,. ;,¡·,. .; ,-',"-; .:PJ-:.--,-; /:-!;-.''.·. -:· .. '- o ' · · ' 

e , e ~-. -.. ~_;:';-.. c"·-:>~-~;~_Podemos:·:_suponer.','.que';-~no::·hay_,:~lazosg-buenos~~-en_';': 'G
0

. , . 

p~es . :e-.. 1iab~iici~'.'gg~]·i·s'i}Ws{~'t~1A'~~.d~3i~'d~;í~:i~~~'"~t!:',¡:~~{~[~ ' aLro · 
lazo ma10. :'ci:ig~;,;;;~·:i'."bE:;;; ti~.!i'~·¡¡~:,~'O";'{.J'.:·T~i'L<'iüé''~'i:¡; 1l'~~'lh:~~·ó~t~~ · é1 • 

i '.'ter ior . d'f _1:,:~:~~~~i1.~~~.~t.~~f ~~,~~ ... ~;~~:1~~J~:~:~~;'f x~·!c.~1t,,~~.f~~~:~~~:;;c':,es 1.e.·. 
disco o .. an1 l loi/S1>;,;,:u.;,,.,, ug;·¡;, un·.arr;ument.o)analo¡;o; a;: est.e'..!AdeJ ,:2 .·3; 7. 

;.~=::I!~:~:~i~jf r~rf~~f ii~~~f ~}~*i~~~·~i~Jt~f~~i·f !~~~lf i~f~~~~{Ya~~···· · 
-, ~-,::_: ·'', ='.'.''./:_;~~r:~-~f ~;:_s~-'.~:~{t~;-~:Jt;;~ ~}~'.\'.~·~~::'{~:2_~·,:·~~;.I;-,; :~~,?!:-:::: :.'.::~~:- ~'.:~:,~:: ·::':~, :_· -:-~-~::::'. ,:_.~~:- '. _ / .. ;~~ _"·;,: :-:-. ,;·,~~---.}/ .-

si exist..e :_u n·a -: fu en t..e '~o.~·'' sumidero:-,0;en ,·«e l:;-,~int..er íor.i::'de>;·,:· U.: :<·," 0
• ·<est.e 

_- -~-- ;- . · .- -·_,_:_ · _ -:·_\ ,:.-:._;~:,-·:·:'·;.·_:,_::, ~·.-,:TK,;:··:::;:;)>:''~-~: ,:·_·_:3,:~;:;~·:'.~:'.'.fü;y;·; (;,::?(·;·::!'_;_ ·).:_-;:t; '°'.~~:~c--j·,;_\ '-'.'\i: .:->~-~':-:-;~;:'.':_' :-;:_ ~. - -:_, . 
no t.ien~ _lazas· ·,y.!' por:'.10·-:.;t..ant..o :;t..erminamos~'>/ Suporlgase ·:;; e:nt.onces -'. ~~e. 

. ' -.--·' .,--:. '. -- ,- :' . ·-:_-i'·'>':,~_,-~-.. !. '.;:.: :.;:;·' ·-·:' .. ~' ;i.-::~ /; !- .--.-._., ·:-.·; --~:-.,·::-? . .. ,., '·:··- :-·. ,_,_,, .. ,._,._ .,- ' .. - . ,_ .. - ~:: - .,:; 
en el interior de ... •D> no hay.•,•·.fue11tes'!1d•:•rsumideros:,·• lue~o hay 

cj e los en· .. o·.-;. Si';._-h~_);_ f_~~-·:._,_C_~---~~~-~ ... ;~~-··~·~~\:pp:~\~-t:_-~·/3}'.-~_\i,~~:~·mi~'.ain:ci·s~-- Po_~, ·10 
t..ant..o supon~ase:que t..odos los ciclos.que: estan .. éu el' inLer'ior de . ,. - ' - .- .. - - ,. - ' •' . 
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I . 
e' son malos. Sea C el conjunto de los ciclos malos que estan 
en el interior de e' )' q\Je no· tienen vért.ices. ·.·en ••Su. ·int;;,rior. 
Not.amos que e . e e·· v es · un vért..i.ce • d~ .,.éada •:.uno de • · est.os 

ciclos, y cada'un<l d: . .,~t~.,; ciclok'. t.iene ~¿ ,;Ús~Ó ~Jm'.ero ele· 

en rro 11 ami en to· .. ~º~.• r~5c~'f!'~$ ', ~·!<~f.!}.;;u~;!;· i ;.;;,;,.:·E~i~W*~.'..~~.ª:~~{}uac idn 
como en la figurá•'20;•¡éséar•·tt:·i.c:1a•·subgrariCa;•de:t;'G .;,ydéfinfda. '·como 

. ,- :~. _ .~-: .. ,; -:.~\:_:~/·:-~ ,>~·;~:-,~z,:~:_:_~-r.-·f2:J:_~:J~~:'.:~r: :~~.t~:,;2"._;;::~,+:.:;.;?:~_:_:i;~,·-';<_~,'.\::·~:,;·;:','._:;f.'~:\?:~:;--~~~·.':.i~-?:~)~:ji·,::~~ i;:.:_:~,_;:: ~?:: ·: .. _.- - < - -
sigue: <vert.ices •de;:1::.H }l.;•,=:,:< vert.ices,,;.•· de :,:.y:G <::,,:'.que;)': estan ·•,•:en ,' el. 

. . ·- .. -.:::::'.':: .. --.:_·-. .->::-.:<~~:.~;~·),:~.:.~ .. -;._.1:-;:t:·:.i:-·:iG/-1)·;:-_~-~-:-=~t;·z .. -:~/:-j?;Y.:-·,:.--:-~;~_:f:.-.:,:_;:~:~}'~-:~·.l'.:·_:'.~.:;·_·,.;_i~;:~r-~:::;:;~ ---~·-:0D· .. -:.? -: _ .. -- -
i nt.erior., de·· ••.•. e'.:: C .inc.l u,ido ~-u!•;.)> .• ;~?{ ar;is.t.as.'de •• '•H'))., ,=,· .. ·{ar ist.as · ··

1
¿:. 

ciclos, de 'que: no•);ertenecen ·a 
cén H> exce¡:¡lo 

.:~;·:-:-~:'z~:.:, -,;: ··::-_;-/;·-~~ ·:, 
:,.;:~ ··"' ' <«·,.:;·' . 

Su¡:¡onc;ase',ah6ra':,que/ninguno d~ los ve'~tice~ de•los ticiós de 

~::;~:~~~:it~r1¡11~t;[1~~~¡j~:;:~;~:~::~if it m~;,~t ;; 
interior; ¡:¡or,.ila,1 elr:céion'clé,C C ; •. Tomese. uno 'de ·est.6s•cidos·•en · H. 
1.a1 que.· en<:su,,::·i~I;~io¡';·.n~> haya ot.ro . ciclo·: con '"1~s .. mismas 

, .. , .. ,-:,: .. :,·\;-_.:,._::~-'.:-:::.'~~:;<_•\;:-,.'-'.:1'~··,.,_:.'< ·\··?,·:0-: ',-::, , ' .. - ., • - -, ".. - '"" "' f ·' ' --~· 
propiedades ,'/est.e? ciclo·:· t.iene•. vert.1ces ".en: su;. 1nter1or;é•y:;:por ·, • 2; 1. 5 

. · . ;,:~ .- ·:,,~;·:· .:. ,-_>, : ::'·:\·_-;0_1·,:·/,/: .. -- >2 ;\- : '._,•r<·_'·-~· .'· \.~:,.:-: .•• . • .. ; ...• , - •. -.. · ,:-~ - ~ 1 ,:_-;·.,;·_~-'.~~·· -.~i·.:.~'••::;>u:' r_-/·:.i-,•,". :·-::_,·-.·_ ·1;:· : .· · · 
debe t.ener,;fuent.es;. o,.sum1der.os:.en: su :interio.r,,/,como ,:·•:u• ;•••:no , 'puede 

·- -.. _. - -• ,• -'' ';l-. :·:,r: :~,-;' ~ ,..;'- -~.;.;,;·.· .'-". -~· ·-_,._::--':e,;.::---.·.·:;•-· ·· ,_.__ " '.-''' ... _ , ___ .. , ... ·;"-'"--'- ·-·-. ·(.'"": -:;.-,,1¡.<.,¡'.·~.<;~_,_··.o:·:" .-->T'."' ,_.,. ,. -. -· 
estar .. •en. el' int:eriorde(est.r:;ciclo,. esto.,c,ónt.radice;~;'elj)hecho'. · de 

que n.º ~.ªY~;~~~trt~kWt~;rJ\~i.ci~;~s'···e~············;:·•·a,.1~Í~~~~r~~~~~C;mente. de u. 

Por, lo ,t;ant.o·csupongase que· uno· de. los .,,vert.1ces:.,·de. los ciclos 
de e es.~;;~.:r~icii;t.e en ,¡ 'cel caso de. qÚ;; ha~~ 7 un: sÚmidero es 

<I ' •• • ' -, -._<-.·.¡-.'[/, •,·.<•>""'" '- ·::.-_~·"•:e:.-.'•>.'--,;'' • '-'-, _.-, ." ·;·_ ",., ' - •> •,'·_.-.·.·,.:'-":''..'--,'•~._ .;_ e\ > 

anal()go);; Por- .2. 3; 6.pára·.cada ... vert.ice ;'.);Xi;' jqu,.;,'/!Jert.enece a los 

:::::su::Fm~;~·~y;:~ar:~ca:a.· ... :n~:r:~ej~~~'.i~~~~~ii~~'t!cning:::s~:is:: 
de los cidos,de'· e ce;xé;;,pto•ro;.i¡;i'~meíit;;i;.i.: x =u >; por est.o y 

' ---·,. ... :.-,-·.-:: .. _.-- .. ::_:._-,- ;;,;_"-"_:-·:¡,"'-'·:O-, _,,-, .. __ ::: ' ->--: ,--~_..-;--•: .:·.,<,;-:'-';_---:>"-•·: -,-_:- :-· .. - . _:-· 
por 2. 3. 7 para ,cada vert.ice X• que,\pel'tenece a .los ciclos de C 
hay incidente 'un~ ari.\it.a orientada quÍ? ~'frte;nece. a. H . Si x es 
una ruent.e podenios:er;l::¡;'nt:r~;;:p~rÚ~'<{~nt6 ~na arist.a orientada e 

. -~ .·< ::· --~'--""/; --:~·-- ~;_'. __ \-: ·: -~;;- _::.: __ ";r:::::~·,-¡_:,_':<'.:·7.: .. fE:---.-·;:_,~.,::::::~::_;;"°'_::,~.<·:: ~- -· --"-" · ' . . · >< 

en 11 i11cident.e/a c,·X,· • t.alc q~e:•a, su> izquierda haya una marca 1 
en x qu·e·:.:-:e'S. :;-~:ri;?._i·~_e·~~~-~--';\'~·;;:,:~~~·::','.~.~-~~~~--~ de_·; H , dicha arist..a debe ser 
nivela_~a··p~~~;·:~<x .. :,_.,--es 1:_una·,ruent.e·,-_'sea· ., est.a arista e '. Podemos 

l"or·mar una.tray"'.ct.ci~ia,~r.1:%11 !m~e~ando en ex que ·:ea siem¡:¡re 

consist.e'n.t..e. con.- 185' :" of-'ien(aCiOries · de las ari~t..as; ·dicha 
Lrayect.ori"a -.t..~,r~-i~~-r-~:_--en<:--~-L~-~·:_vértice'. de los éiclos de e o 
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repetirá dos veces un mismo ve'rt..ice formando un ciclo o bien 
En el t.erminará en u • en el caso que u sea un sumidero. 

primer dicha . t.i::ay_ect.oria debe t.ener,en 
.. 

int.erior .· caso ,su a e " 
- )( , J 

pues de et.ro ~;ele e.;t.~ ~~axe2~o;i~ y¡¡li;~~~s/arls~~~ delos Ciclos 
de e forman u'n 2.ic'lo bueno en G '., . que ilábi"á.lti;:,5·: •'supuest.o .•.no 

j ' ~-·, - "~ , ~~-, ~'-- - ·_ ·;;_~·-·_,.,. -.:.-",·.~,_,i.',).;:< __ ~~----;:~.:¡\~t:;_·-~<·,;·:z:(:.~·~:¡::~,-:~•;~:_::.\:::~·:;_::~-~ -· 
exist.ian ·.<ver· f'.igura.·29>:: En,el ·.segundo cas[) ••iel ¡\ciclci'Nes malo, 

~i :~:m:: · .. ~-~r~ :~:~~~.~§~~~~:~i~.r~~i~v-~~~~~~e,~~f ~~}~!;'.~~11'.~{glf \\~~~~r~_ •· 
f'ormemos_ -una :Lt..r,aye_c_t.or .ia ,;.~que __ ;áemp1ez_e.J en_1\}if\-~: e ,~"/-i_f~~,";;yl:¡t;; que_·.--~;-SE;ea'i'._ siemp_re 
• ---

1
• . ',·: .: i/ _i;_:~~;·,!:/l4!-~ :;~~-:;-i;~:;~·.:, :~.~:5;~::r;;;_};{.~t~'.~{t';y~·~,>;:;;~_:'~Af{;;~~{ti~~·;:~L-:~-~ ,;:~;5,~:;:~~:: 'i;~~~~t¡::.3~r~J~\i;:" ;?_;;~;~·¡ '.._·';:~:,· .-, /?.; ·.: ,': ,_,;' 

inconsist.ent.e ·;', con •;'.dasYt orien t.ac iones ,f;;,•_de ;t;'.las 'i't;:::arist:as ,:.:·,;. dicha' 
't:'::· ,, :"'< :~;-~_;;.·_.,,-,',-:· ,~,,--, \\''.V:''''.!_~'j>, _;-.-¡:~_'·""-.\ :-:(~i?·~Í' ;; q<~ '.¿'°~<· . .-é·l:.'_~-~--'-'• "· 1-_r,-~:'i_".\··'.',.:tc}J• ·. ·'t:JL·.":.'.;;,-, ·,_;,;.¡,.', ·~ ;,¡' .. -·/' ':';': •_-:·-,' - , .': · - . 

t.rayect.oriá .. termlnai:a l en::_un'.''vert.icé,'.;.dé::.;'ilas·;z ciclos:' de)i••.{! e::. · .. o .. en 
, , , : • ' ',_:_-;-_-~;e-.• -~: ::, ::·~-;·;::.:;:;_!-;'.:·"~:-;· ;•''"X'·.--~:~·:_;,:'.~'---',:;'_._;_:-_- l~\":_ ·O;_--'·:;,;_. !o'.i::; ::;~/;,,};!:";,:;;·-~·~\' ::"·.;·;¡_.;;~·:;;-~·,\;.;,_',.. __ .\~;·,,'~•}-,,-_, ,;_',::¡ :_• 

un vert.i ce:_.·; de cc•;i .1 a ·,'.i';t.rayect.oria ';','. an t.es '.•¿".; const.ru ida; :t::: e) pero:,.,. en.;. 
e uª i q u ie·r~ ·-:rd~;~(i 'b~::;:rt·~·~;;-~?<c-~~:ó;_~:r:~·~,l~~;~i ~~¡~~~-'·!:-~~,~~t;~~~f t;~~~~~~L.~-;; ¡-~~rm-~s ··,:· _.ú na··-

- · - ·' -·- ;.:.- ,,.,,,.,,: .. :'.'-•':,·- !';.>.''~.'.; <' '.i-.-/."';';.'.':':~•;.-:1:·;,·}t'·C(•<;;:'·.:»;!\,_.,,i ·,f.;:~":<'·<'.!:;>:<• '-°1·;::,~ ·'-Í-.i~'/J1·,:r-:.'*-'<,';·i!Y;i,1it'-»'j.:-·:_~\; --_ ·.-:·'::\·,,:,;..:,'o -..::.: ;.: ·. ' · -
part.e de. la ''t.ray_ect.oria(ant.es;;const.ruida\\y1:algurias~:arist.as;• de:,,. los .. 

. - · ,·,_ ~{.,,·-- -- ·_. :!-.-'_~:~:.'. ,.,.,,,,-,,,:;::;.;,c .. ::.: .. ;\' -.,,,, :~'. ", .•. ¡·;.:,1'"'·: ··..:'Pt:-.-.,-~'7;,,,,\! .. , .. \'1.~/' ·:,,_,~\h'.':'' ;~;-'"·\'~','.:·- -'?· ''( ,.;5•,_-,:, ':': ,-:- ;. , , . 
ciclos _de : ·e :.;;forman :,:un •semiciclotblienciJ'con);'exact.ameitt.e{úna';'arist.a· 

. , ' : ._,. __ ;: !:.'~~:;': ;.:.\' ,,-----,7 ··: ·:-:·_:·e:;;~-"-\· ·;ce_;_ •J>•<:'."- i ··~--<''' . : ,;~~;,;<;:ycc_i:;.!·f_';;;':'!';~".}f:",,I,'.f\CC:-~-,,;-'~-'·.i,; :>';_-::·,,;_-·:,:·.,<e,'.':":-.-..~:~-:·,;:;<•-'.···,,-, - ' .· _ - · 
ni velada, ·.y comci•,:diciho :·seniiciclo\nci·.-;;,cont.'ieriei'\;'enil+su·'·,':,iriterior · a . 

vé r ti~ es:: ·_,d_~~_yx~~ .. -~{~f :~~~:-~~~;~:d_:*~~~:\9/{~;,~,.f]:~E~~~~~;}~~~~§~§,~~~~H~it~.~i~H~~~~~--~~;~·f;-;_</~:--~~~e :-.·· 
semiciclo • no : tiene Túent.es~'{o ;'.:,::suinideros·t"iéri'::::\'su('{interJór i;\'en .los 

. . --- -_, '. -'':<--: .. :·. '.··-"--.''''·'~-~-<-,- 1 •. ,,;' .''''·'" • 17:;;,, •.. ,,.;";';,·'.'-'.f."' ::;:f'.!, ;~_c;o:-;:·:~.1,·:::;:"'L'.<'.):"-iJ-''";\-·<· ·e·-<:~·': ' , -.o:-.·;, _-. _ v ; -_ · · . ·, . · 
ul t.imos dos, casos; la\exis~encia;:,d~',,t.al~;sel!li~.iclci';;;ést,a • ..'(i'aségurada ·. 

" -- ._. --: -. - >- ,-,_,' .''.'" · - · , ~, .. .- ... •-:. _--· • .-.,, ·.<"c .. :;·.c~;'."'."-· _-_-.:--_•_ t,1,-""/ ""_:;;:<---.'\·.\ .. ;.''.~,¡~, fiS -.,,, ,._..¡ :.,,7_._ '<.i\: -._ ;:;_.,,- ~;.·~,. -< ·;::.:"-'--·,- _. < .. : - :- _ •• • • 

por la exist.encia':•,de','.uria. :\t.rayect.ori,a.;_que;:,une\Wx•;;\;<corio'.',~él'é}ciclo :· y 
: ::·;· __ ·' ,,_. ·:·';_o'.:.:·:;.-,;,·.''.Y-di.· '''ª-'"' · .. _,,, _____ ,ó'\>'ó:',':J•::,'.··'::_~_!/·!i":'"~t'J:.:).l.".:'~'.-i'cO:•.':'.i)!f1-'?,;,\~-.ó;;--"'~~''';'fcc'..,-;'"-i¡::---,:;_-;:¡:_o:- :- :-: - ·· ·. - ·, 

x con u ; en :·e_l segun.de:> ;y?:·;\t.ercerJ.casos':Y;;,respectivameitt.e/= .. 2; 1. 5 

i mp l i ca . que , l1i~}'·t~ti,;J, ~;~~,~~::,~'~'~i:~~~j;;~~~:J}t_'¡g~:~,'~i:t;~7j';1~~~,~.~J~~-~~73,~~~ i~e. · .. 
nuest.ras suposiciones ;:;.o;é bien'' hay,:.· un 'lsemiciclo''. en :: .. ¡G• 'i<"sin ·cuerdas . 

ni v~rt. ic~~; i ~,~;~ i'f ;~.~r;~:f ~~;:¡~~;;~~~,g~q t:~;~,·~·~~;!~R~~·t,;~:A~/Y.*/~~dª >· 1<J-· 
que cont.radice: 2;2: 5 ·i'Ver)las:.figuras::·.30ty;:3L/·~~t;;:';:.-., .. ',(,.: · · .;,, .' , · ·. • 

, ... _.: ,, ::::: ~·-::::]~;;;->~~:~ \;~:~;y{~~!r~t;t/·Ú~~~:f tl.t1~;:t~~l]~~~-~IAtt1¿~;;~~z-~~~;;~~:~1~-~~::{?);:~f ?~i~K:~~:-~: :~-~{ :::; :~~- :t~ ,,,; : · · _ ·: _; 
Como conseCUf!ncia :.;de);los[flemas;• ant:er.iores·,:.~enemcistque • .. hay. ,, en 

::.,::·::::~~":~i~~i~lt~f ~;~¡~i{iJi~~~;1~~ .. :: 
Gb y r ... es.·. un''s.-:b.i'f lu)o.~bu_eno.:'en ·..,;,_a;.;¿.p, Erdonces·, en'.''i;el'"':'i rlt er.i or ·: 

de r .. _ ·_110 ~····-~·¡·S~ ;~~'.:~:f {'.i .. ~i~;~~f;u:1I~N'.~~~~~MiW:~~i,;·;~;;1J .. ;;'~'.2~''.:sY.~2 .'..;f.''·•·········· .... 
Demos.t raci on.':~Seépuedé¡\1 süponer2 sin'•1perdida'• de'tgé'rieralidad ,que 

::t.e::o~:ss~:i~;:10~~~;~;;.~;,~;%~j~}~~t~;{~~~'.~~1~~?~f~~ts?;~_~",':'~rc~s 
Probarem.º~--- '.p_ri_mero~':.qu.~.-::.:/_1'_:·~_'.·,_L.ien_e_:··~'-·,º,_ve_r~i cé_s_ ._,,en. ·:·su, ::¡¡,¿~~·ia·r. 

Sea a i ,1!1 dpl~'ei del:bi,r~~j*~·,·~Ü~!i~}f~~.;i,f,l~~f ~i .J& '1~s ~rlst.as ... de 

r incident.es a a;, ,úe'ner1 'marca s, ahi, porla.prop.iédad•Cd) de 



. 
' 

e' 



la definición de s-biflujci, .dos marcas nb en ªi son. marcas 

interiores de r . l..a: arista·' a inciderite a •una de estas· marcas 
nb , es incideni.e'i.ainbiéii .;, ~n\viírt.Ic;; E.r. el irit.~~iorrde ·r·, con 

.; . _: .. ~,_:~(, __ ;)~0·:;-~·~~'-.'._ .:; t".-S{~»':·-)::~:-_\·¡r,-1,~>,_~::\:<J-::._ : :-,:>?-.:- ·: ;:;:~:-:-:·~;'..'. '. -<_:·:·:_---.. _;'..:\:~ -· ~-:-"": _-:_: .. (-_-: <~~·:_,L.'-:~--;<~:- .-- ·:_·' _; .-: -~. :.,'.·_: :-_:-. _. 
lo que complet.amos,•el•./¡:írimer)paso;·:: o•:·es:'iní:iderit.e..á·•., ot.r'o'j'vert.ice ·· 

; ._ .- -- . .,~-:(. ,,-,_. '!;<"'- ... ·' :,,·\_--:,•., ;:-_,~,"'····'';~,.·· ;;;·'.,.,., ... ,_.;:" ; .. _: _;:,,, __ -.: ;:"·'.:'.' <«"'.; '-.\. ':- -, ,,_.,:·.;;:_, ~-·-::·.~·'._, :~;:-,, ~<> ''"-: · ... -" "-.'·"- :.·_.; ., . 
de r ; ·. seá. ent.oni:e•t•;'{aot iriciderit.e a. ot.ro{.vert.ice ':de.·,·;·r·•'• ,''e . si•::• ., a,· 

, . • ·-'' : ::,.-. '•.!- ·:.¡,> ·..:·--~r,,;-·.:~-:-)/.::_:~.'.'.:-';_.-:.;~. '.-,,~:·<;'·· :~---'.h~--:-... i,.·~<·:::.: : ·,_;_~;{'.'-'-' '·'<_.·;.,,;,;;;,~;_;~;--·-··:'·>:·._;.,!_:_..<:A ·¡¡ ___ <·:~<~:·-' ~~,_.- ._,_;;\·~'.' ~:-~~:· ·:· · ·;: :.-- -.-. 
est.a orient.ada·,,Cnecesariament.ec'.apunt.a,: hacia·c1'.uera•'.de::<a.) ;.:,o::: bien 

=~ª~·:su:sf~~~~~if '.~'.J~~~~r~#¡~,~~~~i~~,~~~1,~~J~'.~~~r~~~~:~~?~~~~f~\~Tuf Át!~~':· .. 
vert..ices '_ int..er'i·o-~eS; ~t:si>Z:[ c('..\\·;~e.s'.¿ ni ve 1 cída ·~_;:¡ eri tonc·e·s~-~ o:~,:bi.eJ-í~;?.;:a ;:;:-·i es";_ un . 

l az_o -·b--~~-~-~f(Y(~-~-~~~~1;~:~f~~'f-6~~~~~1~;f~~:,~;-~f,f ti~f~:~,~~8~~;-~f[8:ijd-:·~}~~f:3~~-~~~~~;{,~.f_'.l_~~¿}~t.-4~. :·:_ ·. · 
radio,. y,~ di vide}: a.:;r'ráSen:;;dci·s,seiniciclos'}cada ~uno¡;de\eHos 1:C:on ::: :una 

· '. -. -"':_.;-,; · -, _ _._,.:.:·-::.1i,;r"'''.-,~.--" :_":<;;:---:'.;;:".~~- :·51\ ":::.;:_.-;\,_:r ',,¡¡.-:'·:~ ·.;__:;..••;.;_:---··t.~ ctf· ,,_.,'.&; ·-.-~, ---,- 'r¡" ¡':.~:.-.1_';-'d.;,!~· ;_).1 •• ~._-.-4 ·;1_,,,_.,~,.: ,:_.>/: ;~.·-1c ~-·-o·-~-.- ..... · .. _.. 
ar i st.Bs ~.l_v_e l.~d~ ;\? e_nt_on~~~}: si·'.::-~?'.}·~}_. ~o -~:,~_1_ene,f,_v_er_t1c_e_s)~.en:~; ~u -f1_n;t..e~_~or_: · 

;;;~:º:; r~:~~f~EW!~f f f ;f~'f !i!f:~i!f~~i!!if }g~!:':º'º 
Seá · a~,o~a ':, ¡i'c:"'el ·:· ;_nt.é;·~ ·'·mas ,,, ¡;rande -;• <mas,:e:• peque no\' si:y: b·· . 

hubiese. 'si~~,'~fi~/j;J~rit~;> ·t;~i-~&~'-~;;J·!ü~m'f~¿~'.'~~·~~frtr~t~~l'bKde. ,. s 

Las 2r . <··.··;··=····d<f~-;·r~)}.· ::~{-~~·;,~.~t,~~i-~~~~~~{~~;1~[~1:~g!~J~;-r~a········s. 
son incident.es a vert;ices .. de ·:, ;v:}o.;bien·!ion·;razos¡T·diCllas ·::/arist.as 
no pueden ser. incidentes ª. otrói. ~éi'ti~&~:!,f~'{~;~'~~\·;;¡;_t·i~te~ibr . ele 
;v , pues est.o bj 

. -. -; ·' -~--' :-; -~ Cal¡;un j ·.;, •i .en 
f~';:_<c-¡¡,,, ·:<.' ·.:;-~('\ 

bj , pero i < k ',. · ·:.lo que 

contradice. que · .b~ ) •(aristas• 

son incident.es 
orient.adas .·de ·. 1'. >haciai.!éa :y;:considérese}loso:):2r•;;.circUi tos{hacia 
los -cua1~s·_._-.-~-~'t:~~-T~;'f-~-~~,:~~{'~'.~_.i,J~t~~;iW;i:~:i~i~I'.::f~,~~::¿.~~~~;b'.~~f~;~:P.~J-~~~)~r:~i'k~J~;~·:_: /-:d-~: _. 

· · · _ .''.;, -.-,-.~ - -~ ,,,. __ y .. ·~_--,'::.· i '>'é(-::~··.-,•:,_:<.-.;,..c'~.,-,_,- ,_,_..-,. !· ,;~~; .. ';,:_: - -':--~·. __ ,,,,_,;..'..-:~~c:>{"<''-'"'·'·1~. '/'-~-.i'.-ó;. -, '-.~;,:·),i:>,:., -··.-: _., ,; _-,_, __ _ ;;/~'.· ·, . . , . 
el los es····u11 <s-:bifl ujo;:5Todas;.•las¡arist.as,de:est.os;;cii-cui t.os '•est.an···· · 

or-ien_~ª~~-i·:.t-~Jt~~~--~:~,~--~:~~:~~~~1f:~--~~:~:#,~~~-~~~;~~:~-~,~;~'.\:_·c~eE'~;!t.:i~Jr~~}rf1r5~_:;;:,.:~:~'.ti~t~-~--;~:-:·1eslos 
e i rcui_t..o_s :_..· __ t.._~- e,n,eri {l_odas_--<-l·a_s/ mar-~a,s'tI1 __ n:L-~r i·-~-~f!s_~--~:-::'~m __ ~yor_E;?!i-_;_-~_;: __ :-,q u~_:~'--,>,; s': :::;:~_::·y_,·· 

::~:;;;:j~t~f~f~t~~!~ir~~~~~git;~gtI ?~~~f 1~~J~;~tii:~=e: 
propiedades de la definicfon• d7 ,;-::-biflujo; ·El ó.p1ce,; p~ra. 1.Js ,·nuevos 
s-biflujos e~ a "~.<·.ve~' l;igu;a;;32. . ..· ........ . 

,,,,·-

Ahora. supÓngase .que ~;~a ,d,~·: léÍs a"~"ist.as. incident.es a con 
. ' . -, :.· .. ··: '---. -~---- .-:_·: 

s es un lazo, .-_t.o_mese urlo-_.de es,Los lazos t.al que marca en su 
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int.erior no haya m<ts de dichos lazos, no puede haber una.marca s 
en ak en el int.erior .de est.e lazo,.· pues·' a d.lcha· marca sería 

incident.e et.ro· de estos lazos, ent.;,nces , t.;das ·', la.i < marcas 
int.eriores a ÍH'ch.; lazo ~on may?I'es amenore¡,; qlle.;s Ca~nque est.e 

~: z ;u:u::e c:: ;i :t:7 f: ~;~~~~ .. 7·ij~;~,~f:i,:.t~';~f ~t"~n;;)~01~ .. E~ ; b.,ú;,no · co: 
.. ·..... -~~r .... ~·· 

2. 3.10 l.e111a_; iu~dr.~<1~2'.qú~'..';,·,;.(;~'.,:J~~'~'!j~t~r~:~ sumidero en 

~- ,:, :. :~,:1.Ji;sf If;~li~~f %iiSi!íi~~·i ,, ... ,.. ·· 
/}emost rac1on•·••Se• puede <suponer.• sin·,•perdida ·de· generalidad que 

· , ·. ·-«·' . ,-·_·, .. ,.~.¿ ,-•,: "',::-. h:,;_;'-.cc' ·>.-' '~:1:;· -,\i.h_;:-)p':1t_':o;• ..... 'i,•:•t'." ·-:~·,,, :-:':'''~' ··.'.·',"::~:,:.:_;_. / ".,:;-' .',!:/:-·. _; ")_ .. · · 

b5 es un sumider,o ~en ··~.G~·'.':y:· qüe• t.o.d.cí~ :~.a.s::·.maró•s' int.el'iores de 

.:.,~~·::,~ii~iill~~lf m11líi~¡~¡J~.:·: .. ·: ... :: 
t.al que ª1c ·es -un ~-.v,i::,t..ic<: .e.'.1 ·."11_··in,t.e;,i;:ior_.de. ·:r )das -2r arist.as 

;::· = ._, ;;;-'·: - -':":f >-'~:·1;~:<~·-)'_:r;:F ,;·,:;~.; -_.¡, :-·_ <·:' ;:;' ~ ~~- ¡::--./ ·-~~'.\;-:::,;._:,_.; :~·.¡-:·,_,;'.'.,-;:-i, ,,: '>1 -~ :·~ ·:;_" 
incident..eS:._·a:,' :a ·,'.:-;:>:con;:,marca·:;;:·:\'s;.:::·/son·'/-lazos·_,;o'~son: incidentes t..an1biEfn 

ª ª} • .. e~t.~ ~~J-~~~·,',!~~t~'~t¿~~~fi~-~.~~;~,~~;\~G~t'/,'~p;};~-~ Uema · ant.erior. 
Suponga se primero ·'que"-''t:odas'.c'lás.',::'.·árist.ás·/'•:incident.es a. ' a· con 

. · ..... ~::i. ,·:<//· '.\ ;~_:--~-'Xf§)j:;i ;:;t:~~~:'; ')i1~/':':~\:/.~t~f:.~;~s&~;~;~j;~·;:_.~,~ :·~i:.'..~;; ::::;_:.<S;)_:r -~:::_;:_:: ::,: ._ . -. - .: · . k 
marca: s son -.. t..ambJ.en~ incident.:es·:=_a'..~~z.-a~ .. ,..~-:-_:";·:_j\1..odas:~est.as. ·arist.as est.a'n 

or i en t.adas ~.e .• : •. ·\'r ';~j'~~~'.t:~;···~~Á~[.;(!~~~~~~t~~;~~ .. t~f }i1~.r·~~§k~fü·;·~;~:. f:,· . en·, 2r 
circui Las·, queremos-~:·_._verS}:que_f·:-~alc;ún'o-~+~i-de,-.-.''.Sfe_st.os_·-{~:·ciI".cuit..os: es un 

· .. : .. _ ·. -_. .. ,'. : ... _ :- ·- ,·:r>.' '."''\.•';·: __ i:._;·' ~:::.·•":,\·_,. -_<·-'·¡: ·~- -, •• , ''"'\-:'e-,.':;.~/.-::-/_,;:·.;,_.:,,.:~-':· _.¡·.o-~•;;~~·;:_, •. ~-,_- L :!~·-'' '-.'J'.'· ;-'_f> -~ 

s-biflujo; · r· de;•es\;cis'"circui t.os::t.ierien·::t.otliis'·sus'.Yinárcas'r<mayores . 

que s ·.· ..• . y ·' h:y· "~~-~¡~~~'i.~~~s~·~f:~t f~·:.f j)·!~,~Af ·~,~~-~:~!~.~~~;~f E~:€it~~ :·est.os '.· 
r ci rcu1 t.._o~ ;· ~~~-_tod~~--:· _ _,_las¡_~- a~_i_st.éls_:~ ~:_i_e_n_~n :~ ~_a_berza!i_·.~_m,~l".ca_da~"':~ºn ·::-~'.·s·,- ¡->-Y_ 

::::::~~;;,1r~t~.,t!lrJ~i!1~~~tlt~!i~~~Í~'""·:: 
su pori g_~·~·~<:.: ;-:~-~-~;~~}:S;~:~~i;,;,~.it-·f +:1-:~;::~~~\;~;j/~·mf,_~.~t~;~~'.-:%~.;~:i-~t::~(~7~0~::~·-~-~f\ · -: ~ k·:, -. : -e 

00 

marca s es. un lazo;:Jla: prueba,:de·.·•est.e.:.caso'. es.< .. ,analoga •. ai caso 
' _ : - ,_ .. -· -: ~,._: _.,~'.V-· -f: :_, __ .~, -._._ :: :-. ,'i:' ,-,,, .·,:-:·- ¡._,·; ->.--,ó~'-_·. , •. _·.-:>:,.';.~~,, _;,\·;:: '·-:-'-:.· ·-:_,"-''·:-)/ --:-:.r-:;;, • ... , · · .--·., ,-, , :~---

COr l'eSpOlld i en t.e ·en:, e H' l emá ''a ri t.ifr for.: :. L u e gt>', en.· el·::· fnt.erior ·de.< r. 
· .. ;- ; :-- ,_;-",.:::-e·,··:-.,·::~-- -.. 1 ·_, • .r:./':= :.·.·: -·._:"·,. -_:._:..:.·.--··-::.'-: /< ·:. -.. /.·-;'·é':" o.::" '.\- ,_._ ,'_ ·_'-' · ·· · 

hay un s-biflujo, o ·~n,:s-;l?,z.'?;;x<; f · •'•. > . · . . ·· • 
. . , ;,, ~~ __ · (. . .•.• ,e·- . . .'~' . '.'; ;i. ... .-·: :: •. :· , 

2. 3.11 1.ema. ~';,',jj,~¡~~·~.q~~ :b:· es' t!.~}jui~te o sumidero en 

ª~ , y r es un s.::lazo dÓbl't;, éblJ~~ó· en Gª Entonces en el 

interior de '/' /coy un s-bifl~jo o 'un, s.:.lazo. 



Demostración. Por 2.2.6 r ' ; " -· . 
prueba es analor;a a esta. de ... l.os 

tiene vért..ices en· su: in-tel-ior. La 
le~as 2.3.9, ·y 2.3.10 Puede 

probarse un pocomásque est(li esto es,, puede probarse que 
;,s un s-ciclo 

0

bue~o ;,entcinc~s·:: en ' ,¡;! <il1t..erior de r. 
. . . - ~- - ; ' - -, - - -·· • .,. ' • , d. 

s-biflujo o un· s-"lilzoi··pero .. no·necesit..aremos est..o: 

si 
hay un 

•• 
"',,:·· •"'"'. ¡.,:·_:;...: ,.,-,--,.(,-0-.-,, .. ' ,..;".~•:•--.¡·~'-,,<.'.-'o"':.• .• ~.' ;·;· 

2 • 3 . 12 .· Lem~. ;>~~:~~,~~~;~.li?~i~~;z~~1i~~~~[·~1tri,;[,f ~:.?~'i{·;~ j ~f .mi d~r o . . en 
Gb entonces ";,n·,, ·•G·<(, no.;hay¡s'.'"bifl u jos:: b.uenos ;•::,ni•.iis.,-! azos buenos, 

ni s- ¡ azo~ d~b.1 ~~ ·:~?~~g~·ff ~0f !;;~~~'.ÍrJ;ti{·~~·.J@}~~i1/lg'.:;j,é~'i'. ; : ' i : i 

Den1ost ración._,, Si, hubie_ra,' uilo_tde ;esLa·s~, círcu-i t.:os) f:::'/-:h-~bf.-{á - uno 
« ·: -'] '';; · .:_; ·.,- - ;:~ ,,,.r_.,~:.:•~-_,'._'<;t -.•_:"..;•,t-~·,'·-1: ~:,:·-;~·;:;. •<"'\· F'i~'l'·"')''.'.l ~;ri~-::·; '"'";'f:'.- \ )','"'i".'f/.; ·:.--,""':'· ;!C1 --~!:_.:.';·e·--' 'e·;''.-, , -·; ;: "· · 1 _ 

que no t.endr1a.a ::ot..ro: de.:.est..os,.m1smos' .. c1rcu1t..os1:en.':su •· 1nt..erior, ·· 10 

que contr~!f~~.~.~~;~i~;~,~'.~i~:·I·:;;:t)evi;~:it-;;~:~~!:i~{i.~(~'.[~1rff·~·{:~;:··.··········•• . .. • 
2. 3; 13,;Lema:,)Supont;ase{qtie:";~b "'::~·escunaH.uenl.e:i.o:;sumidero sin 

:::~~~~~i~llii~i!&i~iSi~li~iiJ~; · ·.::. 
es un sumidero·?:. Coris i derese\ las t<: 2r:'ii:/ar ist:as/' :i' irié ident..es •;•(a · , bs 

:::.::r~lf~~~\~fif Rf l~lf ~ilf il~1;~[f j~¡~ .. ::~: 
arist..as scin '.t.ámbien:;.incident..es:;-á.;ot..ros·'yertices;;(,.Se;in:,/a~''<•: .. 1:S, i ·s .. 

: .- --;.·.: -: ·;_.,t ?-/. 0:}:\,,_~rr.~:_:--: '.t~·:(}~í~_, -~}?::e~<,;··.} c.:;:::'-?~~~f'.~~ ~f ¿;c,r.:~J .. ~~~-!-,:?i~_'.·;:;,;~:.{:~; .. ,-f . .-r-e:<c;_'t; .. -i!."4~: \}:.::-':-~~-~o::~·:'_~:-:::-:_ :ú· ~:; : , -,'--- ; -- . -. 
n · ia:s · correspondien t_es_"f aristas ;\en .º\;._O ·.'-:q:::_; _ _.~·<:.-\:;;t.odas>,<'. son_::~~::. u~ ic 1c los 

ª / · -.:· · -:.·-. -;; _·:::-'.:J1;~~;-A 8:;-:fj_¡:'.:::~~~~'{;_~/~-~~;_:./f;_··'.<,:~>.'.: }:(:_·;·;~,.:_'{ ~[!/\S.~.)¡;.'j;::j;-: :;:~}; :;.it::.-:·;·_:~::;.:f <,S· :¡ ,~:f.:,,,:";:¿:;,lj:.· 2~ l:\ ~.> '; ~;:. -~ _: ,; · ":::. ·_, · 
basados :.en( ·~n~ i;•écin> un•:·rinal: marcádoo;·cón ';;·si'; 1 Si•falguno:;de'< est..os 

. _ _-_:. .. .-- _, _ .. --~<::1; '{~q{:;.~:~{~iJ: -~:~~=~~; :i-<~\ ::,_;~ ·.-,:.;~t;::.:.\~>,,~';,:,...,/; :·~-~~_:_ ,_¿y_,\(·';§.~::r2::-::, rt:~;\:.;1,~\:-:: ::;;:,~/~-~-:·t~(f ;.:~;::::-;, -~~t;·_::; _;_-_-· 
laZos es-:· bueno ~J::, té.ndrem·os ;_-·Un~;~lazotque·-~,nci\-,-i;rene·~·en5'Su 1:"-!F.~int;erior: :·--:a 

oLr·~- ; de:: -· e~f -~-~-:.:·;:_-~~-~~~~~j~~.f:_~~'§:~,,1}I~~~§,~?f~t~~:~_::~;:f~i~;~~~-~,~~~-~~~¡i;,~_~'~\~;-~~~'~:-i~~~5~;;-:~,~~~n·~-,~ . 
Supongase .'. ent..oncesi; que.:_t..odos,1; estos :J.azos .'.son¿ ma lo,,;;c; por«l":lo. :>.t.."anto 

· · _-.-,.-;,¡c_,:·:;_;_-·o.·c -_,',.'.:.-0::0.°c!;-..;;2;:.-:;-o, ,-,,'--.'.~~·; -.;-~,,_..:: ·--'-_;,' • .'_ "e·'.· '':".'", ·.0-7,C,O :«-:;-.-~,·,,!;• '·~ '-'*':~_>:-•.~·'-'-"¡ ;;,,.;·,,'-.:_.':.:_:_..e ..J.\!,~.','.''··;:::,>--.- ·- '·'.'' i,, 
est.os lazos::son•·coricent.ricosj-Fnumerensejde.~modo 'que,s? ci.~;;.;<este_,,c en· 

e 1, int..~~i~~:{;~~q:,~1'.·~-~~!~;~~Jl~%~,"~'.:j~J~i'',";.J;n~~~l~tl~~~~~~~;i~~~~~~~~.·,•s'i~ . 
perdida der;el1eralidad•,que,.el • nuniero ide·:;ehrrol'lamient..ocde:,W ci•· • .con. 

::::~~ ,:. ·:1:~~~!~f ~~~¡~,~=~i~~:!:t!~f~~~Ji'~~~J€~f;~ ·:: 
:de r·e'c.n~-~~-:.'· de; . ¿-~:_,::.>: hi;IY.-:::uOa:c. rria

1
i:-ca,:: ','s .:J,_-_.'.;\~_(r~.-~,';q~~;.'.::,~ ~.~,~~~~~::~,:~~f~ 2 ,,_.. -· t.al 

que _las marCaS_:···_que:-~,-~~--:·:-~~-~_tJ·e_,~-1;~-~-r{;::·,:e,~_,l_~é:'~'.'> Si< )'_.:~~----:-. .-son:'~\- mayor~s . que 
s ; y. hay una m~rcá · s ·a' ¡i¡ ~·~9~lefdo:'"ií~ a . a la· que ·.·llamamos 

s
3 

, t.al que las marcas qu~'hay ·~~t.re est..a
1 

marca y·\\amarca de la 

¡, 8 



cabeza de son menores que s <ver la figura 34.). Tenemos dos 

casos. 

1) Uno de los i'inalesde a 2 es· s 2 . 
' ; ; -. . -- ; ::-~-,_·:'. -... ~-. .- ' , -, . 

ª2 
forman· 

t.ien·e la· misma. orien.t.acion. que . a
1 

, .. y el circui t.o · que 
.. ,_.--..,· .· 

a 1 ., y a~; ~§±~.e.eniu~o 'de sús extremos marcas mayores que 

s y en el ot.ro .. ·ext.remo.:marcas menores. Exist.e una marca s a ·la 
derecha de ~·s ;•·a' .1'¡,··· que: llamamos s 

4 
, t.al que las marcas que·· se 

encuent..ran ~-~~-~~: ___ ,'.~~ ~~r_,~;~,:~---f:;; . . · .. son. todas menores que s ·· e ver -· la 
, __ .:' ,.:··:._:-':r:'i:~:-7-::,_,,c:, __ · --~·,,,·._·:~_:_ .: 

i'igura 35); Tenemó's/dós . subcasos. 
'',! \••'. :,':.•': 

. ;:;-. ' ::_ : ~:\~~?(f;~_t:.K,.: -'.~ ;-: -~ -· 

:: ~::~ d':al~!~.~~~.~·tI:~:ela ª:is:: o::e~t.acicin qu; ,.~2 y ~ 1 , 

además la cabeza dé:.1~:c.~: <s.e encúent.ra ent.re .. s3 y la :. cabeza de 

a, t.odas la~·ma;;g~f;.'.i~f];~~l~:~~-~~.nt.I;; .• e.~~ie:~~f:~~S~~~ •. ~f.'.'.c~s son 
menores que s , y .•. t.amb1en :•las.: marcas, que. hay. ·entre •e·. sO..:.y. s· , .. son 

· - : :- '/ :;);; --·t;:;'i!,17~\~_,:)%):;:;·[.f!S::\'.·;~·-/(~-:'.:_\-~:-,:~-~-\-:L ->-?-.-·;5_:<\{/; '~:i10,-~;·:;:;/F;i'.t;-~\~ ~~:-:~S'.-~: :':~ -.,. -­
menores que s Csegun-:;nuest.ras:•suposiciones:·;debemos,::t.erier::· s.> 1) 

y hay al. menos dos ma~~~~k.~1l)b~t~ktr~I\~;f;,fü,~:f?¿.f~iflt.1;.?;~?riff ª2 Y 
a

3 
forman un s-bii'lujo bueiió;" Ve~·:ra.·i'ii;ura 36.: ,'.};''"';'< > 

b) Uno de los. ~fn~l~~'1i~i:l~!·i~'~#'i~~~\i.~f';M'~~·:_;(~,);i \~ '' 
En est.e caso ª'""'· t.iene;• or1ent.ac1on.:opuest.a.•.a•· a " ·, •por lo 

que a
2 

y a
3 

t'orma.i~ ~~·dlgi~~~fr~~;~·:~J,f~~~·;;i~i~;;a¡:¿~~;,~~C~~s arist.as 

marcadas con . s ; :~~.~·~t~~~~;~¡~g~~~~:~1~~~,~~~;K:~x/fiY.y·~~c cab~za · .. de ·a, 

son menores.~ ·.~~~.··)~·~:·:.;~;~:~.f ~.;-~;~~:~/'.~:~~j~\~~.f;:t;?.r:·:'::if.i~~; _::~;~;:.~~:'-~~ F;r,F-~~-~-:~:~~- ;:~--~ ~ ~,:-~ ·_ ·:~· ~ 2· ~ Y · . s • -. 
y las marcas ··que.:hay.(ent.J'.e,:0esLas' dos¡marcas:•son(:menores que s 

. ,, .. -., :: · - .e'/_ .. -,;:-_·>..' .,,·y_:-_;,F-'j¡">;_~· -'':':·;;'• .• .;-·~c.'\~:/.:-:~--."•.' ·' ·.' -,_'.•; :.•>~' :,-_. ·:' ,.' ··', _-. _-.;•_,,' ·; ,; ; ·' ··:<..' · > .-,, ·. ' 

por lo t..ant.9;1.13'.': !l'ªl,'.,C,l3,"'6i.~!'.~l'~ºl'~'.''·~~ljcif!'Hit,l)(fl)r~1ado pór a 2. y 

::en:~"~::J~:\~~J~·Ul~:it~{'iJ,~}i~J.:t~f ::y,,;~; .•. é~~rln.~n: ·un .. ·s~1azo•. doble 

'.':;~,'.~:-::_-:f ~:;'._ ~:'.;}~~-~:if ~:~;~:ó:(~~_::;~·::~~. ~-\~i~\;::}.;:::. _,\_: ___ ;·' '.-~··:::' -_:' -. :i.~' ... _._,_ 

2 >·Uno ~:~ l.~\.:.1:)~.~~:f·~·~·"'~·~;,}~.~i~'..~~ ; s3 ···· . . . :·.· · ·· .. 
a 2 t.iene la(misma,orient.acil)n que ... a

1 
.<Y e1 circui t.ci que 

forman· t..i~~-~ .. :-~~-~·~):~--~~~ .. r~.:~}:~~:-~.~~-·~,~:~-~·~-~-~~-~·s_'~~~~~c:~·~,·: menC?res.~ que ,-s , y el 
o t.. ro extremo .'.t..1e:ne-, m_az:cas_<may,ores,'.·.q_ue __ ;._: _s ·._· .. _; É:Xist,e 'una marca s a 
la izq~ierda .-d~_- .. ~3 :,,~<._::·,~--'~i~.-_:-~u~'._-,.~:11-am~mÓS .;·:-s~ _,_.: t..·a·1· ~qu_e -·las. marcas 

que se en.cUenL'ra~-- e·flLre:·- ·s~~-.:·y::·s.i. son . mayo_r_e_s .. ~que. s ·.{ver la 



., 
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Cigura 38). Tenemos dos subcasos. 
., 

a) Uno de. los Cinales de a
3 

es s 2 • 

El et.ro extfe;;,Clde· .. ~3 ,•se.encuent..ra· ent.re l¡is marcas s
3 

y 
'. ' I 

s ... , por lo,q~e/ a 3 . t..i!'ne ?r.ient.aci?n op_uest.a a a 2 • •• luego a 2 y 

a Cor;;,an ~Íl;.i::i\Hci':('i.~,.;Z'~~¡;~·~~\'~Ü¡;Üh~y''~en~'re'; "s':· y···s... son 
3 . · · .1_.:.- :::/:':'. _;·;,:.;,~:;:,;~~-:.;_b'.t~~;'::~-~~fJ:'cf~~-·::~{:.\,:~;;:;~:~~Y;:~?;~7:>:,';~·>'.X>;,~::::.:··;::~:-. ::_~;:_'. ?_:'.:":'.:.:_~, '-\::'J;:./-::::: ~:- ·,(·, ~,, ::-:,::'.~> ., -~' ::.·-. · ·; 

mayores que'··. s.;;°'!• y.~ 1.·ambien':'son ¡.;mayores\'.,{:que>··las;(·:·marcas:o,·que · .... hay 
en t.. re . ·. s 2 /);y i~:i'~.i'~\~~~¡;;i¿;•:%;~;·;;~·Í d.;,;,·1f'.:i[i.1as\';;,-;;·¡;¿,;c5:¡¡·~t:E;};.i.ci'res del 

ci c l 0 qu:._• ... r~~ri,t~á:i)~i~~~1~~~iz1~z1~ktt~~t~~~~;1iz~Fi2.§~~l}i1'!J:.J{~;$~~-JF·•··•··~itas · 
aristas t..ieOerl":_ sUS';·cabez·as·-~ nlarCadaS1·c·on·~,'!7;_~S:;:t~·-~,S~-,:~-o·· ':,f Sea·, ..... ~ __ :··a·:.-::': y_ a; . 

b) Unó 

El otr6 s
2 

y 
;-_~ -;··_=:: ' :: ~-' •• -

la raiz de .. 'ce:;, •"'luegoJ-",fa·'\-',;t..iene):la".'mismai:orient..acion que a
2 - /:~-:.-~-¡",:;:; /~~:i::h~·~::' ~:;-,;:~,-.i:t~;~) -~:-_-::<.-,~-,-.- ·':_~~ _:YY:~:~:.~:~rJ..;>'.~-t-~;t;tJ'P:~~~r~\~-~:,;:_:ti-~'ft?~,'~·é::'.~;),~---:-:-<:.- ': .. ' . 

Las marcas. que.,se'.-ení:uentran"..' ent.re'.'Y·s·'·c''y).'s'.'".''son·\ mayores. que s 
; -.. :.~- :_~-,-._. ,;;;:;., .i_:;:-;':;~.<:- .. -·:·\~t._::,_:/-\ ( <·.: : .:_·:~;;;, _::·:.~·;<·{;:\:: -~-.-~~:;)::it~!-!f,-.~:-.:'¡~í}_-~7~-~i'i:~~~-:~i;,::-, :'. -~ . _- -_: .: . 

como· t..ambien·' son·. mayores .. que ::'s. •i.'las\c;'marcas-')'.'que.,:; ... hay ·ent.re las 
:· ":_';.·_ ,'-. ~J:-i:.;::"_.' _·.·: - :,·_ ·:, ;. , ., :{, -," -... ·. _.--·· -·._. · ''.· _ ·.--_);."'·' ·--'-: .. i .e:·;,,\;,,.<!::~ -,_.:_·. ::~-:·._ )t<-·~- :.c,G ,:, t _· -=~,_ .. _ :, · · : 

raices de . ª2 yca3 iL riot.._ese ·q~: eri~i:,;t.,e;c:as,.o:n(): es posible que s 

sea igual a , ~~>;' ~or:ici q'~e ~ay; ilos ¡¡,¡;¡:.;;,~¡, •.n¡,. 'ent..re las marcas 

s
3 

y s ... , o sea a:z y: a; Córman ·u~· ·s'..:l:ii'riuj[) bueno. Ver la figura 
,-,.-.. 

40. . . • .... ; . 

Por lo 't..ant.o,;háy en .. ',G ª:.un sC:.hfrlujo bueno, o un s-lazo 

bueno, ó. un .,;.:.i~i6 dobi;; ¡;¿~hl)J )< 
. ,,~,:5-.;· .,., .. -·-··· ~';::;,::·-;; -·-~·- ,_,, - • 

. ·: __ ,:~·_:_.'.'-i':-:·_·;.{:·::J:;_-,~~:-t[·~;:::~;:{:;?~:;:{ ·::'?.:;_\:~~{~\:.~~;-;; _--.: -~ 
La obse~vacion'.'hi:ch.a;despueE; d,:1 · .•.. ~~~a_·•. ~03:.ª• y 

~~:~~!ªY¡ 2.~~~~={~t~~]tf 7'.~~;~{~.J.~nª}:,3?~~~·~1cc ~°,~ ·• por 

los lemas 
ló ·que el 

.. ,,_-,_;-;e:--~~~:: ··.---·-. ,;·_,·-~'._,_;::~:.;;·-~<·,°'--~-~~:-2;_,,-.;,-:_c~~--:o: ~:_ .. :_,,L~~-,;·,c-~;~"'c·.7,_--.>~-~-:-~\/: - ·­
Notese'. qUe; lo• kelho '.en Úisiseccioríes 2.1, 2.2,y en.los 

2. 3. 1-2. 3. 5 · .. ·.·'es ,;;{1.i.c!o ·.;~ ~l ca .. o .·, .. "' .!. ···_ l ·• .. pe.ro .· en ·•fas 
2. 3. 6-2. 3 .. 13 l'ue esencia! el lle~l~o 9u~ est.ábamos \t.r~bajamlCl 
caso r ~ 2 • 

lemas 
lemas 
en el 

V 
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CAPITULO III 

' 
3.1 Hás argu..,nt.os t.opolÓgicos ·Y. co•binat.orios. 

3. 1. 1 En est.a sección prob~mci; el . t.E!orema.' 2. •· 
:'-'".'.- ·.-; :.-: .:'._\-";',-,·.-.;:/ -·.:·.~<' .. 

:::.:::;::::,::'~'.:i~~~~fl~~f jj~~~~i~~f ¡~~~~ii;:;::::: 
: .. ::.;;,;;iii;~j~iii~! ,iti~l~f~~~~;l~~f,.:h~. 
y <B' r >· ··· dos>:ovillos"~racionales.;;.t.ales,.que.''!:.,;:r.··=c .. d<r· ., r · >.0:~ .2 .... 

• 2 . ·: < _:/:-);::.!-<;:.;:.,-~';:;·z:~::l1-"..í.~:t.·f;t~i-r::>·.'··-- -· .,_, -.. :: ... ;'.·-:;- ,~-,;.,\:·:.-,.-_ .. ·~, ... :s/-''--:;.:}1i~:. ·-·-··(' ,-::,_-~ 1 .,,..,.,, 2-,.., __ , . 

Sean 1<
1 

y·· 1<2 · 'los~:!lu~~s.· o.·. enlaces obt.enidos. al: sumar-:.5~, t) 

con e e•, r 1 > . y · é~}'.3~';a: ~fr~sp¡jc¿i v~ment.e: · ·• · , '\ · ·• · :;>.< )' ... , . 
Supóngase que.' t<·· ·e:~:m~uesto;. por lo; La~~~\~'~;J~~~ ·una··· 

esfera S que int.ers:cta transversalmente a ~1' :.~~.f'}~,g~J.;}H~~'to~, . 

de modo que ninguna de las cerraduras de las' componE!n'te's :.de ". S3 "'.S 2 . 
"•-;'_,,-··'/,:-!' -··<··'- ·;. ,_ ,.-;:,·.--- .-_· , .. -· 

int.ersect.a a 1<
1 

en un arco desanudado .. : Como'{• en,·:·: el'< capitulo·· 
' . -',:.;--- ·,;;-''_'.~-:;~~:~_,, ·--:y:~;-:" .J .... <_:·:<·:< -.,.::,. .;,;; .. ___ _, -·.·-- . ,. -. ! .-. ' 

-.:---x.: ·~'.·::'¡1':' ,,,.,, ',.- /'._·;·/: 
- ' ' . ' -- ~--~:'.'·' , .. -

,, ... - .,::: '..'-'.·\----~.:-i·:~:;'.;-' . .' .. ·,·. "'\ ----' '. 
a) Las cuerdas de CB', r 

1
> est.an' cont;enidas(en "i aB ·,;': · 

· : -' .. :: ~::·-.: ·--;~\-:";-.·~;? _.: .. :~:::r;t·>!~i'.· :~:-~:·~:_:~· .. i;-> .. :,-';~>'-'. 
b) S intersect.a a 1<

1 
en las cuerdas•de:""CB;t>;";" .. ' 

' . ·:·· .- ·,·· _·.-.:.:~>,:_~>;_:{;,f';_{;.'l!:):}(\\\',~':.º;-~:-')---i~-.'.;{'.--::,,~'- .. -'.·-. : ... .- ·;·.-. -
c) Las intersecciones entre .... s: .'y•".;< ae.:;·X.,son ·""·:todas "·Circulas 

esenciales en áe ~ <cuerdas de.<Eit;~";.'.>':>};ii;t~'J.;;,;fq~~)J,'C::~i:i~', úii'a ···.de. 
• , _, •' • ;C: ': • ',: ·"" "'.~·:',·. ·;.-~: _·:;'.:_':;_,;--~";::;:_\\','._/, ~'!::~· J¡~})';'.J><-:{;:iJ::;;;;-;!;\~.l;:''.:·:-:·,~--·\'.'~·;_:::._- ~· ,_ :::. ,, • '·- -~\ ' 

estos c.i'.rculos ·es rront;era' decun~'disco";.eni·•:"S·c+ que¡;.est.a .. propiamente . 

encajado .en .. ~!é'.· .. Y .. Jf""'.:."'c ,· ' ::2~·~if''.'~{~;;;;~l·i~';~:¿-;::,;i;:: .. : .. J; .. "'.;'.;,• .·· ... · 
De ent.re~t.odaslas esf.,ras(co.n>.,st.as;propiedades tomemos · ·una 

:~: ~=~=ª~;·~ií,~eri'~;.i'.~::~~.~e'.cf:f~~1~~ .... {d7,:_~~\;~0t~ji~n~"i:~~, as·.· ,. 

anLerior podemos suponer lo siguiente: 

Supóngase ahora que · I<¿, .· e~' ~"i. n~~ox~;is1;1i·,~~t.onces. existe 

un disco D t.al que éJD = 1<
2 

• .Nuev'~'iííE!!l~e ·: pcJdemos .. suponer . lo · 

siguiente,· pues se cons,igúe· p·~r' .-~-~:di-o .,-d~:-'.·i~~Lo-~!~s: 
·:-:::: . , ... _·. ' ,'" '' 

a) Las cuerda·s de· CB_'_,r
2
> esLan,c.on.t.E-nidas ·en . as 



b> D int.ersect.a a 
cuerdas de · <B', r ,z> que 

é1B en dos.arcos, correspondient.es a las 
est.án cont.enidos .en . 00 , y· en. círculos ., 

esenciales en élB ,~•~)G~[F!s .. d~ 5~', r.~>~c'·Ji::~(l .; q~~. cada uno de 
ellos es front.era ·de, un·.~disco. en;'.•· o·,·, propiament.e ·:encajado en B'. 

, -- ~-- -· · ,_:•;> ;'J_•' \:io' :-'.~0 • • :'·;·-;·.--S_-~_,_, ,,-~-';._-.,.'~'._ :_;·:;_··.,,.- •. :'..,-¿>.;;::·-.:~s:c;/.>,",':-'.-.:'.· ;::: 1. "''.--. 
De ent.re ·, t.odos•:los;: discos •'con·: est.as''-propiedades, t.omemos uno 

-. .-. --. ·-, - _, · .. : --.<,~:- .'~''; '(.· -;,~~----.. ' ,. _ _..,;;, \· ,-~/,'._;r: ·,·:!¿:',' :.~·"''·. , !_'. ·.,':J;:s' .. \., .;,/t'.: -.~o:·-- -- ;·- >.-.• -. . • ' 
que t.enr;a un•.numero:;m1n1mo·;•.de;,c1rculos:de,:1nt.ersecc1on con 

seª est.e o 2 • .(;··:::~?§Y~~~~~~\~f t~:;·~t)f i!r.·~ti jf Ji:f ~~ll~i;·,~~,.j'tf ··•· ..• . 
Sea N .el ~ubo'~o1l'cdos;oasas;;obt.enidó•a1·; per;arle dos 1-asas a 

B' , t.al que í.~f ~~·f;~~.~i.iJ~i;;~~°.~b:~~J~zi~~i~i~~n paralelos a las 
cuerdas de . CB, t.)•"'> '\yt;t.al';que :: cont.enr;an·:·¡a•'. est.as; cuerdas sobre su 

· -·: . : - ' -:-· .-. ~-,..-·_-. ·~'q:_. __ .;-c\·~;:f<· -.--::.;_:,_:·'.,;' 1 :¡. ;·;3°¡.y:¡·._.\o>:.i· ,1:!;;'·-.-, ,;'-;·,;:',:¡:..-1:0. "~:.-.·.-, • .-,;.. " , 
rront.era. Podemos SIJP~':'~.1:;~~.!:~11,~.i.~u.~,(';i;Pi~; Í.,!'t..ersect.a a las 1-asas 

solo en las cue;rd~.~;,ci,~k{0~eJ~~~~'~0ii~~~~:~~,~·;Í0:~;~(; ·y las ·1-asas se 
int.ersect.an solo en¡ dos','discos)~;ique«;soris'meridianos de las 1-asas. 
Sean ahora P 

1 
= s¡(;N·::Jf'~'i;S\ó~~;~;~,:~·i;j•!,'.'1Y';(·p; · son superficies 

plan a res conexas : ~.rl ;~~;-}~:~- ~--~~-~~ª~t:~:~·,/'};f t~~i}~~i~i~~t¡i-~-~~~>·~:j;~~X --, · ,, 
/~,:. -,-. ,_ ,,·> ~.=·:;-.'" :'.·i;_,':C-::-; ,- -

ar 
1 

est.á rormácla'.de! ,m;.• cifl;cui6s paralelos a hr 
1 

CJ> 

denot..ados por a
1

, a
2

, __ •.• ·.,. ~m· ;,.; ri'·ti~~-~'a:~~·~ -de· modo que ªt. y ªL ,. 1 

sean front.era de un anillo esencial.en élB 

cuyo interior no int.ersect.a a 

además contiene dos círculos , 

P
1 

, para 

denot.ados 

1 

{cuerdas de <B',r
1

>> . 

s ·i s m-1· · éJP . '· , -· l 
-:;·-.,_: 

que. son· 

meridianos de las 1-asas. est..á formada 

paralelos a hr
2

<J> , denot.ados por 

ant.es, m~s un circulo denot.ado por 

1-asa Cest.e círculo no es mas 00). 
f'ir;ura 41. 

3.1.2 Afirmación. a) m >O . 

bJ P
1 

y P
2 

Demostración. La ·prueba de (a> es a~aÍl)Jg~ 'a . ~s~~ de 2. 2; 1. La 
prueba de (b)·e"'..similai: a;2.L2;:· ·•· • 

. '":'' ·:.:., -~ 

Podemo~ J~; lÓ';{a'~~o ·¡~p'oner que ·los .· posibles círculos de 
int..eresecc-iÓÓ . :;el{_tr·~,'.:'. p_:i·.·::':: .: y,; :·::._;':·~-~::, : . .-i~ ·son· esenciales en ambas 

P, - <ª+•ª-> y· p~· 

componen Les de y 
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respectivamente, podemos suponer que 
. , . 

esto #Ca i, bj) es minimo • .. 

es, es ii;-ual a ·. 2r. Harcam~.;;· á"1os puntos· d~ :intersección entre 

ªi y b j p~.r ~ .~&.:.;.~~-.t.~.x~f:<.:rr~2f r~ :; ~~ra .1 s i s m ' 1 s 
j s n ·• b .• Cb )_. :•es>frontera_cde•un··discocen ·OS ";qúe "contiene uno 

de los. ~r~~s>,~$'J.l;~~¡r~~~~~:x;lft~;~~~~f.'.~~~:=(~~Í7~f bo /_y.dicho disco no 
contien~·.· a: nini;-un:·,otro.•.de.·"·lo.s'•.Y.b •\'.s_?;;·:las ·intersecciones entre a i 

:º:: .. :~c,~i{~i~i~f~i~~~j~~¡fffit::·~ •• •• • • ··; ,::"'; 
en P · ; ; Si,.:;:n:::;= .• ·éO·.::~[.marcamos::a:1las'••intersecciones con un arco de 

~ . ·_;,::-<r <:-:-:~:.:'>J::),:~:f1:t;;>,_:;;;~·<~{t~':~~;;:.:t~:f.tiY2~1{;:3;'~~~-·}i~,,<:.:.~-1 ~ ~~~~;:_.<:,: ·, -,~:_:, .-_ - · 
b

0 
cori .:. o·.•,·,.,•:y•cconiel'.iotra·:arco·•;con':':·1•: .:: Denotamos a los .·puntos 

de- in·L:~~~~~;b1~~1~~~~z~:~.é~~~J~$J;·rt'9}~~·}~;~~1-~;-~,~~:.' :(~::~~-~-·::·~- en a~bas .. .. - p· y 

P -- L-~-·- ··~~-~j"~~'.gifJ~{~~~~t:·~~:~;~,t~~~~~~}Jf~;¡:~;'.':-:~:~: ::::-,·~~:[~; ~-:. ~-rd·~~-~ci~> --~-~~~mo- <.-~-~~~~e::_·-_ 
d ~ &"ª mos : 9~~j ~t¡·~:~~~~~~f~~~;~t~:'~_;,~~~*~.; ;.~:·'~r' : ; \'l : ~ 'lt~Z-: ~.t:~:.:: :,_f 1:. :··, o . • • 
1,.-.• -~-.,y asi·,>suces1_vamen'Lef:!,._en.«i:;'..b ;;_~¡j'J-;::;0j-{;·..,,:.o:-:·,\:·.est.an (._ordenadas·_ como~.· -

~:'.::~·~¡t~~~,~~l~,~~t~~llit~~li~f ~t~~tl•· 
ali;-una · variantei:de': estas·;;"· Mostramos:' estas: é:oleé:cionés:·deJm·arcas en 

la f i i;-ura .. • 4 2 .......... ~'f f{f ~~~~:;;~.~·~f ;,~~?~t:{,\'~"i:({i~f ¡~~~fo lC;~:::.~(~.·;;"·'t\~.:A',f :· .~, ·· .... . 
·Construimos:: i;-raficas,;;:· e_n;c::;.s i;;¡·s:"&'.D ·''¡frcomo .antes ~·Uos ... vertices 

::::~-=,~~~~f i!f l~illlif llJ!ii~i~6:~: . ;; 
arco incident;e.: af:·euosé:i'.Dencitamcis:.a·: lai:arista••incide.n_te a ·.ª± . por 

·± • ~'i";J0iil!l~Iílil~i~~~iJl~;:~ii:,:,.;"~~¡· ·.· 00
• 

ali;-un numero; ;.'por,)lo),:que\al!iii;-ual.·,que:.en.: el\cap{tulo •anterior· las• 
.. · ·· , ' · ... ·•· --\~·:;;..T·_o.!,;o<).'.:_·j-:_'.J.' ''O·)~·:·.>"~·.'- f1,· .. ~~·.',;';·.-;:'.'/<': :!' ... ·.' .,;,,c. ,_,.-~·.\y'J' :'·;.:;;.>_;·;'.e··,·,/•\:_:-,,;· -~::-;: -_-'.'.;•;,.;, <; ,,_. .', '' •'; _:-•. :. ·<: . •, , ·, 

ar i ent..clmos·. -.'·: Si \:·:.u.ria_\: ar is_:t_a :.~_tie~en··:: sys Kf' i_nales~---_ c_on_?_marcasy ·dist..i n t..as, · 

:: ~ ::~::::))!~d~~~;~~j@~¡;~};~,~~~~~~~~f ~~(:~idJI.~~f '~ti::;(,au~::osno ~q~; 
t.ambien , pero·; hac_-~m~s-'~'.l;~_s_:··: s_i~_u_~_e_rit~s--_(C:º."~-_e_n_c;:_icirie __ s_~:-;;'.· _E;l _ _.-::_i riter for . · de 
un circuito en. G

1 
> .,'~ ~si;~ c6mp6n~~[~ 'de'. su c6~plé;,;e~Lcí ·•.que no 

cont..ien·e .a a ,, un· circuit..o en::-~.-~---~-~··::: -i~,_'ma.'.fO.'.~.,si_·_ ·canLiene ·en su 
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interior a ª+ , de otra forma es bueno. El interior de un 

circuito en G
2

• ·es esta. ·compo'riente. de su., complemento que no 

contiene al'puríto. x ·, cercano a b
0 

· .:.s~cigido de modo que 
•, ·. ' - ,_. --. ·-·-·. ;• __ ·:.:-,; -"·''.: -,_\_(· _. -.:-~ .. ; .:_· ' •. ;_::-; .. _' ., ,· '(_. 

puntos + y le: séan'opuestos,;•co~o mos,tramos en le figura 42. 

circuito r~} ~:l~-.i:~J:~r~•~;~,;~lft:~;~r ·~~·et:• Uno·.• de sus vértices, o 
es uno de:sus ,ver~ices:pero'.•,,±; no •son .•.marcas del circuito 
marcas inte~i~re!>f.d~!/~i·;¡:,¡ft;b.\· 

los 

.. ;·;:' .. <~~-'- --~1-,::-:_,~t.{~·-:,i~2~~;J:-r~-~,/'~;~,-~'.:_::·~-~;~~;_.:~_:-::i,.::·<·:~:_' --~- .-: --_ - .: - - -~- --_ .. --
.3 •• 1 .. 4 :h!'.;n?;~i,~(t• •• :?,~~·.;/~;i·-~~·· ·_ .. ·.tiene. v~~tii~s~~-~ nleriar~s. 
Demos! racion:•(Supongase que- es falso, por lo 'tanto existe un 

.- C.·.' ·,.- ,-:-.' -.:.-, .. _._<'"f::,','.f.'''':i:'.:'' •.. r-;¡;'_', - :•::-: .' '> .~ ,:' ·-- -- - ' .-- -: ·_ ·,-. ..-·; <: "'- ·-;,,.-.,,,.,.,:;•-.e·, -<i.~':<i"· --.,_ •.,' _·--· •· '- •: -- . ' 
lazo sin .verticéscen;lsu';;interior; · tomese•.un;clazó'ique;ino;••ten·ga ni 

, - ::,····:·.··:_."\·:-_:;ó_-_ •. ,,..:.-.~iJ.-~;;.-<--"- -:-.-_-, -:,,_. -- ·.,: __ ,_ ,.,- '_'--... ·_-':_·~-:.::J,;·_;":--.:.".<· .. ,;-:-:·=·- .. :;-:·. - .. 
verticesc nh aristas.·en·su 'interior; ·sea este '! r''''''Los'•";'.f'inales · de 

:- ... -- l:c;._:"-_:o·· ':·:· __ --;.,:;_ -?,L'"'i7~";:_,.----_,::_,,~,.:;-:- ---_. "' -· · ·: .. ;:-:·-_-· .. :-ce .. -- -, · .. ,., : -. :;; -: ,. ,-~ -.: . -.: ·r'
7 

e:.,-.. .-. __ ,.._,_,,,: >"'.·"·~-o"'~·-):';,,,,o·.c_ -_-'<:"º:•" 

r son' adyaéeiitésl'ú:ior\16 qué '.tenemos .Jos sigúieiitesj'cascis: 
· :=, -·,\>· _- ·. :·-;;·:-~:;:~~ -~:~-r~~,:-) ::~-~-:::· ' _,- '-' .. -~·-- ~~-~--:;:/ ,~->f'.;~<;./;D.-.A~:>~:;\:«".: -~-~ .-.:·'.~::: ·:~_'>-,·_~_: __ -'.: .. ;-

~~n ~_e_~~-··_ :_·_·•.~i~~8·~_ .. :;e_:;_·~~-.n~=~n_ ••. p .• _o_·.~---··.e_••.1 .. •-·. :.··-~_{_-~_··-~-·-··.Í.o_:_. __ •-_r_•.·_:_•.••.i_·._._d,'''~-·-'_;.:_· \~· ·. · anillo ;;r.:'.'y,, el.• 
en as bordeado por ·.· a, y a,·." podemos•:.,:c'ónstt'ufr): un> disco de 

"~ ,.__ . · .. ,- . . ·;-' -:- -·-:-:·: -.·- :: : "-t_-.(::/';:;,:~:.-'.-_;·~1-::-;:.- --:~,-~.'.;•:i'" _; ._·; -:-'·: :- ·::·: _-_:-
compres ion para P 

1 
, lo cual· es. una ·contradiccion · . pues . P

1 
· es 

incompresible. 
> -., .-.- .. --

b) Los finales de r son 1, 1 Cm,· m>. 
Este caso es similar a 2.2.2, 

''.o..-: ;- --

'• ·' 

·- . ·• ;, ·-

c) Los finales de r son· 1,.·+ 'C:I) o m, .±>; ' 
En este caso r está basado 'en·•.· bi,{·· ' El ··disco·., determinado 

por el interior de r puede ser.' usado' p'ár'át ~~cer 'uri~ isotop{a y 

converLir a ª+ y a 1 en· ___ u~ .. ---~~-e-~-~·.t::~-:-~t.-~;á~,~:r-:.~-~~~~~~-~-~-~~~~-:~1·;_:~~- ·_-·a·~·: ... , ·co-mo 
mostramos en la figura·. 43,.0'•·loi.'if.cual.;;_contradic_ey·_la,· minimalidad 
de m • ·•· "' .. /·: •::·• :•;::> "·'" 

.. - _." .... _ ,_;~~,·-)'.-.~~:"::,,.: .. ;,' ..... ;_-:·-­
-,_.:;.' - .;,;,:·>;--~: ,... . <:; __ ::·;3 ':_<.-.. 

:~u~0~u:~::1;-~ir~~,,~~~s~?k~ .. ~:~,~§!+~~ \ib'~ .jai y ~- 'esla'n en la 

misma 1-asa, , el' arco;;de)f'b"·''X:'colltenidci. en,• el•.'·inter'ior el~)' r '• está 
, ... · __ ·., · _ .. .-:<-, :·::>:-~>\~::::~ -.~·~:~':~ , ___ '::_;"1,'>.~(:-:,:'. r~·,':; ::.'·t):··:::-' :·.:-:.i_.-.< .:_,r~': ·. ~-.. : ::-. .-:.:_·:;:'-----,.,_ .: ·> :_:·., ~~'': ·-·:~' . L - •• __ <_:--:- ---- • 

totalmente· conlen'idó"•en•;;una•. de.:Jas•';cuer'das·_dé;. <B,t> ;_-,.'.y es ademas 
uno de los ardó~ · ~n },;s, :qu'e · ·. <·; · cÚ. vide a <k¡ ; 'r.' en \P 1 . · ~ne . ª+ 

y a_ ; us~n.~~ e1 1 d,\~f°,'',~~~~rf~'.'.f~:~ ~6;/,.i in ter,¿~~"~'.' r . podemos· 
hacer una isOLoP_1a'· ent..re.-_.:ese :.arc_o::.de ~~ · Y·.'_u .. rl arco· 6:~~~~-n:i.d·O·:· en 

S
1 

, o sea uno d~;l~:;. ar~ol en lo!; que S
1 

cl{~ide a. h
1 

es 

'I 'I 



Q.¡ •••.•• 

. .. . . . . . .. . . ~ . . " 
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t.rivial, cont.radiciendo la elección de S
1 

• 

En los casos Cb), _Ce>' y Cd) · est.amos usando el hecho de que el 
int.erior de - r. _no :cont.iene_ al punt.o •X cercano .a b

0 
, escogimos 

al int.erior dé un 'c{rcuú.ci de -•ese _modo-_ para 
'._..:,;-¿>, :· ·:::.:· _,}·_·-

problemas'. _ ------,-- j; ~ ,>_: __ ;e ¡ .-.. , __ 
- ' ' - ... - ', 1 .' ·- '.:<· .. -:·,r .,, ,, 

no t.ener ciert.os 

• 
3.1. 5 iiiOO.' 11· >fo(;:~. : ·:; -. _ 

. : .·:·; ''.-·>,-.· .. :-·:,-:(;,·~-~:_-,_~/<:;··:/(>:i)~~-,:¡·:\:.,: _ _:¿/ -··,_¡-,;·· . ~--\,. " t.' 
Demosl.;~.~~~.~:,~:{:.~i..;,y.)nCi.~.V~-- j ~2 •;, ~t~n~ -solo un ver ice, 

y cualquier','ál"ist.a'.es• un[\lazo;' pero _ninguno;de _ est.os - lazos t.iene 

,,.,,:::;o~~if ~í~!it~~il!t~~f~rfüii•:·.·~'. ....... · 
Demos! rae ion'•~; Supongased,que.', es',falso ;-gpar·,-,lo;i.t.ant.o •'exist.e un 

'- _ - -·-: ···- ·:. c.-.'• .. :o:_:•!, ·~-~-; ,- ;.;·,:.),, '.·2¡:-.'k <"'''"·h' '. ,•,-01.·., •-'.;"'-'~'-~;-,:\_,,,,.;_;.,.;.::: •• ·.h.;.~'.· ,;.-.-,;_. __ -.u;.,-,,.=o\_,_'.·~-"-';.;;;,.',.; .... r·o>'"· '.. ,-.,·-: o<!J: _:_ \ .. ·._ .: , . . 

lazo buerl0°~Si·ri,::ve~tiCe·s~·en8·su-~{irit.-erior·;,:;.~.lónie-mOS:~~·pu,es~cun·:_;1Bzo: bueno 
sin 'véi-L i~~~·.:_:ri~ it.'~·ir~~;d:s·:~:~ti:?~tiitr;;t~·~iti;~::,~::::·~~'~{~~~t~':~;:~~:; '.'i~~~ :s~~{; :: '~,~, F: .. ·: ... e i · 
disco de_~ex:~i.~'~~ilX~~~\~i~~X~,~~~,t.~'.~~:a~Xi'.\t~YH;~~~:1:tf.'f~I#~i(i1'~~:~l(~L--·~bn•-adyacent.es ;·_-:por:; lo'.;_que}'.las• marcas :•_de_• sus:e_rinales •_son\oc·.-.1-,•:·1 · .. +_•\ 1- .• _--; ---

~~s~:s ---_ ~in~~:f ·~~~·~f 1f f ~1,~ttl~,~~Jt~·~~~~~~~~~J J~E.f 1~;4~~;t~gi1J~~~~~~e:~··-- ---
const.ruir ~rl--•dis~'ci d-e ,compresion-_--_¡:iara 'i.1'2''•';:;:,lo-:cuah'.no'esyposible .. -

' .. __ . .. "· .:- ·, '·:·.::,·;:::,::;:.;;,.,;-J.}-'.~i::"-:~_~:~.\:."/·0.)t:,:;:,''.~:tJ:~· .. 1;~t:f;;:i:~r<~~·~'.~~:~1:\s.,::~;}'.::;5~~:,\~;,,.;\~~, · .. _· 
Supongase ent.onces que los rinales de-?:c-r/!irestan'.,'má'rcai:!os}:_corí;•(o¡• 1 · 

,-, . ·-:.: ;·: ·:, ·> :··'. .. '.''!'., ,.<, . ~::; ." -.1, .; ·.:.:e'!"·"''¡;·~; .. •.'·:!-~ '·::e .. · .. ··:·<· , · 

Cel caso n, n+1 es similar) -- supongas_e·q~e'X';/r'';:'Cest.a:?7basado Xen 
ªi . Sea a , , a· 

une b
1 

con b
0 

• Sea A un que 

aA consist.e de cuat.ro arcos 

b
1 

, ~3 es part.e de b
0 

, 
c._, 

son 

paralelos a a , ademas a est.a .; propiament.e ·.,;cont.eriido - en t.al 
anillo, most.ramos t.al anillo en l~c-;f{l;~~.~~,~~;(';:'.~;5~6~id,erese la 
un ion de 02 -<disco det.erminado P.~~: .. ~s',?'~,Y;\~,~.~~}~.i,;1,,ó~ (A}, \pegados a 

lo la:go de ~. Y ~3 ; t.<11 unt,?~}~~ .. ~"-~:~;;5~,f .. ?~'N;.~~·~,~~;:d.o; -_ al hacer 
cirug1a sobre est.e t.oro con eLdisco):';E_;-';'•C·y;;haciendo: una isotop{a, 

.. : ·' .. ·.- : <.'·".{.;'."<>'.,.·, ... ,'-. .'-'',, ;•;:,;,~·,;';._:': .. <';..;·-..;,",','.c·«:<;";'.c. ;· 
encont..ramos. un nuevo . .- 'di seó .·.~que.'.;.t:ie·n·e~:coriu:i.:.rrOrltera"..,. a'.,.~· ~2 . pero 

- .. · ¡.';,:::. ~:.>.}.\/; :·:;.,:.]/;>:.=r:.j;/~S\·.;(;;.i'~~, ~:t;[;:'..;),'::,;·:/ .. ';.7\;::'.,·it;:~·.'.,:=~::'~~:·~".;.~-,·· .. '· 
que t.iene n-L · _ circulas··-· de.- -int.erseccion '.•· con.,_ ··,aB: _, lo _que 
e on Lra di ce l ~ . e.l ~~-;e ,~.~n_.'.~: ... d.:~'.~t.~jLP~~11~';\·'~/:.'.::{~~: ;·,:·;~ :> ~-·. ... ,:,: .. >'..<t·:.:\/:;'. .. ·: .. , . • 

":-;:'~}:,. . ... 

que 3.1.7 Lema> séa/a•i·.•~~~-····;,¿}~lii~i1.1~1cict~er. ·_-_a,<º.- a
2 

une ~ los. uer t.-i·~~~.'.:~ u ·_y u·- ·;'.·:<Erl t'onCes ::· i ·~5"· marcas :·que s.e .. · en':'uen t ron 
a la derecha, :y a la,ÍzquiC,,~da d~.- a en u; son iguales a las 



·, 

~3 

A 

o( 
' 
y- r-J 
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marcas que se encuentran a.la derecha y a .la izquierda de 
v respectivamente. 

a en 

,., 

Demostración. Es similar.a 2.2.4. 
·, 

• 
3.1. B Lema. Un semicicl o bueno en.:· G/ o · G

2
; .'sin cuerdas y 

sin vértices int.eriores'.·~'"!'·:·:~~r~'.~:;.·~~·_:,-;il~~~r:.·~- :~'~-~~t~ffleri_i-e una arista 

nivelada. > ;, !/:.:::} ;(j;:··.:.1.··.\~ >. ,2 · --,,, •',..,:'·;; .. -. ', - -.--
Demostración.~ Es '.s.i.ITiilar·a 2:'¡L'5;':••, • 

• • _ _-é- -.-,- , ;,\_s~~ru;f f.;-~f;>·;i:::.J:--.~':~;-¿, :_;::,; :_:: :'.:·:~<~~:>~----':'' ___ . _ _ _ --~ -.. - .. :. '. 
3.1.9 Lema. ¡¡n·c,i~!o;.~.b!le~o.e'!(G2;.c'!ie~e verlices interiores. 

Demost raci¿n;. ~~ ~i~i):~i-'t~;¿~.~~~'dE.'.Y2:Ji2.·~;C> • 
-·.x.: ·,.;:,,_-~,, -···-~· . -· . 

3. 1 . 1 o Lema •. . ·. Un .. · cicTo • btÍ~IÍa.·~ .. ~.·.!'e.·' .... '.~.···~· . •·· .. ·•.~a .. 1• <~ Ú eíie ~ · )ve"r t i é,es 
._ , __ -_;_,_., ,,_¡,-, .,,~ .. ;_,_7 __ ,_:_,·f-'., .,-.-;;_~:~ 

i n t er i ores . . . ~ ;· :~_~;: ;~_:_ : :·)~!,;i·:~:;:'.;Y,~j~-_;.~:_,~'.; :; __ :~,~--;::L,'. __ ::.2?· '~::~~::·::- -r~:-:_::;··~< y.::· · "· · 

Demos t raci dn. Supo'ngase . que.: ; ~st.oé'.1:·.;,;;.,;,ralso;,;".·¡,or. :. :~~ ,. t.ant.o 
exist.e un ciclo bueno sin .• vért:f~\;,;'.'i.in%t;'i;'Ü.'':'1r.LefiÓJ.fji y ~demás 

- podemos suponer que no hay ciclos ·,;..,·~.; i~!.t;rio~r.·,z·s-~a\i '. ,r est.e 
ciclo. Un argumento similar a . .;,,;t:.;, de 2; 2:6; ;.;.;~~tra'. que la 
sucesión de n1arcas del circuit.O es · ·i, · i-1, ~--- .... ·;;~:-'_·~~,,::{:,::t;í·:·;;>Si_· _ i es 
distint.o de n+1 o 1 • bi y bi+1 son c!rculo.:. cont:.:.111~.c;o¡. en aa 

que bordean un anillo A con int.erior ajeno de 0
2

' , Consideremos 

la unión de D
2
-<discos determinados por bi y bt'.+i>.-·'y'el anillo 

A , pegados a lo largo de bi y bi+i esta ullión'_ es ·un toro 
·-·.·,_.'.-\ 

agujerado, y al hacer cirugía en este toro :/_con :~"Ú' : disco 
det.erminado por el int.erior de r • obtenemos, un''.nue~h i'd.isco , con 

, - ' ·.--· <,-,:-·,í" ._,·,-::: _.· .. .- , .... -.-- -, 
rront.era ,.2 pero con n-2 c1rculos de intersecciion>'con''' aa, , lo 

. ' . · .. :~ /--'.e;'.-'-,::.~·_;,,;;,:'..:.~-::·: ~:< _;: 
cual es una ·cont.radicciÓn. 

sea ~up:~g:~:c:n~:¿~~~:na!o = p~r '. ::1 1~:.=~i,;·~~~'}ittsr~1~f~: .. ~.i~~ 1~.r:~ 
rrontera de'';un''dl~.~~'~" .. •- ·.~i· .•. ~~1 qu~~~llz~.~?Xr~·~:~_t~~~i)~Y(;~~D:>~~º ·a 
de b

0 
; ao;:.;;m-::•; consiste de" una" coleccion"de :·arcos:)' que··· unen ,· b 

-::- - ·::·::::,.; 0:.'< :;>:?.": ~;/~:~':;f;·,~ -.t/;Yt<:J:\~)'.'·:~~·:}/: .. ;Tr::~';::~/_::'_;~:::'.-·!.;:.:\.;i:>~;¡;'.::·:.'.~:~.·~:'.~:": ·.• ~r::.::_·:~·~~"'_:'.'.--:~_-·_ ;· :~~:: (·.'.~'-:~-· .::_: ~ -~-< · 0 

con b
1 

, , quereníos,;'probar:':que,;t.odos•.'esos.'arcos•.se:'•encuent.ran .de un 

mismo lado · ~e , ~~;';;",~·~~-~~i'.im~~;"~ ~~~{i~{s.·.(~·.'~;e.··-~~.-~.'f._·:~ .. :·.~~~J/: .. '.~_,·:~,J.~'.;~_:/~··¡:·~~:~:'i ... (~: · en 
. _. ' ' '. ·: : '' ( ;" :' -'°' -~.:·: ·.- ~-: - ; ' :, ,_,_.-_. .... , ~ ·, ,- -:-' ·--. 

d :.a
1
.

1
·,·· .. _.;,;: .. ª.'1·~·:2··.--',·.• ... • .. '.·:·: ... ·.:.,·.•,.·.~: .. a

1
·':'', .. · ... -_·::· .. ~-·2··_,.,-_ ... ·· ,,_. .. · -.-... -·:·:·::·¡á·.'' .···;,t..- .. d 1 

or en, por -.-~, :r _::::-{',_:.:·,:~(~~·;\s_~-~-::Y~.:·:_.-.;~j'.~;'.-::.:'}·:.:_-:;- ar.is a , e 
ciclo que· un·.e- ·.·~--~-j- ;/~-~-)_,~-Í-~j";~ ¡:.-··_,_;·.· .. ::~ .. ~:~.r-~ \~~da: ·::.:_'j ·\_·::~ea ·~~~ ~ i-;.: ;;.: un · · ¿li-.cO en 

P 
1 

paralelo a aj , '¡)ero un 'poc:'o. em'puja'do'· hacia dent.ro de D (ver 



l'igura 45). Entonces el final.de (3. 
. J 

que esta en ªÍi puede 

al conectarse por un .. ·arco /3' ·e;, una' ~eciricÍad'·,cl.e · .bi en 

rinal del• ar~a:· •• q!~s,~t~r,'.~.~~.\1:ª~·~·A~~.·~°c:;.'.3i,i~~1?>debido.: que ambos 
se encuentran,.!"°' ·eg, m1~111Cl.•l~clC>i d7;, !b t;.:.:;.¡=:nt.c;irce.s .. · ia un ion de (3 j 

. -_, : _ :-1·~¡}". :·.T,. :,_~:;;,.';'/¡'~: t,ú·~:·;'. _;_;;;,.::<: ::'--;h~,;:1,-.: :},]:'_:-.:: ,;:~ , :·::; .:._¿-~._.;, :~;._:~-:~,:;·;_';:.:."-\-·. _,_·, . · 
/3' y (3. es;:un•].arcofen>una;vecindad::•;de,.;.•:;•\f'·•·•· , luego sus dos 

J ~ -1. , _, - :_'.:i :~:_;.: i~:;r:-:~~_:>-';_:_.:¡~~~~:{·,~~~;!1 '~ \;>:·¿;-~·:/;'.;_,t~_'.{;¡;~}'.'.~if!fY'.·~·g}:f--)~} ·:-~: ;~~;.:·:-:.':'; ~ = . 

l'inales <enco~.t.,r:and'?.!>~Oi:.n'ji; ~i'·\'Y¿';'{l.'~1>.tcl!'~er de estar en el mismo 
. __ • "-.-> ;,_ -:-- :': .:-:.<;:;{:-r:,¡;:i'.c.!:~J •:¡;l :-/.":t-I~:(; v;',¡,,. ~- :_:iii~_:::\' ·.1~;-;::.,..,, {::;:·-:-;.-~ ;;H:~-; :" :.~ '':. -<.-: ·- ·.·- . · 

lado de b
0 

·.;· puesefef .. Yi(••P;;;.sori:(orientables; Esto prueba lo que 
- . ~ ::_;::: :. "'i_;_~;~'i·~¡:::'~~{:;c:yr:.: '.:?;:;_{;:~~i\; ~. , .. t::, .~1,~t'; ,~~j:J:{!-;'~~~~/,:~·;<:: -:)r~-; ~- /~ 

queríamos, : todos :."los,.( arcos 'de·,,·1ntersec.c1on" ent.re OD y aN est.án 

de un mismo ·,~\f 0~j,;f~t~·;.,\~~A'.(;~~[tW~~'~jl:& .. !\?%i~~~ifü;· ·, 
Sea ,'A , un•'ani·llo ''en':,vaa ''"'·"" t.81,.:Yqtie . é/A const.e .de cuat.ro 

arcos 6 1 , ~~;,{p~;'.~s1.fj!"i~~~~:~;g¡~~~{~:i1~~~~~}~~,i.; ~.• .,. , 6~ es un arco de 

b 0 , 6:i y. 6 4 .~.~~ arcCls% .. qu!> .. ~u(lt;~}f.,bC,';;Y),b 1•;, :.ademas P éJDna:ver es~: 
. _- 2_ 

r igui;-a " élE.i'.er.;,inado po~ 
-. .'·'.;·· 

b
1 

> y el anilló A" es' uri · ,toro 

-·D ,­
·:; n-1 

circulas de int.erseccion· '.can·:· ... ;·a1{'.'""'·Ylo·,·que•'contradice•·<•1a '·'eleccion ·· 
de º2. . ... ·• : r:·;~K'lffe>i~~~~;¡;~'.:t·¡; .. 1%"'::1~¡~;;: .... :\.. ..,\>'. ~::'< ' .. > .. ·,•·.· .• . .• 

Lo que quer~mos
0

"~~~b~~;r~~g;~\·~~;·~"ü'~ .. ~~ • G · •hay ui1 ~u1ite o 
'. ' , .. --.·-·- ~.-., .. ,.·,·-·-~· .- ,·· 2 ·:-. _- -:--·-;-:·. ,, .. -.-. 

sumidero dist.i.~t.o '.~~;1\'b.L .• ~.·:·!i((§~,JI€.~"{~~~\ni)<es_t:á .. basado . ningun lazo .. 
. ·_-e . -, .... • - '<)/ -·" 

3. 1.11 · Le,;,,·.' SitÚ:a;_t{}i'J~"~·\,;,\iazo buen.o o un .. ciClo · bueno, 

entonces ... _ -~G·~-~--2?~_-:·{:~;~~~-:;./~~:~'.~:~;i'j;~~~;;~,~~~~~-:~'/~.:~.:~'i·d~~·o·.· ~o b
0 

.. , sin · i~-ZOs .. 

•"'º"~¡~}~~~~ll~t~1{~;-~; ... º''"':·;~.::·:~f ';.º.· .... : 
Demost rac;{f P/.:~.sªí.k.,·t:\';=~n: <l[:~~·tª, ni,v,~lad~~'.·.·.,;ee;:,:s~-.• -.. ~.:.!u-1an'.1··.', ;j<J con·· sus 

finales mat'.cados,.cor:i,;.,;i,.,;.,n.tc:m!=es, ci_.en' .G~ :lazo,,,b,asado 

::e::. v!:ti:·~~,•-tf;·~:~ 1-:1;~TI{f~;)ts~1r~~~~~f[·~~i?~·¡:"it'.~·e,i~~~:·,···· ·~::: 
dicho lazo tielie sus .rinales en la ¡;,arte. ~o. ~ '.n~1' ·, ele bo 

• 



dicho lazo no puede tener en su inLerior a las marcas ± 
esLe lazo es bueno. 

-· ~' 

' 
luec;o 

• 
3.1.13 Lema; .Si' Gi tiene un ciClo bueno·entonces G

2 
tiene 

un lazo bu~~~. . . . ' 

Demos {~ª.~J.in. ·{~~~~0c;~~.e q~~:·. :,ºl: :, ~i]~~V -~n .· ' ciclo bueno, 
enLonces 'e:ic'isLe\ un •:cl.cló}buerici; que~•nó •t1ene.~' ¿iclos •en·.• su interior, 
sea r. ·esi.'e ciicii6\'i}pb~'3 >1-({ci ';/;.:,\'.ei·~'ri~'\'.yi;~t:;it';:;i;{¿¡:.¡·.,;u interior y 

por , .2 ·~· 1 :~:-~-,~<;;_:~;/~\~~:·~~:~~1~~:_:~tf.~.-~;~-:;{{\}_; .. f~~-~~-;l~i\'.€~·A1~§;~~-~:~'!&~~-;,t.~€~::~j:;:'~-~~-·'.'..:(_i ~ te·r i or. 
Suponi:;ase 'sin ;perdida :de/c;enerahdad.:;que:.;J•hay,-;;:·una·'.:}.fuenLe ·.·en · el 

\' ".: : ··'.o':';'. ->·'.'é ';';":/,-~·>; •·:< ;-_~'.<,C-':; __ ._,e{'.';; t.:' "'',"· ¿-.-r-:'~-,~.!''·\',,. -'C.'C».'_/_.l•';";:-''-"--', :~''>~~e"~;,,.. ~:;·;'.V""' "i"':';-_<·":;~' _ --·, .' 

interior de1·'.'. i' :;ca:l.uria'\ma·rca ,ci'. o ¡fde 1•tal'}3ivertice:n·solcí'&ipilede ser ,- -'. --: :;; ', ---< ,:_. ,, .. ,._' ,,_;;;,,,.: _,. \· ,.f:., .. _,.,-~;-,- -~' : '.(·".~.:·;\!~>:>.,~·}.' :';_-;¡-,;;~_.'.""J'.i'i·'"/)/i'-:•. '".<:"''-!_·:._,,,,""<»~--i- ~t:::;--~ \•>.'.,,_ •. f'.~>c.:· ',- .-:.' ,•, ". 

i ncidenLe •··una\· arista••;'.'. ni velada ;-;e;:.-) no\~]'; pueden /•{ser;\'.'• inciden tes las 
•.• ; .--. i-_\ >"~;,_·.y_,,,,·,-. _:.',ib-¿¡}:"!_."~::'.t;c·;.· :;,;.·,·,._·;,-,~y .. _.._,_,,,,-,.• ,;,_,.i¡.(;t' ,~_t', ·. -->i\'>;;:~~.¿,,_t¡~-J ;!/ r.:!,:·,,,f,,: ;:.--; ---·;.~~:-~-.; ,~·.,.:·., .. , .. · .. - . 

aristas ·· e· • á'yesl:á'rniar:cia•pties"•e1·:;ver:tii:e;i"estafen•:er,;;intericír de un 

:::'::'.:=ij~~ill~f iiiit\f il,,llr{I~~;! .. ::·:: 
G

1 
, habra··una"•fuente"ocsum1dero'i!en-'i•"G•:•.'i1d1st.1nLo·ide·•. · b en el 

que no esL~ bi'.~~~~r5f ~f~~~,~~t;~:Th·:·t .. '~fr~'~]&~j~{~"É;F.)~·~:: ... . º 
3. 1.14 , Lema,•:¡:su~pnt;as_ejque,;-; tcod~s{:.1 as• aristas de G

1 
esta'n 

· ·. _·_ .. : ._. \·}. -',;; ~t:.:~:\'.:;.;.<?"..::.¿:\/>:.~:-:·, .... :-_;':i~:·~:U:?r,t(~/.:}l(~·~:;,~~:t.:.-~·:;·¡y::.-:>:,·<-:~·· ~ .. :.,.-- ___ -. 
orientadas ·cexcE'PiR::!'.:i:~•,;,'.;,'.!.!/'I'~~~.;-,~'1~',U,,~;<;',i_.~}º· _b,uE'"º en G1 • 

e : . -~-.:,, '.;_,~,;-. !.·>';,,- .:·;,;·_' ~-:,~·,,;,. .. f,~~ )c:':-\•.~;;\.~~,'-•;~;.;~;h;:;_:i,'.<:\:·~-~';,Z;'~.:·k;i .,, .. ,,,.:";_ '' ;· ' ; , -.. _ ',-·· 

Demost raCion;,:'Coniá'.todas.ilas,'ári"'.Lasiestan orientadas y cada 

:~:::::::::::i}~~~~ll~tti~~i~~~-:· o =::,:::: ·:: 
v , pero en este ca.s(): habra•a•üo:mucho,IJna::fuenLe o sumidero y por 

~¿r~::~~ .~~~;;~sq~~~-i~~&r:~~:at~7,t;g~~-~~~~i~~~~:kt~nc::se qu:or no di~:~ 
::~:t::p~~¡:;=~~}~~~t~~~~'~l~~~~~.1:~1~}*~Í~-~-~[~~¡§;0~~;¡~:e.· e:n ·, .• ::el: 
malo ta L que_:•' en·•:;-, su 'X/ i nter ior'.)ino ~;;;:hay,<('•: mas};! ciclos-:: .: ni,;; verLices 

: :~::: º::~ l1ª;it:~~J'~t~~tf ~;~,i\~I~E~~:,.j~~~<~,~~~~'.i~}~ü,~i~:~~~~~~1.3~~,ªt:: 
claro esLa .·de._; 'á:p) \t.'odos•est;os,:'ciclÓs1),tieriéri;:eí,.,misnio/ rí~mero' de 

' ' ' : ~· :: '.':' ~\·.'; _:'-_tY;¡.:.: i[f-;'- ,-~,:{;'.-·;,;.-";';'_ /:,¡ '· .. '-:.'',::· .. -:-">;_-.'·'-;.;}~;' -~;,\~ ·.'·:~~~¿:~:;;~,::-~ :.-' L-''.'· ''-·:-·:.':¡;:;:~·":: :'::'· . .';_'>:-: ·~·:- :: / 
enrrollamien't.o. cori:;respect;cí ... a:•·«a+.f>• ~ues.•¡,de ot.ra .rorma·,•· habr1a un 

', ... ' ,., " ' '::·,c. - ,;. , •\.; '.; ·' 

ciclo bueno, Len'emcis' una'siluaci.51) como 'en la' figura•46 .. ,,, 



·, 



Sea v un vértice de los ciclos. de e , . hay incident.es a v 
dos familias de arist.as qüe pe .. t.eriecen a los ciclos de e una 

:::~E,:::,;~i;J1i~f tr@l~~t~ilz~~J~t.ti~t:tí~fü:::,::: .. ::: 
<salen de) ·-v.~; •t.ampoco::puede•:haber.'dos\marcas•j;:O'·,cCn+i) · en v a 

. : . -, : , :,-·- ~-:J•::··:.:¡_'< ·-··:,,_,, ; • .:·¡;._~: '.C·i'("';~·,1~~:1¡,1.>:,:'>1i ,,.-,,~'!¡;'>.,·,+:~',O:-L\-,;_.•<(~~.-_:-•r .''.•i>·'·;-~_.,y;~_·/;0~:'-.i'.;~;,_',"- , · .. 
las que· sean '1nc1dentes·:ar1st,as·.,;odeprt~ A:·i'·•.<Bn:::,};':•:c::pues . como est.as 

· · · _ ·:·'-· ::':-'''·>'·'·?. ""'"·-''"·:,,·i>'.':·'ér -'._._:>W:."·'-'·~,1·; ·;,(_:;i:r. •. _:;;¡4,-J'.;.., ~-.. ¡Ji{;..¡'¡,;-..-:-r,~'--~:~.·~:,_, :_.:;·~ • .._ -~>!",.1,, • __ ',->, ~ . 
arist,as son coriseéiiti vas•habr1a ·f'orsozamerit,e''i'uriaifriíaréa. n+l (O) a 

· - _.- · , :. __ . · :·~·>: ".;,< ;'·;·.i e;,::-;_;;,..,_.·:.¡,,,}_{·.~<'.,.-.!;it.'-'··l:~<'':' :"..~·~)_" k/~t}i::J~·'-'',"'·~Í:c;:i":(:·.':<:l,!/tc_';-:~...:-,.:ff~,,,:; •\:-.. ,_ ,._ -. 
la que ser1a:·1.nc1dent,e:una·::de.;;las_f'.ar1st.a~;fde¡~(_A;:_<B>..i~·:;lo que no es 

·- , , {. ' -:_--·;_ ,' :;¡:•;.~,' '-'.''};:·_;~ ·,;.\~'' ':,.:;r; ·•Yi\'· ,,L,;;:,)J'l:,•\!J-" ,_'.>;; ·;'"·':~.- J¡:O',.~·,~/'J•, ;'-',~, ~-~'.'.'~--\::.:;-.;t~;, .' ._J~>-· : ._-; . : 
posible; Por::10 ;tant.o(para;:cada'' verfacei\de'~los:zc1clos7, de . C hay 

al meno5. U O~ _'.~~i:~-~:~_:f1~:-·g}~~-~:f-~:~:~:6;:_:~,~~~1J~}tt:~~~~t~~,-~~;i.~~;~:9";~$f,~~-~:·;·-.:~::'. i'nc i den Les 
arist.as .de los\ c1closf.de¡)t,CfiX Cest.e/az:gument;o;;es,:analogo· a · 2; 3. 6). 

:; : : :·_.;_.~J~:::{~ó·::i~~-J~;~1t:;:¡'.~41:::::~~1~~:tt~f r~;?t~-~~:~1rtt~:~1)?;;;.¡~rti~~ii~~~tti~1r:1:::~~::-~_Íf ~.5~Jí;~::~~%{~f~-~-,_,_·:·;·_ :'.»,~:-~ >·-.. . -. 
Sea · H: •,la •,subgraf'1ca;:de_··\G '::;c•def'1n1da:··.como\sigue:.'.c',{verL1ces 

:: .. :~.-.::~;~~Bl!i~¡~t~{~lf i~rif l~~i~+,· 
Todas las · arist,as': de ,,-'H .• ;,-·estan ·, orienLadas.; excep_t.o;;.-~:e •. :.'i!-;:!f Puest.o_,_que 

cada vért,i~_~_;zt~;~?~~;~~,;~-~-~~~:.¡;::;r~··~~ª<·,~~~W;;~·:~~;%~~;,Jwc§~'.~t'.~~'i'.·~ºn·-.•. 
incidenLes ·ai:ist.as·;de:{ H-:•; •.en H no hay· f'uenLes_:ni:Z~·ésumider-os, ·· a 

: _,:-;::-, , --. • ;:-_:. ,_ '<:·,:~; ;-~':-~ 0,;--• .-- :, .. , • , , · . ·. --_- - -- ·-,. --. --;; ', --::· ... ·{::"-'.'"' f c0·"Tr¡; .. ·,_,;_,:,·~ ,°' · ,.-,~ c:-:'t-' .. · _-
menos que la :ar1st,a(.• e·:-•: sea. 1nc1dent.e a uno•• de\ilos fi"vert,1ces .·_de 

. ··:;;.:._:.::':~·-:--. ~\< -.·; __ ~,·::·, ;_::-~ .. -:: --- -- - ' ' -. . ~·\::'/Úü1:1';:t(\f3Y,\'~:;?j¡}~_;.-.~-:'.:~'?·,.,.,_ '. ·-· 
los ciclos de:·.' C<::.·con··marca O o· n+i en dicho·vert,ice)':·pero en 

i ,· "··;·, .,._- --- ".-•.:•'.l-:.-,:·.:-.i~:;.;:.,,:-~.\t.··)'•-."!-\-_-;.''"'--'-·'·.-- .. 
est.e caso habra 'ª:lo . mucho una fuente o sumidt?ro·;~;:'i•P.01')1ilo ::: que.· 
podremos ericont.;:.á~ 'ilii'" ciclo en H que néi pa~e :'por'.'.Pcii~tiéi''.'~¡:;:;:.f,i~e .y 

' .. - - .¡'- -.... ~ .. :.·:.\_:;:._,;_-,,_., .. ~~-"-•-•'<;~c-•,/<-.;.-,_-., 
que por lo t.ant,o sea bueno en G

1 
con··:.·:•10,•:\queo::vt.-erminariíos·; 

. , .· · ·. . · --. · --?; ''.1·".-:' .. ,·::·:~F~:~:Nl'..-::~-~t<:~'2f:':~'.-:;;r:-:~~~::_':·-·;_..--_:;-:--/. ·. 
Suponr;ase por lo_ t,ant.o que no hay ruent.es nii''-'suniideros>::¡en·::-.;c:¡¡. 

. , -,.- . -"::.:,_. .. ~-:_;,·· '•··''' -- -~·-'-·:·:_,,_;,,,:»~!;.:.;·:_;.,:.-.'. ,;, -'.:;~ __ , _:1 . 

lue¡;-o hay ciclos en H , supangase que. esLos/_dclO"sfsOri":•;rmalos y 
, - ' • o • -¡_-·;·.:,•,y;;.·:·'.(/ _-';{:'-·j;•,',' •• \<:·~~~·.Y.f,_;;:_-;,~-;_-<·:.~-.·- ., -:- ~~:"·:::' _. 

Lomese uno t,al que en su 1nt,er1or. no haya: mas •. ciclos••de._;';1\Hy•:J' ,- ·.sea 
. . . ·. '. · .'.::·--,:_ ·'.!'">·'';' ,'.;.--,:c~~<,;;y¡·:;·_'-- -:>::: :~.'.·:"'-'\":;''.'-.· ,»\:.: ;, , ;. - -. · ·' • '' 

est.e µ . µ en G1 es. malo y por l~ elt?cc;i.(I~ •clt?.{(::q¡;,\;:clt;_~e}' t.ener 
, ' -.. _ ' · ·' _ -:'.. ;: _:: _:- ~_:,_'_¡~~:'""':\;~;_,;;/.',:_,_,~':\\;...:;::-{,t.:Oc::-,c_;-;;~--~)/ ,:·<~:~'{.-.>}::e-' j'.; _;;';:: ;:-.·_-: :·~-. ---;_;-, - ' 

vertices ·en su -inlerior, ·o_ sea µ . .'-·'en.::;!: H\.:,_;~_,t.'iene·-._:;,~-_;yert.;ices·:: .. ::·en.··' su 

;;~::;;;:::;~¡~~~~~*1I~W~l~~~l~if il~¡~:::~ •· 
Como_,_se habra::not,ado;;·dacdemosLracion·,·deY'·:lema:; anLerior- . es 

análoga a ·1a dt?.lilf:m~ 2::3;a·;';'.:fFf;fci%:;;~·;";ü~'\ii~666\?~;..-~ >~.i~ple: ·La 
demost,ración del.•lema•ant.erior:·r.-o••esxvalida"ien"•el ¿~;,;a·''~:'-. = 1 
los lema~ a~Ler·i~i:eS'-; ~: _:;~;;t:·.;-~~--~i:l;~~~t:t~-~-'iidb~ :-~~:-'.·.::~~~. ~--a~o·~~·· 

3.1.15 Lema. En G
2 

· 11ay.una fuente a s11/nid~ro · disl.inta 
sin. laza~; 

de 



Demostracion. Es una consecuencia de 3.1.11, 3.1.12 1 3.1.13, 
3.1.14 . • 

Def'inimos ·Un s~lüf'ltíjo en: G .al i~ual ):que' en . la secci6ri 
.:__;_ .. ,~ ''' '~' 1 '-'.· 

2. 1. 4 , pedimos-- q_u~::_:,.:;_:~_-L·§_.;::_:~~C~~:(.~1{~:_-{¿.:;·:~~ .. ~~;,·.:)::_~~~i~;~---(~!_~:~~.::r.:t:~_~:~ .. :~_:' _:_\~~ · ... · ~óridici·&n 
Cd) de la def'inicion\de :s"bif'lujo•est.a::de:•·mas\en·: este·:• caso, pues 

· •-, ,' ,,- ···- )_,_,.•:•:· ,,.!(,'.,'.•f· ·.:\!J',_ ·;' > __,"f:.!, •: ~-:. •:•¡ ·,,,C ;.--.·:~.7;.:,_;,.c·,, C i'·' ,._.,,, .. .'' , '·-·' ;;,.,, :'J:'· .>_-·'.'·.·'·~· ',/'e ·-C.:. 

en el O.~l<e siempre;;.tiábra~úníl:'marca::•irit:erior'·'•o· o'n+1 

'.-. '·._: -: ,_ '; /'. ,;~r ;t-~:~l~i~l;\f ,~i~~111~::~~{~;;-:·~-~~}~;·~:1/~:~.:jil-i1.~~;j;~f ,f:'.j'.,.·:,~,~) ;.' ,-¿\~:- t'._:./~-:-~~' . . e~~:·;,} .. {,::::;::.;?:': . ' . -.: 
3.1.16 Lemai:1Suponsase:•:que.·0;•':b•r·•·;1;s·,,.,o::••• •<.es\/ una: Ju.,'nte o 

:·::·::;.:tiI(;~f !ji~!J;~~!f 1~~2ffii~i*~t~~~i~. ··.::···; 
hay un s-biflujo 01un·s;;..zazo:·1r": ,,,: , '· ·. ··'<":/:::::}¡•[·••;;~ '·'' 

· . : .,. -:··,:--·::·--,- -:: _ , ~- ::_,<"~~'."'.'."::; -~ ~{~/;'.:';!.s;:.f!:<>::·· -;1:,;~S/ ~;.,.;·:._,;: .. ,, ~~~:;-\!-.':'._'., _,,; .. >:,:,,-:· .. :·-F.:::_,,:,~ ::'. ·1• ,· '..:'-< :·_; ··::;-:: _ 

• Demostrac1on;o;:Es\:s1m1lar:;a ,2; 3;•9',':':'2. 3·; 10 \y.>2; 3.1L':, 

3.1.f7}2~µ~)'~!:~~if,f1r.~~'.~1~;~~l,f,~~~~~:~~~~J~~~/~~i~1(~t~~~e~o en 0 2 

eni onces--~~_·;: _a:-. ~-~~~o'~~CIYFT~~~-~-/~--~-j~~·-~_bu~~~~'s ·.~-~) ,-~~:!_~~~~s::·/·b:~~-~Os. ni 

s-1 ª Zº s .. · d'o~ ~}~:\~~~~í~l:;~¡i:~~~:·'irr~f tf ·:'.i;~?:: .~ ' ,;: ~"··.~~·;'r~tsAi··, ; i i . · · .·. · 
Demostraciorú':,•si'•ihubiesecuno 'de' t.alesc. circuit;os, podriamos 

encontrar.u116:':i'~'!(~i~'~.'.n:~i;;úó~ sin otro i:le' ~ii'6~';'..;~·;'s~ 'i'iiter.Í.or. 
pero est6 coni:r{;'iÚ~í'.;'::3:1':16. :' ' : '' ,.,. >' • 

- ,:.:: ·. :-"\• : :'.-' ~. _.-:-:':-,· , : .: 

3. 1 • 1 e. L~má. 'su'pdnease 

sumidero en G · · en el cual 
2 

que bs , s,. O .es .una ·fuente 

no hay lazos basados En'/ó~ce~":en 
o 

hay un s-bi/lujo bueno, o un s-lazo bueno, 
bueno. 

o un : o.:..i azo doble 

Demostraci.;n, Es similar a.2.3.13. . ·· · < . • 

Las conLradicciones existenLes entre 3.L1~;)f;1.17 y 3.1.18 . , .- - ·. ·.. .· . ', ·_. ·>- ._- .. ·_ .' _._,. ··.-:-- ... _,--. 
completan la· demosLracion del Leorema "2. 'La: demost;rácion de este 
teorema es más simple :que Ía deÍ, t~~r~ma 1:porquei"ia gráf'ica G

2 , -- : -.--.-_.-.-';. -·~-.--'- ".'"- --->~ -'-~".--~-~-;~_.-:--_:·_\'.~".:;:~;,;_·-T:·::.-=--::~'::·.'.:--::-~:~'.:·_.:·_' <-~:.' '·:_:~ . , . 
es mas sencilla que .. las gJ'.af'.icas<,•:que,.,·aparecen ':en 'el· capitulo 
anterior. Las. pruebas de lo;, .teC:,remas' 3 )' 4' serán : más sencillas 
t..odavía. 



3.Z ~s aplicaciones de arguMCntos coabinatorios I. 

3.2.1 En esta sección probamos el teorem'a 3. 

Teoreaa 3. Sea (8, t) un ouil!o primo y (8: ,r 
1

) C8',r
2

) 

dos oui!los racionales, sea J¡i el nudo o enlace obtenida al 

sumar CB,t) .. Y.' ~:f1';ri) , .i ""1, 2. Si 1< 1 es compuesto. J.' ."-
2 

es un e.nl~cf ~~d.ªt,~b.·.1~ .... 7.··.·.· .. • ...• e.~.t;onces · dCr 1 , r 2 ) s 1 . . , _ 
··-/'._- \:,:'.::,-{;::\ __ , ;>.:. _. - :.~ .. , .. ',, ?:::y:-'..:~'.~_:- '' . . . ----:.'.::_::: -=. · /;;_,·:-.... ,_l-:',:c--,-,;~:~;-_.i,r~.; __ ::_:._:,:, · ·,- ---·-: .: · ·-' ,, 

Supondremos; nuevamente'. que.'.' el ·teorema ,~es; f'also ;'" y•··que :.por lo' 
- . ' : ::::'>. . .->:,';C·.o:>-;,-_--',\'.·::.,r;'.-.,,"' •;•:.---~ ,._ .. _ ._,_, ·.;, ~-· -.; "· --.<:· ..! ·- .,_·e·-:' __ -·>:/'·_. -"·i-•. ''.- '..'·~---_;.· - ···'•:-, .,.,_,: '> ·'. --.-' · 

t.anto existe:ún'j'cont.raejenij:ilo. :.\Sea:'::'.::,<B;t.>J¿.:;;~:Uni'(oxill.o:\ primo y 

:~:: ~ ~: > ..•. :?2 ?;~~~:~~Ii~lí-~~i~~~~~~f f ~ii~~~~~f~t~t~~~~~:~~~~f ;~~1s~ .... a: 
sumar <B, t.>,._. con•.-.·.; CB ':·;r •'•),':'·'.y·'''' B :c;r -·).ie§respect;i vament.e;:', ;;·, 

supóng~~~L~X~}~~g~f ~~~~~~~f E~,t~~~~~~-¿~~ttl¡~f D'~if~i~:ixi.~t.,e• •. ·· .. u~~. 
esf'era S.., que/.! nt.ers_ec.ta··.c.transversalmerit.e:r. a~c;.'h <{,'en ,:.o: dós"·'. puntos, 

ta 1 que ni ng~~~~ :~~~;J?i:~~·.':?~~~t:;~~~~~~~/:~~\{j{.;f·~~~::.~iS~~_"g'~~·~~·~ii;[~~ ·-~~~-~~:--._:' ;:·~.~S 3 -S 2 

::::::::::·· :o~t~,~~1~~~~:~~~t~~~~i,~~~~~~~ªj·;l:~~r0~~~.'.j; .i~io~·, · .. casos 

a) Las .cuerdas.de•,~:CB h r''>'fSt'est.an·'..cont.enidas :.en," ·ae• • 

..... i:'.;~;~[~l~ll~~t~f j~~J~f~if ii~~!L• ·::··:: 
est.os c ir culos .. és!r f'ron t. era/ dé e un c'.d isco/ én}.'.S •:.::que> esta. propiamente 

encajadº.•· .eri.,· -~.·; .;','.;i;¡;;~·~~·;~;~~~;t'.~R;[ii,~,~fü~[t2~f:';~~ ~,)1·;,· · :;:¡:_:•··' 
De entre. t.odas;\;lasiesferas:.:con'Jes(;ás• propi<idades tomemos una 

· , _ -- ·-_ -¡ : ; .- o·.r:_,_ -"'J,_..;.,-.~;;c_-~_, ~:;;·':':··,-/"'·-,,~-;:-:_: -"º><,,•/·~ :';- ~,, "-;,,1~:- k\'. ,,_,,_ .... , , :.;--'"-' .: -. 
t.al que el número,'fde:C:.c1rculos"cde·,inte1'seccion:·.•ent.re ella y ilB 

... ·::,;;*~~~~!~f ~~~f Jii~l ?~f~i~ : .... ""· ""'º"º"" 
e"isl.e una .esf.ei:::a >i•~.'.f,•¡ajena:,_d,.,,,••./•2·:;c: queic.sep.ar .... •.las. component.es de 

-' -· :- -__ ::_::: .-,:~· ·,; '."_;:~;- ;~'¡ ;{ c::;.'.;:·_<~,',~_c..:~,f::; '1j].'."\!:\ ,f[._;:,,_,,:~~_:i:(:,,;:\~:-~:v_-:,:':> ~--~;¡;,,-:;· .. :·:.' :. -:_.'.- ·)·: · _ _ · _ 
este enlace> Com~:• ... n~es1.s.up~ng"s,"'c.'.:'.~':1~·.:}'l .... s.?>ccuerdas · · de <B', r 2 > 

I - - ; . :·_, -. __ :" ·:::::. ·~ ("·.-_'/é; .. ~~:_,.;;::.;;··:y::: ,-_:'/<-'.':-:}.::· ':><':°.:\'.-:·:. -_' :j_.;··.->::/~--:'· \¡ '-'i::':::.;:~C-::', •' -'.: ____ --'" - . '-· ._ - ' 
estan cont.:enidas''eni1:.mh}\y,',que.:las.';intersecciiones,enl.re S y. ó'B 

son t.odas . c {1·~ui,;s,e+·e~~i·~1J.<>é:~~··;,''f8X~fo~~;U,f~,d~f;~~Jy.~~·\- r ;) >. t.al 

que cada uno ·d·e· est.os circúlos; "'~'·frontera de •un' disco.'· en S 
propiament.lii encajado· e'n B' ; .. 'De Centr<> t.~da's• las esfera!., con est.as 



propiedades tómese una que tenga 
intersección con as. sea· esta. 

un 
s 

2 

número mí'nimo de I 
c~rculos de 

Sean ahol'a P, = S1 ~ ,' P2 >=·_~2ge;.:;_~iX·t,;~~- <;§~ ,;uperficies 
planares conexas. OI' 

1 
·esta formada .):de \•n:;:é: c1rc>1los::~: ,paralelos a 

hr, CJ) , denotados por a, ~', .. ~.~;:.:;:·:d;{~~~f·,¡'_.·¡¡.~~R~·~~~~iÉ~/.~'U.~~do que 

ª~ y ªt + 1 sean front.era; <:1~~ .. '~·~-~?;'.:.f(.~,:~;t-~}k~'~1.;:~~~1i~:t-~~k~-'-~\~¿-~~-:~:-:}{'.:~:-'?;,_<,~c·~~-~~as 
de CB',r

2
>> cuyo interior no·intersect.a.a':dS'',_"'para .. • 1 "S ··i s 

:o~ 1 a~ ~e::t~m: 2 a :~tt1f F~i~{~~5]~~[:Y'_ .• _ •. · .. ·.r_ .• _:~n~_-.·.•.·.;_·_eu'_-_._._L_'.:m, __ ,: ___ .. ·_:_ce1_·_;···: .. _._·,rr1_ •. ·.··'..~.'_· •. ·.•_:ª•_-.-__ ._._._:_·_···,udn,:•·:.·_·_ ..... :·:º·.·.1·i···:_._ .. ···-~s •. ·_-_· ___ ._ .. ~.·.·_··s•n·······.·_:_·.·_·.·_ •. •.•.·~t. ... _~,;_._;_~ •• --º~,:_--~.:.•.;_ .. ·_·-~.~me_'.í·~-·:·,.:::_;_:o·_~-·-.¡ __ .•. L_._·_._~_-.•_:_.;· .. '.· .. _· .. ·.·_~_~e····-·-· •. _:_·_'._·_'_•,•_._:n·_·_•.·_:_•_:_•,·_·~.~.•.:.·.•._-_.·.·.•.:.~.·--.•,·.·.·_: .• _:.·_._._ .• ,:lP·_•.·.:····_·.·_,'.•.-_e,•.·_.1:_·.y.l.·.·.-.-.·.·_ .. ·_º_·.·.-.~ .•..••... •_ ..• _s·.·_._:_:_ .•. ·.··-···.··.····· .. --· .. -"·.ª_1··.·.· 
hr 2 Cj) , den~~i~;~~i·%§~'Bl.~·~·y;f';:;:~::'b~') . . .. . El 
modo en que un,,,ja .. ,::;intersecta a los b: 's•:.·es-s1m1lar.·a·,,¡;,·este ···•de-
la sec~ion.~j'] .. ~{(•;t(~~~-!j~J~u~a. 13)' · ll~;;c~'~i{,~)~\;))~;:'~~~tj$U~l6~\cle · 

inlersecci~nff~~~·!J."~l''y\bJ por • ., ~~-.(';~~;J~~~~}iJ~1~i}~~;·i~;f•¡;;•·· .. 
P 

1 
y· P" ••son).iricompresibles en 'e .: "<cueJ:'das·;(,·de;,¡.:'.CB;l>L: •.La.·· 

prueba de ~:~;;;¡;;i~.Gnt~ca a la.• de 2. i,. 27:f¡;~;~~f1W~~;r;~~~t; ;;~~demos 
suponer' que. iocié:is_ :los c1rculos, de·. inlerseccion .:enlre ;; •!-'".\~;::·;•···y, ', 'P

2 

:: :;::;~~!~~·:'.~::;::~:?~:r~i>~ií~!I~· .::·º:: 
interseccion ent.re P 

1 
y P .. Denotamos;a;•las'; graricas •por · G y 

G2 • ,Es~as ~r.~ti~as tienen l.~s;~~?~"~ .. ~~fe!'3fi%i·"~~f:~S~~,~~~~3ªctc>s ~on 
un numero,. o~ient..a~os: a ias a·r1s.t..as:·:.: a1,·'~iiu·a·1r.que_':e·n->:·1as _:·:--s·ecciOnes 

anteriores; .. ,·,.;·.· ~t:;;'. ':/'', ;¡(;';;~)';~·,:~¡'.)1~;:J¡({~lt~i;::1t'•' ·.·,,. 
El_ ,i~tel'i6_r d~, ~ó!~kf~~r~;~x}~~~JrL~;_,_,,;;"ce,~,; .. ~~:,- com'po~~~~: ·.·.·_·del ' 

complemento de.•este!circui to:.que/no;'contiene':a'"'a "+;:5 ·,'t)~?. ;(:j_'~C:uito. 

::.,:· :: ~ji~'.~t~~f 1~~1~~!~i~~!t~~~;~~l~f 1L~,i1J~~ :: 
como esta comp6i1éiile ,·dél· éi::impler11einLo 'del éil'cui Lo ;cjúe' n~. ·.contiene 

_-,• , ' . - . 
al punto ·x . · 

3.2.2 Te11emos los si'¡;uieni'es l1ec'lioS. 

lJn>O. 

'lO 



La prueba de est.o es idént.ica a 2.2.1. 

2> m es impar. ·, · 
Las cuer,das de CB' •I'

2
) f'orman part.e de dist.int.as 

component.es de k
2 

; poden1º!; e,ncC>nt,rar .. un arco c¡ont.enido en CIB 
que une est.as dos cuerdas·y'quecir1t.ersect.á t.ransversalment.e a S

2 

en exact.ament.e m pu.nt.is·,(~·~#f:'J';'~~d,:·.·~~f~ra a S
3 

en dos part.es y 

dicho arco une dos. punt.os;que•.e.st;an:en· dist.int.as de S3 -S
2 

m 

'·h· :·.:·::: .. :;~f~~f í!rf,~;': .... ,,,.. 
La prueba de est.C::i es ·ii;ual, a: est.a. de 2. 2. 2. 

·-~ "'<~.- ·-::-'-;·--. ~ 

4> un Lazo buenoé~} o;.;j'¡!~~¡·'¡;Jr.t.ices ·interiores: 
La prueba es ident.ica a

0 

~;,t,~/cÍ.; 2: 2; 2, per~ .aqu{ el caso Cb) 
' ·'·-·: no se present.a. · 

__ .. -'· 

· 5> m > 1 . 
;·.;··'_;-' 

Si m = 1 cualq~ié~ ar.ist.a en ; G
2 

es un' lazo, pero. ninguno 

de est.os lazos.tien.> v.?¡:t..i.~esint~rior;,,,;;;.~C>~t.r~dici.en<IC>c3>. 

6) Un ciclo: en /y
2 

, tiene vtÍrÚc;,~ interiores: 

La prueba e.,;i~l1_al a/,;,;;ta1ci.,'; ;{;-,2,.(i. ;; .•... ·.··.···. ····· 
'2 '.:e-'- :-"-' ~:-::;-_;,;o: .. , 

. -., .. ' ~:: -~:- -~- ·;;;'. -·.-' -..,• . --;-· ·,f·.·:. -' ,• 

:~p~;,:;i
1

;~r~I;}r~r;~~~i;;_[{~~~t~~~;~;t~5/t;J}·~.ºi¡:-.;:XtÍrt.ices 
int.eriores, .. sea:est.e;,;;µ;-; Podemos;.suponerique .• no•::.hay: cuerdas e~e:! 

i' i'-1 

.· . ·.~'.:: "~:- . :·;'·•\ ' ,-, _-,,',,. : ': '_, ' -

_un.io'n_ es -;'un _·;::_·:~t_;c;·r·c,-·;:.i:;,~~:--Ai: .... t~a-~er:. · 
.· ~ ~. " .. ~ ·:>O: 

cirur;ia sobre,.ést:o,:•,t.ol'o .con .. el disco .det.erminado ·:,por,;,'.!''el'<'clnt.el'ior 
de µ ·.' . c:ibt.en'.;,;;-¿;·;';g,¡¡;r~\'n~ev~ ' . .;sre~a .. s'. .. esÍ.a .;;,1·et'a1¡c1t.'i.;;¡.;_,;,( :;.,_2 

1 
·:_-.·.,•_,.·c.é,,,:-,:·,,_,_·:\<'.'·~;;,1 ;,.;.·· ·c. · ,_ ·. , ..... , __ .---.'' .. , :-.-· .. '.:;'.' 

c1rculos_- de _i~L_e~seccion' __ con aB , o s_ea un n:ufll_e_ra·. ·.-_i_mp_a __ ;r~:_.1:_-::: por:-'..>::lo :· 
que dicha· esréra .. d.; be dé separar a las· compon.en~e<;,'.de¡J,c'k~. /)IJ ;qué•,· 

cont.radice' la mirilmalidad de S
2 

Luego t.od~~ i()~ "''cic:ilJ~ ·: buénos, 

en G1 t.ienen v¡;rt.ices int.eriores. Esi.e arr;um.;~¡~ ,~¿ .{i:, podemos 



hacer en el caso anterior, ni tampoco en 2.2.6, porque no podemos 
determinar si la nueva 
partes no triviales. 

esfera que obtenemos separa al nudo en dos 
·, 

B) Hay una fuente. o sumidero en G
2 

sin lazi¡>s. 

Si G
2 

·.no tiene ·ciclos ni lazos, debe tener 
·.,· .. ',':: ··:: .. "·/-, · .. 

una fuente o 

sumidero, y dicho :ver.t.ice no t.iene lazos. Si G
2 

tiene ciclos o 
' : . --· -<,::,·i,;:_-

1 azos , tomese uno .que.· no t.enga· a 
int.erior, sea· este :\'f ; Por· C3) y C6) 
int.erior, y por 2.i'.·5\debe t.ener una 

' ' :., :- \·,_,, -·>- ' .' ' ''. 
interior, y. debido a,' la. eleccion de 
vért.iceS basados en:·:-e1. · 

ot.ro lazo 
r tiene 
fuent.e o 

o ciclo 
ve'rtices 
sumidero 

r dicho vr!rt.ice no 

Los lemas 2.3.9, 2.3.10, 2.3.11 y 2.3.12 
aplicados sin dificultad en est.e caso. En est.os lemas 

pueden 

ª· 

en 
en 
en 

su 
su 
su 

t.endra' 

ser 
juega 

el papel de GQ y G2 el de Gb . Con lo que queda probado el 

t.eorema 3. La prueba de -est.e t.eorema 
teorema 1 debido a que en G

2 
no hay 

'l 'l. 

' f' · 1 es mas . ac1 que 
circuit.os malos. 

la del 



3.3 Más aplicaciones de arguaentos coabinatorios 11. 

3.3.1 En esta secci¿n probamos el teorem~ '· 

Teoreaa '· Sea (8,t) cualquier ovillo y CB',r
1
), (8',r

2
) 

• 
dos ovillos racionales. Sea "i el nudo o enlace obtenido al 

sumar (8, t) y CB' ,ri) • i -1, 2 . Si "1 
separables entonces rl • r2 

Nuevamente supondremos que el ·teorema es 
cualquier ovillo, y· CB',r

1
> , CB',r

2
) dos 

Supóngase que sumando CB,t) y CB',r,> nos 

f'also; 
ovillos 

resulta 

son enlaces 

Sea ce, t> 
racionales. 

un enlace 

separable 1<, • Como ·1<
1 

y 1!
2 

son enlaces, r = dCr 1 ,r2~:~ 2 Cver 

1.1.6). Usamos los Índices a, b para denotar 1 o 2 , como en el 
capi'.tulo 2. 

Como es separable, existe una esfera s 
intersecta a 1<

0 
y que separa las componentes de kQ 

que no 

Como en 

las 
de 

secciones anteriores podemos suponer lo siguiente: Las· cuerdas 
CB',rQ) están sobre aB; las intersecciones entre S y aB 

todas ci'.rculos esenciales en ae - <cuerdas de CB',r )} , tal 
a son 

que cada uno de estos circulas es f'rontera de un disco en S que 
' . esta pr9piamente encajado en B'. De entre todas las esf'eras con 

esas propiedades tómese una que tenga un número mÍnimo de circulas 
de interseccion eón aB , sea esta SQ 

Sea P
0 

= S
0

nB , 

está f'ormada por nQ 

P es una superficie 
Q 

planar conexa. iJP 
Q 

ci'.rculos denotados por 

paralelos a hr
0

CJ) , numerados de 

frontera de un anillo esencial en 

modo 

aB -

que a., 

<cuerdas 

y 

de 

an 
a 

ajeno de PQ , para 1:Si:Sn-1 
Q 

Nuevamente podemos suponer que 

es m{nimo .. El· modo en que un ai. intersecta a los b 's 
J 

es similar a este de la seccion 2.1.1 <ver f'igura 13). Marcamos a 
los puntos de in~ersecci~n entre dos círculos como antes. 

, . . 
Un razonamiento analogo a este de 2.1.2 muestra que P

1 
y P

2 
son incompresibles en B - {cuerdas de CB,t>> , por lo que podemos 
suponer que todos los c:f'.rculos ele intersección entre P 

1 
y P 

2 



son esenciales en ambas superficies. 

ConsLruimos una gráfica G
0 

en P
0 

COlllO antes, orienLamos a 

.las arisLas como en las secciones anLeriores. Tómese un punLo 
x e P

0
-Pb , definimos el inLerior de un circuiLo,en G

0 
como la 

componente del complemento del circuito que no contiene al punto 
x • Como P

0 
no intersecta a R

0 
aquf no hay circuitos malos. 

3.3.2 Tenemos los si~ientes hechos. 

1) 0
0 

es impar. 

La prueba a es' igual a 3.2.2 C2). 

2) Un lazo en G tiene vJrtices interiores. 
Q , ... 

La prueba es como la del lema 2.2.2, pero aqu~ el caso (b) no. 
se presenLa, 

3) na ) 1 . 

·Es una consecuencia del caso (2). 

4.) Un ciclo en G tiene vértices interiores. 
Q 

La prueba es icual a 3.2.2 <7>. 

5) En G
0 

hay una fuente o sumidero en el que no está basado 
ningÚn lazo. 

La prueba es como en 3.2.2 (8). 

supónr;ase que en G 
Q 

hay una fuenLe en la que no est..á 

basado nincún lazo, sea este a. . Todas las aristas incidenLes 
L 

a 

ai. con marca 1 son niveladas, pues este vértice es una 

Cuente. Por lo tanto en Gb , b
1 

es la base de varios lazos 

orientados, todos ellos con una marca i (un lazo para cada marca 
i >, luego hay uno de esos lazos Lal que en su inLerior no esLá 
contenido otro de estos mismos lazos, lueco dicho lazo no tiene 
marcas i de b

1 
en su inLerior, o sea· hay un i-lazo en Gb 

Los lemas 2.3.9, 2.3.10, 2.3.12 se aplican también en este 
por lo que llecamos a una contradicción y el teorema 4 
probado. 

caso, 
queda 

Como se ve de la prueba de estos cuatro teoremas, el 



resultado que se tiene que obtener para llegar a una contradicción 
en que en una de las gr¡ficas haya una fuente o sumidero sin 
lazos. / 

95 
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