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INTRODUCCION

El objeto de'ésté Etﬁﬁéjb es dar ﬁlgunas generalizaciones
a espacioa de dimension infinita de Tras resultados bdsicos del

algebra linealz

1)  La deacompoaicién ‘de.un; espacio linenl complejo de dimen-

siﬁn finita an u

Aprovacho estas 1fn é”ﬁﬁfatagfédécar'a mi amigo José Luis

Ahreu su ayuda y paciencia para 1a elaboracién de esta Tesis y

en general a mis’ amigos que a 10 1argo de este trabajo aupieron

escucharme y darma consejos.



CAPITULO T

En este capitulo establecemos dos Teoremas de descoﬁposicibn.
En el primero expresamos un espaclo lineal complejo finito-
‘dimensional en t&rminos de los espacilos propig'geherélizados

definidos por un operador.

En el segundo resultado descomponemos un operador definide so-
bre un espacio lineal cbmplajo de dimensién finita como suma
-de dos operadntes, uno de los cuales es diagonal y el otro nil

potente, Seguimos 1a presentacion da Hirsch, Smale [1].

Dado un espacio_védﬁorigl‘quélajo finito dimensional X y un

operador T i X' X “‘denotamos el polinomio caracterfstico
de ‘T por:u;_”‘ ' 7;" ' '
“P{Tl=-ll('r-llk'

donde ,[Ak}k;i'sonflas raiceq_distintas de PIT} > A

es la multiplicidad de Notemosi ue E x dLm V

Recordemos que'el‘espéb;oipfﬁpidﬁdef;T;1cqfréépondienté a"Ak
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es el subespacio Kea(T - A} € X donde ) denota el opera-
..dor AT,

Notemos que T es diagonizable si y s8lo 8f X es la suma &1

recta de los espacios propios.

Definimos el espacio propio generalizado de T correspondiente

a lk como el subespacio:
I'lk K
(T) A ) = KealT - A ) ®c
Ohservemos que este subespacio es invariante bajo T,
1.1 Teorema de descomposicddn pAimaric,

sea X un espacio vectorial compiejo de-dimensién'finita Y sea
T+ X— X un operador lineal.- Entoncés X es la suma direg
ta de los espacios proﬁios generalizadog'de T, ¥y 1la dimenﬂ' ‘
8ién de cada espacio ﬁroPio'éenaraliigdo 1§ﬁa1a _lu mu;tipli-:

cidad del valor prOpiq'cofteSpondienta.
Pem, ¢ 1Dividiﬁﬁs:15 deﬁoatfac16n.eh'dog_pgoposicionea. _ e
' péfiném@élpéfa;ééda; Jf-.p-éldd subespacios siguientes

Ky="Ken T.N l&'Kj e

- dencta el rango.

Ty BT QT donde

Es claro que: (0} = k;C”-Ki?C Sl
X el 5t

Sean n y m tales que’ Kj::;_;



Ij'- 1. ¥ j *m, La existancia de n y m esta garantizada

- del hecho du que _X a8 'e dimenliﬁn finita.

como . T“tu}'

bitrario, sea Tm

que T™x = ™2 paralalgﬁn

entonces x - z € N- y_f z el

Sean A1,...,Ar los valoreésbfbﬁiqa_ 1%713£6§fﬁ 7}'.‘"Pa}g'da47
da Ak definamos:

M = MokealT - a1

Claramente, eatos suhespacios_son:ihvafiénfes.bajdéuT;"‘.

Por la proposicién antarior.ténemoéfqueﬁ.xrifN‘TQ:M;'V'K e {1,..,r)

Proposicibn 2: X = ”10""$~rf7;

Dem.: Usemos induccibn sobre, . dd

inmediato.

Supongamos que , d > |- y qua-l propoaici&n ea_cierta'para cual—

quier espacio de dimensibnﬂmeno: ue ‘En: pafticular supone- .

mos que la prcposicicn es cie ta
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Por consiguiente as_sufiéiéﬁtéfﬁ?éﬁéﬁﬁqqefloﬁJﬁalqﬁeégéfypios de’

Como Nk' !

T3

Sea n, la ﬁuigigli§%ﬁ§ d

tertatico deifT.f“

Probemds'ﬁue-zﬂngelT;X'{ﬁji- S



- fes claro que- si KeaIT - A }B-; Kna{T - A

Como ken’(r - lBH ~ {xe Xt AT - A Htr - A l xl - o]
] ]B+1 -

mos que X € Keh{T - A l ",

Supongamos gque [T - ) ] 1

Usande la propoaiciﬁn 2 5(TT

{r - A, ] 2(T - A l 'x i 0 y esyclaro Qua

Esto es hna7c6nttadiccidn‘

jhé!fqued&ipkdbﬁd& é;QTeo%gmafi.l,'_.
Veamos 10 gque significa la descamposicibn del Teorema 1.1,
Supongamos que - T I3 ! —_ x - tiene -un 88lo valor propio A “con.

multiplicidad n = dLm X, El Teorena implica que N -IT Al
Sea N » T;- AT f y S = AI entonces:

T =N+ 8§, SN = NS, S es- diagonal (an eualquier base) y N
es nilpotente, pues - X - Kea{T YL B,

1.2 'Teoncmq; .Seé AXL un espdéio;vegtariéi;cpﬁpiéjb'fihito-di

B oY T ST PTG P
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menlional y T ' X — l un operador lineal.r Epfonces T=+=S8S+ 4N

donde 'S es. diaqonal'

~:M':nilpotente y;;HS = SN. Ademis esta

.deacomposicidntesAﬁni

son los valores

',xzépiiéamos el resultado

Y

_:;gom;g” S M+ TR

‘ﬂg-- f; fls;f- §obre1 [T A } y e nilpotente de orden ;,
 Tenem6§'e£ton§es:; r”;'sl43h.-g$ﬁae S
__u-_u'o....eur. i
'lclaramente SN = NS,
ms mdx(n1,...,n j
* do por’ una . baae la

.fpropias generalizadoa

Probenos 'La unicida:

n, subespacio propio invariante hajo T

ai T es diagonizable entonces T|, también lo es.

Ai{f

A,...;.,k los valores propios de T|, {s<al,

. Dem, ! Sean ....A - los valores propios de T ¥y

.



Supongamos que.ﬂrl" no es diagonalizable, eato 1mp1ica que
Keu(Tl @ ' s un subespacio propio

del_f De la propouiciﬁn l.1.y:de hecho Biguiente va menclona-

dor.
CoKealT|; =g

v Ked(T|, -

'fTenémoé:éh nces’

_ pues T ea diagonalizable),

s e A AL et b e




A e o

tenemos que

(t - 11}2;'};p lo cual es una qontrqﬂicciﬁn.-_

Probemos ld'unicidqd;*ﬁf'-

donde n- d&m x. Pongamos N .

5.
T-N'+S'

entoncesn

donde S'

s ————— o — T b e o

i
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CAPITULO 11
 BASES DE SCHAUDER

pado un espacio de Hilbert H} .de dimenaién finita y una :

base {a1,....,e } axiste un oparadOr\.T;'

'hles.

Para esto necesit

' schauder. S

8 una base de schauder para

la cerradura del esgacio que genara <{x }> '-nge llama una

—— o te AT i,
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aucesidn bﬁaica.*

ObserVGmos, que al definir una baae de schauder sa tiene que g

especlficar el orden de los vectores y no 3610 el conjunto.

Notemos también que ai un’ espacio de Banach tiene una base de

schauder, entoncea dicho espacio en separahle.

De aqui en. adelan sa entenderemcs base de schauder.

Sea IX,WILL

un,aapacio.de Ranach con una base {xn}n_i.

E a. X entonces la expresifn

Es gla;qsqgefaii X;’:9.1 n"n

I [

(& ,r.ti.:'1 .es finita.-

‘mxmﬁamﬂ

No es dificil comprobar que Wl fl : X~ R es ura norma tal

lX Ill II1} es un espacio de Banach y N XM> Il X VyreX,

De eato y haciendo uao del Taorema dal mapao abierto se deﬂpren

de que las normas ﬁiuﬁ? ::son equivalentea.-

2,2 Teouema. Sea x( n espacio de: Banach con una hase -

RE.I Entonces las proyeéciones gP definidas ]

n'n="

por Pﬁ[1§1flxtyi

y;pn%wfm»

2, 3 Deﬁinicidn. Con la notacién del~Teorema 2.2131 numero “L -

aup WP ol se llama la constante basica de.la baaeF {Xn}n= v
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Esta constante jugara un papel muy importante a lo largo de
] nuestro trahajo.' = v ’
2. 4 'Teaaéma' es una base de schauder de X sty

58610 si las siguientes’ tres condiciones sa cumplen
i)_: a

Loy Exiate una constante K > LR tal que para cualguier elecuiﬁn

de escalargs [ai}i_1 y n<me€ N, tenemos

L 151?1"‘_;‘_‘ S K“ 1?_1 ag X0
111) ILa cerradtiré_-"_d.él "ééﬂpééiéﬁ.linerqll generado por. txn):_,

es X,

Pem.: ') Ea claro de

«] De i), ii
¥n E N,
de V{X }.

p;qpap icidad'de la expansiﬁn en términos .

Probemos “ahora que. todo elemento de X ge puede axpresar como
‘o |
';runa suma E

- En virtud de iii)'basta probar que el conjunto de elementos de

1a formn 8 a: K es cerrado. .

aye o : oty con KT '
a ‘#ild=1';?qa spgegidp-deVCauchy con X' = nE1anxn.



FRT

eorema 2.4 son nece-

:‘gea una .

' Los .vectore

la n-éiﬁé\eJE da’ for
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géhtes, estd dado por:.

;ld az,....l € C con respecto a esta ba-

+;:(§, - ulx + fa, - alx, 0.0 donde

'*':Uniimbﬁfthhtéfgjgmblo de una base de ‘schauder es el sistema de
Hhé%réﬁ¥ifblb;lj' ] € p <« definido como sigue: n1ltl'= !
Cy.para ‘K= 0,0,..., L= 1,2,...,2%

1 sitelizg-2]27k" ', tu Hz"”

g - site[tullé"“ 21: z"‘ ‘1

N 471 .
.2k+£ITl

-*Notemos que bases_orton"

males en espacios de Hilbert saparables-

‘- Bon bases incondicionalas.
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7. 6 Teouema.;_ Sea K un espacio de Banach y {J( }n_1 '_ una

base incondicion '1, entom:"'s' . xita‘un conatante .'( > 0 ‘_tal

que liampre que :

bl s_la"l Ve,

' _mente Y. “n-1"n"n" <Klln_‘-i.|anxnl

Necesitamos dos lemas.

2.7 lema. Sean X1,...,x

complejo, entoncesz

Ln?' i k«‘-‘-1(3)‘)(}‘"2 < kr' |IX !I2

g D'(".m.. :

‘m'm rvemos: p _
'x,g € H, ' ||'x+yu > || xll’ s hgn?
Yy si Sean .
&{-,b , _j -'f_l_'”' Y tales que

la, X, _*"‘.‘282" : " " “1"1'”‘2"
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,||t;'x + oxyl <'|'|tg'x‘7'+,}.

ﬁtx n‘LpéEa todh 'ile?z-jcon _HCH =1,

':ciOn, obtenemos:

. 2
I E xu <n

R
SS k§1*’k"u“

Lzma.

achauder d'\”:r

zjgnéo"finito de in- .

{n? 1 BFCnaanll v ﬂEP n “, F |ZHT 1ungpcnanxn"

S Ut R P L
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_Del Teqremé‘2.6:sg_sigue qqé; AT ..

R

. 2 2 2. 2
K‘.|é T 1“ngrc & X, n S E KRS n <-K Lnfaiunchnanxnu

:Inﬁa:sémente sl

,es1un"filt;o'

s 2 dﬁkfffddnde la"

de Cauchy y por'lo tanto tiene un-1imite gx '2n=1 A

serie converge_incpndipionalmente, Estn pruaba el lema 2. 8.




S e1m -

2 9 Tenaema. _sea.';'{x e

'r.tonomal para “H., pefinimos

= n21“n"n para una

T T
nErla PIXIE = gy le, |

{x ] es una ba'pie '—-‘sré 21 e:""li"‘
mds -como AX n_1 nx Pk

2,8 ques ©
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| CAPI_TU_LU. _x i

finita. De manera mé

una proyecci&n, ;

Im(Pl.
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Bl reciproco es también Vc'ierto', como lo muestra el siguiente

ejempla.

Sea T4 X—¥ uw operador 1inea1 tal que » Im{T) ‘es de’ dimen-

sién finita, entonces ‘T" :e”compacto, ‘puesla imagen de la bo-

la unitaria es un conjunto acotad' or7lo tanto es :elativa-

m-nte compacto. Estos oPer o radorea de rango

finito o degenerados .ol

Establecemos ahora Kalk.gunés propiedades: da 105‘ operadores compac-
tos. Denotemos por TJL “op o: ‘ donda reg - ()

y por . KM(Tl] el nﬁcleo.d

: 3_.2 Tean.e.ma.‘ :

ineal nomado'y ‘T s X — 'V

K.e{tt_('l';:l es -de

om acto pues el produc-, .
to de dos operadores continuos es. compacto si a.l menos uno de los

fact:ores es compacto.’

El razonamiento para ; 'u""- 1 ‘aplicado a [-11™M" e A mueistra que

Ken(Tll Tes da dimensian finita. Vs
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3.3 Taaaema. | cualquier subespacio cerrado de un espa-

un !_.nvé:i:.so"' -cqht‘.'i-_f- -

| Tenemos' ‘q'u'e‘ ,4-'{X i

Entonces

ubs?ucesiﬁn ..{_Xn'ié}'.

3.4 ﬁ'ema;“f:Sga X ._-‘un_;es_p.acib nox_-médo Yy _P' u_n'a'proyecciﬁn éot_l_



PTIN

tinua sohre:_x Entonces el rango R{Pl y el nﬁclao KeAlPl

“de fP son cerrados.

.x' E X'

v X € M
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Ple . 2 X'[le es_“t'n'la'p'rdy'ei:"c_iﬁp-.ébn't:.l.n‘hé dé‘.-*]‘_éobrq.‘-_.M'. i

N RIT“] es carrado

: De.m.‘n"'-.l-flguél‘ ue'en el Teorema®3,2.basta hacerlo . para

E8 claro de las ‘igualdades anteriores qua si KM(T") . KM(T“”)

. entonces KaulT““‘} ] Ken.lT“ par , todo 'K E ‘N Y. a.n&logamente

con el rango. -

Denotemos por D{ﬂ,f_e;l: dqm;ni'b__:d'e ’:"]T.' i

3.8 Deginieidn, Denotamos por a(T) éi'éni:ero ‘g mis peque~

fio tal que KM{T“I ja KM[Tqu"-y por 6[Tl l'en.tero ¢ mis

pequefio tal que R!TPI m R_lTrJ+1 Ambos pueden ser 1nfinitos.

3.9 Teonema. Saa X un ‘espacio. 11nea1 y T X — )( un ope-
rador lineél.._ Supongamoslque u_l]'_ll_

alT) = sm _y;.;

GlTl < w antonces .

Dem.t _Sea BN fijoyseap . _c;_[lle“.
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si Xe R(TPp n KmlT J,'_ eniiah'oé'i' X' _rPu para algﬁn ve X

‘para :q_lgﬁ_ﬁ E

‘hs 1, - i_k‘g;‘”qﬂj :

: P:esentamos ahora un lema muy dt:i.l cuya p:ueba omitimos (ver

Taylot, Lay [1])
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3,14 Lemé delkiedz; Sea X ‘un eapaoia ‘lineal normade. Sea
x < X un subeapa'io proJio_clrrado.

Entoncel para cada
.o<o<r |

exista

Entoncas‘para 1 ‘e, t - {G} tenemos que
R x 5 er"l ea xmh'*’} y ambos

_kvem :' Supouqamos que ulT ‘ A] g 'Entonces Ken[T“ ‘]3 ‘es
un’ subespacio propio cerrado de Ke&(T”] para n ‘u 1 2,...
fpor el lema 3. 10 exista ‘x e xaa(T"j-'ta; qge ”x ” =1y

1%, - 511> § o x e kentrf)

Si m ﬁfu.,'éntohéggif

Mg TXge

Asi i tr--’-'u

milqr.: El reato,d

El siguiente rasultado e 1mpo:tante n:laiTaoria de. operadoras'7

. compactos.‘ Para una demostraciﬁn, or. por: ejemplo Taylor Lay (1]
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_3 i1, Taunema. - Sea K un espacio 1inea1 notmado, y sea o

T 1 K — X compacto.'

'En nces"alfespectr:'de T oIT) contie-:

-"ne a: lo mﬁs una Familia umerable de §untos ¥ no'tiene.nuntoa '

Cada’ punto dife- .

tro alT} "’ es 1n£inito,
)\ iO «VLEN

-restrin-'
1 . '
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gido a Ketlrpz , es’iﬁyectivo.

'

Sea X tal que Tk{Xl * 0, entonéea lT A IX s‘{l .-A IX de '

esto se sigue que ngx_f 0 ¥adt y por 10 tanto la res-r_ﬁ_-,

triccisn de TA a Ken[szf‘ es inyeutiva

De lo anterior se desprende que el conjunto de valores prcpios

diferentes de cero de la rastriccién de f a :R[TP‘ :Téq,_*“ -
[Ai}iﬂz. Denotando por T dicha restricciﬁn, no ea dif!cil
probar que anA ) = ulTA l = pk y GITX ] . MTA } = pk j;

para k> 1.

Del Teorema 3.11._obﬁenemoé=.i_*“ Dy

bara’ :.k >' Gy -

R{TA,}_ﬁ.R{TAgll,Q,KE4FTA‘:I

Y de lag consideraciones antericres;conclufmos ques ..

ve erk‘l - R(Tpkl
. e

Ahora aea -V E R[T)il n R(TA =en£ondés: '
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P e T

A O WO T B e

o L ey S
como X ¢ R(T, ).®
DT B

t'g' erﬁ:oa_-:qﬁe.} Xk =z + 2!

p .
Tak- tene~-
" )

seEN tenemoa que'._

N
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ta algebraica: .
Presentamos éhbfaﬁuﬁ-#ﬁsﬁiﬁi&o:ﬁua asegura, gue bajo ciertas

condiciones, la’ suma ﬁé afriba'és_cierta para espacios de Banach
separables, en par;iéulaf se cuﬁple para espaclos de Hilbert se-
parables, Este resultadolgeneraliza el Teorema 1.1. Posterior=

mente daremos algunos ejemplbs mostrando que la suma no es cier

" ta en general.

3.14 Teonema. 5ea X un espacio de Banach aeparable, cuya bo-
la unitaria es débilnsecuencialmante cunpacta.

Sea T i x —_ x un operador compacto con espectro -

._Supongamoa que

_enSé}ffiﬂémasf'X‘ y con-

: Pur 1o tanto

existe una Bubsucesién que converge débilmente a un alemento
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Ve X..fpeqotéﬁdsﬁdidh&;éubéudésiﬁn;pof_”?(51;,..:‘f

"élémentd o

p rador lineal _'”

£ 100,

'nvmn < u11x|

ICQmo P eata definido ;8obre’un conjunto’denso’ enﬂ K ‘ge sigue :

que .P. tiene una extens 6n co 1n
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Sea P '_ X dicha extensiﬁn, eon’ IIP“ < M. Dé hecho no es

"diflcil probar, usando la densidad de {X } i que para cual-
. : : 'tnbn)n_-__.‘
A=

| :'-_aee-,a

" pero i tn.n);; K e‘nedncég“nk(’x

i-:". Lo 1"
Dl m Kea.{T
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': Ea claro de la deflnici&n de P que para cunlquier k EN

'_Pﬂ - H P - nk Yo uaando este hecho concluimos que:‘

¥ xex,

'Ahora, si x£é§§3Jst.N' tal que
EE e Ke.n.ITA

concluiios. entonces

para operadorea c

no vacio. Esto e_ general no- es cierto, ccmo lo muestra el

’ejemplo siguiente:
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a) -Sea x = C el espacio da 1as sucesiones que convergen a cg

" ro com la norma infinito‘ sabemos que los vectores canénicos

.{ei 161 f°rmﬂ":“" ude rp ra C _ ¥ usanos el

siguiente hecho conocidu Uz operador que es 1Imite de opera-

dores de rango finito enla opologia uﬁiforme es compacto

[Taylor Lay 1]
s T, o,

sea X €

p € N, gin embarqo no po-

flos el Teorema sigue siendo'ciertu al anadir el valor prOpio

cero. 5ﬁ-f
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Demos 'ahora: un ejemplo de un oberador compacto gobre un espa-
_ qiq. sobre el cual la bola unitaria no es débil-secuencialmente

‘compacta. Para esto necesitamos el siguiente resultado.

'3.15 Lema, Sea C el espacic de sucesiones convergentes con
la nc;rr_na.‘ gup, lLa bola unitaria B en C no ‘e,s secuencialmen-

te éﬁmpacta en la Topologla debil.

_De.m.: Recordemus que el espaaio dual. de C es t y cada ele
mento £ ¢ (g;1 € & como funcional de c actﬁa sobre

e = {ci} € C como sique: .

- ’ oL . ’ w’, O - .
‘-Elcl . E o8t f E c_ign‘z.ie_‘._g v fﬂ"_"f"'fm‘-f'.'?—'ifoj |_£1| < =

i [ver Banach, .1.1 i
'.'_Consideremo.a_. 1a‘_ sigi.\iént‘e'.auc':'ésién éé,.éléﬁéntég["apdfa&os en C,

g '_T'l'i.,g,o.-:.;.." u 1 o,o...}, Fy o« 01,1, {G;p.k.lzjt_'@,; o

. _"es deci;- F"', = :‘: eJ

- Consideremos ahora los elementos a, = i, 0 0,..] a {l I 0, 0...!:

1.
€ 1’.‘ Es claroc entonces que a, IF } = 0 para, todo 1 e N s

Yy aleil «! para i > 2, Por lo tanto {Fj_] ‘o tishe spih'st_l_ o

cesibn que converja en la Topolog!& débil,

Efempla b) Sea T : C— C donde ( esel esp'qgio de sﬁ'r..:‘esi'o-

nas convergentes, definido como sigue:
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donde e
Ea

lo mismoz fﬁg
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MR SR ke

‘aigdé:f‘Tfeil 0

.to .J?‘ es un valor propio para; e hér:u:;nofhay més"
o . . F T L

: valo:es propioa.

Vemﬁos ahora qué es el Ken(T ---I;l-'_'-._p'a:'ta S 2.



...;'!.7 -

' %, T R
51 IT-- )x-[ n._"'-.._lp. + p I P )
- T n.-2‘"' _ S om=2l zll.:k

stos d 8 espacios. Obser

descomposicibn del Teorema 3 13 a“pesar de no estar aééﬁddéé;;égh ;

proyecciones.
Efemplo d) Sed T : £, — L, definido por:

parar_k'>lg.iw¢: : S 7

i
Y Tlek} . E'ek .
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‘ Definamoa -Tn

'I'enanos que ]IT

. Vea.mos ahora que;par espacios de Eananh reflexivos, la bola uni-—

-;;taria es débil cuencialmante compacta.

: 5 14 Loma’ _Sea . X‘ un. espacio 11neal normado. la bola unitaria

B es. débilmente cerrada. -
' l?cm.': Sea’ "{Xn}- _gdon ﬁ”xn < 1y kn X _débiimehte," hay que
probar que. JjX}| < 1. o L

Sabemos que J{Xlf -HSf.‘tﬂ IIX"'IX]JII_ dor.ad_.e-' x* .'dénp_t_;a un elemento del

espacio dual' de X, ademis:



B 1f3 19 Teonama
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lx'|x|| . um |x‘{x ll < um {IIX‘H -llx lll . IIX“II U-m le II

os de: Banach geflexivos la bola uni—

B taria -es .secuencialmente’compacta:en:la’ Topaloqia débil_

sea X un espacio de. Banach reflexivo ﬁléeaf"

K C X acotado y:débilmente cerrado entonces K débil-aecuenﬂ
'Voialmente cumpacto. En particular la bola unitaria es.ﬂébil se- :

- cuencialmente compacto.

-bem. Supongamos que K es acotado Y. débilmente carrado.i Sea

X o) C K. una sucesibn acotada._ f*

Sea’ 1. el subespacio lineal cerrado generado:por ”{31.Xi;.},}}

Es ‘claro que Z ‘es’ separable Y- también es rdflexivorpor ser -

un subespncio cerrado de un espacio reflexIVQl Da‘aqui que el

doble dual-de Z{Z“l es ‘se araBle. Y por el lema 3 17 1%

* es separable,
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Sea {X ’}w_ una sucesi6n densa en Z%,

r

COmo la sucesidn {X ‘IX }} es acotada, extraemoé una'sﬁbsu- . 'f

_cesién convergente : X ' [X g1} En seguida extraemos de la

 xtonce5 Lﬁm'x

{ para todo z* € Z*,

X
"pd&a'todo z € Z,

determina un elemento

"Por”lo.ténto ; 2
: mente cerrado Asti K es‘débil-secuencialmente compacto.

La ﬁltima afirm_ci&n ‘dol Teorema es: consecuencia del lema 3 16.
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3.0 Co&bla&ia; Sea H un eapacia de Hilbert separable Y
Tt H — H un operador: canpacto “con- eapectro: o

Ule « {A

1’1 :'_

Preaentamos ahor u ne alizauién da est:e Tearema para opera

dores compactos de ini n: eapacios de dimensidn infinita.

Manteneﬁoé_ 'i'a misma h'ot'a'é'ién _que-en- el Teorema J.lJ. '
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3.21 Teo&ema.: Sea X un espacio de Banach aeparable cuya bola N

i Aaemas Uy N

'Tconverg te

_cualquier
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Por atro ladO, 1a suceaiﬁn de onaradores { i]1 ‘} es una

' ".’ , e By
3” - um T '1?{ m i : "E'."‘.’"Ken'(f;\‘il"‘"ﬁ

flg s 0ostotrds

o S e T Ty
Usgmos.ghorajgl‘heth‘de'queilps”gubespacios - Ken [T - Ail.i gon
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invariantes bajo T para'ubténérs‘ﬂ_""

Anax f THJX - Aanax, por lo tanto:
{r - Ay = Al n, X * 0.

es valor propio de la:

concluimos que

Conéiﬁiﬁbs'Qua 

TP U es'cuasy

111

_urpx . ur x . ur § MK = 9, A rnix « T EAMX « TUX = TPU X,



~g5n'

J'.:O-'si, 1 ¢a ¥

Hemos usado el hecho :i_'ie__gila.'-_llill
TH, = I,T ¥ 1 €N, Esto termina la demostracifn. -
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CAPITULO 1V
MEDIDAS VECTORIALES

En este capitulo astudiamos laa madidas vectorialea, eataa S

son medidas que- toman. valorea en un’ espacio de Banach

En particular consideraremos dos tipos de medidaa; las me-

didas bdsicas de Schauder y las medidag basicamente distribuidaa.'*

Ambas son ganeralizaciones del concapto de basa de Schauder, de ERRT

hecho, uno de los principales reaultados es qus. bajo uierta con~_:u '

dicién estas medidas son las mismas,

~ En el capItulo 5 estudiaremos las medidaa vectoriales en es -
pacios da Hilbert y daremos una generalizaciﬁn &el Teorema 2 9 '

en el contexto ‘de’ medidas:vectoriales. U

integrablea con respecto a una me-

efBanach. ~:f

Sea X “un ‘espacio de, Banach con norma |] ] 8 un'ébnjuﬁ"

tb; 2 una u—alqebra de conjuntos de ﬂ y u una medida nume
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rablementa adiviﬁa coﬁ va;o;eé‘en_:X;

lluH IE} denota 1a semivariacidn y Iu[IEl la'ﬁa:}aéibn,
total de u sobra E, nda - E € L

M= integrables (dos funciones est&nién la misma clase s8i son
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dguales - u'c.d;l;;Pafa gsto necésiﬁaﬁbs algunos reshltadoa.

-Lema'4;r

aﬁpremo:ga tomg aob: _todas s  fu iones u-medibles acotadas

pbr 1.

| Demostracddn

I.l;:~:_\«,4'iﬁ,l_l,;.;<_'-f-unu;m‘- o

Eato ter-=;

-{ntegrable entonces’ {dU- denota .

' / Sea--d: una medida. positiva definida’ sobre (ﬁ, £} tal

que. ||N" IE} ——*'0 o A(E] ; L. existencia de tal

ma’ IV 1015, da ‘{bunford Schwartz 1,
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' Por ser A finita A{E ) — 0 chandb"u,¥f =, por lo tanto

cio de Banach, paraL’o cual»necesitamos dos 1emas.'
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4.5 Loma, se'an' e € Tfuly E€ Z, |,g| < |g| sdbfe._

E entonces Hﬁdul|{El <||gduHﬂLEl?" 'y ' :|gi sobre 3

4.7 Pﬁopﬁiiéiﬁﬁ;‘ZIlul;gslun:equciq-deiaénach;f;




._5?-

I(ul es completo. Sea ﬁ 1 una

' Dem.: s6lo hay que probar_que
en 10y Uéando el lema 4, 6 podemoa cons-
'»ones'simples e} tal que

¢'i

ea tamhién ‘una“sucesién de

Supongamos que HulI{NI *e > 0.‘ Sea M un ndmero real posi-

. tivo tal que 1" <M, Definamos para todo

k-i l“ ¢ﬂx+1 L ¢nk

entero positivo m, Ca {u € n 'k%1 |¢nk+1lm1 -8, | l|>2M
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do el lema 4.5}, Esta contradicciﬁn prueba'que Hun lNI .0,

Definamos ahora; §{w) =

entonces @nk - 4 punﬁuai@ :

Cauchy en X, ya que para. todo ar'dafqntépbﬁ:pdéitivbh k, .

l! b,

Esto pruaba que 5 e Ilul

Probemos ahora que @

veamos aho:a que-'rhnk

y sea N tal quéf.n|¢d.

Sea [i una funcidn'siﬁﬁle on'valores complejos{t&}?gﬂéf":l:

[h] <1

que lié ¢
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Para k >_N_ tenemoax"_;

i+,

U< < Wl gl <

<t reli il his

S <e/t v
< E]2\+TJ

'KESto:pfﬁéﬁ' qu 4_6'"f§*Ib”-cuando_ kot w flo‘cuél iﬁpli

:énséué:;”Lﬁh foi'ésfd"ﬁdmpleth la demostracién.
"8 2. rMédidas‘hasicaa de schauder y medidas b&sicamente distri-
' " buidas, .

Introducimos ahora una clase particular de medidas vectoria
les que generalizan el concepto de base de schauder en espacios
de Banach y para espacios de Hilbert introducimos las medidas
ortogonalmente distribuidas que son en clerto sentido bases or-
togonales continuamente distribuidas:: Con estas medidas gene-

ralizaremoa el Teorema 2.9.

Las medidas bdsicas de schauder y las medidas bdsicamente
distribuidas aparecen en Abraeu y Salehi (1] ¥ en Kalton, Turentt,
URL {1]. Probaremos que bajo clerta restriccibn estas medidas

gon las mismas, X

Mantenemos la misma notacién que‘en § 1.

4.2.1 Deﬁinictﬁﬁ: Bea :ﬁhdfméﬂi&é ébn‘§a1ores én X  nume-
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rablemante aditiva, p se llama una medida b&sica de Schauder
sl el mapeo T : T{ul — X dado por T{{§] =« [fl ¢dp  es uno

a4 uno ¥ su rango es cerrado.

Efjemplo: Una sucesifn bdsica incondicional (2.1, 2.5) {Xn]

puede ser considerada como una medida bi&sica de Schauder sobre -

un espacio discreto, siempre que I Xn converja incondicional
n

mente, esto es:
Sea 1= N y I-= ?¥ definimos 1 1 E—' X como sigue

CE e T o
wiel = T X,

Sea § & T{u}- tal éue Tldi“

. concluimus fin} = 0, nEN.'

;0- entonces 2 Unlu(nlca

rJ"d
4 6 W]

- asto tlltimo B aigue da la defini-—';

: finicidm.
4.2.2 P-':.opoaié.-idn.'_.".___ﬁgq N isica de Bchauder so-

bre (®,E] con "ﬁalotas‘en n operador lineal aco

tado sobre X con 1nverso acotado Entonces' Qu es también

una medida hésica"d' \den 'Ql-l tienen las

si g'e I[M., (61> una sucesi&n de funcior

‘nes si.mplea tal que ¢ i u e. d y {f ¢ } €. X es una su-
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cesibn de Cauchy para todo E € T y Lun .f ¢ du . ! ‘du. Usan-

do la continuidad del Operadnr: Q y al hacho de que ..
deu-wdw, I

Z; obtenembs:

cuencia { = 0 n ﬁ.

tal que T(dl . I 6dn

Sea Xn - el eapacio "

Es c;éro.que.”

Ahora generalizamoa ia'ca?bbt ses de’ Schander que

4.2.3 Proposicibn. -5ea5]u5vunq{meéida{vecgdf;ai”qbn1vaiﬁrés
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en .X, entonces u ea b&sica de Schauder si, y solo s:l. exist:e

una l':bnsltan-te K> 0 tal q'ue si"_“:ﬁ, g e Ilul ]ﬁ] < ]gl
: Ilf"6dull < K Ilf adulle

“sobre - antonces
'Deﬁ.: lsﬁﬁonggmdé

Sea Xu

= Mgl = W T g 1l <
i|6| < |g| entonces

Sea

8] <7

y por- la pmposiciﬁn 4, 3 5 s 0 pc.d.
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Veamos ahora que,j_ImT* es‘bar.r'ad'o. en 'X..'

{f ﬁ d]l} una sucesiﬁn de Cauchy en X 6".-76. Tin) para:

,todo nC'-N

.'dad_b_ - E> 0 é}ti_q ;. n »N" tenemos:
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una constante K >:b . tal que si {a } {b ]‘ _son suqqsioﬁes de

i

escalares con Ia | < ]b 1

ne N‘ y nE b X " zonverge enton-

T 6.X |

ces HnE a x H < K||n_1

bem.: Sea “_"Nix¥ "I la -alqebra‘de todos los subconjun-:””'

tos de R. . Definam f E € E Enton-‘“

ces el coroiééiajéé, seéﬁéﬁbi&‘iﬁmgaliﬁésdé-lﬂ:p;oposiciﬁn
8.2.3. 4

Medidag‘Qéét&fléléa:b&siéﬁmehte‘dibtribhidaél

nnmerablemente aditiva?'
' liﬁn {E } €2 v de’conjunto

-‘aucesié-

ta la:funcién
' Sea  {En}n_1

';n no- u-nulo.

onjuntos’ ajenos con cada -

Es claro entonces que para cualquier sucesiﬁn de escalarea

'{a } se tiene
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.ha_ PWl” ‘" QMEIHN.PEN ypmlotmm

imy
{u{E l} es una sucesién ‘bisica (Teorama 2 4).; Por 10 tanto- :

‘u es una medida vectorial basicamente distribuida. J'“—"‘

Notemos que dada una medida b&sicamente. distribnida,'ﬁéra chdé:

sucesidn {En} C I’ de conjuntos ajanos doa a dos que no son

u-nulos existe una constante K> 0“ tal que

, mEp o meinn T -
"n§1anulEnlI|< K Hn§1 ang[Eﬁl|{L.p§fgﬁ;g_ G_N;'g:qua;quier

sucesifn [an} de ascaiéresfi

4.2.6 Deﬁinicidn.- -.a] u una medida actorial basicamente
distribuida, definida sobre 7 i’exlate una constante
K> 0 tal que para cualquier sucesi&n {a ] de escalares y
cualquier sucesifn {E ] C 2 de conjuntoa no p-nulos se tie-

ne quet
n : mgp'
an1 a wlE M<K E aulEN = peN
entonces decimos que p tiene constante bisica acotada.

Para un ejemplo de una medida bisicamente distribuida que no

tiene constante bisica acotada ver Kalton, Turett, Uhl [1].

En sequida probamos que las medidas bisicas de Schauder y las
medidas bidsicamente distribuidas con constante bhdsica acotada

son las mismas.

4.2,7 Teorema., Una medida p : £ — X es bdsica de Schauder
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sl y solo 51 es b&aicamente distribuida con constante baaica o

acotada.-ﬂliﬁ7,j°

Dem. Suponqamos primera que u éa'hééica de Schauder, por

TL a1 que sl §{ y g son funcio-

';'sobre fl entonces

' yPé?.ia;désigua;dgdfée'affiba_tenémos:
- g S
12 ate )1 < KIE auiey )
"bDa esto concluimes que u(En) es una sucesibn bisica (Taorema
- 2,4), Ademds como la K es independiente de la sucesién {Eﬂ}

tenemos que p es bisicamente distribuida con constante bisica

acotada,

Supongamos ahora que u es una medida bfsicamente d-stribuida

con constante b&sica acotada.
Para probar que | 'es bdsica de Schauder basta demostrar la
exlstencia de una constante 7K1'>10._‘galﬂqug.pafa_éoda'_

§ € Iful  se tiene:

B TR R TR
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Es claro que si 6 € Ilp} entcncea HI 5du||< H|5“| Péf ﬁipﬁ-_,

-_tesis, exiate K > 0 'tal que:3

.

"","iﬁn| < _l Vo €N

I E.

o_, N

e E:V, . adem#s
f]::a;iqzxz € V pues

" ‘entonces Biayx, *+ a)x, =
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. |B ||-ﬂ 9 I +a xz Y la Prueba éé'lq'misﬁa.- .

Para demostrar que B1u1x1 + Bz zxz -L~l < 31,5 < r

ewv: y aplicamos @

‘caso anterior..-

s6lo observamoa que B uzxz

La inducci&n es cbhseéuéhci' directa’de -los &sos?antéiidres:;;f'-

Tomando 1{mites cuando’.# < = ‘obtenemos:”
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Mol < ak 7 gaull

Tomando K, como el m&ximo‘entre;f' y 4K“~obtenemos las desiff-

f1ﬁﬁ”'

gualdades deseédaa. Esto concluye la demostraci&n.

'Observemos qua de paso hamos probado la propoaicisn 2 6."'
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CAPITULO V |
HEDIDAS VECTORIALES EN ESPACIOS DE HILBERT. -

En este caplitulo noa ocupamos de madidas vectnh;éiég Eﬁﬁfvﬁ;r'

lores en un espacio de Hilbert, en particular astu

aremos las'mg
didas vectoriales ortogonalmente diatribuida v est sjfméd1d§s~;-

que toman valores ortogonales cuando se evalﬂan an onjﬁhﬁbsfhgéar

bles ajenos dos a dos.

Obtendremos dos reaultadoa importanx

con valores en un esgpacio de Hilbertz

1) Cualquier medida vectorial ééotédé‘con valoreﬁ'éﬁ"ﬁh*ésbdcid '
de Hilbert puede obtenerse como proyecciﬁn ortogonal de una
medida vectorial ortogonalmente distribuida con valores en un'.‘

egpacio de Hilbert mas granda.

2) Dada una medida b&sica de schauder u  con rgldresheh un eg~- -’
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lpécio de Hilbert, existe un'operador lineal acotado con.un inver

80 acotado ta1 §ue Oy -es ortogonalmente distribuida..
El segundo resultado es una generallzacién del Teorema 2.9,

De aquf en adelante las medidas que consideremos serén finita-
mente aditivas. En caso de ser o-aditivas las llamaremos nume-

rablemente aditivas.

5.1 Definicibn., Sea lﬂ,?] un espacio de medida, H un espa-
"clo de Hilﬁeft Yy W una medida definida aobré (7,2  con valo-
res en ’H Decimos que u eé ortecgonalmente distribuiﬁn sl .

para ° A, B E S Wcon A

n B - ﬂ tenemus que - pi{A) es ortogonal

ha*medidﬁrsobfe Iﬂ E) con valoreﬂ ?

mente.aditiva #, s6lo 'si'‘m 16 su(Chatterji 5. n. |11)

tva defini-,ft__-
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"En particular cualquier medida numerablemente aditiva es acotada
(Diestel, Uhl 1. '

Presentamoa aqui tres ejemploa de 2 mayorantea para algunas cla-

ses de medidas con valores en H. o

19 Ejemplo: BSea U una medida vectorial ortogonalmente diatri-.;:

buida definida sobre - [, El y con valores ‘en ‘H.
Definamos mlAl = HulAlIF

Entoncas m es una medidajno_:. ati ":. {ﬂ El, y para

cualesquiera funciones simblg definidas sobre ﬂ ”aé
‘tiene: :

<!¢du, I?du> = f¢? dm .;;

En particular I|6¢du|F

Aquil <> denotgjel'p;pduqto;intqrno en H.

La medida ‘m.e 11afﬁédida'poq#giva asociada a p. En partiocu-

:con-valores: en“ H y aupongamos que v es de va-‘

riacién acotada os decir
Iullﬂi . Sup EIIuIA H <=

donde el supremo se-toma sobre todas las particiones

{'Al,....,A}cL de- n. =
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Definamos m fE) = [u[ [n}h,i “_:l p.az"a- : E eZ )

Entonces, si ¢ =”§<—ral-
particién de o

i fodull® = lIZ
a i

< Slagl luliA;

Aé!.,' me 'es\g.m‘

1o (si|e

- s.ea'-'r.‘s.fr—‘e;l-'_:égpaéio e fu
_jos;:def_iﬁiq;a sobre’ @,

 neal "e'p',_lis"-;'p:‘::im;:;"a‘:_'\iﬁa"_i:.ih_blq“iy"éntilfﬁeq.},’ en:1a ‘sequnda. h
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———

B, ¥l s, M, sw 0> 0 issraf }me 5.

Entonces existe un espacio de Hilbett HB ¥ una medida n so-

bre Iﬂ FI “con’ valores en‘ H tal que pa:a cualesquiera

'¢. Y E Ss I

,Ls tales qua B(¢ ¢1 = 0.

e-‘fscil mustrar que N es un subes-"

5 el mapeo qua manda a toda funeibn

: a su clase de equivalencia como elemento de MB.

Dgf;namos n(EI f J[IE) para todo E G F,

Sean 4,YeE S, Entonces: S .
£¢dn . Il é? j ] ?l?l‘ .2

< gedn, fudn >y =< IW1, I3y Bl

Probemos ahora iino dghloétiééﬁlféduélbnportantes de este capi-

tulo,
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5.4 Teorema, (dilatacién ortogonalmente distribuida de una me-

dida-con valeres en un espacioc de Hilbert),

Sea I un céﬁjunﬁofy F- un anillo de subconjuntos de f{l. Sea
' H un eébazéio,_de_.uilbeét'y 4 una medida con valores en H
définida'sbbre (a,Fi, Supqﬁgamos que existe una medida positi-
va m'_que es un 2¥may§r§n£e para u.. Entonces exist; un espa-
cio de-ﬁilbert H' . qﬁélcohtiene H como subespacio y una me-
dida £’ ortogonalmente diltribuida con valores en H' definln
da sobre {n,Fl,' cuya medida positiva asociada es m ¥ tal '

ques

ue P'E dondé fffffﬂ} llfpxéjeébidnnortbgdnéx. .

Dem.:  Sea S éi‘éspacio unciones f%é;ﬁéiééﬁcdﬁ'yilores'7"'

complejos definidas sobre

Para 'ﬁ,wféas; definifos:

' No es dificil ver qu antilineal en’ ?

| .Bw " sw ¢|

‘es’ lineal en ¢,;

.B{¢ ¢1 > o parn toda ¢ e s. h;& g

I

Sean HB ¥ n el espacio de Hilbert y la medida con valoras;

en 'HB construidos en el lema 5. 3
sea H' « H® HB y definamos para todo;fE.E_f,.ElEl-i-njEl o nlEl.

51 ¢, ¥ €S5S entonces:
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< Jede fvdg >u Pe f@du wdu > Bt¢;Wl:',f¢?dm

Asi, "g'_

tas’ E-mediblea; ;93_3'2

Tagl, Tol < i
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""4\;1‘_-“ uﬁgme@ma sr PEX B ¢ es posi-

2: ."“,
t::l.va definida, s:l. A k§1

>0 para aJE £, '

ctorial” (acotada) ;

" Entonces el 'map'e;;_::. 3 EXZ

es, claramente una, bimadida positiv

definida {acotada) s 1lama-
3 R ,

da la bimedida dafinida por.

Inversamente, se sigue del 1em 5,3 dad una bimedida posi-

tiva definida (acotada} : E :I.ste un eapacio de
Hilbert HB y una medida ve

tal que

8 (FGE), Fy(E')), e

Dent, '=_ _ si-F w E -—' H‘”-‘eé: ‘acotada RY numerablemen te ‘aditiva, eé_
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inmediato Verificar que la bimedida B E E X E — £ ‘definida por

F as acotada y numerahlemente aditivaf

. Sea Hn Jun; : Yot g Una medida
VeFt°Fi_'a1,’f5‘=°faﬂ' on1as. propiedades _del lema 5.6.

dos.

.Sea H*. ﬁn espacio de Hilbert, E una medida medida orto-

gonalmente distribuida def nlda sobre 2 y ‘con valorel en . H'

Y con medida positiva aaociada m tal que H C H'

FB =P, E dondel

Pt - H (Teorema S_A) entonces

‘P:_denota 1a proyecciﬁn Drtogonal *H*

,llt:le Hl’

'“g‘ “,) 'Fi ; nf.'1 e < m i) <

Por 1o I:anto £4‘.m E EIE l existe,_ y-pb: __llafcc'm'ﬁi_nﬁi‘-c_i_ad'de po
tenemos también que R - _i“‘ o '
B . . W e T e

bn o F) Py (E) ewtstel

Sea}-A'L-.:”um 2 (El

Como B 1, E X g — ¢ es ﬁﬁhé:ébiéméhﬁéj?dit;vaEBe_ﬂjgﬁé'que pa

ra cualquier- E' € E-_

(A, FlE')), = kon t AR n:-'n

T=b2 n"'l B
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s Lin nz s{e E'll;‘-‘,s_tE,:-s{):zg"}:'onaé' E "

ABI, IA, zl

::5.3-'Coaa£auid. Una medida vectorial, F s 2 —+ H ea acotada ¥
'numerablemente aditiva, siy 3610 si la medida definida por F

es8 acotada y numerablemente aditiva.

Introducimos ahora el concepto:de medida diggpﬁhlléﬁiﬁnghﬁiﬁe;.:

dida acotada positive definida.

Sea F upa medida definida sobre (n Z) “eon valores en H y
ortogonalmente distribuida. Entonces la bimedida definida por
F esta concentrada ecbre la diagonal de 3 X E Es decir -
{FIE], F(E‘ll - u(E n E'} para E, E' ez donde

w1 Z—R es 1a medida no- negativa acotaﬂa definida par
WlE) = [FIEN[|Z - E,E I o

clargmente\-u, es’ numerablemente aditiva si y solo Bi F 1o es, .

_adalanta por - D denotamos elfconjunto de todas las particiones
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finitaa S-medibles de n., El conjunto D puede ser considera

. do como un aemigrupo conmutativo con’ identidéd, si la operacién

5. 10 Teon.éma. Saa Clvl

exiate,

un. mapeo lineal ?

tes propiedadean

res realea.'

'j.i). Mléi = Mlgl

|p} y' d' € D donda '
M {1 Grenleaf P, [11)

élgebra genarada por d e D Por

.Bldi :E{d x‘z:d
BiTXE:
de Biﬁ

denoﬁamos ia reatricei&n de’ j_;:"
Eldl X. Eld} 3

y_ or' A

7 B(dl ;I.a medida diagonal

5.11 '!_'ea.mlcma. Sea B': EXE — ﬂ. una bilhedida.pos_ii:i‘v‘qjde.'.r. o

~finida acotada. Entonces para cualquier media invariante



RIS

Mt CID} — t el mapeo _A [El MIA

.

5.1 T=—R' estd bien definido
;EFE_Z' fijo, la funcibn

siEE z{d]

LEgEd
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- ¥a que: le.93+z~_l¢T B(d'd) (E " E ] .

'f N [El + A

B(d'd) ntd'dl",[E'} bR

Para mastrar i!) supangamoa &5E'X'E’*4 t7:as&hﬁmérablemente_

J}—-»ﬁ

-aditiva. Entoncas F'f ,,es numerablemanta aditiva sa~
gfin el Teorema S 7, Y da la observaciﬁn poaterior ala defini--
cién 5.2 existe un z-mayorante numerablemente aditivo

u'tEZ—~ R ae F

. M .
Como AB(E! S u'{E} para todo E € ¥ ge sigue que la medida

ﬁB. es numerablemente aditiva.

Finalmente supongamos que BIE', E)} = 0 para todo E' C E

E' E € Z, Entonces As(djiEl » 0 para toda d €D 'implican-
M . : . . .. - .' . .

do A lE] = 0. /f

5.12 Definicién. Sea B. E X 2 — e una bimedida acotada po-'

sitivo definida, y sea’ M una media inVariante, entnnces la medi-

da acotada no negahiva A : E - R _definida en el Teorema ante- .

rior se llama la medida diagonal de 8 para la media invarian-‘ N

te M,
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Caracterizaremos ahora las medidas vectoriales acotadas F : T =
las cuales pueden transformarse en una medida ;rectorial acotada
ortogonalmente distribuida F, ¢+ ¥ =+ #, por medio de un opera-

dor lineal acotado con un inverso acotado.

Como corolario obtendremos que una medida bisica de schauder
H, con valores en un espacio de Hilbert se puede transformar
en una madida ortogonalmente distribuida por medio de un opera-

dor acotado con inverso acotado.

5,13 Teonema. BSea F : Z - # una medida acotada con valores
en un espacio de Hilbert W, Las siguientes tres condiciones

son eqﬁivalentea t

' 1) Extste una medida vectorial acotada ortogonalménte diastribui

“da F, ¢+ £+ Hs con valores en un espacio de Hilbert -M. y un

operador lineal acotado A : SP{Fo}‘.—* SP{F} con un 10 Wrao

. acotado tal que:

111)

Existe \una’ constante K' >'0.y! na medida’acotada no nega

tiva u
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& f|¢|= W< ||:¢dru= < m|,¢[=du :

para cualquiq: Funeibn: $ieR B simple"z-medibla.

y por ﬁltimo i) = 14},

De 1a deaigualdad en’ iii -se’ sigue, que ’<-5 7§é-uﬁd:forma aesqui-

' lineal acotada,ren-el sentid ”de que exiéte una eonstante R

'tal qua : l<x. J>| <R I[xIIIluII ,.j'y' ademas cumple L



ESTA TESIS MO DEBE
SALR DE LA BISLIaTECA

- 79 -

' RL ||x|§,._< x> '_< Ky con x, ¢ & SPLF).

Por el Teorema de Lax—Milgram (Yosida [1]) existe un operador

acotado Qﬁh SP ) *SP{F}*H

con un inVerso acotado tal gue

<>-'seisigue que ¢ es positivo y

1tive éhtﬁhéégf"T’fes7aﬁtoadjunto.

ca raIz'cuadrada positiva: O_”2

Tenempé pdf-la:&é ié 1
ma 5;10 qﬁé;ﬂ
FR- _-,Ié.l
- 2 2
Ki=ik=r 70

Ast, para cualquier media,invariante I ER

IF[E A e,;:ll’ & lIN:dFII?
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190 oy < Uadrly <K lalddy

' prqbanddqéstzqu i11) “se cumple

: Finélmeﬁﬁaz

'Eligijuieﬁte esultado;generalli&'él Tébrémé 7;9{:

5, 1’4A_‘--‘Téa}':.éh|q;'__ Sea u : T — H una medida vectorial sobre
: (E ﬂ) y con valores en un eapacio de Hilbert H. Entonces

: 1as siguientes proposiciones son equivalentes:
:a) ﬁ as una medida basica de schauder.

b}  Existe un operador lineal acotado 0 : H — i  con un in-
versc acotado tal que ©Qp es5 una medida ortogonalmente dis-

tribuida.
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Pem.: Veamos primero b) = a).

Como ¢, es ortogonalmente distribuida entonces es claro gue
Q, es bésicamente distribuida con constante bésica 1. Par lo
tanto, por los Teoremas 4.2.7 y q.z;zféﬁtenemos'que ¥ es bé-

sica de schauder.,

a) » b}j;s Sea K 1la constante de'la prop Iicién 4 2 3._ o

Sea {61.52,...,5 ) c. 2 una,par iciﬁn de ﬂ y sean

Gysfyyeeerd, € E.

_'do tal que u . Ap

‘Sea . U una tranaformacién unita:ia de SP{u.} SObre_ SP{u} N
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definamos £ = Uie.

Definamos ahora @ = U A™) sobra SP{u} y Q 1gual a la iden-

tidad sobre el complemento ortogonal__ﬂrersP{nl - Entonces, es

RES

Q e8 un operador

claro que £ es ortogonalmente diatribuida,

lineal acotado scbre H con inverso acotado 'y E , Qu. r

Como un Corolario de este ﬁltimo Teorema presantamos una caracte
rizacibn de sucesiones bisicas 1ncon o acios de

Hilbert. (ver Teorema 2. 9)

5,15 Corofardio. Sea

ﬂ. Entonces "{x,} es una sucesi& :‘-:basic

acotado tal que

Hox,) en as'.?a,f.f.,a.@i%ié
dos a dos.
La demostracidn es 1qmed;é£€’hl* plicar el
dida dada pors o o
ue) - 'nes ﬁi‘ﬁ’f

los enteros.pdsitivos.

definida sobre los subconjintos de . -
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CAPITULO VI

MEDIDAS ESPECTRALES

En este capitule nos ocupamos de laz medidas sspectrales,
a8 decir, medidas gue toman valores en espacios de oparadoies.
Veremos algunas relaciones que existen.gntga las nedidas bisicas
de schauder, las medidas ortagbﬁalmentg‘distriﬁuidas y las me-
didas egpectrales. De hechO(;agggs:ﬁltimas”sen genaralizaciones

de las otras.

Al final dal‘cébitulbidaréhdékhna generalizacin de los Teg

remag 2,9.y! 5.14 para medidas as ectrales cuycs valores BOn opera

dores’ definidosiso

6.1 _béging;Jp;
to dé ob§}édures
RN
Una_médida“ésﬁéctféi}l_,

ce:
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1) st (A}%, € . son ajenos dos'a dos, entonces -

madid vectorialf‘rx . Fl lx B s < % (pefini-

una

l. Dé.m :i ‘ Probemos 1a igualdad primero para funciones‘simples. .
“Sea a0 — ¢ dada por. g . 1_ 1xz : :
i E U....,n], donde xB danota la fun 61
. d_e By entonces: - v

éngx -‘é £§1uixgidfx f'ﬂfig?ffxgiﬂ?gf*f.,,'1°if(§3?‘F13:5.'_

e e e
R IR LI
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sl 9 no es simple hasta tomar una’ suceaiﬁn de funciones sim-

‘reapecto de ' Fx y tal

LECTHF ai Y- fngx ¥
;I{Fk) Y adents

bR fatre.

) n
Dem : Supongamo 'que N4 es. aimple 5 i§1°1xul' Por ser

' y -ﬁg € I(Fxl. Ahora:

(9.2) un espa-,

medida 'spectral. ntonces
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schauder, Ademds existe K > 0 taquue:
||;; fdFx|| < K I gdFxll  Vxex y v Fge T(F) con

4] < |g|'.=

Dem. Denotamos por Pl conjunto de'particiones de n que f_jﬁ

@B, unzconjunto acu.

ser a-adi-

ékiste una

'*fPor el principio deiacotamiento:uniforme:(Yosida [1])

ideremos ahora

el c FIA ul "< u 1: c F[A Hl + ll 2 e FIA )|| -
]] in-] :_‘ T

-_Il
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s [[F{ Y Y u < .
= ARCE A+ IS A< 2.

: COn's_'ider'e:ﬁbs: ahora ‘el “conjun g::o i

:= I 6de 'ea acotada y‘ de;maner.
Tgsge ””»'“ < 1) es un conjinto”da operadores:uni- .
formemante acotado. SR
oa '-6'.6,'”""-5.',[
Hrﬁlxin-s-qu,ux['

‘-_|¢ ) < l&l

Sea € >0 y sea ne w tal que H! 5de - f 6, deH <e.
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Entonces 1/ {dFul < € ; s ¢ dFiu <e +i4M 1.

Donde hemos usado la daaigualdad (1) en el Gltimo renglén,
Por conaiguiente: HTg(xl“ ﬂI'ﬂdeH < 4M Ixl, Supongamos
ahora que §,g q,lff]fw ' 'f* x € X.  Definamos

y - éngK, entoncas:

N7ty . n~£hdfyum<- 'ffu_:h e rlFy) y (hl <1,

ai g[xl {0

vsioglx) e 0

.Tenemosy - -

‘. -w;~'.;\~? o s ;féﬁ.ﬁ;ﬂ’_*i.r'.
1f helF II‘J_;UnguII W g RLAT gdFal

" Aqui, hémos ﬁsaag"éi Béﬁﬁ'ﬁ'ﬂ

-Poniendo K '-4M,f-éi_T!'Eé' Ldﬁédﬁ"biﬁbéﬂo}

Consideramos ahora medidas‘espEctrales que toman valorea en el
espacio da operadores continuos definidos sobre un espacio de
Hilbert. En paxticular generalizamoa el concepto de medida

vectorial_ortogonalmgnte diatribuida (definicibn 5.1},

6.6 vﬁﬁLﬂiﬂtdn. Sea ‘(ﬂ Z)' un espacio medible, H un espacio
de Hilbert vy F & B — BIH] una medida espectral. L

' Decimos que F es ortogonalmente distribuida, si ¥V x € H
la medida vectorial Flo)jx ¢+ £ — H a8 ortogonalmente distri-

buida.
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Demos una caracterizacidn de las medidas espectrales ortogonal-

mente distribuidas,'en té:minos de los valores que toman.

'6;7? Te?heﬁﬁ Sea’ (7,%) un espacio medible, H un espacio

'-:qe-nilbéiﬁfy _;f:z_ff_slﬂl una medida espectral. Entonces

.F " s ortogonalmente distribuida si y s6losi ¥ A € I, F(A)

1;:gékﬁh'“pE§yé“§idﬁ qrtogonal.

s Demys aupongamos que ‘' F es ortogonalmente distribuida y pro

.es un operador hermitiano ¥ A € 3

"-_r-mu <L 7
toncas Flﬂ ' -una; proyeceibn }togonal sobre el eapacio:
CEext mm. ‘
AL

_ [X = FfA'lx = 0}, Por 10 tanto
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Ahora, como FlA)x = Fl[n --'A'lﬂAlx . F[ﬂ - A'l P F{Alx

R R i et
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6.9 :Lamg. Sean x EH y ﬂ €D fijol, entoncen-

"in I'E ¢ F[Alxh‘ < E l]F[Alxlla < 6Tp I E c F(Ale‘
Al }\Eﬂ .

- donde los 5CAf,son hdmerqs complejos.'

Pem.: Este resultado se prob6 en el Lema 2.7

T &.10 Teonema; Seé H un-eap-cio de Hilbért 9 ‘(h 2)'~Qh ésf;_‘:r

 pac1o medible, Para x, 4y €H. £ijos, la funciﬁn 6 47¢; coﬁ'
. lnl . <x,y> es.acotada,‘ Donde <,A“‘§ es el producto de-- S

,'finido en 6.8.

-7'-11 iilf__‘__ﬁ;;cil)_:é- KENx25 ¥peo, -
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De esto coﬁcluimos que

ey, y 1m0 = [<t,1 6>y | < |<x, oy 73 |<J y> I"2 & x’nxoun

Y dy,, ' D~ ¢ ests acotada por K uxn uyn.

Consideremos ahora el espacio C{DI consistente d todas las o

Del Teorema 6.10 sabemos que fﬁx y

una media invariante, M.;quq 1

g
EC(D}

U x> g
Ey;x 'y da ue las partes

on. acotadas, sa sigue

 que la funciér Hoxi g definidalpor.i:‘ 
<¥;y$iffﬂlk A 3 un’, pro scaiar n H,. tal que

flf{??wxﬁf?ﬁﬁﬁa nde I s.1a ,ormﬁiind#cida por

_oﬁiéaad,inﬁéfésénte,

6,11 Lema;. Sea N un espabio de‘Hilbe¥t;” (f,%)° un espacio




medible y F + E— B[H] una medida espectral. Para X,y € H .
tales _gﬁe ‘existen ;‘.‘"A_, “Ale T con™ AOAY = , '

v e

Dem,t- 8
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Deﬁ; ' Sea < > el producto interior definido por 1a madia 1n-

1 lema’6.11 s siguo quer

éstlé;nprmﬁiiﬁéqéidé-por:.

FA) 5 2 FiAD

péchalQ”:Véhhﬁéfque_“
Vaer,
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Sean X,y € K vy A, A' € con. AN Al =4, .Entonce;:
C{F(Alx, FIA')gl = (Q7'FLAIQx, Q7'FIA'IQY) -
' 5 o« <F(A)Qx, F{A')Qy)>« 0

doﬂde ié ultiﬁa igualdad es consecuencia del lema 6.11,
De es?d ;é.aigua qua¥

(FiAlx,g) = (FiAlx, FiAly + FIA®Iy) = 1E(ALe, FlAlg)

. (FIAlx . FIASIx, Flalyl « {x,FlAly).

Por lo tanto- flA} es un operador hermitiano ¥ A € EZ, La '
'idempotencia de . F m " 82 sigu de 1a id!ipotancia delF{A), VA& I,

"Conciuimoh qadﬁ'FlAl es una proyecci&n ortogonal. Por consi-

guiente F es una medida espectral o:togonalmenta diatribui-

.da.‘ Esto termina la demostraciﬁn.
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