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© weonucozon

tprugrnmu paﬁu ‘estudiar .
2/ on: s:metr:u desde un punto _
Er u'plontenmlentu abstracto una simetria
es una: nctiéﬁﬁide}h grup re el -espacio fase que.
preserva --a-:la’s forma _ . forma simpléctica y al
Hamzltonlunoi'“ 2 mom : s?entonces;una funcidn definida en el
espnc1o fase ‘con-valores en'e dunl del nlgebrn de Lie del grupo
(funcion’ momento de:Soriau)’ :

En muchos casos el Hnmilt
sistema, :

En " una serie de nrt1culos:ESHJ, Smale estudia el cardcter
topologico de las superficies invariantes de energia y momento
angular cunstnntes, Ich. vy al flujo restrlngzdo a cada Ich ,en
problemns de Mecdnica' Celeste ;

Benericamente, las super?1c1es Ich resultan ser variedades
diferenciables, Sin embargo en Mecanica Celeste es usital que sean
no compactas y que algunas soluciones se "escapen® de Ich debido
a colisiones entre particulas o singularidades de otro tipo. Asi,
desde el punto de vista de los .sistemas dindmicos, se tiene una
variedad no compacta y un campo vectorial.incompleto en ellas

Come hemos mencionado, 1las singularidades son de dos tipos?
Unas aparecen como el conjunto de colisiones de todos los ordenes
en el espacio fase, donde no puede definirse el Hamiltonianao, es
decir, no puede extenderse suavemente a tal conjunto singular.
El otre tipo de singularidades son singularidades en el sentido
de ecuaciones diferenciales! { es posible extender una solucidn
mas alla de up instante t¥ 7 5i la respuesta es negativa se dice
que tX es una singularidad de la solucidn. Para 2y 3 cuerpos se
sabe . que si tX es una singularidad entonces ocurre ‘un choque
doble o ¢triple, pero a partir.de 4 cuerpos no se sabe si toda
singularidad de la soluc1on corresponde a colision de algun t1po»-'

globalmente o’ losisis
de vistqétopaléqigb'

LT

o representn lu.energio total del

La regulorxznc:on \consxste en conectar de wuna: _;monern[
coherente una solucion que termina en singulnr1dad con-otra”- - que.
sale de singularidads $Si la regulaerizacion de soluc;ones -1

continua, en algun sentido, respecto a condlciones 1n1c1u1es,A,?"

(s:guzend

hablamos de una regularizacion geométrica.
nomenclatura de Enston L[EAS] ) R

estudiados en la tesis. Lo
En el primer capitulo presentamos el problem
servird como modelo para estud1nr Ins t1po
mas usados,
Estudiamos - primero el prablemo de do 1 prnceso de
reduccidn del centro de masal. Esto _no: ice “11amado
prnblemn de Kepler - que es. un €aso; purtlculu 3§ rbblemo de

integral de momento angulur, 11egumos«

;ﬁroblemo de Fuerza
central en unu d:mens;on.“ SEPTAUERE :




Usando la integral de energin el'prublemn se reduce a cuadraturas
y repurnmetrlznndu las soluciones . se resuelve el problema: en
forma implicita pues tenemos eupresudo al t:empo en funczon de la
nueva variable ,independientes i .
La presentacidn es elemental ¥ no'requ1ere ‘mas’ nlla del cnlculo
diferencial e 1ntegrn1 Y. un poco’ de Qeametrln. ‘

En el segundo cap1tulo dlscutlmos con prec1510n el concepto de;'

singularidad de  una solucion de una  ecuacidn diferencial con
miembros derecho onol:txcos. 8iguiendo la numencluturu de McGehee .
introducimos - la - nocian’ .--de regularizacion por rames o .
regulnrizacidn'rnnnlitiéo, despues vemos que las soluciones

obtenidas para-el. problema de Kepler reducido son regular:zobles‘
porT TAmMasS. Introduc;mos tambien el concepto de regulurlhac1on al
1nF1n1to, que pnrece ser novedoso. :

En el cop1tulo III ‘mostramos dos regularizaciones del t1pnfj;
geométrico de las mds: 1mpurtontes. la de Sundman y Levi- C1V1to.---u
Primeramente -describimos las curvas invariantes de ‘energia 'y
.momento angular. constantes para el problema reducxda. ‘Haciende uh
cambio de caordenados y una. repnrumetrxbnc1on de 1as soluczonesf”
obtenemos la: regulqusncxon de’ Sundmnn.

En el otro. t:porde regulor1zuc1on primero reduc:mns el problemu-
de Kepler.a’ upoen' el plono y-aprovechando su estructura compleja
definimos unu:t’on”?ormocxon de coordenadas que al repornmetr1gor
las soluciones “hacert ciertas : identificaciones: nos da la
requlnrlzqczon_de_Lav1—Cmv1to. Entonces. estud:nmos la foliaciodn
singular :de’” superf1czes 1nvur1nntes Ich regulnrxzndos para
energia- negut1VQ Y. vemns que es equxvnlente a ‘1a foliacidn de IRF®
por toros.

Finalmente . mencionamos ‘una definicion lxbre de coordenadas del
concepto de regularizacidn (geométrica) debida a Pham CFHAM _—p

En el capitulo IV estudiamos un tipo de regularizacion debida
n Moser - Osipov y Belbruno ( [MO1,C0S31,CBELI) que muestran que
el flujo del problema de Kepler para un valor fijo, de la
energia es equivalente, excepto por una reporometrlzucxon; al
flujo geodésico en el, haz cotangente-unitario--a. un; espnc1o-g
Riemanniano de curvatura constante,T¥8, siendo.el’ siqno de-:-la
enhergia e}l negativo de la, curvatura, La primern se:cion'es '
presentacion elemental de eéste resultado debida a’ N;lno

Posteriormente analizamos las. simetrias} de_
Kepler en TX%S:-y cnlculnmos 1a Func1on%
companente de

forma de las orbitas. En la; seccion”
Jacobi para un problema de, fuerﬁa“ 1 : :
clasifican las orbitas de acuerdoal signo:de ;curvoturo;de la
variedad Rlemannxnna (regzon de H111) para el potencia “hnmogeneo
central U(xn) = 1/|Vi . : : :

La presente tesis persigue dos objetivos: T
El primero es que sea una lectura accesible a. unlqu1er lector
que no sea un experto en la materia’’ pero.; tengo conocimientas
elementales de topolog1a, geometrxa 91mp1ect1cn y ecuaciones
diferenciales. ' S :

Yl e
. o".--:\.. p

I



Una nutocr1t1co ‘trabajo’es que la atencidn  se -centra
demasiado en problema de Kepler. -8in embnrgo hncemos una
autodefensa menc:onundo al.. respecto un pnrrufu del 1libro de
Abraham y Marsden LA-M137 " -

* Como nos conciernen  sistemas con szmetrla. no estamos
estudiando el caso *genérico®. Sin embargo, éstos son los ctasos
interesantess La idea es que ellos son el eje alrededor del cual
cualitativamente | diferentes . clases de campos ~vectoriales
Hamiltonianos dan wvueltas} esto es, ellos son los ‘“puntos de
bifurcacién’ en el conjunto de todos los campaos vectoriales
Hamiltonianos, siendo las dlferentes tlases alcanzadas rompiendo
la simetria de distintas moneras,®

e ahi el segundo objetivo; . queremos dejar sentados los
antecedentes necesarios para estudiar posteriormente como se
‘rompen® las simetrias en dos tipos particularmente interesantes
del problemas - que estrictamente se salen del terrenoc de la
Mecdnica Celeste -}

_El problema del potencial homogeneo

3
Hixgy) = iy12/72 - 1700, % E—€o> , yCE®
El problema nnisotrop;co de Kepler
Hixpy) = m /2 -'1/1 W+ mx,' ‘% E-f0} 4 yCEY m > a.

El primer s;stema no ndmite 01 vector de Laplace como constante
de movimiento mlentros que el segundo sistema no admite ni -al
vector de Lupluce ‘ni. al momento angular come integrales de
movimiento. Ambos:se. reducen al problema de Kepler para d = 1 y m
=1 respectlvamente. R 3

E} potenc1nl :ecentral - homogeneo VAR es purt1culurmente
interesante:ya’que cualquier problema de fuerza central admite

al momento: ungulor como constante de movimiento y puede reducirse
Q un problemu di i uerzn centrnl en una dimension

y T =ixl y € = momento angular
qloﬁo}gebrolco de orden m o,lu'mésjen'r = 0

~x ..'l"‘“/K ) c
E\'-\ilf l"_.ooc;., CDHR>10.

si d %_': 1a - pnrte dom1nunte céfcu ”

7 -un | tema

1nteresunte pnrn?un' investxgnc on poster;or.
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CAPITULD I EL FPROBLEMA DE KEPLER

En las secciones que componen este capitule veremos como
2l problema de dos cuerpos puede reducirse al problema de " Kepler
eliminando las coordenadas del cenptro de masa. Las constantes de
movimiento -como el momento ongular y la energia permiten reducir
entonces el problema e cuadraturas. Un cambio en la variable de
integracidn conduce a una integracidn directa obteniéndose
expresiones implicitas para las soluciones, a partir de las
cuales obtenemos desarrolles en series de potencias fraccionarias
en la varinble temporal.

I.1 EL FROELEMA DE KEPLER; PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

hos purtlculns de musus v m<  se encuentran sujetas
a la accidn de.. fuerzas’ 'grov;tuc:onnles mutuns._ Las ecuaciones
de movxm1entqaspn n

| o ‘1*%:5; yv,

r;zf;f a I N "y hemos tomado

donde »; ¢ g} —{0}.

Podemuos escribir el 515temu (1) como un 51stemu de ecunc1une5; de
primer orden! SRR e _

(2) e

Y 90n necesnnns;en-.., 9?':_lnt_o9(}‘l‘0c1on.

Las - ecunc1one

‘escribivse en forma
Homlltonlnnn-f}r;“f ase !

donde



Hoge spg ) = ip,

2. By }?Qmi: tip, I$2m2' - my mg Algy - dgte

Veremos que.: como _consecﬂenciu de . lu invoriuncioi del
Hamiltoniano respecto a. traslaciones x-—--> x-‘+ 8 il = 1,2,
podemns reducir ‘el szstemu de 12 ecuuczones a un sistema. de é
ecuaciones que ademns pndrnn escr1birse en Formu Hum:ltonJQnu.

Pasundo q coordenudus relntlvns y de centro de mnsu

donde
Re
El

depéﬁde dé‘“é‘

‘Una vez resuelto el
para g-_éﬂi el
centro  de’ caso

‘general, sustltu1r1umus ln,

rel miembro
derecho de lu ult1mu ECUQCIOHo o

-tx;

obtene1endo us1 un 515temo deecuaciones: dlferenC1olessord1nurlns .
de primer urden, no outonomo. ' ‘ '




Hemos v15to entonces que el problemn de dos cuerpns (1) puede
reducirse o un problema de Fuerzu central (3) .0 (4), en el que se
tiene un. centro ' "quetu Q tul campo

grov1tator10-:'~iv 5 : R _
Si repurametrlﬁomos 105'solucione ntroduc:endo un cambio de
escala del t1empo-ft MVl

T = - /tr!® donde uhoro canvenlmbs

LEFINICION.- E1 problemo ]de fuerz
las ecuaciones U L

equivolentemente'
lo llamaremos.el prnblempiaéﬁ‘

El problema de Keple:

Treduccaon:fodicionul; como
- resultado de la invariancia : Gl .

En efecto,-_, P
puede. comproburse.
Ya que r LR :

ovimiento como

pero

constunte de. movimxento T
Fijemos: el ‘momento Existe A e 50(3) tal

luego r’ .
ﬁolnmente con T

d“éi c'¢:6§for,§¢nf
(>.y,z) RARRVANEE S
ﬁs__l__.gl p_r_nl;':lgmu ' de_-__

colxneules
(upv:w)



fuer: za central se ha reducido a un problema de fuerza central en
el plano con un:Humiltoniuno (omitiendo primas)

H(mv) rv: /2 - 1/tpt peE'-lo} , yeE?.

con las ecunc1ones de mav;m1ento
. . ‘-'.

€5) s _ ) -1

v

A

/vl o

n
i
17

‘este es up sistemqg de orden 4,

Veamos ahora el método de- anlnce.porn'nbtener 10 ?ormos de
las trayectorias, Escrxbimos:g' e e

-d/ds: (r/r)

multiplicando numerudor' g’fﬁhﬁﬁ@éféh?;;ﬂénta_;_

las Formulas

.f de‘.‘

(6) +os

donde © es el nngulo entre’el vector ' de: pus1c10n T v el vector de
Laplace e. La- ecuqc1on-(5);nos permite dar una 1nterpretac1on
geométrica de e, Su.'magnitud:da’ Jlav excentr:c:dnd de lq conico 4
s¢ direccidn deflne ln or1entnc1on del eJe de'estu.

*** UER FIGURH 2 **

Fodemos hallnr unn PEIOCIDH entre los canstontesﬂc.e y h e pnrt1r.
de la ecuacidn o S il

Mrte=-exl
Tomando la norma nl cuodrndo de umbos 1 d
I

'
1.4 e+ 2<e,r}/r f,_

' :-:.

sustitu?endo <e:r> de la ecuac1on (6) f : z. de 10 ecunc:on de_ﬁ

41'



o e
1a enerq{o_qbtenemps_lq ecuacion "fundamental®

(7Y ves

“,defznzdo por una , linea
;Jur unu 11nen. hemos fijado la

este modo 51;105 lores: d
condiciones ' : v & E. ntonces ‘el momento angular es

que nos

LI

'(x1 ¥ )
Introduciendo

"'rcose}u

rgene

b4
ot
I

donde V es el momento conJugndo u r-y u el momento conJugnda a 9,
permite expresar el momento "“angular simplemente como la
coordenada u yc = u , y_lqs,ecuapxongs de movimiento (&) quedan

. .'_'x" I

V== 1/r24 u/rd

.-’.
N
<

O .
Fa

L4 n]

n
Sl

AT

=

el Hamiltoniano esy.

H(r,O.U,u) U /2 + u / - 1/r
Al igqual que en 10 reduccion o coordenodas relnt1vns, f;domos u o=
cte, ¥ resolvemos las ecuaczones pnr ﬂlnsrcanrdenudos rud;nles

y Vo , podemos sust1tu1r rit)ienla
que al integrar da . :
O(t)

Como antes,

H(r,w'
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T:2 E£51ubto pgL pﬂoegs.’-ﬂp.‘_asbuc.ibo.

A contxnunczon presentnmos una. suluc1on elemental al problemn

de Kepler. Pare simplificar. la’ escrlturns en . lo que -sigue

denotaremos las coordenadas radiales: por-{T,v} en vez de (r,V)}

el tiempo s lo denoturemos por A pnrnfreservpr ;n=letro s pnrn un:'

desarrollo posterlor.

A partir de las condiczones o obtenemos un .

valor para la energia h

v°2/2u
luego o

|
(1) 440 —.' _.-__",‘ﬁ.'.,.'
W

soluc1on, soluczon

d;rectn.'fjf“““'“

(2) tre

'(”) puede

rl{t o ) N P !V(tn d . iabl
e varlia e

simplificarse :si ‘hace
independiente -
(3

[

CICrie), )y definimos o
orila’ ecuoc:on (3) 0 equivalentemente

£ =

Si... h-'# O

(1:4e)/2hICr 4-(1-8)/2h]

DEpend12666 dé1jSighp de’la energia, tenemos tres casos

10

it
F A i L e e e e ey e e A AT e e T R AP R A B 8 e e R o P

estn es ﬁnoj-

-Y



g T T T s priravir s et it tuar wrm a A 3 B T T R Y gy [ R .

-2t

n
n
.
1
~
-
~
L e
—
-~
=]

-

.c%/2 " obtenemos

La variable e pu
8 como sigue! -

despﬂdando-n sq _ LR
' - 5 = ¢ tan(e/2)

kX VEASE FIGURh 1 Xk

Viendo la figura 1, podemos comprobar que la tronsfurmuclon de 6
a & se lleva acabo mediante la proyeccidn estereogrdfica desde el
polo norte de un circulo de radio 1 sobre la linea ecuatorial AR,
sequida de unpa homotecia.

Utilizando la regla de la cndeno vemus que
dr({t(s))/ds dr/dt(t(s) dt/ds
a=d B is .= dr/dt(t(s)) s*/2

] -\”. :
. dr/dt(tﬁ@l)_
freiell

Resumiendo,

(5 ...

Ya .que t(s) es crec1ent
de t para ubtener 3

Las expreszonesvtﬁ),muest_nn_ _?podr:omos hnber
utilizado. Q ln vor1ub1einngu1nr“e-como vurzuble 1ndependzente,

A 1 Sy



del mismo modo que s 6bteniendo
r=1(0) 4, v =v(0) , = t(8) -y, & =0

S ¢ = o, © no es una var;nble udecuudu. En ese cnso las
expresiones (5) se reducen a R

MU(8)) = 2/2 |

'.'i(é-,")':"éf""is" 6

La variable angular 0 es ccnstnnte en- e1 1ntervnlo

(= o0 ,o): U (0,F oo ) ' '
luego, © = 6, ontes de c01151on Y 9 despues de c01151un.
Es decir la particula llego con - :, dlrecc;én ‘dada -y
‘dispersada’..en .otra. d1recc1nn... - f:””:‘.“i”‘f-"“.ﬂ -

CASO II! h>o.

La integracicn de (4) ‘se:redice a
: on de (4) se.reduce a
= 4= W

donde @ > 1. yQ ” ?h

= +- -1 Ecnsh (uz R + l)fe -
! _ s:mpllfzcnr los
11n1c1u1 o e Esta
1 Luego el
'es\cern y

Ya que e > 1,
cdalculos tomemos
es In distancia.

a _.;

-'ntegrul rac1onn1. o




0/2 = tan”'[te - 1} (e + 1) tanh ws/2 1

) equivolentemente.w;"

Resumiendo,

(B0 ) arzdtitiey




rCt(s))

= wi(cosh ws = 1)
B STt TR .
vit(s)) = w (coShlus ~51)3senh ws_
= 3(senh ws - ws)

t(s)
Ademas se tiene que @ es constante en - (~ *.;0) U (o,+‘° ) L
Finaulmente mostramos las graficas de r ' 0 y;t en func1on de 8.

XXX VEASE FIGURﬁ 5 ***

CASO III! h € a,

-
s = 4=
fo

donde o0 £ & € 1

En el caso h

o= Wil t-ed. dr/dt
tiene un signo ) es .t
Entonces, i S
origen
(ndtese de aqui que s
Ilespe.jando a ry S
r‘ .
Integrando dt/ds = r(t(s}),
tnn ws/z.
puede verse como  une
muestra.

x** UER.FIGURﬁ 6 KAX

14



Aplicando la regla de la cudenn se . VEPlPlCQ Fac1mente que
dr/dt(t(s)) = eu <1 f e cos ws) ' sen ws.

Resumiendo,

rbCs)) =
01t (s))

dr/dt(ﬁ{SJ

“como vnr:oble

Igual que nnte 23
las’ ecunciones se.

zndependxente
simplzfz;on, .

(...

Las rof1cos de r iviysiticomoifuncion de s ‘s¢ muestran en la

f:quru 7.

Hugnmos w s VElhl -t 5 g - Y reescr:bnmus las expresiones pnrn‘
r , la distunc1u corigeny ‘la velocidad radial , en
terminos .del.: imet re “s_;pnrnulps distintos wvalores de la
energiaj pavo .c,_a2 R RN ' .

h =o

(...

h >o

(9} ...

“"‘se w
(lo}--u n o



Estas expresiones son uprop:ndus puru un equemu numerico .
Vamos a encontrar’ desnrrollos en ser1e pnru r y v en terminosr
de t. - .

FPara h = o

Para h > o
r(s)

.t(s)'.fv

Invirtiendo esta-

Para h < o
r(s)f.
t(s)
s(t)
luego

Por lo tanto se tlene:q&e  nde oy

r(t) = 0¢t¥3) v vm --O(t

14



OBSERVACIONES

1) r y t son funciones IR - analiticas. de 8- que pueden_extenderse“"
de manera natural a funciones €= analiticas’ . en’; todu,-el plnnu'
comple,jo, considerando a ry "t ¥ 5. c0mo variables’ compleJos. “De -
todos modos r y t son renles pnruﬁs ‘ - e

excepto en s = o que esiii

siste una soucidn®
cuundu t ——> .0ty tal
Tyy Ty Vg1 Vo 80
r(t) V(t)o

4) Las ecuaciones”de ucido “conc = @

sqxuc1onhde (11) con energin hy

"sot1sfuc1endo w? =.2r + 2hr i

En la eﬁﬁ}esio

resio h\fuﬁ&i&ﬁﬂi(s)~y'hqcemos
wis) {= rlt(s) R .

': i rfts).f'no_ i
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CAPITULO I Résutﬁstzh@idﬁj DE LAS éde.'uJbi d{qfa’s"}-;; _-

Con51derem05
Coulombiano, Haciendt

= ¢t sge.:
" problema
el tiempo

Introduciendo .
tiene que '
repulsivo se cnnV1erte el
imaginario puro '

variable CDmpleJa
singularidades de.soluc;une
punto de vista de’ ln*vnr;f
de regu10r1=ac1on po

“IT.1 SINGULARIDADES DE LAS SOLUCIONES

un1c1dnd de
de 1la
nm11ton1nn05 ESIE—MO -, P 18]

"=_-_Z_Zd/_d_t, ytec




Cada una de 1as Nr v odmzte un desnrrollo en 5er1es de potencias

91 ulquno de

R(Swy T )7 e

No

1mportnndu que tun pe ueno se

Si todos los rnd;os de . cunvergencx
solucion.tiene- uno-s1ngu10r1dndﬂn1

La dxstr:bucion

de singularidades: puedeléerJtodd el c1ycu10
la siguiente . propiedad +Fe2401,
topoldgica generals :
-=- El conJunta ‘de

Denotemos por - S(t,t
de convergencin R $ ] € ,
convergente en. cunlquzer stc L= iempr i.o.: e
En pnrt1cu1nr; -el e’

valor. o
i ity -
binomio ;
A

(b - to) =

Luego"'

Ro "'.':‘
¥ B(tvt _ 2f.
pero o lu ve;'

dxremos que::
analitica-. dlrectu.“ En
FunC1une5 nno11t1cus £,



Ny ,y fo= f1 en Dn n Da, diremos que (f, ,Do ) y (f1 v D4 ) son .
cont;nuuciones nnolltxcas directas una de la otra¢ Si (f, Do)y
(£, Dy )y vavy i (f g 4Dy ) é5 una cadena de’ fcont:nunc;ones
analiticas dzrectns --dlremos que (Fv.pD.,)_es una cnnt:nunc1onf
analitica de (fo ,D o : . _ ; s

En el
importunte

analiticas ;
topologia~: -
homeumorf:sma‘ﬂlocnl en “los’ puntos';

algun elemento (F.D) y de hecho p def1n
en M’
FO

Pnro todo m e
p(m)E’ﬂ

-
. .
b

La
1a -

‘_;puntos excepcionales:
pe1411)

niremos entonces

un011t1cu de (f Do) ax lojlnrga de c;




La defznlczun . mas. general de 51ngu1nridod porn unu Puncién
global unnlxtlcu es~10 s1gu1ente." : : ol

(&)
glaobal - nnal:tlcn
d1ferenC1uble"“

UL T smngulor;dud de ln_ Fﬁhéién
) : o[ﬂyi] L c _
d“cpntinuor el

la
Fara
la

de
énte pequeio pudomos
‘g(fb!D ) €M a lo largo

(7). DEFINICION _El
noturol K - 1 co

t
8i piM* --> C es la’ pruyecc1un

D(tk, £ ) excepto en- t* ' : ' constu de exuctnmente
K -1 germenes., : :

Denotemos por @R’
demostrar que Q‘
perforado LSIE,p, 20 1:

Vamos 4
a un disco

(8) PROPOSICION Q7 ©
disco perPorado;D

g conformemente equ:vulente VlAfzf
’(n.EWJ en: el plnnn z.':gvh.. SO

Dem,: Elijamos t,€ I{tk, £) en.el plano t €€ 'y ‘..eru (oY i
en el plano z €€y -unaide lasik = raices  (ty~ t¥)'Ki Sea" soun

sector de angulo 2pi ”contenlendo a t,: Y sean. 51_'51
Sw= 5o los sectores




vt

hacemos corresponder entonces-a* (frt) la: determ1nnc1on de-i : :
(L - tx)x que esta prec1somente en-el m:-esimo sector. ' Es fnc11' _
ver que esta -es . la equ1vnlenc1o._buscndn.¢ nenotoremoa estu_ :
transformacion por h:n'(n. gl ==% A, S

Obser_vacion? Los germenes_(? t).que se. obtlenen por contznuocxon
analitica a lo.largo: de unoﬁcurva de un 1ndice flJo constituyen
lo que se llama unn’ huJu)Tﬂf:z =70t~ bk Y le. llama una
-variable uniformizante: locul Trotumos de _representar esta
situacion en la s1quxente” T '

IGURh 5 **

En general, si T } Q/ ==>'C ‘es; unn trnnsformaciun continua- sobre
un dominio del plunu compleJo y'tal que la - transformacicn de
coordenadas  hoT"' TAQS Y= D’(0y ') ~sea un b1holomor€ismo '
diremos que T es unlfurmizante 1oc01., :

’ V - 4

La funcion globol v ;.G‘ CHH' esta
representada por una: Funclon anulftlcn en: el disco D‘(o,E“) en e1 R
plano = como s1gue3 """ sl

Sea

lem?

Sea
definamos

Es facil ver que lu def1n1c1on.no depend )
¢’ es otra curva que une z, 'con: 24 entonces {c )
cerrado en + ° con-un {nd1ce mu1t1plo de,
determinan, €l .mismo.germen .en t

Ya que G

Recuerdese que K -1
sinqularidad,

(1OREFINICION 8i K = mQQ”
analitica, S A,
;una g
- upa
s1ngulnr1dnd del tlpo. e




1) Esencials 51 A 5* o purn una: 1nf1n1dud de 1nd1ces negnt:vos n.
2) Polo de orden m.> o0,:-8i A ﬁ# o-% nE-0-spara =N < M,
3) Cero de orden m > o, 'Si A F#.

sl (fysDy) es
(f yt4)y podemos

[e este modo, pnru ‘cnda’
un elemento de Funcxon analitic
escribir

A ey
‘_j_,f_‘f't.) ,Z ..ﬁ“ (t - tm " para t D,
b Moo

.H,;- :
‘%ﬁf *** UER FIGURﬂ 7 kXX
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{ §o, Do)
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SECCloN T4

Plano £

Fig. 4, Tlestracism de la  propesicion (§) pare
&l Casy K Z..

gqeymenes .
sowee L

Se
tdenty & ILCCL‘\-

C“dﬂ- 53&40\' Si en el plana 2 Corresponde
RIS TN LT ~sobre - el .disco. . D'(¢Y, &)
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I1.2 SINGULARIDAD REGULARIZAELE FOR RAMAS O B
REGULARIZAELE: ANALITICANENTE, = = . el

Consideremos el:sistema Hamiltonianao:

can Hixyy) .R - unqlztlcnﬁr
‘ ominio D%

_uﬂlzcnr

Continuondo unn11ticumente cuduﬁunn de’a eme
largo del e,je renl, obtenemos soluc1ones.de ‘lagis’
Hamilton con la misma energia siempre que permnnezco
Sucede entonces que o bien cada componente THK
cantinuarse a 1lo largo del eje. real o hien: exlste
singularidad t% de una o mds de las componen+e5*“de

Nenotemos por Xk (tety )y
de 1los cuales tiene una sxngulnrndnd t*
convergencia,

Observaciones
regularizable:
szngulnrldad B
Un eJemplo de

exp<1/t)_-__i§if

Este tlpa dé%éiﬁguiﬁfzdédgévtdﬁpQ§§;gh§&éﬁ;ééh?fééuidﬁi#nbiés.

,31m s



El cuso en el que es p051ble contlnuur -nndiltlcnmenté }la
solucion para todo ¢ > o ¥ t <o (nmbos) merece espec1u1 utenc:on

(2)QEFINICION Si la soluczon. no.es . per1udicu
continuacion onnlzt:cn para todo t > a’ Y todo,
decimos que In- solucion t1ene unq sxngulur1dnd7a
La s;ngulorxdnd nl

, f(nmbos);
hflnitu.-“--

una singularidad

Consideremos
para el problema

(3)PROPOSICION Las soluczones
regularizahbles al infinito splo
singularidades finitas son; reguln
de la energia. .

enerq1a h > o. Fara el
soluciones son (Ec.EI.ZeSJ
generalidad), B

Fara h = ot

—>-r:—->fw y v "~> 0.y hucemos
1guu1.Ln5 dos pr1mern5 ecuucxones

Comp ¢t —==> o
wis= 1/5 , p!— i/r
quedan? :

8i ahora hacemos =

e verifica que = e 51
desarrellamos en e bt nemos pnrnt'
iwl < By : - i : AR

una por cada remade la raiz’cubica.

T



Al sustituir en 105 pr;meros dos desarrnllos, obtenemns

p(z)'w';

de donde es EV1deﬂte que:
Fara b > ot '

La ecuncidhfdg;ln*orbitdf

A partir. de
la constunte

() =idr
t en funcidq?"

ntegralrn una integral

o
tan 0/2 3.

sin emborgo el
Hoc;endo 2z = 1/t
S t1ene una  'singularidad
dgdn y arbitrariay existe upa
“+ Tomando por ejemplo la rama
: eterm;nnr una sucesion 6» tal que
Yyn = {e .-'1) =+)1$ﬁtnn On /2, ‘de modo que’' 6 .no puede
definirse . -camo 4=déa~ de manern continua en 2 = 0. La
51ngu1ar1dad es esenciall y por lo tanto no regularizable.

pr1nc1pol de

En cunnto a 1as 51nqu1uridodes finitas basta considerar el
CAS0 € = 0. ‘ -

33



_ r(t(s)) 2'/2

__v§t<§J) 2/9

donde v(t) dr/dt(

Para h\= 0 ‘ ad : Y. .8 es. unn'_
es 2,
‘Las romus i
tomarse como'

s =0 lo- que. muest
podriamos habe r

Para t < o s(t) de ‘1la
relnc1on o= ewpres1unes;

implicitas

para t < o y'pdr
Fara “h: < o:la
donde t‘(s) o i.,e

95pect1vomente." .
1ngu1nr1dudes corresponden a valores de- t
‘né€ Z, Todas ellas estan sobre el.

eje Treal - estando - 1guu1mente espaciadas por
period1c1dud : soluciones, .. En ~ cada “intervalo
(2np1/wp2(n+1)p1/u) ‘se pueden’: tomur expresiones implicitus

semeJnntes al cusp jnterzoro.”

s
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CﬁPITUL_q.i_Ix_' __‘_RE_l_sp_L_.a'RI_z_at;Iu&s_s DEL TIFD GEOMETRICO

determinar. -
nbordnremosz‘
topologia™
Sundman) 3
energia .y :
resultodos

la
regulur:zuc:on las
coordenadas d & flcons1dernn
reales...En . w*momento de
escrzbirse. "en los

El prop051to or:qlnnl del truann de Sundmnn [SUN] fue el de
obtener ‘un’ desarrolle en series de potenc1u5 de .las . soluciones
para el problema de tres cuerpos.. Prxmeru demuestra ~-un teorema
celebre ~ que pare n - cuerpos, si el" ‘momento.. angular.no es cero,
entonces no puede haber colision. totul. ‘Para-tres’cuerpos esto
implica que si el momento’ nngulnr no-es-cero: entunces .de .haber -
una singularidad en la-solucion, ésta se debe'a’ c01151on ~doble,

Introduciende un tiempo fl:t;::q s reluc;on'da con “tiempo
fisico t med1nnte un desorrollo en serze
t A '_ Iu + 0'1. 5 + \

obtiene entonces desurrollos_en ser1es'deApotencxus de s puru las

La relocxon entre - v s pued res mplicitamente a
traves de una- ecuac;on diferencial el '

(1) v

el problema“

xcentricidad:
esenc1n1mente»f equ;valente '
1lamaremos- regular1LQC1un;d
unag dlmen51on con la- 1ntegra

repurametr:*ac;on de lus



En esta seccion estud:uremas ln regulnr1~qc1on de Sundmun desde
un punto de v;stu topolog1co. ' )

La ecuuc:on. de_ lu energiu puru el problema de Kepler
reducido es (ver: ec;*EI.z ~1073).50 -

son’

‘ _ ecunc;on
diferencial -

(3) 't;__'

hay uno
dado J
estas

¥y son por. 10
repurumetrxvucza
el s;stemn

Pépdrdmetr1zncion.- f o
de.. lns curvns Ich,- pnrq
: “ninguna.

cndu valor::
orbita va o,
ncercom1ent
ecuuc:on de ‘1a’ energxn

para h »:a,

v = +-;_=.4_ h

problema
(c:z yo) del sistem

Para ¢ =0, . todas:las’ orbltos vanio vienen: de:collsaon y la.
Formo de lns curvns de energln 5e muestrun_en lu f1gurn (9).' '

37



k¥ VER FIGURA 2 ok

De  nuevo la region sombreedn corresponde a b € o pero ahora las
curvas no san  cerraedas. Para h > o hay dos componentes con
asintotas v = +—f§F‘.Ln orientacion de las curvas puede deducirse
tambien de las ecuaciones d1ferenc1u1es.

Para completar el esquemn tambien mostramos la foliacion
singular definida por las - Ich" para un valor fijo de h. Notese que
de la relacion CI,1-7], &€i ¢ =0 "=> e = 1. Toambien se siguen las
siguientes des1guu1dade5*-" : '

JH ~ -V M2
(4~1) 4 8i h € L= (=2h) L e £ (-2h)
CA-1i) suo §i h =:::._'. e L et e
C4=iiides Si h }t‘ iq;'{ C < +oa
VER FIGUR&st;'d;'s KKK
Ademas ya gque lo‘ec_ ion} e-ln energxn (2) y ®n lus ecuyaciohes

diferenciales (3). npnrece cz ‘la forma y orientacion de Ich es la .
misima que pnru I-ch. DU
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ITI.2 . REGULARIZACION DE SUNDMAN

Cons1deremos_lo tronsformoc1on IR #» IR ——=> IR » IR dada por

hr2+ r - czla}

Con auxxl:o.d'
relqcxon

(1) 4o

como

> oo solo el vulo
o ombns ra1ces

2hc ,5_podemosuexpreéﬁr la-



(ryuw) ——» (ryv) se abtienen‘lns_solucibhéé.dei‘sistemu'EII.I-EJ.
Fara ello sea w(s) , r(s) una parametrizacion de Ich , luego

w2 /2= th'+ff;— c* /2 .,
Derivando respecto a St | "
W dw/ds = (°h + 1) dr/ds
de modo que si dr/ds = w ﬁo es 1dent1cumente cero, entonces

's‘- 2hr + 1 .

Para que la trnnsformnc on (r,u‘_ 4# (r,v) lleve soluciones de 2
en soluciones de’ EII.i-EJ debemas escoJer t(s) de tal forma que
wisg) = r(tts)) v(t(s‘ % : :

(t(s)) dr/dt(t(s))

Y bnstu tomur” Esto demuestro que 1las curvas Sch
con la“ or1entociun que hemus ‘indicado en las F;gurus (1Y Y (2)
son _realmente lns curvas’ regulnrzﬁndus. '

For "~ completeg mostromos las curvas requlor1quus para wvalores
fi,jos de- lu energlu. B .

*kk VER FIGURA 3 ¥K¥
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II1,3  REGULARIZACION DE LEVI - CIVITA

Otro metodo de regulur1;uc1on muy}usado“debldo ul caructer-.
candnico de la trunsformuc:on 1nvolucrndu es. debida.. a >Levi -
Civita CLEV]. En esta seccxon mostroremos este proced1m1ento poro
el problema  de Kepler en el- plonn ¥y estudiaremos. la
trnnsformnc1on de ~ Levi -~ Clv1tn~-desde~—e1 punto deff_vxgta‘
topologico. , o =

Consideremos el problema de Kéhlerﬁén el bihﬂO'roi;3Jfk

=V

L]

1< 173,

- p/iri®  r E —{o} v VEET

En lugar de proceder a la reduccion del problema - de Kepler
mediante 1la integral de momento angular, podemos aprovechar la
estructura - del plano, 1dent1?1condo E< =~ € + Con  esta
1dent1f1cnc1on escrlbxremus o o
. x:y

Y B - x/lxl3 : L c C* = C -{o> , y&Cy «

EFectuemos lu trnnsfnrmnc1un de coordenudus C* X C -—> C* X, C v
(% ,q ) --> (x,v) dudo  por (LEV1-- C1v;tn)-_,

’ rl ) Y.. ' r‘,x_‘_.:
(~ 5 4= ﬂ) carresponden A ﬁdemos
diferencisble aunque no es C-~ anu11tic
que involucra:una conJuguc1on.
Si escribimos “x = K, +iKg’

1 ?1+ i ﬂzp entonces la trunsf

y 1gun1dndjunter1or se verifzcn
con K .= -2 (estn es’ la’, razonfde: tomnr el condugndo "E en “la
transformacion de Levi - ClVltu)-* L : S ‘

La superficie de energlo




- iyt /2 = /0% 4 B
se transforma en

n : /21 § 1 -;;/1 g: =h

se tronsformun;en?&&;?f“”'“”

Finalmente 1ntroduc1endo el cnmbqudg variable: 1ndepend1ente
dt/ds = 2} E(t(s))}?%. 105 ecuoczane ‘quedan: , B

o en forma equivalente 5.7

un oscilador armonico si h < -1
Ya que en la deducczun ut;li’amos la‘ecuacion de': lo energxo,

las soluciones de E ‘/ - 2h s ret :

problema de Kepler . con: energ (

iniciales (% o,

los puntos ¢ E, V) 3 espo ‘mismo - valor
(h,y) Al identificar ( g,f?r)-v 1 ?§ﬁ:jﬂ)' C (E, M) en
Ck, obtenemos ‘el espuczo_coczente que‘denotamos por 02*/” ; T

(1)PROPOSICION C*%/* es dlf omo
el proyectivo real en IR )

IRP®x 1RT--> €2/~

C?%/" ==> 1RPx IR', (£, )7

e



son funczones bzen def1n1das y d1feomor€1smos uno del otro, -

Para determlnnr 1u tupolugzo de 1us 5uperf1¢1es de energxo
constante en. courdenudns ‘deLevi~Civita: idebemos determlnnr
przmernmente lo topologzn de: s’conJuntos‘

imagen de estos conJuntos bndo ln‘proyecc1on_¥
Cizlriwl) se muestra en la figura (1) '

XXX VER FIGURA 1 %KX

(2)PROPOSICION Sea r¢ 2tht si h F o0, =J2 -‘si h = o'.~~_-
Las tronsforch1anes (que dependen del sxgnn de h)

S3 H3, E3 -=> Eh , (z,u) ~=> ( J_'w/r .E‘ z)

s0n difeomnrfismos.\

Lem. ¢ T B ; § = Jh"u/r-v, entonces

Esta ultlmn prop051c1on_perm1te eterm1nnr completamente lﬁlj
topologia de ‘las: ' u

Veremos 2n seguidq que‘ei signo:de’
de C* %/~ con IRP2X !R*'A{que ‘@n;un;cnso: espec101 coinc1de con’”
1 1dent1f1CQC1on de 10 prup051c1on7 ' o : :

R



Iefinase primero . = =

izyw!_ §= 32: -+N=Hl ’ Ih,w3+ :" ‘Izl - !Ul_f

Vered_ es unu Func1on d1ferenc1uble en C *;
les+!¥ es una funcion: ‘diferenciable’ ‘ent P_‘;
lerelo  es unu Func:on d1ferenczob1 )

P” Yy (C* x CI~ 50n pnr tnntofdb1ertos.
en IRP’rdenotadns par”

Cha/w = (RE £ R
PY ==> [P r-'R

eston

IRF-
LRI ~=> H3”
LCx x CJ -—> EB”

(4)TEDREMﬁ Lns QUpEP
la topologin.

h<o! Eh”.
h =0 % Eh"




I- "D

h>ot Eh* = {Cz,wl IRPZ./-1z! > lwl > un abierto de IRP>.,
ER* es compncto solo pnru h < o o

EL MOMENTO ﬁNGULﬁR.

El momento . ungulnr es una Func:onuht C~x§C_f-}‘iR'  que en -
notacioh compleja se expresu como- : ' e L '

Vamos a estudiar:
coordenadas ¢ £y '1.)ip
por hojas Ich¥.:;
de energ1o y mamentn

un

:”tffdsﬁkbiinciones de 83,

El problemu se! _
T‘fHEc' HZIW Mﬁc Y

H3.y E3 por super 1cie,
E3c™t "= E3 M MActiresp 'tzvnment
caso h < 0.7 di

Poru h 1os; valore _pos:bles gel momento angular ¢
_~*E—-(2#h'.)'_!’:?-'.~+(2Ihl) = E-orlyt o1,

ST

1.

"C., 0 sea

£ 1/2 y
la Fol1oc1on a: estud1ar es J' " :

54? u



o+ e T W - v

Frxmernmenteg?ﬁ
Ehﬁ'p 0138] LIRS

Cons1derense
cond1C1nn-vﬂz

-
=
e

Luego 1la foliacian es’ singulnr. R R R '

En uno de los modelos para esta fuliuc;on. representomos a 683
como dos toros sdlidos identificados’ por sus fronteras, = Si cada
toro sdlido se- descompone en torus concentricns obtenemos la
foliacidn de S3 por toros. ' - :

X% VER FIGURA 2 XXx
Dtro modelo para esta foliccion consiste en representar a 83 -
por dos esferas identificadas por sus fronterus*ol 'radnr?-unu
sobre le otra, \
Cada esfera puede intersectarse con c111ndrus . concentricus
ocbteniendo un par de foliaciopes que nal hucer 10 identif1cac1on
dan la foliacidn de 83 por toros. = : :

kK% VER FIGURA 3 a'nkm ,_;;.:j,

%z:1'+ lw. “=.1',
l‘ ' :

S3. .por toros.. La 1ntersecc10n
traza de 83 ¢ en Tap . T
En lo que sigue TA
-hbrev1nremos tamb1en::

Si- porometrlvnmos
ot 4 gt =4, -opi
coordenadas  Im(w.z)’

(7)LEMA . Las -“soliciones
°‘('-‘ 59:1(4’ ~ 9)



iy si i) =1/2, la dnica solucidn es ¢ ';' = 1/ J"‘

¢ = pi/2 } 2np1 . -'¢1- &= -pis2: + 2npi n e Z segun

sea Y : - : _ o
i1y 8i T = .o

arbitrarios

(iii) 8i o
Yr para. cadai
anterior, existe
respecto a pi/2
p-8 = 2;‘+”2hp
la ecuucion. 31

J

;.;Estu demyestra (i),
-~ gimetricos respecto  a-
: tal como se muestra en la
curre olqo similar respecto a ~

pis2, " soluc:ones ‘de d@ sen
figura" (4). G- A T
pi/2" "Esto demuestra (11). <

Finulmente.notemus que 51 Y= +- d@ » estos valares AL 4 Az
coinciden Ay= A = +- pi/2 ', mieptras que si T =0 y %@ F o,
las soluciones son Oy, +-piy- +-.°p1, ‘etc. -1

(8)IPROPOSICION

(i) 81 171 = 1/2.» ln hoJu S-r €s.una curve del. t1po (1,1)..en.
el toro TA, ;
(iiY 81 ¥ = o0 4 1la super#;cxe 'So contiene a las curvas enlazadas

Tio ¥ Tos en S, " v 10 truzu de So en cada T «¢ son dos curvas

del tipo (1,1), =
(iii) Si o < Wl <172 __o han S-r tlene trazo solomente en’
los toros T i’““ W B Y, B dP tv1 , la traza

'si ap > XT‘l

E”1u~tfuzo son dos

Nota! Una curva toro1d9 ‘deltipoi(msn) . esuna’ CUPVO ‘cerrada gue
se enreda m veces en‘el‘ i

":argumenta es

Y ndemos Im(u(t)' z(t))r="sen =12y es dec1r

51



(ii)y 7 = o :
circulos enln OdQij
cuyo cgso  sean {z{t);

:VfCusn nos-. dnn 1 5
“bien‘a G >0 en i
iy ,’(-vct),w*(t))_,_g‘;:

= (o et ,p e‘_“_’.‘”"?.)'“‘:
Como :

(111) Si%
l‘ll [ A z .
el 1gmn (7113”

EI'ITP
Solo Fulto_h“”
coinciden ‘i con
intersecdion}

Tilas’ superf1c1es
. '{:como ‘siguesd. [,‘- el
plnno %@ lo c1rcunferenc1n;f-;

los modelos
=0 .y 0(
cxrculos '

Cansideremus
valor de o

QUperf1c1e S

AP = 1/2 es ionQEnte al
(1/{" ,1_/. 2

_ OS_tOFQS“Td(5 parn ~valores

"Esto 51qn1f1ca que; .
Flguru '(B)o

(ot',(s)



Eef1rlendonus a ln Plgurn (9) bustu anul:;ur lu 1ntersecc1on de
S'r con uRo de los*toras SﬂlldOS ur eJemelo -con UL '

Tumandoh'”
anteriores:,

para: .estos” cosos la
e 5011do gs ‘la de-
un Znad ntr : ~Con mas
precisioni | 2 f"””w LE ’”"t lezado! ;sobre un plnno y
cortamos...en osdie i dos’ nJenus que
*rellenamos’ _ pegumos a lo
1

= U {Tus t
uperfzcie semeJonte. por . -
simetria u copxn en el toro T4. o lo

largo de:

*;5 ’rl

(i) S r es un"toro. pnro'
: _on dos c1rculns.

(11) S Vg 9

ﬁdemos lus hoJas
o< 7 £ 1/2. :

ln_tnpulugio de las - hoJus es zlh'
Iii). Faraiver. que 51‘ ¥ S.r._estdn

hemns V1stu

[lel'ﬂa HE YQ

¢,nT¢ refledandn respecto_oljplonu
% e = - pz_con v

equivalente {nfl :
8§y vy S§_, son dos _
disminuip ?-'hostu‘huce
dar el 1P ' res|

en.la figura (%) la cemihoja; S,fTTy~f 7

lné;fw'



S T e oot T TR R e - e e R AR T T T T A A b i e S e Ao S e WA WSS

corresponden a “las truyectbrins'circulores - con - orientaciones
opuestas {(12-iii), =~ 7 T e

" _.sik*_m "VER FIGURA 12 %%k

Igunlmente el

segundo modelo

: ubtxene al
hemos ' tomado
i é‘ ! E’StO
: St pl).-,,_
ol1nc1on de S por toros.
= w9 & piz2 v Al
fipl),obtenemos un toro

Estudlémnsu
identificar . .J(z,w
coordenadas” poloregr
equivale a 1dent1f1cq
Extaminemos unn de:las
Tomamos el rectnngulo
identificar (0.,

‘torcidof. Ty

F}” obtenemos unna €0110c1on de

5%  por toros “tRF?® 4+ Esta
conftrucc1on‘ \fuc11mente en el segundo modelo de - 83
como dos copias de-'[l3 a:bola.unitaria en {R?, identificadas

por sus Fronternso éimplemente _tomamos una de las copias e
1dent1f1cnmos par antipodaseat

329 'ER FIGURﬁ 15 Kk

Notese que- la 1dent1f1cncion nntxpodn de las hojas singulares Ty,
y Toi vuelven a-dar dos curvas. cerradas, .
Fodemos proceder de: mnnero unlogo ‘a’examinar la traza de las
hojas de 1la Pol1nc1on G~ en. ‘cada toro T af fara elloc basta
considerar en figura . (4) 1nsj'tru¢as ‘cuando  hacemos las
1dent1f1cuc10ne5 de la. F:gurn (14) “La folincidn G* es entonces
la que obtenemos alconsiderarienila figura (13) la foliacion G de
una de las esferas [ 2 ‘e’ 1dent1f1car por nnt1podus.

-“. : .
R A

XAN VER FIGURN 16 % K %
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SECClON  TE.3

-

W

Figed 'Ima.gr.«ﬁ-s 8¢

Rl Feleton de s_'s_-_‘ per. Heves 1 Cas ahors
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Sgecion M. 3

\

iy

[

lTof‘_'
Fig. 3 Foliwcion - de ‘?:3?" j‘oras o0 olvomedels de
S . Dc‘ssg :c,ﬂ??lg.st_:.._,.d._: “D3 idca-\-\-‘;\'no. das par la, {‘“*e\:_( .

T2 Tus en azps v

. . - ) o a ) :
. . - ) .

Ty 4 Greaica “de Al focidn  desend
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gseccioN T

-3

c urvo cle\-\-\?n(a,‘ﬁ) curva-dc_\-\-teo _j(i, 1)

Hogas  smaslaves Su; S

'-.Tfhza.' de Ho Sobre

Sobte. el %rnT" Tag pate «p70

Traze de S¢ S(.:\.ﬂ'-jﬂ-':
Tap pura dp? V20,

l-‘_\”i:.u'@l!'t":cﬁ.'-w'\ftuu._ de So gebve Tag.

e

Toy Ui,

'

FIGURM

) q" -

5%




SECCION ~ TL.3 .

" FIGURM -

SENIROS A

3‘7 nTy

Tojecseccion e lo. suec,\‘lri(..lc. Sy con

Fig. 4 . - —_
roe solido Torz UfTas | 43 s e Vel

el
Cada 'l"a\‘o TdF ln+£f§£‘-+ﬂ- o GT Mu.(\le.féo
o o P\’DPD5;LIUV\ (8) )

TR

© p&TS
4 .

4
2



SEccioN .3

N

Fig. 10, Topoloqra de la interseccion de Sy can el toro S3Ids
Ty L 9emi hoju ) .

FiGURA AL,

§9



Seccioy, .3

) 0471 ‘/1 iy T=zo Liiid T iV,

FIGI2  ASPECID GloBAL DE La FOLIACIDN G,

fig. )3 Descrigcion de. \u" Soho.c.\::n -G en el Sequnds wmodelo.
Towbiew Se wmuestran,  lxs coovdewa daz 6, ¢.

[}

e oo

gtc. 4 A k] ",

\ 0
T ERE w7
) . l -.n',l

Tig. W cwskwc.uu'nac\ :_’i_t!'\'_t‘: . .'T-l.p_ .
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- SECCION .2

"Fiy, VS, #o\lnt\o‘h Ae RPY = S3/m - ?bf fov0 % - :TJ‘: ‘-

fa. 16 hspecto 3lobal de la {oha cion C."
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IIT,4  DLESCRIPCION INTRINSECA DE LA REGULARIZACION. =

La def1n1czun iconceptu " .de
regularizacidn de ‘un: compo vector:ol purece ‘s@r’ ‘debida . a Pham
CPHAM], Esta def:n:cxon 1nc1uye*1 EQUIQPIaQCIOHES del tipo de
Sundmon y Levi Civ:tn. asi; como“ Uy

(1)DEFINICION Sea M

vectarial 1ncomp1eto‘
cuaterna (N,©,X*,f) donde N
634 -~> N un encaje denso eniN:
fiM «=~>IR "una func1onvestr1c
negativa tal que Al

X un campo
de X es’” una

HX*an compo completo en Ny
mente pos:txvn o estrictamente’

(M) que como der1v0c1un en

Dbs., O%X es uH;EGMp‘ :
m he C™ (6(M)),

C = {o(M)) EQ.EO*EJ(hf

.ES un campe que coitncide con

X en -un dom1n n; cnmbxu de coordenndus 0 R

una repnrnmetrl

regulurxgaf
81 c.¢'o ;Qéﬁ}
8i c =;o_;

Sea 0 ¢ H ~—> N

Calculamosy

Luego S L o
(BXX) (ryu) = Ee*(v(‘a/'air)-- e 4c? /ra ><'z/-a unJ(r,u)
= /PR keIl 3w F (=17r2 +c2i/rd >r<’a/a u)’_
= (w/r)("t)/'a ™) + (w"/rz —-1/r '+ ¢:2 /r2 )('B /Bw), :

627



II'.

pero de la ecud:i6n  w.172 hr2 + "= c Z/2

“u“a

wisre 2h + 2/r - e? /rz

Al 5ust1tu1r en 1u7u1t1mn erpreszon‘owtenemos

(O*X)(n

brevemente

olgunos

pnr Y p es: uno 2= Formn cerrndn Y no. degeﬁerndo
es uno Func1on 4 X un campo en . “Fy
ecuacion. B . i

c1onudos

se, 51gue que

de la

tiene dimension
i.Bupongase que H
mediante la

(Aqui X ”Ifb. : amndn_producto 1nter19r de p con X

o ln controcc1on de' p e

CQITIPD'..



entonces - ' o
X _i p (Y)-— p(x Y) = - p(Y X) =-Y_lp (X)

Entonces en coordenudns de Darboux

(KL '*"'}‘l’\ rYi ,o.uY,, )5 2]

n
x= L
iz =1 . TR
y sus curvns as ecuaciones de
Hnmilton R teuth b

P

de ;—-C1v1tn es un eJemplo de
regulor1zoc10n especiulmente ndaptndn para preservar la forma de
las ecuaciiones. de’ Hnmllton. Ueqmos nlgunos nspectos de este tipo
de regulormzocxones. jﬁg: : .

Supongose que (G,q) es una vnr;ednd sxmplectzca y X un campo
Hamiltoniana, incompleto en Q. "Tipicamente Q0 -es.un abierto denso
de wupa variedad- s:mplect:co QY y.@¥ \'Q@  es el conjunto de

'singularidades® del campo o del Homzltonznno, es dec'r x o H nn_
pueden ertenderse sunvemente 9 todo G” ' ' e

81 h es un vulor regulor de H entonces Eh3= HV (h) : una
variedad d1?erenc1uble 1nvnr10nte ano1el fluJo' de ﬁXHHG.j La
restr:cc1on de X“ a Eh ' ‘par. GEoe e -

_gu;e do‘lns lineas
del gradiente- ‘de- H. : to ina “-vecindad - de’ Eh
conteniendo a‘ung- veczndad“ 3 m}“'“ -supongnse que

ot -=> V¥  es’un ' abiertoii.yidenso en unn varzednd
simplectica (V”,v) : s trunsformnc1on ‘cenonica
sobre (V ,v) con V.= O(U) H oe . define un
campo vectorial XF en’ '

.JﬂtISFﬂce u(h) = hy
1oF. ~..h .. definen ‘el . mismo

(1)PRUPDSICIUN Sl Uo(h
u’¢hy = I entonces
campo vectorial enu;Fﬁﬁﬁh)

Dep, For definician y .

’ Xgn —

vi vy como v es

Si x ¢ F'(h) entonces :
Ftw).--s;'__: N,

no degenerada se - sigue



Ahora supunguse que existe una- func:un £t Vo= .R “estrictamente
positive o estrictamente  negativa  -tal 'que o F O FAL puede
extenderse sunvemente o U”. Entunces 1gun1 que en lo propos1c10n
(G D] el campo' Y- ' AT (o).
Por lo tento:.- 'T_

_séh‘i‘fﬂé‘e@af-ﬁ IR

es una regulorzzncmon*del,compo Xh- sobr

. ivel‘déﬁéﬁergio he
81 escr:blmns el Ham11ton10no B com S e e

6= F CusHot™ = 1)

vemos que una regulor:vncion de este tipo' consiste de una
transformacion canonica de coordenndas ® , una transformacion en
la energia u y una reparametrizacidn .

x¥k VER FIGURA 1 X%x
CONJETURA Supongase que G = f (usF = h) puede . extenderse

suavemente a V¥ , donde u(h) = h ¥y u’th) = 1 , Entonces Xe ‘es
regularizable parn e cercano a h, .



Secclon .4

I.lus-\vu ciow de la xeyw \uizacao'\.-.'

Fai |
. f“_-‘“‘ Lampos Hawilbowniavos,
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CAFITULO IV GEDMETRI& Y s:nsrnxﬁs EL PRDBLEHﬂ
o IE KEPLER, -

En el ;‘m

] demuestru que es posible
regulnr1nar eimodo’ que el flujo para un
valor 3 quzvalente al flyjo qeade51co

en 1la

ACemos - uno presentncion

.en’’ el

f1lujo
el espnc1o
nrt1cu1u5

euc11d10no.;?
de ﬂleKse;eev\tﬁLJ

Como KatoK gentllmente me h1

_degdncnbz-ho
sido poco estudiada v L

V.1 REGULARIZACION CAS EN EL PROBLEWA IE

(1)TEOREMA (Hamilton ;.
c1rcu1u, ounqueusﬁftEhtro¥n

Den, dv/de’
nngulur, dO/dt

b, con .la . orientacion: pcsxt1v'“
esto se 51gue de.lu‘ecuuc1on

- ***fusn FIGURﬁ 1‘***




Notese que no sabemos hostn uhoru sl el vector v(G(t)) 'recorre,
todo el circulo de vglocidudes.

Conviene- definlqjla excentr1c1dmdudel c1rcu10.:ef“‘!b!/R.z_'
Si ahora ’ Jes: E: hadd :

horxzontul"

Si uhorn-

sust1tu1mos en:l

==5> 1(6)

Oeamds ::“
velocidudes

(”)PROPGSICIGNv
-veloc:dudes 3

obtenemos

81 'sustitu1mos.:_ 5 : RLE R VAY -4k
nnterzor obtenemos lu e»pr951on Fom liqerhc?gﬁ

Con avudn de la- relnczon obtenida en . ln
podemos construir los -c1rculos de ve10c1dudes de'
sigquiente esquemao : %

CONSTRUCCION DE LGS CIRCULOS LE UELOCIDhDES

A+— Construynse el circulo de referencia de rod:o Jz!hi 51 ,ifé}r

Y2’ i h = o con centro en el origen ( la eleczon%{ﬁ} puru h=

o0 es un tanto arbitraria pero se justificard en. 1a seccion IU 2)

B,.- Locullcese el pupto (o,ibl) en el eJe vert1cul. 'Este ES”fel
centro del c1rculo de  velocidades. - : . C

(i) Si h - T trucese una recta tangente al C1rcu10 de referencin'
a partir del-. centro (oribl)e E1 segmento determinado es entonces
un rndzo del c1rculo de velocidades., XXk VER FIG. 1 Aok%

(ii) S: h o;trncese el c1rculo de radio R = Ib }.** UER FIG.2 %%

48



+

(iii) 8i h < o trocese un tr:angulo rectongulo de cutetos 2iht.
y {bl con el vértice recto’en el origen. “La. hipotenusa determ1no'
entonces el rudlo del”c1rculo*de?veloc1dodesi**fUER FIGr“ ' '

de ve10c1dudes exter:o
hay restr1cc1on ulgun
tanto todo el c1rcu1 :

Lem.!
Sea . el
Escribomos Y, =
c1rculo. Ya que
V¥,

proposicion (2);ié

define la operncxon.de inversio
8i la nntexor relucxon*se~ umbi

(4) PRDPDSICION

uaé§5é5”invnrinntefbﬁJo°'ln

(i) 8i h >0y el c1rculo_de velocid
uloide’ rndln th Y 'centro . en 'el

inversidn respecto
origen, Pt
(ii) 8i h <. o ylel:
inversidn negot;vu'respecto L1
el or;gen.
(iii) Si h_
nl

eloc1dndes es 1nvnr1nnte buJo ‘la’

;1rcu1o‘de velocidades’ vespectu _
_j_rmdiu) y,_,

veloc1dudes ‘vala uny puntn vzen la- mlsmu 11nea que une VL cdn el
or:gen y sobre el c1rculo de veloc1dndes. La transformn;1on vt -

:-559l

c1rcu10 de rudloﬁﬂh 14 centro';‘n; o



v, es una 1nvers1on respecto nl c1rculo de rud;o V"h vy cehtho
en el origen:sith >0y 0 unu 1nver51on negut;vo si h- < o ya
que Vv, v, ' : % ; -

queduh fzJus
urbltrnr1amente
“para’

circulo unxturxo.- Nof
ren notacidn compleJo,v
el plano compleJo
esfera 82

luegoy si v ~—> v’

buJo la trunsfurmacion
circulo  de”
‘unitario, - El
veloc1dodes '

el s:gu:ente.

univalor ?1Jo'de' 1&
1:.con;gendesicas, en:§2 g1
> o‘y‘el'plono_Eua11d1nno

(S)TEDREth Los circulos:deivelocidades par
energia h: estan en’ correspondenc1ay
h <0, :en’el: d1sco de Po1care'D2 SIth
51h=Oo""‘




Con mas prec151onp senn

Mt = €

v

€! Rz.{ #} <t } -con metrlcu‘ds+ 4.dwi /(1 “-'wl2)2 u

M- = 43dwf /(1

Mo = FL
velocidades 1nvert1dos paraiunivalorifijoide’ 211/23.-

o0 respectxvamente’=fgf

Sea I 1la operac1on' de ‘inversion “@s: - posible
reparametrizar . los’ circulos invertidos- u(t) I(v(t)) . de  modo
que sean geodes1cos en la. metricn cnrrespnndiente.- I o
En los casos M+ vy Ho -es claro que dsf:iiy’ ds2. determinan la.
metrica hiperbolica ‘en el disco -unitario v la metrica
Euclideas Falta tan solo ver que,podemqs reparametrizar® a  w(t).
para gue el vector tungente tenga norma 1. S

En el caso M- , 1la metr:co en la esferu 83 , dul + dh, + duy se -
transforma via la pruyeccxon estereografica en 1a metr1cn ds_ % S
- este es un largo cdlculo que haremos en la secclon s:gu1ente -r_
luego los circulos invertidos w(t) son - lineas geodesicasien’ M~ EE
pues corresponden a circulos miximos en la esfera S2. Asi, ‘en’ 105 D
tres casos basta reporumetr:zar los c:rculos 1nvert1dos. V;;;;“_; :

(4) PROPOSICION Sea s el fFarametro uuwllznr dt/ds :g(t(s))!.,~~5;3'
Entonces los circulos de veloc1dndes 1nvertidos w(s) I(V(s))'ﬁ =
son geodeésicas. Lo - [RRHE _ :

Llem. For la regla de lu cndenn

dy/ds = dy/dt dt/ds

J

==> ldy/ds! = 1/=p:-—f1v|3/2

== 2rdy/ds./<.vlz tie,

+
-9

Sih =o;yw

ivery w(s) tiene modulo 1’en la metrica correspondientes.
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SECCION

Jx.j_

R S

yw

Y

p433)

{

N\

Fig.d curevlo de
velocidades Wy

£it)

4.2 _C_.u'cu\n dg
velo t.\d'u.de.'xs ’ “"—"b -  1 _.: .

RS

/

‘““./-

 Fig.3 Civcole de
~ velocidades hW<o.



h:o

*

‘:.g._:‘.' Los crecules de velocidades y Sv \’¢\ncto‘v|
con scodt'sfctls ew ‘q, C‘&Cfﬂ : at d\BCo

-d¢ Pomcare y el r\nl‘lo euciitdiana.
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SgccioN .4

15}
=
-

Frg- 4. 3‘“.”*_'“9_‘5??‘;._.’_,‘.1,-‘.1 Fu;sl.o.\mu S\;n ae\ powks ¥ es Y’
lewa L‘S? S lo. _'.-\n'vﬂ S_\Bi\' _heanhun %' &g ha

: S .:-s‘é.f“'s"" que el cenlvo del vod
. o R _,_e‘H_d en & origew,

: Aa. _Q;\d_f.\_é_&uic a
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IV.2  REGULARIZACION Y FLUJDS GEODESICOS

q regulur1zuc1on_abordudo .en

‘con:mas’ clar‘dod el pnpel que

La descr:pcion sxmplect1cu d
la seccidn III.4 perm1te'entende_
Jjuegan i
pareceria que
rotaciones en: E
movimiento
grupo
nivel de _
multiplicidud"ngo
g@(4), En los metule
forma

i

e h;drugenn ocurre 'cnnf'unQH :
_representnc1nn ‘irreducible :
T *que el pctenc:al es de la:

mientras que’. un espectro
correspondxente, ‘ metr En la detada
pasada J, Muse (19 p _;” Onofri  (1976)

el;fluJo del problemn de Kepler
regularizado. ' excepto
por una repurnmetr;zoc1on de
curvutura cunstunte. +JsMoser: CMO- IJ Fue @l primeroc en hacer ver
dsto , para energia: neguti ya se encuentran antecedentes
de "ﬁPosterlormente Osipov [0S] vy
unologos para eneérgia
1% sigho de la energln y el de 1la

En

correspondiente ujj
Hixyy) = |

En IR"+L tomomos coordehudn ‘
euclidiana en 'R“‘*:dentif1cnmos ]
IR™ - UR"“)’

nﬂ.

donde dx; ¢ iR
Tenemos entonces

THIE™ = ™ x(-r\"“l*.;-—f

75



(1)LEMA E1 Flujo Ham11t0n1ono pnru H(m.y) = inl2iyl®s2 , (x{v)-e
TR™ % IR™ deJn 1nvur1nnte a . e

T Sn = {(>__ <y E> =03

(=1}

(3) oo . H
4) s

Ya que:: _
covorzunte del v
s(s) se. obtlen
el espuc1o tun

es la ecunczon _
circulo mox;mo.;

sobre IR" desde
Obtenemos entonces
():L,...px“+t)'.; =

(S5) eue

i

lo que demuestra® “es

conforme.



Fara extender 1la trunsfprmucidn" Sno. ——> IR ‘2 una
transformacion cnnonlcn T*Sné —— T*iR roo notese “‘que - la.
estructura simplectica T¥Sn s es’la: que iE-1- 3 obtlene -al
restringir la 1-forma Erde 4ot Enu dxnﬂ_ ‘en TXIR™  a. TXSno
de modo que denotando o los: ‘elementos’ de T*Sn por (x, § R y a
los elementos de; T*IR" por (V q. necesur:umente

§l. dxi +000+ §M|'d}€ l‘\H = QLdYL +o'o+ 'ln dyn

IR Y Si g =0 |
Al expresar :105 dzferenc1ules dk; del mxembrd 1&quierdo én 
terminos de las dy! éstas son vya independientes y al 1gua1nr los
coeficientes correspondientes tenemos '
(7) 4as 'lu = Enu Ao + (1 - H“u )Eu K = 1!2!00&;“ _

- ’ +
y la transformacion inversa

(84, e = (Iy12 1) MW /2 = (e IV Bmi = (oY)
El Homiltoniano transformado de Af?" . |
Hixy 83 = 1 §1°/72 , Ixt =1 <3v§j?:? Df 1esT'

1]

(9) iee  Flysn) = Gyt® 4 1)° l']'z/B. o

elocidad ~ p s estdn

Las gébdggicoé . Sno- que t1ene :
[ =1 variedad

parametrizadas 'd1ferenc1nb1emente-* or’1l

COrrespondeyn“G "Gy el

iltimo~ se sxgue de

Eap11c1tnmente tenemos,

G(Yrvl-") =

hys (d ) -.fff' - y
regularizando sobre el nzve1~de energlhunﬁ"= fi/2p?' coﬁ el
cambio de purumetru dt/ds p3 ! ﬂl. el

'th_77,f&

'co1nc1de ‘en F"(?VZ)"



En efecto!

PN ith 4+ 1/2p2 0 = p3 | l?fEIYIZIZp - 1/p| ql ¥ 1/2p= 1=

It

pl ! :yl"‘-/ﬂ - pz + pl'? z/z_

p cmz 1)| qz:/ﬂ
Si ahora hucémbs,in ;
P=- v/é

h(ys 1) se transforma en

-t Iu-o v #

De la ecuacion de -la energia

venos que 51
En coordenndus

e opentonces

descritos

+:.5 .+..+§; d
o ecc:ones.i_.

.m (P /72""-"—:'» g



o TESS N OO
con la forma simplectica. . . s&]s;! BE LA ©is L1ZHECA

dE, A dw, + dE A dx, + eeek dEA dx, o

Tomaremos esencmlmente el mismo Hamiltoniana que en (1), pero
con respecto a la pseudometuca g en vez de 1la metrlcu
enclidiana, Mas prec:.soment.e,

(2)LEMA [lenot.emos a-los elementos de IR “x, ERM =¥ T*IR“‘

por (.} Eo v E ) y. definase -:-‘I = wE et ¥ 41 ES? E."+..+?
y Ak —'H‘;i +0'0+ }ﬁn_gn.;'o. . - : .

Entonces el f‘lan Humzlton:nno pnro -

H(Hu p)(y Eb, g )

==

s el espnczo_cotangente n"l

Observacidn! E1 conjunto invariante o
AR ANt e Brv -!cuando

hiperboloide de dos: ho.jus Hni= L
hucemos la 1dent1€1cnc1on :
En=" xﬂ ) gﬁ =

de lo cual se 51gue que

79



b

Wy = (-x* + le")x e >-"'-.“(-».‘, _'+_‘_,=_a=?)g.~

Estas son lns ecuuc;anes d1ferenciolestde:curvus gendes;cus en

iyl < 1)
=5 Iin viene

“inz) "

;energia negut:va podemos completor
"cnnonicn' T¥Hn ==> T¥Dn ,

\ anplogo a
lu proyecc1on‘

. 372/, queda . .,

Las : geudes1co5fcon velocida
estan ° purometrzzndus*'or\l
la ident:flcncian 7 '

Veamos = que . del
Hnmiltuhiunu;h '

(14) oo



sohre el nivel~ de energau h“ =" 1/2p% "> o ’ con 1a
reparametrizacion’ dt/ds --p3 qurf““““'\' s R
Efectivamente, .o - L
~‘='1||:h—-

oordenodns

F1n01mente L
: jHamilton;ono.'de

P = = Y/p y
Kepler

ue ' 51.{Gi —=>0,
=2 3 N ;; i GIIPI/2 -=>1
0 lo gue . es- 10' / '
R s B

-Tomondu-,en;

quE‘ s'i’-'?.:.'“l Dl 1 r-

Yy la superf1c1e de energ:u h
tanto dxfeomorfu - "1
e

3+~ Para h = o, el prubleﬁo de” Keple
al fluyjo geodesxco en ER" :

La . metrlcq

.euclid;an
identifzcnc1un L

Ny EetR”

Las ' geodesicas

IR



en IR" , i.e., rectos recorr 
Las ecuuc:ones-ﬁ

es una
(3:1) en

luego Fpu?..G.f

geod951cus en ;Rg“f
fEi® s2 = 1720

Gise”obtiene por- 91 proceso
de regulnrl*ncian del. Hnmzltoniuno | qml? ﬁJylz/2 =i

sobre el nivel de: ‘energia: :
dt/ds = {1 ‘;q Bustn culculu :

Flnulmente hac;endo 10 truns?nrmncian de coordenadas candnica
y = =P N-='Q " obtenemos que (17) se transforma en el
Humxltonzono del problemo de Kepler

: _
“heayp) = tp12 /2. - 1/1tal

-
-— e -
— o ——

5



SE.CC\Oﬂ N.2 -

" n
W
£>
f
!
!
!
!
Kz

X

Fig. 3 'g\ogccc“;'ﬂ de uni Wojn dal hiperboloiae
vg.1. .
B PETT PR (L4 socbre el diSCo

ae ?om:n.vc'.
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IV.3  SIMETRIAS EN EL PROBLEMA IE KEFLER

flujos geodesicos 'y:.el” problemu de Kepler
1oc1onnr1as como: ‘sistemas “mecdnicos con
simetria. Estq teur1 -se"remontn nlt proced1m1ento de *"reduccion
del centro de ‘masa’‘en’ el problemu ‘de nh—-cuerpos .y al proceso de

*eliminacian de‘nodos ;en’eliproblema de tres cuerpos debida a
K:«G: Jacobi. Su enfoque moderno se debe a J.Ms Soriay con grandes
contribuciones debidas a .S+ Smale, A, Weinstein y otros. Para
mayor informacion, el lector debera consultar las libros de
Abraham-Marsden CA-MY ¥ Arnold LCARNI.

La equxvnlenc1nf
regularizado . permlte“

En esta seccion veremos que dependiendo del signo de 1la
energia hy el grupo de simetrias en el prnblemu de Kepler en n-
dimensiones es S0(n% 1), €l grupo ortogonal si h < o} S0{i,n) las
matrices que preservan una Furmn bilineal de signatura. (—s+yssy4?
si h > o y 80¢(n) % !R", el grupo euclideo, para h = o
Fosteriormente calcularemos 1la funcidn momento de Soriau e
identificaremos las constantes de movimiento. Referimos al lector
a la seccion anterior para los antecedentes necesarios.

CASD DE ENERGIA NEGATIVA

Variedad simblectico!

nit n o,

THSn = C(x, E)EIR" » IR 3 ixl =1 4 <xy& > = o)
Hamiltoniano? | |

HO §) = 151°72 4 1t =1, <:<QE=.>- 0,

El grupo de Lie SO(n+1) nctun 5obre Sn co

S0(n+1) % 8n --> gn Tﬁ.x) --> ﬁx-_f'

¥ por 10 tanto en T*Sn:

S0(n+1) X TkSn --> TSn ,'ﬁm’,tx_;%'??.' > (Axy AS DL

En

efecto} lAxl =1y  :‘§ 3 '“f" ¥ .y .implican‘que la

y H es invariante. deorl ‘ ;Lihmoremos n 10 ternn'
(TXSn, Hy SDCn+1)) - -un 51stemu mecon1co con szmetr1u (comporese
con CA- M]y Pl 341)0 : 2 Coes .

Denoturemos por so(n+1) nl algebra de Lze de SD(n+1).

(l)PRDPDSICIUN so(n+1) = {o.ﬁLin+1r|R) ot'= - a X

B4



=

em,! Sea A(t) una curva en SD(n+1) que pasa por la identided
en t = o, Comog so(n+1) TH SU(n+1)y' der1vandn respecto a t en
t= 0 la relnc1on:~au_. 1 T

. t o e
ﬂ(o) + ﬁ(o)

Si a ¢ so(n+1) we X e : S0
iuego a :

p"busta
<_X!'.'IN> = 0

Para ver que a¥ es en efecto:u_
observar que <x,ur> <o

Denotemos por {e{ 3 la°

¢ visto como
matriz columna de urden n+

Y un

" elementos, Esta
por 1lo

const;tuye unn buse de.
base

Ilem.! Fasta cnlculurf

A §de, €1R
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J(}@r E) =

llevomos
so(n+1)

Jni 1 >

1" 2y
{m—m e |
iyl =

[}
t

SRR i
v)/(lv!z + 1)!
']/2 s ,l

----——-—u—a—a——u—.

ﬁquz ,y
muestrn que

FlJundo el vnlor de;

- 1y par ejemplo h.
y = - P_?yl{ﬁjg obtenemos el par de:

1ntegrnles o
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RAP = cte.' 3 su(n)

(pi* + 1y wa e *-.G,F‘*‘- F' = cte- € lFi“

Utilizando la relnc1on de enerq:u
' IPI f2:

que puede identiPiEGfQ" cc 1z de anloce en n
dimensiones., L ,

CASD DE ENERGIA _Qﬁlllﬁﬁ‘

Variedad simplectléu.
THn = €00 €) ¢ R s

Homlltonlono.

éégxdﬁﬁdﬁﬁddé de
diﬂg(-l:lr l vepl)e

Tanf ~ por

(3 EMﬁ ‘
sxmplectomorfismos v;unte bajo

Hem. 91 ﬁ GSU(l,n)
< 9.7 95_?1*

‘donde



fhora calculamos el nlgebrn de Lle de SO(l;n) que denotamos por
so(i,nd. . . . .

~

(A)PROPOSICION CPHAM-I1 8i s e sotlny e
la correspondencia soll,n). ~->ig 11+n)’”*
isomorfismo de espacios vectorloles

ntonces gne sol{l+n).
Q. —-> gn - |es  un

Dem : Sea AlL) que ﬁ(o) = id.

se abhtiepe u'”=‘ ﬁ(o)
sntisface (go) = ) ”lo”qué 51gn1f1cu que ga

es una matriz ont:s;metrlco.

La inversa de a ~-» ga-
luego la correspondencia

de espacios vectorinleso_-fw“
Puede demostrarse que La.b
sa(14n) no son dlgebrnsadefLi

uede ver1f1corse,""-
un 150morfismo

Yy

e so(1+h) .entonces:
emos ‘por lo tanto
‘sa(1+n).

8i d{e;® e;} denota-
{g(e' A oedd

(9)YPROPOSICION  Sen J” ;m _:- S0 Y ) q;Fun51on momento v
JiITkHR  ~=>  sol{itnd - In da'> - haciendo las
identificaciones de orribnT '

J(y, ST e
Dep.!-8i J‘ denota: nﬂi';i ncion:: THH; sdkiQn);,uéntonces‘ o

J’(H'g) =

jﬁéf;io:;

tanto



En forma equ:vulente, """qde'x f$;§'g.;"1o funcidn momento
definida en ellespnc1o tungente T(Hn)3e53,_,;__:' e

Hed:onte la trunsfﬂtﬁ
» £) donde

3’ *Hﬂ : _'r'(_y ' "[ R

x
[
It

podemos pensu“a efectuumos un

cnlculo onolog

: ’ '= i
‘,)/(1‘-.?!‘)2 Ll

o
R B
13

El monento angular"

El *vector de Laplace"

CAS0 DE ENERGIA CERQ

Variedad simplectica :-T*!R"- ?;lﬁrfgiiﬁ.j;iff
Hamiltenianot HGu§ ) = 1 Ei%/2 o
La accion del grupo euc11deo SU(n} . {R_-gV
50(n) x IR" x TKIR —-—>- T* T
(Ayz) (€ ) = (ﬁr +

: ﬁlgebro de Lle del grupo._so(n) ER" g"_ )  _‘

g9



fAiplicacion exponencial} sa(n)fx‘{ﬁf;%7}?$d§n)'x IR“:,

¥

Transformacidn candnic
(Yo ) ==> €ty 8)

Hyrq) =ty
Constantes de movimiento?™
Homento angular ! @ A Pi=c

Si<BP> Pl ctey ¢ 1R

0



IV.4 CLASIFICACION DE ORBITAS EN TERMINOS DE .
Lﬂ'_ QUR__UﬁTURﬁ'_EN LA METRICA DE J_ﬁQDBI'. SRR

?,>) dande _
’unn funczon
~"energia

(M, < ,))“W
d1ferenc1ub1e
cindtica® es uno

se minima
(h(t).y(t))

Mult:pl:condo po

sumando suhre 1 N

donde * 1“:};;

son ~los * ' - eiguiente

propos1c10n."

91



(1)proposicign . Las ecuaciones de Euler- Lagrange (i)  son
equivalentes a’' las "ecuaciones de Newton® _

Dx/dt - gqrad V

donde DI/dt es la der1vgdu covariante o lo largo de - 1n curva x(t)i
¥y grad V denota el gradiente respecto a la metr:co ( v >.%r_

5i V es constante, obtenemos las ecuaciones d1ferenc1n1es dei_
geoadesicas en la variedad Riemanniana (Me< » 2)s 'ala .

El siguiente lema muestra la relacidn entre las der;vndos
covariantes asocindas a metricas.conformes, A -

(2)LEMA Sean g y g~ dos metricas conFurmes en H y SR
piM --> IR con la propiedad de que . Dl
izP

g = .%_;g_-»fo.,ﬁa

e

Entonces las derivadas _covariantes V. estan

relacionadas por SR
'vx Y _.‘ V.i"":_ﬁ" 'y .Y, .conpos vectoriales en M
donde A y dp(X)Y y grad p es el

gradiente respecto a g.

Dem, ¢ Se ver1f1cq'

derivndo cuvur:unte Y que @s
: or;unxc;dqd,.de “las coner1on

satisface las propiedodes
compotxble

_de
con .. la metr:colg.u,'

”.gngoﬁpntenciui. entonces :Fr.ﬂh

es .

de

y describe 10 reg1on ncces1b1e
hs En lu nomenclutur ‘Smale _ , ,
proyeccion -~ prd(,y)’ s un haz’ sobre:Mh pelllgcndo en lu
fronteras, 0 e SR

superficié L



En Mh’ , el interior de la reg1un de H111, introduzcamaos la
metrica de Jacobi ' :

9y, = 2(h - U)gf.;f;'

Notese que g, se anula en 10 Prontern.

(3)PROPDSICION Las trnyectorius;(x(t)
precisamente las gecdes:cnsg;
reparametrizadas por dt/ds. .

vY(t)3'con energ1u h son
1o metricn de - Jacebi

Dems? Defingmos p § > 1R p 7 = =:2¢h ~ W)
luego g ¥ g ! nformes: en. M. = et g

(2) ose

Sea (x(t),y(t)) =
Euler-Lagrangeyj :
la derivada-: CDVQrzante

con —
E de‘acuerdo al Iema (2).
por tanto, 7
(3) vae VL
donde
Ay %

Utilizando la relac;dh de ener91n;'

2(h - v(x)) © ¢y SE s1gue que

g(x,x)

A g = 2dp<9>_?§— 2(h-— U(x)) grud L}

pero de ocuerdo u (")

2(h- --U(r)) grud p
por 10 tnntorp

(4) . o

D%+ grad V.
(59 oo |

Sea. s el nuevo pn nmetro relnc1onodu con. t por - .
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..z'f
e -

o W

dtsds = 1/2(h - V)

Si %’ denota la derivada’de x-respecto.a.s , entonces x/ ='€ %
por la tanto. . . B S

VK‘ g’-—-‘

Esto ‘una  curva

’luesp1r1tu de la
puede

geometria s
n 10 formuloc;nn‘Humiltoninnn como

51mp11f1cnrse;

Introduc1endu la’ tronsformnc1on de Legendre _fﬁ 45>'T#M
(>,y) e (r,p) que en coordenndos &S e e '

La funcion Hamiltoniana es simplemente
H=T + V

donde T(x,p) = i<pgp>x /”_ y para (Kyp) € Ty ﬁ Y ¥ » > denota
el producto escalar 1nduc1do en TuM® por 10 trnnsformac1on de
"Legendre.

Fara repurometlznr lns 5o1uc1ones (x{t)plt)) - de las
ecuaciones de-Hamilton” con energin h » ‘ podemos aplicar el metodo
de 'regular1$0c1on' v:stowen el cnpftula unter:or.

En consecuencia - e . :

Hh = (H - h)/Z(h'" V) (T + V - h)/q(h )
= T/Q(h-f'v) + 1f2
el término cohstdnﬁé 'en Hh . mod1f1cn lgélfecuuciones de

[

Hnmllton,-mxentrns que

es la energia c1net1cn nsocxndn a la metr1cn de Jacobi trnslndndn
a Tk ¢ las solucxnnes son por tnnto geudes1cos en la meétrica de
Jacobi v - , _ _
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EL TENSOR DE CURVATURA

i (My< +>) es una vnrxedad Rxemnnn1unn - el tensor de
curvatura R es una Func1on tr1line01 . a

donde X(M) denota a 105 compo'
regla :

Tomande X = "?)5;{
R(X; .x )Z = [l/-b N' (I!Z/a R

R(X; » XJ ¥
covurinntes

Fongamos Xi = 2/, i g i}2i.:;n
R(x,,x )xk '=};  !
Rijks son las componentes del.tensor de' curvatura en la base

CALCULOD DEL TENSOR DE CURVATURA

El siguiente resultado de geometrio Riemunn:nnn CRODTHY da un
método, -efectivo en ocnsiones, para calcular-las componentes del
tensor de curvatura, que de: otro modo tendrian gque calcularse en
terminos de derlvodns pnrcznles de 105 simbolos de Christoffel.,

N )
* Sean {X} }-,_unp fumlllg de cnmpoz vectoriales artonormales
y {w; ¥ la Pom111nkdun1 Formas en M.

Entonces exxsten 1 F 'ma _T ot < i,J < n con las siguientes
propiedades. - S ‘,;

(i) dw? =
(iii) d”i’:_u R;:kf L Nl.yi 1ocolmente.
(iv) En dzﬁha buse L o - :

1-formas
satisfaga’



' du" N’i:.f\ Nz'_._r_
Cdwte oAt

-_tdgz = K wi ‘A [Q?’v entonces K = Rigig

Rueremos determ1nur elftensor de curvuturu ‘asociado ‘a la metr;co

de Jacobi para: un:problemn de fuerzn central en el plnno con la

metrica plana. En coordenndns polures, '
9= dr? e 402

Y P qh-n,ﬂuu— vn¢>cdr2 tride )

donde V ¢ E2 -{o} > IR es el potenciql. L

Uumos Q colculnr el*tensor;de*curvnturuHen—-genernl—hpurnn-unn — e
metrica de'la formn';; -

Tomanes W' = .?.?J;f = Pfr a0 tonces wi y wi son

ortonormales respecto’ culamo S L .
dy* =. o..'i r dU?'

(nnturnlmente‘wi ?“TQ‘EEQ LURXY ‘ de)i= ?"fdfﬁﬁi:_:

d W = ~L(rF) /€10 d?*&ldéi L

por lo tanto el tensor de‘tﬂgyat T

a) S8i ™ es un minimo 2" conteniendo al
circulo de radia rx. o

b) Si rX.es un mnx;mo,_ ‘Ki<ioenin ‘anillo’ conteniendo al circulo

de radio rx.
Si h es un vnlor regulnr-de ntonces
c)k >o en_uno-vgc;ndad de r.Hh en Mh. .



Dems $ 8i r¥ es un punto Cfifico eniﬁnces de la Ultime formule
tenemas ' o o

KCrk) =y® trx)/zc"”“ U(r*)) '

5i rX es un minimo (muxxmn), entonce ‘_r*) } o (V{rx) <o) vy
por continuidad, V*'(rXk) > o (- V' (rX 7) U para r cercano a T
Esto demuestra a) yb) - Para- c)tj'sx ea‘un volor regular de V
entonces no hay puntos criticos. en Fr.M ‘d.e0 ¥/ # 0 en Frith,
por continuidad (h ~ W) (rY’)’: o'en una vecindad de
FroMh, » L

Se puede verificar que lo curvaturalk(fS en este caso es
K(r) ---_--hsz /2r5*‘chr + 1/vs P
por lo que la curvatura t1ene el signo constante opuesto al ‘de

1o energ:u. Como un caso especial tenemas el problema de Kepler
con s =1 vy la curvatura es

KEr) = ~h/2¢hr + 130 .
Siguiendo: 1a . nomenclatura de las orbitas para el problema de
‘Kepler, para el potencial central homogeneo las drbitas se
clasifican en - )
eiipticas t K >0 » h< 0
hiperhdlicns-f'K <o y-h>o

parabolicas $ K =a yﬂh_=,u..
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PROBLEMAS PROFUESTOS

Queremos consignar una serie de problemas que surgieron en
foraa paralela durante el desnrrollo de este traba,jo y que pueden
retomarse como temas de 1nvest1gnc1on poster;or.

REFERENTES AL PROBLEMA DE KEPLER,

1) La relacion entre el parametro uniformizante s Yy la

variable angular 0 tiepe indudabliemente .un sentido
geometrico (ver figs. I.2.1y J142.4 vy I.2.6)o Trutnr de resolver
el prohlemo de Kepler con °regla vy compas® .

Las graficas de 0(s) en las figs, T1.2/27 " 1.2:57y T.2.7
sugieren que para momento angular ¢ = o, O es constante en

(- ® 40) U (0,+ ®), I,e4,:0 s la derivada, ep-el sentido de
distribucionesy de una & de Dirac., ~Esto permztirxa calcular el
" cambio, en el dngulo "de dzspersxon"pora una drbita que  va a
col:s:on. se regulariza y sale de colisidne  De otro modo no es,
claro el anqulo cop el que debe *salir® -la’ orbita regularizada.
Esto es mas complicado para otro tipo de putenc:nles homogeneos
centrales (vense ENcGET) .

27 Obtener las soluciones al broblemn de Kepler para energia

h > o0 a partir de las soluciopes del problema repulsive
(véase 1la introduccxon ‘al capitulo 11}y tomando el tiempo
imaginarios Hacer- primero. 1n reduccionh a un problemu en ung
dimensicn. erse EPERJ.”; .

3) Estudlur el prublemn de " Kepler reducido con el +tiempo
compleJo. Dbtener lus soluciones al problema repulsivo.

ay Probor que el Flqu\reqularxzndo para el problema repulsivo
R -1 equivolente al FluJo geodesico en el disco de Poincare D2,

‘i
5) Estudiar la foliacion por superficies Ich en el problema de
Kepler regularizado por el método de Lev; Civita para h 3 o.
{vese secc., ITIL1.3), . '

OTROS FROBLEMAS IE FUERZA CENTRAL

1) Para el potencinl centrol homogeneo U(r) = 1/v9 d > 1
Estudiar 1la foliacidn de !R'x IR por curvas de energia-

momento .angular constnntes en. el prohlemu reducidot

v /2 = i/rd - cz/2rz + h

(comparar figs. I1I, 1.1 ,IIIll-q)."'J"

Estudiar la Follocxon en‘ios compleJos.




: Estudiar la Superficie'de‘Riemann
rd V22 = p - ¢ pdet /2 Rt

- Regularizar haciendo el combio de CDoﬁHéﬁhdhs‘uJ={'“%?v y T =T
©2) Para.valores 'd' de las forma d = 2(1 1/n) ¢ 0’z 2:3r-.. y €1
.problema del potencial homogéneo en el plano.: con Hom;ltun;ono

- Her,v) = Iyl /2"—=1/:r|°‘ 2

.admite una regulorzzucion unologo a la de Levi-01V1tn. (vease
[HcGEJ)« Estudiar. la foliacion de las superficies de energia h =
ctes por superficies Ich (vese secc. II1.3),

3) Para :un problema de fuerza central con singuldarided en el
;origen el vector ‘'de Laplace no siempre es una constante de
-movimiento (parece ser que solo para el potencial gravitacional 'y
Coulombiano)s & Es equivalente que el vector de Laplace sea una
constante de movimiento a que el flujo reqularizado sea
equivalente al flujo geodesico en un espacio de curvatura
constante 7 Las secciones IV.2 y IV.3 pueden ser de ayuda.

4) Estudiar la métrica de Jacobi en problemasg especif:cos. P
ejs en el problema anisotropico de Kepler:. Pham CPHAM] ha hecho
esto para el potencial central homogeneo.
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