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INTRODUCCION 

En 1970 ,Smol~; si~te~dt,j,;~. :~n progromo poro estudiar 
globalmente o los)sistemos'mecanicbs'(ééin simetría· desde un punto 
de visto.' topológico~.S En .. sü planteamiento abstracto uno simetría 
es uno acción;/. de un ·grüp'o,'de).'Lie ,sobre·• el espoc~o . fose q•Je . 
preservo :~º ··;lo ,e formo .de,-Liouville. o.· .. formo simplectica Y al 
Ha mil toniano;'. El•· momérito ·es• entonc'es: uno función definido en el 
espacio fose•con' 'vO.lClres·en':el:;duol del álgebra de Lie del grupo 
<f•JnciÓn' momento de• Sorioü>';·''':' .·:;:.·' . ··· · ". 
En muchos cosos el· Homil toniano·. represento lo energio total del 
sistema. ·. --.... __ ._, .:,.-.~~~1_·.¡-_·-,. __ _ 

En uno serie de a·rtículo's ··csHJ, Smole estudio el carácter 
topológico de los superficies invariantes de energio y momento 
angular constorites,· Ich y al fluJo restringido o coda Ich ,en 
proble·m·as de Hec·ánii:o' Celes.te . .".· 

Genéj.icomente, los superficies Ich resultan ser variedades 
diferenciobles, Sin embargo en Mecánico Celeste es usual que sean 
no compactas y que algunos soluciones se 'escapen' de Ich debido 
o colisiones entre porticulos o singularidades de otro tipo, l\sÍr 
desde el punto de visto de los .sistemas dinámicos, se tiene una 
variedad no compacta y un campo vectorfol. incompleto en el.la• 

Como hemos mencionado, los singularidades son de dos tipos: 
Unos aparecen como el conJunto de colisiones de todos· los ordenes 
en el espacio fose, donde no puede definirse el Hamiltoniano, es 
decir, no puede extenderse suavemente a tal conJunto singular. 
El otro tipo de singularidades son singularidades en el sentido 
de ecuaciones diferenciales: ¿ es posible extender uno sol•Jción 
mas allá de un instante t* 'i' Si lo respuesta es negativa se dice 
que t* es uno singularidad de lo solución. Poro 2 ·Y 3 cuerpos se 
sobe . que si t* es uno singularidad entonces ocurr.e ·un choque 
doble o triple, pero o partir.de 4 cuerpos no se sobe ·si. toda 
singularidad de lo solución corresponde o colisión de olgun .tipo. 

Lo regularización\ consiste en conector de uno . manero 
coherente uno solución que termina en singularidad con ot.ro ·que 
sale de singularidad. Si lo regularización de-·:soluciones'•>.es 
continuo, en olgun sentid.o, respecto o condiciones · in.iC:ioles·, 
hablamos de uno regularización geom,trico (siguiendo, ·10 
nomenclatura de Easton CEl\SJ ) :,'..~;{> ·)~' 

. . ;-~- ~-~'.'.'.:?~-;_~;~·-:;}~\:.·_>·-· :.:_.·:· -~;· ~: . , 
estu~~:~~s :n r~:u~!~i~:evemente los ospect~s d~' l.~f.~~~~tlorizocio~ 
En el primer capitulo presentamos el problema de:,Kepfer,'que · nos' 
servirá como modelo poro estudiar los tipos¿ de !•_:regularizaciones 
mas usados. . J-: \·:::;:,):::_.-,,;~y:~.~-;_-~>·,,. · 

Estudiamos · primero el problema' de dos cuer'pos/~yiel proceso de 
reducción del centro de masa• .. Esto nos!.• conducé'/\'ol •: .U amado 
problema de Kepler - que es. un coso•párticula~\iiei'<;'problema de 
fuerzo centr<1l - y, mediant'e ,Ün•1 reducción:adicicinal•utilfa,)ndo la 
integral de momento •1ngular, !'legamos o'un'_problema de fuerzo 
central en una :dimeOSióri-~·· -· ·_::,. -~- -. -.- · - · · · 
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Usando la integral de energia el problema se reduce a cuadraturas 
y reparametrizando las soluciones. se resuelve el. problema en 
forma implícita pues tenemos expresado al tiempo en función de la 
nueva variable independiente.: · . ·: · . . : ·· · 
La presentación es elemental y ri:o requiere mas· aÜá del calculo· 
diferencial e integral y un poco de geometría, · 

En el segundo capítulo.discütimos con precisión el concepto de. 
sing•Jlaridad de una solución de una· ecuación diferencial con 
miembros derecho analíticos. ·siguiendo la nomenclatura de HcGehee 
introducimos la · noción ·-de regularización por ramas o· 
regularización analítica! despues vemos que las soluciones 
obtenidas para el .problema de Kepler reducido son regularizables 
por ramas, Introducimos' tambien el concepto de regularización al 
infinito, que porece'sel' novedoso, 

En el capít.ulo·III: mostramos dos regularizaciones del. tipo· 
geométrico de.los más· importantes: la de Sundman y Levi-Civito, 
Primeramente describimos las curvas invariantes de energio y 
momento angular,~constantes para el problema reducido;··Hcii:-ii:•iiilo uh· 
cambici de coordenadas y una reporamet.rizociÓn de los soluciones· 
obtenemos la regularización de·Sundmon. -.: · · 
,En el otro tipo:··deJregulorizodón primero reducimos· el problema 
de Kepler,o ,úoo-ien:e1· plano y-aprovechando su estructuro compleJo 
definimos uno 'Jr.i:in"s"formociÓn de ·coordenadas que al reparometrizar 
los solrJcion.és:i{~y'i;.hi:ice·I',,' ciertos identificaciones. nos do la 
regularizaciÓn·'d·é. Léili;.,Civi ta·.-· Entonces éstudiamos iO foliación 
singular •de··5,~perficies ··invariantes Ich regulartzadQs par01 
energia negativa y vemos que es equivalente o la fÓ.liaciÓn de IRP' 
por toros. . . 
Finalmente·. mencionamos ·una definición libre de coordenadas del 
concepto de regulQrizaciÓn (geométrico) debida Q Pham CPH~H J, 

En el capítulo IV estudiamos un tipo de regularización debida 
a Hoser - Osipov y Belbruno ( CHOJ,[OSJ,CBELJ) que muestran que 
el fluJo del problema' de Kepler para un valor fiJo de la 
energia es eq•Jivalente, excepto por una reparometrizaé:iÓn, .. al 
fluJo geodésico en el'., haz cotangente ·uni torio·: ·a· un,:' espacio 
Riemanniano de curvatura constante,T*S• siendo·.e1 signo· de lo 
energia · el negativo de lat curvatura. La primero 'sección: es'.' uno 
presentación elementQl de éste resultado debida.a,Hilncil',;,: ·.: 

Posteriormente analizamos las .. simetrii:is:;déli;Ha"niilt'onicino. de 
Kep ler en ns· y calculamos la. función•: momen"t.6:.,t;fde'.WSoriau iT Una· 
componente de la función momento puede'~\-fCl'e"ritit'fch=fse:·:;;-;con . el·· 
momento angular y otra con el vector.•de;:1S:ipfO:c'e"i:que,i(det.erínino la 
forma de .las Órbitas, En lo seccionij4'(estüdfomlis'~l'a~'in'étrica de 
Jocobi para un . problema. de fuel'z&.::·c~íit'r.r..1feií;{iiY\'.iplano y se 
clasifican fos Órbitas de acuerdo alé's'ign"o;:í1i._:;1~;~c_ü,rvcit'ür'a' de' la 
variedad Riemanniana < region de Hilll,;:para•,,.,_l,¿p_o~er:tci_al' homogeneo 
central U<n> = 111>:1 5 • . ·'" :--:,;·:.-,:'.'f';{';~~'L·;•··· ;· 

La presente 
E 1 primero es 
q•Je no sea un 
elementales d_e 
diferenciales. 

tesis persigue dos obJetivosL:~:i · .. . . . .. 
que sea •Jna lectura accesibl"e a .cualquier lector 
enperto en lo materfo, pero),tE!nga . .-... conocimientos 

topologiQ, geometria simplectica y ecuaciones . . "" ' .. 
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Una autocritica al trabaJo es que la atenci~n se centra 
demasiado en el problema.de Kepler. Sin embargo hacemos una 
autodefensa mencionando al respecto un párrafo del libro de 
Abraham y Marsden CA-HJI 
• Como nos conciernen sistemas con simetría, no estamos 
estudiando el caso 'genérico•. Sin embargo, éstos son los casos 
interesantes. La idea es que ellos son el ·eJe alrededor del cual 
cualitativamente, diferentes clases de campos ·vectoriales 
Hamiltonianos dan vueltas; esto es, ellos son los 'puntos de 
bifoncaci6n" en el conJunto de todos los campos vectoriales 
Hamiltonianos, siendo las diferentes clases alcanzadas rompiendo 
la simetría de distintas maneras.• 
De ahí el segundo. obJetivol . queremos deJar sentados los 
antecedentes necesarios para estudiar posteriormente como se 
•rompen• las simetrías en dos tipos particularmente interesantes 
del problemas - que estrictamente se salen del terreno de la 
Mecánica Celeste -: 

El problema del potencial homogeneo 

H<x,y) IYl 2 /2 1/ lxlJ • y~ E; = - ' X E -<o> , 
El problema anisc;itrÓpico de Kepler 

'l, .. 
11/x~+ 

, :l.. y~ E:t, HCx,y> = lyl /2 - mx; , X E -<o> ' m > o. 

El primer sistema.· no .admite.al vector de Laplace como constante 
de movimiento : mientras. que. el segundo sistema no ad mi te ni ·al 
vector de Laplace ··ni .. al momento angular como integrales de 
movimiento. Ambos'..se reducen al problema de Kepler para d = 1 y m 
= 1 respecti vament.e. el 
El potencial •:•central·. homogéneo 1/lxl es 
interesante.)la:que.,cualquier problema de fuerza 
al momento angular.,. como constante de movimiento y 
a un problenioi·.,:de•:fuerza central en una dimension 

particularmente 
central admite 
puede reducirse 

_-·,-::<;:_,, __ <·t- :>~:·,-' 1/c>:; __ ' 'i; . 
H<r,vl '= ·;,;7;2~·~:ucr> + · c 1 /2r> , r =IJ:!I , c = momento angular 

·\-~ __ \;J;i·':'. '-"--,:.::·!_-_,_::- .\ 

Si U<r> Yti~ne Ü~'polo ~lgebraico de orden m a lo más en r 
en tone es ····~·,-.'.: .-;;1: .. ;;.:::-:{.:,:;-i~·'};·_;,:;(·~·:;:--:· ..... .'\;; ·· . - -·--:•;,'-~"'--;;:,-,~ -:-~ , "r· 

,_ - ___ ----~7·~"_:,:: __ . -.. ·W"I ·- .. -., "'•Yac. 
U<r>:•:= ft~.,/i'.r,:.~• +:A_,..,; r ,,,, \ con .k >> 1o 

·:·:/: -: :~ \;\,'>'i~ ~~~.'if.t';::~:;_-J/:-'.:-:,:·::'·:--:•_,:-;:·:,_· ,'\ <. ·,: .- , .... -. . • ' :· 

Si d = m/k entonces· f/ rº representa la parte .dominante 
del origen·;:: ·" <:.e:• .: .... ··. , .. ···•. ·,. •.. . , , "' ..... ' ·. . . ·.··, . 

Creemos .. ,que .. eL.'estudio·•de. estas:•.'bifurcaciones• es un 
interesante paro una frivesÜgaÍ: ión ·posterior, 

' ' . ,. ;- ' 

.. 

3 

o 
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CAPITULO I EL.PROBLEMA DE KEPLER 

En las secciones que componen este cap:( tu lo veremos. como 
el problema de dos cuerpos puede reducirse al problema de · Kepler 
eliminando los coordenados del centro de maso, Los constantes de 
movimiento ·Como el momento angular y la energia permiten reducir 
entonces el problema a cuadraturas. Un cambio en la variable de 
integración conduce a una integración directo obteniéndose 
expresiones implícitos poro las· soluciones, a partir de los 
cuales obtenemos desarrollos en .series de potencias fraccionarios 
en lo variable temporal. 

I,1 EL PROBLEMA DE K~PLER, PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. 
- : ·', •,. , .- ' . - . ~ - . ~ ::· - . .. . ~ ' -- . -

Dos part1culos de.·masas ·•· m1 .. ,y m.,_ · se encuentran , .·_' .- -. - .. ..;; '. 
o l'l •lccion de· fuerzas grovitocionoles mutuos, Las .. -... 
de movimiento son 

( 1>, .. 
1 

-1 
1 

:'.;- -.-:· ,: . ;'~·.:· ;"C;c.'- -_,· ;·: . • 

. ' ; -. . .. ,.·' ; -;~- ·:~\!'.~;-: 

m1 ~: = <m1.{mz :<ih - !!z. l/r;, 

m/})~ = ~·;~·~:!'~(<~~ - !h l/r], 

suJetas 
ec1Jac iones 

donde lli • E' 
unidades tales 

-<oh rlo. = ri¡··=;)~~:-''>.10. 1, y hemos tom11do 
que lo constante 'de .·g.rovi tocion ·sea igual o 1, 

(2) ... 

Los ecu'lciónes 
Homiltoniano 

·-

: .: '.-; -
*** VER FIGURA 1 *** 

.. 
~¡ =-o H/'O.!!i 

donde 

escribirse en formo 



H<lli rP• ) = lp _, -1 + lp -· > 
l/2m, 

Veremos que .. como consecuencia de la invariancia del 
Hamiltoniano respecto a traslaciones !!i---> !!.\ + .J!i ,i·= 1,2, 
podemos reducir ... el sistem•lde 12 .ecuaciones. a un sistema de 6 
ecuaciones que ademas podrán escribirse.en f'orma .. Hamiltoniiina. 

Pasando a coordenadas relativas y de centro. de masa 

i:=th.~>:!.. .. 

~=.(mi. !!._ + ,m,. !!;_ >/<m._ +. m:z. > 

Los momentos se t ransf'orman de ci;:u~~ilo ci 

·'· ' 
~;"':. p:· . .--

!!,:=.m:z.91'.<m~.fm2.> +p 

donde e es el momento ~C>~J¿«1(1c1¿, o-!:. y g el momento conJugado a 

f!• El Hamilton.iano ·se ;.;t;J~I~~ c~mo 
H<r•!he·~> .~ IJ!.l't2n;'' {l~1~~M • -·mM/lrl 

donde Ml= m1 + ~}.:i·-· ~: l~: masa del sistema y 

mi= m, m~ /M :.;~(iá ma!'iO:i' reducida. 
,._ ·-· ., 

. Ahora. tenemos '•-i't-t;.,;;1í'¡¡,,;.;, •. 
cte. y las·: ecuacion"es,'quedan. - ., - ,.,_ - ,---· .,,.,_, ... - ,-.• .. - . 

• 
. luego g =·o, 

\ :'.· . l ... ; r ;;,• ~ H/ ~ p . =. p/m. 

Tomamos entonces g = 

(3) •• • . .. · ~.!'...,.-.-·~·:_::_~~.-:._·_·· -.-. ____ .. ·::~_- .-... -
,. 1 "-p·=,~:-oHl·e> r•= - m M i:llrl 3 

~~~i~~!ente.m!nte( c?·.Fl~.T~;-,'..~:~§:·fTi:.1¡ - . I 

El. sistema.••'(3) ':·es ·de cirden•'6''Y .. la 'solucion depende de 6 
constantes, ·a rbiti'árias.:;.:r< t'• o•d•:Y: p(t:0 ···>, ·una vez resuelto el 
sistema <3>', •.podemos; resolve.r\•la\ec·uacióri-'de- Hllmilton . restante 

- ,.::·.::., • -· .. :_:·<-_;·---. :·._:;:··¡ :~;(::::<.::::t::X?~::\~¿'--_;'.·-/_ .. :·;::; _,. _ -~ ~-
R • = .• il HFil l'l·.=il'l/M,;'<t .... · 

... ~. -.--.-•,'.-.:- ;.\,_;·,:,';".· \, ... ;'.o--."~·: .. -,.'":'r.'.. \-'7 ::'~:'' ·'•'. .. '.. ><.,:,\~·· • .;_··. ": --
,,._:-• ·>- ' ' -·_-,- ·_·,-··-'..:-.'. ;_~,·-_::,::~:~_.{~:;;~~~·:~y.:,:::_\':i:·::_'\;~~/i/'.:\'~'.~,::'·:-.,:-:" ,.;:._-. :...~--" . 

para g = cte',,qUe eri'.:éste:-caso\és' trivfol'J'y¡'nosJdice· .. que el 
centro de ' _masa·,.·· .• _se· mueve'.a''. 1;veloéidad ·~•,coristCinté;i•:;;En ·:-Ün ··caso 

. general, ,. sus ti tui rí'amos' la''. soli.Jéi'ón:::;'r{t>\é~;i'c; ¡, (t) -: en"el· miembro 
derecho 'de 1 a'- ú 1 ti m·a . eéu"Oc 'i Orí f'.':_r .. ~<:-¡¿:·::~~:::'::::'.-2 :~.}_··.:.~.-:;._:,_·_·.-:·-.J;;_.:.:: .. _.~·-:·;,·:.\:·:?.~:.-~~-_?_'.'.-::.::::·'.'-·;;'.:.-:<.' F.-'··-,._· 

• .: ' ... :: . .-, ,¡ ·'· .. ,\· ...... ,-. 

R = e; .Hi::_.·-a-.·.a < ~-<_t > ·,'8 ~--if< t'):-~·'c_t-e-~::·~-.,~~~ · 
obteneiendo asi. un sist~ma de ·~~üd~ion~s. dif'~r~lli:iales ordinarias 
de primer orden, no autonomo, 
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Hemos visto entonces que el problema de dos cuerpos (1) puede 
reducirse a un problema de fuerza central (3) o (4), en el que se 
tiene un centro a tractor de .. masa: m suJeta. a tal campo 
g ravi totorio ,· . . '«• ·./ · 
Si reparometrizolTios fas· scíiJciones introcluciendo. un cambio de 
escala del tiempo t.= wv1 s <• lo'•e'cu•lcióri''. (41 se reduce o r = - ¡: /lrlº donde ahora ccin'venimos')en''.'denotal' por (.) Q d/ds. 

DEFINICION, - El problema de : ·~'.Ji~~~;:~:~~{;hl ·.definido por 
. '·; . ·-:·- ;';, ._;: ~ '-· ;:- .. -

-/·.:;·' .. -. los ecuaciones -_-. 

equivalentemente ~- ~. - . ' . ' ·:: :,: ,;:.:. -_-.-~ '- ·• '-a 
f:= .. 7 1:/I ~I . 

lo llamaremos.el problema de.~~;\0t·· 
·:-.;;-:;;.;.·-. ·\" ,")-_:;:_~·-." . ~ 

El problema de Kepler admite una<·reduccion 
resul todo de la invorioncia,;del'i,Haínil ton ion o 

ante rotaciones· r.' 

En efecto, !; = ·r· .x .• 
puede comp robo rse L 
.Ya q•Je f.·: _X. ~ ·:·= ·-.·f,, X·:!.!=,_ o;: r.:: en~~~c~s - 'L, ,, l -t · · 

·adicional como 

como 

.· ·········;E··~~·,:Af~~{:i.~t~"'iji~~~~~:;)tii··~·'i .. ~··· . 
pero r n·y·,·=:;.;. <r:w:r•J/lrl,·='o''r'.luego c =.o y 5 es 

constante ·de. movi ~ieni~~(i;J)~'~};1i"'~l\,2j;.:;c}. :·,· ·', ; ' 
FiJemos el ·momentciCongú1i:í;;'¡:fr,>l•v'7 !O'• E~i~te A E 50(31 tal 

q•Je :-•;. 

>.<·" 
· __ ;:::· .. , ·.::. 

;'."; ---:·~; :._·. -Hagamos lo 
-~- -.-· :~; 

._¡.,· . ; 

•; , .. _.,._., 

Esta es uno trarisfcií-mi:ú:iori<C:anonico'pües · 

«v;;~~~~~~~Y~~~i.~t7}'~'j~f(·~'f~~,~~,<~ ·Q;~ ~r> = <~rdr> , 
. , <· .-:~ '-'.<.7~:~;\?:Pf,,:;,~~~i;~,1~~~~'.t~~:::ti~ri~-~ff~~-;;,F)t:;;:;:.::·}:::.\:_;·,-;.\:\·· -:- :. e·:> -- __ , _- - ·'--- ._ --- ~ 

luego· I'· >: ·y.~;,=:f<ci·;¡,•;·c1,;•,o:y;·é1~·;iiuevo:Homiltoniano .. q1Jedo · identico 
solamente· con ''r' · y·.:v'''en'•:lu'gar''de>r',y:,v;·,11.:a·:condición •' . . . . ·.· .. ···.·.· ;~~s ,:;S<,; ,f~':l~."':;Q~;·1;.·n~rº;~~,}~· ............ ··· · ....... · .. 

. :. '.:~·- ·:";·-'.· :-·. ' ·• ·." . . - -

significo que i 1 : y i/, est~'~ iiib~~'.:;:.~; ~~~~~ ~lo~o si e.,. o o .son 
colineoles '!,i· c =7.o·. '· Tomando':cóorde'nadas:1:1 "'.~(>:,y,z) y l!' = 
(u,v,wl· ,esto impl'ico.que:z,".='o:Y w:="·º' .As1.~l·problemo de 
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1 

fuer: za central se ha. reducido a •Jn problema de fuerza central en 
el pl.ano con un .Hamiltoniano (omitiendo primas) 

H<r·~> = l"tl2 /2 - 1/1 i:I r' E~-{o} , V~ E 2 
• 

con las ecuaciones de movimiento 

• 
(5) ... 

r = l:'. 
-1 

/tri'!> 1 
. 
l:'. = !: 

este es un sistema de orden 4, 
...... ,. 

Veamos ahora el método de Loploce;pcíro obtener lo formas de 
las trayectorias. Escribimos ;. •,_·::" 

... 
d/ds Cr/rl = <rr ).r~t~~;;J~'·.d~'nd_e ~ == tri 

multiplicando numerador. y denominador:Ypor.;r;.y : .. tomando en· cuenta 
1 as formulas --- _ ;-_:

2 
·:;·-:.: _: __ ~·_:.:.-":: t~~/··'~-:~:_'._,~;-D :;~.:~r;',f;.i;W;:(t~_:: ... -:\'.;·:,.-'.:_::::.;;:: .. -: ,:.: .. ~·-: __ -·.\ · 

·: . ·, r :-.= ·:<r, r>:;.·,;.<,rr.,,.='°·< r, r>.••, en ton ces 
,: . . : , : -::-: >~ <h··~-... _, \·-:::~, :~~i}'.~::~;~)l:'J1-~t;~~'.-~~-é~~\:fa~út'.:::;;¡/~~·:A/{{-·/t;.: :·:_;?-~--i:-'.' -<-~ · 

sus ti tui:~:s:: r/rl:= .r:<rrr>r;--,(r, r>rJ/rl'"''C~C>< :r e:u~:::nes de 

movimiento por.o : ;•·: .;·• ... • 
_., -

.. ";· ·, ... 
' ":"~(- . .!: , 

·:.:,-~·.:7· --~ in teg randa 1 
constante !!• 

Tom•1ndo el producto·:·esco:ílar,?.Jc.orí/x;·.ten·ellJos 

•.. · .. ;.: .·j;c,f:_1t~.1~¡:f :~~'.!~~~~,f t> Ó'~Z . 
Si escribimos-el;·p~o,ducto{.e~.cglor <~ri:> como <'Jlr!> =e r cose , 
obtenemos la :ecuacion'fde.• .. _una~.co.nica en .coordenados polares 

(
6

) ·.. . ·/?-·E~~~t5i!~~(;j~1;l ~~~~el . . • . 
donde e es el ongulocentre•:el'..vector.'.'.de · pos1c1on r y el vector de 
Laplace ~· La ec1Jación<C,>•:nos'permite.dor üno interpretación 
geométrico de e, Su magnitud~do _la' excentricidad. de la cónica y 
SIJ di recciÓn define lo'.orientaciÓn del eJe' dé estÓ.t > 

--· .-,---. ·--·· - ._,- - - ·-·"'- .. 

*** V~R FIGURA . 2 *** . 
Podemos hallar •Jna relacic{n entre ios c~~·~~~n't~s c,e y h a partir 
de lo ecuación 

r/r + ~ = - s x r 

Tom•1ndo la norma al cuadrado ·de ambos· lados, · 
1 +e'+ 2<~rr>lr = c~1t1ª· 

sustituyendo 
-· _.,. · .... ·.~ ,, 

<~r!:> de lo:i ecuacion (6) y , r, ·de lo ec•Jacion .. de 



1 
1 

1 
1 

1 . 2. 
e. -1 =·2hc (7) ... 

. : -:- .. '-.'. ', ,. ·,, __ ~-->--- .-_,_.- - :. _. '.::_::, ___ .' :.:- . 
El plano de\ movimiento . esta· . definido por una , linea 

perpendicular a l,é p foiío;;•:;; Así ••'..al :fiJa~ una linea, hemos fiJado la 
dirección aunqúeTnci'»ioC.:mo:iifnitúd>i''·sentido del momento angular. De 

: .-.. ,~·-»\,•_ .-'r-,·-··"·'-' ·····-~··-_.'.- ...... ,_ ,. 
este modo · sf;. los·::.valorestde·•:r,: y'::~fr.estan · restringidos por las 
condiciones ! e. E~.O:.<o>.;.:;':'t!rE:E'-'',:C':\entonces el momento angular es 

ahora una fun~1ió", •;·~~'2{~;~~\!·~i~i~j;5·;R, ·· . 
Veremos qoJe esta: es'. una:,inte.gral·: del sistema reducido, que nos 
permitirá hacer. una::reducc'ion•adicional. 

- . -·:· '_<:·_·-~_''.:·c:'::_·:~:.;f~~~:r5~~~~~::~-::t-\_::>:~;~'-~/- · · · 
El momento angular;setexpresa como 

. ,.--.;)',._7(.-:,:;:i~(,·~~;::::.!'.,»·':·. ' 
;-1: .- ''! '' -

. i:. = (x~ ,x .. l 

Introduciendo coordenadas pol'ares en el plano 
- .,. -~--- .. ' :·,-- - ;;:;' :- ,_,_-

= rcose V ;;, .. ~~ ¿c:J~o ~ .'~ z. seno 

x, = rsene u/r ·=.·-' vL coso + v., seno 

donde V es el moment.o con.jugado a r y. 1.1 el momento conJugado a e, 
permite expresar el momento . angular . simplemente como la 
coordenada u ,c = u , y las ecuaciones de movimiento (5) qued•ln 

¡. = V V = - 1/rt+ u/r; 

• e = u/r1. .. u = o 
el Hamiltoniano es, 

' 
H<r,e,V,ul: .= V

1
/2.+ u2 /2r'- - 1/r 

. ··\ - •,'"• ..... 
Al igual que en la reduccion a coordenadas: relativas, fi,Jamos u = 
ct,e. y resolvemos las ecuaciones paro··las coordenadas. 1'adiales 

. .· i.-.:::-__ .'J\::'.:,_~--~3::·_~;~<_-·;¿::: ;:' :'.?~/~:~'-/:/>:': ... :: ____ ·:_·;_:-~-:. ------.-: ·;: -
¡. = V 'íl'·· = -·,1/r 1 ':·+,c/'·rL · .. : · 

: ~ -,-.- ; _-; ~i':{~~i'.;:~~,¡1~~;i~~~~-~~~~;~1~sJ~::~:;\t·-~,,~~::i~_'.}~:1) ·,:::i~·:-:.~-: _;:· ,· 
Una vez resuelto r(tl , V<tl para.'condicióne~·Hniciales d•1das r0 

, Vo , podemos sustitOJir r(tli1e~'!,'la!eci.íac:iori:para''Olcf,6°S= c/rz.1~1 

que al integrar da e<t>. = j:Üi7Y~íf~ii~)f'~¡}~'~:f·\i/i;P;ptf''>• •.•.. 
Como antes, la reducción pu~!Je'iiscrtbi rsé !en:(fa'rmoi}HÓ.mil toniana 
dependiendo de un p•lramet.ro c :< ' ·,"•' " .. • :f.;:'•.;)' .. ::);· ' 

' --- '"•'. ':':··· :-,- .. - , '•' .. -,.-~-·--:~-: .. 
1 . r. = 7> H/ el V V ~ "'." > H/ ~ ¡.> .. con 

(9) • .. -·1 : ' .' .· ... · •.•. ·' 
H<r;v> ': v 12 - 1/r + C: 2 12r~ 
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'I•:/. Efi1oDIO DEL ~RQ6~El'I"' REbUC.lllO, 

' A continuacion presentamos una solución elemental al problema 
de Kepler. Parii simplificar. ··1a · esc.ritura • .. en lo que sigue 
denotaremos las coordenadas radiales por.- <r;v> en vezde (r,V>I 
el tiempos lo denotaremos por t'para~reservar la letra.s para un 
desarrollo posterior. · · ·· · -. 

·-.·. ,-.·. 

A partir de lols condiciones'ci~ifiall!s'• T';/, v~ , obtenemos un 
valor para la energia h •/_.(' "' ·- :), 

- ' 

luego 

( 1) ... 

Hay una solucion::df!r1.,<h1';e¡¡;•para\'.l,a;·q•Je,¡dr/'.dt';.=;o;,;,esta·l!s una· 
so luc iÓn · .. ci.rculÓ r,tji 'eri ;;~1ef{;:;p r'ótilemo;';~;oi'igin'oil;::;c'Lii\:; solüc iÓn, ~es 

directa 
1 

· .. ···r< f ,~·2.-~~~tt~Jf~~~J;~r&t~:{t(~~i,f;~~~t~~;~J;0_t-.'._;\'.iii······ 
Supongamos lo· con t ro rio :·-o' sea''i'iqul!'ienhi'n'Ünter,vá lo ;;maximal 

::: :: : " .. :·:,:.::,~~~~±i~~rtld1~~~Z~f ~;'t,, 
donde t 0 es el instante en\que:;s·erfijan!\•las[:'condiciones iniciales 
r<t º > = r 0 , : v<t 0·•>~::/;V;~;.::eLa;1/fotégración_- de <2> p•Jede 
simplificarse si ·hacemosc;~previamente·,": el{. cambio de variable 
independiente . <ij:-:f~i•é¡:·<' ... :' .\ \'!' 1>' ' 
(3) ", dt/ds-':'\,r<t<s». r'.'-t(o).• = t 0 , 

' - ' . }_. ·.-, /<: .,: ::·-~---. /~ ;:-:::.;- ·;::; y_,_:- :. ,_;/.-.. :: :;: ..... :_;. .- : 
Es decir,para una :solucion''particular: < r(t) ,v<t» definimos a 
t = f(s) implicitamente:po~•'l•i'ecuacion (3) o equivalentemente 

'"" .... ·''~"~i¡,~f .~,~!~~¡.:·~' .. r. .· -,, 
<4> '" · .di;/dr\;= +- (1/.2,)( hr'2._ + r - c" /2l. 

_ ~-,-:.~-:r'.[:~t}~;4~<:~<:.~.: .... '~'-:_,, ·; .. .-:~>·· .-.,_··:; '---·:· _- --~-- .. :· -. . _ .. 
Volmos a suponer:;"que·:.eL:_inter.val.o (t;1. .,t ~. )' contil!ne al origen y 
que t 0 =o. L•Jego_:/Cs~:,;:c1:.par.a:.:.t ,;o_·o;: Integrando <4l: 

; , /''.':~ '<' '·-·'····r· .. •.-c .. ";o_ ;··-:.-.. :.;,,,_ .. , __ ·,---c.·.·:--,-- __ 

s.= f~Ú>:·;;::_('"·f ( ;hr 2 + r_, - c 2 12('i dr 

Tomando en cuentJ~\'1~7;i'd;;-;{ér;¡~~:;'fÍ'.1i~¡,: ,\~i ,·p~lino-mi~ 
h r'- + r e._ 12. ; ¡í'ueile Tfa-cto'ri'iia rse;:'é:omí:i . • .. . . . 

··_ :_:·' .. :!;:~:·~-~·:_<:'-;~:·::: ;:-;'.'~-~~:-~;_;._:._~; __ ::~,;·:;:.'.'-~;.:-:,!:'.·;'~-'::~ :1;: ·~-:: '.:'·'.:-.·-; _: .. ::.' '< : • 

hr'- + r - c 2 /2. /.htr:+··o:·+e)/2hJCr +-<1-e)/2hJ si h :#o. -- ' .... '· - -· . ·; ' ' 

Dependiendo del signo de.la energia, tenemos tres casos .· ' -- - ' '• . 
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CASO 1l h = o. 
( -•/:¡_ .. 11..t 

s = +- (1/ 2 ) J < r - c '- /2) . dr 

despeJondo o s 
s = c ton(6/2) , 

*** VEASE FIGURA 1 ** 
Viendo lo figuro 1, podemos comprobar que lo transformación de e 
o s se llevo acabo mediante lo proyección este.reogrÓfico desde el 
polo norte de un círculo de rodio 1 sobre lo lineo ecuatorial ABr 
seguido de uno homotecio. 

Utilizando lo reglo de lo cadena vemos que 

dr(t(s))/ds = dr/dt(t(s) dt/ds 

==> .s = dr/dt(t(s)) s 2. /2 

Resumiendo, 

., 
dr/dt(t(,s)) =,2i(~ + c~/S)' 

\ !.o.>{ ,_._. , . , ,- -· ·, ' ... 
• ·.'\, ';. '.: ·,:_>.".-,:· __ ··:;;:-_ -. \. 

r ( t ( s) ,_;·~ ;~~~/k.:+.i i:',.i. Í'2 

==> 

( s \ ... ' : --- -/~;..-, :. ~.: '. ·.:~~;_,.:¡_;-~~~'.;~~:~-:--;,?:~\\:.::~;;:':.:_:::::_·: _:., ·'· ::_··¡,-." -
•y(t(s))\='•2/(s:t.':c 2/s):. : 

:: ,. ;:.: · :¡,::.v:t';~i~~~f !~S~~Í~i~f füf i.~ ,: ¡:·· ''"" ó. 
Finalmente .mostromos:c•las\;gr<.Íf.icas\de.'.rr.C:t•'y, 9 como•.funciones 

de S • - -~ . ::;·.'·:-~·/;>::.;~'),i~·-'-;:>>T~·:,T~ :·; .·';:,·:,_·: .. -- ·,: · .. ,,,, 

'··, ·'/:*it:*: .VER\FIGÜRt\2lli*llé . 
: : '-:·. ", ':;;:;:~ -':__~-; -'. ::<\ :_--:.~~ .. ---,.::., :-

L•l S expresionesi(5)niue~tFa'n.qlJi:isiiC: "'º·· podríamos haber 
utilizado. a 1Q vorioble<cillgíJl'or e.como ·variable independiente, 

. - -· ' " - ,- '· 
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del mismo modo que s obteniendo 

r = r<e> v = v<e> , t = tce> , e = e 

Si e = o , e no es uno vorJoble adecuada, En ese caso las 
expresiones (5) se reducen a 

r<t<s» = s 212 

v<t<s» = 2/s 

t(s) = s ~ /6 

La variable angular e es constante en el intervalo 
<- oe ,o)· U <o,+ "" > 

luego, e = e. antes de colisión y e =. 91. despue's 
Es decir lo partícula llego con una dirección 
'dispersad o' .. en .otra. di rece ión, •'.• 

, , ' 
de colision, 

dada y es 

Lo integración de (4) se reduce=a.= 
. r .. · 

s = +- w" 1 l _CCr t w~t<i 
, , -•t, , , 

e))J ;i dr 

donde e > 1 y w: ':,:~2ii';/'. : 
s = +- w" 1 

Ya que ·e > 1, 
cálculos tomemos 
es la distancia 
término constante 

IlespeJando, 

Integr•lndo la ecuaci~n ~dt'.(~~~;~;:t'(~'.(~'~};;~., . 

. _ . <>~~~1->J:;.t;;f:~&~«;~r0~~~~;a~~.:~:~s> •• > .··• · 
Integrando .la e·cuociori! d6/_dS:i;".':·c;,r <tes>> r\ ah.tenemos 

e = w 
2 

e . L
5

:<¿(~b~t~'~-~:~·~1:~~{á~(~;:lt~-º~-:~,~''.J}}~ -. e co~h x i
1

dx. 

Haciendo lo sustitÚi: ion 'zi= :tanh :'x/2 , se ,tiene dH = 2 dz //). - z z) 

y la Último· inte'g raJ:se-:reduce\o Urlo:i. integ rál rae ion al, 
'-. ·': • :. ; "··. . - ' , e ·-·, ·.~·· , -· . - ,,-. ,. ' • , . 

El resultada final es':. 
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9/2 = ' .. ''z. ''a. ton" E(e - 1) (e + 1> tanh ws/2 J 

o equivalentemente 
1 ,... ... • ' ·- ' -. , ''a. '"''!t -

s/2 = w· .. tanh E<e - 1) <e+ 1>.·ton f)/2 J, 
<;:. : __ ,,·_,:,- _- - ,'' 

Estas dos relacione;;;pued~n{esi:1'itlirlie'de;m~ó~1'(; sügestivo como 

)j\'~-~.~x~~~~i;/;~~·~.c1!f &'.~i~~~¡~i1iif ¿"~,,~!~~2,.·;:. . . . .. ..... 
Se puede '.dor;,':lna;;.,+nti:rpret.os i,~n{ge!'l.~etf'.,ic':''PªrecJ~ci; al !~o~o < · ·· 

h =o poro.descr1bir.·clo'>!relocion,,entrecl>Jy:¡s,!·icPoro•:··s1mpllf1cor ·. 
# · - ·' r ,,,._ ., .. ,. c.,., "·-·":·.·~-'-"'"'-"· _,_,_ '"•' '· "'. ·,,' -·'· ,,.,.,•1,>, ·,_. -.. •/- -.' · ~""''·.",o/!-· ·.,-«-y'••\· _..,_ , .. ,_ . , •'· -, ' ·- , • 

los colcu los·'súpon,gcise·;:~¡o.ie1h'~;c;:p'2 [Y.;{es.ci:ibo!i;e·' fo!•relac ion :como·.·. · 

.•.... ,.;.•<t;~~~i?~~~t~~~tr i~:~~~tm~tt~i:r~1~~j}~¿~~~v11~:~~·!IL:.,.· ........ . 
Los con ti dad es,;,~: tan·:;; 0/2f0,"oic,yA;,tanh Y!.15/2¡;.,:, .. 'son ;Jl ci s ·.;,:.proyecciones 

como 
s. y '. 

v1ceverso·•púede•,entonces1!interpretarse.'.como;ien:ila •figuro 4, .• 

.· iif t!,i~ii:llWJi~J~t~f::h"'~ ··• 
llp l 1c,ando \•lo /!:reglo1¡,ci~?la·:•cadeno•,p03r.o •. calcular dr < t< s ))/ds 

obtenemos ·!~ ?~\15~.~~·~tj~;~~Tt'!J0{'.'.f ;:t,~,;';~;·.::i: ' /i<···· ;-_ ,•, ·· · · · · 
dr/dt(t(s))'•=:.ew3(eicosh'ws .. - .1)• 'senh· ws,. 

'º'""'"''º• ;;~~i~~~~t~i jf~~;}¡;f,,;~ _,,, . 
O(t(s));=·.:2':;,ton\"[(eHol)(e:-· 1) . tonh ws/2 J 

. . " . · ' .. ~. :· ., .. :::~-I::.::-.:~:~)-~:;:.t:~~~.~~:;·.:;,: __ :~_::::;:·:_.<~->:~:: r{~;:::.:·.:::'·~~:; .-~: '~ • ,._ ... 
d r/dt(t < s )).{.=.: ewk C:'e:~cosh; wsy-,,:1) .:senh ws~ 

" , : ii~if l{~~~~í~~~~~~i~¡,ii:L , ...... ,. ,., .. 
utilizado •LO!'.como'.''va·rioble'dnde¡:iendfente:de·la misma m•lnera que 
s para obt.eiler·· · :·:-.{"°.:;~>:i,:;\;\/¡:;)'.;s\•;,_/~:\·.;:;;~;,·::.~:;i-·;::::: _.,:; \;·:::>:/ ·-·· • ,_ ·· 

• '> 'l.<, ~ r • • ,;;';~;'¡:!_~<;:'•i~:· ,._· ... '.· :::
1
:/;'. 

r ~ r(~')',1!,J}J~:?;~;¡·~,Z~~'"{;;J'·,t'.=:.t<~> , 6 = ~º 
Si c = o , a· port'ú de .-lo'1guoldad.:',f•mdamental e 1 = 2hc:i. se 
sigue que e= 1.y.los e>ipresiones:,<6> 'se simplifican, . ·- . : ', ... .,_ --- . ' . . . 

( ~) ... 
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r(t(s)) = w"1 (cosh ws - 1) 

-1 
y(t(s)) = w (co~h ws - 1) senh ws 

t(s) = wº 3 (senh ws - ws) 

/\demás se tiene que e es constante en (.:. 00 ,o>. U. (o,+"" ) . , 
Finalmente mostr~mos los graficos de r·, e y·t en fun~Jrin·dé s 

*** VEl\SE FIGURI\ 5 *** 

Cl\SO I II: h < o, . ' . ' ' ' 
·--:- -.·. ··. - . 

El desarrollo es analogo al caso h >: o, La '.inteÍir<ll queda 

s = +-w~' Ir.'r .. <-r + w·1 c~ + e»<r ~ w·i~;l ~;~Vi:iY~,d·r 
donde o< e< 1 Y w.1=J-~~ 1 ·~·:,.'C::J.':(;.r;fi.;'.(,'.'.(,j'.;'.;.;\,', 

En el caso h < º'' ,lo;deriv!ldo\dr{ds:;és\cer,0)13ara 

¡:::;,~: · ·'.::;:.:'.:ºi~!lF!f 111~1~1~1~:11;;: .. :'':! 
Tomemos r. = w·'l <f' ;.;e):•:~r'la:••/distancia •·•m1n1ma ·al origen 
<perihelio), luego - · •·· ·, \( _ 

s = 
<nótese de aquí que 
Ilespe,jando a r, 

.•-. 

. ,-·"·:··- :·:-; '(. 

Integrando dt/ds = :f._:;;?.. _-
t' = w ._<ws - e sen ,ws), 

.. ',,_ :"-:(:i~:-,~~ ,. .; .. ~:··.:·:.,.:-. 

Integr11ndo la ecuacion d9/ds';;<¿¡¡.~ < .. 

~, · 'º;,~¡i~~ti~t~~¡t-;i~:· .. "' 
que tam b i en pode m o~·:.:·--:~~-f~~t:'.~:::;r~~~~;-~~r.-~:·'.;:;_ :.:::~,~----~ -·::_ :: .:·. '';l . ': -

(1 - e))E•tan:.6/2•·=·'--<1 +e> ·tanws/2, 
· . -----•--i\:-~::r:-~:~;-:~-;t:_,_:-;0::--::.-;/;:':,:::-; : . < 

, • , > - ' ' ' ' 

La transformacion· que.:' lleva· e en · s puede verse como una 
tronsformacion del·_-d'rculo·,unitario en si mismo como se m•Jestra 
en la figura (6) ( fon>n..,do'' h'"'·'h).: 

·· *** VER FIGURI\ 6 *** 
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Aplicando la regla de la cadena se verifica facimente que 
-1 

dr/dt(t(s)) = ew (1 - e.cos wsl sen ws. 

Resumiendo, 
: .:;.:z. 

r(t(s)). = w( i{~~~'co~ ~s) • 
.; .I/~ i 
él · .tan' ws/2J e<t<sl) .. ;;•· ~'. .. &t,;i~·,'ii\} ·~>11~ ( 1 

'.;_ .. · \,,·;;·,-:i,'~<::j::_, .~:-:;--~~!-~.- ;:: ~>;·,;:,;: ... :,~::>_-~>,;, :,. :.:.1_;;. ·:-_;·/,: ,· 
dr/dt(t ( s)) • ="ew> ( 1:•;"-<e cos '.wsfi;. sen' ws 

·.·•~(~ •. ~ :;:~l!:t~~(~~~~~i~;i.~&.~~~fr~"r;k;0~;y: ..... . 
Igual que . antes.podr1amos;haber:·utihzado•a:·e como variable 

!~~=i~~~!:~:e· .. ·.-~i/\(~c;,~J~J&~J~;nl*r~~¡;~l~~tj)~-~~~;;.r;~}~~.· ecuaciones se 

''"· . su1~~~ilílt~t~11:: "' 
mientras que !Fes· constante1.eri~·.<':;•.OO>•;;ol U· (o,+ oo l, 
Las graficas de ·r·/r 1.5,:v,;y.:i,t':Zcom0Sf.u'ncion :de s ·se muestran en la 

figura 7. . -·:-!;;}:;~~~~?tt{~·i:iiir,~f.r.:t~~;:~f'.~'.z~;~~'.:<::~:Lt' .. > -

Hagamos w =. ·12Thí'; si.;h 9!: ci~ ~y',;r~escritiamos las expresiones para 
r , la distancia· 'al· 'origen··., :'y • v· ·, la velocidad radial , en 
terminos del .. parametro< s ·' p_ara ·los distintos valores de la 
energiaj pa.vo. c.=o·· 

h = o ' ,., 

¡ r(s) =· s·'2 /2 
·\· 

" : j • 

. _,,. 

( 9) v<s). = 2/s .. ' ... :;.¡-' 

t(s) = s 3 16 

h > o 

( q) ... 

h < o 

l 10) ••• 
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Estas 
Vamos 
de t. 

e>:presiones son ap~opiadas'paraun esquema 
a encontrar desarrollos en serie para r y v 

Para h = o s = (6)111 t'')·, ·1uego \ · · · 

r<t> = <lJ)~~ t 713 12 
_ ·.· · . :.:-<0:·:1·',:__·. 

·. vft>'. ,;;¡·~·)~(~ii:tf~. 

n•Jmérico • 
en términos 

Para h > o 
r<s> = w ~ [. f ~\·(j~¡~)}~i·Í ;~s;'i 

: ~i1fZ~~~~4~¡~~i'1·, ... 
'/41.+ ... - lJ 

t(s) - wsJ 

·. = s>.YIJ f·:·+:: o( s·5 > • ,\ .< · · 

Invirtiendo esta 

Para h < o 

r(s) 

t(s) 

·= 

s(t) = 

luego 

Por lo tanto se tiene qued.~~:p~ndi~nte del. signo de h , 
·.< ~-. . i •. 

r<t> = o<t"3 > y v<t> '= o<'t"~> . cuando .t -'-->o •. · 
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j 
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OBSERVl\CIONES 

1) r y t son f•rnciones IR - analíticas 'de s que,pUeden e>:tendEirse 
de manera natural a funciones C ..,. analíticas .. en;. todo ·el· pfono 
compleJo, considerando a rr t Y. s. como variables; complejas. De 
todos modos r v t son reales para, s ·rec.1;" ,. · ··· ·"·''x · · , 

. . . . _. ._: -· ·. ·:;·· -:._. _Y-~'~:s:~:: .-;:j~~;_:,~~{-f~i'.-~E~~i:-~~:;:;'.Ni,::i·'.~f ;·\':.:/_:o'..'; : , . :~-.... _ 
2) t(s) es •m homeomorfismo ·glob<;>l/co11,~i~~.ran.do.i:a;¡~·x·t·~·reales. 
Si t v s son compleJas , entonces;¿.t.(sF;:es,uri¡:biholomorfismo local 
e>:cepto en s = o qlJe es i.ln.:cerof'de'fórden'f3f¡p'a:~a'\,t(s);'.·:: •· . 

. ;-,:- .- _:_: _ <:1~?Si:~:~?~t~;t:~'.1~í~k:~~~x~:.~R;:~~{~\;~~r~3~;t;l~~f'..~~f;Y!_ff::~,t~I·::f>~ ~>:·· .-: · --,- -- -. 
3) Po ra cada sol~~ ic:Jn · .. · ( ''. ~ ~.v,:~~ll\'.tj':1~.~~aj¿,aJ,c~.~isi.~~;,c¡u~~do · t-:-> c:i- r 
e>:iste uno souc1on '•5 ~~1~Y,·'.2.\l.¡\';:.q~e,;,JY~.e.ne;:,ee.:~fc:J~}~1.o.p•,. r ;i. --> o 
cuando t --> .o+, tal:; que .r: rl. < . ..,..t >•\':'Ar:. ( P:ii'>Y.•ic.v 1< :;t ).; "': .- Y.z. < t) • · 
ri r l':z. Y V1. r V:¡_ son ;:ra'niaso~( riiol'es H''de:f/f.uné:'iori'tis/mul ti valuadas . 

r ( t ) ' V ( t) • ·• ;·,f ,•,')',;}~ .i~i1)x';1;!~~r%)wifü~~·i~1i/!~~7! :f:!;J~\T? / •.... 
4) ·t:as ecuacion·es-de'''movimierito"'"del'.»p'roblema-.creduddo -con-·c· =· o · 

<U) .. • . . ;~:;~;~.f lllf~í~¡;.; 
pueden e>ttenderse·'a'c'•Jn;•sistemQ:iholomorfo· .. en .. c. -'<o>. x e, 

·\ :' :: :~-':.:~~~·.:.;:·-,\· ;1#f ~;f.t:,t;t~f *~~;~K~:~?:~t«-~-<F~~-~~~k~ir;f.~i~:~~~{;~~-t~~; «·;:~~:-:,_. ·-.--
5) r(s) es solucionide11:siste.mQ·{deXecuQc1ones:cliferenchles 

· - ... ·; :.,._,_ .. :- -~~ .. :->:·.1::::.:·.,:;f:,::.':j~'._;:.~~-:, ~:;;or;_. . .<t·: ·~ ,.,.. :;._'.!'X:' ~ -, 

··· :~illlí{f ii.l.~f P.!{f: · · 
Con mas precision 10,'sf<r<tii?e's1.·iú1o;i·,isol'ucion·de (11) con enEirgiQ h, 
entonces r<t<s»'es"'.soll.i"cidri;c'ile'nl.2>.\satisfaci'endo w~ = 2r + 2hr!­
Efectivamente, de\la:iecu.acio'nid;,';,1á'::ehergio; · .. ·.· · · 

para .t', 

HultiplicÓ.nÍlo 

En lQ e>:presion."an.terior/;.componemos ccon- lo . .funcion t(s) y hQcemos 

w ( s) , = r (t ( st:\jJ;4~~)rA~'. .. ;;~~~;i·:~; .. !/'.~:;~r~ .•• 
Derivamos .. respect'd:,;,~'\i/' < ,. -, >· 

: ,,. ~(~~ .~/('sf:;.· ~',}~)" + · 2h r<s > •·'~, < s) •· 
. ,- ·'1·-.:t:\,:)·[:.:::_:;·_,- ,.":·_::_ -_-' 

Ya que w<s> = ~<tC~)) r(t(s)) = dr/dt(t(s)) t'(s) 1 si r'(s) no 
es identiconieríte",nula podemos: cancelar r' <s> ,par.a .obtener 

:.·.-.- . · .. '. _.. 

w'(s) ~ 2~ r<s>:+ 1 • 
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CAPITULO II REGULllRIZllCION IIE Lt'IS SOLUCIONES 

Considerem~s .• ,ím'. pr.~biem'ci ;epulsivo· de ºdos' cuerpos del tipo 
Coulombiono. Haciendo .'lacreduéi:ion' del:centro:'de 'maso obtenemos 

· .. ' .' .d •• ~ ..•... ~{d;~ttJ~~.t~~~~¡i~fr~l~~~~/#)\lt}~;~t/~;;~s,·.'·. ' 
Introduciendo ·el combio;:de,,voi:iable)¡independiente · · iT = t se 
tiene que d ~ /dT~~;,;'/;7._:~•;.d~~¡f.%dt~~{t;,tt,e,•f;·módo '.•que el problema 
repulsivo se· convierte•en·: un•·pr<Jblema;·atractivo con el tiempo 

imaginario puro J ~·~.'.~~t~~f~~~~~~J;ft~'·} / .. · · 
Vemos entonces que ti~~~ ··sentido):f1sico ·considerar el tiempo como 
variable compleJa . O;•' En·~•(i:ist'ei•~ffse·g·undo. capítulo estudiamos· 
singularidades .de ..solui:io'n~s'i:dii":',eC:i.iO:'ciones .diferenciales desde el 
punto de vista de la·· vorioble·;:.C:ompleJa ·e introducimos lo noción 
de regularización por\riimas\;debido':a· McGehee CMcGEJ 

'.,_,. --·::_·_~:~'.. :::~:;:.::~:?·:~;::.~::;'.::º. -..... 

11.1,SINGULllRIDllDES DE Lt'IS SOLUCIONES 
,,,:· ';·,;;-··_·¡,::, ·'··;':.; 

;--:';-·:·-;.· 
.. - ·. ~--~:_,: "'. '; .. ;-, . -. 

'.--.-' :.,:·_,.,.,. . . -:~·,'. '" ... << :,~- >:;_-~:\;;:-.~::·:_;, ·:·· .. . 
El teorema .de \Co:iuchyf}-'sobre .. e>:istencio y unicidad 

soluciones ,de ecuocicín'éstd:i'ferenciales puede enunciarse de 
siguiente manera ·pa·i:a<s.istemó:ís••Hami.ltonianos CSIE-MO , p.1s) 

· · · ;_,:.·, :-·-::,:":, ,:·'.'~>~~::-¿.~;;~/:'i;{~·if-i;If)-;;:·~i\::Y:··; 1 
' 

< 1 l TEOREMA• Consi.dereseéel.sfste~aHamiltonian~ • 

(1).,, ><¡<·= :.:,L'=d/dt ,t~C 
··>: 

de 
la 

donde 
: :,~ --- --,_ ... ·. t._ . . 

anal1tica en cada una 
de las 

, .... , 

lx~ - S•I M .ohi •. 

Eidste. una unica;iso.lüi: ion;,:'x i!.'!.<:t>}l':yii<:( tl~c';definida en, el .. disco 
lt -'r 1 < r 2 ·/2(n t1lM1'''qlle~es:~anoÍÍíti°cai)í'.sot'isfac'e':)(~ (.:i:) =SK 

y K ( ~·. ) ·~ .• ~~){f ~,~-.:~~~~¡~1~~~:0,;~~~>.fThj·6~:~'.:1!:i,i·Ji:''.;~ié:~,fu~t)~;;~;·ij~J;•1}·;~ •. ~ ; . • •. :·,·· • ··. • 
Observac1on: /:iEl•;,;• .. teore.ma:' del,'CoOJchy i: en;•,va rios ':va r..1ab l~s -.va r.1 a bles 
c omp 1 eJas= pe'rm i te'/é!iiJ:'}ün a\;e si:. imilcióntd e'iilos)iseg'i.in dos)'m i ;;mb ros· .. '·.,. de 
< 1 > a partí r,'.de)l(i'{C:ota'!Mfpara''.H ;;¡roe•:'ahLqiie)::sea\'.imp'ortcinte, que H 

;;:i;ú;;~;~~~iltf ¡~$\i.~{?~~:rr:f ¡~~,l~r~f :~:~~;e''':, .:.o .•. º 
... ,. 

»;· · ... ··,. 

analÍtica en un di~co lt -'r:I '<E. y sotisf'ac,e Fc'"t:; Tl = 
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Cada una de las "' y admite un desa~rollo en series de potencias 
~ ~ 

>lk.(tl'C.) = [(,l,;~(i;)(t..:.i:>", yk.(tl'l:.) = ¿ b._~·(t)(t -1:)~ 
n- o n=o ·._ . ._ ·· · : 

con radios d~ conve~gen~ia R<f,, • i: ) ·; R< '1., "C > >> { • 
. ,_.,, 

Si algun~ de!:ltis.:rodi.os dE! convergencia es.< .o , digamos 
R< 5._, "!: > <;.o;, · entonces:exist.e~:i.in•púnto>'t* en el' c!rculó de 
convergenda· con".: la· siguiente p rop i.édad ru:t; •.0:::·._·.:._.· .... 

' ' ··-~-- '-: .'-:··,':··.<~~:;;~·-:;:;_·:t;~-/\f~ ·:\:~--~ ': '_.;' .. '.'::;-:::'. --/ 
' . . ~~- :.~-.:::_:::-:-, - '. ., .,:· . ' ·.,:- ' . 

·._. ***·•VER .. n;:~~~:'.t-'J~-~~., .. _-:; ? ,/·.···•········ ····· ._. 
No importando . q•J~ tan pe9u~ño_.~é,,tómé;t;'J;'::;.· ... ofJ,, '. eS,·-.· .impo~ib le 
encontrar una func1on anaht.ica en·••el¡cd1sco!•D<t*, f) •. de:rad10 o. 
con cent.ro en_ t* __ que coiriciili:i'{Con\)frii.ten"á~Dqt:-,R>~:;;,:Dirémos. 
entonces que t* es una _singúlaridad:.cieS·1a:A'so1ücion<rocal'F.<tlt: >.: 
Si todos los radios de. convergencfo :son\:infin it,os ;diremos' que (la 
solución .. t.iene- una .. singulari.dad'.;"alLi.nf.ini.to~·-;.:c;¡;_:'::';;:·:·: .;·":<··. 0;•·•_;: 

. _ -.. .-_ ._. ·~:_J'.;\~_'.J~;~f;;}:.~j~'.0·~:.~;_:~;~~~;~~~~-~;f ];'~r~/:-~~:~~_-_: :~º~:_'.:-«·~ l~J~::· 5~7~::::_:.H~~: .. :·_,_.· 
La distribuci~n de •. sigüladdades·;;.)!en::•!elV)circulo . de _· 

conv7rgenci'7 puede ser· muy co~P,l,~~?i.~o~'.&~\'p'éir,t~:/é@p_1'~·;~t4:~;¡~011;Junt.ó• 
de s1ngula r1dades P';lede sei-.t.odc;i i"; lgc l,!;,c,'.:11C>.•~,.~~Jii:l-,~,~n_e\~~l'!·.em~(I rg o 
la siguiente propiedad,;, rDIEU,f',, 240J ,7,¿,;1;:,¡que;,',:es;¡,·c,una;>n>_rop1edad .. 
topº i óg i e a gen e~-~ i ~ -:_: __ ·: -./;:--~---·;;}~-~~~,-~;~:;~r:Z~\i~fet2~:~~~,~--:~1~~i~:-~:~~i1Nit~::~:?f9:t\;,;~~~;:~~~~~,::r;~,\~~.Ji-;~::·_~~~~a~?-':_'~ ~-.;_ -1- :· 

-- El con Junto . de·.' .,singularida_des",aisladas{~·ten ·,9,el-;\·';'c.1 re u lo,,: de· 

e on ve rg en e i a e s·····a _-·-, l~ T:;J:)w,zMW,~j,~~~$~~~~,~~I\~¡~Í~f *?f Í;):~!f f :~\f,~1~.·~~\i~f '-','i':CZ __ ··--· · 
Denotemos por S<tlt o-'.>Lunai;sériei.de,,•poténi:ió.s'•en' t "t'o'' con radio 
de con ve rg ene i a_ < R(o -~?i;.~¡s~Ls.ig Ue\t~ ~-e~<l~Js~;r,_ie.~;,~'es' <cibso l•Jtamen te 
convergente en. cualqu1e1'\d1sco)ll_t<:;:;-:,f:t'.d.:c~-,l'/'.;i;,siempre qu_e r < R • 
En particular,) cÍJalqu1er~re'o:irreglc(iile'ila\'.serie converge al mismo 
valor• · -_ .. _: ·._ :<·.-·. :.·\~ ,(::_:<:·-::-;}.(f:-Jt~;~:;·::U:{,:ü~~;?}/_t~t-~;~~;::~~;::_1f!t~-.6~:/·;~:;;:_S_,\/?:·_~;.:>_:_: · ~- -- _.:- -.. _- -

( t - S: 

0 

:~1 
= if ~I '.<·R'o:/"': ,podemos\desar~ol::r_p:~ :: (::o~e:: ;~J~ 

·: .. ¡;: 
•· .. · 

Luego • ,. ·. :. 

S<t.lto = 

o= 

•-i 
t ) o 

La serie S<t;t:i) tiene'.:un 1rodÍ.Oideé:orivergéricia'.RTqüe_es• ~ 
Ro - :t._, "' t'ó)1';;·'i:'.:sn1i:l•idesiguaidod.~E!s\est.~ictíi;'.ént.~nces s<tlt.1.> 
y S <t.lt o > . def'irien •. la'. mismaJunci'ón'.;én, D (t;-;_"; R "f:'>:n 1:D<t ~'·; R 0 >, · 
pero a · 1a vezj,s <t.1 t';'ii'> .i'e>itieñde·;;'ti ,s < t";tT~· > .a.:,un .tdomin io; mayor• 

... \'/ ''''.'),•·· .. ;~::v~~~:E -~]'.;~~~ •r; r¡~~ '< .:;(:ijS'.;' :J;' < \~(. 
'/: .. ; .; .· .. , ... /. ''··::,·;,. ----' ';· - '._,,.-.'-, -\;·.~·-.-.,:-'.-i:·'· ~~-'.:·':;·::.,-·.-·-> 

<4> DEFINICION--.c~n la 11cit~ciónle •:lr/i~a:.i;{~i.Xfil.·~ R~ ~lt~;:;tol , 
diremos que S<tlt ·:i.. > se obtiene\de S(t.lt1

•1·;;·y· .por·•,cont.inuacion 
analítica._ directa. En ·general;· si:<f·~ rD ~»•;y (f~ ;u •·)·son 
funciones anal:l:tii:as f 

0 
:D 0 :-:..>. C, ,-,-fi.-: rn¡,.::..>' C eri _dominios Do r 
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[11 ,y fo= fi en [lo n [I¡, diremos que (fo ,[1 0 ) y <f.1, Di. l son. 
continuaciones .analíticas directas una de la otra, Si (f 0 , [I o l, 
<f 1 rDs. l, .,,, <f., ,D 0 les una cadena ·de· ·continuaciones 
onal ! ticas di rectas. ;: .di remos que (f..., , D " ) · es .. una , . continuación 
analítica de <J 0 ,D 0·),' · · ,, '.•.<' · 

En el· ést~~i'o'':.~~ob~l : de las funcion,es·,a~~1i;it~cas es 
importante el :concepto\de'conf igu rae ion•: anal Í ti ca ;·::.:::'O i superficie 

•• -.-,-,,••- ., .-., _,. "'"''•,"' - -- > '''"' -. • '~-

de Riemann cuya.: construccion:·;es como·: sigue 1,{; l · ·.• ,_. 
-~-- :::·--:-xt~ ~;;_;:l::~_~;J~t;;rtr§ -~-~:·~:.~~;~,;:f~~::b_:,;_¡~·§.:}~'.~:::~-'.}X:~:);'i:\;~:?;1v~:~-~-{,t:;·~&%: ~~:ú~:_-}--:·>:?; ~ _: :. -·-_-::: -: --· - . 

Un germen de funcion\analitica.:en".un•punto•\.t'~l C_;ces.cuna clase de 
e qui valencia. ,de.~e1i:~m}i,ri,tC!s\4< ~¡ ~1 >•.:.~~lJC!' l~¡\rél'aci~11_;jd~ ·: equi val ene ia 
(f,Dl N <f~ ,D'.)1;'.1\ssi'~.t·~:D~(I D'),:;ey·'.f;.:coincide·;:con!if,' en alguna 
vecindad de.t'co11\er(iAil'!;éíí};D'0D'.~}¡:;;{•:,\)'g;:::'.:;1{;'>;!,)if")/. ·. . , 

Dado 'un elemento"'.(f 0··, D· o'l ¡se puedeiconsiderar': la . colecc1on 
de todos los ·germenes'•:<f/t>\que:sé,..ob.tiéníú1 >pcir\.continuaciones 
analiticas:·:de ;::<fó\:;n•0 1; .. ::Esta/colecciori•H'",esta dotada de una 
topolotjia· '• Y.:'' una-::°p ró'iécci:Ón ·continua-'-::'p ( f ;t+:·.=.·:t' •:·ir :que ... es un 

• ' .' . ., ' ~.. - "._._. .. .. ' • ,,. . .. - ,' . . ,• \'• ·_ - J, ' - • ., ' • 

homeomorfismo.·,: .local/en··· los',puntos,:,t: que"no.son"'.s1ngular1dades de 
algun elemento '(f,Dl:'y•de hecho p"defirie:unoi~estrüctura comple,Ja 
en M' , H'"es el ·dominio nato.iral 'de•o.ina;funcion analítica 
FI .M': -->,'c·,:',·:F(f,tl :.Of(tl.' L:a';',"po're;Ja'C-<M',Fl tiene 
las siguientes'',prop iedades' CPOR,p; 113J t\C:;~'>>:;:,. 

',._ •'' >-- ' _, ·'<-'' 
,-, . .-_-.·~··: .. :-'·-" ' '· . -~-~.-:--'-:.';;:·-'.;._;:~·;·:~:;::;-f;;;'·i~,;-~~~·¡;,/:::;.··.,_:-- ' . 

il Para cada elemento (f,Dl, existe. un unico.,abierto U CM' tal .. que 

p 1 u es· un' home;rorfi 7~:º;-~.e'. .. ut%jE~r.~i,rtJ/t .. é'X . 
F<ml ·.=· f(p_<m.> i;,:.ipara\todo';:m. E U .. 

"' :::; ::;- ·'.~.~?:~~~it~!N~~~~liJJ~lif f ;~ ':' ·"" . 
La configurac iorii; a~al 1 tic a KO;(süperf'icie~.de.!Riemann; completa para 
la función .. gloti'á 1;'«1n'á1 í t.i'ca ::s'e\ótit.i'en e¡; i:lgr"é!Ján'd'o'i¡;\ a \, H ~ .. :te iertos 

. ' • ' ._ ..... ,. _.. ,.,.,.,.- -. "•,,;> c ... ·,.-, • ' '""--..... ·~- ,-.·, ···,--c::'.·"'·.t· ,, •• _,_ - -.. .,., . ·;~: • ' • . • 

p•Jntos l lamados{;puntosijde>ram1f' icac ion:¡¡y,;:puntos:<:,al.c.: inhn 1 to de. la . 
•Jn ica · manera·;(posibléjipara'Kqúel[e l '\con-~•.into}i:lg r'égado.';siga'c; , siendo 
una .variedad{compléJat(<i'o"é"i'),f.~\est"oslíi'un:tos'ie'xcép'cionales\(ápclrecén 

como ' pe r~ ~;~(l~~~ri;;z~~~&~t~2~:0~4~t1~r~;~t~lí~rt~·~'Éí',f'*,:·(./~~~*~J:füi? .. m .. [iJ .. 1:F'. ·"; ·. ' .•. ' 
A. · co~tinu,acion¡~(.\~a:izai:emos.res.te~1;tip,o,de.(s.~rig1J,la i: id~des, , , 

Po ra el lo,:,. es·1 necesa rio;}int!'oduc 1 r;;:e l'' concepto..:i1.;dey; cont1nuac ion. 

an a 
1 
f ti c~~,i'';~;~;i;~~~~¡~~*%f ±1g11l~;~~ri~.f~;;1r~¡~f ';~~~~'ªflt~¡;~;,f ii~~' :~%~t .. ··.· ..• ·.·, ' ·. ' 

(5) DEFINICION '.··'Sea· e: to, 1J ;,,-:.,-)/ C 'unaJ:curY•l:'i:'dHerenciable'. por 

:::~:~~::~~1:~f 1r~~~W!~~ii~~lf ~i1m!~~~i~·i:::::::, 
r._:;- ,:/ ,· ·:_;:;-:_-;::·_.¡;;;· .... -.';:C\;_-_,:0,:/, .. -')::;.' í·-: :· ~:--·_ ':'·.,., ').;.; :;·::;; ,_;:·.,-:>, ,r;·>~·-;,,'.:;~_ ···}~~-.-, ,, . ;·: _·:;·_:::~~:;:,,_.: · -

ii) (f._, , D -l' i· .. es contin\íacion ,.anall tiéa.i'.d i recta; de'.: (f :¡. , D.¡;' l • · 

Di remos ~nt;,~~~v· J.~~-'<f,.~ ;[,\,'.;'~~ '; ·~llfi~~~< p~; .. ·• ~~nÚn.uáci.;n 
analítica de (f 0 .·,D:,o>: a 0 lo. largo.de, c. 
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Lo definiciJn .mas.general de singularidad poro uno función 
global analítico es lo siguieriteL 

< ,_ • ' ,, -· ,. , 

(6) DEFINICION Decimos que .t* es una.singularidad de lo funcion 
global analítica· F si ··exist~ ·uno· curvo c:CO,iJ --> e 
di fe rene iob le·:~ po r/;\(.tr.omos·; ,•}tal ":{•,qlJe;•'.. es:i¡Vposib le ;;,continuo r el 
elemento. <fó',D 0'))1'.,•lo",'1o'r'1;io}:'dei'c'1co·;17.éJ poro todo:E >o .. · pero 

no Q 

1 
o · 1 Q ~g !:<~tkt.ti(;\¡ji~:~\%~\&~{m:.;;~};;;·;;s/'~l>.1·;.; .·: ~;·~·· •. ·c.~;;: .. · ... ; . 

En generol'•~\·nada'5p1Jede}ded rse.jsob re\ las:posibilidod de lo 
continuación ,>•anal Ítii:a:!b'.i.iit'·'loi1:'lorgo ;de1:·;1Jna\. 'curva}' dado,· Po ro 
sistemas · .. Ha~il:tory:~an~:;i}],;;(e,11\f;\t.E!•f!·emt.i ~.\\d.e,Cau~.h>'.~ parece ser lo 
herramienta mos:;.v1ab'le~ po.ro ;el lo i\EnieJemplos': concretos puede ser 
requerido o ·.fo rriia\~ex'p 1 íc'i tii'( ife11

•; Hainil ton ioino ¡·::/:::; .·· ·. 
· . , . ·:_,::;~_¿}i~;i~~~S~;~,'.Y/k·'.\~?'.t?~[l¡,:~.~!i;;~;_:<\{!-.;~:::<. !:.~'._'.'.~_-;._:: ~:-, ._, .. . ;·:. < .. :~·;: !_\fl:l~'~'..(·_: ·::.:: 

Consider.emos•~unoi••,singuforidodC:oislodo •t*:con; lo propiedad de 
que. en :un discol,ál'rededo6dé~~t* -.slJficienteme'nte pequeño podamos 
continuar anolíticomentii;olgÚn/elemento ;(f,j rDó'> E H' o lo largo 
de cualquier. curva 'c'oiítenfdo;'en'(<Ífgun ;'disco perforado digamos 
D ' ( t* , t ) • ·_, · · . .. '( ·-::-..--·-.-. "<' .. =?'·~··''~~.;~3·:·.·~_¡;~·~:·s,:,:.-::::·i.>":.~:; ~{~:'c~:J,~::',i·~ '1 , __ • , • ·:' 

.;'!i,\{; **if:;VER':FIGURA:\3 '** ,: · 
,_. ;>-.. · ·:·'~ ~_:::·~,:);;~ii~"-~~i.~·~:~f~,;~-\1~-~}P~~)~l~~;,::~t~~:::~~\:;f:~;~_:;: :_- ·.· -: _: .-. -

(7). DEFINICION .•. El".X1ndice:: def,roimificadon de t* es el m!nimo 
natural k :- 1 , con ,l.o'P.t.OP1~~°.cd'·~t~f:q'-!li!,;za1F.continuor (fo , D o > oi lo 
loirgo de cuolquier,.,razo,fdehndii:et'l\Wel:(elemento terminal (f' ,ro'> 
determino el mismo germen\ que·¡ (f ~''rrD-'~·)' en. D (\ D', · 

, \;:-.:. · .:·:,:,-.. :i :~_,_:.;:}- ': ~::;ú~lii:'~i~--~"i~~:.:~;:~~;~:~l::1-:f :_~f~ú~~L~~~:~I~:.:~~-,~·:_:/ .. -
observa c ion: , EV,,·:1ndice~de'\'rilmi'ficocion':•I\ - 1 no depende ni del 

elemento (fo ,D o>•ci,:~_-;,t'.'j1f:~tx¡~{'.\~i;¡~rsi1\')¡,'.2{r'.. . .. ·· 
Tenemos entonces·la'O'sigUieritelsituac'il)nF·:' · 

Si p:H' --> e es la pr.oií.eccicín%c;';'.enton'ces-:'sobre .cada punto t en 
roe u, é. > excepto en t*· (':loi"•.~fibra'fp~.'::ctl.''coristO. de e>eoictolmente 
k - 1 germen es • . :;·_-':; : .-~>.: ~·:::~·.·;~.:::::?~(~~:~.~t_'._~;t~~;:·)/~?~{~f~};;~~i~~,~:-f?:;?:'.':;;:-:\:·:.;~: :_:. · 

·" *** ,VER,:f:IGURl\~5''**''·'·•'<'«·:· 

Denotemos 
demostror 
perforado 

, . _\ :'. ;·· · ~:. ;'. :. /~_;~'.-ó '.~¡L'.i~;,~::~;~l~~~~·iF~~:~~r::;;~l'.;'./]~~,,:·,;,. /::-. , -· 
por Q el ob1erto;;,en .. H .. :fi..C:p ..... CD ,<t*r é > >. Voinos o 

que Cl' es',;' conformemente equivalente Q un disco 
CSIE,p·, ao J .. :"··'·: .. ·•~.\'.: .. :c.~.. ;. · ..... ·· · 

( 8) 

·~ .. -,... .. 
" '\ ·.·.~: ·~'. ."< 

PROPOSICION Cl' es c"Jnformemente equivoilente al . 
disco perforado D'<orE.'1'> en el' plano z, 

~: EliJoimos t,E [1(t*r):):en el plano ti: C y z0 ~[1i(o,EY'), .· 
en el plano z E.C, una./de-:los'I\.'- roices Ct0 - t*>'l~¡'Seo"sci'un 
sector de oingulo 2pi/l\'<con.teniendo o t 0 y seoin s 1 ,$ ;¡,:; •.•, rs ~, 1 r 
s.,.,= s 0 los sectorés~·SUcesivos. 

.-·._:·. . . . .-·:·~ ~ -,· 

, :.;i ~~~VER FIGURA 4 *** F 

los Lo transformo~ión >-'z·;.;,:__> t* + z ~ marido o coda .uno de· 
sectores conforinenie~te'i''.¿bbre el di.seo perforado [l'(t*r E.>, 
EliJamos oihoro~~n'gerinen-·\illiciol en to, (f0 rto>,:s{,Cf'.,t) 

E 0' · entonces': ( f', ·, t) C se obtiene. por. continuoiciÓn ( anQl ~ tic•l · · de 
<f0 ,to> o 20:1argo'<i:leu11a·é:urvo de índice mr o~ m ~ 1\ -1 
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, 
hacemos corresponder entonces o Cf,t> lo determinacion de '. 
Ct - t*>'I• q•Je está precisamente en el m·-ésimo sector. Es 
ver que ésto es lo equivalencia buscado.: Denotaremos 
tro:>nsformación por h ID' (o, f.'1k) :--:>.O.',, 

ro'c11 
esto 

, ·, '. ·· ..... ' . -~· ::-'.:'._::::~·'.·:'.-_, .. ;,-:·.>;-/:,',-~ ':·---- ' . ' 
Obser vocion 1 Los· germenes ·cr,t>:, que· se obtienen por continuocion 
analítico o lo largo de ul1o:cí.irva: de' un Índice fiJo constituyen 
lo que se llamo •Jna'. hoJaO(A'? i(= et -. t*> ,,,.. se le llamo uno 
variable uniformizonte :·1ocó:il, '·Trotamos de representar esto 
situación en lo siguiente''fi,gur? . 

En general, 
un dominio 
coordenados 
di remos que 

•• *** VER FIGURA 5 ** 
. " . i::> ·i.: .. r 

si T 1 O''-.:) C · es: uno tr•1nsformacion continuo· sobre 
del plano· C:ompleJo.y tal que la transformación de 
hoT" 1 1 . TCQ~)'.-;.,>,;D'Co,E''•q seo un biholomorfismo r 

Tes una:varialÍie:úniformizonte local. 
-::-.:;-.· .. 'i1,i:;;;' 

. ·, ,_.'}.' -.~'::'';' ~,.,:·.-.,,_ . . ,... . . "' ·. , 
Lo función g lobaF·:·.onoh tic o,: F, en' eL dominio G' e:. M' esto 

representada por uno función';'.ª-~'!lftica en.· el disco .D~ <o>E'"'> en el 
plano z como sig•Jet <<; :1:f!;_~~~-'·'.i·:_;_:~~:.:_.::_,;-.:.'· :·:_,'.:·.·~:-,-·.--~,;'.~;':-··_:.-~-/,--, --------

-_' -- ". :: -_:':·. :H¿,G!¡·:Nf-t~%');~;y~~xj:~~-/f<:~:}~i-j,L'.,~/~\:/ ': ~::~_~:c--'-~Ú>~;;:,_;;:.c,<_:_:_~:.·_:·i ;~·: >--:- ;.· .:;'~---: '; 
( 9lPROPOSICION , CSIE, ' p .~o J '.-;i·Existe/uno\unic:o.';func ion: •lnoh tic o .. 
definido en el disco perfóroilo'.'dél}"pló:ino~z'cri:Gl~D'.Cor'•eY\> ~:;».C 

con lo propiedad de queii~tif~lf;~,~~~~~\~¡~~~~J~~~;~~~~!~W~i~;;,~;.··,:<'.:;,' .. . 
Dem: Seo c una curva·:cont'eriido{en}Dt,Cc>'l''.E·~·:.lf'enfielfpl?no;: ·z, : - , 
uniendo z o con z 1 , ., BaJo·:ia'}l{tr'ánsform'.acion'(,%\;::::.::;»H,Ucf z~;\c •,.se·· 
transformo en uno cu rvo'''.c:¡,N,;:quetüne·1:~t';;ó:cori;•:t'is:=•;t*fhz• :·; _' :• · 

·- '.'"«'-::.':''0 1'--·,;.,'·--~-~-~·:·.- -v.-,'>-:. ,.!l .. ,-~ .. -.-~ ... •.,,,,. -;; ... -,., .. _... ..,,.. ,_ , 

Seo Cf 1 ,t 1 > la continüocion'"def(fo':i.t'~''•>f,•o';,10:1orgo'de• ,·c~:_,Y · · · 

definamos ····•· 'I;~~~~f;U{º\~·~~1'~'·:·~;)>.ftl•·Jf:,;·¡J;. ;,: ... -.. · · ··. 
' {.''***"V~R: FIGU~~ ( ~*.)i/· .. ;ic. . · .. ·-·· .. 

Es focíl ver que la de+:inicion no dependetde}lo curvo::c; pues si 
c' es otra c•Jrvo que une z 0 ·con. z· ,_ entoric!!s"c'(c~X:\c:,,es.·uri' .;1ozo 
cerrado· en t · con ·un índice multiplo 'de "l(;<~·Por.:·;10 "tonto ·cN.·:y· c IN 

determinan. el .misnio.ger_me·n .en .. t :·. . ,_._ ::· __ ,---.. :-) ... ·: ... '._-: "~·-, ·, 
- .,. -., -- -·-' ---~ 

Yo que G es onol!tico en el disc.o-'·~~·;forado, D'.Co,_e''"> , 
entonces admite un desarrollo en sede·; de'.•L:ourent •• · 

, 00 - .-;~-~¡~~".'~;o;~:·;~~T-_7::.'•~ =.-.:'~;-·-:-·-- -· 

GCz) =·~to<>'.~;:j;~1'Íf;~(,'};.,¡:;'., : ·. ' 
Recuerdese que 
singularidad• 

K -1 es el indice':.•:: dei'iéramificacion .; de lo 
.,,; .. _~ .. '.~'~:.~.;_::.)~· . .:·;,:.-\'~_·.';:'~~~) ~.-:.; "/' /',r~.f:~·- ;\·, :: .''Y 

·. ~::_;,:-· . • -:;;· :i•i· ,,; ·.' ·;;,:;;¿ ·: ··'.i :·.-, º'' 
Si K = o0 , . decimo~ ~~~'.·t*'·~~'1;.·~~~0 singularidad 

• ::.- ' •'.e-:: _;,"';_:,'.}-' _':(.-:· ... . ~: '· . ·, ,~·-, ; 

Si · 1 '< : t( ·•<·-¡;,,· ·; }decimos q~~\ t*. · .. es · uno 
algebraico y solo'.eri;.tal,:có.so'idecimos.qúe t* es una.· 

( 10)DEFINICION 
analítico• 

singularidad 
singularidad del· tipo: · · ·,,. ':'-" . ., "'· ... · 
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1) Esencial. Si 11 n *o para una infinidad é:le !ndices negativos ·VI. 
2) Polo de orden m >o, Si 11_.,.7' a ··;y .... ·11-"=··o .•poro -n < -m. 
3) Cero de orden m >o, Si.11.,,;.!.o Y.:<11,;=:o .paran< m. 

De este modo, p>lrll c>ld°O'\ii?~·~~~;,.¡,H;i{(¡:Ú,Sa/ , : si <h ,D.> es 
un elemento de f•Jnción anolítici:ii[qüefdetermina':a <f¡_,t~>, podemos 

escribir i •• x~~)·ii,~~~~rtr~~f~,f-~;·#fs.~;·'/ . . . , 
PaM z en una vecindad :de;;z¡y%Donde .. ::z·L·:·es:.:l'o determinoc1on de 
Ct.,-t*>''" que boJo h ·se':m.ápea~):a~'lii\'.hoJo:que' contiene a <fL ,t 1>. 
En fo rm11 eq tJ i va 1 en te:·:, -,.::~'::::_;YJ!:~:;:~~~;~~K~:~¡;i~:~~\~,~1''\l,)t~:i~~~-'i(:_:\~·v~ -.: _ 

... i:'f',:·<tl';·:-·:Gr<ti,7-'t*> · l+ 
'' - : . ' .. '_-._:::.-;:h~W::t'.:;~~7'.'.1:·-~>;·~/~~~~':)Ji;;:}.·:\:;t·:.'·:·:;:;;:-./ _·~- : 

La expresi¿n anterior's~;t~aduce·en uno serie de Puiseaux 
//.-- __ :_. -~---ao~: . .':·... : n/K. 

/f<t> = L /\;, et - t*> paro t ~D,i. 
¡¡'1 " . "º_ ... ;· 
i(. · *** VER FIGUR/I 7 *** 
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II.2 SINGULARIDAD REGULARIZADLE POR RAMAS O 
REGULARIZABLE ANALITICAMENTE, 

Consideremos el~sistemo Homilton:i.oriao 
.. :•, ·.-:, ·., -- _;.·· .. _ .. ,· .. · ··· .. ·. 

x " = 
0 H~J~~.~>,:f '.i ~.~j·~;0i~2·I(~:~V~·,(,t>~ 5. ~' : =.;. 11 ~ '. • • •• '. n.· . ·.·· 

con H<x,y> 1 R -:anoll ticO.Seni.unc•doininio:iD .¿··: en:.'I R ~· ;.;.; osi ·que· ' -~ ··--' ,,, ... ,, -· · .• - ·'.,_ ' . ."·'- ' .. ,;-: .. - /·•• --- , .. ~. <'·' -- -'">"'- - -_., •. ,.,' -,--·-. "' - ; . "._, 

H Qdmi te uno exte.nsic:Jn'tnotur<il~o}C;:;-:•onal i.tico; enó.•in.domin io DN 
en e '-n cont.ery i:e~-~d.-~~~--~J~O:~~\ttH.~,éi)~O~'.-~;-~~:rÁ~.~lf)_;;::~}-~~~l:~-j~,~,~,~~º--~-;C~~-1 .. i_'ca r:_.: · ~e1 .. 
te o remo de. e>:1st~!'~~.Cl~.~.~~.~,?,u.c,hX.''1H~~ge,i~.e>ii~teJ¡.u,ne1),.~.n~.ca.;s,olu~ i.on . ; 
( H ~ ( t 1 't ) r Y t ( tJ ,-c:).);i•.que :sotisf'acf!.rnK· ( ;,td ¡"C•)•;•=, S~ r.'iY1< ( '!:•; 1 .'C·). = ~K 
r es c - onolítiCo:i\'en''1•Jri'fdis'c:'o'.i'1t;·7~·1;:-i::~'ft<'é'·if;;o:·obtenemos•de esto. 
m•lnero 2n elementos de' f'ÍJncfon'e.s/analÍ ticas'C~\ ,;;/;'.;;:',:('';'.~:,C· 

x ! ( t: ".·) •• ~ ·: .¡ x ~ «it~~;'.;';~;:#~~¡g¡;-.::; .. ;:'· .J~W ;~;t:;'~.>. ·~ '.• .. •.: .. :.~'..-·~,:.:_--: 
. ,-;::·_' ._, - . -_._ '·_·_;:,':':_,;:,:::~- -;~~" :.;'• '~~::;,:..' ;: '".';_¡.--.-~: 

Como H<x,y) es real. poro x,)'. rei:iles;F se sigu'e que lsi. s• , ~· 'son 
reales entonces l•l solución es reQl ·para t" reGl • .. · ' , .. 

: . ·.,. ,,,- -:·(:Y.: e·· . ··.:::c.·¡ . ·· .. -::.:~.:~i- · :':.;-:··_, ___ · · · 
- -· 1 . -- ' - -· .• -- ':--, ._;: _____ ,, .•.-,_,. - .· - _., . ·., ,_. • ., ,_': . .- - - : .: '_. ' "- . 

Continuando onol1ticomente coda uno de·jst6s~~lemento•'o' lo 
largo del eJe real, obtenemos sol•Jciones de fas'·; ec~aciones· de•· .. ·.· 
Hamilton con 111 misma energio siemp're que perínanezc(I~ en';·D~¡·-: · · .·• •· 
S1,1cede entonces que o bien coda componente :X•'' ~y·;c:-,/i;ptÍedl! 
continuarse o lo largo del eJe reGl o bien• existe j uno';?p.riínero .. 
sin'guloridod t* de una o más de los componente& ·.,•de''lo:i\'sol(idÓn't 

Denotemos por x ~ <t,t1 >, y• (t,t.1 l los elementos'';;·};O:lg'Üno 
de los c1Joles tiene uno singularidad t*. en 'isu·jcír.cülo.,':pe 
convergencia. ;-\~,'-_;~-::'./:'·:·:~:~/;'(";{'; .... 

;!:·;::::'::~ '""··· ••• •• "'.'"'""·' '*~' Zi\~~¡~~~l·.u;:, 
i > Para codo J = 1,2,;,, ,n el indice .. de .. romif.icocion ... i.de;:.t*.,'' como 

i i > :~n::~:~::::::::::::::e:::e::::::::1t~~rf !~~j f 1:~I.i:f 1~)Ytresii~ct • ·. 

i i > Exist~n:· .. r~m~~<Jná~~ ti; .. <t;\1;~'.'<;~~~~~tn:··~j:··<~h¡; > >. 
reales,. po ra;,t,re~ l.,, que .. son·;conti f1Uacion,es~anol 1 ticos .··.de . 

· , · · '.~~·;~~~¡~¡~¡s~iif ~t~~~~~·~·.·~;·~····· ··.· · · 
Observocionesl·..-,,~,·:.uria',:/•~,singulci'ridad;;·tonohtico '-'no puede: - . ser·· -
regulo ri zob le ' de '"' i:i'é:U'erdo"•'.' a• < i> ;•X. UnceJemplo 'de este' ·tip ci ·de· 
singularidad es t*'<-;,;ci\pí:íri:i1;10.''.furiciof1.:log•t-;·' .. ·.:· 
Un eJempi'o; de· singuíaddod:. algeb riiié:O: •eseni:iol és · ' 

-- . •' ... -·-.' -:_:-: --~ ; ' .~,.-:-:., ,;//:·'. '.->~-: .. : ;\/,~ .. ~::¡;~:-:;:··: :_(;<.~_; ::_ .. ,·_.;~_-: ·.· ::·;·,.: --._--::.~ ',:::~_ ;_': ',_··:-.-'_ 
e>1p <1/t) . ·· - · 1 +.: l'lt +.,.1/21 t_,.,: +.:, • • ·, , .• .::· . en t*." = .. º • .- .. _, 

Este tipo .·de singÚli:iridodes tamp~i:o p~ed~~ ser regularizGbles, .. 

31 



El caso en el que es posible continuar 
solución para todo t > o y t <o (ambos) merece 

. I 
anal1ticamente ·la 
especial atención 

<2lDEFINICION Si lo ·solución no es perÍ<Jdico, ·.y .. existe lo 
continuación analítica paro todo t >o .Y .t.odo,t .. <:.<o ;'(ambos), 
decimos que 1•1 solución tiene una singulor,idad;'or•infinitoi. 
Lo singularidad al infinito es regularizable!:por'.'r'ci'mas '•Si .al 
hacer la sustitución z ·= 1/t, (>r'1<·01zn11t''1>r;i.Y.;,''<l/z;1;t1» .. tiene 

una singulo ridod regularizab le en.;' ~;~.·~J4~~1:{t);·,t1t}'.B~·~hi'';,;'.'-;,·s:;L, •·: 
Consideremos ahora las soluciones·;obtenidasYen\eliccipitulo I 

para el problema de Kepler reducj¿~;Jfü~.~N"~~~~~{2'~¡}t)~i:&~s~·;~·¡}(;:·/ ,· •. '· 

( 3lPROPOSICION Los . so~uciones j' a; iX:Pr1Jb,~.E!lllª';,i~~r.ed.';1,c,1do:• .;~on , . · 
regularizab les al 1nf1ni to , solo.•:•'pora)';::?.energio·.1,,,•1,'..c.e.ro,, " .. ·.Las 
singularidades finitas son .. regülar'i:i:aííles"::j>'á'ra•, cuoiqÜier,.·valor 

de la energ ia. ·... ·m·~~tj~.sfa·t;~:}~~~~;;~;tifil!·fft'J'i-·~'';.{ ". ... ,' ' 
[1em: Las singularidades al· infinito:;(ocurreri;'.soloi(si'.•c':;t o.y para 
en ergio h > · o. Para el : p'roblé'ma•::: de ~éKépler\• reducido· las 
soluciones son ( Ec. CI. 2-5] YoriC)''c·i·•••=7'•i• .. ,:,10 .icual ·' no' 'resta 
generalidad), ""·o.''·•:.,:';':•'. .. , · :.:¡,,: ··:.• · · · · 

.. -. ·~ -.; .,., :;·.-., :r: -.• ·"·'..· .. ·;;'.:~'-;~~ ,\:-;.~·;;, ·-.: ~-~-, 
Para h = o: · _,_: --' >~:-.:-: .,._~;;- .----· ··: • '. .-:.-.-•-'·: "- ~:- : 

·, r(t(s))' ~.~z;p2;:+ ó2 
\/(¡(s)"¡.:_ 21~· ·•••····· 

Como t --> 
w:= 1/s , 
quedan: 

t{s>·~.si/~ + s'12;· 

oO ==> s-.:.> '"" :;;..~;;: r :...:.;> oO y ~ --> o , hacemos 
p I= 1/r , d.eJ~lllps \/. igual, Las dos primeros. ecuaciones 

.P.Lw>,•!J2wi./(1 t w~·) . 
··1.'.-... - ._ -... 

"\/(W) .= .2Wo 

\ 
Si ahora hocemos z:= 1/t• obtenemos de la ecuaciori par~>'{(;,;),· ·, 

z(wi\ = 6w ~ /(1 t 3w 2 
) " 

Se 11erifica que z(o) = 
desarrollamos en series 
lwl<Eir 

p(w) 

''(ol;, '"(o) =o > ~,'.)¡~/;= 36 Si 
ias e>tpr;siones .ant~ri;;~~~ obt'enemos. para 

'· '•11 ' +•.2w · 

11<w> =· 2w 

' . z~~)'J:{•;•• F ,•;,··t~ + • ¡ •; a i E 1 R 
La in11ersion de la ultima•;'serié' ñ'cis' :da" tres series, 

w = <36iv
3 

z '1~ + b0·./y~}¡?J~1 ~·:¡·>:i .. ··; b r G IR , o < lzl < Ei • 

una por cada rama·.· de la 'r'J'iz cilbica •• 
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Al sustituir en los primeros dos.desarrollos, obtenemos 

p(z) 
··1 . 

= c. z 5
, + e 1 ~ _+. 

·1~ . :··'13 
:vCz>-d.z +d;z. + • ,;·o<lzJ<é3 

'. ;-,_i~--~ :-;;-. ·; -;,:- ,:o:, 

de donde es evidente ,l!Ue z ~ •.. ~J.~.~ úno singularidad regularizoble. 
- --·-·. -·· -.· - .,_,, ,.-· -. •' ;~:;:«.<·.-'.·.'' 

Para h > ol 
· .. _ .. ,-·-,--:',":·: .-- . ·-. (' __ ·;:._,_,:,".-:· . ·· •. ·. ~ 

- ,'·>::.-'~,:.f,-.:'.,\?~'.;_:.~-;~· --'.~ - -·- - ~:;. ,:,--, ·<· -

,, "'"º'ó" '• :·\~~¡i~f ¡;it~~t,,:~;i,;: . . > . 

A partir de lo~iguoldod,dr/dt·.; :dt(de:= dr/d9' ·y .. utilizando 
lo constante ile/moiiiiinto':'O:iigulO:r.'c ·.;:: r¿ d9/dt' , . obtenemos 

.,., :]~~&~if ~'f l~·T~¡~~ " -º "'; <i;,, 
,_,:i:.--:_:._¿,;:'.ti~~~-~;:;{:;~~~Ni:-:_~~-;~:=~-;~ ::<:-<-~::·-<-: .'..\.~, -__ :;'.-~-· -_:, . .-_::- ·~-"' , :- 0 ,·.c< ·_':f_~-_-.:~_-· .. , . -. ; . , --._ 

t en función de1;9:seé'obtiene'.'ol,integror .. ~lo··ecur:icion .. · 
--: '..~ :~ -:¿~~~'.~ '.~}S~~,;~:1:~:_:::1~~{~;,~:,~:G~~~-;;:::.':;:·\_~_ ·,:~_;/;. ~-1~:_¡: .. :.~_;J~'.· :· '._::" t: :_: ~:~<:'. :\ : : ~~ :.-:;·_·,_ -:__ z' 

:.dt/d9''=~r~;."'.(9)/c:'=>'c 3 '/( 1·:.+ '.e cos 6) , 
-:. , :- _-,_-; (3;{~:}f:~'f:t;·i~1~;;}~t~-:;f/.:~~~~'~i~~~~tf!.L~:-::?gt;.;'_,-.~:~y-::::;;:y -..... 

Lo . sustituci,on:;·~>:};é:,\:;:~,.t'.ll)lJ6J'.2'ired•J~e:Clo· integral r:i uno integrr:il 

::::::::,:,'.~~~~JJ~I~~~~~~::::: .,, .,, ,, 
'º'" •0

·' '¡j·~;~[~~~JS}1i!ll~e~ '.'." + ' ·," '" en. 
p y v. son funciones·'r~gulares·;'de'i.:e<tLos.vr:ilores eo toles que 
cos eo = - e.~ 1.~'Lh'aceíü'qüe''1r<§;s;~t1>;,~<<e('t)i'~tQneo12 = +-1• 
Estos son predsomerite~~lcis\'ongülosl''de',·escope~ .Si t ,--> .+- oo 
en los reoles;;o:1i:ect>1Ai'~.:.>:xw+.:.·::eo,,;:Cmod "'.2pi > r sin embr:irgo · el 
comportomien.to;ar{'in'(ini'to7fe5cFm'~sc'c~!fi.Pi'icadci: Haciendo z = 1/t , 
sr:ibemos· que Y·'':'/c;tonhtL< hc;:,'i;C]e.~:)>;;- il) ~z,' ) tiene uno sing•Jlo ridod 
esencial en z =:;ci'i':?,iF''or:1lo\tanto~.;;;d.iido y orbitroi'ir:i, existe uno 
sucesion z. -,-, >'ó;:t?J'\l~~~;;:Y-~ -:.';:> y, T()mondo por e,jemplo lo romo 
p rincipol. de: toph ~j':h':P<o.d:imos··:determino r uno sucesion 9n tal que 
Y• = (e . 1>/~.,;Ce;;.,t::15Zton e., ·12 , · de modo que" 6 no puede 
definirse. como.::.fl.lliciÓn ·:de·z de manero continuo en z = o. Lo 
sing•Jloridad es .e.senci'ol' y por lo tr:into no reg•Jloriz'.lble. 

En cuanto ri las :singuloiridr:ides finitos basto considero r el 
caso e = o. 
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h = o 
r(t(s) > = s 2 /2 

y(t(s)) = 2/s 

t<sl = s 3 /6 

h>o 

ws 

h < o 
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CflPITULO III REGULflRIZflCIONES DEL.TIPO GEOMETRICO 

·; -,- ·. - : •. .·.- . ' .. -.•.-. . ' . ·. ; . . , 
En este,c:ap1tulo· mostramos. dos _tipoi; de>regularizac:ion para 

el problema de · Kep_ler .• ': . .-/.· ., : .. : • .:·::: .:.:>, ··:·. :·:::' •:'.,::\•.;:•/"e'<:''.· :: . - .· .... · 
Las soluc:iones_::regularizadas\de ·estas: manera:: son i:; adecuadas para 
determinar ·:• ei-cplfc:i,tameiitéé;/ súsy;,{'.valcii-esr•1 nurííe'riC:'os; '8aünque no 
abordaremos· ····esto:í \:'..cuestión-·'aqu!;· •(;i,Mas~.b ieni)vamos''i:i''iiestudia r la 
topología·:· :de • las'if'ciliacioríes'"'pori:cu rvas'\t< en~1a·Hregúlci riza e tón de 
Sundman) .·o supér~icies'i;'<en'fl~;'reg'ui'.l'i(z\ic'iíÍn(de{t'e\ii;;;Civita) de 
en ergio y.-· moine~~o':i'an'iiúi'a'Fúh:onsti:intes';·¡i':t~t:á~;::;in·ayoría:: de los 

;~:~!~~:º:ers~~;f~1~~~-~1~-I~~€~~~)i(~Ij~~i~~~~\~~~,~~~b~fJ~¡jt;t~~:P ~~s.entamos 
Nosotros c:onsideramos•:1é·que(;el".estudiC>'deHa•.fohac:1on en la 

regula rizac: iíÍny·fi~e\'..su~~~~~'f;~~-!'5~;¡,~o~Ai;ifj0ti'.~co!11Í)l!'tci._,._ . pues. las 
coordenadas d e.•c" pos1_c: ion\'¡.fy_::.¡;veloc:idad:f'crad1al es :' ·se c:on s1deran 
reali:s•- .En .. ~ealidiJ~r,;\o,_;;1;sien_r,<i'.{Y{~f,E;~(:Lac:o~b~a·a~, ~qm"nto de 
escribirse este trabaJ~! han:testud1a~o-estat;;: f'ol1ac:1on en los 
c:ompleJos c:on resultados, interesallt'es'~;?\:;;;;''/·:{: : · · , 
En la ultima sec:c:ion_di_sc:·utimo~ ·br~vement_e,la-defi~ic:ic;in, debida a 
Ph•1m CPHflMJ deLc:oncepto''.intr1nsec:o:de/la; regular1zac:1on y otras 
ideas debidas a Sternberg 'CG-SJ, · ·· · · · ·· · · 

'--:;·;:.-

III o1 CURVflS INVflRiflNTES EN EL PROBLEMfl REDUCIDO 

. ' - -· .... :_·_.·· . . 
El proposito original del .trabaJci de Sundman CSUNJ fue el de 

obtener un desarrolio en series de potencias de .. las soluciones 
para el problema de tres cuerpos. Prfmero demuestra - un teorema 
célebre - que para n - cuerpos, ,si-el momento .angular no es cero, 
entonces no puede haber c:olision tot_al, ·Para· tres ·_cuerpos esto 
implica que si el momento angular''no:es·c:ero~entonc:es·~e ;haber 
una singularidad en la solución,• -ésta se debe:a .c:olision. doble, 
Introduciendo un tiempo fic:tic:io s .relac:ion'ado c:on. el tiempo 
f'isic:o t mediante un desarrollo en serie ·· · 

·~\= ':1~ s 5 .+ a.__s~-/ .... / 
. f¡ . ·-·. - .;··-··":"-," __ " . . 

obtiene entone: es desarrollos en .series: de: potencias· de. s p•Ha las 
componentes de la posic:i6n y de. la veloc:idild~'C:-:E·-'·:. · 

La relac:ion entre_ t.y s p¿~~e:e;:~::~~rjJ>{i1;plicitamente a 

:::V::' de Una ec:uac:iÓn. d1:J:~:~;t~:r~i1tr:;~(0ú\1:~,;.::~:t i . 

\ 

siendo X. lo.· distancia :entr'~o:a~\6ci~úlÜi~{:~-~~J·,J~'~·i .'.·C:~lisiíÍn. En 
el problema : • de i :dos •·.··•c:c"uel'pós:i:.dsfé:j'C:oinc ide::;¡c:onl:.'la" l lamadQ. 
e:<c:ent ric: idad._ •· ánÓmala·, .> EnC el,'.;i/p r"ób'l ema'1[ deiI' Képler': "'. que ·· .es 
esencialmente: equivalente .;·1.: probleníá".;;"de(,i;dosc':.cüerpos ,. -, 
l lam>l remos • regula riza e: ión .• de~,sün'driian .~fá1;'¡)f'.cicesa.: de <~e.duce: iÓn •l 
una dimension c:on la integral. de:momento· .. angular·, · • J1Jnto c:on uno 
reparametrizac:iÓn de las .. sciÚic:li:ínes:.;'ana.loga •. á .. ( 1). 
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En esta sección estudiaremos la.regularización de Sundman desde 
•m punto de vista tapalÓgico. 

La ec!!ación .. de : la energía para el problema de Kepler 
reducido es· <ver ec, ·n ,2-10J >. · 

\ _ ·-'t<.:",._~:r;~¡~f7;;:t~r<-•-._~. Z/2 ~i+ h 
donde rl= lon'git•Jd ;del.vect_or.>,_de.•.posicion 

V:=' d ~<,f ,~f ·; -!Jl::tl:~~(2)i\:ti~!_.J~- :y/ ¡ '-.. . .. 

Las curvas': de.:energio:i·'consto:inte ·<para un valor fiJo de c >, 
· ·· ·'-~ -·::--·~'- _.~: ':t::-.~,t:.i/ s·-~::~::'.ftUf ;\~/::;.:~',:-~;:··::t-.:;: v.-_~x, i~ ~>-·- :~- ·_:_ 

(2) '" ICh =<<riv>'-~'IR'x/IR:,:-·v ./2 = 1/r - c Z/2r 2t h} 

son invaria:~;~;~'.'. .;,~-~~~''':':·i' '·~~:~~·~;;,:;_~~fi~ido: por · la 
diferencial · · . ; ( · ·,· '.' , . · . ,, y:··-~- - •. -_,,_ '" . 

... ,,. .. ,, :'..; ..,_,. :------. ,.;_,_·;· - . ,~ :,·,:···. '''.·-: 

''>·".-_';'.'.y '•'; > '.\' 

' ecuacion 

<3> • • • . •.• _t~;~~]r~~-1;r::!-,~\.~·~, ~r~· 
y san por lo• .. tanto~cu~va·s~'Cintegr.o:iles . - aunque no hay una 
reparametrizac iÓn h Única:{de)rlas,·,xch .. ;-:•.:. Recíprocamente, -dado 
el sistema de 'ei:üaciones'f<3>~y:•condiciónes iniciales , éstas 
determinan un valórCi:il?'.<h·!Ji'a·ra~'e'üZ'é'üal>Ich.esa una curva integral. 
La información \doda{p·a.i:,;~las\[Ic~/Y,{las\ecuaciones · .. ~ifere~ciales 
son por tanto eqi.iiválerit.es';ticista~Uiio;jrepcirametdzacion, . . _ . 

En la figura'' ( lf!inostramos':ila:fórino:iocde ·los curvas Ich, ·. para 
cada valor" fijo:1de'1¿¡,;t:.:"o';:;;;,,,'Observa·in'cis"1que en :este c•1so · ning•Jna .. 
, - . - . :-'~'- - ; :! .. ' . .- ---·.- .. 'I '-'" . ,. ,. • , ..... •- . - - " . .. . - . I 

orbi ta va. o, v~ene;:deijcolision ;:;.,:;habiendo,:~na .. distancia.,m1nimr.1 de .. 

~::~:::·:!ºf i~l!~~l!íiiiitf f~~;~;;¡;~~~~;~f~~,~ ... 'º 
Uti_lizondo /:1 a.;~relac ion :e I o'l-::'7J;;'i"~e ,,-:.,.1 \.;o;2hc~'i'f para·: encontrar. 

las ·raíces " 'dehpolinomió':: .. ,;•~:hr,ZL+:C rJ-":é:":.i/2:::·en'co'nt.rainós'0'que la 

::··::,·x~r~~f ~if~l¡É4l~r tf f~i~J~i;~t .. ~,.o . , 
negativa F'a ra «;h :l':".if.o,:;.~1a:,,curva''.¡es,,:as1ntot1ca;\aH:eJe,,;horizontal ·•Y 

• ,' ·_ ', '°'/' .'•-·•-~_.'._•,• •'·-:·,, -~'.--·'·-··r'.•.\; •"',• ··:_•-''. ,,,., .• , '•"'•·'-:'"' -,·.--.• • ,.,' • '< ,- '• 

para h _>-a,,, l(ls •c•Jrvo:is>i;tieñen(cada\una{dQ,;•:::ós_1ntotas: ho_rizontales 
V = +- ~2h "·' }C,\lalor3 qí.ie': c'or're'spond1tiii''iÍil«';'veli:ic'iélod'Cde escape. 
Las. curvas de ten erg ia'.•h·~<to\son '.tcidcis'tcerl'oii:las,\if. ·para? h -=·· -112c ~ · 
se degenera ;eií~;ún~1pun(ói~tf Ta_l ',\valor ':'de:; tiJco'r resp'oríde '.a?úna·: Órbita··· 
circular en :'el• p robleina :no. ríiduc ido; ;;,y·; ci ,:ú1í': piJ'ríto ''de' eq•ii 1 ib r i o 
(c 2 ,o) del sist.éma (3)/ ' ... '. ··:· , .... ·•.' ': ~; :.:·· ·•''' . 

·>:· -._; ';_;:_:)" '':-:.',:'. :;,-._-:¡.':_~·'.·-_-_<> ~-·..;\:··.·,:.- .--".--. :_-_\' , ·,. _ .. ~; '-• -_,., .. '\_.-: '.::.: " ,-__ .-:,·_:_: -:·;."· --: . - ' ' 
Para c .. =: o,' . todas las· arbitas·van"o.vienen·.de."colisian y la 

forma de lcis curvas·· de,energii:i ·se müestran enla '.fig•Jra .. <2>, · 

37 



*** VER FIGURA 2 *** 
De· nuevo lo reg io'n somb reodQ corresponde Q h' < o pero '1horo 1'1s 
curv'1s no son cerrodQs, Poro h > o hay dos componentes con 
'1sÍntotas v = +-f2h' .La orientación de los curvos puede deducirse 
también de 1'1s ecuaciones diferenci'1les. 

' Para completar el esquema tombien mostramos 1'1 ~oliacion 
singul'1r definida por 1'1s Ich · parQ un VQlor fTaiJmobi' de,en h • Notese que 
de lo rel'1cion [I,l-7J, si c ~o==> ·e = 1, se siguen las 
siguientes desigualdades~ \~. 

(4-i) ••• 
(4-ii) ••• 
<4-iii) ••• 

·~ -~ 

ii ~ ; i.::~;~1.[~~f~:t11x1,: : ~ ~ ~-~h: ~ c 

**~1~f~ F'iif ü;1~~ 3, 4, 5 *** 

-''2. 
..$ <-2h) 

. ¿:- :::_;;-/~f'.'0>H:--:p \---'.{t '.--: • '.: :::;:-. 
Ademas yQ q•Je 1'1 ecuocion>.de.:10· energio (2) y en l'1s ecuaciones 
diferenci'1les (3) '1p'1rece ¿ ._ ·1Q .form'1 y orientac'iÓn de Ich es 1'1 
mismo que p'1ra I-cho' e 

'· \ 
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e= ¡;: 1 

- fn 
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III ,2 REGULARIZACION DE SUNDMAN 

. . ,-• . .. -·: ' -, + + 
Consideremos.la transformacion IR x IR ---> IR N IR dada por 

Cr,v> --> <r,w) : i:on w =; ,rv.,, .· 
Las curvas Ich . se, tránsfcirmcirí 'en 

';._-_ .,. ' •:")'_;.~~-~·:1.,--:::._:_~~}\~-,~i::-;_~;~·-- '-' _.__ . ' : ' . 
Sch =.<Cr,w>.'t IR x;ilR:L·w2./2 = hr 2 + r - e 2./2 > 

""'--j -. ·.. ·\'' . 

Con auxilio d~ ih\d~'~{icl~d;•:;,t-:' 1 = 2hc .t , podemos e>:presar la 
relación ;C j_ • .···: .. 
( 1) ... ;2r· - e" 

como 
1-:- w2. ,; 2r1·-'s\•·,: para;h "'· º'. 

- 1 ,. • ; ....... :i'·: • : ·:. ' ; .. . 
t w4 = 2h<r.t<<1·+.e>l2hÍ<r+ (1 - el/2til. ·para h';C:ó, 

con . e > ·. 1' / p~r~)·~·~f~~;:,~:.:_.:,·~ ·~ ·~, ·,~. 
0

ei,: .i{'..{ ~Y ~J~.ª '.h <·o• 

Graficando• 'la~relcicioni(~)~cibtenemos:una:paiabola,si~h•= o, 
hipérbolas si;h )i_o y.•elipsesi':si¡:h\:.<,.:oH;ademas,.,:,w,,=;_:"o;para·. ·' 
r . = __ - < 1 --~: ~ ·+~: :' e .. > ~2h '·;_,·:;: :;]{..:: !.·:?::,:F::-:\{~,~t~~-~--).}:-:\~~~1-~}X;!~2~~\i~~~;~'.kifi::ft,~i]{~l~~~:~;~~'.;:s·;~.,?~~\'-~>~j~Z<~'.:;;i\'.::~·-:;-:'- :: - ... 
S1 h· > o .. solo •e1·:valor '7'.'•(L-:cel /2h.•es'<i'posi tivo,:~\.m.ientras ... ·que ·.s1 
h < o ambas raii:e~:,),:-\,( 1;:f-,'.'.;;. el/2h)t\{spn;i11psi~iy~s•,(;.0El>tt;1s valores 
de r son precisamente:los'.puntos·1 de/retornó;~:'.,~F'ata)h'~.= -1/2c', la 
elipse degener:?. en' un. p•Jnto ''',f>aro'.,li!:>/o";{¡lat'E.'é:uo:ic'ion':,,~: :r ' •', .. 
.. '""' "';,¡¡; ~::~~ '.ilt.~';É'',fr~~f ~11¡ii~(i'' 

.. < e/2h l ., . ·, ( e/~k11,,..,..,,. · ,:,• ••. ,.., • ; 
. r::.· _.:.'.:' _.:_. .. ,:: -__ ::·_:_---~-::~---,-.-.·-_,_;-.>~_:.J;·:~j~-t;::f;';1::;~>-::_ ·--,·- .. ,,; 

de donde .se sigue qué,los centros'·deilíis''hipérbolo:is ·se localizan 
en (-1/2h ,o) y las as!ntcÍtás tienen' lcisof!cuacionés'' . 

w\~;t: .-t2·~:N{t)!!·~~Y~.f f;F,.::: > 
· *** VER ,f'IllURA:•1,;***''' 

Si ,c. -o->. o, .l<Js 'punto~:~';:.;~r;;r:~~',~~~~;~o~· .. 1os ,~értices · 
<-<1 '-' el/2h';"O)i'r'Ti(Í:~J'2,'ci'l''·.l.::)pO:rci"frh'~J:ié:'\i•o'i.:ny ··h'"··= "o,,, 
réspectivamE!nté, '~tiE!ndE!nfo1•:origen':'col'apsaníJose én un punto < ya 
que en tal' casci .. e,:=0;11;'\iPor7J:ci:,;tO:nto P.ara e = o, , toila.s las 
con leas . sorictang entés··:·a1Ce,Jf!' ,,;,í·é·~ti'cal:, en?.ei! origen.•· ·· · 

· , ' 'º'' -- - . -.e~- .. :C.i.«<••:r·.-•,, ~"-"·''>!···;"· ?>,·¡_,".', ''' ,.,, c-•<<··,c, r ''-'!,,·-;c.: , · .. :., 

, . · · .-' ·.::::~;:_ :- ._·, -_:::·.,: .. ~;,.; ;;::¿~(.'/f,·i,':_:·:~::~3!\:F~).:r~-~::~':.'.t~:-:·t~'t:>=':: ·:.::/·:,::·;~;:< .. ::se,:.,: < ;~_ \ -:; .. -: ·: 
Tambien se· muestr.an·/las-'d?s) rt.ímas;;de las,·:hiperbolas para h > o, 
todas el las' cí:ni:~ e1:::.vert:iEe {erl:te L' pi.mto> <i1/h 'o) ' . 
· · ·. ·-, _ ,- -:~: -.: ·:·_;i::;---:_-;,,·r_::~=;-_'.'-:Yt<_~:si~- _::;/ <;~;:

1

¡':-·):-~'.~" :-i~-'.'.:·-::~-:-~;··_:_:'-:._:;,:-~::{li;~: __ --:>, · :.<~_'. ~:·.: :.- . . _ 
Af'i rm•1mos_,· .que/~s posib lec: rep·~rametrizar•,las curvas Ich en el 

plano r-w de. '.modo< que ba'Jo·,1i.i·:.tra~sfórm',:ic'ion !inversa 
' ·• :·-·.·_._ ... ·:: ___ '.~- .: :: __ ·; 
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<r,w> --> (r,v> se obtienen los sol~ciones del sistema CII.1-3J, 
Poro ello seo w<s> , r<s> uno porometrizocion de Ich , luego 

w '- /2 = hr'- + r - c :z. /2 , 

Derivando respecto a s, 

w dw/ds = <2h + 1) dr/ds 

de modo que si dr/ds = w no es identicomente cero, entonces 

· dw/ds = 2hr + 1 
.,··. 

. : ' _· .. <:· .. -'. 'i) '-~.'-,¡¡:·:<·;:.',. .-·;: /<-~-- ,' ', . 
Para que lo tronsforma·ciont<.r>w>..-,->: < r,v) lleve soluciones de 2 
en soluciones de r1r;1~3J:;Vdiliemo~ escoJer t(s) de tal formo que 
w<s> = r<t<s» v<t<s> f;;:o;s;:iaJ:>> : · · 

.. - _-._;::._;_ .. -~-S--<:;:·:-; . ·_,.: .. _. - , . 

· .;. '::c:.~fr;;.Jci~?il 5-\f~ ,i·<+,<;i> >X d r1d t< t < s > > 

y bosta to~~~"~{~~s~~·,r;·~(s,;>; Esto demuestro que los curvos Sch 
con lo orientocion:que hemos indicado en los figuras (1) Y <2> 
son . reolmellté. la·s· curvos re.gula rizados, 
Por· completez mostramos los. curvos regulorizodos poro valores 
fiJos de lo energio, 

*** VER FIGURA 3 *** 
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III.3 REGULARIZACION DE LEVI - CIVITA 

. . , .. •. . -· 
.' ·- -, --.. '-.": - -: . 

. _,,,-. __ ;.: ·.-- ·- - --. - ·; ._' . 
Otro metodo de regularizacion :.muy .. usado debido al coracter 

canónico de la transformación involucrado 'es. debida. a ·Levi 
Civi ta CLEVJ, En esta sección mostra remos'.:este p róC:ed imiento para 
el problema de Kepler en el ' plano ,·Y.:· estudiaremos la 
tr01nsformación · de - Levi· ·- Civi ta---desde'-- el ·punto·· de vista 
topolÓgico. · 

Consideremos el problema de Kepler en el plano CI,1'-3J 
. 
r = V 

En lugar de proceder a la reducción del problema de Kepler 
mediante la integral de momento angular, podemos aprovechar la 
estructura del plano, identificando E <Z. =N e • Con . esta 
identificación escribirem~s 

X = y 

y= - x/lxl'!> n (. e* : = e -<o> . , Y E e. 

Efectuemos la transformación de coordenadas C* x e --> C* n. C , 
( s , i ) --> <x,y) dada por <Levi - Civita) 

X = 
Esta es una transformación 2 a,1·Ya,.,que.los:puntos:<.~ .• ,~:>.·:~:: 
<- !: ,- ~) corresponden a un mismo:.valol':'de;.\<x,y)i Ademas ·es 
diferenciable . aunque no es C - analitica debido '·al denominador 
que involucra ·una_· ·con.Jugac iÓn. _ .. :._: __ ~'.:-<.-::_-~:.-;;:;·(i,-~?i/J;-'.i·;<·(:,~~:~ú_~;-~;:;:_:;~.:~}-.1:_'.;":~~:--;::.::_-_s_,:;-~.'.~::::_ ¡ ·_.· . · -

Si escribimos .·x = x 1 + .ix2 ::, •. y,:'=;"y,·:,·+i':Y2."iH .. li<.,:",~•·+· i:S'I. , 
1 = ~1 + i ~ 1 , entonces lo transformaciÓri(puede;{escr.ibirse'como · 

. X ·~·-s:-.-· s ~ .~ • _s: J·i_.:.;~;~~f~~f~";~;~~~i-I- p{·s,",¡;;_¡ , _· .. --. 
Y1 = < ~. ~. - YJ,~~ >I< s, 1+_s •. >. •<Y,:\¡i,.<,.~;.f#:\L.+:~~.si;>,(,<~, ,+.s1>• 

. _ .... ' .. ·- - " .:".; "'·:·:,·_:·:.:~;.,_:/::;~_;2:'.:..~-,-;, __ ,.,/:·:::-:,~_:··,:c~- ,'_'<·-1 -;_._-.,. ·.o··--< 
Esta. transformación. preserva: .. las: ecuaciones ·:de: Ha mil ton ·:si·. y· s.olo · si CSIE-HO p Ji . J. - _,. , ____ . - -- ---~._-__ ,_,~~ .. :e-'-•,·-~~,,,;:~-,,.--,. .. ·-,--<:,·- - _ .. _. _,,:_,,"'"_._.-, 

- ·' , t ,_ .. e ··• .-- ,. ~ "'<'. -· - • :':.<:,':::· '..·.,,:}';/ .,·-~·:- '-.·<,_. • '.·,·-.:· '· • ; :·. . >~:. ..:'. ·:·.! ' - - ._ .. c.: -- - --.o;;·,·.-.,_,;~'- - _ .. ,, ' ,_ - ¡ ,,. :·' - - '- . ;,,:_::- ; :;· • ' 

, , .. "<'.'~:.:.::--. ·--;~:'-· -~·:;:---r:/. -:--~·'·-·:·,:,:~_:_~-~-D~-;~-~---, -;:-:·:.-'_;-- -~< .... ·._. .. -t:~:~ 
.•.. dyil~·d~:i+:dy1.••'·dx1.''.°; l\(d,1,.·:· ,d s,·. +.d~i..• d5¡,¡,. 

paro aiguna consto~{e k.·~'~ 1,·~~{~:¿;fi~;2:o~t~~.}a i~t.o ;~s'·~qüivole~te 
Q ; ._.,.' ~' :":.'·:.'~~~;·_,:..,-_,·. ·•:·;•_!_,~ --:; ._,,, .... - . ··'-· -·, .. 

. ·. Re<dy,"·d~>)·~.{k'3~.~.d··~;~;,té~v; ) 
1 ·'.¡.- · :--;-.-'.,.'.';:--< -· 

Un calculo senci lló muestl'a:que )a'.igÍ.Úlldod anterior. se . verifica 
con k = 2 (est•1 es loi .razÓríJde. tomoJr'el' conjugado · ~ en la 
transform•1ción de Levi ..: Civi tO.l ;· · 

Lo superficie de eneri¡fi.i 

45 



lyl .. /2 = 1/lxl + h 
se transforma en 

1 ~ 11 /21 s l .. '- 1/1 ~l .. = h 

o bien <multiplicando por• rJ. 1
1

> 

1r1zc•2Íi1s12 = 2 

Las ecuaciones ele mo\Íimi~~t~ . , 

se transforman en 

Finalmente introduciendo el ca~bio·:.'cie;·.,;ariabl~· independiente 
dt/ds = 21 s <t<s> > 12 las ecuacic111es<q'u.edan ,;:.' 

. ; ;.•Sl'i tctr:.,:" . ·· , 
., .... ~,; ,, -

,_.vi.•_ii,.'·'?,,~~1~';:•(,•i~.;~~)~?ds···, .·· I 

o en forma equivalente '!i- 11 ;-·•2h'!·l¡¡<;:,·,:_=;;o,,-í:·0,,que-,_es'·la ecuacion de 
un os e i 1 ad o r a rm on i e o si h~' <., : .. o~·;'-::_;_;~~~;:l.r;.~;t{Lf~,~;·~-~!'\~j-·(j;:~·;:--~~).:;:C::~~::~/-~:,''.'.:_:_~~ :;· ·'.. : · 

Ya que en la deduccion utilizamos .•la ·,ecuacion. 'de> la en erg ia, 
las soluciones de ~ 11 

- 2h",s'..,;=;;o/fcciúespon'den!,a .soluciones del 
problema de Kepler con énergiiii$~_ti:;:~s;old.;•;::si>• las condiciones 
iniciales <so, ~o> .satisfiicerí,ilichcSéciJ~ici·ón', i · 

I~ ol~--2hl·sol~=·2·" "" 

ESTUr1IO DE LA• TRANSFORHACIO~:~;DE':2~JtJ·~~~~ó'~TA 
. -~-- ·. '-: - :. ".: .. '~:~:. ;.,\',·_;.~;;;-/~~:.!_fy~f._i'.ft';_~~:·'_/~'::-:.~·'._:;· ' .. :.-· 

En la transformacion · de •. Levi••'-:'Ci'vi ta-:·.• ' · 

.. -\. x_\=·_··~i~'.~~?tt3'ó~'.!~L~.;( .. __ 
los puntos < '§., 11 > y <-5 ,-v¡ >:'corresponden: a •ln · mismo valor 
<x,yl,Al identificar < 'f,r '1.l' ·c:on•S\'(;_'517-"l>•para < 5, 'l > en 
C2 *r obtenemos. el espacio cociénte?qo.fe11denotamosj1or C2*/N o 

(1) ::·:::::::: ,:· :::, =~ i;:~;i18l~ll~R(~~~~if ':· ,,, · ·· 
!!m!¡t Denotemos por [ S, 1 J ,(j;,_l:3s,,~las,E!s.ieli;._JRP,,,,,y,'por · ( S , ~ )N 

2 
las clases en el cociente,;C~*(~~:/'.SE!!1')5s;;;':l•I,:,:;' 1 51•+ 111 
Entonces las transformaciones}::,_>(;'.';·>_:, ;::,:'),:·>''(.'.':e:;:.'':''" ' ·_, , · · 

IRPºx IR 1--> C'2.*/N, <Cs,\J.~¡l2>ct·'~;,~'.{1;,t,i11 S• .11>N 
.··.· ·'· "•' 

Cz*IN --> IRPº>: IRt, <s.1>;,; .:.-:>cc~.¡J,1~.11> 
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son funciones bien definidos y difeomorfismos uno del otro. -1 

Poro determfoor. :.lo,topologio de.•las· superfiCies 
constante en ".coorden,adas ·. de· .. Levi- • Civi ta ·'·.·debernos 
p rirnerarnente' .. ló.'·· t'opofogia. de' •los·• conJu~tos :• · 

2 } 

y despues 

de . en'ergia 
determino 1' 

Dependiendo' d et".:signofde ih:2.torna~enios¡.corno· modelos topologicos 

Pª M Eh· ·~fü .. ~1~"4~tp~!':·:~i"Wi{~'.1~~~t~:~fr~¡r~;:i,::¡~ Y · '." · · ·· 
:S31=.c<<z•w>?;C ;;'/3,dz.,.+)IWI, ·:,= i ;: ' 

···.•:·: tt~;lf ,i·~;,t·~ti~}i§1f f~.l:~{i~il'~;~,;~~··í·· • > 
.. 'E3lf" •{(ZiW):,:;,C.:ch;.lz"-:•k'.'•,L: ,, . 

S3 es la esfer~ linito~i;z~~·:;:~;'.it\"Jf:.~¡-~"iJJ'/} ,) 
H3 es un hiperboloide .de uno h0Jo''en··1R,:/;' 
E3 es S1 x e o un toro sólido: sin frontera'. 
En cualquier caso S3, H3 o E3 tiene dirnen~iÓn re~l 3,, 

La imagen de estos con,J•Jntos b~jo 
<lzl, lwl) se muestra en la figura 

... ' .. :·-- - . ' - ;·--- ~ 

la proyecciori <z, ,w> --> 
(1) 

*** VER FIGURA 1 *** 
(2lPROPOSICION Sea rl= .J2iiiT si h :Fo , r = J2 1 si h = o, 

Las transformaciones (que dependen del signo deh) 

93 ,H3, E3 --> Eh , Cz,w> --> ( .f2' w/r , [2' z) 

son difeornorfismos.\ 

~:. 'Si · ·1 = o/2'·z ;· ~·-;:· f2'•w/r · '" entonces .... 

: 1 1 'l. - 2h: 5· 12 
= 21z1 t - 2 e 2h 1w:~):2h 1 í = 

•, , ___ ·,·.- .. ;,: . _;, .. --

l-2Clzlt + lwl'l si. IÍ <:o~ I' 
-: 2<1zl"' -1w1'-.¡\ si.h <':'o 't"" =.2 

1 2··1z1t .. ~;:; -·.:;:\·:o.:~ -~Y-~ ·:·si-<h'·'.·::~ .. -'c(jL~! 
·. - : . · .c,;~.;:~'.:_;~:~:/:~~~~-;~~~~-~~~;~~~,;~:::;~~~-~2""·-'.)_~_-:·-:·.i~;t_.'\_·\~~ -:~~--

Qb y i omen te las transforriiO.cfones';s·on''di'feoincirfismos, · ·· -' 1 
I • . :.'.' .-';:\>-'~: '~:.!;~·;;~(~"~~~-=~!·J¡:/'.i''~\;.:~~:~~;~:t,;~.\'~.fot'.,:·,iW}::~:~?~:;;~'.';>!:> :::'~\.-/.;- -_-: :->-- ·_: '~ . ,>.. . 

Esta ultimo p roposkion':) perrnit";:\de_terrnin(lr"·c.ompletarnen.te: la 
topología .de lols ;,supef'.fides',.Eh'i';:;,Nuestrof':siguiente ··paso es 
identificar la topoll)gi(l:'d!'·,;¡Eh~'l·~'~E.h:~.':'.,;:/i':;.' ' •.'· : <·. _: .··, 
Veremos en seguida: que·;. el'.''signo':::de) h,:determina ·una·,id.ent1f1cac ion 
de C¡*/N ·con,IRP~:X/IR+,1¡:quéren:un:.coso especial'.éoincide con 
l•l identificación de '1a:proposiciÓn'(l),·' ;, ·,' · · 

,· . ' ·.· . . : . ,. . . 

47 



[1efínase primero 
2 t 

lzl - lwl · , lz,w:o := lzl, 
- -

es una f1JnciÓn diferenciable,en c7*• > ,_ 
es una-función diferenciablefen'·Pl=.«z,w> ·-:lzl >'lwl > 

' ' 1 • , • • -

1 • , • J + 
1 • , • 1 o es una función -di f,.~ rené:iab l}~-: en :Je .. *.[x . e. l: ,_.,_. -

, · · .' - -· ~·.- · ·,.,:;-~_- .-.. -": ·.,;~,'(<)-~:,\ -~;::"!,.·: '.~t~ :-;,~.:.;_., :·;_,·:;· '~---~·:/ .:·::·;. ·--~-e,: ! . ;.; : ; .. !~~-:,<·' \_~ __ :_·';, :- 2 · :- · .. Los dominios de estas funciones·;;,:_¡-,; l >".é son"i•:los•:·ab ier_tos>de:. C _ -*, · 
e~*• P,y (e * x C) sus imógen7s1·én-._c} *l..'.",,~dénót.odas:Cpor,'.;·c.~*/N, 
PN y <C* X e) N son por tántO 'abi'e'f'.tosilí't'ln.Ílogám'eríte'' 5us>_imagerÍes_ 
en 1 RP 3 ,denotadas ·por 1 RP,3•.; CPJ/:y'•,cc*éx-¡ CJ";;-;son'':;támb ién'·tabiertcis. 

-· . · -· _. -. -~ ::· ··\-~ -.;:<: ~~~ti:h:i~~-'.f~,i}~:/:~~~:'.·:;1f~i!:~k~1~~q~~'.-~:~~~-~~~~:.)tlf 1'.K{~~~-;-i·:~~Jt'~!t~:~ ::(F:-·{;'.-: '.'.·:- __ :_ <- -
< 3 >PROPOSICION Con ·1a 'ncitacion>;;de~árrib_a.i'hlas•.:ti•ansformaciones 

~~*~= >-t~ J , ~p~~+ '-~;:-3··'.~~-'f J';;f ¡rf jsf r~Y~;rt~~~~l~~~;t:f :'f~:,;':~1;;~. :.--
< C* x C)"' -->CC*,x.CJ"x·IR-•,',/_(z,w)~;.-->.-2(.Cz,wJ,lzrwlo):· 

son di feomo rf \:;~f :;•,'J.~;:'(~tl'~};;¡1;t~j?fif~t}~1'~,;~)~'.;j};¡ (,ttl;f ti;)~:.i"\ · '·{> __ . • '_ 
!2ru!!.I El primer ~asp•ya'!,se:;tici\\Íis.to,,;en}~a··ppopódí:iori(i), Para el 

seg un do : a~~ ' 1,~3t:.~1~·=~~t~:.¿~;~~;~~$t1~~é-~{J¡;~];,:;,;,~;~".~~;:ff ::· ; : : .• · •• .-. '·_, --·-· - ' N 

CP.J x IR--··--:->.cP.,.,\)_x:•)Ri,,Jr;.<_Cz,wJ,t>c-""':-:':>.•',(tz/,lz,_wltr.twl.z 1 w,+> _ • 

f' a ra e•l _ te r~;~i!~,;~~;;·~f ~~q,~HR~~$i~~~\·~\.~~~'~·'\JJ;'~}jj!ª)j: :~; ···•C ___ -. :~·._ .. ·---•· _ .-. . . 
CC* X - CJ x 'IR: •. '.-:->:·!?( C*} >i'. C}."'.c'ir'1¡_( Cz r wJ ;·t ))i:-:~>;l'(tz/, l_z I rtw/ 1z1) , 

r. . - ,-·_:- · .. _:~. -~:-~.:,i:~T~-:~:_;_;;:~:~:-::;.~;!};;~~~::;:ji~~J~D-::;;~_~}{3I~~~~~:'.¡¿:_;.j~·{.~~:·:·~:S1'> ~~-~;::~~-'.-~~:;:_·,dt~t~:: .. ::.:_~/~: ':;_;re .. :'. :- ~ _... . . . . 

No es dificil veri_ficQr,•;qtiefli:ist'.-f'unciories}definidas al principio 
y sus inversas·· estan)b Úin}idefi'n"idi:l'S'••y'.i:adem<Ís]son'i-;. d iferenciab les. 
- 1 I . ' .. -.\ ;';~:.::'::):_<.:~.~,~~-}.~;;dS<_t;3_;\;~:~:·;.-;'.'.:~~!.\tl.~~}G~i\~\f ''.'::~!>',i'.:·,~f;:;_:::-!:i,ó;,:_-.}; '. '.~.::~ -'..,· ' ' 

Notese que lps,;,.;modelos~yitopologicos::~~SJ; ~-3,- - y_ .. E3 estan 
contenidos 1en' .. los--'.~·obie-rto.S":•_de-:ic~~·I*·:-~i~'.:~.;,:::'.;:_y:>.~~ e•· ,- .• o 

~~ ~ f * . ~ti~·~:1f ~~t;;~,~~i~~j;·~~--1;~2i<;; . 
E3 e C ·* X C . y,,por;\tanto;;:¡E3Nl¡;_¿¿¡.(C*:'X;C)~ '.\·>. 

: .·.:_,;·::·_;:<:~-::":::f~~f,;j;~~5;~:~:;1¡~~~~~~::%::1{i~~~~\~[ii.f:0'.t:·1~~;:·:::::;.·: ... :: '.'/:7:~·;·.::-:;>' ',·_ ~·: .. ' . ' -'. _:_ ' . .. 
Por otro lado, :las\t~_árisformacione-sfmeni:ióno:idas\en .c la .• _proposición 
~2> s3,HJ,EJ ~->'.Ent,iíí·ctue:·eríXt:ransrórmá·dónesfs3'!'.;H3N,EJN --> EhN, 
Luego, depend iendc1-;del\isigño:·.:de'inl')';;':.En.~,,:es''..di feomci rfo. a'. SJN, HJN, y 

• ' • - • ·-- J'<' '"'"'"'"' '"' • .. ·::,.;""" -- _.,,__. __ • i' _.,,¡-._:·:.·· ·'.-. Ü'"«' .• 1 ... _,_ ."-'-•~-.-·--·-' -· __ .,,,,.,,"''' • .. - ',' ·: .... ,- ·-- ' ; . " . • ' 

a E3"'• . Finalmente_''" bast_a'"' observa.r,'._que·_'es_tos'.''" c~nJuntos;. pueden 
identifica rse!~"'''con';!;-i!'.JR~'>,0J['~[~cF{J~~;-c;jcc~~x:[cJ;:~'ené'aJando . a - éstos 
conJuntos e'n'" iRP' 3 ''x''{1}7c'c·¡;·:'Ütilizanaci:;ni p ro'pcisic ion . ( 3 >, 

T~~· ~ i :~;0~;z~~f/\'i','{:·f~1'f§~- .. -~&~·~:fü5't~·:,'Ui~~fü;r~r~,:~;~~ -. -- · 
CPJ ---> H3N • ,[:c:z ;wJ:.:~:'.'.'.;>:;'< zt'.Jz'i':'I +ITw/1 z/w lt)N ' 
ce* x cJ--> E3"::·;::cz;wJ,.:._.,),/'<:?1fz~w1ci/c~w11z:;w1ó>~' 
Tenemos asi el ·.siguieí1.te':/?\'f(;\';,~t;:':?)i•·'•"·/;;•:,. .. :t.<'.-·::.;:.-.!,.-; .. -.•· ' -

< 4 >TEOREMA Las.- supe;j¡'g{';,i~~;¿~\'.;~::~:Ji'g:·~'~g;~i~:Ízad~.r EhN tienen 
la topologia <de hechO':'-la:;est'rúctúra diferenciáble .;¡ siguiente 
h < o : EhN =N ·IRP ..• _._ '. .... ··,· : -, :•--_. V . '. ,, ·'- - • •- -

h =o 1 Eh" =N {C~rwJ··IRP3 j.z~~)- uriabiert6de IRf'º, 
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ti> o: EhH =H <Cz,wJ IRP 3/ lzl > lwl )- un abierto de IRP'·· 
Eht es compacto solo p•l ra h < o , 

EL MOMENTO ANGULAR, 

El momento angular es uno fÚncion· MI C wC --> IR 
notación comp leJo se expresa como 

M<x,y> =InÍ<x::Y> •. 
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·'"'" 

G:= <SJ.,.:yi:- r~t r"1J} 

Primeramente d~sc~ibire~os la f~lt~ciC:n · de S3 •-' por toros 
CMA,p .138J •. . . Esta : foliación::. nos serYi rá ·de - referencia·. paro:i_ 

determ~nar_a_1ª,f~-~-Y!M·ón_¿',;•:;fi'~é;Új·~,.:'.,;'.~;;.}_ /_ ,. \ -.·--
Considerense -_ dos·<·nümeros;.;' no •:negativos;'·· .L !•, _:~-",?0:'1>üJ_~t.~s- o:i la 

::·:::·::,~·:.~:;:1tt~~~iilitfl6.l~~it'~·'•· ~. ''. 
po:ira "'- = 1, ~ = o , lo~-t~r~~,,-~~~~n-~E~n.>•:~h;circülos'-

To( = <<z,w>•J·1~1};; 1 ,_w•= o r .­
T1o ;: {(z,w>'I-z =·'o·,. lwl·= 1 •r. 

Luego la folio:iciÓn es singulo:ir. 
En uno de los modelos para ·esta foliación, representamos a S3 

como dos toros sólidos identificados· por sus frontero:is. Si cada 
toro sólido se· descompone en toros concéntricos obtenemos la 
foliación de S3 por toros. 

*** VER FIGURA 2 -*** 
Otro modelo po:iro:i esta folio:ición consiste en represento:ir o:i S3 
por dos esferas identificadas por sus fronteras al 'rodar' _una 
sobre la otra, 
Cada esfera puede intersectarse con cilindros 
obteniendo un par de foliaciones que o:il hacer la 
dan la foliación de S3 por toros. 

*** VER· FIGURA· 3 *** ·, -

concéntricos 
id en ti ficac iÓn 

1:--,-,· 

Pasemos ahora a analizar la foliación G = <S3 H •i}•il 'l'•I o{ 112 r 
donde codo ha.ja S3" esta definida por las;ecuaciones·,, 

l z ;-~, ::+ 1 ~, ... _ ·= 1· .·:• ~~}~,1~,'~::~;]1~;-}' \•. ,, ':··. 
Lo:i ideo es ver como intersecta coda·· tioJ·aéS31'i- a"•Tci'\ifoliacion'de 
S3 .. por toros. . La intersección de s~;"i.P;:iJnif,X;;¡e;;~~o:i'.SP~mo;i:re_111os la 

i::::1:::::~::::~:::~ i;•;;~f.::;f ;!~~!~~~~~~~~~,},'.::" l ," 
"'-.._ + ~· ·. = 1 ; - pi:--~~~ª--'~'•Pi°c''i'··::•.7,':pr:-'./~·:\:·o.;•:;«• pl:'r ·en_- ·esto:is · 

coordenadas ImCW z) = '1' 'S,,i''Y\S,º.~º'!:ii•:•<ot(!- sen( e/>-&) = 1' • 

(7)LEHA . Los soluciones de_ 1<'.: ';;~Ü~;dcín " ' --· ·• 
o<(.> sen<~ -, !T) = 'Y' 'p•>ro .11' l . -~ ."112 

pueden describirse como· sigue:>, 
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Ci) Sil "I 1 = 1/2, la Única solución es·« = ~- = 11.J2' , 
</J - e= pi/2 + 2npi , ~- - _e= -pi/2 + 2npi· , n E Z según 

sea 'Y' = 1/2 ·o. '"( - = - 1/2, 

Cii) Si 1" = o "' las .. soiuC:i"ó~e~ son ol.P· = o ,. </J , e 
arbitrarios~ o __ bien: <>l.¡o_ :¡':"o.'.• .f:-,. a - o", +"°pii+"°2pi, ••• 

e i i i, si º . <· 1xf2~~~:ciíi~;;/;!;·~wi~ft~f~~i.iídi·~'~W~i:~b1% ~-t:\~~->- , r , · 
y, para cada:ele,ccion\dec(ó(~:;~f),'satisfacien"do_i;la )i;desi'glJaldad _· 
anterior, 
respecto a 

Dem.: · .. "' ,:,_~-·· 

' ~·"' ' . 
vemos "q•Je"la ecuacion"~i~.~-~;;sen":.t·?!=.&,TdLtiene(soluciones. solo si 
1ir1 (. · .. ' c1._.fJ_·:._;>'XZ-.~-i~: t'./t,_1_:~~Z1-1_·t,~;.1~::;_:1~{k,~-~):_1§.~t:r~~,~--~:t~~~,~-º,~::.'-:-- '-_"."" · + _ r2 = 1 se 
sig1Je que·; :· ol.::=•··('' =~ 1/.· ,¡-~\b"y $ ló:is·;soluc iones• de ::.1a. ecuác ion 
sen ¡., =.t.'.. i J' son :~¡¡. '.• =+"'?P i'/2 ':t.')2np i;_';~<n' E Z ; Esto· demuestra C i > , 

Si 'ci: < .Y-·< et~\ ;: ,_. existen-"fíl'í.'r ·:•':~2: simétricos respecto a· 
· pi/2, sólücfones· .. de . et~ sen.;\:;,:;.,\:')'_.' •;tal "como se muestra en la 
figura <4>, · Si "" ci.¡o_ < 'l"" < :o·.;:, ocl:irre algo similar respecto a -

-pi/2 ; Esto d~muestra Cii)~ · · · 
Finalmente notemos que si ·. 'Í' ~ +"' o<.~ , estos valores ;\.1 , ;i..,_ 

coinciden i\1 = ;>...,_ = +- pi/2 , mientras que si 1 = o y o<.p 'F o, 
las soluciones son o, +-pi, +- 2pi, ·etc, -1 

CB)PROPOSICION 

Ci) Si l 'YI- = 1/2., -la hoJa ... s'"' es .. una .curva del .. tipo C1,1> ... en 
el toro T", . 

Cii) Si Y = o , la superficie So contiene a las curvas enlazadas 
T 10 y Toi. en s, Y, la ._traza· _de So en cada T "'<' son dos curvas 
del tipo (1,1>, · \ 

Ciii) Si o < 171 < 1/2.ú.'la-hoJa·s..- tlene traza solamente en 
los toros T có'n''• ol_.11. > 1 r 1, Si oll' = : 'l' : ; la traza 

es una curva deltipo'",C1',1lFL:i:.si · «¡< >.· l_'l""I ,._ la traza son dos 
curvas paralelas delc<tipo".,(1,1), 

· - - _c?:c¡~;--__ ó-f:/:;/;Y:-:--;''-.',:-'::-~-.-, .. - -- - ·co;·::--·'> 

Nota: Una curva tor0Útol.1i•del".,tipo. (m,n) es'.una.C•JrVa cerrada 
se enreda m veces en··eF.tórci:."m"ientras "da•;n·: vueltas, P• eJ• 

que 

es ¡¡¡:¡¡:~·:·:,, ·: .• :~l~~~f f~!1i~rtt&~~i~~":·:······ 
- pi ~ t ~p(;,Entonces-,·Cz<t>;wft">>"es'.una c•Jrva en T" 

y además ImCw(t) _·zct>>··=··sén<pi/2)/2 '=."1/2'= 'r r" es· decir 
Cz(t) rwCt)) E T" C\, S v~ r ~ pL ~ -t. ~ pi, 

51 



<iil 'l' = o implica que ,o<¡,> = o ·en· cuyo caso ,nos dan·. ·los 
círculos enlazados T 'º y .· T •i en S , o bien « l5-> o en 

cuyo c~so s~an.,<z<t>,¡.¡.<t>>:=< .. «.e~~ , .l" eª .. >.··, (?''(t),w!(tll 
= ( o1 e•i ,~ e•H+PoJ¡,:,,\"'·-· pL:'.~·· t;:·;:'i:(:pi;:,.·;do's·:cürvas"-en::.;.r «'!"· •. 
Como lm < ¡¡ < t >: z (t »:,= ;'o<.~ isen ·o•:,='· o ::,Y;-o,,Im< ¡¡ < t >:. z < t >. >,(=: "''•"' .. f'sen, pi 
= o , entorices)éunlías•~.curiiasil?stO.n'·'tonítiién'en ' 0So'\Y,'por '·tanto. 

::;¡¡:~;:,;~~¡f t 1~t?~\liiJ~!~ri111itr~11:!;;: · 
- pi ~ t .·.·~.'¡>i1:·;':son~.dos~:.curvas en{.T'.;((!>'aque:~só:ltisfacenf:>.~:;;, 

;~ :~ ~~:t: 1hJ~j~~~~~1~1'~~~~:.'.'.~J~ .. ··~•.,~P~~ .. ~~~;y~~~~~~~~;;~;~·3;:~f 2. s ~, 
coinciden .. •con y,•. pi/2 ··.·ten iendose:· · solamente.'.)'.l.una'i'.\cC.u,rva':;;;;,en: , .. ·la 

interseí:ci~n ;:; }I ·~·>. ·. · .. • . . ' ·;~: 6Tu~.~~~(f\~)'.~%/Á'.';1ilf(D';j: 
. La~ . c¡.urvas·~. ~encionadas en los incis9s'~.~.i >:;:¡;·¿;,:•,<i.ii)J·,~·~~· ·la · · 

proposicion anterior, pueden representarse.:en·,.el·:cuad.rad.0••:•':0::•· · 
- pi ~ .~ ~: pi , - pi ,< <(>.~ pi'};f.'con'\iflas•;>,f.ronterils 
identificadas;· como· se muestra en" la'''figu'ra',\;!<6> ;~\';L.as curvas 
punteadas corresponden a valores negátivos:{de;{'Y/:'·,·::<I(•,:J · 

. . . *** VER. FIGLJ,~;f~1i~-~~-!:~f:'t!'.{x;;;':°"! ' .. 
Nótese que l'-i primera figura•es/Jn'i/las~i1ífuit.;} de fo. Última · · · 

cuan:: .... , .. ·i:t~;~:~~ió~
2

.~e~:i~~·*{~l~¡z;11~~>:~r···,;:::>;·.~~~~e~;:c ies. · s r· · 
puede describir1;e;:en,;;terminosi,d~:'°''.oL'r•t' .·y 'l' como sigue:.· .. · .. : 
Trazamos en el''primer".·cúa'drÓlntl!/del':plan'o «-{). la:· .. circunferencia:· 

c1.• +· ~· = .1 :,•;,,:Gada,':pu~to:,de}ella representa a un.toro To1(5 •. En 
los modelos de'las'it'ig's';<2>\'Yf<J>;' los p1Jntos extremos ""··. = 1• 
~ = o y o( = o'i .; (?>'C::;'/f;i• rep'rl!sen'tan los toros degenerados en 

círculos T10' y ',T ~'l:·X;I,~ E1:-;.tor'oT:T" viene representado por. el pünto 
medio del arco de; c'frcu'n·fe'r'ii'ni:ia. · · 

- ·: .;._·.·_ :_JiM~J~~;:X:\fr.:~~}~{.:.,,,- ~g:~·:·_;_:_;_·.-.-.. ·. · 

.: ·:>'\'***cVER·.FIGURll 7: *** 
: '.- ---¡--~::;:,;~-,{'-~{~:i¿~~~:~:'.~~~;_::.:.:,-:. :_'_ /\_:_. ~-. -::·--> '. ,: . . , .. , ,.. . - ·. . 

Consideremos la.;,, fami1ia;,de, hiperbolas ol ~ = l •'.Y 1. ·, '.Para cada 
valor de '.Y ':1os'püntcís;;,(ol''r¡;~'l, sobre el drc•Jlo, o17 +· ~·. = 1 .• 
que satisfacen d. ~;'/'l11t;;don' toros' T~(;I que ${: intersecta~ ci> ~la 

!~~~=~:~;~: .:~~]~~~~~~~~~~~~~~~··~{1~[~~::.r}r~f~~,~%;~~,~~if f~it:~iª .. So 
< 11 ~ 2 , 1/ [2·~;;•n.,1;·y:; ¡;·¡,¡;);,focftanto'lac/hója'.;CS ;¡.;;:·,l!sta>:totalmente 
contenida ,én;el'\(T~ró,\:,rd;\;:Eiié:é1YC:asófon/ql.úi.:0:<11'1: <112. , . la 
hipérbola · o1,':f-'".;, ¡,,'l".il1'inÍersei:ta;a1 ;c:irc•Jlo !,~~ +. ~· = 1 ·····en. dos 
p1Jntos simet rico~trl!sp'e'cto'::a \<C 1/ {f2,: 1/.¡2"; ) •' .·.·~·~· ' 

· · .·:-.· ~' .:. ~ -':·-~ .. :.'.·-. ,_,' ::~c·~:.;·_~}~\-::~:(i:1\r'~~ .. ·~;/~T(1:-:;~·:~~---o;-···''=<-:~·,-:·::·.<.< ., . · ·, · .. -. 

Esto 
( el. ' 

. .'.-~:r; 
·'· '· ,_,_,··;·:***·,~VER:: F,IGURA·:: 8 i***--'::·_ .. I, ·: ,; ... · .. ,f_; ... -.e. : .• ,;, ~/'·:· -;-r~·::::-:::; ,., .. , _.. -··-"",_+-, '·' ··" 

significa qúe':s·.¡;',i~te·~~~cta alós toros T o1 (' para· V•llores 
(\· ) en el arco; con 'line<Í gr1JeSa de' la figura (8). 
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Refiriéndonos a la figura (2) , basta analizar la intersección de 
S; con uno ?!'.lº. s .. ·toro.s. s.Ólid. os-,·u. o·r .. eJe.m~ .. l.· o'. con • 
T 1• = · U {T .i ~ , o(>,. . 11./2: , (3 ~ 1/~2 , .,¡l t t' = 1 :¡., 

:.-.-,--___ ::;::}~:-·.·--_,:-:.'-·\- .·,;;;::::.-.-.,- • ..;:;· ..... ,.;-:; 0 -.;-;:;~·.:.:./-,,~_?,.<f·;-:_,:-;--::-,.: .·._, .. - .,e-,. '· _. 

Tomando en ,!;'.\le.i:ita · l~ .. ,'. ~.rop_o~.i,Eion.,}B.> .... Y .. '.'' ,los ... comen~a:ios 
anteriores ·, .la ;·1ntersecc1on~de,'S 7 :0 con1uno···de.Ylos''toros. solidos 
por eJemplo. coll.~:i:TiL<dicha\fintersección'.es¡; una:;,semiho,ja), . se """ ""' ,. :'f~Jiit~lf J}i!f~l¿J~~~:J;:~ .• ..... 
Notese que las: superf'.1c1es;W;;S 1 s,t\par_a·,p·¡o_;;¡;;~·.1'.t:•(<: 1/2 • · 1ntersectan 
al toro T" =,':,'.C>.Ti.'/\O'en\f'dos'í'cü'rO"Qs{enlazádas)'yiépO'rá estos casos lo 
topologio de' la.i\fnt'ers;ccióri1{éle'ftési'.¡.!fcoii~el~'t'oro~sólido es la· de· 
un haz de line.os'i{t.rO:;fodasttentr'E!:!lósTc'i'ri:ul'ós\en lazados, Con mas 
Precisión;· ..• P ro)'ec'tamosJfili'~·s-~i::t;;2tílo51teii1ilzáciCisisobre un plano v 
cortomos.,.en ;1&',los·;:;;;::c ruc'es'(obteniellíto';J{dos\;:¿e:í.rcí.ilos aJe~os . que 
•rellenamos~ ',;,;obten iendo)f;fdosJ'd iSC:os":';;ij:Fill'almente •pegamos• a lo 

l •l rg o de 1 º,~:s;~·/1,$)z,~:;~~~~~:%i1~~;~jf íi~f~~f~~1;~~:·x '? >·,.· .•.. 
· ·.• ·:··::·•·i:!•t:., .;•.,:• .. ,; *** ·VER 3, F'I GUR1'(' 1 O . *** 

. . .. . ü-i\;\tl)x:0~;ii\;;~~iiS1i;~1~1!:0:f;~t1V'::1r.-.¡c;c.' ··• ·.·,.·. , . . u 
Lo . 1nters"'.cc io~;;de:.: S 'l'.):con·-,el,•:otro:.·toro sohdo T2·· = . <T olC' 

c<. ,< }".'.. {2;;(•.; ~~;>,;·:;4,1,~.~;;>:;~~1·{da~_U~_ajsuperf icie semeJante, por 
simetr1ai>:•qu.e.:.¡;:debeó(:·¡}c~pegarse',;,con·,sú ·copia en el toro T :1. a lo 
largo de dos}'cír'é:ulos/:JE1 :·resÜl todo es un toro <recuérdese que 
las semih.C1J?,~,':1.~ ~·,C\T1.':'~'. i/> s,.-r, r.:i: es.ta'n, en lazadas > • • . . . 

. ·'~:.·~;J.;'>.;i:> .;.·~· "<;~~' i.~. ·,': .-

<>·~:: ;<;/, -.;:- ''*** VER FIGURA. 11. *** 
. _ .... _,' :~:\_Ljh~:{~_-'_'-f·" ,,. ______ · -
entonces ·el .s'fguiente 

· .. ;-- '.<< -,~:.\ '.:.',:~-_-, 
Tenemos 

TEOREMA La"'téi'líéiiogia de las hoJas s.,. es la siguiente: 

(i) S T es ~rt~rO para O . ,.$. l '.Y 1 
Cii) S.•/•• Y': .s. •11·.son.dos.c1rc1Jlos • 

. ',, 

.. 
112. 

Además las hoJas 
o < l' ~ 1/2. . 

. -.~:_ ._ : . . -., , : - . ., : _·_ '.-, ',-. '. . . 
S-y·y.,S_r ·eston, e_nlaza~as para cada 

.,, . ' - - '"' -- , __ o-- _, :··- • - - - ' • 

, 
_\~ --;; ' . ' ... :,:;.-··:···-· - -

I!!l.!!!.!.l Ya· hemos .visto qÍJe, la. topologio de las hoJas es la 
descrito en ·los incisos·. ( i) ·.y C ii )'. .Paro ver. que . S 'r ·. y S • .,. están 
enlazadas,t.Ómese:iincúent.l,.que en fa/figura (9) la.semiho,ja s,.C1T1 
se obtiene de lasemihoJa~::s~.;.n T \ .reflejando respecto al plano .. 
e = o , Al identffic'ar·'"los e·xt'riimos . '1>: - pi con <P =,pi , 'las 
semihojas s ... n rl,i,.y}.'•s;'·f\IJf.'.en:el ·toro sólido .están .. enlazadas y 
por lo tanto l•1s ho,Jas'iiconipletas ·S:..,Y .y .. s.-r · .:..¡ <. . •... }. 

·. '. ':::V:i;';~s~·:;!::~~;:JJ~~~-,:~:\?'.-~.:~t::~~:-'\: __ -"' .- . ·- -- -~-- -. ··_· ____ ,. _:. -·-- -_ ~.: __ :· ::.,,-.:_-~:-: .. :-·,·'.;.,_,:,. -... 
Globalmente .•.l•l;J/.foliacion -,G que acaba mos,··'de·. -,dese rib i I'.; es 

equivalente .<l.fo .fol'i'ó:ié:ión:1 de .. S3.·. por· toros, ,Para i/: ii><';'i'.(U/2. 
s .,. y s T son dos,tcircis';:enlozodos como "'.n la .'figÜ ra .:. ( 12-f). ·. Al 
disminui; .~ .•. hai;ta:tlacer'•:rc=;o·+, )1os toros se identif,ico:in; paro 
dar el toro '.que:.corre'sp'onde ·.a momento '· ~lrigi.ila'r).( céro;:, i. e •... , la 
s•Jperficie de colisión. regul.lrizada 1c12::.:ii) .Al·h.ai:er tender Jl'.f a 
1/2 los toros degénéran''en urÍa por de, drculos' ·S.•1._ , . s _,,,,que 
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corresponden a las trayectorias circulares con orientaciones 
opuestas (12-iii), 

*** VER FIGURI\ , 12 *** , 
- --~ ' ~ .. 

. .. ,_,.; ;.·--:-:-,. ;· _,_~:-.·:: - ''.. - ..... ,":, ~-- _,.-,_. ·- .- ·.- - . . . . -·. I 

Igualmente ,,: podr1amós ,.: haber :a ese rito ::lo ·foliacion .: G . en el 
seg•rndo modelo 'd7}ª3;;5ffg.:3¡·,/,\.q'ue/m,cís,t.roQ¡:~senlo figura < 13) 

. • ··' <>,·:::;,v;s~ ~~~"~i~~J~t~~,~.?)t/¡3-i~~~r.;·1~":{,,· .. ··.:'.,'.•.::.·· ;•··: · 
Estudiemos\)·: ah.ora•<••:,la·~·::,fol.focion::.,:G.'.".,::,·,que•,:se: .. obtiene al 

!~~~!!~!~~~··· P~~~;~!·t•·i·}cij;.;)'~I~/eJ;.{1~~:~.~·~~~~·,:t,±•;,;~,~~~ ~~.~~s = ~~m~~~o 
equivale a identificcir:iC e}·•1'o¡i•?>"con'i' <·!'e'TF'pi, ¡ji'+: pi>; 
E>:ominemos una de los:hóJas··:¡r,i;~\·deT1aifblfoción de S por toros. 
Tomamos el rectongUló ~/pi\/{::~i~é)i;~<ij:)i>'(-" pi/2 .,; " ~ pi/2 i 111 
identificar <'e , ¡11,•), con':J:~:e•+:•pi; </l''+• pi) obtenemos un toro 
•to rc-i do~ .. ' TNc('p .·!_,' .-•_ ·.:·,=,.;, ~:':_i_:;.:;f;i(,~,;i~¡:·'.:tYi\if;(:'.::._:.-.>,-'.-- --~ -. .. . 

< •• ,, • ' .~ 

. <***'VER FIGURI\ 14 *** 
s;~,>.:.:-·~''.~ _-,.,-;:-:-":. 

Si hacemos esto paro "C'~~·a'.''toró'i>r oip , obtenemos uno foliación de 
SN por toros TN;.~';':•:•/esC'decfr::una foliación de · 1RP 3 Esta 
construcción .. se, vizüai'izo'::,f'o:léilmente en el seg1Jndo modelo de, S3 · 
como dos copias de•D~.:{,;;;:;.lo,bCÍlo unitoriQ en IR 3 , identificados 
por sus fronteras>:ii/Sfmplemente' ·tomamos una de los copias e 
identificamos por· orit!podasi ,, 

- '• . ; : >·~_-.::~·;':'; ' ',_ 

. -, ,.;.·:::>_,.>--' ·-,:.-,: _,. 
Notese que lo identificacion ontipoda de los hojas sing•Jla res T 10 
y To1 vuelven o dar dos curvos cerradas. 
Podemos proceder de manera anloga 'o.e>:ominor la troza de los 
hojas de la foliacion. G" en cada,toro.T:;p . , Poro ello basto 
considerar en la · figuro .. (6) . las . trazos ·cuando hocemos las 
identificaciones de la ,figura: ( 14); "La foliación GN es entonces . •'' -:.· .. ' '. _,. ' - .. 
la que obtenemos olconsidt?ror enDo 'figuro (13) lo foliocion G de 
una de las esferas D 'l \e identificar' por ontipodas, . 

¡, 

\ 

.io * 4 ve.ll ~' auRJ. 16 * lf. ~ 
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\W\ 

fl~· 1 'I~o. 9 t.4'e.~ .. t.\~ \~'~·; ~~·ó(\O!:i .. ·o~·~'Ek 
b .. l. lo. rvo ~. c.c.1 • .:~.. • {~. ~l ¡.., l1i1, 1 .. í) • 

f•S• ~, . fo\10.<.IO<\ ' S' . . i ...... • ue_ ;1 'fCSY. - •'C'&S_._ ' 

T.ip C""' d = (l: . 1/ 61 ; 
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JII,4 IIESCRIPCION INTRINSEC/I IIE LA REGUL/IRIZ/ICION, 

L01 definición libre !de' 'cbo~deno:Í~~~ del,,,, ,concepto de 
regul01rizaci6n de un c01mpo'Yectori01l{p,01rece,ser debid01 a Ph01m 
CPHAHJ, Esto definición inclÜite?las•zregúla'ri':.:oiciones del tipo de 
Sundman y Levi Civita, osicomo'noYregulariZoción del,problema de 
de Kepler por flu,Jos geodésico~'t:f.,co,mo se,,,ve,rá: mas adelante, 
En el coso de campos. Homil ton'ianosúa'.•regi.Ílcirización del campo 
vectorial sobre un nivel· de· erie6:ifa;Cpüéde ;'describirse mod ific01ndo 
apropiadamente el HamiltonianCl.é•'?!(f;i;{:'. , ··· · 

<1 >IIEFINICIDN Sea M uncí v~'ii.~ci~iiN~Y~~:;enciable, X un campo 
vectorial incompleto en. M,'i'')Uií'ci ir'egÜlorizaciÓn de X es·· uno 
cuaterna (N,e,xN,f) donde N,,es'fono:''variedad' diferencioble, 
e:M --> N un encaje .denso. en N:':·;'.,;,X'.".'üri campo completo en N, 
f:M --->IR ·uno fu·nción,'est.r.ict'omente:positivo o estrictamente· 
negativa tal que '.,,\.:,~:·-:~f.·~.::r1;~~~~¡~:~~~Ú::-·:\;:.-_-_/_ ::·_ . 

º*X""''"< f~·e;.1 > ·. xN: 0 < H > 
.. , : ·"::·:·P¡0'.~'.r;~!;};~~~w,r~i~~?;·8t~:-:-.-.:_ .... -- · . , 

Obs, 6*X es un compo\definido·,•en ·6<H> que como derivac1on en 
e 00 <0<11» es re*~J<h>\;;·.xch·;·e.·.~>/C'pára h E e"° C6<H>>. 

, . . -__ -:~ :;·:_~;_,:::.z~i.!/f-¡;~ti~-f~~&~~~~,t~~x~.~;~)~~;,~:_ 2.:::::·:< -
En term1nos·1menos{:prec1sos,•¡zj;'X~. :es un campo que coincide con 

X en . un dcíminió/deñ'scWéxcepto.(pór 11n •cambio de coordenadas e y 

uno repa ra~~t.,~}~¡~~~~~r,~r~~~~~~:~~~!!~"J .. 
(1) EJEHPLO <Retjula.rfzociori•déi·Sundman>; Por01 c fi,Jo, 

. · · :·_ .:·._: ·-~_·:}\?Z.1.~~;:,~-:~,,~:~;~~B.7t:f:!~:~;-~1~~-}f~;;\~~:~:fH-,~l';,:~-p);~-, ... ,±,. :; ')_._.. :_: .: . ._ . 
X = V( íl /"O r> i+\f'::f/t'Z\+·~c~.:f/rz.'1).<!:0 /.'3 V): :, restringido a 

. -. -.. -:_:,::·'. t:'~:E-t';~':·,~~:-_:s~;,:;_;::~::;;~.:~;\~:i·;_:/.;';(.:{¿:,~?~{.::-~::·'.,~'~'.:·~~\~;~;-:~~~-f:_~-~--~- .... :-. >-' __ . -- _ .. -_·_ 
M = « r,v>. •e ·.1R1x/I R;:gv,~,/2::=•'1/r\"-'•:c, ::·12r 2 +,h> •. 

Si c ·. *.;~·,~ifl~~·~~J/~·~:~g'.[·~~V~J~;;i!tf¿i;'.'%i;·~fü~;=·: of ,el., .campo . es 
incompleto debido "a'Úos~cóli's'iones'; \"Eri~ambos "i:a:sós tiene• sentido. 

::g:l:r:zo:~·o . N.···~·.··¡iV}t~~;~;f\f~~'.~[\i~i'.¡f~i.~~'5~'.&i:~J·~J1; ;:~,~·~ ·/2}·~·. 
si c = º ·sea ... N = <<r·~.>s.E';'~ifJ'.'~·t:'f,i}.l~~irlf;J;[=~~[!:~;~t;;,;~,~··;,· 
Sea 6 : H --> N . , 6Cr,v> ·= <r'irv):.,;\0;•es··:un·:encoje·denso en N • 

.' ; ·_ -~ ·: .--.·:-~!':::;,',:_:._;_:_:_~-¡~~.:;}~~;;\¡;~~:".'.,;_\':!::;{;~.-~/f.<'\;_¡~;:_:':~;:::::.;'+~-·_-,' ;.:: _:.~ :_·.- --. :::· _- _-._;:' 
Calculamos, [6*< o 11' r)J(r~w>;;;::a:O·:a<r'\j+::<w/r><"?la wl .. · 

<·'" .. ' -: . : : -_:_ '.-~. ~.--.'·:·.::'1;. :_:.~:)'?:~'-<:;_:: ::·'.?_-,:,~:';'-,'.' :'-'.''.-::;(>::+',-;-~~-;-,.: . '-'>: (·'.';;_ ;_ -··,:::,: ·'.-: ·-_-:: ·, .. -_' -' -

c0*<º 1.., v>J<r,w>,'.; i:f.~í~iw> • 

Luego ' .. ,_ ._.- .. :' 

= C6*<vC"il 1-.,')> + c~Í/~:z. f c 2 Ir 3 > ('"ll lo w))J(r,w> 

= (w/r)(( 0 /?J r> 
= ( w/ r) ( íl I o r) + 

. + < wl r > ( <> I Ci w > > + ( -11 r 2. + c 2 Ir; > r ( o I il w > 
<w"' /r'Z - llr + c 2 Ir'- > <<l l"Cl w>, 
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pero de lo ecuoc iÓn w Z. ¡2 = h r 2. + r - c Z /2 , se sigue que 

w2 ./r'2 =2ht2Í'r-c2 /r.2 
•• •• ~ - : ;. - - ' • - .- ' - > .- • • •• • 

111 sus ti tui r en lo ~lti~o enpFesiÓn -~btenemos ... ·.. . .. 

<e*X><~.~) 
·:·,~< 

.. ;:.; l>c"il ra w)J, 
.,-. :..-. :-'•:';:' - ., 

Por lo 

XN< r, w>···=: w(' .. "'fi~'rkH;<2hr2+', n Co'/a•wH'.:•sotist'oce·.10 relac ic:Ín 
· _: ~=,:: .. ;·;~-:J~'_:·/xt·.>~:i~:: 0:t:~::r~_;;::;'.-,\~~J'&?:J-Y:-":;j~~-:{;_~,,~;:,~;~;f}/·'. \-~::·--:!_{ :-~:_·,;::;.~_'. ::-:~,- .-· /_ . · -:. 

e*x - <f. ·o-1 Y•·xN1e<11f·"'"'"'··.··::" •· · •> · ,';;.•.· 

~ . . ··:'_--" -~ :;. /'_-~/ ::./_·:'~::_?~:~;(::~ J1t~-~-~¿~:~~-.:::~/;~:'- ·,i~,;;;-_;f :);~::).(?;'.:: -~-:'.,::~\ (' ,_ : ._·_ .··: 
Lo· ecuocion .. ,•d if'.erení:fol ••,det'inido:;por X.,,•:·es .. 

·.•·· ·,.'.:->. ~~-'.<t:-:';:;::;;~\~~-i,;·;~;/;.::.:~:~.i -_:.'-~ .'';:.· i:~: ····::.~· ".' .. - '•'\1! . ·-· 

,_. ':';:
1

:0_~_~··;;:_:L/ '~ <:h:,\·, .-'. ,. : }.:: .. :.·.·.;·\·;·.:.;.·.:~ .....•.•. --, ... ~.~i.;·.·;'.·w·~.'.', .. -.•.·.··.· .. ·.==. :.::' ~ , , 
"' " :;\'.',),,_·,:'::> '' +· 1' ... ·, ' .:;;·, •,:: .. • .... " ,.·:• 2h r .. 

Veose ec . Cll ;2:.2J', ··"" , .... -.. ·- :·,',,,_,,-,. ·, ::_.o.~.,: , - .· . . · ... - . 

( 2) EJEMP[Ó"~i~~.~Üi~;t~~¿i~n'!"'ci-~' l~t i+-'.ci~ita) '.' 

,, ., . ,.s~i1,;~i~~t~~~~~1j~¡t:;~~r::'••. 
H = ,<<x,y> ~"C*:·xic.; :,::Jyl~;"/2:;:;::111x1 ;.t hh·l · 

•' _- -:.):'_.''.·: !:;'~.;>)yl:,/['._:_:::5~2:~,\~/:·~,;t!.{'.~~\~:_;;~2:{•,~?:~:~;;;.~'?~'.·:t:;;;;:,';;¡':~{',/~;I!!. _··~',)'.:/·.:.1:;·,,. _.-, <· ; •:, • ' 
N =« s -i¡:>N:'{c2 */.~':i'.'lf1~:·::::·¿hl's';1~;;·2->'' det'inimoselH --> N 

.···::~:~lf ~~~~~11r~~~~1~1f~li~~t11~¡~;~·,:;:.·.: .;: 
<e*X.> < E •,1 ~' :;:)<,~'f21 s '\2 )'.< :o·/;os> 't: < 2h, 5'.'{~ 1,11,} f \>,< 7> I o~>• 

' .. - ·--.'.., ..... ~~.1.·;. · .··· '"\. · . . ·,-.-· .. _:_.t.;· -.,:;. : : .".:','_:.._:-: ~'-~: '::.'.-<!::'.; ;;_;.~I>'.;0'.;)c:.:·:·· ., 
1
·:'. 

'<veosesecciIIIi3>;' •Si foO ccig,•¡>NJ.= 1/21:'5:1 2
• ,'entonces 

XN = H ( á ;,~i> + 2h\;~ <o Fil~ ) •. ~s eLc~\~'b'~·~~~lorizado • 
. ···.,,.·;•·,_,. 

,_;.._:, o. 
_,.,._ ''-')¡---"-0.', __ ,::~--

' , Recordemos . brevemente algunos _aspectos .. elementales de lo 
Mecánico Homi.ltoniono.<Vease [l\RNJ,[l\.:.HJ>\,.C,.: ;,· . , 

Sea <P;.p> uno .variedad simpléctico;',/:'.l\s{r;·.P.:tiene dimension 
par , y p es •Jna 2-f()rmo cerrada y no dege.nerodai ~ Supongase que H 
es uno ·función. _y X un. campo en · F',,·irelni:iéinados mediante lo 
ecuación · · · · ··:·':: ... · ·· · ·· 

··- ,.,,., .... 

(l\qüi X _I p e11 uno 1-formo .ll•lmod<.i pr~ct~í!to illterior de p con X 
o lo contraccion de,. p ,'con. x;,· .. sL ·,.Y -::es· cualquier', otro campo, 
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entonces 
X _I p <Y>. • p<X,Y> = - p<Y,X> • ~Y _I p <X> 

Entonces en coordenados de Dorboux · <x 1. ,. , .,n ~ rY1. , ... ,y~ >, p 
es constante 'en. eFdominio de:lo cart'o:,donde: 

. - . ' "·- _·. '1 . 

, .. _.; .•.... :. •}.iJ.:'.. t~,}~r~, ... dY¡• • 
El cam.ro vect.orial•' X se expres~•-~omo t<·· y.: •. 

X • ;~ < o H('.~i{[0~;j~;~:º~illJt!J~f~i(<'.t};'.~i.~'.,;~'j,.¡_<~,/} ~¡ > 
y sus curvas integrales·t><x<tl';y.(t) )'•satisfacen·· las ecuadones de 

Ham i i ton . · J5~;.n}l~~~·~Jl~~f~'.11,::4r¡;1t~;!fJ;~·, ;:·-~:~: ;·_·-~··-· .. 
Utilizarem~~-¡·~~-·~·df~~r~~~;:;¡'i,~'.i('ú:,.:~•;·: H/"''Hi .':, . NÓt~~e que si P 
es conexa entonces ~ 'E.~Céstá determinadÓ hasta una constante, 

Lo r~g~iX~i;;~:~~~ ·.d~ Levi '- Civito es un eJemplo de 
regularizocion>:;espeí:i'almente adaptada para preservar la forma de 
las ecuaciiones':de Homilton" Veamos algunos aspectos de este tipo 
de regula.ri'zociones • · · 

Supongase que <O,q) es uno voriedad simpléctica , X un campo 
Homiltoniano, incompleto en a, 'Tipicamente O es un abierto denso 
de una variedad simpléct.ico QH y QN \ a es el conJ•lnto de 
'singularidadés' del campo_ o del Hamiltonianor es decir X o H no 
p•leden extenderse· suavemente o todo QH, · .· · 

~1 
Si h es un valor regular de·H entonces Ehl• H · (h) es 

variedad diferenciable invarionte.)•1Jo,el,,flujo .•-:'de· XH 
restricción de X" o E~ la denotaréml'.Js•P('.Jr Xh ~ 

una 
La 

' .• '• ':-· . ,., "/.. ... . .. - ., ' 

Podemos construir •lno 'veci'ndad tl.ibúlti'r'd~:•Eh'ts!°é¡uié~do las lineas 
del gradiente·· ·de···:H •. '.l.+séa1"''entoní:es,c:·>U\;lna,': vecindad de· Eh 
conteniendo o·· una .vécindod.s .. t•Jbuloir':.de·; Eti• y: supongo se que 
e:u --> VN ·.es un 'encaJ.e'.\\'fobierto;i:.y •denso• en uno variedad 
simplectico <vN ,v> quéi~odem•Ís~és'~úna :. transformación canónico 
sobre <V ,v) con V • O<U>';·:.'<El:;;Ha'miltciniano FI• H o a·•. define un 
campo v.ectoriol ·x 1'. · én ·V, ;·<:,,,'./t ··:' . 

. - -. ,:, ,_ '' <-_:: . .;,:'':'":::·1<i'.;~, i::-·· . -- ' . 
(l)PROPOSICION Si'ul(h-'~'rh':'t.~·">i".'"~..->-1'R· satisface u(h) = hr 

u' <h > = 1 , entonces :·.·.F•/.\·y. ,; F" :• o F. - h , definen el mismo 

;::'.' :::·:::::,::ó::· ·:'){l~~t5¡,~. . ,.,, 
.'. X fl\ 

Si x E F-1.(h) 
no degenerodo 

dF" • .<u'óF)\dF ;,,•··.<ü'.oF)· <X.F.:.I v> 
- i:·;;º~i -.~;~·.:' -':: ~- .:~ -.- ,¡. ' >· _,-. .,,. :". ·. ':; -.- . '; 

lv = (Ú'•F> <x·): ¡{\;.) .·; <;l'~ F>XF 1 v , 
- . . . . . .". . ., ¡:, - ,; .. , . ·.·•· '•' . y.· - ; 

entonces x~~(:~l':. :. J~ • X~ (X) : 
se sigüe •,que···· .. -X~.;(>:) •'X¡:(>:)";' 
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Ahora supong•1se q•Je e>:iste una· funcion flV --> IR estrictamente 
positiva o estrictamente negativa tal que Gl= . f • F". puede 
e>:tenderse suavemente a VH, . Entonces ig•Jal qo.ie en .la p roposicicfo 
Cll el canipoiX.é; .. es.una repa'rametrizaciÓn·de x'¡,;.·en. F'·- 1 Col. 

:º: ::.::"'.º ~:~éi,1t~¡t~~~¡~it,,iili,tSli~~tii·J f ,,_,,' '"H 1 
R 

e-s una regular1zac1on·.del·.campo'-Xh ·so.bre-elinivel de ene.rgia h. 
Si escribimos el Hamiltoriiano'G como 

' . .1 
G = f ( u•H•O - hl 

vemos que una reg•Jlarizacio'n de este tipo consiste de una 
transformacio'n canónica de coordenadas O , una transformación en 
la energia u y una reparametrizaciÓn f, 

*** VER FIGURA 1 *** 
CONJETURA S•Jpongase que G = f (u o F - h) puede . e>:tenderse 
suavemente a VH , donde u<h> = h y u'(h) = 1 , Entonces Xe ·es 
regularizable para e cercano a h •. 

\ 
<, 
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Ci'IPITULO IV GEOMETRI(I Y SIMETRiflS DEL PROBLEMfl 
DE.KEPLER, 

' .·:' }.!.::>;~::, ·-- -
En el ortí¿J1C1 c11()_.¡J¡,JU;; Mo~er demuestro que .es posible 

regulo rizar el. problein.:.:;ile~Képfei,i'de\m~do que el fl•lJo poro un 
valor fiJo de)en·ergia{nei;iótivofes'fequivalente al fluJo geodésico 
en la esfera; : En .;(!la'isecc iÓn):~;I~ilL'.hacemos. uno p resentac iÓn 
elemental de este resúltailó/débida'í'a'iMi1nor'tMILJ, 

Lo sección 1v;2 ·>estf.í~;lfpi:ircio'ime'nte ,;inspirada en en· el 
articulo de Moser CMO'.'"IIJ!'dcinéle'{oo't'{e'ne''ifor'mufos para extender el 
fluJo geodésico al espac:ií:i~'omb'ienteYpo~'a'i;vo:iriedades encaJados en 
el espacio e•lclidiano. •·••· La·:seéción1'J1v;3>fest.:.Im'otiva<lo, por los 
artículos de flleKseieev. tflLJ'.:yiiPtiám"!"i'0 tpHflM-IJ~·;c,,~En0'~·lil .. ultima o, • •' _..,-_ ., ··,- . .',•"<• '•;''''"""J'.~;;':,;,,~'""•"¡'c;•,'.•I·"·'' -:--4't,~'':'·~·o. ,,.,.,,.,., ' ' '• 
secc1on seguimos con pocos •var1onteslun•rart1culotpoco.•·.conoc1do de 

. . .• ,_ .... , ..... •' ··"·~·-' -"···-- -: ' ' '~"''"•"' -,::-! ... ,;¡_ .• , ·., -·' 

Ong. Ping Chong CONGJ .. refer.ente,fo•;la'\c:lasiUc?-c.1on1;<de;·orb1tas . en 
terminas de la curvatura· de'·la:·méti'i"ca·\ide'fJocobi'i""•'.,:. ·"• · 

Como KotoK gentilmente.'.llle.hiz'éí'(v~el'';}zrii1a\métri~a 'de Jocobi ha 

sido poco estudiado , · •.')::;;f;.~~·;,;~~'.~~'.~:j~@v:0·;;¡: · · 

IV, 1 

_.-~' •... ·~· .. ,_, . >'<---· .. -. _,¿- ':.:.-· 
~- "' ·;.l.:'),:/.~i~ ~~e'.:'.;,_-.:~{\:·_,:~~~::~;·'. : ; \-: .. 

REGULflRIZflCION y; GEOMETRI(IS CLflSICflS EN EL PROBLEHfl DE· 
.... ;,\:<KEPLER''i': ... 

. > e:·.~~-~~'.;:._,_:_-~·::'· :'.'-· . :-' :·i_~-<.-- -'/. 

El problema·· de. Kepier e~;~1/~ian~ 

( 1) ... 

L•Jego. v 
b, con 
esto se 

,··. 
. ,; __ :··;'\".':_;_.. __ ,.' ;·-,.._: 

!·=.~:. 

· {=:'... r/1.!:1'3. ·r ~~ -<o:>-, !<'. , E.,_ 

'*** VER FIGUR(l 'i *** 
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pero de ' 

lv<&> I~ 

. . . 
. -, ·:~··-':';"·' •;'.¿i. 

2h = R :¡: :¡: ~ R i 

de 

e> . 

Fíii;r;;:;·1~1 2 >.:..:R~·. ·.·· -1 

Obs.: Si . sustitui~~s'1~1·'..; ~.i Ri , R = i1:~r ... en .la f'Órmula 
anterior obtenemos · la ·\e>:ji resión· farni liar 2hc • - = e 2

: - 1, . ,· .: 

Con ayuda de 
podemos construir 
siguiente esquema. 

\ ' • . . .. '< : .. '· 
la ·relacio'n obtenida en .la . proposiéión> (2) 
los -círc•Jlos de veloddades ·".de.:. acuerdo 'al ... ''') 

CONSTRUCCION .Qg LOS CIRCULOS DE VELOCIDADES 

A.- ConstrUY•lse el círculo de referencia de radio J2lhl 1 ::·~"i/h':.;t'. el 
V2' si h = o con centro en el origen ( la elecion.•''2-;'i:par·a .h ·= 

o es un tanto arbitraria pero se Justificará en· lo 'seccion' IV.2> 

a,- Locallce~e el punto (o,l~I) en el eJe vertical •. Este es el 
centro del circulo.de velocidades.· 

( i > Si h > o, tracese uno recto tangente al cí rc•Jlo de referenci•l. 
a partir del centro (o,lbl>. El segmento determinado es entonces 
un radio del cí~~ulo de velocidades. *** VER FIG, 1 *** . 
( ii) Si h = o\r.lcese el d rculo de rodio R = 1 t!,I. ** 'VER FIG. 2 ** 
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( iii) Si h < o , trácese un trirÍngulo rectóngulo de catetos J 2lh 11 

y lbl con el vértice recto en el origen• La hipotenusa determina 
entonces el radio· del d rculo de··velocidades.·** VER FIG<' 3 ** . 

::', 
• De la ecuaciÓn de la' ené~gi\¡c:~~\~i{Üene 'que lvl'· > 2hl por.· 

lo tanto si· h >o,, él vector/;il((t)k·:reccirre';la·parte.del cfrculo' 
de velocidades' 'extericiri ar: e{ Fculo)d~':'.'referéncia::; ''.Si''h; ·'<:o : 'no ·, .·· 
hay restricción alguna' .sobre·:: eli),vei:tor''v < t >.i;i· y'féste' ;reco r~re ~· por • · 

tanto todo el c í re u l º .. d.~¡· t:i;?,~E~~Z;~~;~;¡;)f~f ~\W~~'.g~~~J·Ji&J~,j.tz;i··.;:"/·t / ·.·.·· 
< 3) LEMA Sean ~, , .· 11 ·,T puntostsob.~eS:el•.>c1r-culo·ide,¡,veloc1dades 
y sobre una 

Dem.: 

Sea 
E~c ribamos ~ < = 
c1 rculo, Ya que 

Y.1·~2. =--
= a la 

proposición (2) se 
0,L_, .:,;,, .. ·, 

Recordemos ahora como;seljdefine·1¡la1oper,ocio'n::¡¡e:¿inversion •. · 
Si I<. es una constante•'pósi tiví:i{y,r¡;·Celfc.entrofde•un ~ydrculo. ·.de 
ro:1d io r, la transformac iÓn'f!r.,ir,"'->,;, r •1,;:def ifiida":'·p·or'i•.las · condiciones 

( t.···· .. ~ )·(~~:-~;~Tf tt~~;~12!~~~t~~ .. ~¡.~~~~t~$~t~:'.~~1e~· . 
define la operac1on de 1nvers1on·::respecto:'altc1rculo,">, 
si i a ante i o r . re i oc ¡· ón ·.;·se_ ·,._e~~~--~:;~- ~:~,·'.~~~~)[~j;_~!;~t_:~?;~;;;,t~~fr;;~:{ff~~~~·;,~z~X~ ~-:;'.,:,·,·; 

· /< ~···- ·2}·<.t;·:T··~:);!,J~.\~~,B:·r¡.J~' ... · .. 
entonces tenemos la in\le.rsion' neg.O:ti.ví:i; .\'.'.- Ambas'operaciones pueden 
hacerse con regla y comp(Ís coino'i.'se?inúe'stri:í';en'·la ,figura' (5). 

·.... -. <_~:~;-\·:·:._;\L\:·:{;::.}\·?,_:;',. •• t~·-.:\:.,:~~ ·.·,, .. . 
***· VER"FIGURA,•5'.' ***', 

\:, ,,, • • !,, • ' - ~'; • . . 

. ,;:,::-,::, ,. ·-~-·' '· .. 
< 4) PROPOSICION -'',,'._:{·.::· ,;~ ·. >·.-". ;··· ' 

, I . . _'.',. :.c , .::··1.,, __ .. - . , ::'. .. , - -- --- , 
< il Si h > o , el circ•Jlo:,de".-velocid•1des es invariante· baJo · la· 
~~r:~~~ón respecto. ~~.,~C:}~0~¡i8~1~e. radio ~ 2h" y centr,o en el 

<iil Si h < o",.:.el,'c1ri:ulcifde·:velocidades es invariante baJo '_la· 
inversión negativí:i'.respecto¡;Q'¡c;Ci rculo· de radio~·2h' y centro · en · 
el origen• . -_< .: -;:··<_:/::;,;~i':~~'.)J~·~t¿~~t~-'.:l§i:~~:g;-:j::~-fi~~~:.f'.i:i-{'. -~··::-.. _ -_.-_-_ :· · · 
(iiil .Si·. h. ,,·.o·;,1a·:,foversion,::del',circ'ulo de veloc'idades' respecto 
al e írcÚlÓ '( de''':irad ió i"I. 2:\'' <':en': realidad de cualquier radio) 'y 
centro enceF:origentes Üní:i::recta... . . . 

·_•¡ -·.·:··: .·.:;'..;', .. ;,.~;,.-., ... ~'º' '~ ',::··¡:· ·:;:'··.·· " ,. . . 
·'. ' "-'·->---. --··· •::_""·:.-:·· ... '..,·,_. ' "'.'·--· .. - .. ,-..·. . ' ' ; :, : :.··. 

Dem. I Decac~erd.o .aL lemi:l' .<3); 1Jn punto l! :1.. sobre el circulo: de 
velocidades•va'a·un•'.punto' l/'2.en·1 la misma linea que une \!l. con ... el 
origen y sobre ·el, 'c.írculó de"velocido1des, La. :transform?c,ion ,Y.,,--> 
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~ • es uno inversión respecto al círculo de rCléli6-v2h · y centro 
en el origen si h >_o , _o una inversión negativo. si h.< o , yo 

que ~.· ~. = .21.~I•,; si __ .~.-·-·~·-•·º.'·-'{,t:.i;~~ 2 2~/_:.i:\t,-,1,;:, .. ••·.· . 
Si h = o··*** VER FIGURi'l .6::1C*llC:.·. Los puntos,,:.:1h.Y. B•.;,.quedan. f1Jos 
boJo la inversiÓn'irespecto\ol:{d rculo•deT réíd io_~;( '.orb itroriomente 
elegido> -··•·.Y el'·éirigen}o'.:,vo~ al\i'!f,irJ,itoi,;>•;¡EstofesXsuficiente,. para 
concluir que-1a~inversion\del~c1r~ulolestl~!recto5determinoda por 
el segmento AB·-·'-::.:~<t::<, - ~-.,.. i"', ', ·\·_· .-~ ~""'."">>·'·1.-·~,,,-~-~-1 ~.::,'l,~·-1 ,_ -.··'--,.· 

Consideremos ··-··e l.• .~~~~0¿;;;·h'.(fa2•f;_::~~i:;~?f¿;J,iY~~~~;~:~i~~: Xd{ re~ lo 
velocidades es ·in va rion te •. baJo •: 1a!i.inversion··::-n'egatilio\respecto 

de 
al 

, • -· ' ·-·-- ,-- --··-.>----~~.,,.., .. ,.,, .. -~. ,.., .. ..,,. _., _.,_ .. _,., .. , .,~.,-.. • 
c1 re u lo uni tar10, No es·diflci lLVeJ'.Yque~!:loSin_vers1o_n,'.negotiva es 
, en notación comp leJa, ·_· ' v ;;,.:,.>>-,1/: \icci;\<v-.-€i e ~';Y tino··¡;a'>l,t ran sformamos 
el plano compleJo . cori 'eliipunto'.éa'(•'.fnfinit'ci,~(Z;Cli,u;{ 00 )- en la 
esfera s2 mediante lo proyeccion e~t'er'eog'rofÍ.ca :::,e --> 1 R3; con 

. X1 ·~-;:~'f:,-~;•;!~l;¡t{f~~~t,itj~f .·'~3¿,'. .•. ' . 
. . ·',;:-,-

-:,:- : ',· 

'.':./~;.;~~:··;_· ~ /' 

luego, si v ~-> -_-<Xfrx; ,:-<;>' 
donde · · · '' ·· - · . . 
11' = <-1/ii -.1/vl/<1;+;.fvl,,,)11,;,(.,.<v;+·v>/1v1~n·+·1v1.>=-1:1 1 , 1 

. .-,·,.--.-,_ ·.-\:.,, _ _..:.:<:·-~·\ ;' _,-,:~_; 0>,,:·,-!~~:.~:~~:\i~\k·;.::.\~t.~lf~-~~,Wir:~~~(~_\'.::{:~:3(-:;(,~/t·i~\:'_:_:~~y:t: ... ,~'~'-:t:~~·:.=;:.:~--; _ -/·.·· ... : .> .. 

n~ = <-11v +·11v>íi<1:.+i1\íi:.»'·;;;¡:::'<vft::;;;,¡fii1\i1?:ii:·.f;:rvt~>r=--:- x;¡_ 

x ~ = ( , ~ ,-( :~;)~('~·~f ~:1i>i:ti;;f !j'}ii1~i~I i~f~~~}.~:1,~)¿¡~~i~··~;~:;, .. 
Es dec1 r, · la .1nversion:;_negativo¡1cor,responde,io\_:)o,•,trtlnsformoc1on 
antípoda en s2. ·: i'll .'lleva 'r:)os.;~círculos;¡'.de:;. veloí:idodes,:con•; energio 

. ·' · · .• "'•"•'.··•---,:,'".,_, .,,.,._ ... ,_,.-\·ol"''~•,,., --:~;q<./.'."•..,·".-.·"••"-'•1•"•"'\:,•,,..\.:•, .. ,. '·-.1·• 1 ._.-.• ·' · . 
h = --1/2 ·o _S2 obt~nemos.:c,ur,vos;-cerrod_o~í',que~son:+inv.o;iriantes btlJO 

~ 1 re~ r~~ s :&~~.:~_~ó~.n··f ~;t~j
11

'%f ·i~\~jf Gf~;~,:~~t~8~1i:_~t;~\~f 1~:?i~~'.;¡~~Af B··;.-••• -.. s on -
En · el . coso h: =·: 1/2é_r;:_•ci· lofpor.te·:;del•).circÍJlof;:;,de>,:~,velocidades .. 

eHterior· :- al e í .rculCI tU~i't_~~1o;¡~t>~,~ r,?~}~.i'o:r~~[:E,;ryf1;~ffiio!'.t:e.1\i~ter,ior 
boJo la t ransformocion,;de,,inversion •'"i i'ldemos/por.;con,;truc,ion, .. :·el 
círculo _de· .velocidodes':;:interse-C:ti.i1;(:ci'r,togonolin'eiit'e?Wcif:·'· Círculo 
uni torio,· El ·, resúl tádo;·:~:Cfet'foverti r.:'el0"ei<terfor'i)'.de'l.;-d rcúlo , de 

" • .' "'' ~-'"";'>>-•;i'(}~'.-"-'-•;-Í,.""\·Y•-'•~· • .-•;;••c,\-·'-.-,-L~,- 11->.;,;c,, .. -,-,·., •. ,;,.,,,., .. :,-.'>"·,•; --~" ', C :._ ., 

veloc idodes es'. ·entoncesi;o.in;:'segmento .. de:tc1 rcu10·1.VqÍJe:::: intersecto · 

º rt og ono i mente ~N:~,~;~;~;~:~~,~~~,~;~~,;~JD .. ;t'~;h'~·!F~ff ·t~¿~·r~ff ié··· '1 .. t~·'j · __ · · · 
Paro el.•· coso.<.:h :·,=,'oi:'°'i'Yo:<hemosi.vi sto' que;,c:. e1·.:¡,:or,esultado ·. de , . ', , •.. _ - '''· ·,.- ··.' -... ~ -.,-. ._,,. .. _, ... ,._, ···- ,, .,, . .__,,._., •"""" '" .. , -· " ' 

invertir un. c1 rculo'.de::;velocidodes ,nos:· 0,d•l:una·:,: recto·,;;;.,-,Tenemos osi 
el siguiente:, '<' ".: .. ;; :;,'' • ,_., ·· ;:,;.· ' '' '' '"'' ··;• :2 ' ·.•·.:-; ,.;, ·,_ •· .:/-·· 

..-: .. _·-' .. ·.~;·-~.-::"';;:-~.,.''..~. f, ~-::~.:">\~: '_:·):~::\1F~-;::;:~i:~~_¡;~~~:;.:/::::;;;~.:,~f~,r;;;:};.:· ::·:·'.: ._,.,,.:,~r:~.,. ·:,,:_. · .: - -::·:.:·: · .. _: "· _ 
<SlTE~REHA .Los.,c1~cülo_s de\yeloc;:ida~e,;.'·¡:¡ar_o·un.'.volo;ir.•fiJo de .• lo;i. 
energ1a h es ton en correspondenc10>1.:,:-;;1-,_con .. geodes1cas, en. S2 si 
h < o, en. el''disi:o -'de•Poiéoréi:D2''SI'fí-':> Cí:y el'pfono· Euélidiono 
si h =o. -.'~ ........ ; ..... -~.e:...-.>:·'"· -,.-,, · 

**ll<'vE'.FiFIGURA7 ljc:¡(lj: 
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Con mas precisi~n, sean 

H+ = < .!!f IR 2 llwl 2 < 1>' con m~trica ds! = 41d!!l .. /(1 - l\:!_1 2 )2. 

H- =<!!E IR'>u<;'o} cCI~ métrica ds!-.= 41dwlz/<1 +: 1w1•it 
<,'• •••. ,\·., _.;:\-·:·-~·::-;:;,,_· ,,._.,,.,,_,_·,,• •• ,. ,_._'. •'• :•;. 

:: , = :_.!!y é 

1 

::} r:::e:::::~~:::~t±.J;;~~~~~~i1"~~~i.~:;~1is''.;?;rcüios ··de 
velocidades invertidos para' un•:valorJfiJo;·de,·¡la·:energ1a 1/2r "'."1/2 
o O respectiva mente•· , -.· -., : __ -~--~:-0;.::,,_.~;t~~',ft.'.:·'.·- .~.- , ·<·::;· .-_ ·:,-., ,, ;:,: :·'~:-'.; -_._,.. . -. ·. -,;, :.'~· ,:· ,;-, -

·posible 
de modo 

Sea I la operación de · inversión .• · ·,Entonces · es 
reparametrizar los círculos invertidos w<t>t=:rc~<t>> 
que sean geod,sicas en la .métrica corres~~ndiente. 
En los casos H+ y 'Ho es claro que ds}: y ds~ determinan la 
métrica hipérbolica en el disco. unitario y la métrica 
Euclídea. Falta tan solo ver que. podemos repar.ametrizarc a w<t>. 
para que el vector tangente tenga norma 1, 

En el caso H- , la m~trica en la esfera SJ , dx~ + dx~ + dn~ se 
transforma via la proyección estereográfica en la métrica ds_ 2 

- este es un largo cálculo que haremos en la sección siguiente -, 
luego los círculos invertidos w<t> son lineas geodésicas: en H­
pues corresponden a círc•Jlos m•Í>:imos en la esfera S2• llsÍ, .·en los 
tres casos basta reparametrizar los círculos invertidos, 

(6) PROPOSICION Sea s el parametro auxiliar dt/ds = l¡:(t(s)) 1, 
Entonces los círculos de ve,locidades fnvertidos w<s> = · I(v(s)) 
son geodésicas. 

I•em. Por la regla de la caden_a 

dy/ds = dy/dt dt/ds, = <- .rl.1~1 3 > li:I = - .r/l.rl-t 
J "~-- ~ :_·. -. 

==> ldy/dsl = 1/li:I ;i,.~l':!l~/2 -'·h= ci\.·1:¿.+ el/2 ,e.- 1,-1,0, 
< "~-.:. - -:. :<:\; __ .:-:;·:··_<··:·:· ._,_ - ' 

=;,> 21 dy/ds I / ( 1v1.t. + e)\=· 1' •:,; >:>. · :.·'• ... 
. : , , ,.·,_:~, :·•,.,,:, :.' ··.:.: i'> .' ·_.,•)_:d;,.V·_:_.1·.'_ .. '.:.·,~.· .. _ •• / .. :_·.·,l:·_·V:: .. ··,,.'1_ ... ·.:_·•,;_,_',-.-.",••):' ' ·. : . . ...• , :l. 

Si h-'/ o, w = +-l_y/~!!!.l:isf;'.t~,I<;~'.\';.,:.•<··'• ,./.I•d~I .. = ld]:!l/l~I 
:, 21dv/dsl /( lvL,,:"+ie>C:=:·.''1•\'=>·:21d.!>!idsl//lwl <1/.l'wf'•·,+ e> ·= 1 

::'. ·: ·:,:: ·:;:~t!~~1r~~m~t~~tiWttit~1~~;~~;,1 .. ~., .. , . 
21d~/dsl /Í~Í ... ~ 1•i=) ·2 <41dw/dsl ·11w1:'r/C4/lwl 2- > = 

;''.,(.' ,:·:<"·;'.·,- ... -: .. -: .. >-~. <:-.:> .. ,_;~( _:-.;-i -' .. ·,··,,:·~-' _.1(:;'-·-1_:/,/'_>,--

.·.·. 21il¡,¡1c1s_i·= i; ·t·~'·•_·.,<> ... · _'._.·. 
i .e• r w(s > tiene. mod;Jlo, 1: en 'l•l · metrica correspondiente, 
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\t ... 0.lll. 
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l'•~·. i¡ ; l;., ,;.uavs1~. At\ f""'t- 1: ~ ~ :r' 
1 ... '""u~10• Yl•S<>~'"" -!'. St llo. 
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f1~. b .. J."uus1~"; Ú\ :' ,:;vtu\o .·' .!.• .¡o\o c1Ao.O.n 

r••:•·o. . ~"'""í 1... "'~ o, .. 



IV.2 REGULARIZACION Y FLUJOS GEODESICOS 

' . . 

Lo dese ripcióri. ¿mp l.écÜ.~o .~~il~, r;g•Jla riz~ciÓn abordado en 
la sección III. 4 permi te:entender''.con·: mas,· claridad el pop el que 
Juegan las .. simetriosen'iel'{p rob'lemá;file',.Kep ler //A':p rimero vista 
po rece ría que el' g'ru'pó'.:de::{siínetricis'";;ies \60(3)/; el',,grupo de 
rotaciones en E 3 . ·', '/!.sin;~emborgo'tlci;jíresencio'ide.otro j in-teg rol de 
movimiento que es' 'ef:vector~iC!e\Lapláce,'·/liizo pensar que este 
g~upo podrfo ·ser m?s;ij'raiid"~,~·i~~v;.r,¡:¡:-ci,cK;'•.en',1935 111cistrÓ· ,que ··cada 
nivel de energio··.•~en',:;Seh.t{otomoi;del•'<hidrogeno ocurre·.· con: una 

• • • • . ._ .. '-·.i·»''-·':i·' .. _.,,;,,. .,_,.~~-, ·<·· .. ·. ·-· ,,.., ,,_,' ' . . .• , . ., • . -. . 
mul t1plic1dad ig•Jali,¡2,0,c·la·, de.J un.•L.;rep resentoc1on l rreduc1ble ·de 

' "''" .~ '"· '• '.-, ' - - ,\_' - ,. _, -~ ._ -. .. : . ' . ', . . 
0(4), En los metol~s~'alcohnos'ipor•i.¡los'.que- el. potencio l. es de .la 
forma K/r aporece,ünéiYdégeiiéraciÓn'oproxinii:ída del tipo de. 0(4), 
mientras que los\i'íi'i~.elesj'.ríi.ls'{l'r'óximos muestran un espectro 
correspondiente .,,;,;o::üñéi:!.siiítétría;·deL.tipo. de 0(3) • . _En lo década 
posado J,Moser':,(1970>';:;¡'.''J;M'.'Scirfou .<1973> y E. Onofri <1976> 
encontraron grupos,défsimet'rias' írio:s' grandes que SD<3> CONJ 

-_ . ·: ... -. ~..--.~ ::,.:.:t._;:_:_:·-'.·'t.'.~«'.\i:'¡~~:~á;~!'~~\'fr;?/--'>> <-_>.:_: ' . ' ;' 

En esto seccion•veremos:•;:que~.el flu,jo del problema de Kepler 
regularizad.o' sobre: un.~i,veltide'enérgio e.s' i;quivolente, ei:cepto 
por uno reporometr1zoc1on,;,;¡,ob;,fluJo. geodes1co en un espqc10 de 
curvatura constonte""'J,Mos'e.r/CMO-,IJ .fue el primero en hacer ver, , ' ' ' ,, ·.• __ ., .,,. __ .,, ... ,.,<¡_. __ ,,_, _.·,, . 
esto poro energia 'negativa''aÚnque yo se encuentran antecedentes 
de éste res•Jltodo 'en CSIE,::MOJ>'"' Posteriormente Osipov COSJ y 
Belbruno CBELJ demostrcírorif{~!éres'ultodos análogos para energia 

• .., __ .,, .. -,,,.,,>4._._. _. --. '.' - . • 
positivo y cero, Res•Jlto:_que:',el'[s1gno de 1•1 energ10 y el de la 
curvatura es uno el riegotiYciTdel~:ótro;• ·. · 

-. ·:':::';< -~--1;'7.'-~:';-,~,<!'i~·t~r]t~~~'.\?;-;L~~,~/:':?;:· :,_ ... ,'.> ._ _ -
El desarrollo no ofrei:e'..'.máyor;:'dificultod si consideramos el 

'problema de .f\epler éri':"n:..diniensici1úis~"r· vgr •. el fluJo Hamiltoniono 
correspondiente a ~-<·;;.·,;s-.é~J:·;·~.''.!·i!_)~~;~~fs.:::);j::\º.~,:-; .... _~··- ~- ·~:.'·-:-.--···: : " 

H<x,y> = lyl-~2:;~)1.lxl,>.';x, .. ~-1R .. '-<o>·.:• y_<: IR '; \ · 

. :· :,·¡_~~~j~t:J.~~:;~%I:;-~~i':_;;~{L:~~~a:r:.~~f;);~:;_;'.-:;:~;'i~c~~l::~6 ;;/;~i:t:~.-~:-.::i-;':-~ ·-: ·:\:- , -. '. .- _ ·:· ____ . -_, 
1,- Poro energ1a .. h'«<;;¡:.-;,;:;,:,el>.;pr:oble.mo).de.;\l\eple,r,:,regulorizodo es . 

equiva1
0
::te 01 fluJ~.~;~;~;jlfs/%!:1~,f~i~';¡,f~~.}~;l .. :ij~:f?cWfii,~~\'.~i';:·;ri,;"q. ··. . 

En 1 R tomamos coordenádos_{/,( >t .i;::;\•;·;-;n.;'E} ;;¡;y:·:•,vío':/!loy metrico 
e•Jcl id ion a en 1 R • 1

• idéntific.cimos .. cl R~!.:,c-on.(I R ~.~' )~.i:;~'·!Expl i'.citámente 
"+ \ l\+I f , . , -:· ... ·._:},:_~- -:°>;.'_{_; ;,'.f_:· i~1- '.;fr{;~--~~jj~{~'.~{\i}f~:~~:;~: .. 1_rt;;~):(~~:;;:?:~~¡_:;)}~~-:i{f~~-l-: .. :~~i~//. ;:.'.: ;' \i.·-· 

IR -->(IR ) , < s1 ''~'.,f,;¡,>,• .. ;;;;:f'.;\~1~~:~,.,,t,,~'.f';l:,,;s~~ .. ,d,>,: 11i, , 
"+1 ,--- -- ___ _,:, ---__ :·:~:::, -~,-c;~~'.}~-'-~~~;-_y-~;~~'l;'0)~1.~!~\~-~i~~;.-f.f~~~i~j~~-ff:~'/'.:i~~:;:m':\::,~r-~:':'-'- -::·; ·:e_, :-::e_· 

donde dx¡ : IR. --> IR ·son,'lcis"proyecciones':.,;;.!c=;lr•<•rn+l. 

T*IR:~n:m~:.:n:~~:~q~, ··~~···. 1 ~··fü:J;~1;~i[;;t1~~~·:1t;~~J)J- •.• ~i~p1éctica_. 
· '''._: .\_-·'. . . :.':~·, .. , '' ;-:<:~: ::;\:.~- _\: ·z-,.~ :-, -l:c;·· . , - ~-.:,.• ': 

d f <" ,d~, + i;·'.:t"~ ~7¡,-'ci><~~~··.·.·, · · 
Consideremos el Ho'miltoniono · Hl :T*IR"'~ --> IR , 

- {'. · .. 

<ll , " H<x,y> = l~I': lyli.l2 
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(1)LEMA El flu.jo Homiltoniono p•iro H<>:,y) = lnl 2 1yl"-/2 , (>:rY> -~ 
IRn•i x IR~• 1 deJa .invariante ·a 

·_ -- · '. n'4l 
T* Sn = < (>:, s ) : ; T* 1 R .,· .. I • .1>:1 = 1 r <n, S > = o } 

'/ - " ·_,, :·-.--. -- - ·': -

El fluJo Hom~~~~ni<ino /~~ : · 

( 2) ••• 

L•Jego, d/ds 

d/ds 
'-'';' -, .,.._ --·~; .. ··~''.:' .. 

l!J;l 1 1>:1 2 =o. 

'.' 
'' . - -. 

"-.--,~~ .:, ., ' 

Si ahora restringimos\e,l';:Homiltonio•~.º ~-e.~ com.~o ~ectoriol ·o 

<3> ... ix1 ,;,}1 ;.<>1,~ >=o . y 
···;,·•,,,:· 

;;;( :1: .-_,_._., 
_ .. ,._,. ·;~'J. ~-~-~:,·. ,___ - ' ' --;;: 

:_~:?~~-/ -:-~":'/~.·.)> '1'.'~_·_·1 .. ~-:-x.·_·· .•.. ;.·; .- • -
:,;~:·,,,_•_,-. 

( 4) ••• 

Yo que ·s~.·\'i~~J'};(.Ji·~·¡;:i;dt;~•i•¿~·'.'i~dJ~id~'.'ci~·; IR~·.,~·i <1á.·· derivado 
COYQ rionte del\; vecto'r" \le loe idod'0,¡\·xfi ( S ))_.'i. oc'lo'. J.argo •de, l(l CU rYO 
>:(s) se obtie~é. si'mp'í'Einiént'e pr;Jyec'tl:lriíi'~ e1:·vector.-. x(s) 'sobre 
el espacio tong.ent'e<-T~¡Sn\';"por. .. lo-:ton'to ":;•:"... . ' ·_ 

,-.-; ~ ~- -~: ... \~:(ri~;_/2>;-~t:~~~i\'.'.;f,~i;~i}7f":r~~tF~:~~!-:,'f,~~,;~~~'!~§:~t~-,~-:.::r::'./t'. .. :·_-');~t; :~;-~\:~-'.;·_,i>:::,;<;;:~-: ·, ~- i: -., 
'\/x ~ =X~ - <n,x)X',-=_;""":'IXl:·/·_>:F.+,:;_:lxl-e::>t'}.=,/o:!_:;::s:';:1·.·e,·;_\X'-~-=.' .... -lxl x·· 

, : ;- -- -_·, :_. ::. : : '.: ~,-:_-:<~t'.·;·':i~1::~::;~:;;-.;~r;~: -}~~~·-,¡~r,2j:)ff lC::i.:i{·;~~-'.<: j:~~J :---;;~)(-:-.·~/'::;_{: (,::_~<l._: :~:0:~-<~--:-<·_;:;'_:.-, :_-
es lo ecuocion ,·:::diferenciol\V:cde;:uno·(geodesico¡'en'.Sn' que:' es :·.un 

e ! re u 1 o mo'.n imo • ·., .. ·.·.' ''.%jf 1'1~t~1;~i¡[~~li~~;~~~f if~f J'.i~i;'ix::;~~~]f0'.·~X\;() ~;, . 
• sobr!ºm~~º,,S lo p royeccio~¡:estereogi:ofic~'de,:Sn)-,{(o; ,, , 1 ¡:¡.· =l Sn 0 

Obtenemos ··· 
.:-;,:, . 

·. ~-K ,;-_~ ~Z-/"Í:·;-~·~_'~:'.~-·-r n · 
y la inversa 

, .. 

XI(.= 1)/(lyl~ + 1). 

Si x<s>. esc.::.uno:;,;,;curv.o en{Sn)}\Y.Y(s),;: s•J:: imagen. _,baJo lo. 
p royecc iÓn . estereog ráf'ic·a:;y;_: :útil iúridó;:los cecuac iones ;;anteriores 
podemos demostrar'. <jue_,:_~'.s::·'·< e··::,:;].~/·;'.~\.· ;,. ·· 

lo que 
conforme. 

"·<'''--
. ' - ·' . ' ,. i. ~--' .. ' ' -- - ' ' -

>:: + , • , t' x~t ,;,;;4 <Y,"':{¡; ~<+. y~i >l<'I Y 1 ... 
_' ·: -----~i;_, :- .;. ' " :- :·- ) ':."' '. ... ' -. ' -': . . . 

demuestroi .. que lo ', transfb~m;:ié¡ón <estereogro'fico 
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PQrQ eHtender lo transformación Sn 0 -""'.> · 1 R n a una 
transformadón canónica T*Sno --> T*IR nótese que lo 
estructuro simpléctica en T*Sn • es .. : lo ·. que se obtiene ol 
restringir lo 1-forma (, dxL +,, .f,·s.,,.·dx••l•.:en,T*IR~·~~ a T*Sno , 
de modo que denotando o los elementos.'de'.T*Sn< Pº".· <x, s >·y o 
los elementos de. T* 1 R."! por (y,.;.¡>/, necesariamente' . . 

'·' .... , . : " . 

lxl = 1 <x,s>=o 

111 expresar 
términos de 
coeficientes 

los diferenciales dx ¡ del miembro izquierdo en 
los dy: éstas son yo independientes y ol igualar los 
correspondientes tenemos 

(7) ... 

y lo transformación inverso 

( 8) •• s. = < lyl2 +1> ~K /2 - < ~·y)~.. sn11 = < '¡•y) 

El Hamiltoniono transformado de 

H (X r S ) = 1 S 11 
/2 r 1X1 = 1 <x, s > = o es 

< 9 > " , F <y, ~ > = <I y 1,,. + 1> .,_ 1 ~ 12 /8, 

Las geode'sicos ·en . Sn 0 . que.·.· tienf!~,. 0~i~c,ido:Íd p , . esta'n 
parometrizodas ,'diferenciablemente• por' la :~::p:a:::~ad 

Seo G =' <2p"' 'F> ·"' p , , l.;1Jego,,F··=;~p.,~/2::;.:correspondE!ra'G ·-=·o .. y. el 
c•1mpo vectorial definido'.por•el\Hcimilt.oniono¡F,:'coincide en F-1 (~l/¿ > 
con el campo definidci•pof G·.'E!n f' G",1,<0r~;·:::~Est(),:último se sigue· de· 
que - . . . - ·-· . <_-:;·-_,:;,_,:_)_;;t~,;:~~::~6)-::~:\:i:'.!r::~::~: .. (~·-.,_'-'.·-__ -~ .. .:~-. ,_. . . -

dG = Í>' F dF.=>. dGIG~1(o>'':''.d6,Jl':-t}~;~(2>/\=,}df'",lfc<ii2·/2), 

E>:p lic i tamente tenemos, .. ·· ,: > ·• .• C.0i!f~%i· 0:r·· · · , ... 
Pero G se 

- '' ~-~-~::-.~; .. ;2.'.;~ '-;:;:--.·-,:1'·'.::, .. _'.t'.·-~-ó:· _.­
G(y,'t) -· P,·<ly, :+,r1r!.~··~ ... ·~·P~· 

obtiene o po1rtir·d~{ ~~~;:'{~~~f-~n~'·.···. . 
- -·-.· ,-;·--, . -,.~-,,'. -" ,;· .,._ '---,<-:;·· ·- . 

- .,,_· .. >:·'.·_-':-:,,:-_·,-· _._. . : 

regularizando sobre el ni~~l de'energio h = -1/2pz 
cambio de parámetro dt/ds = p3 1.11:~ .. ,. 
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En efecto: 

p º 1 ~ ICh + 112pt. J = p3 111c1y1 212p - 11p1 11 + 112pz. J = 

= p l. ~ 1 1 y ¡ 1. 12 - p z + p 1 ? l /2 

= p ( 1 y 1
2 + 1 )1 ~ l /2 ' - "· 1. • 

Si ahora hocemos lo tronsformocion ca:~Ó~·ica 
p = - y/p , Q = p 1\ 

h (y, 1 > se transformo en 

". '' ,•·· 1 
h <thPk= -IP I~ 1.2· ,_-::; 1/ IQ L:I: • 

• •· . ' 1 

De la ecuación· de la energio, · .. >• .... • .. · ... 
' .- :: -,. 2. : :-- <,·;\~---.-;.: _ _., __ , .-c' _:._ .-, < : ... ·.:_--·,< .. :~_ :- : :~. -.-_: _,: .. 

. > IPl.·/2 :.-.lilOI ~--t/2p' , ·· 

vemos que si -101 :.::~.~·,;:;'~{~~~;'!'.;f¡~¡·,_~>;,.;¡,>co~·JQIIPI¿ /2 --> 1,• 
En coordenadas (y, ~ >.'., -esto'"signifíca qÜe si~ 1 ~ •. 1. - •. ->'.o;entonces 
lyl --> oo con' 1· l lylz'"/2'·:::->·: ,'' · · · .... ¡ ... ·· .. ····· ·· · 

i" .:"1:;;~~f i~f Jtil!tñii~~~~1ti:~{m~0ti1l1\~·tr"·•··: ···· 
: 1-sd ,/2•}" .. ?·<1/2.>,CQ y),,,;;.+••). lJ o,~ :.l /,2J :•: -::-::>;P .•... )'2, . ·•·. ,. 

··:~- ,·,-:-,if;:;7~~~:::·;,:.J;~/i,~~~:8{(C{~7D:~:;;.t~íii·:~::;;~:1~f;;~:~~~:y:;¿;,y: ;;:;,{i;_:_y:(~)!;:Jt~~'~,;~_\~_{.:~1)ff.'0;~:t(,~:\J~:;. :. . ... _,_ , ., . . . , 
:~~ tanto los;.estodo,si.de;•colision1:t1<;=/ ~,;,, P:=!oO ;vienen ~~s~ri tos 

.. < :o YO 
' 

'-!; 

· · · =:•{(>•r-~1)..'•1T*Sn•'/.• l•s«l••-.=«p}o"''" ·.· · 

... ·. .. : ~. 'f{i''Jf&~:tlfr{i1't~~~,::i~1f~,/~~s\;\fü1\i:if:'Z,~1.'f~-·\ji:~l· ., ... ,_ ... : .· 
2.- Poro h;' >o····•:r"•''''·•eH;pr_oble.rma;·c·de·~•Kepler•<regular1zado es 
equivalente a1 ~f1üJ0Xi.ieoilésic·a·'ieó'%.é1{ílis~co~;de~i::·o·ú1éoré.rin, ...... . 

. __ · · -·· _:·- · ·'._.·:::·,:~:--~:r:::~··:;,~:.:~:-~:r;~:~-;·:t~J:1~;~~~~i~;-r:(i;;~J;:¡~(i?;~~~)/t:~.:·1;~~:f1;;;:~:$,~!;~~~,:-~;-.~~-!~,I~;\;_:i~~~-~:-;:._:_:_ .:-'. -__ ·- . __ . 
Denotemos por.;,, 1 R ,., ;!(:\:OHconj•Jnto\:de,,n+lc'odas)r~::.< x o.·r x :t.· .;·, , , ; , x " · > 
con. la, psetldo;:.mé,tr'ica'i'def'.irÍido}po'i::01a'1irriatr,iz;¡9;¡;,; :dfog (~1; 1, ¡., 1). 

·-.····-- "-"--'_,,'·"·. -; .. _ _. - ,_ ··.-.'-.''"'':~'.:-.- - lt'1_----_:-:-·" .... _. - ·.• .'l -.., -· Con .. ella ,•·,podemos;~;~idént:i f.iCo r.,:,~a ;;.;:.JR >~· •\\.con':i(I R .. : .... ) ,• ·.via .. lo . 

t r~.:sformoj i:~Sg~"'.~y-rA]?)Ji:c1:!~;!'1K!(]%~!t )i;f:)~'-,Q!\i~'H(·:~·\;~') ,C: _ '' ; •. ·.· ··. · 

IR. -:-> <IR/ i~).:·, <J.;,•s, ,;;~·,·J'1>'.::·,-:>,: . .-so';dx; t s1 dx1 +.,+f~ dx" 
sie_ndo d>c;.1,IR' .· --> l.R r"i =,:o,1,~··•n! ·las proy~cciones. 

Tenemos ~~to~~~~ T;I Rl.;n = I Rl,;, xQRl'~t' =~ ;·R1rn x IR i<" 
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• con la forma simplectica 
ESTA TESIS fl3 UF.BE 

SWI 8E LA íl\iiU~ltCA 
+ ... + ds.'' dx 0 • 

Tomaremos esencialmente el mismo Hamiltoniano que en 
con respecto a la pseudométrica g en vez de 
euclidiana. Has precisamente, 

1'4VI 1iVl 
(2lLEHA Denotemos a los elementos de IR x IR =N 

(1), pero 
la métrica 

T* 1 R "•" 
por <x.,x; i;., ~ > y.definase l>tll. = xf- +. .. + x~ ,1 
r X•s = >td'1 +.,,+ X•S• • 

" •+ ,,. s' = s, .. +,. 
Entonces el fluJo Hamiltoniano para 

H<x 0 r>ll s0 r ~ > . = <-x. + In I'.><-:).' t 1 s·I ~ )/2 
·;.-:: _,. -< ,·.':-e;• . ... ., . -~---

deJa invarianteiaicor:iJuntc;i, ,,., ,.;" : , ... ,.,'.'./ .. :;_:_ •... : 12,.· . 
. - . '-"'"'··-

..•• -<:: ·''(:~-'. '•';"·: <·_'-/ - ';<'.·_(·.· _,. ·;>'-\."¡: i'.::,?.··.;:~.:~·,}··::' <.:; ;,'_;::;·.,;:;::,:e·;:< · ... • '. -·· . 
{ ( X0 r X r -f~-t S_': ).',/ '.".>1;:.t':• o X.o :<'.·7};:-:1\.' r >;.X 0 s"o'"+,x .• Ji:. _O):•. ··-

~· :::·~~;i~~{~~if ~i~~J~~~.·n\;z. • .... 
==> 

, d/ds rn. s~ 

= <-x" + o 

. .• :.· ·,.'· 1:,\_-:'~'; "-'·'.· -~.,.: ;: ': ·. ' -' ; . 
;,:··' ~ :·.'· :·· 

s 1'> x; + 
> lx¡t 

·= o . .' 

d/ds r-x,} + l x :~ J 

=. 

= <'""x."'·t'' f:ú"'') (i(_.'s'''l'-f-'r)(f'i_(f:';:,• O''•':·,;,:- · -1 •-
.. : º.- ·~:7-~(\' :';~J\· :~;-~-~~:~~i~~;':~~&:t;.~)'.~:~;~.:{~/;('.~_ .. _~;:',\ \)~-~:_:_·, -.: -~ i '.' . .-'.':. -'' ': - ,. ._ . 

Observación: El conJunto 'inva~ian~e::es\éel'esp'acio .cotangente al 
hiperboloide de dos hoJas·Hn:'=,,<.:x~·/:•;:-"1.r.; +·,;lxl":'•=--1·<> cuando . 

~~~:~~~ :~ ~id;~:i:!c;~.i-~-~" }•d~~i{i':'~~.j~ .. ~$:;·¿~,>''<;~~~~-+-'.:' ·~ x;t!"~. ·_ 
Si restringimos el HamiltÓniaho:'y'ei céímpó';..;ectorial· a T*Hn 

obtenemos ····: .•,··<:'· .:;-.:¡,,_ •·:,''\,[, •<• ' 
H<x 0 rXlfo, S) =.::'."<~.s~\+.,'.I ~l~>i2; ... '-

. '• ;·. .,,.-.,- ..... _ :-.~--- i~/--·,.,.·· .. 

;, D = so t = ( .. 'iY+ 1 ~ 1 X o 

• 
X = - S 

de lo cual se sigue que 
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+ 1>i1 ... >x
0 

. ••: . •'L 

·•· n ... = .<.-n 0 

Estas son las ecuaciones diferenciales:.de curvas geodésicas en 
Hn, 

. . •. , .. . .' • . ;}.r • ,, .; .. ;:zi./ .. 
Consideremos·. ahor~;Ta'. hoJa supel'..ior,d.el.''.h iperboloide . -x. + 1 >1 l:i .:, = .:'.1::~t~ •:•~,:.1)i~ y/ ~f~~~cte,'inó.~j s¿~~~\e1. di seo 

< (1, x).•/<1. x 11: ;<:,'i.1>•2,<,C.);·.,I R,,,>:•;•;1;;•: d.e.sde, el;origen .... 

. ·· .·. · ·. ·>a1;~·.t~~mJ~i~~~~f ~~,~~[~\~tt~~~~\:~~~.~(~h'0/.· ; ·~ ·· .. 
Tal disco puede. identificO.rse:con'·C'eFdisco'<Dn:. =l'•{y•E.1 R : 1 YI < 1} 

'·"• •;<'>',·'•"' -·· ... - ·'•' ,,,;..;.~ ... ,. -_,.,,,·,-,;~·/"-··---"· ,.,_ .. ~~---- ._,_.,.:., - "·'' -.• -

::,::. . . ' ':" ··:· , .. .,, ,,.,., 'º" '''. '"!''º'",'''º"'~" --> '" ..... 

y la 

>Ci<.= = 11·:+ IYl.._)/(1 -lyl:z.l. 

De manero ari'ai'ogii'(oF'ca'só'0i!e.{ener·g io<negativa ·podemos completar 
la pr.oyecc ión<:a'.',una\tránsfo~inac ión· carícln ica . T*Hn --> T*C•n , 

:':::: ~. 1 '50 ·;~~l[~~T.~!¡t·~:~'!?{~·¡'~Jc{:•:s.·nk, k = i,. • ,n 
'_:-~--. ';''-,>·-.'_;.: ,__., __ ,,;_· __ ,~-,~-: 

equivolenteniente) / >' > 
(13>.... 5~ ;,/<'.i.:..•1/12> ~~/2 .+ ( ~· y)y10 k = 1,,.,n 

•,,•,' .,¡;- ·;. 
~ t' 

s~ = -:< ~; Y> '-i 
El :Hamiltoniano ">1-iC>i~'¡',~xlÚ~, .~. ,,)~; =.- -(-s.~ +s;. li·s ·.17:~ l/2 11 .queda,·. 
e xp resQdo en. coci:rdenadasi()'., '1·· l conio · · . . . " 

. . . .., J '\> ., ,; •. · :, > ·• '. • 2 '2. ' .. · . 
<13),,, H<n0 ,>:1,S,r~~lo,:C•F:,<Y,!~ >:,=.~--.(1{.'.'.'(.IYI,). 1~.1/8 •.• • · 

, :·_ :_'\. :_::::-' ·: _,;-•. \;<:·;;·_~::;,::::;:,v-:·:.>¿~-¡·t:·-~::~ .. ,<'--;·_:.f:-;-:-,;:\<-i:.fr:,:,·:::::·<~},,:;:~:,·.<f··-- ~"- -·: ,_---,, _:: . -~ 'i!,. . ~-
2 L•~s 'geodesicas 'Con,weloc idadt•P. ;,¡;·.~ .. ·.1;;·e ,;,.,,,,;,·,tales;·que ;;,.x; .. +.J xi , .=, · p · .. 

están · pa rametrizadas ! po·r:\1Q •.si.iperfi'ci'li\c"n'<.=:~.'-::í>' l2:,·;<' • reCiJérdese' ·. · • · ~~ .. ::::::·i~::~r~t~~1i~~!a¡ir~~~11~·t''·'·· .. · 
Al iguQl q1Je.,antes;·:,;·:.,elC.Hamiltoniano:.G.:."'i,-(.::-2p; F.»,;+.:p .... :define el 

·mismo campo. veéto.dalceri),G/c,io',',qlie}el•:Harniltcin.iarici'.·'F en. F."' ·-p /2, 
P•Jede •verif'icarse;·'que·;1~1r,'·' ·--'!~- , ~ 1 

• 1• '--._,,_·"-~:'.i~:\'1<~·:'''.i.·.">·:{,-~;-.. -~-

• .• ·.··· .. ·.~·/~;{ ;;f ·.~ c·r:·~.;1~~·1f :~;~·~:(F¿~<·~ ·•·p·~.•·• ···· 
Veamos que O. se obtiene •p'o.r• e1:: proceso de eg>JlarizaciÓn del 
Hamiltoniano ., 

(14) ... h<Yr1) 
,·'· 2' ,-

= l y 1 /2p .• - 1/p 1 1 
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sobre el nivel de energio h = 1/2p~ > o 
reporametrizocion· dt./ds = -p l 11 '" 
Efectivamente, 
-pl l ,l[ h - 1/2~ .• ~J"'. -p 3 ltl[ lyl2 /2p' - 1/Pl~I - 1/2pZJ 

con la 

~r~Y~!~Jj~~i~~ÍlJ~~~~; ~, .. . 
Finalmente; ilof tránsformO:cfon .'c~nonica/ de ·•coo.rdenodos 

~ ep ~e~ y I p , íl ·. = :.~T~. ':!i'!f ;~;~~~'.[{~~~Í:~íI~~~~:~~tit;}:;~~;f~~:l,: H~m u t,~n i ano de 
- ,,,_-· -

·i ¡ .·~·( ~j~~·:·;~·.,\r~r;~:~~~~i;2~i,~)g .1;;· ¡ ·• ·.·· ·· · .. ·. 
' ' ' .t:~:·,._; __ \·-_;>_;· 

__ .-_, .- .j/,-::i:~;~/;~ __ 1::~_::~~{~~:'.'.'~)-~f ~~~:~:;i::4k:~~~~;f't~0i:;:fuY\ti~if :~~~~:::_~~i;·~·~ ... '.'~f -, ,-- -: ___ , _,_. ... : .. _,, . 
f't partí r · de:?latecuocion·~de.:'la)energia·t,vemos "que si .. l íl 1, -->o, 

.. ,, . ,,,_ .•.. ,_, .... -·---·-··--- <"'·_.:·-~-·- .... ·.··-- ·._ ···!; -~. ~,- •• , .•. ~- - -· ·z => IPI --> o0, p·ara•;1Jn•inivel'.';de'<eriergia•.:fi:Jol:':y:•,:;;1Ql IPD'2 --> 1 

~ '11 ~ l ~~i;~~ .~~>.·~·!~~:~{~g~t:l'j1;~18J;f~\~;:~¡;~;0~~}.~?:~~f:~~~;;\t~'.;Y~:f•00 •. con · 
·Tomando en:. c~enta'•las·o:ecuaciones idettransforma.cion '••<1.1), vemos 
que si : y 1: ;:::;)-J~).~.e[i,toncf;~;~Lx)%?,,;;>ja)i\i11!i>,rft,[as{qo.íe,>r.; --> 1 , · 
i. e. <x. , x> ,,;.: tiii'ndiital''!vertice{del}hiperboloide', <1~·0•·•; ,o>, Por 

º rto · lad: (~:f~~1;i~,~~~;f ~·~~~r1:f ·[iiN~i.;.f:~J~}.~r;.!:j.t.:-.r.·,.;~.:: .. ~.:·.:.}ie.!0.~;·~.i~z,2 .•. 
--~'· : ·-: .. _:,c.,_'·:::"'"/ ' O:i! ~ , -

luego los estados. de.• col 1s1on: vienen·:descri tos' por'.la fibra .sobre 
e 1 vértice ~ _e·1.:. h·~p:e~.~o.1_0-ide"!,/ . · i' --.'~----~.:··:'.F!'.'.f_-:-~t(~~J::i~;::·:.,~~~';<;;·;~-~~-~;_.,,.- _·, _· "'· . 

«x, S ) ~ T.*Hn I x = ( 1,o~,'~\~>>c>;(: '~e~¡.= p } 

y la superficie. de energia h. = .:1'1/2p .. z(ya··regularizada .es· por·. lo 
tanto difeomorfa a \. ' < :. :/!,<' " ··~· .. ·.·. 

= <<\, s > '=T*Hn 1;(~1:.=p'>, 

J,- Para h = o, el 
al f luJo geodésico 

\ ; .·'. "·. ·:..·:: ...... . 

proble~a de Keple~, ~e~~lari;ad~ .es eq•Jivalente 
en 1 fl " •· ; . ,, 

La métrica 
identificación 

la 

. . . . : r,;:).~:f ~i 1.~l,~/1·~~~::.:,:~;x:'.~~i> :'~;:: .. 
roenotaremos a los elém~ntos,de·T,*IR~/". ptiiC.<>:,;5 >/ con .x , s í:. lR" 
b'aJo la .identifii:a'éioni'd'e':arriba';,/, ::,,,.\~ .. .' ·'•"···' · ··· 

Consideremo~;eF'Hami,~t,c>.rí ie.ri'o'}en }T* 1 R }«. dado.· por .. · 

(14) ••• ;;z~~.''Wtº{¿;;;;.Ni:2'>2 • ... 
Las ecuaciones. dé H~miúon ·'dan por :'solucio~'es .curvas geodésicas 
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en IR" , i.e., rectas recorridas con velocidad constante. 
Las ecuaciones 

<1Sl ... n•/2y/lil'Z. · (= lyÍ~.7/2> - (y ·~ly 
~ ;_-:·,·~~·:;:·:,,)· -':'.'::'>~;[i'::.;_i!X::\,}:_;·-; ','t'-~;.:~;.:·t~;.·,--~;;:~~:·)~';:;)~'i'ii,-~-~:-;~: (/~\~:::;.:_~::: .. ;\:::·;-:,·,:;_ >_ ~'--::' -:-~ -,, .. '.: 

definen una 1nvoluc1on:,en·T*IR ... ,,;=:·oR_,,,.-_{o}.::x;.IR.-, ·luego . 

( 
16

) • • • ;f ~~~·t;11;~~~~t~~~tf~~~1~,~~t~1:~~i~-~~11]}j2:;t;)v~'.·¡_. · , , 
inve~:iÓ~e~:i~i~~~~f~·~i~~~!~~~~+'tJ~·~!-~}~b~~~~;f~~~~ij,~f~ª~~~~o .Ji} 
La t ransfo rm?-.cf~ri):so_~ii,~,~~:a,;~~~i;,*t!:l.~~~f:.,71:>)}.~J,~!rf¡i'.ii/E•';s '> ,-:e>. <Y• '1. > 
es una transformac1on'.;canon ic·11··•_que.étr.ans(ormai;:_'el':;' Ha mil ton1ano 

::: •>::, .. ;.~r:~~f lllil~lllji~,i.;,~ .. , ··--·· ' 
definen el. mismo cariípci\v~ctoiia(i;"en·;71o:ís;superf'.icéf;(F = .112 ·o 
G = o. La superfi'cié:F:;:=;;,1,(2lfocor'r'es'póndefro:Í1*lo:í'•ésUper.fi'cie H = · 1/.2 
baJo l~. transformacion· c_i:ín~n-~ca'.;~<.~~~i!(>']f:·,le~su~.l'.p~rome~riza a los· 
geodes1cas en· IR" •con·•veloc1dod· un1tor1a,.pues 7 •H ":11 2 <==> 
1 5 1 

t 
12 

= 
112 

•· · ) ~:: ','?;f:¡'.;-~05!;i~t·r·;&;l~iJ1Wii:~~i:i:{:fil~ 11:fjúN'"-:,é;, · . -
/\hora veremo~ que· e1·tHamiltoniano" G se'' obtiene· por el proceso 

de regularización deLHa!'Íiltcirifono"•h<Y.r.'¡ > = (yl 2 /2,--1/li 1 
sobre el nivel de energio h·:=::O.'con un; cambio de parametro 
dt/ds = 1 1 1 , Basta :.calcular/ · · 

1 1 1 h <y, ~ > = 1 J 1 1 y 1 2 /2 ~' 1 = G <y, 1 l. 

Finalmente haciendo lá trans~ormaciÓn de coordenadas canónica 
y = - P , ~ = Q obtenemos que <17) se transformo en el 
Hamiltoniano del.problema de Kepler 

\ 2 
h(QiPl = iPI /2 - 1/IQI 
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6.' i'ol"Ca.Y'~1• 



IV,J SIMETRIAS EN,ELPROBLEMf\'DEKEPLER 

. -_ ' '.- - .-- . - ._. . . --- --~.í:,:::·-.-:'·;' "' ·- -··· .. -.". --·-- --·- .- .. 
LQ equivalencia .. de,;_fliJJos;geodesicos y.el problema de Kepler 

regularizado ·. perniite):relai::iorlarlos':c.omó'·sistemas mecánicos con 
• , ---,-._ ,. 1<-_-._¡..:•-._..:.,,--.·"·'~-- --··:-(·-· ·-·----· ;'. '.- - , 

s1metria, Esta·;_c_teor1a:·,se_, remonta' al' procedimiento· de • reduccion 
del centro de mQsa'.'en el' problema ... de n·-cuerpos y al proceso de 
'eliminación de 'n.odos' :en el problemQ de tres cuerpos debida Q 
K,G, JQcobi, Su enfoque moderno se.debe a J,M, Soriau con grandes 
contribuciones debidas a s, Smale, A, Weinstein y otros. PQra 
mayor información, el lector debera consultar los libros de 
Abraham-Marsden rA-HJ y Arnold [ARNJ, 

En esta sección veremos que dependiendo del signo de la 
energia h, el gr•Jpo de simetrias en el problema de Kepler en n­
dimensiones es SO<n+ 1>, el grupo ortogonal si h < o; SO<l,n) las 
matrices. que preservan una forma bilineal de signatura_j-,+, •• ,+> 
si h > o y SO(n) x IR", el grupo euclídeo, para h = o. 
Posteriormente c•1lcula remos la func iÓn momento de Soriau e 
identificaremos las constantes de movimiento. Referimos al lector 
a la sección anterior para los antecedentes necesarios, 

CASO DE ENERGIA NEGATIVA 

Variedad simplectical 

T*Sn = «x, s > C: IR""x IR"": lxl = 1 , <x, ~- > = o}, 

Hamiltoniano: 

H<xr'S> = 151~/2, lxl = 1, <x,s>-o. 

El grupo de Lie SO<ntl >. actua sobre Sn 

SO<ntl> x Sn --> Sn , '(A,x> --> Ax 
~ 

y por lo tanto en T*Snr' 

SO(ntl> X T*Sn --> T*Sn ,'i,((l,(x 1 '; )) -:..>(Ax, A'S >. 

En efecto; IA>:I = 1 y <A>e,A.5> =,<xr:s»··· .implican que la 
acción preserva la fibración:·c'otangente, ·· ... ' 
Ademós, la acción es simpl"éctica:·¡,ues'···: ' ,: · 

. . .. . , ·;:: .'. -:: -·· . - - ,:·e:;;~·:'.'-~.--~ _--::---- --

<A~- ,d.<Ax>>:~5~~~¡;;~'cix>'_:'' < s ,dx>; 
-_-~_;_ ·- .-.\.\{~:;'-'.'.'',;:.: :; ''->-º~:::,-::--.>-1 ·.·.. :<-· .· ' - -

y Hes invariante boJo 101.accion .del"grupo.,L.:lamaremos a la terna 
<T*Sn, H, SO<ntl)) ·un sisteni.oime'cónico,C:on simetría <compárese 
con tA-HJ, P• 341),· '~~'~· 

. --~ .. ¡·,·1 .. 

Denotaremos por so<n+1> al algebra ·de Lie de SD<nt1), 

(l>PROPOSICION so(ntl) =<a~ L<n+lr°ilÚ 1 a .. = - a} 
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~: Sea A<t> una curva 
en t = o. Como so<n+1>· = 
t= o la relación 

en SD<n+l> que pasa por la identidad 
T 1¿.SO<n+l > , derivando respecto a t en 

.. ::: . ..,, •. :: :¡:. . · ..• 
· "' ·. A<t>A<t:> :'=. 'd · . ·'obtenemos 

• t • · ~ · :~~;:;.~.·.<,.r;··~::T~,:-~:;·~~':\->:c::t;::~i .. ·~·_:::'.'.\~:~ ·-l':~:·:.<~.r. 
A(o) + A(o) = o· ~·l·és decir.:b A(o),.=~:~\A(o) · · -1 

. _ .< . __ ... _.; -'._ >,. · :.-'.-~,,'.-:·:_:; ~--l~E::_,\J"~~y,~_;.:.~-;·s~;¡f :~1*w2r.·~1~~f:l1~;:'.;}~i-t:-4t{ :;;:~,~:: · 
Si o ~ so<n+1i,,.· .~: ::;.•K¡f.l;!S,:,un.<¡,subg~upo¡,o ·un parámetro en Sn, 

luego a define un·campo'vectorial~a~·:en' Sn por la regla 

aN(x). = .• ·d~~;~~~~j~~~ñ·t~~~;~i~~Gif.~ ax···· 
Para ver q•Je oN es en efed;o:·1Jn'1:·campo·:vf!i:torial·:en Sn , basto 

observar que <x,ax> = <~tf~At~f~t~~(~~~~~J~tt.~·;~~}t;>"". <x,ax> = º' 
La f•Jncion momento JN :l':•T*sn·:•::-:'<>.t:so <n+l >:c:.es: (vea se· CA-HJ) 

JN (X P · ~ ) ( º'. ;:~~~~1~~~~~¡~~~~1;~;:\·i~f ;;f •.' .. 
Denotemos por <e¡ } la'b·as·é:•canonicoren(•IR.:·· ·,·.·,e¡ visto como 
matriz columna de orden n+1:\éf'arafcada'~( ii'J>':' . ; > 

··· ~i;~tl~~::j~~r~1~~~:;!~~;~~,@: . ·.· 
, -_,',~,_.:·, :; \'.,\';~';·~_,;:;.;::.:;~:c!~~jF:,.;:<~~s-~:~-1:1,:}:.:~'.-r,:'_1.~_,;-~,,' .'..;;::· .' · ·.:=- -· _ ... 

es 1Jna matriz anti sime,tri'co\ cont;uri:1•i ~}'.en:'el ·,lugar. · < i, J > y un 
'-1 '. en el 11Jgo r ·<J ¡;i > ',::t~ é:i,~ .. 3'1'•en'Scii'al'quier'o: otro· lugar. 

. < ·e i A~"~{1i~if;f},t~~i{~;i~lt;~~~;t;:~~I~ 1} J } 
consht1Jye •Jna base de· so(n+l)fcon"'''n<n+U/2. =Id elementos, Esta 
base permite identificor\so<n+lf/ccin;fso!ri+l>* y podemos por lo 
tanto definir el· momento ·como"' ün'a'':rünc.ioií:iK' ¡ .·•,: · · ··· 

··""··· •• .. , " ,¡ :•f :lf if~!~I~f~:;r .. t ·; , · ·· · ·" · 
( 2> PROPOSICION . L11 func'ion} nioin'ent.o i"J 1 TÍICSri . .:.-> so ( n+l) es 

J(n, ~) = 1-i~'\J~j~:~ c~;;"~i ·~ s >:t>. 
: ~ .. 

~; Bosta calcular 

E. 1 R 
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• • 

J<x, ~> " L. 
i lj 

<e ,t(>: "s >e·> <e·" e·> 
1 J . ' 1 J 

' n, 

" -1/2 [ L. 
. i=1·."J=1 

''' .. t ' ' ' 
·~. <~¡ <>: "f>eJ > 

-1/2 
¡~ 1 J=• 

n n 

-1/2[ L. .2: 

" 

i:.' 
n 

L. 
j: I 

Mediante lo 
( Hr ~ ) 

,· .. ;, __ ,:--_-:· 
; ·''• , .. , 

. ·,.>', 

-: 
--> 

llevamos lai.•.J' foc 1orí ,momento:·~"J .T*Sn,1,::-."">,.sCl(n+1 )q:.- o,,n .T* 1 R.,. , .,-> 
soCn+1> que segúimos;:denotondCl•poriiJ;,:;Explicitoinentel; ,· .. · 

,.,. , · , i\l;f iillJ~i~l!Rf !1jli~~rz~¡' · 
:·::-_-:;;:,: __ ;:.·;:.:~;:. ' . '. -·:-~:;,, ·• .. . . ' . ;• ·'·; ·• 

, 2y·• .. '":,·z017·~'i;t/::v;i:· .. :.· .. ··.: ........ , •.. 
1----'."_..;:,.'."f:'J~ _12'..; (~¡y)yt/(lyj2. + 1) (~;y)Í(l~l 2 t 
llYl2. -·11·11:sr·~·w:;n'\ .. ,.·.·. .· .... · .... ¡ 

., .··.·- .... ---~_i:·i ,_;\'\>> -. 
'. '',¿· : .. _:::_,;:J·_~'.:<:,:.:.~-'.- --).:·::~\.-i.::. \<> ;~ ',·'.·,·. - :·. -. 

1 ~/2-(~·y)~y/(lyl 2'\,+1)::·1· I·· 
: --~~--~--~-~----~~:7.~~~-:~~~:~~--~i7.~:-:-,;); __ , .:' :" 1 ·;· 
1 ... (~'Yl/Clyl.:.+1r) ... :1 1 
1 · . . :: .. ; . · :.··.:· ,' ; :;; : · :, .:. L. 1 

1 
2 .Y·t I 

,· .1 . ' 
""' .. 

'ly1"2. -

. ; .,. 

I · 
11 

1 

-' 

1 
1> 1 -

1 

; - . ';- '. . . 
,·Un calculo simple 

Fi,Jando elvolcir de. la en~~~¡~i';por ~Je~¿l~ h." ..:.112 y haciendo 
Y " - P r .~ " Q ·obtenemos. el po,r; dei integr.ciles 
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G " P = cte. f. so(n) 

<IPl:t + 1l G/2. - <t1rP> P =cte. l IRn, 
, .-"· ._ - ·. -

Utilizando lo relocion de energio,' 
IPl2/2.-:-1/IQI ,:_:J.i2 , 

' '(-;. '· ·,· '":í.' ·: -.'; .·_/- -~. ,)" 

podemos reescribir lo segunC!O'''éon'~t~rÍte de movimiento como 

GI ; ~t ¿·:.· ~\ "~;·;:~:~·;~ )~ e te; 

que puede identif'ic~~~~ ··~~¡~ /:;ii. :~i·2t~r ·de • Loploce' 
dimensiones. · ... ;.e: : 

~ ~ ENERGII\ POSITIVA 
'· '. 

Variedad simplectico: 

en 

T*Hn = «xr 5 l E: IR''" x''tR"~~ ¡';-'x~ + lx1 2
.: -·1 , <nr s> = o >. 

Homiltoniono: . , - . . . '• , . 

H<x, ~ l = <- s:+ l '5·1'>/2 r ->:~' + lxl 2 = -i r <xr s> = o, 

n 

" éc·-~,;:···(;i,:,:_-... : .. ·. _(e;:; '-''·· ,·._,:"'·-'.:~ _ .• 
El grupo de Lie SO< 1 ~n >.. es:el 'grupo de matrices< cuod rodas de 
orden n+l que de,jan·•,inv>lrionte::'ir·la··formo·f·gl=:diog<-1,1,,,,,1), 

< 3 > LEHll Xsti'c i'i~'~q.~¡;·~~~~·~;·,;¡~~~;~~z;¡ ~~ j''.'!;\ YÚ~~~'i:. · . T*Hn por 
simplectomcirfisíncis:}lldení<Ís (el' Hom:n t.:ónfo'no/: H ' es/invariante boJo 

lo o e e i Ón del '~ ~Ü,ij,i;.··~~f)j~(;f,f ;•i¡.1y~t:~'.~f~:J'.l[f }c¡;:{cJy' ,;{, :} t . ' ' 
Ilem. Si 11 E S0<1rnl::,,•'l',\'fX(::E:;::f:ln';en.tgncr¡,~~,:r~x,g>:> = -1 donde 
< , > es el producto: .. euclidiondo 1 en.,.IR .. .,,,;•:•··,,cc ... · • 

<11>: ;g~>:)_·g;Q~~·;~·~:~~tf{~~{{~E;t;~~{1~~.~¡'.J7 s'.~( l\x E· Hn; · · · 

Lo occion so~.~~1,i~a~~;~?~~~¡;;~r.~·i;i1.·{.'.('Lr,r }: 
/lo( >1 r s ) = ( l\>i, g l\1j': s r::; (: . .Y!}lo)re l oc ion ; ; '·'( 

. ' .~ ;_,/~~.:J,;:;:')\?~~>f~.t;):~j7·.f)'.~~~~~1~~-(~j;;:~:;~:,:::'·-,'.~~:;.;·_-_:: __ ~- ,-._;- ._, . :, ,· ... ; -· 
. ,<llxlgllgs>:\::;;'<k;_(i;.gAg g~.= <x,gt. 5 > = <x, s> 

i--.:_·::,;·_.··.~-~-~-.-N?\,~-.;;::;;_~;-~i!~;(:;:_:;:J,~·=::~t-:;~:'.·-::i\fi:D\\:'-::·.-;,,:~·¿,,~::t_~,;-tt·::-: ~-·;¡.,·/ ·:·:-~:' :.:->: :--- ·=:~: :·- -. ,,, - . . 
muestro que':lo{occion·4preservo\lo/fib rae ion cotangente, 

A'ná1óga~~:~~1:~}i~1i1~1·~~<:~~-~~~~;~~'~\~.f~;'~~~;:~~;··~·s ,J~; ...•. ; •. 
l oJ~.g ~ ·.·.¡ Q QC ~t-t~:·~~''t•~:Wv:~'.i:'~t'f~j,~f {,'.}:;',[·'1{ ; ': : , :; :. . ·.:,.·:u,. , 

Finolme~·Ü1,' yo i. que,: H < x ,;,lg,:);7.=;.;;:<>:, g .s >:12:,, ·,: se.•,.t1ene·;que 
· ·-· ·: · .--, -··- <, ;/. ~ ·{ 'ú~·:)~:;'.:: ::-,/t>:r-~/ ~'ri'.:~~~_,'i,~~:-i.:-¡);,-~\-,;:/~';.}::\{j'..;\:::~~ -~::; ~:.:·;ff·~::;_:~:r~-,<:! ~ ~;_; .-·-·:"; ,,_: ~-- ·.-:.-: :_· -. 

H (A>: ,gl\g 5 ) .· = <gllg S', g ( gllg >,.J:>12 't~:'"'. 7:.<Ag ,5:, g .. g ( gl\g)' .5 >12' ' 
--:·: · .. _. ___ ._ ·· '· -· ',.'-"_..,,=,:,,:_.:_::-_:;·><:-::-:~·'.·/i:/.;:~·-J'.~_·;:~~~.'/;:._.:~f;--::~·;·_,:·;:.;:_:_·'._:.t:L ~- <-~-~'_,;- ·-~'- :'~- -~- ---' · 

·= <i'l9·~;9'A9 ;'5>:12;:;7 :<g ~\iº·g~g {>12 

. ·· = <g .S r i >l; ~'· ~<n ,· g" ;~ .,< 'J?t "i'a. ac~i.~11. preserva o H • 
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' Ahora calculamos el algebra de Lie de S0<1 1n) que denotamos por 
so<l,n). 

(4lPROPOSICION CPHAH-IJ Si a (; so(l,nh entonces ge E so(l+nlo 
la correspondencia so(1 1n) ... -':-->'s~(1+nl·,. a--> ge es un 
isomorfismo de espacios vectorialés,'··"' · 

Ilem,: Sea A<tl una curva' eri ·SO(i-~n) tal: 
Derivando respecto a t en t .;: o· 1a :relación. 

, '--,, 

que A<o> id. 

A<tlt.g Alt.'i~·ij ' 
• t -~--'._:·_-'::,:·-_, ,~--'~ .. '?:·,<:<·-·.·:-·- .. -._ .. ; • 

se obtiene A(o) g + g /\(o)· = ci\,''·',por·,10 ~anta a = · A<a> 
satisface (galt + ga = at g ,+··go!=io_;~;,,,,¡·c):que significa que ga 
es una matriz anti simétrica, e: ·•;,:;'. .• '.·:n•,;,~;::··:'·!·<?1· '\'•' "·, ,,. · · · . 
La inversa de a--> ga. es':'c'!~.:::;,:igc'Ji'como'puede -·verificarse,-·-­
luego la correspondencia so<l,nl/,.;;,?:>(so<l+nl,\es un isomorfismo 

~~e~!Pª~!~~s~~~~~! 1ª~~=· ca,~J~;~·fJ~~~f~~~~·M.~\;·~ ia ,que sa<l,n> Y 
so< l+n l no son álgebras. de.· Lie:•isoníaif'.as;_,.(0 •~.L-:,.. -1 

,~· !"::::·~-::{~i}'?f:,;;_~iikf~t;:~~;~~f;t.~:) ~;:,:---.-- -_:: -
Si <e 1" e{>· denota como :antes'1~la~:;«base01.de·:. so( 1+n l ·entonces· 
<g(e¡ " e¡>> es una base para'1 so'(1;¡1ri~J)(Podemos por lo tanto 
identificar los espacios so(l1n>.tp;\(so<l'tñt;r·Ji;y.so<1+n> • 

- . -,: -:<-'.:.ii{:~~s~7;.~~1~~~~~1tr(~:;~~~:~-.. ¡-_~~---::-. _- , 
(5)PROPOSICION Sea JN IT*Hn··,..->~~so(l'in>.,,•:'1a··funcion momento y 

t~!~~~ f ic~;~one:º ~;+~ ~rib~l~<~;~~¡~:~;.~~f ;;~~~~".;ida•··· haciendo las 

J (X,,~,)'·-:-.·•-::: (X,·¿•;·;.g. ~ )_•,. 
' ,, .. ~'.·_:._;:;;.\''-;~-:}fi·l}:ii-~::~,_.~,.,.- ' ' -

!!ru!u_I "•Si J' denotQ .. a•·lo;,fÚncion>'.·T*Hii;'.'..: . .:;,. so<1 1n)•. , .. entonces 
~ , ·' :'",:":~<,'.{~i/-:):{~_··;{;~~:~j;)_~/;~~-;~,::)_~: .. ', . 
L JH(x,\s:>. ~g_<~ 1 -," ,ej > l •g(e¡ " ej > , por lo tanto 

\ tj ' 
J'<x, s > = 

J(>:, ~·) = '2-' .. : ~~-" 

-·,··por lo. tanta 
'7, 

ej>_x~ ·. 
. 

··c-_,J" - . ," 

._..... ·- ·::. ·, 
Ile manera enteramente¡;QnQlogacQl:: calculo. hecho· én:. lQ pagina 
se ver"i f'icQ· que·:·:· -·~: · --,::.'.'e< · ., .. ,.. -· 'ib.\/-;:',:· · ;,._~;-...~·:::/<-> --.-:<;í--\'.'.;{:; ':::;.;.: :,., .. , ... -; .... :.-__ '.·· _::·;:: ~--'.: .... ,-

•• "'" ; • --;. .' __ ·_ ... _ •••• - --- ,_ , ,:,-- • ., 1, • .. •;.-•• -:. 

·. J~ <~.i · ;< g~e¡' '."e'Jl)'~ -:'ie¡([~.\ g·5 ·>e j 

· · .. · · · " 'eJ >. ~ - < >t " g s > ··' f;¡' ... et<>("gg)ej.<~¡ .., 
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En forma equivalente, ya que x = g 5 , la función momento 
definida en el, esp.acio tangente T.< Hn) ·.es · 

.•· · ·.•.·.•· .\Jixi~> = -<x " x> •.. 
Mediante la tronsformaí:ion canónico<T*Dn•--> T*Hn , (y, 1 > --> 

'•· ¡) ::-":';~~11ití~ii~l;~';.·)f: ; ,:::: '. 
podemos pensor,'.ij•:q•Je'¡•,·Jlesta~definido\en •.T*C•n ·.,Si efect•J•1mos 
:~::u

1
1: :nalogo ·a1c•coso'8de'energi.{'.negotivo ·obtenemos 

:.. lyl'l ,, /2 + 

' _, 

un 

-1 
-,I y I~ > 1 

• 1 
2 y/(1 ·- .ly1 2

),. 

'1. 

-' 
J ( Yr 1 ) = . 

¡ :.. __ <~:-;;;-:~~i=¡~~:;1~~;~-~;;77f =~·~~2-f-t;~~i0~i:~-;".t-~~;-~~~-~ ¡ 
'. ,,. ,)•' •e,,··· 

{ 1 -.-' .--, • , __ ; ;o 

H
11

a
2
cie.pnoddoemolos transformacion canonico Y;;, :..~\i\,• ,f= Q ,·

1 
para h = 

reconocer \las integrales· de:movimientoL.•. 

El mo~ento angular· • ·• 

El •vector de Loploce' 

CASO DE ENERGIA ~ 

. ' 

•. .. Q ,... P =;ct.~.)~\~oÚ+ri> ,.: .. , 
1 
Q/IQI 

Variedad simpléctico:i : T*IR". = IR" w :R"., 

H•1miltonianol H<xr 5) = 1S12 /2, 

La <1cciÓn del grupo euclideo .SO(n) >1. IR" 

SO<n> >1 IR" x T*IR 
(fl,z) (>1,i; )' =. (fl>I + z , fl sl . 
fllgebra de Lie del.\l'r•Jpol sÓ(n) x :R", 
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Aplicacion exponencial: soCn> n IR"--> SOCn) x IRn , 

·- ._ o. 
(a,z) -,:-> ce , z>" 

Funden momento: JN : T*IR. "--> so<nl~x iR 

Constantes de movimiento! 

Momento angular 1 Q, 11 P,;, étei:: --- so(n)_ 

" 'vector de Laplace: Q/IQI- -:<a,P> P= cte, ~ IR'l, 
'/· 
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IV.4 CLASIFICACION DE ORBITAS EN TERMINOS DE 
LA CURVATURA EN LA METRICA DE JACOBI, 

Consideremos un. sistema mecanice simple ,(M~Vr< ,>> donde 
• -, ; - ' • ' ' ' - ' ' - '• • ' • - O' - •,,·,.·, "". • •.,; '·,:-'e •, >' - ' ' . • " 

<M, < r>> ·;.es\\ una .·variedad · Riem!lnn1ona\''·'·Y·•:V: •Jna 'func1on 
diferenciable.'.·• en.:::), llamado , 'energio. P.otencial~.•·. La. 'energio 

cinética. es u"r:iff~0~i\~?·~rn:./·r ·.:'.:(.~,0~:.~·;;<i?~~;:(n{t~:·1· \. 
K < x·; y) ; = ; .. <Yr Y>i< '/2 •:r:1pa ro'•.<x, y> E\ T x' M 

Y 1 ª función . L~1S~;i~i~~·~fty,ti··~i~i;2~~,;B~~.~~~,~~'~t.; ·,¡·.·;' .· ... ··. 
L<x;yl/=:;K<x;y>:•/':-i:V<x>.'•=:::;<yiy>;< /2. - V<x>. · 

::· '::::::·~clll!ii~~f i~l}~; .. •1''""'1''''" 
( x ( tl, Y.< tl > o,; en;•,TM :~~·;con ~e·xtJ'em·osi:,f,iJos>·tes\que: se· satisfagan . los 

:::::::,1i,~ijt~{f JÍ~~y~~iijl~W~~f .;:.,,,1" 
en algún s1stemo ;:de<tcoordenodos ii:~entoni:es ':'< not.acion:ide1 Einstein>. 

· · ···.· ··. /f ?;~iJ;~f ~x·~~~·tf r f ~~.K~tf i.~~r J~~~1.íf~~tr;'f 11k~~~ti''"·~;:· ?> •··.·.·. · 
y las. ecuoc·i,ones.• •. ae~.Euler~}La:g·.ro,nge>,q'ued.an'(<)~'iri'> ;indico.derivada 

d /dt . ~ ., ==> 
·+ 

= 
~ ~:-. ::~'- ,·.'' ,; 

9a ;<l +• (1/,><,9,),ic,+),,9,k ~··· ' ii~l.r ,> x•xl = - v.;. 
Multiplicando,._· contravarionte, y 
sumando sobre ':::> ~.-,-, 

·:_;;·, .. _.,_ ,_. 

-.~e; : .. :~~¡.-_ v· '· ,' ... 
·: '(.. ·- J". , .. ,, _,;, ::··· 

donde· = g ~J,! ) 
-:_·;:-~',·_'.··~. - '".,'\:;,:,o~'-~.,•/.,:.:_;•>'.'' .·:·.. . ' 

son··: los ... s~mbolos:·de:-Christ.offel· ,-·'Tenemos c .. as1, : :10 siguiente 
proposición, - · · · - · - _,-~ ,. · 
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' ( 1 >prpposicion 
equivalentes a 

Las ecuaciones de Euler- Lagrange 
las 'ecuaciones de Newton' 

Dx/dt = - grad V 

( 1) son 

donde D/dt 
y grad V 

es la derivada covariante a lo largo de la curva x<t> 
denota el gradiente respecto a la metrica < , >. 

Si V es constante, obtenemos las ecuaciones diferenciale's de 
geodésicas en la variedad Riemanniana <M,< , >>• · 

El siguiente lema muestra la relación entre las derivadas 
covariantes asociadas a metricas conformes, 

< 2 >bfil:lil. Sean ·g 
plM --> IR con la 

y gN dos m~tricos 
propiedad de que 

·~r 

conformes en· M 

gN =' e,. •g ... 
Entonces las derivadas covariantes· V y V 
relacionadas por 

"V:x y 

gradiente respecto a g. 
..¡·, 

Se verifica. que ·:: .. >_ · · 

'1i .Y ,+ flc-K_.t 

y ' 

' es tan 

satisface 
compatible 
asociada a 
-1 

las propiedades de' derivada covariante y que es 
con . ._la metricarg~ú ,;;;.por'>; µnicidad •.... de ·,· las .. conexión 

una metrica~Riemannian~'seiobtiene~1a formula deseada, \ .. 
,". !:· '-: ... i • 

·_ '..::· ·' :- . /:-,_- _;· . 
\ •, ' _. - _, ·-.--·-:.:· , . - ' ... - ''.'·'. - .... . 

Para un V•llor fiJ·o d~' la;en~rgiar'.;ifaé·region: de·Hill • • • 

Mh '= <~'\~\M·/·~~:.;~<t~'f~·~·¡,:,;_ ..•.. ', . 
es una subvariedad' de M'ccin.l~ont;;rá'')' < .. 

. . • Fr.~~.~·,:ci;·r~h:;/~:c·<:,> ~ ~ )', 
, .. _ _ , :.:., .. __ .-:-~_-> --~~:. -:~~I;.P-~~-~~~::~~~-~E:!~!~ifo~~~-c_t~~/t".:_-'.?":i-:<·-~-~/--- _. _ 

Si h es un valor. regular.'.;'de•/la·::·energia-•potencial, entonces Fr.Mh 
es tambien .. una soJbvariedad{de~;C:cidiníensiÓn!lJen.M ••... · _· .. 

La regi Ón 'de1H_i 117esi·10:'úi royec.éfón;Lsobre>M.de. ,la". superf.ic ie 
de en erg i a ·:e ori s ton te-~--~~:.(~,:::~!.?{~~·\~--:}·.~.::·,;''.;::ff.:?ú5:'::.~>:-<:.'i:-:·_~:/;· ·-::~,, : .:•>:··-:~' :::: ·-· . .-. · _. -· ·' · 

... ' ,, ,_' ... __ ••• •·, ~-; ·~:~'; •• - . ._ • <• ; ~;· ~;-<-:-· ,~ . .:-.' . __ :' :-~:' 

l:h.re:i]n\~~j.~·~7~~~~~1~tf~:~~}~~::}.u:dh:ne:g·i~ · dada y describe 
h. En la . ' p royecc1on 
frontera. 

nomenclatura de, SmClle,;'.<Eh',Mh;pr.):-_,do_nde. pr. es·. la 
pr. (>:,y) := >: -:·;;~·.es un h·•1z solil'e Mh'. pellizcado .en la 
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En Mh' , el interior de la region de Hill, introduzcamos la 
métrica de Jacobi 

g·"' = 2(h - Vlg ,. 

Notese que gh se anula en la frontera. · .. 
<3>PROPOSICION Las trayectorias·' <x<t.);·y(t> > con energia h son 
precisamente las geodésicas.•/,en.t''la/. métrica· de Jacobi 
reparamet.rizadas por dt./ds = .. 1/2(h/:::.·:;V<n<tr> '''.'. 

Dem.: Defin11mos p : M' --> 1fí'''.:W~~'}i~J~i~!~~c"iJ~' e~r = 2(h - V> 
luego g y g son metricas ccmfo!'nies':ién; M',,'.·¡iy\, g·' . .;:'= e~f g • 
Diferenciando la relación . e2!;•;,:{:.'}2<1(-",'.;V)J,7;<;.,:,: 

.. . •····.·'. j:!:~:w:~(..~~'.~\¡~R~./,~h·11/;.i .. ··t.·.; ··•· ... 
Si g rad .. -denota·111-:- g rad1.ent;e;,.,respectoi'.'G"g :;;;:~ntonces-·-·· 

( 
2

) .. • ;~;~~rt i:~~~~~~É'.1z~;~!·t~r~{il~i~~(~·i,.; ' · .. 
Sea <x<t> ,y<t> > = <n<t)·;>:·'.<t> n.:Una·':'séílui:ión"::'.·a las' ecuaciones de 
Euler-Lagrange; v,•1a;de'riilada'•,C:ovrida·nt.e'k'~·;;·e-specto a g y v 
la derivada ccivarii:int.ec'respei:tófo•",10:1{met'rica'ide· J•lcobi. Luego, 

"' ~.~i : ~zy;~~l~~~¡:0}'.;:~ OO ..... ,, ,.., " .. 
por tanto, · ..... · .. ,. ··•'··· · · 

(3) ... 
donde 

A ic 

_, -,. - ' ,;··.'~(.\ '_i<. y:'·:;; ' 

;, = - g ri.id V ) f' A ;. x 
. . •' ··-,-~:·::','.e-.:· :_ -_:-·-<:·;\:--.+~ 

g<x,x> grad .P• 

Utilizando la relación' de energia, . \ . . 
~ . . 

· g~A,x> = 2<h V<x>>· , se sigue que 
..... _ -.' 

A i< x = 2dp''<>:> ); -: 2<h .: ,V<n> > grad p 

pero de acuerdo a (2) 

2Ch · - V<nl l grad p = 

por lo tanto. 

(4) ... 
Entonces. de (3) y d4> .Óbtenemos 

y~ }: = .¡;.;d y·+ 2 dp<xr >i + ,grad v 
(5) ... 
Sea s el nuevo paro:Ímetro rel~cionadÓ con t por 



-21' 
dt/ds = 1/2(h - Vl = e 

Si x' denoto lo derivado.di! ,x _r,especto o s , entonces 
por lo tonto 

.:;,t<, ><'· = 
= 

= 
Esto ultimo signif'ic<nque/,;lo'/cU~Ílo'L<x<s>,x!<sll'' es uno curva 
geodésica en la(métrico!:dep:Jacoti'i8:P7'~;··;':/;:;:::./:; ·· .·· -1 

· _ :;; -'-f_.~ _:.::,h,._:~~;~t-~;~·~{~~~::;ü1Zft~~}lft~i~~~~~~t~~~'.~~;{;;:~;_:_;·\~!:?(;:_= .. :.:·:>·, -~~\- _, -- , . 
Lo demostrocion'~de',\lo 1 p roposicioni(3 >:'.' siguecel; esp1 ri tu 

geometría . Riemi:uúlian'ó'8f:;.:.:De.;;-.',:hei:ho'>(10? demostración 
simplificarse:,' si~:trobojcilllos\ien lo forrnuloción Ha mil ton ion o 
veremos en- -segu~.~-~--;~}~~?i,:::}:_.;·,·r.~-\'._,":·~--' _:.- · --

--- 'j·~L":j . º·• 

Introduci~nd~ l~Cf,raiisformocion de Legendre TM --> T*M 
<>:,yl --> <x,pl. que en coordenados ,es 

Pr=g¡jYj 

xr = x¡ 

Lo función Homiltoniono es simplemente 

H "' T t V 

de lo 
puede 

como 

donde T<x, p) 
el producto 

· Legendre. 

"'t<p,p>>< /2 ;·paro 
escolar :inducido en 

(x,pl E TxMil y t<, >,., denoto 
T >< H.~ por lo transformación de 

\ 
Poro reporometizo'r los· soluciones <x<t>;p<t»· 

ecuaciones de· Homilton:·con energia h , · podemos aplicar 
de 'regularización• visto'\ en el capítu'lo anterior, 
En consecuencia · · ,. · 

de , los 
el metodo 

Hh "' <H - hl/2(h - V> = <T t V - hl/2(h - V> 

"' T/2(h - V> t 1/2 

el término constante en · Hh no . nioclifico los ec•Jociones de 
Homilton, .mientros.que ..... · 

'T/2<h. - Vl 

es lo energio cinético cisoc¡~~o' a lo métrica de Jacobi 
o T*H 1 los soluciones son, por tonto geodésicas en lo 
Jocobi • 
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.[b TENSOR DE CURVATURA 

Si <Hr< r>> es una variedad Riemanniana , · el tensor de 
curvatura R es una función tri lineal . 

X<M> >1 X<H> n X<H> ,:-..;-> .X<H> 

donde X<H> 
regla 

. -: -_ . :. __ ¡_: .. _ ~- .:: .. ~---. --,,_-: .... 1' '. 

denota a los campos vectoriales.en·H, definido por la 
e-::~--:·-, __ ,:'()'._::>:=, ~-:':·~ ·'-~;~.- -'"'-"'<._,.::' 

R<X, Y>Z ·=·.···· ;~ftf:.:z;tt~f;/{~i'ci.':.id~ t7i :'11·· .··.Z · .. 

Tomando x; = º/o~; ~ ~:rn~:1:.~·~~~\f~lf5.~:~~t/·~I~.i·I·'~,º'.. ~ 
R <X¡ , X j >Z = D/ 11 X• <IIZ/ 'b·x'•U::••••.':7';;;, D/,'il'•X' .<DZ/:'il ·x • q:; ; ,por. lo. tanto 

'. . . ·· ': :"<:.: :< ,::,.- .J: ~::1.<<~~~;J_~~, i~f~t~~~~~::(;:·:·;;: !1E~:\,:/;,~~i-~!,f .. ):j¿;~./i~-; -~/2 ·:_~t., ,)_----
R<X¡, ,Xj> 
covariantes 

mide .. que .. tantci\ccinmutan'U:las;g dériyad.asé. parc.iales 
· , ··· - ".·.,.~ .-;c,,.,~·"·}>::--r'~·-'",:-',.,_,;,1:c;,_-_._\!JF;.,-·.-;;r-.>-·~·-.-··:.-··• •.··< ,, 

~/º X j. · ¡g~~);f.: .. ;~,·i!~~'.~·~}~'(~·'1···.: ...•. ~J····. • ··· · 

.-.-.:: 

Pongamos X¡ = ª/ilx;, i = 1,2, ••.rn• 

R<X¡ rXj>X¡.. . 
R,¡J • s : = . '; ·,. 

son las·componentes del.tensor de curvatura en la base 

CALCULO ~ TENSOR !l.S, CURVATURA . ·- ,_· 

El siguiente resultado de geometría Riemanniana [JlOOTHJ da un 
método,·· efectivo· en oc·asiones, para calcular· 1as componentes del 
tensor de curvatura, gue de·.otro modo tendrían que calcularse en 
términos de derivadas p.!lrciales de los .símbolos de Christoffel. 

·\,; ... ·:-· . * Sean {X¡ > . una fa!!1ilia·· de. campos vectoriales ortonormales 
y <w¡ > la familia ;~'.'1_~}_;~e.,1 .. ,formas en H. , .. ,.,.. .... J 
Entonces existen :1,-formas': W ¡., 1 < i,J < n con las siguientes 
propiedades · :-. ;"•::::· .. · 

(i) dw1 

ii w~ 
J 

= 

= -

-,:·_·.· . 

. · w ;~ h!;1~B.~ , .. 
w f.:·.····.'. .. :;;: ... ,,, 

.. ';,,,•·:_<· /¡'-;.-· '· 
- -,_ ... , :· '-:' -,• . - ' 

(iii) .dW~;..- .~.l :~;WJK =. R¡JkJ w~" wl , localmente. 

E~ d ich~ 'ba'~E?/ fi;J d . ,;, R.i l ~·~ ; 
,_ "., -':,_ \'.-I¡· ··-~ .. 

(iv) 

Para el 'cas~,n =··2; ¿ci1Ó11~~-de.l0.s;,cómp6~~ntes del .tensor de 
curvatura es independiente.··:Especfolizando·. a:.tal<:caso, sean w1 ,w 2 

1-forrrias. ~rtonormales;· Btiscaníos i:u·n·a:j-fÓrma ·. W~ = "'.;W i que 
satisfaga · ·· ·· • 

95 



dw1 = w1 /\ w'-
2 

dw' = w' 1 
·A w l. 

y :d~" = k w l. /\ w'" , entonces k = R121.:1. 

Queremos determinar 'el: t~·nsor de curvatura asociado a la métrica 
de Jacobi para un·• problema de fuerza central en el p lono con la 
métrica plana. En· coordenadas polares·, · 

g = d r 2 + r 2 d9 ... 

y gh = 2(h - V<r»<dr'- + r'- d&. > . 

donde V 1 E:¿ -{o} --> IR.es .el potenci~l· 

Vamos o calcul'a r · -ei-ten'sor':de.::curvaturo"en.,-.. g eneral-po ra· ... una ... ~ .... 
métrica de' la forma · ,·,,, -..,. 

q = f~rl;~-.. ·~~Yi~~f~~rii~~~.} · -·· 
Tomamos w' ·= f dr , -w., ... 7 .••. rl;· .. d9;:r•r,,·:' .. entonces w.i.. y w2 son 
ortonormales respecto· a·. q ,•.¡·,.,Calculamos;;¡,; ...... :•.•• · ·. · 

... ;r:'.·~.~-'.~t;,-'.í:~:;~~.;?é:~t~_';.:~~;}.;i~;~l;J~~~~-;..:_~, ::: . 
dw 1 =o , dw2 . = .(rf·>~'(dr.'"··;·de·•=.·.:.;.·,.(rf)'/f d9 ~ w1 

'::t .- :·-·-_::·_~::~:;:>~~;~·;;::_;:~~\~~r;;~;t;!f:·~~-~:/. __ , -~,~·: :. : . :: __ <· -~ 
W 1 = . (( rf),/fhd9 .·::= ,7,W .¿ ... 

<naturalmente w~ "w~ = <<rr>'t;frz~.~~,~¡;;<~fEci~>_'.~º = d w'>· 

d W~ = -[(rf)'/fJ' dr "dO ='.-':(1/rf~,~)[(rf)~/fJ w 1 .Á·.w 2
, 

por lo tanto el tenso~ .. :e _::;:;ti{ {~,i~i~fi~¡~;::rT''f · 
.... ,, ·:·:·: ::l _ ·::: ~t: :·.'1 :~!~\~I!~~:(.". i 
Veamos algunos resultados generales>CONGJ ·x;.-.i:\ 

-- -; ._-, ·---;~ -~,j_::.~_~Y:~~~1~·::'7':'.~~-":_::;~c,:., ,o-.·.;· 
(4)PROPOSICION Sea r* un,punto_:·criticcl.de V ·en Mh' el 

interior de lo region de Hillr,~~'~J'~1;f~~ff~,.¡}.;. 
a) Si r* es un m:l.nimo ,. k ><:~ ·en;;uri:;".án.illo conteniendo al 
círculo de radio r*• \.:·'/', :¡,:\:,(· ,.·, , ... 

' - .· .:~,\_;:· .. :;_.):·.:;:_:·'.-

b) Si r*·es un m~ximo, 
de radio r*• 

k <':~ ~~·'.ün>;.lnillo cont.eniendo al círculo 
,.,. " --- ····:f - ... -

·;::·/.:~-... :-'.:;'~, •' ''::~·-~¡:~_:.;- <-·.:;. 

Si h es 1Jn valor regula~ C:tf?;\,;'entonces · 

c) k > o en una vednda'd d~ Fr,Mh en ~h. 
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•. 

Dem.: Si r* es un punto critico entonces de la tiltima formula 
tenemos 

, • , ' . - .. ,_ :~:>' ·-·:·· ' __ · -. --
Si r* es un min1mo (maximo>, entonces·:V.~.<r*>: > o <V' ( r*> < o > y 
por continuidad, V'<r*> > o ( V'<r*>/</iJ. > · para r cercano a r*• 
Esto demuestro a) y··b) ,- - Poro-:c> ·,·\sLh'es·'Un'' valor· regular de V 
entonces no hay puntos críticos eri:Fr~Mh'•;.i,eo V' :Fo en Fr.Mh, 
por continuidad <h - V> <rV')' .. <.+·. r~·<V.')2. '> o en una vecindad de 

Fr.Mh, '• Ja~\:::'¡i,:~t~~~i.J:~;c·> . ,-1 

Como eJemplo consideremos el potencicil'.'.c.entral. homogeneo 

v<rr)·.:.1;~k~ 
Se puede verificar que la cu~v~Í~ra k ( r) en este caso es 

k(r) = -hs:¡ /2r••'-<hr + 1/r• >3 

por lo que la curvatura tiene el signo constante op•!esto al de 
la energio. Como un caso especial tenemos el problema de Kepler 
con s = 1 y la curvatura es 

k(r) = -h/2(hr + 1>
0

, 

' Siguiendo· la nomenclatura de las orbitas para el problema de 
Kepler, para el potencial central homogéneo las Órbitas se 
clasifican en 

elípticas ~ k > o , h .< o 

hiperbdlicas t K <o r-h >o 

parabÓlicas : K = o r'lh =.o. 
:.\ ..... : 
\ ;.., . 

" \ 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 

Queremos consignar una serie de problemas que surgieron en 
fnr~a paralela durante el desarrollo de este trabaJo y que pueden 
retomarse como temas.de investigación posterior. 

REFERENTES AL PROBLEMA DE KEPLER, 

1) La relación entre el porametro uniformizonte s 
variable angular G tiene indudablemente .un 

geométrico <ver figs. l.2.1, l.2.4 y l.2,6), Trotar de 
el problema de Kepler con •regla y comp&s•, 

y la 
sentido 

resolver 

Los graficas de O(s) en las figs, 1.2;·2 ··, - l,2;5- y· l,2,7 
sugieren que para momento angular c = o r O es constante en 
<- co ,o) lJ (o,+ oO >, I ,e,, ·6 es la derivado, en·· el sentido de 
distribuciones, de una S de Dirac. Esto permitiría calcular el 
cambio, en el ángulo 'de dispersión• para una Órb,ita que· va o 
colision, se regulariza y sole de colisión•· De otro modo no es. 
claro el ángulo con el que debe 'salir' la Órbita regulorizoda. 
Esto es mas complicado paro otro tipo de potenciales homogeneos 
centrales <veáse CHcGEJ), . · 

2) Obtener los soluciones ol problema de Kepler para energia 
h > o o partir de los soluciones del problema repulsivo 

<véase lo introducción ol capítulo ll), tomando el tiempo 
imaginario. Hacer primero. la reducción a· un problema en una 
dimensión, Vease · CPERJ, .. 

3> Estudiar el ·problema de · t<epler reducido con .el tiempo 
compleJo, Obtener ··las soluciones al problema repulsivo • 

. ' . \ . 

4 > Probo~ que el fluJo'.regularizado paro el problema repulsivo 
· es equivalente al fluJo .geodésico en el disco de Poincore D2. ,, 

\ 
5) Estudiar lo foliación por superficies Ich en el problema de 

Kepler regularizado por el método de Levi-Civita poro h ~ º' 
<vese secc. IlI.3), 

OTROS PROBLEMAS DE FUERZA CENTRAL 

1) Poro el potencial central homogeneo U<r> = 1/r' 
Estudiar la foliación de 1 ff x IR por curvos de 

momento.angular constantes.en el problema reducido! 

v ~ /2 = 1/rd .- ci./2r:i. + h · 

<comparar figs. III.1.1. ;nI.1"•5>, 
' . . .·-,_,._ :,';: 

Estudiar la foliacion en.·.·1os· i:onipleJos. 
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¡ EstudiQr lQ superficie•de Riemonn 

1 rdt1 v~/2·= r - c rd·• 12· +"'j,~~ti. 

RegulQrizQr hQciendo el cQmbio de coorílellodas· w '=' ~dilfv , r = r, 

·2) PorQ.VQlores 'd' de lQs formo d =_.2<1-1/n)··,"0·'=2~·3~ ... , el 
. problemQ del potencial homogéneo en· el piQii'c:i,; con HQniiltoniono 

H<.rrl!> = lyl 1 /2-·-'1/1i:1<1 

. odmit~ uno regulorizociÓn QncÍlogo Q lQ de Levi-:-CivitQ, <v.eose 
CHcGEll • Estudiar. lo foliQciÓn de los superficies de energio h = 
cte. por superficies Ich <vese secc. III.3), 

3) PQro ·un problemQ de fuerzQ central con singulQridQd en e.l 
, origen el vector 'de LaplQce- no siemp·re es unQ constante de 

.movimiento (parece ser que solo poro el potenciQl grovitocionol y 
Coulombiono>. & Es equivQlente que el vector de LQploce sea unQ 
constante de movimiento Q que el fluJo regulQrizodo seQ 
equiv.Qlente ol UuJo geodésico en un espQcio de curvQtUrQ 
constante ? Los secciones IV.2 y IV,3 pueden ser de Qyudo. 

4) Estudiar la métrico de JQcobi en problemas 
eJ• en el problema QnisotrÓpico de Kepler·. Pham 
ésto pQrQ· el potencfol centrQl homogéneo. 

·I 

'\ 
•, 

\ 
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