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INTRODUCCION

El problema de la inmersidén en relatividad general es de
gran importancia para dicha tecorfa y conciernc al estu--

dio de R, como un subespacio de Em’ m=5,...,10; el ca-
so m = 5 se encuentra adecuadamente discutido en Fuentes
(1985) y Ladino (1986) por 1o que aqui nos dedicamos con
mayor €énfasis a la situacidén m = 6. Para tal fin fue ng

cesario explicar la herramicnta matemitica a emplear (for
malismo de Newman-Penrose (NP) (1962)) en sus aspectos -
algebraicos y diferenciales con especial atencién a la -
clasificacién de Petrov, este material dié origen al Cap.
I. Las ecuaciones ¢ idecas involucradas en espacios de -
clase uno constituyen una buena preparacidn previa al -
problema de clasc dos, es por esto que cen el Cap. II se
exponen las Ecuaciones de Gauss y Codazzi en sus versio-
nes tensorial y NP, asi como las correspondientes condi-
ciones necesarias para R, sumergido en Eg, se realizan -
aplicaciones para algunas métricas. Con todo el an&dli--
sis anterior en el Cap. III se procede a investigar espa
cio-tiempos inmersos en E 1llevando como objetivo basico
la generalizacidn a espacios de Einstein (Rab =7 gab) -
de los resultados de Collinson (1966) para Rab = 0 y la
prueba del teorema de Yakupov (1973) (publicado sin de--
mostracidn), 'aqui también sc¢ efectGan aplicaciones a di-
versas métricas detinterés cn relatividad gencral. En -
el Cap. 1V se estudia al espintensor de Lanczos (1962):
aunque este tema no pertencece al campo de la inmersién -
lo hemos incluido porque es un t6pico interesante y nove
doso y que ademis ejemplifica el poder del formalismo de
NP, todos los resultados son originales.



Cabe mencionar que en casi todos los capitulos se han ex
puesto problemas abiertos que aln subsisten en los temas
de: clasificaciones de Petrov y Churchill-Plebafiski, in-
mersiodn de esnacios Riemannianos y espintensor de Lanczos.



CAPITULO I

FORMALISMO DE NEWMAN-PENROSE

INTRODUCCION.

La herramienta de tetradas nulas desarrollada por Newman-
-Penrose (NP) (1962) tiene gran importancia en relativi-
dad general, en particular, aqui nos interesa su poderio
en el anilisis de la inmersidén de espacio-tiempos, a es-
to se debe que en el presente capitulo se expongan aque-
l1los aspectos algebraicos y diferenciales del formalismo
de NP de relevancia al sumergir R, en Es 6 Eg. En 1la -
Secc. 1 se estudian las propiedades locales de diversos
objetos geomé&tricos (expresados en funcidén de la tetrada
nula) anclados en un evento, se did atencifn especial a -
la clasificacidn Petrov del tensor conformal. La Secc.

2 tiene como finalidad el establecer las relaciones bdéasi
cas (ecs. de NP e identidades de Bianchi) que gobiernan
la evolucidn de la curvatura (campo gravitacional) de

una regidn a otra de R,; tambié&n se exponen los teoremas
de Goldberg-Sachs (1962), Kundt-Thompson (1962) y -
Wainwright (1974) los cuales son Gtiles al obtener condi
ciones necesarias para que un espacio-tiempo sea de cla-

se dos.



1. TETRADAS NULAS: ASPECTOS ALGEBRAICOS.

En 1la presente Secc. se harid una breve exposicién del for

malismo desarrollado por Newman-Penrose (NP) (1962) para
el estudio de la geometria Riemanniana, la mayor parte -

del material se localiza en detalle en Ovando (1985) y
Torres (1985),

en estas referencias se encuentran aplica-
ciones e importancia actual y futura de dicho formalismo.

La idea bidsica de esta técnica de NP consiste en edificar
en cada evento del espacio-tiempo una tetrada real ortonor
mal con la cual se construye un cuarteto de vectores nu--
los (dos Teales y dos complejos) que a su vez proporciona

una base para todo objeto tensorial T (omitimos los Indi-
ces) en el evento en cuestién, entonces analizar a T equi
vale a estudiar sus componentes en esta base. De esta -
forma,

a T le asociamos un conjunto de cantidades escala-
Tes (independientes del sistema coordenado) que dependen
de la tetrada nula seleccionada,

es decir,
de NP permite '"'desglosar'

la herramienta

a T y mostrar asi explicitamen-
te la informacibn contenida en €1. Cuando permanecemos -
sobre un evento dado entonces s6lo existe interés

en 1las
propiedades algebraicas de T (presente Secc.),

vy cuando -
investigamos cb6mo evoluciona T al pasar de un puntoa otro

de R, entonces ya aparecen las
les del objeto tensorial

caracteristicas diferencia
(préxima Secc.). Por tanto, si

deseamos aplicar este enfogue de NP a relatividad gemneral
entonces las relaciones fundamentales de esta teorfia deben
transcribirse al formalismo de tetradas nulas,

esta es la
intencidén principal de este Cap.

En un punto del 4-espacio construimos una tetrada real ox
tonormal e(a)r, a= 1,...,4:



e(a)r er)r = “(a)(b) con p = (n(a)(b) = DPiag(1,1,1,-1) (I.1a)

donde hemos utilizado signatura +2 y la convencién de -
Einstein de suma sobre indices repetidos. Es claro que

existe plena libertad para rotar a la tetrada anclada en
nuestro evento, asi estamos en condiciones de elegir al

cuerteto de vectores que genere la mayor simplificacién

en el problema bajo estudio. En Ovando (1985) se probés

que la Clasificacidén de Petrov (CP) para el tensor con--
formal conducia de manera natural a la tetrada nula de
NP (una raya sobre una cantidad denotari el proceso de
conjugacién compleja):

r_ 1 T3 T mr o 1 T, ; TS oo T

m 75 (e(]) i e(y ) ,m = (e(l) + i €(2) ) . 1 j]
(I.1b)

r_ 1 T _ T r _ 1 T T

Lmgmlw e = ey e

con las propiedades (consecuencia de (1a,b)):

m* m, = 2T £, = nt n, =0, mT Er = - &7 n, =1,
(1.1¢)

T _ ,T —r _ _ T T - T -

ya = £ N = n s, £ my n° om, o} .

De aqui en adelante la tetrada de NP serid ordenada en la
forma

(z(a)") = (m¥, @m%, 2¥, n%y , a=1,...,4 , (I.1d)



. b b b _ ,b )
es decir, Z(]) = m , 2(3) = ¢ , etc., asi (1l1c) se com
pacta a:
fo 1 o o
x 1 [¢] 0 0 )
£ C@ Zey? T C@e) Tl o o g 2 U9
0 0 -1 o
la matriz %'1 =z = (z(2)(b], permite introducir una ba-

se asociada a (14d):

=T T r T
m, m, -n, -g°)

(1.1£)

(a)r _ ,(a)(b) T (a)r
Z =2z z(b) (z )

en otras palabras, % y %-1 se comportan como una "métri-

ca'" para bajar y subir los iIndices entre paréntesis de
la tetrada nula.

Si Ar es un vector arbitrario entonces
para 8l en el sentido

(1d) es wuna base

Ar = A(z) m. A(l) m. - A(H) £y - A(a) n_ (I.2a)
donde A(c) = AT Z(c)r son las componentes o proyecciones
de A, sobre 1la tetrada de NP:

= T = = ATH =3B
A(]) = A" m_ = 0, N A(2) = A" m, [CH N
(I.2b)
by - T

A(3) = A g 1% > A

I
»
o}
m

(s) - Oy >



entonces 03 y 0, son Teales y ©; es complejo lo cual equi
vale a las cuatro componentes independientes de Ab; asi

(2a) nos queda

AL = ©, m_ + ©; M_ - Oy £, - O3 n_ , (1.2¢)

esta expresidn la aplicaremos en la Secc. 1 Cap. III al
vector de Ricci que aparece al sumergir R, en Eg.

Con (1d) podemos formar 10 tensores simétricos de orden
dos :

z(r)a z(r)b sin suma sobre T

Wab

‘gab=mamb+mbma ’ ‘gab=na£b+nb£'a ’

(I.3a)
Wab= My Tp * Ty By s Wap T Bap .
Wab = Mg L * My £5 - Vo = Wy ,
9 a 10? ga

entonces cualquier tensor real simé&trico Qb puede desa-
rrollarse ent&rminos de (3a):

10

= rT w (I.3b
Wb = _I, Wab  » )

por la propiedad Q = Q tenemos que
P ab ab -




Pl = F2 , p7 = F° , p° = PO

(I.3c)
pr > r = 3,...,6 son cantidades reales,
asi (3b) se reduce a
3
= 52 W 2 W T 58
Qab P ﬁab *p gab * rES P ﬁab P gab *
(1.34)

+ p8® W + plo w + plow
8ab gab 1080’

Si ahora contraemos (3d) con la tetrada nula obtenemos b-
. ; = z @ :
las proyecciones (con la notacién Q(p)(r) Qab ® ZOO )

P? = Q1)) » P? = Quywy » P = Quayes) » P = Quyczy -
(I.3e)

8 plo

P® = Qe3ycuy) » P Qyycsy » P17 = - Qaycsy -

En particular si Qb coincide con el tensor métrico - JR
de (1c,3e) resulta que pa = 0 excepto p3 = - p& =1 y -
(3a,d) implican:

Eap = My M + WMy my - ong zb RN £a H (I.4a)

entonces dada la tetrada de NP en un evento podemos de--
terminar la mé&trica en dicho evento via (4a); si en (3e)
utilizamos (4a) obtenemos que:



ps = F+ps , Q=qF . (I.4b)
Como segunda aplicacién consideremos el caso

R

ab " % g4 - - Q = 0 (traza nula) , (I.5a)

donde R, ¥ R son el tensor de Ricci y la curvatura esca
lar respectivamente definidos por

R = R® , R = R? . (I.5b)

i C i _ i i c _ i c
R 3km = T 3m,k T"35%x,m T Tck T 3m T"em T 5k »
(1I.5c)
ri = l-gir( + g - g ) Sfimbolos de Christoffel
Jm 2 grj,m =rm,Jj jm,T ?
(1.5d)
con ,rT denotando derivada parcial respecto a xT. Enton-

ces de (3e,4b,5a):
p2 = Ep m m = Ryp m" m = 2 ¢g2 s

p® = E ab ® T = 2 ¢00 >

1

p4 = E,, &% €2 Rop €% 27 = 2 425



] b
ps = pe = Eab m? b = Eab 22 n E 2 ¢311 »
b b _
p8 = - E_p m? 2P = - Rap m? 2° = - 2 ¢332 , (I.5e)
b b _
plo = - Eab m? n = - Rab m? n =E - 2 ¢g1 >

donde ¢pg, ¢11s ¢22 sSon reales y ¢g3, ¢$g2s $12 SONn com- -
plejos 1o cual equivale a 9 cantidades reales (éste es -
el ntGmero de componentes independientes de Eab); con -
(3a,d,5e) obtenemos la expansifn:

Eab=2E>oziaﬁb*3uzmamb+4’&0‘53%* $22 Ny My + ¢ Gmy W+
+ﬁamb+‘canb+na‘cb) _;Ol(ma‘eb*'mbza) T b1z (g my +

M N ¢°1(Ea‘eb Ly Eb) '4’12(ﬁanb+ﬁbna)] -
(I.56)

Las ecuaciones de campo de relatividad general pueden -
escribirse en la forma (sin constante cosmol&gica)

R

Eab = 7 Bap

= - 8xn Tab > n = 3.14... (I.6a)

entonces

¢00=—411'Tabnanb,¢01=—4'n'1'abnamb, ¢°2=—41r'rabmamb »



b2 = - 4w Ty £7 2

El tensor de materia o/y radiacién Tij puede generar sim

plificaciones en las $ap > POT ejemplo, si Tab estd aso--
ciado a un fluido perfecto entonces es posible elegir 1la
tetrada tal que ¢5; = ¢$gz = ¢ 0 (esto queda ilustra-
do con la métrica de Godel, ver el Cap. IV); en el caso

electromagnético podemos hacer cero a determinadas compo
T coincidentes con los -

nentes (6b) si tomamos a zr Yy n
Por definicidn,

eigenvectores nulos del campo de Maxwell.
un espacio-tiempo es de Einstein si los tensores métri--

cos y de Ricci son proporcionales entre si:

Ry = Egpy =0 5 ¢ap = 0 (1.6¢)

ISP

en las m&Etricas de Kaigorodov
de Novotnyv-Horsky (1974) -

esto sucede, por ejemplo,
(1963) tipo N (verivV.19a,b) y
(consultarlVvV.18a,b). A (6c) podemos escribirla en dos
formas de acuerdo a la interpretacién que quiera dirsele
tensor de Einstein):

(Gap = Rab - Z Zap

=0 : T =0 , constante cosmoplbgica = %— N

R
Cab * 7 8ap ab

» cCcte. cosmol. = 0 R

Sk

- - = ——R
Gab 8 ° Tap = 327 Bap

el punto importante es que un espacio es de Einstein



cuando bap ~ 0 (equivalente a Eii = 0), vy si ademis -
R = 0 entonces Rab = ORy decimos que R, es vacfo; recuér
dese que cuando R_ o = 7 8,4 1las identidades de Bianchi -
(pPréxima Secc.) implican R = cte. En las Seccs. 3 y 4 -

del Cap. III estudiaremos espacio-tiemnos de Einstein in

mersos en E. y deduciremos algunos teoremasoriginales al
respecto.

En el Cap.lV

durante el andlisis del espintensor de
Lanczos

(1962) aparece un tensor simétrico Kab con traza
cero al cual admite una exXxpansién semejante a (5f),

ver
fVv.9c); en los Caps. II y

1IT el proceso de inmersidén da
origen a las segundas formas fundamentales (tensores si-

métricos de orden dos) de Ry en relaciSn a Eg o Eg, a es

tos tensores también les aplicaremos desarrollos anidlo--
gos a (5f).

J. Plebanski, Acta Phys. Polon. 26, 963 (1964) estudid
con espinores la estructura algebraica de E

ab lo cual ya
habia sido hecho en forma geométrica (con mucho menos de
talle) por R.V. Churchill, Trans. Am. Math.

Soc. 34, 784
(1932), el resultado de este andlisis

ahora se¢ conoce co
mo Clasificacién Churchill-Plebanski (CH-P) del tensor
de materia: los tensores R

v E tienen el mi (o]
ab* Gab - ab ene ism
tipo algebraico porque sus eigenvectores coinciden aun--

que difieran en sus valores propios; en Plebahski-Stachel

(1968) y H. Goenner, J. Stachel, J. Math. Phys. 11, 3358

(1970) ¥ Barnes (1974) se encuentran resOGmenes muy cla--

ros sobre 1la CH-P. En Ludwig-Scanlan, Commun. Math. -

Phys. 20, 291 (1971) y Collinson-Shaw (1972) se reali:za
esta clasificacidtn mediante el formalismo de NP, y en -
Goenner (1976) se indican relaciones tensoriales satisfe

chas por algunos tipos CH-P (existen errores tipograficos



en las relaciones dadas vpor este autor), sin embargo, en
estas tres Gltimas referencias no se propone un algorit-
mo o diagrama de flujo completo que permita obtener de -
manera infalible y sistemidtica el tipo CH-P de un Eab da
do. Al Tespecto tenemos la siguiente idea que no desa--
rrollaremos aqui porque la CH-P no es muy relevante en -
nuestro trabajo: Mediante algiin método, p. e€j. el de H.
Takeno, Tensor N.S. 3, 119 (1954), escribir la ecuacién
caracteristica de Eab Yy entonces con el polinomio minimo
(usar las formas canbnicas de Jordan) para cada tipo -
CH-P obtener la correspondiente relacifén tensorial satis
fecha por Ejk v sus invariantes, de esta manera surgiri
un proceso tensorial para el anidlisis de la estructura -
algebraica de (Sa), este algoritmo serd anidlogo al enfo-
que tensorial de A. Peres, Nuovo Cim. 18, 36 (1960) para
el cdlculo del tipo Petrov del tensor de Weyl, ver Ovando -
(1985). El Gltimo paso consiste en sustituir (5f) en el
proceso tensorial para asi deducir un diagrama de flujo
tipo NP para la CH-P. Los algoritmos tensorial y de NP
para la clasificacién de E_ , No se encuentran de manera
completa y ordenada en la literatura, asi que su construc
cidén debe ser interesante para los investigadores de re-
lJatividad general.

Con lo anterior hemos mostrado que la tetrada nula pro--
porciona una base para tensores simétricos de segundo oxr
den, algo semejante ocurre con tensores antisimétricos -
de este orden:

antisimétricos

Mediante (1d) construimos seis tensores -

Yab " Vab T a2 ™p " Pp Ma > Yap T Vap -
33b = Uy = - L, My + &y M, zab = Ugp o > (1.7a)
zab = Mp =My T My - Ny, by vy, 5 s Yap T My, 4




arbitrario tenemos la expansién

entonces para Fij = - Fji
b T
F = Fy TV Y (1.7b)
ab rE1 rab
y como Fab = Fab resulta que
T = T2 s T3 = T4 , TS = T6© . (I.7c)

Al proyectar (7b) sobre la tetrada de NP obtenemos (con -

: - a 5, - by,
la notacién F(p)(q) = Fab Z(p) Z(q) ):

TH= Fyesy vz o TP= Ty Fve
(I.7d)

_ 1 . _
T¢ =7 (Froyey * Feuyesd? = v s

las cantidades complejas Ya» @ = 0,1,2 equivalen a las 6
(7b) nos -.

componentes reales independientes de Fii’ asi

queda

Myp * 72 Vap * Yo Uapy * v2 My * 72 Vg »

(I.7e)

Fab = Yo Upp * 12

esta relacibn es aplicable al tensor de Faraday del cam-
po electromagnético y al tensor antisimétrico que apare-
ce en las ecs. de Ricci al sumergir R, en Eg (ver Secc.

1 Cap. TII).



Con los tensores de Levi-Civita:

abcd 1 abcd
n = — €

- 7% eapca ¢ e

Nabcd (1.8a)

donde g = det(g,y) v

1 Si (abcd) es permutaciSn par de (1234) R

copeq = €29 = -1 5i (abed) es perm. impar de (1234) .
o en los demis casos .
(1I.8b)

se puede definir el tensor dual de F_.:
* =1 cd _ _
Fab Z Tabecd T *Fya ’ (1.8¢c)

en particular, no es dificil probar que (7a) son autodua

les (i = V/-T1):
Y po= (-7 1Y, ., T=1,...,6 , (1.84d)
T r

entonces (7e,8d) implican el desarrollo

*Fab = i("YQ Uab - Y3 Mab T Yo vab + ;0 ﬁab + 7] ﬁab + ;2 v&b) -
(I.8e)




Sabemos que un tensor antisimé€trico de segundo orden s&-
lo tiene dos invariantes algebraicos independientes, a -
saber (se utilizan (7e,8e)):

= 4(ya Y2 * Yo Y2 - Y?J - Y*1) s

(I.8F)

= ab
F; = Fab F

11}

F2 *Fp F = 4i(¥%2; - Y231 + Yo Y2 - Yo Y2) ,

de importancia en el an&lisis del tensor de Ricci (Cap.

I11). En el caso electromagn&tico F; = 2(B2 - E2) vy -
Fp = 4 £ - B donde E ¥ B son las magnitudes de los 3-vec
tores de campo eléctrico y magnético respectivamente. -
Cuando F; ¥y Fp valen cero simultidneamente decimos que -
Fab es nulo, en caso contrario es no-nulo. Con (1c,4a,

7a,e,8e,f) es simple obtener las identidades: :

F F
- a *#m = a
==& Fp 7 6 , (1.8g)

las cuales pueden localizarse en J. Plebanski, Bull. -
Acad. Polon. Sci. (£. 9, 587 (1961), R. Penney, J. Math.
Phys. 5, 1431 (1964) y E. Pifia, Rev. Mex. Fis. 16, 233 -
(1967) entre otros.

Ahora consideremos el tensor de Weyl C. definido en 4

ijkr
dimensiones por:

Cajkm = R xm *

W=

Rak Zim * Rym Zax - Rjkx ZBam - Ram 8j5x)*

-+

aj
R
3 (I.Qa)

(8am 8k ~ ®ax Bj5m’ >



¥ representa la parte sin traza del tensor de Riemann, -
por eso lo asociamos a gravitacidén pura ya que no esti -
directamente relacionado al tensor de materia, a esto se

debe que en general Rijkm tenga mAs informacién geométri
ca que C Se tienen las simetrias:

part’
Casim = 7 S5akm ™ ~ Cajmk * Cajim * Caomi * Camix = © -
(I.9b)
J =
clsm=0 (1.9¢)

recuérdese que (9b) implican Cajkm = Ckmaj; con (8a) pue

de definirse el tensor dual simple de (9a)

o}

t]es

n (1.94d)

*Ca3km ajbr km  *
el cual también satisface (9b,c). El estudio de la es--
tructura algebraica de (9a) se conoce como Clasificacién
Petrov (CP), en Ovando (1985) se hizo un andlisis deta--
llado de la CP mostridndose y relacionandose entre si di-
versos métodos de hacer esta clasificacién, uno de ellos
(gquizids el mis fundamental por sus consecuencias) es el

Matricial debido a Petrov (1962) pig. 371: Existe mucha

literatura (ver Ovando) sobre este método pero vale la -
pena recomendar los trabajos de J.L. Synge, Comm. Dublin
Inst. Adv. Stud. Serie A. No. 15 (1964) (agradecemos al

M. en C. G. Gonzdlez Padrén de la Univ. de Konstanz, RFA,
el envio de este articulo); R. Adler, M. Bazin, M. Schiffer,
Introduction to general relativity, MacGraw-Hill (1965)

pigs. 176-182; R. Adler, C. Shefield, J. Math. Phys. 14,




465 (1972); T-M. Kalotas, C.J. Eliezer, Am.J. Phys. 51,
24 (1983) v J.L. L6pez, Rep. de Invest. No. 118 DCBI- -
-UAM-A (1984) entre otros. Este enfoque matricial mues
tra la relevancia del tensor complejo:

Wabea = Cbea * 1 "Cupca (I.10a)

que en virtud de (9b,cd) posee las simetrias

w , W =0 ,

. - - w = -
“abcr “bacr vabrc crab

(I.10b)

v * = - i
W abcr 1 wabcr ’

Fon
Waber
con E&stas y (7a) podemos escribir (10a) en términos de -

la tetrada nula bajo la misma filosofia que 1lo Tealizado
en (3b,7b):

Waber = 2!}'0 Uap Uer * ¥a(Uy, Moy * Uer Map) vz Map Mer * Vap Uer
(I.10c)
* Vor Yap? * %3 W Moy + Vg Map) *+ v Vg VCI:‘ ’

las 5 cantidades complejas Yoo T = 0,...,4 contienen la mis_
ma informaci6én que las 10 componentes reales independien
tes de cabjk Yy fueron introducidas en relatividad gene--
ral por R.K. Sachs, Proc. Roy. Soc. London A264, 309 (1961)
aunque su aplicacién sistemitica se debe a Newman-Penrose



(1962). Al contraer (10c) con la tetrada de NP obtene--

mos:
_ 1 ab cr _ a b 3 T
Yvg = 8 “abcr A% AY = cabjr n m n m »
_ _1 ab ..cr _ a ,b j T
¥i = - 76 Yaber V M Cabjr ® £” n7 m 4
_ 1 ab ,cr _ _1_ ab er a =b _j
Y2 = g Waper Y v = 37 Yaber M M = Capjr € M n
(I.104)
- 1 ab cr _ a b ,j —r
v3 = - 76 Yaper Y M = Capir £ n” £ m ’
= 1 ab ,cr _ a b ,j =r
Yy = g Woper U u = Cabjr £% m> 2 ,
lo cual coincide con la convencién del libro de Kramer-
~-Stephani-MacCallum-Herlt (1980). Las v, son independien

tes de las coordenadas pero si se alteran al cambiar de

tetrada nula, en particular, &ésta puede elegirse tal que

genere simplificaciones en (10d) como se verd mis
En (9a) observamos que Raikm esti en funcidén de
sores de Weyvl, Ricci y de 1la curvatura escalar,

nifica que las cantidades Yy bap Y R describen

adelante.
los ten-
esto sig
completa

mente al tensor de Riemann (20 componentes reales inde--

pendientes en 4 dimensiones).

El tensor conformal tiene 4 invariantes algebraicas indg

pendientes, a saber,



(I.1%a)

s ’

y al contraer (10c) consigo misma obtenemos a estos esca
lares en términos de las cantidades de NP:

Cy, + i *Cp = 16(3 v2, + vo vy, - 4 ¥, ¥3) , (I.11b)

C3 + 1 *C3 =96 (-y3; + 2 9y ¥ ¥3 + Yo Y2 ¥u - ¥o ¥23 - ¥23 ¥,)

(I.11c)

estas relaciones coinciden con (187,188) de P.J. Greenberg,
Stud. Apvpl. Math. 51,

mos la asociacién

277 (1972) si en su articulo hace-

-1 N rTr=1,...,5 . (I.114)

Las identidades (11b,c) tambié&n existen en la pig. 994 -
de S.J. Campbell, J. Wainwright, Gen. Relat. Grav. 8,

987 (1977) aunque por razones de imprenta estos autores
escribieron (11¢c) incorrectamente. Los invariantes (11a)

son de interé&s al construir condiciones necesarias para
la inmersién de R, en Eg o Eg, Caps. I1 y TIIT.

Con (10c,11b,c) resultan las identidades



jkm _ G2 jkm _ "C2
Cajkm Cb =7 8 - "Cajkm S = =7 %ap
(I.11e)
i, Jampt ] wc 3 Jampt )
Ca 1on Cotbj = 7 Zab Ca” xm Cotbj 7 %ab ’

las cuales pueden encontrarse en M. Novello, J. Duarte,
Gen. Relat. Grav. 12, 871 (1980); si empleamos (l11e) en
(3.6) pag. 193 de D. Lovelock, Atti. Accad. Naz. Lincei.
Rend. 42, 187 (1967).obtenemos una identidad general po-
co conocida (consultar Ovando (1985) pag. 44):

km ar pij 76 %75 - (1.11£)

La operacidn de dualidad (9d) puede aplicarse a los dos
pares de indices, en particular, el tensor de Weyl es au

todual porque *C*abkm = - Cabkm’ sin embargo, con el ten

sor de Riemann el asunto es diferente porque Lanczos -
(19358,62) demostrd la relacidén

*p* 1 abpa = - -
R*ij] v nij I R nal Rij] -+ Rim gjk Rjk 8.
(1.12a)
- R, g - R. g + B =4 j23 8:q.)
ik Eim 5m Bix T Z '8ik &jm im &5%’

aunque de hecho ya habia sido encontrada por A. Einstein,
Math. Ann. 97, (1926); mediante el tensor doble dual -
(12a) Lanczos (1962) construyd su espintensor apoyindose
en un principio variacional con Lagrangiana:

abcd

Ky = *R*_. o R s (1.12d)



de los tensores de

ver Cap.lV. Con las propiedades
identidad (4.10) de -

Levi-Civita es simple deducir 1la
Lanczos (1938):

. K
Jkm _ "2
*R*5km Fo =7 Bap - (I.12¢)

Las expresiones (12a,c¢) son relevantes en la obtencidn
de la identidad de Geonnexr (1973) y Gonz&lez-Pifia (1981)
para R, de clase uno (Secc. 2 Cap. II) como fue probado
por Becerril-Lépez (1983) y en la deduccitén de la condi-
cidn necesaria de Yakupov (1968) para espacio-tiempos in
mersos en Eg (Cap. III Secc. 2).

Enseguida vamos a exponer algunos aspectos de la CP que
serdn de utilidad en los pré&ximos capitulos: En el proce
so matricial de Petrov (1962) al tensor (10¢c) se le aso-
cia una matriz E 3x3 compleja, simétrica y con traza ce-

ro mediante la regla

f T 1
A aj - akald - =
PAy ead, i ol xm » ASB 1,2,3 (1.13a)
4 1 1
entendiéndose que 1 - 23 , 2 - 31 v 3 » 12, ademias:

xaj - (a) (3) b 3
C ka = C-Dqrb el? P etd q e(k)r €m) (I.13b)

donde se emplearon la tetrada real ortonormal (la) y su

base dual e(a rt



r - T S(w)r .

(I.13c)

Entonces la CP se reduce al anidlisis del problema de -
eigenvalores de (13a) y asi el ntGmerxo de eigenvectores
linealmente independientes y el nimero de valores pro--
pios distintos conducen a 6 tipos de campo gravitacional
los cuales se resumen en la siguiente tabla (los tipos
Petrov se asignan a C. porque €1 da origen a P):

ijkm

Tipo No. de eigenvect. No. de valores

P linealm. indep. |[propios distintos

I 3 3 ~+algebraicamente general
D 3 2 - Tipo I degenerado

1T 2 2

N 2 1 -+ Tipo I1 degenerado = Tipo

Nulo

IT1 1 1

(o} 3 1 -+ Conformalmente plano
Tabla 1.- Tipos Petrov para Ry,

Cuando el tensor de Weyl tiene tipo # 1 decimos que es -
algebraicamente especial; el tipo O representa el caso -
Cijxm
suma de sus tres eigenvalores, por lo tanto, para II y D
ningGn valor propio es cero y para N, IIT v O los tres -

eigenvalores coinciden entre si ¥ se anulan. En virtud

0. Como g tiene traza cero entonces es nula la

de- (13a) un vector propio de P equivale a un eigentensor



de C », este hecho 1lo utilizaremos en las Seccs. 3 y 4
del Cap. III. Podemos visualizar a la Tabla 1 mediante
el diagrama de R. Penrose, Ann. of Phys. 10, 171 (1960)
(este autor obtuvo la CP con el calculo espinorial):

DIAGRAMA DE PENROSE

I — — 3 valores propios
1 distintos
If———— D — — 2 eigenvalores di
l ferentes
IT1 N 0 — — 1 valor propio
| ' ! distinto
! ! H
1 eigenvector 2 vect. 3 eigenvectores
linealm. indep. (£.1i) opropios £.i. L.i.
(1.134)

En (13d) las flechas indican especializacién algebraica
en el sentido de l1la Tabla 1 (esto quedard mas claro al -
exponer los vectores de Debever-Penrose). El tipo Petrov
puede cambiar evento por evento, exactamente cdSmo cambie
depende de la estructura geométrica del espacio-tiempo:
estudiar esta evolucidén conduce a un problema no-local -
poerque involucra mds de un punto, este andlisis puede en
contrarse en L.A. Case, Phys. Rev. 176, 1554 (1968) y A.
Bialas, Acta Phys. Polon. 23, 699 (1963).

Para cada tipo de la Tabla 1 podemos indicar su forma ca
nénica de Jordan y en consecuencia obtener el polinomio



minimo satisfecho por P, entonces con (13a) deducir 1la
correspondiente relacifn tensorial para C

ijkm® este pro-
ceso genera el enfogue tensorial de A. Peres, N. Cim.18,
36 (1960) (este autor no utiliza el concepto de polino--
mio minimo, sus cilculos son mis complicados) resumimos
en el siguiente algoritmo:

METODO TENSORIAL DE PERES

(I.13e)




donde A = 2 + i A se determina via las relaciones:
R I
1 : 1 .
22 = ryy (Cz + i ®Cy) > A3 = - 56 (C3 + i *Cg3) .

(I.13f)

El diagrama de flujo (13e) no se localiza en la literatu
ra excepto en Ovando (1985) pag. 70 (aunque escrito de -
otra manera), y en &1 aprendemos que Cp = C3 = *C, = *C; =

= 0 para los tipos III, N y O. Obs&rvese que en el méto
do de Peres no interviene tetrada alguna y que los cidlcu
los se realizan en coordenadas arbitrarias.

Si en (13e) sustituimos (10c¢c) entonces obtenemos la ver-

si6én NP de este mé&todo tensorial, el algoritmo resultan-

te es muy simple y novedoso y fue deducido por Ovando
(1985) pag. 144 y es mids poderoso que el proceso NP pro-
puesto por D'Inverno-Russell-Clark (1971):



METODO TENSORIAL-TETRADAS NULAS

¥.=0 , T =0,...,4 ST
lno
G.=0,7T=0,...,5 ST
NO
13 = 27 g2 NO I=J=0;
= J =
SI
G_+xw.=0 ,r1=0,1,3,4
r r sSI
Gy, + 2 Gg+ 34y =0
NO SI

o] & =]

(1.13g)




donde

Gp = 2(¥o w2 - ¥%3) G = Vo ¥3 - ¥1 ¥ R

Gz = w2 + Yo Wy - 2 %3 Y3 » Gz = Y3 ¥y - Y2 ¥3 >

Gy, = 2(¥2 Yy - ¥23) > Gg 2(wy w3 - w25) >, (I.13h)

J = - ¥v3 Gy + %(wz Gs + vy Gp)

>
N
]
W

El algoritmo (13g) es vdlido para una tetrada de NP arbi
traria; agradecemos al Dr. R. Schimming, Akademie der -
Wissenschaften der DDR, Einstein-LlLaboratorium, el inte--
r€é€s que ha mostrado por este algoritmo. El1 diagrama de

flujo anterior puede adaptarse a la computadora, debe -
ser Gtil probar su eficiencia (en cuanto a tiempo de ma-
el proceso (13g) puede -

quina) para diversas métricas;
av.12,...,21).

checarse, por ejemplo, con las soluciones

De (1b) podemos despejar e a)r €0 funcidén de la tetrada
nula y sustituir en (13a,b,c) tomando en cuenta (10d) pa

ra obtener la matriz:
1,5 i
7(2v2 - ¥ - W) Sy - wo) vy - U3
i 1 ;
P = Sy = o) >(2vz *+ wo *+ W) i +ws)| , (I.143)

vy - VY3 iCwy + v3) - 2y,



que G. Ludwig, Am. J. Phys. 37, 1225 (1969) deduce con -
espinores y mediante un 5-espacio complejo, a nuestro -
juicio su método es no-trivial y poco claro, consultar -
J. L6pez-G. Ovando, Rep. de Invest. No. 154 DCBI-UAM-A -
(1985). Para cada tipo Petrov de la Tabla 1 la matriz P
adquiere su correspondiente forma canénica de Jordan, en
tonces en virtud de (14a) esto significa que para cada ti
po existe una tetrada nula (no necesariamente Gnica) que
llamaremos candnica en la cual P (y en consecuencia las
wr) tiene la estructura mis simple. Es posible demostrar,
ver Ovando (1985), que la tetrada de NP siempre puede -
elegirse tal que:

N Ty = 1 » vy =0 > r # 4
T

ITI : g = - 2 , y_ =0 , T #3

/Z T
D :y2= 2 , ¥ =0 , 1 #2 (I.14b)
IT @ gy = Ay, Wy, =1 , B .=0 , T#2,4

. _ 1 _ 1 _ _

I 2 wg =wy =350 - 23) 5 ¥2= -5 23,9, =0, 71=1,3

donde 1los %, son los eigenvalores complejos (no tienen -
porqué ser constantes) de R. En los tipos II y D el va-
lor propic a; no puede anularse; ndtese que en los casos
N y III las cantidades y, ¥y ¥3 son constantes respectiva
mente. La tetrada candnica (14b) es equivalenté a (A.9.7,
...511) de R. Sachs, Proc. Roy. Soc. London A264, 309 -
(1961) y en el Cap. 111 sb6lo trabajaremos con esta tetra
da. El resultado (14b) conduce al tema de direcciones -
principales nulas:



Un vector Kb

con (r j denota antisimetrizacifn para los indices captu
rados):

nulo y real es de Debever-Penrose si cumple

T P _
K KLt Cb]rp[q KCJ K 0 . (I.%14c¢c)

R. Penrose, Ann. of Phys. 10, 171 (1960) y R. Debever, -
Cah. de Phys. 18, 303 (1964) pag. 327 mostraron que todo
espacio-tiempo tiene 4 vectores con la propiedad (714c):

Kr : Vectores simples de

J Debever-Penrose (DP)

) (1.144d)
kT KT kT kT simbolo [1111]
1 2 3 4

Si, por ejemplo, nT se elige proporcional a uno de estos
vectores entonces de (10c,14c) obtenemos ywp = 0, y a la

inversa: si para una cierta tetrada resulta yg = 0 enton
ces n€ es de DP; similarmente, si 2T es proporcional a -
alguno de los vectores (14d) entonces yw, = 0. La exis--
tencia de los vectores de DP fue anticipada por E. Cartan,

C.R. Acad. Sci. Paris 174, 857 (1922).

Puede ocurrir que en (74d) dos vectores colapsen (esto -
se simboliza con la flecha doble):




XY = k¥ : Vector 2-degenerado de DP,

' 1 2
T T <
K" y K° : Vectores simples de DP,
3 4
(I.74¢)
kT kT KT Simbolo [2711]
1 3 4
Si nr,es proporcional a k¥ entonces Yg = Y3 = 0 pero si
n¥ es proporcional a k¥ 8 KT entonces sd&lo podemos asegu
3 4
rar que yp = 0; andlogamente, si ¥ « k¥ resulta Y3 = Y, =
1
= 0. Los vectores (14e) cumplen (l14c) pero ademds apare
ce la relacidén (producto del colapso entre kT y Kr):
1 2
KT kP =0 , (1.14%)

c K
1 brpla je] ;5

asi un vector simple de DP satisface (14c) pero viola -
(14f) y s8lo cuando es 2-degenerado cumple con &sta. Al
suscitarse un triple colapso:

k¥ : Vector S-degenerado de DP,

X' : Vector simple de DP, (I.14%)

T T
? 5 Simbolo [31]

en este caso n® = K implica Yg = ¢13 = Y= 0 y n° « K
1



s61o conduce a wg =; 2% proporcional a kT da origen a -
1
Y2 = Y3 = P, = 0. El vector KT cumple -(14c), fr satis-
4

face (14c,e) y ademias:

c K kP =0 . .14
brp[a jcl 3 (1 h)

La iltima situacidn se obtiene cuando las 4 direcciones
principales coinciden entre si:

“ k¥ : Vector 4-degenerado de DP,
1
(I.141i)
kT Simbolo [4]
1
Si nT « k¥ 6 2T = K¥ entonces i = 0, a ¥ 4 & vy = o, -
1 1 a
b # O. El vector (14i) satisface (14c,f,h) y ademds cum-
ple:
C kP = 0o . (1.143)
brpq 4

Aqui es interesante comentar lo siguiente: Cuando en un
Ry (con C . # 0) existe un vector nulo rTeal con la pro
piedad (14j) entonces dicho vector es Gnico excepto bpor
un factor, esto se debe a un teorema de D. Lovelock, -
Proc. Camb. Phil. Soc. 68, 345 (1970) pag. 348.

Es clarc que {(14j) =>(14h) = (14f)==-(14c). En resumen, si KT es un

vector de DP entonces K¥ es (C # 0):

abpq



4-degenerado si cumple (143)

3-degenerado si

2-degenerado si

31

>

satisface (14h) pero viola (143j) ,

(I.15a)

verifica (14f) pero sin cumplir (314j,h) ,

simple si satisface (J4c) pero sin verificar (14j,h,f) .,

y a esto lo debemos complementar con (5.b) de Torres (1985):

Degeneracidn n T
Simple Yo o] Yy = 0
Doble v gy = 0 vy = WYy = 0
Triple Yo Y1 = pp =0 Yo = Y3 = v, =0

Cuadruple Yo by = Yo = Y3 = 0iy; = Yo = Y3 = ¢, = 0

1]

(I.15b)

lo cual se cumple cuando n o/y £¥ son de Debever-Penrose;

en (15b) es valido el si vy 8lo si por ejemplo, nT es -

5-degenerado &< Yg

etc..

¥

[=]

, LT es simple <« ¥, = 0,

Si en (14c,f,h,j) adaptamos 1la tetrada de NP de acuerdo
a (15b) y utilizamos el algoritmo (13g) concluimos que

D y N corresponden a [1111], [211],
[31], [22] y [4] respectivamente, entonces el diagrama -

los tipos I,

de Penrose nos queda:

TI,

111,




. f13111]
{
[2131]———[22] (1.15¢)
— | I
[31] [4] o

y asi las flechas. indican especializacidn algebraica en
cuanto al colapso de los vectores de DP; en el tipo O no
se definen direcciones principales nulas porque Qmpq = 0.

Ahora es natural preguntarse sobre la relaciédn existente
entre la tetrada candnica (que subrayaremos) que conduce
a (14b) y los vectores de Debever-Penrose, la respuesta
la damos con la siguiente tabla:



Tabla 2. -

Tipos Petrov,

tetrada candnica y vectores de Debever-Penrose.

\

N
ITT
n’ / A /
b .
n” / £r /
1 — T i — T
KT = n¥ + 5 w. w,: ¥ - L 5. m¥ «
I1 B B 2 B 7z 3 -
+—im. ﬁr,mz. 12 2, , 3 = 1,2
nt KT kT vz d = i
— 1 2
B_(i+d.) -
//// KT <3 ¢ + nT+ BmT + B m" i /-1
je 8. (i+%) e je
I KT KT KT k¥ ?
11 12 21 22 iB Az -2
B € — , g2, - » jsc = 1,2
je * by J Az -Az
Az -~ A
82 2 1
c A3 - s

s



Asi aprendemos que el wvector nT de 1a tetrada canénica -

es una direccidn principal repetida cuando el espacio-tiem
po es algebraicamente especial y que £r s6lo es de DP pa
ra los tipos IITI y D; en casi todos nuestros cilculos -
(Cap. III) utilizaremos la tetrada candnica.

La coleccién de vectores de DP 6 los can6nicos definen -
congruencias nulas (familias de curvas) en Ry las cuales
tienen gran relevancia para el estudio del campo gravita
cional, en particular para nuestros fines de inmersién,
sin embargo, las propiedades (escalares 6pticos entre
otras cosas) de las congruencias involucran m&s de un
evento y el anilisis deja de ser algebraico por 1o que
dicho andlisis diferencial constituirid el punto de parti

da de la prdéxima Secc.

Queremos recordar que en los paArrafos entre (6d) y (7a)
se menciond la falta de algoritmos semejantes a (13e,g)
para la clasificacién de Churchill-Plebanski, nos encon-

tramos elaborande dichos algoritmos.

Antes de finalizar esta Secc. quizids sca conveniente ha-

cer tres observaciones:

a).- "Que toda métrica con simetria esférica es tipo O

s D",
(I.16a)

este resultado se debe a Rao (1966) y Plebanski- -
Stachel (1968): Por ejemplo, la solucién de -
Schwarzchild (ver (V.12a)) es tipo D por ser esféri
cemente simétrica, y J.R. Rao, R.T. Singh, Inter. -
J. Theor. Phys. 20, 775 (1981) contruyeron métricas
tipo O con esta simetria.



b).-

c).-

2.

En el libro de M. Carmeli, ""Group theory and general
relativity'", McGraw-Hill, N.Y. (1977) pdg. 267 se ma
nifiesta la necesidad de una interrelacidn entre 1la

CP y la existencia de simetrias (vectores de Xilling),
tal parece que esto continfia siendo un problema abier
to, al rTrespecto mencionemos el teorema de Collinson

(1969) (agradecemos al M. en C. G. Gonzidlez Padrén -
el envio de este articulo): )

"Un R4 vacio tipo N con una congruencia nula con -
rotacidén tiene a lo mas una simetria”
(I.16b)

la métrica de 1. Hauser, Phys. Rev. Llett. 33, 1112 -
(1974) (por ahora visitante en el Depto. de Fisica -
del CIEA-IPN) ejemplifica (16b) aunque este autor no
hace referencia al teorema de Collinson, s6lo lo men
ciona en I. Hauser, F.J. Ernst, J. Math. Phys. 19, -
1316 (1978). En el Cap. III1 Secc. 3 probaremos que
la solucidén de Hauser no es sumergible en Eg.

Aqui hemos expuesto la tetrada de NP la cual es una

tetrada muy particular con las propiedades (1b), qui
z4s existan otros tipos de tetradas mis eficientes -
que la de NP para ciertos problemas de relatividad -
general, esta posibilidad fue estudiada en parte por
J. Thompson, G. Schrank, J. Math. Phys. 10, 766 (1969).

TETRADAS NULAS: ASPECTOS DIFERENCIALES.,

En la Secc. anterior s8lo se consideraron aspectos loca--
les del espacio-tiempo, es decir, ha bastado con un even-

to,

por ello no han aparecido explicitamente derivadas -



respecto a las coordenadas; toda la informaci&n obtenida

es valiosa pero incompleta ya que no indica c6mo lo que
ocurre en un punto se relaciona con 1lo que sucede en

trataremos de remediar esta deficiencia y de
entraremos en los aspectos dinidmicos de la -
El an&dlisis se iniciarid con el es-

otro. Aquf
esta manera

relatividad general.
tudio de las propiedades diferenciales de la tetrada nu-

la, asi hablaremos de coeficientes de rotacifn y de es--
pin, escalares 8pticos, cantidades de NP, operadores y -
ecs. de NP, etc., todo esto dard origen a la herramienta
completa del formalismo de Newman-Penrose.

Ya introducimos la idea de que los objetos tensoriales -
pueden escribirse en funcién de la tetrada nula tomando

para analizar la evolucidén de
necesario estudiar los cambios

a ésta como base, entonces
‘dichos objetos sobre R, es
que sufre la tetrada de NP al pasar de un evento a otro

lo cual conduce al cilculo de las derivadas covariantes

de (14):

Z ... = Tensor de semgundo orden que puede expresare en funcidn
(@)bic = ge (15) ;

>

(XI.17a)
z{a) - (h)
b c

los coeficientes vy ah de este desarrollo son los Coefi--
cientes de Rotacibn asociados a la tetrada bajo estudio,
los cuales pueden despejarse si contraemos (17a) con 1la

propia tetrada, obtenié&ndose:

= - = . = - T - T
Yabc Ybac “(a)r;t “(b) ‘() ’ (1.17b)



esta antisimetria implica 24 componentes (en general com

prlejas) independientes para Y_, ., un gran logro de NP -

fue 1la eleccibn de estas 24 cantidades (12 coeficientes

de espin + sus complejos conjugados): kK, O, P, T,e..,K,.

gsprTs--- ¥ €l significado geomé&trico de algunas de ellas
esti en términos de las congruencias nulas definidas por
a a
n® y £%:

abc
ab .
c 23 31 12 14 24 34
1 u - a - 8 -o -5 -~ (a+B)
2 A -3 B - a -p -a - (a+B8)
3 v -3 Y o- v -1 -T -(v+Y)
4 n -7 T - € -k -% -(e+€)
Tabla 3.- Coeficientes de Espin.
(I.17c)
entonces de (1d, 17b,c)
»:=-na;bmanb R -r=-na;bma£b . A=£a;bﬁax-nb .
a _b —-a b b
pPE - PypMm M 4 V=£a;bm‘£ 4 '"'__‘[,‘a'b;:‘arl >
b —a _b
o=—na;bmam s u=£a;bm1m » (1.174)
1 —
e = gl M - ng .y ‘ea)nb > Y = %—(za-b n? - Ta:b m) & ’

_ 1 — _ 1 a
o = 2(‘aa;bn —ma;bm)m » B—fcma;b - Ly £2£) m .



En estas relaciones aparecen derivadas covariantes lo -
cual hace creer que estamos obligados al cilculo de los
simbolos de Christoffel, pero no es asi, en efecto (ver
(7) de’Torres (1985)):

Definimos las siguientes cantidades complejas en las -
que s86lo se necesitan derivadas parciales respecto a las
coordenadas :

= - = - - P q
Cabr Carb [?(a)p,q z(a)q,é] 2y Z(n >
(I.17e)
entonces los coeficientes de rotacifn nos quedan
- 1 -
Yabr = Z(Cabr * Cpra Cran’ ’ (I.17£)
Yy (17¢c) equivalen a
1
« =Chyy > © =2Ci1s s e = 5(Ciau * Cur2 * C214)
1
v =Cz32 » & =Cuzp , u=3(Cray * C312 + Cy32)
1 _ 1
t = 3(Cyay * Cy13 * C314) » v = 5(Ca3y *+ Cayz + Cyz2)

1 1 .
€= 7(Ciun + Co1u * Cuaz * 2 Cu3zs) 5 v = 37(Cy32 + C33 + C312 + 2 C334)

1 : 1
a = 7(C3a4 * Cyz2 * Cugy + 2 Ca32) 5, 8= 7(C330 + Cu31 + Cygu + 2 Cy12)

(I.17g)




es tas expresiones permiten un cilculo mids &4gil de los -
coeficientes de espin para una tetrada especifica.

De aqui en adelante F(Ar) denotarid la congruencia o fami
lia de curvas generada por el campo vectorial AT, Enton
ces las provniedades geomé&tricas de rm?) y rce?) se enca
denan con {(17g) mediante:

Propiedad rcn’) rce™)

Geodésica K v
Parametrizacién € + € Yy + ¥

(I.18a)
Deformacién o A .
Expansidn o = - %(p+3§ - %(u+?)
Rotacidn w = %(p—?) %(u-;)
Tabla 4.- Escalares Opticos.

Asi, por ejemplo, decimos que r(nT) es geodésica si « =0,

que r(ta) tiene un parfimetro especial sobre ella si (y+y)=
= 0, aue Ir(n" ) no se deforma si o = 0, etc.; las cantida-
des o, 0y w recibep el nombre de Escalares Opticos aso--
ciados a r(n) (r(£') también tiene sus escalares 6pticos)
Yy puede demostrarse que:



W= g gy - oy ) 0P e L [RGame) + kB ¢ 3 evd2] L

. (I.18b)
oo = %[(na;b + nb;a) na’b _ (na;a)zj +

S I O IR L I S L]

entonces cuando r(nr) es geodésica (k = 0) con par&metro

especial (nT, n? = 0, es decir, ¢ + ¢ = 0) de (18b) ob-
tenemos
_ 1 _a - 1 R a;b
o=z, s W= glngy Pp;al? ’
(I.18c)
= _ 1 a;b _ _»
co = gng .+ np. ) » e >

esto significa que @, w ¥ o son propiedades intrinsecas
(independientes de m¥, W¥ v £2¥) de r(nb) que sS8lo depen-
den de n© v de sus primeras derivadas; relaciones an&lo-
gas a (18b,c) pueden deducirse para los escalares Spti--
cos de r(zc). El material expuesto en (18) es estandard,
por ejemplo, consultar R. Sachs, Proc. Roy. Soc. London

A264, 309 (1961) v Torres (1985).

En (6a) indicamos las ecuaciones de campo de Einstein, -
supongamos que el tensor de materia corresponde a un -
fluido perfecto entonces la 4-velocidad u’ del fluido de
fine r(u®) que es una congruencia de curvas temporales -
la cual también tiene sus escalares 0, w Y o (Que va no



podemos llamar 6pticos porque las trayectorias dejaron -
de ser nulas) con expresiones semejantes a (18c) en tér-
minos de ur, a propS6sito, creemos que el articulo de -
Greenberg (1970) es uno de los mejores trabajos sobre 1la
geometria de congruencias de curvas tipo-tiempo. Por -
otro lado, el Ry cuya curvatura es producida por el flui
do perfecto tiene sus vectores de DP (simples o degenera
dos) los cuales generan sus propias congruencias nulas;
al punto que deseamos llegar es el siguiente:

"La rTotacidn de r(ur) no tiene rTelacidn directa con la

rotacidn de r{direccidn principal nulal" » (1.19)

por ejemplo, en la métrica de Gddel (1949) (ver
@(v.30a,l11a)) tanto el fluido como los dos vectores re-

petidos de DP tienen rotacidén, sin embargo, en la Tecien

te solucidén tipo I1 de Bonnor-Davidson (1985) el fluido

posee vorticidad pero el vector 2-degenerado de DP no 1o
ta.

Cuando una congruencia tiene w = 0 decimos que es ortogo
nal a una hipersuperficie o normal.

La derivada covariante es un proceso tensorial que tam--
bién posee su contraparte NP, esta transcripcién se logra
proyectindola sobre la tetrada nula dando asi origen a -
cuatro importantes operadores diferenciales lineales, a
saber,

o
]
g
<
0
ol
]
E]|
L]
]
>
(]
[}
©
<
[
.
=)
]
3
<



con la notacidén VvV, = sa los cuales obedecen las siguien
tes:

RELACIONES DE CONMUTACION

[4,D] = (y+y)D + (e+els - (r+m)s - . (T +rd)s ,.

[s , D] = (a+g-7)D + «a - o5 - (p+e-€)s - ,
(I.20b)

[§>4] = -~ VD + (x-a8)r + X & + (u-y+yJs ,

[6,6] = (u-u)D + (p-p)a - (a-8)s - (B-ads ,

de gran utilidad en las aplicaciones de 1la técnica de NP.
Los operadores §, 6, &4 ¥ D permiten proyectar sobre la -
tetrada nula aquellas expresiones que involucren a la de-
rivada covariante en forma explicita, por ejemplo, la f6x
mula de Ricci (la cual es equivalente a (5c)):

A - A = R A , (I.20c)

siendo A, un campo vectorial arbitrario, en particular, -
si Ar‘ = Z(a).r y proyectamos (20c) sobre la tetrada de NP
obtenemos

= - c a. . q
R G @ ~ Yitie (@ Yjid;e “(t) ¥ Yqid Y jt T Yqit Y ja *

P S o= - Y ¥a (1.20d)




= Z(a)(r) Yrbe® si ahora damos valores a los
indices ijtd en (20d) y tomamos en cuenta (1d,5a,e,9a, -

10d,17c,20a) resultan 18 ecuaciones tipo NP que en si -

donde Yabc

mismas contienen idé&ntica informacidn que el tensor de -
Riemann:



(a)
®
)
(@
Ce)
)
g)
(h)
(1
(G D]
x)
(C3)
(m)
(n)
(o)
»)
(a)
(™

ECUACTONES DE NEWMAN-PENROSE

Dp-8k =p2+00+(e+e) p-KT-Kk(3a+B-1)-dgo

Do-8k=(p+p)o+(3e-E)o- (T~m+a+38) k+y¥g

»

Dr-ak=(t+m) p+(T+n) o+ (e-€) 1- (3y+¥) x+y3-dg3

Da-8e=(p+e-2e)a+Ro-Be-kA-ky+(e+p)n-$pg1

D&- se=(asn) o+ (F-T)6- (wy) k- (@-7) e+

Dy-pe=(t+n)a+(T+1) 8- (e+€) v~ (y+¥) e+Tm-ve+do-d11+

Dir-Su=pA+ou+nZ+(a-B8)n-vi- (3e-e)A-dq2

Du-8n=pu+oi+n 1~ (e+e)u-1(a-B8) -vk+{s- ]—};— R

»

»

>

Du-an=(m+t)u+(T+1) A+ (y-v)7- (3e+c) v+P3-dyo

AA-Ev=- (u+T) A- (By-Y) A+ (3a+B+n-T)v-ty

§p~8o=p (a+B)-0(30-B)+(p-p)t+(p-1)K~-P1-dg1

S~ G E=pp- Ao +aatE fim 2ap+y {p-p)+e (u-1) ~Yo-d33-

8a-8u=(p-pdv+(u-0)a+p(a*Bl+r(a-38)-P3-9;2

Sv-Au=uZ+a%+ (y+ydu-on+(1-38-a)v-d22

>

sy-aB=(r-a-g)y+ut-ov-cv-8 (7-7—14)*-::7.‘:»]2

St-Ac=ua+ap+ (1+B-~a)T~ (3v-Y)o-kv-do2
Ap-81=-pu-or+(B-a-t)T+(v+y)p+uK-yPo+

Aa-dvy={pte)v-(T+B8) A+ (TY.‘;)Q"'(E‘-T_)Y'WEJ

s

R

12

>

>

>

>

>

R
24

R
27

>

>

(1.21)



Para una tetrada de NP dada, con (17e,g) se determinan -
los coeficientes de espin y &stos a través de (21) permi
ten calcular las cantidades Vas $ap Y R las cuales espe-
cifican completamente al tensor de curvatura, este proce
so fue el que se siguié para obtener (V.11a,12b,13b,14c,
15¢,16b,17b,38b, 19b,20b).

El tensor de -Riemann cumple con las identidades de Bianchi:

Rabcf;r * Rabfr;c * Rabrc;f 0 > (I.22a)

que en 4 dimensiones adquieren la forma (ver Lanczos -
(1962)):

r =
*R*abc s T 0 (I.22b)

en términos del doble dual definido en (12a); si observa
mos que Gab = *R*Tabr entonces (22b) implican las identi
dades de Bianchi contraidas o '"leyes de conservacidn':

: G,7ip = 0 . (I.22¢c)

para el tensor de Einstein. Ahora proyectamos (22a) so-
bre la tetrada nula para obtener:



24 g g
Rag (@ @) mig 2 * Rao@m seg 2@ * Rao@ myw@ise 2 *

+ +

Yi R.. 'yi R, yi R,. -
gh (i) (k) (8) (p) q€ (i) (k) (p) (h) ap (1) (k) (h) (&)

i i i

Y Ry @ m " Yrke R @m e T Yk R @mwe *
) . . . (1.22d)
1 1 2 1

Oph T Yhp? Ry @ * Yep T Yped Raym @ *

i i =
OThe = YY) Raypeyay@ =2 -

¥y al dar valores a los correspondientes indices resultan
11 ecs. tipo NP con la misma informacién que (22a):



(a)

b)

(e

(@)

(e)

£

(€:9]

(h)

(1)

(&]

X

IDENTIDADES DE BIANCHI

BYy-Dyy-Ddgy1+8dgo=(da-n)vg-2(2p+e) P 1+3xPy~ (W-2a-28) ¢gp -
~2(e+pldg1-20¢p1+2x $11+Kdp2 .
Apo=S¥1~De+8dg1=(4y- ) Wg-2(2T+B) Y +30u¥,- (2e-2e+p) dgp -
-2(m-8)$01-20 $31+2 $12+% 4g0 ,
Ew3-Dyy-€ $12 +Adgz=(4e-p)yy-2(2m+a) Y3+3avz- (2y-2¥+u) 902 -
-2(T-a)¢12 ~2X¢31+2Vdp1+0%2> >
BYg-6UL+8¢pa+AG 2= (46- 1)y, -2 (2u+y) ba+3vPs- (T-2B-2a)d2p -
-2(¥+u)¢12-2% $12 +2V ¢11 + V do2 ,
Dyy-S9y1-8¢g0+S¢gr- 7%'DR:-AWQ+2(ﬂ-a)¢1*3DW2‘2Kw3+2C?*G)¢o: -
- (2v+2¥-W $00+2T $01-2P$11-9 02,
AY-8¢3-Dgop +8 By —,15 AR=cY,+2(B-T)¥3-3uy, +2vy;-2(F+8) 412 -
-(0-2€-2€)$p2-2nd12+2ud11+2 g2 (1.23)
Dy3-8yp+Ddya- 6o+ 1—]2‘ SR = -k +2(p-€)P3+3TYy-2291+2(P-€) 32 -
-(2a-28-T)¢02+2Td11-2uGp1~ d22
Ay - 8Yo+Adpy-Sdpn+ TL'GR =wyg+2(y-1m)y~-3TYus+2o¢3-2(u-v)do1 -
-(
D¢11-68p1-8¢01+8da0+ g DR =(2y-u+2¥-1)doo+(n-20-2T) $g1+5 ¢o2+
+(7-2a-21) 80, +2(p+p) ¢11+0%02-<¢12-5P12

2
T-2B+2a)¢p2-21¢11+2p¢12+Vd00

-

Dé12-6011-8002+8¢01+ § SR=(-20+2Ben-T) ¢oo+ (F+2p-28) 612+2(F-T) ¢, 1+

+(2v-2u-u)d01+Vvéyo-r $01*9¢12-%éa2
- = 1 — _ _ — _
D¢22-8¢32-8¢12+8¢11+ 5 AR=(e+0-2e-2e) ¢+ (2B+2m-1)d32-2 (u+uld1y +

+(2B+2T-T) ¢ 2+Vdp1+V Gp1-2 $p2-Adoz



en particular, (22c¢) es equivalente a (23i,j,k). Es Gtil

hacer algunas observaciones sobre (21,23):

a).-

b).-

c).-

d).-

De (21b) tenemos que k = o = 0 implica ywg = 0 y asfi
por (15b) conclufimos que n’ es una direccién princi
pal nula, en otras palabras, cuando r(na) es geodé-
sica sin deformacién entonces n< es de Debever-Penrose
(no necesariamente repetido).

checarse verificando el cumplimiento de (23) porque
en realidad las identidades de Bianchi son las con-
diciones de compatibilidad para (21); Brans (1977),
Edgar (1979,80) y Becerril (1986) establecen las Te
laciones de integrabilidad para (23) cuando R, es -
de Einstein (esto incluye el caso vacfio), las cua--
les reciben el nombre de Ecs. de Brans-Edgar, a su

vez, las condiciones de compatibilidad de é&€stas se

reducen a 0 = 0 (esto fue probado por Brans median-

Los valores de Vas ¢4, Y R obtenidos con (21) deben

te la computadora)l.

Papapetrou (1970) ¥ llerrera-Papapetrou (1971) entre
otros estudiaron la estructura de (21,23) para los
casos vacio y con campo clectromagn@&tico cuando R,
es asintdticamente plano, su conclusién bidsica fue
que dicho conjunto de ecuaciones podia'dividirse en
principales, suplementarias y triviales, aqui propo
nemos un anidlisis semejante para las ecuaciones de
Codazzi (Caps. II y III) y de Wevl-Lanczos @V.8).

Cuando el espacio-tiempo es de Einstein (ver (6c))
tenemos ¢, = 0, entonces (23i,j,k) implican

R = 6R = AR = DR = 0 por lo tanto R es cronstante,
este hecho lo ocuparemos en la Secc. 4 del Cap. III.



Ahora indicaremos sin demostracifn tres teoremas consecuen
cia de (21,23) que ser&n de gran utilidad en 1la bfisqueda
de condiciones necesarias para la inmersién de R, en Eg,
sus pruebas mediante la té&cnica de NP pueden encontrarse

en Torres (1985):
A) .- TEOREMA DE WAINWRIGHT (1974).-

""Aceptamos que el espacio-tiempo satisface las condicio-

nes:
i) Existe r(KC): congruencia nula geodésica sin de-
formacién,
ii) KT es un vector repetido de DP y eigenvector de
Rab’
1iii) R = constante (Wainwright s86lo consider6 el caso
R = 0),
(I.24a)
iv) *C; = *C3 = 0 »

v) Cz: # 0O o/y ¢17 # 0 (con nT = kT 5

entonces
P(Kr) no tiene rotacién' .

B) .- TEOREMA DE KUNDT-THOMPSON (1962).-

"En lo que sigue cualesquiera dos incisos implica el tex

cero:



i) R tiene tipo ¥ 1 siendo nT una direccién princi
pal nula rTepetida, .

ii) F(nr) es geodé€ésica con deformacién cero,

1) 1.- v@® ¢ T VP = 0 tipos II y D (I.24b)

"

r

abe ;r = 0 tipo III

2.- v@b ¢

ab o T vEP = 0 tipo N " .

3.-u abc ;r

Este rTesultado también fue obtenido por I. Robinson, A.

Schild, J. Math. Phys. 4, 484 (1963).

C).- TEOREMA DE GOLDBERG-SACHS (1962).-

Cl1 : ''Supongamos que en R, existe r(n): congruencia nula

geodésica con deformacidn cero tal que

a _b a _b _ _
R m = Rab m“ m = 0 s {(I.24c)

. . r
entonces R, es algebraicamente especial y n es un -

vector repetido de DP"

'"Si el espacio-tiempo vacio tiene tipo # 1 entonces

cz :
la direccién principal nula repetida define una con
gruencia geodésica sin deformacibén"
(1.244d)
C3 : "Un R, vacio es algebraicamente especial si y s6lo

si contiene una congruencia nula geodé&sica sin de--

formacidn" (I.24e)



De hecho C3 es consecuencia de C1 y C2; los resultados -~
(24c,d,e) estadn contenidos en (24b). Los teoremas expues
tos rTelacionan la clasificacién de Petrov (para obtener -
el tipo Petrov se necesitan las segundas derivadas de 1la
métrica) con propiedades de congruencias nulas (caricter
geodé&sico, deformacibn, rotacién, etc., es decir, prime-
ras derivadas del tensor métrico).

Por filtimo, mostremos otro caso donde se involucren 1los
operadores (20a): En (7e) tenemos el desarrollo NP para
un tensor F,, antisim&trico y totalmente arbitrario, aho
Tra aceptemos que dicho tensor satisface la mitad de las
""ecuaciones de Maxwell'', a saber,

F + F =0 ., (I.25a)

ab;c * Fbc;a ca;b

que al proyectar sobre la tetrada nula implica

+ F +

P §24 .
Fmyo;o * Feomsm * Fromsw ¥ One - Y ) Feom

P - P . L = =
+ WPl - V) Faym * Oen - Y hed Feoygpy = ° o (1.25b)

y al dar valores a hft obtenemos las

ECUACIONES I DE MAXWELL-RICCI

(a) 8v2-8 Ya+AY1-8v1 =v yo-vvo+2(uvi~u v1)+(t-28)y>-(7-28)y> ,
(b) IW2'8§1'ENT-*A;o=‘1Y0+ngl;j;b*2(“Y1‘?-;3)¥g Y2-(2e-0)v2 ,
(€) Dy;-Dr3+8vp=-5vp=(20-w)vo-(2o-m)¥o+2(P Y1-pPY1)+xY2-% Y2

(I.26)



les hemos anexado el nombre de Ricci porque aqui serin -
importantes al estudiar R, en Eg. Por otro lado, sabe--
mos aque (25a) implica la existencia del 4-potencial o -
vector de Ricci (segfin sea el caso) Ar tal que:

Fre = Aoy - Ap.c - (1.27a)
equivalente a
- - [« - [od
Fpyh) = Amdscp) ~ Amsn) ¥ Oy phn 7 Y np) Ay 0
(1I.27b)

que a su vez conduce a (recordar (2c)):

ECUACIONES 11 DE MAXWELL-RICCI

(@) vp =Do1-60,+(E-c-p)01-0B+xOz+{a+8-7) O, ,

271=301- 6—61 +D53-AGL,*(§- u-?--rx)_@l-"(;- g~ T';)—él +

)

+(p-preve) og+(u-urv+yle, , (1.28)

() v2=863-801-20;+(¥-v-1) O1+(a+B-T) 03+v0Oy, -

En este capitulo hemos tratado de exponer lo mias relevan
te del formalimso de Newman-Penrose y que tenga utilidad
en los capitulos posteriores, esto lleva la intencidn de
que el presente trabajo sea auto-contenido en lo esencial.



CAPITULO 11

ESPACIO-TIEMPO INMERSO EN Eg

INTRODUCCION,

En Fuentes (1985), Fuentes-L&Spez (1985) y Ladino (1986)
se realiz6 un estudio detallado del espacio-tiempo como
una hipersuperficie de un 5-espacio pseudo-Euclideano,
ahi se expusieron resultados originales y se enfatizé 1la
importancia del problema de la inmersién en relatividad
general, asi que en este Cap. nos limitaremos a resumir
ecuaciones, teoremas, ..., etc.

los principales conceptos,
para R, de clase uno y que tengan alguna relevancia para
4-espacio sumergidos en Eg. La Secc. 1 estd dedicada a
las versiones tensorial y NP de las Ecuaciones de Gauss
(EGC) que debe satisfacer la segunda forma fun

y Codazzi
el estar familiarizado con

damental de R, respecto a Eg,
las propiedades y estructura de las EGC es un buen ante-

cedente para el estudio de espacio-tiempos de clase dos
En la Secc. 2

(objetivo principal de nuestro trabajo).
inmerso en Ej

se coleccionan diversos resultados para Ry
(algunos de ellos tambié&n son vdlidos para Rn en En+1)
haciendo énfasis en los casos con fluido perfecto y cam-~

po electromagnético.



1. ECUACIONES DE GAUSS Y CODAZZI].

La segunda geometria intrinseca de Rn es generada por el
tensor mé&trico g_, (mediante &1 puede construirse el ten
sor de curvatura entre otras cosas) y cuando suponemos -
que el n-espacio estd inmerso en En+q (espacioc pseudo-Eu
clideano (n+q) dimensional) entonces es necesario intro-
ducir nuevos objetos geométricos, a saber, segundas for-
mas fundamentales y vectores de Ricci, que describan es-
te hecho, es decir, que cuantifiquen los aspectos '"exter
nos' de Rn respecto a su espacio receptor. De otra mane
ra: en un problema usual de inmersién la geometria inter
na es dato y la externa es la inc6égnita a determinar, -
aunque ocasionalmente este enfoque se invierte para cons
truir mé&tricas mediante consideraciones de inmersidén 1lo

cual ha sido realizado por Karmarkar (1948}, Sing-Pandey-
(1960) ¥y Stephani (1967a,b) entre otros. Si Rn es sumer
gible en En+q y (n+gq) es la minima dimensién en que esto
puede hacerse entonces decimos que Rn es de clase g, por
ejemplo, si Ry acepta inmersibén en Eg pero no en Es en--
tonces este R, es de clase dos, este caso particular 1lo

discutiremos en ¢l préximo Capitulo; cuando q = 1 sélo -
existe una segunda forma fundamental bij aguc gobierna 1la
geometria externa de nuestro espacio via las Ecuaciones

de Gauss y Codazzi (EGC), pero conforme q aumenta enton-
ces crece el ntmero de tensores b, ; acompafiados de vecto
rTes de Ricci (para q = 2 aparecen dos segundas formas -
fundamentales y s6lo un vector de Ricci) v esto a su vez
produce nuevos grados de libertad que estdn a nuestra -
disposicidén y con los cuales podemos intentar explicar -
al gunos fendmenos fisicos como lo han propuesto Fronsdal
(1965), Joseph (1965), Ne'eman (1965) y Phat (1971). Ade
mis, los avances que se obtengan en el problema de 1la in



mersién no s6l1lo benefician al campo gravitacional, por -
ejemplo, Barbashov-Nesterenko (1980) han aplicado 1las -
EGC en el anilisis de modelos no-lineales (solitones, -
cuerdas, mé&todo inverso de dispersién, etc.); tambié&n es
interesante mencionar que R.W. Brehme, W.E. Moore, Am.J.
Phys. 37, 683 (1969) han mostrado el valor pedagSgico de
la técnica de inmersién en la ensefianza de relatividad -
general.

Cualquier R, puede sumergirse local e isom&tricamente en
Em con m = Eiﬂgllu este teorema fue enunciado por -
L. Schlaefli, Annali di Mat. (2), 5, 170 (1871-73) y de-
mostrado por M. Janet, Ann. Soc. Polon. Math. 5, 38 (1926)
y E. Cartan, (revista anterior) §,41 (1927) (agradecemos
al M. en C. G. Gonz&lez Padrbén, Universidad de Konstanz,
RFA, el envio de este articulo), por lo tanto, cualquier
Ry (espacio-tiempo) admite inmersi6én en E;o pero puede -
ocurrir (en realidad casi siempre sucede con la mayoria

de las soluciones de las ecs. de Einstein) que también -
sea sumergible en E. con r < 10, asi uno de los proble-
mas bésicos del proceso de inmersién es la bfisqueda del

valor minimo de 1 = Thin.> €ntonces la clase _de inmersibn
de R, es (a_rmin)’ el concepto de "'clase'" sc debe a G. -
Ricci, Annali di Mat. (2), 12, 135 (1883) y conduce a -

una caracterizacién invariante de R, alternativa a las -
clasificaciones de Petrov y Churchill-Plebanski entre -
otras.

Aceptemos que q = clase de inmersién de un determinado -
espacio, entonces en Kramer-Stephani-MacCallum-Herlt -
(1980) pidgs. 356-358 encontramos los interesantes teore-
mas :



1.- "Si Rn es conformalmente plano entonces ¢q es a lo

mis dos" ,
(I1.1a)

el cual fue demostrado por H.W. Brinkmann, Proc. Nat.
Acad. Sci. USA 9. 1(1923) (el M. en C. G. Gonzidlez P. -
también nos envié este articulo), en particular, si un -
R, tipo O no es sumergible en Eg entonces con seguridad
admite inmersién en Eg, en la préxima Secc. aplicaremos
este resultado a tres m&tricas de este tipo Petrov.

Los siguientes cinco teoremas conciernen al espacio-tiem

po:

2.- "Si existe VT no-nulo constante (VT,C = 0) entonces
H

a =< 3" ,
(I1.1b)

por ejemplo, la métrica de Gédel (1949) indicada en -
Gv.10a) tiene el vector espacial unitario constante -
e(:_’)a (ver (V.10c) asi gue por (1b) acepta inmersién en
E,.

3.- "Si estd presente VT nulo constante entonces q < 4"
(IT.1c)
aquil recordemos una interesante proposicién de Ladino -
(1986): El1 teorema de Taub (1984) nos dice que R, estd -
asociado a campo electromagné&tico nulo o a radiacién pu-
ra cuando tiene un vector nulo constante Yy como estos -
4-espacios normalmente son sumergibles en Eg o Eg enton-
ces existe gran probabilidad de que q < 2 en (1c), una -



manera de investigar esto es tratar de probar que la mé
trica general (para R, con vT nulo constante) de Letelier
(1970) siempre admite inmersidn en Eg.

4.- "Si existen dos vectores linealmente independientes
no-nulos constantes entonces q < 1" >
(I1I.14d)
5.- "Si estin prescentces VT no-nulo constante y KT nulo
fijo tal que vT Kr = 0 entonces q < 2" ,
(Ir.1e)
L g s : N -
6. $i existe un vector k_ de Killing Kr;5 + Ks;r 0
*no-nulo normal entonces q < 4" >
(II.f)

7.- YSi R osee simetria esférica (entonces es tipo O
4 P
6 D, ver (I.16a)) resulta que q < 2"

demostrado por J. Eiesland, Trans. Amer. Math. Soc. 27,

213 (1925), también consultar M. Matsumoto, S. Kitamura,
J. Math. Kyoto Univ. 2, 97 (1962) pidg. 97 y K.R. Kamarkasy
Proc. Indian Acad. Sci. 27, 56 (1948): las métricas de -
Schwarzschild (Rab = 0) y Reissner-Nordstrom (hoyo negro
cargado) son de clase dos por su simetria esférica: la -
primera porque un espacio vacio no puede sumergirse en -
Eg y 1la segunda porque viola un teorema de Collinson -
(1968b) que indicaremos en la prdxima Seccidn, ver (12d}.

De aqui cn adelante nos limitaremos al caso q = 1; deci-
si existe el tensor se--

e n 3 a
mos que R esti inmerso en E 1
definida en R cuuplien

gunda forma fundamental bi = b

3 ji
do las EGC:




b. - b bjk) Gauss (II.2a)

=1,2,...n Codazzi (1I.2b)

o
[
[
=2
He
=
[
iy
[
M

donde €7 es el indicador de la normal a Rn'

S&1lo analizaremos los ca

s0os €3 = *+ 1, es decir,
se descartan las hipersu
perficies nulas (e, =0),
ver Bonnor (1972); cuan-
do R_ c¢s dato entonces -~
~ las incdgnitas son bac y
e; si 1la inmersién se -
efectlia via (2): Para al
gunas métricas no es ne-
cesario calcular el ten-
sor de curvatura sino -
Fig. 1.-~ Espaci» Riemanniano que es méas §imp1e buscar

de clase uno. funciones zJ .5 = 1,...,

n+1 tales que el ds2 en

g

E a,c = 1,2,...n

cuestidn pueda escribirse como una suma algebraica de
los (dzj)?, este enfoque lo aplicamos en (III.26c,e,36b,

40b).

2

El teorema de Thomas (1936) nos manifiesta cu&indo la ec.

de Codazzi es consecuencia de la ec. de Gauss:

"Si det(brc) # 0 y n > 3 entonces (2a) implica (2b)"
(1I.3a)



cuando n = 4 tenemos que det(b .) = - K./24 donde K, es el in
variante de Lanczos definido en (I1.12b) y el cual es 1la
base del principio variacional (V.1); (3a) se debe a las
identidades de Bianchi (I.22a) del tensor de Riemann. En
_Goenner (1977) puede encontrarse un estudio muy completo
sobre la interdependencia de las ecs. de Gauss, Codazzi

y Ricci para clase de inmersién arbitraria.

En el resto de nuestro trabajo s6lo consideraremos el ca
so n = 4 que corresponde al espacio-tiempo de relatividad
general; dado un R,, (3a) nos dice que primero debe cal-
cularse K; para asi conocer si seri necesaria (2b). Aho
ra el siguiente paso consiste en obtener una relacién -
que en determinadas circunstancias permita obtener a

b:., esto fue realizado por Goenner (1973) y Gonzile:-Pi

i
fia (1981):

K, €
= 1 = = 21 par
Pbi; =75 85" 2 Ry O =835 » P=%5bT G,
(II.3b)
por lo tanto
2—c_larc _—._E_J(i}( + R Gijdm) 0
p 3 ar 6 ‘24 "2 immnj 2z >
(I1.3c)

asi vemos que p s8lo depende de la geometria interna de
R, ; después de calcular K, es conveniente obtener p con
(3¢), si p # 0 entonces de (3b) despejamos a bij en fun-
cidén de la geometria intrinseca del espacio-tiempo y de-
cimos que R, tiene rigidez intrinseca, como ejemplo, los

4-espacios de clase uno con campo electromagné&tico no -



poseen esta rigidez, ver Collinson (1968b) y Goenner -
(1976) pag. 18. En Becerril-lL6pez (1983) se expuso una
deduccién simple de (3b): con el método de Takeno (1954)
"se escribif la ecuacién caracteristica de bac (la ec. re
sul tante fue compatible con la obtenida por Lovelock -
(1971)) y en ella bastd sustituir (I.12a,II.2a) para ob-
tener (3b,c). Fuentes-L6pez (1985) utilizando un teore-
ma de Lovelock (1972) probaron que cuando p # 0 la segun
da forma fundamental adquiere la estructura )

- +
b.j A R.j 5 (AR 2B) g.j con A,B constantes >
(I1.3d)

debe enfatizarse que (II.3d) es aplicable cuando p y Ky
no se anulan; con (2b,3d) es inmediato demostrar que
el tensor conformal satisface las identidades de Bianchi,
espacios con esta Gltima propiedad han sido estudiados -
por P. Szekeres, Proc. Roy. Soc. London A274, 206 (1963)

y Kozameh-Newman-Tod (1985) entre otros. J. L&pez, G. -
Ovando, A. Torres, Rep. de invest. No. 145 DCBI-UAM-A -
(1985) emplearon (3a,...,d) » el teorema de Kundt-Thompson

(1962), ver (1.24b), para obtener el resultado original:
''Si R, satisface:
. >
Ky # 0 ¥ (R Kp + 23 Ry

entonces (IT1.3e)

R, es algebraicamente especial
b S : - .
con n° direccién principal nula

<=>r(n’) tiene

k = o = 0 " .

repetida



De (I.11a,II.2a) es evidentcvque

*C, = *C; = 0 (I1.4a)

para 4-espacios de clase uno, por lo tanto

*
C, c

v S = 0 - (II.4b)

*chkm 3
i

Rijxm

Por otro lado, la identidad de Lanczos (I.12q) puede es-
cribirse en términos del dual simple:
Ky, 4

i _ 1 ijrc km
F a7 T PRV Rajkm

que al multiplicarse por n
neral para todo Ry:

ipqt conduce a una relacifn ge

P

2 km

—_— = %
R qt Rpahn

Jan
4 MNapqt

lan
* *
+ *R R Rtal -

(II.4c)

tp RQka *

Si el espacio-tiempo c¢s de clase uno entonces la ec. de
Gauss pecrmite demogtrar que los tres términos del miem-
bro derecho de (4c) son iguales entre si, en consecuen-
cia

K
km = - -2 (I1.44d)

*R qt kapa T2 "qtpa



que a su vez implica una expresién semejante a (4b):

agkma o . (II.4e)

t kaqa

La relacidén (4d) es mas fuerte que (2.6) d?.Collinson -
(1968b); ademis al contraer (4d4) con % nqtlJ resulta 1la
identidad (5) de Yakupov (1968). Si proyectamos (4d) so
bre la tetrada nula obtenemos catorce ecuaciones tivo NP
que indicamos en la pr&xima pdgina y que imponen restric
ciones sobre el tensor de curvatura:



IDENTIDADES DE COLLINSON

(a) wo $22-2¢1 $12+(P2-¥2) 6p2+2¥3 do1- ¥y dpo = O ,

R. —
(®) ~vo w3 *v1(¥a*g) *d00 ¢12 - 2¢01 P11%*d02 ¢01 = 0

©) w3 v, “1’3('4'2"%) ~%01 %22-%a2 $12*2¢11 %12 = O >
(D -wo $12%29; $11+¥1 $o2- (V2+2U2)d01* W3 $g0 = O »
() -wy 22+ (¥2+2W2) 3127203 $11-¥3 Fo2+¥u $g1 = O >
(£) o do2-vo $02-2%1 $01%2¥1 o1+ (¥2-V2)dop = O s
(8) (v2-v2) $22+203 $12-2V3 $12-¥u 02+ ¥y, $02 = O ’
h) \Pu("l’z*-l_Rz)*lbzl*d)oo $p2-¢2p1= O s (II.5)
i) ¢q(“¢2%)+¢23* oz $22-9272= 0 >

(G =Cwi*¢01) a*re12)+ (W1+301) (Wa*sa2) + (va*U2+2¢; 1*1%-) Cuz-w2) = 0 ,
(k) (wi-%p31) ('\Da"‘;] 2)- (31‘301) (‘E3*¢1 2)*(¢2*Ez'2¢11*%‘) (U-'z'Ez) =0,
“vo wu-2¥y V3+r¥Ra-2¢; Ez*% Vot (Va+z+2¢; 1*%) :

— R _ — rR2
s Quatea-2¢) 1% 935) Yooo $22*2¢01 $12% %02 Po2~FzF — O >

(€}

-291 v3-2¥; B3t (Wa-Ua) 24 (Po+¥at29) 1"]_];) (w2+32-2¢11*1—p§ +
(m) — _ Kz
*2¢41 $52%2¢qg1 912 = - T3 s
R — -~ K
M) -wy Pu,+2¢; Pa- (lbz‘ﬁ)z"‘gmo ¢22-2¢53 ¢12Fdo2 Poz= 3z >



Mostremos algunas aplicaciones de (5):

a).~- La métrica (¢Vv.17a):

ds2 = £3/3(ax  2eax2?) + £2 ax3%-axu? , £ =kx# + 1 , k = cte.
(II.6a)

es tipo O, entonces por (1a) si es sumergible en Eg, aho
ra veamos c6mo las identidades de Collinson impiden su
en efecto, sus cantidades de NP se en--

inmersién en Eg,
cuentran en (V.17b) las cuales contradicen (5£), por 1o

tanto, (6a) es de clase dos y su inmersidn explicita es-

td dada en (I11.26e,f).

b).- La solucidn (V.20a) de Kaigorodov (1963) no acepta
inmersidn en Eg porque sus cantidades de NP (V.20b) -
contradicen a (5i), hasta donde tenemos noticia no
se conoce la clase de esta métrica.

c).- E1 espacio (V.16a) tipo O de Narlikar-Karmarkar -

(1949) es de clase uno 6 dos dependiendo de la fun-

cién A(x'-x%) que en ella interviene, por ejemnlo,

si A = X' - x% entonces (V.16b) violan (5) asi que

su clase es dos.
d).- La métrica

~1
ds?2 = - h, dzz+c??

T2 ax2-4e® dx dy - 8e??

dy2+2e

(I1.6b)

es tipo 11 con cantidades de NP (x!=x, z2=y, x3=z, x%=u):

dv dz-2e2% du dy , K< 0.



]
~
o
N
o
)
N
N
o
He
1
'q
e
-

(ma)=(i§z,o,f-k_,-4./-_k-i) > £ ‘ -

(na)=(o,o,o,/l§),.<=o=p=e=a=e=o,R=-81< s

» (II.6¢)

A
i
Nje
il
1
k]
I
]
[
[
'
D
S
.
<
]
N
n
'
M
1

¥s = i/Z K , wy, = 10K,
$00 = $01 = 0 , dp2 = -2K , 41=0 , ¢35 = -2i/Z K , ¢z = -4K,

las cuales contradicen (5e) por 1o que este espacio no es
sumergible en Eg, no conocemos su clase de inmersién.

Mediante un proceso semejante a (IIT1.3,...,6) las EGC pue
den transcribirse al formalismo de NP, asi resultan dos -
conjuntos de ecuaciones que exponemos en las siguientes -

dos pidginas:



(a)

®)

()

(@)

(e)

Yy -

Yo +

Yo +

ECUACIONES DE GAUSS PARA R, EN Eg

4e3 (d02 900 — ¢01%)
b 1 1

— 1
$01 = 51[4(¢02 d01 - %01 ¢11) — 7 b ¢o
1 1 1 1 11

1
$01 = €1E(¢12 $00 - %01 %11) * T b ¢o
1 1 1 1 11

¥

R
*2011497 T

R
BEACE R -l

(£) - w2

(g) - vs3

(h) - Y3

(1) ¢, =

J3J) - ¢o0

(k)-¢ =cE1C¢ $01 - %02 ¢11) +
o2 1 11? _,0] ]02 _lJl

(2) ¢22 =

+B=e [4(4’211 - ¢g1 ¢12)
’ 3 1 1

12

2

|

_ - - ]
- $12 = EIE(¢]] $12 _ %oz ¢12) + 3D
1 1 1 1 1

— —_ — 1 —
o1z T CJE(%’JI $12 - _?’u:x _?22) - 5113 ?;12]

e, rfoz ;1’22

= e3 E(g*n ?oo - ?;01 i:o:)

CJE‘(?n $12 = $11 ?22) -

- ?122)

+
Nj=
—v
—-a
o
e

]
-g
-9

o

[

N[
g
-l g

N
Tl

(11.7)



(a)

(b)

()

(D)

(e)

£)

x)

— 1

D?;J 1~ %’01"’§
1

D¢, 1’Ag’oo"3‘
1

Db=-Tigga+ (1-20) g1+ $01+0dp2+20¢11-KP12-Ke.
; o0 2017 $01%9802%20¢12" K127 Ke12
I!])=—2 v+ ?o o*(Z7+m) $01*(27*?)§01‘?$12‘K§12 »

A‘;""V%’o:*\_’ ?01-(?+2“)?]2- (7*2;)§12*2(e+?)¢1b22 >

— 1 —_— - . —
Ap11-8¢32%g 8D=vdo1*V $01-Ad02-2nd13+(2B-T)S12-Td12%Pd22
1 1 1 1 1 1 1 1 1
64’1]‘—3‘1’02"‘1@‘ &b=(nu-2u) '15():["‘T ;o 1+2 (8-a) 4’02*’(20‘_0-) $q 2‘0;12 >

1 1 1 1 b 1 1 1
1 —— . _ —
5¢11‘D$12' B 515]““%’01‘*" %’01"7%’02'2"1’11*‘(25'3)%’12'0%’12*‘“1)22 s
(I1.8)
1 — —_ — _ -
Sd31-8¢0) =g SP=-vaooo+(b-2Y)do1+A $01¥T02*2Td11-Pd12-0P12 »
S (A 1207 i 1 1 1
Dgo2-6901=- 2900+ 2(7-8)9q1*(p+2e-2e) pp2*20¢11-2k¢ ;3 ,
1 1 1 1 1 1 1
Bdo2-8$12=2Vd0r+ (2v-2¥-1) ¢p2-2%¢;1*2(a-7) $12+0¢y,2 »
1 1 1 1 1 1 1
5?22'63‘12:’\’]@02'2_\’7_?1 1+2 (p+y) 514512*23T ?1 2+ (1-2a-28) 51”22 s

G.Too'Djlﬁm:(zg*ZB';) %’oo‘2 (p+e) ?o 1'20?01*7$02+2'<$11 s



fdcil probar que:

(II.9%a)

(II.9b)

que al proyectarlas sobre la tetrada nula se generan las -
relaciones:

(a)

(b)

(<)

(D

(e)

)

()

(h)

(1)

"4'22?01*7512 ?oz+2¢12?11‘24’11 ;"12"4’02 ?12*4’01 ?22 =0

‘hz?oo"#’oz 714;01"‘24’01 %‘11'2(’11 %’01'*;01 ‘1#02“1’00 %’12 =0

$o2 ‘1"02‘%2 _‘%‘_02'*24’12 ?orzgm i¢12+¢>oo i"zz“i’zz %’oo= o

vy ?oo"zwa %’ol"‘(-ﬂ-_’z"#z)i#oz*‘z‘lu ’;}’12‘\1’0 ?22= 0

vy ‘{’oz'Eu ?oz‘z‘l'a ?12*233 ?12*(‘1‘2‘7;1) %’22= 0

(b2-v2) ;‘¢oo'2$1 %’01*24'1 ?01"'30 jfoz'\l’o ;4’—02'—‘ Y

“y ?01"'“'3 flboz*z_‘lja ?11'(-—‘32"‘2\02)1’12*4‘1 g>22= Y

Vs %’oo' (‘1'2*232)%’01*-51 ;1’02*7-'1'1 ?’11"1’0 1$1z= Y

“Y3 ?o1*¢3 .‘1;01*'2(‘1’2'32)?1 19 %’1 1" V1 i?12= 0

(11.10)



(10a,b,c) contienen la misma informacién que (9a), y -
(10d,...,1i) equivalen a (9b).

La métrica (@{V.21b):
2 2
ds2 = - 2 dx' dx" + Sen? x"(dx2 + dx3 ) (I1.11a)

es tipo O, entonces por (la) con seguridad puede meterse
en Eg, demostremos que no admite inmersidn en Eg: Sus -
cantidades de NP nos quedan (Kz; = p = 0):

) = /2—_5,1_“ (0,1,-i,0) , (&M = (0,0,0,7) , ®) = (1,0,0,0) ,
enx

u=ctgx"® y los demis coef. de espin se anulan , (I1.11b)

. =0 , a=0,...,4, R=0, S = 0 excepto ¢ = -1 .

Entonces de (10) tenemos ¢g1 = ¢g¢ = 0; ahora multiplica
_ 1 1

mos (7£) por ¢gp ¥ Se llega a contradiccién con las res-
1

tantes ecs. de Gauss, por lo tanto (17la) es de clase dos.

2. RESUMEN DE RESULTADOS BASICOS PARA R, DE CLASE UNO.

Esta Seccidn serd muy breve porque s6lo tiene la finali-
dad de exponer algunos teoremas de interés para espacio-
-tiempos inmersos en Eg, se considerardn los casos vacio,
con cagpo electromagnético y flufdo perfecto,



a).- E. Kasner, Am. J. Math. 43, 126 (1921) fue el primeg
To en probar cue

"Ningin R, vacio es sumergible en Eg" » {(1I1.12a)

los autores Szekeres (1966a) y Fuentes-Lépez (1985) (é&s-
tos Gltimos apoyidndose en la densidad gravitacional de -
Synge (1957) dicron otras demostraciones mis simples de
(12a). El espacio vacio tipo I de Petrov (1962):

ds? = ef[cos(./zf) dx'2-2 Sen(/3f) dx' dx“ - Cos(/3€) dx"z] +

(IT1.12b)
2 - 2
+ dx2 + e 2f dx3 , £f=k x2 , k = cte.

no csti inmerso en Eg por (12a), se desconoce su clase -
de inmersién.

b).- Szekeres (1966a) obtuvo que:

"EI modelo de DeSitter es el finico R, de Einstein (con R

# 0) de clase¢ ‘uno"
(I1.12c)

es decir, bajo (I.6¢) R, es sumergible en Eg si y s6lo si
es de curvatura constante (este espacio fue estudiado por
Gonzdlez (1981) y Ladino (1986), y posce rigidez intrinse
ca).

+

c).- De acuerdo a Collinson (1968b):



"R, debe ser tipo N con tensor de Faraday nulo"
(11.124)

cuando el espacio-tiempo estd8 inmerso en Es en presencia
de un campo de Maxwell. La solucién @V.14a) de Bertotti
(1959) puede ser conformalmente plana 6 tipo D, entonces
por (12d) no es de clase uno; cuando es tipo O, por (la)
admite inmersién en Eg, pero no conocemos la clase para

el caso tipo D.

d.~- La té&cnica de inmersién es Gtil en la construccidén de
nuevas soluciones a las ecuaciones de Einstein, de -
esta manera Stephani (1967a,b,1968) pudo resolver -

los tres siguientes problemas:

1.- "Encontrar todas las soluciones de las ecs. de
Einstein-Maxwell que sean tipo O',

(I1.12e)
2.- "Determinar todas las métricas tipo O con fluido per

fecto'" >
(I1.12€£)

3.- "Obtener todos los elementos de 1inea tipo D con
flufdo perfecto y aceleracién cero de materia’
(I1.12g)

En relacidn a fluidos perfectos conviene recordar el teo
rema de Szekeres (1966b), tambi&n ver Greenberg (1972),

a saber

'""No existen fluidos perfectos incoherentes (presién ce
TO) tipo N fque satisfagan las ecs. de Einstein sin -

constante cosmoldgica' .
(IT1.12h)



e).- Szekeres'(19663) probd los teoremas:

"Si R, con fluido perfecto es de clase uno entonces el

fluido no debe rotar"”
(I1.124)

¥

"Si R, estd inmerso en Eg con fluido perfecto y presidn
cero entonces el espacio-tiempo es de Friedmann (tipo
o))" . .

(II.123)

en particular, cualesquiera de estos resultados impide -
que la métrica de G8del (1949) sea sumergible en Eg.

£).- Barnes (1974) empled la ecuacidén de Gauss (asi que
su estudio es totalmente algebraiceo) para investi- -
gar la relacifén existente entre las clasificaciones
de Petrov (tensor conformal) y Churchill-Plebanski
(tensores de Ricci y segunda forma fundamental), en
la Tabla II de la padg. 152 de su articulo se rTesu--
men los correspondientes resultados y como una apli
cacidn de &stos demuestra que

""Todo fluido perfecto de clase uno es tipo O & D ¥ bac

s8lo puede ser [1(111}] &6 [11(11)] respectivamente”
(I1.12k)
y obtuvo tales métricas; en consecuencia, las soluciones

tipo III de Allnutt (1981) y tipo II de Bonnor-Davidson
(1985) no admiten inmersién en Eg debido a (12k). Si el



estudio de Barnes se refina con la ec. de Codazzi pudie
ra ocurrir que se eliminaran algunas de las posibilida-
des que &1 indica en la Tabla II; también se podrian -
combinar (12k) con las detalladas investigaciones que -
Wainwright (1970,74a,b,77) y Carminati-Wainwright (1985)
han rcalizado sobre fluidos perfectos en espacios-cur--
vos.

g).- K. Rao, Gen. Relat. Grav. 3, 211 (1971) estudidé -
fluidos perfectos sin la constante cosmoldgica y -
obtuvo dos teorcmas, a saber:

1.- “"Todo Ry tipo O estitico con simetria esférica de -

un fluifido perfecto es de clase uno"
(Ir1.122)

a esto se debe que la solucidn interior de -
Schwarzschild sea sumergible en Es,

Y su inverso:

2.- “um R, estidtico de un flufdo perfecto con simetria -
-.esférica_y.ecuacién de .estado__(densidad). =._3(pre=__
.sidn es tipo O y de clasec uno' ,

T TTTT(11.12m)

R.S. Tikekar; Curr. Sci. 39, 460 (1970) construyl -

una métrica cumpliendo (12m).
h) .- Por ahora nadie ha publicado mé&tricas explicitas de
' clase uno y tipos Petrov I, IT 6 III, este es un -
problema abierto que amerita un anidlisis cuidadoso.
Sin embargo, si aceptamos que existe un Ry tipo III



inmerso en Egs entonces Ladino (1986) pag.
probar que:

""Si un espacio-tiempo de clase uno es tipo III
ces la congruencia nula repetida de Debever-P
es geodésica y carece de rotacién y deformaci

en la solucidn tipo IITI de Allnut (1981) 1la con
nula asociada al vector repetido de DP si se de
asi que por (12n) no puede sumergirse en Es.

Existe mucha literatura sobre el problema de la
en relatividad general y en base a ello podemos
que los espacio-tiempos de clase uno estin casi
mente estudiados, asi que debemos concentrarnos
so de Ry, sumergido en Eg y E; donde alin es posi
ner nuevos e importantes resultados.

40 logrd

enton-
enrose
en't

(ITI.12n)

gruencia
forma, -

inmersidn
afirmar
completa
en el ca
ble obte-



CAPITULO III

R, DE CLASE DOS

INTRODUCCION.
Aqui nos dedicamos al estudio de espacio-tiempos que -

aceptan inmersidn local e isométrica en Eg, es decir, 4-

= - 4
-espacios de clase dos. Al concebir a R, como un subes-

pacio de un espacio plano 6-dimensional aparecen nuevos

objetos tensoriales (segundas formas fundamentales y vec

tor de Ricci) que enriquecen la geometria Riemanniana
ofreciendo asi la posibilidad de que algtGn campo fisico
por ahora desa

pueda interpretarse en té&rminos de ellos,
fortunadamente no ha cristalizado dicha esperanza ya que
ha sido imposible asignar de manera natural alg@n signi-
ficado a las cantidades que gobiernan la geometria extrin
a pesar de esto, es indudable el valor del -
armo- -

seca de Ry,
proceso de inmersién porque &ste combina en forma
niosa temas tales como las clasificaciones de Petrov v
Churchill-Plebanski, soluciones exactas, simetrias, cidl-
Newman-Penrose (NP), cinemidtica de congruencias
se exponen las -

culo de
temporales y nulas, etc. En la Secc. 1
Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci (EGCR) para R, su--
mergido en Eg en sus formas tensorial y de NP, en 1la -

Secc. 2 &stas se analizan para generar condiciones nece-

sarias algebraicas que todo espacio-tiempo de clase dos
algunas de estas condiciones son muy cono-

debe cumplir,
3 se utili

cidas pero otras son originales. En la Secc.

za el material de las Seccs. anteriores para estudiar Ry,

vacio lo cual conduce a los teoremas de Collinson (1966),



ademids, se ofrece una prueba tipo NP del resultado de -
Yakupov (1973) publicado sin demostracidén, las conclu--
siones se aplican a diversas métricas. En l1la Secc. 4 -
las investigaciones de Collinson se generalizan a espa-
cios de Einstein no-vacios, todos los teoremas resultan-

tes son originales.

En la literatura no existe un estudio sistemidtico median
te el formalismo de NP de esvacio-tiempos inmersos en -
Eg, con este Cap. y el préximo esperamos remediar en -

parte esta situacidn. +




1. ECUACIONES DE GAUSS., CODAZZI Y RICCI,

En la presente Seccidn se exponen las ecuaciones que go-
biernan el proceso de la inmersidn del espacio-tiempo en
un 6-espacio plano, las cuales se conocen con €l nombre

de Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci (EGCR), dichas -
relaciones constituyen un sistema algebraico-diferencial
dos segundas formas fundamentales y un vector de Ricci.

Diversos investigadores emplean las EGCR en su aspecto -
tensorial, aqui ademds de este enfoque tambi&n ﬁroyecta-

que en general es dificil resolver para las incégnitas:

remos a las EGCR sobre la tetrada nula, asi el proceso -
resultante es tensorial-NP con gran poder para analizar

R, de clase dos. Recordemos que en el problema de 1la in
mersién la geometria intrinseca (determinada por el ten-
sor métrico gab) del espacio-tiempo es dato, lo que debe
encontrarse es la geometria externa de Ry, es decir, el

encadenamiento de Eg con el 4-espacio en cuestidn.
N,y

La Fig. 2 muestra la pre

N, sencia de dos dimensio--
’ nes adicionales 1lo cual
significa que R, posee -

las normales N, y N, con

indicadores e = *1, r=1,2,

esto genera dos segundas

formas fundamentales -

e gij = gji’_ a*T- 1,2y el \.reg

tor de Ricci A, cantida

des que controlan la gego
metria extrinseca de Ry

Fig. 2.~ Espacio-tiempo
de clase dos. .
en relacidn a Eg. Para -

que la inmersién local e isomé&trica sea realizable es ne



cesario y suficiente el cumplimiento de las EGCR, las cua
les son ecuaciones diferenciales para los nuevos grados -
de libertad b it Y AL (cuyo significado fisico aun descono
cemos) :

Rn = r§1 Er(gap ch - 2aq Zcp) , Gauss (ITITI.1a)

r-i‘acz;r - ?ar;c = =2(A, l;ar - AL gac) > (ITI.1b)
Codazzi :

Eac;r Sarsc e1(A b - AL ]ac) > (III.1c)

F. .= A - A =b.“b_._.-b “b_. Ricci (IIT.1d)

jr= 'r,j j,r 13 gcr 1T 23 ¢ . :

Puede observarse la semejanza de (1b,c), basta reemplazar
en la primera a b por b Y a e, por -e; para obtener -
jcrTr cr .

la segunda; ademids, en (1d) aparece el tensor Far antisi-
métrico que llamaremos tensor de Ricci al cual evidente--
mente son aplicables las relaciones (I.2c¢c,7e,8e,f,25,...,

28).

En general es muy complicado resolver el conjunto acopla-
do (1), asfi que es natural buscar alguna simplificacién -
con la misma filosofia del teorema de Thomas (1936) del -
Cap. II, a saber: '"Para espacios de clase uno con det(bij)#0
la ecuacidn de Gauss implica la de Codazzi'", por lo tanto
la bGsqueda de b adquiere carfcter algebralco esto faci-
lita el proceso de inmersidn porque ya no debemos tratar

con relaciones diferenciales. Desafortunadamente, para -
espacios de clase dos en la mayoria de los casos estarid -




' R
o ‘5;‘ x£§§m‘U;§&aVEJ\

R U

presente al menos una ecuacidn diferencial, aqui reside
su mayor dificultad respecto al anilisis para Ry en Eg.

Los autores Gupta-Goel (1975) demostraron que

'"*(1c,d) son consecuencia de (la,b) cuando det(b__u_) # 0"
2¢
(III.2a)

y utilizaron su resultado para sumergir en Eg a todo es-
pacio-tiempo estitico con simetria es férica, la corres--
pondiente inmersién explicita ya habia sido reafi:ada
por Plebanski (1962), ecn
por ejemplo las métricas
-N6rdstrom las cuales no
II,

este proceso quedan incluidas -
de Schwarzchild y Reissner-

aceptan inmersién en Es, Cap.
también consultar Fronsdal (1959) para un andlisis
de 1la geometria externa de la primera métrica.

Un estu-
dio muy completo de la interdependencia de las EGCR pue-
de encontrarse en Goenner (1977) (agradecemos a este au-

tor el envio de este articulo) en cuya pig. 144 se prue-

ban dos interesantes teoremas mis generales que {(2a),

a
saber (notacidén: rango de R = r(k)):
"Si r(bat) > 3 entonces (la,b,c) implican (1d4)"
2
(I1II.2b)
Y
"Si r(bat) > 4 entonces (lc,d) se siguen de (l1a,b)"
2
(ITI.2c)

n6tese que en (2c) no se pide que exista Q—l como ocurre



en (2a); los resultados (2) en realidad son vidlidos pa-
ra Rn inmerso en En+2 v se deben a las identidades de -

Bianchi satisfechas por el tensor de curvatura.

Ahora nuestro siguiente objetivo consiste en transcribir

al formalismo de NP las EGCR, en efecto, las segundas -

formas fundamentales b permiten definir los tensores -
r

simétricos con traza nula:

ac

Fl

b = traza(bac) R (ITI1.3a)
r T

1
E b -
3¢ rac 4

- 2 Sac »

asft b, duedan especificadas por las cantidades b y b’
T T T

estas Gltimas construidas de manera anidloga a (I.Se). -
Sustituimos (3a) en (la) y después proyectamos sobre la

e da P izz

t Fra a nula para obtener Rga)gp)Cq)(h)’ al analizar con
cuidado los valores de los indices apgh que conducen a -
relaciones independientes deducimos doce posibilidades:

2533 1212 1423 La opcidn 1234 queda incluida
2331 1214 1424 en 1423 mas la propiedad ci--
2312 3114 1434

2334 1414 3434 ciica de Reay(py(a)(h) *
(III.3b)

en esta forma resultan 12 ecuaciones tipo NP (que indica
mos en la siguiente pigina) con la misma informacidén que

(1a):



(a)

(bY

()

(d)

(=)

)

()

(h)

Cer

ECUACIONES DE GAUSS PARA Ry EN Eg

2
vg = 4 ¥ e, .(ég2 d00 - #%01) >
r=1 T T r
2 - 1
Pi+éor= 7 ErE(¢02 dg1-¢01 $11)- 3 b
=1 T r r T r
2 [— 1
wy-¢o1= L er(#(212 %a0-%01 %11)+ 7 D
r=1 T r r T T

- R
Watdba+2dy 1+ 737

FliMN

r

’HMN

— R
Ya+a-2411% 937

H 6 o S
o o
[ R el

—_ 1
€ E¢oz bg2-(2¢11 *+ 7 b)zj
1 TL b 4 T

e300 922-(2011 - F0IZ]
1 r T T r

> .
R P — 1

St 5> = ) € E(¢411'¢01 $12) - g bz:,
T2 =1 T r r T 16 r

2
-w3-d12 = } ETE(‘MI P12 -Pa2 ¢12) * -;—b
r=1 T r T T T

— 2 — p—
-w3+dia= J E,.E(‘#n P12 ~da1 $22)- %
r=1 r T T r

2
vu=4 ¥ e.(Pg2 22 - $212)
r T T

2

— 1
-$00= J ErE(d’“ %00 - %01 ¢01)* 3 b
1 T r r b of T

r=

2
1
-$02= X Erl4(¢12 $01 - d02 $11)*+* 3 b
1 T b of T Tr

2
1
$22= J ETE(;12 $12 = P11 $22) - 7 b
=1 T T b r

¢ot£l
r

¢02]
T T

¢22]
bd

2]
2]
T r

(II1.4)



El siguiente paso es considerar la ecuacidn de Codazzi -

(1b) que en términos de (3a) nos queda

Qera = ~ = E - E * _{?,r Fac ?;c r)tea(AL E Zac

Qrca T Jjac;r ]ar;c
(III.5a)

e2
AL E fT'E(Ar 8~ Ac 8ad T 0O

con la propiedad ciclica Q_ ... * Q. . * Q. p 0. Al con

traer (5a) con la tetrada de NP obtenemos s

+ t E - -+

- t
Apymy @ ~ Faymsm " Famism * Y ap feym T Y an feem

t t N
* Ohp T YR B e 2@ Epy@ T A Sy *

* "”’ s(h) T2 B Amy) Zpyq) T 4“’,0:) * 2 b Ayl
, (III.S5b)
2ty T °
donde Z fue definida en (l1e); un anidlisis de los -

(a) (b)

iIndices phq revela once posibilidades (en cuanto a rela-

ciones independientes):

231 233 121 142 144 344
(III.S5c)

232 234 141 143 343 ,

con estos valores y (I.l1e,2,5e,17c) resultan 11 ecs. ti-

po NP (prdxima pidgina) equivalentes a (1b):



ECUACIONES DE CODAZZI PARA R, DE CLASE DOS

(a) D¢, 1-3%1*‘}3' Db=-udgg+(T-2a)dg1+T $01+9802+2Ppd11-Kdy2 -
1 1 1 1 1 1 1 1 1
-kd12+€3{0; $g1-0u '#11-% oy b) ,
1 2 2 2
(®) D¢11-8800-3 Db=-2(r+7) bau+ (2T+1) $01+ (21+ M) Fo1 %812 -
—~<d12+€2(93 $g0-y 4’11"% o, b) ,
1 2 2 2
(S) A$11-Ddzo-o Ab=veg1+V Bo1- (T+21)d12-(T+27) $12+2(s+E) dp +
i 1778 7 1 1 1 1
+22(8y $22-03 4’11“;‘ o3 b) ,
2 2 2
(d) adya- 4’12**1" ab =veg1+V Po1-Adqa-2nd11+(2B-T)d1a-TP1a *+
8
1 1 1 1 1 1 1 1
+po22+e2(01 1203 ¢11"% o3 b) ,
1 2 2 2
(e) 5?11‘—$02*l8 Sb =(U-Zi)t1b01'*7 1$ol+2(E-D‘)%’oz*‘(zlﬂ-g)t}nz-“’r%‘;lz +
+e5 (0 302'91 gn‘%‘ 01 g) s (III.6)

() 5¢11'D¢12'1§ 8b =udy1+A $o1-Tdo2-2Tdy1+(25-P)d12-0 12 tKdoa*
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

pury

+e2(0y $12-9; p11+g 01 B,
2 2 2

(g) 8¢, 1‘A¢01‘% 8b=-Vdgo+(u-2v)dg1*+A Bo1+Tdo2+2Td)1-PP12-0d1a +
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1
+e2(0; 301‘01 %’11*@ o1 g) .
h) D?oz“ﬁ?m:‘_’\-‘%’oo“zﬁ‘s)t]boﬁ(p—‘“ze'z;)?oz*z“?l1'2'<?12 +
+e2(0; gol'eu goz) B
(1) A?02-6?12=23?0]+(2y—27-;,)?02-27?11+2G—r)$12+0?22 +
+e2(9) ¢12-03 ¢g2) >
2 2

(6D)] 6?22“‘?12:“’?02‘2;?11*'2(1“'7)?12*2'3_ ?12"(1"2;‘23)?22*52(03 312'01 gzz) ,

(k) G‘lf’oo‘D?al:(Z;*ZB‘;)?ao'ZG*e)?ol‘zc’?m*? ?02*2‘?11*52(94 301‘91 ;oo) >



Debido a la semejanza entre (1b,c) es claro que existen
otras once ecuaciones tipo (6) para Bab > s6lo es cues--

tién de poner -e, en lugar de €3, sustituir b por b y -
2

reemplazar ?ac nor %ac Yy a la inversa.

S61o nos falta l1la contraparte NP de la ecuacidén de Ricci
(1d): En realidad esta ecuacién conduce a tres conjuntos
de relaciones, dos de ellos son (I1.26,28) y el tercero

se origina de:

_ a - a _ a _ a
Fre = ?r gac ?c bar ?r gac Ec Ear ’
(III.7a)
cuya proyeccidn sobre la tetrada nula es
- (r) _ (r)
Fiprymy = Eep) Bty ) - Fomy Smm
(III.7b)

de donde se originan 1las

ECUACIONES IIXI DE MAXWELL-RICCI

(2) vo=4(d01 $02+2%p1 $11-2411 a1 ~$00 P12 -Poz Poi1*®i1z $00)
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

(®) v1=2(302 ¢02+2%01 $12-2%12 $o1-%a0 ¢22-%02 Po2+P22 Poo0)
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

(c) v2=4(%02 $12-F01 $22-2%12 $11*2%11 P12-%12 Po2+b22 g1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

(III.8)



Entonces la informacidn existente en (1d) queda almacena
da en (I.16,28,ITI.8); es til recordar que Fac posee -

los invariantes (I.S8f).

Las ecuaciones (I1.28,T1I1.4,6,8) no se encuentran de mane

ra explicita en la literatura.

En una situacidn dada las cantidades Yo Pace R vy los -
coeficientes de espin son datos, asi el problema radica

en la baGsqueda de Pac? b, oL Y e, soluciones de (I.26,28,
T r 4

IIr.4,6,8), sin embargo, antes de iniciar esta bisqueda

es conveniente verificar el cumplimiento de ciertas con-
diciones (consecuencias de (1), ver la préxima Secc.) -
QUe todo R, de clase dos debe satisfacer, si no se cum--
plen dichas condiciones entonces es infitil buscar las se
gundas formas fundamentales y el vector de Ricci.

2. CONDICIONES NECESARIAS PARA LA INMERSION
DE R, EN Eg4.

Demostrar que un espacio-tiempo no es sumergible en Eg
significa verificar que (1) no tienen solucidén pero re--
sulta que esto es muy dificil de probar directamente -
(por ejemplo, consultar Collinson (1968a) parala métrica de -
G8del), en su lugar buscamos pruebas indirectas que se -
conocen como ''condiciones necesarias para la inmersidén'.
Cuando estas condiciones no se cumplen podemos estar se-
guros de que no existe solucidn para las EGCR; en esta -
Secc. consideraremos algunos requisitos que debe satisfa
cer un R, de clase dos, el andlisis es general (las apli
caciones a métricas especificas se localizan en las pré-
ximas Seccs. 3 y 4) y se emplean las herramientas tenso-

rial y de NP.




La ecuacidén de Gauss (la) puede escribirse en la forma

B =b b - b b = 1,2
aceq con r3cPa P 4 N i
(III1.9)

o
]
T
,_’\')
L]

los tensores Bacpq tienen la misma estructura del tensor
r
de Riemann para espacios de clase uno asi que son

ver Fuentes (1985) y nuestra Secc. 2

vili--

das las relaciones,
del capitulo anterior (no existe suma sobre r):,

lacidén a (11) recordar las definiciones (I.8f,11a).

*oFi 1, i) a
(a) B 1JEM g = = K, & , Ky = - 24 det®®*) ,
P I_:.lbc:m 12 7 ab r + C
* ij 1
(b 113. ab ‘amij B P 52 Tabem  ?
. CITI.10)
ijkm - f
(<) 113_ E’cjkm o . |
jk a
d) *B. . BIK = Ly == . = B9, . :
(CY) El_]km r 0 con lli_Jk Ek_‘) r jka ;
Ademds, (1d,9) permiten deducir las expresiones i
:
ijkr - 5 & ir . j !
a . = = - 2 s b >
(a) l;"' gleC Fij 1 g c !
j
ijkr - ;
(b) 113 *gijkr = B, R (IIr.11) i
( * = el ;
€) *Cx = - 2 g1 63 Fp , i
:
esta Gltima corresponde a (10) de Yakupov (1968), en re- ;
4
i
i
|
i



Matsumoto (1950) pidg. 69 demostrd (para R, con métrica
positiva definida inmerso en Eg, pero Goenner (1973) ob
servd su validez para el espacio-tiempo):

""Si R, es de clase dos entonces

P . . N 5 e
glJ Fkr - Flk prd , gir FJk - 122

acik

+ R

Si ahora multiplicamos (12 ) por % n
(I.8g,9a,1le) volvemos a deducir (11¢).

(Racij R

kr

+

(rrr.12 )

rj acir Jkyee
R + R Ry )

ac

pjkr

y emplcamos -
Es simple »ro--

bar que todo espacio-tiempo (sin pedir que sea de clase

uno o dos) satisface

* *tjkc ar _
R *Rarke Rpj N
con
— *,*tjkc ar _ _
Y= R Rarke Rejo o = Cy +
*Ry = *Rjj.y R*® RJ

2

*Cp, + 6 *Ry

>

(III.13a)

(III.13b)

la identidad (13a) no se localiza de manera explicita en
la literatura. Yakupov (1968) expresién (7),
encontré una condicién

consultar Goenner (1980) pag. 451,
muy general empleando sélo (1la):

tambié&n -



"Todo Ry inmerso en Eg debe tener Y = Q" > (III.13c)

(13c) constituye una restriccién sobre la geometria in--
trinseca de un espacio-tiempo de clase dos: si un Ry tie
ne Y # 0 entonces no es sumergible en Eg. La condicidn

(13¢c) es necesaria porque Y = 0 no garantiza la inmersidn
ya que en la obtencidn de (13c) s6lo se utilizé la ecua-

cidn de Gauss.

A (1b) 1le aplicamos ;p y luego rotamos ciclcamente
los iIndices crp y sumamos entre si las tres ecuaciones -

resultantes: para obtener: .

a a a - :
R arp ?qc * R apc ?qr * Rier ?qp EZ(Frp gac * Fue gar * Fer gap) 4

(If1.14a)
similarmente
a A q = -
R arp gqc + R apc gqr + R acr gqp Elcprp ?ac * ch ?ar + Fer ?ap) ’

(III.14b)

(14a,b) equivalen a (8) de Yakupov (1968) y a (A2.5,6) -
de Hodgkinson (1984) aunque este autor s8lo considera el
caso Rab = 0. Al multiplicar (14a,b) por ntrpc se dedu-
cen:

aplikr o *ptd T =piJkr o «pld pT. III.14c
13k~ =2 23 7 27k =t 8 - ¢ )



las cuales ofrecen la posibilidad de calcular, por ejem-
en funcidn de F2? bTE y el dual simple del ten

plo,
1
en efecto, al multiplicar (14c) por

b. .
2tJ
sor de curvatura,
Fic obtenemos

=4e,*R¥T. b__F . , F,b,.
€2 i jer "aj 2 415
(III.14d)

asi que la mencionada posibilidad procede cuandq F, # O0;

en las siguientes dos Seccs. probaremos que F, = 0 para

4-espacios de Einstein de clase dos y tipo Petrov # I.

Si ahora en (14a,b) sumamos r con a deducimos las rela--

ciones:
a -R1 b = F S a F III.1
Rp ?qc Re Pap 2 (Fep ‘5 c” Fgqe ’; P *‘; pc) - (III.14e)
RT b -rRl b =- F_bl - r bl b E , (TITI.14f
P >qc c Sap c1(Fgp 7 ac 5 p T Y Fpe? (LI Y

las cuales coinciden con (9) de Yakupov (1968) (este au-
tor emplea R, = X 2,,.) vy (A2.7) de Hodgkinson (1984) -
CRab = 0); a partir de (14e,f) es inmediato que

*EPC 4 = 2 *nPC pd = - _L
P Rp!])qc n: Fzg, FP Rpgqc 41-‘2t; . (IITI.14g)

Al multiplicar (14a) 'por e, bat y (14b) por e, bat y su-
1 2

mar las ecuaciones rTresultantes volvemos a obtener (12 ).



Multiplicamos (14e) por bpt Yy antisimetrizamos en ct pa

ra deducir una ecuacidn Jue denotamos por (*), posterior

mente contraemos (ld4e) con bpt Yy antisimetrizamos en ct
1

para obtener (**), entonces restamos entre siI (*) y (**)
originindose

p I Y _aa a P _ud pP
RP. Fup z[Rthc RT, Fae * Rop(® BP; ?tgc):l (IITI.15a)

o si usamos la definicidn del tensor de Weyl: :

P 4 pP - pa_ P - <2 _ R
Capct FP = Zqu(? [ 3 t ? t 2 c) * th Fqc ch I-a‘t: 3 F °

(III.15b)

Mis adelante veremos que para espacios de Einstein p2P

es un eigentensor del tensor conformal. Las Telaciones
(15) no se encuentran en la literatura, Hodgkinson (1984)
pdg. 584 s6lo las exhibe para el caso Rab = 0.
En té&rminos de Cijkr las expresiones (14c) nos quedan:
x~ijkr 1 ijra k - xpl] T
(*C + 5 N R, ) ?jk €z F g 3 N
(IL1I.16a)
ijkr 1 ijra k ij T
(*ctJ + 5 ntJd R;") byp = - ey *F J ? ;-

Por filtimo, de (16a) son inmediatas las relaciones (que -
no hemos visto publicadas):



ijke .1 ijke -0 . r=
®ct I;jk b, Tep *Ca, *C bje by =0 » T=1,2 (III.16b)
r 2 1
.. e .. L.
wciike o = Z2capid pS & xpCI iy (ITI.16c)
13k 2 2 3 2 3

y de (11a,13b,c, 15b) resulta la identidad original:

ap pet _ 1 *
*Capct F F 3 1 €2 Cy . (Irr.i1ed)

Con (9,...,16) ya tenemos las princivales relaciones pa-
ra 4-espacios de clase dos, nOtese que todas estas condi
ciones son algebraicas, hasta la fecha nadie ha construil
do condiciones necesarias diferenciales para R, inmerso
en Eg: Para el espacio-tiempo sumergido en Eg l1la Gnica
condicidén diferencial que se conoce es la obtenida por
R. Fuentes, J. L6pez, Rep. Invest. No. 119, DCBI-UAM-A -
(1984) y Fuentes-Loépez (1985) expresidn (52.c). El pré6-
Ximo paso consiste en la transcripcidn NP de algunas de
las relaciones (9,...,16), para tal fin nos apoyaremos en
el formalismo expuesto en el Cap. I.

Empecemos con (14a), al proyectarla sobre la tetrada nu-
la deducimos que:

+

. r(®) &
Mo =M T ftom TR meom feom

+

o) -
TR wmo feoaw T =2 [Fiy a0 o
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1
*Faa By T From Bwma T 8% oo Zayw *
*Faow 2 T P

,
“(i)&)ﬂ , (IIT.17a)
de donde son evidentes las propiedades

Qi) Grao =~ DG ) = D) o () ()

") (£) (0 (5)
TG
siguientes cuartetos de valores para los

en virtud de las cuales s8lo ¢s necesario considerar los

indices itjk:
1123

1234 3134
1124 3123 4123 4134
1134 3124

4124

en esta forma de (17) obtenemos

(IIT.17b)
no hemos localizado en la literatura:

10 ecuaciones

tipo NP que



IDENTIDADES DE YAKUPOV

(a) Vu ¢00-203 P01+ (W2-v2)d02+2W1 $12-%o ¢zz=€z|}o p12-(y1+¥1 $02*v2 ¢o1] »
1 1 1 1 1 2 2 2
Wy  Po2
1

(b) ¢y dg2-vy

~203 $12+2P3 P12+ (P2-V2 Jdap=€p [Yz $d12-¥2 P12+
1 1 1 1 2 2

"(71“{1)4’22] .
. 2
<) (EZ““Z)?OO'ZE-I ?01*'2‘1'1%-01*7170 ‘foz‘ll'o §02=€2 E71‘Y1);oo‘70 301"'Y0 Tgo:._J .

— — — —_— >3 ——
- W ?01*‘1’3 ?02*'2'#3 ‘11’11'(‘112*'2\1’2)?12*‘1’1 ‘1922=72(Y2 §02'1272 311 *

d —
e +2y1 $12-Yo %22)
2 2
—_ — _— —_ £ — —
b3 ?00‘(‘1‘2"2‘92)?01*‘1’1 ‘%’02"'2‘1‘1 ?11"1’0 91’12=—22CY2 $a0-Ya goz *
(e +2vg $31-2v1 $01) >
2 2
- —_ —_ —_ € P —_
-3 ?01“‘93 ?uﬂ'z(lﬂz-wz) ?11*'1’1 ?12"1'1 ?12=—2;CY0 212“(0 312 +
£ —_ -
o *Yz $®01-v2 %01} >
2 (I11.18)
—_— pu— €
~d22 ?01\*‘#12 ?02"‘24"12 ?11-24’11 ?12-‘#02 $12+%01 ?22‘—12 (vo ;zz*‘
1, —
(€:3] +¥2 $g2 -2v1 ¢12-73 b ¥2)
2 2 2
£
— — 2, — —
12 $oo-toz Po1*+2d01911-2¢11 Po1*Pa1 Poz2-%00 $12=3(-Yo %02-Y2 $oo0 *
1 1 1 1 1 1 2 2
) +2¥1 ¢01%4 B vo)
2 2
Foz $o2-%02 Po2+2¢12 $01-2%01 $12%¢00 $22-922 ¢oo=€2[;o $12+v2 $o01 -
¢ 1 1 1 1 1 1 2 2
i)

-2(yy ¢1 1*% Y1 b)]
2 2



Ahora analicemos (15b) la cual es equivalente a (15a); -
si en ella colocamoes (I.5a,III.3a) resulta

p__R a gP _ g1 gP 5 1 -

CapctFa 3Fct*ZE (Ecgt $t§c)+cqt[l:qc+2(gl;:c
1 q a 41

)] E « o B - )], III.19

- ? E4 ch t 2, 7t 1 2 t ] ¢ ]

cuya proyeccidén sobre la tetrada nula conduce a 3 ecua--
ciones tipo NP que tampoco se encuentran explici#tamente
en la literatura:

Yy Yo ~2w3 Y1+(¢z’“6}3)Y2=SE’00(312 $22-%22 $12)*do1(b22 Po2-%o2 $22)+
1 2 1 2 1 2 1 2
+$01(%12 $12%d22 $117P11 $22-%12 $12) *
01(#12 $12%%22 $117¢11 $22-412 $12
+$02(P02 P12-P12 P02)*d02(d11 S12 %12 $11)*%11 (P02 d12-%12 oz +
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2
(a) +301 $22-922 $01)+912(P12 $01-%02 11%411 az-Por B12)*12($12 o1~
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
%01 912)*922(Fa; $11-911 & )]+$ (b ¢22-b 922+ E7+(b¢ -
; $12)*¢22(¢01 2117411 $o1 01(h 222D 922)%¢02 | v2t (b 12
-b ]+2 b F12-b B12)+d12(b Fo2-b 302)+29 [—+b -
b ?12) ‘1’11(1 512 5 ‘1#’12) ¢12(2 ?02 : goz) d12])Y1 (2 Q;r’u
b 110 ] *t22[-To*® Fo1-b Fou) |
> g1 22|7¥o*(® 201-b 201
R- —_ —
~(v2+gdvo*+2¥y vi-wa Yz=3E$oo(¢1z 117911 $12)+901($01 ¢12-912 Sp1)+
1 2 1 2 1 2 1 2

+301(da1 P12-%02 $11*P11 $02-%12 $01) *
1 2 1 2 1 2 1 2



()]

(<)

+302(d11 $01-%01 P11)*P02(P02 Pa1-Po1 $02)*411(12 d00-Po1 o2+

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
+¢g2 Po1-do0 $12)+®12(F01 do1-%11 Pao*Poo P11-Po1 Po1)*+P12(dg0 o2~
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
~bo2 ¢00)+d22(P01 $oo-%00 ¢o1):l +¢ooEFz"(b $12-b ¢12)]+2¢01[“"71 +
1 2 1 2 1 2 12 21

+(® ¢11-b ¢’11)] +391(b $g2-b $02)+2¢11 (b &91-b ¢01)+'¥’02[70+Cb Po1-
21 12 21 12 1 2 21 12

-b zm)]*hz(b $0a-b ¢0a) ' (III.z0)
21 21 12

-3 Yo*(Z‘Uz‘%)Yl"JJl Y2=4[¢00(¢12 Fi2+dzz d11-%12 P12-d11 $22) *
1 2 1 2 1 2 1 2
+b01(Poz D12-2¢11 P12+2%12 d11-%12 Po2 -
1 2 1 2 1 2 1 2
“Po1 $22+d22 $01)+%a1(P12 $o2-do2 Pi2-¢01 $22+d22 Po1)*+d02(d11 Po2-
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
“Poz $11+P12 $01-%01 212)+Po2(do2 d11-b11 $o2+P1z Poi-Po1 P12) *
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
+411 (P02 Po2-%02 $02-2%01 ¢12*2d12 Po1-Poo P2z*daz oa) *
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
+$12(¥02 $01-%01 P02*P12 Poa-%o0 P12)+b12(dp1 Sp2-P02 ®01*2611 do1-
$ 4 ¢ $o2*$12 $o0? 3 12{401 $02"%02 $01%2¢11 $01

-2¢01 ¢11%P12 Poo~doa $12)%¢22(d01 D01-%01 Po1*P11 Poo-¢ ¢)]*
101 211 112 200 100 212 22 101 201 101 201 111 200 100 211

1 — — - - 1 — —
5 ® 922D $22)%801(D $12-D $12)+d01 Y2+ d02(D 9g2-D $02) +
2 %00 1 222 > ]22 01l > 112 1 212 01 Y273 o2 1 202 5 102

1 — — - = 1
+5 $02(b $927D 902)-2¢ Yitdr12 Yo *o12(D 9017D 401)* 5 ¢22(0 ¢0o0 -
2 a2 2 102 1 202 11 1 12 a 12 1 201 2 101 3 22 2 10?

f g0 -



Estas tres relaciones (20) se ven muy complicadas, sin em
bargo, mis adelante se simplificarin notablemente para es
pacios de Einstein y serin de gran ayuda.

La expresién original (16d) tambié&n tiene su contraparte
NP, a saber:

(-yq Y22+Eo ;22)+4(W1 Yi 72;$1 ;} ;é)*z['wZCYo Yz*ZYzl)iiz(;b ;é + -
"'2721)] "‘4(‘1’3 Yo Y1 $3 ;-Q ?1)"'("\(11.. Yzo‘“au —\720)= = T];Z— €14 € *C3 »

, 1= /T .
(III.21)

Si (16b) se proyvectan sobre la tetrada de NP obtenemos:
~po (2912 P12-%02 $22" P22 202)-201(dg1 912-2611 ©12-2¢12 d11*
$12 $127%02 $227%22 %o $o1 $1272%11 ¢1272%12 411
+o12 Po2*ho1 $22+dz2 9010+ ¥2(-8dy1 b11*bo2 Po2*Poz boztéaz doot
$12 Po2%fa1 $22%322 $01)*¥2(-8211 ¢11%202 $02%%02 f02"$22 %00
(a) +goo_ ?22*4231 ?12*4212 §b1‘2301 Eﬁz'ZEHZ $01)*2¢3(2301 ?11‘%02 ?bl'
‘gbl ?02‘312 ?oo'gon ?12*2%11 ?01)'¢u(2301 ?01‘302 i°°_§°° ioz) =
- C.C. =0 > (Ir1r.z22)
35 o *Co==wp(3212-%02 $22)-¥1(Fo1 1274611 P12+912 $02+2P01 $22)*
r ro T r T r r T 1T r r
(b) +p2 (302 do2*doa $22-2401 B12+4Pp1 d12-49211)+2¢3 (2601 11~
) r r T r r T r r T r T

-$p2 Po1-%00 $12)-¥u(¥2g1-dag dg2) - C.C. , T =1,2 -
r r T T r r r



donde C.C. denota el complejo conjugado de todos los tér
minos anteriores.

Por GGltimo, las relaciones (14g) son equivalentes a:

Yo(lado izquierdo de (18#))+ vz(miembro izq. de (18h)) +

(II1.23)

>
+ (y1- ¥1) (miem. izq. de (18i)) = 3§ ib F,

Yy sSe genera una ecuacién semejante si ponemos Pac SN lu-
gar de ?ac Y -e; sustituyendo a ;.

En esta forma hemos obtenido las principales condiciones
necesarias que un R, debe cumplir para poder ser de cla-
se dos, las cuales siempre deben verificarse antes de in
tentar la inmersidén: si no se cumplen entonces es imposi
ble concebir al espacio-tiempo como un subespacio de Eg.
Algunas de estas condiciones son generalizaciones de

relaciones ya presentes en la literatura, pero -
otras son totalmente originales. Conviene enfatizar que
atn no se han construido (si existen) condiciones necesa
rias diferenciales para R, en Eg ni algebraicas o dife--
renciales para R, en E-.

3. ESPACIO-TIEMPO VACIO.

Aqui mostraremos cémo el material desarrollado en el Cap-
I y en las dos Seccs. anteriores permite realizar un ade
cuado estudio de las propiedades de inmersién de aquellas
regiones de R, desprovistas de las fuentes del campo gra
vitacional (Rab = 0). Veremos que la hipStesis de clase



dos implicard determinadas caracteristicas de las con--
gruencias nulas generadas por los vectores de Debever-
-Penrose para cada tipo Petrov (nos limitaremos a espa-
cios algebraicamente especiales porque para el tipo I -
nos fue imposible sacar conclusién alguna), en esta forma -
resultarin los teoremas de Collinson (1966) y Yakupov -
(1973); esperamos que el andlisis de esta Secc. y de la
siguiente mucstre el poder de la tEécnica de NP.

En 1966 Collinson estudié a R, vacio sumergido en Eg y
logrS obtener dos resultados que constituyen condicio--
nes necesarias pafa la inmersién, a saber (utilizarcmos
la notacién y terminologia del Cap. I):

"En un R, vacio de clase dos y tipo II 6 III debe exis
tir una congruencia nula geod&sica con sus tres esca-
lares 6pticos igual a cero"

(III.24a)

Y

"En un espacio-tiempo vacio inmerso en Eg y tipo N &6 D
debe existir una congruencia nula gecodésica sin defor
macién ni rotacién"

(III.24b)

Aqui mostraremos dque la congruencia nula de (24a,b) es -
generada por el vector repetido de Debever-Penrose. Pos

teriormente, Yakupov (1973), ver Hodgkinson (1984) pag.
582, encontrd que:

"Es imposible sumergir en Eg a cualquier R, vacio ti-

po IIILI" (II1.24c¢)



esto significa que (24a) s&6lo se aplica al tipo II. La
conclusidén (24c) se publicd sin prueba en una revista ru
sa (consultar Kramer-~Stephani-MacCallum-Herlt (1980) pédg.
369), aqui demostraremos dicho resultado.

Junto con (24c) Yakupov obtuvo que

""En un R, vacio de clase dos y tipo D 6 IT se tiene
L

F = o |,

ac , (Irr.zady
donde Fa es el tensor de Ricci que aparece en (1d). -
Hodgkinson (1984) pidg. 584 afirma que Fac también se anu
la para el tipo N, probaremos que esto es falso: Fij pue
de o no ser cero para este tipo Petrov.

Del Cap. II recordemos que cualquier espacio-tiempo vacio
no puede sumergirse en Es5, entonces un R, con Rip = 0 -

tiene clase dos si acepta inmersién en Eg.

Por definicién, el tensor de Ricci se anula para R, vacio

asi que en esta Secc. tendremos

=0 , R=0 |, (III.24e)

y las propiedades de inmersién se analizardn para cada
tipo # I de campo gravitacional:

A}.- Tipo_ D.

Con la tetrada candénica (I.14b) de NP tenemos



vy # 0 » wr = 0 » r # 2 » (IIT.25a)

(III.25b)

(IIT.25c)

(25¢c) no se encuentran en el trabajo de Collinson (1966);
de (I.11b,c,III.25a,b) obtenemos que y, es real:

vy = W2 o, (III.25d)

que en general no se cumple, es decir, (25d) es consecuen
cia de la hipdétesis de que el R, vacio es sumergible en
Eg; de (I.13e) es claro que C3 y C3 son distintos de ce-
ro. S5i el teorema de Goldberg-Sachs (1962), ver (I.24e)
lo aplicamos a cada direccién principal repetida (consul
tar l1a Tabla 2.- después de (I.15c)) concluimos que

(III.25e)

independientemente del proceso de inmersidén, sin embargo,
con (25d,e) ya es aplicable el teorema de Wainwright -
(1974), ver (I.24a), entonces



P - p =u - n =20 (ITII.25F)

cuando R, es de clase dos; asi queda probado (24b) para

el tipo D: los dos vectores de DP generan congruencias -
nulas geodé&sicas sin rotacién ni deformacién, consultar

(I.18a).

El resultado o = p hace pensar en las métricas de -
Robinson-Trautman, nero recordemos (ver Bonnor-Davidson

(1985)) que dichas soluciones tienen p # 0 y sornt genera-
das por un fluido perfecto lo cual no necesariamente ocu
rre en nuestro andlisis. Collinson (1968a) piag. 410 pro
bdé que los espacios de Robinson-Trautman siempre pueden

sumergirse en Eg aunque algunas métricas quizis acepten

inmersidén en menor nimero de dimensiones.

Como Fac = 0 (compatible con (24d)) entonces de (1d) ve-
mos que las dos segundas formas fundamentales conmutan -
entre si; de (1.23g,h,III.25d) obtenemos

T = - ® . (III.25g)

Si sustituimos (25b,c) en (8b) entonces las partes real
e imaginaria de é&sta implican que

%02 $o2 - oz Poz = O s $22 %00 - $oo0 ¢$22 = 0 ,
1 2 2 2

(III.25h)

Collinson no deduce (25g,h). Ahora consideremos algunas
métricas particulares tipo D con Rab = 0:
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a).- Schwarzschild. -

Por los trabajos de E. Kasner, Am. J. Math. 43, 130 (1921)
(agradecemos al M. en C. G. Gonzdlez Padrén el habernos -
proporcionado este articulo), Fronsdal (1959), Plebanski
(1962) y Gupta-Goel (1975) sabemos que esta mé&trica es su
mergible en Eg, las correspondientes cantidades de NP es-
tin en (V.12b) y satisfacen las condiciones necesarias
(25e,£,g) como debia de ser.

b).- Kerr (1963).- ) !

Esta métrica es una generalizacidn de la anterior y corres
ponde a un hoyo negro descargado en rotacidén; en Demianski
(1976) y Hogan-Criss (1976) encontramos las cantidades de
NP para esta solucidén las cuales violan (254,f) asi que
esta solucidn ne admite inmersién en Eg: El1 Dr. J. Plebanski -
nos ha informado que €1 logré sumergirla en Eg,
se desconoce si es un subespacio de E; & Eg.

pero afin

c).- Petrov (1962).-

Collinson (19683) demostr6 que las primeras tres métricas
(v.21a) obtenidas por Petrov son de clase dos e indicé 1la
inmersidn explicita,

dicho autor no estudié la cuarta mé-
trica (V.21a):

ds2 = £2(dx'2-dx® )+ £ dx2° + £ ax3® , £=1x3 + 1 , k = cte.,

(ITI.26a)

aqui probaremos que ella también tiene clase dos,

en efec
to, elegimos la tetrada nula tal que



L 1 —
(m®) = (o,£ %,-1 £2,00 , (&%) = fﬁ_c—no,o,n ,
a £ ik
n™) = =—01,0,0,1) , t =7 = -4a = -48 = R=20 . (IITI.26b)
2 ?»
2
'b:lb = 0 » RUa =0 > a # 2 > Yo = K

y los demids coeficientes de espin se anulan;

(26b) satis-
facen (25d,...,g).

Si ahora definimos las funciones
4

2 2 2 2
zt = g(x‘ -xt +1) , 22 = g{x‘ -x4+-1) , 23 = x* £

»

(III.26c)

A

K2 2
/ESenER) , 26 = 2 /T cos(ED
entonces (26a) nos queda:

2 2 2 2 2 2
ds2 = - dz? + dz2 + dz3 - dz% + dzS5 + dz6

(III.264d)

por lo tanto esta métrica es de clase dos.

Se nos ocurrié modificar las funciones (16c) para asi ge-
nerar un espacio sumergible en Eg por construccidn:

£2/3

2/3
2t = > (x'2+x22+1) s 2 = £

2 2
et Pex2®a1) 23 = xr 273

(I1TI.26e)

2% = x2 £/3 | ;5 - £ senh(x3) , 28 = £ cosh(iax®)

>
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entonces
1/< 2 2 2
ds? = £Y/3caxr2+ax2%) + £2 ax3® - @’ , F=kx* + 1 , k = cte.
(ITI.26£)
= - dzr? o+ a22® « az3® v azs? o+ azst - dze®
la cual es tipo O y no cumple Rab = 0, ver {V.17a,b). Es

ta métrica es de clase dos porque no acepta inmersidén en
E; ya que viola la expresifén (g) de las identidades de -
Collinson del Cap. II.

d).- Métrica C.-

Este espacio vacio es tipo D con elemento de linea (ver
Kramer-Stephani-MacCallum-Herlt (1980) pdg. 1883 :

ds2 = (x+y) 2 (£ ' dx2 + h™! dy2 + £ dg2 - h dt2) ,
(ITIT.27a)

£f = x3 + ax + b » h = y3 + ay - b R a,b = ctes. R

cuyas cantidades de NP estin dadas por (x' = x, X2 = y,

X3 = @ x4 = t):

m® = &Y cr0,40) L, (0 = &) o, M,0,L,0)
" 7z /T y =g ¢ "

cna)=ﬂco,ﬁf,o,‘x) , < =s=A=v=0 , R=0 ,
T



y=e=-% (B T (32ea)ieny) , w2 = F(x+y)? , (IIL.27B)
2 Py
£ 1
a = - 8 = % ; - —— (3x%2 + a) (x+y) ,

1/2F
cumpliendose las condiciones necesarias (25d,f,g);no se -
sabe si esta métrica es sumergible en Eg ni siquiera se -

ha publicado su inmersidén en algiGn E., v = 7,..7,10.

e).- Kasner (1921) tipo D.-

Esta solucidén de las ecuaciones de campo R,p = 0 se indi-
cd en ({V.15) y es de clase dos, consultar Kramer-Stephani-
-MacCallum-Herlt (1980) pag. 370; se desconoce la clase -
de inmersién de la métrica tipo I de Kasner (2 < clase <
segln Goenner (1980) padg. 455).

£).- Taub (1951).-

Endav.13) expusimos este 4-espacio junto con sus cantida--
des de NP satisfaciendo (25.d,f,g), de acuerdo a Goenner
(1980) pdg. 455 esta métrica es de clase dos.

B).- TIPO II.-

La tetrada canénica (I.14b) nos permite elegir:

v ¥ 0, Wy =1 , wy_ =0 , r #£ 2,4 (IIT.28a)

entonces en forma andloga al tipo D volvemos a obtener -
(25b,...,8) ¥
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do0 = 0 , ¢p02 = Foz s T =1,
T r r

Dy = 3p ¥y H

con ¢gg9 = o1 0 v (I.5e) concluimos que
T r

2 es eigenvector de b , T = T1,2"'

v'n
rPa

De (6a,b) obtenemos:

]

T e g

D¢ =p ¢ + £ O ¢ s, Db = 8p ¢;1 * €7 O
$11 11 s $11 ° 31 1 Oy

P 11 - €2 O4 $11 » Db = 8o &1 - €2 Oy b
2 1 1 2

(III.28b)

(IITI.28c)

(1r1ir.zsdj

(III.28e)

entonces al aplicar el operador D a (4e) y emplear (28c,

e) resulta p = 0 verificidndose asi (24a) para el tipo II;
ademds, (6h,i) y p = 0 implican
Yy~ ¥Y=2-%X=¢-%&=0 . (III.28€)

Para este tipo Petrov debe tenerse v # 0 para no contra-

decir a (I.21q); aquf vuelve a comprobarse (24d).

C).- TIPO III.-

Aquil daremos una prueba NP del resultado (24c) debido a
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Yakupov (1973). De (I.8f,14b,23,I1I1.18,20) obtenemos:

I 5 = = = = =
Y3 = /Z_,wr 0, r#3,C, C, 0 ,a=2,3 ,
Yo = v1 = Fp = F>=0Q , 400 =¢$01 =0 , rv=1,2 ,
r T

Yz¢oz'%b—z=0,DY2='PYz-°=€,B=T,

v ¥ (III.29a)
2W3($12¥§12) = e,(¥2 §12-Y2 212) , Y= - 2u , k=0=1 y
2¢3Cﬁoz - 2?11) = e€5(v2 goz - 2v¥2 %11) R a = -27 )

y con (4e,f,29a) es fidcil deducir que (H = + 1):

€3 = - €7, 37 = Hpy3 » b = Hb , (2¢3 + Hep v3)(dg2 - Hdgz) =0 .
1 2 1 2 2 1

(III.29b)

Ahora es conveniente considerar dos casos:

Entonces de (29) resulta: '

]
-
0}
N

912 = - ¢12 » $g2 = do2 = 2 $11 5> $g2 = H ¢g2 » T
T r r T r 1 2
que en unidén de (4g,h,i,2) implica

1 1
$02 = - F b , ¢173 = - gb, ¢22 =H ¢22 , ¢12 = - H 32 ,
r r r T 1 2 1 2




w3 = - 2¢;3 b ¢, ,
1 1

por otro lado, las ecuaciones de Codazzi (6a,d,e,g,i) ¥y
dysz = 0 nos dan

p = e =0 s mo=m A= - n s, W o= - %(r + 37)

W3 = Su + &p - 2u(x + ¥) = cantidad real

en contradiccidén con y; = -

™

ii).- y2 # 0.

De (4g,h,i,k,£,8c,29) obtenemos que

= - 1 —
v02 = H 902 5> 902 = ¢92 = - 7 P, ¢12 = - ¢12 ’
1 2 r T r r T
?22 = H ¢,, » ?12 = - H ¢,2 s o =p = € ,

(III.30a)

v3 = €3(8¢33- b)) 12 » vz = - 2(8¢p;; + b) ¢, s
1 1 1 1 2

ademds, (6a,b,f,g,29,30a) generan las relaciones;



p=e=0a , T =- ™ , Dby =7 &4 H ¢11
r r
(III.30b)
Db = €; 64 H b » D¢y2 = - €7 H €4 ¢72 »
r r T T

entonces (I.21) implican

T = 7T = a =8 =0 , Dw = Dx = éuy =0,
R (IIT.30c)
5A=-—§—W3—.<5'LT=%¢3,DV='D3 ,
por Gltimo, de (6d,g8,i,j.30) y 8¢¥3 = 0 deducimos que

A- X =30~ w ,Aa=d70-80) , 651=-3d02=5b ,
r r r
W3 = 2¢; b ¢1 , b = ¢, Hoy b, §$32 = - €7 H 9 ¢:5 ,
11 T T T bl
ab = (eq Hog + 224 -32T b,
2 2
r r
de donde &§A = % 3 contradiciendo asi a (30c) porque -

wy # O.

En los casos vy = 0 y v, # 0 llegamos a inconsistencias,
esto prueba (24c); s6lo se indicaron los aspectos princi
" pales de la demostracién, é&sta es muy laboriosa (y no-tri-
vial) por lo que decidimos no cxponerla en detalle. Con

sideremos algunas métricas tipo III con R,p = 0=
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a).- Petrov (1962).-

En Collinson (1968a) nag. 410 el espacio:

dsz = &2 [e'z"" (dx'12+(dx2)2] + 2 dxd dx* - x2(x3 + %) (dx*)2
(III.31a)

asi en virtud de (24c) concluimos que

Por completez indicaremos canti
4

se sumerge en E,,
(31a) es de clase tres.
dades de NP para esta métrica:

x2
-5 4 2 2
o =Le ? (8,1,0,00 , (€% = (0,0,% (x3 + &), v,
vZ /Z
1
n?) = (0,0,‘;5,0) , Kk~ ege=g=p=w=1t=0 , R=0 ,
xZ
1 x2 -
=} = - — = - = =g = —— @ > =0 ITI.31b
u = Y P o iz dap s C )
-x2
- i Z [.3 2y..X2 - =
v = - e x3 + (1 + x2)e , W =0 , a# 3,4 ,
/Z a
x2
. =X 1 s
Wy =3 e %, gy, = - (3 +x2 - x3e ™) |

el tipo Petrov puede checarse con (I.13g); de (I.18a, -

III.31b) vemos que el vector repetido de DP genera una
congruencia nula geodé&sica con sus tres escalares Spti--
no existe deformacibén, rotacidén ni ex-

cos igual a cero:
pansién.



bl.- Siklos (1978).-

El siguiente espacio vacfo tipo III (ver Kramer-Stephani-
~-MacCallum-llerlt (1980) pag. 378):

ds2 = (dx? + dy2) - 2 du dr + 3 x du? , (III.32a)

x3
no acepta inmersidén en Eg debido a (24c), sin embargo, -
si es sumergible en Eg poraue es una solucidén tjipo
Robinson-Trautman (consultar J9 de Collinson (1968a)): se
desconoce si es un subespacio de E; por lo que se ignora
su clase de inmersidn. Las cantidades de NP para esta -

>

métrica son (x' = x, x2 =y, x3 = r, x% = u):
3/2 /i
(m®) - X (1,-1,0,0) , (&%) = (0,0,-43%, 25
2 T . 3x
(n®) = (0,0,-%3%,0) , « =0 =2r=t=m=¢e=+y =0 ,
= .y = X3X = -y = 1 [ S R I ’i
e L v Tdz * 8 2 2r 2 *
(III.32b)
$ap =0 » R=10 , v =0, a# 3,4 ,
3 x 3x
va = - |3 R
2 2r2 2r2

en este <¢aso la congruencia nula del vector repetido de

DP si se expande.
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c).- Held-Robinson.-

generada rota fueron construidas por A. Held, Lett. Nuovo
Cim. 11, 545 (1974) e I. Robinson, Gen. Relat. Grav. 6,

423 (1974), entonces por (24c) concluimos que dichos es-
pacios no admiten inmersidén en Eg.

Métricas tipo III1 con Rab = 0 y cuya congruencia nula de

D).- TIPO N.-

El teorema de Goldberg-Sachs (I.24e) conduce a ; = ag = 0,
y para este tipo Petrov *Ca = Ca = 0, a = 2,3, ver (I.13e),
entonces con la tetrada candnica, (20) y las identidades

de Bianchi tenemos

\PL.=]’¢T=0,r?‘4,YQ=Fz=0»721=;21,
(ITI.33a)
p = 4 , T = 48 , vy, = real 6 imaginario s
asi que es conveniente estudiar tres casos:
a).- vy =71 # 0.
De (I.26c) es inmediato que p = ? en acuerdo con (24b).
bl.- y; = - ¥, # 0.

De (6a,18,20) obtenemos:



$11 = 1§b s ¢g0 = %01 = O > (p - PI)b11 = O
r T T T T
Yz ¢a2 - ¥ B Yz - 2y; $12 = 0 , (I11.33b)
r T T
402 - doz2 = =2(y2 912 - Y2 12 - 2v1 $22) »
1 1 2 2 2
Si [(¢11)2 + (¢11)2] # 0 entonces es claro que p = p cum
1 2

pliéndose asi (24b). En consecuencia, aceptemos, ¢;3,=0 . .
r

b =10 , vy, dga — 2v; 612 =0 , (III.33c)
T r r

aqui se originan dos casos:

Las relaciones (6d,f,g,33c) implican

D¢22‘A¢oz=0,ﬂ¢oz=?¢oz=0:¢1z=o s (ITI.33d4)
r r r r r

si ¢g, = 0, T = 1,2 entonces se viola (4i), por lo tanto

r
6g2 £ 0 8/y ¢$q, # 0 y asi (I.21p,33d) nos dan = =t=ap=0 :
1 2

si p = O queaa probado (24b), entonces aceptemos p # 0 -
<"« A = 0 y (33d4) implica ¢, = 0 en contradiccidén con -
(4i). r

byl-- yo # O.

Si p = 0 se verifica (24b) y finaliza el andlisis, enton




- 114 -

ces sea p # 0, y de (6g,8b,c) obtenemos

o

= _
$02 » Y2 = —— (bg2 $oz - Poz2 %o2) =
r° - 1°% 2

Y1 » T #0

oAl
ol ¥

12

r
si a esta Gltima relacidn le aplicamos el operador D y -
utilizamos (I.21a,c,26b,c,IIT.33a) deducimos que

Do = §(50+5) , Dr = gle(St+dm)-br] , Te-5) =0 ,

entonces p = p porque v # 0 y asi vuelve a cumplirse -

(24b).

Aqui es fGtil considerar dos casos:

C )-- v # O.

Entonces de (6a,18) obtenemos

1 1
=0, ¢;; =§b » (9‘5)4’11 =0, v, ¢02"4—b 2 =0 ,
T r T r r

$0a = %01
T T
(III.33e)

si [($11) +(311)2 # 0 resulta p = p en acuerdo con (24b).

Aceptemos ¢;; = 0, asi (42,18,33e) implican
r

B =902 =0, v3 $12 - Y2 %12 = 0, § e $12
r T T T T r
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en contradiccidén con (41i).

Cy).- vz = 0.

boag = %91 = 0 , gz - $g2 =0 , (p-Pldy1 =0 , (III.33f)
r T T r r
si ¢,; # 0 o/y 4,7 # 0 entonces (24b) queda prohado. Sean
1 2
$;1 = 0, asi (4e,33f) nos dan
r
e, B+ e, b2 = 0 , (IIT.335g)
1 2
esto genera dos opciones: b = 0 que en unién de (6g) con-
duce a . r
T ¢az - B ?12 =0 ,
si p = 0 no hay nada que probar. Si p ¥ 0 entonces (4d)
implica
el(?uzlz + ez(goz)z =0 (III.33h)
cuyas posibilidades ¢q = 0 ¥y €3 = -g2, dg2 = H ¢g2» -
r 1 2
H = + 1 contradicen a (41i). La otra opcién permitida -
por (33g), a saber, €; = -e5, y b = Hb con p # 0 vuelve
1 2

a dar (33h) en oposicidén a (41i). A
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Con lo efectuado queda demostradoc (24b) para el tipo N y
vemos que F__ puede o no valer cero, asi que no es correc
ta la afirmacidn de Hodgkinson (1984) pdg. 584. Conside
remos tres métricas tipo N con Rab = 0: -

a).- Petrov (1962) pig. 384.

El espacio vacio con clemento de linea:
2 2
ds2 = - 2 dx' dx* + Sen2 x* dx2  + Senh2 x% dx3 »? (III.3%a)

admite un vector nulo constante (su direccién principal
degenerada) asi que debe ser tipo N por los teoremas de
Letelier (1979) v Taub (1984), ademd3s, es de clase dos -
como fue probado en J11 por Collinson (1968a). Sus can-
tidades de NP son:

m?) = flzco,s’—“, —Si—“,m , (&% = (0,0,0,1) ,
ernx’ ernhx

() = (1,0,0,0) , 9,5 =0 ,R=0, y, =0 ,a#4,y, =1,
(IIT.34b)

A= %{ctg x4-ctgh x4} , u = %(ctg x4 +ctgh x+) ,

y los demis coeficientes de espin se anulan; se verifica
(24b) .

b).- Ondas gravitacionales.

La m&trica para ondas planas sobre el eje x2 estd dada -
por:
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ds? = (dx')2? + (dx2)2 - 2 ax? dx"* + 2 H(x',x?2,x*) (dx"*)2 , (III.34c)

es tipo N con H,;; + H,32 = 0 y es sumergible en Eg, ver

J8 de Collinson (1968a).

c).~- Hauser.-

En el articulo de I. Hauser, Phys. Rev. Lett. 33, 1112 -
(1974) se obtuvo una métrica tipo N con R,y 0 pero cu-
ya congruencia principal repetida posee rotacidd,
que viola (24b) y en consecuencia no es de clase dos.
ta métrica de Hauser es bi-param&trica por lo que depen-
diendo de los valores de sus parimetros aceptari inmer--

asi -
Es

sidén en algtn E. ,T = 7,...,10.
Antes de finalizar esta Seccién haremos tres coment?rios:

1.- No se han publicado métricas Tipo I8 II con Rab = 0 -

inmersas en Eg.

2.~ Para los tipos O, IIT v N es claro que *C, = 0 inde-
pendientemente del proceso de inmersidn, ver (I.13e).
Si ahora exigimos que Ry, sea de clase dos entonces -
*C, tambié&n vale cero para los tipos II y D por el
teorema (24d) el cual es valido para Rab = 0, en la
prSxima Secc. mostraremos que (24d) tambié&n se apli-
ca a espacios de Einstein no-vacios (ver (I.6c¢c)). E1
asunto es que Goenner (1973,75,80) afirma (sin prue-

ba) que

"*C, = 0 para todo R, tipo II 6 D inmerso en Eg'" , (III.35)
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por lo tanto: si (35) es vadlida (lo cual dudamos) en--
tonces estid pendiente su demostracién, en caso con-
trario debe construirse una métrica de clase dos -
con *C; # O. El descuido de Goenner estuvo asi: En
su tesis de Habilitacién (1973) €1 se apoyd en el -
trabajo de Yakupov (1968) para probar (35) pero nun
ca se di6é cuenta de que los resultados de &ste au--
tor sdlo valian mara espacios con Rab = % gap has -
ta que se lo hicimos notar seglin lo admite en una -
carta que nos dirigidé el 4 de Julio de 19853

3.- En los pnirrafos depués de (27b) indicamos que la mg
trica de Taub (1951):

ds2 = £ l(dx2-dt2)+f2(dy2+dz2) , £ = /Tkx , k= cte. (III.36a)

era de clase dos, enseguida daremos la inmersidn ex-
plicita (es poco usual que en la literatura se indi-
quen las funciones que definen a (36a) como un subes
pacio de Eg, al menos no las hemos localizado en al-

guna publicacién):

2l = A +Ey2ezz-1) , 22 = A Fy2ez2e) , A = F - 5

1 1
23 = yf , 2% = 2f , 25 = £% Cosh t , z6 = £ > Senh t , (III.36b)

2 2 2 2 2
ds2 = (36.a) = dz'2 - dz2 + dz3 + dz% + dz5 - dz6 .
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4, ESPACIOS DE EINSTEIN coN R # 0,

En esta Seccidn mostraremos que los teoremas (24a,b) ob-
tenidos por Collinson (1966) pueden extenderse a espacios

de Einstein no-vacios, es decir, cuando

- R -
Rip = 3 8 « - #ap = 0 - (III.37)

(37) impgica el -
nuestro anid-
III vy N es -

Si R, es conformalmente plano entonces
modelo de DeSitter de clase uno, asi que en

lisis descartaremos el tipo O; en los tipos
enseguida probaremos que es-

evidente que *C, = *C3; = 0,
tos invariantes también se anulan en los tipos II y D in

mersos en Eg cumpliendo (37). En efecto, para un espacio

de Einstein, (15b) nos queda

km _ R
erkm E - T3 FrJ
es decir,
km _ _ R - i % i = J=
er] N = 3 Nrj con Nrj = FTJ + i Frj , 1 = /-7

(III.38a)

esto significa que Nr' es un eigentensor principal de -
erkmAcon valor propio real = 3» entonces de acuerdo a
la clasificacidén de Petrov, ver el Cap. I, deducimos que
*Ca =0, a = 2,3, asfi se origina el teorema:



"Todo espacio-tiempo de Einstein (incluyendo R = 0) de
clase dos y tipo D &6 II satisface *Cy = *C3 = 0

(III.38b)

este resultado se debe a Yakupov (1968) pag. 586; de
(I1.13e,I11.38b) es inmediato que

"Si R, es de Einstein y estd inmerso en Eg, entonces

C24 = Tz C3, (por lo tanto C, > 0) para los tipos II y
Dl' - 4
(IIT1.38c)

En realidad mids adelante probaremos mediante el formalis
mo de NP que:

"Todo R, de Einstein (R # 0) de clase dos y tipo D &
IT tiene Fac = Q" s ’

(III.38d)

el cual incluye a (38b) como caso particular cuando R # 0
(recordar (11¢,13b,c)).

Como II y D representan espacios algebraicamente especia
-
les entonces

Yq = ¢ =0 , n* : direccién principal repetida , (IIXI.38e)

abj sr ., R, n® =%n R (III.38%)
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con (38.b,e,f) podemos aplicar (I.24a,b) para obtener:

'"Si R, de Einstein es de clase dos entonces «x = o = p -

- p = 0 para los tipos II[ & D' ,
(III.38g)

en otras palabras, si un espacio-tiempo tipo D 6 II cum-

prle (37) entonces « = ¢ = 0, y la condicidén p = p sélo -
aparece cuando se impone la hipStesis de clase dos. Los
teoremas (38d,g) no se localizan en la literatura; e¢nfa-
'ti:amos que (38g) es vilido incluso para R = 0.:

Ahora aceptemos R # 0 con R, tipo N &6 III, entonces como
los eigentensores de estos tipos Petrov sélo tienen eigen

valores nulos, de (38a) concluimos que Fac = 0:

"En todo R, de Einstein (R # 0) de clase dos y tipo -

III 6 N se tiene Fac = 0"
(II1I.38h)

por (I.24b) en este caso también te-

resultado orig H
= 0. De (38d,h) deducimos que:

nemos que x =

"Si un espacio-tiempo de Einstein (R # 0) inmerso en

Eg es algebraicamente especial entonces Fac = Q" -

(ITI.38i)

Analicemos a cada uno de los tipos Petrov en la tetrada

candénica:
A).- TIPO D.

En esta situacidn contamos con (25a,38b,g):



y por (20)

bl
Nt
[}

yolwa + val(yps + %) = vy (v -

asi aparecen dos opciones:

ap).- W3 +%=0.

Por lo tanto ¢y, es constante, lo cual
identidades de Bianchi (I.23) implica
en contradiccién con (I.21g) porque R

az).- (¥ + B) # 0.

Entonces (39b) conducen a

R

Yo = v2 = 0 s y1(lyo - 12)

aceptemos y; # 0 y tratemos de llegar

!

o
[}

of

=H';=0’F2=

(IIr.39a)

» (ITIT.39b)

en unién de las -
p = nu == =1 =0

# 0.

= 0 » (III.39c¢)

a una inconsisten-

cia: De (39c) obtenemos y, = %% = ¢cte., €n consecuencia
p = n =m =1 =0y por (I1.8f,III.39a,c):

“"v2; = ¥2, , o sea vy, es real & imaginario' .
Supongamos que y; = y;, entonces de (18) ¢°2==¢12-¢°1 =

= ¢11 + —b = 0 en contradiccidn con (4d).

by
Ahora sea -

o



Y1 = - ¥1» de (18) resulta ¢52 = $dgg = d12 = dg1 = 11 -
—_— T r T r T

- % E = 0 lo cual contradice (4e), por lo tanto vy, debe

anularse en acuerdo con (38d). En (39a) tenemos -

k = o = p - p =0 asi (24b) queda generalizado a espacios

de Einstein.

La métrica de Novotny-florsky (1974) (pig. 159 de Kramer-
-Stephani-MacCallum-Herlt (1980)) expuesta en {V.18a):

4 2 !
ds2 = Sens(az)(dx2+dy2) + dz2 - Cos2?(az) Sen 3(az)dt2 , a = cte.

(III.40a)

es un espacio de Einstein tipo D con simetria plana, sa-
tisface las ecuaciones de campo en el vacio con la cons-

tante cosmoldgica: Gib -~ M 8, = 0 donde A = % a2; de -
(V.18b) observamos que (40a) satisface nuestras condicig
nes necesarias «x = ¢ = p -~ p = 0 (algo semejante para la

otra direccién principal degenerada). Esta métrica si -
es sumergible en Eg (resultado original):

1

2'=£(2) - + Sen?/3(az) (x2+y2-1) , 22 = £(2) - + Sen?/3(az) (x24y2+1) ,
23 = x Senz/s(az) , z4% = y Sen2/3(az) s
-1 -1
z5= Sen t Cos(az) Sen 3(az) , 28 = Cos t Cos(az) Sen 3(32) ,
_1 a 8 (III.40b)
%-%§ + Sen 3(az)Cos(az) - a(Sens(az)+%-Sen 3(az) Cos'(az) +
2
+ %—Sen 3 (az)Cos2(az)) =<% »

2 2 2 2 2 2
« .« ds2 = (40a) = dz' - dz2 + dz3 + dz4 - dz5 - dz6



B).~- TIPO N.

De (I.14b,23,II16a,18,33a,38h) obtenemos

Yy =1 , . =0, ¥4, vy =0,c=0,1,2, ¢99 = dg1 = ¢092 = 0 ,
T r T
(III.41a)
« =g =0 , v =48 , p = 4e , (p-p) ¢11 = 0 ,
r

lo cual amerita dos casos: Cuando ($3;;)2 + ($11:02 # 0 de
1 2

(41a) es inmediato que p = p generalizandose asi (24b) a
espacios de Einstein. Si ¢;; = 0 entonces (6e,41a) im--
r

plica

o=

&b = (20-%) $12 - 5 €1 ©; b,
1 _ 1 2

que al sustituir en (6g) conduce a (p-p) ¢35 = 0. Si

- T
(p-p) # 0 entonces ¢;, = 0O contradiciendo a (4i), por 1lo
r

tanto p = p, q.e.d. En resumen, (24b,39a) y lo hecho -
aqui generan el teorema original:

"Si Ry de Einstein (incluye el vacio) estd inmerso en
Eg y es tipo N 6 D entonces la congruencia nula repeti
da de Debever-Penrose es geodésica, no se deforma ni

rota'" .
(IITI.41b)

M. Berrondo el ha

Kaigorodov (1963) (agradecemos al Dr.
(pdg. 378 de -

bernos proporcionado este articulo)



- 125 -

Kramer-Stephani-MacCallum-Herlt (1980)) construyd un es-
pacio de Einstein homogéneo tipo N cuyo elemento de 1i~--
nea fue indicado en (V.19a), a saber

ds2 = —2— (dx?+dy?)- 2 du(dv + 2L dx + x du)
k2x2 -

, k=cte. (III.42)

cumpliendo las ecuaciones de campo'Gab + % k2 E,p 0; -
con (V.19b) es evidente la validez de (41b), sin embargo,
no se conoce si (42) sea sumergible en Eg. ,

C).- TIPO ITT.

De (1.23,24b,111.6a,18) obtenemos:

?no = ¢01 = 0, 9312 = %12 5 $p2 2 ¢33 » x= o =0 s
r
(IITI.43a)
p = e » T = 8 > oy = -2u » a = -27 -
Si (p-p) # 0 entonces ¢y, = $3;; = 0 en contradiccién con
T r
(4g,h), por lo tanto o - o = ¢ - g = 0. De (6a,b) es -

simple deducir que

D¢ = p¢ - e 04 ¢ Db
$11 $11 2 % %11 > 7

i
[
©
<
¥
-
i
0
N
[0}
5
o
.

(I1I.43b)

o]
NG
-
-
]

pd11 * €1 Oy $17 » Db = 8pgyy + e Oy 3
2 1 2 2t 1
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rTestamos entre si (6f,g):

D?;z =2(T+?+ﬂ*7)?11 - 2p ?12 - €2 Oy glz

imaginario real imaginario

Una relacidn semejante es vadlida para ¢;,, entonces como
2

¢17 # 0 resulta que (t + t + 7 + w) = 0, en consecuencia
T
]
Dé1> = -2p P12 - €2 Oy $12 , Dd1a = -2p ¢35 + €1 O4 $12 -
1 1 2 2 2 1

(ITI.43c)

Sumamos entre siI (4g,h):

v3 = 8 ¥ €. ¢11 %12 (III.434d)
r r

que al aplicarse al operador D y emplear (43b,c,d) impli
ca (recordar que Dysz = 0) p 3 = 0 de donde p = 0, por lo
tanto:

""Si un espacio-tiempo de Einstein (R # 0) estd inmerso
en Eg ¥ es tipo III entonces la congruencia nula repe
tida de DP es geodé&sica con sus tres escalares Spti--

cos igual a cero" >
(IITI.43e)

teorema que no se localiza en la literatura.

Dl.- TIPO TII.
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En esta situacidén (20,28a,38b,g) implican

Wp =Wy FO0 , y, =1, $p,=0, 1 #2,4 ,c=0=p - pP=0,F =0,

(IIr1.44a)
R. R R
yq(wz + 69 = Y2(¢2 + 39 + yg = Yl(wz - TEJ =Q >

consideremos dos posibilidades: y, + % = 0, entonces -

(I.23) nos dan p = 4 =7 = 1 = 0, 32 vy, + 4a = 0, 3v yy+
+48 = 0 en contradiccidén con (I.21q). Ahora supongamos -

Cwpsy + %J # 0, asi (44a) conduce a (39c) con P, = T%—cuaﬂ

do Y1 # 0:

Sea vy, = y; # 0: De (18) obtenemos

1 —

g1 = P12 = ¢11 * §b =0, ¢g2 = d02 » %0a = -2 €2 Y1 %02 >

T r r r T T 1 2

que al sustituir en (6d4,f,g) nos did vég, = A¢gp = 0: Si

r r
492 = O contradecimos (4i), y sitdga ¥ 0O o/y ¢g5 # 0 enton
T 2

ces A = v = 0 violando (I.21j), asi que es imposible vy;
real diferente de cero.

Sea vy, = - y; # 0: De (18) resulta

= = = 0 - & = -2 =1
%01 12 %00 > do2 ¢02 €2 Y1 $22 » ¢11 8 4
r r T 1 1 2 b of r

en contradiccién con (4e), entonces tampoco es posible
yi; imaginario distinto de cero. :
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Por lo tanto y; = 0 y como ya teniamos yg = Y, queda pro

bado (38d) para el tipo II (ya lo habiamos demostrado pa

ra el tipo D). Las conclusiones (24d,38d) se unifican -

para dar el teorema original:

"Todo R, de Einstein tipo II 6 D y de clase dos tiene

F = 0" .
ac (III.44b)

Ya tenemos Yp = 0, r = 0,1,2 y esto en unidén de,(18,44a)

vuelven a dar (28a,...,e) y por (4e):

R 1 2
2v2 + 73 = - § €.(2¢11 - F b)
12 r - 4 -

]

que al aplicarle el operador D implica Dy, = 0, por lo -

tanto p = 0: este resultado junto con (24a,43e) conducen

a nuestros teoremas:

"En un R, de Einstein (R # 0) de clase dos y tipo II &

IIT 1a congruencia nula repetida de DP tiene « = g =p=
= o s
(ITI.44c)
Y

""En un espacio-tiempo de Einstein inmerso en Eg y tipo
II 1a congruencia principal repetida de DP tiene -

k = g = p = 0" .
(ITI.44d)

El analisis de esta Seccidn ha mostrado la validez de
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los teorcmas (24a,b) de Collinson (1966) para aquellos es
pacios con la propiedad Rab = % £,p> entonces quizids seca
Gtil hacer una Tabla para concentrar y resumir los resul
tados obtenidos en estas dos Gltimas Seccs.:

k = o = 0, *C, = 0 En todos los casos
Petrov
II D ITI N
Espacio
p =10 p=p No _
R 0 = = i =
ab F, . a Fo« 0 existe
R =Bg = 0 p=p p =0 = 5
ab 4 ©Sab P 3]
Tabla 5.- Espacios de Einstein inmersos en Eg.

El vector degenerado de Debever-Penrose ticene «

(III.45)

o = 0

por los tecorcmas de Goldberg-Sachs (1962) y Kundt-Thompson -

(1962) sin que intervenga el proceso de inmersién,

pero

al exigir que el R, bajo estudio sea de clase dos enton-
ces aparecen restricciones sobre la expansidén y rotacidn

de la congruencia degenerada; en (45) se tiene *C,

= 0 -

en todos los casos. Para Rab = 0 es original la prueba

de la no-existencia de espaciostipo III de clase dos,y

para espacios de Egnstein (R # 0) inmersos en Eg todos -
los resultados son originales, en ambas circunstancias -
se han hecho aplicaciones (algunas de cellas también iné&-
ditas) a diversas mé&tricas de inter6s en relatividad ge-

neral.
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CAPITULOLV

ESPINTENSOR DE LANCZOS

INTRODUCCION.

Cornelius Lanczos siempre estuvo interesado en geometri-
sin abandonar la geometria

a investigar si en un R, -
que permitiera reproducir
esta forma los campos elégc

zar el campo electromagnético
Riemanniana asi que se dedicd
arbitrario habia algin objeto
las ecuaciones de Maxwell, en
trico y magné&tico quedarian en funcién de propiedades in
trinsecas del espacio-tiempo asi como la curvatura (des-
viacidn relativa de geodé&sicas vecinas) estd asociada a
Lanczos no culmind su geometrizacidén del

la gravedad. -
campo de Maxwell pero logrd probar que en todo 4-espacio
de Riemann existe un tensor (no necesariamente dnico) -

llamado espintensor que genera al tensor conformal

K. .
ijr
via una expresidn algebraica-diferencial: Debe enfatizar

se que este interesante resultado no depende de ecuacio-
nes de campo asi que es vilido para toda teoria geom&tri
aunque aqui concedemos atencién especial

ca sobre un R,,
1 es conceptual porque

a relatividad general. La Secc.
tiene la finalidad de convencer sobre la posible impor--
tancia del espintensor para teorias gravitacionales, si-
multineamente se expone un resumen de lo publicado y de
en particular

las investigaciones pendientes sobre Kijr’
En

se manifiesta la falta de espintensores explicitos.
2 se escriben dentro del formalismo de Newman-

la Secc.
Weyl-Lanczos que gobiernan a

-Penrose las ecuaciones de



todo espintensor, esto se hace con la intencidn de tener
un método sistemitico para construir Kpﬂc. En la Secc.
3 se aplica el material de la Secc. anterior en la bGs--
queda de espintensores para diversas métricas de interés
en relatividad general, la mayoria de los resultados son
originales.

El tensor de Riemann Rijkc ya ocupa un lugar en la teoria
de Einstein, asi que es natural preguntarse sobre la im-
portancia ffsica (si la tiene) de K. en dicha teoria,
por lo expuesto en la Secc. 1 es dificil dudar due el po
tencial de Lanczos tenga relevancia en relatividad y si-
multineamente causa asombro la poca atencién que los in-
vestigadores han concedido al espintensor.
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1. GENERADOR DEL TENSOR CONFORMAL.

Aqui vamos a considerar un resultado geomé&trico el cual
es vilido para todo 4-espacio de Riemann y que fue obte
nido por Lanczos (1962) aunque dicho resultado ya esta-
ba implicito en su articulo de 1949 titulado "Multipli-
cador de Lagrange y espacios Riemannianos’™, ver (III.S5)
de esta publicacidn. Lanczos siempre estuvo interesado
en geometrizar el campo electromagné&tico bajo el mismo
espiritu con el que Einstein habia geometrizado la gra-
vedad, asi que desde 1931 hasta su muerte en 1974 inten
t8 extender la relatividad general mediante ecuaciones
de campo deducibles de un principio variacional tipo -
Hilbert con Lagrangiana L cuadritica en el tensor de -
Riemann, en particular, en su articulo de 1938 &1 habia
demostrado que cuando L = Lg = xpadbC Rabcd el proceso
variacional conducia a 0 = 0 (esto se debe a que dicha
.Lagrangiana es una divergencia exacta, ver Buchdahl -
(1960)) es decir, no aparecen ecuaciones de campo que -
restrinjan la geometria del espacio-tiempo en cuestidn,
en otras palabras, las consecuencias de

s f Ly Y-g d*x =0 av. 1)
Vi,

son vdlidas para todo Ry de Riemann. Ya se comentS que___ .
(1) conduce a 0 = 0 sin beneficio alguno cuando el proceso va-
riacional simbolizado por 6 se efectlia sobre 1la métrica
(t&cnica de Hilbert), esta situacién fue remediada por
Lanczos (1962) en forma ingeniosa al sugerir realizar §
variando g, ¥ "R*ab‘:d independientemente e introducien
do multiplicadores de Lagrange para tomar en cuenta las



restricciones que este enfoque origina, de esta manera
(1) proporciond nueva informacidn sobre la estructura -
de la geometria Riemanniana, a saber, uno de estos mul-
tiplicadores resulté ser el tensor kijb con las sime-~--

trias

@v.z2a)

el cual genera al tensor conformal via la relacidn:

o= k. -k . k. - k. + k.
Cpajb paj;b rab;J jbpsq jba;p Epb “jaq
N @v.2b)
- - + - -
8pj Xqb * €q3 Kpb ~ Eqb Xpj
donde
- a (2a)
Ky 2 k59, kpj - av.2c)

Asi podemos afirmar que en todo espacio-tiempo existe -
un tensor de tercer orden que juega el papel de superpgo
tencial para el tensor de Weyl que a su vez es la parte
del tensor de Riemann no ligada directamente al tensor
de Ricci. Bampi-Caviglia (1983) volvieron a probar (2b)
de manera rigurosa y mostraron que (2a) son fundamenta--
les para la existencia del potencial de Lanczos, ademds
estos autores demuestran lo incorrecto de la proposicidn



de Elisa Brinis (1980) de que el tensor de curvatura -
tambi&n es generado por un potencial mediante una expre
sidn semejante a (2b), es decir, en general no podemos
garantizar la existencia de un superpotencial para -
R bca €Xcepto cuando é&ste coincida con Cijrb lo cual -
ocurre en el espacio vacio (Rab = 0).

Es conveniente hacer algunos comentarios sobre el calcu
lo de k;;. ¥ respecto a su posible importancia fisica -
en relatividad general: En un espacio-tiempo dado tene-
mos como dato la métrica g, ©ntonces es rutina sdetermi
nar Cijra porque existe una relacidn definida que enca-
dena a estos tensores, por ejemplo, con gpq‘podemos cal
cular los simbolos de Christoffel y con ellos obtener -
los tensores de Riemann y Ricci que de inmediato conducen
al tensor conformal, asi tenemos que Cijra = cijra (gpq;
gpq,r H gpq,rb)' En el caso de kijc no es cierto que -
€ste sea funcidén del tensor mé&trico y de sus primeras -
derivadas, de hecho no existe una regla o f6rmula que -
permita obtener el potencial de Lanczos a partir de €
En (2b) los datos son la mé&trica y Cijra’ y al dar valo
res a los iIndices pqjb resulta un sistema acoplado de -
ecuaciones diferenciales para las componentes kijc y la
dificultad en resolver este sistema dependeri de Cap*

el asunto es que debemos integrar (2b) para obtener -
kprt y por eso diremos que éste es un tensor no-local,

este sentido de no-localidad se originé durante una con
versacién con el Dr. Sergio Hojman: En la literatura el
aspecto no-local de kijr se ha interpretado como que di
cho tensor dependeri en forma explicita de la geometria
global de Ry, y por eso casi todos los autores afirman -
que resolver (2b) es una '"'tarea formidable'", creemos -

que esta inadecuada interpretacidédn bloqueéf psicolégica-




mente una investigacidn sistemdAtica de las soluciones -
(2) impidiendo asi la construccidén de potenciales de -
Lanczos para diversas métricas de interé&s en relativi--
dad general,asi han transcurrido 24 afios durante los -
cuales casi no se ha prestado atencidn a Kijc' En la -
préxima Secc. 3 mostraremos que para muchos espacio-tiem-
pos es simple la construccidn de sus potenciales median
te el formalismo de Newman-Penrose (NP) (1962) el cual
proporciona un mé&todo mis sistemidtico para resolver (2),
enfatizamos que en ninguno de nuestros potenciales apa-
rece explicitamente la estructura global del 4-éspacio
en cuestidn.

Ahora consideremos la posible relevancia fisica de Kij€
Lanczos (1962) resolvié (2) para campos gravitacionales
débiles con R,y =0 v quedd muy entusiasma?o por la apa
ricidén de la ecuacién de Dirac para espin > aunque en -
su proceso no estd claro a qué "'particula' se refiere -
esta ec. de Dirac, de todas formas este hecho hizo que

bautizara a Ki. con el nombre de Espintensor y en la -

Gltima pigina é; su articulo afirma que su espintensor

serd importante en 1la unificacidén de la mecinica cuinti
ca con la gravedad, esta afirmacién a muchos investiga-
dores (por ejemplo, Taub (1966, 75)) les parece atrevi-
da porque en el proceso variacional de Lanczos en ningGn
momento se toman en cuenta efectos cuinticos asi que la
presencia de la ec. de Dirac la consideran accidental y
sin importancia alguna. Después de 1962 Lanczos ya no

estudid su potencial y nunca le pudo asignar (si lo tie
ne) significado fisico precisovsegﬁn lo admitid durante
una entrevista en Irlanda unos afios antes de su muerte,
ver Davis-Green-Norris (1975). Sin embargo, existen -
ciertos hechos que hacen pensar que Lanczos quizds no -
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esté del todo equivocado en cuanto a sus esperanzas de

encadenar gravitacidén con la mecdnica cuidntica via Kijc:
Maher-Zund (1968), Taub (1975) vy Zund (1975) escribieron
(2) en forma espinorial y fue inesperada la presencia de
una ecuacidén para una particula con masa

que algunos tratan de Por

otro lado, en la pig. 208 de Newman-Goenner (1984) (agra
decemos al Prof. Dr. H.F.

cero y espin 2
identificar con el gravitdn.

Goenner habernos enviado este

trabajo) aprendemos que Ashtekar obtuvo la versidén espi-
norial de (2b) con toda la maquinaria de cuantizacidén ca
nénica de la gravedad, tal parece que el estudid de 1la -
formulacidn Hamiltoniana de relatividad general traerd a
escena al espintensor de Lanczos,

aqui tambi&n debemos -
agradecer al Dr. C.D.

Collinson (el cual investiga Kijr
con la colaboracifn del relativista portugues Dr. R. Vaz)
sus comentarios sobre la expresién espinorial de Ashtekar.

Es interesante recordar que Becerril (1986) pig. 40 ha -
propuesto la posibilidad de que ciertas componentes del
espintensor tengan algin significado fisico a través de
las expresiones que proporcionan la energia y momento

lineal globales de un espacio-tiempo asintéticamente pla

no; algo semejante puede intentarse via las constantes
de Newman-Penrose (1965}.

Para checar la viabilidad de
esta idea es necesario construir espintensores para di--

versos campos gravitacionales: Bampi-Caviglia (1983) ob-

tuvieron de manera explicita el potencial de Lanczos pa-

ra cualquier R, conformalmente plano (tipo O en la clasi

ficacidn de Petrov), en este caso los cilculos son sim--

ples con (2), sin embargo,

nadie ha podido deducir Kijr para alguna métrica con ti-
po # 0,

pricticamente se puede decir que los Gnicos es--
pintensores conocidos se encuentran en Fernindez-L&pez-

hasta donde tenemos noticia
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Ovando-Rosales (1985), Garcia (1985), Becerril (1986) y
en la Secc. 3 de este Capitulo. En particular, en estas

referencias se obtuvo Kij para el espacio de Minkowski

y resultd ser mis simple gue el propuesto por Takeno -
(1964): A este investigador le enviamos nuestro espinten
sor para el modelo de Godel ¥y en su opinién dicho poten-
cial debe tener significado en la teoria de la relativi-
dad, simultineamente, nos informa que hace 13 afios se re
tird por su edad de la Universidad de Hiroshima y que -
por ahora K;.,. no estd en su campo de investigacidén. -
Takeno (1964) también estudidé el superpotencial ‘de -
Lanczos para espacios esf&ricamente simé&tricos y espacio-
-tiempos H (soluciones tipo ondas planas para campos gra
vitacionales coexistiendo con campos electromagnéticos).

En la teorfa de Maxwell al 4-potencial puede agregirsele
un gradiente sin que se afecte al correspondiente tensor
de Faraday, estas transformaciones de norma- pueden exten
derse al espintensor: Si a Kijr lo reemplazamos porT -
Kijr + Bijr donde Bijr es cualquier espintensor de -
Lanczos para un espacio conformalmente plano entonces -
permanece inalterado el lado izquierdo de (2b), estas -
trans formaciones de norma generalizadas fueron sugeridas
por Zund (197S5) y estudiadas por Atkins-Davis (1980) en

teorias de norma no-Abelianas, asi vemos que el resulta-
do de Lanczos introduce un nuevo grupo de transformacio-
nes en relatividad general el cual amerita un anilisis -
cuidadoso para conocer sus implicaciones para el campo -
gravitacional.

Cuando Lanczos llamé espintensor a Ki sembré la idea -

jTr
de que dicho tensor es capaz de describir el espin de -
ciertas particulas, esta idea ha sido adoptada por aque-



llos que intentan explicar la rotacidén de las particulas

mediante una torsién del 4-espacio, asi consideran a -

K. como una contorsidn en teorias de Einstein-Cartan,

ijr
ver Davis-Atkins-Baker (1978), estos autores también ge-

neralizan (1) a este tipo de teorias.

Brinis (1977,80,81) sugirié la existencia de un superpo-
sin embargo, Massa-Pagani (1984) mos

E 1j)jrc
pero es 1intere

traron que en general esto no es posible,
sante hacer notar que en aquellos espacios no-vacios don
de el tensor de Riemann tiene un generador aparece un -
campo escalar en analogia con los potenciales escalares

de Brans-Dicke.

Recordemos que Ruse (1948) fue el primero en estudiar 1la

estructura algebraica de Cijr mediante la gcometria pro

yectiva y el resultado bidsico fue lo que ahora conocemos
de gran importancia -

como clasificacién de Petrov (CP),
en la relatividad actual, consultar Ovando (1985); asi
aprendimos que el tensor de Weyl posee eigenvectores nu-
los llamados vectores de Debever-Penrose o direcciones -
principales nulas y observamos el relevante papel que en
dicha clasificacién desempefian los invariantes de Cijrp‘
Zund (1969) aplic6é geometria proyectiva al espintensor -
pero no obtuvo una clasificacidén de &1 y mucho menos sus
direcciones principales, sin embargo, su intento es muy

loable porque manifiesta la necesidad de analizar los as
pectos algebraicos del superpotencial de Lanczos. En Be
cerril (1985) piag. 41 se proponen dos caminos para efec-
tuar la clasificacidn de Ki’r’ a saber: (a).- (Idea del

Dr. J. Plebafiski) Con el espintensor construir un tensor
de cuarto orden con las mismas simetrfas que cijrc y en-
tonces a dicho tensor aplicarle la CP para asi obtener



informacidén algebraica de Ki'r y (b).- (Idea adaptada de

Collinson~Shaw (1972)) Mediante Ky _g4 formar un tensor Ssi
métrico de segundo orden con traza nula y aplicar a éste
la clasificacién de Churchill-Plebanski; en ambos casos

seria interesante poder relacionar las direcciones prin-
cipales del espintensor con los eigenvectores de los ten
sores de Weyl y Ricci. Estas sugerencias de Becerril no

se han trabajado.

Ahora deseamos proponer otro posible método para el anda-
lisis de la estructura algebraica de Kijr el cudl tiene

semejanza con el enfoque matricial de Petrov para la CP:
En un evento dado del espacio-tiempo construimos una te-
trada real ortonormal arbitraria y proyectamos sobre és-
ta al espintensor, originandose asf una matriz 6 x 4 de
acuerdo a:
{
A - Ca) (b)
Ky K ) av. 3a)
+ +
donde B = 1,...,4 y:
A 1 2 3 4 5 6
(a)(®) : (2)(3) (3) (N (1) (2) (1w 2) (31 (4)
av.3b)

entonces a la matriz rectangular (KAB) puede obtenersele

sus eigenvalores y vectores propios mediante el ingenio-

so método de Lanczos (1958). Normalmente estamos acostum

brados a pensar en el problema de eigenvalores de matri-
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ces cuadradas, sin embargo, Lanczos extendid este proble
ma a matrices arbitrarias ¥y su trabajo merecid el Premio

1960 otorgado por la Sociedad Matemitica de

Chauvenet en
Esta té&cnica de

Amé&rica, ver Scaife (1974) pag. X.
Lanczos ha encontrado utilidad en la teoria del control

(consultar Butler (1975) pag. 258) y en el cdlculo de ma
trices pseudo-inversas (ver Gellai (1975) pdg. 262. Nues
tra sugerencia serd aceptable si la clasificacidn resul-
tante de (3) es covariante (como ocurre con la CP), es -

independiente de las coordenadas y de la tetrada
nos encontramos investi

decir,
real ortonormal que se utilicen,

gando estas cuestiones.

Avez (1967) ha empleado el espintensor para el anfilisis
de la geometria global de 4-espacios compactos.

El1 concepto de espintensor no es Gtil solamente en la -
geometria del espacio-tiempo sino que tambi&n encuentra
aplicacidn en la electrodinimica de particulas clidsicas

cargadas como fue demostrado en L&6pez (1982a), Garcia -
(1985) y Becerril (1986): E1 tensor de Maxwell asociado

al campo de Liénard-Wiechert se rompe en sus partes aco-
tada gij y radiativa Eij de acuerdo a Teitelboim (1970)

.. = T.. + T.. V.4
Tis Bij Rij (v.4a)

con las propiedades (ademids de simetria y traza nula):

(o3 < =
§a ;C ga ;C 0 v.4b)



- 141 -

lo cual conduce a la bfisqueda del superpotencial gijr
con las simetrias (2a) tal que se comporte como un gene
rador para la parte acotada:

= a
815 T i jsa - tv-4e

B

Con 1la herramienta de la préxima Secc. es simple obte--
ner el "espintensor electromagnético” ijr el cual coin
cide con el superpotencial de Weert (1974), este autor

nunca didé un método sistemitico para construir su poten
cial. Este concepto de espintensor permitid a Lépez -
(1982a) deducir en forma inmediata la descomposicidén de
gij propuesta por L&pez (1978) y condujo al significado
fisico del potencial de Weert, a saber, §ijr es un ten-
sor densidad de momento angular intrinseco del campo -
electromagnético. Ademis, LSpez-Tun (1983) emplearon -
(2b) para introducir una CP del campo de Li&nard-Wiechert,
esto reforzd las analogias encontradas por Newman (1974)
entre este campo y las métricas de Robinson-Trautman. -
Lépez (1982a) obtuvo un superpotencial no-local para 1la
parte radiativa sin las propiedades (2a), hasta la fe--
cha nadie ha logrado construir un generador para T. . -

R1J]
con las simetrias (2a) satisfechas por todo espintensor.

Por todo lo expuesto en esta Secc. es dificil aceptar -
que el espintensor de Lanczos no tendri importancia en

teorias geomé&tricas de la gravedad, sin embargo, por -
ahora continfia siendo un "objeto misterioso e intrigan-
te' (como lo afirma Bireline en Scaife (1974) pdg. 25)

Y que constituye un atractivo tépico de investigacién -
en relatividad general.



2. ECUACIONES DE WEYL-LANCZOS.

Ya comentamos que (2) en su forma tensorial no proporcio
nan un mé&todo sistemdtico para encontrar Kijr una vez -
dada la mé&trica del R, en cuestidn. Aqui vamos a obte--
ner la transcripcidn al enfoque de NP de estas relacio--
nes (en la préxima Secc. mostraremos que las ecuaciones
resultantes permiten construir espintensores con relati-
va facilidad), Maher-Zund (1968) y Zund (1975) fueron -
los primeros en hacer esto, sin embargo, sus articulos -
tienen muchos crrores tipogridficos y nuestras eduaciones
son mis simples que las suyas. En esta Secc. usaremos -
libremente la té&cnica de tetradas nulas expuesta en el -
Cap. I.

Al aplicar el formalismo de NP al tensor de Weyl se ex--

- Y T A i~
pande el tensor (C + i Cabpq) en funcidn de los bi

vectores Vab’ Uab ;bgzb, esto da origen a las cantidades
complejas Wwg,-..,0y - Algo semejante puede hacerse con -
Kjrc a sugerencia de Zund (1969), en efecto, construimos
el tensor complejo:

Qupe = Kgpe + L *K, . con *K =21n KU i = /ST

iv.5a)

que en virtud de las propiedades algebraicas (2a) satis-
face

QUbe = 7 Wac - Qacc =0 @v.sb)

entonces no es dificil probar que (5a) admite el desarrollo:
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Qbe = 2[%0 Ugp 2c * 21 WMy &0 - Uy M) + 22 (Vg £ - My, m ) -

- - m - N m -
Q3 Vip M Qu Ugp M * 925Uy, 1 b M)+ as My, ng

-V

b Mo) * 0y Vo nc] , w.6a)

donde las Q,, a = 0,...7 (ocho cantidades complejas equi

valentes a las dieciseis componentes reales independien-
- - . ?

tes de Ki'r) son adecuadas proyecciones del espintensor -

sobre la tetrada nula:
0 = Keyycuyewy 0 % T Kooy e

2 = Kepyewdczd » 25 = Ky udca .

iv.6b)
%2 = Kesyeayewd 00 %6 T Kesycayqy 0
2 = Keaycadczdy 0 %7 T Keoyayy -
Al construir una clasificacidén algebraica de K;. median

ijr
te el formalismo de NP entonces el algoritmo resultante

quedard en tefminos de estas .- En (2a) tenemos la pro
piedad diferencial:

¢ =0 Qv. 7a)
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que al contraer con la tetrada nula implica

= (r) - (r) c -
Neeyny = Keoyendy Tsoe) T Kooy am Z(r) sc
av.7b)
(r) _p _ (r) _p
Kepy n) “er ~ Kooy e Y har
con los valores th = 23,14,12,34 generidndose asi tres -

ecs. tipo NP las cuales tienen la misma informacidén que
(7a): ‘4

AQy - 6Q3 - 8% + DRy - 2v0; + Bu + u + vy - IR, + (a-38+1-T)Qz +

+2AQs+(~a-B+T-37) g + (3e+e-p-play = 0 ,

AQQ-5821-80,+D0s+ (u+u-3vy-Y) Qg + (3t-T+a+Bl Q) -2003+ (3a-B+T-m)Qy +

+ (e-e-p-3p)as + 2x0g = 0, av.7c)

—AQ +8Q+805-DRg+VR+(Y+Y-20-1) Q) + (-a+B-2T+T)Qp +0R3~ARL+

+ (-a+B-T+2mM 05+ (-e-e+2p+p)fg - xRy = 0 .

Estas relaciones (7c¢) coinciden con (1,2,3) de 1la Secc.
5 de Zund (1975) aunque este autor tiene un error de im
prenta: en el coeficiente de 2, de (1) debe ser v en 1lu
gar de w.

Bajo la misma filosofia podemos proyectar (2b) sobre 1la
tetrada de NP para asi deducir el encadenamiento exis--
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tente entre las nr y las cantidades Vg esto vuelve a -
sugerir el estudio de la CP en t&rminos de una corres--
pondiente clasificacidn algebraica o/y diferencial del
esta idea no la hemos visto de-

espintensor de Lanczos,
asi que es -

sarrollada adecuadamente en la literatura,
una cuestidn abierta. De (2b) se originan 5 ecs. tipo

NP:

21:—6520‘0'1391‘"'(;*38-;)90 -3a@y+(~3e+e-pla, + Snns] ,

Yo =
.
24, = -a0g-38:2, +62,+3Das+(3y+y+3u-nlnge + 3(a+s-T-t)0; -
~600,+(~3a+8-3n-1) *+ 3(-c+e+p-plis + 6x0g
P2 = -AQ;-80p+80s +Dag +une+(2u-uty+yln, +(a-8-7T-21)0, -ofz-

_ — —— qv.7d)
“ay*(~a+B-2r-1l0s + (e+e-p+2p)ng + xRz ,

293 = -3803-803+3892g+D0,+3(~n+uty-v)2 + 6va;+(a-38-3r-TiQs -

-6Aqs*+3(a*B-T-w)0g + (3e+e-p+3plR, .,
vy = 2EA93+EQ7+3\)92+(_—I—37+?) Q3 - 3x95+(3a+'s"—?)rz—,-] ,

las cuales coinciden con (4,...,8) de la Secc. 5 de Zund
(1975) si corregimos los errores tipogrificos de este in
vestigador, Las relaciones (7c,d) pueden combinarse en-
tre s para crear un sistema equivalente que no hemos 1lo
calizado en 1la literatura, estas ocho ecs. para las 8 in
cSgnitas 2, son mas simples que (7c,d):
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ECUACIONES DE WEYL—LANCZOS

2E6n0+mq+(&_+ss—?)90 - 3oRy+(-3e+E-p) 0y, + 3:95] .

Wy = 2E691+m5+urzo+(a‘+3-?)nl -200,~nmy+(€-€-p)Rs + 2»<m5] »

Yo = 2E692+Ds25+2u91+(?;-3-?r‘):22 -a3-2nQg+(E+e-p) Qg + Knﬂ ,

ZEAQZ+'§QS+2\;21+(—F+7—7)Qz -TR3-2Ang+(a+B-T)0g + pszy} ,
¢v. 8)

ZEAQ3+'§Q,+3vQZ+(-E-3y+7)rzg - 3ms+(3a+§-?)n7_] ,
2[?AQD+§h“+(-E137+§)QO -3ta+(-3a+B-T)Q, + Spné] 5

ZEAQI"'EQS*'\)QD"‘(Y"‘?':JQI - 2t,-A,+*(-a*B-T)Ns + 2°95] ,

wy = 2E593+Dr27+3u92+(3'—33-3r_)93 -31r95+(3e+7:_—3397]

Cuando deseamos construir un espintensor sé8lo debemos
Con la mé&trica dada se genera algin

ocuparnos de (8):
cuarteto de vectores nulos tipo NP (en dicho cuarteto

conviene incluir a los vectores de Debever-Penrose por-
que en general esto causa simplicidad en los coeficien-

tes de espin) y respecto a &1 determinamos vYg,...,¥4,a,
B,Ys--+3TsTs--- ¥y los operadores §,5,a,D, entonces pro-

cedemos a resolver el sistema (8) de ecuaciones diferen

ciales parciales acopladas en las 2p.-

Al proyectar (2c) sobre la tetrada nula obtenemos:
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(@ @ D () a _
Keeycny = Xo T s@ " Kmy ) Y g T Ky o @) sa
- (a) D
K(t) (M Y ha > iv.9a)
con los valores th = 11,12,13,14,33,44, esto conduce al

siguiente conjunto de ecuaciones (se utilizaron (7c) pa-
ra simplificar algunas expresiones) que no se encuentra
en la literatura:

)

K(l)(l) 5(Qs-T) ~AQu+Dil3 +VQg+A (2T~ )+ (-a+B8-37) 0 + (-p-=+3) 3+
+ (-u-¥+3v)Q, +(3-8-3T)Qs +20Qg-0%g+K27 ,

Kenyeay = -§05-F05+D(Qe+ Q6 ) *uR1 +uR1 -T2 -T2+ AN +1 W+ (a-B-2m) 05 +
+(a-B-2T) N5 + (e+e-2p) 0 + (e+€-20)Tlg +kQp+x Iy

K(1)(3) = 80g+8 Q3 - A(Q2+05)+V(R1+201)-A0+(y-v-3u) s +(3B-a-T)03 +
+uQy+(v-v-2u) Qs +(a+B-2T)Qg -Tig+oR7+pRy . av.9b)

Keiyewy = -8, - 30, +D(Q+05) +uQg+A Sg-m +(a+B8-2T)R; + (e-e-6)0p, +
+ K Q3+ (3a-B-m)y f(—e—-e—Sp)Qs -oRs+x(206+%6)

K(a) (3) = §Q7+8 Wy-A(R+Ng)+VR +VRa-ANR3-AN3+2vQ5+2V Qg - (v+y +

+3u) g - (y+y+3m) g + (-Tt+a+38)Q; +(-T+a+3B) 0y ,
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KG) s) = -801g -8 +D(R21 +2; )+ (3a+B-m) Qg+ (3a+B8-m) Rg- (e+e+3p) 2, -
—(e+E+3p) 01 +2kp+2K QRp-0Q -0, +K 5 +K 25 .

Estas relaciones: (9b) no se necesitan cuando se trabaja

con (2b) para la obtencidn de superpotenciales de

Lanczos, sin embargo, si son fundamentales en unidén de

(7¢c) al construir generadores para tensores simétricos
de orden dos con traza y divergencia nulas como sucede
con Ti' para el campo de Lié&nard-Wiechert, en Gdrcfia

(1985) y Becerril (1986) pueden encontrarse aplicaciones
El tensor Ki' es simétrico con traza cero -

de (7¢,9b).
asi que admite un desarrollo en la tetrada nula semejan-

te al de Eab = Rab - % 2.5 indicado en el Cap. I, enton-

ces

Kab = Keiyeay) Ma ™ * Keay) ™a ™ * Keuyo) %a & 8es)ce) "a ™ *

* Keyezy (Mg My * M, my + &, my + 0, &) - Ry (my &

tmy £ - Kepyeay (Mg my * 0y m) - Keyyeyy (M £ + £, M) -

- Keyyeay My +my, ny) av.9c)

por lo tanto, una vez calculadas (respecto a determinada
tetrada de NP) 1las 2, para una mé&trica dada, con (9b,c)
podemos obtener K.c Yy preguntarnos sobre su tipo Churchill-

-Plebanski y tambi&n cuestionarnos acerca de su relacién

(si la hay) con ch.
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3. POTENCIAL DE LANCZOS PARA DIVERSAS METRICAS.

En la literatura sobre el espintensor se arraigé la idea
de que para una métrica dada es sumamente dificil cons--
truir el generador del tensor conformal, esto quizds sea
cierto si empleamos (2b) en su forma tensorial porque en
tonces se carece de un conjunto bdsico de ecuaciones cu-
yo aniilisis nos 1lleve a Kijr’ En (2b) s8lo tenemos la -
esperanza de que las coordenadas utilizadas simplifiquen
la derivada covariante y las componentes Cijkr’ fuera de
esto no poscemos libertad adicional para introddcir mis

simplificaciones en (2b). Sin embargo, si (2b) se trans
fieren al formalismo de NP entonces se adquiere mayor ma
niobrabilidad porque ahora ademds de la arbitrariedad de
las coordenadas también tenemos libertad de seleccionar

una adecuada tetrada nula con la intencién de simplifi--
car los coeficientes de espin y los operadores &6, Ao y D,
en particular, podria emplearse la tetrada candnica y -
asi incorporar de manera natural el tipo Petrov del espa
cio-tiempo en cuestidn, todo esto aumenta la probabili--
dad de resolver (8). Aqui vamos a obtener espintensores
para algunas métricas de interés en relatividad general.

El primer espintensor que construimos fue para el modelo
cosmolégico de Godel (1949) el cual es tipo D:

ds2 = -(dx®)? - Zex" dx® dx2 - %EZX“ (dx2)2 + (&e3)2 + (dx*)2

av.10a)

lo hicimos en forma tensorial via (2b) y debemos aceptar
que el proceso fue no-trivial, resultd que
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1 ab
K__ - L V.10b
paj ~ g,z 'paab 3 ¢ )

donde

1
Lpij = Ceayb ©u)i™(a)i Sab? ©wi * 3 Cradp 85731 Bbj)

(tv.10c)

(ecyya) = (0.0,1,00 , (e(,y,) = (-1,-e

los vectores e(a)b’ a = 3,4 son de Killing con las pro--

piedades:

_ a _ a _
eabie =% + €na S ' o %3a ) o
@av.1od)

a - 1 =0 ,

_ a
Ca (w) > ) ;a= 9% » Scu) S(u)bsa

corresponde a la 4-velocidad -

de hecho el vector € (4)
nétese la simpli

del fluido perfecto que genera a (10a);
cidad de (10b,c¢) y la ausencia explicita de integracidn
sobre toda la geometria de Ry. Al checar 1la validez de
(2) recuérdese que para (10a) el tensor de Weyl sdlo tie

ne 8 componentes distintas de cero, a saber

5 S 2x "
C2323 = - 5 Ci1212 = - 7 Cayau = - 77 © ,
1 x4
Cz331 = 2 Cyy2y = 3 € av.10e)
Cc =2 C = - 2 C = - 1
3131 3nan 1u1n 3 -
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En Becerril (1986) pidg. 42 se manifesté la posibilidad

de que (10b) esté& asociado a la rotacién del fluido per
fecto incoherente que intenta simular al Universo rotan
do. Nuestro espintesor para (10a) se lo enviamos al
Dr. Roland de Azeredo Campos del
versidad de Brasilia,

Depto. de Fisica, Uni-

le parecid muy interesante y nos

sugirid construir potenciales de Lanczos para las métri

cual reportaremos en -
Tambi&n queda pendiente estudiar la uti-
lidad (si la tiene) de (10b) para el modelo de G&del.

4

cas clasificadas por Bianchi, 1lo
otro trabajo.

Ahora mostraremos que la técnica de
(10b) con gran facilidad:
la tetrada nula

NP permite deducir
Para tal fin nos apoyamos en

-l i 1
(mr)=(1,-ex,0,%) , c,e’)=E(1,o,-1,0) ,
(n™) =1 ¢1,0,1,00 , k=oc=t=v=a=x=0 ,
ﬁ-_ .
(Iv.11a)
a=s=2]"/z_ , u=°=%, e:y:%— > wr=0 > r#Z .
_ ~ _ _ _ _ _ 1
V2 = - F » do1 T do2 T d32 =0 , dgo T b22 T2 é31 = -7

asi (8) nos quedan:

]
o

1 1
- &8Qqg + DOy, + i(— Q¢ - 5 )
/Z 2




- éQq + DQg +

N[
Q
=]
]
[=}
.

- &§Q2 + DQg + i(Qq- j% Qp + % fg) = - 5 .
- AQ,; + dqg + % Ry = 0 s
- an3 + Fay + i( a7 - 13 a3) =0 . ¢V.11b)
- Afg + 80y + i(Rg - YZ ay + % 2s) = 0 s ,
- a9, + Tas + i(% o, L oag + 9g) = - - .
/Z 12
- &3 + DR, + i(% Ry - VYZ 23 + Q7) =0 s

y es simple ver que (11b) admite la solucidn:

A

. =0 , 1T # 1,6 s @1 = Q% = Jg§g av.11c)
que al colocar en (6a) implica

S -7 v - - - m
Kabe = 78 [?Mab Hab)cnc*zc)"'cvab Uapime CVa.b Uab)mé] ’

av.114d)

por filtimo, si en (11d) sustituimos las definiciones de
Vab’ Uab y Mab volvemos a deducir (10b). Con (11,...,d)
hemos intentado ilustrar el procedimiento normal para -
construir un espintensor mediante el formalismo de NP,
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enseguida aplicaremos este proceso a diversos campos gra

vitacionales, s8lo mostraremos los resultados esenciales:

a).- METRICA DE SCHWARZSCHILD.

Las conocidas tres pruebas a favor de la relatividad ge-
neral se apoyan en la solucidn de Schwarzschild:

(1 - 271 gr2 + r2(de? + SenZeo d¢2) - (1 - 2 dez

ds2 =
av.12a)

asi que debe ser interesante indagar si Kabc tiene alguna

interpretacién fisica respecto a dichas pruebas. Elegi--
mos las coordenadas tales que x! = 1, X2 = 9, x3 = ¢ y -
x% = t, entonces para (12a) (sS8lo consideraremos la regién
r > 2m):

1 i a 1 / 2Zin 1
(m%) = —— (0,1,- g5 » 00 , (&%) = — (-/ 1-58, 0,0, ),

ne r n

Zr /Z 1= 2.
o =L (f1i-28 00, L ,y,=0,a%2, 4=--T ,

vZ / 2 r3

-5
w=p=-—-1- oM R=o0
/Zr 2/7 1__;11_1' @av.12b)

-g = = El:‘&gy los restantes coef. de espin valen cero, $ab = o,

[«3
2/2r

>

esto muestra que (12a) satisface Rab = 0 y tiene tipo D
los resultados (12b)} de hecho estdn contenidos en (29.b)
de Torres (1985) donde se obtuvieron las cantidades de -
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NP para el caso general con simetrfia esférica. Al susti
tuir (12b) en (8) se origina un sistema de ecs. para las

2. el cual acepta la solucidn:

m

@, =0 , a#1,6 , 9 =0 =——2—"— , T>2m ,
4 Zm
2 /1. 2
3VZ 2. /1 = av.1zc)

que mediante (62a) permite construir el correspnondiente -
espintensor; algo semejante puede hacerse para lLa regidn
interna al horizonte (r < 2m).

Bb).- SOLUCION DE TAUB.

La métrica

ds2 = £ 1(dx2-dt2) + £2(dy2+dz2) , £ = JYT*KX , k = cte. # O
av.13a)

la cual posee simetria plana a lo largo del eje X y sa--

tisface Rab = 0 fue obtenida por Taub (1951) haciendo é&n
fasis en los grupos de movimientos admitidos por el espa

cio-tiempo. Si empleamos la etiquetas x! = x, x2 = y, -
x3 = z y x* = t, entonces para (13a):
-1
(m?) =—f—E ©,1,-1,00 , &M = £ 1,00, , 0 = £ 1,0,0,1),
kf-3/2
P = u = 4e = 4y = - ———2;—- Yy los demis coef. de espin se anulan ,
2

lpr=0,r#z,q;2=—8—f_3,R=0,¢ab=O,tipoD R
@v.13b) .




- 155 -

que en unién de (8) conduce a un espintensor con

_ _ _ k/Z ~3/2 _ _ kV/Z -3/4
Qr—o,r#1,6,ﬂl—ﬂ.6—-Tf ——TCT"']C() .
Qv.13c)
c).- METRICA DE BERTOTTI.
El elemento de linea
: 4
ds2 = £°' dx2 - £ dt2 + h dy2 + h~! d=z2 av.14a)
con
2
f£=1+>22 | hR=1--2 | 1 =ctes. , a=1,2
r2 - r2; a
1 2 @v-14b)

propuesto por Bertotti (1959) genera un R, en presencia

de un campo electromagnético uniforme. Si x! = x, x2 =
=y, x3 = z y z% = t, para (14a) utilizamos
™ =L, L, -wR,0 , & =L (&0, L .

vZ % vz %3
o =L oro0, D ,a-g=—12— 4y -0,a¥%2 ,

7z 2r2, /2R
E=Y=———‘—x ,w2=;—(_l‘_l),R=12lP2 »

r T
2r?, /2% ; 11 ]z Gv.14¢c)
= 0 excepto = - 5 (— + ) \

Pab %11 T 2, 2,

los coef. de espin no indicados valen cero . .
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aqui es necesario considerar dos

Tipo D.-

En este caso r2, # r2,, entonces

1,6 @

Tipo O.-

El tensor de Weyl se anula cuando

(8,14c) implican

r # 1,6 .

21
d) .- ESPACIO DE KASNER.

El1 turno es ahora para la mé&trica

ds2 = t?P1 ax2 + ¢2P2 dy?2 + t
donde PLs @ = 1,2,3 son constante
P1 * Pz *pP3 =1 , p?* +p
Sean x! = x, x2 = y, x3 = z y xb
m* = L
vz

(£™P1,-5 t'P2,0,0) , &®) = ,j_zr (0,0,-t7P3 1)

situaciones:

de (8,14c) obtenemos

Yy X

Qg , av.1ad)

4
r2, r?,, entonces

Q¢ iv.14e)

a
/T

de Kasner (1921)

2P3 gz2 - aez @v.15a)

»
s tales que

2, + p2, = 1 @v.15b)

= t, entonces empleamos




a, _ 1. - P3 = =
(n7) = 7 (0,0,¢t s 1) > R o ., bab o ,
1 1 P3
o = (P2-P1) » 2 = - (p2+tpy) > € = 5
22t 22t 2/Zt
A= - c s m = - p s Yy = - e , @av.15c)
kK = 1T = g = 8= v = 17 =20 >
F)
' = ¢ ) . e Dbz, 0
Vo= Yu= P1-P2) » ¥z = - T , ¥1 = ¥z = »
4L 2¢2 1 2 2 212 1 3

asi vemos que el espacio-tiempn de Kasner acepta tres ti

pos Petrov:

Tipo I : p; # p2 , P3 ¥ 0

]

p ¥0 , p3 ¥0

Plano : p; =1, pz =p3 =06 p;

nos limitaremos a los tipos I y D porque el espacio de
Minkowski ya fue considerado en Garcia (1985) y Becerril
por lo tanto p3 ¥ 0 durante nuestro andlisis. Pa

(1986},
ra estos dos tipos Petrov de (8,15c) resulta
vZ pj
Q = Q , a # 1,6 » Q; = - Qg = o33 R iv.15e)
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al efectuar los cdlculos conviene observar que (15Sb) im-

plican las relaciones

P2y * PP, - Py -~ P2 *Pp P2 =0 , P53 =p3 * P P2 o

Con (15e) queda determinado el espintensor para (15a).
e).- SOLUCION DE NARLIKAR-KARMARKAR.
s
La métrica conformalmente plana (tipo 0):
2 2 2 2
ds2 = A(g) (dx?! + dx2 + dx3 - dx®* ) @v.16a)
= x! - x% fue obtenida por

con A funcién arbitraria de ¢
Narlikar-Karmarkar (1949), agradecemos al M.
mo Gonzilez Padrdn, Universidad de Konstanz,
el envio del articulo de estos autores.
= v = 2a = 0):

en C. Guiller

Alemania Feg

deral, En este

caso utilizamos (x = o

m® =21~ (1,-1,0,00 , & = - L (0,0,1,1) , @ = -1 (0,0,1,-1),
YZA /ZA /ZA

=‘u,A'=‘g'—2 >

A'
o = - - =t = -y = -7 e = -2p =8 = -y
(2A)'372 >
2
g = 0 5 da0 = 02 T $22 < - aar-sare) A =LA R0,
3 dg2

1
— (2A A'-3A"2
01 SA3 )

1 1
= —— (8A A"'-9A"2 » = —~—— (8A A''+3A’2 >
$12 3 ) $11 aA3 ( 3

@av.16b)
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entonces (8,16b) implican

t
a , a # 2,6 , Qp = 9 = A

av.16c)
£).- METRICA NUESTRA.

En el Cap. III estudiamos espacio-tiempos de clase dos y
ahi mostramos cémo el proceso de inmersidn permitia cons
truir nuevas soluciones de las ecs.

de Einstein, en par-
ticular,

obtuvimos una métrica semejante en forma a las

métricas de Petrov (1962) la cual es tipo O y no satisfa
ce Rab = Q:

2 2 2 2
as? = €33 (axt®eax2®y + £2 ax3 -axs £ =k x*+1 , k = cte.

av.17a)
Para (17a) empleamos:
@™ = 5—2/21—3 (1,-1,0,0) , (&% = /‘—2_ 0,0,-£,1) , (™ = }—2_ (0,0,£',1) ,
p = -u = - %%%v, e = -y = %%?-y los demis coef. de espin se anulan ,
¥y, =0, $91 = ¢g2 = &12 = 0 , ¢dqo = d22 = 4dy; = - L3S 6dg0  »

av.17b)
y de (8,17b) obtenemos que

2, = Q, a#4, Q =c 51/3 c = cte. arbitraria . @v.17c)
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g).- ESPACIO DE NOVOTNY-HORSKY.

ITII se mostr6 que el espacio de -

En la Secc. 4 del Cap.

Einstein:

-3/2(az) dt2 , a = cte.

dsz = Sen?/3(az) (dx2+dy2) + dx2 - Cos2(az) Sen
@v.18a)

era de clase dos realizindose e¢n forma explIcita la co--
rrespondiente inmersidn, esta m8trica se debe a Novotny-
~-Horsky (1974) y mediante ella logramos ejemplificar -

nuestros teoremas (generalizaciones de los obtenidos por

Collinson (1966)) para R, de Einstein sumergidos en Eg.
en efecto,-sean -

Ahora determinaremos su espintensor,
x! = x, x2 = y, x3 = z y x% = t, entonces para (18a) uti

lizamos:

@) = L Sen"2/3(az2)(1,-1,0,0) , (&%) = -~ (0,0,-1,Sen' 3(az) sec(az))
7z 7z

(D = L 0,0,1,5en?3(az) Sec(azl) ., x o =a=g=w=t=v=2=0
vZ (Iv.18b)

u=p= - 33— /Z ctg(az) , e =y= ~ 9-:;2-— tg(az}d—%— ctg(az)] v dpe =0

2
22° csc2(az) , R=- 12 a2, Tipo D ,

xpr=0,r7‘2,w2=—9—-

y de (8,18b) concluimos que un potencial de Lanczos esti

dado por:

arZ Csc(2az) . Gv.18c)

r#7’6’ﬂ1=ﬂs=-g

Q. =0,

>
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h).- METRICA TIPO N DE KAIGORODOV:

El espacio-tiempo homogéneo:

ds? = 222 (dx2+dy2) - 2du(dv + 2‘—" dx + x du) , k = cte. @V.19a)
k%x -

fue obtenido por Kaigorodov (1963) y es un espacio de -

Einstein porque satis face Rip = % 2, Si las coordena-
das son etiquetadas como x! = x, x2 = y, x3 = v, x*% = u,
entonces construimos la tetrada nula: 3

ik 1
™ = k& E v, L, M = 0,0,-5D ,

X

(n?) = (0,0,/K,0) , x=oc=r=p=ec=p=y=0 ,

x sx @V.19b)
r=-n=%=§,a=53=8,R=6k2 .

3k2

wa=0’a#4’wl‘=—’z_’ a.b=0 E]

y estas cantidades de NP en unidn de las ecs. de Weyl-Lanczos
implican:

N{R

2 =0 N a # 7 > Qp = - av.19c)

i).- SOLUCION TIPO III DE KAIGORODOV.

Ahora el turno es para el espacio homogéneo de Kaigorodov
(1963):
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ds? = 2(kx)"?(dx2+dy?)-2du(dveil dax + 2L dy « 2x? @) , k = cte.
@v.20a)

para el cual elegimos x! = x, x2 =y, x3 = v, x* = u , -

entonces trabajamos con

a kx _ ikx 2x2 . a 1
= (55~ ===, ~kv+ =2—1i,0) , (&%) = (0,0,/2 x ,- ) .
() = G- 77 5 V7 x2

n?) = (0,0,-vZ x2,0) , x =p=¢ec=0=21=20 ,
o v _ k v ik 2

T =-1=g8=5===3, vy =5= » R = 6k >
2 6 2 2 2/3

, 4V.20b)

- ik 15

v, =0, a#3,4, p; == > ¥y = k2

a 2/%Z 2 ’

¢p = 0 .excepto ¢5 = - 5k2 >

y de (8,20b) obtenemos el espintensor:

= = = - Ak = 28k
2, =0, a#53,6,7, 23 = -9 = 6/2_,97— T8 . @v.20c)

j).- METRICAS DE PETROV.

Aqui solo deseamos indicar las soluciones de Petrov
(1962) para las cuales Becerril (1986) Apéndice C ha

construido su potencial de Lanczos:
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2 2 - 2 2
1.- ds? = £43caxt®vax® )+£72/3 ax3®iaxt” , £ = kx®+1 , k = cte.

1

2 2 2 - 2
2.- ds2z = £4/3cax? +adx2®) + ax3 -£72/3 gy

-

\_—"\/_“ ——

3.- ds2 = £/3(aa1 P axs®) « £33 ax2®iax3® (Iv.z1a)

m

, = kx3+1 , k = cte.
1

2 2 2
4.- ds2 = £2(dxl -dx% )+ £ dx2 +f dx3

2 2
5.- ds2 = -2 dx! dx* + Sen? x* dx2 +Senh2 x* dx3 ,

las primeras cuatro son tipo D y la dGltima es tipo N, to
das ellas satisfacen R.p = 0. Becerril también obtuvo -
el espintensor para la mé&trica (10.35) de Kramer-Stephani-
-MacCallum (1980) asociada a radiacién pura:

: 2 2
6.- ds? = -2 dx! dx" + Sen? x"(dx2 +dx3 ) , tipo O. Gv.21b)

En esta Secc. hemos expuesto espintensores para diversas
soluciones de las ecuaciones de Einstein, s8lo se indica
ron los resultados esenciales para asi mostrar que con -
el formalismo de NP se ""cae en la rutina'" en el sentido

de que ripidamente se establece un proceso sistemdtico -
para construir superpotenciales para el tensor conformal,
lo cual no ocurre con el enfoque tensorial. Esto refle-
ja la superioridad de las tetradas nulas en la investiga
cién de cierto tipo de problemas en relatividad general.

El presente Cap. lo finalizamos con un resumen de algu--
nos aspectos de espintensor que ameritaun cuidadoso andli-
sis:
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Elaborar la clasificacitn algebraica de Kjrn Yy rela-

cionar esta con la CP para ¢l tensor de chi.

Asignar significado fisico al potencial de Lanczos
para aquellas métricas con relevancia fiIsica en la -
teoria de Einstein.

Es tudiar ant mediante la formulacién Hamiltoniana

del campo gravitacional.

Analizar las transformaciones de norma del espinten-
sor que dejan invariante al tensor conformal.

Sustituir las ecs. de Weyl-Lanczos en las identida--

des de Bianchi ¢ investigar qué restricciones imponcn

&stas sobre las primeras.

Con la t&cnica del espintensor construir ¢l superpo-
tencial para la parte radiativa del tensor de Maxwell
asociado al campo de Liénard-Wiechert.

Estudiar la estructura de 1a§ ecs. de Weyl-Lanczos -

bajo la misma filosoffa con que Papapetrou (1970),
Herrera-Papapetrou (1971), Goldberg (1974), Brans -
(1977), Edgar (1979,80) y Novak-Goldberg (1981) han
18 ecs. de NP y las 11 identidades -

investigado 1las
de Bianchi.

Para espacio-tiempos asintéticamente planos obtener
en coordenadas de Robinson-Trautman el comportamien-

to de Kijc a grandes distancias de las fuentes.

Trabajar la clasificacidén Churchill-Plebaifiski del

- T
tensor Kab = ha bir"
Usando las identidades de Bianchi, estudiar las recla
ciones difercenciales de orden dos que sc obtendrfan

para el espintcensor de Lanczos.
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CONCLUSIONES S

El objetivo principal de este trabajo es el problema de
la inmersidén en relatividad general con especial énfa--
sis en el caso de R, sumergido en Eg, en la correspon--
dente investigacidén se hace un empleo sistemdtico del -
formalismo de Newman-Penrose ((NP) (1962) el cual reve-
la estar notablemente adaptado al andlisis de dicho pro
blema, esta técnica de NP también permite realizar un -
adecuado estudio del interesante espintensor de’Lanczos
(1962).

En el Cap. I se da una breve exposicién de tetradas nu-
las, clasificacidn de Petrov y vectores de Debever-Penrose
(DP) con 1la idea de que esta tesis sea auto-contenida -
en los conceptos ¥y ecuaciones de NP; ademds, se sugiere
elaborar un algoritmo eficiente (tensorial y NP) para -
efectuar la clasificacién de Churchill-Plebafski. Todo
lo aquf discutido es de utilidad en los capitulos res--
tantes.

El Cap. II contiene los antecedentes necesarios para ob
tener la inmersifn del espacio-tiempo en Eg, es decir:
se indican los principales resultados para R, en Eg, se
manifiestan algunos problemas abiertos en este tema y -
se muestra que algunas métricas no son sumergibles en -
Eg.

El Cap. IIT es el nficleo de nuestro trabajo porque todo
el andlisis »revio tenia la intencién de aplicarse a -
4-espacios de clase dos, el material de aqui es relevan
te porque se:
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a) .- Realiza un estudio sistemitico (obtenié&ndose rela-
ciones originales) tensorial-NP de Ry en Eg, el -

cual no existe en la literatura.

b).- Da l1la primera demostracién explicita de un teorema
de Yakupov (publicado sin prueba) sobre la no exis
tencia de espacio-tiempos vacios tipo III de clase

dos .

c).- Generalizan a espacios de Einstein los teoremas de
Collinson (1966) para Ry vacio, en esta foéma se -
deducen condiciones necesarias (sobre las congruen
cias nulas repetidas de DP) que todo 4-espacio con
la propiedad R, = % E,p0 R # 0, debe satisfacer -

al aceptar inmersién en Eg.

d) .- Demuestra que las métricas de Hauser, Held-Robinson,
Kerr y Siklos no son de clase dos.

e).- Obtiene la inmersién explicita en Eg de las solu--
ciones de Novotny-Horsky v Taub.

f).- Cuestiona un teorema de Goenner (1973) acerca de -

que *C, = 0 para R, algebraicamente especial sumer

gido en Eg.

g)l.- Enfatiza la ausencia en la literatura de espacio-
-tiempos vacios tipos I 6 II inmersos en Eg.

Pridcticamente todo el contenido del Cap. IV es original

porque el espintensor de Lanczos Kijr se encuentra muy

ignorado en relatividad general, en este material desta
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can:

la forma NP de las ecuaciones de Weyl-Lanczos, las

sugerencias de elaborar una clasificacién algebraica de

Kijc y las posibles interpretaciones fisicas de

la construccién explicita de espintensores para
tricas de Schwarzschild, Taub, G&del, Bertotti,
Narlikar-Karmarkar, Novotny-Horsky y Kaigorodov

otras.

éste, -
las mé-
Kasner,
entre -
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