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I NTRODUCCION 

E1 prob1ema de 1a inmersi6n en re1atividad genera1 es de 
gran importancia para dicha teoría y concierne a1 estu-
dio de R4 como un subespacio de Em• m = 5, ... ,10; e1 ca
so m = 5 se encuentra adecuadamente discutido en Fuentes 
(1985) y Ladino (1986) por 10 que aquí nos dedicamos con 
mayor énfasis a la situación m = 6. Para ta1 fin fue n~ 
ces ario explicar la herramienta matem5tica a emp1ear (fo.E_ 
ma1ismo de Newman-Penrose (NP) (1962)) en sus aspectos 
a1gebraicos y diferenciales con cspecia1 atenci6n a la -
cl!asificación de Petrov, este materia1 di6 origen a1 Cap. 
I. Las ecuaciones e ideas invo1ucradas en espacios de 
clase uno constituyen una buena preparación previa a1 
prob1ema de c1ase dos, es por esto que en e1 Cap. II se 
exponen 1as Ecuaciones de Gauss y Codazzi en sus versio
nes tensoria1 y NP, así como las correspondientes condi
ciones necesarias para R4 sumergido en E 5 , se realizan -
ap1icaciones para algunas métricas. Con todo el aná1i-
sis anterior en e1 Cap. III se procede a investigar esp~ 
cio-tiempos inmersos en E 11evando como objetivo b5sico 

- R 1a generalización a espacios de Einstein (Rab - 4 gab) 
de 1os resu1tados de Co11inson (1966) para Rab = O y 1a 
prueba del teorema de Yakupov (1973) (pub1icado sin de-
mostración), ·aquí también se e:fectOan ap1icaciones a di
versas métricas de~interés en re1atividad general. En -
e1 Cap. IV se estudia al espintensor de Lanczos (1962): 
aunque este tema no pertenece a1 campo de 1a inmersión -
1o hemos inc1uído porque es un t6pico interesante y nov~ 

doso y que además ejemplifica e1 poder de1 forma1ismo de 
NP, todos los resu1tados son origina1es. 



Cabe mencionar que en casi todos los capítulos se han e~ 
puesto problemas abiertos que aún subsisten en los temas 
de: clasificaciones de Petrov y Churchi11-P1ebañski, in
mersi6n de es:r:iacios Riemannianos y espintensor de La.nczos. 



CAPITULO 1 

FORMALISr-tJ DE NEWMAN-PENROSE 

INTRODUCCIÓN, 

La herramienta de tetradas nulas desarrollada por Neh'l'llall
-Pcnrose (NP) (1962) tiene gran importancia en relativi
dad general, en particular, aquí nos interesa su poderío 
en el análisis de la inmersión de espacio-tiempos, a es
to se debe que en el presente capítulo se expongan aque
llos aspectos algebraicos y diferenciales del formalismo 
de NP de relevancia al sumergir R4 en Es 6 EG. En la 
Secc. se estudian las propiedades locales de diversos 
objetos geométricos (expresados en función de la tetrada 
nula) anclados en un evento, se dá atención especial a -
la clasificación Petrov del tensor conforma}. La Secc. 
2 tiene como finalidad el establecer las relaciones bás~ 
cas (ecs. de NP e identidades 
la evolución de la curvatura 

de Bianchi) que gobiernan 
(campo gravitacional) de 

una región a otra 
de Goldberg-Sachs 
Wainwright (1974) 

de R,; 
(1962) 

también se exponen los teoremas 
Kundt-Thompson (1962) y 

los cuales son útiles al obtener cond~ 
cienes necesarias para que un espacio-tiempo sea de cla
se dos. 
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l. TETRADAS NULAS: ASPECTOS ALGEBRAICOS, 

En la presente Secc. se hará una breve exposición del fo~ 
malismo desarrollado por Newman-Penrose (NP) (1962) para 
el estudio de la geometría Riemanniana, la mayor parte 
del material se localiza en detalle en Ovando (1985) y 

Torres (1985), en estas referencias se encuentran aplica
ciones e importancia actual y futura de dicho formalismo. 

La idea básica de esta técnica de NP consiste en edificar 
en cada evento del espacio-tiempo una tetrada real ortono~ 
mal con la cual se construye un cuarteto de vectores nu-
los (dos reales y dos complejos) que a su vez proporciona 
una base para todo objeto tensorial T (omitimos los índi
ces) en el evento en cuestión, entonces analizar a T equ~ 
vale a estudiar sus componentes en esta base. De esta 
forma, a T le asociamos un conjunto de cantidades escala
res (independientes del sistema coordenado) que dependen 
de la tetrada nula seleccionada, es decir, la herramienta 
de NP permite "desglosar" a T y mostrar así explícitamen
te la información contenida en él. Cuando permanecemos -
sobre un evento dado entonces sólo existe interés en las 
propiedades algebraicas de T (presente Secc.), y cuando -
investigamos cómo evoluciona T al pasar de w1 punto a otro 
de R4 entonces ya aparecen las características diferenci~ 
les del objeto tensorial (próxima Secc.). Por tanto, si 
deseamos aplicar este enfoque de NP a relatividad general 
entonces las relaciones fundamentales de esta teoría deben 
transcribirse al formalismo de tetradas nulas, esta es la 
intención principal de este Cap. 

En un punto del 4-espacio construímos una tetrada real o~ 
r tonormal e (a) a = 1, ... ,4: 
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n (a) (b) con ¡;i, (n(a)(b) = Diag(1,1,1,-1) (I.la) 

donde hemos utilizado signatura +2 y la convenci6n de 
Einstein de suma sobre índices repetidos. Es c1aro que 
existe plena libertad para rotar a 1a tetrada anclada en 
nuestro evento, así estamos en condiciones de e1egir a1 
cuerteto de vectores que genere 1a mayor simp1ificaci6n 
en el prob1ema bajo estudio. En Ovando (1985) se prob6 
que 1a Clasificación de Petrov (CP) para el tensor con-
formal conducía de manera natural a 1a tetrada nula de -
NP (una raya sobre una cantidad denotará el proceso de -
conjugaci6n compleja): 

mr _}_ 
(e (1) 

r -i r -r _}_ r i r i ,;:-,-e(2) ) m (e (1) + e(2) ) .rz Fz 
(I.lb) 

¿r _}_ 
(e('<) 

r r nr 1 
(e(-.) 

r r - e(3) ) + e(3) ) 
12 ,rz 

con 1as propiedades (consecuencia de (la,b)) 

mr mr 
¿r .e nr 

r nr o mr mr 
¿r nr 

( I . 1 c) 

zr ¿r -r nr .e r nr o n , mr mr 

De aquí en ade1ante 1a tetrada de NP será ordenada en 1a 
forma 

r 
(Z(a) ) 

-r m , ¿r , a 1, ••. ,. 4 (I.1d) 



, .. _ ,- .. ·~---- .,..,.,. 

es decir, 

pacta a: 

z 
"' 

4 

.e.b, etc., 

o 

o 
o 

así 

o 

o 

o 
-1 

e 1 c) se com-

-~J (I.1e) 

la matriz z- 1 = z = czCa)(b)) permite introducir una ba-
"' se asociada a (ld): 

zCa)r Z (a) (b) Z r 
(b) 

(Z (a) r) r m, r 
-n ' 

en otras palabras, ,t y ,t--i se comportan como una "métri
ca" para bajar y subir los índices entre paréntesis de -
la tetrada nula. 

Si Ar es un vector arbitrario entonces (ld) es una base 
para él en el sentido 

m 
r (!.Za) 

r 
donde A(c) ; A Z(c)r son las componentes o proyecciones 
de Ab sobre la tetrada de NP: 

A(1) 
Ar mr - º1 A(2) 

Ar mr 01 

(I.Zb) 

A(a) 
Ar .e.r - 03 A(") 

Ar nr - 04 
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entonces 0 3 y 0 4 son reales y 0 1 es complejo lo cualequ.!_ 
vale a las cuatro componentes independientes de Ab; así 
(Za) nos queda 

.e -r 

esta expresión la aplicaremos en la Secc. 

(I.2c) 

Cap. III al 
vector de Ricci que aparece al sumergir R4 en E 6 • 

Con (1d) podemos formar 10 tensores simétricos de orden 
dos: 

~b z(r)a z(r)b sin suma sobre r 

~ab = ma ~ +~ iña w n %+~ .ea 6ab a 
e I. 3a) 

~ab = m nb + mb n w w a a 8 ab 7ab 

w m .eb + mb .ea \;' = w gab a 10ªb gab 

entonces cualquier tensor real simétrico Qab puede desa
rrollarse en términos de (3a) 

por la propiedad Qab 

i a 
¿ pr \r"ab 

r=l 

Qab tenemos que 

e I. 3bJ 



r 3' ... ,6 

así (3b) se reduce a 

Qab = p2 W 
1 ab 

+ p2 

6 -

son cantidades reales. 

6 

¿ 
r=3 

Pr wab 
r 

+ pJ. o w b ld' 

+ P"ª 

( I. 3c) 

( I. 3d) 

Si ahora contraemos (3d) con la tetrada nula obtenemos 

las proyecciones (con la notaci6n Q(p) (r) = Qab Z(p) ª Z(r)b): 

(I.3e) 

- Q(l) (3) 

En particular si Q b coincide 
a a 

de (1c,3e) resulta que p = O 
(3a,d) implican: 

con el tensor métrico gab' 

excepto p 5 = p6 = l y 

(I.4a) 

entonces dada la tetrada de NP en un evento podemos 
terminar la métrica en dicho evento vía (4a); si en 
utilizamos (4a) obtenemos que: 

de-
(3e) 
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Q - (I.4b) 

Como segunda aplicación consideremos el caso 

Q O (traza nula) (I.Sa) 

donde Rab y R son el tensor de Ricci y la curvatura ese~ 
lar respectivamente definidos por 

R ( I. Sb) 

siendo Rªbcd el tensor de curvatura del espacio-tiempo: 

i 
R jkm 

i 
r jm, k -

i + 
r jk,m 

i e 
r ck r j m 

i e 
r cm r jk 

i 
r jrn 

1 ir 2 g (grj,m + grm,j - gjm,r) Símbolos de 0.ristoffel 

con ,r denotando derivada parcial respecto a xr. 
ces de (3e,4b,Sa) 

p2 E mª b 
Rab mª b 2 ab m rn - <}o 2 

p3 E nª b 
Rab 

a b 2 ab n n n - <}o o 

P" Eab .eª .eª Rab .eª .eb - 2 4>2 2 

(I.Sc) 

(I.Sd) 

En ton-
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Ps pG Eab mª -b 
Eab .e.ª b 2 el> 1 1 m n -

Pª = - Eab mª .e.b 
Rab rnª .e.b - 2 el> 1 2 (!.Se) 

p 1 o Eab 
a b 

Rab rnª b - 2 <j> o 1 m n n -

donde <l>oo. 
plejos lo 
el número 
(3a,d,5e) 

4>1:i. <1> 22 son reales y <1>0 1 , <1> 02 , <1> 12 son com--
cual equivale a 9 cantidades reales (éste es -
de componentes independientes de Eab); con 
obtenemos la expansión: 

( I. Sf) 

Las ecuaciones de campo de relatividad general pueden 
escribirse en la forma (sin constante cosmológica) 

8n Tab 3. 1 4 ..• (I. 6a) 

entonces 

<l>oo 



Tab nª .e.b - R 
8 

- 4TT 
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4>1 2 T ab .e a mb 

( I . 6b) 

El tensor de materia o/y radiaci6n Tij puede generar si!!!_ 
plificaciones en las 4>ab' por ejemplo, si Tab está aso-
ciado a un fluído perfecto entonces es posible elegir la 
tetrada tal que cf>ol = .¡, 02 = .¡, 12 O (esto queda ilustra
do con la métr1ca de GOdel, ver el Cap. IV); en el caso 
electromagnético podemos hacer cero a determinadas comp.Q_ 
nentes (6b) si tomamos a .e.r y nr coincidentes con los 
eigenvectores nulos del campo de Maxwell. Por definici6n. 
un espacio-tiempo es de Einstein si los tensores métri-
cos y de Ricci son proporcionales entre sí: 

o 4>ab o ( I. 6c) 

esto sucede, por ejemplo, en las métricas de Kaigorodov 
(1963) tipo N (verIV.19a,b) y de Novotnf-Horskf (1974) 
(consultarlV.18a,b). A (6c) podemos escribirla en dos 
formas de acuerdo a la interpretación que quiera dársele 

R 
(Gab Rab z gab tensor de Einstein): 

Gab + R o Tab o constante cosmológica R 
4 gab 4 

(I. 6d) 

Gab - R 
Tab 

R cte. cosmol. o 4 gab 32'1T gnb 

el punto importante es que un espacio es de Einstein 
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cuando ~ab =O (equivalente a Eij O), y si además 
R = O entonces Rah = O y decimos que R4 es vacío; recuér 

R dese que 
(próxima 
del Cap. 

cuando Rab = 4 gab las identidades de Bianchi 
Secc.) implican R = cte. En las Seccs. 3 y 4 
III estudiaremos espacio-tiem~os de Einstein i~ 

mersos en E 6 y deduciremos algunos teoremas originales al 
respecto. 

En el Cap. IV durante el análisis del espintensor de 
Lanczos (1962) aparece un tensor simétrico Kab con traza 
cero al cual admite una expansión semejante a (Sf), ver 
(fV.9c); en los Caps. II y 111 el proceso de inmersión da 
origen a las segundas formas fundamentales (tensores si
métricos de orden dos) de R 4 en relaci6n a E 5 o EG, a e~ 

tos tensores también les aplicaremos desarrollos análo-
gos a (Sf). 

J. Plebañski, Acta Phys. Polen. 26, 963 (1964) estudió 
con espinores la estructura algebraica de Eab lo cual ya 
había sido hecho en forma geométrica (con mucho menos d~ 

talle) por R.V. Churchill, Trans. Am. Math. Soc. ~. 784 
(1932), el resultado de este análisis ahora se conoce c~ 
mo Clasificación Churchill-Plebañski (CH-P) del tensor -

de materia: los tensores Rab' Gab y Eab tienen el mismo 
tipo algebraico porque sus eigenvectores coinciden aun-
que difieran en sus valores propios; en Plebañski-Stachel 
(1968) y H. Goenner, J. Stachel, J. Math. Phys . .:!...!.. 3358 
(1970) y Barnes (1974) se encuentran resúmenes muy cla-
ros sobre la CH-P. En Ludwi g-Scanlan, Commun. Math. 
Phys. ~. 291 (1971) y Collinson-Shaw (1972) se realiza 
esta clasificación mediante el formalismo de NP·, y en 
Goenner (1976) se indican relaciones tensoriales satisf~ 
chas por algunos tipos CH-P (existen errores tipográfi=s 



, , 

en las relaciones dadas por este autor), sin embargo, en 
estas tres últimas referencias no se propone un algorit
mo o diagrama de flujo completo que permita obtener de 
manera infalible y sistemática el tipo CH-P de un Eab d~ 
do. Al respecto tenemos la siguiente idea que no desa-
rrollaremos aquí porque la CH-P no es muy relevante en 
nuestro trabajo: Mediante algún método, p. ej. el de H. 
Takeno, Tensor N.S. ~. 119 (1954), escribir la ecuación 
característica de Eab y entonces con el polinomio mínimo 
(usar las formas canónicas de Jordan) para cada tipo 
CH-P obtener la correspondiente relaci6n tensorial sati~ 
fecha por Ejk y sus invariantes, de esta manera surgirá 
un proceso tensorial para el análisis de la estructura -
algebraica de (5a), este algoritmo será análogo al enfo
que tensorial de A. Peres, Nuovo Cim. ~. 36 (1960) para 
el cálculo del tipo Petrov del tensor de Weyl, ver Ovando -
(1985). El último paso consiste en sustituir (5f) en el 
proceso tensorial para así deducir un diagrama de flujo 
tipo NP para la CH-P. Los algoritmos tensorial y de NP 
para la clasificación de Eab no se encuentran de manera 
completa y ordenada en la literatura, así que su construc 
ci6n debe ser interesante para los investigadores de re
latividad general. 

Con lo anterior hemos mostrado que la tetrada nula pro-
porciona una base para tensores simétricos de segundo o~ 
den, algo semejante ocurre con tensores antisimétricos 
de este orden: Mediante (1d) construímos seis tensores 
antisimétricos 

y 
1 ab V ab na mb - nb m a 

y 
zªb 

v ab 

:'."ab = u ab .l.ª ~ + .eb ma y = uab (I.7a) 
.:> 4ªb 

rab Mab m ~ ~ ma na .e¡, +~ , y 'Mab a a 6ab 
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entonces para Fij - Fji arbitrario tenemos 1a expansi6n 

6 

Fab I 
r=1 

( I. 7b) 

y como Fab F ab resulta que 

'T2 ( I. 7 c) 

Al proyectar (7b) sobre la tetrada de NP obtenemos (con -
. a - b 

la notac16n F(p)(q) = Fab Z(p) Z(q) ) 

F(.,)(l) - Yo 

e r. 7d) 

las cantidades complejas ya, a= 0,1,2 equivalen a las 6 

componentes reales independientes de Fij' así (7b) nos 
queda 

e I. 7e) 

esta re1aci6n es aplicable al tensor de Faraday del cam
po electromagnético y al tensor antisimétrico que apare
ce en las ecs. de Ricci al sumer~ir R 4 en E 6 (ver Secc. 

Cap. III). 
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Con 1os tensores de Levi-Civita: 

donde g 

"abcd 

,r=--
- g "abcd 

abcd 
n 

_1_ 
,.r.:g 

abcd 
e 

det(gab) y 

abcd 
" 

( 1 Si (abcd) es pennutaci6n par de (1234) 

<-1 Si (abcd) es peTI!l. impar de (1234) l o en 1os demás casos 

se puede definir el tensor dua1 de Fab: 

*F ab 
1 cd 
2 nabcd F "F ba 

(l. 8a) 

(l. 8b) 

(I.8c) 

en particular, no es difícil probar que (7a) son autodu~ 
1es ( i = .'-T): 

e - 1) r i y ab 
r 

r 1 " .... "6 (l. 8d) 

entonces (7e,8d) implican e1 desarro11o 

Y1 ~b + Y2 Vab) 

(I.8e) 
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Sabernos que un tensor antisirnétrico de segundo orden s6-
1o tiene dos invariantes algebraicos independientes, a -
saber (se utili=an (7e,8e)): 

F1 - Fab 
Fab 4 (y o Yz + Yo Y2 Y~l - y-21) 

(I. Sf) 

F2 - *F ab 
Fab 4i (Y 2 1 - -z 

y l + Yo Y2 Yo Y2) 

de importancia en el análisis del tensor de Ricci (Cap. 
111). En el caso electromagnético F 1 = 2(B 2 - E 2 ) y 
F2 = 4 ~ 6 donde E y B son las magnitudes de los 3-veE 
tores de campo eléctrico y magnético respectivamente. 
Cuando F 1 y F 2 valen cero simultáneamente decirnos que 
Fab es nulo, en caso contrario es no-nulo. Con (1c,4a, 
7a,e,Se,f) es simple obtener las identidades: 

Fab F - *p3b *F 
cb cb 

F 
2 6 ªc 

las cuales pueden locali=arse en J. 
Acad. Po1on. Sci. (.í'.. 9, 587 (1961), 
Phys. 2_, 1431 (1964) y E. Pifia, Rev. 
(1967) entre otros. 

Ahora consideremos el tensor de Wey1 
dimensiones por: 

(I. Sg) 

Plebanski, Bull. 
R. Penney, J. Math. 
Mex. Fís . .:!_2_, 233 -

Cijkr definido en 4 

(I.9a) 
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y representa 1a parte sin traza del tensor de Riemann, 
por eso lo asociamos a gravitaci6n pura ya que no está -
directamente relacionado al tensor de materia, a esto se 
debe que en general Rijkm tenga más informaci6n geométri 

ca que Cpqrtº Se tienen las simetrías: 

cajkm • cakmj + camjk o 

(I.9b) 

o e l. 9 c) 

recuérdese que (9b) implican Cajkm = Ckmaj con (Sa) pu~ 
de definirse el tensor dual simple de (9a): 

(I.9d) 

el cual también satisface (9b,c). El estudio de la es--
tructura algebraica de (9a) se conoce como Clasificaci6n 
Petrov (CP), en Ovando (1985) se hizo un análisis deta-
llado de la CP mostrándose y relacionandose entre sí di
versos m6todos de hacer esta clasificaci6n, uno de ellos 
(quizás el más fundamental por sus consecuencias) es el 
Matricial debido a Petrov (1962) pág. 371: Existe mucha 
literatura (ver Ovando) sobre este método pero vale la 
pena recomendar los trabajos de J.L. Synge, Comm. Dublin 
Inst. Adv. Stud. Serie A. No. 15 (1964) (agradecemos al 
M. en C. G. González Padr6n de la Univ. de Konstanz, RFA, 
el envío de est.e artículo); R. Adler, l'l. Bazin, M. Schiffer, 
Introduction to general relativity, MacGraw-Hi11 (1965) 
págs. 176-182; R. Adler, C. Shefield, J. Math. Phys. ~. 
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465 (1972); T-M. Kalotas, C.J. Eliezer, Am.J. Phys. 51, 

24 (1983) y J.L. L6pez, Rep. de Invest. No. 118 DCBI- -

-UAN-A (1984) entre otros. Este enfoque matricial mue§_ 

tra la relevancia del tensor complejo: 

wabcd 

que en virtud de (9b,cd) posee las simetrías 

w abcr 
- w bacr 

"W abcr 

- W abre 

W* abcr 

wcrab 
W e 

a cr 

i W abcr 

(I.10a) 

o 

(I.10b) 

con &stas y (7a) podemos escribir (10a) en t€rminos de -

la tetrada nula bajo la misma filosofía que lo realizado 

en (3b, 7b) : 

w abcr 

(I. 10c) 

las 5 cantidades complejas ,¡.r' r = O, ... ,4 contienen la mi§_ 

ma informaci6n que las 10 comporientes reales independien 

tes de Cabjk y fueron introducidas en relatividad gene-

ral por R. K. Sachs, Proc. Rey. Soc. London .A264, 309 (1961) 

aunque su aplicaci6n sistemática se debe a Newrnan-Penrose 
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(1962) Al contraer (10c) con la tetrada de NP obtene--
mos: 

"'º 
1 w vªb ver 

cabjr nª mb nj mr 
8 abcr 

"'l 1 w vªb Mcr 
cabjr nª .eb nj r 

16 abcr m 

"'2 1 w uªb ver 1 w Mab Mcr 
cabjr .eª~ nj mr 

8 abcr 32 abcr 

1jl3 
1 w uªb Mcr 

cabjr .e.ª 16 abcr 

1 w uªb 1jl4 8 abcr 
ucr 

cabj r .eª -b m 

lo cual coincide con la convenci6n 
-Stephani-MacCallum-Herlt (1980). 
tes de las coordenadas pero sí se 

(I.lOd) 
b .e.j -r n m 

.e) -r m 

del libro de Kramer-
Las ~a son independie~ 

alteran al cambiar de 
tetrada nula, en particular, ésta puede elegirse tal que 
genere simplif]cnc]ones en (10d) como se verá más adelante. 
En (9n) observamos que Raikm está en funci6n de los ten
sores de Weyl, Ricci y de.la curvatura escalar, esto si~ 

nifica que las cantidades ~k' ~ab y R describen complet~ 
mente al tensor de Riemann (20 componentes reales inde-
pendientes en 4 dimensiones). 

El tensor conforma! tiene 4 invariantes algebraicas ind~ 
pendientes, a saber, 



e c;abjk 
abjk 

1 8 -

*C ...abjk *R Rabjk 
abjk L = abjk 

(I.11a) 

y al contraer (10c) consigo misma obtenemos a estos ese~ 
lares en términos de las cantidades de NP: 

(I.11b) 

96 (-$ 3 2 + 2 $1 $2 $3 + $o $2 $4 - $o $ 2 3 - $ 2 1 $4) 

(I.11c) 

estas relaciones coinciden con (187,188) de P.J. Gree:nberg, 
Stud. Appl. J\lath. ~. 277 (1972) si en su artículo hace
mos la asociación 

r l , ..... ,. 5 (I.11d) 

Las identidades (11b,c) también existen en la pág. 994 
de S.J. Campbell, J. Wainwright, Gen. Relat. Grav. ~. 

987 (1977) aunque por razones de imprenta estos autores 
escribieron (1 Je) incorrectamente. Los invariantes (11a) 
son de interés al construir condiciones necesarias para 
la inmersi6n de R 4 en E 5 o E 6 , Caps. II y III. 

Con (10c,11b,c) resultan las identidades 
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jkm C2 
cajkm cb ""4 gab 

(I.11e) 

e j c;kinr>t C3 
a km cptbj 4 gab "C j c;kinr>t C 

a km ptbj 

las cuales pueden encontrarse en M. Novello, J. Duarte, 
Gen. Relat. Grav. 12, 871 (1980); si empleamos (11e) en 

(3.6) pág. 193 de D. Lovelock, Atti. Accad. Naz. Lincei. 
Rend. ~. 187 (1967) obtenemos una identidad general po
co conocida (consultar Ovando (1985) pág. 44): 

( I. 11 f) 

La operación de dualidad (9d) puede aplicarse a los dos 
pares de índices, en particular, el tensor de Weyl es a~ 

todual porque *C*abkm = Cabkm' sin embargo, con el te~ 
sor de Riemann el asunto es diferente porque Lanczos 
(1938,62) demostró la relación 

(I.12a) 

aunque de hecho ya había sido encontrada por A. Einstein, 
Math. Ann. 2_Z, ( 1926); mediante el tensor doble dual 
(12a) Lanczos (1962) construyó su espintensor apoyándose 
en un princi~io variacional con Lagrangiana: 

K 2 
*R* Rabcd 

abcd e 1. 1 2 d) 
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ver Cap. JV. Con las propiedades de los tensores de 
Levi-Civita es simple deducir la identidad (4.10) de 
Lanczos (1938): 

,.R" . R. j km 
aJkrn --b (I.12c) 

Las expresiones (12a,c) son relevantes en la obtenci6n -
de la identidad de Geonner (1973) y González-Pifia (1981) 
para R4 de clase· uno (Secc. 2 Cap. II) corno fue probado 
por Becerril-L6pez (1983) y en la deducci6n de la condi
ci6n necesaria de Yakupov (1968) para espacio-tiempos in 
rnersos en E 6 (Cap. III Secc. 2). 

Enseguida vamos a exponer algunos aspectos de la CP que 
serán de utilidad en los pr6xirnos capítulos: En el proce 
so matricial de Petrov (1962) al tensor (lOc) se le aso
cia una matriz ~ 3x3 compleja, simétrica y con traza ce
ro mediante la regla 

,¡. 

C:ªj + i *cªj km km A,B 1, 2, 3 (I.13a) 

entendiéndose que 1 4 23 2 ~ 31 y 3 ~ 12, además: 

b 
e(m) (I .13b) 

donde se emplearon la tetrada real ortonorrnal (la) y su 
base dual e (a) 

r 
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o 1 • 2. 3 e .. ) 
e r e (i+)r 

(I.13c) 

Entonces la CP se reduce al análisis del problema de 
eigenvalores de (13a) y así el número de eigenvectores 
linealmente independientes y el número de valores pro-
pies distintos conducen a 6 tipos de campo gravitacional 
los cuales se resumen en la siguiente tabla (los tipos 

Petrov se asignan a Cijkm porque él da origen a ~): 

Tipo No. de eigenvect. No. de valores 
linea1m. indep. propios distintos 

I 3 3 

D 3 2 

IJ 2 2 

N 2 1 

III 1 1 

o 3 1 

Tabia 1.- Tipos Petrov para R4 

.... algebraicamente general 

.... Tipo I degenerado 

.... Tipo I I degenerado 

.... Confo:rmalmente plano 

Tipo 
Nulo 

Cuando el tensor de \\'eyl tiene tipo -# I decimos que es 
algebraicamente especial; el tipo O representa el caso 
Cijkm = O. Como ~ tiene traza cero entonces es nula la 
suma de sus tres eigenvalores, por lo tanto, para II y D 
ningún valor propio es cero y para N, III y O los tres 
eigenvalores coinciden entre sí y se anulan. En virtud 
de· (13a) un vector propio de ~ equivale a un eigentensor 



de Cabpq, es te 
del Cap. III. 

el diagrama de 
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hecho lo utilizaremos en las Seccs. 3 y 4 
Podernos visualizar a la Tabla 
R. Penrose, Ann. oí Phys. 10, 

1 mediante 
171 (1960) 

(este autor obtuvo la CP con el cálculo espinorial): 

DIAGRAMA DE PENROSE 

III 
1 
1 

N 

1 

o 
1 
1 

- 3 valores propios 
distintos 

- 2 eigenvalores ~ 
fe rentes 

valor propio 
distinto 

1 eigenvector 
linea1rn. indep. (¿.i) 

2 vect. 
propios ¿_ i. 

3 eigenvectores 
Li. 

(I.13d) 

En (13d) las ílechas indican especialización algebraica 
en el sentido de la Tabla (esto quedará más claro al 
exponer los vectores de Debever-Penrose). El tipo Petrov 
puede cambiar evento por evento, exactamente cómo cambie 
depende de la estructura geométrica del espacio-tiempo: 
estudiar esta evolución conduce a un problema no-local 
porque involucra más de un punto, 
centrarse en L.A. Case, Phys. Rev. 
Bialas, Acta Phys. Polon. 23, 699 

este análisis puede 
176, 1554 (1968) y 

(1963). 

e!!_ 

A. 

Para cada tipo de la Tabla podernos indicar su forma c~ 
nónica de Jordan y en consecuencia obtener el polinomio 
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mínimo satisfecho por~. entonces con (13a) deducir 1a -

correspondiente re1aci6n tensoria1 para Cijkm• este pro
ceso genera e1 enfoque tensorial de A. Peres, N. Cim.~. 
36 (1960) (este autor no uti1iza e1 concepto de po1ino-
mio mínimo, sus cá1culos son más comp1icados) resumimos 
en el siguiente a1goritmo: 

M~TODO TENSORIAL DE PERES 

(I.13e) 

cajbr = ºI I NO C32-"C32 
C2 

"C2 2)* 12CC2 2-3 

e *C = o 2,3 
NO . a -a a *C2 

C3 "C3 24(3 C22-"'C22) 

SI SI l SI NO 

cajkm 
c;kn\,r + 2 ). e ajbr -

R 

cajkm c1=br o 2 ). "'Cabjr 
"C2 - + '"12 n ajbr -

I 

Cz 
12Cgab gj. r - gar gjb) o 

NO SI NO SI 

G III 0 0 G ~ 
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donde A = A + i A se determina vía las relaciones: 
R I 

(I .13f) 

El diagrama de flujo (l3e) no se localiza en la literat~ 
ra excepto en Ovando (l985) pág. 70 (aunque escrito de -
otra manera), y en él aprendemos que C2 = C3 = *C2 = "'C3 = 

O para los tipos III, N y O. Obsérvese que en el mét~ 
do de Peres no interviene tetrada alguna y que los cálc~ 
los se realizan en coordenadas arbitrarias. 

Si en (13e) sustituímos (lOc) entonces obtenemos la ver
si6n NP de este método tensorial, el algoritmo resultan
te es muy simple y novedoso y fue deducido por Ovando 
(1985) pág. 144 y es más poderoso que el proceso NP pro
puesto por D'Inverno-Russell-Clark (1971): 



NO 

- 2 5 -

M~TODO TENSORIAL-TETRADAS NULAS 

tj¡r = O , r = O,_ •• ,4 

NO 

Gr = O , r = O , ..... , 5 

NO 
27 J2 

SI 

Gr + :>. lj¡r = O , r = O, 1 ,3, 4 

G 2 + 2 G 5 + 3:>. tj¡ 2 = O 

NO SI 

II 

NO 

I J =o 

SI 

III 

SI 

(I.13g) 
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J 

I 
3 
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, ( I. 13h) 

"3 - J 

El algoritmo (13g) es válido para una tetrada de NP arb~ 

traria; agradecemos al Dr. R. Schimming, Akademie der 
Wissenschaften der DDR, Einstein-Laboratorium, el inte-
rés que ha mostrado por este algoritmo. El diagrama de 
flujo anterior puede adaptarse a la computadora, debe 
ser útil probar su eficiencia (en cuanto a tiempo de má
quina) para diversas métricas; el proceso (13g) puede 
checarse, por ejemplo, con las soluciones OV.12, ... ,21). 

De (Jb) podemos despejar e(a)r en funci6n de la tetrada 
nula y sustituir en (l3a,b,c) tomando en cuenta (10d) p~ 
ra obtener la matriz: r·, -.. - l/J4) }c"'4 - .Pu) l/J1 - ., ] 

1 p 
tc"'4 - '"º) z-C2.¡,2 + !Pu + tP4) i(tP1 + l/J3 ) , (I.14a) 

"' 

"'l ~, 3 i(IP.i + l/J3) - 21P2 
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que G. Ludwig, Am. J. Phys. 37, 1225 (1969) deduce con -
espinores y mediante un 5-espacio complejo, a nuestro 
juicio su método es no-trivial y poco claro, consultar -
J. L6pez-G. Ovando, Rep. de Invest. No. 154 DCBI-UAM-A -
(1985). Para cada tipo Petrov de la Tabla la matriz~ 
adquiere su correspondiente forma canónica de Jordan, e~ 

tonces en virtud de (J4a) esto significa que para cada t~ 
po existe una tetrada nula (no necesariamente única) que 
llamaremos canónica en la cual P (y 

"' .¡,r) tiene la estructura m5s simple. 
ver Ovando (1985) que la tetrada de 
elegirse tal que: 

N '1'4 ~· o r t- 4 
r 

III W3 - _!__ 
"'r o r t- 3 

/2 

D "'2 ;¡. l "'r o r t- 2 

en consecuencia 1as 
Es posible demostrar, 
NP siempre puede 

(I.14b) 

II "'2 :111 "'" "'r o r t- 2,4 

I 1 
A¡) 

l o 1,3 "'º "'" z-C:1.2 -
' "'2 - 2 :l.3 ' "'r ' r 

donde los ;¡.r son los eigenvalores complejos (no tienen -
porqué ser constantes) de ~· En los tipos II y D él va
lor propio :11 1 no puede anularse; nótese que en los casos 
N y III las cantidades ~· .. y .¡, 3 son constantes respectiv~ 
mente. La tetrada canónica (14b) es equivalente a (A.9.7, 
... ,11) de R. Sachs, Proc. Roy. Soc. London A264, 309 
(1961) y en el Cap. III sólo trabajaremos con esta tetr~ 
da. El resultado (14b) conduce al tema de direcciones 
principales nulas: 
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Un vector Kb nulo y real es de Debever-Penrose si cumple 
con ([ J denota antisimet:rizaci6n para los índices capt~ 
rados): 

o (I.14c) 

R. Penrose, Ann. of Phys . .l.Q, 171 (1960) y R. Debever, 
Cah. de Phys . ..!..ª-. 303 (1964) pág. 327 mostraron que todo 
espacio-tiempo tiene 4 vectores con la propiedad (14c): 

~ 1 f I Vectores simples de 

Debever-Penrose (DP) 

e i. 1 4 d) 

símbolo [1111) 

Si, por ejemplo, nr se elige proporcional a uno de estos 
vectores entonces de (10c,14c) obtenemos ~o = O, y a la 
inversa: si para una cierta t:et:rada resulta ~o = O ent:on 
ces ne es de DP; similarmente, si ~r es proporcional a -
alguno de los vectores (l4d) entonces ~ ... = O. La exis- -
tencia de los vectores de DP fue anticipada por E. Cartan, 
C.R. Acad. Sci. París 174, 857 (1922). 

Puede ocurrir que en (14d) dos vectores colapsen (esto -
se simboliza con la flecha doble): 
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\ 1 I 
Vector 2-degenerado de DP, 

Vectores simples de DP, 

(I.14e) 
S ímb o 1 o [2 1 1 ] 

Si nr .es proporcional a Kr entonces ,¡, 0 = ,¡, 1 = O pero si 
l 

nr es proporcional a Kr ó Kr entonces sólo podemos aseg~ 
3 4 

rar que ,¡, 0 = O; análogamente, si ~r Kr resulta i¡. 3 = ,¡, 4 = 
1 

= o. 
ce la 

Los vectores (14e) 
relación (producto 

cumplen (14c) pero además apare 
del colapso entre Kr y Kr): -

1 2 

Kr C K 
1 brp [q 1 c] o (I. 14f) 

así un vector simple de DP satisface (14c) pero viola 
(14f) y sólo cuando es 2-degenerado cumple con ésta. Al 
suscitarse un triple colapso: 

\ ¡ 
en este caso nr 

Vector 3- degenerado de DP, 

Vector simple de DP, 

Kr implica ,¡, 0 
1 

Símbolo [31 J 

(I.14g) 
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s61o conduce a "'º =; R.T proporciona1 a Kr da 
l 

.P2 .P3 = "'" o. El vector Kr cumple -(14c), 
fa ce (14c,e) y además: 4 

origen a -

Kr satis-
1 

cbrp [q K Kp o 
1 c] 1 

(I.14h) 

La última situnci6n se obtiene cuando 1as 4 direcciones 
principa1es coinciden entre sí: 

Si nr Kr 
1 

b # o. El 
ple: 

\~ 
Kr 
1 

6 R. r = 

vector 

Kr Vector 4 -degenerado de DP, 
1 

Símbolo [4] 
(I.14i) 

Kr entonces "'ª = O, a # 4 6 .Pb = O, 
1 
(14i) satisface (14c,f,h) y además cum-

o (I.14j) 

Aquí es interesante comentar lo siguiente: Cuando en un 

R 4 (con Cbrpq # O) existe un vector nu1o rea1 con la pr~ 
piedad (14j) entonces dicho vector es único excepto por 
un factor, esto se debe a un teorema de D. Lovelock, 
Proc. Camb. Phil. Soc. 21!.. 345 (1970) pág. 348. 

Es claro que (14j)==0>(14h)=C14f)="';-(14c). En resumen, si Kr es un 

vector de DP entonces Kr es (Cabpq # O) 
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4-degenerado si cumple (14j) • 

3-degenerado si satisface{14h) pero viola (14j) 
( I. 1 5 a) 

2-degenerado si verifica (14f) pero sin cumplir (J4j,h) 

simple si satisface (J4c) pero sin verificar (14j,h,f) .• 

y a esto lo debemos complementar con (5. b) de Torres (1985): 

Degeneración nr ¿r 

Simple iP o = o "'" = o 

Doble iP o = 1P1 = o lP3 = iP .. = o 

Triple iP o = 1P1 = 1P2 = o 1P2 = lP3 = "'" = o 

Cuadruple iP o = tlJ1 = iP 2 = tlJ3 = o iP l = iP 2 = lP3 = "'" = o 

(I.1Sb) 

lo cual se cumple cuando 
en (lSb) es válido el si 
3- degenerado <*==;> .Po = 1P1 
etc .. 

nr o/y .e.r son de Debever-Penrose; 
y sólo si, por ejemp1o, nT es 

,¡, 2 = O • .e_r es simple~ ,p.,= O, 

Si en (14c,f,h,j) adaptamos la tetrada de NP de acuerdo 
a (15b) y utilizamos el algoritmo (13g) concluimos que 
los tipos I, II, III, D y N corresponden a [1111], [?11], 
[31], [22] y [4] respectivamente, entonces el diagrama -
de Penrose nos queda: 
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[11 11 J 
...------ l 

[211]----[22] e r. 1 5 c) 

------ ! l [31]----[4]----- o 

y asi las flechas. indican especializaci6n algebraica en 
cuanto al colapso de los vectores de DP; en el tipo O no 
se definen direcciones principales nulas porque Cabpq = o. 

Ahora es natural preguntarse sobre la relaci6n existente 
entre la tetrada can6nica (que subrayaremos) que conduce 
a (14b) y los vectores de Debever-Penrose, la respuesta 
la damos con la siguiente tabla: 



N 

III 

D 

II 

I 

Tab1a 2.- Tipos Petrov. tetrada can6nica y vectores de Debever-Penrose. 

.!! 
r / 

nr / .e_r / 
!!r / g_r / 

Kr = nr + 1 - g_r - _!__ - !!! r_ + 2 wj wj w. 

/ / / j .rz ' + ....!.... -r w2. = 12 7' 1 j = 1 • 2 w. m . . 
!! r Kr Kr .rz J J 

1 2 

/ / / / Kr = -
Be (i+<I>;) !!:.r + r + B !!!r + B mr i = ~ !!. . 

je Ele (i+4)j) je je -
Kr Kr Kr Kr 

1 1 12 21 22 iBc 7'3 - ;>. 1 
B = - . .¡.2. = - . j,c = 1 • 2 
je i + .¡.j J 7'3 -A2 

7'2 - 7' 1 
132 = 

7'3 :l.2 e 

... ... 
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Así aprendemos que el vector nr de la tetrada can6nica -
es una dirección principal repetida cuando el espacio-ti~ 
po es algebraicamente especial y que ~r s6lo es de DP p~ 
ra los tipos III y D; en casi todos nuestros cálculos 
(Cap. III) utilizaremos la tetrada can6nica. 

La colección de vectores de DP 6 los can6nicos definen -
congruencias nulas (familias de curvas) en R4 las cuales 
tienen gran relevancia para el estudio del campo gravit~ 
cional, en particular para nuestros fines de inmersión, 
sin embargo, las propiedades (escalares ópticos entre 
otras cosas) de las congruencias involucran más de un 
evento y el análisis deja de ser algebraico por lo que -
dicho anfilisis diferencial constituirá el punto de part~ 
da de la próxima Secc. 

Quere~os recordar que en los párrafos entre (6d) y (7a) 
se mencionó la falta de algoritmos semejantes a (13e,g) 
para la clasificación de Churchill-Plebañski, nos encon
tramos elaborando dichos algoritmos. 

Antes de finalizar esta Secc. quizás sea conveniente ha
cer tres observaciones 

a).- "Que toda métrica con simetría esférica es tipo O 
ó D" 

(I. 16a) 

este resultado se debe a Rao (1966) y Plebañski-
Stachel (1968): Por ejemplo, 
Schwarzchild (ver OV.12a)) es 

la solución de 

cemente simétrica, 
J. Theor. Phys. ~. 

y J.R. Rao, 
775 (1981) 

tipo O con esta simetría. 

tipo D por ser esfér~ 
R.T. Singh, Inter. 
contruyeron métricas 
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b).- En el libro de M. Carmeli, "Group theory and general 
relativity", McGraw-Hill, N.Y. (1977) pág. 267 se ma 
nifiesta la necesidad de una interrelaci6n entre la 
CP y la existencia de simetrías (vectores de Killing), 
tal parece que esto continúa siendo un problema abie.E_ 
to, al respecto mencionemos el teorema de Collinson 
(1969) (agradecemos al H. en C. G. González Padrón -
el envío de este artículo): 

"Un R4 vacío tipo N con una congruencia nula con -
rotación tiene a lo más una simetría" 

(I.16b) 

la métrica de l. Hauser, Phys. Rev. Lett. 33, 1112 
(1974) (por ahora visitante en el Depto. de Física -
del CIEA-IPN) ejemplifica (16b) aunque este autor no 
hace referencia al teorema de Collinson, s6lo lo me~ 
ciona en l. Hauscr, F.J. Ernst, J. Math. Phys. 1..2.. 
1316 (1978). En el Cap. III Sccc. 3 probaremos que 
la soluci6n de Hauser no es sumergible en EG. 

c).- Aquí hemos expuesto la tetrada de NP la cual es una 
tetrada muy particular con las propiedades (1b), qui 
zás existan otros tipos de tetradas más eficientes 
que la de NP para ciertos problemas de relatividad -
general, esta posibilidad fue estudiada en parte por 
J. Thompson, G. Schrank, J. Math. Phys . ..!Q, 766 (1969). 

2, TETRADAS NULAS: ASPECTOS DIFERENCIALES, 

En la Secc. anterior sólo se consideraron aspectos loca-
les del espacio-tiempo, es decir, ha bastado con un even
to, por ello no han aparecido explícitamente derivadas 
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respecto a las coordenadas; toda la informaci6n obtenida 
es valiosa pero incompleta ya que no indica cómo lo que 
ocurre en un punto se relaciona con lo que sucede en 
otro. Aquí trataremos de remediar esta deficiencia y de 
esta manera entraremos en los aspectos dinámicos de la 
relatividad general. El análisis se iniciará con el es
tudio de las propiedades diferenciales de la tetrada nu
la, así hablaremos de coeficientes de rotaci6n y de es-
pín, escalares ópticos, cantidades de NP, operadores y 

ecs. de NP, etc., todo esto dará origen a la herramienta 
completa del formalismo de Newman-Penrose. 

Ya introducimos la idea de que los objetos tensoriales 
pueden escribirse en funci6n de la tetrada nula tomando 
a ésta como base, entonces para analizar la evolución de 
dichos objetos sobre R 4 es necesario estudiar los cambios 
que sufre la tetrada de NP al pasar de un evento a otro 
lo cual conduce al cálculo de las derivadas covariantes 
de (1d): 

2 (a)b;c Tensor de segtmdo orden que puede expresare en función 
de (1f) 

Y 2 Cq) 2 Ch) 
qah b c 

los coeficientes Yqah de este 
cientes de Rotación asociados 

(I.17a) 

desarrollo son los Coefi- -

los cuales pueden 
a la tetrada bajo estudio, 

contraemos (17a) con la despejarse si 
propia tetrada, obteniéndose: 

- r _ t 
L.(b) L.(c) ( I • 1 7b) 
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esta antisimetría implica 24 componentes (en general co~ 
p1ejas) independientes para Yabc' un gran logro de NP 
fue la e1ecci6n de estas 24 cantidades (12 coeficientes 
de espín+ sus complejos conjugados): K, º• P, T, ••• ,K, 

-;-,-¡;-,~ •... y el significado geométrico de algunas de ellas 
está en términos de las congruencias nulas definidas por 
nª Y .e.ª: 

Yabc 

¡~ 23 31 12 14 24 34 

1 - X- - - 13 - - c<X•s) 1J Q - cr -p 

2 :>, - f3 - - (o+ f3) - 1J - a -p -a 

3 - - - - ( y+y) V -v y - -y -T -T 

4 TI 
- -e - e - - (e+ e) - 1T -K - K 

Tabla 3.- Coeficientes de Espín. 
(I.17c) 

entonces de ( 1 d, 1 7b, e) 

K - na;b mª b n T = - na;b mª .e.b :>, .ea;b ¡¡¡a mh 

- mª b 
.ea;b iñ" .eb .e.a; b ji¡" 

b 
p na;b n V lT n 

- na;b mª mb = .ea;b iii'" b (I.17d) o 1J m 

1 iñ" .eª)nb 1 nª mª) .eb e z-Cma;b - na;b y z-C.ea;b ma;b 

1 nª mª)iif' 1 ¡¡¡a .eª) b 
a z-C.ea;b - ma;b . 13 t-Cma;b - n a;b m 
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En estas relaciones aparecen derivadas covariantes lp -
cual hace creer que estamos obligados al c§lculo de los 
símbolos de Christoffel, pero no es así, en efecto (ver 
(7) de'Torres (1985)): 

Definimos las siguientes cantidades complejas en las 
que sólo se necesitan derivadas parciales respecto a las 
coordenadas: 

(I.17e) 

entonces los coeficientes de rotación nos quedan 

Yabr (I.17f) 

y (l7c) equivalen a 

C414 C114 
1 + C412 + C214) a p z-CC12" 

V = C332 J. C232 1J 
1 
z-CC231 + C312 + C132) 

l 
C413 C314) 

l 
C342 e,. 32) T z-CC134 + + , 'Ir z-CC234 + + 

e: 

Cl 

(I.17g) 
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estas expresiones permiten un cálculo más ágil de los 
coeficientes de espín para una tetrada específica. 

De aquí en adelante reAr) denotará la congruencia o fam~ 
lia de curvas generada por el campo vectorial Ar. Ento~ 
ces las propiedades geométricas de renª) y re.eª) se ene~ 
denan con e17g) mediante: 

Asi, 

que 
= o, 
des 

Propiedad renr) r e.cr) .¡. 

Geodésica K V 

- -Parametrización " + " y + y 

(I.18a) 
Deformación o ;>. 

Expansión 1 - 1 -
0 - - z-ep+p) - z-eµ+µ) 

Rotación ie - i -w - 2 p-p) 2eµ-µ) 

Tabla 4.- Escalares Opticos. 

por ejemplo, decirnos que r(nr) es geodésica si K =O, 
re.eª) tiene un parámetro especial sobre ella si (y+Y)= 
que renb) no se deforma si o = O, 

o. 

ciados 

etc. ; 1 as can tida-
8 y w reciben el nombre de Escalares Opticos aso-
a rene) Cre.t.i) también tiene sus escalares ópticos) 

y puede demostrarse que: 



= 
1 ~a ;a (E 0 2 

w2 
1 

(na;b ~;a) = 4 

00 fGna;b +~;a) 

lt -+ z K (T+a+s) ... 

+ ED 
na;b + 

na;b -

K(~•a+sJ 
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1 c·~ú--;;:-a) 2 

enª ;a)~ + 

(E+E) a + n 

... 

;a 

K (~-a-B) 

Cc•EJ 2] 

+ } Cc+E)2] 

(I.18b) 

entonces 

especial 
tenemos 

cuando r(nr) es geodésica (K O) con parámetro 
= O) de (l Sb) ob-

0 

(nr n 3 = O, es decir, e + e ;a 

00 

- n )na;b 
b;a 

(I.18c) 

esto significa que e, w y o son propiedades intrínsecas 
(independientes de mr, mr y ~r) de r(nb) que sólo depen
den de nª y de sus primeras derivadas; relaciones análo
gas a (18b,c) pueden deducirse para los escalares ópti-
cos de r(~c). El material expuesto en (18) es estandar~ 
por ejemplo, consultar R. Sachs, Proc. Roy. Soc. London 
A264, 309 (1961) y Torres (1985) 

En (6a) indicamos las ecuaciones de campo de Einstein, 
supongamos que el tensor de materia corresponde a un 
fluído perfecto entonces la 4-velocidad ur del fluído d~ 
fine r(ur) que es una congruencia de curvas temporales 
la cual también tiene sus escalares e, w y 0 (que ya no 
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podemos llamar 6pticos porque las trayectorias dejaron -
de ser nulas) con expresiones semejantes a (18c) en tér
minos de ur, a prop6sito, creemos que el artículo de 
Greenberg (1970) es uno de los mejores trabajos sobre la 
geometría de congruencias de curvas tipo-tiempo. Por 
otro lado, el R 4 cuya curvatura es producida por el flu~ 
do perfecto tiene sus vectores de DP (simples o degener~ 

dos) los cuales generan sus propias congruencias nulas; 
al punto que deseamos llegar es el siguiente: 

"La rotación de r(ur) no tiene relación directa con la 
rotación de r(dirección principal nula)" (I.19) 

por ejemplo, en la métrica de Godel (1949) (ver 
~V.JOa,11a)) tanto el fluído como los dos vectores re

petidos de DP tienen rotación, sin embargo, en la recie~ 
te solución tipo II de Bonnor-Davidson (1985) el fluido 
posee verticidad pero el vector 2-degenerado de DP no r~ 
ta. 

Cuando una congruencia tiene w = O decimos que es ortog~ 
nal a una hipersuperficic o normal. 

La derivada covariante es un proceso tensorial que tam-
bién posee su contraparte NP, esta transcripción se logra 
proye~tándola sobre la tetrada nula dando así origen a -
cuatro importantes operadores diferenciales lineales, a 
saber, 

"a -ª 
m "a .tª "a D 

(.I.20a) 



con 1a notaci6n 
tes: 

V = a ;a 
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los cuales obedecen las 

RELACIONES DE CONMUTACIÓN 

[ó, D] (T +:;;-)6 

[o ,D] - C~+e-:;;-)n + Kó - ºº (~ +., -°Z) o 

[o • i!i] - vD 

[Ó. o] (;:;-- B )6 

sigui e!!_ 

(I.20b) 

de gran utilidad en las aplicaciones de la técnica de NP. 
Los operadores º' 6, t. y D permiten proyectar sobre la -
tetrada nula aquellas expresiones que involucren a la de
rivada covariante en forma explícita, por ejemplo, la f6L 
mula de Ricci (la cual es equivalente a (Se)): 

Re A 
rpq e ( I. 20c) 

siend.o Ar un campo vectorjal arbjtrario, en particular, 
si Ar = Z(a)r y proyectarnos (20c) sobre la tetrada de NP 
obtenemos 

R(j) (j) (t) (d) 

+ y.. yqdt 
Jl.q 

y yq 
jiq td (I.20d) 
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donde yªbc zCa)(r) yrbc' si ahora damos valores a los 
índices ijtd en (20d) y tomamos en cuenta (1d,Sa,e,9a, 
10d,17c,20a) resultan 18 ecuaciones tipo NP que en sí 
mismas contienen idéntica información que el tensor de 
Riemann: 



- 44 -

ECUAClONES DE NEWMAN-PENROSE 

(a) Dp-ÓK =p 2 +oo+(c+C)p-°KT-K(3a+S-n)-<Poo 

(b) Do-óK=(p+p)o+(3c-C}o-(T-1T+a+3B)K+~ 0 

(e) DT-t.K= (T+n) p+(r+7T) o+ e<:-C) T- (3y+y) K+~1-4>0 l 

(d) Da-6c= (p+c-2c) a+13o-Sc- KA-Ky+ e <:+p) ,,_~o l 

(e) DB- ó .:= ( a+7T) o+ (p-e) B- (µ+y) K- (a-'iT) <:+tlJJ 

(f) Dy-t.c=(T+n)a+(r+n)B-(c+E:")y-(y+y)c+T7T-vK+~2-4> 1 1+ 2~ 
(g) D;>.-Ón=p;>.+oµ+n 2+ (a-S).,,-vK"- (3c-c) ;>.-~a2 

(h) Dµ-ón=pµ+o;>.+n n-(c+c)µ-n(a-8)-VK+~2- l~ 

(j) t.;>.-6v=-(µ+}:;")A-(3y-y);>.+(3a+S+n-"T)v-~4 

(K) óp-6o=p Ca+13)-o (3a.-i3) + (p-p)T+(:µ-u) t<-~1 -<1>01 

- - - - - R 
(.C) óa- é; f=pp- :>.e +ao+f. f.- Za f.+y (p- p) +¡: (JJ - lJ) -~2 -<} l J - 24 

(m) ó ;i.-6u= (p-p) v+ (µ-J:;)n+µ (a+S) +;..(a- 313) -~· 3 -~1 2 

(o) óy-t.13= (T-a- f'.)y+µ-r-ov- c~-13 (y-y-µ) +a°).-<1> 1 2 

(p) ó-r-t.o=ua+):;p+(T+l3-a)-r-(3y-y)o-K~-<1>02 

(q) t.p-ÓT=-pu-0;>.+(S-a-'T)T+(y+y)p+vK-~2+ 1'Pz 

' (I.21) 
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Para una tetrada de NP dada, con (17e,g) se determinan -
los coeficientes de espín y éstos a través de (21) perm~ 
ten calcular las cantidades ~a' ~ab y R las cuales espe
cifican completamente al tensor de curvatura, este proc~ 
so fue el que se sigui6 para obtener ~V.11a,12b,13b,14c, 
15c,16b,17b,18b,19b,20b). 

El tensor de -Riemann cumple con las identidades deBianchi: 

Rabcf;r + Rabfr;c + Rabrc;f = o (I.2Za) 

que en 4 dimensiones adquieren la forma (ver Lanczos 
(1962)): 

*R* r 
abe ;r o (I.ZZb) 

en términos del doble dual definido en (lZa); si observ~ 
mos que Gab *R*rabr entonces (Z2b) 
da des de Bi anchi contraídas o "leyes 

b 
Ga ;b o 

implican las ident~ 
de conscrvaci6n": 

(I.ZZc) 

para el tensor de Einstein. Ahora proyectamos (Z2a) so-
bre la tetrada nula para obtener: 
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- yikh R(i)(q)(¿)(p) - yik~ R(i)(q)(p)(h) - yikp R(i)(q)(h)(¿) + 

(I.22d) 
+ 

i i 
+(Y h~ - y .e¡.,) R(i)(p)(k)(q) =O 

y al dar valores a los correspondientes índices resultan 
11 ecs. tipo NP con la misma informaci6n que (22a): 



- 47 -

IDENTIDADES DE BIANCHI 

(a) Ó.Pu-D,¡,1-D<l>o1 +6cJ>oo=(4a-n) v•o-2 (2p+c) lP] +3Kv•2- GT-2a-2B) <l>o o -

-2(c+P:lfoi-2o:°iD1+2K <l>.11+Kcj>o2 

(b) t>,¡, 0 -6,¡, 1 -Dct> 02+oct> 01 =(4y-µ)ip 0-2(2T+B).P 1 +3o.P2 -(2c-2c+p)cp 02 -

-2(rr-B)ct>01 -2a ct> 11 +2K ct> 1 2+T <l>oo , 

(e) 6,¡,3-D.P 4-6~1 2 +l>~o2=(4c-p),¡,4 -2(2rr+a),¡,3+3A.P2-(2y-2y+u)~o2 

-2(t-a)t1 2 -2A4>11+2v~o1+0<1>22 

(d) t>.P 3 - 6,P4+Ó<b 2 +t>~1 2= (4B- T) 1P4-2 (2µ+y) v•3+3v.P2- (r-2S-2a) <1>2 2 -

-2(y+u)~1 2-2A <P12 +2v <1>11 + \!~02, 
- - 1 r.:-. (e) D,¡,z-6.P1-l>$00+6cj>o1- T2 DR=-A.Po+2(rr-a).P1+3p,P2-2K,P3+2~T+a)ct>o1 -

-c2y+Z"Y-u)<1>00+2T ~01-ZP<1>11-o <1>02. 

(f) t>v•2-6v•3-D$2 2 +6 ~1 z- / 2 AR=oip 4 +2(B-T).Pr3µ,¡, 2 +2v.P 1 -2(if+s)~12 -

(l.23) 

- - - 1- - - -(g) D.Pr61P2+D<1> 1 2-ó<Po2+ T2 6R = -K,P4+2(p-e:),¡, 3 +.:.rrv•2-2A.P 1+2(p-c)$ 1 2 -

-(2"ñ-2s-7T)~o2+2n<1>11-21J~o1-"K<1>22 

(h) t>v•1 -liip2 +L>q, 01 -6<1> 0 :;:+ /:~ 6R =vv• 0 +2(y-µ)v• 1 -3n¡,2 +2ov· 3-2CiJ-y)4•o 1 -

-('.j"""-zfi"+2a)cp 02 -2T4· 1 1+ZP•h2+v<1>00 , 

(i) D<1>11-6~01-6<1>0 1 +Ac:>oo+ i DR =(2y-µ+2y-u)<l>oo+(n-2a-2"T)q, 01 +o <1> 0 2+ 

+en-za- 2-r)~O] +2 (p+p) <lo]] +o~oz--;-q,12- K~J 2 

(j) Dh2- óq, 11 - 6<1>02+L><1>0 1 + i óR= C-2a+2S+n- -=r) ct 02 + (o+2p-2°C) <:> 12+2(rr-T)<P 11 + 

+(Zy-2J:J-µ)<1>0 1 +v<1>uo--X-~01+º~12-K4>22 
-- 1 - - - - -

(k) D<1>22-ó4>12-ó<:>12+A<}11+ S AR=(p+p-2c-2c)<t·22+(2t3+2n-T)cj>12-Z(µ+µ)$11 + 

+(2B+2n-T)~12 +vct> 01 +v -;¡;-01 --X-$0 2-A4>02 , 
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(22c) es equiva1ente a (23i,j,k) 
observaciones sobre (21,23): 

Es útil 

a).- De (2lb) tenemos que K =o O imp1ica ~a= O y así 
por (15b) concluímos que nr es una direcci6n princi 
pa1 nu1a, en otras palabras, cuando r(nª) es geodé~ 
sica sin deformaci6n entonces ne es de Debever-Penrose 
(no necesariamente repetido). 

b).- Los va1ores de ~a' ~ab y R obtenidos con (21) deben 
checarse verificando e1 cumplimiento de (23) porque 
en rea1idad las identidades de Bianchi son 1as con
diciones de compatibi1idad para (21); Brans (1977), 
Edgar (1979,80) y Becerri1 (1986) estab1ecen 1as r~ 
laciones de integrabi1idad para (23) cuando R4 es 
de Einstein (esto incluye el caso vacío), las cua-
les reciben el nombre de Ecs. de Brans-Edgar, a su 
vez, las condiciones de compatibilidad de éstas se 
reducen a O O (esto fue probado por Brans median
te la computadora) 

c) Papapet rou ( 19 70) y llcrrera-Papapetrou ( 19 71) entre 
otros estudiaron 1a estructura de (21,23) para 1os 
casos vacío y con campo c1ectromagnético cuando R 4 

es asintóticamente plano, su conclusi6n básica fue 
que dicho conjunto de ecuaciones podía dividirse en 
principales, suplementarias y triviales, aquí prop~ 
nemes un análisis semejante para las ecuaciones de 
Codazzi (Caps. II y III) y de Weyl-Lanczos (lV.8). 

d) Cuando el espacio-tiempo es de Einstein (ver (6c)) 
tenemos ~ab = O, entonces 
oR = 6R = AR = DR = O por 

(23i,j,k) implican 
lo tanto R es cnns~an~e, 

este hecho lo ocuparemos en la Secc. 4 del Cap. III. 



49 -

Ahora indicaremos sin demostraci6n tres teoremas consecue~ 
cia de (21,23) que serán de gran utilidad en la bfis~ueda 
de condiciones necesarias para la inmersi6n de R 4 en E 6 , 

sus pruebas mediante la técnica de NP pueden encontrarse 
en Torres (1985): 

A).- TEOREMA DE WAINWRIGHT (1974).-

"Aceptamos que el espacio-tiempo satisface las condicio
nes: 

i) Existe r(Kc) 
forrnaci6n, 

congruencia nula geodésica sin de-

ii) Kr es un vector repetido de DP y eigenvector de 

Rab" 

iii) R 

R 

constante (Wainwright s6lo consider6 el caso 
O), 

(I.24a) 
o 

v) C2 # O o/y 

entonces 

r(Kr) no tiene rotaci6n" 

B) TEOREMA DE k"UNDT-THOMPSON (1962). -

"En Jo que sigue cualesquiera dos incisos implica el te.E_ 
cero: 



so -

i) R tiene tipo ~ I siendo nr una direcci6n princ~ 
pa1 nu1a repetida, 

ii) r(nr) es geodésica con deformaci6n cero, 

iii) 1. - vªb cabe 
r 
;r 

vcp o tipos II y D (I.24b) 

2.- vªb cabe 
r o tipo III ; r 

3.- uªb 
cabe 

r 
;r 

yCP o tipo N .. 
Este resu1tado también fue obtenido por l. Robinson, A. 
Schi1d, J. J\lath. Phys. _!, 484 (1963). 

C).- TEOREMA DE GOLDBERG-SACHS (1962).-

Cl "Supongamos que en R 4 existe r(nc): congruencia nu1a 
geodésica con deformaci6n cero ta1 que 

o (I.24c) 

entonces R4 es a1gebraicamente especial y nr es un 
vector repetido de DP" • 

C2 "Si el espacio-tiempo vacío tiene tipo i I entonces 
1a direcci6n principa1 nu1a repetida define una co~ 
gruencia geodésica sin deformaci6n" 

(I.24d) 

C3 "Un R., vacío es a1gebraicamente especia1 si y s61o 
si contiene una congruencia nula geodésica sin de--
formación" ( I. 24e) 
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De hecho C3 es consecuencia de Cl y C2; los resultados 
(24c,d,e) están contenidos en (24b). Los teoremas expue~ 
tos relacionan la clasificaci6n de Petrov (para obtener -
el tipo Petrov se necesit~n las segundas derivadas de 1a 
métrica) con propiedades de congruencias nulas (carácter 
geodésico, deformaci6n, rotaci6n, etc., es decir, prime
~ derivadas del tensor métrico). 

Por último, mostremos otro caso donde se involucren los 
operadores (20a): En (7e) tenemos el desarrollo NP para 
un tensor Fab antisimétrico y totalmente arbitrario, aho 
ra aceptemos que dicho tensor satisface la mitad de las 
''ecuaciones de 1-Taxwell",, a saber, 

o (I.2Sa) 

que al proyectar sobre la tetrada nula implica 

o (I.25b) 

y al dar valores a h~t obtenemos las 

ECUACIONES I DE MAXWELL-RICCI 

(a) óyz-6 yz+by1-bY1 =~'Yo-vya+2(~y 1 -uy1 )+(T-28)y2 -(T"-2S)y2 
(b) Dyz-6y1-6Y°"i"" +byo=-Ayo+Cz;:-n)y0 +2(~y1 -"T :Y1)+c:Y2-(Zc-o)y2 , 

(e) DY1 -Dy 1 +i5y 0 -óy0=(2a-n)y 0-(2a-n)y0+2C"P:Y~-py 1 )+Ky2 -K":Y2 
(I.26) 
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les hemos anexado el nombre de Ricci porque aquí serán -
importantes al estudiar R 4 en E 6 • 

mos que (2Sa) implica la existencia 
vector de Ricci (según sea el caso) 

Por otro lado, sabe-
del 4-potencial o 

Ar tal que: 

(I.27a) 

equivalente a 

F(p) (h) A(h);(p) - A(p) ; (h) + c 
(y ph -

e i. 2 7bJ 

que a su vez conduce a (recordar (2c)): 

ECUACIONES II DE MAXWELL-RICCI 

2n =Ó01 - ó01 +D03-L104+(s- cx- "T- n) 81 +(-;- S- -r-:;;-)B1 
(b) . - . . 

•(p-"P•c•c)03•(u-u•y•Y)04 • (I.2Cl) 

En este capítulo hemos tratado de exponer lo más releva~ 
te del forrnalimso de Newman-Penrosc y que tenga utilidad 
en los capítulos posteriores, esto lleva la intenJ:i6n de 
que el presente trabajo sea auto- contenido en lo esencial. 
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CAPITULO 11 

ESPAC ID-TIEMPO INMERSO EN E5 

INTRODUCCIÓN, 

En Fuentes (1985) Fuentes-L6pez (1985) y Ladino (1986) 
se rea1iz6 un estudio detallado del espacio-tiempo como 
una hipersuperficie de un 5-espacio pseudo-Euclideano, 
ahí se expusieron resultados originales y se enfatiz6 la 
importancia del problema de la inmersi6n en relatividad 
general, as! que en este Cap. nos limitaremos a resumir 
los principales conceptos, ecuaciones, teoremas, .... , etc .. 
para R 4 de clase uno y que tengan alguna relevancia para 
4-espacio sumergidos en E 6 • La Secc. 1 está dedicada a 
las versiones tensorial y NP de las Ecuaciones de Gauss 
y Codazzi (EGC) que debe satisfacer la segunda forma fu~ 
damental de R4 respecto a Es, el estar familiarizado con 
las propiedades y estructura de las EGC es un buen ante
cedente para el estudio de espacio-tiempos de clase dos 
(objetivo principal de nuestro trabajo). En la Secc. 2 
se coleccionan diversos resultados para R 4 inmerso en Es 
(algunos de ellos también son válidos para Rn en En+l) 
haciendo énfasis en los casos con fluido perfecto y cam
po electromagnético. 
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1. ECUACIONES DE GAUSS Y CODAZZI, 

La segunda geometría intrínseca 
tensor métrico gab (mediante él 

de Rn 
puede 

es generada por el 
construirse el te~ 

sor de curvatura entre otras cosas) y cuando suponemos 
que el n-espacio está inmerso en En+q (espacio pseudo-E~ 
clideano (n+q) dimensional) entonces es necesario intro
ducir nuevos objetos geométricos, a saber, segundas for
mas fundamentales y vectores de Ricci, que describan es
te hecho, es decir, que cuantifiquen los aspectos "exte~ 
nos" de Rn respecto a su espacio receptor. De otra man~ 
ra: en un problema usual de inmersi6n la geometría inte~ 
na es dato y la externa es la inc6gnita a determinar, 
aunque ocasionalmente este enfoque se invierte para con~ 
truir métricas mediante consideraciones de inmersi6n lo 
cual ha sido realizado por Karmarkar (1948), Sing-Pandey
(1960) y Stephani (1967a,b) entre otros. Si Rn es sume~ 
gible en En+q y (n+q) es la mínima dimensi6n en que esto 
puede hacerse entonces decimos que Rn es de clase g, por 
ejemplo, si R 4 acepta inmersi6n en E 6 pero no en Es en-
tonces este R 4 es de clase dos, este caso particular lo 
discutiremos en el pr6ximo Capítulo; cuando q = s6lo 
existe una segunda forma fundamental bij que gobierna la 
geometría externa de nuestro espacio vía las Ecuaciones 
de Gauss y Codazzi (EGC), pero conforme q aumenta enton-
ces 

res 
crece el número de 
de Ricci (para q = 

tensores bij acompañados de vect~ 
2 aparecen dos segundas formas 

fundamentales y s6lo un vector de Ricci) y esto a su vez 
produce nuevos grados de libertad que están a nuestra 
disposición y con los cuales podemos intentar explicar -
algunos fen6menos físicos como lo han propuesto Fronsdal 
(1965). Joseph (1965), ~e'eman (1965) y Phát (1971). Ad~ 
más, los avances que se obtengan en el problema de la i~ 



55 -

mersi6n no s61o benefician a1 campo gravitaciona1, por -
ejemplo, Barbashov-Nesterenko (1980) han ap1icado las 
EGC en el aná1isis de modelos no-lineales (so1itones, 
cuerdas, método inverso de dispersi6n, etc.); también es 
interesante mencionar que R.W. Brehme, W.E. Moore, Am.J. 
Phys. 37, 683 (1969) han mostrado e1 valor pedagógico ~e 
1a técnica de inmersión en la enseñanza de re1atividad -
general. 

Cua1quier Rn puede 
E con m = n(n+l) 

m 2 ' 

sumergirse 1oca1 
este teorema fue 

e isométricamente en 
enunciado por 

L. Schlaef1i, Anna1i di Mat. (2), 2_, 170 (1871-73) y de-
mostrado por M. Janet, Ann. Soc. Polon. Math . .2_, 38 (1926) 

y E. Cartan, (revista anterior) &• (1927) (agradecemos 
al M. en C. G. González Padr6n, Universidad de Konstanz, 
RFA, el envío de este artículo), por lo tanto, cualquier 
R4 (espacio-tiempo) admite inmersi6n en E1o pero puede -
ocurrir (en realidad casi si,mpre sucede con 1a mayoría 
de 1 as soluciones de. las ecs. de Eins tcin) que también -
sea sumergible en Er con r 10, así uno de los proble
mas básicos del proceso de inmersión es la búsqueda del 
valor mínimo de T = rmin., entonces ln clase de inrnersi6n 

de R 4 es (4-rmín), el concepto de "clase" se debe a G. 
Ricci, Annali di Mat. (2), 12, 135 (1883) y conduce a 
una caracterizaci6n invariante de R 4 alternativa a las 
clasificaciones de Petrov y Churchill-Plebañski entre 
otras. 

Aceptemos que q = clase de inmcrsi6n de un determinado -
espacio, entonces en Kramcr-Stephani-MacCallum-Herlt 
(1980) págs. 356-358 encontramos los interesantes teore
mas : 
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"Si Rn es conformalmente plano entonces q es a lo 
más dos" 

( I l. 1 a) 

el cual fue demostrado por H.W. Brinkmann, Proc. Nat. 
Acad. Sci. USA~· 1(1923) (el M. en C. G. Gonz§lez P. 
también nos envi6 este artículo) en particular, si un -
R4 tipo O no es sumergible en E 5 entonces con seguridad 
admite inmersi6n en E 6 , en la pr6xima Secc. 
este resultado a tres métricas de este tipo 

aplicaremos 
Petrov. 

Los siguientes cinco teoremas conciernen al espacio-tie~ 
po: 

2.- "Si existe Vr no-nulo constante 

q ~ 3" 

r 
(V ; e O) entonces 

(II.lb) 

por ejemplo, la métrica de Godel (1949) indicada en 
ijV.JOa) tiene el vector espacial unitario constante 
e(

3
)a (ver OV.10c) así que por (lb) acepta inmersi6n en 

E7. 

3.- "Si está presente vr nulo constante entonces q ~ 4" 

(JI.le) 

aquí recordemos una interesante proposici6n de Ladino 
(1986): El teorema de Taub (1984) nos dice que R4 est§ -
asociado a campo electromagnético nulo o a radiación pu
ra cuando tiene un vector nulo constante y como estos 
4-espacios normalmente son sumergibles en Es 
ces existe gran probabilidad de que q ~ 2 en 

o E 6 en ton
( 1 c) , una -
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manera de investigar esto es tratar de probar que la m~ 
trica general (para Rlt con Vr nulo constante) de Lctelier 

(_1970). siempre admite inmersión en E 6 • 

4. - "Si existen dos vectores linealmente indepenilientes 

no-nulos constantes entonces q ~ 1" 
(I I • 1 d) 

5. - "Si están presentes Vr no-nulo constante y Kr nulo 

fijo tal que vr Kr = o entonces q ~ 2" 

(II.le) 

6.- "Si existe un vector kr de Killing Kr;s + Ks;r =O 
·no-nulo normal entonces q .::_ 4" 

( I I. f) 

7.- "Si R1t posee simetría esférica (_entonces es tipo O 

6 D, ver (_I.16a)) resulta que q < 2" 

demostrado por J. Eiesland, Trans. Amer. Math. Soc. ~. 
213 (1925), también consultar M. Matsumoto, S. Kitamura, 

J. Math. Kyoto Univ. ~. 97 (_1962) pág. 97 y K.R. Kannarka-,; 

Proc. Indian Acad. Sci. ~. 56 (1948): las métricas de 

Schwarzschild (Rab = O) y Reissner-Nordstrom (hoyo negro 
cargado) son de clase dos por su simetría esférica: la 

primera porque un espacio vacío no puede sumergirse en -

Es y la segunda porque viola un teorema de Collinson 

(_196 Sb). que indica:remos en la próxima Sección, ver (12d). 

De aquí en adelante nos limitaremos al caso q = l; deci

mos que Rn está inmerso en En+l si existe el tensor se-

gunda forma fundamental bij = bji definida en Rn ctuuplie!!_ 
do las EGC: 
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Gauss (II. Za) 

1 ,2, .. . n Codazzi (II.Zb) 

donde e 1 es el indicador de la normal a Rn: 

a,c = 1 ,2, .. . n 

·Fig. 1.- EspacÍ'J Riemanniano 
de clase uno. 

S6lo analizaremos los c~ 
sos c 1 = ~ 1, es decir, 
se descartan las hipers~ 
perficies nulas (e 1 =O), 
ver Bonnor (197Z); cuan
do Rn es dato entonces 
las inc6gnitas son bac Y 
c 1 si la inmersión se 
efectúa vía (Z): Para a~ 
gunas mé~ricas no es ne
cesario calcular el ten
spr de curvatura sino 
que es más simple buscar 
funciones :?!j , j · = 1 • •••• 

n+l tales que el ds2 en 
cuesti6n pueda escribirse como una suma algebraica de 
los (dzj/ • este enfoque lo aplicarnos en (III.Z6c,e,36b, 
40b). 

El teorema de Thornas (1936) nos manifiesta cuándo la ec. 
de Codazzi es consecuencia de la ec. de Gauss: 

"Si dct (b re) ,; O y n > 3 entonces (Za) implica (Zb)" 

(II.3a) 
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i cuando n = 4 tenemos que det(b j) K,/24 donde K2 es el~ 
variante de Lanczos definido en (I.12b) y el cual es la 
base del principio variacional QV.1); (3a) se debe a las 
identidades de ~ianchi (I.22a) del tensor de Riemann. En 
Goenner (1977) puede encontrarse un estudio muy completo 
sobre la interdependencia de las ec~. de Gauss, Codazzi 
y Ricci para clase de inmersi6n arbitraria. 

En el resto de nuestro trabajo s6lo consideraremos el c~ 
so n = 4 que corresponde al espacio-tiempo de relatividad 
general; dado un R 4 , (3a) nos dice que primero debe cal
cularse K2 para así conocer si será necesaria (2b). Ah~ 

ra el siguiente paso consiste en obtener una relaci6n 
que en determinadas circunstancias permita 
bij" esto fue realizado por Goenner (1973) 
fia (1981) 

obtener a 
y Gonzále:..-P.!_ 

p 
e:1 ar 
3 b Gar 

(II.3b) 

por lo tanl:o 

c1 B3r G 
3 ar 

e:~ ( R K R Gij .JTlll) O - 6 24 2 + imnj u .?.. 

(II.3c) 

así vemos que p s6lo depende de la geomel:ría interna de 
R 4 ; después de calcular K2 es convenienl:e obl:ener p con 
(3c), si p #O enl:onces de (3b) despejamos a bij en fun
ci6n de la geomcl:ría inl:rínseca del espacio-l:iempo y de
cimos que R4 "tiene rigidez inl:rinseca, como ejemplo, los 
4-espacios de clRse uno con campo electromagnético no 
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poseen esta rigidez, ver Collinson (1968b) y Goenner 
(1976) pág. 18. En Becerril-López (1983) se expuso una 
deducción simple de (3b): con el método de Takeno (1954) 
se escribió la ecuación característica de bac (la ec. r~ 

sultante fue compatible con la obtenida por Lovelock 
(1971)) y en ella bastó sustituir (I.12a,II.2a) para ob
tener (3b,c). Fuentes-López (1985) utilizando un teore
ma de Lovelock (1972) probaron que cuando p # O la segu~ 
da forma fundamental adquiere la estructura 

1 bij = A Rij - 6 (AR + 2B) gij con A,B constantes 
(II.3d) 

debe enfatizarse que (II.3d) es aplicable cuando p y K 2 

no se anulan; con (2b,3d) es inmediato demostrar que 
el tensor conformal satisface las identidades de Bianchi, 
espacios con esta última propiedad han sido estudiados 
por P. Szekeres, Proc. Roy. Soc. London A274, 206 (1963) 
y Kozameh-Newman-Tod (1985) entre otros. J. L6pez, G. 
Ovando, A. Torres, Rep. de invest. No. 145 DCBI-UAM-A 
(1985) emplearon (3a, ... ,d) y el teorema de Kundt-Thompson 
(1962), ver (l.24b), para obtener el resultado original: 

"Si R 4 satisface: 

y ( R K·¿ + 2-1 R. . 1mnJ # o . 

entonces (II.3e) 

R~ es algcbraicamente especial 
con nr cirecci6n principal nula ~r(nr) tiene 

repetida K = O = Q " 



61 

De (I.1la,II.2a) es evidente que 

para 4-espacios <le clase uno, por lo tanto 

*Rcjkm R- _ 
1Jkm 

*C2 
- -4- o 

(I I .4a) 

(I I. 4b) 

Por otro lado, la identidad tle Lanczos (I.12~) puede es
cribirse en términos del dual simple: 

1 ij re *Rkm 
2 n • re 

que al multiplicarse por 
neral para todo R~: 

nipqt conduce a una relaci6n g~ 

(II.4c) 

Si el espacio-tiempo es de clase uno entonces la ec. de 
Gauss permite tlemo~trar que los tres términos del miem
bro derecho de (4c) son iguales entre sí, en consecuen
cia 

*Rkm R 
qt kmpa ( I I. 4d) 
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que a su vez implica una expresi6n semejante a (4b) 

"Rkrnq R 
t krnqa o (II.4e) 

La relaci6n (4d) es más fuerte que (2.6) de Collinson 
1 t .. 

(1968b); además al contraer (4d) con 2 nq J..J resu.lta la 
identidad (5) de Yakupov (1968). Si proyectarnos (4d) s~ 
bre la tetrada nula obtenernos catorce ecuaciones tipo NP 
que indicamos en la pr6xirna página y que imponen restri~ 
cienes sobre el tensor de curvatura: 
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IDENTIDADES DE COLLINSON 

(a) !J>o 4>22-2h <1>i2+(.P2-~2) 4>02+2~3 4'01-~i. 4>00 = O 

R 
(b) -1'Jo IP3 +.¡,1 C.P2+-fi) •.Poo 4>12 - 2<1>01 4>11•4>02 <1>01 O 

R - - -
(e) IP1 .P,. -,P3(.P2+-fi) -<1>01 4>22-4>02 4>]2+2<1>11 4>12 O 

(d) - .Po ~12+2.¡,1 h i•~1 .Paz- e .P2+2~2) <!>01•~3 4>00 o 

(g) C~2-.P2)4>22•2.¡,3 4>12-2~3 ~12-1'Ji. <1>02•~,. 4>02 

(h) 1'JuC-.P2fzJ+.¡,2 1•.Poo 4>02-4>2 01= O 

(i) R) 2 - -2 .Pi. (- IP2+-f"Z +.¡, 3+ 4>02 4>22- <!> i 2= O 

o 

o 

(II.5) 

(j) 

(k) 

- -- - - R -
-(.¡,¡•.Po¡) (i¡.3+4>12)+(~,1+4>01) (~,3•<1>J2)+(.¡,2•1'J2+2<1>11+fZ) (.¡,z-1'J2) = O 

(.e) 

(m) 

C1'J1-<1>01) (-.¡,3+-;j;"¡2)- C~1--;po1) C-~3+<f>12)+(.¡,2•~2-2o1>11fz) (1'J2-~2) = O • 

--- -R - R 
-1'Jo .¡,,.-2~·1 ,P3+.P2 2-2.P2 ~·2-+-t 1'J2•C.¡,2•.P2+Z.¡,11+-rz) • 

- R - - R2 
• C.P2•.P2-Z<1>11-+-;Z")+.pao 4'22+2<1>01 h2•<1>02 4>02-144 = 0 

- - - 2 - R)( - R) -2.¡,¡ ,P3-2.P1 ,P3+(.¡,2-.P2) +(.¡,2•.P2+2<1>11+-rz ~,2+.P2-2h1~ + 

K2 
+2<1>u1 $,2+Z-;pa1 4>12 = - T2 
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Mostremos algunas aplicaciones de (5) 

a).- La métrica (iV.17a) 

ds2 

es tipo º· entonces por e 1 a) sí 
ra veamos c6rno las identidades 
inmersi6n en Es• en efecto, sus 
cuentran en av. 1 7b) las cuales 

kxl+ + 1 • k 

es sumergible 

cte. 
(II.6a) 

en EG • aho 
de Collinson impiden su 
cantidades de NP se en--

contradicen es.e J • por lo 
tanto, (6a) es de clase dos y su inmersión explícita es
tá dada en (II 1. 26e, f). 

b) La solución OV.20a) de Kaigorodov (1963) no acepta 
inrners i6n en E 5 porque sus cantidades de NP (V.20b) -
contradicen a (Si), hasta donde tenernos noticia no 
se conoce la clase de esta métrica. 

c) El espacio (lV.16a) tipo O de Narlikar-Karrnarkar 
(1949) es de clase uno 6 dos dependiendo de la fun
ci6n A(x'-x~) que en ella interviene, por ejern~lo, 
si A = x' xt+ entonces OV.16b) violan (5) así que 
su clase es dos. 

d) La métrica 

clJ<2-4ez dx dy • Se2 z dy dz-2e2 z du dy , K< O. 

(II.6b) 

es tipo 11 con cantidades de NP (xl=x, z2=y, x3=z, x'+=u): 
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a iez -(rn )=(-2 -.o,,t::°k,-4,l-k-i) (o =z -2z o dl i· •"'"'e • ,- • . 2 

(nª) 1 A f3 o R =-SK (0,0,0, ~ . K = o p E: = . 
T = 

V -a - r-K lJ i J- r (II.6c) 2 - n y 2 

"'º .P1 o ljl2 - ZK 
ljl3 i/2 K "'" 10K . 3 

"'ºº 4>01 o ' 4>02 -ZK ' <P.! l = o <1>12 - 2i>''2 K <1>22 -4K, 

las cuales contradicen (Se) por lo que este espacio no es 
sumergible en E 5 , no cdnocernos su clase de inmersi6n. 

Mediante un proceso semejante a (III.3, ... ,6) las EGC pu~ 
den transcribirse al formalismo de NP, así resultan dos 
conjuntos de ecuaciones que exponemos en las siguientes 
dos páginas : 
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ECUACIONES DE GAUSS PARA R4 EN Es 

(e) .P1 - 4>01 = C1 ~Cj12 4>00 - 4>o 1 4>11) + 1- b 
ro1] 1 1 1 2 1 

(d) .P2 + -;¡;2 R - C1~cra2 -¡or4>2 11)-b 4>11 - ..1- b2] +24>11+-]z -
1 1 1 1 16 1 

- R C1~Cj22 4>oo-4>2 11)+b 1 1 ~ (e) .P2 + .P2 -24>11 +-Jz = 4>11 - -b2 
1 1 1 1 16 1 

(f) - .P2 

( I J. 7) 

(g) - IP3 - -¡12 

(j) - 4>00 = "1 Í4(4>ll 4>00 - 4>01 ~01) + f b 4>o;J Ll 1 1 1 11':.l 
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ECUACIONES DE CODAZZI PARA R 4 DE CLASE UNO 

(a) nq,11-6cP01+-l Il:i=-µc1>oo+Cn-2a).Po1+;- ¡01+0c1>02+2pcP11-~<PJ2-"'~12 • 
1 1 1 1 l 1 1 1 1 1 

1 
(b) Dcl>J 1-L>cPoo-g lb=- 2 ( y+y) <Po o+(ZT°+n) cP01 + (2T+;-)¡o l --;-c1>i2- "'~12 

1 l 1 1 1 1 1 1 

(e) 6cl>1 l-Dc1>22:_-l- t.b=v.po 1 +v ~O 1- (r+Zn) cj>¡ 2- (T+21f)-¡12+2 ( E+c) cl>22 
1 1 11 l l 1 1 

Cd) t.
1
c1>11-óc1>

1
12+-l t.b=v<1>01+"V ~01-11<1>02-2íJc1>i1+C28-T").:>12-T~12+Pc1>22 

11 1 1 1 1 1 1 

(e) ó
1
cPn -ó

1
cPo 2+-l ób= C µ-2íJ) <Poi +l:" ~o 1 +2 Ca-a) c1>02+ (2p-p) <Pi 2-o~12 

1 1 1 1 1 1 

(f) ócP1rD<PJ2- t ób=µ<1>01+l:" ¡o::i-ir4>02-2;-<l>J1+(2c-P)cP¡2-0~12+Kcj>22 
11 11 1 l 1 1 1 1 

( I I. 8) 

(g) óc1>11-t.<1,01 -i ób=-v<1>00+(µ-2y)<1>01+l:" ¡01+T°c1>02+2T<1>11-"P<Pi2-0¡12 , 
1 1 1 l 1 1 1 1 1 1 

(h) D<1>02- ócPo 1 =-~<Poo+Z C7T- 6) <Po 1 + (p+Zc-20 <Po2+2ocP¡ 1 -2KcP 12 
1 1 1 1 1 1 1 

(i) 6.Po r ó <Pi2=2vcj>o¡ +e 2y-2y- µ) 4>02 - 2l:° <P l l +2 (ñ"- T) <1>12+oc1>;,2 
1 1 1 1 1 1 1 
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Con la ecuaci6n (Za) de Gauss es fdcil probar que: 

(II.9a) 

(II .9b) 

que al proyectarlas sobre la tetrada nula se generan 1as -
relaciones: 

o 

o 

(e) ~02 cl>o2-cl>o2 ~02+Zc1>12 ~oi-Z$01 cl>12+<1>00 <l>22-c1>22 <l>oo= o 
1 1 1 1 1 1 

(d) -¡¡; .. .Poo-Z"ij}3 cl>o1+C"ii72-.,,2l<l>o2+Zw1 <1>12-wo <1>22= o 
1 1 1 1 1 

(e) .,, .. cl>o2--¡¡;1+ ~02-Z.,,3 cl>J2+Z\¡;3 $12+C.,,2-"ij71) "'22= o 
1 1 1 1 1 

, (II.10) 
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(lOa,b,c) contienen la misma información que (9a), y -

(10d, •.. ,i) equivalen a (9b). 

La métrica {i:V.21b): 

(II.11a) 

es tipo O, entonces por (la) con seguridad puede meterse 
en E 6 , demostremos que no admite inmersión en E 5 : Sus 
cantidades de NP nos quedan (K 2 = p =O): 

(0,1,-i,O) , CLª) 
12senx 4 

(0,0,0,1) • enª) 

1.1 = ctg x 4 y los demás coef. de espín se anulan 

O , a O, ... ,4 , R O • .¡.ab O excepto 4' 2 2 

(1,0,0,0) 

(II.11b) 

-1 

Entonces de (10) tenemos .¡. 01 .¡. 00 = O; ahora multiplic~ 
1 l 

mos (7L) por .¡. 02 y se llega a contradicción con las res-
1 

tantes ecs. de Gauss, por lo tanto (lla) es de clase dos. 

2. RESUMEN DE RESULTADOS BASICOS PARA R4 DE CLASE UNO, 

Esta Sección ser& muy breve porque sólo tiene la finali
dad de exponer algunos teoremas de interés para espacio
- tiempos inmersos en E 5 , se considerarán los casos vacío, 
con ca~po elcctromagn6tico y fluido perfecto, 
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a).- E. Kasner, .l\m. J. Math. Q, 126 (1921) fue el prime 

ro en probar que 

"Ningún R,. vacío es sumergible en Es" (II.12a) 

los autores Szekcres Cl 966a) y Fuentes-L6pez ( 1985) (és
tos últimos apoy5ndose en la densidad gravitacional de -
Synge (1957) dieron otras demostraciones más simples de 
(12a). El espacio vacío tipo I de Pctrov (1962): 

(II.12b) 

k x2 , k cte. 

no cst5 inmerso en Es por (12a), se desconoce su clase -
de inmers i6n. 

b).- Szekeres (1966a) obtuvo que: 

"El modelo de DeSitter es el único R 4 de Einstein (con R 

.;. O)· de clase ·uno" 
(II.12c) 

es decir, bajo (_I.6c) R,. es sumergibl~ en Es si y s61o si 
es de curvatura constante (~ste espacio fue estudiado por 
Gon=álcz (1981) y Ladino (1986), y posee rigidez intríns~ 
ca). 

c).- De acuerdo a Collinson (1968b) 
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"R4 debe ser tipo N con tensor de Faraday nu1o" 
(JI.12d) 

cuando e1 espacio-tiempo está inmerso en E 5 en presencia 
de un campo de Maxwell. La soluci6n ~V.14a) de Bertotti 
(1959) puede ser conformalmente plana 6 tipo D, entonces 
por (12d) no es de clase uno; cuando es tipo O, por (la) 
admite inmersi6n en E 6 , pero no conocemos la clase para 
el caso tipo D. 

d. - La técnica de inrners i6n es útil en la construcci6n de 
nuevas soluciones a las ecuaciones de Einstein, de 
esta manera Stephani (1967a,b,1968) pudo resolver 
los tres siguientes problemas: 

1. - "Encontrar todas las soluciones de las· ecs. de 
Einstein-Maxwell que sean tipo º" . (JI.12e) 

2.- "Determinar todas las métricas tipo O con fluído peI_ 
fe e to'' 

( J J. 1 2 f) 

3.- "Obtener todos los elementos de línea tipo D con 
fluí do perfecto y acel eraci6n cero de materia" 

(JI.12g) 

En relación a fluídos perfectos conviene recordar el te~ 
rema de Szekeres (1966b), también ver Greenberg (1972), 
a saber 

"No existen fluidos perfectos incoherentes (nresi6n c~ 
ro) tipo N que satisfagan las ecs. de Einstein sin 
constante cosmo1ógica" 

(II.12h) 



72 -

e) - Szekeres ·(1966a) prob6 los teoremas: 

y 

"Si R4 con fluido perfecto es de clase uno entonces el 
fluido no debe rotar" 

(II.lZi) 

"Si R 4 está inmerso en Es con fluído perfecto y presi6n 
cero entonces el espacio-tiempo es de Friedmann (tipo 
O)" 

(II.12j) 

en particular, cualesquiera de estos resultados impide -
que la métrica de GHdel (1949) sea sumergible en Es. 

f).- Bornes (1974) emple6 la ecuaci6n de Gauss (así que 
su estudio es totalmente algebraico) para investi-
gar la relaci6n existente entre las clasificaciones 
de Petrov (tensor conforma!) y Churchill-Plebañski 
(tensores de Ricci y segunda forma fundamental), en 
l.a Tabla II de la pág. 152 de su artículo se resu-
men l.os correspondientes resul.tados y como una apl..!_ 
cación de éstos demuestra que 

"Todo fluído perfecto de 
sól.o puede ser [1(111)] 

clase uno es tipo O ó D y b
0

c 
ó [11(11)] respectivamente" 

CII.12k) 

y obtuvo tales métricas; en consecuencia, las sol.uciones 
tipo III de Allnutt (1981) y tipo II de Bonnor-Davidson 
(1985) no admiten inmersi6n en Es debido a (12k). Si el. 
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estudio de Barnes se refina con la ec. de Codazzi pudi~ 
ra ocurrir que se eliminaran algunas de las posibilida
des que él indica en la Tabla II; también se podrían 
combinar (12k) con las detalladas investigaciones que -
Wainwright (1970,74a,b,77) y Carminati-Wainwright (1985) 
han realizado sobre fluídos perfectos en cspacios-cur-
vos. 

g) .- K. Rao, Gen. Relat. Grav. ~. 211 (1971) estudió 
fluídos perfectos sin la constante cosmológica y -
obtuvo dos teoremas, a saber: 

1. - "Todo ,R., tipo O estático con simetría es:férj·ca de -
un fluído perfecto es de clase uno" 

2.-

a esto se debe que la solución interior de 
Schwarzschild sea sumergible en E 5 , 

y su inverso: 

(II.12.e) 

'.'UJI" R 4 estático de un· :flut'.do perfecto· con·sillletría -, 
-· e5f.é.ri...ca-.y:.-ccuacién -de .es.ta.do ___ ( dens.i.dad)._!'!c..3.(p.re..::._ 

s ión . es __ tip~ O . ~- de clase -'~~_:_· __ •_ 
·- . - - ( I l .-1 2m) 

R.S. Tikekar 0 Curr. Sci. 39, 460 (1970) construyó -
una métrica cumpliendo (12m). 

h).- Por ahora nadie ha publicado métricas explícitas de 
clase uno y tipos Petrov r, II 6 III, este es un 
problema abierto que amerita un anfilisis cuidadoso. 
Sin embargo, si aceptamos que existe un R4 tipo III 
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inmerso en Es entonces Ladino (1986) pág. 40 logró 
probar que: 

"Si un espacio-tiempo de clase uno es tipo III enton
ces la congruencia nula repetida de Debever-Penrose 
es geodésica y carece de rotación y deformación" 

(II.12n) 

en la solución tipo III de Allnut (1981) la congruencia 
nula asociada al vector repetido de DP sí se deforma, 
así que por (12n) no puede sumergirse en Es. 

Existe mucha literatura sobre el problema de la inmersión 
en relatividad general y en base a ello podemos afirmar 
que los es~acio-tiempos de clase uno están casi complet~ 
mente estudiados, así que debemos concentrarnos en el e~ 
so de R 4 sumergido en E 6 y E 7 donde aan es posible 6bte
ner nuevos e importantes resultados. 
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CAPITULO r r r 

R.. DE CLASE DOS 

INTRODUCCIÓN. 

Aquí nos dedicamos al estudio de espacio-tiempos que 
aceptan inmersión local e isométrica en E 6 , es decir, 4-

-espacios de clase dos. Al concebir a R4 como ~n subes
pacio de un espacio plano 6-dimensional aparecen nuevos 
objetos tensoriales (segundas formas fundamentales y ve~ 

tor de Ricci) que enriquecen la geometría Riemanniana 
ofreciendo así la posibilidad de que algún campo físico 
pueda interpretarse en términos de ellos, por ahora des~ 
fortunadamente no ha cristalizado dicha esperanza ya que 

ha sido imposible asignar de manera natural algún signi
ficado a las cantidades que gobiernan la geometría extríg_ 
seca de R4 , a pesar de esto, es indudable el valor del 
proceso de inmersión porque éste combina en forma armo-
niosa temas tales como las clasificaciones de Petrov y -
Churchill-Plebañski, soluciones exactas, simetrías, cál
culo de Newman-Penrose (NP), cinemática de congruencias 
temporales y nulas, etc. En la Secc. 1 se exponen las 
Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci (EGCR) para R4 su-
mergido en E 6 en sus formas tensorial y de NP, en la 
Secc. 2 éstas se analizan para generar condiciones nece
sarias algebraicas que todo espacio-tiempo de clase dos 

debe cumplir, algunas de estas condiciones son muy cono
cidas pero otras son originales. En la Secc. 3 se util~ 
za el material de las Seccs. anteriores para estudiar R 4 

vacío lo cual conduce a los teoremas de Collinson (1966), 
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además, se ofrece una prueba tipo ~P del resultado de 
Yakupov (1973) publicado sin demostración, las conclu-
siones se aplican a diversas métricas. En la Secc. 4 
las investigaciones de Collinson se generalizan a espa
cios de Einstein no-vacíos, todos los teoremas resultan
tes son ori~inales. 

En la literatura no existe un estudio sistemático medi<l!!_ 
te el formalismo de ~P de espacio-tiempos inmersos en 
E 6 , con este Cap. y el próximo esperamos remediar en 
parte esta situación. 
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l. ECUACIONES DE GAUSS, CODAZZI Y RICCI, 

En la presente Sección se exponen las ecuaciones que go
biernan el proceso de la inmersión del espacio-tiempo en 
un 6-espacio plano, las cuales se conocen con el nombre 
de Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci (EGCR), dichas 
relaciones constituyen un sistema algebraico-diferencial 
que en general es difícil resolver para las incógnitas: 
dos segundas formas fundamentales y un vector de Ricci. 
Diversos investigadores emplean las EGCR en su aspecto 
tensorial, aquí además de este enfoque también proyecta
remos a las EGCR sobre la tetrada nula, así el proceso 
resultante es tcnsorial-NP con gran poder para analizar 
R4 de clase dos. Recordemos que en el problema de la i~ 
mersión la geometría intrínseca (determinada por el ten
sor métrico gab) del espacio-tiempo es dato, lo que debe 
encontrarse es la geometría externa de R4 , es decir, el 
encadenamiento de E 6 con el 4-espacio en cuestión. 

bar' Ar 
2 

N1 
La Fig. 2 muestra la pr~ 
sencia de dos dimensio-
nes adicionales lo cual 
significa que R 4 posee 
las normales ~ 1 y ~2 con 
indicadores e: r= .:!:_1, r=1 ,2, 

esto genera dos segundas 
formas fundamentales 
b .. 
a:LJ 
tor 
des 

= ~ji' a = 1 ,2 y el veE_ 
de Ricci Ar, cantid~ 
que controlan la ge~ 

Fig. 2.- Espacio-tiempo 
de clase dos. 

metría extrínseca de R 4 

en relación a E 6 • Para -
que la inmersión local e isométrica sea realizable es n~ 
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cesaría y suficiente el cumplimiento de las EGCR, las cu~ 
les son ecuaciones diferenciales para los nuevos grados 
de libertad bjr y Ar (cuyo significado físico aun desean~ 
cernos): e 

2 

'[ e: (bao brcq - baq bcp) 
r=1 r r - r r 

Gauss ( I I I. 1 a) 

bac· r - ~ar;c e:z (Ac ~ar - A bac) . } 1 , r 2 
Codazzi 

~ac;r - ~ur;c - e: l (Ac b - A bac) 
1ar r 1 

(III. 1b) 

(III.lc) 

b. e bcr - b e bcJ· 
1J 2 lr 2 

Ricci (III. ld) 

Puede observarse la semejanza de (lb,c), basta reemplazar 
en la primera a be por bcr y a e: 2 por -e: 1 para obtener -

1 r 2 
la segunda; además, en (ld) aparece el tensor Far antisi
métrico que llamaremos tensor de Ricci al cual evidente-
mente son aplicables las relaciones (I.Zc,7e,8e,f,25, .•.• 
2 8). 

En general es muy complicado resolver el conjunto acopla
do (1), así que es natural buscar alguna simplificación -
con la misma filosofía del teorema de Thomas [1936) del 
Cap. II, a saber: "Para espacios de clase t.mo con det(bij)JIO 
la ecuación de Gauss implica la de Codazzi", por lo tanto 
la bOsqueda de~ adquiere carácter al~ebraico, esto faci
lita el proceso de inmersión porque ya no debemos tr~tar 
con relaciones diferenciales. Desafortunadamente, para -
espacios de clase dos en la mayoría de los casos estará 
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presente al menos una ecuación diferencial, aquí reside 
su mayor dificultad respecto al análisis para R~ en E 5 • 

Los autores Gupta-Goel (1975) demostraron que 

"(1c,d) son consecuencia de (1a,b) cuando det(b 1 Í' O" , 
zªr 

(III.Za) 

y utilizaron su resultado para sumergir en E 6 a todo es
pacio-tiempo estático con simetría esférica, la ~corres-
pendiente inmcrsi6n explícita ya había sido realizada 
por Plebañski (1962), en este proceso quedan incluídas -
por ejemplo las métricas de Schwarzchild y Reissner
-Nordstrom las cuales no aceptan inmersión en Es, Cap. 
II, también consultar Fronsdal (1959) para un análisis -
de la geometría externa de la primera métrica. 
dio muy completo de la interdependencia de las 
de encontrarse en Goenner (1977) (agradecemos a 
tor el envío de este artículo) en cuya pág. 144 

Un estu
EGCR pue

es te au'
se prue-

bandos interesantes teoremas más generales que (Za), a 
saber (notación: rango de ]?, = rCJ;>,)): 

y 

"Si r(b ) 2. 3 entonces (1a,b,c) implican (1d)" 
zªt 

(III.Zb) 

"Si r(bat) 2. 4 entonces (1c,d) se siguen de (1a,b)" 
2 

(III.Zc) 

nótese que en (Zc) no se pide que exista i- 1 como ocurre 
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en (Za); los resultados (2) en realidad son válidos pa
ra Rn inmerso en En+Z y se deben a las identidades de -
Bianchi satisfechas por el tensor de curvatura. 

Ahora nuestro siguiente objetivo consiste en transcribir 
al formalismo de NP las EGCR, en efecto, las segundas 
formas fundamentales bac permiten definir los tensores 

r 
simétricos con tra=a nula: 

~ac b 
r 

( I I I. 3 a) 

así bac quedan especificadas por las cantidades b y ~ah' 
r r r 

estas últimas construidas de manera análoga a (I.Se). 
Sustituimos (3a) en (la) y después proyectamos sobre la 

tetrada nula para obtener R(a) (p)(q)(h); al analizar con 
cuidado los valores de los índices apqh que conducen a -
relaciones independientes deducimos doce posibilidades: 

2323 121 2 1423 La opción 12 34 queda incluida 
2331 1214 1424 en 1423 más la propiedad cí--
2312 31 14 1434 clica de R(a) (p) (q) (h) 2334 1414 3434 

(III.3b) 

en esta forma resultan 12 ecuaciones tipo NP (que indic~ 
mes en la siguiente página) con la misma información que 
e 1 a) : 
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ECUACIONES DE GAUSS PARA R4 EN EG 

2 
(a) <Po 4 l "rC<Po2 <Poo - 4> 2 01) 

r=1 r r r 

2 
"'r~Cta2 .! b 

to1] (bl' <P1+<Po1= í. $01-4>01 4>11)-
r=1 r r r 2 r 

2 
"'r~C<1>12 .! b .PaJ (e) <P1-.Po1= l <Poo-4>01 <1>11) + 

r=1 r r r r 2 r r 

2 

"r~~o2 :} ~) 2] (d) •1'2+-;¡/2+2<1>11+ . ...!L l -;p-02- (24>11 + 
12 r=1 r r 

..B.= 
2 

"r~.Poo - i b)~ ("") IJJ2+-;¡/2-2<P11+ 12 l 4>22-C2<Pi l 
r=l r r r r -

..B....= 
2 

_!_ b2] (f) -1µ2+ l "r~C.P"11--;j)o1 4>12) -12 r=l r r· r 16 r 
(III.4) 

2 

(i) .p4=4 l "rc-;po2 4>22 - -;pz12) 
r=1 r r r 

2 

"r~C~11 .! b ~o;] (j) -.Poo= l <Poa - .Po 1 -;po iJ + 
r=l T T r 2 r 

2 

"r~C~12 .! b ~º~ (k) -<1>02= l .Po l - 4>02 4>11)+ 
r=l r r r 2 T 

2 
.! b ~2J t.& <1>z2= l "'r~~12 <1>12 - 4>11 <1>22) -

r=l r r r r 2 T 
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El siguiente paso es considerar la ecuación de Codazzi -
(lb) que en tlrminos de (3a) nos queda 

- E . 
1ac,r ~;c gar)+E2CAr ~ac -

(III.Sa) 

con la propiedad cíclica Qcra + Qrac + Qacr 
traer (Sa) con la tetrada de ~p obtenemos 

o. Al CO!!_ 

Q(p) (h) (q) ¡cqJCpJ;ChJ - ~Cq)ChJ;CpJ + vtqp ~CtJChJ - Ytqh ictJCpJ + 

t t . 
+ (y hp - y ph) r(q) (t) +Ez(A(h) ~(p)(q) - A(p) ~(h)(q)) + 

1 
+ 4C~; ChJ 

. z(h) CqJ o 

~ A(p)). 

(III.Sb) 

donde Z(a)(b) fue definida en (le); un análisis de los -
índices phq revela once posibilidades (en cuanto a rela
ciones independientes) 

231 233 121 142 144 344 
(III.Sc) 

232 234 141 143 343 

con estos valores y (I.1e,2,Se,17c) resultan 11 ecs. ti
po NP (próxima página) equivalentes a (lb): 
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ECUACIONES DE CODAZZI PARA R4 DE CLASE DOS 

- 1 (.a) D<P11-<5<Pa13 
1 1 

r:b=-IJ<Poo+(rr-Za)<Po1+rr-;p-01+0 <Po2+Zo<P11-"K<P12 -
1 1 1 1 1 1 1 

(b) 

(e) 

(f) 

(g) 

1 
-K~12+e:2(01 4>01-04 4>11-3 04 b) • 

1 2 2 2 

Dc1>11-ó<Poo-..!.. lli=-2(y+y)<Pou+CZT"+rr)<Po1+(2T+rr)-;¡i""o1-"K<P12 -
1 1 8 1 1 1 1 1 

- 1 
-:<1>12+e:2(03 <Poo-04 4>113 04 b) 

1 2 2 2 
1 -- - _·_ -

6<P11-D<P22-3 ób=vc1>01+v <Po1-(T+Zrr)c1>12-(T+Zrr).P12+Z(e:+e:).P22 + 
1 1 1 1 1 1 1 ,. 

+s2(G4 1>22-03 h1+-'-8
1 03 b) z ·2 2 

=v<1>01+v~o1-~<Pa2-ZIJ<P11+(26-T")<P12-T-;¡;-12 + 
1 1 1 1 1 1 

+0<1>22+e:2(01 4>12-03 <1>11-..!.. 03 b) 
1 2 2 8 2 

=Cu-Zu)<Po1+T-;¡i""o1+Z(S-a)<Po2+(Zo-o)<P12-a-;¡i""12 + 
1 1 1 1 1 

+e:2(El1 1>02-01 h1-l 01 b) (III.6) 
2 2 8 2 

=u<Pu1+>:~01-rr<Po2-z"rr<1>11•(Zf;-P")<1>12-cr-;¡i""12+Kcj>22+ 
1 1 1 1 1 1 1 

+e:2(04 1>12-01 4>11+..!. 01 b) 
2 2 s 2 

ob=-vc1>oo+Cu-Zy).Po 1+T-;¡i""o1+T"c1>02+2T<P11-P<P12-a-;¡i""12 + 
11 1 1 1 1 1 1 

1 
+e:2 (03 ~01 -01 ~118 01 ~) 

(h) D<1>02-<5.Po 1 =-T<Poo+2 CiT-s) <Po 1 +CP+Ze:-Ze) <Po2•Zcrc1> 11 -2Kcj>¡2 + 
1 1 1 1 1 1 1 

+e:2(0¡ 4>01-04 4>02) 
2 2 

(i) t.<1>02-0 <l>12=2'7.Pa i + (2y-Zy- u) 4>02-23:"<1> t 1 +2 (.X-T) 4>12+cr<1>22 + 
1 1 1 1 1 1 1 

+e:2(0¡ 4>12-03 4>02) 
2 2 

(j) <5<P22-ó<Pi2=-v<1>02-2v.p11•2(u+Y)<P¡2+ZT -;¡;-12•(T-2a-28).P22•e:2(03 4>12-01 4>22) 
1 1 1 1 1 1 1 2 2 

(k) o.Poo-Dc1>01=C2a+2s-;:-J.paa-2CP+e:).pa1-2cr-;¡i""u1•¡;; <Po2+2K.P11•e:2(04 <1>01-01. <Poo) 
1 1 1 1 1 1 1 2 2 
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Debido a la semejanza entre (1b,c) es claro que existen 
otras once ecuaciones tipo (6) para ~ab' sólo es cues-
tión de poner -El en lugar de ~2• SUStituir b por b Y -

2 1 
reemplazar p c por <t>

2
ac Y a 

1ª 
la inversa. 

Sólo nos falta la contraparte NP de la ecuación de Ricci 
(ld): En realidad esta ecuación conduce a tres conjuntos 
de relaciones, dos de ellos son (I.26,28) y el tercero -
se origina de: 

Frc b a b ac -
1r 2 

b a bar 
lc 2 

cuya proyección sobre la tetrada nula es 

F(p) (h) 
E (r) E 
1 Cp) 2 Cr)(h) 

E (r) E 
1 (h) 2 (r) (p) 

de donde se or~ginan las 

ECUACIONES fII DE MAXWELL-RICCI 

(III.7a) 

(III.7b) 

(a) Yo=4C$01 4>02+2<1>01 4>11-24>11 <l>o l -<1>00 ~12 - 4>02 $01+4>12 <l>oo) 
1 2 1 2 l 2 1 1 2 1 2 

(b) Y1=ZC$02 <l>o2+Z4>01 $12-2$12 4>01-4>00 4>22-<1>02 $02+<1>22 <Poo) 
1 2 1 z 1 z 1 2 1 2 1 z 

(c) Y2 =40P"o2 4>12-~01 922-2~12 4>11+24>11 ~12-<l>12 ~02+4>22 ~01) 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

(III.8) 
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Entonces la información existente en (ld) queda almacen~ 
da en (I.16,28,III.8}; es dtil recordar que Fac posee 
los invariantes (I.8f) 

Las ecuaciones (I.28,III.4,6,8) no se encuentran de man~ 
ra explícita en la literatura. 

En una situación dada las 
coeficientes de espín son 

en la bdsqueda de •ac' b, 
r r 

III.4,6,8), sin embargo, 

cantidades ~a' •ac' R y los 
datos, así el problema radica 
Bc y Ea soluciones de (I.26,2~ 

antes de iniciar esta bdsqueda 
es conveniente verificar el cumplimiento de ciertas con
diciones (consecuencias de (1), ver la próxima Secc.) 
que todo R4 de clase dos debe satisfacer, si no se cum-
plen dichas condiciones entonces es inútil buscar las s~ 
gundas formas fundamentales y el vector de Ricci. 

2, CONDICIONES NECESARIAS PARA LA INMERSIÓN 
DE R4 EN Es• 

Demostrar que un espacio-tiempo no es sumergible en Es 
significa verificar que (1) no tienen solución pero re-
sulta que esto es muy difícil de probar directamente 
(por ejemplo, consultar Collinson (196Sa) parala métrica de 
Godel), en su lugar buscamos pruebas indirectas que se 
conocen como ''condiciones ne cesa rías para la inmersión". 
Cuando estas condiciones no se cumplen podemos estar se
guros de que no existe solución para las EGCR; en esta 
Secc. consideraremos algunos requisitos que debe satisf~ 
cer un R4 de clase dos, el análisis es general (las apl~ 
caciones a métricas específicas se localizan en las pró
ximas Seccs. 3 y 4) y se emplean las herramientas tenso
rial y de NP. 
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La ecuación de Gauss (1a) puede escribirse en la forma 

2 

[ "'r B con rªacpq r=1 rªcpq ~ap ~cq - ~aq ~cp r 1 ,2 

(III.9) 

los tensores Bac tienen la misma estructura del tensor 
r pq 

de Riemann para espacios de clase uno así que son váli-
das las relaciones, ver Fuentes (1985) y nuestra Secc. 2 
del capítulo anterior (no existe suma sobre r):, 

* a*ijcm 1 ºij det~ªc) (a) 8abcm T2 K Kz - - 24 2 ab r r r r 

* gij 1 (b) B - T2 Kz 11abcm r ab rcmij r 
(III.10) 

(c) *8 ijkm 
B "km o 

r rCJ 

(d) *~ijkm 
Bjk o con ~k = 8k- - Bª 
r r J r jka 

Además, (1d,9) permiten deducir las expresiones 

(a) 8 ijkr 
*~ijkc 2 *Fij 

bir bj 
1 1 2 c 

(b) 8 ijkr 
1 "'~ijkr Fz (III.11) 

e c) *Cz 2 e:¡ e:z Fz 

esta última corresponde a (10) de Yakupov (1968), en re
lación a (11) recordar las definiciones (I.8f,11a). 



87 -

Jl.fatsumoto (1950) pág. 69 demostró (para R., con métrica 
positiva definida inmerso en Es. pero Goenner (1973) o~ 
servó su valide~ para el espacio-tiempo) 

"Si R4 es de clase dos entonces 

(III.12) 

+ Racik R rj + Racir R jk)" 
ac i ac 

Si ahora multiplicamos 
(I.8g,9a,11e) volvemos 

1 
(12 ) por 2 npjkr y empleamos 
a deducir (1 lc). Es simple !Jro--

bar que todo espacio-tiempo (sin pedir que sea de clase 
uno o dos) satisface 

*R R .ar 
arkc pJ (III.13a) 

con 

Y *R*tjkc *R R ar 
- arkc tj 

(III.13b) 

la identidad (13a) no se localiza de manera explícita en 
la literatura. Yakupov (1968) expresion (7), también 
consultar Goenner (1980) pág. 451, encontró una condición 
muy general empleando sólo (la): 
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"Todo R<+ inmerso en Es debe tener Y O" (III.13c) 

(13c) constituye una restricci6n sobre la geometría in-
trínseca de un espacio-tiempo de clase dos: si un R., ti~ 

ne Y# O entonces no es sumergible en E 6 • La condición 
(l3c) es necesaria porque Y = O no garantiza la inmersión 
ya que en la obtención de (13c) sólo se utilizó la ecua
ción de Gauss. 

A (lb) le aplicamos ;p y luego rotamos cícl~camente 
los índices crp y sumamos entre sí las tres ecuaciones 
resultantes:para obtener: 

Rqarp b + Rq b + Rq b E:z(Frp bac + Fpc b + F ~ap) lqc apc lqr acr lq_o 2 zªr cr , 

(III.14a) 

similarmente 

Rqarp b + Rq b + Rq b - e:1(Frp bac + Fpc b + Fer ~ap) , 2qc apc 2qr acr zC!P 1 1ªr 

(III.14b) 

(14a,b) equivalen a (8) de Yakupov (1968) y a (A2.S,6) 
de Hodgkinson (1984) aunque este autor s6lo considera el 
caso Rab = O. Al multiplicar (14a,b) por ~trpc se dedu
cen: 

*Rijkr b ºk 
¡J 

*Fij br. 
2 J 

*Rijkr b ºk 
zJ 

- e: l (III.14c) 
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las cuales ofrecen la nosibilidad de calcular, por ejem
plo, b- - en función de- Fªb, brc y el dual simple del te~ 

2 1 J 1 
sor de curvatura, en efecto, al multiplicar (14c) por 

Fic obtenemos 

F2 b_ -
ziJ 

F 2 b-. 
¡ l.J 

-4 "'1 *Raer_ b F 
l. 2cr aj 

( I I I. 14d) 

así que la mencionada posibilidad procede cuandq F 2 -F O; 
en las siguientes dos Seccs. probaremos que F 2 

4-espacios de Einstein de clase dos y tipo Petrov 

Si ahora en (14a,bl sumamos r con a deducimos las 
cienes: 

Rq bqc - Rq b <:z(Fqp bq 
Fqc bq + b Fpc) p J c lqp 2 c 2 p 2 

Rq b - Rq b - "'1 (Fqp bq - F bq + b Fpc) , p zqc e zqP 1 c qc 1 p 1 

O para 

-F r. 

rela--

( II L 14e) 

(III.14f) 

las cuales 
tor emplea 

(Rab = O); 

coinciden con 
- R Rab - 4 gab) 

(9) de Yakupov (1968) 
y (AZ.7) de Hodgkinson 

(este au
( 1 9 84) 

a partir de (14e,f) es inmediato que 

"'2 , ,._oc Rq 
4 Fz ~ r'" p ~qc 

Al multiplicar (14a) ·por "'l bªt y (14b) 
1 

"'1 - 4 Fz b 
1 

(III.14g) 

por "'z bªt y su-
2 

mar las ecuaciones resultantes volvemos a obtener (12 ). 
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Multiplicamos (14e) por bpt y antisimetrizamos en et p~ 
ra deducir una ecuación ~ue denotamos por (*), posterio~ 
mente contraemos (14e) con bpt y antisimetrizamos en et 

1 
para obtener (**), entonces restamos entre sí (*)y (**) 
originándose 

(III.15a) 

o si usamos la definición del tensor de Weyl: 

C F1P apct 
?R (bq bP - bq bp ) + R ¡A - R ¡A - _B F 
- qp 1 e 2 t 1 t 2 e qt e qc t 3 et 

(III.15b) 

Más adelante veremos que para espacios de Einstein FªP 
es un eigentensor del tensor conforma!. Las relaciones 
(15) no se encuentran en la literatura, Hodgkinson (1984) 
pág. 584 sólo las exhibe para el caso Rab = O. 

En términos de Cijkr las expresiones (14c) nos quedan: 

(*Cijkr + 1 ,,ij ra R k) ~jk 
*Fij br-2 a "z 2 J 

(III.16a) 

(*Cijkr + 1 ,,ij ra R k) b.k - *Fij br-2 a zJ 
e: 1 

1 J 

Por último, de (16a) son inmediatas las relaciones (que -
no hemos visto publicadas) 
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*CÍjkc ~k ~ic = - -} "r *C2 ' *Cijkc ~ic ~jk O , r 1,2 CIII.16b) 

e: •• 
-fC*F 1

J (III.16c) 

y de (11a,13b,c, 1Sb) resulta la identidad original: 

(III.16d) 

Con (9, ... ,16) ya tenemos las principales relaciones pa
ra 4-espacios de clase dos, nótese que todas estas cond~ 
ciones son algebraicas, hasta la fecha nadie ha constru~ 
do condiciones necesarias diferenciales para R 4 inmerso 
en E 6 : Para el espacio-tiempo sumergido en E 5 la única 
condición diferencial que se conoce es la obtenida por 
R. Fuentes, J. López, Rep. Invest. No. 119, DCBI-UAM-A -
(1984) y Fuentes-López (1985) expresión (52.c). El pró
ximo paso consiste en la transcripción NP de algunas de 
las relaciones (9, ..• , 16), para tal fin nos apoyaremos en 
el formalismo expuesto en el Cap. I. 

Empecemos con (14a), al proyectarla sobre la tetrada nu
la deducimos que: 

Q(i) (t) (j) (k) 
Ce) C.eJ 

" R (i) (j) (k) ~{.-1".) (t) + R (i)(k) (t) ~(-1".) (j) + 

(-1".) r,; 
+ R (i)(t)(j) ~C.eJCk) = "2 ~(j)(k) ~(i)(t) + 
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1 
+ F(k)(t) ~(i)(j) + F(t)(j) ~(i)(k) + 4~(F(j)(k) Z(i)(t) + 

+ FCkJCtJ z(i)(j) + F(t)(j) 3 Ci)Ck)D (III .17a) 

de donde son evidentes las propiedades 

Q(i) (t) (j) (k) Q(i) (j) (k) (t) Q(i) (k) (t) (j) -Q(i) (t) (k) (j) 

- Q(i) (j) (t) (k) 

en virtud de las cuales sólo es necesario considerar los 
siguientes cuartetos de valores para los índices itjk: 

1123 

1124 

1134 

1234 

3123 

3124 

3134 

4123 

4124 

4134 e r r r. 1 7b) 

en esta forma de (17) obtenemos 10 ecuaciones tipo NP que 
no hemos localizado en la literatura: 
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IDENTIDADES DE YAKUPOV 

(a) ;j;".. .Poo-2;¡;3 .Po1•C$2-w2).Po2•Zw1 .P12-tJ.10 .P22=€2IY0 .P12-CY1•Y"1 .Po2•Y"2 .P
2

01] 
1 1 1 1 1 L2 2 

(b) Wi+ .Po2-$i+ To2-Z$3 .P12•2$3 $12+CtJ.12-$2 ).P22=€2LIY2 .P12-Y"2 1'12+ 
1 1 1 1 1 2 2 

+(y1-Y1)~22] 

(e) ($2-tJ.12).Poo-2$1 .Po1•21J>t.$01+;¡;0 .Po2-tJ.10 $02="'2 lcY-1-Yd.Pao-Y"o .P
2

01 ... Yo -
2
.Po;J • 

1 1 1 1 1 L' 2 LJ 
- ;¡; .. 1'01•tJ.13 .Po2+2;¡;3 <Pi1-C;¡;z+Z$2).P12•w1 1>22-'"'2

2 CY2 .Po2-J.Y"2 .P11 + 
1 1 1 1 1 2 2 

(el) 
+2y1 $12-Yo 1>22) 

2 2 

$3 .Poo-CtJ.12+Z$2).Po1+;j)1 1t>u2+2tP 1 1>11 -tJ.10 ~12=-f-CY-2 .Poa-Y-a .Po2 + 
1 1 1 1 1 2 2 

(e) +Zyo .P11-ZY1 .Poi) 
2 2 

-tj.13 1>o l +iji3 ";íu l +2 (tJ.12-$2) 1>11+;j)1 .P12-•P1 $12~CY0 1'12-Y"o .P12 + 
1 1 1 1 1 - 2 2 

(f) 

(g) 

$01+Z.Pa1 .P1l-2.P11 .Po1•$01 
'"'2 -

.Po2-Y"2 912 .Poo-.Po2 .Po2-1>00 <Pi2~(-yo .Pao + 
1 1 1 1 1 1 2 2 2 

(h) +2y1 1 
<l>o1+;l b Yo) 
2 z 

To2 .Po2-<1>02 $a2+Zcf>12 1'01-2$01 .P12+1>00 .P22-<1>22 <l>oa=.:2 [:o $12+Y2 .Po 1 -
1 1 1 1 1 1 2 2 

(i) -2(y¡ 1- Q .P11+g Y1 b) 
2 2 
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Ahora analicemos (15b) la cual es equivalente a (15a); 

si en ella colocamos (I.Sa,III.3a) resulta 

capct 
p3P R F + 2 E (Eq Ep - Eq Ep ) + E [Flc + .!.(b Eq -3 et pe¡ 1 c 2 t 1 t 2 e qt 2 2 1 c 

b Eq )J - Eqc[p'lt ++ch Eq - b Eq ) 1 (III.19) 
1 2 e - 2 1 t 1 2 t J 

cuya proyección sobre la tetrada nula conduce a 3 ecua-

cienes tipo NP que tampoco se encuentran explíc~tamente 

en la liter~tura: 

(a) +-¡01 4>22-4>22 -¡01)+4>12C-¡12 4>01--¡02 4>11+4>11 -¡02-4>01 -;¡;-12)•-;j;°12C4>12 -;¡;-01-
1 2 1 2 12121 2 1 2 1 2 

--¡01 4>12)+4>22C-;j;°o1 <Pi 1-4>11 -;¡;-01)l +4i"o1Cb 4>22-b <l>22)•-;j;°o2 í.:"-y2+Cb <!>12-
1 2 1 2 1 2 '.J 21 12 L 12 

-b <?
1

12)1 +2.p 11 Cb -;j;"12-b 
2 'J 1 2 2 
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(b) 

+<J>o2 -;¡;-01-4>00 <l>12)+1>12C~o1 4>01-<1>11 <l>oo+<J>oo <l>11-<J>o1 ~01)+-;¡;"12C<l>oo <1>02-
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

-<J>o2 <l>oo)+<J>22C<l>o1 <l>oo-<J>oo '1>01)] +<J>oa ly-2+(b h2-b <J>i2)]+2<1>01 [-Y-1 + 
1 2 1 2 1 2 ~ 1 2 2 1 

+(b <J>i1-b '1>11)] +-;¡;-01Cb 4>02-b 4>02J+2<J>11Cb 901-b <l>oi)+.Po2f:¡a+Cb -;¡;-01-
21 12 21 12 12 21 L 12 

-b -;¡;-oi)]+h2(b 4>oa-b <l>oo) 
21 21 12 

(III.20) 

(e) 

+4>12C$=02 <l>o1-<J>o1 $02•~12 9oo-9oo $12)•$12C$01 <1>02-4>02 $01+2<J>11 '1>01-
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

-Z<J>o1 <l>11+<J>12 <l>oo-<J>oa 4>12)+<J>22C<t>o1 -;¡;-01--;¡;-01 <l>o1+<J>11 <l>oo-<J>oa <1>11)] + 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

1 
'1>22-b 4>22)+<1>01 (b $12-b $12)+$01 Y-24- 4>02Cb $02-b $02) +z <l>oo Cb + 

1 2 2 1 2 1 1 2 - 12 21 

1 -
4>02-b '1>02)- 2 <1>11 •$12 (b '1>01-b 4>01 )+ 

1 
<l>22Cb +z 4>02Cb Yl +<j> 12 Ya 2 "'ªª -

2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 
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Estas tres relaciones (20) se ven muy complicadas, sin e~ 
bargo, más adelante se simplificarán notablemente para e~ 
pacios de Einstein y serán de gran ayuda. 

La expresión original (16d} también tiene su contraparte 
NP, a saber: 

(-.PQ Y2 2+-;j;"o Y2 2)+4C.P1 Y1 -r2--;j;"1 Y1 Yz)+Z [-.P2CYa Y2+2y 2 1)+-;j;°2CY"a Y2 + 

+ZY-2 1) J +4(1PJ -ro Y1 - .P3 Ya Y1)+(-.p4 Y2 a+$,. Y2o)= - /z e:1• e:z *C3 • 

• i = FT 

(III.21) 

Si (16b) se proyectan sobre la tetrada de NP obtenemos: 

- e.e. o (III.22) 

(b) +.pz(~a2 4>02+<1>00 4>22-Z4>01 $i2+4~01 4>12-44>2 11)+Z.p3(Z<1>01 4>11-
r r r r rr r r r r r 

-<1>02 ~01-4>00 4>12)-.p4(.P2 01-<Pao 4>02) - e.e. r 1. 2 
r rrr r r r 
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donde e.e. denota el complejo conjugado de todos los té~ 
minos anteriores. 

Por último• las relaciones (14g) son equivalentes a: 

Yo(lado izquierdo de (18~)+ Y 2 (miembro izq. de (18h)) + 

(miem. "'2 1.izq. de (1Si)) = 32 

y se genera una 

gar de 4> c y -e: 1 
1ª 

ecuación semejante si 

sustituyendo a e: 2 • 

ponemos 

(III.23) 

en lu-

En esta forma hemos obtenido las principales condiciones 
necesarias que un R4 debe cumplir para poder ser de cla
se dos, las cuales siempre deben verificarse antes de i~ 
tentar la inmersión: si no se cumplen entonces es 
ble concebir al espacio-tiempo como un subespacio 
Algunas de estas condiciones son generalizaciones 

impos.!_ 
de E 6 • 

de 
relaciones ya presentes en la literatura, pero 

otras son totalmente originales. Conviene enfatizar que 
aún no se han construido (si existen) condiciones neces~ 
rias diferenciales para R4 en E 6 ni algebraicas o dife-
renciales para R 4 en E 7 . 

3. ESPACIO-TIEMPO VACfO, 

Aquí mostraremos cómo el material desarrollado en el Cap. 
r y en las dos Seccs. anteriores permite realizar un ade 
cuado estudio de las propiedades de inmers i6n de aquellas 
regiones de R4 desprovistas de las fuentes del campo gr~ 
vitacional (Rab = O). Veremos que la hipótesis de clase 
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dos implicará determinadas características de las con-
gruencias nulas generadas por los vectores de Debever
-Penros e para cada tipo Petrov (nos limitaremos a espa
cios algebraicamente especiales porque para el tipo I 
nos fue imposible sacar conclusión alguna)• en esta forma 
resultarán los teoremas de Collinson (1966) y Yakupov 
(1973); esperamos que el análisis de esta Secc. y de la 
si9uiente muestre el poder de la técnica de NP. 

En 1966 Collinson estudió a R'+ vacío sumergido en E 6 y 
logr6 obtener dos_ resultados que constituyen condicio-
nes necesarias para la inmersi6n, a saber (utilizaremos 
la notaci6n y terminología del Cap. I): 

y 

"En un R'+ vacío de clase dos y tipo II 6 III debe exis 
tir una congruencia nula geodésica con sus tres esca
lares 6pticos igual a cero" 

(III.24a) 

"En un espacio-tiempo vacío inmerso en E 6 y tipo N 6 D 
debe existir una congruencia nula geodésica sin defo~ 
maci6n ni rotaci6n" 

(II I. 24b) 

Aquí mostraremos ~ue la congruencia nula de (24a.b) es 
generada por el vector repetido de Debever-Penrose. Po~ 

teriormente, Yakupov (1973); ver Hodgkinson (1984) pág. 
582, encontró que: 

"Es 

po 
imposible 
I I I" 

sumergir en E 6 a cualquier R4 vacío ti-

(II1.24c) 
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esto significa que (24a) s6lo se aplica al tipo II. La 
conclusión (24c) se publicó sin prueba en una revista ru 
sa (consultar Kramer-Stephani-MacCallum-Herlt (1980) pás;. 
369), aquí demostraremos dicho resultado. 

Junto con (Z~c) Yakupov obtuvo que 

"En un R4 vacío de clase dos y tipo D ó I I· se tiene 

Fac O" 
( I I I. 24d) 

donde Far es el tensor de Ricci que aparece en (ld). 
Hodgkinson (1984) pág. 584 afirma que Fac también se an~ 
la para el tipo N, probaremos que esto es falso: Fij pu~ 
de o no ser cero para este tipo Petrov. 

Del Cap. II recordemos que 
no puede sumergirse en Es~ 
tiene clase dos si acepta 

cualquier espacio-tiempo 
entonces un R 4 con Rab 

inmersión en E 6 • 

vacío 
o 

Por definición, el tensor de Ricci se anula para R 4 vacío 
así que en esta Secc. tendremos 

o R o (III.24e) 

y las propiedades de inmersi6n se analizarán para cada 
tipo ~ I de campo gravitacional: 

A). - Tipo D. 

Con la tetrada can6nica (I.14b} de NP tenemos 
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o r ~ 2 

entonces de (I.7d,III.1lc,13b,16d,18,20) 

o r 

~01 
a 

0,1,2 

~12 
a 

o 

o a ,2 

(III.25a) 

o 
(III.25b) 

(III.ZSc) 

(2Sc) no se encuentran en el trabajo de Collinson (1966) 
de (I.1lb,c,III.25a,b) obtenemos que $ 2 es real: 

(III.25d) 

que en general no se cumple, es decir, (25d) es consecue~ 
cia de la hipótesis de que el R~ vacío es sumergible en 
Es; de (I.13e) es claro que C2 y C 3 son distintos de ce
ro. Si el teorema de Goldberg-Sachs (1962), ver (I.24e) 
lo aplicamos a cada dirección principal repetida (consu~ 
tar la Tabla 2.- después de (I.lSc)) concluimos que 

K = a V o (III.ZSe) 

independientemente del proceso de inmersión, sin embargo, 
con (2Sd,e) ya es aplicable el teorema de Wainwright 
(1974), ver (I.24ai, entonces 
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p o (III.25f) 

cuando 
el tipo 

R 4 es de clase dos; así 
D: los dos vectores de 

queda probado (24b) para 
DP generan congruencias 

nulas geodésicas sin rotación ni deformación, consultar 
(I.18a). 

El resulta do p p hace pensar en las métricas de 
Robinson-Trautman, ~ero recordemos (ver Bonnor-Davidson 
(1985)) que dichas soluciones tienen p ~ O y sort genera
das por un fluido perfecto lo cual no necesariamente oc~ 
rre en nuestro análisis .. Collinson (1968a) pág. 410 pro 
bó que los espacios de Robinson-Trautman siempre pueden 
sumergirse en E 8 aunque algunas métricas quizás acepten 
inmersión en menor número de dimensiones 

Como Fac O (compatible con (24d)) entonces de (ld) ve
mos que las dos segundas formas fundamentales conmutan -
entre sí; de (I.23g,h,III.25d) obtenemos 

(III.25g) 

Si sustituímos (ZSb,c) en (Sb) entonces las partes real 
e imaginaria de ésta implican que 

~!l2 <1>02 -
1 2 

<1>02 ~02 
1 2 

o <1>2 2 <Po o 
1 2 

<Po o <1>22 
1 2 

o 

(III.25h) 

Collinson no deduce (25g,h). Ahora consideremos algunas 
métricas particulares tipo D con Rab = O: 
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a).- Schwarzschild.-

Por los trabajos de E. Kasner, Am. J. nath. 43, 130 (1921) 
(agradecemos al M. en C. G. González Padrón el habernos 
proporcionado este artículo), Fronsdal (1959), Plebanski 
(1962) y Gupta-Goel (1975) sabemos que esta métrica es s~ 
mergible en E6 , las correspondientes cantidades de NP es
tán en nv.12b) y satisfacen las condiciones necesarias 
(25e,f,g) como debía de ser. 

b) Kerr (1963).-

Esta métrica es una generalizaci6n de la anterior y corre~ 

ponde a un hoyo negro descargado en rotación; en Demianski 
(1976) y Hogan-Criss (1976) encontramos las cantidades de 
NP para esta solución las cuales violan (25d,f) así que 
esta solución !12 admite inmersión en E5: El Dr. J. Plebañski
nos ha informado que él logró sumergirla en E 9 , pero aún 
se desconoce si es un subespacio de E 7 ó E 8 • 

c).- Petrov (1962).-

Collinson (1968~)demostró que las primeras tres métricas 
av.Zla) obtenidas por Petrov son de clase dos e indicó la 
inmersión explícita, dicho autor no estudió la cuarta mé
trica QV. 21a): 

ds2 !ac3 + 1 • k cte.,, 

crrr.26a) 

aquí probaremos que ella también tiene clase dos, en efe~ 
to, elegimos la tetrada nula tal que 
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_!_(O,f-z,-i 
./2 
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.L..'._( - 1 , o • o , 1 ) 
.12 

Lc1,o,o, 1) 
IZ 

, -r rr -4cx -4s o (III.26b) 

4>ab = O o a 1' 2 
K2 

- TI 

y los demás coeficientes de espín se anulan; (26b) satis
facen (ZSd, ... ,g). Si ahora definimos las funciones 

z• f 2 2 

2 cx• -x4 +1) , zZ 

x4 f , z5 

entonces (26a) nos queda: 

dsZ 

f 2 2 

2 cx• -x4 -1) 

z6 

, z3 x' f 

f ,/f Cos(~z) 

por lo tanto esta métrica es de clase dos. 

(III. 26c) 

(III.26d) 

Se nos ocurrió modificar las funciones (16c) para así ge
nerar un espacio sumergible en E 6 por construcción: 

z' 
fZ/3 2 2 
--2-(x • +xz + 1) , z 

z4 x2 fl-13 , zS 

f2/3 2 2 
--

2
-(x' +xz. -1) , z3 

f Senh(kx3) , z6 É. Cosh(loc3) 
k 

(III.26e) 



entonces 

c:1s2 

2 
- dz' 
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kx4 + 1 • k cte_ 

cr r r. Z6f) 

la cual es tipo O y no cumple Rab =O, ver ~V.17a,b)_ E~ 

ta métrica es de clase dos porque no acepta inmersión en 
E 5 . ya que viola la expresión Ce) de las identid~des de -
Collinson del Cap. II. 

d).- Métrica C.-

Este espacio vacío es tipo D con elemento de línea (ver 
Kramer-Stephani-MacCallum-Herlt (1980) pág. 188): 

(III.27a) 

f x3 + ax + b h y3 + ay - b a,b = ctes. 

cuyas cantidades de NP están dadas por (x' 
x3 = .¡,, x4 = t): 

c:,;1 co, .;n,o, ~ a = A V o 

x, x2. y, 

R o 
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= E: 
1 [f + y - 2 
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rr rr. <J>ab o , lj>r 

_1_ 

4/Zh 
(3y2+a)(x+y) , 11>2 

(3x 2 + a) 
4 .l2f' 

o , r ,¡ 2 

-}cx+y)3 , ( I I I. 2 7b) 

(x+y) 

cumpliendose las condiciones necesarias (25d,f,g);no se -
sabe si esta métrica es sumergible en E 6 ni siquiera se -
ha publicado su inmersión en algún Er, r 7, .. :,10. 

e).- Kasner (1921) tipo D.-

Esta solución <le las ecuaciones de campo Rab = O se indi
có en úV.15) y es de clase dos, consultar Kramer-Stephani
-MacCallum-llerlt (1980) pág. 370; se desconoce la clase -
de inmersión de la métrica tipo I de Kasner (2 ~ clase ~ 
según Goenner (1980) pág. 455). 

f) . - Taub ( 195 1) . -

EnOV.13) expusimos este 4-espacio junto con sus cantida-
des de NP satisfaciendo (25.d,f,g), de acuerdo a Goenner 
(1980) pág. 455 esta métrica es de clase dos. 

B).-TIPOII.-

La tetrada canónica (I.14b) nos permite elegir: 

.P2 "' o "'r = O r # 2 ,4 (III.28a) 

entonces en forma análoga al tipo D volvemos a obtener -
(2Sb, ... ,g) y 



con 4> o o 
r 

"n a 

De (6a,b) 

04>1 l 
1 

D<1>11 
2 

4> o o 
r 

o 

Dipz 

4> o 2 
r 

106 -

~02 
r 

r 

1> o l o y (I.Se) concluimos 
r 

es eigenvector de bpq r 
r 

obtenemos: 

p 4>1 1 - "'2 84 <Pi l Th = Sp 4>11 
1 2 1 1 

p 4> 11 + e:1 84 4>11 Th Sp ~11 1 1 2 

.2 ( I I I. 2 Sb) 

(III.28c) 

que 

1 • 2" (III.28d) 

- r:z 84 b 
2 

(III.28e) 

+ "'1 e., b 
1 

entonces al aplicar el operador D a (4e) y emplear (28c, 
e) resulta p = O verificándose así (24a) para el. tipo II; 
además, (6h,i) y p =O implican 

y - y e: o ( I II. 2 Sf) 

Para este tipo Petrov debe tenerse T ~ O para no contra
decir a (I.Zlq); aquí vuelve a comprobarse (~4d). 

Cl.- TIPO III.-

Aquí daremos una prueba NP del resultado (24c) debido a 
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Yakupov (1973). De (I.8f,l4b,23,III.18,20) obtenemos: 

*C a O , a 

Yo F2 o 1>00 <Po 1 = o 
r r 

o - P Y2 p = E 

2 t/J3 (1>02 
1 

- 2µ ,_ K 

y con [4e,f,29a) es f5cil deducir que (H 

b 
1 

Hb 
2 

Ahora es conveniente considerar dos casos: 

i).- Y2 = 0. 

Entonces de (29) resu1ta: 

~12 1>12 1>02 $02 = 2 4>11 1>02 H 1>02 
r r r r r 1 2 

que en unión de (4g. h, i • .e.) imp1ica 

1>02 - ..!. b 1>11 ..!. b 4>22 = H 1>22 <1>12 
r 4 r r 8 r 1 2 1 

. 

r 

+ 

r 

2,3 

1 ,2 

s = T 

(III.29a) 

a tJ 

a - 2 -rr 

1) 

H<t>o2) = O 
1 

(III.29b) 

1,2 

H 1>12 
2 
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2e:1 b <P1z 
1 1 

por otro l.ado, las ecuaciones de Codazzi (6a,d,e,g,i) y 

ot113 = o nos dan 

1 
p e: o _µ µ ;\ µ ,,. - 4(T + 

y finalmente de CI-21m) deducimos 

oµ + oµ 2 µe Tr + ;-) cantidad real. 

en contradicción con tjl 3 

ii) Y2 F Ü. 

De (4g,h,i,k,¿,Sc,29) obtenemos que 

902 
1 

~ 1-1 

t22 
1-1 

<Po 2 
2 

~22 

<Po 2 
r 

<P 1 2 
1 

<P 1 2 
1 

902 
r 

1-1 

1 b <P 1 2 4 r r 

~12 

2 ( Sq, 1 1 
1 

p p 

+ b) 
1 

<P l 2 
r 

e: 

además, (6a,b,f,g,29,30a) generan las rel.aciones: 

3:¡."") 

(III.30a) 
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p = E: o T 1T' D<I> l l e: l e<+ H <!> l l 
r r 

CII r. 30b) 

Db e: l 0<+ H b D<l>12 E: l H 0<+ <!> l 2 
r r r r 

entonces (I.21) implican 

T = .,,. a 8 o Oµ º" oµ o 

(III.30c) 

ll}. 
3 

t/13 oi.l 1 
t/13 Dv 'V 3 - 2 . 2 

por último, de (6d,g,i,j,30) y ot/J 3 O deducimos que 

;¡. ;;;:- 3(i.l - µ) 1 - 8µ) ~ 1>02 ~b - , ;¡. te?µ - , <1>11 = 
r 2 r 8 r 

•v3 Ze: l b 4>12 ob E: l H 01 b <5<1>12 e: l H 01 4>12 
1 1 r r r r 

~b e e: l H 03 + 1 ;¡. - 3 IJJ b 
r 2 2 r 

de donde o}. = 

t/13 -F o. 

7 TO t/13 contradiciendo así a (30c) porque -

En los casos y 2 = O y y 2 ~ O llegamos a inconsistencias, 
esto prueba (24c); s6lo se indicaron los aspectos princ~ 
pales de la demostraci6n, ésta es muy laboriosa (y no-tri
vial) por lo que decidimos no exponerla en detalle. Co~ 

sideremos algunas métricas tipo III con Rab = O: 
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a).- Petrov (1962) 

En Collinson (1968a) pág. 410 el espacio: 

c1s2 ex2 [e - 2x'+ (dx' 12 +(clx2) 2] + 2 clx3 cJx'+ - x2 (x3 + ex2) (dx'+)2 

(III.31a) 

se sumerge en E 7 , 

(31 a) es de clase 
así en virtud de (24c) concluímos que 
tres. Por completez indicaremos cant~ 

dades de NP para esta métrica: 

Cnª) 

µ >. 

V -

'/13 

x2 
_l_ e-2 (ex

4 
,i,0,0) , (.eª) 

yZ" 

(O,O,- ..!_,O) 
¡¿ 

K e: a 

- _!._ - x2 , y , "' 13 
12"" z,¡¿ 
x2 

....!__ -y [-c3 + (1 + x2)ex2J e 
¡z-

x2 
i e 

-y 
- tC3 + 2 '/14 

p 

__.!._ 
4.IZ" 

'Pa 

x2 -

.,,. = T o R o 

x2 
-2 

e <Pab o (III.31b) 

o a -F 3,4, 

x3 e-x2) 

el tipo Petrov puede checarse con (I.13g); de (I.18a, 
III.31b) vemos que el vector repetido de DP genera una -
congruencia nula geodésica con sus tres escalares ópti-
cos igual a cero: no existe deformación, rotación ni ex
pansión. 
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bl.- Sik1os (1978).-

El siguiente espacio vacío tipo III (ver Kramer-Stephani
-JllacCallum-llerlt (1980) pág. 378): 

ds 2 r2 
x3 

(dx 2 2 3 du dr + Z x du2 (III.32a) 

no acepta inmersión en E 6 debido a (24c), sin embargo, 
sí es sumergible en E 8 porque es una solución 
Robinson-Trautman (consultar J9 de Collinson 

t\po 
(1968a)): se 

desconoce si es un subespacio de E 7 por lo que se ignora 
su clase de inmersión. Las cantidades de NP para esta -
métrica son (x' = x, x 2 =y, x3 r, x 4 =u): 

p - ).J 

<Pab o 

x3/2 

ff r 
(1,-i,O,O) 

,133( co,o,--2-,o) 

.l3X' 
zr a - \) 

R o "'ª 
[f X 

zr2 
tjJ4 

.l3X co,o,--2-, 

T TT 

B 
a 

- 2 

o a -F 3,4 

~ 
2r 2 

_z_J 
v'3X 

E: = y 

1 zr 

o 

(III.32b) 

en este caso la congruencia nula del vector repetido de 
DP sí se expande. 
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c).- Held-Robinson.-

Métricas tipo III con Rab = O y cuya congruencia nula d~ 
generada rota fueron construídas por A. Held, Lett. Nuevo 

Cim . .!.l.• 545 (_1974) e I. Robinson, Gen. Relat. Grav. §._, 
423 (1974), entonces por (24c) concluímos que dichos es-
pacios no admiten inmersión en E 6 . 

D).- TIPO N.-

' El teorema de Goldberg-Sachs (.I.24e) conduce a K = cr = O_. 

y para este tipo Petrov *Ca= Ca= O, a= 2,3, ver (I.13e), 
entonces con la tetrada canónica, (20) y las identidades 
de Bianchi tenemos 

0 , r ;i 4 , YQ 

(III.33a) 

p 4e: T real ó imaginario 

así que es conveniente estudiar tres casos: 

a).- Y¡ Y1 # 0. 

De (I.26c) es inmediato que p p en acuerdo con (24b). 

b).- Y¡ -yi#O. 

De (6a,18,20) obtenemos: 
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<j> l l 
1 b .P a o <j> o 1 o (p - P'") <P l l o 

r 8 r r r r 

.p o 2 - 1 b Zy l <j> 1 2 o (III.33b) Y2 4 Y2 
r r r 

.Po 2 - -;p o 2 = "'2 CY2 912 - Yz .p 12 Zy1 '1>2 2) 
1 1 2 2 2 

Si [ct11)2 + C~11)2] 
pliéndose así (24b). 

.¡, o entonces es claro que p p cu~ 

En consecuencia, aceptemo~ .p 11 =0 
r 

b 
r 

o 

aquí se originan dos casos: 

0 1).- Y2 = 0. 

Las relaciones (6d,f,g,33c) implican 

P 4>22 - ;\ 1>02 
r r 

O ' rr '1>02 
r 

i: '1>02 
r 

o (III.33c) 

o (III.33d) 

si .p 02 =O, r = 1,2 entonces se viola (4i) por lo tanto 
r 

.p 02 #O ó!y 9 02 #O y así (I.21p,33d) nos dan rr =i:=);p=O 
1 2 
si p =O queda probado (24b), entonces aceptemos p #O -

;\ O y (33d) implica .p 22 = O en contradicción con -
(4i). r 

.¡, o. 

Si p = O se verifica (24b) y finaliza el análisis, ento!!_ 

:1 
¡¡ 
!j 

1 
! 

,¡ 
1 

1 
1 

1 
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ces sea p ;li O, y de (6g,8b,c) obtenemos 

<l>12 
r 

l. <!>02 • Y2 
P r 

4T" (1;°02 <l>o2 - <1>02 ;¡;-02) 
p 1 2 1 2 

ZT Y¡ , T ;fi 0 
p 

si a esta última relación le aplicamos el operador D y -

utilizamos (I.21a,c,26b,c,III.33a) deducimos que 

Dp ¡-csp+p) • 0-r 1 r: - - J :f¡_P (5-r+4rr)-pT • °T(p-p) o 

entonces p p porque T ;li O y así vuelve a cumplirse 
(24b). 

c) • - y 1 = O. 

Aquí es útil considerar dos casos: 

Entonces de (6a,18) obtenemos 

<Poa 
r 

<Po 1 
r 

o • <l>11 
r 

.!. b • (p - -:--... ,.. 
8 r PJ;.11 

1 -
0 • Y2 <l>o2 - 4b Y2 = 0 

r r 
(III.33e) 

p en acuerdo con (_24b). 

Aceptemos .¡, 11 = O, así (4¿,18,33e) implican 
r 

b 
r 

<!>02 
r 

O • Y2 <l>12 - Y2 $12 o 
r r 
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en contradicción con (4i). 

c 2 ). - y z = O. 

De (6a, 1 8) : 

1>oa 
r 

.Po l 
r 

o <Paz - -:Paz 
r r 

o 

si t l l i o o /y ~ l l i o 

= 0, :!SÍ (4e,33f) 

entonces 

<P l l 
r 

e: l 

nos dan 

b2- + "2. bZ 
1 2 

o 

(p-PJ<P¡ l 
r 

o 

; 

(III.33f) 

(24b) queda proQado. Sean 

(III.33g) 

esto genera dos opciones: b O que en unión de (6g) con-
duce a r 

T p o 

si p = O no hay nada que probar. 
implica 

Si p i O entonces (4d) 

o (III.33h) 

cuyas posibilidades <Paz = O y e: 1 -e: 2 , q, 02 = H <Paz• 
r 1 2 

H = + contradicen a (4i). La otra opción permitida 
por (33g), a saber, e: 1 -e: 2 y b = H b con p i O vuelve 

1 2 
a dar (33h) en oposición a (4i). 
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Con lo efectuado queda demostrado (24b) para el tipo N y 
vemos que Fac puede o no valer cero, así que no 
ta la afirmación de l!odgkinson e 1 9 84) pág. 584. 
remos tres métricas tipo N con R~1b = o: 

a).- Petrov (1962) pág. 384. 

El espacio vacío con elemento de línea: 

ds2 •' 

es corre!:_ 

Consid~ 

( I I I. 34a) 

admite un vector nulo constante (su dirección principal 
degenerada) así que debe ser tipo N por los teoremas de 
Letelier (1979) y Taub (1984), además, es de clase dos 
como fue probado en Jl 1 por Collinson (1968a). Sus can
tidades de NP son: 

_]_(O __ 1_ - __ i-,0) 
,/:?: 'Senx4 • Senhx4 

(1,0,0,0) , <Pab =O , R 

co.o.o, 1) 

O , wa = O • a ~ 4 , ~4 

-!-cctg x4-ctgh x4) , u tcctg x4 +ctgh x4) 

(III.34b) 

y los demás coeficientes de espín se anulan; se verifica 
(24b). 

b).- Ondas gravitacionales. 

La m~trica para ondas planas sobre el eje x3 está dada 
por: 
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ds2 , (III.34c) 

es tipo N con H, 11 + H,22 

JS de Collinson (1968a). 

O y es sumergible en E 6 , ver 

c}. - Hauser. -

En el artículo de I. Hauser, Phys. Rev. 
(1974) se obtuvo una métrica tipo N con 
ya congruencia principal repetida posee 

que viola (24b) y en consecuencia ~ es 

Let t. g, 1 11 2 

R
3

b O pero cu
rot aciórl, así 

de clase dos. E~ 

ta métrica de llauser es bi-paramétrica por lo que depen
diendo de los valores de sus parámetros aceptará inmer-
si6n en algún Er .,r = 7, ••. ,10. 

Antes de finalizar esta Sección haremos tres comen t.f ríos: 

1. - No se han publicado métricas Tipo I 6 II con Rab = O 

inmersas en E 6 • 

2.- Para los tipos O, III y N es claro que *C 2 O inde-
pendientemente del proceso de inmersión, ver (I.13e). 
Si ahora exigimos que R4 sea de clase dos entonces 
*C 2 también vale cero para los tipos II y O por el 

teorema (24d) el cual es válido para R
3

b =O, en la 
próxima Secc. mostraremos que (24d) también se apli
ca a espacios de Einstein no-vacíos (ver (I.6c)). El 
asunto es que Goenner (1973,75,80) afirma (sin prue
ba) que 

''*Cz O para todo R4 tipo II ó D inmerso en E6 " (III.35) 
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por lo t:nnt:o: si e 35) es válida e lo cual dudamos) en- -
t:onces está pendiente su demostración, en caso con
trario debe construirse una métrica de clase dos 
con *C2 - O. El descuido de Goenner estuvo así: En 
su tesis de Habilitación (1973) él se apoyó en el 
trabajo de Yakupov (1968) para probar (35) pero nu~ 
ca se <lió cuenta de aue los resultados de éste au-
tor sólo valían nara .espacios con Rab = ~ gab' has
ta que se lo hicimos notar según lo admite en una 
carta ~ue nos dirigió el 4 de Julio de 1985; 

3.- En los ~nrrafos dcpués de (27b) indicamos que la mé 
trica de Taub ( 19 51) : 

ds2 

zl 

f = .ll+kx k cte. (III.36a) 

era de clase dos, enseguida daremos la inmersión ex
plícita (es poco usual que en la literatura se indi
quen las funciones que definen a (36a) como un sube~ 
pacio de E 6 , al menos no las hemos locali=ado en al
guna publicación) 

A(x)+f(y2+z2-1) z2 = A(x)+f(y2+z2+1) , A(x) 

1 1 

z3 = yf ,. z4 zf , zS f-2 Cosh t , z 0 f-2 Senh t (III.36b). 

ds 2 = (36.a) 
2 2 

dz' 2 - dz2 + dz3 
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4, ESPACIOS DE EINSTEIN CON R # Ü, 

En esta Sección mostraremos que los teoremas (24a,b) ob
tenidos por Collinson (1966) pueden extenderse a espacios 
de Einstein no-vacíos, es decir, cuando 

1>ab o (III.37) 

Si R4 es conformalmente plano entonces (37) imp~ica el 
modelo de DeSitter de clase uno, así que en nuestro aná
lisis descartaremos el tipo O; en los tipos III y ~ es 
evidente que *C 2 *C 3 = O, enseguida probaremos que es
tos invariantes también se anulan en los tipos II y O i~ 
mersos en E 6 cumpliendo (37). 
de Einstein, (1Sb) nos queda 

En efecto, para un espacio 

es decir, 

c . pkm 
rJkm 

con Nrj _ Frj + i *F . 
rJ 

i 

CIII.38a) 

esto significa que Nrj es un ei~entensor principal de 
CrjJon· con valor propio real - 3 , entonces de acuerdo a 
la clasificaci6n de Petrov, ver el Cap. I, deducimos que 
*Ca = O, a = 2,3, así se origina el teorema: 
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"Todo espacio-tiempo de Einstein (incluyendo R = .. o) de 
clase dos y tipo O ó II satisface *C2 = *C 3 O 

(III.38b) 

este resultado se debe a Yakupov (1968) p5g. 586; de 
(I.13e,III.38b) es inmediato que 

"Si R 4 

cz 3 

O" 

es de Einstein 
1 TI e 3 2 (por lo 

y está inmerso en E 6 , entonces 
tanto C 2 > O) para los tipos II y 

(III.38c) 

En realidad m5s adelante probaremos mediante el formali~ 
mo de NP que: 

"Todo R 4 de Einstein (R 7' O) 

II tiene Fac = O" 

de clase dos y tipo O ó 

(III.38d) 

el cual incluye a (38b) como caso particular cuando R # O 

(recordar (11c,13b,c)). 

Como II y O representan espacios algebraicamente especi~ 
les entonces 

.P1 dirección principal repetida 

además por (I.ZZc,III.37) 

r 
cabj ; r o 

(I I I. 38e) 

(I II. 38f) 
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con (38.b,e,f) podemos aplicar (I.24a,b) para obtener: 

"Si R 4 de Einstein es de clase dos entonces "' = cr = p 

p O para los tipos I I ó D" 
(III.38g) 

en otras palabras, si un espacio-tiempo tipo D ó II cum
ple (37) entonces "' cr o. y la condición p = p sólo 
aparece cuando se impone la hipótesis de clase dos. Los 
teoremas (38d,g) no se localizan en la literatura; enfa
ti=amos que (38g) es válido incluso para R O.• 

Ahora aceptemos R r O con R4 tipo N ó III, entonces como 
los eigentensores de estos tipos Petrov sólo tienen eige!!_ 
valores nulos, de (38a) concluimos que Fac O: 

"En todo R 4 de Einstein (R .¡. O) de clase dos y tipo 
III ó N se tiene Fac 

resultado original; por 
nemas que "' = cr O. De 

º" 

(I.24b) 
(38d,h) 

(.I I I . 38h) 

en este caso también te
deducimos que: 

"Si un espacio-tiempo de Einstein (R # O) inmerso en 
E6 es algebraicamente especial entonces F = O" ac 

(III.38i) 

Analicemos a cada uno de los tipos Petrov en la tetrada 
canónica: 

A). - TIPO D. 

En esta situación contamos con (25a,38b,g) 
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"iP2 /. O , '"r Q , r F 2 , K 

y por (20) 

YO ( 'P 2 

así aparecen dos opciones: 

a¡).- •ll2 + {?- O. 

Por lo tanto ~ 2 es constante, 
identidades de Bianchi (I.23) 
en contra.dicción con (I.21q) 

Entonces (39b) conducen a 

Yo o 

a V = ;>. p - p = µ - µ = O , F2 = O 

(III.39a) 

- 1~) o (III.39b) 

lo cual en unión de las 
implica p = µ = n = T = O 

porque R ;f. O. 

o (III.39c) 

aceptemos y 1 # O y tratemos de llegar a una inconsisten
cia: De (39c) obtenemos ~ 2 = 1~ =cte., en consecuencia 
p = µ = n = T =O y por (I.8f,III.39a,c): 

y 2
1 , o sea y 1 es real ó imaginario" 

Supongamos que y 1 y 1 , entonces de (18) $ 02 = .p12 

hi + .!. b = O en contradicción con (4d). Ah~ra s~a 
r 8 r 

<Poi 
r 
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Y1 - y l de (18) resulta .P22 = .Poo 
r r 

<P l 2 = .p C? l 
r r 

<P l l 
r 

- Lb= O lo cual contradice (4e), por lo tanto y 1 debe 
8 r 

anularse en acuerdo con (38d) En (39a) tenemos 
K = cr = p p = O así (24b) <"{Ueda generalizado a espacios 
de Einstein. 

La métrica de Novotny-llorsky (1974) (pág. 159 de Kramer
-Stephani-MacCallum-Herlt (1980)) expuesta en GV.18a) 

4 2 

Sen3 (az)(dx2+dy2) + dz2 - Cos2(az) Sen-3 (az)dt2 cte. 

(III.40a) 

es un espacio de Einstein tipo O con simetría plana, sa
tisface las ecuaciones de campo en el vacío con la cons

tante cosmológica: Gab - A gab = O donde h = 4 a 2 ; de 
(V.18b) observamos que (40a) satisface nuestras condici~ 
nes necesarias K = cr p p = O (algo semejante para la 
otra dirección principal degenerada). Esta métrica sí -
es sumergible en E6 (resultado original): 

z'=f(z) - t Sen21 3 (az)(x2+y2-1) , z2 = f(z) - tSen213 caz)(x2+y2+1) 

z3 = x Sen 2 1 3 (az) z" y Sen 213 (az) 
1 1 

zS= Sen t Cos(az) Sen-3(az) , z6 Cos t Cos(az) Sen- 3 (az) 

4 df 
3 dz 

1 

Sen- 3 (az)Cos(az) -
4 8 
- 1 --

a(Sen3(az)+g Sen 3 (az) Cos"Caz) + 

2 

+ ~ Sen-3 (az)eos2(az)) = ..!.. 
3 a 

(40a) 
2 2 

dz' - dz2 

(III.40b) 
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B).- TIPO N. 

De (I.14b,23,III6a,18,33a,38h) obtenemos 

1/14 ' 1/lr o 
' 

r # 4 
' Ye o 

' 
e O, 1,2 

' <l>oo <1>01 <1>02 = o ' r r r 
(III.41a) 

K = cr o T 4s p 4 E: e p-p) <I> 1 1 o 
r 

lo cual amerita dos casos: Cuando (<1> 11 ) 2 + (<t> 11 f 2 # O de 

(41a) es inmediato que p 

espacios de Einstein. Si 
plica 

1 8 .Só 
1 

e 2 p - "P) 

1 2 
p generalizandose así (24b) a 

<1> 1 1 = O entonces (6e,41a) im-
r 

<1>12 
1 

1 
- 8 <=1 b 

2 

que al sustituir en (6g) conduce a (p-p) .p 12 = O. Si 
r 

(p-p) #O entonces .p 12 = O contradiciendo a (4i), por lo 
r 

tanto p p, q.e.d. En resumen, (24b,39a) y lo hecho 
aquí generan el teorema original: 

"Si R 4 de Einstein (incluye el vacío) está inmerso en -
E 6 y es tipo N ó D entonces la congruencia nula repet~ 
da de Debever-Penrose es geodésica, no se deforma ni -
rota" 

(III.41b) 

Kaigorodov (1963) (agradecemos al Dr. M. Berrando el h~ 
bernos proporcionado este artículo) (pág. 378 de 
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Kramer-Stephani-1\lacCallum-Herlt (1980)) construyó un es
pacio de Einstein homogéneo tipo N cuyo elemento de lí-
nca fue indicado en QV.19a), a saber 

--2_ (d.x2+dy2)- 2 du(dv + 2;: dx + x du) 
k2xz 

k cte. (III.42) 

cumpliendo las 
con ().V. 1 9b) es 

. 3 
ecuaciones de campo Gab 2 k2 gab =O; 

evidente la validez de (41b), sin embarg~ 
~se conoce si (42) sea sumergible en E 6 • 

C) • - T I PO I I I • 

De (1.23,24b,III.6a,18) obtenemos: 

<Pero 
r 

p 

4>01 
r 

O , r 1' 3 , Ye 

o • 4>12 
r 

T B 

4>12 
r 

y 

O , e o • 1 , 2 • (p - p) <j> 11 
r 

<Pcr2 
r 

- 2µ 

2 <J>11 ' K 
r 

- 2rr 

cr o 

O. 

(III.43a) 

Si (p-p) ~ O entonces .p 02 = <P1 1 = O en contradicción con 
r r 

(4g,h), por lo tanto p - p =e: e: = o. De (6a, b) es 
simple deducir que 

D<J>11 Pf11 - e:z 04 !11 
r:t> Bp<J>11 - e:z 04 b 

1 1 1 2 
(III.43b) 

D<J>11 
2 

P<f>11 
2 

+ e:¡ 04 f11 r:t> Bp<j>¡ l. 
2 2 

+ e:¡ 04 
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restarnos entre sí (6f ,g) 

D<1>12 
1 

imaginario 

=2(T+T+ir+rr)<l>11 
1 

real 

2 p <P 1 2 
1 

imaginario 

Una relación semejante es válida para <1> 11 , entonces corno 
2 

<1> 11 # O resulta que (• + • + ir+ rr) O, en consecuencia 
r 

Sumarnos entre sí (4g,h) 

t/J3 8 ¿ <P 1 1 
r 

-2p <1>12 + €1 04 <1>12 

<P 12 
r 

2 l 

que al aplicarse al operador D y emplear (43b,c,d) 
ca (recordar que o.¡, 3 =O) p .¡, 3 O de donde p O, 
tanto: 

(III.43c) 

(III.43d) 

irnpl.!_ 
por lo 

"Si un espacio-tiempo de Einstein 
en E 6 y es tipo III entonces la 
tida de DP es geodésica con sus 
cos igual a cero" 

(R # O) está inmerso 
congruencia nula rep~ 
tres escalares ópti--

(III.43e) 

teorema que no se localiza en 1• literatura. 

O l . - TI PO I I. 
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En esta situación (20,28a,38b,g) implican 

O , r # 2 ,4 , K' a p - ¡:;- O , F2 = O , 

YQ ( 'P2 + -:f J Y2 C.P2 + i?-J + Yo 

R consideremos dos posibilidades: .p 2 + 6 = O, 

( II I. 44a) 

o 

entonces 
(I.23) nos dan p = µ = rr = T = O, 3;\ .p 2 + 4e:: 

+4B =O en contradicción con (I.21q). Ahora 
R (,¡, 2 + b) ,O O, así (44a) conduce a (39c) con 

= C] ,, 3v ip 2 + 

supongamos 
R .¡, 2 T2 cua~ 

do y 1 ,O O: 

Sea y 1 Yl ,. o: De (18) obtenemos 

.Poi 
r 

.p 12 
r 

4>11 
r 

+ ..!. b 
8 r 

o , 4>02 
r 

~02 
r 

.Poa 
l 

-2 "2 Y¡ <1>02 
2 

que 

<l>o 2 
r 
ces 

al sustituir en (6d,f,g) nos dá v.p 02 
r 

O contradecimos (4i), y si .p02 ,O O o/y 
1 

;\ v = O violando (I.21j) así que es 
real diferente de cero. 

Sea y 1 YI # O: De ( 1 8) resulta 
-------

;1. .Po 2 = O: Si 
r 

<l>o 2 ,O O en to~ 
2 
imposible y 1 

.Poo 
r 

o , -2 E:2 Yl 4>22 
2 

4>11 
r 

en contradicción con (4e), entonces tampoco es posible 
y 1 imaginario distinto de cero. 
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bado (38d) para 
ra el t:ipo D). 
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= O y como ya t:eníamos Yo = y 2 queda oro 
el l:ipo II (ya lo habíamos demost:rado p~ 
Las conclusiones (.24d,38d) se unifican -

para dar el t:eorema original: 

"Todo R4 de Eins t:ein t:ipo r I 6 D y de clase dos t:iene 

Fac = O" 

Ya t:enemos yr 
vuelven a dar 

(III.44b) 

=O, r = 0,1,2 y est:o en uni6n de,(18,44a) 
(28a, ... ,e) y por (4e): 

R 
T2 - ;}- b)2 

r 

que al aplicarle el operador D implica D~ 2 = O, por lo 
t:ant:o p = O: est:e result:ado junt:o con (24a,43e) conducen 
a nuestros teoremas: 

"En un R 4 de Einstein (R f. O) de clase dos y tipo II 6 
I I I la congruencia nula repetida de DP tiene "' = a = p = 

= O" 
(III.44c) 

y 

"En un espacio-l:iempo de Einstein inmerso en E 6 y tipo 
II la congruencia principal repetida de DP tiene 
IC = a = P = Q" 

(III.44d) 

El análisis de esta Sección ha mostrado la validez de 
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l.os teoremas (24a,b) de Col.linson (1966) para aquel.l.os e~ 

pacios con l.a propiedad Rab = ~ gab' entonces quizás sea 
útil. hacer una Tabl.a para concentrar y resumir l.os resu~ 
tados obtenidos en estas dos úl.timas Seccs. 

~-------

K = o o. *Cz = o En todos l.os casos 

Petrov 
II D III N 

Espacio 

p = o p = p No 
Rab = o 

Fac = o Fac = o existe p p (III.45) 

Rab 
R o o = 

) 
4 gab p p p p p p > Fac o 

J 
Tabla 5.- Espacios de Einstein inmersos en Es· 

El. vector degenerado de Debever-Penrose tiene K = a = O 
por l.os teoremas de Gol.dberg-Sachs (1962) y Kundt-.1hompson 
(1962) sin que intervenga el. proceso de inmersión, pero 
a1 exigir que el. R~ bajo estudio sea de el.ase dos enton
ces aparecen restricciones sobre 1a expansión y rotación 
de l.a congruencia degenerada; en (45) se tiene *C2 = O -
en todos l.os casos. Para Rab = O es original. l.a prueba 
de l.a no-existencia de espaciostipo III de el.ase dos,y -
para espacios de E~nstein (R ~ O) inmersos en E 6 todos 
l.os resul.tados son original.es, en ambas circunstancias 
se han hecho apl.icaciones (a~gunas de e11as también iné
ditas) a diversas métricas de inter6s en relatividad ge
neral.. 
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CAPITULO IV 

ESPINTENSOR DE LANCZOS 

INTRODUCCIÓN, 

Cornelius Lanczos siempre estuvo interesado en geometri
zar el campo electromagnético sin abandonar la ~eometría 
Riemanniana as[ que se dedic5 a investigar si en un R4 

arbitrario había algan objeto que permitiera reproducir 
las ecuaciones de Maxwell, en esta forma los campos elé_s:. 
trico y magnético quedarían en funci5n de propiedades i~ 
tr[nsecas del espacio-tiempo así como la curvatura (des
viaci5n relativa de geodésicas vecinas) está asociada a 
la gravedad. Lanczos no culmin5 su geometrizaci5n del 
campo de Maxwell pero logr5 probar que en todo 4-espacio 
de Riemann existe un tensor (.no necesariamente único) 
Kijr llamado espintensor que genera al tensor conformal 
vía una expresión algebraica-diferencial: Debe enfatizar 
se que este interesante resultado no depende de ecuacio
nes de campo así que es válido para toda teoría geométr~ 
ca sobre un R4 , aunque aquí concedemos atenci5n especial 
a relatividad general. La Secc. es conceptual porque 
tiene la finalidad de convencer sobre la posible impor-
tancia del espintensor para teorías gravitacionales, si
multáneamente se expone un resumen de lo publicado y de 
las investigaciones pendientes sobre Kijr' en particular 
se manifiesta la falta de espintensores explícitos. En 
la Secc. 2 se escriben dentro del formalismo de Newman
-Penrose las ecuaciones de 11/"eyl-Lanczos que gobiernan a 
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todo espintensor, esto se hace con la intención de tener 
un método sistemático para construir Kpqc En la Secc. 
3 se aplica el material de la Secc. anterior en la bús--
queda de espintensores 
en relatividad general, 
originales. 

para diversas métricas de interés 
la mayoría de los resultados son 

El tensor de Riemann Rijkc ya ocupa un lugar en la teoría 
de Einstein, así que es natural preguntarse sobre la im
portancia física (si la tiene) de Kjpq en dicha teoría, 
por lo expuesto en la Secc. es difícil dudar que el p~ 
tencial de Lanczos tenga relevancia en relatividad y si
multáneamente causa asombro la poca atención que los in
vestigadores han concedido al espintensor. 
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l. GENERADOR DEL TENSOR CONFORMAL. 

Aquí vamos a considerar un resultado geométrico el cual 
es válido para todo 4-espacio de Riemann y que fue obt~ 
nido por Lanczos (1962) aunque dicho resultado ya esta
ba implícito en su artículo de 1949 titulado "Multipli
cador de Lagrange y espacios Riemannianos", ver (III.5) 
de esta publicación. Lanczos siempre estuvo interesado 
en geometrizar el campo electromagnético bajo el mismo 
espíritu con el que Einstein había geometrizado la gra
vedad, así que desde 1931 hasta su muerte en 1914 inte~ 

tó extender la relatividad general mediante ecuaciones 
de campo 
Hilbert 

deducibles de un principio variacional tipo 
con Lagrangiana L cuadrática en el tensor de 

Riemann, en particular, 
demostrado que cuando L 
variacional conducía a O 

en su artículo de 1938 él había 
Lo = *R*abcd R el proceso abcd 

O (esto se debe a que dicha 
Lagrangiana es una divergencia exacta, ver Buchdahl 
(1960)) es decir, no aparecen ecuaciones de campo que 
restrinjan la geometría del espacio-tiempo en cuestión, 
en otras palabras, las consecuencias de 

.S f Lo~ 
v .. 

o Q.V. 1 ) 

son válidas para todo R<+_ d~ Riemann. Ya _se coment6 __ que_. 
( 1) conduce a O = O sin beneficio alguno cuando el proceso va
riacional simbolizado por .S se efectúa sobre la métrica 
(técnica de Hilbert), esta situación fue remediada por 
Lanczos (1962) en forma ingeniosa al sugerir realizar .S 

variando gab y *R*abcd independientemente e introducie~ 
do multiplicadores de Lagrange para tomar en cuenta las 
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restricciones que este enfoque origina, de esta manera 
(1) proporcionó nueva informaci6n sobre la estructura -
de la geometría Riemanniana, a saber, uno de estos mul
tiplicadores result6 ser el tensor kijb con las sime--
trías 

k .. 
aiJ kiaj 

kaij + 

ka 
r 

r 

k .. + 
l.J a 

o kab 
c 

;c o 

(JV. Za) 
k. Jai o 

el cual genera al tensor conforma! vía la relaci6n: 

kpqb ; j + k j b p; q 

()V.Zb) 

donde 

- k-ª ~ k 
J r;a rj UV. Zc) 

Así podemos afirmar que en todo espacio-tiempo existe -
un tensor de tercer orden que juega el papel de superp~ 
tencial para el tensor de Weyl que a su vez es la parte 
del tensor de Riemann no ligada directamente al tensor 
de Ricci. Bampi-Caviglia (1983) volvieron a probar (Zb) 
de manera rigurosa y mostraron que (Za) son fundamenta-
les para la existencia del potencial de Lanczos, además 
estos autores demuestran lo incorrecto de la proposición 
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de Elisa Brinis (19801 de que el tensor de curvatura 
también es generado por un potencial mediante una expr~ 
sión semejante a (2b), es decir, en general no podemos 
garantizar la ~xistencia de un superpotencia! para 

Rabcd excepto cuando éste coincida con Cijrb lo cual 
ocurre en el espacio vacío (Rab =O). 

Es conveniente hacer algunos comentarios sobre el cálc~ 
lo de kijc y respecto a su posible importancia física -
en relatividad general: En un espacio-tiempo dado tene
mos como dato la métrica gab entonces es rutina•determ~ 
nar Cijra porque existe una relación definida que enca
dena a estos tensores, por ejemplo, con gpq podemos ca~ 
cular los símbolos de Christoffel y con ellos obtener -
los tensores <le Riemann y Ricci que de inmediato conducen 

al tensor conformal, así tenemos que Cijra = Cijra (gpq; 
gpq,r gpq,rb). En el caso de kijc no es cierto que 
éste sea función del tensor métrico y de sus primeras 
derivadas, de hecho no existe una regla o fórmula que 
permita obtener el potencial de Lanczos a partir de gab. 
En (Zb) los datos son la métrica y Cijra' y al dar val~ 
res a los índices pqjb resulta un sistema acoplado de 
ecuaciones diferenciales para las componentes kijc y la 
dificultad en resolver este sistema dependerá de gab' 
el asunto es que debemos integrar (Zb) para obtener 
kprt y por eso diremos que éste es un tensor no-local, 
este sentido de no-localidad se originó durante una ca~ 
versación con el Dr. Sergio Hojman: En la literatura el 
aspecto no-local de kijr se ha interpretado como que d~ 
cho tensor dependerá en forma explícita de la geometría 
global de R 4 y por eso casi todos los autores afirman -
que resolver (Zb) es una "tarea formidable", creemos 
que esta inadecuada interpretación bloqueó psicológica-

¡ 

1 
l 
1 

l 
! 

1 ¡ 

1 
l 
¡ 

1 
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mente una investigación sistemática de las soluciones 

(2) impidiendo así la construcci6n de potenciales de 
Lanczos para diversas métricas de interés en relativi-
dad general,así han transcurrido 24 años durante los 

cuales casi no se ha prestado atenci6n a Kijc En la 
pr6xima Secc. 3 mostraremos que para muchos espacio-tiem
pos es simple la construcción de sus potenciales media~ 
te el formalismo de :-.leNman-Penrose (NP) (1962) el cual 
proporciona un método más sistemático para resolver (2), 
enfatizamos que en ninguno de nuestros potenciales apa
rece explíci·tamente la estructura global del -1--éspacin 
en cuestión. 

Ahora consideremos la posible relevancia física de Kijc: 
Lanczos (1962) resolvi6 (2) para campos gravitacionales 

débiles con Rab = O y qued6 muy entusiasmado por la ap~ 
rici6n de la ecuaci6n de Dirac para espín } aunque en -
su proceso no está claro a qué "partícula". se refiere 
esta ec. de Dirac, de todas formas este hecho hizo que 
bautizara a Kijr con el nombre de Espintensor y en la -
última página de su artículo afirma que su espintensor 
será importante en la unificaci6n de la mecánica cuánt~ 
ca con la gravedad, esta afirmaci6n a muchos investiga
dores (por ejemplo, Taub (1966, 75)) les parece atrevi
da porque en el proceso variacional de Lanczos en ningún 
momento se toman en cuenta efectos cuánticos así que la 
presencia de la ec. de Dirac la consideran accidental y 
sin importancia alguna. Después de 1962 Lanczos ya no 
estudi6 su potencial y nunca le pudo asignar (si lo ti~ 
ne) significado físico preciso según lo admiti6 durante 
una entrevista en Irlanda unos años antes de su muerte, 
ver Davis-Green-Norris (1975). Sin 
ciertos hechos que hacen pensar que 

embargo, existen 
Lanczos quizás no 
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esté del· todo equivocado en cuanto a sus esperanzas de -
encadenar gravitación con la mecánica cuántica vía Kijc 
Maher-Zund (1968), Taub (1975) y Zund (1975) escribieron 
(21 en forma espinorial y fue inesperada la presencia de 
una ecuación para una partícula con masa cero y espín 2 
que algunos tratan de identificar con el gravitón. Por 
otro lado, en la pág. 208 de Newman-Goenner (1984) (agr~ 

decemos al Prof. Dr. H.F. Goenner habernos enviado este 
trabajo) aprendemos que Ashtekar obtuvo la versión espi
norial de (Zb) con toda la maquinaria de cuantización ca 
nónica de la gravedad, tal parece que el estudid de la -
formulación Hamiltoniana de relatividad general traerá a 
escena al espintensor de Lanczos, aquí también debemos 
agradecer al Dr. C.D. Collinson (el cual investiga Kijr 
con la colaboración del relativista portugues Dr. R. Va~ 
sus comentarios sobre la expresión espinorial de Ashtekar. 

Es interesante recordar que Becerril (1986) pág. 40 ha -
propuesto la posibilidad de que ciertas componentes del 
espintensor tengan algún significado físico a través de 
las expresiones que proporcionan la energía y momento 
lineal globales de un espacio-tiempo asintóticamente pl~ 
no; algo semejante puede intentarse vía las constantes 
de Newman-Penrose (1965). Para checar la viabilidad de 
esta idea es necesario construir espintensores para di-
versos campos gravitacionales: Bampi-Caviglia (1983) ob
tuvieron de manera explícita el potencial de Lanczos pa
ra cualquier R4 conformalmente plano (tipo O en la clas~ 
ficación de Petrov), en este caso los cálculos son sim-
ples con (2), sin embargo, hasta donde tenemos noticia -
nadie ha podido deducir Kijr para alguna métrica con ti
po ~ o, prácticamente se puede decir que los únicos es-
pintensores conocidos se encuentran en Fernández-López-
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Ovando-Rosales (1985), García (1985), Becerril (1986) y 

en la Secc. 3 de este Capítulo. En particular, en estas 
referencias se obtuvo Kijc para el espacio de Minkowski 
y resultó ser más simple que el propuesto por Takeno 
(1964): A este investigador le enviamos nuestro cspinte~ 
sor para el modelo de Godel y en su opinión dicho poten
cial debe tener significado en la teoría de la relativi
dad, simultáneamente, nos informa que hace 13 años se r~ 
tiró por su edad de la Universidad de Hiroshima y que 
por ahora Kijr no está en su campo de investigación. 
Takeno (1964) también estudió el superpotencial •de 
Lanczos para espacios csféricamente simétricos y espacio

-tiempos H (soluciones tipo ondas planas para campos gra 
vitacionales coexistiendo con campos electromagnéticos). 

En la teoría de Maxwell al 4-potencial puede agregársele 
un gradiente sin que se afecte al correspondiente tensor 
de Faraday, estas transformaciones d.e norma-pueden exte~ 
derse al espintensor: Si a Kijr lo reemplazamos por 
Kijr + Bijr donde Bijr es cualquier espintensor de 
Lanczos para un espacio conformalmente pl.ano entonces 
permanece inalterado el. l.ado izquierdo de (Zb), estas 
transformaciones de norma general.izadas fueron sugeridas 
por Zund (1975} y estudiadas por Atkins-Davis (1980) en 
teorías de norma no-Abel.ianas, así vemos que el. resul.ta
do de Lanczos introduce un nuevo grupo de transformacio
nes en rel.atividad general el. cual. amerita un anál.isis -
cuidadoso para conocer sus implicaciones para el. campo -
gravi tacional. 

Cuando Lanczos l.lamó espintensor a Kijr sembró la idea -
de que dicho tensor es capaz de describir el. espín de 
ciertas partículas, esta idea ha sido adoptada por aque-



138 

llos que intentan explicar la rotación de las partículas 
mediante una torsión del 4-espacio, así consideran a 
Kijr como una contorsión en teorías de Einstein-Cartan, 
ver Davis-Atkins-Baker (1978), estos autores también ge
neralizan (1) a este tipo de teorías. 

Brinis (1977,80,81) sugirió la existencia de un superpo
tencia! para Rijrc' sin embargo, Massa-Pagani (1984) mo~ 
traron que en general esto no es posible, pero es inter~ 
sante hacer notar que en aquellos espacios no-vacíos do~ 
de el tensor de Riernann tiene 
campo escalar en analogía con 
de Brans-Dicke. 

un generador aparace un 
los potenciales escalares 

Recordemos que Ruse (1948) fue el primero en estudiar la 

estructura algebraica de cijrp mediante la geometría pr~ 
yectiva y el resultado básico fue lo que ahora conocemos 
como clasificación de Petrov (CP), de gran importancia 
en la relatividad actual, consultar Ovando (1985); así 
aprendimos que el tensor de Weyl posee eigenvectores nu
los llamados vectores de Debever-Penrose o direcciones 
principales nulas y observarnos el relevante papel que en 
dicha clasificación desempeñan los invariantes de cijrp· 
Zund (1969) aplicó geometría proyectiva al espintensor -
pero no obtuvo una clasificación de él y mucho menos sus 
direcciones principales, sin embargo, su intento es muy 
loable porque manifiesta la necesidad de analizar los a~ 
pectos algebraicos del superpotencia! de Lanczos. En B~ 
cerril (1985) pág. 41 se proponen dos caminos para efec
tuar la clasificación de Kijr' a saber: (a).- (Idea del 
Dr. J. Plebañski) Con el espintensor construir un tensor 
de cuarto orden con las mismas simetrías que Cijrc y en
tonces a dicho tensor aplicarle la CP para así obtener -
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información algebraica de Kijr y (b) (Idea adaptada de 
Collinson-Shaw (1972)) ~!ediante Kbcd formar un tensor s.!_ 
métrico de segundo orden con traza nula y aplicar a éste 
la clasificación de Churchill-Plebañski; en ambos casos 
sería interesante poder relacionar las direcciones prin
cipales del espintensor con los eigenvectores de los te~ 
sores de Weyl y Ricci. Estas sugerencias de Becerril no 
se han trabajado. 

Ahora deseamos proponer otro ~osióle método para el aná
lisis de la estructura algebraica de Kijr el cudl tiene 
semejanza con el enfoque matricial de Petrov para la CP: 
En un evento dado del espacio-tiempo construimos una te
trada real ortonormal arbitraria y proyectamos sobre és
ta al espintensor, originándose así una matriz 6 x 4 de 
acuerdo a: 

donde B 1 , ••• , 4 y: 

A 1. 2 3 

(a)(b) ' (2) (3) C3J e 1 J (1) (2) 

K(a) CbJ 
(c) 

+ 

4 

(J )(4) 

5 

(2) (4) 

().V. 3a) 

6 

(3) (4) 

(íV.3b) 

entonces a la matriz rectangular (KA8 ) puede obtenersele 
sus eigenvalores y vectores propios mediante el ingenio
so método de Lanczos (1958). Normalmente estamos acostu~ 
brados a pensar en el problema de eigenvalores de matri-
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ces cuadradas, sin embargo, Lanczos extendió este probl2. 
ma a matrices arbitrarias y su trabajo mereció el Premio 
Chauvenet en 1960 otorgado por la Sociedad Matemática de 
América, ver Scaife [1974) pág. X. Esta técnica de 
Lanczos ha encontrado utilidad en la teoría del control 
[consultar Butler (1975) pág. 258) y en el cálculo de m~ 
trices pseudo-inversas [ver Gellai (1975) pág. 262. Nue~ 
tra sugerencia será aceptable si la clasificación resul
tante de (3) es covariante [como ocurre con la CP), es 
decir, independiente de las coordenadas y de la tetrada 
real ortonormal que se utilicen, nos encontramos invest~ 
gando estas cuestiones. 

Avez [1967) ha empleado 
de la geometría global 

el espintensor para el 
de 4-espacios compactos. 

análisis 

El concepto de espintensor no es útil solamente en la 
geometría del espacio-tiempo sino que también encuentra 
aplicación en la electrodinámica de partículas clásicas 
cargadas como fue demostrado en López (1982a), García 
[1985) y Becerril (1986): El tensor de Maxwell asociado 
al campo 

tada ¡ij 

de Liénard-Wiechert se rompe en sus partes aco
y radiativa kij de acuerdo a Teitelboim (1970) 

+ T .. 
R1J 

(jV. 4a) 

con las propiedades (además de simetría y traza nula) 

T c 
Bª ;c 

o av. 4b) 
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lo cual conduce a la búsqueda del superpotencial ~ijr -
con las simetrías (Za) tal que se comporte como un gen~ 
radar para la parte acotada: 

~V. 4c) 

Con la herramienta de la pr6xima Secc. és simple obte--
ner el "espintensor electromagnético" l:fijr el cual coi.!!_ 
cide con el superpotencial de Weert (1974), est~ autor 
nunca <li6 un método sistemático para construir su pote~ 
cial. Este concepto de espintcnsor permiti6 a L6pez 
(198Za) deducir en forma inmediata la descomposici6n de 
¡ij propuesta por López (1978) y condujo al significado 
físico del potencial de Weert, a saber, fijr es un ten
sor densidad de momento angular intrínseco del campo 
electromagnético. Además, L6pez-Tun (1983) emplearon -
(Zb) para· introducir una CP del campo de Liénard-Wiechert, 
esto reforzó las analogías encontradas por Newman (197~ 
entre este campo y las métricas de Robinson-Trautman. 
L6pez (.198Za) obtuvo un superpotencial no-local para la 
parte radiativa sin las propiedades (Za), hasta la fe-
cha nadie ha logrado construir un generador para ~ij 
con las simetrías (Za) satisfechas por todo espintensor. 

Por todo lo expuesto en esta Secc. es difícil aceptar -
que el espintensor de Lanczos no tendrá importancia en 
teorías geométricas de la gravedad, sin embargo, por 
ahora continúa siendo un "objeto misterioso e intrigan
te" (como lo afirma Bireline en Scaife (1974) pág. 25) 
y que constituye un atractivo tópico de investigaci6n -
en relatividad general. 
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2. ECUACIONES DE WEYL-LANCZOS. 

Ya comentamos que (2) en su forma tensorial no proporci~ 
nan un método sistemático para encontrar Kijr una vez 
dada la métrica del R~ en cuestión. Aquí vamos a obte-
ner la transcripción al enfoque de NP de estas relacio-
nes (en la próxima Secc. mostraremos que las ecuaciones 
resultantes permiten construir espintensores con relati
va facilidad), ~laher-Zund (1968) y Zund (1975) fueron 
los primeros en hacer esto, sin embargo, sus artículos 
tienen muchos errores tipográficos y nuestras eduaciones 
son mús simples que las suyas. En esta Secc. usaremos 
libremente la técnica de tetradas nulas expuesta en el 
Cap. I. 

Al aplicar el formalismo de NP al tensor de Weyl se ex-

pande el tensor (Cabpq + i *Cabpq) en función de los bi
vectores Vab' Uab y Mab' esto da origen a las cantidades 
complejas wo, ... ,w 4 • Algo semejante puede hacerse con -
Kjrc a sugerencia de Zund (1969), en efecto, construímos 
el tensor complejo: 

i .r.:T 

(jV. Sa) 

que en virtud de las propiedades algebraicas (Za) satis
face 

o (iV. Sb) 

entonces no es difícil probar que (Sa) admite el desarYOllo: 
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(IV. 6a) 

donde las na, a= 0, ... 7 (ocho cantidades complejas equ~ 
valentes a las dlcciseis componentes reales independien
tes de K .. ) son adecuadas proyecciones del espiritensor -

iJ r 
sobre la tetra<la nula: 

no K(l)('+)('+) n'+ K(1)('+)(1) 

ni K(1)C1+)(2) ns K(1)(1+)(3) 

Q.V.6b) 

n2 K(3)(2)('+) n5 K(3) (2) (1) 

n3 K( 3) (2) (2) n7 K(3)(2)(3) 

Al construir una clasificación algebraica de Kijr media~ 
te el formalismo de NP entonces el algoritmo resultante 
quedará en termines de estas nr. En (Za) tenemos la pr~ 
piedad diferencial: 

- Kabc ;c o úV. 7a) 
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que al contraer con la tetrada nula implica 

N (t) (h) 
e r) 

K(t) (h) ; (r) 
e r) c 

+ K(t) (h) 2 (r) ;c -

(jV. 7b) 
(r) p 

K(p) (h) y tr -
(r) p 

K(t) (p) y hr 

con los valores th = 23,14,12,34 generándose así tres 
ecs. tipo NP las cuales tienen la misma información que 
e 7a) 

o 

o (IV. 7c) 

Estas relaciones (7c) coinciden con (1,2,3) de la Secc. 
5 de Zund (1975) aunque este autor tiene un error de i~ 
prenta: en el coeficiente de n 4 de (1) debe ser w en 1~ 
gar de rr. 

Bajo la misma filosofía podemos proyectar (Zb) sobre la 
tetrada de NP para así deducir el encadenamiento exis--
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tente entre las nr y las cantidades ~a' esto vuelve a -
sugerir el estudio de la CP en términos de una corres-
pendiente clasificación algebraica o/y diferencial del 
espintensor de Lanczos, esta idea no la hemos visto de
sarrollada adecuadamente en la literatura, así que es 
una cue~ti6n abierta. De (Zb] se originan 5 ecs. tipo 
NP: 

ov. 7d) 

las cuales coinciden con (4, ... ,8) de la Secc. 5 de Zund 
(1975) si corregimos los errores tipográficos de este i~ 
vestigador, Las relaciones (7c,d) pueden combinarse en
tre sí para crear un sistema equivalente que no hemos l~ 

calizado en la literatura, estas ocho ecs. para las 8 i~ 

cógnitas nr son más simples que (7c,d]: 
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ECUACIONES DE WEYL-LANCZOS 

(iV. 8) 

Cuando deseamos construir un espintensor sólo debemos 
ocuparnos de (8): Con la métrica dada se genera algún -
cuarteto de vectores nulos tipo NP (en dicho cuarteto -
conviene incluir a los vectores de Debever-Penrose por
que en general esto causa simplicidad en los coeficien
tes de espín) y respecto a él determinamos w0 •••• ,w 4 ,a, 
B,y, •.• ,T,~, .•. y los operadores ~,Ó,ó,D, entonces pro
cedemos a resolver el sistema (8) de ecuaciones difere~ 
ciales parciales acopladas en las flr· 

Al proyectar (2c) sobre la tetrada nula obtenemos: 
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K(t) (h) 
K (q) K (q) P K (q) Z a -

(t) (h); (q) - (p) (h) Y - tq + (t) (h) (q) ;a 

(q) T) 

K(t) (p) y- hq ()V.9a) 

con los valores th = 11,12,13,14,33,44, esto conduce al 
siguiente conjunto de ecuaciones (se utilizaron (7c) pa
ra simplificar algunas expresiones) que no se encuentra 
en la literatura: 

K e 1 J c2 J 

(LV. 9b) 

(y+y + 
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Estas relaciones· (9b) no se necesitan cuando se trabaja 
con (2b) para la obtención de superpotenciales de 
Lanczos, sin embargo, sí son fundamentales en unión de -
(7c) al construir generadores para tensores simétricos 
de orden dos con traza y divergencia nulas como sucede -
con ¡ij para el campo de Liénard-Wiechert, en Gdrcía 
(1985) y Becerril (1986) pueden encontrarse aplicaciones 
de (7c,9b). El tensor Kij es simétrico con traza cero 
así que admite un desarrollo en la tetrada nula semejan

te al de Eab = Rab - * gab indicado en el Cap. I, enton
ces 

(jV. 9c) 

por lo tanto, una vez calculadas (respecto a determinada 
tetrada de NP) las nr para una métrica dada, con (9b,c) 
podemos obtener Kjc y preguntarnos sobre su tipo Churchill
-Plebanski y también cuestionarnos acerca de su relación 
(si la hay) con Eje" 
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3. POTENCIAL DE LANCZOS PARA DIVERSAS M~TRICAS. 

En la literatura sobre el espintensor se arraigó la idea 
de que para una métrica dada es sumamente difícil cons-
truir el generador del tensor conforma!, esto quizás sea 
cierto si empleamos (Zb) en su forma tensorial porque e~ 
tonces se carece de un conjunto básico de ecuaciones cu
yo análisis nos lleve a Kijr En (Zb) sólo tenemos la -
esperanza de que las coordenadas utilizadas simplifiquen 
la derivada covariante y las componentes Cijkr' fuera de 
esto no poseemos libertad adicional para introddcir más 
simplificaciones en (Zb). Sin embargo, si (Zb) se tran~ 
fieren al formalismo de NP entonces se adquiere mayor m~ 
niobrabilidad porque ahora además de la arbitrariedad de 
las coordenadas también tenemos libertad de seleccionar 
una adecuada tetrada nula con la intención de simplifi-
car los coeficientes de espín y los operadores o, 6 y D, 
en particular, podría emplearse la tetrada canónica y 

así incorporar de manera natural el tipo Petrov del esp~ 
cío-tiempo en cuestión, todo esto 
dad de resolver (8). Aquí vamos 
para algunas métricas de interés 

aumenta la probabili-
a obtener espintensores 
en relatividad general. 

El primer espintensor que construimos fue para el modelo 
cosmológico de Godel (1949) el cual es tipo O: 

x 4 1 zx4 -(dx•)2 - Ze dx' dx2 - 2 e (dx2)2 + (dx3)2 + (_dx'+)2 

QV.10a) 

lo hicimos en forma tensorial vía (Zb) y debemos aceptar 
que el proceso fue no-trivial, resultó que 



150 

_1_ Lab _ 
6 rz npqab J 

o_v.1ob) 

donde 

~ij 
1 

(e(3)b e(4)i-e(3)i e(4)b) e(4)j + 3 (e(3)b gij-e(3)i 8 bj) 

los vectores 
piedades: 

e( 3)b; c 

e(4)a e (4) 
a 

(0,0,1 ,O) 
x4 

(-1,-e ?.O,O) 

a 3,4 son de Killing con las 

o a 
e(4) 

a o e(3) a e(3) e(3)a 

a a - 1 e(4) o e(4) e(4)b;a o ;a 

(IV. 1 Oc) 

pro- -

(IV. 1 O d) 

de hecho el vector e( 4 )r corresponde a la 4-velocidad 
del fluido perfecto que genera a (10a); n6tese la simpl~ 
cidad de (10b,c) y la ausencia explícita de integraci6n 
sobre toda la geometría de R4 . Al checar la validez de 
(2) recuirdese que para (10a) el tensor de Weyl s6lo ti~ 
ne S componentes distintas de cero, a saber 

C2323 5 C1212 - 5 
C2424 - 5 ezx4 

4 IT 

C2331 2 C1424 
1 x4 

(IV. 1 De) 3 e 

C3131 2 C3434 2 C1414 
1 
3 
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En Becerril (J9861 pág. 42 se manifest6 la posibilidad 
de que (10b) esté asociado a la rotación del fluído pe~ 
fecto incoherente que intenta simular al Universo rota~ 
do. Nuestro espintesor para (10a) se lo enviamos al 
Dr. Roland de Azeredo Campos del Depto. de Física, Uni
versidad de Brasilia, le pareció muy interesante y nos 
sugirió construir potenciales de Lanczos para las métr~ 
cas clasificadas por Bianchi, lo cual reportaremos en -
otro trabajo. También queda pendiente estudiar la uti
lidad (si la tiene) de (10b) para el modelo de Godel. 

Ahora mostraremos que la técnica de NP permite deducir 
(10b) con gran facilidad: Para tal fin nos apoyamos en 
la tetrada nula 

(mr) (1,-e-x
4 

,O,_!_) 
,/!" 

ce.;;) 1 
.12 

(1,0,-1,0) 

(nr) _1_ 
.l.Z" 

(1,0,1,0) K cr = T V A 1f o 
(IV.11a) 

6 
_L i i 

.¡,r o r .¡ 2 a µ p 2 e: y 4 212 

.P2 
1 

<1>01 <1>02 o 2 <1>11 
1 

6 <1>12 <Poo <1>22 - 4 

así (8) nos quedan: 

o no o 
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.sn1 + nns + i no o 2 

on2 + Dns + i(n1- _1_ n2 + 1 ns) - 1 
12 2 T2 

11n 2 + 6ns + i n7 2 = o 

11 n3 6n 7 + i (__!__ P.7 - 1 n3) o 
12 2 

11 n 0 + 6n 4 i e 11 º 12 n,. + 3 P.5) o 2 

11n 1 + 6n 5 + i ci 111 - 1 ns + ns) - _1_ 

.12 1 2 

Q !>23 + Dn7 + i ci- r.?2 - .12 n3 + n7) o 

y es simple ver que (llb) admite la solución: 

o r7'1,6 

que al colocar en (6a) implica 

i 
T8 

(jV. 11 b) 

úV. 11 e) 

11s [i:Mab -Hab) Cnc +.ec) +(V ab -Uab) me- (V ab - U ab )me] 

('!V. 11 d) 

por último, si en (11d) sustituímos las definiciones de 

Vab' Uab y Mab volvemos a deducir (lOb). Con (11, ••. ,d) 
hemos intentado ilustrar el procedimiento normal para -
construir un espintensor mediante el formalismo de NP, 
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enseguida aplicaremos este proceso a diversos campos gr~ 
vitacionales, sólo mostraremos los resultados esenciales: 

a). - .METRICA DE SCHWARZSCHILD. 

Las conocidas tres pruebas a favor de la relatividad ge
neral se apoyan en la solución de Schwarzschild: 

dsZ ( 1 - Zm) - 1 dr2 + r2 ( d02 + Sen2 0 dq,2) -
r 

(1 - 2m) dt2 
r 

(rV. 1 2 a) 

así que debe ser interesante indagar si Kabc tiene alguna 
interpretación física respecto a dichas pruebas. Elegi--
mos las coordenadas tales que x• = r, x2 = 0, x3 q, y 
x4 t, entonces para (12a) (sólo consideraremos la región 
r > Zm) 

CmªJ 

CnªJ 

µ p 

a -a 

_1_ (O, 1, - i O) c.eª1 1 /~ o.o.--1--) 
,!Tr Sene:> . .a: (-; 1-y:-. 

~ -r 
1 e Ji- 2m ,o,o, _1 __ ) 

= o ~ 2 - ....!!!... . Wa . a . 1/12 n r h- 2m r3 
r 

_1_ .Ji- 2m m R o . y e: . 
IZr r znr- /J- 2m (rV. 1 2b) 

r 

ctnc:> y los res tan tes coef. de espín valen cero, q,ab 
2,ITr 

o • 

esto muestra que (12a) satisface Rab O y tiene tipo D; 
(29.b) los resultados (12b) de hecho están contenidos en 

de Torres (1985) donde se obtuvieron las cantidades de 
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NP para el caso general con simetría esférica. Al susti 
tuir (12b) en (8) se origina un sistema de ecs. ~ara las 
nr el cual acepta la solución: 

o a ,L 1,6 m 

3 ./2 r2 ,/ 1 - Zm 
r 

r > 2m 

(1V.12c) 

que mediante (6a) permite construir el correspondiente -
espintensor; algo semejante puede hacerse para \a región 
interna al horizonte (r < 2m). 

h).- SOLUCION DE TAUB. 

La métrica 

ds2 f k cte. 7' O 

(j.V. 13a) 

la cual posee simetría plana a lo largo del eje X y sa-
tisface Rab = O fue obtenida por Taub (1951) haciendo é~ 
fasis en los grupos de movimientos admitidos por el esp~ 
cio-tiempo. Si empleamos la etiquetas xl = x, x2 = y, 
x3 = z y x4 = t, entonces para (13a): 

p µ 

f-i (0,1,-i,O) , (,e_ª) 
n 

4e: 4y 

f c-1,0,0,1) , CnªJ = 
f 2 (1,0,0,1) 

y los demás coef. de espín se anulan 

O ' <l>ab O , tipo D 

(IV. 1 3b) 
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que en unión de (8) conduce a un espintensor con 

O , r ;i 1 , 6 , n 1 
k.IZ (1 + kx)·-3/4 - 24 

(IV. 13c) 

c).- METRICA DE BERTOTTI. 

E1 elemento de 1ínea 

ds 2 f dt2 + h dy2 + h- 1 dz2 ()V. 14a) 

con 

f h 1 - ctes. a 1. 2 

(IV. l 4b) 

propuesto por Bertotti (1959) genera un R4 en presencia 
de un campo e1ectromagnético uniforme. Si xl = x, x 2 = 

Y• x3 z y z4 = t, para (14a) uti1izamos 

Cmª) _!_ (O, _!_ -i/h,O) c.eªJ 1 c-.ff,o,o, _!_) 
.r.: .m ,a ,/f 

Cnªl _!_ (.IF,0,0, _!_) = 6 
iz 

tPa o a ,¡ 2 , a , 
,¡¿- ,;r 

2r22 ;zn 
X 

= 
1 c-1- _1_) R= 12 e;= y l/J2 6 . tP2 

2r21 .ar r21 r22 
OV. 14c) 

= o excepto 1 (-1- + _1_) 
<j>ab <1>11 4 r21 r22 

1os coef. de espín no indicados va1en cero 
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aquí es necesario considerar dos situaciones: 

Tipo D.-

En este caso r2 1 # r2 2 , entonces de (8,14c) obtenemos 

o a # 1 ,6 
.µ2 -x 

(IV. 14d) 

Tipo 0.-

tensor de Weyl se anula cuando r2 1 r22, 
. 

entonces 
(8,14c) implican 

o r # 1 ,6 

d).- ESPACIO DE KASNER. 

1 

fl 

El turno es ahora para la métrica de Kasner (1921) 

ds2 dt 2 

donde Pa• a 1,2,3 son constantes tales que 

(IV. 14e) 

(lV.lSa) 

()V.15b) 

Sean xl X, x2 y, x3 z y x'+ t, entonces empleamos 
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R o 

a 

;\ = - a lJ p y 

K = T = a B V = TT :::: Q 

<l>ab = O 

e: 

p3 

2(.Zt 

o 

~V. l Sc) 

así vemos que el espacio-tiempo de Kasner acepta tres t~ 
pos Petrov: 

Tipo I 

Tipo D P2 # O p3 ,¡ o (JV. l Sd) 

P.lano PI 1 , P2 p3 O 6 PI o , p3 o , P2 = 1 , 

nos limitaremos a .los tipos I y D porque el espacio de -
Minkowski ya fue considerado 'en García (1985) y Becerril 
(1986), por lo tanto p 3 #O durante nuestro análisis. P~ 

ra estos dos tipos Petrov de (8,15c) resulta 

o a # 1, 6 (jV.15e) 
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al efectuar los cálculos conviene observar que (15b) im
plican las relaciones 

o 

Con (lSe) queda determinado el espintensor para (15a). 

e). - SOLUCION DE NARLI KAR- KARMARKAR. 

La métrica conformalmente plana (tipo O) 

ds2 (!V.16a) 

con A funci6n arbitraria de i;; = xl x4 fue obtenida por 
Narlikar-Karmarkar (1949), agradecemos al M. en C. Guille_!: 
mo González Padr6n, Universidad de Konstanz, Alemania F~ 
deral, el envío del artículo de estos autores. En este 
caso utilizamos (K = cr = v =~=O): 

Cmª) 
_ 1_ 

(1,-i,O,O) , ceª) - _1_ (0,0,1,1) (nª) , 
l2A l2A 

A' 
= -2., A' ., 

(2A)3/2 
T - ¡J - rr e: B -y -a 

tPa o <l>oo = 4>02 1>22 
_1_ (A A''-3A'2) , A'' d2A 
4A3 di;;2 

- 1- (2A A''-3A'2) , q, 12 = - 1- (8A A''-9A'2) , q, 11 8A3 8A3 

_1 _ (0,0,1,-1) 
ITA 

dA 
= di;; 

R = 

1 

8A3 

o 

(BA A' '+3A'2) 

(iV. l 6b) 

¡ 
¡ 

1 
1 
¡ 
/ 
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entonces (8,16b) implican 

o a 1" 2,6 úV.16c) 

f). - METRICA NUESTRA. 

En el Cap. III estudiamos espacio-tiempos de clase dos y 

ahí mostramos cómo el proceso de inmersión permitía con~ 
truir nuevas soluciones de las ecs. de Einstein• en par-
ticular, 

métricas 
obtuvimos una métrica semejante en forma a las 
de Petrov (1962) la cual es tipo O y no satisf~ 

o' ce R = ab 

ds2 

Para Cl 7a) empleamos: 

f-2/3 
(1 .-i,0,0) 

./2 

p -µ -y 

o • <1>01 

k x"+l , k cte. 

úV.17a) 

ñk y los demás coef. de espín se anulan 4f 

O • <l>ao <1>22 - 4k2 , R = 6<1>00 
9f2 

().V. 1 7b) 

y de C8,17b) obtenemos que 

O • a ~ 4 , n 4 = c f 113 • c cte. arbitraria úV. 1 7c) 
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g).- ESPACIO DE NOVOTNY-HORSKY. 

En la Secc. 4 del Cap. III se mostr6 que el espacio de -
Einstein: 

ds2 Sen4 / 3 (az)(dx2+dy2) + dx2 - Cos2(az) Sen- 3 /Z(az) dtZ , a= cte. 

(iV. l 8a) 

era de clase dos realizándose on forma explícit~ la co-
rrespondiente inmersión, esta métrica se debe a Novotny
-Horskf (1974) y mediante ella logramos ejemplificar 
nuestros teoremas (generalizaciones de los obtenidos por 
Collinson (1966)) para R 4 de Einstein sumergidos en E 6 • 

Ahora determinaremos su espintensor, en efecto, sean 
xl = x, x2 = y, x3 = z y x4 = t, entonces para (18a) ut~ 

lizamos :· 

...l.. (O,O,-l,Sen 113 caz) Sec(az)) , 
n: 

...l.. (O,O,l,Sen 113caz) Sec(azJ) , K 
ff 

= a = /3 1T = 

µ=p= - ~ a ctg(az) e =y= - ª:Z- ~g(az)~ ctg(az)J , <t>¡,c 

~r = O ' r # 2 , wz 
2a2 16 - 9- Csc2(az) , R = - 3 a2 , Tipo D 

r=v=>..=O~ 

(IV. l Bb) 

o 

y de (8,18b) concluimos que un potencial de Lanczos está 
dado por: 

o r # l ,6 an - - 9- Csc (2az) úV.18c) 
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h).- METRICA TIPO N DE KAIGORODOV: 

El espacio-tiempo homogéneo: 

2 7y 
ds2 = -- (d.x2+ciy2) - Zdu(dv + ~" dx + x du) 

k2x2 
k cte. (IV.19a) 

fue obtenido por Kaigorodov (1963) y es un espacio de 

Einstein porque satisface Rab = ~ gab· Si las coordena
das son etiquetadas como xl = x, x2 = y, x3 v, x 4 = u, 
entonces construimos la tetrada nula: 

Cmª) k 
kC-z-. 

ik 
-z,-v,O) c.e:1) (O ,O, - ..X,_.!._) 

;.;e-

CnªJ (0,0,...X,O) . K a = ;>,. p e: µ = y o 

(ÍV.19b) 

i- V k 
Sa = Sk R 6k2 -rr 3 2 , "' a· . 

.Pa o ' a -F 4 , .¡,,. 
3k2 -z- , <j>ab o 

y estas cantidades <le NP en uni6n de las ecs _ de Weyl-Lanczos 
implican: 

Q = o a a -F 7 

i).- SOLUCION TIPO III DE KAIGORODOV. 

k 
2 QV.19c) 

Ahora el turno es para el espacio homogéneo de Kaigorodov 
(1963): 
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para e1 cua1 e1egimos x 1 

entonces trabajamos con 
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X, x 2 

kx ikx 2x2 a C-y.- - 2-. -kv+ - 3 - i,O) • (.e ) 

(O,o,-rz x 2 ,0) • K = p e: = a 

= a "' V k = u ik 
T -rr 2 6 2 . y 2 2,12 

R 

!/Ja o a " 3,4 1/13 
ik2 

.¡,,. 15 k2 . . . 2 212 

</>ab o .excepto </>22 - Sk2 

Y• x3 

co.0,,12 x 

o 

6k2 

y de (8,20b) obtenemos e1 espintensor: 

o, a" 3,6,7 • n3 

j) - METRICAS DE PETROV. 

28k 
18 

cte. 

(.íV. 20a) 

V, x 4 = U 

- _1_) 
;:;- 2 

>l'.:OX 

()V.20b) 

úV. 20c) 

Aquí so1o deseamos indicar 1as so1uciones de Petrov 
(1962) para 1as cua1es Becerril (1986) Apéndice C ha 
construido su potencial de Lanczos: 
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1. - ds 2 f kx"+l • k cte. 

2.- ds 2 

3.- ds 2 (IV.21a) 

kx3+1 • k = cte. 
4. - cJs2 

s. - ds 2 

las primeras cuatro son tipo D y la última es tipo N, to 
das ellas satisfacen Rab = O. Becerril también obtuvo 
el espintensor para la métrica (1O.35) de Krruner-Stephani
-MacCallum (1980) asociada a radiaci6n pura: 

6. - ds 2 
. 2 2 

-2 dx 1 dx" + Sen2 x"(dx2 +dx3 ) tipo o. OV. 2 lb) 

En esta Secc. 
soluciones de 

hemos expuesto espintensores para diversas 
las ecuaciones de Einstein, s6lo se indic~ 

ron los resultados esenciales para así mostrar que con -
el formalismo de NP se "cae en la rutina" en el sentido 
de que rápidamente se establece un proceso sistemático 
para construir superpotenciales para el tensor conformal, 
lo cual no ocurre con el enfoque tensorial. Esto refle
ja la superioridad de las tetradas nulas en la investig~ 
ci6n de cierto tipo de problemas en relatividad general. 

El presente Cap. lo finalizamos con un resumen de algu-
nos aspectos de espintensor que amerita un cuidadoso análi
sis: 
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1.- Elaborar la clasificaci6n algebraica de Kjrp y rela
cionaT esta con la CP para el tensor de Weyl. 

2.- Asignar significado físico al potencial ele Lanczos 
para aquellas métricas con relevancia física en la -
teoría de Einstein. 

3.- Estudiar Kpqt mediante la formulación Hamiltoniana -
del campo gravitacional. 

4.- Anali::ar las transformaciones de norma del espinten
sor que dejan invariante al tensor conformal. 

5.- Sustituir las ecs. de Weyl-Lanczos en las identida-
des de Bianchi e investigar qué restricciones imponen 
éstas sobre las primeras. 

6.- Con la técnica del espintensor construir el superpo
tcncial para la parte radia ti va del tensor de Maxwell 
asociado al campo de Liénard-Wiechert. 

7.- Estudiar la estructura de las ecs. de Weyl-Lanczos 
bajo la misma filosofía con que Papapetrou (1970), 
llerrera-Papapetrou (1971), Goldberg (1974), Brans 
(1977), Edgar (1979,80) y Novak-Goldberg (1981) han 
investigado las 18 ecs. de NP y las 11 identidades 
de Bianchi. 

8.- Para espacio-tiempos asintóticamente planos obtener 
en 
to 

coordenadas de Robinson-Trautman el comportamien
de Kijc a grandes distancias de las fuentes. 

9.- Trabajar la clasificac~6n Churchill-Plebafiski del 
tensor K - K r ab - a b; r· 

10.- Usando las identidades de Blanchi, estudiar las rcl~ 
clones di.[crenciules de orden dos c¡ue se obtenclríun 
para el esvintensor <le Lanczos. 
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e o N e L u s 1 o N E s 

El objetivo principal de este trabajo es el problema de 
la inmersi6n en relatividad general con especial Anfa-
sis en el caso de R 4 sumergido en E 6 , en la correspon-
dente investigaci6n se hace un ernpleo 3istemático del 
formalismo de :-lewman-Penrose ((NP) (1962) el cual reve
la estar notablemente adaptado al análisis de dicho pr~ 
blema, esta t&cnica de NP tambiAn permite realizar un 
adecuado estudio del interesante espintensor dc•Lanczos 
(1962). 

En el Cap. I se da una breve exposición de tetradas nu
las, clasificación de Petrov y vectores de Debever-Penrose 
(DP) con la idea de que esta tesis sea auto-contenida 
en los conceptos y ecuaciones de NP; además, se sugiere 
elaborar un algoritmo eficiente (tensorial y NP) para 
efectuar la clasificaci6n de Churchill-Plebañski. Todo 
lo aquí discutido es de utilidad en los capítulos res-
tantes. 

El Cap. II contiene los antecedentes necesarios para ob 
tener la inmersión del.espacio-tiempo en E 6 , es decir: 
se indican los principales resultados para R4 en E 5 , se 
manifiestan algunos problemas abiertos en este tema y 

se muestra que algunas métricas no son sumergibles en 

Es. 

El Cap. III es el núcleo de nuestro trabajo porque todo 
el análisis ?revio tenía la intenci6n de aplicarse a 
4-espacios de clase dos, el material de aquí es releva~ 
te porque se: 
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a) Realiza un estudio sistemtítico (obteniéndose rela
ciones originales) tcnsorial-NP de R4 en E 6 , el 
cual no existe en la literatura. 

b) Da la primera demostración explícita de un teorema 
de Yakupov (publicado sin prueba) sobre la no exi~ 
tencia de espacio-tiempos vacíos tipo III de clase 
dos. 

c) Generalizan a espacios de Einstein 
Collinson (1966) para R4 vacío, en 

los teoremas de 
' esta forma se 

deducen condiciones necesarias (sobre las congrue~ 
cías nulas repetidas 

la propiedad Rab = ~ 
al aceptar inmersión 

de OP) que todo 4 - espacio c.on 
gab' R I' O, debe satisfacer 
en E 6 • 

d)..- Demuestra que las métricas de Hauser, Held-Robinson, 
Kerr y Siklos no son de clase dos. 

e).- Obtiene la inmersión explícita en E 6 de las solu-
ciones de Novotny-Horsky y Taub. 

f).- Cuestiona un teorema de Goenner (1973) acerca de -

que *C 2 O para R4 algebraicamente especial sume~ 
gido en E 6 • 

g).- Enfatiza la ausencia en la literatura de espacio
-tiempos vacíos tipos I ó II inmersos en E6 • 

Cap. IV es original Prácticamente todo el contenido del 
porque el espintensor de Lanczos 
ignorado en relatividad general, 

Kijr se encuentra muy 
en este material dest~ 



; 

167 

can: la forma .NP de las ecuaciones de Weyl-Lanczos, las 
sugerencias de elaborar una clasificaci6n algebraica de 
Kijc y las posibles interpretaciones físicas de éste, 
la construcción explícita de espintensores para las mé
tricas de Schwarzschild, Taub, G6del, Bertotti, Kasner, 
Narlikar-Karmarkar, Novotny-Horsky y Kaigorodov entre 
otras. 
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