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INTRODUCCION

Entre los dominios de la fTsica molecular vy )ahdel

estado s81ldo existe un campo intermedl!o que es el de pequefios

agregados de materia o particulas de polvo que ha adquirido una

creclente importancia en los Glitimos afios.

Los experimentos han mostrado que estos sistemas tienen

propiedades diferentes a las del material macroscéplco, 1o cual

permite una infinidad de apiicaciones. Por ejemplio, el estudio

de estos sistemas es de gran importancia en el tratamiento de

la cinética de los cambios de fase; ademés de que en casi todas

las técnicas que se utilizan para producir polvos, éstos apa-

recen como el resultaéo de un cambio de fase. Por 1o tanto,

existe una lnter&ependencla en la cual las propiedades fTsicas

de los polvos son lmportan:es para hacer predlcclones teSricas

sobre la clnStlca de un clmbio de fase e, inversamente, un en-

tendimiento de la clnétlca de 1os cambios de fase es Importan-

te para la produccidn de polvos(i) ’ Esta sl:uachn tlene a su

vez d(versas aplicaciones. Por ejemplo, la nuclcacl&n Y cracl-

miento de par:fculas metSlicas sobre sustratos es muy Importan—

te para fabricar pelfculas fotogr&ficas y microcircuitos elec-

trénicos. Muchos camblos de fase atmosfé&ricos, tales como la

condensacidn del agua. la Fo}macISn de aerosoles s&lidos, la

del granizo, etc., rcquieren de pequenos niicleos para iniciar

el proceso. En la referencia (l) aparece una lista de tas apli-
cacfones derivadas de la relacién que existe entre los camblios

de fase y las



"partTculas pequefias. Otra de 135 carncterl’s‘t!cas‘ lmpc‘)rt‘-ntes de
algunos polvos son sus propiedades cal:all':lcas. las cuale; se usan
'por a]enq:lo para producir combustibles de alto octann]e, atc. ‘(ver
referencia 1 y 2).

Apai‘te de la importancia que tiene el estudio de las
partfculas de polvo por toda esta serie de apllicaciones, estd el
aspecto tebrico que es el qfna a nosostros méis nos interesa. '

El hecho de que los sistamas pequefios pfcsanten un
comportamiento anSmalo plantea una serie de problemg qué la ffsica

teSrica debe responder. Algunas de las causas de este cunpo.r:-nlento

‘son totalmente desconocidas, pero otras supuestl_nte s se conocen,

”como son por ejemplo: el .carficter decididamente discreto del espec:rp
: (3,4) : superficie (1,2,5)
de energfas : el valor grande de la relacién —%\—n

y ‘el hacho de que la poslcién de equlllbrl’o de cada uno de los Stomos

. que forman - un grano de polvo es en general distinta d. la que se
observ- en el mter[al macrosc&p(co. observindose en ocaslones

sl_trras pentngon.las u otras que son tmposlbles en d(mnslones
6,7)

grandes Sin embargo, la forma en que estas caractar\‘sticas

Gmalo es h dosconoctdo.

determinan el comportamiento
En la actvualld-d existe una buena r.antl”dad de artfculos
en los que se intenta describir tedricamente el canportamlanio de los
polvos bajo distintas circunstancias; sin embargo, los resultados no
son muy sartisfactorios. ( Ver por e‘]emﬁlo tas referencias 8-15 en

donde se trata el! fenSmeno de absorcién de luz, o las referencias

16-26 en donde se tratan fenSmenos magnéticos). Esta sltuacidn nos



hace ver que en algunos aspectos tenemos una lmagen equlvocadn de ia
nal:uraleza, y por lo tanto es necesarlo modlfl:lr o rehacer grln p-rte
de la fisica del estado s6lido para slstomas peqgueafos .

En partfTcular, el fendmeno que lntontamos describir en este
trabajo es el de absorcién de energfa electromagnética por un conjunto
de partfculas de polvo distribuidas al azar. En realidad nos vamos a
restringir al caso de partfculas met&licas porque, como veremos en el
capftulo |, solo nos interesarS estudiar la absorcién debida a 1la
polarizaciédn de los polvos, la cual solo es significativa en metales.
AdemSs se verd que entre todo espectro de radiacién electromagnética,
la regitn mas importante en nuestro caso es la del infrarrojo, debido
a que la energfa de esta radiacién es del mismo orden que el espacla-
miento promedio entre los niveles de energfa de los granos de polvo.

En el capftulo | se presenta el provbl-ljml ’;”
se hace ver la importancia que tiene el encontrar una expresién
apropiada para o1 momento dipolar eléctrico de los granos de polvo
matilico.

En el capftulo 1l se discuten varias expresiones alternativas
para el momento dipolar eléctrico estitico y después de analizar las
diversas posibilidades, se concluye que el medelo propuesto por
A.A. Lushnikov y A J. Slmonov(sl) es el mis apropiado para nuestros
propdsitos.

En el capftulo 11l se generaliza el modelo de Lushnikov
y Simonov para derivar una expresién para el momento dipolar din&mico,
es decir se calcula el dipolo eléctrico que resulta de introducir un

grano de polvo en un campo electromagné€tico de frecuencias



a partlr de es:a expresldn se calculan las propfedade

de absorcl&n de un :onjunto de granos qua forman el polvo y se

comp.ran Tos reoultados obtanl’dos con Ios exparlm.ntos.
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CAPITULO |

PRESENTACION DEL PROBLEMA.

EspecTficamente lo que se lnten’ta describir te&rlvcamrente es
la absorcién de radiacién electromagnética por un sistema como el mos-' ’

trado en la siguiente figura:

L

s
_—
94

El prisma rectangular representa un s&6lido que absorbe un

Figura I-1.

mfnimo de radiaci&n en comparacidn con la que absorben los. granas da
polivo, de tal manera que la contribucién del sustrato puede despreciar-
se, Los puntos de la figura representan granos de polvo y a cada uno
de ellos le asociaremos una longitud 'x'" de tal forma que ;_Tr (§)3
sea fgual al volumen efectivo de ese grano. Por brevedad diremos que
x es el diSmetro del grano y que a = x es su radio aunque no tenga
forma esférica. Denotaremos por ? (x? Ta &lstrlbuclén respacto al ta-

mano de las partTculas de polvo, definida en la siguiente forma

(1-1)
S;(x) dxem nGmero de particulas con diSmetros entre x y x+dx que hay en el vol.V

v

Supondremos que la funcién 9 (x) es una constante en todos

los puntos del s&lido y que, por lo tanto, las partfculas se encuentran



distribuidas uniformemente en todo el sé&lido. En la figura anterifor
s representa el vector de Poynting correspondiente a una onda plana
d. frecuahclaw que incideé paralelamente al eje z . Lla sltuaci&n
mostrada en la flgura antari‘or es una Idaallzacion da da conflgura-
cién real que se tlene en el laboratorio cuan_dp se han hecho este ti-
po de experimentos (12'13).

La descripcién que se haga, debe explicar cuando menos los

cuatro siguientes resultados experimentales (3,10,12,13),

1.~) ULa polarizabilidad estftica o, de un grano, definida a través

de
P =t B, (1,2)

donde P es el momento dipolar del grano
Yy E es el campo elé&ctrico externo uniforme y est&tico, ‘es del or-

den o menor que a3 H

AQ

L

1,3)

2.-) "El coeflciente de absorci&n_/a de un slstema como el mostrado

en la flgura 1, definido a través de 1a relaCIGn

-(z,—z-)a_
I1.=-T1T.< (',4)
siendo I, = |5 la intensidad de la radiacién en el punto z, , es
i i {

proporcional al cuadrado de la frecuencia de la radiacién:



a = kK w™ . (1,5)
3.-) E) factor k de la ecuacién anterlor es proporcional al tamafo
promedio de las particulas:

K ac x> (1.6)

4.-) E! factor k es del orden de 10"3cm cuando la frecuencia o

v el coeficiente {1 se miden en em™t:

-3 . .
K ®10 o=- (1,7)

Por ejemplo, para partfculas de aluminio con di&metro péé-
madio {xp =48 A se tiene que(‘3)f ’

w = QKIO—"W C T (1.8)

Yy para Lx>= 1S5S0

—3 .

K= 2.9¢ 10 om e

) (1,8)
Los valores de k para otros materiales se pueden ver :
al final del capftulo 11l. Existen otras referencias en donde "tam-
bién se reportan experimentos de absorcién de energfé e|ecfrunagné4
tica pero en los cuales la frecuencia de 1a radlacién no ests en la
reglon del espectro qQue a nosotros no§ interesa estudiar (\;er 4por“

ejemplo referencias 27,28 y 29).



Para lograr uno de los principales objJetivos de este tra-—

bajo (hallar una exprcsién para el coeficiente de absorciéncl), de-

bemos resclver los dos problemas sigulentes:
Describir cémo absorbe radiaciSn cada grano individualmente.

a.-)

Hallar una expresisn que relacione el coeficiente 2 con las

b.=)
propiedades de absorcisn de cada granco.

El primer paso para resolver estos problemas es el de pro-

poner uno o varios mecanismos mediante los cuales un grahd de polvo

pueda absorver energfa electromagnética. Hasta la fecha se han pro-

Puesto tres de ellos y c.da.uno da resultados bastante diferentes.
Para el primero de ellos, propuesto por Gor'kov y Eliashberg (8).

existen a su vez varios trabajos en donde el mismo mecanismo se des-

cribe en formas distintas.

Con el objeto de ubicar este trabajo, a continuacién ha-

remos un breve resumen de los intentos que se han hecho en esta di-

reccidn.

(8)

1.-) En 1965 P. Gor'kov y G. M. Ellashgerg » Proponen que el me-

canismo de absorcién en partfculas met&licas es a travEs de los elec-

trones de valencla, los cuales se suponen libres. Los resultados de

este trabajo, publicados antes de gue se realizaran los primeros ex-~

perlmcntos(s’,o), estSn en desacuerdo con el primero de los resulta-

. 3 .
dos experimentales, pues obtienen ©OC.=c/00A& | Este valor tan alto
para la polarizabilidad implica un valor negativo para la susceptibi-

lidad y nos impide obtener en forma coherente concordancia con los

1
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otros resultados del laboratorie. La razén por la cual esta teorfa

falla, se discutirs en el capftulo fli.
2.-) En 1972 S. Stréissler, M. J. Rice y P. Wyder '') suponen que o1
mecanismo de absorcién sigue siendo a través de Tos elactronss de va-
lencia, peroc ahora toman en cuenta 1a Interaccisn entre ellos. Los
resultados de este trabajo fusron usados posteriormente para calcuv!ar

las cantidades reportadas en los experimentos obteniéndose acuerdo con.

1os dos primeros puntos(‘z"s'so). En cambio en los puntos 3) Yy )

se obtuvo diferencias notables entre los resultados teSricos y los ex-

perimentales, en particular.para el caso del'alum(nlo se tliene que

kLS : o b9y

k= 4.5 x 1077 cm ’ N OR T

que deben compararse con las ecuaciones (1,6) .y .(1,8). . Por .lo tanto,

1a conclusisn de esta teorfa es que la contribucién alectrénica a &

absortividad es 2000 veces menos que la que se obsarva en los .x{perl- -
mentos.

Sin embargo en. el capftulo || mostraremos que la forma en. Que
estos autores toman en cuenta la interaccisn e‘l.ctr&nl‘cagp es vélida

Y qQue por lo tante sus predicciones no son correctas. De hecho en el .

capftulo 1l encontraremos que’ ‘la contribucisn electrénica es-casi mil

veces m&s grande qus 1a que encuentran estos autores:.y que su:valor e_sts

cercano al experimental. AdemSs veremos que en nuestro tratamiento se

obtiene que k es efectivamente proporcional a ¢xY .°



1

3.-)  En 1977 E. Stmanek (15}

propo;\e.que la absorcién es debida a i; ‘
capa de &xido que rodea a cat;la partfcula. Esta teorfa predice ‘'casi'
correctamente los puntos 2, 3 y 4 (ver apéndice 1), y para el primero
no se aplica. Sin embargo, aunque esta teorfa estS més de acuerdo con’
los experimentos, la sftuacién experimental propuesta por Simanek no -
corresponde a la realidad. Este autor supone que la muestra experimental
es una coleccidn de clilindros muy largos de material alislante amorfo en
los cuales se encuentra incrustada una latiz cGbica de pequefias partfculas
de metal. Es mls,‘sl se aplica la teorTa de Elm:nek a una situaci&n en
la que las partfculas aparezcan separadas, de tal forma que el modelo de
cilindro largo no sea aplicable, lo que se obtiene es que k decrece
cuando (x) aumenta('s). 1o c':ual estd en desacuerdo con el tercer punto
experimental .

En los reportes de los experimentos realizados por Tanner,

STevers y Buhrman 12) »

vemos que se permitld que las partfculas se
oxidaran paro no que se agruparan de modo que simularan largos cilindros.
Ademés, en un artfculo que publicaron posteriormente algunos de estos -
autores(31), describen-las técnicas que usaron para la preparacién de
SuUS -muestras y mencionan los intentos que han hecho para mantener a .las-
partfculas aisladas, de tal forma que ¢] modelo del cilindro no es
Justificable. : N .-

4.~} En 1978 A. J. Glick y E.D. Yorke(“') proponen que al mecanismo
de absorcién es a través de los fonones en el grano de poivo. En _este
casc los iones en la superficle oscilan debldo a la_accién del campo
electromagnético, credndose as? fonones. Postarlormer_n:e és_l:os son

amortiguados por la interaccidn fondn-electrdn de tal forma que se.



produce la absorcién de energfla. Esta teorfTa predice ''casi'' co~
rrectamente 1os puntos 2 y 4 (ver apé&ndice 11), . pero falla dras-
ticamente en el punto 3 pues se obtiene chzks en contradiccién
conta ecuacisdn (1.6).

En vista de Yo anterior, es claro que el problema de
absorcl&p en partfculas pequefias no ha sido resuelto y es posi~
ble que el mecanlismo de absorcié&n sea una combinacidén de varios
fenSmenos. Ademfs vemos la necesidad de que Jos experimentos
se hagan con un contro) més preciso sobre los posibles agentes
que contribuyen al valor de £, y si fuera posible disefar ex-
perimentos en donde s$§10o uno de los factores qQue. supuestamente
contribuye esté presente.

De acuerdo:con l1os resultados de las. teorfas que aca-
bamos de mencionar, el mecanismo de absorciédn debido a. los elec-
trones es despreciable en comparacidn a los otros (103uv.c.s
menor). El objetivo princlipal de este trabajo es mostrar que
esto no es asfT y que -1a contribuclidn electrénica es casi mil
veces mayor de 1o que se habfa encontrado. Los resultados. que
obtenemos estén de acuerdo con los tres primeros puntos experli-
mentales Yy muy cerca del cuarto punto. Actualmente no. sabemos
si la discrepancia con el Gltimo punto se debe a que el coefi-
ciente £2 tiene contribuciones adiclionales a la electrénica o
sl se debe a otras causas. Inclusive puede suceder que _esl:a
discrepancia sea el resultado de Yas aproximaclones que hemos
hecho a lo largo q:l trabajo. Al final del capftulo 1§l se encuentra una
iista de todas Jas aproximaciones que hicimos en nuestro tratamlento.

Sea cual sea el caso, nuestros resultados parecen ser una descripcidn
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més apropiada para’'el comportamiento de los electrones que los trabajos. .

citados anteriormente. - ol ERECE ]
Siguiendo con los dos problemas fundamantales mencionados.

en 1a pSgina 1f una vez que se han propuesto Tos mecanismos mediante

cuantitativamente estos procesos. -En particular nosotros nos .restrin-—
giremos a la-absorcin: debida a .1os electrones. En este .caso la..
absorci6n ‘se-debe a que el grano.se polariza bajo V& arclbn del campo

electromagnético, pero el dipolo asT. creado no esté en fase con el

wpo. - Esta P defasada del dipolo es precisamsnte la que ...

produce l1a absorcién de energfa. Ep lenguaje matemléitico, esto ey

-significa que debemos encontrar una expresién para el.dipolo eléctrico

+ Imducido y luegoitomar su parte imaginaria (ver apéndice . il). Este,

‘'los cuales cads grano absorbe radiacién,.el segundo paso es el describir.

mecanismo es significativo sGlo en los granos metflicos puesto que sslo .

en - los metales los electronas de valencia se pueden desplazar con

relativa facilidad de un lado a otro del material. En consecuencia

" puestros resultados sSlo seréin aplicables a partfcutas matélicas..

El objetivo dea los capftulos 1il y. 1l sers e) .de hallar, .

una‘expresisn para el dipolo eléctrico inducido y para la energfa

-absorbida en cada grano.

Como ta absorcifn de.un qrano se puede describir en
términos de por-ejemplo -la. susceptibilidad x) la polarlzablltyad o
‘o la potenclia absorbida {P) , entonces segin sea el casg, deberemos
hallar una expresién qus relacione a x/o( [~} <P> con el coef(c[ente'
de absorci&n de todo el sistema. En las referenclas 12, 14 vy apéndice

Al1ll se tratan cada uno de estos casos respectivamente.



-.--« 'Posterliormente, en el capftulo |il, veremos que nuestra
formulacisn nos permite obtener una expresiSn para la polarizabilidad
CxX.  del grano,. y que la relacién que necesitamos es

ad -
2 = ZZ= | S D [ox el a.am

En esta expresi6n ¢ es la velocidad de ia luz en el vacfo. n es el
Tndice de refraccién del medio que rodes a los polvos, Q—-— E"("“’)]
es la parte imaginaria de 1a polarizabilidad a la frecuencia &2
correspondiente a un granc de polvo con difmetro x y 90&) es la
funclién de distribucisn definida en la ecuacién (1-1).

Ftnalm;nta. antes de terminar este capftulo, veramos cual
es 1a razén por la cial s6lo nos Interesa estudiar la regién del
infrarrojo de la radiacién electromagnética.

Como ya se dijo en 1a IntroducelSn, una de las caracterfs—
ticas més Importantes de las partfculas pequefias es que tienen uh.esbcc~
tro de energfas discreto. AdemSs, debido a’ que el fendmeno aue véﬁbé a
descr(bl} consiste en el comportamlgn:o de los eléctrones de valencia de
una partfcula de polvo metSlico cuando &sta Interactua con una onda elec-
tromagnética, podemos‘shponer que, bajo este tipo de lnt&raccléﬁes.'las
Oinicas excitaciones que ocurren en el grano son precisamente las excita-
clones del slstema formado sélo por los electrones de valencla. Estos
sistemas son tales que el espaciamiento promedio entre sus nlveles de

energfa est8 entre 10—5 y 1 eV dependiendo del material y tamafo del

grano.



17

et o En la tabla I-1 se muestran los valores del e~spaciamiento
“promadio entre niveles de energfa (denotado por 3 ) para algunos
materiales y para algunos tamafios de grano y en la tabla 1-2' aparece el
nGmeroc de electrones de valencia que tiene cada grano. Con el objeto
de comparaciones posteriores, en las tablas‘tlmb‘l’in se ha Incluido at
carbono aunque &ste no es un metal. En este caso se le est§ considerando
como un elemento con cuatro electrones de valencia. En realidad las
‘tablas ‘1-1 3610 muestra los ordenes de magnitud para el “‘spa’cl.nl‘ei‘l’to
g y los detalles de la manera en que sevcohstruyé esta tabla se
pr.se_t’\t.n’en el apéndice AV .
Entonces, debido a que .S- es dist;lr;to de caro"" 1o

interesantc es irradiar los polvos con luz cuya energla sea del orden

de este espaciamiento o menor, que es precisamente el infrarrojo o el

. infrarrojo lejano. Obviamente si la energla de radiaciSén es muy grande

no ''notar§' que el espectro es discreto y no ocurrir§ esencialmente
r‘uda difgre_nte a lo que ocurre en el mter}al macro_s::dplco.

} En la tabla 1-3 hemos reproducido la figura de_lav éﬁgln'g
20 de la raferancia 38, en donde se muestra una clasificacién del

tro electr ético de acuerdoc con su energfa, frecuencia,

longlgud de onda, etc.

4+ La fase E dist inta de cero' significa en realidad que el es—
paclamiento _5 no es mucho mss pequefo que cualquiera de las
energTas Involucradas en el sistema. Esto de paso restringe
nuestro estudio al caso en el que la energla té&rmica KT sea muy
pequgﬂfa (T del orden del 1°K), puesto que si KT es mucho mayor

que & entonces el sistema puede excitarse t&@&rmicamente y absor-

ber energia distinta a la que nos Interesa estudiar.



RESUMEN.~- En este capltulo se presentS el problema de absor-
d&n de radiacién en partfculas metslicas y se vi6 que para podar calcular
el coeficlente de absorcidn de! aistema mostrado en la flgura (-1, es ne-
cesarlo calcular antes el dipolo eléctrico inducido en los granos de polvo,
cuando &stos est&n en presencla de un campo electromagnético cuya frecuen—
cia corresponde al infrarrojo. Este problema seri tratado en los dos ca~

pTtulos sigulentes.
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CAPITULO [

MODELDS DE POLARIZACION

En este capftulo se analizarSn Tas posibilidades ‘de
- nlgunos modelos © aproximaciones para describir el fenSmeno de -
polarizaci6n eléctrica para un conjunto de polvos metéilicos. i

Como se indicS, la absorcién que’ nos interesa describir
se debe al defasamiento del dipolo inducido respecto al campo de
excitacién. La relacisn entre la energla absorbida y el d‘lpolo
el@ictrico se puede escribir explifcitamente si utilizamos l1a nota—
ci6n compleja para representar las magnitudes que varfan con el
tiempo. En estas condiciones la diferencia de fase entre p y Eol se
puede tomar en cuenta a través de una polarizabllidad compleja <X .
En este caso la polarizabilidad y 'a seccién de absorcién iR estén

relacionadas mediante la f6rmula (ver ec. 7 del apéndice 111},

U:-%v;_«z. O ()

Por lo tanto, lo primero que haremos seré calcular el momento di-
polar de los polvos. o ’ )

Obviamente el requerimiento minimo para las expresiones
teSricas que utilicemos, es que describan correctsmente el fenSmeno
de polarizabilidad en pr'esencla‘de un campo el&ctrico estS‘tlco . El
objeto de este capTtulo es, pues, ‘estudiar el caso en el ‘que 1a
frecuencia de la radiacién incidente es igual a cero.

Nuestro problema ahora es describir el mecanismo medlante

el cual se forma el dipolo eléctrico en cada grano. Es claro que no

22
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esperamos encontrar una solucidn exacta, pues Iincluso en granos
diminutos de unos cuantos angstroms el nGmero de electrones es

muy grande. Por ejemplo, para un grano de aluminio con 5 7\ de

radio, se tendrfan 31. &tomos y un total de 403 electrones, 93 .de los
cuales son de valencia. La solucién exacta de este problema esté
lejos de nuestro alcance y al mismo tiempo serfa demasiado particular.
Por lo tanto no vemos en la necesidad de proponer. un modelo.

. Si el campo externo es suficientemente débil y el grano
es de metal, podemos suponer que sblo los electrones. de valencia
van a reaccionar bajo la accién de! campo externc, mientras que

..e! resto de los.electrones, al igual que los iones, se mantienen, .

. en sus _estados criginales dentro del grano. La reaccidn de los

_electrones de valencia al campo externo consistir$ en desplazarse:
en la direcci6n contraria al campo de tal forma que en un lado del
granoc se crea un exceso de carga neg.t[va y en el otro un excesoc de
carga positiva. Esta nueva Confi’gur.clén de carga es el dipolo que
nos interesa describir. Nuestro sistema consiste entonces en un
cot\;iun‘tc de N electrones cunf!ﬁados en un reclplel:nte con la forma
Q;l grano y que se mueven sobre un fondo de carga pQS!tIva uni forme.

La aproximacién mis simple para describir el comporta-

miento de estos N electrones consiste en despreciar por completo la
intefac;i&n entre ellos. Pgro en el caso de interés esta aproxima-
cién resulta muy mala, como veremos ahora. Posiblemente la forma
m&s transparente de hacer ver por que esta apraximacién no es huena,

sea calculando la cantidad de carga desplazada por la accidn del campo

o



externo y luego el campo producido a su vez por esta carga. En ) apén-
dice V mostramos que al ignorar la repulsidn entre los electrones se
permite una concentracidn excesiva de éstos en un extremo del polvo, de:
tavl forma que el dipolo formado es mucho mayor que el valor méximo per-
mitido por la electrodinSmica clSsica. Nuestro tratamiento en el apén-—
dice V se hace de acuerdo a la meclinica culintica pero sus resultados-
se. puedan explicar en términos cléisicos. Lo qu; se obtiene e3 que se
desplaza mucho més carga de la necesaria para anular sl cempo Eé den~
tro del polvo, debido a que- la carga desplazada no.-se repels entre sf

y por lo tanto no hay ninglin desplazamiento en sentido contrario. Ade-
més, el campo inducido dentro del grano resulta ser-decenas de veces:

més Intenso que el campo de perturbacibn Eo . Es claro que esta si-~:

tuacibn no puede ocurrir en la realidad y en ia dabe bus-
car otro modelo. |

El hecho de que se desplace demssiada cargas explica el por:
qué Gor'kov y Eliashberg(a)‘:obtuvleron una §o|-rlzabllld.¢ muy grande. -
 Estos autores obtienen una polarizabilidad del orden. de 100 a3 para -
partTculas con x50 7{. lo cual-esté en completo desacuerdo con  los re-
sultados de los primeros experimentos que se realizaron 7 afios despuds
de la publicacién de su trabajo. Los resultados de estos experimentos
est@n resumidos en el primer punto de la pSgina 7. RSN DT

En realidad Gor‘kov y Ey fashberg no trabajan directamente con
electrones libres, sino que tratan de tomar en cuenta la interaccién tra-
bajando con cuasipartfculas de masa m“ . Pero a fin 'de cuentas lo Gni-
co que logran es una modificacién del orden . de m- donde m es la masa

m*
electrénica. Pero como mam*, sus resultados son priacticamente iguales

24
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a'los del modelo de ‘electrSnes libres.
Concluimos entonces que es necesario tomar en cuenta

‘Una

la repulsié&n entre los electrones de maneravﬁis precisa.

forma de hacerlo es usando la llamada aproxlmaclén de'Ha}trhe-

Fock dependiente del TIEMPO a la que nos referimos mediante’

las inficiales AHFDT. A esta aproximaci&n se le conoce también

con otros nombres dependlendo de la forma.en que se derivan

las ecuaciones (ver pég. 138 de la referencia 42).

En el apéndice Vi se Indican tas hipStesis que Jle-

van a esta aproximacidn y se discute detalladamente en qué-
sentido esta aproximacién es mejor que la de Jlos electrones
libres.

La deduccidn que hemos hecho en ese apéndice es dis-

tinta a la que hacen otros autores(“z’“S) debido a que nos

interesa mostrar explfcitamente la forma en que se toma en

cuenta Jla Interaccién electrénica. Adem&s nuestra derlivacién

es bastante m8s complicada, debido a que hemos' trabajado en la

representacién (r,«) con e} objeto de comparar directamente

nuestras expresjfones con las de las referenclias 11, 12, 13 'y 30.

En la aproximacién HFDT se encuentra qQue el momento

dipolar inducido P .esté dado :por (Apéndice VI ec. A'VI-I“')T

@), = (3 a3 Sd?- P X (7.5 - : Crien

ta transformada de Fourier del potencial

donde $(%, w) es
total R TR | que es la suma de &, (5F,1) vy el potenclal
producido por el gas de electrones 4%5‘ (%, £) . ta fun-
t En 1a representaclién K, «w la aproximacién HFDT se reduce a gualar .
con la polarizabilidad de los electrones libres l.unvf %?3

susceptibilidad
ver apéndice VI.



-
ctén 'X(F.F') est3 dada por (ec. AVI~1'' en donde hemos absor-
.bido.el factor 2 en los sfmbolos g‘ y se ha supuesto que el

sistemas es Isotrdpico)

- = Zwn = TP . e T S
XGin- 5 T O oL 5 (i-2)

A esta funcién se le Tlama funcidn reséuasta densidad-densidad
Y es relativamente ficil de calcular, pero en cambio el c8lculo
del potencial ¢(?,t) es en general co’mpllca.do.

Algunos autores han introducido una simplificacién
adicional a la aproximacidn HFDT que consiste en suponer que

q>(r.t) produce un campo uniforme y po.r 1o tanto
b ty=-E-7"

A esta aproximacién la ltamaremos aproximacién Hartre-Fock lo-

cal dependiente del tiempo (AHFLDT).

Bajo 'estaﬁ condiciones se encuentra que (ve*f~ec:AVl-3')

P =K, E (1i-2)

donde E es la T.de Fourier del campo total uniforme E(x,t) (su~
ma del campo externo Eo y del campo producido para el prdblo'
dipolo) vy K(x,w ) es una funciédn que depende del diSmetro x de
1a partfcula y dela frecuencia del campo & . La expresi&n para
Ki(x, w) es

KCx,w) - S"?d; S?-a;-')( 7.7)

y cuando W= O se encuentra que es fgual a (ver ec.AVI-4).
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o . .
. o . . - P SRS

K(x,w)s—-g—z _'?L'ZT,?"; Fomo = Yo (ti<4)
Ean ~ Ewn

electrén, £n es la energTa del estado

independiente,

donde ¢ es la carga del
1?n es el nimero de

n del modelo de particulila

ocupacién de ese estado y'?mn son Jos elementos de matriz del

operador de posicién T carrGSpond]ente a un solo e}gg:rﬁq.
o $i comparamos la expresién 11-3 con la relaciéSn bien

conocida de la electrodinSmica cl&sica . | . s

F-'X'E" E

donde F'es el momento dipolar por unidad de voluman y 7(

la susceptibilidad, vemos que en la aproxlmacl&n HFLDT

Xn = Y 1< Gy
Xnn“ = ——Q——Z—-———-———v—..vn_-év—lv. (ri-5)

BY e B - €

y por tanto :(MFLDT es una constante en el lnterlor del grano.

Por otro lado. en la aproxlmaclﬁn de electrdn l1ibre

que denotaremos por A.E.L. se encuentra que {(ver tamblién ap&n-

alc; vi): _ —
P = K(*w) E,,

Yy comparando con la ecuacién que define a la polarizabilidad 3

’—!":""‘Eo,

.. vemos que en la aproximacidn E.L.

PR ng —7-“:‘ Z: .3-:" -?_..-r K{x.c) (11-86)

€
Las ecuaciones li-5 y 11-6 implican que la mégnltud

k(x,w ) es igual a ta polarizabilidad “XE.L. o bien a la sus-
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ceptlhilldadnwj(KthT,rdepend[ando de .1a aproximacién gque se

esté haciendo..- Vemos también gque en esencia la aproximacidén:
HFLDT consiste en i{dentificar la susceptibilidad con Ja po- ~

tarizabllidad .de los electrones ‘libres, o sea .

' — Kae _ _I€(x,0) (11-7)
"WELOT T \V4 v

En el apéndice V| mostramos que en esta aproxima=-

c€isén cada electr6n se mueve en un campo promedio producido .

por el resto de los electrones y esto equivale a introducir

un campo de depolarizacién que limita el desplazamiento

excesivo de electrones como ocurrTa en la aproximacién del

electrédn libre. De esta manera se evita gque el momento di~

polar sea demasiado grende. De hecho se puede_demostrar que

la polarizabilidad que corresponde a un sistema con una

susceptibilidad dada por y :L‘—CZ‘\-/L‘&’L ., estf efectivamente

por debajo del valor a3 1o Que estﬁ de acuerdo, ahora si,

con primer resultado experimental de la p&gina 9t,

A pesar del éxito de esta aproximacién respecto a

la primera parte de los resultados experimentales, ello no es una

4 La demostracién de esta afimacidn se pusde ver en la referencia 30,
aunque ‘desde un punto de vista m&s general, puesto que se trabaja
dentro. de) contexto de la aproximacidn HFDT.y . por lo. tanto no se

supone que X sea una constante en el interior de! grano.. Una de-
mostraclén m&s cualitativa se puede ver en el apéndice VIl, en donde

se ve en un caso particular que para cualquier valor positive de X,
lacX siempre resulta ser menor o Igual que a (en 1a referencia 8 se

muestra que K(x.0)\/ - Siempre es positiva y del orden de = e>*wmPra¥t
. 13 RTTTV
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razén suficiente? para suponer a priori que el campo ‘de depola-

introduciendo implfcitamente al tomar

rizaci&n que se estd
que se requiere para tomar en cuen-

'Xg_"_(\.‘i‘_'ﬁl es justo el

interaccidén electrénica. Una forma de in-

ta correctamente la
vestigar 'a validez de esta suposiclén es aplicar
Esto es preclisa-

13 y 30t7T,

la teorfa para

explicar los otros tres puntos experimentales.

lo que se ha hecho en las referenclas 11, 12,

mente
donde se muestra que la teorfa falla drSsticamente en sus pre-~
los puntos 3 y & de 1a p&gina /0.

dicclones para
: sin embargo, que

Se podrTa argumentar, las proplieda-—
des de absorcidn reportadas en los experimentos se deben @ otros
fendmenos distintos de la polarizabilidad electrénica, como por
ejemplo la oxidacién o la excitacidn de los ilones de la super-
flcie, Y Pensar éntoncas que la absorcidn de tuz debida a los
electrones sT estd correctamente descrita por la aproxlimacidn
HFLDT pero que su contribuclidén es opacada por la de los otros

aunque resultara clerto que
la densidad de

_ procesos. Sin embargo, la contribu-~

cién principal! no se debe a la polarizaclisSn de

pueden hacerse dos observaclones acerca de Ja

carga electrénica,
aproximacién HFLDT que nos hacen pensar que no descrlibe apropla-

damente el comportamlento de los electrdnesf?f

{dentificar X con k(x,w)/V se obtendrs siempre un valor aceptable
independientemente del valor de X € (0,0) (vé&r ap&ndice Vi)

T Al
sino

para o<
En realidad la X de estos autores no es exactamente K {Xee2)

una ligeramente modificada por el facto m/m*;. pero esto, desde el pun-
to de vista prictico, no tiene Importancia puesto que m=xm

T+t Cabe mencionar otra objecl!sn de tipo conceptual que ha?emos Yn el apén-
dice VI hoja (132) sobre el trabajo de Strissler, etc. cuando
escriben X = K(<,w )} Vv , que es la esencia de la aproximacién

HFLDT

+t



La prlmera de ellas se refiere a que desde el punto
de vista de la electrodinamica cl8sica el tomar X=-%% &s una

aproximaclién sumamente mala en conductores. En el apépdicg

Vil se muestra que una de las Iimplicaciones de la aproximacién

HFLDT es poner el campo tatatl € en las expresiones en donde

debe ir Eb (o equivalentemente poner el potencial total ¢ en
vez de ¢% [4 Ver referencia 42 p&g. 139) de wmodo que se consi-

dera que l1a perturbacién introducida al sistema es el campo E

en vez de Eo* . Pero en ese apéndice mostramos que la hipé-

tesis E = Eo.puade resul tar totalmente errénea, principaimente

en conductores, ya Que en este caso E es rigurosamente nulo

mientras que Eo puede ser muy diferente de cero. Tambié&n se

muestra que sSlo cuando X << 83 ta aproximacién E = -E-o(o’ )}-%‘)

es adecuada, pero esto no ocurre en los. conductores pues en

éstos o = 33 y la susceptibilidad no esta definida (en la ecua-

cién AVI1~5 se muestra que X tiende a Iinfinito).

Un comentario importante a este respecto es el si-
guiente: al suponer que los electrones responden a € en vez

de a Eo se est8 considerando al sistema bajo la accifn de un

campo mucho menor que el reat (pues en los conductores E = 0),

¥ esto puede traer como consecuencia que el c8tculo del dipolo

T obviamente en el sistema fisico los electrones slenten y responden al
campo total (y esto no es ninguna aproximacidn), pero este hecho ests
tomando en cuenta en la formulaciSn matemitica exacta. _Por lo tanto
en las expresfiones en donde aparece E no debe ponerse E argumentando
que es a este Gltimo al que los electrones responden {por ejemplo en
1a expresifn exacta P = ot 3 no debe usarse E ver apéndices VI, Vil y
Vitl). Es claro tamblén qug en algunos casos sers permisible hacer la
aproximacidn E = E que es precisamente en 1o que consiste la aproxi-
mac idn HFLDT, peroodebe tomarse sSlo como una aproximacidn y no como

una correccién a una teorTa erronea como proponen algunos autores (re-
ferencia 11).



inducido dé lugar a un resultado mucho m&s pequedo que el que

Lo e

corﬁespdnde'} 1a realidad, ée modo que la absorcién calculada
es'hénbE que la observada. Dicho en otras palabras, esta aprg
>xi53516n limita excesivamente el Aesp|azamiento de carga.

La segunda razén que tenemos para dudar de la validez
“"de 1a aﬁroxlmaciGn HFLDOT es que, al haber utilizado ‘una aproxi-

macién qQue toma en cuenta la Interéccién electrénica en forma
-mssuhdscuada, llegamos a predicclones muy distintas. Este es
en nuestra opinién uno de los resultados m&s importantes de
este trabajo, ya que esta conclusi&n es independiente de que el
factor pffnclpal que contribuyen al valor del coeficiente de
absorci6h. sea o no la polarizabllidad electrénica. Podemos
mencionar sin embargo que nuestros resultados est&n en completo
aciuerdo con los resultados experimentales 1, 2 y 3y estfn muy
cerca de coincidir con los del cuarto punto. i

Debido a estas consideraciones vemos que es neceSa-
rlB utilizar otro método més conveniente de atacar el proble-
ma de’bolaf!zacl6n en loé‘pél&os.

o Una poélbllldad serfa braba]ar con la aproximaci&n
HFDT pero sin hacer 1la supoSic}én'¢(Fﬁt) - - E-7V‘quh llevs
a la aproximacién local HFLDT.

Como se menciona en el ap&€ndice VI{(p3g.i131), para
aplicar la aproximaciSn HFDT se requiere resolver tla ecuacidn
I't=1, pero para esto es necesario conocer el:potencl;l’tstal
qD(ﬁ;t),jque en general es ‘un probleﬁa complicado. v

Obviamente si se iz=gra determinar correctameﬁté

¢(7',t) entonces AHFDT serd mds exacta que AHFLOT y es posi-



ble que sus‘predlcclones se acerquen mis a los exporimentosh

Sin emhargo dehtdo a la difl:ultad para determinar

q) (r'.t) hemos elegido otro mﬁtodo. Lo Tlamaremos n‘todo d.
LusHNIKOV y StmMonoy (51:52.53) 0 0 i emos a 61 mediante
las iniciates MLS.

En el método de Lushnikov y Simonov se 1lega a que

el momento dipolar estético est3 dado por la expresién

-_ _ e .7 = - =
P= 3 ? e o Rh; (11.8)

32

donde R es un operador que satisface una ecuacién de Dyson de .

la forma

que, escrita enria representaclén de |a; coord;nadas. §9hiec
Na- n!
’R =¥ + & \v 1) Z kf’("'3 ‘ch‘ﬁ ‘Q’“ as.

La forma en que se llega a estas ecuaciones y el significado
preciso de las cantidades que en ellas aparecen se discutiré
en el capiftulo (Il, puesto que las ecuaciones anteriores, se
pueden obtener como casos particulares de otras m&s generales
que deduciremos en ese capftulo y. Que corresponden al caso.
de frecuencia del campo distinta. de cero. Por lo pronto sélo
veremos la forma en que Lushnikov. y Simonov calcu}an la

potarizabilidad estStica a partir de ellas.

R=% « T AR o ai.ey

)



Sin embargo antes de hacer esto conviene discutir
brevemente la diferencia entre la aproximacién HFDT y el mé&-
tods Ls. : o o

Eﬁ éi'apéndice Vi se demue{trs qhé el momento dipo=

lar se puede expresar alternatlvamen:e como (ecs. AV -1 y AVI-I"')

(vav gdv- 4> oo S<Lsm gevaily S e

v

<3, = -
“He Le e L . - B e
S;a:—Sa:- derw) X 77

En el m&todo LS se trabaj; esencialmente con la ex=
presisén de arriba en donde se aprovecha el hecho- de que ¢°(7wﬂ’
es de la forma d>o = - E,-r'y por lo tanto se puede sacar ér
campo_Eo'fuera de la integral, sln;embargo elffactor restante
depmnde de las coordenadas de todas las partfculas que forman
al slstema y debe usarse teorfa de muchos cuerpos para calcu-

larlo. . P

- Por Qér;-IQdo, la aproximacidn NFDT’tfabaja con la
expresiSén de abajo en donde ahora la funcién X(¥,7') depende
Gnicamente’ de las coordenadas de una sola partfcula y por’lo
tanto' puede determinarse con relativa facilidad.- En cambio

el cllculo de ¢>(r.t) puede resultar muy complicado."’
‘" Continuemos ahora con el cSlculo de la polarizabiti~"
dad estitica de acuerdo con método LS.

Si recordamos la definicldn de l1a polarizabilidad,

se concluye de la ecuacién 11-8 ‘Que
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- —_—
x= -2 5T _Za- 7 o R (11.11)
) < 3 A Ea- Ey- R )

£sta ecuacién tlene la misma forma que la ecuacidn 1.4 que

es la que se usS en la aproximacidn. EL para Il'polarlzabilldadﬂ&k
y en la aproximaciSn HFLDT para la susceptibilidad v)&FLDT' A-
demds, las cantidades que aparecen en ambas ecuaciones tilienen

el mismo. significado excepto por i;;- que sustituye a. r -

nm
€En el capTtulo 11l veremos que ixh’ hace las veces de. una

coordenada efectiva y que el método LS consiste en trabajar
con un campo efectivo que toma-en cuenta el efecto del campo
Eo Junto con la interaccién electrbénica, 1o CQal finalmente
se traduce en la modificacisn de la coordenada T. L
Para ca!cular la pol;rizabilldad o primero se de?f
calcular la coordenada : a par:l( de la ecuac}&n‘ll.yd Y Iu;go
sustitulrla en 11.11. Lushnlkov Yy Simonov(si?rQSQIvlerdn Ia“
ecuacisdn (1.10 en formq aproxlmada y obtuvieron qﬁe el opera-

dor R en la representacifn de las coordenadas est8 dado por

i:?__;/’a(ar i wak I3F - _ "“*‘S;T%% \';l.iz)
= T\ T B %)? Gy /
dqn;e o ' . ‘VL
— < 2’W“'F¥ a™
T = 3 R3ITT
v L.



Lievando esta ecuacién a l1all .l'ly despu‘s de - varlas aproxlm-clones se

obtiene que {(var apéndice IX)

o= a>(h v 4 -VF .—.&t«aﬁ‘v‘) 11,13y

como ¥

es proporclonal al cuadrado del radio a., esta 'ecuacién
indica que los valores de o

o van desde ‘un valor mfnimo o¢, = 0 cuando ™

a = O, hasta un valor méximo of, = -3 cuando @ —e@ .

Lushnikov y Simonov han graficado la expresién’

‘gg:.;.;_-r“_;_‘u‘.z«m .

como funcién de ¥ , obteniendo una curva creciente y limitada sdﬁerior-

mente povr‘ el valor —%‘ = I/u que corresponde al valor V= a-

Estl grlflca se reproduce en la figura 11,7,

Estos resultados estsn de acuerdo con’ el prhner punto

umrlMtal Y eran da esperarse a partlr de argumentos cualltativos‘.r

En efecto, camo hem‘os mencionado, la electrodinmica cl&sica predice un

valor mixlmo para conductores de a<= a » lo cual- corresponde. al caso

en el que Ias carg-s internas se dlstrrbuyen de tal® fcm- que ‘@1 ‘campo

externo Eo es apantaliado completamente dentro del conductor y por lo

tanto E (F) = 0. Sin embargo cuando el sistema es
internas no alcanzan a apantallar al campo externo

de modo gque o<, toma un valor menor gue el miximo.

RESUMEN.~- En este capftulo presentamos varios métodos para
describir el fenbmeno de polarizacién estdtica y encontramos que el mias

apropiado es el MLS., Una vez que se ha comprobado que este método

muy pequefio las cai'gis;’

y por lo tanto E (F)X0,

3s



satisface el requerimiento mfnimo para campos estfticos, el siguiente
paso es calcular la polarizabilidad dinémica v a partir de ella el
cosficiente de absorci6n. Estos cllculos se harfn en el capftulo

~

siguiente.
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CAPITULO Lt

LUSHNIKOVY SIMONOV PARA EL.

GENERALIZACION DEL METODO DE

CASO . . ¥ 0 Y CALCULO DE LA ABSORCION.

En este capltulo calcularemos la polarizacién de los

granos de polvo en presencia de campos variables con el. tiempo

utilizando una generalizacién del MLS. Posteriormente calcularemos

el coeficlente de absorcidén para varios materiales de polvo met&lico.

La forma en que LS(Sl)calculan la polarizabilidad est&tica

fue derivada a partir de los trabajos de A.B. Migdal (54.55,56,57 58).
los cuales fueron aplicados por este autor al estudio de los niGcleos

atémicos. Estos trabajos fueron presentados posteriormente en los

""Theory of finite Fermi Systems and Aplications

libros de A.B. Migdal
(60

to Atomic Nuc]el"(59) Yy '*Qualitative Methods in Quantum Theory

Lo que hicleron LS(SI) fue tomar los resultados de

ngdal(sh) pero camblando la interaccidén nuclear por la :oulovnbllana =

y restringirse al caso de frecuencia. igual a cero. Nosotros . -
haremos ahora lo mismo que LS pero sin restringirnos al caso &« = 0,

A continuacidén se desarrollar3d esta nueva aproximacién.

Esta teorfa estd basada en los métodos de la teorfa de campo aplicados

a la mec8nica estadTstica y al problema de muchos cuerpos. E1 punto de
sls:ema se pueden describir

partida es suponer que las exc!tacl’ones del
por cuasipartfculas cuya din3mica ests determlnada por una matriz

densidad & . Cuando aplicamos un campo electromagnético sobre el
~

sistema, el elemento de matriz (‘V":"\ Jdel operador 13 se puede escribir
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como T
~ . ~
Qe =(F0 + 88D
donde 89' es el cambio en la matriz d.nsIdad»;pr_o»ng_a.dho:plgl:zgl'
potencl”a‘r{de perturbaclﬁr‘l.‘\'/'i_‘-'a,"-) .que. _se ha aplicado al 'sls-
tema originalmente descrito por ?o - Entorces
. . " R :
(43)_7 E S P
o
donde .
PN .-~
P =

<q ¥
: )

Yy donde + son las coordenadas de la cuasipartfcula v &4 su

carga. Por lo tanto
~ By -~ . A -~
P05 = c,Z(?,, —— T 65’-...7‘.-.)

Pero si orlglnalmén:e el dlpolo del vslstema‘és nulo, entonces

g §o—‘n :F—-u'—" (@] y tenemos (
D= 292 8 % Yo Loty

. v N . .
1'Mis adelante veremos que el operador 9 no es diagonal.
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En el apéndice X se demuestra que el operador &S es igual a

58:;&76\/6\‘ G1r,2) -

PR AR R g

donde
Ve=eave + TAYV . Qiui,z1) -

El significado precliso de cada una dé las cantidades que aparecen arriba
se indica en el apéndice mencionado, pero aqui baste decir qua G es el
operador asociado a la funcién de Green, Tw es la ampliitud de dlsp.er—i
slén entre dos partfculas debida a la interaccidn coulombiana, A es el
producto de la parte polar de dos funclones de Green y V es el p»ozencl.l
efectivo que siente la cuasipartfcula deblido a la polarizacién del
sistema. En otras palabras, al haber una redistribucidn de las cargas,
el campo dentro del slstema ya no es v® sino V. Para determinar V
debemos resolver la ecuacién 111,2°%,

En el apéndice X| demostramos que cuando el potencial. de
perturbacisn v© varTa armSnicamente con el tiempo, es decir, cusndo. .los
elementos de matriz asociados al operador ‘\7" son de la forma ot

LAt LV N D> = <AvEE AR>S (t-1) = <aiv® A D@ 5(e-v)
- :

= Vg & ‘th(t-U))

entonces el elemento de matriz (m,n) de la ecuacién 111,2 es:

-rw t

&S = —Hmz 2= VL

bl Eon - En-w2



%3
con .
. - -, Cawe - e
V.. r=V..&c
,.\
y —rw 't
Ve () = Ve & J a
o, en la representacién £
T =~ 2n -
8 Summ = =2 V.
Si ademés ei potencial <T [ lY_'>= V(7Y SC7-7°) es tal
que ‘prodi.lca un campo unliforme Eo entonces V. (¥r= ~ v- E-o .
Y el potencial efectivo < ¥| V') :f'> = Vl(‘7’ SCy-¥) también
sers de 1a forma ‘
\/ {(3)= -4 rR-E
V0 e (141,3)
donde ahora ‘_l- son las coordenadss efectivas que deben determinarse de
la‘ecuscién que resulta de sustituir 101,3 en 111,2' | © sea -~ 5 = ¢ o0

’R="‘7*T”AR - ; [}
Bajo estas condiciones el cambio en la matriz densidad sers

50w =_eq__l£?_~,;ﬂ_“__-‘9m”' E. Qit,5)

= En =2
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Si sustituimos la ecuacién 111,5 en la expresién e,

.para el momen to -
dipolar tenemos (la carga efectiva €q

que aparece en la expresién l|‘|,'l>)

para P es por defincién la que aparece en 111,3): -

- ; Zme e P T CE.
LP> = eq Z P P 7 -

Para el caso de la interaccién de Cﬁulmb la carga €q se pusde tomar
igual a la del electrén (pSg. 187, ref. 59).

L- acuacl&\ antortor nos da una .xpresldn para el tonsor

de polarlz.bl'lidad O( definido a través de *'P = Eo » O sea:

- P = N — )
P .« R Y
=3 Z P o " -
donde TPavn Tuw es una diada.

sin embargo. sl el slst ma es Isotré-

pico, P es paralelo a Eo y Ja polarizabilidad es simplemente una matriz

escalar cuyo elemento distinto de cero es B

= T - - ( ",6“
o< = Z——’?———————_‘ Fom s R uti.e

- Las coordenadas efectivas F deben determinarse a partir
de la ecuacién (11,4 que, escrita en 1a representacién T est ot

Q= v 4 e 45 ZLP-M.‘ (.,',,«)_.‘Qz,ll_e:__‘)?,m te,7)

\v-+1} e Eafm =

Ten realidad es una representacidn Wibrida, ver apéndice XI1
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Estas son las ecuaciones que deseibamos obtener. Las ecua-

ciones 11, lOy ll 11 que ‘Usaron LS son un caso par:lcular de ellas. Estas

sxprestones sersn ahora las ecuaciones de partida que nos serv(rin pa a

calcular las magnitudes reportadas en Ios experimentos.

Como puede verse, la estructura de estas ecuaciones es tral

que diffcilmente podemos esperar resolverlias exactamente. Esto es par-

ticularmente cierto en la ecuacidn 11! ,7, en donde la Incégnlta R aparece

an ambos lados. Debemos contentarnos pues con resolverlas aproximadamen:e

Yy aceptar gque los datos e.nperfmentales podrEn predeclrse s6lo hasta una
cierta aproxim}-clﬂn. No hemos podido determlnar el error en nuestros
resultados, pero al final del capitulo haremos una lf'sta de’ tc;das las
aproximaclones que se han hecho.

La primera .ahroxlmaclﬁn que vamos a hacer ser3 transformar

la ecuacisn Il1,6 en una m&s simple.

Haclendo uso de la Identidad
P S S LE] ’ C
A-3 A A G '35

podemos separar en la ecuacién 11,6 la parte que no depende expl\'clta—

Procediendo tenemos:

mente de la frecuencia . ~

Por = Pn = _T\_) e R ( Zone= Po) Trom e [P
X = - ———— E ————a. Y- . - — E a3 L
—w v Em - 3 e L N o TS |
la primera suma y multiplicando por . € —&n +(ws6)N
Eva = Evi+ (WH<ER

Denctando por &g

cada término de la segunda suma, tenemos



"

_Q:_zg._r-j:_]
o= o ~E2 R }z—?—[ (B £2)7- (o v 'R 3

Ahora tomaremos un promedio de los dos Gitimos términos sobre un con-
Junto estadfstico de espectros. Para esto multiplicamos por 1a
probabilidad de que un nivel est& entre & 4 E,+ dE.

y el otro entre £2 49 Er v e » ¢ integramos sobre

E, q €2 . Ademés si en cada nivel hay dos partTculas
debemos sumar sobre los espines.
Denotemos por D (1£:- £21) 1a densidad de probabl 1 idad
correspondiente a un espaciamiento promedio entre niveles igual a 1.

Entonces la probabilidad antes mnéionada estf dada por
Da-£) Daé. Ve

-t

donde Vv es el sspaciamiento de niveles promedio correspondiente atl -

-t
tamafio del grano. El valor de ¥ puade obtenerse si se :1lava el .

valor de N dado en la ecuacisn AIV-2 a la ecuaci&n AIV-1. As( ...

obtenemos

— - 2 #3 h
5= V. .= V- e . . . PO € 4 N 9% A TR

donde se supone Que en cada.nivel hay dos partfculas. :



;- Por lo tanto

C S : (- 5 L‘?v;.ts.
S ¢ciwnor ) ST ... =s.) P'w’" D606
s 4 = 3, 3270 (6. - Ea)*— (o155
- . ('V(,,_F Pasd) Rrs 25, = Yasais, D(’,g,-esl)dé.dfa.
+ =

S G e [Cam ) —(w o) W]

Pero como los operadores I Y E no dependen del espfn, Yas.is, = Ya, S,.,_

Y por lo tanto

PNV 35 1505 b2

PR

G- "a )6.,, .2, D e) et E
g (E- €)D"~ (w-c.;&)"h‘

*w‘hi

S,

enromey Ba - F2r D ad el
S Cer - €:) [(5:- €3y" - (o 87 W]

S pedimos que U sea mucho menor que la frecuencta promedio %’—-

con la que las particulas van de una pared a otra del grano de pdlvo,
entonces para todos los estados que satisfagan &-£: 2 h “_-‘_<'7' 2=
podremos aproximar los valores de los elema;'ltos de matriz pn 9 7‘-
por una expresidn que s&8lo dependa de la dlferen_cla Ey - Ea X >t

Y, por lo tanto, se tendrd que para estos estados el producto @\1 - )_’-al
es casi una constante que denotaremos por ('p\-a v‘_f“) © B

Pero vemos adem&s que son precisamente estos estados (As.- £ ;‘:In-o)

los que més contribuyen el valor de la integral, en consecuencla podemos

sacar la constante (1?-:. - ¥ )“ vy escribir

-



“s

e L @lhw D th ((2.-m)DGe-e)d e de s
Xeexo - SZEE(T2, 7)) 5: | roers oy vy e

"Z( (7,-1,) DClei-:1) Qe SES
w .
: + o (e-€) [(e-£.)" = Cwea8d 1
£ ST
El ‘valor de (%?‘1_ ?“>a se determinari en el apéndice X1V,
Sea ahora P
Er1= &, .
E= €, -Ea
y haclendo M= Yi3 ~, oW, tenemos
€,- €2 T NE, .
£ DUeDJE (cm. de.
x= oo = wet h @V (R-R) ) e —Genaeyw Jae
DCtedde o n
+ wh et
Z ) E e 5= -
cws
Como el (ntegrando en la primera Integral es una funcién impar,
ese t&€rmlino desaparece, con lo cual 7 - '
pe
- - LS
o = o, + e‘(*ﬁ?‘,.r,,)cx) Wt i ~Delen) ok
Toe 3 Er = (Wra8) B2
S,=30
- -
Esta expresién es muy semejante a la que obtuvieron los auto-
- res de la referencia 8. La diferenclia principal es que. ahora
lugar .de ¥ (la. coordenada -.:

la coordenada -efectiva Eken-

aparece
en Xo como en el

efectiva ® aparece tanto segundo t&€rmino).



“7

. »’& L P.r; s.”gl.-ulr a‘;;]‘an‘te 'necosvltA.n';os p‘ré:;;ner alguna formarpara
la funcisn D(1€1) . Si suponemos que no hay ninguna correlacisn
entre .la posici&n de un cierto nivel y sus vecinos entonces

'D(lél)‘f L= ¥ veremos qus esto da pracf&-menfe 1a
dependehcla w® del coeficiente de absorcisn que muestran los experi-

mentos. Si por otra parte proponemos para DC(E() las expresiones

que resultan de la teorfa de matrices estocésticas entonces el coeficiente .

2
de absorcién ya no dependers de U excepto cuando V& >> | an
cuyo caso se llega a expresiones equivalentes al caso e > (lfl) =1 -
Haciendo D el) = { en la Integral de la ecuacifn
anterior se obtiene w “
‘ad ‘d £
2 S de PCreld - =2 S
b —_— s = £ 418 YN € ~GoasbIh
vl £ (W iSYT h ) _w'[ [ ' 1
o = R4 ’
. wh
Y por“lo tnntb .
Az oteri e h @ (Ra-Ta), - wnen

Esta expresién es la versién simplificada de la ecuacién 111,6 que
desefibamos obtener. En prlncl{:io el paso sTguiente serfa hatlar R
de la ecuacién 111,7 y sustituir en 1IT,6' sin embargo, como ya
mencionamos, la ecuacién 111,7 es muché mfs difTcll de- tratar que la
que acabamos de trabajar y por lo tanto también es conveniente hallar

una versidn simplificada. Si observamos la ecuacién [31,6' notamos que



wa

las cosas se nos facilitan un poco puesto que en realidad lo que necesitamos
es un promeadio del producto Q.; Y2, . Entonces vamos a_ suponer. . .-

calcularlo -, ..

que el valor de (Q,1 - 7;.)0 es lnd.pondlente de W Yy pa

vamos a tomar como valor Gnico de R e! correspondiente a W = O. -
Para determinar esta R hacemos W = O en la ecuacidn L1)1,7.

Sin embargo, la ecuacién que resulta es aln lo suficientemente camplicada

como para que se pueda obtener una solucién exacta; por lo tanto, seard

necesario hacer simplificaciones adicionales. &n el capltulo il mencionamos

que Lushnikov y Slmonov(sl) obtuvieron una solﬁc(Gn aproximada para R

correspondiente a este caso (¥ = 0] y serS la Que NOsSOtros usaremos en .

Estos autores encuentran que {(ver apéndice X(I11)

( _Z\F; * B I faie

lo que sigue.

donde
T = —-h———-————' . R 7‘3 r= ¥ lr )
3 W3 : ' T o

Ahora lo que tenemos que hacer es sustituir la eéuoclén LeL,8
en los dos té&rminos de la ecuacién 1t1,6', la cual se escribe explfcitamente

como

2 om0 T P + 4 -;—"e"?’ﬁ“’(r?n'?'-)p i,60)




Como 1a R que aqul aparece corresponde al caso W= 0, la’ prrimera‘ suma
representa la polarizabilldad estitica y hemos visto qi]e Lushn ikov y>
Simonov mostraron que su valor es siempre menor o igual .Q a3 1o cual
estS de acuerdo con el primero de los r.sultados"e.xp’.rlmnta‘las‘. Esta
primera suma no tfene ninguna parte Imaginaria y por lo tanto fio da
ninguna contribuciédn a la absorcién que es el fenSmeno que nosotros
deseamos describir.

En vista de lo anterior sSlo procederemos a sustituir la
ecuacién 111,8 en 'a expresibn (ﬁx 'Zu ) o del segun&o tSrmir{o "de“ l;
ecuacién LI1,67, SIin embargoc nuevamente ser§ "vne'cesarlo hacer ciertas
aproximaciones. '

Al igual que GE(B)

(61,62)

usaremos el método que desarrolls
E.A. Sh.lpov-l para ;al:ular en géneral expres iones de la forma
(fnn 3:.‘\) e . En nuestro caso haremos T =R 4 3=7

La aplicacibn de este método a nuestro problema resulta

muy taboriosa pero el resultado final se puede escribir en forma compacta

de la siguiente manera {ver apéndice AXIV).

(R...7) =5 I00

donde

<) _-___l___-a’_éi__
;nvh‘ e

2



.

Yy aénde I (7\) es una Lntegral que se ha evaluado numertcamente para
varios valores de ¥ (ver tabla del ap&ndice A XIV). La [ntggra_ld_

que define a I (*) es la siguiente

T (v)= uTay L49+ (1593~ 84 )i -T)+15(3T 1272
e §

— i . . i - (
ur G-YD' ) én u,‘,)(' 'F?)f él' Gern éh—".(.-

] o

D=t— 49° T r49>7T?*

(re,9)

donde

Sustlituyendo en la ecuacién 1I1l,6' obtenemos por fin una expresisn para

1a polaritzabilidad que puede evaluarse directamente ,

H= o+ < ZT @V hwd I - (0

Como era de esperarse, esta expresi&n depende (nicamente de la frecuencia,
del diSmetro y del tipo de material ( a través de B ). Por lo

tanto, dados < X y Pz obtendremos un valor numérico para la
polarfzabilidad y estos a su vez nos permitirs calcular la cantidad

de energfa que absorbe ese grano (ec. AIll,7). Ademi&s, si se conoce la

funcidn ~ § (X) definfda en la ec. 1-1 para un conjunto de granos,
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podremos calcular el coeficlente de absorcién <2 de ese sistema usando

ALt -8 En efecto, comblnaru‘!o las ecuaciones QW8 y 111-10 obtenemos final-

mente la éibrestén qde nos perm‘lt'i'ré“c.alclular' las magnliudes nl'edlaas

experimentaimente’
-4

/d= 8277 @’u)'fi g\)’ﬁ I(r) £(x)d x
32

<o n
- N © -

Si{ trabajamos en el sistema CGS, suponemos que el fTndice de refraccién

del medio que rodea a los polvos es igual a uno y medimos la frecuencia

en em”! (1a cual denotaremos por ¥ s V= _,‘%E ), entonces

wur
2 = :.agsuro'a:\"gX‘I(Y).?<X>dx
. 3] B

sty

Grr,11)
donda:- ‘
la constante 2.6834 x 10‘8 tiene unidades de crn-z.
x = di&metro en cm
vV = frecuencia en em™!
. Pocstx ests definida en la ecuacisn 1-1 y-se mide en em™3
I(‘:‘) est8 definida en la ecuactén 111,93 y es adimensional
/a- coeficiante de absorcién medido en cm-]
’r - 20.0502 x 106 kF xz y no tiene unidades, aunque la
" constante 20.0502 x 106 tiene unidades de cril—l.
Debido a la forma en que estin. dados los datos experimentales, =
conviene expresar la ecuacidn 111,11 de tal manera que las cantidades
,Q y \7 se den en z:m—'I pero el diSmetro  x se exprese en nand-~

metros (1 nm = 1077 cm). Entonces



G e - -3 57 (x“TGr)Se)dx
A = 2.c837 X IO v g, } . S Gy

- 2
P = Ro. 0502 XIO I<ep X< (111,13)

Todo 1o que falta es conocaer la funcién (<) "asociada a

© cada muestra del laboratorio, pero frecuentementa en la descrlpcl&n deA
los experimentos, la funcién @rx> no. ‘se lndlca expll‘citmnte y lo

Gnico que se da es el diSmetro promedlo x (por eJeMP'D en todas las

muestras de la referencia 12 y en una de las muestras de la refe .ncla h

13).

En los casos en los que la funcidén $x) si se indica, tiene
la forma (13, apén;!lce XV): ’

_5.(:.lux-,€u?

. w £
S(x>= \I?,TJ«V‘ 3 G, ia)

donde X es el diSmetro promedio de los polvos en nm, W es la desviacién

esténdar Yy W es una constante que se determina.en el apéndlice AXV.

*Ahora las unidades de las magnitudes que aparecen en estas
ecuaciones son: '

x en nm
kg en 1/em

3
P(x)dx en 1/nm
2.6834 en cm/nm>
20.0502 en cm/nm
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Sin embargo en otros trabajos publicados postericrmen:e(jl'63'6“),

los mismos autores de las referencias 12 y 13, mencionan que en general la
funclén 9(!) correspondiente - a las muestras producldas con su técnica

esti dada siempre por la ecuacidn 11,14, con

A 1.3¢ =Y = 1/|.C

Por Io tanto en todos los casos supondremos que 9(x) tiene esa forma,
aunqua vamos a indicar en cada caso si Ios valores de V_ Y, deW_ son datos
experlmentales o sl se han elegido arbitrariamente, con la,ﬁnlca” T
res:rlccl&n de que el valor de ﬁ—' quede dentro del lntervalo lndicado

en la expreslén anterior. En el apénd:ce A XV se demuestra que

W= I

v

donde T es el volumen promedio de los granos de polvo y f.es el
factor de llenamiento definido en dicho apéndice.

Combinando 1a ecuacién 11i,12 con la AXV-5 y la AXV-5'
obtenemos finalmente :

y (et _)1
g

-3 = d
X = s 07 x10 5 vg" < Crit,15)

donde ¥ ‘est3 dado por la ecuacién AXV-4, o sea

s = L-x)z

=~ o g —#( > td <t tee,16)




51 todas las partfculas fueran del mismo tamafio tendriamos

-2 & - 2 ) Qii,15°0)
A =PGBI xIO _ﬁ—‘i x ITeom ¥

donde

—_— —3

r= F x Qit,160)

La evaluacién de las integrales que aparecen en las:ecuaciones

. ||'|'|5 y 111,16 debe hacerse numéricamente. Ademfs, para conocer los -
valores de la funcion. L{#(x)) que se requieren en 111,15, debe

integrarse también numéricamente. la ecuacién. I{1,9.

Por otro lado las ecuaciones 111,15 y 113,16' se pueden
evaluar inmediatamente con s&6lo hacer uso de Ja tabla AX!V-1:para los
valores de I(T"‘)). Sin embargo estas ecuacliones se refieren a una
situacién experimental que no corresponde a la realidad, pero. puede
servir como una gufa aproximada ‘de) orden de magnitud.

Los valores fe&rlcos del coeficiente de absorcién que
predice la f&rmula 111,15 se han vaciado en las tablas de.la (11,1 a la
111,6 para algunos materiales. y para algunos tamafios de grano. En .

realldad en estas tablas se muestran los valores del. factor D
e 2~ Ak-x
w e TS N

-t .
D= 1.37/;10 st(T)e dx Qui,i7).
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que aparece en la f&rmula 111,15 y por lo tanto el coeficiente de absorcién

. .se'rl‘ igual a:

S =2

ez - T PTED RORC

Los valores que aparecen en las tablas J11,1 a ta I1t,4 corres—
ponden a valores del volumen promedio _'Ij calculados con la ecuaci&n 111,16
y los de las tablas '111,5 y 11),6 a valores de 2f calculados con I111,16*,

Como ‘se indica en @) apéndice AXV, el volumen promedio se define correcta-
mente a través de la ecuacién 111,16, sin embargo, en ocasiones Grangvist
ha usado 111,16 para relacionar '? con ;(63). Esto-hace que los
resul tados teSricos varTen apreciablemente como puede verse al comparar
las tablas 111,1 con la 11},5 y la ll!,2 con 1a 111,6.

La tabla Il1,4 corresponde al casc del carbono al cual se le
ha considerado como un metal de valencia 4 con el objeto de hacer
comparaciones. La energia de Fermi de este elemento se calculd con la
férmula AlV-2.

Algunos de estos datos se han graficado-sobre las curvas que’
representan los valores experimentales del coeficlente de absorcién. Las
curvas experimentales se tamaron de las referencias 12,13.y 64. Al ple.
de cada gréfica se ha escrito la expresién tebSrica que se deriva de la
ecuacidn 111,15 y la expresidén que ajusta los valores experimentales.

Las primeras 4 figuras corresponden a la ecuacién 111,16 y las dos si-

guientes a la 111,16',



n i Figura 111,7 se han "'gl;af.l_)ca‘o, o
de la expresién
- > f C e

en funcién del diSmetro promedic, y en la figura 111,8 los Vte&’r:vl"cévsl o
(tomando G =1.6). A
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VALORES DEL FACTOR D DEFINIDO EN LA ECUACION

ALUMINIO

57

i-17 PARA EL

CASO DEL. ALUMINIO Y TOMANDO A & DE LA ECUACION i11-16 .

“EL’ COEFICIENTE DE ABSORCION EN cm~1 ES IGUAL A
2 = 2 ;,:{D A
T =1.3] =14 V15| N =106 N =107 N =1.8
X-4.8 .32¢4 .37 w5 :.:’54 L6 ES 857
X=7 Y7 5 .¢¢3 . Bo8 R 4ed P
*%=9 Y .z .es3 .03 .28 /. £
%-14 - 757 /s L 3F2 soet 244 E XS4
R=15 Loy L8 s v2 /.73 o.r4 So.e 7
xX=27 783 203 2.55 3.0/ 3.8« %. 8
%=37.4 =¥ 2. 7¢ 3.5 4 432 £.33 Eo 5
X=40 =2.27 3. /¢ 2 78 v & S, e9 o7
X y <9 en nanémetros y la frecuencia en cm™1,

TABLA

-1



‘VALORES DEL FACTOR D DEFINIDO_EN LA ECUACION

. CASODEL COBRE Y TOMANDO A-7F DE LA" ECUACION - |II-16 -

COBRE

=17 PARA EL

TABLA m-2

EL. COEFICIENTE DE ABSORCION EN"~ cm~1 ES IGUAL A
L = S5TVTED
< =13 ¥$=1.4| V=15| V=1.6] T=1 .77 S =1.8
. X-a.8] ,vsc oy L5EY .72 - Y.
xX=7 R 703 . 853 lOow ’2r xE
x=9 788 .77 44 % 33 l.e 5 2. 0c
%14 ‘22 /. 2 , 208 P 3.2y
*=15 /e 37 ),52 /82 2,272 a, 75— 3.v %
X=27 2,35 2.75 3.2s8 4 4. ¥5 é.r? .
X=37.94 2327 3.8¢ .54 s.5¢ 4.37" ?—55'”
%X=40 3. 78 V.07 % B¢ 73 =33 7
X y <& en nanbmetros y 1a frecuencia en em™1, -




:VALORES DEL FACTOR .D DEFINIDO EN LA ECUACION

ESTANO

ss

Hi-17. -PARA EL

. CASO.DEL ESTANC Y TOMANDO:A % ' DE LA ECUACION 111-16" .
EL COEFICIENTE DE ABSORCION EN. cm™1 . ES IGUAL A -

= VAP

S=1.3] ¥ =14| W15 Y=1.6| < =1.7| T =1.8
*x-4.8 .35 . v09 Ly . 578 .7y .¥2¢c
'X=7 sr2 599 .7 .87 J. 08 ’e 35
- X=9 % 4 . 770 .92/ /. /2 /.33 /73
X=14 /.02 /.77 - /. %3 /.7 2,05 2. é7
) %=15 s 07 .28 /.5 3 /.87 .37 2.8%
X=27 /.7 2.3 2. 76 32 3c &, 5 S/
‘%=37.9 2,2 3.2 3.83 v, & & 7. e 7,9
%=40 2.72 3.4/ s. 08 “. 77 AP = e7
X y G en nanémetros y la frecuencia en cm™1

TABLA -3



““'VALORES DEL FACTOR ‘D - DEFINIDO_EN'LA ECUACION " i1}
CASO DEL {CARBONO Y TOMANDO A i 'DE LA ECUACION |
EL COEFICIENTE DE ABSORCION EN'em=1 - ES'IGUAL-A

CARBONGQO: .10 2o

-17:*PARA EL
1-16

2= T FD g

< =1.3 < =1.4 v =1.5 v =1 .§ ‘ v =1 7 Tfl‘.la
X-4.8] _azg .27 | .37 -33r .o, .é0i
xX=7 .3313 . 387 . vée -Sce . o2 . B7e
X=9 -v27 .Sey A ad 73 —?:03 R
§?14 PL-Y v d -7 L, F32 /'(3. /,4‘/ /,7_)"
X=15 .S L8357 PTE L2 P e /. 8e . )
f—z‘r A28 /.50 So 7T 2, /8 2. 78 3.37
X=37.9 7% ~2. 08 o re - 3.03 37 v-€¢ - -
%=40 24 222 2.7 | . z23 .77 91?{:._.

em™1;"

X y < en nanémetros y la frecuencia en

TABLA 1-4



o ALUMINIO Y & © WA

27 »5VALORES. DEL. FACTOR D DEFINIDO EN LA.ECUACION: I11-17 : PARA EL
CASO DEL -ALUMINIO. 'Y TOMANDO A .3 . . DE LA ECUACION - |-16 B
EL COEFICIENTE.DE ABSORCION EN- em-1 ES: IGUAL A i

2= o DD

v =13| vmial v=as| =6 | v=1.7- -

X488l .| ez | Loz | e 2w | 9.’03.
’E‘;-’— L6v6 .72 VT4 =2./8 B.e - L 44
i:q 832 /. ¢ 2, P E 2. 57 L .5 e \7,‘a
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COBRE

VALORES DEL FACTOR D DEFINIDO EN&A ECUACION WMI-17 PARA EL

CASO DEL _COEBRE LA
EL COEFICIENTE DE ABSORCION EN cm™1 ES IGUAL. A

'Y TOMANDO A ¥

ECUACION wm-16".

TF1.3 =1.4 <=1.5 =3.6 < =1.7
X-4.8 !

PRCY -4 PY-I44 22 72 3.+ >
x=7 LU 3y Y- r78 2. 67 56
x=9 t, 07 /. 572 2.3 73, < ser
X=14 loc 2.37 2 ST e 2, /2
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%27 | 327 P14 c 8% vo.e3 | 125
R®=37.9 Y. ¢s5 &, 35 », "7 s o 24y
®=40 - 7Y 78 o 2 P 2&.0
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GRAFICAS DEL COEFICIENTE-DE ABSORCION: PARA DOS MUESTRAS DE 4 ALUM‘O‘M DISTINTOS
TAMANQS. LAS CURVAS TEORICAS SE CONSTRUYERON CON LAS ECUACBONES——III-IS y Ni-26.
LAS CURVAS EXPEIIMENTALES SE TOMARON II LAS REFERENCIAS 13 y 6
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ALUMINID

GRAFICAS DEL COEFICIENTE DE ABSORCION PARA DOS MUESTRAS DE ALUMINIO DE DISTINTOS TAMANGS.
LAS CURVAS TEQRICAS SE CONSTRUYERON CON LAS ECUACIONES 111-15y Hi-16.
LAS CURVAS EXPERIMENTALES SE TOMARON DE LA REFERENCIA 12.
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GRAFICAS DEL COEFICIENTE DE ABOSRCION PARA DOS MESTRAS DE COBRE DE DISTINTOS TAMAROS. =
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ALUMINIO

ESTAS GRAFICAS SON EQUIVALENTES A LAS DE LA FIGURA m-1 PERO AHORA SE HA USADO
LA ECUACION HI-16"
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»: ESTAS GRAFICAS SON EQUIVALENTES ALAS DE LA FIGURA i-3 PERO AHORA SE HA USADO LA
. ecuacion II1-16*
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Al comparar nuestros resultados con los experimentos podamos

hacer las sigulientes observaciones:

a) En primer lugar, en el capftulo I, se vié que los valo-
res del momento dipolar calculados con el método que hemos utilizado

estin de acuerdo con el primer punto experimental.

b) ta ecuaciébn 111,15 nos dice que el coeficiente de absor-
cién es proporcional al cuadrado d-e la frecuencia ¥ y por lo tanto tam-

bi&n se satisface e€) segundo punto.’

c) Los datos de las tablas 111,1 a 1a 1il,4 nos indica que
Por X es proporcional a x, 1o cual se ve claramente en la Flgur;

I11,6 y por lo tanto

_ER =) R S(1a1,19) -

Este resultado estd de acuerdo con el tercero de los puntos
experimantales, como puede verse en la figura 111,1. Esta figura (to-

mada de la referencia 13) nos dice que e

SRR 8 o
/(Q C;; =/5) P o : o SRR o

?0



Y que

) X E - -t
AR (=) Xa
que es nuestra ecuacién 111,19
18 . . . .
d) Respectc al cuatro y Gltimo punto las figuras ill,1 a la

»4 nos dicen que en todos los casos nuestras predicciones para el
coeficiente de absorcién son menores que los valores experlmentales.
En ger\eral nuestros resultados son del orden de sels veces menor que

los experimentos. oscllando entre 3.13 veces menor para la mejor pre-

diccién (fig. 111,2b) y 11.42 veces menor para la peor prediccién (flg.
»1b). €En las flguras (11,5 y 111,6 tambié&n se ve gue aunque se
tomara. como correcta la ecuacién 111,16', la prediccién sigue siendo

menor que la experimental, pero ahora el cociente entre la teorfa y el

+
Notamos sin embargo que al unir los datos de las referencias 12 vy
13 encontramos que el comportamiento dado por la ecuacidn 11,19

s8lo se presenta en un intervalo restringido del difmetro X y -
que para valores de X m&s grandes la dependancia entredy x
puede ser m8s complicada, como puede verse claramente en la figura
1ii,5.
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expsrimento osclla entre 1,16 y 4.28, o ’

Aunque sn este dltfmo pﬁnto'nd.estros resultados’ e;tl’h ‘por’ ¢
debajo del valor esperado es necesario mencionar que estén muy por’
encima de los valores que obtuvieron otros autores usando la aproxima-
ciSn HFLDT. De hecho mejoran. por ;m ,f.cto'r del orden de 103 los re—~
sultados que obtuvieron dichos autores.

También es necesario mencionar que nuestros resultados son
muy sensi{bles atl pa Qntrq N como bu.de vearse en las tablas 1 a la 6,
esto es cierto sobre todo en. las 'do;rdltn'nas. Por lo tanto que con un
pequefio camblo en <~ podemos mejorar o empeorar apreciablemente
nuestros resultados teSricos. .

Para terminar. este capitulo daremos una lixta de las sproxima-
ciones que se hicieron a lo largo del trabajo fnr- llegar &l resultado-

final dado por la ecuacisn 1ff,15. C
Lista de aproximaciones

1. Se traba}s con la hiﬁstnsl’s de ‘que. 1a . absorcisn de energla
se aebe a la pollrizachn del grano de polvo, la cua'l Qe debe Gnica-
mente al desplazamiento de los electrones de valencia.

2. Al cmvjuntb de el.ctron“s de valencia dentro dal granc se
le considerd como un sistema de electrones que se mueven sobre un fondo
de carga.positiva uniforme.confinados en un recipients con la forma del
grano. Existe ademlis una Interaccién coulombiana entre estos alsctrones.

3. Las excitaciones del sistema de electrones se pueden describir

mediante cuasipartfculas.



4. tas cuasipartfculas son de muy baja energfa, de tal forma
que en la ecuacidén que describe sq;,‘movl‘ml'-n_to s6lo .es :significativa la
parte pelar de las funciones de Green. Bajo estas condiclones las ecua-

ciones 114,6 vy 11,7 . . B S AT P

< =- T = AL SN = QL6

Rkl é‘-..—t’.-—w

":ﬁf?:-‘»'eag—il——_' g“p (’i'*)-—‘-———‘—- T2 '?*" au,7

yv-51 En- Ermwr-s S

son una buenda descripcifn de la dindmica de las cuasipartlculas. 'E)
-padir.que las excitaciones del sistema sean de ba)a energfa, limita la
validez de nuestros resultados a temperaturas muy balas.

5. Las ecuaciones IIl,6 ¥ 11,7, bislcas a todo nuestro tra-
bajo, se resolvieron s8l1o aproximadamente, obtenlendose las ecuaciones
t11,8 y 111,10 ’

C..hﬁé?)( (J“:‘Ag;} A‘:"" ;‘Z)Ji ' Q,8)

o= = +. A F

6. .Para calcular algunas de las magnitudes asociadas a cada’
'polvo {por ejemplo su enargia de. Ferml o el espaciamiento ‘promedio entre
. sus. niveles de energfa) en ocasiones se le considerd a Este como una

esfera perfecta o como un prisma rectangular. AdemSs algunas veces se -

TR wa LET) iy
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7.

despreaciaron efectos de superficie.

7 Como consecusncia de los ;':untos 5 vy 6 anteriores se obtuvo
que la seccisn de absorcién U(x, w) de cada polvo s&lo depende de su -
difmetro x y de la frecuencia del campo ¢ . Ademdés a cada polvo se
le considersS caomo un sistema lsotr&é\'co.

8. Se supuso que los polvos se encuentran distribuidos uniforme-
mente dentro de un s6liido como el mostrado en la figura -1, de ta) manera
que la fun'ciﬁn Q@ (%) definida en la ecuactién [-1 s&Slo depende del diSmetro
de los polvos.

8. El indice de refracciSn del medio que rodea a los polvos es
igual a 1.

t0. El vector de Poynting tiene la misma direccién en todos los
polvos del s(stema.. debido a que su;;memos que los polvos no dispersan l1a

luz, sS8lo 1a absorben.



. CONCLUSI1ONES

:1.: El' fenbmeno de absorcién de luz -en partfculas pe~-
qQuefas no se ha descrito a completa satisfaccibdn en ninguno de
los trabajos que se han presentado hasta l1a fecha.

2. Actualimente parece ser que el valor del coeficien-
te de absorclén/¢:2 reportado en los experimentos es el resul-
tado de una combinacién de varios fenSmenos. Algunos de los me-
canismos que posibliemente contribuyen a la absorcidén de energfa
son: el propuesto originalmente por Gorkov y Eliashberg (a tra-
vés de los electrones(e)), el propuesto por Simanek (a través
de la oxrdaclsn(‘S)) vy el propuesto por Glick y Yorke (a través
de los fonones(lq)). Por: lo tanto si se desea reproducir tedri-
camente los resultados del laboratorio, serd necesario rehacer
los experimentos de tal! forma que en. lo posible se tenga un can~-
trol m&s preciso sobre l1os agentes que supuestamente contribuyen
al valor de <fz » ¥ si fuera posible, disefiar experimentos.-en don-
de se asegure que 35l0 uno de dichos agentes esté presente. -Por
ejemplo serfa muy utll saber los valores del coeficiente de ab-
sorcidn para muestras con diferentes grados de oxidacidn.

3. Por lo pronto parece ser que en los experimentos
reportados no se llevd un control suficientemente preciso. de
estos factores.

4. Independientemente de cuil. sea el mecanismo. que con-
tribuye preponderantemente al valor- del coeficiente,gﬁ?. nuestros
:§lculos muestran que la contribuci®dn electr8nica es mucho més

importante de lo que se habTa supuesto anteriormen:e“s),,pu.s



hemos hallado que esta contribucidn es del orden de mil veces
que la que se habTa calculado con |b:a¢rox1ﬁéélén HFLDT.

5. Si el valor experimental de (2 se debe a los
electrones, entonces nuestros c&8lculos se aproximan mucho m&s
a la descripcién correcta del fen6meno que las. otras teorfas,
pues hallamos que el valor tedrico de,cz estS muy cerca del
experimental y que se reproducen correctamente los tres prime-—
ros puntos de ta pag. T . En este caso es posible gque la dis-
crepancia por un factor del orden de seis sea una consecuencia
de todas las aproximaciones que hemos hecho. Tambié&n-es posi-
ble que las ecuaciones |111.6 y III;7 sean alin correctas y su-
ficilentemente exactas, pero que sus soluciones aproximadas
111.8 y 111.10 no sean apropiadas.

6. En vista de que hemos hallado que la contribucidn
electrdnica a la absorcidn es suficientemente grande creemos
que es muy importante buscar otras formas m&8s exactas de atacar
este problema y.serd8 uno de los pasos a seguir en el futuro.

Una posibilidad ser8 por ejemplo intentar resolver en forma m&s
exacta. las ecuaciones 111.6 y t1.7. Otra serfa aplicar. la apro-
ximacién HFDT pero sin hacer la simplificacién $=E.F que dis
lugar a la aproximacién local HFLDT, etc.

7. Si el wvalor experimental deﬂ se debe principal-
mente al mecanismo propuesto por Elmének {el cual supuestamente
representa un 60% del valor experlmen:al(13'15)), entonces nues-—
tro tratamiento puede. ser todavfa correcto y nuestros resul tados
muestran que la contribucién electrSnica representa aproxima-—
damente un 16% del total. Sin embargo como se menciond .en. :el

apé€ndice | la situacién experimental supuesta por Simanek RO co-



rresponde a la realidad.

8. El mecanismo propuesto por Glick y Yorke conduce

a una dependencia defcz sobre x de la forma(‘“)
. o
R < (sv)
>

para todos los valores de x. Sin embargo, si este fuera el ca-

so, la absorcién s81o serfa significativa para partfTculas muy

pequefias y serTa despreciable para otras m8&s grandes,pero en
experimentos que se han realizado con partfTculas cuyo difimetro
supu.stimente corresponde a una absorcidn significativa, se ha

observado una dependencia contraria a la ecuacidn (GY)(‘3"“).

Adem8s en 10s experimentos con partfculas més grandes(‘Z) 1os

resultados son de un orden mucho mayor que los que predice la

teorfa de Glick y Yorke. Por lo tanto el valor del coeficien-

te 462 no es debido principalmente a la absorcidn a travds de

los fonones.

9. Todo nuestro tratamiento se. rafiere a excitacio-

nes de muy baja energfa del sistema y por 1o tanto nuestros re-

sultados son vélidos s610 para temperaturas muy bajas. Sin embargo

serfa muy conveniente tener también una descripcién para tempe~

raturas més altas pero este es un problema bastante mis compli~-

cado que por el momento no se piensa atacar.
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casinTes e .. APENDICE IX. . = - O

DISCUSION SOBRE -LOS RESULTADOS DE 5IMANEK.

La expresifn de Si.n-nek"plrl,e;l.vco.fici.nte de: ab— .. -~
sorcisn del aluminio as (15); +

CZ(o) = 8~1G7FTR BT az,1

donde

R S1rav - ; v -

D 4 L R T PR RIS
=3
Rr )

Pl (l +~ %)a‘f R . e e i

T

‘'t = Espesor de la capa de Sxido R-10 A p-ra‘todu
“las ‘partfculas: : ' oA

£ = Pactor'de llénamiento = —Y\—;-L -

v:p- Suma de los volfimenes de todas las par-—

ticulas.

V = Volumen de toda la muestra incluyendo a la

matriz.

9 = Precuencia de la radiacin medida en cm~1l.

£ rapresenta el factor de llenaniento definido en términoa del ..

volumen que incluye la capa de Sxido.

+ En realidad en el artfculo de Simanek aparece un 4 en vez del 8
de la ecuacifn (AI,1l), pero es ficil ver qua es un error de im-—
prenta.
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. En la ecuacisn (AI,l) vemos que /2 es proporcional
-
a v ¥ por lo tanto se 5atis£aca el.segundo punto. experimental.:
AEETH

Ademds si hacemos <{x) = 48 A y f£= 0.015 que es el valor con el

que se hicieromn* los’ exper;unen:os se’ obtlena' :
PR

2 ()= 5.4 = 1© ¥
que es un poco miAs de la mitad del valor experimental dado por 1la

ecuacifn (I.6). Por lo tanto en el cuarto punto eSlo se reprodu-

ce el orden de magnictud. Para probar la validé:z de esta teorfia

respecto al tercer punto es necesario :on’ocat los valores de f£
para las muestras .de <{x)> = 48A y x> =150 K. . Si;:rembargo
en el teporta del experincnto 66lo se da el valor de £ para

(x» = 48 A (13) Si hacemos la suposicidn bastante tazonable(lz)

de que f es la miasma inde dien

.del t fio, entoncas para

la muestra de <x> = 150»; " obtenemos

. L
que es menor que el de la muestra de x> = 48 A. Por lo tanto

esta teorfa flla en el tercer punto. Como Eininc‘l; hace notar en

su articulo, la relacién % aumenta cuando aumentsa <x) » peto

lo que realmente importa es el comportamiento de Z con’ respec:o

a x> .
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APENDICE II.

DISCUSTON SOBRE LOS RESULTADOS DE GLICK Y YORKE.

La expresifn de estos autores para el coeficien-

te de absorcidn del alumino es (14):

€2 (w>= de. £ Ta) . CCATILLL

donde

- r ex/2

f = factor de llenamiento.

¢ = frecuencia medida en rad/seg.. -
1 (e = S‘" D(wad ¥s wodwe
)

(wa®- w*)™ LW

T;- factor de amortiguamiento del modofx 1'.15:10-2&_0 L

TGed)= densidad de modos fonbnicos.

cte.= constante.

Para evaluar la integral que define a'I(w) es‘co-
autores toman la densidad de modos fonbnicos D(wse) que corré-pnnde

al aluminio en bulto, con lo cual I(w) resulta indépen&{‘ance del

tamafio de las partfculas. En consecuencia, de la ecuac’:i‘ﬁn (AII.].)v,

vemos que L2 es proporcional a l/r, que eacﬁ an 'co.p].et:’o’ desacuerdo

con el tercer punto experimencal.

+La integral I(w) es en esencia 1;; im de las energfas absorbidas
por los modos normales de vibracifn . T
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Tomando la funcifn D(w) de la referencia 32 (la
sual hemos reproducide en la figura (AII.1), haciendo £=.015y
(x) - 48 A. Glick y Yorke obtienen la gr&fica de la f:.gura (AIX.2)
para el coeficiente de absot:::.Sn .' ' .

Esta gr&fica no representa a niﬁéuna ex]’:tleai.wsr; de
la forma 221k w? aunque cualitativamente tiene la misma estructu-
ra en el intervalo OCw< 2.7x1013:£" « Como reféfeuéia‘,’en la
misma figura se han graficado con ;:3l:os y cruces las eacuacio-
nes £2x1.3%? y @2+32.¢w” respectivamente.

En la figura (AIl1.3) se ha reproducido la gr&fi-—
ca experimental de la referencia 13 con el objeto de mostrar que
los experimentos efectivamente se describen bien mediante la re—
lacién 2zxw. La l;ngg'puﬁteada representa la ecuaci&ﬁ AR IO
y 1la.1fnea. continua los experimentos.

Estas graficas nos muestran que el segundb punto
experimental se satisface solo cualitativamente, aunque si nos
restringimos al intervalo O%wW %= I~ 0" entonces el ajuste me-—
diante la parfbola es bastante bueno. Sin embntgo aln dentro de .
este incervaln res:ringido las cosas no funclonan muy binn. pues
en este caso el ajuste serfa con -ds’r 1 = lo \7 miencra- que ex-—
perimentalmente se tiene que -a-‘?t 73 V que es un poco masv .
del doble de lo que redice easta teoria. Por lo tanto el cuarco, .
Punto experimental solo se satisface en el orden de magnitud para

la ra corr diente a la figura (AII.3).

Adém‘.. débido a qu‘e, esta ‘:eor.tn ﬁrédica‘,m‘- .da=."

pendencia del coeficiente ¢4 proporcional al inverso de <x> ,

-~

s
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la discrepancia con el experimento serf mayor conforme se au-~

mente el tamafic de las partfculas.

En efecto, de la ecuacibn

(AIXI.1) tenemos que: -

de modo que si tomamos por eJenplo los datoa de 1a figura (AII 3) )

con

que

a(<~->) A FoIcw). o Lxa> .
ac=>» A &5 Ty, <= o S

x> = 48 A ¥ hacemos <x2> = 150 A tencmos que
a(<;->-‘l.so);= I-;3IX/0_ wa(

comparado con el resultado experimental de la g:uacisn (r.8") e

es una 'ptedicei&i muy mala.

Todas las oabservaciones amteriores se refieren

a resultados que se ’derivan directamente de la teorfa de Glick

v Yorke tal y comc ellos la propusieron.

cerse al

caciones que es necesario hacer.

Sin embargo pueden ha-

rios adicionales respecto a algunas modifi-

En primer lugar estos autores

no toman en cuenta la distribucifn de tamafios de partfculas que

hay

sultados se reducen casi a la mitad.

en cada muestra. Al hacerlo nosotros encontramos que gus re-—

En segundo lugar estos au-—

tores asignan valores ''razonables' a alguncs de los parS&metros

que

ellos toman es la correspondiente a la del wmaterial macroscSpico

que

aparecen en su desarrollo y que no fusron capaces de determi-
m&s exactamente. Pero como elles mismos indican, estos valo-—
pueden sobreestimar el valor del coeficiente de absorcisn d.
@iltimo podemos mencionar que la densidad fon8nica D(&wW.:) que
(14,32)

no necesariamente es igual a la de las partfculas pequeiias.



Glick y Yorke hacen ver en su crnbajo que la forma de.la gréfica

de {X— Vs = O debe ser cullitatxv-ne.nte ‘lac -:Lo-l que la

de la gr&fica de Dlwd)-Vs - We
hecho que ellos reproducen cual:l.tacivmente la curva experimental
Por: lo -

y es precisamence gracxas a este

(ver las flguras AII-1 y AII-2 en el incervalo O €3yl

tanto, si en vez de tomar la grifica de D(Gla) correspondiente a

eistemas grandes :moi la de pnrtfculas peqheﬁas('sz), mosatrada

en la figura AIXI-4, la gréfica de £/ w)

mente la forma de esa cixrva. en donde vemos que ahota ya no es una

pardbola y que pranenca una curvatuta nega::l.va en el cencro del

intervalo de in:erés.‘ En consecuenc:.a ni aiqu:.ara cualx:atzivmen:e

me reproducir[a 1a curva experil;mntal

reproduciria cualitativa-

©

3
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APENDICE IIT.

RELACION ENTRE LA POLARIZABILI'D’AD DE UN GRANO DE POLVO

Y EL COEFICIENTE DE ABSORCION DE TODO EL SISTEMA.

Antes que nada hallaremos un.}exprapi&n que Te—

lacione la seccifn de absorcifn de cada grano VW (~,w) con el R

coeficiente £Z.

Supongamos que ge hace incidir radiacifn electro- .

magnética en la direcciSn Z wsobre un sistema como el de la fi-

gura.

Sea I(Ll)
eatf dada

Entonces,

o escrito

Ix
_ A=&rea del corte transversal

la intensidad de la radiaciSn en el plano Z-Ll' la cual
por la magnitud del vector de Poynting en ese plano.
B8i experimentalmente se encuentra que -

I-I1

> e R &y-Ly ) (AITII-1)

en otra forma . - oL S

16,1 =S, e~ AFLy) iy
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donde "Z" es un escalar independiente de Ly y.Lz al escalar .¢22

se le llama coeficiente de absorcifin del sistema.
Supongamos ahora que el nimero.de. pclvos por uni-

dad de volumen con difimerros entre x y x+dx estd dado por el valor

de (x) d x . La funcibn § (x) se definié en la ecuacién (I-1) v

se supuso que era una constante en cada punto dél‘ prismz y‘»qut;e

por lo tanto las partfculas de polvo se encueantran dis:tibui;ias

uniformemente en el prisma. ) ’

Consideremos una rebanada del prisma:

-]

el nimero de partfculas absorbente con difimetros entre x y xtdx

que hay en esa rebanada es:

AAZ P(xdd>

. Vamos a suponer que no ccurre dispersifn y que
por lo tanto el vector de Poynting siempre es paralelo al eje Z.
Si tomamos A Z suficientemente pequefio entonces

la mgnil:ud del haz incidente, sobre las parcticulas en esa rabana—

da, serf la misma. Ademfis estas partfculas no se hsrin sombrn y
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en consecuencia la seccibn de absorcifn de esta rebanada debida

a las particulas que tienen difimetros entre x y x¥+dx es: °
T x,w) A AZ §cx)clx

Donde G (x,w) es la seccifn de absorcifu de un grano de polvo
con difmetro x y correspondiente a la frecuemncia @ . En reali-~
dad la seccifn de cada grano dependerf de su forma, pero estamos
suponiendo que soclo depende de x.

si i.ntegtamo-fvlblire x 1la cxpré;is;a anterior ob-
tendremos la seccifn de eata rebanada delb.idn a 1as particulai i:or‘x

radios entre 0 e @ ,

. . e ..
. ‘Ad= g'r(x,u)) P(=)d x
o

Sea S(z) el flujo en el punto z (magnitud del
vector de Poynting), entonces la energfa absorbida por unidad de

tiempo por esa rebanada es:

SeryAdz § ST x CATIE.2)
o

Por lo tanto la energfa que llega:a z+dz es

HISCZI*“‘Z) = A s=)y- sczyAd= S“S
. )

45 _ _ax § Sco Tlxwyax

s T Do

lo cual implica que:

o
Cx) T Cx 3dd >
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—(!:-.-..)5 fu-) Tl WA
S(—a)-n‘ = Y& - ; S e LATTIIAR)

fae Aorrrre el et

Pero si comparamos con la definicisn de ¢2 dada
en la ecuacisn (AITI.1') vemos que:

T . - o3

(0 = S FCx) TCx, ) o & : (arrz-4y 7

<

Inc:.dantahnente notamos que 1a can:idad de energfa

ab-orbid- por el sistema por unidad de l:iempo y hasta una distan- .
. (34)

cia L Be pueda calcular a partir de la relacida

de .. (W . Saa =- [- (%5 da + ;..34‘.{(
o . : =

o x o, : EEENRY £X%
=Aftshg, - sl ]
. Y- 'S ' . St
=as.Ji1- e ] A
este resultado se podria obtener tambifn a partir de 1a ecuacibn

(AIII—3) .

Notamos tambifin que la: expresisn: A [1’ -2

es la seccién de absorcisn de todo el sistema y vemos que:

—ad «
cuando L —+ O = A[I‘- e l =_Q ) B
b4 cuando L — O =$ Rll - é ‘]= g/.

lo cual era de esperarse.
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Una vez que hemos obtenido la ecuacifn AITII-4
deb: ahora ob la relaciSn entre la seccifn de absorcidn
de una partfcula de. polvo ICx. w_) y su Pol-ri.zabilidad. B
Se pueds demostrar flcil—ntec’s) que la eeccisn’
de absorcifin de un sistema en teorfa de parturbaciones a ptin.r'
orden estd dada por:
—Ahw - = 2 .
S S S Pt W POTERE YT | TN
N (x, )y % cn C ) rarv " CAITI-S)

donde n es el Indice de refraccifn del medio que rodea al sistema,
E es un vector unitario en la direcci8n del campo elSctrico,

T es el momento dipolar del sistema, ?" es la matriz densidad

y Wi n es igual a la diferencia de las energfas BI_“BM . " Loe
fndices L y M cuentan estados de todo el sistema.

. S1 ahora comparamos con la expresiSn para la com-
ponente xx del tensor de polarizabilidad ' ean teorfia de partur-—
36>
i 4

baciones a primer orden la cual estf dada por:

U x =22 .53 =21 (P")‘-"'lagE"' E.)
[ ]

(Ee-Em)? — (b cw+ .8

C(ATII-6) -~

. - = ]
=- sA<mT-s1e1> | <RI
=F % e\ EL -Ex-pw-ib  Ev-Ex+AOT4E;

en donde todas las cantidades que ‘aquf aparecen significan lo
mismo que en la ecuacifn anterior. Se concluye inmediatamente que
cuando la direccisn del campo elBictrico es la del eje x (E=X)

entonces
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P  — ST — 77 tad . N e L
‘(x'u))‘____vf_“ g“(“ ) - L

perc si el sistema es isotrfpico el tensor de polarizabilidad
es una matriz escalar cuyo elemento distinto de cero se denota

por X y es tal quaXxx = .. Por lo tanto 1la ecuacifn anterior"

se escribe como:

T(x, ) = Z_;:ﬁ)_ L (ox) : (AITI-7)

Combinando :las acuaciones ATIII-4 'y ‘AIIT-7 ob-—

tenemos finalmente la relacifn que: busckbamos

/a R A7) g;g(x)g,..‘, [o& (x,w)]e)x C(AIII-8)
o no. ) i .
en donde hemos e-critoro((x,u)) en vez de ol para indicar explici-

su dapand ia-en.-x-y ). - - s

Tal vez convenga comprobar rapidamente que la de-

finicifn AIII-~1' gque hemos dado para el coeficientea es equiva—
lente a la definicifn que se ‘da en t&rminos de la parte imaginaria

del nmero de ondas k . En efecto, sabemos que el vector de

Poynting esti dado por(37):

) i
T S =" . . B s
S = 57

entonces .

1Sl=
I1S$1zz0
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pero para una onda plana a7

con
w = (0,0, 1)K
y
€, =C,0,0)
entonces
—_ PR 0 T a
—=.E—s\,_;€‘__ E. E con E= E.&
= -
- —_ e
H'=£ €. 5. e
4 | Six l T A A 3 '
| Slzza
pero

k-kl+ik2

por lo tanto —aKksZ

‘slz ="IS‘

zaAo

Comparado con nuestra definicifn de.? de la ecua—
cisén AIII-1' vemos que k2 -%—, que es precisamente la definicifn
que dan algunos autores para al coefid.ent.dy por lo tanto ambas

definiciones son equivalentes.

XY
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_APENDICE 1V et e
CONSTRUCCION DE LA TABLA 1-15° : B P
. Los datos de esta tabla se hanrébt.nldo ap }tlr de
1a ecuacién ' ’
< 4 €e - 4 = ,
= T "= F gV o (A=)

donde N es e! nGmero de electrones de valenclia ean ‘e‘l grano,V
es su volumen, ?:%&- 3w €E¢ es la energfa de Fermi de este sis-
tema de electrones.

La fSrmula anterior es vélida para un sistema de elec~
trones sin Interacci8n confinados en una caja cablca(38) . Ac -
tualmente nuestro sistema consiste en un conjunto de .lectfon.s
con interaccl8n conflinados en un recipiente cuya forma en gene-
ral no es clGbica, sTn embargc por lo pronto solo interesa tener
una ([dea del orden de magnlitud del espacliamiento g Yy en estos
casos es costumbre tomar ta ecuacibén como vﬁllda(B). Inclusive
en ffsica nuclear, en donde 1'as Interacciones son fuertes y la
forma de los nGecleos est8 lejos de ser clGbica, la ecuacién AIV-1
es aproplada para muchos propGSltos(BS).

Los valores‘de la energfa de Fermi que se usaron en
1a ecuacién AIV-1 se tomaron de la pligina 154 de la referencla
40, excepto para el caso del carbono que se determiné a partir

de la ecuacién (38): a

2
> h
Ee = 7%—8—_:‘_%—;@?: (AI1v-2)

donde D _ nGmeroc de electrones de valencla por unidad de

v

volumen 3 -wm=x=masa electrénica.



Estos valores de & correspoﬁdén.él material macroscSpico vy

son independientes del tamafo " y:la forma del material, pero pa-

ra materliales microscépicos 1os efectos de la superficie alteran
las ecuaciones AIV-1 ; AlV-2 y es ﬁecesarlo modlflcaflqs(h'?. Sin
embargo nuevamente mencionamos que s510 estamos Interesados por

.lo:pronto en el orden de magnitud y por lo tanto las dos ecua-

clones anterlores son suflicientes.

. : — <
” = . , H
- Pt - koo HEEA B
PR ot foee i N SR .V i and
. ¥ sl mss e 7S S P
Verr gl tpm o v “
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APENDICE V

DENSIDAD DE CARGA INDUCIDA Y CAMPO PRODUCIDO POR ELLA: "~ -°

En este apéndice se calcula Ia densidad de carga dentro de un grano de poivo en pressn=

cia de un campo estitico externo Eo de a do con el delo de particula indepen-
diente. Se calcula también el campo producido por esta éoﬁsldad de carga.
Consideremos un gas de N electrones confinados en un recipiente en forma de
prisma rectangular y que se mueven sobre un fondo de carga positiva unifonne. Supon-~
gamos ademiis que este sistema se introduce en un campo estitico uniforme Eo en

la direccién del eje Z.

z
Eeo
o La
e o S k]
La
kol Figura AV-1.
) Denéﬁtamés por Ll. Ly v L3 las dimensiones del prisma y por a y b
R - ) . . B B e Te I I
los cocientes _
a= 1 o PR, e
T s Y R B LT
Ly
b= — - .
La B .

Calcularemos ahora ia densidad de carga dentro del prisma, utilizando teoria

de perturbaciones independientes det tiempo.



su

LA L ~ N 3 2T
Sea Q“"I-‘funciﬁn de onda no peﬂ.ur!;adn asociada al estado K del sistema de N
L -E . do se aplica el campo, ' la funcién de onda perturbada - a =

primer orden es

Co [ [3
v, - q>‘+§—_— <4>IHM>2¢>

"Ex -~ Ec

con - - Ep
| — —
z--e)Z_ X - Eg
= e R-Eo (AV-D1)
donde Xx; es el de coord das del iésimo electron.

La magnitud al cuadrado a primer orden de perturbacién es
(W= 1 2 2RI SBLIB2 6 v

El valor de esta expresion en el 'punto" (’—‘1 [E 7 VI ,; ) es igual a la densidad
de probabilidad de hnllar una parsticula en el punto x1 ’ otn en 72' etc., sln Importar a

identidad de ellas. Sl ahora integril;os sobn tas coordenadas de todns las p.tfmlas

fa "1 , d una expresion proporcional a ta densidad de pmbabllldnd de
hatlar en :-(1 una particuta sea cual sea y sin importar donde estan las otras. Si “H<
esta nomalizada a 1 entonces al muitiplicar por (-eN) obtendremos la densidad de

carga /% (%) :
/2 w5 == eni Game Cam o Camad v gm0l
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Ee-Et

SR =leN gax Sd?»[l &7+ 2 Rogﬁg “"“""» ¢>} (AV-3)

Tomando el promedio sobre todos los dos det si

R 20 Sk Fc(FD
"~ .

--en 3 sl -fon 1l 2R ﬁgig-‘:‘_ﬁg?s?q} S

(AV-3)

donde S, rep nta ia matriz densidad del sistema y no debe confundirse con Ia densidad
de carga ZZ(RYY &o. v
Notamos que el prlmor tﬁmim en la ocuaclﬁn AV-4 nos da la densidad de clrga inicial,

fa cual vamos a suponor que es unlformc y que d: mulaﬁ P por tos iones

positivos de la latiz. Por lo tanto la densidad de carga inducida en el punto ¥ esti dada por*

F(§)=—2 aN RjZ e ngdm S“" ‘b (5/"’ x")¢ (g,x» ‘->

Cu-€C
(AvV-5)

* El factor que multlpllca a (-eN) en AV-3 es sianpre positlvo pues es en esencia o
ta al do de una fi onda, pero al quitarlastéminos $p
el factor que queda en AV-5 si puede ser negativo.
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Antes de segulv adelante conviene hacev notar que lg ecuacién AV-5 nos
peﬂnite calcul.r la pol-iubmd.d esutica enla slguicnte forma. por, dcfinlclbn .
® - S 3 /2(3)ds

y por lo tanto

: F=—32NQ29;2-§AN—‘—9—2- a¥x Q,(?--x..)¢(:.—x..)x.

' w .

! Pero de 1a ecé@clér{_ AV-1 tenemos ey

. Lo HidS - el ) BIb> -Eo= @ Rux A

;. v ademas ' ' :; r: ‘

I N ga"i 2R, (R oK)= a¥ ‘*’LC?-:t 2..)_124;‘(: )
‘=-'-=>e Z Cr Z _____g“‘_ E_‘r e ik vl o

- to '* el tensor de polarizabitidad estiticoes |




::‘QC:ZSD ? ‘p-.n in..
K Ex-~ 0o . E ({\v-7)

Vemos que esta ecuacién es la misma que la Alll-6 para el caso en el gue@=0. Sin
embargo la forma en que aqui hemos obtenido AV-6 y AV-7 es mucho mis simple y no

fue necesario utilizar teoria de perturbaciones d di del tiempo como se requiefe

para obtener AllIl-6 (pag. 889 ref. 36). . ; )
Regresemos ahora a la ecuacién AV-5. Con el objeto de usar fos resultados de fa
referencia 44 de la pagina 252, introduciremos e operados focal de un cuerpo 0; de-

finido en la representacién de coordenadas X; como
C9} =6{)?.)= 5(5")—“) para todo i

SI denotamos con & (&.)-, ‘P(A?:\las funcmnes de onda de un solo electvén enloces

<‘P-l<9‘ P> = o= <€.(x-»<9<n) Cul) e
= .75 P (3)

y también



Sd;‘ e Sd;u %):Cfn;i,,--;u\Q‘_(.ﬁ/k‘ .“--,;(“):& .
Qi oe Qake PLero wu) PR, e Fo) 8XD
Qo Same &L PL O

LenZF Dby R,

Sustituyendo esta ecuacién en AV-5 y usando AV-1 :tenemos que

P(a)=-2 RZ="S: Z <dU = 2P XK PV Z O - Eo (AV-9)

[ =

Si ahora despreci

la interaccién entre los el

y sup que los
estados é& , asoclados a todo el sist , estan f d

por det inantes de Slater
de funciones de onda ‘Q ’ correspondnemzs a eiedrones Ilbres confinados en un reclpiente

con la forma del grano, se puede dernostrar que Ga demostracnﬁn es muy semejante atla
de la ecuacién AVI-31)

p(;o)—_ac Q‘_Z?z Z‘<"P-|Xl‘(’= L (O Pa

Ex - Fo



. Fe (5> Fr(5) Kaw: Ee
e(3)=--2e R=_ P2 i

(AV-10)

A partir de esta ecuacion se podria qlatep_er 1a expres__iép I1-4 para la po!ar!zablllphd esta—
_ tica correspondiente al modelo de electrones libres, bastaria repetir los pasos que se -
hicieron de 1a ecuacion AV-5 ala AV-7.
Ahora vamos a evaluar la expresién AV-10 para el caso en el que tas funciones

Y% son las que corresponden a un electron libre confinado en un prlsma de lados L._l '
que ta tempernura del sistema es igual aceroy

Fz,y,Lg' Ademas vamos a sup

‘que el campo Eo es paralelo al eje Z (ver figura AV-1). Entonces

—_——

_8 Alm*“‘"" MM"-'"__.H ,Acm'naﬂz
La bt

-
Fer = For s Frms T

y @ Pr () P> &
had b= w (R 2 (% = o
YRy =-2e’SC 2. =% T o —
C& 2 = . 2
zZ”‘i Zew Pe(F) Pe (2> Ee
=R E S e €r — E2 (AV-11)
Adema‘s' . . .
. _ Tr’?\, (M,’*a’-r\,.’+- b’y\;)




. RPN o X ’ ; na' 'ﬁs
. - — -t
o = D wimams, s = = 23 Mama (12 O )6,....6“.-\,
e
3

“Sustituyendo estas dos ecuaciones en AV-11 se tiene ¢ como los estados ¥ estan

doblemente degenerados v él-operador ‘Z no depende del espin, se ha introdicids un factor

de 2) : b
v -
2 (o) o2 ) o () (PR :Cff;)

s = = Z SR

Cninsns +€r na vy s Aoy
y
a o
Qo = L] = .s2%c A

E1l nivet de Fermi que aparece en AV-13 tiene asociados tres indices n3fp . "2F y

n3F a traves)de 1a relacnon o G 4 . .
2 2 A
c,. = ’t‘ C“" ca*n,t +b “ap) CAV-14)

3*\'—1
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Mediante el uso de una computadora se evaluaron estas expresiones para va-

lores particulares de L Lz, La, € vy x.

17
En las figuras AV-2 ala AV-6 se han graficado algunos de estos resultados.

d.

Por ejemplo la primera grafica cor a 1a densidad de carga vatiada a lo largo dé
un eje paralelo al eje Z y que pasa por el punto x’=L1/2 y y=L2/2. tos valo~
res de Ly,Ly,Ly ¥ € seindican en esa flgur;+ y son los mismos para todas
las figuras siguientes.

Si se integra ta ecuacion AV-12 sobre il mitad del prisma correspondiente a
0%z < Ly/2 se obtendra la carga total acumulada en esa seccion del prisma.
Sin embargo, en las figuras AV-4, AV;S y AV~-6, se ve que para los planos 2

igual a constante, la densidad de carga se mantiene casi invariante en todo e_l plano

(al comparar ta figura AV-2 con la AV-3 se ve también to mismo), de tal manera

que el cétculo se puede simplificar sust ial poniendo que la densidad de
carga sélo depende de Z y obtener un valor aproximado para la carga total acumulada,

mediante ln expresion L
=

O = L, L:.S ee> 2z

en donde p;ta @) se puede tonﬁf el valor de e(_g.} N R Z) 'y entgnce(sﬂila» B

+ Estos valores no pueden elegirse avbltrarl-nente En realidad primero se eliglo
el tipo de sustancia y el 0 de que el grano de polvo. Después,
con estos datos, se calculd . Final o a y b (elegidos
. arbitrariamente) y V se calcul6 L1, L2 vy L3. Por ot.ro ladqdados a,b vy N
se calculé nlF, n2F y n3F y con e|los € F a través de "AV-14.: En gene-
ral este valor de € F no es igual al del material macroscopico.




integral . . T SRR
wegral. . v .

ta
S; C(=)d=" _ . P L

) . 3 o . . |

es el area bajo la primera mitad de la curva de la figura AV-2 .y se encuentra que_vale

L‘s‘- . : R S
§ e o= =(C St2a; E=)(iszsLy)
e

0 d 2 ‘
donde Qo es el radio de Bohr (O, =.52916 A = ¥tx). Por lo tanto

_ L\ Ee
Syor = =- 9585 =77 . . (AV-15)

Como en este ejemplo L,=41.98 A entonces

. .o - _ N o (Av_15 I»)
D= - 6. 37 L B, o _
Nos interesa ahora comparar esta carga con la que predice la"ele&:‘mdlniﬁic;

clasica para el mismo problema. g que el si es un ch perfecto.

Entonces las cargas se acumularan en la superficie del conductor de tal forma que

el campo total intemo es cero. Esto implica que la densudad de carga mduclda en

la superflcie produce un campo —Eo en el interior del s:stema Esta sltuacion

corresponde a la polarizabifidad maxima posibte t .

izabili-

i + Si el sis!eng fuera una esfera de radio r, el valor maximo de |a pol
dad seria y la densidad de carga seria ¢(r.0,¥)= 25e-=@ (pig
ref. 37). Ademas eh este caso el sistema e obviaments isotrépico.




- Ent el p i que Aah I

e3 el de hallar la densidad de carga sobre la
superficie del prisma que produzca un campo interno -Eo. Para calcular en forma aproxi-
mada esta densidad pode

que
con’.dea Lle y das una d ia L

par

3 Como se a cont i6n i

rando al sistema como un condensador en el que se desprecian los dfectos de orilla)

Tz
L. |
! il
‘4:: = ots L. _
i d-E oe®
- ot
- [5)
P Lo
4\';<

Para que exista un campo —Eo en el espacio entre las placas debe tenerse que

V = - (B)yd = LaE.

ademas

Por lo tanto

= = =% £ Ee
QD =Cy ==2*1LlaE. v CAV-16)

¥ la densidad de carga espacial sera

consiste en un par de placas paralelas



. i © - T en otros casos

At ey

. g L

- A diferencia-de la situacién mostrada en la figura 'AV~2 ahora las cargas se distribuyen

anicamente sobre la'superficie de las caras L L 5 ¥ et analoga clasico de dicha figira ™

seria
o

C(x,9,2)

-
o

AL

E! momento dipolar producido por esta densidad de carga es

=% e@ax

(0,0, Lital, Ec.)

= VE. .
lo cual implica que iR 4
x= V= Litats F . B T T S

Por to tanto los limites clasicos de la polarizabitlidad son

F e



- 4 =r3~ ..~ esfera de radio v

(=4 =V=L1L2L3 prisma

Notamos que si consideramos una esfera con radio r=L112 entonces V= ?(}n \’), fo

cual nos indica que la polarizabilidad del prisma es aproximadamente el doble que fa de Ia es-

fera . .
Comparando AV-15 con AV-16 vemos que conforme el tamaiio del grano crece,

N

mas nos separamos del limite clasico - AV-lbf. Este defecto del delo del el 6
libre ya se habfa hecho evidente en los resuitados para la polarizabilidad estitica de la

referencia 8.
Si evaluamos la ecuacién AV-16 para el caso de la particula de polvo mostrada

en la figura AV-2 ( particula de c;obre con 5000 @omos y a,2=1 .18, b2=1.33 y
L1=41 .98 ;\) se tiene
2
DOeor=~.7205 Ly Eo

= -, Ol 603 L—‘ To [Hy__'..")
= . . .
Comparando . AV~-17 con. AV-15 o AV-15' que al -que los el no se

3 do decd

repelen entre si, se acumula 39.51 veces mas carga que el valor

el punto de vista de "_E:_ di
“+ El cociente a= - es del orden de 1 y la dlmenslén L1 del prlsma es

mayor que el radio-de Bohr- @.g .. = .



Conocida la densidad de carga inducida se puede calcular el campo producido
por ella mediante la expresion

B = g_f’_‘\’—‘_z__‘i_:_’i‘_éz—_— av’ (AV-18)
> - x*

.. Sin embargo al sustituir la ecuacién AV-12 en  AV-18 resulta una integrat que s6lo puede

se ite. Para obtener un valor aproximado de esta integral ruevamente se
ha ape hado . e} hech

de que en los planos ' Z igual a constante, la carga se mantiene
casi invariante. Adema 1

a calcular la P nte del

po en la direc-
cién del eje Z. Entonces en vez de AV-18 usaremos

ez (z-=z)IV’

. R») =
Ex (R) [(x_".)l . Ca-997 *(z—zl)z_j%

en donde los valores de la funcién (7=°) estaran dados por los valores de €4, 2 Z))
los cual

se han proporcionado en la siguiente forma: se va a dividir el eje Z en ‘"
subintervalos [Z 4 Z.-.J , en donde en cada uno de ellos los valores de (X=) se
:: toman como una constante igual al vator de Ol &2, Zi]-; Este valor se denotari por’ €< .

B el ‘estara dado por :

Zsan

= (;):EP dx’ d=* (z-z) o =E
= o [ex-=x* + Ca- -:1) N
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donde de acuerdo con la i6n AV~12 t
~S12aBa  S(4& =)
Fi= me b* Qe (& -

si denotamos la suma S(=)= S(4%) &, = <) por S, se tiene

Ls Zid

(=-zYadz’ ]
. cd
E=¢x>--$’—;,—%—zs Y ) ey

esta integral si se puede calcular y se encuentra que .

E= () =-LF ;"-i‘: §(1~ “ls-Tend >5" AvV-19)

donde

[ (@ eas + 2) - i](u-- [ (e s £) - <)

'5;‘_ ) +0 L(W*L,.,; .Q ao'h(dx +'<‘4»2.' —-X)

40+ Q (L.--r\’on‘.].- ) f we's )]
’ —k [%M(‘:’:ﬂ-' {J[t.-x)ﬂ Y A -Iv-ns % \Geme n‘tx'(ru PEEY D +2)

( Av- 20)



con
Zzi-Z para 14, |5
K= - o .
Z s~ Z para |6, |7 &
(AV-21)
-3 para I, iy
Q=
“La- 3 para g, tg .
Ahora todo 1o que resta es dar valores particulares a los parametros a,b,Ll yX,
y evaluar estas expresiones. T por ejemplo el caso de la particula de cobre con

(s 165 valores de ‘S'l"'que

5000 itomos que se ha iderado anteri .
aparecen en AV-19 estian dados directamente por fas alturas de la grafica de la figura
AV=-2. Si ademas los puntos.X: se escogen sobre un &)e paralelo al eje Z y que pasa
por el punto x=L1/2 y y=Lo/2, al sustituir en AV-1§ y AV-20 se obtiene la grafica
de la figura AV-7. En esta grifica se muestran los valores del factor

-t

SL CIV~i— Is_ Ic -+ I7> ) 1‘;"‘ (’Av_zz)

con m=160, que aparece en 'AV-19, el cual tiene unidades de Ibtiglmd y estd dado en

T Ar % Para

1 g

bt: el valor del campo inducido  basta multiplicar por .

Si2aeke - 2 412 E.
Y b 0o
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e
" _ Si2a =.1132 AR
que ia ibn AV-22 toma el valor» (n" SY- A

i '(:-)-.26 47; ;;II'IOSUI&

el campo inducido vale E ., ¥ cuando AV-22 alcanza su

en el centro de la grifica, el campo Inducido vale

E =-icé Eo

(AV~23)

En la figura se ha mostrado también el valor de E, mediante una linea contirua hori-

zontal y se ve que en todos fos puntos se tiene que

lE[>> E.

alcanzandose el caso extremos en 2=L3/2, que es cuando se tiene la igualdad AV-23.

Este resultado nos dice en otras palab que do se ap!

el Eo"
polo, el cual es suficientemente grande como para que

el campo producido por é1 sea mucho mias inteso que Eo y en sentido contrariot . Sin

PP . «
las gas se un

cr

embargo en la realidad esto no es posible, puesto que si ef total es

E, fos el se despl, fan en sentido io y el momento dipotar disminuinia.

T Esto a fin de cuentas ests implickto al decir que la polarizabilidad det cuerpo
es muy grande .



[ S R

Estos resultados nos lndican que efectivanent.e no es aproplndo el consideru- alos
electrones sin lntcnccién ¥ que por lo tanto las expreslones que utll’

dipolar debe tomar en cuenta ta repulsion electronica.

para el mon
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APENDICE VI

CALCULO DE LA POLARYZABILIDAD EN LA APROXIMACION DE
ELECTRON LIBRE (A.E.L.), CALCULO DE LA SUSCEPTIBILIDAD
EN LA APROXIMACION HARTREE~FOCK DEPENDIENTE DEL - TIEMPO
(A.H.F.D.T.) Y CALCULO DE LA SUSCEPTIBILIDAD EN LA APRO-
XIMACION HARTREE-FOCK LOCAL DEPENDIENTE DEL TIEMPO

(A.H.F.L.D.T.).

Derivaremos paralelamente las expresiones que
resultan para el caso de la aproximacifn E.L. y las de la aproxi-
macifn H.F.D.T. A esta filtima aproximacifin tambi&n se le conoce
con el nombre de Random Phase aproximation (R.P.A.).

Las expresiones para la A.H.F.L.D.T. se obtendr&n
como un caso particular de la A.H.F.D.T.

Usaremos los siguientes simbolos:

< >“. denotars promedios sobre un ensamble asociado al
sistema completo (un grano) en prese_ncia de la

perturbacién Hy .

< >”. denotaria prumedi’.‘cs sobre un ensamble -asociado al

sistema completo {(un granco) cuando no hay pertur-

bacisn H,-

< )N denotari promedios sobre un ensamble asociado-a '

un 85lo electrdn en presencia de la perturbacisn

hy.

un solo electrSn cuando no hay perturbacidn hy-

o £ >_“dénotnr5 promedios sobre un ensamble asociado a

121
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Partiremos de la definici8n clisica para el mo-—
mento dipolar de un sistema de cargas. La defindicifn es:
= (s Far
v
y debemos ahora calcular el valor esperado del operador cufintico
asociado.
Es decir:
.- = -
N = / S¥xry ¥ a wr>
<P TN é Ha

pero si suponemos que la matyriz densidad de todo el sistema es

diagonal podemos usar la ecuaciSn AVI-9 y escribir
JERAN = - ' ALB LY
S(S’.ﬂ/“‘rdv ) -«

_ v
<"P>.,, S<9“;\>u T oAv (a. HE 0. T

como $(¥) es una suma de operadores de un cueri:o se tiene que'
~
= - v = SEYAR
<9,,,>H. - Zx:- <3’"Y‘>.1. NS, >H‘

s8i ahora suponemos que se cumple la ecuacidn AVI-19 tendremos que

<g @D, = <S>,

La ecuaciSn AVI-19 se cumple exactamente cuando
menos en el.caso en el que las partfculas no intcraccionan entre.
s1, 1o cual permite expresar a las funciones de onda de todo el
sistema como determinantes de Slater. En nuestro casoc las par—

tfculas si interaccionan pero si esta interaccifn es suficiente-—
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mente d€bil, 1la ecuacisn AVI-19 serf una buena aproximacibn y

entonces g < 9ﬁ’>n. Sa¥ (k«rsl.)
A4
B, = Ng<g,(ﬂ>ﬁ. ¥d7 (AHFDTY
v

Pero usando teoria de perturbaciones a primer or—
den se puede demostrar en general que para cualquier sistema de
cargas en presencia de un potencial externo a ellas CP.(V.-t)se

cumple que (ver ec. AVI-22):
= —St
(3(?\)@: :-gd;-cg(:-,w) S<[9(m, 9(7,1.)]>o e dt
[o4

donde Q(?l w) es la transformada del potencial ¢,(+,t)y < >°

denota un promedio sobre el ensamble en ausencia de la perturba-—

cién R(FL) .

Aplicando la ecuacifn anterior a nuestro caso ten-—

dremos que

<8E,,

& -5t
’ ‘:— S CEA ¢<:"Iw) Sa<[9‘(;"’ 3. C":‘l—ﬂ>’“’e dv
v

@ . . . EEE X e
* gcﬁ- P, (7 e S([ G, 9‘-“'")J>“°e ot
[+]
v

n

<9,

dondea H, es el Hamiltoniano v;:le todo Vel grano en ausencia-de. la
perturbacifn externa al grano %{i,c) vy ho es el Hamiltonianc de
un electron individual en ausencia de la parturbacifn externa al
electron M?,t) . Notamos que el ﬁqtenci-l‘ ¢L*ﬂ-) es igual iila
suma P (¥it)+ ha;c:"‘\ siendo q>nA‘('?,t) el potencial pro-—

ducido por el resto de los electrones . Dicho en



AVT

otras palabras h, es8 el hamiltonianc de un electrdm libre confi-

P +
nado en un recipiente con la forma del grano

Entonces

-5c
2G5y Gurrdy (it <L, sennly, € dt

~

cavi-1)y (A Et.)

(7’},“— _“g-, g $o; _,)-LS([?.(v) s’(vt)_]} &ae
v

M AVI-1') (AHFDT

Pero calculando los promedios sobre los estados del

sistema no perturbado se encuentra que (ecs. AVI-23 y AVI-24):

-2 gw<[ SG S(V,t)]> e dt =~ *'Z S = Fu o [g";ﬂ,.g [S‘(FIBNK
-]

Fpr - L

o -5t 7. - ‘
60Y, Bu(at dt = - ?‘__'"_______[y(v S,A0
fLSo<[9 N IR PR B <AL Bed
donde los fndices M y N cuentan los estados del sistema (grano) y

9)1 son los elementos diagounales de la matriz densidad de ese

sistema. Los Indices m y n cuentan los estado de un electron in-—

diyidunl y %w es el nmero de ocupacifn del estado m.

Por lo tanto

Sid"—r Sd;' ?,(';',w)zv'g—"——g“—— I_Qﬁf‘],_“ [g/;’;]nn ey

. 3 HN En-Fu —hw
Fo=

Crav gdv- povm I Zazte Ieeil. [g.+,_ (A#FoD)
v

£

*E1 tomar como perturbacisn a ¢ (F.,v)e ¢._‘(? ) puede ser muy malo,
Pues en general ¢6M’Cv,t\ es grande y 2 fmplici
de §(7) que es. justamente la incSgnita. "

te
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Como el operador . ¥,(V,) en la tepresentacifn. . ¥

tiene la forma

<FISvDIT> = e SG-) ST

entonces los elementos de matriz que aparecen en la expresidn co-

rrespondiente a la aproximaciSn HFDT se escriben como

o] = efl R

Y entonces

<FRr==re S" a% SQ"""‘P(';‘fW)_Z“ P o G P PTG

vl v Ewme = En-hw

donde el factor 2 se ha introducideo para tomar en cuenta la degenera-—

cifn del espin. Definiendo

- Em- En- RO

v = o . ' = : .
Kz iy==2e' 3 kd ey Furv s PLe VR aviz1®y

podemos escribir

<“-f_’> ,'—’S;d; gd;. (P(i"/“;) ’X (;’;;,)

- (A.VI-’." v )

que son las expresiones usuales en la aproximacidn H.F.D.T. {(ver
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ecs. 1.6 y 1.7 ref. 30) sin embargo ahora vamos a introducir una
hipStesis adicional sobre la aproximacifbn H.F.D.T. que consistirad
en suponer que el campo total € en el interior del grano es uni-—
forme, lo cual implica que

blFwd= - E -7

Esta ultima hipStesis puede ser muy mala, pues en

un sistema pequefio el campo total en su interior diffcilmente ‘es

uniforme.

A esta simplificacifn adicional sobre la H.F.D.T.
la llamaremos aproximacifn Hartree-Fock Local Dependiente del

Tiempo (A.H.F.L.D.T).

Adem8s, como el campo externo E. si es uniforme

entonces se cumple rigurosamente que

e, (3w = -

y podemos escribir

gal - Sed; g.ﬁ‘d;'z —Sn-%u  pesid,., [9ﬁ-]m‘(AEL\
v "N

Crn- Cu~hw

(?2)“ =) g e ST e - [9.(;;:[‘“ [9.#]__ (awrro)

£ Eu- Wi

si el sistema es isotrSpico las expresiones anteriores se con-—

vierten en:
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pero las ecuaciones AVI-25 y AVI-26 nos dice‘n que
Slvern]  5adr = e <MIBIMD = Run
~»
v

¥ que

SR’.!?-,],,__ yodvim & Yum . L . i Lot
s . P

donde’

R-Z o

¥ ¥ es el vector de coordenadas de un elec:r&n. . Entonces:

gl $n- S B P, B, Ao
2B AR Em- Ca-hw

- — = . T f(AanmnFLOTY
<’ 5 P 2 M il - T B & )
e - Em=- Eu-Rhw :
E . : O
Hasta el 1a P ifn de arriba, correspon—

diente al caso AEL, es exacta en teorfa de perturbaciones a primer

orden, pues no se ha hecho ninguna aptoximaciSn ni se ha u--do el

hecho de que 10- elec:rcme al-n 1ibre- (l.o ﬁnico que -e ha Iupu




to es que se cumple la ecuacibn AVI—9)+. Sin embargo, si ahora
despreciamos la interaccifn entre los electrones v supé:nemoa que
los estados V,‘ asociados a todo el sistema, est_Sn formados por
determinantes de Slater de funciones de onda Y. c¢orrespondien—
tes a electrones independientga confinados en un raecipiente con

la forma del grano, se puede demostrar que (ver ec. AVI-31'):

s -%n- % D... B - L A e - Ve
pyalli R e EmcEuc-he

En el miembro derecho de la ecuacifn anterior to-—
das las cantidades significan lo mismo que las que aparecen en
1la expresifn para la aproximaci&n H.F.L.D.T. Es decir, Evn €8 1la
energfa del estado ‘RB.. de electrén libre, ., es el nlimero de ocu—

paci&n del estado ¥ ’ y T son las coordenadas de un electrfn.

Por lo tanto tenemos finalmente

- = T E faa&t)
cgrls— =T T .Few E.
B NN fm-En-—hw <

(AVI-2)
<Jp}‘ = _ ——— {AHFLDTY
_e* o =0 5 - Ten E AvI-2')

D LR - Fa-hw -

Lla expresisn del miembro derecho que aparece mdlti—

plicando a los campos Eo vy E, dependeri en general de la frecuen-—

+En realidad tambifn se ha supuesto que el sistema es isotr&pico
¥ que el campo E£. es5 uniforme, pero estas son hipStesis que se
pueden lograr satisfactoriamente en los experimentos.



-r

AVY

cia- Wy de la forma del grano a travEs de las funciones de onda
P . Sin eﬁg;tgo debido a todas las aproximaciones que se ha-—
can para evaluar dicha expresiSn se encuentra que pricticamente
adlo depende de «w y del difmetro x de 1; baréicula. Si de~

notamos por k(x,w) la expresifn mencionada podremos encribi_r+

K<, w) -é° (a £ L)Y
_ - C(AVI=-3)
&>, .
ks w) E (anre o™y
(AVI-~3*)
donde
2 -7 =. it . .
KCawym -G F7 —Zmo o Fom Ve
S5i ahora comparamos con las ecuaciones
‘_r? = o Fo (P = momento dipolar) (AVI-S5)
¥ —_—
P = X('; = (F = polarizaci&n) (AVI-6)

que definen a la polarizabilidad & y a l1la susceptibili;:lad X de un
diet&ctrico r

P £% te, que

Como estamos suponiendo que el sistema es neutro el momento ai—
polar es indepandiente del origen de coordenadas.
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-X= kl<£a’\'. w) ’ (A’ - r'_«._n'r.) ) (A‘:"I-‘-BQ
Como k{(x,w ) es una magnicﬁd As\o;i;:da al gr;no
como un todo, entonces es una constante en :odés los puntos
interiores al grano y por lo tanto en la aproximacién H.F .L.D.T.
la susceptibilidad X(¥ ) es una constante dentro del s:‘.scel}m.
' Concluimos entonces que la magnitud k(x,«) es o
la polarizabilidad o la susceptibilidad dependiendo de la aproxima-
cifn que se quiera hacer, y que la aproximacién H.F.L.D.T. se re—
duce operacionalmente a escribir )E"_klr;—":\;—‘- . ‘ e
Pero gea cual sea el caso la exprea‘i&n para
k(x,w) es solo una aproximacifn, y resulta que para el problema ’
que nos interesa ninguna de estas dos aproximacioues reproduce
correctamente los experimentos.
En este punto congidero muy conveniente hacer los

aiguientes comentarios:

La relacifn anterior

Xthor = v

la hemos obtenido en la representacifn

dirse con la relaci®n ( no local)

.. X e
'Xn'u*'n.- =. —_\';_L
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que es vElida en la representacifn (k,w) (ver ec. 3-147 p&g. 138,
ref. 42):’-

La segunda ecuacifn e8 més exacta que la primera
puesto que para su obtencibfn no es necesario suponer que el campo

interior es uniforme. Es decir 1la primera relacifn es una aproxi-
macifn local y la segunda no.
Los trabajos de las referencias 8, 12 y 13 wostra-

ron que las aproximaciones E.L. y H.F.L.D.T. no describen apropia-

damente el fenomeno de absorcifn de luz, sin embargo es posible que

la aproximaci8n H.F.D.T. (no local) d€ mejores resultados que las

otr@s dos.

Para aplicar esta aproximacidn se requiere resol~-

ver la ecuacifn AVI-1''* (o la AVI-}‘ein suponer ¢z-E-7), Pere

para esto es necesario de:emir;ar el potencial total

@ ¥ W)
1o cual en general puede ser coﬁﬁiicado. Sin embargo los facco—
res restantes de la ecuacifn AVI-1''‘' (o AVI-V) son relntlvamente

f&ciles de determinar.

POr otro lado podemos contrastar la forma en que

nosotros hemos atacado el problema. Lo gue hemos hacho es par—

tir de l1la ecuacisn (AVI-1), en donde ahora el pontencial

tiene una forma muy sencilla, perc los factores restantes son més

complicados de calcular.
En este caso H, es el Hamiltoniane de un sistema d«
N electrones con interaceifn y debe usarse teorfa de muchos cuer-—

pos para calcular la polarizabilidad.

Otro comentario importante es el siguiente

+Segﬁn esta referencia, la aproximacisn H.F.D.T. en la represen—
tacifn (k,& ) consiste en hacexr Auror =, . Esto se debe a que

.ahf se ha romsdo el volumen - igual a 1 como nuede verse en la vig. ‘6.
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Segfin §. Strassler y colaboradores

doresGO), etc. (1-2'13). el error dristico’ de Gorkov y Ellashberg 8)

fue usar 4% en vez de 4> en la ecuacién AVI-1

<P, =- Sd? 7 ga7' $, (71, wd A (¥, ¥
~

v

[ equ!vafantemente‘usar‘g; en vez de = en la ecuacién AVI-2

e - e o — - = .
<5>HI_.-£._ S 2, T o = e &= o

= Eakd Ermn=En-hw

M.J. Rice y colabora~-

pero esto no es un error dréstico ni mucho menos. La ecuacién AVi-1 es

= J<3
correcta como ya se comentd en la pSgina¥y se discute amp llamente en el

apéndice VIiI. En realidad el error de Gorkov y Eljashberg ests en la

forma de calcular la expresidén del mieﬁhro derecho de l1a ecuaci&n AV~

Sa; ¥ Sd?r- b, (510> FCx ¥
° v

v

¥ que consistif en suponeé’qua los electrones son libres, lo cual los

1levé a la ecuacisn AVi-2, pero esta suposicisn sT es muy mala.

Segin Strassler, etc. para corregir el error dr8stico lo qué

debe hacerse és cambiar- € pox; Ea en la ecuacién AV1—-2, o sea

*ver por ejemplo la referenéia 1 en la pfg.- 2575 ‘en ‘donde se lee
UTHESE AUTHORS HAVE MADE A TRIVIAL, YET DRASTIC, :ERROR........'0
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O NEEE - B P e V. =

mw Emm- En -~ hw

que es precigamente la ecuacifin AVI-2', pero hacemos notar que

esto no es ninguna correccifn a un error, sino tnicamente una apro-—

ximacidn que puede resultar buena en algunos casos y mala en otros.

En particular, en nuestro caso, las dos aproximaciones han resul-

tado ser muy malas como se indicd en el capftulo II.
Como complemento a este apéndice demostraremos 6

igualdades que se han utilizado en el trabajo. El significado de

muchas magnitudes que aquf aparecen se ha indicado en la parte del
texto en donde se les ha utilizado, por lo tanto aquf se hard un
mfnimo de indicaciones de ese tipo.

1.-) Primero demostraremos la igualdad < § PF) Vet ?>“= S< LAER) AL LA

Tenemos que - N ) )
&S srvavy = <A scrroe v« ¥y

BPAF IR

riny

Suponiendo que la matriz densidad del sistema es diagonal podemos

escribir

*La ecuacisn (AVI-~2') implica tomar la expresisn. K{(<wi Vv como
la susceptibilidad y se evita de esta manera que el valor de ox
sea mayor que a® . Esto es equivalente a tomar un cierto campo
de depolarizacifn, pero en general no es correcto suponer que es
justamente el mismo que aparece si se toma correctamente la in-

teraccifn entre los electronea.
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eV

Por lo tanto

< § 9(\?.)?d~'r>ﬂ. = g?d?<5’ﬁ‘\>’h

2.-) Demostraremos que <W>‘= <:.u.>h donde < >.-1

promedio sobre al ensamble de sistemas.

C(AVI-9)

denota un

‘Denotaremos con W,\“los

estados de ese sistema y supondremos que son determinantes de Slater
de funciones ‘¥; . El sfmbolo < >“ denota promedios sobre un en-—
samble de partfcula individual, en donde cada estado de la particula

estf descrito por las funciones kPA- » a8 partir . de las cuales.se cons—

truyen los determinantes que forman los estados \'VM.

Ademfs 34
denota un operador de un cuerpo.

Tenemoa por dai:.nicx.sn que (suponiendo que la ﬁnt:riz
densidad es diagonal)’

w.> ‘=i S <“Vn‘“’l‘wn>
n
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pero de la referencia 44 ec. (24.16) vemos que

ICAPRL S <‘?.<|w‘ltf’s<>

donde Val "£nd:§ca k corre sobre todos 1o-’ estados de partfcula in-—

dividual que forman el estado \Vn .. Por lo tanto

<w, = - i i

(AVI—lO)

Sea P, i, - Udpm la probabilidad de que-un elec~-

lectrin esté en el estado ‘P, . otro en el ‘f’;; » etc. Enton-

ces P, iy.-a-" - Adm B tiene ifl- aiguiet;:an propiedades:
a.~) Si el estado W, esta formado con los estados Fus, Fua, - Fin
entonces

Pase - s = S - C vl
b.-)

AV b= Peasyi dwi=e (AVI-12)
doude C(i) denota cualquier permutacifn de los fndices i.
c.-)

Pasa oo 2 = O (AVI-13)

cuando dos o ms fndices son iguales. .
d.-)

ST Pae sn=2 S,

" - CAVI-14)
a.gaal Lam
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e.~)
S = N (AVI-~15)
o=yt =~ Probabilidad de hallar un electrdn
(U2 Ny i en el astado ¥, sin importar don- . ,
. . de estin los otros. A eata proba-—

bilidad la denotaremos por P., =
= Nmero de ocupaci&n del estado ‘P“ =
= P (AVi-16)

g.-) > . o . ‘
S B2 7=
“ ke N (AVI-17)

h.-) -—1—-——2 Poooe 4w = Probabilidad de hallar un electrén
(N-2)! a2y Le en el estado ¥, vy otro en el es-—
tado ¥, sin importar donde estiin

los otros. A esta probabilidad la’
denotaremos por Pu, ia

(AVI-18)

puede escribir como:

By e s S 0] o [ RD>

Entonces la ecuacién AVI-10 se

<ed = Z ..
e

=t P e oK el il P>
CNONY IR e i
M

desarrollando la suma sobre k
N
. T ~ ﬂ%’ w 'LF& A
<W'> —NNI T ;,;A.. wo A L Fan i »>

debido a la propiedad indicada en la ecuacifn AVI-12 podemos sus-—

tituir <‘ﬁ,, jw. ! "P,,:) por <\P‘_ {uJ{ '*FA.>, . v escribir
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wdy=37 T = am<RIWIRD

TaiE__ <®lwaed>  Puoooa

usando la ecuacifn AVI-16
car
<wD, = Eo<elwle> P
ax )

Como Pi- %. es el nfimero de ocupacién del estado- ‘¥, entonces se— - '-
ri proporcional a la matriz densidad 5.  del sistema conaisten-- Do
te en un solo electrsn Pi=P. = NSL

Por lo tanto

LD, =3 <hlwd P8

<w. > = <"‘">»\
M ' (AVI-19)
3.~) Demoatraremos la expresidn

-st

<'5>(v,w)>¢ =4 gd7- & (77, §<[s<f-n, scvooly @ de

donde <9(?,w)>¢ es la densidad de carga de un sistema de par-
T 3 ! <
tfculas cargadaa en pr € ia del pot zial externo ¢_(7,m)_., .

Antes de tomar promedios sobre el ensamble calcus
laremos el valor esperado de §(¥) con respecto al estado perturba- '

do n(t) .
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KW | 9} Waad = SW;:G 1) PCH ) W (7™ ) a7

donde -+ - -
—wct

Ya (7% 1) = W vy @™ " +z—_‘c“<w'4’ Gme

w3

donde

C o awn- wed N .
CK(m=--;f-S-:t'€ <"4’I<IH.(t)|’1Fn>

W(v"jas la funcidn de onda del sistema de N partfculas del sis

tema no perturbado (N puede ser igual a 1l o mayor)

Tenemos entonces

LWal)] SN WD =W | O WD T > 2 \ae Ul Y-
xzn

4
s i (-
= snm (1) o _s— L Jar<uIsmIVOE AT
-< ¥ Y W) PETORE (AVI-20) -
doqcie' C. o
W= Wy - W= Enz B
w -
si p que el gi no perturbado es neu—" - T
tro entonces el-primer t€rminoc es igual a cero. ~ Ademfs la ‘e;u;ﬁ— o
cifn 4.14 de . la referencia 37 nos dice que la expresifn exacta
B3 1 G IR

que nos da la energia de un sistema con densidad de:carga
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en presencia de un potencial d'),(“?', t') ajeno a esta densidad

de: carga es igual a

Hot = g ¢ (7,1 8FuLT

es muy importante hacer notar que en la ecuacifn anterior ¢_($‘,-u)
representa el potencial producido por las cargas ajenas a la den—

s'idad QG y por lo tanto no incluye al potencial producido

por ella. De modo que si nuestro sistema consiste en todo el
grano (b_(v',t_') =d>‘_(§',t'). ¥ 8i nuestro sistema consiste en un
solo electrén ¢.("v',t')= d)o (v, ) + ¢“’ (;'1‘-') .

Por lo tanto

<YL H WD = gd‘*' <Wel BCre) STV >
= Cav b (3,1) < W | S WD

= gd:‘—" [ ?(?')]nx ¢. (v.t)

entonces la ecuacifn AVI—20 se escribe como:
—ewiam(tt7)

t
<\yh(,_) ) SEV Wy > =- Exin -:-S:u [Eﬁ)],.,gd?-[ L1001 W 4 PG

—iwnr (1)

t
St P PR L P N
3 2. o

Para obtener <9>¢. necesitamos multiplicar por la
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matriz densidad 9" del sistema sin perturbar y sumar sobre M.
—-c@nn(i-t')

'bZ S Z Sd"gd‘” g[?(‘ﬂj"“ E?(""]“n -

oy,

wiucen(tt)

-[se 6], @ y (v t)

pero
{y(v")]xn

Por lo tanto

<1ﬁn | Z‘ﬁng ) é | "4’:4>—- 5" 193] (Avi-ay

Cseray = e B e S loor], - [see] [, o

sumando y restando el t8rmino k = m

<S(~'r.1-)>° - {-S:w av P, (v, [ 96, 9c~7,:-v.-)_'|>o
\ ), <

tomandc la transformada de Laplace tenemos

<‘3(9 u,)d, -ﬁ-gdv &, v, w)g[ S(v 1, ?Cv,t)]>3

=g gn- @(a.,..,)g{[ S, fﬁ,t)]>ae ot AVI-22)
. >4
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1612
donde Sz S+ 4w
4.-) Cdlculo de las expresiones
@ st g _ ) Ry
_'_g< 1 v, g(s,;ﬂ) e dt ¥ jS([?.(v'), f.(i,c)]ch_ de
ZED ) Mo s «

nuevanente el cilculo de ambas cantidades sigue los mismos pasos,
1o Gnico que cambia es el significado de las funciones de onda,

de los estados del sistema y de las energias.

Tenemos entonces que st

LG5 sy & e £ (E T e oee] - ] ] ) @ e
o o v

donde Q. r ta la probabilidad de que el sistema est& en

w
el estado n Yy tiene la propiedad _S_ =1 .
ae

Usando la ecuacifn AVI-2]1 tenemos:

. - <2, 2 amat At mt
H(Lr96, serae e = + 335 Sgsﬁ')]_“ sl e -B) _Bele g
o o

ey
-&" dt
donde notamos que el t&rmino n=m vale cero. Efectuando las in-
tegraciones y recordando que S = §4ik entonces .
a .se L3¢5 wma [965°0) [se}au [9670
. . $ - - = v =
1I.gg<[$(‘ b2 9(7,1.)]>oe dt"g? - O wnw = 2 W =W

=—HhS 8w = S= [ead... Iscal..

Py Ewm- Fn~hw

Por lo tanto si nuestro sistema consiste en todo

el grano tendremos



.
i
‘
!

AVL

W

+KUsen sy = nam Fr ot e, [sel] aave-a
(%

y si nuestro sistema consiste en un solo electrén tendremos

+ (<500, .00, & Ge =35 2o fo) B avi-ze

donde 9, =N $w es el niimero de ocupacifn del estado m.
5.-) CAlculo de la expresidn

SLse]l, 37
v B

Cowo el operador ¥(%.) en la representacifn ¥ tie—

ne la forma

PO R ED RS SCF-¥)8CF-¥)

entonces

§snilo. F.a% = § Wi e@ivan

v v
= @V o CAVI-25)
Ademisn

S [¢ )]y, F47 = S<‘Vu| SE | Wn> T4¥F
v v

- (Kra=e@ v >7av

v



donde

Por lo tanto

AVI

Sv[s;m]v“ Yd¥. = eg\ﬂ:(i----— FIST Fe Y G TF) P AT
2 _ R

s e <Vl AW
C'IQN"'\

— N
R=3= S
KX
Fdy = @ Pnn (AVI~26).

S fse],

6.~-) Demostracifn de

T Sn- Su

"N Em - Eun-hw

Los do

la igualdad

(Rl "= ~Z- ‘,_,C.f_’“g-_"_?",w l\"r:-»IAz

8 miembros de la ecuacifn tienen la misma

forma, pero en ‘el miembro derecho los sfmbolos m,ﬁn. T y?m

repregentan estados,

ocupacisn corréspoﬁdl

ientes a una sola partficula.

energfas, vectores dc posicidn y niimeros de

En cambio en el .

182
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miembro izquierdo todos los sfmbolos representan magnitudes de
todo el sistema, pero vamos-a suponer qué el‘sis:emé estd for~ -
mado por partfculas independientes de tal manera que los estados
WM son determinantes de Slater construidos con funciones de
partfcula individual .P—\' .

El miembro izquierdo se puede escribir como:

¢Z Sn= S Rrul=g -—__lﬁ""|z ARum1* Lavz-27)

W En-Fui=hio r " E.--E;-‘l’w Cn-E +wh

Calculemos primerc cufinto vale la suma sobre fn—

dice M.
S ,____E lan.I’ - Ip..ull
n— Em - En ~wh Enx-EL+wh
=1 .

De las ecuaciones 24.15 y 24.16 de la referencia

44 tenemos que

o si \‘/ ¥ 9 difieren por m8s de un
estado de partfcula individual.
Pt . siWH ' “PL difieren por sdlo un est.
R, = i d
L = e part. ind. de tal forma que ¥Pu es
| ..el estado de'{,’ que no. aparece-en-

YL ¥ Po es e estado de M que
no aparece en'VYy-

(AVI-28)
E T iy ~WL ¥ la suma sobre . es
ot sobre todos los estados que forman
a ™M - -

Supongamos que el estadowl‘ estsd cans:zuido ccn

los es:adns‘e'.ﬂ” e Mt Deno:atemos porx al conJunto de
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fndices L, Ra, - ---- - Rw .

;f_=gr.,z.,»-~- S R

Supondremos ademds qua el conjun:oI estl orde-—
nado de tal forma que f.<R,-- - < Zwm .

En igual forma supongamos que el estado ‘{/M - estd
construido con los estados P.., Pun,, - .,Paru y llamaremos P22-
al conjunto ordenado ’

Pt = S v e 3

Usaremos ademds la notacibn P73 S cuando P2y O
difieran por mfa de un fIndice y ?3#JF cuando ?2 ¥ &L difieran -
por s8dlo un $ndice. Entonces la ecuacifn AVI-28 se puede escri-—

N -4
bir como

o ai X AV
5.‘&: Fna - P e Com X€R-D2 y ™ E PRI

T TVas 4 K =2

<X
Como la expresidn para S, excluye el t&rmino
L = M entonces
s 1RuS RBuul’
Sﬂ = l Q"L 3+ IQ\. " l

T Lyl En- Ev -hw Ex-EL +hw
—mAL

*como los con;un:os’rbyx, estédn ordenados, 12,“_ ¥ ;w-‘ pueden di-,
ferir por un signo, pero como en nues:rns expresiones APARECEN AL
CUADRADO pasaremos por alte esta posx.bilxdad.‘ .

(‘Avi-éqj )
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= £. - &
con!-'?l a2 yﬂL eX ?

S =3 y=rmell . LT
Mn = —
ST 2= . - Z Eg —wh S £. ~S_Egtwh
-
-~ A X ‘ Jed i Iex
- x > . -
= { 1¥aal .17...,| o e e p
-...<—.<--.<-.L£"" —€a_wh é-—-ga*w'h v te -2
L S

Llamemos casillero nlimero ot del conjun:qi al lu-
gar en donde va el Sndice fu. . En la misma forma llamaremos ca-
sillero ndmero /3 del conjunto?? al lugar en donde va el fndice
24 . .Vemos que.cada conjunto tiene exactamente N casilleros y
que el valor del fndice »pOt en el casillero X estd acotado por -
£iy ¥ kaet. Notamos tambifin que dade o ., el valor de R e
siempre serd mayor o igual que o ., Diremos que el casillerc &
queda:desacoplado cuando el estado ‘P_.," que aparece en el estado
"VL es distinto a todos los estados que forman al estado VH -
Bajo estas condiciones vemos que la suma S, solo tiene t&rminos
en donde el niimero de casilleros desacoplados de x y% es exac-—
tamente uno.

Es flcil ver entonces que dado el ;:on;"un:o £ ,» el
conjunto% se puede escoger de tal forma que guede desacopladé
cualquiera de los N casilleros dex! . Indepeddienl:emen:e de
los valores de los indircy:és ‘q;.’:e van en cada c‘asillero, se tiene
que al elegir un casillero desacoplado dex hay cuando mds N on—‘— N
mas de cubrir los restantes N-1 casilleros de‘g que si eééﬁn '

acoplados dependiendo del casillero de% que se deje desacoplado.



Tomemos un conjunto particulardf y calculemos“su suma’™ 5 s’

corresﬁond[eﬂte. La suma Snse puede sel;arar en N sumandos

donde Sna. es la suma de todos los términos que corresponden al caso

en el que el casillero o de x ests desacoplado. Para calcular la
suma S"‘,‘ debemos variar el estado WA
Y esto se logra recorriendo r:on el estado desacoplado Comn de P2

(sin importar su nfmero de cas(llero) todos los estados dlsponlbles, los
cuales const(tuvan obvt.mente el espactrc cunpleto excepto los ‘P‘.,‘ﬂ,,

"Pks, o=l /‘P‘N

(por ejemplio o no puede ser igual
a Pea porque Ka

es precisamente el que estd desacoplado.
puede ser fgual a CP‘. con AF

Tampoco
porque todas estas & 4 estén

acopladas con algln casiliero de 2% y como todos los estados »r.,

P, e = 291, ‘que forman a e  son distintos entonces Pun no

puede ser lgual a %A ). Por o tan:o’

od ’;'\-\4..‘1‘ " N

Ty = Em— Eau-wh
# 0, o
~ + 02

e # Pwi e : -

sobre todas sus probabilidades,



Y la sumawsnw_es igual a .. ... hr e Linommowt

+

Pyralihe v N TR Ew- Eantwhn
Ty
ol

Sy == s _Feul’ A I
7 0n

Entonces la suma T definlda en la ecuacidn AVI-27 es igual a

I=-3"3 5 ity - e
L s,

Pegy Emc E2a ~wh En- Eaarwh
.o (AVi-30)
LS o .
oy
Sea 'P,.‘__ ..... on la probabilidad de que un electrén esté
en el estado 2. » Otro en R , &tc. Entonces _PA-J- SR",

es la misma funci&n que definimos anteriormente y por lo tanto tiene

todas las propiedades que se indican en las ecuaciones AVI-11 a la
AVI-18.

Sustituvendo en la ecuacifn AVI-30 tenemos

N w ‘ I - ’_ N
Y wsa Nl
== E . E ; -+
1 ’P"“‘V' iw gs_- Eas ~wh Erme Faat h

e~ <o

@z -
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LD M E—

[ PP I G 2P0
Em- Eau-e™ E v~ €ta sRW .

= 2., 8.,
= 1y 2 ' = - 2
=1 E . :1: E | 7 mo e | Ve ml © - .
) R E C . . ~ .
(N RA Nyl o Eai- €2, wN Eoi - €2, v
¥ b
2 e
2 3 T ¥ * a» s iR
. ¥ 1 :
- ]7_-.' - l 20w :P
nN- Z Z s B
N-D1 L £ g Evm~ Eae ~hw Em-fe. s MW T
e, -
g w
Sumando v restando los t&rminos MNazw, Fa=wm, ~o- , fuz=w

I- (u nn Z Z ATl + L7 'P...A.,_-(u-o)z: Poiwm 2y ..n..>‘

FosEe—hw Em = taconfmn —
e ~:i A An
2 e — T -
= - E: Y + 2— Z | Foe | . |Y:.—..\')p_h“
En- Eai~Ww € Enan E2, =W E.-l.o-«:)
E O 1Y a1 P P
Y

pero el segundo t&€rmino vale cero pues

T ks - -

Em ~ Eri~hw Ewm-£a. *h
iz T

— had l""‘-l.‘ ‘?-.-.l.l P
_.E E - —ay
= = - Eroathw Emne Ea-ho
-




Por Aic; tanto. - - . -

T=2_%2_

0 también

| o e L -3
e lw_z—“—L—E,.-e:m [F=el™ e

ARad”

[ryres v

l 'r\’u.-r -

Cu= Eorhed).

e tah -

17:0}®
Em-trahd
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APENDICE AVI1

- .

DISCUSION SOBRE LOS CONCEPTOS DE SUSCEPTIBILIDAD
Y POLARIZABILIDAD S o

Supongamos que el espacio llibre se encuentra lnl‘cla'l—"

mente un campo eléctrico uniforme E;. Si posteriormente se in-

troduce un cuerpo cualquiera, el nuevo campo eléctrico resul-

tante E(r) dependers§ de las propiedades del cuerpo y e&n gene-

ral sers diferente de E_. Sin embargo en alguncs tratamientos

estos dos campos se usan indistintamente.
Por ejemplo si queremos estudiar ciertos fen&menos
dentro de la teorfa de respuesta lineal, posiblemente quede
Justificado el hacer E(rhefo con tal de gue los result.dﬁ; ;5
dependan lsenslblem.nt. de la eleccién entre E(r) y ‘—E-o" ‘En nues-

tro caso parece ser que es crucial hacer una distincién clara

entre ellos.
Si el cuerpo en estudio es un dieléctrico polarizable

lineal! y homogeneo entonces al Introducirlo en el campo Eo"se

crea un momento dipolar P y una polarizacién P(F) definlda en
cada punto del cuerpo. Se tienen 1as siguientes definicliones

F =ot Bo (para la polarizabilidad =)

PP« XY .EMW ) . (para la susceptibllidad XY
La polarizabilidad es una propledaﬂ del cuerpo como un todo y‘
lg susceptibilidad es una propiedad definida ‘en cada ﬁunto del

sistema, pero s! &€ste es homogeneo —X ?57((?3 . . En cambio,
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aunque el sistema sea homogeneo la polarizacién P(F) si depende
en general de F. . 2

Partlc'ularlcemos ahora al caso.en el que el material tie-
ne forma esfé&rica. En este caso P # P(F) y podemos escribir
P = v P donde V es el volumen de l1a esfera. Las ecuaciones de

definicién se escriben ahora:
=—%‘—Eo

Y P=X E&> (lo cual implica que .’E(T') ya no depnde de T),

Y ;e demuestra féicilmente que (pSg. 115 de la referencia 37)
6__6-' Bz =B, = X B
") E. = "’)c_vc., X E

por lo tanto . i

= -nr (ea-:.)v ’ ’ » . (AVll-l)

.X= 64;7! & € =1+ 90X (AVII-‘-Z)
E=zTo- 22 P .
‘E- 2 =3 I - (AVII-S)

la ecuvacidn AVII-1 recuerda la ecuaciéan de Clauslus-ﬂossottl

[
r"b* = 4r17~ (s -2

en donde‘ a ‘m,k sé le conoce indistinta y desafortusadamente
con los nombres de polarizabilidad molecular (p&g. 119"l"ef- 37)
y susceptibil ldad’ molecular (pdg. 858 ref. 36), pero al compa- B
rar con la ecuaci&dn AVIi-1 vemos que es mis apropiado: el prime-
ro. . Ce

Las ecuaciones anteriores se combinan para dar (con V=f‘3n-“-;)3
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= VX e ®R - AV -4)
H=TTEx . T Es ) C L
= = . C il = ST avin-s)

N vZu~ >~ iE Caiix) o
E=FO- -‘gt-e-) : =B, (1- f‘,—) C(AVII-6) 7

En las ecuaciones AVII-T y AVII-2 se ve que si €1 (o equi-

valentemente %<<l & k << | ) entorces L
TEX _ -

y de la ecuacidn AVII—-6 resulta que - . . S,

E & E.

En cambio si e>> | entonces ’ L
Y . . E # Eo . PN . - EEIN PRV A

Por .otro lado sabemos que ‘s| la esferd es de un materfal

conductor se cumplen las sigulientes relaciones’

E -0
E.= E.

ol =
18s cuales se pueden considerar como casos particulares de las -
ecuaciones & y 6 cuando X — @

En la ecuacién AVIlI-4 vemos guwe conforme la 'X varfa ‘so~
1la &X varfTa sobre un pequefio

intervalo desde 0 hasta un valor maximo a3.

bre un amplio Intervalo de 0 a o

De modo que debe tenerse mucho cuidado cada vez gue se

qulera usar E-L‘-'E. S xt‘% . En particular esto estd prohibido

= = a> .

cuando
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.En la AVIl-5 vemos que si se tuviera O'~> as__sjgni-

ficarfa 'x<o y E serfa opuesto a E Nuevamente estarTa

prohibido hacer las aproximaciones anteriores.

En un material dé formé arbictraria laghréiaéiones va
no son tan sencillas y el campo dentro del dle)&ctricoxho’éi

uniforme ni tampoco la polarizacidn (excepto sI el materlal es

Caa

un conductor en cuyo caso E(r) = 0 en todos Ios puncos k3 lnte—
riores al cuerpo). '

En la literatura es frecuente ver que se toman indis-
tintamente Eo y E(F) 6 X yeo (ver por e]emplo pEg. hSGIr;f. -
35 y apéndice VII1). Tambi&n algunos autores llaman a la sus-
ceptibilidad polarizabltidad y viceversa {(ver por ejemplo pSg.
317 ref. u45). Aunque todos los libros de‘éle;trodlnimica en
el momento de lntroJuclr los conceptos de ;usceptlbi|ldad Y
polarizabllidad son blen precisos en hacer la dis:lncldn entre
Eo 1 E(F),.n_desarrollos»posterlores los toman . por igual. Por
ejemplo el propio Jackson.en su segunda edicidn; inicialmentei
distingue entre Eo y E(F), pero cuando discute la teorfa de
Drude pasa por alto esta distincidn y solo mencliona que se ‘po-
drfTa tomar en cuenta la diferencia entre E(?) Y Eo {ver pp-.
285-288 ref. 46). . L. - . . . 3

Como en nuestro caso no sabemos cual .es el valorde:
€ (6XG94).,no estd Justiflicado por 1o pronto-hacer.. ese ‘tipo

de aproximaciones. .. .. . . . - . . R
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APENDICE Vit

DETERMINACION DE LA FUNCION HAMILTONIANA DEL SISTEMA PERfURéADO..

La determinacién de esta funcidén es un problema bastante trivial,
sin embargo, debido a que no hay un cdan a:.u‘ardo entre algu;!os de los autores
que han atacado el problema que nos interesa y que jlos ha 1levado
a resultados muy dlstlntos,(e'?"o' 1. I?"3'3o)consldero conve-
niente analizar con cierto cuidado la situacidn.

En primer lugar definiremos cuales son lés energfas
de)l sistema que nos interesan. Supongamos que en alguna regi&n-
del espacio se encuentra un cuerpo C el! cual tiene una cierta
energfa (energfa Iinterna total) Uo. Si ahora se aplica un
campo eléctrico externoc EO la energfa deil cuerpo cambiard en
una cierta cantidad.- AU. La termodinémica nos dice -que el cambio™-

total en la energfa es (suponiendo que el volumen se mantiene:

constante) :
AU = Sdu
donde
dU=d@Q +awW=TdSs +§a‘s-(wvi>va'='w»_ (AVEtin.

el segundo término representa el cambio ‘en la energfa eléctrica’’
y es de la que se ocupan todos l!os 'libros de electrodindmica.
Representa el trabajo requerido para traer desde el-:-infinito

un Incremento de carga - d9(r) al punto T en el cual actia‘el
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potencial qD(F) que es producido porila’carga L(F) que se
encuentra presente en el instante de traer. . d¥(F). (ver ec.

h;Bé’de la ref. 37). Se demuestra que
a 5W=Sd?(‘f)¢(*7?dv=;1;,- S-E—dﬁdv (AVI§1-2)
v v

y si"€ y D estadn relaclionados linealmente a través de un pardmetro

[y que Se mantenga constante durante el proceso de :argado
=== ( .5 AvVIiLl-
W=gr(E-Bdv ¢ 3)
v

Notamos. que. para que el parametro & Se mantenga constante

se requiere que < sea independiente de

(48

durante. el proceso,
la temperatura o que €sta se mantenga constante
En la ecuacidn AVIil-1 vemos que sdlo en el caso de
procesos adiab3ticos se puede identificar el incremento de
energlfa eléctrica dW con el cambio en la energlTa interna dU.
Peroc en procesos de este tipo la temperatura en general cambla
y los coeficientes dieléctricos, que son funciones de ella,
también cambian (en este caso la ecuacién AVIII-3 ya no es vilida).
En cambio, sl el proceso es isotérmico el! material
dieléctrico debe estar en contacto con un baho_térmlco para
mantener la temperatura constante & el ;lstemaipuede ;bsorber
calor. (en este caso la ecuacién AVIII-3 si es v&lida). Por 1o
tanto Q0 # 0 y el incremento-dW no puede igualarse a dU.
La energia ﬂ? Sé-sdv representa el trabajo maximo que’
se puede extraer posteriormente del campo electrost&tico si

se mantiene la temperatura constante y bajo estas condiciones
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Juega el mismo papel que 1a energia potencial.en un sistema: P

mecénico (la.cual no depende de la temperatura)... Estas nergfla
es precisamente la que nos interesa estudiar y se. puede -
demostrar que #S—E-ﬁdv, es igusl al incremento de la energfa. . =
1ibre de Helmholtz AF. S . - R [ P
A continuacidn veremos que la energfa AF ests .
re)a;iona#a dlrectaman;a con el campo externo Eo Yy no con el

campo total E(r).

a).~ Supongamos que nuestro sistema es un dipolo permanente, Ty
entonces desde antes de introducir .el campo exis@q una energfa
eléctrica de formacidn de dipolo que forma parteA dé la energfa
lntg(na inicial Uo. L v - . N
Cuando se aplica el campo externo unlforme.E° el Lo -2
Gnico incremento de energfa en el cuerpo.es el debido .a la RS

energlfa de interaccién ZS\NL.‘entre el dipolo y.el campo.

Se tiene entonces que (ec. 4_.14 ref. 37): N

AWivae = S-Q'(?)Qa(:na? (AvVIbI=1)

donde"“qi (+) es el potencial externo asoclado al campo Eo'

Como el campo es uniforme entonces
DWinace = - PeEo ‘ ’ ‘(AV‘III;‘!])

AU = Q‘— ?'Eo

e CAVLLE~8) -

ecuaciones son vSlidas adnquevfo’no sea’ uniforme'pero con
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tal de que el sistema sea un dipolo perfecto* (o sea que no

tenga momentos multipolares dé orden mayor). Estos resultados
se podrfan.obtener de AVIii-2, aurnque existen- formas mis ~
sencillas de hacerlo(37’“9) ., 'Pero'to fmporf‘énte"eé'-‘notdr que -

aparece d)a('l") o—Eo Yy no §(i‘) o E(F). R N AR

b) .- Subongamos ahora que nuestro sistema es una sustancia

polarizable con momento inicial nulo. En este caso _nod’er‘no's usar la
ecuacidn AVIII~3 para calcular el Incremento en Ta en'erg\'a ’
(37.50):

ele’ctrica, obteniendo

AW = - & F-F» (AVI11-6)

esta energfa incluye la energia de formaclidn del dlpdlo AWo.e '
(o sea 1'a energfTa de Interaccidn entre las cargas que forman el
dipolo) vy la energfa de interaccidn del dipolo con el ‘camp'b,

la cual, como indica ‘la ecuacidn AVIII=4 o AVIII=4' es igual

a -T:'Eo. De acuerdo con estas ecuaciones y la AVilIi~=6 1a

energfa de formacidn del dipolo es igual a
D Were = & P-So.  (aviii-7)
Como S.——(-g—_:— con AF -.AW ¥y AU=Ts5- 9.5, podrfamos
",

calcular el cambio en la energfa Iinterna U debido al intercambio

de calor pero no lo necesitamos.

* S} el sistema no forma un dipolo perfecto de tal manera que tenga momentos
multipolares de orden mayor que dos, entonces en la energfa aparecen otros
términos distintos a Io; considerados en estas. ecuaciones. Sin embargo, :.
como son del! orden de E< y siempre podemos tomar el suficien te
pequefio, s&1o tomaremos en cuenta el t€rmino dipolar. Ademds si el campo
varfTa con el tiempo aparecen otros té&rminos debido al desplazamiento de
las cargas, pero también siempre podemos tomar w muy pequefio y despreclar
esa contribucidn.
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@a

Pasemos. ahora a determinar '1la forma que adquiere el
hamiltoniano al aplicar el campo externo,E; sobre el cuerpo C. 7"~

Denotaremos por H° Y por H_ + H1 los hamiltonianos del sistema’”

antes y después de introducir el campo respectivamente. si

suponemos que el hamiltoniano cudntico se construye a partlr

de un hamiltoniano cldsico en donde solo aparecen té&rminos de

energia potencial y cinética (ambas independientes de la tem-

peratura), entonces el hamiltoniano sdlo puede asociarse con

1la funcién de Helmholtz y no con la U. Ademds, independiente-

mente de que el sistema sea un dipolo fijo o inducido, el

hamiltoniano Ho debe incluir 1a interaccidn entre las cargas

que lo forman (1a forma de la funcidn Ho es la misma sin

importar la posicién de las cargas, pero su valor si{ depende

de la posiclién de ellas; por ejemplo en el caso del dipolo
inducido, cuando todavfa no se ha introducido el campo la
funcidn Ho evaluada en esa confliguracidn tendrad un cierto valor

h, pero cuando el sistema estd en la configuracidn de dipolo
1a funcidn H° debe valer F.Eo#h). Entonces Hy solo debe
incluir l'a interaccidn entre el campo Eo vy las cargas. Por 1lo

tanto H, tiene la misma forma sea el dipolo Inducido o fijo.

De la ecuacidn AVIII-4 o AVIII-4' tenemos entonces que (o al-
ternativamente .de 1la AVIiI-6 menos la AVII1I-7):
H, = Sgch dH(3rvav (AVI11-8)

H.=- P-Ee (AVILEI1-8")
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Es muy, importante notar que.en esta expresién éparece'eﬁ campo

externo,Eo.y no el.campo-total E

producido por el propio dipolo.. . . '

. y

Carw s s - -

Pt . = : t «
il P . D
' =S ¥ - 7 LYY * - N
H H o B " R ~ -
: e L . i -

. : - i B L

que-esi‘la*suma-E_ vy el campo
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Célculo de la polarizabilidad estftica X seqin la - T
sproximacisn de Lushnikov vy Simonov.

Tenemos que:

—-—3——2 B Sl S = N CA IX-1,). .

o — Ewm ~ En ] ’

=¥ £ S (A
con

£ (o) =228 7 e £ (A‘X})

= 1X-
P (‘3, .J‘_) (E?ﬂ_:')"

haciendo

Ve = T P = 2
Evnm Emw T dEw ad £«

Y sustituyendo en 1 tenamos

S =
o = B de. <~ et P = R

= & dGFZ "P,..gdvdv'dv-'d'"‘<*ﬂlv><1\7l7'>

KIS Lm Y ">< THRIT LT D>



pero KV IFITD> - i_‘ac.—';_ ¥y

vy lo mismo <;|~"|?> = Q('—“\ 5(,—,:(-.) ) A e

entonces

pero ST p_ ) ea (T = w

. )A_
v nivy= Q‘L:_;\E__ (verr apéndice X111)
AT

Por lo tanto

o Ef EX7Ad

.ﬁ.’ . T = e Py
= —% va,Qdy e

tenemos

s » e
HKe= + =P S‘,"'fh\d*
, 7 A o _

) ‘ ’-..
°<°=—§—’-S'~?.T—2d?.d g:!-..c.;‘):‘nmz )
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Haclendo = - {'

E 7w Pr a5 AT IN cerho s e
o = % =S S;z fFlazDddz ' :
=y a’§ =trcana= 3 ’
- -
usando (A I1X-3) tenemos
e at ! aonh (3T Z od 2
Ho = 3r 2 g(wo‘dn'z' O = )Z
o (3% A

sea 4 =V{ar <

P ry
__._3‘_______—-——5 2 coahy - 4 sudi )
Xo 2 7" e hVIr o(" -9 )

=a‘[)—ﬁ:‘""‘m *—*l'_l

Por lo tanto

XKoo

= ) 4 —,(_:.:_ thzv
a2 ~ ¥

Si se grafica el valor del miembro derecho de la ecyacl&\

anterior como funcién da ' se obtiene una curva creciente y limitada

superiormante por el valor correspondiente a ¥— @ (ver figura 11~}
en el capftulo f1).
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APENDICE AX
""D‘.ducclén dea la fSrmula para la matriz densidad de las

cuasipartfculas

58=- 2 VG|

donde
V = @ Ve + T AV
La funcién de Green de un cuerpo, correspondientaa un’"
sistema de N partfculas en interaccién, se define por 1a expresitn’ S

(p&g. 50, Ref. 59):

“le) DY O

RS E N ‘.

S(R,t; T ) =-4 <‘4>;.l'rl Wiz, v) \‘,1“:1_,”“)':

RYCARACIY Je R T DY

~ t <t

el signo superior corresponde a bosones y el inferior a fermiones, _
*bh) es el estado base exacto del sistema y W(X,t) = C’*‘ Yo &
es el operador de segunda cuantizacidn en la representacidn d.»lhiscl:u_tferg.“

La funcién G(Xtr="1) es el clemanto de matriz (Z.t;
;',t.') del operador [ en la representacién X, T y en forma
semajante se puede dar la expresi6n para los elementos de matriz de (=)
en cualquier otra representaciSn. En efecto, en la representacién

A , T se tiene (pp. 5t y 66, Ref. 59)
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G (t,17) =-iddy| T @ (+) O Y} o> =
sad)ake) axe) (&)

- tt’
Se puede demostrar.que para calcular el valor espsrado de. cualquler
operador basta conocer la funcién de Green del sistema,; lo cual“lmpll_c{n
que (3 estS& relacionada con la matriz densidad. Esta relacién se puede
ver ficiimente notando que, Q: (> Q. es el operador de niGmero y
<¢,|O.:(t) a,(nlcb,) ‘es el ndmero de partfculas en el estado A en
el tiempe T .

densidad an el tiempo T sers

S (3= <, fAd(t> Ax )| D

=.'s';;;:,- (f.,’t'),

t-t'=-0O

Esta ecuacidn se pued= ascrlblr cano una ecuaclén entre oper-dores‘

>9;.--‘Gl‘ o s

i-t'm-0O

o tambign

59 =-+ 5G| T ax-1)

-0

[~ ald | aner an )l d’o)

o

Por lo tanto el elemento de matriz A X de la matriz .
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Entonces para hallar la variacifn en la matriz densidad de
1as.c;u|s'ipatticu]..vas ’debamus hallar el cambic en la funcidn de Green de
dichae causipartfculas. 7

Se puede dmo-crn‘r que el elemento de matriz At , A" t’
del opetadof 5 es 'la amplitud de transicifn de una particula desde
un estado A en T hacia el estado A’ en t’. El‘:a propiedad serid muy
Gtil en lo que sigue. ‘

Para da:éminnr la funciﬁn de Green que de_ncribe al siatm
en presencia de un campo externo V® haremos uso de un m&todo que es muy
utilizado en teorfa de campo, el cual consiste en representar grafica-—
mente t:’odos los procesé- fisicos que puede;\ sufrir las parcicul_as.. Y‘LE-_ .
precismen:é, cada gr&fica representa la amplitud de transicién Fie-da un
estado en T hacia otro estado en 1’ . El cuadrado de la amplitud
de transicifn da la probabilidad de que ocurra dicha transiciSn. De
acuardo con el ptincxpio de superponicion, la mplitud de transicibn
total es la suma de todas las amplxm:des de :rann:.cx&n Eisicmen:e
poaeibles. Como (5 representa precisamente una amplitud de transicisn

eate método resulta muy apropiado para datemi‘narla. -

Aplicando el principio de super icifn ¢ 8 ent que '
la funcibn de Green (G5 = mmmmm® que describe al sistema en presencia

del potencial externo V° se representa grificamente como la suma de laa

siguientes grificas I ’ : T

. . . 2 E : IR i
G = = +
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““La primera gr&fica

re;‘)resenia |§. a‘mplituc‘l de transiclién
de un proceso en el que las pal;‘t.fculas no l‘r:c;ar:a-c:;fan con el campo, es v
declir representa la funcidn G sin perturbar. La segunda gr;éflca
represent# la amplitud de transicién i:’or.al dé todo¥ l‘o.s‘ proce‘}sos que s;‘
fnvolucran irﬁ:eraccién con el éampo. La estvructura generral de los procesos
representados por la segunda grifica sera: én vun prI‘nprlo el campo no

opera (

), después ocurre la interaccién con el campo ( A Yy
finaimente la partfcula se mueve en presencia de un campo (G, 1o cual

explica la forma de 1a segunda gr&fica en (Ax-2).

La gr&fica & representa el conjunto de todas las graficas

que Involucran'lnteracclén de las partfculas con el campo e interaccidn

entre las partfculas mismas. 51 sustituimos algunas de las gra&ficas que

forman a en 1a ecuacisdn (AX-2) tenemos
.

la segunda gr&fica representa la amplitud de transicién de un proceso en

el Que Ya partfcula {interactua dlrectament.e con el cam(‘)o externo, la tercera
grsfica representa un proceso en el que el campo externo no actua directa-
mente, sino despu€s de que ha habido una interaccién simple entre .las
particulas, etc. ’ . N :
Si llamamos ?an al operador representado por A

la ecuacién (AX-2) se escribe como

entonces

=616 V& (Ax-3)
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Cerca de la superficie de Fermi, cu-ndo la Fun:(én de Green G puede

aproximarse por su parte polar (phg. 82 Ref. 59). o sea

G .
G £y =~ cen €
\( E’gx 0"(5&)

entonces G = -é_— (J % - H)

donde "‘ es el

as")
-2 E & =€ ¢ 1

Hamiltoniano de la cuqslpartl‘culas en ausencia del campo
extearno v :

y por lo tanto

(‘%_H) 9_’1 , , - i_A(u'.:A)

-t
Multiplicando a la tzqulerda (AX-!) por G

G E-F V& =TI
Ji_H-.q‘V")g-I (ax-5)

tenemos

esta acuacifn nos dice que el cambio ‘en el Hami \tonlano de 'la cuas!-'
part\‘cula es lgual a GVV Esta cantidld
efectivo actuando sobre la cunslpart\‘cula Y se representari por el

sfmbolo V—-aVV“ et

—_
De las ecuqc(onas (AX-4) y (AX-5) vemos que 'g‘ LY —oe.

es por. lo tanzo el camp

O Rt

son
las funcicnes de Green de la cuuslparti"éu'la en ausencia y""prasencta del
campo externo r ti

te. En el cambio en la funcién de Green



AX

e
de ls cuasiparticula sers
N Y V_L.(G-G) R
y uslndo (AX ~-3) . : B
A - T -
s§6=x6F VG T L
i - :
~
=L GVGe , e
sustituyendo en la ecuacidn (AX-1) se obtiene .
. §% = - A e V3| j 4
1-t1’'=-0 .
i .
si nos restringimos al primer orden en teorfa de perturbac[ongs sobre el
camPO externc (aunque continuaremos traba:]ando‘)i- }r;teracé_lGn"entre las
partfculas exactamente), obtenemos finalmente:
st N e B . E IR A
A - A -6
59-- 42 aevVoe : S (ax-6)

-V er-e
que es la ecuaclﬁn que se querfa obtener. . e P DR S
Ahora debemos dat.rmlnnr Ia ecua:l&- qus sat(sface el potg g’l

afectlvo V VVO ‘

Las griﬂcas que Fom-n a ‘7‘/ son.




Entre estas gr&ficas hay una que no involucra ninguna interaccién de

las. partTculas consigo mismas (y es justamante i ' 'y se .denotar§ por
Oz re . . D
Todas las gr&ficas restantes, contienen la interaccién con e)
campo y & todas las posibles Interaccionss entre las partfculas y hollos
resultantes. Estas graficas tienen la siguiente estructura: si nos mo-
vemos hacia arriba, partiendo de la base del trifingulo hacia s;l v&rtice.
todas las gr&ficas empiezan con una‘ interacciédn entre las partfculqs. .
Al subconjunto de todas la; gr&ficas de lnt.r.cchr_l que r\vo queaden unlalns
Gnicamente por dos lTneas, las podemas agrupar en una sola q;'lf!c- X
que representaremos por . Despu&s de esta gr&fica seguirén
dos 1Tneas verticales (una hacia arriba y otra hacia abajo) correspon-

diente a un movfm[en:o libre. Finalmente s‘.gulr& 1a coloéchn de todas

las grifh;.-s que repressntan el movimiento de una particula en pre;.ﬁci.

del campo externo V° y en presencia de las otras partfculas b( o sea

TrVe= M )..cConsecuentemente

o escrito en términos de operadores

TV = T e ACCT L

( Ax-~7)
Sigufendo con nuestra interpretacisn _de las gr&ficas vemos que
2(’ representa la amplitud de t.’ranslciGn de un proceso de dispersién

"“(con clertas restricciones) entre dos partfculas. -
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5 . La amplitud de transiciédn 2( se puede escribir-en’ t&rminos
de 1a amplitud de dispersisn usual / (ver ecs. 1.5.5. y 1.5.5"' de la
Ref. -59)

T = 2+ UCGCT =2U+T GG U
(Ax-8)
sustituyendo esta ecuacidn en (AX-7) tenemos

7"/": Ve TTEGTVe-T6CC UGS FTVve
sustituyendo (AX~7) en el segundo término se tlene

VV”— o Vor 76670 V“r7'66‘2-’€6"l/" J'e,ozzé(c t)/"
AX -9
= Yo V°+ "G Po V°

Cnda una de las funciones (& que aquf aparecen, es la suma de
una parte GR que varfa lentamente con su argumento ¥ Otra parte polar
G que 3610 es significativa cerca del polo. Entonces el producto
GG se pu.dev escriblr GG= A +B donde B es una funcidn suave
y en general distinta de cero pero gque no se conoce, y donde A es
signiffcativa s6lo cuando los-dos polos de [eg ) SOn cercanos.

Lejos de los polios GG =13 y entonces ias ecuaciones 7,8 y 9

se escriben como:
FUY = % Ver 2 377 e (ax-7")
7-\..)_, 2( + 7-' B 2L i o (AX-8t)

7 Ve = 7’0 Ve r 7—' ‘7 )/D .. . ... (Ax=91)
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w [
donde 'B . 7 y T son los valores de (S¢ 7 Y 7— lejos de los

El significado del superfindice & luego se har8 evidente pero

polos.
Las cantidades A Y V © obviamente no se ven

por Jo pronto es notacidn.

afectadas por los polos de GG y la funcién & tiene la propiedad de
que se mantiene casi constante por lo tanto no se ha sustituldo por 2("'

(ver p&g. 118, Ref. 59).

Gracias a esta propiedad de 1a 2¢ las ecuaciones 7', 8¢

y 9' nos pueden servir para sustituir la ecuacién (AX-9) por una en la que
solo aparezca la parte A der producte G & .

Multiplicando la ecuacidn 7 por /+ 7“8 se tiene

(/_’rws);'_l/": Cre T B)YFolV+ (tr 7*B)UGcT V"

usando 8*

S e BTV = Crr TBY T v TG ETT S
=P TRB)Vetrr TRTVEr BTV

cancelando 8 e

Tve = Fyee 7% BEFY°+ T =ATVE
usando 9° b T g Ve
como Vs @ V7 tenemos
VeV r 7m2AV (Ax-10)

-
donde Cq =49- es la carga de la cuaslpartifcula con respecto al campo

Ve Para hallar el potencial efectivo k/ debemos resolver la

ecuacidn (AX-10).



Por 1o tanto”
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APENDICE A X1

Obtencisn.de la f8rmula X

i - M

Ea - Eqr - wr
-r T

donde \/A}, () = VA,‘ <

Partiendo de la expresisn que se demostrS en el apéndice

anterior &8 =~ o GVG‘

N -\ A San =

Vane o

LS L Y- 3

5San(t) =< xtlge\ N T e

e M S Al Gl t.><7"1"Vl7\-1-‘>
A? . t-Tero e .
_ o A o t-lclxt>
pero KAt G I AL DEGL(t-1)SnPr. 31 v 66, Rev. ,59_)_:y
ademSs si V° tiene la forma . .

‘ . et
<7\1,Vo|1,1_'>=<7~\v"(t)|x}-S(e.-r.’)= Vin @  &SCe-t)

-~ ‘entonces también

<M|v:xc> \/“-(t)scz )= Vix &6 ¢e-1)

S?Ax(t)-- ,4."0 §u.e‘<a-w\/m &) Gy L2 T)

. : e < Y
v, & fdz Gr(F) G () E

-aw

; -fTE
i *Tomando 1a transformada de Fourier como G (Z )= “—ﬁg [~ GCE)
- . . A yerd,
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A X1

- o e . ze€
§San(t)=-Z= V.. (t)#SazG,Ja)(Z» Sc (F) =4 cle:‘

o
sCum )

=-z5 M,.(t)rhgae Cnce )Yé»a) = =

=-;",—V,\,\. ) S\dbf 6.# 7(")'6)- (‘;‘"" E),

=- == Vax &) S\6A le) G (E-w)SE
—as

pero (pSg. 77, Ref. 59)

@
G (ey=-d0oe —F  ——
1( ) Yaw E~ £ +va Torg €5
en donde s6lo se est5 tomando en cuenta la parte polar de G. El factor

__‘{:'_17"—— Introducldo aqul‘ se debe a que nuestra definicién de T. de Fourier

es G(e)= qugé(t)e d-t en contraste con la definicién dada-en 1a

pEg. 31 de l1a referenc(a 59.
Entonces F

d4&e )
+
égxx( )= V ("‘)S Te-€x+ iVagéadle-w- e r 4V acg(en)]

d€ - .
I (LR i Fa = Er 0 M Envéx>Er

< d& R O EN .
- (1_) Sw (GETeRs DI Er—ry rore M EaD> Er D> En
T AN P~ . e
o dE L el
Swﬁ-iu-lvj(,,-..,_a,,”r) a EnP>EcDEn
S“ de ) ‘_
D PR e ] ) o Ci- Ernmix¥y (E-O- Ex-iv) “ EFaygéu<Eg
<
- : \ ) .
w r Ex’ 22 Y = € = Tx - Nar
= () _ LN A S
Vi ( =V

En » DeYV - g - EX°

J



——w

Cancelando en ambos miembros el factor * (& ° ' 'y si denatamos

) ,
por v;;‘ Y 59;;: los factores restantes tenemos

8 Sne = —TAZ M VT,
AN 51_5’:_“)
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APENDICE A X1}

Obtenci6n de la férmula

= Y 5.5 D (axi-1
- 2 - Na-N
Q=1#CS'_-'—:.— 2 (¥47). » R
Vy-veb > L G- wndb
dondeR es una coordenada efectiva y, como puede verse, es funcidn
de ¥ o sea R= £(¥).
Partiremos de la Tgualdad entre operadores

V=6, V°+T*AV (A X11-2)

Y supondremos que el potencial externo V‘produce un campo uniforme
-— —aur
da 1a forma Eo &

Bajo estas condiciones los elemantos de matriz (e, @)=s (74,7 17)
de V° yv tendrin 1a forma

-t
LF A Vel = -7-EL 5(3-7) & SCt-1)
. = — —fwt s
INVITA> —-caR-E, 8G-sn &  64-)
donde ﬁes la coord@nada efec:lvi:

Si denotamos porq Y Plos operadores cuyos elementos de

FEYEG - 811 y R&™“'sG-vy8¢-v)

respectivamente,

matriz son

entonces

——

V=~ R E‘,

Y D
-
vo;— -F Eo
¥y la ecuacidn entre operadores 2

se egcribira como

ﬁ:‘fﬂ-’r‘uﬂﬁ

(A X11-3)



A X1t

para obtener la ec. 1 debemos calcular el elemento de matriz de la

ec. 3 en la representacisn c‘:C?:i),o sea SR o
TENRITED-GETVTED +LVaT ARITED (4 x11- )

donde el té&rminoc <a(‘lT"“ A -‘é |o(‘> debe expresarse a su vez
en términos de los el.mntqs‘ de matriz de Ips opearadores ™ » Ay ,R-,
sin embargo hay ap.renfem:te un problema, pues To y A tienen & fndi-
cas en cambio e} operadorg solo tiene dos,y por lo tanto no se puade

aplléar 1a regla usual de multiplicacibén de matrices.

Para saber cual es la forma correcta de proceder rescordemos
que 1a ecuacién 3

cial efectivo (ver ec. 7 apendice A X)

V-aFHEVorxce V

(A XIi-5 )

y que presenta el mismo problema aparente que la ec. 3 . La ecus-

Y')clén "5 escrita en forma gl.-ifl.ca es:
H B .

@ - io- % . . CAXII=58T)

N P AT At » s

En primer lugar notamos qué @l bloque ‘B .m.
n

A’

representa el conjunto de todas las gr&ficas que involucran Interac- =~

cién entre-la partfcula que entra por Ay sigue hacla a'rrlb’a.'con“l-:

partfcula que sale por A’y que proviene de arriba o sea s R

as una forma de escribir la ecuacidn para el poten—
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A XVl t

.{ .. -La-segunda:partfcula se puede considerar como un hollo"que’
entra por A’ y sale por Aa. El elemento de matriz asocliado a este
operador se escribe como <K_7s’ i Z£ { ',\).)en donde los fndlcas de .
entrada se périen’ a la liqule}da v los de salld. a 'Ia derecha ( pp. '
116 y 132 ref. 59). .

‘Notamos adem&s que el segundo término de la ecuacidn 5
representa la suma de todas las amplltudes de translcl6n posibl‘e‘sﬂ ‘q;l‘e
llevan del estado A al R' en presencla del campo externo. ) ;

‘Cada una de las amplitudes Earclales que forman este segun—
do término se pueden clasificar con los fndices ’4\.,1;1) y Ay que son '
los estados con los que se sale del recténgulo Yy se entra al segundo
trisngulo (los Tndices Xyl de & se mantienen fijos). Por lo tanto sl

el segunto término ha de representar la suma lndlcada, su exprgslsn

analftica debersd consistir en una suma sobre. 11/;\1, Aay Ao »

o sea, 'a amplitud de transicién <)/ﬂGGV/ ‘x'> serd igual a

la suma

Son = ST <AN TZIAADLA X (G 61N X;-)(mz’\f_l'}«)

T iy NN

= ST vl >-|ee*l>o>~~><>"v”‘">
Ny R CAxi1-6 )
(donde LALGTIND = KNI &1A>

lnclden}:a]mentev vemos. que si denotamos por i al par de Tndices AN ittt

por j_al par A, A2 v por K a A3A« entonces la suma anterior. se puede:::,

escribir en forma compacta como: L N c IR

EZ L4luli><L3leaTiky Vi
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A XLI

Si=3" <AuseT >V

= 2.‘: (2‘ GGTL.‘ ‘/n

C (A XH1-7)

lo cual tiene la forma de la multiplicacién usua) entre una matriz
(2G&T) y un vector (V).

Ahora aplicaremos 1a ac. 7 al problema que nos interssa.

De 1a ecuacién 4 tenemos (A representa la parte polar de GG T )t

<‘7_El’f2\7»£o> =<LFe| | TVEDr & %Sqéq.s,lfwh‘fr:\’ég

£a €y 2y €5

.<7\,e,m,-z,{a\xae,'x.f,,')<>\3£,\2|->\;'£.>

R : ' - P P e TN

=75 L e™S i 53l I)x‘f)

-3 el 1V e Z‘MM“.< CELL TR
€2 3 Ev £

()6 1 £,><7\ £leln e,)(x,el R, Eb

(A xnl-s )
la apariclién del factor { que multiplica al operador Tm se debe

a lo siguiente: En las pigl’n-s 3842 de 1a Ref. 59 se demusstra que

si se define el oper-dor'r‘ a través de K=XKo+ Ko iT" Ko entonces

sus elementos de matriz nos dan exactamente la amplitud de dispersién.
. Por lo tanto si T se dafine como K= Ko-KoT Ko (que es como hemos
definido &1 operador que aparece en ls ecuacisn 4), entonces para

obtener 1a amplitud de dispersisSn debemos multipliicar por i )




A X111

Pero cada uno de los alempntos de matriz que aqul aparecen
tienen las sigulentes propledades:' ’

Como

R RITEY=<F IRISD> 5w‘5(“1')=7—25(’7' ¥ é'b:s(""’-‘)

entonces

<GERITed>= S< f><F |RI 7D E T § -t Datiat <L 1D

=S<GIRIFD S(e-enw) - (a %1 1-5)

(A XI11-9*)

v KMGIR I a>= <R IRIND 8 &5 £~

AdemSs KFE L] T Aats As D =<F FIT= (22> 8(t-t)5(ta1)8(e-t3)
entonces (recordando que E'y 85 son varlables asocladas a un cuasi-

hollo)
. st (i-e- £, +E5)

<TeTEUT™|[AacE. AsED =G KT FIUT A Asy\e dt

=TT T RADS(E-€ - €3 +£5) (a x11210) -

y tambiin {Az21-1 &G i'Ra‘t:)?@;.,;,é(t;-ta)enior:lce‘s

<7‘ gl Gl EaD =§<E:| f-2><>~at=l G '7\31-;><t3| €3>d1‘.zd t3



A Xt
. . FREY 2] X —cCtats < dt .
<N e lela 6D e\ @ Gy (to-t3) @ tadis ,
f(tr-La) £ o ~FfCEr-&3)E>
= an é‘( > G;\,N (t»‘tJ)e dt}dt?
« & E>
e“ CEasAy@)d T SCEa-F3)

0

T G,y (£2) 8CE-€a)

Adem&s los estados A son tales que diagonallzan al operador

de-Grean. (pp. 31 y 66 ref. 59 )
LN NG | M2 62D “VET  Gay(€:)6,,2,8(x-6) A X1I-11 )
sustituyendo 9 , 9", 10 'y 11 “en 8 tenemos :

CTIRNTD §Ce-gr-wd= <TTIFDECe-€7-w) +Z T VITHRA %

Ea

5CE-€-®) Gru (e GruCer ¥R IAD

sumando sobre E tenemos *
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A X1t

CHRIFD =<HTITo7 SZ KT IR ADGUAR IADZT Ga(€2) G (1)

z -Calculemos aparte la suma sobr.’. £Ea
’ A€ :
(Ea- Exn, +iV 0y E;.A)({-“"’ (’-*‘*"“"sé"")

Z CA, (€.) G, CE, U")—?%'
s

Nara:, = Mas
Ena- Eay~0-4i¥

‘Por lo tanto

~
|7\>~>—§-——-—-’“'“"' R,

<5 l?zl;‘>=<-nm->'-g<-v='\a"r" e

SI s o iiat B
= <5 T - a*T A A e S X
=<FI7I1¥D> %':< vl 1 > T fnTwiis AR

(A X11-12)

hasta el ... ..

L

‘Antes de seguir adelante mencionaremos lo siguiente:
momento no se ha usado el hecho de que | ¥ sean las eigenfunciones de
la_posicibn y por lo tanto la ecuaciéSn anterior es [gualmente
L o . i e ok

*1a funcién G w(€) ests dada en la pSg. 77 de la Ref. 59, pero hemos

multiplicado por ,{33r debido a que nuestra definici&Sn de transformada
de Fourier es distinta a la de dicha referencia (ver apéndice A X! en

donde también se calcula la Integral sobre &4 ).
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A X1

vAlida si sustituimos {¥> vy | 7> por | 2. D31Ar Entonces la ecuacién
sea podrl’& escribir como

(suponiendo que <>, A: T 22AL> ests
antisimetrizada):

—_ ~ , via- .
Raxs = Faoe +¥<’x.)\.la"r‘ }ax -——————-_‘é* ,.oan"

que es precisamente la ecuacién 2.1.8 de la Referencia 59

Continuemos ahora con nuestro problema y usemos el hecho
de que ""r> son las etginfunclon-s de !a posicién

La ecuacié6n .
( AX11-12 ) se escribe ahora como

'Ré(w )= ¥ 8G-¥)-

('.—f.uw.
A . 7\ -

sumando sobre Y

t,. £ 4v¢-b
FET AN

Cuando la interaccién entre las partfculas es de la forma
RS SA AR _‘:g_::', S(v.~ ".:)5(":-7&)

que @5 el caso de la Interaccién de Coulomb, entonces a = 1 (p&g.
. - i !
123, Ref. 59). Adem#is 'a amplitud de dispersis&n '

] slmtrrlza»gli. ss de
la forma (pSg. 215, Rev. 59).
+ . L . » L Lo
las ecuaciones 2.1.8 y 2.1.11 de dicha refcren'cia representan

lo
e L EE s . emien
mismo pero, la ecuacién 2.1.11 tiene un error en el signo de &

Z Z<VT'|¢1'T l-y Y.><'.~r.l7\2> A ¥ia© ﬁx‘\

ST GRle TR ADODR naz P,
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A X111

(SR TR kb R4 1)< i _-,F‘Tl_é(v.-r..)¢(n-r.,) {v.-r.,)‘)(,,-y.a](
' T (6 ¢t SCLimEn) 6[!.:—7..))

1o cual implica que

LT AT %0 Yy = i -":-‘,“ [6(?.-?,)5('1‘.-?..)- S(‘v.—fr:.)s‘(f_;-?‘,ﬂ,‘_

.

Por lo tanto Y) "
— . AN Y
L
- ~
Notamos que tndependlentamente de que las funciones <1 YlXA} estén

antisimetrizadas o no, el paréntes(s cuadrado es proporcional a la
funcién antisimetrizada, la cual representaremos por LP;")\(:", “') -

. Recordamos adems que el estado - PN representa una partfcula
y el estado A represanta un hollo y por 'lo tanto la funci&n ‘P}‘ debe

escribirse como conjugada (pSg. 132, Ref. 59) y por lo tanto escribiremos

<P?\'I\’(V'/ T’) .

. Entonces 1a ecu-cl6n para R se escribe como {(cambtando A—eX’)
i = 2 s (in (¥ %) Na- Na a
=Y + & 2 N A

R 5 N |5-¥ Ex—Ex-w-4d

o también

= d¥ n; - Na Q ‘ )
e E = I T - AN

R=5+ glv ] ~ % (3 Erm Extmw=db (Axl 1-13)

que es la ecuacidn que se querla obtener. N

Esta ecuactén nos muestra claramente que r es una funcién, der

¥ vy podemos escr(blr R 'f(“') ¥ si el sistema es isotrépico R’ f(‘f’_nu



APENDICE X1t

Obtencisn de la expresién de A.A. Lushnikov y A.J. slmonov : o
— _ /3GF [ coskVor T b {37 -
R= T( aw \’(\ET ) - 6[3?{)3 y SR - ’(A'flli:l)

H

3. 2 . A - : )
<con T:.‘_'?_e;??_ v=|¥| y a= 2 = radio del grano de polvo,

Esta expresisdn nos da las coordenadas efectivas R en funclﬁn do ¥ o
Partiremos de la ecuaclén (A X11-13) del apéndice anterior y

1a resolveremnos en forma aproximada. Lo primero que se hark, serd

trabajar con funciones de onda no simetrizadas y tomar « = 0,

obteniéndose asT la ecuacién de 1a que parten Lushnikov y Simonov. 0~

= M k) - Fy_V1A = N TS - O
R=F+¢e S‘d' E" ~ Cul¥ )(ﬁ-(\'):—_—f—??)w

_7|
haciendo ';‘_;': 2_:: = : ?:‘ = - "d_:-—::" ‘ tancmos. o
— . 5 . . A
R-v- G257 & >;:<x 173w STCTIOAIRIND

Z <>c\v>vu' Sd‘"<1‘\1:2 17 :’_""> g

ll

¥ - 6 g‘ﬁ | de€Fr

Pero
<FIRIFD=R §(5-5" SN

donde R es una funcién de ¥° .




A Xt

R=3- e g Q dEr?‘P‘u(_)‘Px{" RN RN e

1¥-5d

; vemos,-que la contribucidn mas: Ilnportante a 1a l_nvtegral es cu.n’do«-

¥ aF’, 1o cual nos permite escribir

B - v—ead-z:w»ml nwa (s

pero obviamente Z l PA(Y,' na = n(¥) i

donde n(¥) es la densidad de partfculas en el punto ¥-(ref. 59 plg.-bPi’
114) y podemos aproximar su valor por el correspondiente al de un

sistema de partfculas en una caja cGbica. En este caso el nimero

total de p-rtfcul.s es

e 3
renmr Vv - ‘__. £ e:F)

3 o NS AT R SN

por lo tanto la densidad pronndlo de particulas serSs

(2-5:) R

RAR) an> K>

Entonces

o 2 - (:!m€‘,-)
Er A=l I XA AT I R FTEE L

»
w Pr . N L
RS SRR st L
sustituyendo en la ecuacidn para tenemos N .

Q=;- 77 \’ S!v

haciendo 12 = :;'F(") y multiplicando escalarmente por %
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A X1

. -l mPe (a7 -f(rv-o*'-"
$Cvy=1; TN S

R BT

sl ahora suponemos que la forma del grano es esférica con radio a vy
s{ colocamos el eje 2z

en la dlrg;:i&rd. 7 » ®Ntonces .

a n :
[cd
fer=1 -~ 2 e’ m Pe v 2 Vet W?,-:'od
=t h3y tv - %1
m o )
= x oW = x
sean z-‘-ax_‘ L) 9 &

_._—— 'P,(uuo)
©d 6
feaz)= | - __Q__,_f_ﬁu—gd'ff(ui)% Sc—no‘— rerii

) 9 Mt'Z
o€’ wm Pr at SJ"'{(“)" SIJ‘Z:J——OK“NSJ“(“‘ S
), =

zl‘
=y - > z
7RI ’
= ?‘l:‘]
= »
G P z,ga MCOLER: § o Fawss
— | - ———
= \ z “311 z
2 a?
haciendo ¥ = if_“;;“—‘?;"- y dividiendo la ecuacién entre

1a constante [ S‘:'Q 3‘(93)43! s-vXI

. ; = . . Z
F@=y . 1 . > i g:,"f(a‘)dyql-tf gs fav)dy- S'! ‘r(i-'&)d‘!] -
T-v I -7 1-¢T [ =

o o
o
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A X111
—imI
flazy _ 1 - 3 -f(as - 5‘-("’)"3]_—"‘
T(v‘_-x—)_— i-vx :-rx z"S Yol - S -rr
ay)
o Sy 4 g.,_-L_L___.,mJ
=i—¥[:"z"'=_” B o
[+]
FCa=)
definiendo .= (=) = F-wE tenemos
s N > . i = . = L . +
~Proponiendo ‘3(2)’ = bn=z" : Y sustituyendo en
- - o .
la ecuaci6n anterior se encuentra que
- = b.y "d
Z».z"'- - r{z ’S‘S wa 9 4y - Suusu b- s "]

) Dz
| I
R B R

“ =

Pm 2N+

E

ﬁf:b-;z -l -rYZ 5__, = =

-



por lo tanto

bt’

Por 1o tanto

-l +Z b + ¥ b, (a““’ —-a")}zans ‘o

= (3v)' 3 (S:Ji-u'i o

A xiIn

=1t
= 3Y bu-
.(,'.","'3)2n . .

= (37 bu-w

(Zeay  (alm-ealv3) am - Gl el

[3?‘)- be 3(2m+2) ] )
Gy T (ameay I 5 e

(a3m43) 1

Im
A=) = 32 (a—-o:;(;-.-) -

= 3ZL—*——@MT?. - 35=

(anv3)
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Axit
sea memnen I e
A=) =2y ?—(—f—'—:;———‘?ﬁ? (r*z)'zm(:i.))' i
*(T%Jz"—;;z
=qr=r =T E e Ty kBT E

-
Ademas como

Feaz) = Ci-v1) (=) CAxi111-2 )

} - b .. : - " st -
con I-= S;‘.\‘f(‘-‘a)dl’ » entonces si multiplicamos la ecua-~
cién 2 por z e Integr'unos de 0 a 1 cobtenemos

T =0 ,1)5-2 A=y =z
N e “”““z)‘*z
*I =(|—v:;)( 4...4.{—‘ )
YI=1- L2




A X111

sustituyando en (A iX-2) tenemos

313‘“ coahVor Z _ MJ\(J—T‘Z
MV (JS?Z)’ (JF Z)s
ademfs como WZ =T = § ¥ entonces
coah V3T T ek BF T (A X111-3)
3{3y A
£y =280 CoE3R Grx)°
Finalmente, como ﬁ- ?‘f(w) , al multiplicador por - obtenemos

la expresién de Lushnikov y Simonov para la coordenada efectiva.
. N
? 3(3* )( coeh3¥ = Los BF T )

GrE)y O E)

con

v S eiw Pra
Z w31




APENDICE Xiv

Calculo del factor ( W2 « Ya )o

Partiremos de la expresisn-de Gerkov,

éhashl.’g Y
shapcv.l (80,61 62).

“Tey

1a cual permite cilcu

r .n géneral pr&!ﬁ&l}i

 de’
productos de elementos de matréz en form- cuaslclislca.

Sean f vy

; A . R S
g dos observables fl’sicos. en:onces dIcha expresi&: d[ce que

au;-“ R R oY
. dt \dT £1r§(t+3E)
(4\“ 5“‘)0 e anvh avT g g

(A x1v-1)

La integracisn sobre t corresponde a un promedio a lo -,
largo de una trayectoria dada, y 1a barra sobre el signo de integral .de- . .

nota-un-promedic sobre todas las posibles trayectorias de ia cuasipartfcula.
@Wga es igual a Cr - E‘

.y por hipbtesis es mucho menor que ?f .
Ahora aplicaremos la expresién 1
la identificacién f=ﬁ_,§-7‘r
escalar E'l S EY

a nuestro caso. Haremos
.y @l producto {Kl.glk con- el producto R

_Ademés supondremos que cads trayectoria de la cuasipartfcula:

onsiste en una serie de desplamamientos rectilfneos que solo .son alte~

rados cuando la partfcula choca con las paredes del grano. ODespués de P

ada chogque la particula rebota dentro de u‘n .nguloﬂ sélld;; AL = SemOded P
con una probabilidad: igusl a .‘%ﬂd-‘l‘ “ donde - 6 -se-mide sobre la
normal a la superficie en el punto de choque.

‘Notamos ademBs que la”
expresién 1

es par con.respecto a & y por lo tanto

(R ),

g'-‘:c' w(u-a:tﬁ_ﬁ&);;Z“‘) T

o
-T Lo



A XV

Sean to=0O, t., ta, ..o - ,lm, - los tiempos de colisién.de . ' =
ja partfcula contra las paredes correspondientes a una trayectoria
particular. Sea ?, el tlempo promedioc que. le toma a la cuasipartfcula

para ir do un- r_oHsldn & otra, entonces si. tomamos =T>> ,t tendremos .

(—Q.a -'\_'z.>o =—ﬁ-§‘?gdt » Kd =z mau Z)E("- )- ¥(en z):
. o A e

donde N os @l ndmerc de veces que contiene el perfodo 2T al tiempo pro-
medio _{ . V ’ N
Notamos que, cuando € &€lo, +,-1] el tiempo ¥ +Z ests
entre e y 2. ., cuando Z € [i.-‘t, i,-2] ol tivempo 2+ = : ests

en:retl y tz etc. ' Por lo tanto nos conviene escribir

AR a : 1=t ta=-t
- = i
(§|a 73. =—37F gen- Ry S“’O‘"-”3’(1“)‘3*i“;‘f-‘*"'“*”“"'
o .. . o

puesto que ahora sobre cada integral® la trayectorla' es’ una Irnea recta.
SI una trayectoria dada empieza en el punto Po con

probabiiidad -%5- .y sale con una direccidn inicial 9% con probabilidad
cma Slo & Qe

7 s, etc., sntonces 13 probabllidad de esa trayectoria completa

sers o
4s 77 _u_’e_a*..,.;u
P e

Por lo tanto, para obtener el pramedio sobre: todas las '

trayectorias posibles, necesi tamos integrar sobre todos los A<2. 'y sobre

. O sea: Te-b o
(alz -72 ‘)o ="°.§t -S S(H N d.Q ot Qéh) gw.‘Z)v«’z)E
13-% B

+ wowazrT) ¥(tr1Z)dT+ - - - -

[ReYY
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Sea d. 1a dIstlnc‘a recorrida’ prom.dlo entre dos collslon.s ‘a

sucesivas sobre Ta lmp.rflcie de una esfera, entonces’
d= S\a’c., v)‘?(o,v)d.ﬂ.

donde P(lo,€)s = o <2 es la probabilidad de que la

partfcula se vaya por d.fl v d(el Q) ‘est definfda en la figura

4(0,9): 2dceabd

L 4
D
an ¥
g e © M S AO D ¢
n ) J
. ’_v; a
-
y por lo tanto - L .-
SRR TR . A . o -
t = r g CLoAA X1v=2) -

Ademas como (».-‘ <L —-—'\» t entonces u-@omz) es c-sl

una coﬂstnnte dentro da cada’ lntegral Y podemos escrible

<§‘7}°= »vav S S S(, —@*&)guﬂm

P . ci-t

con wia (¢.-ﬂg*(mt)dz - wau--*-)uh:§"’“‘"“" 4

t-t




A XItv
'
(E) - Stia FEY ua_n; dtﬁ(ﬁ)‘
12 Y32, 9;.)7!\/ ¢:¢, ”n . .
) @ty '
G-t
S S(i1s)d T+ E m(‘-—t)u--g T(e+18)AT
.-t

£ R Lt et
=l = ———————e S‘JSS o2 B4 d_{L.> SJ‘E(*')"H ’
- — "‘,'v i rS e mienTiens

Calculemos primero el valor de A definido como
.-t Tre:=-T
Sv(uz)dz <4 Z “"‘""")‘""g FCt+1Z)t T

si-

sean Po,P,,-'--- los puntos de colisién en Te, &,5--.. etc. y sean

las velocldades cor! Ias que se sale después de cada co-

';-:’U: """ >
11si8n (l?l.l Ue VA) , entonces
Fe) = e -0’71(:-1.4) cande Lot £ Liren
;(t1z)33‘+5‘(:»;-z,) coom de e, Lt Taen
Paey = Paa VilTisi—1l)
-t Teer-t
ﬁ g[?,-o'llpltfz)]dz + E m(@;x(t.-t))g ($A 0'0.(: + T ~ti))d T
o .

= Falitys Bl v0e Bl S ;..u..._cy-,g[?,(t-; )+
PR

1.3, +e? 2. ~t? :

*‘y‘[tl(“-tlﬂl + ‘la’ - = =z Cm

&:V.tt“.-i.)+ (ix..~t,)’}

‘Po(t.-t)-o ‘Up[ —l—"L»] + Z‘m wialti-t)

LABS
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Por lo tanto

(B, =iy §os§(Fiogoe s for B oo »

,,.,,"[_.__.L] wa,cn-c)[’p.(u..-u) %.(c...-t.)]

i=e

(n x\v-})

seaB la integral sobre T y calculémosla por separado

B - g:-;ﬁa.) . 5-?.(1. )+ -u..[—‘l'—-"-} Z‘““’ 2 Cta- t)[

£z

Paltse~ 15) - .2}—(1.).. -t;)’]

como (W2 <<%.r y como € % €, , entonces coe (wia(1e-t)x cosfara £i)

o 1awmbida cow(@ialto-t)) = oy G 4E )y podemos escribir

B- P, - g(t.—g)ﬂ[t)d1.1 'u,, S(‘-'—-‘—) RE)+ Z C’(w"‘s),_—

PL ("l.--‘l-a) + J‘“(ta'cr 1:)] S'p(t)d't

sustituyendo la expresi&n para la coordenada efectiva Q que se ob-
tuvo en el ap&ndice A XII!

R=3F
e T A

e G¥ cosh T E _
00 = s G E) g % ) 9

donde ahora T = Fi+ Ui(®t-1.) cuando 2 €t £ Law,

y denotando por (S.+ 3;) 1a suma

S coo(wniD) [ B Ctumimt) + Ze(ton.m 1_.)"]



A X1tV

tenamos que : L2

'B=-5 S(e —e) (ot Vot) F (1P To )t < U - S’t"k—t"("“‘u"t)-

{(.P,bll,tl)dti-(_-' s,) S('.'v.,t)-f(\ro~v.,tl)dt
sea -F-= ‘F(I'—oﬂ f’vt‘D
' rY] z,
- = ey 5 z,%- 1"
B= P’ So(t.-t)‘fuh.-c Po- Do_s;(t.-utfd T+ 2'0—?_50——4-—- ot
fetmn o 1. I
+ Vo S —‘z"-—"- tFfdt 4 (S,_¢§,)‘Pbedi 1(5,+3.)Va otfdt
) -

€,
denotando por fw la integral T = S; e fFdt

B= Po'tifo- P Fov PoBoti®, ~Po-Bp Fa 4
+ Vo.TU, 2 - 'l_).:ﬁ .
‘ ‘._t___'.. fe Do - Fo o, T" -+

R A 4.(",,5,) ?.r.-o("ﬂ-s,) To ¥

= T [Pt Te- P &2 w(F SR
1—4‘,[—"‘,"1—;‘,-1}, t:, + 2;:—94"’(3—'-'.5'):‘7770] o
@Ry .




A X1V

aunque las integrales "D, {‘,, fa v 3 no pueden evaluarse numérica-

mante y por lo tanto B no puede simplificarse mas, podemos sustituir

3 en (A X1V-3) y evaluar el resto de las integrales .
(Qca 'i'n.), = ‘I” D‘lV gdsg(TT _ad_g)g.r,(.?h.)

- - - 2 S
-4“,(—} PVo) + £, (—5’4 p‘,.’vot._f_%_b.’f(s.f;;)-

g ‘ra(Polt. f.-za‘ao -‘5‘: +(5_a'$a)‘.§o) B l'

para evaluar esta expresién debemos recordar que (f. '-ﬁ,) depende de
i:,ﬁ ,E con 4 =4, M, -~ y por Io’tanto los productos
escalares (5.05,) -.Fu dependersn de todos los &ngulos &4 . Ademss
los tiempos zs son también funcidn de los Sngulos ©4 .

Pasaremos ahora a determinar astas dependencias con los
&ngulos. ’

Veamos primera el caso de ZJ . Considerese la siguiénte '

figura.

?4 ‘e's el punto de col(sl6n en el tlampo 1‘

D= Ve (teai~ L)
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pero HiraaCes 6.5

y E-o 22X - 4 &
Ve S 3
ey LU 1TAAMTO

m

dasi-tas = 2
N kg

Zivi-te= 3 & oo OL

YaECs ;-

o Eo=C )
5] colocamos el origen de coordenadas en el centro de la esfera enton-
Ces Vo Puc-(DallPuicor Ou T-aVs e Go

R, .2, -

y tenemos

e 1 i &% - Zov-i'de.
YnoRV Sdsscn.gg"_el..{_a‘ {(gh o Oc itk

Se~3.) «5..) fo

-+

+(ia*- 2avs t fOL = K £'VUwa" OO0 +(3-:*5L)'vp)l
Ll w 2
+g-uuo.,{‘,a'u;— ___’Lf:
Como se vers mas adelante, los integrandos de < solo de-
penden del Sn_gulo ©. » entonces podemos Integrar respecto a los .éngulos

restantes en todos los ténnlnosJ excepto en dos de ellos, y como
- ;
S'-n' =204 40,y

P n

¥ Kk, £

. entonces
('?I‘ - 7: |)° =

Uy

wm Oo_ . .
s PNV Sd 2 S “;,1 dmg 3 (_o,o.,a?J. {’f - 2311{3

SRS
e f [ 2T o - Faw e+ S(IT ey 55y R)
e 3760 w0 ST 20> 3
N —— -

RE

x
(A xI1v-5)
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Los términos que no se pudiaron integrar directamente res-

pecto a los &ngulos restantes son:

T'a S-‘l‘i’ 5%9_5_‘_‘,_; C’-,";'A)':{’.".‘v T

T E_Sﬂ 0w s (Fi+EL) Ve o en metan

escrito. en forma explfcita H

T -S(ﬁ c-%o;.)ﬂ'>z s .n. [v..& (eoni-tY+ B—L(u..-t-)l

Y
o K . R o x ga?iar 2 e

= S 7 oo 42, E’P e wss AE [g- T wey Pi-Pa ¥ g'z "01 P.’u.]

como 1ot productos escalares’ _ﬁ,:--ﬂ" , etc., solo podrén depender de C ’

los &ngulos Ox,¥s con K %4 entonces . - _ —

+ PacVa i—% uu’el_]

T,-Z...w...n TT ""‘".4_:2;)['-. GEE I (A XIV~6)

2

Y en forma semelante

Z' a4t o - - (A x1v-7)
‘T,w ‘ S( . ;.»':nX"\""P-."}I“'“ +».-7.-5.—1—1»’..-‘e;]

R 1%
Para calcular los productos escalares . Ve v"_’../ 7”'.'-;&]
P..P ] . -,'U:- que aplrecen en estas .cuaclones. har.mos Ias

siguldntes consldcracl’ones geométricas. Daflnamas en cada punto dc
collsién 'P un sistema de referancia:'i'' de tal,forms. que.su e_le zz
apunte hacla el centro de la esfera, y el eje Xi quede en el planoc de-

finlido por =< v Pi-. (ver figura slgulente)_
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A X1IV

Wi-2
notamos que X.i estd en el plano del papel, pero X.-« no lo estér
( Xi-« esth en el plano Z..,, Vi-a ).
. Quando i=0 necesitamos definir en otra forl!!a e‘!..slstema .
de r.ferer;cla {=0. En este caso el ejé Z. apunta r;acl‘a el-centro ‘
de la esfera y el eje M, estar$ contenido en el plapo J‘_.z(‘; s x)
.del sistema de refcréncl:n del laboratorio, el cu;‘l. es”tl colocado en

el centro de la esfera, y es sobre el que estén referidos los va'cwtc_rcs, ;L‘Q)

x . . -

— A ' = :
sea ['R] . ®1 vector coordenado da T» en el sistema |

[1.3‘—] s (010 ’ 'a-)
Foilis BeCam@icm i, 4m Ol bmdbi o0 @i) W L20 Ul

e

Jvi r

[
= Us (M9<‘, o, - o ©i)

Ahora necesitamos expresar los vectores Po Y Vs en
er:

el sistema de referencia | . Para esto, necesitamos las matrices [T],_

'
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A Xiv

que dan las coord@nadas de un vector 'en el sisteama £+ , cuando se

conocen sus coordenadas en el sistema R .

Es f&cil ver que
L bt Ou v s, i O -.A-‘n O -04--0‘ o

[T]:”! [TCO.‘,#;)]:.“: - by ‘ B &z-
2o P o 2 B2 B -Qu-¢.me--—0; »
2"4--.0-«79’. .

o
@t 4’ O

Entonces

e" Il T - (] [T.f"-'."ﬂ“f")il""]f L

{P.;l (TT [T(a-"‘)]m')(") “ 7.( Alxtv ka )
(0% (11 Freemes], ) B - (TT[T(»-.QL Vo3

o O
["U;l (Tr [rcon 0], ) ..,e..) ve
. (A xrv-s )

i A_l revisar la. forme ’de lasAmati'lt;;s Er(e., ¢¢)] Pl

‘vemos que los Sngulos Qg sl.inprre aparece en funcliones se&n Q‘ e b

o constante. Por lo tanto tambi&n pasarf lo mismo en las expresiones

L] - a
para [T)o-‘ Y [’Z)J . Esto a su vez implica que en los productos



zomn

A XIV

escalares Que neceslt.mos Ios ingulos “ nunca aparecen en.funciones

distintas de M@‘ Lo o K. o . s e el

El hecho anterior trae como consecuencia que al.-.integrar

sobre d} de 02 2T JJa integral valdri cero. Por lo tanto basta

trabajdvy con Ias componentes de El'(aa,h)_l en donde no aparece

1a ¢y y por 15 tanto solo necesitamos trabajar con matrices [T Le')]‘ s
definidas como

2w O3 4n© 2

(=4 o
£4
. ; o
froea =[ < °
=
: o o YRy - PR -
Ssta expresién nos parmlte simplificar las ecuaclones 8 .y 9 e T oy

es ficil demostrar que sl se tiene un producto de matrlces
o e X
de la forma (D o 94) se cumple lo stgul-nte . -

o Zi : . .

- Cc & al’ o o ) o i ‘L

' T e o O.:.l:,v‘ g ('la;:) o, o. Qa3 . .
S R S A

En efecto,

r=o \ o o ass

(ﬁ [T (9.)]"" = TT (stor-wtor)[ @ © e ;
r=0 N f:o 1 4 o
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.
Esta expresién es v&lida Va>| y obvlamente cuando _2: [} el

parént.sls cuadrado dabe ser fgual a 1, tLas ecuacloﬂes 8 y- 9

escriben como

.

22 (=] ; O 2t Peir s Pany g |
E 3 " >
[‘ia_l = a& J:‘;(m =9;—w0;8 e © o e
o

o e Pae = e

- R0 Op-1 Adas G2
— 2-2 N :
[R:! = a[]‘_[' (.4«-’6,._—&’:0;)] NI ~ Y xaiv-r0y-
wso -M’Qg-. -o-(o;’a--

o (-3 2 e Oy o 9'-‘-
. 2=
[‘%:l‘r T\'(,«-?a. -~ cmesg o o o

o o Oyt — @Oy

2 (3Ot s Ga-s

22 (=] ~
=-Ug coaOu}| T (.-’a.g- w’@s} e’ Oget = O
Kz { A XIV=-11)

- Ahora ya podemos calcular !os cuatro productos escalares .. «
que nos interesan - ’

-2 m.l—q Pl (5

RN LS S e TR (I

At
=a> | I (M’er. - ‘ﬂ)@"—ﬂ

KEO



206

A X1V R o.. o
< . <

—_— Cg e e a2 i : i R N, ..
2-Us = [‘Pg]‘-[ﬂ:‘ = a Vs {1‘—[ (M’eg ~‘m’9n) ] \- PIRLr < haCaaid (7’1--’.' \.cnv»
= -R Ve me.[! T (4«- e m&,ﬂ
en donde r.cordms que ;l I =1, el par‘ntesls cuadrado va'la 1.

T P [9]0[R]=- 2 me.[TT(mes-m@,)]("“"’o---we.-.> (g)

B Gl s - oo Blis e

a- ) R
= AV e [TT (m O~ coa’ 9‘)} T
i i 4o 2 oo Gd-. MmEY. (=4
'Tl',, '?“‘ "-— [—5°] * [?J‘] - -DF‘ o0& TT (—AM’Q'; - LM’Q&)} o -] ©

Ry . . . Coa®
. 26w s - 00 O

n

==Yy coeOo toe O [TT (4‘“ O~ m’e.‘)]

i

sustituyendo en (A XIV-6)

Ti= ;:i_‘. f“(w-rt :)S(ﬁ!ﬂ-&‘-d.ﬂ i fj::lj'(.‘u"’e‘- C@‘Gg)] —g—‘t’me‘

offit o] @)
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T —Z' Camari A gm Ol S(TT ——2"-‘_&2) 2 a me'(“'ﬂoﬂ"a)}

L=

(4-- O¢ - oo 9!) -
- ;;_e_ om0 (o’ a.,-u-.a.frr(.- a.-«-eq]

Q_Zuowui&g—"f-?———-l-dn.g(‘rr “' (=1} (M Oe-coo g,)d R¢>[

C R

Ve G= 2=

3 - >
aosél(}—’ew'ﬁﬂ:éhb"uz?e} 64-90 h"‘zéi

2 Z‘.: ca-w..‘-tg ‘:"'.l.n;{ (MOL(T-’G..—MQ.?) - m’es@'a- :

S | 71 <o “;’?““'7’9‘)] dse
|:=1 N -

Sy reaordms que el valor del parintesls cuadrado n:uando w1 dab. ser

Tgual a't’

= = L O
T.= %—me..lt(———&—— ——Qa—“"g ‘-' gwe( ©- N,
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_ ( \,.e(.-zm’o)‘
wa.:At(e'_“‘_QL_"io—) . "—*——————7 T "‘"

T

-2 “3: me‘.até—« ,fma.,) tu—a] T

nuevamante recordamos que el paréntasis cuadrado vale 1 cuando i=1
y por lo tanto

R . e s
v a3 denn ? - e O, - Lerw, A 14
T.= IJ;_ F ( 9° ) aATe
= & a3 (Aﬂv-’c.,’u’fou)mw«’t - ) o
T iy Vr
wha £< %f—  endomces Pt T y
pero como

R S LS -
. '=r"-l% De ¢ )

(A XIv=12 )

Sust i tuyendo "ahora los productos ‘ascalares en (A xX1v-7)
tenemos

P :
= Z‘”:‘Z}aw.,it ((rr 00 4 o ) 3. F o0 i AV oo 60 IT(‘“’Q""'Q;

P .3_t (;03364 U (mée[‘-‘ (Anfgsl- W'Qn)]



% A XiIv RPN zo9,

T. _Z tos a4 gg—i-d_ﬂ- S . “"’9‘ (M Q‘-w On.)cl.n’hq[ R

S

28_ o O @O0 - a.a? m‘éﬁme.]_

. ‘__Z‘(_..w.:lt “a® )(g__, ‘ﬂ-ﬁ! ﬁ ""o‘(‘m’e-ﬁ.nen)d-ﬂl]

PFLXY

-
B Al 0= e wi it (%-"9 @"’s'w‘e)dn)
— ©
T s : a£z

g S -0"

- - & -1 sy
? o @ Comy ;241
- 15 4= § .

- -F:a’mep cos it
&>

teo tdwmTo

ere wal< Rt Y e

Ta = -’as-a’uu ©a o - SO T S R :
- L . S CAXIV=13 )0

sustituyendo estos valores de 'T-. .y T. en 1a ecuacién (A XIV=5) te- .. ...,

nNeMoSs 3
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TN e ) O.
—‘) - e dsggﬁ.uu F._.ane-.-i'a"“”e :
t/e 9n ORV

237 G0+ B-a’wG)‘FI
-z fo 3% 29 Qo+ ¢
‘“ i:(‘“‘ra‘, (-‘ai © +(

+ .g.av;u»e.:-h - "%E:f-‘g

2
2 Ved

S5 g.onsouo..dep -:_:T‘:-,(uoau-m'eé* xZ- -Fgw'eu){o

x
-'a’(-g;weo—l)‘F| + 'g'a”"me“{l- %‘g—{’z
(A XIV-Ih ) :

incidentalmente notamos que si Q:7 o sea cuando Fxy=1t

enfonces .

fo-s:'an.e 3.'-5_ - &
+ -2 3 m‘)e
A S." dt —‘s_w_

te 3 - e RS

=S"£3d~¢-— qﬁi‘w’eg ) K PR i B
© 1”"

y al sustitulir en la ecuacidn de arriba y evaluarl-a se obtlene el~ref- T

_—
sultado de Gor'Koev vy Eliashberg (.Jo VK YUr

Con el objeto de simplificar alin m&s la ecuacién ( A XIV-14 )

definamos unas nuevas funciones Fw

en'la siguiente forma. TR e

TenTamos que ¢

tr
= = "
,{‘h - gy-f(lpa*'vc"-')dt t



AV R z11

Feve (Bo+lotl =\ P oF-Dotev 2

= \[ A&~ 23Vrcondet + V' L

Por lo tanto

= g "I.' ‘F'({ B - 23 VUr Ot 1V’ L )d t

o

sea T = T/,

fn -SLT“ t‘“'r(‘l'--‘l&’ll::.—ve..t.T*'Uo"r’ +.? ) i,dT

pero  t,= g_.z o O = %%wue.

fa=z2 ™" (—-?;‘ “I(u-o.)’m S,T‘{G A" waremeeT + #I TR T

g‘T' -F(Eij\[,- Y Oo T raT e S0 ) ST -
(4

—@g ey

= (g w0)  Fu(wme.) = G4 O- ) Fa

donde

Fw = FuGeoo)= S'T“-F(AQT— v‘,o.o--r+«7’ca’a>)d1'

notamos que ahora ni Fn ni V7 tienen unidades.

Sustituyendo en ( A XIV-14) y haciendo ¢ = Cow B¢

(Ruaor. ). = 25§88 (s
[-J

) 4 “ “
+_‘1__T:1; yr(&s-)F, + n._.a‘_’, Y Fa —8#‘3 rag
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A XV
R e nT

e o

R . . ' : ) i
D Y. = Bac a 2
(pn; cTa .)o = W,ngﬁ[h"(‘d:--a ?z;v,g‘;.ﬂ.f f’s‘)"" +
a b e

S5 - 2
+(l-§_—‘5—l)‘33Fl + 39 F2-39 FS]V o

<
2 a
sea B = % AV Ve e wC B
. - oo - :
_\ﬂrml-zandgh]as expresiones para los . Fn "s o .
. . " - e . P
F— . . o ag T eng T Ay 3
(R 7). =2l § ards Farmmmsaim) g o s
e -5 - (B EYT 39T T ::2-‘-"’1"’3—3
. iy
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sustituyendo la expresisn (A Xi11-3) para f del apéndice IX, tene-

mos finalmente

(Q-:.-?}«), - 12/_5131-: g. g;—,d.,[Av:”(:553;Baf)(4,-v7) +

Ao G IT

> .
[ conh V3vci- 923575 _ambiVaw

L 3vCi-vstrranTY EJKI-*"'T**‘:‘T’

S Toay”

1s(37v -av>-)) 'a"]

donde

2 ’ Ke a?
__g_'-n____.F"'ﬂ L= Ke 37
T = e T i‘ x* T

1a evaluacién de la integral doble debe huc.vrsq numéricamente, para
lo cual es necesario dar valores particulares a J . Sin embargo hay L
que notar que el denominador se anula sn el punto. Y =1 ., T= -5

Yy es necesario ver si el integrando tiene algin limite en ese punto.

T Reescriblendo en otra forma la. ecuaci&n anterior tenemos

que
(R..v.), = = T(»
donde
-1 ax»a_
B =3mron o VF

T = 12 Y37 S Sd-rd"[qg +(:=sz eav)cl—‘l‘)f'

T ek A3F_

I15CaT-5T3-1) 5’]

BPCi-a9’T + *y” T’)
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sean L

N=hCe,T) = 49° + (1593 - 83 (1-T) +15(2T2-2T3= 1) 95
D:DCeT) = i- 49T + ¥y’ T2
'entonces . . W7D _ s (D
X =k So So.l‘rdgN( IV D s BT (3PD)'¢6"J‘ ar) -

se puede comprobar que en el punté~-(5.7)-(r,.s) se anulan N y'D

pero la trayectoria sobre la que se anulan no es la misma y por lo
tanto no existe ! 1Tmite. Sin embargo el factor dentro del paren-
tesis solo depende de D y si se puede calcular su 1Tmite éuando

D—=% 0 . Para lo cual convier\evescélbirlo en o:;-a fornia‘
:rn
I(r>=KS S"”“"‘ N (avn)* (T g

aplicando L'Hospital dos veces se encuentra que el H’m!n; del pa-‘

L NBYO + )
é‘;‘"rSZ-e,

réntesis cuando D —® 0 es finito e igual a
F —d—gor
e - e

entonces al! multiplicar por N)qua vale cero cuando D vale cero.

(dantro del intervalo de lntagr-clén) se tiene. que el lnt_egrando en

(9,7)=C+ -5 ) vale cero. En-. efecto, mas formalmente Io que te-
nemos es N_('s_*r(ig__? donde & ®), H(y , &70) 5 H'(D)

-
valundas en-D = 0 son iguales a cero. Definamos MmCo,T) = .N(”'T)

o an:onces
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A X1V
Ngnlwzﬂ; H(o,r)é(ﬂ\‘ - WA d L
(o) ,,, H (@) Do H (0)
Ty ?-:.3‘
aplicando ‘Hospital dos veces : S s !
) PO .2
NG o - fo ALEDE®] Ly ey
H(D) Do #(®) . i Aoy AV
9z 1' 5 *
1S

L}

H(on) F e ow T .
L, Fee
Wotamos ademiss que los exponentes que sparecen en el integrando pue-

den ser muy grandes y por lo tanto conviene escribir

10 = K S’a' go'd‘rd, fcuin)

%%{?“Wm(“?ﬁ)*zﬂ‘ﬁjtﬂﬁ(“ﬁ) X
1 o« GR(IEH
L(eit) = 3_"!; [eﬁ‘(-—tﬂ (- "3"'_»)] sevo V(IR

4 - B)PPR

con

O “C‘ IT)= (" 's)

donde PR e&s parémetro que se elige de acuerdo a la precisidn deseada
v k= LAYV
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wix

En las sigufientes hojas se muestran varias gr&ficas
de ta funcisdn f(y,T), corresp;ondl'.nt.s todas-ellas 'al valor i:
T = 8.0843 x 102 que es el valor asociado a un grano de

v : N
aluminio con u 3 ) “

a =.x/2=2.4 nm. También. se. muestran-t res

tablas de valores

e'I(_T) para distintos 'v;a‘|or:e‘s de ¥
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APENDLCE XV

DETERMINACION DE LA FUNCION 9 (x) DEFINIDA EN LA ECUACTON t-1.

De acuerdo con los autores de las r.f.r.nclas 13, 3!, 63

y 64 @1 ndmero dn(x) de partfculas con difmetros entre x .y x+dinx

g (s A.‘E)‘ ,
2 ' s
aln(xy Fowcrd ><=]=-7:— &« 7 LdBax

en cualquiera de sus muestras es proporcional a

donde

x es ol diSmetro medido en nm
X es a1 diSmetro promedio en nm
y S es la desviacisn estfindar

Como la integral de la expresi&n anterior es igual a V1,
para obtener dn(x) necesitamos multiplicar por el ndmero total de
partfculas de la muestra, el cual denctaremos por N. Adem#s de acuerdo
con l1a deflinicién de ? tenemos que

= odnoey _ N FewmE g
S(myad x = v = v .

donde V es el volumen total de todo el sistema. Entonces:

_*(,,..-J..a AXY-17)

¢

. \ o
—\NI-J?!TAV‘

Qxydx =
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,,Convt.ne'hacar notar.que sT todas las partfculas fueran:
del mismo tamafio se tendrfla
= _N - - : .
Q(=rd x v—é(" deax A xv-1' )
El‘valor de la constante % que aparece en estas dos
scuaciones se puede poner en téminos del factor de llenamiéntﬁ f

definido como

=<

donde \/’ es la suma de todos los volﬁmenés de Ios'granos de pqlYO

que hay en la muestra. Por lo tanto

—\E,—-‘-‘ —'g,—:—— . CAXV=-2")
pero
Ve=N7vT ' ) (A xv-3 )

donde 'I_)' es el volumen promedio de las partfculas definido como

SD\/« FEOVEe) S >
§%\ 9y ad =

o2 £}
=JI§ Frulxy x ol x
]

= = gf'.,;. () Voo, dx

CA xv-4 )




siendo ¥ (x) el volumen de una partfcula cén

difmetro, x. . _

Por lo tanto de las ecuaciones A XV-2 y A XV-3 tenemos

_N_—.-—,‘f?—

231

\'%
y sustituyendo este resultado en Ias» ecuaciones A Xv-1 y A Xv-1'
se tlene .
Mo 3 = B K . T
. - (= R : B
lan
] ax (A xv-5)

tendrTa

= £
PCx)ax =y W

Si todas las partfculas fueran del mismo tamafio se

Y entonces

macidn del valor de

partTculas de distintos tamafios,

con A XV-

general.

definlici&n de x

= ¢f S§Cx-R)dx

(A XV=-4')

- I -3
Q=) dx = -2 SCx~-% Yd x 73 (A xv-51)

La ecuacisSn A XV~4' se podrfTa tomar como una esti-

- para o] casoc en que el

paro los valores calculados

4 y A Xv-4t difieren por un factor del

En este punto es muy [mportante hacer notar que la
debe hacerse con toda preci{sién, pues si x

se deflne a través de

as
(A Xv=-§)

;Eg x Fon 0 Brr x

(-3

orden de 3 en

sistema contiene



se obtienen’‘resultados” di'stintos  a cuando se define x

SR B = \ X Finiyd X ( Axv-7)
a -

También en ocacionss se ha definido X a través de AXV-l4! (ver

referencia 63) y nuevamente los resultados son leerenl‘:es.‘La

tas ;.'.5 de las ecuaciones 4, 6 y 7 ® es

relacién entre

— — R = ( 4-1')% e
P Ry = X T = X7 T B g . -
Voraan s
sy
. 3 N
[ v - L] = VA [ SRR »
T SR oy e
v B i IR fooser ratnilalis B PO BN ERR
.3 - : N - . . -
L B LN I 3G SR
P ERVETRN S R wn oldoahmsdan
g T DT :
i
S - Ao w !
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