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INTRODUCGCCION

El objetivo de la tesis es presentar en forma precisa una
recopilacidn de algunos de los métodos iterativos para calcular
la inversa de una matriz.

Los prerrequisitos son elementales, basta sé6lo conocer un
poco de Algebra Lineal, Andlisis Numérico y tener alguna
experiencia en programacidén, pero independientemente de esto,
el segundo capitulo de encargard de dar una visién general de
los conceptos que se necesitan.

Inicialmente discutiremos la importancia que tiene el
problema en aplicaciones practicas.

Argumentaremos gque este problema matemiticamente encierra en
sf una amplia riqueza de conceptos. )

Es necesario decir que ya existen métodos para resolver el
problema y esta es también una forma diferente de hacerlo que
surge como una opcién para totalmente mecanizar 1la resolucidn
del problema.

Estableceremos la teorfa necesaria para tener un marco
adecuado con el cual manejemos todos 1los conceptos que se
requieren para el desarrollo del tema, como por ejemplo la
Estimacién de los errores, Normas Vectoriales y Matriciales,
Condicién y Radio Espectral de una matriz, etc.

' Mencionaremos algunas de las dificultades que se tienen al
utilizarse este tipo de métodos en cuanto al nimero de
ogeraciones. exactitud, condicién y singularidad de una matriz,
etc. -

Se estimarin cotas absolutas y relativas para determinar
la exactitud de la aproximacién obtenida. En esta parte se
verd que es bésico analizar el concepto de norma de una matriz
y lo gque se entiende también por el nidmero de condicidén de una
matriz.

En base a lo anterior, desarrollaremos detalladamente los
mét.odos generales, el de Newton y la variante planteada en el
articulo de Phipps [ 12 1. Las ajustes los mostraremos en
terminos de : la aceleracién de la convergencia del me&todo,
pequefias modificaciones y las correspondientes dlf‘icultades de
implementacién que ocasionan.

Seré vital la importancia que tiene para un método la
correcta eleccidén de la matriz que serd la aproximacién inicial
a la inversa vy es por ello que nos detendremos bastante en este
punto para Jjustificar ampliamente el porqué de tal eleccién, vy
para el caso de matrices que tienen una estructura especial,
determinar una aprovechando sus caracteristicas.

Después mostraremos los detalles para implementar los wmétodos
numericamente y cudl de ellos es més efectivo al implementarse
en la maquina. '

Most.raremos también comparaciones numericas con otros
algoritwmos ya desarrollados para este fin.

Finalmente exibiremos las conclusiones pertinentes obtenidas
durante la elaboracién del presente trabajo.
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CAPITULO I

DISCUSION DE LA IMPORTANCIA DEL PROBLEMA

a) Ejemplos de la necesidad de g¢calcular la  inversa de una
matriz,

Es claro gque todo planteamientc matemdtico viene dado en
terminos de encontrar la solucidén de un problema y la rapidez
con la que la obtengamos dependerd indudablemente de la
importancia que tenga dicho problema.

Es asi como nos vemos en la necesidad de resolver un sistema de
n ecuaciones con n incégnitas lineal vy nos proponemos met.odos
para encontrar la solucidn. Nuestras ideas irdn en el sentido de
plantear métodos y seleccionar el Sptimo, es decir, el que sea

mds fdcil analiticamente (¢ hablando teoricamente 3 ; =i el
nimero de incognitas es grande Yy va a ser resuelto
numericamente, entonces tomar en cuenta cual de ellos es mas
efectivo, sea por ;: el mimero de operaciones, la rdpidez con

que se obtiene la solucidn, la estabilidad, la exactitud que se
alcanza, etc.
Si planteamos»en forma general el problema decimos

Rnx n

encontrar X e tal que satisface

AX=M
donde A es una matriz no-singular ¢ AM <= R"™*" ),

Si M= I entonces X = A™! | y este es exactamente el problema
que gueremos resolver en este trabajo.

Debemos decir que para resolver un sistema de ecuaciones no es
necesario calcular la inversa de la matriz asociada al problema,
yva que un método como la Eliminacién Gaussiana es bastante
efectivo, pero en otros casos si es importante tener
explicitamente la inversa, como por ejemplo calcular 1la matriz
simétrica positiva definida

C = ¢ Al At

o un miltiplo escalar de ella, sea ¢ C. Esta matriz tiene wuna
interpretacidn estadistica,bajo hipStesis apropiadas, de ser una
estima de la matriz de covarianza para el vector  solucién del
Problema de Minimos Cuadrados [ 7 1.

En algunos otros problemas de Andlisis de Regresidn y de
Andlisis Multivariado se requiere también calcular en forma
indispensable la inversa de una matriz [ 8 1.

Asf el cdlculo de la inversa de una matriz es un problema
importante y que por lo tanto debe ser resuelto de la mejor
manera posible.



I b) Comentarios Adicionales,

Antes de pasar a materia del tema
consideraciones. =

Mencionamos en el inciso anterior gque debemos de hacer para
resolver un problema , v si este se plantea desde el punto de
vista numé€rico tenemos que resolver ademas otras cuestiones
interesantes.

Afirmamos que existen métodos para resolver tal
pero las dificultades practicas que se tienen con
métodos son

hagamos algunas

problema,
todos estos

i) El trabajo que se requiere para ejecutar un niumero
de operaciones.
ii> La indudable pérdida de exactitud en tales cdlculos debidn

alSistema Punto Flotante gque se este manejando vy que sera
de un nimero finito de digitos.

elevado

La primera dificultad viene como consecuencia de la
comple jidad del algoritmo que havamos elegido y por supuesto si
este requiere bastantes operaciones.

LLa segunda es consecuencia de trabajar en una computadora que
aunque sea lo mds efectiva posible , maneja sdlo un nuimero
finito de digitos que haran gque se pierda exactitud en los
cdlculos.

Es entonces claro que para determinar que tan bueno es nuestro
método para resolver un problema particular en una maquina
dada, debemos esclarecer ciertas preguntas;

1.~ & Cudntas operaciones son requeridas para aplicar nuestro
método ? .

2.- 4 Cual sera la exactitud de la solucidn encontrada por el
método elegido 7 .
Esto en terminos numericos signifiica establecer cotas a
priori para los resultados que se van a obtener.
3.= & Podemos hacer una estimacidn a posteriori 72, es decir,
¢ Podemos checar la exactitud de la respuesta obtenida 2.
4.- En el caso de que existan otros métodos, & el elegido

ejecuta menos . operaciones 7 , & Es més exacto ? , & Es
mads efectivo ? .

Se pueden establecer criterios para evaluarlas, uno de ellos
para la primera y cuarta preguntas sera llevando un contador de

operaciones, o hablando en terminos computacionales cuanto
tiempo de procesador requirid.



En relacidn a nuestro problema, la 2a. , 3a. vy 4a. preguntas
serdn resueltas determinando cotas para los resultados
obtenidos y criterios de comparacién con los demas métodos o
entre ellos mismos, puesto que algunos son el resultado de
ajustar un método en la pradactica viendo gque con una pequefia
modificacién la convergencia y exactitud del método es mejor.

Recalcamos que todas estas cuestiones deben de tomarse muy en
cuenta antes de iniciar un trabajo en estos terminos. Es asi
como quisimos incluirlo en este momento para reflejar el tipo
de problemas a los que nos enfrentamos y también la forma de
como llevar el andlisis de los métodos estudiados.



CAPITUODL O II
PRELIMINARES

En este capfitulo daremos los resultados mds

importantes que
serdn

utilizados posteriormente en el andlisis de los métodos.
Es importante sefialar que muchas de las demostraciones se han
omitido debido a que son resultados de dominio comin en Algebra
Lineal Numérica vy que en la mayoria de los libros de esta

area
¥y en los que se dan de referencia vienen establecidos. Sin
embargo, se demuestran algunos que son dejados como e jercicios
ejercicios en algunos de ellos y que

son importantes en el
desarrollo del trabajo presente.

Los numeros que aparecen entre corchetes [ 1 son las libros
donde encontramos los resultados

mencionados y dque vienen
incluidos en la bibliografia.

iI a, Normas Véutorialgs.

Definicién. Una - Norma Vectoréal en R” es una funcidm

f1--- 11: R" ———HR" UL 02> que satisface
A x D> O == x>0 yiIx{j{=0 <(==m>x = 0,0,...,0)
B ax = { o} 41x)
S Hx*TyYy s HY iy

Ejemplos de estas normas son:

uxn‘-,;:ixtl

i=g

n
fixiy =< B x |2O2

LS

1% i = méx | x|



Por otra parte, la nocidn de limite v norma estan
relacionadas y nos es 1itil establecer la nocidn de limite en
términos de una norma. .

Teorema II.1 .- Sea (xndn una sucesicén de n-vectores v x e R",
ent.onces
lim xn = x <==> lim |jx = xn || = O , [ 14 1.



II b, Normas Matriciales,

Oonsideraremos ahora el problema de extender la idea de. una
norma para las matrices.

Se sabe que el conjunto de matrices es un espacio
vectorial que es esencialmente 1dent1co con R™ . De manera que
cualquier norma vectorial en ®R™" induce una f'uncidén
homogénea positiva definida que satisface la desigualdad del
Lriangulo y por lo tanto es natural llamar a tal funcidn una
norma matricial.

Por. ejemplo, {{ . §} en R"" induce la norma de Frobenius || . 1§
en. R™*" definida por 2

[Rmx n

m n 2 12
Ay .= <L £ faul >
i=1

J=1

Sin embargo, algunas de las normas matriciales definidas en
esta forma no son Udtiles porque esta definicién no da una
relacién entre la norma de 2 matrices y la norma de su
producto. Por lo tanto, restringiremos nuestra atencién a normas
matriciales gque cumplan la condicidn ;

Definiciodn. Una norma matricial es consistente si
VAeR*"  Be®™

IHAB < 1A 1B Cowr D

con lm,n =1, 2,3 , ...
con esta restriccidn , algunas de las normas vectoriales L que
dimos al principio no 1llegan a ser normas matriciales
consistentes puesto gue por ejemplo la extensién de Ila
It - It, es la funcidn » definida para A € R™" por

P CAD) =mdax € | aij | ; i=1,...,m j=i,....n >

la cual es una norma matricial pero para
. 1 1
A=B = .
1 1 i

Sin embargo, hay una forma mds geométrica y natural en que puede
sep definida la norma de una matriz.

no cumple Cxx).

e esta manera, si x e R" y J.oo 1i es alguna norma vectorial
en R" entonces || x || es la longitud” de x y por lo tanto
Il Ax j( es la longitud de Ax , de donde definimos una norma para
A |} Ayt por el miaximo valor relativo ;

9



||A” = Ssup ...LLA_’_‘_LL
®eo || A}

esta es la llamada norma natural o
la norma vectorial

norma matricial inducida por
- )
Se puede mostrar que .{a definicidn anterior es equivalente a
1A= max 1A Y
il =2

Por la definicidn de la norma matricial inducida tenemos que

. 1 Ax g P} A gy
Si x <0, ——— S sup === = jjA Y|
HEx %o x|l ‘
| mmma HHAX L = 1A x|
esto sugiere la siguiente ;
Afirmacién .- Una norma matricial || . inducida es
consistente con su correspondiente norma
vectorial, si VA e R™" y ¥ x & R"
1LAX 11 S 1A 1 x gL
Ejemplos de otras Normas Matriciales ;
n
i1t A j1,= max B | aiy |
i iz=d
n
1Al =mx T |aiy]
i j=1
Interpretando las dos normas anteriores significa que la |}. |}
es el mdximo de las sumas de los elementos de A por columnas
mientras que || . 11,23 el mdaximo por renglones.

10



Definicién. - Una matriz A e R"*" es Simétrica si
Ty
A = A

Definicidn. - Una matriz A e R™" es Simétrica Pagitiva
Definida si VvV x e R"™, x O 0

x*Ax > 0

Pasaremos ahora a definir lo que significa el polinomio
caracterfistico asociado a una matriz.

Definicién . La funcién

ate = A as2

asn
azy azz = A azn

fACAD = . . . =0
am anz ann = A

es un polinomio de grado n en
caracteristico de la matriz A.
Es de notar que las raices de esta ecuacidn son los valores
. especiales de A\ para los cuales las ecuaciones simultineas
anteriores poseen soluciones distinta de la trivial.
Mas formalmente podemos decir ;

A que es llamado el polinomio

Definicidn.— Sea A € R™" entonces los eigenvalores de A son
los escalares A\ para los cuales la ecuacién
faC A )=0 posee soluciones distintas de cero.
Los vectores x tal que A x = ) x son llamados
los eigenvalores de la matrix A.

Con la definicidon anterior podemos enunciar -ahora los
_siguientes resultados. ’

Teorema I1.2 .- A' y A tienen los mismos eigenvalores.

Teorema II.3 .- A' A y A A' tienen los mismos eigenvalores.

11



p
Teorema IXI.4 .- Si Ai es eigenvalor de A entonces Ai es
P
eigenvalor de A para p 2 1.
Estos tres dltimos resultados vienen comentados en [ 10 1.

Enseguida daremos una definicidn de lo que entenderemos porxr
el radio espectral de una matrisz.

Definicidén.- El Radio Espectral de una matriz A e R™" es
e CA)D) = max { ACAD : AL es eigenvalor de A >
i
Teorema II.5 .- Si A € R™" es no-singular entonces B = Ala

es una matriz simétrica positiva definida y por lo
tanto todos sus eigenvalores son no-negativos,
esto es, si suponemos que son

?\1.7\2,- « 4 An
dichos valores propios de B tendremos entonces

M2 Az22 ... 2 An 20 , L 61,
Con este resultado estamos listos para establecer un
teorema que nos determina la norma espectral de una
matriz,
¢ 1.2
Teorema II.6 . AN, =CpCA ADD
N 1,2
= ( miaximo eigenvalor de A" A ) . {6 1L

En particular si A es simétrica entonces
HAH,= 2o CAD

Esta norma v la 1 e @ serdn las mds usuales en el desarrollo
del trabajo.

Enseguida daremos relaciones entre normas matriciales.
Teorema II.7 . Para cada jpar de normas matrlclales,sean - N
Y Il - i’ » existen constantes M , tal

que ¥ A e R™*" tenemos

mopAYT = A S MppAan” {10 1.

12



mds al'inn“, si {1-11 Y 11-1]° son las normas 1
A e R™ entonces

L/mt 2 LA, S LA S TR Ay,
1/2 2

Lt A, £ 1Ay S 1A
2

Lt E AL 2 AN £ mgp Ay

Finalmente, daremos la equivalencia entre limite
sucesidn de matrices en terminos de normas matriciales.

Definicidn.~ Sea (Andn e R™*" entonces

Lim Ax = A { mmmm= > lim 11Ax - A || =0
fe~=>00 k~—>00

,2em y

de una

Asi, la norma nos proporciona un dispositivo simple para

discutir la convergencia de una sucesién de matrices

siguiente seccidn ).

13
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IXI c, Matrices Convergentes,

Esta seccidén nos permitird preparar los conceptos bajo los
cuales los mét.odos que daremoes posteriormente seran
considerados convergentes.

Definicidn.~ Una matriz cuadrada es convergente si
13
lim A =0
k=300

Condiciones de equivalencia estan contenidas en

Teorema 1I.8 .~ Las siguientes 3 proposiciones son
equivalentes

i) A es convergente,

%
iid lim jj A 4= 0O para alguna norma matricial ,
k=-—>00
iii) p CA D1 , L6 1
Corolario II.9 .- A es convergente =i para alguna norma
matricial
IPA 1<t , L6

La condicién de convergencia tiene una justificaciém natural
en el caso de gue la matriz A sea simétrica vya que por la

definicidn de similaridad de la seccién e de este capitulo
existe una matriz P invertible y una matriz D diagonal tal
que

\ '\'7 A = P_‘ D P

.en otras palabras, A y D son matrices similares y por lo
‘"tanto tienen los mismos eigenvalores.

De manera que las potencias de la matriz A quedan en la
forma

A" = p p"pt n e N <1

y como la matriz D tiene los eigenvalores de A en su diagonal vy
si est.os son menores que uno entonces las potencias de la
matriz D tenderan a parecerse a la matriz nula a condicién
que la n sea sea suficientemente grande. Este argumento vy la
relacién <€ 1 ) muestran porque A es una matriz convergente.

14



Otros resultados que seran importantes puesto que nos dan
condiciones bajo las cuales una serie converge estan

contenidos en los siguientes

Teorema II.10 .- La serie geométrica

2 3
I+ A+ A + A .
converge { === > A es una matriz convergente.

Teorema 11.44 .- Si A es convergente , entonces I — A es

no—-singular y
-1 2 a
I - Ad = T 4+ A+ A +A +

Agregaremos enseguida una consecuencia de la condicién de

consistencia dada anteriormente:

Teorema II.12 .- 8i la matriz A es consistente entonces

n n
WA 1L = ATl

Los dltimos cinco resultados vienen establecidos en [ 6 1.

15




I1I d . Descomposicion de Matrices en Formas Piagonales,
Daremos antes algunos resultados sobre matrices similares.

Definicién .-~ Sean A.B matrices cuadradas del mismo orden,
Ent.onces diremos que A es Similar a B si existe
una matriz P no-singular para la cual

-1
B =P A P

Teorema Y¥1.13 .~ Si A y B son matrices similares, entonces
el polinomio caracteristico de A es igual al
polinimio caracteristico de B , es decir

falAd = fa CAD R £ 10 1.
Teorema II.14 .- Los eigenvalores de matrices similares son

los mismos vy existe una correspondencia uno a uno
entre los eigenvectoges , L 10 1.

Si Ax=xXxx v P AP = B, entonces por Ila
definicidn de eigenvector haciendo
z = p ! x
t.enemos
Bz = (P *APO>Y>P?! x
= P ' aAx
= P™' a x
= x P! x
= Nz
Esto muestra que un eigenvalor de A es eigenvalor de B con
2 = P"'x como su eigenvector correspondiente.

Argumentos anidlogos muestran que un eigenvalor de B es

‘también un eigenvalor de A con la respectiva relacién entre los
eigenvectores.

Teorema II. 15 . Si A € R™" es una matriz simétrica entonces
existe una matriz ortogonal @ |, esto es,

Q Q‘ = 1 tal que

S = Q0*'A 0

es una matriz diagonal que tiene los
eigenvalores de A

AL o= ALCAY> i=1 ,2 ., ... ,n

sobre su diagonal principal ) £ 4 1.

16



Por lo tanto

L)

S = Diag { A2, Az, . « + , An 2}
y si
[ A | = max | Ai |
entonces ;
A= 41S =2
Ademds ,
S™! = Dpiag €AY, A3', . . . ARt 2

de lo cual se sigue que los valores propios de A™! son

~1 -1 -1
A, AZ  , ees s An

si el rango de A es n vy

An = min | Ai |
i

entonces

1 -1

WA 1 = 1Dy = A

17




II e , Relaciones entre e1 Radic Especiral y 1las Normas
Matriciales,

Es indudable el uso que le daremos en los siguientes
capitulos al proximo teorema que nos garantizara
desigualdades importantes.

Teorema I1I.16 .- Para las normas 1,2 e o y A & R™"

e CAD < 1A} . [ N
Por otra parte, para cada matriz existe una norma natural que
es arbitrariamente cercana al radio espectral.

Teorema II.17 .- Para cada matriz A de orden n y = > 0O,
existe una norma natural tal que

PCAISpPpCADd+ ¢ . [ 6 1.

Ir . Relacion Entre los Eigenvalores y la Traza de una Matriz,

Definicién.~ La traza de una matriz A ., que se representa
simbolicamente por Tr ( A ) es la suma de sus

. elementos de la diagonal , es decir ,si A =Caip) e
R™"*"™ entonces

o n
Tr ¢ AD = L aii

i=g
Teorema I1.18 .— El polinomio caracteristico de una matriz
' cuadrada de orden n es un polinomio de ngrado exacto n
con el coeficiente principal ¢ =1 y el término
constante igual al determinante de A . El coeficiente
de A"t es
€ - 1 O™ T C A D
Son n eigenvalores, v si estos son Atz , . L . An
entonces
n n
Y A= Pai = Tr CAD %
i=1 i=g
M Az - . . An = Det A N [ 10 1.

i8



II g .- Numero de Condicion de una Matriz.

Para tratar el nimero de condicién de una matriz requiere
tener idea de cuando una matriz es bien o mal condicionada.

Entenderemos que un problema es ‘“bien planteado" o un
procedimiento numérico es estable si a 'pequefios" cambios en
los datos ocurren “"pequefios'” cambios en la solucidén.

Por lo tanto, si en un procesoc numérico tenemos estabilidad,
podemos decir que los errores de redondeo que produce la

magquina v el proceso en si mismo seran acotados
razonablemente.

Entenderemos que una matriz A se dice ser “bien condicionada"
.S "mal ' condicionada® si los cdlculos son o no

respectivamente, bien planteados.
Asi, con este antecedente.podemos decir que el mimero de
condicién de uma matriz surge por la necesidad de medir el mal
condicionamiento de una matriz.
Tomaremos nuevamente como referencia el problema

Ax=0b 2

para obtener de manera natural este nimero de condicidn.

Supongamos primero que los datos A y b han sido perturbados=s,
sea por la forma en que la maquina los represento o porqgue la
medicién que hicimos de ellos no fue exacta. Entonces en vez de
en vez de plantear el problema original tendremos ahora ;

ACx+h) = b +k
es decir, A fue modificada por Ah y b por un cierto valor k,
gue esperamos sean pequeiios.
Por lo tanto,

Ax + Ah = b + k

por € 2 D Ax - b = 0
mammrem > Ah = Kk
-1
mmmemm D h = A k
-1 -1
s==== 3 pbhyr=1A ks 1A 1 kil
entonces
TN -1
— L1 A ] 3
: "k .
Esto significa que el error relativo resultado de la

perturbacidén esta acotado por la norma de la matriz inversa.

19



Aho;_a para determinar el error relativo causado en 1la
solucidn por el sumando Ah consideramos

A x = b
memmm > b =41 Ax 1y £ LA 1%}
mmmuE > “b“
=R
10 At
=mmme > 1 | A
< ! L 4>
X0 1 b
~ usando C3)>» vy <4
-1
b 1 < A 11 1A
Ik =g 1nbe
en consecuencia ,
1hy , -1 kil
— = LA 1A

xn "o

de manera que el error relativo en la solucidn esta acotado por
el error relativo causado por la perturbacién en el lado
derecho de la ecuacion multiplicado por el factor

-1
1A nn Aty
de lo cual se sigue
Definicidén. - El nimero de condicidén de una matriz es
-1
cond C AD = (1A} 1A )

Debe quedar claro que cuando el mimero de condicién cond <CAD
no es muy grande, el sistema (¢ 2 ) es bien condicionado vy
alreveés, si es grande el sistema serd mal condicionado.

Es de notar que no podemos esperar gque cond ( A ) sea
pequefio comparado con la unidad puesto que

1 = I = [pAAY S jjA g 11ATY = cond CAD
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IT h . Aclaraciomes,

Durante el curso del presente trabajo hacemos un uso
indistinto de la matriz error inicial en la forma

Eo = I - A Bo S
Eo =T - Bo A
donde Bo denota una primera aproximacién a la

matriz A.
Quisieramos aclarar que esta bien justificado puesto que

inversa de la

I~-~ABs = A*CI-ABsDYA

2’

en otras palabras , Eo vy Eo son matrices similares
supuesto supondremos gque A es una matriz
manera que tienen los mismos eigenvalores
radio espectral es el mismo.

Es interesante hacer notar algunos resultados mds
estas matrices. En Stewart ( 1973 > pag. 199
como e jercicios.

Si definimos nuevamente la matriz error Eo por

., por
no . singular , de
vy en consecuencia su

acerca de
los proponen
Eo = I - A Bo

donde Bo diremos que es una aproximacidn derecha a la

inversa
de la matriz A , podremos decir que

Esto es consecuencia de

Bo = A* CXI-Eo?)

At - Bo = A - At 4+ At RS
= A Eo

por lo tanto

itA™ - Bojy = A" Eo )

-1
= AT I8 1 Eo g
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' = Bo J1

T

asi que 11_AZ

= 1By

De la misma manera podemos decir que si Bo es una inversa
izquierda aproximada , es decir

>

Eo’BI—BoA
entonces

11T —Bo A}y £ cond C AD || Eoyy
El resultado se sigue de

AT* ¢ I -AB) A = CI-ABs)D

mmmm I -BoA = ACI-ABo)aA?
mmmm > ”I—BOA||=||A Eo A-" K}
<

AL 1B At g

cond € A D || Eo |}

Podemos concluir en base a los ultimos resultados que si
tenemos una buena aproximacidn a la inversa por la derecha,ello
no nos garantiza que dicha matriz sea una buena inversa por la
izquierda y viceversa.

En Wilkinson € 1963 ) se menciona que en general los errores
para log dos casos se comportan del mismo orden y dan algunos
ejemplos y comentarios adicionales al respecto. En Householder
€ 1964 ) se hace un andlisis pero tomando en  cuenta los
eigenvalores de las dos matrices error y concluye que la
aproximacidn inversa izquierda tendra me jores resultados que
la derecha. Quiza valga la pena decir aqui que estos resultados
dependen bastante de la matriz original y entonces ella
‘determine el comportamiento de la matriz error,
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II

i . Métodos Directos y Metodos Iterativos,

Puesto gque el propdsito del trabajo es mostrar algunos
métodos iterativos para resolver el problema de obtener 1la
inversa de una matriz ., es necesario entonces dar la definicidén

de que es lo que entendemos por un mdétode iterativo. De la
-misma manera, en el momento de efectuar comparaciones, las
realizaremos con los métodos directos que son lo= mas

efectivos, de manera que también hace falta definir estos
ultimos.

Para encontrar la inversa de wuna matriz , los metodos
numericos se han dividido en dos grupos ; métodos directos y
métodos iterativos.

Metodos Directos,

Por métodos directos entenderemos métodos que dan la solucidn
de un problema por medio de un nuimero finito de operaciones

aritmeticas elementales. El nuimero de cdlculos aritméticos
necesario para la solucidn del problema depende sélo de la
forma del esgquema computacional y del orden de la matriz que
define el problema dado. La inexactitud en la solucién

encontrada ocurre como resultado del inevitable redondeo de los
nimeros en el transcurso de los calculos. Junto con esto, puede

ocurrir la desaparicién de los digitos significativos al
effectuar operaciones como la substraccidén de dos numeros que
difieren poco uno del otro. Esta perdida de digitos
significativos puede ocasionar una importante reduccidn en

la exactitud de los resultados de manera que es a menudo
necesario alterar nuestro esquema computacional , o rehacer el
proceso con un mayor nimero de digitos significativos en los
calculos intermedios.

El método fundamental de este grupo es el método basado en 1la
idea de efiminacidn . El algoritmo de este método , el cual es
llamado * La Eliminacidn Gaussiana " consiste , cuando se
aplica a la solucidn de un sistema lineal no-—homogéneo , de wuna
cadena de eliminaciones sucesivas por medio de la cual el
sistema dado es transformado en un sistema con una matriz
triangular cuya solucidn no presenta dificultad.

Los métodos directos pueden ser impracticos cuande la matriz
que tengamos sea  bastante grande o sparse [ 4 1.

Metodos Iterativos,

El cdlculo de la inversa por un método iterativo es obtenida
como el limite de aproximaciones sucesivas calculadas por algun
proceso uniforme. La convergencia de estas = aproximaciones
depende esencialmente de los elementos de la matriz. El radio
de convergencia depende también de una correcta eleccidn de la
aproximacidn inicial en que el proceso iterativo se
encuentra,
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En particular puede suceder que para algun proceso iterativo
exista una matriz para la que el proceso converga lentamente o
adn diverja . De este mismo problema pueden padecer los métodos
directos aunque en este caso para ellos se tendra que la
solucién obtenida no se parezca en nada a la original.

Podemos adelantar diciendo que la inmensa ventaja de los
esquemas iterativos consiste en la simplicidad y uniformidad de
las operaciones que van a ser eflectuadas y por lo tanto en la
. posibilidad de completamente mecanizar el proceso de cdlculo.
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CAPITULO III

CALCULO DE UNA MATRIZ APROXIMACION INICIAL
III a. Introduccion,

Este capitulo prepara los elementos para mostrar cémo
calcular una apropiada aproximacion inicial a la inversa de
una matriz dada. Decimos que la aproximacidén inicial Beo es
apropiada en el sentido de gue produzca una matriz Eoc = I -~ ABo
convergente. Esto es importante pues los métodos que daremos en
los siguientes capitulos requieren de una matriz error inicial
convergente.

III b , Condicion de Convergencia.

Para entrar en materia, supongamos que Bo es nuestra
aproximacidn inicial y definimos la matriz Eo como el error
obtenido, es decir,

Eo = I -~ ABo

v supongamos que si el método que tenemos necesita que la
matriz Eo sea convergente, y por el Teorema B de la seccién C
del capitulo anterior deben de cumplirse cualquiera de las
las siguientes 2 condiciones;

i lim  E* | =0
k--—>00

iid o CE D> <1

El segundo criterio es el que vamos a utilizar para mostrar
que para ciertas elecciones de la matriz aproximacién inicial
Bo, nos produce una matriz Eo convergente.

La importancia de la convergencia de Eo radica en el hecho de
que en todos los métodos planteados el error cometido gqueda
siempre en potencias de esta matriz, razdn por la cual es
necesario que Eo sea convergente.
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III ¢ . Formas de Elegir La Matriz Aproximacion Inicial,

En esta seccién supondremos gue los eigenvalores de la matriz
A son X1, Az, ... , An.

Aproximacion inicial en la forma Bo = w I ., donde w > O,

Supongamos entonces que nuestra aproximacidn inicial es de

. la
f'orma

Bo = w I

donde w > O,
Para esta eleccidn la matriz error inicial toma la forma

Eo = I — w A
de manera que sus eigenvalores son
pHi =1 — w A

Supondremos ademds que las ui son reales.

De manera que si queremos que esta matriz E, sea convergente
necesitamos

pCEB d>=mdx | L ~wni | <1
i

esto se cumple si

-1 ¢ 1 -wixi < 1 v i

£ mm= > -2 < —wiri €O Vi
{ mmmm » 0 < w A < 2 v i
{ mmmm ) 0 < w < _2—_ v ¢

Ai

Por lo tanto , Eo serda una matriz convergente cuando w cumpla
la condicidén anterior.

Esta relacién muestra porque inicialmente pedimos que w
fuera mayor que cero. Ya que si w < O tendriamos que saber
como son los productos w Ai para conocer como se comportan
los eigenvalores de la matriz Eo , pues por ejemplo si alguno
de los Aj es positivo vy w { 0 entonces 1 - w Aj sera mayor
que 1 de manera que Eo no sera convergente.
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En consecuencia si A tiene eigenvalores positivos v
negativos entonces Eo no serd una matriz convergente cuando
usamos por supuesto la aproximacién inicial Bo = w I D.

Pedimos inicialmente que ui e R =1, 2,

- , n , si no
ocurriera asi, el andlisis de las condiciones bajo las cuales
Eo es convergente seria mas complicado.

La matriz error inicial Eo es una wmatriz Simetrica,
Por lo que vimos anteriormente nos convendria tomar Eo tal

que fuera simétrica,ya que de esta manera garantizamos que sus
eigenvalores son reales. Aprovechando esta condicién, Issacson
y Keller { 6 ], sugieren la eleccidn

Bo = a A' con a=1 ., Tr C A AY

En efecto, con esta aproximacidn inicial la matriz Eo es
convergente.

Para mostrarlo, haremos algunas observaciones ;

.

1) Eo es una matriz simétrica,

CEod=CI=ABs>
=CI =~ A a At
= I' - a ¢ A AL
=I - aAA
=1 - ABo

= Eo

. de manera que

11 Eo {1, p C Eo 2

. - 2 :
2> €i A es un eigenvalor de A , entonces A° es un eigenvalor
de la matriz simétrica A A", en consecuencia

p'l—ahz
es eigenvalor de

Eo = I - a A A'
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puesto que 8i x es eigenvector de

tenemos

CI-aAA"d>x = Ix - a <A Abx
=x - a A%x )
= C1-ar?»x
= x.

Con estas dos observaciones podemos  ahora decir que

gqueremos que
p CEod <1

entonces debera ocurrir que

mix |1 -axn® | <1
i
es decir,

max
i

| 1 - 4/TrcA AY N2 | < L
pero en el capitulo anterior mencionamos que

n n
Tr CAD>= Fai=m § Aj
i=t j=1

‘"donde los \j representan los elgenvalores de A, asi que

nuestro caso;

3 n n n 2
Tr CAAD>= ¢ ¥ aijajii = 5 OAj
iza =1 j=t
lo que implica que deseamos
A2
max 1 « e—eeme——ee—a < 1
i E )\JZ

y es claro que
' 28
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asi,

a2
0 < < 1 v i
a Z
BN
=
a2
mmm- ) -t g - <0 v i
N
=
N
mnmm ) 0 <1 ~ <1 Y i
™
RN
=1
por lo tanto,
a2
max 1 - - < 1
i ) n 2
T N
J=t

de manera que

p CEo ) <1
en consecuencia, Es es una matriz convergente.

Los pasos que seguimos muestran claramente cual es la idea
de elegir asi la matriz aproximacidén inicial.

" Primero, Bo asi escogida hace que  Eo  sea una matriz
‘simétrica. ‘

Y segundo, era conveniente que

lo cual efectivamente ocurre
queda establecido.
En general , el resultado serfa cierto para toda a tal que

, de manera que el resultado
méx | 1 - a ni%| C1
i
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Yy como Eo es simétrica ( suponiendo por supuesto que Bo = o Ab

entonces

méx | 1 - a MZF] <€ 1
%----) “1 < 1 -axn?® < 1 v
€ mmma > 1 +ar®<C 1 < 1+ an’ Vi
< mmmm > 0 < arx?< 2 Vi

En consecuencia , Eo serd tambiénm convergente para
que sean de la forma

las o
2

0 < a < s v
At

Una cuestidn importante ahora y que sera necesario considerar

es el de elegir a tal que sea fdcil de calcular operacional vy
computacionalmente.

Aproximaciones iniciales de Pan y Reif,

Pan y Reif [ 11 ] proponen la siguiente aproximacidn inicial

Bo = t A"

considerando 2 valores para ¢t que veremos
ambos casos Eo = I - A Bo
Toman como primer caso

enseguida. En
es una matriz convergente.

1

1AL 1oAY,

i) t =

de manera que con esta eleccidn tendremos
e CE 2 <€ 1

A
{ mmwmm . ) max 1 ~ < 1

P A, 1At gy
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pero por definicién del radio espectral
A2 € o CAAYD L 2

~ademds , por ser || I1, una norma natural
L t
P CAA D= 1A AL

y por cumplir la condicidn de consistencia
t t
A A i, = 1 A I, A 0y,

tenemos

0 £ A< pcaAaAtds raAt g A, A,

asf,

ai?
0 = <1

L
A, A 1,

de lo cual concluimos que
pCE > < 1

por lo tanto Eo es convergente.
Ahora para cuande  t es

ii > t, W emem—em——————

los argumentos son andlogos y se llega a

2

At
max 1 - e < 1
t 1AaA gy,

ya que

0 T pcAaAtd = oAty
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por lo tanto
A
t
1AA

de lo cual se sigue gque nuevamente Eo es convergente.
Podemos todavia comparar estas 2 ult.imas elecciones, dado que

a2 oad
—L' 5 —L v t
“AIL A i, iIHA A H,
asf ,
Az a2
1 - — £ 1 = e v
1AL 1A, A Ab gy,
en consecuencia .
aZ Az
max 1T - — £ méx| 1 -
i AL AN, i HAA

por lo tanto,la primera eleccién de Pan y Reif es mejor que la
segunda puesto que provocard que el radio de convergencia de la
matriz aproximacion inicial , o equivalentemente su norma,
sea menor Yy en consecuencia el error cometido se reduce.

Comparaciones,

Debido a que en las Jdltimas dos elecciones una de ellas
resulté mejor que la otra , optarfamos por tomar la que obtiene
me jores resultados ,perc debemos tener un poco de cuidado pues
al momento de implementar numericamente esta eleccidn podria
ser mas costosa . Por esta razdén daremos un cuadro comparando
el radio espectral de la matriz error considerando las tres
elecciones anteriores y también el nimero de operaciones que
requiere cada una de ellas. Entenderemos que una operacidn en
la maquina representa una multiplicacion o una divisiéon
mientras que las sumas y las comparaciones entre los elementos
de la matriz no son tomadaz en c¢uenta por ser TfTaciles de
evaluar. Por ejemplo , sabemos que las entradas resultantes de
una multiplicacién de matrices C =~ A B son de la forma
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s
cij = § aikbxj
k=g

Entonces cada cij representa n productos y n .sumas de
manera que en total son n operaciones para cada cij, de lo
cual se sigue que _para calcular todas las entradas de la matriz
C nos llevara n? operaciocnes.

Las matrices que utilizamos f'ueron con entradas aleatorias
v tenian una dimensicn de 5, 10, 15, 20 y 30.

El cdlculo fue hecho con el paquete MATLAB <1983 en una
computadora compatible con la PC - XT de IBM marca Printaform
modelo 5220 con procesador B086.

N
VALOR INICIAL
S ‘10 15 20 30
1
a W e —————— . 9895115 |. 9977254 9998900 |. 9999982 . 99999071
T C A A™D r '
= 1 . 9919045 1. 9999661 |.9999130 | . 9999984 { . 99999974
1
EA I, 1A
i
L’n——~———T—— . 9901451 [ 9999606 |.9998868 | .9990080 | . 9999970
1nAaAy,

Debemos mencionar que estos nimeros =son muy cercanos a uno,
es decir , estamos en el limite del radio en el que convergen
las matrices, v esto veremos despues gue provocara que la
convergencia de los métodos planteados en los siguientes
capitulos sea lenta. También podria suceder que si p ( Eo D es
muy parecido a uno, entonces la matriz error no sea convergente
debido a los errores de redondeo y entonces el proceso pueda
diverger o converger lentamente.
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Enseguida mostramos el nimero de operaciones que requiere cada
una de las 3 aproximaciones iniciales.

VALOR INICIAL TOTAL DE OPERACIONES
L 2
am= 31 / T C AAD n *+n-1
L 2
t= 141 A Iy H A||1 2n 4 2n + 1
t 3 2
Lt m 1 /1A A ", 2n + n *n

Viendo la dltima tabla podemos deducir que en terminos del
nimero de operaciones, el primer valor es el mds adecuado.

Analizando el udltimo valor obtenido podemos notar que el
sumando n? provocard que cuando la dimensidn de la matriz sea
grande resulte costoso tomarlo en cuenta para que sea factor de
nuestra aproximacidén inicial.

Para enrigquecer un poco mas la discusidn daremos otra eleccidn
t.ambién sugerida por Pan y Reif que a pesar de que reduce el
radio espectral de la matriz error aumenta significativamente el.
nimero de operaciones. .

Supongamos que As . AZ . ... ,» An Son los eigenvalores de
la matriz simétrica A A' de manera que

M 2ZA22. . . 2An2>0
por lo tanto
A=A L v An = ———-;;7—_
1na™"e,
haciendo
B = t* A con L - a2
AL+ An

Afirmamos gque esta eleccidn mejora las 2 aproximaciones de
Pan vy Reif dadas inicialmente y también la propuesta por Keller
e Isaacson. Veamos, como
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-\g £ =2 , . . <=-xn<@0O
mmwm > = At = 22t¥< L . L g2 =~ ant®¢ O
moom > 1 = at*c 1 -~ a2t L L L 21 = ant®C 1

Esto muestra inicialmente que
p CEsD>mpCI-Atiab ¢ 1

Yy por lo tanto Eo es convergente.
Mostremos como queda explicitamente su radio espectral.

PpPCEB D= p CTI =AY A

max | 1 -« A t* |
i

- | 1 =0 t* |

1
%Y
1

notemos que aqui es bastante claro que p CEo ) <1 pues

A1 = An
mem > X = An 20
Y
A+ An 2 AL = An
entonces
1 > M A 5 g
e + An




Podemos también mostrar gque p ¢ Eo ) tieme una expresion
bastante clara en terminos del nimero de condicién de la
matriz. Asf,

p CEodm|[Eoj = Aa T An_
AL + An

A

—Ri_ - 4

[ . 1.« Sy ——

S 1
HATNE
A
AAE

HAE (1A )f - 1
A nat i + 1

cond € A X2 - 1
cond C A D% + 4

0 también escribirlo enrla forma

cond ¢ A D% -~ 4

e C Eo D m

cond C A D% + 1
cond C A D% +1 -2
- ——m
cond C A 32 + 1
-1 — 2

cond ¢ A D% + 1

Vale la pena comentar en relacidn a las ultimas expresiones
de o ¢ Eo >, que cuando la matriz A sea mal condicionada, el
radio espectral de la matriz error serda muy cercano a uno Y
entonces estaremos en el lfmite de convergencia para la mat.riz
Eo v en caso contrario si por ejemplo nuestra matriz A se
comporta como una rotacidén y conserva distancias, su ndmerc de
condicidn serd cercano a uno y por lo tanto p ¢ Eoc ) serd muy
cercano a cero lo cual optimiza la eleccidn. :
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!Es necesario mencionar cuan costoso es calcular

el valor de
t” pues para conocerlo debemos tener el eigenvalor mas grande vy
el mas chico o equivalentemente la norma 2 de A vy 1

Ahora falta mostrar que ef'ectivamente
las 3 anteriormente mencionadas.

Primero veamos que sucede cuando se elige el fac

forma

para esta eleccion es fdacil ver que

(K mmmmm > QA ] AN POu - A0 D

{ mzmmm >

{ mmz=mam >

¢ mmmmm D>

lo cual efectivamente es cierto puesto que

de A™ 7.
esta eleccién me jora

tor t en la

1

ATy 1Ay

p CEaD>m |1 — An

L
AL ZAn. < o4 - ——_he o LA IIIA T A

L t
An AN A 3, A A 11,
= QLA AL||‘— AndCha + And

t
PPA Gi, 1EAY I M = 1EA fi 1A An S

t
AN AY N * A TTAT AN = An st A8

0 = 2911A i At|hkn - A n At 1 An?

Mt an = 2 0A .1 AL|L
i

M= pCADd = j1AY, v
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Para el otro valor que proponen Pan y Reif

1
t & e
1A Ay,
mostramos antes que
.2 .2
max 1 - Ai < max 1 - Al

: : —_— : —
¢ , 1A qy 1A Y - TR

de manera que por transitividad obtenemos también 1la mejora
establecida.
Falta ver que con la eleccidén

{ - 2An___ < 1 - __%?__
AL * An £ A
i=2
{ mumuwam ) SRS ¥ S < —Zhn__
n
£ A1 + An
i=4
n
¢ mummmmm > A *An € 2 P
izt

y por supuesto que esto también se cumple.

Hay un comentario adicional, esta mejora es limitada aun
teniendo de antemano As ¥y An C Pan y Reif' [ 11 1 D,

Notemos que est.a mejora es para cualquier matriz A pues
solo usamos la propiedad de que A A" fuera simétrica positiva
definida.
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Comparaciones Numericas,

Hicimos la comparacidén cuando el valor dé t es

t = L -
TESINIENIA
contra la me jora
- 2
t = .
As *+ An
Se usaron una matriz aleatoriade 5 x S5 ., una matriz de
rotacién en la forma
19 2 - 1L/9Y 2 4]
A = 1/ 2 179 2 0
0 [¢] 1

después una matriz mal condicionada

1 1

1 1+10°°

y finalmente una matriz ortogonal de 10 x 10.
Los resultados se wmusstran en la siguiente tabla.
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2 CEod> p CEo)
Nimero cuando cuando
Matriz Orden de L b
Condicidn 1 Bom oA fpome ot AL
l A1+ An A (1 ATy
Aleatoria <3 0.02430561556 | 0. 99990352767 | 0. 999966119310
Rotacidn 3 1.0 2.444062 D-16 0.5
Mal
Condicionada 2 3.999087 D+10 1.0 1.0
Ortogonal 10 1.0 1.045687 D-15] 8.7668016 D-01

Concluimos esta seccidén diciendo que

realmente si obtuvimos

una mejora en c¢iertos casos pero recalcamos que esto es a costa
de calcular previamente X1 v An

obtener.
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IIT 4 , Minimizacion del Radio Espectral de la Matriz Error,

Para enriquecer un poco mias la discusién daremos algunas
consideraciones mis acerca del problema de reducir el radio
espectral de la matriz error. )

Nuestro interés es ahora en el sentido de obtener que este
nuimero sea por supuesto menor que la unidad pero lo mas pequeflio
posible,.es decir,queremos que p { Eo ) sea minimo para cierta
eleccion de Bs, donde Bo es un miltiplo de A°. Esto se
traducird por lo tanto en que obtendremos la mejor aproximacidén
inicial a la inversa de la matriz dada.

Consideremos el caso cuando la matriz es de 2
supuesto que sea no-singular. En tales
problema es

X 2 Y por
condiciones nuestro

S WU A
| 4+ = At )

donde A1 v Az son los eigenvalores de la matriz A. Supongamos
ademas que A4 ¥ A2 son reales. .

Como A1 ¥ Az son fijos para una matriz dada entonces el
problema de minimizar queda en términos de t, que es el factor
por el cual multiplicamos a 1la +transpuesta de la matriz
original para obtener la primera aproximacién a la inversa.

Vist.o en el plano el problema queda ’

| 1 - nat |

| 1 = Azt

los puntos que satisflacen nuestros
comunes de las dos funciones 'y es
minimiza nuestro problema.

requerimientos son log
claro que el punto +
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Para determinar el valor _de t*, el cual debe cumplir que
L =2t | = | 1 =2t |

por lo tanteo, dicho valor deberd satisfacer

Ci -t )dm= -2z £ S

[a

-~ (1L -t )=
C1L =Mt ) m =

-

i

1L — Xz LD S
C -2xz t D [
C

- (1 -t ) =~

=3

- Az LD
gque se réducen a los casos
C1 -t )d)wm 1 -2zt ) vy

— (1 - tdmCL—dat).

Analizando el primero de ellos tenemos

1 -~ A tm 1 = 2z t

{ mmms > AL m Az bt
{ mawmm > t Cxa=2Az2)>2m=0
Si ocurre que Ai1 = 2z entonces es el caso trivial | pues

tendremos que la matriz A dada es un miltiplo de la idéntica;
si t = 0, nos conduce a que la aproximacidén. inicial es 1a
matriz nula Bo 2 0 1o cual no tiene sentido.

Asi que el caso interesante es cuando

1 -t =1 4+ 22 ¢

{ mmmm > t Cxg ¥+ An)m 2
{ mmmm > t - —.__..2 _____ - t‘
A+ An

asi que este valor minimiza el problema.

Generalizando esta idea , tendremos para A e R™"

[ S T

1 =22t |
min . .

[ 1 -ant |
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el cual visto en R" sera up conjunto de
contendran el punto Sptimo t. que buscamos el
debera cumplir

1 -2t | = t=2z2t | = ..

pero estas igualdades sélo las podemos manejar
cual nos lleva entonces a considerar todas
por pares de la ‘igualdad anterior, de
debemos encontrar

e { el D I el EPRRN I
A *+ Az 1 * h2
m&x { PRRUY-1. WU B PR ." U D 'Y
A * An : A1+ An
max SRS W I 1 - 2xz___ e e
S An-1¥hn An-a¥hn

y despues de tener este mdaximo por cada

minimo de ellos y tendremos resuelto el problema.
Podemos decir q?ien es este minimo ,

eigenvalores de A A" los podemos suponer

AM 2Rz 2., . o 2An >0

Entonces
A * Aj £ A *+ Az YV i.j®.a,
Y An £ Ak vV k=4, ..,
S mmmmomam > 1 —ghﬂ__.— < 1 -— ——.Z-Ll‘..._
A1 ‘.'. Az AL+ KJ
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1 = —=2An___

con junto

puest.o que

que
ahora

-Il-lnt|

pares, lo

combinaciones
manera que

primero

—Zhn___ }
e * Az
—2ZAn___ }
X1 * An

An-a¥*An

tomarnos el

los

¥ oiik




puesto que los maximos son en cada conjunto

g - —=ZAn_ | g o _Zhn. g - o BAnoL . 4. _ZAn__
A+ Rz A+ a3 A ¥ e A1 * An
$oBnl g eBal 4o 2a
Az *+ Aa Az ¥ An An-1 + An

Nuevamente hacemos hincapie en lo costoso que es obtener este

valor, vya que envuelve explicitamente el problema de calcular
~algunos de los eigenvalores de A A',

Bajo este mismo orden de ideas podriamos preguntarnos también
cuando

< msams= > max 1 1 - At t I = 0 con t > 0
i
< mmmus ) 1 - xite=20 v i
{ mmmma ) t = 4/ Vi
£ mmmmm ) Ae W Az =, , , ®m An = 1/¢
£ mamemm > AL = Aj Y i,
anmwe > A A" - 1/t I t >0

=mmas ) CY t Ad>CY A!‘)-I

mmmm— Y ¢ A es una matriz ortogonal.

En conclusién podemos decir que el radio espectral de 1a
matriz error es cero solamente cuando la matriz original es un
miltiplo de una ortogonal. Esto no nos debe de extrafiar dado
que si A es ortogonal entonces .

A—l - AL
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En la tabla anterior se muestra una aproximacidén inicial a
una matriz ortogonal para la cual p ( Ec > did 1.045687 D-15
vy no fue cero debido a la precisidn de la maquina.

Come conclusidn podemos decir que tenemos formas de calcular
la aproximacién inicial, pero debemos de considerarlas  junto
con alguno de los métodos que se verdn en el capfitulo V .
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CAPITULO Iv

CALCULO DE UNA MATRIZ APROXIMACION INICIAL
EN ALGUNOS CASOS ESPECIALES

IV , a Introduccion,

La idea principal de este capitulo es mostrar que
me jorar la aproximacidn inicial a la inversa
matrices tienen una estructura particular.

Estas mejoras van en el sentido de que el radio espectral de
la matriz error se reduce mdads v por supuesto indica que
obtuvimos una aproximacién inicial mds ajustada a la inversa.

- Haremos las respectivas comparaciones teoricas entre los
resultados obtenidos cuando tomamos el valor de t que usaron
Pan y Reif en su articulo vy las nuevas modificamos propuestas.

También se muestran algunas implementaciones numericas que
comprueban las resultados obtenidos.

Todos los programas que se desarrollaron fueron hechos con el
pagquete Matlab y la computadora mencionada anteriormente.
Muchos de los resultados estan considerados en [ 11 1.

podemos
cuando las

IV b , Matrices Simetricas Positivas Definidas,

Supongamos ahora que A es una matriz simétrica positiva

def'inida cuyos eigenvalores se encuentran ordenados de manera
gque .

M 2 Az 2. . . 2 An >0
Tomemos entonces la aproximacidén inicial en 1la forma
1
Bo = ¢ I can Lt = ——S———

Cabe sefialar que Eo en estas condiciones hereda el ser
también una matriz simétrica positiva definida y por lo tanto

vya no es necesario que Bo sea un factor de la transpuesta de la
matriz original.

De esta manera el radio espectral queda en lo forma

pCEsDd=max | 1 — i t |
i

’li‘_ )\nbl
- 1 - _An_
Ay
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An

-1 - ==2- < 1
1A,
pues 0 < an £ p CAD £ A ", de manera que también Eo

es una matriz convergente.

Veremos que si logramos una me jora respecto a las
que proponen Pan y Reif. Primeramente con

L W S ————

t
TENTRIENIA

Dado que A es ya simétrica positiva definida entonces
elegimos inicialmente

Bo = t Al

obtenemos en estas condiciones que los eigenvalores
matriz error son de la forma

1t =23t

De manera que
2
p CEo D w=max | 1 = ————m A __
L 1A b,

IIAIL

Asfi que debemos ver que se cumple

1 - XD < 1 = ___hé--_
1A TRNTH
2
£ mmmm > _--)}n_.... < ——An__
1A € 1A
L K mmmm D ~-An__ < 1
1Ay
< mmmm > An < g1 A,

lo cual es cierto.
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Nuevamente por la relacidn entre los 2 radios espectrales de
las elecciones de Pan y Reif se obtiene que para el valor de

se llega a

1 - Aol < 1 = “Ah

Ay A% gy

por lo tanto , también logramos una mejora.
Para esta eleccidn

1
B t I on L e e
° - € AL
tenemos
e CB 3> £ 1 - 1
n*“? condC A D
Ya que,
p CEB dD=mdx | 1 — xn t |
i
= §1 = An t
ademds
Ay W S
-1
A L
y por las equivalencias entre las normas matriciales
102 A, < 1A
mma- > 1§2 < 1
N T T 1AL
mmmem > - -——é--—- < - _I/_z_i'. _____
1A g n 1A H,



m-mmm- > i1 - ——t—‘——— < 1 - —--;5’.2_—__
1AL 2 A,
reemplazando A por A™!
e, "SI S —
1A n YE ATy
commm > 1 et e g o NAL
= = -
ATy AT,

por lo tanto,

p<CE > £ 1 -

n'"% Cond C A D

Se hizo una prueba con una matriz simdtrica positiva

definida la cual fue el producto de una matriz aleatoria de
por su transpuesta. Obtuvimos que con

L B mmnem——

A1,

k p € Eo > = 1,.765781100982471D-15 vy la cot.a que acabamos
obtener guedo 0.552786404500043 mientras que con

1
1AL 1 ANy

t =

p € Eo ) = 3,531562201964940D-15

Con otra matriz aleatoria p ( Eo ) = 0,998124734429357 vy
cota del error dié 0.999032426240966 mientras que con
eleccidn original de t p C Eo ) = 0.999996483379039 .

Por otra parte, si ahora consideramos

vy elegimos

st

de

la
la



llegaremos a

1
pCED> £ 1 =
nt’? cond ¢ A A' >

Otra eleccidén puede ser, usando

t - e o e e et
AL+ An
vy recordando que
A 1
; Ar o= gAY A4 An @ e
1A
a considerar ahora
Bo = 2 I T
WAL ¥ =7
TS

v obtener una expresicn para el radio espectral de 1la
error en la forma

pCEo>= |1 - Ao o
1A, * 1Ay
g
A-—l
I 1 111,
AL A L+
ATy
- 1 - 2 "
AL AT, +1
- 1 - 2

cond C A D> + 14
y efectivamente

p C Eo D < 1.
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IV c , Matrices Fuerte Diagonalmente Dominantes,

Consideremos que A e R™" ag fuerte diagonalmente dominante
por renglones , es decir , existe ¢ € R tal que

n
C2=1/n%) [ai | > £ ai | Vi
.
Para este tipo de matrices podemos considerar que la
aproximacidén inicial puede tomar la forma
Bo = diag { 17211 , 1/a22 , . . . , 1/ann }
1/a12 o « .. (4]
B - 0 1/azz2 I (o]
0 [¢] 1/ann

de manera gque la matriz error tendra la forma

[ ' 7
o —a12-/az2 . e . 0
—azd/a1s 0 e e o
Eo = . . .
—ani1”as —anz/azz P, [4] J
Entonces
n
11 Eo jl o= mdx € § | ajray [ ¥

i j=1

Jol
Por definicidn,

n
C2-1/°) | aii | > L] aij | Vi
=t

51




_mwma M lequ,[—!.—ln 'oE.,‘ Xﬂnlnultlcu.' W .
i
jot
n
mmm——— | ait | €1 -1-n °> > § | aij | L
J=1
joi
c n atj
—memwe > C1~-11°3> > 7 -]’_5{%_],_ L

j=s
joi

de aqui que

HEojl, < 1~ 1sn°
Analogamente podemos mostrar que si nuestra definicidn fuera

n
C2-1-0°) | ajj| > £ ay | L

i=1

esto es,si tuvieramos una matriz fuerte diagonalmente dominante
por columnas llegarfamos con el mismo analisis a

IHEBoygy = 1 =~ 1/n°

egs decir, en los dos casos tendriamos gque la matriz error

inicial es convergente.
Vale la pena hacer notar lo simple que fue
aproximacidn inicial a la inversa de la matriz.
Terminamos mostrando un ejemplo de la modificacidn.
La matriz que tomamos para que cumpliera la definicidén es de

orden 10 y tiene la forma

1a primera

- .
20 T . ..
20
A = 0 1
: . 1
| o o . . . 1 ZOJ
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de manera que cuando usamos la mejora en la aproximacidn
inicial obtuvimos que p ( Eo ) = 0.086602540378444 mientras
que con .

1

t
ILA QL 1A,

t -

se obtiene p C Eo ) = 0.998112815166071.
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IV d ., Matrices Triangulares,

Supongamos ahora que la matriz A es triangular ,
superior o inferior , entonces afirmamos que la misma
de la matriz aproximacidén inicial de la seccidn
funciona también para este tipo de matrices.

Sean

Bo = diag { ft/an,1”az2, . - . A/amn }

Eo = I - A Bo

yYa

sea

eleccion
anterior

Podemos calcular A”! en un nimero finito de pasos usando Bo vy

Eo, aungue Eo no sea una matriz convergente.
En efecto, :

At = ¢ At B! ) Bo
= ( Bo A D)™ Bo
= ¢ I = Eo ) 'Bo

por la estructura de la matriz A el error inicial
forma

[+ 0 4]
—az1/a1 0 . . . 1]
—a3zs/ass —azz/azz. . . . [¢]
Eo = . . .
| —ani’asi —anz”/azz . -« C b

de manera que Eo es una matriz nilpotente de orden
decir ,

Ahora

t.oma

la

es




n-1 .
_mmmme ) £ X = Bo 27%* = Y R
izo

de manera que

n-1 .
A™* = T CES)D B
i=0
Este es un caso importante que hay que tener en cuenta puest.o
que la inversidén de cualquier matriz se reduce a la inversidn
de matrices triangulares si disponemos de la descomposicion Lu
ya que
A = LU
donde L es una matriz triangular inferior y U es triangular
superior , ¥y en consecuencia
A* = cLuUu>?
- Ut oLt
Por udltimo , las pruebas que se efectuaron tomando como base
una matriz aleatoria de 545  triangular la cual con la primer
aproximacidn en la forma
Bo = Diag € 1-/aii, 17222, . . . , L/am ¥
resultéd p € Eo ) = 5,406303524256341 D-04 mientras que con
t = 1 -
1A I|,.||A 1y,

obtuvimos p € Eo ) = 1.002659537476453.
Debemos hacer notar que los errores de redondeo influyeron  en

el ultimo cdlculo del radio espectral dado que nos salié mayor
gue uno.
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Finalmente daremos una tabla esquematizando las elecciones
para las matrices de estructura particular. :
TIPO DE MATRIZ APROXIMACION INiCIAL
Hermitianas Bo m ——=1 o 1
Positivas ° A
Definidas ] i
Fuerte ’
Diagonalmente Bo = Diag {1-/a1,....,17ann’
Dominantes
Triangulares Bo = Diag {i-at4,....,17ann}
Consideramos conveniente mostrar los resultados -obtenidos
también por medio de una tabla para tener una visién —mds
completa en cuanto a las mejoras establecidas.
=] (Eov)
Nimero o CEod cuando
Matriz Orden de con me jora 1 Al
. Condicidn respectiva Bom—m——m e — -
A TLH A
5 659.9262515 |1.7657811 D-15 1.53156220 D~15
Hermitianas .
Positivas
‘Definidas
s 81. 43809184 0.998124734429 . 9900048337003
Fuerte’
Diagonalmente 10 1.212265301 0, 086602540378 0, 9981128151660
Dominante
Triangular 5 20.30241137 5.4063035 D-04 [.0026595374764
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CAPITULO v
METODOS DE ORDEN P

‘A partir de este capftulo vy 1los siguientes 3 daremos . con
. detalle algunos de los métodos iterativos que existen . para
- calcular la inversa de una matriz.
Iniciaremos con el caso mis general de los métodos para
después mostrar los gque tienen una mayor rdapidez de
. convergencia o los que son el dptimo del- caso general para
finalmente dar algunas variantes y ajustes a .estos métodos a
fin de gque sean mds efectivos numericamente. ’ .

V a ,~ Cago general,

Supongamos que Bo es una aproximacidén inicial a la inversa
de. la matriz A. Sea

La motivacidén de los métodos es la siguiente :

Ec = I - A Bo

‘el error cometide en esta aproximacidn. Reescribiendo esta
expresién tendremos ;

At Ee = A - Bo
AT" - A" Bo = Bo
AT* CI-Eo)> = Bs
A" = C(I-Eo)>"* Bo

ahora, si | Ex 1 < 1 ¢ Eo es una matriz convergente - )
entonces - - ] ’ : ’ )

x ) P
AT 1 - E Eo" Bo
. E . i-=°
" 'El .célculo de la inversa de la matriz en terminos de la

dlt.ima expresidn es dfificil de implementar numericamente, -de
manera que en vez de tomar la serie usaremos la aproximacidn’. -

’ Lon ;-
"A™* & § Eot Bo
i=0 '
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Con este antecedente podemos ahora definir en base a nuestra
aproximacidén inicial una sucesidén de inversas aproximadas en

la
forma ;
i> Bo  aproximacidén inicial tal que Eo = I = A Bo cumpla
i Bo 11 < 1,
ii) Bh = Bn-1 C T 4+ En-4 + Enqa + [ . . * En1 D,
para np € N p =22
iiid> En = I - A Bn , n e N
Notemos que iiid es el correspondiente ajuste del
error cometido.

Mostremos ahora porque decimos que estos métodos son de orden
P-
Utilizando ii> , iii)

vy la definicién del error inicial
tenemos
En = I — A Bn
2 p-1
wm ] = A Bng (I *Engq *Engs*. . . % En )

como

En-1s = I - A Bn-s

mmams )

: 2 p-1
En = I - CI-EngedCT*Ens*Enq* ... ¢ En1)

z

p-1
= J -1 —En1 - Ena = .., = En-g
z P-t P
+ En-g # En-s + ... + En-y + En
P
= En-g

En otras palabras , el error cometido en la
iteracidn es la p—-<sima potencia de la
iteracién anterior.

Esto motiva la siguiente ;

n-égima
matriz error de la

Definicién .- Diremos gue un método iterativo para calcular la
inversa de una matriz es de orden p si con las
definiciones i3, ii) y iii) se cumple

P
En = En-1
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Siguiendo la misma idea anterior podemos deducir
que

facilmente

P
En-1+ = En-2

de lo cual se sigue

P n-1) n
En = CEnBy D m CErB2d>m . . . = EP) = ( EoPD

n e N
Esto significa que el error cometido en cualquier iteracién
queda siempre en terminos del error original.
Enseguida queda plantear una pregunta ;

é Los métodos que acabamos de definir convergen ? , es decir,
¢ Las  aproximaciones sucesivas en realidad tienden a 1a
inversa de la matriz original ? .

Para que esto suceda deberd ocurrir que el residuo

Sn = A™ - Bn ————— >0

Veremos que en efecto esto ocurre. Supongamos que tenemos una
aproximacidén inicial tal que Eos es convergente. En particular
esto significa que I — Eo es no-singular. Entonces

En = I - A Bn
mmu )

=C En - 1) = A Bn

wm- )

ABrhe I - En

-1 -1
Brn = A - A En

su- )

Y ademds ,
Eo m I - A Be
cmae ) A Bo = I - Eo

Tt
-==-u-> A (I_EO)BQ

e -1 -1
T imma ) A

= Bo C I -~ Eo D

Asi que,utilizando las igualdades anteriores tenemos:
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Shn = A - Bn

= A"t - AT 4+ ATt g

= A™* En
Pn
- AT Eo

n

o P
= Bo C I~ Eo ) Eo

Debemos darnos cuenta que Bo y C I = Eo )7 son matrices
fijas, por 1lo tanto , 1la convergencia del método queda
dependiente de una potencia de la matriz error . inicial Eo de
lo cual podemos decir ent.onces que nuestros métodos convergen
si la matriz error inicial es convergente. De manera que si
escogemos una matriz aproximacién inicial a la inversa como una

del tercer o cuarto capitulos aseguraremos que estos métodos
seran convergentes.

Haremos algunas aclaraciones pertinentes. Es de suponer que a

a la hora de implementar numericamente 1los métodos 1a
expresion

2 p-t
Bn = Bn-a C I + Eny *# En-a. . . * Ens D

sea muy costosa de calcular si p es suficientemente grande,

p-1
y ademds puede suceder que a la hora de calcular En-1 los

errores de redondeo se acumulen bastante de manera que influyan
not.ablemente en el resultado vy perdamos en - consecuencia
exactitud. Esto nos obliga entonces a tratar de eliminar este
problema buscando un orden adecuado para el método , 1lo cual
haremos en la siguiente parte del capfitulo.

Para terminar esta seccién mostraremos los resultados de
aplicar los métodos de orden 2.3 y del 6 al i1 a una matriz
aleatoria de orden 10 v terminamos el proceso cuando las
entradas de En son menores que 1 x 107>,
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ORDEN Nimero de Iterac.iones
2 20
3 13
6 9
7 8
8 8
9 7
10 7 q
11 7

Notemos que a pesar de gque en algunos de los métodos el
ndimero de iteraciones coincide.debemos tomar en cuenta que al
pasar de un_método de orden p a uno de orden p¥l se
requieren n® operaciones extras. A pesar de esto, la exactitud
de la soluciSn es mejor conf'orme aumenta el orden del método.
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¥V b. Eleccion del Método Optlimo,

En esta seccién nos hacemos la pregunta de cudl es el

me jor valor para p , es decir , cudl es el mejor método de
entre todos los planteados.
El problema también consiste en decir gqué significa que

un método sea e jor que los otros.

Diremos que un método es 6ptimo cuando para una determinada
cantidad de operaciones se obtiene una mejor aproximacidn a la
inversa de la matriz en comparacién con los otros métodos.

Tratando de encontrar el método dptimo y partiendo va del

hecho de que Eo es una matriz convergente , supongamos que
AL, A2, » + « , An son sus correspondientes eigenvalores y
F= max | A |

i
. p P
entonces dado que los eigenvalores de Eo son Ai y

n
P
En = Eo

en consecuencia el polinomio caracterfistico de En se anula en

n
P

4

Ahora bien,tomando en cuenta que el producto de 2 matrices
requiere n® operaciones.entonces m iteraciones requieren m n?
operaciones , de manera que para efectuar m iteraciones de un
mét.odo de orden p se necesitan m n“p operaciones. :

Supongamos que restringimos nuestras operaciones por
limitaciones de tiempo o espacio a k.

Asi que el numero de iteraciones que nos vemos obligados a
ef'ectuar son solamente

suponiendo por supuesto que k-/pm° e 0N, o
Sustituyendo el valor de n en el eigenvalor principal
tenemos

7 3
n ka/(pm> %;p k m

gP o= P - 0

vy es obvio que km y ¥ son independientes del nuimero p.
Si consideramos la iiltima expresidn como una funcién entonces
el error se minimiza cuando

/
p*’P
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es maximo, v sabemos que la funcion X'7*

alcanza su mAXimo en
X = 2,7118...= e,

El problema es gque nuestros métodos son de orden p > 2 y
por lo tanto este valor obtenido no encaja en el desarrollo
anterior. Pero un resultado debido a M. Altman [ 6 1, demuestra
-gque para enteros p el maximo se alcanza en p = 3 . Por lo
tanto, desde un punto de vista tedrico, el problema gqueda
resuelto.

En resumidas cuentas, con estos argumentos obtuvimos que el
me jor método es

i’) Bo tal que Eo = I - A Bo cumpla gque (jEoc | < 1,

ii’) Bn = Bn-1 ( I * En-4 + Ena J,

iii’) En = I - A Bn

Como se observa en la tabla anterior, el método Sptimo
requirié de 13 iteraciones y aungue los métodos de orden & al

11 se llevan menos iteraciones, lo cierto es que necesitan mds
operaciones.
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CAPITUOLO v
METODO DE NEWTON

En el capftulo anterior se vio que el mejor método
aproximar la inversa de una matriz es cuando p = 3.

" Pasaremos ahora a describir con mds detalle el método de
orden 2 'llamado Método de Newton. Dicho método tiene una
mot.ivacién natural que vale la pena mencionar.

Definamos nuevamente para i =0 ,1 2 |, ... la matriz error
correspondiente a la aproximacién Bi a la inversa

para

Ei=1I~- ABi
Entonces si la i-ésima aproximacién Bi a At es buena
esperamos que Bi Ei. sea cercano a A" Ei , v como

A*Ei= A™* - B

por lo tanto, esta \dltima expresidn es justo lo que debemos
sumar a Bi para llegar a la inversa de la matriz A , ya que

Bi+ Bi EL = Bi+ A *Ei= B + A - BL = A™*

De manera gque si nosotros usamos Bi + Bi Ei = B (I + E. )
como la siguiente inversa aproximada , llamemosla Biwm
podremos esperar que esta sea una mejor aproximacidn a A~L.

En suma, la iteracién

Bies = B + B Ei

m Bi + Bi CI- A B>

parece un buen método para aproximar cada vez mejor la inversa
de una matriz dada.

Este método generalmente se le conoce como el Método de
Newton, porque su caso escalar
biss = bi + bi ¢ 1 - abi D

es precisamente el proceso de Newton para resolver la ecuacidn

f {x )=a - 1/x
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La matriz error en la n—€sima iteracién es de la forma

z
En = EJ"

ya que es el caso p = 2 de los métodos definidos
capitulo anterior. i

Mostremos una forma alterna de ver cusan rapida
convergencia con este orden del método.

Dado que
En= I = A Bn
2
n
amm= ) Eo = I = A Bn
2
n
wmmm ) A Bn - X - Eo
asi , -1 n?

Bh = A CI = Eo D

Esto muestra gue Bn se aproxima bastante bien a A™*
la convergencia del proceso del tipo cuadratico.

en el
es la
siendo

Hagamos una estimacicon del error que se comete al aproximar

A" por Bn. Primeramente

Eo = I - A Bo

“mmmm ) A Bo = I - Eo
mmmm- ) A—" - Bo C I - Eo )_‘
entonces,
2. -1 2
AT*ES = B ¢(I - Eo > E3
Por otro lado , si’
1§ EBo |} = Kk
ent.onces
11T - Eoy] <€ 1t -k
por lo tanto
- - 1
CI-ED>"<211¢I~-Es) te =,
11 o 1 B} 1 1 -k

De manera que
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-1 n
i1Bn = A ) = | A CI=-Eo > - A 1

2z

- n
“ll-Bo(I-Eo) Eo ||
'Z
-1 . n
S HBojp [1ICI=-EoD |} 1}Ea }}
2
n
£ |1 Bo g k
1 -k

en consecuencia, si hacemos
{1EBoj) = I = ABsj] £ k <1

entonces el ndimero de digitos significativos va coincidiendo de
manera geométrica en cada iteracidn.

Estas aproximaciones sucesivas deben de ser calculadas de la
siguiente manera :

Bi = Bi-1s (I + Eia)
= Bi-1 C2I - A Bi-1 )
= Bia1 + B4 (I=-A Bi-s)

Es de notar que el segundo sumando de la dltima expresidn

Jjuega el papel de una pequefia correcidsn a la aproximacidén del
.pago anterior. .

Consultando la tabla del capftulo anterior, vemos que el ’
método de Newton se llevés 20 iteraciones y por lo tanto
r;specto al método Sptimo se requirieron 7 iteraciones de
mas.

Vale la pena mencionar que como t.enemos convergencia
cuadrdtica ., si el método vya tLiene 1 cif'ra significativa
correcta entonces en la siguiente tendremos el doble , y asi
sucesivamente. Al momento de estar realizando las pruebas .
notamos que si ya teniamos una cifra significativa correcta N
en 3 & 4 iteraciones mas llegabamos al maximo de exactitud
posible. Para confirmar esta 1tiltima aseveracidn aplicamos el
método de Newton a una matriz fuerte diagonalmente dominante.

La aproximacidén BowDiag { 1rau1, 1-a2z ,..., 1-7armm 2} did
lugar a p ¢ Eo ) = 0.0B66025403 y para dicha matriz obtuvimos
el maximo de exactitud posible para A" en sdlo ¢ iteraciones
siendo || E« j) = 2.6404347 D-16.
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CAPITULO VITI
AJUSTES NUMERICOS A LOS METODOS Y COMPARACIONES

En este capitulo daremos los detalles de una implementacidn
debida a  Thomas E. Phipps Jr. que es una variante de los
métodos p=5 y p=6. También daremos algunas comparaciones entre
el método del refinamiento iterativo, el método de Newton v
el método Sptimo de orden 3.

VII a, Modificaciones de Thomas E. Phipps Jr,

En su artfculo 'The Inversion of Large Matrices " [ 12 1 el
autor propone la primera aproximacidén inicial que dan Pan Y
Reif [ 11 1

t 1
Bo = t A N t = T
LA A 1,

la cual da lugar a una matriz Eo convergente.
Phipps propone una reordenacidn de los métodos de orden p
de la siguiente manera

Bn = (I+En+Ei«+. ..+ ER* Bna
= (I+En+E*+. . .+ EF ) Bns . mmp + 2
@ (T+CI+En+EA+. . . + EZR D En) Bnu

* De manera que podemos definir

. 2 m
On = CI+Eqn+En+., . . En).,. m € N €5
y entonces escribir la iteracidn en la forma
Bn = CI+ OnEn > Bn-a

Una f'orma de acelerar la convergencia del método definido

antes es ; podemos suponer gque eventualmente los elementos de
la matriz Eo fuera de la diagonal tenderan a cero, de manera
gque una mejora para aproximar Orn es considerar dichos
elementos de En como cero , y en consecuencia Qn sera una
matriz diagonal f4cil de calcular numericamente. Ademas,
podemos escribir los elementos de la matriz diagonal Qn - . en
la forma
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m¥s

z m -
COndii = 1 + CEndii + (Endit * ... + CEndii = 1= CEmdii
1 - (Endii

Un problema con esta modificacidn es la eleccidn del entero m
en la ecuacidén C 5 ) . Debemos escogerlo con cuidado puesto que
con m grande , digamos mayor que 10 , tenemos un método
costoso operacionalmente vy si m es 1 & 2 la convergencia
puede ser lenta. Ya se vié en el capitulo V .que el Spt.imo
tedrico para un método es p = 3, Diremos al respecto que Phipps
encontré desde el punto de vista numérico que los mejores

valores param son 4 & 5 vy para estos casos los métodos
obtenidos son mds efectivos que el de Newton.
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VII b) Comparacion entre el Refinamiento Iterative , el Metodo
de Newton y el Metodo de Orden 3,

La idea de esta seccidén consiste en mostrar cudal de los

métodos es mas efectivo para obtener una inversa tan
aproximada como sea posible , esto es |, el mdximo de precisidn
que nos permita la aritmética de la maquina en que estemos
trabajando.

Primero , para el método del refinamiento iterativo

obtenemos una aproximacién a la inversa de la matriz en
precisidén sencilla resolviendo los sistemas

Ax = ei i=1 ,... ,n
donde los ei son los vectores candnicos.

y despuds aplicamos el refinamiento iterativo a cada unco de
estos sistemas para encontrar la inversa mas exacta posible.

Cabe afiadir que por supuesto el regidual ri =8 - A X fue
evaluado en doble precision y los demas cdlculos en
precisidn sencilla, tal como debe implementarse dichoe método
¢ Ver Apéndice ).

El criterio para detener el proceso es ;

Si la precisidn de la maquina no nos permite mejorar la
solucidén y si la aritmética que tenemos es de t digitos
significativos entonces pararemos cuando

Lmill. o 4@t .
1%

Segundo , para el método de Newton calculamos todas las
aproximaciones en precisidén sencilla mientras que los errores
fueron calculados en doble precisién para asi estar en igualdad
de circunstancias respecto al método anterior.

El criterio para terminar este proceso es el siguiente :

como Bn = (I + En-1 ) Bn—1
Y En-1 - I - A % Bn-g
ammm D I Bnh = Bn-s §§ = | Bn-a + En Bn-1 = Bn-1 ||
=t} En-1 Bn=1 ]
ademas
41 En-1 Bn-1 |} < 4t En-a §) §t Bn-1 g}
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por lo tanto

11 Bn = Bn-s_}§_ <
11 Bn-a jy

11 En-a gy

de manera que este criterio v el correspondiente para el
refinamiento iterativo son analogos.

Tercero , el método de orden 3 fue implementado de 1la misma
manera que el de Newton asi que nada mdas falta decir en que
forma terminamos las jiteraciones para este caso.

Ahora el método es de la forma

Bn = CI * En-e + En®t D Bn-s

En = I - A Bn
entonces
11Bn = Bn-1§f = }{Bn-a + En-s Bn-s + Efi-1 Bnt — Bn-z ||
- ) C En-1 + EnZs D Bn-s P
como
{1 C.En-a * En?1 3 Bnt |) £ §| En-a *+ En%1 || || Bn-1 ||

Y

(1 Enet + Enfs §| = jjEn-e |} + jfEnde g

£ |1 En-a |} * [1Enragf

por lo tanto ,

it Bn = Bn-1 |
£ [y En-agy * g) Ena g f
1 Bn ||
Si 1y En- ) ——— > 0, entonces en (| En-1 || *+ |)Ena if
n == > 00
el sumando || En |} pesard mds en el resultado de manera que

podemos decir que este es un criterio equxvalente al de los dos
metodos anteriores.
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Pasemos ahora a calcular el nidmero de

operaciones
C multiplicacicnes ) que se lleva cada uno de los métodos.
Calcular la inversa por algin método directo lleva alrededor

de n operaciones mientras que el refinamiento iterativo
cada nueva iteracidn, que es basicamente 1 sustitucidn hacia
atrds y otra hacia adelante pues va tenemos a la matriz A
descompuesta en la forma LU, nos lleva entonces n{n¥+1)
operaciones, pero esto con cada uno de los vectores candnicos
siendo ellos el lado derecho de la ecuacidn, asi que en total
tenemos n° + n?.operaciones para efectuar cada iteracidn del
mét.odo.

Usando el mét.odo de Newton con la primera aproximacidén en la
forma

por

L

Bo 8 ascmmecicama——

1A 11AYy

se lleva 3n° -~ 2n + 1 operaciones
operaciones por cada it.eracién son 2n?.

Para el método de orden 3 no es dificil concluir que
llevard por cada iteracidn 3n® operaciones.

Para terminar daremos Jlos resultados de las
establecidas por medio de una tabla.

Nuevamente los cdlculos fueron hechos con Matlab y con la
misma comput.adora que antes , siendo 1la wunidad de redondeo,
para doble precisién de 2.220446049250313 D—-16, mientras que
precisicon simple fue de 9,536743164062500 E-07.

K v el numero de
se

pruebas

en

7L

RO NN




Ref'ina

Ndmero
Matriz Orden de
Condicidn
Aleatoria
3 )s.20820870950
5 ©.02430561556
8 21. 0730743408
19 112, 730346679
12 67. 7683715820
18 317. 665527343
18 126. 6123045687
20 378. 272798570
25 248. 671630859
Wilkinson | 3 274908.3
(pag.132)|
Mdgica 8 5.46185302734
Hilbert | 3 524.009765623
Hessenberg 3 221.476074218
Ortogonal 3 1.00001430511
Schur 5 16.3526306152

Mét.odo Método
miento Orden Newton
Iterativo 3
3 7 10
3 8 13
3 10 14
3 12 20
3 13 20
3 11 17
3 12 i8
4 14 23
3 15 22
7 * 26 42
3 8 10
3 14 23
3 i3 20
3 5 6
5 a8 11
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La matriz mdagica que se hace mencidn es aquella cuya guma por
columnas es igual que por renglones.

La matriz de Hilbert es la inversa de la matriz con elementos

la cual es un famoso ejemplo de una matriz mal condicionada.

La matriz en la forma de Hessenberg tiene ceros debajo de la
primera subdiagonal.

Finalmente la matriz con el nombre es Schur es el

resultado
de la descomposicidn de Schur.
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1.

CAPITULO VIITI
CONCLUSIONES Y COMENTARIOS

Esperabamos que los métodos iterativos implementados en
maquinas en serie fueran eficientes como lo son los met.odos
directos,tomando en cuenta los comentarios de [ 11 1 v [ 12 1],
pero los experimentos numericos de los capitulos V, VI y VII
mostraron lo contraric dado gue el nuimero de operaciones que
requieren los metodos iterativos es mucho mavyor que las que
necesita un método directo, como la eliminacidn gaussiana,
para invertir una matriz. Esta conclusidén en cuestiones

prdcticas significa que los métodos iterativos planteados no
compxten con los directos.

Dado un metodo de orden p, si tenemos una aproximacicn que
coincida en al menos 1 digito significativo con la solucidn

exacta, en la siguiente iteracidén la matriz resultante
colincidird con la solucidn exacta en otros P digitos
significativos. Pero el problema es que una aproximacidn con
tales caracteristicas requiere de wun cierto niumero de

iteraciones y es aqui donde el proceso se hace lento. Esto es
consecuencia de las pruebas efectuadas con el método de
Newton gque con una buena aproximacidn inicial sélo necesito ¢
iteraciones en obtener el maAximo de precisién posible.
Debemos hacer notar gque el nimero de operaciones que estos
metodos requieren para obtener una buena aproximacidén son
comparativamente mds elevadas que el de 1la eliminacidn
gaussiana por ejemplo , pues este se lleva alrededor de n
operaciones en obtener la inversa mientras que el método de
Newton, por citar algunc de ellos, tan sélo en el cdlculo de
la primera aproxlmacxdn se lleva 3§ ~ 2n +1 operaciones
cuando

AL 11AY)

y por cada nueva iteracidén se efectuan 2n® operaciones mds,
A pesar de esto, el esquema de los métodos es muy sencillo.
Podemos decir que los métodos expuestos y sus ajustes
numéricos pueden ser utilizados para dar una mayor exactitud
a la inversa de una matriz cuando ella es obtenida por algun
otro procedimiento y en algunos problemas resulta importante
tener la mejor aproximacion posible a la inversa exacta.
Los métodos de un orden grande no son efectivos numéricamente
puesto gque el nimero de operaciones crece considerablemente
y puede suceder gque no convergan debido a los errores de
redondeo acarreados en los calculos o también por
el mal condicionamiento de la matriz original.
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6.

Debemos también tomar en cuenta que si gueremos una
convergencia razonable del método elegido es necesario una
eleccidén efectiva de la matriz aproximacidn inicial , para lo
cual hemos planteado varias formas de calcular facilmente
est.a matriz, las que garantizan que el proceso tendra el
éxito esperado y si deseamos acelerar la convergencia debemos
tomar en cuenta la estructura de la matriz y el numero de
operaciones gque requiere tal aceleracidn.

En cuanto a los métodos establecidos , notemos que 1a
me jora efectuada a los métodos de orden p son consecuencia de
las prusbas numericas aplicadas a 1o métodos en cuestidn.asi
que coincidimos con Phipps al afirmar que uno mismo podria
lograr otras modificaciones o ajustes que aceleren la
convergencia de los métodos. Lo ideal seria encontrar una
aproximacidén inicial que coincida con la inversa exacta en al
menos 1 digito significativo en cada entrada.

No tuvimos forma de comprobar las afirmaciones de Pan y Reif
[ 10 ] acerca de la efectividad de los métodos iterativos en
maquinas en paralelo debido a la falta de una de ellas, pero
si debemos sefialar que en el mencionade articulo afirman que
dichos métodos son efectivos ain en maquinas con un solo

procesador , lo cual yva comprobamos que no es cierto.
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APENDTICGE

METODO DEL REFINAMIENTO ITERATIVO

En algunas ocasiones es importante gque se tenga la solucidn

mas exacta posible { en la maquina que estemos usando D del
sistema

A x = b

La clave para obtener una mejor exactitud de una primer
solucidn x: obtenida por algun meétodo directo es el cdlculo
en doble precisidn del residual

re = b - A=x
Conociendo ri, resolvemos el sistema
Adda = 1rg
de manera que
Xz = s ¥ de »
deberia resolver el sistema A x = b dado que
A xz = A Cxe ¥ de Dm A Xe * A di=A Xt #T114=Db

por lo tanto, Xz proporciona una =solucidén mas exacta que 3a.

En la practica vy debido a los errores de redondeo , xz2 no
resuelve exactamente el sistema pero si podemos repetir el
argument.o para encontrar cada vez soluciones mds exactas.

Formando ahora r2 m b = A x2 , podemos calcular la solucidn
del sistema A dz = rz y obtendremos x3 = x2 + ra.

Podemos seguir el proceso y encontrar los vectores = xi1,%2,...
que f'orman una sucesidén la cual rdpidamente converge al vect.or
que es la solucidn exacta de A x = b en precisién sencilla.

Notemos que cada sistema

A di=ri
tiene la misma matriz A ., ¥ si inicialmente usamos, por
ejemplo, la descomposicidn L U para calcular la primera
solucién X1 entonces se puede hacer uso de dicha

descomposicidén reduciendose asi el nuimero de operaciones.
Por lo tanto, el proceso del refinamiento iterativo consiste
en

i A Xy = b

i) ri=m b - A xi , calculado en doble precisidn.,.:’

iii> A di = pi
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APENDIAGE
METODO DEL REFINAMIENTO ITERATIVOC

En algunas ocasiones es importante que se tenga la solucidn

mas exacta posible { en la magquina que estemos usando D del
sistema

A % = b

La clave para obtener una

me jor exactitud de una primer
solucidn  x¢ obtenida por algtlin método direcio es el cdlculo
en doble precisién del residual

re« = b = A x

Conociendo ri, resolvemos el sistema

A ds = pg

de manera que

Xz = Xz + ds

deberfia resolver el sistema A x = b dado que

Az = A L %y ¥ dy > = A R v A dy w A X *t =D
por lo tanto, Xz proporciona una solucidén mas exacta gue i1,

En la préctica v debido a los errores de redondeo , Xz no
resuelve exactamente el sistema pero si podemos repetir el
argumento para encontrar cada vez soluciones mias exactas.

Formando ahora r2 = b ~ A xz , podemos calcular la
del sistema A dz = rz v obtendremos x3 = xz2 + rpra.

Podemos seguir el proceso y encontrar los vectores = xa,%2,...
gue forman una sucesicdn la cual rdpidamente converge al vector

que es la solucion exacta de A x = b en precisién sencilla.
Notemos qgue cada sistema

solucidon

A dL = i

tiene la misma matriz A ., v si inicialmente usamos, por
e jemplo, la descomposicidn L U para calcular la primera
solucidn x+ entonces se puede hacer uso de dicha
descomposicidn reduciendose asi el nudmero de operaciones.

- Por lo tanteo, el proceso del refinamiente iterativo consiste
en ;

i) A x3a = b

,_ii) i = b -~ A % , calculado en doble precisidn.

iii) A di = i
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Los pasos iid) y 1ii) deben repetirse hasta que 1la precisidn
de la maquina no nos permita me jorar la solucidn, De manera gque
si nuestra arftmetica es de L digitos significativoes , el
criterio para detener el proceso sers& cuando

1] di+a §]
11 di gy

Debemos recalcar que es esencial gue el residuo ri sea
calculado con una precisidén mdés alta que la del resto de los
calculos., Esto es un principio general en toda resolucidén de
ecuaciones ; el cdlculo del residual es la operacidén critica b4
debe ser realizada con la mayor exactitud. Para mds detalles
consultar £ 31 y [ 14 1.
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