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·1~,1 germ~n del con(;e¡¡to· rZe. u !.~;iÓtt c:~nero.iri:;: se ·2ncu.an.t:ra. i.::·n 

el tro.hajo del ,':c:~•O:'.O•Jti-::o ,'-•r:::.•ú:6:; .~b1·c..:;.:::-:: c:u ,-_·oiv1·a (Ic:t.3?-J'?:'-.;.); 

eDto. lo 'lJO:~emoD ver en. su ol;.r»::· 5··he L:o·::·:· ri.ne OJ. .. Chr..:nce.s, en don­

de encu.entrG ]G ¡:.:robclJilidc.::,: :~e CJ¿1 f:en.Gr u?~c .su. ... :.:a _{al lon/.1'.!.r· n. 

CJUG al 

Un uso 

e:'.. es c.¡• rol 1 a.·;--s¿, 

u.::c:.ndo 
.• 7 ;"': ,., .!' (' o -............ ~-. ,.7 .; ,-. ;-. ,... - ~: , :l · •. •. 
.... _ .• ,t.~ / i<-_. ...... ~ a ._ .... v.,,. ... o ....... 1..111.Ct::...{·!..O. 

la· }' 1u.nciÓn :·}enerat.7"ÍZ r;on .. ~·iste 

cáci.6n a la :..;ol.Eción d,::.l r-rol~le;.·~.a. el.a en:;on.iJ"c.r ]17 ·i.~i.stril:E·::ión. 

de p~obabiJidcd ~e un~ lcricblo ~le~toric que es su~a ~e V~ric-

u.sadc.s :;ara ·'31 es;.ucZio :·Ze }Ji:stribu .. ~ior:.CJs L{r.;.i·te. 

iXs nue . .::t:ro 1::1"'.) ú.:,.ito l:..s·.~c; .. L~.~i e.;:·{:uó:io ,:;o¿·r-e lc..s .. :': 1u.nc1:o¡zas ~!:Jne·­

rc:i;rice:; en c.~ ..... a.j~.c-!ni.e tra.bcJo, CUl./'--7. or:)i:.nize¿ci6n. e::.: ]G. .si!:.7U~ien-
te:· 

En el capítulo I, s6Jo se jropcrcionan las definiciones Frin­

ciz;r.:..les o .. e .LO :-iue .:;e cn.tencZer"( ..:::or úna /?u.nción. !7-ene;"t ·(;;"i.:.·, ::,-

'vcr·e;,·:c.r:; C.][ft.~nr:-1 .:: :~·f.¿-:·1'J:":!_vlo::; ·})Grt:i.-:;ulc.re3 .r:;obreJ ec~~c.s ,;".¿¿;·¿cioncc. 

:.~·n .. el ·cr...¡1 . .iÍf:u._Zo .TI.~:-:.: eséu.;·~ic.n a. .. Zuu.nc..~ 1:1--c1·iec·:c2{.~c.:;; •..:1..· ..... . -;::.:~·t.:.1.fo..;_ 

L~ilC i 071.CS 

Genera tr·ices. 

co.nver-ge'n.cia (~e·.1. 1.unc·ionec .:(e .-:·:i::;i·r·t,"'..~u,.~i.$;z, 1·0::; cu.eles ri::.i:..~· ¡::1 .. 0-
. . . 

[!Orcionc.n, ¡··ro1~··i,cc:1.ccZe.~ ~?UG ::;on. t[ti_Zes 1·cr(z· d-~ e::;t:i.:J·Lo ::~o ln ·.~t'u.n-

. ' 



:: .... r·ct na J~O 1 .. 1 .. :. a. O: e:.. .-~e _;:_ c-:;-}1 c. e e.· 

Los J.'(:Jorci.~ioa :_Ee ,.'"}oni:i;~ui::.::c.cZ 

z':t:c~bs t:\.·~.icion.L .}o;_~ qEe ,,.: ;_!.c.~ .. on. u .. .:;cl.~Jtl ... :; .. ... 



./ .. _;: e ~· ~· e -:--

~:(.~ }) í i;v .. 1 C? 1-I.T ,·:•o n 7)·_ ... 7\."G ne i c. e: e ·;··~,.. j: e t. on <J .:7 ---· --~----· · -- ·----·­

r~ e ]_;t .• :;:·,·: r i L1 ;/, :~ i 0 i!... 

L t. ~·; ... C.:-1 .; .·'e;·~;·.·· d._--:- '.-~ .J. '--·· '.!. ~ r.:c} ---·-----."---·---· 

e 

. T? i b.Z i rJ ,.:1 ;"?r¡..,_;'{ ::. ---- ------ -----·.:...--.·-------------···- ------··--·- ----"------

>. 

- , . 
1 c,•)rnc 

I 

., r-;> 
1_:.,-

..-, r;• 
••• I • 

¡- .• ('""· -·· .... 



J 

. ·,. , . ' :· , 
Este capitulo aborda solo las definiciones de lo que se va a enten-

der por una funci6n generatriz de una distribuci6n de.probabilidad,_ 

así como para una sucesi6n de.números~ .{CA"-J 
Se tratan los· casos disc1·eto u conf.inuo, y se clan al:pinos eje~nplos 

;. de funciones generatrices. 

Smp9<-:ClillOS con e.l ca.so discreto. 
. , 

una sucesion 

conver:Je en al.']1Ín intervalo,· 

'·· ·. 
5o>O entonces Als) ;. a. ra - 5 o c. S < So 

i- -

se llamará la junci6n generatriz de la sucesi6n 

Si {a.."'} está acotada, es clecir e:dste t:::.>o la.Z r:;iie 1 o, .... \~ I<; 
. "'° 

entonces l :?:~"' s• ¡ .:.: ~;"'• 11 5
\"'" K ~01 5 \"' "' "/ / - 151 · , para .toda . n, 

-·· ... , .. ·. ·.· . 
--- ,,:;-·.;;'. 

·. 

•\ S\ .:(, 1 
lo tant:o'·, _en es·te caso la fv.nci6n generatriz está definid.a por 

intervalo -l<SC:::.I 

· ".A':~dontinuac_i6n vea~ws dos ejemplos ·de funciones generatrices. 

·/Jea · a,_l =- 1 . para tocla entonces la f~nci6n ganeratriH 

i:le la sucesi6n es; 

'/ 1-s 1s1 < j_ . 

·' 
i"-" 
'--'· 



·2. sea la 
;. . , 

siguiente suces.ion 

.i .. 5"l'/ '.· 
·.'/J. 

:r=º 

...... 

(\.'J ~ I /J ~ sil J'unc i ón o.e 77. era t T' i.:; e::;: 
[,·•., 

(o do s. 



~~;;,/.~.:-:~':; _':.\·~:·1. : ·.. ·: .· 

~~~:i··:'~ff_7i~ i ~~-:Gen: 1·a: ri z, c~e una Varia lile Ji ieá to ria. 

~!;(\f''!2~[!:.!!:!:.E!:.!2!!:_i;!~ ,,ea X una Variabl9 iíleatori.a que toma valores enteros 

¡~:(~:.n::a;:::; 6: :::.,~~:,:~~e~:: snce::::,I' .'.r:~ 1· '.'n ::n::8 _,::::::s 
'l'.•)i!!".~ .·generatriz i:le la Va1"iablo 1ileatoria X, .ta; .. ú1i6n en al,']n1ias ocasiones 

~Je· ··:~e ·dice que es lo. funci6n (J.enero.t1·iz o:e la distrii;i~ci6n de probabili-

dad .{o..:r~ ,;e la Variable JUeo.toria X. 

entonces vernos que ¡Jara IS/~ 1 ten e-

f]fnie1·atriz Va~iable Aleatoria X to;;w 

¡:e;7a. ti vos, c.Z ?··.en. os 1s1 ~- I 
[_- 1 1 l] el i n t e 7' va 1 o (i, e e o n ve r.qen-

cia :1.e le: .CJerie. I~n. e .. rec.to, con::;ia:er·e.~ios la ci:]Uiente V e: r i a iJ 1 e .'; ..Z e a -

p [ x. = J..~ J = '/a " ¡ k::: f, ';)./ • • • 

i.SI > 1 pues en este caso tene;:ws 

. ' 
ejemplos de fnnciones generatTices de. 

toman. valo1·es entero:~ no n·egativos. 

I. S~a X la· Vario.ble Aleatoria que· toma los Vlilores I,2,3,4,5,G, 

co
1

n probabilidi::.das ~tienticcs f[j.=tJ=-,.. p [X= Gj::::: '/ro 

la Funct6n Generatrta de X es: 
!,, . 

A (s) = 2-- P [X= J J 5 J ::: 0-1 S -1 a. a. S d. .+ 

donde :r=• 
°'-:r = p [_x.-;: j J 

f-1.(S)=-
5 IO 

s + s ~ ..¡ s 3 -+ s 4 
+ s :--~--.. --. ---:--·--0-----------

·,_·,, 
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A-

2~ :se~X la variable aleatorla con distribuci5n ·Bernoulli, sa­

bemos ,que X toma .. s5lo dos valores O y 1 .con probabilidades 

P[.2c=:.'0J::. .i-
.. ~· . . . 

en donde p+q=1 • 

Entonces 1a funci5n generatriz de esta· variable aleatoria 

A (s) :::. ~ s 0 -t p s. 

(.i+Ps) 

es: 

3. S~a x.1~ variable'aleatoria con distribuci6n Binomial con 

padimetros n ·y p es decir 

PL~ =-jJ ~ ( 1) rj ~-V\-j j= o, 1 2 ,~·· ,n por tantb la funci6n 
generatriz de esta distribuci6n es: 

V\ . • • V\ 

Al';>}=-? (1) Pj ~\1\-JsJ =- ~ (1) (Ps)j ~"'-j ~ 
, J::.O j=: o 

(!}+ps)"'. 

j= o, 1, 2' .... 

es 

···· .. , . 

. \·'· 

,,~ 



' . , <' 
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6. Sea Y la variable aleatoric que toma los valores p,I y 2 , con 

· prob.ab i 1 irlad,es '/1.¡ 1/ d.. ·y 1/q · res pee ti vamente. E'n tone es 
. ) 
. _A_ 

A(s) = 2- P[X=J"] s:r '/'f + '/'f).s -i '/lfsd. 
:r=o '/4(1+>)-¡· 1-' 

7. Sea X Ia va1"iable aleatoria r1 iie t.m,¿c.; los i)ulores I,2,3, ••. 
1 b · 1 . d ' 11 '/ '/ . /1 . : con pro:Ja i v au.,es ¡ ~ 1 J-¡ 

1 
~ 1 ··: . 

1 1 e;..."' 
1 

• · · · 

Entonces.vemos que 

J. 
K - I . d.. ·:::>, , • , - ' '~ ' . 

o<O -:¡ J 
A(s)-= L 5 1~T 

1.:::1 

....::::=.. . J L ( S/~) = 
I - Sj'(). 

:r= 1 

SI 1+1~ 1 
. .. .· 
·, 
:., . 

o \ Sl L _().. 

.. 
'.· 

·'it·,·, 



':•.·. 

Denotnremos al valor espcrv.d'.:' d= un.:... vo.rlablc ¿¡l8atorl.:i-' X. 
como E(X) en udcl.:inte:. 

st5lo valores cnt~ros no nc:gctivos, 16 z~_:nción ge~~r-ctiiz de· X 

est~· dada por: 

o() 

Ats) :::L. 0..1 s]" 
. j:=D 

1 donde l. ·.J=.0,1,L., 

A(s) 

. A1·s) = E (sx) Por tan to no t<:<;no::; <:;.uc " 

sa~ tambi~n como -.. ", . <Je 
. r· -· 

aleatorio. lo o.nt:::rior lo formular;ios cq1no 

. ~ -· ... ;. -; •. 

,¡ Q'.§:~i!:!.!~.!~!:!-~~ ·Si ~( es cu<:.lq\!ici:- v:.:::-icblc alcv.tor.ia se dcfin,. o. 

toriálcs de X. 

·Eri. ~~ Ci:\SO general conviene definir él cpX.(S) f'.inicamontc pura ·$?--O 

fu_nC:HSn cpX (s) S '7,-0 nos ch J..:.i in·"o0,111.x:i6n que rcc¡ucr-imon. 



· Porlem.os ob·seruo.r que en el caao .]9na1·c1 .l.c: ,:·i:n:;i6n cp"(S) i-'Ued.e 

<·· 

esta~ bien definida ~nicam~nte pera s= .1 .:;i encZo i:,'1Wl a I 

en ese punto .e infinita en los oi;ros. ;~or •'Jfc.~:¡-,lo con.::icicT'er.:os la 

variable aleatori~ X cuyas probabi1i~ade~ ~ct&n aadcs fOr 2as r~la­

ciones siguientes: 

T .-· 
.J. !' ~-:', ••• 

.. '.:n tone es 

s.> 1 

y cuando S<.J i 5/y.?. 

V\.:::.- e.o 

por -20 tcnt:o cf:>x (s) s .1 



tJ 

A coiii·inuación ~·-'e· <leJ·'ifie la .(ui1.ci6n 29ll.er(.'·ti .. i.:. ·.~e -::zo::zentos ;:;c:.1·a 

una variable aledto~ia. 

nida como: 

. . ('l\(s) 

que: 

~ 

.<JCi'C i:o;_L(I 5 

. ¡·e_s" d f (:<.) 

s~sxdF(Xj_¿_o0 .:·:;·¡: 

o 

M(s) cu:tst:a • 

: s .. i. ;~ i i_: a 

t·n. S> o. , 

J e5ºxd F(x.) L o0 

o 
Jºesxd F(x)_ o::: .-. ni ta l'C.11 a 5~-o. 
- "'° . 

!J (; i 

S<(So ~:''~ 

lfn_tonCes ·csz:·q· ;-;znc.:; t:r·a c~:.e 

t:e1·valo qu.e ·contiene al O. 

5 <.O , 

J
o X · e 5 d f(~) 

-oo -

M (s} 

Ao:emcfs nota;lLOS <;:u.e s_i .:: t·o7::a ;;óJ.o l.~clor•1;s n_~ i7.·J[JG ti vo.:: eD te in t:erua.lo., · 

contenc~rá a (-o0J oJ !J si X i:o;:w s6lo va.lo1·es ne;J.G.i:ivos el inter-:-' 

Val O COn tendPá a [o) o<:>) 
Ahor·a bien el in't:eri~Dlo .z:.·EC<.~e. .:-:onsi·stir u,¡·~.ÍC:(-'¡;:ani;e cZc-1 i-"~!n.to e, 

v.eamos a conti;i·u.·1c.i6n e.launas ej·~-:-.~¡.:.Zos. 

·: .. :' 

·: ... , 
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. .§lg!!JE!!.:..1:~ Sea · P una funci6n :;le probabitidades definida cqmo: 

rrx~"'] == f[-.X-:::. -"'] = _<o_ L: . . .. '1T'l. V\ 1-

Entonces ~t\ lS) -=:. 0~. ~ 1/V\7- € Vl.S 
"'Tí v,-=. 1 

observamos; lo siguiente: 

V\-· 1 .., ;> 
1 (. J -'' J •• 

DO .-
'· 0 ..-::::;··- . ''/ . - V\..;> 

--.- - / V\(. e 
°11'- ----

1/\ ::::} 

cuando s.>o , por lo tanto la serie 

di verg~ para S >O • 

Para 5.(.0 , L(,.~1\ por lo tanto la serie 

diverge. 

E·ntonces para S ± o . i . , alguna de las ser es ~o converge y por .. ·, 

lo tanto ~1\lS) -= <.:-O 

§l~~E!~-~~ Sea -\CA.)~ /"7T(l-'-X~) la funci6n de densidad de la 

1 jr'-':;)-? s ·x. 1 . 
qüe fv\ {~.):= ~- --i"":¡;xi ll 'X ; r. , -ao . . 

Aleatoria x. 
. 

Entonces vemos 

y por tanto (~ e 5 .2_ d "!-:::- ()f.'J. 

J . l+'Xl 

X 
~o 

l , . e S'X ·-e-O ·1·. O ~ ')( • 
.\lfvv\. l+'l(t - . y por tanto e"' d 

'?{ _.. -<:o - _..;:.-. 'X.::= oo 
. 1-f. o¡t'- . 

i :rgUillmente si S<O 

en·tonces -= para todo .. 



.::-o 

/Jea 
. -f X/ o<. -f (><.) ::: c. .e . . . 

Alectoria X donde O<'.. o(,(.1
1 X E JR_ , 

. s ao sx. -1 X {o<. j 
· M. es 1.:: e e . e x 

- o<> 

Lí~ syxc{. . == oO .~! .:;i SLO 
)(.-cQ 

por tanto M(s) s:t-o 

. . ['!ae-IRt 
-f'(xJ=. . . 

. 0 / 

IX ?O 

lfntonces 

s ~o J 
! (ºooe-rx d. x {"\ ( s ) .::: e>- J ( 

M (s). L. c>'O s~o 

M (s) e<> .. 

,· ... _,_ 

:, -:··: 

le 
,.. . , 

. - :..~n.:: ion ~··.e . 

j 



tri= de mo~entos 
!"\( s \ 

cp)((S\ 
tf\(S):::: t,(_eSX) 

qu.e 

e?;.{ (5) = E (9<-) 

TI 

s E: 1il, 
s 7/ o 

,:cz.e;;;l~S si 5 I o I s/(:: ¿-9...0~ s 

t'\(9,_.,'\s)~E(e°'\oj5) '= E(SX) 

M(S) 

reJ.G.G i OiLUG: 

ch lS):: J"\ ( Q_.H) 5) ":-i Ce ¡•e, 5 >O 

··f'/\(S)-::. cp;_(es) '~'.i"O. -:.o,,:o S · 

aquello~ va.lo:·es ,:e 

n:i aas. 

s 6.on~~c 

O i) .:; '3 ?"Vft' :.OS 

J 

cJ>x(s'¡_ M(S) 

. . 



7.:11 L-: de mo;:;entos fv\.(s) 
,í'c e to 1• i el es cpx(S) 

1a que l'l\(S)== E(e5X) 

<:Px(s)= E(.sX) 

1'.cle;d.s si S/0
1 

5X=·¿9-o3s 

II 

5 E: 7JL. 

57/ o 

e;·¿ to:~de.:.,· ob.:;e? .. va _.os qne 

, M ( ~ ~ 5) = E ( eX lo~ s) E ( sX) cflC ( s) J 

S E Til 

M (s) 

7'el a..:: i anee: 

.cl>z(S)=M(Q.o':ls) :~c,¡·c. 5>0 

M(Sl= c}>~(es) zu.;·c. é.oc1:0 s · 

aquel lo:? val o ?'es ,, e 

nidas. 

s 

.: n a::. o .:: · ~~ .. ;: ~- e 

. . . 
.. ~'º l' ~; z. [} L~ z. e;¿:;: es 

c/>x(s¡. ;; M (S) Gstcfn.· d0./'i-

..· 



I L. 

Pára ter:minar este capitulo, ·:c<,:iios ··Jo:: (;lti~~-:::; de:finic:ioncs. 

Acumtlante. de X cst~ d~da ca~o: 

r.::c.n pro-

tJ\ (5) 

M (S) .¿_ 00 s 

en tr8 ~ (s) 

_ vslores nb ntgativos y se0 f(?C) ~Q f~nci6n de ~istribuci~n, 

sntonccs la sigt.:ic:ntc funci61; 

o<:> -

t~(s) ~ 1 e-sXJ Ff-x) 
o 

l l :i-

' 1 Tr~n,c·'.70),._·,;-,d,~ d • J • l -1 • ... • • - ·fi11 maro a ~ __ • _ ,, .e Lnf .acc ac a ~1::;~r1~uc1 __ f (x) 

Observu.r;10.s que l(J (S) , puc:;to c1uc; 

-~ 1 



C:.·:PITFLC II 

j;n el CC:¡"JÍtulo I va se han Úi.::;t'o les (1e,¡''inic'ion~s ¡:.;·inci¡:c.les 

d.e Jo ~u.e· es Llnc :i'tt..nci9n ·_7-er:,c.rc..i;ri./.: ::-:e ~1.no. ,--:~iDi:ribu_'ci6n C:e ¡;1ro­

lJcbiliO:a.O:-, iJ j)7.l"C Ll71U. SE<:csi.612 {0-.\1\}. 
1 

.~n .el .1-r-::7"3sent·e ca¡:-{tu.}o ;c.o."3 L~ec.~i.ca~~-OD c. dem.o.::-trc~ c.lguna:; j.!ro-: 

¡-:Jieá·.adeS u teor·e;:ic:."J ..-_¡ue ·;:¿;,:_rlcs cstcs .F~Lt.nciones • 

. ~ii la sécci6n :rI.I, cio¡-;.(.':J ~e 1?c~:L~c~ic.:P. las .:'··t.:.n..;,;i.on.es L-:.:;ner-:.~~·ri(:os 

(~e vc#ria.;Jl·e·;; a.}ct.?.?~·o;,.,ic:..7 <i.:,··~re·tc.:;: que .:;6.Jo 1:·c,·:~an ve.}C.J"C?S -:?ni:cro.s 

no ner¡ativo;:;, .:.;:··::re.-: ... ::o::: üiCil.:.:o uJnos Le1:c:;; :.J .f_ ~"'o.:.·:o.~i.ciqu.c:;, ,~·1ie 

.son ¡:r·q_i:ia:,·.c'..~~:..:·:;. 1~0'J..c:;·¿vc.s c. ]G ,;-'t.:7¿ci61.c. ::}e7Ze7"C:.¿,i"i.,~-:.,# ,·,.,9 uc;~ic.lJ~c.s 

s,_i.Ón ;;enerc:i:~"'i.---:, ·1 :(;~):-"'c.:.~e ..... 9.:; :~~uu co~iocic~o a i.:.:.¡..'01~t;r·n.t:c, U<~- que 

d'l.ente;;; • 

. ~:1 .i·core¡;ia .J ( ·i:eor~:..;:c.. :_tJ ~:10~!-~-i-i~u.i.:~c_:), e;; .... :e :;r·r._n i::;. 01·-¿·,_1.n .. _:i:-., 

·¡;,n quQ ó·s-te ¡.Ju.:·,-~i.-_ -~·~~·; ... 1.l.s·l:.1.~o l-:c:r·c~ el e.s·t.t..~dio ·ie cZi.'3i:r·ihncionG:..; 

L {-:1:.i te; 

A cont-inu.aci6n ~1 t.·eor.e;;:.a ·::: e.:;·¿o.1~ 1 1.ese condicionec a~uivc.lente;; 

par.a caracte1·i:::c;r. c. les .funciones gr:nwrat1°ices de: proLialJili.-:~a;c~ 

para el cuso p1·esentc. 

En la se~·ción .. :rI.,~· ::e c,--;-f..u.Li'.ic le _:.::i.:.nci6n Cener ... at:rig !.Z9 /.:o¡,.ientos 

de Var;J,.alJles i;leai:oric.:s <;u.e .·~610 to;,wn im n.cfoaro f·i.nito (Ze c1 ·:.lo1·cs 

)Jl :teor_eii?.C. 5, ;.:~u:.:.-stra f.r;u.e ]o, i~"'u1?.ciÓ7-¿ G-ener.airi,:: o:e .~¡-o¡,~entos tiGne 

ulia re¡)t·e.sentat;i6n. en .r.)~erie d.o· ¡-1oi·c;;,c:ir:s, en la cµ>al ;¡_o;; ·coC./'i­

c·isnte;; ~~e.eDtc: 0e1"ie ~--;ar~ los :::o;.:¡__cnto:;· /.~o la fí.:.»:riciblc Alet-zi:'J1 .. ic~. 

·i.r·:rc: 1}LlC .:.··ic.·ru. cclcuJ1~.r lo:,· 1.l07i!Cn.tos · .. :.~ ic 

. , 
; ... ¡.,. _.{_" 

·, 



IY 

~.e .. /'orina única • 

.ii· con;t·in._Uación se e.'Ji"ud·ia. lG: _,:-:t.:1.~c·ión ~~ci~e¡ .. t··i·ri.:: .. ·c:.:. .. :;· .. :u-1.c.:n.tc, :.; .::;e :Ze-;-,:.vJ3 s 

t.r·a. Qtte ~.s ta V lc.: ¡;'t.~nción í.ia;:.s-t•(.~ -:.:·ri;; _.e :.·o,-;;;;z.~o.::: .:::o:~ t.:.::ii.."'cs conve.::.~c-._.. 

·r.ra;""ic~nzc de .le 

;;wlcnte.·. 

te.r;. 

·3 G .:.~ ·.~ i i5 n. .I I. ._--;e el 

ce! ::.i·o gene rcl. 
C-'7 ,_,_ 

. , 
..... ;, ::.· ;: 

. . --::er .. ~ e de 

to ria. 

1-·a .runsión g~1,:er·0:.-/.;1 ... i;:;· tic :/:orieni.:o.::··11.r.:i .. ;tc ~·n i(nc vc .. :5indu(¿ t"~al c::./r·o. 

........ 

_y· 1,ara· J··{nc:.li.:10.r es·tc ca;_;Ítl..~lo, al !.:.'eo;·e;::((. I.T nos c~t.c:e qv~G si ia. .:·t~;'tcf6.7~. 

·gG}_n.Grai"ri:f de .::zo·~~nto.s· G·:..:iste _.r;, 

,~s·ta c.~c·i::::.r~.zinc. c. 1-a. 1..<.isl;71 i/;u.'::;i6n. 



IS 

Ini·ciar::os este Cc.z;Ít:u,lo olJ,3 ... _ruc...i--:·cZo .lo DÍD'Ui.e1.?.ts: 

),;,a he¡-;:,os ?ia: .. -iniclq ~(s)= E(sX) , l~c:~á·~? .:-
0

:.-::s u.ne: t.~cr~ic.ble aleatoria 

y he~os visto c~e ~(s) cctú.. ,_-~';;: ... ':·i.ri.f,dc ª-~ ;::en,0:1 .-·C'.r·c l5j~ / 
' 

;]C. ti uos . 

. :In el 7.?.i s;::o caso- ~(S) as ~7lC .scr·ie r.:e _~·.o·t:é¡-;:cf.c..':.;·~ en.i..once.~~ e~· }:·o-

1 S(< So en al 

¡s j¿_So 

~(s) 

té 1·n i no a t é n¡¡ i no !..' o b t en e r: 

%_ (S) o... 1. + d...°'"· S -1 3 0...3> S 1.. + ' 

E (xsx"') 

:-·· y as{ ~uc~~iva~ente ve~os qUe: 
• cp{''\.s):: E [_x (x-11 ·· .. '(X- K-1 , ) 5X- '·~] 

···,·. 



En caso de que So-,...¡ es :.,~a:-:i1" el·. r·a(~io :J..e convergencic. sea· 

mayor que .1 teneno;:; <:J<le: 

~-~:. <f>~K)(I)::: E [xcx· 1). 

-~ K 

ral~ 



.Lema I. ::aa -------

:J tal c¡ue b"' 'lo V v-.. 
o0· 

2:. bv-
V\.:: o 

De;;iostraci6n. -------------ºo<:> 

Si .L._ b"' ..::::. 00 

·el 
00 

."5 61/\ = 00 

.. r e ion -f (i<-) 
V\= o 

u·""'"" -r el\) == A ¿_ ºº 
i<.-1-

;:;;;to ir:(-:.licc en. .. ·cr·¿·t.c,; .. ~Jcr· que: 

oO :¿ b,,..XV\ ~ A V a¿:x.c,.1 
"'::..o 

to.mb i ún que:. 
~ 

L b"'XV\ L. A 
V\:: o 

\/ 

e trn ncZ o "X ,....._.,. 1- ss d..~;"'ÜO i ene r;: 

N 
2_b"'. ~A v JJ 

en ton_ces L"~ fc.x) 
. x--1-

del Lem.u. 

... -:::u,.. jo •. ~ -~~ ¡~ i• ¡J' ,:.,' i 

entonce.s ... 

u.?~.-
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Co;·olario I.· Sea .X una uc.rioble al~atoria 0ue to~a solo valores -------------
·enteros no lle:Jai;iuos, sea cp·x 

f .... = P[x= V\] Jacto~iales y sea 

00 ¿ V\(V\-l)(V\-J.) 
V\= o 

=E [x (x~1J (X-ca-) 

cb (.,_) 
'X . 

su .}~unción. ¡;1 e.nQr"C! tri;; e.te ¡:~o;;ze.ntos 

c:ni;onces: 

1 

(x- k-t 1) J 
. . , 

.1·u1:.-cion 

'. 



··Sea X 'un.a va.riable. aleatoria que 

p,e:obabÜidades · P[X-=- jJ=· P,j 
toma los valores 0,1,2,3, ••• con 

J=01!,-:z, .•. 

j-::. 0 1 11 ¡_
1 
.. , y observemos 

\~-. 

Cé:msid~remod la suce si6n f [X/' j J = ~j 
!\i;::t't<.+1 +PM1--t··· K7/o 

Sean f(.S J 'f Q lS) 

{ (':}1 i { ~j1 

las funciones generatrices de las sucesiones 

es 

sabemos que f (s\ est~. 

bien, los coefieientes 

todo j 7/ o , entonces la 

('.'-) . 
decir P(s )=- ( . Pj sJ 

J ::- o 

~ . 
Q (S).:: L 5lj 5J 

j::O 
definida al menos para \S\ ~ 1 , ahora 

de Q(s) satisf<~cen que !lj ~ 1 

sede Q(s.) converge por lo t~nto en el 

intervalo abierto · l S\ < .1. 

º(s) '1. r-. t"'-) De esta manera \ '.){ '---' c:d.sten al menos para /Sl-~1 / !Sl.t(.1 

respecti~amente. 

A continuaci6n veamos algunos resultodos que establecen un3S rela­

ciones entre las funciones antes definida5. 



P:"'"O.~!O:Ji.ción. I. ____________ 4 _____ _ 

Fara. . - \ .C... S< \ I 
~(S) = _L: _ _f'(S) 

1 -s 

-2~0:Q2i :c·9.S?.i~!!-- Ve ~~;;io s 1: o ;; i DE i :.;· ;:~;~·e (1~5) Q.lSl~ (1-S)(~o4~·S+ ~~s'+ Q,s3+·· :l 
(!fo+~1S-f·~hS"t4 ... ) - (5f 0 S-l ~.s2.-+Ef;¡.?3-J ) 

.- ~o+ (::'11-:¡o).S -t (=fél.-~l1)SL,.! (!fi-'4l.)53 +.~"-t (~"-~"'-1)5'fl..., ... •i 

. per'o ~V\ - ~ V\·-1 =- (Pv-.-u -l PV\-n -1,,') -( í>"' i- f'"'-1' ..¡ ) = -Pvi 11a;·o Y1 'l I 

yta:.ibién ~o=r,+P7.....¡f\-!··· 1-P0 

For tanto: ... • - PVI s V\ - • , 1 

cO . 

1 - ·~ P1ST 
j:::O 

c. 1- s) QC_s) 

1 -- P(s) 

quar{a de~oatrar. 



:.· 

,.., 
'.:·'.·, 

.• 

Provosici.Ón 2. ----*=------------·-

L\'\MA.. P'(s) 
s-...1-

-= Li'~ Q (s) 
s-i-1-

1.1 

L: ~ f ''(sJ =- d-. lt \IV"'- Q' (5
) 

s--..1- s-+-1-
Q~~~~É!:~~!~~.!.. Obsérvese ]Jri;;1.~f'O ~1u.e t1.:'l_~¿c::; lo:..: 

P' I p••, Q .., 

·,:.'ea SE: (0 1 1) 

_inf;arualo 

tal que: 

Q' 

Gn ton.'.,::cs 

1- P(s) == (1-s) f. 1 (s~) 

P(s) 

(S, 1) 

Pel'O 1-P(s)=-(1-s) Q(S) 'ef SE(o,1) 

S E. (o, r) 

Q(s) 
., . . , 

c.:. e;:; os í.: rae ion. 

oO 

C'aso I: "L_K Pt:_ ,;::_ oO 

V\::.O 

por el Le;;ia~: 
oQ 

L( wv-. P'(s) ¿_ K p~ 

s~,- 1<.::::o 

"'° L ', "'-"""'- Q(s) ¿_ ~r.. 
5--4>\- lc.=o 

.Y ant:cnco:; 
oO 

¡·ar 1.t .i- ri;::o; .. r~ [.'c;r·/:.e 
o<::> 

L~K -)- k" p <. oO 
.::::......._ K 

K~O 

·_ .. -.;: lú e ua.1 .3 e 

-7. Í;:zi 1;e:; e:::.:i.:;te1i r:.ucs 
1 

c6,,) 
e: D son t in u . .' a en e 1 

.>o_: .. 10 ten.to, 



"Ll.. 

}Jn ;:·:rrticu.Jc.1·, f'(s) y .Q(s) .::on continuas en. [o, t] 

f'(1.) = Q (-1) 
_¿hora, ·a.e.rivando la ·rel<ici6n: 

1 - f(s) == (1-s) Q (S.) 

oi.;tener;zos: 

- p r ( s) :::. (_f. - s) Q ' es } - Q ( .s) 

y c:.e aquí:P'(1)- P'(s):C. c1-s) Q'(s)-+ P'(1)- Q(s) 

::: ( 1 -S) Q 1 
( 5) -+ Q ( 1) - Q (S J 

!J 

.:·eo. entonces SE: (o,J} ·.For ·'!1 .-cc¡·o::w ::;1 u-:._cor ;;¡;:n:io. c,?;i.:;-~ 

t e n . S " / S x ~ E ( S , _1 ) t e l e .: e :; e : 

. P'(1)- P'ls) == (1-s) P" (s>(J 

Q(_I)- Q(s)-= (1-s) Q_' (s*;:J 

. Por Jo tc:r:to: 
. . . ) Q' (_s )t ~J. 
(1-s) P''(s~J::: (1-:s} Q'(s) + (1-s. 

: • f'' ( s >l) :::: Q_' ( S) + Q 1 l S >< X ) 

En i;onces tonando 1: {:: i tes cnui.o:o 
. 00 

Ca.so II L K PK -:::: 00 

K:::o 

00 
.L-n es te e as o : 

o<) 

~ K(K-t) Pt_ ~ ¿_KP,'.:::: 
1<.=º K.::~ 

oO 

>/ L K f.-;, ::::. C>C> .. 

J<_:;-0 

s -¡-.. 1- ae dbtiene al resultado. 



Pero J.JOr el L-ema 1: 
OQ 

L' '~ f"(s\ :::. L._ K(k-1) pk 
54- ,- K.:: o 

oO 

L.~ . Q'(s) L__kPk 
S-+1- ~:::o 

• 1 

1 



. -~-· ~. 

·:·-

satisface 1iit°s.~relaciones:.··. ' ' 
,.;: 

·.;_·. 

o bien; 

. •. 

~ 

L ~h. 
. ¡. 

t<.:=.o 
Varianza· sat-isf ace: 

1 

r .. ( $) + Lt""""' 
s-1-

~'(s) -
[

. 1 ]' Lt'...._ P1(s) 
s-.1-

·-.·. 

~ ~('-" Q\S) + L•'~ Ql~) -
S-t> 1-



;,· ~.·.·.~ .... ·_;····.i.':·-:.·_.·.;_;:_;··.-.. '.··.·.·.: .. ·.·._.·.:·:·;·,··.'.·~::··-.~::·.·_:_~_::·:~_.".:·;·:··.;,·.~.(-.::_:_,·_:_'.•.'.-.•. ':·~ •. •.;'.··:~r •. ·:.~ .•. !._-.{:~'_.},}, .. . .. /.·s.'~·. . ... , : .. _'; :f'-.• :;,1·::~~~ 
· · · · · - '- · .,. " .J ,' '.·.·.·.•·.•_:_ .. -.}.·.:r.·./.;.·'·i···~·' .. &·.:·.·.:, ... ,-:~· ••. : .. ·.-,· .. ·.•.,w.~_.·.".·.·. t~ •. •· :fi~~1·~j'.i~:.:1~~·'\1. -~:>·:·,:,.',;,?: ... . :¡¡ ¡:j 

~i~~~~;;¡r~!~i,~;F¡::;:;~ :;:;:::~ :;~ ~:~;:~.~ '·::~ád:. ~:~m r::~=.b_~_: :~·~:~;::':ii 
~};·-~'.:Q~~Q~.fZ:g~:f.~!!·S{~d X una ~ariable aleatoria co[n la dflptribuci6n· de ·.))f.~! 

':P1:'?b<J:b.{1idad'. .0.t<_ K'lO _s
00 

donde 0..1c:=P X::t<.] \con 1<.:0,1 1 ~ ••• :.·:';:/(Yf~ 
.,.·. -' · ;~he.mo's~ vis to A(s} = L_ O..."'S"' es convergen te en el in ter.:. : ;;;_:!J.i; 

. •.-~,ti) :~i: :~:;:.:::~.::~ ~:~ p;~: ::~::: ~~:.·:.::~~ t no a t érm tn: · · ... ~;(,)ÍI 
~·;c~-•is~·•= ~ª~ + b ~.s + 1 ~ ~. s~+. ~ ··· · '.;;~¡.~;~ 

.. '.¡:;-;,: •. ".·, .. · .. ·: ... •. oo .· ) lV\- K-t 1) ""' SV\ -. "' == ~ K_~. ( ., } 0..""5"'-1\ : .. ':. ;:· ,,//!'¡ 
:p'.}:\<.r..r·s':·~ ¿_\l\<"'-''cV\-d. .. . v.. L._ _.,. . .._, "J·.:·\,:;¡ •. t~1 

, t}x ~=~ . . . . . k+I ~= ~ .;',~:~. , ",;?/:}~~!~~ 
+ (. K) <lM1,~ ~:e :,..K;) Q~ÚS~+ ~·'.·:::•',: :::·:\ 

.• ~ , . ' . .. - • '" . • . . ' - '1.!\ 
·::·~· ~~'. ~~·:,.:~ .) '.~ ,f.: ... , ... :':\_·~:·.: ._-... j}:~· 

~ ., .. 

';''. \/¡;1~; 



'no °solo la distribuci6n de p1·obabilidad determina a la 

;genera tri:::; sino que tomb i én 1 a funci 6n generatriz de ter-. 

manera dnica a la distribuci6n. 

q~e la anterior demostradi6n nos da 

para calcular las probabijidades conociendo 

una f6.rm:ula explicita 

la fundi6n generatriz, 
: 

~s por ellG que a veces a esta funci6~ generatriz, que hemos llama­

do funci6n 9enerat;riz de ;;;om.entos fact.oriales, se lle conoce·'también 

en este caso particular como funci6n generatriz de probabilidad~s. 



:· .. 

A continuaci6n veamo~ un ·Teorema suc· satisface-la Funci6n Generatriz 

en general., 

!~~E~~~-~~ Si las variables aleat~n-L.is X1 1 Xi,· ... / XII\ son indepen-

dientes y tienen a <Px.,
1 

<Px'- 1 • ''J cf>x.1>. como funciones gcne·r<:1tri-

ces, entonces li:i funci6n gcneru.triz rJc·la ::;urna X,-+Xi.+· • +.)("' 
• 1 • • 

est~ dada po.r el producto cf>x. <:Px:t • · • <i>x..,.. 
XL .:;011 v-.::t-i::blcc alc:itorias incJ.2pend ien te::;, Q§'.~~~~E"~~.:!:~~~- Si . X' 1 

en.tc)nce.s 51<.1 1 s X-i. lo son, entonces; 

E ls ){' + Xi] = E [ 5 X' S X 1 J ~ ( [ S X j E [ S Xi j 
es '.::lcci~ l.J funci6n gencroit:-iz de? lJ ·"\·¿¡r.:_~1.;lc X1 + xl escl pt"O­

ducto de ln funci,~n gc:ncr:..:tJ~iz ·d·~ L-, vorL:iblc . X 1 p.or 1<:1 func:i6n 

g"cneratriz de la vari:sble? x1.· 
Ahora bien la conclusi6n es inrncuio te,, ·1;:;. que si .suponernos que 

'f..., I X.:i. I ••• ) X V\- 1 c~mplcn.la c~ndici6n del Tcorcm~: es decir 

,. · 'la fun~i6n, generatriz· de la suma X -+X + · ·' .f \1 es igu¿;,l a 1 ~ ~~-1 ' -

~;~'..::· ·'~it~~;_< · · Pxv.-, 
._~.~.;,·_,,:_:_·.:.··,·:··1·.·:~.'.·.·.~.:.·.;.·.'·: .• :···.,·.·_.:~.;'..:;···.::,_~.·.:_·_ •• _·_< }~-~fi:;,atrl~··,d'7 la suma (X,+ Xi+"·+ X~.:,) + X~ es_ei" dnda por: 

entonces q~e la funci5n 

-/ TX(~,¿ Cf>~a.;· _.-~ · ~x~-.) · cPx~ ya que_ (X 1 -+X~+·" -t X~-•) 
¡~r¡;: >·:;sari' l~dependientes y esto termina la dGmostraci6n del Teorema. 

i\.•t•· ,. 'com'o', observaci6n vernos lo .siguiente: 

(jt_'_;• -.,,~l,T~orem.:i 1 afirma que 1~1 funci6n g~112rátriz 
~;í_.· 
:·.~~.}:: . 

~~~:~r: .' 

~f 8 

det<::rmina de rn;;inera 

~Mica a l~ distribucHin de; probabilidad correspondiente:: a una va-

r,iable' aleatori~, que s5lo torna valores cntc~os no ne_gativos; pro­

piedad que vcrcrn0s ml!s ~dclnntc t.:i.::ibi(·r: i . .:; s:'.tis:Licc 1.3 funci6n 

de m0;,wnto::;,- y J.a Tri:.ln:-::Eo::-,·.1.'.ü" '."lr! !.,¿-¡pl·'"!cc r:::·:-;p(c:ctiv<:1111cntr:?• 

;f}~ ·'. 

~~il~l1~~~1,~~¡~;¡¡;4;~;,\:,,,, · 

;, ' 
'.• 



'·· 

.·.·Pero e1-i· el caso presente vemos· que el Teorema 2 anter:-iormente· de- . 

fuostrado, nos da un rn~todo pai'iJ estudiar sur.1as de Variables Alea_:'.," 

·. 'to"rias In.dependientes, qt.ie s61o .toman valores enteros no negativor: .. 

p6r ~e~io de Fun~ioncs Gener~trice~. 
En ~lguno? casos el prod~¿to de las F~ncioncs Generatrices toma 

una .forma s;lmple y entonces· poc.lcr.1os d·educir su d.i¡:;trlbuci6n de 

babil·idaJ observando su serie. de potencias. 
1 

pro-.: 

En se~uida damos un ejemplo sencillo de lo que hemos afirmado ant~~~ 

riormente,, 

§1§!!.!E.!~.::. Seu'n X. I xl..J .•• J X\/\· variables aleutorias indepen-

diente~, con di::;tr.ibuci~n.!JernoulH, es decir f[X~::.oJ=!lJ P[X.;.=i)=P 
para todoi... "- , por lo tanto la .f1:1nc1~n gcneratri.z c.10 c;:;do. X;. es: 

. 1 . . 

. <\> . ( s 1 = L_ r tx. ;._ = } J s .r = ~ s 0 + ps · = ~ + ps 
x~ l::.o 

entonces la funci5n gencr~triz de S"' , donde s"' = X, + X t.+··· .... 

est~ dada por [ cp(s)} V\= ( ~ -t PS )"' 

~~·;\.;1: \_~ l~,) j; :- ( ~ + Ps)"" f-º (~) '.} "- \fS)~ = ~• ( ~) 1j "- K f K S ~ 
¡¡3,,;.•<·:~;¡¡.;~::fr~: .. ,: .-.,/j'.g;;: '. '. .. ,. .•· . ·.. . . ' 

''·i;:}i;~~~r:.,•:oti:'o> lado; ;por definici6n la Func:l6n. Generatr~~. de SV\ est!i 
:~•·;~~-:·: :,··.:1 ·::.,~::-'\:~:.;,:'.~" ~-:~-. \ :,.·~·: .: . :· o0 : , . . -

-·~aa," ¡;c;f<: ::\· v p r s = ~J s" 
:¡;)~;·hC'···~·:>..-· __ ,_·;: .. ··~ .<L- L · ~ 

J1!')'~l1' ,,,,, ~!>mp~~acif ºd: ".:-t:s dos Oltlmns expresiones vemos que' 

~f:i>\.:'"·, .. ·.r[~,,_~KJ-=-(.~)r ~ , º ~K~V\ ~ res~== KJ= º , !\>"' 

1 • 

-:. .";.~· .. . . ~: ~; ':·: .. 
~:!;.r:_{ -._...,. 
¡: . . ·· 

~~:: .. ·: ., . - Ven1os que es una Oinomiol 'con p9r~metros n y p, es .decir 
,.-; :~. ·; :, ' 

~11f ,'~;¡,(::~~~:::~~; :~:J :~: ,t~!:: c::o n":: ~: :::,:: ~:~::~:::::~~::::::: 
~· ., .. . ;:;:>'~. '_ 

~~~:1;!i,~!~1~ik 



,:, 

. :·,' 

· ·· .El· s\iguiente es un teorema de Continuidad, el cual nos permite 

~studiar el l!mite de una sucesi6n de distribuciones; es decir 

, dada una sucesi6n de distribuciones convergente, ·el límite lo 

podemos .conocer, calculando el límite de la sucesi6n de Funcio­

nes Generatri~es correspondiente, e inversamente; ya que el teo-
' 

rema establece condiciones néces~rias 
! 

y suficientes para existen-

cia de.tales l~ites. 

!~2f~!!3~L~.!. Se a . { °'-~1'/\1 una sucesi6n, donde para .cada n 

'fija t°'-t:.1v-. 1 es una distribuc:íi6n oe prol:Ibi lidad, es decir 
"><> 

o=. °'"-1"'~ 1 Y ~00...K¡V\ ~ 1 y sea Av-. (s.)~ L. °'t:.,V\ s ~ para 1s¡~1 ' 

entonces es.convergente para cadu. 1\ si,y s6lo si AV\(s) 

converge en alg'1n intervalo O< S < R. 

L~-. °'~•'" :: °'"­
"'__. t>O 

para cada y 

con R >O ·, adem5s si, 

es la funci6n gene-
oo· 

~~{; . ~--~triz de { o.~1 , entonces. A (S)= ~1:;~ ~ °'~•"' 51< 

~;Y' .. <,.:'<fo.r~~m~nte en todo intervalo \S\ ~ R con R < .1 • 

uni-

1;~0~::::~1:: d:::::::~~:: ~ro~;:~:: lÍmí::e:a m~:~~~e G::~l 
::t:;f,~i~alizar la demostraci6n, se da un ejemplo donde ~sto sucede. 
"<_\'.··,_',·?" . 

Supongamos que ; sea 

IS\ ~ \ l .S 1 <' y 

R<ly 
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1 1 

L \ ~~.V\ - 0.K \ 
\:.,::.O 

i"_ \ °'-t<rV'. - 0.. K l + 
¡c:,-::.o_ 

Ahora. bien c-Zc:do ~>o , po0:er,1os eScouer 

grc;nde tal que ~Y/1- R ¿_ C. e1itoncea 0.Z 

sé ¡·é, 1neno r que ya que 1---:ar·a este 

O() 

¿ ca.k,"' -a.11:) s" 
I(=. o 

Y lo 

t:i.i e1n b ro 

su.f'i e i en temen te 

de 1 a derecha 

e.;:i s ten 

X<\: Á==- 1, 2. 1 • .. ,V tales que / Q.ii.,V-. - o....,:./<o/v-Pªra todo r y 

¡~~ir,{ Y.>~ntonces es cla1·0 que L lb-1<,V\ - <lk 1 < E 

i~~.~:~;: .. -'~o,~,t.f~/_N ;=::, Sv(l { N~(E.) (; fiJ { .t:=r, "l~~.~, -V } 
';:;;:o·.~>•>_Póf/,;,f;a.n:to·e2_miembro.de la i;::r;_uierda puede hacer.se tan pe:¡ueífo 

;~ii~:~~~:i:;r:mnte en 5 co::::oe l:lt~r:ment: :ntonc:s(:;moS 

para todo 

en algún intervalo 

crec·i en te en 

tc:;;bi.én Jo e.'J • .l\'ntonces el J Úd te 

~ .. 1:i0te • A(o) ll;;: i_te 

. . :···!··." 
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Ahora bien, pa1·a · o <SC::. R ," tene;noi: 

·. O...o, Y\ 

.. 
Es .décir: 

A"'(s) :=:: 0..o,V\ -t 5/1-s 
°"()•" '-

• Lt \/V'J\. svf O.o, v\ 
¿_ A (S) 

' . V\_._ oO . 

L:~ 1 V\{ 0..o,V\ 'l /'.l.($) 

. V\~ co· 

V 

V 

y; . J-5 

S/ . /, -s 

o<. s 

o~s 

< 'R. 

..::: I~ 

V o< S ~ R 

... ~sí cj_ue hac.i endo t:...~no. er s a· o 

A(º) 

. oiJtene.-:nos: 

L:~ s"P o..o,\/'\ 
V\ -c. 00 

L{"""' i "'f a.o,"" 'l A eº} 
'(\__., OO. 

.L~ ~ '"' -f <Ao,V\ 
. V\~ oO 

l t '""""- · S " P O.o 1 v\ 
"'..,... C>C 

que el 1-Ír:i te cuando· V\ ~oO de 

A~~) 

A~ c_s) .:: 
s 

A'/.. (s) -= __ A (S) - . A (o). 

s 

L'\NV-. A~ (_~) AK (s) 
\1\-t. 00 . 

A (o) 

( O...o,VI) G.ciste. y es 

o¿_ 1s1~ R. 

o.< IS/~ R 
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bien, A~ (S) es uno funci6n no n~gativa y mon6tona 

·e.n. :o<s<·R.· ; _por lo tanto su l{1:1ite A"'- (SJ tmnb i én .. 
es. 

ftntonces el lÍnA tg cuanc~o 5--+ o+ _cZe e:r,i::;te. 

0's dec i 1~: 

· dicho lí~itG~ es decir: 

A""(o) :::. L/VV°V'.. A""(.s) 
$:......,.o+. 

o < s ¿_ R. 
. . oO . k-1 

,, -+ ~ a.~, Y\ s 
V-...1¡'1\ _¿_ 

-~==~ 

S/. 
/1-S 

V O<S< R. 

com.o,-ántes se de;;iue;;tra. entonces que el límite cuando Y\-l>oode 

existe y es igual a 

ahora: 

a.1,V\ 
s 

A :.i. lS} _.. A~ (o) 
$ 

00 t:_--;i. 

L.°'"'·\/\ 5 
t:..-=~ 

o <. s 

<'.. -~-·· 
' o .e:: s . . 

<: ~ 

-un 1·a::onamiento análogo o.l anterior se deRttest11 a que 

Y\-\}c/V u:e (O.;,.,"'). e:J.:i·,:;t;e • 

• ror un 1·aBonc.;1!ie1do·cl.u i.nd.Ecci6n se dr:miu"~stra qge el 

existe para cualq~ier 



i •. -.: 

e-~· 

. Ahora bien· ·Veamos que 1·a suma ~ O.." puede ser estrictamente 

.menor que 'l. 
· ..... .. 

Sea!'} x. J X 2.. ¡ •.• I X"' 
que: r .r .x,:::. ~~]. '/ "' L - d.. 

P \_XL::. '2.. t..-4 'J .=- · •j 7.. ~ 

·r (_X?,=- 2 K+~ =- · .. 

Entonces: 

v·ariables aleatorias, tales 

K= 1 '?..1.,. 

!(::: 11 ?) ••• 

K..:: 1, 1) .• , 

K::: 11 i..1 
•• 

tr~ P[X~-=k]~°'K:::. o. 
. V\~QQ 

para toda k ~ . . 
veamos u.n teorem.d donde se caracteriza a las Fun-

·Generatrices de P roro bilidad de um Variable. Aleatoria que . 

enteros no negativos• 

el siguiente Lena. 

._ . ~ 



i:.-continua. en 9 
y acotada~:.·. 

. ·2 . e p¡ rr- .... V\. :: l 1 ~, .. • l b~Bf:.-~:... · sea <::: 11L y l. -Y\,"' j 
. ' 

una familia de dis-
"Z. .· 

y varianza 0-V\(e). 

tribucidnes de probabilidad de esperanza 

Supongamos que &-~(e) ---JilP. o cuando 

'°"'·ª (-íl .= }~r,id f...,,e (?1) ~ {(e) 
- oO 

e 
Y\~ oo , entonces: 

' · Denostract6n. En priccer lue<or v.eeos que se. tiene lo siguient_e, 

. ----------~-- . w \ } ¡~l Jf~ .• (~1----R•1 ¡ ¿ J /tr<J - .freJ / d f.,, 0
(-,:) 

- 00 - C;IO 

existe 

tal qv,e ),f Ct-) - -f (e} 1 L.. E.. 

es continua en 
e , para.todo E>º 

¡x- e/ ~ h Ah6ra bien, como si 

estd acotada, para 

Juera de. la vecindad an-

existe I"\> o tal qu~ )-f U-\ - -r (e) 1 L M 
,.: . .. . . 5 ¡ · ·~ r 1 1 ( ¡-t ()( l --{'(el 1 d F~,e(t-.) ,.:,\'(~) \á f .,,o(•)= . -f (<\ -r (e) • fv,,o(>\-t ) . . . ..•• 

. .. L--~.SJ ¡:.~.~Je 

¿_ E + {'I\ f{ JX,.;; e \ -, n 
.. por la desigualdad de Chebyshev, se tiene: 

(}d. <_e) 
- Y' -

Z> "l. . 

como 
&~l0) ·~ D 

. fT~ (9) L G )}· _;;--

e uancLo 

. . . . :, ~.·. 

t-1\ 
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Vemos finclmente que si t encl re1P.os: 

\E"'•ª~) - f(e) \ c. ;u_ 

lo.cual demueutra el Lema. ·. 
,. 
1 

.f'9.t9..:I~!:i~_;¿!.._ D'u1;-onac1n.os qiie ;;a7"'ú .C!ll~a e en un.-inter .. v.0..10·1 

(Jtnito o 'in./inito) ;:e tiene une fcmilia tF\'\,& / V'.=.. l 1a_, •.• } 

't. 
como un el Le;:-w2. v DLé,: on:;u::ws ,·.'ne !J-Y\ (0) __...O cv.ando V\ -a. oo 

continuc.. 3n 

Demostraci6n. -------------
te en J_ la 

tiene el resultado. 

I 

t]Ue' e i. 

,. t.~ni./'Ür¡;ze;;1~ci~i"e en i 

ft~ (e)~ o.· , 1rniforrie1.·:en­

es ihdepsndiente de e 



Ya ~ori el Lema 2 vea~os lo siguiente: 

· .Para cada ~e tfJ y e é [O, IJ .. 
Sea una variable aleatoria Binomial con par~metros V\ y ~ 

SV\ ::. XV\ F . 
Y "•e la· distribuci6n de .SV\ • : 

~ 

Sabemos que_ la esperanza y la varianza de si/\ !tienen los si-

guientes vaLores: : ;.~~~ 
. · E (S"' \ ==- e :/!:~1~ 

ves~) 0(1~0) <¡~ 
:::::º co:-.e ~~ •é) ~ + , V(s ~ ).-• o uniformemente en e ::, t~j 
Por lo tanto, la familia .de distribuciones {FYl,&I .V\71,2.,... e(:- [o,1J}:;>:<:-.:;:w:~ 

:~"··:. , _._ .. (s~tisfélcer( las hip6tesis. del corol<rioco4ntª~. nuLaema
9 

t. _2e .. n,e;mª_ .... oss!. _que, .. p~ra'· .• :···'.··.·_·_·.·.'_~----_· ... _,._l_,_;_:_.···.'.·.·.~-·-··.¡,·.·.;:.~_ .. ~.~ ...• :·.·.;_'f ... t.'..-.~-~ .. : 
L;~-~'{'·:~s:/;to~~-61·r.:c16~ :1·:· [o,.ÍJ·' ~ 7il • - . ·cT,;.;, 

gj¡J~~~fg¡~~~~~~~:(~~:~::,~ • {.~~~~i de~::º cl1 ~.,_: ~ce¡ .. •..•• ,:rJ~t~ 
'0<t":'-·.'.' . .<:::.:v•.)Este ·dl tl.mo ,resultado . no es otra cosa. qu_e '_el• 

~~k'i~t111~~ti-~~ ~er~st~in (Ro~:rt G. Bartle, The Elem.!nts OJ Real 

~/ff.' :'.;,;e ·se~ond E:di ti~n 7 Wiley International E:di tion 1967 p1. 71) • 
. ' ' - ; . ~ - . . 

't:j,,V .·;c·:.:·A, e~ta '11 tima expresi~n 
:Y·f:-~ 
~::~;:~;.::/!": ;. ~ 

del miembro izquierdo', se le conoce como 

:·eL.Polinomio de Bernstein, en seguida lo enunciamos como una defi-

Polinomio de Bernstein de grado n correp6ndiente 

-f ·. [0 1 1] ~ írl , lo denota mes como: 

.·· .. '· D . r> / ) ~ (le·• '-) ( 11'\ ) ,;)º"'r:l\..g.::::. ¿_ "l JV\ J ejc1-e)V\-j 
J:=O 

._.:. 

/"c .. ·,·, 

.:}. 



... ,·.Una vez definido el Polinor¡¡.io de Bernstein 8 .... ,f de grado n, 

'coh1 espond:iente a una .. (unción· f: [o, IJ __,,. íil paso.remos a 

'demostra.r que exi,ste otra forl':ia_ c~e poderlo ex¡;recar, que nos 

será .útil. 

!2!:.li:.!!:i:.~J:.ón_;;_.!. Do.da una stlcesión de mí:meros ·{°'-J1 · infinita,. se 

define el ope11 ador dij"erencia 

éste a su vez. p1·ocZuce una nueva sucesión [ L\ o,,;...} , ahora 

bi.en al aplica;· por segunda vez se obtiene 1~ sucesión 

con elementos: 

6 ( L\ o..;..) 
Ú ü._ ;_-t.I - ¿j Q,:_ 

de esta mane1•ci se puede defini1· la ;·-ésima potencia /Jv- .. 7, nduc-

t."<=./\ JlY-1. tivamente por medio de ~ U ~ , y ~e_puede ver que: 
y . 

y ~ (-(") \"f-J • /J o--;,. L J (--1 i °'-i..-tJ 

supongamos que la fórmula vale para Y=~ 

& ~ .;:;.: L1 ( ti"' o_i) = fj V\ o:;...,' - L.\ "'ll..A. 

-t. (;) (-1t-1°'~-*J . ~ ( V\\ ).,.;-:r 
=:L- ~ J J (- 1 Ó.A.+1:11 

J.::: o 
. J:=.o 

"' ·. ( V\ ) . Vl-l . L \ :r (:1) °""-fJ-11 

~ ) ~ti -r + L_ (; c-1) o_·;.,J 
:r::-o 

. ::. 

r:::o 

- ·y__ e~-) c- 1 r- 1~~+J.-\I 
. ~ ~~'~ 

1 (:)01)~'~ -r f, e~·) (-1). °'Á'*J 



·~--.·f.V\ .. ) (-\\."'+' . ·.-· . \ o . l _<l ..... + 

~t.;·-~: 
:~·,.:( ··, . -. :-: . 



:as{ que la f6r¡;¡u..la· (A) vede ta,1bién ¡;ara Y= V\··-11 

Se define para que ld ioualdcd (A) tenga sentido 

tambi éri para y=. o .. 
A~ora derivemqi una reiaci6n Je reci~rocidcd que es.valida para una 

pa1·eja arbj. traria de si¿cesiones { a.~j y {~;..} , que per-

. /\y l'l : . mi te expre.sa. 1· 1 as. d ij"e renci as u. V\.~ en funci6n de !1vC;_ e inve1·-

:;amente. 

E!:~E.S!.:E.!:.~i:.§.?!:_:2·!.. (fór:::ulc tL? rec.iproci0:ca). ::;ec.n {a.;.} y { C¡J 

.dos sucesiones y V E: ?l.-t , e1ii':once;:;: 

. '\Í v-). * (V'} . )v--J -u-T C 
· ( B) L Cv ( y /J v (A,_ · = . ~ 0-.\.-t J .1 (: 1 . L} . T 

'(:O T=o 

.Q~P:~~i.!::!!:EiQ?!:.!._ 
. . 

"\) (-V) '(" z e_" -y l\ o.;. 

~ . ) r~ (y) Y-J . 1·· 2 Cv.(~ ·~o . J (-1) CAA+J 

y:::. o 
'f =0 

'Ú (" . )(.y-) y-Jr. .. ) .=L.. ~(~ ·J (-t)· LvO-;.-IJ 

.y:::o· J=o . . . 

+ 

(~J ('i) (-i)' (, O.i.+l · -t-{ ~) ( ~) (-1) ~L. Ü-A+o. · -t 

. ·. . . . ' ~ 

('~) ( 7) (:1)' e,_°'"" -+ ( :J ( ~) (-1)
0 e:, a_;., a -¡- . ·" 

l~) (~}é •),,.e v °'•· º -f ( ~) ( ':-) (:- 'l"· 'cv °''< • 
0 

-1 .. • . 

(~) C~) c-1) c .. ()_~_,-v. 



·~ p~"'º 
·,· .. <;~C~}{~:) Hv-rCv = 2- (~_r) ( K~T) (-•)' Ck,;' 
¡¡· :-f::.J, . f<.=.O ~~ . . . =3

0 

(~) ( -v-:J H,,--r-K (-• )"~H-ir C'",1 

v--r . 
( ~) (-if"" L e·-:) (-i(-r~kc ~IJ 

. · K.:=O 

(~}(-c1(r /j-v-r Lr 
, ,,. . ~ ' ' . 

I 

St. ~vf'l/IÓ 

.. -. ··· 

.;··-.:-.·:. 

. ; '.,' ,'J[f ~ 
... '.)Wi 

'• '-f '. ·~·. ;·: 

.. , ,, : :·-.;.-¡~I 
. ·:.·.··~-7 .;;?~?;~~ 

·.<· .. :'' 

'.;··.'· 

.. ·.·: 

· .. ·-.1;_, .... ~ 
" '~ !/ 



. - - : ·' ~ '," .. 

L¡ 1 

particular vemos que si O....~:. 1 · ¡;ara todc. A" entonces 

y Lik o...;.,::.. o pa1·a. todo K'71 de ma11..e;·c. que (B} se 

.... (dJ 
.. ¡=.o 

.Apli.cando .(C) e la sucesión [C.1-u~1 
V-

(~ :::.. L ( ~) (-i)v-r Llv--r Cr-tK .. 
J=o 

1 

ob l'enemost.: 

la cnal es une .,/Ó;·;;w.le: ·c:a inve1,..:;i6n c¡ue c:.~·pr·esa · 10. sucesi6n dacZa. 

en funci6n d.esns d.i/erencics. · 

.t..ho11 a :bien, sea.. o<. e <.I 
vemos lo siguiente: 

. 1( ~ r K\ "'-re !J. ('( = L \ 1) (-1) Y-tJ 
J::.o . 

entonces 

±_· ( i) (-t)K-~ev1r 
J-==.o 

::: -t ( i) (- 1) H 1( 9 Y·tJ -:?- (i)(-1).re:r-ev(-')~ 
j:.O j"..::o . 

... -±- (~)(-e) 1 e~c-1)K 
. ···:r::::o . 

->é~(~l)t( i ( ~ )(- 9 { 
9V (1~ e)k(.;.f)·~ 

. ..:r= o 
.. 

lo tarit'o (B} 'tomo. la forma siguiente: 

i~J 2: ~~ (~) tiy 0-i. 2_ M+1 (;) e:r(1-~fr-J 

-·. '· 
:'."i: 

'."'.'.· 
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ya que 

Ahora bien, sea f: íil ~ 7il. y dndos XE- 7il y h > o definamos 

f<,:::0,1,~, •• ··. 

Entonces definamos las siguientes razones d.e diJ"er.en~ias para una 

funci6n 

. (13 f (~} 
h 

. -f (X) 
1 

·b {O<.) ..f'(x+h) ~ {(x) = V, (X} 
1 

h h 

j V,(~) ~ \J, (x.~j - V·,(~)_ .:::. V<>. (x} 
h . ~ 

\Í~ (X-t h) - \}~('f.) 
h 

11 , 1 V"' _ , (x-i h) - V v. - 1 (X) u ~v.-1 ()(..) ::: 
h h 

se ve i nmedi a tamen te , por lo tanto: 

X.::=o y h.= 'j..,., ol.J·tenemos en .el segundo 

)de .esta. igualdad el polino:n.io de Bernstein de· grado n 

i.ente a la .·''unci6n -f restrin:;i.:Za al intervalo [o, 1] ; es 

:·.··, 



1/3 

(E) B'f\,-{' (e) (~)(he)"" Llv-f(o) 
h Y=-º 



una funci6n continua, las siguien-

tés condiciones son equivalentes: 

.·IJ. -f es la .función .:;eneracZo!'ª o;e probabilidad.es restringida 

al ~ntervalo [o, f] de una va1·iahle al.eatoria que toma ;:;Ólo 

valores e~teros no negativos. 

II) f(t)= 1 

~(t' = 1 

'I f e "'1 ex r~ º v x E ( º . , } .y todo ··~¡:::o, 1, d..1 ., . 

L'.1~-f(o)~o ca"' 
h. 

y \;/V\ E: /XI y K:::.0,f,d-J •.. 1 V\ III) 

I) ·~ II) 

-f ·e11 tone es f es Si .s·atisface (I) 
' oCl 

-f' (K) = L}:r X':! 

ó' 0 .la .t"orma .s· i /JU i ente: 

o::=x~1 

:r= o' e-o 

donde !J L PJ= _1_ 
:I= o 

z;;ntonces fC'1=1 1 f(x)?o V "1..E. [0,1] y ao:en.ó.s por tene7' 

una e:.i:p'resión como se1·ie de po~enci·as . f es infinitamente dife-; 

rene i abl e en (o, 1) y SllS de'ri ve.das están dadas ·por:· 

., ' 

! 

h:::: '/v.. . Defi nainos 

d e. fu.ne i o ne s . 

\Jo '. [o, 11 ~ íi2 
' ' 

L\ º -r(~1 = -Fe~\ ... ' 



e 1 -~h] ~ 7i2 o, 

·, 

\J.,.__, (1<. ... ~) - Vt<.-• (1<.J 

h 

1':::: 1, a,, .. · . / "' - , 

Entone es \J K es una funci6h continua no nega~iva en [~ 

infinitamr::nte diferenciable en (o, 1- f<.~) y todas 

son no negativas en el ~ismo intervalo. 

En efecto, .\Jo=- -f y por hi 1--;Ó1.;esis tiene estas propiedades. 

La demostraci6~ de estas propiedades para cualquier k se hace 

ento~~es por inducción: 

'.:.supongamos que V K 
. i . . ~. ' 

tiene las propiedades desead~s con 
··~··· .. · .. ·. 
- , ·-
entonces por definición: 

V · Vtc.. (x+h)-VK(x.J 
te.ti (_X.) =-

h .,·. 

ÁsÍ que.: 

, ·. I) Siendo· VI<. continua en [01 1- K h) e infinitamente. di.feren'-

"~itti:,: .. \i::~i{i~-~;CiA·:·· ~?> 1- "h) , VK+I 1:0 .es tambi,én ei~.[o, r-(~+1}h]y 

'"''(St;&f~~;~~~~1Rtt ga t~:::e: ::::m ;: : e~ e ri va das de W , . tan ta 
é'o7nÓ''sus''derivadas son funciones no decrecientes,. por lo:-·tanta.· 
~;.:¡.: .. '.;,.,:'.·.·· .. > i. )-<· ·: ••.·.· : • . t W\ l V ~W\ l (v __ l 
~::y'"..\f~·t}t.J·.~ V" .(x.-4h) " " 

'· ~ti: . 

para 'X E ( 01 I - K h) cual qui era que sea 

... 

~; ·'< 



, .. 

. ::_· 

Finalmente siendo VK conti.;:,ua __ en [ 0 .1 1-i<:h] y no neoativa en 

(o 1 1-~h') 1 VK es no ne,7ati¡;c en el intervalo cerrado [0J1-"hl 
Pero-por d~finici6n: 

-. 
te;. 

/j _.f(o) V K (o.) 

h 

·.·: 

• 1·'· 

;' .. ;·' 

·.¡. 



' ' .. ·;,. ~ ., . :· ·{~~;?:-:~¡ .. :. 
;" :·I:f!) <===l> I) 

~:<·<S.k~tiOn.g'amos (III)' y consid.eremoa el polinomio de Bernstein de gro.do' 
.. ; ' -~ 

, ~~~~e~;b~diente a la funci6n 
-j~~ si~uientes expresiones: 

&" ,-\' t 0) ~- ±_ ( ~} ( h ef'' 
Y=.. o 

f. • Hemos visto q~e é~te tiene 

COV\ h = '/V\ 

h= í'"" 

De la pri;n.er"a e::;¡;resi6n. Y· i:;;a.11,cZo la condici6n (IXIJ' se olJtiene que 

los coeficientes ¿e -'.<On no ne.)ativos ¡;;ara cuc.J.qider v::o,1,?.
1 

•• ,
1

V\ ' 

La sumd de estos coeficientes cstd ~q~a 

i_ ( ~) hy lJ V -f (o) ::: 
V=-0 . h 

(: 
·Pero, de la segunda expr~si6~ se obtiene: 

B~.1 (i) = { (.1) = .l. 

~~·~_)·?ti?r.:fo_-.tar¿to, : B~,f. : [o, tJ ----.. 7iL 
'í.F~ 1·ó::•c;''jzeradora · d.e proba.b il idades ele uno. 

representa{'~ª funci6n ge~ 

variable aleatoria que. toma ldi 

~)'.~'\!!?_y;,~~,Nfi~;í":º~!/2_, 3,. · .. ·.··~· .. 

'·''·M:'h'or<t. •. \b.ien, por el,::' teor:ema de· aproximación de· B.~rnstei.n demos 
:i·17.;t.\r;t:.f, :·~. ~t·~--> :-,~:~·.:u": ·.,: : - : -~ ... . .: . . .. ,! . . ':: 

::'r:Ca"n'tehi'ormen te, : se· .ti ene: 

,,~~~~~~!~:···· ~~.~;el cuando 
.. ·~; 

uniformemén te en el -:· 

;~i/;'.(fl~,t9·ri~e:>~ por;; el teorema 3 
;,/gene1Y:-tri.s. dé una su,ces i 6n 

~- • ~ ; . . ' . l - ~- . 

COMO -f(.~)=-1 

de ·este capítulo, es la funci6n· 

' {o.. k J k.:: o , l 1 d..) ' ' : con O,..._~o • 

, -f es ]a junci6n generatriz de und 

loma solo valore::,: enteros no negativos, lo 

.,·, 

':.· 



,:: 

'. 

F:,UNCIONES G.E'J1íE.RATJUC'ES DE VARIABLES .L1LEATORLAS 

HlJ/lERO PIJ!I.TO DE fT.d~OltE'S. 
QUE SOLO 

visto que .si X es una Vario.ble Aleator,ia que tom.a un 

número finito de valo;·es X1 1 X2. 1 • I XII\ con probabilidades 

· r ... r1., ... , PV\ su }?unción Ge-neratrir1 o:e L'ouen,to·s: 

est6 definida pare todo número 

réal s , a~em6s ui~os que. M(sl >o para todo real S 

En lo;:,· sigui e.:n tes J.'eore;,ws ve renos a1.guncs pro pi ei:lao:es que 

s.a.ti::;.t·c.:ce esta· J"unci6n 'f'/\(S) 

M{s) en su repres~nta-

ci6n en serie de potencias~ en donde ve~os que los coéficien­

tes en esta representaai6n Jon los ~omentos respectivos de la 

¡r a 7' i .a b .1 e A 1 e a to r i a · ,"(. 

. 1 

:.\ 
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Si M.(?).es. la.fitn,,ciÓn genera-tri_z de mómen:ios)de''U7ia 

:ficiri,a.bie aleatoria simple ( G.:S decir toma solo un número finito. 
. ... '•: ,, , 

·:. d e. : va 1 o re s ) , en ton e es : 
QO s K E (.X") 

M(s)~ 2=_ ~ 
f:-= o 

(ls\C)" 
K'. 

los valores quf toma X y 

C>o rsl"c" e jSIC' < ¿ 
kt 

/:..:::.0 

V W\ E:. m. 1 5 E 7il 

Por lo tanto {s~\ estJ uniformemente acotada 

J..vlicando entonces el teorema de conve¡·gencia clominada (ver apén-

cZice) , 

oO 

¿ 
.1<,:::o 

s ~E [X.t<j ·. 

"' ! 

.. ·'. ;. :·.< 
veamos un resultado donde a partir d~ la 

podemos calcular los momentos de la 

' .. 

,. 

" 

'.,.· 
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Corolario 5. ------------
. . 

Qf!.!!!:9.~l.!:8.219.'!!:· 1Jel J'eore¡;:a anterior :::e s·ioue en ¡;a1·tic1llc.r q11.e 

IV\ t:iene u.n clesarrollo en ·;..:cri.e c.Ze p-oi::Jncias. en c~al-

quier vecin¿•~ccz c~c cero3 ror 10 tcnto M es infini.tame~te di-

fer~nciable en t~do punto s y 3us deriv~das, ae obtienen de­
l· 

rivando t.1.:;t:rr:rino: a tér:.7.ino la sor·ie· c~e ¡:.otenci.a.s que J_a re].;resenta, 

es .c?,.ec ir: 

l'l\.t~) (s) 
K '· 

f'/\ (""') (o) E (Xm) m::. o, 11 ~ 1 ••• 

<Jerie I"\ ($) -:::: 2- P-r e SX;r: ~s d<!CtV 
:r::: 1. 

s=O ; 

M' (s) :: t_ F:rk:r es xr 

.J==I 
V\ 

M" (s)::. L. p.T k} eS>(¡. 

j::::1 

M<~) (.s) ~ i_ p.; X/' e s'i.r 
J-I 

E (XK). 

JJ/1 sij;u.ien·t·e 'l'eorer;za nos a.::;eyura c.:.·v~e c:;:;t( ,/un:~·ión g9nera.i"ri;.;~ nos 

.) · ·-.·det_:'ermin .. a a le: cliui..rif.)ución ·de le.: vcricl::lc alea·toric :r ·de ma:ne:ra 

:.·.· .. ·.·_· .. _ •.. '.·.•.''.'..·_·.··>'~.··· .. ~ .. -.· .. ~r'.'.-~arf .... it::.~.·~-··· .. ~.·.·: ... : .. pt·:'.er.º .. J.v"'.- -~. :t¿'.:~.·: .. ~':JZ 1_ er¡~ a vi i:L:J s ta;;:ln: án · 1 a 

0

::.; et i s,/c e e 1 a. /'u ;:_e i 6n gen e-
·-~- ~ ~· ·-· ~ aleatorias QUa 36lo to~an vclor~s enteros no 

. :-'( 



f!!.2!:~r!!f!:.:..~.!. La Función Mts) 
·~,~~1~ ~leatoria X de manBra 

Sean X y y 
toman. 1 os· valores 
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tietfj11~.'i1ina a la distribución de la Va-. 
, . 
unica. 

do~ üariables aleatorjas simples, 

y j,, h/" .. /jM con probabilidades 

· P.,r-i., ... , f>N 
C:on_sideremos la·s 

Y ~11 ~h.,• "J 1M 
si :;id en tes· sumc.s 

re¡;pec ti vamen te. 

e:cponenciales finlitas: 

que: 

Nls) 

..-1, 

- .1 
~;z~_:j· ':~~~-4··0? ·-· 

~f~-~-~JJ_~r~_-lf; .. _t_0;1~_tq 'X10:=. j;,.o 

~. ff'~~~f J,i~~;, ..... , .... 
,._: ., . ~ 

,.,;:·.: 

ver que 

y 

s , . sean Xro=· VV\ ª.x { Xr 1 
Ji-o= w-..<n{jA} 

entonces 
. i" 
: . -. -

L , r-J/s J_ -::, I~ , 

\VV,,... ~ s'j· ., asi que 
s-~ O() ~A.o e f\O : 



2_ p.I eSXJ 

!*lo' 
L !1" e. s ""­
Á*~º 

y esto muestra inductivamen~e ~ue ~ara cada 

tal que "..,.-'j· -· "'11 - A.. !:J 

·De esta ;-;wnera le. ,/rrnc.i6n 

.existe 
. 
A 

. es é~ec i 1·, cZe ter-
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·"""': Ahora, bien; recordemos que en el capftu.lo I se ha definido a. la 

Furici6n Generatriz Acumulante de X como: 

donde i"\(s) es la·Funci6n 

> ... 

de l!omentos de la Variable .Aleatoria simple X. : ¡ 

A continuaci6n veremos que tanto ~ (5) 

_con ve:r:a s. 

Se tiene: C' (S)....: · M '(s)· 
. . fv\ (s} 

.C0ii7.0 McsJ ., 
1 

son ambas 

y también 
G"cs)~ tv\ts) M"csl- M'(s) M'Cs) 

M1-(S} 

MM'_'-· (M')i. 

pero sabemos que 
· .-<:::;"" f " s x1 · E. (.....,." e") 

f"\ c.1<-1 es)=-. T r x1 e == ./\.. 

.entonces . t"\11(s y=. E (X?.. es~)~ o 

',,.y "t;;ls~j~: [E (xe5")] L ¿. E(~s'LJ E (xtesY.) 

i~~)[~¿;i~~~fo1;opo" .1 a des t gu~l d:: ~ :'~: :., y .en ton e es 

~J!fjNi'ff,,,,:~·~-,i~ ~" ~ U'I')"- ; por lo tanto C: " ( S J '.',.. Ó 
J)e>.lJ.sta.forma· la F'unci6n Generatriz. de /,{omentos y 
.,-.¡ . > ·.~.: ••• ' • • 1 

~~\i\(\';¡y~~:Sª:~:ití Acumul~nte son ambas convexas. . . 

:t'{'.'./}1·7Sn/'·Seguida· veamos un Teorema que nos dice como. pocler calcular la 

Ab.<::"·>:»:.:Espkranza y la Varianza de una Variable Aleat;ria X, una vez que 

fi·)~).'._-~·-'·>~6f¡oce su·· Funci 6n Generatriz A cumulan te. 

1?~1~!¡}¡~;~ 
., ':.· 
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··· f~~?::~7!.!.§~?!. La Ftrnci6n Genera tri.e: Acu:;;ulante Cr (S) satisface 

<e: (0 ) = EC.X) u ademcis C 11 

(o) ==\Ja.~ (X.) 
·.• . .Q~7!.!.~~i.?::~9.!:.9.!!:!. C:omo ·sabemos (.(s):.:.·~~ MlS) , entonce::; vemos que 

Ci'(s):·M'(sl/MlS} .. y (_1 "c~l = M(s) M"(s).-M'(s)M'(s) 
·. - M"¿.(s} 

observamos que Mlo).::: E(!\::: I· 

Por tanto e 1 (º)= M'(º) =- M'(o) = E()(.) 
MC.o) 

Y e" (.o')= Meo.) M"( º) - (M '(o))'· 

["'\ .,,'(_ o ) 

Vav (X) 

.:s" 

- ] d. L M.'(ó) · ... 

. ; : 

i ·. 

.. 
'·· 



'-. .. ,• ... · 
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veamos la sigu.iente pro¡::iedad ~e ~ (s) 

'Mi:_=. E(,C.''~) , entonces observamos lo siguiente: 

··e,.··.· · .. · ~· ¿_. E(X"-) =~ E(Xº} .. -+ ·~ ~· E (KK) 
¡v\ (S \::: L- K '· o ~ . . K ~ · 

K=o . · K=I 

· 1. + z_ St<. ~. E (X~) 
K.=I 

··Ahora bien ya q1.te M (?)--... 1 cuando , entonces la 

ú1t·ima e;ciJresi6n es VlÍ.lidc. para. -So<.SC::::_S.; con $o>D ,. es clecir 

en alguna vecindad del O 

·usando la e.rp;•esi6n del Logc.ri t;rw en cerie de J.'aylor; 

pa 1·a · -1 ·"'-L. ¿_ 1 

(-l)K+lz:~ 

K 



cuando 1~ anterior se expande, se puede efectuar un rearreg1b 

con respecto a las ..:-:;otencias S K , y ::;e puede poner de la 

forma: oo r' , · . e (s)::: z -7--- s"" 
. , >._=.¡ A es vé.lida:parc -S 0 <.S<So que 

los ·e,_:_ sbn llamados Jo::; acum~lantes de X, ahora si iguala-
' ;• .. 
1 

;TI.Os .coe.f .. icientes ele las e:.-c1"'Jresi.o·nes: ·,¡· 

~ 1 • • C; (S):::. '2:__ e;.._ 5-.. 

i-..= 1 A. oo '('(\ . K).\1\-~ W\ t S tz _ J_ (f \IV\~ 5 A:~ '2..+ 

Y
. ~ (-l}V\-1-\(L-~S -~ K\ ~- k.=I !<-, ) e (S) ::::- ,¿___ V\ K::/ K, k.-1 

V\-=-1 oO . )3 
+ J__ ( 2- ~ ~. 5K - . • . 

3 /<.:;.) 

e: observa~os: . ~ 

1 '· I ' . 

C., VV'\1 

. d1. st.= vvh s?. - ..!... ('M}s'-) 
;t.• . . · ~ (). 

'/~si. (W\i.. - W\,7.) 

concuerda con Ci '(o) E(X) 

C."(o)~ V'dv(X) 
•. 

este procedimiento se obse1·vu. que cada ~~ está 

e:J:presado com.o un polinonio en VV\ 1 VV\ ·· '""' · · 
. I 1.¡'' 'J VV\/\.¡••I 

•',, 



;1 cóhtinuación un último Teorema sobre esta iunci6n Generatriz, que.: 

nos proporciona una forma de calcular 1a Punción Generatr.iz Acumu-. 

1ante de una Variable Aleatoria Y que es suma de un ndmero finito 

Variables Al ea-t.ori a.s Indep endientes, 

son Variables; Aleato11 ias 
' ·Indepenclientes, entonces 1a Funci6n Generatriz Ac'umulante de 

)'=..){1 +' '' + x.;.._ es 1 a suma ci.e las Punciones Genera tri ces 

Acumulan tes de cada una ele 1 as XÁ 

Q!~!2~1I:q_s:.J.5i!.!:· Por al 'l'eore¡;¡,aS de este capítulo vemos que 

'/-=:. )(, + )(.,,.¡- · · • -t_ Av-. tiene com.o fu¡¡ci6n gene-ratri;1 de mo-"-

;nentos a fV\ls)::.M,(..S)M-i(S)···MVl(S), donda ca.da M;.(s} 

X; Generatri.z de ,... 

Por lo tanto tomando logaritmos ~e ambos lados de la anterior igual-

dacl vemos que: 9...oj M(s)= 9..-oj M1.(.$.).f ,t,,9 M2(.S) + · · · -t J..oj M"" (s) 

q~eriamos demostrar. 

·;.!_·,· 



. s 'O 

En la definici6n 5 

.ratria de Comentos 

del capítulo I, se ha definido la Funci6n Gen~-

M(~)·= E(e5XJ_=: J~sxdFC~} ·Y además hemos 

- °" 
~isto queº está definida 

(pudiendo ester forme.do 

sobre algdn ~ntervala que contiene al O 
1 

po.r el ·punto O exclusivadente), 

En es.ta secci6n estudiar·e;;;,os .al:;runc;s ;.ie sus p1·opi edades. 

E2 primer Teorema. nos ~uestra que si ; la I'unci6n Generatriz 
. . . . 

de ];fomentos ele· lo. Variable ileatoria X e:ciste en une. veci1ulad del O 

entonces 1-os m.omentos de 1a Vc.~ric.lJl.e .JUeatoria. j_'" ea:.isten, y además 

ti ene une.}. en serie dé ¡:;ot.encias, ·en 

donde lbs. ~omentos son los ·coeficientes de esta serie • 

. • 



M(s) es finita en un intervalo 

para todo K=I, 2, ••• y ' 

·.Lvara 5 E [-s", S.;.] , en donde 

00 

M(S\ = J esxu F(~J<.oo sobre el 
-oo 

intervc.lo [-Sa,Si:>] • las funciones esx. _l.!
. /7-SI( 

_ c. son. 

con 

dad 

respecto a f para 

e IS X./~ esx + e-SX. 

SE [-So, So] y por tanto dé 

e !SKI 
se obtiene que es 

:integrable SE: [-So ,So J es décir Je IS><(d F(.X) 

Ahora bien cuando 

Li'"'"""" es1x.1 '! 
:X-. e.a 1 'k.\ k,. 

L i' v--

x - - _<X:> 

srv..f e 

-~ 

- oQ 

la desigual-. 

también 



; .. 

·. 

es decir 
oO '>"" . o(_ fl:. s " 

/"\ ($ ) ::: ¿;__,_ K '· . 
tc:.:=.O 

De este dltimo Teorema se desprende un Corol~rio, el cual nos da una 

forma ele pocler ca.lcula1· los mome'ntos :Yol' medio dEi derivación sece­

siva de~~ Función Generatria dentro ~el. intervalo de convergencia. 

C:orolario'.6. S-uuoniendo las mismas hi.<.;Ótesis que en el Teorema an-
------------- ~ . · { K) , 
terior, la _lc-ésima llerivaclc.. f'J\(s} de· M(s} :rnvisface la 1·elación 

!J t;a;:;]Jt.én e~· posible hallar la clorivada de M(s) 

en cualquier p1~¡;,ta· 5E(:-So,So) · 
.,.o 

guie.nte: "'~le;.'\ ~) )(~i:x «~~e_~\ 
_.,;....;::, .· 

5 E: (- s O¡ s O ) 

t-ene~io;; lo si-

integrable po.rü 

Si K=ó,obtenemos lG - . , JUncion esx. , la cual es integrable 17ara 

SE:. [-So / So J 
Supo'ngar:ios que 1 XI V\ e sx es 

deuos trémosl·o I'ar·a V'H 1 

st.(-S~1So) y tomemos a 
. :~,C .· una constan te tál que; 

'<;. < · ·'. C.b-S)X 
1'l ~ e e . ·. . x >-- º Y 

vemos 

integrable para 5 E (-S.>, So} 

y b tal es que -So<a.<s<b<Se>; 

{e 1~1" eh' s 1 X·'/ O · · 
< 

e 

· hipótesis las 

ix.\"' eªx SI X ~·o 

¡·V\ eh 
funciones IX 

1 X 1 v-.+ 1 . e 5 X 

v . IX-IV\ e ax san 

!38. 

y 

. :·· ... 



~/ 

Pero notcmos·quc tr-tes>< 

. · . ¡v¡ eS.)(. ~·· y ~omo ~ ~u 

uamos q~~ son intercambiables la i1itegral y lo derivrida,. entonces 

· ·· .. obtenemos. M.' (s) :=- s o0 _L e 1:.ic¡ l ~O<) 
. () '( . t =5 . 

- O(;) 

'(E: (a,.b) . 

. y deri.vando sucesiva.mente: 

tJ\ tic-) (S} = f ';r.- e SX d FlX} 
K==I ?f:}, 3, •. .. 

- 00 

Eh particular f'!\ (K) (O) = Í~" d FO<) 
- 00 

vemos que 
. . 00 .· 

':.::,,:;f y..i. esx dFlKJ ~ ó , ya. que . sx . . · 
?<"le 'lD 

·/·.·-o;:). . 

}~{S) es una func i 6n convexa •. 

.; .... 

····; 

.· .. ; 



.,.:'·.·· . sifi?¿~ie7ite:Teorema da condiciones necesc;z.rias y sufibientes ,para 

~;~;/.,''q~·e la:Punci6n Generatriz tJ\.(S)· sea finita en una vecindad del o. 
~~~(\'J:~,~~;~9;_[.Q.!. Sea M(S) irna funci6n generatri,'f y sea F la 
,•. 

pondiente funci6n de distribución. Entonces M(s)<.«> en una vecin-

dad del. o s.i.y s61o si las siguientes condiciones se satisfacen. 

I) ·F ti ene maman tos o<. 1<, de todos los 9rdenes~ 
II)Existe un número positivo J' tal que / o<" 1 ~ ~ "- K ! 

para toclo F'. >,.. 1 

· .QqJl!:9.2.!.I:9::.::.i:..!f.!!:.!. :::::P] Suporigclnos que M(s) ¿_ o0 en un intervalo 

[-So, s .. ] S-a>O , o .::ea M(s) es finita en una .vecindad del 

ce1·0, entonces por 

!o<:1<..\.t::.. o0 para 

para SE:(-S.o,So] 

el J.'eorema 9 de este capítulo, tenemos que 

toclo K=I,S,3, ..• y ademó.s M(.s)::::-~ ~~ sk. 
K==o "' 

.. ~·orlo tcnto: 

· . en primer lugar l oZtc.\<oO para too:o K=I, 2, 3, ••• es c~ecir· F 
-L • . ' .J.' _,,_iene momeni,os o(K 

!~.-· ·:·; . 
para t.odo $ é; [-So, So] 

que cuando para cada, 

:está cicotac:la,es deci.r e:ciste 

y. e.n tone es 

entonces 



. ·-<·;-:.;,~· . .'¡-:;·· 
~J,t '· ' • 

·, 

'.4==] Ahora bien en esta pa1·t·e de la demostraci6n tenemos que 

si X es una variable aleatoria-arbitraria y si adem6s suponem~s 

'._ I) Todos los momentos de X e:i.:U;ten, ·es decir 

donde. 

¿(~::. JxKdFC><-) 
_.,o 

" 
y· supongar:;os: 

E [ f~Y\J ::: J·~IV\ JF(x.) < o6 

- "'° · IIi) Sea 

es una constante estrictamente positiva. 

- Ent;nces que1·emos dem.ostrar que la funci·6n generat1·iz de X existe 

··en una vecindad del O. 

Sea .E e·.º s~_) ·= 'JeO(> s 'I( 1 F(v) en c~onde · "-- -~ d " 

- "'""' 
Divida~os la integral en 3 partes: 

- 1 1 

E.lesx)"' J e5xJH><l + j e5\i F(xJ 
-e.o -1 

La segunda integral es finita, so2o hay que demostrar que las 
:;::· · o.tras dÓs lo son ta¡;¡,bién: 

'··· 

[\,A) la °función es límite 

. donde 

"" •. \ .. 

tanta 
:. A./ .... -. 
f. esxd Fe~) 
J, . 

A V\ ., · ... 

L , J - s "X" . 1 -·.) . '~ 2_ K t <1 t=:Cx 
1 k,-o ; · .. 

d F(:x.) 

··,,. 

-~- !- ' 



. p. . 

~ e9 (.d f (l\.} 
-A . 

= J 'es~,¡ n•I 
- 1 . 

(A ~X"- JFO<.\ 
J ¡<,\, 

/ 

)
Prti JFod 

Kª ' . . 

-t )A-~.K+I dFcx) 
. . I<. \ 

1 . . 

·+ .d FLJ\) · 
)

A5KX.1<.-H 

¡c., ~ 
1 

<- ~ K ( t<·ll ) ~ ~ !<.-+ 1 

K\ 

::: (K+l) S k ~ r.+I 

,''·:.·''"' 

: •• V 



Por lo tanto 

QQ 

+ 2 e ~-ti }s" ~·"+' 
..o 
¿_sK~I\ 

"-:::.º 

I\.=.' : 

es fintta J?ara ($/ < 1/~ 
1 

si 151 <::'. 1/% la serie es di./'erenciable té7•mino a término: 

' ' . ~ K S l<-:-1 ;; K 

K=O 
es decir: 

~ L e K+' ) s" ~k.-t' .e( oe 
K":.a . 

. concluimos que:· 

Para cada ISI< 'l '6 existe ec.s) 

J Ae Sl< ,j_ F(KJ <( e es) <'.:. 

-.A 

tal que 

DO V A 

ISf < 1/k' 

( -
;:, 



.. T.!!.9.!:~7.!.!:.E:_l.l.:.. Si la Punci6n Gen2rat1·iz cZe i.'o¡;zentos M (S) exis.te en 

~ha vecindad del O, entonces 4sta.determina a la distribuci6n. 

.de üomen tos 

Suponga¡¡io,-;. que. F(l<.) 

SE f-So,So] 
tiene una.Funci6n Generatriz Defnostraci6n. 

'• -------------
ahora bien ya se 

I /SI~ So 

:entonce$ ve;;-:o.~· (..:'U.e ]0.3 C0i2(~ici.Qnec (·~el }'eo1··27,'l(~ e·, <'.~c:l apén'5. ice 

F (Y-. j ·Gst.á det.erm.inacla por 

F(xl 

cue a su ue~ 6Jtos est6n detgr~iriado~ 

~(~\(o]=-~(XKJ = J~KdF<x} 
-OQ 

e D ·:; 6. cZ. é ¡~ e ,:·-::z. i. ¡¡ G o: e ]_, o r- · M. ( S) 

M(s} 7sus :n.01:?.en to.::, 

por ;neciio de Y_ de esta· manera: 



· CAPI1'l!LO IIÍ 

'este capítulo verer.ws c.lguno;. resultados que nos·, 

para estudiar otras 1'Jropieda.des de .la F'ztnci6n Gener.;atriz.· 
I· 

.iJ.!!.i.!:.7.21~!:.9.?!:.~!.:... Una func i Óii F 
una función de distribución 

sobre la rea1 es: 

I) 

II) 

.IIi) 

F es no decreciente 

si: 1. 
1 

F es continua por la derecha. 

F(-oo) =- L(......... F(x) = e 
·. x.--oo 

F ( oo) ::: L i" ~ f (x) L. 
x-c<::> 

que F es una distribución de probabilidad si 

c:A:·toda - . , ,runc ion e?. e di s ti' i b ¡;, c i 6 n F 1.·.1 oáenios o.soc i arle una medida 

acotada /'-\ sobre 7/2_ mediante la si:Juiente ;•elación: 

. ; ( ( ª. I b] ) = F(b) - F(a) 

'.Inver.samente, ito{j,a· medida acotada ¡t-l sobre 

. J'i6n ele distribi&ción ci.lya. medicZ-a asociada es 

, . ; ~}Wf~.ª~··i~r. la.-! i gu. i en te relación: 

.;·, .. , F(x) r(c xJ) 
;::;~\;;g~~.,X·i;;;:j .. i/L:'.< .. • · ·. -= . · · · ~ 00

' ·. 

,\.'! •1 ·11;cia.r..a·m.en te • .. es ta corre.spOndfJ.nc i a es uno. a uno. 

:<. ,, '\7,%~~~tF~-.~~;h·4;'./u~~ión el~ dist~:~u~ión, _;'A 
~;~;::.,(,;'.·~l\z•~:9"<::::' '.>_,u.na , fun.c z. o n 77< ed i ble d eJ in ida so ore lil 
gf.~1;~r~}~~~b'~.dW;~s ;~r¿~ tl t il i;:acZc;,s en a el el ante: 

~[~~., • ~ ( ~) . s-; (X) d F(x) = Jo; (X) ,M (dx] 
-oo -e.o 

su 

define .una fw~.-'- . 

, la cual 

. ¡ -· ·i· _:, '. ¡ . - ~. . . ~ -. 
medida· 

está 

conjuntó Leb es:/1W medible, escribiremos: 



!2!!.[J:.?!::!:.~!:.~!!-._§i.:..Sea. I un in fo i'Vc:.1 o en . 7il F un.c.,funci6n 
d e d i. s t r i b ·u e i 6 n y ,v. .:; E m e(~· i da a so c i e da • 

bfremos ~ue I. es un intervalo di continuidad de la distribuci6n 

F si sus puntos e:ct11 e¡:zos tienen .;,:,edida A nulá. 

Ld ciefini-?i6n anterior es a¡:li·•;cbl~ t:c.;;,bién cirnn:do I 
·.intervalo 7i.O acota.da, en cuyo ceso + Oo a - oo ·Sr=trán considera-

dos como [Fu .. n-tos da continLlicic:c~ ::l·e F 

con.verue c~Sbil-;::oiita a la .. ·~Zi.::tr·ibución F si 

}.1 c. re.; to C: o I. intervalo da continui~ad da F 

G" decil' si F- ..... {m) 
Obsérvese en pc:rticulc.~r que si { F"' 1 es 

trtbucionea de p~obabilida.d y 
i . . . . . 

••' ·.:: ..... ... v·e~ix~:n.·c··~ ci'· '·es p 7"'01~ .. i a si y solo 
, ;J;..~b-dbil idacl. · 

:.;·_;:-:· ( ..¡; -:·.:·· : .·:--.• 

FV\ -º-.. F 

F si es 

une 

c.lna 

sucesi6n de 

entonces la con-

d.i;;tribuci6n o:e 

:;1<~.;h\.'.·~i; :F ··es_u1ia;funci6nde distribtlci6n, r;or ser unn fimci6n'no 

.;;.; :)'.decrecterife. su conjunto de znrntos de disrf:ontinuiclad es a lo mt.s 

::;,; :~·niim.erable,, de .aquí sé sigue que el con.junto ele puntos de cont-i•rni­

. · .·_ dád· de F <forma un conjim to denso en u como F es 

·coTl:t·inua por.La de1·eclw, F. quecZc: c~ct .. a1·¡¡iirwcL.1 entonces por sus 

puntos de continuidad. Usaremos estos propiedadei 

iina funci6n -de d..ist1·ibuci6n en lo que .-c;ique. 

.. ) ' 



Demostraremos primero la unicidad del Íú'litc. 

E!:9.E5i:E.i.E!:.fi!!:_I.!.. Sea {F"'l una ·.-;ucesi6n de funciones de distri-

.bu·ci6n. Si {¡::111\ conuer,qe débilmeute entonces el límite es 
, . 
unico. 

n·emos t raci 6n. ------------- .t/UjJO rt/} r~7i7.0 .:-: 

Sea entonces b u·n pwito cZe continuió'.ad de F y de fu y sea 

. tal que · C\I\ -1- - "'° , oV\ ~ b V "' , entonce.;;. 

f t b) - F ( a"'\ = F { (a V\ , b) j = 6 { ( aV\ , b) } ::: G ( b) -. f, (a "') 
De manera que tomando l{uite:.: cucmd'o V...-fl>ooob.tene7il.os: 

F(b) = Slb) 
Y como el conjunto de pimtos de continuiclacl de F y de G 

:<, ·forma .. un conjunto danso, el resultado se sigue de le. continuiclacl 

,, pd1~ la iérecha de f- u [; 

'b~-:!.!:.f!~l..!.._. {F"'1, es una sucesion de funcione3 ele distribuci6n 

d"u~,:j,c/;Tr.y;~f:dé débilmente a. la .f'unci6n. de dtstr.ibuci6n F 
·_. s·i, , ... .'A~ .'~·es ·la medida asociada a .. F"' ·, se> tt~né entonces: 

• • ( ~,..' '. ! {". , ,.! \ :-: ' ' • • ' 

,«:.:,;"·.:.::?:·\<~~t("lti:)' ·-.,·o ·Yf x punto' de contiiiúi1üid '[ú F 

¡J~~~~~J\~~~g:~~l'~~~k1~'.f:., Spa í( ;pu1z t,o de con t· inu ida el de . F · · ·• , : sab 

1!4,í;;¡!'ef~;,\~i~\t! ~l O) l •:i;te uno ~ec:>:dtt V~\(K~e X tal qúe, 
~-~~;{·óho~;'b i en, el e onjun to de d t seo n ti'"' id ad de F es a 1 o m&s 

ó:'..:i/'7fumerable, podemos tomar o 1 b E- V(x.} de m,c.nera que· ·sean 
;;,:_;":·><:,--- ·· .. · ... 

F 

!il~í~~;{r' '.~\\ -. F { ta , b) \ ~ F { (a , b 1) = F ( b l . - F (a ) 

:~}~;:~~; 

:·· 



;o 

Así· qtte, e.ri s. ta N tal q1u;: 

.. F"' f ca.b)} L-. F(b) - F(a) + t. 
Pero entonce;o·: 

r...;..({x }). ~ F~ {(a, b)} t.. F (b)- F(a) +t. z ~E 

• • ftv. ({x})-. O 

::!9.?.:9.!:::=.!:i9._!.!.. s·oc.. { Fv-1 une 

en tone ~s . F-..... _A_~ F .:; i 

todo · I 

. :, s C! { FV\ 1 

. , 
."JL~cesion 

. , 
e ion, en.·t:onc es F...., _L.,.,_ F 

F{I} 

!2~~9.E. i.x:~·9.i..5i!3:!.. 

ccc i \..:do • 

i n: t o , ... v c¡_.] o d e 

:::P J Su1)on.ga1nos T·t·o¡;·larnent:e y :.::·ea. 

to ele r::ont{nuLlad de F 
•· 

··.vamos a clemot;t1·a.r que: · 

- J~{ (- oQ I"')} ----.. F { t - O(:) J ~ ) } 

F{ c-x,, ~J}. 
cual qu_ecla;~á ¡;robo.do el res¡¿]t:aclo .z:~·ues co7no 

con.tin.ui-

U.n ]Hl72-

'punto de continidd.acl de· F· , la::; mism.as 1·elacione·G 

·se tendrán. pa.i·a intervalo.::; in,/ini t:·os ca1·raclos en ?( • · 

M ~ F {77L} MV\ = F"' {1R}. 
(>O to,c".8:.oo;: b-:>f'X.\ tc.1 gue -b ;; b .;".!an ¡,unta.~ <iu ']onti-



::¡ 1. 

Como F\'\{(-b,b)} ~F{(-b,_b)} e:::·l e ten en tone es Ni 

ta.1.es qiie: Fn {(-b, b)} '> M- .É:._ 
.;).. 

CCi:7.0 g:;iste Nd.. · 

N ~ w-~x { rJ,, Na} 

.J.·--: ,. c._,_ que: 

\="' z (- b 1 b)} >. N\ ~ - e_ 

:. F{C-o0/-b)} ¿ ~ 

~ V\~ N. 

FV\ { (- o01 ~1)} 

F{Cb1d0)} <E ·F~ {-e b I oO)} 

·· .· · J1cle;:26s: 

• F""{(~c<>,xl} = F .... ~c-cQ,-b)} + Fv- f (-b,x)} 

< E 

.~'~lJ==-· F{_(-ce:..-·h)} + F{(~b,-x)} · 

. ~)} ::: FV\ \ l-1', bf1 + FV\ { ( b , o0)} : 
',· . 

1 
D(>j} = F ~ (_~/ b)} ~ F { (b, oo)} 

¡\J 

· ... 



=n. 

\b~{~::, it l} _ F { t~ .o, ?tl} 1 ~ j F._ { (~ =,-b l} 1-+ ! F{c-~, -b) 11 
. . + l Fv. ~ (- b I )()} - F { (.., b I 'X) 3 ) 

~ 3 E V V\·?,, ¡J 

\ \=V\ { ex I oC>) 3 - F { (X J oO)} 1 ~ l F~ { (_ b 1 oO) } } -r ' F { ( b I oO)} } 

+ l FV\ { l /( I 1 )} - F { (X; h) } t 

<. 3 E 'r.f V\ 7/ N' 

concluye el resultado buscado 

'fÍÍ\{I~ ~ F{I} para todo ilitervalo de continui­

-~dotado o no acotado se.tisne di~ectame~te de la 

': F~ . .A_,. I= y com~ en p~ . .,:.tiéidar" 

la convergencia es pr•opia •. 

el siguiente concepto estd relacionado 

1:>roz:: i a. 



=n 

.Q~zi:.ZJ::!:.Ei:.:i!!:_i!.. {,'ea {F ...... } une sc;cesi6n .de fmz.ciones de d-isl1·iZ;u-

. ción y s.ea 1'1\1/\ =. F\l\{lR..} :. DiN.nnos que ia su.cesión [F"' }. 
es unij'o1·me si se .-:;atisfc.cen lo.s si::_;u,iente.a cZo8 condiciones: 

I) F"' e~ .. ) ~ o 1L7'Íj~Ol'i?;c7:lente en '{\ cuando X.__... - oO 

La si9uiente ]Jro1JosiGiÓti. ~:iEe.st-r-~a q¡¿e el conceJ;to\ da cuce:;i6n . 

. v,,niforme de j .. u,r .. ::iones·c:e ó~i.;;-.t1~iL1u.ci6n corr· . ..i.3¡;.onda e lo que :Je 

conoce cmn,o' su:::esión "ºtig.ht ;· 

!?::9.E9.g_:!:.:::.i:.~I1.-:2!.. ::: e c. {F.,...} 
c i ón v .;ea MV\ .-::::: FV\ fm.} • L·G.S ~i,;.,:rU:ient-es co1ici.iciones ·son equi-

·.val e•n tes: 

I) [t=V\) es un i .fo rnc. 

(a' h] tal . 

.que: F"' { (-a_ 1 b J ·1 ~ F."' ( b) - F...., (él) > Mv. - E V- "' 

Demos t1·a.ci ón. 

-~)-~-IlJ-.--S¡t.z~oiiJa;nos que . es un i.(o rme, entonces llado 

-E">º. existen a<O y b::::>o 

:·' 'f:"' (>C.) ~. _s_ 
-.. · ·.... . ,· . {)... 

~~-¿ (1') ¿_ ~ 

tf V\ 

lo ta.n to'.. ,_ 

FV\ { (<t, b]} FV\ ( b) - Fv-...(a) :> M"' - E 

Si (II) se scti.sfo.ce, dado ~>o t:omenos un intervalo 

·] !l t] V "' 

,,; 



14 

' . t~ •'»' 

v ~ o. V V\ 
F~ l~) <. f. 'X 

~ ?<. '>,,- b V V\ . 
F"' l'I..) ~ Mv-.. - c.. 

A sí que Fil\ (~.). --ll-· O cua.iido 

tt---L. - o0 ''J. Mv-.. ...... fV\ ()(.)~.o ·u1·,.; "~0~·7·0 ·.'e-,-f-e ~-,,. "-r _ ·.'""'./ 11 . .,l .... ,,;.o ft...,, >...;;_ 

,. 
1 

V\ cuanclo 

.,c.·--.· o<> , e :; el e e i r · { F V\ 1 . . e s un i J o r;-:, e • 

·f.!:S!E.!2§.i:..f.:Í:.~"[!:_i.!.S' e a ri FV\ (V\:::\,~, J y F ./une i onc;; de dis-

tribución y SU]JOT'l[JCTnos FV\ _L"' F cntoncés las si~ 

guientes condicionej son equivalentes: 

I) . FV\ conv·.:.:rgo o. F r: ro.:.-· i a:;zen ta. 

IIO La sucesión 

1.2~::: 9.2i.!9:S:.i:9.?!:, 
I)-=='b. Il.) Su1:1on/¡<.,;:;.o:; 1;ue Fv.; conv..::rge a . F 1-:)ro¡_~ic.rnent-e, cnton-

ces dado E.~() tonemos un inte1·vcdo 'de continuidad de . F de 

(a, b] y tal qua: 

F{ (a , b J} ::: F lb) - F (a} 7 

. d. 
·~ tomar ahora tal que pr;opi amente, podemos . . 

' . 

\f 11\ »,.. . tJ 

V\>,... rJ 

. ú 
.'-': 

,:) 

'I' 



. fv-.{íiL~ .. f=V\{(a.bJ}~ \ FV\(m)_-F(ñl)! + 1 F(íR)- F{(a, hJ}' 

+ \ F { Ca, ?, J} - FV\ t ca, b J} \ <: E- V V\~ 1J 

. ¡ 

.decir: 

F~{(a_,bJ} ~ FV\{íi11-E 

.A hora .z:>c re?. J= ''a..;•:• 1 tJ -1 to~e~os intirualos (a b. J tdles . Ji .J 
que: 

Entonces si C==- V\l'Vl.i'I/\ {aJ d..1Jd.L.r··.
1

d.._i.:.1}Y 

c:\.::.'l'N\~X{b 1 b1 1 b'l..1 •·· 1 b...i-1} se ti·.me: 

·por la proposici6n 3, la sucesión {Flf\} es 

·.Sitpongamos ahora que la sucesi6n {F""1 es unifo1·me •. 

pa;·a cada E;.>o e:-ciste un intervalo 
. :; 

tomar el intervalo (a, h] do ;,wnera que a y' b. sean 

con ti nu id ad de F !J entonces co7no ~~-F 
F.,., { (a, bJ} -r- F { (a , b J } 

tJ, tal c¡ue: 

•:.:.:· 



<'' 

.T!}n ¡;a.rt i cu,1 ar: 

V . 'f\ ,./ ¡1J I 

Far lo· to.nt"o: 

!./ tc.1 QUe: 

F { (e , J J} =. F ( d) - F (e) :> F { íR-} - ~ 

"v·-,. ~--, ., "·· c._ d F "" .i •• :.:..v~av..:,n"e, co::~o ,-Y\~ , e~·.:i3te l"~ -(;<./] c1ue: 

\ F"' ~( <-,JJ} - F {ce, d]} ! < ~ V V\'/ (\)~· . 
..1.r.;n. ¡.1c.rticular: 

· f {(c., d.]} ~ FV\ te.e, d]} + ~ 

¿_ F {cc,d.J} +i ¿ Fv..{c.c, dJ} +~ ~ FV\{m}+ E_ 
" i I { tJ .• 1 1 : V V\>,1 (\)o.. 

si . '" =-. V\l\~X 1, 1vd,. tenemos: 

F { ñl..) > FV\ { m } - z. if V\ >,- ¡J 

F { íiL 1 <(_ FV\ ~ fil 1 + E V "' ~ ¡\} 

. . ' F-" \ íil ~- ~ F { íll 1 1 · ~ f. \j V\ ;>,., A) 

Fv-{íill _,,_ F{1R1 , es .:Ccc:ir. Je conuerr;.;ncic de 

. F -es .:_::· : .. o¡; i a. 

(c., el] 



En oc.asiones se habla de conver,7cnc_ia de funciones de dist11 ibu­

·ci6n en el siguiente sentido: 

\="' -----.. F 
tinuidad de F 

si FV\ (~) -$> FCx.) \J- ")(. pun t:o de e on-

En f1.eneral fJe u;;a er:ta. clc,fi·nición cr.~cn~o ·(~Cc~c. FV\ co;;zo F 
·son funcion.ec de c:.istri?nici ó;: c~3 vcr·icbles alect-oric.:s, sn cuyo 

c~so se dice que la cor~es~ondionte 

torias converge _cill. distribuci6n. 

suceci6n de variab2es alea-
1 

' . . 
En e~ie caso est~ d?ftnici6n de convcrJencia y le que dimos an-

te. r i 6 rm-en te . e o i ne i (~en e o;.10 v·::: re; .:os Ti7..':_S ad el e~ n te. ,~'in Q7.?lba r.go 

convi_ene l'reci.sc;., le rclc.ción •':.:.'!l'.J e:.~:i¿:te eni·r'V' ellas c';i el t~C-

80 gene l"CTl. 

.f'i~ ne i o ne e de di .s t ;~ i b E e i ó n 

y F ttna ./·unci.6n no :..i.:crc:cir:.."?n·ée ?J 
'f oc.oTa da 

la ~edidc csocia-

da c: FVI 
Si F"'c~ .. \~ Fl'I.) \t X punto de cont-inuid.acl cie F 
•mtonées ¡'-<"' ( {x1) __,.O . '>¿X ¡rnnto de continuidacl de F 

!~ea un punto de continuidad de F 

sea u.na vec i nda.d de tal que: 

.1 f(ll.) - F( ij) 1 <- E "':/ 'j t:: V (x.) 

•'.'.: 

Vtx) 

F , en-

. :: 

:··:romemos a,b.t 
'.~,T::;;::.:.;_;\· .. :· ·;~ '•'• . : ; '.' 

;:Y/i{~dc~{n~i da.d···4 e 

de manera qu~ s~an puntos de 

FV\{ca.hJ]= FV\(b)-F"' (a.) --.. F(b)-F(a) 

N tal que: 

~·:x;:F~:{(a, bJ} L.. t=<b) F(a) + ~ V . VI :r tV 

füfo~1Ü1 i;;::;~._-;§jI;:< · , , .: . 
'•cf,·oP.e:no. entonces. 

~;;!t~t~~·'(z,~i} ~ FV\ { (a , hJ} < F ( b) - f= {a) + f_ < ~ ( 
'~;:. . ') ,, ~ ' " :. . . . ' 

r:~:JJ)(}) ~ o 
~- .... :;·';.·«:~·z~~t ... 

. ~·· 



Sea {F~J un'.: .:;uccsi6n ,·ze ./uncione.s d.e distri-

bue i 6n u 3uz:.on.']u.-;¡w s Fll\ (.X) ~ F (1<.) 'r/ X punto de e on t inid-

··dac~ ele la ~runc-ión ele l-~i,?i"r~buci67l F '·entonces ~ ~ I= 

De:.: os trae i 6n. FV\ 
. ( a . b ) · 1rn. i n t; e ,.. 1H.1 o <:ve3 ·::o n t. t. "u ; l: ul as: F , tenemos en-

tonces: 

F~ ~ (a1b)} ·== FV\ { (;ci, h] 1 /\V\ ( {.b}) 

= F"' lb) - F ... (o ) - JA. V\ ( { b } ) 

Faro FV\lb)-FV\(a) F(b) - F(a) i". 01·; ¡ . .; "o't· 0 .,.4"' ... •t.;(...¡ .. : .•;. ·..) (,u 

!/ fÁ.v.. (fb1) ~o 

. . FV\ { ( a,b)j ~ F (b) - F(o):::. 

· Fina.lr:¡cnte, F{(a,bJj F{(a 1 b)} ya c¡ue b es 

p.unto. ele conti:w.ic?.c.cl ele. F 
:EJ i;n·verso de .Za proposici6n anterior no es. váliclo, como se 

'mues,.tra .con el ejemplo siguiente: 
,':_;:.':~·';·' ... ·;.<· -·. :: 

.. :'.' ~J.!!.'!!:.E.d:.9.:.-. 

f~t~~f;.:~.~ji it~,m.os: .· $1 
···;:::• 

$1 

SI 'X < d-.V\ -1 

s 1 

U Y\ ::_ 1 1 d,, ¡ 3¡ • • • 

', .· 



u Fo.Vl-·I 7'epPesentcn mec·ic~c.s de prol.icibilitiad concent1~adas 

·Entonces, cilc.lquierc c,ue soez 01 .. intcruc:10 (a, b) 
FV\ ·. ~. F 

.Por otl'C. ¡.0 a.r~·e: 

. . 

FC).V\ ti) ~ i 

~V\-1 (~) ~o 

no 

F 

. , 
¡¡ i n,7un vcl.o r- o .. e 

F\'\ (a,b)--•o. 

L"OS sigu.ien.tes 7 ... e . .:u1-¿-a,(.";:o.:::. o:e:::.u:;.s·t·ra11: .en ¡"'-;ar·i·fculc;r que cu.unrZo le~ 

·e o n ver[.!€! ne i a e :s :.-; ro}) i a a.·:: b os i' i J) os l.Z e e o n ver.'] en e i a e o i ne i el en ~. 

Frovosición 6'. ___ ._ _________ _ une suc·:.::::.:i6n el~ . .l·un-ciono:J 

bución. Las si:}t.~ien~·os '.]oncliciones :::on equ.,ivr...lenteB: 

I) FY\ · _i.. F y. F,,.. (l<.) __,..O unifona.emente en Y\ cuanclo ·'<-t. -oo 

II) ~LY-.) ~ f(X.) 't/ X puntó de continuidad ele F 

~~¡i'~i!:~~)itit~. t~~~m:s(Ii~, Su:::::m:: ::~t~n:::a~od~pun;o de t::nti~ 
~:~%}~!¡~0~~~:> aD<..i~ .· . u -tal 

~i~-;·~e~~. '° . F"' (i) >~ ~ 
'."i;.~' ~ ·~ :::;: 1 ' ' ,. • ;;J 

que: 

V V\ 

F(-i..\ < 

·Como. F"' e.-ciste N tal que: 

F [ (a 1 ~o]} J < 1. 



' t= '°' t x 0 ) - F ( x o) \ = l FV\ ( 0 ) + F ~ ~{ 0 ~/(o] ) - F ( a) - F { (a , 'X o 1} J 

·. ~ \::V\ la) 4 F la) -t 1 FV\ { (C!, 1\ 1)]} - F { (a , ?{ o] } J 

¿_ E. ti Y\">,- tJ 

( -x~) ~ .. f (Xo) 
Así F"' que 

II) -9> (I) 

F ta-1 (Ju.e: 

Usando ( J¡.) e:_i.:ia te ant"onc:es 

\ F"'. la). - F la) \ I!. 

r::.1,d.., ... J N-\ toiíl\Jil!OS ahorc; ºJ" 

. ' 

F"' (i:r) ¿_ t. 
. b~'M\l/\{a, a_,,(h,, ... , ÓN-1} 

{:V\ (b) L.. ~ 

f"' l'I'-.) L f . 

,, ·. 

)que FV\(1') ~ O 

. V V\ 

1. 

1 

taJ. · que: 

tenem.os: 



Entonces conclnimos c;u.e s-n gc,':erc:l lo. co1u•ergencia d.ébil es 

menos fur,irte q1rn la convergen-::ia en el ot1·0 sentido; pero 

t~mb~én tenemos el si9uiente corolari-0: 

tribuci6n. l! 

;s·ecn fy,,, (V\:. 1·1 t,, , , ) 

su.¡.001-¡,gc_;;ws qiie F\11. {.íil] 
F funciones de dis-

F. { m.} en i:onces 
. 1 

las siguientes dos condiciones son a~uivalentes~ 

aJ Fv-. ~ F 

punto de cdntinuidad de F 

F d 
V\--... F ·pro pi amen te, 

así que por la pro¡:osic.i6n ·i, la sucesi6n { F"' 1. es unifor·me y 

entoncei se obtienG (b) por la propos~ci6n G. 

F'ina.lmente (b) =l> (a) eci'.á dad.e Pº"' la proposición 5. 

1 •• \: 

En seguida caracterizarerao3 la convergencia débil de una manera.: 

qu~ nos será util más adelante. 

.. :~ 
•,\ 

.·.i:. 



.· . .-. 

y F. ./~rn.ciones. de¿; •:.Zistribuci6n 

e~~tonc es ¡as si gv. i antes el.o;;; .e ond i e: i one;; 

a) FV\ --=-. F ¡:. 1·01: i cr.i e1~ te. · 

con jquivclentec: 

b) slil~(") dfn (X) - J;ü<l d F(l<) V .r<enci6n conttn;¡a y o.e o ta.el a 

,f;u.Lv.on9_anos (e). :::· ._:::..;a. 3 ~.~ne ._···u:::ción· contiri.uc~· ~/ c:cott:::.~a c~eJ;o~nidn · 

sobre 7il 
.:7ec: tJ\::. F { íR} MV\ =-Fv- f!R} ~· K. u.ne :;ate ::~e · ¡ ~. I · 

su .. x.· e·¡,., i o¡~ 

J)ác:Zo E.>o i:Oi7J.e¡;;cs, .O.>O t:c.1 qL .. :e·: 

F{C-:a, "<l] 1 > M- E 

Entonce.:; F {C- ~,a)) + F { {a) o0)3 .¿ E 

d . 
p,;1·0 como FV\ -~ F pro.,:ie;;;eni;c: 

f.,,{(-«>,-a)j + F.,{(a,o0l} .--. F{(c o0,-a)} + F{(a,ooJ} 

.tanto, existe N 1 tal qne: 

FV\{(- ~,-4) J + f\J\ {ca I oQ) J <:_.E 

siguen.las siguientes desigUaldade~: 

"- K (F.,{<-"", -a)j ... F" {(a, oo)~<C kt 

. ,:•, 



· ··.·.Ahora· bien: 

9 ,· ·. es una funci6n contínua en \:-a, a} por .J.o tanto es 

'!-ni fo rmemen te con ti nu.a: consideremos en tone.es una pc;rti ci 6n de 

t-~. a3 - en intervalos 

cada uno de J.os cuales .. 
a."-ienos de Ccntinui,:.;:acl 

la oscilaci6~ de i 
I1, I-l ... I"' en , J J • . 

sea menor q;¿e é . 

Sea entonces '):.!E: lr , ?J tlefi nemas 1 a ..tune i 6n T: [-a, aJ -~ 7il 

de .la siguiente manera: 

T es entonces unu funci(Jn escc.J.onacla con la propia:iad: 

\ ílY-) - 9t"'\ j..:. t. V x E- [-a.a] 
.. J.?or lo· tanto, t:ent2illOD: . . .· ·. · r 5 3t•I d F~ (>.\- s TlX\ J i'VI (x) ¡ "- s l 3 ()l)-Wl f J h (X) < E F"' { t-a ,OJ 1 Ú f.\.\ 

t-o,l\l t-a.a1 r-a.~1 · . . ·. . .. •. : , 

~[,'?l Jsty.i .IFl'-\ -J W\ ó FlK\ j ~ J l 'l ex¡ - H~l / d Fl~l <'. f F{. t~ • ª]] i( 'E M 
. ;> .. :;r-~.a1, · ··.. t:-~·~1 · [-~i-01 · .. . _.. . .. . · 

f ~til"i;f JJ?~~\,ÁF"'l~I: ~~,F~~I7}-t,x1F{1,1 ~.~t~~J dHx) · 

i~,~~\j • . existe ~k tal que' 
~}'./~\:, ; ,~·. . : . .- ~-; 

. !,·-.-·:). ' ¡ 

STt•\ÁFl~l 1 < é 

t-o,o] 

eles i guc~1.1ac~cs. an teri ore ,'J, ol; t:Jnemos en tonGes :. 



,<;. ¡ s 3 (X) d F. (X) - J~ (X} d F('<)/ 
r-a,aJ [-a.aj 

1 5 ~(><) Jfy.(l<) - s ~(X) JF(X) 

l /íl. il . 

+ fJ(xJd~"(.,;)J + 1 s 3(;<.) JF (i<.) i' -C_ ¡ j j (xJdf.. (x) ~ s~~¡ JFI'<) )+a "E. 
[-a,a]c. · · ·. [-d,a)c ¡: .. a1a]. · , [~a.a] · · . 

-~ '(\qN, i 

. . 

·. T' te;;_:. 2.: i J n : · 

J9 l<l J fal<l - s j (<) d FO<) I "° j Jj(x) J f. (<) -J H•l J F. C<J j 
(-.a,aJ . [-a.,aJ ~a,a3 . r-a,aJ · . 

· + 5 T(x) d F.(i<) - J T(x) d F(x) ). 

[-ir.~] · c-a,aJ .. 

t ·1· J T(X) JF(X) - J 9 (X) J FCX) J 
r-3,a.J e-a ,aJ 

< E._MI/\ +é.M +E. ti Vl~ Wa 
:En.to.ne es .tomancZo N = má~ {. t\) } . 

:,.~··.. · N1 1 ~ obtenam.os 

' j3cxl dF" tx] -13 (x) d FcxJ j <. ¡: (/A" + 111 +j_ + a#:. ) {/ vi;.,CÍJ 
. ~ . . . m . . . . .· 

· Ob -'-e7'ºll "~ ..,.,., ..i.,... ... • . (,, "' .... ,z o v L. ... r... t.' ne es , z. n , · 7 'T'J ,= 7.,. ···- º . 
e/ .. -· .... t_; .. !, i.;:: .• 

V Vl~AJ 



donde . (::. M + Co + 0...K + .1 .::. (o'i\sl~\/\ \e ~ co 

Y co~o i6 anterior se hizo todG fi.rnción continua y 

todo .'.Je:Ji[/UC (b).· 

ro el sigr.!.-iente ;:.]c-::zc. 
' .\ 

.. 



f..!:."11!:·9:._~!.. l!sc..nclO le..:: r?.i:.n:¿cs no.,L:::f._o·nes ~, c: .. :.·:·inicio~as c~adcis en sl 

!Teorema, SU}..JOn:]UiiWS c¡z.:e (b) :;e cu.;:i1c1e· pcrc. toé~c ,;'"unci6n e.anti-

nua. ~ . con 

l ' . 
1 \NV'\. 

?{-to oO 

entonces 

9 l~)= o L."~ .9 O<.) ::: o 
X-. - O';:) 

1 

.1 

~~~2~ir~E!~~~~· 6ca 
to y ~e ·1a~gi~ud 

:[ un iJ1·L-:.:rvc.1o a.:; co'7~1:·i~í.t..~it~ad. ele F , c. b i e r­

u. n . in ter-L C.> D sea Is 
.:t. L+ s 

son puntos de con-

tinuidad ele F 
Ahora to~;e;->;o:; u.ne .;··Enci6n continuc ~(JC.} 'JUC C·'.entro de I. i:ome 

¡j tc..1 qite 

o~ M.(l<) ~ 1 en t:odas pcP(es. ·.-ih.01 .. C.'. bien observu.-:rws lo 

siguiente: 
· .. · ;-:--: . , . . (;1:) 

·.,. E···.:·.··>·t.~) -.·· .. ·· .. ·J· A(1-) á F"' t~} 
.. 'f\ \ . .· . . .. 

. . . . ;- Qo<:) 

s. M(~) d FY\ (Y-) 

I~ 

= J: .«l'<l dF" (1.l -t l J-1.l~I d ¡;. l" l 
.I. 15; ... I . 

F"' { I} + 1 f'.<~l J F,. (li) 

. 1~-I 



·igual. forma ob.seruamos que: 

?E(H: J:_(<) JH~l ::. J M(l<) d Ft•l 
·... . - °"' I:~ 

+j .M.O<) Á F(x) 

:If. . . 

s M.{)(.) d FlX) L.. F {Is, 1 
.IS> . 

·• E(M) ~ F { I ~} z F { I 1 -t- f. 

para. Y) . lo 31..lGºicientemente grcncZe, se tiene ciue: 

. EV\ ~) ~ E(M) + ~. , por lo _tanto 

ta) F"' {r1 ~ EV\ (M.)¿_ E(MJ+ ~ ~ F{.I} .~ a E 

Ahora tor.iemos un inte1~valo cent1~cao en 1 
L- t donde se escoge a ~ :::> D O:e tal for·ma que: 

,. . F{.I.s} ?. F{I1 - E . 

':~\''·:~.~~~-~;·, ~f~.a········.-~t~} una funci.6n continua ·que dentro de I.~· 

~];ii;~;~i~if,,~~.~ú:fj>J!;f'fªf te .·. 1. · , u que· se anule fuera ele 
I. y ta.l 

para todos 1.os valores posibl.es • • ~ 

observemos las desigualdades: 

+ l A(~) JFV\ (xj 
:re. ' 



·:;. 

~-:· .. 

es.decir 

Igualmente v~~os que: 

E.('•-'\ : .5: (><) d F(><l ~ ifa\.("-l d FIXI + J; (i<) d F (~) 
-oo T I. 

: ( M (1'\ d FO<) 
JI 

= s l'l("-\ d HX} 

I~ . . 

- F.{·I~J +. 

· ·Par tanto 

+ J "'t><l J F(J\.] 

T-I~ 

5 M (><) d F(K) 

:C-I~ 

r··'\'°F'.}}_hora para 'I\ S1lfi Cien temen te grande, ;;;e 7_'i ene que f 

!,,,. ~·.;_.:~~·t(~):.,.·t ~ E.V\ (M) por· lo que sa tiene: 

~~(\~·~~{1\~ Ev-l-")>E(M) -~ 'l F{I~}- '< > F{:I}-d.E 
·0··.{;'>}/CJmbincndo (.a) y (h) obtené~ws FV\ J... F , ya que 1. 

inte~valo abierto d9 continuidad de F 



· /Jupongamos ahora que (b) del 

_toda funci6n continuo. S 
teo1•e¡;w es váliclo, entonces como 

con la propiedad del lema es aco-

~ad~, se cu~ple la con~ici6n da],. 1 ema ¡¡ poi· 1 o tan to f\11. -.J:... F . 

··Finalm:ente·p·arc. demostrar que le converge;rcia e;: propia, apli­

. quemas (b1 a la funci6n identica~ente 1 , con l~ cual oh te-

.se 

nemas F {íiL7. 
una funci6n contimw 3~ Til -i> 7R.. En a~~lants diremos que 

anula en el infinito :::i Lí'~ Y L,:.._ 9()()= o· 
.x.~-ooo . 

Ob.servemos ahorc. que el i n1Jerso del lom~ no es v&lido'como se 

muestra con el sig~iente ~j~nplo. 

KJ9.i!!P.d9.!.._ 
Definamos: 

SI -X<..-~V\ 

que sea el in terva1o 

FV\~(,~.b)} · ~ t> 

(a,b). , se .. tielie:: 

- J 
. F\\ -~ F donde F es· la firnci6n de 

cero. 

parte, definamos la siguiente " . , J ¡¿ne ion 

.:; 

... 



~ es coniinu(,¡, v se c.nu.1.c en el in,j·i.nito, ;;in a;;ibc.rgo: 

. J ~ l~) d.F~V\ (~) 
_, V \1\ 
J. ... 

fil. 

• ) ~ ('I<.) el Fav--1 (r-) 1 V 1A 

jjL. 

s 1 ll'-\ A F., (l<l V\O C.01/\ vev je . .... 
íil 

que se a.nu-

len en el infinito. ~·} ;;:i2uis'nL3 t .. ;·or·3;:;.:: establec2 la o.g_uivo-

lencic. i.iaJ'o une conc:Z.ici6n dlU:::ioncl. 

[~9.?:~~9,_;i.!. Sacn FV\ (V\~l,'d-i··· ) 

di.stT'ibuci6n u ::;ea MV\ :::. F"' ~íR.J 
·si6n. (M-A) es tr..f 

.son. iquivalentes: 
:· .. :: .. · . 'J 

.F"' ·~ F 

F ~/·u.ncio??-G·:::· de 

la .;;u ce-

lc.s siguientes conclicio-

. . . s~ ("ld ¡:" t~l 
·. ... . . \il-

-11>- s S(~) dFO<.) 
: íR 

V.runci6n continu,a 3 que se 

anule en.el .infinito. 

·. QE7!!:9.2..É?:q,f:f.5i?l:!. 
Se-a 

que (V\ 

infinito. 

M=- F{m1, .K 
u se.a O una :;: ..J 

iu;;¡a,;¿o~; a/ o 

tina e o t:a :·ni peri o r d. e . ( M\I\) 
firnci6n continua que se ánula 

t:al r¡ue: 

::> t J<. E. [-a 1 a] e 

":,:. 



IZ~~[&·'V\,!f .. : .· e¡ ' . 

·1')-· •. ~ '"'. ,,,., ... -. < •• , ;-.· 

. ; 
" . ... 

' ~ - . ·~ 

(TI1;-~{.'.0':f~i;/,ise_. ti'¿~ie r¿_~ tone e s.>· '. : .. ·-· . , · . . 

i¡f 'Y:)'}f ·s~~ l~l A F" (.'-) 1 ··~. EF" L[- él, aj cJ ~ E F~ [aj ~. E " . 

,. c-a;a.JC. ., 
. 

1 5 'll><)c\F(1-) \e':. l F { r_-a.aJc] ~ E F{üL] ~ é f\ 
\ r.-a ,a]c . 1 

P1~ocec~c.noc ontonce:.J e:cactc;,;nente como en la primera pc'rte de la· 

demo;;traci6n del '.i'eora¡;¡,a I para obtenc1· N tal· que: 

.··. 

·¡. ' 

\ S g (x) d F,.. U) - S ~ (x l J F<x) 1 < E. fv\"' + E M + E. . · 1f v¡ ~ ,J .• 
[-a ,d] L.- a ,a J · . . . . . : . 

· E7Ítoiices: · , · . · · ·. · . · . · . • ·_, '" 

... >·<Tl~(~lJ~"(x\-¡~(x)dFcx) _¡ ~. J.:;x) JF~(x) -¿:~•) dF(x)j 

· •.· + t J lCX} J F." (X} + J 9 (><) d FO<l ¡ · .... ··.· 
· · . 1 [-d,a)c. .. ·. -.·. . . [-a,Ci]c. · 

é:. ·E (MV\ ·+ M + 1.. + a-...1<.) 

~- E ( fJ\ + 1 + 3 ~) V V\~ JJ 



Y como lo anterior :::e htao pc..ra. toda J'irnci6n continua j y 

tollo , se concluye Je vclidez de (b). 

· Fin.almen.te, la i'n:¡Jlic~~cióli b). p a) se .si.oue inmediatamente 
· -cZel lema3. 

Cbm-o casQ.pc.;·tici.Oar sean K\(\ (.V\=-li"2.1~··) V x· vcriable::: ale-

t.orias con f1.rnciones cl.é .~istribi..ció11. F\I\ (\r\~I, -;;1
1
.'..) !J. F 

respectivcmeni>.J,. :;ean aJ.e;.:cfs f'/\V\~F\'\ (Til.) , ·tJ\= F(7R..) ; enton-

cas en ec-te ceso CM"') ;:,·:::~:ne cEca.::ión r:onsta7?.tc e i[Jucl, 

a as{ que ~odc~os ~plic~r el co~ol~rio 2 d~ l~ propo-

_:iici6n s,· el l~~~or·e.::c I !J el teor·e¡ .. :c :::· i;crc.~ ob~·en . .;r.G:l Gi[/uiente. 

co;·olc¿ri.o. 

C'o1·olario .3. ------------ X vc1·ic.bles alea-

u F 

lé'ntes: 
l FV\ - .. F a) 

b ) : FV\ ~~) -i.. F o~ ) 1-;un to ci.e e o n I: i· n u i cZ a !l de F 

sj~~) dfV\(~}-:. s <J(x) JF(~)?.(unción continua 

'•· . . . 1il. . . . íl ,, 
y acotada 

qr.~:'.5··· Cj(~)'J'F~CJ-) -~ 59(K)JF(~) 'Í';~n:~6;n,;.~:~:!:~a 
·.··m. · .. íiL . 

Lo~- siguientes resultados son 6laves para el 

que se anule 

estudio de la con-

·vei·.r;encia de funciones de distribuci6n pue3 cZan un cr·iterio muy 

iíi"il paPa: probar la: convcn~genc,ia c~ébil ele una .sucesi6n de fun­

ctones de 4istribuci6n • 

. · . 
. :-:-:·_ :.:. ·- -~> 

·- .. -·', 



·-.·· 
'•' 

.Para. toda sucesi6n {F"') 
. la suces i 6n ( FV\( fil)) está 

de fun.ciones de distribuci6n tales que 

acote.da~. existe .une, subsucesi6n {F111 ._} 

y una .funci6n F tal que FV\I(. ~ F 
1.o.'J racioncles en fil_ 

Para·cada J , 1 a ,:; Ll e e s i 6 n ' e F-V\ {< r) ) 
1 

es"tá adotada, por lo 

ta~to aplicando el mttodo diagonal 

.('A~) de 

'íf r 
te una sucesi6n 

\. ~ _,._ f"'~ c -r r) 
~ 

!:/ea b1 ("-l3) -::::. 

crecie·nte 

e.'::isi"e 

Ltv-.- F"'._ ('<r) . 
K . 

(teorema e· del ap6ndice) 

nÚT!le1·os naturo.les tal que 

ex is-.. 

Evidentemente [i, es u.nu ,{1rnci·6n mon6tona no decrecie1i.te defi-

.nida sobre ©. 
Deftnam.os áhorc. bl. ', íiL -i:> f.o,IJ de la siguiente manera: 

•·)· 
IV\-f { ~1 l'<1) ·. ·'X<. Y.r} 

pigue ~iendo evidente que s~ . es una funci6n mon6tona no 

61. ' es' cont.inua por la derecha: 

6n~ ·dado:<)(~ 1il. · y ~~o e::c.is"te YE· <1J tal•que 

.que/ .. ·· 
,;.-·.· _.;· 

'' 

'j<"." · obtenemos: 

'bl. \~) ~ b 1 ( '<) < b 7. (X) -t t 

' ' ' 

Tn.('1 \ - fn (1<) < ( 

es continua por la derechci en el punto 

.... _ .. 



Se.a ahora X. 
Dado ~;>O tomemos ~¿_X. tcl · qiw 

b1. lY-.) - c. ¿_ . \;l. (:l) 

Y tomemos 

Ob~enemos entonces: 

Por o+ "'C' p - ·~~e · " .... , e. ... 1t ... : , (.. _. , ::.; a. D é;n o .s· q u., e ."' 

Por lo tan to, 

\... \
1 
\NJ'\. f vq~ ( S ) 

f<.. 
existe N tc.1 que: 

-: .·, _--~ ":. . 

fV\kl") > \:nl. (i-)- f.. ;.,'·. 

L.. fu,_ r~)+é 

Fv..~{x),~··F.,:t:.(s) .·. V t.' : 
' .. - •.' ·: . ' . _·. : 



).Jll ···u·-i·o --'!,o ·"O. nt·:;.,.,-.; .. -'r:-" ·,-.:,? V ";.' I {,. ..,. t-:-- .... -' '¡.. (J t ~ !..·~ " ,..) ... v ... .;~ ..... - F 
' 

- Y entonce::- .:;i es u i! intcrucio acotc~o -..Z e 1 e o n t i ni. .. i l.i e~~ c:.e 

C: "Oi' ,-,,,.··:·;''º'·'C-n a _;¡ b ·~·." ·ti.e;:.c.· r --- .. _ ..... ~· ..,...... ..... ~ - -

FV\.,_ZI} ~ F (b) - F(a) F{I} 

·d.6bil de u~ia. si:,i;v.3icf¡1 e:.:: ,/t.:.n::iot~C¿'" c~e :~istr·ib-n:::ión e:.,~: ¡::¡_,,obabili-

cl a !.l. 

,~T1e o re2 o. ·:.:·. de -----------
{ Fv.} 

dlb!lmente conu~roente 

''. e1~tonce.c FV\ _d_a• F . 
co;ivcr:;;:.1 ~~: la 1~"l.:n;J.c cZ·isi·rilJu.c·c:ón · F 

no conu<::Jrga e F , uscndo entonces 

que debe e:.c:i s t: ir une fu;~c {6.n ' !J 
y ·tc..1· Js O<l el f., ()() " o 

fil. 
implica la e=istencio 

gu.e: 

ele t.>O u il7i.O. 

J 30<.J J F (x.) 1 >,-. ~ 
fil . i 

J ~ ('l<.) d F{K) 

iR 

cubsuc ss i 6n L fv"' 1 · · 
K 



Pero e;¡ tone es 
' ; .... , 

debilmente convergente pues por hi;6tecis cualquiera de ellas 

d~b~ convarger a F 
y por lo tanto nueGtra hip6-

fecis es /.:::.lsc,. lo cual pruebe. :Jl too1•er;zc:. 

.\> 

,"; .. · 

'.' •, 



•,:, 

:.·· .. · .. ·. 

q::¡. 

C':1PI1'üLO IV 

LA TR.AH:JF'ORL'.1ID.11 D" L.-:PL.;i Cl:' 

Anteriormente hemos deJinido la,?unci6n gjne~atria de mome~tos 

de una var7.able aleatoria X con. ./unci6n r.le cUstribtlci6n F 
. }( 

como:· 

' 1. 

para toda S 

cuando F~ .asttf co1icentrád.a en [o, oo) se ve fnr;;.ediatá-

m.en te que M(s) s ~o 
L~ geheral la Junci6~ generatrin de unt variable aleatoria es 

útil cuando ce encuent1·a de/inicla en una vecindcd clel cero. 

tlin erf!.bargo, vere¡¡:os c·n '3ste ']G.']~:{t~lo c1ue :cuan(.Zo la ~f'un~ión de 

clistribnci6n de la variable aleatoric. está concentrada en [0.1°'.°) 

los valores d·e·. la. ,;· urisi6n :;cnerat1·i~-: r;;n (-oo; o] son igu.almen-

te ií.tiles, aún_ cua1u~o Je; ,"/<lnci6n gcne1~ct;·iz _pllec:e no e_star cl.e­

.J'inida en tin<< vecincf.ccl é!JJl O. 

Para esto, damos ]Q si3uiente ~efinici6n: 

'De·';inÍción I. Sea .. __ ¡¿_ _________ _ F una. ,/unci6n i:7-e distribución concentra-

diz.~n [o,oo) • La transform.ada de Lapl a ce de es la 

'{>'. m_+ -. 7il definicla por: 
<X) l e_-sx d F(•) '{' (S) ::::: 

~lgui~ntes resultados cervirdn 2cra demo~t~ar mds adelanta 

,la transforr.wda de Laplace de"te1.·1¡ii1w a la flis·t.r'ibuci6n. 



'" be'r>inici6n 2. "·· . .' __ ,¿_ _________ _ Una suces i 6n :\e 
, 

numero s 

..... 

reales es lla-{e~} 
,máda> completamente mon6 tona s t: (-1) y . .Ó y ( K ">/ O para toa: o 

r=o;·I,2, •.• donde ya·se ha e.:cplicado el significado del factor 

~(fi::re'!l:cias pare. una sucesi6n '{CI\} (ver la rlefinici6n 2 del 

capífolo II). · 

fz9.!::2.7.!!:~..:.l!.. Una sucesi 6n . { C !'.} 
de distribuci6n concentrada en 

es.completamente mon6tona. 

de Filie . .., los-momentos d~ una j~nci6n 

to,1] 
. 1 

.::;i, y solo .si la sucesi6n 

En este caso la funci6n de distribuci6n F queda determinada 

por sus momentos. 

, el k:-ésir;zo rnon1ent-o ele F estJ. de.do por: 

e\<.: E(X~) =- j~t\ J f(x) ahora bten 

º (-1)º Dº (;;. = C"' 
E (XK} 
E (xK ( 1-x)º) 

ob/;ervemÓs ,también que: ... ",~~ . . 

e ... 1) ( e"+' - e K) ::: e " ... e K-I 1 . 
. . ' 

E(xf<..-xk .. ,J ==-E (x'~ (1-xJ) ·- ''•'' 

·observamos que: 

IJ?... e K :::. e "4 :i. - ~ e"-+, + e.,. 
E.(XK"~- ~xK+'+x K) ~e: (_x~(1-xY-) 

procesó inductivo nos lleva e; 

_).,_:,,:':' .. '.',:, 

~~);,~;2.". ·,-.·' ;_,, .-. -· .. ;w· .. ,· ..... ::;·;:; 



E [xK (1-·x)··~J ::= . f 1 

XI'\ (l- X )''J F (X) 'l o 
o 

puesto que f('I..) está concontrp.da en [o, 1] 

POI' lo tanto la S~icesi6n { (~1· SS ¡;,;¡~: Stlce.::;iÓn· cofi;pletc.;nente 

mo7i6tonc::i • 
1 

4=] Ant:·.es ele z:robar ·11 inver.t:o. '! 

Fri~ero veamoG lo sig~ie~te: 

Tomei?lO.::: F(X} i~n.:; . ..:~·i.str·i.ZYtl:-::i6n. conr;cntr·o.dG en .[o, t] 
. .. ~·ea. · {C~J DLl .coi .. i"oi·¡:-ondi,·en·t:c ::;u.ceció.n c~e ;noinent"os .U sec ··~'(X) 

··una J-~u .. nci·6n conl"ihU.ú GrZ:i tr":.rit.c. 

Definc~o.::;~ corao antes: 

E(M) =- 5:q-~) d FU) 
- 00 

¡·?ecoraemo;; q¡_¿e ::;i Gl .. :· .. oli;10.~.7.·t.o e~,:! :Jer·;i.:;·¿·cin; o:c g1~ac~O V\ G07'7'3S-

¡"':10.nd .. i.ente a !--\.(;() ( ·,.;z.:.. ..... (ihición I c~~=·l :}c17 •. TI) e.s.t:á .o~odo ¡""]o;~ ... 
Y\. . 

BY\,~{~)::: L,u..(Jh) ('i)ér (1-e)Yl-J c:onde :;e toma. h= '/~ 
. . . :r=o 

'A.ho7'a integrc.n~-:.o e o n 7 ... e .? r: 1; (; to a F , obtenemos lo si-

J.' ~1-<-(Jh) e) e' (1- e)Yl·j J F(eJ 

:f M(Jh) e) j' e1 (1-e)"'"Id f /9) 

r=o o . 
aplicc.nclo la. ioualo:cd (J;), obtenr:mos: 

. E{'B'A,M) =: ~()_ M(Jh) (~) (-1)'(\<f L1Y1-JCJ 
. J"= o . . 

~ M(Jh) Pr(YI) 

:¡=.o 

·. 

,·(, 

" ·.•I 



'ºº 
donde por abreviar, hemos hecho: 

( C') 

(}omo 

p (.V\) -

's - ( ~) (- it-:r L1"'·:r' C.r 

la 
. , 

sucesz.on Ick} es co;;:~-;·leta;n,ante·;;con6tona., 

V vi,r 
,S'ea en t-·ance.s ima ;-;-;edici.a sobre ccnc~nt~ada en el 

conJun to { 
1 "'2.. o,v;., V\ J •• , 

.Sea FV\ la func~6n d~ distribuci6n asociada ~ u como 

cn·tes. ·denotemcs ¡;ar 

Le relaciÓrc. (B) ¡.:ue~~e e;itonces e.scrilJ.ir.::G ae le si(JL~iente 1.:z.a.ne-

ra: E( BV\1 ~) ::: Ev-. (P--) 
Pero BV\,M ~!"\ u.n i./o n:e-;;zen te, cu.anclo 

[·07' 1 o tanto:. 

Y entonces tambi~n: 

. . 

M fué una funci6n continua arbitraria,: concluimos·· 

(usando el teoremaI del capítÚlo III)
1

: . , 

F . ~--~ .. F . . V\' -. propia;;¡ente. 

·Lo _ante1°ior no.;; cla un m6todo pcn·.a- _p1•oba1· lo que deseamos pues 

es una 

cleseamos proba1· 

sucesi6n. coml)letcimente 'm.on6tona arbi­

que {C.~-~ do.fine los ~ioment:os de una 

de distribuci6n F , entonces ~ode2os encontrar F 
.. ~o.·.w e.n r::J u·1usuo lc:.s ::01·res11undientes FV\ 

F debe1·6 ce1· ;,;'] ,::{::li ·:;e .: .. :3bi.l l.~c ln cu.c~:;it~n (F.,.). 
d.: e:Sta 1:1 e:.ner·a. e contini~a·;i:Jn. 

' - ~ ~ .. 
. _._::¡ 
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Sea {c11:.1 una. ::;itce;;i6n com¡_'lei;:.i7!ente :,c:on.6tona arbitraria. 

Defi~amos entonces: 

P.t'' ~ (;) (-1) V\-T !J. 't\-:r C:(. 

.. 

J = O I \ 1 "l./ ' ' ' J V\ 

\¡\:::1,i., .... 

• 1 
1 

Fo~ otra parte, cea M. une funci6n arbi trc.rio. y de/i.ncmo;:;: 

,l.:::0,1,?..,··· 

·P.or la ¡Jro1-..·c.:::;ición 3 del cc.:z,'íti~lo Ii, 1:sneno.'J.: 

i M \~) ( ~) (-1 )"'-T /j V\-I CJ 

J=o y.:::o 

Es decir: 

"' . :r) P.t\/\) 
L_M(V\ J. 

1:.0 

Tomemos ahora M id en ti e amente 1 , entone es: 

= 1 
1 o,: .tanto, ·.ab tenemos: 

V\ . ; . . 

-..:;-. ·· D (.~} _ z;_ rl" '.- lo 
I:.º 

/\y . 
Ll ªº:::.o Y'=I ,"L,, • • 

'.. iJ~/i namos en tor,¿ces 1 as me1j:iclas ~"' con e entradas en e1- conjun.to 

como antes y den.o.tamos por a su 

, co.rr·es.z.1oncliente .. {ur;,ci6n de d·lDtribuci·ón. 

que ~or gl tJorema ds He-

'''I 
... ' .. ·-::.~·;· .• 

/~;\ -~!,~:-· 

:'.';< 't;N,:l~1t.i~;~~!~li~~;piJ'.,;, 

.. 
. ;t .. 



'o ' ' 

Sea F 1 ím i te débil t..?·S ta subsi¿c esi ón; es decir: 
,. 

F 

· · Eviden tem;en i;e, F estú. concontrc.clc en (O, 1] y la convergencia· 

. propia' 

por .el teore11w I d.el ccp{tulo III, 
1 
1 

si es 

función conti1:u,a definida en el intervalo (o, •J, , . 
. t enem.o~: 1 j _µ ('k) d F .... ~ (iq ::: 

-\ 

, 
f. ~{'(i. d f(~.)_ 

.... , 

En particular, tomc.nilo. f'.(~):::. XI\ , obtsnemos que el k-lsimo 

momento de converge (ll ~-{sima ~omenio de F 
' Para 3robar entonces que es el 7~-éaim.o momento de F 

·· . ., '· 

bast~rd con demostrar entonces que ·el lí-.Jsimo momento de F"'-
, 1 o cual ha;·e;;i.os a con ti nuac i ón. 

\ .. 

''·-

·i 

·.-;;,· ... 
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Sea A un polinmii"o definiC:,o en to.do 7ll , tomemos h== '/"' 
y consideremos las rezones de dtJerencics d~ ¡t..\,. dadas por la 

deJ'inici6n 3 del cajJÍt1do III . . 

¿1 M(r..) -=- . ~-(!0_~_L- M. (~ 
\¡ /¡ 

L! V, (x) -,::. ~'!1 J~j-~I_:_~{~_!i2 
,. h h . 

\fJ (X) 
:r . 

fS .A\( X) 
h 

li v:J_' { x) - Y':r-J.. .. (~ + hl_:_~-1 (~ 
h .· . . h . . 

Por el :aore~a ~Gl ~~lcr ~edio, ~o~c~o~ e.scribir: 

d ( Vr\ ) I \ V (""" ). (X }. 
\JJ-1 (K-+nJ - J'-1 . ' 
---·------.. · ···-·-·-~-h·-·-:--------

v ~~+I) (X~-~ h) COI/\ 0 <. Gl < _1 

Fijemos entonces YE;- iXJ y to¡;:i-J7:ws .X= O , en tone es: 

, " ·\f~(o)::. \/y_, (h) - Vv-r (o) 
.... · .. · .. · .· - h 

-· ·v<2.) e .· ,_ e ') 
·. Y-d.., 81n+ 2..h .:::::. 

V~., (e, A) 
('í-1) . . . . .. < '._ - ; 

::::. V, (e, '1 +e .... h+" ·-+e.,.~; h) 
' • 1' 

. A {Y) (e, h + 9¡ h + ... + ev h) 

donde o ¿_ e,;,.< V ,1.._= 1 1 2
1 
••. )....,-

· se a e :::: e, + Eh + · · • + Gv 
.··J:: .. ,.:: .. 
'<·' . .,En to ne es .. O <. 8 <.. Y y a el en:: á s : 

111\:~(o}- Vy(o) ~ ~e~) (eh) 

.:·. 

''." 

.·. ~,\ -,~~~}J~Ú,•'.;r _ 



''-.:. 

..... 

.... L ,'"""' /j y M (o) 
Y\ -i. d:;) " 

fal(Y)(O) 

.Definamos ahorc: 
.oí._==M(i.h) 

·ta hemos visto que ce tiene: 

· Jlrdico.ndo 1-o. fór·;,~v,la ele reciprooic~cw: obtenicla en la pro¡::o;;ic.ió1.i3 

el el e ap {tul. o II a las cuccsiones {a;..-1 't {et<\}. olJtene;,ws 

entonces: 

~ (y ( ":)) h" 
. Y::: o 

. 'C::::.O 

en pari:i cuJ.ar 

.· ~'í M{O) =- ~{'n l (J h} 
h 

·/;1"M(o) O '\/ 
h 

€.!:.C.". b1'/ 

i_cv(~) 
'r=o 

ZM(Jh) (;) (-1)m-JLJ\'t'l-JCJ 

J'= o . \/ '""" € 72 . 

cov.. o¿:__e.:::.v 

'( > k. 

( 1:.o ~e\/\ Ó o . V\/' k·) 
h" j"°µ(o) 

h 
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To;nanclo ahora. 1 ím i tes cuc:nclo V\--ti> oQ , ob tene¡;;,os: 
K 

l(\NV\ E"'(M) ::= L C-r 
"{\ __.... OC> y::. o 

. ' 

Por 

_I 

'Y~ 

11\(V\-t) •'• (Y\-Y.fl) 
--.....----~-~--.-y-._--:---

/j'<l..A..(o):::: M('f)(o) 

h 

tanto, c9ncluimos: 

Y\ . 

SI 

St 

y 
/j M(o) 
h 

··.' 



Par~ concluir la demostraci6n del teorema, sea F una funci6n 

, .d e d i s t r i b u e i 6 n e o n c en t re. el o. e í i [o, t] 
.Demostraremos que ·p quede.. detei~;.:inc.dG. 1:ioi1 s"us m..oment-os. 

Sea {e~} los 71iom.entos ele F y definamos como ante~ para 
cada n .í.fnu. medida faV\ caneen trac.~a e;z el conjunto [o,~ 

1
; 1 ... 1 

~} 
y tal r;·ue: 

!AV\({ ~J)::: f
1
Y\= (j)(-1)"'-JjVl-JCJ :r= o,'· 2., ... , \1\ 

'/3i es 1 a - . , 
,1 ¡¿ncion de ci. i s t r i b ¡¿e i 6 n a.socic.o:c. a 1'< V\ , ya 

hemos visto que p1"o¡Jiamente. 

Por lo. tanto, usando le. p1.·oposici6n· C de1- ccpítu1-o III, · 1·esulta 

que 

Pero: 

V x. _punto de continuidad ele F 

FV\ t~.) = L_ ( ~) (:-1t-.r LJ vi-J" C.r 

.1. ~X 
V\ 

1 os r:wmen tos de F determinan sus valores en 

continuidacZ, los cuale.s deterrizinan a su ver.: todos 

F 
. ) ' ~ 



f!!.9.!:!!Jl!:E._;i.'!.. Si F(X.) " H (>j) ~:o¡; distribl!.ciones concentradas en 

r. o, o::>) b' c.:cZamás \(>, (s)::: ¡~-sKJ f(X) y· ?,_ (sJ = J~-s :1JJ:{(~) 

son tal es uue ~' (s)::: l{>l.(_s) 

o . . o 

.z_- et'"..:. 1:oc..~o S ·,. e_n t·onées :F~. H . 
olJservc;;;:oo qué con-· 

1 
1 

toma .. valores desde o , _c;i t_onc es lG vc.ri a-

ble ~. o 

fo, 1] f; b('.1)-:- 1- f(,q· 

lf(s]::: j;sJ¡; ('J) 
o . . 

:~toncec ve~oo que:.· 

j ;sJS('.1) 
O· 

. . oQ 

~ts) - Je -sxd" F(x) 

o 

A~dra bien dbs~~v~mos que 

calcu:(.a.rla en lo::; ¡;alo1'es s=O,I, .:·;-, 3, •.• nos cZc lo::; ;;iomentos iie 

la cdistribuci6n G c:i) , u po_r lo 

es compl e-· ú~f'to -1 a suc es i 6n ele :7!om.anto;3 e{o, o(11 o(.i.J • •. 
-·.· ... :. "<:· .. · : .· . 

. <. ta7nente mon6tona, 

G 
.. ., . 

,rorme un z ca ·;:demostrado, es tli de 

entonces en virtu.d l'lel Teore1:zc. "I ant:eriormente. 

jJor .. 'Jlls· lilO-

·mentas, y JJOr lo tardo el conoci.'niento de ~(o), ~(t) 1 1 .. • 

'< · d e te rm i na a .z:..·or ten tO c. 

·: ~1: _Continuaci6n v.erer:zos ot:ra de1nOst1·ac.ión de este '!)'eora1¡za, (.~01ide 
se tiene 1t1w .tórf:wlcz e:;;plici;';c ele inv:.:;-·.;;ién que per¡;!ito ce.lcular: 

<e (s) 



donde [ilT] denota la 

p1_u·t:e entera de ilT 

ento1ices: SI. t > 1 

SI T< 1 

,r:; e a. y· 
Z:ntonce.;: 

Di "(> 1 , sea -Co:::. T-1 

fl_Y>llt]::: P[Y> í1'to +n]:::: P[ Y-~> /\To] 

~ f[Y-E(Y)>i'T~J 

. ~ F[¡y-E(Y)/>í\1 .. J ~ Va" (Y) ...._ 
i\'- l.02.. 

=o 

... .que 
·.·. •·. b'~ .. 6~(t) L(v-.- p [Y~ ~1J 

/t _,. oo . 

_J_ 
' . "L ílTo 

(i4oO 

-=- 1- Lt~ p [Y> ~ rJ = 1 
,A-. 00 

, sea 



'º~ 

Pero, usando nuevcCT~nte la ~esiguul~ad d¿ ahGbic~ev, para ~ 

f ' 

suficiente;nenta grc,ncic de r,zco1ie1·.c. qus- /iTo:> I 

f [Y-!t L. -tiTo] .~ P[ '/-). < -1aro + 1] 

\..,~ 

. ~ f [ I '/- E..(Y)·¡ >A to -1] 

< \J-a\J ( '1 ) 

(AT0-1f­

f [Y -A !:: - A T º J L. 

. Et; decir, 

L:~ b"{T) o 
~.~oo.· 

, teneii!OS: 
1 

1 

. ' 

·: 



\{> (S J "::. J ~-~Sj d F (:1) 
o 

· ent.onces la fclnci6n ~ es ii<.:'initc::;:ente cuc:;ar·encic.ble en (o,,c:o). 

y (lcie;;iá.;.;: ~l"\s)" · (-•) "J7K ~.-Ys el F(Y) V s>o 
o 

L , vk. 
\\.~ r =º V s> o 
'!~ or.> e5Y 

lisí que \/- s>O. le: .. :c¿,,,::ión Y~ yKe-sY 

F 
Fero co;;;o F 

c:e/'ini~:~ 2.n t·odo. 71l tambiJn es inte-

grable .• 

S?µ ahora I= (a,b) clonde U de:/'i 77.tli!lOS f: 7ilx T-. íl 
. . . ' 

~~ la siguiente mcnera -f (~, t) == 

.. fo::nando como es1:a.cio ;¡¡edible ( /i2_ I LB(-¡¡z,L d F) tene;r.os: 
' . . 

. o.) La fU né i 6 n 

b). La funci6n 

e) ..L-t:( 11"t) 
dl 

.. :.:-cf ( j,T) 

Y-.~( "J, -e) 
T --;. -f ( •J, T) es cZeri t)t!.ble 

-tl..f V - Je J V~t-1R., e;::;{ r¡ue: 

,_ 1 o. f 

integra.ble 

en 1 +J 

'"tEI 1 ':J~O 

.Z u s 

< / ~ • 

.. .,., 
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condiciones del Teoroma 5 del ap6ndice y entonces aplicando éste 

obtenemos: 00 · . J -sY t 
~'(s) :::. -Y e d F(~). 

o 
·Y aplicando el mis¡;io argumento sucesivamente, obtenemos:. 

• o<:) • 

~tK) (s)-=- (-1) KJ y K e-SY d F(~) . V 
o 

Finalmente, coL-:.o el tn-:.orvalo I.~(a, b) 
fué arbitrario, o?..itcna-:::os: 

'eK(s\ "- (:-l)K l~"e-sY dH~} 
o . 

SE- iI k=l,?...J.''' 

con 6>a >o 

V .s > º 
k=J,l,, .. 
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f~9.~~l.!!f!:._!!.:... 
Sea f()C.). la funci6n de clist1·i.búción c~e u.rw va1·icible alea.t·o1·iaX 

concentre.da en [o, oo) , 0;zton:::es le. ':.rc.nsfor:n.o.cla de Le.place 

~ (s' '::. J °e-s X d F (X) . s 'l o 
o 

.po;:;itive 

por 1.o ta.r.to z;n·c. 'X 'f S ~oosi ti vos . 

~ (-1)\K 5 \( ~(k)(S) = 2 c-;!K s \( (-1) \( f ;\(e-5) d F(:J) 
K. . . !\;;-o o 

1<.::.o 
__[SY..] s"' SO<:> -s 1 

= 2 . ~ ~ K e ~el F( ~) 
k== o ·o . 

= j""L S"f é5jdFI~) .. 
o 1::;~ () 

~ r .• ~::r- ( s}r E'.-S:J d f (1) = 

Jo . "~º 
e~S"j (s~) K. d F(~) 

"'' . 

00 

bsy (~) d f ('j ) 
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ahora fijemos X>O y observamos lo siouiente: 

Si O~'j<?\ cuando 

y 3i el límite es O, por el Lena1an-

terior. 

E'n to n c e s • s i . "j ::f. "f.. 

r· (~) ·· C"J) 
bsy ~ --.. .I[o,?(J · cuando S-~o0•· 

Entonces por ·al J.'eoreul' de Jc..C.'onvéreencia Dominaclc. (ver apéndice) 

o t e n 0 :n.o 3 : 

··•7 " . 
es un 

conjunto ci.enso en [o, o0) - y co;;-io F(:i<.) es continua por la 

_d_crfl_.c-ha, entonce.:; eatlf dete1•minada po1· '(J(S) por medio ele ]a. 

'', ! 
. ·,·l .. 
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CAPI1'ULO V 

Teoremas de Continuidad. 

En es{e capítulo veremos t?·es teoremas de .Continuidad, uno 

los Comentos, uno pera la Funci6n Generatri~ v o~ro para'la Tranc-

formada de Laplo.ce. 

Fl teorema.. de continuiclad para las Transforme.das de 

blece una correspondencia entre las Funciones De 

centradas en [9, oo) y J..as Transformadas de Lap:J.ace, 

es un~ corredpondencia uno a uno sino tambi6n una correspond~nci 

bicontinua • 

. Los Teoremas de Continuidad pueden ser usados para el estudio de 

JJ í s t r i b u e f o ne s L hi i t e • 
. '. .... , 
En el capitulo II ya hc;;ws vis to un 7'eorema de es ta ria turaleza 

(Teorema 3) pc,r<: el .:::aso cliscr.eto. 



1 Pi 

P.!!.li:.~!:.E:!:.~"!!:-!..!.. Eean 1'\f\ (IJ\::.1,·~ 1 , •• ) y X variables alea.to-

riasdefin{das sobre un esp.a.cio ·de zn·o,'Jc.bi)iélad (Jl;°J<, P} 
Sea F.... la función de cZisiTibu9i6n de X\/\ . ¡)a,~a cada Yl V 

sea F la /unción de dist1~ibuciór1 ele X Dirar.rns que la 

s u e e s i ó n { )\\'\) e o n ve 1· !Je e n e: i s t 1· i b u e i 6 n a X s t F"' --4-.. F . ' 
.~·n este caso e:;c1·u;tr·e;;¡os ·XI/\ ~ X 
El corola.r·i··o al teor·a1,1a ~~ c} • .!l r.:c.:· ítÚlo I_TI nos da inm.edi"cta¡_:iente 

e~ siguiente resultado: 

Teo re;:r.a 1:. e··" e· 7' · XV\ ,_. ..... ~ ... l V\ ::. 1 1 7.. ) ' ... ) ]j vc.;1·i·a.bLe·."J aleatorias 

o:efinido.s "SO¿>re. un asx:-:::oio cZ::; z_;rotGiJi)i;~zc:d (.JI.; 'fft / P) 
Las s.ig.ú-ie1~tes c.on(~icianes .;;on e.r.J.l~~i¡_;(·.:lc;i~·es."· 

a) Xv-.. _!)_)>. X 

b) EL3(X"')] ~.~ E[3 (K)J 

E[~(1'\I\)] -~ E[5(x)] e) 

función conti~ua y acotaclc. S 
t./"c.~ n. e i ó n e o n t i ni~ a 3 que ce anide 

en ~1 ir: .. /i.ni i:o. 

variables aleatorias . 

. defi ni'clas. sobra un espacio de probcbilidad , sea 

;;.· ;·.;· .• ;· '.h · .. 'Tu. -~ .1JL una fimc i ón 

:;;; · ·Enton'ces. h (:<V\) ·-h h (K) 
}01·,~/Q;·~e.;úJjt~aci·6n. Eeo. 3 ·, m. _., íil. 
f~/~-~:-· ~ .. ··,~~:-~-;-.:.-----.----
~;" '~'· ei?.tori.Óes ~ () h : m. -i. lit. 

continuo. U supongamos 

un~ función continua u acotada 

es también ~na funci6n continuo. 

u acotada. por lo tanto, 

Obtenemos:. 

ailiccndo el teoremc I del cap{tul o :r:n: 

E ~~o h)0V\) ] 
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Y como f1lé una funci61~ continua !/ acotada arbitra.ria., 

'aplicanclo el m.isr.t.o teol'eii7.a· I del capítulo III obtenemos el resultó.do. 

f~9.!:E.7E9._§i!.Í.§!E9.?::9.!.!:9.~J..!. Sean F\I\ (11\= 112.J"·) y F distribucion 
·de proba.bil id ad y supon:Ja;.1os Fii\ --4._i>. F .· . Entonces e.1:is te 

un espo.cio ele probo.biliclcd (~)~, P) .iJ variao~es a1eatol'il~i] .. 

'/V\ (V\:::.l,1.1 · ··) '· Y ;:;oiJ1"e e;:;.e e.::po.cio tu.les que YI/\ tie·ne 

a F"' .co.cw .funci6rz cZe distriiJuci6n ,-;Ci'G cado. V\ , Y 
'. tiene a F co:::o _/unción c~:o ai:;tribuci6n y y.,.. (w).-.. )'(w) iJVJf;.fl..;.} 
De~ostrac~6n. Tci~~~o~ Jl::: (o., l} , C7ifT lo;; co;ijunt.·oc 2eiJcsgne------- -·------

!! p la, .~.~:e:~.:tv.:c: c:e Lobc:3¡]ue sobre (o, 1) . 

.D efi nc;;w ::: :nito¡~;:: es ~V\ ' fl_ ~ Tfl 1 Y:](_-;. 7ll i:Zc le ,-Ji:;uient;e 

·mGnara: 

Y ( w) -=. 1 V\ f { x é 7iL ' ·w !S. F (~) ] 

:r~ ( w):::. lV\-f {'A E; TR- ·'. w ..:. F"" (~)} 

ti:J1Lem.o's entonces: 

.-;;--_'rIJ · [wE: (0,1) ~ yc_w)==.-x}:. { w E(o,1) · 

.; · '_g'-¡¡} efe e to: 

;t~'.'.~(~~;ts ~:c;e:::o:: :s ;~:: )" u: a ::; e:::" si: :d:) F tao ::: t ::, 
w ~ F(x) 

e.<:i ste '!.' <. X tal que W ~ F(X ') Y como F · 

Por otra ~-:c.rte: 

i:cr c.~·~finición De ti.:¡¡.: Y(w) ~ i( 

·1 • ~ 



' '" 
A's[ que· entonce.::, .:;i. Fy Q:3 la· ~...-·i..~7~.:~iún c.~e llis'trilJu.ción cte 

'/ ·se tie1¡c: 

f y { '1-) = P [ w E: eº J q ~ y e w) !:. r: J ~ p [eº / F ( r-) J n ( o,') J == F ex 1 
1J e m a ne r_a a n { 1 o[] a , s e i i o n ~-- : 

be esta menara ~i 

,jec. a.ho 1·a • • • ~ • .J • .... 
·~ :,;,,¡;, V l.,.· y 

Dc.:1o f..>O to;.;e:;:o;; ""/.,E: TiL j:Zli:.to de··contin1.·.i·icr.; de 

'/ ( W) - t L. 'X <.. Y ( vJ ) .:; G '(: i e '' o e;; ¡; o '' e e ¿; : 

!/ ·cono 

que 

Fv\ (_Y--) --.. F("J(.) 

F"' (~) 4. w 

_ _.n i"oncc~:, 1::.·:..,·i ~ l~e 

Por lo tan to'., 1.i.::Cinc:o ( II): 

X"" 7:..V\. (\}J) \f. V\ 7,,- rJ · 

F tc.l que. 

f(;<.) < w 

tcl 

l:W\. •"'-f "tv-. (w} 'l X ::> YCw)-E. 
V\ 

·y .como t 

L<~ '"'-f :Z:"' lw) 'l YCw) 
'11\ 

. _;, 



Y entonces w ,(, .f ('jY 

Como. Fii\ ("1\ -• f ('1\ 
w "'- FV\ ( '1 ) 

·y entonces por (II): 

~IJ\ lW) ~ ~ 

\' ~ 

r::.i:iste N 
v- "',./ tJ 

V V\..,.,... f\J 

.;.>/ JJ 

ta.1 que 

Por lo tanto: lt'V--:.... svP l.V'(w\ ¿_ Y(w\+E. 

Y como E. 

1/\ 

j'ué arbitró.ria 

l;,,___ svP =t.V\ (UJ\~ YCVJ\ 
V\ 

concluimos entonces que: 

". ._:,V\ (w) -· 1'> y(tJJ_\ tJ L ( ) . -Z:. V \JJ --=-· O, 1 p1¿nto de conti1nlicZad de y 

:.> ··-coli7.o Y es una funci6n mon6tonu no tlec1·13ciente su conjunto 

d~ discontinuidad es a lo m&s numerable • 

. lJe.fi ndin9s en ton ces:· 
e_.t CO\fl.lt\l\.Vd 

oT'IO. c.~~o 

to V\\ 1 "'V~ · :(.\A vJ >'. 

C.CI~ '1 • 

=t. f - e.as' se.~"'"º \JV\.e"' \e . 
..... 

P- t-c.s1 se5tJva\JV'.e\/\.\e. 

r 
- ¡-

-=. F:z ~ ::... F"' 

y"' l"" \ ~ y (_uJ \ 
\j WE. J1, 



\\~ 

un especia de probabilidad y 

ese espacio. DiPemos c_¡ile lo. f-:,:r:-ilia 'ó-1 
/{' una J'a.r;zilic de vc.;1,ialJle::; c.:leato.r-ic·:s rectles dei~inidas on 

e:': uniforme;;iente int:e-

gro.ble. Di .se sa.tis,f'ace ]e¿ si.}uiente r·elr:ci6n." 

S IX\ d P 
l IX. 1 ~ o<J 

o 

.En·· el. o.~-:ufinclice .se J..an concZiciones 1.-;arc que c.¿na ./G.hlili.a de VG-· 

, ... i a.bles al ec to ri ~is sea. ·un i,/'o r;ie;-.·;~.en te integrable. 

:J'eoremc: .:<. :"."c'1c;i· )(_," (_V'.-=:1 1 7.J ••• ) u X v~1 ricbles aleatorias a:e-

. .f'initüts er;_<.rn. CD¡:c.:c:.io. c{e j)i'Q,)é:chilicZ.<:C.C~ {Jl•J ~,, P,). r:v,].:on.ga-

'~,.·o.-c.· a,uc 7·,, .. -.-,.,:1.;n {X}.,,~,, .. , ·a---... .,- • .,--¡;·.,, _,_¡·!·,1r·,····1,,,,, 1' º1'"' -- - ..... _ ...... V L ... , .. t- U'-t< "I\ t,;.;.v .....vi'-&.¡ ¡ ¡.,...,, .. 1.1 ... f;. "' ¡,,f,1.·vJ• (.,, • .;..J_ ..... d ';L .i.,t,:;: • 

X"'~ X ~ .. ;«tonce3 X .es inte:;reble V E(XV\)-+E (X} 
!2~iJ!:Q~!:.!:E:2i9-?J.~ rec.: FV\ le.. ,/i.cn~:i.:~n. :?.e (.ci:::tri.7.;;:..ci6n C:.e XV\ [-'l?C 

Y\ u sec. F :,:e 

Yv.. (1/\::.1,1,, .. ") u 

~ . , ., (~ i .:_,· t r.i 1.J tlC i ó n · LZ s X ca.da ,, uncion :.~e 

y 
Skorohod, definidas sobrs 

y tcdes que Y"" ti ene a 

u.n. 

V\ y tiene a 

: : .. Y: (uJ) _..... y (_ w) 

las uartcbles dcd~s por el Teore~a de 

<:.~:.,·T.-cio ele probe<bilidc..cl (Jl.1 °Ji, P) 
F"' com.o j'un.ción ele. cl,istribuc:i6n 

F 
\;;/ 

cotnO .T'gncZ6n de distri7Jiici6n 

J ! ~X.\ e\ Fv_()() 

{i<= iil •. l 'X\~~}. 

j_IYv. I JP 
{IYv.\ ~o<} 

~E; .. Til-. f \JC..,_\ ct(l, 

[\X"'\~ o() 
1 a j'Wi> i 1 i a 

la fa;nil ici 

{X"'1 es unifcr;¡¡.emente i·ntegrable si !J solo.·· 

\Y"'1 
s \'X\ d_t=(X) 

tTL 

E[l~ft] 



POP lo tanto, X as integr~ble si.Y solo si lo.es y .. 
. Fi 1ialmen te: 

E. (Y>A) 

E(Y) 

E( X"') -· ~- E ('J.,) E (y"') _.., E ( y J 

;""',l resv.lto.do :.;e sig.ue entonces in?.'zediata;;iente .a¡;licand.o ril teo-

Y a y 
Ya con estos elementos podemos pasar a de~ostrar los teoremas 

de continuidad. Estos nos 

de variables aleatorias 

vO.riabl.e aleatoria X, 

,, .. 

den condiciones para que una sucesi6n 

{XV\) converja en distribuci6n a una 



.,_:~ . ' 

l"l.0 

Teo1·éma ~. ---------- X ·sean VGi r·i abl es o 1eato1·i c. s y 

·definidas sobre·un espaci~ de prob~bil~dad 

Supongamos que cada Y· x .. tiene-n momentos de todos 

ordenes, que la distribuci6n .de X esté cleteniinada 

momentos Lf. que 

•· En tone es X.V\ 

pc:ra. ce.da 'V\ 

Sea 

y 

!I sac. 

_subsucºesi6n. 

E [ ~ "J TI Yf: nJ .. 

la funci6n de O:ist1·ibuci6n de XV\ 
F la Junci6n de distribución do 

una subsucesión d~bilmanti converg~hte de 

la funci6n de distribuci6n límite da 

Como la •', sucesion (E [X~]) converge, entonces esté a~otada 

por una constante K , así que usando la desigualdad de Che-

byshev, podemos escribir: 

rc1x~t'/1<) ~ ~'\. E[X~J ¿ 

Es decir: 

. ~P(- X ¿ X111. L_ ~ ) ~ l -- ~ l 
Po~ lo~tanto, obtenemos: 

. Fv.:(~) ; FV\ (-X). 'l ' - . ..t._' \/ ?( é- íil 
' ·, ·' . . . . y.., l._ 

!Jada . . 't,.'>O·. ·podemos tor,¡a.1· entonces 'l<._0 >o tal que: 

f~ l'i.o} - FV\ (-Xo 1 ::> 1- E 

cual concluimos que la 
. , 

;;ucesion 

opJ. ic.:·::.1!.c: la pro_z-oosición .::, del cap{tillo III, la 

(i es 

de probcbflidcd. 



· 11.I 

El teore;:io. ele ~:;J;;orohod no;; cs:1:;u1~0. ahorc lo. e:i.:istencia de nn es-

""'°*' (K::::.1,1 1 •.• ) y 

CJl,. di·, f) U el.e vc:ria.bles aleatoria.;:; 

y dc:./'inidcs sobre -ese es¡:iacio tales 

'IV\K. 
y 

.tiene co~o diGt~ibuci6n a 

tiene como diatribuci6n e 

~ y (\tJ) 

5 ;\'{ d f,~k (-.<) -
7il. . 

~~n tone es: 

s > '1 1:tor:ce:; si o( >.1 

E 1:_y,,s~) "> J y;~ dP 
' [l 'IY\k_\ > o<.J 

'l o<s--< J \ ~~v~ 1 JP 
[l "/Y\k \ > o(] 

V w E:- J?.. 

E [ x~~J V k¡Y'f: 

J 1 y,,_s~-Y ! 1 y,_y~ 1 d p 

[!Yy\"I~ ~ 

d_s-v ÍI y;~ 1 u 

¡yJ 

·,, 



)\'t:~pp 
L\ ": !\ .\ ~ o{] 

5-'1 
o( 

Si ( ~es una. cota de ·1 a 

·entonces: 

Es 

s 1 y" .. "\ d f 
l\~~Í\\>~ 

aecir, le familia 

1"2.L. 

-=?1...~casi.ón 

e 
. O{ s-v 

/J."demás~ .. oor 1- a proposi e i ón I 
'-·:. :•:.' ~-:. ··,.-·-, . : ~·.:::,· .:~·. 
' r, •, • ; • ·• -·~ • ' • 

(E [Y:"]), 
1 

ob t.ene¡ .. ios 

1 

o 

in ie¡Ji'O.bl e. 

o -a y.., 
:.;. ·:,, i{l:i. to71.'c es,. "áp1- i e ando el ·te o reme. 3'obtene¡;¡os que YY' es integra-" 

·:~'h;.:-X):~;_¡/f·:·;, : ..•. ·.E<~Ac,·y:y .] 
-."· ........ ,. .......... . · .. ··:· ·:··. . . .. ·L· V\11:··· 

''''"' < r , >El y ,-;~J -;. E [K'"j , obtenemos: E['/~J = E[X ~J . 

X está ··" Y como la di.:;t1·ibución de 

{~;~-:~:~:· tos, oonc1 ilim º s que X ti en.e . e 01;;.o 

\f Yf;/XJ. 

d.e·ternzinacla ¡.1or sl.ls mo;nen-· 

j~nción de dictribución 



'2. ~ 

Teo r~enzc. 5. (V\::;;. 1, 1, .. .J y X vcriablea cleotorics de-

V\ y sea M 
.1~ funci6n generatriz de X /;.:.~.:....,a ngc:,·:o::; 0.'Ue to :.·~r:. s 1 ~ .s fil V\ 

y f'l\ existe;-;, G:: z:n.c: i'eG i ncZac: c:o¡;¡¡Ín· V(o) J0 c~1·0 'J que MI/\ 
. converge punt¡~,·:._Z:;¡c;-¿te e f'I\ ·i 

c;z V (o) • ?ntonces XV\ _14· X 
.z:.c. ra 

. cede V\. · X. 
l.!;:,· .:,·¿~;;.';uc:e~;i.6n cZ(Loil:::.:;~t, :::Jnue1·:;.cnie ·c~CJ (FV\) 

u sea 

cO 

fJ\"' tSa) + M.,... (-So) :::. s e 5
ºX JFV\ ('.(.) + 

- 00 

oQ ! e - s ºX cl F"" ( x.) 
/ . 
-"'::> 

7 J (eSoX-f. e-SoX) dF.v.0<}. 

· : e-a.a)<- · · . 
·si . X é (- <! 

1 
a) c. : 

e_S.o'A-¡- e- SoX. // e.So a 

.. e5ºª s dFV\(x) 

c....:a,a)c 



l'Z. 4 

Pero poi· hipótesis, las sttce.:·iones (MVI (So)) 

son convergentea, as{ que en partic~lar est&n acotadas. 

Sea \<.. uno cota de la 

Jfntonces: 

Ahora d~do E>O tomemos 

entoncG'1 

SUT.7J; ·· M V\ ($\)) + fl\ Y\ (-So) 

¿_ K e-s .. a 
1 

tal que 

1 
v - So(i 
" e < E 

. FV\ I (- a 1 a)} > 1 - ~ 
III la familia [F.,..} la proposición 3 del caj~tulo 

es uniforme. 

usando la proposición 4 del capítulo III obtenemos que: 

·donde b 
' El t~

1

~1·e1~a 
es una di3tribución de probabilidad. 

de Siorohod nos asegura 1a oxistencia de un espacio · 

. de. p rob ab il i,do ci 

y"' " l \(::. 1 '2. J • • • ) 

( JL 
1 

°<J11 p) y de ve. ri abl es c,l ec to ria:~.i 1~} 
y Y definida3 sobre ese espacio ta.les 

tiéne como función de di:::tribuci6n a Ff/\K 

·>tiene co;;io función de dist1·ibuci6n a G 

bien, tenemos: 
' . 00 

. ,:E(es 7~t.) ·~ J esx J FV\~ (X) 

- <><:) . xi/\" y . 'IV\k.. i;ienan la misr.rn función genera.tria. 

-.,' 



11..5 

E.(e.5 '1~"-)--1>E.(e 5 "} VsE-y(oJ J.Or,;u,o ~~;!tonca.:; tendría.nos 

·f'/\ls)::: E(e5Y) \:/ sE:- V(a) 
1r.'como la j~un·~·i6n !)c;;nera·i·ri~~:· c2G i~r .. c vcric.lJle ·c:lyc~torio., cu.Gnr.~o 

e .. "'e i s t e s n u 11 u. ¡;e e i n 0: Ll c:Z. 1..?. '9 1 · O, ci.. a ·i' ::; rr¿ i n e c.~ é ;~; ,_,; n. e r•(¿ ú n i e .:~ 1 a d. i· s -

:é1"'ibv~ción· ele le varic.:ble 

lo taT'."i;o FV\. ~"" F tea ro.'."'.C'. 4. del 

CCif·ít·u.lo I_7:I. 

E(e5 YY\ic.) ~ E ( eS'f) i.)(,;,-;t"c. con c:C:i.:O.>f:{'GT'.(jU.9 ]a."·'c:::ilia 

t eS'fV\t; K:=:.l,·l,., } CD U-i'li.,:'or•ner;¡e;:te intO:]T'C'.lJle, 

del a.p6ndice. De l~ 0 G lio se 

es 

1·-. ¡: 2 d g ~~.:¡ .... o 7.1 e r CJ Ll ~ 1 a ,/'e: m i 1 i a 

LUliforT.Lemcnte inte.'}N!ble '\J- .SE: \J(ó)~~· 

e_sto es lo. que cl1:;¡¡:_03t1·a;:z.os a. continl\GGi6n: 

;_.;ociemos .:.:i~poner que V(o) es un intarvaio· abierto. 

SE: V(o) 
us trivial ver que {esYV\ \/\::.1,1, .. }.· 

'.f'omemos.·entonces S :t:.o 

Si s>o toz~er:ws $ 1 E:- \Í(o) tcd s>U9 

Si S<:.o tor:z.:;-mo;; S 1 E- \Í(o) tal qiie 

b --= s ~ ·- 1 
s 

s' >.s 
S 1 <S 

t+ ~ Til + -~ 7R + 

1 -t b 

(z .~:.,.:··i ;:t. i .:.: e~ ¡·o 1 • :. 

::::. l. 

es llnifor:ne-



1 "l. i;,' 

Í]Olll:O ~-:>o se tiene evident:J1.1ante: 

L ,'~ t-t et) =- -+ CQ 
. "t -. O<;) "( 

A.e~ e;;¡CÍ.s, . si =t. V\ .:::.. 
eS'l\I\ tenemos: 

s (' -t b ) y 1/1 e . ::::. e s'Yvi 

Paro: E ( es'Yt11)::: E (es' x"'J ~ M t s 1) 

' .... ~ 

'· 1 

.En par·ticulcr, leo .:rnc:c.si6n {E (e 5 'Yll\)} e0i'á o.coi:cda. !J ;<:nton-

C G +3: 

sv p 
'ti 

e.s unifor·memente integr(;ble. 

< co 



±.:~9.!::E!JE~-§.!.. Sea {Fii\) una -0·:_.:cesi6n d.o ci.i.':;tribucione.s d.e 1 p¡·_oba­

bilido.d concGn(ro,dcs en [_o, o0) 
, :S'ec ¡.1c.ra cc:da Y\ , 
entonces las sigc:ié.mtes conc:icion(.]s :on _;~;uivclént':l::;: 

(I) 'ell\ lS) 

(II ff"' ~ 
Adem.{s, si 

F 

con. ver.~1e 

convcrae dJbilm~nte 

F"" -Á F Y ~ 
'e"'ts) 
(I) J. 

$)/o 

a.e Laj. lace 

1 

F"' -~ F (II) 

f 
-~ 

debe cst~r con~cntrrda un. [o; oo) 

::ianerc: 

.:Tn tone es·: 

~ • Tll -¡,: 7iZ 

e -51)(.l 
5('~)= 

j. ~(~) a f,... c_-i;.) - 'f V\ (s \ 

fil 

. 5 ~-. ('1-) <i_ r(r:.). ~ 'f (S) 
iiL .· 

F 
d.a le sigu.i·eni'e 

. 3 . es mw funci.6n continua que se anula; en el infinito,· . 

. que 'p.or el teore1:ia 2 del capítulo III, se t:icnie: 

'-e"' (s) -tt. 

(I) =J> (II)J 
Siipongc.mos que converge 

,Sea ( F"'~ J 
···G-

uno ,,julJ~ucosión dábil:nente ( F~) 

conv~rae puntualnenta e la 

. ' ~ .: 



· transj'o1·mada de Laplace O:e 

transformadci de Laplace de 

la transfor~ada de 

po1· L,'..,.._. 'fV\ls) 
V\ 

1 i..S 

1 (. 

«7n tone es si 

ae. ·ttane: 

diD1:·1·iiJución límite 
1 

es li'. 

está 

Aliara, c·om.o la t·rc11s,(orr;Lc,clc. G~u I .. O.;)la.ce :~e unu ;.:~istr'ibúci67i 

determina o. (~d:a (tcorr::;.:c. .'] ll3l sc:p{tulo 1V) ~e si9ue que todas 

la8 subsucesiones d{bilmcntc conv~ry~ni9s converg~n a Ja miamc 

clistrib1tci6n lÍt<ite G . Por lo tanto, usan?o 

<¡,·ue F"' _a_ .. 6 
el toorm:w 4 

el.el capítulo III, co1u;l<.,imoa 

" ;,J X va ;•i_¡,;bl es al ec to1·i c.s 

/Jee,n t="' le·: ,,.:··v.nción cZc- u~ictriLtt.,c'iÓn de. XV\ ¡:iara cada V\ 

F la función clu cii.;t1·ibución de X 
Supongamos que to~as las F est(n conc0ntradas en 

y sea 

¡i' - ,, 

le tran·s.rorm .. ada ~Ze l~aplace r_? 0 · 

la t1·a.nsfo1·;;wdc. de Laplf.ce de 

FV\ 
F 

1ds s~g_uientes condiciones son €/qutvalent"es: 

·. ·~,.. ······'{> ts\ 

·xi/\··~.- X 

y 

:.·.;.•. 



A, Teorema LÍi;¡,i te ele . .J1bel 

Z:~2.~§.i]:~·--I!... "TGo.reúia Límite de 

Supongamos que la serie fCxJ 
el interu.alo -¡<.Y..<. 1 

,s·i la serie converge ta~bi6n 

Lt""" -t C~) 
X-+1-

J.iara X= I 

tiene: 

Fara. ¡r_, i~l t· i j)l i q u(:¡'¡;~ o.s l"-2 se i"i e 
00 

L_xV\ 1 -1- X · seri.e 

00 

) ~ ·e e!/\ - .f' ( 1 )] 
(AJ {t~)- {(1) ::= (1-K ~o 

E~to~ces tenemos: 

. . 

conv·erge para . 

·I 

entonce~ el límite 
00. 

Lr~ f (x) - z alA 
X--l> 1- '#..:O 

por le. 

• Obtenemos: 
V\ 

~ ª"' e 1/\ .:::. ,,,¿_ 
/(.::::o. 

'Pero 
. , e 
L1v-A ···. \1\ 

. "'..,..... O'O 
= f (1) , por .Zo tanto, dada t.>0 existe 

ta]··qúe.· X~ .. \ 
. ' ~~ implica 

:'.Dividamos entonces la sumatoria de (il) de 
.. . . . fJ-r 

·.: (.iJJ -foq--fCt)= (1-)() f;0Cc""'~-('cn] xV\ -t 

la sigur:Íóente ;;zanera: 

(1-x) L. [e" - {<•>] x~ 
. v..=-N 

Sea: [Je"' -f(1) t '. V\~ 0 ¡ f 1 {_/ • • • ; IJ ·""' I} 
Entonces, a partir de (B) obtenemos: 

' : ~ .. 



. ·.: .. . .. tJ-·r oo 

.-J-f'c,c.)--\(1\¡ ~ (1-x) M ."'2._ X.V\ + cr-)() _s.. L_ XV\ 
··' . V\:::.O . (l. 'V\=.N 

~ U-x) M rJ + (1-X} L X':!_ ~ 
~ 1-x 

('-X) MN +.§:_ 
. CJ,· 

;_-·:. 

Sea entonces .O<- ~. L.. j tc~l .que 
~ ¿_ J­

.d-MIJ 

·\j 1- ~¿_x ¿j_ . 
. \-f l~) - .f(l) l ¿_ f_ 

· ;.'.s decir: ll~ 
~-~1-

Lo .cuai demue~tra el resultcdo. 

_:·: :· 



131 

Sean X"' (V\:::.1,1 1 ••• ) '/ fi;nciones T:i.eclibles reales de'-

finidas en u,n espacio ¡¡¡edi!Jle (E., <Q, ~) 

Supongmnos que Y es inte:;1·c.ble-, 

partes y que X"' ---t> X casi en ·LocZas 

que /XII\/~ Y casi en toclas 

partes, enlt:onces X y 

De;:;ost;·ación. -----------·-- Ya r¡ue 1 XV\! ~Y 
que j x~ dfi --. f X d~ las son integrables u se tiene 

casi en tod~h purtes, 

X !J t Ci (~.c. s las XV\ son in1:e:;Po.bles. ._,,. 

Sea :z.: \1\ - X"'- X l u L =- ~ Y , c;;z ~·onces ·Z-V\-+ O 

b' o < =e"' -,{_ z ·casi sn toda~ pcrtes, adem6s 

que: 

es ·suficiente probar que 
i:V\ af1 -~o J 1 

Lema de . .:'-.atou (H.L. Royden, Real Jlnalysis. Second Edition, 

Interna ti anal Ifüitions I9GB p. B3) • 

_L(~ 



·.:. '\. 1:n. 

Entonces' 
L(~ o. 

As[ que 

~,O 

.·.,,. 
,',:,· 



Los .:::igui eni·es c~os teore;;;.as .:1.cZ;n{ten un i.;iverso, sin e8 7;argq ;:;e 

·enuncio. y de;;rnsstra solo una z: .. a1·te d,e cc:c~.:~ v:no porqu.e es la i'i.ni­

ca que se c:t.ili:;a en este tr·c1¿1ajo. 

Los r"?SV .. 1 tados ·cOTi?.])letos ¡Ju.eder:.·' con:;;l.~l t.:cr::;e en (/. Dellacheri. e et 

.. P • .L{ •. /iteyer--,· I .. robCbilitG3 et J)Ot~1.1f:iel, Ch.I, 1-:;.33-.)D. 

va1--iables .alea¡;orias 
1 

u X 
reales deJinidcs en un a~facio de ¡n"oi_~abilidac! (Jl, ~' f) 

Xv, 
X-A~ X 

milia {XV\ J e.:: c:r.if-:Jr•:,:e:'.'º;:tc t.n·-:.-oJi'Clble se obtiene que X 
E[tx"'-xfJ-. o· 

})c~.o·strGc'ión. -----------·--
o<:>o .~ en ·co1ica.;:: J JXV\I dP EL\x~\} = S 1 x"'l df + 

{ 1 YwJ'l o(.1 { 1 x"'} z~} 

<:-<] + J1x~!dP 
_ ... {1x .... 1 ~~3· · 

t:: oz + j 1X.-1u 

• ~ d o{ p [ t~~ 1 

{ix,,..\~°'-1 

· ..... 
:.;' 



,' 
~ .. -

. l 3 y 

lo cual es ¡.103ible 1-'orqu:e le un ifo rmem.en te 

integral.Jl.e. 

En tone es · 

E L IX ~I] ~ o<.o + f V- V\ 

.Así:.qúe usando el ]e¡¡¡a· íle Pat:ou: 

EÜl<. 1] = E[ L :- 1x,.1 J ~ l (.,_ , "'-f E [ 1 X .. \] :,,, o<o-t 1 L. "" 

;:;;; decir, X : es inte:11 ... ab}e. 

Far otra ¡;arte, ;,;i o(> O 

sea A=:. [!X..,\:ó "'-; ¡x¡;0o.x.J 

_-:;n. tone es: 

f\ ~ " [ 1 X"\ > e< ', J X 1 ~ <>< ] U [ 1 XJ 7 -< J 
[\~l ;> ~ ~ 1 X"\ "' "'-J lJ [ J X" i > °'_] 

""All .. J1 ~ .. -x 1 d f + J ¡x. -xr.~P •. ·.· 
·: .. · : . : .A . . .. Ac.. . <:··> : .. ·~>: 

. . ·~ J1*~-x1 d~ + i~'x .. 1dr + im. df'f 

. · s s I" \ 1p · + · ·s IX V\ 1 d P :::. . IXV\-X/ á~ + · f\11\ d . · .· .·· . 

. A [tX]>O(:IX"IZ~ [IX•l>O(J 

+ ~º 1X1 d p + J 1 X\ ~ 
[IX•\>-<~1)(1~"-J [IX!> J 

' .. ~ -. ' 

'• .. , 



Definamos: 

x: - \ XV\, .$ 1 1 X·/\ ( ~ o( 

- i o e."' ol'lo .. c.~So 

L 

X SI IXI ,¿ o<. 

x~~{ 
.eV\ 0 \·" o e.aso 

o 

".Zn tone r;-.:::: 

51)(.,..-XI dP + J IX~I df 
A [IXI> e<~ IX~\~ q_] 

Además: 
·.··:·_·,; 

e os i.. 

J IX/ d p 

:; s :_7 l'.. ra.1n. o n te 

··o;.:. 7, n.udc. O b i <J lW ii! O 3 : 



Dada· E.>O ., tonem.os entonces. o<a >O tu.l 

J1xV\\dP < ~ 
(_IX"'\~~ 

:·J pq d_P 

[Jxl >o<] 

que: 

A-- {-/_E í/l : p [IX_/= o< 7.; .-d:::. 7.. A hora, el con,fu;ito t7'.. 'j .. , J es finito 

~\¡V\ E-1/J [V,es .:le ot:ra r:anera. se tendría P(..JL)::. p [X E mJ::: 00 

}?¡¡, t.onces el :;o:,J u.:: .. to {o( E- /JL '. P (/X/:::: o<.] >O} es. a lo nás 

d ..... - . 

,'. ... 
numeracla. 

e< 'l o<.o ;'.ol qzw [o((:; 1í2.. : P DxJ=~ >.O} '(} 
sea ;J 

· E:::cist:e entonces 

¡~ara ~sta o( 
··F·· .. o<.· o(f] .. E: cf·x~-:~ x · -·. ·.¿__ E 

- . - ; . . 
':• ¡.'":·' ! 

.. Er(to-r/br/s de· ,(A) obtenemos 

;, i1E~l~~2X!J "3 E · ·• v 
)}?.',;E ó'~~ -x !J --. 

. tal· que: 

o 

•. ' 

. >\ ::· 

.,,, ' 



13 :¡ 

una .fa-

milia de Variables aleatoriac reales ~cfinidcs en ese espacio 

e tnteo1·a.b1es. ,:;'1.:.z:io.noc;-;ws que º-~:tste une: j-u .. n.ctón • H: m..,..~ m+ 
con las siguientes dos propiedadesj 

.aJ L:~ liill :::: + oo 

bJ s~-; 1 El~ (_ix1}l} ""'.,;, 
x~'¿\ . 

entonces lG- ,(m:1ilico '(f"\ es unf.,/or;,rnm.ente 

. .D.em.ostraci6n. . { r- e JJ] ~.-----.-N\---~-- ~V p t. L H 1 X f 
,:;,ea. . X E~ 

Dcc~<-• . a)> 0 

ttcr) / a 
l 

.B'n t:onces: 

ff-(IXI) · / a 
- l.X·J 

que: 

[;Obre 

in t:::[Ji"abl e.· 

---.~ 

'5'\ : .·_La E [H (/Xl)l ~ .. -· -t M 
.JH (IXl)df " ~ ''''(::Y11'"Jp"' ~X_¡_ 

~-:-:-~l:: v 0(~'10·;;·~ 

::;~; IJ~l,r°"J 
;)J;}fo;_:·lo taii:to: 

-~up 

X~~ 

S l~l dP 
ll~l~~ 

[IX\ ~el.] 

·¡. "b'áda:, t·>O • .tome'•WS entonce:; a::~ , .de ié:OiiOl'C que conside-

~W{c~i.~,,,~;\is ~de resppnd i en f.o ~. , cb ten e"º"' 



(A) 

s lXJ dP 
[fX.i>/o<j 

13'0 

_Es decir,, clada t_:;>O e:ciste <><.o s.atisfacienclo (A)_: por lo 

tanto: 

·, 

J ·¡X 1 el P 
[J~l?o<j 

::::. o 

1. 

l 
.!.sí que la .fc.';:¡ilio. Ó" . c3 i;niforme¡.;ente int:e!J7"able • 

Sea (E. / (9.._ / f"-) 
velo abierto en 7il 

un especia me~ible. Sea .I i~n in ter.:.. 

u -f:Ex~-o..m 

-ción con lás 'si[,mierdes I-"º1~-iedades: 

rC"'- I e) Para ·ca.de. "' 1 o. /u¡ic i 6n es mecZible. 

e integrab:I.e. 

b) Existe A e E. con tal ·que la función 

f CX', T) es derivable en Vx ~A-. 
'• . , -:·_ ··.· 

t:e_,:~~·Una· ~f'un,c i 6n. E _,.. 7R-+ integrabl~ tal qu& 

TEI ,x~A. 

e n·· :I·. 
· h .. -e ~ fe- -( ( ?<, r) ,A ( dx J 

u además: 

lf'cx.1) r:(dx) 

d'eJinido -f '( X.1T) 

Sea r f I u (_'-'\/\) 

estrictamente ~ositivos t.,., 1 
~...:. que¿ 

rt::.I. 

fuera. de ·A de manera 

. , 
su.ces ion 

·,·'' 

:.:. 

··,_,.; 
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Sea 

f ex; -e~ hv.) -"fe x/rJ . . _ .. __ 

Far el teor·e?i!,C. del vcilor ¡:;::;.c<.z.o ¡.:~il'C. 'X El;: A , e:ciste 

t.-c:.1 qu.e: --

·Por lo tanto: 

..(:.:·:e ;n 6 8 H v.. l X.) ~ { , ( )( I r} V X 4 fl· 

-que le ./unció1: X-·~ f'(X,T} as{ co~o tedas las 

HV\ so_n in~- e{/ re l·.1 es J H V\ lX) !'\- { d X) ---.--> J { 1 
( X 1 T J ~ ( d X) . 

E. . E . 

·' E~,;::c'~T J-tcx, Hh) M { dx) - j-f(x;tJ µ( clx)J =- jf'(x, t/ .M (dx J 
.,_, ~~()()."~LE E E 
-:'.;;· .. :~ .'' .. ,,, ·_ ·:·! -, .•;' 

... ~i ·. ·' . 

c·z .éómo esto vale pu.ra toda sucesión (h.....,) de nÚ;;ieros 1·eáles 

-~~~rictamenie positivos t~l que I , obtenemos: 
. . . . " \,1\ --p. o . t:: ~ LI-((x, T+h) M(dx) - {-f(l<,t)A (dx!] = ~{'(x,t) ,u.(d,_J .• 

·10 6ua1 de~uestra el resultado. 
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D., EL J.!ETODO JJI.{GOii~JL 

· Recordemo.s el si9uiente resuJ~·cido (.T'eoPem.a ó'.e·.Dol;::ano- Weiers­

trass). 

Si . X. 1 ' X"' J , •• es u.na .r;Llc·e;;;i6n acct:c:dci. de números 

reales entónc.os e:,;iste une. 8U•-::2s{6n cr9Gicnt:e V\,¡'V\l.,•· de 

.ntlm.eros :wtur.;.Jes ¡;af'c, los cu.oles e-Z ·¡{:;;ita lt'~ XV\· existe. 
#(.¡. " 

·:Es . decir, es posible ;;el e.::c i oncu' unc. snl.J suces i 6n convergen te 

,··· 
. Kv\;

1
.XV\i.,. 

Esta es una de la::; propie.dades func~c:1;zentaJe[; do lo:;· n1foieros rea-

les,:. . . ... 

V~úmos a contini¿aci6n el signiente Teorem.o.. 

:t~:?-i~if!:f!:_§.!. S1ipongamos que cada reng16n del :Ji[Jtiiente an:..eglo; 

" X." X1i. X 1 ?> I 1 .. . 
x~, X u > X-z..3, '. ' 

(I) 

' . ' ' . . 
-.'' 

.. ·~:n.·d· ... sf!-q~,~:i'.·ór¿ · Gco.tada cie núrn,eros rea.les. 

lf ¡;¡:~¡~¡~:;~~~~;::r:::ss:::::J:u:"::•:~,:: te~·~,;~·.;~:~~·.··•·; . ·• > .. 

'.·.r·-;,J'1Jeilzos traci·oii.Del prim r.Jr rengl Ón d.e ( I), sel e ce i onamo s imai sub~ 

~'.);;~'.;,~t~;~;iti6'.;~{6;{:::~,b~;~ roi n l:e: 

'\;;:'.' , '·(i/'X~ 1 V\,, .';x~,"''L ) X1,V\13 1 ••• 
' ;. : : . :,·: ~ 

~ · · '"·'' ;·i 6"n>6 rec i'~nte el. e númer·o s .. 

doncle .es 
.. . 

une; suco-

e:J:i s te; 
' ~~ .. 

natural es y lt"'""-""' 
K 

de (I) tomeiios la sub-
·'-,~' . .°' • 

~> ahorá.bi.en a [l<J.r"l:ir del se:Junclo 7'eng.ZÓn 

'~""!~~~~f ~~:.; x~,"·~, h,"'',, .. 

·;·, ~~ 
,. •! 

-r. 

_·, 



1y1 

que clarc~ente es acotada; se~eccionamos Ce 'ata una subsucest6n 

d. onde es 

·une sucesiá·n creciente de 1i.zÍ;:r.cros r{.c.i~ur-cle.:: qua a su ve,.-;: es 

una subsucesi6n de 

··continuarido inc?.uctivw;iente c~o el si3uiente 

arreglo: . ' 
¡ 

.. .. V\ 11 \(\ 11 .. J V\ 1 > I .. 
( 4) I 

'(\-i_ 1 I Vh.1 1 V\ ... ~, 

\ . . . ' . •· 

!}on. tre ;--:;"o;_-.~iec.~c; .. ;0:1: 

A) C'ác.~a ren~}...:.'..()n ele "( _ j es i~na S'L'.S!3.:·ión cr9cicnte c~c nú1:J.el"O:J 

de es ta man:: re.: 

en una subsnce.::i6n conve-r2ente del 
, . 

r-e s i11co rcn[/ión C.c (1~), 

A !1.0 ra .· se a V\ ~ .: V\"' K ya que cada rengl6n de (J) constituye 

url.a .sllcesi6n c1·eciente y está contenido en el anterior reng16n, 

es una su.r.:esi6n c1·eciente 
·. ,. ··. 

et.e numeras 

tural es.· 

lo ta.nto 'l\V' 1 '{\'(·tf 1 V\~-H. es una subsucesi6n 

(5) v es por lo ;':anto conv0r[]ente. 

esta L ( """"- V\'( I V\ "' 
I<. 

.f~a rrn a. ré:J:i s te 

qur¡ {"'") eR la di~2oncl del arreglo (1), a1)licccioneS 

son .llamadas a;licacionea ~el ~{todo Diagon¿l. 

·_,_ 



l '11.. 

En esta parte del ap6ndice de~ ini~os lo que es la f~nci6n ca~ac­

ter{stica ·de una función ele di atribución u c7,emostramos algunas 

de sus propiedades. Sin embargo,· no es nuestro objetivo hacer un 

·estudio de la fu,;-1.::ión ccu·cGterística; ¡;or tal i!iotiuo solo éx¡;on­

dremos aqu,.Í lo e;;,·trictc:;;;ante·nece:::;ario pare. dc:;c-wstrc.r el teorema 8 . 
el cu~l utilizamos en el 

Por lo mis~o el principal 

ci6n caractirística no es 

e3tu.dio el.e la. .Función :;/e1nerai·riz. 
1 

res1ll to.do qu.e e.'!Iponemos sobre la fun-

demostrado aquí, una prueba de 6ate 

puede. en~ontrdrse en cualquier t2=to de probalilidad que incluya 

el estuo:io cZe ]._¡ .)'~u.nciÓr¡, ccrct::i:erÍ:.;ticG, en 1-:-ari'iculv.r 1-;usde con::;u.1.;.;. 

tarse: Billin9cley; secúi6n ~C. 

·JJ.l teor·emc 8 ea l~tili;..taclo es1.1eci.J'ico.1ncntc .z:,c~r·a cZaniostrar que una 

·J .... unci6n de cZisi"ribuci·.ón quecZa c~:eter1,:iiní_~dc.: ]Jor su /"unción. 9tJneratri,:: 

cuanr_io es ta e.>:· is te Gil .En.e vec i n.·.Zcrl clel O. 

C'o;;;.o se verá -:;i~s ade]u7z..t.-e, la cle.~,1ost:rGci6n del .teo;·sma 7 u ti-

liza el hecho á.e que una /'1lnci6n de dis1'.ribuci6n quecla determinada 

por su funci6n característica. 

Así , nuestro resultado para funciones generatrices es demos-· 

trcdo a partir del resultado a~61ogo para funciones característi­

cas.>.:·:.: 

,.,. ::'f.:{::'.\::·.;~*;'(e es 'el. Único r:;es:UL.t~do expuesto en la. t~sis }ue 
,·/.j;;~:>/'P,é'l)''i(~_ó. dé la funci6n_ cáracter{stica. JJubieramos qz+erido .no 

;~~~>'-i.U,~·o.·"d.'é. dsta .'últi·ma 'pero no encontramos en la ltte-?;átura, ni 
\~}::~: .. :~.!;,'.:;.:!~<<~·::.~ '.'·.:. . ._: ... :· .. · .. ; , ... -,• ,· ·.: . .· ···.·· .'. . , 
''.Y:J_•,c:gr:_amos prodµci~i- unademostracion directa del resultadÓ:mencio- .·· 

;,::f-;::~)ij.9.'d'o"..];o_ ra·.fúTÍc iones o ene ra trices. 

.',•: 



R~l:!:?!:i.~:!:9.~_l:.. 
tribución F 
'. , ·cion: 

. E. [ .o ;._ -oc: ] ~(1)= L-

143 

con funci6n do dis-

e;; · 1 a. ,;:un-

d .e .r i n i 1~ a z) o r : 

1 

El. ·Si~;1 ttir.:nte -;-·e::;ul,~c:c:.o_, ::Ui¡'(~ de~!0.:":·¡~7"'C.:DiÓn z~~uecl.J con.:.ul·t:L~r'.'Je· 

funciones caracter{3ticcs 

Z!:.9.I:E:.'.!:9:_?:.. /:;aron Je / Y vc.1·id;le;; c].;ato1~ta:; con ,i w¡cio;ie.:; O:e 

clis·!;ribuci6n F :J b. 1··es¡.,cc·~.~·¿l;~·,;.::-;;:,:;c·. :..~.i X Y ·{ic:ne."i1. ..Zc ::ii:.J-

»:.;;-!.t:cnces: 

\ 

;..x .. e 
egra,ii.do'por part:es se obtiene: 

. ; · ('\ i~5f'',e ~~ ds =- xV\~' + _!:;_ 

jo .· .'' .. " ·,. ·. , ··.. v-.+·I V\-tl 
: . . . 

be agu{~~e jtgue: 

1 XI V\+I 

l V\-tl) '· 

·. Áx-:::. ·7 _u .. x} ~ + A.."'"'' J~x.-.s ('e ~s d.s 
e . ~\ ~· . . K=D ' . O · 

.'J'n. efecto, la J,_)r1.wla Z·' ,,.: i·c:. 
en ton. .. g.~; .~ 

V\::. 0 I f ¡ i,, • • 

't\=o 

;··: 

·· .. •; 

>·-~}J:~ 
','' 

-r.· 



~ l}..~)"+ 
L K'. 
to:.,::O .. 

• Vll\-H 
A. -­VII\. '· 

[ 

x_IM-t-1. + 
\,/V\+ 1 

Entonces [Oi' in:_::u.cción co71clui1.ios rJiie le f6i·mula (!3} as válida 

'r:J. · V\":;.01 1, 7__ 1 , .. 

' 5s (B} obt~ne~os ahora: 
'· 

_;, ld f(>t-S)V\ e As Js 1 
. . :. ·-> o . . 

,. '·, . 

VI! \J:1K-sl" 1e;.s¡ Js! 
' -
""' 1 X \ V\-t-

1 
-::: . 

f )( 1 \l\+I ---
V\' . V\+i 

demostrar. 

:-:.'., ,-

.... ·':; 
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l . ¡:>- r <C ('ne· X "¡-" -· .... 111,~ ._,, ;.j..... .• (.f., l.o...'. ------- - V(l,riaiJle clec.tor-ia ccn .(u.nci6n. dG :_·~ictribu-

e i 6n F . Deo K <e flJ .1J su¡101;jaJ,-;os <1ue E [ j X!'<] ..::: oo , cm ·ton-. 

1 - , · - · - l() (K)· 1 - • · • , _, , · ces w. ;r-esiT:'!a c~erivaa.a. \ -~~:·. 1c. .i t¿nsz.cn ca1."acL-·eri;.,·~:ic:o d·e 

X satis/ace lu relación: 

~ c. K) tt) ::. E e~ t\ X~ e;_ t X J - f .A."t;• e'-':'d F(r¡·. 

fil. 
·.Jaiíw s trae i ón. 

~.:::-~~[\x\-~J ¿ ~, .;;-;:.·of2.~c~· E[! X' r] ~ o0. V J= ', i.,. ~ ., K 

j)e;;;.o::; ~·;--e: re;:: e .'7 .: ~~ t·o ;: .:; :? :::; 1 a :; t. ,7u. i en t:c r··:.· 1ec.·l¿7:: 

·5. ;.,_rx:re,z:cx dFcic.) 
rn_ . . 

.:·.; ."J ·¿·O... T"' 91 e:.·:: i é ;: U C.] C · ~'. r' i .. z..~ i :. . ;_;: :..-: iZ. t:" C [ 1 ••• r' (. f =. O 

.~·u·.::'·;on.~2c;::o.:; .}i-.. 1:.0nccs :~·z.:c u 1 
•• ~-~ e :~re .\/'v\. ~ !-: , c~·;.,·,;un·.~G'J· ... 

·~ l\M-tl\ (t) :::.. l\'""'"' 
h --t.. o 

\fl\M\Cc+k\ - 'fc.\M'Cci 
--~ 

h 

- \_(~ 

• IN\ """' .:... "'( )( 

A. X e J Fcx) 

'--1-s.o 

( •v-A vA eA.-rx 
) ./<-. X. ' 

f\L 

-',·, 
-· .~ 

., -.· 



··.· .... Pero: A,.!,., X 1 e - l ., . e~h"'== 
- .l~ ...\.X ÁX 

h h-.o 

Así que.· 

\e~"'""-i\ .c. \hx\ 

Por lo f:cn t:o: 

..::: ! 'X¡ 'M+ 1 

};;;,tonce.·:, · co;-:o J:· .;·u.?:ci0n x-.... 1 "X!v .... +i es integrable con ~es~ 

F 

\D (VJ\-tt) 
. ;.,\ . ·. (!:) 

1 Á.1M+I x""'" e A.n 

1il 

e A.'1x_ t 
---·-

h 

dFCX) .·· 

Entonces-por i.ncZttcci6n (A} es válic;'.a. pera. J"= 11 <..
1 
••. 

1 
t\ de lo 

e] .L r::1 .. ic c.'::. 

·.'f.> 

.;,• 

·:·,.·' 



tal que: f1-x\~dfCJ<\ 
íil-

. .. r,•ec. 
e>( K =- s 'X K d Ft~) 

. íi 
supongamos que la serie 

·\ 

<e.o V t;;.= 1,1-1 • •• 

el mom2nt6 de ardan k el e F 
. 00 . L o<.1o: M" (.l n no·i·r.>rc·-Jr.,.· 

v 1• "-<" .o-v .... , 1 

k.=I " • 1 

ti.ene un 

1·0.d i o positiva'. ele conve¡·.c;enci a,. en tone es F e:::; 1 a :ún.i e c .. d t. s-

·. Dc'::ost1·erc.;ilÍn. 

;~~--(Ji_~-~' P) 
ve r·i. ;'./; 1 e c.2 ec. ·¿ OTÍ CT ·X ¡-;o e~ :.;1;:-i o:;; · e: eJ'i ni ¡·· u.i~ (: 

F .:·~ s G ~:: 

J"'; r:.nnq s t ra rerno s i..-:-t·im:Jro ~·u,e 

'J.'.cyl·or Glrea:edor de cuclquier J.UJ:.to "(E lil 

\ ~ (t-th) 
.) ~CK'.__CC} 

1 

~ ! . 
K=-o ·. K. · 

l ... s· .. ;..{t+ t..)-x d f("I(.} =- e . 
m.. 

-\} [e;.(i:+~\x 
íil 

dFMl 
(<.:::o 



'~~ 

51 e Atx \ ! ei..hx _ 
V\ h"' (A. X}~ ! J F(~} ¿_ ¿_~~· 

iil . . . 
k_::: o . 

f h \ Vt+I \ h \ v.-t 1 J /xi"~' d F(x~ ¿_'' L -X . d,F('K) 

lv..-+l) \ ·(V\-lt)~ 
iíl- 1 

ÍJl. 

Vamos a probc.r ·que tomcnclo h .::ti.;"ici'Z:ntemente pcqilefto es{a 

dltimc exprbsi6n tiende a cero cuando 

Sea €,V\ =.. S 1X11/\ J f(1t \ 

íil . 
Como' ]o, serie de pot;eiici[;S 

positivo de convergencia, sabemos 
e:.<:> L.: oe:."' ,.qk. -que la serie 

k'. 

convérr;e 

partiaular: 

L(~ 
K·~~ 

·O<...Y<S entonces: 

L(~ 

"'~~ 

que existe 

tan t'o e:ci .s te Ko t- llJ tcl que: 

<- -..r V · k.7 K~ 

tiene un 1·adi o 

o<. :;· < 1 tal 

.r· .. 

.. f 

¡ 
j• 



y 1\-1 <.. s " ·-
2. K 

Por.) 0 t::Znt-o: 

B ~-1 <. l+ -
De mo.nero. que: 

o . y (.f<;-1 
U2K-\ ___ , 

· (lK-1) ! 

Y entonces: 

BK 

< y '2..~~I 
-

. (-z.K-t)~ 
+ 82.K ylk.-1 

(l. K-·t) ! 
< y-2.k-f + 

(1.fo\-1)! 
Bz.~ s."L" -== vi."'- 1 

· + o<:i.~ si" 
(Zk:)~ (2tc;-1)~ (~~)! 

. 

L" y'2..K-I 

·~ 
-f- Li' 1.AN1 o<·~ f\ 5 'l. K 

f\_-pex> ("L.K -1) t . t::_4-i:.o ('Z.K.) ~ 

o 

. ~/( 
o(_ '2.k; y 

(2 k) ~ 

- o 



tamb i 6n, "ef. 

l..t~ 

~~ O() 

\ \._\ V\-t·I ·s l 'X\ wtl d~(~) :::. 

l"'-\\)l. . ..· 

G'onclu:im.o.s en tone es: 

'{'(t+h) 
k::::.O 

BV\+I 

( V\-t 1) ! 

Supongo.mas ahora que b es otra c~ict1·ii::ilci6n de probabilidad 

sobre 

For el wbsmo c:r·~7ulítento de antes, si. o/ es la funci6n ca·1·cicter{s­

tica de una variable alee.torio. y con j'·irnci6n cLe di8tribuci6n '[; 

· op tenemos: 

~ .... ~lo} -

coinciden en el intervalo ~-v. vJ. 
ahora "l(. E: (-0.. Y 1 ~V) · , 'X es de la j'orma: 

~~ "to-th (Ov'\ 1 hl =. Y 

·~amo. 'f· !! · 'f' co inciden en [-Y, vJ 
en (-Y-, Y) los o 1·denes 

·.·•'('. " (. "( t>) 
tJ- " 

'P (~) 

To ~ (-v, Y) 
, tienen identicas 

en pari·icular: 

,,,,¡#r:~r1~~¿~2~ y 'f' coincidan en el ·intervalo 

·:;•: 
· .. ,.: 

-~;.:·,,;}.~: 



\ ·. 

\5' 

/,_hora, si '/:. ,f; (-?> '{' ~ '( ) 

~="'Co + h con 

. Pero <.tJ" (to) 

lh\==-Y 

'tJ K ( L<l) 

\f) ()() 
• 1 '<! (~\ = 

.X es cze· lo. ./or;;;,a: 

Es rleci1·, lp coinciden en el in i:e rvcd o· . (- 3 V, 3 V) 

SiguiGtido con este cc~ino se demu~stra que. ~ 

e icZen .en "todo {f(_ 

coin-

Yinalr:;ente, aplican.do el 'teo_r;:;:mc ?. c.oncluinos que f·= b 
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