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Punczones Genera t7°7, ceu. "

’f"ste capztulo abor'da sélo Ics ciefiniciones de lo 'r]ue'se va a entenw

aer‘ por una 7u.nczon gener'atr.,z de una distridbucidn de probabilidad,. "

asi como para una sucesidn de nimeros {O\r\}
.
,S'e tr‘atan los” ‘casos discreto y conz;,znuo,' y se dan algunos ejemnplos

de jFunciones Jen eratrices.

Fmperainos con el caso (L1.>c7"eto.

De 1219_1__0_7_1_;’__ Sea O, O, .. ' ) una sucesidn  de £ros reales,
N\ - L4 N IS A SM . V , o ‘
si AGY= oot AT+ = S Gw converge cn alsin intervalo:
: w= 0 . : s
. ‘ : Lo o Lton g -5, v
f$0LS < Sa  , pow . Se¥O o entonces A(_s) rare 5.4 5< So

se _Z».Z'amard Ja juncidn generairiz de la sucesidn /\} .

ruaczdn I.

Qbs . .
{Ow\}, esi‘db aéofad&, es decir existe K>»oO tel que l}lv\\“.’;- i<

lo-

7er?zonces ZO“"\S“ ' L!Qw\lS{“é KZ IS = 'K/l“ tsi

y‘-—

o en“es’te' ca o} la Junczdn gpneratrzz RS dejfinida por”
'en el Lnterualo —-\<S<} .

A contznuaczén ueavzos dos ejemplos ‘de juncionegs genercirices

“gea " Xg=1 . para toda T , entonces la funcidén generairtz

pa\ra (si< L



N

&ea la siguiente sucesidn O = J!  su jJuncidn generatris es:




nci’énGeneratriz ce une ¥Varichle Aleatoria.
‘e,[znz.cz,én £. Sea X una Variable dlectoria que toma vaelores enteros
no hegatzvoc rosea O 1= P[x J'] J=0,T,%,3,... Tntonces diremos

ue‘la j%mcicfn generciria de la sucesidn {0‘3}4 ¢s la juncidn

‘Je7zeratriz de la Verieble Alectoria ¥, .tembidn en algunes ocasiones
. R 1 : :
,se dice gque es la juncidn generatriz de la distribucidn de probabili— .

da-d.._ .{0\3} de la Veriable Aleatoria Y. B

?ec'c"ﬁe;:‘zoswgue,‘ ZOq: A » entonces vemos gque para |S|&| ten,eé :
= n ' =
A= | Sons |2 P lanl[s]? 277 an= 4
. . n=o :
: W20 : wW=-o

por tanto, la juncidn genercztri,z de una Variable Aleatoria i que tona
' ¢

velores znteros 10 nejativos, CLiS ¢ i menos pura ,S[ <} .
SELI intervaio . E'\, \] suede ser el i'nicc intervelo d4g convergen—

H

~ela Ze e serie. fn.oefecto, considerencs it ot 'uzen.te Veriable Sica—

i'f'{f&)i"ic ;i',_ con [70)abz,l,,dm1eu_ dadas por P[X: Q\KJ: ’/&K L K=, R, ..
5(8‘K) * . : .
orees A(S Z

Ae's__t'a .)erze leveroe cuando s> b pues en este caso tenemos

77.u,aczon veamos falgunbs ‘ejemplos de ,]’z/nriones generatrices. de . |

k'rzables /J.Zeat,orzau que. sélo toman valores enteros no negativos. -
I 1.S»s'a Y la: Varzaz)le !]eaz,orz,a que iowcb los _ua.zores I,.:.',.J,4,J, 6;

- = P[X=6]=
untonces za I’unczon—uenerabrza‘_uc A es: '
As) = j Pr=1fsT = a.s-iakaSa Lo+ 0657
En donde = _ . : :

oy = yﬁx:ﬂ
'{,\‘(5\: 54' 534 5‘345 + 554 5@

‘Fntonces

G
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"2. Sea’x la variable aleatoria con distribuci6n Bernoulli sa~
;bemos que X toma-sblo dos valores. O y 1 con probabilidades ’

5 P[X O_] q’ , P[_X" l]‘ P . en donde p+q=1.

cEntonces la func16n generatrlz de esta variable aleato”ia es

A F}(:—)): 459+ ps
| = (% +ps)

3. Sea x la ‘variable aleatoria con distr1buc16n Binomial con

par&metros n-y p es decir

(D[J( J] ( )quvw ' j= d, i 2 5eae 0 poOr #%ntb.la fun;ién

generatriz de esta distribuci&n es A
"‘,‘5\‘—2()?JMSJ 2_(3 Fqoed (fr+f>s)“

4. Sea X 1a variable a‘eatoria con distribucibn Poisgon, con

' parémetro ‘A5 es decir:

P[X J] J_,_a__ ‘j=:0 1, 2>,....

.Entonces su- funci&n genuratriz eStu dada por:

h+h5

aZ (?\5}"

j=A0,1,2,a.. en donde-p+q=1
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6. Sea

Y 1a variable aleatoric gue

toma ios valiores 0,1 y & , comn:
"*prouabzlzaadee /y/ Tx y Yy respectivamente.

Intonces

““‘",,"‘A(s\— 2 Plx=3]s7 = Vu+ asH 1S3
:"/L/(I-FS)R '

Jle variacble aleatoria
©.con prodbabilidades

7. Sea X que itome los volores I,3,3,...

Y ’/9, Yo s, ok PR

“vends gue

PEX K]— ’/ak v/_r.. K= 1,3,3
o 5
Poy Tavwto Als)= Z S/&T

ntonceu




Denotaremos &l valor esperado dz una variable aleatoria"k
‘como E( X) ~en adelantec.

Ahora blen va vimos que sl 3% cg unc veriable zleatoria gquc tom:
4 g ) . - . y
sO0lo vealores cinteros ne ncgativos, la funcidn genoratriz de ¥

- estf dads ‘pqr:

A)= 20557 | donee Ox= PLX=T] 120,12,
)= L) ! AT

adé_mﬁs se vid que A(S) exlste ©l manos en -~ £S5 £

= E,(SX)
'_For anto notamos gue = s decir, vemos que
. A= E %) e et A_s )
la Iuncién gencratriz de la v Linlo eleaterin iU se puade oxpre-—.
k sa.rf_t?ambién» como E(Sx) ;s ©5 lbcir- <omo =2l valor csperado de

sX

la variable alcatoria s, lo antarior lo formulamos coino

{ina definicibn.

T

(?x_(s)’_ E (SX) como la funczifn geoneratriz

"j'torialc.a de He

D fin1c16n 4. 81 X es cu qlﬂk jer varlzskle alcatoria se definkg a

de Tomentos Fac—

™l

p.
}-l-
L]

En el c"so gcn al convienc de Cbx_(S) G“\icarn._ntc par ‘_S>/0.

3
'-A;,.pue.a dc o’cr\_ mancra la funcibin ¢ ) sodrfa . no ser real alin
en casod iy "1.011‘10’.; por otra parte veorzmos wfs adelante que Ya

""”funciou CPX(S) para S70 nos dz 1u irr."o:”‘.‘r"l(:'n que ['CLIUC!.'i"lou.‘_
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"Podemos observar gue en ¢l caso general lc ‘,»‘L-:n:io’n“d)x(s) puede
estar bien dejinida ufnicgmente nara s= A s Sitendo igual a T

en.ese punto .¢ infinita en los oir

0S5. For concideremnos fa
veriable aleatoric X cuyus gprobabiiidadeds 2siédn dadcs jpor los rela—"
ciones siguientes: o
- plx=n= Pr=-n] = Epat R

. Fntonces - e > :Syhl '
¢x(5) Tt e

E . . N . '
Fero cuando  S$>. 2 S/V\?. - . 3 .
- ’ W= v o

"y cuoando Ss< |

<CL SV‘/Y\"— = 0

e

. wo~c? . '
por.lo tocnito (FX(S) 23 inito dnio igre” - 5= i .




A continuacidn se define loa junci
una variaeble aledtoria
Definicidn 5 Sea ¥ unc varichle

A 'rif.w.cidn, gntonces,ie Funcidn o

M(S) E eSIXL) perc doda ‘S R ,- ~¢, lo cial M(S) Texiste,.

oo . )
thora b. ‘ vemo's gue : f (f?’-(c“:(x) i Jintie para S€0 y
N ) N . . o ° . -

~—

Sedznds vemos gue Si '§0SxJF(K} Loty S TEG VRSP0, 2nionoss -

(=]

S L0 FRionces .
.2

Fntonces ©ST0 mues ira Fie . M (S)‘ csid doyinida-sobre algdn in-

tervalo que contiene al (.
idemds notamos cue si ¥ ionc &dlo 'z;cz;io;*.:.s' 0 nwgaetives este int er'/mzo
contendrd a (-60‘, O__f y si F tome sdlo velores negetivos sl inter—.
u’ailo contendrd = [o, .-,o) . o . ’ ‘

. dnrora bien el consistir unicemente dcl punto O,

u.é mos @ contin
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_8_19:3312_3_: Sea P una funcién de probabilidades definida comos:

' ]
Tin )
Entonces M (5) = 6 %:”’\;\ 2 ?V\S + @ %0 'I‘/‘/\"‘1 E-V\S
e = - at ’ﬁl o , :
: o_b_servamos; lo siguiente: i -
Lin &€ 5»:: 0 ' L evs
CMTR D\ - cuando S,>O. , por lo tanto la serie Z .
B divergé para 570 o ' ' . i
Para s<0O , \__;’.\MA ﬁe-‘(\f‘: - por lo tanto. la serie
. — L2
[2») . S » W °° ‘A ”
et nt < diverge. -

Entonces para s o , 2lguna de las .scrics mo converge Yy por
1o tanto 'N\(.«}’: o, ‘ N
Elemglo 22 sea (%)= /“T (1432) la funcibn de densidad de la

e

Fohias

o S
o — I _t__:____ .
~'Var1ab1e Aleatoria Xe Entonces vemos que M ,\~ 'E-"}‘j ’;’4 PER "7( 5
-— Oy .
SX. . : : o :
' = 5%
heT«M(L = o y por tanto f € ~_<7!7(~: o0 .
; ¢ » ) Sm ., . "'ob ‘_,erl - - )
Igualmente si- 5<0 2.\\1\«/\ € /y,(t" ' por. tanto OQS'X - A
: K= =rO . é')(:: o0
‘ A x

' ’é;ijvt'c‘mces M(&) o0 para \.odo‘ SFE OH . L omes




Te oL X <4, X e

Intonces Ja juncidn generatriz 4@ moils

tis . 4
¥ oot o ademncs

"_,’_v‘:“n"tonkces : M(s) & o2 rarc ,‘5
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A continuacidn veamcs ciertas rziceiones enire l¢ Funcidn ge

2
[y 8
[o TN &
)

irisz de monmentos ) M(S\ ¥ la Juncidn gerneraiiriz de omen

| J,(‘ ctor »z', oles N C'bx(s) . '
ra que  M(s)= E(e®) . se
o S by(s)= E(SK) 570

uc*u".s s 570, 5)(:'&%{9”35 i :,o*cJ OE-‘:‘;G?‘UG,’,&_S nue
M(Reas)z E(GRI5) = E(F) = Px(s)

cyodends porae todo S € i dengnios Gue

 - d’x_(és)’:ﬁ'(e%): Mes) SRR

ot Tento tonenos Iin STOULenTas

relaciones:

;::‘:d)‘x(’s):l"\_(%‘j 5) | L
Ml B(€F) rere seie ST reel.

inne Einciones Son cieries. paracit

@ 5$>0

"

~

‘ }Z‘n'f-{ion_d'e cloramcnts esics Ul
‘aguellos valores e S - donie C})X(sj A ' M(S)
- nidas. : ' S S =




T

,;Péra terminar este cupiuulo, voapios Jog Gltimas definicioncse

Sca X' una vavrianlc sloeastoria

s

Ly
W
#
o
3
i

cibn gencratriz de memontos, entonces 1o Funcifn generatriz

Acuh&lante.dé A estf dada como: i
. ch) fog M(S), «
5 .
on EE(EE ) !

para toda S , prra loooual C:CS exiztaa

?

Cowo- caso particular, oF':rvvn Zogyun i X'g: vnu verlohle zlea-

‘toria qgue toms un nfmero finits 4- *“ldrzs.Xqulw,XmA con- pro- -

ekb:ilidades 'PU &q'“/ P ; 28 Jlsir L o2z ouna woviable aloa-—

N

zn ol zapftule siguic

gntrg‘ Ci(sl y AA(S) ,,.

e se eghudinrfn las propizdades vy relaciones

ntoric que tomi Crnicaménte

[
-
©
—a
n

"Avaloresvnc négativos v gea = F(X) . zu funcidn de distribucibn,
entonces le siguicnte funcisin  W(e) = [ o 8% F(x} S
zntonces la siguicnte AuQCLOn = e T X P i

C 2 mard la Transforiiada de Laplgco doe la distribucibn F(X) .

Observamos que @(5). oo fFiaika '*f S20 ,pucste gucs

Q)= [ o dFm =1
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bebilicad, y pare #na succsidn {:&w

'
— . N t =
I el presente f;a;:-z"tulo o3 2 ¢ demncsirar clgunas pro-
edades y teorsmus Gue estes Juncionegs.
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o]
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Son projiell:
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Inicianos esie cepiiéuio obs.rvaeindo

Ya hemos deiinido quﬁv_lE(éx« ’

doride  (\y =. f’L}g;j:L ,.T= ostia,. ..
enéonces solre el iniegirvalo sl %0 - rodsios azrivar (QXCJ)
icrﬂzno 'término v obtener: ' 2 —
i , i ‘Z.—U\JSJ f
Cbx(s)- \+&&3543a56 teer = _—
E (x5X7)
gDe'jQual‘forma vemos guer

. . —_ L X
0.;57 % = ELX_(J\‘,")S
‘vemos qdef

Isy= B (X1 (Rekett) 5575

.

cueal

veros Fo siguiznie:
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In caso de gue Se 7l . 5 desir el radio de .convergencic sea

m.ciyoz*@ue, A s fenemoq ciLes
= = X
S AO)= E(RED)

. . .
. -
. .
1

< -.cb)ék)(., = B[RO (KR ]

o des cventidadcs AS[K ze des Llam

( Lebido ¢ cu estruciure congjoenie ¢ ia Je los Jucioricles. ).
e

e ocqui &l nronosre de uncicon yinsiaieig g onouinios ucioricles
o Prts) .
. Femos suruésto que Do Y| are osi
TIosigu Iunma nos pormidird obY




. o :
" pemi I § =S b o sorie ¢ |
Lema I. et %Rﬁ]_ LW . ungc  rerte de potencics con-
Lo W= Q .. ' ) o
vergente ‘en leQi oy tel g¢ue huwzo Yw o, entonces:
o )
\_l\Nu\ -@(x - 2EV\
X—'f*\ w- 0o -
'jésueg:rﬂszéa; o o i
vi E bn .. < @ X resuitado exzd ar el igorema Je .khkel,

Por lo tanto, tomande 1liiites. em cada unc o esta lti

ceuando oK —n |7 gg delbe tenér:

B S PR SRRV

dolcual conti

é71&on_'ces L‘M '{:‘(x)
Pt CX =y

2.0 5
Sdeld Lemu.
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Y una vertaeble aléatoriae gue toma solo valores

Corolerio I. Sed X
FGTivos, sSea CPX su juncidn generaitris de nomantos.

S enterocs no neg
Jactoricles y sea p,= P[X: V\']. s cnicnces:

. ) o0 : :
LS.M; X(K (s) = va(v\—t)(v\-a)‘- (v\.-—K—Jf) Pu

—»1T . w=o R
. : N

= E(X(x0) (-a) - (k- k1) ]

(K)‘ . . s , : .
Cb denotc Jo k—dgima CSerivadd dc
Cx
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' ¥sea x una varlable aleatoria que toma los valores 0,1,2 3,... con

, probabilidades pLX—_ JJ = | ij=oin2,...
: Consideremod la sucesién f’[}[7J]~—TJ j=o .., ¥ oﬁservemos que ‘
N %K“‘PK-H +Ppag too e k7o » o . ‘.'
‘wi'Sean PL53 vy Q) las. funciones gencnatrices de 1las sucésiones S

{e-_\} 9 {fu} - es decir P(s)= )_ Pist @(s)-ZS{J SJ
'"sabemos que ?(5\ ests definida al menos para {Sl<} -, ahora
,bien,'los coefiwvientes de (ﬁ(s). . satisfacen que 335_[ para

~todo jzfo » entonces la serie <§(S] converge por lo tanto en el
inte;vaio ébierto =1 I ‘ . | 7

De esta manera ©(S) Y Q(ﬁ] exlsten al menos para [S[21  I5]c]

respectivamente.
A continuacibn vcamog algunos resultados gue establecen unas rela-

ciones entre las func1oneg antes definldﬁ




Fronosicidn I.

fe YVode b nxii =1

Fara ‘\45')\‘ <
‘ 29293:1‘29&;’1’:__- Vecmos .LOv siguienie T ] _
(- 3) Q)= (1-8) (G + % S+ gaStt —‘1353* ) o
' )-v[q 54515 7;534 )

= (5,0+f(5+ 3.5t A4 , : .
= got (-Te)S A (ffa YT 4 (45 =% G4t (a“-?n-.)s 4

H:‘J’L,T‘O QV\"gV\ I‘ CPV\”’*PV\—’:’L"" )h(\{\r\"f‘(.ﬂ-\"{ ):"t-’)v\pa;".-ﬁ V\>/|
o= % Prd Patoos = 17 P T

e tanb i én

For tanto:

Q s) As)=

o) sy = 1~ > 67
: T=0

= - Pe)

~ P SN e

(1= Po)go- RS- PS5t ST

cual ce quzirle demosirar:

oo




i

‘ Pr oposicidn 2.

L\M Pis) = Llwwn @453
CS—» 17 s

L e F"(s) = & LNM Q CS)
e S~ :
rl_)g,,__u_qg_i_]_"gg_gégl Cbs 57"1)0“0 primero gue todes Iow ifnites ewisten rues
4 ! ’
- & ; P"!, &y Q' - son crocichntss on (0, l),' ..

Sea Se (0, entonces Ic un~idn P(s) es coniinua en el

‘ih.:tcrlp'alo Cs, j] v Coriveiie sn (S j_) »- o Io toento,

s - . . - - . . . x . |
Ceplicanio el teorenc Jsi valor moiic, schsnos cue zaiste § €(S, ')

tel gue: |- P(s)': (1-35) €' (s*)

".ei’o_ l-P(S (I s) Q) A\‘f' SC-‘(O,I)_

por‘. lo tento, vord oailc Se (o1} cxiste S*e (s.,-l) tel
que- ?‘-(5") = Q(S) , de lo zual se conclui/e 15 srimere

parte de la demasiracidn.

8l
0y

o Pure demostrar o sepundc porite, considerencs £os Caso

- 0
Causo T § K P.K
. n=0o -

' UO-T" el Lemcd )

\_lw ?(5) = » Kb
k=0

Cs—em
Lo Q6= 5 1
S—i= E k=o

v

entences jor ie ;rin eic porie de le fropcsic con._

Fa, = .'Zﬁ;K'P‘K < oo

Kzo




2w
u'.*‘"”tzc dar, F'(S) Y Q(S)
Pla)= @ (3

- Ahora,

ton continues en [0, 1]

derivando la relecidn: §
L=p(s) = (i-5)  Qs) se (2.1)

Lol itenen os

-F(s)" U s) Q' (S-) = &(s)

: P(l)—-f’i(s,)

i

(1-5) @icsy + P01 Q) o
(i-s) @'(s)+ RN - Q) se(a)

I

Teéa entonces Se (o.1)

’ For el Jecirena Sl l?:'.'io.’f_;:iﬁ-::éid eris-
S ten o SGF ; S** ¢ (S,_l) tcles oue: 3 S
P -pis) = ams) (st

QU)- Q)= (-s) Q' (s*F)

I‘Or 7d tantos

o-s) P"LS )= (s} @ Gs) u—s> Q' (su)-;.

e ()= @)+ @ (=) e

Fntonces tomu.ndo Ifnites cuangdo s — 1-

caso IF & z kP = o=
: ' K=o '

S Tnoeste caso:

se obiiene ol resultodo.




é\
-
Y
7
e’
it
ﬂ N
A
~
1
-
<

L @'(s)= D kP .
ST k=0 T

For 1o tanto se




La espé‘;ajnza. E(X.)

(5) : L.w. Q(s)

5"°|"

ZJP klzﬂk

2

LwM P"(s\ + \_-M P (s\ ‘—“M .P (sy|

S—v\" S=v 1= T g S

2

= a Ui @)+ L @Y - | Lo Qs
T e s s ]




osi.raczén Sea 4{’ una uar-zable aleatorza con Ja dz‘stmbuczdn de

o} ‘donde QK—P[X K] :nconiK O,Ia..

A(S) 2 Ow\S"‘ es conuergente en el znter—_'-
w= o . : S
R entonces es posible derivar térmzno a térmzno

e.;ta serze de ﬂoéenczas en una vecindad del cero.

Ms) § Y\Q»\S“"‘ o + 3 0aS +30;524
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no- solo la dz tribucidn de probabilidad deterﬁinnba la'

:Por'tanto,.

unczén generatr1~, sino gue tombién la funczdn generaurzz deter—!

.minavde manera dnica o' la distribucidn.

-Hotamos gue la anterior demostracidn nos da una formula 5xplicita'
"5para calcular las probaebiliidades conociendo la funczdn g@neratrzz,'u
'ies por el 10 nue a veces a esta Juncon generatriz, que hemos llama=— :
'fdo funczdn J eneratriz de RORENtoOs Jactoriales, se |le conoce ‘tambidn -

en’ este caso particular como Juncidn generaitriz de probaebilidades;.



2%

\

v'"A contihuaci&n veamos un -Teorema gue- satisface. la Funcibn Generatriz

,'en general.,

“dientes vy iencn a (p)h) ¢XL 1 (px“ . como funciones: generatri—‘

r

‘ces, entonces ld funcibn generatriz de-la suma x +X7_ SR N X“
L& o -~ k - -o Cp .

est& dc\.da por cl pxoduc{_o X CPJCL qu“

‘Temostracidn. X: i XL - son varizble

enton cé_;' _SK' 4 le . ._L‘.c;:?f.Dl‘!f::’.l o gon, l,nt;nce::-:
LS i+ X, - EESX,SXJ}: E[_ij E szj

-’,ef' *"‘cir la funcidn gezneratriz do 12 variable

X Xz egcl pro-
ducto de la funcidn gr:r*.cr‘:;-trizrd: 1;~1_\r-.ria‘.;~1:,A_X_‘ por la LunciGn i
‘generatriz de 1s varisble X‘Ll - A
ahora bilen la conclusifn es inmediotus, ya gue si su'ponemlos que

fy_§L1,>L1,"-) >(VV‘

zumplen.la condicibn del Teorcm@: es declir

~entcm'~ s es dm("diuLO quc la Funci6n

ya que (x +Xl ...-fX“ ,) YX\A

ndependicnte., Y csto terma.na la dg,mosl_racifm del Teoremae.

1 Teorem'.t 1 afirma quc la func16n gcn_ ratriz determina de mane

»Gnica a: 1a dn..;tr:.}*uc:ubn de p,.obdba.] idad ccrrcspondiu\tc a una va-
"riable aleatoriu gque sBlo toma valores enteros no neggtivo 53 pro-
. pledad que verciios mfs adelantc tambifn Yo satisface 1z funcifn

generatriz de meomentos, y la Tranolt
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Pero en el caso presente vemos. que el Tcorcma 2 ahtcriorﬁente‘dCQ_:f
mostrado, nos da un m&todo paire cstudihr sumas de Variables Alea=+"
torlas Indeocnolentcs, que s8lo. toxn:m valores enteros no negativos;."'
por medio de Funciones Generatrices

En alguno‘s casos el productec de las Funciones Ghncfatriceg toma

una .forma simple y entonces podemos deducir su strlbuciGn de pro—l;:‘

. !
babilidad observando su serie de¢ potencissa

En seguida damos un ejemplo senéillo de lo que hemos afirmado ante~ .
ricrmentea. ' -
‘Ejemplo. Sean X_ XL} ey X.V\ variables aleatorias indepen-

dicntec, cen distribucifn Bornoulli es decir P[X,{:QJ-Q' P[x l] P

3

para toda~ A, por lo tanto le .fpncién generatriz de cada X;\ es:f
Oy (s)-Z"D( =3)S7 = gsPaps = 4 PS

entonch- la funcibn gx_nnratrlz de SV\ s donde Sv;: X|+Xl+"'f’X?\

oté dada por [C‘{’(S\] = (3"“ ?5)

u»u3m>i (=2 (¥ “f"f’“% 'i

K=o

, or' definicién la E‘uncién Gcneratriz de Sv\

ima's expresiones vemos que:

es una Binomial con parfimetros n y p, es decir
e la suin de n variables aleatorias indepen~-

. “JXV\ ' ; tada ung distribtulda como

una.“Bernoulll se distribuye como una Bincwmial con parfmetros n
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?El scigu:\.ente es un teorema de Continuldad, ‘el cual nos permite
['estudiar el limlte de una sucesxén de dlstrlbuc1ones' es decir
dada una suces:.én de distribuciones convergente, ‘el 1fmite lo
f:odemé’s .conocer, calculando el lfmite de la 'sucesién de Funcio-
nes Geneé'atricés correspondiente, e inversamente; va :que ei teo-

rema establece condiciones necesarias y anlC.LenteS para ex:.sten-—

cia de tales lfﬁltes.

Teorema 3. Sea {O\K\‘/\‘% ' ur'\a suce‘sién, donde para cada n

‘f;\.ja {0\‘;,\,\} es una distribucién de probbilidad, es d;_cs.r

0L Ol v 20%\/\- 1y sea Aw(s = 7 Okn S®  para tsi€),
¢ _ . !

‘ép‘:qnces {QK“/\E ‘ gs_;onve.rgente para cada K si,y sélo si Ay\(s)

converge en algdn intervalo 0< S < R con R> o) -y ademis si,

e On = 0

para cada K oy o ﬁ-(S\' és la funcién. gene-

N 50 .

atriz v'de {0\:“( ’ .'entonces- : A(S}: L'_‘:";o ‘%—_;QK'“S Auni—-‘
:-formemente en todo intervalo 1S|2£R con R<LA o _ o

parti.cular cuando ZO"K 1 y A(_s\ - es la Funcién G‘en._e-r-_;k.vu

trn.z de : a dlstrlbuc;n.én de probab:.l:.dad 1Im1te {(lk} .

zObservacién. rhs p051b1<= que ZO“K - sea menbfque 1, al

;Lnalizar 1a demostracxén, se da un ejemplo dondu, &sto sucede.

'emostraci.Gn.'. ‘T-’:D] Supongamog que Q“_ L‘:\M O&K,v\ ; sea
e g =2 - ',
\ = O, w5 = - X : |5 <
__i | N 15} < Ly Als) = .E 0 S"

ﬂc\“ﬂﬁ"ak(él_l. " ya que 0= Ggum =1

a;éﬂj.todéth‘y"}c,' por lo tanto'tenemos que p'éu:a cualquier

R< 1y _‘




| . o N
=] S akmst - 2_oxsk | = Z(am-ak)sx
v Zo K=0 ’ _ kK=o - s

= K

aq 1s1% 2 > [Okm—ax| R®

K=o

+ Z Ak - o | RK

K=Y+
bl e 3 1in-anl + & ZRK
S Rzvat K=o . S

+  RYi-R

hora bien dado €>0 , podemnos escoger Y 1o suf entemente
rande tol gue RY/I"R £ & , entonces el miesmbro de la derecia
erd mencr gue € , ya gue para este - £>0 existen N& (S)G’N

= »‘,hv 2, -'.,‘\/ » tales cué- '0",1, ; O\*,<£/V ~aira - todo > IU.{ (E)

,y'.l-én“’z(foncvgs ’es claro que E fak“ "OK‘ < E para todo ’ 'V\>/"M

5"" {N“(a)emlri zK‘ov } o “

itzguierda puede hacense ton peyueiio . como

)

pare '5‘ = ‘R, erntonces ';.z,;;'emqsz:

‘. converge unvz‘,j’oz*r}iénien,te g A )

_'_,gupongamos ahora que - AV\(S) converge en algién intervalo

o<$<@ . coni’7R>O
A(S\ = Ll‘m An- (S) - o ( S« R

_,.-"z-:n'::iu’n' no negaitiva ¥y mondtona crebzente en o<s<R
A(S) . tembién Jo es. FAntonces el 17,7"7. te
e

A(O) @icho J:z’,..zte
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Ahora bien, para- O<S<R tznemod:

O\O,V( E O\K VA SK ao,w »“’ Z A, S .

. k=0 = o
. R, ) s Co
I LN A 7
: o =} . BN
aeczr. - ' R b
. v s <
Cx < AV\(S) <Q°V\ + S/'- A AN ®
£ ﬂCS) ' ¥V ocs < ’.e

e 7

Sea arora AR (s) =

L\WJ\ SV P O, w
.v\_-b 0"

L\’u\M lV\—(\ OO,m' > _A(5) ‘_~ S/,_s"

n— 00 )
tnf Gon ¥ F_}'(ﬁo)

i o AL’
._”w\-('.O\o,V\ , . a—»oa

TAe) .

S

A (s)" = AG) - AC)
B et S ]
‘-;LW A () = S ATE)

V\—‘boo.

faciendo Zender S a O .obisnemnoss

‘manera que ‘el Iisite cuendo - V\-boo a’c'

A“LS)‘%. —ZO\KV\S " oclsls

\'7"0'4,"5_-(, R

(Qo._\_n:) G.‘ci.'s-tej y es .

o< Isl= R

a.< IS‘-lé, R L
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B N r;‘_l,: - v: . * .
:Ah‘or-a»:’-bzen, - An (5) . es uua Juncidn no ne,gatz,va ¥ monotona

<5 < R s por lo tanto su Iinite. A® (S) tanbién lO”
.es.v : - BN ' ' »

kfntonc el 11 z'te‘cuando s—+ o0t e A*(s)  eziste.
Sea '/—’\"‘QO} © dicho 1fimite, es decir: ‘ ' '
;A*(O) = L|’w~\ ‘ 1_ CS) A
. g —b ot ’ ' e
'.'Ahoyra:,' para 0O <SS < R s tenemoss ' ; 5
06 YK-I a. -+ Ak V\SK ! | .
= N Z :
Ouyn < ZQK'“S Ll T
K=\ :
Ie) .
< k=} s
£ Oy + 25 = o+ s
K=
LEs .3.m.zr- - 2 : ' § _
v GuV\ =< A\A (5) = O"(“ + -%-5 , v <K

’c'_’omb,:;antesy',srev denuestra entonces que el Iimite cuando nw—poode .

existe y es igual a 7 A( (o)

LS = ann = ZQMS Cio<ss R;{

*@;Aw C e<s=q

rozonamiento ana'logo 0l enterior se demuesira que el
N de CO\a,V\) ' existe. -
For un razoncmiento -de induccidn se demussire gue el .
W > 00 de (O‘K‘v\\ existe pere cualguier K = .

S




Do 1= S : :

Ahora bien veamos que 1a suma :z:CLK ' puede ser estrictamente
."menor que 1.
,Blemglo. Scan )@ 3{1,.” )(m_ ’ variables aleatorias, tales .

,tque" F[XI - a\K] ’/ak o K:' 1 ;:Z/ L |
Va2l Yox kb
P[Xs-?_\wzj //ah 'K:I,TI..,"

P (‘3( Kdﬂw-ﬂ] 2K - K::le?;{. 
'i~Entonce=.

.L\w PDCV\ K] 0\r\~ O;,para. toda ’k; ZQ'K.:‘D

V\—%vo | | .
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W= h '
{r"\e ) AN } una ja,

wilia de 4is—

Lenaf. S ec M
tribuczone's de ;robobzlzaad de esperanma e .y varicnsa o-v\(e)
Sunongamos gue 8’»/\ () “—‘P' o - cuancid L Nk 9, entonces?
" »((9) g\)av\éo w —b» O

|

E“ B(.g g,f‘(x)df‘-vx,e ('x . |

para toda fun : ’? ’z"ﬁ' i continuc. en o y acotada.lh
on pri:aer Juganr 5 que SG&- tiene 1O szquzente
\E“&Q)-{-(e) \:—‘ S'{'(ﬁ)AFw,e(‘i}"F(e)- 5 "F[’( f(a [AFV\IGCI(

ILOI“CL pien, oo es continuad €N e ,v par'a_‘iv'od.o E>7°,>

i eu,ste 870  tal que }/F(K) “bv(’(a) ‘ <& st | K- el £ )

’.y cono —s: V ostd ccotada, perd X fuere de 10 vecindad an—= .
feo) <M : '

M7°' tal que . ]—?(*\'

zor e"czste R

d0r tanf:o R ' _rror] d Falf

i Sl (sl 4t
R c TR 5,81

ex M ?[m o> 51

ter‘

CZ

: r' i-a’d-,e{;iigualda.d de ahebyshevs S€ tiene:
RS - | -
(ixeolzs] = _,&_L?L

(O‘) R O . cucndo w—>b existe
sera todo W7 N .
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Vemos jfinclmente que si w7 N tendremos:

\EV\,QEH _ ‘F(e) l < AL

-

Jo cuel demuesire el Lema.

Ve
!

a

CAUBONGEROS YUE Dere cueda o en un-intervalo 1
emilia {_FV\.‘G PR AL Y- PR }

= . R R ] . 1 '
‘como wnr ol Lemus Y SiORJUROS Jue Ha

S (Ffinito o Yinfinito) ze tiene unc
By — 0 . crando W~ o

. unitformenente on dicho intervalo, cnifonces narc  toda Juncidn
_g’ T — W

convinuc on I . i teotada, ae tiene:

E“,e(ﬂ -—'*'{1(9) cz:a:z;:.f;o W e, unisu rmemcﬁ-té en 1 .

E‘SZ - g5 incdepszndiente de 6

- B . s o s T N . . L ‘ | . R ] y
" Demostrucidn., s iunmedicto po gue Si A (e) b O ,unifornensgn<
Q N ~




Ya'Cori'él Lema 2 vearﬁos lo siguiente:

3

'-.’.Para cada V\E N Y Ge [O,lj .

l_"}. y Fne la: distribucién de Sw o

-

.

Sabemos que la esperanza y 1a varianza de i SV\ ;vtienen los si-"

guientes valores: : S
(SV\\: =4 | ‘ S . . T
= 6(- 8) '
V(En) = 2=

Ahora como _@__("" G) < —-\1,\-— .y V'(Sv\\.———-i o} uniformemente en ‘@

n

.'Por lo tanto, la familia de dlstrlbucn.ones {Fv\ 9' W= 2

contxnua ’ tenemos :

l ;ntervalo Co Il cuando

cién de _;Bernsteln (Robert G Bartlc, The Blements oj Real Analysis

A e/sta ultlmq exprewlén del miembro izquierdo, se le conoce como

" (o, 1] — TZ , lo denoltamcs como:

Eang (01 )fmm (Peic-01™F , dude b=t .

Jj=0

XV\ . una variable aleatoria Binomial con parfmetros W y @
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Una uez dernzdo e_Z Polinomio de Bernstein -BV\,{ ‘de grado n,

('corarespond:zente a una juhcidn —f; EO.']—-—b?}Z )  . pasaremes a

Fa

‘der‘io'{stra,r que existe otra Jorma de poderlo exprecar, que nos
"~;serd dtil. '

.'»De,i}_nzg];on £. Dada una sucesidn de nuzner'os {O‘J} infinita, se
defzne e_Z operaaor dz/aranr‘za A mcd,zante AO‘A_O\M. -X4,
éste a su vex produce. ung nueva sucesidn {AO&;\} 7, ahora
bien al apliicar A - por segunda vei se obtiene It sucesidn

Do

con elementos:

A&.\ - (Acx;) |
Aoy - Aas

= Oiay = }O\ul O

de esta manera’ se puecie dejinir le r—=ésima potencia A oinduc— -
' x_ - . ' : ' N .
tzua,nente por meu.z,o de A A A .. s Y. se puede vper gue:
T s -1 -
i) Aon = 22 (3) e oy
";supongamo”s ‘que ia Férmula vale para - Y=w y toda Ay

>("}“ C\:«ﬂﬂ —Z ( ) 0\.\43
| wit =T

) ) 5 O\AU",‘ 4 Z ( } O\.A»{J'.

d=1

( }(, . *Z( ) ( ')W:EM”'
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= eres » 2B a2 () R

J=o T=0

'

=C:’3 ("\fﬂfh +(v\>\\ (f‘\bda;u+| + 2 ( vi\f) ("\v.‘v.'.Io\i—*.a'fl
CF (),

v\-r\ Cwe o fnr i
s (’lj, 0‘& Al (‘\‘/\'-H ("\3 Q\;.,+V\+{
SN w\l,. '
+ E L<T)+ “:Ht—\l(q' 'a\"f‘!’I*\
J=0 : o '
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as? que la férmula (4) vele taudidn para Y= N1

Se dejfine Zﬁ(lk: LS ) pare que la tgualded (4) tenga sentido
’g_tamazén para Y=o e ) '

Jihora uerzvem_qs uvna relacidén de reciprocidad que es.valida para una

?jparejq arbitraria de sucesiones {Q&} Y {?Cx}‘ , que per—
' .mite expfésar‘ias.diferencias _’Akaib’ en'juncidﬁ_de,ﬂvcu e inuer—: ‘f
'ﬁamente, _ 5 R o 1 SR
Prop g§393é2_gl (:o/‘ul' de~reciprocidad).4$9anv {(lA {'CA}
;:dos’sucesloneg ¥ ve ZZ+ , enﬂonces:

S e (5 o = Sy 1aTE
| Dewostro};dn. | ' |

’(""‘),w c-;. e+ () ) vt 4

(o]

o V') (_.\ ¢, o (‘;'f) N (i) (lff) (—:)é.c‘.,-. OHV ;







,En portzcular uel.os qu st 0= | para toda A entornces

. KoL _ . . | v A
A O\,\-l v A O\A-O pcara.ﬁ'odo K>l de meneirc gue (B) se-

(0) Co L i( )(_ )v- Av— ¢

“ =0
“Aplicando (C) ¢ la sucesicn I+K , Obtenemoslt . , oo
=2 (FlernTae - o
kK AR ]’+K o o
) _Za cucl es une . JSraulc de inversidn que exprese 1o sucesidn dada.-

“en funcidn de zus dijerencics. .
hora *hien, sec - O <L @<Ll Jije y o seo dv = &Y , entonces

ven i05 lo siguienter

rorma sipuien te.

”_‘A—V;IZ&;\-,,] ( ) ?(' ), J :
J=0 e




4z

. -7 v-T v-T
}: ya que A C:T = @j (l 9) (- ) »,
Ahora bzen, seo ’F M—e M y dedos Xe 7 ’1 v h>o - deJ_"i?jamos

QK_§(x+kk\ k=0, 03,

ﬁntonces deJ inamos las aZﬂLLé’?luC ‘ragzones de diferenczias pizra une

junczdn .f.‘(x | o |
Aftx)“ —f(x+‘w )= f &) = V(%)
T .

A 4@)— A v, m 0 (wx) Vi(x) = Va (%)
h SR
/,\ f(x) = AVa(K \/; (b =Vald) = Vs (x)

.

A\]V\ |(X \/v\ |(X~l‘\) ’—\{.v_\h, (X) -~ VV\ (K)

R v -—-/_______—_—

A b = .

‘se ve inmedicatamente A ’C(X)': A O\o s por Io tantos
A '(:Oq e tiene la siguiente sxpresidn:

:":';A-(f(d \q Z ) Y'T.{‘(H Jk
h: L i :
&= m L svdsoin’ i< Lan

plzquemos (D} a .Za sucesidn O = —F(X-!— K l«\) tomando /L‘O V' V\
ustztu,/end,o A Mo - por su valor en Lérmznou de A ,{‘(x)

engse (V\ I-\Yk _F(x) Z—f()@y:{k ( )63(1'9) -J‘

’cular, tomendo XITo ¥y h= 7\4 chtenemos en el segundo mien—.
e-}_,es%qf\iaualdad el polinomio de Bernstein de-grado n corrzs—
‘Qr_zdi-énte a la unczén -{.‘ restringida al ..noervalo [ov,lj

'se obizene






Teorcma 4. Sea -F o] —» ~una funcidn continua, lus siguien— .

tes conazczo nes son eguivalentes:

I) 'F es ia Juncidn genercdore de probab ilidades reotrz’zgzda

“.al intervalo. {o,1]  de una variakle eleatoria gue toma 510
'\valor'es enteros no negetivos. ; '

‘?»II) ‘F(ﬂ—' y £ mzo ¥ xe'(ot) y todo k=01, 3, o
Ir7) {-‘(i oy Y wne X \/K=°rh?\;~‘~/"‘ | é—f 20 con hs Y

es de da jorme siguientes:

o |
donde o= /<1 ' y Z =1

T » | o . o
. AZntonces —f(l]:_‘l.,.{(x)?o Y xe [0, '] -y edemds por tener
uno ea:presio'n como serie de botencias 'F es infinitamente dife-=-.

“renciable ‘en - (o, l} y sus derivedas estdn dedas por:d

(3 K1) ) b k=Y,

.,abz /‘ace (Il)

~sea; WNE& /ﬂ. oo h= /"\ -Definamos inductiva-

mente la siguiente familia de, funciones -




T

Entonces \]K . es una jJuncidhn contznua no neyaﬁzua en [

u-kk]

infinitamente -'diferen-ciable en (01 (- KHS Y todas sus dcrzvadas_

son. no negativas en el mismo intervalo,

'Tf"n'éfec/to, \/oz"\ y por hipdtesis tiene estas pr orzeaades.

- La demo troczon de estas propiedades pera cualguier k se. hace
‘e‘ntonceO\por induccidn: ' »
supd_ng"a‘mos"‘que VK . tiene las propiedadas deseadas con K< w={

\/K“ (X) . Vi (x+h) = Vi (X)
' h

onoznua en [O |°K‘f\:‘ e zn]znzbanente dzferen-—

VK-H lo .es oar'bzen en [0 1= (K-H)'ﬂy

respec ti ua’fzenz’:e.

: por _l.b ;‘,t:a:n’tqf ;

\/K (X-i L\} \/K O(}

n

hégdtifv"c"z vpar'a‘ X c (O,I—K I,\) cual QUier@ que sea .
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;(-,,na_z.‘. ;’,‘é'siend,o Vk continua . Lo, I—Kh] y no negativa en

co,l'Kh)l \/kes no'Ane"-:zvt_iz;a en el intervalo ce77"odo Eo |-kk]
erorz_;;or.ﬂde,’/“in'icidn: . ‘ . : S

S e = he



‘ "I).

respondzente a la Juncidn 'f: .. Memos visto gue éste tiene

las szguzenées expresiones:

’--’.-,s‘ms(ex:-i'(v)'_(hef’éwﬂ ooma ke o
L A -8 o R _ _ R

B AR (RO G e ke
' - . I=0 . ) .

. -De la primera ecpresidn y uscndo la condicidn {77I) se obtiene gque

'los coefi¢ientes de oY son . no neyatives para cuclquier V:o,“%,”5MT

La suma 4

o

\———(D
V)
rt>
<
e
PG
[a]
—~—
1

Y=

z.

ET0, de: la segunda expresion se obtiene:

emu-m ORI

re}resenta” e funcidn. ge=

una varzable a]eatorzo que. toma 10§ -

aprbximdcién'dgnﬁérnétein"dembétfddo

cuando \\—w oo , uniformemente en ‘e

Lol . iy
nces; po  1 teorema 3 de. este capitulo, f{: “es la Junczdn
a-trzg.,de ura sucesidn {Qk, K20, 1, } . con O\K o .

Pznalmente.vcomo —?(\‘*‘ N .¥ - eg la funcidn generatriz de und -

e aleatorza que toma solo valoreg enteros no negativos, 1o




ys

2‘PUW070pv

'-‘numero Jznbto de valores Xy Ry, « oy Xwn

Po

P]_, ..-) PV\

Y

I’arzable Al toria

S 71 ERATRICHS DE VA RTABLES
”O AN ur- FUZ 70 FINITO DE V_LOIHS
e ‘hewoo ui‘sto.Qué_si X es una Variabl

ILES TORTAS.

Jode QUE SOLO
e dleatoria que toma un

ccn probabilidades

P

su Funcid \,-e-nez’ati*i, de ifomentos:
)
[
V\ .
: SXJ' T
~ee®) =2 fhe e
) T=1 - estd dejinida parc todo niumero
S <, ademnds. vinos .gue M(s)>o pera todo real S .
5 siguientes Jeoreucs verenos algunacs propieidades que
saticface esta juncidn  M(S) .
LCUE] siguiente Teorema ROC muestra @ MI(s) en su representa—
‘cidn en seric de poz"en‘ ias, en donde vewcs gue los coejicien—
"t‘eé en esta representacidn con los momentos respeciivos -de Ia
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’;°i‘f4($)es'la.funci5ﬁ‘generb$f§3 de momenrtoside una
arzable aloatorza simple ( es decir toma. so0l0 un;ndmeroifiniioTV

de valoreu J, entoncee.
P st e
M (s)= ZK‘ O’ET. _ )

;’emostraczoz Sean X.fX7r..,XV\ los ualores qup toma X y C?Nﬁxlxd

i

iffbntonceo s| kK 1s1 ¢
sxfe S LIl <Z"C = e”

fé:_'i:S"'\: Z Kt K>

k= O i AR
k=0

Vw\_e M ‘567’2'

i

‘Por lo tanto {jsij estd uvnijormenente acotada

4dplicando entonces el teorema. dle convergencia dominada (ver cpén-—

uzue) , se obtiene:

KXf. = L € SkXK
X =
M%V EEESJ‘FL o KLJ e %& ki

_;'_V}_ KEXK _ = SkE[XK -
LWM 24%; ['; 5%; jKLE 

\/w\-on Kt

kO

corolarzo v anos un. resuliado donae a nartzr de la"”

h«(s) - podemos c a7cular Ios moventos'def7a uarzable
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b’c_WOl:EE?—é‘— o E(XK): M.(K’(O)

rivando tfrnino. a.tdmuino la sorie de notencias gue lIa

K |

‘ Pddemos ver tanlidn estc nrorteded <
~serie P SXgr . : i ,
3 O Ms) = €77 L ks Aecuv

grivence tdrmino a

:T

J"

dsi

(K) S w Px K' <X
M T(s) = z 17 e

: | - T =

]entonces hoczendo _S:C);_

(o)_ZP 7 = E(X%)

o

te Teorema nos cce

.SuCésiuamente:

fl szﬂuz n

egativaos.

-Qe@gggfg_zég. Sel Teoresma anicrior se sijue sn particul
N\ fiene un desarroilo en wcerie de potlencias. gn

guier vecinded de cero, por io tarnio M. es infinitaeme

Jferenciahie cn todo punto S ¥ oaus derivades, ce obi

ar (/Ue

cual—

nete di-—

ignen d

8 ,c&-%éifzm) Z K-( K.;‘ll A (5-_w\-u) 5'5"‘"": | 'E (XK)

I.-::"» . M' (5)* ZFJKIGV

M"(S)"' ZP k} eSXJ

jure ¢ue 9sti Juncion generciris

70\.“

nos

no

la

aete mLha a Ic disiribucidn de Ju verickle alectoric U de manera
' ﬁpropouu¢ yue vimos tembidn Ja sctisjece le juncidn 7cne~f
heﬂuaranuies'aleatorias gue adlo toman velores ente




S\

dei er‘_zna a la c,zszirzbuczon de 1a. Va—

"able Aleatorza }. ae rmner'a dnica.

Denostraczon. Sean X y Y dos-variables aleatori(zs sim les, re -
P ‘

\‘_toman- los-valores KyXy, ..., XN oy Y, ’7-;{"/ ‘jM . con pr’obobzlzdades

]
P P,'...‘ Pr ¥ 3, %, A regpo ecuvamente.
"C’onszc’er‘emos las Sigvientas’ sumcs exponenciales sinitas:.

ysu.pongano: que: : R ' LT e
M(9): NLS) para todo S .. sean >‘J’_o:' ma‘,X{XI}
' ' CYre= max{‘j,{}

uea....os .Zo szguzenbe.» s¥Xw

Pesx,,fp oS¥ 4.t e
PJO eSKJO

SC&F‘XJo) Jiu e’

S(‘/\z x]‘o) RS o e

L ..AE
s Fi0 @

S'j Ko ,asz qu,‘e_

P}o = ﬂ.r\o




T2

s Ahoraibien el mismo argumnento se aplicc a:

L x .
‘. z P;\' es T -
I+ To ' D

¥ esto nmuesire irnductivanente cue gzard

.tal gue X;]‘:jku P:': - 5%

De esta mansre la Juncidn

e e . e PR
ietermine de forme #nico a
minc de moenera dnics ¢ Ilo &

cads  J
Y viceversa . !
Ms)= 2 k€
' T
o5 Ry ¥ 'PJ—’ 28
strinu A
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Alzora:'bie'n’,‘ recordemos que . en el ccpz;iz‘lo I se ha defznzdo a. la
'Punczdn Generatru. ‘Acumulante de X como: - - AR U

v_C(S) 9“’3 M(S) Q"fi E(e. ) » donde M(S) es la- [’unczén : eneratrz.a'
de ﬁ!omentos de .Za Variable Aleatoria sin nle X.

A contznuaczdn veremnos c'u,e tanto GCS) COoRo M(SJ son ambas-:

convezas. Lo e

Se vtzene. : C‘ (S)‘— M (S)

: M) ‘ . o
Y vanbidn sy MLs) M) — M) M(S) = MM"~ (M)
S MEG) M®

G - Kk SXT - vk oK
_:_"per'o” sdbemos que M(H 3= zPI S = £ (X € )
entonces [‘/\“(63 = E C}(.?'esx

[E(xesﬂ < e(& e @Les%)f
MLs) V\“CS)

Ahora Dzen

' y.'ie‘nlt_‘On(:ces. )

r._,
L

| , por‘lo ‘iaﬁﬂto‘-~ C: (S) >/ O

sta. for-ma la Funcidn Generatriz de /omentos Y .Zra ﬂu,nczdn Gene

'atrzz ﬁcumulante son-apbas convexas.,

: 'guzda ueanou un Teorema gue nos dice como Docler calcular la:
,E’speranza y Ia Varienza de una Varicble Aleaiorza X una vex ou,e se

convoce Su: J"uncrdn Generatrzz Acumulante.



54

Lol

"Teorema 7 La FIL"LCZOR Generatris Acurnulante C|(5) satisjace

?c;'co)-‘ ) " agends G =Vaxv (X)

.‘Demootraczén. Como ‘sabemos C'(s) Q"’ﬂ M(S) , entonces vemos que

C,(S)—M(S)/M(s) v C"(s)_M(S)M"(S) M'(s) MCs)
- 'M?.(s) '

, »;E:Qbsér;;)amos gue; M= E(”—" .
por c:"co):._,;ge).-,. = mier= Bl
| M)

. Por tanto

i‘ y o" - MLO) {\/\“(g) - (M (o) M”(O )‘M (0)j
o M) ‘




.1:1'~i'io‘rd”_‘z_j'ec'zmos' la siguiente propiedad de d (s) .
LS \.,hjacemos W\K: E(X.F)' , ‘entonces ooser'ua’:zos Ilo szguzente.

M= Z =5 EC) “Tu )+ ST Sh e

) . K=1 :

i 1_ + ) -—,—;T .(KK) } g

‘drora bien ye gue M(S) —+ 1 cuando S0 | entonces la

u.lt-l"LG ecpresidn CQ,L’(’ lide para .—S504S5 <L 350  con So>d , es decir
en Cl_Z-’)'U.TI.u, vecinded del O .

Usando la expiresidn del Logaritmo en serie de

are —1<T &l L

‘Obienemos lo sigui entc.




cuando la anterior se exrpande, se pusode eJectuar un “earreaib

con respecfo a'las soctencias SK s Y se puede [oner de Ja
:Jorma - ' .
Ce = > s S st | .
= que tombién es vdlide pare —So &S< So
'(::' ' son Jlemcdos los acumuiantes de ¥, chora si- iguala-—

oue”conpuer a con

q M. s
(e

. Siguiendo este procedimient

. expresado como un polinomio en
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A contznuaczon un ditimo feor' ma sobre esta Funcidn. Generatriz, qu'e

nos ‘proporciona una jorme de calcular la Funcidn Generatriz .»ircumu-ﬂl.
'lante de una Variable Aleatoric ¥ que es suma de un nimero finito de

Varzaales AJeator'z.cf' Independie nteo;

‘

‘Teorema &, &1 Xr,)(?.; veo, A - son Variebles 4leatorias

1 - .
Independzentes, entonces _Za Funcidn Generatriz Acumulante de

[ | . . . .
_y‘ '+ Al X“ ‘ - es la suma de les unciores Genercirices

',',;.A"unulan..es de cada una de lao XA ' .

DEvzostrcczdn. _For 2l Feoremcd ce. esie ca

pitulo vemos que

7(':.' X_"*Xz-'f' : "f‘ An . tiene como Funcidn generatriz de mo-
mentos a MGYz M(SYM(s)--- Mw(s) , donde cada Mai(S) es ia Funcidn
. Generairiz de XA . o ' o ' S
SPor.lo tanto tomando loga 7*ztnou ne i ledos de la anterior igz_zc_ll—

ﬁ;idad vemnos que. %3 M(s)= Q,qu (5 —Pﬂ.,o Mz(s 47_4....’_* ﬂ-"ﬂ MV\(S)-,VV

~do: cual querzamou deinogirar. .




'fI,I-‘." 3 ""Lz! FUICION GRHERA

cap e i _
A 5L CASO GORERAL.

7,’En la defznzczon 5 del van{tui se ha def znbdo la Funcidn Gene— .
‘ °oQ

ifratrzz de iflomentos s ~ .
R ) M(ﬁv‘) E(Q K) f 5XJF(X 'y ademds hemos

"uzsto que. estd dejinidae scbre alg un éntervelo que'confiene al O
(“udzendo estar jormedo por el punto C exclusiv A vte ).
VEn;esta sec czén eSLthar mOS aJ'unas de sus prropiedades. -
B primer Teorema,nbs nuesvra gue si P«(S} v I1a "uncidn Feneratriz
de HNomentos de la Vericble fleatoria ¥ existe en unc vecindad del O

entonces Jlos momentos de Ia Verichlie 4*nato I ecxisten, y aedemds

.N\t&\t f tiene una representucidn

L=

en serie de potencias,-:en

es e esta serie,

Fet
(&3

o]

donde los. momentos son los cogjicien




5

i

Teorema 9. Supongamos que M(5\ - es finitec en wun intervalo

Q'v..

LSo o—_\- s S0 2?0 ; entonce:s.’ﬂ?(!&iz"o p’ar-avtodo A=l 850ee Y
i ' °<|< K ce R ’ .
. adends M)= Z S pare SE [-3s, Sé] - »en donde

°<K [xm{m}

: ’ o0
- 4 . ' s¥ S
Demostraczon. For hipdtesis, ya que M(s)= f@ dF<oo sobre el

. .;- S . - ' X L= SX
invervaelo ["5".3‘71- » Jlas /‘unczo”.es es ye ooson. zniegrables

S

con respecto @ F para ‘Se [—So, o_] y por tanto de 1la deszgual—.f

=Sk ' ski. -
dad elsx“‘ 6 +e ' se obtiene gue el es también

zntegrable para S-€ [‘So 50] es decir j@s ‘0_’ F(X) para S€1-5,5

- Ahora bien cuando SO

P , s %]
Lt"war es“" = oo e Lo € — =
B S RN Xx—s -0 x|

en una vecindad de e .y -en unc

es z.ntegrable.
oy ahora venos que

R | © Ysxy
Kxk oo W kyK (le" e

ST 2l S°K -2- _

K:O k- Y adevzds z o——- ; o K' K

es integrable con f'?"'*ecto a F()() para \5\_‘.30 p:

tenemou que °°

.efxiF(x): L Z . XKJF(X)‘

V\*—toﬁ K=o

-




%o

., -0l
K.

SK

o0
K‘
se despren

.- es decir

M(s)‘

De este tltimo

Teorsma
forma de poder calcular los momen

siva -de ‘I¢c Funcidn Generatriz den

gorolario’6. Suponiendo las mis

n

£ eg_?:;: al,eé', f por tunto

. - . (K) )
terior, lIa h— 3imG uerzvai" M(g,) die M(S} sctisiface la 7’elac_:io'n
o (F) - : N ) v ) . ’ .
M~ (e} = X g s ¥ tanbién es posible hallar la derivada de M(Sl)
en cualguier pi? To’ S (TSO,SO)‘ ,G"‘C“ZJICJMGHLG iehcmoﬂ ld si—-
“guiente: \\‘“kg_ S A SX (\; (}L\
Demostracidn. e propard~przmero gue la Juncidn X|*e® 5
integrable pare S€(-So,So) . |
jSi F=O,obtenemos la funcidn ezsx , lc cual es inteJrable para
56 [’5°l 59] . o : '
:‘,S'upon.*a,.,os que | X" es>* es integrable pare SE(™S3, 5°}v Y
,Vderzos(,reno :10 pama W41 . . ' : - S
"SG. L"So So) y tomemos & y b tales que —S.< a,<s"<_(g<nso,-‘
Lna conotanie tdl queys
x : .
e“’ 2} xX%o ¥
a s)x X< o :
Entonces. vemos L
‘ le]“eb g sv X% o
< o :
C (-M"\ s1 X <o

de un ./ da

tos

orclerio, el cual nos una.

mor medio de derivacién sece—

tro del int rJrualo a, convergencia. ‘.

cs ]yzuote.szs gue en el Teorema an— .




P etx-_' - HIESX
: 3( T1=5s
r

zg integraplic, ror 2i Teuprcms 5 aeld anéndice

?ehoé gie sSon intercambiables léiintegral ¥y lc¢ derivada,.entonces

obtenemos oo x| i '

ST M ey | 2 e dFR)
, 3T Hf=s -~

-—0 !

: o0 o '.v ' ) -
= xe?"‘if(x) pava  Te (a,b).

oL I3

Ly derivando sucesivemente:

M = [Xres R

— [~
E=T?258,5,...

- o

S An particular - LK) _ K (x}] = (26
R RATEEEET Me) = [ x dF(X] = K
i - O

"y como observacidn, vemos que .

Lo S% e

Ke® JFO\} Zo.
?°lfﬂ :","-"': '
(5] ¢° una Funcidn comvesa.




A

iente Teorema da condiciones necesarias Yy suficientes para-k

L stgu

. g 4 . . . R . 3 ,
lg. uncidn Generatriz M(S) sea jinite en una vecindad del O.

Teoreme I0. Sea M(5) una juncidn generatriz y sea F  1a corres—

-p()ndiente funcicfn,de distribucidn. Entonces M(S)<20 en una vecin-

vdad del O sz,; séio 8i las siguientes condiciones se satisjfacen.

»I) F . tiene momentos ©oKk de todos los drdenesi ,
.Z'I)..':‘;z:i‘ste un niémero positivo ¥y tal gque [«k]=2 ¥KKI )
parae todo kK71 . ' 4 ‘
Demostracidn., =] Supongemos gque M(S) < o0 en un intervalo

'[;‘sg,sl.,} s So >0 s 0 sea M(sS) es Finita en unc .vecindad del

.

cero, enicnces por el feorema 9 de

«Q

ste capitulo, tencros que
o

e - , : . ) . Kk ek
("4&\_4 oo para todo F=I,5,3,... 'y alends M) ~‘Zv K S
B ‘,, :o ,

. para SE€ (- Se, Sof , sor 1o tanto:

.en pr’imer lugar lo(K\<°0pa7"cz t0do KA=I,8,3, .4 es decir’ F

v_'tierie momenoos °<K de todos 1los ordenes, ahora bien como M(5)<°°

oD
’ : o<
SG C‘S"l o:{ o, y'-auiema’s como M) = —ES;SK
. K=o MR
°<'<l S —F 0 cuando K—s o0 para éaél_a
\7’ K J entonceo »
lfsoi"< \\l( ) V 9€[‘5°5~7
zenzpre uodenou tomar a NCSo)’?’ o entoncgs

_pur'a todo K= I,L.,B,...

’ . K
Jeewl < NrU o (N
ISO‘K_ , Isol .

't‘c'z‘n‘t,o
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”<dF=a ..ﬁhora bien en este parfa de la demostracidn tenemos que
si. X es una variable aleatoria-a rhbitraric y si adends suponemos que:

[

fI)'”odos los momentos de X ewisten, es decir

)= [nare <

. II) sea Lx = jxxdF(x v supongemos: | Ax|<K1¥F W Kk

1
S . . Zoo v . !
“donde. Y © es una constante estrictamente positiva.

,‘Entonces queremos democirar gue 16 funcidn generairiz de ¥ existe

;;.jen una U€Canad del C. o : : C
: ;_T"Sea ' ¢(5) = E (QSK : ' en donde - £ (esx) = Jesxd F(X)

‘szuzaamos Ila zn¢egrcl en 3 partc~'
S ' -1

o0
E(QSX): eS*dF + SXJ;:(X) + ,»est_F(X)}
FIREE niad < | ' '
La segunda integral es fFfinita, solio hay que demostrar gue las

_otrao dos lo'coa ambidén:

la Jurczon f? , es limite uniforme de



1
€

sk JFix) ro
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A P e

Ly Bor do. tanto j e*tdFa) .fje“dr(x), + 2 Sk¥K
. A=A . N Wk=0.v o i}

+ > (khsky R

o o : - K= )

KO - B -es-v‘;?ifli'é'q rera lsl < l/y
1 .

et sl L 1Y 1c serie es dijferenciable término a términos:

o "‘ZK SK*"X_K_ PR \J[ is) < ’/X

S (g8 5! < o0
k=0~ '

o “r;or'zcluimos gue |- . :

: "Palf'a cada’ Is| < ‘/Z existe @'(5) | tal que -

ST es"d F(K) < @.(5) < o V '4

=R




G0

‘Teorema II. Si le Funcidn Gensratria de ifomentos MI(S) eriste en -

]
una vecinded del 0, ‘entonces ésta determina o la distribucidn. i

___________ tiene unc Funcidn Generatriz

Demosiracidn. Supongamos.gue . F&
- de ifomentos ~MI(S) npnara S€ {-Se So] , Se>0 i ahora bien ya se

ha demostredo en el Teoremec 9,. que;

=D Y EQY) =2 =S fxidFel 1, gs(<Sa

del Feorzms -8, del ‘epéndice

F()Sl estd determinade por’ -
stdén detsrinedos por M(s)

K . ' : L
K JF(X} : , Yode esia manera:;
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CA'PITULG IIT.

C'Oﬂf A/LJ?G‘,.,.(.'/"'IA JDE FUNCICFEY DE DISTRIB U”IOZ'V

;En_este .capftulo veremos olgunos resultados que nos servzrdn

para estudiar otras pr’opzedaaes de la 7 'ncz,dn Generatrzz.,

. - . [
Dejfinicion _I. Una juncidn dejinida sobdre la recta real es.

“una funcidn de distribucidn si: ' ' o

1) F es no decrdciente
IT) F es continua por la derecha.

r11) FEel= L F=o o Fleo)s Lik Fe) <

X > o

Diremos que es une distribucidn de probebilidad si ademds FER)=1

"»toda“ de distribucidn & nodemnos  asociarle una medida

auotada M so0bre m -mediante ia sijyuiente relacidn:
((a b1)= F(b) - F()

nversanenae, . .bqug medida acotada /A sobre n define .una Jun-=

M, la cuel 'est:d‘

/1.4 }'su ’vedzda‘ asoc ‘

sobreblﬁ" . L s ngLzentes o~

10 es' serdﬁ u*ilzxa@as en adelante:
E(S)- JS(K)AF(K = J g(x) m (dx)

'F\ es un conjunto Lehes; 'uc medible

:,:‘A‘F(\”\) = | mdx) = /« (A) .

escribhirenos:




f;€:£ L,.f:>,' o R ,6?;_

Sn_2.5ea o un intcrvelo en R, F una. yuncidn
- , ;

bucidn y aa  su medida asocicda.

gue L. es un ini‘erval,o de continuided de Ie distribucidn

St sus untos extreros tienen - -medida M ‘nula.

Lad aefznzuzd‘z criterior es aplicehble tembidn cuando L es un.

intervelo no acotada, en cuyo cuso 4+ o0 y = O gerdn considera-
. ‘ ‘ i :
dos como puntos de continuidad de | F .

_——._.-—

éc_}_ icidn_ 2. . Sea {F\f\} una cucesidu de Funciones de di
Diremos cue  Fwun converge aébilmente o I

. 7
F“{I‘&"*’*"' F{I-ll Cacrs todo I interveio de continuided de F

ahierto iy Gceotido. 0 €5¢g casu escri i Liirenos:

F“‘ _:A__.; F - C; VWO Fn = F

Diremos gue l¢ conversencic €5 prosia 0 con)

Obsér‘vese en porticular gue §i {Fv\} gs une sucesidn de dis—

‘ rzbuczo‘nes ‘de probabilidad y Fn .é__,, F .entonces la con~-
st y solo si F es una distriducidn de

t.funcchn de azubfib Acio’n, por ser u;nc'l Juncidn no
e

234

d-ecrecz ente

°ugcon,]unoo de-punios ae stontinuided ces a lo rzo’u :

umﬁrable, cie aquz se sigue que el conjunt'o des nuntoo ae conuzmu.—-. ]
cd: de F .'

?f 7"07‘ma un conjunto cie.’ 50 en m y como F es
contin‘u.-a-“o .an deraecha, qvbewa ‘deterninada entonces por sus

uoloreo en sus punitos de continuided. Uscremos estoes propiedades

de- una funcidn 0’9 iistribucidn en lo cue sigue.
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4

"fDemostrur'emos przmero lc unicided de

Iimite.
Pr'o o.s-zczon L. . Sea {F.v:& une suces

i
idn de jFunciones de distri— s
‘bucidn. ‘S,z {Fvs-& converge débilmente entonces el limite es

inico.
Demostregidn.  Suponpemos - Fn —S4 F
Fuw __44 B i
Sed entonces b un punto te continuidad de F Yy de El y seo
{3"\} une sucesidn de puntos de continuidad de F y de
tel 'zue AN —+ - =0 ; dn = b Vow , entonces
Fb) - F(aw)= F{(amb)} E{(an,b\} G (k) - B(GV\\ Yw
‘,T.F,De menera que tomcnio limites cuando W —b oaontenemos:

Flb) = B(b)

"'Y'como ¢l congjunto de puntos de continuidaed de F iy de G

u.r conjunto denso, el resuliado se sigue de 1c conunuulad =

aerecha de = ¥ = . o A k
{FV\-l] ~es una sucesidn de jfunciones c7e dzszrzbuczdn
a. la /unpzdn de dis trzbuczdn F' A

FV\ *, ;e Zzene entonces.

. ,5 sal)en's
‘;( tal que.y}'

 _§-:-‘.2 Pon,]unio de :lzs ontinuvidad de F- ces& a lo.mds

umuera"b'i‘e,'l;p‘odemos tomar @, b € V(X.) de manerae que  sean

oUntos

de continuidad de = : potales gue QL X <L b

(&b\-\-"’F{ (b} = F{(a, b1} = F(b) - F@a)




0

’sz,"c‘_;'u.en-,. 'vc.u, ste N tal guc: o o
Fal@b)} 2 F) - Fla)+e ¥ m,/u
kj"oro entonces: ‘

({xwg) d:@{(a b} < F(b) F(a +e < ag AN

M“ ({X}) — 0

CCorolaric I. Soa {Fv\} une Jucesidn e ,L'n"zo wes de 4i

e s e e R o e a

'efn’;pizcss - Fw é‘ » F5i y soio si F“{I} '—*’F{I} 5 rarae

zbaczou,

Suaongar;zos Fn —=a F propiamente Yy sea X un pun—

;L'cs couo F {{XS} --—bo

“punto de continuidad de - F s las mismas relaciones

don/lo cual gquedard probaedo el resuliado

g .,‘c iendrcm pera intervalos inyinitos cerrados en x .-
' Fim E = Fnd M}
Gea M= { } Mwn e

iDado s_>o tomzios B>IX} taz que -b

4
%

b szan punitos de conii-

ejF tales gue
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bO/LO FV\ {(— E L } ——b F{(—b'b)} ~exigten entonces: Nl :
.tal es gube ¢ Fn {(’ b, b}} > M- ‘;/ "> .N', . . :

“>é’cmo Ma — M zriste tol gues

[‘J\>Mv\"—€~ Na S ,'

£
Y
N

‘.;L-n‘,oncbu, si N = WA X {P\). . , obiznemoss.

| ;{(-bb)}> Mw =~ & "_Vv\ N o
- .' ".' F{(-OO b)} Z E - Fv\ {C— 0, "5)} < & - VV\>/A‘} |
,F{(b) } e ‘Fv;'_{"(b, oo)} <& Yown N

L Addends:

F\,\i(-oo M} + Fa {-(‘b X\} |
F{(—oo )L+ FI(b, s

o : F“{ Lﬂ , '} + Fv‘ {(b 00)}

suficienienenie, gramnie g Qduera gue. romn-




2.

-_._\‘,Fh{(—b x)}— F{L-b 'XB} J<e ¥ wwN

\F“ (x m}-F{U‘ b)}VE - 'V'V,~

z.“o\b:n{ef.";ﬂ} F{(-MH (g <lefem 9|
f S +}F“{(-5 *3} F{H’ xﬂ-’}

S e e . e 3 AT
et - e < e fmt e e Lol |
' + R Lo n} - FLO “}l

<3e ¢ w2 N

Pevconb_zu,_/e e.Z resuluoao buscado

FV‘ {I} ’ F{I} para todo. wztcruolo de coniznwz—

‘cotcdo 0. no- aco do se. Lzene azrecbamente ae lo

;Fvy7-——*-Fb. ' Y como en partzcular
—7.} la convergencia es'propia.w_

o

’-C’o—zo"voremos mds u.;elanie, el sigui ente conceplo estd relacionado.”

’_ZCZ COTLUC’T‘QQT’CZ(Z “'T'O"ZL\..



zeesidn de junciones de (.,'LS:,?"ZJJU/—

Dw"en:ou vue la sucesidn {Fv\}

ed uniforme si se satisfacen las siguien’tea Zos condiciones.

) Fw(ﬁ) —» O o T unijormenente. en N cuando X -—* -~ o0
IE) M - Fa (X) —» O . untgormemente en W\ cuando X — o0
"La_siguiente proposicidn muestra gque el concepto) de sucesidn
-‘U,hz,for.,.e de junciones o2 ¢ Io que ce’

. conoce como sucesidn Ttignt I ’

| R E T o s s iy

Froposicidn_ S. Sec { V\}_ une sucesidn de junciones dz disiridu—

cidn 1y cec Mv\: Fwn {_‘,-/1} . Las sigvientes condicicones son equi—

-Zmlenoco. : ’ :

{FV\} »cs‘ LT OTTC,

‘Ii) Pura (‘C’uC' E_> O ervicie un int grvelo cootado. (a h] tal

ques - - d N
“Demostracidn. S

Supongamncs. gue {Fv\} . es uniforme, entonces dado

a<o0 y b>o ‘tales oues

- xsa ¥ono

Fu {ca bl} = ww Fa(a)> Ma-g ¥ w
]I.)=DI) Si (IT) se se¢ ti.sfa'c‘e, dodo €70 z:omg‘,,_;,uo“s" wn in.f(ﬁf?“t_)a_zo.

tal ﬁ'zLe. Fw {(Va, b] } > Mw -~ & Yo




Wfﬁgf gque Fa (X)' *Z o unijfornensnie. en. W cuando
R : - . 1
K—b — O -y Mwn Fan (%) — Ouniformenente cn n cuando. .

Junciones de dis-—

» , ontonces Iog si-—

nLu. ites condiciones son evuivaieniesrs
I) Fw convurge ¢ & nro
  JIO La sucesién {er} es unijorme.

v Denostracidn,

1)—_=) I[) Suponyanos gue Fw converge a F propiamente, enton—

ces dado. 570 tomemos un intervelo de continuidad de F de’’
(a b] oy tal que: o R o
F{(a b}} F(b ~F@)> F{ ’m} - £

tal. que .

)

PR




5.

_n}' r-'“{(a b]}< \Fn(m) F(w) |+ F(®)- Fca, b]}]
o ""l F{(a b]} va%_(a b]} ‘ <s Ywz l\) .

Es dec,zr. L LT °

Fv\{(a b]}? Fv\{_'l} N V.V\»N..
,::'i,ghor-‘a Vpcarc‘z. 3‘:},3\, oo ,N N- tomenus iﬁt;?r'ualos (asl B'J] tdlés
,gua: . : . : - _ . o )
’ Fd’{ (aj ) b:]} > Fj<7/2} -
.:zEﬂ?fOn.ces si - Cc=" vvv\(v\ {a ) a;} al) -.'. I‘au-'-'}- y
A'-: W"‘éx {E,B',.Bli----, BM-I} “ce z',i-zne:' ’ .

e ;.Za Dor 1a proposzczén 8, la sucesidn {Fv\} es u‘az,/orﬂ,u."

‘j ,Supon.;anou-ahora que la uuceszon {F“} 'es u‘zz/orne. '

pa;*a cada £>o C‘(.Z te wn 7,7 oerualo (a b] '

‘o‘v\

‘-‘Odu?m,OS tomar- el znocrvcﬂo (a h] de manera que Qa 'y bﬂs‘ean'

pu(ntou:de coniz/'wzdad de F Yy entonces FO’I.O F“ __‘!_¢ =
se tzene" '
| _Fw{(a s‘;} —s FJ (3, b]}

Ctal

U

w7
©
e




A6

RECREUTDIE SR

L En ]‘G?"olull,; L - S 4
o b]} > Fw{Ca bj} vomn e

For 70 tantos

l

'Io*ewo) clvors wun intervaelo do
L tal wes

F{cc 43} = F(4)-F()> F{RG~ £
Duzvanente, comno FV\ -‘d;P zriste NB\ Vcl sue:s

\Fv\{('i- A_]} "‘-F{CCJC:] t <

-{CC ¢1'§ z FV\{CC d]} “+

.Y &.ntonces ;

——l‘k (F {CC'C{]} +£ 4 FV\{(C A]}-l—g P FV\{'(TL} +£-

ol wlm

Q‘ d N VV\QX {'\)I,M'&} ’ . c,e;f‘enos:
;:.__,L‘,F}{m.}*> Fa{myme  Ymald

Ry < FagMyre M wrN

' dac”“ Fn {mg -~ = {m—lg t L g 'V[ V\ > i\)

mrronia,

{3, F{ca SH bz?r £> W’Z} e Y,

contintidad dy F ‘e .la Forac (,C, d] by

v V\>/ Na

eFv\{'H‘L‘i ——b F{ ’m} , @8 deoeir 1o convargsncic de - -




33

‘,,;lEn ocasiones se habla de convergencie de junciones de distribu—

i cidn en el sciguiente "671&170.'

o Fo — F Ces Fw (\) — F(X) ¥x  punto de con—

‘tinuidad de F ] _

En genéral se usa ec crndo caeda F“ -'"or,z‘o F

‘son jFunciongs de i ichles clectorics, 97;.duyo
e

ceso se dive gu sucecidnr de va z"zcb_Zes clea— .

tor-zas conuvergs un
Fn este caso estc dzfinicidn de icrgencia y lo g

*'erzormmztu coincid c-:de_Zante. e

cgonvisne prrecisar I

g0 genercl.

é_gr_zg_;_ secn  Fa (w= LA, ) Tunciones de disiribucidn
v F une Juncidn no docreciente y oo /‘V\V\ Ia medide csociu—
_ . g Y acoTa da. :
da 24 Fv\ . . X
Fv\(x\——h F(x\ ¥ ox pzmto de continuided de F
;entonces ' ({K}) —» O Vx punto de continuidad.de F .

‘I)Dmowtraczcﬁz.. Jea "R un nunto de continuidad dﬂ' F
! e
g>o sea V(‘Q_ una vecindad de X el que:

B o de maner'a gue . sean puntoo de =
F SRR 7 tales que. a<7( <b ,'vé'ﬁe :

{3<» e — rer-ren

.tadl que:

G+ W N



3% . ’_ -

Fea {Fn} e JuCCSde de junciones de disiri-
‘g-b,ucio’n,.y supongenos Fa (X) — F(")- V X runto de continui— -

ded de Io juncidn . de diziribucidn  F , entonces Ma __4_1 E.

'Q::E’.ﬁif::lé’_; Yea  Mw e acdida genercae ner Fw Yy .sec
- (au b \‘ un interveio we conitinuided ds F ; tenenos en-—
tonces.: ’ i

. P (B) - Fa @) = M (53]
r,« F\n Lb)—FV\ (a) —s F(b) - F(a) | ;v'cﬁ;‘ zoiz
o Fv\{(ab)} — F(b) ~F(2)= F{(a’ b]}

“":';’.?"ina‘lmen‘te,‘ F {(a; b]} = F{ (a; b)} | va lr"ue _ b

S _’uuntb‘ de continuidad de. F .

"'.Z_ znuerso de .ia proposicidn anterior no es-vdlida, como se

tra ;con el c,]er’plo stguience:

o St ."'x'_< -awn

st %Xz o-awm

o st1.. X <Lawn-l

| st x> AV\?I




39

F&V\ 17 F‘am-., repres-en"tan mer.idaes de proho bz_n, lad conconiradoo

en -,;-RV\ ¥y own-| 7 espective a-:rte. ‘ _
Entonces, cuclcuiere gue cea sl . intervclo (a, b) FV\ (a )". o,
Zs decir, Fa ~d—h F. Cdonds - F . e I ,:-‘"icncién identica—

FanG) =1 ¥ weT

o (w0 ¥ we®

R (R 50 conuvsrge pard ningin velor de er’ T .

puzsTtron en pariicular gue cunnido 1d

Los siguieniles .
co72.v97"r/encza gs _n?"cr“i"' anbes D0s de cozuerr’/cncia coineciden,.
j—?‘O“OSZC"OR__L_‘__ {Fv\} LT JLLl)J.'-'Ld?L Za yunciones de disitri-

“bucidn. Los sixjuien;’es vonclzvzoncs soen equivalizntes:

'I) F'\ = F y FV\ () — O anzfor,ncmente en W cuando X —b =00

II) F“Qq — F(K) \f X puntd de conuinuzdai de F .

emustraczén. (I):b(’ll) Suyonjanos (1) J sea Ko punoo de contz—,"r

tomemos - A - punto de continuir_dadh de F e
y. tal Que.-*”

<‘a, VV\”




S . - 3o
“}'i‘F“(xo) SR | = ] Fw (a>+‘:v‘{(a ""3} - F(2)- Fl(a, xol} ]
2 Enl(a) *F(a) + tpw{(a Xo]} F{(a 7{0]} }
48 a \-[»l Y\>,M '

1) =p (1)

Yz probaemos en 1o -ronosicidn 5 ue ia comndicidn @1) imnlicea

Fu =34 F

o Fara prober, cus Fv\ (K) >0 ; unijcrnenante en n. cucndo.
K—p — oo , acde E20. tomsmos a ;.?L-:nto de 'con'{i‘i;zuidacl_dve
F tad que <
F(a) < &

_ >N
Usandd | (]13 CJ.'L:(fQ cen'é‘onceé N tal qvc
\\:“ (a) FE) | = & v |

]’_l '3\, . J N’\T Ai;o,m?rirzos' 'aflz.orav - _3,;[ tal que
s FV\ (_33') £ € | ‘
_.A‘L‘n,tonces “.‘,77 s h W\‘V\{a 3'131; aN--l } .‘éene{,;.rzos: ‘

'Para

Fv\ U‘) e O. Couni; Cormamante on w r;u.cin\;".éﬂx-—’-t-oo..v




L Enoseguida ceracter

1\

«Entc}nces concluinos Gue zn gc: ¢l 1l¢ convergencia débil es
menos jusrie que 1la uonuL.r‘gencic-. e2n el oiro sentido; pero

" también tenemos el siguiente corolerio:

‘Corolaries. Sean Tw (Axly1,. .. 3 ¥ F j‘u?éiones de dis-—
, trihucidn. y supongemos que FV\{RWZ S F{m} . entonces

. . 1
las iguientes dos com.'c*on 2z son eguivclentest

F‘v\vé-v F

b)) Fa) — - F(K) Y x . - punrto de continuided dz [ .
Lemgstracidn, Supongomos (a), Fw —fie. F pronz‘ senie,
L ast Que por 1a prog;osi.c,idn 4, 1la suce dn {FV\} es ,zzJo:'ﬁe H

entonces se ohbtienc (b) por le proposicién G.

Jinclmente (b) =P (¢] ectd dedc por la proposicidn 5.

zaremos la convergencie débil de una manero:;

i
que nos serd uiil mds edelunte,




v B jsunciones ds distribucidn -

‘»f:f_enz;‘o‘zcgs ..LGS sigutentes dos gcondicion son zuuivcilentec:s
Fv\ —=» F propiemente.

b) jﬂ(K)AFh (R) - jg(’q d (<) # Juncidn continua y ccotada o
" Demostracidn. : : -

. SUDORGUROS ‘(" Ly asa 3 una uneidn comtinus ¥ ccof e definida
sobre. '['R_ o ‘ . S :
Yo = {\(} une cote de. ol .
N M F {—7‘} Man=Fw K b , "u_‘: "gif‘ 13l

-

8 Dado E>0 Tonencs a.>O el oou
F{[a a]}>N\ e .
S .;-‘Zv'uz'o.ncbs‘ {(- "-a>-k + F{(a "0)} < €

»‘v't:;l‘,zo ;o,,go FV\ —p F vrosicimente:

B e

var .LO oanio, extsie M| ol que:

(f\

.las siguientes LcesszLrldaaes

Q \ ‘ (Fv\{(- ) FV\{@ oo>}< e Vo)



'Ahora bzen v . :
3 es una. Junczon continua en {-b a] 5 DOT‘ Ao tanto es o

unz‘]orme..zente continua: L,onsv,Jere mos entonces una ertzczdn de

5§ _Y.'a 33 ‘en intervalos cjenos dé continuidad I| I‘)"' Iv 21
‘cada uno -:Ze loz cuclez Ia os czluczon de 9 sea menor que L .-

}{js'oa entonces X]E IT 'y definumos _Zu Juncién T: [-a, B] — W
:a‘e da siguiente ,;‘zane/"a:v T(X\: ﬂ.(Xj) TSy X GII |

. T, es entonces uns juncidn escaioncda con lc propiedad:

1T -9m | <e ¥ x'e[-2.3]

o,

_ v',‘iPO;* _Zo tanto, teremod: S o o .

\ JECYINCE ng dFa () 5 j‘ To-TEdFal¥) < € Fu {{.a,a]}s R

Ay Tadl ra2) , | o
S ijAFm sjlﬁon-'“’ MF(x)a e F{[—a a]} < 5 M- s

£

NL a1 ques

A existe

-.»S“T(&\AFV\LR\ - JTLx)AF(X <e | {7& “7/Mz.
- t’6|a] ) t'ara} |

; Vclesiguc:lrza(?,'cs‘,:;nteri ores, ohtcnemos entonces:




%Y

*j 94 x)dF“(x fﬁ(xl JF(K] /

= i S‘ﬂ'(x)dﬁn(xl - Jﬂ(X)dFO‘
;m, o « 32l )

-
o jﬁm&&m + Sﬂ“"-“: w|

[aale Rl

Jj(x)dﬂ(x) j%()ﬂ“:“) +3LK£.
] [ aJ |

| V‘ _"‘a 7/ N'a |

Jﬂoqdmx jm)émx)} ‘

e J.’ baleds yu.«lz

Ssoc)qlmx) J/soc)AFa)}

TR faag Foaj . 23 N
L . Sﬂx)éam.-fm 4 /
- ol Toal ot
+ | J () dF(x) jg(x) d F(x) } -
1 r-a.aj [-a ,a] ‘

S EMwtEM v e Y vy Na __;‘[""‘
N W\a‘< {Ma M&} e Obocnuzos

]-,:53“) AF“(:& Jﬂ(x)dF(x) /< £ (i\/\n +M + 1 + &K) Jv‘vb

Zn tonceu - to; onao '

J’znaln:nte co*no 16 sucesidn (M“)

g conva‘rgent_e,‘ estd aco-
__“'tada d«,gamos Por da dor z"*‘anbe Co - ' ‘ T
Ob b@?Zof’ZOu CnTonces Jine Imen

Jsoqu(x) )<£ ',C ¥ vié//U,




5

gomae (= M+ Co+ak+1 = ConsTanle < 2

Y como lo-anterior se hizo parc tode juncidn continua N|

~todo .. E£P0 s te-sigue (b/).7 . ,
Fora demosirar lc implicacidn . (b) =D (’d) 2ginogtrenos primne-—

.

ro el 'siguiente lena. - T




il Lema 2. Usendo Ias micics

________ s noiociones p difiniciones dadas en ol o
Teorema, supongamos gue (h) se cumple rpore tod

o P 4 .
¢ JSuncion conti- .
nrua Q. con Ic propicddd: ' ' ‘
o, »
Livwn 9()=o0
Kb 0 <
Co - ' 4 . -
Pvtonces ‘Fw\ — F

;gc:gjifjggéu;_.éea un iatorvecio de continuidad do F s abier—

o ¥ de lcﬂgi%ui. \_' e  pade E>() sea_]:s v tnter-
: ' I

., hadd < 2 4 - .2 — T e
Voug 40nge Lln L+ S wit wonde S>D

Gz cscojc Go o tel meonbre gue.as znga
Tsto gs nosiblie pa gus Ios ewirenos ﬁe‘.,:[ son pun tos de- con—

tinvidaed de F .

Ahora tomemos una Juncidn somtinuc '/&(x) e cenero de I tome

el velor constaonte l_ sue se anuie Juerc ae';rs" y.otel que

e

7‘“c?§ ﬁ&(X)f;[ Qnrfd@éS DaPﬁes.‘Ahora hien obserﬁdmdg Jo
(M-) - JM(X) AF\,\ O(l = jM(K) JFV\ 0( jM(K] AFv\ (X)
»3; ”IS ; g o B  7,,_

J M(x) AF“ m
Is, ‘

JM(x)AF“(K) - Fv\ {I} ' M(K)CIFV\(K}

JM(X)an ® + |
Ls-T o - Is-T

SR S

?vanto

E\.\ (M\ Fu {I}
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;bég%gu;i‘fofﬁé obsefudmos que: .
E(M‘:J:L(x) dF() = jM(x) d F(x + | M) dFex)
L s 7as =

L M) IF). £ ‘F{Ig} |
E(M> 2 F{I%} < F{ﬂ e

"aizor ‘parc W  Io su ,”icieni‘emente g’rcsnc’ie, -Se> fiene‘ gues
EV\(M) < E(M) + 2- s por lo tanto Zan:'mos:
) Fa{Ii2 Bn (2 E(mlve < F{T} +

'Ahora tomemos un intervalo Ig centrcdo en I o dz longzbud

L" e donde se escoge’ a S>D de tal Forma que.

toﬁé el
- ]_ s ._/_ q;ce- se anule fuera de I 7 tal que

fFfﬁaraftégbé‘los.ualores posibles. .

znuaczdn observemoo Jas desigucldades

,_Ju(x)d&(ﬁ) = JM(X)AF“(K + j (x) JFV\ (x)
o : T IR

;A(X)AF“(K < Fn {I}




3%

;i‘?wés_decir. N - :
‘ IjJalvenic ug,os"ue

(M\“ ijdFm JM(M AF(XJ 4‘jM(K) JF(x)

j M (M A F(K)

. X AF¥R)"’
= jl"\('ﬂ dFr) -+ ~M(") o
S
- F{'T—S} e JMm d F(x)
o Trm
Poz* z.‘anoo‘, E(M\?/ F{IS}
?;hérQﬁvara,‘V\ ’:ouzbzanie ente jronuc, 3é tienevéué:
E(M\ 5-4 EV‘ (M\ . por lo gue se I,z.ere

Fu{T}7 Ea(A>EM) -5 3 F{Is} e >F{T}-az
o/mbz?ﬁndo (a) Yy (b) oobanc-’o<~ Fv\ =3 F > ya" gu’e‘ I ,7'“uei>

_“Cuu]m.,u,r znte?'ucﬂo abierto ds continuidad de -



R L

“Supongamos ahora que (2} del iteocrema es vdlido, esntonces como .
>.toda funuzén continuc q - con la propiedad del lema €5 aco-

»taﬂu ’sc cumple 1l¢ condicidn del lema iy ror 2o oanto Fg JL; F ..

afznalmunte paru demosirer gue 1c convergeincic €a proéza, apli-

'”;quempo (D) a 1c¢ Jjuncidn ide nizconenbﬂ , con lo cu cel ODI@—
‘r_wmos Fn {’q — F{mJ. | » ;
L1 aaelante dirsmos gue Lne funcidn continuc 3‘ —2“° 71 " se

-anula en =1 inTinito Si Liwan gy= o0 Y Llu~\ 9(K)—
. AK—+ O X—P =0
Obcervenos ahore gue ¢l inverco del Jleme no es vélido-como se

S Rruwstre con el siguisnce 2jenplo.

Eje ngo._ : LT .

DeJonan

Fi“ (ﬂ =

-

e s1 . %< an-l

-l sy X7 an-l

‘se. tiene

donde F es la funcion de

———uF
zc“n130umente Cero.

Por otra parte, dejinamos la siguiente juncidn 9 m— M



Qo

es continue y £e o

q(x) A'FBM (ﬂ

R , ;
"Ny d R, =L

n v

i'.‘-:..; , S 3()&) AFV\ (X) ) .V\o:
o Ja : o

Jinito.

Secn F“ (n
iosed

(g gex) dFEx)
Depostracidn.
A)=p b)) ger M=

. mayor gque

HdFal) —>

> M= F{R], K

M

clen el infinito..

12
&

A>0

sed g ung Juncidn continua gue -se anule

tal

x e [-3,a]¢

voel injiiito, sin smbar

IR T

o

g

v

covvevye .

care csegurar cueg Ia
¢ 1o propiecdud (B) d2l
tinucs 8 gue g anu- '
tecoramne establece 1 vguiva=

F

Supongamos gue

s Jles siguientes condizio= -

V,;f“u.ncién continua 3 que se

G

ule en el injinito.

unc cote superior de ‘(Aﬂm),

ques




eneientonées< ' y' Lo o S ,
C' -336 ' :

| [ scodren 1 {ca 8 } . F{n}

-3 B]‘

onceuumou cutohces =ructcmenie como €en Ja urzmera parte He 1a1*‘

demostracidn dsl ;@orema-f paera obtencr pJv ‘tal oue
) \ jg(x)AF“(x) —‘JS(x)AF(x)
-3 .a]

b o ¥ :
j‘am.mm J smdF(& € J 90345, ("’ J 9“’4':"‘)

R T, I 23]

+‘ 530&)4&“) S+ Jao«)dFm

[73 BJC . f‘};”‘ ‘“f E—a a]c _u;‘

<& Mn + ?- M_ +e ’c}‘f?_\‘s‘,’.k)é

,.‘:_‘."4‘ ¢ (MV\ 4 M+ 1+aK)

;bﬁlw;‘éh € (ﬂA +.1~—£ 3 K) ‘Jf VF>§J 




'l’jcomo io anterior ce hiazo rare toda juncidn conaznua 3 A

todo €0 - , se concluye ic valides de (D).
" Finalmente, lo implicacidn L}-__— 3) 26 cirnue inmedi tomente

del lemal.,

- : A Iy . L - - H ‘ ) :
torias con '_,:~"b:.71r:iones deg distribucidn. F\A (V\:(,'a\’l... ) i F
oy o B N T R o ) - 2d s -— e 3
respectivements, sean olemn & N\\A Fa ('[,‘(_ , M= F(TR—) ; cnton-
cea. en goite casao (M‘A\ gx unc, cucecidn conctante o ioual
a N\ , as?t ¢ue peod ario £ de I¢ propo—
siie ensir ¢l sitguitente

LC'QEQ-_‘EZEQ__;::. Feen KW ( verichies alea=—
O R T = Sy — AN o
torias con junciomesy de cirih Fa (w=1 12, 3 y

raespectivanente, scnicnce,

[5}
L
3]
5}
[51
1
o
P
Q
i}
<t
3
[
(9]
L]
-
o,
o

ciones son eguiva-—

. lentes:. » ]

ca) Fn ,_* F - .
i b } F“ ()q —_— F()&) Y X pﬁnz"o‘ de coniinuid wd de .
»&Fn(x — j‘ﬂ(“)dFO\)‘?’;unbz continua y acotada 3 .

Vzun-czon continua -9 . que se anule

.Sﬁ(")’AFWOK) ""“SS(K)AFM ’;n el injfini to;

zauzentes resul tados son ¢laves para ol estudio de la con—.

Los
,;kvprgonvza de Funciones de distribucidn pues dan un cr'_i't'erio nuy
'mutzl na7=a~probar le convergen _ia débil de una ‘sucesidn de Jun-

tribucidn.,

-,czones de az

pairticuler sean _KV\ __(V\‘:-Vl'.zl‘..) v X wvaeriebles ale-—




2
Je

' Teo rema

distribucidn tales que

‘unc subsucé zén {Fug}

"y una Juncidn de distr%bucidn, 'F tal gue FV\K -wi, F. .
= ,ng_r_zgg_gfgg_‘gg'@i Sean Y ,‘(1, Ya, ... . dogs ﬁacionales en M
Para-ceda 3. s la su caszér (Fv\ (\{:r)) estd ado tad la, por _Zo.

rgonal (teorema G del apéndice) exis—.

tanto aplicando el método dia
ente ,(Y\K)‘ de numeros n‘a(,ural_ea a_Z Gue

\_\'v:« FV\\( L‘[ﬂ  owiste VL'I

te una sucesidn craci

sea . By (\(3) - wa. Fag (1)
V'Euidenoemen E, es und juncidn mondtone no-decreciente defi—.

nida v.,our @ .

-_-De7 zna 10S ahorc El]_ e s [01'] cle la "az'gu,zilente »ma‘nerc't‘:,

Y:;L’ﬂ = lv\‘f { ER Q& I <VJ}

'zendo‘ vulenue que E.,_ - es unc funcuﬁn monétona no decre—

i

es continua por la dereche en el. punto X,




Sea ahora K un punto de continuidad de E,_

Dado S,?O'” tomemos N<& XK tal gue
Y tomémos. Y5 €& Q. e modo gue .’:j<‘f4x LS iy tal ques
ho(s)< m v

i“,r-HFObten emos entonces:
B, W 2 b (‘ﬂ"*ﬁv ()= E» (s) 451m+e

’.Dor otre porte, uaz,c.voJ gue:

E; (*(\ = L\vw~ FV\ (\(‘)

Lv'ven Ew ()
Eu (,5) = K k

i VPor' 10 'banto, existe tel que:r.

v kr N
b/ k> l\)




Oq__ B.&QK\ - LlM la, ()

y—> -0

cer ot I  es un invercelc ccoicdo de coniinuic

ob(' biiidad

"Clélz i_lmente ConuI;

entonces Fw 4.,

‘o converge a . F s, uscndo. en

gue debe existir unc juncidn 3  gue-
q ' ' ‘ | :
‘Yo cowvevge 3 3 dF)

nlica la gristencic . de €£7>0 y unc subsucssion
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: ntonce {F“K} no l.z,..we. tener ninguna subsucesidn
i debzl*ze‘zoe conver gente pues ror hipdtecis cuclquiere de e]las
,aﬁbe converger e F . . , e L
'Vﬁto’ ontr dice el teoroma de Jelley i opoi lo tanto nuestra-higd—_
o ; :

e
i“"zs eS J.kls lo cucd prughc 21 #




a.p.z* VL0 Iv
.Lz. 77 BAFRFORIADS DE LAPLACE

Anierzormente Zemos definido Ia.Funcidn g'neratrz de‘moneﬁﬁds'

de una variable aleatoria X con yuncidn de distribucidn, Fx

i como:- " - °o X |
SXYy =
M () E(@ ) €7 a FX'(K)' .
para toda S . z2n donde Ia int egral CRterior sea jinita.
cuando Fk‘zv,esﬁd concentrada: en [0,00) se ve znmediatd—
. mente que - M(s\ es Jinite parc tods 820 .

Fn general la juncidn generatrir de undé variable aleatoric es -

dtil cuando ge encuenira dejinide en una vecinded del cero. '

34 .' > - - PRSI O 3 R yr N o ]

Sin embargo, veremos en este capfiulo gue cuando la Juncion de
Iz

digtribucidn de la varicbie clectoric estd concentreia en Eb/°?)
los vaiores de . lc¢ juncidn generdtris ern- -oo;oj . son tgucimen-—

jenercairis pugde no ester de—.

te dtiles, adn cuando Iz juncidn

.finida en wna vecinded del C.

Fara esto, damos Iz siguiernte dejfinicidn:

Sea 'F - una juncidn de dzstrzbuc én ”oncentraf[
- La transfornada de Lapl ace de F - es la‘’

HC* % ZQ 'dernzda por:

"_\e(s) :'f N ‘e‘sxdFdx)

: [o] : . KRR

; k ' . . N - o L -’ 3 - ;.
Los szguzenzes resultados servirdn pore demostraer mds cdeldnte
que la tranSJornaaa de Laf Jac determine ¢ la distribucidn.. .

A



9%

De znzczén 2. Una sucesidén e nimeros recles {Ck} es Ila—

’iﬂada cor:pleuarzenbe mondtona si: ("l)‘r ,AYCK»O para todo
”r O,I,c,,... donde ya se ha explicado el significado cZe.Z Jjactor .
;dzferenczCS para una Supeozdn '{CK}
f_‘capztulo _ZI)

(ver la aejfznzc1on £ del .

’a.e azstr*zbuczdn concentreda en EO,-I] si, Y 070 st da suces:.on

es com"*letamcnbe mondtona.

Iin es t_e caso 1o anczon ae azoirzbu‘,zon F gueda determinaeda
por sus momentos. '

jg‘__g:]zz:_«::_gél_}:_ = Yomemos unc disiribucidn & concentreda

en  [o] , el k-édsimo momento de ,F estd dado

\ A
jKKéF(x) s ahore bien
A k= Ok

= E (XX

S = E (XN X})

<<k+p CK) = Ck~ Cm: |

(XK x-u) E(XK(:-—{ ))

ualnen,e" obseruanoc que: S o
= Ak = 'Cma A (ke + C

= E(x‘““"— AXHX") = E Q(*‘(u—

nor:

.uSZ es»e 1»7"000;0 inductivo nos Ileve &: |

e[ X (-x7]




"y claramence

o s . . ‘_',,_-{ con ‘C‘":}'L“’;,‘: Zi
. pue tq gue  F(R) esud oncenirede . To, ]
“For 1o tanto la sucesidn ‘{CK}‘ es

- mondtond.,

L . - , i . - . . . 4
@ - EANEES GE€ proLar 21 invsrco, . .

CFrimero veamos 1o sigiiente:

. . 7 '
sucesion- compiletamente

Tomemos F(X) vna Gistridbusidn concenirada en [o,;] .
Cea {CK} cu.corresnondd te sucaesidn de momentos y. seg - M(K)
R ki ’(-, ~y i F ~ nade F E o oa o
Suna gt C i, COMRTILINIUE QLo e L.
L HDersin Sy coro antes:
oo
E(m) = k) dF
Z oo ) .
Tecordewos gue 3i el podinonio duo Terngiein do grado W corrgs—
rondienie G MR { Geftnicidan I del Sep. IT) estd dodo por:

. . . . ' » . ’ : .. . N o
| TR 2 n-T
= > mlh) ( 1] eTa-e)" TdFie)
Ly qplicandolla tgucidad (£), obtenemos:

E(Ev\,r«)“ ;L ( )< )(’)QJA“ \?“J‘

_T-

' =0 ’ o :




f70 1de~por abrevicr, hemos hccho:
AR e A e T=o
I = L J . N l‘,l)...l\ﬂ
Como la s»ucesio’n {CK} es completemcnte mondtone, se tisne
LM : : ‘ -
G’_ Zz0 V n, I
VC' n e . '* . - f‘z/l . i '_ .

-.Seda entonces /V\v\ : une medida schire : concentrado en el
- ST T 2 i . . ‘ :
econduntto . e —_— « .t . 1y tal nwe s

e J U7 {O, v\) w )W 7 tal qu

M .— (“,).
. v\ :r
Sea F“ Ila. Ffuncidn ds disitribucidn cgociade o Mw Y como
cntes <denciemcs por Ev\ ¢ 165 25pQNCRSGS COn resyeclo ¢ FV\

Lo relacidn (B puede entonces escribirse de la siguiente mene-—
ra: E.QB““‘A = Ew (/,\)
Pero 8“ M '\bM ) ) uniJornengnite, CuGnrdo Y\ —p 0O,

-;-07" 16 tento: L\V\M E(BV\ ) ‘-‘:’ E(M)

. V=P od
¥ enbong,e.g tcmbié,..
V\"*“’ | y

AN "fue’ LLna_,, unczéh continua 07“2)7, urarza, coch_Z.vui,m'o‘S:r

,,77.thonccs (u,san'io_‘cl teoremal del ca.*zf,ulo III)

ot

propiamen z’:e.

‘Lo con'te'rior nos da un mdétodo pdra probar lo que dessamos pues
,sz ahOT'a {—CK} 5 una sucesidn completamente mondtona arbi-

j.,n,rarza I} clc-;camos probar gue {CK c»c,,,z,nc los momentos -de una
weidn b R entonces rodemnas encantrar F

como en (7) yliusgo lcs cerrespondientes FV\

CEea RIS : e
te SEpilode la cuccsion (F“),‘

2sia rrenera ¢ continuarcidn.

deberd cer gl Iiu

[}

(¥ N




o1l

,
‘ona aruztrarta

. . o
smpleiemente mondd

‘.\ea {Ck—% une sucesidn comple

E _'-,Def‘z.nanos entonces: : - _ _
' ]':O,\‘F'L‘-,,...,’V\

?](“\Z (v.}) (._ |)“-I AY\'T C-J'

'V\:'l‘?:, e

!
| (ay '
e} L2 _— -t
Jomo {(K-ﬁ es completamente mo tonc, se.iisne
i 5 G T nO7E sy SE.LT PI >/O HJI“
or otre parie, cec M Une uncidn crbitraric y dejincmos:
B I A’ . . ' -
tsom (&) imen,
For lao proncsicidn 3 del capiiulo II, tsnemoss i ,
_ N ' '
W T w | n-1 Awn-% w v R
Z MRV T (=1) Cy = Cv A do :
o . Y=

7:_\9?‘" ‘Zc«( ) A8

‘entonces:

identicamente’ i
Aao‘_‘.o,“ Y:I,l,.‘..'

é-)’i‘o,?a M

Mwn concentrades en el conjunio

no0s por’ Fu o su

por 21 Tzoreme o fHe-

va\ wug converge dé- .




Vo

-
v

F

“Evidentemente, conec

“es. propia’ -
: L . 1
- . V.-‘ PR . l ) .
Adhora bien, por el teoreme I del capitulo III, st M es e
““cualguier Ffuncidn continuc dejinida en el intervalo Co, 1] »
. tenemos: , I _ ‘ : '
e L A . _ . . 'élF )
Ve M) APy (x) = ) M) aFK)
K~ oo . 2, .
-\ - .

UEW particuler, tomando M(X) = XK

converge al

Ck

‘momento de 'FV\K
“Para probar cntonces que

bastar

e ¢s8to subsucesidn, es decircs:

endrade egn [O,|] y la convergencia

¢ con demostraer entonces que el k-

,. 1o cual heremos a continuacidn.

,:obtanemos que el k-ésimo-

momento de, o

i—-€simo momento de

el t—dzsimo’

£ .
A

mo momento de Fv\ o
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“fea M. un polinomio dejinido en todo TR , tomemos h: '/p‘
Yy considerenos Jlcs rezones dc dijerencics de AA. . dadas por Ic o
i, ’

'dev,;/fi-nicio'n S del capitulo
Ay = Vi (:HM ‘/. (x}

h e ‘ h

o = AT Ay, 0= \/J- (x - v‘.,m.?

. - ,').L\(x} - )
\!3 ) % , 7 V= AT A
Por el _;j‘ecr*ér ei valce edlio, poLomes e3Ccrilii ‘.
Gy ) () :
Vs Vg (k) = Vi )
(Ot S g :
= -\fI*l' (‘X'*'B!(\) Low o< e <]

;;ez'}-f‘e;;;a;::e;gtg;zjces veMl y tonemos x=0 . entonces:
(0);\/,(-, (h) ~',Vf-l' (O) = Vs, (9' ) -

v(l) (91h+ Qz_l'\)""" ‘2 ‘ <QIA+9;L\+"'+QY.,'L\?

( )(9 ;.\+91L\+ vor 9‘(;\)

v L-— ',2,-,0')Y

Cdonde O & eA_< f
I 2

,S'ea o : = e]+ e'(_ 4

y adends:

vntonces -0 < 8 <Y

\/Y(O)‘ M (e h)



103

€,  _“ﬁ; _ : Y :- - ’ -
S L A mpe) = Moy
o b o0 h - ;
" Dejincmos ahora: - :
a,L = M(ih)
.. Yo hemos uz:zo gue se tieng:
| Aoy = (a")
h

-Aplicando l¢ jdrmulc de reciprocidad ob¥ enzda en la ,ro rgsieidns
L del ﬂawzi¢fo Il lcu Suces ZOI@o k oh tenemos .-
i da i‘:K' ; =

T Cuw 4 ) = Zwm (7)™ 0" ey
¥z .' - 3" . : V e 7
me L.

... Par.lo tanto, podemos. escribir:

2 wany et = o alah) (§) )T A ey

Entonces, - e - .'iyﬁl'; Q,:jﬁfl e
v;’v'-A'-M(O] = (T)(Gh) . cow ocecy Y owel
i§ hfw3 o o Sy f GRS

- ,ZXTAA<éj : v Y'>. K
h .

COT‘LO se ©i 5ne

) QS (_\ll b\‘f

Z Cv( ) hv AT M(ov

\r"o

(f[oé«bm(&a_ V}? k)i'




oy
Y Pomando ahorce limites cuando N—b o0 , obilenzmos:

n—e Y=o

W En(m) = D G Ll [(?)w] L M)

T ey e L nQa- e (amYA
(Y) I 'd B Ve . |
' PO T A B\ WA VA S B 1 _
‘(!(l Y\)@ "‘) < V\) |
S RYTN V\\.\{:'-'--
L‘ ' \r}\" Y
W 0 .
For otrai;érée: o - ' (~ oo ‘ ‘
‘ B ‘ ), \ 10 st Y%K
W AT00) = m(0) = |




log

Para concluir la demostracidn del teorema, sea F una funcidn

..de distribucidn concentrada en [0, 1] .
;,D.emovs‘trarem‘os gue F gquedc deterwmincdc por sus momentos.
Y, o mem et e P . ‘
Seea {CK} los momentos de ¥ dejinamos como cntes para
cada uny medida /,{v\ concentrada ‘e:z el conjunto {O'J:,—/-..I_}

/ay, wT T o
= vy‘ 1) A_w‘ C1 T=etz,.ium

es la juncidn de distribucidn asociada a Mw . ya

-;hezvos visto que - Fv\ = F blropiamente,

'-L’Por .Z,o,» tanto, usando Ic proposicidn 6 del capftulo [IL,- }*esul ta
- gque Fv\ (K) —_— F(K) Y x punto de continuided de oo
Cpero: ' “') w-T Awn=T
s o > (7] C
R - L 2% ‘

B n : . ) , .
maenera gue los momentos de F determinan sus vclores en

s s ﬂuntos ae c'onu,n idad, los cuales determinan a su ves todos
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S F(K) b4 H‘(‘j) con distribuciones concentradas en

Lo,®) g adonds 0 (s)= ‘S"AF(X) ) fe“syJH(‘f)

O .
Zoretodo 5 . en tonces = H

, emtoncec 0bservamnos qug Con-
, - p 7
. : . . - : P : _——
jora x tona valores desde o I oD, cntonces I veria-

Ze ¢l Jormc gue

|_ CF(R) - pere ‘todo

T dnora bien obssivaimos que

es conple— .

en virtud deéel Teoremnac 'I'an(‘eriormeni‘e,

deterninada de j’or-"zf" tnica por sus- .,.o-.\'

conocimiento de ‘e o}, ‘e(t)j P
de“—”‘*zma a E('j ¥y por tanto c F(x).  tampidn.
Weorena, donde

v conwu&aczdn veremnos orra demosiéracidn de este

_se.zzene una ',oz* ula expliciia de inwvcoirsidn que permite colcular

ri 12 ‘Q (S ) -

F(K] cus e w0002 3
'é_amos, Ioe Siguientes L 7“'-::.3{/.2 é‘,.,<,.:>J.




"Le,,,a I. ‘Fere A %0 dejinczos E-h: wm— de Ie siguicnte :

Eh(t) : _Z— "e"'?— o T donde [ZT__] denota la

ve entera de AT .

I

o | e7toncc° W 7\(,() A “ s.l -..-‘(;?' ;-
' o si1 T<l

Lo gea Y . una vericble clectoria tipo Poisson de pardmetro. )
o o ‘ < ' . ‘
fntoncese L~ P y =

_ Cha(@= [

B T)I"- , sea (o= T-i ., entonces 'CO>O y usjanclo 1a-

de szawt_hu-rl e hed
Y_”‘ﬂ e{y SNE P[Y—2>Noj
[_Y E > 75-(0_]

F[ly E<‘/{>nr] < V::(r‘/)’_ m

=
(')
i~ .
‘..

< LwM L, :,O;":l“::'”_:
2—-»00 AT

'f:"bm‘{'g @ = LWM ?[Y<ztj
AT _ l— L& P[ywa(}

Ao

<3_ ', sea Lo= !I-'C T, cnilonces To 70
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*e[ym] _ e[ y2a2T]= p[y-2 2 2]

Pero, usanuo nuevamente 1da aegzdLaldad de¢ Chebichev, para z

supicieniements grande de menere que Alo> | gonenos:
Ply-2z-ate] 2 P[Y-2 < ATo +1] |
o eelyEpan T

< Vw (V) = __2
| OG-n% - @G~
IR RS B e

! )—bOO
5 decir,

‘L*;M loa (T =

7(—-500




Lema &8. Sea F unc b:-‘u,nc"d" e digiribucidn concentrada en Eo,oo)

pava g >0

&

s}

Q

"\r

N

o

6
-5
~
U"

o L,ﬁ

r*\
(8]
fo—

‘entonces lo juncidn \? es 'i”"?i”i’éc""”lf@ diferencichle en (0,00)"

v FJG"JJ o LQ( )(5 (-I)Kfy,\ e A /‘Y‘)I4;' bts>0 :

L Frimero observanss Ccuas . . .. .
) ' ’ ’ - : .
N S - Y s>o0
f’isif_ que \QL s>0  le Junzidn Y—b X Ke - dejinide en

Lo, o)

‘es acotada y por lo tento integrable con rezpectio a . F ‘

Fzro como F és;?'cf cc:’?;';enrj'rc:clg, an. [O,ocs}, s da ',,;:’u.nc.io'.n.
AY;-?'YKe'-Sx ‘ celfinile en «,ofo /[ i'am.bién es inte-

" .grovle. | . : o e
,ﬂSea an.oro. I= (a E) donde . ‘b>3>'o .y dejinanos "}0-7/?—)(1"5—”2—

Af'.de la szouzen&e Mmenerc _F('jl '[) 7 : :

( ( AF) «,e*zev'os."'
' es medille e zntem"uole‘ V 'CGI
c riw b7e en l . ‘v :;e/’/?

&

Lo o

‘Entonces



condiciones del Teorcma 5 del apdéndice y entonces aplicando éste
obtenenas: ' ‘

WY s)= f Y@ c(F(TI ¥ seT

[]

(‘L .

Y aevlicando el mismo argumento suc esivamente, obtenemos:.
N [2,8] .

‘:Q(K‘(s):(").‘(‘ YK€ J(‘}) " ¥ seil ,»  k:l,'z_,_..,.

;."f“ibbnalmente, como el intervelo =(a, ’.)) con ‘b>a.> (o]

Fué arbitrerio, obienemos:

\QK(S\ _ (—\)KJ‘D;KQ.’SYCJF(’JV)' . ,V'5>O‘"

K=.I,l/ ‘.,"




RETI

r eor'enc: 2

“Sea FOQ la sFuncidn de distribucidn de unc varieble aleatof"icyxf

concentrca‘,a en - [o, DO) ,o entonces la iraensiormodae de Laplace’

Q)= je‘s"dm | szo

S determing ¢ 1a Muncidn de f‘is?rib_ucio’n. 1
AJ no ¢ 7a T ¢} )

Q_q,__gg_t_z:_c_gz,__o_n. U En el Leme anierior, hemos visio gque para S
‘_.‘,v_v_ouztzaa (k) IRt S P '\S'jcj ,
At | _({)‘-(s)n ") ke F4)
T ‘ R ' ’ o
nor '1.0 tento poara XV 5 nostivivos i

Skl

K=0 - e)

1

jw[sxl S*‘SK_ -Sj'c[F(ﬂ).'A

% |

- (3 2 s




‘ahora Fijemos X>0 i obsernamo&* lo siguiente:

o8t O "j <X ' » "noonce ESY (i) — 1 cuando
5~—p oo Yy st 9>K el limite es 0, por el Lemelan—.
“terior. i -
J.lnuonce tsi. Y + X - . .

%\) N;"'"I[o Kj(j)’ - cuando S —p 00 -

”J“*ztonces por el f’eoremz de Ia.Tonvergencia Dominadce. (- ver apéndice)

e f’ {X- x| =

=)
tsi €0 ’“e‘” = JI 4F(~ PLX< xj Fex)
k=0 ~ . . ' ; o o
De esia jorma \e(S) determine ¢l valor de F en -8l 7
| .l')&?O ¥ P{K‘: 'X]:O spero {'X?O . PD&'?(] } es un
'conj»uvr.zto densoc en Lo, oo) - como F(K) es continua por lc;z'_ A
'dcr‘g,c»-ho:,‘enton std determinada por \9(5) - por medio de la:
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CAPITULO V -

Teoremas de Continuidad,

2 .En este capfitulo veremos tres teoremas de.Cbntinuiddd,funo p&%a”

los Komentos, uno para la Funcidn Generairiz y otro para la Tranc-
 pormada de Leplace. 7 . ey
o B2 téoremq de continuidad para las Traensjformcdas dé:Laplaée'estae
 —§blecé-unachrrespondencia entre las FPunciones De pistribucidn coh;
ceﬁ?radas en EL “3> y das Transformadaes de Lapldce, gué no salé‘
‘es una correspondencic uno a uno sino tambidn unac correspondencia
" bicontinua. | _ S
Los Teoremas. de Continvided pueden se¢r usados para el eStudioldé:
" Distribuciones Limite. . L
‘rn el cepftulo IT ya hemos visto un Teorema de esta naturaleza

(Teorema 3) pare el cGso discreto.




1y

e

X - . .
X variaebles cleato-

- S N la] \ ) - -A
‘ __Qe znz,r-zon T. <Sean Rwn (V\_._I,L,. )
riras”definicaa.s sobre un espacio de proyebilida (H C‘}: P)

ivg‘,-"ea ‘_F\A Ila furcidn t;e L‘Zi_.stribu,cidn de Xv\ - pare cada WN y'
Se‘.a_v F e Juncién de ciisi,’fibuc‘io’zzv de A . .b Direcmos que la
Sucesio'n (x“) converge en distribucidn cx . ‘373 F\,\ —-d—'—-e.F
Tn este caso escrikiirenos XV\ 2, ¥ . P o

) {corolar"i'-'o ¢l tecrena & del ceritulo IFI nos da inmedictemente

Teoremnc I. Seens Ka (V\:l:?—)."")' Ly X veriebles clectorias

definidas sobre un gsracio de mprobalbiiidaed (JZ., 57 ; P)
: " ’ P .
17

ez condiciones son eguivcieniess-

o,

) ELS (XV\)} —b EI_S(K}] Junrcidn continua y ecotaede §

EE}(Y\V\\] N E[S(X)J Juncidn continua 9 que ce cnule
: : noel in,Sintio. ' . '
" Proposicidn I. Sean XV\ LV\*'I ) ¥ X . veriables aleatorias.

_i'clas"- sobrc un espacio de ﬂr‘ol«auzluad (ﬂ <{1, P} s Sea

"\_-'."}“.l ~"—».TFL v una funcién continua y supongamos Xwn -2p x .

:t_r_'a_c_ién.. Sea. Q. m —» g wne funcién ontznua Y acotaua

nt'onces 3ok . m —‘_‘P N8 - es también una ,]‘unczon continuo

_J acoiaaa por _Zo. tanto, (zf,-licc.:n::io el teoremc I del capftulo IIT-

EK&O{\@V\\ J B.,-E‘£(9°'|") (X)J

obienemo

. E[5(hw)




s

"‘;‘VVY‘COT:"?.O 3 Fué una juncidn continuc y acoiada arbitraria,

'arlzcanuo el mismo teorema I del capitulo IiI obtenewos el resultado,

'Zsez:z_ze_e;_ﬁﬂ’gfeﬁesum sean Fu (w=n2,...) v F distribuciones
, v'de pr‘obn.bz Zidad y supongamos [Fy _(L;, F . fntonces existe
un es,ar-oo de probaobilided Cy variebles 1E0rias
7 JL}GLT‘; P i 7300‘?93.6‘1_‘26“‘(’7’,7{_“’
\/v\' (“:“1.""5 . y sobi"e ece espacio tules que Yu\ tiene
a FV\ conio Funcidn de di ribucidn pere cafa W Y

Definamos enfonces zv\ ' Jl_ "*‘V 7R J Y: J\L-ﬁ» A ge. i '.si';'”u'éenjé'e"

“moneres

‘/(w) = 7(} {w e (o) ,F(ﬂ) }==(0, F(x)]/l(o:)

ste una Sltb@SZér‘ (Xv\ N tal aue»x“ -‘x

a.&'l que ‘.S"LGnCoO, F Contlnua
X <X el gue W £ F(xv) y como [

"#OP'Obra ﬁcrte:
V) < F()(\\ per Cofinicidn oe fion: Y(\M) <X

s
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A'S?f; que entgncec, Si. FY ; cs la Ffuncidn de distribucidn ci‘e

\/ ‘se ti .~'- 23 R
F\,(x P[ € (o) Y(w)q{] P[(O oﬂ]n(mj*rm

De rwn\,rc ai L_,.uut,_ se tience 5

(1) {w EE.N) L 2 (W)€ X {w €(01): weFa (] = (o, Foo ] e, n)';

‘- ]}e estc MEnRSre 81 F%V\ Looes la unai iér Jc e Lu§;, Ll)‘_~7,'.ll7 de Zv\ ' o

ohtensmos:

F%v\v(‘:()'.: Fw (X o
sec ahore .\;Je (0\1)  Lunee ubfo oy
hedo €20 fomemos K€ ;,-,-zm,-:oAe-;ze--coséz'.-'-;m.-.z-v-j.c.-:‘.fzz7-:::3 F tc1 que.
Yo - € e% < Y(W) . se tiene entonces: F(K) < w
v como Fw ) — F(¥) zor i, e
e Ea) < Vo)

' For lo tantd, uscndo (II): .
' ‘ XeZw (W) ¥ wu N o |
LnM MWD Zv\ (w} 7( > \/(uu

C

comos_._ Jué arbitrario: .
’L(w \V\‘? Za (W) 2 \/(‘”)

W

. Dado §wo0  tomemos W'sw tal gue y (UU') ra YCW] + £
Q'OInGmo:; entorecer ‘jé { hunto de contineidca 4z F L*c:.?_ e

ey ey s Ynwe e
I ) _ lj fiene J '--'3_7‘_;‘:‘4:'5-5."‘;'. (r)y W' & F(“J') ‘




wa

: Y éntonces W <CF(YY sl
“C'omo F“ ("5\ — F(4) . existe N v-'tql que
i weFald) | WwrN

"Y entonceu por. (IT): :

ZV\(N\ Y V‘V\>/’\}

v .
. -

iV\ (‘”\ < Y(‘”\"‘i e V\>/A) _ '1
L sup va(uu\ < Y te ,
w

I'Pof_fr'.'lo‘_i'anto:

I"»'cdmp"_ € JSué arbitrario
| » \_\M sup 7w (_LN\‘ Y(W\
LAY .

- concluimos entonces que:s

i“ (w) 'f—b YC\N\ ¥ w € (o, 1) punto de continuidaed de Y

y es una Ffuncidn mondtona no decraeciente sSu CORJunto

"da azocontznuzdad es - a 1o nés nurver'able.

h’a]"znanos entonces"\
. (w\_ }_(w] st Z e coativva ew w
: ew oTvd. casoi: SR

%m(w) 5‘ iv\ es covﬁmva_;

o ewm otvo ca;o:';__,‘f;—'i i

?'— c'és( " sequvd \MGV\TE.' ‘

-
SCEUVAWAEW e,



(n G'F p) un espccio de probabilided y

definidas en

riables cleatorias sec

Finides en un espocio dg g

rios (’Loc Ju L,Auol a {X
X“ LI , et

‘Demostrocidn. fec Tw
ccacla i sea F R

Sean 2‘ (V\—i 2,...') Y Z jces variables dedes por 2l Teorene 'de
,.;,,‘:o;aohoa.,. efinidas sCbire un ¢ipd sio de probabilidaed (J(/ }i, P)
tales gque Yw tisgne « Fwn | como Jjun cidn de distribucidn

1NN Y tiene ¢ - b COomo ,,7-'uncio’n de distribucidn’, -

jsx 4RO = jml«w
Tz Trertixinay Ml <
-:é.z’:onces,_la Janilia {Xv\} es Ll.l..l,u?":/"uu.enbe zn.begrabie 37; Y so]o

‘jiel;geo lc _,/_anzuzcr {Y“-k
o UX'\"' = (1dFm = E[Pﬂ

Y




wa

";Por io tanto, X es integfable si y solo si Jo es y

sznalnenae.

"f'.‘E(M = (% 4R m: E (V) - . S
CE(N) = ((xdFe = E(Y) ; |

E(xvq A E(X) s sl -';\ E(Yo) — E(Y)

71 resultcdo ce sigue entonces inm edictamente Uplzcanao el teo~—
reme 3 del apéndice ¢ la suczsidn ‘{YM} y a y’ .

Yo con estos elemenios podemos pasar o demostrar 1os teoremcs
‘de continuidad. Asios nos dan conrdiciones parc gue und sucesidn-
de uarzablea ale orzas {jX“S converja en distribucidén a una’

riuble aleatoria ;K A . ' ‘ '
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:7_'5‘9_7_”27_7_19_2_-_ Sean Xw (w=17,. ..) v X vertables tleaiorias

;de_/ znzdas sobre un espacio de frobabzlzdar? < /2 ' 93“ p') .

S ,Sufongcmos que cada XV\ U X tienen momentos de todos Ios

ordenes, que la distribucidn de X std determinada por sus
- momentos y que € [)(‘IJ —_ E EXVJ W YE- N
’_'__»;" 'En'tonces - Xa , LI X . ‘ i
»fggzgiéfgggggL.Sea Fe la jFuncidn de distribucidn de :XVV
paera ceda Ny ¥ Tl juncidn de distribucidn de X' .
Sed (F“k\ una subsucesidn débilmente c,onz,mrgcnoe»d

(Fv\\ Yy sed E le funcidn de distribucidn _erm,te de esa
‘subsucesidn.
3 4 p
" Como la sucesidn E w converge, gntonces estc acotada
‘por une constante K , 5% cue usando la desigualdaild de Che-

by.::vheu,' podenos escribir:

e(m x) = Le(wle & ‘_\7‘ x & M

:—XV 4X“47()>/ 1-; _|_<_l_ Y. xe WM.
.Zotanto, obtenemos: o
—k N wem

ARt L
Ao >0 tal 'qde‘:'

la




Bl teorcenmo de K,nor-o/oor" nos asagure ahora Ic existencic de un es-

hac

tales

o
o}

. pocio de probebilidad ( HI."’TI F) - ¥ de variables cleatorias

Gefinidecs sobre cese es

Y‘ v .tiene comno ai.s-tr*ibucio’n_ a Fn

K . - )
. . , . :

y Tiene Towmo oz..:rzbw_ dn ¢ B B 1

v

' \}JV\.J > 0(]

i f:‘“"‘”‘l



\\‘“K\A? = o(ls-v ELY:k
\\I“K 70(]

w8t (7 ves una cota de lo suce

<]
o
0\
=
m
m
<
. SU\
Pl
| S—
N
e
o
fer)
i}
]
o
&

(e = ¥«
o |}» . ..O<.5-\f o _
E (> =] |
Ve IV

b Y 0&]

y
o)

F.’s deczr, _Z" Jumilic i_ym,‘} es u;'ziufci;};ae;:zente, zliz"zi‘egir’abl‘év..i'
5 - )(V‘K — YT : B B
aplzcundo el teoroma 3 Obo@?l;’n_OS gue: y'( es. integrq-—" :

v ob tenenos : E[ J E[ J
" ' ' N Ye /X) '

como la distribucidn de- X estd determinada por sus momen-—

tos, concluimos gque X  tiene .como Jfuncidn de diatribucidn

entonces el resulicdo aepligando ol teorema 4 deld.




zede Xw pors cueda W\ ¥y sea M

. APe/ ostr.cidn.: JSsa. e uncidnode Gicitribucidn de Xw pare

S et e et e e e et

Sn. de dicéribucidn de X .

- Sen '(F\,\a une subsuzesidn débiinoni. convergente de (va) v osee
i

1 TR = Lo g Gy et s Loidhm Tz sy hsiteoesld

c U [ C LIS ITVLLaUTLoN LWINT R ¢ S SE BUCLUCSIT0OMN.

: - . - ] .’ am et Frgs g L 3, - 3 s
»;T,-.,oJ LrEmes priniaro s E] 23 une JSigsfribucion do probebiili-=

[

MILL OIS .

deg .-,vzo‘unn.,o e Do semibaic {’Fu\} oe

-%.,5 3 ccin Se»0 un intervels contznido 2n \/(5) ¥ sea
370 V, tonoiioo ] . |
= SoX
‘ SoX -350X
Mon (50) + M (-56) = | @5 dFp 1) + (ev P (x)

- . ’ic*a

(eSoX#" e-SoX) Q}F (?"\

-3.3)¢

xe (—a a)c
.'€$°K+ € Sox> 6503

j amm = & Fad )]
(_a‘aSC . - .

e—soa ““’\V\'(Soji . Mun (,"5;):)




[rA |

" Pero por nhipd z’eAis, lGs suceriones (N\v\ (So)) ¥ (M“(‘Sc))

bson convergentes, st gque en particular estdn ccotadas.

,“;fl',f,*ea‘,_ - K unc cota de la suma N\V\(So) + Mn (—So]

intonces: FV\ {(—a,a) } - e's°a, | .

"'-Aiz_o'}"al d‘ado‘ _€>0 tomemos P tal que K & < &

entonces  E {(—a,a)} >i-¢
4s? que por la proposicidn 3 del capiftulo III Ic f‘: ilia {F“}

es unzfo rme.

']“nloncoo U,sondo la proposicidn ¢ del cepitulo III obienemos que:

es una distribucidn de probabilidad.

I teoreme de Skorokod nos asegura lo existencia de un espacio’
de probedilidod (J’LI Gd*t' F) ' y de veriables clectorias

-
X%

_ /V\K (K=t .. \ y b definidas sobre ese espacio tales -
como. juncidn de disa“ribucikfn a FO\K

como Juncidn de & sirzbuczon a E

,(»seif—#Y(m- ¥ owe S

);izéiz_'iz:;vbv_i_g_n', . z, ene*nos.
Je AF\AK(x) E(e V;"f'é

; Yv\‘ tienen Ia misma funcidn gererutriz.
K : : :

—~+» M (s\ ¢ se V(o)



. R . ) 3 . ' A . )
El resultc;d.o -u.;f,scuclo guedanrda .zntonces denostirado mirobando que -

- _E(QSY“K) — E(es\") VS IS \/(OJ i or'"'u’,e ;:.rat_once'.s tendricmos

veritoble f']eaz"oriu., cucrmo
seridne G 'r"cr(' dnica la dis-—
o4

- < -
2RLTFTOIN0S . o !__ yopor

deueirdo ol teorcnc 4 del

mars probar cue

orpemnente integrable.

[N B B Y i I . AN TR

Fere probo ecite wirvimo rrocuidtodo wsaremos ad it

M WY RO P o Ty S R . D,
el aeréndice, De hecho se pueds pironcr gue la jon

65\{‘{\ w=1,2,,, —I; gs unijformemcnie integrable

demostirainos a conczmaa( 167 ;

> é$t6@é$ Io. cue
ore vodegmos suponer gue V(O) s un intcrut‘zlo;abi‘ei}'tol_."‘f
1 ver que {e.sy“ V\;il.'i,.i } ey ‘zm‘ifo‘r-me—:

‘mente integrable.’

fomemos entonces 5 IO’

.5"72‘_‘ $>04 “tomemos @ S' € \/(0) tel vue S >5

-/-R-F
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Joma %70 se tiene eu’idenﬁ:gssente:
Lo P - 4o
T~ T

f‘c,enc?:,-,' i Fwn =

h (zu)
E (es YM): :

. ) ) . . . » . Sly . i . . ) » .—.V
e s 3 . . : n « ; SRR - :
in particuicr, 1o sucesidn {E <€ ) } estd ecovida y enton-

e e TE (@S] <o

L Fﬂ ro:

/
M

P

, N A . .’
15l que por gi vioranme & del

es unijormemente integrahle.




123

- ‘,, R S R BT ST Ry : = .4 3
-sucesion deg disiriduciones deip proba-

'})'iiid‘rcl conceniradas en [0, @) . ' ' _ o
‘:S'c—'a \ev\ o la 'ﬁ.’*ans,for’m;dc o’ Laepioace de. .Fv\» perae ccde wn o,
ntoncea las >7,D7Lz:=r'ée conda zonm“ con sguivelentzs: '

(I) \QV\ LS\ convergs V S7 0 S

(/I {Fv\‘\g converge dfbilmente . I . y
CLGT:’IG s, St F,V\‘ _j;, F oy ‘? ‘es 1o dransijormaeda de Laplace
de F -~ . enionce -‘Qv\(sv — () . ¥ s%o
’:’:'“ozmc,.us ue  Fu S f

cmenie cebe esta

v

trang; or'.-,:uc;c_-,

g (x) = e‘-s‘w\‘l.

IR GNGIEN N i

sm AF(K) ‘é'cs)

Lres wna juncidn coniinua que se-qnulai gn el iRFInito,.:;

"ue por' el teorena &2 del capzvzﬂo Irr, se tiang:

kQv\ (&) —= ‘Q(S)

(1) =—.}> (11)] , | S
Supongcmos  que N converge X S %, 0

“Sea (FV‘\K) ine subsucesidn ddbilmente convergen



()

ftransjornada de -Leplace de = . Zntonces ci @ es Ic
,rrunsforma&a d Leplace de E) s, se. tizne:r ‘ .

Qrm Vam GagGr= L fa®) ¥svo

gue Cuclguic e guo soe l¢ subsucesidn débiimeéente convergence
transjormnede de Lapluece de le diciribucidn limite estd deda
: . |

L‘M \ev\(S) o
Lhora, como la ifransjiornude e Laplcce ne una distri

[
deter ,.,zr,a e <sta (tecoreima 3 del copitulo I¥) se sigue cue todas

las su.)suces'o 1es  débilmente convergenites convergen a 1o mioma
distribucidn 1inite ; . Par Ilo Tento, usando ol teorema 4
2l copitulo IIT, concluimos uce . - [; .

F o 1a Suncidn de fli.:trii.mcid“a de x .
u_['OTuJC..n. gue todas las Fv\ ¥ F estdn concentradas en
T_o'oo) J se \e\m 1lc itrans ,or’n cdae de Lapliace de’ FV\'

,_zi"f. \P la rans',orzac.a de Laplce de F

Lnton es".Zao

Lguzenﬂes condiciones son equzualenies.

‘v‘s‘»;
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APENDT CF

4, Teorema Limite de ibel

‘Feorema I. PTeorenc Limite de .bhel®

e ‘ ) .
 Supongamos gue lc seri ‘F(X = S gnx? converge paro
- w= o '
el interualo LY < . .
5i la serie converge tambidén j.mra X=1 entonces el 1imite
B L“"’*_ -@(X) Sexiste vy se tiene: Liwn £x) = z dn
L:’.Q:E’_‘Q;_é&- = t'a
w
Dejinamos H = Z . :
mos 4= 29 . L |
. ‘ - T L e T N . . Fo- - a V\ X __.
Fara O< 7(4‘ muliipiicuenos iz seric. Z - opor 1c.
» 00 ) : =0 s
serie geor zétrice Z =X - : e Chtenemos:
. nzo Lo v .
. l 'P(X) = Z. CV\_X . donde. Cn = Z——d k
o Entonces tenemos: ' ' . ; y
.. X £ .
f0)= (-0 > D‘—w fO] 0 ¥ooex s
.(A)-F(X) U) T |

",7 yOT‘ 1o tanto, aodci €>O e:czsie N
[ —F(!){ < €/?_

"Dzvzc’mzos e*ztonces fa su;’z’atorza de (4) de la zguzenue mwzera.

.ff‘.é’)‘i‘ﬂx)‘}fcn (1- %) Z'Ecu\ -] X"+ (v—‘ Z Cew - (')J X“"},
Sea. N\:_W\ {}CV\""’FO l ‘. V\::D/I;?./ ey, "I} | s

a

e
2c

Enton‘(;es, riir de (B) obtenemos:
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:"‘},‘:,Hm w[ < (mx MZ o 0 £ Z x

|-

£ (-0 M xy £ XM = -x) MmN +E
< (-mN X E A = x).MM =

Yea entonces O< g botez que.
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(B IFTRGRARILIDLD UNIFORNE ¥ #HGREIAS DI 007 VERGENCI:

v"’eorema Z."Teorena de Ia convergenciac Pominaeda?®

: - : \, b3 . 9 2 . 7 '
Sean XV\ (v\q"),, i ) Y / » Junciones medibles reales de-
£3 'd ‘: "o 7 ra?']]’: E a
Jinidas en un gspcecio medible ) ;s M .
“Supongamds que y es integrabie, gue /Xv\}< cusi en todas

partes. y que XV\ — X casi en todas partes,. en‘ionr'es X

las: "Xv\ : son intel.;erczz")les ¥ se ¢dience que JXM d/q ——-pr J,v(

an_zég_’i_‘ggjgfgl v Yo que IXV\I =Y ' todus purtes,
S X ' , J tolcs Jaeo Xw son ini'ejra?_»lqs;‘ _ .
Sea Zw= l‘XV\" Xl i Z: 3\-\/1‘ , enionces -ZV\i—* o
| ¥ 0% 2w <z . cosi en todas paeries, adznds

i ¢s itnteyrable Yy como GCUQI,.,US que:

jxw Cl/"\ ~ | xdm | < !XV\;"X[JM | o |  1

‘suficiente prokor gue - . ., )
, _ Zw aM —» O

el Ie,,.a‘ de Paiou (H.L. '?ouden, Heal Ana.Ly‘ s." .S’gaCond

Edi iz_on.‘s_v 1968 ;p.';vc’n’g?})  .

1aCT’H. Ilan lnoernatzonal







oo Jj_,bs*' siguientes Gog tleoremas nverso, s

i
muzstire 5010 una uno porgue es le uni-

"z:;a en este t?’UDuIO,

, co u,t’lu.’Oo pueden consultcrse en (. Dellacherie et
'-';p,,i'.;.jf;’feyer, Frobabilités et zot tentiel , ;6"/'1._:",7..3.':“— 2 '
. ;‘:’ean Xn (‘A:l,?.,. .- ) oy X ""zm‘ueu alectorias
sien un sopacio de proiebilidad (J?,I ?\“’, JD) .
>S’upon‘gcz:;:os que X"y\i 25 initegreble porce caedo o n ¥ gde
XV\ —® X Rl R pories. Intonces "gi 1c jo-

e o(}O ,,'»9,2[‘07;«,-.;. o ‘, | g ) |
[x“]—- SIX“ 14 + j;xmzdp - D

T'
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" Jo cual es posible porgue lc jamilia ' es unifornemente . -
o o . < 4 , \ .

integrable.

1rnoonce3' | I o | :
E‘llel] Ko + [ V.M\". S . 
ksw_ﬁsz oue usando el $cwa de. Faotou: ) ; 
in 037407

'»i‘r,or_ otra parie, &i oK >0

A= [|xni< < )Xl<°<]

: ﬂb aecbr, . ez

R
oo ea

A‘-—-[l INEESRET U“’ “]

. Jde
DXI> c(J

“"HIUX“ e XIS o(_‘{



DefinamQSQ o
A S-va S “('A(ﬁlx

- Xw = : . .
E .o ¢wn olve c2So

TR LU

olve c¢as®©

—htorv: _ o B | '. ,XI cl P | v :
A | [iX{>o<" IX'A £ O(l ]: X\Af>°< | ] { :

e U & -x<1]
Lt i
2 Elxa] € lx -x {7 j:xmw ¥ f}xt

) D :{ [ - ‘ [/XV\P"(—} | Dx()xj ‘ .
¥ (Y E -

i ]"f SEFLro menite

tevreia de lo convergoneia Joninade oblenemos:




REY'S

'f‘i_DacZaV £>0 -, L"omemas entonces., Xo>0 ;7 que:

lXV\\AP < € : ¥ ﬁa«rxo_‘ ’v‘y\
mm] L

(dp <5 ¥ sy

Y

Dxl>°<J

dnoras o1 consuies AS {xem Plm=]> &1 . m;
, ‘QLW\ e M ; de oira nanera’ se tendrfc P J?_):: P[: e n =0
 Fatonces el onjunto {o((—hl_ P[le‘ "<_f>0} s a 10..:‘-.:.&3
Cdumeralble.

Fziste entonces Ky Ko 10l cue {O(CQ P[l)(l °<]>O}
‘.t'g[far}:a: esta o sea N |

,'Q



. pede

Teoreme L. Y -Jeorena de la Vallde-Fotu

O e

v

. un espacio-de

&
kel
S
)
c
t
o~
L
o
‘\
Q,
fa)
[a)
Q,
i

milic de variavles aeleciciriacs real gefinitdes en

e integrables. Supongomos que existe unc juncidn @ H
con 1Gs siguienies dos propiciades:

a/ 'M tLLT-L ':iv+’°° R
s, {ELHUHJ}

N

'~entonccu lC Jamilia é¢s unijormenente

. Ct} > 3 ‘-
iif—”., .
> Eﬂtoncss:

gm)'-> 3

'obr‘e [’Xl 0(]

M

&

cLicnenoes

nanera

LED>0 tomenos

correspondienie

entonces a=

0(0’ E

s e

ese espacto

intsgroble. .

\;/xezﬂ ‘v‘zx

gue conside—

S

unda

Dt — R*
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S /(nq de =
) xew [Kiww]
Esdeczr, dadae ©20 criste o vs'.»cz.ﬁis ciendo (4): por lo

| “tanto: , L\lv'uw\ fSUPA J’Xl CIP :T- O

X=v oo Xed iz

m
<
X
\"
X
o

I R

C4st gque la Ffamilia B" €8 unijormenente intem able.

v

Y.S'cai (EI & , /A) un espacio medible. Sea I un bnim—

G
]
| 2]
O
Q
o
o~
Q
~
Q
o
)
@
m
>
¥
=

wna Jun-—
cidn con las ‘siguientes propiededes:
&) Para cedae CE€ I lc yuncidn X > {(’X, Z) es mediible

e integrablie. . : :
) 7*9;' ste ’AC_ E con (A) O tal ‘que. 1 JZLTZCLO?I

es derivable en L. VX Qﬁ-A

3 ‘E — F?— zrtejrab7e zal que:;_ve"
> ‘__“V'CéI /xet;A
unczén : k .C ‘—“’ f -(‘(7( '( (dx e
| I J adends ] L - B P
‘a.iéj{f(x,z),«(an ¥ 'ceI S

’ha’ de znzao 'F (Xn fuers de A de manei;é

Sea (&I 7, LL\V\) une sucesidn de ndmeros

cicnente g;osif:'i.vos tel gue "‘lv\ — 0O




N EY

ea : HV\ '+ E _-;’ 712 o 7,/7 iga porn:
H“ (X\ - —r(')(, ?.'.'f'l’_n«) "F(Xlz}
o ' hin
For: el teorema Gel z;_c-;_?o/“ medio para 7( é A R ie;f:is‘té
' SV\EL-CI _I*}‘V\) Ctel _¢e‘ | |
L , : Hu (X —(' (7(, ;S"‘) P

“Por. 1o tanto:
Cgn Lodcocs partes

,eﬁd: HV\ (X) _‘k ﬁr‘(x' (} V | Xé A

Entonices, por el feoromd o Il converrcencid dZomincda, obitenenos

Logque 1o . juncidn X —b __/F'(;()T)‘ , - co:;zo tecdas las

<) ».:;-,-«J,'Jp -c)M((m
, A

7‘:A“,'C+5mj/“\ (dx) ‘ j%’(x T) M(cb(] fn” (. T}M(dx)

como . esto' vaJ_e ’)u?“a 'ZOCZG sucesidn (L\ ) de nimeros recles S

lt'rzczamente ooozzzvos tal que L\V\ —p O s Obtenemos:
LWM _[J—((x T+h) m{dx) -j.{.’(x T)M(dx] f—f' (x.t) M dx)

-"_Lo (_,L&..Z CC’ZlC’S‘/?L. =) r-eozﬂtaco
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D, . EL HETODO '.DI_’i'i}"Oi.fAL

’necordemos el siguiente resuliado (“oo,um de~uol rano- Feiers-
trass). .
 Si 'X.'Xv\),.. _ es une sucesidn accteda de ndmeros

a
‘reales entonces existe unc sucesidn creciente Vhl¥mz)...~ Qe
e

¥

nidmeros natureles pare 1os cucl

iTi{mite LGM%.XW o ext
. K‘ - K .

subsucesidn convergente - -

(/J
. 0

dewentales deo los niumeros rea—

Veumos a contzwuapzon cl stgutenie Teoremnc.
: Supongamos que cade renglén del ciguiente crreglos
ti»XH 7 X'L ) X's, TR

»x'a_l ) xll .) XL;, e g4 . (’I)

V\', V\L, V\}o/"'

el lzzzie LI%~\ Xv “K

de (1), 38790 zonamo ,una

'.e numeros~naturales'y L':;‘,vanx existe,

"la sub-—

I‘I»CTL a- pan bli’

RS

‘del segundo renglidn de (I) tomenos
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ente es acoiaaa:

“n V\KK f,«a

estd conte

Jlo
\_l\!‘:v\ W, "k

o santo convergen

‘De esta forme

Ya que {V\K.& es la dicgoncl
médrcmwvuon Zlamadds cpiico

gue cada

Les uno sucesidn creciente de;ndmérdSﬁ‘
For Jo oanto V\V V‘Y*l, V\V*l es unc subsucesidn

r
gota o]

que nlcr sy Seieccionumos de una subsucesidn
_kCO'zu:;r'vm 1te Xz,V\z, ’ XZ-,V\‘lL, X':_,\/\»zg, donce {Wlkk &S
r sucesidn cre ciente de wlincros noiéurcles gue @ Su VEE €8
- 0 T : - ’ ) - .
suusaceobdn de {thiK} Yy ‘Ll;wa xl,“2x e ;ieL

‘”ontiwuando inductivonente de esta wmoc el siguiente
arreg lo. ‘ _ i

() AR V\l'&.j V\'3 .o

[ Wi V\z,‘l; 'V\l?“l

[ R . e v g v LI

Jon tre sropielcos: ’
A4 cade rengldén de (o) es una sucesidn crzeiente de ndmeros

nu. bL,/ Q_ZC -

B) T1 r=Fsinc ronzidn oo und sudsucesidn del {(r=I)=dgimo.

. . ‘ -

¢) Pare cadc i, L\M\'Xfi ViV eriste.

K. ;
de este mancra: '
(5) Xepna , XY, " XN, VW; a
~subou esidn convergente del r;égimo rnh”lgn de (1),

“anﬂjon de (4) ﬂonsrituye

nido en el. anzerzor rengldn,

U Y:.{'zl.. .»

existe

ariictcione

deli crregio (4}, aj 3
ciones del Jétodo D agoz~7




DO oo e /
FOR DU FCHIVTON,

. FNCIONES 5

f_En esta partn ael a é whice dedinzmoc 1o gue es la JSuncién carac—
- .
&

’

er ristica- de una juncidn de dicilribucidn y demostramos alJunwa

o’

de sus propiedades. Sin embargo;'no es nuegsiiro objetivo hucer un

‘estudio de la juncidn carcciericiica; por tel motivo solo.expon-—

™

drenbs-agqf fo estiricicmente necesdrio parc demositror el teorsziru

; Ia juncidn generat tria

¢ Fponemos sobre 1a Jun=—-
cidn caracberf tica no es demostrado coui, uno Frwa)a de dsie

Vpuede ennont”h rse en cucdguicgyr it2xto de probalbiiidad gue incliuya

- o~ .

el estudio de Ia furcidn cerccteristica, en particuloer puede conculs=.

‘tarse: ilznv'lcy; seccidn SO,
£l teor oty G ec wtilizado especijicomente pora demostrar que una
“funcidn de disiribucidn gueda determincade por su Juncidn. generatriz

cucndo esta exisite gn une vecinded del O,
Como. se verd ads adelente, le demosirecidn del teorsma 7 wti-

i

liza el hecho de cue unae juncidn de disiribucidn guede determineda

por.su juncidn caracteristica. o S
As?., nuestro resultedo para funciones generairices. es demos~"

rado‘ajpahrzr del resultado andliogo para funciones caracieristi——

o] de la funczdn c'racterzotzca. Hubzer amos querzdo no nacer
' ‘en la lzueratura,.nz lo—:
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con JSuncidn de dis-—

de..}c es 'la jun-—

[ty
=8
O-e -
Q
-
oo
&
&
o]
o~y
o
&
Q

P P PP - :
O JURCVON curt el v SR es ot .

Sea 'X& mo, we 7‘{* P

se ontzene. ". - T e

WA

De aauz.ée ibué:‘ v S . _ SR ’
(LX)K AL 0(..5)“ E.AS'C{S | jv[ x¢ ml N0, 0,2,
o L wit Jo

nle ﬁara"

: SSruule vele frivi
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Lema 2, Sec }(- une /70”70/)70 clectorie con juncidn de dictiribu-

cidn . see Ke My ‘ouL“?O?x']('TO que E[‘}C; } , enton-—

L "ec.la ii-dsinma c?,fzri,vcad,a (Q(M deo ,J' Juncidn caracter{slico de
X' | satis; ‘ace 1o

relceidn: ' :
ATX
\e““m—E[h"X" et] = f R

e

e OSe.chzon. .

o e e & K GRTOIISE ST

QO gy 2 L QO (T = @ (T)
T W—0o - ="

‘ . . ‘\\'X
v g g AT
L\,VVV\ | A »X 6

~ - h
\,\bom _

:-__ \_(\AAA . x“‘M e A.TX e
o

"




L Pero: R -
. . anX

. Lo € - hw« o ethx AX
h—eo0 h - h—o

L 4st que: : ' . . " :
: . X *L‘X,_ L cvatl s Matl L ATX
h—o0 ' h o S

4ddends, usendo ol

| g™ -} = i

Form 16 tento: .

Ay el'tf’(‘_ e o < |

L VA+' ’ L
Fitoncerz, como Jo uncidn X—ﬂ‘ "Kl @8 integrobie COn res—.
rzcto o F‘ ., fodemos aplicer 2l i'i:'r)f"cmo,- de la convergencic

gomineda pera obicners’

Aoz"'aue J.a Felacidn (4) vale pera w1l

.Enziom,es por induccidn (4) cs vdlida pera I= 1,7_1-,'—'_ K de lo
; . . 4 / : .

cu(’.Z sc CO”'C.._L ye gl lenma Z.
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4 3 -

_F. Fec F une disiriducidn de nrovachiliidel cobire M

S'mKJF(f\ <e@ ¥ Ktl.-i,....
w : ' .

7.1coreno

_‘S?af o(K = XK AF&ﬁ) v“'?l MOMLRTO ;Z orden K devr-E y
LR : I L ;2: oL MK '

suponganes que Ia serie. de. poiencias KT tigne. un
o : . = - _
" radio’ hoaztzvo de COFU”PW@HCZL,:QR?ORCGS . F o es la dnice dis-
rrzbuoodn de nrobaebilidcd con momcntos' Dia,”o(b e

20 GO

CLemostraremncs primerﬁ.guev_*e ticne un éesarrclilio ein serie 4@
Foylor alrededor de cualguier punto Te R .
7 7 g

Fr o efectoy; uscndo los dos lIeiwis onteriores podemos escribir:

| (o - 7 KoL

QMHR)XAFM Z K (* ") C"“UJF(K) |
g . =0 S o

- ﬁif.‘ 78

A(THAY X _ hE agte” J A.Fm,]
€ - e KL - e




o we
'é’g {eicx\, i Z hk (”‘)" d Fex)
| SRR o
“’W‘t AF(X) = ”‘\_ M Fey

val}‘. | ‘(-JM‘\.'-'. TxL | N

Vemos ¢ prober gue tomendo ‘\ ’ u,, zczﬂnée"wnte o cque.go esta .

S dltima ewpresidn tiende o.cero cuGnio Y\-—-b oo
B . v\ .
L Sea . Q= J I x| AF'(K\ .

o , . , . x® . , K
1 o - ] 5 R ' K M2
o lomo Ia serie de polencias

AR C : = Kkt

“positivo de convergencia, scbemos gque exzste fO<j_S'<'f tal .

que. la | serie é K MK

viene un radio

o < Y< " 6’?1&072098' T o ‘
L\\M K ( ) = O :
K=k o

L‘“;;S_Pé lo tanto erxiste Ko e M ez gue:

K._.’({—-}kf Lr. Yk




_ :Y'K-! <___S__'f_ i K> Ko
LK

ddends: | . SRS

PO 7o tendo.

. i

'De»manera gue: , ' : S

' - - IK-F ' 2K~
S B YT g -

(2 ! 2k (2k-1) ! SR

: o ' L ke c2
S 2L 4 By SN yts + Hap S
(1k~-1)!

(&)L (21! 2Ryt

‘fventonces:

. . o N o2k
2K~ Lt e + L'IVM ek ) '
= M —+o TKY!

" = k—+oo (k-1 K ’ C )

= o

v , : \ 2Kk D
B Y e 2 o L =o

L —

R—bos (2K} ’K"“‘? (kY
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tam.b'i én, ' i i "\\ .
. - l : . .'l‘
L LR xmmdﬂm—Lm“ Bwie IR

___,.——-ﬂ" -
“__.,eo (AL | NTReo Cwti) !

f'oncluz.,_as' entonces:

KO RS M Lhliv

Supongonos ahorae gue B es otra ciistri,tuvzéh d.cz pr‘obr’bzlzrlad

sobre -I_l?, son momentos °<‘: oLz, o e

S For el mbsmo crgumento de antes, si WY es Ia juncidn caracteris-

,tica de una veriable cleciorio Y con junﬁzon de distribucidn E ;

”‘ob tenemos s

- ey b ¥ thley
\.\ . )
‘HG\ 2; ¢ Tem

\g,Lo)~ Aoty = YO ¥k

) D ‘ coz,rzciden en el znierualo [’V V]
enos ahora X&(—BO(, }.Y) “ es‘ de _Za 'orma.
-»”X- To‘tk C Cown ”\f: To P (—-V,_V')

P" rb como \e \(/ ‘ oznczden en [—Y, YJ 5 tienen identicas deri-

vadas de toclos ilos ord e,zps ‘en (-Y, \f) , en particular:

¥ (Ts} ¥k
:,Wux_ o o
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| ”v.filh‘of""a, st KE (?BV: V) | s KX -s e _.Za‘ j‘?or"ma.'-

. 'x:'Co + lr\ con | hi=Y Ta & '(—a'\v,‘-a;w‘r). |
A‘."..Ajje’,,o | KQK_ (to) = ‘VK(T‘_’) - I
CLoe= Y '

, : » . T

\§) coinciden en el i)“t‘i:.erua_zd(-3\/,3\() .

Es decir, @ -y

[
—
o
&)
;
o
)
(o)
=
T,
%]
o~
~
:
y
=

" Siguiendo con este comir

,_aeh‘\p y V¥V coin-

cicen en tode I | -

Finclnente, aplicando el teoremc. 7. concluimos gue F= E] .
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