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PREFACTIO

El objeto de este trabajo es el de desarrollar
un funcional de la energfa cinética para sistemas inho-
mogéneos, con un nGmero finito de electrones.

En el primer capitulo, revisaremos los antece
dentes que nos permitir&n justificar los motivos que
nos han llevado a desarrollar dicho funcional.

Dado que todo el trabajo se ha llevado a cabo
en términos del lenguaje de matrices de densidad reduci
das de una y dos particulas, el capftulo dos es precisa
mente una discusifn sobre #stas y un anflisis de algu-
nas de sus propiedades, aquéllas que nos interesan para
estudiar la estructura electrSnica de Stomos y moléculas,
(sistemas con un nGmero finito de electrones).

En el capftulo tres, desarrollamos el forma-
lismo del nuevo funcional que por sus caracterfsticas
lo hemos denominado Modelo de gas de electrones para
sistemas finitos e inhomogéneos.

Finalmente, en el capftulo cuatro, analizaremos la
precisibn  del funcional cuando se utilizan las densi
dades de Hartree-Fock.
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CAPITULO 1,  ANTECEDENTES

1.1. LA EXPANSION EN GRADIENTES
La teorfa de Hohenberg-Kohn
para el estado basal de un Stomo o molécula 1la energfa
cinética electrfnica es un funcional universal de la
densidad de carga, o . Desafortunadamente, su forma ex-

"
establece que

plfcita es desconocida.
La aproximacién cl&sica al funcional TCb] pa-
ra un Stomo ests dada por la férmula de Thomas-Fermi (2).

Tlel=36e" [t ar

Esta ecuacién es adecuada, aunque no muy pre-
cisa. Si en ella utilizamos densidades atSmicas de
Hartree-Fock, (HF), las energfas cinéticas que se obtie
nen son muy grandes con un porcentaje de error entre
sy 100 )

l?a teorfa de Thomas-Fermi, (TF), predice por

() que para Stomos neutros,

si misma

To(2) 0787 27 (1-2

donde Z es la carga nuclear. Lieb y Simon ™ han demos
trado rigurosamente que aesta ecuacifén es exacta en el
1fmite de Z infinita. Sin embargo, para valores de Z de
la tabla perifdica la ecuacién (1-2) produce un error
del 20 al 30%. AdemSs, la densidad que resulta de esta
teorfa diverge en el origen, y decae asintSticamente

como r %,



Una corzecs:cidn a la ecuacibn (1-1) fue sugeri-
da por Heizlacker,( ) quien propuso el término adicional

T“[_C] . -"- Il&clﬁ at (1-3)

que es el funcional exacto de la energfa cinética para
un Stomo monoelectrénico o para un &tomo bielectr8nico
al nivel de . Desafortunadamente, la f6rmula

Tle]- Tl + T, (] (-0
sobrestima en mucho la energfa cin&ticn.(‘)
Como la ecuacién (1-1) es exacta para un gas
de electrones homogéneo, parece natural incluir correc-
ciones por la inhomogeneidad de la densidad electrénica
del Stomo o molécula. Esto puede hacerse de unora7gon’-
ral a través de un desarrollo en gradientes de o,( ). ()

que tiene la forma

TRl LIgeTids ... oo

Tale] = + Tu (e (1-6)
' Tl e o S ¢ [ 1Y
Segle e

(N6tese que el término T: no es igual a T,).

Si truncamos la serie (1-5) hasta el término
T.[o],obtenemos valores de T excepcionalmente buenos
cuando se utilizan densidades de HF. Sin embargo esta
ecuacién no constituye un funcional deseable, dado que

la derivada funcional de T+, ¢T. , diverge, por lo cual
i



no nos lleva a una ecuacién de Euler fisicamente acepta-
ble, Adem8s T¢ diverge por si mismo.

CARACTERISTICAS DEL NUEVO FUNCIONAL

Son precisamente las propiedades de la deriva
da funcional, %3 . las que constituyen la clave para bus

car un funcionag de la energfa cinética adecuado para
Stomos y moléculas. Es decir, queremos encontrar un fun-
cional que nos lleve a una ecuacién diferencial de la
densidad que nos dé el conporta?iento correcto de p cer-

ca y lejos del ndcleo. S I

En vista de lo antoriorlgl término T es una
componente indispensable de T{P]( ya que nol garanti-
za el comportamiento correcto de p tanto en el ndcleo,

(condicién de'Cou), como a largo alcance.
Por otro lado como T, es el funcional exacto

en el lfmite de 2=N infinita podrfamos pensar que el
funcional apropiado para un Stomo deberfa tener }a forma
sugerida por Acharya, Bartolotti, Sears y Parr,( )es de-
cir

Tl =Tule] + T (] ¥ (n2) (-

en donde

Y(st)—» o0 A NeEs]

¥(,2)—» 1 PARA WNs2 —» O



Puede notarse que en la ecuacifn (1-8) T se
representa por Ty mfs correciones, en contraste con las
ecuaciones (1-4) y (1-5) en donde T se representa por T,
m&s correcciones. Hacemos énfasis en esto ya que recien-
temente se ha demostrado que Ty es un componente natural
del funcional exacto (22) (23’.

Acharys, Bartolotti, Sears y Parr (ABSP) en-
contraron empfricamente, utilizando densidades atémicas
de HP, que con la forma

Y(n,a) . 1-—3"- (1-9)

(donde C es una constante)
se describe con gran precisifn la energfa cinética de

Stomos e fones.

MODELO DE BADER

Bn realidad, la importancia que reviste T,
como integrante fundamental del funcional de energfa
cinética ya habfa comenzado a ser discutidq algfin tiem-

po atr§s por Tal y Bader, (TB)(
En su trabajo, TB hacen un an8lisis del compor

tamiento local del té&rmino t[o], que es la densidad de
energfa cinética, es decir

Tl = [tleyat

para el Stomo de Nebén. Aquf utilizaron la matriz de den
s’dad que se obtiene por el método de HF para este sis-

tema, y encontraron que:



i) El término de Weizsacker, tvtﬂ]' reproduce por
si solo, en forma adecuada, la densidad de energfa
cinética en la regibén cercana al nficleo, (regién de
variacién rSpida).

i1) A medida que nos alejamos del nficleo, es nece-
sario incluir el término to‘p] para obtener una des
cripcién apropiada (en la regién de variacién len-
ta).

De 1o anterior vemos que ninguno de estos tér-
minos tiene un comportamiento local aceptable para el
TOTAL de valores posible de r. Esto parece indicar la im
posibilidad de expresar el funcional de energfa cinética
como un funcional local de la densidad de carga total,
lo cual es consecuencia de las propiedades de la misma
densidad, o(r), que es una funcidn de variacifén répida
en la regifén cercana al nficleo y de variacifn lenta le-
jos de éste. TB arguyen que, entre las dos alternativas
dadas por buscar una expresién no local de o, o hacer
una particién de la densidad, es mSs simple la seqgunda
y asf presentan un modelo de descomposicién de la densi
dad, dado por

€)= ¢, (x) + ¢ (=) (1-11)

con

¢,(x) * €(0) e"“ (1-12)

donde p(o) es la densidad en el origen. Esta expresién
describe bien a la regién de variacién ripida de la den
sidad, a través de n,(r), y a la regién de variacién
lenta, a través de oz(r), como se muestra en la FPig.(1).
De hecho, 01(r) se puede interpretar como la
contribuci6n del “"core” a la densidad total. A partir
de la descomposicién de , ecuacién (1-11), TB modelan
su expresifn para el funcional de energfa cinética como



un funcional de o' ¥ P, proponiendo:

£ 0+ T e T e P,

es decir, excluyen al término de Thomas-Permi en la re-
gién cercana al nficleo, en donde basta incluir a T,.

FIGURA (1). Gréfica de o (r), funcién de variacibn répi
da de densidad, (----); o,(r), funcién de variacién len
ta, (= ): y o(r), funcibn de densidad total, ( )3
para el estado basal HP del Nefn, contra r. La escala
para ¢; es 1/20 de la indicada en la ordenada, que es
la escala utilizada para = y p,;.




1.4.

9.

A pesar de los buenos resultados numéricos que
Th obtienen para el NeSn utilizando su funcional, &ste
tiene el problema de que la particién de la densidad en
la que est8 basado no es @inica, por 1lo que los resul-
tados que se obtengan a partir de (1-13) dependerén
del tipo de particién que se haya realizado.

RELACION ENTRE LOS MODELOS DE TB y ABSP

En este momento, queremos discutir la relacifn
estrecha que existe entre estos dos modelos, a pesar de
que la forma en que se deriva cada uno de ellos es dife-
rente. Bn el modelo de TB, el tipo de particién de la
densidad que se ha hecho, ecuacién (1-11), genera un com
ponente p, que es de hecho una densidad de la capa K, ya qus
en la mayorfa de los Stomos que presentan TB, integra
a 2.0 electrones. Por otro lado,en el modelo ABSP el tér
mino que se resta en la ecuacién (1-9) representa pric-
ticamente la energfa cinética de los dos electrones de
la capa K de cualquier &tomo, como puede verse en la tabla
(1) . De lo anterior conclufmos que debe haber una estre
cha semejanza entre la energfa cinética que proviene de
la p,; del modelo de TB y el término que se resta en el
modelo de ABSP, como mostramos a continuacién.

Sustituyendo (1-12) en (1-1) se obtiene

T .%(n')"’fece)" e‘q‘" ac G -18)

o) e

Si nuestros argumentos son correctos, este
término debe parecerse mucho al término de ABSP,
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TABLA(1). Interpretacién del Término de Weizsacker

Atomo Te [0]. Ty [Dl]b T(? %o lp - "p]c To[pk] ¢

He 2.86 2.86 -2.56 2.56
Ne 90.63 92.54 -79.85 84.52
Ar 308.43 308.15 -271.56 281.94
Kr 1276.74 1260.15 -1115.87 1154.54
Xe 2932.02 2859.00 -2557.61 2621.08

a. T,[0] calculado con o, .., -

b. Ty [p._]cnlculodo con la p de los electrones de la capa K.
Aproximadamente igual a 'r_[o]

c. Diferencia entre la energfa cinftica exacta y la calcula
da usando el término de TF mis el de Weiszsacker.

d. Bnergfa cinética de Thomas-Permi correspondiente a la
densidad de la capa K. Aproximadamente igual a la dife-
rencia anterior.
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T 1.503 T
ABSP = }W o (1-15)

{donde hemos escrito la forma explfcita de su mejor
ajuste) , es decir

27 /s 1 1.503 /s
T 0 (o) =\ <5155 o Pl (1-16)
125 (z’)"\5 N ,r

§1i usamos para p(o) la expresién empirica, (deter-
minada por los mismos TB, a partir de funciones de onda de HF,
para Stomos de 2 § 2 ¢ 54),

plo) = 0.4798 231927 (1-17)

tendremos, sastituyendo(1-17) en (1-16) gue

s -
0.19954340 3%-171767 o -l_oég_go_j‘, Nrge  (1-18)
. N

llamando X al lado izquierdo de la expresifn anterior, Yy al
lado derecho y utilizando las densidades de HF para calcular
fp /381, st graficamos X contra Y debemos obtener una recta
d¥ pendiente M=1, en caso de que se cumpla la igualdad entre
estas dos cantidades. Como puede verse en la Fig. (2) esto
es lo que prfcticamente ocurre, pues los puntos casi no se
alejan de la curva sflida Y = X.

A pesar de que de la discusifn anterior se despren
de que efectivamente hay una estrecha semejanza entre lo
que hacen TB y lo que hacen ABSP, creemos que tanto la eviden
cia empfrica como los argumentos ffsicos que sustentan al mo
delo de ABSP le dan bases mucho mfs sflidas que las que tie-
ne el modelo de TB, cuya particién de la densidad no es fnica.

Por lo anterior es que el objeto de este trabajo
fue precisamente demostrar, a través de un modelo, la forma
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empirica de Y(N,Z), sugerida por ABSP. Para ello hemos
desarrollado el formalismo de la teorfa del gas de elec-
trones para sistemas finitos e inhomogéneos, que se pre-
sentar§ en el capftulo tres. Veremos que en esa deriva-
ci6n aparecer§ en forma natursl el término de - -
Weizsacker.
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CAPITULO 2, MATRICES DE DENSIDAD

En este capftulo se pretende discutir ciertos
aspectos y propiedades de las matrices de densidad, con
el objeto de generar el lenguaje que nos servir8 para
presentar y desarrollar el resto de este trabajo.

UN POCO DE TBORIA(Z,)

La forma como se representa el estado indepen-
diente del tiempo de un sistema de N partfculas en mec§-
nica cufintica, es por medio de una funcién de onda que
se escribe como:

.._.w(‘t"‘tz' e e ,1“) (2-1)

donde cada coordenada T, representa las coordenadas de
espacio (x‘. Yie 3y ) y spin ( 31) de la iésima partfcu-
la . Por lo tanto tenemos que la ¢ es funcifn de 48 va-
riables, (38 variables espaciales y N de spin). Aunque
esta funcién de onda es la que contiene toda la informa
cifn del sistema de N partfculas, ocurre que cuando se
intenta resolver las ecuaciones en que dsta aparece, en
general, nos topamos con extraordinarios problemas mate
mSticos.

Sin embargo hay ciertas propiedades del siste
ma que no dependen de estas 4N variables. Por ejemplo,
en la aproximacién no relativista, la energfa total de-
pende solo de promedios de las interacciones entre pares
de electrones. Esa porcién del espacio total 4N-dimen-
gional que describe a un par de electrones no constituye
un sistema cerrado y por lo tanto no posee una funcifn
de onda propia. Para explicar este tipo de sistemas
abiertos que no pueden ser descritos por una funcién de
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onda es conveniente generar un ente matemfitico que sea
m&s general y que en algfin caso particular se convierta
en dicha funcién. Dicho ente es la matriz de densidad,
funcién general que describe un espacio conceptual que
incluye las funciones de onda de todas las partes del
espacio en que fstas existen.

Lo primerc que hacemos es definir el operador
de densidad para un sistema de ¥ partfculas descrito
por la funcién de onda by La representacién matricial
de este operador en la notacifn de Dirac se escribe co-

mo s
Px = |¥>< ¥g| (2-2)

Este operador tiene 2 propiedades sumamente
importantes:

1) Es hermitiano ( Py = p; )
i1) Es idempotente p: =PyPy =Px

Adenfs puede demostrarse que las 2 propieda-
des anteriores hacen que Py Sea un operador de proyec--
ci6n. Primero probaremos estasdos propiedades operando
sobre un vector arbitrario |¢> con el operador de den-
sidad:

LR M e M |"x)<wx'fw1 °i> "1 <
=clyy  (2-3)

De donde vemos que

RN TR VCHEN (2-4)
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Y también que
C: s €yt ‘*-X?g"f;x?&" \YQqu\‘ € 2-5)

siempre que Vo esté normalizada. De (2-3) vemos que oy
proyecta el estado puro ¥y de una combinacién n:ma]. de
estados arbitraria. En la representacién de Schrodinger
el operador de densidad se representa por un operador
integral,

(N 1OX fC.(t'lt) $(v) ot (2-6)
donde
€u(t'|T) = Y, (¥) Vg (t) (2-7)

La funcién DK(T'|T) se conoce como matriz de
densidad, o mis completamente comc la matriz de densidad
de orden N del sistema. Los sfmbolos t' y T se pueden aso
ciar con los Indices dobles de 10s elementos matriciales.
De esta forma la notacién pK(r'lt) en general puede escri
birse como:

) T ) Gt %)
() Colt]T) CuRit)
C‘(t'\‘t)c . .

Gt CulFa T Cu(rl B2

Los elementos diagonales de esta matriz (t1'=71)
dan la funcifn de distribucifn de probabilidad; (o densi
dad de probabilidad) :

Y @)Yy = \‘Y‘ (t)\l (2-9)
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Por otro lado,hlnbeuol que en general el valor
esperado de un operador P estf dado por:

BY = o IPlv Yy = \# o (1" 11)ar (2-10)

Pnfn evaluar esta integral se sigue la conven-
cibén de que F opera solamente sobre las variables no pri
madas y de fijar 1'=7 después de operar con ;' y antes
de integrar. La operacifn anterior de integracién, es
anfloga a tomar la traza de un producto de matrices y es
to se acostumbra escribir en forma simbSlica como:

(;}- Tx[; px('r'h)] (2-11)

Aquf es pertinente recordar que se conoce por
el nombre de traza a la suma de los elementos diagonales
de una matriz cuadrada.

A partir de ahora, centraremos nuestro 1ntu:¢s
en alg@in estado puro especffico por 1o que omitiremos el
subfndice K.

lLos elementos diagonales -
(r',n,,r;-tz,....,r."-r“) de la matriz de densidad (2-7)
determinan la probabilidad de que el primer electrfn se
encuentre en el elemento de voldmen dr,, el sequndo elec
trén simultSneamente en d'rz, ... y el N-8simo electrbn
en drN. Pero como los electrones son particulas indistin
guibles, cualquiera de ellos puede encontrarse igualmen-
te en cualquier elemento de volfmen, por lo que la proba
bilidad de N electrones ocupando N elementos de volfimen
drt I,drz,..., d'zN en cualquier orden estf dada por:

N| o(1lt) « r(1,I12I ..... 'THIT’ T, eeenTy) (2-12)
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donde introducimos la nueva matriz de densidad ', defini
da en forma general por:

1—‘ (t‘,rt;'" ° "ot;\t‘lt‘."":tﬂ) z N! W(t: ’t"'....'t;)
K Yk, ) (2-13)

Puede verse que la ' es simplemente una renor-
malizacién de o(t'lt) a N| es decir, mientras gque -
Tr[p(-r'lr)] = 1, ahora 'l‘r[r‘(r'lt)] = Nl

A continuacién introduciremos el concepto de ma-
triz de densidad reducida de orden p, (l1¢pgN), en la que
los elementos diagonales determinan la probabilidad de
encontrar p electrones en cualquier orden en los elemen-
tos de volumen dt,,drz,..,dch
Su definicién es:

T‘(t.',‘ti, O 71 L% - ) PP ‘;) Sw(t:,t;,... ,t"'t;..,...'t;)

X ‘Y.(‘t.’t IU”'t"t"l'"'lt“)"tﬂ,-'".‘tl (2-14)

donde /N N} es el nmero de maneras indistin-
(p) pl (N-p)l

guibles de colbcat N electrones en p elementos de vol@-
men. Es necesario hacer notar que estamos normalizando
la matriz de densidad de p-ésimo orden a p!(N), segfin
la convencién de McWeeny. P

Por comodidad omitiremos en adelante el adjeti
vo "reducida” al hablar de estas matrices, cuya utilidad
principal radica en que facilitan la evaluacién de valo-
res esperados de operadores que no dependen de los 4N
grados de libertad del sistema. Si un operador ; arbitra
rio depende solamente de p partfculas en un momento dado,
su valor esperado est8 dado por:
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&4 x LA NCRISRNEH L S L SR

De esto podemos pensar que la matriz de densidad
de p-8simo orden proporciona una descripcién completa
de todas las propiedades de un sistema de N particulas
que en un momento dado dependen solamente de las coorde
nadas de p partfculas. Por otro lado, teniendo la matrfz
de densidad de p-8simo orden es relativamente f&cil obte
ner las matrices de densidad de 8rdenes inferiores por
integraciones sucesivas. Las matrices de densidad sucesi
vas se relacionan por:

M-QT T ... el T, By)

= fr(t.',t{'....,‘t;,t,'..\t.'t,'.....‘t'.\) &ty (2-16)

De lo anterior se ve que la matriz de densidad
de p-ésimo orden puede obtenerse a partir de la matraz
de densidad de orden N integrando N-p veces.

Con lo dicho hasta ahora, podemos concluir que
la funcién de onda de N partfculas contiene mfs informa-
cién de la que en realidad necesitamos para evaluar los
valores esperados de muchos operadores, por lo que podtig
mos muy bien pasarnos sin dicha funcién de onda, si tu-
vieramos la matrfz de densidad de p-&simo orden adecuada.

En partfcular tenemos que en el estudio elec-
trénico de &tomos y moléculas son de enorme utilidad las
matrices de densidad reducidas de primer orden (o de una

particula):

X (t:“'l) N g‘i’(‘t.',t(.. u.,'t.'.) Y'(t‘rt'l' o 't..)‘t.‘t‘...‘t“( 2-17)
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y la de segundo orden ( o de dos particulas)

LICR T LA R PRYCSY) S YT T

x w.('q,t;,- - -,t“) ‘-% &t.' e at‘. (2-18)

ya que a partir de é&stas, se puede determinar la energfa
total del sistema.
(Para simplificar la notacién, en adelante nos referire-
mos a la matriz de densidad de primer orden por el simbo
lo Yy' y a la de segundo orden por n'. Al referirnos ex-
clusivamente a sus elementos diagonales,colanente omiti-
remos las primas).

A partir de la ecuacién (2-16), puede verse que
la matriz de densidad de primer orden se relaciona con
la de segundo orden por:

\ 1 '
= at 2-19
¥ w1 j“ a (2-19)
Consideraremos a continuacién los valores espe-
rados de operadores mono y bi-electr8nicos en términos de
las matrices de densidad reducidas de primer y segundo
Srdenes. Primero escribiremos un operador monoelectrénico

en la forma

£
4 (2-20)

NMe

F-

L.
)
-

Ahora analizaremos por separado el caso de ope-
radores del tipo Fj que comprendan diferenciacién
(como vf) y aquéllos que no (como ri'). Para el primer

caso tenemos:

E={HTENY) = v lwIRNYY

=\ I?,V(t:,t{,...,,t,',)‘vtgt,p.,....;t,.)gt"t,.n“ (2-21)
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sl integramos ahora sobre N-1 coordenadas obtenemos

(B I ¥t = B0, (2-22)

y en el caso en que ;‘ no comprenda diferenciacién, sblo
necesitamos los elementos diagonales de la matriz de den
sidad de primer orden. Para ese caso, podemos suprimir
las primas’

(?) hd i ?‘ ¥ a8y (2-23)

De lo anterior, podemos concluir que el valor
esperado de un operador monoelectrénico sdlo depende de
la matraiz de densidad de primer orden.

Ahora consideremos operadores bi-electrSnicos
con la forma general:

G- ‘Zq“*\ (2-24)

y que no comprendan diferenciacifn (como rI;)

<ar= (Y g &4l - (3) faarens..m)

X 'Y‘(t.,t"....'t,,) at, 4av,. ... 4t (2-25)

N
donde (2) cuenta el nfimero de pares electr8nicos, Inte-
grando sobre N-2 coordenadas electr8nicas obtenemos:
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€Y ,b_l;;l_)i Ci) “ G W at,at,

= la' g; ah“' at 4T, (2-26)

de donde vemos que el valor esperado de un operador bi-
electrbnico que no comprenda diferenciacién depende
de los elementos diagonales de la matriz de densidad de
dos particulas.

Con lo que hemos hecho hasta ahora, podemos
escribir la aproximacifén no relativista a la energfa de
un ftomo como:

e e L

En la ecuacifn anterior es de suma importancia
notar que la energfa cinética depende de los elementos
no diagonales de la matriz de densidad de primer orden y
que la energia potencial depende de los elementos diago-
nales de las matrices de densidad de primer y segundo 8r
denes.

De la ecuacién (2-19) notamos que la energfa
total de un &tomo queda completamente determinada en ge-
neral por la matriz de densidad de segundo orden. De
aqu? la importante conclusién de que si se conociesen
las restricciones que n' debe satisfacer, podrfamos pa-
sétnosla bien sin tener que conocer la y, al menos por
lo que se refiere a valores esperados de operadores mono
y bi-electrfnicos. De lo anterior se entiende el crecien
te interés suscitado en los Gitimos afios por el estudio
de las matrices de densidad reducidas y de sus propieda-

des.



23.

Algunas interpretaciones fisicas que podemos
hacer de nuestro estudio anterior son las siguientes. La
cantidad vy dr, puede verse como la probabilidad (normali
zada a N) de encontrar a cualquiera de los electrones en
el elemento de volumen dT’ con los dem&s electrones en
posiciones arbitrarias. La cantidad n d11d12 representa
la probabilidad (normalizada a N(N-1)) de encontrar al-
gGn electrén en drl y cualqguier otro en dtz, con todos
los dem&s en posiciones arbitrarias.

MATRICES DE DENSIDAD DE HARTREE-FOCK

Consideremos ahora las funciones de onda de
Hartree-Fock. La matriz de densidad de orden N en térmi-
nos de la funcifn de onda determinantal de Hartree-Pock
puede escribirse como:

Ty, mltg, . ta) = e(eie) (2-28)

donde p(t'lt) se define en forma anfloga a la ox(r'lt)
de la ecuacifén (2-8) para un estado K en particular. En
general, el elemento determinantal queda dado por:

»
ew )= gf;“i) ép (2 (2-29)

A este elemento determinantal se le llama Ma-
trfz de Densidad de Fock-Dirac. La matriz de densidad de
orden N de Hartree-Fock, Ec. (2-28), puede integrarse se
gGn se ha descrito con anterioridad para obtener las ma-
trices de densidad reducidas de cualquier orden. Asf ob-

tenemos la de orden p:
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e(t) t,) e(®!, T). - -t Ty
0t T) el5 t). .. ekt
Tein 5\ttt 3 3 -:
e(ret,) €(Tety) - ey (2-30)

y en particular obtenemos las matrices de densidad de

primer orden:

[
¥lee(r ) = Z $uttd g2y (2-31)
s
Yy de sequndo orden:
, e(tiT) et ta)
= lemt) esim) (2-32)

De la ecuacifén (2-31) puede verse que la matriz
de densidad de Fock-Dirac es justamente la matriz de den-
sidad de primer orden. Algo sumamente importante es
que todas las matrices de densidad de orden superior es-
t&n completamente determinadas por la y', la que por con
siguiente - - — determina la totalidad de la situacidn
ffsica.

Algunas caracterfsticas importantes de la Y'
son las siguientes:

i) La y' es idempotente como se demuestra enseguida. En
términos del producto de matrices podemos escribir:

(') - Ir(t;\g) ¥(§\T,)a8 = ’;Z Pe (51) B (2y)

X S¢.(§) g (8)as = Z le“(t;w;(c‘\ S
- I pCpiey. ¥
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predecir energfas con muy buena precisién por lo que con
viene profundizar el estudio de dichas pzoptedade-(ll)‘
De estas matrices, que fueron introducidas en las ecuacio
nes (2-17), y (2-18), solamente necesitaremos sus elemen-
tos diagonales y, por comodidad en la notacién, las rede
finiremos en la forma:

X)) =t o I\wu,a,.....sl‘at.n,... S o

y la de segundo orden como:

TR 2|6 0) « 0D “m(ne) S“L‘-’s-".‘)“ ARy &, (2-37)

p(1) es la densidad de carga en el punto 1 y la probabi-
1idad de encontrar a cualquiera de los n electrones en
dicho punto. Por otro lado, n(1,2) es la densidad de pa-
res y la probabilidad de encontrar simult&neamente a uno
de los n electrones en el punto 1 y a otro en el punto 2.
De las Bcs. (2-36) y (2-37) y de la normalizacién de y
puede verse que

I e AL, = m (2-38)

I TOD &t sty mat) (2-39)

[mm a2, o (m1) () (2401

Por otra parte pensemos que cuando los electroncs
se alejan mucho uno de otro, su movimiento puede consi-
derarse independiente. Hablamos entonces de la funcién
de distribucifén de densidad de pares independiente, que
usual pero incorrectamente se escribe como
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W‘“L\,‘&) = e(V) e (2-41)

Esta expresifén es incorrecta porgque no preser-
va la normalizacién. Lo anterior puede verse si integra-
mos ambos lados sobre dx, Yy d12

!1"“(\.1) oz, - | eore ar an,
m(m-1) F mm

m-m g
De lo anterior vemos que la ecuacifn (2-41)
solo puede ser v8lida para sistemas con n muy grande,
en los que nz-n =n2. Sin embargo no nos sirve para sis-
temas finitos. cheeny(z‘) ha mostrado que la expresién
correcta de la funcion de pares independiente es

M0a) = C0Yew) (\"3,.') (2-42)

Antes de continuar nuestro anflisis, generali-
zaremos nuestras ecuaciones para el caso spin-polariza-
do, para lo cual separamos a la po(1) y la n(1,2) en sus
componentes de spin.

e =¢Mh+e,» (2-43)

TW0O2) = WO ¥ Wy, O & W (RI+ WL (2) (244
donde Ta (1,2) es la probabilidad de encontrar un elec-
trén con spin hacia arriba en el punto 1 y otro con spin
hacia abajo, simult&neamente en el punto 2, y en forma

anfloga los otros términos. De las 2 Ecs. anteriores, y
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en analogfa con las Ecs. (2-38)-~(2-40), es f&cil ver que

s Cat = m, (245)
jeovae, < m, (2-46)
! T (2) AL 8, = M (m-1) (2-47)
j TR &, s A (w-L) (2-48)
I Tee0a) L, « (m,-1) €, 0) (2-49)

(Taeoma . (ugonmeamm, o

donde n_es el nimero de electrones con spin hacia arriba,

ny los que tienen spin hacia abajo y n=ng + n‘
Igualmente y en forma anfloga a (2-42) tenemos,

7 )
Ty, 0 = ee,@ (- 4) (2-51)
i
Ty, (W) = e e @) (2-52)
y similares para nt:d(a,z) ¥ nt:d(1,2)

Por otra parte, podemos escribir las funciones
de densidad de pares, donde el movimiento electrfnico sf

est8 correlacionado, como
T2 = ¢ e @ (1+ £,0.2) (2-53)

T, 03 = ¢ e @) (1+€ ﬂ(‘.ﬂ) (2-54)
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y similares para "‘(1,2) Yy T*f(l,z). En las 2 Ecs. ante
riores, las f son funciones o factores de correlacifn que
toman en cuenta el hecho de que el movimiento de los elec

trones no es independiente.
Aqul cabe hacer notar que en las aproximaciones
de Hartree-Fock y del Método X o ff‘(1,2) = f‘,(l,Z)- 0,
es decir no se considera la correlacidén entre electrones
de spines diferentes. En lo que sigue sdlo consideramos
la correlacifn entre electrones con spines iguales.
Podemos escribir la energfa de interaccién

electrbn-electrén como:
N AR MR Y
X Y0, ....m) 4. 4%, = a1 SH(-,...,.)\‘
X ?\‘:-tt,lt,..., N (2-55)

que con las Ecs. (2-25)-(2-27) se reduce a:

Ee-e ‘4%.(‘_’; = '!a_. g_%;\\’(\,:.) a8, (2-56)

Si en la Ec. anterior sustitufmos n(1,2) en
términos de sus componentes de spin, (Ecs. (2-53) y
(2-54))obtenemos

ee \ | L A A
e =3 & = e At at, + Y :Zﬂg ~ Cave  (a)

X §..0Q av at, (2-57)

En esta expresibn, el primer término es la energfa de
interaccién coulémbica entre los electrones y el segundo
es la energfa de intercambio. El segundo término de esta
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ecuacifn, lo podemos escribir como:

et _ \ (2-58)
€ =3 Sc*(\) U,.‘m i,
donde hemos definido el potencial de intercambio Ux’h)
como
I
U“(\) = S-ru e,m {-“L\.a\ at, (2-59)

el cual vemos que corresponde a una carga de intercambio
pf‘ en la posicién 2, dada por

=™
¢ @ =¢® “”(‘.‘) (2-60)

Esta o%%(2) posee una serie de propiedades im-
portantes que en conjunto definen lo que llamamos inter
cambio o agujero de Fermi, y son las siquientes

i) Del principio de exclusién de Pauli tenemos que

.“'”(\.ﬂ =0 , por lo de que de (2-53) y (2-60)
€ Me ) (1+5,,0M) = 0
c’(ﬁ {”(\.\) L ct(\) y finalmente

ex
W=-¢M (2-61)
en donde hemos usado el hecho de que

Q:‘(\) = ('(\) *”L\,\) (2-62)
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De (2-61) conclufmos que el agujero de Fermi,
en la posicién del electrén de referencia, (1), posee
una densidad igual a la densidad de los electrones con
el mismo spin en ese punto. Pero como puede verse de la
Ec. (2-60), en cualquier otro punto su densidad puede

variar considerablemente de ese valor.“e)

ii) usando

T"u.a) &, =(m-1) )

e integrando sobre d12

(2]
S e, Dat, = S ¢, ) 'F"(l,l)lta s-1 (2-63)

De donde vemos que la carga de intercambio que se
remueve efectivamente de la distribucién es
igual a -1.

iii) Cuando el electrén 1 y el 2 se separan mucho pode-
mos pensar que el movimiento de cada uno se hace
independiente del otro, por lo que podemos esperar
que

(L
T 0D —— o T ()

y con la Ec. (2-42) vemos que entonces

“” , _ L@
Cf (*) a0 "o (2-64)

Figicamente esto significa que cuando un elec
trén de spin hacia arriba se retira de la distribucibn,
la probabilidad de encontrar un electrén parecido se re

duce en todas partes por un factor de 1
n,



También de la Ec. (2-61) vemos que la densi-
dad del agujero de Fermi es igual a p,(3) pars r. =0y
tiende a p,(2) para z,, suficientemente grande.

n.

Las tres propiedades anteriores son fundamen-
tales para modelar sistemas que tienen un nfmero finito
de electrones (dtomos y moléculas) y serfn utilizadas
para desarrollar el funcional de energfa cintica.

32.
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CAPITWO 3, MIDELO DE GAS DE ELECTRONES PARA
SISTEMAS FINITOS E INHOMOGENEOS

3.1 CORRECCIONES AL MOMENTO AL NIVEL DE FERMI
A. SISTEMAS INFINITOS.

El témino de energfa cinftica de Thamas-Fermi pusde
derivarse de la siquiente manera (para una derivacifin alternati-

va,consultar ref.(12) o ref.(13) ).
La energfa de una partfcula libre en una caja ctbica,

de langitud 1 es

a
E- ‘ik:'[t' (mlvmivay) (3-)

haciendo 9"“:““"" y usandoh + -L,— , tenamos

2 gl 2 g
E=%—“!FV‘--%-.:,— ,(en unidades atfmicas) (3-2)

Dado que hay un nivel de energlfa por cada conjunto
derﬂemmmmnl,nzyn3,e1mw1<hm1:)po-
demos aproximar por el vol(men del octante de una esfera de radio
Vm.mdsdz,mqmpanmmmmwpahlm
mldamavmmmavanablemu:m.cmmcdaes-
tado podemos acamodar dos elect -ones (Principio de Bxclusifn
de Pauli) tendremos que el nfimero total N,estari dado por




de donde

3 \¥
Yeas = ('?“) 3~
lo qus justifica considerar a Vay OG0 continua,
Dado que
av¥
Vo * =i Euu (3-5)
Y (.%, cbtensmos, sustituyendo la Ec. (3-4) en 1la (3-2) que

Em'%"“)" ew (3-6)
Usando ahora
a\
Cos = Vo ® -IL;\ Lonx
= % Qo (e unidades atfmicas), (3-7)

e igualando (3-7) con (3-6), cbtensmos el momento al nivel de
Permi ,

Ys
R = (o ) (3-8)
nm&elcmmhmmmmm
Qs = (e7* C')‘h (3-9)
B. SISTEMAS FINITOS.
El procedimiento seguido en la seccifn A, para con-

melrﬂmmwulkelecment&mim&vmquivale
a tamar

T e 2
N=2 ‘.—i_ g ') 8% ‘y] (3-10)

34.



35.

ya que vmmmtduamwvm&hwum.smm,
para un sistema con un nmero finito (y en ocasiones muy pequefio)
mem,vmmmmmm.nlomm, para
estos casos puede seguirse exactamente el missmo procedimiento que
se acaba de describir (seccifn A) pero sustituyendo las integra-
les por sums de series donde sea necesario. Asf,la Ec.(3-10)
que da el nfimero de partfculas se pusde escribir, para un sistama
finito pero con un gran ntemro de electrones (es decir N my

grande) ,omm0

«
N= 1[—\'—2-:“"‘] =W f"‘ (11)

Yso
A partir de este mrmento, desarrollaremos ruestro

!mumparaelmq;mpom;zdo,bmraqmﬂ-ﬂ*+uv
) 3 1§

M= L)

L 1 2 oo (3-12)
X Y

Ne» o (it LX Yot 1) (-13)

y puade reescribirse camo

ny, |
T T T (Weu ¥ 1X Vi 1) (-14)

Camq\mumemmraumentémumde}l',
(supuesta muy grande), hacemos un desarrolla asintStico de (3-14),
con lo que abtenamos

u,\ .y _
L Q‘TL) - -‘i' ¥ :_1(!6-) Ny + e'(“:h) (3-15)



e - L et
0w, )] (3-16)

Sustituyendo (3~16) en (3-5), y usando o, __t dado que N, es
grmﬂa(pumtmbepamm!smtimdaporo(r)madahn-
te), obtensmos

o L (e Y_‘ EY (}.—)“ N"’ W )'h v
+ G(ﬂ' )1 (317

daspajuﬂoz , 82 llega a que

e B R AL
+o(n ")] k (3-18)

y camo me- —Si" (3-19)
Vs - ¥s -

Rywa= (72€)" L-5EP B 2 @
* 9(“;1)] (3-20)

La Ec. (3-20), nos proporciona una serie de correccio-
nes al momento al nivel de Fermi, debidas a que el sistema tiene
un nfmero finito de electrones. Estas correcciones modifica-
rin las expresiones para la energfa cinftica atin cuando continue—
mo8 trabajando bajo la suposicifn de un gas de electrones hamo-
géneo. Puede notarse, que cuando N’-ow,la Ec. (3-20) se reduce
a la Ec. (3-8), es decir

- (ﬂ“e,')"

R WA 400



37.
3.2 PRCIONAL DE ENERGIA CINETICA PARA UN SISTEMA
PINITO.

Antes de continuar, haremos otras consideraciones, concer-
nientes con el nmero de electrones.

Camo vimos en el Capftulo Dos, la energfa de intercae-
bio puede escribirse en la forma

L -

E%4 Sc,m e o) §,02) 73 ar, 4ty o

o bien en la forma

bSO €5 A 1A R3]
Et' ‘c\I “a i at,

(3-22)
dnhv(rl,tz) es la matriz de densidad reducida de primer orden
de Hartree-Fock, que estf dada par la Ec. (2-31).

De (3-21) y (3-22), podamos hacer la siguiente iden-
tificacién

“(I".)% (?-.\) L *"(‘.1) e.‘(‘\ C‘(‘) (3-23)
yocao v(1,2) =v(2,1) (3-24)
tendremos de la Ec.(3-23) que

Y
Y(1R) = G 02) (i,m 51(‘)) * (3-25)

con q"(u,a) = [- {-ﬂ(n,a.)]"‘ (3-26)

Al nivel de Hartree-Fock, v(1,2) = v(1,1'), y ya que
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1a energfa cinfitica de un sistama de muchos electrones estf dada
por la Ec.(2-27),

T=--1 X \v {(RY l at, (3-27)
a )

sustituyendo (3-25) en (3-27), tendremos que la densidad de ener-
gfa cinética t‘:],qmdaddapor

t[u\)] .- "i V: [G\"L‘-‘“ (C,(‘) C,(")"] \,"‘ (3-28)

A continuacién podemos ver que las condiciones adicio-
nales, debidas al nfimero finito de elsctronss, son justamsnte las
qtnp:wimdecﬂ(l,Z), at:uuadaf"(l.Z),yaqu&tam-
tima debe expresarse en la forma

e — | (1-1-) C 0 4+
£ 0 [(\ »') @02 + “’] (329)

donde C"(1,2), debe cunpir en general con que

Coeflsl) =1 (3-30)
Cee (1,2) ‘7—;:0 0 (3-31)
L

para as{ satisfacer las condiciones (2-61) y (2-64).
En particular, C"(1,2) puede apraximarse por la de
un gas de electrones libres,

a
deo R — K con X _
Coplts = ( < (3-32)
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donde x = L 2P pf’ (3-33)

Puede danostrarse, utilizando el desarrollo en series
de Taylor de las funcianes seno y coeeno, que efectjvamente C”(l,l) =1,
Por otro lado, C"(1,2)-¢.-;-00, ptbalns términos sen x y cos x
del mmerador oscilan, mientras que el x~ del denaminador tiende
a infinito. Asf, vemos que (3-32) cumple con las condiciones (3-30)
y (3-31).

Aquf es importante notar, Ec.(3-29), que cuando N'-oo,
f"(l,Z) = c"(1,2), camo tenfa que ser, dado que (3~32) correspon-
de a la funcién de correlacién de pares exacta para un gas de elec-
tranes infinito.

Sustituyendo en (3-26), tenemos que en este modelo,

Gapl1.2) = [ I--:‘—') ‘\@&%‘LQL)‘*-:?]“ (3-34)

donde pqesta dado por la Ec.(3-20). NStese que G”(l,l) =1,
A continuacién, calculamos la expresién para la den-
sidad de energfa cinftica, sustituyendo la Ec.(3-34), en la Ec.

{3-28) ,cbteniehdose que
a \ v.e,0|*
tleeY] = -4 e,y Vi Gt LT Gy OV .Ls%:.b_}

....‘T [ CR)) V: e -la- Ya (’,'(l)-v‘ﬂmi‘.*)\‘“ (3-35)

Usando (3-35), y sustituyendo  (3-34) sz Gop(1:2) s
tenemos que

a Y
VaG."(\,x)L‘zvt [(\_%;) q%%&% +-:T‘;} l (3-36)
as)

y oasz = Pfo , podamos escribir (3-36) en la forma



TGy ')\w R ‘(\ “.\ ‘Q‘L‘M}

N _\_] \ (3-37)
finalmente, s

% G| Ro-) szl | Lm

V“’”V’z'pfv,z('mq‘”

v, CM(-,:)\ -{‘ = [(; t)qeﬂﬂﬁ)a.
R A )

h a
+ -k] L.‘ - ‘%’ “‘( -‘\5’) (3-39)

Las Ecs. (3-37) y (3-39), pueden verificarse a través de los desa-
rrollos en series de Taylor de sen x y cos x. Sustituyendo en
(3-35) éstos resultados abtenemos que a
ve,(N
tle )30+ )e; e+ L—-g@L
\
- T T e?(\) (3-40)

Ahora bien, Bader y Prestm(“) han demostrado que
1a densidad de energfa cinftica puede expresarse también en la
forma

t'(] - -‘E-V'V' ¥@Y) (3-41)

Vz\

40.
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que est8 relacicnada con ut@] de la Ec. (3-27) por la expresién

tlel =t'l]) - -‘,-'-V‘C (3-42)

Amhas integran a la energfa cinética correcta, pero
difieren localmente. Sin embargo, la forma dada por 1a Ec. (3-41)
tiene la ventaja de ser una cantidad positiva definida y debido
a esto permite medir con mejor precisifn la crudeza de los modelos,
ya que no hay ninglin tipo de cancelacifn de errores.

1la expresién para t'[ p] correspandiente a la Ec. (3-40)
es, sustituyendo en la Ec.(3-42),

a
-0 e 1AL o

Sustituyendo aquf hemmi&lmduwdampf , Bc. (3-20), ab-
tenemos finalmente el funcional de la densidad de la energfa ciné-
tica

' k1)
¢ e, 0] = Flem e (- )

X DML v - ]
42 1ve,mi (3-44)

8 ¢, M)

Camo puade verse, el funcianal que se ha derivado a partir
de considerar el n@mero finito de electranes, concuerda excelente-
mente can el funcional empfrico hallado por ABSP, Ec.(1-8), pues
al igual que éste, contiene al tfrmino de Weizsacker total, que
nos permitetener confianza en que las densidades que se abtengan,

a partir de la Ecuacifn de Euler correspondiente,tendr$n el campor-
tamientc asintftico y la condicifn de.axsp'cotmcms. Adem$s, hemos
reproducido el término de Thamas-Fermi que, camo ya hemos discutido,
es exacto cuando Z = N —=$ 0D . Tanbién ha aparecido en forma na-
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mlmm&\apn-rm.q\nvam-fm,q\nm-
tificamos con el témmino que proponen ABSP en su funcicnal emp{-
rico, camo una correccifn qus hay que restar al término de Thomss-
Permi, y que desaparece en el limite 2 = N—@D.

mmw(x--k),hnqun funcional
dado por la Ec. (3-44) sea exacto para sistsmas da un solo electrén
y para sistemas bi-electrénicos, al nivel de Hartres—Pock.
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CAPITULD 4, RESULTADOS Y CONCLUSIONES
4.1 RESULTADOS

En el pressnte capftulo, analizamos la exactitud del
funcional (3-44). Cawo una primera prusba, estudiamcs la precisifn
de éste para calcular energfas cinfticas cuando se utilizan las
densidades de Hartree-Fock. Amxue este anflisis es igual al que
efectuaran ABEP, a nosotros nos permitird jusgar la importancia
del término (1-'— , qus en forma natural apereci6 como una co-
rreccin en la Ec. (3-44), y qus no aparecs en ¢l funcianal de ABEP,
Ecs. (1-8) y (1-9).

Es importante aclarar que el trmino analizado fue
(1--}) +que corresponde al caso spin-restringido. Para ammpe-
rar 1a ¥ (N,2) de ABGP con las que predics nuestro funcional, hici-
mos ajustes de la forma

. Tle]-Ty (el
¥(n2) T.ie] 1)
de tal manera que para nuestro funcicnal nos quadan las expresio-

¥(ne)= (\- %g) (- %} 4-2)
v ¥ = (\- .%'_‘.-%)(\-%) 3

Puede notarse que en las dos expresiones anteriores
aparece el término (1-%- ,cuya importancia podr& apreciarse de los
resultados del ajuste. Adamis, la Ec.(4-3) contiene un témino que va
ocamo N-z/J,qmvtmeslaﬂolnoormeci&\nnsqmﬂoonhnydesu
ajuste podremos ver que tan importante es incluir correccianes
hasta este orden, o incluso de orden superior.

Por otro lado, para poder camparar nuestras expresiones
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(4-2) y (4-3) con la y(N,2) de ABSP, Ec.(1-9),

X(n3) = (\ - —c-;‘—‘) (4-4)

heros repetido su ajuste, dado que sus resultados corresponden a
haber utilizalo 1as densidades de HF reportadas por Pischer (200,
de 86 Stamos neutros mientras que nosotros sSlo hamos usado densidades
de 54 Stamos neutros. Ademfis, nosotros hemos usado las densidades
reportadas por Clemanti (26)

En la tabla (2) presentamos las constantes tefricas y
las cbtenidas en el ajuste para las Ecs. (4-2) a (4-4). las ajus-
tadas se reportan junto con el valor de R.M.S. dbtenido para las
constantes. Ds la camparacifn de los valores de dicha tabla, podemos
concluir que los tefricos dan bien, pero que en los ajustados, el
haber inclutdo el témino (1-%-) definitivamente mejora los re-
sultados. Por otro lado, puede verse que la correccifn a segundo
orden (término de N 2/3) 1o es muyy impartante, pues practicamen-
te no altera los resultados que se cbtienen sin considerarla.

Esto pusde apreciarse en forma por demfis clara en la Pig. (3),
en la que se ha graficado las Ecs. (4-2) a (4-4) Jjunto con los valo-
res exactos (HF). Podemos ver que la curva correspondiente a la
Ec. (4-2), pricticamsnte reproduce 108 puntos exactos en una amplia
regifn, lo que nos vuelve a corraborrar la importancia del tfrmino

-%)-



TABLA(2) Valores de las constantes que aparecen en los
diferentes modelos®.

b
Modelo Co < R.M.8.
Ec. (4-2) 1.213 - 0.0153
(1.015)
Ec. (4-3) 1.303 0.029 0.0152
(1.015) (0.150)
Ec. (4-4) 1.434 ---- 0.0358

a. Valores tefricos entre paréntesis.

b. RM.S. = [ ]; (:5.5‘)‘/(»-‘)1"1 ,donde p es el nd-
mero de parfmetros ajustables.
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( T1€}- T'[Q])/To[cl.calcuhdos
con
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4.2 CONCIUSIONES

Hay una gserie de canclusiones importantes que podemos
cbtener del anflisis del funcional de la densidad de la energfa
cinfitica que se ha derivado, Ec. (3-44).

1) En primer lugar es importante notar que por contener
el tSmino de Thamas-Fermi, el funcional tiene el 1fmite N = Z=poo
correcto.

11) El témino adicional (1- -‘:) +hace que el funcional
sea exacto para sistemas con un solo electrén y correcto al
nivel de Hartrre-Fock para sistemas bi-electrénicos.

1i1) En general, para cualquier otro §tamo, el funcional
propuesto es definitivamente mejor que el desarrollo en gradientes,
Ec. {1-5), pues por contener al término de Weizsacker total, gene-
raremos una ecuacién de Buler aceptable.

iv) Las conclusiones anteriores nos hacen ver la importan-
cia que reviste el haber considerado el nfimero finito de electrones
que poseen los &tamos y moléculas en la derivacifn del momento al
nivel de Feymi, y finalmente del funcional de la enargfa cinftica.

v) Creamos igualmente que los ajustes que se presentaron

en la seccifn 4.1 son bastante buencs, reproduciendo bien la energfa
cinftica de los Stamos 2€ 2€ 54, camo se mostrS en la tabla (2)

y en la Fig. (3).

vi) En base a los excelentes resultados cbtenidos hasta
aquf, sugerimos realizar cflculos variaciocnales a partir del fun-
cional (3-44), para probar la bondad de las densidades que el mode-
lo genera por s miamo y a partir de éstas, calcular energfas ci-
nfiticas.



Cabe mencionar que por un camino diferente y utili-
zando argumentos de tipo dimensional, recifntemsnte J. Keller,
C. Keller y C. Mador'?>)  han propuesto un funcional de energta ciné-
tica qus contiene derivadas ds la densidad, en lugar de potencias
de ésta. A partir do &ste, han cbtanido busnos resultados, por lo
qus consideramcs qus tsmbién serfa factible imvestigar su posible
conexién con nuestro funcional (3-44), o llevar a cabo un estudio
camparativo entre dichos funcionales.
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