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P R E F A C I O 

El objeto de eate trabajo ea el de deaarrollar 
un funcional de la energla cinftica para aiat ... • inho-
190g6neoa, con un nllaero finito de electronea. 

En el priller capitulo, reviaareaoa loa antec~ 
dente• que no• permitirln juatificar loa motivo• que 

nos han llevado a deaarrollar dicho funcional. 
Dado que todo el trabajo ae ha llevado a cabo 

en tfrminoa del lenguaje de -trice• de denaidad reduc! 
da• de una y do• partlculaa, el capitulo do• ea preci~ 
mente una diacuaien aobre fata• y un anlliaia de algu­
na• de •u• propiedadaa, aqu,llaa que noa intereaan para 
eatudiar la eatructura electr8nica de atoa)• y ai>lfcul•, 
(aiat ... • con un ndaero finito de electronea). 

En el capitulo trea, denrrolluio• el foraa­
li~ del nuevo funcional que por aua caracterlaticaa 
lo h-,a denClllinado Modelo de gaa de electronea para 
aiateaaa finito• e inh01110g6neoa. 

Pinalaente, en el capitulo cuatro, analizaremos la 
prccisi6n del funcional cuando•• utilizan las den•! 
dades de Hartree-Pock. 
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CAPITULO 1, ANTECEDENTES 

1.1, LA EXPANSIONEN GRADIENTES 

La teorla de Hohenberg-Kohn <11 eatablece que 
para el estado basal de un Stomo o molfcula la energla 
cinltica electr8nica ea un funcional universal de la 
densidad de carga, p • Deaafortunad-nte, au forma ex­
pllcita ea desconocida. 

La aproximaci6n clSaica al funcional T(P] pa­
ra un Stoao eatS dada por la f8rmula de Thomaa-Permi (2). 

(1-1) 

Bata ecuaci6n ea adecuada, aunque no muy pre­
cisa. Si en ella utilizamos densidades at6micaa de 
Hartree-Fock, (BP), laa energlaa cinlticaa que ae obti! 
nen aon muy grandes con un porcentaje de error entre 

( J) 
5 y 101 

La teorla de Thomaa-Fermi, (TF), predice por 
ai mi ama ( 1 ~ 1 que para ltoima neutros, 

(1-2) 

donde Z ea la carga nuclear. Lieb y Simon ("I han deao! 
trado rigurosamente que esta ecuaci6n ea exacta en el 
llmite de Z infinita. Sin embargo, para valorea de Z de 
la tabla peri6dica la ecuaci6n (1-2) produce un error 
del 20 al 301. Ademia, la densidad que resulta de esta 
teorla diverge en el origen, y decae aaint6ticamente 
como r-•. 



Una correcci6n a la ecuaci6n (1-1) fue augeri­
da por Weizaacker,<'>quien propuao el t6rmino adicional 

(1-3) 

que ea el funcional exacto de la energta cin6tica para 
un &t0110 monoelectr6nico o para un &tomo b1electr6nico 
al niwl da JF. Deaafortunad-nte, la f6raula 

T[e] • T. [t] + T.., [t] (1-4) 

sobrestima en mucho la energta cin6tica.<'> 

•• 

Como la ecuaci6n (1-1) ea exacta para un gaa 
de electrones homog,neo, parece natural inclw.r correc­
ciones por la inhomogeneidad de la denaidad electr6nica 
del At0110 o mol6cula. Bato puede hacerse de manera gene­
ral a trav6a de un deaarrollo en gradiente• de P,<'>,<'> 

que tiene la forma 

T(.e] • To l<] + Ta [e]+ T. l<l + (1-5) 

donde 

T:L(<] ª t Tw (t] (1-6) 

y T.a tt]• "$'9(.fltf"' J f'ls [<':')~-t(~:L 
+ tc1: r] •t-

(1-7) 

(Nótese que el t6rmino T, no es igual a Twl. 

Si truncamos la serie (1-5) hasta el t6rmino 

T.(P],obtenemos valorea de T excepcionalmente buenos 
cuando se utilizan densidades de HF. Sin embargo esta 
ccuac16n no constituye un funcional deseable, dado que 
la derivada funcional de T., 6T. , diverge, por lo cual 

~ 



no no• lleva a una ecuac16n de Euler fisicamente acepta­
ble, Ademi• T, diverge por •1 mismo. 

1,2, CARACTERISTICAS DEL NUEVO FUNCIONAL 

Son precisamente las propiedades de la deriv! 
da funcional, 6T, las que constituyen la clave para bu! 

Op 
car un funcional de la energia cinftica adecuado para 
4tomo• y molfculas. Es decir, quere110• encontrar un fun­
cional que nos lleve a una ecuaci6n diferencial de la 
densidad que nos df el comportamiento correcto de p cer­
ca y lejos del nOcleo. 1111 , <1 '> 

En vista de lo anterior el tfrmino T es una 
( 17 V 

componente indispensable de T{P] 1 ya que nos garanti-
za el comportamiento correcto de p tanto en el nOcleo, 
(condici6n de•cusp~, como a largo alcance. 

Por otro lado como T0 es el funcional exacto 
en el limite de Z•N infinita podr!amos pensar que el 
funcional apropiado para un !tomo deberla tener la foraa 
sugerida por Acharya, Bartolotti, sears y Parr,<'>es de­
cir 

T(t] • T"'[t] + T. (t]Y<.,,~) (1-8) 

en donde 

...... t,\•~·l 

y 



6. 

Puede notar•• que en la ecuaci6n (1-8) T ae 
repreaenta por Tw Ida correcionea, en contraate con la• 
ecuacione• (1-4) y (1-5) en donde T H repreHnta por T0 

maa correccionea. Racaoa ,nfaaia en ••to ya que recien­
t-nte H ha daaoatrado que Tw ea un componente natural 
del funcional exacto <22> (23). 

Acharya, Bartolotti, Seara y Parr (ABSP) en­
contraron emptric-nte, utilizando denaidadea at&licaa 
de RF, que con la forma 

e Y(N,~) • 1--¡¡,¡ (1-9) 

(donde e ea una conatante) 
n deacribe con gran preciai6n la ener9ta cinltica de 
atcao• e tonea. 

1. 3. NODBLO DE BADBR 

Bn realidad, la illportancia que reviate Tw 
ccao integrante fund•ental del funcional de energta 
cinat1ca 
po atraa 

ya habta comenzado a Hr diacutid~al9dn ti-­
por Tal y Bader, (TB1 11 º>. 
Bn au trabajo, TB hacen un an'1iais del coapo!. 

tuiiento local del tfrmino t(pJ, que es la densidad de 

ener9ta cinftica, ea decir 

T((] • f t(t] ctt (1-10) 

para el at01110 de Ne6n. Aqui utilizaron la matriz de den 
si.dad que ae obtiene por el mftodo de RF para este sis­
tema, y encontraron que: 



7. 

il El tfrmino de Weizaacker, tv[P], reproduce por 
ai solo, en !or11111 adecuada, la denaidad de energía 
cinftica en la regi6n cercana al ndcleo, (regi6n de 
variaci6n r4pidal, 

iil A medida que no• alejamoe del ndcleo, ea nece-
sario incluir el tfrmino t 0 (P] para obtener una de! 
cripc16n apropiada (en la regi6n de variaci6n len­

ta), 
De lo anterior vemoa que ninquno de eatoa ttr­

mino• tiene un c011portamiento local aceptable para el 
TOTAL de valorea poaible de r, Bato parece indicar la~ 
poaibilidad de expresar el funcional de energ!a cinftica 
coao un funcional local de la densidad de carga total, 
lo cual es consecuencia de las propiedadea de la aiaa 
denaidad, p(r), que ea una func16n de variaci6n rapida 
en la ra9i6n cercana al ndcleo y de variaci6n lenta le­
jos de fata, TB arguyen que, entre las do• alternativa• 
dada• por buacar una expreai6n no local de P, o hacer 
una partici6n de la densidad, ea-'• ailllple la aegunda 
y ad preaentan un IIOdelo de deacompoaici6n de la den•! 
dad, dado por 

(1-111 

con 

(l-12) 

donde p(o) es la densidad en el origen, Esta expresi6n 
describe bien a la regi6n de variaci6n r4pida de la de~ 
sidad, a travAs de n1 (r), y a la regi6n de variaci6n 
lenta, a travAs de p2 (r), como se muestra en la Fig,(1). 

De hecho, p1 (r) se puede interpretar como la 
contribuci6n del "core• a la densidad total, A partir 
de la descomposici6n deµ, ecuaci6n (1-111, TB modelan 
su expresi6n para el funcional de energía cinftica como 



un funcional de P1 y P2, proponiendo, 

ea decir, excluyen al ~zaino de Tbc:aaa-Perai en la re-
9i6n cercana al nGcleo, en donde beata incluir a Tw• 

FT.GURA (1). GrAfica de p 1 Ir), funci6n de variaci6n rAp! 
da de densidad, (---->, o,<rl, funci6n de variaci6n le~ 

ta, (-·- )1 y o(r), funci6n de densidad total, (-->, 
para el estado basal HF del Ne6n, contra r• La escala 
paraµ, es 1/20 de la indicada en la ordenada, que es 
la escala utilizada para~ y p1 • 

8. 



9. 

A pe•ar de lo• bueno• re•ultado• nllll6rico• que 
TB obtienen para el Ne6n utilizando •u funcional, '•te 
tiene el probl-a de que la partici6n de la den•idad en 
la que e•t4 ba•ado no es dnica, por lo que lo• reaul­
tado• que se obtengan a partiT de (1-131 dependerln 
del tipo de partici6n que H haya realizado. 

1.4. RELACION BNTRB LOS MODELOS DB TB y ABSP 

Bn e•te -nto, quer_,• discutir la relacien 
estrecha que existe entre esto• dos IICldelos, a peAr ele 

que la forma en que se deriva cada uno de ello• es dife­
rente. Bn el modelo de TB, el tipo de partici6n de la 
den•idad que •e ha hecho, ecuaci6n (1-111, genera un~ 
ponente p 1 que e• de hecho una densidad de la Clll)a Jt, ya CJ19 

en la aayoda de loa atomo• que preHntan n, integra 
a 2.0 electronea. Por otro lado,en el 110delo ABSP el t'! 
mino que se reata en la ecuaci6n (1-91 repreHnta prac­
tic-nte la energta cin,tica de loa doa electronea de 
la capa Jt de cualquier &tomo, como puede verse m la tabla 

(11. De lo anterior conclutao• que debe haber una eatr~ 
cha •-janza entre la energta cin,tica que proviene de 
la p1 del IIOdelo de TB y el t,rmino que ae re•ta en el 
modelo de ABSP, como 110atra110a a continuaci6n. 

Su•tituyendo (1-12) en (1-11 •e obtiene 

( l -141 

Si nuestros argumentos son correctos, este 
tArmino debe parecerse mucho al t,rmino de ABSP, 



TABLA(l\. Interpretaci6n del Tlraino de lfeizaacker 

Atoao 
T.(Pr Tw(i>11:]b T {!>]•TO (P )·Tw t_p-y To[PJd 

Be 2.1& 2.86 -2.56 2.56 
lle ,o.u 92.54 -79.85 84.52 
Ar 308.U 308.15 -271.56 281.94 
Jtr 1276.74 1260.15 -1115.87 1154.54 

Xe 2932.02 2859.00 -2557.61 2621.08 

a. T.,(P] calculado con ptoul -

b. T., {P1t] calculado con la p de loa electrone• de la capa lt, 

Aproxillad.-nte igual a T.,[P) 
c. Diferencia entre la energ!a cinttica exacta y la calcul! 

da uaando el tlraino de TF 1114• al de Waiuackar. 
d. Bnel'9!a cinltica de Thcaaa•Ferai correspondiente a la 

densidad de la capa Jt. Aproximad-nte igual a la dife­
rencia anterior. 

10. 



TABSP • 1.503 
N0.350 

T o 

(donde heao• eacrito la forma explfcita de au -jor 
ajuste), ea decir 

_j]_ TI p (O)S/, (...L'- 1.503 12s z• ,..., .e.Jso 

u. 

(1-15) 

(1-16) 

Si uaamoa para p(ol la expreai6n -plrica, (deter­

minada por loa aiBIIOB TB, a partir de funcione• de onda de BF, 

para atomc>a de 2 ~ z " 541 , 

p(ol • 0.4798 z3 • 1027 (1-17) 

tendreaoa, ~(1-171 en (1-161 que 

0.19954340 12"171167 11:::: (1-18) 

llamando X al lado izquierdo de la expreai6n anterior, Y· al 

17o 5derecho y utilizando laa denaidadea de BF para calcular 
p 11 1..t, Bi graficamoa X contra Y debemos obtener una~ 

d pendiente M•l, en ca•o de que ae cumpla la igualdad entre 

eata• doa cantidadea. Como puede verae en la Fig. (21 eato 

ea lo que prlcticamente ocurre, pues loa puntos caai no se 
alejan de la curva a6lida Y• X. 

A pesar de que de la discuai6n anterior •e deapre~ 

de que efectivamente hay una estrecha semejanza entre lo 

que hacen TB y lo que hacen ABSP, creemos que tanto la evide~ 

cia enip!rica co1110 loa argumentos f!sicos que sustentan al~ 

delo de ABSP le dan bases mucho mas s6lidaa que las que tie­

ne el modelo de TB, cuya partici6n de la densidad no es Onica. 

Por lo anterior es que el objeto de este trabajo 

fue precisamente demostrar, a trav~s de un modelo, la forma 



12. 

-ptrica de y(N,Z), au,erida por ABSP. Para ello lleaoa 
deaarrollado el foraaliao de la teorta del gaa de elec­
tronea para aiat ... a finito• e inboaoganeoa, que ae pre­
Hntara en el capttulo trea. Ver-,a que en eaa deriva­
ci6n aparacera en foraa natural el ta:ratno de 
lfei1aacker. 
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CAPITULO 2, MTRICES DE DENSIDAD 

En eete capftulo •e pretende diecutir cierto• 
aepecto• y propiedade• de la• •trice• de deneidad, con 
el objeto de generar el lenguaje que no• eervirA para 
preeentar y deearrollar el reeto de eete trabajo. 

2.1. UN POCO DE TEORIA 1211 

14. 

La forma co110 ee repreeenta el eetado indepen­
diente del tiempo de un eieteaa de N part!cula• en -ca­
nica cu&ntica, e• por medio de una funci6n de onda que 
ee eecribe co1101 

(2-1) 

donde cada coordenada t 1 repreeenta la• coordenadas de 
eepacio (xi, yi, z1 1 y epin ( s 1 ) de la il•i.JDa partfcu­
la. Por lo tanto tenemos que la~ e• funci6n de 4R va­
riables, (3N variables e•paciales y N de spin). Aunque 
esta funci6n de onda es la que contiene toda la inforJII!. 
ci6n del •ietema de N partfculas, ocurre que cuando se 
intenta resolver las ecuaciones en que Jata aparece, en 

general, nos topamos con extraordinarios problemas mat! 
mAticos. 

Sin embargo hay ciertas propiedades del sist! 
maque no dependen de estu 4N variables. Por ejemplo, 

en la aproximaci6n no relativista, la energfa total de­
pende solo de promedios de las interacciones entre pares 
de electrones. Esa porci6n del espacio total 4N•dimen­
eionol que describe o un por de electrones no constituye 
un sistema cerrado y por lo tonto no posee una funci6n 
de onda propia. Para explicar este tipo de sistemas 
abiertos que no pueden ser descritos por una funci6n de 



onda ea conveniente generar un ente -t..atico que aea 
mA• general y que en algGn caao particular ae convierta 
en dicha funci6n. Dicho ente•• la -trlz de denaidad, 
funci6n general que deecribe un espacio conceptual que 
incluye la• funcione• de onda de toda• lu partee del 
eepacio en que ••ta• uieten. 

Lo pr1-ro que hacaoe •• definir el operador 
de deneidad para un eiat ... de• partlculae deecrito 
por la funct~n de onda ,K. La repreaentaci6n -tricial 
de eate operador en la notaci6n de Dirac •• eecribe co­
aos 

(2-2) 

Eate operador tiene 2 propiedad•• •-nte 
iaportantea1 

1) 

11) 

Ea heraitiano 

E• ideapotente 

p • 
K 

MemA• puede daoetrarae que la• 2 propieda­
d•• anteriores hacen que pK aea un operador de proyec-­
ci6n. Primero probaremo• estaado• propiedad•• operando 
110bre un vector arbitrario I+> con el operador de den­
aidad: 

PKI+> • l'K><~Klt> • l~K*K'Í'1 ci) •l,K)cK 
"' CKl,s) (2-3) 

De donde V81110S que 

(2-4) 

15. 



Y taabifn que 

eiapre que ~K eetf normalizada. De (2-3) veaoe que PK 

proyecta el eetado puro ~K de una ccabinaci6n lineal de 
eetadoe arbitraria. Bn la repreeentaci6n de Schr~inger 
el operador de deneidad •• repreeanta por un operador 
integral, 

t_ ~('t) • Í (.a(.t'\t) ~(~) ,.t (2-6) 

donde 

~._(e'lt) • -,.(.~'}'"1':(t) (2-7) 

16. 

La funct6n pK(t'ltl ee conoce como -tr1z de 
deneidad, o ... camplet-nte coao la -tr1z de deneidad 
de orden N del eieteaa. Loe et.bolos t' y t ee pueden ªell 
ciar con loe Indice• doble• de loe el-toe matricial••· 
De eeta forma la notaci6n pK(t'lt) en general puede eser! 
biree caao: 

(IC(t:;t,) 
ta~t-;.,t,) . 

(2-8) 

Loa elementos diagonales de esta matriz (t'=tl 

dan la !unci6n de dietribuci6n de probabilidad¡ (o den&! 
dad de probabilidad): 

(2-9) 



17. 

Por otro lado,~•abemo• que en general el v•lor 
esperado de un operador P eata dado por: 

(2-10) 

Pa~a evaluar eata integral n aigue la conven­
ci6n de que F opera aol-nte aobre la• vari~lea no pr! 
madaa y de fijar t'•T deapuea de operar con F y ante• 
de integrar. La operaci6n anterior de integ~aci6n, ea 
anAloga a t0111ar la trasa de un producto de aatrice• y e! 
to ae acoatllllbra escribir en forma aimb6lica ccao: 

(2-11) 

1.qu{ ea pertinente recordar que•• conoce por 
el nombre de traza a la auaa de loa eleaentoa diagonale• 
de una matru cuadrada. 

A partir de ahora, centrar-,• nuestro interea 
en al~ estado puro eapec!fico por lo que omitir_,• el 
aubtndice ii:. 

Loa elementos diagonales 
(t~•T 1,t2at 2, ..•• ,T~•TN) de la matriz de densidad (2-7) 

determinan la probabilidad de que el primer electr6n ae 
encuentre en el elemento de volGmen dt 1 , el segundo eles 
tr6n aimult&neamente en dt 2, •.• y el N-,aimo electr6n 
en dTN. Pero como loa electrones son part!culaa indiati~ 
guibles, cualquiera de ellos puede encontrarse igualmen­
te en cualquier elemento de voltlmen, por lo que la prob! 
bilidad de N electrones ocupando N elementos de volGmen 
dt 1,dr 2, •.. , dtN en cualquier orden estS dada por: 

(2-12) 



18. 

donde introducimos la nueva matriz de densidad r, defini 
da en forma general por: 

r c.t:,"t~, .... ,'t~ \t,, ta., .... ,'t .. ) s '-l~ ,.,,t: ,~, ..... ~) 
)( ,,.(.'t,,'t: .. , .... ,t,.) (2-13) 

Puede verse que lar es sillpl-nte una renor­
malizaci6n de p(T'IT) a NI es decir, mientras que 

Tr~(T' IT>] • 1, ahora Tr[r(t' IT>] • N~ 
A continuaci6n introduciremos el concepto de ma­

triz de densidad reducida de orden p, (1'PCN), en la que 
los ele-ntos diagonales determinan la probabilidad de 

encontrar p electrones en cualquier orden en loa el-n­

tos de volumen dt 1 ,dt 2, •• ,d't'P 
Su definici6n eaz 

r<t:,t~ ...... ~c\'t,;t,, .... ,t1). 1! l~) ! 'lf <.t:,~~ •... ,t •• ~;.,, ... ,t:.) 

X ,•<t,,'t .. , .... ,t,.i:.,.., .... ,'t' .. )ctt,.., .... , .. 't.. ,2-10 

donde (Np). es el ndmero de maneras indistin-

P! (N-p)! 
guibles de colocar N electrones en p elementos de vold-
men. Es necesario hacer notar que estamos normalizando 

la matriz de densidad de p-6si1110 orden a P!(N), segdn 
la convenci6n de McWeeny. P 

Por comodidad omitiremos en adelante el adjet! 
vo "reducida" al hablar de estas matrices, cuya utilidad 
principal radica en que facilitan la evaluaci6n devalo­
res esperados de operadores que no dependen de los 4N ... 
grados de libertad del sistema. Si un operador F arbitr! 
rio depende solamente de p part!culas en un momento dado, 
su valor esperado est! dado por, 



De esto pode1110a pensar que la matriz de densidad 
de p-6aimo orden proporciona una deacripci6n completa 
de todas la• ~edades de un aiatema de N pardculaa 

19. 

que en un IIIOIIM!nto dado dependen solamente de las coord! 
nadas de p part!culaa. Por otro lado, teniendo la matriz 
de densidad de p-6aimo orden ea relativ-nte f4cil obt! 
ner las matrices de densidad de 6rdenea inferiores por 
integraciones sucesivas. Las matrices de densidad auce•! 
vas se relacionan por: 

{..1-,e) T'c.~:.~ ... ··,ti\ t:,,ta, ..... ,'t,) 

s f-rc.'t:,"'~ .. ... ~.'t;. \t,,~, ..... ;t.,.,) .. ~ .. , (2-16) 

De lo anterior se ve que la matriz de densidad 
de p-dsimo orden puede obtenerse a partir de la matriz 
de densidad de orden N integrando N-p veces. 

Con lo dicho hasta ahora, podemos concluir que 
la funci6n de onda de N part!culas contiene ida informa­
ci6n de la que en realidad necesitamos para evaluar los 
valores esperados de muchos operadores, par lo que podr!!. 
mos muy bien pasarnos sin dicha funci6n de onda, si tu­
vieramos la matriz de densidad de p-dsimo orden adecuada. 

En particular tenemos que en el estudio elec­
tr6nico de Atomos y moldculas son de enorme utilidad las 
matrices de densidad reducidas de primer orden (o de una 

partfcula) : 
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i• la de segundo orden ( o de dos partlculaa} 

11"(1::,t!\t,,ti.): t.)(.a-\) í .,(.'t:::~! ... -,t~) 

(2-18) 

ya que a Fartir de ,atas, ae puede determinar la energla 
total del sistema. 
(Para simplificar la notaci6n, en adelante nos referire­
mos a la 11111tr~z de densidad de primer orden por el al11m2 
lo y' y a la de segundo orden por n'. Al referirnos ex­
cluaivaniente a aua elementos diagonalea,aolamente omiti­
remos las primas}. 

A partir de la ecuaci6n (2-16), puede verse que 
la matriz de densidad de primer orden se relaciona con 
la de segundo orden por: 

1'2 1 I 1t· ,t 2. '1-1 (2-19) 

Consideraremos a continuaci6n loa valorea espe­
rados de operadores 110no y bi-electr6nicos en tArminos de 
las matrices de densidad reducidas de primer y segundo 
6rdenes. Primero escribiremos un operador monoelectr6nico 
en la forma 

,.. 
f¡, 

(2-20) 

Ahora a~alizaremos por separado el caso de ope­
radores del tipo Fique comprendan diferenciaci6n 
(co1110 vf~ y aqu@lloa que no (como r 11¡. Para el primer 
caso tenemos: 



21. 

a1 integr11190a ahora sobre N-1 coordenada• obteneaoa 

(2-22) 

y en el caso en que F1 no cOlll)renda diferenciac16n, .&lo 
neceait11190a loa el-ntoa diagonales de la utrla de de~ 
aidad de primer orden. Para ese caso, ~· suprimir 
le• prtua: 

(2-23) 

De lo anterior, pod-,a concluir que el valor 
esperado de un operador 110noelectr6nico adlo depende de 
la aatria de densidad de primer orden. 

Ahora conaidere110a operadores b1-electr6nicoa 
con la foru general1 

(2-24) 

y que no cc:aprendan diferenc1aci6n 

(2-25) 

donde l~) cuenta el n<lmero de parea electr6nicoa. Inte­
grando sobre N-2 coordenadas electr6nicaa obtenB1110a: 
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< ~', <w;~>' l~) H &,~ lt" "t, ,.t,. 

• ~ H ~~ ,r .. t,~~,. (2-26) 

de donde vemos que el valor esperado de un operador bi­
electr6nico que no comprenda diferenciaci6n depende 
de los elementos diagonales de la matriz de densidad de 
dos partlculas. 

Con lo que hemos hecho hasta ahora, podemos 
escribir la aproximaci6n no relativista a la energla de 
un &tomo como: 

(2-27) 

En la ecuaci6n anterior es de suma importancia 
notar que la energla cinftica depende de los elementos 
no diagonales de la matriz de densidad de primer orden y 

que la energla potencial depende de los elementos diago­

nales de las matrices de densidad de primer y segundo 6! 
denes. 

De la ecuaci6n (2-19) notamos que la energla 
total de un &tamo queda completamente determinada en ge­
neral por la matriz de densidad de segundo orden. De 

aqul la importante conclusi6n de que si se conociesen 
las restricciones que n' debe satisfacer, podrlamos pa­

slrnosla bien sin tener que conocer la~. al menos por 
lo que se refiere a valores esperados de operadores mono 
y bi-electr6nicos. De lo anterior se entiende el crecie~ 
te interAs suscitado en los Gltimos años por el estudio 
de las matrices de densidad reducidas y de sus propieda­
des. 
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Algunas interpretaciones flsicas que podemos 
hacer de nuestro estudio anterior son las siguientes. La 

cantidad Y dt 1 puede verse como la probabilidad (normal! 
zada a N) de encontrar a cualquiera de los electrones en 
el elemento de volumen dt 1 con los demis electrones en 
posiciones arbitrarias. La cantidad n dt 1dt 2 representa 
la probabilidad (normalizada a N(N-1)) de encontrar al­
gdn electr6n en dt 1 y cualquier otro en dt 2, con todos 
loa demAs en posiciones arbitrarias. 

2.2. MATRICES DE DENSIDAD DE IIARTREB-POCK 

Consideremos ahora las funciones de onda de 
Hartree-Pock. La matriz de densidad de orden Nen t8rmi­
nos de la funci6n de onda determinantal de Rartree-Pock 
puede escribirse c0110: 

r,t:,~ .... t~\t, ~ ..... t.). t.(.t'\'t) 
• 1 • • • . (2-28) 

donde p(t'ltl se define en forma anlloga a la PK(t'ltl 
de la ecuaci6n (2-8) para un estado K en particular. En 
general, el elemento determinantal queda dado por: 

(2-29) 

A este elemento determinantal ae le llama Ma­
triz de Densidad de Fock-Dirac. La matriz de densidad de 
orden N de Hartree-Fock, Ec. (2-28), puede integrarseª! 
gdn se ha descrito con anterioridad para obtener las ma­
trices de densidad reducidas de cualquier orden. Asl ob­

tenemos la de orden p: 



t (t:,'t,) e.(.t:, 't~)· ... ((~::t.) 

((t~,'t.) (.L~tta) .... e(.~'tf) . : : 

y en particular obtenemos las matrices de densidad de 
primer orden: 

24. 

(2-31) 

y de segundo orden: 

,r' = (
((.'t:!,'t,) f.(.t:,'ta) ) 

f.(.'t.!,1:,) f.l~ ,t.) (2-32) 

De la ecuaci6n (2-311 puede verse que la matriz 
de densidad de Fock-Dirac es justamente la matriz de den­
sidad de primer orden. Algo summnente importante es 
que todas las matrices de densidad de orden superior es­

tAn completamente determinadas por la y', la que por co~ 
siguiente - - - determina la totalidad de la situaci6n 
Usica. 

Algunas caracter!sticas importantes de la y' 

son las siguientes: 

i) La y' es idempotente como se demuestra enseguida. En 
t~rminos del producto de matrices podemos escribir: 

('f)'°"' J l(~~\\) 1 (\ \'t,)L\ = i l '"(.t~),:c.t,) 

X r fl.c.\)~:(\)&\ = r r ,,"(~~1t1>;c.t,) ~ 
j • ~ -L 
= 1 ~"(t~)~:(_t.,) :::1 1 • 12-rn 

" 
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predecir energtas con muy buena precisi&n por lo que con 
viene profundizar el estudio de dichas propiedades(ll).­

De estas matrtces, que fueron introducidas en las ecuac12 
ne• (2-171, y (2-18), sol-nte neceaitar-,s aus el-n­
toa diagonales y1 por c:aaodidad en la notaci6n, las red! 
finireao• en la foraa: 

(2-36) 

y la de segundo orden ccao: 

P(ll e• la densidad de carga en el punto 1 y la probabi­
lidad de encontrar a cualquiera de lo• n electrones en 
dicho punto. Por otro lado, 11(1,2) •• la den.sidad de pa­

re• y la probabilidad de encontrar siaultane-nte a uno 
de los n electrones en el punto 1 y·a otro en el punto 2. 

De las Bes. (2-36) y (2-37) y de la noraalizaci&n de~ 

puede verse que 

í t(.1) A't, • l'A (2-38) 

(2-39) 

(2-40) 

Por otra parte pensemos que cumm los ela::tronoa 

se alejan mucho uno de otro, su movimiento puede consi­
derarse independiente. Hablamos entonces de la funci6n 
de distribuci6n de densidad de pares independiente, que 

usual pero incorrectamente se escribe como 
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(2-41) 

Bata expresi6n es incorrecta porque no preaer­
va la normalizaci6n. Lo anterior puede verae ai integra­
moa allbos lado• aobre dt 1 y dt 2 

1 w"" c.,,a.) l.'t,~i • \ u,,e.c,.) .tt, .fta. 

~(111.-1) ~ l'A.Al 

De lo anterior vemos que la ecuaci6n (2-41) 

solo puede ••r valida para •i•t-• con n muy grande, 
en los que n2-n ~n2• Sin embargo no nos airve para sis­
tema• finitos. McWeeny 1241 ha mostrado que la expresi6n 
correcta de la funcion de parea independiente ea 

(2-42) 

Antes de continuar nuestro anllisia, generali­
zar-,• nuestras ecuaciones para el caso spin-polariza­
do, para lo cual aepara1110a a la p(I) y la n(1,2) en sus 
componentes de apin. 

(2-43) 

(2-44) 

donde ",i (1,2) es la probabilidad de encontrar un elec­
tr6n con apin hacia arriba en el punto 1 y otro con apin 
hacia abajo, aimultlneamente en el punto 2, y en forma 
anlloga loa otros tArminos. De las 2 Bes. anteriores, y 
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en analogla con laa Eca. (2-38)-(2-401, ea ficil ver que 

i t,c.,) ft, ~ "", 

~ ti('' .tt, • "'-1, 

J ,r,.c.,,al ···~ • "'-,l"'t- 1) 

f .. ~,,.~) .-t,,. ,,.,(. .... -\.) 
J '1r,t(\~)l:ta •(•,-\)e..()) 

1 ir,,c.,,2)1.t,At, -1 w.,1(,~)a.•,· ,,.,'t,.,., 

(2-45) 

(2-46) 

(2-47) 

(2-H) 

(2-49) 

(2-50) 

donde n,e• el nGaero de electrones con apin hacia arriba, 
n6 loa que tienen apin hacia abajo y n•"'t+ n, 

Igualmente y en forma aniloga a (2-42) ten-,a, 

v:c.,,'l). e,,,)e."<. ... ) (.\-~) 

,rt':o,a.>. t.,c.,>t..,',.l 

y similares para •!~d11,21 y 

(2-511 

(2-52) 

Por otra parte, podemos escribir las funcione• 
de densidad de pares, donde el movimiento electr6nico .!! 
esta correlacionado, como 

v .. c,,a) = (.t(\lt..1..1.) (t+ ~ .. <.,,a)) 

ir,4 (1,'t) ,. e.,<.,H.,c.a.\ ( \ +f ,~(.1,a.)) 

(2-53) 

(2-54) 
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y siJ111lares para -H(l,2) y 'u(1,2). En las 2 Ecs. ant!_ 
riores, las f son funciones o factores de correlaci6n que 
toman en cuenta el hecho de que el movimiento de los ele~ 
trones no es independiente. 

Aquí cabe hacer notar que en las aprOJEilllaciones 

de Hartree-Fock y del M6todo X0 , rt.<1,2) = f,t(1,2)• O, 
es decir no se considera la correlaci6n entre electrones 
de spines diferentes. En lo que sigue s&lo consideramos 
la correlaci6n entre electrones con spines iguales. 

Podemos escribir la energ!a de interacci6n 
electr6n-electr6n como: 

Ee-c = \~ ~ ... ) • ~ \"\'.····, .. )l\ ~~ 1 
X lc,, .... ,111.) .tt_ .. .... ~"' = ~ ... <111.-,) j \,(,, ... , .. )\ª 
X ~ .a.t:,tta···· .. a .... 

~ 
(2-551 

que con las Ecs. (2•251-(2-271 se reduce a: 

(2-561 

Si en la Ec. anterior sustituimos n(1,2I en 
t6rminos de sus componentes de spin, (Ecs. (2-531 y 

( 2-54)} obtenemos 

(2-57) 

En esta expresi6n, el primer t6rmino es la encrg1a de 
interacci6n coul6mbica entre los electrones y el segundo 
es la enerqfa de intercambio. El segundo t6nnino de esta 
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ecuacien, lo podemo• escribir ccao: 

(2-58) 

donde heao• definido el potencial de intercambio ºz+<1l 
ccao 

(2-59) 

el cual veaoa que corresponde a una carga de intercambio 
p!x en la poaicien 2, dada por 

(2-60) 

Bata pEX(2) posee una serie de propiedades 111-

portantea que en conjunto definen lo que llaaamoa ~ 

~ o agujero de~, y son las siguientes 

1) Del principio de excluaien de Pauli teneaoa que 

, por lo de que de (2-53) y (2-60) 

y finalmente 

(2-61) 

en donde hemos usado el hecho de que 

( 2-62) 



De (2-61) concluimos que el agujero de Fermi, 
en la posici6n del electr6n de referencia, (1), posee 

una densidad igual a la densidad de los electrones con 
el mismo spin en ese punto. Pero como puede verse de la 
Ec. (2-60), en cualquier otro punto su densidad puede 

variar considerablemente de ese valor. 1161 

ii) usando 

e integrando sobre d, 2 
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~ (~(a) Ata= ! e,c~) f .. (1,a) «t'¡. - 1 (2-63) 

De donde vemos que la carga de interclllllbio que se 

remueve efectivamente de la distribuci6n es 

igual a -1. 

111) Cuando el electr6n l y el 2 se separan mucho pode­

mos pensar que el movimiento de cada uno se hace 
independiente del otro, por lo que podemos esperar 
que 

y con la Ec. (2-42) vemos que entonces 

----- e,.(a) 
"", (2-64) 

Flsicamentc esto significa que cuando un elec 

tr6n de spin hacia arriba se retira de la distribuc16n, 

la probabilidad de encontrar un clcctr6n parecido se re 

du~e en todas partes por un factor del 
n, 



Taabian de la z.c. (2..fil) y-,e que le denei­
dad del agujero de Puai ••iguala Pt(J) para r 12•0 y 

tiende a Pt(2) para r 12 nficient-te grande. 

~ 
La• trea prop:tedadee anterior•• eon fun~n-

talea para aodelar ai•~• que tienen un n611aro finito 
de electronea <.Atollo• y aolfculaal y Mrln utiliaada• 
para deearrollar el funcional de energle cinftica. 

32. 



Clfllll.O 3, mLO IE GAS IE ElfCTRHS P#A 
SIS1EW6 FINITffi E llflJOBE[S 

3 .1 cuaax:I<HS 1IL IIJBft'O 1IL NIVEL JE fl!IIII 

A. SIS'D!)W; IW1Hl'lt6. 

El tlnniJlo de mwrg1a cin8Uc:a de on--Fmlld. pmde 

derivara de la siguia,te mmiera (para 1n1 deriva:i&l altemati­

va,CXIIIIIUltar ref. (12) o ref. (13) ) • 

LII ~a de una part.1cula 1.1.tre en 1n1 caja c:Gbica, 

de laigitud 1 es 

(3-1) 

E "~ y-a ~ vª ir" =~--~~~ ........ .....,,--
i.-c." -a '4 "' 

, (en unidlD!II atlaicaa) (3-2) 

Dmo que hay un nivel de ~ par cada ccnjunt.o 

de r6eros entarc:9 n1,~ y n3, el r6mo total de estake lo po­

dln:,a ~ par el wUlman del octmte de 1n1 eafera de rmlio 

v_. EII decir,~ que para un sútanll infinit.o paimal 

ocnsiderar a v- <XIII) una variable ccntin.la. Qn> en cada es­

tado paimal accBdar dos eJ.ect·-:NS CPrincipio de Exclusi& 

de Pauli) tendraai que el ndmero total N,estad dado por 

"'· 

33. 



de dende 

Y ... • (-!,¡:-w)" 
lo qua jmtifica c:aw1denr A V- a:a:> CXll1tina. 

lllldocpt 

(3-4) 

ª""'"' y:_ • ~ E..,. CJ-S> 

Y (•,t• cbtawww, -Umyado la a::.(3-4) en la (l-2) qua 

(3-6) 

E.., •,...,. • .i_ 1~ 
' -• a (.. , len wüdalell at611.cal, ll-71 

e .f9lalando Cl-7) can (3-6), cbtawww el ~ al niwl de 
Pwzmf., 

-t ... = (nª ~)"' (:)-8) 

cp1 para el caao lpin polarizlD> paie el!ICrihine a:a:> 

(3-9) 

B. SIS'DIIIIS FIN1'l'l'.ll. 

El prooedimiento seguido en la ae:x:il!n A, ¡:ara con­

tar el ndmero t:ctal de el.ectrmes en ~ de vmmc equivale 

• tamr 

(3-10) 

34. 
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ya que 11DIIIX • ccnsidera exm> 111111 variable ca1t.inua. Sin embargo, 

para un sis~ ca1 un ndllll!ro finito (y en OClllliaiea m,y pa¡ueilo) 

de electraw8111m11X dellcribe un eapm:io diacreto, Par lo tantD, para 

estas ca.- pBle ~ ~t.e el miaD prcced1adento que 

- acaba de de8cribir (aacci& A) pero amtituymdo las intl!gra­

les p:ir - de ser1ee dende - -10, Aaí,la a::. (3-101 ' 

que da el r6mro de pardc:ulaa • pata ea:rihir, para un ~ 
finito pero ca1 un gran ndmro de el.ect:rcsm8 (es decir N nuy 

grande),CIIIK) 

'Ir \!" .. , = a. r .L L 'lll'v .. ] = 1r L.., .. 
N L I Y.. Y•o (3-111 

,. partir de eat.e a:aaito, desarroia- ramstro 

forwJi _, para el cuo lpin polar.izado, de mnera que N • N' + Nl,' 

y 

(3-121 

N, s ! y?" (.1.V...,.+ l )(_ V._+ 1) 
(3-131 

y ¡ume ~ihira 0Cm> 

(3-14) 

Qm) quenllDI e,q,reaar 11 11 max en thminoa de N .. , 

(~ta nuy grande), haoemc8 un desarrolla asint6tico de (3-141, 

ca1 lo que ciltenarrla 

q-15) 
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~ ae .'7!8.,¡~: ~ ~~ .. -'ft + ..L oc_\a/• 11-'" 
""" C w- J L -a V/ " 11. ~/ • 

+ & ( li).ª)] - (3-16) 

SUstit:uyenb (3-161 en (3-Sl, y lamdo "• • !t , <Id> que Nt ea 
gr arde, ( p es oanstante pero aerS smti tu1da ~ P (rl en adelan­

te), cbteraca 

t,. t¡. (.a.E.,..)'14 L\- i (¼)"'N-Z,+ :,.~)"' ~: 
+ &("\ .. >1-1 (3-17) 

despejardo E_, ae llega II que 

E._ s ~ \,1r•e.~--rt-f)._'\~~-a\frT" Wrt11, 
.... + &t~:)]1\W/s (3-18) 

y 01m) ~-~ (3-19) 

~t .. : (,,~e,.)"' l,--\-~)"' ";"' + -k- ~)"' ,"<j 
+ et~;~)] 11-201 

LII Ec. (3-20), nos prq,arciCIIII una aer1e de c::mn!CCio­

nes 111 nanento 111 nivel de Fermi, d!bidas II que el sistaB tiene 

un n1n!ro finito de elect.rmes. Estas carrecciaei IDlifica­

dn las expresiaei para la energía cint!tica aGn cuando oontinue-

111:lB trabajando bajo la ~icil5n de un gas de el.ectrmes ~ 

gl!neo. PUede notarse, que Cl.lllfldo f\4•,111 F.c. (3-20) se nduoe 

11 la F.c. (3-8), es decir 

~ • .... --"'-.-..... -CID---
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3.2 FU«:I<HIL IE 19a;IA cneTICA PARA t,t¡ SIS'l!JV. 

FINI'ro. 

Antes de continuar, i- otras CX11Sideraciaies, concer­
nientes con el nQinero de electrcn!s. 

Ccnl VilllJa en el cap!tulo Doa, la enarg1a de in~ 

bio pmde eacrih1rlle en la fcmm 

o bien en la fcmm 

(3-22) 

denle y(r1 ,r2) es la 1111triz de densidad niducida de pria!r ozdl!n 

de ~. que esta dada par la Be. (2-31). 

De 13-21! y 13-221, palanca hacer la siguiente iden­

tificaci& 

yOCIID y(l,2) ay(2,1) 

tendnnla de la Ec. (3-23) que 

-.(,.a). e,,,<.,,~) \ t..,<.,, e.,<.-a.))''a. 

con G,,(•,a) = (.- i,,<.1,a.)J"ª 

(3-23) 

(3-24) 

(3-25) 

(3-26) 

Al nivel de Hartree-Fock, y(l,2) ~ Y(l,1'), y ya que 



la energía cWtica de un Bia~ de IIIICb::8 elect:rama eetl dada 

par la F.c. (2-271 , 

T ::r.-L f V: ~(1,1') \ .. ~, 
3. 1 , .. , 

(l-27) 

a1a1tituyendo (l-251 en (l-271, ~ que la dllna1dad de ener­
gía cWtica t¡>] ,queda dada par 

t l t(I)] • - ~ q! [ G¡,,,(\'l) ( c.,,, ~.(~) }'] \. (l-28) .. , 

38, 

A ccntinuad.6n pamlll8 wr que 1Aa or:nlic:1aaa adi~ 

nales, debidas al ndmro finito de electrarae, ami j~ 1Aa 

que prollÚIIWI de ~(1,2), a trlll'o6! de fn(l,2), ya que 6ata Cll­

tim debe expnllllE9e en la fema 

(J-30) 

C,,(1,2) '..,. t O 
~ ..... ., (l-31) 

para asi satisfacer las condiciones (2-611 y (2-641. 

En particular, ctt 11,21 puede aproxiJNlrse p:,r la de 

un gas de electra'les libres, 

e (1 2) a - (4,.:,. -z,."' ~ )a. 
tt , ' }(, 

(3-32) 
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(3-33) 

Plmde darmtrllrN, utilizamo el desarrollo en aeries 

de Taylor de lu funcia'll!II amio y alRl10, que efectJ~te c,..11.11 .. l. 

Por otro lado, C~(l,2)1'1&~-. 0, p,l,s3km thm:inoa aen X y 0015 X 

del nmm-adar oecilan, mientru que el x del ~ tiende 

a infinito. Allí, l8IDII que (3-32) C\lll>le ccn las cordic1aes (3-30) 

y (3-31). 

Ttqu! es inportante notar, F.c. (3-29) , que cuando N ..... 

ftt 11,2) .. Ctt(l,2), 0CIID tenía que aer, dailo que (3-32) wt11111pcu­

de a la funci6n de carrelaci6n de pares eacta para un gaa de elec­

trcrEs infinito. 

Smtituyendo en (3-26), ter... que en este amelo, 

G (1 2) [(1-.J..) ,(-,:&-Y.Cft!,1. ,t _l_l'ft. (3-34) 
H ' • ~ ~ ] ' 

dente pft~ dailo por la F.c. (3-20). N&teae que GH(l,1) .. l. 

A ccnt1nullci6n, calculamo!J la 0llpillll16n para la den­

sidad de energ1a c1netica, 8\Btituyendo la F.c. (3-34), en la F.c. 

(3-28) .~ que 

t(t(,)}, _.1..,.(,) V! '1,..(,,1.)I + ~ Gt-tt(','' \v,e,c,,\ª 
a. 1.•I fil) 

-+~<111lV:t,l•l- ~ v .. e.,<.,)·V,A,..<.1,1..>\ 13-351 ... , 
U8ando 13-35), y BUStituyendo (3-34) en V2 G1t(l,2), 

tenmas que 

v. ,,,{:v. Le,_:..) ,r~~,-gf ·¼;\°" L:,_,., 
Y = ~ = Pf Vx , podaTDs escribir (3-36) en la forma 



f ina.lml!nt.e, 

~ ",,l•,•iL. 'T. l (1-\) ,t,o¡r•j, 1;;ib,., 
y oalD V~ D p:v! . t.erBll8 que 

V!4.tú,t) L.,• i: !, [ (l--¡;)1""'~:'-'r-t 
+-' 1"1 +.e':.._¡__!_. f (1-l.),(:t",1-Y.'915,t '\- ª"" " X b L ..,. ,,., 

•-¾Tªl --~ 1~t\-~) 
t•I 

(3-39) 

Las Ecs. 13-371 y (3-391, pueden verificarse a ~ de loa desa-

rrollos en aeries de Taylor de aen x y cce x. Smtituyerdo en 

o-351 &toe resultados, ci>tenalal que a tr, (,,,. !. ( ,-..L)~,. t.. (1) + -L \vt,(\) \ 
~ 'J 'º lilt f t 1 ~(1) -+ V'e,(1) 

(3-40) 

Ahora bien, Bacler y Prestm 1141 han dl!lmtrado que 

la densidad de energía cindtica puede expresarse tart>H!n en la 

forma 

(3-41) 

40. 



que esd relacialllda con la t¡>] de la F.c. (3-27) por la eicprmi.& 

tttl = t'(tl -¾ ~~e. (3-42) 

J111t1D integrSI II la energía ~CII CXJn111:ta, p!?0 

difi.erlln localaslte. Sin atiugo, la fama dalla par la F.c. (3-41) 

t1aw la wntaj11 de NI" 111111 cantJ.dlld pcaitiva clef:lnidll y dlb1do 

41. 

11 esto penútill adir con 1111jor preci•i&I la crudBza de loa m::delca, 

ya que no hay ning&l tipo de cancelllci&I de errarea. 

LII upreai&l para t•( P) Ulitdlp(Jldu!ntle II la F.c. (3-40) 

es, -tituylnlo en 111 F.c. (3-42) 1 

{r (] : .}.. (\-..L) .f." t (.\) ~ t \V~(')\ª 
L: IO ~ t at c.,<.1) (3-43) 

&atit:uymdo lqld 111 mpteai&i modif.k:a:111 de pf , F.c. (3-201, cb­

ter-. firillllBlte el fin:icnü de 111 densidm de 111 energla e~ 

tica, 

t' lt+<,)1: i¡'(,1t?.)"' '•l'~' (,- ~) 

X l' -lf t ~-:' i-\ ~ (!)"' -t ltt' l w;111 + · · -] 

"" .L \~e.t,)\ª (3-44) 

• t.,<.,) 
CCIID puede verae, el fwicicnal que ae ha derivado II partir 

de CC11Siderar el ndn!ro finito de elect:nsles, caicuerdll excelente­

lll!llte con el fmciaial enp!rico hallado por A8SP, F.c. ( 1-8) , pues 

111 igual que &te, contiene 111 ~mino de MleiZIIIICker total, que 

nos pemútetener cxnfianza en que las densidades que se obtengan, 

a partir de la F.cuaci& de Euler correspondiente,terddn el caipir­

tamientc- asint.6tico y la condici& de "eusp• correctos. AdmlA&, hBIDs 

reproducido el ~mino de 1'laMs-Femú c¡ue1caro ya hlm:>s discutido, 

es exacto cuando Z = N --+ CIO • Tantii~ ha aparecido en forma na-



tural 111111 can'8CICi6I • pnar Oldlrl, qm va cxa, _.-113, qm idln­

tif~ a:in el tlm1no que prquwi ,_. en au fWldanal ..i­
rico, cxa, 111111 conacc1dn que hay que matar al tllmino de ,,__ 

l'llmd., y que deNpu9ce m el llllite Z • N-.e. 
El tlm1no lllidanlll (1--k), t.- que el tmcialill 

dllk> pr la Be, (l-44) - mactD para ~ da \SI .,lo e1actr&I 

y para ~ b11lect1611cm, al nivel de Bltt&-"'adt, 

42. 
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C/illllO 4, IISll.Tm Y <Dll.llil(J(S 

•. 1 IIIIIOL'DID08 

P.ri el iz-tlP c:aptbllo, -U- la ea:t:ibd del 

funcicmal 13-44). a:., una pruara pculba, aatldiam la pnc1a1&1 

dll iete para ca.lcular ~ ~CM cuado • utilual 1aa 

dlna1dall dll llllrtlw-fbdt. 1uqul ata d1ia1s - igual al que 
efectuma\ RBP, a ncaitioa nea peadtid jmgar la ~ 

del tiam1no (1- :._), que en f- natural ..,.ct6 cmo - ~ 
rrecc:i&\ en la Be. (3-44), y qua no ap11191:9 en el fln:1mal de MSP, 

111:S. (1-8) y (1-9) • 

lfll illplrtlnte aclarar epi el tlladno -1.iudo f\at 

{1- ¼) ,que cuzapade al cao lpin-rNtrinJido . .,_. C'Gllpe­

rar la y .IN,Z) da RBP can 1M que pNll1m naatro func1onal, hici­

- ajuatm da la fma 

~(ta~)= T(t)-íy (tl 
I ,.(tl (4-l) 

de tal -.ira que para raeatro fmciaial nea qiman la ...-1~ 

IE8 

~(.a.~)-. (\-~) (\- ! ) (4-2) 

y "(.a,~). ( \- ~ -~)<\-!a) (4-3) 

Plaie nol:ai9e que en lall doe mpresiams anteriores 

aparece el t&nino ~- ¼),cuya illplrtancia pa!d apreciar9e de 1ai 

resultados del ajuate. Adilnas, la F.c. (4-3) cxritiem un t&nino que va 

<XIID N-213, que viene siendo la oonecci& a 89Jllldo orden y de su 

aj1ate podnmol ver que tan inp:,rtante es incluir oorrecciaies 

hasta este orden, o incluso de orden ~rior. 

Por otro lado, para poder oaipll'llr nuestras e,q,xesiaies 



(4-2) y (4-3) ccn la y(N,Z) de AIISP, F.c. (1-9) , 

(4-4) 

1-. nipetido su ajuate, dmo qua - resultadas a.tle&fdideu a 
haber utilizado lllll dllnaidadllS de .. nprtalaB pcr Fiachar(20), 

u. 

de 86 atama l'IMltzt8 mantras qua nmotioe .e1o tame 1aai1o dmla1dmes 

de 54 at.caa l'IIUtrm • .,._.., ncaotraa ... 1aai1o 1.aa dmw1dadea 
npartada pcr ci-ti (26). 

En la tll)la (2) ~~ 1M cxnrtantes teericu y 

1u cilten1dM en el ajuate para laa Eca. (f-21 a (4-41. i.. ajua­

tadu • npirta\ jlSlto ccn el Ylllar de R.M.S. ciltenido para las 

cuiat.antllll. Dlt la ~ dlt 1m valozea de dicha blbla, pcdmaa 

ccn:luir qua loe 1*5r1cca dmi bien, pero que en los ajuatmoe, el 

haber incluido el 1*a1no {1-\) definitiva81t8 •jera 1m ~ 
llult.sa.. P0r otro lado, pade _._ qua la arrax:i&i a ~ 

arden (tfmino de N-2/3) l'I) • my illpJrtante, pms prlct:ic:aBl­

te l'I) altera los -it.sa. qua ae ciJtien!n a1n CXIIIB1derarla. 

F.ato pata~ en fma por dllllllls clara en la Fig. 13), 

en la que 91! hll graficado lall Eca. (4-2) a (4-4) jla'lto ccn loa valo­

res exact.ca IIW) • l'mlllm vier que la curva ~ a la 

s::. (4-2), prlct:i~ reproduce loa pq1to11 exactm en WIA mlfllia 

regil5n, lo que nea vuelve a cuucb.uzar la ~a del t&m1no 

(1-¼)· 



45. 

'NIA(2) Valores da lu a:irwtaltm 41B ...- en loe 

difermtM mmtlaaª. 

llldltlo co el R.JI.S. 

a:. (4-2) 1.313 0.0153 

(1.015) 

Ec. (4-3) 1.303 0.029 0.0152 

(1.015) (0.150) 

Ec. (4-4) 1.434 0.0358 

a. Valc:ns te6riOOB entre padnt.esis. Ya 
b. R.M.s. • [ + (.~-,.t/(t.\-1)] ,deme pes el mi-
maro de padiaet.rcs ajuatablell. 
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Lo• runto• representen 
( rtf)- TwttJJ/T0(t),eeleulados 

con ~F· 
(--J,Ee, (4-2), y Fe, (4-3),coin-
ciden en esta escala. 

(--···),Ee.(4-J),eon etP,, teerteas 

(-. -. -) , Fe. ( 4 · 4), 
o.o ~,..._ __ __.,o~----2~0----"""'---....... ~40~.;.,_---~so~--z--; 



Hay ins aerie de caicluaimes iqxlrtantes que pcdma¡ 

cbterer del an4lisis del funcimal de la densidad de la energia 

cinl!tica que ae ha derivado, F.c. (3-44). 

i) En primar lugar es in¡:Jcrtante notar que par contener 

"· 

el ti!rmino de 'l!lcam-Femi, el fln:imal tiene el 11mite N = Z-+• 

conecto. 

11) El ~ adicimal (1- -l.) ,hm:e que el fln:imlll 

aea exacto para sist:11111118 con 1.Sl aolo el.ecat5n y oormcto al 

nivel de Rllrtn:e-Fock para sistams bi~lectrt5ni<XJ8. 

111) En general, para cualquier otro Atxa:>, el· fln:imal 

prqmsto es dafinitivmeite 11111jar que el desarrollo en gradientes, 

F.c. (1-5), pues par a:ntener 111 tfm1m de Nlúzsacker total, gene­

raiall'JII ins ecuaci&i de Eu1er aceptable. 

iv) Las caicluai~ anteriores ncm hacen \Ol!l" la illprtan-

cia que niviste el haber oansiderado el r6mo finito de electn'nell 

que poaeen loe Atalal y rm:,lkulas en la dl!:rivaci&i del IIDll!llto 111 

nivel de~. y finalmente del fln:iaial de la energ!a ~ca. 

v) Cr8lllllll iguallrente que loa 11j1111t.es que ae presentarcra 

en la secci&i 4.1 son bastante buenos, reproducierdo bien la energia 

cinl!tica de loa Atalal 2, z, 54, CXIID se IIIJBt:?6 en la tabla (2) 

y en la Fig. (3). 

vi) En base a los exielentes resultados cbtenidoa hasta 

aquf, sugerillllS realizar cAlculos variaciaiales II partir del fun­

cimal (3-44), para prooar 111 bondad de las densidades que el IIIXle­

lo geoora por s! mill!D y II partir de &tas, calcular energ!ll8 ci­

nl!tiC118. 



cabe anciaiar que par 1a1 cai1no diferente y utili­

Wldo ~tce de tipo dimlWicnal, reci6nbwnte J. lleller, 

c. llllller y c. 1-1ac1251 han prqimato 1a1 flnc1alal de amrg1a cinf­

tica qm ccntiaw derivada di la dlnaidad, an llllJIU' de polax:iM 

de '9ta. A fm'tir de lllte, han cbtal1d0 bmntw rauludaa, pcr lo 

qm carwidaraoa qm tab16i arfa factible 1-ttg11r 1111 pcaible 

CCIWXi&I ccn .... tro fWldonal (3-44), o U- • cabo la\ eatud1o 

OC11p1rativo antnt dic:hm fla\ciGWllll.N. 
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