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INTRODUCCION.

Una de las &reas mds fértiles para las matemiticas aplicadas -
dentro de la ingenieria quimica es la de ingenieria de reactores-
quimicos. Modelos matemidticos de todas las clases encuentran - -
aplicacitn en esta &rea. Ademds, El disefio de reactores guimi--
cos es una actividad restringida al campo de la ingenieria guimi-
ca, siendo esta actividad la que mis claramente diferenciarfia al
ingeniero guimico de otros ingenieros. Un reactor quimico es la-
parte medular de la industria de los procesos guimicos, agui se -
le considerara aisladamente sin perder de vista esto.

La gran acumulaci6n de informaci6tn en el campo gue nos ocupa,-
el andlisis de esta informaci6n mediante técnicas matemdticas ca-
da dia m&s complejas y sofisticadas, el empleo de calculadoras di
gitales de alta velocidad asi como de analizadores anal6gicos e -
hibridos constituye un campo de estudio demasiado amplio, que pa-
rece alejarse ¢ada dia mds de las expectativas de comprensitn de-
los no especialistas. En principio, esto es resultado de la for-
macitn matem&tica del ingeniero quimico, gue aunque adecuada para
ciertos propbsitos no va més alld de lo estrictamente elemental.-
Esto me ha inducido a escribir este breve tratado de Matemdticas,
aplicadas a un tema muy particular, pero gue es el gque el autor -
considera m&s rico en aplicaciones.

El presente trabajo tiene por objeto ilustrar métodos matemati

cos de diversa especie, de diverso grado de complejidad (en la ma



yoria de los casos no elemental) y de comprobada eficacia, al pro
blema de andlisis y simulacién matemética de reactores quimicos.-
En las partes en gue es necesario un conocimiento particular de -
aléﬁn tema no elemental y no ensefiado comfinmente en la licenciatu
ra este se expondré brevemente o se remitird al lector a la bi- -
bliografia mds adecuada. Se observard que se pone un é&nfasis par
ticular en los métodos numéricos e iterativos, en la estructura -
del desarrollo de los modelos y en las caracteristicas fisicas --
de los sistemas estudiados. Nunca se debe tratar de resolver una
ecuacibén de representacibn si antes no se tiene una idea intuiti-
va de la forma de las soluciones, esto solo es posible si de cono
cen con detalle las caracteristicas fisicas del sistema, asi que-

generalmente apuntaremos las mé&s notables o determinantes.

mm

7”1. An&lisis y Simulaci6n.

_Por "andlisis de reactores” entenderemos la aplicacién de la -
informaciébn més adecuada al desarrollo de modelos matem&ticos pa-
ra el estudio particular en el Area de la ingenieria de reactores.
El desarrollo del modelo matem&tico incluye:

1. Formulacibén y definicién de las variables y constantes.
2. Determinacibn de coeficientes o parémetros involucrados.
3. Formulaci6n de la ecuaci6én de representaciotn.

4. Desarrollo de procedimientos para su solucién.

5. Rango de validez y aplicabilidad. Limitaciones.



Por modelo se entiende la descripcibn matematica del proceso.

Los modelos pueden ser de los mostrados en el esquema (1l). En-
dicho esquema, la resoluci6n del tipo de modelo aumenta en grado-
de complicaci6n conforme se desciende. Por supuesto “aumento de-
complejidad” no significa siempre "aumento de exactitud" respecto
al proceso real.

En el esquema aparecen términos gue necesitan ser comprendidos.
Un modelo determinista fija la solucibn de un problema a valores—
especificos existiendo una clara relacibn causa-efecto, esto no -
sucede en los modelos probabilistas en los cuales no hay determi~
nacién causal y los valores que pueda tomar una variable no son -~
especificos sino que dependen de una funcib6n de distribuciétn (o -
densidad) de probabilidad. Un par&metro (término gue usaremos en
exceso) es una propiedad del sistema o sus alrededores a la que -
se puede asignar valores numéricos. La variacibébn de par&metros -
fisicos como T,P,C, etc. @es continua y no discontinua; sin embar
go, muchas veces podemos suponer que la variacién es a saltos sin
pérdida notable de informacién o generalidad, en estos casos es -
general el resultado de que mientras mds pequefio tomemos un inter
valo respecto a una coordenada, més nos aproximaremos al proceso-
real (Figura 1).

La diferencia entre un modelo de par&metro distribuido y uno -
de par&metro globalizado es esencialmente que en este Gltimo se -
ignoran las variaciones espacialés v las distintas propiedades y-

variables son homogéneas en el sistema considerado. Asi, la supo



MODELO lMATE MATICO

| |
DETERMINISTA PROBABILISTA

A
ECUACIONES ALGEBRAICAS
(Estado estacionario,PTrémetro Globaljzado)

_ E¢. Integrales Ec. Diferenciales Ec.de Diferencias
Variaciones Continuas) (Variaciones Continuas) ( variaciones Finitas,
Edo. estacionario

Ec. Diforencliales Ordinarias
Ec.de Diferencias Unidimen-

sionales
Edo. Egtacionario Edo. No Estacionario {Conexién Unidimensional de
(Un parametro (Parametro Glo subsistemas_de Parimetro
Distribufdo ) balizado) Globalizado )
€c.en Derivadas Parciales Ec. de Diterencias Muitidi-

mensionales
(Mds de una conexidn uni-

‘Edo.Eatacionario Edo. No Estacionario dimensionat de subsiste-
(Parémetro (Pardmetro - mas de parametro glo-
Distribuido ) Distribuido ) balizado )

Ec.de Diferencia-Diferenciales

(Cuolquier tipo de Conexidn
de subsistemas de paorometra
distribuido o globolizado y
de estado estacionario 0 no
estacionario)

ESQUEMA 1*

"*HIMMELBLAU Y BISCHOFF (47)



sicibn de mezcla perfecta en un CSTR conduce a modelos de paréme-
. PROXIMACIONES :

i . . Fig~1 X
tro globalizado y la consideraci6tn de gradientes radiales y axia-
les para la‘transferencia de masa y calor en un reactor de lecho-
fijo conduce a modelos de pardmetro distribuido. Estado estacio-
nario para una funci6n @ significa que esta no depende del tiempo.

Por "simulaciébn de reactores" entenderemos el estudio de estos
0. sus partes mediante manipulacién de su representacién mateméati-
ca (modelo). &asi, mientras el andlisis nos provee del mejor mode
lo posible, la simulaci6n moviendo parémetros o condiciones trata
de obtener la mayor cantidad de informacitin sobre el comportamien
to del reactor. En vista de gque la simulacitn requiere de una --
cantidad considerable de trabajo numérico es necesario el empleo-
de computadoras, necesario mas no indispensable (isi contdramos --
con esclavos!) de aqui que se asocie ganeralmente el término "si-
mulacitn" al de "computador". Para nosotros esta asociacitn (muy
extendida) serd "simulaci6n digital®, "simulacién analbgica" o --
"simalacién hibrida", pero no "simulacifn" a secas.

Nos hemos basado para nuestras definiciones en Himmelblau y --
Bischoff (47) y en Crowe et al (21).

Ahora bien, ¢Cu&l es la utilidad del andlisis y simulacién de-~

un reactor quimico? & pdede esto ssustituir la informacitn del ~-

equipo piloto? Aunque el andlisis y simulacitn no pueden susti--



tuir la informacién experimental obtenida en equipo piloto los si

guientes puntos clarifican su manifiesta utilidad:

s

Facilita el disefio y dimensionamiento tanto del reactor in-—-—
dustrial como del reactor piloto, facilitando el proceso de-
escalamiento.

Ayuda a la prediccién de efectos debidos a cambios en las —-
condiciones de operacibn.

Es una herramienta fundamental en la optimizacifn econfmica.
Los estudios de optimizacién de plantas en operacifn son ge-
neralmente imposibles de llevar a cabo deteniendo la produc-
cif6n para experimentar sobre el equipo, mds aGn si no se sa-
be que sucederia. Por otra parte, seria posible ensayar en -
poco tiempo condiciones para las cuales el solo hecho de es-
tablecerlas llevaria un tiempo enorme.

Se pueden efectuar estudios de arranque o apagado y de cam--
bios en los planes de operacifn, mantenimiento, etc.

Se pueden reproducir resultados con el fin de evaluar pardme
tros estadisticos tales como media, variancia, etc.
Proporcionan la base para estudios de Estabilidad. Seria, -
por ejemplo, imposible de efectuar en la préactica la explo--
Bi6n de un reactor, hecho relativamente facil de simular.

Da la base para los estudios de control. Un reactor guimico
es un equipo dificil de controlar, no podriamos en ciertos -
casos permitir variaciones de temperatura mayores de 1°C, o-

variaciones de concentracitn de algunos mg de ma&s (por ejem-



plo en productos farmacéuticos). Es necesario entonces un -
estudio exhaustivo de la dindmica del reactor que proporcio-
ne una base firme a los estudios de control.

8. La simulaci6bn es indispensable en ensayos de sensibilidad, -
mediante ella es facil determinar gue pardmetros son mids im-
portantes que otros en disefio, estabilidad, control, etc.

9. El andlisis y simulaci6én conduciri siempre a una mayor certe
za en los resultados de un proceso de escalamiento.

10. Permite la extrapolaciftn de resultados cuando esto es posi--
ble y proporciona limites para la validez de esta extrapola-

cibn.

2. Estrategia de Andlisis.

Existen tantas estrategias de andlisis como autores hay, pe-
ro la mayoria de éllas coinciden en los siguientes puntos funda--
mentales:

1. Formular de manera clara y concisa el problema.

28 Hacer acopio de la informaci6n disponible seleccionando la -
més reciente y adecuada.

G Descomponer y recomponer el objeto de estudio en partes mas-
fdciles de analizar, observar interacciones y relaciones.

Por ejemplo, en el andlisis de un reactor de lecho fijo se di-
vide el problema en flujo del fluido (ées importante la disper- -
sibn en tal direccibn?), transferencia de masa y calor externa e-

intraparticular (¢presenta la particula resistencia a la difusiébn



de reactivos y calor en su interior? ;es esto significativo o pue

de despreciarse?), factores cinéticos y termodindmicos, etc. re—--

combinando los efectos tendriamos la vista del reactor, ese es el
siguiente punto.

4. Integrar la nueva informacibn y determinar relaciocnes entre -
las partes y del todo con cada una de las partes.

5. An&lisis de las variables considerando sus relaciones, depen-
dencias e interacciones.

6. Desarrollar el modelo matemdtico mds adecuado.

7. Examinar las limitaciones y suposiciones implicitas del modelo.
Fijar sus limites de validez.

8. Estimar pardmetros ya sea experimental o tebricamente. La es
timacién es una teoria matemd&tica completa y bien fundamenta-
da, puede estudiarse con minuciosidad en Seinfeld y Lapidus -~
(92) .

9. Desarrollar el método de solucitn del modelo.

10. Aplicaciftn del modelo interpretando resultados y obteniendo -~
conclusiones. Comparar con datos experimentales o prdcticos-
si se tienen disponibles.

Los puntos 2 y 7 merecen especial atencifén. Respecto del pun-
to 2, debemos elegir un criterio adecuado para discernir gqué in-—-
formacién es mejor que otra. Un criterio acertado (perc no infa-
lible) es preferir lo que provenga de los "monstruos sagrados": -
Aris, Amundson, Lapidus, Hlavacek, Luss, etc. Serfa diffcil -~.—-

creerle a alguien que le discuta a Aris sobre factores de efecti-



vidad, pero dado gue todos podemos equivocarnos debemos tener - -
otros criterios mds objetivos. Un criterio es estudiar cuidadosa
mente la informacién y ver contra que se prueba; por ejemplo, se-
tienen dos criterios de estabilidad uno probado con una reaccién-
de bajos efectos térmicos y otro que ha dado resultado comparado-
contra datos industriales de la oxidaci6én de naftaleno (una reac-
cibébn muy agresiva) ¢Cudl preferirfamos?. Quizé el segundo, pero-
seria posible gue fuera un criterio excesivo o demasiado conserva
dor para el caso gue estemos estudiando.

El punto 7 merece andlisis detallado. Muchas veces la solu- -
ciébn de un modelo conduce a errores en la préctica porque no se -
ha puesto especial cuidado en las limitaciones del andlisis. Por
ejemplo, se disefla para un determinado flujo con una ecuacibén de-
terminada obteniéndose buenos resultados, en base a ello se em- -
plea el mismo modelo para una flujo menor para el gue aparecen no
téblemente parémetros de dispersién no incluidos: Los resultados-
serdn errbneos. Otro ejemplo es el siguiente, supbngase gue un -
modelo particular no lineal ha sido linealizado en un cierto in--
tervalo conduciendo a una magnifica representacién de los datos -
experimentales, pero ;Qué puede suceder si se extrapolan los re--
sultados y el proceso real esté representado por la curva conti--
nua de la figura 2?. En este caso es muy claro gue se obtendrian

errores considerables.



Iparos
YexpermubnTaLES

. Figr2 X
3. Modelos. : )

En el esquema 1 se di6 una primera clasificacién de los mode--
los en deterministas y probabilistas. Debido a que hay diversas-
clasificaciones escogimos la Gnica natural y gque no conduce a am-
biguedades: una clasificaci6n en funcibn de la estructura matemd
tica del modelo. Tales son:

1. Ecuaciones Algebraicas. Estas se dividen en:
Lineales

Una Ecuaci6n
No lineales

lineales Homogéneas
Sistemas no lineales 0 no homogéneas.

Una E.A.tiene la forma:

Tr{x-ai)= o

En la cual a mL;; le llama grado de la ecuacibén y a las o, rai--
ces. Ejemplo, ecuaciébn de disefio para CSTR.
2. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Pueden dividirse como --
las E.A. y ademis:
a. Por su orden: oea/cﬂx"‘ donde m es el valor mAximo.
b. Por su grado:(c[y/ixnraonde m es el valor mé&ximo en la deri-
vada que determina el orden.
La clasificaci6én en lineal o no lineales depende solo de y. --

Una E.D.O. tiene la forma general:
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~ a 1 /Qr AV
IA(x)dl Y } . Ie(x) ) J e +1w(x)§j_] < rz(x)nj}?: L
ax T Ax L

Ejemplo, descripcidédn de estado transitorio en CSTR.
3. Ecuaciones en Derivadas Parciales ("diferenciales parcia- -
les"). Misma clasificacibébn que E.D.O. Tienen la misma forma gene

" r . . ok N
ral de las ecuaciones anteriores si se cambia: Yooy 9’5 X1, X2 Kz,

& x* ¥i
B0 ke B WL Rl S [ T SR °

o x)— o (X, Xz, ¥5,...)

Son de particular interés las ecuaciones de la forma:
b0 e AT O SR TR TRy PN G S I S
A=l XL A=t X
Debido a gue aparece frecuentemente (ecuacibén de difusibén, mo-

delo de dispersidn, Modelo Bidimensional de FBCR, etc.) por ello-

se les ha tipificado como sigue:

a. Tipo Eliptico: Todos los Ai no son cero y tienen el mismo sig
no.

b. Tipo hiperb6lico: Todos los ARi no son cero y tienen, con una-
excepcibn, @l mismo signo.

c. Tipo parab6lico: si un Ai es cero y los demés no y tienen el-
mismo signo, y los Bi no son cero todos.

Si Ai, Bi, C,D son funciones la clasificacibén depende del pun-
to particular que se considere y carece de utilidad excepto para-
definir condiciones frontera.

Ejemplo, estado transitorio de un reactor tubular.

4. Ecuaciones de Diferencias. Se clasifican igual que las E.A.
agragandose ademds: si son unidimensionales o multidimensionales-

y por sus coeficientes (variables o constantes).
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El grado es el de la diferencia de mayor orden. La forma fun-

cional general es:
x ( kh,.,uk..,.-.k_ﬂ. Aw,atl, -, X (dpe up .. ¥ (A4 k.. )]
(La linea inferior indica "MATRIZ").

Ejemplos, estado estacionario de baterias de CSTR, estado esta
cionario de modelos celulares de FBCR, Ecuacién de Leonardo de Pi
sa (generadora de los ntmeros de Fibonacci).

5. Ecuaciones de diferencia-diferenciales. Se clasifican co-
mo las E.D. y las ecuaciones de diferencias ya qgue son una espe-—

cie hibrida de ellas. Su forma funcional general es:
ol L a,
E A(Y,,xﬁ,...)?;_’;}_(i"_-:_'ﬂ PR T

A=t 9 Xi

(Las derivadas parciales pueden ser ordinarias).
Ejemplo, estado no estacionario de baterfas de CSTR.
6. Ecuaciones integrales. Segfin su tipo pueden ser:

%
a. Ec. de Fredholm de primera clase: ;(x)=1 K(x,2)¢(t)dt

b. Ec. de Fredholm de segunda clase: l{(x)——-{(XHAJAK‘()(,;()(((JHJJ('

a

x
c. Ec. de Volterra de primera clase: ,((x)=j K(x,A)YYC(£)dE

a

X
d. Ec. de Volterra de segunda clase: Lf’()t): ,f[)()i-J KX A )R ) dE

e. Se agrega cuando es posible:
Tipo convolutorio f(x)= F(x) *j K(t-u)flu) du
Tipo de limites de integraci6n variables o constantes
singulares (= ,~00, etc.)
no singulares (finitos)

Nota. Las integrales pueden ser mGltiples:
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S” pe KL A ) () ) - dudt.,

Ejemplos, transformadas integrales (secci6tn 1.2), ecuaciones -
de transferencia de calor (2.159).

7. Ecs. Integro-Diferenciales. Se clasifican, separando la -
parte integral de la diferencial, como las ecuaciones que la for
man. La forma funcional general es:

Forma general de E.D., = forma general de una E.I.

Ejemplos, ecuaci6n de transferencia de calor con flujo de ca--

lor variable y estado no estacionaric, cinética de redes reaccio-

k(¥ x')
nantes complejas, por ejemplo: AR rahat A(x')
TR x)
A
Efﬁﬂ e x4+ [ TR Ox ) (KA A

4
,((Y)=Lk(x,x’)/x’

Ootra clasificaci6én de modelos Gtil pero ambigua es respecto al
origen de los modelos (Himmelblau y Bischoff (47)}. Ambigua por--
que dos teorias diferentes pueden llevar al mismo modelo. Entre-
otros el origen de los modelos es:

l. Fen6bmenos de Transporte.
2. Balance de Poblacién.
3. Método de Momentos.
4. Método Variacional.
5. Método de Teoria de Gréaficos.
6. Teoria de Probabilidad.
7. EBte., Etc.
Un método basado en la teoria de probabilidad no forzosamente-

conduce a un modelo probabilista jpuede originar un modelo deter-
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minista! La suposicibn contraria estd muy extendida.
Al tratarse de modelos matemdticos (los Gnicos plausibles para
nuestros propbsitos) se tienen dos caracteristicas importantes:
1. Que al formular el modelo se cumple eso que dijera Humpty - -
Dumpty a Alicia: "Cuando digo una palabra, significa lo que -
quiero que signifique, ni m&s ni menos" (Lewis Carroll). Al-
formularse el modelo significa lo gue significa mateméticamen
te, ni mas ni menos.

2. Que siempre es mds facil plantear un modelo matemdtico que re

presente estrictamente el proceso real jque resolverlo!

4. Modelos y Ecuaciones Diferenciales.

Los modelos que mAs emplearemos se basan en la teoria de los -

fenbmenos de transporte y en la teoria de balances de poblacibn

(que tiene mucho que ver con la estadistica y la probabilidad).
Las ecuaciones resultantes en la mayor parte de los casos son - -
ecuaciones diferenciales; ahora bien, ¢tienen alguna ventaja espe
cial este tipo de ecuaciones respecto a las demds? ¢No seria pre-
ferible elaborar modelos a base solo de ecuaciones algebraicas, -
mucho mas faciles de resolver? Los métodos de solucibn de ecua—-
cio nes algebraicas son sencillos y bien conocidos, no asi los de-
ecuaciones diferenciales, las razones para preferir a éstas Glti-
mas son:

1. 1las leyes Fisicoquimicas son validas para elementos diferen--

ciales de un sistema y las condiciones limite del sistema glo
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bal son generalmente conocidas. Esto puede parecer trivial,-

pero abundan los ejemplos en que esto no es asi: en meclnica-

cudntica no puede reducirse un sistema para que forme un "Di-

ferencial”; en relatividad general se suponen las condicio--

nes limite de la ecuacién de campo (Universo cerrado sin limi

tes, en expansibn y generando sus propias singularidades).

2. Permiten fijar de modo definitivo la forma de la relacibn en-
trada-salida del sistema bajo anflisis. Una ecuacién alge- -
braica se obtiene:

a. Como correlacibn empirica.

b. Como descripcién de un proceso estacionario y estable.

Queda el problema de ¢Qué garaﬁtiza gue la forma escogida po-
linomial, exponencial, etc. sea la correcta? Una forma exponen- -
cial puede ser aproximada (serie de Taylor) por un polinomio, no-
podriamos saber si se trata de un proceso "Exponencial" o "Polin6
mico". Por otra parte, nos gueda el problema de representar sis-
temas dindmicos: su desarrollo, evolucibn, respuesta a estimulos,
estabilidad, etc. Para la ecuaci6n algebraica el sistema permane
cerq ahi, estédtico e inmutable, por los siglos de los siglos.

3. Permiten fijar el nGmero de pardmetros o coeficientes que es-
necesario incluir en una descripcién. Imaginemos un sistema-

que obedece al polinomio sencillo: 4= a+ b x

en un.intervalo [ a' 4 ],en el intervalo siguiente [A4,¢'] como -

gue el ajuste ya no es tan bueno y la representaci6tn debe modifi-
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carse: '7 = a +bx+ex®

Esto podria seguir sucediendo, pero ¢significan algo los coefi
cientes? Posiblemente s6lo son un truco para gue el sistema mar-—-
che por la senda, pero el sistema jes independiente de nuestras -
imposiciones! Si con argumentos de esta especie se han atacado mo
delos como el LHHW de: manifiesta utilidad, fundamentos tebricos-
y précticos poderosos, etc. (Entre los etc. LH son ambos premio —
Nobel): que no se har& con otros, y con raztn. (Ver Levenspiel --
(66)) .

4. Si bien las técnicas de resolucitn de ecuaciones diferencia-=~
les no son sencillas, son menos complejas que laé de modelos-
més elaborados como ecuaciones integrales e integrodiferencia
les.

Termina agqui, por el momento, la apologia de las E.D. pero a -

lo largo. del presente trabajo se refinard lo dicho.

5. Divisi6n del Anédlisis y Simulacién de Reactores Quimicos.

El presente trabajo se ha dividido de la siguiente forma:
1. Teoria de Distribucién de Tiempos de Residencia.
2. Dimensionamiento (Disefio).
3. Dinémica, Estabilidad y Control.
4. Métodos de Optimizacibn.
Cada capitulo tiene objetivos particulares:
l. Entender el fenbmeno Fisico de flujo de fluidos. Con este Es

tudio se espera la comprensién de parametros Gtiles en disefio
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v las limitaciones particulares de cada modelo.

2. Conociendo las caracteristicas del flujo de reactivos en el -
reactor se introducirdn los efectos de transferencia de masa-
v calor que acompafian a la reacci6n guimica. Esto nos permi-
tir4 dimensionar el reactor y comprender claramente las limi-
taciones de este disefio.

3. Los estudios de Din&mica nos permitir&n predecir el comporta-
mientc del reactor abandonado a su suerte: como responde a --
cambios de concentraciébn y/6 temperatura, fen6menos de encen-
dido y apagado, etc. La Estabiliddad dar& las herramientas -
necesarias para saber si el reactor funcionara con buena edu-
caciébn, esto es, socialmente bien comportado. El1 control - -
(teoria Matemdtica) serd necesario para asegurarnos gue el —-
reactor se comporte bien.

4. La Optimizaci6bn nos ayudar&d a sacarle el mayor partido posi--
ble al reactor: tanto Econ6mica como funcionalmente.

Estos objetivos particulares est&n englobados en un objetivo -
general: aprender la base de las matemiticas aplicadas necesarias
en Ingenieria de Reactores. Este es un programa exigente puesto -
que hasta del método més sencillo es posible escribir un amplio -
tratado. Sin embargo, a partir de unos cuantos principios bési--
cos es posible desarrollar (con imaginacibén y ganas) un cuerpo po
deroso de teoria Gtil: esto trataremos.

El trabajo se ha dividido (arbitrariamente) porgue de alguna -

forma tiene que presentarse; pero, el funcionamiento del reactor-
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es Gnico, lo adecuado seria ver todo simult&neamente y sin sobre-
posiciones, aungue si con interacciones. Esto equivaldria a es-—-
cribir un libro de formato comdn con un nGmero grande de hojas in
finitamente delgadas , tan delgadas que fueran transparentes. En
tonces deberia leerse todo simulténeamente y sin ;obre-posiciones,
por supuesto no es posible hacer esto: pero podemos empezar a acu
mular la informaci6n para ﬁormar mentalmente tal libro.

Esta divisi6tn del trabajo, puesto gque se ha dividido una uni--
dad indisoluble, debe ser arbitraria: pero desde mi punto de vis-
ta es pedag6gicamente la mejor; la cuestibn es cuanto tiempo se -
necesitaria para cubrir todos los aspectos, agqui solo estamos in-

teresados en las matem&ticas aplicadas a tres tipos particulares-

de reactores:. CSTR, reactor tubular y FBCR.

6. Estructura del Disefio de Reactores.

Carberry (15) esquematiza con claridad dos extremos del disefio

de reactores:
1. Disefio del reactor ideal (Figura 3).
2. Disefio tradicional de reactores (Figura 4).

El enfogque 1 se ha llamado ™a Priori", es decir, solo un disefio
matematico. Este disefio, alin para las modelos mds exigentes, se-
desviara del comportamiento del reactor (en el momento actual). -
Quizi en el fu£uro los modelos, sus par&metros y los métodos de -
solucibén estén en tal grado de avance o precisi6n que el disefio a

priori daria resultado.



Datos Quimicos

A. NATURALEZA Y VELOCIDAD

DE LAS REACCIONES.

B. TERMODINAMICOS.

Datos Fisicos
A. NATURALEZA Y YELOCIDAD
DE LA TRAANSFERENCIA DE

MASA, CALOR Y MOMENTUM.
B. TERMODIMAMICOS.

[modelo matematico - |

Fig—3 |Diseiio del Reactor Industrial |

En el momento actual es necesario obtener experimentalmente --

una gran cantidad de parametros. ¢Por qué no hacer todo experimen

talmente? Este es el enfoque 2,

"a posteriori".

Requiere de mu--

cho tiempo, dinero y paciencia para realizar actividades innecesa

ESCALA DE LABORATORIO

ESCALA DE ESCRITORIO

TRABAJO, iNTERMEDIO

TRABAJO INTEAMEDIO

1}

planta

PLANTj PiLOTO

PLANYﬁ riLoro

pLAurAIriLow L 55

Fig—4

rias. Existe una versi6én moderada de este enfoque:

Equipo piloto

El proceso de escalamiento se cataliza mediante una
de escalamiento".

lada, por ejemplc: -

c

Escalamiento

R'= AR

~ /;" XI C-J'/T

3 Equipo Comercial

"técnica -

Cada magnitud tiene asociada una magnitud esca

(Johnstone y Thring (56)); A es un factor que proviene del cam-~

bio de dimensiones.
son muy renuentes a seguir

no tiene por qué seguir ejemplos.

"gimilitudes",

El problema es que los reactores quimicos —-
el reactor industrial -

Esto pareceria justificar el -

enfoque 2 como bueno, no es asi por lo que se ha dicho sobre 61 -

y ipor lo que se ha dicho sobre el andlisis y simulacién! Queda -

pues un tercer enfoque que aprovecha las ventajas de los anterio-

res (Figura

5) .



; escala de planta
laboratorio escritorio iloto
L modFIo, diseno
quimico del
[ ! reactor
b mcfx‘i_e_los ! industrial
O W S j

0 comparacion del modelo con el funcionamiento
---=— modificacion de los modelos

En este enfoque tanto la experimentaci6n como el an&dlisis y la

simulacién jugarén un papel primordial.

7. Nomenclatura.

En el apéndice 3 se refine una parte de la nomenclatura. Se ha
tratado de usar la mids com@n en Ingenieria de reactores.

Cuando aparezca alguna variable que no se encuentra en tal lis
ta es porque é&sta se ha definido en el lugar adecuado. Esto suce
derd con frecuencia con los subindices y signos especiales. Tam-
bién sucederad que alguna letra signifique mé&s de una cosa, esto -
no se debe a falta de imaginaci6n sino al criterio de unificacibn
y en parte a la costumbre; seria imposible dejar de poner K a la-
constante de equilibrio termodinémico por el hecho de gue en la-
literatura de teoria de control sea siempre lé ganancias propor—-

cional, o viceversa.
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I.- TEORIA DE DISTRIBUCION DE TIEMPOS DE RESIDENCIA.

1.1 Funciones de Distribuci6étn de Edad. Transformada Z. Efectos ~

de Micromezclado y Macromezclado.

En la mayoria de los textos sobre Ingenieria de yeactores se -
introducen las funciones de Distribucién de Edad de los elementos
de fluido en el reactor con el uso de trazadores. Un trazador es
una sustancia inerte gque de algGn modo puede reconocerse del flui
do gue circula por el tanque; asi, son trazadores algunas sustan-
cias radiactivas, coloreadas o con alguna propiedad fisica medi-—-
ble y especifica. El hecho de hacer este tratamiento es muy Gtil
no solo tebricamente, sino también experimentalmente como se verd
a lo largo de este capitulo. Sin embargo, trabajaremos diferente
e introduciremos las funciones de distribucién de edad en base a-
un sistema reactivo polimérico: no se necesita nada més.

El tiempo de residencia de un elemento de fluido es el tiempo-
que transcurre desde el instante en que el elemento entra en el -
recipiente hasta que lo abandona. La edad de un elemento de flui
do en un determinado instante es el tiempo transcurrido entre la-
entrada del elemento al reactor y el instante considerado (Danc--
kwerts (27)). Consideraremos primeramente un tangue agitade, o -
sea en proceso por lotes.

Es claro gue en €1 la distribucién interna de edades de los --
elementos del fluido I (t) es igual para todos los elementos, cla

ro, si el tangue se llen6 instant&neamente.* Si existiera un sis-

* 0 si £ = o después del llenado.
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tema reactivo polimérico tal que solo un monfmero reacciona y cre
ce, is6lo uno!, si en algGin momento sacadramos la cadena formada -
su longitud nos indicaria el tiempo que lleva el monémero reaccio
nando, en nuestro caso el tiempo se residencia interno de los ele
mentos de fluido.

Si metiéramos nuestro monbSmero teb6rico a gue forme una cadena-
en un CSTR sucederian cosas interesantes. En primer lugar podria
ser gue siguiera el camino mads corto entre la entrada y la salida
del tanque (cortocircuito), la cadena gque formaria seria muy pe—-
quefla. Podria suceder también que el tanque estuviera mal agita-
do de modo gque tuviera regiones estancadas (muertas) y el monéme-
ro quedara en ellas; si suponemos una ausencia total de fentmenos
de transporte entre la regi6n estancada y la activa, el mon6mero-
tebrico creceria hasta mas no poder y asi se quedaria: formando -
una cadena en la regi6tn estancada. Esto no sucede, si no existie
ran efectos de transferencia gcbébmo llego ahi el mon6mero? Enton-
ces llegard y se quedard solo un tiempo mds largo gque el promedio

de los tiempos internos de residencia, esto es:

A hzat (1.1)
El tiempo medio de residencia es sencillamente:
6= AL=-_\V. (1.2)
F
Imaginemos una alcancia con una ranura grande en la gue se ha
hechado 20 %, ahora agitamos la alcancia con la ranura hacia aba-

jo esperando que salga el veinte. Existe una probabilidad finita,

aunque muy pequefla, gue el veinte gquedara ahi eternamente: esto -



le podria suceder a nuestro nombmero tebrico, asi formaria una ca
dena infinita. Afortunadamente hay limitaciones termodinamicas”—
que limitarfian el crecimiento. Por Gltimo, podria ser que el mo-
nbmero siguiera el camino de cortocircuito pero sin encontrar a -
nadie con quien reaccionar, saldria tal cual; a esto lo llamare-—

mos “Bypass completo™.

Los efectos que hemos discutido con nuestro monbmero tebrico -

rfocircuit
se ilustran en la figura 1.1, F—=—— § C?;%_U—C;y bypass

>~
ﬂg

:y-regiones
s “estancadas”

Fig—11

Desafortunadamente no contamos con tal monbémero que entre y —-
forma una sola cadena jla cinética de la polimerizacién no funcio
na de tal modo!. Aunque no lo haga asi es interesante, sobre to-
do las matemdticas del problema son interesantes. Consideremos -
el sistema:

C + m —» < (1.3)

C, oM —> (g,

- .

Can + MM —> Loy

Sin etapas de terminacifn como recombinaci6én o desproporcibn. La-

velocidad de reacci6tn en cada etapa estd dada por:
Ton = Ron Cpney M (1.4)

Siguiendo a Seinfeld y Lapidus (92) introducimos las variables:

[,:: Cm b = —-,thi (1.5)
60 CD
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y si 7, es la velocidad de desaparici6tn de C. entonces:

G X e
AL el a (1.6)
75 P
Obteniendo: AR / - Ra c*e* (1.7
7,

’
y siguiendo el procedimiento para las siguientes etapas se llega-
a la relaci6tn general:

E' 1
L by _ Kk (Cs-cpl) A=z (1.8)

A4 4,

Una ecuacitn diferencial de diferencias. En una seccién siguien-
te trataremos el tema de transformadas integrales, la transforma-
da de Laplace es una muy familiar, no tan familiar como la trans-
formada Z que introduciremos a continuacitn. Definimos la trans-

. formada Z de una funci6tn por:
771 Fui= [(7)=é§, F(/?Z)ﬁ—k (1.9)

Su nombre tiene gue ver con las funciones zeta de Riemann. Una -~
tabla de transformadas Z y de sus propiedades se puede ver en - -

Seinfeld y Lapidus (92). Si aplicamos la transformada a (1.8):
F(ffl)—z—"gf’(g)—}/-’&)
cf L Zria)
Obtenemos: (1.10)
b g R i I R
SR
A4 4k, % €

que puede ser resuelta para c* con técnicas comunes; la constante
arbitraria resultante se evalGa a partir de las condiciones ini--~

ciales. El resultado es:
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E’F = é—'& { RXP{[(ka./h-.)/’b]-‘[ (k‘l,/kl\"\lj\r 'S - \] (l.l]_)
(ke /&) ~TlRe/ k)]
Invirtiendo (1.1l1) y corriendo la constante de la transformada

i en una unidad se obtiene la solucibn:

R ¥ i
C_k > C" _('éz/k:)lcl“ J C_L(hl/’z's—l]%kop/b.

o T ER s

(1.12)

Esto nos proporciona la distribuci6bn de pesos moleculares para
el caso de un reactor discontinuo (Fig. 2.3).

Supongamos por el momento que es posible relacionar la distri-
buci6tn de pesos moleculares con alguna funci6n de distribuciétn de
edad. Por supuesto no podemos hacer medidas de I(t) a menos que-
agujeréaramos el tanque reactor, entonces definimos la funcibtn de
distribuci6n de edades a la salida E(t) gue conoceremos por dis--
tribuci6n de tiempos de residencia, RTD. Entonces s6lo es necesa
rio relacionar I(t) con E(t), la relaci6tn (y otras mas) se encuen

tran en Levenspiel y Bischoff (67):

=-6d

A partir de ambas se define la funcibn de intensidad .A_(t) que es
la fraccién de fluido de edad t que no abandonard el tanque en un

tiempo £ + Af ; es decir:

AlY= . BNy _ _ A4 o (1.14)
& 1) /tld&ﬂ A
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Se acostumbra normalizar las funciones de distribuci6én asi:

o0
( p(“4¢'@4/4 A Aitnileiom ) AL = | 15
L (1.15)
y se les interpreta como se ve en la figura l1l.2. Estas funciones

nos serdn muy Gtiles en secciones posterioxes.

E RTD{curvaE)
i pucpen ala s o o SE i
_Fig=12 _t

Si podemos rélacionar la RTD con la distribucifn de pesos mole
culares (mwd) habremos triunfado. Esto solo lo haremos cualitati
vamente, pero modelos cuantitativos pueden verse a partir de las-
referencias gue se dan en Ray y Laurence (86), o tambié&n hojeando
el Journal of Polymer Science.

La mwd para el caso discontinuo, con todas las moléculas te--
niendo el mismo tiempo de residencia se ve en la figura 1l.3. Cual
quier dispersitn en los tiempos de residencia causard una disper-
si6én en la mwd. En el caso del CSTR la concentraci6tn de mondmero
es estacionaria y estd en un nivel mids bajo que en el gue debiera
estar para las condiciones de alimentacién iguales, en el caso --

discontinuo.

Por supuesto el tipo de polimerizaci6tn debe afectar la mwd:

El inicio, la propagaci6n, la terminaci6n, la vida del polimero -
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activo, la transferencia de la cadena, etc. son los factores a --
considerar. Entonces seguiremos con la reacci6tn del tipo (1.3) -
correspondiente a la adicibén,con inicio muy répido y vida larga -
del polimero activo.

Exageraremos los efectos del flujo no ideal:
1. Si exageramos el corto circuito entonces habré una tendencia-

de la mwd hacia la derecha achaténdose.
2. §5i exageramos la existencia de regiones estancadas la mwd mos

trard una Joroba bien delineada.

3. El Bypass completo acortard notablemente la distribucién.

Esto se ve en la figura 1.3.

En esta seccitn solo tratamos tanques agitados, es solo una in
troduccién al tema, los t6picos presentados se ampliardn a conti-
nuacién. Por ejemplo, faltan conceptos importantes como la curva
C y la curfa F y su relacién con la RTD. Como esto tiene que ver
con trazadores se introducira posteriormente.

Como se ver&, la forma de la RTD es una indicadora de la canti
dad de no idealidad en el flujo, esto se observa en las figuras -
1.4 y 1.5.

Hasta ahora hemos considerado la no idealidad en el flujo debi
do s6lo a efectos de macromezclado. Dos efectos de micromezclado

son importantes: el grado de segregaciftn y la premura del mezcla
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© Fig—1.5

do. Un fluido en el cual las moléculas individuales son libres -
de moverse chocar y coalescer con todas las dem&s se denomina mi-
crofluido y no exhibe segregacitn (mezcla méxima). Por otra par-
te, si el fluido estad formado por paguetes de 1012.1018 moléculas
se denomina macrofluido y exhibe segregacién completa.

El grado de segregacibtn afecta Gnicamente a CSTR y a cinéticas
no lineales.

La premura del mezclado afecta la distribucitn de productos en
redes reaccionantes complejas. Lo gue se entiende por esto se ~-—
muestra en la figura 1.6.

zona rica en A

Tt ey Lot

Lo

Fig-1.6

Este efecto se procura evitar siempre con el disefio del reac--

tor y tiene importancia solo en reacciones muy ré&pidas, los reme-
dios son entonces:
1. Un mezclado vigoroso.

2. Dispersi6tn de un reactivo en otro de la forma més fina posi--
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ble.
3. Retardar la reaccién.

En la mayoria de las polimerizaciones, para efectos de premura-
de mezclado muy marcados, el efecto sobre la mwd es hacerla ten—-—
der un poco hacia la derecha achaténdola. Los efectos de segrega
cién pueden llegar a ser muy importantes y se estudian con deta--

lle en (2.1.3) para casos generales.

1.2 Evoluci6én de la funcién de distribuciébn de Edad. Transforma-—

das integrales. Funciones Generalizadas.

En la seccién anterior se introdujeron las definiciones de RTD
y funciones relacionadas en el estado estacionario. Si las condi
ciones de proceso se alteran la RTD evolucionaré de alguna manera
a nuevos valores, en esta seccibn estamos interesados en la des--
cripcién matemdtica de esa variacibén. El modelo considerado admi
te soluci6n analitica mediante uno de los métodos mé&s poderosos -
de las matem&ticas operacionales: Las transformaciones integra--
les; consideraremos estas con algGn detalle.

Consideremos por simplicidad un CSTR en estado no estacionario

con: -
(i g LA
(1.16)
Youlidp = E (4) (d.17)
G el = (1.18)
siendo &€ la EDAD. Si el volumen total es constante:
'a@ 3“7’ t 0 N {1.19)
— = F. Y. -F
3*- hr )A v ( =\'}/g S\Ps)
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Los subindices E y S se refieren a “"entrada" y "salida" respec

tivamente. La ecuacién (1.19) se convierte en:

{L 3L \
o —e& SC-t]

(1.20)
para el caso mds general. Si el tanque est& perfectamente mezcla
do: I(f)= E(L) . Hemos escogido una entrada de tipo impulso,-

pero esta puede tener cualquier forma. Para el caso de mezcla --

perfecta (1.20) se transforma en:

JE 2E {
= * [ p——— o
e S L (1.21)
cuya condici6bn inicial corresponde a una RTD inicial determinada:
E = < .22
(«i,;é)/i’_o i) (1.22)

La soluci6én de (1.21) puede efectuarse por métodos de transfor
madas integrales pero se requiere algGn conocimiento sobre funcio

nes generalizadas. Consideremos por ejemplo la funcibn:

A8 B

Puede ponerse como funcibén generalizada en la forma:
{(’{)= U-Cx"'{l}

y la hemos llamado "entrada de escal6n". Las funciones generali-
zadas tienen propiedades de derivacibn e integracifn particulares.
Consideremos el proceso de soluci6n de una ecuacitn diferen- -

cial por el método de transformadas integrales (figura 1.7).

___...._E_D__'__ e - S T mw
BEETRL el i 5::3::!0 mmp_ ol BOLICIGN . DEL IPROBLEMA . .
GINAL' yv/o FRONTERA : ORIGINAL.

c— . o - — - o e e =

Transformada .~ (TRANS ORMADA)

ESPACIO . e S el
DE LA E.D.O. T - : ]
3 SOLUCION DE LA
NIFOR— ©
TAA ECUACION

MADA EC.ALGEBRAICA
— -

Fig-1.7
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como se ve, la ecuacibn diferencial es " reducida " a otro tipo -
de ecuacibn cuya solucién es mds sencilla. El proceso se ve am--
pliamente facilitado por la existencia de gran cantidad de tablas
de transformadas junto con sus propiedades fundamentales. Defini
remos como g {(« ) transformada integral de f(t) mediante el ker-

nel K(«£,£) a la relaciébn:

; 4
9= | 1) k(s 4) At (1.23)

tenemos entonces una infinidad de transformadas y una infinidad -
de limites de integracibén. Representan particular interés. los-
siguientes cuatro tipos:

1. Transformada de Fourier:
/ 2 ot L
= A
j(,l)— y__g_ﬂ_‘fwf/f)@ A1 (1.24)
2. Transformada de Laplace:

;(x) = / /{j}e“"télf (1.25)

3. Transformada de Hankel:

P TR
1 [ et T cat) 4t .26

en la cual Jm es la funcibn de Bessel de la. clase de orden m.

4. Transformada de Mellin:
;(d) ) .[, [()()xd-ldt (1.27)

Los cuatro tipos tienen especial interés en teoria de ecuacio-
nes diferenciales. La transformada de ILaplace ademas de ser la -

mds til y ampliamente usada presenta un gran nmero de aplicacio
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nes adicionales, por ejemplo en la teorfia de control. La transfor
mada de Hankel presenta utilidad especial en la solucién de ecua--
ciones del tipo de Bessel:
><2/b/" - xxy' + (X% m?) = n (1.28)

gue aparece frecuentemente en problemas de reacci6bn con difusiébn -
en catalizadores porosos; ademds, tiene especial interés en la ge-
neracién de funciones de Green. Un estudio detallado sobre matemd
ticas operacionales puaede verse en Churchill (26).

La soluci6n de (1.21) obtenida por Hulburt y Katz (54) mediante

transformadas de Fourier es:

£ /6 i e -

BF ) o R =6 [U(oc) d u(x—x)] R,
es Gtil notar que si #£ —» o© entonces:

o (1.30)

Ll Eldu) = A

/
A >0 o
La soluci6bn para un sistema general con £ A # 7 (4) necesita -

el conocimiento de las formas funcionales de ambas, ya que si hay-

acumulacidén de materia en el tangue no se cumple la relacién:

XQ%J = =G fﬁz_z-[i) (1.31)

Esta relaci6n puede introducirse para obtener aproximaciones co
mo hacen notar Cha y Fan (23) y en casos especiales; por ejemplo -

si la acumulaci6tn de materia no es notoria.
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1.3 Modelos Combinados (6 de Parémetro MGltiple).

Los modelos combinados son arreglos en serie y/o paralelo de -
flujo en pistén, CSTR con mezcla perfecta, regiones estancadas y-
bypass completo. Expondremos en detalle los modelos Cholette- —-
Cloutier (25) y Chiang-Cholette (24) debido al gran valor Heuris-
tico que poseen. Gran cantidad de modelos de parémetro combinado
se encuentran descritos en Levenspiel y Bischoff (67), tomaremos-
unos cuantos de ellos y haremos una generalizaci6én funcional muy-
Gtil y poderosa.' Como hemos dicho, nuestro principal objetivo es
tener una cierta cantidad de modelos Gtiles en disefio.

El modelo Cholette-Cloutier gueda ilustrado por la figura 1.8.
: e
F——t"

- —
cortocircuito

4
Fig-18 L % region activa
- 2 T Vopheregion muerta

Se observa que no hay transferencia de masa (ni calor) entre -
la regid6n muerta y la regi6én activa, esto es una seria limitacién
impuesta al modelo. Supongamos ahora que en un momento dado t=o-
se inyecta un trazador inerte en el sistema estando este en esta-~

do estable. E1l balance de trazador en la regién activa:

v, & o op oo 1.32
yY, Co- F C, (1.32)
Como se puede ver en la figura 1.8:
F=F + F, (1.33)
VeV, + V, (1.34)

si Co es la concentraci6tn de trazador en la alimentacién y no se-

tiene trazador inicialmente en el tanque la soluci6tn de (1.32) es:
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~Ftyy,

R
Co (1.35)

Haciendo un balance de trazador a la salida:

FC_‘M: RO F o

(1.36)
& : F. :
X = _Cacl«a - ,FCCC; - :_ (1.37)

Si se introducen como variables @ = V/F y b e, /& , asi como

los resultados obtenidos:

r ~F L/, = (E/F}(V/V)z*
Fi F
= — (/-
ol G y—
como: »
o= I~ x= F C;(E/FMV/%)i (1.39)
F
Entonces: (1.40)
) == &( T (4% hults --F/FJ(V/V)f’r Fg_ J‘(/{?’)
P2 (FJ v, ¢

§(£*) representa la respuesta de impulso a la salida debida -
al cortocircuito. Si seguimos el procedimiento anterior usando -

una entrada del tipo de escalfn se llega a:

A TR P (_F'__V_ Fad
r £V (1.41)

de modeo qgue si se representa An Tl ( i*) Vs. i* para un tangque ~-
real agitado en un experimento estimulo-respuesta con una entrada
tipo escalébn se obtienen los valores F; y V, caracteristicos del-
modelo. Se observa que tebricamente este modelo puede represen--—
tar cualquier RTD con los valores adecuados en sus parémetros. La

limitacién mads seria es la existencia de efectos notorios debidos
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a la transferencia de calor y masa entre la regitn activa y la re
gidén muerta, por ejemplo la existencia de puntos calientes o re--
giones viscosas. En estos casos llegan a ser importantes los - -
efectos de micromezclado. E1 modelo de Adler y Hovorka (1) vence
estas limitaciones, lo ilustramos en la figura 1.9 pero no lo tra
taremos en detalle, basta saber gue se da cuenta del flujo cruza-
do mediante ciertos coeficientes de transferencia.

F\
i)

fluio 2 //\-I1 r.a. Flg"1-g
cru adg-_%.\r.m.

Si se conectan en serie varios tanques Cholette-Cloutier resul

7 Cc.C.

ta el modelo Chiang-Cholette (Fig. 1.10).

F r\F‘IJ, G I Chi il, i

75
1-n)F (I-m}V " _
( Fig—110
Ci'= concentraci6bn en la zona activa del tanque i
Ci = concentraci6n de salida del tanque i

ci= (l-m)ey, 4-/14(4'I

El balance de materia en el tangue i:

dce , mF o . mF

A1 t T G o G (1.42)
La ecuacién (1.42) corresponde a la conocida forma:

A

_id’x * P(x)y = @ (x) (1.43)
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cuya solucibébn general es:

IP(IJJX Pl A
e = fa(x)c[ i (1.44)

de modo que:

t

¢l = mF . MFL ey
t v fa Ciy e At (1.45)
mFZ/,W\V
si hacemos y S (1.45) se convierte en:
i J
C,_ = —f CA.-I 6?3
} (1.46)
tenemos entonces la relacifin general:
iz (=) Liey + ifgél‘_, &g;{
j ‘ (1.47)

Obsérvese el significado de M , diferente al de N nGmero de -

tanques en serie.

Ssi N=1 :
- FA fan V
c = /—i: [/~ m A

Qe

Si N =2

Caz (1-m)"+ fM//'M)j[IZ@ * f/lg/ﬁfy//y)t

Cae 1= m( 2-m +m*FL )e-MF’{/MV

MV
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Si el procedimiento mostrado se efectBia para N tangues:

CN:[/-M)”»‘/;"}M(/—M)M_I?['yaﬂy *
Pt LT A Yoo
+[3)/vz(/) j/.y,f,"'[,("y)*

L)t o™ L (BT [ty

(1.48)
WH
(Aﬁj}/j/

N
(j) representa el nfimero combinatorio

La integracién de (1.48) y la sustitucibn de y por su valor con-

duce después de algunas simplificaciones a:

A . o —uFL o = A=t
A "y /Mf-f//wu/)
it e £ 2/)-
Rl G (o)1 2 & —

(1.49)

una ecuacién muy sugerente ya gue la primera sumatoria correspon-
de a una distribucién binomial de probabilidad y la segunda a la-
integral de probabilidad de la distribucién chi-cuadrado. Los -
valores de ambas funciones probabilisticas se encuentran tabula--
dos,por ejemplo en Miller y Freund (77). El modelo puede repre-
sentar cualguier RTD si los valores de los parametros son adecua-
dos. Nbtese gque si N — 00 la RTD tiende a la del flujo de pis--

tén como se ve en la figura 1.11.

fu

Cn

0.8 2 4 10 39 60 200 ]

S PR ‘40‘1902
L 3 a5

L \ CHITERAREY '| 1 ' |
AL TSR
\, . ‘

0.4

. 500

0.2¢ 1 L7 ovo t .
o - - - e
- mNV+,

0 0l 04 06 U 1.0 Fig_—_1_11 o IR RET
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Consideraremos ahora un tratamiento generalizado de los mode--
los combinados. Para ello imaginemos una respuesta de escalbn, -
curva F, para los siguientes modelos:

1. Flujo de pist6bn. 2. CSTR perfectamente mezclado. 3. Un CSTR -
perfectamente mezclado en serie con un PFTR. 4. Un CSTR per—-
fectamente mezclado pero con regiones muertas. 5. Un CSTR per
fectamente mezclado con parte del flujo en cortocircuito.

Los resultados son:

il Lt L<o

h
~
~ o]

Ao

- R

& At { o £ < o *
/-,EXP[_(/J_'() L@x)] A3

BALRAL mar Z/6(1-=)

b B s e o= Flre) /5

El1 hecho de haber imaginado el tipo de entrada no es restrictivo-
puesto que contamos con relaciones adecuadas entre las funciones-
de distribucifn. Naor y Shinnar (80) notaron que todas las expre

siones de F (t) tienen la forma funcional:

" (£-¢)
F(})‘: / - KXP[ ‘?Té] (1-50)

siendo ? una medida de la eficiencia del mezclado y & una medi-~

da del defasamiento de la respuesta del sistema. Asi:

* of Aqui no es la edad.
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Mezcla perfecta 7: / &= o

Flujo de pistén 7: 0 € >0
Espacio muerto 7 >/ &€ =0
Cortocircuito 7 it € <O

La obtencién de 7 Y € para un sistema nos da una informacibn com-
pleta de su RTD.

Existen otros resultados generales importantes obtenidos por -
Levenspiel (66), estos son:
1. Para regiones en serie:

T /f_z',/ %’- * (fi,: *‘/{I,z)—‘(j—" + (}75,: "‘;2,2"‘/{—1,3) % + ee- (1.51)
T

7 T

\

£, ‘ iR
AT N S (1.52)

donde el subindice I se refiere a "interno" y E a "externo". La-
numeracién indica la regién y Vai el volumen activo de la regi6n-
3

2. Para regiones en paralelo:

R £t e g (1.53)
i;': Va, +V41 + ..
W (1.54)

3. E1 nGmero de parametros de un modelo combinado estd dado por:

/0 :zRegiones de caminos de zonas de
flujo menos) + 2 flujo menos +E ( flujo

una uno cruzado

+ < Regiones de Restricciones
> flujo con ) + 2 arbitrarias ‘sobre
dispersibn el flujo y relaciones (1.55)

de volumen



I

E,~C,

A
i ' 5
: —E‘.’]__, R+ o : : i
. v §
et Lo )
-~ 5
‘\
! a=R/R 4 1) s
pu1jR41) e
af- T2
sih Ama=]
atp
ek ;

AY
Aream ! % : A,...‘_lA{ T
) e D aser < Width = 0

o .
TFP/M.-BM s fLoATER Bt
i . L
2

I
|
|
\

i

Ay r
- aea

(l’,_')' oo

e o P el
) 1

hei(54)

2 vey,
§a 5%

Fig- 112

E()




42

Por supuesto gue mientras mds parémetros posea un modelo es ma

yor su flexibilidad para representar procesos reales, pero en con

traposicién a esto aumenta la compléjiaéd del mismo y el trabajo-

experimental necesario para la determinacién de los pardmetros in

troducidos .

En la figura 1.12 se presentan algunos modelos combinados asi-

como sus principales caracteristicas, una relacién completa se —-

puede encontrar en Levenspiel y Bischoff (67).

La forma en que -

se han obtenido las funciones de distribuciébn de tiempo de resi--

dencia es andloga a la de los modelos aqui presentados y a los --

que se presentardn en las siguientes secciones.

1.4 Modelo de m tanques en serie perfectamente mezclados.

Fun-

ciones de transferencia. Momentos.

Consideremos el sistema de m CSTR en serie mostrado en la fi

Fi+1. F

gura 1.13
Ay L B2 1 B.AH L
Vi V2 Vi
Fig-113
en el cual: Vi= Vo= ... = Vo= V

Vm

_E!n31

El balance de materia para un componente cualquiera en el -

i-&simo tangue es:
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vV ds
—= = F{(ci-C,.
A4 (ei=Ci) M EE)

En el estado estacionario. Considerando una entrada de tipo -
impulso d(¢) , si Ci representa la concentracibn del trazador en-
el tanque i al tiempo t vy se fijan las condiciones:

/¢é: z'___o C,({f): A‘. (1.57

M=o R G 2 s e (1.58)
Aplicando la transformada de Laplace a (1.56) y las condiciones --

(1.57) y (1.58) se obtiene:

£5a (4) = C;(4) + bi [46_1 (4) - A:]

(1.59)
se ha usado:
o
/1, b —41
F(t) fo F() 8" A4 (1.60)
junto con la nomenclatura:
X ek Fe 2y
(1.61)
de (1.59) puede obtenerse:
Cil4) = Ciyl4) + BiAJ (1.62)

I + B4
La ec. (1.62) es una ecuaci6n de diferencias no homogénea cuya so-

lucibn puede encontrarse mediante sustituciones sucesivas en térmi

nos de _C—,(,A) que es la < (4) correspondiente A=o (alimen—
tacibn) :
Ay éi = % + &, A,

1 +8,4 /+ & d
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X,‘: 2 CZ = <, P Eq A1.
1+ B2 1+ 824
&y 2 i p Bk , _©zhe
(1+8.4) (1+6p4) (164 )(1+64) (1+ 624)
"“:/M C‘— = Z; " 6, A
C1184) (11824) ... (1% EmA) C1r64)(1#024) - - - (12 B n)
Qﬂ. Az

(1+ 81+ 634) - ( 1+ Oam D)

Y P
]+ B4

F - - +

(L.63)
En un experimento estimulo - respuesta los Ai son cero. Defi--
niendo a C°, la concentraci6én promedio de trazador uniformemente -

distribuida a través del sistema, como:

w0 ]
g [ondss 7’/ ct) 41 (1.64)
se obtiene el resultado:
PR LY Rl

<
La funcién de transferencia de un sistema se define como el co-

ciente entre las transformadas de Laplace de la salida y la entra-

da como: . +
X {d)} =L ey At = o (1.66)
gl4) = €T VSE (1.67)

m
(1+aV/F)
Es la funcién Ge transferencia del sistema. Si G(x}representa—
a las antitransformadas en el dominio del tiempo de las funciones-

de transferencia de cada tanque:
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a _ -2/
towed (4) / T R s
; /! +64 e €
i= Z (4] s —L 6(t)= £ e
(1+84)(141064) (o)
=S g (<) = i é(f)— i/e
Crv i i
(1.68)
cuya derivacibn puede verse en Seinfeld y Lapidus (92). La cons--

tancia de 6 es resultado directo de la constancia de Vi y Fi. Por

comparacibén con (1.67), se obtiene:

6LH)= Cott) = A

F (/m 1! (1-69)

por definicibn: G(f) ) (1.70)
y asi se ha obtenido la funci6n de distribucién de edad de los ele
mentos de fluido que abandonan un recipiente. De £(£) pueden en--

contrarse las otras funciones de distribucibtn de edad:
J ¥ & G | T(4) (1. 71}
A4

S i e
T =L - [TE(EILE ]

(1.72)

Puede 6btenerse una férmula general para I (4)considerando que - -
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(1.72) puede ser integrada por partes, asi:

% ~t _k ~n s "t/e
E et e Z = B 1.73
izt ()l B (L:73)

o (w-1)t ™

De modo que:

IU&)-—{\ ”i ;tm-ie-at/e]

s (i)l B

(1.74)

como \A-Ct): ;I k(4 A 2 R ln T(A) (1.75)

AT AN L U D

resulta mé&s sencillo efectuar el cociente de las funciones de dis-
tribuci6tn de edad que tratar de obtener la derivada dedm It). E1
problema es sencillo para cada caso particular.

Los momentos de las distribuciones pueden obtenerse de:
(%] » «
— L
Moo= [ (A9TEGY Ak (1.76)

o 713\° ¥
bt T ST e M e oW @7
o
Un procedimiento mds elegante es el propuesto por Van der Laan-

(lo0)y Aris (5), quienes ancontraron que: *

/U, = — /grvw\ QZ“(*"B

4 >0 YN (1.78)
Tt (4)

P s P .74

aplicando dichos resultados:

{ 4 ® 4%
M= {‘:’; ")M? g R T (1.80)
Y

- L ST Ay feunl] (1.81)
e (vw—\)(?+rw\ T ooi hden) (1.82)

/\'\t\P

* por las propiedades de las funciones generatrices de densidades-
de probabilidad.
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La variancia 0° puede encontrarse fécilmente mediante (1.79) y

conocido teorema de la estadistica:

2 z (o t1) A T {
Ui s Tk RISt S (1.83)
Los momentos de E (#*) pueden ponerse en funcién de 6 :
z
/b(,—_/vvté /jﬂ_: wm (1) O (1.84)

Los momentos para las otras funciones de distribucién se obtie-
nen por métodos similares, sin embargo, son los momentos de E (4) -
los més Gtiles en'estimacién de pardmetros (tales como ceoficien—-
tes de difusibn axiales y radiales en lechos empacados).

Las ecuaciones obtenidas pueden emplearse con dos fines:

1. cComo modelo para m tanques reales agitados.
2. Como simulaciébn de la mezcla que tiene lugar en otro proceso,-—
por ejemplo en un lecho de relleno.

Consideremos por ejemplo dos ramas de m y . tanques agitados, -

en la que la rama 2 representa la corriente principal de fluido:

P&
(1-f e
Fﬁgr1.4
f/.f): /MM ,?.lM" -ije, 5 ™ j’“‘-' —wf/et
im-1)! B c! 1"// f)‘mlTé (1.85)
/L(;f 9='£W/{£(f)4{f: [9/"‘("/]61 (1-86)

Siguiendo a Himmelblau y Bischoff (47), hagamos:

ac:% BRI s T (1.87)
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'6{‘{"):95{4(): [Lﬁn(f*)‘“—/@_ p

e O AT

Puesto gque M y.m pueden tomar valores grandes, se toma una —-

aproximacién de Stirling (Spiegel (96)):

(m-1)]= € m™x Vz_n_‘gzﬁ(m)

Fim) = 4! /37

+
/2.1 288 1 51840 A3

Introduciendo estas simplificaciones en (1.88) se obtiene:

-, . m(1-p1%) —— /gy o / — oA
£047)= {5 1/_;'; —L(;( i +(/1‘){ ) %*(;i e VAL (1.89)

Si se desea calcular el espacio muerto y Fa Es el flujo en la -

rama activa, esto es, la rama perfectamente mezclada, se hace:

_I[:’:;F‘L= P

£ i (1.90)
62 Va / Fa vV = N} s
Az ——m =L * o YT gl s sl
8 Vit / Ft ( V4 )( Fa \) (VA : ) t- 4 (1.91)
finalmente; V& _ f Lo (1.92)

VRS e TS B
Si va es el volumen activo entonces Vg es el volumen muerto. -
El modelo presenta estas caracteristicas interesantes:
A £ ,ufauo‘ Ao

AL <40.§
7[ y e ol chreidy’
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La ocurrencia simultdnea de ambos efectos es s6lo posible si £ =1.
Adnn iR cantidad grande de mezcla por rama

(et cantidad moderada de mezcla por rama

m, M >/5  cantidad pequefia de mezcla por rama

M, M —>X plujo de pistdn

Como la cantidad de fluido gue sigue el camino no deseado es ge
neralmente pequefia, a menos que el tangue tenga graves defectos de
agitacién, puede considerarse que siempre se >cump1e que ;f 0. 05
(notar gue la condicibn es %f 0.5 ).

Los momentos de E( A*) pueden obtenerse de los resultados de -

(1.80) :
Mp £ (FTM-I)(ypr—Q-)-..(M) -l (/—/)(/)rrm—')(P+/m—1) v (Ann) (1.93)
(mp)’ (”“_/5)’
o
o2- {(\+-\—M)+<‘—§)°LL(H";A =h (1.94)
e”L

Dos caracteristicas limitativas del modelo son:

1. ©Solo puede dar cuenta simultdneamente de los efectos de corto-
circuito y espacios muertos si ©; = ©,.

2. No hay transferencia de masa y calor entre las ramas. Sin em-
bargo, la introduccitn de flujo cruzado en modelos mas comple-
jos complica grandemente la obtencibn de ecuaciones Gtiles en-
disefio.

Consideremos ahora que el fluido tarda un tiempo 7 en pasar de

un tangue a otro: este tiempo es generalmente muy pequefio, sin em-

bargo puede ser factor determinante si la reaccién es muy rapida.-
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Los balances de materia son ahora:
6 dlamit) _ e e e (1.95)
Soa - Glpaiiy A=A

tomando la transformada de Laplace y empleando su propiedad de - -

translacibn: hn
F(z‘ra)—L A
de modo que

ot e 4
) e

Cigratiok) i (1.96)

La forma es completamente aniloga a la obtenida anteriormente -

g C
excepto por el término de retraso & asi:
= b -4T
Ela) Em S _ /€ )M
Eo () 1+ 6A

(1-.97)
E(4) puede obtenerse tomando la antitransformada, y la solucifn
de (1.95) puede obtenerse mediante sustituciones sugesivas como se

indica en (1.63). Los momentos de la distribucibn son:

2_ 2z
//L/= m (T +8) 0%z vnd (1.98)

La figura 1.15 representa la RTD del modelo de 4 tanques en -~

serie para distintos valores de WA

El modelo tiene bastante flexibilidad para representar la RTD -
de un sistema de flujo real. Debe compararse esta flexibilidad --

con la de modelos que tienen m&s de un parametro, se observaré que
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mientras mayor sea el nGmero de pardmetro el modelo puede represen
tar una variedad mayor de RTD coh mayor exactitud. En este senti-
do, el modelo Chiang-Cholette es "mejor" gue el de 4 tanques per-
fectamente mezclados en serie, pero podria darse la situacibn de -
que este Gltimo modelo represente con gran exactitud una RTD y en-
este sentido es ahora el "mejor" modelo puesto que es mds simple.-
Mientras mads simple sea un modelo mayor informacién puede extraer-

se de €l con menor esfuerzo.

1.5 Modelos de Dispersibn. Algo de Tensores. Condiciones Fronte

ra de una ecuacibn diferencial.

Los modelos de dispersi6bn se emplean preferentemente en el estu
dio de reactores tubulares: vacios,de lecho fijo y de lecho fluidi
zado. Se deshechan las hipb6tesis que dan vida al flujo de pisté6n-
y se consideran gradientes axiales para la transferencia de masa y
calor de naturaleza difysiva. Asumiendo densidad constante la —-

Ec. de balancé de masa-continuidad es:

St MV =V (DVC) + Riv 52
(1.99)

en la cual Ca = ¢ sz ‘j, s ) (Bird, Stewart y Lightfoot -
(13)).

D es el tensor de difusividad, Ri el término de fuente y Si la va-
locidad de entrada del componente i desde las fuentes. Asi, para-

una reacciétn gquimica:
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Ke = k(T)( AL ar asd ... )
e

(1.100)
o una expresitn del tipo LHHW (Langmuir, Hinshelwood, Hougen, Wat--
son). ILa ec. (1.99) es valida para cualquier tipo de geometria y-
naturaleza de D, la cuestibn goemétrica hace que V y las opera--
ciones vectoriales y tensoriales involucradas adquieran una forma-
especial. Generalmente la geometria involucrada es la cilindrica,
supongamos que este no fuera el caso, entonces es necesaria una ex
presibén para V en funcibn del nuevo sistema coordenado. No impor-
ta gue tan "raro” sea el sistema coordenado ser& muy sencillo obte
ner la expresién buscada haciendo uso del &lgebra tensorial. Para
ilustrar el procedimiento obtengamos v2 para un sistema de coorde-
nadas polares esféricas suponiendo que conocemos las relaciones --
tensoriales necesa;ias (Sokolnikoff (94)) .

')Z‘I:rf' zz_ b z_‘_—ﬁf

S e 4?Mw194617’ ;{: N 7hm9494w«\y7 ‘§=:XL 762 B
El tensor métrico covariante resulta ser:
2 X . \ © o
S R e T LR B R
ax* 2xX VT o o 1Taule
donde &ﬁ es la delta de Kronecker y se hace, como es lo usual, el

convenio de suma sobre indices repetidos. Serd Gtil:

fG—Y: ;/bé‘T[G/uv] ~ 721 O

3 . Y
El tensor métrico contravariante 5*”es el neciproco de C%Mv z
| o [
uy i
G =) o + (=l
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La expresi6bn para el laplaciano es:

G._ { (—\ yd jQ
o= A h(*‘ e B
de modo gque
t_ /43 13 / ) 9 / 27
P S S, e B
v 72 97 27 72U & 20 o6 +¢2M29 R

La obtenci6n de V es mé&s simple, hemos escogido la obtenci6n de -
V2 para comparar la dificultad que se tendria al calcular esto me
diante los métodos tradicionales. La ganancia en simplicidad es-
abrumadora; mds adn, no s6lo puede obtener cualguier cambio de ba
se coordenada sino gue incluso el espacio considerado puede ser -
N-dimensional y no euclideano, lo cual tendréd (quizé) Aplicacibn-
algGn dia en disefio de reactores gue propulsen cohetes (Aea r Oy )
alrededor de hoyos negros o sistemas binarios de estrellas gigan-
tes rojas, donde el espacio-tiempo adgquiere curvatura.

Volviendo a la realidad, supongamos qgue el flujo es en la di--
reccib6n X en un reactor cilindrico, si las componentes de D son

independientes de la posiciftn y el tiempo (1.99) se transforma en:

PrN QL4 /D Y 9?4
A o P P
914 9)( }24‘27‘( )); = J—rS.

(1.101)
es decir, solo las componentes radial R y longitudinal L de D

son distintas de cero (isotropia "parcial" del medio).
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Si Dpzo se obtiene la llamada ecuacibn de dispersi6n axial:

A4 3Ci 2% 2. .
9/{""‘9, "bz'_gxz"_ <+ S (1.102)

mas empleada que la ec. de dispersibén radial en el que Dy, =0. Las
condiciones de frontera de (1.102) dependen de la geometria parti~
cular del sistema y de sus condiciones fisicas, en un experimento-
de estimulo-respuesta dependen también de la forma de inyeccibén -~
del trazador. Si efectuamos un experimento de inyeccibn de traza-
dor entonces: Si= Fitd) S (x-x0) |, Ra= © . (1.103)

donde F' tiene dimensiones de concentracién/tiempo y la inyeccibn-

se hace en X = Xo. Si se introducen las variables adimensionales:

.Z':4é%£— j%=‘§;é- (nGmero de Peclet longitudinal) (1.104)
¥s_x cz _<
) 7 - (1.105)

La ecuacibn (1.102) se convierte en:

QC(/é_;{) QC(’b,fJ_ / 96(3'}‘) 4 - ¥
‘ + £ ‘ + A -1.7)

(1.106)
La solucibén de la ecuaci6tn de dispersi6n, cualguiera gue sea su

tipo depende de la elecci6bn de:

1. Ia forma en que se ha inyectado el trazador.

2. La eleccibn de las condiciones de frontera. Cierto tipo de con
diciones frontera conducen a formas solubles analiticamente -~

pero imposibles de tener (aGn solo aproximadamente) en la practica,

o conducir a la situacibén inversa tener condiciones de frontera --

"reales" pero un problema que solo admite solucibn numérica. Una-
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solucién numérica presenta el inconveniente de no poderse relacio-
nar de manera sencilla con parametros necesarios para disefio, que-
es lo qgue precisamente nos interesa al hacer el estudio de flujo.

Resolvamos (1.106) para el siguiente esquema:

Q0 el * - 00 4
S-Lunum L ;-!““*
en este caso:
& (2 v o)=o0

C (ro0, A7) = /M

c(—m,i’):/@‘;ﬁ

que son condiciones de frontera de la. clase, Tomando la transfor
mada de Laplace (1.106) se convierte en una ecuaci6n diferencial -
ordinaria que admite solucibn andlitica. La solucibn es:

2 A y1* (1.107)

Y2 1
Clan 4" )=t [ )Exp[_/%q—xﬂ J
Asi el parémetro Gtil en disefio (2 puede obtenerse de los datos
de concentracibtn, o mejor aGin de los datos de los momentos de la -
RTD.
Obsérvese ahora el esquema siguiente: z2=0 2=2c

Z, : Zy

{ I
i, ;
ENTRADA SALIDA

Las condiciones frontera son ahora de la. y 2a. clase, es decir,

contienen valores de la derivada de las funciones incégnita. Tale-

son:

Cq_(}",OJ = C(é",OJz (4.(9"[0} = 0
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s (—Da' /{') = FEiniTo C/é_ (+OOI f") = F/wi70

S R e S

CEGaT AR SOy T

e T A N T ) R gL T - S
Fe . 99“ 37=0 - ’ . 277 [3"‘:0*

ol (e ) P B
G =

Viendo esto, seria mucho optimismo esperar una solucibébn analiti
ca. Van der Laan (99) ha obtenido la funcibén de transferencia del
sistema y demostrado que su inversién es imposible. El modelo es
Gtil porque los momentos pueden obtenerse en relacién con medidas-
experimentales sin necesidad de resolver la ecuacibén. Entonces el
método de momentos es uno de los métodes més poderosos en teoria -
de estimacién* Un tratamiento monumental de la teoria de estima-
cibén puede encontrarse en Seinfeld y Lapidus (92).

Una simplificaciédn muy conocida y utilizada de los modelos de -
dispersiébn mis generales es:

e 2¢  2¢

£ 23" 97«‘ Izt (1.108)
La dispersibn es solo longitudinal. Este modelo tan simple es-
"exacto" para gran variedad de situaciones, por ejemplo es el que-

debe usarse para reactores tubulares "vacfos". Su solucién obte--

* En algunos casos se puede usar la férmula de inversién compleja.
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nida mediante transformadas de Laplace es:

e / (g £%)"
5 ad P o e i
2/ (D /u k) 5 j 4(DIul) } Hataey

y cuya variancia es:

ct. 2 Dl)
#3

(1.110)

El modelo da la siguiente aproximacién (Levenspiel (66)):

ERROR < 5%, S D Y
w AL

ERROR < 0.5, s, P
o A

Es decir, el modelo es bueno si el flujo se aproxima al de un -
PFTR.

Una excelente recopilacién de las soluciones y/6 de los momen--—
tos para los modelos de dispersibébn axial y radial se puede ver en-
Himmelblau y Bischoff (47). También Kreft y Zuber (61) hacen una-
buena recopilaci6ttn de soluciones para el modelo de dispersifn en -
estado no estacionarios

0%, 24 8Ly

Ix? 2x ~ A%

(1.111)

En la cual: (= _—"—_ _El subindice + indicard la concentracibén -
&

del trazador en el fluido residente y F en el fluido gue sale. Su

método es interesante porgue resuelven analiticamente (1.111), da-

das las condiciones frontera, mediante transformaciones especiales:
g ["" Pe g (1.112)
v x 24

Cor= =il Az Q(F t (1.113)
[ Ee at
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Ademds hacen una recopilacién de diversas transformaciones, an-
teriormente empleadas, y de los momentos. Entonces la experimenta
cibn con trazador puede hacerse también en el estado no estaciona-

rio.

1.6 Modelos Probabilistas.

1.61 Modelos de flujo Estocéastico.

En general, un proceso estocdstico es una sucesi6n de hechos al
azar, es decir, una sucesibén de hechos que no siguen leyes causa--
les deterministicas. EL modelo de flujo estocdstico mds simple --
gque se pueda imaginar es el siguiente: se considera un sistema de-
N tanques agitados en serie y un elementos simple de fluido entran
do al primer tanque cuando t=o, dicho elemento permaneceri en el -
tanque un tiempo determinado solo por el azar moviéndose entonces-
al siguiente tanqué, y asi sucesivamente. Se tiene entonces un --
proceso estocdstico de tiempo continuo del tipo de Poisson.

El tiempo medio de residencia del fluido en cada etapa es
©;- Vi /F . Sea P.(4) la probabilidad de que el fluido se encuentre-
en el tanque i en el tiempo t, la frecuencia media de paso de eta-
pa a etapa es Ai= —“é:— . Asi, la probabilidad de gue el flui
do se encuentre en la etapa m en un tiempo t+dt es la suma de las-
probabilidades de que:

1. Se encontrara en la etapa m-1) en el tiempo t, y

2. Se transfiriera a la etapa m en el tiempo</f. Esto es:

Polikr e { D ARV B [ F 3 Ci= R X ] B ) (1.114)
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Esta ecuacifn puede rearreglarse a- (1.115) tomando t —=-» O :

o Build)
s A sed S AM-’ P/vw-l
3 e ArS P

La ecuacién (1.115) es del tipo de diferencias-diferencial y —--

(1.115)

puede resolverse asi:

l°. Se toma su transformada de Laplace:

_P_W{—‘l _ 6\I\M-l

ety A+ Do (1.116)

notando gue Pon(oVz0 | an=23 . N; P (o)=)  Aaas=l .
2°. Mediante sustituciones sucesivas a partir de TL(JJ:

P (3 By DX e o O
(8 + N Y (a% Dpan) - B+ ) (1.117)

3°. Se invierte (1.117) utilizando el teorema de expansitn de Hea
viside: 5 .
« pa
Pldon / Ply = P S X

et g (dmm) d-don  gre) T AL (1.118)

llegéndose a:

P4 = WL{Z%}

(1.119)
i s ol
de agqui puede obtenerse la RTD
E(4)= Pos() Aom = TTA IZM} (1.120)
A=1 {j= (At 2s)
E%;

El modelo tiene ajustables los pardmetros ?4')AN de modo que --
puede representar una gran variedad de patrones de flujo. La elec

cibn puede hacerse de dos maneras convenientes:
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1. Escoger una sucesibn de A( de modo que las sumas y multiplica
torias converjan.
2. Escoger una sucesifn que represente patrones de flujo de tan--
ques de proceso industriales para la mayor cantidad. posible de
casos. Fan Et al (35) han encontrado que esta sucesi6tn puede obte-
nerse a partir de una progresifn aritmética o geométrica de los vo
ldmenes:
Ve oty Whooih prtal, (1.121)
T VL S (1.122)
donde las constantes a,b,c y d se fijan como enteros positivos. -
Si se escoge la progresifn aritmética (1.121) y se fija:

Ve NV v y(n-1)d (1:123)

se obtiene:

£(27) - W‘i\“ e s (S

g
EXP\ L Cuny - TNl (d/v)s 4@m) }
N

:

P : (1.124)
e T (f V) ~Tlne)a 1A/ + RCA/) ]
k= . i
A », = L) Ly 2T AN +4 (i)}
siendo los momentos de la distribucién:
M=

(1.125)

Fre oLl gt
n /2 \ Vi ' (1.126)

Ia interpretacién del modelo para disefio es trivial, al ajustar
la RTD del sistema real se obtiene la cantidad de tanques N, asi -

como los volGmenes de cada tanque de un sistema ficticio en el que
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es vélida la hip6btesis de mezcla perfecta. E1l problema de disefio-
de CSTR o baterfias de ellos en los que es v&lida la hipbtesis de -

mezcla perfecta es un problema sencillo.

1.6.2 Modelos de Mezclado Estocdstico.

Este tipo de modelos son adecuados para representar patrones de
flujo muy turbulento en sistemas reactivos no lineales para los --
que pequeflas variaciones de la RTD alrededor del estado estaciona-
rio provocan las no idealidades del flujo. Para la comprensién de
este modelo se reguiere un conocimiento profundo de Teorfia de Pro-
babilidad, en particular de procesos Markovianos, estos temas pue-
den ser estudiados en Seinfeld y Lapidus (92).

La siguiente exposicitn se basa en Krambeck et al (58). Todos-
los modelos son redes de CSTR perfectamente mezclados entrelazados
arbitrariamente. Una red tipica es la que se muestra en la figura

i.16. Los flujos de interconexib6n del

W, A
Wo1 i - 5 W,
w % sy
e W, 31
] Was

tanque i al j wij son funciones probabilisticas del tiempo, de mo-
do que el modelo puede representar tanto estados estacionarios co-
mo no estacionarios. Sin embargo, con el fin de no complicar exce
sivamente el andlisis matemdtico se asume qgue los flujos son esta-

dos discretos de un proceso de tiempo continuo de Markov. Las con
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centraciones varfian sobre un espectro continuo de valores, como de
be ser. La primera impresi6n que se obtiene al enunciar el modelo
es que se trata de otro modelo de flujo estocdstico, en cierto sen
tido asi es. La caracteristica distintiva es gque la cantidad de -
mezclado perfecto es ahora una funcién probabilistica; dicho de --
otra forma, al depender de varios flujos estocdsticos el mezclado-
es "mads estocdstico"” gque el flujo mismo.

Se supone un sistema arbitrario de ® CSTR idealmente mezclados-
con volGmenes V, Iy, ..., Vv fijos de antemano. E1 balance de ma-

teria global da:

N el
g i (1.127)
i#g 4r4

La funcibn de probabilidad de transici6tn para un tiempo pequefio

se define por:*

/74,5{1): ’P;’/wj{zﬂz):ﬁ/uuj'(,{}:,z } = }\4/9 Z+0(z)+ Jxﬂ (1.128)

donde es necesario que oLF ¥ Z A<p = o0 . Resulta --
A
conveniente expresar (1.128) en funci6n de las probabilidades mar-
ginales: P (4] = /)/uua,' (#) =+ } obteniéndose:
Pa= (#+7%)= % o (f)/>.(/3 (z) (1.129)

como la relaci6bn buscada. Es necesario entender la interpretacifn
de Pﬂﬂ , por ejemplo:

- A O
Zai= (E;a R ) (1.130)

representa la probabilidad de que el flujo no cambie, mientras que

* 12 linea en P indica probabilidad condicional.
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Pg indica un cambio de estado de flujo «—»pB en el tiempo & . Si

se toma el limite de (1.129) cuando % —>0 se obtiene:

J_Z’;.i: Z Neap pu() (1.131)

En este punto se introduce una simplificacibn, se asume gue las
f% no varfan con el tiempo, de modo gque:

Pr —> }%s (1.132)

El tilde indica "probabilidad erg6dica", es decir, aungue las -
probabilidades ﬁ% no varfian con el tiempo los flujos siguen exhi-
biendo fluctuaciones estocdsticas. Esto implica que:

Z Den Puti=a (1.133)
gue proporciona el conjunto de ecuaciones algebraicas necesarias -
para el cdlculo de las probabilidades erg6dicas.

La localizaci6n de la particula x (t) como funcién del tiempo -
es un proceso estoc&stico continuo de tiempo discreto pero no es un
proceso de Markov puesto que esta localizacién depende del Estado
del flujo. Sin embargo, el estado de flujo y la localizacibn de -
la particula de flufdo considerados conjuntamente si forman un pro
ceso de Markov, gue se simbolizaré por:

* {(a(,l)*‘:(/sld') ,-z}: Plw(t:e) =8, x(#+2)=4 Jwid)=, x(x‘):x’} )
La probabilidad de dos sucesos independientes es el producto de

sus probabilidades, Asi:

Pl A (p e} = | &+ 2eaT *0(‘”[&44 ﬂ;ﬁ"— z + O(‘)} (1.135)
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La segunda parte de esta ecuacitn puede entenderse si se anali-
za la naturaleza del término intermedio: — “+4% ¢
f2
osta es la probabilidad de que la particula salga del tanque j-

en el tiempo & . Interpretemos (1.135), por ejemplo, si la parti

cula alcanza el estado (N+1l) no lo podrd abandonar jamas:
. _ \ ;
P[(A’N"I)—?(ﬂ’éjz Z}— (J"F i 9“"/5 z+ O{‘é)/ JNM} (1.136)

Si se define:

/o,u-{f)= P{w(fj:x, x(i)=i} (1.137)
nuestra funciébn original ij puede reescribirse como:

Alpt
paj(412)= Z 2 pri(#) piRA)>(p4); 2] (1.138)

que puede leerse como: "La probabilidad de que el flujo sea B8 vy
la partficula esté en el tanque j en el tiempo t+ T ". Se ve que -
es el producto de éue el flujo y posicibn sean los estados x€« en
el tiempo 't por la probabilidad de transicibn a Ay j en el tiem-
po Z , sumando este producto sobre todos los posibles estados ini-
ciales A @« . Si se toma el limite cuando Z—> © y se introducen-

algunas de las variables, ya definidas, en (1.138) se obtiene:

T finks Ll - : = o
//_951: ,(Z,“V{L Pai () + Z e Pog (4 e (1.139)

con las condiciones iniciales:

Aoy A= D, Wod =/ 2 N+
A R Al (1.140)
3
es decir, la particula puede empezar su recorrido en cualquier tan

que. La distribucibn de edades normalizada es:
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j //\‘) -_,L PI’? (f)
j Z peg (B d2

Por supuesto que si no introducimos algGn trazador no podemos -~

(1.141)

diferenciar unos de otros los elementos de flufido y lo hecho hasta
ahora no servirfia de nada. Consideremos una inyeccibn arbitraria-

de trazador & (t), el balance de materia para el tanque j es ahora:

ALyl

V XC o4& N
17}’- —J—gfun Wifeli- cf Z wg,é.( (1.142)

#
siendo Cj l1a concentrac16n de trazador en el tangue j una funcibn-
del tiempo. Mediante un procedimiento andlogo al seguido anterior
mente para los elementos indistinguibles de fluido se llega ahora-

a:

DPCHA) - T Sep pp (00— X, o (it 0T i g g 0]

9:( 931 '\73
(1.143)

en la cual: P[(-{,!)-»(ﬁ,q);t,t]&ts.cﬂ%l...J)g,‘: P{w(k;‘(,]:p,
Aj(C/;hZ);{»ynf’ [ wid)=o, x<ctd)< x+céx}

y las condiciones iniciales son:

Pa(4,0)= Prd(4) - S (gn) (1.144)

La solucitn de (1.143) provee la informacifén completa de la con
centraciébn de trazador y los estados de flujo proporcionando la --
RTD, pero aGn para los sistemas mds sencillos imaginables represen
ta un serio reto su solucibn numérica. Es obvio entonces gue la -
informacién requerida debe encontrarse sin recurrir a la solucibn-

de (1.143) el método entonces debe ser, como vimos en los modelos-
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de dispersitn, el de encontrar los momentos de la distribucitn de-
la concentraci6bn del trazador sin conocer Cg'(i)

Por definicibn:

/a(sd'(a‘)=f,..Jg,' P(‘(AJ_I;()J%, ‘93"' R e MR (1.145)
puede obtener se un sistema de ecuaciones diferenciales notando que:
[ ( po(ag.t) Ay o dyu = o) = T o

y sustituyendo en (1.143):

4 (b qpuuo‘ o w<gp : g
e ﬁﬁff‘““g oy M T Dy (4)
#P}(°]=O é\: 1% e e 2N

La integraci6n de esta ecuacibn proporciona el flujo promedio —

(1.147)

de trazador a la salida /u(f) :

R ;ZII[LJ:& #(2) +J§I‘Uauwzpyj]ﬁs(‘;,x)dy,...a’yﬂ (1.148)

n
M4 = EIF“ W_uz;ﬁ ¢({)+J§/ Wy plag (£) ] (1.149)

La convolucibn de la respuesta de impulso £ (t) con @ ( &) propor

ciona la misma informaci6n (Levenspiel (66)):
* .
/J(XJ=L 7(/;{-1)9//1)/1: (1.150)
de modo que:
S =
= = o mH, = Wy, mr, ;
M) = L(#) - | 7 —Wﬁ-f-ﬁ S(#) *;,2__/—’72.& Fas 4 ] (1.151)

en la cual se ha introducido una entrada de tipo impulso. Pero -

esto es precisamente E (t) del sistema completo. Mediante un and-
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lisis semejante pueden obtenerse los demds momentos de la distribu

cién:

j@a'/l (7” = j'j '3{5& P@(‘d.,* )J'g. J‘lén 3\: b= 1,2,...,N

(1.152)
de donde se obtiene:
52(1{ = 0, Wp,er,é 2 Iwa, r/é !
: %IR“( Wa )7{%{)”' LJ/Al 2 yg, Wy plpg (L)

+ 2 % WJ‘, N1, 3 W/z,w-/,ﬁ 5[‘;1’]

J7 k= (1.153)

este momento s6lo presenta utilidad respecto de que es mis facil -
calcular a partir de €1 0"2(£), gue intentar la solucibn directa,

esto es:

ag?ct)= sﬂ(f)-/u(x)‘ .150)

Por supuesto, el resultado mds importante obtenido es gque:
E(t)= p (L) (1.155)
Como las funciones de flujo y probabilidad de localizacibén son-
par&metros m6viles del sistema este debe ser extraordinariamente -
flexible, pero tiene la desventaja de que muchos arreglos de flujo
v funciones de probabilidad deben ser ensayadas para predecir una-
RTD obtenida del sistema real? Krambeck et al (58) sugieren un mo

delo sencillo como el mostrado en la figura 1.17.

et wo.‘ 1 w‘_ :
= (Y V7 i . w

"

Woa 2 Wia . Flg-117

La RTD obtenida depende mds que nada de la eleccién de MJ#J'& -

* Se emplean con frecuencia distribuciones Beta.
P
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Este modelo es sencillo y presenta resultados adecuados, esto -
es, puede representar una buena variedad de RTD.

Un gran inconveniente de los modelos de mezclado estocéstico es
la dificultad que presentan para aplicarse en disefio, en este caso
no es muy claro como puedan disefiarse reactores a partir de distri
buciébn de flujo al azar. Una opcibn es la obtencién de valores me
dios de conversibn, pero no es adecuada para disefio. El1 modelo —-
tiene importancia como representacién de patrones de flujo en tan-

ques de proceso pero nada mis, por el momento.

1.7 Modelos Celulares.

Un modelo celular de flujo es un arreglo unidimensional, bidi--
mensional o tridimensional de tanques agitados, los tanques pueden
tener mezcla perfecta o no y los flujos a través de ellos pueden -
estar interconectados o conectar: el arreglo arbitrariamente. De--
bido a que estetipo de modelos presentan especial interés en el —-
disefio de reactores cataliticos de lecho fijo se estudian en deta-
lle en la seccib6n 2.3.6. Ahi sé verd que dado un arreglo los paré
metros que lo caracterizan son funcién de Pe, coeficientes de - --
transferencia de masa y calor y propiedades del fluido y cataliza-
dor. La caracterizacibn puede ser obtenida a partir de algGn mode
lo de dispersibn.

El grado de complicaci6tn del modelo depende del arreglo de tan-
ques y de las suposiciones adicionales hechas. El modelo resultan

te es un sistema de ecuaciones de diferencia o un sistema de ecua-



ciones de diferencia-diferenciales.

En esta seccibn estudiaremos un arreglo unidimensional con re-—
tromezclado interno (parte del flujo a contracorriente) que tebri
camente puede representar cualguier RTD. EIl modelo se ilustra en

la figura 1.18.

L

'e'=1“b

T i eFE
1 | Ji__a- 1 2
Fig:118 bF

[T

L

o
T
o
i

El modelo es tan general que podria ser usado para representar
una cascada de extraccifén a contracorriente o una torre de desti-
lacibn. Los balances de materia en el estado no estacionario con

ducen a:

% s e R e ey
(1.156)

¢ {5} A T o (R b [tk il G S SR L

@ Hew

= (1+4)Cpy - (1+4)C N (1.158)

"

siendo€m (t) la concentraci6tn de trazador en la etapamn al tiem-
po t, las condiciones iniciales las fija el tipo de entrada de --
trazador y si éste se encontraba o no inicialmente en los tangues.

Un conjunto tipico de condiciones iniciales es:

Co(F= S+ )
(1.159

Cm(ﬂ= o M= 1,2,..., N
(1.160)
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Un hecho interesante es gue las ecuaciones de represemtacifén --
pueden ser obtenidas suponiendo que se trata de un proceso de esta
do discreto de tiempo continuoc de Markov en el que la vida (tiempo
de residencia) de la particula de fluido es una variable aleatoria
con distribucibn:

,f[f)={

La derivacién completa puede verse en Seinfeld (92).

A <o

£
[od “ A >0

X~ ©

Los modelos celulares entonces pueden ser analizados desde el -
punto de vista probabilista o determinista obteniéndose los mismos
modelos matemdticos. Esto es significativo porque la creencia ge-
neral es que el enfoque determinista y probabilista de un mismo mo
delo (es decir, del modelo y hechos fisicos que lo acompafian) con-
duce a distintas representaciones mateméticas, esto suele ocurrir-
porque al enfocar el problema desde cada punto de vista se hacen -
suposiciones que lo invalidan desde el punto de vista diferente. -
Por ejemplo, si la funcién de distribucibn de edades del flufdo no
tiene la forma sefialada no puede obtenerse el mismo sistema de -~ -
ecuaciones; es decir, la forma de la distribuci6bn es una caracte--
ristica intrinseca del modelo.

Un tercer enfoque, Gtil para modelos celulares complicados, es-
obtener los momentos de E(t) por diferenciaciones sucesivas de las
transformadas de Laplace de las ecuaciones de representaci6én. Esto
es posible porque estas transformadas de Laplace son, desde el pun

to de vista probabilista, las funciones generatrices de la distri-
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bucibn.

Para que nuestro modelo sea Gtil los pardmetros que lo caracte
rizan deben relacionarse con propiedades fisicas medibles. Esto-—
se hace a través de los modelos de dispersibén, las matemdticas in
volucradas son muy interesantes. Tomando la transformada de La--

place de (1.157) y rearreglando:

o L A T o T e e (1.161)

El sistema de ecuaciones de diferencia de coeficientes constan

tes obtenido tiene una solucién general del tipo:

AR
Gl Jore S T oy (1.162)
A, ¥y 22 son las raices de la ecuacién caracteristicas

LXE_(1+ab108) N +(1+4) =D
(1.163)

é, V' AQ se determinan con las condiciones frontera del proble
ma, esto es, hay que reformular el problema de condiciones inicia

les, lo cual se lleva a cabo notando que:
Con (A) > © s5r WM * 0o
La solucibén obtenida es:

Cm(J):K;{-QITZ/+916.‘/_944‘//*294(,_}0}}7‘974?‘]

(1.164)

+ K2 {ﬁ[ | PR 64—}//+ 204 (1+ak) +0%7 ]}
JE P Al T m~<o-Empleando el modelo de disper-
= P =
8i6n longitudinal:

?C 4 Ay 3C =l 2°%C

AT = L
24 A I x* (Y. 1654

cuya solucitn en términos de la transformada es:
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C (v,4)= A exﬂ;}n(v,,m)p A, EXPL:D

)4

(v—dvl+u4ﬁﬂ]

(1.166)

Para relacionar los modelos se emplea:
Xz md (1.167)
L= v (1.168)

Los momentos, evaluados segn el tercer enfogue mencionado son:

/loz/[}'%_’&,‘ /+1é'

D 3 (1.164)
/u, = e = &

(1.170)

1]

g sl 2
s Dz T 7« 2k (L+171)

N6tese que vd/Dj, corresponde a un n@mero de Peclet con una —-

longitud de mezclado ficticia. El1 n@mero de tangues N puede obte

nerse a partir de la variancia:

L = + /& M 3
Fle ol e oA IN O BE "HZ/‘(W) Je (1.172)

si />>/ entonces 2% (/+246)#6% Esto completa la caracte—-
rizaci6tn del modelo.

La obtenci6tn de los momentos puede efectuarse fdcilmente me- -
diante el siguiente procedimiento ideado por Seinfeld y Lapidus -

(92) -

c (x+d,2Y = c (x4 1 d%¢ Az g%
o T R A (1.173)

= i T
(BT o B AN e R (,Q%c)_( = og(. 3;(1_ (1a7a)
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Son expansiones en serie de Taylor. Tomando la aproximacibn -

de segundo orden y sustituyendo en el modelo de dispersibn:

4 (x4 4 ¢ Y _.,
;y_____hf}: )—_C|+lr)ic(v,,ﬂ—oo%§4—i—! S 1= Civ2k) cCx4)

dr 2%
Y alxdy + &% R (1.175)
A Q Be 2 92
< _—‘LD Ao 4, (142 5)d" S (1.176)
Es decir: 2c R (iv2b)ud 2% ) (1. 177)
24 ¥IX a2 2x?

Comparando (1.177) con (1.157) para que el modelo sea el mismo:

_ (1rab)uvd
Dz = 2 (1.178)

de modo que se llega a un resultado ya obtenido:

vd . 2
dz 1+ 25 (1.179)

Finalmente, una derivaci6én debida a Roemer y Durbin (88) prove
niente de un andlisis dindmico de los modelos, demasiado largo co-

mo para ser presentado aqui,los condujo a la relacibn:

'Pe: /U'I _ 2N
Dx | I rak

(1.180)

En la que se observa que el Pe ‘"real" depende tanto de N como
de b como debia esperarse. Obteniendo esta medida de dispersibn-
podemos hacer dos cosas: l. Fijar arbitrariamente N y obtener de-
ahi la fraccién de flujo en retromezcla b; 6 2. invertir la si--
tuacibn. Seria bueno tener pocos tanques, aunque el flujo de re
tromezclado sea grande, por facilidad en los cdlculos numéricos.-

Esta filtima aproximaci6tn de Roemer y Durbin es la mas adecuada pa
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ra el tratamiento del modelo puesto que no es necesario introdwvcir

un pardmetro ficticio de mezclado.

1.8 Consideraciones Finales.

Tenemos al terminar esta parte del estudio una serie de modelos
para la caracterizacibtn de la RTD en reactores quimicos. Se ha —-
discutido cuando es conveniente emplear uno G otro modelo, cuando-
uno es mejor gue otro, que limitaciones o dificultades especiales-
presentan. Se ha puesto especial énfasis en la relaci6tn de los pa
rametros que caracterizan cada modelo con cantidades medibles ;;pg
rimentalmente o gque puedan ser obtenidas mediante correlaciones.

El estudio de los modelos de flujo en reactores gquimicos per se
representaria un campo para un romdntico de la Ingenieria Quimica.
El estudio de los modelos de flujo con el fin de utilizarlos como-
base de los estudibs de disefio, dind&mica, estabilidad, control y -
optimizaci6tn de reactores guimicos representaria un campo fértil.-
En este campo fértil (el mé&s fértil de la ingenieria quimica) las-
mateméticas aplicadas han rendido una enorme variedad de frutos. -
En los capitulos siguientes nos hemos propuesto el estudio de es~-
tos campos sobre la base de gque en los reactores guimicos se en- -
tiende el proceso fisico fundamental: el flujo del fluido. En los
capitulos siguientes se introducen sucesivamente los efectos més -
finos: 1la reacci6tn quimica, la transferencia de masa y calor, el-
comportamiento del sistema a cambios en las variables de proceso,-

la fortuna del reactor abandonado a su suerte, la fortuna del reac
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tor bajo nuestra benéfica influencia y el mejor uso del reactor -

para la obtenciébn de beneficios econfmicos.
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II.- DIMENSIONAMIENTO ( DISENO ).

2.1 Dimensionamiento de CSTR.

2.1l Reacciones Homogéneas en fase liquida, Ecuaciones de Diferen
cias.

Toda la teoria referente al dimensionamiento de un CSTR o un -
sistema de ellos ha sido tratada y recopilada por Eldridge y Pi~-
ret ( 32 ) para el caso de macromezcla perfecta y ningGn efecto -
de micromezcla. Los modelos para la solucibn de problemas de di-
mensionamiento para este tipo de sistema se consignan ahi, la ta-
bla 2.1 es una pequefia recopilaci6tn del trabajo mencionado. Como
se obpserva se trata de ecuaciones de diferencias o de sistemas de
ellas. Estas ecuaciones pueden ser lineales o no lineales, homogg
neas o no homogéneas y con coeficientes constantes o variables, -
segGn las caracteristicas del sistema. Debido a la naturaleza ——
del problema solo los casocs mis simplificados y sencillos admiten
soluciones analiticas, pero en los demds son posibles otro tipo -
de métodos: sustituciones sucesivas y soluciones grdficas.

Los modelos de las tablas, se basan en balances de materia en-
el estado estacionario de &€l o los componentes que intervienen en
la reaccibén. No se consideran retardos de tiempo al pasar el flui-
do de un tangue al siguiente, ni la existencia de regiones muer-—-
tas y, como se ha mencionado, ningfin efecto de mezcla. Estas limi
taciones no son graves para la mayoria de los reactores industria
les bien diseflados mec&nicamente, pero tienen importancia en reac

ciones rapidas, tangues grandes con defectos de agitacién y - -
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si falla alguna de las hip6tesis que dan vida a los modelos.

La solucién de los modelos se ha dividido en cuatro casos:

CASO l-‘ ] — ¢ $ = 000 e & P L
: | 1 | 2 .’ n-1 n
v;= V2= 00 = Vn Q' b 1 sz =) Qn

CASO 2. Igual que el caso 1 pero la densidad del flufdo reaccio--

nante cambia de tangue a tanque.

CASO 3. 1 é - L[ L - cL

-F_’ > ‘_'ooo‘.——)
LATE 1 i n-1 n

Vi #Vi# -+ £Vn TR R =6y
CASO 4. Igual gue el caso 3 pero la densidad del fluido reaccio--

nante cambia de tangue a tangue.
Todos los balances de materia son del tipo general:

o e e e &) v

dt )y ™ (2.1)

Si se purga algGn producto de alguno o de todos los tanques O -

se introduce una nueva corrxiente el balance debe incluir este =—-
efecto, por ejemplo:

o s # G = P = ()
A Jan

Incluye una entrada del componente sobre el gque se hace el ba--

(2.2)

lance. El1 término de velocidad de reaccibn puede variar de tangue
a tanque, debido por ejemploc a cambios de temperatura.

Este término puede ser tan complicado como lo indique la cinéti

ca de la red reaccionante.

La ecuacién ( 2 .)/) puede rearreglarse a:
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Foas Lt /-/%J _i“ ( 2.3)

Fu  Can

Eal A

La cual consideraremos como el modelo m&s general. Una forma --

particularmente Gtil de ésta es:

Cm-l - - MC 9,“
%' CM - / W)M C,“ ( 2’4 )

Los modelos consignados en las tablas suponen flujo constante -
el efecto de cambio de densidad no se considera en ellos, sin em-
bargo es fécil de introducir en estos el efecto considerando gque-
provienen de la ecuaci6n ( 2.4.). El caso mis comfin es en el que-
la densidad permanece pricticamente constante, de modo que s8i no-
hay entradas o salidas de material F ser& constante en el estado-~
estable. Asi, para la mayorfa de los casos ( 2.4 ) puede simplifi

carse A:

Comt [~ T Em ( 2.5)

-— M._
Cm Ca
Cuyas soluciones para reacciones de orden cero, primero y se -~

gundo son harto conocidas ( Walas ( 103 ) ):

1. Reacci6bn de orden cero:

—CM-' = /! + ke"‘ ( 2.6 )
Cm G

C/u,, —KM — k@m (250
éo = CM = Mkeﬂf\ ( 2.8 )
Mo o Dot e Rl ( 2.9)

Lo s
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Si todos los tanques son de igual volumen. En otro caso:

i e b

o ( 2.10 )
S8i los tangues tienen diferentes volfGmenes.
2. Reacciébn de primer orden:
oy ML G et (e }
o o
L+ kom (2.12)

De la que mediante sustituciones sucesivas puede desarrollarse-

la solucibdn general:

C = Co
’ ! + k6. A
CQ_; CI - Ca

1+ kb, C1+%8.) (14 kpz) il 35 © )
it L e gn ( 2.15 )

t+ kO~ T 1+ kEL)

: s =1 .
S8i los tanques son del mismo volumen y se encuentran a la misma

temperatura:
St - Co
(1+ ko)™ { 2.16 )
Doz - ‘C—“= /= (1+48)" s

3. Reaccibn general de segundo orden:

Para esta reaccibn r = kCaCb, Eldridge y Piret (32) han desarro
llado el siguiente método. Si se llama a e¢' el exceso de un reac-

tivo sobre el otro en unidades de concentracibn:

C_M-l = CM + ’7:.‘9“ ( 2.18 )
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Tone Pl (Con+€') = kCai (Con +€C0) ( 2.19 )

Introduciendo 7,, en la ecuacién ( 2.18 ) se obtiene:

ROswCor?#+ (ROLECo + 1)Cae = Cuet = O ( 2.20 )

con solucién:
Com = -(lf‘k@néco)+V(/+ kBéCa)q'/- A/AQMCM—I
2 kO { 2.21)

—

Que genera la solucién recurrente segfin el caso. Si € = o enton
ces Cao = Cbo de modo que r = tsz. Si la reaccibn es de Ordenes-
parciales fraccionarios,pero de orden total 2, Co aparecer& eleva
do a alguna potencia permaneciendo igual lo dem&s. La construc=s-
cibén de una gr&fica de k & Co vs. D es de extrema utilidad en di-
sefio y simulacibébn para simplificar c&lculos por tanteos.

Es preciso hacer notar algo importante: si no se conoce 8, lo -
cual es lo comGn en los problemas de diseflo la solucibn es forzo-
samente por tanteos. Estos mismo sucede si los tangues son de di-
ferente volumen o se encuentran a distintas temperaturas, lo cual
es comGn en un sistema optimizado ( Denbigh ( 31 ) ): también si -
la densidad no es constante o hay cambios en los flujos debidos a
entradas o salidas de material. En todo caso, la implementacién -
del problema mediante computadora es sencilla y conduce a mayor -
profundidad en el anflisis y a ahorros de tiempo.

congideremos el caso (2) y cinética de primer orden para dar un

ejemplo de los métodos a utilizar. La ecuacién de disefio es en es-
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te caso:

CM = CM-’ !M

14 R foun (%22 )
cuya solucibén recurrente es:
C LS Ca ‘M
gl R (22350

7 (v k&) pe
L=0
Si se conocen los datos del sistema y 1a conversién pero no el flu-

jo el método de iteraciones es:

1. Suponer E,.

2. calcular FE=x Fo fo
e ( 2.24)
frn '

Puesto gque no se conocen las conversiones y es necesario cono—-—
cer la densidad en funcibn de la conversibén un primer célculo de-
conversiones debe ser hecho considerando f como constante, E1 cl
culo se afinaria mediante los resultados subsecuentes de los tan-

teos. Como generalmente sucede,los cambios de densidad no son --—-

grandes y es suficiente con el primer esguema de aproximacién.

3. Calcular G = Va_
Far (R
4. Calcular ﬁ—' (/+k4'9-¢') pAl Y
5. calcular Cm'x D P = A :
A fo i i

6. Comparar C: Con el C. Especificado.

Si las inc6bgnitas y los datos son otros de introducen las va--—-
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riantes necesarias en el esquema anterior. E1 método mostrado es-
. convergente y puede emplearse en los casos (3) y (4) haciendo las
consideraciones adecuadas. Para una reaccibn general de segundo -

orden es f&cil probar que:

CM= ;(I+ kCoéQM) +\[(’+kcoéGM}2+ ‘fﬁe‘v\c""" (ﬂ‘"//""")
246.,

Que da idea de lo laborioso que puede ser el trabajo numérico -

( 2.28 )

"manual"

Los métodos graficos constituyen una poderosa ayuda adicional.-
Uno de los més conocidos y empleados se debe a Jones (57) y resul
ta del hecho de gue la ecuacibn ( 2.5 ) puede rearreglarse como:

At
’r;.:'—c—M* oo

Em Enn ( 2.24 )

De modo que efectuando la construccién mostrada en la figura 2.l
se obtienen los resultados requeridos.
A Eldridge y Piret (32) se deben varios métodos Gtiles, por —--—

ejemplo el mencionado anteriormente para reacciones de 22

‘ 1
: ! TN,=—-J.
A | 0.
]
rn,:-1 |
: 0: 1
i i
I A ol
CZ c‘l coc
Fig.—21

orden, que resulta de la representaci6n de la figura 2.2.
Otrométodo debido a ellos es utilizable en un gran n@imero de ca
sos, lo ejemplificaremos para el caso en que la ecuacibn de dise-

flo es del tipo:



5 CSTR EN SERIE
FiIGr2.2
10 12 1.4

[o]
I
»

8
{(k©Co)
2.30
Lot o 1+ B (Cure) ( )
Can
Conociendo Xk Yy €'se pueden dar valores arbitrarxios a © de modo
de obtener la representaci6n de ¢n Vs. Cn-1 ( vexr la figura 2.3)
En dicha grafica la linea diagonal corresponde a Cn= Cn-1l y es
una lfnea auxiliar. Empezando con Co se hace una construccién gque
recuerda 3 la del tipo Mc Cabe- Thiele empleada en destilaci6n bi

maria. 8i él o los valores de © no son conocidos es preciso efec-~

tuar varias construcciones de tanteo.

Los métodos gr&ficos no solo proveen las soluciones directas en
muchos casos, sino que en otros sirven para acelerar la convergen-—
cia o simplificar los cAlculos de los métodos algebraicos. Por -—-
ejemplo, para el caso de un sistené en el que se efectla una rea--

cibn de 22 orden:

Co = C, + kQC,'L

<, = Cn + /éQCg,Z'
: : Tt B
F : 2

CM_, = 6/"! + AJQCM

e ké{f.é}l

A=t



Fig-2-3
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La secuencia del c&lculo por tanteos seria:

2
<
7

AN

PR | 2 . 2
suponer © ———->/z Ci)—»(,—» CEo>Cg—r Cfm -+ —>C2 >
A=f
La suposicién de 6 es correcta cuando ( z ct Y= Z¢.°
Lzt Az
Estos célculos son tediosos, pero el ntimero de tanteos se disminu

yve grandemente si se emplea el siguiente procedimiento gr&fico:-—-

A

Se recomienda afinar el valor mediante el método algebraico.

2.1.2 Reacciones Homogéneas en Fase Liquida sin mezcla perfecta.-

( Efectos de macromezclado).

En el parigrafo anterior se trataron los problemas de dimensio-
namiento suponiendo mezcla perfecta, agui se tratarén los siste—-
mas de tanques‘agitadoa considerando los efectos de corto circui-
to, regiones muertas y micromezclado. Dichos efectos deben consi-
derarse en tanques grandes con agitacifén insuficiente y en rea---
ciones répidas, es decir, aquellas para las que el tiempo de rea-
ccibn es pequefio comparado con el de mezclado ( Levenspiel (66) ).
Primeramente consideraremos los efectos de macromezcla, debe en~-
tenderse que la mezcla perfecta ( macro ) no implica micromezcla-
pexrfecta.

Estudiaremos en detalle el modelo Cholette- Cloutier con el fin
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de demostrar el método. Si se hace:

En funcib6bn de t y de estas nuevas variables:

B Aty R )

2] M

( 2.32 )

(02=3314)

Obtenida anteriormente. Para reacciones de orden cero nohay --

efectos de macromezcla, ni de micromezcla. Para reacciones de ---

primer orden no hay efectos de micromezcla pero puede haber de --—

macromezcla. Para cinéticas diferentes deben considerarse ambos -

efectos, de modo gque una RTD dada no predice la conversibn,es de-

cir, se necesitan considerar los efectos de micromezcla en el ~--

disefio. Las aseveraciones anteriores son generales y no dependen-

en absoluto del modelo.

Para consideracifn de cinética de primer orden:

cAN j ety Az
CD o

Esta f6rmula puede emplearse de dos formas:

( 2.34)

1. para integracifn directa empleando los datos experimernt ales, -

en cuyo caso se toma:

~ k1

jwe'“,fmﬂ v 5 ¥ Er) st

( 2.35)

2. Introduciendo en ella la forma analfitica de E (t). Asi:

2 -md/ e

7ok e

L. [ & ) se)] At

( 2.36 )

Recordando las propiedades particulares de §(T) la segunda par-
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te de la integral es igual a {( /-m ), la primera parte de la inte

gral seobtiene directament e. Efectuando simplificaciones:

£ s i st (2B )

S = -+
Co /+ {M/M)Zg

De esta ecuacibn puede obtenerse el modelo para N tangues:

N
Ln rok - 2.38
L [ 1+ () o O # it M)] ¢ )

mediante el método de sustituciones sucesivas si 6, = 85 ...76n

de otra forma:

T » () |

Co 1+ (s /s ) RiB<

( 2.39 )

En ( 2.39 ) se ha supuesto técitamente que el flujo en cortocir
cuito y la regién estancada son iguales de tangque a tangue.

Las variantes posibles gue puede tener el problema se introdu-—--—
cen mediante métodos similares a los expuestos en (2.1.1). Esto 2
da idea de que el‘modelo podria emplearse para el dimensionamien-
to de tangques reales si se.conociera experimentalmente n y m:

Un segundo enfoque v&lido para cualquier orden de reaccibn si =
no hay efectos de micromez&la es emplear los balances de materia-
del sistema para obtener la relacibén c/C. De ese modo:

1. Reaccibn de orden cero: se emplea el modelo de mezcla perfecta
pues no hay ninglin efecto de mezclado.
2. Reaccibn de 12 orden: No hay efectos de micromezcla, de modo -

gue haciendo el balance de materia para la corriente de salida:

ISt FI£4 *F;.CD (2'40)
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(Debe verse la figura que representa al modelo ). De donde:

SO sl e A

Co F co F

como ¢, es la concentracién a la salida de la regibén perfecta -

mente mezclada pueden aplicarse estos modelos:
File = EiG +-RYEG ( 2.42 )

De modo que:

< { /

co I+ (VJE) & /4 (an /) RO ( 2.43 )

Que por sustitucién en (2.41) da finalmente.

C— = Fi + (/—M)
Co (+ (/) p O ( 2.44 )

Que coincide con (2.37).
3. Reaccibn general de 22 orden: El balance (2.41) es el mismo en
todos los casos, pero el balance para la parte activa del tanque-

es ahora:
o g S BB S ARt e ( 2.45)

Obteniendo la solucibén para C, e introduciendo en el balance —-

global se llega a:;

izm[ ((wnfan) ROE +mF ) + l/((m/M)éee-/MF)'L+/YMeFCoJ (Y e

Co 2(/M/M)kec
(2.46) se reduce para cinética del tipo r=kC,2 a:
C_:M[~/f/l+‘//m/m)éecajl i ( 2.47 )
Co (rnson) REC,
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4. Reaccibn consecutiva del tipo:
A _fl, £7_52+ S
Himmelblau y Bischoff (47) han empleado el modelo Cholette-Clou

tier para el estudio de esta reaccibn, que da idea de los métodos
que deben emplearse para redes reaccionantes complejas. Tomando -~
los balances de materia en estado estacionario:

F gpi= F: Lar + /l,CA: v

( 2.48 )
© = FcCg — kR, CaV+ byCaV, ( 2.49 )
0= F Cs~ RalpY, Ll AR

Es decir, Cro = Cso = 0O, resolviendo el sistema:
Ca . AL T S (251 )
Cao \ar (ann fan R
e son, B t 2.52 )
Cao (1 + (An/am)RO) (\+ (amn/a) R B)
: ( 2.53)

Cao+ Cpg « Cso = Cp +Cp+ Cs
Es importante hacer notar gue todos los modelos se reducen a —-—
los de mezcla perfecta si se cumplen las condiciones de ésta:
~MA = | ~M = |
Esta es una caracteristica importante de un buen modelo: su re-
duccibn a casos limite, ademds de la autoconsistencia.

Es fAcil notar que:

b b
[ €T xk) at ( 2.54 )

es la transformada de Laplace de la funcibén E (t) con parémetro

k. De modo que las ecuaciones de disefio para los modelos combina--
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dos de flujo en ausencia de micromezclado imperfecto se simplifi

ca dgrandemente con la ayuda de una tabla de transformadas, sim-

bb6licamente:
CUh) 2> k) ( 2.55)
<
= = [(k) ( 2.56 )

Paré reacciones de primer oxden. Si la reaccibén es de orden no-—-
lineal debe usarse el método de los balances de materia.

El modelo de Chiang- Cholette no es m&s gque una serie de tan-—-
gques Cholette- Cloutier, de modo que las ecuaciones obtenidas en-—

la seccibn 1.3 se aplican sucesivamente.

2.13 Efectos de Micromezcla.

como se ha mencionado, para ciméticas diferentes a las lineales
la conversiftn depende tanto de la macro mezcla como de la micro--
mezcla, de modo gue una RTD no es capaz de predecir un valor Gni-
co de la oonversibén ( Kramers y Westerterp (59) ). También se ha-
mencionado gque la macromezcla perfecta no conduce a micromezcla -
perfecta, aungue por su puesto ambos efectos pueden presentarse -
gimulténeamente. E1 efecto de la micromezcla ser& m&s importante-
si existe, cuanto més ancha sea la RFD. Los méximos efectos obser
vados no llegan generalmente a diferencias mayores del 20% para -
los casos "patolbgicos" respecto de la conversién obtenida s6lo -
con la RTD.

Los efectos de micromezcla presentan la dificultad adicional de
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ser dificiles de estudiarse experimentalmente debido a que depen-
den de caracteristicas muy especificas de cada sistema y a que —--
dependen de medidas "internas". Dos casos.importantes en que son-
notorios los efectos de micromezcla son ciertas combustiones y —-—
las reacciones ifnicas en fase liquida.

Consideraremos dos modelos de segregaci6én parcial. En el 1° se

define el grado de segregaci6n como:

J= variancia de edades entre puntos del fluido ( 2.57 )

variancia de edades de todas las moléculas del sistema.Asi, los

casos limites son:

1. J = 1. Flujo completamente segregado, es decir, cada elemento-
de fluido est4d aislado de todos los demé&s del sistema.

2, J = 0. Mezcla méxima, es decir, cada elemento del flufido se —-
micromezcla lo méé répidamente posible con los demés. PrActicamen-
te J # o para mezcla mixima puesto que el contenido del tanque --
nunca puede ser completamente uniforme ( Zwietering (109) ). El -
anterior autor ha desarrollado un tratamiento basado en modelos -

de balance de poblacibn, si se define:

A=z < + X ( 2.58 )
4= EDAN DE LA ;uo/.e'a;/.n o ELEMENTD

N = ESPEZANDA DE idA DE LA MOAGELAA © ELEMENTD
- 7/ o0
T S E iy foi T - Z ] s A, (2
A —_—
PR ISR LS Y
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zzI-LI(az)d,cz/zz ( 2.60 )

J no puede relacionarse directamente con par&metros que tengan
utilidad en disefio, pero pueden estudiarse los casos limite. Para
el flujo segregado, la conversi6n de salida se obtiene sumando --
las contribuciones de todos los elementos existentes como si és—-

tos fueran pequefios tanquecitos intermitentes:

_Cﬁ—i: = fo (Z:o)' £04) A1 ( 2.61 )

A

i indica intermitente. Se tiene que:

(C‘ ) = I /+ (m—/}CAoM'lkf ] filsa

Cao I i

( 2.62 )
para una reaccibén del tipo 7= éC,M. Cown ##y el orden de reac—--

cibn se resuelve el problema, si se supone mezcla perfecta:
-2/e
£ L) =
R P ( 2.63 )
Para una reaccibn de.primer orden no hay efectos de micromezcla

y el resultado coincide con (2.13):

Ca /
cao 1+ kB {5 by

Para una reaccibdn de segundo orden se obtiene:

Ca / (Cao O)™' /
—_ = A pi s
Cro Cno 06 (cqor?e) { 2.65 )

IE significa integral exponencial y es una funcibdn que se puede
encontrar en tablas, se observa entonces que la integracibén de --

(2.61 ) no es sencilla para cinéticas complejas.
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Para el extremo opuesto de flujo segregado Zwietering (109) ha
deducido el siguiente procedimiento a partir de modelos de balan

ce de poblacibén. Se resuelve:

C.
—Md;\ SRl e\ AN =) ( 2.66 )
Al (0) _

N ( 2.67 )

Cm Es la concemntraciédn que interviene en los cédlculos de mezcla
méxima y 4 &s la esperanza de vida. Para una reacci6n de primer -

orden se obtiene:

i e A= SO jme‘“'f(m')m\'

Co Co

( 2.68 )

Que de igual forma no predice efectos de micromezcla.

El segundo modelo que se presenta es el de Coalescenecia. La ——-
idea de este es egquivalente a considerar gotas de aceite fluyendo
a través de agua, el aceite es el macroflufido y el agua el medio-
de reaccién. Las gotas irén reaccionando pero pueden chocar entre

si coalesciendo. El1 pardmetro de conlescencia es:

- ( promedio de coalescencias sufrido )
] ({ por una gota gque paso por el reactor )

Z— o filvjo completamente segregado

Z —> oo mezcla méxima.

En cada coalescencia habr& cierto intercambio de concentraci®n.
El modelo, propuesto por Curl (22), puede ser resuelto empleando-

métodos de Monte Carlo; es decir, simulaci6fn mediante nfimeros ——-—



96

aleatorios de las trayectorias y coalescencias. Este es el trata-
miento que le han dado Spielman y Levenspiel (97) y ocupa dema——
siado espacio como para ser presentado aqui. Ios resultados se ——

nuestran de manera sugerente en la figura 2.5

2.2 Dimensionamiento de Reactores Tubulares. Métodos de Solucién-

de Ecuaciones piferenciales. Integracib6n Numérica.

2.2.1 Estructura de Modelos.

El disefio de reactores tubulares "vacfos" (Esto es, sin relleno
pero con reactivos) representa el mejor ejemplo de como al ir in-
poniendo simplificaciones a un modelo completo, dependientes é&s—-
tas de la situacibn fisica particular, se generan modelos mis sim
ples que pueden dar cuenta de lo mismo. Los modelos gque se pueden
plantear para los estudios de disefio de este tipo de reactores --
son:

1. Modelo de gradiente miltiple, con perfil de velocidad y disper
8i6n axial y radial. Este modelo queda completamente caracteriza-
do por dos ecuaciones diferenéiales parciales simulténeas junto -
con sus condiciones frontera. Este intrincado modelo solo es reso
luble mediante métodos numéricos; aGn asfi, la resolucidn es mu? -
compleja y requiere esfuerzos de c&lculo bastante grandes. E1 mo-~
delo resulta de los balances de materia y calor en el estado esta

ble:

TN e bt s s P o A 2
? i z+¢(3rﬁr'blﬂr)

G R.
75 5 ng % ( 2.69 )
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QC v, 8T\ _ s 2 B P ar_ H
P( fb("‘\ \ = k'b( ) + ( kz( ) ) + AH~ /QA
( 2.70 )

4}',){4“) ls & 4]-2("')64'(0,4')- ’Oz (’7‘) L (D,'f)

273
Vy () Toz V3 ()T (671) - kg (+) o1 (o)
Pcp 9}-
QC‘CL o IS TN Iy
24 R or \%D\ o L arRYelo
2% (k)= £ KA A TR TR
?"50"4.)-0 oA [(3,0) o7 (3.%) k_,ITW T(3.%)]

El modelo es excesivo para la gran mayoria de los casos encon--—
trados en reactores tubulares, afin para reactores de lecho fijo.-
Su interés radica en que las simplificaciones impuestas sobre &l-
como modelo mé&s general generan los modelos més simples. Ademéis, -
el modelo representa la situacién fisica completa, ningGn detalle
ha sido omitido aquif, esto lo representa la siguiente figura:

NN P ey B

Cierta dificultades inherentes estriban en el conocimiento de -

456¢)14MF+),é36&J y kg lr) a&iffciles de determinar experimental-
mente. Por estas razones, y porque este modelo se emplea solo en-
casos contados (uno de ellos es la sintesis de cloruro de vinilo)
no se discutirin mas adelante sus métodos de solucibn, diremos —-
solamente que estos deben basarse en la reduccié6n del sistema a -
la forma de ecuaciones de diferencia mediante un esquema adecuada

La estabilidad del esquema propuesto debe ser estudiada en deta
lle, asi como la forma de propagacitn del error en él. Muchas ve-
ces se supone la forma funcional de 493,{% ﬂézy'ﬁg y los resulta
dos son comparados con estudios experimentales. BGn en la litera-

tura mis especializada el problema no aparece con frecuencia, sin
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embargo, una nueva e interesante aproximacién resulta de los méto
dos de colocacibén ortogonal.

2. Modelo de gradiente mGltiple, con perfil de velocidad y coefi-
cientes de dispersi6n radial y axial constantes. Las ecuaciones -
que forman el modelo y sus condiciones frontera son similares a -
las del modelo 1, solo que ahora los coeficientes de dispersibn y
las conductividades térmicas ya no son funciones de r sino cong--
tantes promedio, obtenidas mediante estudios con trazadores y me-—

diciones fisicas, a través de toda la longitud del reactor. Asfi:

Vi lr) Bl 5 akGi GEa gl Do 5
B e = o ey s e e R
F‘P(”’a“)g—; = Ry %%T,_ +£‘/’f —;—;_r {r ;—': + BHr By (2.72)

cuyas condiciones frontera corresponden al caso 1l haciendo:
POylryz Dy Dpl+)= g Ryl(m)= ks belr) = by

La pérdida de informacién no es sustancial para casi todos los-
casos de reactores tubulares vacios, esto radica en el hecho de -
que los valores numéricos de los coeficientes son o muy peguefios
o nulos y es mé&s que suficiente tomar los valores promedio de és-—
tas propiedades.

El perfil radial de velocidades puede obtenerse de manera senci
lla por métodos experimentales, o tebricamente mediante ecuacio--
nes, por ejemplo de las del tipo Von Karman ( Mc Cabe y Smith --—-
(74) ). Aqui resulta una complicacién adicional, el cambio de -
las propiedades gue caracterizan al flujo no solo por variaciones

de presién y temperatura sino también por el cambio de composi---
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cibn del sistema. Asi la mejor aproximacién es la obtencibn expe

rimental de los perfiles de velocidad.

3. Modelo de gradiente mfiltiple con perfil plano de velocidad.

En este caso v3(f)=ﬂ5 de modo que:

A i A Y -
J’,b 2Ca e 00 92( o s A ; (’T QDC ) x ?4.
T

23 Tt ege > or [ 22737
37 L PET br 2 27
Pep %9—’ o s e (755) + b8 Ra ()

con las condiciones frontera correspondientes a 2 haciendo:
03(1J: Vs D=0y ig = Az

Los efectos de mezcla y dispersién de combinan de manera que -
resultan coeficientes globales (subindice L ). como el efecto de
aplanamiento del perfil de velocidad resulta del aumento de flu-
jo, para la mayoria de los reactores industriales operando a al-
tas velocidades méAsicas el perfil de velocidades se puede consi
derar plano. Dicho de otra forma: mientras mAs laminar sea el --
flujo mayor ser& el error que se cometa al hacer 46(¢)=C%: por -
supuesto, si el flujo es laminar no hay efectos de dispersibn.

Hasta este punto se ha hecho una simplificacibn notable, las -
ecuaciones del modelo 1 del tipo elfiptico no lineal se han redu-

cidc a las correspondientes del tipo parabblico mucho mAs mane-

jables.

4. Mcdelo de gradiente mGiltiple ignorando los gradientes radia--

les. Beek (9) ha demostrado que para la mayoria de los reactores
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industriales operando en la actualidad los gradientes radiales -
pueden ser totalmente ignorados. En los casos en que estos gra—--
dientes tienen cierta importancia las desviaciones introducidas-
son pricticamente despreciables. Conaideracipnes similares se —--

pueden ver en €arberry (5). El modelo es ahora:

4’5&:0@&,«1&' ( 2.75 )

A4 4[91

/JCP_;% = by %2 + OHy Ra +UALL/T..,-T) LIRS
La estructura fundamental del modelo ha sido alterada en este ~

caso: al eliminar totalmente la dependencia de las variables res-

pecto de r las ecuaciones diferenciales parciales han sido reduci

das a ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden. Sin -

embargo, se continfia teniendo un problena con valores,en la fron-

tera, tales son:
Wy Lo = Uy Cifo) — Dz i)
2 W

j&(([{) =0 _§1(I):O
s
VT, = V3 T(0) ks 78]

ﬂCP 2'5,
Debe notarse la aparicién del término de transferencia de calor

a través de las paredes del reactor en ( 2.76 ). En los modelos -
con gradientes radiales este término se ha tomado en cuenta me-—«-
diante las condiciones de frontera radiales, al eliminar éstas el

término debe ser incluido.

5. Modelo de gradiente maximo ignorando cualguier dispersién -—-

( flujo de pist6n). Por su simplicidad y exactitud este es el mo-
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delo fundamental para el estudic de reactores tubulares, aln cuan
do deban emplearse modelos més complicados deben hacerse estudios
preliminares a partir de este modelo. Mas adelante se vera que --
aungue es extraordinariamente simple en comparacifén con el modelo
1 su solucién reguiere gran cantidad de trabajo numérico. El mode

lo es ahora:

vy, ded g ( 2.77)
Ay

(2.78)
faCPU‘)'é&[Tg: AHYRA"'U_’;_L/TAU'T)

y es un problema de valores iniciales, lo cual representa una -

ganancia ddicional respecto de problemas con valores frontera. Di

cha condiciones iniciales son:
Cio= Cilo) To = 7/(0)

Al analizar los modelos de flujo se ha visto con detalle cuando
se dan las condiciones para que ocurra (aproximanadamente) la si-
tuaciédn ideal de flujo de pistén.

Himmelblau y Bischoff (47) de donde se han tomado los modelos -
citan otro, el que resulta de los balances macroscdpicos de mate-
ria y energia suponiendo que la conversién es conocida.

No se considera aquf puesto que no se relaciona con el problema
clisico de disefio, el modelo esti completamente caracterizado por

las ecuaciones algebraicas:

slivy, S = BV {2279%)

A pLpTvg S = LH Bay +vA (7w-T) . 2.80 )
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Dos importantes notas adicionales:

1. Los modelos tal como estdn formulados son v&lidos para fluidos
incompresibles. Para el caso de fluidos compresibles, que es el -
caso m&s frecuente deben introducirse ciertas consideraciones tra
tadas mas adelante.

2. E1 término de transmisién de calor a través de la pared se ha-
introducido en los madelos 4 y 5 presuponiendo una forma particu-
lar de mecanismo de transmisién. Por ejemplo, en hornos de crac--—
king el flujo de calor es constante segGn la colocacibébn del banco
de tubos, y la forma del término es diferente. Se ha tomado el ca
so més com@in de transmisién de calor mediante un medio tal como -

agua 6 vapor.

2.2.2 E1 término de velocidad de Reacciébn.

Si bien el orden de desarrolo de los modelos va de lo més com——
plicado a lo més sencillo,+ el desarrollo de las soluciones debe -

seguir el orden inverso. Comenzaremos analizando el termino Ri:
Ri = 7= 7 CeT) (2.81)

Deben introducirse las dependencias respecto de P y T. Esto se-
hace mediante una ecuacién de estado que proporcione la dependen-
cia explicita del volumen respecto de P y T, generalmente se usa-
la ley del gas ideal. Cuando existen desviaciones fuertes respec-
to del comportamiento ideal debe introducirse el factor de compre

sibilidad, no hacer uso de otras ecuaciones de estado m&s comple-
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tas. Por ejemplo, para una cinética de segundo orden:

T = éézz éﬂ ’L_ ANgo - X 2
\/V)_é[ %(/IA,(,#J)(}

siendo mt, el nGmero total de moles iniciales y § el incremento-

(2.82)

del nGmero de moles por mol del reactivo A.

Las derivadas de C que aparecen en el modelo pueden entonces —--
ponerse en funcién de la conversibn, si bien en los métodos de --
diferencias finitas no es necesario esto. Empezaremos con el mode

lo 5 ( PFTR ).

2.2.3 Dimensionamiento de PFTR. Métodos de Integracibén Numérica.

Este modelo se puede reformular como:

v f’x Ax
F s a (2.83)

El término r se introduce en la forma tipo (2.82) segln la ciné
tica de la reaccibn y sin perder de vista que k: é(TLComo para -
la mayoria de los casos de interés préactico (2.83) no puede inte-
grarse analiticamente revisaremos los métodos de integraci6én numé
rica bas&ndonos en Carnahan et al (17). Para este propbsito esta-

bleceremos que:

e R

( 2.84 )

sobreentendiéndose que x depende de 7Ty'T,Los métodos de inte--

gracién numérica estln estructurados de la siguiente manera:
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Forma cerrada
Métodos de integracién numérica Forma abierta
( Newton - Cotes ) Forma compuesta
Todos ellos se basan en el polinomio de interpolacién de Newton,
Mediante diferencias finitas de awvance:
[(xevsh) = [la)r o 8f () v L) 42 xa)

e o (<-1) (o(-ﬁ)/---é»(—mfl) AM/[X,/v*/?M[Xo*"AJ( 2.85 )
(L

siendo Z. el residuo. Una forma cerrada de integracién requiere
informacién de £(x) en los limites de integracién, lo cual es el-
caso com(n en disefio, mientras gue un método de forma abierta no-

la requiere. Em forma concisa puede ponerse:

Fbrasihle prtrmtlnfa LA Coppay

£l X v h) & Poa (Xo + ot h) A

e depende del nGmero de puntos de colocacién considerados, es
decir, si se toma un nGmero infinito de puntos de colocacién R =0,
Asi, todas las f6rmulas de tipo cerrado se basan en el hecho de -

que:

&

P
jJ(x)A’,(::[A il (Xo+ < h) Ax ( 2.88 )

Considerandc;ﬁen el intervalo ( a,b ) y que por las propiedades
de las diferencias finitas todos los valores obtenidos al inte-—-——
grar evaluados en el limite inferior se anulan, se obtiene para -

{( £+1) cantidad de puntos de colocacién con un avance h sobre la —-
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variable x:

A = / { F6rmula deltrapezoide )

3

(“to0dx= L[ £ 0o f00]+ (- 22 105)) (2.89 )

donde a= Xo , A= x, . Los Gltimos términos corresponden a-
los residuos y se han incluido para propésitos comparativos, para
su obtencibn se ha recurrido al teorema del valor medio para inte

grales.

A= 2 (Regla de Simpson)

.x17[ y p P ( 2.90 )
Jxa (st =BT f (s ¥ {lx)sf Oa) ] = 2 ()

AL = 3 (Segunda regla de Simpson ):

X3 h 3T e
Lof[v)dx =ig-[7([xg)43/[x,)f f(x)+ f(%s) ]~ 5 (%) (201

A= ¥
/ky;(/l()é/)( =%[7[/,%)’39//)(,)4/47[[)(:)*32/[*’:}*7//)(42] K. (2.92)
Xo
y asl. No es necesario recalcar que los puntos de colocacibn de -
ben estar igualmente espaciados. NStese que cuando o es par -—-—
( nGmero impar de puntos de colocacibn ) las f6rmulas son exactas
para un polinomio de grado («+/) © menos, en el caso contrario para
polinomios ae grado o o menos. Por esta razbén las f6brmulas con --
nGmero impar de puntos de colocacibn son mis ampliamente usadas.-
( obsérvese también la hmagnitud del error ).

En las f6rmulas para integracién abierta no se requieren los —-
valores de %(X) en los limites de integracién, el polinomio de -

interpolacibn es de grado (M-1) y est& dado por:
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Rty (Xo+<h) = 7[()(,) # (A=) 8L () 7 (ol-1)(a-2) ... (K-m12) A”H//x,)
(m-2)1! ( 2.93 )

La integral es aproximada entonces por:

ff{m Adx = ff}w.1 (x) dx

( 2.94)

--mediante consideraciones semejantes a las de caso anterior:
o= 2

fﬂ{(xjdx:i)/?;“)*i; 53 ( 2.95 )

( algo semejante al "método del hombre flojo" ).
=B

L,HXJJX =§2ﬁ[/(>c)1/(x;)+ S,é: Fa)

L= 4
[ A0 dx < 2B afixy~fla)raf o o

Xeo

( 2.96 )

s o,
W,,/'; ) (2.97)

Se prefieren las férmulas con nimero impar de punto de colocacibn

Se nota que el manejo numérico de estas f6rmulas es tedioso y -
dificil, ademé&s los problemas de disefio de reactoreg implican --
una cantidad grande de puntos de colocacién ( digamos de orden de
10-100 ), tendrfiamos que comenzar por obtener la f8rmula para es-—
tas cantidades de puntos de colocacién. La férmulas llamadas "com
puestas" vencen estas dificultades de la manera m&s sencilla ima-
ginablae, la integral se subdivide para su evaluacibén y entonces -

se aplican las reglas anteriores m veces, asi:

er/[x)zﬂx—- fx:‘(x)&u: (;{nydi+gxt§(¢)¢£x TP l')(M{(x)&)(
@ 2 o 13

Koannt
(2.98 )
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Evaluando todas las integrales mediante la férmula del trapezoide

resulta:

% (o) \ = b (ba) (%
L{(x\&x: — L—ig(l‘\‘-—i{(b)‘\’%({(a‘*_mkﬂ‘-_\ﬁP(’ép)( 2.99 )

Ia f6rmula m&s comGnmente usada resulta de la evaluacibén de las -

integrales de (2.98) mediante la regla de Simpson:

Jﬂ[(’()i" =#) [7[/“)47(/,6') v 2 ::z:’ fl(a+ /{:\A)/")

-1 ( o }_a} ~]
+ ,(/.z a + (*_}.A ( iy { )
A‘;:,z?[/ 2m )] ‘2680m 7[ 7 ( 2.100 )

La ecuacibn (2.100) correspondiente a la regla de Simpson "com---
puesta"” serd (sin el término de error por supuesto) nuestra gran-
favorita para todos los problemas de integracién numérica. La —--
obtencién de los términos de erxrror (integral del residuo) es un -
problema especial conocido como extrapolaciénde Richardson (cCarna

han et al (17)).

2.2.4 Modelo de Plujo de pistbn: caso isotérmico'y caso adiabdtico.

Estos casos son los més simples. Consideraremos Gnicamente el -
caso en que el fluido reaccionante es gaseoso, comprendiendo este
caso eg facil dar con las simplificaciones gque pueden hacerse si-
el fluido es incompresible. Llamaremos paso 1 a la obtencibén de-
7 en la forma an8loga a (2.82) dependiente de la cinética de la
reaccién.

La cafida de presién en un tubo y retornos con longitud equiva--

lente est& dada por:
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04/7=~_f.%15/l { 2.101 )
29

oy, (5 ¢ . ( 2.102 )
RT (Mao + fx)

y £ es funcién del nGmero de Reynolds. Empleando un valor recomen

dado por Mc Adams (Walas (103) ):

f= o.0H6 Re™ 00 o ek (/*_w))o-z e e G
w= 0.737) v ( 2.104 )
De modo gue (2.10l1l) se convierte en:
AT 4 oeome WP RT (v dx) A1 (2.105 )

-I—r %L )L.ﬁ Mﬂz i s
introduciendo r del paso 1 y eliminando Tl del segundo término, si
es necesario, la écuacién (2.105) puede integrarse analiticamente,
para cinética sencillas,o numéricamente.

En el caso adiab&tico solo es posible integrar (2.105) numérica
mente puesto que T y p dependen de x y de x y T, respectivamente,
y no de manera simple. En este caso es sencillo poner a T en fun-
cibén de x mediante el balance de calor. En el caso de p se acos—-
tumbra hacer una "grédfica de trabajo" en la gue se muestre u vs.-

T para distintas conversiones.

2.2.5 modelo de flujo de pistébn: caso no isotérmico — no adiabitico.

En este caso la ecuacién (2.105) podria emplearse, pero se pre-

fiere el empleo directo de (2.83). El problema consiste en gque la
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funcionalidad de T con x no se puede obtener en forma simple. El

balance de energia:

o
j (Mu CP&*"AMCPb* coot Mgo Cpr + MsoCps ) 4T
Te

X i ( 2.106 )
P
+)(S bCPGQT_‘. )((.Ak‘\w\-‘-o = _Ag U(TW‘T\ Eli‘
To - R
(21075
BCp= Cop +Cps 4. = Cpa— Cpg— oo ( 2.108 )

tiene distintos casos:

1. Flujo de calor constante.

2, U ,T, constantes.

3. U constante y T,, variable. (flujo paraleloca contracorrien—
te)

4. Vy T, variables.

Para estos casos: Hougen y Watson (53), Walas (103), Smith (93).-

Fair y Rase (34), perkins y Rase (82), asi como diversos autores-

citados en estds referencias dan diversos procedimiento por tan--

teos que pueden emplearse. La aproximacibédn més general y exigente

corresponde al método de increnentos utilizado por Hougen y Wat--—

son, y es particularmente Gtil para el estudio de redes reacionan

tes complejas.

No perderemos de vista que el modelo corresponde a un sistema -~
de ecuaciones diferenciales resoluble mediante métodos numéricos.
como se trata de un problema de valores iniciales los métodos que
deben emplearse son directos. El método m&s simple corresponderfia

al de Euler, pero las ecuaciones son altamente no lineales y los-
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puntos de avance deben ser patolb6gicamente pequefids si se quie—-
ren resultados confiables ( por ejemplo ha,/ir) por lo que el —-
trabajo numérico es abrumadoramente excesivo. Hay dos elecciones
razonables: Los métodos de Runge-Kutta de alto orden 6 mejor aGn

el método corrector—- predictor de Hamming.

2.2.6 Método de Runge- Kutta

Los métodos de Runge- Kutta se basan en la aproximacibén poli-
nbtmica mediante un polinomio de colocacibén resultante de la-se-—-
rie se Taylor, integrando mediante la regla de Simpson.

El algoritmo para el método de cuarto orden es:
Yin = y,(f-Th.[é,-f‘Q/ézdL 2by s by ) (2.109 )
L= f (xi, yi) (2.110 )
y ] /(xnﬁ/\,y«'# Lhk,) (218 )
b3« f(Xirdh. Y<rLhka) (2.112 )

Tl A T L Yit hs) (201130 )
correspondiente A:

Ax 2 f-(x,y)
Ay

( 2.114

Este algoritmo es de los mas populares de 42 orden. Se recomienda
-3 ‘ 7

que A 4 J0 . En nuestro caso tenemos un sistema de dos ecuacio--

nes: El1 algoritmo se aplica en paralelo a las dos ecuaciones eta-

pa por etapa. Esto no es asi para problemas con valor en la fron
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tera.

2.2.7 Método de Hamming.

Aunque el intervalo de integracibn puede ser controlado en los-
métodos de Runge- Kutta mediante la subrutina Merson ( Hamming --
(43) ) una mejor alternativa consiste en el enpleo de un método-
tipo corrector- predictor. La idea de este tipo de métodos se en-
tiende estudiando el siguiente algoritmo ( Método d@ Hamming ): -
1. Empezando con los valores de Yo, ¥y, Yo Y g 'TO'TL'TZ' Y Ty -
los pasos 2 a 6 se repiten para valores secuenciales de i= 1,2, -
3,.... Generalmente se conoce s6lo yo, de modo que en un princi=-
pio se emplea un método de Runge- Kutta para obtener los otros —-—
valores, aqui:

7{‘- - ][[x;,/y;)

( 2.115 )

referida A:

A

-—1— = 7(()(,'3)

Ax ( 2.116 )
2. La solucibn "predicha" se obtiene mediante el corrector de Mil

ne de 44, orden:

ya'-u,o = ’y,“-z + -%/( [Q// = /4-_, + 27(;'_1)

( 2.117 )

3. El valor predicho se modifica asumiendo que el error local de-

truncamiento no cambia de paso a paso:

7,;:,0 = 74'ﬂ,o r N2 (/y;,/z— 7.«‘,0) ( 2.118 )

12/
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si i=3 este paso se bypasea debido a que no se tienen los valores
necesarios.
4. La ecuacibn corrector de Hamming se resuelve mediahte €l méto-
do de sustituciones sucesivas ( ver Carnahan et al (17) ):

o g :7{/77" G-z #3h (f O, Jaanf ) #2 {5~ fan ] ) ('2.119 )

J': o I k-

El valor inicial de"yj,hf'es el de y;i“o . Tebricamente debe-
alcanzarse una prueba de convergencia, en la préctica el tamafio-
del intervalo se escoge de modo gue basta una sola iteraciédn ——-
( por ejemplo h= 0.001 ).
5. Los valores de g/4+gk de la etapa (4) y 9&4,/0 de la etapa-

(2) son usados para estimar el error de truncamiento:
Bt = % (74,‘,’;. - y;w,o) ( 2.120 )

Derivada de un ahélisis similar al usado por Milne (78).

6. ‘E1 valor final de la soluci6n ‘yAﬁlse calcula entonces de:

- L : el : B

/yAr/- ?4+I,é ’/;/—(ytw,k y-u/,o) MY e
Si el error local de truncamiento se encuentra dentro de los 1li-
metes permitidos (por ejemplo t= 0.00005 & menos) el contador i
avanza una unidad y los pasos 2 a 6 se repiten en el siguiente -

intervalo de integraciébn.
El método de Hammig requiere control 1l6gico para programacibén-
més elaborado que el Runge- Kutta, pero puede considerarse como-

un método m&s riguroso. Muchas veces la ganancia en exactitud es
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irrelevante para el problema de ingenierfa, digamos que diferen—-
cias del orden de diezmilésimas no justifican el mayor esfuerzo--

de célculo en los casos més exigentes.

2.2.8 Métodos de Aproximacidn Polinomial.

Los modelos mAs complicados (1) a (4) pueden resolverse adecua-
damente por diversos métodos de aprokimacién polinomial. Estos ~-
métodos se estudian en detalle en la seccibn 2.3.5 con miras al -
disefio de reactores cataliticos. En dicha seccibn se presta parti
cular interés a los métodos de residuos ponderados ( MWR ) y a —-
uno de ellos en particular: El método de colocacibn ortogonal ---
( MCO ). Como los sistemas cataliticos de reaccibén representan el
caso m&s general de sistemas reaccionantes, imponiendo simplifica
ciones sobre los modelos ahi presentados se obtendran los corres-

pondientes a reactores tubulares vacios.

2.2.9 El1 problema con valores en la frontera.

El método de Runge-Kutta de cuarto orden y el método de Hamming
tal como se plantearon s6lo sirven para la solucibn de ecuaciones
diferenciales ordinarias con valores iniciales. El modelo 4 es un
problema de valores frontera cuya soluciédn mediante métodos numé-—
ricos es mis complicada. Los algoritmos para la solucibn de este-
tipo de problemas caen dos clases generales:

1. Los métodos de diferencias finitas, que trataremos en la sec-

cién siguientei y
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2. Los métodos de disparo, que trataremos aqui.

Los métodos de disparo reducen la solucién del problema de va-
lor frontera a la solucib6tn iterativa de un problema de valores -
inciales. Se selecciona el punto frontera con el mayor nfGmero de
éondiciones conocidas, si hacen falta algunas condiciones ini--—
ciales se suponen. El problema se resuelve entonces por los méto
dos de valores iniciales hasta que la solucibén, mediante el proce
dimiento de tanteos, alcanza valores finales prescritos por las-
condiciones frontera o dentro de una regidn delimitada por un ---
criterio de convergencia en la vecindad de estos valores.

Si la ecuacib6n diferencial és de orden diferente de 1 se debe -
reducir a un sistema de ecuaciones de primer orden. La solucibén -
por tanteos se inicia simultédneamente para todas las ecuacipnes -
a partir de los valores inciales y deben obtenerse todos los valo
res finales correspondientes a la frontera.

El procedimiento anteriormente descrito es de fuerza bruta. Es-
mejor emplear un procedimiento de bfisqueda dirigida como el de —-
Hooke y Jeeves 6 el de bGsqueda de Fibonacci. Estos métodos y ---
otros se estudian en la seccibn 4.2 como solucibébn del problema —-
general de optimizacibébn. En el caso que ahora nos ocupa la fun---
cibn objetivo debe enunciarse de una manera especial, veremos co-
mo es esto. Supongamos por simplicidad el esquema mostrado en la-

figura 2.6.
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1 of ! @2
; Fg :Fb
' I
} 1
X
Fig—2.6

a partir -

del valor inicial ¢ se disparan funciones solucién ( en realidad

valores discretos obtenidos por la aproximacién numérica ). E1 -

primer disparo ha dado en g, y el segundo en 8,. El valor prescri

to por las condiciones de frontera es p,nuestro disparo debe dar

en ese blanco, Si la solucibn es Y (b,c) la funcibn objetivo se-

escoge COmo:

;(C):

y debe minimizarse. Tebricamente deberfa alcanzarse el
la funcibn, pero esto es tanto més complicado como que
encuenta con valores discretos de la funcién solucibn.

mos dicho, nos conformamos con dar cerca del blanco si

los mismos estragos.

4 Cé;c)_.ﬁ]

[ 2122

cero de =
s6lo se -
Como hec-

causamos-—

En términos generales, se observa que el enfogue del.método no

es sencillo y su complicacifén aumenta por la naturaleza de las -

condiciones fraentera.

Por esta razbn los métodos de diferencias-

finitas son mis Gtiles; ademis, proporcionan la solucién directa

mente o mediante procesos iterativos bien conocidos.
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2.2.10 Métodos de diferencia finitas.

considérese la expansi6n en serie de Taylor de f- 7('()” h,yfk)
alrededor del punto (x,Yy):
[(xsh gt k)= flx,y)4h2 k) fix )i (h 5 ) fox
g OS5 4509 m55) f g,
9 2
T e
Obsérvese que los térmicos entre paréntesis son operadores actuan

do sobre F (X"j) . Ahora considerese la rejilla de la fig. 2.7.

(L PG [ (a4
TR OV RS

1
? i ;;“'i:*tiu,if\\ FIG-2.7

Loy

con puntos igualmente espaciados. Sean .f(ib(,j‘bg) = {:Aj la ex-

pansibén de {;_\,4 Yy «Y—;_“‘i sobre -f;,*‘ en serie de Taylor da:

E 3

Fiag = fag =8 fx (A.:() fox = (bz)j Fer#re # R (2.124 )
Z. 1 7

Fond = figr 8fcn ("2’(), Frx + a;}—/xxu e R ( 2.125 )

Ea valor de las derivadas ][‘ fr¢, .- S€ toman en 7[""4'. . Tomando --
hasta una aproximacién de cuarto orden y por suma o sustracciénde

(2.124) con (2.125) se obtiene:

ot by - bay o O ( hx) ( 2.126 )
2x AX
Kzl s frg — 4y o o ( bx) - 2.127)
2% [
2% . ;A‘_ﬂlé- = it + ol sor) ( 2.128 )
ox 2 MY

conociéndose por: diferencia de avance, diferencia de retroceso y
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diferencia central, respectivamente. De manera similar es posible

obtener:

92‘{' I ‘{X-l, | — 2 ‘:L,‘ + {-l:w.{ +
o Cby)? + 0 1(mr] ( 2.129 )

92-(: = \[4 +r,-i+\—' 'F-i—l,iq-|~§;ﬂ’,i—\+ -{»L—\,j‘-l
9)(3\3 JT'AXA':/

( 2.130 )

Del mismo modo se procede si F ( x,y.,z) es la funcién a conside~-
rarse en Cuyo caso /Q,j.k (XAX,JAy,éAé), para obtener expresiones
para las derivadas parciales. Los puntos de la rejilla pueden es-
tar désigualmente espaciados, pero esto sélo conduce a complejida
des adicionales. Oasérvese que para el caso F(x,y,z) la rejilla -
es tridimensional. En problemas de reactores estamos interesados-
en funciones de dos variables ( primordialmente) y de tres varia-
bles, pero no en geometrfas cuadradas o clbicas, excepto, por =~-—
ejemplo, en los llamados "monolitos" (Hlavacek y Votxuba (51) ). -
E1l problema puede resolverse asi:

1. considerando como irrelevante el hecho de que a la frontera -
de la rejilla le “falte" o le "“sobre” un poco para coincidir con-~

la frontera real ( Fig. 2-8 ).

EE*\ enovrens ox
AN FIG-2.8

2. considerando el problema como de frontera irregular, caso que

se tratar8 més adelante.
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3. Obteniendo el esquema de diferencias para la geometria espe-
cifica.

Esto Gltimo no reviste particular dificultad. Como no puede ex
ponerse un método general, consideremos la ecuacibébn de Laplace -

en coordenadas cilindricas:

3¢‘~}:° ( 2.131)

Ts « Ta-2T, + Ts-Ty N T + Tu ~2\, ( 2.132 )

(b1 2 at, b T (p¢gV
.Estos podrfia hacerse para un nodo m tomando una numeracién adecua

= O

da para los demés nodos. como 7, representa el incremento radial -
de la rejilla algunos autores lo toman como (47), emplearemos las
dos notaciones a discrecibn.

como generalmente estaremos interesados en cambio en z,r,d se de
be usar una rejiila tridimensional, esto no representa dificulta-
des especiales de formulacibén. En disefio de reactores en los que-
se considera estado estacionario se suprime @, de modo gque la re-
jilla se representa por la figura 2.10.
Si nos interesara el problema de un lecho empacado segln se mues-—
tra en la figura 2.11 es conveniente tomar la rejilla como se mu-

estra y usar la sugerencia 1l: tomar como irrrelevante lo que suce
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‘*’y FIG210

b4 | ] y

grapiegalabl o Bl

8a en el pedacito de reactor gue sobra, en la mayoria de los casos
puesto gue Axbjbgao este pedacito podria ser microscépico.
Se hace distinci6én de la forma de la diferencia:
1. Forma éxplicita: Evalfia las derivadas en el punto tm.
2. Forma implicita: evalGa las derivadas en el punto de avance -
1;“r,.
Presentan las siguientes diferencias:
1. La estabilidad de la solucibn del método explicito depende de
ciertas relaciones de Ax,by)lbz. El método implicito converge si-
>0 ( t=x,y,2 ) ipdependientemente de relaciones de incrementos.
2. La forma del gsistema de ecuaciones de diferencia obtenidas.
Hemos adelantado la conclusibén siguiente: la aproximaci6tn de dife
rencias finitas a una ecuacifn diferencial conduce a un sistema -
de ecuaciones de diferencia ( algebraicas ).

Por supuesto, la solucién debe contener de alguna forma las -
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condiciones frontera y /6 iniciales. Entonces las condiciones se-
transforman a una ecuacibén de diferencias general, el sistema -—-
resultante se incluye junto con las ecuaciones provenientes de la
ecuaciébn diferencial (6 ecuaciones).

Entonces el método de solucibn es:

1. Transformar la ecuacién o sistema de ecuaciones diferenciales-
a una ecuacibn de diferencias adecuada, escogiendo los incremen--—
tos que garantice la estabilidad y consistencia de las solucio---
nes.

2. Rearreglar el sistema de ecuaciones resultantes siguiendo:

a. Los consejos de la seccibn 2.3.4.

b. reordenando el sistema de manera coherente.

3. Resolver el sistema con ayuda de una conputadora mediante al--
gun método de solucibn del sistema ( carnahan et al (17) ) de —--
ecuaciones algebraicas. Si el sistema resultante es lineal puede-
emplearse el método de eliminacién Gaussiana ( seccibn 2.3.7 ) y-
si es no lineal el método de Newton- Raphson o de Jacobi (sec---
cién 4.3.2).

Una de las caracteristicas de las formas implicita y explicita-
es gue su estabilidad es condicional, es decir, depende de la --
geleccibn de Ax,Ag,Ag. Como para el tipo de ecuaciones encontra-
das por nosotros serfa muy complicado hacer el andlisis de estabi
lidad y propagacién del error, serfia conveniente tener procedi==-—
mientos incondicionalmente estables y métodos con términos de «-—-

error pequefio. Un método con error de discretizacién , 0 [(ax)*]
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es el de Crank- Nicolson, en este la rejilla es (figura 2.11.o):

tna

L i, NH%)

=

FIG-211.a

Xi~1[Xi Xi.fo
de modo que las diferencias se eval@an en ( < ‘M-f;l_) 5

Existen varios métodos incondicionalmente estables considerare=
mos 4 de ellos, segflin la rejilla ilustrada en la figura 2.12 y ~-

con la

Lus

=, FIG-212

i | %a Xiat

ecuacién 3f 9% ( 2.133 )

24 dx*

1. Método de Dufort- Frankel:

‘F,i,MH “‘;‘A-,M—\ - ‘Fi—\,m -—LL' AA-1 -Q;,Mﬂ A '(‘Aq-l,M

ant - L ( 2.134 )

2. Método de saul'yev:

fa.ma ~ 'LA,M 2 fr-v, met ~L i man —*f-i,M H{Ra A ¢ 2.03% )
1 53 ®>x Y+
';[/'.,Mn_— ;‘-X,M-»\ s ‘:;L—\,M\—l - -F;L,M«-\ ~;-i,M+1 +L;+|'M\-'L( 2.136 )
sk bx)*

3. Modificaci6n de Larkin al método de Saul'yev:

P4, Met — ‘(’X,M = _Pasi, anw —PL M —fim et iem ( 2.137 )
s (mx)?

gy Aakt — «F,{.M = p';-l.'\/\-—‘»\','v\ - 9L mat 9 der, M ( 2.138 )
7
%N ()

fimets & (pamsc + §a,mn) ( 2580
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4. Métodos de Barakat y Clark:
Es una modificaci6n del método de Larkin con direcciones alterna
das, esto es, empleando f6rmula de avance y retroceso para las --

diferencias, en este caso:

P4 1 = Pian - _PA-t,mrr — P—‘I,MQ'I =Pt Py, m ( 2.140 )

' at’ (ox)*

gLl mrt = GA - i—h‘k -~ di,m = ?4',/14"" 4-?4'-,-/, Cighit] ( 2.141 )
bt (8x)?

. 2.142
/"z’“*l = _/i [PA‘,M"I'/“?J',MFI) ¢ )

En todos p Yy g son valores intermedios de fi,j. Obsérvese gue la-

ganancia de estar seguros de que el procedimiento es estable para

valores pequefios de Ay, bjylw}arbitrariamente se paga:

se introducen en las ecuaciones hasta 3 niveles de las variables.
Finalmente, consideremos el problema de fronteras irregulares.

La rejilla se ilustra en la figura 2.13.
ExD

\A
o ,ati:\\B

jeax— | ¥ HS

o . N FIG-213

De nuevo, consideremos el problema particular:
+ SO
fxx 7[3;7 (2.143 )

con conficiones frontera del tipo de Birichlet (2a. clase). Consi

derando el nodo 1:

)Z
Lt /,,aox/7+_/“2+’;_/”+ o] (sx)*] ( 2.144 )
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Be b= diifys Lo 50 ] Cagi?T

2!

( 2.145 )
fo= £ oAbt r *M":)‘l fre + 0] (6x)°] ( 2.146 )
fa = %) - X fx + _géﬁlf s @ I (AKJJJ ( 2.147 )

2%

De modo“que introduciendo la modificacion en las condiciones fron
tera:

- f £s {a fz  _ (ard)f o
)Mz; (X% [Tﬂ o ahe TIER ey aan

fout fi

para una frontera circular:

a=>,b
y ademds, es ficil formar una f6rmula recurrente. Obsérvese que -
solo se modifican las ecuaciones de la condici6én frontera, perma-
neciendo lo demés igual. El tratamiento para otrostipos de condi-
ciones frontera es similar, pero, l6gicamente, preferiremos los -
enfogques 1 y 3 al problema de fronteras no coincidentes con reji-

llas cuadradas o cGbicas.

2.2.11 Balance de Momentum.

Si en un sistema reaccionante de fluido compresible:
l. La caida de presi6n es notable, o
2. Haycambio enel ntimero de moles al transcurrir la reaccibén, ©
3. Ambas cosas.

Entonces el balance de momentum debe introducirse como ecuacibn -
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auxiliar, denominemos:

F= 2P
Z ( 2.149 )

entonces el balance de momentum se expresa como:

YRV & S T ( 2.150 )
dy = Ay

Las expresiones de F dependen de las propiedades del flufdo, reac
tor y de algGn tipo de factor de fricciébn f. S§ieli es el coefi=--

ciente estequitmé&trico de Ai en una reaccibn:
Z A AL = o ( 2.151 )

la velocidad en cualquier punto esti relacionada con %. con;

l—i—(l——ﬁ*«—f’— X) ( 2.152 )

-l A Pe @o

31

Que puede rearreglarse A:
AT o °
}_zi‘-z_(\_iﬁf;x)]l-f— ( 2.153 )
2 A

de manera que:

_g_f zous & dh‘ G4 v Po AP _ (5 T Ay
(J D\n

U- Pl L = T
& Tl T, pl dfs Po  Ern da ( 2.154 )

sustituyendo (&vo?,) de (2.154) en (2.150):

Gl Z2iy o dv % Fui
dp  ~AF - L o N by YL . Aq]
dny o &c,z: P- Tt = 144 \‘1

( 2.155.)

Obsérvese que si puede obtenerse (dt/dz) y (dx/dz) (por ejemplo -
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con el modelo de flujo de pistbdn) esto valores pueden sustituirse
encontréndose. un método alternativo més sencillo, ya que sb6lo es
preciso resolver una ecuaci6n diferencial.

Esta es una razdé6n més de que el modelo de flujo de pistdn se uti-
lize frecuentemente.

El balance de momentum presentado es general, puede ser usado -
para reactores tubulares "vacfos" y para reactores de lecho fijo.
En este Gltimo caso él factor de friccién se muestra en la sec=—-—
cién 2.3.3. Una alternativa razonable, si no hay cambio en el nG-
mero de moles, es obtener (~aP/L) como una correlacibn: es decir,-

no es necesario formular los balances diferenciales.

2.3 Dimensionamiento de FBCR.

2.3.1 Estructura de Modelos.

En esta seccibn dedarrollaremos una estructura de modelos e —-
mejante a como lo hicimos en la seccibn anterior, ahora para el -
caso de reactores cataliticos de lechos fijo (FBCR). Se observaré
gue los modelos introducidos para el estudio de los casos isotér-
mico y adiab&tico coinciden en mds de un sentido con los de reac-
tores tubulares, incluso podrfiamos decir gue son los mismos ha-=-
ciendo ciertas consideraciones adicionales. Estas consideraciones
adicionales resultan de los siguientes hechos que deben ser consi
derados:

1. Dispersi6bn axial y radial de calor y masa en la regi6n del —-=

fluido global (Fig.2.14).
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2. Resistencia a la transferencia de masa y calor entre la super

ficie del catalizador y el flufido global.

. Transferencia intraparticular de masa y calor. Eig_- 2.14
=9 g O pko k"ON =D 99U\
“QQU ob.e_ po 20 ©Q Q)

Yoo Neto—~ > 803,

Las dos aprox1maciones comGnmente empleadas son: la aprox1mac16n—

cuasi- continua y la aproximacién de etapas finitas .(modelos celu
lares). La aproximacibén cuasi-continua se debe a Wilhelm (106) y-
consiste en suponer que el medio de reaccibn puede ser tratado co
mo un medio homogéneo, anisotrb6pico y continuo; en el campo del -
fluido global los perfiles de temperatura y concentracién son fun
ciones "suaves" de la coordenada axial. Esto implica que pueden -
emplearse balances diferenciales. Este tipo demodelos son satisfa
taorios cuando el empaque consiste de mas de 10 particulas al ha--
cer un corte transversal y mids de 6 en la direccibn axial. Estas-
condiciones son cumplidas por la mayoria de los reactores indus--
triales, una excepci6én notable es el reactor para oxidacién de me
tanol a formaldehido.

En los modelos celulares se considera que los espacios vacios -
entre las particulas de : catalizador pueden ser considerados co-
mo CSTR. Es decir, el sistema consiste de muchos tanquecitos agi-
tados enlazados mediante determinado patrén de flujo. El nfimero -
de tanguecitos es una variable que depende de determinados paréme
tros del sistema. Los coeficientes de transferencia tienen el sig

nificado usual. Estos modelos pueden formularse como unidimensio-
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nales ( hilera de tranquecitos), bidimensionales (red de tranque-—
citos) y tridimensionales (cristal de tanquecitos).

En el caso de reactores no isotérmicos- no adiab&tico se consi-
derara el modelo cuasi-continuo llamado Bidimensional, introduci-
do por Hlavacek (48), asi como una simplificaci6én del mismo (mo-
delo unidimensional). Como la extensi®n de los modelos celulares-
a este caso es sencilla ( § solo de formular! ) se harén solo ---
unos breves comentarios al respecto.

Finalmente, se introduciré&n los métodos de colocacibn ortogonaly
se dar&n esquemas de diferencias para la solucién de los modelos.-
como se ha mencionado, estos esquemas pueden ser aplicados a los-
modelos (1) a (4) de reactores tubulares introduciendo las modifi

caciones adecuadas.

2.3.2 Modelos cuasi-continuos (casos isotérmico y adiabdtico).

1. Nuestro primer modelo considera los siguientes efectos: dis--
persi6tn longitudinal, conveccién y transferencia de masa y calor-

tanto interna como externa. Las ecuaciones de representacién:

i~ i o e

( 2.156 )

_AF ‘i;;;f-»'fzﬂfp/;h_ s ha (T‘/_L)= o ( 2.157 )
%

O A%y . 2 deg _ R(&,7e) = o ( 2.158 )

aAr* S+ AT

4,
A(T‘_T)_%/,rz ,7(5,’7‘)5/—r= o ( 2.159 )
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cuyas condiciones frontera son, respectivamente:

i _ A dr
370 PP 7 = Uy (Gone) iy X - Y% Pl (T.-T) ( 2.160 )
) ( 2.161 )
4= 2 gl . L
oy #3
i, P ( 2.162 )
A
( 2.163 )

d oA focrocs)

2 o 7
Nb6tese gue los modelos son de parémetro globalizado como consecu-
encia de no considerar la dispersién radial y asumir gque el medio
de reaccibn es continuo. Se asume gue no hay dispersibébn radial de-
bido a la igotermicidad o adiabaticidad: es decir, se considera a
la dispersi6én radial como un efecto inducido por cambios en la --
temperatura del sistema reaccionante al intepactuar con el medio-
ambiente.

Las ecuaciones (2.150) y (2.159) representan la transferencia -
de masa y calor del fluifido global con el catalizador, en dichas -
ecuaciones el subindice s significa "en la superficie del cataliza
dor", c "en el interior del catalizador" y £ "en la regibn de -—-
fluido global®. La ecuacién (2.158) es la velocidad con que los -
reactivos se difunden en el catalizador y reaccionan en él. La —--
coordenada r representa una coordenada radial en la particula y -
su significado no estd restringido a particulas esféricas, puede-
usarse para particulaé irregulares considerédndolas como esféricas

de radio r (promedio) o para particular cilindricas tom&ndola co-
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mo posicibén radial respecto al eje del cilindro. La ec. (2.159) -
representa la transferencia de calor dentro del catalizador, o —--
sea la temperatura en la partfcula en funcién de la posicibén ra-
dial en ella. Finalmente, (2.156) y (2.157) representan la varia-
ci6én de la concentracién de una especie quimica A y de la tempera
tura del fluido global en la direccibn z orientada segGn el eje -
de simetrfa del reactor. Tanto ¢ como T no varfian con la posi--—-
cibn radial puesto que se considera que no hay efectos en esta di
reccibén. Aunque la aseveracibn anterior no es estrictamente cier-
ta en este caso es "prActicamente" cierta, es decir los valores -
de los coeficientes de digpersib6n radial son de varios 6rdenes de
magnitud menores que los longitudinales ( Carberry (16) ).

En lo que sigue, al enunciar los siguentes modelos, se supondré
que el lector es capaz de determinar la funcibén de cada ecuacibn-
por simple inspeccién. De este modo evitaremos -alargar indGtilmen-
te la exposicién.

2. Nuestro segundo modelo es una simplificaci6én del primero y --
considera los efectos de conveccibn, dispersibén axial y resisten-
cia a la transferencia de masa y calor entre el fluido global y -
las partficulas cataliticas. Es decir, la particula es isotérmica-

y no presenta resistencias internas para transferencia de masa. -
Puede pensarse, sobre todo si se ha estudiado las propiedades de-
las particulas, que es una aproximacién cruda; sin embargo, est&-
sustentada por gran cantidad de estudios cuya conclusién es que:

en la mayorfa de los casos las particulas se comportan de esta --
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manera. Citas y una discusi6én m&s amplia puede encontrarse en —-—-—
Carberry (15).

por lo anterior, consideraremos a este modelo como nuestro mode
lo de trabajo, es decir, aguel gque escogeriamos a primera vista y
del que esperarfamos excelentes resultados.

Las ecuaciones de representaci®n son:

sl ag; # Uy G £ } + ha(T-T2) = { 2.165 )
kya(c-Cs5)= Ro (6, Te) ( 2.166 )
Aa (7-7Tc) = (+8Ha) By (E5,72) ( 2.167 )

cuyas condiciones frontera son-:

=0 = Z’; s B faci) _éz T - UGy (1,-7) ( 2.168 )
=7 G AT _ ( 2.169 )
—— S —— =
J dy Ay

Se observan dos simplificaciones matem&ticas notables. La ecua-
cibén diferencial ordinaria de segundo orden (2.158) ha sido reem—'
plazada por una ecuacibn algebraica (2.166), esto se lleva a cabo
de manera sencilla en la pré&tica introduciendo el factor de efec-
tividad isotérmico en el término Bo. Dicho factor ? es funcibn --

del nfimero de Thiele y se expresa como:

?:/[Z é.,a, ] ( 2.170 )
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L es un factor geométrico, Ro la constante cinética de reaccién -
y Di la difusividad de masa en el interior del catalizador. Se --
observa que si la cinética no es de primer orden depende de la -
concentracién: esto debe considerarse al resolver el modelo. Si -
la cinética no es lineal es aconsejable introducir (2.158) del mo
delo 1 aqui, lo cual nos llevaria a un modelo 1 simplificado. Ob-
sérvese que Ro y Di dependen de la temperatura de modo que para -~

el caso adiahético-

7=7([I)'—°5);:4~,ﬂ] 3

g es el aumento adiab&tico de temperatura:
E (<b4r) Do ( 2.172 )
A To
Ze*s ; 4
en el cualh= Cpp 4¢ debe tomarse como valor medio. Obsérvese

que en el caso general:

7:7(/0{,,4,60, Bl B ( 2.173 )

pero al suponer un tipo de comportamiento de la particula estamos
anulando las dem&s dependencias de 7.

La segunda simplificacién notable es que la ecuacién integral -
(2.159) ha sido sustituida por la ecuacién algebraica (2.167), —--
proveniente de un balance de energfa en estado estacionario.

Lo notable de este modelo es que al introducir 7 se da cuenta -
de los mismos efectos considerados en 1 con una notable ganancia-

en simplicidad. Una discusibn completa sobre 7 puede verse en la-
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obra maestra de R. Aris (6).
3. Se considera sb6lo conveccifn y resistencia a la transferencia
de masa y calor entre las particulas catalfticas y el fluido glo-
bal. Es decir, no hay efectos de dispersifn, lo cual es aproxima-
damente cierto si la velocidad de flujo es muy alta,la reaccibn -
es altamente exotérmica, el lecho empacado es grande y las parti-
culas pequeflas. Para el caso isotérmico si se cumplen las condi--
ciones aﬁteriores vy la reaccién no presenta efectos notables de -
desprendimiento de calor. La situacién corresponde a valores pe--
guefiogs de los parémetros de dispersibn.

La simplificacifén notable introducida es que se trata de un pro
blema de valores iniciales, cuya solucibén es sencilla y puede —-—-

efectuarse por alguno de los métodos ya estudiados. El modelo es:

willh ;' Eowc) s ( 2.174 )
dy

4’/7’5}’/-‘:/—;+ha Cr-T.)=o0 (23757

k?a Ce=tsyz Ao (&%) ( 2.176 )

ha CT-Te) = (+64) Re (5,7 ( 2.177)

30 B & T, {2,578 9

como en el caso anterior puede introducirse 7 lograndose efectos-
equivalentes al modelo 1 si no hay efectos de dispersién.
Aunque este modelo puede predecir multiplicidad de estados esta

bles, no es capaz de dar cuenta de efectos dinSmicos del modelo -
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como encendido y extincién de la reaccibn.
4. Bhora solo se considera conveccibn y dispersién axial, es de-
cir, un modelo de dispersibén. El modelo estd formado por el siste

ma de ecuaciones:

Odie _apde  pote, 7Yoo

2, - ( 2.179 )
b /z;-z_%/)(ﬂ% + (~3H)RsCc,T) = © ( 2.180 )

que como todo modelo de dispersién forman un problema con valores

en la frontera:

_ de A7
g=0  —=0d ety - A ET oG, (1-T) ( 2.181)
‘{é' d% PCps
-z de - dT | ( 2.182 )

Pueden hacerse las mismas consideraciones de introducci6én de 7 2
pero entonces debe cambiarse Ro(C,T) por Ro{C,,Tc). Se considera-
a v, como la velocidad dél flufido si el tubo estuviera vacifo. Es-
te modelo junto con el 5 se conocen como modelos de una sola fase.
Es claro que no puede predecir multiplicidad de estados estables-
y falla en estos casos, al igual que falla en los estudios din&mi
cos. Por esto, s6lo se usa para predecir los perfiles de tempera-
tura y concentraci6én en los casos en gque es aplicable.

5. Modelo de flujo de pistén:

A
4):,7;4. ﬁo CC,T) =~ 0 ( 2,183 )
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como encendido y extincibén de la reaccién.
4. BAhora solo se considera conveccibén y dispersiébn axial, es de-
cir, un modelo de dispersi6én. El modelo estd formado por el siste

ma de ecuaciones:

D2 _apde  potc,T)e0

g 5 (2.179 )
b /2;—1'%/06/"(%%_ + (~3H)RoCc,T) = O ( 2.180 )

gque como todo modelo de dispersién forman un problema con valores

en la frontera:

5=0 _w% - o (Ca-c] A %: Vo (Ta-T) ( 2.181 )
4% %202:0 ( 2.182 )
3

Pueden hacerse las mismas consideraciones de introduccién de 7 .-
pero entonces debe cambiarse Ro(C,T) por Ro{C,,Tc). Se considera-
a v, como la velocidad dél flufido si el tubo estuviera vacfo. Es-
te modelo junto con el 5 se conocen como modelos deuna sola fase.
Es claro gue no puede predecir multiplicidad de estados estables-~
y falla en estos casos, al igual que falla en los estudios diné&mi
cos. Por esto, sb6lo se usa para predecir los perfiles de tempera-
tura y concentracibén en los casos en que es aplicable.

5. Modelo de flujo de pistén:

d
4};7;+ Ro Cer)y =0 ( 2.183 )
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¢ (1-€)*® Re
T = —— 0 /. 7§
f Re €3 (/5- * e ) ( 2.186 )

o mejor afin por la de Hawley (45):

S A 4d /50 (/ &) /. 5
7 ( e? )(/ ¢ (&) &, ol k- - W,/G(,_é)g,;)( 2.187 )

dr es el difmetro del reactor y d el de la partficula equivalente-
con igual &rea que la particula esférica.
Existen otros tipos de correlaciones bastante exactos, si se —-—

cumplen las hipbétesis que las animan, del tipo:
[ (Ree. d, cbr) ( 2.188 )

Algunas de é&llas pueden verse en Walas (103).
como el balance de momentum depende de propiedades del fluido -
esto hace notoria la necesidad de calcular,con el modelo 5 se lo-

gra la aproximacién requerida, pérfiles iniciales de C y T.

2.3.4 Solucibébn de los modelos.

comenzaremos haciendo consideraciones de caréicter general, apli
cables a cualgquier modelo matemdftico representando por ecuaciones
diferenciales. Estas consideraciones han sidoc sumarizadas por Hla
vacek y Votruba (51), son las siguientes:
1. Reducir el nGmero de paré@metros haciendo adimensionales las —-—
ecuaciones.

2. Reducir la dimensién del problema encontrando invariantes sgi -

estos existen.
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3. cConsiderar el problema dentro de una clase mas general de pro

blemas. Esto puede reducir un problema con valores en la frontera

a uno de valores iniciales.

4. geleccionar una rutina de integracibn apropiada. Esto debe «-

efectuarse probando distintas rutinas, moviendo el intervalo de -

integracién, haciendo anélisis de estabilidad, etc. (isimulacion.).

El paso 1 puede seguirse introduciendo:

Co=z Lo-C CF . Co-Cs 7. £ (7-Ts)
c % il RTA ( 2.189 )
o L o

e 5(7‘;—,}) X_ £ /5:.(:_”14_)_5:_*5_ ( 2.190 )

I R To fCP/T; R7o
Da = hosxr(-5/2T)C" % Bo: VA 2% B ( 2.191 )
s DI *
Vo= wplp % Bima= Ky Bikz X ( 2.192 )
2 .l %
Ty~ kgak_ grake T, hak _ 4uaké (2.193 )
i S PCp vV 1 @ e

Adimensionales que aparecen en ingenierfa de reactores comfinmen
te. Debe tenerse siempre la precaucién de transformar adecuadamen
te las condiciones frontera o iniciales.

El paso 2 depende de la naturaleza del problemé. Una forma Ae—
producir invariantes es combinar ecuaciones algebraicas eliminan-
do variables, si es que esto es posible.

El paso 3 depende de la naturaleza del modelo y la amplitud de~
la informacibn con que se cuente. A menudo se tienen modelos para
los que se conoce en forma detallada su solucibén, asi si es posi-

ble reducir un modelo complejo a uno de este tipo, mediante consi
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deraciones validas, esto debe hacerse. Al usar un modelo particu-—
lar debe acerse acopio de informacién sobre el mismo desde el pun
to de vista matematico y fisicoquimico. \

El paso 4 se ha venido considerando a lo largo del presente tra
bajo estudiando métodos diversos. como se ha dicho deben probarse
los distintos métodos, una garantfia es que métodos distintos con<
duzcan a resultados cuantitativamente similares ( dentro del or-—-
den de IJI).

Del trabajo de Hlavacek y Votraba (51) se ha extraido el siguien

te ejemplo (modelo 4):

/ 2,/ ¥ 4
A de ot 1 CaF e I e ( 2.194 )

8. %énl dz-ﬂ

_é. ’i;;:z_ &;;:I‘JL T (T ~77) =0 ( 2.195 )
A

Ty ECela. bt ) =f Da (/- Ctv_)MEX)( Tis ) B ( 2.196 )
K Ts¥ ¥

L (G- ) *—/35« [I—C: )“‘Exp /_17__Zi:___> .

+ T3/Y ( 2.197 )
con condiciones frontera:
3%=o0 BoC” = dc¥ Bhrtns g (-2.198 )
a@}* ’<5¥
3% =/ gy #TY ( 2.199 )
db* 6@}'
combinando (2.196) y (2.197) se obtiene el invariante:
T _ I * £
S-%(CJ—C*')"T ( 2.200 )
"

que sustituirfia a ambas ecuaciones, o0 que puede utilizarse para -

combinar (2.194) y (2.195):
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Y dcf T i AT
,(3( B )—T—,_———ﬁ =0 ( 2.201 )
Bo dé“’ d'}*‘ ¥ &é“‘
que puede integrarse directamente pues las condiciones (2.198) y-
(2.199) han sido introducidas en ellas. Pero es mejor hacer una -

reparametrizacién de (2.194) y (2.195) con las variables:

Pe . fe Péan 2 A

st Ry~ P 7= Da A2 B Sp=D Su= T4 (5 202 )

teniéndose finalmente:

%_%+SHCCSf_Tr)=O ( 2.203 )
%‘_,{% r 2S5 CETL %) mo { Sa2Uf Y
Sy {aitre? ) = (1l mrr ”_TTSJ:W'_) s ( 2.205 )
A —S&: (cs®_e* ) T ( 2.206 )
con las condiciones frontera simplificadas A:
g ”:7;:0 %=° ( 2.207 )
A 4507;‘_7*:0 “’;;-JC*%o ( 2.208 )

La recomendacibn es no perder de vista qué es lo Que representa -
cada cosa, lo cual no es fAcil después de la primera reparametri-
zacién. Se observa que tanto el sistema de ecuaciones como sus va
lores frontera tienen ahora una representacibn més simple.

Se han propuesto en secciones anteriores los siguentes métodos-
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de integracién:
1. Métodos de Runge- Kuta.
2. Método de Hamming.
3. Método de Diferencia Finitas.
Se discutif el empleo de estos métodos para problemas de valores-
iniciales y para problemas de valor frontera. Se llegbd a la con--
clusi6én de gue los métodos de diferencias finitas son m&s adecua-
dos para la solucién de problemas con valor frontera que los méto
dos llamados de disparo basados en los métodos de valores inicia-
les. En secciones siguientes se tratardn los métodos.
4. Runge- Kutta- Merson.
5. Aproximacién Polinomial.
El primero de ellos se introduce como estudio de los métodos de -
modificaci6n del intervalo de integraci6n y el segundo como un --
conjunto relativamente nuevo y poderoso de métodos que en un futu
ro proximo acapararé la atenci6n de los investigadores dedicados-
a métodos numéricos.

Comenzaremos por ampliar la informacién de la seccidn 2.2.10 --
considerando esquemas generales de diferencias finitas.

El modelo 2 puede ser reformulado del modo siguiente:

35y

z y L representan las coordenadas cilindricas, r la velocidad de-

'9T+9—‘7-)—'%1(CNGT)-TP.M-\.=Q ( 2.209 )

reacci6tn b la densidad del catalizador:
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Pa= (/-€)ps 252100

y G la masa velocidad del fluido. Si se introduce:

[ GC
Srat W A S (1- X 2.211 )En:
P# (ff J ) ( =

I_ D (6c/pp) , 6/ Py) ... (/P4 A s - T ZoRAEN)
&/ps % @q 931 J 24

se transforma A:

) /2y otx ox /”/ -
wag ] WEEL

( 2.213 )

Hemos introducido un término de conveccién en la direccibédn radial,
con el propSsito de lograr mayor generalidad. Si el subindice Aw
designa incrementos en la direccién z y n incrementos en la direc

cién radial L, las formas de diferencias de (2.209) y (2.12) son-

respectivamente:
o f)ﬁ .A”T ’rMA,M,u hd ‘(-'-A,AA 4 \ Tml_* 'T’WNM £ T-w\-\rl.M -IT‘AA.M ht T‘\M 0 2.214
6 Coy % e T Copye 1GGy Sx :

XMM*I—)IM\JM_OOFff[ Xanass, an = Xoana, an + Koaat i = Xm,mem—:,MJ.)f’%\ffu”v\-( 2.215 )
o & & 54% (o3)"

M*‘

o
Eliminando los términos en 4 se obtienen las ecuaciones de dife-
rencia para el modelo en su formulacién original. De las ecuacio-
nes anteriores se obtienen férmulas explicitas para T.. .., ¥ Xaums
de forma que se tienen f6rmulas de recurrencia. Los valores de -—-
frontera 7,,ams ¥ Xo,m# Proporcionan las relaciones necesarias pa

ra iniciar los cllculos. Obsérvese que para ciertos tipos de es--

quemas no es posible obtener una f&6rmula de recurrencia obtenién-
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dose un sistema de ecuaciones algebraicas, en tales casos se recu
rre a la solucibén numérica de dicho sistema. Métodos de solucién-
de ecuaciones algebraicas pueden estudiarse en Carnahan et al —--
(17) . Tres consideraciones adicionales:
l. sSon pecesarios datos para la transferencia de masa y calor. -
tales datos han sido recopilados junto con sus referencias origi-
nales.en: Hougen y Watson (53), Walas (103),Luss (70) y Hlavacek-
y Votruba (51), entre muchos otros.
2. La solucibén de las ecuaciones auxiliares debe efectuarse si-=
multéneamente. Esto no implica que deba hacerse por el mismo méto
do, m&s afin, es mejor emplear otros métodos, Nos interesar& mucho
la solucibn de (2.158) lo que se hard con gran detalle en la sec-
cibn 2.3.5.
3. Prara obtener las propiedades del fluido en funcién de las com
posiciones y posicibn en el reactor eé conveniente y suficiente--—
mente exacto el modelo 5 (flujo de pist6én), en la mayoria de los-
casos. (Mientras mAs dispares sean los productos .de los reactivos
m&s notoria es la discrepancia).

Dos ejemplos detalladamente descritos: Van Heerden (1l0l) y, -—-—

Walas (103). E1l primero de ellos trata la sintesis de amoniaco.

2.3.5 Métodos de Aproximacidén Polinomial.

Consideremos la ecuacién (2.158) en la forma adimensional:

Ay

% -
G s e U ( 2.216 )
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correspondiente al caso de particula isotérmica con geometria ci

lindrica. Para el caso de orden de reaccibébnm=/! y M =0 se cono
cen las soluciOnes analiticas; por ejemplom= 1/ :
/X)' Io{?{x) 7: 21 {¢)
y Io (%) ¢Il> (¢) ( 2.217 )
con las condiciones de frontera:
- &
x=e H =0 ( 2.218 )
X=| = )
3 { 2.219" )

Im son las funciones modificadas de Bessel de orden m, y el fac-
tor de efectividad de obtiene de:
/
=T
h= _1(_3_47 ) :fymcixl {25320
¢ JX x=/ °
La expasién de Iy E I, en serie de potencias es répidamente con--
vergente para valores pequefios del argumento, si se cortan las --~
series en el segundo término se obtiene:
q0) % + @B xsa)? ( 22250
!/ -+ {;11/2)z

. (x) % 14 L (Fr2)* /- @ * CrE oo 208
J+ (gra2)t b3

el subindice indica que se han tomado (m+)) términos en la aproxi-
macién. Si @= 2 /= 0.6978,%,,=0.75, #3=0.6982. Se observan dos —-
cuestiones fundamentales:

1. Al aproximar mediante el desarrollo de taylor una funcibn se
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necesita tomar un ntGmero grande de términos para obtener una apro
ximacién adecuada.
2. ¥o siempre se cuenta con la funcién solucién. En el caso gene
ral (nunca se cuenta con ella! de la ecuacibn diferencial; sin —-
enbargo, la ecuacibén diferencial posee de manera intrinseca la in
formacifén necesaria para obtener su solucibén mediante series de -
potencias.

Siguiendo a villadsen y Michelsen (102) observemos como sucede-
lo anterior:
1. Hagamos u=x2 , u satisface automé&ticamente las condiciones --
frontera, la ecuacibn (2.216) se reformula como:

LL&’ P, j&i = __:'j - P%
dur A 4 ( 2.223 )

2. Diferenciando k veces con respecto de u y aplicando las condi

ciones frontera se obtiene:

(y2) (ks (#)

“ y * (k+/)'y = Bl FolBrel

(k)

?“2’“‘”): J ( 2.225 )
(ki) (k) k1
S L feE e (2226 )

La expansibn en serie de Taylor de y (u) es:

(u) = ;'—i-iifi_ A j; g
Ll yy, JA,L o ( 2.227)

de modo que se puede hacer la identificacibn:
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444=_&k_7° f=o,1,2,... ( 2.228 )
(k!)*
con el fin de cumplir y=1 si u=l se determina yo, asi:
~
R e Tt
% 1p%Ck!)] ( 2.229 )

y~(4‘}=

resultado idéntico al obtenido por la expansibén de la solucibn --
exacta. Se concluye que es cierto gque cada ecuacibn diferencial -
contiene de manera intrinseca la informacién necesaria para su so
lucién en serie de potencias, como se habfa dicho.

Sucede gue aungue esto es posible (teSricamente) siempre:

1. Es extraordinariamente complicado para ecuaciones en deriva--
das parciales (Obsérvese como se expande f (x,y) en serie de Tay-
lor).

2. Necesitamos un gran nGmero de términos para obtener un grado
razonable de aproximacién y nada nos garantiza due la solucién --
converja.

3. Para casog no lineales no es posible la obtencién de la solu-
cibn recurrente, de modo que deben introducirse jAproximaciones -
numéricas. para obtener otra aproximacibn.

-Los métodos de residuos ponderados utilizan la informacién in--
trinseca que contiene la ecuacién para obtener una solucibén para-
obtener una soluci6én en series con factores multiplicativos que -
aceleran la convergencia, asf, com poco términos se logra la apro
ximacibn regquerida en problemas de ingenieria.

El método de residuos ponderados (MWR) se basa en el problema --
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variacional:
Eis j; W(x) /j- yN/Ac/X = MNiMO { 2.230 )

siendo W (x) una funcibén no negativa de ponderacién y s »o. Debi-
do a que la solucién variacional no conduce a ningfin lado (es de-
cir, s6lo al conjunto de ecuaciones de Euler mas complicadas) se-
requiere otro enfogue.

Escogiendo S=1,por simplicidad,toda la informacién necesaria --

puede obtenerge del residuo:
#)
R [y,m)7=0 { B2ET )
Ru = Y-t ( 2.232 )

Veamos como es esto. Si se escoge para hacer la expansién la fun-

cibén (l—xz):

’y,(*’)= I+ &, (/- x*) L
(-2,233")
obsérvese que se cumplen las condiciones frontera. Tenemos enton-
ces la primera regla:
1. Debe escogerse los términos de la expansién de modo que se —-
P

satisfagan automé&ticamente las condiciones iniciales.y/o frontera.

Para que y, (%) correspondiera a la expansgibdn de Taylor:

a, = —‘—éi_ ( 2.234 )
4+ g

El residuo se obtiene insertando y, (x) en (2.223):
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)?,(/y,(x))=—‘faﬁ?/“ll»‘“:("’”)j ( 2.235 )

el valor de a, se cobtiene de (2.230):

L' R (a,, x)Wix)dxt= o ( 2.236 )

Ahora s6lo falta escoger adecuadamente W(x) hay 4 elecciones -
posibles:

1. “W(x)= (x-x,), gque es equivalente A;

R, (a,, %X.)=o0 ( 2.237 )

2. W (x) = 1. Es decir:

X, = o0 ( 2.238 )
3. W(x)=23y./%a, MEtodo de momentos (éalerkin).
4. W(x) =2R,/29a, Formulacién equivalente a;
:%;__g REAv = o
i ( 2.239 )

( método de minimos cuadrados).

Evaluando a, de (2.236) y de (2.220) se obtiene:

1. 58 e A h, = 0.4 4= 2
J6+ 3 H2

2 a2: o ﬂg‘l é/: 0-467 ¢:1
5+ H2

3u QS R = 0. 70 #= 2
/2 + .19!1 ?I

4. Ay = _di /"F,Q{‘) 7, = 0.679 =2

2 7
B
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El valor experiemental es‘z= 0.6978. Se observa que la mejor apro
ximacibén se obtiene con el método 3 ( Galerkin' ). Los estudios de
villadsen y Michelsen (102) confirman esto. Obsérvese gque cual --
quiera de los métodos da mucho mejor aproximacién que la aproxima
cibn de Taylor del mismo orden. El estudio hasta agui proporciona
también respuesta a ;por qué polinomios para la aproximacidn? Por
que:

1. Los polinomios son mds f&ciles de derivar, integrar, etc. que
otro tipo de funciones.

2. Proporcionan de manera sencilla una aproximacién del mismo -~
orden de exactitud que otras funciones.

3. Sus raices son mis faciles de calcular.

El método de orden N se formula como:

J’ Re (@, x) w(ix)dxt=0o ( 2.240 )

es decir resulta el sistema de ecuaciones algebraicas:

(A+pB)a=pc

( 2.241)
para cada método se obtiene:
1. Ajgi = [ iy i* N_;g_] ( 4 \>"“1 ( 2.242 )
3 N+t
Bﬁ“:(N?‘\H(—Nﬁ:w) ( 2.243 )

Cg= 1 ( 2.244 )
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i/n 2 2 o
2. Aji = g L (it Tl s ( 2.245 )
(é\)/,u
f (M - ) A ( 2.246 )
4~/
s B |
v ( 2.247 )
3. Afh= f[(i-l)‘u‘“—il il BPPC S TN 5P ( 2.248 )
i L - . e
By = [ oS ™Y {1 gt T e ( 2.249 )
87 = =S"(‘_MM4“&M ( 2.250 )

%‘é*“
4, La formula depende de GRA/@zéparticular.

El método de Galerkin para N=2 proporciona una aproximacién que
difiere del valor real en 1/86400. Para problemas lineales el méto
do de Galerkin debe ser usado. pero paraanl,o tenemos una segunda
regla general:

2. Para ecuaciones no lineales s6lo el método 1 (método de coloca
cibén) proporciona explicitamente los valores de los coeficientes -
de las n ecuaciones algebraicas para los Ai .

Esto significa que las integrales deben evaluarse, en general, nu-
méricamente para los métodos 2,3 y 4. E1 método de colocacibn no -
logra la exactitud requerida con pocos términos, de modo gue algo-
debe hacerse. El problema lo resolvid Finlayson (37) que demostr6
gue el método de colocacibn es 6ptimo si los puntos de colocacibn se
consideran como las rafices de los polinomios ortogonales de Jacobi.

Otros métodos de colocacibn consideran otros tipos de polinomios -
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ortogonales, pero en las ecuaciones del tipo gue nos ocupa la ele
ccibébn de los polinomios de Jacobi es 6ptima. Los polinomios de =-~
Jacobi se definen por:

N-A .
) i

P x) = 3 ! e ® ( 2.251 )
¥ s (N) T (nei+ A2pe1) TU(B+1) ( 2.252 )

P (Nt xrfBri) T (A1p11)

donde /Mes la funcién gamma con argumento entre paréntesis:
71ﬂ“)==ﬁ“-0/ si me(enteros positivos).

Los coeficientes se han obtenido de la relacién de ortogenalidad:
2 < g (A
fX"(/—XJ x? P (x) dx = o ( 2.253 )

que indica el significado de («,p).
con estas bases formulamos un 50. método:

5. Método de colocacibn ortogonal:

N R
X W, RN(&.MHJMV_Q’A Ele) ( 2.254 )

=
En el cual la integral se obtiene mediante alguna f6rmula de cua-
dratura, donde U/kes un peso arbitrario y «; son los ceros de un -
_gg}inomio ortogonal (en especial de Jacobi).

con esto terminamos la formulacién de este método. Ejemplos de-
tallados aplicados a reactores quimicos, en especial a factores -
de efectividad (reaccibn no lineal partficula no isotérmica) y re-.

actores de lecho fijo pueden verse en Villadsen y Michelsen (102)

y en Finlayson (37). En la seccién 2.3.9 y en la seccibén 3.9 lo-
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usaremos en problemas de disefio y estabilidad, respectivamente, -

de reactores de lecho fijg..

2.3.6 Modelos cCelulares,

Para los casos adiabltico e isotérmico son suficientes arreglos
unidimensionales y bidimensionales. Como los arreglos bidimensio-
nales son de por si bastante complejos se recurre a la simplifica
ciébn de considerar dos arreglos unidimensionales, en paralelo ge-
neralmente. La identificacién de los parametros del modelo con =-
cantidades medibles no es un proceso simple, pero puede entender-
se con lo expuesto en 1.7 y consideraciones adicionales sobre tra
nsferencia de calor. Como en casos anteriores iremos de lo mas --
complicado a lo mls simple, los modelos tratados fueron recopila-
dos por Hlavacek y Votruba (51).

l. Arreglo unidimensional doble con CSTR interconectados (Kuca--

nov y Pismen (62)}. Se ilustra en la figura. 2.15.

Lpegd e

k

o

- FIG2I

Balance del componente i :

V(CM-I—CM)h-‘ AJ aa[ ((’“— C’“"‘) =)
( 2.255 )

é;aaé (ICa Gy = %I/g (7;,(_,,4,CM4)+R(TM, C.MJ] L Rse
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Balance de energia:
”r/oKH (T =T ) # haaf_(_,(_m_,“ + Tang~ 27T =0 (2.257 )
Rad (Tinpsr Towe =27 )= @ O] R Ty, Cus ) R(TosCons)ed, 2.258 )

Se trata de un sistema bastante complicado de ecuaciones algebrai
cas de diferencias. Esta es una caracterfistica distintiva de los-
modelos celulares y no insistiremos en ella.

El modelo considera: Conveccibén, mezclado entre etapas sucesi-=
vas, conduccién de calor en la fase sblida y efectos de transfe--
rencia de masa y calor flufdo- partficula. Obsérvese que al consi-
derar un flujo "tubular" como una serie de CSTR se ha tenido en -
cuenta la digpersibn. Es decir, se consideran los mismos efectos-—
que el modelo 1 (excepto transferencia intraparticular de masa y-
calor gue se introducen mediante 7 precalculados) y la solucién -
es obviamente més simple.

Es interesante notar que un método conveniente de solucibn del
modelo 1 es su reduccidn a un sistema de ecuaciones de diferencia.
La convergencia de la solucibn de este tipo y su estabilidad de=-
ben estudiarse cq}dadosamente. como los modelos celulares introdu
cen directamente tal sistema sin estos problemas de convergencia-
y estabilidad ( las ecuaciones no proceden de una ec. diferencial)
debe tratarse de un tipo importante de modelos.

El Gnico parémetro del modelo es el nfimero de tanquecitos,en —-

funcidén de variables del modelo cuasi~ continuo general es:
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2 oy had
N= frgzaé {1+ '_Wﬁ__ﬁﬁ ) ( 2.259 )

la ausencia de parfmetros de dispersibn es por la razén indicada.
2. Modelo con retromezcltado axial (figura 2.16.) (Kucanov y Pis-
men ( 62 ) ). Este modelo se estudid en detalle en la seccibn 1l.7.
LAogicamente, deben aparecer parémetros de dispersi6én en am desg-—-
cripcibn. Obsérvese que ahora no se trata de una simplificaci6én -

del modelo anterior, sino de un modelo diferente. Los balances de

materia y calor:
VY (Conei = Can) # G (Consy = Con) = /ejad (= Em b= ( 2.260 )
/:;44( O~ iCi). = BT T, Tomia | 5 8 ( 2.261 )

Vplpp o (Ton-Tows) + Gt PCps (Tonss=Ton ) = had (T -Tuafeol 2:262 )

had(‘TM-Tyﬂ)+6/(—AH)R (TM~4,(44-4) = o ( 2.263 )

Se considera conveccibn y dispersién, mezclado entre etapas veci-
nas, retromezclado axial ( se incluye aunque haga redundante la -
"dispersibn" ya mencionada.) y efectos de transferencia de calor-
y masa entre flufdo-particula. Al estudiar el modelo unidimensio-
nal de retromezclado nos dimos cuenta del poder del modelo, la --

relacibén de parémetros es:

A//E/+_;@)‘1{%£) ( 2.264 )
- z

S el R b
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U = /U_‘:f j/\/ ( 2.266)

para fijar N se procede generalmente asi:

1. sSe fija gy a partir de una suposicibdn abitraria o de estudios
con trazadores (debe preferirse esto Gltimo).

2. Se obtiene N de (2.264). Las variables que dependen de T pue-
den ponerse como Valores promedio, a partir de un perfil precalcu
ladode=c y T.

3. Se obtiene gh de (2.265).

TPy (R-¥) ()

FIG-21¢

_ | LT T i

3. Arreglo unidimensional de CSTR con transferencia de masa y ca

lor flufdo- partficula. ( Levic et al (68) ). El modelo esti repre

" sentado en la figura 2.17.

by bpsgd gy

FIG-2. =

k
M e Y 8
T i

V (Can - Cu) = bgad (Cu ~Cas) = o ( 2.267)

éj ad (CM‘sz-d-)—d/? (TM~4, Cm-;J:O ( 2.268 )



155

VPG (Toney =T ) = had (To- Tas) =0 ( 2.269 )

had (7o - Tus) + A IR (Tas ,Cang) = 0 { 2.270 )

Este modelo es una simplificacién de el modelo anterior eliminan-
do el retromezclado, de modo que tiene en cuenta los mismos efec-

tos excepto éste. El nfmero de tangues es:

I vk
S

4. Modelo con retromezclado axial. ( Roemer y Durbin (88 ) }. Su

N=

( 2.271 )

representacién corresponde a la figura 2.18. Este modelo es exac-
tamente el estudiado en 1.7.

1l

9 ’

v - - P—
FK3r2n j k :

considera: conveccibn, mezclado entre etapas vecinas y retromez-—
clado axial. Si se desea considerar los efectos de transferencia-
externos debe introducirse un factor de efectividad "externo"Qe—
como log descritos por Carberry (15) en el término de R. Esto es-
sencillo s6lo para cinéticas lineales y el caso isotérmico, pero-
es posible hacerlo numéricamente.

La relacibén de parémetros es la misma que la del modelo 2 ( Ecma

ciones (2.264), (2.265) y (2.266) ) y se procede de la misma for-
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ma que en dicho caso para evaluarlos. Las ecuaciones de represen-

tacién son:
V (Cany —Cn) +jb/c,..,,_cM)-/P., (T, € ) =0 ( 2.272 )

APCps (Toni = Tan) *9u CpP (Tongs =Tan )+l (=88] R(Tw,Co )= 0 ( 2.273 )

obsérvese el grado enorme de simplificaci6én logrado. Este modelo-
es Gtil si puede obtenerse ?e o los efectos externos de transfe--
rencia son despreciables.

5. Arreglo unidimensional. Corresponde, para todo propbsito, al-
modelo de tanques en serie. S6lo se considera entonces# convec—-
cibén, dispersibn y mezclado entre etapas vecinas. Serl til en --
los casos en que las transferencias intraparticular y externa de-

masa y calor tengan resistencia despreciable. Los balances son:
V ( Cones = Con ) = AR ATon, € ) = © (72.274 )
VPCpp (Tt~ Tn) + A CsH) R(T Cnl)=0 ( 2.275 )

Una alternativa para hacer menos restringida.-su utilizacién es la
introduccibn deAﬁgy 7 . Obsérvese gque este modelo corresponde a -
un caso simplificado de 4: la eliminacién del retromezclado. La -

relacibébn de parémetros es:

N = / /u-Z
2 s ( 2.276")

vy las consideraciones que se hicieron para el modelo de mitCSTR en



157

serie pueden ser hechas:

Dy —> oo N> o mezcla perfecta

Dr — o N —> oo flujo de dist6én.

Terminaremos haciendo algunas consideraciones generales:

1. Para el caso isotérmico el sistema de ecuaciones tiene coefi-
cientes constantes y la solucién por sustituciones sucesivas pue-
de ser obtenida. En el caso adiab&tico los coeficientes son varia
bles y esto no es posible.
2. Los modelos pueden mostrar multiplicidad de estados estables-
( m&s de tres ) lo cual rara vez es cierto. En el capitulo III se
dedicari mAs campo a estos temas.
3. Los modelos més realistas son los que asumen interconexiones-
y retromez&¢lado entre etapas vecinas.
4. Los modelos pueden extenderse con facilidad para inoluir la -
radiacibn de calor al exterior mediantecoeficientes ficticos de -

transferencia para cada tanquecito. Este no es un problema ni -~--

remotamente simple para FBCR a partir de otros modelos.

2.3.7 M&todos de Solucibébn. Eliminaci6n Gaussiana:

Se sugiere el siguiente método de ataque general para la solu--
cibn de los modelos celulares:
1. oObtencibtn de parémetros de disefio de datos y mediciones fisi-
cas. Para el caso adiab&tico es recomendable hacerlo a partir de-
un perfil de c y T calculado con el modelo de flujo de pistbn ==-

usando valores medios en éste.
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2, Pponer las ecuaciones en forma adimensional y buscar invarian-
tes.
3. Rearreglar estas ecuaciones en la forma:

Xy X, + Az Xz + .. =

Gay X, » G2z Xp * .- - = Mz (2.277 )

d,m:)(, + Gmy Xz 4 .. MM
si es que esto es posible.
4. Proceder-a su solucibn con la ayuda de una computadora. Dife-
rentes métodos de solucibn se dan en Carnahan et al (17) y en —-—-—
Anundson ( 2 ). Trataremos aqui el método de é&liminacidén gaussia-
na (para gque este trabajo sea completo en la medida de lo posi==-
ble). Este método es de los més fAlciles de programar, ademas tie-

ne aplicaciones adicionales interesantes (por ejemplo, en inver--

s8ibn de matrices). Expondremos en forma sencilla, considérese:

Q, X, + A,z Xz + Qiz X3= A4,

2.278
a8 X, + Aag X, + A2z X3= Ao ( )

A 31 X, + Azq Xz+ Q31 ¥3= U3

Se multiplica la primera ecuacibén por — da;/a, y se suma a la segun
s Qy X, + Qg X2+ Ays Xg = U,
Qaa Xp + Qgy Xg= s ( 2.279 )
QA3 X: » Qza Xz + &3y Xz= A3
Si se multiplica la primera por -4sm /A, , la segunda por —'QS;/Q11{
y se procede: primero a sumar la primera y luego la segunda, a la

tercera, el resultado es:

A X+ Gz Xa + Az Xa = A
Gax Yo * Oad Xa> A ( 2.280 )

i\

Oﬂ:'; Xy = My
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Esto completa la solucién pues al conecer X3, se sustituye su va-
lor en la ec. anterior para obtener X; y estos valores en la si-—-
guiente para obtener X;,.El algoritmo es tan sencillo de entender
como de implementar para una computadora.

El problema real consiste en poner el sistema de ecuaciones en -
la forma sugerida, debido al término R. Si este es no lineal en -
Cc debe emplearse el método de Newton- Raphson o Jacobi que se es
tudiarén en la seccién 4.3.2. Una alternativa es la siguiente:

1. Obtener un perfil de ¢ y T con un modelo simple, de este obte-
ner R. Esto ser& posible en cualguier caso.

2. Resolver el modelo celular en la forma indicada.

3. Usar el nuevo perfil de ¢ y T para evaluar R.

4. Repetir el procedimiento hasta alcanzar los criterios de conver-
e b Conlw €
LT~ [ &

gencia:

donde C;',Tg'indican la anterior aproximacién. La alternativa es
razonable vy a lo mds 4 iteraciones son necesarias, no se excluye-
la posibilidad de que la solucién diverja, puestegto no ha sido -
estudiado, o gue converja a un estado estable no existente. De ==

modo que debe manejarse con precaucién.

2.3.8 pDisefio de reactores cataliticos de lecho fijo. Caso no iso-

térmico- No adiab8tico.

Como en el caso anterior, se cuenta con dos tipos importantes -
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de modelos: Los cuasi- continuos y los celulares. Los modelos ——-—
celulares han sido tratados con algn detalle en 2.3.6, lo ahi --
expuesto puede ser extendido a este caso. En primer lugar, deben-
usarse arreglos bidimensionales 6 tridimensionales. La relacifn -
de parametros - cantidad fisica es m&s complicada y deben conside
rarse los efectos térmicos. Estos efectos térmicos se introducen-

con un nuevo término:
& = Ud (Tx-Te) ( 2.281 )

o términos més complejos del mismo tipo, por ejemplo, dependien--
tes de la posicibén del tanquecito en la rejilla.VU debe depender-
de parémetros radiales, se emplea comGnmente la Correlacibén de —-—
Grider y Foss (20):

/ / A 1 Boyal — 4.
i * et oo inita ( 2.282 )

% A lox Fer

agqui M es la cantidad de particulas en la secci6n de tuberia. En-
estos casos se ha introducido con éxito modelos de flujo estocés-
tico del tipo distribucién beta ( un tipo especial de distribu—--—
cifn gaussiana ). Mayor informacibén sobre estas generalizaciones-
se puede encontrar en Mc Guire y Lapidus (76).

Desarrollaremos la estructura de modelos cuasi-continuos:
1. Modelo Bidimensional. ( Hlavacek (48) ).

Los balances de materia y calor para la reaccidn A —=>B:

r9 ac 2 Jc¢ 2
e T e ) e RlaT)=. 6 e ioeat)

7 or 2% 2%
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7;9_ S ” =)+ 9}(,4, ) %(ﬂ—pc,/rp/_w) RCer)=0 ( 2.284))

ve es la velocidad ficticia del fluido si el tubo estuviera vacio,

y cuyas condiciones frontera son:

% = 2¢ 2T 2.285
oz,}< , =0 == :._3? = () ( )
< % - de 2c AT L { 2.286 )
(o] ’ ks, S SLfmiy e = — T-T
<4 q =2 o bfb he € w)

o< < ds , =0 '\TEPCH(T‘,—T)— -k 2T e (ConC) =-Dx ¢ it

; 3
Ve (Corc)z-Ds 3 ( 2.288 )
S
O<T<_C!i ;'b:z E:o T
4 o7
g ( 2.290 )
2%

Se pueden hacer la siguientes consideraciones y simplificaciones:
1. Si la cinética lo permite ( en este caso sf ) debe introducir
se en el término R los factores de efectividad.

2. Muchas veces es preferible cambiar los términos R haciendo -
uso de ecuaciones auxiliares.

3. En gran cantidad de reactores industriales el término D, es -
pequefio ( lo mismo gque Ry ), de modo que los términos de disper—-
sién radial pueden eliminarse. Siempre podrén eliminarse si.-los -
términos radiales son 0.01 6§ menos de los longitudinales.

4. Para la mayorfia de los casos es suficiente tomar .valores pro-

medio de Oz, Dr, Az, #r.



De este modo, se obtiene esto resultados:

/. éja. (c-Cs) = RCEC,Ty)
( 2.291 )

ha (Ts-7)= (-a4) R (Cs,Ts) ( 2.292 )

son las ecuaciones auxiliares y términos de sustitucién. Si es ~-
posible introducir /. .h se tiene (forma adimensional):
(~6K) RCC,T)= 2 Da (/"X),?“EXP A ( 2.293 )
J+T*/Y

RCcT) = 4 Da (1=x)" gxp [_T* ( 2.294 )
g st

Si se introducen estas modificaciones debe tenerse la precaucibén-
de alterar las condiciones frontera adecuadamente.
2. Si los términos en R se modifican como se indica en (2.293) y
(2.294) estas ecuaciones pasan a ser ecuaciones auxiliares.
3. La eliminacibén de los términos longitudinales convierten el -
sistema elfiptico de ecuaciones en uno parab6lico mucho més senci-
llo.
4. Si se toman valores medios de ﬁ5’4§¢’ ﬁ;/é; estos son constan-
tes y pueden "salir" de las derivadas.

Si la ecuacién se desea poner en forma adimensional, esto puede-
hacerse como se muestra en la seccibdn 2.3.4, pero ahora deben in-
troducirse dos adimensionales nuevos:

il AR Tu's haZé (12.295 )
Ve PCp Ve
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2. Modelo Unidimensional. (Froment (39) ).

Si en el modelo bidimensional: se elimina los términos longitu
dinales, asi como las dependencias radiales, se ha globalizado -
el modelo y el resultado es un sistema de ecuaciones diferencia--

les ordinarias de valores inicialess

&[74‘ I a3 7{_ =
T Sl ) *pda (1-X) ””[mw)—O( 2.296 )

dﬁ"
= 79 > >a (/ X) EXP /"*—/}A_) =0 ( 2297 )
% : X = Xo > % —ro ( 2,298 )

2.3.9 Métodos de solucibn,

Para la aproximacién unidimensional pueden usarse:
1. Método de Runge- Kutta- Merson.
2. Método de Hamming. ( seccibn 2.2.7 ).
Es decir, debe controlarse el intervalo de integracibén. El méto-

doRunge- Kutta- Merson de 5o, orden:

Yonss = Y * ?(é,,«véqr“/zs)f o] (4%1] ( 2.299 )
/z,:i3 /(xm,gm) (.2.300 )
Bl f (xr B, Yo £) ( 2.301 )
é;:%/(xm+4,yﬁ+é+{:_zj ( 2.302 )
by, =% /[xﬂﬂ_;l_, s 3;, - 75;) ( 2.303 )
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8 s s ol Wb, e sl S sl ( 2.304 )

ol oy = %" e B e ier ( 2.305 )
2 2
El error permitido se prescribe de antemano, si este se sobrepasa
h se reduce, de otro modo se incrementa o permanece constante.
Puesto que el método de Hamming prescribe el error sus resulta-
dos son comparables al Runge- Kutta- Merson del mismo orden,Gear-
(40) ha propuesto otra alternativa que no ser& tratada agui por -
su extensibn.
Para el modelo bidimensional en su forma parab&lica se tienen -
varias alternativas:
1. Método de colocacibén ortogonal. Nagel y Adler (79) han reduci

do el sistema de ecuaciones diferenciales parciales de tipo para-

bblico a uno de ecuaciones diferenciales ordinarias:

o R R 5 2.306 )
dy* (&*\ i 53 BT +pda(i-¢4) EXP(__“:T) (
OQ '.{ Mel
_x ey ¥ « ( 2.307 )
iyt ™ (B B 8T« datuci e ()
~ % W £ T & Bl =7 ( 2.308 )
N+ B
2 Bagkep @l = © ( 2.309 )
ef (oY = (el |, TS (oY= (7%, ( 2.310 )

El punto de colocacién se toma como j, Bji representa al operador

Laplaciano, Aji las primeras derivadas. Los puntos de colocaciébn,
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como se ha dicho, son las rafices de algGn polinomio ortogonal ---
( en particular de Jacobi 6 Legendre ). El cllculo de Bji y Aji -
se vid en la seccibn 2.3.5. Obsérvese que el método de colocacibn
oxtogonal reduce las ecuaciones en derivadas parciales a ecuacio-
nes diferenciales ordinarias. Esto es lo gue hace la transformada
de Laplace pero, por supuesto, en estos casos no se puede inver--—
tir. En tiempo recientes se han intentado varios algoritmos para-
la inversién numérica de la transformada de Laplace, los resulta
dos no son nada halagadores. Un ejemplo de algoritmo de este ti-
po se puede ver en Seinfeld y Lapidus (92).

Usando un punto de colocacién (2.306) y (2.307) son:

(%l% = PQT( k &f (BMQ(T,‘-TJ% @D«(\-C.‘)‘%xp(\;,‘;( iy g
(cﬁz:')‘ B Sl S YTT—T/Tl Ewanss)

Los puntos de colocacién pueden ser:
'gf = 0.577 polinomio de Jacobi.
g:¥= 0.707 polinomio de Legendre.
En cada caso se tiene:

TRy Ay polinomio de Jacobi. (2.313 )
u hi 6'ér

/ / & polinomio de Legendre. ( 2.314 )

—_— = — +
Uy hit 8;57‘
Al estudiar la colocaciébn de un punto para el factor de efectivi-

dad vimos gque con método de colocacién 6ptima la diferencia entre

el valor "real" y el obtenido era minima. Es de esperarse que en-
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estos casos también lo sea, la colocacibén de un punto es mejor —-—

aproximacién que el modelo unidimensional. Es de esperarse tam—-

bién que con pocos puntos de colocacibén ( ¥ o5 ) obtengamos bue--

nos resultados. La reduccién en la complejidad del problema es ——

harto evidente aqui.

2. Métodos de Diferencias Finitas.

a) esquemas explicitos. La derivada axial se ha reemplazado por -
la aproximacibén usando una diferencia de avance y la derivada-
radial mediante una diferencia central. Usando y como cual =--—

guier variable:

(Q 1 Ml ~
ﬁ:—k(’jg S| ¢ 3533505
sy ol T B RS
de - R L ALz p = el ( 2.316 )
27 3 2
3_3_1 E oL (253070
R ( 2.318 )
El método es estable si: k‘( et donde
o= "/ ( 2.318 )

d% // d&

como generalmente y exhibe los gradientes més altos en las cerca-
nias de la pared del reactor, el problema debe tratarse como de -
fronteras irregulares (2.2.10), es decir, deben alterarse las con
diciones frontera. Como hemos mencionado: si el sistema resultan-
te es lineal puede resolverse por elimininacibén gaussiana (2.3.7)

y si no es lineal por el Newton- Raphson 6 Jacobi (4.3.2).
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b.) Esquemas explicitos. La derivada axial se aproxima por una --
f6rmula de retroceso y aproximaciones de la derivada radial -
se toman en el nuevo perfil como en el caso anterior:

O T R o I e el ( 2.319 )
2 4 2 b ( " ﬁ? 33 3 2 Hﬂ )

2 _ ! \ At ond 7, .’“‘"_L MAoE ( 2.320 )
—%-—h(%‘#aﬁ S e S e

Una mejor aproximacién explicita es:

2 . L anel ~A

zﬂi:_h—(“ii““) (r2fEnl
DY { et ~ e o oy

2= op (Y- ity 4 -9 ) (2R aR)

(2 1 B ~ A At Mt pves
e M G P P ST e Tl e T S T b IS DT I

21t 2 h*

Su desventaja es gue presenta 4 6 hasta 5 niveles en j, esto hace
necesario cllculog iniciales (por ejemplo con colocacién de un —-
punto). La frontera es conveniente tratarla como en el caso ante-
rior: por lo menos para la transmisgsiédn de calor.

Es posible emplear esguemas incondicionalmente estables o del -~

tipd Crank- Nicholson, en tal caso:

St SR Oy 2.324
S S A oty
Al - ~ h - ; el O 2.325
S;= (g,bm (e exP( ¥ { 2.326 )
e o )

I.a ecuacibn (2.325) se ha obtenido por métodos de 1linealizacibén-~
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semejantes a los que se expondrén en (3.4.2).
Las rejillas que se emplearon junto con el esquema de los méto-

dos se ilustran en la figura 2.19.

FIG.-2.19

-

ESQUE‘IAS: EXPLICITOS (A.B) E IMPLICITOS (C,D)
3. Reduccibn a ecuaciones diferenciales de diferencias. Esto se-
lleva a cabo si se sustituyen finicamente las derivadas radiales -
por diferencias finitas. El sistema de ecuaciones de diferencia--
diferenciales ordinarias forma un problema de valores iniciales.-
Hlavacek y Marek (50) han conclufido que intervalos de integraci6n
muy pequeflos son necesarios para que un esquema explicito sea es-
table. Es conveniente entonces usar esquemas incondicionalmente -
estables.

Para el modelo bidimensional en su forma eliptica solo estamos-
en posiblidades de hacer las siguientes consideraciones:
1. El sistema es de lo m&s complicado en la rama de matemlti--—
cas y constituye un serio reto.
2. Puede emplearse el método de doble colocacién (Young y Fin --
Layson (108) ) con seis puntos de colocacién: el resultado es un-
sistema de scuaciones de diferencia- diferenciales cuya resolu~--
ci6bn se lleva a 'cabo por el método de Pickard (Henrici (46) ). .Se
calcula un perfil ini2ial de ¢ y t para evitar gque la solucibn --

converja a un estado estable inexistente.
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3. Método de los Funcionales Transitorios ("Functional Transient
s", de una traduccibn del ruso por Hlavacek y votruba (51) ). Se-

consideran las formas funcionales:

WI gé - _g.i glc 96 Q?C '/2
T By S : (1) |

£ 97"7-/“% ";Tb'z ( 2.327 )
&)
iy JE . e § AT T A BT e
2}(— 2 v’ 2 LN 932 J} ( 2.328 )

que forman un conjunto de ecuaciones parabblicas con tres varia-—-
‘bles. Los términos w, y w, son dos pesos para acelerar la conver-
gencia. El1 sistema se convierte a la forma implicita de diferen—-
cias, y puede resolverse por un método de direcciones alternadas-
( carnahan et al (17) ). Se toma X o0 (estado estable) y los —-
perfiles de ¢ y T asi obtenidos se consideran soluciones de ' --—-
(2.283) y (2.284). se tienen diversas alternativas para la solu--
cibn de (2.327) y (2.328): colocacién ortogonal, reduccibn a ecua
ciones diferenciales de diferencias, etc. Kubicek y Hlavacek pre-
paran actualmente un método que han .llamado "técnicas de mapeo” -

para dicha solucién ( aln no se publica ).

2.3.10 Consideraciones Finales:

Se ha mencionado cuando debe introducirse el balance de momen—-
tum como ecuacibén auxiliar y la forma que esta toma. Esto haria -
més complejo el modelo y se prefiere introducirlo como (-8P/Z ) .-

Para 7 precalculados debe resolverse:

2

{4
wu APy gr DA Ay - £ g™ ( $:329 )

At 2 A




junto con:

A AT

( 2.330 )

Se ha introducido el factor geométrico s gue vale o0,1 y 2 para —--
placas, cilindros y esferas respectivamente. villadsen y Michel -
sen (102) han dedicado gran parte de su libro a este problema —---
usando métodos de colocacién de toda especie, algunos de extraor-
dinaria elegancia, por ejemplo la colocaci6fn de "“spline" global.
El problema de disefio est& apenas esbozado. Necesitamos los es
tudios de dinfmica, estabilidad y control para gue no: Disefiemos
un reactor gue explote durante el encendido, converja a un esta-
do estable de baja conversién, responda violentamente a cambios-
en las condiciones de proceso, nos proporcione a los "subproduc-
tos" como" productos principales", etc. Es decir, debemos dise-
flar un reactor bien educado: gue se comporte socialmente bien.
pPor ello hemos insistido en que el problema de disefio estd ape-
nas esbozado, que en realidad solo hemos dimensionado "el bote, -
tubo o tubo con piedritas" ( Aris ). Esto es bastante complicado-
en algunos casos, asi gue se espera gue los estudios de Dinémica-
y Estabilidad lo sean aGn mis. La teorfa del control se encuentran
tan desarrollada en la actualidad que su aplicacién depende m&s-
bien de lo gue se sabe de las materias anteriores, respecto a ——-

Ingenierfia de Reactores.
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III.- DINAMICA, ESTABILIDAD Y CONTROL

3.1 Dindmica de CSTR.

3.1.1 2Anélisis de Respuestas.

Consideremos primeramente un solo tanque agitado* en el que-
de alguna forma se ha introducido un trazador inerte. Si el ba

lance de materia para el trazador en el tanque estd dado por:

%=a((c,—C)
(3.1)
mediante transformadas de Laplace se obtiene:
£ ~& A —at
& LR aLJ Ci(4-2)€ " da + ol (3.2)

Usando la propiedad de convolucibén y suponiendo que en el --—

tangue no habia trazador inicialmente:

—&(2-%)

X
cmwafoc,-me FE\ (3.3)

cuya funcidn de transferencia para una entrada tipo §(X)  es:

I
} A Fol (3.4)

Aungque es imposible hacer una inyeccidén "instanté&nea" del --
trazador, en la pré&ctica es posible hacerla lo suficientemente-
rapido y si el tiempo de respuesta del tanque es suficientemen-

te grande, entonces la entrada se aproximari a una 5 .

* pPerfectamente mezclado.
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Es posible pr&cticamente tener una entrada que se asemeje a -

una onda cuadrada de duracién A , esto es:

Co(4) = C, o<t <t (3.5)
o X, <X
Esto complica un poco més las cosas pero no ofrece dificulta-
des especiales. Es més.ﬁtil definir C.(t) en términos de funcio

nes generalizadas¥ entonces (3.5) es equivalente a:

cilt)=c. [U#)-U(2-4.)]

(3.6)
Tomando de nuevo la transformada de laplace:
Lheat) = ey (3.7)
. -4X,
Cil4)= C:’CI / e 8 ] (3.8)
; A (4 +4) 4 (4 tet)

Tomando la transformada inversa se obtiene la concentracidn -
de trazador en el tangue en cualquier tiempo % :
-k
c (£) _ c, (1~e77) A<, (3.9)

- & (2-4, ot (3.10)
C,(é’* ’“—@‘*) > A,

Tanto (3.4) como (3.9) representan la respuesta din@mica del-
reactor a una entrada particular de un componente inerte.

Es posible inyectar el trazador en forma sinusoidal:

* Un tratamiento excelente en (92)
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c; ()= A sem wi
(3.11)

Esto ilustra la utilidad de los nlmeros complejos en estos -
casos, 44 en la funcidbn de transferencia se sustituye por la --
frecuencia compleja Jw :

: 5 0
ﬁ(“") _ (3.12)
AW + L

cuyo mbdulo estd dado por:

Mop [ j(/iw)]: o (3.13)
Vw? + %

vy la ganancia de fase:

-7
¢:M (‘W/o(.) (3.14)

La concentracibén de trazador en el tangue en un tiempo X es

funcidén de estas cantidades:

c(t)=_ A o (wht+g) (3.15)

Vw2 4+ °

Esta ecuacidn presenta una utilidad especial si se usa de -—-
diferente manera. Supdngase que por cuestiones operativas se -
introduzca a un sistema reaccionante un inerte en una concen--—-
tracidén que varie aleatoriamente entre un valor mé&ximo y uno mi
nimo, entonces los extremos de una onda sinusoidal nos dan la -
respuesta méxima y minima esperadas.

Si consideramos ahora una entrada de "Diente de sierra"”, la-

gue en realidad corresponde a una inyeccién con jeringa de ciru
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jano uniformemente acelerada, con una descripcidn:

QA =1C, TR~ (AT VO e T T e B3]

(3.16)
podemos obtener de nuevo:
o) = @ / 1 at, g, -4t =
G- & o e LA e ];/{"Z’ (371,79
Ser IR A7 <
Cuya inversibén da la respuesta requerida:
SN Pt —«(£-2,)
) _07[6 Ul £-2)-(1=d42,) € U{x-x,)] (3.18)

Es hora de enunciar dos conclusiones importantes:

1. El sistema considerado es lineal.

2. La base para el anilisis de respuestas de CSTR es la trans--
formada de Laplace. Las funciones generalizadas son Gtiles-

pero no estrictamente necesarias.

La conclusidn 1 tiene aplicaciones importantes: si un sistema

es lineal es completamente aditivo.

Por ejemplo, la respuesta -

a la enésima entrada tipo diente de sierra:

M-t

c(t) = C_,i'

_4{;6—/41‘,)
| e
d X, ko

. -(kr1)Z,
Ult-kt)-(1-at) e 0 i 2,)]

(3.19)
el retardo de tiempo entre diente y diente ha sido mZ, .

Podriamos seguir introduciendo entradas

ad libitum, pero el

problema puede tratarse considerando una entrada generalizada:

-&(f-z) m ‘
H(i-z) = e ek (4-2) b () (T) {3.20)
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entonces la respuesta del sistema (3.1) es:

%
C(i)=L Hit-2)u(z)dz (3.21)

siendo (%) cualquier tipo de entrada. La integracibén debe --
efectuarse teniendo en cuenta las propiedades de las funciones-
generalizadas.

Existe una formulacidn mis sencilla del problema, usaremos -
una bateria de CSTR (Denbigh (30)). Se considera que (por - -
error) se introduce una cantidad gqo de impureza no reactiva al
sistema. Serd de interés saber cuénto tiempo debe transcurrir-
para que la cantidad de impureza disminuya a un nivel dado en -
la corriente de producto y también su concentracidén en cada - -
tanque en un tiempo A =1 impureza se introduce instanténea
mente o en un tiempo muy corto comparado con el tiempo de res--
puesta del sistema (por ejemplo: 6).

Tedbricamente, se tienen los cuatro casos considerados para -
el dimensionamiento de baterias de CSTR (2.1.1), pero dado el -
calificativo de "impureza" esta se encontrard en pequefias canti
dades no afectando la densidad del sistema. Los casos 1y 3 --
son los mls comunes, los casos 2 y 4 no ofrecen dificultades --
puesto gue se conocen los FZ . El desarrollo es mediante ba--

lances de materia, para el caso 1l:

(3.22)

“jzi = F?/
AL %
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J?l L F?’L _ F?I

d v v (3.23)
di,“ _ F?M _ F?M-I (3'24)
41 4 Vv

Se obtiene la solucidén de (3.22) se sustituye en la siguien-

te ecuacidbn y asi sucesivamente:

- F1N,
2,< 2o é (3.25)
- FA N
e, Fpel, & g, ¢
At v v (3.26)

que corresponde al tipo general estudiado en (l1.3), con solu---

cibn:
F - FL /v
£ €.
174 (3.27)

siguiendo el procedimiento, para el i-ésimo tangue:
- F2 /v

(sz) Fonl Ok
G- r)! el

Que nos proporciona la informacién scbre como varia la canti
dad de impureza en cada tanque respecto al tiempo. Esto nos —--—
permite llegar a una tercera conclusidén importante:

3. Independientemente del tipo de entrada la respuesta es ex--
ponencial.

Segin formulamos el problema, si [ es la fraccidbén de im-—--

pureza gue ha escapado en el tiempo z
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)[: 7o = (?"*?2*"'+?M)
Zo

de donde se obtiene:

(3.29)

1+ =t — )t
4 2/ \ vy

S SN R Fj)im > H)M-,
m-1)I\ v

} (3.30)
si es vAlida la hipbtesis de mezcla perfecta se sustituye:
Bty (3.31)

F

Los casos 2,3 y 4 implican un mayor manejo numérico, pero el-

método de solucidn sigue siendo el descrito.

3.1.2 Respuesta dinfmica del sistema reactivo.

Otra forma de enunciar el problema es decir gue estamos inte-
resados en el estado transitorio del reactor considerando que T
es constante. Esto es cierto para sistemas diluidos o si el cam
bio de temperatura es despreciable (un buen sistema de control -
de T). Esto implica la introduccidn de un término ( ¢ /AL )

en nuestros modelos. Consideraremos sdlo mezcla perfecta, asi:

dee | ¢ ;//': CA-t (3.32)
24 i %

El resultado es un sistema de ecuaciones diferenciales ordina
rias, que admiten solucibn analitica para reacciones de orden ce
ro o uno.

Si la concentracidn del reactivo a la entrada del sistema se-

cambia de golpe a (, y la reaccidn es de primer orden:



A1 8, e, (3.33)

e Bl
//7-‘ 2PY 1223 (3.34)
jXM , X kM iy X aner

44 s - (2L35)

La solucidén debe obtenerse a partir del cambio inicial C,

concentracién. Resulta conveniente hacer ( Walas (103) ):
X,: X = )( )
X ) 375 =g (3.36)
A= él'/'_l__ C(zz kz + / N (3-37)
9/ @Z
De modo que: dx sa,x = Co introduciendo sdlo (3.37).
1t &,
—a. Xt
WG N e, X SN
i 3.38)
& a, / 3 & a, ) (

este valor se sustituye en la segunda ecuacidn:

—alt
C?);l +/Z')/2: 5 1"()//,0“50 )e
A &6, ea, 2% (3.39)
Co -a,
X, = Co (Xo — Ba, ) € et
7 - r e (3.40)
&6, da, B2 (a,- )
( CD

Ry ,\//,p o T

B s _ & ) (3.41)

8,28, &, (az-a)

de



': Go -] “-7 - (B Ady
& %4 7‘/3"{ gl Bil +"""5M)6_ 1
@Md an (M—l)_l em— (M—Z)'/ 9,«-2

13.43)
o'at
bPara cinéticas no lineales debe integrarse numéri.awnsnte el-
sistema, como se trata de un problema de valores iniciales pue--
den sequirse los métodos de la seccibn 2.2.
Se observa de nuevo la dependencia exponencial, El sistema -

es lineal ademd&s. Si 7 cambiara al transcurrir el tiempo el sis

tema perderia su linealidad, el modelo seria:

A e - & Ca ) . ¢(T)¢(c): T

CE 6 e Rhies (3.44)

El problema es de valores iniciales y puede resolverse me---—-
diante transformadas de Laplace o Diferencias Finitas.

Mason y Piret (72, 73) han desarrollado el problema de estado
transitorio (cinética lineal) para un gran nbmero de casos entre
los que se incluyen: V variable, purga, 6 variable, F variable-
etc.

El método se basa en el uso de transformadas de Laplace, lo -

ejemplificaremos para el caso sencillo, tomando:

f{go = ¢, +4606 +0 /C,}
= (3.45)
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7 b F,/
" 493(4)+9[45,(4) o) ] (3.46)
(4) _ Co F, (o)
2 ; + - (3.47)
6[(% +k)ra]a (5 +k)+«
Es decir:
G s (4 //(9“);4,“(4J+9[Ajw(4 v (0) ] (3.48)
si se aplica al tangue m. La ecuacidn (3.48) proporciona una -
férmula de recurrencia para gﬁm se acostumbra poner:
= -I_ F o)=
kel e (0)= A, 5 a9)
de manera que empleando (3.49) se obtiene
j”"/4) = AMA - AAM—I /9«»\ -~ Aw—z /QAM w i
(4*04“/9”\) (44 Bon ) ( 4+ Qo ) (47‘0““ Y4+ 04«/)’4+(?M«2
" et M © ama-t Brmes £ m2
L AT 6k Co/ T O
- * M/“’ 7 (3.50)
7T GL AT (44 b
,(//47L ) i=// E)
Si se denomina: [Clajfg = Co (3.51)

QM
donde "EE" significa estado estacionario, la inversién de (3.50)
para 6,=86,=... =6, Uy Cas ety =
w ~@1/0

= [z A"'x-(f/ay“ S 7 (2] /]

(3.52)

[Cu]r .
[C ax JeE
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Se acostumbra representar:
(Cm/Co)r Vs, 1+ ko +
{ G Ve ) (3.53)

lo cual proporciona un método simple y répido de ataque. Gr&fi-
cas de este tipo pueden verse en los trabajos ya mencionados de-

Mason y Piret.

3.1.3 Respuesta Dinfmica a la Temperatura.

Este estudio lo pospondremos hasta el tema de estabilidad en-
la seccibn 3.4.1. BAhi expondremos diferentes métodos de trata--
miento, por ejemplo: El método del espacio de fase y el método-

de linealizacibn.

3.2 Dinfmica de un Reactor Tubular vacio.

Consideremos la inyeccidn en forma de § de un inerte en un -
reactor con flujo de pistbn, la densidad de probabilidad de la -
RTD es:

p il 5 (£-6)

(3.54)

(Debe tenerse en cuenta que © tiene aqul un significado especial
que puede depender de la cinética y forma de la reaccidn en sis-
temas reactivos, en ciertos casos G;éj:(Ver levenspiel (66)). -~
Esto significa gue el trazador saldrd en el tiempo que tarde en-
atravesar el reactor.

Si,DT y'Z& tienen valor, se cae en el modelo de dispersidn. -

Lo que suckde ahora es lo siguiente: La mayor parte del traza--
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dor sale en el tiempo necesario para atravesar el reactor, pero-
unas fracciones pequefias del mismo salen un poquito antes y un -
poquito después. Estos poquitos de antes y después aumentan al-
aumentar la longitud del reactor o el grado de mezclado para - -
reactores de la misma longitud. Esto puede entenderse viendo la
figura 3.1.

Si ahora el componente es reactivo (y suponiendo que T = cans
tante) el cambio en la concentracibn del producto se “transmiti-

rd" de la misma manera.

ﬁé% .

L
t untd de
entrida P81 fedida

Si hubiera dispersidn habria algo de mezcla y obtendriamos --

una distribucidn de temperatura semejante a la de la RTD aunque-

mds puntiaguda (Figura 3.3). La dispersidén depende de Z&,Zl;éy,éfz
F LT
Fig—3.2
zona de
mezcla
j K
]
F T ; i | Tl
1 L 1

Fig—3.3
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Ahora supondremos que el flujo tiene un cambio en Co y Veih o
Obsérvese esto, el cambio de C & T avanza como & , pero atrés—
de esta delta viene fluido a C y T, asi al suponer entrada 5 -
estamos suponiendo el tipo de entrada en condiciones de proceso -
que se cambian de golpe. Sin embargo, el sistema debe guedar en-
estado estacionario, es decir, equilibrarse con las condiciones -
en el medio ambiente: lo que requiere un tiempo finito. Enton---
ces, suponiendo que el nuevo sistema alcance un estado estable, -
tanto C como T son funciones del tiempo (como debia ser) hasta --
que el sistema alcanze dicho estado.

La respuesta de concentracibén a inertes o reactivos, sin efec-
tos térmicos, se analiza mediante el modelo de dispersidbn (1.5);-
un modelo de dispersidén de calor puede plantearse de manera simi-
lar. Lo gue nos interesa es seguir la dinémica de una reaccibn,-

a los modelos para dimensionamiento se les hace lo siguiente:

1. cCambiar todos los términos hacia el lado inzquierdo con el --
signo contrario.
2. Poner del lado derecho:
Balance de materia 2C /L (3.55)

Balance de calor Cp@gTy’ax (3.56)

Obsérvese que esto cambia las E.D.O. a E.D.P.. Por el tipo de
ecuaciones que teniamos es fAcil darse cuenta gue para los mode--
los 1, 2 y 3 las complicaciones son muy grandes; en teoria, estos

modelos din&micos deben resolverse por métodos de diferencias y -



184

colocacibn ortogonal, el problema m&s grave es la no linealidad-

de las ecuaciones.

El modelo 4, si se ha hecho una buena estimacién de g A% kz
proporciona la informacidn de manera simple usando diferencias o
colocacibdn ortogonal. Obsérvese que las condiciones para usar -
cada modelo dindmico son las mismas que las del correspondiente-
modelo estédtico, en realidad este Gltimo es un caso particular -
de aquel. Asi, deberd emplearse el modelo més simple gue se pue
da atendiendo a las limitaciones. Se veri que en el caso de - -
CSTR se tiene un método (Espacio de Fase) que simplifica conside
rablemente el problema: de un par de E.D.O. a una de ellas, =~ -
¢Existe un método semejante para reactores tubulares?.

En 3.6 se verd que no es posible esto para E.D.P.

3.3 Dinémica de FBCR.

Por lo que se ha discutido es facil imaginar que la dinédmica-
de un FBCR debe ser un problema realmente complicado. Fisicamen
te lo es, imaginemos el encendido: los reactivos empiezan a - -
fluir y a reaccionar con el catalizador existiendo transporte de
masa y calor, en el estado inestable, fluido-particula. El reac
tivo gque ha entrado al catalizador tendrd con este transporte de
calor y masa (en dos sentidos: hacia y de) en el estado inesta--
ble. Ias particulas deben estabilizarse térmicamente. Las pro-
piedades del fluido, los parémetros de dispersibn y la velocidad

de reaccidn dependerén del tiempo, de la posicibn y de la tempe
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ratura. El reactor en conjunto radiar& y conducird energia tér-
mica hacia los alrededores. Los controles funcionarn. En fin,
un cuadro Dantesco.

En principio, el estado inestable puede durar un tiempo muy -
corto si se quiere pero suficiente en algunos casos para llegar-
a un estado estable no deseado. Quiz& sea mé&s frecuente que no-
se alcanzara un estado estacionario si la reaccidn es muy exotér
mica.

Los modelos diné@micos a partir de modelos estiticos de E.D. -
se obtienen del mismo modo gue en el caso de reactores tubulares
agregando los términos C/2% y pCpdT/%% del lado co---
rrecto. Estos términos deben agregarse a las ecuaciones auxilia
res. Entonces también matemiticamente el sistema debe ser ex---
traordinariamente complicado. Recordamos ahora los modelos celu
lares, generarfian un sistema de ecuaciones de diferencia-diferen
ciales complicado, pero mas sencillo qgue las E.D.P. Aungque aho-
ra la dificultad matem&tica no es restrictiva, si lo es el tiem-
po de computacidn necesario. Queda entonces la alternativa de -
buscar modelos reducidos mediante suposiciones gue deben cumplir
se, aproximadamente, en la prédctica. Trataremos dos de ellos.

Consideraremos primeramente un reactor adiabAtico descrito --
porx:

" > s
ac + ac ) e E(C’(/T”) :—.Da.C"e(l *TT) (3'57)

9?)’ at*
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%
«——’aT: + QT" = K CC‘/’T’)-# /_/4‘(7_;).,(_7_,()
93 2t (3.58)
275 i * ¥
L2 s AT TT-T) (3.59)
a4
El subindice P se refiere a "particula", y’ a la relacidn-

de capacidades calorificas fluido a sdlido, se ha definido T -
como:
-~ _
T’:h7—TD 7;~= / 7;,: 72-/50

¥ 7, ‘W— B The

Con el fin de abreviar la escritura quitaremos los asteriscas

(3.60)

sobreentendiéndose que todas las variables son adimensionales. -
Obsérvese que se han hecho estas suposiciones fundamentales si--
guientes: no hay gradientes radiales, f; y v no dependen de la -
temperatura, los efectos de transferencia de masa y calor se in-
troducen mediante factores de efectividad. Teniendo en cuenta -
esto mediante comparacibdn podemos asignar los significados exac-
tos a las nuevas variables.

Ahora introducimos un método que ampliaremos en 3.4.2 y 3.6, -
se trata de una linealizacidn a partir de un estado estaciona---

rio (una especie de método de perturbacidbn), teniendo:

» -«
C=C ~ Cge el

® -
QEFTER T (3.62)

o E ¥
R s Ay

son variaciones a partir del estado estacionario; introduciendo-
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la linealizaciény & = (A%- 3% 9’ se llega a:

2&:—&6-?9 &=2& Ko=(2R

23 ? (94 )g,‘ ? (ge)g« (eaa
26 . R.c+Ro0+ H(A-8) (3.65)
2%

A -

R = 6~ A :
- B¢ ) (3.66)

El método se debe a Strangeland y Foss (98) y servir§ en - -
(3.11). 1as unidades de % son las del tiempo requerido para --
gue una onda térmica pase a través del sistema. f?c )’fe son deri
vadas funcidn Gnicamente de 7% , su valor puede encontrarse com-
parando (3.64) y siguientes con las ecuaciones de representacidn.

Ias ecuaciones a las que llegamos pueden ser resueltas median

(0,0)
te colocacibn global (102). Los ceros de 72 (9J serdn los -
puntos de colocacidn, en los que se evaluaré Re Y Ke . Para ob
tener buenos resultados deben emplearse entre 6 y 8 puntos de co
locacidén. Aplicando el método obtenemos la representacibdn matri
cial:

Ac + AoCo =-Rec —Ro e

A® + Ao 6, = R¢C+R°9*H(/\'3) (3.68)

dA _H(6-A) (3.69)
A%

A es la matriz de la primera derivada en los puntos de coloca
ciébn. El sistema consiste de 2N ecuaciones algebraicas y N E.D.
O. Aungue el trabajo numérico puede ser arduo se tiene la solu-

cibn del problema. Para los estudios de control y andlisis de -



188

estimulo-respuesta seria conveniente contar con las funciones de

transferencia, para ello tomamos la transformada de Ilaplace de -

(3.67)-(3.69):
A =486 (3.70)
a4t H
C— :—(A_+)9¢_)_'(k,5+AoEo) (3.71)
R B R T A Re+at T ]—’[—Aoéo

24 A (3.72)
~ R (A+RJAC, ]
villadsen y Michelsen (102) han encontrado la siguiente fd6rmula-

de interpolacibn:
3 = T =
Clg)= fo(3)Co v fl(3)C (3.73)

en la cual }3(§)se obtiene del polinomio de interpolacibén de Ia-

grange:

£ (3)= 3 P (5)
(3-35)13 /2,(3)]/33

Para cuestiones de estudio son de particular interés las fun-

(3.74)

ciones de transferencia gue relacionan la entrada con el punto -

de salida zé =1 . cCon ello podriamos ocbtener la respuesta de im

pulso de la manera usual, introduciendo un estimulo tipo impulso

e invirtiendo la transformada; una entrada sinusoidal, aunque re

quiere m&s nfmeros, tiene una importante aplicacién para prede--

cir la sensibilidad paramétrica (3.6). Otra opcidn es emplear -

(3.70)-(3.72) para una representacidn de espacio de estado A v T
como se ver&d mas adelante (3.4).

Para el caso no isotérmico-no adiab&tico deben introducirse -
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los términos convectivos, pero ¥ tiene valores pequefios compara

do con ellos de modo que puede eliminarse, resulta:

/ ’¢ | 3¢

- = =
B 735 23 (BEe)
it i ey B e S b
2y 33% 29 (3.76)
A, D P S s ]
DR T )

cuyo método de solucibn es esencialmente el mismo, excepto que -
los puntos de colocacidn N deben ser de 12 a 18.

Ias simplificaciones de que hablé&bamos las introdujimos esen-
cialmente mediante algunas suposiciones fisicas aproximadamente-
vadlidas en algunos casos y una suposicién matem&tica fundamental.
Ia suposicidn fué la linealizacibn, ahora nuestra suposicién se-
basard en la globalizacibén del modelo como lo han hecho McGreavy
y Naim (75).

Se considera la red reaccionante:

A kaq B
ks 1 R
<

vy se hacen las siguientes suposiciones:

1. Se eliminan los términos radiales multiplicando las ecuacio-
nes de representacidn por 24 e integrando respecto de 7.

2. Entonces se efectfia la globalizacidn mediante:

.. !
CA = 2]0 ’f’CAj/f 13 7

En general las cantidades que dependan de 7~ pueden ser globa

lizadas de ese modo, sblo se cambia Caen (3.78) por la cantidad.
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3. El orden de integracidn y diferenciacién se invierte, lo - -
cual es valido mateméticamente en este tipo de sistemas.

4, se definé la cantidad f; , factor de distribucibén como un --
factor de efectividad de camino de reaccibn.

5. Se asumen formas empiricas para los perfiles de C y T.

6. Se asume una forma empirica para el coeficiente de transfe--
rencia de calor en la pared del reactor.

7. Los efectos de transferencia de masa y calor se introducen -
como factores de efectividad.

lLas ecuaciones que inicialmente describen al reactor son:

A e L T Lo R DI e
g e a'r(T afr) '3;5 - a"‘l’ﬂ?‘, 7‘¢’J )CA (3.79)
- A g 3.80)
“s S2s I (rXe) a2 S(h2,. 4% (
T N e e M e S ’ (2,
24 7 dr gf) 25 4 27 [é +é A
2L =L 2 [+ )-ad rasa., (7T 3.81
48 7“97*{ 'ar> 25 s@y (Tp-T) (3.81)
En las cuales:
2
a,:& Ay = (/—é),Z;) A Q= A ,’U'
Bt dp vé &z (3.82)
- (1-¢)3 S 3
C(ty-“___ﬂ A5 = it de = Y I
€y vy v g

S es la selectividad y los demés términos tienen sus signifi-

cados convencionales excepto:

7;, = 7:>alz1,2u1.4 /e

L

(3.84)

(lo mismo vale para cualguier T con subindice)

Ias condiciones frontera son:
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9Ca _ €8 DT = o
G - X 2T, 7=z0,3%0 , L70 (3.85)
PRty w5t XA =
=4 - 9:‘ =0 y o WA iR (3.86)
2T e

i 7 =] L)
T Nat, (T¢-T) . 37 X (3.87)
Ca= £, (1) Ca=f (7 4) T:H(77T) (3.88)

o7z, Arvo,4=0

L.os valores de 4 y S se obtienen de las ecuaciones auxilia-
res suponiendo isotermicidad en la particula. Este juego de - -

ecuaciones se glcbaliza a:

v AL P a [ 7/ B b+ Fethg)Ca ], (3.89)

24 2%

as 9t S 22 + >4 175(}5'52/‘"’L¢s;k‘)& 7,“4 (3.90)
a4 2% ’

D L 3 e W 8 (3.91)
24 23

" indica valor medio. Los perfiles de C y T supuestos se ba-—

san en datos empiricos de gran cantidad de reacciones:
ITer =17 =111 0.5 N [f""'z)]ﬁw(/'?rzv‘z'fx)*/]

x[ Narw }1(/,3¢2,~2f3,/)][/‘(/)~/]

/ 1/1/wa}/

(3.92)

= 3.93)
W= lg‘ (ﬁ: ACA, 1“/33 Al A~ f/ngACA7') ¢

(/ proporciona una estimacién del desprendimiento de calor a tra
vés del radio y como se ve depende de la forma de la reaccidn. -
Ahora bien Aw que aparece en (3.91) se toma como:

/\/M: /(/,u

w (3.94)

I+ C.25 Nu,,
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Los perfiles de concentracibén :

N ot
Colr)=(Z, bcai)(37%-277-0.7)Ch (3.95)
sl s & el 5 2
Cplr) = 5(/‘%‘464,{)(3//' 27-0.3) + Cs (3.96)
[t s
IV
dlai = BCas (1 - BXP . ()= ] (3.97)
ACAf=j W ( KT (T)-1) ]z (3.98)
fu KA“‘/‘f_)/NA,‘,fo.afjf ZNdw + V¢A‘E?
Se ha puesto:
() dp ooi €
7{4'.? % [ dr Ao (3.99)
# Y5 é-lkx
B Y e W (3.100)
y finalmente:
oA = 2 Kil*=08)+ Ri(7=1) (3.101)

2 E

Que debe obtenerse de las ecuaciones auxiliares,

Se observa que es abrumadora la cantidad de relaciones empiri
cas introducidas, ¢Hasta qué punto funcionaridn? Solo experimen-—
talmente es posible saberlo. Hemos reducido notablemente las di
ficultades matemdticas del modelo bidimensional dinémico al cos-
to de tener gue experimentar. La solucidn del problema se obtie
ne ahora por cualguiera de los métodos que hemos visto, con poco
esfuerzo de cdlculo, por ejemplo diferencias finitas o coloca---—
cidn ortogonal.

El método de colocacidn ortogonal se presta excelentemente —-—

bien debido a gque E; se obtendr& en el punto de colocacibn, te-
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niéndose una cantidad pequefia de puntos bptimos. En contraposi--
cibén, el método de diferencias finitas nos haria escoger mds pun-
tos igualmente distanciados. Como no hay estudios de cuantos - -
puntos de colocacibn (para este modelo) son indispensables, por -
comparacidn con el caso del modelo anterior y por precaucién de--
ben usarse entre 12 y 18 puntos. Tampoco sabemos cual es el poli
nomio 4éptimo asi que deben ensayarse Jacobi, Legendre, etc. con-
tra datos experimentales o tebricos de modelos mds exigentes que-

se encuentren reportados.

3.4 Estabilidad de CSTR.

3.4.1 Método del Espacio de Fase.

Un problema bAsico de la ingenierfia de reactores es determinar
el mejor camino de reaccidn para alcanzar un cierto estado esta--
cionario o conocer la suerte del reactor en caso de que se dispa-
re. El método del espacio de fase sirve para representar la tra-
yectoria de una reaccidn particular en el espacio de concentracio
nes-temperatura, tiene manifiesta utilidad para reacciones del -
tipo:

aA > HraSs ...
puesto gque el camino de la reaccidn puede seguirse en el plano —-
CA'7_' Esto puede hacerse para reacciones:

a A+ S$8— » R+ 45

si CA°=CB,, pero para el caso general se necesita una representa-

cibn tridimensional, lo cual no es muy atrayente. La representa-
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cidén de:
aArbBrcl —> 7 R+taS+--
es ya imposible, pero las reacciones de tercer orden son poco -
frecuentes.
Consideremos entonces un CSTR, los balances de materia y ca-

lor para el estado no estacionario son:

dc “
Vd—;: E (Cao~Cp)~ #VCq (3.102)

v(ocf%: Fotp (T.-7)- VA (77 ) + BH (- RC4™)V (3.103)

T. representa la temperatura del medio de enfriamiento y (/ el
coeficiente de transferencia de calor del sistema de intercam--
bio.

El fundamento del m&todo es sencillo: se elimina 4£ de las

ecuaciones dividiendo (3.102) entre (3.103):

JCA _ F(Cno—én)-‘/bvcﬁ),“

At " Fply (o-T)- VAT T ) +8H(- A"V (3.104)

se tienen las siguientes funcionalidades:

/?-‘7 ¢/ (TJ (3.105)
D= ¢, (7) (3.106)
P 2 %3(5,7) (3.107)
Cp= By (47) (3.108)

que pueden obtenerse con cierto trabajo: En los anélisis de "es

tabilidad" no podemos hacer "constantes" o "promedios" inventa-
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dos. Rearreglamos (3.104) introduciendo las funciones:

¢ e e A R
dia _ Fllno-Cal ¢, Via (3.109)

47 Fdyg (To7)-VAT-Tw) - B, VCa™

esta ecuacibn nos proporciona la representacibn de (4 YL

Debido a la alta no linealidad de la ecuacidn no pueden em-—-
plearse métodos simples de integracibén numérica. Por ejemplo el
método de Euler y los Runge-Kutta de orden menor que cuatro no -
deben ser usados, ya que para obtener una exactitud aceptable --
los intervalos de integracidn deben ser patolbgicamente peque---
fios ( ~'10_5). Pueden emplearse: Métodos de Runge-Kutta de 4°,
orden en adelante, Método Runge-Kutta-Merson, Método de Hamming,
Metodos de colocacibn de varios puntos (Capitulo II).

Aris y varma (7) han hecho la tipificacibén de las trayecto---
rias de reaccidén en el plano de fase C vs. T (Tabla 3.4). Se ob
serva en algunos casos la multiplicidad de estados estables, - -
cuestidbn que se discutird mas adelante.

Finalmente, como han hecho notar Aris y Amundson (110), la --
comparacibdbn de trayectorias considerando valores promedio de - -
¢,, ¢.’¢"¢' darén valores cada vez mAs aproximados a la trayecto
ria real conforme 470, coincidiendo en el limite. Para AT peque
flos y bajos efectos térmicos las trayectorias con valores prome-
dio no difieren cualitativamente de las trayectorias reales - -
excepto en casos contados, en muchos otros casos las desviaciones

cuantitativas pueden ser minimas. Esto da una base de simplifi-

cacibn en estudios preliminares o comparativos.



Planos de Fase Tipicos

A B c D 3 F G H J
E [N, | o i Fie 12 i o 2 I
5 | !
iHHF o | | o o | 2 O |
punto
silla (o] (6] I (o] ; I I | | I
EJ]L O | ) Il o [ | 0 :
i lc (0] (o) o) I (0] (o] 1
Total de
invarian- ! 2 3 3 3 4 [ 4 » S
tes.

Fl G _
E= estable N=nodos L=limites
I = inestable = F=focos . C=ciglos il ]

TABLI‘A'.—' 34

=l
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3.4.2 Método de Estado Estacionario y Método de Aris-Amundson.

Linealizacidn de Modelos no Lineales.

En el caso anterior estudiamos el comportamiento del reactor
de tanque agitado en el gue se efectfia una reaccidn que sigue -
una trayectoria particular en el plano de C vs. T. Sin embargo,
el Ingeniero Quimico disefia para un punto particular de opera—-
cibén, necesitamos entonces mnocer la dinfmica del reactor en la
vecindad de dicho punto. Supondremos que desde su encendido --
hasta un tiempo X el reactor no se dispara, sino que converge-
a dicho punto de diseifio.

En los reactores industriales, que deben tener sistemas de -
control, el método de andlisis descrito (Aris-Amundson (3)) es-
de manifiesta utilidad, ya que un sistema de control bien dise-
flado no permite variaciones de temperatura ni de 0.5°C. Para -
adelantar algunos aspectos comenzaremos con el otro método.

El método de estado estacionario consiste en obtener el ba—-

lance de calor en la forma:

Qe = CAMOR ELiminADO = CALOR GENERADO = Q; (3.110)

£/,
Focp (T-T2) # UA(T-Tus) = (o) (ko™ ™) [Ceuca DV 5 111

si se representan tanto el calor eliminado como el calor genera
do en funcibdn de la temperatura las intersecciones de ambas cur
vas mostraré&n los puntos de estabilidad del reactor, excepto en
la regidn de ignicidén. 1ILa figura 3.4 es tipica. En los puntos

A y C el reactor es estable, y ademls de ello



Fig.-3.4
el reactor se autorregula para pequefias variaciones de tempe-
ratura. El punto B por el contrario representa un punto de ines
tabilidad ya que pequefias variaciones de temperatura har&n que -

el el sistema converja hacia los puntos A & C (Figura 3.5).

« »
<« »

b
Fig.-3.5
Tenemos entonces un primer criterio de estabilidad, si:
ple;
. Bl (3.112)
a7 2T

él punto de operacibn se desplazaréd. Podria ser que la curva no
tuviera la forma de sigmoide sino que fuera més aplastada, enton
ces podria ser que el punto B cumpliera con el criterio de esta-—
bilidad y las tres intersecciones representarian estados estacio
narios.

Aris y Amundson han empleado un criterio de estabilidad de --
Lyapunov (71) segln el cual, la estabilidad de un sistema repre-
sentado por ecuaciones diferenciales ordinarias puede analizarse
mediante la consideracidn de pequefias perturbaciones en la vecin
dad del estado estacionario considerado. Por otra parte, en una

pequefia vecindad alrededor de un punto un modelo no lineal puede

ser linealizado, por ejemplo:
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R - S (i)2+--- £ i,
Tt 2 T (3.113)

corresponde a un tipo de linealizacidén. También, los cambios -
pequefiisimos de propiedades fisicas y termodindmicas no se to--
man en cuenta.

Consideraremos cinéticas de orden cero, primero o segundo or
den camo rango de aplicacibn, pero para cinética de segundo or-
den el modelo de 7" debe ser linealizado. Consideremos por sim-
plicidad cinética de primer orden y las variables adimensiona--
les:

c¥= Ca Y= Ft "= LT (3.114)
Lao v (-84 ) 4o

Ias ecuaciones del balance de materia y calor se transforman

en:
« -£/%7
e N ctha (3.115)
A4* F
+*
A o Pty B LT ’“)*V ctho &R (3116
a4 FPCp

Si se indica la linealizacibn con un tilde y se usa el subindi-

ce E para el estado estacionarios:

el Ed -\
AT _ IPLedtT) 2w, 3P, TH) Tw (3.117)
At ae? 7
L0 =, BT . . B0 ) e (3.118)
AL ac” B i

por "Estado estacionario" se entiende aqui algo un poco diferen
te a lo que ha venido significando este término: se entiende -

aqui el punto sobre el cual se efectlan "pequefias" variaciones.
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Se trata pues de un estado pseudo-estacionario.

Obsérvese que:

Cy: e 4 C‘[

Fal

e e (3.119)
El valor de las derivadas parciales se encuentra por inspec—-

cién de (3.115) y (3.116), teniéndose:

2P v -E/RT;
B e e .120
ac” / F 4 (3.120)
DT v V2 {5 ) -€/%7e [ C BHa )Cao
)7* = £ 40 RTeZ e ( IOCf ) (3.121)
- £/RT
@ v e €
Fa¥ = " g ke (3.122)

B, = e L VBl é[/"_f( £ ) (A”ACM)
D Frep  F R7e? PCP (a7 2%

El anflisis de estabilidad resulta ahora sencillo; se forma -

la matriz:
ap/nact- A PP/oTY

= K=%F (3.124)

ey
P AR />T =N
siendo A la matriz de coeficientes del sistema formado por - =

(3.117) vy (3.118), resolviendo:

pe7(A -2l )= o i i

para los Eigenvalores de A , resulta que:

2 (22N 422\ 1a+(22) (28 (3P 22\ =0
A 1G22 (30, 02) - (), B2, (3.126)

se cbtiene una ecuacibn de segundo grado en A . Segln la teo-

ria de estabilidad de ecuaciones diferenciales (Bellman (10)) el
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sistema es estable en el sentido E.A.S. (exponencial y asintdti-
ca mente estable), si y solamente si las raices de (3.126) tie—-
nen las partes reales negativas. El por qué se observa fécilmen
te de la forma de las soluciones:

; 2 X
o\x"+ Azék

'3
c*-Crx = A€ (3.127)

' a A AeZ
GF_ Tre Bl e @ (3.128)

Ahora bien, para que los eigenvalores sean negativos es nece=-

sario que:

(%Z—“)z +(?9—0T">e i (3.129)

(), - ), 2 ]
2¢*)e\ 2T e 37 ) \ 3¢ e

Estas ecuaciones representan las condiciones de estabilidad pa

fa pequeflas variaciones alrededor de un estado estacionario. --
;Qué tan pequefias?. Depende de los efectos térmicos. Harriot -
(44) hace notar que variaciones de 1°C son suficientes en algunos
casos para: que el reactor se dispare o se apague, se obtenga --

més subproducto que producto principal, etc.

3.5 BAnélisis Estadistico de un CSTR.

Estamos ahora -en posibilidades de emprender el estudio del —--
problema real: ¢Cbmo responde el CSTR a variaciones aleatorias -
de las condiciones de proceso?. Al igual que en una seccidn an-
terior, se requieren conocimientos de Estadistica y Teoria de --

Probabilidad que no podrian ser expuestos aqui: Funciones de Co
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rrelacidn y Espectro de Densidades de una distribucidn. Esto —-
puede estudiarse en Seinfeld y Lapidus (92), de donde nos hemos-
basado para hacer la siguiente exposicién.

Comenzaremos por introducir algunos adimensionales ademés de-

los introducidos anteriormente:

S =Co Freg B T LPCGT (3.131)
= % 5 3.
Co F (~4H) Co
p= M2 el . vre Y (3.132)
P Z oK) FC,

Agui U* representa el calor removido por el sistema de enfria

miento. Las ecuaciones del balance de materia y calor son ahora:

6g¢¢ = L4 £

e F¥(le- & )= P, T7) (3.133)
AR " A PR e FEAT Y T P B BT) )
A2

Los subindices C se refieren a refrigerante ("Coolant").

lLas variables sujetas a fluctuaciones aleatorias son, por su-
puesto: F,Co,7;,FE y 7. . Una raya sobre cualguier variable sig-
nifica "valor medio”. Cbsérvese que:

& Foy F€=/ (3.135)

Es mds provechoso trabajar con las ecuaciones de estado esta-

cionario introduciendo funciones de perturbacibn:
§ B Sr L b O (3.136)
;{(1’): TR Y (3.137)
Las ecuaciones de estado no estacionario se convierten en:

é& = _F% ‘1P[(CEV+§),(T;73)]-/”(fe",/”a"')J*(F’Cot/ ) (3.138)
1 #(1-Fr )"
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# (- F)5-[u(7™ WL e
(= E )T =LV g, i R 7)- U (T""/Ej(%.lw)

Consideremos variaciones pequefias alrededor del estado esta--
cionario, expandiendo términos en serie de Taylor e introduciendo

nuevas variables:

f*:(Q_P) {5=(Qu) Y:(&) S:—[9U> (3.140)
2t la iy, aT*)e Ca /e

(3.141)

é=(gu )z A= Fh peclo veTST

i R T (3 1423

Con lo que las ecuaciones (3.139) y (3.139) se transformaran-

4 < = +
o G R LA A

GQ} _('F‘_T_‘)’\+\)+-£1)L—6’/\¢+"<§‘(”ﬁ'r)? (3.144)
dk“_ o = 7
Estas ecuaciones pueden resolverse usando transformadas de --

Fourier (1.24), usaremos el subindice T para la variable trans--

formada; pero, conviene agrupar las entradas en la forma:

E(£Y) = (1-¢%5) A » M ¢3.145)
N et LR S el o § A b

(3.146)
de modo gue las transformadas son:
/91(“/):_4_% Erliw) # s Fliw) (3.147)
bW L
(3.148)

yr (i) =it e ) (dw)+ Aw Hitd F (dw)
AW bW
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W)= ~ Wk Aw (1) =) # (1+2)(1+p) = Y (3.149)

Es decir los estados del sistema 37(1‘),95(1‘}estén representa
dos por transformadas de Fourier de las entradas y parametros —-—
del sistema.

Los espectros de densidad de los estados o entradas,con los -
subindices indicando que estado o que entrada,se designan por D-

(de densidad), representaremos (3.147) y (3.148) por:
}"’ -l b an(w) A (W) \
g 3.150
g'( ai\(ws Q12 (w ( )
las funciones de correlacidn respectivas de D se indicar&n --

por R.

Por definicidn:

,zgxyzt’(Z

)

(3.151)

Donde E indica: esperanza matemdtica del producto de dos varia--

bles aleatorias. El espectro de densidades se relaciona con R:
‘wT
Dyy () f Kuy (x1€" "4z (3.152)

Es decir, la funcibén de correlacidn se relaciona con D segln una

transformada de Fourier. Ahora seguiremos este procedimiento:

l. Los cambios en 3,/L»Q5,g(condiciones de proceso) se involu-—
cran directamente con cambios en ffﬂi‘}} F(£7),

2. Se calculan ikzﬁuklw?hu)ygspﬁa partir de ﬁﬂftfw),)vy(uﬁ

y ﬁﬁ)(w). El valor de estas ultimas conviene fijarlo como (7T).

w
.

Se calculan }ézfﬁu),ﬁngWJ/lggﬁuh partir de:
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p% (w) = /a,,(wz/zf)gg (w) +2 R [a,"(w)ct,, (w) deriw] I+ faia (w)]® Der (w)
(3.153)

el asterisco sobre cualquiera de las axg significa complejo con--
jugado.

—Dyy[“’): [ g (w)1*Dee(w)+ 2 kel oy, "tw) @ s} Dea it} |
2 /aqilw)/1ﬁF:(“U

(3.154)

Dyy(w)= A" (w) da) (w) Dee (w) + € (w) Kaz(w)Der (W) o o
# &0 (W) &g (wW)Dre (w) +a,5(w)bza(w) Der(v)

RE indica "Parte Real" de el argumento.
3. Como D es la transformada de Fourier de R se invierten éstas-
para obtener /?9}/6), /?7;(/5), R;y (z).
El procedimiento se detalla en Aris y Amundsén (110) de dande-

hemos obtenido las graficas mostradas en la figura 3.5.a.

R R
L 3 o
b2 3 44 s q AV
ML '
L 2 o
a
L § -l.o [
1 FIG-3.5.a
] I ° o k3
~Le -0.% ° [} 0.5 1.0
La interpretacibén es la siguiente:
1. Las variaciones en el flujo (perturbacidn 3) causan las va---

riaciones m&s grandes en la concentracidén y temperatura de sa
- Rys y K
lida, lo cual se observa en ‘(;,3 T

2, Rg’g es negativa porque generalmente un aumento de temperatu-
ra causa una disminucidén de concentracibn.

3. Los cambios de F tienen menor efecto sobre /?gj,. en la cual —--

los efectos combinados tienden a disminuir el valoxr absoluto-




del cambio. Es decir, Q}Q mide los efectos combinados de --
las variables.

4. Las curvas seflalan (perturbacidn 1) que si la reaccidn es --

exotérmica pequefios aumentos en Co y To aumentan la conver—-—-
sibén grandemente.

B2y Ryyes una medida de la sensibilidad paramétrica (térmica) -
del reactor. Mientras mayor sea su valor mayor ser& su sen-—
sibilidad paramétrica. Esto puede utilizarse para determinar
condiciones diffciles de controlar.

6. Obsérvese que analizando una regidén de las curvas se est& ana
lizando la variacibn que causan las condiciones de proceso -
en un rango. En un rango de baja sensibilidad paramétrica -

el reactor se controlaré& facilmente.

3.6 Estabilidad de Reactores Tubulares Vacios.

A partir del trabajo pionero de Bilous y Amundson (12) se han
desarrollado diversos criterios para la estabilidad de reactores
tubulares (en general). BAlgunos ser&@n tratados en detalle m&s -
adelante, pero conviene introducir un cambio en el vocabulario =
introduciendo la idea de sensibilidad paramétrica, la cual deri-~
va de los andlisis de explosiones de Frank-Kamenetskii. Se defi
ne la sensibilidad paramétrica como la sensibilidad que tienen =~
las variables dependientes hacia pequefios cambios en las condi--

ciones de entrada.

Los diferentes criterios para gue se tenga sensibilidad para-
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métrica son:

. 3@;, ; ?7(27‘?_ SEccion 3.4.2 e T
9. ﬁ;’:’; . %’; =0 séccion 3.9 (3.157)
3. % o seccion 3.8 (3.158)
4 {HMax (L)) £ | SEccion 3.9 (3.159)
s _/;;_auéc_ = f(p)=0  f= 735/;“ jf (3.160)
G. _Zztﬁﬁg_z ;-/Fiﬁ) SEcciont 3.8 (3,161)

r

El criterio (6) de Barkelew (8) conduce a andlisis sencillos-
vy generalizaciones importantes que discutiremos en la seccidén --
3.8. Referencias para el estudio de estos criterios pueden ver-
se en Perlmutter (83) y Hlavacek (48). 7;“¢ies la temperatura =--
del punto caliente en el reactor, los criterios ﬁasados en esta- -
variable son los criterios mds seguros. El criterio 4 (Halavacek)
es particularmente seguro y su solucidn puede plantearse en fun-
cidn del método de colocacidn ortogonal.

El andlisis de Aris-Amundson puede ampliarse para el caso de-—

reactores tubulares, obsérvese que ahora se trabajard con un sis

tema descrito por ecuaciones en derivadas parciales:

<t E;€QT

+ 4 77 =
9l . 9o, . Galel = Bl 7E) (3.162)
21 9}" U5
o 4
ATE - T - o -
27 e Y ahxk \/7—“)#_/ )-f épj; ~RT P (3.163)

211‘ 991‘ & ,?fzd‘rlﬂ‘_’/) /(va = 72l ’
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Hemos escogido un modelo simple de reactor y una cinética sen
cilla, primer orden. Como en el caso de CSTR se procede a la 1li

nealizacidn e identificacié4n de las derivadas:

Vo 92" > 2F Pt 2F = 3.164
L T S e i Rt
e A M e s e (3.165)
24 9%" 2c” aT*

-E
ST LA §3.368)
Pl T vy

<
O e E s (t’ )(AHC,) & e (3.167)
ITe - vy 777 )T p e

-7
IS, Aoz &7 (3.168)
2¢ 4%
- % £/,

?:1«3 i k.er;g °e, )i Mca)_ 24 % (3.169)
27 oA (7™ p&, v drPCp

que son vAdlidas solo para variaciones pequefias alrededor de un -

estado estable, en este caso también:

4

A A,
(i 1.0 Ck (3.170)

15

T 7;-‘
(3.171)

Ia transformada de Iaplace reduce el sistema (3.164) y (3.165)

a uno de ecuaciones diferenciales ordinarias:

jZ*u) ke 2,7’ Lo ;F o

PETINY [ ST }C‘MJ - laﬂ] w (3.172)
27%e) _ \2F: - IF 7

24% \WT‘*M *I o7 ”/1] i (31230
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se ha empleado la notacidn:
e ia) = % § O
Tr(a) = £ 4 SR (3.174)

-\
y andlogamente para /' . La solucidn es:

'9%45 =M[A (4% 4) ] 7‘,(4) (SR 7Eh

en forma matricial (Amundson (2)), en donde:
e c¥(a)
v & T LT gxe (3.176)

s, c*a)
Ao (4) = - )j X
T*[ad.) é*:o (3.177)
y M es el matrizante del sistema. EI problema radica precisa-

mente en el c&lculo del matrizante. Un método sencillo es cbte-

nerlo a partir de valores promedio:
4%
AL =-——’j ¥
4P 5% Jo Ay Ly (3.178)

la f) indica valor promedio. La funcidn de transferencia del --

sistema seria:

Gl cLAFﬂ;?,(A)

j’o(/-‘) (3.179)
Los elementos de /\Fson entonces:
((Bdr | S
A ~4T
P - J‘ ,)_p} &%4 g! & &’X" (3.180)
e C* c 97T*

Por comodidad:

A .5
AP:) - D]_AI = Np—«I (3.181)

Empleando el teorema de Sylvester (Amundson (2)), la ecuacidn

(3.179) puede reescribirse con la nueva notacibn:
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M:éﬂ@[c”’a ]3’ 'gu ) [e¥re 1_]5

g. (4) (3.182)

la solucidn es:

= (3.183)
a, %D Mf (A—b , £’ )
z Lo Z (3.184)
A_"_'_D =)
ay= € 2 £ B
E' (3.185)
Ag = e aenmh F
,g' (3.186)
AD
Agp= €7 /.lm/xz d-A £
2= (=% + =) (3.187)
~——
/(A-A)2+ 48¢ (3.188)

Ahora pondremos en practica una idea,de la geccidn 3.1.1, se-
gln la cual serfia conveniente usar entradas sinusoidales para -
simular variaciones aleatorias en un cierto rango. Bilous y = -
Amundson hicieron esto, puesto que no podemos apartarnos mucho -

del estado estacionario se sugiere gue las variaciones no sean

mayores del 1%. Ahora ¢Qué nos proporcionar& una medida relati-

va de la sensibilidad paramétrica?. Exactamente; la ganancia de

fase. Pero una medida relativa no nos dice nada $i no la compa-

ramos contra algo, se har§ esto:

1. Obtener los perfiles de C y T usando representaciones paramé
tricas dependientes de Cay7L(estado estacionario).

2. Se observari de las gr&ficas gque para ciertos perfiles, con-

determinados valores de Co y7l,, la forma no pareceré variar
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mucho con %*(Baja sensibilidad paramétrica).

3. Se observarén otros perfiles para los que la forma varia - -
(generalmente formando campanas) mucho con fy¥(a1ta sensibi-
lidad paramétrica).

4. Ya tenemos una forma de comparar las ganancias de fase.

En términos generales, mientras mls alta sea la ganancia de -
fase mayor serd la sensibilidad paramétrica del sistema.

las formas tipicas de las figuras asi como ejemplos numéricos
pueden verse en Bilous y Amundson (12) y en Himmelblau y Bischoff
(47).

Obsérvese una diferencia notable respecto a lo que se obtuvo-
con este tipo de andlisis para CSTR: Aqui no puede formularse -
un "criterio" de estabilidad como en ese caso, entonces para ob-
tener criterios de estabilidad de sistemas representados por - -
ecuaciones en derivadas parciales debe recurrirse a otros méto--
dos: ﬁotanmatematicos sino que (en cierto sentido) méds fisicoqui
micos.

En una seccidn anterior nos hablamos preguntado si era posi-
ble la representacidn de espacio de fase para un reactor tubular.

En el caso de un CSTR era posible debido a que el ente matemldti-

Puede dividirse y conservar, sus partes, la vida independien-

CO:

temente. Un método muy conocido, el de Separacidn de variables,

se basa en este hecho para resolver E.D.0. de primer orden.
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¢:Le sucede lo mismo al ente (QF/QI) = la respuesta es negati-
va, si dividiéramos al ente le quitariamos la vida; entonces, ex
presiones en que aparezcan (solos) 9’3 9t, etc. carecen de sig-

nificado matematico.

3.7 Esgtabilidad de Catalizadores.,

3.7.1 Funciones de Lyapunov vy Formas diferenciales exteriores -

en Andlisis de Estabilidad.

En la introduccidn se discutid brevemente por qué las ecuacio
nes diferenciales constit uyen el modelo més adecuado y mayormen-—
te empleado en gran cantidad de situaciones fisicas. Desde el -
punto de vista actual las ecuaciones diferenciales forman parte-
de un lenguaje matemé&tico méds poderoso y elegante: El lenguaje-
geométrico. Los problemas matemdticos més complejos, por ejem—-—
plo, los referentes a Relatividad General, han sido resueltos en
este lenguaje (tensores, formas diferenciales, identidades de --
Bianchi, &tc.) e incluso la propia teoria fué formulada por Eins-
tein bajo este lenguaje, El uso del lenguaje geométrico ha genera
do gran cantidad de "Nuevas Matemé&ticas" de muy poderosa utiliza-
cidébn: Técnicas Globales (geometria desde un punto en el infinito.
No perturbacidén por los observadores), métodos de perturbacién, -
métodos variacionales, propagadores, diferenciacidén de burbuja, -
cdlculo de Regge (cdlculo en que los elementos diferenciales son,

jtridngulos.), etc. desafortunadamente sblo hasta muy recientes fe

chas estas matem&ticas han trascendido a campos diferentes a la -
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fisica y geometria, las Gnicas justificaciones posibles son que,
por una parte, la complejidad de estas matem&ticas es muy grande
y por otra, gue la geometria es un campo especializado de las ma
tem&ticas que parece, a simple vista, estar circunscrito a si --
mismo.

Lin, Kinnen y Friedly (69) han obtenido funciones de Lyapunov
para an&lisis de estabilidad a partir de formas diferenciales ex
teriores. Informacibén detallada sobre lenguaje geométrico puede
encontrarse en O'Neill (81).

Aqui solo se tratar& lo necesario para el desarrollo del tema.

Dado un sistema de ecuvaciones diferenciales:

Xe .
ﬁz s O o e ] (3.189)

una solucidn %g(t) del sistema que satisfaga las condiciones ini
ciales ¢; ol = ‘/jo es estable segGn Lyapunov si dado X«(#£)-
existe di¢) >0 tal que para cada solucidn Xx.(4) del siste

ma cuyos valores iniciales cumplan:

[ Xi (io)"%"o)( J ,{:/,g,_,_’M (3.190)
se verifica:
[ Xitd) - Cild) < e B AP Y

Si para una sola solucidn no se cumple esto el sistema es ines
table. Si adem&s se cumple gue:

Lorn, [ Xild) =¥:éd) |= 0 (3.192)

A = oo
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el sistema es asintdticamente estable, es decir, tiende a un-
punto de reposo estable. Los siguientes dibujos muestran distin

tos puntos de reposo (Fig. 3.6).

K I DK

Fig- 3.6

Dibujos semejantes se habian obtenido al analizar los métodos
del espacio de fase.

El método de Lyapunov determina la estabilidad de un sistema-
representado por ecuaciones diferenciales sin necesidad de resol
ver éstas. Se trata entonces de un método en extremo poderoso.-
Si es posible demostrar que existe una regidén R que contiene el-
estado inicial y todas las trayectorias estln comprendidas en 2,

esta queda definida por una funcidn de Lyapunov, sea un sistema:

dx _ X #
d £ F ; ¢ 1) (3.193)
supongase Que se introduce una perturbacidén en el sistema, la di

ferencia entre X (no perturbado) y X° (perturbado) se llama - -

error y:

X X AR
2 (3.194)

El sistema autdnomo asociado a (2) es aquel para el que las -

variables dependientes X® no son funciones del tiempo:

%= F(x) é{/' o (3.195)

o
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si la funcidn 9‘(X°) mide el error, para que éste sea pequefio-

y se reduzca monbtonamente :

525(X°)>o s/ X £ 0

(3.196)
gro=o y 29 .o
47 (3.197)
si se define: AL 525 ¢ 4
e[z VP ) (=) (3.198)
Ld(xe) 20 A4 20 dg , ., 2¢

& A - 79, At~ ay* A4 21 (3.199)

Por supuesto para el caso autdnomo: -gié—_— % La ecua

cidn (3.199) puede evaluarse aunque no se conozcan las solucio--

nes del sistema. La representacidn geométrica es (Fig. 3.7):

Asi, los teoremas de estabilidad son:

Se tiene estabilidad si:

!. 95()(’) estd definida en f cerca del origen, es decir, si-

Z ]
tiene derivadas parciales primeras continuas y ¢ (X°)>0 © 94("( )<o.

2. $(0)=0

35 cf ¢ (X°) tiene primeras derivadas parciales continuas-

d1

y tienen el mismo signo siempre, excepto cuando son cero.

Se tiene estabilidad asintbtica si se cumple (1) y (2) y ade-
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mas:

4. J%;X’) estid definido y tiene signo opuesto a ¢ CX° ).

Se tiene inestabilidad si:

5. Se cumple (1) y (2) y ademis cﬂ¢( X®°)/dXt estd definido pero-
no siempre tiene el signo opuesto que ¢(/ X° ).
Discutamos ahora el prcocblema de encontrar la funcidén de Lyapu
nov para el sistema particular. Berger y Perlmutter (11) han de
sarrollado uno de los métodos mds adecuados, demostrandoc que - -

(3.199) se satisface si:
o er
gg(X):L):c,Cd’.x (3.2Q0)

f es la funcidn definida por el segundoc miembro de (3.198) y(C
es cualguier matriz simétrica positiva, una eleccidn conveniente
de € es € =TI . 1a forma de la ecuacibn (3.200) hace que su-
empleo sea mas bien restringido; como han conclufido Warden, Aris
y Amundson (105) para sistemas de 2%. orden se requiere menos es
fuerzo para integrar directamente las ecuaciones de representa—-
cidn que obtener la funcidn de Lyapunov; sin embargo, cuando no-
es posible la representacidn en el plano o espacio tridimensio-—-
nal de fase la utilidad de las funciones de Lyapunov es notoria.

Podriamos deijar los métodos "clésicos" y obtener las funcio--
nes de Lyapunov de mejor manera. Esto fué lo que se propusieron
Lin Et Al (69). Examinemos brevemente las propiedades més im

portantes de las formas diferenciales:
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1. Definicidn: una P-forma general es un tensor completamente -
antisimétrico de rango (¥P). Una p-forma general of puede-
desarrollarse en términos de la base dual de un espacio arbi

trario como:

Y S e VN P
P/ ALy (3.201)

donde A indica el producto tilde de formas.

2. Producto tilde:

(ao +4B) NY =act AV + 4pAY (3.202)

(A ABIAY = KA(pA¥)= SABN Y (3.203)

obedece la regla de conmutacién:

xAp= (1) pAX
™ = § P (3.204)

por ejemplo para l-formas en términos de sus componentes:

AAB = _;(dg'ﬂ;b—ﬂ;'xﬁ)wj./\ wt (3.205)
&Ap:—ﬂ/\oc (3.206)
L Ao = O (3.207)

de este modo el producto de (M +#/) formas se anula en un espa--

cio M-dimensional,

3. Detivada exterior; Sea el operador d derivada exterior de-
una p-forma, entonces fga' es una (}>+/) forma obtenida-

de la p-forma O . Por ejemplo:
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Lf= crmf=Z 26 .

< oXs (3.208)
ya que una funcibn es una l-forma,ademés:
J(x/t,e) (J.c)Ap+//J”ocA[a",s) (3.209)
4dd = d‘
(3.210)
4, Teorema de Stokes:
J do- | o
v 1Y, (3.211)

A% ‘es la frontera cerrada ( prs/) dimensional de la superfi--
cie V.
5. Considérese un sistema dinfmico o8 descrito por una ecua--
cibn en derivadas parciales de las coordenadas espaciales -
X., Xz2,..., Xxy la coordenada temporal X , con 2./1,96 co
mo fronteras de los dominios de solucibn y @ una métrica ar
bitraria. ILa solucién de ,@ es estable si para cada ele--
mento en la vecindad de R(O,'f'J de dicha solucidn existe una-
familia de m-formas @ ( p) tal que:
QCP) EXISTE St f>/o (3.212)
6

[f 9(},)]_,7 O uniformemente si £ >© conforme
3

plpol—> o | {34213

para un C, >oarbitrariamente pequefio existe C,> o tal que si

P(}),o) > ¢, entonces:

J’% O(p)>Cy <5 #50 (3.214)

* 79 aqui, es un operador.
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e 5 o P) no aumenta a través de una trayec-
2¢
toria perturbada. (3.215)
st 6(p) Si A -3 wla solucidbn es asintética
i
mente estable. (3.216)

Como corolario, si «% es estable entonces existe:

8(p)= X ¥ (p) b dxt + ¥(p) dx

(33217
si se define:
tal que: (3.218)
£ ¥ (p)=o X< €N (3.219)
Al LL)‘AZX SCiut Plpo) =, (3.220)
Qid. LLZ dx <o prepieliae (3.221)

si ademés I ZA£X< 0 la solucidn es asintdticamente estable. De
3

la condicidén (i) (teoremas de estabilidad):
Lée b :LL {re-Logpf, ) 4~ (3.222)

usando el teorema de Stokes:

L P(p)dx < LLD‘(/D) Ty dx 7[@ d e (p (3.223)

de modo gue la funcidn de Lyapunov se obtiene de:
= o
¢ Lx(}’) Ax > (3.224)

y su derivada:

dé 5
ok [A zdx < o (3,225)
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El algoritmo para la obtencidn de la funcidn de Lyapunov del-

sistema es el siguiente:

1. Se construye la l-forma (funcibén escalar K—/R ):
*
o=rdx + % 44t (3.226)

6=(2P+8)dx + (wRIL) (3.227)

P y Q son en general operadores no lineales Yy 2 y B son fun--
ciones diferenciables de la forma perturbada con respecto al es-
tado estacionario de A(x %) representacidn del modelo. La fun-

cidn W es cualquier funciédn tal que “//941 gt

2. Se obtiene:

!9:(% P.z2P, 2B _9wq_ 39 o) gtdy

31t 57 x  Tax (3.228)
definiéndose: 4L6= TAdAdx (3.229)
Odt=-vdidx (3.230)

3. Se escogen Z y B tales que:

LB‘JK=LL(ZP»‘B)40K»>° (3.231)

(Obsérvese que las integrales gue han aparecido en esta seccidn-
son integrales de superficie o volumen y no integrales "comunes")
Ia igualdad de (3.231) es solo para métrica cero.

4., Se obtiene:

z:ﬁf_:_‘)‘(’afzz_wil-wﬂ,az‘

AL (3.232)

a partir de las ecuaciones de los pasos anteriores.

* para no caer en ambiguedades se suprime la letra negrilla pa-
ra las l-formas.
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5. si: j zdx < ©
A
(3.233)

La funcidn de Lyapunov es:

é =f4(zP*BJd’x < L Ydx (3.234)

y el sistema es estable respecto de la métrica.
6. Si: L_Zd’x (3.235)

Tiene signo indefinido, se recurre a lo siguiente:

z = K°+S°+ TJ°* (3.236)

L4 P s : - - . 0 = - 3
R°z términos negativos, S = términos con signo indefinido o po-

sitivo y J°% términos restantes.

5° PH°, dw (3.237)
2z ax

W tiene la propiedad de anularse en 2. H%es una funcién dife-

renciable de & .

7. Se construye la l-forma corregida:

6= 6- H°dx +wdit + 4 (3.238)

Fdx + a\)dt (3.239)

ol

-
W es otra funcién nula en DA . F se escoge de modo que:

f ¥, dxe I(ZP+5-/J'+F)dx >0
A SN

(3.240)

8. Se cancelan los términos de J° en JB, entonces:
46, z, dtdx = ( R*+ 7°) dtdx + Aot (3.241)
#0,= (R Ty 3F _ 3w j) S4dx (3.242)

24 o x
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9. si J.ﬂ.zl Adx <0 la funcidn de Lyapunov es:

8, < [_4 ¥, dx (3.243)

si el signo de la integral no se define se repiten los pasos - -
6-9 formando los términos de correccibén de segundo orden 6,, ¥, ,
etc. El procedimiento se detiene y la solucidén es estable cuan-

do:

jll. Ys dx >0 funcibén de Lyapunov (3.244)

L‘-z, % £ o derivada respecto a £ (3.245)

Lin Et Al (69) proporcionan varios ejemplos, expondremos el -
caso mAs sencillo¥ Se considera el problema no lineal con:
Le=_*2 ., (3.246)
k, Cs
para perturbaciones adiabdticas y placas de catalizador. Se tra

baja la solucién nula y empleando operadores:

V= o I(#): Ju P(.u)z,u.
o %

(3.247)
M) 3 Qlu) = 2 Nlu)=f Olu) =
3¢t L (3.248)
se empieza seleccionando:
9-:?1,_'“ Bz o = O(M) =z A
para que (3.231) tenga signo positivo:
Welizp L g, 2 (3.250)

2

por lo que usando (3.232) se obtiene:

*Ias ecuaciones de representacidn corresponden a (2.158) y (2.159)
en el estado inestable.
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T

= _(G.u.) ~af (3.251)

—

3x
para una reaccibén exotérmica tipica -;L+ o6 de modo que el sig-

no de (3.25) es indefinido. Se hace entonces:

» 9 = ° o _ > A~
R=‘—;;¢) 3°= —mf %= Wew =0 (3.252)

. . o
Conviene manipular J° de modo que al escoger of Se cance--
len ciertos términos, esto se hace produciendo formas cuadréaticas:

( *f)* et ‘*—(u-‘flu.f

- °f
Lectl, S1 M) (3.253)

e 3" %

C es una constante arbitraria gue se escogerad adelante. ILa - —-
ecuacibédn (3.253) resulta de (3.236) usando fb6brmulas equivalentes-

para las derivadas. Entonces los términos de correccibn:

AA
7I=l-u‘*cf fAum (3.254)
T o
G,z —/Om n iy i (3.255)
ax) °(—**) e

6i f puede acotarse por:

A< m(~é) 4y M( -3 /ax® ) (3.256)

Al

entonces se cumple la desigualdad de Rayleigh:
) 2
o\ ?X

pero esto fijaria a la constante c

W

Z ]
A ( ut A (3.257)

t
O «£ £ e
c o (3.258)
A
B ey 2 O (3.259)

NC
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Ia funcibn de Lyapunov se obtiene entonces de:

Joffn e [lpute [P b1 Ax

Los resultados obtenidos no son mejores gue los de métodos --
mds complicados, aungue si bastante aproximados, pero la ganancia
en simplicidad es notable. Es decir, es problema de afinacidn -
del método y no del método en si mismo. Para problemas lineales,

sin embargo, los resultados son excelentes.

3.7.2 Envenenamiento en lechos fijos, solucidn analitica de sis

temas de E.D.P.

Al tratar ecuaciones en derivadas parciales, quiz& hemos dado
la impresidn de que solo para casos extraordinariamente simplifi
cados e irreales es posible obtener la solucidn analitica de la-
ecuacidn. Esto es en gran parte falso si las ecuaciones son 1li-
neales y de primer orden, para las cuales la teoria estd muy de-
sarrollada. Un ejemplo de esto es un modelo de envenenamiento -
de particulas cataliticas desarrollado por Amundson y Aris (3).-
Si bien la solucibn no es sencilla es posible obtenerla.

Siguiendo a los autores mencionados se considera una particu-

la esférica que se ilustra en la figura 3.8.
- JNTERFASE
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lizador bloqueando los sitios activos (por ejemplo el carbdé4n en-
el cracking catalitico). Los reactivos deber&n difundirse a tra
vés del veneno si desean reaccionar (ijy si lo desean:.) pero lle-
gar& un momento que el veneno no lo permita: entonces se para el
reactor para regenerar el lecho. Obsérvese entonces que no se -
trata del caso en que el veneno reacciona con los sitios activos
inutilizdndolos: Estonos llevaria a un modelo no lineal de se-—-
gundo orden para el cual tendriamos que recurrir a las solucio--
nes numéricas. Ahora haremos algo diferente.

PRimeramente, se asume un estado Pseudo-estacionario de modo-
que la concentracidn de veneno C (7 )estd dada por la ecuacidn de

difusidén independiente del tiempo:

2 _92:(¢29_C),o

P o (3.261)
la solucibn es:
8
C(r)= A+ (3.262)
las constantes A y B pueden valuarse de:
Cs= A+ B D__"{C) A é;(C/-Cr)
o PN at (3.263)
P s P JC):_DB . Bt
7 (/,f = 1 (3.264)
El flujo de veneno seria entonces:
F- */771’(/_& < AT o = 4N hac J
/qr)o hace F I Cp) 4 pp7 (3.265)

ecuacidn en la cual:



la._. 4 8-4‘,,“: éﬁa = / _Da“:c(: ,b
a D) A3 boa

(3.266)

Este flujo de veneno cumple la proporcionalidad:

-y Ll - A F
ALt (3.267)

A es una variable inversamente proporcional a la concentracidn

de saturacidn del veneno, de modo que (3.265) puede ponerse como:

{f) = - /Aba (./ J
A4 a D R (3.268)

La concentracién promedio de veneno por unidad de volumen de-

particula se representard por <

=z ([~ p3

.269
A (3 )
que depende del tiempo:
AE _ _ 3P% AP _ Bhkaly Jp?
A 4 AL o Jepli-p)+BpP* (3.270)

pero también depende de la posicidn de la particula respecto a -
la posicibn axial del lecho (no se considera la dependencia ra--
dial que pueda existir). Obsérvese que (y-= 91(';,‘1) , de modo

que se obtiene la llamada ecuacidn cromatografica:

v 9 2¢ 1-& 2 _
i o —_— =0

T ok e a4 (3.271)

las ecuaciones (3.268) y (3.270) son manipuladas introducien-

do:
V= ¥V (C*I 1') =

i
»
0
"
S
{
-
w

(3.272)

¥= ¥ le* AY) =

1
N

(3.273)
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(’:._’é' 5“'“7—51—5 K -qu: I - —'—)iﬁ- (3.274)
o 2 8 Roa

Y 3 haXli bl B R = 3k € (3.275)
= € ALv avr e

En las cuales ¢, es la concentracibdn inicial en la fase - -

fluida. Quedando finalmente el sistema:

det 4Py (3.276)
S ad J;L(O[/_/) +/g/01
¥ 9V (3.277)

265 C¥ ad
con condiciones frontera:

¥lc¥o)=V(c*,0)= 0 (3.278)

Yo, £%)= V(L)

=1 (conc. constante en la carga)
(3.279)

la velocidad de la reaccibén en la particula estd dada por:

g = %7437/?;&-(5,;6) (3.280)

El factor de efectividad para una particula envenenada puede-

verse en Aris (6):

3 /- P / -1
A= 751[/5¢r o /"(/9("d‘ﬁ¢/—/)] (3.281)

A :
7@::{— (3.282)

Para el reactivo:

lr , 4 PCr _7 =€ é,cf (3.283)
24 2>2 &
s >\ abrlr Sl o

< = hlenamy Blrle o _h (%) gCr (3.284)
G T
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para una efectividad de 1 la solucibn es sencillamente:

—Kc¥
C,,a-: C»f-o e (3.285)

pero en el caso general:

Corz Cpy EXPI-K j [7 (et t%)] de* (3.286)

La solucibn de (3.283) y (3.284) puede obtenerse por cuadratu
ra: 2
_‘*_:_?(v —T‘:j(“")M
2 X oY (3.287)

nos servirdn porque tiene la forma de estas ecuaciones; asi:

M[O,g) = 4 (y) v»{(x,0)= Vs (3.288)
A lx,y)= Moly) 4’7(/’;:;;_))——47 (3.289)

A partir de (3.287) se cbtiene:
S g (¥) dolg) %7)”’_? . 2850

Si X =zo esta ecuacibn se transforma en:

57; viog) = J(Vlo,y)) dely) (3.291)

que puede integrarse directamente:
J Mel(y') dy' = [1:/07) ;(Z) (3.292)

lo cual da la relacién implicita entre . V(o"})’

I Moly) P
9)( T /Il‘fo,»y)—‘l& 3)( (3.293)

Intrxoduciendo las ecuaciones (3.283) y (3.284) se obtiene solo -
dependencia de X , integrando:

)

-o-(x,«A\
W f (W)(\u—-\)—o\ (3.294)
1)'(0,%) Z



229

Ias variables que no se han definido y han aparecido son solo
variables mudas de integracibén. Este procedimiento se seguiria-

para integrar (3.286) y (3.294) empleando:

i o o (AT f Ct
Jiv [ e+ o) + TP ) (3.295)

La integracibén se efect@a en funcidén de O , profundidad de -

penetracidédn del veneno, dada por:

(p1) 0.7 3 (p- D0 +3(pr )0 - S 4%= o (3.296)

To(t¥) = |- p(o, 27) (3.297)

Recuérdese que la ecuacidn cfibica tiene solucidn analitica --
aunque requiere algfin esfuerzo de célculo (fbrmula de Cardan).
Ia solucidn de (3.294) y (3.296) nos proporciona lo gue nece-
sitamos:
—der = (p-1) Y(c*‘,—t"),L(J,;/)[/gmg___/_léh 3- 30,07
7 2 3- 305 +G5°
+V3

2 O, A0,
Vst - % (3-20)(3-27) _]

(3.298)

que junto con (3.285) ? =/ y (3.286) 7 # /) nos proporciona la -
solucidn completa del problema. Por fin una solucidn analitica-

de algo no tan sencillo y a partir de pocas suposiciones inicia-

les.

3.8 Estabilidad de FBCR.

En la seccidn 3.6 citamos criterios de estabilidad aplicables
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a reactores tubulares en general, si bien algunos de ellos son -
excesivos para reactores tubulares vacios. Los criterios 2 y 3-

se basan en el hecho de que:

A (gradiente de T en la direccién‘y )= 0 (3.299)

implica gradiente de T constante. Cé&mo implica estabilidad del
sistema puede verse asi,supongamos que en €l punto caliente del-
reactor hubiera un gradiente variable en la direccidn radial de-
bido a que T en ese punto va aumentando paulatinamente; el sis-
tema no es estable, y automiticamente viola la condicibén expresa
da en (3.299). Lo mismo puede aplicarse a la direccidn axial y-
a una disminucidn de temperatura. Ahora bien, la temperatura --
del reactor no puede variar en un solo punto sin gue varie en --
los dem&s, y si T varia variard ¢ , lo gue completa el cuadro: -
mientras varien los gradientes en alguna direccibén en un punto -
del reactor este no serd estable. A ddnde dirija sus pasos el -
reactor depende de su dindmica y del control.

Uno de los anflisis de estabilidad m&s empleados para FBCR es
el de Barkelew (criterio 6), pero en su forma originalmente enun
ciada tiene dos desventajas:

1. No distingue entre diferentes regimenes reactivos. Es decir,
si controla la transferencia de masa o la velocidad de la - -
reaccibn, etc.

2. Depende sblo de parémetros de C y T en la entrada. A la en--

trada de un FBCR hay un aumento grande de T debido al estable
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cimiento de gradientes de transferencia grandes y a una alta
velocidad de reaccidén. En el reactor, pasando la entrada, -
los gradientes no suelen ser tan grandes, es decir, el crite
rio es bastante conservador (esto a veces no es desventaja).
Esto puede detenernos a ensayar un régimen d6ptimo pensando -
en inestabilidades.

Un anflisis del tipo Barkelew méds exigente es el de Raja--——-—
dhyaksha Et al (85), se observari su utilidad puesto que es f&--
cil de manejar. Es confiable en el sentido en que rindid resul-
tados inmejorables para los sistemas reactivos: 1. Oxidacidn de-
benceno a anhidrido maleico. 2. Oxidacidén de O-Xileno a anhi--
drido ftélico. 3. Hidrogenacidn de nitrobenceno a anilina. 4.-
Hidrocloracidn de acetileno a cloruro de vinilo. 5. Hidrogenacibn
de fenol a ciclohexanol, a partir de datos de reactores industria
les operando. Si se agrega que estos sistemas exotérmicos son -
de los mé&s agresivos en lo que se refiere a efectos térmicos, de
be ser bastante confiable para dar buenos resultados.

Se comienza haciendo una distincidn entre sensibilidad paramé&
trica local (sensibilidad térmica de las particulas cataliticas-
"aisladas" arriba de una temperatura critica) y sensibilidad pa-
ramétrica global, este es el tipo que hemos venido estudiando y-
se refiere al conjunto del reactor. Se tienen cuatro tipos de -
régimen:

1. Reacciones muy lentas:
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7 < p-os'b;aPAo 7;':/’ (PAO’T,.“L)

¢2(/ ‘?5:7{,_ (TML)

/ﬂ(PAO,TML) _/,<0.os
T (/mo,/’,.,‘;)

T"""f N - e (PAD’;'—M()(—AH)

(3.300)

(3.301)

(3.302)

(3.303)

El subindice »mc¢ indica mAxima temperatura del catalizador a-

la que puede operar. Obsérvese que deben cumplirse todas las —-

condiciones.

2. Reacciones lentas:

h 7, < o.o:éja}),.,

7“ >/
7, (}’Ao,'/:mc)
/’h(Pﬁo,Tmf)
T/w\./ I Tame — /’/:(_AH)
Aa
3. Reacciones réipidas:

hr> o.oy@,aﬂo

-/ > o.0%

7(fno,70)< 20 éja/b“"

4. Reacciones muy réapidas:
74‘(/0,,,0,7‘,) > 20 éja/),w
Dichos regimenes exhiben:

a. Sensibilidad local y global: 3.

b. Sensibilidad global: 1 y 2.

c. Ninguna sensibilidad: 4.

Ia suposicibébn fundamental es que en el punto

(3.304)

(3.305)

(3.306)

(3.307)

(3.308)

(3.309)

(3.310)

caliente existe
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un maximo en la presidn parcial del componente clave. Se emplea

el modelo unidimensional con ciertas simplificaciones:

el T

= (3.311)
3 Z
AT _ (-4 Ps 5 Y (3.312)
= A = oL AR T =
éﬂé Pt Cpyg Y3 Coy Lo / WJ
/} es una coordenada axial "reducida", esto es, dividida entre v,
iy -E/RTy
7 = 7& e X BGas)

se asume que la particula es isotérmica. Usando las ecuaciones-—

(3.311) y (3.312) se obtiene:

X = 72 (3.314)
/ + /7 ho e'c/f/.r
g &
T=M5L/ha77éoe'£/zr’p (3.315)

I+ LY ke 7% [ loya ]

ILa condicidn correspondiente a un punto caliente (m&ximo de -

temperatura) es:

47 _ . (3.316)
%
Combinando (3.315), (3.316) y (3.313) se obtiene finalmente:
LT,
4(/ (T "Tu) Z/+ f‘Zéof /:
P = PLE Ay g
/7é -z/r,[(ou)ﬂs 4u (- 24) (3.317)
k<P " prcplr Aa]

El subindice s sefiala la condicidn de méximo. Ahora bien, -

segin la suposicién fundamental:

ot
e ™

Sin embargo, no es necesario trabajar con (3.317) puesto que

Io) (3.318)

pueden hacerse distintas simplificaciones:

a. Regimen l. Las simplificaciones son:
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sl Aa = oo éja~>00

T 3
P = ﬁf/m_( T, (3.319)

) (~2H)Ps o, & RTm
t ‘/’/

Tz L [ / (=% - /-/RTJ (3.320)

y la posicidn del punto caliente se obtiene integrando (3.312) &

(3.311) desde la entrada hasta T.. o Pam -

b. Regimen 2. k;a —>

_L{rs o WJ
P = JCDIJ/L (3.321)
’Zé C,-f/els (-AH}/”(, 1% (~24)
P < (”/(,o;&/‘r ha
TN\A = 7—5 = 740 C_ f/% (—/,AH) /)rm (3.322)
a
ey e e R i
LE R l/g ‘/7(2 /"T‘) ] (3.323)

En este caso debe obtenerse primero /’D,‘M . Esta primera apro-
ximacidén resulta de 77:/ , en general este no es el caso, de mo-~

do gue debe introducirse el valor de )? , esto se hace asi:

?5:99‘:@_//‘ (3.324).

T = _RT (3.325).
y3
& es la parte del mddulo de Thiele independiente de T:
4 (3
= dp || Kol RE
LR (3.326)
/?' es la constante de los gases en unidades adecuadas. Se in—--
g
troducen:
Zo = R0 2T = R{ T =70) (3.327)

£ £
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4= !/ ;
L ol S e e (3.328)
e S S SR
= (3.329)

Ias condiciones criticas corresponden a /.. 6 la cual se substi
tuye en (3.319) para obtener Poan . Que conduce a la localizacidn
del punto caliente. El factor de efectividad es el correspondien
te a 7, . Cémo se obtiene ’scr se veri mis adelante.

c. Régimen 3. En este caso debe cobtenerse /sc~ mediante - -
tanteos;

si 7:/ a partir de:

& éo = E/?Tsc-r
O T e
R (T ) Ay

=S (3.330)

En este caso ninguna simplificacibén puede hacerse de modo que

Rels TSCY‘ = 7.SMA

(3.331)
obtenidos de (3,330) se recurre a (3.311) y (3.312) aplicando --
las condiciones de m&ximo. Si 7#/ en vez de ﬁo debe figurar --
ﬁ’éo valuado a 7 sae de modo gue es necesario un método itera-

tivo. El criterio de convergencia es que:

P s e e ¢3.337)

&' en general es un ntimero pequefio, por ejemplo menor gue 0.5.

d. Régimen 4. Las simplificaciones parten de:

- E/RT,
bibE T smikpn (3.333)
s i T
oon = Blppde 3.334
£ (-2H)Pn , _Hv +7_M; ( )

by a
5 ﬂl (P{ (')f{/;)(q/q,- /75(
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Timer Fs = i)k
o & —A—LP”M (3.335)

Ia curva de 7., corresponde a una recta, de modo gue no se obser-
va sensibilidad global.

Ahora bien, seria bueno tener un rango de presiones iniciales

[’Fm,}g ] entre las cuales el reactor no mostrard sensibili-
dad paramétrica. Es lbgico suponer que ningGn limite inferior -
existe, es decir, se espera en general que a bajas presiones —---—
parciales (baja concentracidn) el reactor no exhiba sensibilidad,
asi: f%, = O (ino reaccibn.)
Estamos entonces interesados solo en el limite superior, arriba-
del cual se tendrd sensibilidad. Esto es flcil de ver, si p au
menta, aumenta C, y para una reaccidn de primer orden aumentaré-
7‘;si <4 aumenta lo har& ¥ vy entonces el calor liberado en la-
reaccidn ser& mayor alcanzéndose mas altas temperaturas. Espera
mos ademés que f) dependa del régimen de reaccibn:

a. Régimen 1:

Pa = Par + Paz . p,, (3.336)
2
pa = P s A (Tl (3.337)

L7y ! A
paa= T (T To) [ee eyt ] (3.338)
i ol uﬁ; pus” rfznClflfs g oplU UL (3.339)
{

# Cps P+ ot dr

se obtienen de un andlisis hecho por los autores.

b. Régimen 2:
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2
el { (3.340)
Pae > (TM—T"\\‘LC‘/A)Aoé@-E/ZT"(/*]b)]\’1-+\]

P NV
agui: R e — 3.341)
_D ebtl-rl’\(* ;

Faltaba ver como se obtiene Tgc+ a partir de ?u .

Per = Dat (Be. 3.33%8) + Paa ( Ec. 3.340)
2

(3.342)

Es decir, se toma como un promedio entre limites para sensibili-
dad paramétrica.
c. Régimen 3.

Pae= Pm*r-’;) (S St SR

Pa= /D/_\, (3.344)

gque corresponde a condiciones adiab&ticas del reactor, un crite-

rio conservador.

d. Régimen 4: Puesto que no se observa sensibilidad paramétri-
ca p, puede tener valores grandes, tebricamente todo lo - -
grande que se quieran; sin embargo, conocemos las limitacio-
nes précticas.

Podemos entonces:
1. caleular P, 7y 2, del punto caliente.

2. Predecir la sensibilidad paramétrica del reactor.

3.9 Estabilidad de FBCR empleando colocacidn ortogonal.

El método se basa en el criterio 4 de Hlavacek (48):

(rnax LY2 L (3.345)



238

ahora veremos la forma de calcular los S\, si el mds grande de

ellos es menor o igual que uno el reactor no exhibe sensibilidad

paramétrica. _flé se define de:

AT .
—z—-—&T‘(o) = .ﬂ.é (3.346)

pero (3.346) forma junto con:

ety Ly,
& (o) ¥ (3.347)

un sistema de ecuaciones, el cual se resuelve adecuadamente em--—
pleando el método de colocacibn ortogonal. La dependencia de --

. . . .
Jlg y Wé puede plantearse en términos de %y

I

B B T O W CUTE Tn (P GV N I G o S
e \ 3 p ¢

Ay Recde de s (4 % /¥T AT
(3.348)
Av: _ 1 dp T ™ (*‘X&J\_'(\—f.'\ T
Ay - 1 dp T P 4 Dali-c —'L_‘AT]_ 1 —1_]
Ayt Bor dr Ao Z‘\ Byibit Deli-c}) % 739) Py | e U THY
(= \, 1, ...
=0 (3.349)
Las ecuaciones auxiliares son:
ﬁfl
e B T (3.350)
A=
/i,-l
2 A= o (3.351)
/‘:/
y las condiciones iniciales:
- ¥._ : . _ A -
g Cfs cile) Th=Tr(e) fy=t $y<o (3.352)

Este puede considerarse el criterio mis exigente: se emplea-
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el modelo bidimensional y ninguna suposicidn adicional fué hecha.

3.10 Multiplicidad de Estados Estables.

Cuando en (3.4.2) se estudid algo sobre la estabilidad del --
CSTR se observd que tres estados estables eran posibles. Uno de
tales estados era inestable a pequefias variaciones, la causa era
gue no se cumplia el criterio 1 de estabilidad (3.156). Para un
CSTR se tienen entonces tres soluciones posibles para el estado-
estacionario ¢sucede algo semejante para los otros tipos de reac
tores?.

En la introduccidn mencionamos que para cualquier tipo de reac
tor en que se efectfie una reaccidn endotérmica solo es posible -
un estado estacionario. Parece obvio pero no lo es, la prueba -
puede verse en Aris y Varma (7). Por esta razdn nos dedicaremos

solo a reacciones exotérmicas.

Usemos la siguiente notacidn:

:_gii___ ﬁ':fifﬁ&f__ (3.353)
RGP Cop To
[ARE 6(77) = & (3.354)
7o
T » / LT -
Vi +—_ < T < —i— . 7;4 (3.355)

Jagr-mt R 1+ 4
i indica "Limite inferior" y 4 "limite superior". 1Ia ecuacibn
de estado estacionario (3.111) queda con la nueva nomenclatura:

{ / 6(7;’) v
-_ = F(7,
¢ I+ d 77{_7;‘ - (7.%) (3.356)
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Ia interseccidn de la linea de generacidn de calor con la 1li-
nea de eliminacidn proveia la existencia del estado estacionario
siempre y cuando se cumpla (3.156), estas condiciones se expre--

san por:

e Ty K et AF
g T2 T 2l A s (3.357)
7%

Por lo que (3.357) es la condicidn para la existencia de un -
Gnico estado estable. §Si estas condiciones son violadas existen

mé&s estados estacionarios en un CSTR. Las condiciones (3.357) -

pueden reformularse en una sola:

A=,ﬁ"y‘//("‘JT/:)('*/;*“T;J £ o (3.358)
/. o+ 4
si (3.358) no se cumple existe un intervalo Q&f 9/ < q”“ tal —-

que mas soluciones son posibles, ;Culntas m&s? Dos O tres, el -
hecho de que no haya méds es fécil de ver en la figura 3.4; tréce
se una sigmoide cualquiera, ahora inténtese pasar rectas que in-
tersecten a la sigmoide en dos puntos: hLay muchas; ahora que in
tersecten a la sigmoide en tres puntos: hay muchas de nuevo; aho
ra que la intersecten en cuatro puntos: no es posible. E1l inter

valo en que existen mGltiples estados estacionarios est& dado --

por:
FITX) )21 <« ©(T})
¢ (3.359)
donde * ' )T :
Tia= ¥ (2rB%28T0 )T VErs (3.360)

2Lp s ¥ (1+48)]
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X
Esto identifica a L/* 5 ‘f . ¢Cuéndo existen dos o tres estados

* *
estacionarios? Si existe T,» diferente de 7,» tal que:

W BT (3.361)

T ((+ 5P ITS
3 =
ﬁ'+ Y s xf

(3.362)
Existen tres estados estacionarios. Obsérvese gue a este tercer-
estado lo hemos llamado "Estacionario” a sabiendas de que en rea-
lidad no es tal: wuna pequeﬁa variacidn de las condiciones de - -
proceso haréd que el reactor se vaya a otro estado estacionario.

consideremos ahora el reactor tubular. Por supuesto agui te-
nemos dos casos importantes: el adiab&tico y el no adiab&tico-no
isotérmico, y varias opciones para predecir la multiplicidad de -
estados estables. No hay un método Gnico y diferentes métodos pue
den no coincidir.

Si el flujo a través del reactor es sin dispersibdn: Sbdlo es -
posible una solucibén de estado estable. ;Por gué? Recuérdese gue
el modelo lo representa un sistema de E.D.O. El teorema de exis-
tencia y unicidad (Boyce y Di Prima (14)) garantiza la existencia
de una solucidn Gnica. Esto no sucede para cualguier otro mode--
lo, ya que en estado inestable las ecuaciones de representacidn -
son E.D.P.

podriamos tratar de globalizar los modelos, esto lo han hecho-

Hlavacek y Hoffman (49) pero su teoria debe usarse con precaucio-

nes porgue existen casos en que se contradice a la teoria de igni
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cibn de Frank-Kamenetskii. En otra teoria (Aris y varma (7)) se
parten de bases matemiAticas exigentes, consideraremos por facili
dad el caso en que:

Pep = Formn= Fe (3.363)
para un reactor adiabltico. En este caso particular las ecua---

ciones de representacién pueden reducirse a una:

> ot o o
W R PT R R o R (3.364)
con condiciones frontera:
CRILE, LR ERET ) g%=© {3.365)
A
e A XL (3.366)

e I
El cambio de variables:

Pe (3% /2)
NN 26 5 it (3.367)

hacen gue el operador diferencial p,,,‘: /M/jé\"“ adquiera su for

ma autoadjunta:

7 ls%)

Pe(g"/a.)
~1)e = 0 (3.368)

e
Ez/y) T 3 +§/7fé(76
El operador "condiciones frontera" CF(';): O genera a estas.
El criterio de unicidad se obtiene por una reduccidn al absurdo.
Se asume gue existen dos soluciones yl y yz con las mismas —-—
condiciones frontera, si se multiplica (3.368) con Y, Y Y. Yy

se integra:

L/f%j'y,yl,[f-’/rn")—lf(r,{)] 549" = o

(3.369)
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Ia ecuacibn (3.369) nunca se cumplir8 si:

i A ) F(y)<o (3.370)
y la suposicidn inicial seria incorrecta. Entonces (3.369) es -
una condicidn suficiente (mas no necesaria) para que exista una-
solucién Gnica. Para otros casos el método es semejante. E1 1i

mite para encontrar multiplicidad de estados estables es:

e v<s A SR 7 fe e e
F(TH-) )’:(77_)
/A = ot {@m ~j§%¥%ﬁ?7;y (3.372)

El hecho de haber obtenido una condicidn solo suficiente pue-—
de parecer desalentador, no es asi dada la naturaleza del proble
ma. Para los casos en Jue ?@h 7! Pe»m el sistema no puede redu-
cirse a una ecuacidén y aunque el método es esencialmente el mis-—
mo deben introducirse teoremas de la teoria superior de E.D.P. -
Esto es mids notorio para el caso no isotérmico-no adiab&tico.

¢Ia solucidn de una ecuacidn diferencial podria llevarnos a -
dos soluciones distintas? No, ¢La solucidn de un sistema? Si,-
aungue este se reduzca a una ecuacidn como se vid antes. ¢No - -
contradice esto el teorema de existencia y unicidad? No porque-
este se cumple en intervalos cerrados arbitrarios gue no englo--
ben dos condiciones frontera (o valores iniciales) diferentes. A
partir de la ecuacidn de representacidn, entonces, es posible cb

tener los diferentes estados estables, la finica duda serfa ¢Cuén

do estos estados se deben a inestabilidades de la integracidn nu
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mérica o a la existencia de multiplicidad de estados estables?.-—
El método de integracidn usado resuelve la pregunta. Si se uso-
un método incondicionalmente estable de integracidén valores dife
rentes significan soluciones diferentes, o sea, multiplicidad de
estados estables. Esto se emplea para estudiar el FBCR. Crite-
rios para reacciones simples pueden encontrarse en la literatura,
por ejemplo para un FBCR adiabdtico en el que se efectfla una - -
reaccidn A—B habrd multiplicidad de estados estables si:

A
A Y o (3.373)

debido a Hlavacek y Hofmann (49).

3.11.1 control de Reactores Quimicos.

En la introduccibén de este capitulo se dieron las razones que
hacen importante el control de reactores. En esta seccidn estu-
diaremos la teoria matemdtica del control. Es decir, no estamos
interesados en los dispositivos fisicos del control o en su fun-
cionamiento. Comenzaremos con sistemas lineales porqué la teo--
ria es la mds desarrollada, ademds un CSTR es un sistema lineal.

Un sistema lineal puede representarse en forma matricial:
X(4)y= FX{(£)+ 6 (4 (3.374)

Las matrices F, Gy H que representan la operacibén del sis-

tema determinando la respuesta a cada entrada se les llama "Rea-
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lizacibn" del sistema y se representa por { F, G, H } 50 AT
sistema tiene un nGmero infinito de realizaciones que predicen -
la misma respuesta a una entrada especifica. Por ejemplo, si se
define m= T X una realizacidn es también{TFT-’, T76. HT_'}

Se dice que un sistema es completamente controlable si cual--
guier estado del sistema puede obtenerse en un tiempo finito me-~
diante una accidén de control. Para que un sistema sea completa-
mente controlable es necesario que la matriz de Blogque:

[ 6 Fre F'6 ...F™'c] (3.376)
tenga rango an . Una matriz es de rango m si y solo si tiene-
por lo menos una submatriz no singular de orden m*, pero no tie
ne submatrices no singulares de orden mayor que M.

Se dice que un sistema lineal es completamente observable si-
a cada cambio en el estado ¥ (1) 1le corresponde un cambio en la
respuesta 1‘(¢) . El sistema lineal no controlado se puede re--

presentar por:
N EV IS SRR (R (3.377)
y(i):f/)((/t ) (3.378)

Si el sistema no controlado es completamente observable lo sera-
el sistema controlado en el rango en que opere. Asi, para un --
sistema lineal no controlado, si:

LH FTu™ L PN (3.379)
tiene rango m el sistema es completamente observable.

Un sistema puede ser completamente controlable y observable, -

* Una matriz singular tiene determinante cero.
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completamente controlable y no observable, etc. Generalmente no
nos interesa que el sistema sea completamente observable o con--
trolable, sino que lo sea en intervalos pequefios alrededor del -
punto de estabilidad.

En el control con retroalimentacidbn (lazo cerrado) la varia--—
ble controlada es medida y comparada con una entrada de referen-
cia y la diferencia es la sefial hacia los elementos de contrxol.-
Si la condicidn no se cumple el sistema es de lazo abierto.

Tenemos cuatro formas bésicas de control: Control apagado-en
cendido, control proporcional, control con derivativa y control-
con reset. El control apagado-encendido (por ejemplo el de un -
refrigerador) no puede usarse en reactores debido a que permite-
altas desviaciones fuera de los limites de control. Se emplean-
los otros tipos de control para controlar principalmente: flujo,
concentracidn y temperatura de los reactivos (generalmente las -
dos Gltimas est&n fijas), flujo y temperatura del fluido inter--
cambiador de calor (generalmente esta filtima estd fija). Hemos-
mencionado que lo gue nos interesa es tener valores adecuados de
operacidn respecto de la temperatura y conversidn, estas son las
variables a controlar mediante las variables controladoras.

Los tres tipos de control mencionado pueden escribirse como:

£
M:-)((x+_zf.fx11+ z4 4x | (3.380)
I Jo 4{,{

control proporcional-integral-diferencial, % son los tiempos ca

racteristicos de cada control y K la ganancia proporcional. -
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El efecto combinado es el siguiente: El control proporcional —--
sirve como amplificador, la accidn integral compensa los efectos
acumulados de perturbaciones y el error de acercamiento del con-
trol proporcional, la accidn de la derivativa anticipa el efecto

de la perturbacidn proporcionando una accidn répida.

3.11.2 control de CSTR

Consideremos el control indicado en la figura 3.9.

+ +
-~ C-T C-P vALvULA CAMISA REACTOR v

C=control m Fig--3.9

ge desea controlar C y T a la salida, en particular T. Esto se

hace controlando el flujo de refrigerante si la reaccidn es exo-

térmica, mediante el sistema mostrado esquemféticamente (Figura

3.10): T v
c-P—c-T

e

F,T, «—t Q

Fig.—3.10

Ia funcibébn de transferencia del reactor es:

5 Vecr 4 }T:J FeCp -
UA+ FPCp —( 3Rg /57 UA+ FPCp—(304 /5T ) ] u
¢ Fecy ~(903/a7), P/{’/A 2 LS | R

Tloa + Fpep —(2R5/57 ),

(QQﬂL (90’) (—Ix) (3.382)

se ha supuesto cinética lineal (ler. orden). El valor de(acﬁ/QT)x
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corresponde al estado estacionario particular estudiado y 73' a
la temperatura de salida de los productos.

Si se introduce control proporcional (3.381) se transforma -

en:
il K T Al (3.383)
si se define la ganancia total por K = k;,(k} que vie-
ne de: g = w K
Chida (3.384)

funcidén de transferencia del lazo cerrado.

T 2 X 4
= = o (3.385)
Ve g /o~ K = +/

Entonces para garantizar la estabilidad del sistema:

l. Se calcula KP-

2. Se calcula KL/de modo que:

!
e (3.386)

st
% (3.387)

e
Esto completa el problema. Cbsérvese que no hay retardos de
tiempo en la accibn de control, esto puede suponerse siempre gue
esta accidn sea lo suficientemente répida en comparacidn a los-
tiempos de respuesta del sistema. Para los otros tipos de con-
trol el procedimiento es similar pero se complica por la natura
leza de los términos.

Cconsideremos el control proporcional de la reaccibn de segun

do orden 2 A —» productos (Amundson Et Al (4)):



249

v 4 z
o& I o e (3.388)

Vple T poaci{raTa) g ifob Ry kvess SAFS ypw o)
dx 14 F, K (3.389)

mediante control del flujo de refrigerante. Aqui:

ks 2 Cpw o

3.390
A (3.390)

Se recurre a linealizar estas ecuaciones mediante la serie de -—-
Taylor, tal como lo hicimos en (3.4.2):
Xz Ax + B (3.391)
A y B son las matrices jacobianas formadas por diferenciacidn de
las ecuaciones de representacidn. Las ecuaciones (3.374) po——--
drian usarse en la construccidn de los gréficos de flujo de se--
fial. El 4lgebra de grdficos dirigidos se emplearia para obtener
la funcidén de transferencia del sistema o sus coeficientes de -—
sensibilidad y de ahi calcular la ganancia. El &lgebra de grafi
cos es un tema demasiado extenso para ser tratado aqui, puede es
tudiarse con detalle en grobichaud Et A1 (87). Un ejemplo senci-
llo es el siguiente: w 9 ©
g:

Definiendo la sensibilidad por:

ST__ D (S T(4))
X 2 X (3.390)

definida en el espacio de las transformadas de Laplace. El sis-

tema es suficientemente sencillo como para entender porgué las -

funciones de transferencia cumplen:
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T(e)= 9.(<4) 9z (<]

(3.391)
I~ Jul4)g5(4)
Asi, aplicando (3.390) se obtiene:
STz( 2 S Hhale i | (3.392)
7 ' g2 -
/gjgzgz ) / 5153 )
R Ty 2 PAP LY 1 o sl
72 (Fi \) T (/-;ag:)z) Fgags  (3-393)
/=32 9%
Sj::[ 15:2 )(j Jr 9 1> Do AT (3.394)
L= F2392 (/_jzj’) /=32 I3
Se interpreta SxT=i§;-como: un cambio de b ‘% en 4 pro

duce un cambio de aa% en a. Esto podria usarse para calcular -
la ganancia A .

Podemos emplear otros métodos, podemos (un método de fuerza -
bruta) asignar valores a A y obtener las trayectorias de fase-
en el plano i s, 7. Este es un método comfn y conduce a con--
clusiones Gtiles, nos da los estados estables, las inestabilida-
des, naturaleza del estado estable, la existencia de ciclos osci
latorios, etc. La desventaja es que es necesario una gran canti
dad de trabajo numérico. Este método podria emplearse sin linea
lizar el sistema y con tipos de control mAs complicados. ELl con
trol con derivativas se introduce sin dificultades especiales, -
no asi el control integral del que resulta una ecuacibén integro-

diferencial de dificil solucién.

3.11.3 cControl de Reactores Tubulares.

El control de reactores tubulares es significativamente igual
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al de reactores intermitentes, en 1o que a la teoria matemdtica-
se refiere, Comenzaremos definiendo al indice de operacién I co
mo:

I = X(4)-Crdy (3.395)

f/ es el tiempo final y ¢, el costo total de la operacidn que-
produce X, (f)de producto. Lbégicamente, debe emplearse un con--
trol que maximice I. Seglin la teoria del control éptimo, para -
un sistema dindmico:

%= (K ) 3.296)
en el que X es la variable de estado y A4 la variable de control,
como hemos hecho antes; existe un control 6éptimo que minimice --
(o maximice) un indice:

I:CTX(/t}) (3.397)

en el que C est& formado por funciones peso. El problema del-
control éptimo consiste en encontrar a® bptimo y puede formu-
larse como un problema variacional (seccibn 4.3.4). Si el Hamil

toniano H est& dado por:
PR bl s S AR At
HEXT, 5 27) = ; (3.398)
el Hamiltoniano éptimo es méximo y vale cero si —1{ es bptimo.-

Entonces debe cumplirse que:

ﬂ-=~—";H AlAs)= -< (3.399)
X

(Ecuaciones adjuntas). Para el caso que nos ocupa (usando varia
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bles adimensionales) las ecuaciones de estado y sus adjuntas son:

X Xo (0) =0 (Fre200)
X,2 R (%, Xa) X, (0) = Xo (3.401)
A A X o7l Xng T
Xo= o N (s )5 ~Cnm (3.403)
Ay= = (N Ra) R (6, e ) N ) = (3.404)
Aoz = A, +Aa) KX, %) ha {dg) =0 (3.405)

K son funciones de castigo (seccibn 4.6.3) para el control. El

Hamiltoniano seré:

hie N (),1‘3\1.)/?()(,,)(1)— A L

Puesto gue generalmente Fy Co estln fijos se escoge AL como —-
control de temperatura,de modo que el esfuerzo de control se re-
duce a encontrar lw o {/ bptimas, como es de esperarse /. esti -
fija por las condiciones de proceso de modo gue se depende de -
/. |/, por supuesto, depende de gran cantidad de cosas: Desde -
estructura de los materiales hasta condiciones del flujo. Se-—
gtn cllculos de i Lapidus y Radmanabhan (65) para la reaccidn sim
ple A —B el control dptimo es:
GE a4l o <o

ITE AR (3.406)
(o] Al )\1 =0

Rk fe R '?:/—fa_))
(3.407)
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(jvariables adimensionales.). Aunque el mecanismo de control --
puede parecer del tipo "apagado-encendido" el hecho de que se re
guieran tiempos finitos para el equilibrio térmico del sistema -
conducen a un control proporcional en el rango de flujo del refri
gerante.

Una segunda alternativa de control consiste en obtener las -
funciones de transferencia del sistema y trabajar con ellas en -
graficos dirigidos como el (3.11.2). Esta parece una alternati-
va razonable puesto que en casos de redes reaccionantes comple--
jas encontrar el control &ptimo no es sencillo mediante el méto-

do de indices; ejemplos de ello se encuentran en Jackson Et Al -

(55) .

3.11.4 cControl de FBCR.

Al estudiar la dinfmica de FBCR tuvimos gue emplear modelos -
reducidos debido a la naturaleza del problema. El modelo de - -
Strangeland y Foss (98) fué de particular utilidad. Debido a la
forma simple que adgquieren las ecuaciones de representacidén (3.57)
-(3.59) cualguier tipo de control se introduce como una perturba-
cidén. Las ecuaciones resultantes se resuelven adecuadamente me-
diante colocacidn ortogonal; el control proporcional y el con---
trol con derivativa no presentan dificultades adicionales, sin -
embargo, al introducir el control integral se generan ecuaciones

integro-diferenciales. Lo mds adecuado en este Gltimo caso es -

aproximar numéricamente la integral mediante una férmula de cua-
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dratura:

j Fix)dv = Z F(x)sx
; (3.408)

Si el problema se va a resolver mediante colocacidn ortogonal 1la
cuadratura de Gauss-Jacobi y la de Radau (Villadsen y Michelsen-
(102)) son de particular utilidad debido a gue sus puntos de co-
locacidén son ceros de los polinomios ortogonales de Jacobi y Le-
gendre, es decir, ia integral se aproxima conforme se va resol--
viendo la ecuacidn diferencial.

En la seccidn 3.3 se obtuvieron también las funciones de - -
transferencia de la representacidn, si se plantea un sistema de-
control particular el &lgebra de gr&ficos dirigidos nos da la so
lucibn del problema empleando dichas funciones de transferencia.

Se ve que puede haber tantas aproximaciones a la solucidén - -
real como modelos reducidos se planteen y estas soluciones seré&n
tanto mds aproximadas como dicho modelo sea completo. ILa posibi
lidad de resolver el problema de control empleando el modelo bi-
dimensional de estado no estacionario es, por el momento, muy re
mota aunque algunos pasos en este sentido se han dado, por ejem-—
plo, la aproximacidn mediante funcionales transitorios (seccibn-

2380
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IV.- METODOS DE OPTIMIZACION.

4.1 Introduccibn.

El problema de la optimizacién se refiere a maximizar o minimi-
zar una funcién dada /] X ) que llamaremos funcién objetivo, suje-

ta a las restricciones:

g ( X )E4: (4.1)
o ]; ( X )= 46 (4.2)
° 5"( X )2 b (4. 3)

0 no sujeta a ninguna restriccién.

La optimizacién aplicada a reactores guimicos se refiere a una
gran diversidad de problemas: obtener la conversién que maximice-
utilidades, obtener el arreglo de CSTR gque minimice el costo de -
operacibn para una conversién dada, obtener la temperatura O6ptima
de operaci6n, obtener la temperatura, y conversién gque maximicen-
la vida del catalizador, etc., etc. Afortunadamente la mayoria-
de estos problemas pueden tratarse como el problema general de op
timizaci6én, de este modo los métodos matemiticos tendré&n aplica--
cibn general y no particular. Nosotros supondremos entonces que-—
la funcibn objetivo del problema puede siempre formularse.

Consideremos la red reaccionante:

At B 5.1 J 4 o e A g
A+ B Ly s ﬁ:éiza“ﬂgfi

el producto que nos interesa es R mientras que S no es deseable.-
La pregunta es: ¢Qué relacibn deben guardar las concentraciones -

de los reactivos a fin de que R sea maximo?



256

si se hace:

6{65 o é»‘_ Cﬂdx-a,ca-éz-/&, : F (X ) (4.4)

Al a T;
se obtiene la funcibn objetivo que en este caso debe ser minimiza
da. ¢Cudles serian las restricciones? Por ejemplo los limites -
de solubilidad simultdnea de Ca y Cb en el medio de reacciébn, o -
limites de Ca y Cb para que no se tenga un fluido muy viscoso. Es
tas restricciones se formularian como:
Ca £ Cpnay

El ejemplo anterior fué sencillo, la funcibén objetivo puede ad

guirir formas complicadas (ver la secci6én 4.3.1) y en algunos ca-
sos no puede ser planteada; por ejemplo, ¢Es posible plantear una
funcién para el problema de maximizar conversién y vida de un ca-
talizador? Generalmente las alternativas son antagbnicas y un --
compromiso entre ambas debe hacerse. Estos casos de alternativas
antagbnicas son a los que nos referiamos al decir gue '"supondre--
mos que [ X ) puede siempre formularse'.
Ahora consideremos una funcién £(x): R —» R definida -
en { 2z x< bk} .
1. Si existe x,e R tal que /Yx)f/Zx)para toda x¢R , en
. tonces {/m) es un minimo fuerte o minimo global.
2. Si existe x,¢ £ tal que /Zm)</?k)para toda x en {XL-J< v
< X,rJ } excepto x = x, con J>o ., entonces {’(x,) es un mi
nimo débil o local ( Craggs (19)) .

Lo anterior se generaliza a una funcién f(x)dexxvariables,pg
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ro entonces solo hablamos de condiciones para la existencia de un

minimo local debido a que 1 es una condicifn muy severa,

tales -~

son:
1l F(X’)Es diferenciable i veces respecto a sus argumentos.
e HM } { 5 f } _ w of .
2X | x=X X2 Xz % 3 X \x:?
3. La forma cuadrética:
e 2y
Sl e s
A= f PRl ?)(4'))(3' X:)—(E' 6]
Es positiva, lo cual es posible si:
24 *{ i 2
ax,® IS 3 % D
i
B ¥ 2% . Py e
2% ER M

Un problema deminimizacién
de maximizaci6bn, y viceversa.
es "Dual" del otro, este tipo

De este

(2)

pero es trivial.

todo o un resultado se escoge

entendiéndose que es v&lido el dual.

inecesaria ' de lo relacionado

puede siempre reformularse como uno
Se dice entonces gue un problema -
de reformulacitn se puedexr ver en -
modo, al plantear un teorema, un mé
ya sea minimizar o maximizar sobre-
Esto evita una duplicacibn-

al problema de optimizaci6bn y permi

te escoger el problema mas adecuado en su formulacién y resolu- -

ciébn para cada método.

4.2. Métodos de BGsqueda.

4.2.1 Método del

"Buscador de Tesoros".

El método del buscador de tesoros evalda £ ( X ) en puntos X,,

* Esta es la llamada matriz Hessiana.
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- -
Xa, == Xa y compara los valores hasta encontrar el punto 6p-

timo X* . Esta es la idea general de los métodos de bdsqueda, pe
ro conforme estos avanzan a lo largo de esta exposicibén la bGsgue
da se hace mé&s dirigida: aparecen sextantes, brGjulas, mapas, de
tectores de metal. ILa guila deja de ser la "corazonada" o la bGs-
queda sobre todo el espectro de valores posibles, la bdsqueda se-
vuelve metbébdica, répida y segura.

Para los problemas comunes de reactores gquimicos la cantidad -
de cdlculos numéricos que hay que efectuar es un factor restricti
vos para este método, aGn con la ayuda de una computadora. A me-—
dida que se avance la cantidad de célculos numéricos se ird redu-
ciendo drésticamente. Una caracteristica de todos los métodos de
busqueda es que son féciles de implementar para su uso en una com
putadora.

Las restricciones impuestas sobre f ( X )} son introducidas dan
do Rangos al espectro de valores posibles. Por ejemplo, los valo
res de la conversibén estdn restringidos a o= X = /,6 X,represen
ta la conversibn entonces el espectro de valores de X, es Lo,\l.
En el caso de los reactores (y en otros muchos) hay condiciones -
restrictivas que no pueden ser introducidas en la funcién objeti-
vo; por ejemplo, puede predecirse que una temperatura 6ptima para
maximizar la conversibén sea 350°C, pero que a esta temperatura --
los esfuerzos térmicos en el material del reactor lleven a la rup
tura. Asi, al obtener un valor numérico debe invertigarse su va-

lidez en todos sentidos.
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Supongamos ahora que el buscador de tesoros sabe que debe limi
tar su bGsqueda a una pequefia regién de terreno, esto eliminaria-
pérdidas de tiempo y trabajo. Las funciones objetivo en nuestro-
caso son generalmente bien comportadas, una vez que se han hecho-
algunos cdlculos de prueba el patré6n de conducta suele aparecer -
claramente: entonces restringiremos nuestra bGsqueda. Asi, es -
posible emplear este método junto con métodos de muestreo aleato-
rio para elegir una regifn pequefia donde buscar. No hay nada que
garantice que al hacer esto se encuentre el "verdadero" minimo, -
pero esto generalmente sucede. 8Si se tuvieran serias dudas al --

respecto debe organizarse un plan de muestreo aleatorio gue con--

firme o desvanezca nuestras sospechas.

4.2.2 Método de Hooke y Jeaves (52)

Este es uno de los métodos de bGsqueda dirigida (equivalente -
a poseer una bréjula) mds populares y que ha dado lugar a otros -
métodos. Sin embargo, debido a la naturaleza de las funciones --—
objetivo que nos ocupan es forzosa su implementacibén por computa-
dora, lo cual es simple.

El algoritmo es el siguiente (minimizacién):
1. Escoger un punto hase 5: y etapas de longitud hj para las --

variables xj.

2. Movimientos exploratorios:

g -
a. Evaluar F (4 + h &) ponde € representa la base de vecto

» 3 . = » .
res unitarios ortogonales. Si f( x ) decrece se obtiene un éxito
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si no un fracaso. Si se obtiene un éxito el nuevo punto base serd
Y v v v 7 >
( 4, + A, a8, ). Si se obtiene un fracaso se evalGa f (.4 - hé ),
=, s
si ahora se obtiene un éxito se adopta ( 4, -4,€, ) como nuevo pun
to base; si se obtiene un fracaso se retiene Ei como punto base.
b. Se repite el procedimiento para X3, X3,. . . , Xm hasta lle-
—
gar al nuevo punto base bj.
> >
c. Si A, =4, se toma hj como hj/2 y se repite la secuencia de
i g e
movimientos exploratorios. Si . £ 4 se pasa a los movimientos -
de conducta.
3. Movimientos de Conducta:

=
-
>
a. El punto a evaluarse se mueve de -‘1 a P=20-4, v se efec

-
. s . . G2
tGa una nueva serie de movimientos exploratorios sobre Pj.
. . 7
b. Si el valor mAs bajo de ‘ obtenido de 3a. es menor que f(Aa)
—
se ha alcanzado un nuevo punto base b3. En este caso se regresa -
a 3a. aumentando los indices una unidad. En otro caso, se abando-
—

na el movimiento de conducta en b2 y se continua una secuencia de-
kY . k] = 4

movimientos exploratorios en bj.

4. El valor minimo de la funci6tn se obtiene cuando habiendo regre

sado a 2c, se llega a una longitud de etapa hj menor a un va--

lor especificado (por ejemplo hj = 0.001).

4.2.3 Método de Spendley, Hext v Himsworth (95).

Este método parte del anterior pero utiliza un disefilo geométri-
co conocido como "simplex regular”. Debido a que el uso del térmi

no Simplex tiene un significado mis conocido en programacién li- -
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neal esto puede dar lugar a confusiones cuando se habla globalmen
te de técnicas de optimizacién, en este trabajo el empleo de am—-
bos términos queda perfectamente claro por el contexto.
3 S a
Un simplex en j? consiste de (m+/ ) puntos X, (X=/,...,at+])
los cuales se encuentran unidos entre si, no sobre un mismo hiper
plano y forman una estructura convexa. (Coxeter (18)). A los —--
{ m+) ) puntos se les llama vértices, y el poligono simplex es re
gular si los vértices estln igualmente espaciados. E1l algoritmo-
es facil de entender en dos dimensiones y su generalizacién es in
mediata. Consideremos el problema de minimizacién:
T c Ch- o2 ety - . = = = ey’
1. Sea X, un estimado inicial arbitrario de X y X1, X2, X3 ~--
—
los vértices de un simplex regular en R2. La reflexibn de X1
sobre la recta X2 X3 es:

Xa
K’: Z_-f)—?g—)(. (4.5)

X3
Las variables deben escalarse si es necesario.
2. Se evalda f( i') en los vértices del simplex formado. E1 mé-
todo presenta problemas para funciones altamente no lineales-

si las dimensiones del simplex no son lo suficientemente pe--

gueflas, obsérvese por qué:

FeZ) = f (G X -F)LG2)s ((B)-£(Z] (a.6)



262

se supone gue:

FUX) > et £ 051, ()

(4.7)

estas ecuaciones muestran gque

Flig)< F(R) FlR)< (%) “.8)

de modo gue se reemplaza ii por ;; teniéndose /‘(X:L> f{Y:) .

Si la funcib6n es altamente no lineal y el simplex grande no hay -

garantia de que //X_:,)< /(X_,») .

3

Se reemplaza el vértice con el m&ximo valor de la funcibn por
su reflexibn y se evalda f[f) en el nuevo vértice.

Se repite el paso (3) para cada nuevo simplex.

Si el valor méds alto de £ ocurre en el nuevo vértice se refle
ja el vértice con el segundo valor mis alto. Es decir, vamos
moviendo el punto mediante reflexiones alejandolo de los valo
res mds altos hacia los m&s bajos explorando 3 puntos simulta
neamente. Esta regla ademds evita retornos.

Se efectGa una contraccibén de la longitud de los lados del --
simplex si un vértice persiste después de 4 iteraciones. Es-

decir el punto central marcado en la figura 4.1 da el valor -

de {;uk para la vecindad mostrada.

El procedimiento se detiene después de un nGmero especifico -
de contracciones de longitud preestablecida.

El caso n-dimensional se basa en la misma idea, aqui se consi-
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dera R" y la reflexién de Xi es:

AR T (4.9)

donde: o

&':—i—( ke e i o D R XM”J
"

la contraccién se define por:

Xp = —;—(/Z'* Xe) (4.11)
siendo il el vértice que permanece fijo cuando se acortan laé di-
mensiones del simplex. El1 procedimiento se detiene si ii persis
te después de -m contracciones siendo »m el entero mds pequefio -
mayor que (1.65 r + 0.05 r2). En el caso de dos variables - = -
1.65 (2) + 0.05 (2)2 = 3;5 de modo que el procedimiento se detie

ne si 2} persiste 4 veces ( paso 6 ).

4.2.4. Método de Nelder vy Mead.

El algoritmo es similar al anterior pero ahora el simplex pue-
de ser irregular de modo que la bGsqueda se acelera en la direc- -
=

ci6n mas conveniente. Se considera el problema de maximizar f/X)

—y
siendo iﬁ el estimado inicial de X* y los vértices del poligono
> - -
inicial X,, Xa, ..., Xxs, ., Se escoge hj lo suficientemente pe

quefia. Entonces se designara (siguiéndo a Walsh (104)):

- - -
K= R+ hi & PRV P (4.12)

i% vértice con el mds alto valor de f.

oL
Xs vértice con el segundo valor mds alto.

f; vértice con el valor mads bajo.
- ':1’ —»
Rl 1oR Xy centroide de la figura. (4.13)

“ o g

G
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El método consiste en lo . siguiente:
1. Se escoge el simplex inicial con sus puntos no en un hiper- -
plano.

2. Se efectGa la reflexi6bn de f% utilizando un factor ¢

Xo zf /Ifo()?c—a()—(../‘ (4.14)

Xh

e O Xa) = f{):jf /(ﬁaj se reemplaza X}, por Xo y se vuel-
ve a la etapa (2).
4. si Flwa ) f(X) se expande el poligono usando ahora un --

e o
factor Y. Es decir, se efectGa una translaciébn de Xo:

/’ Koo >_<5°°‘_‘ x)_(: 4//_y);1 (=13
¥ >
Xn
Si - S = =k
i ;’(X“) < f(XJ se reemplaza X} por Xoo y se regresa al -

- -
paso (2). 8Si no es asi se reemplaza Xj por Xo y se regresa al pa
so (2).

5. Si FERY > £00 el simplex debe contraerse usando un fac-

tor P tal gue o< g</ Se consideran los siguientes casos:

a. JOX)< £(5)

XKoo= pX.+ (Hp) X (4.16)
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Xh
b. si  £(L) 7 £ X)
Xoos gXe+ (1-p1% (4.17)

Es decir, se invierte la direcci6tn de la bGsqueda.
- Y T -
e S /(Xoo)Zf/Xh) y {/X,,,,)>7[[X.]se reduce el tamafio -
del simplex en un factor de 0.5 y se regresa a (2). Se sugieren

valores de:

=, =_/ ¥: 2
o ﬂ 2 (4.18)

o< 2 {(/( S B A S (4.19)
donde: —— %g\ ('ﬁ
7[()?) - *f‘ﬂ_ (4.20)

Este método acelera la blsqueda requiriéndose menos tiempo de pro
cesamiento y proporciona un criterio de convergencia mds seguro.-
Tiene una ventaja adicional: El1 hecho de que el simplex sea irre
gular lo posibilita a llegar a cualguier punto. Si se desea pue-
den emplearse criterios de convergenéia més simples, por ejemplo-

los del método anterior.

4.2.5 Metodo de BGsqueda de Fibonacci.

Por supuesto el método no se debe a Fibonacci, pero se basa en
la secuencia de sus nfmeros { Fon }_Estos ntmeros fueron primera-

mente obtenidos por Leonardo de Pisa como soluci6én de la ecuacibn
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de diferencias:
t Fan (4.21)
con condiciones iniciales Fo=1. Parte de la secuencia es:

i, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,...

La resoluci6tn formal puede verse en Scheid (91) esta es:

Faoe L2 (V7)™ ()" (/5= 1)" ]
245

(4.22)
Las propiedades geométricas de la secuencia (Filotaxia) pueden
ser estudiadas en Coxeter (18). De la secuencia resulta la cono-

cida "Razbn aurea":

_/&1;44 F,“ _ (?—I
my o 2 (4.23)

cuyas propiedades y significaci6én eran usadas por los pitagbéricos
500 afios A.C. Consideremos el siguiente teorema:
Sea @ (x) una funcién unimodal (es decir, que crece o decrece mo-
nbétonamente en un intervalo dado) definida en [o,ZM]donde L.
es tal que X* puede localizarse con un error menor gue la unidad
haciendo m evaluaciones de @ (xX). Sea:
W (4. 24)

entonces{-ﬁ,} es la secuencia de Fibonacci.

El algoritmo para la bGsqueda de Fibonacci se sugiere de la de
mostracibébn (y viceversa), este es (maximizacién):

1. Para cualquier ¢ tal que o< e < |/ se supone gue:

PR {%) (4.25)
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Zow= (=4 &) R (4.26)
2. Sean: Xi=(1- 26)E... (4.27)
Xo= (17 Le)l By (4.28)

se comparan los valores de & (X.)y & (X,] dejando un intervalo de
incertidumbre de longitud:

A =lots Ly (4.29)
una evaluacibébn més y la comparaci6én va dejando intervalos:

SRR SR 2¢) Fuoy (4.30)

78 = e 2/
e e (/ zé)F)é T

Después de (M-1l) evaluaciones de la funcibn:
L= 2a-¢ (4.32)
3. .La evaluaciébn final n de los puntos X] y X2 y el intervalo de-

incertidumbre se van reduciendo, de modo que el méximo error -

/ /
es de {/—36155} ;

Wi Lz
0 -L v v v
L I 2

Es conveniente hacer la siguiente seleccibn:

Z = (maximo error permitido)” (4.33)
A B P 2 K e BT (4.34)
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L= Dp-2, (4.35)

para una evaluacibn preliminar de X ® , luego iniciar una nueva -
bGsqueda sobre [ xX¥-e x*+ € ] empleando una parametrizacién ade
cuada. Walsh (l0O4) presenta una extensi6n del método para funcio
nes que solo pueden asumir valores discretos.

Este tipo de bGsqueda tiene especial interés para problemas de
maximizar la conversi6n si esta sb6lo depende de otra variable o -
se toman valores fijos de las demas. Esto da idea de que podrian
tratarse los problemas generales de optimizaci6n como un problema
de encontrar un valor 6ptimo entre los diferentes valores "6pti--
mos" obtenidos dejando fijas todas menos una de las variables, e-
ir moviendo estos valores fijos. Esto es sencillo de hacer me- -
diante computadora siempre y cuando la cantidad de cédlculos numé-
ricos no sea excesiva. Este Gltimo inconveniente puede evitarse-
mediante estimaciones aleatorias iniciales y, por consiguiente, -
reduccién del espectro de valores de prueba observando la tenden-
cia de la funciébn.

Un caso limite del método de bGsqueda de Fibonacci es el méto-
do de "bfisgqueda Aurea':

1. Se evalGan @ (X1) v # (Xp) siendo:

X FEEL (4.36)

EE o (4.37)

xr es la reduccibén del intervalo de incertidumbre en cada etapa, -
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siendo r la raz6bn Aurea, de ahi el sugerente nombre del método.

2. 8i g (X1) > 8 (X3) se descarta el intervalo (Xo, ZM] , el in-

tervalo remanente es: P L (4.38)
y el otro punto de evaluacibn: X = ’/'3ZM (4.39)
si ¢ (X1) < & (X2) se descarta [0, X3) . X2y
S e e e AT N = AT
X X+ ¢l \ vt L. (4.40)

son los puntos de evaluaci6tn en este caso.

3. Se repiten (1) y (2) hasta evaluar X*™ con la exactitud reque-
rida. Si se emplea un programa de computadora debe pedirse que es
te imprima las evaluaciones de @ (x) para compararlas, O gue esco-
ja el valor méxmo o minimo segln el caso. Esto sucede tanto en es

te método como en el de bGsqueda de Fibonacci.

4.2.6 Método de Powell (84) de interpolaci6tn cuadr&tica.

i
Para minimizar una funcib6bn £ (;?) en la direcciébn de d
=5 -
X = Xp + 2 d (4.41)

-
A partir del punto inicial Xk se sugiere este método:

-
1. Se escoge una etapa de longitud h 1d1l.

- -
2. Se evalda ﬁ()?h) y {(Xh+ hd ).
> ) -
b O )(/X-Z)</(Xé+/ld7) se evalda //X-; -h L) : es de--—
cir se invierte la direccibn de la bGsqueda. Si no es asi, se

evalda ;[(X; + QAZ)

4. Se calcula el punto A= A .. de la funci6bn cuadréatica v (N)

sobre la recta en gue se encuentran:
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bz £ (57 +»xd) (4.42)
fo= £ (X rpd) (4.43)
fp= £ (0w ¥ d) (4.44)

Generalmente se escogen «,4, ¥  de modo que los fije h |4 .

A partir de:

Yo Yk r Yal’z [ (4.45)

Yo+ Ap s S itz £a (4.46)
Yo +;/,r+gza“: £x (4.47)
se obtienen y" , Z/ Y2 . Esto define:

1/1/\4: = yl
ng

punto en gue se evalda la forma cuadré&tica:

y(&) AR R L A (4.49)

Se obtendra un minimo de y () si:

(4.48)

(B-2)fa s (Y- fp 4 (d=p) {n
A

aqui A es el determinante de coeficientes del sistema (4.45) - -

<D (4.50)

(4.47). Se pasa a la etapa 5, 6 6 7.
5. Si A=1%, corresponde a un minimo de y (4} vy Si se encuentra-
-»
a una distancia preestablecida & /c// del punto m&s cercano-

L= 7\ de los tres puntos, se toma:

wooioo { F (Bt 2 ), 4 +ad) |

(4.51)

-
como el valor minimo de f{(X) .
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6. Si N= Aoan N6 corresponde a un minimo de y [ﬂ) o si corres-
ponde a un minimo gue se encuentre a una distancia mayor gque-
>
H A4 ] , H preestablecido, de cualquiera de los tres puntos,

>
se toma un nuevo punto a una distancia Hl/4! en la direc- .=
cién en gue decrece %KY) vy se descarta el punto mds lejano -

(cercano) del punto de vuelta A\ si corresponde a un mé&ximo

(minimo),

Hid! PASO 6

e
(Hid1 !

Se regresa al paso 4 con los nuevos puntos para iniciar otro tan-

teo.

Tie gl Dby corresponde a un minimo de y (4 ) y no se - -
aplican los pasos 5 6 6 se descarta el punto con el mé&s alto-
valor de la funcibn y se reemplaza por 2>=2A... Se regresa a

4 para un nuevo tanteo.

4.2.,7 Método de interpolacibn cGbica de Davidon (29).

Este es el primero de los métodos de "gradiente" que introduci
mos, se basa en la formulaciébn variacional para minimizar un poli
nomio de interpolacibén de tercer grado. Como en los casos ante--—
riores, nos dedicaremos Gnicamente al algoritmo a partir del pro-

blema de minimizacién sobre la hiperrecta: X = XA+ ad (4.52)

1. Se evalgan : /; = [ /iZ) (4.53)

Jo = V(&) - A (4.54)

u
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joperaciones entre vectores! ). Si go < 0 se escoge:

oL = /VMM{ -'Z,L";qf'&} (4.55)

En realidad 2 y 0.5 se pueden reemplazar por valores arbi

trarios pequefios) .

2. se evalda: §,. ,./ /X_Z +,.(A§) (4.56)
-
Guz Vi o d (4.57)
3. si qu>o o si f> /[, se pasa a 5, de no ser asi a 4.
4. Se reemplaza « por 2« se evalGa fg‘ Y 071_( y se regre-
sa a 3.
5. Se interpola en | o,« ] para )\, mediante:
= w-
Ko = & [/ - M} (4.58)
g+ 1
( o puede ser 2A4 ). En (4.58) se usan:
y.
2 2
w = (3 "jbj-() (4.58)
=2 (fouf) + Jot g4 (4.60)
6. Se regresa a 5 para repetir la interpolacién en un intervalo-

mas pequefio [_ (O _& o [ ’)\m,ol] de acuerdo a:

-
e

[v{(»?u'xwi)]-dl Ze0 <O (4.61)

Se detiene el céllculo cuando el intervalo de interpolaciébn ha de-

crecido a un valor prescrito.
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4.2.8 Nota.

Se observa que los métodos de bhGsqueda son apropiados para que-
de manera sencilla se programen en una computadora, no es necesa--
rio ser un experto para poderlo hacer: se reqguieren solo los cono
cimientos elementales y algo de control 1l6gico. La programacién -
del método no es un lujo, es algo estrictamente necesario debido a

la naturaleza de la funciétn objetivo y de sus derivadas.

4.3 Métodos clésicos de optimizaciébn.

4.3.1 Derivacibn y Mé&todos Gréficos.

El método "clasico" de optimizacién no restringida consiste en-

la solucibn del sistema de ecuaciones algebraicas:

94 (2) -
S e | s il

para problemas tipicos esto puede ser bastante complicado, de modo
que no es posible emplear métodos directos de solucibn y deben - -
usarse procedimientos numéricos o gréficos. Pongamos el siguiente
ejemplo (Levenspiel (66) 12 Ed): se trata de encontrar el tamafio-
6ptimo del reactor tubular que minimice el costo de producto si el
reactivo B puede recircularse completamente y se fija su concentra
cibn inicial. ILa reaccibnes: A+5-—%2R, A es soluble en todas --
proporciocnes. Se dan los costos de los reactivos y se pide tam- -

bién C}:, Se obtiene que el costo Ct es:

Cr= 0-)3fCAofﬁ n 0. 835C5, 5,.8 4 i ¥ 5[‘,( #K

X X £ o (Cao- ) (Cpy-x)
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de modo que:

3¢« . .37 §a , /?)‘1+ \ $, =0
ACao X L 3Cho
9y _ 0.935Coo $n | 6.835Css {6 +_£$ o
X % x v
$ = costo. No es posible despejar Cao y X del sistema. Las ecua

ciones no son lineales y los métodos numéricos para su solucidn -

no son simples. En tales casos debe preferirse un método de bfs-

queda, en este en particular debe emplearse una subrutina de inte
gracién numérica.
Consideremos los casos que pueden presentarse:

1. El sistema de ecuaciones (4.62) es lineal. En este caso siem
pre es posible obtener la soluci6n, lo cual puede hacerse me-
diante una gran cantidad de métodos. Como este es un caso po
co frecuente en lo que nos atafie no se tratara aqui, pero si-
fuera necesario se le puede encontrar en Amundson (2)y en - -
Carnahan et al (17).

2. EIl sistema de ecuaciones es no lineal. La solucién formal --
puede ser intentada si es posible obtener las variables en --
funci6tn de las otras (sustituciones sucesivas), esto es posi-
ble solo en contadas ocasiones y siempre y cuando no haya - -
ecuaciones de grado segundo. En otro caso la soluci6n de-
be intentarse mediante un método numérico, estudiaremos en la
siguiente seccibn tres de ellos. Para este caso son de extre
ma utilidad los métodos graficos, trataremos los mls Gtiles a

continuacibn.
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Supongamos que la funcién objetivo es ¥=.§(x,g) y que al -
obtener 3ff4y y 9{/3% no se puede resolver el sistema (4.62). Una

forma sencilla de resolver el problema se muestra en la figura

4.2.

Este método puede aprovecharse para trabajar directamente con-
¥f/ev=0 y 34/°3=0. Supongamos para ello que estas derivadas

pueden ponerse en la forma:

KL S b -4, =0

3¥
‘%ﬁ; 2 ¢$ - ¢% =0

funcion objetive €9

Fig-4.2 X

De modo gue: #(.: <#z
bz 5 #ﬂ

Entonces es Gtil el siguiente procedimiento gréafico (fig. 4.3):
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2z parametro fijo

\JV \M

-——-----—\. P

minkmo

Fig— 4.3 X

Si ; = ((¥f%,% ) cada grafica del tipo de la figura 4.3. re
presenta una parametrizacién en % y varias de estas grdficas son
necesarias para la solucibtn del problema. Asi, el procedimiento-
deja de ser atrayente (aunque no falta gente osada que hace esto-
en hojas de acetato transparente). Concluimos que para estos ca-
sos los métodos de solucibé/n numérica de (4.62) son més adecuados-

y exactos.

4.3.2 Métodos iterativos para solucién de sistemas de ecuaciones

no lineales.
Reformularemos el sistema (4.62) dejando a un lado las conven-
ciones hechas en la seccibn anterior.* Esta reformulacibn es tri-

vial puesto que /9wy 2/{/ 33 son funciones,asi:

* Es decir, se pone &f/&x SiSEny (el



'["‘()(,_)('L.X‘),..“ S(M\ZD
B 168 KR, o NEARES
(M( X, ‘K—L,K-,,l 5t \(M\: o (4.63)

de modo que ﬁ;(\i)~:¥k 4 X,, %2 ...,%Xm). Se define a X -

3
S [ha o mERe (4.64)
- > A . .
y A = ol = La,,le,,,,x-] como la solucién del siste
ma, teniéndose entonces: (; (‘I\ = © (4.65)

El método de Jacobi aproxima sucesivamente la soluciébn median-
te el siguiente esqguema:
l. Empezando con:

x
&
T e e . i | (4.66)

8
como estimaciébn inicial de ol .

—
2. Se hacen nuevas estimaciones del vector soluciébn X; median-

te la f6rmula de recurrencia:

Xk = Fi(Xojor Xa,her .., Xon bt )= o R4) (2.67)
> F;
R I A e G - oy Fxiiz %l (BE8)

3. Se repite el paso (2) hasta gue se alcance un criterio de con
vergencia.
En Carnahan et al (17) puede verse la demostracién de que el -

método es convergente, esto es:

gohe s 2

e (4.69)
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-
El mayor problema que tenemos es encontrar la forma de Fi ( X )

—»
esto es equivalente a "despejar parcialmente" Xi de fi ( X ). Por

ejemplo:

f, (Y,,Xz):L«L@q/xl,)(l)_ X2 X o
2 L4473 2

Solte P L e 8 (it

27
gque demuestra lo que quiere decirse con “despejar parcialmente". -
Se observa que esto no es siempre posible, de modo que ni este-
método ni el descrito a continuaci6bn pueden emplearse en tales ca-

S0S.

En el método de Gauss- Seidel la f6rmula de recurrencia es:

R X TR T e e L S TR

es decir, se evalda Fi con los Gltimos valores calculados de los -
elementos de X,;4.El esquema es convergente.

El método de Newton - Raphson es el mas ampliamente empleado en
general, en nuestro caso particular su utilidad manifiesta radica-
en el hecho de que no siempre es posible obtener Fi ( f'). Sin em

bargo el esfuerzo de cdlculo suele ser mayor como se verd. Si se-

define:
5 2f;(2)
fiy (X) =y
(4.70)
v a la matriz @ (X): QU X V= [ {4(x )] 14iem jff 4m (4.71)

(se recuerda que {;i(ﬂj corresponde a la segunda derivada de la

funcibn objetivo). Se forma el vector:

T

“I\J:Y_(.W).%(?),--w1(“(2)] (4.72)

Si se empieza con la aproximaciébn inicial:



279

=
S e L (4.73)

para obtener sucesivamente:

I —
R e TG (4.74)

a partir de la solucib6n del sistema lineal:
ES -
b (xi)dk =~ £(xk) (4.75)

se alcanzar& la solucibn del sistema si

. >
o 2, T (4.76)

hyos

para lo que es necesario que fxi’): o y el determinante Jacobia
no de @ {2) sea distinto de cero.
Un caso com@Gn es la optimizacifn respecto de dos variables, pa

ra las cuales:

F/X,yj:o G(xﬂj): o (4.77)
son la funcién objetivo, en tal caso la f6trmula de Newton-Raphson
es:

X, = Ko * fyé~l/:é:i

Fx by~ Fy b (4.78)

(4.79)

o P e et 7 8 21V

Fxé'y—f—:yéy

el valor con indice 1 se sustituye como valor cero y el procedi--
miento prosigue; los subindices indican derivadas parciales eva--

luadas en el punto anterior al obtenido. EL hecho de gue el Jaco

biano deba ser diferente de cero se aprecia claramente aqui.
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4.3.3 Optimizacibn clésica con restricciones. Multiplicadores de

Lagrange.
lLas condiciones necesarias para que { (X ) tenga un maximo lo-

-
cal si estd sujeta a restricciones g (X) son:

df =7 2t Ay - o (4.80)
i 2%

do= 5 240 dxj= o (4.81)
7 3%

Multiplicando estas ecuaciones por constantes - A{y suméndolas:

dF = Z
J

donde se ha definido la funcién Lagrangiana:
N _ .
FOXN) = [(R)+ F A ] bi- 90080 ]

-
A los componentes de 2 se les llama multiplicadores de Lagrange.

oF -
%5 dxy=© (4.82)

Las condiciones (4.82) pueden ponerse en la forma habitual simétri

ca:

O
T}

= O

3%»3'

aF (4.83)
= (]

2L

La condicibén para que los multiplicadores existan es que:
G~ [ 2L
234

matriz (m x m ) tenga el mismo rango que la matriz aumentada:

[G;’vuz[ﬁ

(4.84)

2%

" 4.85)
2Ky (

v
t
'
0

Ademds, dichos multiplicadores serén fnicos si y solo si el —-

rango com@n de estas matrices es m.
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Los multiplicadores de Lagrange son de extraordinaria utilidad
para los problemas de optimizaciébn de reactores quimicos, las res
tricciones sobre las variables se introducen directamente y el --
problema se reduce a la soluciédn de un sistema, generalmente no -
lineal, de ecuaciones algebraicas. Entonces los métodos de la --
seccibn anterior pueden ser usados. Pero la propiedad mas impor-
tante es la llamada "propiedad de punto silla" de dichos multipli
cadores, esta servird para definir los multiplicadores de Kuhn --
Tucker que dan la soluci6én al problema de programacién no lineal.

Volveremos a esto posteriormente.

4.3.4 C&Alculo de vVariaciones.

El cdlculo de variaciones involucra problemas en los que la —-
cantidad a ser minimizada o maximizada aparece como una integral.
El caso general es:

S

b1

\ ,[(x,y,é,..., xx,xylx),,..Mmﬂ;/ém.se)
Este es el caso comGn, pero podria ser que la funcibén objetivo

fuera una ecuacibn diferencial, entonces en algunos casos es posi

ble plantear el problema como integral. Recordemos que para un -

PFTR la ecuacibén de disefio tiene la forma:

Ve i
T /a o (4.87)

de modo que para maximizar conversibén o tener la relacib6n 6ptima-
( Vr/g ) el problema puede formularse variacionalmente. En par-—

ticular Aris ha sido uno de los investigadores que con mas frui--
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ciébn ha empleado el célculo de variaciones en Ingenierfia de reac-
tores y multitud de sus trabajos pueden consultarse.

supbngase gue la integral variacional tiene la forma simple:

Xe
Lo Cgogex) & (4.88)

queremos escoger el camino de integracién gue minimice I, es de-—-—
cir determinar los "extremos" de I. Existe un nGmero infinito de-
caminos de integracién, la diferencia entre el gue buscamos y - -
otro cualquiera se denomina "variaciébn de y" y se designa por 5%
(Fig. 4.4).

Se introduce ahora una funcibén qgue indica la deformacién del -
camino escogido, lo Gnico que se pide de tal funcibn es que en —-—

los limites de la trayectoria de integracibn no margue deforma- -

FIG-4.4

cibn:

7/%,)??[!(7_):0 (4.89)
v que sea diferenciable. En esta forma:

y(n“::y(LO)+A7[U (4.90)

en donde x es un factor de escala. ILa variacién de y es:

Jy: y(y/'*)—j(x/o): o(?[)() (4.91)
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Yy ( X,a=z0) es el camino que minimiza I, la cual se reescribe:
Ya
=L ((*;;U,«L)."gx(x,o(),ﬂ&% (4.92)

La condicibn para que I(+) sea un extremo es:

2IM Lo (4.93)

3 o A=pD

gue aplicada a (4.92) proporciona:

QIM j<:>_+_\i A Py g (4.94)
g 24 ByYg A

la cual es equivalente a:

TR Py (4.95)

El segundo término puede ser integrado por partes:

X X7
* 4 2%
% gmh(“ A x 2yy Ax (4.96)

M& (N 9§
L( ” 9%‘ ) dx _VLU)

por la condicién (4.89) la parte bajo la integral se anula y (4.96)

33‘

se transforma en:
Xz

L'i 93; e 9%_Hm Ay =0

Esta condicién se satisface Gnicamente si:

(4.97)

3 e g (4.98
.BTA 7119\3,1 g i

La ecuaci6n (4.98) es la ecuacibén de Euler, el problema se re-

duce entonces a la solucibébn de dicha ecuacién diferencial. Para-

casos maAs generales la ecuacibén de Euler se obtiene de igual for-
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ma, por ejemplo para varias variables dependientes:

3 _ A& 54 s

9—%*~ dx (&‘é*/&’q:o (4.99)

forman un conjunto de ecuaciones de Euler. Si se tienen restric--
ciones sobre el camino de integracién la funci6én lagrangiana se in
troduce en I, resulta que las restricciones cumplen -

WA e sy (4.100)
e 1 Ixg 3 (ayi/exg)

lo cual era de esperarse puesto que la funcién Lagrangiana consta-
de dos términos. Se tienen entonces dos E.D.

La teoria completa sobre esta importante materia y multitud de-
aplicaciones pueden verse en Schechter ( 90 ). En nuestro caso --
particular podremos minimizar o maximizar par&metros definidos por
integrales; por ejemplo, ecuaciones de disefio y momentos. Esto Gl
timo tiene aplicaciones importantes en el disefio de sistemas 6pti-
mos de flujo que eviten en lo posible la dispersibn con el fin de-
maximizar la conversibén. La formﬁlacién variacional es en extremo
Gtil para obtener la secuencia 6ptima de temperaturas en un reac--—

tor tubular (Denbigh (3)) ..

4.4.]1 Programacidé/n No Lineal.

En la mayoria de los problemas de optimizacién que involucran -
reactores quimicos la funcién objetivo es no lineal en una o va- -
rias de sus variables. En principio, la teoria de la programacion
no lineal debe ser m&s Gtil que la de la programacién lineal, no -

es el caso porque la teoria no cuenta con algoritmos sencillos co-
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mo el método Simplex de Dantzig. Los algoritmos mecénicos Gtiles
se basan en la reduccibébn del problema no lineal a uno lineal - -
aplicando entonces el método Simplex.

Para la solucibén del problema no lineal bastaria solo con apli
car las condiciones de Kuhn-Tucker, al hacer esto volvemos a caer
en la cuestibn de la conplejidad de resolver las ecuaciones resul
tantes. Por ello el objetivo principal consistiria en desarro- -
llar un algoritmo que sea tan sencillo de aplicar como una receta,
para problemas en gran escala esto hard necesario que la computa-
dora siga la receta gue se encuentre.

Las condiciones de Kuhn-Tucker gue enunciaremos a continuacibn
se basan en la propiedad de punto silla de la funcién lagrangiana
y en ciertos teoremas sobre funciones cbncavas o convexas. Consi

dérese el problema de maximizar:

% it Gy ; sujeta a (4.101)

94 (ol e bl Solal i ey i L fobg (A= ani, oo o) (4.102)
= ) > >

j"/x):,&x- /4:’2/'-}//,,,//1/%) X > O (4.103)

Se define entonces al conjunto de indices:

Ia:{x:j;(%h,é;} (4.104)
IP = [,L ° j“' ()?‘)7//6‘} (4.105)
T {j-’ XJ-’:O} (4.106)

Toe {47 X7 >0 (4.107)
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es decir, los indices cualifican las restricciones en pasivas y ac
tivas. Una restriccién es activa si X € E gi (X*) = bi.

Las condiciones de Kuhn-Tucker son:

o e e R RS B R S e (4.108)
(La igualdad solo para j E Js o

2. [0 RO ] % = 24 g_‘H(ﬂ)—% AL %ﬁiﬁ_“)}x‘,- = o (4.109)
j |

resulta de que:

M—i_’)«f o S o AR e T (4.110)
Qxi e ) Xﬁ

x; =h 3 & Jda (4.111)

% V;\F(;“,N'):Y_ﬁ,-cx‘(_i:),,__I/@M-jw(;@)] (4.112)

4. Un Flxv )= 2{4,;_3;(;;)153 = o (4.113)

proveniente de: e 9+ Eyziiye G i o (4.114)

E R
G & Tl eaanz;

>
Con el siguiente teorema: Si.(ﬁﬂéﬂ) satisfacen las condiciones -
de Kuhn-Tucker en el problema (4.101) y (( i ) es cHncava en la
. . . 2 hi . .
regién factible gi( X ), para la cual i »o si las funciones son
- -5

convexas 6 %; < o si las funciones son cbncavas; entonces,-f(X’)
es el maximo global restringido de ¥( X )} en dicho problema. Aho
ra puede enunciarse el teorema de Kuhn-Tucker:

Sean {( X ) y gi ( pié } funciones que definen el problema general

de la programacibébn no lineal que. satisfacen el teorema anterior,-
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entonces i; es el 6ptimo global si y solo si existe A% tal que-
la funcién Lagrangiana tenga un punto silla global en (ij, x*)
Todas las pruebas pueden verse en Walsh (104).

Ahora estamos en posicién de desarrollar algoritmos mecanicistas
para el problema de programacién no lineal, en particular para el
problema cuadritico, pero antes expondremos el algoritmo del méto

do Simplex de Dantzig.

4.4.2 Método Simplex de Dantzig.

El método Simplex es la base para la solucién de problemas de-
programaci6én lineal, esto se debe a su simplicidad, a que puede -
ser mecanizado y a su facil implementacién para computadora. Esta
sostenido por una base muy fuerte de teoremas y teoria matemdtica
que no se expondrd aqui, pero que puede verse en Amundson (2 ) o-
con detalle en Dantzig (28) expuesto por su creador.

La idea principal del método se basa en que el punto 6ptimo se
encuentra en un punto factible extremo, se calcula el valor de la
funcién objetivo (lineal) en un extremo cualquiera, luego se cam-
bia este por su compafiero en el extremo de la misma hiperarista,-
de tal modo que para el problema de minimizacién el valor de IC?)
decrezca. Este proceso de intercambio y corrimiento continGa has
ta que f(;’ no puede decrecer mé&s. El hecho de que el punto 6p
timo de //f) se encuentre en un extremo puede verse de manera —--
sencilla planteando el problema en forma geométrica sobre un pla-

no, usando, por supuesto, dos variables.
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Definimos ahora el problema de maximizar la funcién objetivo:
Ly e = T
P- f), b PQ 7&7_ o + /DAI Al\/— P 1 (4.116)

i T
siendo P7- vy A’ vectores renglén, como:

~
o= R (4.117)
s
e T P A>o0 (4.118)

Lo siguiente es s6lo definir el problema y nuevas variables:

Anr

B = z PR (4.119)

f = ?;. A4a {4 (4.120)

he= L g4 py = ? " v (4.121)
7__ 2t

De esta forma, se procede a hacer lo siguiente:

1. Se forma una tabla en la gue las columnas son Pj, P3, ...,

Flw, es decir una tabla de coeficientes de las restricciones-
en la forma % .

2. Se agrega a la tabla anterior las columnas de vectores base;-

esto es:

t =4 o]
wau E Xﬁ ] ng*l =3 PQ‘.3 = | = (4.122)

hasta LM4+1,)L igual al nGmero de restricciones a continuaciédn-

de las columnas ya puestas.

3. Se agrega la columna Po de valores de la restriccibn, esto es
P

el nGmero gque aparece del lado derecho de < .

- 9 1
4. Los renglones seran ’i“‘,, fi“*i’_” iS6lo una numeracidn.:
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ALGORITMO DE DANTZIG®

 Maximizar: Fz21X,+ ¥ X2+
-Suaefa, a® X,*3Xs+ XKeg< ¥

1’, 'I'xq

2LX,+X2% . 4
X1 ¥ X3+ Xy %3
N = — —»
3 1B ARG R AR E %
¢ ® e s 1 o o 4 o
g 2 7 o o o 1 ©0 s o
? o I 4 1 o e 1 3 ©
Fe 2 ¥ /7 ! o o0 o0 - -
Je e o © 0 o 0 o0 o0 -—
7“?“ L ¥ 1 1 o o0 o0 - -
L % 1+ o = B o0 o Ys 4
# % o o -Bb - 1 o0 o o
¥ s o @ Y s 0o 1 3 0O
2 4 / / 0o o - W
: /;: v 4 o % T o o ¥ -
L Pecde s ® J -3 Y% 0 o - -—
42 B 1 e n K o o M 4
o o - -5 1 © % ©
g' %0 4 Yo Y2 0 W S g
72 t ¥ | I o ©0 o0 - ~
> ¥ 1 Y S oo Yy Wy -~
f¢-3¢ W 0 o - Sy O -y — —
il
%- ‘%l 1 o0 ¥ M -Ys o 1 4
J A £ [ [] "/; -’/: Sjs o / 2
A o 0 I Mo-Vio Yao Yy yn /
2 4 1 / 2 0 © = -
/,“‘ 2 4 1 2k Wio Vi Yy 1372 —
fo-3a 0 © 0 -The SALAL o = =
xl"—' / 1’;:: / X,’: Y x:: o
O elewmento fm‘fe,
TABLA-4.1

* AMUNDSON (2)
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El siguiente renglbén a los P se llena con los coeficientes de
la funcién objetivo, llenando con ceros si es necesario hasta
una columna antes de Po. Donde no hay valores se colocarédn -
lineas o cruces.
El siguiente renglbn se llena con los KHai esto es, el produc
to de los elementos de la Gltima columna (que a continuacibdn-
definiremos) con los elementos de la columna 4 y sumando los
productos. La Qltima columna Pj representa los coeficientes-
de las variables que no aparecen en P, de modo que en un prin
cipio valen cero.
El Gltimo rengldén de la tabla se llena con Pe-4e -

Cuando la tabla anterior estd completa, se procede a:
Escoger en la columna P4—24 el elemento mayor. Con esto se -
fija 4 .
Se examina la columna {;( FL }. 8e escogen los elementos ma-
yores gue cero y se calcula ?A/¢;4, en donde i indica el ren
glén. Se escoge el mas pequefio. Esto fija el renglbén j.
Se tiene un elemento en i y j que se denomina "pivote", En -
tonces se divide toda la columna por d%g lo que produce un-
uno en donde se encuentra el pivote.
Se obtiene un cero en el rengldén i bajof; multiplicando la -
columna j por di{/ljay restando elemento a elemento de la co
lumna i.

Los pasos 3 y 4 constituyen técnicamente un cambio de base vec

torial (Amundson (2)) y debe entenderse como el proceso de inter-



291

cambio y corrimiento. En algunos textos (Scheid (91)) estas re--

glas se conocen como "regla del recténgulo".

5. Se calcula %4 para cada columna mediante (4.121).

6. Se calculan los nuevos ( p¢—54). Es decir, en este paso y el
anterior se forma una nueva tabla completamente.

7. Si todos los ( P4—§4) < O se ha llegado al punto 6ptimo. Los
valores bajo Po son los 6ptimos de las variables. Si esto no
se cumple se inicia de nuevo el procedimiento con la nueva ta
bla.

El por gué funciona la receta puede verse en las referencias -
mencionadas, por el momento solo nos interes6 el algoritmo como -
implementacién del problema, para nosotros mis frecuente, de pro-
gramacién no lineal.

Se trat6 el caso no degenerado, se llama caso degenerado cuan-
do el vector Po puede ser expresado en alguna etapa en términos -
de menos de M vectores linealmente independientes.

El problema se resuelve de manera similar introduciendo:

AT
= & ?
P (e)=F £ g, 7 (4.123)

—
una perturbacién en Po. Debido a los valores muy particulares --
que suelen aparecer en las funciones objetivo y sus restricciones,
seria extraordinariamente raro que se presentara este caso en pro

blemas de reactores, por ello no se trataré.

4.4.3 Algoritmo de Wolfe (107).

Regresamos ahora al problema de programaciébn no lineal y con--
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templaremos particularmente la programacibén cuadrdtica. E1 proble

ma cuadrético general serd maximizar:
T
3= X Dx + cx (4.124)

sujeta a: AXx <« = & % b X > o0 (4.125)

7/

Definiendo la funciébn Lagrangiana:
T
F(x*, %)= XTDx + cx+ 3 (k — AX) Faeror,

se aplican a estas las condiciones de Kuhn-Tucker:

T &
il - F(X,2")=2Dx*+ ¢ - AA =< o (4.127)
es decir:
=
fLc-AXN+AN*" = O
2D X7+ (4.128)
Byl T ¥ T P4
Ay V)ﬁ ()(‘/7\ ) - (] (4.129)
Be: Tt =0 (4.130)
es decir: ¥ =0 SRR (4.131)
3. La condicibn 3 se satisface para cada solucibn factible.
* % i
4. PRl ke Tty 7 Tl ey B (4.132)
Xam+< ©s la variable ficticia introducida en la i-ésima res- -
triccién.

El problema general de la programacién cuadrdtica consiste en-
» ¥
encontrar X%®*20 , X420 , A y U™ 0 que satisfagan las

restricciones lineales:

/7

A SN (4.133)

AaDx — KA+ AF=-¢ (4.134)
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Junto con las condiciones no lineales (4.126) y (4.130). Para

seguir el método Simplex se prefiere hacer las A; no negativas -

mediante : Aoz~ 5L VERTE Y (4.135)
:-}_}‘- + & i L= AH, L, (4.136)
;A'>/o = A, A Z 2o Azvrr,,..,m (4.137)

La Gnica restriccibn que se introduce consgsiste en que Xj y vij-—
no deben aparecer juntas como una base no degenerada de las varia
bles bAsicas para cualguier valor de j. Ejemplos numéricos deta-

llados para lo expuesto se encuentran en Walsh (104).

4.4.4 Método de Griffith y Stewart (42).

Aqui se considera el problema no lineal general. La idea bé&si
ca del método consiste en expander la funcién objetivo y sus res-
tricciones en serie de Taylor hasta el término lineal. El proble
ma lineal resultante se resuelve por el método Simplex para obte-
ner una aproximacién y asi sucesivamente.

La funci6tn objetivo y sus restricciones se aproximan por:

for)x £08) + [V o] (5

(4.138)
2 ()= 9 (X + LV g0 (0)]T (25
(4.139)
con el fin de simplificar la notacién se introducen:
=) = 2 o >
= X—)( = /X,) /&;—é‘ - /X/
J vy TSN ey
C=gfre) 5 K
C=viiX 2’2‘7[ x (4.141)
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por lo que el problema se reformula como maximizar:

.y S
g =y (4.142)
~T . % > Z

sujeta a & j S Sl Sy (4.143)

No hay restriccién sobre el signo de ?Z pero se imponen limites-
a las ya‘: /'7;'/f 4“3' (4.144)
5 ¥ ; 5 o

Si '39 es la solucién del problema linealizado:
-y — -
Xa = X,Tj.'
(4.145)
se considerard el nuevo punto inicial. El problema lineal, por -

supuesto, se resuelve facilmente aplicando el algoritmo simplex.

Las iteraciones terminan cuando:

- >
i £ 8 B
| Xrei= %7 | ° (4.146)

se acostumbra introducir también una condicién sobre los valores-
de la funcibén objetivo:
/ - fol i
-t (4.147)
Desafortunadamente no hay nada que garantice la convergencia -
del método, aunque para la mayoria de los casos esto ocurre. Asi
es forzoso el uso de un contador de iteraciones en un programa -
de computadora. Ejemplos detallados sobre el uso del método pue-

den ser estudiados en Walsh (104).

4.5 Métodos de Gradiente.

4.5.1 Método del Descenso de Mayor Pendiente.

Consideraremos en esta secci’n tres métodos de gradiente senci

llos para optimizacibén no restringida, como hemos dicho esto no -
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es un obstdculo pero posteriormente veremos como se introducen las
restricciones. Decimos que los métodos aqui presentados son senci
llos porgue hay métodos muy elaborados, lo interesante es compren-
der la idea principal de estos métodos.

El nombre se aplica al problema de minimizacién, el problema de
maximizaciébn se referirfa como ascenso de mayor pendiente. El1 mé-
todo se puede visualizar facilmente: un patinador parte de una mon
tafila dirigiéndose hacia el fondo de un valle entre una niebla espe
sa gque no le permite ver el camino, entonces escoge para bajar la-
mayor pendiente y si en algGn tramo encuentra una direccié6n de ma-
yor pendiente la tomard y se desviard de las direcciones de menor-—
pendiente, no serd necesario que vea para llegar a lo mds profundo
del valle.

El método se aplica para minimizar funciones de dos variables -

por lo que se verd. Sean:

[x ()(,zg):o js,(x,/y]:o (4.148)
las derivadas parciales de la funci6én objetivo, suponemos que el -
sistema no puede resolverse facilmente de modo gue algGn método --

iterativo debe emplearse. El problema se resuelve minimizando:

2 2
Slxy)=Lfx(xy) T+ 19y (gl (4.149)
La direccibn en la gue mds rdpidamente decrece S es la direc—-
cibn contraria al gradiente; ademds, el gradiente es una aproxima-

cibn lineal de S en las cercanias de un punto ()QIgO). Entonces:

UG TR BT R

/ (4.150)
X.,,yo

Xe, o
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marca el descenso de mayor pendiente y la aproximacién lineal-

para un siguiente punto es:

A e e S o= o - A Sy, (4.151)
t se escoge de modo gue S(X,, y,) sea un minimo, entonces a par-
tir del nuevo punto se procede de igual forma hasta alcanzar otro
punto. La mayor dificultad consiste en obtener t de S( X,,y, ) -
lo cual conduciria a emplear un método iterativo, en este caso lo
inico que se ha ganado es reducir el problema iterativo de dimen-
siones y esto es importante. Por otra parte, no es necesaria una
gran exactitud para t, bastarian dos iteraciones del tipo Newton-
Raphson para tener un valor adecuado de t. El método se detiene-

5 H . ¥
cuando se alcanza un criterio de convergencia para ( X, Y ) 5

4.5.2 Método de Newton-Raphson.

La idea bésica de este método, gue ya hemos usado con otros ~--
prop6sitos, consiste en aproximar £ (%) por iteraciones sucesi--
vas mediante una funcién cuadrdtica. Se asume que la funcibén ob-
jetivo es doblemente diferenciable, se construye asi:

Sy e B L BNt A (XT()

Ajh(x\-I(SZ—qu't{X—Xé) F (X ~Xh) 9k + f (4.152)

oy
claramente, si X=Xk entonces ;y“?}:,[(x‘)_ck es la matriz Hessiana y
— » >
9k el vector gradiente de {(X) ,ambos evaluados en X = X&
: =2 / o >
Si ;/é (x) toma un valor minimo en X... . entonces ij {Xm]= o -
de modo que:

i >
G’,é (XM— )(/t) +j_2 = & (4.153)
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de donde despejando ;;A se obtiene la f6rmula de recurrencia:
~ = =] -
Xts = Xk - Gy 7k (4.154)
el método es convergente si:
~i =) o )
(- Gy 96 ) Je <R (4.155)
Agui se observa ya una caracteristica com@Gn de estos métodos:

todos son reiterativos. El nombre genérico se aprecia aqui pero-

es mids claro en el método del descenso de mayor pendiente.

4.5.3 Método de Direcciones Conjugadas de Fletcher-Reeves (38).

Si se tiene una matriz G definida positiva y simétrica 1los -
vectores P'# o v 1 # o se dice que tienen direcciones conju-
gadas respecto de 6  si:

p’ég = o (4.156)

Dos vectores mutuamente conjugados son linealmente independien
tes. Entonces puede enunciarse un teorema importante:

- - p Y

Sean Xt ¥ X ks dos puntos consecutivos de un esquema itera

: o T 4 P A - » O i
tivo para minimizar la funcibébn objetivo cuadrética /~(K ), si Xk
-

ES >
minimiza f(?¥] en la direccién i v Xhyr minimiza f(X)en
>
la direccibn X4y y estas dos direcciones son conjugadas, enton--—
—
&

ces Xp,, minimiza también a f(iU en la direccién <y .

El teorema anterior es la base del método de Fletcher y Reeves

para minimizar la funci6én cuadrética:

{()2): :

LX6eX + AEX S PG LT
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La férmula de recurrencia correspondiente es:

Xk = Xk + ')&: oQg

(4.158)

Los vectores Jh se obtienen de:
= . g rer + prdk (4.159)

a su vez las gk se obtienen de:
Jh = 3 + 2 Gy (4.160)

iy

ph =i§_ﬂ“_i (4.161)

[gk1*
Con el fin de no caer en un circulo vicioso respecto a las f6rmu-

-~
las se acostumbra escoger la direccibn J, como la del descenso -

de mayor pendiente, esto es:
=

L =3

(4.162)

3 -
>k es el valor de A que minimiza ,( P Akdk) que puede-

obtenerse inicialmente de:

¥ s TG . 2
X (- g G ded = g s

Generalmente qc <>?}z + Ak jh)no puede ser minimizado moviendo Ak
por métodos rigurosos, los métodos de bGsqueda vienen a actuar --
aqui; entonces, ﬁk se encuentra mediante un método de bGsqueda.-
Se recomienda en particular el método de interpolacién de Davidon
(4.2.7) con:

EE Flyl (4.164)
en lugar del valor que se habia usado.

Puede parecer que se ha aumentado el problema original a una -
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doble minimizacién, lo que sucede es gue resulta particularmente-
sencillo de minimizar ¥'(xf+ 1&4&) ya que es posible obténer es-
te minimo por un método de blsqueda: ademds solo se mueve un pard
metro AL y la tendencia puede incluso adivinarse con unos pocos

cdlculos en una maquina de escritorio.

4.6 Métodos para Optimizacién Restringida.

4.6.1 Introduccidn.

Lo gue agi llamamos "métodos" para optimizacién restringida =--
pueden considerarse como "trucos" para emplear métodos de optimi-
zacibn sin restricciones. Ya hemos visto tres métodos en los que
pueden introducirse las restricciocnes: Los multiplicadores de —-
Lagrange, el Calculo de variaciones y la programacién no lineal.
Ganariamos mucho si pudieramos encontrar trucos para emplear en -
este problema los métodos de bGsqueda, trucos diferentes a los --
que hemos recomendado: pasar por alto las restricciones y al fi--
nal observar si se cumplen, restringir los dominios de la bGsgue-
da o simplemente pasar por alto las restricciones confiando en --

nuestra suerte. Ahora no confiaremos en la suerte.

4.6.2 Método de la Proyeccién del Gradiente.

La idea bé&sica del mé&todo, aplicada al problema de minimiza- -
cibén, es buscar en la direccibn en gque f(f) decrece pero conser--
vando esta direccibén como tangencial a la frontera de las restric
ciones activas. Una buena idea desarrollada por Rosen (89).

La direccibn queda especificada por:
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-~ = ~Pg (4.165)

7 como lo hemos venido usando es el gradiente de la funcién ob-
jetivo y P es la matriz de proyeccibn, se le llama asi porque -
proyecta la direccién de 27 (maxima tasa de variacién de £ (X))
en las direcciones complementarias ortogonales de una matriz T
Tal matriz K se define por:

R = %\-: '.';.3‘_:1 \ (4.166)
For gt
formada por los vectores columna que resultan de transponer:

Vak= T g, gt ] (4.167)

Estos vectores son unitarios definiendo:

2
E AT AN (4.168)

si pMe tiene el valor necesario; es decir, se ajusta }lk de modo-
que Y73\2. resulten unitarios. Mediante un procedimiento no mos-

trado aqui se obtiene la matriz de proyeccién:

=1
P=T - N (NTNV'NT /o

Esto resuelve el problema de encontrar una direccibn en que de- -
crezca la funci6bn objetivo siguiendo una trayectoria tangente a -
las restricciones activas.

Falta considerar un problema: que el punto de avance no sea —-—
factible durante los cdlculos intermedios. Entonces hay que re--
gresar a los puntos en que la solucibn es factible sin transponer
las fronteras impuestas por las restricciones y poder comenzar a-

avanzar otra vez. La direccibn de retroceso esta dada por:
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4 =N (NTM )"w (4.170)

w = NTN}I- (4.171)

El método se completa por un método de bGsqueda; por ejemplo,-

interpolacibn cuadrdtica o cGbica son los m&s apropiados.

4.6.3 Funciones de Castigo.

Una funci6ébn de castigo C( X ) se define de tal modo que el pro
blema de minimizar f(?) sujeta a restricciones sea egquivalente -
al de minimizar la funcién no restringida:

at= £(2) » €(X) : (4.172)
El método debe su nombre a gue si se viola una restricciébn el cas
tigo es que 9' aumente en lugar de disminuir en la direcci6bn de-
la bGsqgueda.

Para confinar una funcién f(X) a un intervalo [—'quf]se em—

2mA
plea: A P2 (j—) k>0 mélenteros positivos) .
i

La funci6bn de castigo puede ser la misma para todas las variables
en los intervalos de restriccibn respectivos. En los problemas -
de reactores es mds comGn que el intervalo de restricci6én tenga -

la forma X, £ X £ X, las funciones comGnmente empleadas son:

]

c(x)= k 2% - (xX.+X2) ]ﬂm (4.173)
J: Xz = %X,
c /X)) = - A,zu[m ( W(ﬁx—(X,u&)J ] (4.174)
X’L'Xr

si se hace una prueba con una funcibn sencilla puede observarse lo

que se seflalé en el primer parrafo. Las funciones en (4.173) y -
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(4.174) se pueden generalizar para ¥ tomando para cada Xi su do
minio restringido particular.

Aungue el tipo de restriccibn sefialado es el mds comln en nues
tro caso, es posible que las restricciones sean del tipo general-

en cuyo caso:

C(X"):Zé,‘ IjA(x)] ki>o (4.175)
A
se usar§ si -(;)70. Si las restricciones son del tipo:
3+ p
ji (2\ —o (4.176)

se acostumbra emplear:

Tebricamente puede usarse ahora cualquier método de optimiza--

cibén no restringida pero:

1. Los métodos de gradiente no deben usarse porgue presentan di-
ficultades especiales (Walsh (104)).

2. Los métodos clasicos suelen requerir mucho trabajo numérico,-
las soluciones analiticas no son posibles en la mayoria de --
los casos.

Es mejor emplear algdn método de bdsgueda. Kelley (60) ha desa--

rrollado un método para encontrar ki de modo que se obtenga lo --

buscado; por ejemplo, si el problema es minimizar:
= e ﬁ A,(s =2,
3(R)= £(R)+ 2 i I9:00)] A

puede demostrarse que:

2f e e 4.179
QZ(QXQ.rz;Z,’tg Bxa‘}aq‘o ( )
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4 toma los mismos valores de i. Las derivadas parciales se eva-
ldan al final de cada iteracién resultando uwn k; para la siguien-
te, este se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones lineales-
(4.179). En general, h; se va incrementando conforme nos vamos --—

aproximando al punto 6ptimo.

4.6.4 SUMT.

El nombre de este método corresponde a las iniciales en inglés-
de Técnica Secuencial de Minimizacién no Restringida. E1 método -
se debe a Fiacco y Mc Cormick (36) y consiste en reemplazar el pro
blema de minimizaci6bn restringida por una secuencia de problemas -
no restringidos de minimizacién. El problema de encontrar el mini

5
mo de  {(¥’) sujeta a g4 (£)>o se reemplaza por la secuencia:

. wa Q; 12y
2 (LAY {R)sTe Z T : (4.180)

en la cual Th>, o w;>opara toda ke 4 . El término agregado-
puede verse como una funcién de castigo que cambia secuencialmen=
te.

El éxito del método consiste en una eleccibn conveniente de Tk
Yy Wi , Y una regla es que debe comenzarse a partir de un punto -
factible. Los wi son factores fijos que no cambian durante el -

cdlculo, la eleccibn se hace segln:

Wi = W L ay
5. R) g () (4.181)
escogiendo W, =/ . Escoger 74 no es fdcil, una mala eleccibn

puede conducir a un gigantesco esfuerzo de cllculo; si se define:
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P(,?): % Wi

£ W (4.182)
puede escogerse 7, seg(n:
Fa [(vf(x*,’))T B2V f (<) ]2
(vp (R)TH () vp () (4.183)

H es5 la matriz Hessiana de P(x\. La ecuacibén (4.183) procede-
de un andlisis mds o menos complejo pero garantiza la eleccibébn 6p
tima de 4, y ya se le tiene ahi.

Los valores siguientes a 7, no influyen en la eficiencia del -
método siempre y cuando:
1. A, se obtenga de (4.183).
2. Los 1, vayan decreciendo secuencialmente a partir del valor-
inicial A .
El método converge a un minimo Gnico siempre y cuando:
1. El conjunto {,2: g;(?)>o} no es vacio.
2. Las funciones {(R®) y ‘34(’?) son ambas convexas y doblemente-
diferenciables.
3. Para cada valor de ¢ {)? i fr()?\é(—, XGR} esta limitado, -
agui R es frontera cerrada de {:21 3;(?1 >D} -
4. Para cada T >0 la funcibn objetivo modificada (4.180) es -
convexa uniforme.
Como en los otros casos, la minimizacibébn secuencial se efectGa --
por algGn método para optimizacién no restringida hasta gue las -

iteraciones alcancen un criterio de convergencia.
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4.6.5 DFP con restricciones lineales.

El método se basa en el método de optimizaciébn no restringida-
de Davidon-Fletcher-Powell y fué desarrollado por Goldfbar y Lapi
dus ( 41 ) entre otrosj nos basaremos en estos autores y nos con-
cretaremos al algoritmo para f(X) = —l;_ xTox + bTx +r e .

La idea bAsica consiste en modificar la matriz Hessianal*k que
define la direccibn de bfGisqueda de tal modo que las restricciones
se cumplan idénticamente en toda la trayectoria de bGsgueda.

El algoritmo es:

1. Escoger un punto inicial factible.

2. Determinar la direccibn de bGsqueda:

A = ~Hi g4 (4.184)
Hi se determina de:
Hin = He + Ak + B H =T (4.185)
para lo cual:
Ai = k4™ /487 Y (4.186)
Bk = Ax Yo He /2 M Ve (4.187)
44k = A8 (4.188)
Yo = Jhe- Jh (4.189)
X =fcTayclgn (4.190)

€7 es la matriz de coeficientes de las restricciones de forma:

cTx 2 & (R. activas).  (4.191)
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De la forma lineal de las restricciones es de donde el método toma
ventaja. Si 1£h=0 g ﬁaOel método se detendria en la primera ite-
racibn puesto que se ha alcanzado el minimo.

3. La restriccién con el valor negativo mayor de A se relaja me-

diante cualquiera de las ecuaciones:

He = Hey « c<7/e* x>k a0
Hogo = Hbg + PaaCecly Py (4.193)
CTP -.C-r
P1“' i C}'(Cq-‘u C?-A_‘C‘1-l (4.194)

C'?‘I es la matriz C en la que se ha eliminado la columna ¥ . -
Se determina entonces si la direccién encontrada modificando H

es factible respecto a las restricciones pasivas, solo la direc--
cibn de - ?h es la factible. Si esto no sucede se vuelve a de--—

terminar Hy con:

~
Hpa = Ho — Bec (CTHRE) CThy (4.195)

el subindice mi indica gque se han tomado en cuenta ~w restriccio-
nes activas, este se aumenta sucesivamente mientras no se encuen-
tre la direccibn factible.

4. Se inicia la bfisqueda lineal cuando se ha encontrado la direc

cibébn factible, esta se efect@la iterando con:

Xpro = Xk + 4k (4.196)

5. Si durante la bisqueda se alcanza la frontera de una restric-
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ciébn se modifica H y de nuevo mediante (4.192) 6 (4.193). Se
regresa a la etapa 2 cuando &k: O ,de otra forma se inicia
una nueva bGsqueda lineal modificando H |, y se repite este -
paso hasta que se encuentre un minimo en un punto factible.

Cuando se ha logrado un minimo en la bfisqueda lineal se vuel-
ve a modificar Hy y se regresa al paso 2. E1l método termi
na en dos o tres iteraciones después de que He factible ha
sido determinado; es decir, después de dos o tres veces de re

gresar al paso 2.
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Apéndice 1. Referencias de Programas para Computadora.

Las siguientes fuentes son de extrema utilidad para consultar-
programas ya probados de Matemdticas Aplicadas: Carnahan et al -
(17) . Contiene una gran cantidad de programas, de uso general, -
en Fortran (IV) Gtiles en gran variedad de métodos numéricos-
villadsen y Michelsen (102). Proporciona un paquete completo de-
subrutinas para soluci6n de ecuaciones diferenciales mediante mé-
todos de aproximacifén polinomial, en particular métodos de coloca
cibn, en lenguaje Fortran IV.

Slinko, M. G.; Bartman, K. "Kybernetische Methoden in der cChemic-
und Chemischen Thecnologie. Methoden und Programme zur Berechnung
Chemischer Reaktoren". Akademie Verlag, Berlin, 1972. Represen-—
ta la fuente mas completa de programas para cdlculo de Ingenieria
de Reactores. Lenguaje Algol.

Caraccioli, A. M.; Guerrero, J. "Clasificacién de Programas de Bi
blioteca". CSC. UNAM, 1977. Proporciona una cantidad enorme de-
subrutinas de Biblioteca aplicadas a las matemdticas en todas sus
ramas. Se emplean varios lenguajes y sublenguajes.

Crowe et al (21). Es un texto basico para aprender los fundamen-

tos de la simulacibébn digital de plantas quimicas.

Kuester, J.L.; Miz, J.H. "Optimization Techniques with Fortran".
M& Graw-Hill, 1976. Programas para el Capitulo 1IV.
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Apéndice 3. Nomenclatura?

Dh

concentracién de la especie A,

concentracidén de la especie B.

concentracién del componente clave, par&metro de coalescencia.
capacidad calorifica a presibfn constante.

coeficiente de difusividad de masa.

RTD, Energfa de activacibn, estado estacionario (S.).

flujo volumétrico, caida de presién por unidad de longitud.
masa velocidad, funcién de transferencia.

matriz Hessiana, Hamiltoniano, coeficiente adimensional de - -
transferencia de calor.

calor de reaccibn.

funcibébn de distribucidn interna de edades, funcibén de Bessel-
modificada de segunda clase.

grado de Segregacibn, funcibn de Bessel de la. clase
constante de equilibrio, ganancia proporcional.

longitud de reactor tubular, parametro geométrico de @.
perimetro, probabilidad.

pelinomio.

calor.

velocidad de reaccibn, constante de la ley del gas ideal.
término de fuente

temperatura

funcibébn generalizada, coeficiente de transferencia de calor

* yer las notas de la Introduccién.
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volumen.

drea especifica de un catalizador.

catalizador ( S ).

valor critico ( 8 ).

difmetro del reactor ( r ), diédmetro de particula (p).
error

factor de fricecibén, funcibn objetivo, "fluido global" ( S )
funcién de transferencia, restricciones.

coeficiente de transferencia de calor, "calor" ( S )
constante de velocidad de reaccibn, coeficiente de conductivi-
dad térmica.

coeficiente de transferencia de masa.

masa ( S ). valor maximo ( S ).

orden de reaccibn.

valor inicial ( 8 ).

probabilidad, presibn parcial.

cantidad en unidades de masa.

velocidad de reaccibn, coordenada radial

"subindice" en ( S ).

tiempo.

Variable de control.

velocidad lineal.

frecuencia, flujo volumétrico, refrigerante ( S ).

conversibn.
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X,Y.,2 coordenadas cartesianas

z coordenada axial ( longitudinal ).

funcién gamma

incremento

operador nabla

funcién de intensidad

presidn total, multiplicatoria ( con subindices ).
parametro para criterio de estabilidad.
coeficiente estequiométrico.

aumento adiabético de temperatura

nGmero de Arrhenius

funcién delta de Dirac, variacibn, incremento de moles.
porosidad del catalizador, exceso de reactivo.
factor de efectividad.

tiempo medio de residéncia

frecuencia media por paso, multiplicador de Lagrange.

N2 0 S 40 xR P H <>

momentos, viscosidad.

densidad

Q
P

variancia

N

tiempo

médulo de Thiele

RN

c.s.t.r. Reactor tipo tanque agitado con flujo continuo.
p.f.t.r. Reactor tubular con flujo de pistédn
f.b.c.r. Reactor catalitico de lecho fiijo.

e.d.o. Ecuaciébn diferencial ordinaria.



319

e.d.p. Ecuacién en derivadas parciales.
( Se usan tanto en singular como en plural ).

m.w.d. Distribucién de pesos moleculares.

L transformada de Laplace
Bi No. de Biot

BoO No. de Bodenstein.

Da " No. de Damkohler.

Pe No. de Peclet.

Re No. de Reynolds.

Px No. de Prandtl.

Sc No. de Schmidt.

st No. de Stanton.
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