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INfRODUCCION 

La idea de los monopolas magnéticos, partículas estables que llevan 

carga magnética, surgió de la asimetría de las ecuaciones de Maxwell. 

.. .En caso de . existir monopolos magnétic~, las ecuaciones de 

. Maxwell; senan invariantes ante Ja. transfonnacion de dualidad . : _, __ ;~:_' ·~.:.·-.:. ... : - .. ' . . . - : ' ". -~ - ... . . . " ' - . . ' . - - . ' - . . . . ' . - . . .. . -. - . . . '' 

E ------... B 
B ----~-.. _:E 

' Jµ '. ----;_~.... kµ .. 

k.fl".;;. ---~ -.-~~-+~2!-~:·7 jP;,,. 
, ·· .. ;·,,. 

donde . iCIS··· ciunpos elect~1~0 :y. n1~~tfC:cJ, ·5'P2y·¡¿ji. las 

. ·· .. c;orri~~ ~léctrlca.y magnética respectivamente.: 

~?: .:.:-
e cia . de . monopol(l!!; .· -~ l'l'lagnéticos .. combiriácla. qon Ja' ni~ca' . C1Járitica .· .. ·: .1:~ft 

_implica . 'la ~ cuantizaci6n. d~ ' ~ Carga eléclrica .... :Hasta ento~ . ~ ºse . /j:{'~~~ 
sabfa de ningún otro ,mecanismo que explique la cuantizac16n de la :carga · ··· 

eléctrica, que es un· fenómeno que se observa en la naturaleza. 

· .·Otro argUmento igualmente interesante lo ~ieron 't Hooft. y Polyakov 

... tiempP de.spuéS. Ellos descubrieron que la existencia de · monopolos 

magnéticoS s'i.Jrge de ideas 'muy geriérales de la · lD11ficaci5n de, 1J1~r:!t:"ªC:ºio-



nes fundamentales. Polyakov y 't Hooft demostraron que las teorfas de 

"gran lD1ificación11 con rompimiento espontáneo de la simetrra necesaria­

mente contienen soluciones de monopolo magnético. 

Mientras Dirac demostr6 la consistencia de monopolos magnéticos 

con la mecánica cuántica, 't Hooft y Polakav demostraron la necesidad 

de monopolos magnéticos en teorías de gran unificaci6ñ. 

Todas las teorías de gran unificación poseen un grupo grande de 

simetrías de norma exactas,. que mezclan las interacciones fuertes y 

... . • electroaébiles .. -per(J ·estasL.simetría$» tienen una escala ·.ckl masa de 
~mpirniento ~mio CI~} ia sim~tria - CM~>.-:''. row gryu,de. ·· .. ·.·. L.as > 

ptppiedades del l'.llonop0lo magrético, como su masé y tam~, estan 
. determinadas por· esta escala. Por ejemplo, para la teoña de gran 

-/<~fl~tjiQJ1 ~sacie en el grupo ·SU(S) se. encuentra que!: 
....... ,. .. :.::~;·::;. \•. - .:,: :.~~,~;:::;_· .. ·•· .-~--·-.,:_:_.'.~~<· ..... : 

Esta carga magnética está distribuida en una coraza· C:orí radio dél orden 

Mx-1, la escala de distancia de unificación y la masa del monopolo es 

comparable con la. energfa potencial magnetostática de la coraza. 
La existencia de monopolos magnéticos es· t.ma consecuencia muy 

' . ' -.. 

general de la unificaci5J1 d~ interacciones fundamentales. Pero una cosa 

es decir que los monopolos deben exiStir y otra muy diferente que 

6 



tengamos LD1B probabilidad razonable de observar uno. Si la masa del 

monopolo es tan grande como la esperamos, no hay ninguna probabilidad 

de producir un monopolo en un acelerador. La mejor esperanza de 

observar ~ monopolo es en la radiación de rayos cósmieos. Pero como 

ningíln proceso que oclll'TS en el presente universo ~ sLflcientemente 

energético, los. mooopolos ·que haya por ahí debieron haper sido produ­

cidos al principio del .uni. verso., cuando había energias muy altas. Esto 

significa que la abundancia de monopolos magnéticos es un fenómeno 

.· ccsrr,iol6gico~ 
' . ~-: . ,.. - .... -~ -. - . : ;·-: - ·:, 

'., -.- -- ,-· :• -'' 

Hay ~ astrofrslC:oS. qua ponen .. lJl'l<· ifin1t$ '"ár flÜjd·· de 
rncnopolos en Ja radiac16n de. rayos cósrriicos. ·. Uno de estas ·límites es · 

· ellfmite .de Par(cer. El argumento es el siguiente. cParker, 1970): 
. L ; Las 111ancpp1as.~COS' d~beri ser aeeleradas ··por· el csrl1pg ·magnet.iCD 

• 
1·~~fu~!:~~;,~···hl{~~idad·· ae·.··~·gf!-~~~;f'.~~; •... 

- ;:·:'-

- . ~· ~-- .. - - "'""·~-~···-~, -- .· , ... _ .... · .. "·--·., .. 
'--:.,:.::·:.?··.;<·::·.·.-~:'.:.~--:-'.~.;_:.-.~~·,. ;::.-~.~.·.·.:.'" .. :· .. -~:' . --~>,_::; .. ;:; """~;~' ,J ....... ·. ;.~. : • . • 

. ·~ . ·~· , .. ,·" . . . . ":·.·.:·: ..... ~·-·~·· -~ ... ~~:~·. ~~·¿.~;;~ .~·~~ ·- , 

. B::: 3 X 10-IGat.SS . 

'clU/dt = .<gnv~~> 



donde n es la densidad de rnonopolos. Para que la energía del .campo no 

se agote en un tiempo 'L de aproximadamente 108 anos (que es el tiempo 

de regeneración del campo) llegamos al límite de Parker: 

F = nv ( F 0 = B 
8rrg 

que., al evaluarlo en los valores mencionados anteriormente., nos da: 

·~t~'.Thn1te ~·;.-1ridept:!ridiente -de·:'~ ma~a del ·moncipolcF55i'. 
menor que 1 o l7 'Gev. sr la masa del monopolo está érltre 1o17 .y 
Ge V., . entonces J:?ay que ~ eri cuenta efectos ~a'1tacional·~, 
jrl!1it.3qile se obti~eSelslguient~(T~ret ~l, 1982)· 
-. -~~~._::.:~: ~'.·:·::.~:_:~>~~·:·~ .. e;:>:_,: , <;,.;··,:'}'.,{y(;.{~(<·\.~/-.;:,;~~;~:;<.; ;-. ·~.' , .. ·: ~\: .. ~~_'.·:·~~.:-\ :<>: :.·· \ ; ·:· .". .f.~: .;.' _· ... ~.; ' . -';.':,'' . ." 

• ''' '. 
- -·.1;.;_:: .• _ •. .-· ·'.::'·,_s , .• - .. ·.; . .:. ·- ,, •. -·-. - - __ . _ _., ... '·· - .:.: .. -~ . 

:_ ,. ,·' _:~·-::·· . . . . . ... ,. .. , 
· .... 

·.< 

. ;: µisten dc$ .~~ . ~!mentales .. · no confirmados que podrían _ "-

·mc~!.'.~··po~.·.r··.·r~~t:·r·~~4~-;:r~~~~gj~;~'.f ':~;~ 
F ~ 1 o-t3 cm-Z s-l sr-1 

' . 
Estos límites indican que el flujo es .muy pequer,o. AdemáS,, si los 

monopolos son. muy pe!:;~dos, los que . bombardearan la tierra .probable­

mente se m~verían con velocidade::3 del arde~ de Io.;;3 c. La deteccioñ 

a 

'.:~-. \/,')?~; 
·' ,· . ···-~ .. '-~'''"'' 

', o .::·.(J 
,· 



de estos monopolos lentos y escasos es un reto para los experimenta.;. 

dores. 

Incluso si nunca ·nadie detecta un monopolo magnético, ciertamente 

hay m~ho que ganar d~l estudio de la teoría de monopolos •. Hasta ahora, 

el estudio de la teoría de monopolos magnéticos ha contribuido mucho a 

entender las · propiSdades no lineales de las teorías dé norma. En este 

tema surge LDla aplicaqi6n iqteresante de los conceptos de solit6n y de 

teorfas de homotop!a a las teor!as de campo no-abelianas. 

. · 'Elup opli;Ito de~ ,t~1~·:e5¡ ·~ •·desCrÍpéi6n ~ieé cfe'1Jtkrn~n0p0lo_ . 
. . · . , magrét.ieo .. en movimlento ·· arbitrario mediante una .&~Uzaéian del 

· -ansatz de 't Hoofl. yíPolyakav y.a partir de este resultado ermntrar la· 

,, . ·.~re!i16n :para .. Ja radlab16n. def rncplpCll(J y. estuiiar . la estabilidad del' 
L ·~:..ii~tirila~:::: · . .-<'><···' ··:.,:oS. 

····:·_:-·::-_':·.·····,:y,·~:.·.: .. - :. .-·· .'.'<··:: _: . . .. 
: ~-.: .. }· .:· ...... - ; . . .. 

. ·-· . 

. En el.,, caipftulo. l • tiacemo& :1.J[18 '~16.i a lo .. Cp.a ' sdn 

. • ····· teoñ~ de Yang-Milis.· En · el .·capítulo _II expUcam,cs bravamente . el .. 

F!:,~an111~1~~ra1,;,··· 
·pár"a un monop>lp en movimiento ·arbitrario y sm própiedades· se estulia: · 

- . en el,capftulo IV.· Eri el.:caprudo V·se ·hace una:generalizaci6n del 

;ansatz~;:~de~-:._'t.~-:::HoOft-Polyakov.=.;:a;. un -rrionopolo·· ,con, velocidad:· ·constante - . 

y se: estudian~algunasJ:le. sus.propiedades •. A:par-tJ.17 de· este·re5ultado se 

. ~ la;.generalizaci6n .. del"ansatz. a: un .. moncpolo. ~n movimiento 
'arbtt.nrio ·;y. ~ Cl11~an'1es caltll>cs. elfict.rlco y .maglÍét.ico en la ·aproxi~ . 

. maci6n .de"-baja velocidad.·. ·Finalmente, :se Qneuent.ra la exp~16n para 



el flujo de energía del sistema. En el capftulo VI se hace un resúmen 

se obtienen algunas conclusiones que se derivan de de los resultados y 
estos. 

lO" 

- .. , ·.__. . ·: ~ 



CAPITIJLO I 

TEORIAS DE Y ANG-MII I S 

1.1 lnvariancia de oorma· en elect.rodimmica 

.· .. · .. ~· Cpnside~emos la de~~fad La~angiana para. un. electró11 l.i,bf~=t .. " .. , ..... , ... <> < ;:.:i 
,/ :::::. __ , i •.. , _ , ·- ·.~'" ·.x~~·;_~-·-

.;, __ !: _~ ;. -.:: .:·:·~i:-~y.:; f"• ·:,~:_-~--~>;1#i;,, 

~- ,,_.-~N~~ I.1 . 
- ·: :-~~¿~¿ 

~e x rep=3.,,-¡t,, elqua~\Vector de posici6n x [t,rLy LJS'lITips . .tjdades . ······~ 
· ft".•·· ~~/~~rt. ·~;~;~!~~~Jr.~~:~~:. ·º.•.·.·-•.:_:_am.!ji!~lf.•~-· .•. : .. ·.-.:~ ..• : ···.·· •. ~~~. 

t.ransfonnaci6n de fase o transforrliSt'.:i6n' globSl . · ;;; . .{/., 
··p~ 

'·(! 

'.'-)3 - ' ' . ·~ ~ 

··· ;:,_··;,¡;t~.-.Y\:CJ'.:. ·.,_;\:::.:::31/c~x) .... : ... :>:_···_3~ :. ~}f>.\(~). = ' .-,<fI~=._ .. }J+~~}~~~t · · ·· ··· · ·· · · · ·· ·· · · :;z~ 
., ..... " . D. e.· acuerdo .·.··.a.1 .• ·. teoretll~···dd:~!;:¡~·:··;;•;fl 

• dótide ·ª· es 1~. constante. . '. . . . . -
invariahcia de L-i) ante la transformación I.2 da 1ug<~r a· l~~ s_icn_ •. " ·e~te.·.·.·.··. ..·h~ 

b~ :.:~ 
-~ corriente con.servada 

. 
1.3 A == 

-~" 
Supongamos que ahora queremos ~offitruir üña tearía·erilacual:L0 'sea 

10 



invariante ante una transformación de fase dependiente del espacio y 

del tiempo, es decir, l..D1a transformación local: 

yCx) 1/J 'lx) -= 
_¿<><()e) 

e. '1.jJ(x) 

L 0 no es directamente invariante ante transformaciones locales, debido 

al término de la derivada aµ ' ya gue al hacer t..Jna transformación 

local, este termino se transf onna como: 

1.4 a __ , "P' (x) of 'lj>'(x} = 

:. ·.... ·, . - -

. - .j (x) of ·-v ex). 

·_··.'.'-•·'·-·'.;._,-,,,.:_¡; __ , ___ ' 
- ;·,;".::'.'~ .- ~-.. -.... 

.. 

N~ék;il.:im~ rC>rinar'> 1Jna derivadéÍ covariante Dµ '~ torri~ el 

Bµ y que se transform~ C'?mo: 

~· ~ t~~~:.;np ~'t.~i</····•· ...• ··j·¡t~? ~((~~]'?. =••····cit'-t"~ .JJfa. 'Je(~)' 
-, ·~-· ... ,.,,. 

de'. m~a que 'll(x)D µlJl(x) sea. invariante ante . la transformación local 

de fase. Lo anterior se puede lograr si escribimos la derivada covaria~ 

te como: 

I.S 1>f = (of + i. e Af) 

.11 



donde a Aµ (x) se le llama campo de nonna. Para que la ley de trans-= 

forrTiación I.4 b se. cumpla Aµ debe tra~formarse de la siguiente 

manera: 

Ar (.x) 

Al introducir la derivada covariante Dµ y el campo de norma Aµ , el 

lagrangiano transformado queda como: 

·' 
. . 

· y 'es invariante ante l(is transformaciones locale5 simultaneas: , 
. . 

~-···-.•. .. . .¿~ ~~~\-;"P~~'.c·: 

··~·· . 

,-.\:" ·'';··~·-;:',',·.-.;:.·: .. , ·,' ·,· .•. ·.'· ; .. ;.-_.,., .-. . ,•-'"·" ,•. ¡_._.,.,, •. ;:.'·>' . "'' "···.···,-•• ~·.-•·o·-·~:,··.··• 
·~-~-. ,,·,~·1 ·~z"::~·':'::'"". ~'-~:·: ~- · .-,-·, :-.- .-~'··::''.; ":·-'. ·~<''?:" -:~ '•:·" "· 

···=·~·~i'~1±~·~~ ~jf~ª:'ilt:ti· 
conla eorriente conservada dada por I.3. 

Para que el campo de norma sea una variable dinámica hay que 

añadir al Lagrangiano uri término· que contenga sus derivadas. En 

electrodinámica es bien sabido que lo anterior se logra introduciendo el 

ten:;or electr[)l!lªgnético . 

l. 7 



Es interesante notar que F JW se puede obtener a partir de la derivada 

covariante, ya que: 

I.B 

A partir de la regla de transfonnaci6n para p µ tenemos 

.... :_:-, 

• 
• • 

I es.deci+, F' ., es invariante ante. la.transforrrtaci6n I.6.' ElLagrélJ)gi~no. 
>(L.: .. : •• ::•:ci;~.,; ·, '· ', ·:~· ;,;J.1;11••,. i < " . \ : : · .. ·. ,·: .. ·· .. .~ . :. · '·:/• · .. ·. . , . · · · • , : ;: > 
;.:·· ., li~re ~~.A. · .. ·que··~es:· i.nVárii~.nte ·,de·· LofentZ· e· ··1nvariante .. ·He: norma j;e<· 

·····....... ptiede .. escrihi~ cóm~· .·· "~·-::O-·~,\ · 

· · · -·::, .:,: .... -.-:::~.:.~x;~,~::L~:, 
:l' ... ·1:·· -, ... •• -. ·-, . . .. ,- ·, ... " . e ··- ' - _.,.,.- .. -. ~;~~.rr::'!_:,·::;';'."->'' 

. /: ~ra, ~· ~ÚÍrj~~ ·~te·. ry ie'1o· i L,agY..aligiano: ~ coq~ierie ·losf; ).~r:tni.~ . ·• .... 
· dinámicos>del cam?i de ~nna al Lagral,gi~ traiisfaMnapo l..·~·.q~aj18s 
a: 

que es el Lagrangiano para la. ·electrodinámica cuántica (QED); si A . se . . ......... µ .. 
identifica con el f ot6n, 1'> con el electrón y e con la carga eléctrica. 

13 



Entonces, L~ed es invariante ante las transfonn~ciones locales dadas por 

I.6, lo cual se conoce como invariancia de norma para L d • Con lo qe 
anterior· hemos visto que el tratar de imponer una invariancia de fase 

local a un Lagrangiano de un campo de materia libre nos lleva necesa­

riamente a la introducción de campos vectoriales de norma ademas de . 
fijar el t.ipo de interacción entre los campos. 

El Lagrangiano I. 8 tiene las siguientes características: 

El fotón no tiene masa debido a que no contiene el té~ino Aµ Aµ ya que 

no· eS 1.D1 invariante de. norma. EL;acoplélf11_iento d.elfotón .a cualqu~r=r 

········C:*1f'oaa~~atE!~i~••-~ta;deterrt)inaaQ¡lot.~ú.·propie~.:d8,Jr~f~nnªci~ri···· __ 

ántf! el gn.ipo de simetría •. EL Lagrangiano L no tiene ~un auto~~oplamie~ 
to de los CéU11pos de norma debido a que el foton no lleva carga. 

· I1lªS simple. . 

~·-.:.:.~:~.:jsl,:_-~}ª~:.'.~~\~~~: ~.~-;~~-:;~~~e~.··~: .. ~.'. dQl.Jle~~·-.·~~-~• ~-~:~j~f r,: .• : 
. . ... . . ' .. ·.·: .. •.. ..•·::.:-_·. ··"······•>\·J .• 5• .... ~ 

; ~ ,'·:.;·~.~}:.~~··:.···"·'. :.·_¡.:,,',,.:.-'_'._.:-.,.(' 

. ~-':' ... (·.·.··;··········1P_·• .. ·. ·_i·)~·.· .. "'·"\' ·- '.' ': •... '·:. 'l':á. . . . • 

}\l hacer una transformación globaldel gnJPO SU(2), l}I cambia como 

"/1(x) 

donde 



U.:: exp\_-C:. i.~Q~ 

y r i son las matric~s de Pauli {los generadores del grupo), que cumplen 

con la relación 

y·do~e además tEITTer11os que 9(9 1 ,92 ,03J son la:; Fametros de las 
.· transformaciones ~r:!l.griJpc?: SU (2). · .·· El ~gt~ianó ll~r~: ·· 

.. . 

,' perrrianece 'in~riant~ ,a,rita:.Ja transformación glo~l, es decir, . ciicirido e 
· .. ·.·.·es.·:irla~peridl~n,t$h~~·-~·-·····:~A]?·~~r.;~·.·~~ói~11~ci6ri··~cie·•.···n0i"iÍi~'~·.1bci~i· 

tenerilt>s:. 

·1·9· . . . . , 
'"· . -

U..{9(x)) = exp(-·t. Z·~(x)) 

Nuevamente, el Lagrangiano libre no es invariante debido a que el 

término de la derivada se transforma como: 



De manera similar que para el caso abeliano, definirnos l...D1a derivada co­

variante o/1. e introducimos campas de norma vectoriales Aj (j=l,2,3 
µ 

uno por cada generador del grupo) que formen la derivada covariante a 

través del acoplamiento mínimo: 

1.10 

doride g es la CQJ1Stªnte _de acoplaJT1ienta. La transformación. de la 
:' def'."ivad~·-1:::6Yariante'LlO·sesuporie igual·ála de \JI, as decir ; 

J)r "1> ~ ( Dr '/')' = ute) Dr 11' 

~'2~~~~ci9!' avt~+~~<>f>t~i"rn0s.111··.reg1ade .t~f~~d~~;¡.."'~.·.:··•• 

. ' ·.: : ' ~ " 

J~~. • ., ,,: ..• _,,.:.,, •• , .. ".'" ·- .;.,,,., - •• -. '" -: -

-· - .. "7.A . \J IL.. 

'- I 

relación que define la ley de transformaeión para los campos ncrabelia­

nos · de norma. Si la transformación es ·infinitesimal, es decÍI'.", si 

EJ ( ( 1, r.·g se convierte en: 

16 
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con lo cual 

- -.\ 

°l>·A~ ,.. 

U. (e) ~ 1 - l i. · 9 (x) ,_ 

es decir, la variación de los campos de norma es: 

I. lt 
\.l . ~ . "- • 

Ar ==- ~r -t E;j,.. e .. Ar - ~ ºr ~ 

El segundo término de t.11 muestra que A~ se transforma en parte 

como lD1 triplete {representación adjunta) de SU(2). · 

. Para ·. obtener los términos cinéticos conSt.ruirnos . un tensor de 

~º;rango E
1
Jll útilizalldo una rela~iOri sirriilar a 1.8: . 

.. . -~ (. ... · . .·.. ·. . .·• 

L~ C-rf lfv }1J> - . (, ~ lj.~. 

que es la generalización del tensor F µv al caso no-abeliano y muestra 

claramente que los campos de norma se acoplan entre sí, es decir tienen 

carga. La regla de transformación de F µv la obtenemos a partir de 

17 



lo que nos lleva a {ver apéndice C): 

1.13 

En el caso de transformaciones infinitesimales, e. ('( 1 , I.13 se 
1 

convierte en: 

O.' 
f = .Jº' .· .· 

FQ. 
r-.1 ... ~-~. e 9~ Fe. 

~ . . f" 
\. . 

y como vemos; en este caso F se transforma como un triplete de . . . ·. . µv . . 
SU(2) •.... Para·construir .el término.cinético notamos que 

,:., __ .. , ... • 
·-~ 

~$7eSilJl1 in~ri~te, de manera que el Lagrangiano La que corresponde al 
término cinético es: 

. "~ . 

El Lagrariglan0 68mpleto; qtie representa la interaceión entre campos de 

1
nonna A i y un doblete de campos espinoriales \ji es: . 
' µ ' . 

l.15 L = - ~ tr~ trr . + y .i.1r Dr 1f - m '4' 1J> 
. . . . . . 

. . . 

forde F µv )' Oµ 'JI están dados por I.12 y I.1 O respecti vámente. Hay que 
iacer notar que este Lagrangiano permanece invariante ante la lransfor­

r&ación de noi-ma ·donde "1 y A~ se transforman simultám~amente de :. <. · . 
. ·.:· \;-"\\ \~~ '" 



acuerdo a: 

1.16 

y 

____... 1.f' (.x) = U (.0) ?.p (x) 

1.3 Teorías de norma no-abelianas: generalización 

. Sf querernos generalizar el método anterior a grupos diferentes de 

. $Ü(2) tenernos qu~ hacer .ic:>S ~dguiente$ cambios: . 

Consideramos un. grupo simple de Lie. G cuyos generadorSs'satisfaCetl.el 

álgebra: 

.'. .. t.~ ,.i:=~1 = 
·-t·. :·· . ·"' ····-

:~~i:*~:n~l:; =~:=~::~ 
·::•·.·-··~c!itn~i~~.N~N,_~~.c:~p~~-~f1= . 

.... ,. .- ._.,. . ..,_. "•'->_,-,·,,..: 

'l.17' r.T°" T~t··--.,~ {¿~~cT~ -L I - . . ..... 

donde ,.a y Tb so~ matrices hermitianas de traza nula que satisf~en el · 

álgebra de Lie y estan normalizadas de manera que: 

I.18 

i i '•• ,, ' ' ' ·• '' 
Es conveniente representar a F , A , etc. como matrices NxN gene-

. . }JJI µ 



radas por las matrices ~, es decir 

A o.. \o..= A 
r r 

En este caso la derivada covariante es 

La derivada covariante se tiene que transfonnar de igual manera que \)1: 

...... 

lo que nos lleva a que la transformación de los campos es: 

·· E.Ji.~fcaso· d~ trasforinaciioJ"les infihltesimáles··ce ·•<(;>,!)~ 
·.: . . . ·.···. ···.. ·· ... ·.·. .. . ·... . .·. X ... ·· . 

u ( e)C) 1 -i_T~eo.(x) 

si usarnos las propiedades de las Ts (1.1 7 y 18) y recordamos que A . . µ 
es ahora una matríz de dimensión NxN, llegamos a: 
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1.21 
A(). ' A; (x) -+ Ce.be e; e 

(x) --4 Ao. (x') ::. 
Ar (x) 

f r 

-·t- ºr e"'(x) 

1P (.x) ____. 'l_\) 1 ( .x) -=: i ex) - <. T~ e°"x 1.)>..K 

Para obtener el término cinético defirúmos F corno: µv 

. . "frv .. :: _. ~ [:Dr.' bv1 
. . .. · .... ~· ..... ··.·· . 

· Debido a que D ¡J se transforma cavaí-iantemenie {l. Wl se v9 clara~¡;¡jf e 

que F µv también se transforma de manera covariante: . 

· Úii .. ·· · ~,.~ ~~.) .e¿ ·µ(e,..) trv t.e .. ) lf(exY 

Utilizando la defi.nici6n de o,, {I.19) Úegamos a {ver a~ice Q: .· . 

6 

Estas. F I"' no son independientes entre sí, ya que cumplen can la identi-

dad deBianchi: · 

El término cinético se obtiene de: 



El Lagrangiano completo queda como: 

Este Lagrangiano na depende de una representación específica, basta to­

mar las constantes de estn.Jctura correspondientes al gnipo de Lie que se 

quiere representar y se tiene la teoría de Y ang-f\.1ills para e8e grupo. 

·A .diferencia del· ··caso ·.Abeliano, sí .. hay.í'eslri9c.i~n··en lél.borntant~~· 
'Ce ·a00plarnlent~. g. .·• MieT1tras que en el <Jas(') Abeli~ podemo~ ~ener Ag 

para una partícula y g para otra, en el caso no-Abeliano al tratar ·de 

~copiar un campo de norma con otro campo que· tenga diferente. 

'?~~1ªrte de·. acopl~iento,· las .. ["(3laci9nes d~ .Goryrn~iqn: i:i?. ~: 9Yf11Pl~f1:··!;••• .· ·. 

\~'t~~i~.-~mzi=±t::~~~~~ .· .. 
·· · ITiiento· distinta. 

l~~·~·::~·~l~.'.~··A~asi~s.:~.i.n~v#nj~•.~~-1!1·:·camíi.J.;·ife .. Y~~~i,~l,s···· •. ··• . 
·.· \.';'.§·:~ta secci6n e5t1Jdiarerrió!f las propledades. qláSicas de lá acción· 

· ·. de.Y~~Min~· .Y:)f~rivat-8mo$ I~s eriuacioneS ·ae m0Vim1ento~ · . La acci6n 
... d~ 'y~~Mllls ~ta dada por: . . 

I.24 

donde 



1. 2 s 1f v = ?J r A v - -a"' Ar - ~ ~ [ A,,. , A "1 

lo que nos lleva a 

que contiene términos cuárticos y cúbicos en Aª. Estas ténninos 
.... • ... : ....... ·· ...... : . . .•.. \ .. ·.· . . . . µ 
cpr~pºfl#en ·· . a un : ªut~ap~iento "•dE:! los. CéWlpos no-abelianos··· . 
Usamos el principia de mfnima :acei6n para derivar;.laS eduaciianes ·aé . 

movimiento. Si partimos de I.24 llegamos a 

. ·do~e ·c1~·- acLierno a I. :is:· . ·· · .. 
. 6 frv ::: ~r bA,v - l~ Ar' 6 Av - i. ~ SAr A" _+ 

.·:+ :o."bAr ~~·f::~:Av ~er,_.-: l._~ &Jl~ ~r. ··"··· 
. .,,,_,·.-·~:>··.:: .... "'-• - - ,.,...,_.,,~:_,~-..-:.:;· .. ,_,., •. ,, . ._•.::."- ' .... ,1,.·.;~"-·"";-:···'''• 

:·:::,. .. _ ··.·:...< ·:. :_~_:·:··.·: >~-.- ::'·, ·' _·:_ . '. ; .. ' --~ _-:.' ··.: ·._·-- , .. , . ·:. - ' -.. ·._--: :> ·:·"· - . ··<·> .. :; .· : ' ___ ::_· __ :--.... ' :· . ·- .·-_ .. 
. ut.Hi~arifo el' f1eChó de que F µ~'·:·~ antisiinetrico tenemos que 

.. _ . ·- --· ,_.. . - ... . 

o = ó 5 = - -'- j d ":x tr \ t= r• tor ó A~ - .: ~ ~r óA~ -
· · . ~ i. ~ & Ar A ") \ 

que nos da la ecuación de movimiento 

2::S 



I.26 también ·se puede escribir como: 

A partir de las ecuaciones de movimiento es fácil construir una 

corriente c~nservada (que es la corriente de Noether). Si definimos j1" 
como 

= 

donde para la última igualdad usamos la ecuación de ·'movimiento 1.26,. 

La antisimétria del conmutador nos asegura que j µ se conserva, es decir . 

- . . . 
~M • ' ' º' '.,f;:'. := o ..... · . . Of'" . . 

d 3 ?t .·-a~· f . . ... . .. . . . ~o 

donde la integral se hace sobre la Superficie que rodea al espacio en 

infinito. Al utilizar la regla de transformación para F v (I.22) 

obtenemos que ante una transformación de norma, Q cambia de acuerde a 

24 



Solamente si imponemos la condición de gue U tome valores constantes 

en la superficie del espacio en co, Q se transfonnara de manera cova­

riante. 

La ecuación de movimiento I.26 se puede escribir e~ términos de la 

derivada covariante como: 

J.27 o 

En el caso ~n gue tengamos ~uentes exterrias, la ecuación de movimiento 

queda como 

I.28 

. que equiva,le a alln)entar un término al Lagrangiano I.:~2 de IaJonT1a: 
. . ·., ' - . ' . -- -,: ' .·· ... '. ·.' '.· ·º ·:.·.·¡: .... , .. ,. -

{ya que J es una fuente. externa escrita en fonna matricial, i.~ --~~--

. ..'!~. . .t'Ajf\. • > ~ < : . ·· . · . ·· · · ·· . . . . < '.' • <t·> . 
.. -Pafa CJl.Ma·.·Ia~ecLJélció~ de .movimiento. sigan. ~i.éncfo: covariarites···se'debe··. • 
·.. . . ' - . ,.. . . . . . . ' ' ... -

cumplir que . 

I.30 

es decir, que Jµ se transforma covariantemente. A. partir de la ecua­

ción de movimiento y utilizando la antisimetría de F podemos com~ . . . ...... . .... .. ..... . . j1JI 
probar que Jµ se conserva covariantemente: 

25 
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La corriente de Noether en este caso es: 

.Á = - ºV F. + 
d r i v(1 

y se conserva localmente, i. e., aµJµ =o . 
. El término extra I.29 ·añadido al Lagrangiano no es, en general, 

invariante ante trariSf orr'naciones de norma. A partir ·de I~ 29 podemos 
. - -- ~-- ' - •·.' , 

ver que 
·' 

.. · ~<.1 d~~ ~r (lJ..JO.G Jr-1 · 
- . 

lo que significa que para que el Lagrángiano' permanezca invariante · 1a .·.· . 

.. fuente externa se debe conservar localmente. En la teoría de tv1axwell 
• ii0··:1-1ªY.:,. .. :f>fubleft1a-~ ···.·~'.·.:_~~ ,~~r-fas· de ·:~ang~KiliÜs .. ,. ·-ª~J!:'_>- · .. q. ·.".°. -~ 
. una ~hpición c0vai-i~te~ ~ manera qt.fe:.;este 'término rompe·!~ ,invar~~ . 
cia · de norma del Lagrangiano, a menos que J e5te producida · por µ . 
campos dinámicos. 



- :, '/ :.·\'-;.-,-- .. ~·, -·--,_..r·/·::':!'·-~_;;:~''.-· _r-- -~-~· --~- ---~-: -,-.:_>;-·'"':' ·,. 
. . ... 

La corriente de Noether en este caso es: 

. 
1r 

y se conserva localmente, i. e., aµ]µ = o. 
El téi;-mino extra I.29 añadido al Lagrangiano no es, en general, 

inVá~iante ante 'transfonnacipnes de norma. b parUr de I.29 po<:femos 
-. - ·=-;.: -

verque. .·-·· 

ó! d"x tr (A,.. :)r) = -1 d~~ -l:v (Jr ºr U} 

· .·· .;:. '.'.J<:a ·~?t -t.,.. 'f'tt-ó r J ) . . · . . J ·/, ·. ' ·. . ._, \ ·' . r: .. : .. 

lo que significa que para que el Lagt.angiano· perrnan~zca irlV~iarit.e . la 
J~~e e~e~ se: de~ conserv'ar localmente. . En la t.eoría de Maxwell 

; r~~~~:~~.!Z,tr!:i~;~r~:::~~ri~fá2~~;, ·~ 
ci~· de -~rÍ:ná .del. Lagra~iarri, ··a. meri6~- que i , .·este prodOdida ·p._e>r.· _···· .·· ... ·. ·;·'.; .. t~1 . . µ . ' .. 
campos dinamic0s. r;~ 

,. ' "-1~ 



CAPITIJLO Il 

MONOPOLOS DE DIRAC 

2.1. La .. simetríáde las ebuaciones de Maxwell 
. La fdéa d~ :10s·monopolos·maghéticos·s~gió deOlá simelr:fa.·a~. las.·· . 

ecuaciones· del campo en la teoría ~leclrornagnética. .. Esta simetría se 

hace evidente al hacer la tran5formación de dualidad a las ecuaciones de 

MaXwell •. Las ecuaciones de Maxwell son: 

·.IE1 
V.• E. .. 

V· B =o 

qLIB puestas .en forma covariante {ver apéndice A) quedan de.la fonna: 

IL.2b 
"-J ... ºr Frv =o 

donde :Jr -=- e P, 5) 
r io::: _ 
1 - \:::. i. F,·~ : L.. Q 

" ~1jl<. . .u"' 
El tansor F se puede definir en funeii5n del pbteneial · vectorial·· 

. JW 
Aµ = {t/>, A 1) como: 

,;'>. 



y el tensor de campo dual se d~fine como: 

Las ecuaciones de Maxwell son simétricas ante la transfromaci6n 

de dualidad: 

. . 

'Ff/~.~ ·. Fr" 

cuando Jµ = O, es decir, en el vacío. Esto corresponde a hacer el· 

~ntercambio de E -~-... B y da·B,·~--.- 7E. Sin embargo,, en, el paso e,ri, 
_·~·.la c~rriente electricá es. diferente de' c~ro esta sunetría no se 

•.cÜmple~ Para.hacerq~:~t.a simetría se c&ripl~ en·.genef.al'se{Íhtr6dl.JCe.:. 

una corriente magnética kµ, es.decir II.2 b queda de la forma: . 

Si ahora se hace la trariSfármación de dualidad, se cumple 

en todos los casos, siempre que se haga la substitución: 

El hecho de introducir una corriente magnética kµ implica la existencia 

de parlfculas con carga magnética, es decir, rnonopolos magnéticos. Sin 
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embargo, esta extensión a cargas magnéticas no resulta trivial debido a 

que II.2 b es l.llla identidad para tensores F antisimétricos (ver µ11 
apendice A). 

Un aspecto muy interesante de la teoría de los monopolos · ... 

magnéticos e!? que su existencia lleva a la cuantizaqión de las cargas 

eléctricas y magnéticas. Consideremos primero un argumento semiclá-
' 

sico que dá lugar a dicha cuantización. Si suponemos la existencia de 

monopolos magnéticos, uno de ellos en reposo en el orígen produciría un 

campo magnético de la forma: 

II.4 ·' 

donde g es. la carga magnética. 

E:l<ITID\i'imi~nto d~:uhapartícµia·de masa ·m y cargaJ3l~g~¡-icª JI'·.~Q: .. 
-'~t~·~~~p6 ~stad~do pbr la ;siguiente ecuácitSn: ,.,e···· .. · ··-<·~~··· .. · .. · .•. ·.,;;-, •·•·· •... ,:.~· '"' 

: .:. .. :.·.x_ .. : .... ·.·_:··_ .. ·.·.;···r.~.·.· . . ~~- . ~:-···'•' ;.:·':;.: ": -. .,~·" ;:'>t· - .. -- __ .,_ .. ' 
· mrF 

·• 
~n- X B 

. d'{R··x rn ñ-)····. -
dt . ' 

Este resultada obtenido por Poincaré (Poincaré, 1896) sugiere que para 

que el momento angular total se conserve lo definamos de la siguiente. 

manera: 

-· rr x rnrr 

·,:. 

'•.'c.,.'.:•,. 



El primer término de esta ecuación es el momento angular orbital de la 

partícula. El segundo término de esta ecuación puede ser . interpretado 

corno el momento angular debido al campo electromagnético, puesto que 

si usamos la ecuación: 

sustituyendo la expresión II.4 para B llegamos a:· 

L¡;.. - ~ .. \ ª'"' · ,;:')< {E: " tr:' ·) = ,m \ d ~ ,,_ ·~, TE ~."":.te ·T ~ ./ 
- ~ 1 d 3R-' E ·V{~~ = -~ ( d '3,:¡:- ' (~ • l} f1- ' = * 

) ~ll" ) 

. ...,..., .·-E.. - . .. . . C:... I- .1 . -:\ . ~ .··.·· - '!l .. o-,rr ~.rr; 

:,'.· . ·. 

· ... : . . ;;o"\ . 

"7"~·rr. 
'in 

? ~~:~ .. 

espera que. el' ·rn6rnento:~ ·'arigulár orbital . tenga eigenvalores enteros, de - ,· 

manera que 

11.5 . ~ = .i n 
4'1f ~ 

lo cual implica":la cuantizaci6n de las cargas eléctricas y magnéticas.-
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2. 2 El monopolo de Dirac 

La teoría moderna de los monopolos magnéticos fue iniciada por el 

trabajo de Dirac en 1931 (Dirac, 1931), donde estudió eI·movimiento de 

tma partícula en el campo producido por un monopolo magnético.· La 

teoría completa para el movimiento arbitrario de cargas eléctricas y 

magnéticas en movimiento lo presentó en: 19 48 (Dirac, 1948). 

El campo magnético producido por un polo magnético implica ·que 

para cualquier superficie cerrada que encierre ·al monopolo se pt.nnpla: 

pero entonces no se puede cumplir la relacion 

... 
·'-·:· 

'.-.-: ·,:::·."·-
_-, ·.- .. ·. ,:..-,: :··.;~ '} 

~ta eeuacion debe fallar por lo menos en un·puntCJ sobre cada sti})erficie 

cerrada que encierre al polo magnético. Esta serie de singularidades 

··'.~~~~~~r~1~~~~:~r::1~~~~r;¡~~~~t!1,·· ········=~ 
.·. del. eje z, con lo qüe se tiene: .· -~:3 

·- . ..... . ' - . . .... -· ., -·.'·>i 

~·;:'~f~ 

' ' -· ~-

II. 7 

donde 9{z) es la función escalón y B esta dado por II.4. Podemos 

comprobar que: 
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lo cual 'corresponde a la densidad de carga de un monopolo magnético en 

el orígen. La expresión para A que da lugar a la ecuación II. 7 es: 

II.8 
( 

.i - CJ:Js e\ ~ 
.se.ne ) 

donde e y cp son los ángulos polares y azimutales respectivamente. El 
1 

segl.D1do termino de II. 7 coITesponde a la singularidad producida por la 

cuerda. En la ecuación II.8 observamos que A es singular sobre todo el 

eje -z. Esta singularidad· es necesaria para cancelar la correspondiente 

a la'cuerday dar lugar. a tma expresión para el campo magnético que 

sé5IÓ ~ singular en la' posición del polo rnagnético (~c II~ 4)~ 't.o. dicho 

anteriormente se puede comprobar fácilmente: 

i} Cuando 9 "!- lf un cá1culo directo demuestra gue para A dado po~ 

n.~ Cumple v x. A - .·~ . fi- ¡ ~rrr rr :i.. 

si. ~ .con:stderamÓS , tma pequeña supéi;f'icie ae' r~i.a . 
perpendicular a ·1a cuerda ·tenemos 

:.;. -t_.~ .. ~ .. ' .. ;.,~.',s;t,~fi,.Jd~ "' J.cf\., c\t "' 4 W'1"· sen0 q . (1 - @$) · ·· · · 
c.· · . ., ··:-.·? •. ,, ................ ¿rfr~ .. ·:~~ñ:a··:,:·~,,-· .·. 

:·~ 

ql.le canc~la a·Ia ·contribución de la. cuerda 

11.9 

? ............. ,..l ,.. .......... º ""''"''"'r'"'l ~e TT'V~r.,-.-n,....l,.... ..... ......:. .... rT ..... ~ .. 1'n.--C"' ,.... .... mfi'-'l0 ?""&l.L~/:J .... l&f."ª raU~CI .... ' cu Q C.L wC2.::ll e,c::• IC 'Cl u J & IU& l\.Jf:'U U.::ll J 1 ac::a6• IC::I. wU.::ll CI a - • • - -

monopolo lleva _asociada una cuerda. Cada una de estas cuerdas traza 

una hoja bidimensional en el espacio-tiempo c~nfonT1e el.inoooP'olo ·se va 
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moviendo. Estas hojas pueden ser descritas como fl.inci6n de dos 

parametros t 0 y t 1 • (Podemos fijar t 1 para que vaya de O a co conforme 

se sigue a una cuerda desde la posición del monopolo hacia infinito, y t 0 

que vaya de -co a e.o conforme se viaja desde infinito pasada hacia infi­

nito futuro}. 

Sobre cada una de estas hojas la ecuación para el tensor electro­

magnético: 

ll.10 

, " '• --~: 

debe fa llar. Eslo se debe a gue la ec. II. 3 don el tehs_or definido por 

II.10 es idénlicamenle cero (ver apéndice A} y la condición que se puso 

para que haya monopolos. magnéticos es que II.2 b sea modificada como 
- . .- . ~· ~ . -· -

11.; 3~ : . Para evilar:-;J~sle pto~l~I11ª. Dirac definí§ .el tehs9r. el~trof!!~~ · · 
.-ticq.E~· .. ·. con unt§f~ino.adÍ.C!ionaL -{~erll~a-~l~il~~ a lb~que;s~'-fiiz6···· 
·e~ • 11~1-

11

para· ·a>· que. ·corresp6nde ª ia· ~uerda. ·. E:f niievo fe~or ei~t.I'~ .. -
magnético queda como: 

donde G t es · un · ten.sor · antisimétrico que· es idénticamente 

todos lado~ excepto sobre cada una de las hojas. La suma se toma sobre 

todos ·los polos magnéticos. 

2. 3 Ecuaciones de movimiento 

Las ecuaciones de movimiento def la electrodinámica (can inclusión 

de los monopolos magnéticos) pueden ser obtenidas a partir del principio 

:s::s 
·.; 



variacional aplicado a la acción S, que en este caso se puede expresar 

como la suma de tres términos: 

II.12 

. 
S 1 representa la acción que corresponde solamente a las partículas 

eléctricas y magnéticas. Para el caso relativista está dada por 

II.13 

que para el ca~o' nÓ relafi~ista se reduce a . 

U.14 s 1 ~d:t 
.2.. 

· ·.• ~·diríáiri.ida.de-Ias •. ·.q~mpo~-·electro:rriagryétidos ~sta.·~J1Cluid? en la -aceiqg ... · ·· 
s~ q~ e~ti:i dada por' . . . . 

Jl.15 .. - . $,_ ~ ·_ ~ *· J ~~~r: <:\~-?( 
, - -· '' .,-., ·-" •, ... :. . ~: ... ,.. "·- - .... ·-··--·-.··-.--- ·--

·- ·._- . ~ .. :.· : .· '·' _,_. ~~.,·~'-.··:;:,~>:"-":'•,:'<;', ,,., .. ·~·''<.;.'.·; ..• /~-~·:;,~>.:.·~.-,.:. ,,; .. :1·;,·<-~~.:--;.~·:. 

-La 1nteracl:iort de 'l~~- earg~5; "eléctr'ieas 'ca~ el .qátJiP§ electf,'orhágn~~ip~. 
está dada por 

II.16 

que para el caso no relativista se reduce a 

íL17 

34 



La presencia de cargas magnéticas requiere la incl usi6n del térrn ino 

cinematico en S t {ec II.14) gue es idéntico al de las cargas eléctricas. 

Se podría pensar que la interacción de los monopolos magnéticos con el 

campo electromagnetico requeriría la modificación d~ S 3 (ecII.16), sin 

embargo dicha interacción queda inclu~da en la acción S 2 ya gue contiene 

al ténnino correspondiente a la cuerda. 

Las ecuaciones de :movimiento" se obtienen al tornar la variación de 

S con respecto. a: ·las variables dinámicas,· que son: la posición de las 

, .• ~rgé,'·~ éléctr.-icas ymagnétícas , ~l potencial vectorial A y los paraJ'"fle- · 

., tros q~ caracterizan al rno~imienlo. de la ~uerda en. el espacio~tlemp0 .·. 

(t0 it1). El resultado es (ver apéndice A): 

y 

U~19.· 

.·W~ (d'"e~ /ds~) = .~ (d e"/~s) ~v{G) 

Y'(\~ (C\iLcr \/d s~) - ~ (d~ lo/~ 5} f,,;\J ·(~) 

'(}fr.,/}3~." = ~ f ~J(d~r-:/d~? 'ó"(x~_e)d.5 
.. ....., .· ''.' : .. . ' ' .. '·'.· .. ' ' :,',;;. ' ... ' <: <· -·~--... · 

·o1iv /axv::: -z ~~ {d ªr/d.:-5) b14 (x:-c)ds 
. ,·. ~ ... · . . . .. ·.. . 

donde el término adentro de la i~tegral en II.1 9 es la demidad -d~ 
corriente. 

Podemos observar que a nivel de la acción (ec. U.12) las · carg~s· 

eléctricas y magnéticas aparecen de una forma asimétrica; sin 

embargo, las. ecuaciones de movimiento resultantes. {II.18 y 19) · son 

invariantes ante la transformación de dualidad: 
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2. 4 Transformaciones de nonna en la cuerda de Dirac 

Al.Illque las variables usadas para fijar la cuerda son dinámicas, su 

valor es arbitrario y no corresponden a ninguna cantidad observable 

físicamente. Esto se puede demostrar haciendo ver que las transforma­

. ciones de norma se pueden generalizar para que sean acompañadas de un 

· mbvir,ni~ryto .de la cuerd.a (cliando.se.pennit~· trallSfo~acionf!S ·qJ2 son 

rri1.ÜÚvaiWida~ sabre la duei-da) ~ . 'Cariio el poteneial vect~rial A no': es 

únieo pademm:i aplicar ~ transformación de norma Á - - _.,. A + . Vx. Cx 
es una función que depende de la posicion). B es de la f onna B = "V x A 

· +. b , donde J1(c,r) es el. término de Ja· cuerda, la cµal da una contribu-. 

¿~~~é~t~~:.~~;!1;~;~'~;!;,:t::%t:;~11~~I~~=J 
suponer que las cue¡das son igual~s excepto en un intervalo ·(ver figura · 

2.J).··· 

figura 2.1 



Tomemos r e + -C' como una trayectoria ceITada gue recorre 

primero la trayectoria C y posteriormente la curva C'. Sea .Q(r) el 

angulo sólido subtendido en r por alguna superficie gue cubre r. Dif e­

rentes superficies daran valores de Q {r) que difieren entre sí por 

multiplos de 4Jr, pero que dan el mismo valor para vn. 
Hagamos ahora la transformación de norma· A - - ..,....,. A', donde 

II.20 A' = A - _9_ .;;;}-(), 
41\ 

.·Ent.once~, V. x A = B se cumple en todos lados excepto sabre r (yª .. que · 

·ncrf ·es ~Ultivaluada para r en· r). Pai--a enco~tl--ar ~t. fluj9 de 
. . . 

V X (A -: A') a lo largo de r aplicamos el -teorema de Stokeis a l.Dl 

pequeño círculo que encierra algún punto de r: 

}'\rxtA'~A'l <d<r = + (fr- A)· al 
· ..• e, . . . . . á'. 

De manera similar a II. 9 tenemos que: 

... de doOde podemos.wr que 

11.22 

con lo que se muestra que la posición de la cuerda es arbitraria, ya que 

es movida . pe>r las transformaciones de norma. Esto demuestra que la 

cuerda es no observable. 
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2.5 Derivación de la condicion de cuantízacion de Dirac 

La ecuación de Schraedinger para . l.ll1a partícula moviéndose en un 

campo electromagnético es 

II.23 

la cual es invariante ante transfonnaciones de nonna de la fonna: 

11.24·' .. ;., .. , .. A ~ A' . A--~ V-().(íit) 
l1ff . 

<ji. ._ 1j>'(tY') = e.xp(- L4¡..n.(«))-ij>(rr-) 
. . 

>.do_nge Pl~). es una fyi:~léi11 arbitra,ria. y A es. eLpo~~ncial .des,cr~to por. 
, __ 11.13_~< ___ un<l•.derivaclón--·c3e/Ia.-r~g1a· décuaritizacióride·Diraqptci\l'iene'.d131·· -.. 

oo6hÓ de que la transfo~~ci6n -d~ nonna·H~24 a~tuaooo en la f~i6n de 
ondas de la partícula no debe producir un resultado mültivaluado. Como 

- los ·valores de O. difieren entre s~ por_ J"flúlt_ip_lºs_ ª8 _4ll", debemos tener . 
,. <~ii_á··:·:·-1• . . . ... . . . . . . . . ., . .. . . . - - -.... - -_.,·· __ • ... , ..... ~-

-~- incfr 

que es la condición de cuantizaci6n de Oirac. 

2.6 Otras formulaciones 

-- Hay otras· fotrnulaciones ~ra los monopolos magnéticos. -Una -de . 

ellas es la de Wu y Yang (Wu y Yang, 1964, 1976). Para evitar los 
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potenciales singulares definen diferentes potenciales A1 y A2 en 

diferentes regiones del espacio (la parte positiva y la negativa del eje z, 

por ejemplo). La condición de cuantización de Oirac proviene del hecho 

de gue en la región donde los das dominios se traslapan, A1 y A2 deben· 

estar conectados por una transfonnaci6n de norma univaluada. Sin 

embargo para cálculos prácticos sigue siendo mas conveniente utilizar el 

modelo de la cuerda propuesto por Dirac. 



CAPITIJLO III 

SOLITONES Y TEORIA DE HOMOTOPIA 

3.1 Solitones 

. Los solitones son soluciones estables, de energía finita y no disipa­

tivá. a las ·ecuaciónes cl§sicas deLcar11po. · · Oébido. a .estas .. propiedade~ 
únicamente las teorías de campo no lineales tienen estas:: soluciones.; · ... 

Los soliton~ deben ser soluciones de la ecuación que se obtiene del · 

.principio de mínima acciá~ 'óS = O y para su estabilidad deben cumpfir 

: c96:;lai 9an9ición A~S > O ,•. Existen solitone~ llamados no top9H5gic~ 
···qµ~' genefálmente.~penden,•·ae1· tiemp6, ._y:·adq~eren' la ésiaoilidad{pq~ · . 
n1édio de un mecanismo din~rnico.. >: .····. 
. Por otro lado, para que los solitones topológicos existan debe ~ber 

~ .. ;;;!fuetría lnte¡;l)a de ·los campas~ La. estabilidad de los solitones 

.... t0Jl9I6g1~··.·-~e.·obtié;:{~>~fempra.•·que···s~.'.po§ibl~':.:~table~r .... :un.·m~p@Qi~:ri? . .; .. ·.·· .. ·· 
trfvial entre el grupC> d~ ~imetría ·~1.campo·y el ~io físiccJ •. Jyet, . 
mas adelante para una explicación mas detallada de las mapeos).. · Eos · 
mapeos no tri viales estan caracterizados por un número entero que se 

conserva y al cual se le llama carga topológica. 

La carga topológica representa el número de veces que es. cubierta 

la variedad del espacio interno al completar el mapeo. La estabilidad de 

las soluciones con . úha carga topológica dada se puede entender si se 

... 
·~ :;, 
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observa gue la transformación para pasar a una configuración can una 

carga topológica diferente r-equiere de l.Ul cambio discontinuo, el cual no 

puede ser generado por la dinámica del problema, ya que las ecuaciones 

de movimiento generan transformaciones continuas en los campos. 

Debido a la no linealidad de las soluciones, el problema de encon­

trar soluciones tipo solit6n no es sencillo. Existen, sin embargo, 

métodos auxiliares como el teorema de OeITick y la teoría de Homotopía 

que nos indican en gue condiciones podemos esperar que existan estas 

soluciones. 

· Teoren:iade Derrick: 

N~ .hay solitones estatic~s y no singulares para tina. ieic)ría de campo 

escalar descrita por la densidad Lagrangiana: 

1u .. 1 ···· · L ('x) - · ... ·.~ ~r ~.k~)-ot ~:(?<.) - V;fc/>J.: 

r . con Ú(!/>l > o · . cÜC<t>l .. · .. o para el vaóÍoJ; · e~cepto ~ el ¡,i;r¡j~~ i!B .· 
dimensiones (D) es igual a 1. 

Demostrad6n: . 

······.·.····::··~···.'Ona••··~ºfuci5n···a0·5CJrit~n.·'•f1>5Cxr~•·E>~fa···é1.:.·casa·•~stati6;; .. :rit~·i(·dii'.·•í~~:a···~·····:>f-i··.:~;:;~~ 
una energía H = Yr+ V2 ~donde · · ,·'.:. · ' ' .. 

. .. .. ·,.' ~' 

entonces, la configuración de campo rp
5 

(x/a) tiene energía: 

\-\ t~) = . 
. . : ~:~'e•·-"-,:~ 
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-----------~-----,. · · ,.,·'··.·· ·."-' 

Pero H debe ser estable ante variaciones arbitrarias de cp (x). En s 
particular, para un cambio de escala tendremos: 

b \-\ (o.) ' .= ( D - ~)V,,_ +- D V~ = O 
b0- o..:: 1 

Sin embargo, V 1 y V 2 son ambos positivas,. de manera que esta ecuación 

solamente tiene soluciones para D = 1. Este resultado se generaliza a 

.m~s de un campo escalar. 

. . Una \iar'ianté de este t~orema dice que en ~ f3spqcia de 0. dimensio-. 

nes, las únicas ·soluciones· estáticas de eneig.Ía finita para las.ecuacioriks •. 

de campo puras son transformadas de Aµ = O, excepto para D = 4 

{Coleman, 1977). Han sido construidas soluciones en el espacio Eucli-

dJ~ {0:~ 41, :;e 1E3s cono.ce COIJlO i~tant.ones y resultary de gran impor-- . 
····· lciJ1Cia eJ"l Cf-o~odinámica C~hÚ6a .. 

3.2 Teoría de Homotopia 

_ .:::~ . ~.~an dos espacios X y Y~J':Jl1to_ pon el conjunto de mapeos f de X a 
. . 4: --. : •.. ....,», • -·· • ,, ·- ·.; "' ., -~:;.' . ,y.. ".·•ni.;. 

:• -· . . ''• ·~: .. . 

. . 

-¡ . X ~:'{ . 

1 (7-) - ~ ~ é '< -

Definición: Se dice que das mapeos f 0 y f 1 san homatópicos si pueden 

ser deformados continuamente el uno en el otro. Una homotopía es una 

familia intermedia de mapeos F(x,t) parametrizada por t, (0 < t. < 1). 
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que t?S continua tanto en x como en t, y es tal que 

La notación para indicar gue un grupa f 0 es hornotópico a otro grupo f 1 

--es: f 0 - f 1 • La homoropía es 'rn_a rolad6n de equival-encia, es decir si 

F: f 0 ""f1 y G: f 1 ""fz , entonces existe H: f0 .._ f 2 ·, donde H es de la 

fonna: 

iJ . ·¿: t·····¿ .. :· ... 
. . 1. - -· i 

. Los mapeos que son topalagicamente equivalentes forman una clase que 

sJ):fenota. por { f} •· 
. El. siguiknte ·e5éll1p10 ilustra. c~rno las clases' de homo~~pía:.puede,n. 

. adquirlr una estructiir.a de grupd: ... ' 

Consideremos el espacio X que se toma en el intervalo cerrado I -

cq,1~, . donde el o y el 1 coinciden, _es decir, estan identificados. Este 

. e~pacio:·.e~ ·t{)pologicarri~nte· equiy~lente ... a:. ün .. cú-CU!ó. .. S 1,· ••. éit .. ~J:.-.ºªª1·.l.tf1. 
pµhto: de r:ef~renbia xo·e~ su perímetro· repr~ent~ •. a o.y a.1. $t nes. 

·· limitamos· a 'tomar·ma~s que~éatisfagan la.,condlcion f(Q) JU) .. )'0., . - . . . . . . . : 

entonces las clases equivalentes de mapeos { f }, { g }, de S 1 ---tii: Y 

forman un gntpo. El ·elemento de identidad { e } es la clase de mapeos 

topologicamenle equivalentes al rnapeo constante C: 
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El inverso de { f } es { r-1 } , donde 

oaia posibiiiáad de 111altlplicac~·m·ape0s-a¡;ia~ere la multipli­

cación de grupos: 

:~ (J..?< - i) 

y. . Esta mpltiplicacion es il1dependierite dE? ·lós; I11ªP~dS que· se . escoga11 de 
'~;yi{if ·:1: ~ tg .. }rya que: · · · · · .-,::, ;: 

...... ' . "~ -- ... ,. ;: .. ··. 

,fa ":;~-~~-tllb·re11,.,,,.'1Ula ahPr:\fcfler•g~ ~e ·.Jibl.flptQ¡>Í?·•de:'t:-Yse:cl~i~;... . 

'Los · mapeos de S1 éri< )" . se · pt.IBden representar CCJmo una dürva ... 
cerrada (rizo) que empieza y termina en y0• Una visualización clara de 

estos conceptos se puede obtener si consideramos lD1 ejemplo en el cual 

escogemos como·· espacio Y al plano bidimensional R con el orígen 

excluido, i. e. 



Si la curva no encierra al orígen, se puede def orrnar continuamente 

hasta y0• Las curvas gue no encierran al orígen pertenecen a la clase de 

mapeos { e } = { O } • Las que encierran al orígen l.Illa vez (en el 

sentido de l~s ___ manecil!as del reloj) pert_~nec:_en a la clé1se { ! }, lo~ que 

encierran al orígen dos veces a la clase { 2· } , etc. Si las curvas van en 

dirección contraria a las manecillas del reloj, los mápeos pertenecen a. 

las clases { -1 }, { -2 }, { -3 }, etc. (ver figura 3.1) 

(OjO)c(JJ· 

figura 3.1 

._. __ , .... ::;.;\+"··· -. ,, .. _;::~-;LQif~~~~~-~_21,é:i~~~::ª~~:.~~~~--~9~:!5t,.-:.7t)!{-~: 

· -PP4~rne>~ conciluir quB·~rá'·(:ü espacio· Y { R 2 - (0~0) }·,· 

- grupo dehamotopía dá Í~gar a ·z (Z =conjunto de los ent~r~sf 
homotopía { n }; podemos escribir este resultado como 

\\( (. W.,1. - (o. o)') = Z 

r • • ••p' 

Al número entero n asociado can la clase de mapeo se le llama número 

de revolución (winding m.unber). 



Si hacemos el mapeo de X = Sn (superficie de una esfera en n + 1 

dimensiones), las clases de mapeos con un punta fijo f{x0 ) = y0 fonnan 

l.D1 gn.J})o llamado enésimo grupo de Homotopía y se represnta por 

n (Y). En algunas casos resulta evidente. cuales son los grupos de n 
hornotopía para ciertos espados· Y. Por ejemplo: 

· Il 1(S2) =O 

)'.'ª que cualquier círculo dibujado sobre la superficie de una esfera puede 

..• ser q~forrnado continuamente a un punto~ Tambien tenemos. que 

puesto que toda superficie cerrada puede mapearse · n veces sobre . sí 

;,,,·misma.; 

······· • / E¡'.~Irne'1 ~ de ~otapia ñ;(Gl, que. <!laSifi"!" ili~peos Je §Úál 

··. ·· conjúril~ :de. elemefltos d~f grüp~ G, es una tnedida d~ l~ coriecti Vid¿d '.fiel 
grupo. Una vez que los grupos. compactas han sido clasificados de 

~,~-~a.cuetdp. a: -~-~álge,bras_deJ .. i~ll·.fl1 {q)~~- Ji!i .. ~ca 
.,, ·: ~~q-fu~iia pafc! Eomp1B,ta,f1a·craslfic~·rs1on:" ·· · · · .. ·: ... 

. . 

·n2(SU(2)) ~o• 

Il2(0{3)) = I11{SU(2)/Z2) = Z2 

modulo 2). 

' ~' .. '. 

(Z2 = conjtmto de enteros 

De estos ejemplos vemos que SU(2) es simplemente conexo, mientras 

que 0(3) es doblemente conexo. 

· El siguiente resultado ·de Hornotopía nos permite saber cuando una 
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teoría de norma no abeliana con rompimiento espontáneo de la simetría 

puede tener monopólos magnéticos y cuando no: 

Sea G un grupo de Lie compacto y simpl_emente conexo, y H es un 

ubgrupo de e,. entonces 

112 {G/H) = 111 (H) 

. ·donde H es el subgrupo que permanece invariante. Por ejemplo: . 

E:n~~l ft1o.deló~e 't Hooft-Polyakov G = SU{2) ·y H . U(l)- es etsubgrupo 

ql1e dej~ in.;árlantf= al \nimio: 

fl2{SU{2}/U(1)} = 111(U(l)) = Z (Z = conjunto de enteros) 

r:·r~,$~t'iZ~~~r¿1i··::rttttt~~4s,9;•.J:rZ~~······ 
magnético (ver capitulo IV).·· 

-:,;.:3~a-::.Ei~:1cinf ·L.·.:;,:. · · ·- -~- · . .. . . 
,;·- .. ;;;•::_ :·'d • ..... '··-·~·,·.,.-.: ,;...:.;,·' - - ·- ·:. : - · .. -. -~·-·::_- ···:··::·.··. :···-·-··-···•.'" 

·.·· ·-.:. : --.~ .. ':i: .. " , .-: :· .. _ :~. ,. , . . . .'- ... _ :·' ·. • :. · .. ·.; ·.::: · __ '_;- .. , .. ·; 
1 

_ ·:> .. ~ -~·~: __ -·. ,,,_: ~~:: _ .; ... 7·.-. "·:·. ;:·~' ··:.;~~·-:··.·; ·.'.~'·'"!: . .''.'>: · .. ·: <:·."_;. !,~ . .. ·-.-··,~- ~ii'"'. ~'..,._._;,,._ ~;·ir~L,,: .. 7~ _. :. ·~~· .. ·:L'.·-::·_:-. .. -. , ·. · .. 

·· .. E~ :kirJk·,.es,.1.11 .•.• eJeJJ1Pl,o·.clas1cq de soll1C1o~sde:,.sohtqn.;;<··.·Est:a:··~·~,", .. 

. s~li.icio~ apar:ace eri .·uha teo~ía escalá~d~l iipÓ x~· c~n·t~trúino d~ fu~~ª . 
negativa (-µ2) y que por lo ta~to dá lugar al rompimiento espontánea de 
la simetría. Como la teoría es puramente escala.r el teorema de · 

Derrick nos dice. que s6lo podemos tener soluciones tipo solitón para 

D = 1. El Lagrangiano esta dado por 

47 



donde · 

III.3 V (cb) 

El Hamiltoniano es: 
----------

En esta teoría la simetría interna corresponde a la invariancia de III.2 

· ante la transformación 

·;,;.: '.. 

· Las ~pluci(Jne~ clásicas se pueden obtener resol viendo las ecuaciones de 
: .. J;ul¡::r._hagrange, .. que. resultan de aplicar el 

Lé!g~~iario:LT:·(ec:ÜL:2):,y son:· 

III.S 
- ·-······ .-.._ -··---- -·· 

L • • • • ' 

... ·aórirlé .1a priiná. repfesentá · 1~·.·dat1 vad~-~ del: pºt.~. ~iáei~ .• -~ .. -.Pª.--6tti~-.:~--~.-<P.t_ ·; ..... :$t.::,:~:z.:.:; .... :.~ . 
• • , .1 .-':, ','·:··~ 

este problema ... 

V' { <P) - 'A <P3 - t' '- 1> 

Para el caso estático esta ecuación de movimiento es 

IIL6 - V'(4) o 
.,., "· 
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El problema de resolver III.5 es equivalente al problema del movimiento 

de una partícula de masa unitaria en un potencial U {x) = -V(x), cuya 

ecuación de movimiento es 

III. 7 + ."(J .. u = o 
:X 

si se hacen las siguientes identificaciones 

·c·a,rnPº escalar 
rp '. _______ ..,. 

,. - ' 

X '.""-~-...'..:--~· 

V{$). 
_____ ......,_..,. 

. partícula 

.·~ 

t: 
-V(x) 

!Jflá~ifolµciqn '1 la BC1Jaclí5n HL6 ""!$ tfucla poi' fa ,,{)nfiguracií5n P<l\estad[) . 
r~·~~~}1~~::rri1rilfüiza' e1:kof~íiqi:a!~.·~f·~d~6i~. ·.·: .· .. ' ... " .. ··· '.. • ··.·· 

III.B <Po - ·~ - a.. 
-- , __ -'-"O·-.:·<-·--:-·'·•, .. :· 

. :1~r~d~:~~E·>Hi~L .. 0;¡6.cfua1.<liírtt~~·c¡pto;c0~~Jld~c;i~l~:• .•.... 
~.Ahbra considerémos la pasibiliclad .. dé ·enco~trar·'.s~Iúcio~.a fll~6'. 

de energía finita pero diferentes a la solüción III~B. Para encontrar 

soluciones de energía finita {ver ec. III.4) se requiere que el campo 

torne los. valores del estado base (vacío) confonne x ---li> ±oo. Como 

tenemos mas de- un valor para el estado base, la solución puede tomar 

diferentes valores ·en ·+co y en. -co~ Esto co:r:respoajería a. la. situacié5n en 

que la partícula se mueve de LD1D de los máximos al otra con energía 
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cero (ver fig. 3.3) .. Como la energía se conserva, para el caso en que la 

energía es cero tenernos: 

III.9 - o 

que para el caso de teoría de campo equivale a: 

III.10 V(</>) 

-ve~) 

Resolviendo III.10 llegamos .a: 

-f,_ 

III.11 ?(. - ?(. 
o d rp' [ '-V( i>')l-. 

o 

Donde x-es el punto en el que <#J = O. Este. ~~ain~tre> x ap~ce en lá .· 
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fsolución debido a que la ecuación III.11 es invariante ante transla-

!,·ciones. En el caso en que V(<P) sea el dado ppr III.3, las soluciones de 
~-· ~ energía finita estan dadas por: 

•' 1II. i 2 r n- -1> + e~) = 0... -\-a_yyh l ¡0 (?(~'X o)"\ 
r 
f III.13 tj>_ (~) = - a. to.n-h l ~ 
~· 
;1 A la solución IIL 12 se le llama kinlc, mientras que a la solución III.13 

se J~_.llarila ClJ1tikiQ/c. La energía de .estas soluciones se obtiene su.bsti­

tuYen<lo l~~ ~oluclibn~s:·IH.12 n IIL13: en 1II)t y en am[>i:>s casos es: .· 

. . ; :·.:, ., .. · 

~.:{j;~·~f-ig~g;~;:.4•-'se.;;rrtyeslra COJnO\:COnfotro~_X ~.-"""~ 't~; (IJ(>9.••.-·•• 

Kink 

figura 3.4 

El k ink y su energía 
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Estas soluciones son estables ante pertl.ll"'baciones pegueñas, al.D1que 

no corresponden al mínimo absoluto de la energía. Su estabilidad es 

consecuencia de la degeneración del vacío, es decir, del rompimiento 

espontáneo de la simetría. Esta solución interpola entre los dos valores 

del ·vacío en x = +co y está en contacto con elles en Una extensión 

infinita, solamente en la vecindad de x = x0 difiere apreciablemente de 

ellos. En este caso, el mapeo homotópico es el que asocia los valores 

de cp = + 1 a los pLmtos x =+ro. 

· 3~4· La carga Jopologica _ <. _ , 

Las so lúe iones estúdiadas ·aritériorrriente cumplen .cbn la.x;el~bión . 
'• ,. . . ' .·•. ,. .· ..... 

III.14 

.tzlik~ d;;ª:º"+'lº~~1ª"2;~~4;!~/&W~~~···· 
III .. 14 se puede escribir como . ' · .· ·~~ . 

01:ibIS · #c..-.~) . ~ ·f t~ °:'F t·I· \;'á. ~J<á ~. = .. !'\f~.~: 
..... 'l..····· ... . :· .: -c:e.· 

. ESta ·~~lacian se ' pu~d~ 'identth~ar C()~<?· la ecuadé5n 'corresp()ndi~ntk · .. a .. 

una conservación de· carga~=- Si definimos la denSidad de corriente j µ 

como: 

esta corriente estará automaticamente conservada 
. . 
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• ·-,•r; 

debido a que el tensor 

(dQ/dt = O} es 

e es antisimélrico. µv 

CD O:. 

La carga . conservada. 

III.16 Q = ~ 1o (-x) d ?( ::. ! ºx 1> ('X) d ?( ;: n (!to..) -- -co 

que dpincid~ :pon u1.1¿¡ .. 
. ·.•.'·\·A la ·c~fgélgef;ihid~ eQ_JII~ts ~.e.J~:~H~rnª}ºPC)~é5g.ica·ya:qu~ dep~11c:fe ... 
del rnapeo que se establ~ce. entre los pJhtos +co f Ios posiblés valores der 

: .9>.· en el mín!mó del potencial V {rJ>t •. ·.· Es importante notar que esta carga 

· lop()16gica no. es urta (:!arga que se derive del teorema de Noether. En 

;·4~t~ic1Jlaz-,:99s·~rvarn9Side_·.IIL· 1Sque.:aLcuantizar· 1a•··teoria,. o·_no geqera · ..•.. · 

.~;:;::p¡~ --~~~tría ·•d~i·;_I}t pbl~rn~'\y~.q~e, nci .• _•dep~nda,·_éi~r···rnamentti' .. ca~6n~7C> .• -... ··• 
-~~.;dqnjugadq: .(ir: = .a0q,) ~· •·· Es tambien inuy intere5ant~ notar;.::,qu~AD -'.está 

• - ' • ·- ·- ' "'" 'e• • ' • • - -

cuanliz(ida aun a niwl clásico, debido·· a su· interpretación como nilinero 

:.:-_;:;. 

i·!;~~~~iª~•2t::~··iir:12y&t.aLes que;~~l4~1"~: •..... · ............ , .... ,;¡¡; 

. . . -Su ~ne!r~ía est~ Concentr~da en t.1na . peque& parle del. esp~ció. . Eso 

se -debe a- que las soluciones $+ . y ép_ se desvian de los valores del . ~ .. . 

. vacío solamente en una región pequeña del . espacio. Ademas se pueden 

mover con cualquier velocidad menor que la unidad {la· de .la luz). 



CAPITULO IV 

. 
MONOPOLOS MAGNETICo.s· EN TEORIAS DE 

. ' 

YANG-Mii IS 

>~·4:l'T~rf~~'de~~:..MiV~;y;rompi.miento espoi#neo de]a.·.sirnetría 
- .- -, .· ·--- ·- ·-· . --,,_ . . ' '•' -.--.- ,.. . .. . . :.· . . .. '' - . " -

c\JandC> se ~Ónsid~T-ari t~o~ías de· norma ~J1ila5 cuales etgruf1ó de 
' .. ' - - . 

simetría G .. se rompe·espontaneamente por el vacío a· un subgrupo H~ .sfi! 

.. espera encontrar salucioríes ·de solitón, es decir soluciones topologica-

. ·•·· menteqo trivié}l~~de-.e.n.ergía finita,que.s_e••·comporten en alguno:;·casos 

r·;.~r~it?rJ~n~i~ff ~J1;:~ot~~azt~··demostradq ¡pr. 't.H~ft·.y· .... 
. . . ' . . . . . 

El ejemplo mas sencillo es el encontrado originalmente por 't Hooft 

.. y Pply~ov_ yque ~~. basado en. e~ Lagrangiano_que anl~riormente habían . 

• •r11~~~YJ:~~~~:°'!Z:1~~i:1~~:········ 
del ioPa ~U(2) acoplado5 a ~ campo. escalc:lT' que se eneueraf.i-a en- la 

. . 

representación adjunta del grupo. ·, · 

La teoría de Georgi-Glashow no es aceptable como modelo de las 

interacciones electrodébiles debido a que no predice las corrientes 

neutras~ Sin embargo, es ihteresantá:estudiar los monopolos magnéticos 

eri estas· teorías ya que tienen- propiedades similares a los gue .aparecen_ 

en teorías de gran unificación, que san las que podrían ofrecer una 
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unificación.de las interacciones electrodébiles con las fuertes. 

El Lagrangiano de Georgi-Glashow esta dado por: 

IV.1 

donde 

IV.2 
"A V '. 1 f-' C ' .·1 ¡A V 
v vvay - e C-oJ:>c. vv .b \AJ(!., 

y Wª es el campo de norma. La derivada covariante está definida como: 

Jl 

. IV.3 ··· 

···y ~l potencial para el campo escalar es 

.... , ... ,_•r•" - .. ,.,. "''--

Las ecuaciones de movimient.b están dadas por: 

.,, t~(~'~'·r••,-rDz··c;;r"fa ,· ··· · 
1v.s'b · · {J>,.. J>r ~Jo.. ::: 

' - .· .. ·.,' :·,.::· 
. . . 

<Po. .. ( <P ~ <P - 0-~)' 

(ver apéndice O) y ademas se cumple la identidad de Bianchi: 

IV.6 

Si defini"mos el campo eléctrico y magnético no-Abeliano como: 



:- ,:_ 

IV.7 

la densidad de energía se puede escribir como: (ver apér:dice O) 

Como la energía es siempre mayor o igual que cero, la configuración de 

vacío es aquella para la cual Ja energía se hace cero. La densidad de 

e~rgrai:tie,f~n,idáporIV~B seh~qe cero ~i:···· 
' .. ' ··. ._,_. _ .. ·. _ .. '• ·: :-· :·;-- ··. .· ·_-. 

IV.9 

':~·;·....;~. ~: 
\:-:;,•:,,.. "'":",.>1,"·" 

: ... ~:-~_.'.~<--:;':'J· :- .· 
- . . 

..• :iy.fr-····, ·. 

-- . Estas .~tres· .relaciones definen .. el vacío 
:•~····••/·~qft'~.l~1~·ia$f~~i~iíé.VS~f.i~;·; ;~e···.·· . 

. :,: «':·~--·· < •• • ,.·._. .. ·<··-~_-::·¡ .. ~-)- ·.· 

• ... ·. 

I\/.12 ·<?·· = 

Al substituir IV .12 en el Lagrangiano IV .1 llegamos a: 

IV.13 f !)r </>o.. Dr </>o- = ~ ('or f/>o..)'J. + 

¡.e'" (0.2 + .• • ) l ( w;)l. + ( wf )'- J 2-

·"' .. 



3 
de donde vernos gue hay un bos6n vectorial sin masa W que se acopla a µ . 

_)éi_~orriente sin romper la invariancia del grupo U(i) y bosones vecto-

rial~ con masa W - , donde Mw - ea - e f/.iiA.; y un escalar-P.ekltr;o-con 
~ µ . 

masa Mh = ..¡ Aa = µ . El campa escalar dado por IV.12 permanece 

invariante ante rotaciones alrededor del eje z. Podemos ldentificar' la 

simetría que no se rompió (U ( 1}) can la interacción electromagnética y 

el bos5n vectorial sin masa con el fotón. 

La deS(jripciórf anterior con-esp()nde ·. al rnec:anisrrio ~~l del 

rompimiento espontáneo de la simetría, por medio _def c'Ua:l ádquier'en · 
. masa los campos de norma. 

_·· .. ~h~,:YélcÍQ~R~I:I.~~-:~ J:Tip~lC>S. ~~-~ti~ . . .. -· 

. : J.Jn ;2oiit:!e_.pto-imP9 .. f~ªl!teHes ··.ef _de v_ ac(o_-_-de_Higg$. C~cro .. ··;uria~~dll.I~~···· 
.. ,,-:;:·-

.'[;ion satisface IV .!O y IV~ 11, pero no .nec~ri~Ínente IV;.9 ~8 dicE!·i)q~ 
. esta en el vacío de Higgs. Aparte de las soluciones de vacío es posible 

- - . . . . 

~- e encé>nt.far 50lucio~ .a las ecuacio.~. ge movimientp que corresponden a 
''. ·-•·"citji{fl~~~b.i.ah~.dé~~.~~rgfa firi~fa~ ' .. ' ··.. ••• ···.. . · ...... v·· .····~.. . . ··.· .. . .. 

. . . ···· .• ~ .~rxíi~ié5~ ~ ~ 1~· energíá·sE3a finita nós·dice que a:distancias· 
• .. muy wa~ el_ potencial tiene qtie tornar sü·valo~ mtnirn~.- La;ec~ci6n 

IV.11 impHca qué f/> ___ ,. a , esto nos da im conjunto M de valores 

de rJ> que minimizan a V($) y representan .una esfera de radio a en el 

espacio de simetría interna. El subgrupo H que deja invariante a las rj>s 

es el grupo de.rotaciones alrededor _del eje ti>. 

La collfiguración resultante en· infinito puede diferir. de la·~c:Jel va_cío 

descrita en la sección anterior en el sentido de que el campo rj> puede 



apLDJlar en diferentes direcciones para diferentes punlos del espacio. 

Lo anterior nos dá un mapeo entre la superficie de una esfera que limita 

al espacio real (r - - -~ ro) y la superficie de una esf eré1 de radio a en el 

espacio isotópico. El número de_ -~i=_C?~ __ gue ---~~- superficie es mapeada 

en la otra es el número_ de revolución que resulta ser igual a la carga . 
magnética de la configuración. Una configuración de monopolo magné-

tico se obtendrá con un campo rp que cumpla con 

lV.;14 

- . .- '. - . ~ -· -

ya que esta solución tiene un número de revoluéión ig~l á 1. {ver figi.ira 

· 4.1).. El mapea dada p6r IV.14 no puede ser deformado continuamente 

atrnapeo del vacío (ec. IV.12), por lo tanto es top~lóg;icamente est~ble.' 

1ii1 t-i 
-..... ..... _. . .· . :- t. J t l .··· t .. t ' ·.· ... 

---. ''i:·_·1····+:·.-;]:: .l .··.f'''"'····--··· .. j~,.;_:"· ... <; .. ,;c.,)<,, ... -. - ... :_._ .. >-. 
e·-~.·•,'·_.:, .: ,'-_ 

?:_,_:_· ~ / ., .... 
V· l\ ~<_'.~. , 

,_:.;_¡/_¡· i:·\·~- ...• l f f l- f J. • ... 

,,. 
vac10 monopolo 

figura 4.1 
"t •" -· -- -· ··-· •• • • .-·-•. 

Configuración· de vacío y configuración de monopola magnético 



Otra condición para gue la energía sea finita es que las deriva das 

covariantes Di q,a y 0 0 q,a tiendan a cera cuando r tiende a co; de las 

ecuaciones IV.3 y IV.14 vemos que para la solución de monopolo 

magnético esto se puede cumplir si 

IV.15 Dº cp- =o 

y 
Jr. 

IV.16 \JJ~ _____. 
E.i.o.k ti ~ 1)_ cJ> (l_ - o ... .. 

e."( ;l. 

; 4.3 .Solucion de 't Hooft-Polyakov ..•. · 

Lá ~a1Lci.6n ª. 1as> ecuacióiles de movtm1ento que~ incar-par:an : ias::. 

condic;:iones IV.14-16 se pueden constniir ·.utilizando ; argLrnentos de 

simetría ('t Hoofl. y Polya~ov, 1974; Wu y. Yang, 1969; Carrigan et al, 

197§l que PEil""rnitan p~oponer urf ansatz gue simplifique las. ecuaciones.·. 

c~~:~~~f tJS'!:Ji11{:W:t~:'::'n;sp!,So··.en el orígen,'t ~·· '!:{ 

IV.17 a 

. ..•• ¿··(··'·'·.) 
Wt··. rt-. 

Si sU:St.ituimos la solución IV'-17 en la ecuación para la · energía 

{IV.B) llegamos a: 

00 

IV.18 . H := ~ d
3
tr G0o . 'l~o. ~ ~t l r ( ~~r -r 

+J _ _f ~ .dtl. - \-l 'f + _L ( ~ 1 - i) 2. + P\ i H ~ + A- ( \-\ :l ~ f¿}L ] 
'- \ 0.1 · '- L1e1

· . 
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{ver apéndice 0), donde r = aer. Las condiciones para que E sea 

estacionaria ante variaciones de H y K son: 

IV.19 a 

IV.19 b 

-9 :J.. d.2.~ 
} el 12 

1!1.. d 1 H 
el 1 :i.. 

que son ecuaciones de movimiento para H y K. Estas ecuaciones también 

pudieron ~er obtenidas substituyendo IV.17 en las ·ecuaciones de movi­

rP i9.fa~o J\1~3 y IV. 4 • 
. Para que la condi.~ión de energia finita se cumpla {ecs~ IV. 14:...r6r : 

el comportamiento· asintótico de H y K debe ser: 

H<rr--.~- ... r 
. KCp··~L~ ... , ': ······ . 

Y" .· , K - 1 · ~ ocrfr · H · ~ oc~ 

r -:--~.~ . 
r--:...:_.,. a, .. 
r _.:__~ º 

.· .··· .::·.·-,:-ka~-fupcíon9$ .H. Y--~ 9l1ª ~~~J~f~er1IV.19 y 20 se encuentran por . 
:·-~:~m~~~J,~{!}Üfrt~ri~s:y·iienén:~~~·:;ron1 j~~,~iri~~ 4 ~2>:·.·-- . . ... . .. ·. 

·. · .. 

,.HI( 

figura 4.2 
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La energía total de la solución se .iJlterpreta como la masa clásica 

del monopolo y se puede escribir como: 

IV.21 a M = 4ff a. 
e 

donde f es una flillción que resulta de evaluar la integral en IV.18 y 
1 

cuyos valores han sido calculados corno {para mayores detalles del 

calculo numérico ver Bais y Primack ( 19 7 6): 

f(Ol = 1 

f{0.1) = 1.1 

f{0.5} = 1.42 

f{10) = t.44 

(Prasad y Somrnerfield, 1975) "' 

('t Hooft,· ts74> · 
(Julia y Zee, 1975) 

(' t Hooft, 19 7 4) 

g~~~~ 
acoplamiento,iy es, por'lblanto, un resultadóríb perlurbativo~ . . .:, 

4. 4 La condición de cuantización de Oirac 

Al usar las condiciones IV.20 para los valores as.iJltóticos de H y K 

y utilizando IV~2 y IV.17, obtenemos que asintóticarnente Gª esta µJJ 
dado.por-



IV.22 

El tensor electromagnético F se define como la proyección de Gª · .µv µv 
sobre· la dirección de ~' es decir (ver seccion 4.6): 

IV.23 

Esta ecuación nos dice (ver la definición de E y B en la sección 

2,~\) :que.el campo magnético en.este caso es: 

. ·-,_,- <-·.··.: 

IV.24 

. que 9orresponde al campa magnética creada par un monopolo _ .con. carga 

b'-L;Q1_ªg6etica: , 
- . ·,- - -. ': ;· _{,_:: _· ._ ~ 

-í\.(25 

~.Efi;J_~t'ª-••·caso e. es la. constante de--• acoplam ienlo electromagné~ica y esta 
-.- : ; ; ... :.~ '.!.:~~: ~;-,.~-::~::; -~ _·_-....... :-~:·' _-. '-:,~.·~~~<-~-~ : __ ~: ~:--~-.. ~:· ~-,~.- . '<·: ~:;~ .'~ .::~.¡.,, •. '·'''·-:-.. ,::. : .. :. '-. :-> ·' /~- _--~- .. ' _:~: -~,.:. ,'\ -< ·: :· ~ •,_,-,/:' ::· ,.:.:·.,.,.' - ~ . '" . ·. -._, ~ ~ _: ·. -- . ·, 
·ri~li:lpJC>~da con.el Operador de. qarga. o· p()r: 

.. ·. "· . . . •'. . ·, , ..... 

IV.26 A =·-eT '.;l{ . 3 

(T 3 es la tercera componente del isospín). La carga_ más pequeña 

diferente de cero gue podemos tener es q0 = e/2, que es la· que con-es­

ponde a T 3 = 1/2. Esto nos da· 

IV.27 
1 

·-· 
- " 



que es la condición de cuantización de Dirac. 

4. S Estructura del monopolo 

Cuando r ---~ co las ecuaciones de movimiento IV.24 se pueden 

aproximar como 

IV.28 = K . 
' 

o 

donde. .H .. == -h + {. Las ecuaciones IV.28 nos llevan a una mejor .aproxi­

maci6ri para los valores a~lnt6ticos de I< y H: :. . 

IV.29 

···.';: 

-1 
e 

""·' .. ·.-,·.· 
. ·,; . ~ '.i~~·"-. 

"·· ¿ __ >• 

donde . µ = (2A)'.ta • y Mw .... ea son -fas masas de los ·~aries de; ~iggs y 

de ronna respectivamente. ~ta significa que la aproximación a la 

_, forro~L~as_intót.ica la· determina la .. longitud .9é_ onda de .Compton de la 

Part~7ill.ª~:rn~s~~-~~ci~~~ ~°:?~ª~~·9~F.~ . . .... _. -.·· -. . .. --<·.; -.. -. 
Los 'éampas dé norma ·W .. dadOs. por IV.17 toman sl.J. valor asinf.<5-

. ·. . ' : . l . ' . . . . . . . ~·::. ·.. . . ... 
tico mas allá de un cierto valor Re. Este radio Re nos da un tarnaño 

definido del monopolo de "t Hooft-Polyakov. De acuerdo a IV.29 

IV.30 

mientras que de acÍlerdo a IV.21 · b la longitud onda de Compto11_ del 

. monopolo es aproximadamente 
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IV.31 

donde a = 4rt/ez. 

La estabilidad del monopolo _magnético se puede entender como el 

resultado de minimfzar la suma de ía energía mag~i~t~~----almacenada 

fuera del radio Re más la energía debida al gradiente del campo escalar 

dentro de Re. En ordenes de magnitud: 

t. - 4'1" ~2. !. r.J :IIT i ___,...,.. -·t-\~ . 7R.C..· ¿2. 'R.c. : - ,-.· ... '.' 
•. 

···",· .. 

~ 4'íf 'Re. 
.2. '!1\ 

. ·. ··.~ ·~··· 

<} - o. rv Mw e 
e. :L 

minimizando la stJma de estás dos cantidades· se obtiene IV.30 nueva-

.... ~ 

·.· · .. ·4~5 Solu::ión& ~Í Hooft.~Polyili>v en·~f~cío d~:I1iggs , 

Cuando r ) ) Re la configura~i~n de campo se encuent.r'a exponen­

/:': cialmentecerca:.cielyaqío.de· Higgs, -~ d.ecir: .... 
,,.,~:e<:.··".:' ·:.· : .,,, ';--":·. \:·r~"· ·:-·~ .·. ·-· . , , _,· ''·'.'.·: ~ "·~·· ":~··~ ·'> ':·' ::~,. , .; -:·: . , .. : _;- ... :.,~,.~~-.~: ·,_, . .'~,. ·-:-. .",~ :. ~-. 

. . ~. 

"IV~32 Df <}, ·~. , '."(} r {>~< . e \iJt · ~. <Í' 

con un error del orden exp{-r/Rc)~' 

Si conocemos ~ fuera de los monopolos, la forma general de W µ que 

satisface IV.32 es: 

IV.33 wr = ·· L 
&e 



donde A es un campo arbitrario. De la ec. IV.2 llegamos a que 

IV.34 a 

donde 

IV.34 b F rv = 1 .L <P . ( or <P X óv q>) ~ ·or Av - o V Ar 
o! e. 

En la ecuación ~.,terior notarnos que F coincide. con la definic~6n que 
. ·. ..· ... · . ·.· ·. µv.·. .. . . . . · .. · 

. ese _djó anteriormente del .tensor,. electromagn~tico (ec. IV.231. ::0~·1as 
e~~ciories IV;.32 y 33 se sigue q¿e .· . .·· . ' ' .·.•~·.··· 

IV.35 

· qUe'sonlas~cuaciones'.de MáxweJb; < · .• · ..... · . > .. 

. · .·Podemos'·c~ncl~lr·· qile.· en. el·vacío de :Higgs· (IV,.32) .:1~·-&iiecib:>~pci.-:: .. . 
nente del tensor G ª que es diferente de ce~ apunta en la dlrecclón. de . ~ ... . µv . 

·· .... (~-- pJ.34)~ y está dada par un tensor F que cumple con las ecua-

:' ci.~ <3E!Maxy{elt ClY\~SÍ. E.llacom~fu.•esl$;ásoi?ii>:#a ~ !)!;~ ..... . 
. ucif de :rotaciones alretledord~ ~- . ... . .. . . ... . . . . . - . 

~ . . . .. . ·- . . . ' . 

4. 7 Carga magnética y topología 

A continuación discutimos el órigen topológica de la carga magné-

ti ca. 

La corriente magnética se define como (ver ec. Il. 3) 

IV.36 
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En ausencia de singularidades podemos calcular k utilizando IV.34 b µ 
, para obtener 

IV.37 

. 
Es interesante ver que la corriente magnética queda determinada 

¡ 

completamente en filllción de los campas escalares. Debido a . que la 

corriente k es la divergencia de un tensor antisimétrico, se conserva 
µ 

localmen~e,. es decir 

?Jr-k_r ·. = b 

que da lugar a que la carga magnética 

. ' ! . :J· "·.~< i ::: Cl 3
,' :X; ,to 

'· . . ' .. . ·. 
. . . ·. - . 

se conserve {dg/dt = 0). Usando IV~37 se obti~ne· 

···.··· ¡v:jli · · 1·;~· ;~ t ,E· 1~••·7;-.óJ:f <P~·~i, <1t :dJ<f>~·P-~~·,a+r 
·~ 

Para ll~gar a e!ste resultado se ·ütiliz6 la ley de Gauss pafa convétfi'i- Ja ..•.. 

integral de volúmen a una integral de superficie en la qué ~ es la 

superficie de tma esfera en el límite en que el radio R ---.- co. 

Es importante notar que la carga mágnetica no es una carga de 

Noether. De la ec. IV.38 vemos .que g no depende de ningún momento 

conjugado ca 0 rp) y por lo tanto no puede generar simetña algi..Jna •. '. 

La superficie ¿ se puede parametrizar en términos de dos para-
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metros ~a (a= 1, 2), de manera que tenemos: 

---11.t.ilizando los.sigúientes resultados: 

IV.39 é. 
• rnn 

_:a~ 
M 

a~ 
n 

é:_,_p d~,, 
'O 1 ... o f ~ 

~ * o-~ . .X 
y 

.. se ~11cuentra qu~ 

IV.40 

'.be acuerdo a IV.39 la integral que aparece en rv~40 representa una 

integral sobre la superficie de una esfera de radio. 1 en el espacio de las 

.. i·~~~~~"'!~i~:~t!lrt~~~~~&1i'~\;i~~~~~~:.. . 
:para: q~ .il>a sea univalente. Entonces, a partir de iv~4Ó obt.enf3rrms .. · .... 

IV.41 

Esta relación confinna el orígen topológico de la carga magnética y . 

. mue~tra qtie_ ademas d~l monopolo magnético (ec. IV.25) podernos 

esperar -la ·existencia de configuraciones con cu,ifquier carga magnética' 

entera. Cabe mencionar que a la fecha no se han podido encontrar 
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soluciones con N ) 1. 

4.8 Monopolo de Bogomolny-:Prasad-Sommerfield 

Otra diferencia importante \3ntre el rnonopolo de Di rae y el de 

' 't Hooft-Polyakov, es gue la masa de este última es ca_Iculable, mientras 

que en el rnonopala de Dirac la masa es arbitraria debido a gue la fuente 
1 

magnética externa k se agrega "a mano". µ 
Es posible encontrar tm límite inferior para la masa de los mono-

. polos I]lagneticos. Este cálculo dá lugar al límite llamadode Bogomolny 

Pra.sad.y -Somme·rf~ld · C$P~) <(Bogarnolny, . 1976; ·· Coleman ét al, 

1977). A partir de la densidad de ·energía IV.8 pod~rrios calcular la .. 
masa del monopolo como: 

IV.42•/,M "~o. é; .;, ~ d 3 '1'"L lH ,;! ')1 
+ (~!.Y ... (:D <J>")~ ... (;!)1 </>S ] 

. • ':; .·. ·•· · ··~·+~· ·"'·<. '·º · ··~·:te~)~ · 
Como V{$) dado por IV.4 es una cantidad positiva deffuiaa,, la masa M 

del monopolo debe cumplir con: 
-~::<-.-··::--~-~:'·•-;:·-..:.-·_ ·,. 
~ ~ . ~ ~~ ,...,. 

En el vacío de Higgs ~uv ~ .41. · Gµv , lo que permite·es~iblr las cargas' 
eléctricas y magnéticas como: 

!V.44 

y 

~ = ~ el s · B ~ .;_ ) -8~ <f>.,, d s' 

= ·j _,/)¿_-/... ( D~ </>)o. . d J ~· 



'··,: 

IV.45 

donde para llegar a las expresiones finales sa utilizo la identidad de 

Bianchi (ec. IV.6). Al substituir IV.44 y IV.45 en IV.43 llegamos a 

que: 

IV.46 l'\-"'= + \ c\',.;-l d~ - (J>'.ji)._ .>eY'\G\~ + 

+ i ~ '1'rr l _e,;-, - (:!>'cf>),_ GO.S er + 0-(cpen G +~<:<:<>6) -:o. 

. : " 
• ••• •e • ' 

~ a.. ( ~ sen e + ~ c6s e) 

·st calculamos el mfi1imo de esta relación para e llegamos a 

En el caso de 't Hooft-Polyakóv el monopolo magnético no ll~va -carga 

1;- • el~ctrica, lo que no!S da eJ lím_ite i~erior para la masa como:. 
I'., ... ,,:·~·,···· ..... ·:-:,,..· ···'·' .· ......... , .. : . . . . . 

,·,., ., ' 

· Iv~1s · .··. ' . . . . 

o...·iíL• 
e,; 

En términos de la masa del bosón pesado Mw - ae , la masa del 

monopolo sería: 

IV.49 

' ' 

Al comparar con IV.23 vemos que el límite de BPS corresponde a··. 
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La densidad de energía dada por IV.46 dá una solución para la 

masa del monopolo que esta exactamente en el límite inferior, es decir: 

IV.SO 

cuando las siguientes relaciones se cLUTiplen en todo el espacio: 

•· ·.·.l c..· .. ,· . 
(JI ... = o 

... . ·O- :: 

..... 

V(cf>) =o 

;,";~~~:r~~~~;,~Jf~t~~~~?::T~~ iase~:;~¡ 
. : fll3s en -el límite en que X ~--~ O y se sup~n~- que IV. t4-.es tod~~Jía· 

. válido. Las ecuaciones IV.51 junto con las identidades de Bianchi llevan 

.. •-• aJas ecuac\ónes derriovirniento JV.3 y IV •. 4 con .X= _Q: 
"A' ·::t·:~.:·.;·."~:':?'- ~~-">,··:·e,.,, .,;:~<:>·~:':·"··'7··. ~;-:~,, .. -, . .,. "~'.-.'.1,,•:_:(•\:'.:~.:C '?·:<·>·:;-='·~- <'" :~:,·· .. "- '''.'-' .. >..'.~:;,•:--<.::<-~C.· .. ,_,:_;•, . '· :;_~~ ,. "·', 

' - '.: - . ~ " .. -
.:.:·: .. ~.:· .. ;-,:.~-~-' : :··· -.. _,_,.: 

· ·· 1v~s2 

IV.53 D,.. J>f" :~ . = o · 

Al substituir en las ecuaciones de movimiento IV.52 y 53 el ansatz dado -

por IV.17 llegamos a (Bogomolny,1976; Coleman et al,1977): 

IV.54 j _41i_ == 
d1 . 

, ' ,~, .· 

- i'\ \-\ . 
) 



La solución a estas ecuaciones fue encontrada por Prasad y Sommerfeld · 

(1975), guienes al apli~ar el método variacional al monopolo de 

't Hooft-Pol yakov encontraron accidentalmente soluciones exactas para el 

límite A ___ .,. O. Si hacemos el cam~io de ".'ariables - H = 1 + &h,. 

K = bh llegames--a gue k'-= kh~Y---h'-= k2 • Al recorqar las formas que 

tornan H y K en el límite en gue ·r ___ ,...ro, llegamos a gue h2 - k2 = 1, 

lo cual nos lleva a la solución: 

IV.SS H =- l-\ o (~) = 1 coth·j - i 

'K- - ~o(~) = '•' ···1 '3erihl 

·La forma asintótica de H es: 
'•' 

' ' -

-· .· y para ~ < < < 1. tenemos que 

:: ... -

· : Este -rnonopolo e51Iámado. de ·&gomolriy~Pt~sad~Sommeff\~Iif. ··_· 

El monapolo de BPS ·~ifiere en aspectos básicos de los de 't Hoofl­

Polyakov y Dirac. En el monopolo -de BPS el campo de Higgs no tiene 

masa y es. de largo alcance, como el del fotón. La contribución de estos 

dos campos a la densidad de masa son iguales y hacen que tenga . una 

densidad de mas~ dos veces n:ias gr~f3 que la de los de DiI"'ªº y 't H00fl­

Polyakov. Ademas, la fuerza que ejerce este monopalo es atractiva y su 
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magnitud es igual que .la de la fuerza magnética. Esto hace gue para 

rnonopolos con carga opuesta el efecto se refuerce, mientras que para 

monopolos con cargas iguales se cancela exactamente. 

4.9 Relación entre el monopolo de 't Hooft-Polya!<ov yl/C.eill•cte;¡o-·1oliilrr~arc.-----------~I 

, Como ya dijimos, la diferencia entre el monopolo de Dirac y el de 

't. Hooft-Polyakov es que el de Dirac es puntual y lleva una singularidad 

(la cuei:da} :3obre la cual el campo magnético es infinito, mientras que el 

de 't ,, Hoaft;.:Polyakciv · tiene una : estructura interna suave y .im tamaf1t:, · 

definido: Sin embai-ga, lejas del manapplg el carrypp- elec~rc:>magf1ettc'? ,, 
es prácticamente el mismo (el de Maxwell) , la única dif ereneia ~esidl:! . 
en la definición del tensor electromagnético F µv Se ha demostrado 

(Bo1Jlware e.t al, 1 ~16) que mediante .LU1a transformación de norma 

. singlJlat~·· es.:pósil;>_le,: ep elc·lúnL~.eque· .. f .. ~~.~~.· oo, pa~~~ de .la• exprt35;i6n·· 

. d~·c· ~tc•:·Hooft.-Polyakov J"~~rá Fµv a una ~°:~~ª de ~,~·v _que .~~ntiene. ía, ... 
cuerda de Oirac. Esto signifiea que ~n las regiones alejadas def · . 
monopolo,. en el vacío de Higgs, se puede pasar del monopolo de 't. Hooft­

·~gJyai<p~: ªl}~§ .. P!~~9:96fi1Jria.ü-~ormació11. de nonna,_lo_que nas·· dice 
- ~·~íl·-~ta~r'~gi§n la~-~~~ d~cr,i'F>~i9~~··~ri~ equivalefüte~l' .;;·: •. ; •' .· 

4.10 Diones . 
Otro aspecto muy interesante de,, esta teoría es que al definir 

~ -¡!. O se pueden obtener soluciones que.además de carga magnética 

lleven carga eléctrica (Julia y Zee, 1975). A estas partículas se les 

conoce como_ ~iones. Se demostró {Prasad y Sommerfeld, 1975; 

Bogomolny, 1976) gue los diones pueden llevar carga eléctriea anómala, 

es decir, la carga eléctrica puede no ser l.Dl múltiplo ·entero de una 
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carga fundamental. 

4 .11 Resúmen 

El monopolo de 't Hooft-Polyakov tiene ima estructura {tamaño) 

1---m:~~!a--------J~~t'?.:3----€le-!--HmF'lfil~e---:L1:cos-e-ampos~mas-i-vos· ·le· dan una es true-. 
tura suave y afuera del rnonopolo estos campos desaparecen rápidamente, 

de manera gue a distancias muy grandes la configuración del campo del 

monopolo es igual a la de un monopolo de Oirac. _ La masa de este 

monopolo es .proporcional al valor esperado del vacío; i. e. del orden de 

la'E!S~la del r:=C>~pimiento e~ppntáneo de la_ simetría. {ver ec. :IV.21'). .. 

Xa~mas, en ~e rn6riÓpoi~ n0 :hay ~ce~idad .de la c;.uenh de· Dirá~, y~ · . 
que al tener lD1 tamaño definido la singularidad de la cuerda desaparece . 

. Como el tamaño del monopolo es más grande que su longitud de onda 

·.· .·• d~.:cernpto.Tl por el fact()r a ; 41f/e, sr a·~ pegueñala~ coi-rcecciones .... . 

é ~~tª~~~~tr~:;··~f'~~~iP:it:::1a:~~ii9:senki .. · .. . 
~nstante de' acoplamiento fuerte y no podemo5 · 9alcular nada. 

. . ... Un as~lo· interesante del monopolo qe 't. Hooft"'"f<?lyakov._yde la. 

t!l~~~~i~~ti~::c~;i_~~~~f*~7P!i' , 
_ g@>.-electromagrlético:ocJJ. 

73 



·. ,;;·, 

. CAPITULO V 

MONOPOLOS NO-ABELIANQS 
EN MOVIMIENTO 

· ·· • ~;f '.MQn0p0los :E!n moylrr\Jeiit.o ron' ~el~idad'con5téinf.e.·. 
Usando las tr~cirmaciones de Lo~errtz podem~ obt~~~ a p~~ti~ . 

del ansatz dé 't ·Haoft-Polyakov una solueión que represente a Un monopo-

1() magriético moviéndpse con v~locidad eon5tante. 

i'.~i\~~~~~'.~;~~~~~i~~:i: ~~lE!~di 
, tlerllpo· y ~.dada ~r IV.17 .. En un sfst~rria en el c~l ~{m~nopolo se · .. 

111ueve a lo largo del eje z con velocidad constante se tiene qi.te las 

·· ~~~~?·;~!~'t~:'!'.Eionan•.con 193 .. :;~i;iLsiste¡u¡¡¡ S' ·dé la 

. < 
'1 - {: :x'- vt) 

.. V;.1á 

\V~(«, t) 
b 

. .Jt::. :· 



o 
e Ao. ( í\) - \N~

0 

(~) = t ( 'W; (rr, t') - -u "'1: .(R, tf) 

d cJ>:(Y\) = ~~(rr,t) 
.:;:, 

donde, y= (1 - v2/c2) t .. En las ecuaciones V.fintnxrujimo5--variaoles"""~--~ 
~y Aµ(rp en. lugar de r' y a W'µ para simplificar l~ notación. Como . a 
A~ (q) y Q>~(J?) representan la ~olución en el sistema en reposo, tenemos. 

de IV.1 7 que: 

-v.i·· 

V.3 -

·,. 

V~4 i 

De manera que_ ahora la solución que representa· un monopolo ·ma~t.ico 

con velocidad constante es: 



v.s w:. (R, t)-= 4' v A ~(rf) 

Y\~ =='tu.) (n-~ ~ v-.: t) 

donde A1 y $' están dados por el ansatz V.2. . a a 
Otra manera de llegar a las transformaciones anteriores es propo-

niendo .t.ma solucfon del tipo w! (r - vt), r1> a (r .- vt). Al substituir en las 

ecuaciones de maviniiento IV. S se obtienen, después de lB1 largo cálculo, 

:, .la~. ~~é3qibñes V.3 y V.?. · Aqiñ, tornarn~ cama p1lnto~'de parlida. V~3 y , 
> \f.5' Y .comprobar~hlOS a··c<:mtfrruación qt.JEi. sOÍ1 solueiOJ}0S de laS ecUa,Ci~ ·.· 

nesde movimiento IV.5 

El ten.sor·antisimétrico G está dado por rv~2. Al substituir en 
' . ' '. }LV.' ' ' 

este ten5or ~a5 s:arneos; da~os porY.Stenemos c¡ue:. 
,, .. 

\•. · ... 
··.>;."'.''.'"."1:,:~~_"~;:·"~~· .. ··':: _., .. · ...... .., .,, .. , .... · -· ·;..<.'·~:·,···· ·;·,·:··r·~.- ... ·,_, . . , ... ,u.·: ·'~""'>'.<·~,,··.r:-~-· "· .. 

·.d~~~··~~nni111o5·:un .. ·nue\ID··•ten.sor•···arit1·sim~tci0?· ·.·oJJv···eri··.i~1no5.·····lf~.iqs······ 
campos en reposo como: 

V.6. é. n~A1 - e a.ben¡. c. 

(Las derivadas en V~6 se hacen con respecto a la variable q). 

La .Ge>mponen.~te G~ •.. ~.· .de man~:r-a s.imilé?r y G 3!. es igual a cenJ ... Las 
componentes de G'i que no tienen índice .3 no se transforman, ya que . 
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Podemos es(!dbir_ las_ componenles espaciales del lensor anillsimélrico 

IV.2 en términos del nuevo tensor antisimétrico V.6 • 

V.7 

Para Jas. componentes temporales tenemos que: 
.. - .. · .. •' . , ' 

Sµbstituyendo V~S, llegamos a que: 

. '"i.~·· . . .... .• . \. 3 G·.,. . ·. - . ·,&.·. G;. . .... ··. 
··.OJ ' . .. '()J . 

. -- ... 

Siguiendo el· mismo métcx1o podemos encontrar 

.
,·.·:_ ... : ... :01_•_~-.······.a·'.·.·.·· .... P.:_ .. º.· ... ·~··.·· .• ·a·.·· .. y nicp' . dt>n,de: . . , .... e.e·· ... •• ... , ... l;l, . ·. . . 

{de rn>eVD, las derivadas se toman con respecto a la variable i¡}. 

Usando V.5 llegamos a: 

V.10 T/ <Po.. = t (l). ñ~ ··<:fa~ 

"" 

V.11 !)º <P t>- i '\)' Dl cp~ 

. 

·~:; 



:en éstas relaciones es fácil ver que las ecuaciones de movimienlo 

dadas por IV.S se transforman como sigue: 

JI = a 
V.12 

JI = j 
-, 

N~tarri9s que~ ~a compofK:aÍlte -v = O es igual a JI = 3 y por ·lo tar1to no da 

ni~>coJ1dlci6n extra;, 

Si hacemos algo similar con IV.S b 

,.. ) 
:( ".\)r- ]) </> ~. = 

Tanto en V.12 como en V.13 las derivadas se están tomando ahora corí 

,:::, {iSp9Clcf:~f·Ji!§ _c:,09rdefíadas Q·: L.as -nuevas: ecuaciones; el~. !Il_C?viinlento e se . 

·····:.ª••:a::~o~~=:t.~}~i;:p;aÓJ==~~;~ .••.. 
movimiento, ya que Ai(I}) y c/>(q) s~n sbluciones de las ecuaclonespara 

el caso estático, es decir están dadas p0r V. 2. 

5.2 Los campos electrico y magnético m abelianos 

Los campos eléctrico y magnético no abelianos se definieron como 
•···· •'· .. . .. . 

(ver ec. IV.2): 
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V.14 
....t l _ />o(. 

(:> o- - - l.=t °"' 

V.15 __,(j:_ ~ - .~ é; p~ G :-k 
Usando las relaciones V. 6-8, podemos enconlra11 E! y B ~ 
términos del tensor V.6: 

V.16 

--60.' = ,- -¡~•) é,i~ ({!!( 

De V.16 y 17 podemos ver que: 

,. . 

. .,.l. ,.· .e:_. (t:J ,,,_ .. -:: - :- ( '1}'. )( '1j ~): ' . 
- -·'·-·· . 

V.19 E~ = ~ -¿: 
l q> 1 

Usar'ldo V.S y V.16 calculamos E~ 
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donde J = +- (i- H) • 

Al proyectar sobre el>: 

V.20 

' ' 
-. " •.. ,. •. ~ - e -

V.21 

Utilizando los valores asintóticos de las funciones H y K cuando 

r ---a. co (IV.20) tenemos que: . 

V.22 



V.23 E= -'U"Xl°? 

que corresponden a los campos eléctrico y magnético de un: monopolo 

magnético en movimiento can velocidad constante y satisfacen las :/ 

ecuaciones de Maxwell (IV.35). 

S. 4 Energía del monopolo cuando la velocidad es constante 

_La densidad de energía esta dada por IV.8,_ donde V{lf>) ·es el dado 

por IV. 4 . • Si usamos los. resultadas de ·las secciones anteriores 
·' 

V.24 

. l)~!liz.arn:fo .y .. ~8 tene,mos que ·· 

Utilizando.Y;.J6,·V·º y V.2 obt~nemos: · ..... ' ... " . -_ ,. . . . ' - - . . . " -~· .. -,-· -., .. - ·- - . -. -- -
',·,;-,·:.-,..,._.·:Y':'·"._· • _, . .,.:.'.._ •. • ,,~:,;,.,.,,.~,;,,,· ... ; -.-------··---·-:-·-··-··-·--

.·,: . .e~ : ,;, 

. • • L ... 2. · ....•.•• ;.:::.·:~:."'······: 

V:26 (~~y + (jj!) = '-'/ ~ ( ~ ~) -f { i ~ V 1'f¡.~~~y}, .··• . 

.t'U!l ntrl') 
'1 a. 

Por un procedimiento similar calculamos (Dºcl> )Z y (Di$ )Z : . a a 
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V.28 ( ~º </J"") ~ + ( D ~ <:/>o..'t = ( i -t- '6 '""/·/)_ !iJL) f o.. :J. (.ali)~ -
'l:a. L é)~ 't~ 

- ~ H.atl.L +J:L:. J + .2. Ka. H'" ( i + '1>.a./':i. - v
1 y.2. n.i.n~) 

e_ o1 Y\~ G2f\..¡ C.2.Y\.<4. ·11.t. 

Si llamarnos: 

V.29 

V.30 · 

G,,. = {- t ( G:)"'" .,. ( .o;rj 
~j6 = + \ en' <P~Y· -r e :uº_ <P~Y- ~-

v.31 l d'-r 0 00 "' ,) e,,. d3i:r + j epi d
3

,.,. + j 
·•··· U~c{\/.24~2s·J1eg~ma~·a·4~.iai.ntegrald~'·:H· ·-es=· .. 

. - - -- '.-·-··o•~- --·· 

-~e 1 + '0~·1 !1~ \ ~n .•+- (.~··.i - ¡y1' t i. + ~-~· ::~ i-v-2' 11:'1 i~-] 
i" ).') ~ ·1 

como r =&cosa ' al hacer la integración sobre 0: 

Haciendo algo similar con H2 llegamos a que: 
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y la .integral de V {lfl) es: 

V.35 

Al juntar todo, la energía para el monopolo en movimiento queda como: 

Sin embargo, la: expresión V.36 para ia ~nergía no parece t~ner la 

· depend~neia corrE!cta en v, ya que esperaríamos que H = yHº donde Hº es 

·la--masa .o. energía del monopc>lo. dada i>c>r IV.1 B. . 
'""'_,·,· .. ~~ :,~'" •'V H'O .·~-~- ,~:,.' ~ ... ..,-:. ,< .~': > ~ ·, •• \-.,~. ''"" -~.) •,,.,q ·- • ;- '~ r'> 

'· . .. .. . .. . '" ; . . . 

A continuación emplearerrlos un método. similar al utilizado en la 

. demostración del teorema de Derrick (ver capitulo IIO para deducir un 

teorema del Virial valido para toda solución de energía finita del lagran-

giano dado .por IV. 1 ... 

Hagamos la siguiente separación del Hamiltoniano: 

V.37 \-\ : \4Yt1 ;- l-\; + U 

S3 

;:.·: .. 
!f ;• ' 



donde los tres términos son positivos y están dados por 

V.38 \-\ YM ·- \ d ~;r (:).,.t1 

\-\ 1> = ~ d.,;r- 01' 

u. = ) d J) rT- Vl~) 

con eym Y:.'.e<P defiriidos en V.29. y V.30. O. es:l:~úrnerode dimen- · 

siones espaciales, que en nuestro caso es tres. En V .. 38 separamos H en· 

contribuciones provenienteS del campo de Yang-Mills, de la energía 

cinética del campo· escalar y de la energía potencial de rp, respectiva-

mérite. Para la solución en r~poso ten~mos< la 
··•.·. 66~~~p~nrlie~te: 

V.39 \-\ o 

··, .-.. ~::z~·~;b~n5.ideremps···1á~ conQgiifaci"ones':qiJe•.·.· se··obÚeiñ~fi7paé•,ilit'camriió-:{:fé,::t?···:.·:'::~.:::'.~~.· 
e~6ai~_~n la .varÍi;lble * ·--<~. · · ' .,, , 

Supongamos que los campos se transforman ante este cambio de escala 

como 

V.40 
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. a 
Nótese gue la forma en que se escalan <P y W es consistente con el µ 
ansatz V.2. A partir de V.40 encontramos 

V.41 

D .. cp·-. 
IA. . . . , .. 

Al usar las ·relaciones V.41 encontramos que las contribuciones a la 

energía. de las eonfiguraciones escaladas cumplen con 

V.42 \-\ o .· .··) .... (' e~ 

dÓnde . los términos de la dere~ha corre5ponden ·.a 

reales que se obtienen para A. = 1. 
La condición para que una · configuración de energía finita sea 

estacionaria ante un cambio de escala es 

V.43 bH"(.2) l··. - o 
b". l=t 

Usando V.43 a y V.42 tenemos que 



b Hl~ \~. L 

- l ( D - LI) e;t1 d 1) (1 

6" 

ó H; ) = 1 
(:D "'." ~) 8º rp 

d J)rr 
&~ ~ :: .! 

bu (if>)) - l 1) V l ~') di),,... -
entonces 6 A ?. ... 1 

. . ~ . - .·... . 

v.· ;:_44_ ..• _ 8_··.•H.:_. __ ,-. --=- • o -'- .- Hº . ·(-. _ _ ( -O_.-- 4) . _ ;,~ . · --~·--_- D 
r ~ . 
o-"' ' "~ ~ 

. ;_¡_{):~tttJ}~}·· .. 

; .. 

pe.r;> • .Hº . __ , :~º cp y 'JO -~ºfl ca11tidades _positivas defi_nidas, ---~~ -q;ie_ y.44 ·_ .. ·· 

• ~;; 7i'~~~s:~:z~e\S!opt .... ·En ~ro ca~q\ .. ·. 3 Y~'J2'~~1l[ldci ~7. 

V.45 = H;,. \-\; 
,,,,' 3.~, ,, .-··'··' -·-·--· -·-----. ----·- ..... . ·.·zI.;.····~t~~1~~~~~¡~~~~··~1· ~.~~:d.ir~·Yiffui·~.·~~!~i~ ... • 

·estáticas :;.de energía :finita déJas ecüacio~ de inavirnfento IV~ S ... · · Por < · 
. - ·. . . . . ' ' .: . ' ' - '~ -. - .. . ' ,, - - . . ~ ·- ' -- . ~ 

col1Siguiente ~ valido pra la .solúción dél monopolo. 

_Al substituir V.45 en V.39 vemos que la energía en reposo se 

puede escribir en términos solamente de Hº ym y Hº rl> 

V.46 - 4 \\o - T l"""''fM 
J. \ 1 o 

-'"'s& 
.3 

De la relación V.36 y de IV.18 podemos ver que las .diferentes 
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contribuciones a la energía del rnonopolo en movimiento estan 

relacionadas con sus equivalentes en reposo por: 

V.47 ( 3 .\- 'U:i.) \-\ 
0 

V 
3 'iM '0 

( 3 - 'U:i.) \-\,id -¡ 
.3 

UsElr1do·'estas ~elaciohe~ podemos encontrar una forma para la ~befgía .· 

del monopolo en movimiento dada en términos de la el)ergí a en reposo: 

H = . ~ V1' + l4 ' + '\),_ ~ 1 e!'; LY, ( 3 ;,.,•) . 0 y~ + 
', : . .:.:: ... _;,. . ' ' . ,· 

V.48 

+· E>j;., 3 . @~ 1 •·· ~··· ~···· 
finalmente 

: .. , .~', 

Esto quiere .decir que la energía del monopalo en movimiento aumento·· 

respecto a la energía en reposo por un factor de y, que era un resultado 

de esperarse ya gue se .hizo una transfonnación de Larentz. Esta a su 

vez implica que la masa aumentó por el factor y, lo que concuerda con 

. lo qLJe se espE!rélde una. partícula~n movimiento relativista. 

" 



S. 6 Gerv:!ralización del arsatz de 't Hooft-Polyakov a un rnonopolo en 

movimiento arbitrario 

La estabilidad de las soluciones de rnonopolo magnético han sido 

ampliamente estudiadas {Christ y Lee, · 1975; Tomboulis, 1975; 

Goldstone y Jackiw, 1975) utilizando métodos,semiclásicos de cuantiza­

ción, en los cuales los campos se expresan como la suma de la solución 

cl~~.ica más tenninos de fluctuaci6i:i (que se suponen pequeños). Este 

111élp.:~º rE!qüiE!r~ que, además del término de fluctua­

... 'l::lofi~~:.Ia .. posiÓiSÓ'. .del ~C)Ütól"l y l.JI]. faet<Jr.>d~ · f 8?e( sean tratado~ ~9ni9 
oper:-adores. A este método de cuantizaciéln se J~ conoce comb in~tÓdó de · 
coordenadas colectivo. 

. . . . . --

.. · _Otro problema de interés es el de estudiar un monopolo rio-::-abeliaDO ·. 

· ~ts~t~1,~:z~1~:~BfZi~i~,;· 
{ver IntroduCción), es decir,. del flujo máxima de manopolos magnéticos 

·: .. ···ql.le,:~.-op~is;tE!titE!:c[)n.Ja.~exist~nqiª·-.º~=~~~~ .. magqéticos ..•. galactiCO$~. ·. 

· ~~~~m~:',~:i~~f~~;t~¡~it~0~•· 
~st~riormento res()lver. eras ecuaci~ne~ .. de -movimiento resO!tant.e;;L , 
Esta es una tarea que dejaremos. para ·.:in trabajo· posterior, eri lo. que 

resta veremqs que es posible encontrar . una generalización al rnonopolo 

* E.l prob.18rna de campos puros de Yang-Mills en presencia de una fuente 
·· externa no dinámica. ha". sicip (35:;ltJ<:{iado por Jackiw, Jacobs y Rebbi · 

{Jackiw et al, 1979) y por Sikivie y Wefss· (Sikivie y Weiss, 1978, ·· 
19 79) entre otros. · 

,:t'.· 



de 't Hooft-Polyakov que representa a un monopolo en movimiento arbi­

trario. 

Una generalización del ansatz de 't Hooft-Poly~ov a velocidad 

arbitraria, -es decir, con aceleración distinta de. cero- debe ser 

covariante y debe reducirse a los casos en que la velocidad del monopolo 

es constante y en particular cero. Ademas, esta generalización debe 

incluir el hecho de que los campos no se propagan a una velocidad 

infinita, y por lo tanto la posición de la partícula se debe evaluar al 

tiempo· retar.dado •.. Lo que ~ef1emos. que encontrar es. una generalización 

··.· de "los pot~nciales de Li~J1Círd-Wikcharl a 11uestro baso. · ..... 

Si al construir ·un diagrama espacio-tiempo ponemos el punto de 

• obseryacH5n de .·· coord.enadas ·. (x,y,z,t) como . orígen .del. espacio ·.· de 

· ..• ~nk~·$rzi'::i::i:er:;.~~~r!t~~1a~rtE~~'.··. 
o. Corno el rnonopolo siempre viaja a velocidad menor que la de la iJz 
la pendiente de su línea de universo es siempre menor que la del cono · 

•:::¡~=c:~rr~~!°'i.~~~tai~~~r~~~~ 
'poride al t_ieinpo retardado t' y éSta dado pr>r: · 

V.SO 

con 

t.' = t - 'R' 
c. 

R <.. t') == I x - ¡;:. l t') l 

donde x es el punto de observación y r(t') es la posiCión de-.-ia partícula 
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evaluada al tiempo retardado t.' • 

. - ~·' 

figura 5.1. 
Trayectoria. del. mcmopolo en el cono del espacio-:tiempo. 

, -·· _-, r-

;Ei '. rti¡¡locf o\q~ .. i.eglliJtOS • p;i¡-a·. generiifi:far el···· "-psii~~¡ ¡fa e,~ Cfíci(¡ft"' 
Polyako~ ;,esta. ~pirada· en el. Jiuzad~ ~r ~rrla~ '· y'l .. if!:iliitz e~ú-1a 
deducción que hacen de· los potenciales de Lienard-Wiecherl. ·· 

., · • ·_· .. · ·. ·:.;·:Cpnsiderem~- _et.sistema . instaotá~ ~~_reposo de la fJélrtícula. al 
-•·,:t.i~fu~~I,:~·;'.. ~''ti~~1r-·~- at'iíe?npo:t:~:,~1-~"ITi_§nof>o10·1h~~":~~ifuci:i.aac3L~¡;~y;i~· ·-:~·:T·3:-,~~1 
... c~I"TI~ ~star~~ dados.~~ la exp~io~ IV.17 peto -~i~aa-~l91 t~ernpo ;;·. A'W~ 

' . '-,~ ," . ' 

retardado: 

V.53 

" : .. :,~~(~ 

' 
W,_i. ( ,r: . t) = é . . R' 1 

- , (A..1 1 e.. 1l..' 2. 
( i - K ( a.e. ~ ~) 

w:. = o 

= ]..' o..: 

e.;R '.2. 

H (a. e. R') 
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Con ayuda del cuadrivector de velocidad uµ y el cuadrivector Rµ dados 

por 

ul - t. ( e , v-) 
V.54 

podemos escribir el ansatz para los campos en Ulla forma covariante que 

. se reduce a V.53 cuando v = O, dicha forma es: 

V;.55 

. .. c/J~ = R'Q. . H (a.~· f'· u.) 

.· Yi¡i\fi~f ~····•·#~~~ri.i,o~ /tle ··· i~Ji~"a".~:· ·····~otaptDn·•.· .trrdí.iii~rt.¡r~b~lc~ é!•·>. · 
. '/ !inltorlíidimos las 'faclor~s extra ei. quert.ornan' en cuant.f'.l~ lr~forirla'.'." 

•. . ·. . . . . J ·. · .. ·. · .. ·:.·· .. . 
ción de Lorentz y que so11 esenciales para que el resultado se pueda 

reducir corr~.ctamente al caso de velocidad constante. Haciendo esto 
:::Ú~g~~~··~:-~:::,· __ ··.· -. . . ;... ''" .. '· . ' : : ~ :: . .' ,, 

v.s5 a .~ w:{'X; t'Y = f~,,,e1ttc.,..1[R'l ~ fK'l~t) F(a.e 5tR·Jy') 

V.56 b 

V.56 e 

et•a. [ i l.t') - ~(e)·}') :i. 

o 
\'J(¡.. = 

q;~c~ j-t) = er.;~(1<1 ~ .~ Ji. 'I e'") H (a, e 5 ( R'l ~) 
e. ..¡2.- [ R l t •)- i l t') · ~] 2. 

91 



donde F = ( .L - 1-\ (o..e.5 JR 1
\ ~·)) 

V.56 e eirn :: Ó¡rn + (t- i) f'•ern_ 
pi 

5 = ( 1 - "' . ~) n 

A "R n = 
\R.\ 

~ (35.,ei.;~i.~WP~ de observaci<5n, R(t~] ~ la dis~anbia df=la carg~ a(púnto. 
de obser\l~ción,. P{x) es la pa!::iición. de ~bs~rvación y r{t') ~s la 

trayectoria de la partícula. · La posición y velocidad de .la partícula 

están evaluadas al tiempo retardado t' . 

. pz:-opopemos v .. 56. c9m9"la solución que representa un monopolb 

,_ •··· ' 't Hbbrt-Pblyakov eii rnovitjlierifb arbitratib. ·. 

X 

·figura 5.1 

Trayectoria del manopla en el espacio físico 
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Podemos comprobar gue las soluc_iones V. 48 _se reducen a los casos 

conocidos. 

Cuando V = o' e im = óim y R = x, para un monopolo en el or!gen. 

Entonces V.48 se convierte en: 

V.57 éa. i 1 X f ( f - K (a e X)) 

ex" 
WA.º - o 

- -

que es el :1nsatz de 'l Hooft.~Polyakov dado por IV.17. ·· 

--- En el caso eri que la velocidad es constante podernos hacer qu,e el 

aje ·.--~ ··- CC)incida ·con la t¡-ayectoria de la partícula (qt.~ es-. una línea 

•.,' 
,: 

. -ª~-;,, bi m ~ {"¡- <) sl;l '?J rn 3 

que. se puede ver que lleva a: 

~._..:;,..·~·; ,_·: ,..,_· .. ·:~-; ._;.•' 

---'.:f>.~- ----
é- - :: . - ~,.,, 

e3,n = 
------ca-- • 

- . . - . 

e¡ __ .,.; 1'_"'-X. ·_:< .. .·· ·n ·-·--
_;..;._;~ 

... 
donde ylli está definida como en V.3. La solución V.48 se reduce a: 

V.58 w: = t'-'"''/~") ét:La (11

t- )R'\f!>'J F.(CÁ.e~IR\_~) 

e '12. t R(~·>- R.lt'~ · ~).i 
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<:/J a. ::: '6 e.o.) ( ~' a. - l R. '\ t> c.. J \--\ ( a_ c. 5 1 R '\ r) 
e y ,. ( ~ l t"') - R l t:) · p) ,_ 

Al tiempo t=D el monopolo esta en el orígen, como la velocidad sigue el 
1 

eje z, al tiempo t la posición de la partícula es: 

. V.59 

Según la figura S.3 podemos ver que: 

··.·v,;60 /(-e· - '\){~):¿ +' ~:1. .+ 
<.·.:::·:'_:··; ' ,··~'.:: . 

1 
1 / _,, 

... :\ 

figura 5.3 

Trayectoria del monopolo a velocidad constante 



De la figura 5.3 y utilizando V.56 y V.61 tenemos gue para el denomi­

nador de V.58 

'12 (~' - ~ '. ~·)1 = 't2 (e t t - t·)- fl l-2 --'Vi.'))2 

= x 1 +'á 2 + 'tl:¿ -ut)l. = Ji[J:t 

•·•.-~paje q.~~~·deficldo .-po~ V.S . 
. Por ótro'1~CI~, en el n&ne~kdor tenemos ·que si j 1, 2 

··•·: ~!.'~;.i: .•.• -~'.·.··c~J::~_ pj·R)~i-•· -··>( 3 i;:ir~.-•-:.. éR·· .. i: · 

¡ = ( 'C - -ut) ~ . e .,_,.t. ~( ~ ií1f t. = 

La.solución· V.56 se reduce a: 
!· 

. .¡.. 

. ~¡;; AL (,i ~ K úd~ci)) ; 
·., ·,... . . ei¡s. .. - . . ...... < .. 

···r- • .. ., • 

. . ~ \ll \. 

- f3 VIio.; 

</>ca. ==- 00- H (ae'l\ 
e11~ . 

que son las.mismas que_ las encontradas en la sección 5.1 · (V.4), es. 

decir V. 56 se reduce correctamente al caso· de un monopolo con 

velocidad constante·. 

":··, 



S. 7 Carnp::>S eléctrico y magnético de un monopolo en movimiento 

arbitrario 

Como vimos en la· sección anterior la solución V.48 para un 

monopolo en movimiento arbitraria se reducen correctamente a los 

casos de tm monopolo estático y uno con velocidad constante. 

Podemos calcular ahora los campos eléctrico y magnético que 

produciría un monbpolo en movimiento arbitrario. 

Para hacer este cálculo. supondremos que la velocidad del ·monopolo 

....•. es pequeña· ~ce)mparad(2: con -ta de la luz. En este é~so p<:)demos dejar de 

tomar en. cuenta· los términos. de ~rden 732 y rhayoi-e~, por lo tanto 

··-·· (R'~'>·~df·R'I. f:'~) ·H(.c:L¿5~·)· .... ·· 
ea. 53 R''-

Todos los términos del lado derecho estan evaluados al tiempo. retardado 

t'. Esta solución la podemos reescribir de la foITna: 

v.64 · 



f3~ H__fil 
e._Slj 

J 3 -::: . '\] Wo.-y 

lj = 5 R, . <je: -= SR'" 1 - Q.C<j ) ' 
-donde 

<!>~ (~) 
a. H ~D. - <j 

e. '1.2 
V.65 

'V ~ 
E_· ·.J..' . y t;. li ..:.. K( j)) ·. VJOJ.· 
~ . ..:l 

~--~. ~ ,. 

Como vemos estas soluciones se pueden separar en dos parte~: t.uia'· que 

.·es de la. misma forma que la solución con velocidad constante 

·. mulÜplicada por imfaclor s-1 y la otra que es proporcional a 1~·yelo;.. 
-. ,. ·.'. 

. . ~ ' 
; ·:, ·::;'"• :. : .. ;: ,·,~ . -

.·.··.· · .,\;Para· hacer los·. cálculds . de E ·y B · pr:Qcjederrio5 de -la /-misma··. 
· . mane~a qu~ en laSi- secciones · 5.2 y 5.3, . usa~<Js V.14, :{s' ;· ¡ § :y. J~ 

.definic;ión de pª {ec. IV.2). 

_.,:.-51·::~P,.~r¿-:~t:~~l9.~~;~9~:-~~:.!!~g~~'~ .-.·~~--- ' 
~, ': ~ . ... ,, ;· .. :: - ' - , ·. i ' - . . 

~}/ ~ .&.~• .. ~~~· .. · +Wi e~•\g __ -~~ 
o " 

que .al usar las relaciones que se encuentran en el apéndice E se 

convierte en: 

. P-." R R~ d-.. 'dVJ: + r- t -

a 'j t 

... : 



. 
donde a = {11 · {3) 

Podernos ahora evaluar este resultado en el marco de· referencia propio 
1 

de la partícula, en el cual. p = O. Así, los resultados quedan 

únicamente en términos de la aceleración . 

'···-G l -
'{># ' ' 

. "".L . • l ¡, 
~ w.' ··f;·· ri. A. . ,. , . . ~ ' . . . 

-·.·· Definimos ei tensor anÜsimét.rico Gij . corno · .. 
':. ¿ ·:,~;:> > . -- . ... _: .:. •. .· . . a . . . . -

._ ~.9.Jld~Jas derivadas ~hacen respecto a las variables y. 

·/'··-·-~1;."~º5·:v:::1;s·•·•·11~g~os·~·.·.~.q~·-.":·Ba:e~:-.·.-.. ~ .. :.' ..... ·····•· ··.···-···.·•• --•······ .. · ... -····· .. ·· 

V.:67 

+ R( 0 ( aw~ r¡i a wl r() + 
c.. ª'd.t ª~.t 

+ };~. ( é.,.~l r{ - éo.:t rh ! 
El comportamiento de E! y B~ en el vacío de Higgs, es decir, 

~ ·, 



cuando ~ ---9'- ro , depende de como se comportan 

cuando & ___ .,_ co·: {recordando V.22} 

,_ . 
1<."' V.68 \JJ l. éo.J.m i~ 00 

• (µ 
e..."R~ 

"' . ( b117") - :;_ r{'' fl. t) o 'Wr::_ éa.:rn _L 
'O~, R~ 

Al substituir V.64 en V.62 y 63 llegamos a: 

. di. ,,- (11 .>< ¡i>)¡ 3 • " H.o:;h. .r[;:.> + .:4' 'e_% 
V.70 

. . . " 

- ' . ";-

+ J._ ( ~ (J. n."'rt'" - 8.0. )- ri.a. f>i.~. 
e.e...~ l 

'(El~ .. -P~irnE:Z: · té,r111 ino c)el l~do .. dE::17echo . de_ V.70 ·. corresponde al de . un 

····· rnan6po1ti .. ~tp~tca. _ cya. #· prriyi~ne. dé .• c;~~·yque••.· 0s ... 1ª:rºtriJ~<;ª~.t>te~9r: . 
anlisirnetrico en reposo) y no conÜerie tér¡liinos ·de· a9eler-ael9n. •· L~ 
d~ma~ términos de V. 69 y V. 70 corresponden a campos de t-adiadión, ya 

... " :q~~f.t.qdos: íQrih~yen letm.inós qeiaceleraci6n. 
·_._ .. ~ -: - : · .. -->··_-··-~·-·_:: __ .;·(~:: __ '. -~:.·:·-~:·.--:~.:- ;:~.:~ <·?~' "":'. !.· ···<:-_~.- ;;º-~;,::._;~,--:.: ... ::~:;~ ,,r;::,:,,.·,: ,._-.-· ... <' -~ -·-: -::-_ . ~- ··- ··:_;,;,. :- .... " , . . . . ~. ... . . .,. :·-

. . ~os ~pos ·m~goetiqo y::eleetricc:r·~s~ri:da4o~::por:.lª.~e!PYE!9Cian>de .. 
' ' ,;:- ........ : .. ::· . . "·;: ,: ·. ". ·_ :·· :: .. ··._.·:::·:.<';:·"!-· ·.';·- ..... :·. ~ . .' -· .. '. - :; . . :·--:: .... <··.··-~'-·< ·.· .. :·.·::- . ·'~ .. ·-.~-<<.·~-'· .. ::·::~:·:·····t·':">'·.'.·····:::<.·~::····.:~::·,;,, ...... . 

·.··. V~69.y V~70 en la direcp~ón,de:(l ... · Eri este cas0, coino_Bs;té!ri.JoS; e:n el. 

marco . propio. de la parlícul~,''\anemós q1le \lSa~ Ía f6rrr1a .·.<k··· ..• cP.···· eri. este 
marco. De V.54 pode~~s ver q~·li> se reduce a: .... 

V.71 

finalmente, si recordam~s V;;-19: 



V.72 B~ - 1 ,¡\ l --¿-{\-

V.73 ( f) x(?')! 
e. c.. 'R 

Los campos de radiación en esta aproximación son: 

-
\3 ra.cÁ :::. - i ( rl X ( (\ .-: ~)) 

e.e.~ 

V.74 

- . ,.. .. •\ 
·.,:EYO.Gl . - · - ( ry:x f\1 

e.e.~·; 

y>además, podemos observar que,. como era de esperaFSe: 

.. ':-.>·' ,.·- .. 

. ~~·Y,éi:s~; 
•,''i';_, . ,;-~ "~. "= -, .( '1 · x ~roa\ 

-.,. :, ~~~);'_::.~<'-.·.-
' .• : . ' : .. .;:.·¡_,. ,,; '· . 

. ·.··Es inter~ante notar qu~ ·la r~laci6n V.75 ~ól[)<;se curi:ip(e;par~·Ji~~{Y 
campos eléc;rico y magnético, es decir, después de proyec~~. E~ y 8! 

~-~:s~~~~:J~ ·g!~~(!iÓn~~i:::~ª·que de v.E:;~ y.)f. 70 te~rnos ' 

Como vemos, en el vacío de Higgs, en la aproximación de baja,velocidad, 

los camp[)S de radiación E y B se reducen a los resultados esperados, ya 

q'.Ja de acuerdo a la simetría de dualidad son iguales a los campos 

pr-od~idos por una carga eléctrica en la misma aproximación si se hace 
el ca~bio E ~--.- B y B "7-~"i-E~ . 

El resultado anterior sugiere que nur:stra elección del ans.atz V.56 

. monopolo en movimiento arbitrario es 



correcta, ya que lejos de la posición de la partícula produce los campos 

Coulombianos y de radiación que debíamos esperar. 

5.8 Tensor de energía-momento 

La invariancia de cualquier Lagrangiano ante la tr.ansformaci6n: 

V.76 · x' f'4 == X r + é./ 

· aseg~~.la1ey:de coryser,¡aqi6n .···. 

V.77 o 

_ .dontj~ .}µ11 es el tensor de energía~moment() y esta defi11i.do éom() . 
. . . ... 

.:: ~ ·:; 

.·-a ll'~··· 
o)( .J 

, . .. :.' .-· 

. vdé JI'" - .·· E~~," ~··· ~ f>t>~~;) 
.Ai.~_:~~:':_~r~r y. 73 en un volGmen V llegarn6s a 

.. ::tr··ª·.'. j :·~·~:- .•. .. . ...• ··1· .. d .. J . ~}'"' ... 

· 0•.J'> .··· X ;Jóv' - ·~ · .•X o -.1¡\I -

··V· 'V·· ·, ·~·· ... 

doride a es una superficie que c~bre a V. De V. 7 S tenemos que 

V.79 

V 

Cuando J.'= O V. 79 se convierte en: 

V.80 . -T do..' J,. 
.s 
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donde J 00 = h representa la densidad de energía del campo y J 10 es el 

vector de Paynting S que representa el flujo de energía a través del 

campo. En el caso en que v = j V. 79 es: 

V.81 

donde J .. es el flujo de momento lineal y J0 • = P. representa la densi-
~ J J . 

dad de momento lineal del campo. En· el caso que J µ+' sea simétrico se 

9®J?!ir~ que · · .. 

V.82. ~. - .s 

. ....• Léiep~rgfa ·~o~ªl ~él Ó?mpoestá dada por . 
~~f3# .... ff= ti:P x J; b : fe:J.~x}1 

y el momento lineal . total esta dado por 
- '· .. ·., .·· .,. 
,. -- .. ,." __ , __ , _ _, __ _ 

5. 8 Energía y vector de Poynting · · 

En .nuestro caso, el Lagrangiano Les: {recordando IV.1) 

V.85 

De acuerdo con lo visto en la seqción anterior, calculamos J i.Jsando µv 
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V. 78 y llegamos a 

V.86 

donde G y O cp es tan dados por las expresiones IV. 2 y IV. 3 . Al 
µv J1 a · · . 

despejar de IV.5 a y b y substituir en V.86 tenemos que 

. V.87 
dbf"lde .... ·. 

· vls{s"_á··· 
-. . ·.'~ ... _,,, ... ; -· 

. V.88 b 

V.89 

"' 
J t" :: e r-v + j JA'°' 

:ch~r" ·. * J>~qu, J:¡.,p., 
.··. . ·. \, ·.· ...... ·.··· .· . 

e éa.k, ( D ~<Po.) \JJ~ (/> c.. -

Podemo$ yerificar que jJlV se conserva. localmente 



= 

Debido a que tanto jµv cama ]µv se conservan localmente podemos 

redefinir el tensor de ~nergía-momento como 

r.J 

V.90 Jrv -----. erv ::: Jrv - :1r.., 

Finalmente, al substituir las expresiones. V.86 y V.BS b. en V.90 el 

.. len56r_ dl::l en~tgía'""rnomento queda como 

V.91 
. . . . .. . . . c. .·. e¿'. 

eJA" = - L ~t'~ + D/4 epa. Dv <$o. - ~(' Gy 

. y tiene l.ma .forma simétrica e inyariante de norma • 

. ;}:'.~AL siJb57ti~u$~ 1~. d~fÍflicipn p~rfl los camp()s ·. E~ ~.. a! . asi corno L 
E:n ~~91.Heg~m0s a la. ~xp~ió~:¡>él2a-ia deJ-lsidad··de'.$rl~rgrél· 
vemos es ia misma que IV.18) . . . . ·.. . . . . 

.• . •. , .· ·. .¡_. ····•·• • ( / .:):i.·. .· . ~)2 1 :\.2. .• . . . 4.)3.l 
d._ ••• ,;y'}~f.~·~;~~~-:i:t·:.c·~o- ... ~.:-~~~ ..... :.:'-.~!.~_~/ .. + (:P.i </> _· -.J .. ·~_-v(cp)_ 

. ' ' .. ,, . . . - . .. - ., .. ,., .. ':' ··:" ·. ·.: ~.,._: .. ':" 

·:·•, .... 

Yajé9xpi~16n····páfª···1a•··de~idaa···áª _momento ntie~1 ·_cc>·para.·e1·vectpr-:d0·'.· .. · 
Poynting) que es: 

V.93 



5.10 Cálculo del vector de Poynting 

La forma explícita del vector de Poynling en· términos de las 

soluciones V.64 (L ·e. para el caso de un monopolo con aceleración 

distinta. de cero y a baja velocidad, etc.) se puede calcular usando las 

expresiones para S encontradas en S. 7 y 5.8. Para hacer este calculo 

también necesitamos •los resultados encontrados en 5.6 para E! y a! 
ademas de gue tenernos que calcular las expresiones para Dº<Pa y 
Die/> • . . a . 

_Al sµbstituir Y •. 64 ~n IV.12 llegamos a la expresión pa~a OºtPa que 
..• ~S;~ 

y.94 Dº</>o.. ·' ~ - 'RL cA·Ó $¿_ ( ~) 
.'O ~t 

·.• ...• ~~,~~lc~do:'.711':71 ... ·marc{):d~ •• ·.·r'~f:~f*1?Piª ... ·P:-qptº•·.·de~.1·a··•P·~.rjícul~~ ..•.•. · .. 
·?H~celTios algo similar pára D·rp y Jlegan)oo<·á · ···· • · .. : ·• 
. . . . , . . . .. ·a . ... "·' .. .-~ . .. . . 

·. V.95 

.. ;:. 

""' . . 

· Si usamos estos resultados y las expresiones para tPa y W~ llegamos a 
que asintóticarnente 

V.96 a 

V.96 b 
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La multiplicación de las ecuaciones V.96 da la contribución de 

DºQ>aDi$a al vector de Poynting: 

V.97 

Utilizando las expresiones calculadas para §'i y fi podemos calcu­

lar E. 'kEjrJ< {ecs V.69 y V. 70): lJ a a 

V.98 

' ' - ·. , ·,. -

-\- J. - r .:t Gn. Á) /a. t - 3,.{frl·.-~)i. -~ r{i'-]_. 
ce:i..1(~ l r 1- _ .r 

El primer término de V. 98 corresponde a la parte estática de ¡j• {tiene 

:dif13r,ente . denomJpador que_- el segundo térmirlo) . El segundo término 

· .. ",º~º:~:~~:~~~tt,~~~ C:uandit{p~-~cx. , !!Xa;lfl"dci 
en el marcio de ~eferencia propio de la partícula es: 

- -

; .. : V)J,g: .,. 'Si. -'~-. ~.~~:L-'n~ -·· -) ' ( fr X f (\::'X¿) )\!2.' ~- -~- { il·-· "·(Q--X. 
· ---- ·_ --• - .:: ·· '·> - < : • -_e - - :': · -.·:_-~- · ::· ··:·: -''.-· · ·- "':· c:e.~~:·· ·<:- :~·-;·i•·:;;<,._._-·" -•"·'··'-·"'---'·•%. 

' -< .... ,.,/-... :-. .. _ ' ... >·{~ ~- ·.,:· 
3 rt:c,( 1 

.--.-_ f(~/) 

'· ' 

S. 9 Radiación y estabili&id ·de un monopolo en movimiento arbitrario 

Mediante el vector de Poynting se puada expresar· la conser.:acién de 

la energía cíe un sistema de la siguiente manera: 
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V.100 .9Ji.. =- - "' A . s do... 
d. t J 

En nuestro caso, la ·contribución al vector de Poynting proveniente 

de·~ y Bª (ec. V.98} es similar a la de lll1 electrón ya gue asint6tica­

mente va como 1/r2• Al integrar esta expresión sobre una superficie 

para obtener la energía radiada nos dara una constante. 

Sin embargo, la contribución a la energía radiada proveniente del 

_campo de fHggs {E!c~ V.9]} . tiende asint6ticamente a una constante, .la 

• .cual~;'·aI ~é~. in\ªgf.~tia .. so.bt~:una .. ·sypeijficie· gt_¡E! ·tiende á:infinit()'~. dará 
. . . . .. - . ,,- • Í' - , - ' .»:; ,.-.: ;: . ' - . . ·- ~ .;. '" . - ~ 

un valor infinito. . 

EstE:: resu~tado nos dice. que la energía. instántanea radiada (o la 

potencia radiada) d~l monapolo será infinita, debida a la contribución del 

······:t~ii·"~~7~~~ªª~~~¿(%:~~f91~~ªen,~·.••·· 
energra infinita instantáneamente. 



CAPl1ULO VI 

CONCLUSIONE.S 

Es importante hacer m resíímen de los aspectos mas relevantes de 

esf.e trabajo, derivar de ellos ·algWJ~S ccincfusianes y h~~er :~lgl.lnas · 

. sugerencias. 

El resúrnen de los aspectos mas importantes de la parte de revi-

. >si9J1-:de ~éi-~~~s 13~r:~L~i&~~P~~= ..... 
;:i)-· .. ··. La:: ·exist~ncfá de. jfiC)ncipql(JS · rnagp~Üeos .. \1a: aco~~~da: si,~~pt~· ~e-··· 

la cuant:.izacioh de. la earga · eléctrica, : que . e~ UI1 fenÍSm~riO o~sérvadc). · en· 

la naturaleza. La cuántización puede salir de pedir · 1a existencia de 
. -

"-~-rilROOPQ!Q~~!!}~~é.ticos.{c01n9.en·.el __ ~odl3.Dir?c),:~.bien,_'ªt·iJ11paner ___ 1a 

·. ·• •·.s;~1.,~l::f9'> ~" !;'~;;· ~i~t;:r.;a a1 ütJn~· un: gi:upp ~l~1¡-tj~1ig.JI~;-oªi····· ..• 
a salueianes . de n1onppoi6 ~~gl1~t1dci {6bm6' 'en >el> casó· de • t ~Hooft.'" 
Polyakov). 

ii) Es posible encontrar soluciones no triviales de energía finita a las 

ecuaciones de movimiento clásicas de ciertas teorías de . nor~a con 

r-ompimiento espontaneo de. la simetría. En una teoría de norma en la 

cual el grupo de simetría G se rompe espontáneamente a un subgrupo H 

(en este caso es U{1) electromagnético) se obtienen soluciones de solitón 
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con campos de largo alcance. En este caso necesariamente aparecen 

soluciones que representan monopolos magnéticos. 

iii) Algunos resultados de teoría-de Homctapia nas dicen cuando esperar 

soluciones de monopolo magnético en una teor[a de campo y cuando ·no. 

Además, mediante la teoría de Homotopía se estudian !as características 

' topológicas de los monopolos {p. ej., en el modelo de 't Hooft-Polyakov 

la carga se conserva topol6gicamente). 

-,,•· '-'iv),~ l;ntre las principéÜes diferencias entré el monopolo de 'f Hooft.,. -
-· -·.. •• • • ••• "• : ' .. '··"·... '. ,- > • • •• ' • -,-.· -

Polyakov yel de Oirac estan: · · · 
' ~ 

El rnonopolo dé Dirac es ptmtual y tiene tma 1 ínea de singularidades (la 

-cuerda), mientras que el de 't Hooft"'."Polyakov tie.ne· una estructura 

s~Ve y .un~ tamañp de.finido. . La masa deL monopolo d~ [Jirac no se puede· 

,,···~~~ie?to1:s!~~J~q1~·:~:t~~~~~01Ji*h':¿¡i!0L~5t"Z~&} 
Polyakov la cuantización de la carga surge de argumentos topoH5gicos. 

,:~~!s1~Ll:mpZ;1:~:~b!1Z!~~~á~?~~~~~d~f 
Ífmite de Parker {ver Introduceión). 

' 
De los resultadas de esta tesis podemos sacar las siguientes 

conclusiones: 

l) . Es posible generalizar el ansatz de 't Hooft-;-Pol y§lk()v que r~presenta 

un monapolo estático, a una solución gue representa a un monopolo en 
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movimiento arbitrario. 

La solución que encontramos es covariante y se reduce correcta­

mente a los casos en que la velocidad del monopolo . es constante, y en 

particular al .caso en gue la velocidad es cero. Además, lejos del 

monopolo esta solución dá los campos Coulombianos y de radiación que 

se esperan, ya gue son simétricos a los de una car~a eléctrica en la 

misma aproximación al hacer la transformación de dualidad E ----:-'" B y 
B ___ ,...-E. 

··1i) · En el. c~so. de Ja generalización -de~ ansatz: éi· veJocicJ~d constaI1tt;:? fue 

r1~~esario· fu~ ·ne·cesar'io defivar ··ul'l t~orema·
0

etjuiv~lente::á1··.del/yir-'ial ·· 

para demostrar que la energía del monopolo en movimi~nto es. mayor 

· que la energía enreposo por lll1 factor y. Este resultado es importante, 

y9C,qtJe.·sie,mpr~. quE3. se hace uria transforma9ión de Lo~entz se espera· 

r· '~ '}fi: en'i3rgía~ Y: por.Ao'taht().'.ia ina~a, de .1~ ... p~~ÍC\J~~· ~l)r:nSl)ten,::.CC>~.q.··· 
· :~fi~f"ect.6•·ria~ult5·en este c~~ri.;< ···· 

:~::: J~U. Lá solución que encontramos para un moriopolo en movimiento 

§'.i' ~tCtt~1;!¿~~~~:;J~:r~TI~!S~~~~~~~: 
· · at fluJo. instant~neó . de ·~11Eit.&ia · praveni~11te · d0í carnpb: ªª: Ai~gs . es 

infinila. La oohtribucipn a la energía radiada . debid~~ a icis banipos 
. . 

eléctrico y magnética no-abelianos da l.D1 resultado consistente con la 

simetría esperada, y es un valor constante. 

De acuerda qon las conclusiones obtenidas hacemos. las siguientes 
.. ~ . .,. -· . 

sugerencias para la continuación del problema: 

110 
·< .• • 

····'· 



i) Para un monopolo físico acelerado en lill campo magnético, debemos 

agregar al Lagrangiano el término responsabie de la aceleración del 

monopolo.,-es decir., se deben generalizar el Lagrangiano y las ecuaciones 

de movimiento para que incluyan el campa debido al cual el monopolo es 

acelerado. ~echo esto se debe ver si nuestra ansatz.para un monopolo 

en movimiento arbitrario es solución del problema. 

ii} FinalrnE3nte, habría que ampliar· el resultado al tratam"iento cuán­

tico. Los ttat9niientos .clásico y cuántico de un problema no son iguales, 

.·'y mtichaSi veó~s el. trat.árrii~nto clásico no resulta adeqljado ~~ t:fesciri-. ·. 

bir correctamente la radiación. de una parlfcula. Eh ~ste ~~~; p~d~ra· 
suceder . que .los resultados obtenidos para la radiación del monopolo 

clásico fuepan diferén~es al ampliar al tratamiento cuántico. 
. . ·.- .. '·. _· __ ; :·: -~·~'-~~ : :;·: . : ., - : . . ' -
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APENDICE A 

El tensor electromagnético B?tá definido como 

A.1 

donde f = . . \o 

-.' ,. · ... ·:_· ,.~.·~ . .J:t , ' · .. 

-;i-••. ~-t~~'.-~6~bt6J1é~~d~. Mkxwe1i"eri-Fóf,m~-.cS?varia,nte-st:>fü:·-•. 

A.2 

. . . .. :.,,, . 

~-:-;· ··.··.···'ta;.cf orrria-•·explícita: de-li>S.teriSo~·es--es:­
.:~~,~"·!>··--::'.:.·:>~7f~.:~.~~~t,~~t~~,:?tt~ ::·?::::·; : -~: ,:, .. ~.~ ~~~:<:;>. ·;~'·' : ... ~ '. ::,~< ;.~ :~·~(·.··>~<·~~_·" ~;~~:-'. ... :: .. ~~·.:~· .~ ;~J'.-~:~·:,J:: .. j-~::· ,·:::::;:,~ ··:~~ ~~·, 

·~:,, :·. 

,...§(. ~B}~:-~ J'E., 
: o .-B~·· 

83 o 
--B 

.:i. 

-a frl> - o 
·_· .. /""'.-

e." 
o 

•si partimc.~ de~'A~2 podemos llegar a las formas.usuales de J?§ ecuacio~ -
nes de Maxwell: 

.• 

· . .,;. 



De A.2 a, cuando v =O 

ó t' f t" = 

de donde vemos que 

Cuando v = j: 

'.' .· 

y llegamos a: 

. -~ ····--. -···--' '7X~fx·.·~ ·~,·~E.-:.. ::,;;~_3:··:·< .. ::·-· --
·- · ----- · at 

·Hacemos algo similar bon A._2 b. Cuando 11 ~-O: 

. ,..., . o flº' 
. r- -

~ ~oo "?l. -=.to 
o ' . -\- u. t- = 

o ~ 

~ ·-y eswa acuac1on es: 
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Cuando' v = j: 

que es la ecuaci6n·de ·Maxwell: 

--- --
-t V X E. = o 

A.2 bes una identidad, esto se puede demostrar de la siguiente manera: 

' ... _ ~ - " 

· substituyendo A. l 

P~?~,. é.rve~ .?r "QrA~ - ~ cf-rv<rf ºr 0 r AG" ~ é~ .. r~ 0 r of A.~ 
:_f:,·:·': 

)'a que · (~?~ = e~ - i 

cSS, = ~ '-n-> j S(~~1(.~f)ds - ~ .tmJj,berg~.~ds 
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Integrando por part~s llegamos a que óS1 es: 

Sabernos que: 

S, - - ~ \ Fr, f r• el.•?< 

= ~ ~ fa &f,.,F "" ~~" 
· 6~ .. - 0

14 
bAi., -óv bAr + ~íí ~·G(G{)~" 

~ óS2 es: 

····. · ·. ·· ·· 8 S· . :.; .;;_._1_;:.J F · :ar ~rAv · < lI f 2. · S '( (;t) ..... · f.l'u · 
". '.:} . ~. ~ , -'/. ) ¡;w:_./ ·.·•.·.· . -:¡· J ,_} .:; :. :--"~.,.· ' , :. 

S3 = f <4 \ Ar(i) ~~~ ds 

• ; ;~;'.~~' =·· 'f ~;'.j·f~H ~t;.: ~~" 9·.s .. ·· .. -E $ ? •. (~) q;~~>~·~~·f ·····•·• :< .... , .... •.·.• .. ; 
·. 1~ ~~~und~ inté~fal se héi9.e ~f~p~rte:s .- . ' ' . ' ' .. '' 

b5
3 

= :?. ~ [ ( cSAr('tJ d~,M ds + oA,. b2"d~r -
~ } o\5 o~.., 

-oA.11 d:C)ld~>'] 
a~v 

~=t <i \re ~M~t + (e),, A" - o,. A.) ~( b~·rds r 
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JLmtando las partes que con-esponden a cargas eléctricas llegamos a: 

b S == Z. - m { b ~ d :i. e! d 5 + __!._\ ó~f,....., bA" d ..(X + 
. ~ ~ t'- O. 5:>. ~¡\ / 

-- ----+ ; ~· -q.~--b (=l r ~ ;~---o:--s + t:-~ ~ : y &-?/-- d ~ u~º---·---~---

da donde vemos que las. ecuaciones de movimiento son: 

A.3 - m ~ d:i~~ . a s:i 

A.4 o f.Jr' == o 
V 

¡ Para.la parte de cargas magnéticas tenemos que 

·' . ~-s /i ~ f <G;$~•) r/ft' ci~.:it -" ~ ~ }!:!. ~¿·~f ~ 9s JÓ' ·· . 

Oirac encontró que G µv (x) cumple con 

Al substituir asto en A.5 se llega a que {Oirac, 1948} 

~ ~ i t¡.,( ~) b ?.
14 ~6<." dS -
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En el caso en que se está sobre el polo, igualando a cero la primera 

parte de la integral anterior mas la suma sobre g de óS1 llegamos a: 

A.6 

· l~lando :a ·cero el coeficiente de la variación óy µ sobre la cuerda 

llegamps ¿:f"la últimáecuaciónqe movimiento: 

,.. ;'V i'V 

A~7 a.tt',J -\- O fv 4 + Ó_f'~1~ o .·: -
o~P alj? "a~v 

-:._. ' ~- .. 

,.,f 



APENDICE B 

Para hacer los cálculos del capi1ulo V se necesitó derivar ciertas 

relaciones. Los resultados se encuentran a continuación: 

Si tenemos que 

'?.:: \R\ 
.... -.. :-: 

.... '_d .. "'&:.· --·«· ,. ,., .. 

. )d;t. 

= o ~tiiY = ~ e~. +{r1?Kt'~ 
o ( K ~ - s__ \_ ~ . ( ~ _ ?\ ') ~-

a-l K 

a~ -=----a t 
- . ·-· . '_. 

ª~i. -~ 

o:x~ 



·. ... 

~~~ - k \ ( 1- ~. ~) ó; -+ [!>' í\¡ - <\' (\il 
º~~ -= . o ( \\ trt. = ~ b j -+ ( (?> í Yl \ ~ t'\ { p i) + 
ax~ o)(i 

+ Y\';¡¡ \ ~ · ( fi - Pl ~ R ~ q 
· •º'ó = · · o( l'-.·R) · \a:};t< ··.· ·· ··a?c~: 

··~. = ~. + 
3-'i . R 
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APENDICE C 

. Si traba iamos en uhidades en l_as cuales f1 = e = 1, las dimensiones 
t..I --~ - -

de energía masa y momento son iguales: 

(E1 = [M1 = [?1 

yJas difríe~ipnes d$, longitu~ son iguales a la~ d,e t.iern,po: <. 
: ·'·- .. . - .,.,._. - . . - • -., .. ·.·:-,.:·. ;·,.·;-··.: .• -· '· i .. _ 

(L]= (T1 

de aquí 

[<f>]J. = [L) 
-~ 

El termino cinético del Lagrangiano I.1 S es 

C.1 L. -== - t 1:-c.; f r" 
'/M .- \~~" o. 

ll ~:a. 



,, ,.. . ... .., .·.·;-. 

donde 
~ r" (). == · cY' A.., a.. - o v A r °" - t A r º AY<!. \ e o..'b c. 

y 

Al aplicar el principio variacional a el Lagrangiapo e:Ttlegamas a 

las ecuaciones de movimiento correspondientes: 

" . 

··y: o,.. f>H~ =. ··•· -0 .... '_{.+f".hAvJ) 
.. r"' ·'. > . . . .···• .. ··. r_ •.· ·' . ,·· · .... o 

y las ecuaciones• de movimi~nto son: 

C.2 
,,. 
o 

o" f,..\, + i.. t. F\"', +rv 1 = o 

ot4 f"o- - J ol>e A fA1. F c. = o 
. ;'y • ,,..., 

,··· 

Las ecuaciones de movimiento C. 2 definen un~ ~antidad conservada 

· de la siguiente forma: 



De acuerdo al apéndice A, el tensor de energía-mornen~o es en este caso: 

e14v = -.L ~rv + 6t (o\IAG°O.) 
s ((JI~ AIT°") 

· -- > · -ét'" = · -· F .~r-~ {_.;a.~ .: F~_-0._r _ .f_ fr~) _·:-. .... ~;_:"?º_ -~_-f_ .• _.\•~ .• _ \] , 
.:·-==*' d 

En el caso de campos no-abelianos ta .carga debe ser tinica,. ya; tjte . 
las reglas de conmutación no se cumplen. La demostración de ésto es la 

._::.-,,:_sigüi~nt:~~~-•-; 
•-e•: ... 

. . ·e ·5·-· ~·~ . . ·. 

,•, 

b ~ ;, - e: !J, tr' t.t -r/J_-- · 

D,.. </; == o,. e/> -+ ~ ~, to. wo. r $6 

6 (:rt )b) = - L(~r + i·_e (ar?) 4- .:'d'+ f..~) c,D ~ 
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Para que haya invariancia: 

6(D 11 cptA'i) := -t.~-k-:z,.e .Dr 

c.6 --'¡ q¡' -c.. ( & "W r - b~ e) rp + ".!·• + ~ ( i· iiJr') , (f ... e) 1 cp = o 

! ,. S~bstituyendo. ,C.S eI1 C.6 llegaJl1PSi a: 
-_-:. :. -.~-; :.' - . - . - . '. ,. 

_ _;,_ 

:·:·- ·::'..' ..... ' __ .:_.·, . 
.-•;>·-.----·· 

. - .·· ., 

' ~,~~uttiy~iido esto 
-~ . 

.. . .. ~. ti9i i · (a. i. v1r ¡-x)) ... C?J'• ;_- i. i. l\i.f x a) ""' o 
. ,. ·: ·-·"· . ~ 

· ....... + t~'ii·E,.tf ~·w,.)':i g·. ~--.. if:Je:•}'-~f) -:•& · ·· 

Esta relación es válida unicarnent.e si g' . . g, .d9. .lo que se ve que : la 

carga es ·única. 

-:"'.;'::-··· ·: ·------.¡:,.,' -
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1 

APENDICE D 

En la teoría de 't Hooft-Polyakov el Lagrangiano es; 

0.1 

donde 

A parj.ir de las ~cuacion~s de~ Eüle~-Lagrarige podemos:_ ~n,gory~raf • fas -
. - ~ ' . - - . - ·: .. -: .. __ . ' :- ·- ' -·· ,. _. --

ecua~iones de movimiento correspondien'tes: 
.-· · ·: 

1 0.2 
! 

; ·i~~~¡-¡¡ ~=:' .. 
0.3 

ófarw., ... ) 
al calcular: 

Ó((tl G e.~r 
ów"~ 

-~ 'o,.. ót 
': '.: --~ ( ?t 1/J<) 

- .l ~ -ll - .. _ ' /} · __ -_ ' 
= ·;~ º \Jle.·.·. ~e 

- 2 ó(arw:) - P 

6 J._ ' 
~ 'lj;-,. ' 

-: :¿ e é vJt acr" a.b(!. 
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b'IJ _.,G-

ó tJ r/.>e . 1) G" 4> e. 
6 w; 

ó carw:) 
b Dcr-Q>e, = o 
blo¡A--N:) 

~ · ot< é J.,. . == . o r [-.G¿r~J . 
. < .~:C-Or'N;~) <>. 

Substituyendo estos· resultadoo en 0.2 Ueg~rno~ ·a. que ia ··é~uaci6fi'.'d~ ·· 
movimiento es: 

·. tA.'IJ 
·. . . . t' .Í" ,-· · .·. ·.·~ · ·:IA· r Á ~ 
- __ {) \.S).... = .-. ·. e (,.. .. :\ ·. ""··' ·. \TIC.>4V ·_+.·.·e. C,a.J,-. '\.f .... _··.c·. ])~ .~.-· ... .. ... .~.C. .. . .• t> ... :., '·· . . . ._ 

D.4 

. ;;-./:-.· 

b~( :nr~~) ~ b~~ 1 ?J" q,¿'0-< el,_ • . w;; q¡"Jº . -'id;;,,. "'1{ <Ir..' 

-1L_ ( <P~ - a-'-)'" = J./ ( qS ~- ~ ~~)<Pe.. 
ó </Jr- . 

al hacer los cálculos 
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.. - .·;;.:·;.; ,. •, :"l:·'.·:.·'', 

y la segunda ecuación de movimiento es: 

.. D;;7 .. ···· -
. . . . ·(Dr 'K . A\ ~· .. A ·· .. ·(· A..J. .z.) 

· ... · . . V.·· 'f} C. .·.~ - A \.fa.: ... 'I{ .·.~ 0w· • .. -
' ,_.· . -· .· .•. ~ . . . ·: ' .. ·····:··.·.-··.. . .. <~ -

Al hacer la transformación 

··xJ,A ~ x' =-· x 

=º 

.•. ·,, --· 
¡_·-

1 · . ·.· : r .• r .... :·· 

~-' ... ;/ l!l Lagrarlgi~ D. i . y í.púcar eCPrinci)>io f,\11iacicfr1ªC !iég~~ " . ;,¡;;. " '. . . . . . ·.. . . .. ·· . •. ·····•·.,:c·., ...• ,:·c .:·. :::• ····"<: ,.-;.· 

corriente conservada J µv (Teorema de No0therl: 
- ~ . . 

· . ·· "·' ~tf ~Xf t t;.§~ ·?···~~;xrJ "-~t;~c; A ~-: ..• ,.,.: •:;i, .. 
bL ·s .. _E, . bL_ ··-··-·· 

· ·· r sx ··· 
. n ~ 

=- &L= <?..[OL bij>. +i'l ·- b(Ol!>,/a°l<,.) 
";1 o 4>r () (o"ll>r /0)( r) 

6(ª~"/oxr'") = E.v ('OtPv /axr) 



-·-. ', 

Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange 0.2 llegamos a que: 

y la corriente conservada es: 

D.B ó yit- \ · 
.·ax .. I .· 

La densidad de energía está definida como la pomponente J~0 
· · tensor ·de energía-momento J : . . . µv 

o: 9 . J.. = J. ~ - !-. { oegik10-1.) , 7-at-: ) 
; .··· 

. r~definíendo este t~nsor .. ~eg¡ID ·v. 9.1 y' ·~~~tltu}'~noo .··ias.•·.· éxpresioí'~~ . 
A.1, llegamos a que la densidad de energía ·en el monopolo de 't H-P esta 

' . 

. , dáda·por:· · 
'",•',-•,,-.": ':-':·-:·:=----·""'·'":':··.,.-.,·,~,.· -·r1· 

:· ·, ·, .... ~. ,..., .. _ ..... ,,_ .......... . 

. 0'.10 ~ = i f(.43})~ + ¡:c;~)'- }{J>~~.,)'{'i(ti'~)'} 

Al substituir el ansatz IV.17 llegamos a que· 

G¡l~ = I- :illL.c&L -
df Y 3 

27"" ( i -1"')) té . yt. 
~ '44m e-< 

- 2...é .. 
"'~ t. 

(i-K)·· 
e'<' 



+ 2- H :c4·/ +-
. é-<'t 

+ lt.:.. "") H bl~ 
e y:~ 

,,. ( .Dt <j>G-)2· = o_'j. _(_ill:L\ !i-_t _ - ~ n\4 H .. -+ -1L fi 4- ~ ~ "") 
. . o \ / '(J. e. <> ~ '< 3 . . e .2y2. . · ·· . 

Al'.:~uB~tituir en V{cp) ténemos que: 
'. . . ' -· ,- .. . " . . .. ~ .. ' <- > _:. : __ - • • • -

.';· .' 

\/ l~) = -2L. ( H ~ - : 0-2 e~ ":t)~ .,..,,. 
···· ·Ef1·~~~.E!<ciaso:~1~~-1-expf'."e5ioh13s par~, E:a ~-1.J°'f#>a _se haceó: .. cerp ;)1-a.~ .. ;W:! .. .. :oQ.·.~~--. 

y' ÍÓ5 dampos hci dependen. de_t tlernpo~ SUbstiti.Jyendo ~tos re~tadas en .... . 
. . . . . . ~· . . . . 

la 6cuaci6n 'de la· energíallega'rrios a que: 

~ == j dl .:r- [. l-º!i)'J.JL. -+ _j_ í.~ 2 - iY . -+ ªa. (~):i. -
'?J\ -r~ '- e "J."~ !l. -<'J. v-, 

- o.. I :atL)J:L + ~ (L.+ J.. K¡_) + ?. ( H:L .- f ~)]. , 
e. \ o~ '<~ .l e<:i. l-J'<~e~ . · 

- ~- -

Al hacer el cambia de variable h.· = aer e integrar sobre los ángulos 
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tenemos que: 

0.11 E = a 1IT j d ~ f _h_ \ ( ~~ _1 
e 1J o 1 7 iª 

.. +-[( ~n ~ -t l-l r .. Wfi>' --* 
~ ( M l - oa. 

$j 2 

( H • -i') f 
+ 

que es la expresión para la energía del monopolo de 't H-P en términos 
de las funciones H y K. 

i29. .• 
l.'···- .. 

··.~ ... : . ·-' ~. '.;. ' 
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