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INTRODUCCION

La idea de los monopolos magnéticos, particulas estables que llevan
carga magnética, surgif de la asimetria de las ecuaciones de Maxwell.
- En caso de existir monopolos magneticos, las ecuaciones de

11 s seri'an :invariantes ante la transfomacion de duahdad

'v}"'iimphca -"la cmntizacioh‘ de

sabfa de ningun otro mecanismo que exphqm la cuantizacién de la carga
electrica, que es un fenomeno que se observa en la natm‘aleza.
2 Otro? argumento igualmente interesante lo diaron ’t Hooft Yy Polyakov R
i txempo despues Ellos descubrieran que la existenc:ia de - monopolos' S
f magnetlcos surge de ideas muy generales dela wﬂf:cacxﬁn de interaccm— e



nes fundamentales. Polyakov y ’t Hooft demostraron que las teorias de
"gran unificaci6n" con rompimiento esponténeo de la simetria necesaria-
mente contienen soluciones de monopolo magnético.

- Mientras Dirac demostr6 la consistencia de monopolos magnéticos
con la mecSnica cusntica, ’t Hooft y Polakav demostraron la neces1dad

de monopolos magnéticos en teorfas de gran unificacifn.

Todas las teonas de gran unificacifn poseen un grupo grande de
,sxmetmas de norma ’exactas que mezclan las uﬁeraccxones fuertes y

_ elébtrod‘a’blles." 2

Perd estas” simetmas tienen .una ,escala de‘ masa de

s Esta carga magnetma esta dxstribuida en una coraz con radio ?del orden -
- Mx™, la escala de distancia de unificacitn y la masa del mompolo es

" comparable con la energi’a potencial magTEtostatica de la coraza.
- La existenma de monapolos magnetxcos es una consecuemia muy
"'-?ff*general de la unificacion de interacciones fmdamentalas. Pero una cosa
‘es decir que los monopolos deben exxsur y ‘otra ‘muy dxferenta que;



tengamos una probabilidad razonable de observar uno. Si la masa del
monopolo es tan grande como la esperamos, no hay ninguna probabilidad
de producir un monopolo en wn acelerador. La mejor esperanza de
Dbservar un monopolo es en la radiacifn de rayos cBsmicos. Paroc como

ningfin proceso que ocurre en el presente universo es suficientemente

energtico, los monopolos que haya por ahf debieron haber sido produ-
cidos al principio del universo, cuando habia energias muy altas. Esto

sigmﬁca que la abmmdanma de monopolos magneticos es un fenﬁmeno

', monopolos an la radiaciﬁn de rayos cﬁsmicos Uno de estos lfrmtes es"»._vk' “

g ‘]‘3191 lfmite da Parker. El argurnento es el sigmente (Parker, 1970)

© ylavelocidad dedisipacién dela energfa-estg dadapor

U/t = GgwB)




donde n es la densidad de monopolos. Para que la energia del ,campo no
se agote en un tiempo t de aproximadamente 10° anos {que es el tiemnpo
de regeneracion del campo) llegamos al limite de Parker:
F=nv { Fo= _ B
Brrg

que, al evaluarlo en los valores mencionados anteriormente, nos da:

FSIO‘“c:m s-'.‘sr'l

o menor que 10”Ge_V Si 1a rnasa del monopolo nsta’entre 10‘7 Y 102".-‘ |
: GeV jjrentomas _hay’ que. tornar en cuenta efectos gravitacmnales, y el L

b Fs 10*13 em-2 g-i st

Estos hrmtes indxcan que el ﬂujo es muy pequeﬁo Ademés si los,

, ,monopolos son muy pesados, los que bombardearan la tierra. probable-‘ﬂ' " '_
mente se moveman con velocxdades del orden de 10‘3 e La deteccion”,,




de estos monopolos lentos y escasos es un reto para los experimenta-
dores. .

Inchiso si nunca nadie detecta un monopolo magnético, ciertamente
~ hay mucho que ganar del estudio de la teorfa de monppolos. 'Hasta ahora,
el estudio de la teoria de monopolos magnéticos ha contribuido mucho a
entender las propiedades no lineales de las tearfas dé narma. En este
tema surge una aplicacién interesante de los conceptos de solittn y de
, ,teorfas de l‘bmotopfa a las teori'as de campo no—abelianas

;i;magnét.ieo en movimient.o arbitrario medlante una generauzacién del'.j}i
:tz de st Hooﬂ. y Polyakov y a partu' de, este resultadn emontrar la:j»,.f

En el;, upftulo.--l:;{lncamos una -introduccién a-lo qua son las
teorfas de " 'YangvMills."‘En, el capftu!.o» II explicamos bl"B‘meanti; al |

| ;para un mcmopolo en movimlento /‘arbitrario y s:.s propiedades se-»estu:lia-:- :
- en ‘el _capftulo- IV. En el capftulo V se hace iuna: generallzaciGn del
ansatz ‘et Hooft-Polyakov s un - monopolo eon: velocidad- const.ante S

| y se estudian alpunas da sus. propiedade.s A partir do este resultado s

. amtantra la -generalizacibn .del :ansatz.a un. monopolo ‘en movimlento =
jar'tsit.t-sn"io y se caleulan-lcs. campos aléctr'ico y magnético en la apr-oxi-"_‘ F
~_maci6n de:baja velocidad. ' Finalmente,:se ancmntra la expresifn para E




el flujo de er:ergfa del sistema. En el capitulo VI se hace un nasﬁrﬁen
de los resultados y se obtienen algunas corclusiones que se derivan de

estos.




CAPITULO I

. TEORIAS DE YANGMILLS

'1 1 Invananma Ade norma en electrodmamma

| invarxancxa de Lo ante la tréﬁsfdﬁnacxon I 2 da lugar a 1a sigmen.e‘_nj._

corriente conser'vada

1.3 - 7}/, = 1) o 7p
Supongamos que ahora queremos canstrulr n teorfa en la ol Ly sea

10




invariante ante Lna transformacién de fase dependiente del espacio y

del tiempo, es decir, una transformacion local:

Yoo —— PO = e Py

{pno es direc_tamente‘ invariante ante transformaciones locales, debido
al término de la derivada 8% , ya que al hacer uma transformacisn

local, este término se transforma como:

1})(» ’aﬂ ‘QDCXB — «‘p (x} ’a/‘qpcx)

i])m a/‘ dm) qumar o\(x)]if(x) s

Mo ’O/“ okC")] ’\,l’(x)

) ;da manera que \P(x)D ff\Il(x] sea : invamante ante la transformacmn local |
de fase. Lo antenor se puede lograr si escmblmos la derivada covarian-

te como' | | »

. : ~



donde a A¥ (x) se le llama campo de norma. Para que la ley de trans-
formacin 1.4 b se cumpla A# debe transformarse de la siguiente

rmaneras:
ﬁ,‘ x) — Al‘l () = HP (x) +_C§j’ar AL

Al introducir la derivada covariante D y el campo de norma AP , el

lagranglano transFormado queda como:

ioi : '(PL)‘I‘ (_ar +l6 ﬁr)l}’ _‘ m'L.P'lP

'y 'es invariante ante las transformaciones locales simult&neas: ©

"",local se’ tiene,. que, ‘introducir

| ’con la cornente conservada dada por' L3
- Para que el campo de norma sea una variable dmamma ‘hay que

afiadir al Lagranglano uni té&rmino- que contenga sus demvadas.f - En

electrodindmica es bien sabldo que. ‘lo anterior se- logra 1ntroduc1endo el

tensor electromagnetlco




Es interesante notar que F;w se puede obtener a partir de la derivada
covariante, ya que:

I.B_ [D’J\,:Dv]'lp = L'CF,"\)’\P,

A partir de la regla de transformacifn para ‘DP tenemos

d, [Du, DY

1
®

(1D, D1 )

‘jjdinﬁm‘lcos del campo de norma- al Lagrangxano transfbmnado {_’ 1”egamosy'

: a B

18 L= fP'ix/‘-(Bﬂ*"eﬁr?“P— Y - LT

- quees-el Lagranglano para la -electrodinfmica cuanhca (QED), siA se
1dent.1fic:a con el fotdn, ¥ con el electron y e con la carga electr‘ica.
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Entonces, L 'e 4€s invariante ante las transformaciones locales dadas por
1.6, 1o cual se conbce como invariancia de norma para Lqe d- Con lo
anterior hemos visto que el tratar de imponer una invariancia de fase
local a un Lagrangiano de un campo de materia libre nos lleva necesa-
riamente a la introduccién de campos vectoriales de norma adem3s de
fijar el tipo de interaccitn entre los campos. '
El Lagrangiano 1.8 tiene las siguientes caracterfisticas:
El fot.on no tiene masa debido a que no contiene el término A AP ya que

no S un- mvanante del norma El acoplamlento del foton a cualqmer

L }anl'.e el grupo de sxmetna. | El Lagrangxano L no tleﬁé 1m autoacoplammn_,} o
- :to de los campos de norma debldo a que el foton no lleva carga, -

: AI hacer m‘trfaﬁsformaciﬁnf global del grupo SU(2),wcambla como o

. donde |




U = exp{-¢ E:0]

2

y t; son las rnatnces de Pauli (los generadores del grupo), que cumplen

con la relacién

[ge > &) = t&y, T

a2 2. a2

Yy donde ademas tenemos que 6(6, 292 ,63 ) son los. parametros de- las :
tramformamones del gnxpo SU(2) El Lagranglano libre. L LR

‘ Nuevamente, el L.agranglano libre o es mvanante debldo a que el

_ter‘mlno de la demvada se transfor‘ma comos .

'\P ()D’a ‘1’)()() -—-) '\—,P‘ (.x) 'a,‘ flp‘(x)  =




PO B, PO + DU (0,) [, U] P

De manera similar que para el caso abeliano, definimos 1ma derivada co-
variante D¥ e introducimos campos de norma vectoriales AJ (j=1,2,3
uno por cada generador del grupo) que formen la derivada covariante a

través del acoplamiento minimo:

1.10 -D,A P = .('al.,ﬂ- c% @)1})

B f,ﬁ = (A 8) L{ 6 - a Ll 6) ‘.L 6

&AL ( i ) + [0 ( ] (o)
relaci6n que define la ley de transformacién para los campos no-abelia- |
nos' de norma. S1 la transfonnacmn es 1nF1n1t951ma1 es decu', si

9 «H, 19 se convxerte en. e

16




UG =~ 1L - T-6(x
2
con lo cual

z—zﬁ'”‘ = Z.4, - iyA [, ]- [L 3.6]

es decir, la variacion de los campos de norma es:

;';:' B I‘-‘ 11 S

1l

El segundo termmo da I 11 muestra que A .se transforma en parte-_«vv\?.u
: ':-como un trxplete (representacmn ad Junha) de SU(2)_, : SRR

Para _ obtener‘ los ter'mmos cmetxcos_ ccmstrmrnos m tensor de'

qué es la generalizacién del tensor F y al casa no-abeliano y muestra
claramente que los campos de norma se acoplan entre sf, es decir tienen
carga. La regla de transformacit')n de F‘u la obtenemos a partir de

([D,, DY) = M(G)[Dr,b 1v




lo que nos lleva a {ver apéndice C):
1.13 Z-ﬁ; = u(e) (&R uU(e)

En el caso de transformaciones infinitesimales, Gi K1, IL.i3 se
convierte en:

Yy camo vemos, en este caso F

se trarsforma como un tmplete da
'SU(Z) Para constn.nr el terrnmo cmel:lco notamos que E

sf esun mvanante,l de manera que el Lagranglano L que cor'r'esponde al N
ter'mmo cmetlco es:

El Lag"angxano completo, que representa la lnteracc &n e “t'f‘et'ca}np{:g de
norma A;‘ y un doblete de campos espmonales J es:

[.1s | - %"ﬁ“’i ‘F/‘f + 1]54'.» )*/‘.D' P - mq)’l)) o
fonde F, }1 Y D, \U estdn dados porI 12 y L 10 respectlvamente. Hay qua
acer notar que este Lagrangxam permanece invariante ante la transfor-

nacwn de norma donde \ll Yy A ‘se transforman ‘simultineamente de




acuerdo a:

L6 P — PO = WO Y )

2.;! — BA = WO u&(e)—u;(a wENUe)

1. 3 Teonas de norma no-abelianas: generalizacién
Si queremos generahzar el metodo anterior a grupos deerentes de .

» _f":'SU(Z) tenemos que hacer los Sigme"tes Cambms' g
: Consxderamos un gmpo sxmple de LIB G cuyos generador es,satxsfacen Eli% o

| algebra' =

donde T2 y T son matrices herrmtlanas de traza nula que satisfacen el

algebra de Lie y estan mmahzadas de manera gue:

Lie o Th) = L by

, etc. como matrices NxN gene-

l:?sconvgnientg representar aF Plu , A o

A9



radas por‘ lasmatfices Ta,' es decir
Fo,T5 = F, 6"T>= 6 AT T>= A
s r
En este caso la derivada covariante es .
L1 Db = (2, - igTADY = (3. - 19 ALY

~ La derivada covariante se tiene que trahsformar de igal manera que y:

i (D » WDy

.f,lorqué no_s ‘lleyara quevla t_.ransformacmn de los campos es:

 En el caso de trasformaciones infinitesimales (6, << )

w(e) = 4T e‘*ﬁcx)

si usamos las. pmpxedades de las Ts (. 17 y 18) Yy recordamos que A
es ahora una matmz de dlmensmn NXN llegamos a:




L2t AL 00— As () = AL O Lo, AR ()

‘—.,4%—. 'ar 6 (x)

B —— WD = D - ETO
comos

Para obtener el t&rmino cinético definimos FPV

e =iod (200
;k ’DEbldo 2 que D se t"“'ﬂnsfol'mr:\ covanantemente (I 520) Se i\}ﬁe’j:?czl.‘;r‘émentee‘ et

tambmn se transforma de rnanera covanante.

'.queF

ya que’ cumplen con lé_"k'i"_dehti? |

Estas F ., o son irndependientes entre sf,
dad de Bianchi: | : v
T = O

- Dﬁr@ + Dp ‘:‘r* DeFyp =0

El térmmo cinético se obtiene de:



’ — 6 rv' - o. a-}n)
L, Lt (R FM) =L 50 F

.El Lagrangiano completo queda como:
1.23 L = —% e (?err ) + P iyl Du-o)P

Este Lagrangiano no depende de ura representacion especifica, basta to-
mar las constantes de estructura correspondientes al grupo de Lie que se
qmere representar y se tiene la teoma de Yang—Mﬂls para eae grupo

A diferencia del caso Abehano st hay restrmcmn en la constant |

i‘},’j}".de_ﬁacdplamiento g Mlentras que ‘en el caso! Abehanc podemos tener }\g :

| f,para una part.xcula y g para otra, en el caso. no—Abehano al tratar de

;l,acoplar - ‘campo de norma con otro campo que tenga dlferente, i

24 ,"_5“ - _%deq e (BLF)

donde




1.25 T = OuA, -3, A, - ¢q [A,,A,]

lo que nos lleva a

S™ = [d'x (-4 .85 orave + A% BvAFS -

rac orAYt — gt et et al A e""a”‘]

que conl:xene ter'mmos cuartlcos y clibicos en A - Estos términos
“cor riden a un autoacoplarmento de 1os campos no—abehams ;,‘:'?‘;'_
_Usamos él }prmcxpm de m1n1ma ‘accibn | para derlvar las ecuacxones def:;‘")ff_j"""-"' :
movim1ento. S1 part1mos de L 24 llegamos a

éf.donde deacuerdoal.25 o o o

| SF.".V.-i:,, ar aa - L% Hl‘éﬂ -t g sm‘ A"

7 f 7,,‘}_},trlco ‘ nemos que

)= 65 = - Jd“x '\:ri ('b[‘éﬁ”— L%ﬁl‘éﬁ
—L% Sﬁrﬁ")}

que nos da la ecuacifn de movimiento

L26 - 'am;w — .%' [ m*, Ft“?'}”

23



1.26 también se puede escribir como:
MMES +g ™Al FS =o

A partir de las ecuaciones de movimiento es ficil construir una
corriente canservada (que es la corriente de Noether). Si definimos i

como

donde para la ult1ma 1gualdad uUsSamos la ecuacibn. de movmuento I 26.
La ant1s1metrla del corunutador nos asegura que JF se conserva, es decxr‘ -

donde la integral se hace sobre la superficie que rodea al espacic en
infinito. Al utilizar la regla de transformacisn para F = (1.22)
obtenemos que ante una transformamon de norma, Q cambia de acuerdo a

Q————» Q’ #"éd"d" " ?._‘\o q* N




Solamente si imponemos la condicién de que U tome valores constantes

" en la superficie del espacio en ®, Q se transformara de manera cova-
riante.

La ecuacitn de movimiento .26 se puede escribir en t&rminos de la

derivada covariante como:

1.27 or Fuv = O

En el caso en que tengamos fuentes externas la ecuacxon de mowmlento =

1.29

’(ya que J J, es wma f;.xe’r;tg extenxa escmta en f"orrAriaH:n;j;’atric':iél_,l ic e.

"'}cumphf que -
1.30 '_.Jr'_‘_. U AU

es decir, que J'u se transforma covariarmtemerte. A _partir de la ecus-
cion de movxmlento y ut1hzando ia antisimetria de F].w podemos D_o'mé.
~ probar que JH se conserva covamantemente. I
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D'3, = DID'F, = -DID* .,

0
)

La corriente de Noether en este caso es:

: - _ AV
Ap = o er’ + JI"

y se conserva localmente, i. e., afiH = o.
. El término extra 1.29 afiadido al Lagranglano no es, en general,

f‘;mvarlante ante transformacmnes de norma. Apar’t.n‘ daI 2_9 ‘podemps

‘~verque e TR R R

o[ ate (A = - j d “a e (1)

| lo que mgmfxca que para que el Lagrarxglano pemanezca mvamante

| ,“.;:f'uente*extermt{ se debe _ccmservar 1ocalmente. En la teona de Maxwall |

d te, de manera que estehtennmo r'ompefla 1nvarlan-t_‘k’
',‘c1a de norrna del Lagrangxano, a menos que JP este producs.da por”vvf;,‘;.

campos dinSmicos.



u
O

D3, = DIDYE,, = -DFD”F,,

La corriente de Noether en este caso es:.

/3[":—.3\)‘:3’}4-‘-3[4

y se conserva localmente, i. e., atit = p.
El término extra 1.28 afiadido al Lagrang1ano no es, en general,

29 podemos, E

L ffiv_ invamante ante transfomnacmnes de norrna. A partlr Hde 1

‘verque R

Sfdme (A = Sfa bR

a del 'Lagrangxano;,‘ a menos: que -J. p te . producic

i 'campos dmamlcos




CAPITULO II

MONOPOLOS DE DIRAC

72 1 La sn'netna de las ecuacmnas de Maxwell

La 1dea de los monopolos magnetxcos surgm de 1a 51metna de las
_ ecuacmnes del campo en la teoria electmmagnetlca. Esta mmetma sev" &
hace ev1dente al hacer la transfor'macmn de’ duahdad a las ecuacmnes de =
;;Maxwell e -

Las ecucamones de Maxwell son B

El tensor F , se puede def"mu‘ PR s del potenclal vectonal- i

(d), AI) COomo:




y el tensor de campo dual se define como:

FIYos oy eFTT R

PG‘

Las ecuaciones de Maxwell son simétricas ante la transfromacin

- de dualidad: .

cuando # =, es decu‘, en el vacio. Esto corresponde a hacer‘ el

mtercambm de E i B Y‘ de B-—» ‘E- . Sm embargos‘ en el caso en{’;"‘ e

: cormente electnca"“ 7es dxferente de cero esta sunetna no se
_;,cumple. Para hacer que esta almetma se cumpla en gener'al se in ol UCE*, i

una cornente magnetlca k"' es. demr .2 b queda de la forma:

si ahor'a se hace la transfomacmn de duahdad se cumple 'la sxmetrnafif?’”
en todos los casos, siempre que se haga la substltuclon. : -

- El'hecho de intrdducirfma"'cbﬁiehte ‘magnética KH implica ila~>exi'3£enci>a .

de particulas con cargarhagnética, es decir, monopolaos maghétibos. Sin

28




embargo, esta extensifn a cargas magnéticas no resulta trivial debido a
que II.Z b es una identidad para tensores FPV antisimétricos (ver
apendice A).

Un aspecto muy interesante de la teorfa de los monopolos
magnéticos es gue su existencia lleva a la cuantizacién de las cargas
eléctricas y magnéticas. Consideremos primero un argumento semicla-
sico que da lugar a dicha cuantizacifn. S5Si suponemos la existencia de
monopolos magnetlcos, uno de ellos en reposo en el origen producx.ma un

ﬁ__campo magnetlco de la for‘ma- ‘

‘ 3% A (nr xrr) o_{g.\__ (gim)
RET T |

Este resultado obtenido por Poincaré (Poincaré, i 896) sugiere que 'para ‘

que el momento angular total se conserve lo defmamos de la sugment.e’;. e

m anera -

A = A XmA - Q9 /’1\‘
- an




El primer t&rmino de esta ecuacién es el momento angular orbital de la
particula. El segundo t8rmino de esta ecuacifn puede ser interpretado
como el momento angular debido al campo electromagnético, puesto que
si usamos la pcuacién: |

L = Sd"r‘r‘-’xﬁ-’(éxﬁ).

. o em

sustituyenﬂo la expresién [1.4 para B llegamos a:

4 1)

5 [ m. _a:\ O

sdi’-' E - V(/r) ' Scﬂ (v E)nr _ -

o espera que ol momento} | ngular orbltal tenga elgenvalores enteros, de‘-‘»:"i"'"\‘f'tf"-‘

manera que

“lo cual implica-la-cuantizacién de las cargas eléctricas y magnéticas.-

30



2.2 El monopolo de Dirac

La teorfa moderna de los manopalos magnéticos fue iniciada por el
trabajo de Dirac en 1931 (Dirac, 1931), donde estudif el movimiento de
una particula en el campo producido por un rmonopolo magnética. La
teoria completa para el movimiento arbitrario de cargas eléctricas y
magnéticas en movimiento lo presentd en 1848 (Dirac, 1848).

El campo magnético producido par un polo magnético implica gue

para cualquier superficie cerrada que encierre al monopolo se cumpla:

Esta ecuacmn' debe fallar por lo 'menos en un' punto sobre cada superﬁme‘ o
Esta serie de smgulamdades

. cer:‘ada que enmerre al polo magnetxco.'

L7 "B:V‘xa"‘%e(‘ﬂ 6(?‘)6(3) 2.

donde 6(z) es la funcitn. escalén ‘ka esta dado por II.4. Podemos

~ comprobar que: T |
."' = V- A - I | -2) = 3~
‘.VAB“ v f_zxa 3! () 6(4) 2-0(-2) | %’6 @




lo cual 'corr‘eéponde ala dénsidad de carga de un monopolo magnético en

el orfgen. La expresitn para A que di lugar a la ecuacitn I1.7 es:

.8 A = q (1—cose>$
ATy s3end

donde 8 y ¢ son los angulos polares y azimutales respectivarﬁent’e‘. El
segundo término de I1.7 carresponde a la Singx;laridad producida pbr la
cuerda. En la ecuacidn IL.8 observamos que A es singular sobre todo el
eje -z. Esta singularidad’es necesaria para cancelar la correspondiente
~ a la cuerda y dar lugar' a una expresxon para el campo magnetlco que, |

"""‘solo es”smgular en-la- posu:mn del polo magnetlco (ec II 4).

anterlor‘mente se puede comprobar‘ famlmente.

i) Cuando 6 ;é T un calculo dLrecto demuestra que para A dado por‘_f i

monopolo lleva asoc1ada ma cuerda. Cada na de- estas cuerdas traza: '

una hoja bxdlmensxonal en el espamo-hxempo confor'me el. mOﬂOpolo se Va' IS
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moviendo. Estas hojas pueden ser descritas como funcion de dos
parametros tp y t; . {Podemos fijar t, para que vaya de O a @ conforme
se sigue a una cuerda desde la posicién del monopolo hacia infinito, y t,
. que vaya de - a o conforme se viaja desde infinito pasado hacia infi-
nito futuro).

Sobre cada una de estas hojas la ecuscion para el tensor electro-

magnético:

;..—»Ifr.»mf

'dcbe Fallar. E',sto se debe a gue la ec. II 3 con el tensor deflmdo por

1L 10 es 1dent1camente cero (ver‘ apendlce A) y la condmmn que se puso

.f",fen If para B) que corresponde a la cuerda.rywt‘

f _magDEtlco QUeda comD-

donde Gf es un t.enaor' antxsxmetmco que es. ldentlcamente cero en:f -
‘todos lados excepto sobre cada una de las hoj jas. La suma se toma sobre

todos los polos magnéticos.

2 3 Ecuacmn% de mDv1mlento
‘Las ecuaciones de movmnento de la electrodmamma (con 1nclusmn o i T

de los monopolos magnéticos) pueden ser obtenidas a partir del prlnmplo'
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variacional aplicado a la accién S, que en este caso se puede expresar
como la suma de tres t8rminos:

11.12 S = S, + 5, + 5

3

.

S, representa la acci6n que corresponde solamente a las particulas

eléctricas y magnéticas. Para el caso relativista est3 dada por

o 143 L 5 = = gmo\s
Sl i s T e -

que para el caso no relativista se reduce a =

CIRt4 ;

pos electromagnétices est |

11.16 > = 29 S A (=)
que para el caso no relativista se reduce a

17 5 == ‘1_("“""3 at




La presencia de cargas magnéticas requiere la inclusion del término

cinématico en S {ec II.14) que es idéntico al de las cargas eléctricas.

. Se podria pensar que la interaccién de los monopolaos magnéticos don el

campo electromagnético requeriria la modificacion de S; (ecll.16), sin

embargo dicha interaccién queda incluida en la accién S; ya que contiene
al término correspondiente a la cuerda.

Las ecuacionies de movimiento se obtienen al tomar la variacién de

,,S con reapecto a las variables dmamma_-.., que son: la posicién de las

cargas ?>'electr1cas y magnetlcas el potenc1al ~vectorial Ay los- paréme-

- tros que caractemzan al mov1rmento de 1la cuerda en el espacm—tlempo B

(to y t,) El resultado es {ver apendlce A):

(c\a ‘;./d‘Sv) q(d a"/d5> | (33

m% ;(o\ 2, /Id:s) | gﬂby(da’/“) rv(”

/3?“»:._:]7 -3 q_} (da /ds) 6“(x _'a s s

donde el t&rmino adentro de la iqiegral en I1.19 es la densidad de
. corriente. N o o

- Podemos observar que a nivel de la accitn (ec. I1.12) las cargas = -

electrh,as y magnéticas aparecen de uma forma asimétrica; sm S
'f'embargo, las ecuaciones de movimiento resultantes (II 18 y 19) son

invariantes ante la transformacwn de duahdad.
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2.4 Transformaciones de norma en la cuerda de Dirac |
Aunque las variables usadas para fijar la cuerda Son dinfmicas, su

valor es arbitrario y no corresponden a ninguna cantidad observable

fisicamente. Esto se puede demostrar haciends ver gque las transforma-

) cmn% de norma se pueden generahzar para que sean acompanadas de un

v_.;;mov1mlento de 1a cuerda (cuando;f} e '-permlten transfor'rnacmnes que son,f

;'E'mulhvaluadas sobre 1a® c:uerda)'ifi‘, Cofnb el potenc1al vec:tomal A no. es :

umco podemos aphcar una transfomacmn de norma A ———) A + VX (x .

es una funcmn que depende de la pDSlClOﬂ) B es de la Forma B= V > A,, .' |




Tomemos I' = C 4+ -C’ como uma trayectoria cerrada que recorre
primero la trayectoria C y posteriormente la curva C’. Sea Q(r) el
&ngulo s6lido subtendido en r por alguna superficie que cubre I". Dife-
rentes superficies daran valores de Q{r} gue difieren entre sf por

multiplos de 4, pero que dan el mismo valor para VIl

Hagamos ahora  la transformacién de norma A ---» A’, donde
11.20 A' = A - g VO
o ' 41

JYQ(") 'es rnultlvaluada par‘a r en I ) Para encontr‘ar‘ el ﬂu _]0 defl;.'}:':,-;,:i 0

-V x (A A’) a lo largo de T aphcamos el teorema de Stokns a
rpequeno c1rculo que enc1er’ra algun punto de I":

:f::,..&de -donde podemos ver que

B I )

con lo que se muestra que la posicién de la cuerda es arbitrafia, ya que |
~es movida por las transformac1ones de norma. Esto demuestra que la

cuerda es no observable.
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2.5 Derivacion de la condicion de cuantizacion de Dirac
La ecuacitn de Schroedinger para.una particula moviéndose en un

campo electromagnético es

.23 [L (5 -qR) v+ q¢|y = (Y

la cual es invariante ante transformaciones de norma de la forma:

hecho ae que la tra:usfbrmaéibn dé‘ norma II 24 actuando en a unclon e
. ndas de la partmula no debe produclr un resultado multwaluado Comof'_f ‘

gue es la condici6n de cuantizacion de Dirac. -

2 6 Otras formulacmnas _
. Hay otras’ formulacmnes para- 1os rnonopolos magnehcos. Una: de
ellas es la de Wu y Yang (Wu y Yang, 1964, 1976).  Para ev1tar los
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potenciales singulares definen diferentes potenciales A, y A; en
diferentes regiones del espacia (la parte paositiva y la negativa del eje z,
por ejemplo). La condicitn de cuantizacién de Birac proviene del hecho
de que en la regidn donde los dos dominios se traslapan, A; y Az deben
estar conectados por una transformacién de nmorma univaluada.  Sin

embargo para c8lculos practicos sigue siendo mas conveniente wutilizar el

modelo de la cuerda propuesto por Dirac.




- CAPITULO III

SOLITONES Y TEORIA DE HOMOTOPIA

3.1 Solitones .
f Los sohtones son: solucmnes estables, de energla finita y no d151pa— '.

f*ftwa a las ecuacxones clasmas del campo Debldo a estas propledad

umcamente las teorlas de campo no hneales tienen estas solucmnes. =
Los sohtones deben ser soluciones de la ecuacién que se obtlene delv _
,,pmncxplo de mlmma accmn JS =0 vy para su estabilidad deben cumphb

1z '\"'condxcxon 6285‘)”30 Ex1sten sohtones llamados no topologlcos_;-r »

J 7 Por otro lado, para que los sohtones topologlcos existan debe whaber“: |

"""etma mter' dlos campOS- : L.a est.ablhdad de los sohto!‘!ES_ L

. més adelante para s exphcacmn mas detallada de los rnapeos). Lo
mapeos no trwxales estan caracterizados por un niimero entero gue se
conserva y al cual se le llama carga topolGgica.

La carga topologxca representa el nimero de veces que es. cublerta
 la variedad del espaclo interno al completar el mapeo. La estabilidad de

las soluciones con una carga topologlca dada se puede entender si se
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observa que la transformacién para pasar a una configuracifn con una
carga topolGgica diferente requiere de un cambio discontinuo, el cual no
puede ser generado por la dindmica del problermna, ya que las ecuaciones
' de movimiento generan transformaciones continuas en los campos.
| ~ Debido a la no linealidad de las soluciones, el problema de encon-
trar soluciones tipo solitén no es sencillo. Existen, sin embargo,
méetodos auxiliares como el teorema de Derrick y la teoria de Homotopia
que nos indican en que condiciones podemos esperar gque existan estas

soluciones.

f»iTeorema de Dermck

ND hay sohtones estatlcos y no rsmgulares para tna teona de campof_

EScalar descrita por la dens1dad Lagranglana.

—L—-’éswm"w@ucﬁ)

" tcbﬁ"‘U(ﬂi') 0: (U(di]k’k;-r'.‘—‘ 0 para el vacxo), excepto cuando;el—num ro de
dlmenSIDneS (D) es 1gual a 1 3 : S

D mo tramon.

: solucmn de sol

una ener‘gla H= V; +’V2 _,T?‘
K a°x (_v @, (;o)
entonces, la configm‘aciS_n de canipo'(bs[x/ a)‘ tiene energfa#

\‘\ (a) = ab'?,,,’v‘ ol Vn.
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Pero H debe ser estable ante variaciones arbitrarias de d)s(x]. En

particular, para un cambio de escala tendremos:

éj_c_@l\ = (p-9v, + Dy, =0
6& o= :

Sin embargo, V,; y V; son ambos positivos, de manera que esta ecuacion

solamente tiene soluciones para D = 1. Este resultado se generaliza a

' ‘:mas deun campo. escalar.

Una vamante de este teorema dlce que en un espacm de D dxmensm—f» o
nes, las i inicas soluciones estatlcas de energxa ﬂmta para las ecuacmnes;

de campo puras son transformadas de A = O ‘excepto para D=4

E{Coleman,' 1977) Han sxdo construxdas solucmnes en el espacm Fucli-

(D 4), se les conoce como,mstantones y resultan de‘ gran 1mpor-f"y_v

en Cromod1nam1ca Cuan

3 2 Teorla de Homotopla , | e
Sean dos: espacnos X 'y Y. junto con el c:onJunto de mapeos £ de X a_,

4 =4 e

Definicion: Se dice qize dos fnapéos fo y £y son homot8picos si pixédenv e
ser deformadas continuamente el uno en el otro. Una homotopfa es una f
familia mtermedla de rnapeos Fx,t) pararnetnzada par t, (0 ¢ t ( 1).' B
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que es continua tanto en x como en t, y es tal que

F(x0)= {o (D F(6 1) = f, (A

La notacién para indicar que un grupo fy es homotépico a otro grupo f,
T est Ty~ {7+ Lahometopia-es-una relacifn de equivalencia, es decir si
F: fo~f y G: f; ~f;, entonces existe H: fy ~ f;-, donde H es de la

forma:z

N

:F(’K :.H;) k- 0

‘:;ﬁv."Lo‘sv‘ mapeos que son. topologu..amente equwalentes forman una clase que .

E;;i-s1gu1ent. je_)emplo 1lustra como las c:lases de homotopla{jl“fueden
" adqmmr'ma estbuct.m‘a de gmpb. | e =
" Consideremos el espacio X que se toma en el mtervalo cerrado I .
| ;,_(0 1)y ande el 0 y el 1 comc1den es demr, _estan 1dent1{"1c:ados. Este;

ff’f. lpmto de referenma xo en su perunetro representa a 'St nos. |
| ““limlt.amos a tomar mapeos que- satxsfagan la condmxon f(O] = f ( 1):{:; = Yo
entonces las clases equivalentes de mapeos {f}, {g}, de S, ) Y o
forman un grupo. El elemento de identidad { e } es la clase de mapeos
topologmamente equivalentes al mapeo constante C:




El inverso de {f} es { f! }, donde

1752 = 4 4-2)

Debido a ia posibilidadde :nu;i:plihahm—#mapeo's,—aﬂar

e eeE—a-l

cacién de grupos:

Los 'mapeos de S, en- Y se- pueden representar como ur\a curva ot

cerrada (nzo) que empieza y termina en yp. Una v1suahzac10n clara de -
estos conceptos se puede obtener si consideramos un e Jemplo en el cual

escogemos como - espacio Y al plano bldlmensmnal R con el ongen
exclmdo, i.e.




Si la curva no encierra al origen, se puede deformar continuamente
hasta y;. Las curvas que no encierran al origen pertenecen a la clase de
mapeos { e } ={ 0 }. Las que encierran al origen wna vez {en el

sentido de las manemllas del r‘elo 3} pertenecen alaclase { 1 }, los que

encierran al origen dos veces a la clase { 2}, ete. Si las curvas van en

direccion contraria a las manecillas del reloj, los mapeos pertenecen a.

lasclases { -1}, { -2}, { -3}, ete. (ver figura 3.1)

Podemom_conc:luu' qu hvpara el espacm Yr = { RZ - (0,0) '} el f'ptéi‘mét‘
- grupo-de homotopia ds. lugar aZ {Z = con JUTltO de los enteros) clases de

homotopla {n}; podemos escribir este resultado como
TR (oo :E

‘Al nimero entero n asociado con la clase de mapeo se le llama niimero

de revolucién (winding number).




Si hacemos el mapeo de X = S" '(superficie. de una esfera enn + 1
dimensiones), las clases de mapeos con un punta fijo f(xp) = yg forman
un grupo llamado engsimo grupo de Homotopia y se represnta por
ﬂn(Y)- En algunos casos resulta evidente. cuales son los grupos de

homotopia para ciertos espacios' Y. Por ejemplo:

' HI(SZJ =0

ya que cualquier circulo dibujado sobre la superﬁcxe de una esfera puede

'7v_l,,fser deformado contmuamente a un pmto. Tamblen tenemo.: que

e
n o

puesto que toda superficie cerrada puede mapearse n veces sobre s

» CDnj‘JﬂtD de“ elémentos : del gFUPD G es"?”una ‘medlda de la CDnect]Vldadf'del.: E ; o
grupo Una Yez que 105 Erupos . CQmPactos han sido clasificados de
: _Sus. élgebras" def“, Lie, IT (G)},,;_es la {nica ~mvamante »queﬁ sa.

,(su(z)) =0 o Pl e LR
nz(o{a)) - I,(SU@)/Z2) = Z2 (22 = conjunto de enteros
modulo 2)

De estos e Jémplos vemos que SU(2) es sxmplemente conexo, mientras

que D(B) es doblamente Conexo. _ o
~El mguxente resultado de ‘Homotopfa nos: permite saber cuando una e
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teorfa de norma no abeliana con rompimiento espontaneo de la simetria

puede tener monopolos magnétices y cuando no:

Sea G un grupo de Lie compacto y simplemente comexo, y H es un

ubgrupo de G, entonces

“negatwa (- pz) y que por 10 tanto da lugar‘ al romplmlento"espontaneo de““ B
la mmetma Como la teorfa es puramente escalar el teorema de
: Derrlck ros dice que sélo podemas tener solucmnes txpo sohton para

D=1. El Lagranglam esta dado por e S e -

"‘m.z H (e ?) - 4 (3 ) - V()] dn




donde -

11L.3 V(¢) = A (p*-a?)?

4}

t

El Hamlltomano es:

M4 W o= I [+ (2. 8)" + L (2, ¢)" +V(q’b)]d?<

En esta teorfa la simetria interna corraaponde a la invariancia de III 2

ante la transform acmn

¢(fx 'l:) .'~--¢('7< £)

. ]Las solucnones clasmas se pueden obtener resolv1endo Ias ecuacmnes de“ R

;yh»‘feste'problema SRR e
Vg) = 2g -
Para el caso estbtico esta ecuacitn de mb_vimiento“es _

"I’n;iij o ag v (4) =

dte




El problema de resolver I[I1.6 es eqguivalente al problema del movimiento
de una partfcula de masa unitaria en un potencial U{x} = -V(x}, cuya

ecuacidn de movimiento es

1.7 s S & + - U = O
dat* x

si se hacen las siguientes identificaciones

_campo escalar . partfcula -~

E .»Ahora con51deremos la pcsxblhdad de encontrar 'soluciones

de energfa fmlta pero diferentes a la. solucisn 111.8. Par'a encont.rar e
soluciones de energfa finita (ver‘ ec. [I[[.4) se requiere que el campo'v

£bine los valores' del estado base (vacio) conforme x -—-» *eo, Como
tenemos més de-un valor para el estado base, la solucidn puede tormar-

’ ‘dlferentes valores en 4o y-en ~w. Esto corresponderia a la 51tuac10n en

que la .partxcula se mueve de uno de los maximos al otro con energm
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cero (ver fig. 3.3).. Como la energia se conserva, para el caso en que la
energia es cero tenemos:

111.9 _;t:_ (%ﬁ‘ ~ V(%) = O

que para el caso de teoria de campo equivalea: ... .- .~

11110 L (gj@_)l = V(¢)

Resolviendo II’I.lobl’legaszj,aj;' R

h -

MLttt - x-x, = x| ae Lavigd]l PR

[ -]

 Donde x es el punto en el que ¢ = 0. Este par&metro x aparece en la =
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‘W ToER ) e
B H ek

solucmn debxdo a que 1a ecuacin III.11 es invariante ante tran.:.la—
En el caso en que V(¢) sea el dado por III.3, las soluciones de

T

iones.
nergia finita estan dadas por:

i "L./!';'.’.":,"Z“‘»'\w';r T
m a

O +Qn"1 KM (2(_:2_"}3)&

g_';ii.iz - )
111.13 . ¢ (X)) =-a tonh K M (’x—?(o)}

A 1a solucmn III 12 se le llama klrbc, mlentrcs que a la solucién 1I1.13

‘, fi‘gura‘,3:.4f "
- El kink y su erergfa




Estas soluciones son estables ante perturbaciones pequerias, aungue
no corresponden al minimo absoluto de la energfa. Su estabilidad es
consecuencia de la degeneraci6n del vacio, es decir, del rompimiento
espontdneo de la simetrfa. Esta solucitn interpola entre los dos valores
del vacfo en x = *w y est§ en contacto con ellos en una extensitn
infinita, solamente en la vecindad de x = xq difiere apreciablemente de
ellos. En este caso, el mapeo homotdpico és el que asocia los valores

de rp:il a los puntos x = *eo.

La carga topologlca

una conservacion de‘ carga. Sx deﬁnunos la dens1dad de cornente J

comos

;;,4 (’?Q = 5,‘;"6"95”

esta cormente estara automatlcamente conser‘vada RN s L e
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debido a que el tensor €,y 5 antisimétrico. La carga conservada

(dO/dt = 0) es

NLi6 @ = &‘»30(9(30\9( " [ 2, B(A) dx = n (20)

’vrqueco}mmde con II1. 14,

la\'carga deﬁmda én III 15 se: le,: lama topologma ya ';%que depende;f“- .

V‘_'l‘del‘ mapeo que se establece entre los' puntos *co fry"los posﬂ)les valores e
d) en el mu‘umo del potenc:xal V{d)) Es 1mportante notar que esta carga o

'- t\pologlca ,_no es una carga que se derwe del teorema de Noether. En e

Su energla esta concentrada en una pequena ; parte del espacio. Eso"’f

- se. debe a.que.las solucxones ¢+ Yy ¢_ se desvian de los valores del
vacio solamente en una regidn pequena del ‘espacio. Adem&s se pueden

mover con cualqmer velomdad menor que la unidad (la de la luz)




CAPITULO IV

MDNOPOLOS MAGNETICOS EN TEORIAS DE
YANG—MILLS |

ompimierto espontéreo de la stmetrfa

Cuando se consxderan ‘teorfas de nor'ma en ‘:las cuales el grupo’ff"de

mmetma G se rompe espontaneamente por el vacio a un subgn.tpo B, se

g ’esper‘a encontrar solucxones de sohton, es- decxr solumones topologlca— o

ov (*t Hooft, 1974 Polyakov 1974)‘.'_.

El e Jemplo mas sencﬂlo esel encontrado orlgmalmente por ’t. Hooft.

| T,;Y P°l vako"f)’ que -'esta‘ ba_-,ado‘,'en,vs_»[ _Lagl‘anglano que antenormente‘hablan;" -

| .-:.'del grupo ::U(Z] acoplados»: a:‘ un campo escalar que se encuenf.ra erl la
representacmn ad _]unta del grupo N | |
~ La teorfa de Georgl—Glashow no es ac:eptable como modelo de las
'mturacmone_-. ‘electrodébiles: debido a que no predlce las cormente_-. ‘
neutr'a.:, Sin embargo, es interssants estudiar los monopolos magnetm
Cen estas teorias ya que- tienen- prop1edades similares a los. que aparecen. S

en teorfas de gran umflcacmn, que son las que _podman ofrecer wma
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unificacitn de las 1nteraccxone_-. electrodébiles con las fuertes.

El Lagrangiano de Ceorgi-Glashow estad dado por:

PV po

v o L= - 6y Qo + D' D & - V(@)
donde ‘ C
V.2

G"N: 3"\”0: —-BWH —eaabcwb [

y Wi es el campo de norma. La derivada covariante estd def 1n1da como:

nc1al para el campo escalar es

“yel i;'cte

- con'a? z/)\. ,
B L.as ecmcmnes de mowmuanto estan dadas

pbb:

e cumple la 1dent1dad de B1anch1. ~

; | IVSb E
('var apendme D) y ademas S
Ve | D, & -
Si definiﬁxds el._éaﬁ\po eléctfico /kr‘nagrlmehéo\ no—Abehano como; B
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a-

V.7 G. =-G ﬁj:—_{{ £ G

[ A-&AL ak.

la densidad de energia se puede escribir como: (ver apéndice D)

v o - (€L (8 - (009 <1>°’¢¢>‘§ .+ v(g)

Como la erergia es siempre mayor o igual que cero, la configuracién de

vacm es aquella para la cual 1a energ1a se hace cero. La densidad de -

vz _ R Sileie ey
Al substltdlr IV.12 en el Lagr‘angxano IV.l Ilegamos a:
| 1‘%-13 ] , <b D"% = i=('af‘¢a.) +

’2.
£ 6‘(@ o 3[(\#) (w*)zl




MLQ)> = ._5:2_‘. ?\a}sﬁ"" ¥ e

3
de donde vemos que hay un bostn vectorial sin masa W, que se acopla a

_la corriente sin romper la invariancia del grupo U(!) y bosones vecto-

e it el
riales con masa W, donde Mw = ea = eJT/?T**cm escalar-newtro con
masa Mh =J/2Aa' = p . El campa escalar dado por [V.12 permanece

invar‘iante ante rotaciones alrededor del eje z. Podemos identificar la
s1metr1a que no se rampié (U(1)) con la interaccitn electromagnetxca y

: ;_ielf'boson Jectonal sm masa con el foton.

~La descmpcxon _, antemor corresponde al mecamsmo usual del .

romp1mlem.o espontaneo de la 51metrla, por medm del cual adqmer‘en"‘f'_’*”

'»ﬁmasa los campos de norma.

: Vamo d‘ 'nggs ' monopolos magnetmos

La cordicidn de. que;ﬁla energxa se.a fzmta nos: dme que‘a-‘dmt.ancla

muy gr‘andés al poten"lal txene que tomar su valor' mxrumo ‘La ecuamon"f

IV.11 implica que ¢ > a , esto nos di un con‘]unto M de valores
,de ¢ que minimizan a V(p)} y representan -una esfera de radlo a en el
espacio de simetrfa interna. El subgrupo H que deja invariante a las Ps
es el grupo de’ rotacxones alrededor del eje @.

 La conﬁgm‘acmn resultante en infinito- puede diferir de la'del vacio

‘descrita en la seccién anterior en el sentido de que el campo ¢ puede
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apuntar en diferentes direcciones para diferentes puntos del espacio.
Lo anterior nos d§ un mapeo entre la superficie de una esfera que limita
- al espacio real (r —--» ) y la superficie de una esfera de radio a enel

espacio isotépico. El nimero de veces que uma superﬁcxe es mapeada

en la otra es el nitmero de revolucisn que resulta ser ipual a la carga

magnética de la configuracion. Una configuracién de monopolo magné-

tico se obtendrd con un campo ¢ que cumpla con

V.14 <;b<n-> — oA -—-» ¢a~

r!'"‘ao

ya que esta solucs.on txene un numero de revolucmn xgual a i, {ver f1gura , ,
'7"4 1) El mapeo dado por IV 14 no puede ser defor'mado cont.muamente'f |

IV.12), por lo tanto es tDPDIDgICameme EStable.r i

' ,al mapeo del vacxo (ec.;

vacio ~ ~ ~  rmonopolo

: :Flgura 4, 1

Conﬂguracxon de vacio y confxgtracmn de monopolo magnetxcot




~ Otra condicién para que la energia sea finita es que las derivadas
covariantes D.1 q‘)a y Do cpa tiendan a cero cuando r tiende a w; de las
ecuaciones IV.3 y IV.14 vemos que para la splucitn de monopolo

magnético esto se puede cumplir si

V.15 | D, ¢ =o0
y N L
V.16 W, — & r =0

C.‘("

;_‘14 "'3"-7Solucmn de ’t Hooﬂ:-Polyakov : G i
s NL.a solumon a las’ ‘ecuaciones de mov1m1ento que inc rporan las ot
c:ondlcmnes IV.14-16 se pueden corstnur ‘utilizando - -argumentos de
,,s1metma (’t Hooft y Polyakov, 1974; Wu y Yang, 1969 Carmgan et al, :

; ’.51'975) 4 ue-:permltan proponer un»ansatz que sunphfx.que las ecuamones_,n';__‘:

¢ cn-u . (aeﬂs-

 Si sustituimos la- soluci.én »IV.‘i? en la ecuacién para la energia

{IV. 8). Vllegamps a:

-1\'/.18' H = S dsn* 6, = Q‘l'le:o; d¢ H“ éli_)’f +

p 0\-—-?"‘8,

e (fa -y RO w2 (-]
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(ver apéndice D), donde [ = aer. Las condiciones para que E sea

estacionaria ante variaciones de H y K son:

V.19 a {1 ah = WHL + KWK -
- o Tagr
V.19 b 4* %liiﬂf = 2K"H +2\_HLH - %)

que son ecuaciones de movimiento para By K. Estas ecuaciones tambifn
.:_,pudleron ser. obtemdas substltuyendo IV 17 en las ‘ecuaciones de movi-
L.g;ﬁ';mxento v. 3 y Iv.4. o | e |

k Para que la cond1c10n de energla fmlta se curnpla (ecs Iv 14 16)'-:':"5“

el comportamlento asmtohco de H y K debe ser:

figm'a 4.2

.. &0




La energia total de la solucitn se interpreta como la masa clasica

del monopolo y se puede escribir como:

M o= ala f(2/e?)

IV.2ta

donde f es wna funcién gque resulta de evaluar la integral en IV.18 y

CUyos valdres han sido calculados como {para mayores detalles del

c‘:élculob numérico ver Bais y Primack (1976):

f(D) =1 ,'_(Prasad y Sommerﬁeld 1975)
»;5 Tf{u )= 1.4 ('t Hooft, 1974) .
. f0.5)=1.42 (JuhayZee, 1975)

‘*'i;f;‘f;{j_lﬁQ)}‘::1-_44*'f" | ‘(’t Hooft, 1974)

V.21 b

~ acoplamients, y es, por 1o

4. 4‘ La‘mﬁdiciﬁh de cuantizacitn de Dirac
‘Al usar las condu.uones IV.20 para los valores asintéticos deHyK

y utlhzando IV 2 y V.17, obtenemos que asmtotlcamente Gp esta




% | 4 e K | K o
Iv.22 E. AT ~ L & 0T
| G‘ et s aers ° ?

El tensor electromagnético F_ se define como la proyeccisn de G2
Y3 ] HY
sobre la direccitn de ®, es dec1r‘ (ver seccmn 4.6):

V.23 Y= P @F = -/%‘I: Gr”

Esta ecuacifn nos dice (ver la definicitn de E y B en la seccmn

2 ') que el campo magnehco en. este caso es:

- que corresponde al campo magnético creado por un monopolo con carga

(T; es la ter‘cera companente del 1sosp1n) La c:arga m&s pequena_
. dlferente de cero que podernos tener es G = e/ 2, que es la que corres- -
- ponde aTy = 1/2. Esto ros da | |

V27 9.4 _—_—%:—




que es la condicion de cuantizacitn de Dirac.

4.5 Estructura del monopolo

Cuando r ———-» w las ecuaciones de movimiento IV.Z24 se pueden

aproximar como o T ——— I |

ives 4R = K g d*h - 22 A = o
dia- d?g_ . cn. )

Q;donde H h + L. Las ecuacmnes IV. 28 nos llevan a una me _)or‘ aprox1—_ o

:?':‘7mac:1on para los valores aSIHtOhCDS de K y H-

‘._IV.29*;_ o

~ ea son las masa‘ de los t

Cdonde p=(20ts y Mw , _
de norma respectwamente. Esto sxgmflca que la aprox1mac1on a lay .

mpton - de }a]:‘_;,

Lo 1 ‘campos de norma Wf dados * R D
' tico mas alls de un cierto valor Re. Este radio Re nos d§ ..amano'ff-'i*

definido del monopolo de *t HDDFt—PDlyakov De acuerdo a IV. 29

por IV. 17'toma,{_._, u valor :

ivae R, o= L
, Lo .G Hw | |
m1entras que de acuerdo a IV. 21 b Ia longxtud onda. de Compton. del_;

.monopolo es aprox1madamente




V.31 N

donde o = 4w/e?.
‘ La estabilidad del monopolo magnético se puede entender como el
" resultado de minimizar 1a suma de 15 Energia mdg:re‘uﬁa—a{W

fuera del radic Rc mé&s la erergfa debida al gradiente del campo escalar

dentro de Re. En ordenes de magnitud:

€ ¢

COn U error del orden exp(—r," Rc) N , ,
Si canocemos @ fuera de los manopolos, la forma general de WP que
satlsface IV. 32 es: - | |




donde A es un campo arbitrario. De la ec. IV.2 llegamos a que

v v
IV.34 a 6 =t g,

V.34 b Fris oL X 3"$) +ArA*- "R

: En la: ecuac:xon ant erior notamos que F  coincide con la def1mc1on que
Delas
ecuamones V.32 y 33 se 81gue que LR T R R e P e

| se d;o antemormente del tensor' electromagnetlco (ec. IV 23] e

.,"I,V--s.s ‘~ 3;?;’“," co g Ereo

- nente del tensor G que es d1ferente de cero apmta enla d1recc1on de lD
IV. 34),‘7 y esta dada por m tensor F que cumple can las poums

et _L,"e": rotaciones alr‘ededor' d @_ o

4.7 Carga magnetlca y topologla |
A contlnuacmn discutimos el drigen topolog100 de la carga magne-
tica.

La corriente magnética se define como {ver ec. 11.3)

-~




En ausencia de singularidades podemos calcular kl-‘ utilizando IV.34 b

, para obtener

_gv-37>. k, =L é,wrf °"°a (g~ of " 070¢]

M Leoa® !

Es interesante ver gue la corriente magnética queda determinada

completamente en funcién de los campos escalares. Debido 2 que la

corriente k= es la divergencia de un tensor antisimétrico, se conserva

: localmente, es deon‘

ofk, =

que ds lugar a que la carga magnética

se conserve (dg/dt = 0). Usando IV.37 se obtiene

}( Paral égar a este resultado se utlhzo laﬁley de Gauss A

1ntegra1 de volurnen a una mtegral de superficie en la que s es’ la
Sllth’flClB de una esfera en el hrmte en que el radio R —-—» co.

Es importante notar que la carga magnetxca rno es una carga de
Noether. De 1a ec. IV..38 vermos que g no depende de mngun momento
HconJugado (8% Py por 1o tanto no puede generar simetfia alguna e
La superﬂcxe 2 se puede parametmzar en termmos de dos para-

-6b




metros §a {d =1, 2), de manera que tenemos:
Xt o= A (10,)

Utilizando los.siguientes resultados:

- 1v.39 d"ZL =L & AT 2" & d*f.

“seencuentraque’

. IV40 g

fik’De acuer'do a IV. 39 la mtegral que aparece en IV 40 representa una .

| inhegral sobre la superflme de ura. esfera de r'adlo 1 en}el espacm de las ‘

i _fpara que d) .sea umvalente, Entonces;é pérhr de‘IV 40 obtene ’ os s
V.41 9 = nm‘
, I ~ , e

- Esta relacmn confmma el Dmgen topol6gico de la carga magnética y. o
_““”muestr‘a que ademis del ~moropolo magnetmo (ec:.' Iv.25) podemos
esperar la existencia de confxguracmnes con cualqmer carga magnética

entera. Cabe mencionar que a la fecha no se han podido encontrar




soluciones con N > 1.

4.8 Monopolo de Bogomolny-Prasad-Sommerfield

Otra diferencia importante ehtrf_e el monopolo de Dirac y el de
’t Hooft-Polyakov, es que la masa de este (ltimo es calculable, mientras
que en el monopola de Dirac la masa es arbitraria debido a que la fuente
magnética externa k = se agrega "a mano".

Es posible encontrar un limite inferior para la masa de los mono-
polos b agnetlcos. - Este calculo ds lugar al lmute llamado de Bogornolny
'“fﬁPrasad»;:ay;'E Somrnerfeld (BPS) (Bogomolny, 1976'
" 19'77) A partu‘ de la dens1dad de energla V.8 podemos calcular la

Ct leman et al,

. masa del monopolo como. e

En =1 vacfa de nggs F = @ G ‘ lo que permlteescnbu‘ 1ascargas i

el&ctricas y magnetmas como:

zv.44_ . 3-':&0‘5-3 - ‘é?j 85 g det

5 :S f,&_-*‘s(-b-‘":C}S)a.*d"/f‘“ |




V.45 q=[E.d5 - -&S 2t (p'¢), o'

donde para llegar a las expfesiones finales se utilizé la identidad de
Bianchi (ec. IV.b). Al substituir IV.44 y V.45 en IV.43 llegamos a

que: R o ——

v.as M= L]l 8l - (D), sen0lt 4

f‘é’rilﬁ _ (1) ¢)¢ <,oseg + a.(gsene +dcose)~“§ ,

?_ ; o.( Q sen 9 “ % cos e)

,thi.c'alculamos m rmm*no du esta relamon para G hegdes a

En el so -de.’t ‘,'Hc-bft—Pol)?ékb'v el 'mdmpt:;ld ‘rﬁa\‘}gn:ético nollevacarga S

), 1o gque nos da el Hr_'ni_te:inf’eriOr para la  masa como:.

"axﬂLafV”

En t&rminos de la masa dél boson pesado Mw = ae";‘,alé"’ﬁrﬁééé’ del

monopolo seria:

Va3 Moz 4T My
o e e e et
Al comparar con IV.23 vemos que el lmute de BPS corresponde a

&9




{ (/e -

La densidad de energia dada por IV.46 d3 una solucitn para la .

masa del monopolo que estd exactamente en el 1imite inferior, es decir:

1\).50 M = alq)

cuando las siguientes relaciones se cumplen en todo el espacio:-

o nes’ en" el hmlte en que X ——'—b 0 y se »éi‘.zvpchﬂme V'que IV 14;.es-}'v"“toda\t1agi

vahdo. Las ecuaciones V.51 Junto con las 1dent1dades de Blanchx llevan'”

N.sa R D Df’"ép. = 0"

Al substitmr en 1aa ecuaciones de mowmlento IV.S ‘, 53 el ans d
Hpor IV 17 llegamo_-, a {Bogomolny,1976 Coleman et al, 1977)

, ; :-‘F\ p d -:,H Ka—-
R R ,fa“?‘ el




La solucién a estas ecuaciones fue encontrada por Prasad y Sommerfeld
(1975), quienes al apliqar el método variacional al monopolo de
*t- Hooft-Polyakov encontraron accidentalmente soluciores exactas para el
limite A --— 0. Si hacemos el cambio de variables - H =1 + fh,
K = ¢h llegamos-a que k> = kh_y h’ = k2. Al recordar las formas que
toman H y K en el limite en que’f ———» o0, llegamos a que h? - k% = 1,

lo cual nos lleva a la solucin:

vss Moot M, U&) ?CO* o

K (s) f oenh’% -

L Fin ssiotStion te Hiss -

y Péfé S ,_<(<"41v’tgn.évmors% que S

~~~-E.=te monopolo es llamado ,,derBogomoln/-Praaad-Sommerﬂ 21d.
 El monopolo de BPS dlﬁere en aspectos b&sicos de los de ’t Hoo{’t—
Polyakov y Dirac. En el monopolo.de BPS el campo de Higgs no tiene
masa y,es‘;de largo alcahce, como el del foton. La contr‘ibucic')h de 'eStos -
dos campos a la }‘dénsidatd de masa son iguales y hacen que tenga una

. densidad de masa dos veces mé&s grande que la de los de Dlrac y't Hooft—: -

Polyakov. Ademas, la fuerza que ejerce este monopolo es atractiva 3y su
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magnitud es igual que la de la fuerza magnética. Esto hace que para
monopolos con carga opuesta el efecto se refuerce, mientras que para
monopolos con cargas iguales se cancela exactamente.

4.9 Relacmn entre el monopolo de *t Hooﬂ:—PolyaI{Bil y el de Dirac

Como ya dijimos, la diferencia entre el monopolo de Dirac y el de

i

*t Hooft-Polyskav es que el de Dirac es puntual y lleva una singularidad
(la cuerda) sobre la cual el campo magnético es infinito, mientras que el

de: ’t Hooft-Polyakov txene una estructura interna suave y un tamano:.‘..v -

f *deﬁmdo., Sm embargo, 1e JOS del rnonopolo 8l campo electromagnetlc |
es practlcamente el mismo (el de Maxwell) la finica dlferenma reside
en la definicién del tensor electromagnehco F + Seha demostrado,

‘(Boulware ct al 1976) que rnedlante una transforrn cxon de norma“ T

COI'\\.J.GHE :

- cuerda de Dlrac:.br ‘Esto SLgmﬁca ’”que en ‘k”las Mreglonesw aleJadas del =

, :v‘mmonopolo, en el vamo de H1ggs, se puede pasar del monopolo de ’t Hooft-

D.que nos: dlce_z S

" Otro aspecto muy interesante de. esta teoma es que al defmlr"
: W? # 0 se pueden obtener soluciones que- adernés de carga magnetu:a
lleven carga eléctrica (Juha y Zee, 1975). A estas partlculas se les
"conoce como diones. Se demostré (Prasad y Sornrnerfeld 1975 |
* Bogomnolny, 1976) que los diones pueden llevar carga eléctrica anomala,A L

es decir, la carga elécirica puede no ser un miiltiplo entero de una




carga fundamental.

4.11 Resfimen

El monopolo de ’t Hooft-Polyakov tiene uma estructura (tamafio}

les—ecampos masivos le dan una estruc- ————
tura suave y afuera del monopolo estos campos desaparecen rapidamente,
de manera que a distancias muy grandes la configuracitn del campo del

monopolo es igual a la de un monopolo de Dirac. La masa de este

monopolo es. pr'oporcmnal al valor esperado del vacio; i e.’del ‘orden de_’n .

. 'flf" ”escala del'v"omplm:ento espontaneo de la snnetma (ver‘ ec. V.21). -

.‘t”}'»f-;‘A mas, en éste monopolo no. hay necemdad de 1a querda de D1rac, ya |
‘7 que al tener un tamafio deﬁmdo la smgulamdad de la cuerda desaparece. Er |
Como el tamano del monopolo es mas grande que su longlt.ud de Dnda‘f S

- cm\stante de acoplérmento fuer‘teu y no podemos calcular nadé. |
‘”Un aspecto» mteresanhe del’ monopolo de ’t Hooft-PoI.yakc v




. CAPITULO v

MONOPOLOS NO—ABELIANOS ‘
EN MOVIMIENTO

-';Mompolos en mov1mlento con velocndad constante
, Usando las transfomacmnes de Lorentz podernos obte ! r' a part r‘ 3_‘
_ _del ansatz de ’t Hooﬁ:—Polyakov una soluclon que represente a 1m monopo- L

- lo magnehco mov1endose con velomdad constante. o

tiempo y ‘est§ dada por IV 17. En un Slstema en el cual el monopolo se
mueve a 10 largo vdel eje z con velocxdad constante se t1ene. que las



e A (R) = W (A) = p (W (7,4 - v W (F,8)

d | BUARY = o, ©

donde, y = (1 - vz/cz) mam 1ntmf31mos Vat‘laﬁi'ésh‘*;**
ny AF () en lugar de r’ y a W’}‘ para simplificar la notacién. Como

A" D)y (q) representan la solucxon en el sisterna en reposo, tenemos
, de IV 17 que | |

V2 S (fﬂ = "‘au‘ .n__ (1 -—K(ac'\

4’ m _n__\*(acri\

De manera que- ahora la solucmn que r*eprasenta un rnonopolo magnetmo
con velomdad constante es: . S




Vs WELR R =y AL (A); W (R E) =y A2

¢, (7, t\ d>’;.. () 5 nt=y @ (-t )
donde Al s Y d}’ estin dados por el ansatz V.2.
Otra manera de llegar a las transformaciones anteriores es propo-
niendo una solucitn del tipo W (e~ vt), ¢_{r — vt). Al substituir en las
. ecuaciones de movimiento Iv. 5 se obtlenen, despues de un largo cilculo,
las relacv_ones V 3 y V.S. Aquf, tomarnos como punto ‘de partida V.3 y L
nes de rnov1m1ento IV 5 , : S ,
“El tensor ant151metmco G, esta dado por IV. 2 Al substltmr en
aﬁtef‘tensor los campos dados por' V 5 tenemos que A

‘,V-S' | E\“‘ = B‘R.: "B{Air —C éa—‘bc Q;: A‘:‘&

o

(Las derivadas en V. 6 se hacen con respecto a la vanable Q)

La componenete Gz3 queda
componentes de G ij que no tienen 1ndlce 3o se t.ransfonnan, ya que

76 .

y compmbaremos a contmuacxon que ‘son solucmnes de las: ecuacio— S

 de manera similar y G” es igual a c:e.m Las o



N‘ﬁ-

GI‘L ,a(W: _ raﬁw; _ &ga.bc. \A“; W:’ = G‘o«

- —

s componentes espaciales del tensor anitisimétrico

Podemos escmb\r‘ la
V.6 .

V.2 en tErminos del nuevo tensor antisimétrico

: ii : Gy B 1
V.1 G: - XLBYQ’ Go}

Para las ‘Cbm

,;S1guiendo Ael rmsmo metodo

| (de 1uevo, las demvadas s
Usando V.5 llegamos a:

vio D o -9 ¢>a

\7/.11_‘ ‘D°¢ X”D ¢n-
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Con estas relacionea ea facil ver que las ecuaciones de movimiento

dadas por IV.5 se transforman como sigue:

DJ“ G, =-e Eoda qbb XN.(D» ?)e SR
V‘—‘- 0 5\ 'é:: - T < Eo-l)c QSL (63 ¢.)¢_
V.12 ~ | '
v=j . D¢ (i)a_a = ‘eéal:c CbL(D"q).)c

zngotamos que. la cornponente v = O es lgual ay=23 y por 10 tanto 1o da
‘gfnmguna condlcmn extra.. - D £es s "
51 hacemos algo smular‘ con IV 5 b '

_D" | ¢) _\,(d)) g

‘Vmowmlento, ya que A A(q) ¥ tb(q) son solucxones de las ecuaciones Para,"‘f'j”“ L
el caso estatmo, es decu‘ estin dadas por V 2. | ‘

3.2 Lm campos electrmo y magnetico m abeharx:s

Los campos electmco Y magnetlco no abehanos se def'lmeron como'

(ver ec. IV.2):
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V.14 | 2 = -

¢ it
V.15 ABo = - -—%: &; §R G o
Usando las relaciones V.6-8, podemos  encontrar E; y Bcil en

términos del tensor V.6:

1]

Vot5. o=y x” 0y

,‘ ‘“ ,‘.

‘ K
>ex .we*
, , g b‘m el
' ;De V.16 y 17 podemos Ver que. |

Usando V.5 y V.16 caleulamos El;
Fa =y 6l

. 79




Q:a = Ei [21 8 —aq"q‘ig_;]

,15 U»q = —L”fl (fl éagu—qi'éo..é.)

donde ‘f ( L-HK)

| ,Al proyectar‘ sobre (I). |

(1-“’>_ﬂ_H_L
nt 3® "P'

k'Ut.llxzando los valores asmtot1cos de las menones H y K cuando

| :}‘_-jjjb‘ qo-, (IV.ZD) tenemos que: .

',v.zz | 15 —f'_X‘___cL. = Y(”*-vkt)
T e el e

)/a.




V.23 B B -T xB

que corresporden a los campos elettrico y magnético de un monopolo
magnético en movimiento con velocidad constanta y satisfacen las
ecuaciones de Maxwell (IV.35). )
5.4 Energfa del monopolo cuando la veloridad es constante
~ La densidad de energia estd dada por IV.8, donde V(®) es el dado
por IV.4.. Siusemos los resultados de las secciones anteriores

Por"mi procedimiento similar calculamos ;(D"(ba)z y (Diti) " )-?;:
V27 (079 + (DigY = (DY +apvr (P gy
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vas (V) + (08 = (Leywiaan)[of () -

- oH 2 4+ H* LHH® [ L +ty* — viyrn*n®)
g M A+l ]+ LEH (L rotyt -yt

Si llamamos:
V.29 O = 4 L ()" = (*ﬁqf)li

]

O
Y
- i

laenergfaests dadapors

ai'q._ ‘:’Q.'oor | = ‘

AT

como £Z = feos , al hacer la ihtegraéiﬁn‘sbBre ‘6:,'

v [ O, - o8|t oy -Liesl] 25

“Haciendo algo similar con H, llegémos ;,a__que:’/,, el e




. demostracién del teorema de Derrick (ver capltulo III). para deducxr un

y la 'integral de V(D) es:

T| A (H2-49 df

or s sitfa oy

Al juntar todo, la energfa para el monopolo en movimiento queda como:

e Gk ““ (a ) G “f”)w L

3i 2

Sln ernbargo, la expresmn V. 36 para la energla no parece tener laf’: :

dependencla correcta en v, ya que esperamamos que H= ‘yH“ donde H°

 _~55 Teoremade‘mel A Ve P Lo » i
A continuacién emplearemos un metodo _-,1rmlar al utxhzado en la;', =

_Leorema del Virial valido para toda solucifn de energia flmta del lagr‘an—
‘glamo dado por IV.1 '

Hagamos la 51gu1ente separamon del Harmltomano.

v"37 . ‘-H = Hyn M H¢+u

a3




donde los tres t&rminos son positivos y est&n dados por

v.38 W, = \ A F& Oy,
W, - x d*F Oy ' ,
U - '§ 5 V(@)

‘fcon @ym y @ s deflmdos en V 29 y V 30 D eseumero de d1men—;f".j‘.j_’_;fj-;u

siones espaclales, que en nuestro caso es tres. | En V.38 . separamos H en
contrlbumones provementes del ~campo de Yang—Mllls, de la energia

; cmetlca del campo esc:alar y de la energxa potenc1a1 de qb, respectwa—' S

'Supongamos que los carnpos se tranafonnc.n ante este camblo de cala-,‘- :

V.40 . 95(72) —_— ¢(q) ?\) 95(?\70



W/ (%) — W (xs ) = AW (AR

Nétese que la forma en gue se escalan ¢ y Wﬁ es consistente con el

ansatz V.2. A partir de V.40 encontramos .

vt G (%) — G, (X5A) = A G (ax)

ch — D3R = Mw(ﬂ

'Al usar las relacmnes V. 41 encont.ramos que las contrlbucmnes a Ia

‘ }energla de las conﬁguracmnes escaladas cumplen con

donda los | uernunos de la derecha corresponden a "'las conflgl.ramones
reales que se obtienen para A= 1. | | S
La condicifn para que una conﬂguracmn de ener‘gla flmta sea

, estacmnana ante un camblo de escala es

69‘" Py

l Usando V.43 a y V.42 tenemos que




‘,wyf_‘estaticas de energxa _uuta de ;] as ecuacicmes de mcwu*ment
| t'consxgmente es valldu pra la sohxién del mor"*polo. e e T
Al substltmr V.45 en V. 39 vemos gque la energxa en remao sel

“puede escrlblr en términos solamente de Hoym y H® b

) V% B AT iy

De la relacién V.36 y de IV.18 podemos ver que las diferentes




contribuciones a la energfa del mornopolo en movimiento estan

relacionadas con sus equivalentes en reposo por:

W
bt
V.47 My, = L;_%_fu_l Mo ¥
By = L2 H,, Y

'",Usando estas relacmnes podemos encontrar tna - Forma para'.la ,f_(ergla

-del monopolo en mov1m1ento dada en té&rminos de la energla en r‘eposo'

:,,u :l ds_- (3_\,.‘);)’ Oy" +

3

T e e e . o Sl ,,_\ R ) . : ",‘A‘,. -
Esto qu1ere decu* que la ener‘gla del monopolo en movmuento aumentQ L

respecto a la energfa en reposo por un factor de y, que era un resultado
de esperarse ya que se hizo una transforfmacxon de Lorentz. Esto a su
vez implica que la masa aumentd por el factor y, lo que concuerda con

lo que se espera de una particula en movimiento relativista.




5.6 Generalizacion del ansatz de °t Hooft-Polyakov a un mnonopolo en
movimiento arbitrario

La estabilided de las soluciones de monopolo magnético han sido
ampliamente estudiadas (Christ y Lee, 1975; Tomboulis, 1875;
Goldstone y Jackiw, 1875) utilizando métodos semiclésicos de cuantiza-
cifn, en los cuales los campos se expresan como la suma de la solucidn
clasma mas ter'mlnos de Fluctuacmn (que se suponen pequefios). Este

reqmere

que, g ademaa, del termmo de f'luctua-,

, loperadores. A este rnetodo de cuantxzamon se le conoce como metodo de

'_f‘coordenadas colectwo. R

Otro problema de 1nteres es el de »estudlar un monopolo no-abehanof'

,Esta es una tarea que dej Jaremos para- un trabaj jo postenor, en lo que'

resta ‘veremos que es posxble encontrar una generahzacmn al monopolo

% El pr‘oblema de CAmpOS pLros de Yang-Mllls en presenma de una fuente -
--externa no dinSmica. ha sido estudiado por Jackiw, Jacobs y Rebbi-

) _poster'lormento resolver las ecuacmnes de movunlento resultantes.;,,

(Jackiw et al, 1979) y por Sikivie y ‘Weiss (Skaua y Welss, 1978,

1979) entre otros.




de ’t Hooft-Polyakov que representa a un monopolo en movimiento arbi-

trario.

Una generalizacién del ansatz de ’t Hooft-Polyakov a velocidad
arbitraria, -es decir, con aceleracidn distinta de cero- debe ser
covariante y debe reducirse a los casos en que la velocidad del monopolo
es constante y en particular cero. Ademas, esta generalizacién debe
incluir el hecho de que los campos no se propagan a una velocidad
infinita, ‘y por lo tanto la posicién de la partfcula se debe evaluar al
.,‘v.,,."‘t1empo retardado. . Lo que ‘tenemos _que encontrar es una gener‘ahzacmn;; o

de los PDtr.-nmales de’ Llenard~Wlechart a nuestro c:aso. i

St al construu* un dlagrama cspacm—hempo ponemos el punto de

“;;obser'vacmn de coordenadas (x

,y,z,t) ‘como Dr‘lgen del espac:m de

O Como el monopolo s1em]:;re viaja a veloc:ldad menor que la de laj.luz i

la. pendlente de su lmea de universo es sxempre menor que la del cono :

V.SD‘ s bR

con  R': R(E) = [ X -A(O]

donde x es el punto de observacién y r(t’) es la posicisn de'la partfoula

a9




evaluada al tiempo retardado t’.

T royectorio- + tiempe

A rnonopcf‘gj_’

Punio de Obsexvocion

>
R

?Qs‘nc_\c;n del . cspacto
monopalo () /“"/
o.,\.'htmeo ’ :
”re;\-ourd,oh

flgura 5.1.

‘i"Trayectona del rnonopolo en el c:ond del espacm—tlempo

_ .fPolyakov %esta ‘mpxrado en" ol utlhzado por :Landau y:;.fosh1tz<. en;i 1a’
‘deduccmn que hacen de los potenmales de Lxenard—Wmchert o

‘ re‘.ar‘dadO'

vs3 Wg =0

. (70 =

;&_ &4(acR) -
eR'? -
99




Con ayudardel cuadrivectar de velocidad u* y el cuadrivector RM dados

por

| wt - y (¢, o)
V.54 s | | - |
RIZRICE) = (¢ (E-E)) R-F(£)); R'R, = O

podemos escrlblr el ansatz para los campos en una forma covamante gue

- se-‘reduce a V 53 cuando v = D d1cha Forma es:

~cién de Lorent._ y que son esenmales para que el resultado se pueda

. ‘4-'reduc1r' ucorrectamente al caso de velocxdadr constante. 5 Hac‘endo estof_-’ Ve

W, < (8708 (R rulp‘) t-(aeSlehf);

cx"- [z Le) - B(e) 3]

V.56b Cwe = @» © Wa

9= e ke (aesmw)
V.56 ¢ ey [zce) ut) p]




donde F = (i-H(O..cﬁlR'\X'))

V.56 e B = S v Y- pipa
p*

tra_yectorla de la partlcula. La pos1cmn y velocidad de la partlcula

i"_rjestan ew:luadas al tlempo retardado t’

Trayectona del monoplo en el espac:m fisico
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g }de» obserﬁécmn, P(x) es la posxcxon de observacmn }, t‘(t’) és la'»'l



Podemos comprobar que las soluciones V.48 se reducen a los casos
conocidos.
Cuandov=0, 6, =46,  yR =x, para un monapolo en el origen.
im im
Entonces V.48 se convierte en:

V.57 W, = &, X' (1-K(aex)
e x*

Wd,o = O

H (ae.x)

couly c_'x
' .qua &es el ansatz de ’t Hom ;.—Polyaxov dado por IV 17., :

el casp e que la velocidad es constante. podemoa hax,er qun el

e je z“' CDIDClda con la tra 'ectona de 1.: paruluula (que 88 una hneq,‘,,,.

flmda CD'nD en V 3. La solucmn V 48 se r‘educe a:

V58 W, = mem émc (= 1R o F Lacﬁlﬂ\w
| ey (Rcm R(t) ,a)




@* = 3y (Ra - 1rY )H(acSIR\y)
ey (R - RLt) B)* |

Al tiempo t=0 el monopolo esta en el origen, como la velomdad sigue el

EJE Z, al tiempo t la posicitn de la particula es:

“ ﬁgura 5.3

Trayectorla del monopolo a velomdad constante




De la figura 5.3 y utilizando V.56 y V. 61 tenemos que para ‘el denomi-
nador de V.SB

PR - E ) =yt (e (- ) p (2 -t

= Xty (e Ot = Al

5 "-'esta:f:-deflmdo por. V 5

Por otro:,_ ado, én el numerador tenemos que si J-—i 2 :

@w L

2 wwm\ o

e

'(%7 —ot) = 'Héro.\ﬁ. ’R g 2

La solucibn V.56 se redue a:

‘que son . las mismas .que. las encontradas en la seccmn 2. 1 (V 4),
demr V.56 se reduce correctamente al caso de un monopolo con

~veloc1dad constante.




5.7 Campos eléctrico y magnético de un monopolo en movimiento
arbitrarin

Como vimos en la  seccitn anterior la solucién V.48 para un
monopolo en movimiento arbitrario se reducen correctamente a los
casos de un monopolo estitico y uno con velocidad constante.

Podemos calcular ahora los campos eléctrico y magnético que
produciri'a un monopolo en movimniento arbitrario.

Par'a hacer este calc:ulo supondremoa que la velocidad del monopolo

es pequena :.comparada con la de '~~lay luz. En este caso podemos de _]ar de -

| tumar en cuenta los termmos de or‘den Bz ma Dres., or lo tanto
)’ Y P

Ry PQ H (acsm
e} S: '-R'a.

Todos Ios t&rminos del lado derecho estan evaluados al tlempo retardado ‘

Esta solumon la podemo_-, reescribir de la forma:

vs4 oW s WE ()~ Eaje @ (L~ K)o
S | c.Scj :




donde 4= SR 3 C Y EsRt s fracy

V.65 B () = 9" H
o Y Teye

;Como vemos estas solucxones se pueden separar en dos parteS' Lna que

es de la rmama forma que la solucmn can velomdad constante S

»'fmultl hcada or un factor S 1 la otr'a ue es. ro orcxonal a la velo—
'pt ‘P | )’ q P P ‘

. manera quel‘ en 1as seccxones S 2 y 5. 3 usarnos V 14 »1'53‘:Jy 19' Yy da
,;.A.deﬁm mn de G P (ec. IV 2)

que al usar las relaciones que se encuentran en el apendlce E se
convxerta en: B |




v {4 LT u
R e N A e T
YA 2W. R,4 - L WA

donde a = (n - B)
Podemos ahora evaluar este resultado en el marco de referencia propio
de la particula, en el cual B = 0. Asf, los resultados quedan

{micamente en términos de la aceleracifn.

o  '+ (‘Sajl r[ - éa..l Q+)§
e.%c. -

-El'_ comportamiento de E:l y B(1 en el vacio ‘dé Hiégs, es demr,




cuando { ~---» o , depende de como se comportan W; Y ajw;
cuando § ——--» co: {recordando V.22)

ves WS —— .. RT 4w
' e R?

QWL —— = Egim L (54 21700
04 R

Al substituir V.b4 en V.b2 Yy 63 llegamos a:

'jv.sg (3

«'6::;—111&; s ;,,_ d(lrm - 6“) rt 541

érfn'ino'; de

marco. De V. 64 podernos ver que D se reduce a:r

Finalmente, si recordamos Vi19: |



V.72 B A& - % (A x(A xpYY

vra BN = (A
ecR

Los campos de radiacién en esta aproximacifn son:

V.74

Como vemos, en el vacio de Higgs, en lv'a"apx“oxi}rtiiacic’»h de baja velocidad, -
B .los c:ampos de radxacmn EyBse reducen a los resultades esperados, ya
. gue de acuerdo a la simetrfa de duahdad son iguales a los campos
i PdeUCIdD.: por una carga elect.rma en la misma apr‘oxxmacxon si se hace
el cambio E ---» B y B SLED

El resultado anterior suglere que nuestra eleccifn del ansatz .V.SS

- para. descnblr un rnonopolo magnetxco en movxmxento arbxtramo es




correcfa, ya qua lejos de la posicitn de la particula produce los campos

Coulombianos y de radiacién que debfamos esperar.

5.8 Tensor de energia-momento

La invariancia de cualquier Lagrangiano ante la transformacitn:

V.76 - xt s XM= xly et

- asegura la ley de conservacién

‘" dohdé".a s una superfibie que cubr‘e ‘a\’.. De V75tenemosque

vas o d | dxd, {>do« o
'. ' d‘t : B

__,“Cuando v = D V 79 se conv1erte en:

v.so* o _d_s a3x ],

Ny




donde Jpp = h representa la densidad de energia del campo y Jig es el
vector de Paynting S que representa el flujo de energia a través del
campo. Enelcasoenque v = j V.79 es:

e

At
v

donde J, . ij S el flujo de momento lineal y Jg, = PJ representa la densi-

V.Bi - d \ d3x 3% = _<§ dot 3.3

. dad.de»momento hneal del campo En el ‘caso. que Jpﬁ sea 's“imétrivqo:;se} e

_y el momento lineal total estd dado por

S 8 E'.nergla y vector de Poyntmg

| En nuestro caso, el Lagranglano L es: (recordando V. 1)
Ve L= @G e Db e

'De a\.uerdo con lo visto en la seccxon anterior, calculamos J " u:sando
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V.78 y llegamos a

L 6~ p
V.86 Jpv = = A G +(D $°)3, ¢~ Gup Oy We
y D &, estan dados por 1as expreslones.IV.Z y IV.3 . Al

uir en V.86 tenemos que

dornde G

despe jar

v K
de IV.5 a y b y substit

,igv +D </> D, an (D qs)ea AR

(G\a. +, 8*’ G aa),c w wo

| y llegamos a que
V89 5 jr.)_,yz ~of (G‘f‘f WV)

| -...,Dodernos ve-mflcar que JF ‘se conserva localrnente |



Debido & que tanto JH  como I se conservan localmente podemos

redefinir el tensor de energia-momento como

V.80 3;“——*@ = J,. -

" ’Poyntmg) que es: i

e R i & A0+ D P ¢“'



5.10 Calculo del vector de Poynting

La forma explicita del vector de Poynting en términos de las
soluciones V.64 (i. e. para el caso de un monopolo con aceleracién
distinta de cero y a baja velocidad, etc.) se puede calcular usando las
expresiones para S encaontradas en 5.7 y 5.8. Para hacer este céalculo
también necesitamaos los resultados encontrados en 5.6 para E; y B;

ademas de que tenemos que calcular las expresiones para D°¢a y

Al substituir V.64 en IV.12 llegamos a la expresitn para D%, que

- 51 uaamos estos resultados y las expresxones pal‘a tb

que asmtotmamente

V.96 » L D (AR




La multiplicacién de las ecuaciones V.96 da la contribucisn  de

D"d;aDid)a al vector de Poynting:

V.97 D°¢, VP, = “,Qilli | (A x (A X{ﬂ)\i

Utilizando las expresiones calculadas para El y B B! podemos calcu—

lar eljkEJBk (ecs V.69 y V.70):
V.88 ,‘k c“ = - 4 (f\X(r\ X(b\5 0
Pl o T e

[—‘L(n m ?—sa ths pv '-’nﬁ]
ceR

f‘El pnmer terrmno de V. 98 corresponde ala parte estatlca de Bk (tlene: .

:_;sdlfer'ente' _denommador : que el segundo terrnmo] El segundo termmo", :

5. 9 Radiacién y estabilidad de un mDnoDolD en mmnmlento arbltrano
Medlant= al vector de Po,'n ting se puede expresar la cun._-,er“v'acmn de

la energla de un sustema de la s1gu1ente manera: «
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V.100 i --§ A-3 da
d t
S
En nmuestro caso, la ‘contribucién al vector de Poynting proveniente
de EY y B (ec. V.88) es similar a la de un electrén ya que asintética-
mente va como 1/r?. Al integrar esta expresién sobre una superficie
para obtener la energia radiada nos dara una constante.

Sin embargo, la contribucién a la energia radiada proveniente del

b‘,‘campo.t de,Jnggs‘ (ec. V 97) txende asmtohcamente a una c:cmstante, _1a

Este resultado nos: dxce que la’ ‘energia mstantanea rad1ada (o la

‘:""f;.potenma [“ad]_ada) del monopolo serd mﬁmta, deblda a la contmbuczon del‘ '

" energfa 1nf1mt.a mstantaneamente. ’




CAPITULO VI

| CONCLUSIONES

"Es 1mpoﬂante hacer‘ un resfimen de los aspectos mas relevantes de

‘es X traba _]o, derwar; de ellos algunas conclusxones‘_ y hacer5,'algwms.f}.;; ‘:‘

. SUgEI.”BﬂC 1as.

la cuantxzamé'n de la carga electnca, que es wm f'enomeno ‘observado en’

,_4Ia’;}nat1‘.raleza.' La c:uantrracmn puede sahr de pedu‘ la existenma de

' Pol yakov)

ii} Es posible encontrar solucmnes no triviales de energia Fimta a las -
ecuaciones de movimiento clasxcas de ciertas teorias de norma con
romplmlanto espont.aneo de la simetrfa. En una teorfa de norma en la
cual el grupo de simetria G se rompe espontaneamente a umn subgrupo H

{en este caso es U(1) electromagnético) se obtienen soluciones de sogzton '
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con campos de largo alcance. En este caso necesariamente aparecen

soluciones que representan monopolos magnéticos.

-iii) Algmos resultados de teerfa de Homotopia nos dicen cuando esperar
soluciones de monopolo magnético en una tearia de campo y cuando o.
Ademds, mediante la teorfa de Homotopia se estudian las caracterfsticas
" topolSgicas de los monopolos (p. ej., en el modelo de ’t Hooft-Polyakov

la carga se conserva topolégicamente).

1V) :-"'Entre las prmmpales dlferenmasl;ntre el monopolo de t ::Hooﬂ.— S

‘ 'Polyaknv y el de Du‘ac pstan:

El monopolo de Dlrac es puntual y tiene ma 11nea de smgulandades (la_i |

'-,cuerda)';v m1entras que. el de ’t Hooﬂ.—Polyakov tlene una estmctm”aj!

susve y un tamano def'mldo‘ Vu*ac no se. punde,»,. .

La masa del. monopolo de

v;hmn.e de P.:hker‘ {ver Introduccmn)
- De los resultados de esta tesis podemos sacar las siguientes |

conclusiones:

i) Es pcsxble generahzar el ansatz de t Hooft-Pol jakov que representa

un moncpolo estatico, a una solucmn que representa a un monopolo en



movimiento arbitrario.

La solucién que encontramos es covariante y se reduce correcta-
mente a los casocs en que la velocidad del monopolo es constante, y en
particular al .caso en que la velocidad es cero. Adem3s, lejos del
monopolo esta solucidn d& los campos Coulombianos y de radiacién que

se esperan, ya que son simétricos a los de una carga eléctrica en la

misma sproximacién al hacer la transformacién de dualidad E -—--» B y

B --—>-E.

: /; para dernost ar que la energla del monopolo en mov1m1ento es” rnayor"-:’
‘ vque la energla en r'eposo por un factor y Este resultado es 1mportante, -

“""{al flu JD ms;antaneo de energxa provemente “del campog. de

S infinitas - La contrlbucmn a la energia ‘radiada deblda a los ";'camoos
eléctrico y magnética no-abelianos d& un resultado conmstente con la

~ simetrfa esperada, j es un valor constante.

- De. acuerdo ‘con las conclualones Dbtemdas ha\,ernos las sxgmentes

suger‘unmas para 1a continuacisn del problema.
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i)  Para un monopolo fisico acelerado en un campo magnético, debemos
agregar al Lagrangiano el término responssble de la aceleracifn del
monopolo,-es decir, se deben generalizar el Lagrangiano y las ecuaciones
de movimiento para que incluyan el campo debido al cual el monopolo es
acelerado. Hecho esto se debe ver si nuestro ansatz para un monbpolo

en movimiento arbitrario es solucidn del problema.

- 1i)  Fimalmente, habria que amphar el resultado al tratamiento cuin-

*i__i;',_'tlcof‘ LDS tratamlantos clasmo Y cuantlco de un problema no. son 1guales,_,

:v muchas veces} el tratamxento clasxco no- resulta ade_”'uado par desc ’

bir - correctarnente la radiacién. de tna partlcula. En este céso podr‘la;,
'suceder' que los resultados obtenidos para la radiacién del monopolo

Sico Fueran'dzferentes al: arnphar al tratamlento cuantmo.




APENDICE A
El tehsor éleétromagnétiéo estd definido como

Al T, =9.R, - 2, A

81 partxmo.: darA 2 podemos llegar a- las formas. usuales de las ecuamo— ;

nes de Maxwell




De A.2 a, cuando v =0 | ,

JFFF 2-3% = —p = 3°FT L DFT

de donde vermos gue

2

' Hacemios algo similar con A.2 b. Cuando v = 0:

"a,‘ o= "ao T BL%‘° = 9 (.; &) = vo-i'




Cuando » = j:
K = e Foi =1L B 3 E. |
A CAe 3
que es la ecuacitn de Maxwell:
2 B + vxE = o
ot : -
A.2 bes una identidad, esto se puede 'demostrar de la siguiente manera:

I‘o I‘"f’““ L

'substituy'ando !A.‘.‘1_~ Sz _L_f.f.‘,fq. (3 3 Q




Integrando por partes llegamos a que 43, es:

A= O

Sabemos que:

al se hace por partes =

-‘ - v_ SR S r _ S »4.;‘. L v ,:;Jy; )
853’— qé qH Y (?)%%# ds + %?f* égd /4

i .--‘EA” d_é,dz"]



Junt ndo las partes que corresponden a cargas el&ciricas llegamos a:

55 = = - &62 422" ds + L 1d"E_ §4va4x +
4 3 as? 41

e | b gt (o) a bz S0
2 " as 7 ds |

de donde vemos que las ecuaciones de movimiento son:

f“—mq_ c\ Eg 4+ dejj_

- Para la parte de cargas magn8ticas terde_mos gue
- Dirac encontré que C"uu {(x) cumple con

Q}v(ﬂ = g“ (g%\f; dy, _ 9\_3,_._ ) 8’(x— Bc\z,o\z,

AT d T d To
AI aubstu.un" BStD en A 5 se llega a que {Du‘ac, 1948)
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~2%“(3%‘ ¢ DE, + 2E.\ Bt B’ Su.dz.dz
e e Slew ) M- 29 94 v <&y

3 oyt dyr oy 2T, T r

En el caso en que se estd sobre el polo, igualando a cero la primera

parte de la integral anterior mas la suma sobre g de ¢S, llegamos a:

A.B m(d“ar /ds“):g(da"/ds)%v | ‘

Igualando a cero el coeflclente de la ~variacifn cSy ‘sobre la cuerda
o .{-’?llegamos a la ultlma ecuamon de mov1mlent0' I




APENDICE B

os calculos del capitulo V se necesitd derivar ciertas
3 continuacion:

Para hacer 1
Los resultados se encuentran

relaciones.
S tenemos que







APENDICE C

. 5i trabajamos en unidades en las cuales i = ¢ = 1, las dimensiones

de energfa masa y momento son iguales:

[E) = [M1- [P

dimensiones de longitud son iguales a las de tiempo:

Las dimensiones de masa son: -

| e = L1 |

'El t&rmino éiﬁético del Lagrangiahowl.fl'ﬁ- es R o E




TS - orAYt - DYArT - e & o AMTAT

donde

. .F';«vo. = TQ_FFV R TQ ﬂua.

Al aplicar el principio vamacibnal a el Lagrangiano C.1 [legamos R

las ecuaciones de movimiento correspondientes:

,65 o= 6&0\"7( tr (P - 2 S'd“x ke (Fo 6FF)

sc\‘*q e (K, SRF‘”‘)"J .
4: "tY \c\”fx \Br‘( bﬂv)-ﬂ. (bf'\ﬂ ﬂ + Lﬂ"éﬂ ] i

L.acmres de mov1mlento son. )

aFF +\.‘_a" r‘,-\"O

e

C.2
8 -
el obe Nv.. - a
o5 - 4 At S = O
Las ecuaciones de movimiento C.2 definen una cantidad conservada

- de la siguiente forma:




MES = 37 - "1 = 3vorrF

pyv v )AV

o

v,4°-__ vo-_ v o.'__ v o
VES = BIVED = VAR = -9V ArRS = o

De acuerdo al apéndice A, el tensor de energia-momento es en este caso: 77

el“‘v: __'Lg)“’ + EL (a\lﬂfa-)
S (or AT

]

6(a n‘) 2
:"'_e'ékcd HO- Q:\]

En el caso de campos no—abehanos la carga debe ser umc:a, ya ‘ ue :

v ‘las reglas de conmutamon no se curnplen La demostracxon de esto es la X

| 5'(3"95) —ig L T6 (B”sé + Lg-—-—} W) ¢ et
1i9' Z. (awf‘— 6"6)¢ +a"1 [(LWf‘) (¢ e)]¢
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Para que haya invariancia:

(D ¢(7\\3 —L%_L,Z-—e s

c6 L9 (6wf‘—6"e)¢ +o§"t {(Lwﬂ (2 e)]qb o

}'j:‘:‘ :""‘Substltuyendo C 5 en C 6 llegamos at

5, X wr(m ¢ A qa L [(z o, (z eﬂqs o;__;ﬁf.

“Esta Telacién es vlida unicamente si g =g, de lo que se ve que-la

carga es‘inica.



APENDICE D

En la teoria de ’t Hooft—Polyakov el Lagrahgiano es:

0.1 L=zt 606, ~LD'E DG - V()

'Y aru)

: ‘donde:‘ | @3 ( ¢a. z 2

A Parhr de Ias ecuacmnes de Euler~l..agr‘ange POdemDs*fi’

: E\.U:zClunES de mowmlento correspondlentes. B

6'(3"%) N 2‘* 5(arw,_)

al c=1cular.

§6T = -e 5&(3 (w; 5 5 +W;' 6\,6_ '6(’13-? -

W tx
é.@z ' G’eo‘,o = 2e é wd: Gcl“) |

124




é_DG:@{'__ = 7 eé&‘% cl'b'-}. Sve‘ 6{&

oW

S8 D, g - e b, D, ¢

6Wv | |

S67 o 8 b bue - 8. 8, S

6(arw ) |
5D, o
6(3},»1,‘3 |

A :@ s L 6L af‘[ G] L

= cS (a twgy

| Substltuyendo estos resulhados en D 2 llegarnos

mov1mlento es: L i

_é___ ( ¢:L - 2.)
~ al hacer los cfleulos

_é_j____—_ Esin e,W D, ¢ ;\554_ <,¢ 0“)




D¢ ¢c = 60—,4 gj.a quge_ = ;DF ¢c..

$(D" Q)
5 (3,:,(?“)

2.6L = 0,0
802,99 D% .
Wo D, Gy + AP (87 o2) + 9,0 =

—> eélm

yla segunda ecuaciSn de movimiento es:

é(azp /ax,Q

,6(,% - €, azpy/axv ~ 



Usando las ecuaciones de ‘Euler-Lagrange D.2 llegamos a que:

* Shr :_‘g'['a"(*éfjﬁj‘ ~ =)

s - = 6L .3 U, :
° [%l"6 L- % [5,(31;) ¢ /2X,) © ggv]

y la corriente conservada es:

La densxddd de energ1a esua deflmda corno la componente Joo

-"rtensor de energla-momento qu

;’;jjredeﬁmendo este 't.ensor aegun V. 91 y .substxtuyendo las ,xpr*e_-,mne
AL, llegamos a que la den51dad de energla en el monopolo de t H—P esta o

dada tor

16’ ):‘+(3),;¢a)_ )

Al substituir el ansatz IV. 1‘7 llegamos a qué'

2§ x3 ext

_ag,, (4-K)

ev®

&) - [-2ax" - 217 (1=K { & i Yc-ga;“d e



[ D4 ov'ra + 3K o §, +2(L-K)r'n +
. e

ai YJ a% ke ca_rq

+ (L~ W_YL_}

e*vd
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Haciendo lo mismo paraiDiq)a:

D¢ =-0- % ¥ -
-"a-;’Ys;

| + (L H\Hbm

B.;i.li. +__\;__(i+ :LH)

JY;

l,é'v‘éc:u cin dn la ent—:-r‘gla llegamos a gue:

e

| 2 et .'b(*' 34,_
o 4 KT 2 _¢)] ;
%(%lé—)ﬂ O (L ) +_'_7\__.._(.’H‘ f)]

v? 2. e , Lyre®

Al nacer el cambic de »amaole ‘= aer e integrar sobre los &ngulos
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tenemos que:

242

.D.ii} E - Q.s&[jdlf_i_;_“%?_)_‘; (B0 ._5

2 e

“’“‘Hag)? +H]® W e (Be- ﬂf

que es la expresidn para la energfa del monopolo de *t H-P en termmos

de laS funcmnes H y K
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