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s!ntesis 

En este trabajo se hace un análisis de los estado.s localizados -

en la superficie de un cristal diat6mico, semi-infinito y unidi

mensional usando el ~todo MO-LCAO con la aproximación de amarre 

, .. fuerte. Eii e1 primer. cap!tu1o se da un reslimen de 1os trabajos 

. hechos . en este ~.todó · ... para dos diferentes . model:os de . cristal. -
- . . - . . 

diat6mico. . Se presentan varios· lllode1~s de· i~perfecc:l6~· en 1a -

'superficie .. discutiendo las técnicas matem4ticas .que se uti1i

zaron para resol.verlos ast como tambiEn 1os resultados encontra

dos para. cada uno de el.los. En e1 segundo cap!tulo s.e repiten 

todÓs ·ésos trabajos eng1ob6ndo1os en un mode1o general. de impar-

. fec,ci6n en la S~~efficie Y, se'res~eive' e1· pr~l:?lemÍl'·Usándo el md:_ 
.tod.o de las ecua~';i~~eB de cÚ.ferenci!l, con el pro~sit~ de acla"'." 

rar.algunas discrepancias que aparecen en los' resultados repor

tados anteriormente. En el tercer capitulo se propane un nuevo 

modelo de cristal diat6mico y se resuelve un modelo general de 

~; impez;fecci6n en la superficie util:i.:sando. tambidn el mAtodo de -

'1~~ ·';~~áci~,;;¡. · d.e: ci:í.ferenc:la'~· · un ca~ p1arucu1ar· 4•h•ste iaod•lo 
. . 

, • de .. :lmpel::fecci6ri •• propu••to· 1:'4ra:e:xPut:ar •.• 1 .. ~i:)niport:~i,ntcj ;-'"· 

·cualitativo de 1oa estados cie aup19%ffcie intr!riaecos observados 

e:xPeriment~l~ente e~ Cristales i6niCOS• 
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Introducción 

Los s6l.idos cristalinos se caracterizan por una periodici

dad perfecta :o casi perfecta en su estructura.at6mica~·esta re

<¡Ül:aridad de estructura propor~~Óna la ¡;>OBibilidád de,: tener un 

cuad~O conceptual.· m4Ei. ciare. d..i ~11Ós y· facilita la. tare:·de CO!!!, 

prender y cal.cular sus propiedades f!sicas •. La presencia de un 

~Gmero rel.ativamente pequeño de imperfecciones tal.es como l.a S_!! 

perf.i.cie, &tomos impurezas, vacancias en l.a red 6 dislocaciones 

en un cristal.. peri6dico que aer!a perfeéto ano ser por esta -

circunstancia, . prod~cen· cambios·. Aot:ab1~.' en .. ei co~~rtami~nto 
-.... , .. -_ ----·· .-. .::.· . :· ---:· ... · ·.· .'··-- .-.... .. -- -- .. ,- ...... - .. . ... - ···-· 

ftsico del. má..teri.al.~ · .. ·Estos éambios se miden exper~ntalmente a· 
. - . -

trav6s de·· ios .é::oeficient:e•:ÍilacroacC5piC::os que describen al siste-· 

ma tal.es como el coeficiente de absorci6n C5ptica, .la coriductibi . .,-.. 

lidad el6ctrica y magnfltica, el calor especifico, la susc.eptibi-

La existencia de imparfec.ciOll(?S en .l..a red. 
. . . 

(lri•talina P:r:"~llcen esta~oa' 1ocal.~~adóa/' ea; decir. un '.•i.'ect:r:"C5ri --

· aÍl0ciado, con· ia.iJli¡Íerfecc:USn pu•d.•·~ener ~~ energla~~.eata· 
prohibida en el cristal perfecto y su, i;un·cÜC5n propia decae expo"-

. nencial.mente 'eli -plitud con ·1a distancia de esta imperfecciC5n. 

Como un s6lido cristal.ino contiene con un gran nGmero de partlc_!! 

las interactuando el problema de calcular las funciones propias 

electrónicas y sus niveles de energ!a es extremadamente compli

cado. En el Hamiltoniano que describe al sistema completo apa

recen todas l.as interacciones entre todas las partlculas, es --
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decir electrones y nacleos, por lo que es necesario introducir 

algunas suposiciones que simplifiquen la soluci6n de la ecuaci6n 

de Schroedinger correspondiente. En primer lugar utilizaremos -

la aproximaci6n Born-Oppenheimer(Jl) que nos permite separar el 

estudio de los .movimientos electr6nicos del de los movimientos 

nucleares, debido a qúe la funci6n de onda total puede ser eser~ 

ta como un .. pr~ducto de ·la funcÚ5ri ·de ónda eleC:tr6niC:a, que :,depe!! 

de solo de las coord..;,n~clas de los el_eé:trones co~ p~sic1ories fi

jas de los ntlcleos, po.r la funci6n de onda·.nuclear. A pesar d,e 

la anterior aproximaci6n atln se trata con un problema de muchos 

electrones y un camino para reducir Aste. al prc)blema de un elec-

tr6n es el ·ml!!todo de aproxim~ci6n de Hartree-Fo
0

clc <3 i>. En esta 

aproximaci6n i.~ fUl'lci6~ de onda; total. 'e.s ~ pr9~\lc.to de funcio

nes dé; onda; cada una de las cuales ·.es funcicSn de. las coorde~a:.. 

das de un s6lo electrón. ' Se supone- que: el.- electrdn driico se en~ 

cuentra en un potencial efectivo que es el. resultado de la dis

tribuci6n de carga asociada a los ndcleos mSs el potencial pro

medio debido a todos . l.os de.-itSs electrones. Para nuestro estudio 

vaiDOs ·a. ··toma:r·•en cuenta ~as· aproximaci~nea, ia,de. Bor~~Pª!L .. 
hei~~r·porquÉÍ nos permite r_esolver el proli1~ elect:r6riicoéy' nos., 

;:'-· . ::·_ . . :.':·-: 

vamos a· apoyar eri lá de Hartree:.:.Fock en el sentido que se puede 

estudiar·el movimiento de cada electrón en un potencial efectivo. 

Nosotros partiremos con un ham:lltoniano pára un electr6n en un 

potencial efectivo. Pero además adn ast todav~a la descripci6n 

del sistema resul.ta muy complicada de manera que para poder en-

frer.tar el problema vamos. a hacer uso de sistemas unidi.Jl'iensiona-
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les ya que son más fáciles de resolver que los tridimensionales. 

En algunos casos cuando las propiedades del sistema presentan 

una simetr1a importante los cálculos en estos sistemas se pueden 

comparar, con las debidas reservas, co·n los cristales reales. 

Adn con todas las aproximaciones anteriores todav1a nos queda el 

problema de resolver la.ecuaci6n de Scl\roédinger de un elec-

trtS~ ~n el cristal. por 1o ~ue tenemos que seguir: al.gOn m6todo d,!! 

· sarrdllado.' Nosotros hemos ·seleccionado el.'.·ni6todo del orbital 

molecular construf.do como una combinaci6n l.irieal de orbitales . 

at6micos (MO-LCAO) con la aproximaci6n de amarre fuerte. Tambi6n 

al. usar el m6todo MO-LCAO desarrol.larenlos l.a funci6n propia del 

electr6n en t6rminos de .orbitales S dnicamente. Para nuestro e.!! 

·· tudio de ·los. estados': de súperficie ser4 necesario seguir vari~s 

. <;'\' t6cnic.as matem4.ti~as que ire~s presentando él: ·10 la¡.go. del tra.: 

. . ., ' . ba)o. En el cap1t~l;, :I se har&· una revisid~ hist6ric~. seleccio.;. 

nando l.os trabajos que han utilizado. el m~todo MO-LCAO bajo l:a 

aproximaci6n .. de amarre fuerte para estudiar el. efecto que produ

ce,. la superficie· de un cristál semi-infinito diat6mico en las --

. • ' 'ener-gtas yc'funciones .. propias; :e,l.ectr6nicas. . En; éste cap1tul.o. se 
... , ·--·- ... . . - - - - ·. ·., - ·- . - ··-· -~-. _,._,,_., .. -.,.,.,,.; , ..... .., .• ..,~ ... ::~:J~·-: ·~:-.,--_,-_. __ ._.,_.~~ .. :·~' 

presentadn dos ;ma~elo~ diÚrentes. de ;¿ririt~l dfat.dmÚ:o :~ el. , pa~ 

mé~b iritrod.uci~ por Hof~~~- y es~udi11do:.,~p{~-ri~~ por :DBViacn 
y asociados quienes· proporien variO!> mo~:el()S d4i1 imperfecciori, el 

segundo modelo fue introducido por Levine·y Davison para estu-

diar estados de superficie en cristal.es i6nicos. Tambi6n otros 

autores retomaron estos modelos de imperfecci6n para resol.verlos 
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por distintos m4todos obteniendo en algunos de ellos resultados 

diferentes a los dados anteriormente por Davison y asociados y 

no son aclarados por estos 11ltimos. En este cap!tulo se resumen 

todos los trabajos mencionados exponiendo brevemente en cada uno 

el modelo, el m4todo y los resultados. 

En el cap!tulo II se introducirá un nuevo m4todo·de solu

ci6n, el m4todo de la_s ecuacio_nes de_ diferencia, con: el. .cuaLse 

r~solverán en_ forma sencilla los mismos moael.os de"imperfecci6n 

en los.dos diferentes cristal.es dados.en el capitulo :t. El pro

p6sito que origin6 hacer nuevamente estos trabajos fue priñcipal, 

mente aélarar alg\inas diferencias en los resultados dadas por --

1.os autores. Además, reunir eri el caso. del cristal de_ Hoffmann, 

. los .DÍDdelos de imPerfecci6n en un modelo. ge11era:J, que in~luid a 

ios otros· come casos particulares y en el _m0delo de.i<e:Vin'~ y Da.;. 

vison. discutir· 1a validez, de .•este modelo de iinperfeccl.Csn. para e~ 

plicar la existencia de estados localizados en cristales i6nicos. 

En el. capitulo. III se propondrá un nuevo modelo de cristal 

· dia_t6mico· n,i&_s ge11eral que los dos anteriores y encc;mtraremos, 

util:izando•· el· ·matodo de l:as -ecuaéiones. de ;di.ferenci~ _;.introducid.o, · 

en el ca¡>1tulo ~terior, la soluci_dn }:Jerieral der'cr~.s,7,•~-~.per,f_ec

to en forma .anal.1tica. El .model.ocde iiÓperfeccÚ5n--ser:i propuesto 

·d(,~: un . problema· de valores propios el cu~l, siguiendo. télmbi4!n 
. ·. .-: 

la misma 1_1nea q~e en el cap!tulo I, será un modelo de imperfec

ci6n general que incluirá a otros modelos como casos particula-

res. Se presentará los resultados obtenidos en cada uno de -
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ellos y se discutirá la posibilidad de proponer este nuevo mode-

lo de cristal para explicar cualitativamente la existencia de e~ 

tados localizados en cristales i6nicos. El análisis de los es-

tados localizados en la superficie de este nuevo modelo de cris

tal diat6mico servirá de base para el estudio del problema de 

una doble capa de ~toOlllOs adsorbidos en su 'superficie, el,cua1 h~ 

mes resuelto inatem4tÍ.camente en otro trabaj'o fuera de está tesi:IÍ 

y es de nuestro i:ntere!.s el, completarlo., 



Capítulo I 

.: ResUr.ten, de_-}-os estudios: sobre el efecto p.e la· _superfici:~ en. los 
... 

, .. ni:veies de':energ!a y las 'funciones propia,i¡; de l.ós.electrones -

~ara cri~ial.~s-diatc5miC::os. 

l. Antecedentes de los estados de superficie en el m6todo 

MO-LCAO en aproximacic5n de amarre fuerte para cristales d.f 

at6micos. 

l 

- 2. Clll.cuÚis de· las energ!as y las. funciones· propias en el. . nOd!!_ · 

·.;_"'. 

ló <ie ~d.~i:~1 di~tdmfco de liof~ánn; 
:2•1 ~escrtp~i(Sn ~el cris~al perfecto. 

. - . . 

. 2. 2 Modelo ~~ áuperfici~ que cambia •la integrai 

Coulo;nb .A.' en el 4tomo de la orilla. 

2.2.1. K~todo de Davison 

2 ~ 2. 2 •. M4itodo de Onda Reflejada 

"2':~; Modei'ó'~i;·:a\ii?~iüEie que: va~f~_:ia· ·1nte9ra1·~cse:;·;-:, 
. ·.·r; . 

.-Mreodso

8

n

1

. ·

0

añdéeia f' · e~~re i_ºª';do• :atamos- finales~ 
superficie viid.ando · ,,ímul tanearíiente 

y /'' • 

2·.4.l. Ml!todo de Davison. 

2. 4 • 2. Ml!todo ce la Funcidn de Green. 

3. Clilculos de ias energ1as ~· las funciones propias en el mo

delo. de cristal diatOmico ic5nico de Levine y Davison. 
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3 .1 Descripci6n del crista1 perfecto y ml!todo de so

luci6n. 

3.2 Modelo de superficie que cambia la integral de 

Coulomb .1.:. en el 4tomo de la orilla. 

3. 2 ._l. · M6todo de Davison 

3"2.:i •. Ml!_todo de l.a P.ÚriciCsn de Green; 

4-~ conclusiones 

.-;.,, 
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Nuestro objetivo principa1 es estudiar e1 efecto que pro

duce 1a superficie en 1os nive1es de energ!a y en 1as funciones 

propias de1 e1ectr6n en un crista1 diat6mico., unidimensiona1 -

semi-infinito, Para esto e1 primer paso es proponer un·mode1o 

de ,cris:ta1 diat6J1!~co que ~nos ayude a entendE!.r: e;i.· .efecto·mencio:-: 
... ""' ···:. 

nado. . como ya; e:ll'.isten trabajos en los que se han propuesto mod~ 

los para el crista1 diat6mico infinito que 'inc'iuyen dÍ.ferentes 

model_os de imperfecci6n con el mismo fin, empezaremos haciendo 

una breve revisi6n de lo·s estudios anteriores que son de impar-
' . 

ta~cia como antecedentes d,~~· trabajo que s~ realizar!. 

, E.n. foJ:llla · ij_enera1 · pod~s resWll+r estos trabajos dentro de 

dos i!!9delos de . cristal di~t<s.¡j:Lco dÚerEjntes, que' son:· el p~imero 
\.:'· 

.propuesto poi _cuoffmann para, un .cristal ,diatdinfoo p. u ;i: Q, 'estu:-

diadó 'principalmente por. Davison y asociados,. con el cual cons-· . 

truyeron varios modelos de imperfeccidn para ver la existencia· 

de. estados de superficie. El segundo de Levine y Davison, que 

\~yé) .. ':1.CÍ~.:·pro~,~ffº expÜ.c¡lr., er reault~do ~~.erimental .~~· esta:

dori: iocaU.zados en: cristales ics~:i.~s .• 
. . 

Én .este capitulo se resuniirAri ~sto~ trabajos; expbli).érido ' 

en~cáda .caso el, modelo de .. cristal_, las ... c:aractex:~sticas pJ:'J,ncip~ 

les dél model:o de: imperfección, el mdtodo de soluci6n y las co~ 

clusiones. Entender primero como se ha estudiado la ex:h1ten

cia de estados loca1izados debido a la presencia de la superfi

cie, caracterizAndola en formas distintas, ayudara a explicar 

los nuevos modelos propuestos y sus resu1tados. 



l. Antecedentes de los estados de superficie en el ml!todo 

MO-LCAO en aproximaci6n de amarre fuerte para cristales 

diat6micos 

4 

Los estudios ,hechos hasta ·ahora a los feri6menos ae súpelifi-

. cie ·se p'u~c.ien reunir en var;oa mAtodos y autores. una recopiia·'."" 

ci6n completa d~ ellos hasta '197~, ¡a haden n.l~ison, y Le~ine (l) 

tanto .. en la descripci6n_ tecSrica como en la experimental., ·dando 

además una revisi6n hist6rica. Aqu1 solo mencionaremos. los tr~ 

bajos que se consideran ·11149 importárÍtes en _la estructuraci6n de 

la tflorta de los. estados de· superficie y .. los que con~ti tliyen 

lÓs antecedentes:~n,el ml!todo MO~LCAO e?l Cdstilles diZÍt6mico~~ 
·,:· ·:- .. Eñ'tre .i~~ pri~~ras ).plicaci~n~s i de iÍl' te?rt~ c;:ulntica .a cri!!_ 

t~ies peri6dicos estuvo ~i ~elo ~tdimensioilal de Kroniq:_Penney 

. <2 >en 1931, en que supone que la· energ1a potencial de \in el.ectr6n 

en una red unidimensional tiene la forma de un arreglo peri6dico 
... . . ( 3) ·. . 

de .. pozos cuadradoa... Uri .año .. despu,s, .. Tana ... diacuti6 l.e>s estados 
.·. . ' 

.de"'i'uÍ:ieruC:la·· para Wi .. i::J:iital' ·con··wciaO~eio truncaí!ó.'.c:!e"itrd'n1Q'..:: ·· 

.· .• Pánney •. Taiim fue el. pri..;rc;;:·.en. ver . que bajo'. ciertae c~ndic;:iones, .. 
"--:··· " - '.· ' . .;...·. . 

los estados. c!e a~perf1.cie .áparecel\~ 

·. 8n i939, ~~.bi< 4>~~Úc6'-~a serie de tres arúculos. El 

primero fue ~a generalizaci6n de un trab~:Jo hecho \'.)or at~ue 15 l, 
pero en los otro• dos desarroll6 ideas que eran nuevas, baaadaa 

en el mAtodo MO-LCAO. Esencialmente, la discontinuidad por la 

superficie fue representada de forma distinta, atribuyendo a los 
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~tomos de la orilla diferentes energ1as de Coulomb y de resonan

cia de las de los !tomos del bulto. Goodwin en su segundo ar

ticulo encuentra expl1citamente las energ1as y las funciones pro

pias para una cadena lineal, finita y rnonoat6mica de ~tomos, bajo 

la aproximaci6n de amarre fuerte. Este articulo constituye para 

· nosotros un ·importante apoyo en la formulaci6n de nuestro probl!!. 

ma. .. . 

··En 1951, con él m6todo Mo.:.I.CAo eoffmann<.6>us6 la ~ec~ica de 

la funci6n. generadora para examinar la densidad. y el espectro de 

energ!a de los estados electr6nicos no localizados en varios si!!_ 

temas binarios. 

El.estudio de Davison acerca de los estados localizados de

bidos a la. superficie en -cris,t;'~les unidimensionales diat6mico_s 

es extenso; ua8:ndo e,l mAtodo Mo:;:LCAo ~ri cc)nt\llléi6n .c:~n la apro'."" 

~~acÍcsn de amarr~ fuerte encüe~tr1lélosrii;eles ae:eri~rg!a, ].as 

<co~~i·ciones dé existencia y la~ funciones pr~pi~s e~ ~~rios mo.,

delos de imperfecci6n. Amos y Davison t7 l son los primeros en in-

. troducir la superj!.icie en los cristales . diat6mi.cos y en 1964 pr!_ 

.·. '• ·sentan '.'SUS ·reHl.tadQs. para: loa estados e:iéternos · locaÜ:zádos, ·qúe 
- ,·_' ·--- -· . ' .. =:.:::.:: ... · - ~~ .-· ._, ··-;·:- ' .. -··.':-.:,~:!''"':-~«-..... ,.,. .. _;.... '-"''·"'., .. ~_:.,. ____ .,; ..• :. _,.~,..· .-,,,•;.¡'-.;.;_ .. ~ _ __,_, 

..,; ..... ,.,¿;.!!a.r9en C;:uim,do' hacen. yariacione• en. la énerg!li" coÜlombilina del' ~-

.• ei~~;;t;¡'..· .é~~e'r Ato.>;:~. -~il. o~_Ú;~ .... Lue~c/ O.vis~~: / ~~~tecJtiJ tB> · 
completan el trabajo anterior. erl~o~trando los estados i.n1;ernos, 

aquellos que tienen energ!as dentro de la brecha prohibida dé 

energ!a, usando el mi.SIDO model.o de i111perfecci6n. Davison(g),(lOl 

poste.riormente, analiza con mayor profundidad la existencia de 
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estados ~ocalizados al variar las energ!as de los 4tomos m!s ceE 

canos a la superficie, proponie~do nuevos modelos de imperfecci6n. 

Para resolver todos estos problemas Davison utiliza un m6todo -

heur!stico que a pesar de ser largo y pesado da resultados sati~ 

factoriós. 

En 1968 Levine y DavisonUl>estu~ianl.as propiedadelJ del.os 

estados de superficie en cristales i6nicos por medio del. m6todo 

MO-LCAO, que consiste en simul.ar al cristal. i6nico asignando or

bitales s y p en lugares alternados, y adem&s con el signo de l.a 

integral de resonancia alternada tambi6n a lo largo de l.a cade-
. .. . 

.na. Al. mEtodo qu~ util.Haron pa.ra resolver. este .probl.ema. lo l.l.a-

man ~~tbao:.de ori:ti~ ·de'.·:BandacLCAO" ;. pero:~~ste es esenciil~ente 
.. ;· . e:. . . . . . ' · .. : '.. " ·, . . ' '-~ ' :. ·. . ( ; . ~ .- • . , . ~ ' - . ~'. . \. ;' . . -:· 

:: ei tÍlisÍÍio que ha venido utúi~ando. I)avi,son a~teriormente; ·< . 

, ;y: - . ~~i6n B~se y Foo (ll) ~e '.irit~resan en resol.ver el mialllO mo-

del.o de imperfecci6n de Levine y oavison para cristales i6nicos 

pero introduciendo un m~todo diferente de c:ilcul.o que es el de -

l.a .. funci6n de. Green. Nuevamente,Boae y Yuan(l.,3_>utili~an el mE-

- to.do 1'd,~. ia (úftci6n•· Cie· craen::I>ar&'~eat\lcs:rar_~ia•·:propiea~~~···e1ec·.;;· 
tr6nicas: en;,un ;criatiü -'diat6illi.co ~lterárll!0.1a>~uperfi<iie .•. en :\in' . 

·-. ' : . . . . ,_ . . 

modei,o yá resuelto.por Daviaon{9) e introd.uC.iendo.esfe matado 
' . 

distintQ ampl!an sus resultados. 

Estos son los trabajos que aervir&n de antecedente al niiea,,

tro y que enseguida empezaremoa a resmnir dando l.oa reaul.tados 

m!s importantes. 
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2. C~lculos de las energ1as y las funciones propias en el mod~ 

lo de cristal diát6mico de Hoffmann. 

2 .1 Descripci6n del cristal perfecto 

Este 'mod'e10 de cri'stal. debido a Hoffmann < 6 >·corúd.ste -en 'una .. 
cadena Úneal finita eón dos clases de 4toníos que denotaremos :.....'.. 

como A 6 . B, con integrales de CoulonÍb .,(,,,. 'Y «• respectivamente 

e integral .de resonancia /!'. La integral de trasl.ape en este -

caso l.a.considera cero. Si definimos 

·-x._· =- O{ .. - E:.-' . ..Ce-'E: 

r r .. : 

en donde E es l.a energ1a del electr6n en este sistema y si toma-

mos en cuenta .solamente.·el. efecto de los ·vecinos m4s cercanos, ... 

. :.· ._,~pcidenids :escribir. ia ~cuaci6n·"·e~ular de- la. sigut"'nte :i;;~_:';,, . ' 
.·. 

I' 
1t 1 
1 '! 

' ' ' 'X 1 

1 ~ 

=º 

Se _define un operá.dor,A que red.uce el 1ndice. de A pc;>r 2: 
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As1 las f6rmulas de recurrencia pueden escribirse como 

( 1 + ..n.. ) A..ar\ 'X. A~n-1 = o 

+ (l.+ .n...\ Aan-1 =o 

En la.soiüci6n deest~sistema de' ecuaciones sé usa ia·fllnci6n 

obtiene laecuacii5n para l.a energ1a de'i.C::~ ·.;~~ 
tados de vol.Groen. Las energ1as de estos estados se encuentran 

dentro de dos bandas permitidas separadas por una b~echa prohib!, 

da. 

u:~1> 

,•' 

:·donde• 1 = :t.-lt-ír 
·.an+ 1 

y ·2n .es el nl1mero total .. de part1culas. 

Br1 la Pig. I .1 representamos .esquem6ticaiiaente en a) el mo-. 
.,,,,. .,,.,."d,.e ... l •. o··"d·e':.-.·c·r·· i•.ta. l . .•: . .... ,· " . . 

. o . . diat6mico 'y'':en 6) . el.''ea?ectr(j cie·~ner91a e:d~~ --; 

'crist~f· perfecto. ' N6tese• que en· eat:e ·criatai -1.a en~r9i~.,;pt!X111i:.. 
.. . --

ti da ma.xima: y m1n:I.- se· encuentra para el valór dé 1=º' o sea 

e~ el centro de l.a zona dá,.Brillouin. 

A B A B A B 
a) 

Or8rOr9 Orfl 
-'• .... 

.. an-1 .. .. 



b) 

E 

Fig.I~l a) Modelo de cristal diat6mico. b) Niveles de-ener
g!a·_de los-estados de volumen cómo funci6n de .f y estructura. 
de las bandas para un cristal. con -<-_;> -'• • 

.. 

.. Este mcidel«>,_ de Hoffmann ~s .. ~l que.· ha:.iiervido de· J:>ase para. los 
:.::"'· 

·" ,-,: ~~~udioa . Posteriores -•hechos •por Daviso11 •. y-· asociados . q~e lo. ~~ 

. t"o~do para :a~aÚzar la exÚtencia d~ "estádos de .superficie,_ utf 

•·· · fizando ·modelos de imperfecc:U5n logrados al cortar el cristal. 

infinito y caracterizar l.a superficie en· :fcmms d1.stintas. 

2.2 Mode1o .. de·.su~rficie·,qu.cub1a ~1a.'1nteijrd 

de cén:iici.b . .:C•" en el.. StOlllO de la orÜÚ . 

2.2.1 MAtodo.de Dav1son 

A. -Descr1pc16n del modelo. 

En un cristal finito la_ presencia de_la superficie se toma 

en cuenta cambiando las integrales de Coulºomb, correspondientes 

a los !tomos orilla, que se modifican y las llamaremos· -<.' • En 



10 

este primer modelo de imperfecci6n esta integral es la anica -

que cambia, como se muestra en la Fig.r.2. Al resolver el pro

blema Amos y Davison< 7 >, quienes fueron los primeros en introdu~ 

cir la superficie, convierten este modelo de cristal finito: e_ri· 

ir&ni-infiti:i.to. Esto se:sefialarian el m0mentoapropiado. 

A 

o 
<.e' 

B A B A 

f - r o t. 
"• -

~> 

F-14. -~. 2. · ··- Mé>d~l~- éie imP"r:feccii6~ iie Wi' 
cristal diat«5mico fin1.tó a1 variar: las, 

_ intégraiéa .de CoÜl(ll!lb ~e.n l.oa &tomos -de 
· -l:a or.iclla· 

a. M6tocJo 

~···= 

N 

o 
..(. 

(r .2) 

donde '/> n es un orbital at6mico local.izado sobre el n-flsimo Ató

mo del cristal y los en son los coeficientes que van' a ser dete~ 

minados. 
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lntroduciendo esta expresi6n de ~ en la ecuaci6n de 

Schroedinger para un el.ectr6n y suponiendo que fZÍ n forma un con

junto compl.eto, l.as ecuaciones que determinan l.os coeficientes -

pueden ser expresadas como: 

~ [ H(m,n) 

donde 

obt 

H(m,ri)= ola 

{' 
o· 

y 

.... = 

"" = 

"'= '' 

-· ,,, 

E cf (m,n) J Cn 

n 

n 

+ n- l. 

si "' es impar 

si n es par ,' 

para otros 

·· m ·_Jl«n 

o (I. 3) 

(I.4) 
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La aproximaci6n de amarre fuerte supone que si los orbita

les ~n est~n bien localizados alrededor del ~tomo n, los elemen

tos de matriz H (m, n le se har~n muy pequeños, a menos que m y n -

sean .casi iguales_. I~troduci.;ndo esta aproximaci6n en la ecua

d.6n' ·1. 4' se- hace H (m;n) = O si iÍi ;oi n+l ,n. En la ecuaci.6n I. 5 se 

ve· que el trasJ.aPe a-~ vecinos, segl.tnc!O& v~cinos etc. es .igu~ . 

lado a cero. 

Con todas estas consideraciones las ecuaciones I.3 toman una 

forma mucho m4s simple: 

(E en f 
. ' 

(Cn+l + Cn-1) n impar 
(I .6) 

<<E ..; ":l.s) en=' ·¡5 (Cn+l + .cn-1) n. paJ:: 
· :E:át:a&. re1;a'ci~nes se· c~ien ·para tod~s · lo~-- valores cíe' n . except:o 

en los
0

At'om~s.fináles n = 1 y n =·N. Si N es grand.e· y se consi'-

dera el efecto en n s 1, el comportamiento en n = N no ea de im

portancia. Entonces las ecuaciones a resolver son I.6 junto con 

frontera: 
,.,,,,,"\ 

.:-t' ).el.~ '(.1:;7) .. 

e~ =- º u;e> 

donde .t'= HÚ;l) •· • 

Las ecuaciones I.6 son ecuaciones de diferencia con coefi-

cientes constantes y se proponen soluciones en la forma: 

n impar 
(I. 9) 

.n par 

··~., :: 
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x, y,tienen las dos soluciones exp ± ie y cuándo son tomadas 

las combinaciones correctas en cada caso y satisfecha la condi-

ci6n de frontera I.8, los coeficientes pueden obtenerse como -

funciones del parámetro ~ 

Aparte de un factor de norma1izaci6n las f6rmulas son: 

~n f E - ;.c.¡ I¡ sen( m n· >• n impar .. 

.en 1 E--•I Is seri( m - (:I.l.O) 
n .. r• n p~r 

sustituyendo las expresiones para los coeficientes I.10 en 

las ecuaciones del cristal ililp:uto I.6 se obtienen· los valores 

de. la energta para los estados. de volumen 

en la siguiente forma 

cuando e es real 

E= j f"'-+ -<•·) + · 2p coa• (1.11) 

en donde ·z, = .. ( -'• -""•· (:I.12) 

I' 
Hay que hacer notar que esta ecuaci6n para la erierq~a es 

la mimna que .. encontró Hoffinann. con el mdtodo de la .furicidn gene 

: :ricic¡z:a"; 'ec\iíl~~~º ·1.~1 ~· 1'1:i~c1t; obteiier ?Jla' Seígurida.'-~c~a·¿_.t:dii'·éie ia 

energla· que ea com0 .. aigue1·· . ' . .. ~ . . . .· . 

E 
sen N• coa• 

2~2 ·. sen (N+l) e 
(:I.13) 

De estas dos ecuaciones y eliminando E se encuentra la 

ecuacidn de eigenvalores para determinar los valores de e : 

··'' 



l.4 

(N + l.I e Z2 Z¡ + Z2 [ z, 2 
+ iJ ~ sen 

sen N& 4 cose 16 cos'• (I.14) 

donde z2 = .t..'.-""'" (l..15) 

I' 
De. las N posibles soluciones de lla ecuaci6n I.14., al menos 

N~2 son reales .. ;ir son las ~e 6rig.inari los' ~stados de vol.~en, 
cuyas energta·s-!estlln dentro de· l.as dos bandas .permitidas.·.· 

Davfson y Kouteck1(B) reacornodan la expresi6n de la energ!a 

I.l.l., definiendo l.a energ!a •reducida•: 

X.=E-:Z. (l.. l.6} ,, 
°(l..17) 

En este nuevo diagrama col.ocan.l.as dos bandas de_energ.S:a 
# 

simetricamente al.rededor de X = O con una separaci6n de z, y 

dividen el. pl.ano en regiones. Para los estados !.ocal.izados que 

.aparezcan por .fuera. de: l.as l::!andas .. usaremoa el. nolllbre d_e estados 

'¡,,jé~~r.noii 't:op:y:()Íft i á· 1os:·qU:é··•ti·:eft.9uen.t_:r~:.en la brecha ;prolí! · 

iii~.i, d,e. en~rg!a estados inter~ó• (.J:P . e :uo •. V.ei Fiq. l; ~3. Es~a .. < 

noinenciatura l.a'utilizaremos· sieinpice 

tados l.oé::áHzados. 

.i>aia anal.i.í&ar los es-



-~ 

-H'">ª "- .. t· 

Fig. ~.3. Niveles de energ1a reducida eri un 
cristal mixto. Las regiones sombreadas son 
las .. dos bandas principales de los estados 
de volumen •. · 

15 
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c. Estados Loca1izados. 

Para obtener los estados localizados en la superficie de1 

cristal Amos y Davison hacen 

e. T .. •r l ·r reales (I.18) 

y.posítivas • . - __ ._,, J 

en la ecuaci6n de eigenva1ores. Cuando sustituyen en ella este 

··va1or de .e y t0111an e1 ndmero de ·4tomos muy grande, es decir N-. • 

(hacen e1 crista1 semi~infinito) encuentran una ecuaci6n cu4rt! 

ca en e , par·a la cual: debe cmnp1irse que 

... · ... r k . = , Q I 1, 2, • • • 
...... 

;~¡ :.~~~óiver. la part~· .imagi~aria~ .y cumpl:irae ~e 
e.Y + p eªr .. . z: o k ·o 6 par 

e•,. p ~.,. .z: .. o k impar 

donde .• p = l z, :._Z• - :t: 

. '"':a1 'rellé:ítveºr la parte reaf: .. • 
•· :Ba~aa.eéuacioneli' cu&rticaa,. aeiii ·~ua~4ti~~- en ·e·ªr 

(:I.20) 

(J:.21) 

fI.22) 

. obtienen do.a Ya!ées ·ae cada .una I . de l:a• cuales se selecciOJ\M 

·¡.quelláa que sean mayores que 1, puea .r ) O~ 
Cuando k es par se obtienen los estados externos y cuando 

k es impar los estados internos, siendo aa1 tratados en forma 

completamente separada, tomando en cuenta que es suficiente 

considerar s6lo las sol:uciones complejas para k = O,l,2, y 3, 

ya que los dem4s valores se repiten c1clicamente. 
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a) Estados Externos 

Para k = O, 9 = i}' : para k = 2, 9 = ~ + ij' • Tomando m 

qrande, los valores de 9 transforman I.10 en: 

en + (E - -'• ) !:¡ (-n.I' impar exp n 

(E - '"'" j !:¡ exp (-n)' n. par 
(I.23) 

en 

- -Y J:.16 da . ·-.. \ 

=- .± { (! ,2 + 4 2 J'" X 
z, coa h/" 

2 .. 
(I~24)· 

La presencia de1 factor exp(-n/' en I.23 hace que la mas_ 

nitud'de en sea.mayor en e11ltomo de la orilla, entonces el 

e1ectr6D ·est4 loéalizado' en ,la'csuperficie 
. . . 

i:.cis Siqnos;~as y D\e~os. que aparecen en<,I~.23 y I~2:..;:.corres~ .. > ····"··-·· 
... '' . 

ponden<ll.primeroysequndo valores de,&:, r~spectivam~rit~. ~úa_!! 

do X ).O el estado de superffo.ie que aparece es llamado ;estado P 

y cuando X < O, estado N. 

Para encontrar .1a condici6n de existencia de estados exte~ 

nos se toma en cu~.';'ua que .I' tiene ~ut! ser rea1 y posi:ti'7á, por 

, .... :io .. tanto •. ~ >• :~'Poniarut~/' •O :en.ia e~ac.t.dn .. :i:.~Ó ~ •. Otl~iene 
. . 

. :12i2 + :& a r > ,2 
:· 2 1 2 . . . ~·· 

(Ú25) 

es decir que l?.ará · que . existan -estados externos los parSmetros 
~-- '•.:-·~ ~" .... ~ :, . 

del criatal tienen que cumplir esta desiqua1dad. 



b) Estados Internos. 

Para k =l., 9 = ~'ll + ir 

dando: 

para k 

Cn (E -'• ) J.:¡ sen (1,3) (lo:¡ n'lr 

Cn (~ - ••)lo:! cos (1,3) ('5 n'(I' 

y 

3, 9 

exp 

exp ( -nr 
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~·'11' + ir que-

n impar 
(I.26) 

n par 

X :¡:, r Clo:iz,) 2 - 4 sen h~ 1 ·i; .• ·. u~:i7) 

para dar l.a condici6n de existencia de estados l.ocalizados inteE 

nos se procede con los miamós criterios que para encontrar los 

. anteriores, poniendo/" '=o .en .la ecuaci6n correspondiente. I.21 

.,z, z-! < o (I.28) 

. . 

o; éonc1u&.i;;n~s 

En ~1 prilÍler trabajo Amos y ·Davison obÚen~n la en.ergta de 

1os estados de supe~ficie externos en tdrminos de los·par&ne-

tros del cristal perfecto y de · 1a integral. de Cou.lomb del 4tomo 

de ·l.a oril.J.a. Con esta :·enerq!a se pueden obtener.· los coeficien 

"¡eiis ·Je-·1a-··füilci6~;~rop:Ü,.1. :::~~~1~·•t~i:~n,,qued~ .cl.¡.~rJlli~~da .y . ~ ~ . 
. ;;~ ',,,. ··-· 

'•finalmente ' l~_.;.~ónd:icione~; de existéncia ~de ~stois'. esiádos. Da"" 

vison Y.Kouteckfafaaden·a eiatec~l.c~¡oel él.e lo~~iltadoa inter'.'" 
.,,.¡, - . . 

La conclusi6n qeneral que se puede obtener de estos dos -

trabajos en este modelo de imperfecci6n variando ~· en el 4tomo 

de l.a oril.la es que 0,1 o 2 estados de superficie pueden apare

cer dependiendo del valor de los par6Jn.etros del sistema. 



2.2.2 

19 

M~todo de Onda Reflejada 

Los estados de superficie tambi~n han sido estudiados 

por el m~todo de la onda reflejada<14 >. Este m~todo es 

muy adecuado para resolver el problema de cristalessemi

infinitos como el que mencionamos en. la secci6n anterior 

. 2. 2. l y lo :vamos a expc>ner en· fo~ breve": · 

A. Des~ri;ci6n delJDode'lo. 

se considera·un. cristal semi-infinito diat6mico que con-· 

siste.én dos tipos de 4tomos A y B como se ve en la Figura Z~3 

que si se compara con la Fig.J:.2 s6lo difiere en el hecho de:que 

date es-semi-infinito desde el principio 

A 

Q1f 

·': ;. ~. ·':".c,~--''t':"' ''. <;' 

:Fiq. :I;.3 'MOÍ!elo de crÚ1tal 
•'.' ·¡; .. .·•mñ~tnft.eito 

. · .. 
. ..._-,·:·.:1;,;_' 

··: ... A,. 

t-O• 

La formui~~iOri del. problema es la misma que ya fue des

crita en la secci6n anterior. Esta formulaci6n se realiza en el 
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me!todo MO-LCAO bajo la aproximaci6n de amarre fuerte y nos con-

duce a las relaciones de recurrencia que satisfacen los coefi-

cientes del desarrollo de la funci6n de ondas, a saber 

(E:.'." ... ) c .. = ~ (c .... , ~ e,. •• ) .n ~par 

(.~ - -<•).c .. :: r <~-.. +c .. _,) "- .. )n·'., 'p.ar. 
(I.6)' 

' '-·· 

En este caso tenemos. la condici6n de frontera que es proporcio

nada por el 4tome que est4 en la superficie 

. -._ ·~. 

se ,h~·:d~strado que ~uando: queremos obtene'l.··. la. soluci6n. del -

. 'probl~ma para 1os. es~ados localizados· en ia sliperficie del 

tal, C!sta la podemos obtener si consideramos como solucidn de la 

pareja de ecuaciones I.6 a: 

: ".: ;.~ ....... ._: . ,_, 

AJ.' BU_!lti tu ir . la sol uci6n I • 30 en I ·• 6 se obtiene la : eciiac~cSn ' . . . . 

parala energ!a de los estados del bulto 

(I.31) 

1 .. 
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misma que obtiene oavison ecuaci6n I.11 y Hoffmann por el m~todo 

de la funci6n generadora. 

Al sustituir la so1uci6n I.30 en la condici6n de frontera I.29 y 

con aylida de, la ecuaci6n I. 31 se obtiene . la ecuación para la 
' . ' 

; ; energfa de ,l~s estados de sup~'.riié:'ie 
.. -' 

ú:.32t 

c .. · Estados localizados 

Como antes, par.a obtener los ·estados localizados. hacemos 

- . ·~- :._-. 

;:ú:.;~"; .. :.-: . >,, .,:-

de Diáriera que la'. ééuac;:).6n. pa:i::a la energ!a d¡ti':1os estados• 1Óca-. 

lizados la' 'escr.ibi.Jllós·como 
. ~,·.,--'·\ .. /!~ ~:·· . 

(l:.33) 

. . ( . . .. 
,e; + % a-ea - .1:o11a) + X ( 1 - ••a - &o•a) - a: •o (!. 34) 

en donde hemos usado las definiciones de ir. y "I& dadas por las 

ecuaciones I .12 y I. 15. respectivamente y 

-· ~ '. 



--'.-: 

22 

(I. 35) 

Es trivial probar que una ra!z de r.34 es x=-1 lo que significa 

que)' est~ indeterminada y no se tornará en cuenta. Sabernos que 

tanto. f corno./' deben ser reales: po~itivas, /" para que .. la .solu-

c:i6n; seii convergente conformé n6s ;:i.lejainqs. d;,, la superfici.e y f 
pa~a.:· mantener. l~ •.direcci.i5n de· nuestra onda. 

·:eón io .ant~rio:f 'podekos escribir la .ecuac.i6n reducida en X como 

sigu~ 

( r. 36) 

;· 

-- ·: ~-~--·: 
... Esta ~ci\:Jaci6n· E!ª' Eixa.:;tamente:~ia misma que_ la :..q;;e" obti~ri~· Dávisori<"'./. 

t :'~$•:,5[i_:·¡¡¡~•f4cÜ{.darse · cuent;a· .. ·~u"~"-eat~ ecuac:iiCsn, tiene:c~EL-'.ra!-"'• ·. 
cEii're~l~a, úna.'~sitiva y otra~negativa pero para nuestro caso 

solo la rarz positiva debe ser tomada. 

La condic.i<Sn de existencia para el estado .localizado estar& da-

da para ?C-> 1 . 

.. , -· ., 

AÍ sustituir el va.lor de ,,/& eri la ecuaci6n I. 3.3 obtenemos la eneE_ . 

. g:l:a para los estados externos en forma ex¡)J.!ci.ta ·en ti!rminos de 

los par4metros del cristal 
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(I.38) 

b) Éstados i:~terno~. 
Pa'ra ~ estad.cis. Í.ntern~·iis tenemos el ·caso n inipar en· 1a "ecua:.. 

ci:t5n I. 33 y sustitui:mos e en: la ecuacidn :r·~ 3l. y de ~~~era an4lo..;; 

ga a la explicada para los estados externos encontramos la ener

g!a en este caso como 

J (i:. + 'f.i'l.a. ~ 1)ª .,.. 
& 

. }· ... , ·:' , 

con la condici:6n de existencia para el eatado localizado 

(:t.39) 

(I.40) 

.• :.,: .. ,., .... ,:.·'.::,.; .,,~_,~.r~~'• ·-· <'.y;:,'.~<~.:"'~.¡;; ., .:.o,,' ,,-,·•• 

e'•tos: resul.iad~s. ~on' l~s ya (3.esc:d.tos> erí la áec~itS~'"~"nferior y . 
.. ' - ·· .. 

·· eneontrados p~:i·~~ison y Koutec:ik:9 (ecuá~i6n i.28) .. 

D. Conclusiones. 

El m~todo de la onda reflejada permite calcular en forma senci-

lla los resultados obtenidos,por Amos, Kouteck1 y Davison. La 

contribuci6n adicional en este caso es la forma expl!cita para 

las energ!as, ecuaciones :r. 3.8 y :r. 39, ·en t~rminos de los para-

metros del sistema y la demostraci6n anal!tica de que cÓinei-



24 

de con los resultados de Davison et.al est4 hecha en el trabajo 

de Andrade <14 >. 

.--A~ 

2. 3 Modelo de superficie que var!a la integral de resonancia ·· 

¡a' •entre los, dos 4tomos. finales·. · 

·.- ":-,·-.; 

nescd.pt:itsn del m<>_delo 

Davison(lO) pr~pone como un segundo modelo de imperfecci6n 

suponer qué la energ!a de amarre, debida a la resonancia del 

electr6n entre los 4tomos. de la orill.a, cambia la f -~ f' . su pr.2_ 

p6sito es estudiar l.a existencia de estados l.ocalizados debidos 

e~clus~.vamen~e a la yar;ia~i6n de ~Sta.integral. de resonan~~~-
• Put!de ob~'~rvarse en la . Figura• I ~ 4 <que el. modelo. de.•' :i.niPe¡fec• 

i "cii6n ,iti~~e -~Ja ai:f~r~~ci"a·co~ ;,e). ~deio de. ~'mpe~fecci6rÍ que v~-· 
r!a la energ!a de Coulomb en el 4tomo de la orilla y es que el 

c_ristal semi'-infinito empieza con un 4tomo diferente en la su

·perficie. ·Sin embargo en este problema eapec!fico .e.ato no causa_·' 

-~~.: :.;calllbio :en .l.oa. ~al,orea .de,c.ia energÍ•··colÍlo· .varemoa. m&il •. ádel,&n~.! ~ .. 

<T' 2'. ·3 . 4. N 

:s •. /Q./··· 
:.<.- ' -'• -'• ' o • •.• 

J,. ... 
. Fig. I.4 •. Modelo de imperfeccidn dado por 
·Davison-para estudiar la existencia de es
tados localizados váriando solo la inte-
gral de resonancia en loa primeros 4tomos 
del cristal. ·· 
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B. M~todo. 

Usando la teoria de los orbitales moleculares en cristales 

diat6micos, .la ·ecuaci6n de valores, propios de Schroedinger puede 

.ser ·rees.crita como un conjunto de ecuaciones. de diferencia ecuaci.On 

c:i:;G:· .. :"'~.ra el pre_s.enté caso las condiciones ,de ~rentera que' de""'. 

·:termir{an el proble~ de ei~~mral.ores y·J,a ex~a:m.Ioll dé .los _coe-::-. 

ficientes Cn son 

(E -· -'• 

(E "'" 

m .. N + l 

ci = ~·c2 

C2 = f" C¡ + / C3 

(l:.41) 

(l:.42) 

(l:.43) 

.· .. · en d()pdé·~·. es··el· ~dinero d.é .. 4tomos. 4a!1·.eí crista~ /y 1~· l,a J,nt~-;.· • 

. ' Cira~)de resona_n.cia, cdé lá imper.~!tcci6n ~ 

'· Las· sol.uciones de ·las· ecuaciones l:.6 ahora ser&n para .lo.s 

coeficientes .. 

en 

C1 

( .. E - ..(.,,. )~ sen ( m - n ) e ne A;B 

,•(aen (N .. '"' l.) 9 .. 
.;.,(J:L""'..:'!"• Pi .. 

.. 

(:I.44) 

(:X.45) 

. . 2 2. - 2 
• - -'• ) + 4 fS. . 'cos e is' '" ]

,." ,. :. 

.. (:X.46) 

En :i:. 46 e es. un .par&metro desconocido, que ae determina a tra

vds de la siguiente ecuaci6n: 

sen ( N + 1) e = ( ~ ... - 11 sen ( N - 1 e (l:.47) 
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donde (I.48) 

Los valores reales de e en I.47 dan los eigenestados cuyos 

coeficientes I.44 son no localizados con amplitudes alternadas 

sobre los átomos A y B. Las energ1as I. 46 de _esos estados es:t.án 

en~dos· béÍhdas sr:paradás. por una brecha. ¡;>rohibid<l de energ!~~ 

C. Estados Local :izados •. 

Como antes, para calcular_l.as energ!as y las funciones pro

pias asociadas a l.os estados de superficie & ser4 compleja, de 

manera: que l.a_escribiremos como 

,:(_I.49_b 
•• 1". 

;i donde f Y;.f. son ~eal.~EÍ'. y .positj,vas •. En. este c~so para N muy gran : .~ .. -.: -:;~·;· -.-
de I.47 se reduce a 

2 '!' - .. i l ) ] (I. 50) 

cuyas Parte¡¡· reales ·!Í imaginarias dan 
··:,.•.:o,·:~···· ·'-<;.'-"• •> ., -:"" "".':-:.:·••, ~,_.-,:., ·• .;;_; :,·";' • ~'"'.º/•. ~..,.F.o.••• ..•. ¡_,,.,·.• 

k .. o, 

. -l)k exp . ( 2 j ) (I.52) 

'!'ene.moa que hacer notar aqu! que cuando tomamos el l.!mite N .. CD 

pasamos al. cristal. semi-infinito 

a) k par origina los estado.a externos localizados bastando 

hacer k = O don~e & • i.14 y. k • 2 . donde & = 'Ir + y , para o~ 
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tener las siguientes expresiones: 

en 1/2 E - o(••") exp (-n r ) ¡ n ~ A, B (I.53) 

(l:. 54) 

Miu! señaiarem0\s'ciue ·si· se s:igue rigur~·.~~nte .el. .U:9ebra,éle1 

~;ucul.o de ri;avi~o~UO), fal:t~ d factor'~ - 2r llluitipÚcárido a_ 

15• en el coeficiente C1· Esto es importante ya que omitiendo e~ 

te factor no se cumplen las condiciones de frontera •. TambicSri ti!!, 

ne que tomarse en cuenta la duplicidad en loa signos de loa· coe-

· ficiente11 .. cn debido a la ra.!:z cuadrada, de 1.a diferencia (E - "'"') 

, -~:expr_eílJ.6n de 1.a en~rgb ·•· para loll; estados de su~~rfici~L 

r¡~üú;•; ser . 
. . 

. , ... ,, ... ' 

E - j ( ~+ ~. J :!: [ j .. (·.t ... ;;; ~-. 2 + 4 p 2 coa'h}]~'~i:.ss) 

·º en t«!rminoa dnic-nte de loa par'81eÍltroa que d_efinen_ al cr1.s

tal1 

Para enc0ntí:ar., las condi.d.onea de e~ili:tencia ·de· los, .9Eltadóa 

localisadoa .Xternoa Daviaon se· limita a cumpl.ir las r.eatriccio

nea preestablecidas. Se pidi6 que)' sea real y positiva, enton

ces e '>" ) 1, lo cual implica en la· ecuaci'5n i:. 52 ~e 

(J:.57) 

·---~:,.·· 
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b) k impar en cambio origina los estados localizados inter

nos¡ pero usando la misma restricci6n anterior e'°' ~ 1 en la 

ecuaci6n I.52 tenemos que 

(I.58)' 

que dice : que JI es · i~ginaria. Sin. embargo como I' tiene que ser 

real por razones físicas, es el.aro que k impar no causa estados 

.de superfi_cie internos o sea aquellos que tienen energ!as que . 

estan en la _brecha prohibida. 

. . - . 
1>; éoric1\l11ione11. ·._ 

Para t~~~n~r ei estudioc!~'ellte.iftod.iió de 
•'\.'-

· .pÓndremós la_s conclusiones;. l.as: cuales_ pondremos entre cornil.las 

ya que las transcribimo11 directamente: 

-·i). "La• posiciones de l.aa .oril1aa de l.'aa,:b.arídas<de vol.amen' 
'' .. , . ' ·.'' , , . . . • . , :, . . • . . • ,' ...,: .:-•'··:~ r. ··~:,-;· .. :...'- ·'\<"'.~.,·:·:: . ..,·•.\.':'"'-'•".:-'.~~~··· 
i~'t~ -~~f'ec't~éla8 :por .i; ;¡.;;tif~~'iCsri~:d;· unª .· pert_~rb~éicsn de ··!!. 

una · defo:n;._~i~n ~ ::pC>ri¡Ue ~~nd.;n de i:i;¡ c:OmPOaiCiCSn 
- . . - - . ., 

del. cristal., que no ha .•ido al.terada•· 

oav1son utiliza el tdrmino de perturbacidn de súperficie 

'pará' ind·i:cai;:que .. ~~l.o ae modifica la integral.. de Coulomb en el 

&tomo de iá. o~tl.lá y .el de deformaciCSn para indicar que se modi . . . -~ -
_fica la integral de' resonancia '7ntre lós atemos de la orilla. 

ii) •oe las N posibles soluciones de I.47 (N - 2) siempre 

son reales, las restantes 2 ra!ces·pueden ser real.es o comple-



29 

jas dependiendo de I' . Por lo tanto, como en el caso del cris-

tal puro, dos, uno o cero estados de superficiepueden * existir" . 

iii) "Los estados internos no ocurren cuando ttnicamente una 

deformaci6n de superficie está presente (por lo tanto s6lo exis-

'.:,ten estados externos).~ 

ivF "Estados'· internos son producidos '.so1amenté por .una" pér-

turbacicSn de superficie, mientras que estados.externos son pro

ducidos por una perturbaci6n de superficie o deformaci6n"' 

v.> "Si ambas, _una perturbaci6n .de superficie y una defor

maci6n están presentes, entonces 1as posiciones de. 1os nive1es 

de energía de los· e.st.ados internos. son insensib1es al efecto .de 

.·_defo:rnmcicS~ y est&n clite~inádos.··~014nte'.[>or: e.t:~~fécto· de i>,~r::: 
'turbai::i6n mientras que ias localizaciones .. de; .1é>s niveles extér:"'. 

:.nos dependen tanto del ~f~,~to. de deformáci6n~ como del de pertur-

** baci6n". 

', * ** · ' ·Estos resultados no coinciden con los encontrados en el 

capitulo II por 10 que ser4n discu~idos ahí. · 
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2.4 Modelo de superficie variando simultáneamente -<'y ¡' 
A diferencia de los problemas anteriores en ~ue nada más se 

ha empleado un m~todc µara resolverlos, er. este modelo de imper-

fecci6n se t1 ener: e.os :n~todos de sol uci6n. Uno de t>llos es el de 

Davjsor. ya .f:!xpuesto ant:eriort:tente y el otro es el de la Funci.6n· 

de Green •.. ~pezarernos .e.sta parte resúmiendo br.evernente. la sÓ1u.:., 
ci6n de este 111odelo· de ·~¡inp~rfecci<Sri por el m~todo' de .oav.isoti~ ' 

2. 4» l. M~todo de Davison 

A. Oescripci6n del Modelo. 

El modelo que propone Davison 191 en este caso es. una cadena 

lineal diat6mica con un :itomo :a diferente en la ?rilla que causa 

;un camb;i.o tant.o.en la integral.de.Coulomb como e~ . .la:L.~te_gral'de : 

resonancia ,q~e :'.denotaremos:: como 

. ·:·~·¡;:·la si~uierite ·. figura: 

Esto lo :·representamC,s .. 

2 3 4 N 

~1·0t ~1 O 

Fig. I. 's. l-lode.10 .. de : imperfecci6n. de un . ~. .. 
"·cristal diat6micó 'del'.tipo A',B vari1lncl0 
·ambas integrales,. la de · Cou.l.omb y· reso-
nancia. · · · · 

B. M~todo. 

Para este modelo de imperfecci6n, las correspondientes con-

diciones a la frontera que determinan el problema de valores -

propios son: 
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E - .( ) C1 = f' C2 

(I.59) 

. t • ...• 
E - .(11 ) C2 f' C1 + f C3 .· .. 

·Los ei;¡t,~dos de·. vol1hnen .tien~n coeficientes sin .nornlalizar 

1 E - <.,,.¡ 1/2 sen (m - n) .& n ... A,B (I.60) 

C1 ll e 
(z2 + 2 K éos 9) (:t~ 61) 

(:i:.62) 

(:t.63) 

La ecuaci6n de valores propios para estos estados como fun

ci6n del par4met~o e está dadá por 

:>.·J~;:t~·2·.., ···z¡:iy+··:z· cos)f:]' -~i2 · 
······}· .. ·ae~ Ne 

sen. (N-1)9 

'(i~~64f 

(i~'65) 

El par&íÍetro l!j iue defillido antes, ecuaci(Sn :t.l.2. 
Las- soluciones reales· para • producen coe·ficientes p_eri6di-

cos propagados por todo el bulto del cristal. El coeficiente 

en el primer átomo difiere del de los átomos internos porque -

hay deformaci6n en la superficie. 

A pesar de que las orillas de las bandas son las mismas que 

las del cristal limpio mixto, las pos.iciones de los niveles in

. di viduales de. E!nE!rg1a. dentro .. de .las bandas. s9n .dist;intas ._porque. 
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los valores de 9 están determinados por una ecuaci6n de Valores 

propios di fer.entes. Entonces, la deformaci6n de la superficie -

afecta los coeficientes y las energías de los estados de vol1lmen 

vía su dependencia con 9 que está determinada por la ecuaci6n 

I.64. 

c. Estados localizad?ª· 

LOS estados de S;:,.~e~ficie est4n dados por las sol~~io~~S.CO!!! 
plejas 

9 = f + ~ con 1 , ,r . reales (I.66) 

dando,, para N muy grande (crista1 semi-infinito) en la ecuaciCSn 

I.65 

· 1 = e.?'pC-if + ·~ 1 ). 
con .~'stas · consiaer~ciones se llega a una ecuaci6n en 

16 + P "4 + q A 2 + r2 = o (I.67) 

.,~onde los coeficientes est&n en tdrminos de los par4mentros si

:'.••:guientea ..... : . -· 

... p 

q 

r = 

y se define 

r (r + 2) 

l - í"2 

z2 -'• - .1.: ) 
{' 

(I.69) 

(I.70) 

(I. 71) 
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Esta ecuaci6n de sexto grado en A= e!" - if se resuelve pri-

mero igualando a cero las partes imaginarias de e, obteniendo -

as! el valor de r 
1 f 1 - k'1' - 2 k o, 1, ••. {I.72) 

quedando entonces 

- :- -~. ' - (l.~7l) . 

los siguientes.cambios 

X u.74> 

a ... z., + z, r u.7s> 

'.se. reduce a. una, de terce~ . grado ,·_,,.,- . __ , .. _. - . ' 

-~,.: .--
._:_• 

•. :.<..:, 
.. 

(l.76) 

Los signos pasitivos corresponden a los valores pares de k, 

originando los estados externos y los signos negativo&, corres

pondientes a l.os ~alores. inlpares de k, cauaan .1oli . e11,~-~~º8.,. !nte,!: . 
. ..-."':-,,., .•.•• ·1·'-".J., 

:::~s!~ .. :>-, . -·---· 
a)-··. Para l.os est~dc:>S .externolr se :tienen -iári' rel.acfones: 
,_-,-,,.:;..;:. 

en = <7l)kn/2 ÍE - .,.,. ¡ 112e -ni" 

C¡ = Z'J' IE <• 1 i.12 

(z2 ·~ 2 K coa h / 

(I. 77) 

(l. 78) 
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+ 1 (z1 /21
2 + 4 cosh 2

_,.... j 112 (I. 79) 

Aqut X es la enerqía "reduc.1.da". 

En el coeficiente c 1 hace .. falta. el factor e - 2.r y aunque -

riay;!.son lo Órnit.e ·es un r~suHado que .. a¡.>arece al >~acer :sú. algebra 

c:ion:es¡;ionciierite. · zsto mi~;no suced~6 .en el Ín0de1o ªJ1~fi!itor_. para 
·. )"" - .. -·~ -

1a expresi6n de· C1 y sin este factor' las condiciones· de frontera 

no son satisfechas. 

Los signos de los coeficientes pueden ser diferentes a los 

qua est4n.expl!citos y esto se debe a que al extraer la ratz cu~ 

drada·pU:~de'tomarsela ratz positiva•o la negativa. 

~ba)q- .~l .:autor·:.-toma -va·1o.r_es.··abs0ll;l~OE(,~~ ··1as dif~f·~n~Ías <E ~ ~·9,•> . -· ... ·. . ,- . " ~-. .. : . '· : . : ,:~· :· 
lo cual difiere de otr6s de sus artt~U:1~áJSl'ClDl· 

Las condiciones de existencia· para que aparezcan estados lo-

calizados externos son 

Z ...•.. (1 .. + ri 2 )' . z,-. (Za .:f. a)· : .. cx~·s.o> 

i:>). 'pár'a¿k' ·impar-.¡ N IIIUY:9ranae·~ •1118--expresi'o_rie&::parli• los/~&,... 

tados.interllos son¡ . '.·· - -~ . ., 

C1= 

sen (kn 'iT /2) 

cos (kn'IT /2) 

-1' IE - •• 1112 

(za. + 2 i K senh_I') 

(I.81) 

n E. A 
(I.82) 

n6 B. 

(I.83) 
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X + / (z, /2) 2 - 4 sen h~ 1/2 
(I. 84) 

Nuevamente a e, le falta el factor e-2./' y los signos hay 

que ensayarlos cada vez que se encuentre una ra!z cuadrada. 

Para los estad.os externos, K es real porque los valores de· 

la energ!a ~st~n·fuera de las dos bandas· permitidas, siendo Bif!!! 
.. - . . 

·~,-pr~ .. positi~.~~,- 1a. ~az_tS_n .,(E~ - _J •. _.f/ (E-~.,) .• 

Para los estados internos· K es imaginaria porque . los ni.veles·. 

de energ!a est4n dentro de la brecha prohibida, o sea entre los 

valores de é,. y "'- , siendo entonces la ·razl!n (E - -l .. ll<:c-.t•) De!l!. 

. ga.1:-iva· Es pc:u:::, esto c¡ue en el denaDinadOr deC1 .aunqµe aparece una' parte 

·.imáginariá,. ei C()eficiente se hace un ndmero real. 

•. Por ttl. ti.Dio; .·las ciolldic;fone& de· éxistencia de ida·. 

ze lz& - a). ( o (:I.85) 

D. Conclusiones. 

;:.La conelusi&i con reapeé~o a~ .ll~r~ •. ~,atal de:-~,l,l~i!~.'?,1!:~,J~.S.-:-
'~:~&-.~i~idÍ~a"·~~, .. ~~~~ categC>rS:~s~: 

a) ;,N estli:dos de voldmé~•. 

b) •(N - .. 2) .estados de volt1men con 2. estados internos o ex

ternos". 

c) "(N - <l) estados de vol1hnen con 2 estados externos y 2 

estados internos"* 

• Estos resul tadoa ser4n dis·cutidos nuevamente en el Cap1tul.o 
:r:r porque son ·diferentes a los encontrado~ por ·el. mt!!todo de 
la funci<5n de Green. · 
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2.4.2 M~todo de la Funci6n de Green. 

Las propiedades de la superficie han sido estudiadas en va

rios modelos usando diferentes t6cnicas de soluci6n, una de el.las 

es la de la funci6n de Green introducida por Kalkstein y Sc:M:!n(lS) 

que es bastante poderosa y ha s.ido usada por muchos ilutor~s .Pl'.'-rª:-~ 

calcular dichas propie(lades electir6nicas. de la . superf1.cié 'y ~-~i 

bulto en cristales f.t~i.tos· y "emi-infinitos. 

A. Descripci6n del modelo. 

···se considera un cristal semi-infinito diat6m:Lco que copsiste 

en dos tipos de 4tomoaé·A y B como se ve en. l.a F.tgurá. :r. 6 y .q\le 

si se compara con ,lll F:i,gtJ.~a :i:. _s ~61(). difiere del líiodelo,:cié ;'.:i,ral:ie.!: 
'. -.~· 

fec<?1.is,;· de 'Daviso;¡ en el hecho de ;q\le 6stfi! empezaba el cr:láta'l 

coriun 6to~ B _en la orÚla~ 

A B - A B · - .A B .- · 

·. ~-·8/.,..·9., ';,() 'f :"•,·>';{5' ¡a.- • 
. ~-- stÍt . .c.· . _.c. .c.. ..c.9 

Fig. :r.6. Modelo de imperfecci6n de'Dav.t 
son to-do porBose y Yuan para eatu!!iar 
el efecto de la superficie al variar·. ·1a 
integral de Coulomb y de resonancia si-
mul t&neamente en los 6tomos de la .orilla. 
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Las integrales de Coulomb de esos átomos son representadas 

por ~A y ~. cespe~t1v~men~e y la integral de resonancia entre 

el los es (!> • 

a. M~todo. 

icalkstein_y.soven consideran. que ·a,1 principio teiie-

·. mos un _cristal ·infinito al que se: le .. corta. en ~n plano imagina.,

rio. entre ·el lugar del ·4tomo· ndmero O y el del .ntlmero -l. En

tonces la integral de resonanci~_que acopla esos dos 4tomos del 

cristal cortado es igual a cero. se considera que el 4tomo de 

la superficie. s~fr_e defo_rmaci6n, as! que· sus iºntegrales de Cou..: 

lomb. y resonancia. toman los· valores de ·"'~· y:_¡s' , siendo diferen-

tes: wie la~ del bulto .. 

. ,. usando la aprox;inía~id'il .ci~. ~~ri~ f!-lert:e ·para ci~scri.bir .las 

propiedades elecitr6nica~·dél cristal, el Hami1toniaii'o del cria-

tal cortado· puede escribirse como·· 

-. H= ... ·~ 10~<01 .+ f'l:><•I + ~ o<a l"><nl 
... ···· "".· .. ·... '";·~;~·:"'•~lt\?'< W\I' •· ·~r;+. •t. rí) <:.t\:':i f':~ ''. .· 

+ . (I.86) 

~: -·~···; . ··. 

- - - . . 

:El Hamiltonian.o del cristal infinito diatc5mico. est4 dado 

por 

~aln><...,I + -- (:t. 87) .... 
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La diferencia entre los Hamiltonianos del crist2l cortado y 

el cristal infinito perfecto puede ser tratada corno el potencial 

dispersivo en la evaluaci6n de la funci6n de Green del sistema, 

o sea 

V H - H (l:. 88) 

.La. funci6n de· Gre~n para el.• cri~~al cort~do G, puede se_r ex
presada en términos de 1a función de Green para el cristal.infi

nito perfecto .G y e1 potencial dispersivo V, usando la ecuaci6n 

de Dyson 

G G + G V G (:[. 89) 

~donde~:,( Y·. G satisfacen 1as ecuaciones: de. ta:· forma 
:i::'·" 

G= (E H) ..,-1 

y (I.91) 

H, ii y V est4n definidas por las ecuaciones anteriores. 

c. -:e:~tadpá 
·~·: . . . '· : 

En la representaci6n l~~aliz~óO:; la ecúaci~rí de ó~r~dórEis 
:c •. 89 ·puede ser .e.xpresada como un conjunto de ecuaciones de di

ferén.cia y resueltas por medio de las funciones de Green. En-

tonces las energ1as de los estados de superficie est4n determi

nadas por los polos de la funci6n de Green. Corno este método 

es arnp1iamente conocido no lo vamos .a reproducir aqu1 sino so-
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lamente daremos los resultados. 

La ecuaci6n para la enerqia de los estados de superfJ.cie del 

cristal semi-infinito d1at6m.ico resulta ser una ecuaci6n polino

mial de tercer ·orden: 

: ,s.' 
(1 - ¡a.·) Ee + ·. 

..• ·. [ «~ - "~ > A. K 
[ JIª» JIª A' 1 ... 

(l .e:.. + (2 - ) Ee .+ 

+ A'.a. + ,~~~·1.. J. Ee'_+. :tJ.ªA = o (I.92) 

doncié Ee (E - °"'" ) , 
y 

Los autores afirman que puede comprobarse f&ci1mente que en 
. . -. . . . 

ausencia de. la defo~aci6n de_ la superfíci~ caúsada por la· inte"'."' 

gr al de r~s~ri~riC:l.a. , <>> seá p~ri /! ~ = r· ·i~ 'écuac i6rl r. 9 2 : se ~~du.i: 
ce ~ la ec,uaci6n iJ. de Yá/re~erer¡cia 112) :-y que ést~; con~i~t:t ¿1 

hecho de que los ~stados .. de s;Jpe~ficíe de .1os cristales :i.6nico~ . 

y los cristales mixtos estudiados en la secci6n 2.2 tienen ener

. g1as idénticas aunque en las funciones de onda hay una· ·diferen-

cía de f_ase • 

. ,. · z;~;-~'b~~;;:L6~ ·'.[. 92 .í~dl'(;'J'''é:J~e ~it··á~p~t;~~ií'éia · ¡i¡;; ·~:fa d'etó:rma.:.: . 
cí6n' de la · stiperÚcie, t:r.;~ diferentes"·:~stacios locaÚ~ados pue;;;; 

den existir en un· cristal mixto, mientras que en la . ausencia de 

la deformaci6n pueden ser al m!s dos estados de superficie. Sín 
. , 

embargo.los tres estados pueden no existir simult!neamente, si

no que la existencia de ellos est~ determinada por los valores 

relativos de .... , o(. J (' , r· y e(~ • 
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D. Conclusiones. 

"Las propiedades en la superficie de un cristal mixto semi-

infinito unidimensional han sido estudiadas por el mdtodo de 1a 

funci6n de Green de Kalkstein y Soven, que nos permite investi

gar el comportamiento de los estados localizados __ en presencia 

de deformaci6n en --l.a super_ficie. Se ob~e~va_ que como .mllximo se· 

-Úenen tre;,. estados de _sup~rfiCie Pará este sistema. 

-_ ' Las locai.izaciones_ e intensi~ades de esos es_tá.dos de super-

ficie estlln determinadas por la inte9ra1·ae Coulomb .e~ y la in

tegral de resonancia f del 4tomo de la orilla. Nosotros deci

mos que, ~ependiendo de.los valores.de esos parariletros, pueden 
. . . -

- ser O, 1, 2 CS 3 estados de -superficie Pf:!;rmitidos'.;,_.•-

--- - :,~uf: hac~o~_ notar qu~ fos re~~1t·a:ció~ obtenidÓ~ -¡>ara: este -

. ino~elo de imPerfecici6_n Pf>r _e.l,mdtocio de i¡I fun~iCS~. d~ Gr¿en ;i()~ 
;, -i'e:ú.ferentes a lo~ obteni~os por el -método de Davison. Esto será 

.. revisado con todo detalle en el siguiente capitulo. 
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3. C1ilculos de las energ1as y las funciones propias en el mode

lo de cristal diat6mico i6nico de Levine ;• Dav1.son. 

El estüciio ·de_ las pr_o¡>iedades de los estados de superficie 

.• d~ cristale!'I 'i_6ri_:i,_c;os/o p'arcialrnenté i6nicos< tal.es COIDQ N#ci·, CdS 

y ~~s- h~-;~ado . u~~,;~a~a~ter:tsti ca interesante de elfos· -y Éí'ii ·(J¡;~ 
··:o:" .. 

~ . - - . . . . 
al cortar un cristal la superficie no sufre reconstrucci6ri, es 

·decir conserva una periodicidad idéntica a la. del bulto debido· 

aparentemente a qu_e las fuerzas electrosti1ticas laterales estab! 

. lizan la_ superfi_cie' contra l.a _reconstrucci6n. Esto. da un· punto 

a :favor en: .. 'i"a compélraci6n entre. 1os. experimentos y la t:eor1a- de 
.. · 

"los. estados .de supéj:-ficie repre~~?itada por model~s sendi-i.os~ •. ' 

se ha encon'Úaa:o--ex~érirnentaimente CJ'l~ ,l~s estado~ae: ~·u_ .. 
pei"ficie en crist_al.es· i6nicos tienen l.as sig~ient~s dos' própie-

dades: 

a) Aparecen frec_uentemente en pares,; uno de el.l.os por de-

. ''"'.":'bajo· de l.a-bánd.a óe ;c.ó~ciuc:,i;:i6n/! eÍ otro por:árribade _la banda· 

. ide val.encia, • derttr~ d~ ·_ ia brecha ~~:~-~~,i~~""~~-~;;~:'';~efgt~~~-i\~~> 
.. :~: -.. , .. :: _,': ceF~¡¡.nas a l.as que ~-i.~nen las· oril.1as inter~~s de l.a~ báriciaii ª!! 

:' -':T ····: · ~~~- ~jn~-~-º:.~adas. . ~ ., 

b) Los ·'estél:;?ós · de.-aup~~'f.icie actt1atj como trampas compensa

doras en l.os cri~tal.es mas. a¡~-l.~~¡~{:; .. c~u~an doblamiento de -

bandas en l.os cristal.es-al.tamente envenenados. 

At1ri cuando Davison ya había estudiado-varios mo'del.os de -

imperfecci6n en cristales diat6micos, como vimos en l.a secci6n 

2., ninguno de los .resultados encontrados ah! es capaz.· de ex

. , pf:i.car' esta p·ar"te exper~ent_aL Por lo_ tanto junto con LeV;i--
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ne(ll) vi6 la necesidad de proponer un modelo de cristal diferen 

te para entender te6ricamente la aparici6n de los estados de su

perficie en cristales i6nicos. 

3.1 ·Des_cripci6n del cristal perfecto y-m~todo de soluciCSn. 
- .. . ··:._ 

En. la.-Figura J:. 7 tenfal!IOS representado un ~ristal iCSnico -. 

del tipo MX. Los Ato~r M (m~t~licos) est~n · lC>cali:Zados ~n io!J 

lugares impares y sus orbitales atCSmicos tienen simetrla del ti

po s d d, los 4tomos X (riÓ met4licos) est4n localizados en los 

l~gares parE!s y sus orbitales .atCSmi~os tienen s~et~1.a del tipo 

p •.. La .alternaciCSn en .el tip<> de simetr1.a de. los orbitalie' atCS

•llli;co~ á.io•. ~argo _de ~la_c~dena es la.·. pr~ncipal carac~edstica. de· 

Jos crJ.stales .iCSnic~s o·p~rci~l.JnenteiCSnicos. 
M . .· . X M . X . ·-. M . 

n:. 

G{IGB-r8r<EB-rG 
..... a(,. 

3 
,(. 

4 

· ~-·-F19·~ ~;;, ;· ·MDdelcf·'d_:: Órillt':ar diat::&ni~;, ·· 
iCSnico .de_ Lev_ine .y ·Da'7.iilon. 

de. ~nda· •• exj;resan en t6~~0~ de or~it~~~~~ 
ii.tcSíiÜ.cos sobre loé lugares M -.';/-.X 'usando el mlltodo _'.,_LCAo1 

= ... ....,I: Q ..l. " .,,,. (z - n) (l:.9!t) 

~ .L 4•.• · Q., 'f'ic (z - n) u:.95) 



con coeficiente.del tipo 

ª" = exp (in&) 

donde 

... 
~ r reales , . 
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(I.96) 

(I.97) 

. En. particular pára encontrar las energ.t.as del bulto sec --

·}lace J':=o. 
. . .. -

Una ,répresentacÍ6n adecuadíÍ de. los éstádos ·de superficie 

dentro de la brecha prohibida o estados de voltllnen cerca de los 

bordes de las bandas· de conducc:i.6n o.valencia puede hacerse fo_E 

mando una funci6n de onda híbrida 

(r.98) 
.-·r.· 

,.:,-donde. R es un p~rilaietfo .de hibiicÚzac.Í.6n~. 

ci6n dé Schroedinger. 

(H - E)'!' = O ·(I.99) 

nos. conduce éomó viliiOs en la· seC::cidn .. anferior ·ª inteq:J:'.ales 
,_,,., .... .- ·-· 

n) .B (z.-:·n') dz u.100) 

definidas como sigue 

n· impar 

(I.101) 

n par 

.c." y -<.. son llamadas inteqrales de coulomb y 



. ~·,: 

44 

[ 

:::~· 

¡s n impar 
Hn,n+l -Hn,n-1 (I.102) 

-t n par 

son las integrales de resonancia que en este modelo alternan su 

signo a lo largo de la cadena •. · Las demlis integrales en la aprox. 

de amarre fuerte se hacen cero. 

Tomando· en.· cuenta· estas.~~finicionés y l.a aprox.tm,aci~ll ce:: ::> 
rre'!lp~ndien,te al. resolver .b ecfuacie5n d,;· schroedinger; 'se e~cue!! ·• · 
tran las relaciones de recurrencia para.los coeficientes del de

sarrollo ae la ,funcie5n propia en el cristal· infinito 

n im1¡11ir (I ~103) 

cr.;;To4) 

·:.::·>~·-·· :· ''•" 
Usan~~-la eé:uacj,C5n t.96'al s~sút.'iirl~ én las'~cuaciOnes J:·.103 

~ . - : - . - . 

y í~104.se qbtiene la matriz para los.estados del bulto'· 

•' . -

.l.~' ecuacicSn séc\il.ar ,áe. obti'ene 'la energ~a 

'E "' f { ~ é11 + e(ic ) ± 

vamos ahora a redefinir los siguientes par&netros 
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1 2 ( -<'M + .(,.) 

(E - ;¡ ) 
--:¡;--

(:I.106) 

·z.= .( .tie-..i. .. } ' ' 

:~f 

para escribir 1a ecuaci6n de l.a eni:irgta en 'tl!~ds de l.a ''ener":".·:· 

g!a· •redtieida • 't. en la siguiente forma: 

+ 2 ,, .. X .. - ( z:- + · 4 sen 9) '(I:.l.07> 

• ·'· ... e; Esta. fé;>.r~,.~es la que ha .uti1izado Davisón en tr~joi;¡ anteri.o:.. · 

:?:;,iJ<>:·: .. . tesi' (v~~-,~~~~~~ii :t~l.~) y pareci.ll, a:1a .en~?n~raci~ .en .este tra~·.' 
!laja' excepto porqu~Xi~ aiternaei~nic!e siiJno ªll:f• ·.en ·.i~s ~º?'~~ . 
ll03 y i:·.104 · calnbia-~os2e por ~~~2e~ ,El. ..:ispec_tr~ de ~nergia del 

erist:al infinito qúe se obtiene del.a ecuaci45n:t.l.07 se.mues-

. tra en .. l.a Figura r •.8. Si se eompara· con el del cristal perf.ec-
... · .. ., .-, 

·cc:,::~'.::·~:,_~i:o,;de 'H;;ffmann ·(FigUra :c .• lb), se notár4 que en aqul!l la .energ!a 
....:::>:..:;:~_-· ~~~~'~'-:::· .:..··-' ... · ::·<1_;_--,."~·:·"·;~'":'·>, 7-i;; .. --..-. ~ ·~ '3t1t:_'..:,~:., ~ )~ ' ~~ ·- ~ \ - - -

' <t ; inCxima .·:Y::. mfn i.iiia de. l.011. estados. de ~voi:dííiié'n e 'ae' ·encuentra- en ,f-.~·"º J 

' •·. nlientr~~· que .. en .;l! ·-~~l.o de• ~vi.De: y oavi6°:n . en' J • ·· ..... ····· · · 
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de la banda de conducci6n 

prohibida importante 

de la banda de valencia 

no imp~rtante 

I.B. Espectro de energ!as para un 
cristal diatc5mico i6nico 

3. 2 Modelo de superficie que .. cambia la int_egral de Cou,--

. lomb .(~· en el &tomo de la orilla. 

~qui- ce>mo ·.en la s~cc¡~~ :i. ,.,~--~e hall_ 1>:W'ii~~dÓ; dqs tral>~;~s 
e ,'que -~é~;~l:V~~ •• e~te model.o de imperfe¡;cidn pÓr ~~~:i~~ ~~t~~!-,ti-
' 'cóá d¡~e~~~~e~. s~ :e;;~~e' prj,Jile~'.3 íii·•resol~ci~li por' el m~tC>ci~ -
d~~ Levine .. Y ~~vison'~-~~qu~ el1o8 ·fµeron quienes proPusierc;>n el 

modelo y ya se ha empezado a exponer su trabajo con el cristal 

•infinito i.dnico~ 

• :..3. 2~-1 ;, MdtOdÓ- da--Davi.is(;n ~ 

.,:·:' 

El_m<>aelode'c;r¡-istal aemi-infinito i6nicci'aepuede visua-

lizar f&ci.llÍiente eri la PigUra I. 7 al quitar .lo• a't:0moil que es

t&n a la izquierda del Atamó C:olocadci·en n•l y cal\lbiar la-inte-

gral de Coulomb del &tomo que esta en la orilla, de .C.M a.~ -pa

ra caracterizar la perturbaci6n en la superficie. 

-.; 
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Para que existan estados localizados se necesita que 

e = 'f + ir poniendo como rest:r:icci6n que /" ) O para que la fu!!. 

ci6n de onda sea exponencialmente decreciente hacia adentro del 

cristal. Adem4s para que la energ!a sea real es necesario que 

rm(sen2e> O 6 

·. sen 2J éenh ~2/." ;,,:~ O · (r~1oej .... 

·· .. c~1i~ridose esto ~:Para e!ós · va1ores de· T • 

i =o .P > o ·(I.109) 

y 9ús e~erg.t.as- r .107 son las correspondientes a lo.a .estados- de 
, ·:,,·, : .. : ·.~ 

'·:3~p'ei\-,fici.fit interrio11 · 

· .. ;.~:~-:!:::~ :&~ · ~--,·:~inh~: '.\1 /.2:;_' 

· El otro valor de 'j que cumple la condici6n de que la ene::, 

g!a.sea real es: 

,_.,± !'lf 
····,2······',". 

-··-
. . . . .. (~l. ·)· .,.., ... ·a;,,• 

y •u• énerq!aa son· las de los estados de superf'icie· externos 

+ 4 coshr ) l/2 (I.112) 

En el CñSO de los cristales i6nicos estos estados exter~ 
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nos no tienen tanto inter~s, debido a que experimentalmente se 

detectan anicamente los estados internos y por ello en este tra-

bajo no se estudiar!n. 

Como el modelo de imperfecci6n de Levine y oavison no da 

nunca dos estados .internos que aparezcan simult!neamente pe9ados 

''·a 1as orillas ci~. las bandas. de col}ducciÓn y de- valen e¡~ i_}P:S aU:t:i_'. 

res lcis encuentran en forma separada: .uri estado irite:rrló''Fii coló

car un átomo metálico en la orilla y el otro estado al cambiarlo 

por un &tomo no metllico. Lcis probLemas-de valores pr9pios que 

re_suelven son dos· y cada uno' se determina dando una __ condici6n de 

frontera adecuada al &tomo que se encuentra en la ~rilla,, 
· .. '· 

a> .l\tC>~S~!lli,~a1ico en i~ or1.lla _ "- .. :·,;, 

Este probien;a·: se caracteriza cd~' l.á condfc'i6n _d~'~'>fronte .. 
,".'· " '" ·,': '•.¡ ._ '.' . .> :::_:•-;,,,. - ~-- , • .,_.' 

en el :itonM:; n;,.i 

R( """ - E) a, + ¡6 ª2 = O (J:.l.l.3) 

_Si se re~erda _la exi>resi6n para, l.os ,coeficiente.• de J.os ~ 

E1!!11:ª~~!!-~ntern;~:t-•e!''de.1>.1!:l~f::lé: ~nerq!_a_··~n_ la ··con~uc_.l_~~-:de -~~o!i' -·· ·-
tera· x,113 obt~eilioa '_._ ;:, __ 

E -~ ---~ _ + .f- e-r 

·como R/¡t ) o se ti.ene 

.(;_-'<E ( "'-H 

u~iJ.4> .--

u. l.l.5) 

que es la condici6n de existencia para un estado de ~uperficie 

cuando.un Atoino M est:i en la orilla y'au enerq!a puede ser cale_!!. 
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lada por la siguiente relaci6n 

E -1.~ + e o< .. - o(.:. Jexp<-2r (I.116) 

. . . 

en donde ,r a su vez está relacionada con el. par&netro i: ,· 

L = exp (-2 r (I.117) 

. . . 

. y L ·estS. :expresado colllO. funci6n de J:os parametros del_ cri'stál, · 
:.:' .· 

de l.a siguien:t·~ forma: 

en donde 
.,.. .. .,,, f .. "\;:..a. 

....:_;;--. 
. ..:· .... 

~"' ... I +.~• '.""i:_.., 
.: . :.:· ...... 

l' .. :: (1,-.~~) 

- (I.118). 

·• · P~r aii:i~~ _solo basta para •resol.ver el p~oblema, ~~termin~~ el 

valor de· R, que se obtiene de la relaci6n siguiente: 

..... _,.~._:~.·,,::..~~' ·--:~~-':-i .. ..;'!''':"""·" '-;""'•'' 

. ·, -= .... - ....... _ 

· ·· :bl, .A tomo 'no . me_t&lico en ·ia orilla: . 

Este problema se determina con· la cond1.ci«5n de· front~r_a. 

. en el. &tomo n=2: 

(I.121) 

Sustituyendo el valor de los coeficientes para los estados in-

ternos y despejando ia energia 

.~··--· :""'; .. -
.,; .... 
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E=..:! - /' R exn(-_r) (I.122) 

obtenemos la condici6n de existencia nara el estado de superficie 

con un átomo X en la orilla 

..(,.<E <.,¡,J. (I:.123) 

T,leyando el J;!rocedimientO en forma aniUoga al CaSO, ante

rior' se encuentra: la energ~a 

E = -<~ - ( •(,; - · .tx ) exp(-2,1" ! (I .124)· 

y el. par!metro de hibridizaci6n R de la relaci6n: 

cL i2s> 
,: - '. ." .:-. ·_ .. ,·· 

· 'º)' Y.L tienen.·~as :misiiias ec".lac:ipnes ,. sófo. debe' .tomarse en cu,eri'-: 

.ta ei cambi;,dE!'la integral. de·couiomb o(~ ~;,·e1 Atc:,!110 X enb 

.. orilla en 1 uqar de -'~ cuando se encuentra un &tomo metálico. 

c. conclusiones. 

· · · ..•. E~L U:n;,cl:'ístal .. .i6níco.~del •tioo M..'<, .. Uri .estado .:in.terno. del· .. 
tipo M::ap!lrece .atiajo de. la. banda .de condµc::cí6~ cuandp la r.ed .es 

-: "'. .. . ' - . '. ·' ···':" .. ,-, :", ·; .... ~.·. 
terminada en í.m' a'tomo ·M. SÍ.rnilarmente, un .. estado' interno .. de·l -. 

tipó X aparece .arriba· ·de la banda de valencia cuando '1a red ter

mina en un Atomo X. Uno de los autores (J.D.L.) menciona 

que ha probado que el i;>roblema de los estados de superficie 

iónicos y los problemas que considera antes en la secci6n 2.2 

tienen id~nticas energtas, a pesar de que en las funciones de 

onda hay un corrimiento de' fase. 
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3.2.2 Método ca la Funci6n de Green. 

Este método fue propuesto por S.M.Bose y E.N.Foo<12 > 

A. _Descr:f.pci6.n del modelo 
,';'.·: :;:~ :·,;,. :~-. 

i;:r:inodelo ae c:dsta{ sem:i.:;:.i'.nfin:Lto i.6rii.co. es· er.:.mismc>iciue 
.. ~,:: . ." ._· ·->· ":; '," ,:.e: .- .. ·~ ':-

. descr:i.bimos. e~!iá: secc:i.6n 3i2.L. 

B. Método 

EJ. mAtodo niatem4tico para, resol.ver J.ás ecuaciones ... de .dif!!,. 

rencia ya ful§ ·.descrito __ en. ·la secci6n 2. 4. 2. y no l.o Valllf:>S a rElp.e-
- ! .~ . - ~-'! .... 

e~ Estados i.oc~liiad6.~ 
El. resul.tado que se obt;tene/para l.a ener•:ita de J.ós esta-

dos de superficie cuando un Atomo M estA en la orilla es el si-

.guient~ .. 

,• ><•• ;..,, •• '< ~-~w -~-,~;:: 
'. . ' ~~ ' 

,,,u:~ú6>·--- . . - . -

' .. Eat~ r~·ult:ado .ea. el. m:f.iJmo que er:obt~nic!o por Levine y óavlaon 

y.eri este'tr¡¡bajo corresponde a.l.a ecuaci6n I~ll.6 de i2lsecc.i6n 

3.2.J.. 

o. Conclusiones 

Los autores concluyen que obtienen J.oa mismos resul.tados 

usando la tAcriica de la funci6n de Green que J.os obtenidos por 

el _mAtodo de D~visoJ). 
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4. Conclusiones 

La finalidad en este capitulo fue el hacer una recopila

ci6n y exposici6n de los trabajos realizados sobre el efecto que 
' . ' 

prc:iduce _la superfi.cit;O en los, niveles y funciones. de. onda electr§. 

· llico·~ é~ Eii .· m6todo . Mo:I.CA'o · baj 9.· 1 a Íl!>roximacÍ.6n ·. d"' · amiu~·r.ei . fuerte . 

· El: re\SUllÍ~~ de cada ~8 de Íoa -~~~ba~o~ hÍI sid~,,r~~~~zado y se pu~ 
den hacer las si.guientes observaciones genéraies sobre ellos; -·: 

Davison obtiene la ecuaci6n de valores propios ~ara la energ!a -

en t6rminos d_e los parll11Íetros que definen eii cristal· y su i~:r;>er-

' fec.ci6n í ·solo_. en_ ~li:~odelo. que: var_!a. la integJ:'al ··de resonancia 

ei!#~ lo~ A.tomos , 'finales~ . En· todoS: los demb >casos tiene Wía. • 
ecuiléi6~ para lá> ¡;n~rgfa.:;;c,nlé; funCidn d~i'&ri~~i~ e por 'J:C> qúe ia 

·. c:omp~r';,,c.i6n aé la:s ;;¡;cüii'c1on¡;s p~r~ · ia_: eriergl~'·d~da~ por• o~rc)s -

ap.tores que resuelven. en' t6rminos ,de ·los uar!'!lletros del crista,l 

sus m;f.iimos modelos no es expl!cita. En el nlodelo de cristal de 

Hc>ffmann con. el tiE!C · de ~:i.mper~ecci6n que v~rt.a la inte9ral éie 
·, :.·., .. ;.;;,•.,,.·-.:~ .. ::i~~~~;::::~.:~:~º?:~~-~:!-~~~~::::·=j¡¡i:=;f,~:;::;~:-·.¿:~~u'~·· 

trabajo que los resüitad?ll é~c.óntr~do1¡1 -par Al ~on, ;f.gui!t:les a:lC>s 

de Davi~~n. En el modelC>_de impE1rfecc:16n_éJue varia simuitllnea

mente ·.t y f'· los reaultados con respecto .. _al namero de e~t~d~s lo.:_ 

calizados posibles que obtiene Davison con su mAtodo heur!stico 

y Bose y Yuan en el mAtodo de la fúnci6n de ~reen son diferen

tes y a pesar de esto la diferencia no es aclarada por estos lil

timos. · 

Utilizando.el cristal de Levine_y Davison, el modelo de im9erfe~ 
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ci6n que var1a la integral de Coulomb en el ~tomo de la orilla -

es resuelto por dos mi!!todos: el de Davison y el de la funci6n de 

Green, ~.a.te tiltimo utiliz.ado. por .seise· y Foo, quienes dicen en . . . 

. . · !!U tra~ajC> q\:ie la.ecua~i6n' de. valore.a propios.en:i.él. ener9ia.enC:o!!_· 

..• trada· por ellos es. igual .a .la·.AE!<•,~e.·a,n'~ .. y Davison~ aunqu.::.,11~ io : .. 

exhiben expl1citamente en su cl!Ucul6~ 

pé;r.todo 'io anterior creemos que es necesario repetir ene 

ambos mod~los de crista.l los cAlculos para los distintos tip.os 

"de imperfecci6n.con la f;Lnalidad de aclarar todos.estos resulta-

·acis<pará las eíiergfas y las funcion~s propias de 'lo's 
~· . . . ~ -- ,·-. . . _- - ~ '~ . .. - . ' . . . - . 

' : iiuperficie~~ ~~1 :e~~º pára>er n~~c/d.e estados.~· l~~ 
estados dé 

.-._ ._ .. ::' 

"para su· existencia"· 
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Capitulo II 

Revisi6n de los estudios sobre el efecto .de la superficie en los 
. . 

nivai.es de e11erq1a y las funciÓnes propi.as de los elect'rones-Pára 

. c;;r:i~~·itles diat:i5niicos en·~·el inl!toao dé las ecuaciones de _:ci:l!éi:;_encia · ... , .. 

. . 

2. Modelo de cristal diat6mico de Hoffmann. 

2.1. Modelo .de su9erficie variando simultllneamente 

2. 1.1. ·' Mi!todo de so_luci6n y 9roblema de valores' _pro-

piós 

Mtid_el,o ]le ª':1~~~li~_ie·;~e.-~ambia la• f~~e~ral.,élª .... 
·coulomb -~· e'ii el AtorriO··é:iE!_ la ir:ill:a' · ,:> -< 

Modelo de superfic1eiqu~ '1Tar1a 1~'<1.n:teqr~i. dé. 

resonancia ¡6' entr.e · los .. dos A tomos.· fi.nales. 

2. l. 4 .. ·Modelo de ·su9erficie variando .simult~eamente 

··''·'""·':- ''• . ~ .. "''"•~'~,,::. .':"':~ ..... :'·•{·~'·~··--..:, 

ModelO de cristal· d:f:tst6mic~ iisnico-·~e Levine y "i>av~son 
,·;.,· ~ :~·:::·. ··., .. , ·"·-· ~~;.:(-:.-

3.1'' Mod.elo'.de superficie que.~anibia la .integral cie couioriib. 
c.t:O -: eri ·el Ato~ de lá' orillll •. 

3.1.l. Mi!todo de soluci6n y problema de valores pro

pio·s. 

4. Conclusiones. 
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l. Objetivos 

En el cap1tulo anterior hicimos un resumen de los estudios 

acerca del efecto de la superficie en los niveles de energ1a y 

. l.11.s fWl~iones propias de los electrones para cristal.es- diat6mi

.. ·~~s.,en el ñi'ét~do MO_ii.CA.o c~n iii ap:roximac:i6n~de amure. fuerte. 
---··' 

. ~En' ~ste reamen 1ncorp'orani'o~ las diferehtes Ucnicail 'matEimaticas-

. uti:Lizadas por los diversos autores. También se determinaron el 

ntlmero de -~&tados de superf:l:cie y las ,:aondic:i!ones para . su exis

tencia. Sin embargo·fui~os señalando la similitud en resu1tados 

p~ra algurios modelos de imperffi¡lóci6n.pero'tll!Rbi~n las dif~ren-

.. (iia11 en otros casos. Ef>te r~s~en de la Uteratuta. no p~rm:ite ...,, 

't~~l~r~~en torma-.d~fi~iÚva.d~~as -C:on.fi~~,ip~~s:dii.~~:n~~5~, ~e 
manera que en 'eiiif~ capttuio·' nos proponeniós reichver' el problema :

antes señaiado 'con' los dos mo?elos de 'cristal diat6mico utiliZ:a

doa q\ie son el de Hoffmann yel de_Levine y Davison. Para el 

cristal de Hoffmann el modelo de imperfecci6n que vami:>s a wtili-

·········· ~~ª~ en-.la··•uperfi~':te."erl el, que.:.Uiclµye't:~;i?s.,.~ª-~~C? !~"''f~):~~ ... ~ 
... ,.... -~ '· - ,. . . . 

r_,, ftegrai' de .éoulo~~-qomo ,49n la; de .resonancia,' ya'' que 'éste D,iódelo' '• 
::-·-" ·:--·. - : • ·-·~ ;' .·-~-·.:., ,;(_.:.;:·. :.·. ••• - ,_ ,. --·· > ' .- ••• - ,. • --· • 

conÚene'a· los ánte°fiores.éomo'casbs parÚéiulares; Plirna e1;J\ió-

~elo de crist~l de Levi"e y Daviscin ·•o,lo reproduciremos el cUc!!. 

1o con el modelo de imper_fecci6n que ·cambia ·la integrá1 de Cou-

1omb en el !tomo de la superficie como lo hicieron los autores 

antes mencionados. En nuestro trabajo incorpo~aremos una t:6:nica 

matemltica nueva que llamamos el.m~tÓdo de_ las_ecuacione~_de di:

ferencia <i'6 l la cu~l fue construida pa;-~ resolver. los m'odos lo-
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calizados con imperfecciones y posteriormente extendida para re

solver problemas de estados .localizados en cristales con intera~ 

cienes a primeros y segundos vecinos(l?) (lBl. Esta t'cnica tie

ne la v-antaja ·.de· ser muy. sencilla y lo suficientemente poderosa 

de manera qu11;'..nos permite opten~ la soluc~6n en, fo;r:ma anal~.r~i~ 

ca,.:.' 

2. .. Modelo de cristal diat6mico de Hoffmaim. 

· 2 .1 Modelo de superficie variando silllult&ne~ente· .e•· 'y f.' 
Como .ya menc:ii.onam0s .. vamos: a· utilizar el.:.m0!iel.o::ae: ·cristal· ,,,. 

;;~,: .· .. 
<de.Hoffmann descrito. ~n .. el cap!tulo ant~ribrºsecci6Íi':2~i:_;;y tam- · 

·bi~~: emp·r~are'."C>s ~~n el. mo~¡;~o de impei~ei:c~i6n m_~~: ~¡~é~:,.i q~~· <~· ,. 
b~ia ~tanto ·1·a: integral .iié coul.omb como ia de resonilnc1.a en la 

superfic:l:e y que fue descrito· en la secci6n 2.4. 

2.1.1. .MAtodo de. soluci6n y problema de val.ores pro-

,_,_ 

v.(e~~: antE1.rior-.nte que . ein ~~·Ymatodo· MO.;,,:~o: con . 
.. ':j~· • . • •• 1 

aproxi~ci6n de··amarre ·fuert'e la .ecuaci6ii .. de SchroecÜngér''para 

· el. cristal· perfecto· conduce· a un sistenia ·de ecuaciones de·· dife

rencia finita acopl.adas para los coeficientes del desarrollo 

de l.as funciones propias, ecuaciones I. 6 del cap!tulo anºterior. 
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Estas ecuaciones en la notaci6n de un articulo reciente<l 9 >1as 

vamos a reescribir de la siguiente forma 

(E - .t .. ) d.L - p ( bJ. + b.1-1 - () 

(:U.l) 

{E - "'•) b.t r-c -á.t +0.1 •• ) -Q 
--

En la .Fig. 11.1. se ve una ,representaci6r{ de· los elementos ,eaen- _ 

ciiales del cris-tal diat6mico. 

A -B A e A B 

-·o_ ----·~ o ~> CD -._ 
; ::.~.: .... 

~ -- -. """ ..(,;- --
,.: '..t..é Oc,; 

·/· :• :;;· :• r' 
.·:-."·. -- l ' t r· - -

~ bi.,, a, bt a_.. b.t.¡ 

- l!'ig~xi:.L Representaci6n--4iagraiiiati~a y not:aCi6n·'uúU:sai!a 
··.;:::~·_:·:·~?.:>:~•n·~-·~·: ér1.~~a·1~:--4~·at~_co·--=u~id11i18ft'a1:0~~~-":·1nfi.nitó'·~ __ --~ ··· ,,._._ · 

En el'tUtimo articulo -nc'ié)nado ae obtiene usando la--tacnica de 

- operadores la solue1._6n 'general para los coeficientes' del ·de-sa'"". 

rrollo de las funciones propias. Una de las soluciones cuya 

energ1a se localiza en las regiones de energ1a prohibidas para· 

los estados de energta-del cristal perfecto es la siguiente: 



···· en:donde 

y 

b.a ,. /$ (, o. + 1) G. D~ + r- (, D.a + l ) 

r(.E -.Ca) . ( !< -.L•) 

tX-.a.l :t J (x:á.)ª-·"I 
'& 

X :: <. E'.-...c.,;') CE-' -<9) 
~& 

'l C.a. t>a 
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(:U.2) 

.·. (:U.3) 

txi.4> 

En este tipo de so1uci6n C1 y C2 son constantes arbitrarias, 01 

y o 2 adem&sdeser re6tproca~.son nGmerosrealespor;1o q~~ la 
o.;· .. . . ·; ' 

~;·-- ·':!>' 
·V~sap:ropon~r.ahora él modelo.de imperfeccil5n·quf7DOS 

interesa resolver .y· qÚe en la notaci6n act·ua1 est& representado 

en. la Fig. :r:t.2: 

B ··-· : . . !·.,:" 
é(' ot .. "• .,., ,. 
b. 

-r .r-~ 

'· 
r t. ' Q, . 
ª• 

Fig.ZZ.2. Modelo de imperfecci6n general 
que cambia la integra1 de Coulomb y de 

resonancia dado por Daviaon. 

Con este modelo col'llO en el capitulo anterior podemos definir 

las. condiciones de frontera para el cristal semi-infinito las 

·',!' 
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cuales se escriben como: 

(&' ª• 
(II. 5) 

.. La· coridici!Sn de· iocal.izaci!Sn ·del estado: ·de. superficie: ·hacia .1.a 

parte interna def': c~istal :~trÓduce. ~a ; condici16~ de. frontera: y 
,,·, . -~ ·~~·,/¡." • '. ...,,. 

entonces nosotros tenemos un problérna .de vaior~~'-i?roí?:l.osY· ·. oE?li~ 

mos encontrar todas las soluciones de la pareja de ecuaciones 

IX.1 que satisfagan simultlineamente esta condici!Sn .de .. localiza

;ci!Sn o condici!Sn de frontera. Claramente est·a condiciisn·:puede 

Eler us.ada para determinar uno de. los coeficientes. ,de la. soluci!Sn 

· ··. ·para·' estados .l.ocal:lzados ecua~le~ Ií .• 2: sel~~ci~na~do':ia·.qU:e es .. 
,.::~· .'·: '· .. -."·-~:· . -_·i~-:\.:_·.,~-:--._ :· . '. ·.: .:~:---~;:. ·_: .. ~ :,·_;: ~-~ -- _·_:-·-·,:."7·~'.::--;~·-, ;,~~·-· ·.-._' .. ,,~·-."~-~~.:.-~ _' ··-~--~---:··_._ ···-·.··. )·-···. :·.',;;_• 

ccinvergrte·y,esto llac.e:qlJe. c 2 ."'O· .• ···• .... con es~a·-parte)de"la ·¡¡c!:,lu_;' 

:.ci~~· ; ~~~ui~~do uh artt~ui~ •. r~c~erit~ ( 20 ,. ~a~~ ·~ib~~~ion~'a c~~. un 

probiema arilllogo construimos la .soluci6n . la cual. vamos a propo

ner como la soluc:l!Sn del problema de valor caractertstico, Asta 

1:.\.· ~~s !•c;ri~;lr é;ºmo. s_:lgU:e . 
•• - ·::-:~"-"."',";"""1.;.;:'-"i- . ,.. ,. •\ •• ,..;~ -._··:··.. :~-· ..••. :~~:::::t;.-

• 

···:·: 

b;; e~ 

d,t = e, t>~ 
·. ~ ~ ~ ( l>1f"I) d_i 

( ~- "'•> 

·-~-' 

l ·~·· 
Llamaremos genéricamente n, a la soluci6n que sea converqente , 
hacia el inter:lor del crista1, ya que en una regi6n de energta 
prohibida es o, y en otra corresponde a D&. 
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Los coeficientes C0 y C1 en II.6 estar~n determinados al 

enlazar adecuadamente esta soluci6n en la regi6n de la superficie 

de la red. Las condiciones de acoplamiento necesarias son las --

condiciones a la frontera II.S. Si nosotros sustituimos la solu-

ci6n propuesta ecuaci6n rr._6 en las condic:i.ones.:de frontera· rr~s 

Obtenemos ~a pareja-• de ecuaciones· ho~og~nea!I !)ara l~e c~ef:Í.ci~~ . 
... 

qut!es.la.sig\Jiente. 

( E - "'') C'. -·f'·C, o_, -= o. . . 

·{"e~ :..-.[<E-• .. ~ - ·pt c.~.:.;] ... e, l>, - º 
. . (c.- .t•) 

(II~7) -

Las ecuaciones :n.7-tendr4n una ~?luc,i6n di~_erente ,de la triv1.al . 

....• ci.i~li:da. ·ef:·deterin1.nante:d~lr81.st~.~ea cero .~!rinan.;.~ª qué ál:. e,;¡¿;;.. 
_,; p<Íh~c:,;~. ~~tf! d~tern:inarite' fSc1.lmént~ ~~s que• · . 

_,,_ ,,,~: = - jf& (~:~)+ X_·· . 
(IX~8) 

' donde I' fue definida ant·eriormente ecuaci6n r;48. S1. sust1.tuimos 

'" el-valOr para, D, ecuacidn. n. 3 en~.t6rminos de ic)s par&metroil' del' 

-~i'~t'~ ;(':~;~ú~n :r-r;·;¡-:~ii::ti:{e·":~bt;;;~~-1a ~cfü~~i~;r~; ~~i~;·_ 
1Í1ina:/1a .. ~ner~i~ de lo~:-:~~~Íido;.¡· i~al·i~ádos· · ,,,2/Y 

t·.:; ... ~rE• /f: ( 1--JIª) '°'" . .:;·"ca-1i) :<i+.,(~i•JEª + {<.i.~~-)~ .. <' -

-("'"+..(•)..c.r+ .e"'+ t'•JE + {'"'""'·"'·~·-..:.tª""-.c·.c·• }=º 
cr:r. 9.¡ 
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De la ecuaci6n anterior se obtiene la energ!a del estado locali

zado en t~rminos de los par~metros del sistema. Con este valor 

de la energ!a podemos calcular una relaci6n entre los coeficien

tes C0 y c1 con ayuda de alguna de las ecuaciones II.7 Tambi~n 

•·· ~1 valor córrespond:f,ente de P1 
, ... -~ .ecuaci6n ·rr.s y_al .sustituir.to-

"iic>s. estos-resultados-;en la ecuacil5n. :u~6 obtenemos" los coeficie~-
. - ": ·. -~~· ,: ;-_· ,_ . 

t~s ~el, desarrollo de la - funcil5n p~opia d~l electr6~·- . 

Tenemos que hacer:not~r que esta solucil5n queda indeterminada -

hasta una,constante, la· cual ·usamos para la normalizacil5n de 1a 
. - - -

fun~il5n p:i::opia.· Con lo anterior el problema que nos. propusiníos . 

qu19d~ tota'1_me~te resuelto en una forma ni,¡y ,_sencilla~ . Aho~a ana

liz~:ieriios cada uno de l~I! ~delos de'• im~8,rf:e~ci6~ e11 detaiÍe . . . . . . ·-- - " . -· .... :; . -_::;-._ - _______ , .. 

ra ;~Omparariios<reaultadol!l .obteriidos· ~cin lcil!· ei"[puestos. en ~¡ 
~~;~ici ~n~e;io~. -· ... ·· ·. · · · ·.:> 

~ ~ 
-,· .. :··. 

.-.. 



2.1.2 Modelo de superficie que cambia la integral 

de Cou1omb ~· en e1 Stomo de la ori1la. 
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Este modelo de superficie puede recuperarse fScilmente .de1 mode-

1o de imperfecci6n general quitando la variaci6n de la integra1 

de resonancia entre· los Stomos. de la: orilla en 1a. ecuaci6n de 

. ·. >va~ores propios •.... cEs.to, ~. ha'.'?~~ndo l':' simpÜf.ic~~i6n . t'=, ¡5 

:, í,,./ e.n 1a ec~aci6n Ú .·9 . qúeda 1a •·s:i.guie~te · E!>cprE!1J:f.6n ~ara ia -

energ!a 

.. . ' .. 
. . . 

E.n,-, e1-mode1C>: de impt!;rfecci6n E!n~:quE! f3~),ada' ~:iift~lt:a~elln¡~nte 
-.~ '. -·. 

:. y)(en los litamos de 1a ori.Úá, Davison c~n~ider~-un St,oiiio B 

.. ia superácie. pero en e1 modeio de. i~erfecci6~ z~ c~n~~der6' -· 

que un Stoma A estS en la superficie, por esta raz6n vamos a -

cambiar:"'". por "'•· en la ecuac'i6n anterior con el prop!5.sito de 

'··:·--· .. 
,,., • .,_ .• ~ .•. , ' ...... , • ·--·· •• ,_-.1 '·"''' "''-' '··' 

P-~~q ~ª_+{~~·-· ~"'··~:) ~•- +~;ª~tJa +{~"'·4·~ ... tt-~"'~J~º ..•.. ,u:~ii, .. · 
Vaaaá a mostrar que '1a ec. :u.11 ea la m:Í.aina que obtuvieron los 

autores de quienes expusimos BUS trabajos en e1 Capitulo X. 

Recordando las definiciones de ~. y l!ar dados por Davison y es

cribiendo la ecuaci6n de valores propios en tArminos de estas 

variables, tenemós 

'-;,··' 
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Resolviendo para E y simplificando términos llegamos a la siguie~ 

te ecuaci6n 

que es id6ntica a la que encontr6 Mdrade 114 >en·e1. mAtcidó de ia 

onda reflejada (ecuaciones :t.3.8 y r.39), donde el s.ic;JnomAs y -

menos, cprresponde a los 'estados· externos- e int.errtcis respectiya-
.. 

merite,. ,·',-" 

- ' '·.:., ~ -¡, 

~soio:.falta en.cont~ar. la eqí:ii:vaiericia cie esta ecüacil5n.~ con' l.a 'cie "\:... .. .. . . .. ' : - - -· .... _ '~? ·:~ t ,: : '" 

:b,, \; ' Davison y ~:w1que 61 no Uem{im,!.,;expres:l15n p~:ra' la enel:-qta eti -
drm¡ri6s de los paranl~tr<>s d.;,l ~~istal se ved que~'pilede hállaE. ·· 

se por medio de su dependencia.con 9. Recordemos que una de -

las expresiones para la energ1a encontradapoi: Dávison ecuaci6n 

Haéiendo"'&~f+;f. y·tomarido eiiimite cuan~-;H_.._ ,_que .. es 

equivalente a hacer el cristal •emi'."".infinito, obtenemos.que 

-·· = J • éA/" 
• .,..., tw+1)e .a. 

De la ecuaci6n r. 20 puede obtenerse e91" resolvi4!!ndola como 
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eª'=~ [z:+1.~~-• ~ Jc1.:+1.•""a-1f+'l~ .... 1 
Sustituyendo estas dos dltimas expresiones en I.13, y escribien~ 

do en t6rminos de 1., ~ la llegamos a la relaci6n deseada: 

E:. .(• \.!. .. [ ( l!: + •Ua + 1 ) "!:: J ( 1.: + 1..ia - 1 )ª + u:J 
,·§ 

que ell l.a .;;t:uii¿;:f.6~ :pa~~ :lá energta' ·ericóntrada antes 

del.a onda reflejada y 1an la·pagina anterior se demostrlS su equ;!:_ 

valencia con, la ecuaci6n. 'l:I .11 hallada po.r el mAtodo de las ecu~ 

cienes de. diferencia. 

Recapitulando esta secci6n .. se concluye que la, ecuaci6I1 - : 

. 'PªJ:él. lll en.,¡r~!a: en . e:1,.··moaé1Ó de . iml>e:rt~¿;ci6n ~ue cambia ·.1'a · ·irit~,;· 

9 r. ª· 1 ~e éou10~ 1z·:~1~,-¡~~º~ ai~~'·:~uperncie·~- ~ric~iitra._•.ª.· .ª.•.{:~~··el· 
.. :.:·. "' .·- ·· · · '''· 'w· : •r·:,_; · ·.r~':c ... 

. '''.. ni~toodo 'ci~ iá.~ .ecil~cie>ii~~ 'de. diferericía es id~nti,ca a la' dada,'i>~r 
Davison como funci6ñ de e y. por L~Andrade en' el método de' la, on

da reflejada. Eritonces el m6todo de las ecuaciones de diferen-

, cia es adecuado . para resolver este tipo·. de. problemas y ·reprodu-
~ .. . . . . . . . . . 

.~' •. ·'"'""' cir,.~108 ' re!l\ll~ad!)'s ,en,contrados' ~r otros autores,. en forma ··:1ma;;. '. 

, ;·<f·:';;;~f ~,.Í_e:_.· .•.. ~.-.·'.:.-~ .•. ·AhY'.0.ao_,.r;.~a·.}.-as,'_ee.·.·~.~ •. vK~.' 1,·: .. a~;..:mo •.. :;l!l:'.t.;r• .. a •. r.,,. , .... ·.· ~-'~.· ,, ··-_:·.:h" ·:'.' .. , ... ·'" '"-·'· ,, ".~, ~.;·e' ..... . 

• . . ~ quel'f~. · ci~n4icione~ de' 'e;i~tenéili.'.,: 
.. ·a~ los 'estad;& lo,calizados dadaa J?ar.a~este, ~elo de i~tlrfec'."7 

ci6n son equivalent'ea en tod°'s los ml!todosi. Primero., en''"tll m6-

todo de las ecuaciones de diferencia dividimos en tres las re-

giones en donde pueden existir estados localiza!1os,seguiremos 

llamando estados externos a los que tienen energ1as fuera de -

las bandas perníitidas·de enerqla y estados internos a los que .• 
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las tienen dentro de la brecha prohibida. Entonces para encon

trar ell!fuite en el cual empiezan a existir estados de superfi

ficie por encima de las dos bandas permitidas se pide que la -

ener.qta asociada a~ este estado sea mayor o iqual ,que el valor de 

la enerq1a de .la. orilla 'externa de la baiuia:. de conducci6n; que 

d8n,~riarluxis en ~d.;larite E1; . Esta cond,ic:Í.6n .puede. es(:ril:>,:i.rse 

como 

' ' ' 

donde E es una soluci6n de la ecuaci6n de valores propios i::x.11. 
~ ' ' ' ' 

;.;~;~i f!S., fun~iÍ5n S~lamente de. loa, parS-tros ,qUf! 'dl!finen al Cr.iS,'.'." 

se ve ~en~~gUídá ' . 

~ ..... 
fl:l:.12) 

y res.ulta de sustituir e = O en .. la eeuaci6n i: .11. 

·~''.:;~S:,L,:~c'.'i.~.:~~~~~~~S., ~~-~[~ ,~~~~~11 d!,1'.·~üetr() z1 ~4& 
' ', .... ~,: 

Ta cual sustituimos en la .ecuaci6n de valo:L'.8• propios i:1.:11·. -

Haciendo el algebra correspondi.ente para simplificar laexprii-

si6n resultante obtenemos que 
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de donde se encuentra la condici6n de existencia del estado de 

superficie buscado¡ 

(:U .13) 

~i?a:ra encontrar la. i::orlé!ici6n .~e existencia del otro .estado exter~ 
... 

·rib/" ahora por-.- ~"ei?~jci,·ae ·1a~ 'dos- b,~nd~· permitidas de energ!a.,,< se 

procede de. manera an.Sloqa pidiendo que el valor de la enerq1a.· 

de .este estado sea menor o igual que la energla correspondiente 

a la orilla externa:.de la banda de valencia que se denominar& 

E2 y: que· corr~sponde. a la segunda: soluci6n .. de la energ1a para 

e. '=o . en l~,.ecuaci6n k11: ·. 

condici6n puede ser escrita en la siguiente forma: 

dada por la ec,uac16n' 

suetituy~ndo 1:2 en esta ecuaci6n'84!1 obtiene otra ve~ia condi

c16~ ant~rio; :u .13, ~~n ia cual vemos qUe alÍlbas condicioneli: de 

existencia·para los estados externos pueden expresarse con una 

sola relaci6n. Si comparamos esta ecuaci6n con la que di6 Da

vison ecuaci6n X.25 y con Andrade ecuaci6n X.37 se puede compr~ 

bar que.son exactamente las mismas, solo que en nuestro·método 

hemos encontrado· el ltmite de·la condici6n de existencia. 

AGn. cuando, la forma anal1tica de la condici6n de existencia en-
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centrada es clara y sencilla, nosotros daremos ésta en términos 

de los parAmetros del cristal expl!citarnente, resolviendo para 

"'' que es el parimetro que caracteriza la irnperfecci6n en la su-

perficie 

,CiI:.15) 

·.Y atin mis compacto en términos de Et!f'Y E2. que son valores· cons

tantes una vez que se ha definido el cristal: 

.t~,a :.~ E~.a -,.. ..t• 
. ,.t. 

(U.16) 

La tercera regi6n en donde pueden exi~tir estados localizados 

es c:ientro de la brecha prohibida de enerqta y para obtener la 

. ' -· :{~ll4ic:d.6n-de~-~u aparic:i6n, vamo•. a' P41!f~r,,. qu~ ... l~ :~n.~~~-~é ~~~.~~':'~.,,."_.,..,,~"'·•·e 
1h'. estado· sea 

.... "'" 6 .. 
.. ; .. 

E•-<• 

Se sabe que ._,_ · y "'• son los valores de la en'erg°f.a corrt9spandien

tes a las orillas internas· de las band<a-!". de. energta, entonces 

sustituyendo en. la ecuaci6n I:I.llelitoe va~ores encontramos que 

(.A.' -.c .. "f.{.t.,. •·) .... (U .17) 
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como °'""' "'• por ser cristal. diat6mico entonces ..c',...c,.. Este es 

el l.!mite para la condici6n de existencia de los estados locali

zados internos. 

Davison en la ecuaci6n I.28 y Andrade en la I.40 expresan su co~ 

dici6n de existencia para l.os estados internos que es igual a 

y sustituyendo en tft~n~s,de lo's parhetros'd~l::cri~Úi obtené"' 

llK>S 

de esta ciesig;_¡al.dad se encuentran dos posibilidades 

•, .. , ... ~·>~··' 

Con ayuda de otras consideraciones al.gebraicas y num6ricas rec2 

·. pil.8J11C>s toda J,a. informaci6n sobre l.a existencia. d.e los estados 

·~locaúza'dos .y, la e1lPrás~iíl eiv ii.111 ~:r,.~:lc~fiJ .. i:!~.!!!.~Ú.;~ jr, iI. 4 - •· 
"'"" .·.· - ''."· ·-. .· -

para .los cá9o8 · .(")""• . , y ~• > "'ª ·•.· respectivamente• Dé lH grlfii;.. 
-·. '··,' ,. ,_' • ' + ' .: • - -_ •• •• :: ; • • - : • • - • :: ..... _:·-;-,:.. ' • • : ' -~ - ' ,. '. - • .,, :, •' - • ·- ' •• 

CH. se ve que hay Val~rea de loa, pa~het'iros. et) 1os:que n'6 axis~-.·, 
.. .:, .,,,.. 

ten· ·estados ·1:ocalizados 'y para otro.• va.loreá. ex_:lsten· l. o 2~. 

Sol.o falta para terminar el anil.isis de este ~roblema, dar lás 

funciones propias del electr6n, las cual.es ya ~ueden ser en es

te momento calculadas. 

Los«coef:icientes del' desarrollo estlin dados por l.al!I ecuaciones 
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Fi.cj ~ :u: .• 3 · · Grllfica d~, la enerqta 
de los estad.os localizados comb 
'funcil5n de la integral de Coulomb 
cori uh &tomo A en la orilla. 
Caso °"" · > -'•. 
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P:Í..q~· Ü~4 Gr&fica· de la energ!a de los. 
estados localizados como.funci6n de.la' 
integral de Coulomb con un·atomo Aen 
la orilla. 
Caso 9',. -< •• 
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II. 6 y son funci6n de D, la cual por medio de la ecuaci6n II. B 

est~ relacionada con la energia. Entonces en la ecuaci6n de v~ 

lores propios II.11 se encuentra el valor de la energia, con 

ella X, D1 y por ~ltimo los coeficientes de la funci6n propia. 

Los resultados encontrados, usando el-c·método de las ecua

. ciones· de diferencia para resolver el modeló de imperfecci6n va

riando la integral'. .de C:ouloinb en el. ~tot11ó .. de la oríli<:l, son idé~-
, - - .... \ 

Úcos a l.os dado~ ·por Davison y por .Aridrade quienes,:Zfute~iÓrmen~~· 
te resolvieron este problema. La ecuac~6n de l.a energ!a ·es l.a 

misma en l.os tres casos, también l.as condiciones de existencia 

de l.os estados 1.ocal.izados y el. ntimero posible 'de ellos que .es 
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2.1.3. Modelo de"superficie que varía la integral de 

resonancia r' entre los dos átomos finales. 

Para encontrar la ecuación de valores propios en la energía de 

los estados localizados se hace la simplificación -''= -<• en 

1a,'ecuaci6n II.9 ,Y as! se toma en' cuenta s61o la variaci6n' de la 
·, ." _. ·' .. - - ~. 

,:integral, de resorianc,ia ent;e >los átomos qe, la orilla "que es ia 

.i~éitC>~interesa ~naÚzar aqu!~ La ecuaé::i6n II.9 se transforma 

en l.a,siguiente: 

{•-Jtª}e.- + {-<1-j<•)M - (.a-Jl&).i.a +-'ª"~}E.a +, {(.a-~ª)~ .. -<•-

-. ,~ .<o1"'+.i~Y"'·" ...... 4 ~ r:"·}~- ~ {"'".c:f .. ~ ~.¡.·~~ "t"4t~~~> 

, 'Gb11i ~. es ra!z dei:poÚ~o~:i:~~· ~ste pued,e ~edu'~¡r~e a ~a'::'ecua- ' 
_;,..: 

c i6'ri~' de segundo grado como se ve. enseguida:'' ' 

J1~.iª}Eª +_ {~Y-~"ª)_c~ ........ ~.}E+.{ < 1-¡l .. >..(.~o(. + ¡s•"•} =_º • 
~··~·":~ .\t•" ~~·~/·.~{•'.• • -r. ;,~:::··~·~: ;~ :,:·~·-~··:~~+::., .. ,~.<: .:-,·~;\-.,~~~~~'• · -• • ->~:·' ·-:vj~~'-7""" _i_' u~ •· • • ' • • ~ •:-'~, '•'·" ,'.,: ~-;.,,).,._.,;¿(· •. ': :'.fi . .' 

·•-:/~~:~~v:~:~e0,treé; ( i~;_; JI&:) , Y· r~~ol viendcf ¡¡;:cuadrátiCa i~);t~~~os . 
·· ~l.a exl?resi6n ,para la energ!a de , los estados , localizado.a: 

E= (II.18) 

misma que encontr6 Davison ecuación I.56. 
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Las condiciones de existencia de los estados localizados se van 

a deducir buscando su aparici6n al tocar las orillas de las ban

das como se hizo en el modelo anterior. Los estados externos 

.deben tocar las dos orillas externas de las bandas permitidas y 

~pezamo.s pidiendo que. 

· ... ,E. Ea --:·.· 

donde E esta dada por II .18. Sustituyendo el valor de E, y en-

seguida de EL reducimos la expresi6n que nos conduce en ambos· 

casos al mismo l:tmite: 

UI~19) 

.,, ,· . 
··. , ·.'. 

Este· Hm:i'te · talnbi~n ··es 'ei. éhcontrado. por Davison .:ie'uaC::iiSn .I.57 

del cáp!tulo anterior. -Aplicando un razonamiento an&logo para 

los estados internos se llega a la conclusi6n de que no existen 

para.este modelo deimperfecci6n, misma concluai6n a la.que lle

. , gc5'):>avison. : _ .l'reiieri,t;aJllQs . eri.;:1.-r ~ig •. I.I,. l), :~l.a . !Jdf ,Ípoll d.e ;. l.a . ener:: ..... 

.. gt~.<de loa e .. tadoa ~e _aup;r~icie como func~c5n de' íi. int~"!ral de 
resonancia entre los. dos &tomos _de la orilla. Como puede·- verse 

hay·wia·re9ic5n en qu~ no_ existen estados localizados.y otra en 

que existen dos externos. Estos dltimoa aparecen sumu1t4neame~ 

te y son sim~tricos con respecto al centro de la brecha prohib~ 

da de energ!a y al eje de las energ!as. 

si.se repasan las conclusiones de Davison obtenidas para 

~ste modelo ·de imperfeccic5n p~drá_ encontrarse la primer~ discr~ 



E. 

Fig;. :i:r.s Gr6fica de la energ!a .de, los estados, 
localizados coino funcil5n de la.integral de re•o 
nancia.·entre los dos &tomos finales. Bata gra-= 
fica es igual si cambiamos el valor de ""' por 
el de --<a • 
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pancia, ya que él dice que pueden existir O, 1 6 2 estados de s~ 

perficie. Es el.aro d e nuestro análisis que hay un s6lo valor 

~· en el que aparecen estados externos por arriba y por debajo 

de las dos bandas permitidas de energ!a, comprobando con ello 

que ambos estados externos aparecen simultáneamente. Por l.o ta~ 

to. ,no existe ~egi6n alguna en que, se tenga un solo estado. 

Para, cal.~ül.ar los. éoeficien¡es de 1'él fünci<Sn pz:;opia se. p;Ó_é~ede 
siempre de .Lgual. forma• sol.o' que en cada caso l.a energ!a 'es. ob

tenida de la ecuaci6n de valores propios correspondiente al. mo

dal.o de imperfecci6n que se estudia. 

Podemos resumir l.os resul.tados obtenidos de la siguiente 

forma: 

La · ecuaci611 d,e , v¡¡lore.s, propios ,¡>élra l.a energ!a . encontr5'c:i.Íl ,us~n

do ~l ~~oi:lo d~, i'~s ecuacione~, de, diferei:iciá ;Y .las cohd:iélic;;n~s 
,de 'e#steilcia de ios estados ;J.ocalizacios ' son: igüiil.es a. l.aá ii,- . 
tenidas por Davison. El nGmero de estados localizados que re

porta Davison es O, 1 6 2. Hay que excluir el caso de ,l., ya -

que no ·existe ninguna reqiC5n en la.cual aparezca un estado de 

superficie.~ ... coincidiiGos .. cón D~:V:t.ón :.en .,qu~ .~~te modelo, d~ ~,:un,.. .. 
. ·~· - -· 

pe~f.~écicsn vad.1trido la inteq1'.al de resonancia entre lo~,. dor( at~ 

externos· que .. cómó :·ya -mencionamos antes aparecen áimul tbeámente· 

y tienen simetr!a.·tanto con el. eje de la energ!á como con el -

centro de la brecha prohibida. N6tese que en el modelo de .im--

perfecci6n en que se varia s6lo la integral de Coulomb en el -

átomo de .. la ori-l.la, . los estados ·local·izados dependen de qu6 · ..,.-
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tipo de átomo esté en la superficie, es decir, tienen diferentes 

energ!as para el caso en que sea un átomo A o un átomo B. Ahora 

en el mo~elo de imperfecci6n en que variaraos s6lo la integral de 

resonancia entre los dos átomos finales, tenemos que los valores 

de la energ!a de los estados ].ocal.izados son iguáles si.cambia-
, ~ 

mos el átomo A-d~ l.a oril.la PC>~O'iúfo del ~ipo,:~~ ·•·· Este;> pujade v~r
. se en. :1a,. e~uaciOn de valores propiéis II. is .al~ .'iio a1t,erarse cuan 

do se intercambia -<~ por· -<a • 
2. l.. 4. Modelo d.e superficie variando . simül. tilneamente 

.e• y f' 

Para este caso la ecuaci6n de valores propios para la .~nerg!a ya · 

ha sido calcul.ada 

:.-~f·-~~1É:s·+ {'-'<;~i~>~~. 

Podemos' empezar: a hacer'· las comparaciones pertinentes. Hemos 

visto en ei primer cél¡ittul.o que, D,a,V.i,'son .al. rt!lloiver ·elJ.~~ probl.~ 

.ma: t!~c:.~entra. la ~e~ue;ci6n de :1a'~ ener<¡ia · Eín: t:'4!rminos Ciei ··¡;u.~;,;.:: 
trci ." y .al <mandad~ al plano col!Ji>i~:lo obtie~e'. ~a ecua~i«Sn en ' 

. . '. .,~ . .. .. ···:.,.,.·;.:'. . '· ·~ 

·::'·: 

:tEEminos de /' • ~ara comp~ra~. í,iu ·ecuaci6n :con la nuestra _hay 

qu~ resolv'er anaUticamente p~~erb.la.que eElt~ en tlÍrmi.noEI de 

/ ' .. una ecuaci6n de ·sexto grado que puede reducirse a una cG

bica, para despuds 'sustituir la soluci6n en la expresi6n de la 

·energ!a. Nosotros por razones de facilidad hemos hecho l.a com

parac.i6n en forma .n.umEripa¡ es decir dando. valore.a arbitrarios 
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a los parámetros que definen el cristal y la deformaci6n en la 

superficie y encontramos que el valor de la energfa en ambos mé

todos es idéntico. 

Para comparar con Base y Yuan tomamos su ecuaci6n de vale-

res propios en la energfa I.92, con sus respectivas definiciones 

I ~ 93, como ·sigue: 

(I.92) 

.. A~ =º 

donde Ee = (E - -'•>• "'• - ,-<•). /!t.=(.(.-.1.') 
'' 

y 
··<.. JI: ti.. ' 

f,, 
.l·l :~·;. ·.1 

Sustituyen<:Io ef,ltas dltimas en·la ecuaciÓn,para la enérg~il' 
obte~¿itos una cdbica ~~ E, como ~e v~<ensegu¡da 

.,':. 

r-JIª J ( Eª- 3 Eª.t" +~E.e:- .(~) +-·[ (,~".ª) (.C•·..;,)+(a-"ª)(ot .. -.t•)]{t:.9!:tE•+4)+ 

· ~-~··[ta~~~).(~º~:.-;~•l.<•;.t->.~.: <:-4 .. -~·).ª::t:r•,.;·":Jc:&~""') ~-<~::;¿•>e~ .. ::-.t•)~-..~ ... 

,.:.rearregl~nci~ t~rininos y simplific&rido:Ía llegamos• a la. ecuacic5ii 
:. ' ···. .': 

... dé~ead~: 

(II.20) 
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Tomando en consideraci6n que Bose y Yuan en su modelo de imper

fecci6n tienen un atomo A en la orilla y Davison uno del tipo B, 

en la ecuaci6n de valores propios hay que intercambiar ~- por 

.t.• • Si adem4s notamos. que . ,.,,. , .. = 16~ ,:· Jtª• f'ªI'- entonces la 

ecuaci6n dad_a 1>0r.Bó_se -y:Yuan _es id6ntiba -~·.la que obtuvimOií. no

. : &otros üÚÚz~do 'el ~todo .de' las epuacic:mes de diferencia: .;._ 

(ec~aci6n n~~) .• 
.vanios ahora·a obtener las condicione• de existencia para 

los estados localizados.· externos, •ig~iendo.-. .la•· mismas· con•ide-
. . .. 

raciones que en_ loa modelos anteriores encontramos los limites 

en los: cuales aparecen, que son lÓa aiquientes:' · 

y . pu19den ser expraaad&s - en t':i:mino• de la inteqral de Couláob 

,,._ •• -., !.,._¡: 

(J::t;~.21~) . 

(U.2lb) 

Si_• _aúatit:uye el valor de z1 •• encuentra la condici~n para 

que aparezcan loa e•tadoa de superficie por encima de la• do• 

banda• peniitidas de enerc¡la y si suatituimoa el ·valor z2 , la 
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condici6n para que aparezcan por debajo de ~stas. En seguida 

se mostrará que esta condici6n de existencia es igual a la pro-

puesta por Davison, la cual es: 

(l:. 80) 

. . . . . 
. pé:>r .comodidad se hace· ei cambio, de. 1a·., JS · y se sustituyen los 

valores de :i: (ecuaci15n I. 70) ·y a (ecuaci6n :I. 75) quedando üna· 

ecuaci6n .. cuadr4tica en.· ~ : 

so1Úci6n es la·aiguiente: 

Y US&ndo la r~laci«S~ C'.','.·. 



.2 + a l -<• - "'•) 
(E,,a - -<•) 

J'ª > :L [ ' + (..C.•-..(') 1 
(E1,a - -<•) . 
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(:II.22) 

.... . .. . ·~· 
~l'.J.tmite de esta .igualdad es I:L2l encontráda_~p"o~ mecÚo;deÍ mA;;.. 

'~' - . ~.: .,~-

•. , ' t:od¿, cié ·las ecuaciones-de. diferencia •. • 

·Para. obtener la· condición de existencia de los estados ·1.ocaliza

. dos·. internos anal.izamos l.os dos casos en. que se pueden tocar · l.as 

bandas·. internos· y se llega a • la siguiente expresi6n: 
· ... 

-. 
:<-'·~-~·)-:J.(~~-·~ .. ) =-~ . .. (I:I:" .. 23) 

; .~. 
. .. 

: ., :· .. . -

.iái81,u10-.1a.:.Di:itü.;. que par~ 'e_l. :inode10 de ·j,¡n~rfeccil:fu -~·rianéso 1a 

integral de coulomb -'' .. Recordemos que en ese mode1c> DaviÍlon ut.!, 

1is6 una cadena lineal con un &tomo A en la oril.l.a p0r l.o que 

tiene que intercalÍÍbiar- °'" por ""•··para recupe~ar i.:. ~~laci6n 

., ~' ~~-~;L;t.~~e~t!¿""4••e;::e·._P_·xi_:.~;;s•_ ··t.::e·n~c,,i··.;:_P···-·=r(ajt1~0-·_···_: ... _"_._;_~.~.::_:t._._: ••.• _,eª;:º·-:_: •. ·º_:_·_· •· 

· · pro~ne '-la si~uiente . ~J~~i.~i~ri 
~ ·~~ 

l~albadoa . .iilternos, ··~aci6n 

~. (~a -o) <o ( J: .. 85) 

que·simpiificando l.a ll.evamosa: 
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esta desigualdad puede satisfacerse en dos casos: 

Si -
Si .oc .. < .,.(ii - ""' <. -<a 

Si intercambiamo_B ~ por ~. vemos que es la misma condici6n que 

~ri,· el inÓdeló i;ut'l:: ~~~~ la integral _de •Coulomb "'-' en el &tomo .de 

la orilla. Esto quiere deé;":i.r.qúe la exiát~llc:(a de _lól(~~~a~os 
- .-·- ' ..... 

localizados· internos s6lo est4 gobernada por · 1a .variacidn ··de .la 

integral de-Coulomb, comprob~do lo dicho ~ntes con respecto a 

que el cambió en.la integral de resonancia e11- los &tomos de la 

óri.~.la no i?troduce estados. internos en: los .modelos de ilnperhc-· "'-· Xi.: ·.·,- _~: .. : · r - ~ ·; ,,_,, ,., , , .c:/:~·id~ ae' navi_iiOn: 
;.1;; 

~~¿~~:~e; 1~··.· ... ·?· -,, '· - ·f"'-· 
C,·v· 'LaB'COndi.cione~ de. ex±~tEtnCf~ dan ):e&_ultadOS ;,!gUal.~8 en .:~l.·· 

m&ltodo de ._-1a·a~.~:ecuacion8~;;:4eF;diferen9·i~..:..~; ,~; -~1 ~~~~~,._·d~ :~:D~~¡·~~~'.~-:.": 
Con :aose ·y · Yuan no compara~.:Os ·.dado _que ··sus c~rié!icic>ni!~ /d~ :~t,i.~. 
t~ncia no est&n en forma expl!cita o sea en t•rminos de los paz;!,>:. 

··~,:.:;,,,,;_llÍatros del:crist,a_l y.'.de las imperfecciones • 
. -_ -- - ---~~ ... ~ --~ -_-··~:.~'.::·":'-;·:"r;:~, ... >,.~_,,: ·- - •. :.~~{;,-:.·:·: •.• >-.. ·._' - . : . , 

En ~el· c~p!tul~'. J: 'hic,~~ ~o~ar•-- ~.uando ex,p1J•i.uÍÓs . los t:r:a-

bajos q~éi,'i:;esu~~ven e1.;~_,iocéle .. in1t>ei!~cc~dri::+~r-1~<so.-~_ Y. js•,_ ~· 
las dffere~eia; en J:i>••·~esultadÍ:ls en~ntr~doa, ~r IÍUS autorJ~~ 

. '. 
Davison report6 que~~arl :haber.hallta .4 estact.os l.ocaHzadoay 

Base y Yuan hasta 3. En las pa~inas ai:iterio~es se ha .lllOStradÓ' 

que num~ricamente con Daviaon y algébraicamente con Boae y ~~an, 

la ecuación de valores propios para la.energfa encontrada: .por el. 

mdtodo de las ecuaciones de diferencia.es igual a la de ellos. 

Entonces teniendo ecuaciones equivalentes han llegado a·cónclu-
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siones diferentes. Para tratar de aclarar estas discrepancias 

presentamos las gráficasFigs.II.6 y II.7 en las cuales hemos re~ 

nido la información sobre la existencia de los estados localiza-

dos. En ellas se nota que el ndmero posible es O, l, 2 6 3 de

pendiendo del valor de los parámetros. Para Bose y Yuan y para 

nosotros q~e·eri~oritr~~'un'a ecuaci6n .cÚb!ca para la energ!a en 

tl!i:Íriinos d.e los' parsmetrOil; del. criatil1, la ded.ucci6n · c1e1 ndmero 

m&ximo de esta~o~ local¡'zadcis es o~~ia, •pero no 'para Davison ·.que 

trata por separado estados.internos y externos con ecuaciones d.! 

ferentes. Entonces 61 tiene 3 ra!ces posibles para cada .. tipo de 
. . . 

. estado localizado. con .lo cual ille in.traducen soluciones espu.rias, 

O· sea aquel.l~s iloluci,o~es·f~l.sas qon laa :que no .. confirman ifas 
\;~~·~~~'ici~.n~:.-~:.d~i:~ro~te.rzi:;~--·-. --.~ ---~~--~---

; :_~::,~~- ·1" , : ,., ' 

Bemas·' re!iU:elto • est~ .problema Pór los dos: --todos, ' pruaero . ' . ·_ - . . .. -. - ;_ .. ·., -. ' ' __ ::-~: .. __ '--· . - - . -.-. -,_ ~--- .;. :"····,' .. 

. por el de. Davison en donde apá'recen realmente muchos ds nive.; 

les de energ!a, péro el imponer las restricciones de estado lo

calizado· y pedir que cumplan la& co~dicionea de frontera se·dea

cartan Varios .de ell.os qu~do sÓ].k.iCJs que aparecen en l.ai!J gr~·· 
··· ·:· :'1: Jfaa:•'.··¿c;~r~:~~4l~t'e&"Y.··-~~-.soñ·:icij~~fap~ ª· ipi:.en:~ilt:rá~c>~·~·;o~-2~~·:· ,,, 

... 11i-~:egün~o: .. toclo, ~1>~· i~· ecua'~IPJri~ .. de d:ifeZ:•lió:1.a~ B~·~r: .. : .. ··· 

eis.to que cre~a que DÍlviÍ:on, ha dado Ínis conclusiones airi Jilíber 
comprobado que toda& las solucione1i cwaplieran aínbas condic:iones 

de ·frontera. 

vamos a resumir los resultados obtenidos· en esta aecé:i6n 

de la siguiente fqrma. En el modelo de imperfecci6n variando 

.e' y/ propuesto· por Davison pueden existir O~· l.,· 2 d 3 estado.a 
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E 

Fig ~ ·· Ir~ 6 Gr&fica de. la. energfa de 
··localizado&· como funcíCSn de la integral de 
Couiomb':"con uri &tomo·A en la orilla .pára varü>s 
valore·s de. f pos:i,tivos. Caso··-'~ ) -"~, · 
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·-· . .., 

Fi.g. J:Ic. 7 . Gd.f_¡;c:a de J.a. energ~ .® • J.os .estados·· 
J.ocal.i~.s colllD "f~ci.CSn de la integral. .de·. . . 
_COulolllb c:on uri' 11.toaio ·A.· en 1.a· ód.Uá .para var.:los· 
valores de. ~' positi.vos. Caso ·4 < -'• . 

•• f' ~·<r 
t'> r 
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localizados, dependiendo del valor de los parametros que carac

terizan la alteraci6n de ambas energ!as en los átomos de la su-

perficie. Con respecto a las comparaciones hechas con los auto-

res que resolvieron. este problema anteriormente tenemos lo si-

.guiente: 

- La ecuacic5n' de. va.loresº propio,s de<'Dav:i.sori fue compar;_da mim6d.c~ 

mente con la nuestra encci"ntr~dá po~:;~J. mdtod°'~de l~~,~~~ac¡b~es 
de diferencia y para valores arbitrarios de los parantetros da

ios mismos niveles de·energ!a; Con Bose y Yuan la comparaci6n 

fue anal!tica 'dando iguales tanto. la ecuaci6n ¡;>ara la energ!a 

como los resultados. 
- ,._. 

;· Las condiciones de, exiÍltenci¡\ si51o ·ae:_compa_raron ~on Da-

. vison /; -~~.rid~~:en a . Íos mtSlil~s .'rt!t~µi_it;'¡tc!é).J •. ·.. Bose , y Yuan no : las 

,;i'.:':tienen ·expU~:Í:tBIÍl~rite i>ár),o•q~e ric(sE! cé>mpar!l~é:m con ·~iioa~··.• 
El ndme'ro de estados'de superfide·que reporta Davisori 

es incorrecto y el que reportaron Base y Yuan es correcto. 

El :valor.de la integral de cou1~ del: tipo de&tomo que 

e<:µellt:i;a, e~. :J:a ~~iÍJ:~•, .. ·,~· '"•,! .. ea ~ .!!~ Á o · .;.e9 ·si es· uno 

es el Íhdt~ 'p~a la exi&tl!l'ncia ,de lo~ eetadoi lntl!l~no•. - . · .. ' .. , '.."_ . ._ .. _ .. ' .. · . . -

- . . .. . 

zados como funci6n de la: integral de Ci:>uiomb ..... de1 &t~mo .de .la 

orilla, en el punto ~·: ~· aparece e~ estado de ·superficie 

interno y para valores mayores o menores de· -.• (dependiendo si 

"'" < .(• 6 · .,(,. ) ~· . ) siempre existir~. este estado con ener-

g!as que tienden a -'• • En ilmbos casc;>s en el punto ""'• '"'" la 

energ!a vale" ·...(,. · 
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Los niveles de ener9!a en este modelo dependen de qu~ tipo 

de átomo se encuentra en la orilla. Al cambiar un tipo de átomo 

por el otro, los valores de la energ1a en los estados externos 

se alteran l.evemente y su existencia tiene el. mismo comportamie~ 

A:.o;: :pero en los estados internos la diferencia es notable porque 

(:iambia .lá' regi6n de . su existencia. 
,,.··· . · .. ·,: . . · . ,. 

Con r~spectO'a l.a 6.l.tima·c:onclúsidn hecha por Davison en 
, "' 

la sección 2. 3 dei capitulo, I y que' d~jamoa p~ndierite P!lr~ d:i.s

cutir ahora• curemos que al ver las 9,;ú1c;a'~ de' ias fi9J:r~s, ir. 6 , 

y lI ~ 7 queda demostrado que la posici6n de los .n:i, veles ~ec~ri~r-
9ta 'depende tanto,de la variación de la integral de Coulomb co

~ de·la de resonancia, ya que'&i las posiciones en los niveles 

d~;>e~e~g~a d~ ;í.o'if estados internos fueran i.nisensibles a1< variar 

l.,:: tnt~9raldeére~~nancia. co~ proíione~,ris~n;, se,tendrta la 

misma unea para.loa dife:rentea va:lo~es ,de;le~ lasg,;;4f.ica,l!:l."". 

anteriores y 4!sto nc:í ocurre.con lo c:ii~i: céi'll~l~~s:q~fi'l,a,'17~~i!!_ 
ci6n en la integral de resonancia no iritrOduce ·estado~, internos · ,,,, · 

· ,pero, .f!!.i 'nx:idifica su energ1a en el caso de que existan. 

La g~~:fiC:a·;de la eDo~%:9la· de l.os, estados locál.izadoE> intéi 

nos ~l vari;.,Jé ia ~inteqra':t de. c~~iómb:·;;,;•, .. .dio C::Uibia ,de forma ,para 

dUerentes (" pero. ~eta irii~< gr~ficaL~~,'·,, ios ~~~~:dii~;-~t'et~ti~ :, ' 
• t!~·'C ~· • " , 

ademils de cambiar su forma.'<la limites de aparición distintos., . 

, . ' 

3. Modelo de cristal diat6t'nico idnico de Levine y_ Oavi.sori. :, 

3.1 Modelo de superficie que cambia la integral de Cou

lomb "':. en el 4tomo de la orilla. 
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3.1.1 M6todo de soluci6n y problema de valores pro-

píos. 

En el modelo de cristal que propusieron Levine y Davison 

(v6ase secci6n 3 del capitulo I) con el objeto de estudiar los 

cristales i6nicos, la integral de resonancia f alterna su signo 

a le>.· largo de. la red lineal . de átomos como se esquematiza en la 

. ª• 

_:.·;<:-::-.~;. '::-~~·- .··.-~;::·_ 
Fi9d:í~a~- MÓdelo de cristal. .. dia~ico'ic5nic¡; .. 

·. infinito en· la notacic5rí u•ada par el. JllC!tódo 
. •. c!e iaii ecuacioniis de diferencia-. . . . 

Tomando en cuenta esta diferencia, las rel.aciones para 

l.os coeficientes·~e la 'funci~n propia en el cristal. infinito 

· >.;.iSi,:=:Ú;~en .1a 8igui8~t8 : !º~' ·tiiacritos en la' notactcsn util.i'zadá en 
,,, -.. _ ·::' ._.._ ·: ~:·. · .·:-·-.,_-:· .. ,,,...., __ .·5·.~."."···-~·-.:~- ·, ·'.·'-::-.~·-'•._ ... ·., .. ,:,7,,,_~ .-.· _ ·.~:; ..•... ;::.,r~'..: ... 

. . el .~todo _de l.ali :8cuac-io11éil: de~ di_f,erencia 
. -~.-- . 

··5~- -~'1)aa_,; -·f'"!a + f D.a... .0: 
"'<f.•.:,-..')\c.i-iaa + r·º~ .Fó 
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donde ...!>1 y o{x son las .integrales de Coulomb de los átomos met! 

licos (M) y i6nicos (X) respectivamente, d 1 los coeficientes 

del desarrollo de la funci6n propia para los átomos M y b~ los 

coeficientes para los átomos X. 

Usando el m~todo de las ecuaciones de diferencia se puede 

obtener por.medio del método de operadores la soluci6n general 

para las 'ecuaciones de dÜerE)ncia f:inita .acopÚdas :ri~24 <21l • . ~ ' . ' ' ' ' 

····.' Aqu1,u1~uu;~s la soluci6n asociada a los estados locaÍizados' la 

cual vamos a escribir como 

(:II. 25) 

. _., ,·. -

. El.n ·.donde··.• · 

(.:II. 26) 

= ·( E-..4o4 ')(..E ~ .. h,): ,(:n.27) 

r~ 
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Para obtener los estados de superficie en un cristal i6ni

co Levine y Davison proponen el modelo de imperfecci6n que se 

muestra en la Fig.II.9. Este consiste en un cristal unidimensi~ 

nal semi-infinito en el cual se varia la integral de Coulomb en 

el átomo de la orilla, 

X M X M 

· .. 0X3~f 8 f ~-r0 ,• 

.;i.(,. 
.. 

"';. "" 
.. 

.¡,, .. 

a. b.. a. b. a.. 

Fig. II.9 •. M<>del~ de imperfecciCSn que varia, la. 
integral. de coulomb en el &torno ·de la orilla 
para· eatudiar .. los · esta.doa··de .superficie en '.""-
.. ·· · cristales .. iCSnicoa.:· ·· .. 

. . ~ · . .;_· 

,•, ,· : ~ ' . -

ia C:Í:>~di:ci6n de fr()~tera ~e dete:z:mina ·ei probl~ .~~.probiema 
de valorea propios se expresa como sigue: 

·.' -' 

··para que la·. soluciCSn repre•ente adecuadamente el· c~~rtamiento 

d~ ~··tado ioC:au.zado .ie eli~e la parte de ~iiil qu~· ae<hagía con- . 

vergente hacia el interior del cri•tal,. la·e¡U.e llíúnaremoa siem

pre t>1 y la otra parte la eliminamos haciendo· c2 • o. Entonces 

la soluciCSn que se propone para este problema sera la siguiente: 
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(II.29) 

'." .: :; ' - . . ' . ' ' . " . . 

su&tituy_erido ,la aoluci6n en. _la· co~icl~rt de fx:~nt:~f~1~:~.;?~::~~~ci, 
_con el.. valor .de Do _ (usando l:L26 y :u~27), se ~obtiene li< eC::fu:a~ .· · 

.-eidn de villo:í:es propios para la · energla de los eatados de super-

ficie 

(E.<.c,óc )(E-~~(~- 041.) - ,...ltt:..~~)_ "'•o (:tI~30) -
·,~ -· . 

talabU!n - puede escribir ~CllllO 

'·'",.:.para .bacer_.j,~•-"c:c,.p~.ci.onéa con .lo•.··aut:ores c¡11er!llsolvieron eli-

. ·. 'te probl••~_:;.:.~~¡·:: ~~;:i~r el ~~t~ictde l.oiii: ••tllf!~.-4:; .u;.:Í:: 
fi~i~ ~n-·~¡,-~··a~ lc;')lic:'1ero~- .4!~n•-·"L _Daviaon, .pd~.I:~~-:..;- -

· con un lt:oao M en. la .orilla del crist:el c¡11e es lll C:aao que ac:ia-., ... 

bamoiá de plantear y deiiipuds se harl . con WlO del tipo X,. aunqúe 

nosotros vamoa a mostrar al· final que ea W1 's6J.o problema. 

a) Batados de ·superficie con un 4tomo M en la orilla. 

Levine y Davison no.dan en tdrminoa de loa parlhnetros del 

cristal expl~citamente ·su· ecuaci<Sn- de· -valores-. propios,· por lo-- · -- · 
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que mostraremos 1a igua1dad de nuestra expresi6n con 1a de e11os 

que es 1a ecuaci6n r.116 de1 capJ:tu1o anterior: 

y 

L • exp <-ar> 

\.. =· -· .. (. 1 + ., -é")/a . ... ,_ .... 
-, ... ~· 

)'.' ... -

C\" • . ."\ + •:- .~ .: ... 

- ié, ;·::-¿~ .. .: -¿:) -- --
• , ,·1~ ª1. .... ····-

;( = '(.Ceí. ~-> 
1 

,,_·, 

(r.11?) 

: '· ' ' . : ~·.< -

. : :. ''.~~:],o&) 

(U.32) 

Si en 1a._ expresi6n de 1a energ!a se introduce. 1a definicic5n de L~ 

ecuaci6n r.118, se obtiene 1o siguiente 
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Luego, usando las definiciones I.119 se llega a expresar en t~r-

minos de a, y i!- en la forma 

- .. ··.- _· <:.:· . _:·· . : . ·.· .. _ 
,' --.. . ".. ' - ::· :· 

.· . 

Por 11ltimo, usando I. J:06 y II. 32. ·se puede obtener la ecuacic5n. de 

la energf.a para los estados localizados 

- .·.que et1 l~_ ecuacii5n J::t~JO encont;rad11:1u_.arido el. mj!todo _de las ecu~ 

ci.~nes. d~ difetencia •.. Esto d~é~tra que ia ecuácÍ:c5n es l.:a. mfj¡:.. 

ma>de Léviii~ y Davison~. 
Para comparar con Bose Y.Foo. solo se necesita cambiar.de 

notacic5n, es decir "'" por °'"' y -'• por -<'• 1 

> _,. : ' _, ; ···:· ·; 

l.a ~~uacic5n que · obtuvieron ellos por ~dio del. m8t~o 
. - · .. 

la :turicic5n de Green e·cuacic5n 1.1.2& del capf.tul.o anterior.· 

b) Estados de superficie con un Atomo X en la orill.a. 

Ahora la condicic5n de frontera que define el problema es 

la siguiente: 
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(11.33) 

Como las soluciones son las mismas que en el inciso anterior do~ 

de colocamos un átomo M en la orilla, se sustituyen en la condi

ci.:5n de frontera junto con el valor de D1 obtenil!ndose una ecu,!!_ 

.. --éi.:5n cdbica. en la enerq!a que tiene. cc;mo ra!z a .(,. ._ Al reducir 
·,··_,; 

e:sta ecuac+«Sn oi:;tenemoa la eéuaci«Sn' de val:ores _propios en la· f9,!. '.· 
:.: 

ma. si.quiente_ 

(II. 34) 

Esta tambidn.puede aer expr~aada como 

. . ~. -.. · ", +t~~~~-~ ;.{·"~ -<..t."+~).<...~ ~+t]'+l~ .. ~~~~;r-~~ ... ~(::c·z,~-35) 
P:ara comparar con le. exprel!li.:5n que dan Lavine y oavi.aon se pro

- céde en forma:.nai:~a ~l. c:aao,e~_c¡ue aeten!a. un lltomo M en la -

'O.iil.lá~ 'l'oiliüido ·su 'eC'ilaci.Sn'·para ~_la;. ener9!~ · :e ~ 1H· Clel· cap!'tu1o : 

·'··anteriors 

E• .i.:. - ·\.c.;. - 9'.é) exp (- ªf) 

y las definiciones :C.118, :C.ll.9 y :c.106 que se aplican tambidn 

cuando un átomo X estA en la orilla pero· debe ·susti.tuirse il:&M 

por Za~ , que est& definida como: 
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z... = - ( .i..:.. - .;;. ) (II.36) 

·Entonces sustituyendo I.l.18' en la ecuación de la energ!a se tie

...• :ne,,·lo.:siguiente: 
... ···~ . 

l.a cual al. introducir las -definiciones I.l.l.9 se tran•forma en: 

· Pa:ra ei:i.contrar l.a. -~¡;u~ci(5~ de la en~rgb ·sol.o_ fattf{ú_t.i.Ú

Ú~ defllliéiones I.106 y n:.36: 

.. '''··, , est~:. !J!,.~.ll}\!~':1.~~.i~!J: . XX.~ ~~-_en"~t;)~~~~IJ.> PI:)~,• tl(,~~CMS~ de. !~.~-.:~cua~ .. 
: '. cioneá de' d:iferenci.a e igual a_ l.• dad.• por Lávin~ .y oavl¡on. &ose . 

·- ... '"·· '.. .. .,,._., ,· .. ·. '··· ·--·· 
··y_ Poo no resolvieron este casó. 

Bs necesario hacer'notar q11e.l.a ecuaciCSn de val.ores, pro

pios en l.a energ!a: obtenida util.izando el. Dadtodo de l.as ecuaci.2_ 

nea de.diferencia no s6lo es igual a la encontrada por Levine y 

Davison usando un mdtodo heur!stico y a l.a dada por Bose y Foo 

usando el. mdtodo de l.a funci6n de Green, sino tambidn es igual 

a la ecuaci6n de valores propios que se encontr6 para el. modelo 

de imperfecci6n ~·en el cristal de Hoffmann en la secci6n 2.l..2 
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de este capítulo. Entonces la conclusi6n hecha por Levine y Da

vison respecto a que las energías son id~nticas para los crista-

le mezclados ordenados y para los cristales i6nicos en este mod~ 

lo de imperfecci6n est4 probada. 

Asociando las integrales de Coulomb· é• y o(• de .• los crista

les mezclados con «• y ~ '!3e loa criat'a,les i~nicoa. c°-mp~r~se la'.s: 

~C\íaci9nes"Ü.U ~> :u::~l. si. se tiene un &tomci~1Co A ~Íl 1¡,_ C:,i;:illa 

del cristal .Y comp&rese 1as ecuaciones :u .10 y :r:r. 35 s:i. se tiene 

un &tomo X o B en la .oril.l"a: son id.i!!lticas. 

Real.mente ambos caso.s es un solo problema y en la .ecuaci6n 

de valores.'propios· basta intercambiar· .t,. ·.por aitt· para obtener .la 

e~uaci6n correapondient.e • ai hflcho de cambiar el tipo .. de at.omo de 

J·"·1a· -¡j·~Ei~rf·i~ie'~ ,., ·~ 

.Para el anllliai~ d= loa •re;_~ltad;)&, l.~s c0ndici~nes · d~ 
: existencii;·, :el ndméro de est~dos 1~alizados y ¡~s.flinéione~ de 

onda remitimcis al lector a la secci6n 2.1.2 de este capitulo da

do que.·hemos mostrado que. son loa miamos para Ambóa modelos de 

cristal..· ._ . 
. . '" ' .. . : : ._ .. .,;;:;:,~-,.-,,. 

aaápecto a i~il ~~é:ibos aiPerimení.:&1;;& 'ciufl' ;.Qt:iv:aron a Levi-

oa~tso~ ii propi:;ner un .iDOdf110 c!e c:l'iata1 diferente para ex--_-_. . : - . - --. ., ' ,_ , 

pHC:ar el. comportallÍiento ·de l.oa estados . de su~~rf.i;c'~e internos ... · . 

en los cristales i6nicos, cuyas caracterlatiC:as'prinC:ipales son . . - . . .. .. .. . 

que aparecen en . pares y· sc:;;n sim4Stricoa al. centro de · 1a brecha -

prohibida, concluimos que elig.ieron un mode1o de imperfeccidn 

equivocado debido a que llegan a los mismos resultados· que Yª. 

tenlan con ·el cristal. de Hoffmann cuando·se varia 1a integral 
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de Coulomb en el Atomo de la orilla y en ese modelo no aparecen 

nunca dos estados localizados internos. Ver Figs. II.3 y II.4. 

La ecuaci6n de valores propios en la energ1a para el mod~ 

lo de imperfecci6n que var1a la integral de Coulomb en el Atomo 

., • de la 'super.ficie fue obtenida por el· m6todo de. las ecuaciones.·: de 
.. 

di.ferencia: en forma aenCiUa, s:lenaO la iiu.~''que diero~ Le'\l'ÚÍe . 

do de ·la funci6n de Green. Queremoa .. señalar que este m6todo nu.!. 
. . 

vo •orilla de Banda•·u~ado por Davison y Levine es id6ntico al 

matado heur1stico usado antes por Davison··para ,resolver otros 

.~ .. ,- :p~ob.18má·a·, ya.,q~e fue·.i~~atrado<.1•>. ~.~1a ~~¡uci6n ~ ~<22> 
. ~n. el, cd19taJ.. finitO: u;_ada. p0r, Davi.mon .•. af. tomar 4ll~ l~11lit:,~ ·d.~J ,-

_;. ~"'-~·-'... . ..;•,, - . · .. ' .. ' . ,. ,;-~. . ···.· ,.,._ 

criiatal semi..:infini'to as-exactamente igual a1:metodoii:te>
0

Ú ¿;~da. 

re·fl~j~da. Y este lDetodo lior¡iia d¡ Ba~da~""e~ .el miBmD de ·1:> ~ 
onda reflejada. 
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4. Conclusiones 

Al iniciar este cap!tulo nos propusimos aclarar algunas d! 

ferencias en las conclusiones hechas por autores que hab!an re-

suelto l!Ddelos de imperfecci6n iguales y para simplificar la sol~ 

ci6n de éstos problemas introdujimos una.nueva· técnica: el méto-

'. do de las ecuaciones .. de. ·diferencia. ·Col! -este:'método se erié:iontr6 
-·><·· --

.. en, cada modelo de-cristal ia B01Uci6ri general, por·:l6s>'<J'c)~fi'cien-·-·c.;: - ,_• . . -·; . .. . • . ; . '~ , • .. '. .. '• ~ . - . - . . ' .. -" .. .. ' ·- . . -. 

· t.es -def ·desarrollo de '1a funci6n propia· en forma analitica . y .los 

modelos de imperfecciCSn se plantear:on como problemas de valores 

propios. La forma de soluci6n fue mucho 11148 directa y sencilla. 

En el. modelo de cristal .de .Hoffmann s-: resolviCS el.'model:o 

general de·impe~fecciCSnque calllbia'tanto la .i.nh~ral,de-Coul~ 
~c>ilió.i~ dé 'reé~n~ñcia;:~n i_ó~-~n~&''ci~.··~á ~~rit~a .Y ~-;·;i;edl~:~e 
;~:llª'~fi~ucé~ones ~cor:ies¡)onc!ientes ae• 11e96, a ie:;iLcfi~oa-1>árt1C:~i~- • 
res -que son e'i. variar cada. vez. &610 una de las :integ:r:a1es .menci2 

nadas. Hemos probado en todos estos modelos de imperfecciCSn que 

la ecuación de valores propios. para.los estados.localizados y -

BUS ~Ondiciones de Hiatencilt.• .enCÍ~~tradae ÜtilÚani!o~l matodo. 

····f·s:zRt;'t!tt?t:~·~":::r::.:?"di:it:.:~;1,~e:::._ 
. . .. ··-· . 

lo de imperfecciCSn. en que se .vada la inteijr~i de resonanciá l 
y en e1 irioéieió general variando •• y I entre los atomos de la 

superficie, Davison ha inferido conclusiones err6neasen el na

mero de estados localizados, en el primero diciendo que pueden 

existir O, 1 6 2 siendo que nunca hay s6lo 1 y en el segundo.di-
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ciendo que pueden aparecer hasta 4 estados siendo que solo exis-

ten 0,1,2 6 3. Es importante decir que de sus ecuaciones para 

l~ energ!a y sus condiciones de existencia para los estados d~ 

;a'up~rHcie puede: con~iu.i.rse el ntimero _ corr~c_to;-de ~stados. 'l'am

- bi~n_ en -esto~: dos modelos'de imperfecci6n Davison o.mi te un fac-
;.:,: .... 

1c>s coeficie~t~ -c1 tor en y sin Giste no se che can 1&8 condi.cio~ 

nea de frontera, pero igual que para el ntimero de estados, puede 

·&er obtenido de su mismo c&lculo. Se-presentan'.para _todos los 

modelos de impe-rfeccitSn - las gr:lficas de la energ!a como funcic5n 

_ de la integral _de Coulomb o resonancia _en los Atamos d~ la Óri.,- -

>,,:_.;,;Ha_ y los , l~it_es. anaÚt:i'.cos ·de l<l ªPll:l'.,i,~ic5~ de- ios. est~dos _. lo-

, ellos para explicar e:Í COI:lport:amiento d_e los· estados localfzádos 

internos en cristales i«Snicos, ae resolvi«5 el modelo de imperfe,: 

c;c5n variando-la: integrai de coulolnb en el &tomo_ de la superfi

.:;,;_~--cie y._ae._obtuvo la mii8ma écuaci«Sn:de-vaiorea propios en la ener.., - '·: .. - ·. ._-_ . ' ' ·• '. -. :---, . ~ .. . '-·.- '. ' ··.: . . .... '···':'' ',_. -: .· .. , .•.•.... ~ ". - ,· .. '-.. ' ... ~"-·"''"'·~. •'" 

-- •--- ~b qu~ · tiiibt~ dado anteriormente -otro~ -autoréa. - Se probc5 tam-

~i.s: ~ue e~ta ~c~~~ic5n ;~_ ¡~al a ~a ~~- --~~--· e~~~n6:c5 ai,' ~ea~i~. 
ver el miísmo moclelo de .i."ll¡ierfeccic5n en.•·ei criatal de Hoffmami •. 

'Esto quiere· decir que-· loa -resul tadoa obtenidos con respecto al 

nGmero de estados localizados, las condiciones de existencia y 

las funciones de onda son 1guales en ambos mOdelos de cristal. 

La intencic5n que originc5 que Levine y Davison propusieran un 

nuevo l:\Odelo de cristal, o sea, el explicar la existencia de 

los" estados internos en los cristaies"' Ülnicos queda pendiente 

-- 'todav!a~--
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Capitulo I.I.I. 

Estudio sobre el efecto de la superficie en los niveles de erier-. . 

·. ~' .. ':.9ta y .las. funciones' propias de los electrones en un nuevo modelo 

'·.' "ae, crist~l diat6mic~,> usando .él··. in~i~o:. cie .. la&;;écuaciories d.e dife'-. 
. .. . '. :;·. ~ .·~, 

rencia. 

1. introduccic5n · 

. 2. Modelo de icristál diat«Smico de Andrade. 
. . 

2.1 Descripcic5n.de1 modelo de criatál perfecto 

. SQlu~~~n ;9eileral para'· el ciristal P.e:tf.~.cto •. 

. 2. 3 ereve 4iacuiiit5n. del ·espectro .. dé··· energb y 
• ' ·~ ': • • • :- • < - • ' , • - , ' ., .. 

propias de l.os estados. de ,.vo1Úlllel1 •. 

2:3.1. Espectro de ener91a 

2.3.2· Funciones·propias. 

3•···:.NÓdelo,,4e .. auperUei• variando liiillu1tane•nte .e: y. {'; . 
·.,· '·<:~:3 ·~l.. JÍa~ociO: ~ .. :~:iuc~~~ '~':;;~~~~:·~~· ;.~lores · pro~i'ci~ · · · 

3. 2 Modeid 4e superficie qliti\::a!abia l.a integral d~ · 
. ·. . ' .. 

Co~lomb -6.'.en el &to.O de la orilla. 

3.3 Modelo de superficie que varia la integral de reso

nancia . ,.; • 

3.4 Modelo de superficie variando simult&neamente ~: y 

r• . 
4. Conclusiones 



99 

1. Introducci6n. 

La formaci6n de estructuras en las capas adsorbidas de 

las superficies cristalinas ha motivado un gran interés por es

. tudlai e1 proce•ci·;de adso~ci6n ~ - Di.ferent~~ íécnicas experimen

. ia1~9Íh> se h~ ut:tlizado· para_,medir ent~~ otras co~as las 

energ1as de loa electrÓnes y'lalll.densidadesde·estad6a<24>. Te~ 
ricaménte t25> ··ta atenci.6n actual estA centrada en hacer cAlc\l- :· 

. -
los realistas, por ejempló, B adsorbi_do _en Si (lll) y O sobre 

Ni. .(lOO) usando_ los. m6todos c!e .Campo Au~oconsi.stente <26>,, Ama"'" 

.rre Fue~te Semi._emptrico, ~inaci6n Li.nealde Orbital.es 

"~~fÚ~~Tin.;c27>, ~~ci~ Sin ~argo desde hace ya varios años se 

· ~.:int;roduc:s.cl_ó•_•~•-io11 ti>·•.•-~~-- aenciü~. que ª~ªº·:~·ciar;_ una 
re~pueata al ;menos cualitat:lva al probl- de laa é~pail ad~orbF 
das, ya que est~ problema eil ·.a~icientemente co.Pi.icádo. Dentro 

de este esquema en el. capttul.o % hicimos un resumen de al.gunos 

4e41tstosmodelosy_en el.capitulo u una revi.ai6n de loa cUcu-

. ::·¡~;-'4;1~~ -.~~.:-·"i;(1's·~1os. 4e_cr:latal '-,uát&U.~ utu:i.:sados 
. ' ' " - ~- - :"'.·"-~''.>,o~·' 

"'.•i~~ron ·e.1 dé·-llO~,flliúm 7 ,~--cS!f~t.!v:ln~ y l)ilv1~~-~~-~~--;&ilt'ilnfe ·all~ .. 

sei\alamos que_ al aer ~o~s~ldoa. ~~t~o -~~ l.a '-.:p~cuc:l~c:l6n ~d-- . 
; •, • }>., ;'."'.'- '" ' ••''e". •,' >' 

amarre fuerte ene el m&tOcsO .LCAO, elÍtoe .0delos no aon cone:l.llJ-
- '·. .. ' ·,, . . . 

tentea con la milllla aprox:llaaci6n, pueato que no consideran -di~e-

rentea las :integra.lea de resonancia en cada uno de loe !tomos. 

El.hecho·de"tener :lntegralea ~resonancia diferentes para ciada 

uno de loa dos t:lpoa de Stomoa nos permtte introducir un nuevo 

modelo de cristal, ~n el cual se modJ.f:lcan .los resultados que 
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se tengan al introducir otros modelos de imperfecci6n en este 

sistema. Este modelo de cristal fue muy brevemente usado para 

r.esolver el. problema de la superficie con un .modelo de imperfec-

. _diC5n muy ~i.Jnpfé< 281 y despu6a utilizado para resolver el problema 

. · • d~. ia dob~_; ÓÍl:P~ adsorbida Ú?l <:lºn ayuda del m6tód0 de las. e~ü·a.;. 
ctones áe diferencia, mencionado en 'ei cap.ttulo anterior~ · 81. _ . 

problema d~ ia doble capa presentado en este nuevo modelo de -

cristal inéorpor6, debido a que el modelo.de imperfecci6n tiene 

muchos parametros. dificultades para su anllisis ya que e1éaJ.c~ 

lÓ e~ es~e caso es bastante colllpÜcado~ Sin elÍlbargo, debe man-

e .. /cionarse:·q¡¡~ se obtuvo la soluci6~ analtt:l.ca; d~l :problema porqu~ 
. se calcu16 Úl ecuac:i&~ pará. la· .. ener9'ta, de ··:los ··eatad~a· de .super-• 

Ucie en t6rmi~6. de_ iC>~ parim~tr~~ d~l sistenáa:·que .re~ul.~6"8er 
Tamb:f.b l~s ~~eU.cierites d~:L d~~ •· un polinoaio de s6pt:lnio grado • 

. aarrol.lo de. la funci6n propia fueron calculados pero no se obtu-

-···: · '~vi.9ron·:c:anc:luaionea ··sobre .•l nOmarq total. de ea~adoa de sup~f.1-

····~+• "::" .. ~¡¡lZ~~:t:::.::2T.;~~·~~:;;.::.: 

f .. ··• 

fecci6n ... sencil.lo• y ~~co ~e ~ta anali:~ad()' ;el p~obl~· •· 

del cristal per.fecto .se hicieron ambo• trába::Íos posteriorméntEI·. 

·un.estudio sobre loa niveles electr6n~cos de energta y la'forma 

de sus funÓiones. propia• en el cristal perfecto fue realizado y 

se presentara en la siguiente sécci6n 2.3. Tambi~n el problema 

de la deformaci6n y perturbaci6n en la superficie fue resuelto 

en este ·modelo de cristal (lB). y ser& presentado en la secci6n 3. 
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Este 6ltimo puede ser visto adem4s como un problema de 4tomo 

adsorbido. 

En el capttulo I mencionamos que Levine y Davison habtan 

propuesto un nuevo modelo de cristal para expl:lcar la existencia 
·, ,, 

· de ··J.os estados internos en cristales i.6nicos o parcialmente i6n!_ 

coa 'c~ E!l. N.it-Cl, CdS y GaAa. D:i:jinios que ~l cortar un cr:Lstal. 

de este tJ.po la auperfi.cie. prlctica111ente :n() sufr.~ . r~construcai6n. 
-~ - • - ,,, --- -:· < • ' ,'' 

de manera que. un modelo. sencillo de cristal. debiera ·ser razona• 

ble para. explicar estos ai•t-s.. D1.·ji.moa tambi6n que los esta:

doa de' superfic.:.le apár41!cen por parea de aéuerdo al experimento, 

l 29>uno Í>or debajo .de· i.a' banda. de conducci6n y otro por encima 

;. ·<·éi~ ia banda: de: .vaJ.encia dentro de ia brecha prohibida y con 

· "energtaa,-íauy cércana~,,~~. l.as que tienen 1as ·o:d.iJ.aá internas de 

1.as bandas iui~~B ~~e:·io~adas. Si~ fJlDbSr'JO ~l resultado obt~~ido 
por Lev:l.ne y. Dav:l.son (ll), Boae y P~ (Úl· () ~l que:.o~~uvi.oa ·no-. 

sotroa en la sece:l.6n 3 del cap1tul.o :u:, no e~lic~ ia: exilltencla 

. :· •:;:." ele l.os :eátá4o• internos en l.a f0%ma como aparecen en l.os experi-

'<.'~!:~"~toS'' ~iif··ciZ::1:lltaleÍt .i~~~~·· ••··el prop6~ito ele ••te capitulo. 

· · · usar •1 ·.iod·~º ae; Fi~.,,~•1 de -~~·(i··<~==~·.1.· .... : .. ·.····lllDdco·n~ !1 .... ~1 .... ·.~0• ·b·j·illper.·:-.. ··;.~ec ... ·.·e···.-x .. :-· ... 
ct&n para''&tomo aclsor_btdC> aenC::ionadO -·- .... ..... . ... 

plicar los resultados exper:llllentalea en ~r:&.~~l~~ ¡6ra'tco•'~ Pa• 

ra el1o presentaremos la •olucf.6n general·: d;l cr:l•tal perfec:t.o -

e:l.9uiendo el ~todo de operadores y despua•·moatraremo• el anl-

lis:ls del problema del ltomo adsorbi.elo CCllllO un probleJll& de va--

lores propios. La d:lacuai6n respecto a l.os resultados obteni-

dos en· este mod~lo ... 111era di.ferente y 111&8 general que .1a_ que se 
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present6 antes(lO). Al final haremos una breve discusi6n de la 

posibilidad de comparar los resultados obtenidos en este nuevo 

modelo con los experimentales antes mencionados. 

2. Modelo de cristal diat6mico de Andrade. 

2.1 Descripci6n del modal.o dé cristal '.perfecto • 

.. , '.' 

Este modelo· de cristal 'consiste en 'una, c_adena linéai: :,1i\-

finita como el descrito en el capitulo X p~r aci~fmánn con dos 

clases' de. &tomos , A y B, aon integrales · de Coulomb .e,. y -la e 1!!, 

tegrales de reaonanc.1.a f• y f" como puede .verse, en la F1g. -

xxx.1 
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A B A B A B 

o e o o 
"• -'• ""' "'• .i,. ,. t,. r. ,, .. f'· 

ªJ.-1 'o.t-• ª• b,i. a.a., 

· Fig • u::i: .1.. Modelo ·de cristal diat6mico 
· ·· :infinito ·propuesto: por Andrade · · 

-'• 

r'· 
........ 
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Dentro de la aproximaci6n de un solo electr6n, en un cristal in~ 

finito, las energías E del electr6n y las funciones de onda ~ 

estln dadas por·. las sóluciones de · 1a ecuaci6n de Schroedinger. 

La ecuaci6n de-onda.correspondiente al movimiento de-un eiectr6n 
. ~ .· : . , 

.. en· cad_a !tomo·.!\ :IS .. s: ~s: 

::.'.u,. (~) _V"'r> .. · .. -~ [ .E'! ] . .¡._ 
.. 

·o + ~ 
~ (:i:::i:i:~ l) 

V .. 9'. -t- ...... 
JI,& [ E! -v. <r:) J ;.. . o 

,,. .. 'd~nd; ·.··a··;· E! :\á'oñ iaii energ!ai deJ:"·'e],ect::~6n'·e!l. éi : estado base .. 

;para.::1~. at<>S>íl A· y a; .. ;.,•.e._:*•• . ia · · di&tanc_ia éiei éie~t~n al . :l

~8i1110 _atoino co~aicÍe~ado, o sea P.."·· • 'r - ..... , y r es 

el vector de posici6n de un.electr6n movi6ndose en el campo del. 

* Debido a que hay dos !tomos, uno A y otro B, para cada !ndice · 
.L, se escribir& expl!citamente · 11'"• a la distancia del elec-
tr6n al J,.,6siJ!lo Atomo A 6 .9._, 'ratÚI>i6ri se usa la nótadi6n J.(1'4)· 6 l (s) 
para señalar a qui!! ltomo·:nos referimcis. 
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:itomo aisl.ado .1.,.p son l.as fu~ciones propias de un sol.o el.ectr6n, 

l.l.amadas orbital.es, que denotan l.a sol.uci6n correspondiente a un 

estadc S de energ~a E0 • 

Considerando al. el.ectr6n dentro del. cristal, l.a ecuaci6n de 

S~hoedinger debe ,escribir.se conio sigue 

(:C:U.2).• 

En el.. m6todo MO-LCAO se construye a 

l.ineal deorbitales-át6micos- A y B: 

'i (r) como una combinaci6n 

, . : 

·-Ycrl 

- -

f q, +.c.;•\·+ f ~ +..>(.'.,_:> -- ~ -- ~ 

-;~--

:y luego se introduce en la ecuaci6n de Schoedinger ;del cristal. 

·•··-~ __ , "··'"'"··-:_:"" _,_,,. _ _.,, .• ~.,. ~ .•. ;¡,,· 

:v~T!~!-<~)+-~ba-~,<P!)].- +·:\W'[E.;;x\~l[~Q¡''t1~t~+.,<r;f] 
··.· . .,-·. . , -•:::-"" 

Para escribir esta ecuaci6n tomando en·cuenta las funciónéa.dé_ 

onda del electr6n en cada &tomo, utilizamos la ecuaci6n :c:c:c.l: 
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í { 0, [ t E-~:) + (U•<f(')-'V<i')l +.. (Í\ +~[((.-~ H- lU. lr:)-'1<0) }4a lf:) }=• 
(l::J:l:.4) 

~u1~ii?1~~~Ji~ó por · +•<r,;J, :Í.nt~q~ahci~ sobre .toao ;1 es~~ci~ .y -

clllllbiando a notaci6n matricial, queda: 

+\~[ (~~)-~ +tfa\t~•.lP.:)> ··+ <+,<f'~) t_v •. \p:->-'1.~1t')l +.;~:f~>;>.]}" e>•· 
· · ·· · \. cx:n:-.:s> 

Los· elementos de matriz de la ecuaci6n :n:x. 5 tienen su interpr!_ 

~ · :t&C~6n_. __ f_l•i~a __ qu~-- -~-· ~~r~: preVi.ainente _a a,~ -~efln1c16n. 
• ,,., ' '.-~2'."I<Ó1J' e1811enf.o•';de·-~~;i~'.Jd~ .1a:~~rm..:·~.~;\·,~::~---~°--f!.~~~·-,f~. 

•tegrale~ 4;¡ tra•l~pe y no• prol»orcibn~ un~·-dida>del grado de 
. .. · . .';¡" .... " • .. • ... _, ,,. . -·I ... · ._· '.., - . •~•~,- •.. ·.. ·.-·,,;:>'", ., ' ,' ' ".' ; , ... ¡:,., - . ' - .. -. _, -·.'· .. > 

··. nCi"".O~~Ogonalidad de Íail·~~Ci~nea~ Si: .s·e deseara hacer un cSlcu-

.. lo ·~19;:m,.o en eate probl~, · ·t.endrta que ·tomarae · fund~onea ·de 

wannier que constituyen un conjunto completo ortonormal • .Aqut 

por s:implicidad suponemos. que lo• orbitales at6micos 1 de· &to-

mos adyacentes se traslapan •_a&lo suavemente", ast que. las co-
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rrespondientes integrales de traslape son muy pequeñas y los or

bitales at6micos aproximadamente ortogonales. 

Por lo tanto, definimos: 

={ 

si· ... ,. l<~'I 

•' ,. of~~ª' casos-

iai .,. • Le.•') 

• otros casos 

. . 

<::n::i:.n 

·Los ~l~rit~~ de niatriz rest~nteé 'pue~eii··~~r .dé clo~··tÍ.pos y am-,, 

bos se definen con ~nteracciones s61o a primeros vec~nos: 

.... 1t•'> 

- 11-
{ 

.... J. t .. "I 

.... .1•• (A) 

{U:t.9) 
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Uno de ell.os es cuando < .p, 1 H \ ;.. ) = -<;. ll.amadas integra- -

les de Coulomb y nos dan la interacci6n entre un electr6n en un 

orbital del átomo A y los nGcleos de los átomos B vecinos (o 

vice~ersa) • 

El.. segundo tipo e_s < qo;. 1 t\ \ 'Íl.>) ,, f• llamadas in te-

• 9riiea de i;.~s~nanc-ia y describen l.a .interacci6n ci~ io~. ~rbi~ 
tal.es at6miccís de d¡ferentes pares :de Stomós eri el.cristal. 

En una mol6cu1a · diat6mica se habla -de un "fen6meno" de .resonan

Ci:él • diciendo que el electr6n resuena entre e1 orbital Ul. a:i.:..

tuado sobre el n11c1eo A y e1 orbital -f& situado sobre el ndcleo 

B~-

' ~htro Clct un • ~~Ístal ,- ~l elect~n • sit\iado sobre el n11cleo -de un 

lt~ ~ ~~ci¡~, ent:ri' s~ ?%'.bi~al ;~ l.otJ j~bttal~s de_ ioa· -¡~<)Diga B _ 

vecinos. 

Entonces ~uede considerarse la integral de resonancia c0mo.é1 

calllbio de energía resultante del intercambio de posiciones.del 

•--· el.eot:~&n ••• 
',. ! -,~~»~ '<',._~~···.:~L·~-,;.., 

'Én la,_11.teratura ·:a1('usa tn.s:istint~te 'ei t:6Z1ni.no intercambio o 

'r~~c!;ti,~~1¡ ~•unque ~hay éiue·,iie>t~ ;q~éc¡~ ¡~~:;ia1 de ·1~ie~~~io · · -· 

., ~ .. fíaplic~ doa ~unciones que difiere~ entre'. st ~n. el inte~c...í;:l~ de 

dos e1ectrones y uila i.Dtegral ·-4• resonancia implica s.510 -~- ele:_ 

tr6n y dos funciones que difieren ~ntre s! _en la situaciisn_ eilpa• 

cial de este electr6n. 

Antes de continuar con e1 desarrollo del problema quere

mos enfatizar lo siguiente: 

- ·-~~-~~n· como·ia·auma de 1os potenciales de todos· los 
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!tomos que componen al cristal y el potencial de un electr6n mo

viéndose en el campo de un !tomo A es diferente a1 que tiene en 

un !tomo B, esto .nos conduce al hecho de que f,. ,¡. fe (ver ecua-

.cienes J::ÍJ:.8 y J:XJ:.9. Claramente.lo podemcis observar al escribir 

. otra .vez los • eiementos de. llllltriz expl.1citamente:. 

(X:U:~lO) 

sn·:ias ~~uac::ion~;·.iix.io. vemos qu~ ,d~b,i.ao a ~os dtfere~tes ~te~; 
c1a1e.s ·e:;;~ ~ri~:l.·~11~. llntés. ¡,il~o talnbi6n a •10~ · distillt~sX<?rl:;i-' . 

' ·;:. ' •. , táil!ia at6rdcoli: estos. ~1ementos ·.de matriz aex-'an d1.fóren~es y deb!,· 

remos tomarlos as1 para.ser cQJlsistentes ·con la aproximaci6n. de 

amarre fuerte • 

. ·. Regresando. a. la ecuaci6n .:i:x:i: .• S. y .considerando lo anterior: 

. ·; ,. -
,-, "' ' - '• . ~, - . " ,. - , -, ~ .,,, -- , ' -~ ~~.,;'..;. ~ . ..: . \ ·'- ·-··> ".' . ,~.-~~~:·~~·~ 

. ·,"'?...,;· {:_< ,+ Cfl,.\ l V<fl~"- <1°)1 s'I. <ta"». GJ:.: + (E -"d.) < ~(ILO)I +,.' (f~)) ~.1.-
.. 

Haciendo la suma sobre ..L, tenemos: 



109 

-<:_:; <r ... )\!<~'-·~ ... <r:·'> ~ fl .. (\>t\> ~ + <.~:..~' <..+<t .. \.\ f .. 5p;)">,:~ ... .:. 
·- -.- ·~·. : ~ -~- ,._~.. - .- .. .-~:·-": : - . 

~ <. + (t\..)\.V(:.) - u.·¡~)\ «til t!') > 'cíl + (E~~-)(. •<~Y\ +.:e-,:)) ~.;; ~· 

•.,,._,,,·~~'"".'<,'!•' "•,.-,._.'·! -;-.'-'->",•.•'"';'r·~~•''"''•• • .. ~-< +l.-)ív(~, "'"u~~<r:..i(+i<f\:,-))~;:._- +lit~ ~i'; <•<r~' • 4>.i1!I§'IO.Z''~· :··· 
' . _._ . - . ' •, . ..· ... , .. ·.- ' -· - ,..· ·.. ·.--, ,., --

,- ...!.:. 

:o U:í:t.11) 

Ahora para ""' • ..le."), debido a que s6l.o se toma interacci6n a 

primeros vecinos, se reduce a: 
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Usando las ecuac.iones III.6, rrr.7, III.8 y·rrr.9, se obt.iene la 

siguiente relaci6n·: 

ürr.12> 

' -. . . '· ·. -·, . : --· . '. . . . . .~ 

< ~,;~ará .L .t¡.~ , . sig~.iendo ·e1 .in1~nio razdnam.it!nto· y' usandº ias in.is:--. 
:_:,:~~l-~;-_~...... ' .. >. . ·, . '· . ·' - .. ·, ·.: '. .· . ,· . :•;;: 

'mas def.inic.iones, se obtiene 1:a segw\da're1aéi6~: · 

. . . . . . 
. . . . 

- <.+<J?:)I Ve•) - º" ( f1~,) .1 4.. (p: •• )) a .. ,+ .<~-d)<. •<r:..,1~ .. <p .. ~))q..,= 

(U:::C .13) 
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La pareja de ecuaciones III.12 y lII.13 forman el nuevo sistema 

de ecuaciones de diferencia para 1os coeficientes de1 desarro11o 

de 1a funci6n propia en este mode1o de cristal. Si comparamos 

con 1as ecuaciones I.6 de1 cap1tu1o I. para e1 mode1o de crista1 

de Hoffnlann o 1as I.103 y I •. l.04 para el mode1o de crist.a1 de 

. ,·. r.e'~1.ne. y .óavisoii: notamos ~1gunas diferencias que V'olveremos a . 
. - ,. • . . t - • ' ·; . . - . ::.. . ~- .: -·, • . •• . ·~ ' 

menóionar~'. En ac¡tiell.os modal.os d.e crista1. no aparec¡¡i.:-l.a~ ener,... 

g.1as .de los estados base de los Atomos A y B. Esto rio dá un e~ 

bio esencia1, pero f!aicamente es.mlis.con,,;eniente incorpcirar es-
. . . .. 

tas enérg!as púes to que estamo.19 estudiii!Jl:dO estados ligados. Por 

l.o que se refiere al hecho de considerar una integra1tde reso

nancia para cada Stomo, l.a_ -ciiferencia es el.ara y ea,to se observa 
... ·-·' , . ·~·-·~-,~~"- -. 

erí fil forllla de las ~ciüáciones~. ' 
. ·, ··, 
,'¡_:_ .• 

2.2 ·soÜ1c.J..6n g~nera'i para el. cristal. perfe~to. 

Para resol.ver 1a pareja de ecuaciones del cristal perfe~ 

to .vamos a. util.izar· l.as sol.uciones obtenidas por e1 m6~odo .de 

•. oJ?U.ado~~~- ~!). \ln .. aJ:~1~1,1l.(), i;~~,i~nte .~3~) ~ .... J"~ll.;.e_l "-~~i~~~.~--i~~~~~:. ·• 

, , " .. , • __ ~é>, :~~ ~oiü~i6~ cjenerai iá. ~~s é~Órj.'J:>ú ·como .,,. ··· ·· 

(ÍII~l4) 

b..t= -A 
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en donde 9 estA determinado por la ecuaci6n para la energía -

del cristal perfecto que es 

un .1s> 

las conatantes A y B en la ecuaci6n zzz.14 quedan determinada• 

J?Or ·laa condiciones a la fronter.a· del problema •. A la soluc1:6n. &!!, . - ~-

terior cUan.do·•se incorpora en· la funci6n propia se le conoce co-. - . . .. ~ ' .. :-~· 

y 

de Bloch •. 

de 1Íoluci6ri. que .viínÍO• a uiu:i.sar ea ·~~. qu11i','!~t~ :~> .. ' .·· 
a: . iÓil e.t~do~. localiza~~ e y 'la P<>demo• escribir como: 

. ·. ~; ~ 'j. 

= - (o. + 1) 
·. ·s.-·~ ..... ó(a 

... ,,.. 

t>i,a. • (X-A) + ·JCK-a)ª,,,-f 
& 

X • l E- e:+°"')(E-1l! +.ta) 

t'· r· 

(J:U.16) 

(UJ:.17) 

(UJ:.18) 
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En la ecuaci6n III.16 o 1 y o 2 son reales y cumplen que o 1o 2=l. 

2.3 Breve discusi6n del espectro de ener91a y funciones 

propias de los estados de volumen. 

2.3.l Espectro.de ener9ta. 

ne de la ecuaci6n III.15 ·se muestra en.la Fi9.:i::u:.2. Este ••

pe.;tro es muy p~recido ai 'Obtenido por HoUiilann. F~9. I.lb del 

éap1tulo z. la d.Üer~~cia _radica Gnic-nte en el hecho de que 

nosotros incorporamos lil energt~ de. los estados base de los ... ato• 

Adeds. 'cié.me las integrales de coulomb· y de-· relÍo~áhéilll f~e-
,: ~ , ' ~ :.-.· .,.,, '•1- •'. -.- •• " ··-·• • u«•• •.•• • • • ~ ' - •• ·.-- • •• , , ' •' • ' ., • ,. • •e'• 

dos sé~4n' est:tictamente.CiÚere~te'e a~que cuaú:.ta:ú.V.üent~ ~º~ 
iquales. 

Ftg.IIJ:.2 Nivel•• de energta de los 
estados de volumen como funci6n del 
Angulo e para.un cristal diat6mico 
infinito con l" <l'a • 
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La construcci6n del espectro de energ1a se hace al analizar el 

hecho de que o 1 • 2 pueden ser reales o oompl.ejas. Si o 1 •2 son 

complejas la_ soluci6n :r:n.16 representa una onda de Bloch y los 

-nivele• dé energ1a .de los estados correspondientes se localizan 

_.;,::::;:~\séíitrc>''de l:aa-:bandaa pe:rmi.tidas de ~érgf.a dando'. los. ~stado~ de 
' " ,~. .. . .. . . :.:.. . . :·:~;'-'>' ' ·- ·- . - ' -. ·. - - -.. . ·: ' : " .. _ .. o.- ..• :-, . - ·• ' : 

'• volOme~. Si Dl,,;2 aon reales e~tol\(:,,~:lc)ai~n:lveles de energt:a e~-"-. 

tan·en _la• brechas prohibidas y ,rep~esentai\ ~.t~dos 1ocaliz~dos. 
Consideremos o 1 real.. esto implica que tx-2 > 2 · >- 4. Como ae -

trata :de' ~a desigualdad cuadr&tica se estudiaran sus doa casos 

·-··al ·x-:2) 2-_ 6 .J.C.'.;.~) o 

el vaior ;dlt ~X de la eéuacilSÍf xX:t~ i~~ . 
-.. ::<.~. :>~'"-" 

,· .. ,-·,. 

( ~ -~ ~ -)(~-~"'-'•) - ,, >o 
15 .. ('. 

Para ''láhreviar, deHn~• · 
~" .. - ~~ +· """ 

. (X:U .19) 

ún.20> 
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Esta ecuaci6n es la rrr. l.5 para e• o y sus dos soluciones E1 , 

E2 son las orillas externas de las bandas permitidas de enerq!a. 

Si qraficamos f. lE) tenemos una parSbola (ver Fiq.rrr.3). Para 

que se cumpla ~ .. <E)) o , los valores de la enerq!a tienen que 

estar por fuera de est~ par:1bol.a o sea que E.') E1 ,;. .E <Ea• 

estados loc.al1.zados son .. l.os estado.a externos. 

Estos 

_;·,.:....,;· ·-,.:¡ 
. ". -~ 

Fig ~ rn:. 3 Gr!f1.caa de. las func1.onea de l.a energ!a 
que nos dan las cond1.c1.ones de ex1.stenc1.a 
· de loa estados local1.zadoa 
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b) .X-.:¿ < -.2. X <. o 

( E + 6..,) ( E+ .fe) ( o 

Para que ~ .. <. "-) <.o •• ·ne~e•:l.ta• que . lo• 1.valoré• de la, •enérgia 

e•th por dentro de ••ta padbola o ilea que·. E)-S• y E<.--:.f•. 

cómó -fa y ..;'°• c~rre•ponden a la• orilla• interna• de la• banda• 

plltZll:l.t:l.da• de,energia, entonce• los valore• de la.energiia;eata- . 

.... ,'.;~.- ;n .. •1a.· bt.ic)lá7 ;roh:l.b:l.da y'>.ion·:loa•tj~tadóa . lC)cal.i~aaos -:1.ni;~; •.. 
• .. i;~~.}.. P~;-~ ~~~nar 'ri;¡e~t~a ~i~c~•:l.~n ilobr~'j1'i" ~~~~j, :ese~ en~~~· ... 

~gia:·,u~m!IO··~~~ de la ec~ac:l.tS~ l:ll.15. encontrada para la e~ergia 
en el nuevo modelo· de cr:l.•t,al, ·puede recuperar•• la dada por 

Boffunn ·:t Dav:l.aon Cécs. l.l y l.11 Clel capitulo :U al hacer las . '• - ,. ·: .· ' --

·······:.~~.~:1.-.• ~r:qu:. ~c.i:.: .. ··.c"e;'l·~· •. ·:l•·~--r·:· ... :. ·=.·.E";:;~~~-~~.~t,::;.,~-.:t:é . 
_ .. _ .. . - u criaÚi diat~.~;;~-Bof~ ea;.im .caeo 

pllz'Ucular clelpropueato por~driac!e~',. 

2.3.2 l'linc:l.on•• prop:l.a• 

M:l.entra• que •1-eaquema de n:l.vel•• de energf.a en lo• &to

mo• y mol.Acula• da :l.nformac:l.6n acerca de las propiedadee 6pt:l.ca• 

de é•toe yen el ca•o de un cr:l.•tilrt~:l.An puede dar :l.nform:.c:1.6n 
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acerca de l.as propiedades el6ctricas, l.a densidad de probabilidad 

nos permite deducir concl.usiones concernientes a la distribuci6n 

del.a densidad de el.ectrones en eatos.sistemas. Este efecto.es

ta asociado cor¡ el significado fiaico·de l.a ~uncJ.6n d~ onda, ad 

Uamada debido a que l.a ~uric:1.6n propia 'P : de l.a. ~uac;t6n ~e 

. Slc~o~.inger . repreaenta• de':·ai!:Ít'n mc>di>. ·ei. collpé>rtaaientq .de '.orid.as. 
Aunque IJ' sea una funci6n c;,mpl.ej~, i'PIª= 'l'•f es una can-

. . . 

tidad·. real. y ae l.e puede· asociar entonce• un aignificado f!a:lco. 

Supongamoa una gr&fica de \'P\a; contra x, representando una par

ticul.a con dependencia de x (ver F:lg.III.4) • Como vemos / 'l>c .. )l.:a. 

. ~,ierie • 11Jl'· V1tl.or .· . .bi.mO •. en X-X0 , un. Va,l.ór. dacré.C:lente .. paray'l!'al.o;rea 
- • ·• "·· ''- ·. ». ·;; ·'- •• ·~ •••• 

. de'x.ira&y(>"ª'º iiaenoz-ll•'que'>eo• unval.or pequli.~o párá vaiói:esniuy 
·· : l.tt:Í~•· de x 0 • .Col.o la l.ocaiJ.aac:llSn .de ia parttC::Uia>est• .~;.•~r! 

,' ,• . /. . ' .. 

ta en.tllrJiá:lnoa de 

del. eapac:lodonde 

'fl(.,,) , n~aot:roa auponemoa qU:e en ~egiorie. 

l 'V('x) 1 ª::;:: o , hay auy poca probab:l.1:1.dad de en-

cont:rar a. l.a parttcula en unil·ll8d:l4a.exper1menta1, mientras en 

J:e9:lon•• •&ü.·. espacio do~ . · 1 'P ¿11, \ª)o lüay ~ probab:ll:ld&d Un ita 

-. ::ir::::~:f ¡:-"t;:~:~~~·,¡•:~::-:~::::L:~;:: ·::::=; 
.tr~ .• l.a particul.a entre x .. y x· + dX. 
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Fi.9. J::U • 4 Var1.ac1.6n .del.· cuadrado de l.a ampli.tud. de la 
.funci.6n de onda en. una. d1.-ne1.6n. con el valor de x. La 
parttcula que·est&si.endo descri.ta es m&s probabl.e ser 
hallada en x·· x

0 
por una: med1.c1.6n apropi.ada 

De~i.do a. la 1.nterpretaci.6n .. de 1 y l~:coiDo una probabi.11.-

. · ·~;::~~:::::~~?.L7:. ~rct.:....7. Z:= •. 
ble. es dec:i.r: . 

se di.ce que la funci.6n de onda est& normal.izada y c 1 es la.cons

tante de normal1.zac1.6n. 

Recordando que, la ecuaci.6n :n::r. 3 la funci.6n de onda en --



:.'-":_ 

* nuestro caso es: · 

exp11c1.t-~te • 

'"'•. __ e, (a•. "' .. •• ·· .... J.•• · ·· • i,. ~ ¿•• • ,.... ".1..a.• · 
J. "r. + - Ta + ªo: T" + "' 'fa + aa. ,.,. + \o,. 'fa + · · ·) . . . . ~ 
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· Í ;,~.,.,..{~Jea'~ • '°' +: • '!;f\ +. ·• • • l <G; +i + l>;f~·· .~t;·(· .y 
- '.:.'.)~,,·-

Al' hacer ei producto de .y•y se tonian Gnicamente. los -

t~rminos que dan 1a suma de la~ probabilidades individua1es de 

cada estado, los.otros tlrnU.nos de solapamiento no ser'1i tomados 

· eri · c:iÓDaideraci6n : · · 
... ···" .,_.· ·· /~r fr~ +: +:· ..... T""-= += ;:t~~s .. .i:-.,. +:~· ··.-J ... 

Pedimos ·que t.. y •• sean funciones normalizadas, por 

lo que 

* Para abreviar 1a notaci6n, denotaremos· ,.a. ( •) ~1. · ·· T" fa. = T,. y 

c/>.tr,n= ~!' 
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dando esta expreai6n 1a .conatante·de norma1izac16n deseada. 

B.l s:l:quiénte p\Ínto es ver como aert eleqida la forma. de 

loa orbita1es at6m:icoa </> • . En la prtctica se usan :funciones "-' 

. : ~e tie~~n parte : ~adial especificada en forma anaU.tica tomando 

. ·,'J~t,;.~hente. a e-.ilr·· o la.<iiuaa 49 varios ·éie ta~e& :,~~orit!ntes.i;':·~: 
.·· dÓiÍ.de :105 ·.coeficientes .y . los ;;;xl)?nentes se .cámbian .·para . dá~ · 'i~ · 

aejor ·aproximaci6n posible. ·Estas son 1lamad~s :func¡ones·ra~i~-· 
lea.de. Slater y conducen a un~ rlpida ~onverqencia.<32> (33 ) 

Como las funciones at6micas de Slater decrecen muy rAp~d~ 

.. ~.t~;~~~::~ª distancia: de loa ndclec)a, entonce•. en 1a vecindad 

de i:aaa &tomo la colltrib~~1.6~ :~;·t-~~-'. orbitaieli a~&aé,o• de.; at;;,;,·.~ · ~· .... 
. mOS ·' á~~~~entes ea ~efta y' la , .. :forma ~- 'Cada :funci6n': ae red1JC:e ... 

. princ:i.P.imente a1 orbital at&aico cÓrreapond:i.ente~ 

Loa orbitales at&nicos han sido elegidos de la siguiente 

manera 

+.·,. ...... e (l:XL23) 
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Con esto tenemos todos los elementos necesarios para in-

dicar en forma definitiva la expresi6n del cuadrado del m6dulo 

de la funci6n de onda de un cristal unidimensional infinito con 

orí.gen en cero: 

u::ri.24> 

En general el. .criata.l infinito siempre ha sido estudiado 

exhaustivamente.en otros modelos.de cristal, aqú! se har4 expl!

cita ·1a: forma .delas funciones propias en el nuevo modelo de -

~ii~tal qu19,hemos iri~rod~cido,.eatudiando laes~ructÚJ:~ peri&ii-· 

ba: de eiia:~ ·:Y. se.: notaran ciertali' cáracter!sticas que 'seriln áti~ . 
' . 

les paracCllllPrender el comportamiento de las funcioll~~ propias 

correspondientes a los estados localizados. 

El an4lisis hecho aqu! correilponde a una red l.ineal de 

22 a~omos y empezamos variando el 4ngul.o e en la ecuaci6n para 

<ia:.en~k:9f.a·':I:i:x~1s •. como. heillo• -ncionado ya,• loanivaieis'de .. -.;. · 
·-. .~-. ,,. ·- -··~.~:;._:-::7~~· ;·.,..~~~·~:-~'- L_;:./1:···".;~:,.¿':-: ·- _.-_··-l; ~ .... . ·:.'.._- .... v: . .--·~:.:·~::::¡~t".:+_h ;:'/-~•."•::~- ~.:· ... ·:·.· :--· ,,,_:L·· :-~:.'Y'." ·,.;. v' .-.~---- "···~- -~....:-,.'; .~.--~..,;·,::» -;;,,,'-4 .:;:,.,.,·~--- :.._, • -· ~:---•"', ·•·.· •. 

ep~rg:~a d81 cr:l.stal perfecto .. eat&n .dentro de iaa,b~n4,~ª ~~iti"-

·~-~ ele eri~r~~a y. correap0nde_ri ··a v~lores de o<&<. 'Ir .. ·•• ·' Entriri-
ces dimos 'val.ores arbf:trar.ios a ll:,s pad111etr9s que. caracterizan 

el criatal, que aon loa aiguientea :, 

E:.: -:s ...... 
-i• • º·' 19• • • ·• ,. • • .r 

y a • lo hacemos variar de (o.1)'1t hasta- (O. 9 )11" en la ecuaci15n 

:r:r:r.15 indicada anteriormente. Una vez obtenida la energ!a, con 

ayuda de las ecuaciones :r:r1.1e, :r:r:I.17, :r1:r.J.6, :r:r:r.22 y :r:r:r.24 

para calcular X, t> •• ~ 
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encontramos que las densidades de probabilidad para que el elec

tr6n est~ dentro del cristal limpio son parecidas a las que tie-

ne una part!cula en una caja de potencial unidimensional. Aume~ 

tando e, de O a "fí/2, se encuentra mayor nOmero de nodos que 

· disminuyen '. simt!tricamente · al centro de . las -bandas·, cuando e va 
.· ·.: ·.- ;·:.- ,, 

de <ff"/2 a·. "il' • E~tO puede .observa~se'en las Figs. ix:i:~s)y. :O::I•6 • 
- :_ ,:_{i:' . -~ ~ .· 

en las cuales se presentan lás d~ri'sidades de probabilidad'de~n.;;; 

contrar al .. electrlSn en el cristal diat6mico en la banda de con-. 

duC'1ci6n ·y en la de valencia para diferentes valores de e y con

secuenteme~te- de E. 

· ~i analisiis . de la :Fig. :i::u. s P<>demo_s ·obtener . var.ias :<:.ori.;;; 

cllí~io~~s uniC>f~~rites para la ba~da' ,de cónducci6n qüe enuit\~"r:arnos • 
~n•egu:i.da: .. 

:i.) · Li{ densidad .de probabilidad de encontrar a.l. electr6n es .,. 

predominantemente mayor en los Atemos A, que corresponden 

a loa &tomos pares •.. 

ii) .I.A 4'ii11Ítdad · de;' prÓbabÚidad se deafa.a al .. aumentar 
·• -· ;>"':·~":'! ·:.':" !"'_.: •••• : ... :: . .. ; ,;,. ~_:,.~··<• .. : ... ' ~··· . : . . ' . . ... :«:. ~,.., .. 

loa &t:Oí.oa Á y no varia su fase ;;tic;·¡:s atóii\Oii ·a~ 
i;a ·~i¡f\Jci ~~·. d~: 1 Y 18: en 

~: . 

las ()ril.lali . de. laa bandas. 

iv) La amplitud m&xima de 1 V·la. 
al aumentar e. · 

en loa Atom0s B di11111inuye 

De igual manera para la banda de valencia, analizamos la Fig. 

:II:I.6 y conclu~os lo siguiente: 

i) La densidad de probabilidad de encontrar al electr6n es 

predominantemente mayor en los &tomos B que son los 4to~ 
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mos impares. 

ii) La densidad de probabilidad se desfasa al aumentar 9 en 

los atemos A y no var!a de fase en los átomos B. 

iii) .La amplitud m4xima de l'f l&·en los átomos A es igual en 

las orill.aa y en ambas bandas. de energ!a • 

. i:v') La amplitud ni&xima. de fY. f'"' en loEÍ &tomos B ·aumenta .al a~ 
. . . 

· mentar e.'.·~ . . 
una vez que se ha estudiado la forma de·. la funci<5n den:-

sidad de próbabiiidad para un cristal espec!f ico variando el an

gulo e, el segundo paso.es inántener fijo un.Angulo y variar los 

paJ'..llmetros que·•caracteri:&an :al cristal para ver qut!. influencia 

tiene c~d·a uno>:de ellos: •obre el. compgrt~ento del. electr<5n• . 

se Yoma· .. comoc,pa~ió~'.!'e1 .. <:riF;~1.test1Íaiado &ntes. a1 . vá#ai: 

:1cia ·. añc)u1os y se .. va cálnbi~o ciáa :Pu~tr~. ·• . i.as conclu~ioneil :; 

los par4metro• IFiga. 111.7 y lII.8> son las siguientes: 

i> an ambas. tíandas de .. energ:ta, la .iax.tma amplitud ae !Y 1• en 
J.oll .. ·~~~~ ~. ti.~ ccirUítant• para·· 1oil ·.distinto• :cristal.ea. ex 

cePtO'en: el. caso ~·.·~ue · ~") ..(~ . : en que .var'ia' l~germ.aell; 
t.e. 

i'if con respecto a la fa" da 1. 'Y t"- . •• tUabi6n. igual para ;.. · 

todO• l.os cristal•• excepto en el caso· de 

en la banda de condÚcci~n. 

..( .. ) "'• y áÓlo · 

Entonces una vez fijado el'4ngulo e queda constante la 

m4xima amplitud de 

tipos de átomos. 

f Y .. _!'"''.. en los &tomos A y la fase para ambos 

'Ir 
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Cabe notar que al intercambiar las energ!as de los esta

dos base de los 4tomos A por la de los átomos B, o sea al hacer 

$,.) á"a, no c~~bia la fase (Figs. III.7a y III.Ba), sino el pr~ 

dominio de la densidad de probabilidad de los átomos A a la ban

da de valencia y el de lo~ átomos B a la banda de .conducci6n • 

... En -el." caso ·de1 ériStal de Hoft;~ann (FigS .. iII. 7f y .III. 

8f) .,;~ que. ias enez;•;fta~ di;; íos estádos ba~e son iguales ~ cero, 

se nota mejor la relación. entre l.as fa.ses de los dos tipos de 

litemos. 

Del. an4lisis realizado al variar cada uno de los par4me

tros del cristal podemosconcluir que la reiaci6ri entre los valo-
·.· - -·. -,' 

res de .¿,. y ola es importante, ya q~e produce mod{:Éicaciones :~n . 

la f~~e y ampl.itud m4ltima··~·~···· 1 'i'J .. · ~n. ¡os~t~~~'ae ia-~a~~r·· 
: de ·conducción. Este hecho'. se ved. reflejado en l~ forma ·~~ que 

aparecen los estados locaiizados cuando estudiemos un modelo de 

imperfecci6n que var!e la integral de Coulomb en el átomo de la 

orill.a. Tariibién en el modelo correspondiente de Davison.et.al (?) 

~: ;,,0 .~~ •• !~~, s.E! .. ~119ue~!-;<l,,<;JU~ .c:ii c;;~ia~ .la, ~_E!l.¡;ic~~n ~ll~l::.~~:;,l.as_,,,iri,'tt~~J:'.ai~s, 
·::._~·de .. ·couiOiíib. -·iaa·· ·~~ergiaa··. ~~:.los·. ~stado·s· 1oca1·1zadOs internos .cam 

,. ······-::·,;;·,.<.·· . . ' ' ··-

·bian. su regi6n .de existencia (Ver Figs. II.3 ''y II.4). ·Otro 'as-
' - ., . -. - ' 

pecto importante e·s .referente al predominio ·de ·la densidad .de -

probabilidad de encontrar .al electr6n· en· un tipo de atomo en ca

da banda permitida de energ!a. El que en la banda de valencia 

este predominio sea en los atamos B, explicara mas adelante el 

hecho de que cuando las energ!as de l.os .estados localizados sean 

parecidas a las de la orilla externa de la ·.banda de .valencia, 

-. "":~·-
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estos estados sean de subsuperficie. De manera aná1oga cuando 

1a energ1a de 1os estados de superficie sea múy cercana a 1a que 

tiene 1a ori11a externa de 1a banda de conducci6n, en donde e1 

predominio, es mayor en 1os atemos-A, 1os estados correspondien-

tea serán de superficie. Esto será seña1ádo nuevamente cuando 

estud~timo~, 1as densidade's de p~obabi1id•d de encontrar·,ai,. -e1éc

trt5n. ert ios estados~10calizadÓs~ 



3. Modelo de superficie variando simultánemente al: y f; 
3.1 M~todo de solución y problema de valores propios 
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Empezaremos aqu1 como en el capitulo II resolviendo el modelode 

imperfección más general qU:e hace diferente tanto l.a. integral 

,de Co~lomb C9Jf1º la de re_s~'nancia _en el átomo de .la ()r;;,:L1a y ef;'-· . 

.. tud:i..ando .. sus m~delos partÚ:ulare~: al -hace~'. las sim~1:i.ficaC:iOnEi¿ .. · 

correspondientes. El modelo de imperfección propuesto se mues

tra en la Fig.III.9, el cual caracteriza la superficie del nue-

vo cristal diatc5rnico cainbiando ambos va.lores de la energ1a en 

los &tomos de_ la orilla .como dijimos anteriormente • 

o 
¡¡_; 

r: 

·e. A- .. :' 8 

'B· o 
A 

"• "'• , .. r. r- ,.. f• 
~ ª• b, b .. 

.:' '. ·· ... : .. 

·Fi."ci~ :ru:~9 · MOdelO de' illlper~eccic5n:'.génera1' '"· ,.,., 
que cambia la integral dé coulomb y _de · 
reaon·anci.a en:::.el_-&tomo.· d.e la orilla. ,· .·:· · 

En ·1a secci.c5n 2. 2 de este cap!tulo encontrainoe ·la s.olu- -

cic5n general del cristal perfecto en forma anal1tica y ah! di-,, 

jimos que para que esta solucic5n represente a los estados loca

lizados t>, ·y 'D.. deben ser nthneros reales con lo cual se obti~ 

nen sucesiones crecientes o decrecientes. Adem!s la condicic5n 

de localizaci.c5n de los estados de superficie introduce una con_;..· 
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dici6n de frontera y entonces tenemos un problema de valores 

propios. Usando esta condici6n podemos determinar uno de los 

coeficientes de la soluci6n para estados localizados ecuaci6n 

.:.xxI.16 quitando la parte divergente al. hacer C2 = o. Debido a 
.·. - -

·";qüe' o, y ·o. :.aon· recS:procas, al.guna de l.as. dos es menor que 

1l~c):,. s¡e'n~o Gata ·1a ,PB:~te converge'nte. a l.a cual el.eginiOs para • 

escribir la sol'uci6n y la U~ 'ái~~e~O.: 

-t•' l 1>• +•) ºa 
\.lit:- d + .-á) 

(I:II ~ 25) 

>·,El coefi(liente Cl en l.a .ecuaci6n I:U:.25 eatar4 dti!~er111inado al.~ 

''no:i:maHzar. ia fun~i6n' pro~ia dei. el.ec~r~n • 

. Para el ÍftodeÍo de .iilipe"tfecÓi(Sn en :ta ~superficié" representado en 

la Fig. IU. 9 la condiciCSn de frontera ''.para el éJ:l.atal.. a'eai.;,:iflf,!' 
nito puede escribirse como: 

· .. :. .·.-<~-:~+ ;.,;)Ci. •t:;'c:t. .c. 
.- .. ·.1,, 

(:n:x. 26) 

:· ·:· :·.· . , '' - . ' ~· . 
-. . , . . ~~ '" "'--.~- ' 

N6tesequ.i'~Í,heQh~·dé'teiñeriríte9raias de resonanci.; c!i;;ti!it~a·• 
pa'ra cada t:i.p0 de 4tomo introducé la priaera cUf~~~Íic:i.'a• c0n :.:,, .· 

. . .. - . .,, .. ·- - .-.· 

respecto al modelo . de ilaperfeccidn .~ivalente a tS.:ite. pro~l:.~sto 
par Davison, ya que.aquS: nosotros tenemos una. sola condtciCSn. de 

frontera debido a que la integral de resonancia del segundo 4t2 

mo no se considera alterada. 

La ecuaci6n de valores propios para la ener91a de los estados 
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localizados se encuentra al sustituir en la condición de fron

tera III.26, las expresiones para los coeficientes a. y lo. 

dadas por la ecuación III.25 con ayuda de las ecuaciones III.17 

y III.18 para 01. Damos entonces la ecuación para la energ!a 

como.sigue: 

+ f"f.f"+z'(.a-p)(,,.+5'"a) +~'ª}E_+ 

(I:II.27).:··· 

l"r' 

donde hemos definido a 

(IJ:I,28) 

.. ,. 

y ·::C.· .. (o(.: - ~ .. )' 

como los par&metros que caracterizán•las alteracionéa de iaa -· 

energ!as en la ·superficie·. 

Una vez obtenido el valor de la energ!a podemos encontrar \)1 y 

con 6ste los valores de los coeficientes del desarrollo de la 

funci6n propia ca.a. y· D... . Esta soluci6n queda indeterminada 
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hasta una constante c 1 la cual usamos para la normalizaci6n de 

la funci6n propia. El problema está entonces totalmente resuel 

to y pasaremos ahora a analizar cada uno de los modelos de im-

perfecci6n en la superficie. 

3. 2. Modelo de : superficie. ,que cambi.él la integral , de 

.coulomb .t.:- en el átci~· de l.a ·oril.l.á.;_: 

Antes de comenzar el estudio de este model.o de imperfecci6n 

creemos importante ver·qud reaultado produce cortar simplemente 

el cristal sin alterar los valores, de las integrales de.coulomb 

y de reso,~ancia 'para. e~tender el efecto d~ ~uperficie desde su 
~ ... -

inicio. Esto. es f4cÜ ·· de dedud.r si en. la. ecuaCidn de valores 
,_:,'!'·-:.: 

propios UJ:.27 quit~; dichas alteracioñes haci~ndo f ··i; ~i ; 

z • =. o. con ello ~~te~~~ l~ aig~iente ' ' 

pero esta energ!a corresponde al valor de la orilla interna de - . .. . -

la t,;.,nc!a dé conducéi.6n. .. éomci adtlíds -S. se obtuvo é:onio ~ab -
_,_, . · ... ·······'"'!~".:~: .. r·--~- ... , .. -~-·~ . .,_ . . , , ~. ·:x~~":· ,.., .... ,..... . .. '""' .:..:__..... ·' .. . . .•. , .. _;; _.,._.,:,.-.~"· "'. 

~;del. poÍinQDliO -de 4 ~ ,grado del cuB.l &Et simplifiÓ6 la ·eéuaéidn ._ 

:·~·~::i:-.21,'~e puede ~e~ quela~ tir¡i~aa sÓ1úcfa'11es ~Ón las oiinaa 

· i.nte~~a•': de las banc!as_ permi ti.das cie energ!a y conclu!mo!I que 

no hay·estadoá localizados debidos a la superficie en un cristal 

limpio. 

Tomando en cuenta esta primera conc1usidn vamos a analizar el m2 

delo de imperfecci6n que cambia 11nicamente la integral de OOularb 
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«: en el 4tomo de la orilla presentado en la Fig. III.10 

e 

o 
;,/: 

,~ 

a. 

8 A 8 A 8 A 

e o - o º-
•• ..t,. .t. • -- ./,. .. 

f .. fa f;. f· r. 
b. Q, b, a,. a,. 

Fiq.iii.10 Modelo de imperfecci«5n que cambia la 
integral de Coulomb en el~4tomode la orilla. 

. -
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. 

Para ?btener la ecuaci«5n _de ,.valores.· prop.i~~- _en lil-ct,_ner~ .• -·· 

··gfa_;de. los ¡;atados: ioca1i.zados se_-hace _?=' 

.· · i:iz.21: 

(Ui.30) 

De,_)?8111()!!1 .. notar que ·iÍii en·1a:·~ctia'c.íCSn ·:tii;3o se hacen las 

~energfaií lle ios estados _!>aee ~: •• €! "-= o , .ias int:eg:~ai~~ _de 

resonancia - -y ~e toman negativos los valores .de los 

par'1lietros del cristal;· se encuentra la ecuaci«5n, de valore_s pro

pios obtenida por nosotros en el ml!todo de las ecuaciones de di.

ferencia, ecuaci«5n IZ.11 del capftulo zz, para el modelo de i.Jn

perfecci«5n que cambia <' en el 4tomo de la orilla y que fue pro

puesto por i:>aviaon. et al. Con lo cual coric.lutmos que el modelo 



l.35 

de imperfecci6n ~· estudiado por Davison es un caso particul.ar 

del propuesto en esta secci6n. 

Vamos ahora a encontrar las condiciones de existencia de 

. ; los estados localizados; Como se vi6 ant~riormente en la secc.i6n 

. ·2.3~1 de;~ste: ~ap!tuio, {a condici6~ parf<;JUe exi.stá. un' estado -

.. l~ca:Úzado P<>r encima de ·la b~nda de ~c;riduccid~ ~ ·. es que la ene~:-' 
qla del electr6n sea mayor que la energia ~e su orilla externa, 

o aea 

E) E1 

.. "sienao E la'' energia dáda 'en· _la ecuaci.6n de valores 'propio!I :n:.i;. 30 

.Y. E( ¡lor la:".Eiéuaci6n_ U:I~2ó: 
:.:.-:··. 

·. <;' :..~ ; 

resolviendo esta desigualdad encontramos la condici6n deseada:· 

· · &' ~- ..,. {Et +S"af, .. , 
... :t.o· 

-<.:. <. - <E.~·+ s .. 1 + "'" 
a. 

Áhora, si quereinos que exi.eta un estado localizado por 

debajo de la banda de valencia, entonces tenemo~ que pedir que 

'E <. ~ .. 
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donde E est! dada otra vez por la ecuaci6n III.30 y E2 rec!proca 

de E¡ por la ecuaci6n III.20: 

::de;eeta ·segunda d(!si9úaldad obtenemos ·la condici<Sn de existenÓia 

- ( €...: +- J".;) + .c .. ... 

calt~ados i:nter.nos ped~~. qu~ .. · . . . ··-·· . -· . 

y E<-'" 
··.de .las doa·.de_sigualdadea anteriores se llega· a: 

Si 

Si 

~.: > ;.(,. 
,;,(,.· < -< .. 

c:uz.32) 

.... ¡ •· • ~ ,. •• 

_:.~,;;; ~ ·-~ ., . .,.¡; .. ,¡~t-~·:·. ~: 
.<·fÜi.3i). 

Notemos tambi:Cln que haciendo las reducciones correspondientes o!?_ 

tenemos las. mi.amas condicione.a de frontera que en el caso de --
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oavison ecuaciones II.16 y II.17 del cap!tulo II. 

En las Figs.III.16 y III.17 se presentan con raya cont!

nua .las grllficas :.de la energ!a como funci6n de la integral de 

. coulomb . en el :ltomo de la orilla para los casos en que & ... < r. 6 

& .. ')'~~:a, . y es el resultado de:\Ín. anlllisis hecho a la ecu~ci6n 

de' valorea propiOs pan la en~r~l~ de los' ·estados loca1izad.Ós --"

donde la aparici6n de ellos est:l dada en forma anal!tica por las 

condiéiones·de ex.istencia antes encontradas. Despul!s en las 

Fiqs.III.11, y III.12 se muestran otra vez los mismos casos pero 

para valorés espec!ficos de los par4metrosy se dibujan las den.,-

sid~des de, proJ:>ab.i1idad de ~ncicmtrar ai;:,e1éctt6h páraialguriC?• e.!. 

tado~' iO'c;~{·:i:za~~~ ~ .· '. . .e - ' .·; 

Para ··~~ Pig. III ~ 11 · los valores: dados a los parbletro~·. son 1J~ s_! 

guientes: 

.e.a• o.a 

·: _. . ·. . •, < -- :~!.(. 
¡; •• .;.~,' '.''~ .... ·.-,·.~ .. -i"':0''·'~:-.<·.t~<;.~-. ·.,,~---./:~-~·.¿~~~ir·_:;:<~::·; ... · .· .'"'· ' .... ')' -~~ '~-.· ·~ .,...;·-~~~-- ... ,,. 

·Y '~11···1~~fig{I.u;fr· GnicaaerÍ.te as interc.ainbia E.; por .. --~ •. 
. :· ~'. :; :', 
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Fig.III.12 Gr&f.ica de la energ!a al var.iar ~Ólo 
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en el caso $. )' S"a ·y el cuadrado de varias funcio
nes propias. 
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La expresi6n algebraica del cuadrado de la funci6n de --

onda es la misma que la ecuaci6n III.24, con la diferencia que -

en este caso los coeficientes son reales. 

Se presentan a continuaci6n los resultados obtenidos del 

an4lisis. del problema., tanto para la energf.a como para sus fun-'-
... ·-. 

~iqnes~de,onda~ 

i> ia superficie caracterizada por el cambio de la ener-

gf.a coulombiana en el 4tomo de la orilla, no origina 

estados localizados 6 da l 6 2, dependiendo del valor 

de la integral 
.,, 

-<.. 

Si· la eneJfgt~ del elE_?ctr6n est4 .. muy: cei:ca de. las ~an:

das, el e~'t~do::e:ori-~spqndien~e -es p(:)c::o ioc::alizad~ y ' 

. la .. densidad . de probabÜidad de encontrar·. al e1~ctr6n 

se parece a la de los: estados de vó1Gmeri. 

iii) Si la energf.a del electrón se aleja de lá.s bandas, el 

estado electr6nico correspondiente se localiza cada 

vez m~s y. su densidad. de .probabilidad. deca~ r4pida-

da'.~ de los e~tad~slocalizados.con eriergf.as cerc:ia de 

la banda de conducción predomi.nan en los 4tomos A,·· -

coT.10 en los estados de volatnen. Para energf.as dentro 

de la brecha prohibida, la densidad de probabilidad 

de encontrar al electrón en los 4tomos B aumenta a -

medida que la energf.a se acerca a la banda de valen

cia, hasta encontrarse. estados de subsuperficie p_ara 
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energías por debajo de ~sta. ver Fig.III.l.l. 

V) En el caso en que [a ) is la densidad de probabil.idad 

de, encontrar al electr6n es siempre predominante en 

i~a,átomos A, porque i.a:s:erierg1as estlln'm4s cercanas· 
··:.··.. ' . - . . . ' 

al.a banda de Véll.~ilbia y COmO VlmOS enl.él seci::::itÍn. 
•' 

2.3;.2·,anterior, cuando·. Á,.)S• se intercAlllbia ei' pre-

dominio de la densidad de probabil.idad en las bandas, 

dando el predominio en ia banda de valencia a los 4t~ 

· lllOS ·A· Por e,sta ra:z'5n' no aparecen es'tados de s~supeE_ 

f~:c.ie •. Ver 'F.ig.:n:I.12.,, 
" ~- ~ . 

'" 
Modelo de &p.p,er'Úcie que var~a la, inteqrai de res,!?' 

nancia' ,.. ' 

.·. ·-.~>·· --

El model.o de imperfecci6n que var!a la iriteqr.al. de reso~. 
nancia· :¡'." en el 4tomo de la oril.la se presenta. "en la Fig .ll:I.13 

.. ,., .• , ,~":Y •. ;.f'.9-".~l:>t.~~'5~ · ha~iendo 
:,,ci6n". · ' ... ; 

en el model.o general de imperfec-

e " B A :a -;': ·A,.,. ,A 

o e ··o·· •• o 
"'" .1. • ..ta "'• "'• .... 
r:. f- f'· ,.. f• f. " 
ª• li>. o. '°· CIL 

Fiq. :u:t .13. Model.o de imperfecci<Sn variando 
sólo l.a integral de resonancia en el. &tomo 

. de la orilla. 
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Al. hacer esta misma simpl.ificaci6n en el. ecuaci6n III.27 encon-

tramos una ecuaci6n de tercer grado, donde una ra!z de el.l.a es -

l.a oril.la interna de l.a banda de conducci6n - ~.. y puede ser re

ducida a l.a siguiente ecuaci6n dé val.ores propios. 

. . . 

-· _ ·{·-,.r~a'\. t (.1-p)(S~+s~) rE +{l1.~,),.& .. ~ ,..,...61 "'º" (IJ:.J: ~34) 

Con ayuda de esta ecuaci6n para l.a energ1a se van a investigar 

l.as condiciones para que existan estados l.ocalisados imponiendo 

las mismas restricciones que en probl.emas anteriores. Primero -... · . ·. . 

.· .¡.)ed:l.mo,EI.~~ _E )_ J;:1 ];!ara la condic1c~~-de existencia de un eatadÓ 

.l.ócalizado . con energ1a .pc>r: .. enc,iina' deé l.a' banda de co~~~ccidn,; ,"'.' 

:·ne•· eilto obt:eriemos l.a rela~iisn-•·.i~~¡ente 

(IJ:J:.35). 

6 

otro·estal!oexterno:ea . ' . 

q\ie. E ( z2 y .é:::on ella ~btene,iaOs i_il _ndsm~ condl~i6~ de. existencia . 

anterior, l.o cual. quiere decir que aparecer&n sim~l.t&neament:e -

dos estados l.ocalizadoa para val.ores ·('; mayores que A./• 
uno por encima de la banda de conducci6n y el otro por debajo de lA 

banda de va1encia. Para la existencia de estados localizados internos la ~ 
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g:ta E dada por la ecuaci6n I:I:I:.34 debe tener un valor dentro de 

la brecha prohibida, es decir 

E..- <. 

· /.Bsto no• conduce· a }~· ,c~~~¡c:Í.6n de ,fix~11tencia de'·e~:~dos iocal.i..; 
,.-.-

zados internos que es la siguiente 

u:.u. 36) 

. . . ·.-'". 

·.con lo cual conclu~· que. no existen estados localizados inter-

~~ •• ·~í.:~~ai!os ~or ~:( ci!Üabi~.de_.la ~llerg!a· de ·~ar~e en los ato"

~ª.·de 1'1. o~illa¡ Qll,e .. ten~an valor~~ ~~Úi'vo~ pa~a ta ill~~~~ili 
. de . resonancia. r: pero . !Jara va.lora• neqati:vo• apatecen ll1111~i~a
neamente dos estados interno• junto a las. banda~ .de energia, que 

•e van· loca.li:z:ando hacia el centro de la brecha .en forma •imll".". 
trica, ·conforme diilainuye el ·valor de f: . E•to puede verse en 

'~;:;· 'Pi~·~ :ti:c: 14 .. ' '.;;·-;· .. 

~1:•'JilOIS~16: ~e ~rf!CC:.i.6n .que h~~' propu.e.lto •l!':~~~n~;~~~;;i..; 
··iaente .41.itinto al e~'t.udiad~ i>or oavi11on ~l -vari8.r la integr1Ú de· 

reaonancia entre ioa.&tolllOB .del.a órilla·y e~to se debe a que 

noaotros tomamos diferentes integrales de re11<>nancia para cada 

tipo de &tomo. Sin embargo si ob•ervamos las ecuacione• de val~ 

res propios para l.a energ!a, .ecuaci6n x:r.18 de Davison y ecua

ción II:I:. 34 para nosotros 1 tomamos. ademas en cuenta que las defi

ni.ci.oties de .J> y J' son equivalentes y hacemos las reducciones co

rrespondientes, vemos 'que el hecho de tomar ta· r• conduce a· -
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E. 
~~~~~~~~~~~~~~4--~~-+-~~.f-~~~~~~~ ..... t: 

f. ªf• 

J!'ig.IXI~l4 ... 9rafica de la ene~g'.tA.díe los estados ... 
loce.l.:ü.a.dos COlllQ 'fqrici6n de la integral de reso,.;; 
nancia·,...: del S.tol!ID de la· orilla.~ 'Esta gr&fica .. 
es igual si cambil!llllDs el valor" de·: &,. · ·por el .. de _&o 
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una ecuaci6n de valores propios de la energ!a en la cual la ra

z6n JI va siempre a.l cuadrado de como aparece en el modelo en -

que se toman distintas. Este resultado nos da diferencias bási

cas tanto en el valor de los niveles de energ!a (se ve en el mo

deio de DaviSon una:focalizaci6n.mucho más dpida) c~lllOen que 

en .;1' ~d~¡o de Da~il!i<>~ n~ á~~re~~~ nun'?ll ~atados in~.el:néJs' y en 

el modelo nuestr.o si. existen para valores negativos de ,; • 

Si.recordaJllC>S la sección 3 del. capitulo .J: donde.expusimos las 

caracter1sticas experilnentalea ,que presentan los estados de· su- · 
' ' ' 

. ~.rficie·internos_,en los cristales i6nicos o parcialmente i6ni-

··· coa n«;!s;: c:\ainos' ~llnta 'que son e~act-nte la~ Dail&llUlil' que los re

aultaao"IJ 'óbtenidoll' en, el ~~f~~·a.i 'im~r:f~c~itsr/ ;.:· • .~ : Esto -~ 
qtii~re•·~ecir ~~é. e:te mod.,l~ 4e: iaperfeccidn<explica. &attÍlfácto-

. . . - -
·r:i.amente la apari.ci6n en pares' c!e' los estados internos, con ene=. 

g1as sim6tri.cas al centro de la ~cha prohi~i.da y con valores -

_inúy pr6ximos a :1.9s que tienen las orillas internas de las bandas 

... i;""~~~Ú¿s .. d~:ene;r.,g~. Bl.heCho de .queal.<cortar.uncriatal de. 

·¡~t~ ~tipo·. la· lluí)erficiie. Ji~,: :~-;;~:~·~;4~~i~~~i~ . ~~có'rlstR~cidn. -
lle h~ce notar e~ ~e .1a integra_1 ae couiélnb . en ·.1 a tomo de la 

orilla no es. alterada a c~racit'!n de la int;egral .de resonan-· 

ci.a eri la cual la .falta de simetr1a es mas importánte. 

En la Fig.J:J:J:.15 se presenta la gr4fica de la energ1a 

de los estados localizados collloO funcit'!n de la integral de reso-

nancia para los sigui.entes valores de los par4metros 
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:,FI~ ClSd>· 

Pig.J:Il:~lS Gr4fica de la energla de l.oe estados 
localizados al. variar la integral de resonancia 
en el &tomo de l.a orilla y los cuadrados de va
rias funciones propias • 

. ~ -... 
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-'•-··· ,,. .. º·" p.-=- o..r 

y ae . dibujan .. laa 'denaidade~ de probabilidad de': encontrar al· e lec 
·-;· ··-. ),· .-. 

Terminainos esta secci6n presentando los resultados obte

nidos m4s importantes: 

i) .. El ndmero de estados loca.lizados que aparecen al al

. ter¡;¡r la:.,superficié -~n.i~~~t~ por ~la integral. de 

r'é'sbnancia: der~átomo id.~· ia' ·Úina>scin ~2~'.~~,~~ '~~ª~-¿~-
CÉl.h.~ de¡:lendien~o' .dél 'valor. de 1'• • · · 

-,:_,_, 

ii) Si /r es positiva los dos estados localizados son 

externo·s y aparecen simul. t4neamente para valores ma-

yores que &fa • Prc5ximos a l.aa bandas de energ!a y 

!Be vanl.~ca1i~and;;, milíi, a.imátricamente aiéentro de 
' .·; -.~ · - ·· · · ·""'°''' · ~~· .·_:·•·, "! ~-~·::;· 'r··· · ·' ::· :: .,;_ , --- - • ' ' ._, · .• ···' <·. · . "" '· :- ' · · , "' ···"""''--.:;,.-•. v. ·:'·~'.-- · ·-·•,e --"•".'.'-{.- .,. . .-.,:.;,, , '" ···'· · "~' - . 

1a brecha, '.Conforme aiJmf!nta el • va,iór' d~ .· ia. énérgta . 
.. > ··:_..-::-. ' --~-' ._¡¡. ·.--_:_: 

/ª 
:iii) No existen estados l.ocalizados internos. para valores. . . 

. de ~ positivos pero para valores negativos aparecen 

sim~tricamente al centro de la brecha dos estados i~ 

ternos que se van localizando m4s conforme disminu

ye el valor de ~· 

iv) En el caso $,. <. S"a los estados localizados que se -

encuentran por:enciina de la banda de conduccic5ii-son 
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estados de superficie·, o sea l.a densidad de probabi

lidad de encontrar al. electr6n está más local.izada 

en el átomo de la orilla a medida que su energ1a se 

·s~para de l.a banda • 

LOS· estados l.ocal.izados que. se encuentran ~-or :debajo 

d¡; la. banda d~ ,;.al.enciia: y que sus •energ1as corrésp_o~ 

dientes es_t4n muy ce_rca de su orill.a, tienen una de_!!· 

~sidad de probabil.idad mayor en l.os átomos B, por lo. 

que son estados de subsuperfici.e. A medida que la.· 

energ~a · se separa de ''l.a banda se transforman en es-
- .. - ... ,' . 

... tado.s de .-~~perfide. 

)v) En el c,;,jb :·,;;;, } 1i., . ios reéu,:L.tados, ant~riores no se . 

· rrii::.dific~n en es't~'. modelo de fuperÚcci6n; ~inclusi~e 
puede permutarse ~.. por .r. sin que . exista n·ingdn . 

cambio. V~ase ecuaci6n XIX.34. 
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vi) Proponemos este nuevo modelo de imperfecci6n variando 

la integral de reso·nancia en el átomo de la orilla pa 

ra explicar los resultados dados experimentalmente s2 

bre la aparici6n de los estados internos de superfi-

.. cie en ·!='ristales i6nicos o parcialmente i6nicos util._! 

zando valore·s ne<;Jativos ·de f•" . 

3.4 Modelo de superficie variando simultaneamente . .1,.: 'S fe' 

La ecuaci6n de valores propios para la.energ~a ha sido -

obtenida.antes y es la siguiente: 
. . . 

, .\·:.,,re.- .. + .. 

(I:U:. 27) 

".::L .... ~·,.~- .... ·,~¡;'. . . -.:, . . '· . . 

LlÓdelo de superfici.e ·;~;,.dÚere~te~'~]tc pro~uésfo: pbr 

·. Davison e~ .que vada a¡fuult&neamente ambas inte4r~J.4is.; en loa 6to :. 
·~ ~·1 • - . - . . • . ' • ,. . ' -· -

·.moa de la orilla, sin ernb~l::gÓ .~omo en e'.!. modelo de :.Sup~rficié .:,. 
.. _. ' - - ----- - ' ..... -

. que .cambia sólo la integral de ·resonancia, si cC:.JDJ)~ramos .la ecu!_ 

ci6n obtenida por nosotros III.27 con la obtenida por Bose y -

Yuan eQuaci6n II.20 del cap1tulo II y equivalente a la encontra

da por el método de .las ecuaciones de diferenci·a .ecuaci6n II. 9, 
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haciendo las reducciones adecuadas, observamos que son diferen

tes en el hecho que J> ( "' J' ) aparece siempre al cuadrado para 

el modelo de superficie de Davison de como aparece en el modelo 

. presentado en esta seccitSn. Esto ·obviamente marca la diferencia 

pa~a lo~. valorE!s en los nive'.les d,e energJ:a . y como veremos ense

gúida pa:ra los lJ:mit~s de eltistencia;dl! los éstadós,locaHzados. 

Las condiciones de existe~cia .·de; 'estadÓs localiza~?¡¡ , ex::

ternos se ericuentrán bajo los mismos lineamientos qu~ en.los ca

sos anteriores •. Para estados localizados por enciina de la banda 

de conducci6n es la siguiente: 

y para l.os estados localizados po;r debajo , de l.a banda de valen-

Para encontrar los llmi.tes.enqlia'aparecen los~stados 

localizados internos vamos a dividir el an&lisis en dos partea 

Pri!llero haciendo E=-"- en la ecuaci6n III.27 con lo que enco~ 

tramos la condici~n para que existan toéando la orilla interna 

de la banda - $,.. Esto conduce a .lo siguiente: 

. :~ .. 
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y como nos interesa el caso en que haya brecha prohibida pedimos 

··que· So.+.$,. , entonces 

'('& E.O 

u::n:. 39 >:· 

Este llmite se reduce al caso en que s6lo variábamos la 

integral de Coulomb en el &tomo de la orilla y ea v&lido para 

toda. ¡&; con valor positivo o negativo: En laa Figs.:i::u.16 y 

u::i: .17 present~a l.aa gr&ficaa de l.aa ·energ.!a~ de l.oa estados 

*~c:ie:iizados pii,ra~~s c_a~(),~,:n,que, .~ .. .t.I• y $,.,)..&• reapecti-. · 

'iv#ilte. •En amblls.~raffJ~~,~-~ ve que en · ~~·~·J~''''.i.pÜ~c~ uri e! ·· 
t.ido de süperii.~"te inte'ino y q\i~ ~ nlE!cii~~ que .t..: . crece (cS decr.!! 

ce) l.a energ!a de este estado se hace mas cercano a - S'a • Para 

diferentes valorea de ,.: constantes, la forma de l.as curvas es 

_distinta pero tanto los limites de aparición como al que tienden 

.~~iu.d~'.1.c.: !..crece: ~cho. •9~.),o• ~+llJIÍolÍ.~ 
--· - - . ·' 

Para enco_ntrar l.os l!mitea en los estados ·uterlÍoa basta 

despejar · z: ·· que involucra·· -l: , de l~s ~cuaciOne~· #i-.;~_7 y :i:fr.· 

. • ·.,: 38 • ios cuales son dife~entes para cada. t•. y t~iAn la forma 

que tienen las curvas. 

vemos que el ndmero de estados de superficie que pueden 

existir son l, 2 o 3 o pueden no existir, dependiendo del valor 

que tienen los par4metre>s del cristal y los que caracterizan la 

deformación en la superficie. 
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Fi.q.:t:tX.16 GrUica de· la energta de los estad.Os 
localizados como ~unci6n de.la integral de Coulomb 
para distintos valores de 1: positivos. caso en 
que &. -<. $• • 
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· · l!'i.~ .xix)lj. ~Gr_ifi.cÍL .·d.; .• ia.' ~futr914: ·~ los ~atadc)a .. · 
local.i.iados .como ·fwici.<5n. dé .• la· integral.· 'de· Cé>ulolnb 

. Para: distintos valorea de ,. .. -!>O•i,ti.vos. · caso en -
q,ue & .. .., r. . . '. 

l.52 
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El segundo caso que analizaremos en los estados internos 

es cuando la energ:!:a es igual a -ia en la ecuaci6n III. 27 de lo 

cual se obtiene la siguiente relaciOn 

. . . 

iaamismas consideraciones'anteriores· 
•,.. _, 

rentes de cero y se:11eqa a que 

/'. •.• o (XU:.40) 

Este l.tmite de existencia de los· estados internos es an.!!_ 

Ü~alfu';en:1aliÍ Figs. J::U.18 y J:U.19 enqlie se.presElntan 1~sqr4-

fi.ca{cie lá' energta 'co~ 'funci~ri/dEl ~a integral. d~~:c.c>ulomb.en. el.• 

~tomo .de l.a orillá par~: ~a:l.~re~ nega#vos de/f;, ·:>·se ric;>ta que 

estas grllficas son diferentes~ l.adadas ánteriÓ~ente-&obre to-

do,por~l nthnero de estados eri cada reg.i6n p~ohibida. Para f'; 
.. "'·.con·. vüor~.s negativos pueden aparecer hasta tres estados inter-· 

. ; no~~jt~~~··e:xte~os~--~ '=·~·.:.~~--~~ · 1aa regio'nee .• externas. a _las. - . 
.. ~~el..~ '"'. . ...... 

,,• ,:.- ' ' 

En estas gr4ficas ia<unea punteada .::orresponcle;"ª· ün 
" . ¡ :. ''~.'. .• ,- , 

lor de /'." • -.a. y•.l.a linea éontinua ·a ~·e; - •. -: • :é:n la nú 

18 l.os otros valores de los par4m~tros so~ los .siguieri~e~ ~ 

~: = -s "'9s.o.3 ,,. ... .,,. .,,.. o.ll'. 

y en la, Fi.g. IIJ:.l.9 sólo c.mbiamos S" .. por '• 



Fiq. u::r. l8 Gr&fica de 1a enerq!a de .los estados ·. . 
localizados como ~uncidn de la integral de Coulomb 
para dos valores.· negativos de f'a'. • La ltnea punte.!_ 
da corresponde a un val,or. de ~ cuatro veces menor 
que el de la ltnea continua. Caso en que '~ < s. • 

l54 
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Fig.-i:i::r..·19 GrUica de .. l.~ energh de los estados 
l.ocal.i.zados como .·funci<Sn. de 1a irltégrá.1. de Cou:J.omb 
para dos vá.lores_ nega.tivós de.j\~ .• La l.~nea punte~. 
da corresponde a un valor ·de I'• cuatro •veces menor 
que el. de la linea continua. caso en que &. > ~- . 
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Por Gltimo un ana1isis sobre la energ!a de los estados localiza-

dos como funci6n de la integral de resonancia es hecho en la -

Fig. III. 20 con los mismos valores del cristal limpio y con .(;: = .:z. • 

Se dibujan también los cuadrados de las funciones.propias. para -

a1g~nos esta13..os ·de superficie, lá forma. dé los cuales. es una CO!!! 

... ~ binaci6n de~ 1qs en~o~trados en los .. dos. mOdelos partici.üare~ <'le . 
. :·~; 

tes: 

Los resu1tados obtenidos en esta secci6n.son los siquie~ 

i) E1 .nOmero de estados loc.alizados que aparecen debido 

a. 1a.a1teraci6n de las integra1es de Cou1omb Y.de.re-

.. ll~~ancia en_'e1· a~om~ de.•la o.i:i11a son 9~ :J.; 2 .6 l:Ae.7:, 
~e~~endo de ios va;tores que Gata~ tom~n. ··.La rec;Ji6n 

J?~Óh:Í.b:ida en cio~~e aparecen d~pe~d~ ~e1'valo~ d.é 1: , 
si. es positiva pa~ece que scho un .estado existe en -

cada regi6n externa y uno.tambi6n en la regi6n prohi-

.· da_.tn,t~rn~~ .. Si tJ. es n~gativa pue~en ex,istir hasta ... . 

. ::·:3:;~~~ád()• . :ljlter,n~s.•y h••~· , i,\.~ternos,:.~ri ·~:~~4~ :uii1t.'¡ 9~:; .... . 
···~·, ~. ~~··'_::.~•CiiOn·~~ eX_teZ:._nas .. :- -~~ _);~~.j .. :_~~ñ~as;, p~~o ... p~r~· d~:~e.:,. 

.. -.',.;.:·. :; .. · 
Z'.entes vaioZ'.és de .(= · én c¡.da una dé estás. dos d1ti.:. 

·mas. 
ii) Un l!mite para que exista un estado 1oca1izado inter-

no es ~: =~~ y para valorea mayores (o menores) de 

cwt: e1 estado· corresp~ndiente tendrS. ener_~las que 

tienden a - .Ta , o sea a 1a otra ori1la interna. Para 

que aparezcan otros e·stadoa internos la condici6n · es· 
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Fig.III.20 Gr4fica de la ener91a como funci6n de 
la integral de· resonancia y las densidades de pr~ 
babilidad en varios estados localizados. 
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que ('." sea menor que cero. 

La regi6n de existencia de los estados internos es diferente p~ 

ra los casos en que .r_ < .r .. y .r~ ) J",. , para el primero es 

para valores de ~: mayores que ~- y en el segundo para valores 

menores si tomamos t~' positivas pero si tomamos ~· 

estos res11;ltad.os. se· modifican, 

negativas 
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4. Conclusiones 

En este capitulo nos propusimos estudiar un nuevo modelo 

de cristal diat6mico propuesto anteriormente para entender el e-

fecto que la doble capa adsorbida produce en los niveles de eneE 

. ·g1.a y las funciones propias de .los electrones. Aqu! nosotros hi:_ 

cimos un an4lisis del. cristal' perfect~ ·.infin·ito .Y con un mo.~.elo 

d~ .i.mperfecci:6ri general· .. qué cambia tant:o · 1a .integral :'Cie c~ÜlOmb'( 
como dé resonan~ia en. el . tltomo d~ i~ o:rii1a ana'.ÜzamÓ~ 1611 'e~ta
dos de superficie. Estudiamos los casos particulares del modelo 

general y encontramos para·cada uno de ello,& su ecuaci«Sn ·.de valo

res· . propio.a , en la ener91.a de los estados :localizados'• sus funci~ 

nea de onda, las condiciones. de existencia y el ndmero posible -

~d~.':est.;:dos; .. con. t6do.\estEi éstu~io se 118, '.i;:umplidc)' el :c,>bjeUvo :_ 
,:'' ., 

planteado ant~s (l~ra obtener los ante.ce.dentes .que faltan en el 

.\'. •''' . aliiúsi's de1 problema dé .la doble; capa ~~~o:rbida en la super'fi-
1-·'; 

cie. 

Este nuevo modelo de. cristal diat6mico es un poco mas 9~ 

neral que el propuesto por Hoffmann y esto se ve en el modelo de 

.. ,,, .. :~; ~;fecd6n.,que .vada, J.a .tiitégral',:.de, .C:oul..omb" en~ei: ~:toméi; de .la 

orilla ya que pueden•· obtenerse los miinnós ·resúltadcui;de· oavison · · ·. 
_:~:·:·:.~;',•'~·:,~:· - ·:·· :_:,' .. : ·:> _".,"•'.;·_.·:~;· -'"º>. C~'' •: ,l'.' ., .. ,~ 

y aáociá4os al ·hacer lafi ~ siA'lp:Uf icacione's cor respo~dientes . en - · 
' . . . 

nués'tro mcidélo, La .. eéjuacidn de valo.res propios. para 'ia erierg1.a 

de· ·1as· estado.a localizados ·y las· condiciones de existencia de 

ellos en los modelos de Davison que cambian tanto f." · como .(,.• y f:, 
tienen a JI a'iempre al cuadrado de. como aparece en nuestros mod~ 
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J.os de superficie. 

Nuestro al.timo objetivo en este capltul.o fue sobre la P2 

sibil.idad de comparar los resul.tados obtenidos en este, nuevo' mo-

del.o:· con l.os experimentales en cris,tal.es i<5.nicos. Encontram6s . . 

, en !JUestro >model.o de imperfecci~n. que var1a ttnicamente la' ,in te..:. 
"',\•\,e 

qra!i;~~ re~ónancia ~ii -~Fatoiiic> cie la" orina· Cjüe cuando se toman 

val.ores de ~· negativos, aparecen ,simul.t:!!.neamente dos esta~os 

interno& con energlas simdtricas al..centro·de 1a breéhá prohibi-

4a' y muy cercanas .S_ 1as orill.,as internas de J.as bandas pe~~t·i".
das. Puesto que 'estas' son las caracte.rlsticas •encontradas expe

rim'?J1t.Sl.uieiite par'a· l.oa· crista~!• ic5nicos. o )?arcial.mente!~~ic:os :·~· 
ii~.;o,ir~•'.' propo~~-8 est~ hu~~;; inociei~ de '.iii.perf~~c{csn ·,~ri· :1~. su"-

. perÚ~i~ pa~a expii~~:eato~, resu].t.Sdo~·exper~ritaieEI e.n' íO'S 

cr:istal.es:i<5nicos. 

___ .: ... 



Conclusiones Generales 

};.E:i otüetivo principal en este _trabajo fue e1 estudio· del 

-,./:·; .. ·ei:t;cto':.qué .,produc~' :La super'ficie.:e~ 1os .niveles .. de energta y ·en 
.. : .. :!e:· ·--~~,.~· .. >_:0!:~€:.~;\-:.·:::~~-~--:-.;:.:~-.:·~.'··'- - ... :· .... ;.. · < . --- , _ _. .. ,: :· . :·· ···:.· ... : .:.{ .. - -·. · ·:-·: _:_.:- -

las' fünci:'ónes propias ael electr~n .en un criStal, diatl51Ílié:::~~ ünidi-

mensional semi-in_finito, ut~lizando el método MO_.LCAO b·aj_Ó la'·..;.;., 

aproxl.maci~n de amarre fuert~. Con este fin se han analizado 

tres modelos de cristal diatl5mico.1os cuales han sido tomados de 

la literatura. El primer modelo de cristal.publicado es el de 

Hoffmánri,: bon el ~ual Daviso~ y:.asÓqi~dos'; y otros, ,hacen e.l. ~s
.·. tüdio .. de''ci,i~t:intc;~(mod.e,198 d~: .iJiii?:~:rie~~itsii. > Nosótros_ :·r~~W,~os 
todcis::es~s. Úabajos''y.,lós resolviniOs prÓpo~Úmdo ün n~evó~tb6todo 

·. - ' ·:' .. -·· ~ . . . - . . .. . . . . -· '... .... - ' .· 

de soluc'ÚSn, .: el métÓdo de las ecuaciones de diferencia, con ei 

fin de aclarar d?-ferencias encontradas.por autores·que·solucion,!_ 

los mismos modelos. Propusimos también incluir los modelos 

de.,~rfecci15n, eri .Ün ~delO 'general 'que cambia ambas . b~teg'rales • 
. '."'.'::~'-~ ··-: >,;~ . "·,"~·::::;z.:-. -.,;...,,,~ ; .. , .. __.,,' e·;.;~.·:~ .;., .. :,,·.-~7· 1.-.',. :~'·.··-~·;~:.:..~~" ... ~:~:·.·.:~ ·,,'·. ·..,~·-

1 
..... _. ·. '.' ~. . . :' -~,-: . ~.-·. /.·. t 

111, d~_ .cou.19mb ·y la de re~~anéfa én los. atomoe. de l~. t!~:!;·l1a;' - ".i--··~~ .. ;, 
inos; q~e~·1a~so1ucitsn•··fu~!Das. f:~e:ii. y eiaclar~~~¡:,:1~~'·;&l0Ji~~:r;;;,. ·· , 

sb.s dadas por loa autores. El s_egundo mc>cse10.~Cie cristal 'f~e el. 

propuesto por Levine y·Daviso1\'·con el fin· de e;xplicar l.á apari-

ción de dos estados internos en experimentos sobre cristal.es i6-

nicos. Para este efecto ellos propusieron un modelo de"'.imperfe!:_ 

ci6n variando sólo la integral de Coulomb en ei 4tomo de l.a ori-

lla. Este modelo fue· tomado'adem4s por otros autores para resol 

verlo por un mC!todo diferen~e 'y nosotros después tambie!n lo.re-
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solvimos utilizando el método de las ecuaciones de diferencia. 

Todos los autores encontramos los mismos resultados pero este mo-

del·o no explic6 la aparici6n de los dos estados internos en cri!!_ 

tales i6nicos. El tercer model.o de cristal. _propuesto p_or Andrade 

· :tuvÓ:,~l. objeto de ~~~udiar el ~fecto de ~a doble .capa de .&tomos< 

ad~CIJiÍ:>i.dos .en :1.,; s~érficiecdel. cristal, '¡>er~ ~r falta de ante- . 

ceden,tes en mó~elosde imperfecci6n mSs.sencillos fue:necesario 

el anSl.isis que hicimos, el '?ual consisti6 'en propont;ir.,_anSloqa-

mente al crist~1 de·Hoffmann,· un.modelo ,de iJDPerfecci6n que pue-
. ' ' 

de. s~r ~isto como un';stomé:.. a~s~rbido y que var!a ambas .integra-

1"'ª·, l.a de Coui(>Ínb Fl.a de resonancia en e_l 4~o~ , de J.a. ~rill.a ~ 
E¡·t;_:~'' ~4el~· re~e,; ri".1ceváme~te-16~ lllO~e1tj_s: ·cie imp~rfecci6n ·mas · - . 

· a~nc:L:p:os que ,vartan: una 801.a: iriteqrill · ca(!a' vez. Dt!i. e~~udi~ y: 

ari~lisia de estos tres modelos de imperfec~i6ndon;ié el par~e:-· 
tro (. tiene el mismo sigrio que loa deni!a p'ar&metros, Í>odemos 

concluir que aunque en particular existen diferencias entre loa 

• ··resultados· encontrÍ\dos para· .cada .tipo .de:, .cristal dia.t6mico, ta_!?. 

. ,f-~~~·:·:;f.c~~C>~t·~;~iit~:"~li~ii~~tivo' éie f~'if'AAe~9·t.!l~- de_;ió•,·estádos-·· .. ,, ... 

7 ·'I~c.;;;1·i~la~ºª :~omC> sü~ regioilej c!e exist~~cia•aon paz:ec~iiaa ª ias · 

- '·'-• ., 

La diff!rencia ef~·cti~a ea ~alládas ~n el cr.:1.stal . de Hoffníann, - . ·-

cuando el valor de /( es negativá, entonce~ el cri~t~l ·ae --..1 

Andrade conduce a resultados no posibles de hallar en .los dos 

cristales anteriores. Las regiones de existencia y el nl1mero de 

estados de superficie en cada una de el.las.se modifica auatan-

·cialmente. En el modelo de im9erfecci6n que· cambia l.a inte<]ral. 

de resonancia· en el Stomo de la orilla," para valores de · r: nega-
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tivos, los resultados explican apropiadamente los buscados por 

Levine y Davison·.para cristales i6nicos. 

Se ha. insistido durante todo el trabajo el hec.ho de que 

~uestro'estudio ~s.cualit~tivo, es·cieci~, hemos dado valores ar

'bitrarioil a l.os'paraifteti"?~.'. que definen al. cristai.~ a ia :i.tilpeX::::· · 
' ·, : ·: .. ::'·"··:·:·-. 

fecci6n en la superficie para anal.izar las .variaciones posibl.es 

·enl.~ energf.a del.os estados l.ocal.izados. Si se.desea rel.acionár 

éste trabajo con un cristal especifico y predecir, utilizando la 

ecuaci6n de valores.propios adecua~. el valor de la energf.a de· 

ió.s estados localizados :'i/. sus· regí~nes de existerici.a, es necesa

~:L~ est~~ ~Í. : ~aior cié• J.óis. padmet~b.s que: :a~.ar~c:.~ri en: est~.-~'.7 
' c&lculci' .·· ;. iµ ~~at,ar. de. ~•tabiece:J:'.' • il!I: comi;ia.raci6n. lii!i. /de. toniarse . •rí . 

-- _... .. • • -· _.·.-:;··: ..• -.·. ,¡ .. - .•. • · •... 

cuenta que este lllCÍdelo • es unidimensi.onal .• 

Nuest~a áportaci6n en .este trabajo es el haber reunido•·· re~ 

sumido y esclarecido un conjunto de investigaciones hechas sobre 

:~~ ~~~~~~.::e ~a exist~~c:i.a de estados de superficie en· c:r:Lsta

l'es.· diat&m.!CoS. ·ff~j~,_:h~Ch~·: tmftbi8ft'Z'.t'.lit;·~.·: &·~t-üdfo··· 8ri ·un :~ue,m~~-2- · · 

delo. dt! C,ii~t.ii que pÍai-ece ·.en gener&l. . ser. utas' C:onvenientií' p&~{ 
la interpr~t;aci6n ele resultados expetinientafes. é,Pcir Glt:l.111().<en.~ 
l.a parte matemltica ·hemos· propuesto Wi nuevo dtodo ·de sólu'7i6Íi, · 

el m6todo de las ecuaciones de díferericíá, el cual tiene la. ven

taja de dar la soluci6n analf.tica del cristal en forma directa y 

sencilla. 
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