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INTRODUCCIDN 

El an~lisis estadístico de la duración de la vida, ha 
s1do analizado desde hace mucho tiempo, en particular por 
les actuarios. Un interés reciente surge de examinar el 
efecto que tienen posibles1 variables explicativas sobre la 
duración de la vida o sobre el fenómeno de supervivencia. 
Aunque existe una amplia bibliografía que aborda el 
problema, se hace necesaria una revisién de los enfoques 
utilizados para su anjlisis, asi tambidn una breve 
discusión de algunos mátodos de ajuste de modelos; tal es 
el objetivo de esta tesis. 

Dentro del análisis de supervivencia con variables 
explicativas,uno de los problemas mas imcortantes es la 
estimación de los parimetrcs ra~acionados con dichas 
variables, introducidas ;;n el rn.:Jdelo propuesto, para un• 
problema particLilar. 

El problema relacionado con la estim~cién de los 
par~metros depe~de orincipalmente del modelo que se 
proponga y de la forma en que los dates qued3n involucrados 
cnn rpsp?cto al tioo de mecanismo de censura; ya que de 
este depende, pr1ncipalmentQ, la camp~ejidad que pueda 
surgir en el cálculo de l~s estimadores. 

Para esto, e~1sten ya elaboradcs métcdos para el 
cilculo de los estimadores y !a ir.fe~encia estadística ( 
involucrada (ver Kalbfle1sch ¡ Prer.t:.c2, 1980,cap. ,;. ) , 
para algunas modeles particulares. 

Por otro lada, par~ llevar a cabo la est.mación, así 
como el análisis estadístico asociado, se hace necesario la 
elaboración de un prograna de c6mputo por media del cual se 
lleve a cabo el aJuste. 

En este sentido, existe un paquete liamada GLIM 
CGeneralized Linear Intaractive ~~dellingl, que sirve para 
el ajuste" de modelas line~les gEner2.lizados. Este paquete 
tiene amplias ve~tajas para 21 análisis del problema. Se 
plantea entonces el pro~lema de trasladar nuestros modelos 
propuestos al con·::e::to de modelos lineales generalizados, 
par esto se hace necesario ccn5iderar las caracter{stic~s 
~ásicas.de estos. 

Los modeles que se proponen cara el an¡lis1s de datos 
de sL1pervivencia ;:iodemos aividirlos, para pr-opósitos de 
.11;::strar su ¿idaotacian En GLIM, 2n dos clasES: modelos 
paramét:-icos y modelos semiparamétricos. 

Las modelas paramétriccs, son aquellos ·en los cuales 
se propone la funclón de riesgo explícitamente, es decir,se 
excr2sa totalmente la forma de la distribución de los 
tiempos de falla. Para hacer esto seguiremos el enfoque de 



Aitkin y Claytcn (1980> y posteriormente el de Rcger y 
Peaccc k < 1980) • 

Les modelos semi-param•tricos, son aquello• en los 
cuales solo se describe parcialmente la distribución del 
tiempo de falla, siendo la otra parte arbitraria. Ejemplo 
de este ti pe de mcdel o es el que propone Cox < 1972> del 
cual abordaremos el problema de implantaci6n con el paquete 
GLIM siguiendo el enfoque de Whitehead 11980). 

Para el desarrollo del tema en cuestión, se ha 
considerado conveniente estructurar 2ste trabaje en cuatro 
capítulos: el capítulo I contiene la terminología b~sica 
relacionada con el problema, para peder .hacer mas fácil la 
lectura de esta tesis, 

En el capítulo II presentaremos les modeles lineales 
generali~adcs. En el III presentaremos como los datos de 
supervivencia ~e pueden 3daptar a un mad2lo lineal 
generalizado, y en el Último capítulo mostraremos la 
construcción de la funci6n de su¡:¡E!rvivencia para lo;; 
modelos considerados, así como la bondad de ajuste de· 
estos, 

Cabe ac:larar que ~n algunos par-rafes :iparecen c:iártos · 
números,entre paréntesis, qw'! indic:an un.a nota ac:larat6ri.a; 
en la parte' final del trabajo. 



C A ~ I T U L O I 

CONCEPTOS PRELIMINARES 

1.1 Tiempos de Falla 

En el análisis de datos de supervivencia, el interés 
se centra en un grupo de injividuos u objetos, para los 
cuales hay definido un evento: muerte,descompostura, 
enfermedad,etc. e! cual llamaremos "falla". 

Al tiempo que transcurre, hasta la ocurrencia de ese 
evento se le 11 ama "ti emp.:i de f al fa 11

• Como podemos 
observar, la variable aleatoria determinante es 21 tiem?c 
de falla,al cual denotaremos por T. 

Existen di~erentes casos que pueden presentar~e en e1 
procesa de supervivencia, tomandc en cuent~ el tie~po ~e 
falla que tienen asociados dentro del proceso. 

Suponoamos que tenemos un conjunto ce M individues 
U J bajo ~studi o; aquf se pLieden presentar das =ascis: 

a) ~ue todos les individu~s inicien el estudio en ur mis~c 
tiempo y cada individuo tenga un tiempo de f3lla, t 1 t~ 

•• ;"tMrespe.::tivament2c:m tplt; V iJj; i,j=-1. •• M ~no 
e:.:isten ,:allas múltiples:. 

bl Cue ¡os individuos presenten tiempos diferentes de 
entrada al estudie. En este caso se tendri que considerar 
el tiempo de seguimiento, que es el tiempo totai desde cue 
un individuo entra en el estudio hasta que falla. 

Tanto en al cama en !::!) se puede presentar que los 
tiempos de falla coincidan, es decir, si t, ••. t~ son los 
tiempos de falla correspondientes, se puede--t·enei- t\ =t,¡ 
pa~a algún i,j=1, .•• M y, en este caso, se dirá que se 
tienen fallas múltiples. 

Evidentemente el que se tengan tiempos de 
supervivencia iguales depende de las unidades de tiempo que 
se e~ten manejando <días,semanas,meses,etc.l, le.cual puede 
evitarse reduciendo o afinando la escala de medii:ión del 
tiempo <::signada al fenómeno y asi evitar las fallas 
~~ltiples. Este no es el caso tuando se ha realizado el 

·estudio en ciertas condiciones y ya no es posible modificar 
los tiempos asignados. 
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1. 2 C•nsuras 

Un• fumnt• p~incipal de dificultad en el análisis de 
4atas de sup•rvtv11ncia, es la posibilidad de que algunos 
individuas ne puedan ser observados para todo e¡ tiempo de 
falla, es decir, que por diversas causas desconocidas, un 
conjunte de r individuos abandonen el estudio en tiempos t 1 
t, •.. tr <a estas tiempos les llamaremos tiempos de 
cansura>; al igual que en los tiempos de falla, aquí pueden 
presentars• tiempos de censura múltiple. 

En un contexto general, de acuerdo al tipo de estudio 
que se lleve a cabo, es posible clasificar los tiempos de 
censura, en dos tipos: censura por la ~erecha y censuras 
por la izquierda. Las censuras pcr la derecha, san aquellas 
en las que, a partir de un tiempo determinado, la variabla 
de interés ya na puede ser observada. Lds censuras por la 
izquierda suceden cuando existe la posibilidad de que 
algunas fallas hayan sucedido antes del inicio ~e nuestra 
estudio y por lo tanto na saan ragístradas. 

ejemplo: 
Un investigador quiere ccn8cer la edad a la cual 

cierto grupo de niños aprendz a .:ject1tar una tarea 
particular. Cuando este llega ~1 :ugar de estudic 1 

encuentra que algunos nifios, ya saben c~mo realizar fierto 
tipo de tarea; estos contribuyen a tiempos de censura pcr 
la izquierda. Algunos nirlas c.pre;:cien a r<?ii.l izc.r asta, 
mientras il permanece en el lugar <tiempos de falla>. 
Cuando el investigador se va, alg~nos niñcs todavía no han 
aprendido a realizar l~ tarea, estos contribuyen a la 
cen~ura por la'derecha. 

En todo el análisis posterior, sólo consideraremos 
las censuras por la derecha. 

Los tiempos de censura por la derecha pueder. plantearse 
de dos formas diferentes, a saber : 

a> Censura tipo I. Si deseamos tarffiinar el estudio a 
·un .tiempo prev:!.amente asignado. 

~) Censura tipo !I. Si deseamos terminar el estudio, 
cuando un nLimero preasignado de fallas ocurran. 

El problema del análisis de dates censurados, plantea 
lil. cuestión de c:Omo deben ser considerados est:;)s, ·con·· 
re!ipecto a sus tiempos de sL1pervi ve,nc:i a; ya quE! no se 
cc:nocen los tiempos de falla de cada individuo ':':=!nsurado y, 
por tanto, ne es posible, saber cual es su dist~ibuci6n de 
tiempo de falla correspondiente. 
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1.3 El Problema 

El fenómeno de supervivencia plantea dos problemas, a 
saber: 

a> Si se considera un conjunto de individuos sujeto~ a un 
proceso de supervivencia, con datos censurados y no 
censuradas, podemos plantear la cuesti6n: ¿cuál es la forma 
funcional que describe el proceso de supervivencia para 
todo tiempo 1 

bl Si en correspondencia con el fen6meno considerado, se 
presentan un conjunto de variables, que influyen o pueden 
influir en el comportamiento de la funci6n de 
supervivencia,. (llamadas variables explicativas, 
concomitantes a covariables denota~as con z1 , z2 , ••• ,ZK>· 
lcuáles son los pesos r¿lativas d2 cada variable y por 
tanto cuales son las va~iables que influyen 
determinantemente 3obre la función de supervivencia ?. 

Una parte importante en el análisis del fenómeno de 
supervivencia, es el de la construcción empírica de la 
fu~ción de supe~vivencia [2J. Sin embargo, ne será 
considerada en este tra~ajo. 

A ccntinuaci6n, plantearemos la terminología de la 
descripción matemática de los fen6menos de supervivencia. 

1.4 Distribución de Tiempo de Falla 

Consideremos la variable aleatoria determinar.te del 
fenómeno de supervivencia T, la ·cual deno~a el tiempo de 
falla • La función de distribuci6n acumulativa: 

es llamada dJ.stribuc:ión de tiempo de vida o distribuc:i6n 
de tiempo de falla. Asociaca con esta función se define la 
función: 

1- FT (tl 

Probj T > t } 

Esta es la función de distribución de ~upervivencia o 
simplemente, función de supervivencia. En un fenómeno de 
supervivencia, el tiempo siempre es positivo por tanto se 
debe cumplir la relación : 

o 



La func:i&n de densidad de probabilidad, asociada con F 
es la func:i6n f <t>, definida como: 

dfr(t) 
f <t> =-a:r-- ., 

esta .f une: i 6n es 11 amada tamb i. én curva de muerte en el 
análisis de supervivencia y, por definición, es una tasa 
instantánea absoluta de muerte. 

Otra funci5n de utilidad, es la funci5n de riesgo de 
muerte o tas~ de riesgo de falla, denotada por ACtl [3J y 
definida como: 

. f (t) 
x..¿ t > -=-:-~§';(tY ' 

de la definici6n de. ST(tl, se obtiene la. relación~ 
·.· .· ... d 

. . XTC t l =- -a:f Cl n S,. ( t l l 
,1. •·• • '• • 

. . . 

finalmente, se puede definir la función ~cumulaÜv~·-~~ · .- .. · 
riesgo cerno:, ... 

. . . t . . 

. ·~<t>{ >.. <x>dx-=-ln STCt). 

La fur.Ción de. supervi vencía se puede expresar en términos 
de ]\.<t> · como: 

.. e t 

. ST<t>;,exp{ {>-1 <uldu}=exp{-,\T(t)} 
1 

1.5 Planteamiento de los modelos 

En esta sección, revisaremos algunos de los posibles 
modelos que pueden ser usados para representar el efecto, 
sobre al tiempo de falla, de las variables explicativas. 
Para esto, supondremos que, para cada individuo, hay 
definido un vec.tor Z de variables explicativ.:rs· de la f:irma: 

Z=<Z 1 ,Zz.,··. ,z~ <k .entradas>, 

que par~ cada individuo <J>, da lugar a un vector Z. de 
variables expicativas 

Z l = C Z1j , Zzj , ••• Z11,j > • 

Es prudente aclarar que las componentes-de Z pueden 
ser de diferentes tipos, en función de la característica a 
que astan asociadas Y, por ende a la manera en c:ómo afectan 
al tiempo de fálla y pueden agruparse en: 
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i> tratamiento, 
ii) propiedades intrínsecas del individuo, 

iii> variables ex6qenas, 

Algunos ejemplos de los tipos de variables explicativas, 
son los siguientes: 

En una comparación simple de dos tratamientos; pcr 
ejemplo, de un tratamiento nuevo con uno que sirva de 
control, se considera una variable aleatori~ explicativa 
binaria ca~ valores: igual a uno para individuos que 
reciben el tratamiento e igual a cero para les individuos 
que reciben el de control. Si el trata~iento es 
especificado por el nivel je dcisis la corr?spo~diente 
variable explicativa es dásis. 

Las variables explicativas. cu~ miden las oropiedades 
intrínsec•s de loE individua5 ir~luven. en el contexto 

·médico, vari<1bles demográficas t.ües coma: sexo, edad,. y 
:variables que des::.-- i ben 1 c:a hi ..;.-torio m~di"cc: ar.te:; de 
.;idmisiÓn al es-~udio,o:tc:.. ::::stas v3r.ia::iles pLlejen dar lugar el 
agrupacianes c~alitativ3s de los i~dividuc~. 

Finalr.'lente. las variables e):égenas definen, en 
particular, caracter!sticas del medio ambiente de el 
.PrÓbl ema. 

Otra manera. an la cual se pueden clasificar las 
variables e.':olicativas es en, cor.st.:.ntes o dependientes del 
tiempo. Para efectos de este trabaja y por c:Liestión de 
:;,impl icidad SLtpc::idremas en princio:.o que l; __ .QQ_$.§_f!JDS.i.9!L 
fÜL.t• 
Pasemos ahora a tratar de res;:JL ver· nuestro c:-obl ema q:.ie 
pla'nteamos al principio y. para fijar ideas, supongamos que 
tenemos conocida la forma funcional de S<tl, dada por: 

. t . 

. S < t) =ex p iL >. i t > dt l ., 

donde ya se ha determinado Xct>. Esta funcidn de riesgo 
~<t>, ~s la que nos ser~ de utilidad para propo~er un 

modelo e:<plicativa, con ba:;.e en nuestra información, acerca 
de las variablea. que consideremos .11ás determinantes del 
fenómeno. de supervivenci.a. ·una ¡¡¡anera de intr;-oducir la 
información de esas variables el:pli:::ativas. es en la 
función ~ltl y precisamente c~mo funci6~ de las variables 
explicativas. Nuastro modelo se redJcir¡, a proponer una 
forma explícita funcional par~ ~ltl, en términos de las 
covariables. Dos posibles modelos san: 

>.et ' z .~> =. AJ t ) +g ( z .p) ' 
Alt,Z,~>= AJt>g<Z,~> 

- 5 -
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donde '-Jt>, es cierta funci6n ne especificada del tiempo, 
llamada función fundamental y, g<Z,~>, es una función 
general de las variables explicativas, las cuales se han, 
arreglado, de tal manera, que formen un vector Zj = < Zij , ••• 
Zl(J > y, un vector de coeficientes desconocidos ~= < ~1 , ••• 

fw.>, asociados con las variables concomitantes Z , donde 
cada j=1, ••• N, corresponde a los individuos que estan en el 
estudio. 

Al modelo 1.1 se le llama modelo ~ditivo, Aranda-Ordaz 
<1983), y al modelo 1.2 modelo multiplicativo por razones 
obvias. En lo sucesivo solamente utilizaremos el modelo 
1.2. 

Algunas proposiciones para la función g<Z,~>, en el 
modelo 1.2 son: 

ii) g<Z,~>=exp<Z1> • , 
donde Z•~es el producto es~alar entre los vectore::' cz1 , ••• Z"-\ 
y <(~'lt•••tl...>, en lo cual si Z=O g<Z,~>=1, es decir, en . 
ausencia de covariables el modelo corresponde a · 

°A<t,Z,~>=~o<t> • 

Los modelos anteriores.para g<Z,~> han sido 
ampliamente estudiados; el modelo ii) tiene especial 
relevancia dado que es el más utilizado al abordar 
problemas de supervivencia. 

El modelo 1.2 junto con la proposicion iil nos dan el 
modelo siguiente que es e.l que será estudiado a lo largo de 
~s_te trabajo. r4J 

~ct,Z,~>=i0ctlexp<Z'f». 
Cuando la función fundamental· A.<t> se propcne 

explícitamente, salvo estimaciones de algunos parámetros, 
se dice que so esta proponiendo un modelo paramétric:o de 
análisis. En el caso en que se deja la funcion A.<t> 
"arbitraria" diremos que se propone un modelo 
semiparam~tric:o de análisis. 



1.6 Construcción de la función de verosimilitud 

En seguida deseamos obtener en general,suponiendo 
arbitraria ;\.et>, la mejor estimaci6n de los .valores de los 
parametros p· y, para esto usaremos el método de máxima 
verosimilitud. 

Sea Z un vector de k variables concomitantes y, 
consideremos la función de riesgo .7'<t,Z,~> que por J 

brevedad denotaremos como A<t,Zl. Asi también la funcion 
acumulativa A<t,zl esta dad¡ por: 

A<t,Z>~A<u,Z>du 
y la.función de supervivencia 

Sít,Z> =exp C -A Ct,Z>J • 

En términos de SCt> y ~<t>, obtenemos la func~én.de' 
densidad como: 

f<t,Z> ·,,, A<t.Z>XS<t,Z>. 

. ,. 

Si ZJ representa el vecto1- de covarí abl es obs~r~·adas 
del individuo CJ>, v que son indeoendiente~ del tiempo; 
para cada inoividuo (j) poder.io-=: definir Ltna fur.cián de 
riesgo A<t.q> y func.:.ón de su.::ie . ..:vivencia 3(t,'z;>. 

Consideremos una muestra de ~ ~ndividuos cue 
particioan en algL1n tiempo en el es"::udio sea "'Cj ;:l tiempo 
en el cual el i ndi vi duo ( j > en '.:ra en el estudio y t¡ el 
tiempo en el cual (j) fue obsa~vado por ~ltima va~. 

Denotaremos Por íl0 el conjunto de d individuos ~uertos 
y pür íl el conjunto de CM-d> individuos que estuvieron 
vivos hasta que fueron observados por Última vez en el 
estudio completo. Bajo estas consideraciones la función de 
verosimilitud correspondiente será: 

o, 

~ ] [
SCtJ•i> J L=íl A<t·, z;> x. rr --------

'' J J" íl s ( 'q , I¡> 
( 1. 3) 

• 
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Si de·Finimos la variable indicadora 

6·:::: { ·1 si (j > muere al tiempo t¡ , 
J O si Cj) estuve vive al tiempo t¡, 

Entonces la ecuación 1.3 se puede escribir 

L=fl[A<t• ZJ> ]"'x [ =~:~.:~-] 
J•I N 51"':1 -r.) 

. • "'.> '"-J • 

Si consideramos.el casó particular en el que los M 
individuos entran a t=O, entonces =O y S( ,Z >=1 para 
todo j, en tal si tuac:i ó~ &· 

· Lj~[>.ct¡ ,;>];[set¡ ,z¡ j • ci.5> 
Una vez que se propone de alguna manera la· 

función A<t,Z> se pu~de hallar L introduciendo esta 
funcióh en la ecuación l.5 • 

Considerando el modelo multiplicativo propuesto: 

Act,Z>=~0ítlexp<Z~>, 

donde 
¡.tJ 

SCtj ,Zj >=exp~ - 1.AJtiexp CZJf>dt}" .. 
simplificando se obtiene 

"'~ n . t· . 
L= ~ LA_ct¡ > . exp{ 6J Zj~ -exp cz¡~ > •.[·Á<u> du}, e L 6> 

si tomamos en cuenta que en Ntl aparecen s parámetros 
desconocidos,entonces las ecuaciones de verosimilitud • 
serán: · 

(IL 
---=O 

(1 Cl 

. 
' 

(j=l , ••• s>, 

. Cj=O,i ,~ •• k>. 



• 

o bien si tomamos Z=ln L , las ecuaciones quedan: 

~::: ----=O 
ºª 

.. , .<J=l, ••• s>, 

a::: ----=O o {J 
(j=0,1 ••• k>. 

Al analizar las ecuaciones de verosimilitud 1.6 
observamos que tenemos practicamente dos pro~lemas de 
estimación; uno es la estimación de los parárr.etros p¡ y 
otro,la estimación de Ntl ,que tambien involucra 
parámetros OLJ descanaci dos. E:: i sten bási e amente :ias tipos 
de enfoque para la estimación de ~(t) y de les 
parámetros 

El primero consiste en proponer una forma eNplicita 
para Ñt->•que involucre ciertos parámetros a determinar 
junta c:cn los parámetros ~j involucrados Cmodelo 
param~tric:a>.El segundo es el "modelo de riesgos 
proporcionales", en el cual se construye la funci6n de 
"verosimilitud parcial" en la cual se elimina la funci6n 
fundamental AoCtl; solamente se supone A0 Ctl >O y c:ontínua, 
obteniendo así, la estimación d~l vector pj. Una vez 
calculado ~ se puede encontrar una est1rnac:ion para la 
funcian ~<tl y de aqui obtener una estimaci6n de S <tl. 

Para efectuar la estimación de les parámetros 
involucrados en los casos param2tricos y semiparamétriccs, 
se utilizarin modelos lineales generalizados pue3 estos sen 
suc:eptibles de ser ajustados mediante e: paquete GLIM, cue 
se encuentra disponible en la UNAM • 
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CAP ITU1..0 I I 

MODELOS LINEALES GENERALIZADOS 

Para realizar la estimaci6n de los parámetros 
involucrados en el caso Paramétrico y Semiparamétricb 
respectivamente, se presenta un cambio de enfoque el cual 
consiste en trasladar los modelos planteados al contexto de 
l~s Modelos Lineales Generalizados·y posteriormente su 
im;:ilantaci6n medi<'.nte el uso del paquete GLIM CGeneralized 
Linear Interactive Mod2llingl. 

Dada que para 1.q;o del paquc~te GL!M es fundamental el 
concepto de modelo line~l generali~adc, prese~taremos las 
ideas básicas involucradas an la definici6n de este dltimo. 

Los modelas Lineales Generali=ados <MLGl son una 
extensión de los ¡-;¡ocelos l:.neaJ.e;: clásicos. Para un modelo 
lineal clási;:o se tiene un3 p.;ri:E sistemática Y una parte 
aleatcria; la parte sistem&ti~a ~e refiere fundamentalmente 
a la parte lineal r la aleatoria a la estructura asociada 
del error. 

2.1 Parte Sistemática del Modele 

Sea el vector de observ.;1ci cni::s y =<V. , Y.t, ••• y..,> , de 
variable aleatoria Y qu~ se distribuyen independientemente 
con media µ.. , y vc:.rian:::a constante. Y supongamos la 
existencia de covariables Z1 ,Zz~···ZK =en valorem 
conocí óos, tal es que µ. se puede ex;:iresar como una 
combinaci6n lineal de las Z , .:i sea: 

"' 
µ. =í}J~j ' 

donde las p¡ 
estimados de 
queda: 

~ /a/ 
son parametros desconocidos y deben ser 

!cz dato~. En términos de cada observaci6n 

donde i=l,2, ••• M 
covariable para la 
mat,..:ici al: 

K 

E <Y¡_) = µ¿=2:11j , 
J~ 

y Z~ es el valor de 
i-ésima observación. 

' 

la j-ésima 
En nataci6"n 

donde JA- es una vector de Mx 1, Z una matriz r¡e Hx k y. ~ de 
kxl. Esto completa la especificaci6n de la parte 
sistem5tica del modelo. 
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Así, el modelo cl ~si ce es aquel que cumple con '::.ener 
·1. ,y2 , ••• , y"' variables con -distri-buc:ión normal y varianza 
~onstante, y además: 

ECY)=µ, µ. = Z•fJ • 

Para generalizar, las condiciones anteriores se 
modifican lj9eramente de la siguiente manera: 

Primero.- Se tiene una r.ompomente aleatoria formada 
por un vector,de v·variables independientes con parámetro 
cuya distrribución pertenece a la familia e:~panencial. 

S~gundo.- Una componente sistemática que invol~cra 
covariables' z1 , ••• , ZK y producen un "predictor lineal" 
dado por: 

• 

Tercero.-una función monótona diferenciable que'c 
..-elaciona la parte sistemática con la aleatoria·, na'1nada 
"funcion liga" 

En suma, un modelo line~l generalizado estar¡ 
caracterizadri por los tres componentes ante..-ioras, janda la 
distribución del erro:-- oertenece a la familL? e':::icnencial. 
la parte sistem~tica se- mantiene lineal y _la fun~i~n liga 
debe ser monótona dife~enciable. 

2. 2 Parte aleator•i a del mOdelo 

La fa:nili"a o:<ponen,c1al puede caracterizarse como 
sigue: 

f <Y ,O,fP> = e:<{ac1>>C[F · -b <o>:h;<~>] +'¿~¡,,·Y->}, 
donde a.e~>, b <6> ,c <Y,;> s~n fLtncione~ esped-ficasjcon tP 
conocida, la media y la_ varia_ríza- se: obtienen _medí-ante las 
relaciones 

en la cual 
parámetro y 

'JfY,{,±·~.···.EBª<~) .. i;~ ::c._·: 

~}.{)- ~-ri~t:f ~~~~·~t~~~1~r~~~~-¿=~~¿~~~ª~1 -. 
. , ..... "{.{'. ~," 



a la cantidad 9 s~ la llama pará~etro canon1co de la 
familia exponencial y a ~ se la llama parámetro de 
dispersión y b" <91 recibe el nombre de función de 
varianza. Comunmente la funci6n «.r.4» es de la forma: 

"' Cl(lj))=----
(&J 

donde W es cierta "función de peso" 

2.3 Fundón Liga 
. '\' 

. La f~nc:i6n liga relaciona el· "predíctor lineal" 't 
con el :vaúir del parámetro 8 del dato y. Cuando se tiene 
un modelo 1 i nea! c:l asi co ¡L y lt son igual es ;· el modelo 
tendra asociáda la función liga id:r.tidad, en lc. cual p. 
y 71. pueden toma:- c:•..1.al quier valor r2al. 

Sin embarg.:; en algunos c:asos es necesario que Jk sea 
positivo y no conviene u~ar la liga identidad.[5J 

Las funciones liga que son usadas de acuerdo al tipo 
de distribucion que se considere,son: 

Poisscn 

Binomial 

Gamma 
--·,: 

las anteriores son llamadas ligas canónicas. 

2.4 Estimación de los parámetros en la expresión lineal 

Para la estimación de 1 os parámetros ~; y de allí el 
predi ctor 7t¡ y los val ores ajustados J'-i. , se usa el método 
de máxima verosimilitud. · 

Para hacerlo, se supone que la matriz de covariables 
Ztj e.s de rango c:ou:;:>leto [6J. ·Considerando la 
verosimilitud como una func:ián de {J y maximizan~~ para /3 '. 
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se puede obtener un.a ecuac:i en de la forma: 

d,cnde la mcttriz A y el vector · r son, en general, función 
de µ el cual es desconocido debido a que es función de fJ 
por tanto no es posible hallar una solución directa. Sin 
embargo puede resolverse iterativamente: primero tomamos 
las observaciones como estimadores iniciales de µ , 
resolvemos para fJ usamos esos valores d2 ~ pare. calcular 
los. nuevos estimadores de µ y de nuevo se resuelven 
par;,_a ~ y asi suc:esi vamente hasta la convergencia de ~ 
a t , Nelder y Wedderburn (1972) muestran que la solución 
a las ecuaciones de m.v. es equivalente a un proceso 
iterativo de m!nimos cuadrados ponderados con función de 

peso: (d.µ").2 
w = ~Vv • 

en la cual µ es la media y '1 =¡:lú1. 
\. 

y se tiene una variable respuesta modificada 

y= '1 + (!{-µ)lt • 

As(, un proceso de Newton Raphson con segundas der.ivadas 
para una muestr~ de tamaño M da: 

Aó~= e 41 (2. 1.} 

A es una matriz de tamaño mxm, dada por: 

A-t;=l: w,z,Jz,;, 
C es un vecto~ de dimensi6n mxl de la fcrma: 

C¡, :¿ .w.tZL,tl'<-l')* , 

4 Ai¡Pj ~ w, Zu. 11t • 

~.1 se puede·escribir como: 

con 

La ecuaci6n 

* A~=r ., 

dende 
ri -2: wtZlt Y.t • 

' 
y 
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2.5 Bondad de Ajuste 

Podemos preguntarnos ¿qué tan bien apoyan los datos 
al modelo propuesto?. Suponiendo-que el error y la función 
liga son buenos, consideremos la estructura lineal para 
tratar de responder la pregunta. 

La estructura lineal es la suma de los efectos de las 
variables concomitantes y su composici6n expresa la 
influencia de esas variables sobre la variable dependiente. 
Los dato3 dan infcrmacion acerca de cuales efectos tienen 
influen~ia importante y cuales ne. Así nuestro prop6sito es 
obtener la mejor ;;lección entre el nG"mero de v~riables y 
sus parámetros que debieron ser incluido~ en la estructura 
lineal y la c~pacidad del modelo pa~a repr~sentar los 
dates. 

Podemos distinguir c¡nco f~rmaz especiales para la 
estructura lineal como sigue: 

Si se incluyen n parámetrcs linealmente independientes 
en la est;-1..1ctura•lir.eal de:l e-:.tii.',ador de m.v. para p será 
equivalente a las obssrvaciones mismas. Este modelo es 
conocido como "modelo completo" o modelo saturado; los 
datos son reprcducidcs exactamente, pero si:i n:nguna 
simplificaci6n en la i~terprctaci6n. En cambie, si se 
propone LID -.1alor comú';i para la;; µ. , se tendrá un "m::idelo 
nulu"; este es un modelo siople pero comur.tr.ent;:: ne 
representa adecuadamente la estructure; de los datos. 

E::isten también otros modelos meno'.3 e:;tremos, uno es 
el "modelo mi:iimo" que ::onsid12ra a a::¡.iel los parámetro$ que 
deben estar en el mode!o. El modelo ~as grande es el"modelo 
mlximo", y entre esos dos EKtremcs esta el modelo que 
estamos considerando ~l "modelo c:a~ri 2nte". 

Nuestro problema es determinar la utilidad de un 
parámetro para el modelo corriente o de otro modo, el error 
de ajuste inducido por la inclL;siÓ'.1 d~l paríir.etro. 

Nosotros consideramos la aceptabilidad del mcdelo 
corriente relativo al modelo completo,comparando la 
verosimilitud del modelo corriente Clc> con la del modelo 
completo (lf l para los datos dados, así se considera la 
estadística: 

SCc,f>=-2logClc/lfl, (2.2) 

donde S es llamada "desviación escalada" si usamo:. para le 
y lf, la estructura del error. que consideramos en 2.2 con 
los estimadores m.v. de ·1os parámetros, se obtiene: 

s < c , f > ""~' c9 - 8 > + ~ e ~ ¡ -b < 8 > I a e lf> > ~ , 
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~ y ~· son los estimadorez m.v. d1:1 ~ bajo el rr.odelo 
corriente y completo respectivamente~ e~cribiendo S<c,f l en 
términos de íl y f' queda1 . · .·. ·· · · .· 

.. D (c, fl 
S<c f>=-------

' "' 
• , a ( q, ) =----­

W 

D<C,f> es la desviaci6n o "devianza" del mcdeio corriente 
relativo al modelo completo, es el parámetro de esc::a!a, 
la devianza es una cantidad conunmer.te usada en 
estad!stica; para distribuciones especiales se tiene~ 

-- "S"' { ~-:/1.1.2 ' devi anza NORMAL 'e: u r 

devianza PDISSON =~{~~Yin{~) - l 'r'•/)-) f]' 
devi anza BINOMIAL =.t¡: l 'fln(~)+('l.·'<)!11{~} ' 

devianza GAMMA ~it j In(*\ -t \l;t') } ' 
~ 

devian~a GAUSSlANA 
INVERSA 

2.6 Residuale~ 

• (t = \>''"> M.). J . 

Una vez que se tiene ajustado ~n ~cd2l6 lt~eal 
generali;i:<ldo especificado pcr su ·:ar·i.:in::a. su fLin::ión liga 
y las covariables en el predictor lineal, entonce~ pueden 
planterase las siguientes pre9untas: 

1.-¿ Son necesa:-ias mas covariable:;; en el· Pr:~di~i::oÍ-:-
1 ineal? 

2.- d Dzbe· cambülrse alguna covariable· 
función de Z particular por ejemplo: g 

3. - ¿Debe cambiarse la -función 
de 't=fL a 't=!n}L ? 

4. -d Debe modificarse l:i función 
de V <p.>= 'A.Ji- a v if> = ">-fC ? 

Para modelos 
respuesta como: 

o sea: dato=valor 



Los residuos pueden ser usados para axplorar que tan 
adecuado es el ajuste de un modelo. · 

Para los M.L.G. es necesario generalizar el concepto 
de residual aplicables a todas las distribuciones que 
reemplazan a la not-ma.l y, adená::;, que pueden ser usados 
para los mismos propósitos qua los residuales 
normales. 

Para esto 
general izados, 
cuales son los 
"residuales de 

existen tr·es fer-mas de residuales 
los cuales inv.:ilucran µ.en VE?Z :ie íl , les 
.-esidüal2s d!i! "Pears::m" tr, l, "Asc:ombe" <r,_ 
desviación'' \r0 ). 

(para Gama) 

\para Poisson> 

L.os resi dL1al es As·=o:::b:? y resioual de dcsviac16r. sen 
~~a~entemsnte dife~e~tes pero dan,para cierto ran~o ce 
·1al<Jres,valcres muy simila.res. 

~n GLIM se dsfinen los residu&l~s "estandarizado&" 
como: 

·residual :(observada - ajust.adal_/cfunc.i6n ~e ~ase) 
. l r .. •vu.r.a!1-3 ' 

K:pará'metro de escala 
Una gráfica qlle resulta de utilidad, deapués que se ha 

¡;f ectLtado el ajuste, es 1 a de los residual es contra val ores 
ajustado~ to alguna transformacion de ellosl.Tal aju$te e~ 
capaz de revelar puntos aislados con residuales gr~ndes, o 
~na curvatura general, indicando escala de covariables 
inadecuado o función liga, o una tendencia en la dispersión 
con el aumento de los valores ajustados, indicando una 
~unci5n de var1an=a insatisfactoria. 
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CAPITULO II I 

AJUSTE DE MODELOS PARA DATOS DE SUPERVIVENCIA 
EN GLIM 

3.1 Mcdelo paramétrico 

Consideraremos t,,t1•••••tr •.. t~ tiempos de 
falla de M individuos de los cuales (M-r) son censurados, 
ascciadcs con estos tiempos consideraremos los 
correspondientes valores de las variables ·explicativas Z\j 
en donde i=l,2, ••• , M; j=0,1, ••• ,k (con Z1,o =1>. La función 
de densidad de falla f<t>,la funciéi;i de distribuc:ión F<t> y 
la funci6n de riesgo ~<t> 2stan relacionadas por la 
ecuación: 

donde 

f(t) 
>.ctl=-----­

SCt> 

SCt>=1-FCt> 

• "·--'~¡: ;:/~·.:'.-, 

,-' ~-~~' -- ~_o-~ ··=~ '- _,__ -

la función de riesgo se propone de tal 
las variables explicativas a través de 
<modele de riesgos proporcionales>. 

' 
:~n::~ei~~L.~~;ú~~f E!iiL· 

1(. 

>.<t¡,>=>.0Ctt>exp<~z~p¡>, 

Así la función de densidad queda: 

donde 

f<t~>=>.tt~>S<t~>, 

S<tt>=exp{- A<ti>exp< Zi~>}' 

, ", , •. 'i\ff> ;~~;'I~ll:~t'ti~;J; 

17-
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En seguida construiremos la función de verosimilitud. 
Para esto consideraremos la variable indicadora O¡, que toma 
el valar de 1 para el data no censurado y O para censura. 
Además supondremos que el mecanismo de censura es 
independiente de la variable explicativa. As! la función de 
verosimilitud queda: 

L =~ [ 
~=l 

Usan da L 1 :• f r::z:x :: ;J·~t:, :::d:::~~:x p CZ~> (' 

introduciendo la variatiie )c.· , 

obtenemos 

L " íl [•,;fi¡l¡>,;~!J[~(t i IA ', t¡> J • 
Al primer factor d!: la fur.cién de verosimilitud, <z:-e le' 

llama "núcleo" de l<1 función de ~·e:-osimilii:ud pélra 51· 
variables distrib~idas Poisson inde~cnjientes con ~edia ~l, 

El segundo factor solamente invol~cra (en ge~eral) 
par~metros desconocijcs de fcr~a, e~ decir, n~ involucra el­
vector de par·ámi=tros ~. s: :nodelo 1og-linea·~ para la 
funcion de rie3gc implica ~n modele log-line~l para la 
media de una variable Poisson definida co~o: 

ln ¡.t;.= ln A(t¡,) + Zt'~ •. 

Si suponemos que te:lc:mos. a J parámetros d.:sconoci dos 
(j=l ••. sJ; para d~r una estimaci6~ d~ los par~metros y el 
vector ~j se utiliza e: p~a.::cso iterati'lo de ma>:imizac:ión 
de la función di::l Log de la verosimilitud, este se realiza 
utilizando el pa~u¿te GLIM. 

· Para asto se¡ dan valores iniciales de los parámetros 
y se intrm:h.Jcen 2n la función ~(tl cnnsiderando esta 
función c:or.o:::ida. Intro'.1ucie;ido ~n A et¡> como un offset 
[6"J,Cquo s3ta incorporado en el modelo lag-lineal para el 
modelo de Poisson en GLV1:· ,se' obtiene el est.imador de jSI. 
Para este estimador de(> el estimador- ce m.v. de los a; 
parametros desc:o11ocidos en µ;, pueden ser obtenidos. de las 
ec:-.1.ec1or.es de verosimilitud para eses p,;wámetros, y así 
suc:e~ivamente hasta la convergencia. 
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Para una funci6n param~trica de riesgo general est2 
~rccaso es ba5tant~ complicado, y por lo tanto •olamente la 
aplicaremos para algunos casos particulares.C]i. · 

::. • 1. 1 Distribucion Exponencial 

~upondremos que t>O y qu~ 

4<t>=expCZf> .A0{tl, 

4Jt>=constante 
donde 

1l7 Z·~ , 

par.;i este c:a.so se t~ndi-.f A <t.>.;,;t ; 
-!:.':'.:},;i:; 

. _, ,. ' ···.';·, 

.... l 

de aquí sé obtiene·}.: .:·.L; .: .. · · · ,'.•• 
.. ,::·.:·::···,'-' ·:··, ., '-, .- ... ··- , 

.. 1~r~.~ü.;:~.-:~~it1rs~1~~;it~t,f'.~t; ~H~~,L - : t º , 
: : . +:ct>~ó . ,, o , 

··rn- ~i·~r;frt +. Z\;~ ; 

dada -:;ue ·· ri8 .t\en~~pará¡;¡i;trD· cesc::noci.d~,1 a 

maximizaci6n de l"' fL.1nC:i.6i-i de<ye~03i.;ñilitud) .i>Ei;fédl.:é:e a 
aJustar un modelo de Pdisson con ·medioll: 

.. '..-~,; ·::· 

{~:+·~'.'i'i~ .. 
3. 1.2 Di ~trib~é:iéri · Weibul 1 

. Para la distribuc:i:Sn Weib•.Jll, supon<7:r:ics Aítl .,,,{' · a-I 
a >O y obtenemos una f unc:i 6n do r i ·~sgo ¡:roporci onal a at 

y una f~nci6n de densidad Weibull asccinda; dada por: 

f <t> = a t ª { e::p~- tª• e:ip <Zf' } ] 

f(t)= o 
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Ademá~ depende del parámetro desc:onoc:ido a el 

cual debe ser estimado conjuntamente con las ~ Así 
mismo se ti ene ~=t¡ª e:cp < Z¡ ¡,J) >. El 1 og de 1 a funci t:Ín de 
verosimilitud ~s: 

ln L = 
M ~ 

lna. +:¿:e ó•lnJli-14> +Í:á¡ln t¡, ·, 

dado que el Gltimo 
puede omitirse. 

\::.1 ~=-· término no depende ~e los parámetros 

Las ecuaciones de verosimilituc para ~j son: 

.. , \ 

y la ec:uac:iÓn para ~j dado el vector ~j' E!s: r~J 
-· '1 - ' •.. -_ -- . '.:- ~ 

y po; lo tanto ----1 

: =[~ µ~ - ll¿> 1 n ~] • 

El procedimientc iterativo que.se sigue para el cilculo 
de a :omienza fijando alO>=l ,es decir, se aju~ta un 
modalo exponencial.El modela Poisson es ajustado con un 
OFFSET CL1e es a.CO)=ln lt> y l::Js valores aju-:;tados flto son 
u::;ados para r-eestimar dado un cierto· •<O>·. Un nuevo 

I ' 

estimador-°'t= -~i-~ .se ··usa para def~nir un nuevo OFFSET 

Cl,1lag Ctl para el mod~lo de- Poisson y el proceso se 
continúa hasta la c:onvergenc:ia <ver. apendice A>. 

. 3. 1. 3 Distribución valor extremo 

Par-a esta distribución se tiene .A<t>=exp<OC.t>, a ell.:1 
le CQr~espo~de una función de riesgo proporcicnál a C(.exp<«t) 
'! una ftmción de densidad de la forma: 

f Ct~ = otexp < <t.t¡, > exp {~ - e1<p <<lt +zp > ~ • 

Para la estimación de los parámetros, se puede notar que 
haciendo la transformación v=exp<t>, la distribuci6n 
anterior se conviert~ en la distribuc:i5n Weibull para la 
cual se utiliza el mismo proceso iterativo excepto ?ue t 
se reemplaza por log t. 
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3. 1. 4 Distribuc:i6n logística 

Para considerar el ajuste del modelo logístico y 
Log-Log!stico en GLIM; para datos censurados. se supone que 
los tiempos observados siguen la distribuci6n logística: 

• f <tv = 
1 + exp <«.t¡, +~ 

donde OI. es un parámetro que se supone es el mismo para 
todas las observaciones. ·. ''· .: .... 

De las observaciones se ti.ene t"' de los cu~l~~~·:·r.son 
censurados y <M-rl no censurados .con un .. mecanismo. da .. 
censura independiente. . . ·.'. :· . :';:.\ . ": ·• ,:'. · ·.· 

Usando la función de dens1 éla,d: par'ai i: ~: :¿e:; jJÚ~de Ootaner 
una funci Ón de V•2rOSi mí lí tu;;J para ¡ QI'. :y,~,: bas.::ida en/l OS 

datos. 1 · . 

La rel ac:i.án entre ~¡ y l.as •·~r:i abÍ~s conC:~i:ii taittes, se 
lleva a traves de la función ,lig'a.:y·'el prediéti;)r lineal 

dados por <·/·•,·c:~fü . · , ' 
11.~.~·. in.hr:~} , (3.s> 

"lt=~ti+ zf ' :C3.6l 

este modele ouede ser ajustadc;¡· an GLIM usa..-ido errare? 
binomiales con una lig3 logito, y sL1poni=mdo que C(t¡, es un 
OFFSET fijo, el valor.de <X.puede s.:r estimado 
iterativamente. Un estimaoor ~nic:ial 0(0 es a.;'ustc;.do usandc: 
un modelo normal para l~s datas ne censur~dos solamente y 
tomando la varianza normal igual a la varianza :ogi:;tica 

-3~r 1 usando la ecuación e::. 6> con e.:;2 valor 

de tXo 5E.' cbti ~ne una estimación de '(' 

ree•st i ma r.t resol vie~clCJ í a efJacién con 

y nuevamente se 

o::: 
"' o 

- -,,,,-: . •' ·. 

-~sí ~asta ia convk?9~h~~~; c9J 

.-.21' ...... 



3.1.5 Modele Paramétríco general 

Los modelos propuestos anteriormente, se pueden 
presentar de manera resumida de la siguiente forma: 

Primeramente para las distribuciones Weibull y Valor 
Extremo, construiremos la función del logaritmo de 
verosi mí l i tud denotado por :::: cansí derandc que 

I Para la distribución Weibull se tiene 

~ t-• 
al "<t, Z> =«.t: exp <Z~l · , 

«.-1 °' f(tl=O...t: e:(p f -exp <Z~)t + ze}, 
el set> =e:<p{- exp<Zfi>• t°'f • 

Si tcimamos en cuenta ~~é 5e ~ie~en ~iempos t 1 
, .•• t~, algunos.~e los c~ales son =8~surados y, que la 

· verosímil i tud es: 

sumando 3.7 y 3.8 tenemos 

ª• =t{~ln~ + Cd.~Ú':12:sh .+.i~z~- e:<p CZ·~>· tt}, ·.· 

entonces 

.;-'.:--)~!._,;~,'._~-,- - -~~,-~ 

=d. l n !(, - 2: d¡l n t¡, + 
i 

~{~nfl' - ~;.}' 
L. 

et·.· 
fJ.¡ = t L • ex p C Z ~ l ' 

't\~ = ¡,rs ~¡ 
ln t· + . ¡, 
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I 1 Para la db:;tribuc:ión Valor Extreme se tiene 

a> ]\ct,Zl =ctexp\ct.t + Z~}; 

b > -re t > =(t5!x P { ~t + _z~ -ex P c«.t +· ,Z,fr}j 
e:), · SCtl;,, exp { -exp<cl.t + z~>}' 

por l_o .tanto~ ·• '·"" 

Además 

•a= ln L ,Z:{S~n f <t~ +<1-::~> ln 

~~lnf <t~ 

(1 -~J l~ 

sumando 3.9 y 3.10 queda: '.;::~~-·- .-,~-{ :, -_ 
.'-

.,! ·'"" 

,_/~ 

con 

y 

e_l predictor lineal 

(3.10) 

Puede not"3lrse oue g!Y l?0 cifi~ren en un término que es 
:E j¡,l nt, que na depende de 1 os _oarámetr::::s- de:;:;c:onocid;:Js y 

puede omitirse en la maximizac:ión d2 e-:=t¿ manera ::¡ueden 
considerarse los dos modeles en en an&lisis conjunto c:omo 
sigue: 

Para Weibull y Valor EKtremo se tiene:; 

::: =- 'L: ! ÓPnf4 -}Ji-> + d lnO(., 
¡ . 

i l donde ~¿ tiene e1 vai.or O pare:. censura y.:1· par.¡¡ 
valores observado5 · 

ii) d,ndmero tota! ~e valores observados 
iiil lafunc:iónlic;;ae5 r\1=lnft~ .. ,···· 
i v > el pl"'edi ctor 1 i i"Je,;il es I\¡ = U¡ct.+ ~ Z·@> donde 

v> lh= 

son los par,ímetros ~esconocidcs '/'. Z¡.0 en el 
vector unitario (1,0,0, .• Dl lK·eMtr-ad<O\•·) 

1 
t¡ para val 01- ex tremo ' ' 

In ttpara WQ1bul1. 



Un procedimiento análogo, se sigue para las 
distribuciones logística y lag-logística quedando el 
logaritmo de la verosimilitud como: <Roger y Peacock 1980> 

donde 

- E[$¿ln~~+ ( U)¡-~L ) In (cu~ - 3¡,) J + d lno<., 

L 

i> ~tiene el v3lo~ O pdra cen~ura por la izquierda y 1 
para valores cbse:~vado!::. y ce:isuras por :i.a derecha 
iil W• tiene el valor 1 para censuras por la derecha y por 
la izc¡uierda y el valar 2 para valores observados 
i i i l d. es el número total de val ores observados 
ivl la función liga logito: 

'l¡= ln 
M.~ -------) 

w~-f• 
vY el predictor lineal es 

~ = Ut ti + 1 z ~ , 
donde <X. Y~ sori parámetros desconocidos ~ Zto es el , 
vector unitario (\ 1 01 ... 10), 

v> llt toma el valer. de t¡ pa~a la logística, y l1;,=lo_g' ti. 
para la log-logística 0 

Ambos modelos se ajustan en GLIM tomando en cuenta que 
el primer -::érmino de la ve;-osimili tud involucra ~t y se 
reduce a un ajuste con error Poisson y función liga lag 
para la función Weibull y V3lor. Extremo, el otro modelo a 
un error binomial y una función liga logito para la 
func16n logística y ~og-logística. 

El térmir.o elitra d log«.. se incluye como un offset 
p~r~ cada tiempo.el parámetro de escala es la unidad y el 
parámetro CX. se ajusta par un proceso iterátivo usando 
var~as veces la instruccion FIT. · 

Los modelos propuestos anteriormente pueden se~ 
e~glubadas en un modelo general; el procedimiento utilizado 
para su'implementacian en GLIM evita un proceso iterativo 
de ajuste de los parámetros,así son aj.ustados o( y ~j 
si mLtl t.foeamente. · 

El modelo general que involucra las funciones 
logística, valor extremo, lod-logfstica y Weibull se 
propone con: J4 M 

_ =E¡. =E< r•> -+ d·lnol , 
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•n la cual la f\ <tf.\> es una funci6n c:cnocída da J.l~ y el 
predi c:tcr line.a ; I\¡ = u,a. +' ZLJti 
au implamentaci6n an GLIM pu~da llevarse a c:abc madiante-' 
siguiant• prcc:edimicntc. 

al colccar el namerc de unidades c:cmc el número de 
a~servac:icnes mas uno, y leer les datos adecuadamente. 
b> d11finir •1 vector "C" asignandc los siguientas valcrt?s: 

1 

O para las censura por la de~ec:ha 9 
C• 1 observac:i enes ., 

e> poner el v&!c:tcr 
2 par-a c:er.sura por la i:z:c¡u.ier-da, 

t
t para la lcgfstic:a,valor e¡.;tremc 

u 
log<t> para lcg-log!s-:ica, \Jeib:.ill • 

d) poner el 11ltimo alem'ento de teda¡¡ las v3riables 
ajustadas' que ~engan el valer d~ cero (~NU>. 

Existen ~o~ subrutinas llamad~s macros SETW y SETL: la 
primera para. la distribuc:i~n Weibull y Valor E,<tr;:-mo; y le:. 
segunda para la lcg!stica y lcg-logts~ic:a, las cuales 
ajustan el modele nulo<sin.covariablesl. Posteriormente con 
la instruccion PIT se ajustan las c::ivariables. \ver apéndice 
B> 

Con la instrucci&n DISPLAY se muestra la estimación de 
les parámetrcs,residuales,etc. 



2 MODELO SEMI-PARAMETRICO 

Para considerar inferencias ~cerca de ~1 cuando la 
función '>,..<t> es completamente desconocida,se tiene el 
modelo de riesgos proporcionales,este modelo fue propu2sto 
por Cox Cl972l,en las siguientes casos. 

3. ::?. 1 Datos no censurados 

S2a ~. ( rt,·•• ,< T~ que representan los tie~pos de 
falla ordenados de ios n individuos en m~Estra y, dendtesa 
por I j al sujeto cuyo ti empc de i a: la es 'Cj • Asi, Ij será 
igual a i si y s6lo $l ~ = ~. s~ d=finE al ~onjun~o RC~l= 
Ci; t,>c; }, como el =~n;unto dm :ndi~iduos en riesgo en el 
instante previo a la ccu~renc:i~ d~l :-¡sima tiempo de falla 
ordenado y~ sa ~ti!i~~ ~ara reor~$entar su tama~o. 

Para 16 deri,aci5n j~ la ~~rcsimi:itud se ccnsidera 
que los conju~tcs : ~ ~- y <I¡ ) son ccnjwntame~te 
eqwivale~t~~ a l~~ datos origina!es a ~aa a los tiem~os 
descrd=:n.=,dos t ¡. En ;;usenci a :jel c:ar.oci.;ii er.to da X.<t) 
2~con~cirr1ie~ta d~ !o~ tt puad2n ~rooorcionar peca o nin~una 
inforraacicn acarea de dcldo qua su d1stribuci~n j~pende 
ampliaments de 1',;t:· .. Asi, ce·bemcs enfuc.ar n:.lestra 
atencion s·:ibrtl las Ij; la dLatribl'.cion conjunta i:- •.i 1 ,i:?. 
, ••• ,i~> sabre tedas las pcsi~les perm~tacio~es de 
<1,::, ..• ,n>;pueden se:-- derivadc.s el:plícitament2 en este 
caso. 

La probabilidad condicional de que ~=i dada la 
historia completa 

h ={ ?¡, r,, ... -.. 'T¡ ;i, ,ii, ,.· •• ,11.,.:;·' 

posterior al j-esimo tii?mp6~'c:;fd2M~to' 1¡ püed2 c:alc:ularse 
como la probabilidad condi!::ionar de qut:o'i fall: al tiemoc 

r¡ dado 0L1e '-1r.· ~ndividuo del'conjunto de riesgo ,f...< 'J'.) 
falla en 1) ,es: 

' e>J(.f>(~¡·(3) 
h• )=---------- ~ 

J L. A.¿7J> 
\l.&R,t't";) 

ia funció:i A,Jr~ ;;'" cancela &2bido a la supc;¡sic:i6n del 
modelo multiplicativo [ A<"C >=~<"C >expCZ~l J, la función 
anterior e;; independiente de los 't, , ••. '& J es decir' es 
igual .a p <i 11.,12.•·:·•i¡-c) _que es la p~obabilidad de~ 
dadas unl camente I 1 =11 , Ia, =1,i;, •• ·, • Ij.¡ =1 j•I 
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Ast,1a distribuc:i6n conjunta p<i 1 , ••• ~ puede obteners2 
c:omc. 

~ 
p<i 1 , ••• ,i~>::: fI p <iJI í 1 9 ••• ,ij-1 > t 
·• ..... •. l=I 

- ~ [· exp<Ztjf > ]' 
lL 3. 11 

-j~ -2;--;;;¡;<z;~-, • 
tc.~lt:J) 

c:omo ejemplo considere la siguiente situación, mostrada en 
la.. figura: 

. ' . ' . . . "' 

------------------------------------------------------<,,. 

Figura 3.1 ·•·,:) ... ··-
,,. •" 

Falla para cuatro individuos sin'·c'erísi..tt-a< '.' 
Tiempos de falla t 1 ,.:.,t .. y nivelesr¡de{C:'áélá 

. individuo •. · · ... <;·;y::·:,,;/ 
. . . , .. . ' . ' . ·.¡:.~·-_ --~ - - _,._, - . 

--------------------------------------------------~--------
,_,; -

· .. :· -

i=1 
.. · •. 1 

Í"'2. 

.. -.. ' ' 

Los conjuntos de riesgo son: 

g:¿( i:, ) = t 1 '2 '3 '4 } ; R.< 1:~) = { 1, 2, 4 

En este c:aso 11 =3 I,i =4 · 13 =1 
es: 

1+=2 así la probab!.lid.1é 

e:<p (Z3~ > 
p(3,4,1,2>=----------

. ~ exp <Ztt..~.l 
1Ciíltt'1) . 

e::p <Z¡p l 
X ---------:< ----------

!: e;<p <zKr) ~eiq:> <Z..,f l 
1<,.iitr1 > l<~:R/r,) . 
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3.2.2 Datos censurados 

Supongase que existen d fallas observadas de una 
muestra de tama"o n, y sean t 1 < t~ <, ... ,<tn les tiempos 
de falla ordenados; nuevamente sea I¡=i si el sujeto i 
falla al tiempo tj ,y sea lt<tj l={i,t~ > tj } el conjunto 
de riesgo correspondiente de tamano S En este caso la 
verosimilitud t10J será: 

L "¡~1 [=~~:~~~;~z.f1] o "· 1
2 

. l<&,l(;t¡) 
La ecuac1on 3.12 puede ser obtenida como la suma de todas 
las probabilidades 3.11 consistentes con el patr6n r 

observado de fal lts y censuras. Como ejemplo· consicerese el 
siguiente diagrama: . · . .. · 

--------------.------:-~¡;19;:;;:;-3~2-----------------------

f all a de cuatro individuos c:on· censura 
x ;falla ,O;censura., · t 1 ,t2 ,.t!-,tiempo.s de· fc.lla; 

i=1 

i=2.· 

1 1 

::: ' :_J ___ ~-~-Le: __ 
. 1 1 1 1 . 

. 't'¡ 1 J "t'i, . 1 't'¡ 
-------------------- ---L------------------------------

los conjuntos de riesgo son: R1=(1,2,3,4) R2={1,2} 
A,B y C posibles posiciones para el tiem~o-de falla 
individuo censurado. 

Para este caso la verosimilitud será: 

exp <Zr,~ l e~p<Zi~ i exp<zt_~) 
L ----------- X ----------- )~ ------------

:t exp <Zt.f) 
ke'llctl 

z; exp <Z-f > 
M.Jlert) 

¡; exp <Z-.~l 
k'~1) 

~,={2} 
del 

t [11J 

la cual es la suma de los tres términos correspondientes 
posiciones posibles para~.... relativas a i:1 1"C2,1:5 1 a saber 

- 28 -



A 
°XO) 

X 
7\(4) 

X 
~(\) 

X 
'AC2) 

K3(1C.) • K,(k) J.\.i.(lf.) l(.¡(11') 

1',(3) MI) X 
).(.+) 

X 
'A,(2) 

B X " J\'.,(K) Ka.(IC.) K5(1t) K.{i<.) 

i\<l) X M1) 
X 

'M2) 
X 

'}t...(4) 
e " I\1l1') Kt (") K)(IC) l~t~) 

3.2.3 Fallas multiples 

Las verosimilitudes halladas &nteriormente, no son 
estrictamente apropiadas para tiempos de· s:.Jpervivencia 
discretas, las cuales pueden involucrar multi?licidades;en 
este caso pueden usarse dos aoroximaciones. Primero si 13. 
escala es realmente discreta ~" modelo de riesgos 
proporcionales puede ser ra<?mplazado p:::ir un model9 
logístico discreto 
dende 7\< t·, Z > representa ahora : 

Pr- <T < t + 1 l T > t ) 1 

para un individuo con var-iable explicativa Z • 
. Para der-ivar- la verosimilitud para ~ • sE?an t:,<, ... ,<t;I"' 
los r diferente3 tiempos de fal.ia ordenados y sea g la 
multiplicidad de fallas en el tiempo ~k . La historia h 
ahora incluye las multiplicidades para todos los tiempos d2 
falla mayor-es incluyendo "tj • La pr-obabilidaé condicional 
de que i 1 1 ii, ... 1,. fallen del cor.junto de riesgo R <'t'1 ) 
dado hj es: 

. l\LiJ· Ñi1)· .. ~.(~) 
P <i 1 , ••• ,1,1~)= ~'i\{k',)· .. Mi<,) , 3.13 

l<.tS<I;!) 
donde S<J,gl denota el conjunto da tedas la~ selecciones 
de g=g¡ entrada·s del conjunte de r-í esgo 1{,! tj 1 de tamaño 
rj =r ,esta 3.13 es la c:ontribución para un s5l;:; tiempo de 
falla C12J. 
La verosimilitud queda 

9 
L = íl 

j:I [ --f !Jic~~~~¡--] , 
"' 9'i1<J) 

d d S Z +z · iz --1~- .. ~~d~•--··o·.-t-~r·e·~-~ on e i = .i• j2, """· •• r J~. ="' ~ =-''""- ~ -"'=- ~-.-=~ ~ "'.[. 
sobre los ·indiviCLIDs QLte rE!al:nent2 +allan a i;¡ :·::,ld¿: 2jK, 2s 

la correspon~iante suma sobre una g-ada ty 1 , •••• ~~) c~ 

sujetos que pueden haber fallado al tiemp.:i 'T:j ·• · · 
- 29 -



La segunda aproximaciones consiste en sumar todos los 
tt1rmir,os de la verosimilitud marginal 3.12 del modelo 
continuo que son consistentes con los datos observado~. Por 
ejemplo si i=1,2 son fallas al tiempo t de i=l,2,3,4 en 
risgo la contribución de t a esta verosimilitud sera: 

• 

Estas expresiores ~ien2n el problema de mer muy difíciles 
·de calcL1l :lr. Si 9 ~:;. :;;uy granda carnparadc cor. r. 

Una bue.-.a ap:--o:\iaia~iór, es t:::r·!::idera:"· en la 
verosimilitud ~odas las.suma~ en ·el dan~mihador para 
incluir todas l.:;s ·2ntr·a·:!.:<s en el cc~·r;?spondiente conjunto· 
de riesgo. En el ejenplo an~e~icr ~uedara: 

2 A,(t) A<2) 
• 

En general se tendrÍ: ¡p~to. discusion.arti:ulo ~e Cox 
19''?2): 

8! ·A( La) ... /\(L,) 
' 

[Kj {l<)J' . .·. . ··•··· 
en 1 a cual es mas aprooi ad·:l desde e:- pt.anto ·dé .':fista .de , . 
cálcul ü y es bastan ta s.1ti sf actc:r i a a:<c:épto cuando é:{i sten 
demasiadas ?allás mú:tiplf:?s ccmoaradas C:'ori.af cbn'Junt'o de 
riesgo.[13J .y! "··· ·:, 

Si g j ~l. se recLl;:ier-a 1 a ver-os1 mi l:i tud·· -.-,-·~--· 
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.3.2.4 Implementación en GLIM 

Para la implementación del modelo de Ccx (1972) en 
GLIM, usar-emosi la formulaci6n de ';Jhitsinead í1930), 
primeramente para el caso de fallas y censuras distintas y 
posteriormente para fallas múltiples. 

Consideramos datos que ccnsistEn En tiempos de 
superv~vencia de los cuales algunos sen censurados y otros 
corresponden a fallas. Supongasie que eNist~n r muertes qu~ 
ocurren después de los tiempos t 1 , ••. ,tr y supóngase que 
todos esos tiempos sGn distintos. Consic~r-emos la muerte 
que ocurre despues del tiempo t~ y sea Nh el n6mero de 
tiempos de :::;upervi venc:i a, censurados o .'lo ce~sL.rild~s los 
cuales son mayores de th. Ademis consideremos que esos N~ 
pacientes caen ~n k grupos; el grupa J-~simo consiste ~e N~ 
pacientes toJcs con v&ctor de variables explic~tivas 
Z"j:ln¡lt) (j=!, ••• k(I\)) y además Nl\1+N112,+ ••• H'i.lf~N11j 
lh=l, ..• ,r.) . 

S·.1póngase que l .:i. mue!'"ta a 1 ti e:n¡:;o t" 1 á c..:¿il 5u.c;;de a 
ur.o de esos Nnj* pacier1tes, esta involucrada en 21 J'­
-é-:;imo grL1po. 

Como ya hemos visto, el mcdelo de riz~gos 
pl'"L'lpcrcionales aborc!a el pr·c:iloma d~ l.:, es':imac:.ón de les 
p~r~netros asociados, en ausencia del co~cc!micnto de 

1'JU, modi.:1nte la verosim.i li tud pan::ial, cada pcr: 

f' 

L :z ·A~ = n 
)lv 1\:1 

CtlJf' (l. nj •. ~) 
--!:N~-~t~j ~,. 

3. 15 

Esta expresi6n puede ser usada para s~ i~dlement~ci~~ 
en GLIM considerando un 'modelo de ?oisson aorcpiado. La 
idea es considerar una verosimilitud q~e sea ~rocorcional a 
la expresi6n dada por Cax. El ·modelo Ollede :;2~ a'j•Jstad:i en 
GLIN usando el ·error P~isson y asi obten9r 2! astimador 
m.Í:x i mo veros( mi 1 de {i . . 

El modelo Poissan puede ser descrito come ~igue: para 
cada valor de h, de 1 ar, sea X~, ••. ,XI\~ ~ariables 
aleatorias asaciadasde Poisson ind?oendientes, donde X~ 
ti ene parámetro ~lli can : · · 

' 
(j=! ...... k) 



~h son constantes que d~terminan el comportamiento de la 
función de supervivencia.Si X11j-<lil toma el valer de 1 y les 

- otros el valor de cero, entonces la verosimilitud de OC.n 
y ~ basada en X111 , ••• ,X"IC.(n) es 

~·ex p <- J; ~11p=----!'!~_!'f 5~_!i_°!_~~l"~1 _____ , 
1 J t1lf {L: Ni; eJJtlttht~~ 

donde además se debe cumplir l:f•l=\ , tal que _, 
elf1(J t 211) = tE ~hj Vff tx"1 ·~) } , 

1 

sustituyendo en <3.161 cbtenemo3 

usando (3. 16} 

Llt>tl=G{ ~::~:~t.J_..':'~".~!.._,]} 
1\::1 ex p (·1 l 

3.16 

. Esta es 1 a verosi m·i l i tud para d.. y ~ b;¡sac:c~ en Xhj 
(J=1, ••• k, h=1, ••• ,rl que es prcpor=ional al max1mo 
obtenido de la verosimilitud de la ecuaci6n (3;14¡. Por 
tanto, el modelo Poisson y el modelo de supervivencia 
tendrá estimadores idénticos para ~ e iguales cocientes de 
verosimilitud. 

Fallas múltiples 

Para el análisis de fallas múltiples consideremos lo 
siguiente: sean nuevamente t 1 ,~, ••• ,tr tiemp~s de 
s"upervi venci a distintos para 1 os cual es puede suceder que 
existan fallas mGltiples <mn> ll después de cada t• 
(h=l, •••. ,r> en donde m1 + ••• +mr es el total de fallas. 

- 32 -



Para la implantac:iÓn en GLIM,en este c:asc, 
utilizaremos la aprcximac:iÓn de Cox y Peto ; c:omo a 
continuac:ión se muestra. 

3.2.4.1 Aproximación de Peto 

Consideraremos que se tienen j grupos (j=19 ••• ,k> 
y que mh de las muertes que ocurren al tiempo t caen e~ el 
j-ésimc grupo, c:uyas variables e~:plicativas sen: 

en estas c:ondi c:i enes la verosi mi 1 i tud segun· la 
g~nerali~acicn de Peto es: 

L= n 
h=I 

<3.17) 

p~ra. asociarle un mcdel o e:::· Poi ss~oi:, ~upongames Xnl"' m hJ , 
(J=1, ••• ,k; h=1, .... ,r"' y la veros1m1l1tud de otl\ y ~ .sar.a: 

r expcZ:,m11¡ z"j'~ l 

= il, ~-~:~f r~;J-~;:~~~~j~~~;~~-.,¡-;-- , 
adem~s en su máximo la verosimilitud cumple: 

U"l E!xo e ~11+ z 11r~ >"' .n"' , 
~ l 

entonces se tendra 

r'{IIN~} ¿m11.. expL°:nnj•Z11f~) 
L II ---------------------------- ' 

n=I {~}llje~pcz11j·~>lrr:}mt\ . 

que es prcporc:iünal a (3.17). Así la aproximacion de'P.eto y. 
su mod~lo asociado P:::;isson darán los mismos rssultadós·· 
para 0Ch. y (!> y los misrr.cs cocientes de 
verosimilitude!r.. <ver :ipendic:e C.1J 
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3.2.4.2 Aproximación· de Cox 

Consideraremos las combinaciones de mi\ indiviC:uos 
e1f.ogidos de N~ , con tie~pos de supervivencia > tll,j , 
( ~: >=M11 y definamos el vector asociado de variables 
explicativas de tal combinacion S como la suma de los 
valores correspondientes a los individuas en·cuestión. 

Suponga se que M hJ , de todas las Mtt , forman ur. g¡-._¡¡;;:; 
con vector comun de variables explicativas. 

Consider8mos las combinaciones co~res~o~dientes a las 
m t\ m'uertes que estan en i:1 '!rupo ("{h) cL1yo vector 'k.de 
c.ovariables es S11i-<h) • Segun Ce:: :;e pued:! obti:ner ¡ 
maximizando la verosimilit;.;d parc:al ciaC:a ;:>01-: 

r e::p (5111.• /!> l 
L n ---------·--------- • 

h:I [ M111e~¡p <Sha• ~ l 
... 

El modelo asoci .ido F'oi sson t:. ene Xn., ••• , X llK como variables 
aleatorias independientes <h=1, ••• ,r' y X11t ti"ci:ie asociada~· 

Si X.111. ·1ale 1 y 1 os otro~ v~l 'iln CEro, entcnc::s 1 .s 
verosimilitud de ~y ~ ser~: 

tomando. en cuenta que: 

'T"" "' ~ ._.M1i1,·e;.;p < ~ -r'!i~f¡ =1 

donde 
i. [ 3-I 

e:,p < ~h.)= ~M"-R. • e,;p (5N.~ J , obtenernos 

L • 



L "'E Í--~~.:-~~t.:~~2:~·t~ l. 
1\:.1 l lt Ml\Q., exp (81-e, (!> > J • . 

RUe es µroporcional a la aprcximacion de·Cox y da los 
mismos estimadores para f <ver apendice C.2> • 
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CAPITULO IV 

CALCULO DE LA FUNCION DE SUPERVIVENCIA 

Para la estimación de l~ función de supervivencia de 
los casos analizados anteriormente,haremos uso de codos los 
resultados obtenidos en los capítulos anteriores. 
Primeramente analizaremos el caso paramétrico para las 
funciones particulares estudiadas, es decir las 
distribuciones E;ioonencial, ~Jeibul 1 y Valor eKtremo. Por 
Cíltimo, analizaremos el caso ;;emi-par-amétrico pr:opuesto por 
Cox. 

Les datos que se emplean son les usados por 
Gehan<l965l, para ar.alizar los t'i.empos de remisión .de\ .• 
pacientes con 1 eucemi a. Estos datos se muestra~.:en el. C::Ü~oro 
4. 1. ···> '· :· .. ,\• .. :: 

. ' . . 

\ cori trol>. 11.,11,12,12,15,17,22,23 

* censura 

Usaremos inicialmente el estimador de Kaplan-Meier Cver · 
referencia 12 J para la función de supervivencia. Este 
estimador se utilizara como referencia par-a la comparación 
can los aiversos modelos ajustados. 

El estimador Kaplan-Meier se obtiene con la expresi'ón: 

..... tn· 
S~<t>=Il<l- +>' 

l'.;6t '~ 

donde m(i) es et número de fallas múltiples en el tiempo 
tlil Y·r(i) es el n~rnDro de individuos en el conjunto de 
riesgo 'R.<tt> para Ctt>· 
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Por ejemplo el valor calculado para S <t> en el grupo 
control y t=3 es, tomando en cuenta que S<O>=i 

se?> >=Il<l - Jlli_) = ~(0) (1- ~~) <1- ..!!'!) (1- ~!.)= • 762 
te. i,, 3 r¡ .,. r¡ r, r1 

y así para todos los datos dados en cada. grupo, se obtienen 
los valores de la función de supervivencia que se mu~:.tr<m 
en el cuadro 4.2 y en la su gráfica 4.1. 

Cuadro 4 .2 

EstL1ácién de la: f~nc:ór. := 

r1,2r 
[2;3i 
[3,41 
{4,51. 
!5,6J' 
r6,11 · 
{71Bl 

CB 110l 
110,111 
m,121 
r:2,m 
r:j,151 
r!S,lb~ e 

rn, m · 
rn,2::: 



• s 

. l 

S(t) . 

Gr.áfica 4.1 

Función de Supervivencia empírica para los 
datos del cuadro 4.1. Estimación del producto 
límite:---------, muestra O <ó-mp>;~~~~~­
muest~a 1 <ccnt~oll. 

--------+---~~+-~~--..,-------+--------------------SEMANAS 
5 10 15 20 
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4.1 Cálculo de la función de supervivencia en·el case 
Pararnétricc. 

La estimación de la función de supervivencia para el 
caso paramétrico se lleva a cabo directamente mediante la. 
relación 

(.. expCZf» 
S<t>= exp[:¡~u>du] , 

en la cual la función fundamental de supervivencia será:C14J 

r ]exp((».l 
S <t.>=Lexpt-A<t>) 

~ 

A Ct>=f }..Jul d<.l ' 
o 

y 

para los cases áqu{ considerados se tiene el: si9uiente '. 
cuadro • 

Exponencial 

Weibul 

Cuadro 4.3 

F6r~ui.t para la función de 'supei!f~i:,,.~hcia ·para 
la muestra cero y muest;~a uno res¡:íettiváment.e' de 

acuerde a la función fundamental prop...:esta. 

t exp c-exp < ~) t> ' exp <-t expC:'.~) i 

exp~t"' ex p (~o)) 
...... 

t exp (-tClexp cz~;) 

Valor Extremo exp( tl exp (-exp (ot.t+~)) exp ~-exp <ot.t+zp i 

----------------------~------------------------------------

Los parámetros calculados para cada case se muestran ~n 
la siguiente ~uadro junto con sus errores est&.nde.r. 

Cuadro 4.4 
Párámetros estimados de forma de la media 

general y del coeficiente de la variable 
tratamiento, asi como los errores estándar. 

F~~~i6~-----~--~------;~;~-----~~------;~;----~~----;~;~-

---------------------~-----------------------~-------------
Exponencial 1 2.92 .1979 1.53 .3958 

Weibull 1.37 .1984 -3. 934 .593 l. 73 • 4041 

Valor Extremo .1154 ~01588 -2. 396 .3897 2.172 .4534 



En base a tos datos obtenidas se calcularon los 
estimadores de las funciones de supervivencia que se 
muestran a continuación. al igual que sus gráficas 
respectivas. 

Cuadro 4.5 

Estimación de la función de 
Supervivencia para el grupo 

tratado y para el grupo 
control respectivamente. cuando 

la funci6n fundamental es constante. 

___ t _________ s(tl-DEL _____ s(tT-DEL-
GRUPO O * GF:UPO 1 ** 

-1,----,----------~95--------.,...:.-::79-~ 
, , 2 , ; 90 .· ~ 61 , 

3 .86 ,;.47' 
4 • 82 , '._ ~37. 
5 • 78 - .• 29 
6 .74 .22 

,7 .70. ;17 
a: ~67: ,~14 

·- 9' • 64 ~ 11 
to . 61. · ~os 
11 , ~ 58 • 06 
12 • 55 • ()5()3 
13 ~ 52 , ~ 039 , 
14 .50 .031: 
15 ·•.',· ~47·· :}024 
1'6 .4~ ~019 
17 .43.: ~0145 
18 •. 41; ~ óÜ3 
19 . ,\ .d9:_ .:;.>-- .-_.:- -·, ~009: , 

- 20 :.:377 ; - -. 0069 
.21 . 
22 . 

23. 

. ~· 35 ~ :, 

'-:__' 

, . 

. ·-._"":}IÓ :,. 
> 

.0054 
• 0042 
• 00;53 



Gráfica 4.2 

Estimación del producto Límite ~------, 
muestra O C6 mpl , , muestra 1 <contr:JU 
Estimación obtenida por medio del modelo _,,, , ,,_., 
exponencial: X, muestra o, O muestra 1. 

S(t) 

l '-;---------­r --i -

e· 
8 X 

.5 

X X 

i 

.1 

5 10 15 20 

. - ~ i -



Cuadro 4.6 

Estimación de la funci6n de 
Supervivencia cuando la función 

de riesgo es Weibull;para el grupo 
al cual se le esta aplicando el 

tratamiento y al grupo control 
respectivamente. 

,, 

t SCt> DEL 
GRUPO O * 

S<t> DEL 
GRUPO 1 **. 

----------------------------------1 o;-;· .98 .90 
2 ·: 

~ -" .95 ~75 _,, 
'3 .91 . 61 

>:':4; .87 •. 48 
:5~ 

,j;:., .83 .37 
.. 6. ·~; '~ .. 

... , . 
.79 .28 

· .. f, .75 .21 
8_, ·: .71 . 15 

}~"! 
.67 . 11 
• 63 .08 
.59 .os 

·:12.• .. .55 .04 
'13' .51 .02 
Í.43 .48 .017 
.15.:> 44 • 01 

. 16\ ; .41 .0075 
·:17'/, .:·.· .38 .0049 
Ú8'1\~• ,35 .0032 
.. 19 .32 .0020 
20 .30 .0013 
21 .27 ·ºººª ., ..... ,..,_ .25 ·.0005 
23 .23 .0003 

. . 
-------------------------~-----~-

, * Grupo O <tratamiento> 
** Grupo 1 <control 

- 42 -



. 1 

.5 

. 1 

S(t) 

. Gráfica 4.3 

Estimación del Producto Límite: -------, 
muestra O Cb·mp>; , muestra 1 <control> 

Estimación obtenida mediante el modele Weibull: 
x,.111Uestra O; O muestra l. 

• • 1.37 

l'oª -3.94 
tJ¡ = l. 73 . :. . . ' e: 

-c;-j ____ So (t) =· exp{.-t1 • 37e~p(.;§'.g~Jl· . 

. St (t) i: exp.{ -t1 :~~exl>.<f:2~21fh: 
, ~-· .. -· ~ .. - ... . . ·, - .... 

• - ll 
)( 

X 
X • X 

ll 
)( 

• )( 

X 
. ll 

• X 

1 -
1 

1 

• • e 
• 1 

SE'1ANAS 
5 10 15 .. 20 
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Cuadro 4. 7 

Estimación de la funci6n de 
Supervivencia para la muestra 
tratada y la muestra control 
respectivamente; con una funci6n 
fundamental v(Uor e><tremo. 

t Set> DEL 
GRUPO O * 

S<t> DEL 
GRUPO 1 ** 

' C· • ..• • . ' 

* Grupo O «tratamiento> 
**,Grupo 1 (control) 
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• 41 
.37 
"?~:. 

'"'" 
·.~28 

..• 24 
. '.'20; 
~17 
;· 1:5 .• 
.10 
';OS 
.06 
.04 
;02.• .· . 
• Ó18 
.on 
.063 
.003q. 
~0017 
.0008 . 
• 0003. 
'.0001 
.0000-4' 
"00001 



.5 

.1 

S(t) 

Bráfi c::a 4. 4 

Estimac::ién del Produc::to límite:------~, 
muestra O <6-mp>; , muestra 1 <c::ontrol> 

Estimac::ión obtenida pormediodel modelo Valor 
Extrer:io: .. X,muestret· O; O muestra 1. 

X 
.•. X. 

!! !l 

8 8 
8 ~ 

8 

~(t) = exp {-exp( a. t+ttzl} 
Cl = .1154 

llo=-2.395 

01 =2.172 ' 

So(t) = exp{ exp( t.:2.395)} ; , 

S1(t) = exp {-exp(.ll54(t)"' .. ~2:>} 

:r 
~ . 

¡._ ___ ..._ ___ _._ _ _.i;....,._._ _____________ SEMANAS, 

5 10 15 20 
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4.2 Estimación de la funci6n de supervivencia en el caso 
Semi-paramátrico 

Para el cálculo de la función de supervivencia en el 
caso.semi-paramétrico hay que considerar nuevamente que: 

SCt) =exp{-f 1-<t, Z > dt }. 

" [ ] e:<pZ$ 
SCU= S 0 <t> 

o 

e ·' 
dar.de g .ct>=exp·[-f~0(u)du] , para al !:aso analizado bajo .· 
las condi cienes de que /,,,,Ct l =cte por ir.terval o 1 á función 
que estima s¡t> para el modelo de P~to es C15J ~ · 

donde ~" es el va.i cr. estimado d2 'A(~ cal.::ula.do con el 
paquete GLIM y que se muastra en al apéndi'ce C.1. 

Para hallar los valores de S 0 Ctl, por- ejemplo pe<ra t=2 

S0 C2>=exp { Z:,cxp<~..._i} 
t.o.:!ri ., ,,... ' -

S 0 <2> =exp(-<ei!p C íi, l +e:<p ( ~z.> l 
..... 
So<2>=.965 

··, ... 
y así para todo;¡¡_ los valores de S0 Ctn>· Les valores· 
obtenidos para S !tl en el case de la aprcx imación de .·Petcl -
se muestran en el cuadro 4.8 ~ en la gráfica 4.5. 



Cuadro 4.8 

Estimación de la· funci6n de 
Supervivencia (con la aproximación 
de Peto) para el grupo que·se está 

aplicando el tratamiento y para 
el grupo control: 

INTERVALO . S(tl DEL 
GRUPO O * 

S (t) l}é.L 

GRUF'O. 1 ** 
t0,1J .98 
tl,2J .96 
C2,3J .95 
C3,4J .93 
t4,5J ~90 
C5,6J .87 
1:6, 7J .86 
C7,BJ .81 
[8,10J .79 

1:10, 11] .76 
1:11,12] • 72 
[12,13J .70 
[13,15J .68 
1:15F16J, • 65 
[16,173 .62 
1:17,22] • :S5 
1:22,23] • 45 

* Grupo O Ctratamiento> 
** Grupo 1 ( control.> 

- 47. -

.•,'.. 

.91 

.83 
• 79 
• 72 
.62 
.:S3 
• 51 
• 39 
.34 
.29 
.23 
• 20 
• 17 .. 
.14 
.11 
•. 07 

,---

.03 



1 

.s 

.1 

· GrÚic~ 4.5 
' - ,,~ . 

mues~~;i%a~~~~Pf7}'f~ºd~~\~~1f ~5~f~~::{i~d6ritrol.l • 
E:11timaé:i én.,cbt~nl d.a por',laJ. Aproximac.i ón. de Pete 

X, muestr.& o';, O in~ésti':a i:;:<'.;::: ~. ~ >' 
·.:><~/·~~> - ,, .. ., ::.< .... -

-"Y~. 

(t) 

~-------·. 
X X X 

8- X 
.~ .. 

'."---'."~ 

.;.J. ••• .::' 
)( 

:1---·~-- •. . . ·. 
' .,, .... · .. -:·-· .. ·-8 ,~ ............. -

X.-

... ~-- . 

• ..J.__ ..., ___ _ 
• 

Modelo A+X 

ªt 1.51 . 

. • S1 ( t)= S0Úle~p(Z · . - . . . . . . 

.__ ___ ...,_ _____________ ....:::.il-------SE'IANAS 

5 10 15 20 
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,... 
Para calcular S<t> en el caso de Cox se usa la f6rmula 

~ . ~exp Cz.(4. +z,p. > 
S<t>= 6 0 <t> 

' .la cual es análoga a la de Peto, salvo que en este caso la 
estimación para S 0 <tl se lleva a Fabo mediante la f6rmula: 

. · ... .... { ~ rn.JtJ..\"'*"r. ( ~h )} · 
So<tl""'exp ~'T\.m,j exp rtih- [16J , 

-t\H en la cual: 
mh=ll\ii + mh.i. + ••• + mk"' , 

Nt¡=Nhl + Nhz + ••• + Nhk , 
.,,.. 
~n -son los parámetros estima~os mediante. 

el modelo de Cox. 

denota el nurne~o de muertes que 
suceden en el tiempo t~ en el grupo 
j-ésimo , 
es el número de individues en el 
grupo j-ésimo, para el. tiempo t • 

..... 
S 0 C3l =exp <-O. 0157 + • 01708 + • 0093) 

'S.<3>=.9588 =:.96 

y así sucesivamente para todos' los valores d~ t 
considerados. Los resultados se muestran en el cuadro 4.9 y 
su gráfica correspondiente en la página 51 • 
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Cuadro 4.9 

Estimación. de la func:i6n de 
Supervivencia (con la ap~oximaci6n 
de Cox l para el grupo tratado y para 
el grupo control. 

¡ • • . ------------------------------------.' 
INTERVALO . S <t> DEL. 

GRUF'O O 
S<t> DEL 

GRUPO .1 
·--------~----.;,..~ _________________ .:.i.'~:;~ 

ro,u 
. r.1,2i··· 
.r2,3J 
(3 ··4J• 

;.·~e:. . r q., ..,J . 
',c:5,6J > 

1:6 ~ 7J. .• 
. [7 ,BJ ·. 
c:a;10J 
C10,11J 
[11, 12J 
C12, 13J 
C13,15J 
r1s, 16l 
C16,17J 

. [ 17 '22J 
1:22,23J 

• 98 
• 97 
.96 
.94 
.92 
"89. 
.88 
.83 
.82· 
,79 

- 50-

.90 

.·86'-" 

.81 
,73 



.s 

.1 

S( t) 

Gr..ific:a .;,¡, 
.,.,, . " 

Estimac:iéín del. producto l{m
0

ite:,---.;.----, 
m1.1estra O (á-rnp 1; .. ·,mi..iestra·· 1 <central>. 

Ellt1maciÓn ccn la aproxionaci.éin'de Ccxi 
X,muestra O; O niuesti-a,_1 .•. · 

:t . 

• ...... ., 
·~-·J·-:. .. 

. J---~----~-~ . ~ 

· . Modelo '-+X 

/3¡= !.63. 

S¡ (t)=So{t) exp ZIJ 

... -------+--::----4'--------._,_ ______ ¡,_ __ 18!..... ____ ~--~-
5 10 lS 20 SEMANAS 
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4.3 Bondad de Ajuste 

Existen varios enfoques Cgrifico y 9stadísticol para 
analizar la bondad de ajuste de los dates a cierto modelo 
propuesto, tanto en el caso paramétricc come en el 
semi-paramétrico. 

Para el análisis de la bondad de ajuste de les datos 
observados Ql modelo propuesto <que en el caso paramétrica 
es dar S- (t) con todos los parámetros conocidos y en el caso 
semi-paramétrico consista en hallar -g- <t> para los tiempos 
ordenados) puede considerarse lo ... siguiente: · 

la. Supongamos que tenemos s,ctl estimado bajo cierta 
suposic:i6n del Modelo Para:n6t:'"Íco <Valor SxtrRmo, 
C:xponenc:i al, Wei bul l >. i Cual es el criterio pc.ra asegurar un 
buen ajuste a los datos para el modelo considerado? 

2a. Suponiendo que se tien'an dos o'ma:;; mt1delos que 
producen un buen ajuste en el punto to. , i cu¿:l de los dos Co 
mas > se ajusta mejor a los datao::.? Cver :'.itl:inson A.C., 1980í 
• [ 17] 

3a. ¿Existe un criterio no gráfica para asegurar bondad 
de ajuste en el modela de .Cox ? <ver Schoenfeld D., 1980) ·. 
ClBJ. 

En este capítulo·analizaremas la primera pregunta. La 
segunda y tercera se encuentran resueltas en las referencias 
antes mencionadas cuyos análi~is quedan fuera del objetivo 
de esta tesis. 

4.3.1 Bondad d~ Ajuste de Modelos 

Para asegurar la bond<.d de ajuste podemos 
considerar dos formas para lagr2.1-la: La primera c:ono;iste en 
un análisis gráfico, tanto para el caso paramétrico co~o 
para el semiparam!?tric:a, para ju:::9ar el ajust2 realizado a 
los datos observados !estimados can Kaplan-Meier) y los 
ajustados mediante GLIM en el caso oaramitr1cc CWeibull, 
Exponencial y Valor Extremo> así co~o en el 
semi-paramétrica, se tiene lo sigLlien~e: ,,.. 

Si graficamos los valores de la S~<t> contr~ Sp<tÁ 
observado (formando as{ el conjunto de parejas .(S p<tl, SI(. et>} 
que se encuentran entre los intervalo::;. O < 'S,.cu <1 y 
O< SpCt) <1 1 resulta así un cu~drddo cuyas ladcs tienen 
longitud uno y vArticms CO,O>, 11,11.como en Ja siguiente 
figura 

·lZJ.-. t .•. - ••• 1 . . ' 
. . ")... 1,t) 

- . · L ' '· 



Un ajuste perfecto será cuando la gráfica obtenida pasa 
sobre ld recta que une los puntos .co,01 y (1,1>~. 

Un buen ajuste será aquél que permanezca 
"sufucientemente cerca" de la recta mencionada. Así si 
graficamas <en una m1sma gráfica) S~Ctl, ~p<t> para el Valar 
Extremo, Exponencial y Weibull se tiene a la figura que se 
muestra en la gráfica 4.7. 

:J,5 

¡\' 
J.~ 

'.'.3 

(".' ~ . 

grafica 4.7 

53 -

supervivencia 
, Wei bul l y · 

de 



Como puede verse en la figura la grifica que mejor se 
aJu~ta o acerca a la r~cta 2~ la correspondientQ a la 
distríbucí6n Weibull, en s¿quida la ajustada para la función 
exponencial y por ~ltimo para la fun~i5n Valor Extremo. Por 
tanto el "mejor"'' ajuste, en el caso para•nÉtrico, se obtie;ne 
pa~a la funci6n W2ibull: aunque es notoria l~ discrepancia 
que existe con el aJust~ "perfecto". 

Del mismo modo al hacer esta comparación para los ajustes 
de Cox y Peto se tiene la gráfica·4.B. 

Gráfica 4. 8 

Dates ajustados de la fun;¡;ión de super_xivencia 
bajo el modelo de Cox S 0 ct) y Peto..,Sw<-t> 

cóntra el.estimador ~aplan-Meie~ SK{tl. 

o.s 

0.5 

1),.3 

o.i 

0.1 

O Pffl) t 

, ' '.. . .:-·.· -.· ',- _::"': ,\; 
Aqu1 se observa que E?l a;uste :.E,S. b.;:stanJ:.e bueno· 

relativo al. ajuste perfecto. "·: ·,. ·:··.,'· · · ·.·. :''" 
,...' 54 -· ,' 



La segunda consiste en dar una medida cuantitativa del 
ajuste realizado para cada modelo considerado. 

Cuando la información es· cfmpieta(sin censuras> se usa 
la prueba de bondad de ajuste X • t 

s~ t-~!:~~)_ , . 
°L=t e¡ 

donde e L =:N{s <tr> -set¡,_.) , 

frecuencia de sobrevivientes para t 1 
l"I .•. . ·'. 

N =~f.: ; C:·::in K-1-S grados de libertad • ,_. . '' , '· ···. - .. ' ~·. 
Con s el núm<?:--o de parámetros estimados~ Este ,aí;iálisis 

puece llevarse a cabo sal.>rnente pa.~a el grupo·1.de los• datos 
que se encuentran en el cuadro 4.1. : · 

Al hacerlo para el modele param¡trico ~esulta St ) 100 
con 18 grados de libertad parQ Weibull ¿n la cual resultan 
discrepancias significantes bajo la ~ip6tesis nulá. 

Otro análisis aplicabls tanto al c:aDc censurada cono no 
censurado es la estadística no paraffiétrica de 
Kolmogorav-Smirnov la cual se usa pa~a el caso d• dates n~ 
cen·suradas, par.:. pro!:lar la hip6te-:;ís H•• F0~. Ct)='.="o¡uJ..(t) 
contra la alternativa H,_: F~us:.ít) i: :=--..,<t) par-a N datas 
observados. La estadística K-S se define como: 

D"'-= max[Fob$. (tl-FoJ11"'Ct1\ 

Para.esta se tiana que: 

si ..J'ÑDM _, Y1-a. se rechaza H• , 
si ~DN < y 1-cc. se acepta Ho 

con Yi-~ dados en el slguient.(:! c:uadro.tver Elandt-JonhsonJ. 

Cuadro 4 .• 10 
?ara divet·sos ~<niveles de sígnifícanc:ia) • 

· • l.O . 05 .025 .01 

----------- .. ·--------------------------------. . 

1.2238 1.4902 1.6276 

------------------·- ~ --------.---------------~---~----

Por ejemplo pc-or,: :~os dates ajustados mediante el modele 
Weibul~, para el gru~~ t CN:21>, D =.36 

·;fi (0~) =1. 6497 • 
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-
Como puede verse en el c:uádro, para cualquier 

c:cnsi_derada 

{Ñ (01'1) > v, ..... ' 
por lo tanto se rechaza Ha • 

< 1l Jª~== e;. ~:~o del .modelo de Cox se ue!;~ p'~r~.J.ª muestra 

Para el cual se acepta H• para cual qt.ii e!f:: nii$e1;;de 
signific:anc:ia <ver cuadro 4.1(1 ) • . :: ,• .. ,, ·· ·;:::; .,, 

Para el c:asc dP. datos censun1dos se ti:éne la'·sigu{ente 
estadísticil ·' ;:; .. 

D ( t l =max f F...,. ( t > -F «J1.1•t.( t l 1 
~6h . ' 

donde te es el tiempo de truncamiento del estudio 

D Ct ) =max Ir-:·* (U -F ll¡j•st.< U j + · ut+ · 
-¡;¡-= tP , f ~s el número de mLtert.cs en todo el ínb'?rvalo 
considerado de tiempo v N 5on los :lementos de lamu:ast:ra~ 
Para el c:aso de Weibul 1 se tiene: N=21, D =. 34 ! f=9. ~ 

..J'ÑD-4 =1. 558 , usando el i::uad.-o 4. 11 1 as di sc:repan~ias 
significativas para =107. son aquellas mayor·es que . 

=. 4286 y por lo tanto se rechaza H0 , es dec:ii-:, se¡~··. 
tiene un mal ajuste. '~ 

En el c:aso de Ca:{ se tiene: N=21, f=9, D :,OS 
~D~=.3ó6, en este caso a cualauier n:.vel de. · 

significanc:ia se acepta H0 , es decir, se tiene ~n 
ajuste" • 

Cuadro 4. 11 
Valores Críticos de ·r,~ 0:.P> pai-a distribuciones 

truncadas del· estadístico 1 D,. <9) [ver Elar.dt-Jor.hsonJ.) 

<!> 

a 0.01 0.02 0.()3 0.04 0.05 0.06 0.07 C.08 0.09 0.10 

0.10 0.1953 0.27S3 0.3300 0.3867 0.4JOK 0.4703 0.5062 O.S392 O.Sb!'rJ O.S9H5 
o.os 0.2233 0.3147 0.3839 0.4417 0.4920 0.5569 0.5517 0.6152 0.6500 0.6825 
0.0lS 0.2488 O.JS-OS 0.4276 0.4918 0.5477 0.5915 0.6428 0.6844 0.72.30 0.7569 
0.01 0.2196 0.3938 0.4803 0.5523 0.6149 0.6707 0.7214 0.7679 (),8110 0.8512 
o.oos 0.3011 0.4240 0.5111 0.5946 0.15619 0.7219 0.7764 0.8264 0.8726 0.9157 
0.001 0.3%6 0.4880 0.59SO 0.6840 0.7613 0.8303 0.8927 0.9500 1.0029 1.0523 

.¡. 

a 0.10 0.20 O.JO 0.40 o.so 0.60 0.70 o.so 0.90 1.00 
0.10 O.S985 0.8155 0.9597 1.0616 1.1334 1.1813 1.2094 1.2216 1.2238 J.2238 
o.os 0.6825 0.9268 l.0868 1.1975 12731 1.3211 1.3471 1.3568 1.3581 l.)581 
0.025 0.1989 1.0282 1.W24 1.3¡09 1.)997 1.4476 l.4717 1.4794 1.4802 1.4802 
001 0.8512 l.llOS U419 1.4696 1.5520 1.59% 1.6214 1.6272 1.6276 1.óZ76 
ooos 0.9157 1.2361 1.094 l.S7JS 1.6582 1.7056 l.72SB 1.7306 1.7303 l.7308 
0001 1.0523 1.4171 1.6456 1.7931 1.8828 1.9l92 1.9464 1.949-1 1.9495 1.9495 

-·~-:;---

·",;tr· ,,. ... y (1. "" " - <. J .... ~.) 



4.3.2 Bondad de ajuste con c:ovariables 

Dentro del caso paramétrico y semi-param~trico,e::iste 
tambi~n el problema de discernir de entre los macelos, cual 
de ellos se ajusta mejor a los datas • Los resultados para 
los datos de Gehan se resumen en el siguiente cuadro~ 

Cuadro 4.f2 

devi anzas y grados de .1 i bertad . 
· de los modelos 

', .. -
'-'-· .,._, ··.·· .. :· --------------------------------·-----------------------

f unc:i o:i A A+Z 

---------------------------------------~...::... __ ~~~;::_.~;ij',i;~--
Exponenc:i al 54. 50 (41) 

Weibull 53. 78(41) 

Valor Extremo 206~3 (41) 

38.. 02 (4(;) ..... , 
.. ---. ·~ ·_:i -- '-...-,-

. ' ,,,. 

34.13 (40) '' .- /' - ,, ' 

--. 1·eo-.' o·-: c·_-4· o·._,._-_/'' - ~<" .i_:.~-:i~- --- • ;· · ,· 
.,: . ' ' . \ ' •r__.:. ;_·:~ :, - .. - . 

- ,., :2~~ •;. -- ·; -,_ __ :;' ·"0: ~)~~-~~~;!;,_-_ . ~-~-:' _-
Peto 42.85(17) _ 27~b3c'ié{j: ·::'; 27:62h·5f 

gg!i_ ____________ 1é~211~21 ___ ~Q~~2Í6§1.~~~-~~Q~6Zi6;L_~-

El modelo A en todos los casos rr.ids los efectos d= la 
variable tiempo como 6nica influencia sobre el fen6me~c. El 
modelo A+Z mide la influencia de 16 ccvariabla Z :en nuestro 
caso el gn.tpo> sobre el fEnéme:io -=onsiderad.::i ;1, por- Último 
el modelo A+Z+T mida las pasibles disc~epan~ias con el 
modelo de riesgos proporcionales pr~puesto por Ccx, Esto.es 
que las covariables puedan depender de: tiempo. 

Cuando los rno::lel'os son anidad=s [19J ,2x1ste ur.C\ prueba 
de comparac16n formal qua h&ce uso de las devian=as 
calc:uladas para cada ~cdelo;esta es la pruaba F de aJuste 
rel'ati vo. 

Supongamos que se tienen dos modelos anidados m y m' .en 
el cual m' esti anidado =n ~. sean D y Dm" laE devianzas del 
modelo m y m' consideradas, ~sí como glm y glm" sus grados 
de libertad respectivos. 

Así, si m es el modelo c:orrecto entonces ~l modalo m" 
también es correcto. Esta hipótesis e::. probadcl .:::amparando la 
estadística: 

<Dm" -Dm)/Cglm'- glmi 

-F=----------------------
Dm/glm-

c:on una distribución F con vi=glm''..:.qlm cii-acos de 1 ibcirtad en 
el numerador y 'm gr.:s.dos de ú tier-tad é'.if\~ ei denomi rd•::i::Jr. 
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Valores significativamente grandes de F sugieren que m se 
ajuste mejor que m'. 

Por ejemplo para Weibull se tiene: 

Dm'=53.78 y glm'=41 t 

Dm=34.3 y glm=40. 

C53.78-34.13l/C41-4Ó) C19.65) C40> 
. F= ---------------------- -------:--..,. . .;.,. '. 

con 

34. 13/ 40 34~13 ' •.. . 

F=23.03 
v=1 · 

g :40 

el valor en tablas al §;~es F =4.08, dado que·el valor. de F 
es significaUvam~nte 11Üo.)•or qu& el'de·.tablas, se tiene que 
A+ Z se aj ust'a mejor. gue A, en este cas~; . . 

Para el Ct\SO de· Coi:, si• ·tomamos:·· 

. m-=A+z+f .• 

se tiene: 

• .·,o . - • • -- • - ',- ~ -· - -

m'=A-f-z<, '. 

.Dm=30.27 .· cir.f;;:,·27 
.. Dm '=30. 29 .. '~ 1 ~··.;28, ,> 

v=l'. 
__ ,_._-_:_ ~~-¿--~~ 

glm=27 
,·; ·¡_: ·, ~.·.: ";; ·:·' 

/. ~{~4:\.~1.~f· 5X 
Ei:iihCi:F-'<< F :,'. : ·· ... :r. ~, . 

. -- . __ ,' ~·- -->· ";-\' .>.;··. ·~<- ·.. • .. :,). 
no parees que e¡°' modelo'.A+z+T sea\:llejor que el modelo A+Z. 
Sin embargo, sin dof~'nlmo.s · ' 

,,,· 



m=A+Z 
m'=A , 

.Dm=30.29 · glm=28 
Dm '=46. 54 .·glm '=29 , 

F,;;1~:=~~~~f ~¡1~t f ~16'.i~ 
.·.·.··.:.::· ... (,' '!.'/·~·.:;,~;~:~>:<-: :·:~_;:·. :· ~·~·. ' ' ' . ", 

. ·:~';;{-:~ . ,...-,. . """ o, ,',-i· ;: 

"'r;.~~H~l f~~~~,>> :' . 
\~" 

el aju!3te E!S mejor P~z;-a el. mod~7ó/~+z q(ie para el :nodelo 
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CONCLUSIONES 

Se han planteado en este trabajo dos formas generales 
de analizar los fenomenos de supervivencia que son: el 
modelo param¡trico y el modelo semi-paramltrica. A su vez 
dentro del modelo param~trico se consideraron dos formas de 
abordar el problema de c.álculc de los parámetros. el modelo 
paramitrico y el modelo param6tricc general. El primero 
aborda el an&lisis de algunos casos particulares haciendo 
la estimacién de los parJmetras de forma y de las 
covariables separadam~n~e. 

De este modo al modelo para~~:rico general presenta 
ciertas ventajas dado aua reune ~n un s6la m~delo vari5S 
funciones paramitricas asi como l~ est1macion de los 
parametros desconociacs en cada func16n utilizada; 
calculando al mismo tiempo los parámet:-as desconocidos 
relacionados con las covar;atles. 

Las limitaciones que presentan los modales 
param¡tricos son, principalmente, qLe el nCmera de 
funciones pasibles a usar es peque~a considerando las 
pasibilidadas je distri~ucifn de les jatos da supe~vi~e~ci~ 
y que su uso depende de la posibilidad de aJuste de les 
datos a una de ellas. 

Como hemos vista su implementaci6n en GLIM as ~os~:le. 
Sin embarga, al analiza~ los datos de Gehan,se observa c~2 
el ajuste de los modelos considerados es bas~ante pebre 
para esos dc,tos. Est'o significa que el coder ::le pr<:dicciór. 
y explicaci5n del modelo serl tambign rn¿lo en genera!. 

El ~odela semi-para~~trico, fundamentalmente el modele 
de Ca;:, ti ene amplias 'h?ntajas sobre los rnodel os 
paramltricos; entre ellas po~emos destacar las siguentes: 

a> ~o es necesario conocer eKplfcitamente la funci.~1 
de riesgo fundamental .'f..Jt> y sólo se suoone de ella que ;~, 
mayor que cero y bien comportada. 

b) La informac:i6n dada por el arden e~taC:ístic:c i::~c 
los tiempos arroja información acarea del cairipartamento :le 
la funci6n de supervivencia y por otro lado permite la 
estimación de los parainetros vía la función de 
ve~osimilitud parcial. 

c) · fa¡ implementación es posible en GLIM <vía ·modelo 
?.:ii sson>. 

d) E~:iste una aproximación propuesta por Peto <pa:""a 
tr·atar• casos de observaci enes coi nc:i dent.es o empates> quc1 
es mas conveniente desde el p~nto de vista d~ calculo. 
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el El ajuste del modelo a datos de superviv~ncia es 
bastante bueno cons::.derando las resultados que ~e obti·'mer. 
al aplicar el modelo a cases particulares. Por ta~to el 
poder de predicción Es bélstante bueno así como el de 
explicaci6n del modelo con base en las covariables 
con si der a das, 

Una desventaja importante es que el cilculo num~rico 
es bastan'ce engorro\';o para el modela de Ccx , al:in en la 
aproximaci6n de Pete. Recientemente se ha elaborada un 
algoritmo <de! tipo EM;vcr Claytcn y Cu~ick,1965)) que 
sirve para calcular con más facilidad les parámetros del 
modelo, aplicable cuando las covari~bles·son fijas. 
Desgraciadamente no es pasijl2 usarlo cuan~o las 
covariables dep~nden del tiempo. 

Con respecto a la bor.dc:.d de aj!Jste i!n s:l c.¡¡so 
paramétri ca hemos visto oue e:< i stl:n estadÍ sli cas c:::.mo· la "f..'). 
Cen el caso de datos no cen~uradosJ y la de 

l<ol mogarov-Smirno·1 <en datos cer.surac;or;) que ~irven pa¡-a 
medir la bondad de ajuste de un modelo con reEpmctc a otro. 

La bondad de ajus~~ del ~odelo de Cox no p~ede ser 
evaluado par referencia a tablas . Este es debido "' que 
el ndmero de p<1rámetros en el .oiodel o ;;c.tu:-ado ·se i nc.:rementc:. 
con el m:rmerc de observaciones ,violando asi las: 
suposiciones fundamentales de la justific:ácién asintótica 
de la prueba 

Lo mismo sucede para el tr~tamiento de Peto, a menos 
que ze suponga que ni el número ce grL~pos ni el número c::e 
tiempos de muerte distintos crece sin límite c~n el número' 
de observaciones. 
En tal caso las comparaciones de los modelos puede llsvarse· 

·a cabo mediante tablas 
Ei:i sten .:il gunos enfoqL12s más e~ ~bar.ices para asegurar . 

la bondad de ajuste dal modele de riesgos de Cox com6 al de 
Schoenfeld •. sin embargo sLt análisis rebasa los objetivos.de 
esta tesis. 
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APENDICE A 

PROGRAMAS DE AITKIN Y CLAVTON 
. . -----------------------------------------------------------

Los m~todcs descritos por Aitkin y Clayton para ajuste de 
los modelos de :--eqre~i6n paraonétric·a a dates de 
sucervivenc:ia =ans1sta en un algoritmo que se lleva a c:abo 
generalmente mediante dos pases. 

Primeramente mostra:--emos el ~rchivo de datos de 
:iL•pervivenc1a para el .:ijuste je la -fur.ción e::q::cnenc:ial y 
Weibull, con sl eJemol~ oua se en~~entra en el capítulo IV. 
La prim~r& columna e~n les tiam~~s d& supErvivenci~; la 
~agunda columna de ceros y unes es :a asignaci5n de censura 
o falla a cada !~cividuc; para la muestra uno y 
po:.ter i or~ment¡; par.:i : ci 1:u .... e$·c:-a c:erc, 

Mt;estra uno 

j 
i 

.:·-'2:· 

'·.:2-.... 
~-;·:.~'.'.:3.· . 

•. 4' 
.'4 ; . 

5 
'5· 
e· 

.·~···· .a::. 
1,1 
11 
12 
12. ·. 
15' 
17' 
22 
?..,.. .. 
_.;:, 

Muestra cero 

22 

25 
32 
32. 
34. 
35 

1 

•.. 1 
., O· 

o 
o. 
1. 
l 
o 
o 
o 
o 
o 
o 



Ajuste de la función ~xponencial. 
El ajuzte da est3 mod~lo se lleva a cabo en un solo 

paso, pues la media s6lo involucra par¡metros de escala. 
A las tiempos se les denota con ta letra T y a laz 

censuras con la letra C, la variab:es explicati~a, que en 
este caso es la identificación del grupo, la denotaramos 
con, la letra X. 

R$SERVICIO/GLIM;FILE FILE1CDISK,TTTLE=GEHAN,FILETYPE=7>1 
tRllNNING 8267 

t? 
"' 

GL.TM 3.11. (C)1977 ROYAL:. s·TAUSTICAL_~gcffüy, LON.DON 

$IJNITS 42 $DATA T C $DTN -1~0 $ ; . ;, \,'.· <; 

$CA X =1.5-ZGLC2,21) $ 

$CA LT=ZLOG<Tl $OFF LT $ 
$YVAR C $ERR P $ 
$F$ 

SCALED 
CYCLE DEUIANCE DF 

5 54.50 41 
SFH + X $ 

SCALEfl 
CYCLE DEUIANCE DF 

4 38.02 40 

$DIS ME $ 

Y-VARIATE C 
ERROR POISSeN LINK LOG 
OFFSET L T 

LINEAR PREDICTDR 
ZGM X 

ESTIMATE 
1 -2.923 

S.E, 
o.t979 

2 1.526 
SCALE PARAMETER 

o ,39r5s 
TAKEN AS 
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Ajuste de la funcion Weibull. 
En este modelo intervienen los dos pasos del algoritmo, 

dado que la media no s6lo involucra parámetros~. sino 
también un parámetro de forma. El primer paso consiste en 
ma;dmizar C' mantenier.do cor.stante t; . El segundo mantiene 
fija (!J maximizando la verosimilitud para ex., este proceso 
itera hasta la convergencia. 

Para llevar a cabo el ajuste este utiliza ur.a 
subrutina propuesta por Aitkin y Clay~on (1980>. De igual 
manera que en el ajuste axponencial los tiempos se denotan 
con la letra T y las censuras con la letra e, y la variable 
e~plicativa es X. · 

RSSERVICIO/GLIM;FILE 
'~RUNNING 31MJ 

FILE11DISK,TITLE=GEHAN,FILETYF'E=7> 

,R,3:l68 W~)RNJ:NG l THIS 31· CD.DE FIL.E CAN N!JT····BE RUN ON THE ' 
"~'? 

GL.tM 3•:1.:J. '(c;)t9.:h~cRO,YAl.'~~Ti~±!JT0ICAL socIE:rY, .. l.'.ONr;oN 
'lil.JNITS .42 HtATA JT. C: $DIN,:·Ji~50·, $· ·, ;'i' _. ··· 

, -,',;···~ v· :<« ·,;.:._,_:-.:::~- .~_.·.· ... :~---\.:~',_~;'.~l-=' '.':~::~:..,:. e 

~;CAL X== f, t3:,;~Gl~{2il .:.ti.)$ .-::~ 
,l ·--;-.~ ,c."•~ >' -~'. : ·- • ~\','--' 

; • .'; •.,'. :,' .<!,'. :- . ,1 e •,"· .• '; ,' ~:>- ';.--',;,' 
~; '.rNF'UT ';2° ~E:f.BU1.:1~$. ' '· -;•;.· 

. ·:;- '"•:J/'·I· ,·, _<.,--, :.; ,, ,• •. : ~,,-: ,. 

$CA. ~'N='lJ·:'·_,,:- ,.;:;' . :~:; 
' _:--... ·. ·~',·•-:.:t' -;·:'.,::~ -~>··> ;;~<:<.: .. 

~·M .~f.l~r.EL. ~·~E ":' · ..... , ./ .: 

$1.JSE WEHIUU.: .. 
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Subrutina que se amplaa para el ajusi:e de l;a func:i.6:1 
· Weibull. 

3200 !l.H HESS $PR ';jcl<.~W(tfiN !NO! 
3300 STMIOARO F.:ílRflliS rlF eSTfMATES OtVFN E<F.:tOW f'tf<F. IJNflEFH"!HlM/1TF.ril 
3400 (AS THEY no llílT Al.i.OIJ FOR THE ESTIHATIOI~ OF THF. !1Hl'IPE F'ARAMF.'TF.rO ! 
3500 SE"F. AITIGll MI!! CLAYTrlNoAPPL, STAlS·2d98Cl F"OH CORRECT PRílCE:f1URE'' ! 
3600 UF. 
3700 ! 
380() ! 
3900 $M HflíJt $PR 'EXF'ílNENTIAL FIT' '1>$F, 
4000 1 
4(00 ~·'! Mllfl2 •r.PR ·,WF. Tf<llLI .. F'TT' <!o$E 
4200 1 
•!300 1 
1J4~H> iM wr11 r 
4500 ICA zw~zw-1 ZW=ZOTCZWof)l*ZW ! 
d600 : ZZJ•%A~Z1 SOF ZZt ! 
•1700 $0U ·~F lMODEL Mf'C ·HJl.I 6 1 

4800 ~•CA i:D~•ZZ - 2t::.cLJ(;(~~;~;~LOGO::A*ZFVl-Zf;'V> · 1 

~?oo : zx.~1 t·%NE0:11.J > ' · · 
5000 'lSW ZX. MOfll MC10:' 1 .• :'';" 

5100 ICA %X•ZDF-ZHEl:A1J1 1 

5200 ·tPR : ' DEYIANCE SHAPE DF'! 
5300 ' ' f''{>Rl\Ml':TF.:R' ! 

' .. 

··-: ' cnú:1it'.'Afr t;:Ol~RECT tiF 

5400 
5\)t)O 
!';/\00 
5700 
~flOli 

5900 
6000 
61(\f) 

. .:.~oo 

.qoo 
1,4(1() 

.ssoo 
61>()(1 

. ~,70,·· 
«:.HGl"i 
.490•) 
7\,(\\1 
7!l)(J 

??\iO 
7:-)(',,(J 

! ~fi "-'::O %A i-1 Z~< ! ! ! "--" _··.-.;"'· -- J_',., ',-.;¡_ :,·;·~-~- <~· -<-~ 
$Cll 'Y.V.,f.EOtf.:J,O) $EX '.Y.\I ! · . ·· . . . .,¡¡; : ....... · · 
'l>CA :~x"'l.r:u cr.1 ~ <%FlJ-::2 > > : ~:x=o. s:tc ¡;;,~:;;~vz:~x H: ... 'tiÉ1.tú)i::'Ri:r11E:Nr FOR SHl•PE: 
: w=:~t.E< - .00001. :m ~~~GE< ;00(101,~1.lo 'l>E·Xh:v ! · · r.rnr~ FOR .. coNVF.RGENcÉ 
$C{\ 'Y.1\-ZA r.x UF .. ,:,;,;;,·e:·· .llPflATE SHAPF. PAf;'AME'T 

¡ • -· ~ - "' •• ,'.:·\~·i ~:::': -:--~. >·-·'-~;,_ ''· ; -

í .: ,-1() 

~-': \' 
··; ': .. ' ,: ' . ' ·1·. ·~ \:. . ' ... ·, 

$M lJF.HtllU. 1 ... ·• ... . .... ·• :: ...... . 
1•CA Zl.?=/.LOGn:t+o.~Hr.e:rHXHC))'! . 

'Y.A=J 1 .. .. 

: XY='Y.Cl1<%2l 1 
: %7=:2:r.zcu e zz2:ic::2 i 1 

: ~-:w~.15 ' 
$'( .'.i.2 ti:m P iCYC . ! 
·t-.~RG wa 1 ZZ2 ;:2 %3 
,¡;¡:;w ~;3 MF.:88' 1 

$TI FRT ! 
i;(IF.:I. ZZt Z7.2 1 

~>'t.F 

· .. ·,.1 $11 RESPLOTS 1 

7.Z2 IS TRÁNSFORMÉ:I! SUR\11 
. INrT!tjL llf1Ll.11': IJF s~iAPE' 

USE IJf1.t IJNHL. CONVf.RGE . 

7/100 ~;fiW i!:J %~1··.;~1 ! 'Y-1. 1 ,. , . . . 

77¡)1) $CA 7.L 1. '~ ( ;(,CIJ ( t ) -Zf."'h ·-~; l \ ,n;i::u '.' 1..,;;;,~) :/ii~F'XF'..O: n ) ) I (:mu+ :1 .) 
:'')1)0 ! Zi.".2= -%LOG Ct -'.?: ,;: { J • 
''1lO SP ZZ::> f.t $ 1 . ' · · . 
''"'º'!'CA 7.11=>7.Zt + /.:F.:OP?t,(>l;t,f.,rjr¡{IO(l.1: 1 
'll!'iO 't.CA iLl=Zl\N<l(l-71.1 • «'.<¡ .. ,-;;,:,t1r;1:~1::·~p(.~1(:11\ 1' '. 

''.:'<"(· ~p Z71 Y. I ! . 
~~·00 ·inEl. 7?! 17? ' 

• 1 • ')(• sE 
.:, :'1•) 1 



Estimadores .de les parámetros da la 

func:ion Weib1.1l l 

WE IBIJL.L FIT 

IIEVIANCE SHAPF. · .DF · 
PARAME:TE-:R . 

. 213 • .16 1. .3658 39.-

***WARNING 
STAl./DARD ERRORS OF E:STIMATES G.!VF.N BELOW AR'f. UN,IIERESTIMA'T.ED . 
<AS THEY no NOT ALL.OW FOR THE F.STJMATION.,OF.THE'SHAP.E PARAME.TFR> 
SEE ATTKTN AN[I Cl.AYTON~.APPL. •. sTArs,2,1. 1JOOFOR:CORFiEGTPROCEDIJRE' 

ESTÍMATE S.E. PARAMETER 
1 -3,936 0.1992 ZGM 
2 1.731 0.3984 X ·.· 

SCALE F'ARAMETF.:fi TAl\F.:N. AS . .1, 000 - .• 
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APENDICE B 

. PROGRAMAS DE ROGER Y PEACOCK 

Los autores mediante unas pequeñas modificaciones en 
las declaraciones internas del paquete hacen que les 

'parámetros ol y/ se ajusten simultáneamente, En la función 
de verosimilitu unifi=an el ajuste de la función Weibull y 
Valer Extremo en un solo programa. La Única diferencia 
entre die.has funciones es la ese.ala de la "aria.ble U, que 
en el caso Weibull es U=lcg t. 

[\ t.S~R! .. I r::.' .rn : ¡_~L.:: >·i; ¡:· .r L~: ¡: .[:....(:. 1 ~'.:J.~:.!\ i ~ _::-r:_. ~·: -;~_·í.·:-1.~. ,': ;·· •. :..:_ ·: "¡ !·'f>-..'} 1 F lLt.::u .DISK 1J r 
:J:G::f/l(:.o lr'-i'.-·Ur CiI:r:.~ílJii::D 

t.Ui:tT:; 4:! '~.t1.:,7 ;· ::.: :tff11'·' ¡ L.~· :r. 
·~:·:~t .~;;::1.S--'!;¡:!_·:::~:1'.·~1.i ~;-:~;{¡-~trizo 

1;c,~.:_ u·R.;';.L(JG: ·: _J 

'l·US:O: :;;: rLI 

C ·,-· C.L,E .. JL 1 .. 1 ! ,~,MC E 

[STIMtliE 
-.3.291 

L l·l:l 

SCi\~ ... E:L: 

2,,.c.. 
Ó, :~:,;.;;:' 
~!:~·J69~?-

L;', ;::; .. ~~ nc:.1 .. vu·;n.:;r: ,.:.-~:-

.;;,.¡,'_,, 

:l ' ¡:..~ 
1 /.~ ,',,'. \),.:·:~41 

;'i1~nt.r. Y· !·{::d!CTFI;, T;~~¡ú·:;.;' ;~f; 

" .. 
J.-. ~;.lii'_ 

CH 
•.· 
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P~ograma qua aJusta. los'~atos ~'la 
' .'.··,: 

dis..tr:-i bución. Vale~. E:< tremo 
... :..,:.' 

·lt '.··. . ·.. ·-<. :.· ·._ . · .. '·: · .. ,·. ¡':(' .. \: 

R$SEiW'ICI(J/GLIM ;f'tu:: FILE.i ( !Jti.:f·;. :j :i fl~E~;oi:;¡,j(¡>¡; dr::'.:r"tf.·r~,:·;;;, FtLC éi•i •;;:;. : l , .. ' 
·BHUN~l:l:NG 869$ .. •. . ,' .· . 
. rr 

,. 

' ~ • . .... :'"·, .. ..:, w'•. • ·~·r ~ '> n'· .•.• -... ~ ' . ."';..·.,.·.;;. Gl.Ih. 3 .t L <e ;.L ~.i', J·<Uf1·)1 •.. ,s, i.TI.., r.rc.r1L "'"-'CJ.J" •·.:< : .. ::;; in'<t• 
· .i>:lNF'UT 2 S•..JE!nULL',, .. 
·~tJNrTS 43 t.J)1.W 1 C' '"DHl .'1 
tCAL X=1·3-%GL(Z,~l> 
icM. U·"T 
W3E SEH{ 
.¡,rn·n·; ¡; 
H•IS 1'.::°:l'i R. L· 

. sc.~1LED .. 
CYCLE DEV!ANCE: 

~· ' 206.~' ~l 

ESiIMt1TE··· f~A1::'r-1ME i·::.h .. 
~!.757 O.JO~O CH 

2 .• 0326E··O:L .• J.123E-01 U-' 
SC1\LC f't1R'/'!1'1ETER. f1W:EN ,y:;.. 1.,.;:i.~10, . ' 

SC1il..EII 
.S'/CLE . f1E 1JI1~.NCE ÜF 

·t 1so.o.· '._~-io 

·1 ... ~2' 39~! 
::? (J •. Ll5 1} 

3 2·.172 .0~4GJ~. 
SCALE P~RAMETER~TAKE0 . 

Y-VMi'IATE 
ERnon OWN. 
11\J .l. 

e. .· , ::., .. 
·Lni:-: Óh:I:, 

llW2 
M~J3 
Mt~ ~ 

LlNEl\R .F'HEf.iICTOfl.: : 
l:M l.J X 

. - 68 -· 



·swEtBULL 

Subrutina<mac:rcs>.Estas son las mcdific:aciones hechas 
en las·declarac:ianes internas del paquete. Empleada an el 
programa que ajusta a la distribución Weibull y Valor 
Extreme. 

La mac:ro<SETW> ajusta primeramente el modele nulo ~ 
sea sin covari.t>les. 

l. SURVIVAL 
:J:FILE (ISSC)Slff~\.'TVAL ON I.tMA8 
j00 $SUBFILE SWEIBULL 
200 1 

30() 1 

400 $MAC Ml•l1 1 
500 $CAL %LP•%1Ff%LT< 
600 : %LP=%IF<%GTC%LP 
700 1 ZFV=%EXPC%LP~ 
800 $END ! 
900 $MAC MW2 ! 
1000 SCAL %DR=1/%FV 
UOO $END ! 
1200 $MAC MW3 1 

1300 SCAL %VA=%FV 
t400 $END 1 

1500 SMAC MW4 ! 
1600 $CAL %DI=2*C 
1700 SE:ND ! 
1800 SMAC SETW ! 
1900 ICAL GM=1 : GMC%NU>~~' 
2000 : CC%NU>=%W ! 
2100 SYVAR r; ! 
2200 SOWN MW1 MW2 MW3 
2300 $SCAL.E tS : 
2400 $CAL. 
2500 SFIT GM - %8M 
2600 $DIS E !~ ! 
2700 $END 1 

.,.·' 



APENDICE C 

AJUSTE DE MODELOS SEMI-PARAMETRICDS 

c •. 1 APROXIMACION DE PEIO 

Continuaremos ~en el ejempla da los dates de 
GehanCl96S>, en los cuales se tienen pacientes con 
leucemia, divididos para su estudio en dos grupos; uno de 
ellas el grupo ce~o ha sido tratado con una drcg~ <6-mpl y 
la muestra uno .con placebo, algunas abse.-vacicnes sen 
censuradas (*) <ver cuadro 4.1 cap. 4 J. 

Le1s observaciones no censuracas cubren 17 int::rvalos 
los grupos quedan divididas en Nno y Nh1 respec:tivamen-l:~, 

donde Nno es el numero de tiempos de supervlv¿nci3 en la 
muestra "0" los cuales son rnayor~s o iguales a t y ffih 

es la multiplicidad de muerte$ al tiempo ~ an e: grupo, lo 
mismo sucede para el otro grupo,los datos se muestran en él 
siguienté cuadra. · 

t N m N 

--------------------------------1 2 

·.13 
15 
16 
17 
22 
23 

.~ - -, 



Sl ajuste del modelo de Peto vía modelo de Poisscn 
para fallas múltiples es como sigue : Para cada th se 
ti e;-ien X ne y X h1 c:omo observaci onCis de Poi SS0[1 con 
par :tmetros 

y 

donde 

Nho exp(~h+ Zl'IO·p>} 

N¡.11 exp <al\ + Z'r1 1 ~ l ' 

z 110=<0,0l y Z hi =<1,t-10;, i:n ::il que :;e introduce el 
tiempo com·::i una posi:Jilidad de no proporcionalidad pa:--a 21 
muestra uno y t representa el inicio del tratamiento. 
Los parámetros c(h se ajustan como un factor- con 17 niveles, 
uno para cada th Ch:t,2, .•• 17>, como un factor c:on con 
des niveles < ~1 =0 para la muestra "'O" y (3.:.1 p.sra la 
muestra "1", se ajusta con regresión si m¡:¡l 2 y :;e :.isa ln--_,-
N lll .< j=O, 1) como un OFFSET. 

. . · ... ·---'. 

P:--ograma que ajusta los datos da supervivencia m~óiantéi-
apro:ümación d1~ Peto. - -- - . 

R'f;SFRVIC IO/GUM ¡FILE í'ILE1 (DISK ,TITLE=tJllI/HEAD, F.ILETYF-f.::::7); 
tRUNNING 8101 -

t? 

JLIM 3.11 CCl1977 ROYAL STATISTlCAL SOCIETY, LONDON 
SUNIT~ 34 SDATA N X T $DIN 1 50 SFAC Z 2 $CAL Z=ZOLC2t17l $ 

SFAC A 17 $CAL A~ZGL<17i1) $CAL N1=ZLOGIN) $OFF N1 $YVAR X IERR P $ 

$VAR 17 IND SCA IND==XOLC17,1) $CA T==T-10 SCA TCIND>=O $ 

:tFTT A -'Y.GM $ 

SCALEfl 
CYCLE DEVIANCE DF-

4 42.85 17 -
$FIT + z $ 

SCALED 
CYCLE DEVIANCE DF 

5 27.63 1.6 
!liFrT + T $ 

SCAL.ED 
f:Yl.l..E DEVTANCE (IF_ 

!') ?7.A? 1~, 
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Parámetros ~. que se emplean en la construcci6n de la 
función de Supervi~'enc:ia '{Aproximación de Pete>. 

$DIS ME.$ .. 

Y-VARIATE;'){;,\;}'trv .: . 
ERROR POISsow:·,~INI< •• UH3 
OFFSET, N:f'.'.ú:/}··.· ... '. 

LINEAR .. F:REr.tICT.OR · 

A z >~§T.!~ATE; S.E, PARAMETER 
i ~9~976 ~.231 A(1.) . 
2 · -8.807 t;223 M2> .. 
3 ;..4 >678. 1.058 . Aó>' 

.4 -8~524 :1+209 AC4 
5, ...... 8.311 .1d97 iÚ5) 

·.~. =!:3ª~ 1:~;;»=:~·;·.:~;t 

. ~· =!.~º~7 .i:M~\+· ; ... •.·.·.·••.\.f.i ...•.•. :.:.·.·.{<·.·•.ª.r .. ·.·.i.·.·.· .. r 
1 o "'."'~ ~ 96.> .••.. 1

1
· ·• •• :1

1
>a
6
.· ~<'.·Y.· .. 

11 . ...:.6 • 712;: .'; ·"' "' •. rA en) 
•g, .·Si I·.1~¡ .' < ~ f g~~ {[. ; ;· e:.~ rg:F, · 
t4 ::..:3:2.6?.:·:'.; 1.031 " "'A0.4) · 

.·1s;' ,;..3;230. t.033 < •1úi5r/. 
A6 :_',f;i73 t.096 ACf..6)': 
~17 . ;..3,'919. 1.041 A(j.7) 
HI L62B o.4320 Z 
,SCALE F'ARAMETER TAKEN· .AS 1.00.0 
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c. 2 APROXIMACION DE cax 

De l.i misma manera que ln aproximación de Peto en este 
caso los vectores correspondientes a los pacientes de la 
muestra cero son Zno=\O.O> y P<\r-a l.a muestra uno 
Z hl ==< 1, T-10). De esta form¿¡ queda.n asigr1adas las ~unciones 
de riesgo f..<t> y /.Jt> e::p\~1 +~¿t-lO>l 
respectivamente. El p¿¡rám~tra ~1 mide así las diferencias 
entre las tasas de falla entre los do·s grupcs y~ :nice esa 
diferencia en el tie~po. 

Para el tratamiento de multiplicidad en esta 
aproximación cons~deremcs el caso t 15 =5, e:d ste:-1 en e;:;te 
tiempo N5=35 pacientes en riesgo; N50=2i' en la muestra 
cero y NS¡\=14 en la mues\:r3 1. Tci.mbi

1
.1":n axísten !1'1-=>(3i )=>595 

posibles pares de pacientes an riesgo, fcrmando 3 grupas 
diferentes. en prí~er ~r-upo ccn~íste d~ M~=( ~\ )=2:0 pare$ 
de pac:ientes tomados ambos de lil muestrcJ c:;wc-~ El vmct~r de 
covariables para esos p~1res es Ss,o"'(C,0) que: es :a suma cí: 
las covariables de dos 1ndivi~ucs en la muestra cero. 

Ademas existan Ms
1

:i, "':::1 1<14=294 pares dt0: pac:1entes 
tomados uno de cada muestra y tier.en vector dLJ '::ovar:. ;:o.ble-:s 
S=< <l, t-10) .F'in~lmente M,,t"'< 'i >=105 parus d:! 
pacientes tomado;; da la muestra 1 con ·meter s5,, ==<2, 2t-i0) 

Las var-i.3bles F'císson que corresponden a este tiempo 
de mL.lerte son X s,o , ~ X~1 y _X ;,z. a el los les 
corresponden los parametros: 

JA5,o = Mr:,,o exp \ o<s> , 

f-s,1 = M15,1 e:'p ( o<s + ~1 - . 5~2 > ' 

JA.s.¡ = 1'151~ e:'. p { ci-; +'Z. ~I + l 0 f-'2 ) • 
Cuyos valores son o,o y 1 r~spectiva.T.ent.:! dado que 

ambas muertes c:aen en el grupo 1. Así ;;e lleva a cabo par.a . 
cada t.,.. 

En tot.a1l se obtienen 46 obse1-vaciones pois¡¡on aquf de 
nuevo «~se ajusta come •..1:-: parametro c:<;=>n. 17 n• v~les., ~t. 
como un factor con 2 y ~¡,como t.m .::oef1c1e:ite i'I .. ·, · • 

calc:ular,log Mnj sorr usada!<l como 1.in offset. . . ··,< · 
La forma en.qua se a~r~glan les datos para ejec~tar la 

r.orrica en GLIM ~s como sigue: 
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N X z <1,t-1~) A 

---- -----------
21 
2 210 .· 1 
21 21 ;·, - :: -: .. ·' ::~ 

1 1 ,441 ··.'1 
,• .. , 

21 ,.-.. -
2 .~.210 
21 
2 
21 19 
! 1 
19 

··, 

2 
21 
1 
17 
1 
21 
l 
21 ló 
1 1 
16 
2 
21 
2 ,. 

21 14 
1 .• i 
14 
2 
21 
3 
21 12 
2 1 
21 12 
1 2 ,.., .... 
3 
17 
1 

.12 
1 
16 
4 o 
16 12 
3 1 O. 
16 12 
2· 2 7920 o 
1 • • o 12 
1 3 3520 o 



12 
4 495 

(4,::--8) 8 15 
1 

1 15 1' (0,0)' 9 8 
1 

8 ·13 
2 ,78 
13 8 

,·•. 

1 1 '104 a 
2 
12 
2 
12 6 
1 1 
6 
2 
12 
1 
4 
1 
11 
1 
4 
1 
11 
1 
3 
1 
10 
1 .... ..... 
1 
7 
2 
7 2 
1 1 14 
2 
2 1 
ó 
2 
ó 1 
1 1 



Programa que ajusta les dates de supervivencia 
mediante la aproximación de Ccx .• 

R$SERVICIO/Gl.. IM; FILE FILE! <DISK, THLE=COX1 ,f:;ILETYPE='7) ~ 
t:RUNNING 7180 

t? 

• · .SCflLED • 
CYCLE DEVIANCE 

5 . : .:·:·~_o·. ?9. ~ 
$FIT + T •.$ .. 

SCALED 
CYCLE DEVIANCE 

5 - 30.27 ·-· -'2'7 
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Parámetros que se emplean para la construcción de la 
funci6n de Supervivencia <aprcximacion de Coxl. 

$DIS H E' $ 

Y-VARIATE' X 
ERROR F'OJ.SSON LINK LOG 
OFFSET Nt 

LINEAR PREDICTOR 
A z 

ESTIMATE S.E. PARAMETER. 
1 -4.060 0.7B26 AC U 
2 -3.979 0.7800 AC2) 
3 -4.584 1.050 A<3l 
4 -3.843 o. 7751 A<4) 
5 -3.742 o. 7711 A<5> 
6 -3.223 0.6484 A(6) 
7 -4.267 1 .047 A<i> 
8 -2.866 ,.-. 0.5917 A<B> 
9 -3.935 1.041 A(9) 

10 -3.202 0.7686 A< 10> 
11 -2.974 0.7620 A< 11 > 
12 -3.404 1. 03() A<12> 
13 -3.370 1.032 A03) 
14 -3.201 1.025 A<14) 
15 -3.160 1.027 A<15) 
16 -2.082 o.7438 A<16> 
17 -1.660 o. 7287 AC 17) 
18 1.509 0.4096 Z<2> 
SCALE .PARAMETER TAKEN AS l.000 
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NOTAS 

1.- De aquí en adelante usaremos el término "individuo" 
para los elementos de la muestra y ''falla" al evento que se 
presenta al tie~po t 

2.- Para la construcci6n empírica de la ~unción de 
supervivencia, ver el capítulo 5 Elandt-Jchnson, R.C. et. 
al. (1980>. 

3.- En la literatura referente al fen6meno de supervivencia 
el térmi ne de "tasa i nstant&nea ae f.;.11 a" (Gross, 
et. al., 1975) "función de riesgo" (Ep$t::iin et. ill. 1953) 
"inter:sidad de rietqo" <Ch~ang 1969) y " F1..;2r:::a ::le 
mortalidad" CJ::.irdan 1952: ;;en usaJos indistintamente 
para <t>. 

4.- El uso dEo' l¡¡ fun:::ió.-i g(Z~i=e.~po:~> tienE': a:nplia 
aplicación en el estwdio ,del, 'fcnéineno dC! 'Zt.:,parviven::ia. sin 
embargo, no e:nste .1ir¡g~1na r:azé;i del tipo teórico que 
oblig1..;¡¡e a su •-!SO. Su 1..1so,. en el análisis de supervivencia, 
es equiv.:a!Ginte al uso de' .ia f...inc:id'tl Gaussiar.a en , 
e:;tadíst.ics. 

5. -· L."a ft..!nc:iÓn !.iga relac:icna a: predi e ter l l neal ""\:' al 
valor esperado fA. del dato y. En los mod.?lc::s lineale~¡ 
c:lás1c:os estcs son :;.de#nticcs v la lii:w ídar.t;:d;i,d e,; 
";;ensible'~en el sentido qua,· a~bc:s µ.y"(\ pu~de.'l temar 
c:ualquie:r valor re.=.l. Sin e.nl:ar·g::i, c:uanc:!o se t1cnen datos 
que involucran l.; fun::ión ?oi;:.sor. es ne::esari::; c.ue f"- sea 
positiva y la li;;¡a r.o ;;¡¡¡or(a aprc""iacla dad·:J :¡1..e pu::de se.r 
negativa • .:uando los mod;:,lcs se ba¡¡"n ¡m l.r.. ind;:pendencia 
de probabilidades, es'l:os lle·v·&:-i';;; .:onside17.:;.,~ efecto!i T\. 
multiplic:.;,tívos y así a una. -func:.c·n liga "f\.=ln~ o µ.:e 
Asi ~fe:::tc-s aditi'lt::S- ·qwe •::cntr;.b·..1·1en a 'l\ ;;e vu~lven 
efectos m;..ilti;;ili,::ati·.·os en µ.. Po,- otro lado, la 
distribt...-=it:in ::i:n-:imi~l te!1amc:; que O < tJ-< 1 y la liga de':>e 
mapear ~l interva:o C0,1> en todo el eJe real. 

6.- Una matriz es de r~ngc completo :uando el sistema 
aso¡;:iado con ella tiene una soluc:i~n única, e~.to su::ede s:. 
su s1st>?rr.,:\ homogéneo asoc:iadc tier::a c:o11·0 so:.ución' IÍnica el 
VEC:'tCr núL:i. 
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6'. En c.lgunos caso,;;,es necesario aJustal"' un modelo donde 
l~s ~ ~on f Ljas en al pradictor lineal en el pro:aso de 
cálculo.En general ,si ur. subconjunto de las ~j son fijas, la 
suma de sus contribuciones al predictor lineal ""f\. e~ llamada 
un gff§9S ;tal qus: ' 

'>lt' offset+~ z¡j~. 
7.- Para el caso exponencial y ~eibull con dates censurados 
y sin variables concomitantes pueden hallarse ei<presiones 
c:er-r.adas para los valores de los oar.ámetros. 

· Por ejemplo si 
3ct>=EXP<-pt l , 

.. 
} =-L~r:l.t-.¡,:-- _;; · .. t =suma sobre los .c2rísurados 

.. ·-.:.· y no censur.Lldos ·: .• ·._·.·. 

Para el caso de W~lcdJ. > · < ?:;; 
- '· • >•• • ._ • • ' •-' • • > •• \, L" '\ .' :.:¿.+_~,L?,' e:: •. :' 

.}' ~·;. (-Ci~\;,~';\,:s;~t~~-~~~~i~:~~é''~J-~~~~2, 
'·•'.:, 

_ 'O:=; r .· ,,_ fr (;'%~¡)~,/ : JM 1 
--i(-=-;;¿_- · ~L ~~1·:-¡r0 .-:u·- .. . · ·- .. 7fi--- J ~ 

&~ -71«-- = 

•",·'._-_.;·-;_,. .,~_~¡.:, 

9.- Sennet y Whi'.:ehe~d en SIJ olr~-~C:lÜO mueH:il:rarí''!J,n progra.1na 
que ajusta 1.i'di:atribucíÓn 1L1.:,¡{¡::!;:'--'\. / 



10.- En este caso el término de verosimilitud es debido a 
que, los términos que determinaron cuales individuos deben 
ser censurados de entre los supervivientes ha• sic~ 
·omitidos de cada conjunto tie riesgo. Dada que el mecanismo 
de censura no depende de fJ, esos términos no dependerá'n 

. funcionalmente ce (!, y pt.11'.i?den ser ignorados para propÓs:: tos 
de.inferencia sobre~ • 

11.- En lo sucesivo, en esta parte abrev::.ar~mos A<U=exp(i!~) 

K¡;1<l= L ei<p(Z'-~ 
1<e6ll"C1l 

12.- Debido a la dependencia sobre la multiplicidad g 
el producto de todos esos tén~i;-.os fje;l tipo no es Ltr:a 

verosimilitud ruarginEl completa de los rangos es necesErio 
Justificar la teoria asintotica la v~rosimilitud parcial. 

13.- El tratamiento del modelo d;: riesgos de Cox lcr.e.;.1-iz:;. · 
Kalbfleisch y Prenticc: e.1 su artículo para mayo1·e;; ce'.:2lle;; 

·ver referencia. 

14.-En este caso s.ct> corresponde can el va¡ o~ d~ Z( 
en la covariable igual a ¿ero ,con Z0 =1 y SCtl c~D ~¡~e 
valor de lo en la covariable igual a une con Z 1 =1. 

15.- P~ra una distribucon dis=reta sa de~ine 
~=~tomo de probabilidad al tiempo tJ. 

+· A.<tl= z;. Aj ~<t-a ) donde Áj= -st\j') 
y b ( X. ) es la del ta de Di rae 

S<tl= TI (l -/.· 
t;4 t J 

y así . SCt>=expC-i\. <t>) 

si Aj es pequeno <JI.;« 1) f 

.A.et>~ L. Aj 
t.i'- t 

S et>= ex p e - [. (\ j • 
t,;<.t 

A.et>=[.. lago -Aj) 
t~c.t 

16. - Esta aproximación es propuesta por Whiteheacl (1980> 
para la e>(presió'n de S<t> e:i el modelo de Co:< • 
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17.- Atkinson en su art!c:ulo "Un método para discriminac:i6n 
entre modelos" plantea: Si se tiene 
lo.> un vec:tor de variables X, =<y

1 
, •• ·Yri> conocidas 

20.) un c:onjunto de f.d.p. fl ex., e1> y f1<:t.811.> ;;ajo 
consideracion, que pretendan describir los datos,tcu~l de 
los modelos es el mas apropiado? 

El problema consi5ta en elaborar una estadística que 
"discrimine entre los modelos propuestos. 

La idea consiste en combinar las dos hipótesis Cnula y 
alternativa> en un modelo general.-Considerando las f.d.p. 
por ejemplo proporcional a: ~ f... . 1-1\. 

lf, <t• e,>} ~ f~ <:(.. 91') , 
asi , s\ A. se apro:d ma a 1 Sil! podr a :le:: ir ~u.e el modelo 1 es 
mas apropi adc ::¡l..!e el model n écs v ;;i f.. :::1 /2 serán 
igualmente v2liaoz. · 

19.- Schoenfeld olar.t:;a !..'.r. &.náli5i:;~,¡j.;a¿bonc!acl de-ajuste, 
;:iara el ir.odelo ::e reg:-:::;;ic:ín 'de }'ri_e;;g.ps:proporc:io;iales'', 
del tipo J i-cu¿,draC.2. en 'el cuar: frivofL!cra dáto'5: censu:-ados · 
:1 c:ovari;:.b:es. su a:-.í!l.i.sis gúed.;; fl',a1. 'áüá del o!:Íjetivo.é:!e 
esta tesis. 

";_ 

19. - Se dice que e: modt:ló rn '( JT:~ '.sr:iriOafiidados s::: m'. se 
pue.:IE! obtener de m h.ac len do que U:Í1 subcar:jun·;:o de variables 
distintas de ce1~c tomen el yálor .dé · · · 
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