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1 H T ~ o D u e e l o H 

•1 ~J1 zu,:h• oor i• 11 id• nos coru:ieJe 
• consult•r Jos orlcuJos. Perc 
Jos nurvos orl:ulos dtb•n slf'• 

'rHlELE, 

Uno .d• los 11rincio•l•s ob,1lf'tivos del conoci•ientc 
~•te•itico 's •l dlf' cr••r •od,los. •od,Jos qu, s'•n c•d• v'z 
»ts' •o,9•das • l•s situacion•s v circunst•nci•s r••l•s. •od•las 
~u• o•r•it•n l • sal ucibn de orobl u•s 'n forH i:>ractic• v 
rf i ci•nt.. 

:"Jbs,r11•ndo 1 • n•tur•l ,Z•· es pr,c i so con11•nc,rs• d• sus 
c•r•ct,rlstic•s d• •l••tori•d•d. l•s cu•l•s s• int,nsific•n •1 
~r•t•r con las ,,,.,~ hu••nos v sus •ccian•s· Pu•d• concluirs• 
•ntonc•s, qu• los •od•los qu• r•fl•,1•n can ••var 11recisUm lo~" 
h'i:hos son •qu•llos qu• involucr•n l• t•orh ttrob•blllstic•. e.~ 
d•dr. los #OlllLOS ESTOCRSTlCOZ. 

Los Procesos Estoc~sticos s• r•f i•r•n •l 
coe11ort••ienta d• •od•los •l••torios • tr•vls d•l ti••110. t 
11•s•r d• ser los •A:1 s••• ,1•nt•s • los fenfJ•'11as r••l •s. su 
utilid•d no h• sido •. •n far•• •l9un•. d•s•rroll•d• •su •lxi•• 
•x11resifJn •. Esto s• d•b•. · 1>osibl•••nt•, • un• poc• difusi6n ,, 
•11•r•nt• dificult•d d•. Hn•,10. Por otr• 11•rt•, l•. biblio~r•fl• 
•1 r•s11•cto •s 1oco •bund•nt• v. '" oc•sion•s, in•cc•sibl• 110• 
motivos •conbetcas. Si s• •9r•9• • •sto qu•, d• l•s obr•s 
•xist•nt•s• son ooc•s l•s que ·tr•t•n dir•ct•••nt• con l•s 
otfll ic•don•s. r•sult• "''' ic•bl• qu• un• h1lf'r••i•nt• d• t•! 
7,,;;nitud hav• sida d•J•d• ·• un l•do. 

El ob,1•tivo fund•••nt•l d• •st• t•sis •s 1• cr••ciflr 
d• un ••t•ri•I d• •oovo didlctlco •cc•sibl• • los •studi•ntlf'$, 
•n o•rticular d• l•s c•rr•r•s d• Rctu•rl• v #•t•••tic•s 
R11Jic•d•s v r.o•out•eifJn1 v. •n 9•n•r•l, cu•lqui•r •studic 
1>rof1uien•l qu• lo r•qui•r•. 

!..os 
6.r•b• .10 son. 
••t.rki•l. 
rst•dfstic• 
)t/r•, •n l'l 

conoci•i•~tos b6sicos p•r• l• co•or•nsibn d• 1st1 
•nt1 todo. · •l•Hntos d1 prob•bilid•d• 6l9•br• 

cllculo dif•r•nci•l • int•gr•l. "ocion•s d' 
• inv•stig•cib~ d• oo•r•cion•s. Rl fin•l d• l•· 
R11tndic• 8. ,, 1nunci•n •l~unos co"c•otos d• uso 

t 



fr•~uent• d lo lar;o del texto, d1 •oda que oueden :c~suitarse er 
!orm• r~oida1 para un estudio jetall•do, se recomienda acudir • 
e#xtos espec!ftcos de kl~ebra v prob•bilid•d. 

Esta tesis no ortttende, en •oda •lquno, ser un tr•tado 
exh•ustivo sobre P~ocesos Estocjsticos1 •'• bien se desed 
•otiv•r al lector hacia un conoci•iento •'s orofundo dtt 1• 
•ateria v, sobre todo, h•cia una i•ole~ent•ción de este tioo d1 
•odelos en su camoo esoeclfico de tr•b•,;o. Por ttst• r•z6n, s~ 
h• busc•do un enfoque ante todo prjctic9. utiliz•ndo co•o •oovc 
un• •icroco•out•dora de 16 bvttts. 

•odttlos, 
enu•ttr•n 

En el Caoituio l, se h•bl• de loJ distintos tipos 
se definen v clasific•n los Procesos Estocasticos, 

algunos conceptos V lit ttnl ist•n ~'•rios e.Jtt•ttlos, 

. En el Caoitulo 11, se •encion•n l•s c•r•ctttrfstic•s· 
de •l9unos '1rocttsos no ••rkovi•nos, '" trát• el co11ceoto dtt 
est•cion•ridad, la tiorI• de la rttno'v•ci6n v l•i sttritts de 
titt•po. Es necttsario h•cer not•r qutt, •unqutt ttn •uchos c•sos lo~ 
wrocttsos no markovi•nos son •as si•il•res •1 procttso re•l, ·se 
h• cttntr•do el ttnfoqutt dtt la obr• ttn los oro<ttsos. ••rkovi•nos, 
(C•pltulo 111>, por su sencillttz y Hntt,l•bilid•d• Rdujs, ttn l•. 
9tt11ttr•l id•d dtt los c•sos, l •s suposicionttl 11ttc•s•1':i .. s. ~•ril 
.:Jbtttn,,. l• orooi•d•d ••rkovi•11• no •odific•n ,;;·9r•n ttícda ·1os 
r'sul t•dos, 

!n el Cat.>ftulo 111, u d,fintt .. l• orooi•d•d d. tf•rkov, 
u •11•1 iz. 1• fu.ncUm .Jtt diltribuc'ilm ·y, l• 
iistribucibn . i11ici•l. llls •d•hnt,, . : s, e obÚr.°v• ;.: ; ., 
.:o•iiort••J en to d'SPdS d" !1 uni d•dH dtt ti••l'O, s• •n•lJ z• . ttl 
,rso•cio de est•dos v stt introduce 1• T,orh de Gr•fos •ol'c•d• • 
l•s c•dttn•s dtt lf•rkov. RF1t•s dtt ••Pl,•r •Ít• tttorJ•, stt· h•c• ur. 
br•v• rHuHn d• los conc,ptos .,, i9Port•nttts. En. H9U'd•. ,, 
""ºº"" ttl t11tudio •.trici•l y •lg1ÍF1os •J••Plos. ·· 

1 

fil fin•l dtt c•d• c•oftulo, s• ttncuttntr• .. un•·1•ccibn .. 
. 1e lttcturás r•co••nd•d•s. r•l•tiv•s •l t•··~ s• h•c• r•f•r•nci• • 
ttll•s por ••dio d• un• cl•v•, i:uv• ttquiv•lttnci• '" ttncu•ntr• •l 
fin•l d• l• obr•• ttn l• biblio9r•fl•• Rsi•is•o, s' oropontt un• 
sttri• dtt •.1eri;icios; 

E11 •1 Rotndictt R s• eFllist•n v•rios progr••••· 
.:odi fi c•dos ttn l •n9U•Jtt P•sc•l, p•r• uso del 1 •ctor. S• or•s•nt•n 
t••bilFI los di•gr•••s d• blof.'" rttsottetivos, dtt •oda '"' ou•d•rt 
~r•nscribirs• 1 os pro9r•••s • cu•l quier l•ngu•J••. 

EFI •l .Rplndictt e,, co•o v• s• diJo, .stt ore:Hnt•n lor.· 
::m,:ttotos· l:i•s icos dtt prot,•bi 1 i d•d, ••De.J•dos frttcuttnt•••wt• •n 
ttl .tttxto. 
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"l••gin• qutr •l •brir •l otrri6dico descubr•· 
qu• no ,s •l de hov1 •s '' .d• ••W•n• v trst• 
co•Pl•to Cnotici••• cotiz•cion•s dtr l• b0Js4, 
titr•Po o el i H, tr•b•.1os >. lln •d•l anto d• 2~ 
hor•s sobr• •l •st.•do dtrl •undo. Eso •s todo. 
Ptrro trs todo lo ntrc•s~rio1 1• riqu•z• v el 
podtrr son su vos ••• " 

cs., H., H., B., Sp> 

'· ' ~- . 
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1.0 IH1RODUCCIOH 

ª STOCHRSTIC1 CGreek stach•stikos), 
skillful in •i•ing, procreding br 
';•sswork. F ro• < usuHd > stochastos 

'<verb•l of stochazesth•i, to •i• at, 
9u,ss •tr fro• sto¿hos, t•r9et, ai•, 
grss> + ikos - ic - •or" at sting. 
R•ndo•· 11 

NEBSTER'S 1HIRD NEU IHTERH~TIONRL 
DICTIONflR:1 • 

L• bfJ.iqu•d• d" los rnc•bezados futuros, de los h•chos del 
••~•n•. • corto o • l•rqo Pl•zo rs lo que h•c• posiblr l• 
ol•n••ci&n. Dwsd• •l inicio de su existencia rl ho•bre h• d•s••do 
:ncrirsionar ""--'' futuro iior div•rsos medios. En un iirinciPio se 
hacl•rf-.divin•Dz•s utiliz•rtdo drsdt!' bolas de cristal h•st• ho,1u 
i• tt. qur ll•n P"1'dur•do h•st• 1 a fecha. Sin e•b.,•90, d• éstu 
.1di11in•Dz.as s• h• e11ol ucion•do a un siste•• int#lectu•l 
fir•••eDte fuDd•••Dt•do con un •nfoqu.r cientlfico. 

d' est• sist.,•a cientifico es •1 siguiente• 
•ddant•r .-1 relo,1 del •undo, sl es posible 
que i•it• uD• part• del •undo p•r• un c•so de 

El princioio· 
~uDqa• •s l•posibl• 
CODStrutr an #OOELO 
•s~#ci•l int•rts. 
~~•ct••rnt• i9u•l, 
reilidad, •&s v¡lid•s 
• ,,.,.ti r d• ,. , • 

EvideDtr••ntr el •od•lo "º podrll srr 
P"''º •irDtras lfllls aproxi••do sea a 1• 
serin l•s conclusion•s que puedan. obtrnerse 

Un SISTE#ll sr c•r•ctrriu por qur los eh•rntos que lo 
co•1>onrn •stln irtt•rr'l•cion•dos •"int•r•ct6•n oor un• c•us~ 
co•6n. 'º" lo tinto, si sr aod,fic• •l9un• c•r•ct•rlstic•, h•bri 
c••bios corts•c"•nt•s rn l•s otr•s p•rt•s d•l si$t•••· Si rstos 
~••bios ou•d•rt s•r cu•ntific•dos. l•s intrrr•l•cion•s ourdrn 
d•scribirs• oor •cuacion•s ••t••ltic•.>. Un con,1unto de ecuacionrs 
cuvo iiroptisito •s ducribir r1 co•port••i•nto drl sist••• •s ur. 
#OOELO MllTE"llTICO, 



Un •odelo ••te•ltico ouede ser deter•inistico o estoclsticc. 
Si el efecto de cu•lquier c••bio ouede d•scribirse con •bsolut• 
=erteza, •l •od•lo ser• DETER#IHISTICO. Si por rl contr•rio, co•o 
sucede en l• ••vorI• d11 Jos c•sos r••ltP.s-, h•v •f•ctos que no 
~u•d•n prrd•cirs• con sequrid•d •bsolut•, •l •od•lo •d•cu•do ser• 
un •odelo ESTOCASTICO, Un •odelo •stoclstico d•b•rl inclui~ 
•ntonces v•ri•bl•s •l••tori•$• 

En gener•l, los •od•los ••tacasticos son 101 411.• •as -~• 
•·:•rc•n • l• r••lid•d, •unqu• •n •uchos t:•sos, por si•olicid•d, 
se trlt• d• •.1ust•r • •od•los d•ter111inlsticos 4"' f•ciJ iten los 
t:llculo.o. En p•rtii:ul•r, ccalqui•r •od•lo fU.• d•icrib• l• 
=~nduct• hu••n• debera s•r for•ul•do •n ttr•tno1 •stocasticos. 
rP•r• un• discusibn de ••t• •fir••cibn r•fitr•s• • l•s l•ctur•s 
r•co••nd•d•s •n ••t• c•olt"Jo. ~ 

t> Obs•rv•r v •nt•nd•r el f•n6••no •n cu.•stibn. 
i i > Construir u.n •od•l o ,.., .1•n t• •l f•n6•eno, 

lii> ~•1olv•r •l •od•lo v h•c•r pr•diccion••· 
iv> Prob•r •l •ad•lo. 

En l• T•bh J ,O pu•d•n obHrv•rH con cZ.rid•d lu 
r•l•cion•s .,,i1t.nt•~ .ntr• •l •0<1•10 <.urido •bstr•·:to.t ~· l':lr. 
""has <.ando r••' '· Hbt•H qu. 1• pr•dicdbn ci.ntlfic• d• 1 H 
h•chos 1ol•Hnt• · ou•d• h•c•r•• • P•rtir d• un •od•lo.. 1'1f' ca-• 
fol'•• 1• c••rA d• ne1•vo •n l• •dlvin•nz•1 sin ••b•r~o, ¡¡ 
intu.lcibn v •I · Hntido co•~n u9uiran Ju.~•ndo u.n P•P•l .uv 
i•Port•nt• '" I• to•• d• d•cislon•s, •u.nqu.• •vud•dos v r•for:•dos 
~or los •od•lo1 •1t.ocl1tico$, · 

...... ,,. 
----· --. 



J./ lllllllCIOll 

Un 1:Jroc1so 11toc~stieo 11 un sisti~a que s~ d1s~rroll• ~ 
'r•vts d1l ti1•00. sufri1ndo vari•cion~s d1bidas al azar. 
(fstoclstico 1s sinbni•o d1 •l1•torio>. 

~~1 ou.1d1 d•scribir un sist1•• d1 1st1 tioo, d1fini11'1do una 
f••ili• di v•ri•bl•s •l1•tori•s <Mt >, qu1 to•• v•lor1s de un 
~~n¡unto "S•, ll•••do ISP•cio d1 los 1stados1 y dol'ldl t •• un 
11unto •n U.l'I ''"•cio "1", ll•••do 1s"•':io 1:J•r••ltrico. 

Los V•lor•s qui pu1d1 to••r X• SI COl'/Ocln co•o ESTRDOS, V 
su.s c••bios di v•lor SI ll•••n TRRNSlCIOHE~. 

Lo1 ~d1lo1 1stoclstico1 son •olic•bl11 • cu.•lqu.i•r sist1•• 
~u.•. co•1r1nd• v•ri•bilid•d •I •z•r 1n •l tr•nscu.rso d•l ti••oo, 
co.o r• •• h• ••ncionedo, ·~,.·~•ndo qu.• 11t• tioo d• sist••• de 
u.n• l••t•n •Is ••roxi••d• • l• r••lid•d. 

11111111CIOH1 
SI ll••• P~OCESO IS10CRSTICO • l• f••ili• d1 v•ri•bl11 
•l••tori•.& 

e "'• , t e T > 

dond• t 11 cm 1•rlHtro Hrt1n1ci1nt1 d 'on,111.nto T. 
1 111.•d• ••r •l c:tnJ•nto d• los nllHro1 r••l•1, •l conJu.n.to 

d• 101 N•l••. 'º'º'"u o •l ' eon,1unto d• los nlHro.~ 
n•tu.r•I••· 

Si 1 11 di1cr1to, 1•1 Xt for••n un• Sl~ll ISTOCAS11CR. 
11 ,.,,un int•rv•lo, finito o no, 1•1 x, for••n an P~OCESó 

lS10CH11CO. 

NOTA• l•n•r•l••nt• t r•or111nt• u.n d•to v T un• 11cu.•nci• 
''•cr•t•· '' d•to1 o .,, lnt1rv•I• ,. ti••IO· 

I• I• .,, • .-· forH, •I ••Hcio d• 11tadu s 111.•d• ••r 
''•cr•to'o contln10. 

~ oertir d• lo •ntutor 111.•d•n di1ttn9u.lru 4 ttp0s :J• 
oroc1101 11toclitico1, tu• 11 ob11rv•n cl•r•••nt1 1n l• 1•bl• 
1.1 .. 

1.1 llflllOll 11 LOS ~llOCllOS 1110CllTICOI 

R continu.•c4fn •• •J••olific•rA c•d• u.no d• 101 cu•tro tioo~ 
d• 1roc1lo1 11tocht,cu. l.1 conv1ni•"t' h•c•r ncit•r qu.1 .unqll.f' 
.,, I • ••rorl • d• I 01 c.,01 rul 11 . l 01 dOI con.¡unto1 < 1obr1 todo 
~'ion .:orttinuo19·l• ,.,.,icibn d1 v•rJ•blu di1ú1t., 1i•6'lific• 
101 dl.culo1 .rln o•rd11• dH11i•d• v•lid•=· 

. ' .. .~··;:. ' :,•· 
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U:IBLll J.! 

<•> EJEHPLO DE SERIE ESTOCRSTZCR COH ESPRCIO DE ESTRDOS 
TJZSCRETO 

Si s• an•liz• 1• st1ri• t1stoct1tic• con1istt1ntt1 •n el 
na••ro . dtt ho•br•s o •UJttr•s •n di ft1r•nt•1 9t1Dttr•cfont11 ;. d• un.: 
11 n•• dtt f ••il I •, H t•nd,.• qutt •l ••••e i o d• ••t•dos S ..., 
discrt1to <H&•t1ro dt1 •u.¡t1rt1SI 0, 1, l, •• ~I nlA•t1rO dtl ho•brt111 O, 
t, ~ •••• >. Por otro l•do, •1 t1sp•cio p•r••ttrlco 1t1rl•n l•s 
dift1rt1ntt1s g•n•r•cion•s• O, 1, ~ ••• D• dond• s• ti•n• qutt·t•ntc 
•l ••P•cio d• t11t•dos co•o •1 •s~•cio P•r••ttrico son discrt1to1. 

Cb>. EJEHPLO DE PROCESO ESTOC~STZCO CON ESPRCIO DE. lSTRDOS 
TJISCRETO 

En un• lln•• de t1SP•r• ••• •1 proc•so dondt1 X~ ,,.,l n&••ro 
d•' ·el lt1ntu •n l • 1 Jnu "" .Z inst•ntt1 t.· S "' t1l .n&Hro d• 
P•rson••• por lo tHto "' discrt1to. T -,,-, •l con.Junto dt1 los 
r••.l t11 positivos. 

<e> EJE#PLO DE UHh SERZE ESTOCRSTICR CON ESPRClO TJE ESTRDOS 
CONTZHUQ 

S•• un• lln•• de t1SP•r• v considtrttstt •I proc•so dondt1 X•"' 
1 • v•ri •bl • •l utorl• qutt rt1prt1st1nt• •l tl••PO d• ••P•r• dtll t­
tsl•o el i•nt•. Rqul · •l t11P•cio d• t11t•do1 S ion lo1 rt1•l•$ 
f.IOsitivos, •t•ntru qu• T pt1rtt1nt1ct1 • 101 n•tar•l••· 

<d> EJEHPLO 'DE PROCESO ESTOCRSTlCO CON ESPRCZO DE ESTRDOS 
COHTZHUO 

En •l 
cor?sid•r•rst1 

ll•n•do · dtl l•t•s dtl •c•lt• P•r• •uto•6vil put1dt1 
•l oroct1so •1toclstl¿o for••do oor •l · ni11t1l dt1 

10 



Z!enado de Ja Jata en un instante t. ~qu~ tanto S co•o T son 
:ontinuo.;:, 

1.1 CONCEPTOS l#PORT~#TES 

Entrr las difrr•ntes c1as•s de proc•sos rstoc•sticos 
frrcu•ntr•ent• s• ••n•JarAn los siguientrs conc•ptos, que serln 
tr•t•dos con det•lle •n los c•Pltulos cons•cuente.;:, 

PROBAF.ILIDRDES DE TRAHSICIOH 
Co•o su no•bre lo indic•, son las prob•bilidad•s d• pasar de 

un •st•do • otro en un P•sa. Cu•ndo •1 paso no •s posible 1• 
probabilidad corr•sPondi•nte srr• cero. Exist•n 'taabitn 
Prob•bilidadrs d• p•r••n•cer •n un •isao est•do. 

PROCESOS VE IMRl<OV . . 
Conocidos t••bi#n co•o procesos "sin •••ori•"• son •quellos 

en qu• el est•do pr•sent• ·depende &nic•••nt• d•l pasado· 
inaedi•to. Su ••n•Jo •s, por t•nto, •Is s•nc'11o v son los 
Procúos •b coit&nunt• iJs.dos. Las seri•s Hrkovi•nas ,.,ciben .r 
noabr• d• "c•den•I d• lf•rko~·,,. · 

ORDEN OE UNR 'CROEHR DE HRRKOV 
S• dice qu• un• c•d•n• d• lf•rkov es d• orden Nn" si •1 

r•sult•do d•l n-tsi•o •ns•vo, p•ra cu•lquier t v p•r• tod•s l•s 
r••llz•cion•s de X , ·no drpende HS qu• d• los n "'entos 
Pr•c•d•ntes. Cu•ndo s• consid•r•n c•denas d• H•rkov·de orden J, 
~úi•r# · decir que •l ut•do futuro depende tlnic••ente d•l · ut•do 
pr,nnte. 

PROCESO HOHOIJEHEO EH EL 11ElfPO 
Un. proceso •s hoitoglr1'o •n el tieapo si las prob•bil id•d•s 

de tr•nsicidn no d•p•nden d• l•s distintas epof:•s. 

T.IE#flOS DEL PIU#ER PASO 
H&••ro d• tr•nsicion•s ll•v•d•s a c•bo por el proceso •1 ir 

1•1 •st·•do "i• •1 estado ".¡" por priur• vez. CCHndo i v J son 
'IJU•l•s s• conoc# coao TIE#PO DE RECURRENCIR). T••bl~n S• l•s 
d•no•i"• "ti#apos d# •lcanc•-· . . . 

ESTADO RECURRENTE 
. S•.· di•:• qi" ,,,_es un estado r•current• si, un• vez qu• •l 

proceso s• itn(uentr• en d est•do # i ", r•9r•s•rl •l est•do "i". 
Un e.so '6P11ci•l d• #Stado ,.,curT'#nh es el ESTRDO RBSORBEHTE. Un 
•1t•do •s •bsorb•nt• si un• vez qu' •1 proceso 11 •9• • tl, no lo 
d<11J• .1•ds. 

ESTRDO TR~HSZTORIO 
·.S• dicit qu• "i" •s un •st•do t.rar1sitorio si un• v•z qu• •l 

proc-.10 ll•IJ• • ll, •xish un• prob•bilid•d •itrict•Hntf'. 
po1Jtiv• de qu• nunc• re9r•n, 

·¡ ,····} 
,.,, :¡ 

.. , ':' .' ... ,, ··: .' · ' . ' ~ 



ESTADO ESTACIONARIO 
Si9nific• que 1• prob•bilid•d d• h•ll•r •l proceso en un 

est•do deter•in•do, despuls de un nu••ro tr•nd• de tr•nslciones 
tiende • un v•lor especifico, ind•p•ndi•nt•••nt• d• l• 
distribucibn inici•l de prob•bilid•d definid• 1obr• lo•·••t•dos. 
Es i•port•nte h•cer not•r qu• l• prob•bllid•d de ••t•do 
est•cionario NO i•plic• que el proceso•• fiJe •n un est•do, Por 
el contr•rio, el proc•so 1igu• llev•ndo • c•bo tr•n•lcion•s de 
est•do • ••t•do, ven cu•lquíer p•so n, l• 1rob•bllid•d de 
tr•nsicibn de un ••t•do • otro sigue si•ndo l• •I•••· 

PROCESO ERS0111CO 
Un Proc•lo •stoctstico es •r96dico sl d•sde cu•l4ui•r• d• 

los '•t•das qu• lo co•pon•n pu•d• •lc•nz•r•• otro cu•ltuler•, 
•n un solo P••a. Si de un ••t•do puede ,•••r•• • cu•ltui•r otro, 
pero ~n ats d• un salo poso, •l proceso•• conoce coao'RllULlt~. 

1.4 1111,LOI 11 ,.OCllOS IS10Cltl11COI USUIN.11 

EJE#ffLO l. UH #ODfLO DE C/1#110 111 #llRCll 'ffltltR Lit CONOUCT/t lllL 
COHSU#1110R. 

llntes d• introducir un• nuev• ••re• d• chocol•tf, el 
fobrlc•nt• dese• estudl•r •l coa1ort••lento d•l. consuaidfl' 1-t1 
r•l•cl6n • l•• 9•rc•s •n flKist•nci•. · 

!up6n9•1e qu• h•v tr•s ••rc•s H v•nt•• Re••• libo v Choco. 
Los consuaidores co•Pr•n l• •i••• ••re• por unos pocas •e1es o 
los c••bl•n constanteHnte. T••biln h•v uno fuerte paslbilid•d de 
que eu•ndo se lntraduzc• un• ••re• superior, •l1un•1 de l•t 
••rc•s •ntitu•s se qu•d•n con pocos cllente1. '•r• •n•lizor l• 
conducto del con1ualdor. es nec•••rlo h•c,•r un ••tadlo. · aue1tr•l, 
d• Pr•f•rencl• •ntes v df11put1 de I• lntroclaccl6n d• l• n•v• 

. · .. , 

En dicho estudio, l i. ... do • c•bO' dur•nt• ·cin perlado d• 
tle•po, sup6n901• qu. los esti••c.lon.s obtenUos P•r• el 
~a•port••iento del consu•idar san coao 1l9ue1 

l1e las que ca•Pr•ron l• ••re• lle•• •n un ••s, dur•nt• el 
siguiente •es 601 coaprb lle•• d• nu•va, .10% c••b'6 • Bibo v 101 
c••bi6 • Chaca. · 

D•. l'bo •Chaca c••bb un '0%, si~ula con IJbo •n .101 , 
c••bi6 • Chaco un 20%. 

D• Choco • Re•• un 101, d• Choco • libo un 201, 1i9ul6 •n 
Choca un 20%. 

tito pa.d• ".,.,. 9rtfic•Hnte en l• "tur• 1.1 tllt1 
•d•l•nt• 1• tr•t•rt d• •st• tipo d• fltur•t •n d•t•lle.> .. 

,' .. . ' ·. . 
Si •• tien• int•rts •n •1 ·n&••ro d• 9•n•• t•• co•pr• ciert• 

••re• d• chocol•t•, •st• n&••ro estora. re1r•1ent•c1a coao .. ,., 



¡:¡ro.::<i'so estocjstico. La condu,:ta dl'l consumidor 
~onsider•rse aleatori• • . Pr119untas inter~santes ser2anr 
oFl nfl•11ro 11sperado de •esirs que un co11su•idor Preferir• 
•are•? Cu•l es 111 producto preferido a la l•r9•~ 

¡;iuedO' 
Culil e-s 
cierto 

·tln• cup•"I• d• 11fguro1 co•i•nz• con "" <=•Pit•l fi Jo x. • El 
utado ·d• I• co•P•"I• H con1id•r• d•IPflh d• c•d• ,.,.,odo, por 
#J#fl.PIO Ud• •• ,. lJur•n•• •I n-ts'H '""'º"º IUPb,,g•H ,,,. •l. 
!n9ruo •s 1, r •I total d• r•d •Hdo"'' •s '9 • El ut•do d11 l • 
co•p•"I• d•spu•1 d• n p11rlodo1 •st•rl d•do por• · 

"• • -. .,., 1, -e, ,.,., 1, -c. '"'·. ·"'' 1,, -c.,' 
o 

"• • ll,,., .,. C '• - C11 ) 

Cl•r•-.nt•, cu•ndo ll1 ~o, l• co•P•WI• •st•rl• •"""'"•'•· 

~lgun•s d• 1•1 co1•1 '"cl•rt•1 involucr•d•s •n •st• proc•10 
.fon d ' HHnto v I• .. gnitud d• IH r•cl•Hcion•s v •I '""""'º 
;.;.· pri••s u otro ••dio• Todo •1to pu•de •xpr111•r1• co•o · 
JistribMclones d• prob•b,lld•d, h•c'•ndo ll~ un proc•so 
11stoclstlco. Co" ci•rt•1 suposiclon•s qu• si•pllfiqu•n •l 
~robl••• pued• u1•r1• •l9&n proc1110 111t•nd•rlz•do p•r• •1tudi•r 
IU COfl.POrt••i•nto. 

11 probl••• d• un tl,,•co tl•n• c•r•ct•rl1tic•1 sl•il•r•s • 
l•1 d•l s•guro d• "'"sgos. El •9U• ll•g• •l tln•co v s• •l••c•nc 
.,,,. •. Hf' utll iHd• cu•ndo llf• HCH•rlo. L• .Htr•d• V h ,_l Id• 
de . •g"• ion inr.i•rt•1, 'º" lo tanto, •I cont•nUo d•l tl,,.r.o 

JI 

"" 



puede describirse co•o una vari•bltt ale•tori• • tr••~• del 
t.in1pc, 

El tinaco ti•ne un• c•r>•cid•d ••xi•• ll•ite, Rdtt•ts, no hay 
g•rantia de que el tin•co no se sequ•, lo cu•l i•Plic•rl• s•rios 
per ,;ui ,: i o.~. 

Son r>rof:1l•lflas interesantes, ·desde ttl punto de ''ist• del 
co•port••iento del proceso, los periodos de tin•ca seco, tin•co 
JJeno, contenido fl'n •l9lln til'•po d•do, etc. Dude· ttl punta. de 
vist• operadon•l, los problfl'••s • tr•t•r serI•n ttl control de 1.• 
en tr•d• y s•I id• de •9 u• de •odo qutt l •s candi c.i an•:S f Uf'.l"•T" 

~r>ti••s. 

EJE#PLO 4. PRD9LE#R DE INVEHTRRIOS. 

Un• f•bric• produce un solo producto o•r• el cu•l l• d•••ndo 
en un periodo dtt ti••pa puede consider•rs• un• v•ri•bl• •l•.torf• 
con di:StribuciOn conocid•. L• flbric• ti•n• gr•n interfs ·~ 
decidir l• c•ntid•d 'd• producto que dttbe h•c•rse ttn un periodo d~ 
tiupo de •oda que •l bH•fii:io se• •titJ•o, · b•Jo ciertu 
estructur•s de costo. En vi:St• de esto, ttl proceso estoclstit:o de 
intttrls tu l• cantid•d de in,1ttnt•rio •1 final del periodo d• 
ti upo. 

lJE#PLO ~. PROBLE#R DE COLRS. 

Lln c••i6n llev• ttstudi•ntes • l• LIHR# y d• re9reso • sul' 
c•s•s, h•ciendo ''•rios vi•.;•s dur•nt• ttl dh. El c••ibn tiene 
c•P•cid•d p•r• r. estudi•nttts. Si h•v f. o ••nos p1trson•s espttr•nd~ 
• qu• llegue ttl c••ibn, tst• :Stt v• con todos ellos. Si h•Y •ti de 
K esper•ndo, se v•n los K pri•ttros y el resto ttsper• ttl siguittnt~ 
c••i6ri. Los •d•inistr•dores dtt 1• UHR# querrJ•n s•b•r culnto.~ 
c••iones dttbttn us•rs•, sin que :1obr1tn, p•r• que l•s col•s d~ 
esp•r• s••n •fni••s. 

EJE#PLO 6, PROBLE#R DE C~ECl#lEHTO DE LR POBLRClOH 

Es ••s r••l i:St• consid•r•r el cr•ci•iento de un• r>obl•d6t> 
co•o ttstoclstico que co•o dttt•r•inl:Stico. Los f•ctores .externos 
que ·influyen en el crttci•ittnto dtt l•1 p1tr1on•s, t•l·u· co•o 'J 
cli••• ttnfttr••d•dtts, co•id•, •t.:., ion de••si•do v•ri•bl's ' 
inciertos. Cu•ndo estos f•ctortts se id•ntific•n v '' to••n en 
cu•nt•, el t•••~o. d• I• pobl•cibn.1tn un •o•ento· d•do, ·pued• 
i:ons i d1tr•r11t co:..o un proc•so •l ••torl o. • . , En ·probhHI , de' •st• 
n•tur•lez. no solo int•r•H l• conduct• d•l proceso, '. 1ino · u,.r 
1t1t• infor••ctbn en el control del crediti.ento dtt h pobl•éifJn. 

'', ;, 



E.TEMPLO ., .. RE CUPE RM 1':1N, 
ENFERMETJilD. 

11UEPTF.. I' 

El proceso de recuoeracibn, recalda v muerte en el cur:o de 
enfer111edades graves, como el c~ncer, esta regido por cciusas 
aleatorias, debido a la gran cantidad de factores que 
intervienen, De •qui que los 111odelos estoclsticos sean de 
~tilid~d ~n El estudio Jentro de Jos /)o~~it~J~s. Por ~Jqmplc. 

oueden identificars' 4 est~dos posibles de un paciente despu~s de 
.:¡n cierto triit.c'i111iento: ( 1.> mis•o estc'ido inidal t <2> mu.:rt . .: 
inmediata1 (J) recuperacibn inmediata: C4) recuperacibn lenta. 

EJEMPLO $, MUESTREO DE CONTROL DE ~RLIDRD. 

En un probl e•il de control de c•/ i diid, se toman 111uestras d,;­
:i,rtos productos P•r• vtrific•r que la calid•d se mantiene en 
Jos lotes de producci6n, Un •ltodo de muestreo consiste en elegir 
Ja$ 111uestras dur•nte diferentes periodos de tie111po, 

EJEMPLO 9. SISTE#R DE CO#PUTO CON TIEMPO CO#PRRTIDO. 

Tr•b•Jos de di fe rente t•••'1o 11 egan a un •:t"1tro de c6111puto, 
proveniirntes .dtt divttrs•s fuentirs. El ntv11ero dtt tr•f:.a,1os quiE 
llttg•n, asl. co•o su t•••flo, sigue ciiErtas distribuciones. Ba.;o 
rst•s condiciones el n&•4tro dtt tr•b•Jos en 1 fne• dtt espera en 
~lg&n ao11ento y el tie•PO que un tr•b•JO tiene que per••necttr en 
rl sittt•• puede reprt11•nt•rse por un proceso estoctstico. 

l•Jo un• politJC• estricta de "primero fin lf!ntr•r, cri••ro en 
s•lir", existtt 1• posibilidad d# que un tr•b•JO l•rgo rtttarde un 
tr•b•Jo corto y •Is i•port•nte. Para una operaci6n eficiente del 
sist•••, adtt•ls de •ini•iz•r el nú111ero de trab•JOS ttsper•ndo v <rl 
ret•rdo total, es neces•rio adopt•r una polltic• de servicio 
difttrenee. Un• colf.tica en la cual el seN1icir1 se realiz<ii en un 
tr•b•.;o·en cierto titt•po,· y aqutl'llos traba.;os que 114fcesitan ••vor 
ser,1i•:io 1e coloc•n •l final de la l lnea di:' esper•. Esta t?$ 1.s 
Prlctic• gttner•l en l•.••vorla de los, c•sos. 

UE#PLO /(), PROBLE#ll DE COHGESTION EN UN CRUCE DE ClllfINOS. 

Con1id#rese l• intttrsecci6n de una calle con una •venida. 
Los 11'1hlt:ulos qu• vittnen de 1• c•lle deb.rn dar d t1•so a los de 
l• •11enid•· Por lo t•nto, asoci•do a cada 11ehiculo del• c.llle 
h•v un periodo de ttspera cuv• longitud depende del nú••ro de 
vehlculos C.n h •venida, La lleg•d• d• vehlculos puede 
d•1cribir1e co•o un procttso estoclstico, asl co•o 1• esttera. L~ 
co•Prttnsi6n de un procttso de est• n•turaleza es esenci•l si se 
iltt1••• por e.;e•plo, inst•l•r un se•,,foro. 

~,-, .. 
l .• 

NóT/:11 Debtt 
c~,~ort1•iento dtt 

tenerse en •ente que del estudio 
los Procesos ttstoc•st.icos puede obtirnttrse 



comporta•iento del proceso re•I sólo en un cierto grado dE 
•proximación, va que los hechos reales tienen que ide•Iiz•rse r 
Jo•enterse •restricciones par• poder •Plic•r l•s ttcnic•s. El 
co•portamiento puede obtenerse •ediante tlcnic•s de si•ul•ci6n. 

1.5 LEC1U~AS ~ECO#E#DADAS 

i> Bv, pp, 2 • 8, 
ii> B, PP. J a J9 

iii> Bh. pp. J • 6 
iv> Sp, po. 318 • 32~ 

v> ARIRS 9~LICI~. Fern•ndo. T'cnic• d• Investiq•ción en 
Ciencias de la Rd•inistr•ción y del Co•oort••iento. 
Ed, Trill•s. Htxico. 1979. pp 165 • 116 

1.6 EIHCICIOS 

1.1 Enunci•r l• i•oort•nci• y utilid•d de los •ode1os 
estoclsticos. 

l.J D•r definiciones intuitiv•s de los conc•otos1 
prob•bilid•d de tr•nsici6n, ·proc•so de #•rkov, est•do r•curre"te, 
1st•do tr•nsitorio, •st•do •bsorbent• v •st•do est•cion•rio. 

l.tl · Utiliz•ndo los eJe•plos de i. secci6n_ 1.4. definir •n 
c•d• c•so el conJunto d• •st•dos ·v el esp•cio p•r••~·trico, 
indic•ndo • cu•l de l•s ti divisiones P'f'tenec• c•d• •J••plo. 

l.~ ~iscutir 1• aplic•ci&n de los proc•sos estoctsticos •l 
c•so de l• conducta hu••n~. 

'"> 
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"Bi•l1 1•bl••o1 qu• •r•n •uY P•l /groso.:. 
los •1r111 •n qu• no1 1v•nturlb••os, 
y qu• s~lo t•nl••os un• prob•bilid•d 
sobre di•z d• s•lir vivos1 
y no obst•nt•, nos h••os •rri•sg•do • c•us• 
d• lo qu• •sp•r•b••os g•n•r, 
h•ci•ndo •n•ud•c•r •l t••or 
d• Jos P•lifJros ,,1'ob•bl•s ••• " 

<SH~KESPERRE, Enriqu• IV> 



P R O C E S O S H O # R R K O V l R H O S 

L• for•• •ts 9#n#r•l d# un proc#SO #stoc)stico son los 
proc•sos no ••rkovi•nos. Rl lndic•r qu# un proc•so . #S no 
••rkovi•no, qui•r• d•cirs• qu# •1 #st•do futuro •n que se 
1ncu•ntr• '' proc•so d•p•nd• d# tod• l• histori• d#l sist•••· 

E'•ident••.nt•, •st• g•n•r•l id•d i•pl ic• un• •ucho ••vor 
~o•pl•Jid•d. d• ctlculos1 tst• •s l• r•zbn por l• cu•l •st• tipo 
d• proc•sos ,no son util iz•dos .n l• prtctic•. Runqu• Kurt Leti1in 
rroponl• qu• "Ho h•v n•d• .,, pr,cti co qu• un• bu•n• t#orl •", l • 
r••lid•d •s qu• l•s funcion•s TlE#PO y COSTO ti•n•n gr•n P#SO '" 
z. sod•d•d. 

En 1• ••vorl• d• 101 c•sos #1 •ts conv•ni#nt• s•crific•r 1• 
#x•ctitud. o pr•cisi&n d• un •od•lo por un• r•solucibn s•ncill•, 
1n poco ti••Po v • b•JO costa. S&lo •n c•sos •uv p•rticul•r#s s• 

·, dispon• d•l ti•111po v 101 r•cursos il i•it•dos. 

'•d•s l•s. r•zon•i •nt•rior•s v to••ndo •n cu•nt• #l obJetivo 
d• ••t•. t•do, 'finlc•••nt• s• d•rA un• visUm sup•rficid d• •st• 
t#H, lnduv•ndo · •lgunos •Je•plos, o•r• t•n•r cm punto df:' 
ccatlar•Clbn con liu l'RCCESOS lfRRl<OVlRHOS, qu• S#rtn tr.t•dos con 
•uch• ••vor profundid•d. 

~.I ES11tCIOHRRllAD 

Es d• su•o lnt•rts canoc•r d•sd• un principio s~ un proceso 
t.i•nd• o no • •st•blliz•r su distribucibn d• prob•bilid•d1 si 
!~~h~ d1stribuci6~ est•~l• P•r••nE'C# o no dur•nt• un tie•p~ 
finito, y si d•p•nd• o no d•l •st•do inicial del proceso. 

'DU lHlC ION . 
t. di.:• qU# "t 

'~'º ,,, 
tcR ,, ESTRlCTR#EHTE ESTRCIOHAR10 si V 

. ..,.. t., t1, ti, ... , tn f R1 ~'l c R 

I• fu~cJ6n F s• cons•rv• •~ un• tr•sl•ci6n '" •l tí••po, ¡,,,1 



D.,. dondt? resulta que, ti ~ t: R 

·~tl •. ~t¡~-& tienen l.r 111is1-. funi:ibn de distribudbn, 

TJEf INICION 
:;..,. di•:e que Ot }, t.E: Res dtbil•ent' •st••:ion.rrio o 

EST~CIOHRRIO EH SENTIDO RMPLIO ( o con cov•ri•nz• •st•cion•ri•>, 
si v sblo si: 

E<Xt >=:» 41 t 

b) 41 t, E<Xf > es finit:a • indE'pendi•nt• d• t, 

Cov<Xt• Xe11.>•R<•.> 

HOTR 11 Si un procuo CX t ) , t € R, 
•1t•cion•rio, l• funci6n d• corr•l•ci6n 

l.lnic•••nt• d'l,,nd• d• ~. L.• pru.b• '' d•J• co•o •J•r: ! :.iQ 
•1 l•ctor. 

S• die• qu• un procuo dtbil••nt• est•cion.,•io •s COHTIHLIO 
si l• funcibn d• corr•I•cibn C<'I> •s continu• •n •l ori9•n. 

NOTR !!1 Si. .:u•ndo h-->o, x,. 11 conv•r9• ·•n ••di• cu.rdrttic& 
• Xt , i.e.1 

U1t E<IXt,,, - X~ t 11 >•O 
h-->O 

•ntonc•s C<'I> •s continu• •n •l ori9en. L• pru•b• sie de.;• 
t••biln co•o posibl• •J•rcicio. 

DEFIHICION s• die# qur un procuo <Xt >, t ~ R, ti•nr IHCRE#EHTOS 
ESTRCIONRRIOS (rs ho•o9ln•o en el tir•po), si V s6lo si: 

~ h > o 

< Xt,•h - Xt,+,, .> V (}!t. - X t, > 

son v•ri•bl•1 •l••tori•s con l• •is•• distribuci&n de 
prob•bilid•d· 

RELRCIOHES DE IHDEPEHDEHCIR ESTOCRSTICR 
Los procesos •stocAsticos pu•d•n di stinguirs• por l •s 

l"rhciori.1 •>tist•nt•s •ntr• l•s ''•ri•bl•s. •l••tori•s <Xt. >, t •.T. 



Est•s rela~iones se esDecifican por la lev de probabilidades de 
las n-~aria~J~s: 

(Xt,, .~tz, .HJ •• ,., Xt 11 > definid• 

DEF INICION 

r>ara tod• i € [ J, n J 
P•ra tod• t¡ f T 

Si, P•r• tod• 1 • f•mili• dr fndictrs <t,, t 2 .... t,,>, tal que 
t t • . • t, l•• v•ria~Jes •1,•tori•s 

Xt 11 - Xt 11., I Xt 1H- Xtn.1 1 ... 1 Xt¡ - Xtl 

.~on indrprndirntrs, '" dicr qur rl procrso tirnr INCREMENTOS 
INDEl'ENTJIENTlS, 

HOTR 31 
•> Si t., •1 •t1nor lndicr dr T, for•• p•rtt1 dr 1• fH1il ta, 
1up6ngast1 """' 

X*• ,. "e, - Xt. , "ta - Xt, , ••• , llt,, - Xtn-l 

son v•ri•bltts •lt1•tori•s indt1pt1ndit1ntt1s. 

b> Si "*• t•T "' un procrso dr incrr•rntos indt1pt1ndientes, 
l• v•rl•bltt •lr•tori• 

Xt,,• CXe •• - Xt,,_a>+<Xtn ... Xt,,_, >+ ... +CXtt - X t 0 >+ Xt 0 

"' un• su•• dr v•ri•blrs •lr•tori•s indrprndirnttrs. 

St1 h• dicho qur un procrso rstoctstico Xt rs rst•cion•rio 
rn srntido rstricto si sus rst•dlstic•s no '" •fret•n por un 
incrr•rnto rn •l tir•po inici•l. Esto si9nific• qur las dos 
:iracrsos 

Xt f Xt•'& 

tirnrn l•s •i•••s rst•dlstic•s p•r• •=u•l quirr 

Sr dier fUtr 101 pracrso1 Xt V Yt 1on CONJUHTR#ENTE 
ESrl~CIONARIOS si lu ••t•dlsticu conJunt•s dr 

Xt,.'5 , Yu ... 

son l•s •is~•s p•r• cu•lquirr S. 

NOTA ,,,. 

'•\. 



individu•lmente v no serlo en for•• conJunta. 

COROLllRIO 
De Ja drfinicibn se si~ur que 1• funcibn dr drnsid•d dr 

ordrn a de un proceso est~cion•rio debr srr t•l qur1 · 

En p•rticul•r, f(x;t>•f<x1t+~) 

v co•o esto se cu•ple P•r• tod• ~. sr concluy• qur l• funci6n dr 
drnsid•d de pri•rr orden f(x;t> rs indrprndirntr dr t1 

Es consrcurnci• de lo •nterior rl hrcho dr qur E<Xe> rs un• 
const•ntr •· 

L• drnsid•d dr ordrn 2 drbe ser t•l qur1 

f<x,. ,x1 1 t,, t 2 >•f<xH "''ti+~, t1 +1') 

l• cu•l drbr srr funci6n dr ti- ta 

f<x1 ,x1 , t,, t1>•f<x1 , x1 11>1 l•t1 - t., 

Dr dondr f<x1 , x11 9 > rs l• funcUm d• drnsid•d conJunt.I di 
l•s v•ri•blrs •lr•tori•s 

PROCESOS ESTRCIOHRRIOS DE ORDEN FINITO 

Sr dicr qur un procrso Xt rs rst•cion•rio dr ordrn k si sr 
cu•plr1 

Si sr ·cu•plr p•r• n•k drbr cu•plirsr P•r• n•k, Y• qur l• 
funcion d• drnsid•d dr orden k drtrr•in• l•s drnsid•d•s dr ordrn 
••nor. 

be •qui purdr concluirsr qur si_.l!!> . #IS rlt•c.inn•rio de 
se9undo ordrn, entonces rs rst•cion•rio en srntido ••Plio C o 
dlbil•rntr rst•cion•rio)1 sin ••b•rgo, ·rl invrrso no sir•Prr sr 
c:u1'plr. L• rst•cion•rid•d en srntido ••Pl io involucr• llnic•••ntr 
•o•rnt,os dr pri••ro y srgundo ar"drn. 

HOTR '' Si un proceso Xt rs nor••l v rst•cian•rio rn sentido 
••Pllo, rntonces rs est•cion•ria •n sentido rstrlcto. Esto 



sr 1i9u• del hecho de que la• estadlsticar de un croceso 
~or•al •• deter•in•n bnic••ente 11n t~rminos de su. •edia v 
•ut-oco rri' l •': i 6n, 

OTRAS FORHflS DE ESTflC10NflR1DflD 

S.r dicr qur un procese Xt u flS1HTOTICflHEHTt: ESTflCIONflRIO 

lf1t fCx,, ••• , Xnl t,+i, ... , t 11 +!> 
T-->~ . 

Se dice qu.r un procuo Xc .rs f.STRC10H/:IR10 EH LIH lHTER<lflLO 
.d S'I cU•Ple1 

cu.•ndo los P•rj•etros t••por•l•s prr••n•c•n ·~ 111 interv•lo 
d•do. 

S• die# qu# ·un proc#so X '' un proc#so con 1HCRE#EHTOS 
ESTRCZOHRRIOS si •l proc•so Y d•do por 

l't .:r X¿.,.,- Xt 

Un proc1110 X& •s PERIODICflHEHTl ESTRCIOHflRIO con p•riodo T 
Si U CUfPl~ 

lle , llt•l1 • • •, Xt•11'J 

HOTR 61 Todu Ht•s definlcionu pu.•dwn d•rn tHbitn '" •l 
trntido ••Pl io. 

'TRRHSlClOHES EH SZSTE#RS LlHE/:ILES CON <IRLORES ESTOCRSTICOS 

Sup6n9ast · un proc11so 
autocorr•Z.d tm ltU1 , ti" 

" 

V 



La media puede ser cualquif'r funcibn d•l ti••po; sin 
embargo, la autocorrel•ción debe s•tisf•cer cif'rt•s condicion••· 

Por definicibn qe esperanz•, l• •utocorr#l•cibn df'bf' ser 
si•ltric•, i,e.: 

EUXtJ +•.~t: »=R<tJ• tJ)+2•RCt,, tz>+•1 R<t,, t1> 

Est• desarrollo cu•dr.ttic'o •s no n•g•tivo P•r• cu.lquier 
v~lor de •• por lo tanto su discri•in•nt• s•rt no positivo, '·"•' 

R1 Ctt 1 tz> - R(tJ, tJ>R<t,, t,>IO 

' R ( t.s, t.2 )~ R<t1 , t,a >1Ht6 , ta> 

'DEF1H1C10H 
Si •l Pf'OC#SO •stoctst i ca e H •• ' uc O,•» es 1 

i > ind•p•ndi•nt• d•l ti••po, .rs d•cir, p•r• c•d• ~; 
l'rC He,t•I • U 161 o d•P•~d• dr •· 

ii > ti'11' incrH•ntos indrp•n.dirnt•s. 

iii) rs ord•n•do, •s d#cir, ,,¡., ,;~;.,¡ 2> • oCU 
conforH -S -->O, dond•," si IH'S >•O conforH 'S --'>(), 

•ntonc,, 8.!'Cl-->O conforH W-->O, 
'I :·. •' 

•ntonc•i •l procrso '' un proc•10 d• l'oisson. 

Con bH• •n 1• distribui:i6n ,d• f'oissan s• obti<1n11 J.; 
distribucl6n d• prab•bilid•d•s d•l n6••ro d• ocurr•ni:i•s de "" 
•vrnto dur•nt• un prriodo t. 

dond• A.,., •l n&••ro ••dio d• ocurr•nci•s por unid•d d• ti••po. 
<'V•r distribudon#I '" •l Rptndic• I> 

son1 
L• •sp•r.,,Z• V l• ~·•ri•nz• d• ttst• proc•so pllr• un pf'riodo t. 

E<X> • .\t 
CJCX> • At 



Paro. ~u• esta distribuci6n se aplique se requiere que el 
e1·erito o':a,.ra •:ad.J 11e: en form• independiente de las o.nterio,..,u, 
v qu" sea con1t•nte. R este par~metro se le 11•~• IHTEHSIDRD 
DEL PROCESO, •ientras que su rec1proco 1/A , es el PERIODO DC 
RE: CLIRREllC Ul, 

L• importancia del• ley de probabilid•des de Poisson se h• 
1·enido h••:i,,ndo •cil'Or dur•nte los liltimos a'f'fo••, y t••bitr> /¡;; 
crecido el n~•""º de los fen5menos aleatorios que se estudi•r> 
con •olic•ciones de esta ler. 

Esta ley se prlfS#r'lt• fr,,cuentement• en los c••PO:i de 
investi9aci6n de op"r•ciones r ciencias •d•inistrativas. RlJ!, Ja 
delfl•nd,¡ de s<Er1•icio 1 Y• sl6a dt11 las ca,;,,ras o vendlfdores d• un.; 
tienda de dep•rt•••ntos, d•l enc•r9•do de l•s existlfnci•s de un• 
"bric•, de l•s pist•s .d• •terrizaJ• de un •<l'ropull'rto, de l••• 
fat.:il idade.~ p•r• ••n.eJ•f'. c•r<l•••r>to •n un pu,,rto, d"l "'IC•r·J•do 
de ••ntf1ni1ti<l'nto •n un e<A•rto de 11.tquinas, de 1 •s Unflas di!' 
conflxi6n en un con11utad~r tfllef6nico , y ta11biln l• rapidez con 
l• cu•J s~ ofrecen los s•rvicios, conduce frecuente•ente • 
fenb••nos •lf'•torios que ob•dec•n f'X•ct• o •~roxi••d••ente • un• 
lev d• prot•1bilid•d•s de Poisson. Sfl tien•n los •is•os f•nt:ir;enos 
"'"•torios en r•l•ci6n con 1• ocurrenci• dfl •t:•:id•ntfls, errores, 
desco•Posturas v otr•s c•l••id•dfls simil•res. 

Se co•pr•ndert ••Jor 1• cl•se de fent:i•enos qufl conducen • 
~n• lev de prob•bilid•des d• Poisson si se consider• 1• cl•se de 
evento$ que conducen • un• l•Y Binomial Cvl•se Aplndice B>. 

L• situ•cion usu•l en donde se aplica la Jev Bino•i•l 
.:i:msistfl en l• obs•N••cibn de n ocu.rrenci•s indepf'ndier.·~es de un 
experi•ento. Puflde flntonces determinarse: 

i > •1 nfl•flra d• •ns•vos en los ·cu.al es un evento concr•to ,,. 
ocurrido1 
ii) •1 ntl•ero dfl ·ens•vos en los cu•l•s el ev•nto no 
ocurri6 •. 

. . Sin ••b•rgo, h•'I. •ventos •l••torios qu• no ocurrfln co•o 
result•do dfl ens•fos d•finidos d• un •xperi•ento~ sino •.ts bien 
'" ou~tos •le•torios dfll tl••oo o dfll espacio. P•r• evflntos •sI, 
•••w: ~ont•rsfl fil n~•ero d• ocurr,,nci•s de evento en dfltfll'•in•do 
tie•Po <o •sp•cio). Por eJ••plo, supt:ini;ase qu• se obs•r~·• fil 
n6•ero d• •vion•s qu• •t•rriz•n en ci,,rto ••rapuerto dur•nt• un• 
hor•. Puede •not•rsfl •1 ntl•ero d• avion•s que ll•g•ron •l 
•flrOPu•r.to dur•tJt• utJ• hor•1 sin ·••b•r901 no ti•n• ·.sentido 
pregúnt•r cultJtos •viones no 11•,•ron •1 ••ropu•rto dur•nt• fls• 
hor1 <!>. De ••n•r• si•ilar, si s• observ• el nb•'ro de 
org•tJls•os por unid•d de volu•en d• •lgun 1Jquido 1 PU•d• cant•rse 
el "'"''"º de org•"' s•os pruentfls, pero no ti•n• •:•so h•bl •r del 
nb•flro de los •usent••· 

In s•guU• u indic•rln •lgunu condicion•s b•.JO l•s cu.lf's 
,,. pu•d• ·~,,,,..,. qu• •1 nll•ero d• ocurre,,cf•s d• ¡,,, "'Hto 



•leatorio en el tiempo o en el especia obedezc• • un• lev de 
prob•bilid•des de Poisson. Se hart l• suposicibn b•sica de que 
existe un• c•ntidad positiv• tal que, p•r• cualquier nú•ero 
positivo a peque~o y cu•lquier interv•lo de tie•po de longitud a: 

i) 1• prob•bilid•d de que ocurr• ex•ct••ente un evento en el 
interv•lo es aproxi••d••ent• i9u•l • Ah, en el sentido de 
qu• es igual • "'h .,. 'l (h>, donde r1 (h>/h tiende • ser 
cero cu•ndo h tiende • cero1 

ii> l• prob•bilid•d de que ocurr•n ex•ct••ente cero evff'ltos 
en el inter~1•lo es •proxiHd••ente itJu•l • 1-Ah, en el 
sentido de qu. es igual • l-M1-r1 <h>, donde r 1 (h>lh 
tiende• cero.cuando h tiende • cero1 

i i H l • prob•bil i d•d de que dos o •.ts eventos oc urr•n en el 
interv•lo es ig·u•l • un• c•ntid•d r.6<M, t.l que el 
cociente r1 <h>lh tiende• cero cu•ndo l• lon9itud h del 
interv•lo tiende • cero1 

Puede int•rpret•rse el p•r••etro A co•o l• r•zOn •edi• d• 
ocurrenci• d• los eventos por unid1d de tle•po < o esp•cio>1 en 
cons•cu•nci•, s• h•r.t r•ferenci• • A co•o r•z&n ••di• de 
ocurr•nci• d• los eventos. 

EJE#PLO J. CRSETR DE PRBO. 

Sup&ng•s• que se observ•n las tie•pos de lle91d1 de los 
•uto•&viles • un• c1set1 de P•go. Sup&n9•I• que se infor•• que l• 
r1z&n ••di• de lle9•d• de •uto•&viles #s A •J.5 •uto•&l1iles por 
ainuto. Entonces, est• suposici&n indic• que en un periodo de 
l on9itud h•I s•9undo, h•V un1 prob1bil.ld•d •pro1tiHd• h'l 110 d.r 
qu. ll•gu• e1t•ct•••nte un eoche, •i•n'tr•s que l• prob•bil i{/ad 
•pro1ti••d• de que lleguen ex•ct•••nt• cero coches es de 
1-h•:nuo. 

Rd••ls de h suposlel6n •c•rc• 'de l• exütencia ·del 
p•rt••tro con las propied•du indic•d•s, t .. bit" ••-•upone qu• 
si se divide un lnt•rv•lo d• tie•po •n n. subinterv•los~ v si P•r• 
i•J, •• • ,n, RJ. denot• el •Y•nto d;. qu• ocurr~ por lo 111.rno$ u,, 
•vento de 1• cl.ue que se obsen1

• en •l i-tsi•o 6u'bint#rv•1o, 
•ntonces P•r• cu1lquier •nt•ro n, R1 , •• º'· Rrt · son •ventos 
ind•,.ndientu. · · 

. ' 

Se de•ostr•rl • cont,nu•ci&n q~e, con •st•s suposiciones, el 
nb••ro de ocurr•nci•s del ev•nto en un t'••po <o esp•cio> de 
longitud (Ir•• o voluHn> t, ob•dece • un• .hv de prob•bll ld•des 
d• 'º'•son con p•rl••tro ~t. De ••n•r• •Is pr•cis•, l• 
prob•b'l'd•d de qu• ocurr•n •x•ct••ent• k ev•ntos en un P•riodo 
de tie•po t •• '9u1l •• 



,,·~t ( ;\ t /' 
K!"" 

En cons•cuenci•, puede describise breve•ente un• sucesión de 
erentos que ocurren en el tie•po < o esp•cio >, y que satisfacen 
l•s suposiciones •nteriores, diciendo que Jos eventos obedeci;n a 
,;n,¡ llf'Y di; probabil idildi's de Poisson c1 J,¡ razón de ~ eventos 
por un• unid•d de tie•po <o de esp•cio>. 

Obstrvese que si Xc es el nú•ero de eventos que ocurren en 
un inter11•lo "' ti'1JPO .de Jon9itud t, entonces Xt obedece • un• 
le~· de prob•bil id•dlf':I de Poi:1son con •••'Ji• At, por Jo t•nto, i\ es 
1• r•zbn promedio de ocurrenci•I del evento por unld•d de tie•po, 
1n •I s•ntido d• que el n~•ero de eventos que suceden en un 
interv•lo de tie•oo de longitud 1 esta regido por un• ley de 
prob•bil id•des de Poiuon con Hdi• ..\. 

P•r• d••oitr•r <a.n, se dü1ide el inter11•lo de tiupo de 
lon9itud t en n periodos de longitud tln. Entonc•s, l• 
orob•bilid•d de que ocurr•n k eventos en •1 tie•po t. es 
•proxi••d••ente igu•I • l• prob•bilid•d de que ocurr• ex•ct••ente 
uno d• los eventos en ex•ct•••nt• k d• los n subinterv•los. Por 
1•s supo1icione1 •nteriorrs, esto es igu•l • l• prob•bilid•d de 
obtener •x•ct .. ente k txitos en n ens•vos llernoulli repetidos e 
independientes, fin donde l• prob•b'1id•d de txito H c•d• intento 
el p•h A .•<At)ln1 esto es igu•l •• 

{~){~f (J-A~ r• ••• ( 2. a,> 
~hor• bien, c2.2> 

prob•b.ilid•d de que k 
obtener un• •v•lu•ci&n 
subinterv•los •uaente • 
puesto q'u• reucr.ibiendo 

es sol••ent• un• •proxi••ci6n • l• 
•v•ntos ocurr•n •n el tie•po t. Par• 
ex•ct• debe deJ•rse qu• •l n~•ero de 

infinito. Entonces (2.2> tiende• <2.JJ 
(:l.:l> se ti•n" 

EJE#PLO 2, BRCTERIRS EH EL RBUR. 

Supbng•se qu• •• s•b• qu• l•s b•cteri•:1 de ciert• cl•se 
•P•rrcen en el •gu• • razbn de do1 b•ct•ri•1 por cal de •gua. Si 
1• supon• fue •st •. fen6••no :1e rige p0r un• i•v de prob•bilid•des 
:1• l'ois1on, cuitl es i. prob•bilid•d de que en un. auestr• de 2 ' e•• de •gu• se encuentren i> cero b•cteri•sl Ji> por lo ••nos dos 
b•cterl•s? 

.Con .lii "~uMJidbn qu• se h• het:ho, se conc.luve que •l ·n~•ero 
Je ll•ct•ri u en un• auestr• de 2 ca1 de •gu• óbedec• • un. ley . 
.,;, próbibil i.:l•d•I de Poiuon con p•r•••tro ~t•2(2)•4J en dor>d• 



A .:J.:nota l• razbn a Ja cual ocurr.:n l•s b•cteri•s por unid•d de 
volumen, y t represent• #l volumen de 1• •u#str• d# •9u• 'n 
consid.:raci6n. En cons.:cuencia, l• prob•bilid•d de que no h•Y• 
bac t.:ri as en 1 a muestra es i •;;ual • ,.-•. , y 1 • prob•l:>i 1 i d•d de que 
hava dos o mjs bacterias en la •u•stra es i9U•l • l-5e"4 

• 

EJE#PLO 3. ERRORES TIPOORRFICOS. 

En un libro de 520 pj9in•s h•v 390 #rrores tipogrlficos. 
Cu.U es 1• prob•t•il idad de que 4 pl9in•s, s11l•ccion•d•s •l •z.,. 

por el i •f:lr•sor como 11uestr• d• su tr•b•Jo, •sttn . ., ttirtts d" 
rtrror,s:' 

El proble••• con est# pl•nt11••iento, no ti11n' solucibn 
••t1111ltic• dir•ct•. Sin e•b•rgo, far•ul•ndo nu11v•••nt• •1 
probl•••• supfm9•s11 que los errores tipo1Jrtficos ocurr•n •n ttl 
tr•b•JO dtt un i•pr#sor de •cuerdo. con un• ,,~fV d11 prob•bil id•d•s 
d• Poissan, • l• r.z6n d# 1901~20•3/# ttrr'o.,.116 por plgin•. E.l 
nfl•,ro d11. errores 11n 4 plgin•s ob11d11c11 •ntanc11s • un• l11v de 
Poisson can p•rllHtra C:SUH•l1 en cans11c11•ncl•, h prob•bllld•d · 
dtt qu11 no· h•r• 11rror116 11n l •s 4 pt1Jin.s 111 ,,.. • · · ··· 

. '• ,··:::,·.·::7· 

EJE.#PLO 4. ~ROBLE#R DE lH~E.HTRRIOS. 

Suptin9u11 q1111 11n .::011.11rci•nt11 d11seub_r·11 '"" 111 '. nla#r:; ::,· 
1rtfculas de ci11rt• cl•s11, qutt 111s el i11nttts d•••rul•n 11n u:a 
t1111por•d•, ob11dttc11 . • un41 l11v. dtt 'aiiión, con · 11•r&Htr:i 
conocido. Qut 11xÚtllnci• k d• 'est11 •l"tlculo d11b11 · t11n.r e/ 
ca•11rci•nt11 •l principio d11 l•·t••por•d• ·P•r• 9u11 h•v• un~ 
prob•bilid•d d11 0.99 . d11 qu11 pu11d• surtir in1111di•t••ent11 •.todos 
los cli11nt11s 9u11 1olicit11n 111 •rtlculo dur•nt11 •l p11riodo 1111 
consid11r•ci6n?. · · 

El probl••• consi1t11 'n •ncontr•r un n&•,ro lt t•l qu11 h•Y• 
un• prob•bilid•d dtt 0.99 d11 qutt ttl t1Y11nta ocurr• k o 1111nos v11ces 
dur•nt11 111 p11riado 11n qu11 111 •rtlculo 11s '•••nd•do. 1'1111sto qu11 
111 n~1111ro d• ocurr11nci•s d11 ••t• 11v11nto ob11d11c11 • un• l'V dll 
Poisson con p•r'••tro >., 111 ·busc• un 11nt11ro.-k hl 911111 

El . v•lor d11 lt pu11d! obt11nflrn d11 las 'tibias d• ,oi11on, o 
pu•d• c•l c.ul •rs11 util ,i Hn_do •l g&n t.11eodo "n.flt11rlco. 

L• distribucibn d11 Poiuon s11 pUlldtt . con1id11r•r ca110 un• 
forH l bite d11 Z. distribucifm Bina•i•l. Sln 11itb1r90, t••bitn s11 
puttdll consÜ'1r•r lln si llJSH, Oblllrvando 11n prOCllSO d• l'alsson. 
El proc111a dtl Poisson t.1'ne apl ic•cibn • un• 9r•n .. t1•ri11dad d11 

JO 
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co•o consecuencia esta distribucibn, junto con 
Binomial, e;¡ una de ! as llllis a.mpl iamenU 

:onsidtrese •hor• Ja distribucibn de Poisson en sI misma. 
SJ:tnqase que se observ• 1• recepción de llamadas telefbnicas en 
Jna deter~inada central. Vn• llamada recibida se deno•ina un 
s~cesa, v :•da vez que Jle)a una Jla•~da (esto es, cada vez que 
~curre ~n sJceso>. se dice que ha habido un C~HBIO en el sistema. 

Una ca·~cterlstica de este proceso flsico es que Jos sucesos 
ccu~ren dur~nte un periodo de tiempo CONTINUO. 

P•ra o¡;iu••r •:on este proceso .i:e su.pondrli qu.:-: 
J. J~s ll•••d•s llegan en forma •le•toria. 
2. !as ll•••d•s en cu•lquier interv•lo de tiempo son 

estocAstic••ente independientes de l•s ll••adas en otros 
intervalos de tie•po, 

IH 11abz.,. de. ll•••d•s •leatoriu se indica que l• 
prob•bilidad de que se produzc• un suceso en un interv•lo de 
tie•Po cualquier• •uY pequePlo •s l• •is••• y 1• prob•bilidad de 
~u.e ocurra •is d• uno es •uy peque~•· L• segund• suposicibn 
siqnific• que l•s ll•••d•s •nteriares o futuras no tienen efecto 
sobr• una Jla••d• <suceso>, que ai:urra f'n un interv•lo de tie1t1po 
d•do. 

Se• X11.a el nú•ero de llu•d•s en el inst•nte ""''· 
Se•'"'' el nú.•ero de ll•••d•s que <f'ntr•n "" n.,./, 
Se• R<Xn > el nu•ero de ll•••d•s qu<f' entr•ron en n y que 

oer••nec•n en n~J. 
Se• p 1• prab•bilid•d d• que ocurr• una J;•••d• •n un 

inst•nte. 

,i¡.,.., .. f,,, .,. R< Xn) 

P<R<Xn)•zl )(• .. ',() .r(~) p6 (J-p/'·: 

V 

i .e.: 

P<X.,.• x> • . ·• t e 
XT 

•ntonc1s R<Xn) tiene distrib"ci6n Paisson con P•r••1tro At, donde 
A •p1 i ·•·: 

• 
" .PfROl1 )'V> • ~ 

'" 
11 

... 



ro 
=- L P<.V.n:g) P<R<.V,n>=v I X,.•x> 

6 '" 

" •t ,, V Lf (X) p'(J-p)'º 
X.1 f' 

'/ ·t ID Z 
z f..Rt.l f E: (t(J-p)) 

y.' l•O z ! 

.r f..et.l.'.' fe f t <•·PI 
y.' 

R<X.) tirne distribución Poisson, co~ p11lh~~-: 

2.5 TEORlR DE LR REHOVRClOH 

Considl!rrst! un• sucl'sibn x1 , nl>J, dr ''•ri•blrs •l••tori•s 
indrprndirntrs, no neg•tiv•s, con funcibn dr distribur.ibn 
•:oJJltn F. P•r• evit•r trivi•l id•drs supfm9u• qu• 

Co•o X>•O·, s• si9ur qur l• •sprr•nz• <v•r Rptndicr 8' 
• 

E. <Xn> ""Í '' dFf>1~ 
o 

rxistr, (purdr srr infinit•>• y SI' drnot• por ~. 
ft 

Sr• Sn .f" X¡ , n~J 
Ñ 

V s. • O, 

DEFlHlCIOH 

••• (2.3> 

Un• sur.•sibn dr v•ri•bl•s •lr.tori•s s,,·~ n~O rs un PROCESO 
DE REHOVRC10H si •s dr l• for•• (2.3> V l•s Xn s•tisf•r.•n l•s 
r.ondicionrs ••nr.ion•d•s con •nt•riorid•d. 



.'·/(t) = Háx Cnl s,,~ t: } • t.>=O. 

Se die# que un• renovaci&n ocurre en t si S,, = t para algUn 
Puesto que Jos Xn son . independientes e idtnticamente 

:;stribu1dos, se sigua que desou~s de cada renovación el proceso 
::een:ar& d& nuevo. 

8:- 11 u1n T1E!fP0$ ENTRE HRRIBo::. o T!EHPO$ ENTRE REHOll//CIONES 
l•s vari•bles Xnl espec1fic•mente ·xn es el tie•oo entre l• Cn-1>­
tsimi v 11 n-tsi•• renovaciones. Sn es el tiempo de 11 n-tsi•a 
re~ov1ci6n y HCt> es el namero de renov•ciones en el intervalo 
~e tie•oo <r.tJ • Feller CF > considera el tJemoo cer~ co•o el 
de Ja primer• renov•ción, r, por consiguiente, el n~•ero de 
renJv1ciones la to•• en el interv•lo CO,tJ. Si se denota oor 
N, <t> • .. e.1te nfJ•ero de 1'.rno1••ciones se tiene que 

ti~ <t> = N(t> + J, 

El nfJmero de renovaciones en <O,tJ es ••vor o i9ual • n si 
y sol••ente si, al tie•po t Y• h• oc~rrido 1• n-tsima 
renov1ci6n, esto es: 

s,," t. • •• c2.-1> 

Dir (2. O se obtien11 

P(H<t> = n > , P<H<t>~ n> - P<HCtJ~ n+t> 

.:- PCS,.'- t> - P<s,, •• ~ t} 

qué' puf'de reesr.ribirse utilizando el he·:ho de que la densid•d dE· 
un• su•• de variables •leatori•s independientes es la convolución 
d~ sus d•nsid•des <ver ~plndice B>: 

* * P<H<t> .. n> • Fn <t> F,,.<t>, n~O ••• ( 2. ~) 

P•r.• N se obtiene• 

* * P«N0 <'0 = li > :: r',,./t.> - F,, (t.>• n~l ... (~ .. ~) 
Df.F ltllC ION 
Se llu1 FUHClCtH TJE REHOllRCION •l va.lor esper1do del nfJmero 

J.;; ren<H'•cione.s .. esto e.<:1 

••• (2.7) 

Llo < t > .. E llo ( t >, t~O ••• (:t.~> 

' ": .. ; l ,u .. 'J que t 
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Uo < t > = LI <t.> + J 

LICt> es el n&111ero esperada de renov•ciones en CO,tJ y 
L/0 <t> es el ntut'ero esperado de: renovadones en CO,_tJ. 

PROPOSICIOH J 

"'* ll < t > , ¿ F < t >, t ;., ... O 

"'' 
TJ1r111ostra•: ión 1 

Pueden utilizarse Jos si~uiente:s tear•••s1 

••• <2.9.> 

••• <2.JO> 

i> L• densid•d de una su•• d• v•ri•bl•s •l••tori•& 
induendi#nt#s es l • con11ol u.;:i6n de sus d•nsid•d•s. 

Ji> Se• X un• v•ri•bl• •leatori• no n•g•tiv•, 
•> si slJJo to•• 11alores enteros, •ntonces X tien• 

•sP•r•nz• finit• si y slJJo si 1• serie 

. 
converge. Si l• serie converge, entonces 

• 
E X • 1: P<X>•n) ... 

b) si •s continua con funcion de distribucitm . F, 
•ntonces X tiene esP•r•nz• finit• si y sol•••nt.r si 

• 

U<t> 

/ PfX>x>dx • 

EX , <J~F<x>> dx 

• • E H<t> • f: P<H<t>~n> * •. , • • 1: F <t> • ••• 
PROPOSlClOH 2 

U<t><oo 

• • 1: 
"'' 

... (2.JJ) 

D•fln•s• un nu•vo proc•so d• renov•ci6n Sn ,. n>•I, 
rel•cion•do con Xn 1 n~J, oor 
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{: 
si ,~ n ::' O(, 

Xn " 
-· j Xn >·Ck 

Sn = X t + Xr + ... + Xn 

TJ• fl nas11 t.••bUn 

H<t> ::: Mb Cn I s,, ' t } t ... O 

::01110 (0. tJ e <O, C <tia. >+t ')J _, entonces, teniendo en cuent.• 
que l•s renovaciones del proceso Sn s6lo pueden ocurrir en los 
ti••pos t=o .• a, 2a, 3a., ••• y que des{)uls 'de c•da renov•ci6n el 
proc•so comi•nza de nuevo, se ti11ne 

E N(t) =({tia]+ J)•E N(Q) • 

_hhor•, usando 1• indep•ndencia e idtntic• distribucibn de 
l ;u Xn, 

E N (ll > 
.. "' .., E P(S.ICl) • ¿: 

ft "'' "'' 
G -

• ! P< X = > • 
11•• 

y por tanto 

( t la) + J 

J 

E N <t.> ,. -------- < ro 
P< X1 > 

'• • • I 

.. J 

Fin•l••nte, se obs11rv• que X11 <= Xn , lo cual i•plic• 
Ñ<t> ~ NCt> y por consiguiente E HCt)::: E N<t>, de donde se sigue 
el resultado dese•do. 

PROPOS1C10N :J 
Exist• un• correspondenci• uno • uno 11ntre distribuciones F 

de ti••pos entre •rribos y funciones de renov•ci6n U. 

Demostrac i 6n' 
Se tiene, de l• Prop¿sicibn J: 

.. * 
UCt> • E F <t> ••• 

To••ndo tr•nsfor••d• de L•Pl•ce en ••bos •ie•bro11 
.... • .... * 
UC 1) • [. F,, (s.> 

fl•I 

Co•o 1 • tr•nsfor••d• de un• con11ol ur.:Um es el producto de 
l•s tr•nsfor••d•.t <Fe/, s• sigue que• 



.. 
U( S) 

"' ., 11 Ffs) 
.[ CF < s) J "' ----:w--

n• 1 1 - f ( s) 

F<s.l 
[! ( s) 

"'----
J + Ü<s> 

Entonc.-s, co•o 1 a trilnsfor••d• de L•pl •c~. dftter•ina l • 
distri/:1uci6n <FeJ, se sigue que f •st.t d•t•_rriin•d•· por /J(t)', 

Lu fu.nc:ion•s de r•novaci6n U<t> y llo {t) l'an funciones· .no 
decreciente' dft.finid•s en r:o, ai >, y por lo tt1Dto·, pu~d~n 
c:onsid•r•rsft c:o•o funciones de distribudbn de •edid•s· •n to, oi >, 
qu.ft Sfl ll•••rAn #EDlDRS DE REHOVRClOH, Rst, fil interv•lo 
1 • <•1 bJ , O*•<b<~ tiene •edid•s: 

pero co•o U0 • U + l, entonces U<l> • U0 <1J, 

L• flnic• diferenci• entre l•s aedid•s 11 y Uo flS que 
LI, ({0}) • I y IJ({Q}) • O 1 esto es 

dfl 

En 

tlo • &o+ u 

donde 6. flS l• d•lt• de ltronec:ker r 

{: 
si 0€R 

6.uv " 
si O e R 

• ,., 

'·''' ú ,,, 
· l .-••4,¡( dt J • , o , J 

• Úes) ~ ~<s> • Ú<s> ~ J 

Rhor•, por <2.12> 
,., 

+ I • Fes> I 
D.<s> :i 

I -·F<s> I - ;,,> 
dondfl ,,, u.< .. , - J 

F<s> , 
ü, ,,, 

16 
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.; 1.°'R1.lL ÑR 1 (1 

E~iste una correspondencia uno a uno entre la distribucibn F 
:--: t:e111&>01 er>t.re arrit.•os v la función d11 reno1•a1:i6n Uo (t.l. 

En r.csu!lti'n, las correspondencias entr.r 
Jistribucibn F de tiem&>os de renovacibn y 
~enov•cibn rst&n dadas por: 

• * u<.1 > 
(/(' t} .... 

Fn (t) y F<s> ,. 
.::!. ,, . ' J ~ fí<s> 

., 
• ·• u. <s> -,.. 

"• ( t) • J .. E Fn (t) y f' <s) "' .. ,,., "º < s> 

EJElfPLO J. REE#PLRZO DE RRTlCLILOS. 

funciones de 
funciones de 

••• <2. U> 

J 

Considtr's" un •rtfculo <un foco fl'ltctrico, un• •tqulna, 
rt':. 'h "que sfl' u.s• h•st• qufl' f •l l • y 's entoncfl's r•e•pI •z•do o 
r•nov•do · inst•ntln11•1Hnt' por un nu•vo •rticulo dfl'l •ls•o tipo. 
Sup6ng•s• que los ti••pos d• vida t 1 , t,, ••• d• los •rttculos 
;.icfl'sivos pu•stos fl'n sttrvicio son v•ri•f:il•s •l•Htori•s 
:.ndfl'pfl'ndittntfl's • idtntic•••nttt distribuidas. Si H<t> rs •l nf.l11ero 
d• artJculos r•nov•dos o rj••plaz1dos hast• el ti••po t, •ntonc•s 
H<t>, t>•O rs un proc•so d• r•no11acibn. 

EJE#PLO 2. LIHER DE ESPERR. 

'' Considtr•s• un s•rvicio •1 que 1ltt9•n cli•nt•s "" los 
e i ••oos ' O< t.1 < t' R ••nudo Sil puedtt s uponfl'r qu• los ti ••pos 
fl'ntf'<I "•rribo# Jfn • tn - t11.1 son v•ri•blfl'S indfl'pfl'ndifl'ntfl'S fl' 
idtntic•-.nt• distribufd•s, "" cuyo c•so H<t>, t~O , fl'n dondfl' 
H<t> fl'S •l n&••ro d• cli•ntfl's qufl' h•n ll•g•do •l sfl'rvicio h•st• 
•l tifl'•Po t, es un pracfl'so d• r•nov•cibn. 

1.6 llRlll DE 111#'0 

El pronestico '• un• ttcnic• qufl' •yud• • prfl'd•cir 
~currirA •n •l futuro. E1 futuro, Y• Sfl'·h• co••nt•do, 
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general no es determinlstico1 ninguna tlcnic• puede •plic•rse a 
todos los procesos; cada proble11a exigir~ un •studio dttt•ll•do 
para identificar el tipo de •odelo •~• •decu•do. 

Las ttcnicas de pronósticos se utiliz•n •n •uchos c•11pos1 
mercadotecnia, decisiones sobre un nuttvo producto o servzczo, 
etc. Los pronósticos sirven para predecir 1• pentttr•ci6n de un 
nuevo articulo en el ••rcado, la tendencia de precios de un 
produ•:to, etc. En produc•:ibn, los pronbsticos puedttn prttdttcir l•s 
ventas1 en finanz•s v cont•bilid•d, nec•sid•des futur•s d• flUJOS 
de efectivo/ en planeación ••croeconó•ic• dtt un P•ls, el 
creci11iento del producto interno bruto, ttl dese•pltto, etc. 

Los siqui1·ntes el euntos ayud•n • deter•in•r el tipo de 
tlcnic• que dttbe ••Pli•rjef 

i) El pl•zo en el cual se dttse• la prttdiccibn (corto, 
•ediano o largo. 

ii) L• incert i du11t•re que rodtt• s>l ••reo de h to•• dtt 
decisiones. 

"" L• existenci• de seril#s histbric•s qutt stt•n rel ttvanttts y 
confi•bles. 

El pronbstico tts un ttltt•ento nttctts•rio dttl procttso de 
pl•ntt•ci&n, pttro no tts l• pl•neacibn ttn si. El pronbstico predice 
lo que puttdtt sucttder si l•s tendenci•s histbric•s no c••bi•ri. 
P•r• que un •od•lo ••• •dttcu•do, dflbtt ir sittndo •dtt•:u•do • loi: 
c••bios fin l•s t•ndenci•s histbric•s. 

L•s ttcnic•s d• pronbstico puedttn dividirstt ttn CVRHTlTRTlVRS 
y CVRL1TRT1VRS. Sblo l•s pri11er•s rttquittr;n dtt un• sttrie 
históric• de datos. 

Entrtt l•s ttcnic•s cuantit•tiv•s •• ttncu•ntr•n, 
pri.ardi•l•ttnttt, l•s HETJlRS HOVlLES, ttl RJUSTE UPOHEHClRL, ttl 
RHRLlSlS 'DE REGRESlOH, los HOlJELOS ECOHOlfETRlCOS, l• llRTRll lJE 
lHSV#O PRODUCTO, tttc. 'D•ntro 'dtt J•· f••ili• dtt ttcnlc•s 
ca•llt•tiv•s se ttncuttntr•n l•s CUR~RS LOGlSTlC~S Y lJE 
RPREH1J1ZRJE. 

P•r• dtttttr•in•r l • ttcnic• •u •dttcu.d·.;' puttdttn ta••rs• ttn 
cuttnt• los sl9ul,nttts f•ctartts, •«n•dos • l• ttKPttrlttnci• dttl 
investigador sobre ttl fen~•ttno en cut1sti~n1 

i> El pl•zo dtt intttrls. 
il> El nlvttl d• d•t•lltt. 

ili> L• ••9nitud dE l• pr~diccibn. 
lv> El uso qu• s~ d•r4 •l pronóstico. 

v> El costo. 
vi> El tipo d• pl•nEacibn. 

Su Xt , el v•lor oburv•do "" ttl pttrlado t, t•J,a, ... ,n 
Stt• Ht , •1 pttso •soci•do • l• obs•rv•cl~n X~ • 

:re 



Sea St , eJ valor pronosticado rara el periodo t, 
Sea et , el error •bsoluto del pronóstico en el periodo t. 

,,, 
z ¡.¡ t r J • •• <'Z.J~.> 

t•1 

V 

"t .. I St - '~t I ••• f 2. J.'}¿) 

En una serie histórica de datos,· conocida co•o SERIE DE 
TIEHPO, existl'n I p~trones blsicos que pueden o no prl'sentarse en 
Ja sl'ri• v qui' son funda•entall's para eJeqir Ja ttcnica adl'cuada: 

•> la HORIZOHTRLIDRD, se prl'senta cuando una serie de tiempc 
no til'ne una tl'ndencia deter•inad~. La serie en este caso es 
estacionaria, Un caso tipico lo for•a el n~mero de producto& 
defl'ctuosos l'n una Jinea de producción, que por lo general es una 
const•nte. CUtase Ja Figura 2.J> 

fitul'I 1.1 

bl l• ESTRCIOHRRIVRD, existe cuando una serie de tie•po 
;~ _..;i:tlu d.o a.:uerdo con un .f.ctor que d.rpende dd perir.do del at'fo. 
Por l'Jl'•plo, l• Vf'nt• di' r•frescos y helados aumentil l'n ~pocas de 
c•l or y di. s1tinu.y,. •n ir pocas de frlo 1 lo •i s•o puttdl' su•:edttr con 
•lgunos tipos di' ropa. <Ulasf' Figura 2.2> 
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e) l• PER10D1C1D~D, es si•il•r • l• •it•cion•rid•d, P•ro l•s 
fluctu•cioñ•s ocurr•n •is Jent•••nt•1 son c••bio1 9r•du•dos •n •l 
ti••pa, d•scritos por Ja g•n•r•l utillz•ndo curv•s 
tri~ano•ttric•s. Por •J••plo, l• curv• d•scrit• par •l 1ovi•i•~tc 
d• un• p•rtfcul•. <V••s• Fi9ur• 2.J> · 

d) l• TÉHDEHCIR, •xi1t• cu•ndo •1 proc•so r•f l•J• cl•r•••nt• 
un• si•ilitud con •l9un• curv• conocJd•, par la g•n•r•l an4 
rC'ct•. Cu•ndo •l prac•so ti•n• t•nd•nci• I inf'•l, qul•r• d•dr tu• 
ti•nd• • •u••nt•r < a • d•cr•c•r > •n •l tr•nscgrso d•I tl••po. 
Esto suc•d•, par •J••plo, cu•ndo s• •Jd;n •st•tur•s d• p•rson•s 
con r•sp•cto • su •d•d. (VI••• Figur• 2.~> 

10 



) 
·4 

/ 
,. .. a.• 

Un• srrie de ti••Po purdr co•bin•r los P•trones de 
tf'ndf'nci•, pf'riodicid•d y f'st•cion•rid•d. Sin r•b•rgo, •lguno de 
estos P•tronf's purdr prrdo•in•r •n I• s•ri•J por lo t•nto, 
existrn ttcnic•s qur prr•it•n idrntific•r rl rl•••nto do•in•nt•. 

R f'Stos ~ p•tronrs s• •gr•g• rl •lr•rnto indrsr•blf', pero 
indiscutible••ntr prrsrnte1 I• RLERTORIEDRD. 

L•s ttcnic•s cu•ntit•tiv•s d• pron&stico sr subdivid•n, • su 
·.·1z 1n , ttcnlc•s df' SERIES DE TlEtfPO y CRUSRLES. L•s priHrH 
"~uponrn que l• srrir histt>ric• ·ei•nf' un p.trfm o co•bin•cibn d• 
p•tranrs quf' sr r•pitrn con el tir•po. L•s s•qund•s supon•n, qur 
el v•lor dr un• v•ri•bl• rs función de otr•s v•ri•blrs. 

L•s tlcnic•s cu•ntit•tiv•s dr pron6stico purdrn srr dr 
n•tur•l•z• lSTRDlSTlCR o NO ESTPDISTICR. En rl pri•rr c•so c•rn 
•qurll•s ttcnic•s qu• drtrr•in•n un• b•nd• dr confi•nz• dr l• 
vuosi•il ihd drl pron&stico Co d•l •rror>. L·.s ttcnic•s ·qur no 
li•c•n •sto, c••n drntro drl s•9undo ~rupo. Evidrnt•••ntr 
rrsult•rA ••s r••list• us•r tlcnic•s rst•dlstic•s. 

l'•r• i l cutr•r 
º':',.~i· ·~¡,,., l•:r 

• ·~4 .;:iti.~·;i•l. 

tf!TJIRS lfOIJILES 

Z.s SERIES 
tlcni.c•s dr 

DE TlEtfPO, H 

••di•s lfl~11 i1rs 
rxpondr•n 
y •,.Juste • 

Est• rs un• ttcnic• qur sr utiliz• •n pron&sticos • corto 
Pl•:o. Es un ••todo'no •st•dlstico qu• rrqui•r• dr un• srrir 
~ist&ric• p•r• su•viz•r o •Just•r rl v•lor qur sr pronostic•r'· 
Estr pronbstico 1• utiliz• •su Vf'Z p•r• prf'drcir otros v•lorrs 
futuros. 

$upbn9•u quf' ,,. . tirn• ''"• srrir l>i stbri e• co•o 1 • dr J •s 3· 
r"iHr•r .:0Ju11n•1 df' l•· T.lfbl• 2.1. 



l ... ... t ... ....:.. • 1 
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El •Hado dtt l•s ••di•s •bviltts si•pltts procttd• dtt 1• 
siguittnttt .. ,,.,. .. 

Xt .,. 'Xt-.t.,. Xt-z.,. • • • .,. Xt-##J 
H ••• <rt.17.' 

dondtt St y Xt , p•r• tod• t, '" dttfinittron "" l• no't•dón, v v 
•s ttl n&.ttro de p'1•iodos int:luidos "" fil pronbstico. Si N 
si•plifii:• l• ttxpr•sión •r>tttrior qu•d• 

Stt.t. • Xt - x,.,. .,. St 
H -H- ••• <2.18) 

Por ttJtt•plo, stt pronostk• con un• sttri• dtt 1 ••stts <H13 >. 
l• v•nt• p•r• fil ••s dtt •brillb•s•do ttn l•s vttnt•s rttport•d•s dtt 
""""º' fttbr•ro y ••rzo 

s.. • 2000 .,. IJ50 .,. 1950 • 1767 
j 

Ss ~ 113 tt97S - ~ooo> + 1767 6 11~e 

Si •hor• H•S <pronbsticos con b•stt ttn 5 •ttstts>. A•s vttnt•s 
rtt•ltts d• """"º • ••vo sirvttn p•r• pronostl.:•r l• ~'•nt• dtt JUnio': 

s, • 115 (2000 .,. 1350 .,. l9SO .,. 1975 .,. 1100> • 2075 

s,. J/5 <1750 - ªººº'.,. 2075. 2025 

Los rt11ult•dos dttl pron&stlco h.st• ttl ••s dtt dlcitt•brtt, 
p•r• H•I y H•5, •P•rttcttn ttn l.S col1an.s 4 V 5 dfl l• T•bZ. 2.1. 



Es ;onveniente agre9ar que para r~alizar el primfr 
pronb1tico con est• ttcnica, se requieren tantas observaciones 
coto el valor •signado a N. El efecto de alisamiento es mayor 
cuinto ••vor e1 el v•lor de N. 

Para encontr•r la exactitud del pronbstico, se procede a 
e~::ntrar el error a~soluto, dado por 

= t=1,Z.f ••• , r> ••• <2.19) 

:on su respectivo valor •edio y desvi•cibn est&ndar. 

En el caso del ejemplo de l~ Tabla 2.1, se obtuvieron: 

11•1 or medio del error: 7N para N:3 
509 par~ N=5 

Des1lia•:i6n estand•r 
del error: 3:33 p•ra N=3 

222 p•ra N15 

je donde s.- observa que los resultado-~ fueron •ucho •eJores 
util iz•ndo H1 5. 

i > IU requerirse t•nt•s observ•r: iones 
valores de n, .se preseontan proble••s 
•l~acen••iento de d•tos. 

histbric•s •:o•o 
di# registro ~· 

ii.> Rl tFxistir c•111bios en l!l patrbn de l• serie, por la 
pres•ncia •arc•d• de una tendencia, periodicidad, 
est•cionarid•d o una co•binacibn de estas, la ttcnica 
de •edi•s •bviles si•ples no se adapta r&pida•~nte al 
c•111bio. 

RJUSTE EXPONENC1RL 

P•r• eli•in•r l• li•itacibn del inciso i>, se proc•de • 
iiroporcion•r ciertos pesos • l•s observaiones. Rsf, se puede dar 
~avor o 111enor i~port•ncia a las observacione •~s recientes o a 

El •ttodo de ali•••iento o •Juste exponencial pronostica en 
t••si: • 

t l2 ••• (2.20.> 

donde <Xt - St> es •1 error del pronbstico •nt,rior Y es un 
p<110. Si ~ es un v•lor cerc•no • l• unid•d, se le d• •uch• 
il!IDOrt•ncla • Jos v•lor's r<1cientes y, sobre todo, •l ,,.,.or eri" el· 
:;.ro"O.;tico. 



Para el eJe•plo •nterior, v utiliz•ndo v•Iores de at igual a 
O.J, 0,5, 0.9, se pronostica 1• venta CTabl• 2.Z>. 

.. .. .... 

1 
, ...... . 

V•l or •ed i o 1 177 p•r• QI • O.J 
570 P•r• a .. 0.5 
6/J P•r• CI • 0.9 

D•svi•ci6n •st,nd•r: 159 P•r• °'. O.J 
350 P•r• CI( .. o.5 
177 P•r• Q .. 0.9 

\ 

flor lo qu• s• d•duc• qu• •l v•lor d• «. o.5 fu• •l ••s 
•d•cu•do. 

Un• s•ri• li•it•ci6n d• •st• •ttodo •s d•t•r•in•r los 
v•lor•s •propi•dos d~ peso. 

2.7 LEC1URRS RECO#ENDRDRS 

i> lh, C•P VIII, C•P Kili 
ii> Co, C•p Vil 

iii) F•, C•P XII 
iv> #, 'C•p 111, C•p IJl 11 
v) P, Co Kili 

vi> P•, C•p K41 
vJJ> Pr, Rplndic• C 

viii> R, T•sis d• T•arf• d• l• R•nov•cibn 



~.8 C.1iRCICWS 

:.: Prab1r que 1i un proc1so es dtbilmente estacionario, la 
:.· ··~c-I•c:~,,.. .Jer>end.e unicament..- d..- •;;s. 

!7• E< ! Xt•~ - .~ti .1 O, 
!1--.~o 

:J .• J Det1ostr•r qu, H.<t> es un pro1:1so de .Poisson, si 
c1r1 ~n• ~onst1nt• positiva 

. o Pre Hc,t•S • O> ,.. 1 - }.4. ~ o<&> 
Pre Hc,v•• J) • A.o ~ O(A) 

Pre Ht,t•f • ~) • o ( ,6} 

Ji> Nt,t•I ,s irlditpitnd {itnt, d. Not pira todo ~ y A • · 

~.# St h• d't•r•in•do, ••di•nt• un 'studio ,st•dfstico, 
qui! i• ocurr1nci• d• t•rr••otos d• ci,rt• ••gnitud •n 1del1nt..- •n 
!• ~ast• dit1 Cct1no P1cffico •n nu•stro p1fs, ti•n• un p•riodo de 
recurrtnci• dit JOO •~os. C•1cu1• l• prob1bilid1d d• qu• •n los 
;r6xi•o.s ~O •~os no ocurr• ningtm t1rr••oto •n •s• r19itin, 
J~~oni•ndo qu• 1• ocurr•nci• dt 1stos sis•os sigu• un ·proc•so 
1stoclstico.d1 Poisson. 

r:., R11olv•r •1 EJ••plo " d1 proc•sos dt Poisson, pár• 
ul'I vilo .. d• A d• JO. 

2.6 D•aostr1r qu• un proc•so H •€ Hct>, t ~ O i, es un 
.:roc•so" d• Poiuon con int•nsid•d ••di• A si y slllo si H •s un 
proc•so d• r•nov1ci6n cuyos ti••pos •ntr• •rribos 11 • tit - t,,.., 
n • J, 1, ... , son v1ri1bl•s 1l11tori1s ind•p•ndi•nt•s • 
idlntic•••nt• distrib~id•s can funcilln de distribucilln p•r• ~ 
hpon•nci•l con p1rl••tro ). • 

z.1 01das las sigui•nt•s d1tos sobr• l• praduccibn d• 
~~~v,s, gr1fic1r los ditas, 1n1liz1r la t•nd•nci• v c1lcul•r l• 
:·::.:~i6n para 1~85 con H=' y N•6, Co•p•rar •~bos resultadas. 



~Ñú PRODUCCION 

1975 
1971~ 

1977 
1~'78 
1979 
1 ~':::O 
1981 
J~"J¡;.1:2 

J 9.'?.J 
/\'t14 

(en 111illon•s 
de u.nid•des) 

540 
473 
464 
455 
375 
3$1!, 
310 
3U 
311 
26t) 

2.8 TJ•dos los siguientes datos sobrtt l• ttxpart•cilm de 
c•••rón, gr•ficar l• r.urvc1 corr•spondittntt1, •n•liz•r la 
t•ndlf'nci•, y pronostic•r 1• produccitm p•r• 1985 can et .. o.J. o.s 
y 0.9 1 utiliz•ndo •Just• t1xpont1nci•l. 

RÑO EXPORT~ClúH 

1975 
1976 
1977 
1978 
1979 
1980 
19$1 
1982 
19$3 
1984 

<•illones 
de kgs.) 

31 
39 
50 
58 
67 
73 
84 
8-1 
8J 
'.lS 
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" ~sf, JUnt•ndo •1 rigor d• estas 
d••ostr•cion•s d• 1• ci•nci• con Ja· 
inc•rtidu•br• d• 1• surrt•, y concili•ndo 
rst•s dos cos•s •n •P•ri•nci• contr•dictorias. 
purdr, sac•ndo su no•br• d• l•s dos, •rrogarse 
rste t!tulo d•sr.oncrrt•ntr: 

L• Gro•etrf• del Rz•r. " 

BLRS PRSCRL 



PROCESOS H R R K O U 1 R ~ O S 

1.0 IH1ROIUCCIOH 

Co•o se ••ncion6 con •nteriorid•d, se h•rll un estudio •lis 
Jet•ll•do de los procesos de H•rkov, dado que son de ••vor 
•Plic•ci6.n por i. uncillez de los cUculos que involucr•n. 

El estudio de los procesos de H•rkov puede hacerse desde . 
tres puntos de vist•1 

i )'El ds r.:lllsico es el •s1Jttcto PRO'BRB1L1STR. Este •specto 
tiene l• ''ent•.J• de prest•rs• direct••ente p•r•' 
represent•r los procesas de H•rkov v 'l •s c•den•s de 
H•rkov con esp•cia de est•dos infinito, en los cu•les no 
pueden •Plic•rsie las siguientes •ltodas. 

ii> El ·punto de vist• RLGE'BRRICO, que •n•liz• l•s c•den•s de 
#•rkov b•s•ndose en l• teorf• de los vectores v. v•lares 
propios, con. lo' cu•l se 9ener•n •ttados •uv prllcticos 
P•r• obtener las result•dos dese•dos. 

!ii> "El punto de vist• de la TEORIR DE GRRFICRS, que d• una 
visión si•plific•d• y P•r•ite <en el c•so de estados 
finitos>, obtiener los result•dos esenci•les del 
collport••iento .del proceso, L• i1r•n dttsvent.J• dtt esttr 
punto de vist• es que, h•st• •hor•, •uv pocas person•s 
tienen canoci•iento dtt ttst• teorl•, que, sin 1Hb•rgo, es 
1u••.entt1 sencill•· v .. •ccesibltt. En este tr•b•Jo sie h•ce un 
br."''" re1tat1n ·de los conceptos •lis neces•ri os, de •oda 
que el lttctar pued• co•prender con f•cilid•d le 
•Pli.¿•cion de l• Teari• de Grllficas • las c•denas de 
#•rkov~ ·. Rde•lls-. ·se h•ce referenci• • v•ri•s obr•s que 
pueden ser consult•d•s si se dttse• prafundlz•r en est• 
tearl•, que pttr•ite explic•r •uy abJtttiv••ente l•s 
r.•den•s de #•rkov • 

... 

1.1 CRllHRS IE HRR«OV 

Cansldtreu un sisteH quie puede c••r en un n~•ero finito o 
tnfinito nll•er•ble de est•dos. Se• S el con.¡unto de est•dos. 
Supong•se que S es un subcon,iunta de las n&••ra1 H•tur•les. El·· 
can,1unta S se lhH ESPACIO DE LOS ESTADOS dttl slsteH. Si H 



hac•n obs•rvaciones en •o•entos discretos de tie•po, sea Xn •l 
•sta1o del sistema en el tie•po n. 

Dado que el interts en este c•so, son los sist•••s no 
deterministicos, puede pens•rse en Xn, n~ o, co•o v•ri•bles 
aleatori•s d•finid•s en un esp•cio co•rm de prob•bilid•des. P•r• 
poder decir •lgo •!s sobre est•s v•ri•bles debe •l•bor•rse un• 
estructura adicional. 

L• estructura •lis si•ple consiste de ~1•ri•bles •le.tori•s 
independientes. Este es un buen •odelo p•r• •quellos siste••s de· 
t'!Xperi•1mtos repetidos en los que los est•do1 futuros dd siste•• 
son independientes de los est•dos p•s•dos y ·presentes. Sin 
e•b•r<Jo, •unque en .l• pr!•:tic• l• ••vorl• de los slst•••r. 
pre;::ent•n .influencl• del p•s•do y presente en el futuro, se 
est•blecen restricciones que per•it•n 1• •plic•cion de •odelos de 
resolución sencill•. 

#uchos siste••s tienen 1• propied•d d. que d•do el ·est•do 
presente, los est•dos P•s•dos no tienen influenci• en el.futuro. 
Est• propied•d se 11••• PROPlEDRD DE #RRKOll, r los siste9•s con 
est. c•r•cterlstic• se lZ.Hn CRDEHRS DE lfRRKOll. L°• propied•d de 
H•rkov se define for••l•ente co•o1 

P<Xn•• .. x9 , 1 / Xo .. "º''''' X11 • x,, ) • P<X,,,, • "·"·• / "" • ,,-. ·, 
,, •• ( 3' ~ : 

L•s prob•bil id•des condicion•les P<lln•• • y I X11 • x > se 
ll•••n PROBRB1L1DRDES DE TRRHSlClON de l• c•den•. Co•o se 
•encionb en el C•pltulo 11, •quell•s c•den•s de lf•rkov donde 
P<X~•· y / Xn • x> es independiente de n, sertn c•den•s de #•rkov 
con prob•bilid•des de tr•nsici6n HO#OSEHERS EH EL · TIE#PO.D~ 
•qui en •d•Z.nte, •l decif' que ""' n •o, ·for•• fin• c•d•n• de 
lf•rkov, 1e indic•rt que estu v•ri•bles'•ie•to;i.,-s•tisf•cen l• 
propied•d d• H•rkov v tienen prob•bilid•d•1 de. tr•n1icilm 
ho•oglne•s en el tie•po. "' - · · --

1 

El estudio de est•s c•den•s de lf•rkov •1 •uv v•lioso Y• que1 

i) Tien•n un• ••Pli• t•orl• que puede p~esent•rse • nivele1 
·el••ent•les. 

ii> Un gr•n n&•ero d• slst•••s pued•n •Just•rs• • •odelos d• 
c•den•s de #•rkov, por lo que l• ••teri• ti•ne •uch•s 
•Plic•ciones 6tlles. 

1.1 CAIE#IS OE #l~KOV 01 IOS ISTAIOS 

Co•o •J••plo de c•den• de #•rkov de do1 est.•dos, considl'res• 
un• •lquin• qu• •l inicio de un cl•rto di• puede est•r 



~ts~omou•Jt• o funcion•ndo. Supbngase que si la mhquin• est~ 
dtsco•ouesta al inicio del n-tsimo dla,. la probabilidad de que 
,,. reoar•d• y en condiciones de operar •1 inicio del d2a n+t es 
p, Sup6ng•se ta•biln que si la mAquina esta en buena; 
condiciones •l inicio del n-lsi•o dta, se tienen la probabilidad 
q dt que tenga una falla al inicio del dia n+J. Finalmente, sea 
Jrc <O> la probabilid•d de que la •Aquina esté inicialment.: 
Jescompuest•, i.e., al inicio del dta O, 

Sea el ~stado O el correspondiente • la mAquina desco•puesta 
v eJ. tst•do J el •:orr1'spondiente • l• condición de oper•r 
correct•••ntt. En l• Figura 3.J S1' obs1'rv•n las posibles 
tr•nsiciones dt un est•do • otro. CR,cutrd1'S1' qu1' 1• •~quin• 
pu1'dtt t••bi én P'r•anecttr •n un •i s•o •st•do • . > 

·-· ·-· fJ • ;(] 
~(¿) 

• 
rillN l.l 

ewu ............. n ..... 

51'• X• l• v•ri•bl" •1,•tori• que d•not• el estado de l• 
••quin• •1 ti••Po n. D• •cuerdo • l• d•scripcien •nterior1 

, 

l'<X•1i"' JI X•• 0) • p 

Pcx.~ • o 1 x,, • '' • q 

P<Xo = M = ~<Ó>. 

PCX •",,. O I Jtn • O> " J - P 

P( X,,,, • J / X,, • J) ,,. J -. q 

Ro (J) "'P(l(• • J) • J - .11f<O>. 

Dtt est• infor••ci6n pueden c•lcul•rse 
P<Xn ,,. /), Obsfrvese que: 

V 



y. 

P<Xnu • O> = PCX,, • O V X,,,,• O> ._. P<X.,, 1 J V Xn11• ·O> 

"' P<Xn •O)P(Xn•1• 0/Xn • O> + 
P<Xn • J>P(Xt111• O/X,, • J) 

• (J - p>P<Xn •·O>+ qP(Xn • J) 

= (J - pJPCXn • OJ + qCJ ~ PCXn • O>Y. 

• CJ - p - q>PCXn • O> + 9• 

Rhor•, PCXo • OJ ·:.;. R,<O>~ .,1tonc•1 

PCXa •O> • <J - p - qJ.1{(0) + q 

PCXa •O> • <J - p - q> P<X1 • OJ + q 

.. (J - p - q)((J - p - q'"'º' + q> + q 

• (J - p - ql -4<0> + '" + (J - p - q» 

• u - p - q >1 1'< o> + q e a~ ../' p - q > 

R•piti•ndo n v•c•• •st• proc•101 ' " ,,., 
PCXn • OJ • Ú - p - q,1' ~CO> + q ~ <J - p - ql·. • ••• CJ.2' 

J•O •' 

P<Xn • O> • ir.co> ... .' 

d•do ,,,. l • •tquin• no podrl• c••bi•r d• ••t•do •. · .J 

'. 1 
Sup&n;•s. •hor• qu• p+q>O. Entone., por z. fbr.ul .. ,d• l• 

su••.d• un• pro9r•1ibn g•o•ttric• infinita• . ... . 

t (J - p - ,,; • '·- (J - p - q>" 
J•• p #' q 

S• concluv• d• <1.2> qu• 

P<ihr •O> • m + (J - p - q>" [ .11;CO> - -~ J 
.; ·.···""" 

,, coñ$•cu•nt•Hnt• 

P<Xn • J) • p +CI - p - ql' [1'_.<l>·-_. p] 
.Ff 'Pi". ···''~"' 

Supbng•s. qu. p v q no. son • z. v•z igu•l•s • c•ra, ni son • 
l• t•H igual•• • 1 •. Entone•• O<p+q<2, lo CHl i•PliC• 

I l - p - q I < l. 



En e$te c<uo, si n tiende.;¡ infinito en <'3.J.> y (J.O, $ti' 
concl uve que1 

Ji• P<Xrt 0) = q y 
n-->oo p+q 

li•P(Xn 
n--,>CD 

J.> = p 
p+q ••• (3.S> 

Est<1s prob•bilid•des pueden obtenerse de una for•• distinta. 
Sup69ase qu.:- se desea ele9ir P,(0) y Ji.U.> tales qutl' P<Xn =O.> y 
Pf.~11 z: J) se•n indtl'p,,>dientes den. De <3.3) y (J.-1.> es claro que 
deben elegirse 

Jlo ( 0) 

Rs!, se 
inici•l 

P< Xo 

entonces, para 

P<Xn 

.. q 
FQ 

ve que si 

• º' • q 
p+q" 

todo n 

,, O> .. q 
pq 

Xn, 

y .JloU.> = P 
¡¡+q 

n~O, co•ienza con la distribucibn 

y P<Xo • J> • p 
¡;.•q 

y P<Xn = J) • p 
prq 

HOTR1 Este resul t•do se obtendrll nue1'<uente •1 h•cer el 
•n'1 is is •lgebr•ico de l•s cadenas de lf•rkov. 

Supbng•se que se cu•ple 1<1 propiedad de Harkov. Puede 
util iz•rse est• infor••citm adidonal par• calcul•r Ja 
distribución conJUnt• d'# Xo, Xi, •••. • Xn • 

Por f!Je•plo, se• n=2 y sean x0 , x1 , Xz iguales a O b J. 
Entonces1 

P<Xo•Xo1 X,•x1 Y X,=xz> • P<Xo•XoY Xs= X¡) 
P< X1 8 Xa I X0 •x0 y X, "Xi) 

• P<Xo =x0 >P<X1 =x1 IXo=Xo) 
P(Xz "XtlX0 •x0 y X1 •x1 ) 

Rhor•, P<X0 =x0 > y P<X1"'Xt l'Xo'"Xo.l esMn deter111inadas por p, q 
~· Ji,;/l'.'; ¡;>Ero sin Ja propied<1d de Harkav no padria evaluarse 

P<X,•>t,IX,• x. y x,•x,J 

•n ttr•inos d• p, q v1'<0>. Sin ••b•rgo, sis• s•tisf•ce 1• 
propied•d de lf•rkov, •ntonces1 



Por e Jlnt1pl o, 
POl0 =0, XJ•J, Xz=O> 'P<X11=0>P<X,=JIX0 zO)P(X1 •01X1 •J) 

"1To (O)pq 

X 

o 
o 
o 
o 
J 
J 
J 
J 

X 

o 
o 
J 
J 
o 
o 
1 
1 

X 

o 
J 
o 
J 
o 
J 
o 
1 

rr. <o>< J-p> 
110 <O><1-p)p 
1ló (O)pq 
JT. (O)p(J-9> 
< J-Jro<O»q<l-p> 
( 1-Ji~((>))qp 
(J-11;(0>)(/-q)q 
U- ~(O))<J-q> 

1.1 FU#CIOH IE TRRHSICIOH r llSTRllUCIOH IHICl~L 

S•• x., n>•O, un• c•d•n• d• #•rltov ~on •sp•c'o d• •st•dos S 
(no n•c•s•r'•••nt• dos •st•dos). L• funci6n ft(1t 1 r>, . xaS , y C' S 
•stl d•finid• por 

P<x,y> • P<X1 • y I X0 • x>, x, , .. s. • • • (J.<:u 

V ., lZ.Hd• FUHCIOH DE TRRHSlClQH d• un p•so d• l• ud•n• r 
r•pr•s•nt• l• prob•bilid•d d• p•s•r d•l •st•do x •l •stado y •n 
un paso. S• cu•pl• qu• 

! P<x,y> • I 
V 

x,yE S, 

"~s. 

••• <J.7) 

••• <J.(J) 

D•do ·qu• l• cad•n• d• #•rkov ti•n• prob•bilid•d•s ho.ag•••s 
•n •I ti••po, s• obs•rv• tu•• 

P<X,.., • V I Xn • x> • P<x,r>, ••• (J.~) 

••• <:J.IO> 

En otr•s p•l•br•s, si I• c•d•n• d• #•rltov ••ti •n •I •st•do 
x •l ti••Po n, •ntonc•s, sin iaport•r co•o •• ll•ftJ • x, ti•n• 
prob•bil id•d ftCx,v> d• Ht•r •n •l ut•do r ·•n •l· liguiHt• p•so. 
Por ••t• r••6n los v•lor•s P<x,y> s• ll•••n ftROIRllLllRDES DE 
TRRHSICIOH DE UH PRSO •n l• c•d•n• d• #•rltov • 

. ~6 



7' < x > "' PUio 1 x >, X(S ••• <3.11> 

r1tcib1t el no•br• d~ DISTRIBUCION INICIRL de la c•dena. Es tal 
q Ult I 

V 
JT,<" >>•O, 

EJt< x.> = J 
X 

xcS ••• (3.12) 

••• (3.J3) 

L• distribucibn conJunt• d• X0 , ••• , 

fAcil•11nt11 11n ttr•inos d11 l• funclbn d11 
distribur.ibn inici•l· Por •J••Plo, 

X" pu11d11 11xpresars11 
tr•nsicibn y d11 l• 

THbifn, 

P< X, •x0 , X, •x1 ) • P( X1 •xo > P< X1 •xi I x, ... x, > 
• 11, <x, > P<x, ,x, > 

P< X0 •x,, X1. •x1 , Xz •xz; • P<X, •x0 , Xi •x1 >P< X1 •xz IX, •x0 , X1 1 -'<J > 

• ~ ( "• >P( x,, x1 >P< x, •x1 / x, •x,, X1 .. x, > 

Co.a x,. , n~O, s.tilf•c.• i. propi•d•d d• #•rkov y tien11 
prob•bilid•d11s d11 tr•n1ici6n ho•ogln11•s •n •l ti••po, •ntonc•s, 

PU1 •x2 1 X0 •x11 , X1•x1 >, P<Xz.•xz I X1=x 1 .> 

• P<X1.•x1 / X0 •x1 > 

• P(Xj I Xz ), 

D• dond11, 

/t<i.•1t,, 1'1 •x1 , 1'1•x1 > •1'<x1 >1'(Jto 1 X1 >P<x.i 1 112 > 

Por 'nducci6n s• obs•rv• 9u11 

• • .<1.U> 

Por ·conv•n'•ncÍ•, g•n•r•IHnt• s• ir111l11rt• •l ord.n d• l•s 
d•finiclon1ts. S• die• qu• ''"'''' xES, vis, •s un• funciOn d• 
tr•nsici6n si s•tisf•c• Cl.7> ~ Cl.I>, y s• die• qu11JT,<x>, 11cs, 
~' un• dJstribucibn lnici~l si s•tisf•c• (3.12> y (3.J3>. Pu11d11 
d••ostr•r•• qu• d•d• an• fancJOn d• tr•nsicibn P y un• 
dlstribuciln in,ci•l Jli. , h•v un ••P•cio prob•billstica d11 
v•ri•bl•• •l••tori•s Xn, n>•O, d•f inld•s •n •l 11sp•cio,. qu11 
••tisf•c•n Cl.14}. Pu.d• d•.astr•rH. t••bitn qu. 111t•s v•ri•bl111 
~l••tarl•• for••n un• c•d•n• dlt #•rkav con funci6n d• tr•nsici6n 
P r di1tribuci6n inici•l Ji. 

En 111guid• s• v•rt qu• l• funclOn d• tr•nslclbn d11 un• 
·:•d•n• d• . #•rkov Ja•t• un P•P•l •ucho •As i•port•nt• •n h 
'1111crlpdtn d• 1a1 prapi•d•du qu• l• distribuc16n inici•l. Por 
•st• r•z•n •• •costu•br• 11studi•r sl•ultAn••••nt11 tad•s l•s· 
r:•d•n•• d• lf•rkav con l• •Is•• fur1ci6n d• tr•nsi<:ion. En IJ•n•r•l, 



cuando se habla Je una cadena de Harkov con funcibn de 
transición P, real111ente se tr•t• d• un• fu1ili• de c•d•n•s de 
H•rkov con la mis•• funcibn de distribucibn. 

J,4 E.JEllPLOS 

En est• s•ccibn se d•scribir~n br•v•••nt• v•rios •J••plos 
int•res•ntes de cadenas de H•rkov. 

EJEHPLO J. CRHIHRTR RLERTORIR. 

S••n ~', ,,, • • • vari•bles •le.tori•s ind11pHdi•nt11s con 
v•lor11s ent11ros y funcion d• densid•d co•un f, S•• Xo an• 
v.,•i•ble d••tori• con v•lor •nt•ro .qa• •s ind11p11ndi•nt• de 1•1 
fi's, y s11• X11 • Xo .,..,, + ... +"D • L• s•caHci• x,,, n>•O, s11 
11••• CRHIHRTR RLERTORIR. Es un• c•den• d11 H•rkov-cayo •sp•cio de 
•st•dos son Jos ent•ros y cuy• funcibn dtt._ tr•nsicibn. •stt d•d• 
por 

PCx,y> • f(y - x> 

• lfo <x0 >P<x0 ,x, > ••• P<x,,.0 x,,> 

y, por lo t•nto, si cu•pl• <l.J~> 

Supbn9•s11 un• Hp•rtlcul•" qu• s• •u•v• • lo l•rgo d• los 
enteros d• •cu•rdo con •st• c•d•n• d• ll•rkov. C•d• ~•z _ que l• 
p•rtlcul• •stl •n x, sin i•port•r co•o llegó •hl, s•lt• •l •st•do 
y con prob•bilid•d f(y - x>. 

Co•o c•so •speci•l, considtrese un• c••in•t• •l••tori• 
Sl#PLE, •n dond11 f(J) • p, f<-1> • q y f<O> • r1 dond11 p, q y 
r son no n•g•tivos y su••n l. L• función de transición est•r~ 
d•d• por1 

¡ ·· si y•x+l 
P<x,y> • q, si y•x-J 

. r, si y•x 
o,. otro c•so. 

(IJl•n l• Figur• 1.:v 



p p • 

fiflN u 
Cul11t1 ••••••• ,. 

E1 d•c1r, si l~ p•rtlcu.l• 1• •ncuentra en el estado x en una 
ot•s•rv•cilm d•d•, •n l • sigu.i•nt• obser~1•c itm h•brll s•l tado al' 
nt.'i10 x~I c:on prob•bilid•d PI •l •stado x-J, con prob•bilidad q; 
o per••necer~ •n el •is•o •st•do x c:on prob•bilid•d r. 

Por ~ J••Pl o, 
producto y ti•n• 
prob•bilidad q d• 
•proxi••d•••nt• l•s 

un• c:o•p•fi!• 
prob•bll id•d 
di s11dnuirl •s 

•is•••· 

c:r•• un nu•vo envase 
p d• •u•entar sus 

y prob•bilidad r de 

par• su. 
ventas .• 

qu.• sean 

HOTfH 
•leatori•, 
'*plndic• A. 

H~s •d•l•nt• se rEto••rll este •Je•plo de ca~inata 
v~as• una si•ul•cibn de ca•inata aleatoria en el 

EJElfPLO 2. CA~ENA DE EHREHFEST. 

Est• es un •od•lo·si•Pl• d•l int•rca•bio de c•lor o de 
•oltcu.l•s d• 9•s entr• dos c:u.•rpos •isl•dos. Rec:u.trdes• l• L•Y de 
Conürv•citJn d• l• lf.t•ri• y l• Ener9fa1 "H•d• s• c:re• ni se 
destruye, sol•••nt• s• tr•nsfor••n· Entonces, cu.•ndo existe, por 
eJ••Plo, un int•rc••bio de c•lor entre dos cuerpos, uno de •llos 
<el que tenga ••yor te•p#r•tur•), lo cede; ~ientras que el otro 
¡~ r•cib€ 1 de •odo que 1~ cantidad inicial de c•lor sigu• siendo 
l• •i•••· <Aunque •n l• prac:tic• existen otros factores que 
•odific•n este proc•10.> 

Puede to••rse co•o •odelo un 
l• c•Ja lf y h c•J• B, y d bolas 
represent•n los cuerpos, l•s 
•allcul•s. 

siste•• co•pu.esto d~ das c•J•s, 
nu•er•da11 1,2, ••• ,d • R y 9 
bol•s son, por •J••plo, las 

lnid•lHnte •lounu de •st•1 bal•s est•n en l• c•J• A y l•s 
rest•ntes est•n en l• C•J• B. S• elige un entero •l •z•r entre 
1,2, ••• ,d, y l• bol• correspondiente se s•c• d• l• c•J• y s• 
coloc• .,, la otr•. E1t• proc•so '" repit• indef inida••nt• con 
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Sea Xn el n~mero de bolas en l• c•J• R despues d•l n­
ésimo ensayo. Entonces Xn ,n>=O, es un• c•den• de M•rkov en Sz 
0,1 .. 2, ••• d • 

L• función de trsnsicjbn de •st• c•den• d• #•rkov puede. ser 
cslculsda f~cil•ente. Supbng•se que h•Y x bol•s en l• c•J• R •1 
tie•po n. Entonces, con prob•bilid•d xld l• bol• s•c•d• en •l 
ens•yo n+J pertenecer~ • 1• c•J• R y serl tr•nsferld• • l• c•J• 
B. En este c•so h•brl x-1 bol•s •n l• c•J• R •l tie•po n+I. 
Si•il•r•ente, con prob•bilid•d (d-x>ld, l• bol• s•c•d• en •1 
ens•yo n+J pertenecerl • l• c•J• B y serl tr•nsferid• • l• c•J• 
R, resultsndo x+J bol•s •n 1• c•J• R •l tie•po n+l. Por lo t•nto, 
l• funcibn de tr•nsicibn d• est• c•d•n• d• ~•rkov •st•rl d•d• 
por1 

{'" si y•11-l 

PCx,y> • J-<xld> si v•x+I 

o otro c•so 

H6tese que l• c•den• d• Ehrenfest en 
&nic••ente v• del est•do x • x-J o • 1t+J 
positiv•. <Vt•s• l• Figur• 3.3J 

un• t r•n s J'c Um 
con prob•bilid•d 

~ ... ~ 

n ... 1.1 
w... ........ . 

HOTR: Un •st•do • de un• c•den• d• H•rkov es ll•••do ESTRDO 
IUISORIENTE si l'<•,•>•J1 equiv.Zent••ente, P<•,v>•O per• todo. y 
distinto de •· El siguient• •JHplo utiJ iu •st• d•finici6n. En 
l• r1rlfic• se obs•rv• est• h•cho flcil•ent•, v• que un •st•do 
•bsorbente no ti•n• •reos que s•lg•n d• 11. 

EJE#PLO 3. CRDENR DE LR RUINR DE UN JUBRDOR. 
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:nici•l en libr•• y hace una serie de apuestas de una libr• 
:cntr• 1• e•••· Sup6ngase que tiene probatilidades p y q=/-p de 
i•nar o p•rder, rrspectiva•ente, c•d• apuesta; y que si su 
~apit•I llega a cero, estar~ arruinado y permanecer~ con capital 
•:ero de ah! en •del •nti'. Sea Xn 1 n>=O, el capital del jugador al 
tie•po n. Est• es un• caden• de Markov en la que O es un estado 
absorbente (no puede seguir •pastando>, y par• x>•11 

P<x,yJ { 

si Y"'X-1 

• .. <3.15.l 

Vich• c•den• •s ll•••d• CRDENR DE LR RUINR DE UN JUGRDOR en 
S• 0,1,2,... • Pu•d• •odific•rs• •st• •od•lo suponi•ndo que si 
•1 c•pit•l del JU9•dor •cu•ul• d libr•s, d•J• d• Jug•r. En este 
c•so, O y 'd son est•dos •bsorbent•s, y (3.1~> se r.u•pl• para 
.'l(•l, ... ,d-1. <Vt•nse l•s Figur•s 3., y 3.~ p•r• c•d• uno de estos 
c•sos) 

" .... :1.4 
W..j:.~ ...... 

~ ... )Jtro 

, . ..,.,,, 
....=-.: ¿: :t::..~ s. ........ 

/:,/ 

.,,_ 



Una interpretación alternativa de esta ~lti•• c•dena, puede 
ser que dos JUg•dores hag•n series df' •PU•st•s d• un• libr• uno 
contra otro y que entre ambos trng•n un c•pit•l tot•l de d 
libras. Sup6ng.ise que el pri•er JUg•dor tiene probabilidad p d• 
ganar un• apuesta dad•, y el segundo JUg•dor tiene prob•bilid•d 
q:zJ-p de gan•r. Los dos Juegan h•st• qu• uno de ellos se •rruin•. 
Sea X el c•pit•l del pri••r JUg•dor •1 tie•po n. Entonces Xn, 
n>=O, es la cadena de ruin• del JUg•dor en S• 0,1 1 2, ••• ,d. 

EJEHPLO 4. CRDEHR DE HRC1H1EHTO Y HUERTE. 

Considlrese un• c•dena de Harkov ya se• en S• 0,1,2, ••• , o 
•n ·s ... o .• 1, ••• , d t•l que co11enzando en x, 1 • c•d•n• est•rll en 
x-1 o f'n >r.'+/ , o per•anecerll .:-n x, des pul:> de un p•so. 

q. si v•x-1 

"• si v•x 
"P<x,y) = 

p" si v•x+J 

o otro c•so 

donde p,q,r son nb•eros no neg•tivos t•les que p+q+r•J. L• c•d•n~ 
d• Ehrenf•st 'I l•s dos version•s de 1• ruin• del JUg•dor son 
c•sos d• r..•d•n•s d• n•ci•i•nto v •uerte. L• fr•s• "n•cl•iento I' 
•uerte" pro11lene d• l• •PI lc•cibn en 1• cual •l est•do de i. 
c•d•n• represent• l• pobl•clbn de algbn slste•• de 11ld•. En est•s 
•Plic•ciones 1• tr•nsicibn del est•do x • x+I corresponde• un 
n•ci•iento, •ie~tr•s que l• tr•nsicibn d• x • x-1 corresponde • 
une •uerte. <V•ese l• Figur• !.6> 

rlllN ... 
c:e.na ................. ... 



EJEMPLO ~. CRDENR DE COLRS. 

Considt,.esr un srr11icio co•o un• ca.¡a en un s·uper•erc•do. La 
grntr llrga • l• c•J• rn diversos •o•entos y es eventu•l•ente 
•tendid•. ~quellos clientes que dese•n ser atendidos pero a~n no 
lo son, for•an un• cal• o llne• de esper•. Hay una gr•n variedad 
de •adrlos que describen dichos siste••s, dentro de las lecturas 
reco•end•das se encontrarln v•rios libros que tratan este te•a en 
drt•l lr, se sugirrr revis•,. <H>, lntroducci6n • 1• Tf'orfa df' 
Col•s. Se consider•rl •qui un siste•• •uv sencillo. 

Purde 11rdirse rl tir•po •n •lgun pf'riodo con11enientf', 
•inutos, por eJe•plo. Sup6ng•s• que si hay •lgunos clientes 
esper•ndo al inicio de un periodo d•do, ex•ct••ente un clif'nte 
srrl •tendido dur•nte es• periodo, y que si no h•y clientf's 
esper•ndo, ninguno se,.I •tendido du,.•nte ttl periodo. SI'• fn el 
n&•rro de clittntes nuevos fur lleg•n dur•ntl' el n-tsi•o prriodo. 
Sup6ng•se qu• f1 , { 1 ; •·. :son v•ri•bles •lratori•s indrpendientes, 
entrr•s y no nrg•tiv•s con funcibn de drnsidad co•&n f. 

SH Xo •1 n&.rro de i:llrnt•s presl'n.tes inici•hente; y, para· 
n>" 1, se• ·x. · el. n&•ero dr el irntes presentes •l fin•l d#J n­
tsi•o pr,.iodo. Si. Xn•O, •ntonces 11,..,.,,,,,, y si Xn>•J, entonces 
1l1tt1•Jr11 ._,f,,., -J. Se sigue de l• su.posicil>flde ~ .. , n>•J, que Xn , 
n>•O, "' un• c•den• de #•rkov cuyo esp•cio de •st•dos son los 
•nteros no nrg•tivos y cuy• funcibn de tr•nsicibn P rstt d•d• 
por1 

P<x,y> • si )( >"' J 
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EJEMPLO 6. CRDENR DE RRM!FICRCION. 

Consid•rense P«rtfcul•s t•les co•o n•utron•s o b•cteri•s, 
q1" puedan gener•r nuevas pcirtfcul•s d•l •is•o tipo. El conJunto 
inici•l de obJ•tos perten•c• • l• 9•ner•cibn c•ro. L•s pcirtfcul•s 
g•nrr•d•s • P•rtir de l• n-lsi•• g•n•r•ci6n pertenecen • lci 
gener•ci6n n+/. Se• Xn, n>•O, el n~•ero d• p•rtlcul•s •n l• n-· 
tsi•a genercición. 

En un •o•ento d•do, pueden co•><istir p•rtfcul°•s de ·v•ri•s 
gener•ciones, 

Un• situ•cibn tfpic• s• ilustr• en 1• Figur• 1.11 un• 
p•rtk1d• inici•l gener• 2 P•rtJcul•s. Rsl, X1•l y 111 •2. Un• d• 
l•s p•rtfcul•s rn l• pri•er• g•ner•cibn ere• 1 p•rtfcul•s, 1• 
otr• cr•• un•~ i .e., Xi•./. Obstr1•es• en 1• figur• qu• 11, •2. Co•o 
ningun• de l•s P•rtfcul•s de 1• terc•r• gen•r•cibn cr•• nu•v•s 
p•rtlcul•s, Jl4•0, y, consecuente•ente, x.•o P•r• tod• n>•I. 
En otr•s P•l•br•s, 1• descendenci• de 1• p•rtlcul• inici•l •n 1• 
g•n•r•ciOn cero se e><tinguirl despuls de tr•s g•n•r•cion•s. 

,. ...... , . 

} 
} 
} 
} 

Clll. 

Clll l 
Clll I 

Clll 1 

Cllllla .. llÍítllltillfe 



Pcira •Justar este ~adelo a una cadena de Markov, supbngase 
q~e cada cartlcula genera ~ partlculas en la siguiente 
.;en•'"ªd"n· donde ~ •s unri V•ri•ble aleatoria é'nté'ra no 
ne9ati ,,., .:on f uc i bn de densidad f. Supbn9as.; 9'·" el nlí111ero de 
naci•i•ntos de partfcul•s rn las generaciones se eligen 
indepttndirnte•ente de •cuerdo • l• densidad f, 

B•JO estas suposiciones Xn, n>~o, for•a una cadena de Harkov 
cuvo espacio ~e estados son los enteros no negativos. El estado 
cer~ rs un estado absorbente, dado que si no h•Y r•rtlculas en 
wn~ generación d•d•, t•mpoco l•s h•br¡ en la siguiente. 

P<x, y> "" P<f, .,.,,.,., •• .-. I~ .ry) 

donde 11, ••• ,~~ son v•ri•blrs •le•tori•s independientes con 
funci&n de dttnsid•d co•lín (.(Figura ¡,9) 

En particul•r1 P<l,y>~f<y>, y>•O, flS 1• prob•bilidtd de que 
1• P•rthl• origin•l tflntJ• y drscendient.tts. 

Si un• p•rtfcul• d• origiin • J •O .• p•rtfculas, 1• 
intttrpr•t•ci&n tts qufl l• p•rtlcul• •urrfl o dtts•P•rrctt. Supbngastt 
:¡ue un• p•rtfcul• d• origrn • 11 p•rtlcul•s, qur •su vez origin•n 
otr•s1 pero d•sputs dtt un ciflrto n&•rro de gttnrr•ciones tod• Ja 
Jtscttndrnci• dtt l• p•rtlcul• inici•l h• •urrto o drs•P•rrcido 
<Fi9ur• 3.8>. Lln flVrn~o dtt flstr tipo lfl describfl dicittndo que 
e1•ttntud•ttnte, Jos drscflndittntes dfl l• P•rtlcul• ori9in•l se 
"txt ing"i rAn". ·Un probl tt•• intttf'rs•nttt qutt in vol ur..r• 1 as c•den•s 
dtt r••ific•ci&n tts ttl dr c•lcul•r l• prob•bilid•d p dtt l• 
ttxt-incilm dr un• c•d•n• de r••ific•ci&n qutt se inici• con un• 
sol• P•f'tfcul• o, ttquiv•lttntr•ttnttt, l• prob•bilid•d de qutt un• 
c•dfln• dtt r••ific•cibn qutt stt inici• ttn fil ttst•do l llegutt • ser 
•bsorbid• °por fil rst•do cflro. Vn• v;z dtttrf'•in•d• p, stt puede 
ttncontr•r f.tcillllttnt• l• ·prob•bilidlld dr qur ttn un• c•dena de 
r••ific•ci&n qutt lfl inici•.con x p•rtlcul•s, Jos dtts~ttndittnttts de 
c•d• un• dtt ell•s sr ttxtih9•n. En f'tt•lid•d, d•do q"tt se supone 
qutt l•s P•rtlcul•s •ct&•n rn for•• indflprndiente, l• prob•bild•d 
drse•d• fll p• • <Vt•stt Rptndictt B, probabilid•d dtt eventos 
indttpttndiflntc>s> 

La c•dttn• de r••i.fic•citin se> usb origin•l•rnttt P•r• 
.;.::• ... ;;;::r,•r !• prob•bilid•d dtt qutt l• dttscendencia 11asculin• dtt 
un• pttrson• d•d•.s• ttxtlnguittf'•• P•r• fllte propósito sol••rntr stt 
incluyen los hiJOS v•ronrs •n l•s tJttnrr•ciones. 

EJE#PLO 7. OUPLICRCIOH DE CELVLRS. 

Considlrttstt un gttntt co•puttsto dtt d unid•dtts, donde d tts 
•l~un entrro positivo, y c•d• unid•d purdtt sttr nor••l o •ut•nte. 
Considfrrstt t••biln un• ctlul• con un 9entt co•pursto dtt • 
ul"lid•des •utanttts y d-• unid•dtts nor••ltts. 

Rntrs dt1 qutt 1• ct.i ul• stt di vid• ttn dos, el gene se duplica~ 



El ~ene correspondiente a un• de las cllul•s ~iJ•s f!St• co•puesto 
de d unid•des 11legid•s •l •z•r de entre l•s 2• unid•des •ut•ntes 
y l•s *<d-•> unid•des nor••les. SupOng•se que se si9ue un• lln•• 
fija de descendenci• p•r• un gene d•do. 

Se• Xo 
inici•l •ente, y 
el n-lsi•o gene 
de H•rko v en S• 

el nb•ero de unid•des •ut•ntes presentes 
sea Xn , n>•J, el nb•f!ro de •ut•ntes presf!ntf!s en 
descendiente, Entonces Xn , n>=O, es un• c•dena 
0,1,2, ... ,d y 

P<x,y> • 

Es df!cir, un• distribuciOn hipergeo•ttric•. (Ve•se Rptndice 
B>. Los est•dos cero y d son f!St•dos •bsorbf!ntes p•r• esta 
r.•df!n•. (Vl•Sf! Figur• 3.JO) 

flllHl.11 

"'"'ft'~.t' ...... 

1.1 IU#CIOH 11 T~tH•ICIOH 1# # ,1101 

En •uch•s oc•siones, el lnt.rls en cm slst••• no s• reduce • 
su co•port••lento de un p•riodo de tle•po • otro, sino que 
t••bltn. se ·des•• ••b•r cual sera el posible est•do d•l slste•• 
desputs de • periodos. 

S•• "", n>•O, un• c:•den• de lf•rlto11 en s, c:on func:ilm de 
tr•nslc:i6n P. Si •l tle•po n, l• c•den• •• •nc:uentr• en eJ est•do 
K , puede c:•Jc:ul•rse I• prob•bilid•d de qae, dentro .de• p•sos, 
•• encuentre •n ""*"' c:o•o 1 
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P ( >í11•1 = 1 "'' , , , • 1 X11.m "Xn1ml Xo "'.>;¡, " • • • , X n = x,, .> 

P< Xo "Xo, •••• x ... ,,, .. xn.,,,> 
P(Xo •x0 , •• • , Xn zx,, r 

Por Cl,14J, esta ~/tima r~zon es igu•l a: 

lfo< Xo >P< Xo, .'<1 > ••• P< x.,,..,, x,,,.,,.> 
~(x,.>P<x.,,x1 ) ... P<x •• 1 ,x,, ) 

Por lo tanto, <3.J6> se cu•ple. 

... (J,1tS,) 

• •• (J,J'1.> 

'D•do qui s• •stt ••n•J•ndo una c•d•n• d• Har/<0~1 , no interesa 
s•b1r cb•o 11•9• •l sist••• de x • y 1n m p•sos, sino l• 
prob•bilidad d1 que lo h•9• por cualquier ca•ino posible, Sean 
1ntonc•1 flo , ••• , ¡:¡,,., subconJuntos d11 S que represent•n 1 os 
posibles ''dores que pueden to••r Xo, ••• , Xn.11 y sean B' , ••• , 
Bm subr:onJUntos d• S que repr1sent.w los posit•les wilores de 
x •• , , ••• , X11,,,.. 1J1 donde pueden for11Ju.J,1rse las siguientes 
•cu•': ion .. s: 

• P<x,y,>P<y1 ,y1 >. •• P<y.,.,,_~, Ym> 

P<X,..,,B,, ••• , """"'' B,,, I "•'~ ••••• , x,,.,ER,,.,, X,,•x) 

••• (3.JIJ.> 

•••. ¿ P<x,y, .>P<'Yi1Y2 > .•. P<Ym . .c ,y.,,) 
'' B 111 ... ( 3 • 19 > 

Entonces, l• fancUm dfl tr•nsid6n en • pasos P"' < x, y" es 
d•cir, l• prob•bilid•d de P•s•r.del est•do x •1 y en m p•sos, 
11tt d•finid• por1 

P"'<x,y> • ~ ••• E PCx,y, >P<v, ,yl? > ... P<v •• 1 ,y,,..,>P<y,,.."y> 
Y1 Y,.., ... ( 3. 20 > 

Ob11>,.wu1 que s1 to••n en cu•nt•' todos· los posibles c••inos 
P•r• ir d• :..· • y ttn • p•sos. 
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Si m=O, la probabilidad d• ir d& x a y en O pasos s• pu&dE 
expresar como un• delta de kroneckert 

¡ : si 11"""1' 

en otro c•so. 

Si m=t, se ti•n• la función de transición de un p•so P<x,y> • 

En p•rticul•r, ha•:i,.ndo 1}0 •.,.:rf},,.,=S 

P<Xn•m "Y I Xn•x.> "'P"'<x,y> 

11,. ( 3. 21 >. se obtiene 

POCn•m •y I Xo•x, X,,•z> .r Pm<Z,'f) 

Rde•ls, 

p•""c ", y) ... p ( x •• ,., ... y I Xo • X> 

• l,P<Xn=z I X1•x>P<X••rn"Y I X1-"X 1 x.•z> 
z 

• :E P"<x,z> P<X,,,,., .. ,, I X1•x, X11•z) 
z 

TJe (3.23> s• concluv• qu,., 

p"' 111<x,y> • Z.P"<x,z> p•(z,y> 
z 

... (3.2J> 

••• (J.22) 

••• (J,23> 

••• ('J.2-1> 

Est• flltiH •cuacibn signlfic• qu•, •l p.s•r •l .sist•H d•l 
•st•do x •l est•do 'I ,.n n+• p•sos, s• •ncontr•rt •n •lgfln •st•do 
cu•lqui•r• z, •l ti••po n, d• dond• ll•g•rl • 'I •n • p•sos. Est•s 
•cu•clon•s s• canoc•n co•o ECURClOHES DE CHR#P#RH-NOL#OSOROV, 

P•r• c•d•n•s d• #•rkov con nfl••ro d• •st•dos finito, se v•rt 
mlls •df'I anti", desde el punto d• i•lst• •lt;•br•ica, est• ••:U••:itln 
pu•d• r•pr•s•nt•rs• '" far•• ••trici•l, y P" s•r• l• n-tsi•• 
pot•nci• d• l• ••triz d• tr•nsici6n. 

S•• .11'o l• dlstribuci6n inlci•l d• l•.c•d•n• d• #•rkov. Co•o: 

P(X •y> • I: PCXo•x, X,,•y> 
X 

.. ;;: P< Xo•X) PC x,, :t V I "º •x .> 
X 



P<>ín=v> = ;[JT,fx> ¡.!'<x,y> 
X 

••• (' 3. 25.> 

Esta fbrmula perDite calcular la distribucibn de Xn en 
t~rvinos de la distribucibn inicial Jfi, y la funcibn de transicibn 
en n pasos P11 • 

Un mttodo alternativo para calcular la distribucibn de Xn , 
puede encontrarse utilizando una ecuacibn de r•currencia: 

entonce.;, 

l:. P(X 11=x> PCX,,,, ... y / X11 =x> 
X 

P<X 11.1•y) = ¿ PCX,,11x) P<x, y> 
X 

••• (3.26) 

Si se conoc• l• distribucibn inicial d• Xo , se puede 
utilizar <J.26> p•r• c•lcul•r l• distribución d• Xi • Entonces, 
conoci•ndo. est• 6lti•a, se re•plic• <J.26> P•r• encontrar la 
distribucibn de Xz. Si•il•r•ente puede hall•rse 1• distribucibn 
de x. •Plic•ndo CJ.26) n veces. 

S• utiliz•ri 1• notacibn P. < ) p•r• denotar las 
prob•bil idadu de v•rios eventos definidos en ttr•inos de una 
c•den• d• H•rkov qu• s• inici• en x. Rsl1 

es l• prob•bilid•d d• que un• c•d•n• de Harkov que se inici•'en x 
se encu•ntr• •n •l ••t•do • •l tt••po J, pero no en el l o en el 
2. Con ,.st• nuttv• not•ci&n, l• ,.cu.cibn C3.J9> puttde rusc·ribtrse 
co•o1 

• P, ex,' B, , ••• , x,. f'B111> ••• (J.27) 

ir~: ar, la prob•bilid•d de que una cadena que se encuentra en x, 
se encu,.ntre en •lg6n est•do d• 8., despuls de • p•sos. 

1.5.I 11EIPOS 11 ILCIHCE 

Se• ti un subconJunto de s. El ti••po de alc•nce o tie•po d• 
lhg•d• T dfl ti est• definido co•o1 

y 11 •OO <infinito>, si X f. R, P•r• todo n>O. 
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Es decir, ~ •s el pri•er tie•po positivo en que la caden~ 
de Harkov lle9a • A. Los tie•pos de •lc•nce JU•g•n un p•p•I •UY 
i111portante en l• teorl• de I•s c•den•s de #•rkov. Se denot•rl el 
tie•po di!' alc•nce de .un punto •tS co•o Tc1. 

Llna ecu•c i bn i •port•nte rel •e i on•d• con los ti e•pos de 
•Icance estj d•d• por1 

" " ,,.m 
P <x,y> •¿Pe <T,••> P <y,y>, n> .. J ••• <3.:UJ> 

111•' 
Esto expres• la prob•bil id•d de que un• c•dttn• que 

encuentr• en x, se encuentre en y dentro de n p•sos, co•o 
prob•bilidad de que •Ic•nce y en• p•sos por pri•ttr• vez, y 
•hJ regrese • y en los rest•ntes n-• p•sos. 

EJE#PLO J. Tll#POS DE RLCRNCE PRRR ESTADOS RBSORBEHTES. 

Puede de•ostr•rse que, si • tts un est•da •bsarbente, 
entanctts P" <x,•>"" P, <Ta ~n>, p•r• n > .. l. Es decir, qu«' 1• 
prob•bilid•d de que un• c•den• que se encuentr• en ttl est•do x se 
ttncuttntrtt ttn ttl ttst•do •bsorbttnte ., dttsputs de n P•ios, es igu•l 
• · l • prob•b'1 id•d de qutt •l c•nce • •n •l glin titt•po Hnor o i gu•I 
qu• n1 lo cu•l tts intuitivHen·te clttr.to, v• que, un• vez 
•l c•riz•do ttl ttst•do •, ttl si stu• per••nttc; •hJ .-

Si • •• un ttst•do •bsorb•nte, •ntonc•s 
J<•n<••1 ~or lo t•nto Cl.H> i•pl le• qut11 

p" <x,•> • i: P. < r. • • > p"º"' <., • > .. , 
• 

• ~ P, (Ta••> .. , 
HOTR1 Obslrvttstt que 

P, <Tr•I>. P11 <X,•y> • P<x,y> 

n-m 
p (¡,,~. '1, 

Pi <Tr •I> • r P, <X,•z, Xi•v> • T P<x,z) l'<z,y> 
1-,-y i1, 

,, ... ; 

,.,.. V•l º""' d• " •h gr•ndes I l •s prob•bi li d•d•s P11 a, •n) 
pu•d•n ttncontr•rstt utiliz•ndo l• f6r•ul•1 

Pr <Tr •n"'I> • l P<x,z> P., a, •n>, n>•I ••• <J.29> 
. ,~, 

Est• f6r•ul• pued• obt•nerse dtt CJ.27>, pero puede 
•n•liz•rstt dir•ct••ent• 1 Y• que p•r• ir de x • y por pri•er• v•z 
en ttl tie•po ""''• es nec•s•rio ir d• x • •lglin est•do zlv •l 
pri••r p•so, y luego ir de z • y por vttz pri•er• •l fin•l de n 
p•sos •dicion•ltts. 
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1.5.a #11Rll DE TRRHSICIOH 

SucOn9~se •hor• que eJ esp•cio de estados S es finito, es 
decir, $: 0,1 1 2, ••• ,d • En este c•so puede pensarse en P como Ja 
•atrir dtt tr•nsici6n con d~I ren9Iones y colu•nas, d•da por: 

o t d 

o r P<O,O.> P<O,IJ Pc'O.,d> 

t 1 PU,O> P<t, J> PU 1 d> 

• 1 

P< d, t> P(d,d) 

PÓr ti' Je•pl o, l• ••triz de tr•nsici6n de prob•bilid•des para 
d eJe•plo de l• ruin• de un JU9•dar <EJ••plo J, Sección J,:5),· 
con d•J, ,.,.,., 

o t 2 J 

o I o o o 

J q o p o 
2 o q o p 

3 o o o I 

HOTR1 Obsfrvese que J• su•• por ren9lones sie•pre es t, ya 
que repr•s•nt• l•s tad•s l•s pasibilid•dtts • P•rtir d• un •st•da. 
D•da qu• •• un• ••triz d• prob•bil,d•des, todas los ele•ttntos 
serln no · b•9•tivos. Un• 9r•n vent•J• de l• reprttsent•cibn 
••trici•l, qu• se discutirt •ts •d•l•nte, es que indic• con 
cl•rid•d.l•s r•l•cion•s •ntre las est•dos, lo cu•l ser• •UY ~til 
•l tr•t••. con I• t•orf• de gr,f ic•s. 

" 
Par otro l•do, pu•d• verse Pn co•a 1• ••triz de tr•nsicibn 

en n p•sas. L• f6r•ul• <l.a4> con ••n•l se convierte •n 
~~ w • P . Cx,y> • f P <x,z> P <z,y> 

• I' <x,y> • I:. P<x,z> P<z,y> • 
Record•ndo l• definicil>n del producto de dos ••trices, se 

observ• fue l• ••triz de tr•nsicibn de dos p•sos P1 es el 
prode1cto d• l• ••triz P consigo •is••· Sener•liz•ndo can ••I en 
U.14>, H tittn• qe1e 
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"" P <'x,y> ••• ('3,30) 

Se sigue de (3.30) que la ••triz de transicion en n p•sos p•, es 
la n-~si•a potenci• de P. 

Un• distribucUm inici•l lfo pued• pens•rse co•o el vector 
ren9lbn de di•ensibn d+J, donde cada eJe•ento representa Ja 
probabilidad inicial de J• c•d•n• d• •ncontr•rse en c•d• uno de 
Jos estados. Este vector cu•ple con l•s •is••• propied•d•s de P1 
•• no neg•tivo y la su•a de sus •l•••ntos •s J. 

Si JTn denota el vector rengl6n d11 diHnsi6n (d.,.J>, que 
representa la distribución d• prob•bild•des •n el tie•po n1 

JI,,= ( p º'• 'º >, ••• ' p º"' .rd)) 

••• (1.31) 

P,,., ª JT,,p ••• (J.12) 

L• c•den• 
secci6n 3.2 es 
flcil••nte P". 

de H•rko'' d• dos est•dos qu• s• discutib en l• 
uno d• los eJ••plos dond• pu•de •ncontr•rs~ 

EJEHPLO 2. CRDEHR DE HRRKOV DE DOS ES1RDOS. 

Un profesor •s conocido por sus c••bios de c•rlcter dur•nte 
el di•. Observlndolo dur•nt• un l•rgo periodo de tie•po, sus 
•lu•nos h•n ll•g•do • l•s siguientes est•dlstic•s• si estl de ••l 
hu•or dur•nte ciert• hor•, .l• prob•bil.id•d dtt que continlle uI 
dur•nt• l• si~uierlte hor• i>s q. ·Si. ti6t• de buen hu.ar dur•nt.• 
dich• hor•, h prob•bill id•d. "' fa•' ~ontinu• HI •n l• siguient• 
hor• es p. Rsu.iendo ·que •st•1:··probflb

0

1l id•d•s d• cHblo de. eshdo 
de l• •ent• del profesor SOD ·huogtn•H ~n •l tiHpo, SUS •la.r>OS 
des••rl•n obteHr l• siguieDtr inftií••.ici'tln1 · · · 

i> D•do que el profesor h• co•enz•do •l di• con buen <o 
••l > hu•or, ¿ cuU es l• posibil id•d de •ncontr•rlo o no 
de bueD hu•or •l fin•l del di•? · · 

ii > Suplmg•s• que el pro f•sor •:o•i •nz• el d I wt; con ••! <o 
buen> hu•or, ¿ culnto tif'•po se esper• qae contin4• sin 
c••bi•r? 

iii) Supbng•se que el profesor se pone de ••l hu•or en •lgun• 
hof'• del dh, i cu•Dto tie•po le ll•v•, -.n pro•edio, 
''º'ver •I bueD hu•or? 

. P•r• resolver ••t•s cuestiones es n•ces•rio . obt•ner l• 
•.t.riz de tr•nsici6n de n P•sos P". 

L• ••triz de tr•nsicibD de un p•so est• d•d• por 
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p 

donde p+q .> O. 

P•r• encontrar P"<0,0.>;rP0 (Xn"'O>, se• .!Tg(O)zl en (3.3), con 
lo que se obtiene: 

fo<Xn=O> = q + < 1-p-q,1' ( ffo<O> - q ) 
p+q pfq 1 

t:'ntonce,~, PTI (0,0) .., q + ( 1-p-q)n p 
p:q ¡¡rq 

" P•r• encontr•r P <O,l>=Pa <Xn"'I>, s•• .l!o<J>•O •n <3.~), con 
lo qur 1• obtiene1 

P"<o, t> .., p 
pq-

p" < J,O> .., q 
pq 

y P.,,<J,J) ,, p + 
p+q 

1.5.I 11E#,OS DE ~ECURRE#CIR 

( 1-p-q>" p 
-pq 

( J-p-q/' q 
prq 

( J-p-q," q 
p+q 

.. ( p (J-p-q) 
p+q -q 

~ ••nudo result• convrniente h•c•r •fir••cion•s de 
:·:!1~flidad r•sp~cto al ~6•ero de transiciones ll•vadas a c•bo 
por el proc•so •1 ir d•l est•do x •1 •st•do y por pri•er• v•z. 
Este int•rv•lo d• ti••PO si cono<:• co•o ti••Po del pri•er P•so .o 
ti••PO de •lc•nc• p•r• ir d•l est•do x •l ••t•do J• Cu•ndo x•y, 
este ti••Po del pri•er P•So •s si•Pl•••nte •1 n6•ero de 
t.ransidon<es h•st• qur el procr.<:o rE'gres• •l •st•do Jnidd x. En 
•ste c•so •l ti••PO d•l pri•er p•so s• cono<:• co•o TIE#PO DE 
RECLIRIUNCI~ P•r• •I •st•do x. 

En g<l!ner•l, los ti••pos d•I pri•er P•so son ~·•ri•bl•s 
•leatori•s y, por lo t•nto, tienen distribuciones de probabilid•d 
•soci•d•s •ellas. Est•s distribucion•s de prob•bilid•d depend•~ 
1P l•s probabilid•drs de tr•nsi•:i6n del proceso. En p•rticular, 
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se /1.i denot.ido por Pi < Tv =n >, 1 • prob•bi 1 i d•d .d.- que •l ti ••po d<El 
pri••r p•so del est•do x •l ttst•do y stt• i9u•l • n. 

Estas prob•bilid•d•s s•tisf•cen l•s siguientes r11l•cion•s de 
rttc urr11n•: i • 1 

P. ( 1 y = J) • p J (X, y) z p (X, y) 

P,<Tv•2> .:r P
1

<x,y> - P"'<Ty.rJ> 

- P,, <Tv .,.n-J>P<y,y> • •• CJ,:J:J> 

Por. lo t.nto, puttdtt c•lcul•rs• l• prob•bilid•d dtt un titt•po 
dttl .. pri •ttr p•so del •st.do x •l ttst•do y, en n p•sos, de •Her• 
rttcurrttnte • p•rtir dtt l• prob•bilid•d dtt tr•nsicibn dtt un p•so. 

Est• su•• puttde sttr ttstrict••ente •ttnor que l, lo cu•J 
i•plie•rl• qu• un proc•so qutt ttst• inici•l•ente ttn ttl ttst•do x, 
tts posibltt qutt nunc• 11•gu• •l ttst•do y. Cu•ndo l• su•• es i9u•l 
• l, puttdtt considttr•rstt p, <Tf •n> , n•l,2, ••• , co•o un• 
distribucitm de prob•bi1'd•des p•r• l• v•ri•bltt •ltt•tori•, el 
tie•po dttl pri•ttr p•so. 

Rquf pu.den prttsttnt•rstt blls i c••tt;)te dos r.:•sos 1 

.... 
i> Si x•y V ¿ P, <T~ •n> • l 

""' 
entonces ttl est•dv x 1e conoce co•o ESTRDO RECURRENTE, 

·porque un• vttz que ttl procttso stt ttncuentrtt ttn ttl •st•do x, 
rttgrtts«.r/J •l ttst•do x. Un c•10 especi•l dtt un ttst•do 
.rttcurr'ttnttt', tts un ESTRDO RISOlf1JEHTE. Stt die• qutt 1t ttS un 
ttst•do •bsorbente si l • prob•bll id•d dtt tr•nsici5n <ttn un 
p•so> P<x,x> tti igu•l • l. l'or t•nto, si un ttshdo es 
•b1orbttnttt, ttl procttso nunc• lo dttJ•rA un• vttz qutt ttntr• . ". 

'" s; 
.. 
~ "" <T .. •n> < l ""' ' 

ttntonctts ttl ttst•do x ltt conoce co•o ESTRDO TRRHSITORlO, 
porque tt1to i•plic• qu; un• vttz que ttl procttso stt·•ncuttntr• 
ttn ttl ttst•do x, existe un• prob•bilid•d e1trict•••nttt 
positiv• dtt que nunc• rttgrttstt • tl. 



:·. 

En 9ener1l, no es posible c•lcular l•s probabilidades del 
ti••PO del pri•er paso p•ra todo n, de modo que no siempre 
result• evidente si un est•do puede cl•sificarse como recurrente 
o tr•nsitorio <•1 est•do •bsorbente si es •uy f'cil de 
ident.Jfic•r>. Por •st<il r•z6n, se •n•liz«r' •'• 1del<1nte el 
criterio de t•orl• de grlfic«s, que proporcion• herr•mient«s 
~til11s P•r« est• cl•sific•ci6n. 

EJE/fPLO J. CLASIFICRCION DE ESTRDOS. 

Supl!mgase que un proc11so d# lf•rko 11 ti ene 
tr•nsicibn si9uient111 

o I 2 3 

o 11'1 3/f o o 

J JI~ llZ o o 
,, • 2 o o l o 

3 o o 113 Z/3 

" J o o () 

L• 9rlfic• correspondientf' • l• Htriz de 
•u11str• en J • F igur• 3.JJ, 

n..,.1.1, ,.,.. .......... 
!!e l• grtfic• o en l• ••triz de tr•nsicifm, 

el est•do 2 es un est•do •bsorb11nt11 <y, 
~•currente>, porque u~• vez que el proceso entr• 
~~~. . 

1• ••triz de 

" 
o 

o 

o 

o 
(> 

tr•nsidbn se 

111 observ• qu11 
por Jo t•nto,• 
11n 11, neme• Jo 



Los estados 3 v 4 son transitorios, ya que no tlenen 
precedentes, es decir, existe una prob•bilidad positiv• de que, 
una vez que el proceso se encuentr• en •l9uno de ellos, nunca 
regrese. Nbtese que, en este c•so, el est•do inici•I del proceso 
influye fuertemente en el co•port••iento futuro, r• que, si el 
proceso se inicia en el est•do 41 por eJe•plo, nunc• se 
encontrar~ en Jos estados 2 y 3, y• que no h•y posibilid•d de 
p•sar a ellos. 

l• prob•bilid•d de que el proceso V•Y• del ••t•do 3 •1 
est•do 2, .-n 1rl pri•er p,;;,.;o es 111, unil 1•ez que el proceso se 
encuentr• en el estado 2, per••nece en tI. De 1• •i••• for11•, un• 
vez que el proceso s•le del est•do 1, nunc• puede regres•r. 

los estados O y 1 son re:current•s. Co•o Y• se indic&, p•r• 
de•ostr•r QUP. los est1dos O y J son recurrentes es neces•rio 
prob•r que 

m ~ 

Z P. (T. •n) • J V E: P¡ <11 •n > • J. 
••• • o ,,., .1 .. 

Por lo gener•l, uto es di flcil y r•sul t• corweniente una 
.prueb• •ltern•tiv•. Un• condición neces•ri• y suficiente p•r• que 
el est•do x se• recurrente es que 

ID • Z P <x,x> 
11•1 

diverJ•· Co•o este criterio tu1bitn es dUlcil de ilplic•r, puede 
to••rse en cuent• lo siguiente. 

Obstrvese que l• ••triz de tr•nsicibn en n pisos del eJe•plo 
•nterior tiene l• •p•rienci•: 

+ + o o o 
+ + o o o 

p • o o + o o 

o o + + o 

+ + o o o' .J 

Donde Jos signos n+H represent•n prob•bilid•des positlv•s d• 
p•s•r de· un est•do • otro en n pasos. 

HOTR1 Est• ••triz puede obtenerse de un• far•a 
sustitbyase c•d• uno de los v•lores positivos dr l• 
tr•ns i ci &n de un paso P, por d v•l or l I entonces 
obt,nerse co•o Z.s potenr.Ju. bo0Jear1•1 sucrsiv•s dr P. 

sttncill u 
••triz de 

P pHdtt 

De l• ••triz •ntrrior e$ 
que el procttso se encu~ntr• ttn 
(p•s•ndo posJblr•entr por ttl 

intuitlv•9en.tt obvio que, un• vez 
el est•do o, rrgrrs•rt •l rst•do O 
est•do V, despuls dtt un e "'rto 



ry~mero de pasos finito. Se cu•ple un argum~nto se~eJante para el 
estado J. En cairibio, en el caso del estado 4, una vez que el 
proceso se enc~entr• en 11, no regresarl Jairils. 

Hientras que puede resultar dificil calcula,. P,. <Ty =n> para 
toda n, es relativ••ente sencillo obtener el ti~~po esperado del 
pri•er paso del est•do x al estado y, DenOtese esta esperanza por 
f-w'I ·' l• •:ual se define coirio: .. 

si r_ P, ( T v ... n) < i ,,,, .. 
si f.¡ Plf<Ty •n> • J 

Es decir,· el tie•po esper•do del pri•er paso de x a y, serl 
infinito si existe l• posibilid•d de que una vez que el proceso 
11 encu1ntra en el est•do x, nanc• lleQue • y, De otra for~a, se 
tiene l• eca•ci6n de l• esper•nz• de un evento (vlase la 
definlci6n de ESPERRHZR HRTEHRTlCR en el Rplndice B>. 

Si••pre que • 
·, ! P• CT'/ "'n > • J .. , 
•ntonces fil tie•po esper•do del pri•er P•So )ix~, ••tisf•ce de 
•oda &nico l• ecu•cibn1 

Cu•ndo ":•y, el tie•po esper•do del pri•er p•so se ll••a 
TlE#PO ESPERRDO DE RECURREHCIR.El resultado recurrente recibe el 
noabre de ESTRDO RECIJRREHTE NULO, si ,A.üx.:: (1) J y se 11 .. a estado 
RECURRENTE POSIT lVQ si Mu""'. En un• c•den• de H•rko11 de estados 
finitos, nó s• tiflnen estados recurr•ntes nulos, ~nica•ente se 
tienen estados recurrentes positi,•os y est•dos transitorios. 

1,6 ESTROOS TRRHSITORIOS Y RECURRENTES. 

Se• Xn, n>•O, un• c•den• de H•rkov con esp•cio de est•dos S 
v funcibn de tr•nsiclbn p, Se• 

~ .. !!- cr,, ~ e11> 

Entonces ,P,¡., denot• l• prob•bilid•d de que un• c•dena de 
l(arkov con inicio en x stt encuentre ·en el est•do y en un tie•po 
positivo, En p•rtlcul•r, Pv'I denot• l• probabil id•d dtt que un• 
c•den• dtt lfarkov que se inici• 11n y, regrirse e11entu•l'•ente • y. 
Un est•do V se ll••• ~ECURREHTE, si //,., •I, y TRRHSITORlO si 
P,.y <J. SI y es un est•do recurrente, un• c•dena de H•rkov que se 
inici• en y, regrtt••rl evttntu•l•ente • y con prob•bilidad J, Si y 
.,s (tr. est•do dt1 tr•nsiclbn, 1• c•den• de H•rkov qu• stt inicia en 
~·, tiene prob•bil id•d positiv• J- ~'I , d• no regres•r • y, Si y 
r.s Ul'I flst•do absorbente, entonces P.,<rv•J> • P<y.,y.> 1: J, y, por 
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la t.int.o, Pr~ =t; poi" lo que un 11st•do •bsorl:•ente 
necesari••ente recurr11nte (el inverso no st1 cu•pl11), 

es 

Sea lv<z>, ze S, la FUHCIOH INDICADORA d11l conJunto 
definid• coao un• delt• d11 kront1ck11r1 

e Y J , 

ty (Z) .r { 
J, 

o, 
si z•y 

s ... HC y.> "l nfl•ero dll VE'CllS n>•J, •n qu11 l• c•d•n• se 
"ncu11ntr• 'n el est•do y, Co•o 11/CXn>•I si l• c•d•n• "stt "n el 
est•do y •l ti11•po n, y tv <Xrr>•o en otro c•so, se obsttr11• qut11 

"' H<y> ::: z 
"'' 

lt¡ ( Xn .> ••• (J,J4> 

El •venta <H<y>>=J} es el •is•o que t1l t11111n ta CTv<«>>. Asl, 

PJ(<"H<v>>•J>. P,<Tv<"'> ·P~v 

St1•n • y n 11ntttros positivos. Par <1.27>, l• prab•bilid•d de 
qu• une c•d•n• d• #•rkav con inicia •n x 11isittt por pri••r• 11t1z y 
•l titt•pa •, y su siguit1nte visit• • y stt• n unid•d•s de ti••pa 
•IS t•rd11, tlS 

Rsl, 

• • P1 <H<y»•2> • t t. P,<T,••> Pv<Tr¡•n> .. , .. , 
• • • ( r P. ( r., •• ,) ' ( 1: P.'/ a., •n ' > ... ,,., 

• P., P,'I 
Es dt1cir, l• prab•bilid•d d• qu• un• c•den• qut1 st1 t1ncuentr• 

11n x, visittl y 2 O •is lltlCtts, ~s igu•l •ºl• prob•bilid•d dtl que 
un• c•d•n• qu• ••Pi#z• t1n x 11isitt1 y "" un ti••PO finito, por l• 
prab•bilid•d dtt qu• un• c•d•n• qutt s• t1ncut1ntr• t1n y rt1grese •y 
t1n un tit1•po finita. 

Si•il•r•t1ntt1, put1dt1 cancluirs• qutt 

Px <H<y»••> •fitf?,;·: '•~'•I, ,,,(J,JS> 

Es dt1cir, l• prob•bilid•d d• qu• un• c•d•n• qut1 st1 inici• "" 
1< 11isitt1 • o •ts vt1r.rs t1l ut•da y, u i9uel • l• prob•bilid•d dt1 
qut1 un• c•d•n• con inicio •n x •lc•nct1 y t1n un ti••po finita, y 
dt1sputs lo •lc•nc• •l ••nos <•-1> vt1ct1s. 

18 



t!a probabilidad de que una cadena que e~pieza en x visite y 
ex•cta•ente • veces, es la probabilidad de que una cadena que 
e•piez• en x visite y • o m&s veces, ~enos la probabilidad de que 
visit1t y <•+lJ o ••• veces>, se sigue de (3.35) que 

fi', .. J 

P11 íH<v>••J ... P • .,p,,., u-Pyf1, •>=1 ••• cJ.36> 

Cla probabilidad de que una cadena que empieza en x, alcance y, 
re9rese a y <•-l> veces, y no vuelva • regresar a y.J 

~ CHtv>•O> ... I - ~ fH(y)>•l >, 

por lo que 

P11 ( H ( y> •O> .r J - .R,'I • • •• ( 3. 37) 

i.s de•: ir, la prob;zbil idad de qu• una cadena qu• se inicia en 
cero, nunc• visite y. 

Estas fbr•u1•s son obvi•s en far•• .intuitiv•. P•ra verificar 
CJ.Jó>, por rJtt•plo, obsltrvrsr qur un• cad1tri• con inicio 1tn x 
11isit• 111 rst•do ·, 1tx•ct••entr • vrces si y tolo si visit• y por 
un• pri••ra vez, regr•s• • y •-J v1tces •dicional1ts, y no vuelve • 
r1t9r1ts•r a y. 

Se usart l• not•cion E11< > p•r• drnotar •1 VRLOR ESPERRDO de 
11•ri•bl es •I ••tori•s d1tf ini das •n tltr•inos de un• c•d•n• de 
#arkov, con inicio en x. Por •Je•p1a, 

E,,< lyCX11» • l*P11 <Xn.ry) + O*P• <Xn ... Y> 

• P"<x,v> 

tp 

c.<H<v» "'E11< 1: ly<X,,)) ••• • •E r. 11 <111 <X,,» 
••• • • ¿ P~<x, v> ,,., 

... (J.38.l 

Esto tts, rl ~·•l or •sprrado del nll••ro de v•i:•s que l • c•d•n• 
qu• co•i•nza •n x s1t •ncu•ntr• •n •1 •st•do y. 

. " tf<it, v> • i, <H<v» • l' P ex, v> 
''"' 

Entonc•1, 6<x, v> dtrnot• •l nllHro esptrrado d• visit•s • y por una 
·-=•dtn• d• lf•rkov qu• s• Jnici• •n x. 

.. 
,:,·:::·:·,Y ,,._.¡. ' ... 

·. : '~ ;-_¡.,,¡, 



TEIJREIM J, 

i) Sea y un estado TRRNSITORIO. Entoncrs, 

PK ( N ( y)< IV .> = J 

(Ja cadena con inicio en x sblo harJ un nb•ero fJ.nJ.to 
de 11 isitas a y.> y 

t'Hx,y> "' ~ , xcS 
1 -Pw ••• (3.39.1 

la •:ual es finita para toda .Yl! S • 

iJ.) Sea y un estado RECURRENTE. Entonces, 

P'ICH(y)=DO) = J y 

GCy,y> "'<XJ 

Tubifn 

••• (3,t/0) 

Si Av =O, •ntonc•s <Hx, y).r01 •i•ntru· que si ~'I .>r. 
•ntonces B<x,y>= (1}. 

Est• t•orr•• d•scrib• l• dif•r•nci• fund•••nt•l •ntr~ ~, 
est•do TRRHSITORIO y un est•do RECURRENTE. SJ y "' un •.·.•stdo 
tr•nsitorio, •ntonc•s, sin l•port•r dond• co•i•nc• JQ c•d•n• d~ 
#c1rkov, h•r~ solo un n4••ro finJto de vislt•s • y, y rl ~u••ro 
•sP•r•do d• vJ.sit•s • y •s finito. Sup6ng•s• •hor• qu• y •s u1; 
•st•do recurrente. Entonc•s, si l• c•drn• d• lf•rkov s• intci• rn 
otro •st•do x, purd• s•r i•posJ.blr qur llega• • y. Sin ••bargo, 
si •s posible y l• c•d•n• 11isit• • y •1 ••nas un• v•z, •ntonc.1$ 
lo h•rt J.nfinit•••nt• uguldo. Esto pu•d• obs•r~·•rs• dr ,,,~•vo f'FI 

l• Figur• :J.JJ. 

PRUEBR 

S•• y un •st•do tr•nsitorio. Co•o O ~.e~ 1, s• sigur d• 
<:J. :JS> qu• 

PK <H<y>=ai> = l i• P1 <H<y».:r•> 
·-->• 

Por (3.36>1 

ó n"'·' ., 1 i. Ji'( 'W 
·-->11) 

• o. 

$0 



"' ,. Z. ¡¡¡ P, <'N<y.>.>=11> 
m•• 

tO m·I 

= :i.. 111 .Av Pyv U - R., > • 
''"' 

S;.utituy1rndo t=Pw en la serie de potencias 

"' L m t I 

"''' 
se cond uyt!' que 

G< x, y> = .P,v U- Pw .> I 
< t- .l?v >' 

p," ----·--< (.t) 

I - ;iV 

lo cu•l co~plet• l• prueb• d• (i). 

~hor•, se• y un •st•do RECURRENTE. Entonces _fv-...1, y se sigue 
de (3,1~> que 

P11 <H<y>•t:U) r li• P11<H<y»=•> 
•-->ca 

,.. Ii• Rv =Av 
•-->ro 

En p•rticul•r, Py <H<y>•~> = J. Si una v•ri•ble •leatoria no 
n•g•tiv• tien• pr.ob•bilid•d positiv• de ser infinit•, su valor 
•sper•do es infinito, •sf 

B<y,y> • Ev<H<y>> r ro 

Si P,i¡•O, entonc•s P110i¡ 1 11).:rO, p•r• todo entero• positivo e 
infinito, •ntonc•s (3,28> i11plic• que 

P"<x,y> =O, 'n .>= 1: 

•si B<x,y> • O 

en este c•so. Si ~ > o, entonces 

P1 (H(y) . .tJ) •!{V > O 

y, por lo tanto, 
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Sf'a y un estado TRRHSITORIO. Co1110 
tO 

Pn<x,y> ¿ ~ IJ<x,y> < «> , X'-S, n.i 

Stt O/Uf'f'V• qutt 

l i• P"<x,y> Ir o, "' s. .. .<J.41.l 
n--> '° 

Un• c•df'n• df' H•rkov stt ll••• CRDEHR TRRHS1TOR1R, si todos 
sus ttst•dos son tr•nsitorios, y CRDEHR RECURRENTE, si todos sus 
rst•dos son rttcurrf'nttts. Es ftdl vttr qutt ·un• c•dttn• dr H•rko~· 
con ttsp•cio d' f'st•dos finito, df'btt tttnttr •l •enos un ttst•do 
rttcurrttnttt, y por lo t•nto, no puttdtt sttr un• c•dttna dtt 
tr•nsicibn. Y• qu• si S tts finito y todos los ttst•dos futtr•n ·dtt 
tr•nsicibn, ttntonctts, por <3.41> 

O • Z. l i• PTl<x, y> 
lltS n-->aJ 

• z i • E P "< x, v.> 
n-->- f'f 

• l i • P, (X n ' S > 
n-->oo 

• li• J 
n-->., 

. ' 



1.7 RH,LISIS DEL ESP/tCIO DE ESTADOS 

S••n x, v dos •stwdos no n•ces•ri••ente distintos. S• dice 
que ''x LLE<M n ~·" si R.¡> o. Es df'cir.. X LL€CJn n y si e_~ posible 
~u" iJ.n• c•den• quf' Sf' 1tcu11ntr• en x, se ri'ncuentre en v desputs de 
un ti••l'O ••nor que infinito. Esto se observ• gr&fica•ente si es 
po-•ib!f', por alglm c••ino.. llegar dir x • y, Par e,Je•plo, irn J.;; 
rt9ur• 3,JJ, ftl f'St•do 4 LLEVA •l est•do 1, 

Sft dice qutt dos f'St•dos <x,y) Sff COlfllNICRH si .'< LLEVA a y, ~· 
•d••ls, y LLEVA • x. Est• r•l•cibn ti•n• l•s si9uientes 
11'0 l' i ftd•dtt SI 

b) Si-.rtrl•I si x CO#LIHICR con y, f'ntoncf's y CO#UNICR con 

". 
e> Tr•nsitivid•d1 si x CQ#UHICR con v, y y CQHUHlCR con z, 

•ntonc•s x CO#U#ICR con r. 

TEOAE#R J, 

S•• x un f'lt•do RECURRENTE, y supbng•se quf' x LLEVA a y. 
Entoncfts y u ltECIJRREHTE y Ji11 ~ .f!t, • 1. Es d•cir, si x f'S 

rflcurr•nt•, y x ll•v•.• v, •ntonc•s x, y •sttn CO#UHICRDQS, 

PRUEIR1' 

risw•i#ndo qu• y distinto de ,y, ya que de otra fo,.,1a se 
t•ndrl• l• prop¡•d•d <•>, 



Come 

P• ( T 'f < (fJ > ,, ~y,) O 

se observa que P., CTy =n> > O, p•r• al9fm 11nt1tro positivo n. SH n0 
dicho entero positivo, i.e.1 

n0 = •in <n;·=t 1 P, <Tv 1 n> >O >. 

Se sigue de (3 • ./2> y <3.29> qu11 P 11'(>i:,v> >O 

••• cJ •. -t3J 

Es decir, l• c•d•n• no pued11 p•s•r de x • , •n ••nos d• ne p•sos. 

Co•o P"°<x,y> >O; pueden h.all•rs• est•dos y,, y1 , ... , 'ln,·t ·' 
t•l •s QUitl 

P,<X,•y,, ... , "11.·1•Y\-ll x .. •y),, P<x,y> ••• Pcv,.-11 r> > () 

Ninguno di# los est•dos y1 , ••• , y,.., •s itu•l • " o • y; '" 
qu• si •sto suc•di.-r•, s•rJ• posJbli .Jr d• " • y con 
prob•bilid•d positiv• •n •enos de"• p•sos, •n contr•dJcci&n con 
(J. '1'. 

Rhor• s• d••ostr•rl qu• ~,•J. Supo~9•1• lo contr•~zo, 
A• <J. Entone••· un• c•d•n• d• lf•rkov con inicio' •ri y ti•;,.' 
prob•bil id•d positiv• l-~, d• na •lc•nz•r x. R6n •Is, un• c.vde1' · 
d• lf•rkov con inicio •n x ti•n• l• prob•bil id•d po1itiva1 

P(x, Y1) • • • P<~." y) ( t - Pv1) 
di# visit•r los estados y,, ... , y.,.,.,, y suc•siv•••nt• "" 1•2: 
pri ••r•s no ''•c•s y nunc• r1t9r1ts•r • x d1tsput1 d•l ti••Po ""' • 
P11ra, si •sto suced•, l• c•d•n• d• H•rkov nunc• r119r11s• • x 11n 
•l9~n ti••po n>•J, par lo qu• s11 contr•dic• l• suposicl6n d• qu11 
1< 11s un 111t•do r•curref!tll. · 

Co•~ P,~ •I, h•'I un Ht•ra positivo ;,, t•l qu11 l'n' '''"' ;• (). 
flhor•, co•o 

.,,, "''"'!. P • y,y) • Py <Xn,m..,••y);•• Py <X111 •x, X,,,,,, •x1 x,,,.,,,,.,..y) 

"'pn'<v,x> Pn<x,x> P"'<x,y>. 

<v,x> P <x,v> B<x,x> 



d• donde se tiene que v es tambiln un est•d~ re:u~rente. Como ' 
e; re•:urr..-r.te y "y lle1•a.; ''"• Stii obsc''l'él qutii' ~~ =1. E,cto 
~o•Pltii'ta la prutii'ba. 

DEF lf/ICIOH: 
Un conjunto de estados C no vacfo, Es CERRRDO si no existe 

un estado en e que lleve a otro •stado fuera dé C, i.e., 

xcC, yttC. 

Equivalente•entff, Ces cerrado si v sólo si: 

p 
11

( X, y) " Ó r x « e, v ~ e, n >= J 

P(x, y>=O con Kf.C y y ' e 

puede prob•rse que C es cerrado. 

Si se cu•ple <l.46), entonc•s p•r• X(C y y~ C 

P2 <x,y> "' ¿ P<x,z> P<z,y) 
115 

~ L: P<x,z) PCz, v> 
uS 

" Ó 1 

• •• <3.44) 

••• <3.45.) 

•• .<3.-16) 

Si C •s c•rr•do, •ntonces un• c•d•na de #iirkov que co•ienzil 
en e, per••necera •ne con prob•bilid•d t. En la Fi9ur• 3.JJ 
puedft observ•rse que los est•dos O y J for~an un conjunto 
cerr•do. Un• VftZ qu• l• caden• s• ftncuentr• en •lguno dft ellos 
p•r••necftrl en "' conJunto CO,JJ. 

Si • ftS un ftst•do absorb.-nte f1ntonces C•> .-s un con.;unto 
cerr•do, Y• quf1 f11 sistf1•• pf1r••n•cerj sif1•Pr• en •· 

DEllHIClOH 
Un conjunto cerr•do C se 11••• IRREDUCIBLE si "x llev• • v" 

;d,·a f..o.üi.s lcu opcione;; de :.:,y e C. Se sigue del T!I>ore•• J que si 
C •s un conJunto c•rr•do irreducibl•, •ntonces, o todos los 
•st•dos •n C son tr•nsitorios o todos son r•currentes. En l• 
Fi9ur• l.IJ se obs•rv• que CO,IJ for••n un conjunto c•rrado 
irr•ducibl•. H0tf1Sft qu• en un conJunto irr•ducible exist• sie•pre 
un c••ino quf1 coaunic• dos est•dos cu•l•squi,r• d'J conjunto, 
•unque no nec,s•ri••ent• 'n un P•so. 



COROLllRIO 

Se• C un conjunto cerrado 
recurrentes. Entonces 

G<x.y) =e11 

i rreduc i ble 

Una c•den• de H•rkov irreducible <t••biln ll•••d• re9ul•r.l, 
es un• c•den• cuyo esp•cio de est•dos es irreducible, es decir, 
u:n• <:•den• en l• <:u•l de c:°•d• est.•do se puede p•s•r • cu•lquil'r 
otro, en uno o a.ts P•sos, <~·lase •Is •del•nt•, en teorl• · de 
gr.tfi<:•s, el concepto equivalente de gr.t"c• fu•rt••ente conttx•). 
T •l <:•dl''lif de lf•r/r.·ov nttcesari ••en te es un• c•den• tr•ns i tor i • o 
un• c•den• recurrente. 

El Corol•rio •nterior i•Plic•, en p•rticul•r, que un• c•d•n• 
re<:urrente irreducible visit• c•d• •st•do un nfl•ero infinito d• 
veces con prob•bilid•d 1. 

Co•o se •encionb en l• seccion 3.6, si S es finit• contiene 
•l ••nos un est•do recurrente1 de •odo que, cu•lquier conJun.'.:o 
cerr•do finito de est•dos contiene •l unos un est•do recurrenh-. 
Se• •hor• C un conJunto cerr•do irreducible finito. Co•o todos 
sus est•dos deben ser tr•nsitorios o todos recurrentes, v C tiene 
•l ••nos un est•do recurrente, se tiene entonces que c•d• est,do 
en C es recurrente. Es decir, en un conJunto cerr•do irreducible 
finito, todos los est•dos seran recurrentes. Oe •qui se obtien~ 
el si 9ui ente 

TEORE#~ 2 

Se• C un conjunto cerrado irreducible finito, entonces c•d• 
est.•do en e es recurrente. 

Considtr•s• un• c•den• de lf•rkov que tien• n&•ero finito de 
est•dos. El Teor••• 2 iaplic• que si l• c•den• es irreducible. 
debe ser recurrente. Si l• c•d•n• no es irreducible, puede 
dividirse en subconJuntos que si se•n irreducibles, y utiliz•r 
los teor•••s •nteriores p•r• deter•ln•r c&•l•s est•dos son 
recurrentes v culles tr•nsltorios. 

EJE#PLO l. 

$6 
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3.12. 

~o•o pri••r p•so p•r• det.er-in•r cuilrs f'St•dos son 
tr•nsitorios v cujl11s son r•current111, d11b• •ri•liz•rs• cuai•s 
~st1dos "ll~v•n" • cu•l•s otros. Esto se indic• f'n l• ••triz, d• 
1• far•• va •11ncion•d• 11n la secci~n J.S.J. 

": :··· 
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Co1110 se di ,;o. est• 111atriz l,IUtrd" obtenerse con pot•ncl•s bool••n•s 
d• 1• ••triz de transiciOn dtF un paso, o dir•ct•••ntt1 <lo ••s 
stmcil Jo), de la 9rHi•:a. 

El ele11ento <x,y) d• esta ••triz f'S 11 + 11 o "O", d•penditmdo 
de. si !{.¡ es positiva o cero, ·¡.e., si x ll•v• o· no • v. Par 
supuesto, si P<x,y>> O, entonces ~>O. (El inverso no sle111pre Sf' 

cu111ple, ya qu11 se puede llegar d,,. JI'• y en •lis de un paso,) 

P(2,0> = O pf'ro 

P1<2,0> • PC2,J)P(J,0) ~ 1120 > O 

Por lo t•nto, P,
0 

> O • 

. El est11do O es un est11do 11biorbent• y, por t11nto, t••bitn es 
recurrente. Se ve cl•r••ente de l•.••trlz (o d• l• grllfic•>, qu~ 
<3,-1,~J "s un conJunto ct1rr•do irreducible. U r.,ore•• 2 i•l.llica 
que 3,1,5 son rst•dos recurrentes. Los •st•das I y 2 ll•van ñ 
cf'ro, pero no pu•dim s•r •l c•nz•dos dttsd• cero. 'Dt1l Teortt•• t :r~.· 
tittntt qu• 1,2 drben st1r tr•nsitorlas. En su111•, I y 2 son 
tr•nsitorios y 0,3,1,5 son recurrt1nttts. 

Se• s, un• cohcd6n d• t1st•dal tr.nsitorias •n S, y S'f'J s,, 
un• coleccilln d• est•dos recurrt1ntt1s t1n S. En t1l •J••plo 
~nt•rior, s,. •CJ,2> y S"• CO,J,1,5> • El conJunto s,, pu•d• 
descomponerse en los siguientes conJuntos (disJuntos) c•rr•das 
irreducibl•s (o cl•s•s)1 C1 •COJ y Cz • C3,-l,5J , El si~uirntf' 
teore•• 111uestr• qu~ t•l desco111posici6n es si11111pre posibl~ cu•ndo 
S "' no v•clo. · 

TEOREHR 3 

Supbn911sr que •1 conJunto s. de t1st•dos rrcurr•nt•s t1s no 
11acfo, entonces Slf es l • unibn de un nll111t1ro finito o, infinito 
num•r•bl' de con.Juntos cerr•dos i rreduc ibl •s di.s Juntos C1 • C1, ••• 



El!Jase x' SR y sea C el conjunto de todos los estados y en 
•. t•les qué' "x Jl!!'Va a\'"• Co1110 x .:-s re•:urrl!"nte, Po=-1 y, por 
tanto, x E. C. Se YerificarA ahora que Ces un conjunto cerrado 
irrC"dU•:ible. 

:;~upt;n•J'2S·:" que YE. C y "y ll1n1a a:". 
;Je! Teore11Ja 1 s.:- ti•m• que·"· 1Ie1•s a z. 
muestra que C es cerrado. 

Como v es recurrente, 
EntoncL~ Z E: c. esto 

Supbn.7.:ue c¡ue y,::EC, como x es recurrente\' "x llrn1a s y", 
se si9ue del Teore111• l que y lleva a x y co1110 "y lleva a x" y •x 
11 .. va a ::", se concluve que "v lleva a ::". Esto muestra que C es 
i rreduc it-1 e. 

P•ra co111plrtar l• prueba del teore111a se necesita mostrar que 
si C v D son dos subconjuntos cerrados irreducibles de S , o son 
disjuntos o son idtnticos. 

Supbng•se que no son disjuntos y sea x C,D. ElIJase v C y 
entonces X J1e11• a y, Co1110 !< C V C es irredu•:ible, V COllO TJ es 
cerrado, x D y "x lleva a v", se concluye que v D. Entonces 
cad• estajo en C est~ tambitn •n TJ. De 111anera similar, cada 
estado en D est~ en C, y por lo t•nto son idtnticos. 

Puede u.s•fsr esta descoitposicibn del esp•cio de estados d.:­
u.na cadena de Harkov P•ra entender trl comport••iento de u.n 
siste•a tal, Si un• c•den• de Harkov se inicia en uno de Jos 
conjuntos cerr•dos irreducibles C de estados recu.r~entes, 
per••necer• en C .para sie111pre y, con probabilidad 1 visitar~ 
c~d• ~stado·en C infinito n&mero d.:- veces. Si la cadena e•pie:a 
en 'l conJunto de •st•dos transitorios S , ya sea qu.e se qu.:-de en 
S p•r• sie•pr~ Csi el conJunto de estados es infinito>, o~ en 
al9bn •o••nto, •ntr•r• en alguno de los est•dos C para 
pern•necer ahJ, visitando infinito nbmero de veces estof est•dos. 

J.t R'LICRCIOH DE LR TEORIR DE 9RRFOS 

l:ta ~u~va herramienta oernitir~ h•~•r 
trspa1: i o d<e estados de un• cadena de Harko ~, 
est•dos f'nitoJ, de for111a sencill• v obJetiYa. 

J" •~álisis de! 
(con espacio de 

Considlr's" un• c•d<ena de H•rkov con u.n con.;u.nto df! estado::. 
de nb111ero finito r, entre los que se efectu•n transiciones. ~ 
c•d• un• d<e l •s r tr•nsic iones efectuabl es corresponde una 
prob•bil idad, que es un n(J.111ero · positi110 o nulo, de donde stF 
deduce una pri••r• obs.-rv•cibn• h•v transiciones "posif:des" 
(prob•bilidad posJtiv•>• e "i•posible1" (probabilidad nula). 

En tr.ste punto 11s necesario visualiz•r el con,1u.nto S de Jo.,.­
est•dos, •sf co•o l•s tr•nsiciones po1ibles entre ellos. 

:;19 



Puede hacerse un dibu 10 sumario donde los puntos nuweradof 
representan los estados, v donde las flech•s entre los estados 
represent•r•n las tr•nsiciones posibles. R esto se Je 11••• 
GRRFICR DIRIGIDR, gener•l•ente •brevi•do co•o DlGRRFlCR o 
DIGRRFO, Si se quiere perfeccion•r est• represrnt•cibn puede 
inscribirse JUnto a cada flech• un n~•ero positivo inferior o 
igu~l • 1: la probabilidad de 1~ transición repres~ntada por J~ 

flecha. Si no hay flecha, 1• probabilidad de transici6n es cero. 
Co~pletando con estos datos nu•lricos, el dibujo contiene t•nt~ 
infor••ci6n co•o Ja •atriz estoclstic• •sociad• • l• c•d•n• de 
ffarA'OI'. 

P•radbjic••entr, lo que se hizo p•r• d•r d proble•• un 
soporte concreto y visu•liz•blr, servir• p•r• un• •bstr•ccibn •uv 
riguros•. 

En efecto, se h• re8ucido lo esenci•l del proble•• • un 
dibUJO · for••do por puntos y f lech•• que unen • ciertos o•res de 
puntos. Un dibuJo de este tipo se 11••• el DlBR~FQ o l• DIGRRFICR 
d• l•s tr•nsiciones posibles. 

Por otr• parte, el .,rite ••te••tico "gr•fo", qu• se encu•ntr• 
en ''•rios v •ldtiples c••pos, es objeto d• un estudio siste•ltico 
ll•••do Teorl• de Brlfic••· R continu•cibn s• •xpondr•n ci•rt•s 
nocion•s y •lgunos result•dos de est• t•orl• que ser•n 
indisp•ns•bl•s, y s• h•rl su •quiv•l•nci• con los conc•ptos 
•encion•dos en I•s secciones •nt•rior•s. Si s• des•• conocf'r un 
•studio •Is det•Il•do d• l• Teorl• de Grlfic•s, refilr•se • <H>. 

1 ••• 1 DEFl#lClO#ES 

El dibu..10 del qué> se h•blb •rrib• no ,s, de hecho,. ••s que 
un• r•d, i••9•n concr•t• d•l 9r•fo, •nt• ••te•ttico •bstr•cto. 

lJEFlNIClOH 

Se ll••a SRRFO al par for••do por un conJunto S y un• 
•Plic•ci6n •ultifor•e r d• S •n si •is•o (o r•l•ci6n binari•)· Se 
11••• • •ste 9r•fo G • <S,rJ. 

HOT~1 Unlc••ente se consid•r•r•n los 9r•fos finitos, es 
d•cir, 'gr•fos t•les que i. c•rdin•l id•d d• S s•• finih. 

L• •PI ic•ci6n I' h•" corresponder • tod.o •1e .. nto s d• S u.n 
conjunto. r (s) de •l•••ntos de s qu• pued• contener •l •is•o 1, 
r•ducirs• • un solo el••ento o ser v•clo. 



DEF IN!CIQN 

Los ,z,,,,ntos d• I'<s>, 
SIBUIEHTES d• $, 

si exist,n, 

DEF lHICJON 

S• 11••• RRCO d' 9r•fo •todo p•r ori,nt•do <o dirigido>, 
ís,t) t•l qu• tf I'(s), '' d•cir, t•l qu• t se• un sigui•nt• d• s. 
R•cl1roc•••nt•, S• die• qu• s •s un PRECEDENTE d• t. S• ll••• 
ORIGEN d•l •reo • s V t •s su EXTRE~O. <V'r Figur• 3,13> 

DEFIHJCION 

•• 1 

uco 

""" 1.11 

¡1n •rt:o ,<s,s> •n qu• orlg•n y •xtre•o s• t:onfunden, s• ll••• 
~~ BUCLE o un LOOP. <V•r Figur• 3.J~> 

llCllOUlr 

o 
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La •PI i c•c itn f' •parec.r •s 1 co•o un con .;unto de r•l •ci ones 
binaria' orient•d•s •ntre los ele•entos d• S, o bien, co~o un• 
part• d•l producto c•rt•siano SxS. 

Por •ste •otivo, • •enudo I' r•pres•nt•rl t••biln •1 conJunto 
de los •reos. RsJ, p•r• d•~lr qu• •l 9r•fo GCS,r) eanti•n• •1 
•reo Cs,t>, se •seriblrl Cs,t> 

SI •s t•n natur•l repr•s•nt•r un eonJunto por puntos d• un 
plano, lo •s te•blln •l r•pr•s•nt•r l•• r•l•cion•s bin•ri•• 
ori•nt•d•s d• •ste eonJunto por l•s fl•eh•• o "•reos" •ntr• •stos 
puntos. El 9r•fo •s •ntonces r•pr•s•nt•do por un• r•d •n qu• los 
nodos o vtrtic•s r•pres•ntan los •l•••ntos d• S. 

Por est• r•zbn s• suele ll•••r VER11CES d•l 9r•fo • los 
•l•••nto.~ de S y •si s• ~1 u•lv• • •ncontr•r l• r•pres•nt•cibn 
c:oncr•t• qu• s• dio •l principio. 

'DEFlHlClOH 

Si •n •l conJunto S de los vtrtic•s d•i 9r•fo 8•CS,r > no se 
consid•r• ••s que un• P•rt• s•, p•r• l• qu• nos• consid•rcn ••s 
qu• Jos •reos d• l'' .. I'n CS'xS' >, s• die• qu• •l 9r•fo •si for••do 
G'•(S' ,r•) •s cm StJ1JGRRFO d• G. 

11El1HIC10H 

S• ll••• CR#lHO •un• suc•sibn de •~Cos c.,,.,J, <•,,•1>, 
<•1 ,•4 >, ••• ,e~,•·>, t•l que el arlg•n d• c•d• uno, • 
pertir d•l s•gundo, s•• el •xtre•o del in••di•t••ent• •nt•rior. 
<~•r Fi9ur• l.lS> 

4 

. •·• 
ªa 

11 ... 1.11 
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TJEF lllICION 

S• ll•111• CIRCUITO• un ca•ino c•rr•do <•1••z>, (a¡,,a4.>, .. ., 
e .,..11 •11>. <V•r Figura 3, 16> 

ª1 ªa •, • .-a • 11-1 

' ·• ·• ·• ·1 
CllClllO 

flllN "'' 

'fJUlHICIQH 

S• 11••• PRSEO • un• suc,sibn d• •reos •n 1• cu•l s• P•s• 
•'s d' un• v•z por un •ls•o vtrtic,, sin r•9r•s•r •l vtrtic• 
inici•l. <V•r Fi9ur• 3.17> 

.... 
n ... i.u 

En ·~•n•r•l, los c••inos s• r•pr•s,nt•n por <•,, •1 , ••• , •11> · 
~ t••blln <•J• •"> y los circuitos por <•11 .,, ••• ,•IN• •1>• 



DEFIH!CIOH 

Si existe un c.uino <•,t•J·se dice que• es un ~HTECESOR de 
b, y que b es un SUCESOR de •· No confundir con los conceptos de 
precedente y siguiente. <Ver Figur• 3,18) En l•s c•den•s de 
#•rkov, este concepto equiv•le • decir "• llev• • b• • 

• 1 

" ....... 
1JEF lHlC ION 

Se dice que un gr•fo es FUERTE#EHTE CONEXO, si c~•lqu;~~¡ 
qu• s•• •l Pl!r •,b d• vlrtic•s, estln sobr• un •is.a circ"i t.:. 
Dicho d• otr• for••, esto equiv•l• • que todos 101 vlrtices estln 
CO#UNlCR1JOS, i.e., d•do cu.lquier p•r.d• vlrtic•s • 1 b1 •• ll•v• • 
bN Y "b lleV• • •"• 

Ob1•rv•ci6n1 los 1iguientes conceptos son equiv•l•ntes1 
iJ •·y b est•n sobre el •is•o circuito 

ii> •><iste •! ••nos un c••ino C•,b> y un c••lno (b 1 •). 

L• rel•ci6n "est•r sobre un •is•o circuito• o •est•r 
co•unic•dos", que puede represent•rse por·<-->, es pu•s 
si•ltric•. f.s •d••l1, tr•nsitiv• <vl•H l• deustr•cian en l• 
secci6n •nt•rior>. Por 6lti•o 1 si 1e •d•it• convencion•l•enée que 
todo punto estt sobre el •is•o circuito en si •is•o 1 o •eJOr •~n, 
si se ••Pli• l• rel•cibn <--> en1 Hestt confundido con o estt 
sobre un •is•o circuito con", l• r•l•cibn <--> es t••bitn 
re fl "' i 11•. 

H•v pues un• rel•ci6n de equiv•l•nci• en el conJunto d• los 
vlrtices d• un gr•fo. 

Tod• r•l•cibn de equiv•l•nci• en un conJunto deter•in• en 
el un• P•rtici6n. 

HOTlll 
$e die• que un conJunto RJ, R1, ••• , R" de ·p•rte1 Co 
fUbconJunto·s de un conJunto E> forHn UH PRRTlCIOH sil 
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Jo, Ninguna dE estas P•rtes es vacia. 
~o. Dos • dos son disJuntos. 
Jo, Su unibn es el conjunto E. 

L•s partes 
P•rt.id6n. 
si9uientt'1 
sol rilmá'n te .¡ 

/:11 , lh .... , ¡:¡,.se ll•Hn las CL~SES de la 
L•s condiciones 2•. y S•. son equiv•lentes • lo 
Todo ele•ento de E pertenece • un• cl•se y 
un.¡¡, 

Se Menciona •rrib• qu• existf' un• p•rticibn inducida por un• 
•e!a.::bn Je equiv•lenei•, pero es obvio que invt'rs••ente, tod• 
~·r~f:ibn define un• rel•cibn de rquiv•lenci•, que es, 
.•i.'l;:e•e,,te, "pe.~tenecer • un• •i1•• cl•se qur". 

L• r•l•ci6" <--> det•r•I"• en un 9r•fo un• p•rtlci6n cuy•; 
.:1uu lt' llrilun Ju· Cü#Pt)HEHTES FUERTf.#EHTE. COHEX~S, •breviado 
1ener•l•ent• co•o efe. 

Por deflniciOn, do.r vtrtic•s de un• •is•• efe estlm sobre un 
~is•o circuito, pero esta no quiere decir "ecrs•ri••ente qu• el 
subgr•fo for••do por est• efe se• un 9r•fo fuerte•ent• conexo.· 
!.•to s&la S{l.Ct'de si dos vtrtices cu•lesquier• de est. efe ttstlm 

.. ...,bre un •is•a circuito co•pursto de ele•entos del• efe. 

Pero todo circuito qur P••• por estos dos vlrtic•s no tienf' ••.1 qu~ dos qu• •estln sobre un •is9o circuito con o confundidas 
.:on" Crildril uno de ellos, y que pertt'Flt'Cen pues ri1 lril •is•• elrilsr dr 
rquiv•l•nci•. L•s cl•s•s de·l• P•rtici6n o efe son, por lo t•11to, 
sub9r•fos furrt•••11tr con•xos. Est• 11oci6n t'S •quiv•l•nte • l• 
•nt•rior dt' CONJUNTO IRREDUCIBLE. 

L• Fi9ur• 3.J9 r•pr•s•nt• l• p•rticibn d• un 9r•fo rn 
~o•pon•nt•s fu•rt••ent• conrx•s <o conJuntos irreducibl•s> • 

.... ·•' 



J.1.2 ORDEHRCIOH DE UH 6RAFO 

Considlrese qu• el 9r•fo 8 con r vtrtic•s o nodos 
representando restados, donde c•d• un• de l•s tr•nsicion•s est• 
represrnt•d• por un •reo (s,t), 

Los vtrtices d• 6 qu• no tien•n PRECEDENTE, repr•s•nt•n los 
ev•ntos qu• sblo pu•d•n •f•ctu•rsr •n pr, .. r lug•r. S• die• qu• 
su CODJUnto far•• l• GEHERRC10H CO) d•l gr•fo, 

Est• g•n•r•ci6n CO> no podrA srr v•cJ• ••s t«• •n •l c•so de 
qu• todo punto d•l gr•fo t•ng• su pr•c•d•nt•· Supu•sto •1 n6••ro 
d• v•rtic•s finito, s•rA nrc•s•rio qu• rn •st• tJr•fo h•Y• un 
circuito, co•o •sto for••r!• un conJunto irrrduclbl• d• rst•dos 
finitos, s• tr•t•rl• de un• c•d•n• d• #•rkov RECURREHTl. (C/rr ••s 
•d•l•nt• rl conc•pto de N•nilloN) 

Un• v•z •f•ctu•dos los •v•ntos d• l• g•nrr•cl6n CO>, sr 
t•ndrAn otr•• grnrr•cion•s. Son •ti"ll •s qu• s• •ncu•ntr•n ,,,; 
prrced•ntr rn rl subgr•fo s-co>. Sr lhHr• llHlRRClOH I • •s~r 
conJanto. 

Lo •is•o qu• '•ntrs, Cl> no s•r•, v•cfo ••s tur si sr tirnr 
un circuito rn · 6 -CO>. Prro suponirndo qu• no lo h•y •n 1, 
t••poco uistirt •n S -<O> , Y• qu• ••.un sllbtJr•fo d• s. 

Y rsi, suc•slv•••nt•, pu•dr s•gulrs• rst• d•sco•posicion rm 
g•n•r•cionrs h•st• ,,,. s• t•r•in•n los vtrticrs .d•l gr•fo, Los 
vlrtlcrs ,,., ,,.,.t•n•zc•n • l• 61ti•• g•n•r•ci6n r•Pr•s•11t;•rAn 
•st•do1 •bsorbrntrs, por c•rrcrr dr 1igui•nt••· D•l •is•o •odo~ 
los vtrticr1 d• l• g•n•r•clbn erro srrtn nrcrs•ri••ente 
tr•nsltorios, por c•r•crr d• prrcrd•ntr1. 

L• •usrncl• d•. circuito •l co•irnzo y, por t•nto, rn .c•d.t 
un• d• l•• rt•p•s, •••our• qur nlntJ.,,• tJ•n•r•cibn s•r• v•cl•. 

Est• duco•poslcl6n d• .st•da. s. IJ••• ORDEHRClOH D!.L 
SRllFO. Purd• ••trrl•liz.rsr rscrlblrndo los vtrtlc•s de la 
'1•»rr•ci6n erro sobr• un• pri••r• lln•• horizont•l, l•s d• CI>, 
sobrr Z. UH ln•rdl•t• lnfrrior, .rte. CCl•t:' FlgurH 1.20 v J,ZO•> 

e 
" ....... 
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TEOREHR I 

PROPIEDADES DE LRS SEHERRCIOHES 

J. Un vtrtic• inscrito •n l• IJ•n•r•cion Ci} no ti•ne 
pr•ced•nt•s ••s qu• •n l•s IJ•n•r•ciones CO>,CJ>, ••• , 
Ci-1>. D• lo contr•rio t•ndrl •l •enos un prec•d•nte •n 
•l 1ub9r•fo G -COJ-CI>- -Ci-J>, y no for••rl• p•rte 
d• (i). 

~. Rd••lls, ti•n• por· lo ••nos un precedent• •n Ci-1>. D• lo 
contr•rio, h•br!• sido •lc•nz•do •ntes d• ll•9•r • Ci>. 

Obs•rv•cibn1 Con •l sentido otor9•do •l •reo Cs,t>, •s 
d•c ir, •t •• •f•ctu• d•spu•s d• s" 1 •l int.,•ts r•c•• 
sobr• los vlrtic•s sin pr•c•d•nci•, v• que d• •llos 
:J.:pénderll, en 9r•n '••did•, •l co•port..,,1itrnto futuro d•l 
sist•••· Si, por •l contr•rio, se represent• por <•,b> l• 
rel•cion "b se efect6• despuls d• •# 1 s• busc•rl•n •ntes 
los vlrtic•s sin sigui•nt•, y ~. contin6• l• ord•n•ci6n 
de est• far••· El •ltodo· •s •l .•ino, con l• condici6n de 
sustituir •pr•ced•nt•• por •stgui•nt•". · 

Ttn9•s• •n cu•nt• qu•1 si •n. B s• c••bi• el sentido de 
todos las •reos s• obtiene un qr•fo que ·se denat• por G , y •l 
qu• s• 11••• DURL de B. Entonces,, l• 9•n•r•ci6n CO> de 6 no 
corrsponde n•ces•riH•nt• • l• Uti•• 9•net••ci6n d• G. L• Fi9ur• 
l.U •uutr• •l dual d• S1 v l•. l'i9ur• l.21• tiu.str• •l dual· 
ord•n•do. · 
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RECIPROCO DEL TEORE#~ J 

Solo puwd• ordwn•rs• un gr•fo sin circuitos, o biwn1 un 
9r•fo con un circuito no puwd• swr ordwn•do. Obstrvwse l• Figur• 
3.22, ws i•posibl• ord•n•rl•. 
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Considtrl'ns• todos los c••inos que ~'•van de un 11trticl' sin 
{.lf'l'Cl'dl'ntr • un 11trticl' d,. un circuito (si no l,•'1 1 el reciproco 
qurd• d1'111ostr•do) 1 sin p•s•r por otro 11trtic,. situ•do sobre un 
circuito. S•• k 1• LONGITUD <es d•cir, 1'1 n~••ro de •reos) del 
••vor d• ellos C•n l• Figur• J,i2 •s el c••ino Cb,c,d> de 
lon~itud 2). En 1• orden•cibn se toe• un ciruito, Jo •~s tarde 
p•r• l• g•n•r•ci6n k <•quf dl'sd• 1, a c•us• di' ,.,, pero en 
todos Jos c•sos, cu•ndo s• 11•9• • l• •t•P• k~I no qul'd•n Y• 
;untos sin prrc•dl'nt•s, Desde lul'go, si r es 1'1 n~•ero de 
vlrtic•s, k < ,., Dl'.•odo qui' el t•or••• pul'de r•l'scribirse co•o 

TEOfu.tffl 2 

Un gr•fo pul'd• s•r ord•n•do si y s61o si •s un gr•fo sin 
<:ircuitos. 

L• P•l•br• ORDEN 
si9ui•ntl's propi•d•d•s1 

d•sign• un• rl'l•cion 
r•fl,,tivid•d, 
tr•nsitivid•d y 
•ntiliHtrl•· 

con 

1 D•n6t•s• por " T ,. l • r•I •e i6n d• ord•n .• •ntonc•u •• ti•nl' 1• sigui•nte 

DEI lHlC ION 

Can ••t• d•finici6n, l• r•flrxividad srrl• 
•ntisi.,.tri• •s d•bid• • 1• ocurr•nci• d• circuitos1 
cHino <•,b>, •ntonc•s. no •xist• •l c:••ino <b,•>· Si 
t•ndrl• un circuito, fil cu•l no pu•d• ,,,,. ord•n•do. 

ci•rt•. "L• 
si l'Xiste un 
l'Xistil'r• se 

. P•ro; d• ••n•r• ,,.,,;,..1, t••bitn l'n un gr•fo con circuitos, 
l• r•l•ci6n T ti•n• por lo ••nos l•s propied•des d1'1 

rrfl•Jtivid•d y 
tr•nsitivid•d. 

T•l rrl•cl6n s• ll••• un PREORDEN. 

U11 orden ••• purs, un c•so p•rticular d• un pr•ordrn1 un 
;!'eor«:fen •ntisi•ftrico. 'L• rel ad6n de equi11 alf'nci• "E" estl 
r•l•eion•d• con •r#. 

En •l•cto, 

•• •xist• iobrr •l •is•o circuito qu• bn, i.r., •E b 

equiv•l• •• 

"l'K,1t• un c••ino •nt~• •y b", ¡,,.,, • T b,- y 
~~xist~ ~- c••ino •ntr~ b y •h, i.e., b 1 •· 
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• E b 

D•do un preorden 
construida, deter•in• 
existe un orden. 

• T b y b T • 

T, l• rel•ci6n de equiv•lenci~ E •si 
en S r.l•ses de equivalenci• entre l•s que 

El preorden T corresponde •l gr•fa 9 y 1• rel·•ci6n de 
equiv•lenci• E es l• que desco•pone el gr•fo en co•ponentes 
fuerte•ente conex•s. Esto represent• l• nocibn de l• 1ecci6n 
•nterior corr11spondiente • "desco•pon•r •l" r-sp•cio d• est•dos en 
canJuntos IRREDUCIBLES". 

Construyendo •har• un gr•fo .9 en •l que los v•rtices 
r•pres•nt•n l•s efe de G, y dond• un •reo <i,J) signif.iqu• l• 
existenci• d• por lo ••nos un •reo que ~·• de cm vtrtic•. de l• efe 
n6•ero i • un vlrtice de 1• efe n6•ero J• 

Es evidente que si h•Y un •reo U,j) no existe •rc:o · (Jli>~ 
Y• que entoncf's "i" y "J'1 ·pertenceeerl•n • l• •is•• efe. 

De ••ner• •Is gener•l, s• Ve que ges •in circuitos, g puede 
orden•rse y se le ll•H el BRllFO REDUCIDO DE 1, y reprúent• h. 
división dd siste•• en con Juntos irreducibles.- fl•r• ,, 1•r•pl i fic•r 
esto, v~•nse l•s Figur•s :r.23 y :r.:n., doDde se ·~s•r:v• · 1• 
rel•cibn de orden de l•s clues de equiv•lenci•. 

111 

r11111 l.ll 

• 
1 
J 

1 

1 

.n.-.1.111 .............. -~ .................... . 
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-;¿¡ INIC10/I' 
~e llJ•a CLASE INICIAL de un qrafo G a toda efe da G 

~epresent1Ja en G por un punto de la generación COJ , <Por le 
6 anto, el irafo d• 1• Figura 3,23 tiene dos clases iniciales.> 

DEFIHICIOH 
RecJoroc•••nte, se lla•a CLASE FINAL de un qrafo G a toda 

;f, ~e G repre11ntada en G ~or un punto de la Dlti•a ~eneracibn. 
(Por lo tanto, el grafo de la Figura 1.23 tiene una clase final,) 

Estas definiciones son de suma i•oortancia, ·Y• que per•iten 
d•re~~inar con facilidad los diferentes tipos. de 1stado1 que 
fcr••n un siste•a. Toda clise fin•l sera necesari••ente un 
con,;unto d,,. estados recurr11ntes <si es un solo tsttdo, #st11 s•rt 
a!:•sorbent<1> .• ya quf' el siste•• P•r••necer! sie•iire' en es• el •se 
un• 11e: qu• ha l leg•do • ellt. Todas l•s cl•s•s que no s#•n 
fin•l•s. n•c•s•ri••ente repres•nt•r!n conJuntos de estados 
tr•nsitorios, v• que existe prob•bilidad positiv• de qu<1 el 
sist••• no r•gres• • ellts. 

EJElfPLO J, 

:onsidtr•s• l• ••triz d• tr•nsicibn •encion•d• en el EJe•plo 
de l• s•ccibn 3,6, En l• Figur• 3.J2a se tiene el grafo 

uo•:i•do, Junto con el gr•fo g de l ts cl•ses d• 9, ordu1<1do. 
Puede v•rs• qu• l •s el •ses fin•l es 1 v 111, son nitcf'sari Hen t<F: 
.;on1untos d• f'St•dos recurr•ntes, •i•ntrai que 11 es un conjunto 
df' est•dos tr•nsitorios. Estos result•dos son extct•••nte los 
~is•os que los encontr•dos en 1• seccibn 3.6. 

3.1.1 ~E~IODICIDRD 

Lln• cl•s• final, considrr•d• •islada•ente, no es ••s que un 
gr•fo furrte•ente conexo, es decir, un gr•fo en eJ que· dos 
•

1trtic•s cu•lesqui•r•.i1st!n sobre un •is•o circuito. 

Es con''f'ni ente extf'ndersf' un poco •tJI' sobrf' estos circuitos, 
Considlres• el gr•fo de l• Figur• 1.2~ • 

..... •• 14 

c..11 lllP .... tl 11•• •• .. l'l .. lelW t:S 
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Puede 
fuert,•ente 
de 5, Se 
< 11 a••ndo 
indicb, al 

verificarse que todos los circuitos de este grata 
conexo contienen un nu•ero d' •reos qu' •s •f.11 tiplo 

dice entonc•s qu• son de lon.gitud •U tiplo d• S 
"longitud" de un c••ino o d• un circuito, co•o se 
n~•ero de sus •reos>. 

P•r• explicar y 9en,r•liz•r •st•s propi•d•d•s, s•• t el 
alnimo com~n divisor de l• longitud de todos los circuitos del 
gr•fo G <t recib• el no•br' d• PERlODlClDRD o PERIODO d•l.gr•fo>. 
Este n6•ero puede; en P•rticul•r, s•r igu•l • I <por •J••Plo, si 
el gr•fo tiene bucJ,), •ntonc•s s• die• qu• •l gr•fo •s 
RPERIODICO. Si el •stado id• un• el••• •s •P•ri6dico 1 · •ntone's 
todos los •st•dos son •P•ri6dicos. Los •st•das r•curr•nt•s 
positivos que son •peri6dicos r•cib•n •l no•br• de •st•dos 
ERSODlCOS. Un• c•den• for••d• de est•dos •rgbdicos, s• die• que 
,. un• CRDEHR ERGODICR. 

LE#R. 
Todos los c.••inos l'ntr' dos vtrtic's d•das i y J son d• 

longitud igu.1 'n •6dulo t. ·· .. _, 

S•• "'un c••ino Ci,J>• S• ll•••r• L<u1 > •su longitud, S•• 
u un c••ino cu•lquier• (J,i>. 

Entonc•s u1 ru constituv• un circuito <i,J1 i) cuv• longitud 
L<'u >"L<u>, su¡ un •fdtiplo d• t por definici6n. 

Not•1 CHndo dos n6••ros x, y son igu•les •n #ODULO t, q.~Jere 
d•eir que x-y •s igu•l • un •~ltiplo d• t1 esto s• d•not• por1 

X • Y •od t, 

o x-y ... O •od t. 

L<u1 > + L<u> •O •od t. 

Se• u1 otro c••ino cu•lqui•r• <i 1 J>. Sr ti•n• t••biln 

L<u1 > + L<u> • O •ad t. 

L<u1 > - LCu1> •O •od t. 

Rpoylndose en •ste l•••• s• pued• definir 
entr' dos vtrtices cu•l•squi•r• d• un gr•fo. D•das 
y J• s• h• d'•ostr•do qu• todas los c••inas u • 
longitud igu•l en •6dula t. 

D<i,J> • L<u> •od t 
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D<i,J) = O,J,,,.,t-J, 

Est• dist•ncia ti•ne l• propied1d de aditividad •ódulo t, En 
,1,cto, d•l l••• •nt•rior: 

D<i,J> ~ DCJ,i) = O •od t. 

DCi,J> • -DCJ,i> •od t, 

D<i,J) ~ DCJ,i) = t. 
Est•·dist•nci• p•r•it• d•finir un• PRRTICIOH •n el conJunto 

'd• vlrtic•s d•l 9r•fo B. 

S•• • un vtrtic• •rbitr•rio, p#ro fiJo de G. Considtrense 
l~s t conJunto11 

Cn • C il D<•,i>•n } <n • O,J, ••• , t-1> 

que s• l•ir wconJunto d• vtrtic•s d• B situ•dos • un• dist•nci• 
d• • igu•l • n•, P•r• los t v•lor•s posibl•s d• n. 

En •f•cto, P•r• todo vlrtic• i, D<•,i> •s un n4••ro bi•n 
d•t•r•in•do qu•·v•l• 0,1, ••• , o <t-1). Todo vlrtic• i P•rt•n•c• • 
uno v s6lo uno d• los c.,.· 

Hot•• ,., c. r•cib•n •n g•n•r•l ,, no•br• d• SUBCLRSES. 

PROPIEDRDES DE LR PRRTICIOH EH SUBCLRSES 

Jo. l•cir qu• i,J p•rt•n•c•n .• un• •is•• subcl•s• o no; 
.1Jgnifii:• ''"' 

y cu•l•squi•r• tu• s••n i v J, p•rt•n•i:i•nt•s o no • un• •is•• 
sabcl•s•, s• ti•n•, d• un• far•• g•n•r•l, por l• propi•d•d de 
•dHJ11i.dild 

JOJ 



Por lo que es equivalente a decir que i y ~ pertenecen a una 
•is111a subclase, o que 

D<J,i> =O •od t. 

Se observa que 1• rel•cibn de equiv•lenci• Npertenecer a un• 
111is111a subclase", no distin9ue • nin9bn •· L• P•rticibn en 
subclases esta pues intrlnseca•ente ligada al grafo G fuertemente 
conexo. 

Por 1 o tanto, 
particular, tiene 
&ubcl ;ues. 

la relacibn de definicibn a partir de un a 
1• 11entaJa de per•itir un• nu111er•cUm de l•s 

Si se hubiera partido de otro vtrticf' b, se t'mdrf• o'l!ra 
n1aeraci6n, dequcida de la prlf'c•dente por pt1r•ut•ci6n circufar, 
pero sie•pre en las •is••• subclases. 

20. Se• i un vtrtice· de la subclase e"' Todos sus siguientes 
pertenecen • C11;1, <Por excepcilm, • C par• n .. t-J>. En efecto, 
p•r• cu•lquif'r J sigui•nte dlf' i 

lJ<i,J> • I 

CONCLIJSIOH 

Si se si9utt un ca•ino cu•l qui•r• de un 9r•fo fu1·rt••ente 
conexo, , 

- • c•d• p•so se c••bi• de subcl•s•, "':' 1•• 1ubcll1es se •ncuentr•n sie111pre en el •is•o ord•n, coo 
un• p'riodicid•d t. · 

En lo que se re(i•r• • 1•• c•den•s d• lf•rkav, 1utas 
propi•d•d•s tienen l• si9uientf' con1f'cUf'nci•1 

Se•n x,y dos ••t•dos de un• •is•• el••• fin•l <v por lo 
t•nto '"~currf'nte.>, de periodicid•d t, represent•dos por los 
~1trticf's i y J de gr•fo •soci•do, Co•o i, por hipbtesis, no ti•n• 
siguientes que no p•rtenezcan •e, todo c••ino Ci,J> est• 
enter••ent• df'ntro de c. 

Su longitud es pue.1 igu•l • DH,J> .l/IOd t. l'•rtii•ndo de x, es 
i•posible encontr•r•e' "" ·y •l c•bo df' un_ n6••ro d• f.r•nsit:ion•s 
qu• no ••• igu•l • fJ<i,J> •ad t. ~si, 

P"<x,y> •O 
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in p.u-ticul •r, 

P"<y,y> ... O p•r• todo n no m&ltiplo de t. 

Por otro lado, se dice que el est•do y tiene periodo 
t Ct>=JJ, si P"<v,v>=O siempre que n no sea divisible entre t y 
que t sea el menor entero con esta propied•d. Por eJe•plo, si es 
posible q~e el proce~o entre al estado i sol••ente en Jos 
in•tantes 0,2,4, ••• , en cuyo caso este estado tiene periodo 2. 

Si existen dos n&meros consecutivos s y (s+J), tales que el 
~roceso puede encontrarse en el est•do i en Jos instantes s y 
Cs+l), se dice que el est•do tiene periodo 1 v recibe el nombre 
de est•do aperiódico. Si el est•do i de un• clase es •peribdico, 
e~tonces todos los ~st•dos son aperibdicos. Los estados 
recurrentes positivos·aperi6dicos son, co•o se dlJo mas •rriba, 
ergódi•:os •. · 

I. I. 4 1.11.#PLOS 

1 2 3 

·1 
. ili 112 

1:21 2 o 112 
1 

J () o 1 

Cuyos .gr•fos •soci•dos se •ue-stran en l• 
est• grlfica se-óbserv• que el estado 3 es 
particul•r de est•do ,,.gbdico>, •ientras 
tr•ns itori os. 

r1..,.a.n 

JOS 

,·1,.',·:.- ..•• :,' 

Fi9ura 3.2~; Ve 
•bsorbent~ <c•so 
que J y 2 son 



EJEHPLO 3. 

Coruidtrese el pr<Jceso con •.triz de t,.•ris Je i tm 1 

J 2 :J 

I 

[':· 
112 

o 1 2 112 J/2 

3 11'2 112j 

Cuy• g,.lfic• •soci•d• est• •ri l• Fi9u,.• 1.26. D• •quf. s• 
concluye qu• '' 'st•do I es tr•nsitorio, •i•nt,.•s 911• 2 y :J 
for••n un conJunto d• •st•dos r•c~rrent•s, •r96d1co. 

EJE#l'LO ~. 

Consldt,.ese el proceso con •.triz d• tr•nslci6n1 

J 2 J 

I r/12 112 

,:,1 f! . o 11'2 

' l 111 //J 111 

Cuy• grlflc• •soci•d• se •u•st,.• •n l• ligur• 1.21. 
Obstrvese que •n •st• c•so, s• tl•n• un•. c•d•n• irr•ducible, 
donde todos los est•dos son r•current•s y .,.,.i6dlcos. 

IM 

')• 



rillN 1.17 

EJE#PLO ~. 

J 

J 

[: :J 
L• grlfic• corr•spondi•nt• rs I• Figur• 3.28, dondr sr ve 

qur I• c•d•n• rs irrrduciblr o d• cl•s• bnic•, prribdice, con 
t•2. 

··-=>· n ... 1.a 
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EJEMPLO 1,í., 

Considtrese f'l proceso con 1utriz dtt tr•nsicibn1 

J 2 3 . 
1 112 112 ·•. o 

2 o 112 112 

3 o o 112 ... 

Cuy• grlfic• corrttsponde • l• Figur• 3.29, dond• s• V• qutt 
todos Jos •st•dos son tr•nsitorios. 

~"' 
, ..... ,.~ 

1., ~IO•t•ILl•AOtS Dt RISOACIOH 

S•• C uno d• los conJuntos c•rr•dos • irr•duc,bl•s d• 
•st•dos r•curr•nt•s, v SH ,R ( K > • P. <7f < 110 >, l • prob•bU id•d d• 
qu• un• c•den• dtt H•rkov con inicio •n x, "''ntu•l••nt• ll•gu• • 
c. Co•o l• c•d•n• p•r••n•c• •n e un• v•z tu• h• ll•g•do, s• ll••a 
• · <x> J• prob•bilid•d d• qu• un• c•d•n• qu• s• inici• •n x s•• 
••bsorbid•• por •l conJunto c. Cl•r•••nt•, 

~'"'. ,, ,, X#:C .. 
Pc '"' 

• o, si " •s r•i:urr•nttt .. }( ~ c. 

No •s t•n cl•ro co•o c•lcul•r Jl< X) p•r• "'Sr• 

Si h•v sol•••nt• un n6••ro finito d• •st•dos tr•nsttorios, v 
•n P•rticuJ•r, si S •is•o •s finito, •s si••pr• posibl• c•Jcul•r 

'º~ 



~ex>, X(S, r•solviendo un siste•• d• ecuaciones lineales con 
tantas ecuaciones co•o inc6gnit•s, i.e •• •ie•bros de ST• Para 
entender por qut, obstrve:;e que si x e Sr, un• cadena con inicio 
en x puede entr•r a C tolo si lo hace •l tiempo J, o estando en 
Sr al tiempo J y •ntrando a C en algbn •o•ento futuro. El primer 
evento tiene probabilidad 

Z P<x, y> 
fH' 

¿ P<x, y> Jl<y.l 
y1Sr 

fl<x> • !: P<x,y> + l:<x,y> J? <y>, 'xcS, ••• <3.-17> 
flC ffSr 

la ecuacion (J,47) se cu•ple con S finito o infinito, pero 
l':i •lis claro co•o resolverla par• l•s f#<x>, Xfí Sr desconocidas, 
cu•ndo Sr es finito. Un• dificult•d •dicion•l es que si Sr es 
infinito, entonces (J,47> no tiene neces•ri••ente solución ~nic•.· 

TEORE#R I 

Supbn9•se que el conJgnto Sr de rst•dos tr•nsitorios es 
finito, y se• e un conJunto cerr•do irreducible de est•dos 
recurrentes. Entonces el sist••• d• ecu•ciones 

f(x> • ¿: P<x,y> +E P<x, y> f<y>, x•S., 
y1c ~·~. 

••• <3.-18) 

tiene l• solución 6nic•1 

f<x> • f <x>, x1s,. • •• (3.49) 

f(y> • ¿ P<y,z> + l: PCy,z) f<z), 
Ut U~ . 

Sustituvendo •n <J.48) 

f(x) .•;;:, P<x,y> +¿ !:PCx,y>P<y,z> +E Z.P<x,y>P<y,z)f(z) 
ycc f•Sr HC 'l•~r us, 

L• su.H d• los dos pri•eros tfr•inos es P. <1' ~2>, y d tercero se 
redu•:e • EP 1 <x,z>f<z>1 que es lo •is•o que F.P 1<x,y>f<y). 

. u~. ~~ 

Entonces, 

' ""' • PM <T, 12> .,. r p <x,v>f<y, 
~llr 

Utiliz•ndo l• inducción o repitiendo el proceso •nterior se 
·:anduve qull', P•r• todos los enteros positiv?s ni 

f( 11) • P, < Te 'n) + E ,. "{.'(. V >f < 'I >, "' S,. • •• <3.~0) 
V•~,, 
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li• Pncx,y> •O, 
n-->.xi 

••• ( 1. 51) 

'D• •cu•f'do • l•s suposicion•s d•l t•or••• Sr •s· un conJunto 
finito, po,. lo t•nto, s• si9u• d• (1,51> que l• su•• •n C!.50) s• 
•Pf'OXi•• • c•f'o cu•ndo n-->oo, Cons•cu•nt•••nt•, P•"• xcSr 

f( x) 1 l i • P11 ( 1i: ~n .l 
n-->oo 

• P" <Te < «> > • fl < x) , 

fJE#PLO l. 

Considtr•H l• c•dH• d• #•f'kov d•J E,1••plo I d• l• s•ccibn 
'·'· Encontr•r l•s prob•bilid•d•s d• •bsorciOn por •l conJunto 
COJ p•r• los ••t•dos I y Z, •• d•cir 

R. ' • Ro. (/ , ' 
y f:o • Ff eH Z> • 

D• (1,4'1) y d• l·• ••triz d• tr•nsicifm d•l •J••plo, s• ,,, 
tfl• I y 2 son ut•dos tr•nsi.tof'i.01 1 con ~ y P,

11 
d•t.r•in• t .r 

por l•s •cu•cion•s 

11. • / u .,. < 112 >R. .,. e 114> P,, 

/f.• P.11Cn) • r PU,y> + 1.:PU,y> -'.!1<v.l 
f•t•J yu, 

R. • 114 .,. <J 12 > Roi e /> + u 10 J;.un 

P,, • CI 15) R. .,. C215> P.o 

fo • 115 y P., • 115. 

Rlt•rn•tiv•••nt•, s• pu•d~n obt•n•,. •st•s prob•bilid•d•s 
r'6t•ndo Jl..c J> y R,1< Z > d• J, 

TlORE#R Z 

f.f,<x> • I con Xf Sr, • •.<J. ~z >. 

P•r• v•rlfic•r <l.5Z> n6t1t1• qu• p•r• xfSr 'f ·~ <x> · •s 
Igual • 
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E P. < Tf¡ < oo > ... P. < Ts" ·~ '° > , 
l 

Co•o sol•••ntr h•V un n~•rro finito de est•dos tr•nsitorios 
y c•d• •st•do tr•nsitorio rs visit•do sblo un n~••ro finito de 
vecf's, J• prot••biJ id•d P, <Ts11 < ao > de qu• un •st•do f'•currli'nte 
sr• •lc•nz•da rs J, por Jo .qu• sr cu•plr <1.52>, 

Un• ~'1'Z qu• un• c•d•n• d• tf•rkov e•pi•z• trn un rstmdo 
tf'ansitorio x, •ntr• •n un conJunto C cerr•do irr•ducible d• 
li'St•dos r•cuf'f'rnt•s, visit•ndo c•d• •st•do •n e, Entonc•s 

P,~ ... Pc <x> . p•r• "' Sr , Y" e 
s .. sigu• de < 1. 51 > qu• en •J "JtlTlpl o 

e. e . P.. ·P.. .• , •• ,,, • 2/fi 

V 

Consid•f'ts• un• c•d•n• d• #•rkov con esp•cio de 
finito 0,1, ••• , d y funcibn d• tr•nsicibn P t•l que 

ti 
¿ yP<x,y> • x, x•O,J, ••• ,d 
v•• , 

••• <J. 53 .> 

••• c;J.54.l 

Rrcof'd•ndo l• d•finici6n d• rsprr•nz• ••te•ltic• <v••s• ~plndic• 
B>, •• ob1•rv• qur 'st• rcu•ci6n i•plic• qur •1 valor •sprf'•do 
drl rst•do pr6xi•o futuro y, sr• igu.•l al ~'•lo,. pl'eHntr x. 

E C x,,., / X. •x• , ••• , Xn.1 •x,..1 , X11•x > • 
ti 

• ¿ yP<X,,., •y I Xo "'"o, .. ,.• X11.1 "'"Xn • .1, Xn=x> 
''º 

' •I yP<x,y> 

"'º por 1• pf'opied•d .de #•rkov. Se éonc1u.ytl' de <'3.S•I> que 

••• (1.55) 

•s d•cir, qu• •l v•lar •sp•r•do d• Jln;¡ d•dos los vdor•s p•s•dos 
v pr•s•nt.• d• x., ... , Xn rs i911•l •l v•Ior pr•s•nt• dr 11,,. Lln• 
suc•si6n d• v•f'i•blrs •lr.t.ori•s qu• ti•n•n rst• propi•d•d son 
ll•••d•s HhRTIHS~L~S. L•s ••rting•l•s no nrcrs•ri•••nt• son 
c•d•n•s d• H•rkav, y JU•g•n un P•P•l •uv i•port•nt• rn l• trofi• 
d• prob•bilid•d. Sur9i•ran inici•l••Dt• rn los JU•gos d• •Z•r 
<vt•s• <»> P•r• un •1tudio rn p•rticul•,. sobre los JUr9os d• .,.,.,. 
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Si Xn denota el capital de un JU9•dor despuls del tie•po n, 
y si todas las apuest•s son Justas, esto es, si el result•do de 
1• 11speranz• de gananci• es cero <Juego su•• cero>, entonces Xn, 
n > ... O, for•• una •arting•l•. Los jug•dores, n•tur•l•ente, se 

.. interesan por en•:ontr•r •1 gun• estr•tegi• d• •Pu•st•, co•o 
incre•entar sus apuest•s h•st• que 9•n•n. Esto podrl• d•rles una 
9•n•ncia esper•d• net•, drspues d• un• s•rie d• •puest•s. Esta 
ttcnic• fue conocida co•o "LR #RRTIHSRLR IHFRLIBLEN, •unque 1• 
prlctic• de•ostrO que no 11r• r••l•ente inf•lible.<lle•se Cito>, pp. 
143> Por un• p•rt11, las •puest•s en el ¡uego por lo IJ•n•r•l •stln 
li•it•d•s; ade•ls, por •uy rico que fu•r• el JU9•dor qu• quisiera 
utiliz•r 11st• ••rtingal•, no h•Y ••s que un• fortun• li•it•d• y, 
por consigui•nte, corre 111 peligro d• v•rse oblig•do • deJ•r de 
¡ug•r por f•lt• de dinero. · 

Se sigue de. <J.54> que 
d 
¿ y P<O,y> ,.. O 
~·o 

y, por lo t•nto, que P<0,1> ~ PC0,2) • ••• • P<O,d) •o. Entonces 
cero· es nec•s•ria•ente un est•do •biorbent11. Se sl9u11 en · for•• 
si•tlar que d •s •bsorb•nte. Represent•n los est•doi de ruin• o 
de IJ•n•nci• •lxi••· 

Considtrese •hor• un• c•den• de Harkov que s•tlsf•ce < :r • .,_. .: 
y que no tiene est•dos •bsorber.tes distintos de O y d, flr)to~:.=. 
lo• est•dos J, ••• ,d-1 son tr•nsitorlos y c•d• uno llev• • :,·~ · 
• d. Cllt•se l• '1gur• J,JO> Si 1• ~•den• de #•rkov '••pie::•. ;:1: ~, 
eventu•l •ente entr.;r} en uno de los dos est•dos •bsorbent<f :r e e 
d, V per••necer• •hl. 

~ )l[)UI:) 
1 1 1 ... ... . 

,. ....... ...... 

J/2 



~ 

~· ~i. 

t 

Entonces, 

~· ,, ¿ 

y p" (X, í',) ._. d P " (X, d) 

( ~·o 

1
: Co•o los •st•cos J,2, ••• ,d-J son tr•nsitorios, 

'
;, P" (,,.,v> ti•nd• • c•ro cu•ndo n ti•nd• • infinito 

1, ~, ••• , d-J. 

~· 
~: li• E11<Xn> .s: dP• <T·~CD) ~ dJJ,,d 

n--> 
~· 
f; .Por otro l•do, s• sigue d• <J.51> qu• EXn.s:Ex,.,. ••• •EXo y por F t<1nto, E1 <X,,> ,, x. /:/s1, 

~· "~~~,;,,<Xn> • x 

~. l9u.l•ndo •st•s dos lllti••s •cu•cion•s 
~· 

~Í; 
w·. 
r¡~ 

P,,¡ .. x/d , 

P,0 • l - xld, x .. o, ... ,d 

xld • P<x,d> ~ > <yld> P<x,y> 

:·/o cu•l PU•de s•guirs• dtt <l.51>. 
~· 

1
: L• c•d•n• 9enttic• d•l EJ••plo 7 de l• 
s•tisf•c• (3,51>, •si co•o 1• c•d•n• d• I• ruin• d• 
~,1, ••• ,d con ••triz d• tr•nsici6n d• l• far•• 
t, 

lll 

'"}' 

.... (3.56) 

••• (3.57) 

s•ccibn 1.1, 
un JU.IJ•dor •n 



' 
J/2 

o 

. ' 
o 

o 

o 
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J/2 o 
o 

o ' 
Supbn9•s• que dos JU'}•dor11s h•c•n seri•s d• •PU•st11 d• ci•n 

p11101 h•st• qu11 uno d11 11llos se •rruin•, y •d••is c•d• JU'}•dor 
ti11n11 prob•bil id•d 112 de 11•n•r un• •puest. d•d•. Si .•l priHr 
JU'}•dor ti11n11 un c1pit•l inici•l d• d-x cientos d11 p11sos, 
11ntonc11s 111 Sll'}Undo JU']•dor ti•n• pro/:11bi l id•d .P.ct"' xld d• 
•rruin•rs11 y •l pri••r JU91dor ti11n11 prob•bilid•d 1-(xld) d11 
•rruin•rs•. 

E~ un• c•d•n• de #•rkov ·i~redu~1ble, o +odos los estado~ son 
recurr11nt11s, o todos son tr1nsitorioJ, de wodo qae un• c•dena de 
#•rkav ir;11ducibl11 o 111 r11currente o es tr~ns1toria. Un• caden• 
d11 #•rkov irr11ducibl11 con n~•ero finito de 11st1dos~ •s 
n11c11s•ri••11nt11 r11curr11ntr. En 911ner•l .• •s difkzl d"cidir cu•ndo 
un• c•d•n• irr11ducibl11 con n6••ro infinito de 111t•dos 11s 

r11curr11nt11 o tr•nsitori•. Sin 11•b•r90, esto puede h1cers11 p•r• la 
c•d•n• dtl n•ci•i11nto y •uert11. 

Considtr11s11 un• c•d•n• d11 n•ci•i•nto y •u11rt11 fin los 11nt11ras 
no· n•g•tivos o 11n 111 canJunto finito o, ••. ,d En 111 priu11r 
c•so d• • L• funci6n d11. tr•nsid6n 11s d• l• forH• 

P<x,y> • "• 
p• si y•x+I 

O otro c•so 

1Jond11 Px + q11 + rx• 1, P•r• xfS, q11 ~0 y PA ~o, si d < ~. 
ndicion•l•11nt11, supbng•se que Px y 9x son positivos p•r• O <x <d. 

u< X.> " Px ( T,, •( Ti. >, 

'"' 



se inicia en x, alc•nce el estado a antes que el estado b), Y sea 
uC•>=J v uCb>=O, Si la cadena de nacimiento y 1uerte se Jnicia 
en y, entonces v• en un P•so a v-J, y o y+J, con probabilidades 
q"'"" .• o p, respectiv••finte. s ... :>igue ;;nton•:es QUfil 

u<y> & q u<y-J) + r uCy> + p uCy+!>, 

Como ~ =J-p,-q, , puede reescribirse esta ecuación 

u<y+I> - uCy> = q~ CuCy) - uCy-J>>, 

1Y 
Su et= J y 

Q ••• q 
O<y<d 

p ••• p 

De (J,S9> s"' ve que 

u<v.,.J> - u<'v> "'!Lcu<y> - u.<y-J> 
4',., 

u<y+t> - u<y> ~ .. "'-··· "ª 

Consecuente•entfi, 

, a< v<o 

u.Cy> - u.<y.,.J> ,, A-cu<•> - u.ca+J», •<=y<o 
t1'a . 

Su1ando <?.6/) sobre y.ra, ••• ,b-J 
u<b>z0 1 se concl u.ye que 

u<•> - u<•+l> 1 ,, 
~ 

, .. , .,.. r,,, L 
'/•• 

(J.6J) se convierte "" 

••• ( 3. ~8) 

... (J,59) 

... (J.60> 

... (3,6J) 



Se sigue de l~ definición de ucx> que 
6·J 
¡:: cf, 

VH y f.. <'T.¡ <T¡, > .,. p , a<x<b 
.::.. .r, 
~·a 

Restando (J,62> de t • ••bos l•dos 

EJEHPLO 1. 

~-· 1 ' 

••• (J,62) 

••• ('J .63) 

Un• ciert• ctlul• tiene prob•bilid•des d• 9120 de 
p•rticion•rs• en dos, 10120 de •orir, y 1120 de s•guir viviendo 
sin dupli•:•rse. Si l• co•unid•d dr..•nz• 15 •il cllulu, 1• 
co•unid•d s• destruye por ex•:•so de pobl•cifm1 si ll•g•n • •orir 
10 •il cllul•s, tud:iifn se destruye por f•lt• d• d•fens•s. 

•> Encontr•r l• prob•bilid•d de qu• 1• co•unid•d se destruy• 
por exceso de pobl•ci6n. 

Si se denot• por Xn el nf.laero de ctlul•s pr•Stmtes en f.'· 

tieapo n, con JCo •IO•il, <r• que d• otr• for•• no h•br~.1 
co•unid•d>, entonces Xw, n>•O, far•• un• c•d•n• d• n•ci•i•nto · 
•uerte sobr• <O,•il, ... , 35•il> con t•s•s Pc•91ao, q.•10120 1 
r. •1120, .::on O-:"x<J5. 

Los est•dos cl'ro y 35 son •bsorbentes. L• fbr•ul• (J.63> es 
•Pl ii:•l:•l• con •"º y, x=IO, b•J5. 

Se .::oncluye que l¡•<IOl9>V , O<•y<•JI, y •ntonc•s 

.,., 
(I0/9)'1' 

( 1019>' 
• 

(1019>'
0
-. I 

( 1019~- I 
• • 017 

Entonces .1 a co11unidad tiene prob•bil id•d .017 d• d•struirs• 
por •xc•so de pobl•ci6n (un• prob•bilid•d b•st•nt• pequf''1•.i. i.1 
n&••ro esper•do d• •u•rtes •s1 

Considlrese un• .::•dl'n• di' n••=i•i•nto y •u•rte •n los •nt•ro:~ 
no neg•t i vos, l • c u•l .-s i rrrduc i bl,., i.,.., t•l qu• p .. ;•o p•r• 
x>•O, y q1 >O p•r• x>.-1·. Puedl' d•ter•in•rs. cul,,do •st• .c•den• es 
rer..urr•nt• y cuando es tr•nsitiv•. (IJl•s• 1• 1'gur• 1.11> 
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rllllN Ul 
Wttia ., llHl•lt1t1 

1 ...... 

P, < T0 ·~ T,, > , J - J ;:: ,,., t. 
V•O '/ 

, n > J 
••• (3.64)' 

Considlrttstt •hor• un• c•d•n• dtt n•ci•i•nto y •u•rte que se 
inici• •n ttl ttst•do J. Co•o l• c•d•n• d• n•ci•i•nto y •uerte 
pu•d• •overs• • lo •Is un p•so h•ci• l• d•rech•, ttn un tie•po 
d•do, (consid•r•ndo l• tr•nsicibn d• un •st•do • otro como un 
•o~'i•i•nto • lo l•r90 dtt l• r•ct• rtt•l >, 

J <, Tz < T_, < ••• (3 .6~) 

Stt si9ut1 dtt (3.6~> qutt éTa<Tn>, n >J, for•a un• se•:uencia no 
dttcrttcittnttt d• ttv•ntos. S• concluy• que 

li• P1 <'T0 <Te>, P, <T,<T,, p•ra d9lm n > J) .,,(3.66) 
n-->ID 

L~ •cu•cibn C3~6$>' i•plic• 
·.:u•ndo n ti•nd• •infinito/ por lo 
•l9un n >J> ocurr• si y 1610 si •l 
re•scribirs• <3.66> co•o 

que Tri >zzn y •ntonc•s T,, --> <D 

t•nto, .-1 •v•nto C T~ <Tn P•r• 
ttv•nto C T0 <el)> ocurr•. Puttdtt 

li111 P <T1 < T,,> = P1 <T~ <ex>,) 
n--?.o 

••• (3.67) 

••• <3.68) 

"l1or• pued11 obsttrv•rstt qutt un• c•dttn• di n•c i•ifmto y. •u..,•te 
'1 rttcurrttnt• si y sblo si 

••• (3,69) 

JJ7 



Si la cadena de naci•ill'nto y •uer·te es recurrente, entonc~s 
P1 c'T0 <co>., 1, y (3,69) se sigue de (J,68>. P•r• obtener el 
in1'1u·so, of:,str1,ese que P<O, y>•O p•r• y>•2, y por lo t•nto 

fo q, <ro) "' P<0,0) + P<O,l>fl< Tp < <D > 

Sup6n~ase que (3.69> se cu•ple, entonces por <3.68) 

P¡ <T,, <co) •J 

De •qu1 y de (J,70) se concluye que 

P0 ( T
0 
< co .> .., P (O, O> + P (O 1 J) • 1 

... (3,70) 

Entonces O es un est•do recurrente, y co•o s• •su•i6 qu• l• 
c•den• er• irreducible, debe ser un• c•den• recurrrnte. 

En conclusibn.. se l?a prob•do qu• un~ c.•d•n• ,,.rttducible de 
n•i:i•iento y •uerte- rn 0,1,2, ••• es recurrent• si y s6lo ,., 

• ro ••• (3,71> 

EJE#PLO 2. 

Cons i dtrese un• c•den• de n•ci •i en to y •uerte en O, J,:. . , . 
definid• por 

X 

P. ·------
2 ( x+ J) 

y x>•O 

Co•o q( X 

"" 
P11 x+2 

Sii' si9ue que '· ,, q, ••• q., • I 2 ••• )( 

P1 • • • Px T-¡-;-;-; x+a 

... 2 # 2 
( x~i ' 

1 
(X-1-I)( x+V '"!(·~-~ J 

• w 
¿ el; .. 2 :r Jl(x+I> - ll<x+2) 

"'' K1j 

• 2 ( 112 - 113 + J/3 - 11~ + 11~ - 11~ + .... ,, 
.. rt ( JIZJ .. I 

Por 1 o t•nto, est• c•d•n• es tr•nsitof'i•· 

,,)· 



3.12 C~DEH~S DE R~#lFlC~ClOH 

ConsiJtrese la cadena mencionada en el EJe~plo 6 de la 
.<e•:cibn 3.4. La probabilidad de extindbn .P de Ja cae/en¡¡ es Ja 
¡robabilidad de que Jos descendientes de u.na particula dada se 
exting•n. Entonces, 

Rhora, supbng¡¡se qu.e en lugar de 1, incialmente hay x 
partJculas, Co•o el n&•ero de naci•ientos en las diversas 
~ener•ciones es independiente de l•s otr•s, l• probabilidad de 
qi.:e los descendi.entes de •:u•lquiera de las x P•rttcu.Jas 
e1•entu.•I111fi'nte se ttxtinga ,,., I• potencia x de la probabilidad di;­
c;u.e Jos ducendientes de cualquier partJcul• eventual•ente se 
extingan. En otr•s palabr•s, 

E. :PI/ 
(0 , x= J,2, ••• • •• (3 .72) 

En el EJe•plo 6 de la sección 3.4, u.na partlcula da origen a 
~ partlcul.ts ttn la si9uient• 9ener•ci6n, donde P$ es una variable 
ale•toria con densidad f, Si ·f(J)•J, se tiene un• cadena de 
ra111ific•citm d .. gener•d•, .. ,, la que c•d• estado 11s absorbente. 
Entonces, supbngase que f(J) < J. Entonces el estado O es u.n 
estado •bsorbente, y los de•~s son transitorios. De aquJ se sigue 
qu.e, con probabilid•d J, l• c•dena de ru1ificacibn o 11s absorbida 
por O o se •proxi1,. • +aJ • Se concluye de <3.72) que: 

~ Ui• Xn~ct1.) = J - p" , x=J,z, ... 
n--·>.., 

Es conveniente determinar .P , o al menos, determinar 
cu.ando P ,,. J y cu.tndo P <t, dado qu.e esto nos indica· si la 
extinción tts se9u.ra o no. Esto puede hacerse usando argumentos 
t••sados rn 1 a f&r•ul • 

l<p> = p ••• (3.73) 

donde ~ es la fu.nci6n generatriz de probabilidad de f <ver 
Rp#ndic• 8), dttfÍnid• por 

~ <t> = f(0) + !:" f(y) t 

... 
.P •P,0 ,,. P<J,O> + E P<J .• y.>Pyo r-,: 

.r P<J,0) + ¿ PU,y)pt 
1•1 ., 

" f(0) + Í. f(yJpY 
y•I 

O<=t<=J 

Se• p. el n~•rro esper•do de naci•i•ntos d• una 
dtd•. $upbn9astt l'<•J. Entonces l• 4tcu.acibn # <t> .,. t 
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ralees en co,n, <'ya que fCI> <J>, y •ntonc•s P•J, D• •odo que 
la extincibn es ciert• si µ<•1 y f(J) <J. 

Supbngase ahora que~ >J. EntonCf'S l• f'CU•cibn I (t)•t tif'níl 
un• r<1iz l.mir:a en CO,J>, y por lo t•nto P t1s P. b 1. En r••lid•d, 
P sif'•f!rf' es igual • Po En consf'cUf'nci•, si A > J, l• 
prob•bilidad df' extinción es •f'nor qu,. uno. <P•r• prob•r •stos 
resultados recu~rdese queµ es igu•I • 1• derivad• de 1• funcibn 
gen•r•triz, f'V•lu•d• en t=J, Rptndicf' BJ. 

Estos rf'sult•dos son r•zon•blrs t1n for•• intuitiv•. Si A <1. 
entonces, •n pro~edio c•d• P•rtlcul• d• origf'n • ••nos df' una 
nu•v• p•rtlcu1•1 •sI se f'sprr• qu• l• pobl•ción ll119u• • 
d•s•p•rf'cer. Si ~ >1, en pro•rdio, c•d• p•rtlcul• d• origf'n • •'s 
d• un• nurv• particul•. En este c•so s• •sP•r• qu• l• probl•ción 
t11ng• prob•bil i••d positiv• de cr•c•r rlpid•Hnt•, •n for•• 
g•o•ltric•. El c•so Al"1 f"S l• Jln•• divisori•, p•ro co•o P"l 
cu•ndo µ <1, •s pl•usibl• que P=J t••biln cu•ndo ~·1. Esta, de 
nu•vo •s lógico, Y• qu• si, "" pro••dio, c•d• p•rtlcul• g•nera 
s6lo otr•, l• tend•nci• Sf'rl Ja extinción. 

EJE#PLO 1. EXTlHCIOH DE UH RPELLlDO. 

El sf'Plor IJallf' del• Lo•• d•s•• s•b•r cu•l rs 1• 
prob•bilid•d de que su •Pf"llido s• •xting•. Supon" quf', "" 
pro••dia, c•d• ho•bre ti•n• 3 hiJos, de los cu•l•s c•d• uno tiene 
prob•bil id•d 112 de s•r ho•bre y 112 d• s•r •u,;er. Supbng•u qu• 
"' n&•f'ro dt1 ho•br•s <los qu• cons•rv•rln y tr•ns•itir'n el 
•P•ll ido), "" l • n-lsi •• 'J•n•r•c ión, far•• un• c•d•n<f dE 
r••ific•citm. 

L• f unc Um d• densidad del nfl••ro d• hi ;os v•ron•s df' ur; 
ho•bre d•do 11s un• Bino•i•l <vf'r Rptndic• B>, can p•ra•etros n=J 
y P"l/2. Entonc•s l• función d• d•nsid•d •stl d•d• por1 

~, ... , ... (~) p'q""' 

C•lcu,•ndo l•• prob•bilid•df's 

f(O) • (J/2) "' 11e 
f( J) ,, 3 .. ¡~ 
f(2) • 318 
fU) • 118 
f(x) • o, p•r• X>"'4• 

El nfl••ro pro••dio dt1 n•ci•i•ntos ••sc«linos •• ,u•np•31~. 
Co•o A> 1, l• prob•bilid•d d• •xtincibn P •s l• r•lz· d• l• 
t1t:u•i::i6n 



<t-1.> <t1
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E..itci t:'<:ua,:i6n tiene l•s rdc11si J, -f5- 2, y rT- 2. Co1110 
nece.i•ria111ente det.•e s•r ••vor que O y •enor qu• J, P" ([;'- 2. 

~hor•, .ii por ejemplo, el se~or Vcill• d• l• Lo•• tiene do• 
hIJOS y una hiJ•, 1• prob•bilid•d de que su •Pellido se extinga 
suJ si•pl.;-Hnte .f,=P~. 

J,/J CRIEHRS DE LlHERS DE ESPERR. 

Considtrese 1• c•den• de llne• de •sper• del EJe•plo ~ de 1• 
seccilm3.4. S••n ~''~a, yAJco•oendicho •Je•plo. D• 
nu•vo, •s conveni•nt• d•t•r•in•r cutndo l• c•d•n• es r•currente y 
culndo •s tr•nsitori•. 

Sr• µ •l n&••ro esper•do de client•s qu• ll•g•n en un• 
unid•d de ti••po. Supllng•sr pri•ero qu• p. >J. Co•o •l .enos un• 
person• rs •t•ndid• •n un •o••nto y, en pro•f'dio, •is d• un nuei10 

cli•ntr s11 incorpor• • •l col•, perec•rla qur, • •edid• que el 
ti••po •v•nz•, h•brt •Is y •Is grntr rsper•ndo, y l• longitud de 
l• col• tendrrl• •infinito. Entonces, si ffJ. >J, 1• lfne• df' 
rsp•r• •s un• c•d•n• tr•nsitori•. En g•n•r•l, esto no 1ucrdr, 
pues cu•ndo un• col• es de•••i•do l•rg•, l• g•nt• ya no s• 
incorpor•. 

P•r• discutir •l c•so en qu• "'<•J, pued• suponrrs• qu• l• 
c•d•n• •s irr•ducibl•, Y• qu• •s po1ibl• p•s•r d• un •st•~o • 
cu•lqui•r otro, •unqur no n•crs•ri•••nt• •n un• unid•d d• ti••po. 
To••ndo fU <I, •n pro•rdio¡ ••nos d• un nuevo cli•nt• ll•g• • l• 
col• •n an• anid•d d• ti••po. Co•o s• •ti•nd• • un cli•nte 
si••Pr• qu• l• cal• no •st• v•cl•, 1• •sprr•rl• qu•, sin i•port•r 
l• lonpitud inici•l d• l• col•, ••t• d•s•p•r•cerl• •n un ti••po 
futuro. Entonc•s O •s un r1t•do r•curr•nt•, y por lo t•nto, l• 
c•d•n• •• rrcurr•nt•. El c•so~•I rs l• llne• front•riz•, p•ro d• 
nu•vo, O •s un •1t•do r•r.urrrnt•, d• •oda qu•, •l 1•r l• c•d•n• 
t~r.-ducif:•le, d•b• srr r•cU.rr•r1t•. 

1.14 CO#,ORTR#IENTO ltSlNTOTICO DI L• l•Ti1z DI 1RRNSICIOH 

En •uchos c•sos, •l rstudi•r un 1ist•••, s• ob1•rv• qu• su 
d•s•rrallo d•t• d• •ucho ti••pa •tris, •ntonc•s •l ·lilt••• pu•de 
t•n•r un cierto co•port••i•nto ll•it•, •• d•cir, un• diltribur:ifm 
rsObl• d• prob•bil ld•du. l6 •uy conv•n.irnt•, por lo tanto, 
dtt•r•in•r 11 un proc•so ti•r1d• o no• rst•bJliz•rs• d•1puts d• 
un n6••ro gr•nd• d• tr•n1ic;or1••· Cl•ro qu• no todos 101 proc•sos 
l l •9•"'"' • obt•n•r ··••bJ' 'd(fd .. , . "' •l 9unoi c•sos, . co•o ,. i1•r• 
•ti •d*hntr, •I co'lfport••l•nto futuro drl procuo d•P•ndrrt rn 
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gran •edida del estado lnicial. 

Rprovechando el desarrollo anterior de Ja teorl• de 
grlficas, y utilizando las tlcnicas matriciales, es relativ•mente 
sencillo determinar cuando un sistema tiende• un lf•ite y cu~l 
es este 1 Imite. 

1.14.J PROPIED~DES DE L~ #•TRIZ DE TRl#SICIO# 

La •atriz P, definida cowo ••triz de probabilidades de 
tr•nsicibn tiene, co•o Y• se dijo, l•s siguientes propied•des1 

la. Todos sus ttrminos son positivas o nulos. 

3•. El producto de dos ••trices estoctstic•s es una ••triz 
estoclstica. En efecto, s•• C el vector colu•n• del 
esp•cio r (para un• ••triz estoctstic• de r cOlu•n•s 
por r renglones>, tal que todas sus co•ponentes se•n 
igu•les • l• unid•d. Co•o l• su•• de l•s co•ponentes de 
c•d• renglón de P es l, puede escribirse 

P e = e, 

lo cu•l de•uestra que 1 es un v•lor propio de P y que 
es un vector propio a Ja derech• correspondiente m •F:• 
v•l or, 

flhor•, sean fl y T:I dos •at.rices est.oclutic•s d.-1 11is•o 
orden, y sea D el produ~to f/8. s~ t1fne 

s e e 

f/CBC> .v f/C = C 

<flB>C .:r C 

Entonces 

D e = e 

En P•rticul•r, tod•s l•s potenci•s de P ser•n ••trices 
estoctstic•s. 

Se obtuvo t••bifn •l r•sult.•do, en l• s•ccibn l.~.~. d• que 
1• ••triz de probabilid•des d• tr•nsicibn.•n n p•sos '' igu•l • 
l• n-fsi•• potenci• de P. Poi" otro l•do, s• tiene •ntonces que l• 
distribucibn de prob•bilid•d•s en •l n-tsi•o •st•do •s igu•l • l• 
distribucibn lnici•l J\ por l• ••triz de tr•nsicibn P •l•v•d• • 



:a "· ~sÍ~is•o, la distribución de probabilidades en el estado 
Cn+l> e1 igual a Ja distribución en el estado n por la matriz de 
transición en un paso P, CV~anse las ecuaciones (J,JIJ v CJ,J2> 
en Ja seccion l.~.2> 

J.l~.2 EL CO#PORTR#IEHTO RSIHTOTICO 

Recordando Ja l'Cuación CJ,Jl> 

,:e observa qui', dadas l • distribucibn inical de prob•bil idad J7o y 
Ja matriz de prot••bilidades di; t.ransi•:ion P, bastan para 
deter•in•r l• distribucibn de probabilid•des en todo instante 
posterior n. 

~hora bien, es de gr•n intrrts deter•in•r que sucrde •1 
siste•• despu#s dr un ti••po infinito, sol:•!"' todo, si el vei:tor 
dtt prob•biJ id•dtts 'TTn convrrgtt h•ci• un ~1ector Jr, 

Cst• eventu•l convttrgenci• est~ estrech••enttt reI•cionada 
.-:on ti est•do de rt9i•en prlctic••entl' •lc•nzado •l cabo ·de un 
n~mero suficil'nte•entl' gr•nde de tr•nsiciones. 

Co•o di' lo 11ntl'rior 'rttsul t11 que, d•do Jlo, todo el futuro. del 
siste•• l'stA contenido ttn 1• ••triz P, no h11y dud• de que el 
co•port••iento •sint&tico dttl sisttt•• dependl'r~ de l•s 
propil'd•dtts de ttsta •atriz. 

En ,.¡ c•so dtt ttxistir .-ste 1 lJ>ite JT, pu•de •fir•arse que 
dl'ber' ••tisft1cer l•s siguientl's condiciones: 

J. Si !Tn ti•nde h•ci• un lbite'JI, entonces 1!t11t.iendl' 1;acia 
el •is•o ll•it,., 

Pu,.sto que, sttglln C J~J2 > se tiene 

Jln•t "' 11'n P 

!T=Jr P. 

Esto puedtt rttsu•irstt dici•ndo que Jr es un ''•ctor propio de P 
por 1• izquierd•, corr•spondi•nte •l valor propio J. 

Luwgo, dicho vttctor propio, con l• condicibn dtt ser di' 
tlr•inos no n•g•tivos cuv• su•• se• I <nor••liz•do>, repr•sent• 
un• distribuci&n d,. prob•bilid•d qu• .no ttstl •f•ct•d• por un• 
tr•nsicion <no •st•ndolo t••poco por un n~••ro cu•lqui,.ra d• 
tr•nskionl's>. Un11 distribucibn d• ttsttt tipo recib• •1 no•bre de 
DlSTRllUCION ESTRCIONRRIR •socz•d• • P. 
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De forma general, se dice que un proceso estoclstico es 
est•cionario si es ho•oglneo en el tie•po, y si, •de•ls, su 
distribución de probabilid•des es independiente en el tie•po. 

El ttr•ino prob•bilid•d de est•do est•cion•rio del• c•den• 
e H•rkov significa que l• prob•bid•d de h•llar el proceso en un 
est•do deter•in•do, por eJe•plo J1 despues de un n~•ero gr•nde 
de transiciones, tiende •l valorJT<J>·, independiente de l• 
distribucibn inci•l de prob•blid•d definid• sobre los est•dos. Es 
i•port•nte hacer not•r que la prob•bilid•d de est•do est•cion•rio 
NO i•plic• que el proceso se fiJe en un est•do. Par el contr•rio, 
el proceso sigue ll•v•ndo • c•bo tr•nsiciones de est•do • est•da, 
y en cu•lquier p•so n, 1• prob•bilid•d de tr•nsici6n del est•do i 
•l est•do J sigue siendo P<i,J>. 

T••bitn pueden interpret•rse los lf<J> co•o prob•bilid•des 
est•cion•ri•s <no confundir con prob•bilidades de tr•nsicibn 
est•cion•ri•s>. Si l• prob•bilid•d •bsolut• inici•l de 
encontr•rse en •1 estado J estt d•d• por T<J> p•r• tod• Ji 
entonces la prob•bilid•d .•bso1uta de h•ll•r el proceso en el 
est•do J en el inst•nte n•l,2, ••• , ta•biln estl d•d• porJf<J>• 

Cu•ndo un• c•d•n• de H•rkov converge h•ci• un• distribuci.6n 
ll•iteJl 1 converge pues h•ci• un proceso est•cion•rio. ~de••s, si 
X es •lc•nzado en un inst•nte cu•lquiera, el proceso es, • p•rtir 
de entonces, est•cion•rio. 

2. De i9u•l •odo, si ,T,, tiende efectivuiente h•ci• un Jhit~· 
11, puede ocurrir que depend• no sol•••nte de P, sino t••biln d~· 
Ja distribuci6n inici•l .10 ; 

En efecto, h•ciendo tender n haci• infinito en <3.31>, se 
tienei 

••• ( J ,7./ .l 

donde p• represent• el ll•ite <si existe> de P" cu•ndo n tiende a 
infinito. 

Sin e•b•r90, en •1gunos c•sos, l• distribucibn de 
prob•bilid•d ll•ite serl idependiente de l• distribuci6n inici•l 
Ro· De •qui se tiene el siguiente 

TEORE#~ J 

Es neces•rio y suficient• P•r• qui'" se• indf'per'ldientf' df' JI,, 
que l• ••triz pn tiend• h•ci• un• ••triz ll•it• p• esto~•st'c•, 
cu•lquier• que se• el est•do inici•l, y qu• teng• todos sus 
rf'ngJon•s i9u•les entr• sf, y •d••ts igu•les • 

L• condici&n es nec•s•ri•. En eff'cto, si 1' f'S l• •is•• p•r• 
tod•s l•s distribucionf's inici•l•s 1'1 1 •n p•rticul•r es l• •is•• 
p•r• l•s r distribucionf'sr 
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,,, o, o, , 0) 
co, 1,· o, , 0) 
<O, O, l, , OJ ...... ' .......... . 
<o, o, o, ••• , '' 

C•d• f'ttngl/!:Jn de P" tittntt ptJ's, por IJ•ite JT, Por lo t•nto P" 
sxiste y sus r f'englones son idtnticos • JT, 

L• condici/!:Jn es suficiente. En efecto, si Ja matriz P~ tien• 
tod•s sus fil•s idtntic•s, se• 

• PJJ • PJ 

entonctts la ecu•ci6n (3.7') qutt se ttscribe 
~ 

'I< J) • ¿ JT. (i > PJj 
.1 

"Jr< J> • ¡_ T, < i> Pt ,, Pt f Jr, (i J 
j J 

r~sul t•do qu1r 
•de•llS qutt l • 
1• Htriz P"". 

DEFlHlCIOH 

es indepttndienttt de lu Jf,UJ 
distribuci&n IJ•ittt es idtntic• 

11> 
• Pj ,,,(3,75> 

y que de•uestr• 
• Jos rttnglontts de 

Se dice que un• c•d•n• dtt H•r/<011 tts REGULRR, o •eJº"• que 
ttstt ttn el c•so regul•r, si ""• dist.ribuci6n dtt pf'obabilid•d en 
tt1 inst•nte n, tittndtt, cu•ndo n tiende • infinito, haci• un 
1 f•ittt 11, independittnte de ~, distribudlm inici•1. 

El 1ttortt•• l qutt se •c•b• de •encion•r, es ya un• pri•er• 
condici6n neces•ri• v suficiente de rttgul•rid•d. L• regul•ridad 
es por lo gener•l un proble•• •uv i•port•nte. 

HOTR 11 Se'h• visto, •ntes dtt h•bl•r de regul•rid•d, que el 
1 l•ite JT1 si e1tiste, y stt• o no indttpendittnttt dtt 7,, es dtt .tod•s 
fo rus un ''ector propio • l • i zquittrd• corrttspond i ente •1 valor 
;.ropio dtt l dtt P. Stt h• ll•••do t••biln JI, • 1 a di stribuci~n di!· 
~rob•bilid•d •st•cion•ri• •soci•d• con P. 

Stt• """ un v•lor propio de P v stt• tia un vttctor propio por l• 
izquittrd• •soci•do • "' 

q. ,. • " u. 
Postaultiplic•ndo por el vttctor colu•n• C, en que todos Jos 
t#r•inos son igu•l•• • I 

Ual'C • u U,.C 



PC C 

<u-J> U,.C = '? 
El producto ttscalar U,.• C rttprttsttnt• l• su•• dtt las tt·r•inas 

dtt Uu • Rsl, Gnic••enttt los vectartts propias por l• izquittrd• 
corrttspondittnttts • u ... 1 puedttn tenttr 1• su•• de sus ttr•inos no 
nul•, o se• que puttdttn rttprttsttntar, canvttnittnttt•enttt 
nor••liz•das, un• distribucibn de prob•bilid•d. 

HOTR 21 Puedtt h•cttrstt l• siguittnttt •fir••cibn1 si h•v 
rttgul•rid•d h•Y unidd<id dtt l• distribucitm rst•cion•ri•. 

L/1 P = Ll1 

Por l• hipbtttsis dtt regul•rid•d, Jln-->JT, cu.lquittr• qutt stt• 
n, Juttgo •n p•rticul•r, p•r• ,,,, 111 • lltt otra •oda, si 1'•U1 , 

11,,• IJ1 p•r• todo n. Luego U1 ,,,l. 
¡ 

HOTR 11 L• ttxistttnci• d• un• distribucibn •st•cion•ri• ~nic• 
no i•plic• qutt lsta stt• rttgul•r. Co•o contraeje•plo consid~rese 
l• ••triz ttstocAstic• 

Los dos valortts propios corr.,spondittnttts • P san +I y -l. El 
~nico vttctor propia <con su•• dtt ttr•inos i'}u•l • uno;•, 
corr•spar>dittnttt •l 11•lor propio dtt t dtt P tts 

u, ... (J 12, 112> 

Luttgo, con JI, ... <p, q>, se tier>e ~ ... <q, p>, ¡r, .. (p, q>, etc. 
Es dttcir, stt ti"n" un• c•dttn• pttri6dic•, con p'1•iodo 2. No ttxistf' 
putts J l•it• p•r• ,,. ttn gttner•l 1 s•lva P•r• p•q•l/2 1 tts dt1ci.r, si 
l• distribuclbn ttst•cion•ri• ttr• Y• •lc•nz•d• •l co•i•nzo. 

HOTR il1 Stt 
propios u, puttdttn 
los otros tttndrAn 
ttxcluido • priori 

••ncionb ttn l• Hot• I qutt sblo Jos vectores 
rttprttsttnt•r un• distribucibn d" prot•abi lid•d y 
nttctts•ri••ttnte tlr•inos nttg•tivos. Pttro no est~ 
que stt• •sl p•r• cittrtos v"ctor.,·s U1 • 

·Sin ••b•rgo, si h•Y rti'}ul•rid•d, ttl vttctor propio U1 
Gnic••ttnttt puttde rttpr.,sent•r un• distribucUm dtt prob•bil i•d y~ 
qutt t1ntonc11s tts igu•l <un• vttz nor••liz•do.>, •todos los 
rttnglontts dtt r•. 

11• l• Hot• J stt si9utt qutt l• pttriodicid•d ttvttntu•l dtt 
cittrtos t1st•do1 fin•ltts tts inco•p•tibltt con l• rttgul•rid•d, pues 
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1•pide Ja ~xistenc/a de lI~ite para las probabilidades de 
tr•nsi•:i6n. 

Por otro l•do, l• exist•nci• de vari•s cl•ses finales es 
inco•p•tibl• con l• regul•rid•d· S1Nn El v; E. dos i'stado:;: 
recurrentes perten•cient•s •dos cl•ses finales diferi'ntes dos 
:onJuntos cerr•dos irreducibles>, entonc<:'s se tieni' para n que 
tiende a infinito: 

p"U,J> --;·O 

Pero P< .¡,J> no tiend• h•ci• cero <tiende a JIµ;¡). Por lo tanto, 
1• colu•n• J de p• no. puede ten•r en el l!•ite todos sus t~rminos 
i::iual e:;:, 

D• l•s obsrrv•cionrs anteriores se ti•ne que la condicibn 
ne•:es•ri• y sufici•nt• d• regul•rid•d <o rrgodicid•d.>.. es que Ja 
caden• de M•rkov sblo teng• un•·cl•se fin•l y que tsta ~o sea 
peri6dir.:•. 

Estos result•dos son intuitiv••ente ciertos, utilizando l• 
trorl• de grlfic•s, y• que se ve en el gr•fo de l•s transiciones 
posibles que no se puede est•r indrfinid••rnte en los estados 
t.r•nsitorios. Lleg• pues un •o•ento rn que se estl en una clase 
fin•l. Se qurd• •111 el sist••• y d• vurlt•s dentro 
indrfinida•ente sin s•lir J••ls. 

Si hay v•ri•s cl•s•s fin•lrs, no se sabe • priori en cual se 
qued•rA. L• distribución ll•ite no puede ser entonces 
ind•pend,ent• d• l•s condiciones inici•les, pues si se encuentra 
en •1 •o•ento de P•rtir en un• clase fin•l, segu~ se tr•t• de una 
o d• otr•, l• evoluci6n posterior sera •nti'r••ente diferente. 

En cu•nto • l• periodicid•d, se ve cl•r••ente que tiene por 
consecuenci• que l• prob•bilid•d de h•ll•rse en tal estad~ 
depende d•l nb•ero de orden de la transir.ibn considerad•, por 
elev•do qu• se•. 

1.11.1 ESTUDIO #•TRICl•L 

Fl e;tudio de 1• potencia n-tsi•a de una ••triz es un 
;~~o¡ema cllsico del llgebr• ••tricial y es·de suma i•portancia 
el P•pel que dese•pe~• su ESPECTRO, es decir, el conJunto de Jos 
v•lores P,ropios o ''•lores c•r•cterfsticos de l• ••triz. 

Pu•d• preverse que es •n l•s p•rticul•rid•des del espectro 
~e l•s ••trices estoclstic•s dond• reside l• n•tur•l•z• de su 
=o•port••iento •sint6tico genrr•l, y que sobre su espectro se 
i•pondrtn neceHri .. •ente l•s condiciones de t'odo co•port••ineto 
;>•rticul•r, por •Je•p!o, v sob" todo, l• condicibn de 
regul•ric•d o •r9odicid•d. 

El 1iguiente t.rorr•• s•rt de utilid•d .,, los .~esultados· 
r.'Jsterior•s• 
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TEORE#ll I 

s ... R un• m•triz cu•dr•d• cualqui•r•. 
v•lor propio Co v•lor =•ract•rlstico> de l• 
••nos uno d• los clrculos •:on cer:f•·o en •11 y 
<r igur• 1. 12 > 

. , 
r1..,.1.n 

Entonc•s cu•lquier 
•atriz ~ c•e •n al 
r•dio•I:. /•1¡/· 

l;j 

S•• A un v•lor propio d• l• ••triz R. Entonc•s, exi;;te 1.1r 

vector no nulo t•l qu• cu•plE con l• ecu•ci6n 

,\x•xR 

( "i Xz . . . "" ) r·,, .. , ... ... ) .,, ... .,,, 
~ <x, 

. . 
x, x,,, • l. . 

~"' 
. 1 .,, .... ••"] 

.,, 
A KJ • ¿ XJ •¡,· ,., 

En p•rticul•r, 



••• (3,76) 

Ahora bi11n, co•o el v11ctor x tiene •l •enos una coordenada ~ 
i~ mbdulo m~xi•o, puede ser nor••liz•do 

x' = <x; "' I x'11 ) 

J 6' 1, 2, •.• , n 

:~u.st.ituy11ndo en a.76) 

I ,.\ - •Jj I <" ~ I •¡j / 
1,¡ 

Este teor••• s• cu•pl• •ntonces par• cu•lqui•r valor propio 
ele•rntos • en los co•pleJos. 

~hor•, pu11de •Plic•rse 11st• teore•a al c•so especial de una 
~•triz 11stocastic•. 

TEOREH~ 3 

Tod• ••triz •stocastic• P ti11ne v•lores propios conteriidos 
en un circulo unit•rio con·c11ntro en el origen.(Figura 3.33) 

"' ....... 



~plic•ndo el Teore•• 2 • un• ••triz ttstoclstic• 

pero, 

[P. = 1, entonces ¿ p .. < ... 1 
J 1) OJ 

,, 
dt1' dond11, 

/ .>i - P)j / <= 1. 

TEORE/11~ -1 

Tod• 1Htriz 11stoi:lstic• o •.triz dtt H•rkoi• tJ.-ne un 
vdor propio cuyo •bdulo tts 1 (t1s dttcir, lt •J), 

Pruttb• 

Co•o stt s•be que 

• ! Pr.,. 
J•l I 

J, i = 1, 2, • • • ·' n 

t1T1tonctts, 

1 p p p 

(" 
1 

1 p p p 1 1 1 
1 p p p J 1 

p .,. . . . 
J p p p ' 

lo cu•l dtt11Ut1str• que J tts un vdor propio dtt P y que ttl v'":tor 
dtt t1lt111ttntos igu•ltts • l• unid•d tts un vttctor propio • 1• dttrttch• 
corrttspondittnte • esttt v•lor. 

R coTltinu•cibn stt ttnunci•r•n trtts tttortt••s cuy• de•ostr•cibn 
puttdtt ttncontr•rstt ttn <C>1 

TEORE#R ~ 

El ordttn dtt .ultiplidd•d dtt1 v•lor propio J rs igual • 
n611ttro dtt cl•stts rttcurrttnttts p•r• un• ••triz estoc~1t1ca flnit•. 

:·.~ 



TE(tREIM '~ 

Si P es l• ••triz de transicibn de una cadena de Harkov 
finit•, irr111ducibl111 y peri6dic• d111 periodo t, ttntonces las t­
t.ri••s rafees d111 l• unid•d son 11•lor111s propios de P, cada un• de 
~ultiplicidad /, y no exist•n otros v•lore.r propios de •bdulo 1. 

TitJRt./'lil ? 

Si P rs 1 • ••triz d111 tr•nsicilm dtt una c•d•n• de lfarko11 

finita, todo valor propio de lf de •6dulo 1 es ralz de la unidad. 
Las t-#si•as r•lcrs de l• unid•d son v•lores propios de P si y 
sol•••ntr si P conti•n• un• clase recurrente de p111riodo t. L• 
111uJtipJJ1:idad d• c•d• t-•sl•• r•lz de 1• unid•d 111s .rx•ct••ente el 
n~•ero de cl•s111s r111current111s de periodo t. 

n continu•ci&n se •n•liz•rin •l9unos •J••plos de c•d•n•s de 
#•rkov, utiliz•ndo los conc111ptos •nt111rior111s. 

I. U. 4 t.lllfl'LOS 

EJE#PLO J. CRDENR LlNERL DE N ESTRDOS, 

1-p 
p 

o 

o 
J-p 

o 

cuyo gr•fo •soci•do s111 pr111s111nt• en l• Figura 3.J~. Esta es un• 
cad111n• dond111 todos los est•dos son tr•nsitorios, 111xcepto· n, que 
es •bsorbente. De c•d• est•do s6lo puede p•s•rse al siguiente, o 
per••n•c•r •n .rl •is•o. 

~·. ,. ..... ,. 
C...11 11••1 • • nt• 
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Pl•nteando 1• ecuación d• v•lor•s propios 

'). X "' )( p 

) "' • x, Pt 

) x, • x, ( t-p, ) .,. x, p, 

· .. ~~· 

S• obs•r~·• qu.• •xist" un• r•l•ci&n d• r•cu.rr.r1ci• d•l pri••r 
ord,.n, •s d"cir, c•d• •st•do d•P•nd• &nic•••nt• d•l •ntrriar. 
Esto pu.•d• •xpr•s•rse con 1• ••triz d• tr•nsf•r•nci• .. 

(Xj 

ex¡~¡ "J > • 

P•r• •ncontr•r •l •st•do •st•c ion•rio, s• to•• •1 11•1 or 
c•r•ct•rfstico igu•l • t, lo cu•l g•n•r• •l sist••• 

x," x, p L 

x1 • x 1 <1-p1 >.,. x1 p1 

x.," "••' J-p.,.,) "' X11 

'º o o "· 
Esto •s r•zon•bl•, d•do qu• todos los •st•dos, •xc•pto •I 

6lti•o, son •st•dos d• tr•nsici6n. 

EJE#PLO 2. CRDENR DE #R~KO~ COH·RETRORLl#EHTRCIOH. 

Considtr•s• un• c•d•n• d• #•rkov con I• si9ui•nt• ••trJz d• 
trHsici6n1 

111 

·. ~ 



f 

p J-p o 

o p J-p 

o o p ! 

o 

o 

1 
. 

l . 
1 

Ll-p o o p 

.:uy• grafic• •soci•d• s, pr,s,nt• rn l• Figuril 3.3~. Se tr•t• de 
un sist••• s'••J•nt' •l •nt,rior, p•ro ,n rl rst•do n •xist, l• 
posibilid•d de r•gres•r •l pri••ro. Esto far•• un gr•fo 
fu•rt'•'ntr con,xo, '' d•cir, '' un• c•den• c'rr•d• irrrducible 
finit•, por lo t•nto, todos los rst•dos s'rln r•current•s, y •s 
•p•rilidtr.•, por t•n•r bur.l•s. 

Escribiendo l• •cu•c16n d• v•lores propios 

.\x•11P 

l• cual 9•n•r• •l sist••• 

) x, • "• ,, ~ x,, ' 1-p,, > 
" x, • Cl-p. ,,,, .._ "'• ,, 

dand• s• v• qu• c•d• •st•do d•p•nd• d•l •nt•rior, y •l prt•rro 
dep•nd• d•l klti•o. P•r• •ncontr•r •l v•ctor •st•cion•rio s• to•• 
¡. • J, d• dond.i 

111 



Xz= (J-p¡) Xs 
<t -pz) 

de donde- se- debe d•r un l'•l or •rbi tr•rio • Xn , d• •odo qu• •l 
ve-ctor •st•cion•rio s•• nor••liz•do. 

(
.4 .6) 
.5 .5 

X1 .r , 4 Xt + • 5 Xz 

Xz & • 6 Xt + • 5 Xz 

x1 .r (, 5/ ,6) Xz 

"i" <.61.5> x, 

y 

EJE#PLQ J, ANILLO. 

Xz • , 5454 • 

Un •nillo es un• c•d•n• d• H•rkov con retro•li•ent•cibn, ,n 
l• cu•l l•s prob•bilid•d•s •on unifor••s, •s d•cir, pJ.rp P•r• 
todo i. L• ••triz d• tr•nsicJ6n •s 



p J-p 

e) p 

o o 

J-p o 

CUY• grlifica asociad• es 

1.) 

J-p 

p 

o 

l• Fi9ur• 

' 

r1 .... u• 
lllllt 

o ·¡ 

o 
1 ,, 
1 . 
1 

p ~ 

3.36. 

Utiliz•ndo los r•sult•dos •nteriores, s• obti•ne el v~ctor 
•st•cion•rio 

(J I I J) 

(Jln /In Jln lln> 

EE decir, •n cu•lquier instante existe la •is•• probabilidad 
d1 que ~l proceso se encuentre en cu•lquier• de los estados. 

EJE#PLO 4. CRDEHR CON RESRESO ~L PRl#ER ESTRDO. 

Considtr•s• 
tr•nsicidri, 



donde existe la posibil id•d dtt 11ol 11ttr •1 priHr ttst•do. Stt tr•ta 
de un• c•dttn• cttrr•d• irreducible finit•, qutt por lo t•nto sttrt 
re•:urrente. L• 9rllfic• •soci•d• s• •uttstr• "' l• Figur• 1.17 • 

• :1 

Có--·'->Q 
l 

fi11Nl.J7 

CW!la li1111l c11 ""'" al "'•• nt• 

X¡" ,5 X¡ .,. X1 

Xz•.5x, 

x," 211 

x,. 111 

N6tese que l• prob•bilid•d es ••vor p•r• el •st•do 1, Y• que 
tien• ••s vl•s de •cc•so. 

EJE#PLO S. CRDENR CON DOS CLRSES FINRLES. 

111 

I 

o 

cuy• 1rtfic• 1e pre1ent• en l• Fi1ur• J.11. Pu•d• observ•rs• que 
exist•n do1 cl•1•1 fin•lr1, por lo tu• no h•brt un •st•do 
r1t•cion•rio. El co•port••i•nto futuro d•I 1i1t••• d•p•nd•, •n 
for•• d•flnitiv•, d•l est•do lnici•l d•I 1i•t•••· 
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, . ..., ... . 
C..... ....... , e• ... llUH fillllH 

S• tienen dos v•lor's propios igu•l's • J, qur indic•n l• 
•:dst•Dcia d• dos cl•s•s r•curr•ntes1 l•s cl•s•s finales, 

EJEHPLO 6. CRDEHR PERIODICR. 

' ;) o 

o 

cuy• grtfic• corr•spoDd• • l• Figura 3.39. S• obs•rv• qu• exist• 
p•riodicid•d 3, Y• qu• l• longitud de todos los c••inos de 
r•curr•nci• •s O .,, •ódulo 3. 

Rl obt•n•r los v•lor•s propios se obs•rv• que rxist•n 3 
r•lc•s d• l• unidc1d, lo cu•l indica la exist•Dcia de un• cl•s• 
P•ri6dic• con p•riodo 3. · 

l 

......... 
C-. IWINl11 
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El siste•a d~ ecuaciones correspondiente a •J ser& 

lo cual p•rrcerfa implic•r que 1• c•d•n• tirnr l• •is•• 
probabilid•d (J/3) de encontr•rsr en cu.•lqu.irr rst•do. Sin 
r•b•rgo, •l srr un• c•drn• peri6dic•, rl rst•do dr l• c•drna 
depender! nrcesari 1Hentli' del orden . del inst•nte, por •U.V gr•nde 
que lste st1•. 

6.15 U#R RPLICRCIOH1 EL CRSO DE LR #OVILIDRD·SOCIRL 

L•s socird•drs h1a•n•s sr cl•sific•n por lo g•n•r•l •n 
clasrs •n cu•nto • ingrrso, ocup•cibn, st•tu.s soci•l o lug•r dr 
r•sid•nci•, rte. Los •i••bro.s d• dich• soci•d•d tr•nsit•n d• u.n• 
cl•s• • otr•, •parent•••ntr •l •z•r. El rlr•rnto esenci•l de 
cu•l qui•r •od•lo estoclst.ico d• •ovil id•d es u.na desc.ripci6n 
prob•bilJstic• d• c6•o tirn• lu.g•r rl c••bio d• u.n• clase• otr•. 

En rl •odrlo ••s si•plr s• su.ponr qu.r l• posibilidad d~ 
•ovrrsr drp•ndr s&lo dr l• cl•s• prrs•ntr, f no d• co•o sr llrgb 
• rll•~ SI rl •ovi•irnto pu.rdr obsrrvarsr rn puntos discretos de 
tir•po, rl •odrlo •propi•do s•rl u.n• c•d•n• dr #arkov. Pu.rdrn 
hacrrsr •odlfic•cionrs par• qu.r rl •odrlo s•• ••s · re•list•. El 
sistr•• sr considrr•r• crrrado, rs drcir, ·se supondr• qur los 
•i••bros drl sist••• no c••bi•n • tr•vts drl tir•po1 no rntr• ni 
s•I• n~ngu.n• prrson•· 

Es i•port•ntr distinguir rntrr el •ovi•iento 
interg•n•r•cion•l I' rl •ovi•irnto intr•grn•r•cion•l. El pri•ero 
sr r•firrr • c••bi.os dr st•tu.s dr p•dr• • hiJO • tr•vts dr 
grnrracion•s su.bsrcurntrs. Rqu.J l•s unid•drs dr ti••po son 
discrrt•s v se •idrn rn genrr•cionrs. Los •odrlos 
intr•genrr•cion•les son aquellos ~n qur rl •ovi•irnto dr los 
individuos rntrr l•s cl•srs su.cedr du.r•ntr la vid• dr e.ad• uno. 
En rstr c•so •l tir•po srrf • continuo. 

1.15.I EL #ODELO IRSICO 

Considtrrsr inici•l••ntr u.n •odrlo •u.y si•plr p•r• rl 
drs•rrollo dr u.n• lJnr• d• f••ili~. El rrqu.rri•irnto fu.nd•••nt•l 
dr un •odrlo es qu.r drbr rsp•cific•r 1• for•• '" qu• ocurren Jos 
r.••bios dr cl•s• so~i•l o •co~o•1c•.· Sup6ng•1• qu• •stos c••bios 
n rJgrn por prob•bil ld•drs ind•prndirntrs drl tlHpo. SH PJj h 
prob•bllld•d dr qu.r rl hiJO d• u.n padrr dr el••• i •1tr rn l• 
el••• J •n l• 1lgu.Jrnt• 9rn•r•cl6n. 



, 
E Pi· : J 

J·• J 

dond• r es el nb•ero de cl•ses. Se• P Ja ••triz d• tr•nsicibn de 
prob•bil i d•dH. 

Si se consider•n sblo f••ili•s en l•s que c•d• p•dre tiene 
ex•ct•••nte un hiJo, l• histori• de l• f••iÍi• serl un• c•den• de 
#•rkov. <En r••l id•d, c>n una pobl•dón cuyo nfaero per••nece 
const•nte en el tie•po, cada P•dre tiene, en pro•edio, un hiJo.> 

Supbng•se que 1• prob•bilid•d de que el progenitor inicial 
de> un• f••ili• este en l• cl•se J •l ti1n1po <;ero es lf.(J). Sea l• 
prob•bilid•d de que l• llne• de descend•nci• estl en la clase J 
•l tie•po n (n1J,2 1 11 ••• ) 1 lTn(J). L•s prob•bilid•des CJTn(J)J 
pued•n c•lcul•rse recursiv••ente del hecho 

" . 
" I'. Jfñ U> Pij , 

I• I 

Jr,,,. " Jr.,, p 

(J:l,21 ••• ,r> 

Los •l•••ntos d•l v•ctor JT.,, pueden t••bitn interpret•rse 
eo•o l•s proporeion•s •sp•r•d•s de pobl•ci6n •n l•s diverseas 
el•ses •l ti••Po n. Si l•s cl•s•s origin•les de las: llnus 
f••ili•r•s s• conoc•n, el v•ctor Jfo representar! l• estru•:tur« de 
l• el••• inici•l. 

1111 
Se• PIJ •1 (J 1 J>-tsi•o •le••nto de 1• ••triz d• tr•nsicibn 

en n p•sos P • Entone•s, 

r . '"' J(,, < J) • 1: JT. < i> P¡1• , J• I, 2, •• •, r. 

'" '"' En est• rrpr•sent•ei6n se ve qu• p¡j •s l• prob•bil id•d d• 
qu• un• lJn•• de f••ili• v•r• del• cl•se i • 1• cl•se J en n 
gener•cion•s. 

,. El c•so i•J es d• especi•l int•rts r• que l•s prob•bilid•d•s 
PJi pued•n to••rse co•o b•s•• de.,., •edid•s de •ovilid•d. 

En •uch•s •Plie•elon•s l• pobl•ei6n h• •xistido por •uch•s 
gener•iones, por lo tu•·el est•do "present•" corresponde• un 
v•lor 1r•nde d• n. Por lo t•nto, es de gr•n interts pr~ctico 
investi9•r 1• eanduet• d• l•s prob•bilid•d•s (J) y p cu•ndo 
n tlend• • Infinito. 

Est• conduet• ll•it• depende d• 1• •struetur• d• P. D•do qu• 
P •• r•gul•r, (puesto qu• pu•d• P•••rs• d• un •st•do • cu•lqui•r· 
otro •n un p•so, d• dond• s• ~• tu• •l proc•so for•• un• c•d•n• 
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cerrada irreducible finta, que por lo t•nto es recurrente 
positiv• y •pl'ri6dic•>, est•s prob•biJid•des tienden a un lI•ite 
cuando n tiende • infinito. 

Un• vez •sl'9ur•d• l• existenci• de los lI•itl's, es neces•rio 
c•lcul•rlos. ~s1 1 si se l'Scribe 

,. 
con ¿ lr<'J> • J, 

,I• J 

1i111 lf11<'J) :lT(J) 
n--;'oo 

JI " J p 

L• l'strur.tur• o distribucibn ll•ite pu•de entonces 
obtl'nl'rSl'1 co•o V• se diJo, resolv,l'ndo l'l sist••• di' er.u•ciones 
d•do por el v•lor propio J, Un• propil'd•d i•portent• de l• 
soluci6n •s qu• no depende del est•da iniciel d•l probl•••· Co•o, 
d•d•s l•s suposicion•s, •l 11•ctor d• l• •structur• •sp•r•d• d• 
l• pobl•cion •n •l tie•pa pr•sente, si est• estructur• es todo 
lo qu• pued• observ•rsl', no •xiste far•• di' recanítruir l• ••triz 
de tr•nsici6n, Pero, d• hl'r.ho, puedl' d•ducirs• P de dos 
estructur•s cons•cutiv•s Jfn y 1'n•J, •unqu• l • infor••cibn obtl'nid• 
de este •oda no se• tot•l•ente confiabl•, dep•ndi•ndo de I•s 
ci rc1mst•nci •s. 

Jf,r,Kt,p 

lo cu•l sblo sucede cu•ndo p• es un• ••triz con todos sus 
ren9lon•s igu•lf's l'ntre si e iguales •l ''f'Ctor •st•r.ion•rio. 

Si un •od•lo proVl'I' un•. •d•cu•d• d•scripci6n di' soci•d•dl's 
re•les, l'ntonc•s su des•rrollo futuro dl'P•nd• &nic•••nt• di' su 
estructur• inici•l v d• l• ••triz'de tr•nsici6n. D• •stos do$ 
f•ctor•s, l• distrubuci6n inici•l ti•nl' ••nos influ•nci• confor•e 
tr•nscurr• •l ti••po. R l• 1•rg•, l• •structur• d• l• so~í•d•d 
•stl d•ter•in•d• por l• ••triz d• tr•nsici6n. 

Est• conr.lusion i•plír.• qui' el estudio de 
c•ntr•rs• •n l•s prob•bilid•d•s d• tr•nsicibn. 
••did•s d• •ovilid•d serln funciones d• los 
<Rnt•s d• •sto, d•b•n h•cers• pru•b•s sobre 
•od•lo usendo d•tos r••ll's. 

1.15.I RDtCURCIO# Df UH #ODILO 

uo 

l• •ovilid•d deb• 
En P•rtir.u•r, l•s 
•l••entos d• P. 

l• •d•r.u•r.ibn del 



MATRIZ DE TRflNSJCJON EN UN PASO 

CLASE DEL HNO 

CLllSE DEL PATJRE B e 7J E 

fl. Pro fesion•I ·"º ,30 .20 .09 .ot 

8. EJecu.tJ110 . "º ·"º .JO .OJ:'? º'' . . 
c. Supervisor .20 .30 • 40 • 01.:. • O•I 

D. Obrero .os .05 .30 ·"º .20 

E. Suf:,e•pl ••do .OJ ·º' .08 . "º .so 
-----------------------------------------------------------------

Estos d•tos no son rr•l•s, prro dan u.n• i••9•n de Jos 
h••:ho61 por lo grn•r•l, l• t•ndrnci• de los hiJos •s P•r•<mei:er 
en 1- cl•se drl p•drr, •sto sr obsrrv• por l•s prob•bilid•des ••s 
•Itas sobre l• di•gon•l princip•l. Por otro l•do, •s poco 
prob•bl• qa• rl hiJO d• an profrsion•l sea un su.be•pl•ado y 
vicrvrrs• <•anqar no rs i•posiblr>1 de •odo que esto se •xpresa 
con prob•bilid•drs prqa•~•s. 

En rr•l id•d, co•o Sf' vrr• en se9uida, 1 a tendenci• 9•neral 
•s •u••nt•r d• st•tas soci•l. 

Sapon9•s• un• distribucibn inicial de probabilidades de Ja 
for••• 

l1o • <.02, .081 .201 .40, .30) 

dond• l• ••vorl• se concentr• en l• cl•se obrera y la 
prob•bil'd•d d• p•rtrn•c•r • l•s cl•ses •~s •lt•s •s pequ•~•. 

Si s• d•s•• c•lcal•r 1• distribución de prob•bilid•d drntro 
d• JO grnf'r•cionrs, por •J••plo, sr obtienen los siguirntes 
r•iul tados1 

7~ • <.25717, ,25406 1 .223771 ,J63\)31 ,JOJO?> 

F..stos r•sult•dos sr obtuvi•ron con rl pro9r••• HflRllJ, qae se 
•urstr• rn •l Rptndic• R. 

ll•ntro de SO 9•n•r•1:ionrs, •1 rst•do esp•r•do s•ru 

J1;. • (,26090, .257151 .22131 1 .Jó09J, .09773> 

Se observ•, entonces, un• t•nd•nci• • p•s•r • l•s cl•ses 
sap•riores, dis•inay•ndo l• prob•bilid•d dr ser sube•plr•do, por· 
•J••plo. 

NJ 



Rhor•, sup6ng•se que un profesion•l dese• conocer Ja 
probabilidad de que sus bisnietos no pertenezc•n • l• cl•s• 
"profesion•J#. Esto equiv•Idrl• • c•cul•r l• prob•bilid•d de 
encontr•rse en cada uno de los otros 4 est•dos,despues de 3 p•sos 
Cpaso J.r hiJo, paso 2• nieto, p•so 3• bisnieto>. Utiliz•ndo el 
pro9r••• #flRK2, del flplndice lh 

P,. e r1 =3' • 122./7 

~ <Te .r :J > .14020 

P,. <1( .rJJ , .03961 

L• lllti•• prob•bilid•d es l• probal:.•ilid•d de qu.e sus 
bisnietos se•n sube•ple•dos1 l• •nterior es l• prob•bilid•d de 
qutt s<1•n ot•reros, y •si su.ces i v••ttnte, 

Con rst• ••triz de tr•nsicibn se obtiene un vttctor de 
prob•bil id•dtts est•cion•rio (#flRKJ, Rplndice fl.> 1 

1f' • C.2690, .25715, .ZZ:JJI, .16090, .09773.l 

qu.e, co•o stt ve, es igu•l •l 11ttctor de l •s 5t) 9•ner•i:iontts. E..r~' 
qui•re decir que, •n l• 9•n•r•cifm nu1Hro 50, ya se •lc•nz6 .:J1•« 

distribución est•ble. 

Si s• des•• conocer los tie•pos esperados de recurrenci•, ¿:.; 
decir, •l nG•ero de 9ener•ciones •sperado para que, una vez qüe 
se h• s•lido d• u.n• clase, s• vu.-11.,¡¡ • eIJ;i, se tíen.:· Cprogr••• 
#RRKJ, Rplndice fl)t 

µ,. • 1.83 

,u, • ;J.19 

l'c "' '· 48 

,A-11 • 6~21 

"'• • JO.Z:J 

<R•cu.•rdes• qu.tt l• prob•bilid•d d• recurr•nci• es i9ual al 
inverso d• los titt•pos •sp•r•dos de r•cu.rrencia.> 

De l• •1s•• for•• 1 pu.•d•n c•lcu.l•rse los ti••PO$ dtt lleg•d• 
por pri••r• vez Co titt•pos del pri••r P•so>1 

~, ... 10.12 

u: 



qur repre1ent•n el nb~ero dr generaciones esperado para pasar de 
un• cl•sr a otr•. <Progr••• HhRK~, Rptndice B> 

1.15.J #EDIDRS DE #OVILIDRD 

Es convenirntr, rsprci•l•rntr cuando sr co•paran dos 
1ociedadrs, trn•r un• •edid• dr l• •ovilidad. Dr •cu.rrdo •l 11odelo 
de Harkov, 1• socird•d se caracteriza por su •atriz de 
tr.r11ic if>n. 

En una socittd•d co•plttt•Hnte in•tH'il, los hi¡os tendrJa 
exa•:t•••nttt l• cl•sr di# 111.s p•dr1t11, y l• ••triz P tttndrla J's en 
l• di•gonal princip•l, y cttro l#D tod•s l•s dr•ls ttntr•d••· 

En un• socittd•d pttr~1t1ct••rnt1t1 •6vi1, 1• cl•s• del hiJO serl• 
•bsolu.t••enttt indttprndittnt1t1 dtt l• d1t1l padrr. Un• sociedad dtt este 
tipo, trndrl• un• ••triz P con todos sus rttnglonrs idtnticos. 

Lln• soc ird•d con •ovil id•d ttxtrtt••• dond1t1 los hi JOS si e•pre 
tu.vittr•n u.n• cl•stt distint• dr l• del p•dre, tttndrl• un• •atriz 
de tr•nsici6n P · con ttntr•d•s erro, rxcrpto ttn l• di•gon•l 
srcu.nd•ri•, cuyos rlr•ttntos sttri•n todos J' s. 

Por lo 911nttr•l, l• ••triz dr tr•nsicibn dr un• sociedad 
ncr••l, rs u.n intrr•1t1dio ttntrr los dos pri•eros c•sos, sr•rJantr 
• l• ••triz dtt tr•n1ici6n dttl rJr•plo. 

1.16 LIC1URRS RICO#IHDRDRS 

i> lh, C•ps. 111 •l Vll 

''' > Hps, lntroduction to Stoch•stic Procusrs 

viii> P•1 C•ps. VI V Vll 

UJ 



l.17 EJERCICIOS 

3.1. Supbng•se qur l• prob•bilid•d de que llueva ••~ana, si 
rstt lloviendo hoy, es 0.6¡ y qur l• probabilid•d de tener un 
df• d11sp1tJ•do ••~•n• es de 0.9, si estt d1tspeJ•do hoy. 

3.2 Det•r•ine l•s cl•ses de l•s <:•den•s de H•rkov y cdl1ts 
son rrc urren tes y tr•nsitori•s. 

•> o o J/4 3¡,jl 

l o o o 

o I o o 

o l o o J 

b) ' o o o 
o J/2 112 o 

o 112 llf/ o 

112 o o 112 

J.J Supbng•se que un• red d1t co•unic•cionrs tr•ns•it• 
n&••ros •n un sist••• bin•rio. Rl p•s•r • tr•v•s de l• r1td, 
rxist• un• prob•bilid•d q d• que •l n~••ro rrgistr•do s• ·r•cib• 
incorr•ct•••nt• en l• sigui•nt• •t•P•• Si Xo d1tnot• •l n6•rro que 
rntr• •l siste••' X1 ·,1 nl•ero rrgistr•do d1tsput1 d• l• pri••r• 
tr•ns•isi6n, Xz •l n&••ro r•gistr•do drspu•s d• l• s•gund• 
tr•ns•isibn, ••• , 1tntonc1ts Xn rs un• c•d,.n• d• #•rko''• H•llar l• 
••triz d• tr•nsicibn d• un p•so y •l 1tst•do ••t•cion•rio. 

3.1 Supbng••• qu• un• c•d•n• 
tr•nsicibn dobl•••nt• 1tstoctstic•, 
D1t•u1tstrr que si un• c•den• de 
y •p•ri6dic•, rntoncrs 

d• #•rkov ttrn• 
y qu• const• d• 
ut.r tipo •• 

••triz d• 
n ••t•dos. 

irr•ducibl•, 

3.S Vn• p•rtlcul• s• •u•v• sobre un circulo, P•••ndo por los 
puntos qu• •• h•n ••rc•do 0,1,2,J,I C1i9ui1tndo un ord•n •n •l 
sentida d•l •ovi•iento de l•s ••nrcill•s del r1tloJ>. L• p•rtlcul• 
p•rt• d•l punta o. En c•d• P•sa ti•n• un• prob•bilid•d q d• 
•o,••rs• un punto rn •l s•ntido drl .avi•i•nto de l•s ••n•cill•s 
d•l r•loJ y 1-q d• •ov1trs1t un punto •n s•ntido cantr•rio • l•s 



man•cillas del r•loJ. 
circulo, •ntonces Xn es 

Sea Xn , n>~o, su Jocalizaci6n sobre el 
una c•dena de Markov. 

a) Hallar la •atriz dw probabilidad de transicibn. 

b) Encontrar el 9rafo asociado. 

c1 hall•r •1 v•ctor de •stado estacionario. 

l.6 Se• Xn , n> 1 0, una cad•n• de Harkov de dos estados. 
Encontr•r 

•> P<Xz•O I Xo•O y X1•0> 

e> PCX1 •X:> 

3.1 Supbng•s• qu• se ti•n•n dos c•J•s y 2d bol•s, de l•• 
cu•l•s d son n•gr~s y d son bl•nc•s. 1nlci•l••nt•1 h•y d bolas en 
c•d• c•J•• En c•d• •ns•yo s• •xtr•• un• bol• •1 •z•r de c•da una· 
d• l•s dos c•J•s y S# coloc•n •n l• c•J• opu•st•· S•• Xo el 
n~•ero de bol•s n•gr•s que h•Y inici•l•ente en l• c•Ja A y, p•r• 
n,I, s•• Xn el nb••ro de bol•s n•gr•s •n 1• c•J• A desputs del n­
tsi•o •ns•vo. H•ll•r l• funcibn d• tr•nsicibn. 

3.8 Hodiflquese l• c•den• de col•s suponiendo que si h•Y uno 
o •~s clientes esp•r•ndo ser •tendidos •l Inicio de un periodo, 
existe un• prob•bllid•d p de que un cliente se• atendido dur•nte 
ese periodo, y 1-p de que ninguno se• •tendido, es decir, que se 
estt •tendi•ndo tod•vl• •1 cliente •nterior. H•ll•r la funcibn de 
tr•nsidbn. 

, -·b> Encontr•r P., CT, •n> 

3.10 Se• Xn, n•O, l• c•den• d• Ehrenfest, y supbng•se que Xo 
tiene un• distribuci6n bino•i•l con p•r••etros d y 112. Encontr•r 
l• distribuci6n de X • 

•> Encontr•r P, <T, •n> p•r• xtS y /J.nl:t/, 

b> Encontr•r P, P1 y P~ 

c> SI 110 •<115, 115, 1151 115, 115>, encontr•r ~. 11'z y JT,, • 

. 3.12 Consid•r•s• l• c•d•n• d• H•rkov con esp•cio de est•dos· 
co, 11 21 y ••triz d• tr•nsiclbn 

U5 



r º 
I o1 

!1-p o p 

o l o.; 

•> Encantr•r P'y p•. 
ti) Encantr•r p", n;>I. 

:r.13 Considlr•slf' un• c•d•n• d• H•rko11 •n las t1ntt1ros no 
n•9.ti11os t•I qu•, inici•nda •n x, l• c•d•n• 11

• •1 •st•da x+l con 
prob•bilid•d p, O<p<I y v• •1 •st•da O con prob•bild•d 1-p. 

., Tr•z•r ·,¡ gr•fa •soci•do. 

b) l'rob•r qu• •st• c•d•n• •s i f'f'•duc i bl •· 

<:) Prab•r 9'" 1• c•d•n• •s r•curr•nt•. 

:r.14 Cansidlrt1s• l• c•d•n• dtt H•rko11 con ~spilt:io dtt •st•dos 
S•CO, 1, a, 1, 41 51 6) y ••triz d• tr•nsicibn 

r 112 () 116 "" 118 o () "¡ 

o o I o 1.) o o 

o () o J o o o 1 

o ' o o o o o 1 

o o o o 112 o 1121 
1 

o o o o . 112 112 oi 

o o o o o 112 112j 

•> Tr•z•r •l gr•fa •soc:i•da • i. ••triz. 

b) D•t•r•in•r cull t1s •st•dos son tr•nsitorios y cu.U•s 
rt1cu.rr•nt•1• 

e> H•ll•r ~, y•0, ••• ,·6. 

lf6 



3.t~ Considere l• c•den• de H•rkov en O, /,,,,,! con matriz 
:Ji: tr•nsi•:i6n 

Í112 11~ o () o o 

113 213 o o o o 

o o J/$ (\ 7/€1 o 
1 
¡ '/.1 I U o (.) 114 JN 

1 

l : 
1 

o 31./ o J/4 l) 

11~ o 115 11~ 21sJ 
•> Traz•r ttl gr•fo •sor.i•do. 

b) Dtttttr•in•r los ttst•dos tr•nsitorios v rtt•:u.rrttntes, 

C) H•l l •r ~'' < x>, x•O, ... , 5. 

3.16 Considttrtt 1• c•dttn• dtt l• ruina dtt u.n JUg•dor ttn 
CO,J, .. ,,d), H•ll•r P.<T0 < T,¡.>, O<x<d. 

3.17 Considttrtt u.n• c•dttn• irrttdu.cibltt dtt n•ci•iento ttn los 
ttntttros. Hostr•r qu.tt si ~ * q• p•r• xl-J, l• c•dttn• tts rttcu.rrente, 

3 .18 Consi dttrtt un• •:•dttn• i rrttdur. i ble de n•c i •i en to y •uert<11 
ttn los ttntttros no nt1g•tivo1 t•l que 

2 <q. I p.> • (xi <x.-.J)), x~J. 

•> f'rot••r qu.tt 1• c•dttn• tts tr•nsitori•. 

b) H•ll•r /f,, x•I, 

3.19. Stt ttfttct&• un• ttncu.ttst• dtt •ttrc•do dtt tres ••rc•s de 
chocol•tt11 X, Y v z. C•d• vttz qutt ttl clit1ntt1 co•pr• un nuttvo 
~~qu~t.~, puede co•pr•r dtt l• •is•• ••rea o c••bi•rse • otr•. Stt 
njn ~tt~~ido los siguittnttts d•tos t1sti•ado11 

#RRCR RECIEH CO#PRRDR 

" y z 
X 0.7 0.2 0.1 

HllRCR 
PRISIHTE y 0.3 0.5 0.2 

z 0.3 0.3 o." 

U? 



S• ~sti•• que •n •ste •o•ento •l 30 por ci•nto 
cJl•nt•s co•pr•n l• ••re• X,· 20 por ci•nto l• ••re• Y, 
ci•nto 1• ••re• l. 

1~8 

de los 
y ~o por 
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COHCLUSIOH 

Co•o s• h• ''isto • lo l•r90 dd t•1tto, •xilt•. un• infinid•d 
d• posibles •Pl'c•cion•s d• l• t•orl• d• los Prac•sos 
tstoclsticos, y, 1obr• todo, ••t• tipo d• •odrlos s• •Just•n •Is 
• los f•ntu11•nos r••l•s. · 

Sin e•b•r90, •n l• prtctic• "' poco usual d ••Pl•o d• rstos 
conoci•i•ntos. Rd•••s d• sftr poco conocido1, y d• qu• l• 
bibl io9r•fh •l rftsp•cto "' poco •bund•ntti, '" d• un cierto 
r•ch•zo • involucr•r l• prob•bilid•d •n l• pl•n••cibn. Esto· 
suc•d•, sobr• todo, •n los ••P•ctas qu• tr•t•n con 1• conduct• 

.hu••ll•• 
. '~ 
Cu.ndo los· ••P•ctos 1oci•l•s d• un prabl••• son 

signific•tlvos, co•o fr•cu•nt•••nt• lo son, los procesos 
•1tactstico1 pu•d•n f•cilit•r p•rt• d•l c••ino • r•carrer. 
l#unqu., indud•bl•••nt•, •st• t•r•• d•b• s•r coilpl•t•d• por •l 
cr'itÚ•ia, el untida co•6n, l• intuicilln, l• · •xprri•nci• o 
cu•lquiflr otro •l•••nto quft •stl disponible. P•ro s• obs•rv• que 
•l usa d• los Proc•sos Estoclsticas •n p•rticul•r, y d• los 
•ltados ftst•dlsticos y ••t••Aticos •n gen•r•l, son •uv li•it•dos 
•n ftstos •sp•ctos. 

El ha•brfl no •s IUJflto d• ftcil •studio. Los •ttodos .que s• 
••Pl••n· p•r• •studi•r su n•tur•l•z• na funcian•n •uv bi•n. Las 
flXP•ri••ntas fin 101 qu• int•rvi•n•n s•r•s hu••nas nanc• pa•d•n 
r•p•tirs• •x•ct•••nt•1 y c••bios sutilu d• l•s cpndiciones 
flxp•ri•flnt•l•s pufldfln h•c•r fUfl las r•sult•dos na •••n 
concluyflnt•1. L•s pr•diccion•s b•s•d•s •n t•orl•s t••bitn san 
dlflcil•s d• Vflrific•r1 fil propio •cto d• l• v•rific•ci6n pu•d• 
•lt•r•r •1 co•port••i•nta d•l suJ•to. 

En r••lid•d, t••bitn un •xp•ri••nto ffsico o qu1•ico r•salt• 
•st•r influ•nci•do por un• sflr'• d• f•ctor•s i•posibl•s d• 
d•t•ct•r ,, ••"º' •lln, d• Hdir. Por •uv dentl fico y ex•cto qcut 
se considlr• un •xp•rl••nto, si••Prfl •xistirln •l••entos del 
ext,-rior •f•ct•r•n d• •lg6n Nido los r•saltildas, •uy posibl•••nte 
fin far•• •l••torl••' D• Nido qú• las Proc•sos Estoctsticos 
r•su1t•n ~til•s fin cu•qui•r c•so. 

S• dice co•r.tnl.•Dtfl 'qUfl l•I ••t••atlc., son •1 l•n9HJ• d• i. 
ci•ncl•• tnt>Jnc.s:. dlb•P s•rlo t .. bJtn d• lu d1nd•s saci•lu. 
!:l hn9u•Jfl d• l•s •••••Hlc.,, dflscor1oddo P•r• l• ••vorl•. de l.t' 
9•nte, "' un l•ngueJ• precisa, br•v• y obJ•tivo, qa• si•plific• 



l•s 1:os;u, h•citndol•.> ;ian'1J•blf's. No "' un It•n;uwJe e•ocional, 
pero si sufi~i'1nte•'1nt'1 rico p•r3 s'1rvir • l•s D'1C'1Sid•d'1s d'1 l• 
cienci• li'n tod•s sus •~•P••· En cu•lqui'1r P•rt'1 de l• ci'1nci• son 
nec•s•ri•s l• pr•cisibn, l• br•v•d•d v 1• ObJ•tivid•d1 •~n •n l•s 
ci•nci•s soci•l•s, qu• tr•t•n con un suJ•to <•1 . ho•brr>, cuy•s 
c•ra 1:trrfstic•s v•g111, ••bigu•s y ••ocion•l•s h•crn qu• l• 
~r•cisibn s'1• dificil dr obt•nrr. 

En •«ch•s oc•sion,s, 1• r•ch•z• •l ••Pl•o d• I•• ••t••ttJc•$ :, ; 
•n l•s ci•nci•s soci•1•s1 porqu• s• d• un• i•pr•sl6n d• 
deshu••niz•ci6n, · d• ••t•ri•liz•ci6n d• los •ctos p•rson•l•s, 
P'1rdi'1ndo d• vist• • 1• p•r1on• co•o s•r 4nico y ••P•ci•l. Est• 
Sf'ns•ci6n s• h• incr•••nt•do· con '11 •dv•ni•irnto y d•••rrollo de 
los sist'1••• •l•ctronicos d• infor••cibn. 

l'rro d• 1• •isH for•• 9«'1 "' tdflono, l• t•1•visi6n, y. 
d••ls· ••dios .d• co•unic•ci6n son h•rr••i•nt•• •l s•rvicio d• 1• 
soci•d•d y d• l• p•rson• •n p•rtieul•r, l•s ••t••ttic•s, JUnto 
1:on 1• . co•put•ci6n y todos los •v•ni:'1s, son i•Pl•••ntos cuyo 
obJ•tivo •s•nci•1 •• ••Jor•r 1• condicibn dr1 ho•br•· 

Cl•ro '""• co•o todos Jos d••ls conoei•i•ntos, pu•d•n 
pon'1rs• •1 s•r11icio d• int•r•Hs poco s•nos, y r•dund•r •n 
con1•i:u•nci•s f•t•l••· El uso qu• s• h•g• dr •1101 d•P•nd•rt, 
coao si••Pr•, d• 1• lib'1rt•d v los id••l•s d• qui•n los trng• •n 
su1 ••nos. 
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,,,,.,. •1 ho•bre lo qu.• es d•l ho•bre, 
y • l• co•pu.t•dora 
1 o qu• es de 1 • co•pu.tador•" 

<H. HIEHER> 



ltPEllDICE R 

R continu•cibn s• pr•s•nt•n v•rios progr•••s qu• pu•d•n 
utiliz•rs• p•r• •giliz•r y si•plific•r •lgunos d• los c•lculos 
qu• •P•r•c•n d•ntro d•l t•xto. 

Los progr•••s •st•n escritos ttn l•ngu•J• P•sc•l, p•r• 1• 
•icroco•put•dor• Colu•bi•· Sin ••b•rgo, s• •u•str•n ta•biln los 
r•sp•ctivos di•gr•••s d• bloqu•, d• •oda- qur pu•d•n r••liz•rse 
ftcil••nt• •n cu•lqui•r otro l•ngu•J• o ••quin•. 

<Estos progr•••s s• utiliz•ron p•r• c•lcul•r los r•sult•das 
obtenidos •n l• sección 1.1~.2 del C•pltulo 111.> 

lm.tfll d-. c•d• ,,.ogr••• •P•r•c• su r•sp•t:.tivo di•gra• dt1 
bloqu•, •si ·co•o l•• v•ri•bl•s qu• •l progr••• •c•Pt• y los 
rttsul,t•dos f'" .s• produc•n. S• incluy•, •l fir1'l dtt c•d• pro9r••a 
un• corrid•, qu• pu•dt1 ••Pl••rs• p•r• prob•r rl progr•~•· 



R.I #RRKI. fROIRR#R PRRR CALCULAR LR H-ESI#R POTEHCIR DE . LA 
#R1Rll PE 1RRHSIClOH Y LRS DIBTRlSUCIOHES ·DE PROIRS1LlDRD 
IESPUES PE H PRSOS. 
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HPT1 potenci• (ent#ro>. 

R(l,J>1 prob•bJlid•d d• p•s•r drl est•do i •1 •st•do J 
<r•d >. 

X<J>1 di1tribuci6n inici•l d• prob•bilid•d d•l •st•do 
J ( r••l >. 

RHP1(1,J>1 prob•bilid•d d• p•s•r d•l •st•do i •l est•do 
J d•spu•s d• npt p•sos <r••I>. 

XHPT<J>1 proporci6n d•l •st•do J d•spuls d• npt pasos 
<r••I>. 
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pro'}r•• ••rkJ1 
typtt 

#RT2D1# • •rr•y CJ •• 2~,J •• 25] of rc>•ll 

.,.,. 
HED,R,S,H 1 intt19ttr1 
f/ 1 #f/12111#1 
PRSH 1 rc>al¡ 

procc>durc> DESP#R1<H,# 1 intt1gttr1 
R 1 #IH2D1/f) ¡ 

bttgin 
for 11•/ to H do 

for Jl .. l to # do 
bttfin 

•ritttln<'R<',l,',',J,') .. ',RCl,J1)/ 
ttnd1 

procttdurtt #UL#RTCN,lf,L 1 intttgttr/ 
• R,I 1 #RT2D11f 1 

v•r C 1 #RT2Dllf>1 .,,,. 
· l,J,K 1 intt1fttr1 

,,.,,,, 
for ¡, .. , to H do 

for J1•/ to L do 
bttfin 

ce 1,.,,, .. 0, 
for K1•I to # do 

"''" . Ctl,JJ1•Ctl,J1+RC1,K1•1CK,J1; 
t1nd1 

'nd1 

procttdur• LEE~AT<H;# 1 intttfttrl 
v•r R 1 #R12DlH> .. .,.,. 

· l,J 1 lntttg•rl 

bttfin 
·lor 11•1 to H do 

lor 11•1 _ eo H da ,,,.,,,, . ' 

,,¡. Htt< 'IU • ; 1, ' 1 ' , J, ' > •' '1 
· r••dln(Rtl,J1>1 
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end¡ 

end1 

pror.lftdur• RESULTADOS<HED,R,S,H 1 int•9•r1 
(1 I #IH21J1H¡ 
PRSH 1 rlfl•l ) 1 

begin 
1t1ri teJ n 1 
writeJnC'Result•dos1'>1 
wri tlftln; 
1t1rit•ln<'H•triz de ','Tr•nsicion Ori9in•l1'')¡ 
TJE~"IP#AT<'HED,HED,A> 1 
1t1ritlftl n 1 
1t1ritlftln<'Prob•bilid•d dlft ir dlftl lftst•do ',R,' •l •st•do ',S>1 
writ•ln<' •n ',H,' p•sos • ',PRSH>1 

•nd1 
function l<HUJ,R,S,H 1 int•t•r1 11 1 #ltr:llJllO 1 r••l 1 
v•r 

I,J 1 int•1•r1 
1 I #RT21Jl#1 
SU# 1 rHll 

b•gin 
for 11•1 to NEO do 

for J1•l to #ED da 
ICI ,JJ1•Rt l ,J,J¡ 

lf H>I thu 
b•gin 

SU#1•01 
far lt•H-l downto J do 

b•gin 
SUH1•SU#~B<HED,R,S,l,R>•ICS,SJ1 
#UL#RT<HED,HED,HED,R,l,B>1 

lftnd1 
S1•JCR,SJ-SU#1 

lflnd 
•ls• 

G1•BCR,SJ1 

prar.lftdurlft LECTURR<v•r HED,R,S,H 1 int•9•r1 
var A : #AT2DIH>t 

b•gin 
writ•ln1 
,,,,,~Jt•lnC'#•rU. f'rob•bi1'd•d d• ir d• R • S' >1 · 
writ•lnC'por pri••r• v•z •n H p•sa1'>1 
writ•lr>I 
wrlt•<'Hu••ro d• Est•do1•'>1 
r••dlnCHED>1· 
111r I t•C '/f•' > 1 
r••dlnCR>1 
111rlt•C;S•'>1 
rHdln<S>J 
111rit•C'H•'>1 
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r<'adl n ( 11) I 
Nrit•lnC'Hatriz de Transicion1'>1 
LEEHRTCHED,HED,~>1 

proc•dur• IHICIRLIZR1 
b•gin 

l'RSH1•01 

b•gin 
1Hl C 1 RLI Zlh 
LECTURRCHED,R,S,H,R>1 
l'•SH1•ICHED,R,S,H,R>1 
•ESULTRDOSCHED,R,S,H,R,PRSH>1 

J6J 



•• a •••Ka. ''º····· , ••• c•LtULll L• ''º'''ILIOID DL P•s•• DEL •• ,.,º ••• RL i•r••o ••• 'º' ,., •••• Vil EH ••• ,.sos. 

El rrogr••• •c#pt• los 1Jgul#nt#1 d•tos: 

#ED1 n&•#ro dtt '1t•do·1 C•nt•ro>. 

RCl,1>1 prob•b,ld•d '" P•••r d'l t11t1do I •l •st•do J 

''"""· 

PRS#1 prob•bllld•d d• p111r d•l ''t•do r •l #st•do s 
por prl••r• v•z #n n p•101 Crr•l> • 

..... 
~ .. , .... ... :. 

l 

l 
¡ .. .. .... . 

ICl,I) 1 

1 ... ' 

.-¿1ea.m'• 
ICl,lt 

1 ·-· 1 
1 
~ .. ¡ 
1 

! 
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pro.¡r<1'1J ••rk::!r 
t.vpe 

~•t2di11 = arrav CJ •• 25,t •• a~J of real1 

Y•r 
n1d,npt1int191rr 
•,•npt:••t2di11.1 
x,xnpt:mat2di'llll 

1·•~ 

i, JI int19•u1 

b19in 
far i1•t ton do 

for JI• l to • do 
b19in 

wrlt1Jn<'~<',i,',',J,')•',•Cl,J])/ 

proc1dur1 •ul••t<n,•1 11lnt191r1 
•,b•••t2dl•I 
v•r .:u•tZdl•> 1 

Y•r 
i,J,k1int191r¡ 

b119in 
for i1 1 J ton do 

for J:•I to l do 
b19ln 

<:Ci,J]l':O¡ 
for k1•t to • do 

b19ln , 
cCi,JJ:•cCi,J]+•Ci,kJ*bCk,JJ1· 

1nd1 

proc1dur1 pot••t<n,po1int191r1 
•1HUdl•I 
v•r •po1••t~dl•>1 

,,., 
1, J,l 1lnt191r1 

b19in 
for ,,., to n do 

for J••I to n do 
b19in 

H I< > J th1n 
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endJ 

apoCi,J]l"O 
el se 

•p0Li,J]1=J¡ 

for I1•J topo do 
bflgin 

•ul••t<n,n,n,•,•Po,•po>1 
end; 

proc•dur• re1ult•dos(ned,npt1integer1 
•npt1Ht2die1 
)(npt llf•t:ld i •> 1 

begin 
wrltdn1 
writ•<'L• #•triz d• Tr•nsicion •l•v•d• • l• ',npt>1 
writ•ln 1 
dt11pe•tCned,nttd,•npt>1 
writ•I n1 
writ•lnC'Distribucion d• Prob•bilid•d despues de', 

npt,' p•so·s' > J 
de1p••tCJ,n•d,xnpt>1 

procedurtt c•lcpot<ned,npt1inte9er1 
•1Ht2di1tJ 
xu•t2di•I 

begin 

v•r •npt11t•t2Jim¡ 
v•r xnpt1••t2die)¡ 

pot••tCned,npt,•,•npt>1 
Hl••tC J ,n•d1 n•d,x,•npt,.~npt> 1 

procttdur• l•ctur•<v•r n•d,n•pt1int•g•r1 
v•r •••.tadi•1 

b•gin 

~,.,. x•••tadi•> 1 

writ•lnC'#•rkl. #•tri~ d• Tr•nsir.lon •n H p•sos'>J 
writ•ln<' v Distribucion•s d• Prob•bilid•d'>1 
writ•ln<' d•sPu•s d• H p•sos' >1 
Wf'itl/llnl 
writ•<'Hu•ero d• Est•dos~ '>1 
rHdl n<n•d > 1 
wrlt•ln1 
writ•<'Pot•nci•• '>1 
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rw•dl n(npt> 1 
1<1rit•ln1 
writwln('#•triz dw Tr•nsicion'>1 
far 11•1 to nwd do 

far J••l to nwd do 
b•gin 

writ•('R<',i,',',J•''•'>1 
rHdln< •C I, JJ>' 

•nd1 
Nrit•ln1 
Nrit•ln<'Distribucion lnici•l d• Prob•billd•d'>t 
for J••I to n•d do 

b•gin 
writ•<'xC',J,'>•'>1 
rw.dln< xCI, JJJ I 

proc•dur• inici•liz~1 .,.,. 
l,J1int•g.,.1 

1>#9in 
· for 11•1 to 25 do 

b•11in 

Hfln 

for J••I to 25 do 
b•gin 

xn,t.Cl,JJ1•01 
•npt.C i, JJ1.•01 

lnlcl•l iHI 
l•c•.,.•<n•d,npt,•,A>I 
c•lc,.ecn.t,n1t,•,•1.n1t,1tn1t11 
r•••lt•dos<n•d,n1t,•n1t,1tfl,t11 
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R.I •••KJ, ,.o••R•• ,R•R c•LCULRR EL ESTRDO ESTRCIO#RRIO '' UHA 
t•IEHI Df #RRKOY Y SUS Tll#,01 Dt RECUR•tHCIR, 

fl progra•a aeept• Jos si9uient~s datos¡ 

RCZ,J>1 prob•bilid•d d• p•s•r d•l 1stado i •l est•do J 
( r••l >. 

1lfCJ>1 rroporcUm d•l tst•do J •n •l 
•st•cion•rio <r••l>. 

f 
1 
1 

.... , 
<::!!!!!!:> 

1 

1111 

• 
ICI,,, 

1 ......... 
:111191 

•=• .. 
C»Ull.tl 

l •11,,, : ¡¡¡;; 

...... . ,, 
•e1,n 
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;."O'}r-3/TI 111iirk:! 1 

tv¡-li' 
m•t2di•=•rr•vCJ •• 25,1 •• 25J of re•l; 

~·•r 
nf'd,s~•rror:int•9er1 
•• x ... ,mu:••t2di•I 

vc1.~ 

:. , ji ir1tli'g<1r¡ 

be9in 
for i1•l ton do 

for Jl•I to • do 
bf'9in 

writ•ln('R(',i,',',J,')•',•Ci,JJ>1 

•nd1 

-~roctliurf' 91SJrd<n,•1int•9•r1 
•1Ht2di•I 
v•r b1••t2di•>1 

1••r 
i 1 J1 k,1,ipiv,Jpiv1int•g•r1 
f•ctor,••x1real1 

proc•durf' busc•••x<n,•,i•ct:intf'9er1 
•1Ht2di•I 
,,.,. ••x 1r••l1 
v•r ipiv,Jpiv1inte9er>1 ,,.,. 

i1Jlir>tf'g#r/ 

begin 
for i1•i•ct to n do 

for J1•l to • do 
b•gin 

i f ( J<•n> then 
ii iibs(~C:,JJ''mii~ th•n 

bf'gin 
••x1••bs<•Ci,JJ>1 
ipiv1•i 1 
JPiVl'JI 

procf'dUrf' c••br•n9<• 1 i,ipiv1int•9•r1 
v•r a: mat2di•>1 
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btt9in 

begin 

for JI=/ t.o • do 
begi n 

f•ctor1••Cipiv,JJ1 
•Cipiv,J1t••Ci,J11 
ilCi, J] l"f•dór¡ 

for i1•/ ton do 
for J••I to • do 

bCi,JJ1••Ci,JJ1 
for i 1•/ to n do 

b1tgin 
••x1•01 
ipiv1•01 
Jpiv1•01 
busc•••x<n,•,i,b,••x,ipiv,Jpiv>1 
if <ipiv<>i> •nd <ipiv<>O> th•n 

c••br1tng<•,i,ipiv,b>1 
i f JPi v< >O th1tn 

b1t9in 
f•ctor1•bCi,JpivJ1 
for JI•/ to • do 

b1tgin 
bCi,JJ1•bCi,JJlf•ctor1 

11nd1 
bCi,Jpi11J1•J1 
for k:•J to H do 

b•gin 
if k< >i th11n 

b•gin 

~f'd: 

f•ctor1•bCk,JpivJ1 
far 11•/ to• do 

b1tgin 
bCk,l11•bCk,lJ-f1ctor*bCi,J 

•nd1 

proc1tdur1t r•sult•dos<n1td1int•g•r1 
•,x•,•u1••t2di•1 
•••rror1int•g•r>1 

b1tg"' 
#rlt•ln1 
Nrit•ln('#•trlz d• Tr•nsicion Origin•l1'>1 
d1tsp••t<nttd,n•d,•>1 



111ritf'ln1 writ•ln('Distribuciontts Est•cionari•s dtt Probabilidad1'>1 
d•sp••t(J,nad,xe>1 
wri tal n 1 
writalnC'Ti••POS Espttr•dos dtt Racurrf'ncia')J 
dasp•at(n#d,nttd 1 •u>1 
if s"'error 1 J th•n 

writalnC'****** Hin9una o Infinitas Solucionas ******'>1 

tpro¿adur• calct•r<nad1inttt9ttr1 
X'11Ht2di•I 
var •ut••t2di•>I 

'l'<ff' 
· i,J1inte9u1 

.be-'} in 
for i1=l to nttd da 

bttgin 
for Jt•l to nttd do 

btt9in 
•uC i ,JJ 1•01 

ttnd1 
if xttCl,iJ>O thttn 

•uCi,i1t•llxttCl,i1¡ 

.end1 

procttdurtt c•lcttdttCnttd1inttt9ttr1 
b1Ht21:1i•I 
v•r x.iHt:zdi•I 
v•r 1wttrror1intttgttr>1 

·ver 
i,J,IW•si'}1intttfttr1 
••••Udi•I 

:iWf'f',""01"1•01 
far i1•l to nttd do 

for J••I to nttd do 
bttfin 

aC i, JJ1•bC J, I ]/ 
ttnd1 

far .i1•l to nttd da 
bttgln .,,,,,, .. ,,,,,_,, 

•Ci,nttd#IJ1•01 
ttnd1 

far J••I to nttd#I do 
bttgin 

•Ci,JJ1•l1 

1?1 



irnd¡ 
gssJrdCn~d,n#d~J,a,a)¡ 

for i1=J to ned do 
b'gin 

n1•si91=01 
for Jt=J to n'd do 

/:•li'9in 

•nd¡ 

if •Ci,JJ•J th•n 
be9in 

SH•si91.rJ¡ 
x•Cl,J1•••Ci,n•d~JJ¡ 

if SH•si9•0 th•n 
b•9in 

· 1111•rror1:.J¡ 
for i1•J to n•d do 

x•CJ,iJ1•01 

proc•dur• l•ctur•<v•r n•dfint•g•r1 
v•r •1Ht2di•)I 

b•9in 
writ•ln<'#•rk3. Est•dos Est•cion•rios')I 
writ•ln<' y Ti••pos d• R'currenci•')¡ 
writ•ln1 
Hrit•C'Hu••ro d• Est•dos•'>1 
r••dlnCHd)¡ 
Nrit•ln1 
Nrit•ln<'#•triz d• Tr•nsicion1'>1 
far i1•J to n•d do 

for JI•/ to n•d do 
b•gin 

writ•<'~<',i,',',J,')•'>1 
rogad! n ,· aC i, J J >; 

b•gin 
l .ctur•(Hd1 •) J 
c•lc•d•<n•d,•,x•,s••rror>1 
c•lct•r<n•d,x•,•u>¡ 
r•sult•dos<n•d 1 •,x•1 •u1 s••rror>1 



R.f #RRKf. PROSRR#R PRRR CRLCULRR EL Flf#PO IE LLE•RDR POR 
PRl#fRR QEZ DfL EIFRIO •1• RL llF•IO •1•, CON •1• 11511#10 
DE •1•. 

R<l,J>1 prob•bild•d d' p•s•r d'l 'st•do I •I ••t•do J 
(r,•l>. 

Y p,n,r• los sig"l'nt•s r's"lt•dos1 

#U<I,J>1 ti,•po de ll,g•d• por pri•,r• ~•z d'l 'st•do I 
•l •st•do J, p•r• J distinto d• J• 

..... 
llD .. 
111,1) 

-­llCl,I) : 1 t 

· [ 1n,marl.~ . 

...... 
•n,a 

d::> ' 
t___:: .. ·····----· 
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progrii1fl 1urk41 
: ve>e 

••tZdi111 3 arravCJ •• 25,J •• 25] of "'"l 1 
var 

ned,J,sw•rror1int•9•r; 
=· "'.ltmat~di1111 

Procedure desP••tCn,•tint•g•r; 
au•t2di•) 1 

l:••gin 
for i t= I to n do 

for J••I to • do 
b•gin 

writ•lnC'~c·,;,•,•,J,'>=',•Ci,JJ>¡ 

~ro~~dare gssjrdCn 1 •1int•g•r1 
•n•tZdi•¡ 
11•r b:••t2dü1>1 

11•r 
i,J,k,l,ipiv,Jpiv1int•9•r1 
f•ctor,••x1r••l1 

prac•dur• busc•••x<n,•,i•ct:int•9•r1 
•r••t2di•I 

v•r 
i,J1int•9•r, 

l:11rgin 

11•r ••x 1 re•l; 
v•r ipiv1 Jpiv1int•ger)J 

for i1•i•r.t ton do 
for JI•/ to • da 

b•gfo 
i f ( J<•n>th•n 

if abs<•Ci,JJ>>max then 
b•gin 

••x:••bsC•Ci,JJ>; 
ipiv1•i1 
Jpiv1•J1 

proc•dur• c••br•ng<• 1 f,ipiv1int•9•r1 
v•r •1Ht2di•>1 

\'if' 

J"nt•g•r1 
f•ctorir••l 1 
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b•gin 

b•gin 

far Jl"'J to • do 
b'19in 

f•ctor1••Cipi11,J11 
•Cipiv,JJ•••Ci,J11 
•Ci, J11•f•ctor1 

end¡ 

for i1•I to n do 
for J•=I to • do 

bCi,J11••Ci,J11 
for i1•I to n do 

b•gin 
••x1•01 
ipiv1•01 
JPiVl•O¡ 
busc•••x<n,•,i,b,••x,ipiv,Jpiv.>; 
if(ipiv<>i> •nd<ipiv<>O> th•n 

c••br•ngC•,i,ipiv,b>; 
; f JPi ~1 < >O ther 

b•gin 

•nd; 

f•ctor1=bCi,JpivJ1 
far Jl=-1 to • do 

bel} in 
bCi,J11•bCi,JJlf•ctor1 

•nd1 
bCi,,Jpiv11•J1 
for k:=J to H do 

b•gin 
i f k< >i th•n 

b•gin 
f•ctor1 •bC k, Jpiv11 
for l 1=J to • da 

b•gin 
bCk,1]1•bCk.l1-f•ctor•bC 

proc•dur• l••••tCn,•1int•g•r1 

b•gin 

· v•r ••••t2di•>I 

for. i 1•1 to n do 
for J••I to • do 

b•gin 
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writ•<'A<',i,',',J,')z')J 
rHdln<•Ci,J]>1 

proc•dur• r•sult•dos<n•d1lnt•g•r1 
•••.t2d,•; 
•U1Ht2d¡•I 
sw•rrar1int•g•r>1 

f)•gin 
111rit•ln1 
writ•ln<'#•triz d• Tr•nslclon Origin•l•'>I 
d•sp••t<n•d,n•d,•>1 

"'""''"' if sw•rror <> I th•n 
writ•ln<'#•tr¡z d• T'••pos de Ll•g•d•s par Pr'••r• U•z1'>1 

¡f sw•rror <> I th•n 
d•sP••t<n•d,n•d,•u>1 
writ•ln1 

if sw•rror•l th•n 
111rit•ln<'••••• Ho h•Y Soluclon o l• Saluclan •• Infinit• •••••'> 

prac•dur• c•lcti•<n•d1int•g•r1 
•••.t2di•I 
v•r •UIHt2di•; 
ver sw•rror1int•ger>1 

proc•dur• c•lc•u<ned,11int•g•r1 
UHt2di•I 
ver •arHUd'•I 
v•r 1werror1int•g•r>1 

v•r 
i,J,SW•si91integer1 
b1Ht2d¡•I 

b•gfo 
for i1•l to n•d do 

b•gin. 
far J••I to n•d da 

b•§ln 
bCi 1 JJt••Cl,JJI 
if ,., th.n 

btl,JJl•bti,JJ-lf 
if .J•• tl,.n 

btl, JJt•01 
•nd1 

bt i ,n.•d"'I J1•-I i 
if I•• th•n 
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b•')in 

end1 

for J1•/ to n•d+/ do 
bC i, Jll•O¡ 

bCs,sJ1•/1 

•nd¡ 
f}SSJrd(ned,ned+l,,b,b>¡ 
for i1•/ to ned do 

b•9in 
S/1Ul$ J f} l "01 
for Jl•I to ned do 

b•gin 

•nd¡ 

if bCi,J]"I th•n 
b•t;in 

•UCJ,s]1•bCi,n•d+IJ1 
~111uig1•l1 

if s111•sig•O th•n 
s111•rror1•J¡ 

b•9in 
s111•rror1•01 
for Jl~I to ned do 

brt;in 
c•lc•u<n•d,J1 •,•u,swrrror)/ 

procrdure l•ctur•<v•r nrd1int•9rr1 
v•r u••ttldi•> 1 

b•t;in 
wri hl n1 
writrln<'#•rk4. Tir•pos dr Llrt;•d• Por Pri•rr• Vrz'>; 
111ritrln<' drl Est•do 1 •l Est•do J. Cl<>JJ'>1 
writ1'ln1 
writ•<'Hu•rro d• Est•dos• '>1 
rudln<n•d>J 
writ•ln¡ 
writf'ln('#•triz d• Tr•nsicion1'>1 
l••••t<nrd,nrd,•>1 

br9in 
l rctur•<n•d, •> J 
c•lcti•<nrd1 • 1 •u,sN•rror>¡ 
r•sult•do1<nrd1 • 1 •u,s,,.rror>1 



A.5 #RRK5. PROSRR#R QUE Sl#ULR UH PROCESO DE CR#lHR1R RLER10RlR. 

Cl progr••• si•ul• un p•s•o •l••torJo •n dos dJ••nsJon•s, 
p•rtJendo del orJgen, •n tngulos •l •t•r, 

Y gener• los sJguient•s r•sult•do11 

X 1 posJcl6n '" l• •bicis• carr•s110ndi•nt• 

Y 1 po1JcJln •n l• or,•n•d• corr•spond,onto 

D 1 dl1t1ncl• dol punto CX,Y> •l orlgon 

'" 



11•r 
n, i 1 in tttgttf' I 
t,x, y,d1 rtt•l 1 

;~onst 

pi•3.Ul~9261 

b.rgin 
writeln<' #•rk~. Progr••• que Si•ul• un Proceso dt1 C••in•t• Rltt•tor 

"'" itt1ln1 
Wf' i ttt (' HU•ttf'O 
,. •• .; Iri (,, ', 
Xl"'OI 

.'I'"º' 
'º" ''·"'' to n do 

begin 
t1•Z • pi • r•ndo•1 
x1•x ._. cos<t>1 
y1•y ._. sin<t>1 
d1•sqrt<x•x "' 'l*Y>J 
Nf'itttln¡ 
"'ritttln('P•so ',i,' Coord•n•d•s , 

'x, ',x131Z,' 1 y• ',y131Z, 
Dist•nci• •l origttn.• ';d1Z1Z>1 

.. 
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lf•rk5. Pro9r••• "'" Si•ul• un Proc••o d• C••in•t• ~l••tori• 

Hu••ro d• p•sos "' 10 

P•10 I Coord•n•d•• " . 0.97 , 'I • -0.24 Di•t•nc/3 •l ori9•n • 1.00 

l'••o a Coord•n•d•s " . 1.00 , y • 0.16 Dist•nci• •l ori9•n • l.:2é 

P••a 1 Coord•n•d•• " . l.J9 , '/ • -0.16 Di•t•nci• •l orl9•n • 1.10 

P•so ' Coord•n•d•s " . 1.88 , y • 0.11 Dist•nci• •l _ari9•n • a.01 

P•10 5 Coord•ri•d•• " . Z.77 , y • o.as Dist•nci• •l º"'''" • 2.11 

l'•so 6 · Caard•n•d•• " . a.os , y • 0.97 . Dist•nci• •l orlg•n • 2.30 

P•IO 7 C"ord•n•d•s " . ;r. ()5 , V • J.ZZ 11J1t.nc i • •l º"'''" . '· 
l'•sa ' Coard•n•d•s " . ª·'' , V • a.22 llilt•n.-:i• •l orJg.m • J, 

P•so ' Coard•n•d•s x • Z~l5 , .. .• 1.21 llist.nci• •l ari9.n • J. 

l'•so 10 Caard•n•d•s " • 1.77 , y • J.61 Dist•ncl• •l orig•n"' ti.to-



R P E N D 1 C E 

ELEHEHTOJ DE PRCS~9ILTV~V 



'"11 hoñrtt tl•n• •JI Pl•n•1 p•r• 11 •l•H• 
11 •••r, 1110 ""º #•r• c•d• cmo.• 



R continu•cibn 1• •nunci•rtn •19unos conc•ptos i•port•nt•s 
qu• 1• ••n•J•n • lo l•rgo d•1 t•xto. P•r• un •studio •ts 
j1t•ll•d~ s• sugi•r• consu1t•r t•xtos •sp•clficos de 
prob•bil id•d. 

DUlHICIOHES 

S• lhH ESl'RClO lfllfSTRRL •l conJunto d• ruult•dos posibhs 
d• un •xp•ri.,nto. 

Un• VIUfUILE RLEllTORIR (g•n•r•lHnt• •br•vi•d• co•o ·''·•·>, 
•s un• funci6n d• v•lor nu•frico d•finid• 1obr• •1 •sp•cio 
•u•str•l. 1 

PROP l URDES 

i> O•P<•v•nto>•I, i ••• , 1• prob•bilid•d d• un •v•nto si~•pr• 
•• no n•g•tiv• v nunc• ••ri ••vor qu• l. 

EC/EHTOS Y lfEILRS 

EllEHTOS 
lt,I 

ltEILAS DE ADlClOH 

''""" 
REILAS Dl ftlfODUCTO 

"'""" --------------------·------------------------------------
#dHHnt• 
••clav•nt•1 tt<A> ~ PCJ> o 

'"•P•ndi•ntu PCR>.,,l'<I >-l'C R>PC'BIR> P<IHPCFllR>•PCB >PC Rl'S .> 

lnd•p•ndi•nt•• l'CA>~PCl>-l'CA>P<ll> PCA>PCI> 

IUl#lCIOHIS 

FUHCIOH DI ·DIS11fllUCIOH DE PROIAllLIDRDI '·ex> • P<X•x> 

FUHCIOH OE OISTlfl~UCIOH ltCU#ULRTlCIR1 

11 '"' • l'CJC'"' • f. PCJC•x>, 1i 1' di•t:r•t• • 
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F. <x> • P<X*x> " 
• .[ '• <x> dx, .!li X contznu• • 

ESPERllHZll DE UHll <JllRUIBLE flLEIHORlA1 · ¡ r • """ 
• ¿ k p ( k), si X discr•t. 

E<JO = ~ • 
• {•Y f• C y) dy, si X continu•. 

ESPERllHZll DE UHll FUHCIOH DE ~flRlllBLE flLEllTORlll: 

{' •"' P<X=k> ,,,. ¿ gCkJP (k) ,. si X •s dis•:ret.:J 
E<g<X»• ",. • 

I g< v> '· (y) dy, si X •s conti'nua •. .. 
#O#EHTOS1 

S•• l• funcibn f d•d• por 

Z ; g<X> • Xi, 

dand• J •s un .,1t•ro positiva, •ntonc•s l• •sp•r•nz• d• ):j se 
conoc• co•o J-tsi•o •o••nto r•specto •1 ari9•n d• l• v .. 
•l••tori• X y •st• d•do par 

.. hlf 

J { ¿ k¡P <k>, 
ECX > • " 

/"y f,, <y> dy, si X •s I'·•· cantinu• • .. 
si X •s v ••• discr•t• 

N6t•1• tu• cu•ndo J•I •1 pri••r •o••nto caincid• con l• esp•r•nz• 
d• M. l•n•r•l••nt• •st• •o••nto s• d•nat• ••di•nt• •1 s2•balo p. y 
• .. nudo s• tanoc• con •l no•br• d• ••di• o pra••dia d• l• 
dlstribuci6n. 

L• •sp•r•nz• d• un• canst•nt• e par X •s igu•l 
canst•nt• e por l• •sP•r•nz• d• X1 . -ECCX> .¡ Cy '·(y) dy • e/ y f, <y> dy. e E<X>. .. .. 

• 

. J 
Si l• funci6n 9 •st~ d•d• par l•9<X>•<X-ECX>> • 

dand• J •• un •nt•ro positiva, ·•ntonc•s l• ••P•r•nu 
ll••• J-tsi•o •o••nto r•sp•cto • l• ••di• d• 
•l••tori• X y •ita d•do por 

J. <X-,u> 'J•n 
d• <X-.u> se 
Ú v•ri•bl~ 

E<lf-lCll)) • E<X-u> • "• . 
J . J ¡I: <1t-11l P.<k>, 

· L <v-~l '• <r>dy, si X cont'inue. 

' H6t•s• qu• 1i J•I, •ntonc•s E<X-,4j>•O. Si J•a, •ntonc•s E<X-µ> s• 
11••• v•ri•nz• d• I• v•ri•bl• •l••tori• X y fr•cu•nt•••nt• •• 
d•nat• por 0'1• L• r•lz cu•dr•d• d• l• v•ri•nz•; v, 1• lÍ••• 

"º 



RLGUHOS TEORElfRS PRRll VllRillBLES RLEllTORIRS. 

Estos t•ore••• pueden de•ostr•rs• flcil•ente utilizando las 
d~'iniciones anteriores. 

TEOIUlfll J. 
El v•lor esper•do de un• su•• de v•ri•bles •l••tori•s es l• 

~~·~ d• los valores esper•dos individuales. 

TEORElfll 2. 
L• varianza de un• su•• de v•ri•bles •l••torias es. 

TEORElfR :J. 
Si un• v•ri•ble •l;•tori• x con v•ri•nz• v,,2 se •ultiplic• 

por un• const•nte e, l• v•ri•nz• d• l• v•ri•ble •l••tori• z•Cx es 
igu•l • cªcr¡. 

FUHCIQH CRRRCTERlSTICR. 

S•• X un• v•ri•ble •l••tori• con funcibn d• distribucibn 
f<x>. Entone•• l• funci6n c•r•ct•rlstica estA definid• co•o 

tct> •E <•it•> 

"· 't) • • { 

¿ ,H• pCx¡ >, 

!,, ,11. fCx> dx, si X continu•. 

TE OlfElfR 4. 
Si •l "·-tsi•o •o•ento d• un• v•ri•bl• •l••tori• rxiste, tst• •s •xpr•s•do por 

••• 
'" 

dond• #CO) •s l• k-tsi•• d•riv•d• d• l• funcibn c•r•ct•rfstic• 
fCt> d• dich• v•ri•bl• v•lu•d• •n t•O. 

FLIHC lOH BEHERRTlfll llE #OlfEHTOS. 

S•• M un• v•ri•bl• •l••tori• cu•lqui•r• con funcibn d• 
distribuci6n fCx>, •ntoncrs l• funci6n tJ•n•r•triz d• •o••ntos 
#SH d•d• por 

"' 



d!i! dondo; 

"· (t) :r ¡ ~ t~i 
¿_ e p ( x¡ ) , 

¡_•.,. f( X )dX, 

si X rs disc:rrt•. 

si JI •1 c:ontinu•. 

TEORE:IM ~. 

S•• JI un• 11•ri•blr •lr•tor'• cu•ltui•r• 
grn•r•triz dr •o•entos finit• rn •lg4n intrrv•lo 
c:ontrng• •l c:rro, rntonc:rs X ti•n• •o•rntos 

•.r • lfAl((0) 

c:on f unc:i bn 
•birrto qu• 

dondr ,,; <O> rs l• k-t•i•• drriv•d• dr l• func:ibn grnrr•triz de 
•o•rntos v•lu•d• rn t~o. 

lllFIHICfOH 

ll•d•s do• d•nsid•d•• , r g, 1• func:ibn ,., drfinid• por . . 
f•g<z> ./ f<x> g<z-x> dx, -m< z <CD .. 

rtORl#R 6. 
L• d•n•id•d d• un• 1a11• d• v•ri•bl•s •l••tori. 

'ndrprnd,rnt•1 •• lgu•l • 1• c:onvoluc:i6n dr sus drnsid•drs. 

TEOltE#R 7. 
S•• IC un• v•ri•blr •lr•tor'• no nr9•tiv•, 

i) Si 1flo to•• v•lorr1 rntrro1, •ntonc:rs JI ti•n• r1prr•nz• 
finit• ,, r 1610 ,, l• •• ,., • 

• r,<IC•n) conv•rgr. 
"'' s¡ l• •• ,.,. c:onv•rg• rntonc•s 

• E X • l "Jlin) 
••• 

ii> Si rs c:ontinu• con funci6n d• d¡stribuc,fn F, rntoncr1 
IC t¡•n• !l'lprr•nz• finit• •' f '6lo si .{•P<x···x.> dx •~ 
finit•1 rn .st• c•10 · 

• E X • Í <l-FOO> d)(, • 

Con1idtrr1• rl ••P•c:'o d• prob•bil,d•d <.n, R, P> r sup6ng•s• 
ta• los conJunto1 ••nc:ion•do1 •b•Jo r1tln •n R. 

TEORE#lt 8. 



entonces P<Clu D¡ ):p. 
¡ 

ii> Si C¡ son disjuntos, entonces P< e ID>, > PCC ID>. 

iii> Si E son disjunt.os y uE¡•A, entonces 

PCCID> • 'E P<E¡ID> P<CIE¡nD>. 

iv> Si Ci son disjuntas y P<AID¡>•P<BIC¡> p•r• todo i, 
•ntances PCAluC¡ )1P(B/nCj >, 

RNALOGUIS 

IJRRlRILE RLERTORIA 

Ti••PO flntr• 
ocurrenci•s 

' Tiflepa d• fllPflf'• 
p•r• I• n-tsiH 

:ocurr•nc i • 

TIE#l'O CONTINUO 

Prac•so l'oisson<A> 
#•di• At 
IJ•ri•nu ,\ t 

Exponflnci•l 
N•gdiv• (A) 
#•di• llA 
IJ•r 11 A 

Di stribuc Um , .... '"·"' #•di• n/11. 
IJ•r ni>. 

"' 

1 IE#PO DISCRETO 

l'roc•so Bino•i•l 
#•'"• np 
ll•ri•nn np<l-p) 

B•uttrica ( pq> 
##di• Jlp 
IJ•r ql f 

lino•i•J 
H•g•tiv• <n .• p,4 · 
#•di• nlp 
IJ•r nq/p 
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