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INTRODUCCION

““a lucha ovor la vida nos comrele
a consultar los ordculos. Perc
los nucvos ordzulos Jdeken sev
cientlrizos.,”

: THIELE.

Une Jde los oprincipales obietives del conocimiente
2atemdtico #5 el de crear modelos. wodelos que sean cada vez
»hs apeqados a las situaciones y circunstancias reales, modelos
jue permitan la solucibn de oproklemas en forma préctica v
eficiente. C '

Ibservando la naturaleza, e¢s preciso convencerse Je sus
caracteristicas de aleatoriedad, lar cusles se intensifican al
tratar con los seres humanos v sus acciones. FPuede concluirse
entonces, que los modelos Qque reflejan con mayor orecisién los
hechos son aquellos gque involucrean la teorla probabillistice, e:
decir, los NODELOS ESTOCRSTICOE.

los ~ Procesos Estocksticas se refieren ‘al
comportamiento de modelos aleatorios a través del tiempo. £
pesar de gser los mds senejantes a los fendmenos reales, su
utilidad no ha sido, 'en forma alguna, desarrollada a su »hxing
expresidn., Esto se debe, ' posiblemente, & una poca Jifusidn ¢
apoarente dificultad de manejo. Por otre parte, la biblicarafls
ol respecto es poco ebundante y, en ocasiones, inaccesible po-
sotivos econbmicos. &i se agrega a esto Qque, de las obras
*xistentes, s0n pocas las que tratan directamente con las
avlizazjones, resulta explicable que una herranienta dJde tal
wijnitud haya sido de;ade & un lado.

&1 objetive fundamental de esta tesis e¢s la creacidr
de un saterial de apovo didéctico accesible a los estudiante:,
en  particular Je las carreras de Actuaria v Matesbticas
Rolicacdas v Computacidng vy, en general, cualquier estudic
profesicnal que lo requiers.: .

Los conocimientas bhsicos para la comprensibn de este
‘rabajo son, -ante -todo, elesentos de probabilidad, &ljebre
satricial, ‘c8lculo  diferencial e integral, nociones de
rstadlistica ¢ . investijacibn de operaciones, Al final de la
sbra, en &1 Rodndi:ze B, se& enuncian aljunos conceptos de  uso
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frezusnte s lo laryo del texto, de modo que oueden zensulitarse er
farma »r&piday para un estudio Fetallado, se€ recomienda acudir a
‘textos especificos de &laebra y probabilidad.

Esta tesis no nretends, en mado alguno, ser un tratado
exhaustivo sobre Procesos Estocdsticos; mds bhien se . deses
motivar al lector hacia un conozimiento wmés oprofunde de 1ls
materia v, sobre todo, hacia una implepentacidn de este ¢tipo de
modelos en su campo especifico de trabajo. For esta razdn, se
ha buscado un enfoque ante todo préctico, wutilizando comc apove
una microcomputadora de 14 bytes,

En el Caoitulo I, se habla de los distintos tiposr de
nodelos, se definen y :lasifican laos Procesos Estochsticos, sé
enumeran alaunos coriceptos v se enlistan uario: cidlpla:,

o, En €1 Capitulo 11, se -on:ionan las caracecr!:taca:'
de algunos procesos no markovianos, se trata el concepto Jde

estaclonaridad, la teorfa de la repovacidn vy las series de

tiempo, £s necesario hacer notar que, aunque en Buchos. casos los

procesos no markovianos son was sisilares &l proceso real, :se

ha centrado el enfoque de la obra en los proéesas. markovianos,
(Capitulo 111), por su sencillez v manejabjlided. Rdemds, en li.
- generalidad de los casos, las suposiciones necesarias’ pari

" obtener la propiedad markoviana no .odi!ican en’ qran o:cola los
_rc:ultodo:.

En el Cavlitulo III. se define. la prooiodcd dc,#arkov.
;e analiza ' la funcibn Je di:trlbuclbn Gy le
distribucidn  inicial, Nbs  adelante. - se - observa. vel
zomportaniento dJdespubs Je n unidades de tiempo, se analiza ‘el
23pacio de estados y se introduce la Teoria de Grafos apllccdc a
las cadenas de Markov. Antes de emplear esta teorla, se hace ar.
breve resumen de los conceptos mds importantes. £n  seguida’ se
expone el estudio matricial y algunos ejemplos. st

Al final de cada caplitulo, se encuentra .una :occibn'
Je lecturds recomendadas, relativas al tema. Se hace rolcroncaa a
ellas por medio de una clave, cuva equivalencia se encuentra al’
final de la obra, en la bibliografia. Asimismo, se propone una
serie de ejercicios. : .-

En el Apendice A ‘se enlistan varios programes,
sadificados en lenguaje Pas:zal, para uso del lector. Se¢ presentan
también los diagramas de bloque respectivos, de mado qac puedenr
“ranscribirse los programas a cualquier Ionqanc..

En @l  Apéndice B, como yc se dijo, _se presentan lor
zonceptas ha:ico: de probabilidad. nane jados frecuentesente en
el texto. . :
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“Imagine Gue al abrir el peribédico descubre:
gue no ¢s el de hovy es el de malana y estd
completo (noticias, cotizaciones de la bolsa.
tiempo o clima, trabajos). Un adelanto de 24
horas sobre el estado del mundo., £Eso0 es todc.
Pero es todo lo necesario:s la riqueza ¢ el
poder son sUyo0s...”

(S Heo Moy B., S0)



CONCEPTOS GENERRALES

1.0 INTRODUCCION

’ STOCHASTIC: (Greek  stochastikos).

skillful in aiming, proceeding by
gessnork, From (assumed) stochastos

(verbal of stochazesthai, to aim at,
quess aty from stochos., target, ain,
‘gess)  + lkos -~ ic - more at sting.
Random. : ‘

NEBSTER’S THIRD MNEH INTERNATIONAL
DICTIONARY, ’

- La busqueda de los encabezados futuros, de los hechos del
sahana, & corto o a larjo plazo ¢s lo que hace posible la
olaneacibn. Desde el inicio de su existencia ¢l hombre ha deseado
incursionar en el futdro por diversos medios. En un principio se
haclan adivinanzas dtilizando desds holas de cristal hasta hojar
Je ¢, Qque han perdurado hasta la fecha., G&in embargo, de éstas
adivinanzas se ha evolucionado a un sistema  intelectual
tirmemente fundamentado con un enfogue cientifico.

E1 principio de este sistemna cientifico es el siguientes
Aunque es imposible adelantar €l reloy del msundo, 5§ e5 posible
construir un MODELG que Imite una parte del mundo para un céso dve
sipecial interks. Evidentemente €l wmodelo npo podrd.  ser
svactamente igual, pero wmientras »hs aproximado sea a la
rsalidad, més vdlidas serdn las conclusiones que puedan obtenerss
& partir de é!. ’

Un SISTEMA se¢ caracteriza por que los elencntos qae lo
componen estdn interrelacionados @ ‘interactlan por una cause
combn. Por lo eaneo. si se modifica alguna caracteristica, habrd
cambdios con:ocao»tos en las otras partcs del sistema., 51 estos
zasbios opueden ser cuantificados, las interrelaciones pueden
describirse por ecuaciones matemdticasy. Un copjunto de ecuaciones
cuyo propbsito es describir el co-porcc»ionto del ;1:0.-. €s ur
NOD(Ln MATEMATICO,




Un modelo matemdtico puede ser determinlistico o estocéstice.
81 el efecto de cualquier cambio puede describirse con absoluta
zerteza, el modelo sera DETERNINISTICO. 2i par el contrario, camo
sucede €n la mavoria de los casos reales, hay efectos quée no
Dueden predecirse con seqdridad absoluta, el modelo adecuado sera
un modele ESTOCASTICO. Un wmodelo estocdstico dJdeberd incluiv
entonces variables aleatorias,

En general, los modelos estoclsticos son las Qque wmhs ¢
acercan &« la realidad, aunque en muchor casos, por simplicidac.
e trata Jde ajustar a modelos determinlsticos que faciliten los
cdlculos, En particular, cualquier modelo gque Jescriba ls
zanducta humana debsrd ser formulado en terminos estoclsticos.
‘Para una Jdiscusidbn Jde esta afirmacibn refibrase a las lecturas
rezonendadas en este capltuloe.!

La construccidn de un modelo entraha cuatro pasos blsicos:

!) Observar v entender ¢l fenbmeno en cuestibn,
14) Construir un modelo seme iante al fenbmenc.
1ii1) Regsolver el modelo v hacer predicciones.
iv) Probar el madelo.

En la Tabla 1.0 pueden observarse con claridad las
relaciones existentes entre el modelc (pundo abstracto) ¢ Iar
hechos (aundo real). NOtese Qque la predic:i0mn cientifica de i
- hechos solamente opuede hacerse a partir Jde un modelo. De coi-3
forsa se caerd de nuevo en la adivinanzay sin embarge, I:
intuicidn vy el sentido comln sequirdn Jugando  un papel Bmuy
importante en la towma de decisiones, aunque ayudados y refor-ados
por los modelos estocésticos, '
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1.1 DEFINICION

Un oroceso e&stachstizo e€s un slstema que s¢ desarrolla 3
‘ravés del tiempo. sufriendo variacjones Jdekidas al azar.
(Estochstico es sinbnimo Jde aleatorio).

Ze puede Jescribir un sistema de éste tipo, definiendo una
fawilia de variabler aleatorias (g ), que toma valores de ur
zonjunto "8*, llamado espacio de los estadosy vy donde ¢t es un
punto en un espacio “T/, llamado espacio paramdtrico.

Los valores que puede tomar X¢ se conocen :zomo ESTADOS, v
sus cambios Jde valor se llaman TRANSICIONED.

Los wmodelos estochsticos son aplicables a cualquier sistema
jue  comprends variatilidad al azar en el transcurso del tiempo,
con0 y& se ha mencionado, ajregando que este tipo de :J:tona dé .
una isagen shs aproxt.ada a la reslidad.

DEFINICIONS
Se llama PROCESO ESTOCASTICO a la !anlllc de variables
olcctorqa.

{ ‘K. .t €T )

.donde ¢ es un pardsetro perteneciente al conjunto 7.

‘Y  puede ser el conjunto de los nlmeros reales, el conjunto
de- los . reales. positivos o el conjunto de los némeros
naturales. : C ‘

7] f es discreto, las Xg¢ forman una SERIE ESTOCASTICA.
84 T es un lnecrvclo. finito o no. Ic: Xe forman un PROCESC
55100081!€0.

NOTA: 8Seneralmente ¢ representa un dato v T una secuencia
dl:crcta do dato: o «n lnecrvalo de elcloo.

Do la ll:-c forsa, ol o:pccio de o:eados S puede ser
discreto o continwo. .

A partir de lo anterior pueden distinguirse 4 tipos Je
oroco:o: 0:cocl:¢lco:, que se observan claramente en la Table
lllu o .

‘ﬂ

1.2 ll"lllﬂ" " LOS PROCISOS lllOCﬁS'lCOS

K [ ] co»tlnuac;bn se o;onplillcarl cada uno de 1os cuatro tipo:

de procesos estochsticos. Es conveniente hacer notar que aunque
en 1& mayoria de los casos reales las dos conjuntos (sobre todo
) gon zontinuos. la suposicibn de variables dl:crctc: :l-pllflco
los colculo: sin pcrdor do.a:lada valides,
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aiferetgy
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ESTANOS

Serie ostocns'iln olo estesis-

d}‘&n’m" nm” nnlni mu“ utunl

G ' w

continues ::::: z;fg:;:::l E&;::H

(o) (1)

TRELA 1.7

(a) EJEMPLO DE SERIE ESTOCASTICA Cb" ESPACIO DE ESTADOS
DISCRETH : ' '

€4 se analiza la serie estochstica consistente ¢n el
ndmero. .de hosbres o mujeres en diferentes generaciones .de una
linea de fa»ilia, se tendla que el espacio de estados 5 es .
discreto (Numero de mujeress 0, 1, 2,...5 numero de hosbres: 0, .
e 2440:). Por otro ledo, el espacio parambirico serlen las
diferentes generacioness O, 1, 2... De donde se¢ tiene que tantc
el espacio de estados como el espacio parambtrico son discretos.,

(b) EJEMPLO DE PROCESO ESTOCASTICO CON ESPACIO  DE - ESTADOS
' DISCRETO - R

,. En una linea de espers sea el proceso donde Xy es el nusero
de clientes en la linea en el instante t.. S es el nLsero de:
personas, por lo tanto es discreto. T es el con;unto de los
reales positivos.

(c) EJENPLO DE UNA SERIE ESTOCASTICA CON ESPhClO DE  ESTADOS
. CONTINVO

Sea una 1inea de espera v considérese el oroceso donde Xy e¢s
.la variable aleatoria que representa el tiempo de espera del t-
‘#simo cliente, Aqul el espacio de estados S son los reales
positivos, mientras que T pertenece a los naturalc:.

(d) EJENPLO 'DE PROCESO ERTOCASTICO CON ESPDCIO DE tsrnno,
CONTINUG

. “En el 'llonbdo“d¢  latas do aceite para autonbvil ;oaodc
considerarse el proceso. estocdstico formado oor el nivel de. .

10



[ond

llenado de la lata ep un Instante t. Agqui tanto & como T son
continuos.,

1.3 CONCEPTOS INPORTANTES =

Entre las Jdiferentes clases de procesos estochksticos
frecuentemente se mane jardn los siguientes conceptos, que serén
tratados con detalle en los capltulos consecuentes.

PROBAEILIDADES DE TRANSICION

Como su nosbre lo indica, son las probabilidades de pasar de
un estado & otro &n un paso. Cuando el paso no es oposible la
probabilidad correspondiente serk cero. Existen  'tambikn
orobobil!dade: de permanecer en un »iswo estado. :

PROCESDS DE NhRKaU

‘Conocidos tambidn como proco:o: “sin memoris®, son agucllos
en que el o:eado pro;onec _dapfnde nicamente del  pasado’
lnncd:ceo. "Su - manejo ‘as, 'por tanto, mbs sencillo v son los
procesas més comlnaente usados. Las series -arkovtanas reciben el
nosbre de ”cadona: de Narkov"

"ORDEN DE UNA CADENA DE MARKOY - o

.Se dice que una cadena de Markov es de ordcn “n¥ si el
rc:aleado del n—ksimo ensayo, para cualquier ¢t y para todas las
realizaciones de X ¢ no depende mas que de los n eventos
precedentes. Cuando se consideran cadenas Je Markov: de orden 1,
quiere  decir que el e:eado faturo depende &nirap¢nce del - estado
prcsonec.

“PROCESC HOMOGENED EN EL TIEMPO

- Un profcso es homogénec en ¢l tiempo si las probabilidades’
dc eran:lclan no dopcnden de las distintas epocas.

TIENMPOS DEL PRINER PRS0

Nusero de transiciones l1levadas a.cabo por el procoso al ir
Jel estado "i1” al estado " ;" por prisera vez. (Cuando i v j son
iguales se conoce como TIEMPO DE RECURRENCIAR). Tasbidn se les
denomina “tiempos de alcance”.

ESTADO RECURRENTE
Ce dize que “i1” es un estado recurrente si, una vexr que ¢l
Droco:o se encuentre en ¢! estado "i”, regresaerd al estado "i’.
Un caso especial de estado recurrente es el ESTADO ABSORBENTE. Ur
estado es. absorbente :l una vez que el proceso llega K &1, no lo
de ja ianl:.

EST&DO YRANSITORIO ‘ ]
@ dice que "i{" es un estado ¢ransitorio si una vezr que el
procc:o llega a &1, existe una probabitidad estrictanente
po:leiva de que nuncea rcgrc:c.




ESTANG ESTACIONARIG

Significa que la probabilidad de hallar el proceso en un
estado dJdeterminade, despuds de un numero 9grande de transiciones
tiende a un valor especifico, independientenente Jde la
distribucibn inicial de probabilidad definida sobre los estados.
Es importante hacer notar Qque la probabilidad de estado
estacionario NO Implica que el proceso se fije en un estado, Por
2] contrario, el proceso sigue llevando & cabo transiciones de
estado a estado, v en cualquier paso n, la probabllidcd de
transicidn de un estado & otro sigue ficndo la misma.

PROCESD ERBODICO o :

Un oproceso estochstico es ergbdico si do:do cuslquiers de
los estados Qque lo componen puede alcanzarse otro cualquiera,
en un solo paso. Si de un estado puede pasarse a cuslguier otro,
pero en »ds de un solo paso, el proceso se conace cono RESULAR.

1.4 EJENPLOS DE PROCESOS E£STOCASTICOS USUA!‘Sl

EJENPLO . UN NODELO DE CANBIO DE naacn PARA Lh CONDUCTA DIL
: CONSUMIDOR.

Antes de iIntroducir una ndeva marce de chocolate., ¢f
fabricante desea estudiar el conporealioneo del cansumider ¢y
relecidbn a las marcas en existencia.

Supbngase que hay tres marcas en venta: Acae, Bibo y Choco.
Los consumidores compran la miswa Barca por unos pozos Beses ©
las cambian constantenente. Tanbién hay una fuerte posibilidad de
que <cuando se introdurca una marca superior, algunas Jde la:
. marcas antiQuas se queden con pocos clientes. Para analizer 1la
conducta del consumidor es necesario hacer un estudio -muestral,
de oreferencia antes y despubs de lc lntrod«cclbn de la neeva
sarcs. .

En dicho estudio, llevado a cabb‘dur)nec ‘un periodo de
tiempo, supdngase que las estimaciones obtenides opara el
zomportaniento del consumidor son como sigues '

De los que compraron la marca Acee en un mes, durante el
siguiente mes S0 comprd Acse de nuevo, 301 cambid e Pibo y 102
canbid a Choco. .

De. Bibo & Choco cantd un 50%, siguio con Bibo an 30T y
cambid a Choco un 203. o ,

De Choco a Acae un 403, de Choco a Bibo un 20%, s£i9uid en
Choco un 202, '

Esto puede verse grificasente en la Figura 1.1 (Mbs
adclonec se tratard de este tlpo do flcarc: on dctallo.) L

°i se tiene. lneortt on el nulcro do qo»eo ono ¢onpr¢ clorto‘
sarcs de chocolate, este numero estark representado. como. en

1N
LRy




DrocEso estochstico, La conducta del consumidar puede
considerarse aleatoria,  Prequntas Intercsantes serlans Cusl €5
el nimero esperado Jde meses que un consamidor preferird cierts
marca? Cudl es @#! producto preferido a la large’

wono K78kls'se macs

EJENPLO 2, PROBLENA DEL SESURD DE R1ES80.

iina compaWia de seguros comienza con un capital fijo x4 . £l
estado.de 1a compaNla se considera despubs de cada periodo, por
ejemplo cada mes. Durante el n-bsino periodo supbngase que el .
" ingreso es I, y el total de. reclasaciones es & . El o:eado d¢ la -
conpc"tc dc:puc: de n perfodos estark dado pors !

' ‘ "" "C‘ ,*(1. 'c' e, au"ln -C..
'“n—;*(,."Cn)
Claralcnec. cuando K.‘O, la compaiia estaria crruinadc.

Algunas dc la: cosas inclertas involucradas en este proceso
son el  momento y la magnitud de las reclamaciones v el ingreso
sir - primas 4 otro - medio. Todo esto puede expresarse como-
Ji:cribuclonc: de probabilidad, haciendo Xp un proceso
estocdstico. Con clertas suposiciones que simplifiquen el
aroblema pucde usarse algln proco:o cstandarizodo para 0:eudicr,
U co»poreallcnto.'ﬁ ‘

lJ(lPLO 3. FROILENh DE UN TINACO.

El oroblonc ‘de un etnaco tiene carcceorl:elca: sinilares &
las del seguro.de riesgos. €l ague llega al tinaco v se almacenc
Para ser utilizada cuando séa necesario. La entrada v ls salide
de ‘agua gon inciertas, por lo tanto, ‘el contenido del tinaco’
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puede describirse como una variable aleatoria a través dJdel
tiempec,

El tinaco tiene una capazidad mexima l¥mite, Ademds, no hay
garantlia de que el tinaco no se seque, lo cual implicaria serios
perjuizios, : ‘

Son proklemas Interesantes, ' desde el punto Je vista del
comportamiento del proceso, los perjodos de tinaco seco, tinaco
lleno, contepido en alglun tiempa dado, etc. Desde el punto de
vista operacional, los prokblemas & tratar serian el control de la
entrada v salida de agua de modo que las condiciones fueran
bptimas. '

EJENPLD 4. PRORLEMA DE INVENTARIOS.

Una fabrica praduce un solo producto para el cual la demanda
en un periodo de tiempo puede considerarse una variable aleatoria
con distribucidn conocida. La fhbrica tiene gran iInterés ep
decidir la cantidad 'de producto que debe hacerse en un periodo de
tiempo de modo Qque el beneficio sea whrnimo,  bajo ciertas
estructuras de costo. En vista de esto, el proceso estocdstico de
interds es la cantidad de inventario al finel del operiodo de
tiempo. : . ‘

CJENPLO 5. PROBLEMA DE COLAS.

Un calidn lleva estudianter a la UNAN v .de regreso & - fur
casas, haciendo varios viajes durante el dia. £1 camidbn tienc
" capacidad para K estudiantes. Si hay K o »enos personas esperand:
@ que llegue ¢l canidn, bste se va con todos ellos. Si hey slks de
K esperando, se van los K primeros y el resto espera ¢l siguiente
canibn. Los administradores de la UNAN querrlan saber cudntos
camiones deben usarse, sin que sobren, para Que las colas de
espera sean minimas. S

EJEMPLO &. PROBLENA DE CREC!HIEHIO DE Lh POBLACION

Es mas realista considerar el crccilicnto de una poblacidp
como  estocdstico que como deterministico., Los factores externos
que influyen en el crecimiento de las personas, tales como ¢!
clima, enfermedades, comida, etc., son desasiado variables ¢
inciertos. Cuando estos factores se identifican y se tomsan en
cuenta, el eanaho de la poblacidn . en un: momento’ dcdo. “puede .
considerarse comc un proceso aleatorio.  En’ problcna: de _esta.
naturaleza no solo interesa la conducta del -proceso, :'sino  user
esta infornacibn en el control del. croci.ionto de la poblaclbn.




EJEMPLD 7, RECUPERACIIN, RECEIDA v WUERTE LERIEH £
ENFERHEDRTL,

El proceso de recuoveracibn, recaics y muerte ep el curso Jde
enferpedades graves, comno el c&ncer, esta regido por Isusas
sleatorias, debido @ la gran cantidad dJde faztores que
Intervienen, D¢ aqui gque los nmodelos estocdrticos sean df
uvtdlidad en el estudio Jentro de los hospitales, For ejenpls,
pueden identificarse 4 cstados posibles de un paciente despubs Je
unh  clerto tratamiento: (1) miswo estado inicialy (2) nmuerte
inmediatay (3) recuperacibn inmediata; (4) recuperacibn lenta.

EJEHPLD =, MUESTRED DE CONTROL DE CALIDAD.

En un prokléema de control de calidad, se toman pucstras dJde
ciertos productos para verificear Que la calidad se¢ mantiens en
los lotes de produccidn, Un método de nuestreo consiste em elegir
135 puestras durante diferentes periodos de tiempo.

EJENPLO 9. SISTENA DE CONPUTD CON TIEMPO CONP@RTIDO.

Trabajos de diferente tanafo llegan a un centro de cémputo,
provenientes de dJdiversas fuentes. E] nepero de trakajos que
llegan, asy como su tamapdo, sigue Ciertss distribuciones. Bajo
estas condiciones el numero de tratbajos en linea de espera en
algn morento y el tiempo que un trabajo tiene que permanecer €n
¢l sitema puede representarse por un proceso estocl#stico.

Bajo una politica estricta de “primero en entrar, primero en
salir”, existe la posibjlidad de que un trabajo largo retarde un
trabajo corto y aks Importante, PFPara una operacién eficiente del
sistema, ademds de ninimizar el nimero de trabajos esperando v el
retardo tatel, ~es necesario adoptar una pollitica de servicio
diferente. Una pollticas en la cual el servicin se pealiza en an
traba;oitn cierto tiempo, . y aquellos trakajos que pecesitan mayor
servicio se colocan al final de la Iineca de espera. Esta es la
oréctica gencral en la mavoria de los casos. !

EJEMPLO 10, PROBLEMA DE CONGESTION EN UN CRUCE DE CAMINOS.

Considérese la interseccidn de una <alle con una avenida.
Los vehlculos que vienen de la calle deben dar el paso a los de
la avenida. Por lo tanto, asociado @ cada vehiculo de la calle
hay un periodo de espera cuva longitud depende del nimero de
vehlculos en la avenida, ta llegada de vehlculos puede
describirse como un proceso estocdstico, asl! cowo la espera. Lo
comprensidn de un proceso de esté naturalcza es ¢s¢ncz¢l £i s€
Jesea, ‘por ejemplo, Instalar un senlforo.
" (\‘\L

NOTAS Debe tenerse en pmente que del estudio del.
comportamiento de los procesos estocasticos puede obtenerse el

*a
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comportamiento del proceso real sblo en un cierta grado de
aproximazidn, va que los hechos reales tienen que idealizarse ¢
somenterse a restricciones para poder aplicar las tkcnicas. £l
comportamiento puede obtenerse mediante técnicas de simulacién.

2.3 LECTURAS RECONENDADAS

i) BV, PP L oa B,
ii) B, PP, 2 & 19
1ii) Bh, pp. 2 2 & ' i
iv) 8p, pp. 318 & 325 .
v) ARIAS BALICIA, Fernando. Técnica de Investigacidbn en
Ciencias de la Rdministracibn y del Comportamiento.
Ed, Trillas., México, 1979%. pp 145 @ 176

2.6 EJERCIC10S

1.1 Enunciar la importancia y utilidad de los modelos
estocdsticos, - .

1.2 Definir proceso estochstico v mencionar ejemplos.

1.3 Dar definiciones  intuitivas de . los conceptos:
probabilidad de transicibn, proceso de Narkov, estado recurrente,
estado transitorio, estado absorbente y estado estacionario.

1.4  Utilizando los ejemplos de la seccibn 1.4, definir en
cada caso el conjunto de estados. vy el espacio paresitrico,
indicando @ cual de las ¢4 divisiones pertenece cada ejemplo.

1.5 DNiscutir la aplicacibn de los procesos estocksticos al
caso de la conducta humens,




' CAPITULO 11
PROCESODS NO NARKOUVIANDS



“Bien sablamos que eran muy peligrosor

los mares en Qque nos aventurdbamos,

y que sblo tenlamos una probabilidad

sobre diez de salir vivosy

v no obstante, nos hemos arriesyado a causa
de 1o que esperabancs janar,

haciendo enmudecer wl temor

de los peligros grobables...”

(GHRKESPERRE, Enrique IV)



PROCESOGS NO HARKOVIANWNOS

2.0 INTRODUCCION

La forma »bks general de un proceso estochstice son los
procesos no asrkoviencs. Rl indicar que un procesoc es no
markoviano, qulere Jdecirse que el estado futuro en Qque se
encuentre #l proceso depende de toda la historia del sistema.

Evidentemente, esta generalidad implica una Bwmucho mayor
complejidad de chlculosy ésta es la razbdn por la cual este tipo
de procesos no soOn dtilizados en la préctica. Rungue Kurt Lewin
proponia que ”“No hay nada mes prdctico que una buena teoria’, la
realidad  es que las funciones TIENPD y COSTQ tienen gran peso en
la sociedad.

En la mayoria de los casos es mks conveniente secrificar la

exactitud. o preczisidn de un modelo por una resolucidp sencilla,

- #n pora tiempo y a bajo costo. SBlo en casos muy particulares se
-, dispone del tiempo vy los recursos ilimitados. :

“"Dadas las razones anteriares y tomando en cuenta el objetivo
de este texto, &nicamente se dard una visidn superficial de este
tevs, iInzluyendo ' algunos &;emplos, para tener  un punto de
ccasaracibn con los PROCESDS MARKOVIANOS, que serkn tratados con
nucha mayor profundidad. -

2.1 ESTACIONARIDAD

Es de sumo interds conocer desde un principio si un proceso
tiende o no a estabilizar su distribucibn de probabilidads si
Jizha distribuci{én estatle permanece o no durante un tiempo
tintto, v si depende 0 no del estado inicial dzl proceso.

DEFINICION ' '
Se dice que Xg , &R es ESTRICTANENTE ESTACIONARID si
séloc sis : : '

# t" tllv‘l“o-a' ep“R‘ YTER
la,f«ntldn F :o‘con;drvd ¢n:un¢ traslacion en ¢l eic»po, l.€.3
CEORG Ky saeis Neg DRECKeB s Koo seees Ttgeg )
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De donde resulte que, ¥ G € R

St +f¢jre tienen la misma funcibn de distribucibn,
REFINICION
fe dice que {(Xe Y te€R ps dJEbilmente estacionario o
ESTACIONRRIO EN SENTINO AMPLIO ( o con covarianza estacionarial,
si y sblo si: -
@) W t, ECXy) €5 finita @ independients del tiempa t.
E{Xed=n ¥ ¢
B) §t, ECX[) es finita e independiente de t.
c) H ¥ B, CoviXes Nyvg ddepende Unicamente de S,
COV(th X:va)'k(‘)

NOTA 11 Si un proceso (K¢d, ¢€ R, @5 débilaente
estacionario, la funcidn de correlacibdn S

C(B) = ECXg Kqop)

Unicamente depende de T . La prueba se deja cdnoicjcr:i:jo
al lector. .

Se dice que un procesc Jkbilmente estacionario s CORTINUO
si la funcibn de correlacibn L(B) es continua en el origen.

NOTA 2: &1, <cuando h~=20, Xy,pconverge en media cuadrbtics
® Xg o do0ut . ~

159 EC/Xgun = X 7 8 220
h==>0

entonces C(%) é:'concinaa en el origen. La prueba se de;e
tanbidén como posible e ercicio. : '

DEFINICION : ‘ _
Ce dice que un proceso (Xe¢ ), t€ R, tiene JHCRENENTOS
ESTACIONARIOS (es homagéneo en €l tiempo), $i vy sdle si:
¥ ¢, ta€R; $h>o
(Kegoh = Ko D v (Kgy = K¢y )

son  variables aleatoriss con la wmisma distribycibn de
probabilidad. : o

RELACIONES DE INDEPENDENCIA ESTOCASTICA

Ltos procesos estocdsticos pueden d::?ingulr:c por las
relaciones existentes entre las variables aleatorias (Xy ), t €],
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Lstas relaziones se especifican par la ley de prokabilidsdes de
las n-variakles:

(th, th, X¢g s0ees X¢p ) definida cara toda i €ll,nl
para toda t; €T

DEFINICION

i, para toda la fanilia de Indices (t;, ty,...t5), tal que
¢ t t L] t;
las variatles aleatorias

th_ X‘ﬂ-l 1 )QM- X‘n.‘lnucf X(a - XQ‘

.Fon Independientes, <se dicc'qui el proceso tiene INCREMENTCS
INDEPENDIENTESR, :

NOTAR 335

&) S1 ¢y, ‘@l menor Indice de T, forma parte de la fanilia,
supdnjyase ques .

Keg # Keg = Kty s xe,- Aty senes Kta~ Xépes
£an variablc: aleatorias Independientes,

b) &i x., tlT &f Un proceso de lncrcntnto: lndopcndientes,
le vcrlablc aleatoria

x,,,- (Ktni= Kena2#CKin = Kengd#es ot Chey = Kto 2% Ko,

€s una suna de variables aleatorias independientes.

2.2 PROCESOS ESTACIONARIOS

Se ha dicho que un proceso estochstico X¢ es estacionario
en sentido estricto si sus estadisticas no se afectan por un

incresento en el tiempo inicial. Esto significa que los dos
orocesos

X v Keew
tienen las nisvas estadisticas para cualquier .,

Se dice qdc los procesos S¢ ¥ Ye son CONJUNTAMENTE
ESTACIONARINS si las estadisticas conjuntas Jde

Yoo o Yoo 3
son las .J:ma: para cuelquier 3,
.

NOTA {iJ”ﬁlo:  procesos  pueden ser estacionarios

23



individualmente v no serlo en forma conjunta.

COROLARLOD

De la definicibn se siguo que la funcibn de densidad de
orden p de un proceso estacionario debe ser tal que:s

TiXgnevey Xnp 3 L1y aoelpndslixg,0eey Xpt 37T 00.,8,+3)
para cualquier B,

En particéler. flxst)sf(xgt+®)

y como esto se¢ cumple para toda 8, se concluye que la funcidn de
densidad de primer aorden f(xzt) €5 Independiente de ti

fixatd=f(x)

Es consecuencia de lo anterior el hecho de que E(Xe) 5 una
constante w».

La densidad de orden I debe sér tal ques
f”(x‘ ,‘x,; s, )5l (xy, Xps ¢ +%, v ¥
la cual debe ser funcibn de ts-
Fixgoxgh tg, tp)ol(xg, X27 021 O=t;~ tg

De donde f(x;, xps ©) e5 la func!bn dc densidad con;untn de
las varjables aleatorias

"l" y Xg .

" PROCESOS £°TRCION9RIOS DE ORDEN FINITO

- Se dice quo un proceso X¢ &5 fsccclanario dc orden k :i se
cunple:

f(x_',...,— x”’ e‘,.u, t')‘f(x“pnao' Xpl'l*'z,.n,‘ O,*'Z)
para nlk. ‘

Si se cumple para n=k debe cdnplir:t para ntk, ya que la
funcion de densidad de orden k determina Jc: dfn:ldcdcx de orden
menor., :

-De aqul puede concluirse Qque 51 lc cs c:tacionario de
sequndo orden, entonces &s cstoclonarlo en sentido amplio ( o
débilmente estacionariols sin enbargo, el inverso no siempre se
cunple, La estacionaridad en sentido cnplio lnvolurrc Unicamente
lononto: de primero y segundo orden.

NOTR S s: un proceso At es normal y estacionario en sentido
anplio, entonces es estacionario en sentido estricto. E£sto




i¢ sigue del hecho de que las estadisticas de un  procese
pormal se dJdeterminan Unicamente en términos de su media ¢
autocorrelazibn, ’

OTRAS FORMAS DE ESTACIONARIDAD
Se dice gque un procesp Xe¢ @5 ASINTOTICAMENTE ESTACIONARID

Yy
[N
-

in ,‘X‘Itll’ Xpf t‘*z'.ua' tn" ) '
g-—rw

exiFte v es indcpcnd!onec de C.

fe dice que un proceso Xg¢ es ESIRCIONARIU EN UN INTERUALH
s *e cumples

f(X"--l’ Xnf t'"lll’ tn)'f(x‘,,.., Xn# t?*iaay tn*?)

cuando los pardmetros ténporclc: perpanecen en el intervalo
dado., - : '

Se dice que ‘un proceso A o5 un proceso con INCRENENTOS
tsrnczounntos 51 el proceso ¥ dado por

Yoo * K~ K¢
¢s 0:e¢c10nario rara todo h.

Un proceso X¢ es PERINDICAMENTE ES7RCION9R10 con periodo T
si se ca»ple

f(x,,..., X9} t,,.,., e.)rf(xy,..., xny t ¢S, 0*7)
solamente cuando C=n7, En cstt casc las variables aleatorias

Yoo Kuks oeey Aeons
eiQnoﬁ la miswa funcidn de densidad.

NOTA &: Todas estas definiciones pueden dar:o tantibn en el
sentido amplio,

2.3 PROCESOS NO ESTACIONARIOS

'TRANSICIONES EN SISTEMAS LINEALES CON UALORES ESTOCASTICOS

aapbngarr un procoso -real X¢ con media n(t) v
autocorrelacidn Ritg, ¢tg): . .

ACEITE(R) Ritg, t2)=ECKe,, X¢)

.
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La media pueds ser cualquier fuancibn del tiempo; sin
emkargo, la autocorrelacidn debe satisfacer ciertas condiciones.

Por dJdefinicibn de esperanza, la autocorrelacidbn debe ser
simétrica, 1,0.12

R(ty 4, tg )=R(tp , 1)
Con una constante real "a” se tiene;
EC(Xey + aXeg 207 RCtg, t1)+ 2aR(t,, )¢ a®R(t;, tr)

_ Este Jdesarrollo cuadritico es no negativo  para cualquier
valor de a, por lo tanto su discriminante serd no positivo, i.e.t

R%(t,, ¢2) =~ R(ty, t1IR(ty, tg)40

Ricty, t20€ R, tIR(ty, t5)

2.4 ALOUNOS EJENPLOS

DEFINICION
€f @l proceso estochstico { Nest tel 0,@)}  e5:¢

i) independiente del tiempo, #s decir, pare cads {
Pr( Neg.y = k) s8l0 depende de . :

if) tiene incrcnonto: 1ndopondiont¢:.

iii) es ordenado, ®s decir, Pri Nyes?® 2) = o(3) .
: conforse ‘8 -=->0, donde, st A(%)=0 conforn B -0,
entonces a_('lg-- »0 conloru 1--)0,

entonces ol proco:a es un pro;c:o de Poissaon.

Con base en la distribucidn de Poisson se lobelcne la
distribucibn de probabilidades del némerc de ocurrencies dv un
evento durante un periodo ¢, .

f, (y)= P(X=y en un periodo t)

1,(y) = Q;f&“'; y20, 1, 2. ...
' "%

donde A.., el numerc medio de ocurrencias por: unidad do ejonpo.
(Utr distribuciones en el kotndico »)

‘La esperanza v la varlanxc de este procc:o paro an porlodo e ‘
0N .

E(X) = At

Uex) = )¢



Para que esta distribucidbn se apligue se requicre gque ¢l
Syento  ocurra csda ves en forme Independiente de lsas anteriores,
v que fea constante, A este pardmetro se le llama INTENZIDAD
DEL  PRICESD, mientras que su reciproco 2/A, es5 el PERIODG  DF
RECURRENCIA.

La importancia de la ley de probakilidades de Poisson s¢ ha
venide haciendo mayvor durante los Ultimos aPox, v también ha
zrecido el pamero de los fendmenos aleatorios gque se  §studiap
con aplicaciones de esta ley.

Esta ley se presenta frecuentenente en los campos Jde
investigacisn de operaciones y clencias aoministrativas., RAllS, la
demande de rervicio, ya séa de las cajerar o vendedores de  uns
tienda de Jepartamentos, Jel encaryado Je las existencias de una
fabrica, de las pistas de aterrizaje de un aeropuerto, de las
facil idacdes para manejar carjamento en un puerto, dJdel encariado
de  mantenimiento en un cyarto Jde mdquinas, de lar lineas dJde
conexién en un conmutador telefdnico , vy tambidn la repidez :con
la cual s¢ ofrecen losy serviciorx, conduce frecuentemente &
fendmenos aleatorios que ohedecen exacta o arroximadasente a una
ley de prolabilidades de Poisson. Se tienen los miswmos fenbpenos
aleatorior en relazidn con la acurrencia de azcidentes, errores,
descomposturas v otras calamidades similarss,

e comprenderd nejor la clase de fenbwenos que «conddcen &
une ley de probebilidades de Poisson si se considera la clase de
eventos que conducen & una ley Binonial (véare Apdndice B).

La situacion  usual en dondse se aplica la ley Binomial
sonsiste en la observacidn de n ocurrencias indepéndientes de un
fxofrilonto. Puede entonces Jdeterminarse:s

i) el nhncro de ensayos en 105 ‘cuales un evento concrceo ha
ocurridos

id) e! nlmero de ‘ensayos en los cuales el evcnto no
ocurriéb..

..Sin esbargo, hay eventos aleatorios que no ocurren zomo
rc:aleodo de ensavos detinidos de un experinento, <sino mds bicn
sn purtos aleatorios del tjempo o del espacio., FPara eventos as!,
fufid  contarse el nlimero Jde ocurrencias de evento en Jeterminado
tiempo (O €spacio). Por eyjemplo, supbniase que se¢ observa el
nénero de aviones Que aterrizan en cierto aeropuerto durante una
hora., Puede anotarse el nlsero de aviones que llegaron al
aeropuerto  Jdurante una horay sin embarge, no tiene sentido
preyuntar cudntos aviones no llegaron al aeropuerto durante esa
‘hora (’/).. De menera similar, si se obLserva el nlserc de
cryganisnos por unidad de volumen de algun 1lquido, puede contarse
el nimero de orgenismos prc:onto:, pero no tiene caso hablar del
nlunero de los ausentes. ‘

£En :ogutda :o,lnd!carln algunas condiciones bajo las cuales *
26 puede- egperar que el nlmero de ocurrenciss de . un evento
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aleatorio en €l tiempo o en el espacio obedezca a una ley de
prokabil idades de Foisson. GSe hark la suposicibn bésica de que
existe una cantidad positiva tal que, para cuslquier nimero
positivo h pequelMo y cualquier intervalo de tiempo de longitud h:

i) la probabilidad de que ocurra exactamente un evento en el
intervalo es aproximadamente iqual & Ah, en el sentido de
que €5 ifgual a Ah + n (h), donde ry(h)/h tiende a ser
cero cuando h tiende a ceroy

ii1) la probabilidad de que ocurran exactameénte cero eventos
en el intervalo es aproxissdamente igual @ 1~Ah, en el
sentido de que es igual a I-Ah-ry, (h), donde r, (h)/h
tiende a cero.-cuando h tiende a ceroy C

iii) la probabilidad de que dox o mks eventos ocurran en el
intervalo es iguel & una cantidad rgch), tal que e!
coclente rz(h)/h tiende a cero cuando la lonoitud h del
intervalo tiende & cero;

dv) los eventos saon estochsticanente Independientes.

Puede interpretarse el parametro A como 18 razdn media de
ocurrencia dJde los eventos por unidad de tiemspo ( o espaciol); en
consecuencia, se hard referencia @ A como razén wsedia de
ocurrencia de los eventos.

EJENPLO 1. CASETA DE PRGO.

Supbngase Qque s¢ observan los tiempos de llegada de los
autombdviles & une caseta de pago. Supbngase que se Informa que la
razbn pedia de lleqgada de autosdviles es A =1.5 autosbviles por
minuto, Entonces, esta suposicibn indice que en un periodo de
longitud h=l sequndo, hay una probabilidad aproximede h=1/40¢ de
Que llegue exactamente un coche, Dwientras que la probabilidad

aproximada de que lleguen oxaceclcntc cero coches es de
1-h=39/ 40, .

Adesds Jde la suposicidn acerca de le existencia del
parkasetro - con las propiedades indicadas, tasbiln 2@ supone Que
si se divide un intervalo de tiempo en n- subintervalos, y si para
122,4.44n, A} dencta el evento de que ocurra por lo pepos up
evento de la clase que se observa en el i-ksimo  subintarvalo,
entonces para cualquier. ¢necro n, Ag »e0:, An ' sSOn eventos
independientes. . . C PR :

- Se dcno:crarl a continuacibn que, con estas suposiciones, el
nlusero de ocurrencias del evento en un tiempo (0 espacio) de
longitud (&rea o volumen) t, obedece a una ley de probabilidades
de Poisson con parksetro  At. De _manera nds precisa, la
prablbllldad de que ocurran oxacealcnco k eventos en un periodo
de eicnpo 0: ipual as

L&
0
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En consecuencia, puede describise brevemente una sucesidn de
eventos que ocurren e«n el tiemps ( o espacio ), y que satisfazep
las supaosiciones anteriores, diciendo que los eventos obedecsn a
ung Jley de probablilidades de Poisson a la razén de A eventos
por una unidad de tiempo (o de espacio).

Okskrvese que si X¢ es el nlmero de eventos que ocurren en
un  intervalo de tienpo de longitud t, entonces X¢ obedece a una
ley de probabilidades de Paisson con media At, por lo tanto, A es
le razdn pronedio de ocurrencias del evento por unidad de tiempo,
en el sentido de que el nlumero de eventos que suceden een un
intervalo dJde tiempo de longitud ! #sth regive por una ley de
probebilidades dc Poisson con media A.

Para denostrar (2.1), _se divide ¢! Intervalo de tiempo de
Jongitud ¢ en . n perlodos de longitud ¢/n. Entonces, la
orobaktilidad de Qque ocurran k eventos en ¢l tiempo t es
aproximadanente igual & la probabilidad de gue ocurra exactaxente
uno de los eventos en exactamente k de los n subintervalos. Por
lar suposiciones anteriores, esto es igual a la probabilided de
obtener exactasente k dxitos en n ensayos Pernoulli repetidos e
independientes, en donde la& probabilidad de bxito en cada intento
es p=h A =(At)/n; esto es !gual as

BEesr e

Ahora bien, (2,2) es solamente una aproximacidn a la
probabilided de que Kk eventos ocurran en el tiempo t. Para
obtener una evaluacidn exacta debe de;arse Qque el nlaero de
subintervalos aunente @ infinito. Entonces (2.2) tiende & (2.1)
puesto que reascribiendo (2.2) se tienes :

L) 1= A\ (nx-->_1 At &M
k! .\ nx k!
o n a
y recordando que lim (l -‘c) . e
L P==22 n

EJENPLD 2, BACTERIAS EN EL AGUA.

Supdngase que. se sabe Que las bacterias de clerta clase
aparecen en el agua & rezdn de dos bacterias por < de ague., Si
s2e supone Que #sta fenbdaenc se rige por una ley de probabilidades
Je_ Poisson, cubl es la probabilidad de que en una duestra de 2
cod de 29us se encuentren i) cero bacteriasy ii) por lo menos dos
btctorlat?

Cen. la suposicidn gque fe ha hocho, se concluye qao el nusero
Jeo baceoria: en una muestra de 2 ¢c»’ de ague obedece a una leay.
do probabll:dadcs ‘de Poisson can pcrlotera Aer2(2)14; on - donde
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A Jenmota la razin @ la cual ocurren las bacterias por unidad Jdeé
volumen, y ¢ representa el volumen Jde la Muestra dJde aqua en
consideracién, En consecuencia, la probabilidad de que no haya
hacterias en la pucstra es lgual @ &* , v la probabilidad de que
havs dos o mds hacterias en la muestra ¢5 igual a !-5¢~* .

EJEMPLDY 3., ERRURES TIPUOGRAFICOS.

En un libro de 520 pkginas hay 390 errores tipogréficos,
Cudl es la probabilidad de que 4 plginas, seleccionadas &l azer
por el impresor como muestra de su trabajo, estén libresr de
errores? '

£l problema, con este planteanienta, no tiene ':oLucibn'
natendtica Jdirects. 8in embargo, forasulando nuevemente el
problemas supdngase gque los errores tipogrkficos ocurren en el
trabajo de un ispresor de acuerdo con una, l y.de probabilidades
de Poisson, & la rarén de 390/8520=3/4¢4 crrorc: por _phgina., El
némserc de. errores en 4 plginas obedece cneonco: & -una ley de
Paisson con parknetro (3/4)4+3; en con:ocuoncta, Ia probcbl!idad '
de que no haya crrorc: oen las 4 plginas c:po’ ]

EJENPLO 4; PROBLENA DE INVENTARIOS.

- Eupbngase Que un co»crc:antc dt:cablchac el nunord 75
articulos de cierta clase, que gus clientes dcnandan o&n  yna
temporada, obedece . & una ley de Poll:on, con’ pcr&nrtra
conocido. GQué existencia k de este articulo debe tener el
coserciante al principio de la temporada para que haya une
probabilidad de 0.99 - de que pueda surtir inmediatasente a todo:s
los clientes que soliciten el articulo durante ¢! periodo en
con:adcracidn’

’ EJ' problema consiste en encontrar un numero k tal gque hays
une probabilidad de 0,99 de que el evento ocurre k 0 »ENOs veies -
durante el periodo en que el articulo es demandeado, Puesto que
¢l nlumero Jde ocurrencias de este evento obedece a una ley de
Poisson con pardsetra A, se busca un entero 'k tal ques

I . -
T &fse 0.9 = & 0,02
neg ";", L2y

El vclor do k puede’ obtonor:c de lc: ecblcx de Poi::on, ,o_fNﬁ
puodc calcular:c atili:cndo algln detodo: nalcrico.

La dJ:teruclbn de Poisson se puede . con:xdcrar como  una
forsa limite de la distribuzibn Binomial. Sin onbargo, ‘tanbibn se

puede. ‘considerar en st sisma, .observando un. proceso de Poisson, 'v;

El procr:o de Poisson tiene aplicn:ibn & una qron variedad de
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i t om0 consecuencia ests Jdistritucibn, junto cop
la Morma! vy i Rinomial, e5 une dJde las p&s ampliaments

dtilizagas,

Considérese ahoré la distrikucibp de Poirsson en s§ wisma,
Supbnyase que se observa la recepcibn de llamadas telefbnicas en
3 Jdeterninada «<entral, Una llarmada recikida se denomina un
1e50, ¢ :ada vez que Ileza una llamada (esto es5, cada ver que
2IULrrE UD Fuzes0), §5€ dice Que ha hakido un CAMRIV én el sistena.

3 N

Una caracteristica de este proceso flsico es que los sucesos
czurren durante un periodo de tiempo CONTINUGD,

Para opcrer con este proce€so se supondr& ques

l. las llamadas llegan en forma aleatorisz.

2., las llamadas en cualquier Iintervalo de tiempo son
estochstizanente independientes de las llaravas en otros
intervalos de tiempo,

Al hablar de  llamadas alcatorias se indica Qque la
probabilidad Jde¢ Que se produzce un suceso €n un iIntervalo de
tiempo cualquiera muy pequeMo es la nisma, y la probabilidad de
que  ocurra nbks Jde uno es muy pequeMa. La sejunda suposicibn
significa que las llamadas anteriores o futuras no tienen eféecto
sobre una llamada (suceso), que ocurra €n un intervalo de tiempo
Jado.

Sea Xnes @l ndwero de llamadas en el jnstante n+l.

Sed Zn.u @l nimero de llamadas que entran en n+l,

Sea R(Xn ) el numero de llamadas Que entraron en n y Que
pernanecen en n+l.

Sea p la probabilidad de que ocurra una llamada en un
instante,

Entonces
Xnos = Bns + RCXn)
, x
P(R(Xn)xz/ Ko = x) :(z) of (1-p)"7  ofzfx

.‘
Pthp= z) = et , 220
2

Supbngase que Xn tiene Jistribucibn Poisson con parksetro t,
I.€s8
" .
P(Xps x) = t @
x!
.cntonccs R(Xn) tiene distribucibn Poisson con pardsetro At, Jdonde
A =p; i.e.: . ' :

' X -
s PCRCKGIey) = 5 P(Kpgex, R(Xpluy) !
o Aoy : .
v

; .
A." o ’ ’ 3!




L]
Ms

P¥a=x) P(R(Xp)=y [ Xa=x)

-
“
<

@ -
= 5 tetny plczmprtt
lul x/ [

&Ly Xy
et e pUI-p)
Vi x=y)!

L ; -y
= (ptl e 2 (t(I-p))
y_l Aoy ?x..y)_l

® .
= otV et = cect-pa)t
yo w0 T
¥ ¢ _¢le-p)
= (ot
f.ll..;.,._
.
= (ot e
y‘l

AsI, R(Xy ) tiene distribucibn Poisson, corn . pRrin>i
= p¢t, -

2.5 TEORIA DE LA RENQUACION

Considérese una sucesidn XK, n3f, de variables aleatorias
independientes, no neqativas, con funcibn de distribucibn
zosln F. Para evitar trivialidades supbngase qQue

F(QI=P(Xn = 0) = 0,

Como x>-o} fe sigue que la esperanza (ver hpbndicoll)
[ ]

E Ay =[x dFix
[]

existe, (puede ser infinita), y se denots por m.
n

Sea 3 Xi . nd2 4 cee2.3)
ofd op "E‘ H -
y S * 0,
DEFINICION .
Una sucesibn de variables aleatorias Sn, n?0 es un PROCESD

DE RENOVUACION  si es de'la forma (2.3) v las Xp satisfacen Jas
condiciones mencionadas con anterioridad, o

) Je
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Nty = Max {n/ 2,6 ¢ > , t:=0,

fe dice que una renovacidn ozurre en t si 5, = t para algln

Puyesto que dos XAn son | independientes € idénticamente
trituldos, se sigue que dJdespuds de cada renovaczidn el proceso
enraré Jde nu€vo,

com

Re Ilaman TIEMPOS ENTRE RRRIBOZ o TIEMPOZ ENTRE RENOUACIGNES
las variables Xni especificamente Xn es el tiempo entre la (n-1)-
Esima vy la n-kbsimpa renovaciones., &n o5 el tiempo de la n-bksims
rénovacidbn y N(t) es gl ndmero de renovacicnes en el intervalo
g tiempo (¢, t2 , Feller (F ) considera el tjiempo cero como ¢l
ds la primera renovacién, v, por consiguiente, el nimero de
repovaciones 13 toma on ¢l intervelo [0,t)., 81 so denota por
No(t) @.gs5te nlumero de rencvaciones se tiene que

Ne (%) = NCtY » 1,
£l nlumero de renovaciones en (0,t] ¢s mayor o igual a n si
y solamente s, &l tiempo t ya ha ocurrido la np-bsima
rencvacidn, esto €s5: )
HCEYE p ces> G f t - veel2.4)
De (2.4) se obtiens
PONCE) = n ) = P(NCEI? n) = PCN(EI? pel)
= PSS ) = P f t) |
que pucﬁo reescritirse utilizando el hecho de que la densidad Jde

una suma de variables aleatorias independientes es la convolucién
de sus densidades (ver Rpéndice B):

» »
PCNCE) = p) = Fo(t) - £ (), n20 veef2.9)
Para N se obtiene:
» .
PilNgCtd = 1) = [ (&) = Fp(t), 027 cen (248

DEFINICION

e llama FUNCION NE RENUUOCION &l valar ¢sp¢rado del numero
Je renovaciones, esto sy

Uce) = £ NCE», t0 R e i (2.7
o0 bien, k ‘
Up (8) = E Ny (82, €20 T2,y

'

er 2l3ro ques




U (t) = U(E) + J 1ee(2,9)

U(t) es el nlmero esperado de renovaciones en (0,¢1 ¢
U Ct) s el numero esperado de renovaciones en [0,61.

PROPOSICION 1

m#

UCE) = DF (), =0 ves2.20)
17

Demostracidng

Pueden utilizarse los sijuientes tearemas: .
i) La densidad de una suma de variables aleatorias
independientes o5 la convoluzibn de sus densidades. .
1i) Sea X una variable aleatoria no negativa, )
a) si sblo toma valores enterosr, entonces X tiene
esperanza finita si v sblo si la serie

]
5 P¢X>en)
Net
convc;qo. Si la serie converge, entonces
EX = 5 P(X>en)
LI}

b) si es continua con funcion de di:cribucibn' Fo
entonces X tiene esperanza finite si vy solamenty si
o ) . . .

[Pexsnran
ér finitay en este caso
EX = (I=Fix)) dx
Tomando adends la cqalvclcncia (2.4):
uce) = ¢ N(t) - S:P(N(t)in) L4 * P(S $ t) =

ml
]
- “__ ’ (¢) .

net

PROPOSICION 2

U@ - para toda €30 vtz

Demostraciéng . | N

Puesto que P(xqr0)<l, existe o >0 tal Qque
PCAnda) >0, ’

) Dcllna:t 4n  nuevo bracc:o d¢ rcnovccio Sn ,. nrey,
relacionado con MAp, N1, por
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Xn =
o Fi Xp »=t
7 §n=§1*;‘z *...*En
Deflnase también
NCe) = Hex (n / En $ t 2 , t=0

Zomo (O,¢] < (0, ((t/a)+12) _, entonces, teniendo en cusnta
que las repovaciones Jdel proceso 3n sélo pueden ocurrir en los
tiempos t=0, a, 20, JA,... y que despuds de cada renovacidn ¢!
procese comienza de nuevo, se tiene

£ NCt) = (Ctsad + 1) € Neay .

_Ahora, wusando la independencia ¢ idbntica distribucibn de
las Xn, .

- d - fd - -
E Nca) » & P(SfQ) = T Pk fa ,,,., Kpfd )=
Ny Neyg
o
T TSP =) 1 = 1
neg . -
I-P{X e ) PiXgra)
y por tanto
(t/a) + 1
£ N(t) = — L
PRy > )
Finalmente, se observa que _;n = Xn s lo cual implice

Net) ® N(t) y por consiguiente £ N(t)r E N(t), de donde s¢ sigue
el resultado descado.

PROPOSICION 3
Existe una correspondencia uno & uno entre distribuciones F

de tiemwpos entre arribos v funciones de renovacidn U.

Demostracibng .
Ze¢ tiene, de la Proposicibn :

- ®
Uct) = & F (L)
L LT}
Tomando transformadas de Laplaze en ambos wiemnbros:
- _* ‘

Ucsr) = 5 Fy (50
Neg

Como la treansforaada de una convolucidn es el producto dJe
las etransformadas (Fe), se sigue que:
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g .~ n
Uis) = T (F¢s)T = S
ne1 I - F(3)
equivalentemente,
o Ies)
Fs) = e
I+ U(s)

Entonces, como la transformada de Laplace. determinz la
distribucidn (Fe), se sigue que F esth dotqrninada'ﬂar‘ﬂ(t}.

Las funciones de rcnavaéidn UCt) y Us¢t) san tunciones no
decrecientes definidas en (0, @ ), ¢ por lo tanto, pueden
considerarse cowo funciones de distribucibn de medidas en £0,°),
que se llamardn MEDIDARS DE RENOUACION, Aslt, el intervalo
1= (a,b, Obkalbi®w tienc medidas: .

UCT) = (k) = Lcad) y UgCl) = Uylb) - UO(Q)
pero como U, = ¢t + I, entonces U(1) =‘U.(t).

La Unica diferencia entre las medidas U y Uy &5 que
U CLO2) = § vy UC{Q)) = 0 ; esto es .

b = b+ v : el (2,13
En donde 6. es la delta de Kronecker:
! s CE€ER
§CR) =
[o] si 0« R

, Tomando transforsada de Laplace (2.13), se observa ques

o~ »
Socs) .[ eVoat)  e® = ¢

U ¢s) =lics) + &(s) = Utsy ¢ 1

Ahora, por (2.12)
Fes) ¢t 2 1

sy 2 ——e =
1 -Fes) 1 - Fesr
de donde ., Ugts) = 2
: FC$) & oo
Uy 82
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95! se tiene el sigulente

CUORILARTG
Existe una correspondencia uno a uno enptre la distribucibn F
o tiempos entre arribos v la funcién de renovacidn U (t).

En reFuUNED, las rcorrespondencias entre funciones de
Istribucibn F de tiempos dJde renovacibn y funciones de
“enavaclbn estén Jdadas por:

- # . fics)
veg) = X Fn (¢) [ F(s) = ————
nag ' 1+ U(s) .
veo(2.24)
: - 4 . U, (s) - ¢
Uglt) = 1 + 5 Fp(t) y Fs) # o
neg Ua(:)

EJENFLD 2. REEMPLAZO DE ARTICULNS.

Consiokrese un articulo (un foco eldctrico, una -mhquina,
etz.Y, " Qus se usa hasta que falla y es entonces reemplazado o
rendovado - instantdncamente por un nuevo articulo del maismo tipo.
Supbngase que los tiempos de vida ¢y, t¢2,... dJde los articulos
sucexivos puestos en servicio son variables aleatorias
independientes @ identicamente distribuidas. Si N(t) es el numerc
Je irticulos renovedcs o reemplazados hasta el tiempo t, ontanct:
N¢t), ¢>20 o5 un proceso de rcnovafzbn.

- EJENPLO 2. LINEAR DE ESPERR.

' Consgiderese un servicio al que llegan clientes en los
~tiempos 0<tg< €g ..o AR menudo s¢ puede suponer Que los tiempos
entre ‘arribos Nn = tp ~ tp, son variables independientes e
idinticamente distribuldes, en cayo caso N(t), ¢t20 , en donde
N(t) @2 el nlumero de clientes que han llegado al servicio hasta
el tiempo ¢, @5 un procesc de renovacibn.

2.6 SERIES DE T1ENPO

£l pronlstico es une técnica que ayadd & predecir lo que
scurrird en el futuro. E! futuro, vya se ha cowmentado, por lo
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general no s deterministicoy ninguna técnica puede aplicarse a
todos los procesosy cada problema exigird un estudio detallado
para identificar el tipo de modelo més adecuado.

Las tdcnicas de pronbsticos se utilizan en muchos camposs
mercadotecnia, decisiones sobre un nuevo producto o servicio,
etc, Los pronbsticas sirven para predecir la penetracién de up
nueve artlcalo en el mercado, la tendencia de precios de un
producto, etc. Ep produccibn, los pronbsticos pueden predecir las
ventasg en finanzas vy contabilidad, necesidades futuras de flujos
de efectivos en planeacién wmacroecondmice de un pals, el
crecimiento del producto interno bhruto, el desempleo, etc.

Los sigquientes elementos ayudan a deterninar el tipe dé¢
técnica que debe emplearses

1) £l plazo en el cual se JdJesea la prediccibn (corto,
mediano o largo. '
1i) La incertidumbre que rodea ol marco de la tona de
decisiones.
iii) La existencia de series histbricas que sean rclcvantcs ¥
confiables. . .

El1 pronbdstico es un elenento necesario dcl proceso dJde
planeacidn, pero no es la planeacibn en st. E1 pronbstico predice
lo Qque puede suceder si las tendencias histdricas no cambiar,
Para Que un modelo sea adecuado, debe ir siendo adecuado a los
casbios en las tendencias hl:tbrtcas.

Las técnicas de prondstico pueden dividirse en CUANTITATIVAS
y CUARLITATIVARS, £blo las primeras requieren de una serie
histdrica de datos.

Entre las técnicas cuantitativas se encuentran,
primordislmente, las MEDIAS MOVILES, el RJUSTE EXPONENCIAL, ¢!
ANALISIS DE REGRESION, 1los MODELOS ECONOMETRICOS, la MATRIZ DE
INSUNO PRODUCTOD, etc., Dentro de la fanilia .de thcnicas
cual itativas se encuentran lax CURYRS LOGISTICAS ¥ DE
hPREﬂDllkJE. '

Para determinar la técnica was adecaadc, pueden tomarse en
cuenta los siguientes factores, aunados a la experiencia del
investigador sobre ¢l fenbreno en cuestidn:

i) £] plazo de interés.

11) E1 nivel de detalle.

11i) La magnitud de la prediccidn.

iv) El uso que se dard al prondstico.
v) E1 costo.

vi) El tipo de planeacibn.

Notaciéns
Sea Xy , el valor observado en el periodo ¢, t=}, 2,...,n

Sea Ny , #1 peso asociado a la observacidn X, .
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Sea Lt o ¢l valor pronosticado para el periodo ¢,
fea ¢4 . &l error shsoluto Jel pronbstico en el psriado *.

fe tiene que

= -
kN Ht = 1 eed (2,18
€s1
14
' TR A P A SRS ED)

En una serie histdrica de datos, conocida como CERIE DE
TIEMPO, existen 4 patrones b&sicos que pueden o po presentarse €n
la serie v que son fundamentales para elegir la t&cpica adecuada:

a2 la WORIZONTALIDAN, se presenta cuando una serie de tiempe
no tiene una tendencia determinada. La serie en este rcaso &7
estacioparia, Un caso tlpico lo forma el nlmero de productos
defectuosos en una llnea de produzcidn, que por lo general £5 una
constante, {Utase la Figura 2.1)

Z§/§ A LN N VaYop wedio]

>

Figura 2.4

LY la ESTACIONARIDAD, existe cuando una serie de tiempo
Jductia Jde acuerda con un factor que depende Jdel pericdo dJdel afro.
Por ejemplo, la venta de refrescos vy helados aumenta en &pocas de
calor y dispinuye en epocas de friog 1o aismo puede suceder con
algunas tipos de ropa. (VUbase Figura 2.2)
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Fign 2.2

c) la PERIODICIDAD, es similar a la estacionaridad, pero las
fluctuaciones acurren mls lentamentes son cesbios graduados en el
tiempo, descritos por lo general utilizando curvas
trigonosttricas, Por e emplo, la curva descrita por el moviwmientc
de una particula. (UVease Figure 2.3)

d) la TENDENCIA, existe cuando el proceso refleja claramente
una similitud con alguna curva conocida, por lo general ung
recta. Cuando el proceso tiene tendencia lineal, quiere Jecir que
tiende @& aumentar ¢ o & decrecer ) en el transcurso del tiempo.
Esto sucede, por ejesplo, cuando se midén estaturas de personas
con respecto a su edad. (Vdase Figura 2,4}

0



Tiowss 2.4

Una serie de tiempo puede combinar los patrones de
tendenclia, periodicidad y estacionaridad. &in embargo, a&lguno de
extor patrones puede predominar en la seriey por lo tanto,
evisten tkcnicas Que permiten identificar el elemento dominante.

A estos 4 patrones se agrega el elevento iIndesealle, pero
indiscutiblemente presentes la ALEATORIEDAD.

Las técnicas cuantitetivas de pronbstico se subdividen, a su
w82 @n 1 thcnicas de SERIES DE TIENPO y CAUSALES., Las primeras
suponen Que la serie histdrica tiene un patrbn o combinacibn de
patrones que se¢ repiten con el tiempo, Las sequndas suponen, Qque
el valor de una variable es funcién de otras variables.,

Las té&nicas cuantitativas de pronlstico pueden ser de
naturaleza ESTARDISTICA o NO ESTRDISTICA. En el primer caso caen
aquellas tdcnicas que determinan una banda de confianza de la
verosimilited del pronbstico (o del error). Las técnicas que no
hazen esto, caen dJdentro del sequndo grupo. Evidentenente
resultard nds realista usar técnicas estadisticas.

Pare ilustrar las SERIES DE TIENPO, se expondrén ]
sordis zriAn las técnicas de wedias nmbviles vy ajuste

MEDIAS NOVILES

Esta es una tdcnica que se utiliza en pronbsticos a corto
lazo., Es un metodo no estadistico que reguiere de una serie
higtdrica para susvizar o ajustar ¢l valor que se pronosticark,
Este prondstico se utiliza @ su vezr para predecir otros valores
futuros, . .

Zupbngase Qque se tiene una serie hi:ebricc como la dc las &
Frinerar columnas de la. Tabla 2.1.
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Tabla 2.4

'El adtodo de las medias wbviles simples procede de la
siguiente manera:

Stos ™ At * Kegt Kg-z* 200 * Kewod
N e (20270

" donde S¢ y Xe , para toda t, se definieron en la ndtacion, y N
¢s el nlumero de periodos Incluidos en el prondstico., S: s¢
simplifica la expresibn anterior queda

Sers & K¢ = New* St .
LB N ee€2.,28)

. Por egjemplo, se pronostica con una serije de 3 meses (N=3),
la venta para el pes de abril, basado en las ventas roportcda: de
enero, febrero y marzo

Sq T 2000 # 1350 ¢ 1950 = 1747
‘ 3

Para ¢l nes de navo'xc tendrias
By = 173 (2975 -~ 20005 + ITE? = 1782

Si shora N=5 (pronbsticos con hase en 5 meses), las ventas
reales de enero a »ayo sirven para pronosticar la vents de junio:

S¢ * 1/5 (2000 # 1350 + 2930 » 1975 » 3100) = 2075
o de julio '
Sy ® 1/5 (1750 = 2000) » 2075 » 2025
Los resultados del prondstico hasta el mes de diciembre,

para N=3 y N=5, aparecen en las columnas 4 v 3 de la Tabla 2.1.
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Es convenliente agregar que para realizar el priper
pronbstico c¢on esta técnica, se requieren tantas observaciones
cord €l valor asignado a N. £l efecto de alisamiento es5 wayor
syanto mavor ex €l valor de N.

Para enzontrar la exactitud del pronbstico, se procede &
enzaptrar €l error afsoluto, dado por

€y = /Se¢ = Xel 52,8 g0nay P v (2,19
zon Su respectivo valor medio vy desviacién estandar.
En el caso Jdel e enplo de la Takla 2.1, se obtuvieron:

Yalor medio del error: 714 para N=3
: 509 parg N=&

Desviacién estandar
del error: ’ 323 para N=3
222 para Nrj

Je dJdonde <€ observa que los pesultados fueron wmucho mejores
utilizando N=§, -

Algunas de las desventajas de esta t&cnica son:

i) R! requerirse tantas observaciones histéricas como
valores de n, se presentan problemas de registro v
almacenasiento de datos.,

$3) ARl existir canbios en el patrdn de la serie, por la
presenczia marcada de una tendencia, periodicidad,
estacionaridad. o una cosbinacibn de estas, la técnica
Jde medias #bviles simples no se adapta ré&pidamente al
canbio. .

AJUSTE EXPONENCIAL

Para eliminar la limitacidn del inciso i), se procede a
proporcionar ciertos pesos a las observaiones. Ask, se puede dar
mavor o menor importancia a-las observacione més recientes o a

cad TAs aptiguas.

£} wttodo de alisamiento o0 ajuste exponencial pronostica en
base &

€2 * Xy Ccalculo del primer prohbsti:o)

Sesg =S¢ @ (Kg = S¢), 0 fas g, ¢h2 ,,.c2.20
Jonde (X¢ ~— 3¢) es el error del pronbstico anterior vy €s un
peso. 34 o €5 un valor Cercano a la unided, se le da »uchs

inportanczia a los valores recientes y, sobre todo, al e€rror en el
aronbrtico. k :
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Para el ejemplo anterior, v utilizando valores de o jgual &
0.7, 0.5, 0.9, se pronostica la vepta (Tabla 2.2).

kl s mfu.

=133

F

Tabla 2.2

£1 comportamiento del error ess

Valor medio: 477 para a = 0.7
£70 para a = 0.5
613 para & = 0,9
Desviaciln estdndar: 359 para o+ 0,7
350 para A = 0.5
377 para @ = 0.9

Por-\ lo qa‘c se deduce que el valor de A= 0.5 fue el ks
adecuado, ‘

Una seria limitacidn de este mbtodo es detersinar los
valores apropiados de peso. ' .

2.7 LECTURAS RECONENDADAS

i) Bh, Cap VII1, Cap X117
ii) Co, Cap U11
ii1) Fe, Cap K11
iv) M, Cap V1, Cap V111 ' .
v) P, Cap KUI ' ’
vi) Pa, Cap XY
vi{) Pr, Apéndice C
viii) R, Tesis de Teoria de la Renovacidn

12



2.8 EJERCICIOS

D, 8 Frobar que 51 un proceso es Jdékilmpente estacionario, la
cee~¢lacidn Jdepende unicamente de 6.

.0 Prokar que si

IImEC S Keep - Xe7 % 3 =0,
h==n0 ’

eptonzes C(T) &5 continua en el origen,

2.3 Dewostrar Que Ng(t) es un procesc de  Poisszon, si
cara una constante positiva :

1 - Aa » ola)
As v o¢4)
o(o)

EY PrC Ne,es * O)
Pr¢ Ne,ees> 22
Pri Ne es= 20

" ohon

i) Negsoy @38 independiente de No¢ para tedo t ¢y 4 .-

2.4 Se ha dJdeterminado, amediante un estudio estadistico,
que @ ocurrencia Je terremotos de cierta magnitud en adelante en
la costa Je! Qchkano Pacirfico en nuestro pals, tiene un periodo de
rezurrencia de 100 ahos, Calcule la protabilidad de que en los
sroxinmos 50 aMos no ocurra ningn terremoto en esa reqidn,
ruooniendo que la ocurrencia de estos siswos sigQue un -proceso
ertocdstico de Paisson.

2.5 Resolver el Ejesplo 4 de procesos de Poisson, para
4n valor de A de 10,

2.8 Densostrar que an proceso N ={ N(t), t P02, es un
sroceso - de Poirson con intensidad wmedia A si y sélo si N es un
preceso de renovacidn cuyos tiempos entre arribos Ty = ta ~ tng,
n =« 2, 2, ..., son variables aleatorias independientes e«
ifénticamente Jdistribuidas con funcidn de distribucibn para W
Exponencial con pardmetro A. ' :

2.7 Dados los siguientes datos sobre la produccibn de
huevar, graficar los datos, analizar la tendencia y calcular la
Corrrraiiibn para 1945 con N=4 y N=4, Comparar anbos resultados,



afio PRODUCCION
(en mpillones
de unidades)

1975 540
19745 473
1977 454
197 % 155
1e7¢ 375
1930 33
1981 310
1902 344
21983 311
1984 260

. 4 e a4 B B 04 e e 9

2.8 Dadorxr los siguientes datos sobre la exportacidn de
camardn, graficar la curva correspondiente, analizar la
tendencia, y pronosticar la@ produccibn para 1985 condsx 0.1, 0.5
y 0.9, utilizando ajuste exponencial. ) '

Ao EXPORTAC 10N
(millones

de kgs.)

1975 k§

1976 39

2977 50

1978 52

2979 &7

1980 73

1961 ad

1982 84

1983 al

1984 05

9%
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” hsi, Juntando el rigor de estas
demostraciones de la ciencia can la
incertidumbre de la suerte, y conciliando
estas dos cosas en a&pariencia contradictorias,
puede, sacando su nombre de las dos, arrogarse
este titulo desconcertante;

La Geonctria del Azar.

"

BLAS PASCAL



PROCESOS HNARKOUVIA NOosS

3.0 INTRODUCCION

Como se mencionb con anterioridad., se hard un estudio mas
Jetallado de los procesos de Markov, dado que son de mayor
aplicaciép por la sencillez de los cdlculos que Involucran.

El estudio de laos procesos de Markov puede hacerse desde
tres puntos de vistas

1) El »ds clbsico es el aspecto PRUBABRILISTA. Este aspecto
tiene la venta ja de prestarse directamente pary
representar los procesos de Markov y las cadenas de
Markov con espacio de estados infinito, en los cuales no
pueden aplicarse los siguientes métodos.

ii) E1 punto de vista ALGEBRAICY, que analiza las cadenas de
Markov basandose en la teorla de los vectores v . valores
propios, con . lo’ cual se generan mktodos muy prbctico:

- para ohtener los resultados deseados.

iii) £l punto de vista de la TEORIR DE GRAFICAS, que da una
T visién simplificada y permite (en el caso de estados
" finitos), obtener los resul tados esenciales del
. comportamiento del proceso, La gran desventaja de este -
punto de vista o5 que, hasta ahora, muy pocas personas
tienen conociaiento de esta teorla, que, sin embargo, ex
tulcncnec sencilla y accesible. En este trabajo se hace un
breve resumen de los conceptos més necesarios, de modo
que el lector pueda comprender con facilidad la
aplicacion de la Teoria de Graficas a las cadenas de
> Markov. “Adenks, se hace referencia a varias obras Qque
' pueden ser consultadas si se desea profundizar en esta
- teorla, Que - permite oxplicar muy objetivanente las
cadenas de Markov,

3.1‘cnnznns DE NARKOV

Considérese un sistema que puede caer en un nUmero finito o
infinito numerable de estados. Sea § el conjunto de estados.
Supongase que S ¢s un subcon junta de los nhmerosr Naturales. El°-
conjunto S .se llana ESPACIO DE LOS ESTADOS del sistema. Si  se



hacen obkservaciones en momentos discretos de tiempo, sea Kp ¢!

tsdo del sistema en el tieapo n.

Nado que el interks en este casa, son los sistemas no
deterministicos, puede pensarse en Xn, n2 0, como variables
aleatorias definidas en un espacio comln de probabilidades. Para
poder decir algo mds sobre estas variables debe elaborarse una
estrustura adicional. .l

La estructura mas simple consiste de variables aleatorias
independientes. Este es un buen modelo para aquellos sistemas de -
experimentos reépetidos en los que los estados futuros del sistema
ron Independientes de los estados pasados y -presentes. Elin
enbargo, aunque en la préctica la savoria de los sistemas
presentan  influencia del pasado y presente en el faturo, re
. establecen restricciones que persitan la aplicacion de modelos de

resolucidn sencilla. i

Nuchos sistenas tienen la propiedad de que dado el! estado
presente, los estados pasados no tienen influencia en el futuro.
Esta propiedad se 1lama PROPIEDAD DE MARKOU, -y las sistesas con
esta caracteristica se llaman CADENARS DE MARKOU. La propiedad de
Markov se define formalmente comos '

P(Xnes ® Xpoe/ Ko ® Xosaeuy Xn ® Xn ) & P(Kpea ® Xnig/ Km = 5~
"'(3'.’:

Para cualquier n no negativa ¢y Xo, Xg,e00, Xpsg € S,

Las probabilidades condicionales P(kn = vy / Xn = x ) se
llaman PROBARILIDADES DE TRANSICIQON de la cadena. Como se
menciond en el Capftulo Il, aquellas cadenas de MNarkov donde
P(Xnsx v / Xn = x) es independiente de n, serdn cgdo»a: de Narkoy
con probabilidades de transicién HOMOBENEAS EN EL "TIENPO.De
#qu! en adelante, al decir que An, n 30, forsa una cadena de
Markov, se indicark que estas variables aleatorias satisfacen la
propiedad de Markov -y tienen probcbllldado: de.. transicibdn
honoglnca: en el tiempo,

£l estudio de estas cadenas de Narkov ot'luv val!o:o ya‘quc:

i) Tienen una amplia teoria Que patdorpécscb;crso @ niveles
‘elenentales,

i) Un gran numeroc de sistemas pueden ajustarse a modelos de

cadenas dJde Markov, por lo que la materia tiene auchas
aplicaciones Gtiles.

3.2 CADENAS DE NARKOV DE DOS ESTADOS

Como e emplo de cadena de Narkov de doi estados, conitd&rc:c
une »dquina que al iInicio de un cierto dla  puede estar



Jeszoppuesta o funcionando. Zupbngase gque si la méquina es5t&
Jescorpuesta al inicio del n-&simo dia,. la probaebilidad de que
sea reparada y €n condiciongs de operar al inicio del dia n+tl es
£, Supbnjase también que si la nm&quina estd en bhuepas
condiciones al inicio del n—ésimo dia, se tienen la probahkilidad
q d¢ qQue tenga una falla &l inicio del die n+l. Finalmente, sea
Jo (0) la probahilidad Je Que la méguina esté lInicialmente
Jescompussta, I.€., al Inicio del Jdia O,

Sea €] estado O el correspondiente & la méquina descompuesta
y €l estado ! el correspondiente a la condicién de operar
correctamente. En la Figura 3.1 se observan las posibles
transiciones de un estado & otro. (Recubrdese que la akquina
puede tanbién permanecer en un mism»o estado.)

£_-’l . 1-¢ )
. B |

Cadena do Markev do dos estades

Sea Anm la variable aleatoria que dencta el estado de la
paquina al tiempo n, De acuerdo a la descripcion anterior:

Plhmig = L / Xo = 0) = p

PlXgy = O / Xp = 1) = g

PlXe = O = TH(0),
Come hay Unicamente dos estados, O y I, se sigue ques
A PRy =0/ Kp=0) =1 ~p

Plhpp e 8 4 Xp = 1) = ~ ¢

o 1) = PChy = 1) = 1 - Jh(0).

De esta inforsacibn  pueden celcularse P(Xp= 0 vy
PiXxn = 1), Obsérvese que:

(<}
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P(Xnes = 0) P(Xn = O ¢ Xnu= 0) + P(Xp = 1 y Knu=s-Q)

L}

PiXn =0)P(Xnu= O/Xn = 0) +
F(Xn = 1)P(Xoy= 0/Xn = 1)

1 - p)P(Xn x.0) » qP(Xn = J)
= (1 = p)P(hn = 0) + @€l — P(Xn = 0)) .
r

(1 -p=-qQPkn=0) +q.
Ahora, P(Xy = 0) = JTy(0), entonces

P(Xg = 0) = (1 ~p~ Qo) + ¢
‘Y ‘ PlXKg = 0) = (1 - p=-g) P(Xg = 0) + q
J(J—p-q)((l-p-q)/‘(())*q)*q
= (1-p-qf lz(w # Q1 # (1= p-q)) ‘
= (1 -p=-qf Tao) » q2<p - q)

chiticndo n veces o:ec procesos

P(x,. £0)=(f~p-qf J;(O) .9 Zu -p- q) ._'..cs.'n
Jo o T

En el caso trivial p'q'o, es claro que, parl toda
Pikn = 0) » Th(0) y  Plhn = 1) = %cn
dado que la »dquina no podria casbiar de o:ecdo. R

[ .

: Supdngase ahorc que p#a>0. Eneoncos por la fbrlala dc la .
suma .de una progrc;lbn goonbtrico infinita:s ;
g

St -p - q)j

21 -1=-p=-q"
£ P-

[ ]
~ Se concluye de (3.2) que

P(hn =0) » q ¢+ (1 =-p = qf'[15(0) - liq 1 S .

7] e
v, con:ocaoneononec _
PlXn = l) x p *1 -p - q) [15(1) - P ] L
. p;q ' ' '-ng"p‘)

' : Supbhéo:v Que p y ¢ no son a la vez igailo: & cero, nl‘:op'av
la ver iguales a 1. Entonces 0<p+q<2, lo cual isplica

A1 -p-q/ Lol
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En este c3so, £I n tiende a infinito en (3.3) ¢y (3.9), se
concluye ques

lim P(Xp = Q) = g Y lin P(Xp = 1) = p
n==>® P7q n—=»0 : PFq +..(3.5)

Estas probabilidades pucden obtenerse de una forma distinta.
Supbygase que se desea elegir J(O) y J(l) tales que P(Xn = 0 v
P{Xn= 1) sean independientes de n., De (3.3) y (3.4) es claro gque
delen elegirse

———

Jsc0) = g y Fc1) = p
P¥q Prq

Asl, se wve que si Xpn, n20, camienza con la distribucibn
inicial

P(Xp #0) = ¢ y . P = 1) = p
p*q [
entonces, para todo n '
P(Xn = 0) = g ¥ P(Xn = 1) = p
[1X] g

NOTA: Este resultado se obtendrd nuevamente al hacer el
andlisis algebraico de las cadenas de Markov,

Supbngase que se cumple la propiedad de  Narkov. PFPuede
utilizarse esta inforsacion adicional para calcular la
distribucibn conjunta de Xo, Xi,00.0 Xn .

Por egjemplo, sea n= y sean Xo, Xy, Xz dguales a 0 & I,
Entoncess

P(Xogxxo, Ke=xg y Xg=xz2) = P(Xo=xoy K= Xxg)
. P(Xz ZXg /Xo-"x,y X,‘X,)

= P(Ko=xy PCHg=xg /Ko=Xo)
PlKa =xa /Xy =hg ¥ Kyoxy)

Ahora, P(X,=xgd y P(Xg=xy /X9 =xo) €stdn determinadas por p, q
vy Jl0): pero sin la propiedad de Markov no podrla evaluarse

PiXgoxg /Ko = Xy v Ky =xp)

en thrainos de p, q y Joc0). Gin embargo, si se satisface la
propiedad de Nar’k_ov. entoncess

PCNagmng 1Ny #xg y Ry=xg) = P(Kewxs/ Kyoxg),
1o cual esta dcunmado por p y ¢. En este caso,
PlRoguiy, Rgoxg § Xgxy ) # P(Xo #xy IP(Ky2xy /Ko 2xg IP(Ky 2y /Xy =iy )-

75,



Por ejenplo,
P(Ng =0, Xg=d, X3=0) = P(Xg=QIP(X =1/Kp=0)P(CK, 50/ XKy =1}
= JT, (0)pgq

De aquf puede obtenerse la siguiente tahla:

x X x P(Xo=xgy X=Xy o Ng®Xy)
0 Y 0 o (0)(21~p)

0 Q { Ty €O (2-p)p

o ) 0 7, (0)pe

0 1 1 T (Q)pCi~-q)

H 0 0 (I-TH(0))qll-p?

2 o] 1 C1-JigC0) )gp

z 1 Y (1-7%(0)2)C2-q)q

z ? H (1= (0 (1-q)

- 3.3 FUNCION DE TRANSICION Y DISTRIBUCION INICIAL

Sea Xn;, n>=0, una cadena de Narkov con ckpacld de estados €
{(no necesariamente dos estados). La funcibdbn P(x,y), xe§ , ye€S
estd definida por

Plx,9) = P(Ry = y / Ko = %), X, y€S. P & PY. %)
y es llamada FUNCION DE TRANSICION de un paso de la cadena
representa la probabilidad de pasar del estado x al estado y en
un paso. Se cumwple Que ‘

P(X,');"o Xy ¥ E S, 10:03.7)

E Plx,y) = 1 X€S. ‘ e s (3.8)

14 . .

Dado que lea cadena de Markov tiene probabilidedes hoaogbeas
en ¢l tiempo, se observa Ques

P(Xpos # y / Kn = x) = Pix,y), nd=l e r(3.9)
Se sigue Jde la propiedad de Markov que:
PRpeg = ¥ / Xg®Xgy eoop Nmg=xpg, K =x) & Pix,y) ves(3.40)
" €n otras palabras, si la cadena de Narkov esté en el estado
x al tiempo n, entonces, sin importar como se llegd a x, tiene
probabiuud Pix,y) de estar en ¢l estado y en el siguiente paso.
Por esta rexzdn los valores P(x,y) se l1aman PROBABILIDADES DE
TRANSICION DE UN PASO en la cadena de Narkov.

La funcién R(x), xéS, definide por



TJhexd = PCKg = x2, x€s eed(3.22)

recibe ¢! npombre de DISTRIBUCION INICIAL de la cadena., Es tal
ques

T(x)>=0, xe& . eee(3.22)
12
Elexr = 1 : ee (3,230
o _

La distribucibn conjunta de Xp,..., Xn puede expresarse
fhcilmente en t¢érminos de la funcibn de transicibtn y de la
distribucidn inicial. Por e;emplo,

PKomxo s Xy ®xg) = PCho#xo) PCXsoxg 1 Ko=x,)
= T (xed Plxgaxy)

Tanbién,
Phoxx,, Kooy, Kaxxy ) & PO 23y, Kgwxy P(Ky w3y /Ng#Xg, Ky #)
= T Cxg Py g Xg IPCKy =y, IRy Xy, Ky¥iy )

Como Xy , N30, satisface la propiedad de Markov y tiene
probabilidades de transicibén homogineas en el tiempo, entonces,

PCAgexy/ Kyuxy, Ky®xg) = PCyoxy [ Xg=xy)
= PCRgrxg [/ No=x;)
x Plxg, x3).
De donde,
P(l.vx,, Ny =xg, x,rx,) ® J Cxg IP(xy o Xg )P(x_', 1)
Por lnducclbn :o ob:crva que
P(K,'x.,..., l,,-x,,) - J';{x WPCxg ydg)esaPlXp.spn) ...(3.)4)

. Por conwnuncla, 90noulnnto se invierte el orden de las
definiciones. Se dice que P(x,y), x¢%, yeS, es una funcidn de
transicidn si satisface (3.7) i (3.8, vy se dice queThh(x), x€3,
cf una Jdistribucidbn inicial si satisface (3.12) ¢y (3.13). Puede
desostrarse Qque dada una Tuncibn de transiciébn P y  una
distribucién inicial % , ,hay un espacio probabilistico de
variables alestorias Xp, n>=0, definidar en el espacio, que
satistacen (3.14). Puede demostrarse tanbibn que estas variables
aleatorias forsan una cadﬂu de Markov con funcidn de - transicidn
P y distribucidn inicial T,

En sequida se vorl Que la funcibn de transicidbn de una
cadena de  Markov jJuege ~un papel mucho mds isportante en la
Mlcripclo» Jde sus propiedades que la distribucién inicial. Por
esta rezdn se acostumbra estudiar simultdneamente todas las
cadenas de Markcv con la misma funcidn de transizion., En general,
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cuando se habkla Je una cadenae de Markov con {funcidbn Jde
transicién P, realmente se¢ trata de una familia de cadenas de
Markov con la misma funcibn de distribucidn.

3.4 EJENPLOS

En esta seccibn se describirin brevemente varios ejemplos
interesantes de cadenas de Markoy.

EJENPLD I. CAMINATA ALEATORIA.

Sean 54, ;&,... variables aleatorias independientes con
valores enteros y funcion de densidad comun f. Sea Xo una
variable ealeatoria con valor entero gque es independiente de las
Fi's, y sea Xn & Xo 51+ ... +&p . La secuencia Xn, n>=0, se
llama CANINATA ALEATORIA. Es una cadena de Narkov cuyo espacio de
estados son los enteros y cuya funcibdbn dq\tran:iclbnj esth Jdads
por

Pix,y) = f(y = x)
ﬁara verificar esto, sea J, la distribucibn de X,, entonces:
P(x"'xg preey Xﬂ’*n) b P()(o *Xo s f“X‘ “Xore00 g"r‘("_."",.‘:)
- P(x."Xo) P(J“'X‘ -'-xg)..-P(h'X,,—-x..,')
.- %(Xo)'(f\'l- X‘)t.. '(Xn- X"_‘.,
® Ty {xgdP(xgpXgdaooPlXpyyXy)
v, por lo tantb, se cumple (3.14)

Supdngase una ‘“particula” que se mueve a lo largo de los
enteros de acuerdo con esta cadena de Markov. C(Cada vez  que la
particula estd en x, sin importar coma llegé ahl, selta al estado
y con probabilidad f(y - x).

Coné caso O:pocial;' considérese una caminata aleatoris
SINPLE, en donde f(1) = p, 1(-1) = g y f(0) = r; donde p, ¢ v

r son no negativos y suman l. La funcidn de transiciln estard:
dada pors ' ‘ :

: o P, £1 y=x+l
Plx,y) = q., i yex-1
1, i y=x
0, . otro caso.

(Vease la Figura 3.2)
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q ‘g q [
2 o
- x-1 X 1 X2
4 ?  J | ]
Tigura 3.2

Caninata fleateria

Ex deztr, si la particula se encuentra en ¢! estado x €n una
observacibn dJdada, en la siguiente observacibn habrd saltado al
srtado x+1 con probabjilidad ps al estado x-1, con probabilidad q¢;
o permanecerd en 2l mismo estado x con probabilidad r.

Por «csjemplo, una compahla crea un nuevo 'envase para su
producto y tiene probabilidad p de aumentar sus ventas,
probabilidad qQ de disninuirlas y probabilidad r de Qque sean
aproximadanente las nismas.

NOTA: Hss adelante se retomark este ejemple de caminagta
aleatoria, vbtase una simulacibn de caminata aleatoria en el
Apéndice A.

EJENPLD 2. CADENR DE EHRENFEST.

Este €s un modelo simple del inter-ambio de calor o de
moléculas de gas entre dos cuerpos aislados. Recubrdese la Ley de
Conservacibn de la Nateria y la Energla: "Nada se crea ni se
destruye, solamente se transforma”, Entonces, cuando existe, por
ejemplo, un intercasbio de calor entre dos cuerpos, uno de ellos
(2]l Qque tenga mayor temperatura), lo cede; pientras que el otro
o recibe, Jde modo Que la cantidad inicial de calor sigue siendo
la wmisma. (Runque en la préctice existen otros factores que
nodifican este proceso.) .

Puede tosarse como modelo un sistema cospuesto de dos cajas,
la caja Ay la caja B, y d bolas nimeradas:s 1,2,...,d ., Ry R
representan los cuerpos, las boles son, por ejeaplo, las
malicaulas,

Inicialmente algunas de estas bolas estan en la caje R y las
restantes «¢stan en la caja B. Se e¢lige un entero al azar entre
1,2,00.9d, y la bola correspondiente se¢ saca de la caje y se
coloca en la otra, Este proceso se repite indefinidamente con
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selecciones iIndependientes en cada ensava.

Zea Xp el nlumero de kolas en la caja f despues del n-
Esimo ensayo. Entonces Xn ,n>=0, &5 una cadena de Markov en &~
Qulelyesed &

La funcién de transicibn de esta cadena de Narkov puede. ser
calculada facilmente. Supbngase que hay x tolas en la caja A al
tiempo n., Entonces, con probabilidad x/d la bola sacada en el
ensaya n+l perteneceré & la caja R y serd trangferida a la caja
B. En este rcaso habrd x-1 bolas en la caja A al tiempo n+l.
Similarsente, con probabilided (d-x)/d, la bola sacada en el
ensayo n+l! perteéenecerd a la caja B y serd transteride a la caja
R, resultando x+! bolas en la caja A al tiempo nel. Por lo tanto,
la funcidn de transicibn de esta cadena de Markov estard dadas
por:

x/d £i yax-1
Plx,y) = 1-(x/d) si y=x+l
(2} otro caso

Nitese Que la cadena de Ehrenfest en una transicién
nicamente va de! estado x @ x~-1 0 & x+l1 con probabilided
positiva., (Vpase la Figura 3.3) '

ﬂiuiid
Cadena &0 Deenfest

NOTA: Un estado a de una cadena de Narkov es llanado ESTARDO
ABSORBENTE  si P(a,a)=ly equivalentemente, PCa,y)=0 para todo vy
distinto de a. El] siguiente e jevplo utiliza esta definicidn. En
la grética se observa este hecho facilmente, ya Que un estado
abgorbente no tiene arcos que salgan de &,

EJEMPLO 3, CADENA DE LA RUINA DE UN JUBADOR.

Supbngase Que un gJugador comienza con an cierto - capital
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inicial en libras y hace una serie Jd¢ apuestas de una libra
scntra la casa, Supbngase que tiene prokakilidades p y q=l-p Jde
ganar o perder, respectivamente, cads apuesta; y que Fi su
zapital llege a cero, estard arruinado y permanczerd con capltal
cero de ahl en adelante. ©Sea Ao, n>=0, el capital del jugador al
tiempo n. Esta es una cadena de Markov en la que 0 &5 un estado
shsorkente (po puede seguir apostandol, y para x»=l

q si yex~1
Pix,y) st p s yrx+l cee(3.25)

Q otro ca#so

Dicha cadena es llamada CADENA DE LR RUINA DE UN JUGAD(IR en
Sz 0,1,2,... . Puede modificarse este modelo suponiendo Qque si |
el capital del jugador acumula d libras, deja Jde jujar. En este
caso, O y d son estados absorbentes, y (3.15) se cumple para
X2l,000,d-1, (Ybanse las Figuras 3.4 v 3.5 para cada uno de estos
caLo0s) o .

Figura 3.4 .
“""f-”‘”‘" ‘ . :

Vigra 3.9
nfl#“ o: b|: o"umn‘: mnlmn

[
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Una Interpretacibn alternativa de esta 4ltima cadena, puede
ser que Jdos jugadores hagan series de apuestas de una libra uno
contra otro y qQue entre ambos tengan un capital total de d
libras. Supdngase que el primer jugador tiene probabilidad p de
ganar una apuesta dada, y €l segundo jugadar tiene probabilidad
qxl~p de ganar. Los dos juegan hasta que unq de ellos se arruina.
fea X el capital del primer jugador al tiempo n. Entonces Xn,
ns=0, es la cadena Jde ruina del jugador en Sv 0,1,2,...,9 .

EJENPLO 4. CRADENA DE NACINIENT Y MUERTE.

Considérese una cadena de Markov ya sea en S 0,0,2,0040, ©
en S5 0,1,...,4d tal gque cowmenzando €n x, la cadena estard en
x~1 0 €n x+l1 ,0 permaneceré en x, despuds de un paso.

La funcién de transiciédn de dicha cadena estard dcdq pors
x £i yrx-1

rx 5§ y=x
Plx,y) =
Py s1 y=x+!l

0 otro caso

donde p,q,r son nlumeros no negativos tales que pretr=l. La cadens
de Ehrenfest y las dos versiones de la ruine del jugador son
cas50f5 de -adenas de nacimiento y muerte. La frase "nacimiento v
nuerte” proviene de la aplicacidn en la cual el estado de la
cadena representa la poblacibn de algun sistesa de vida. En estas
aplicaciones la transicidn del estado x @& x+! corresponde & un
nacimiento, w»ientras que la transicibn de x & x-! corresponde a
una muerte. (Vbase la Figura 3.6)

Figuza 3.6
Cadena de Masinients y Muerte
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EJEMPLO 5. CADENR DE COLAE,

Considbrese un servicio como una caja en un supermercado., lLa
gente llega a la caja en diversos momentos vy es eventualmente
atendida. Aguellos clientes que desean ser atendidos pero aln no
lo son, forman una cala o linea Jde espera. Hay una gran variedad
de modelos que describen dichos sistemas, dentro de las lecturas
recosendadas se encontrardn varios libros que tratan este tema en
detalle, se sugiere revisar (H), Introduccibn a la teoria Jde.
Colas. Se considerard aqul un sistema »uy sencillo. .

Puede nmedirse el tiempo en algun periodo conveniente,
minutos, por ejenplo., Supdngase Que si hay algunox clientes
esperando &l inicio de un periodo dado, exactamente un cliente
serd atendido durante ese periodo, y que si no hay clientes
esperando, ninguno serd atendido durante e! periodo. Sea Zn €l
numero de clientes nuevos Qque llegan durante el n-#simo periodo.
Supdngase que §;, §e iee. sOD variables aleatorias independientes,
enteras y no. ncqot:vc: con fancion de densidad conun 7.

Soo Xo el nuncro de cllonto: prc:ente: 1nicial.onte; Y, para
n> I, sea Xy el numero de clientes presentes al final del n-
#simo periodo. Si Xn+0, entonces Xmi=¥rujy y si Xn>=l, entonces
Knos=Xn ¢8n =1, Se sigue de la suposicibnde ¥n , n>=1, gque Xn ,
n> =0, es una cedena de Markov cuyo espacio de estados son los
‘enteros no negativos y cuya Tuncidn de transicibn P estd dada
pors

f(y) sl x=0
Plx,y) = f(y-x*t1) 5si x>+1
o otro caso

(Védase Figura 3.7)

tiy

fy-xe))

O O

Tigurn 3.7
Clina & Colas
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EJEMPLG 6. CADENR DE RAMIFICACION.

Considbrense particulas tales como neutrones o bacterias,
que puedan generar nuevas particulas del mismo tipo, El congjunta
inicial de objetos pertenece a la generacidn cero, Las particulas
generadas a partir de la n-&sima generacién pertenecen a la
generaciébn n+l. Sea Xn, no>x0, el nlmero de particulas en la n—
¢sing generacibn,

En un momento dado, pueden coexistir particulas de -varias
generaciones,

Una situacibn tipica se ilustra en la Figurs J3.8s una
particula inicial genera 2 particulas., Rsi, Ne=l y X =2, Una de
lar particulas en la prisera generacibn crea 3 particulas, la
otra crea una, 1.e., K2 =4. Obsérvese en la rigura que Xs=2. Como
ninguna dJde las particulas de la tercera generacidbn crea nuevas
particulas, X¢=0, y, consecuentemente, Ky=0 para toda nr=4,
En otras palabras, la desczendencia de la particula inicial en la
generacibn cero se extinguird despuls de tres generdaciones.

} Gn @
} G 1
} 2
} Gn d

Cadena de Raniticieida
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Fara ajustar este modelo a una <adena de Markov, supbngase
que cada partfcula genera §  particulas en la siguiente
generacién, donde % es una variable aleatoria entera no
negativa, con fucibn de densidad f., Eupbngase Que ¢l nluweroe de
nacimientos de particulas en las generaciones se eligen
indcpendientemente Je acuerdo a la densidad f.

Bajo estas sdposicziones Xp, nr=0, forma una cadena de Markov
cUYe €spacid de estados son los enteros no negativas. El estedo
cE€rd €5 un estado absorbente, dado que si no hay particulas en
uWnd ge€neracién dJada, tanpoco las habrd en la siguiente.

Para x»r=l;
Pix,y) = PCBolee,, v bey)

donde FL...,ﬁ. son variables aleatorias independientes con
funcibn de Jdensidad comln f.(Figura 3.9)

&€n particular, PCl,y)=f<y), y>'0, es le prababi!idgd de que
la partiula orjginal tenga y dcs;endltntt:. .
, €5  una particula da ortgon a ¥=0 'bart!cula:, la

interpretacibn es que la particula muere o dt:aparocc. Supbngase

Jue une particula da origen a x particulas, que & su vez originan
otrass pero Jespubs de un cierto numero de generaciones toda la
Jescendencia de la particula inicial ha muerto o desaparecido
(Figura J3.8)., LUin evento de este tipo se describe diciendo que
eventuslnente, los dJdescendientes Je la particula original se
“extinguir&n“, Un problema interesante que involucra las cadenas
de ramificacibn es el de calcular la probabilidad p de la
extincidbn dJde una cadena de ramificacidn que se inicia con una
sola particula o, eQuivalentemente, la probabilidad de Qque una
cadena de ramificacidn que se inicia en el estado 1l llegue a ser
absorbide por el estado ceéro. Une vexr determinada p, se puede
encontrear facilmente la ‘probabilided de que en una cadena de
ravitficacidnr que se inicia con x particulas, los descendientes de
cada une de ellas se extingan. En realided, dado que se supone
que las particulas actbhen en forma independiente, la probabildad
deseada es p¥ . (Vease Apkndice B, probabiljidad de eventos
independientes) )

La cadena de rawmificacibn se usd originalmente para
“iigrninagr la probabilidad de que la descendencia wasculina de
una persona Jada se extinguiera. Para este propésito :aleponto se
incluyen los hijos varones en Ia: generaciones.

esenpLO 7., wpucdcmk be_mums.

Considérese un gene cowpuesto de d unidades, donde d es
slgun entero pasitive, vy cade unidad puede ser norasal o mutante.
Consjddrese tanbién una célula con un gene compuesto de »
unidades putaneo: y d-» «nidcde: noruale:.

.

"Gntes de Que la cblala se divida en do:, el gene s¢ duplice,
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£] gene correspondiente @ una de las células hijas esta compuesto
Jde d unidades elegidas al azar de entre las 2m» unidades autantes
y las 2(d-p) unidades normales. Supbngase que se sigue una lInea
fija de descendencia para un gene dado.

fea Xo el nlusero de unidades ndtantes presentes
inicialmente, y sea Xn , n>=l, el numero de mutantes presentes en
¢l n-&simo gene descendiente., Entonces Xn , n>=0, es5 una cadena
de Markov en S= 0,2,2,...,d ¥ .

('zx ) ( '.’d-’.’x)
Plx,y) = ¥ a-y |
2d
(%2)
Es decir, una distribucibn hiperqgeombtrica., (Vease Rpendice

R). Los estados cero y d sonp estados absorbentes para esta
cadena. (Vdase Figura 3.10)

Figers 2,10
ipmul?.r oblulas

3.8 FUNCION DE TRANSICION &N N PASOS

En duchas ocasiones, el iInterds en un sistema no se reduce a
su comportamiento de un periodo de tiempo & otro, sino que
tanbibn. se desea saber cubkl serd el posible estado del sistems
despuks de » perfodos. ' .

See )Xp, nrx0, una cadena de Markov en &, con funcibn de
transicidbn P, 34 al tiempo n, la cadena se encuentra en el estado
x , puede calcularse la probabilidad de qde, dJdentro de » pasos,
s® encuentre en Xy.,m cCOBOS :
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PCXust S\pag o ve e s Xaem =Nnim/ Ko FXo g0 aay Ap=Xn)
= PCXpaXnegd oo e P(Xnomete Xnom) eee(3.26)
ya que
PXnet =peigeaeoghnem =xnml Ky Ko 9000y Ap=inl=

P(xo TXopevey )‘mm"xmm)
??7@')(0,.--; xn =Xp ?

Por (3,14), esta Ultima racon es Igual a:

o X6 IP X0y X3 ) oo PUXnpm-ty Xrom)
TRCXo IP(Xs X3 0o s PCXng 4 Xy 2

= P('X, » Xmeg )., aP(Xm,,..Xn‘m)
Por lo tanto, (3.16) se cumple.
L ecuacidn (I.148) puede reéescribirse comat
P(Anot=Vg 050y Npom =ym / Ko ®Xg soeas Xng=Xng s Xn=x)
= PUXp Y IPCY o2 deeePCYuys Vm) ) vee(3.27)
Dado que se estd manejando una cedena de Markov, no Interesa
saber cbmo llega el sistema de x a y en m» pasos, sino la
probabilidad de que lo haga por cualquier camino posible. Gean
entonces Ry ss.05 Ang subconjuntos de 3 que representan lor
posibles valores que pueden tomar Xo,..., Xpij y scan Bg ,ee4,
Bm subconjuntos de S que representan los posibles valores de
Knet p4040, Xnm. D& donde pueden formularse las siguientes
ecuaziones:
P(X"q"’y‘ ge00y Xn-'yu / ng ﬁo,..., Xng € 91,., y Kp=x)
= Py 90 IP g r g dere PCYma s ¥md e (3.28)
PCXpes€Bgye o, Xorm € BM / X,fk,,..., X,,.,ER..,, X,,rx)

= X cen & PR Y IPUY Y2 eee Pl s¥m?
%8, L8m e (3.29)

Entonces, la funcidn de transicidn en m» pasos p” (k, y), es

decir, la probabilidad .de pasar del estado x al y en » pasos,
estd definida pors '

PTtx,y) = £ a.. Py va dPCYy 43000 P(y,,_,,y,,_,)P(y,'-“”'
¥ Ym-1 ) eee(3,20)

obskrvese Que se toman en cuenta’ todos los posibles ceminos
rara ir de x & y en » pasos.
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8f m=0, la probaebilidad de ir de 5 a v en Q pasos se puede
expresar como una delta de kroneckers

0 1 §I x5y
P ix,y) =
: ¢ en otro caso.

2§ m=l, se tiene la funcidn de transicibn de un paso P(x,y).

oy

i m>=2, vy ademks, Bt= ... 3Bp,= & y Bm = (y) en (3.19)

Phmm=y / Ky € Ay yoaes Kns€Png 5 Ko=xd & PTlxyyde  vuu(3.24)
En particular, haciendo Ay =,..=Rp,=8§

Flhum =y / Xo=x) = P ¢x,y) C o eed(3.22)
De (3.21) se obtiene

Plnem =y ! Koxx, Knez) = F(z,y) | e (3.20)
Ademds,

P*TCx, ) ® PCnmmy / Ko mx)

& T Phnzz /) K #xXIP(Xnm=y / XKo=x, Ka®2)
z .

s ZP™x,2) P(Xom*y ! Ke®x, Xp=2)
F4

De (3,23) se concluye qQues

P x,p) = TP Cx,2) P™(z,¢) : vesl3.24)
' .

Esta Ultinma ecuacibn significa que, al pasar el sisteaa de!
estado x al estado y en n*m pasos, se encontrark en algun estado
cualquiera z, al tiempo n, de donde llegard a y en » pasos. Lstas
ecuaciones se conocen como ECUACIONES DE CHANPNAN-KOLMOBOROU,

Para cadenas de Markov con nlmero de estados finito, se verd
nis adelante, desde ¢l punto de vista algebraico, esta ecua:ibn
puede representarse en forma matricial, y FP" sera la n-bsiva
potencia de la matriz de transicidn,

Sea J la distribucibn inicial de la cadena de Markov. Como:

P(” 'y) = EP(”Q'X, X,,'y)
X

£ T PR ER) PApay [ Kgxx)
X

se observa Que
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PeKn=y) = THixs Pl ix,y) ve o 03.28)
X

Esta fbroula permite calcular la distribucibn de Xn en
tkroinps dJde le distribucibn inicial iy la funcibn de transicibn
en n pasos A",

Un nttodo alternativo para calcular la distribucibn de Xn ,
susde encontrarse utilizando una ecuacibn de recurrencias

PChmi=yd = & P(Xp=xy Xmg=y)
= 5 P(Rp=x) PXnau=y / Ko=x)
x .
entonces,
PChpaey) = 5 PCAnes) POX, 90 BOS B-73
X R

Si se conoce la distribucidbn inicial de KXo , se puede
utilizar (3.24) para calcular la distribucibn de X3 . Entonces,
conoclendo . esta Ultima, se reaplica (3.25) para encontrar la
Jistribucibn de X2. Similarsente puede hallarse la distribucibn
de Xw #plicande (3,260 p veces.

Se utilizarhk le notacidbn F ( ) para denotar las
probabilidades de varios eventos definidos en tkrainos de una
cadena de Markoyv que se inicia en x. Rsls

P (Kiva, Npta, X;=a),
es la prabobllidc& de Que una cadena de Markov Que se inicia en x
se encuentre en ¢l estado a al tiempo 3, pero no en el 1 o en el
2, Con este nueva notacidn, la ecuacibn (3.19) puede reescribirse
como? . o . . ‘

P(an ‘B]p-n-'v XDlm‘ €Bpy / Xo € 9,,.-., Xn.‘ € h,,.‘, Xp=x)

‘ e B (K €Byyere, Am € Bpd e e(3.27)
eriz ¢r, la probabilidad de que una cadena que se encuentra en X,
se encuentre en algn estado Jde Bm, despuls de » pasos.

3.8.1 TIENPOS DE ALCANCE

Sea h un subcongyjunto de S. El tiempo de alcance o tielpd‘dt
llegada 7 de R esta definido comos o

To = ®in (n > 0 1 Ka€AR),

y Tqg =00 <infinjto), si ){/9, para todo n>0.
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£s decir, Iy es el primer tiempo positivo en que la cadena
de Markov llega & A. Los tiempos de alcance juegan un papel wmuy
importante en la teoria de las cadenas de Markov. Se denotars el
tiempo de alcance de un punto «€S como Ta.

UIna ecuacibn importante relacionads con los tiempos de
alcance estd dada pore

n (.’ »-m
P(x,9) = 2P, (Ty=0) P (y,y), nr=l es:(3.28)
med « Y

Esto expresa la probabllidad dJde que una cadena Qque se’
encuentra en x, se encuentre en y dentro de n pasos, como la
probabilidad de que alcance y en m pasos por primers vezr, y de
ahl regrese a y en los restantes n—-m pasos.

EJENPLO Z. TIENPQS DE ALCANCE PARA ESTADOS ABSORBENTES.

Puede dJdemostrarse que, i & es un estado absorhente,
entonces P" (x,a)c B (Ta $n), paran >xi. Es decir, que la
probabilidad de que una cadena Que se encuentra en el estado x s¢
encuentre en el estado absorbente a, despubs de n pasos, es igual
& la probabilidad de Que alcance a en algln tiempo menor o igual -
que nj lo cual ‘es intuitivamente clerto, ya que, una ver
alcanzado el estado a, ¢l sistema persanece ahl.-

81 a es un ofeildo absorbente, entonces P"'m(a,a. 1, pres
1<xni=ny por lo tanto (3.28) implica ques :

Me

P (x,8) = T B (Taem) P (e, @)

Pﬂag

k2

A (Ta=m)

[}
e B (T36n).

NOTASs Obnrvno que
Fe(Ty=2) = Py (Xg-y) - P(x, y)
y que
P (Ty=2) '!;y PoCXem2, Kp=y) = ;_' P(x,2) P2,y

Para valores de n »ds grandes, las probcbx“dadc: P (Ty =n)
pueden encontrarse util iundo la foraula:

P' ‘7’ '"'I, b s_ P(X,Z) P' (" .n), ")'I 510(3029,
rey

Esta foraula puede obtenerse de (3.27), pero puede
analizarse dJdirectamente, ya que para ir de x & y por primera vez
en el tiempo nel, es necesario ir de x & algln estado ¥y al
primer paso, y luego ir de z a y por ver primera u final de n
pasos ‘adicionales.
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3.5.2 NATRIZ DE TRANSICION

Supdngase ahora que el espacio de estados & es finito, es
decir, &= 0,1,2,.0.9d . En este casy puede pensarse en P como la
matriz de transicibn con d+! renglones y columnas, dadas por:

0 7 . d
o [pco,00  Peo,1) PCO,d)]
Z IPu,m PC1, 1) P(1,d)
J I._P(d.O) P(d, 1) PCd,d)]

Por e esplo, la matriz de transicidn de probabilidades para
el e enplo de la ruina de un jugador (Ejemplo 3, Secciébn 3.5,
con d=3, serla;

0 2 2 3
o | ! 0 0 0]
F q 0 p 0
2 ] '] ] p
3 0 -0 (o} 1

) NOTAs Obsérvese que la suma por renglones siempre es !, ya
que representa las todas las posibilidades & partir de un estado.
Dado que es una »atriz de probabilidades, todos los elementos
serdn no  negativos. Una gran ventaja de la representacidn
satricial, que se discutirk nks adelante, es5 que indica con
claridad las relaciones entre lor estados, lo cual sera muy Util
2l tratax con la teorfa de graficas.

L1

Por otro lado, puede verse P’ como la matriz de transicibn
en n pasos. La féraula (3.24) con mapx! se convierte en

PY" (x,y) = £ P (x,2) P ez,y)
Plex,p) = £ Px,2) Pazyp)
Recordando la definicidn del producto de dos wmatrices, se
‘observa Que la psatriz de transicidn de dos pasos P? es el

producto de la matriz P consigo misma. Generalizando con »=! en
€3.24), se tiene que ) :
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nes po n. .
P (x,y) = f-P (x,J) Plz,y2 : ee a3, 30)

Se sique de (3.30) que la matriz de transricién en n pasos P', es
la n-&sima potencia de P, )

Una distribucibn inicial o puede pensarse coma el vector
renglbn de dimensibn dJd¥l, donde cada elemento representa la
probabilidad inicial de la cadene de encontrarse en cada uno de
los estados., Este vector cumple con las mismas propiedades de Ps
es No negativo y la suma de sus elementos es .

§i Jn denota el vector rengldn de dimensidn (d+l), Que
representa la distribucibn de probabildades en el tiempo ni

= (P(Kn®0),00e, P(Kn=d))

De donde (3.25) y (3.28) pueden escribirse respectivasente
cono;s

T =7y p" : , e e (3.30)
Ty TTa P e e(3.32)

Le cadena de Markov de dos estados que se discutidb en la
seccién 3.2 es uno de los e jesplos donde puede encontrarse
facilmente P".

EJEMPLO 2. CADENA DE MARKOY DE DoS ESTADOS.

Un profesor es conocido por sus cambios de cardcter durante
el dla. Observadndolo durante un largo perlodo de tiempo, sus
alumnos han llegado a las siguilentes estadisticass si1 estd de mal
humor durante cierta hora, la probabilidad de que continbe as!
durante le sigulente hora es Q. Si esta de buen humor  durante
dicha hora, 1la& probabillidad dc ‘que’ continue as! en la siguiente
hora es p. Asuniendo Que estas probabllidade: de cambio de. estado
de la sente del profesor son honogbnoat on el eicnpo, :u: alumnos
desearian obtener la siguiente Jnfor.ccibnl

i) Dado que el profo:or ha co.tnzcdo el dla con bacn (o
mal) hamor, écudl es la posibilidad de cnconerarla o ho
de buen huwor al final del dile?

ii) Supbngase que el profesor comienza ] dia con nmal (o
buen) bhumor, ( culnto tiempo se espera que continle sin
canbiar?

iii1) Supbngase que el profesor se pone de nal humor en alguna
hora del dia, ( culnto tiempo le lleva, en prosedio,
volver al buen humor?

... Para resolver astas cuestiones es necesario .obéonoh la
matriz de transicidn de n pasos P".

La matriz de transicibn de un paso esté dada por
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donde p+*q > 0.

Para encontrar P"(0,0)#fa(xn=0), sea JH(0)=! en ¢3.3), con
lo que se oktiene:

n
BKn=0) = g+ (1=p=q) (Jz,w) - ¢
p*q prq |
entoncesr, Pco,00 = q ¢ (1-p-)" p
b P7q

Para encontrar P"(o,1)=q,(x"=1), sea Jp(1)=0 en (3.4), can
lo que se obtienés

P7C0,2) = p =~ (1-p~)" p
P 2

Similarsente puede conclulrse ques

P'(I,O) - 9 - (I-p-q)" q

2] *q

y PPCL, 1) = p »  Cl-p=q) g
Pq ]

De lo cual se obtiene:
q P P -p
P" = g ( )* (1~p-q) )
P¥3\ ¢ P P*q ~q 9

F.5.3 TIENPOS DE RECURRENCIA

A  menudo resulta conveniente hacer arirnaciones de
rezb3tilidad  respecto al nimero de transiciones llsvadas @ cabo
por el proceso al ir del estado x al estado y por prisera vez.
Este intervalo deé tiempo sé conoce como tiempo del priver paso o
tienpo de alcance para ir del estado x al estade ;. Cuando xa=y,
este tiempo del primer paso es simplesente el! nlimero de
transiciones hasta que el proceso regresa al estado inicial x., En
este rcdso el tiempo del primer paso se conoce como TIENPO DE
RECURRENCIA para el estado x.

En g2oneral, los tiempas del primer paso son variables
sleatorias y, por lo tanto, tienen distribuciones de probabilidad
drociadas a ellas. Estas distribuciones de prokabilidad dependen
e las probabilidades de transicibn del proceso., En particzul ar,
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se ha denotado por Pu(%=n), la protakbilidad de que e1 tiempo del
primer paso del estado x al estado y sea igual a n.

Estas probabilidades satisfacen las siquientes relaciones de
recurrencias

PulTy=1) = P (x,y) = Pix,y)
P (Ty=2) = P2(x,9) = P (Ty =)

. o B
P (Tyan) = PP Cxuyd = PoCT 2 10F Cypyd = P CTy#20F Cyyy) = ous
vee = B (T #n=10PCy,p) e (33D

. Por lo tanto, puede calcularse la probabilidad de un tiempo
del .priser paso del estado x al estado y, en n pasos, dJde sanera
-recurrente a partir de la probabilidad de transicibn de un paso.

Para x,y fijor, las P(Ty=n) son nbmeros no negativos tales
ques .

[
':E-.: P' (Tv ) Jx }

Esta suma puede ser estrictamente »enor que I, lo cudl
implicarfa Qque un proceso Que esta inicialsente en ¢l estado x,
es posible que nunca llegue &l estado y. Cuando la suma e¢s igual
e U, puede considerarse Px (Ty =n) , n=!,2,..., cOMO una
distribucidn de probabilidades para la variable aleatoris, el
tiempo del primer paso.

Agul pueden presentarse basicamente dos casoss
o

$) 81 xay y b3 B (T, en) = 1

entonces el estado x se conoce como ESTRADO RECURRENTE,
‘porgue una ver que ¢l proceso se encuentre en ¢l estado x,
regresard al estado x. Un caso especial de un estado
.recurrente, es un ESTADO ABSORBENTE. Se dicé que x es un
estado aksorbente si la probabilidad de transicidn (en un
paso) Plx,x) e5 igual a 1. Por tanto, 8i un estado es
absorbente, el proceso nunca lo dejark una vezr que entra
e &l . i . : )

. [ ]
i1) S84 = P,(T,-n) < 2
Ney
entonces el estado x se conoce como ESTADO TRANSITORIO,
porque esto isplica que una vez que el proceso se encuentra
en ¢l estado x, existe una probabilidad estrictasente
positiva de que nunce regrese s bl.
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En general, no es posiktle calcular las prokabilidades del
tiempo del priner paso para todo n, de podo qQque no siempre
resulta evidéente si un e€stado puede clasificarse como recurrente
o transitorio (el estado absorbente siI es muy fr&cil Je
identificar). Por esta razdn, se analizard méds adelante el
criterio dJde teorfa de gr&ficas, que proporciona herramicsntas
Utiles para esta clasificaczién,

EJENPLD !. CLASIFICACION DE ESTADDS.

Supdngase Que un proceso de Markov tiene la ratriz de
transicibn sijquientes '

0 ! 2 3 ‘
0 " e 34 0 0 0]
! SV VF 0 0 0

P e 2 0 0 1 0 0
3 0 0 173 273 0
‘ 1 0 0 0 0

e -

Le gr&fica correspondiente & la matriz de transicibn se
puestra en la Figura 3.11. :

Pigura 3.1t
Tiges de Estades

DPe 1a gratica o en la matrir de transicidn, se observa ue
el estado 2. es un estado absorbente (y, por lo tanto,’
recurrente), porque una vez que el proceso entrea en &1, nunca lo
deojard, L : S ' o '
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Los estadas 3 vy 4 son ¢transitorios, ya Que no Gienen
precedentes, es decir, existe una probabilidad positiva de. gque,
una vez Qque el proceso se encuentra en alguno de ellos, nunca
regrese. Nbtese que, en este caso, el estado Inicial del proceso
influye fuertemente en €l comportamiento futurc, ya gque, si el
proceso se Inicia ep el estado 4, paor ejenplog, nunca sz
encontrard en los estados 2 y 3, ya que no hay posibilidad de
pasar a ellos.

La probabilidad de que ¢l proceso vaya de]l estado 3 al
estado 2, en el primer psso es 1/3, una vezr que el proceso se
encuentra en el estado 7, permanece en 8l. De la mjsma foras, una
vez que ¢! proceso sale del estado 3, nunca puede regresar.

Los estados O y I son recurrentes. Como ya se indicd, para
demostrar Gue los estados O y ! son recurrentes es neccsario
probar que ‘

. © ®
.:T‘P.(T.-n)rl an> I",{T,'n)rl.
Por lo general, esto es diflcil y rc:ulea convcnlfnto una
. .prueba alternativa. lina condicién necesaria y suficiente para que
el estado x sea recurrente es que

P (x,x)
ﬂ'l :
diverja. Como este criterio tanbikn es dil!cll de opl:car, puede
tomarse en cuenta lo siguiente.

Ob:trveso que la matriz de translcibn en n paso: del e;emplo
anterior tiene la apariencie:

* + 0 -0 K
+ * () v ‘0 -0
P = |0 0 * ‘o 0
0 0 + * 0

" + o 0 0.

‘ Donde los signos “+” representan probabilidades positivas de
pasar de un estado & otro en n pasos.

NOTA: Esta matriz puede obtenersge de una forma .sencilla:
sustitlyase cada uno de los valores positivos de la wmatriz de
transicidn de -un paso P, por el valor 1; entonces P  puede
obtenerse como Ia: poecnrias boolcana: :ucotivc: de P.

ne la naeriz aneerior o5 xncalelvaponeo obvio que, ana vez

que el proceso se cncuentra en el estado 0, regresark al estedo O
( pasando po:lbltﬁcnte por el estado 1), despubs de un  cierto

74




nunero de pasos finito. Se cumple un argumento semegante para el
estado 1. Ep cambio, en ¢l caso del estado 4, una ver que &l
proceso se encuentra en ¢&l, no regresard jamés,

Mientras que puede resultar diffcil calcular P.,(T., n)  para
toda n, €5 relativamente sencillo obtener el tigempo esperado del
primer paso de! estado x al estado y, Denbtese esta esperanza por
My ¢ la cual se define como:

© . si P, (T =n) < 1

M=

IMee

-
Z nPy(T =) , si

= PelTyen) = 1

Es Jdecir, el tiempo esperado del primer paso de x a y, serd
infinito si existe la posibilidad de que una ver que el proceso
se encuentra en el estado x, nunca llegue a y. De otra forma, se
tiene la ecuacidbn dJde la esperanza de un evento (véase la
definicidn de ESPERANIR MATEMATICA en el Apéndice B).

Sienspre que o R
g ‘ .‘T_ P,(Iy&'n)'l ‘ o

entonces ¢l tiempo esperado del primer paso /lxv, satisface de
modo Unico la ocaaclbn:

'l*¢P(xk) .
Ar =122 Pk fhuy

Cuanda x=y, el tiempo esperado del primcr paso se llama
TIEMPO ESPERADO DE RECURRENCIR.El resultado recurrente recibe el
nontre de ESTADO RECURRENTE NULD, si Mux=@ 5 y se llana estado
RECURRENTE POSITIVO si Mun £, En una cadena de Markov de estados
finitos, na se tienen estados recurrentes nulos, unicamente se
tienen estados recurrentes pasitivos y estados transitorios.’

3.6 ESTADOS TRANSITORIOS Y RECURRENTES,

Sea Xn, n>=0, una cadepa de Markov con espacio de ntados &
v funzidn de transicidn P. Sea

Ly = Pty o)

Entonces Pw -denota Ila probabilidad de que una cadena de
Xarkov con inicio en x se encuentre en el estado y en un tiempo
positive, En particular, Pyy denota la probabilidad de que una
cadena de Narkov que se inicia en y, regrese eventualmente a vy,
Un e¢stado y se llawa RECURRENTE, si Ry =1, y TRANSITORIO si
Ry <1. &1 y es un estado recurrente, una cadena de Markov que se
inicia en y, regresard eventualmente a y con probabilidad 1., 31 y
~% un estado de transicidn, la cadena de Markov que se inicia en
vy tiene probabilidad positiva I-f, , de no regresar a y. 5i ¢
a5 un estado ab:orbonec, ‘entonces Pv(Tv xl) = PCy,y) = L, v, por
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lo tanto, )ev =1; por lo Qque un estado absorhkente
necesariarente recurrente (el inverso no se cumple),

o
i

Sea y(z), z€ &, la FUNCION INDICADORA del conjunto (y? ,
definida como una delta de kronecker:

z, si z=y
14/(2.) r
0, otro caso.

Sea N(y) <&l nlmero de veces nr=!, en que la cadena se
encuentra ¢n €l estado y. Como ly(Xn)=! si la cedena esth en el
estado y al tiempo n, y zv(xn)-o en oerp caso, se observa ques

»
Ney) = & 2y(Xn) ese(3.34)
nig

El evento (NC(y)r=1} es el mismo que ¢l evento (Ty<m}, Asi,

Pe(NCydI2al) = P (T, (@) -'P,'

Sean » y n entercs positivos., Por (3.37), la érobcbilldad de
que una cadena de Markov con Inicio en x visite por primera vez y
al tiempo m, y su siguiente visita a y sea n unidades de tiempo
nks tarde, es

R (T =m)F, (Ty*n),

Asl,
a O
P (NCy)>=2) = _i B P:(r,:m
= (Z A (Tywmd ) (T P (Tyen) )
- Py By -

Es decir, la probabilidad de que une cadena Que se encucentra
en x, visite y 2 b »ks veces, es igual & 'la probabilidad de que
une cadena que empieza en x visite y en un tiempo finito, por la
probabilidad dJde que una cadena que se encuentra en y regrese a y
en un tiempo finito.

Silflnrnontc, puede concluirse que
mes
P (NCyy>=m) = fy Ry , woad, oo (3,35
Es decir, la probabilidad de que una cadena Que se inicia en
x visite » o sy veces ¢l estado y, es igual a la probabilidad de
que una cadena con inicio en x alcance y en un tiewmpo finito, ¢
despuds lo alcance al menos (m—1) veces. ‘
Como

- Pe(NCy)mp) x P (N(Cy)rom) —~ P (NCy)>emvl),
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tla prokabilidad de gque una cadena Que emppieza en x wvisite vy
exactamente m veces, es5 la probabilidad de que una <cadena que
eapiezs €n x visite y m o nRs veces, menos la probabilidad de que
visite y (m*l) o mls veces), se sigue de (3.35) que

el

Fothiyrany = Puy Ry 2-8y3, m»>=: cel(3.36)

(la probabilidad de que una cadena que empicza en x, alcance y,
regrese a y (a~1) veces, y no vuelva & regresar a y.)

Tantiép
Pe (N{yd>=0) = § ~ B (N(yI>=1 ),
por lo Qque
P (N(y»=0) = 1 = Py . e e (3.37)

€5 decir, la probatilidad de que una cadena que s€ inicia en
cera, nunca yi:ite Ve

Estas 7oraulas son obvias en farmas intuitiva. Para verificar
t3.36), por ejemplo, obskrvese Que una cadena con inicio en x
visite el estado y exactamente » veces si y Solo £1 visite y por
una primera vez, regresa a y »~1 veces adicionales, y no vuelve a
regresar a v, ; :

; S¢ usard la notacion E«( ) para denotar el VALUR ESPERADOG de
variables aleatorias definidas en te¥rainos de una cadena de
Maerkov, con inicio en x. Por e;eaplo,
' Ex(1y(Xn)) = 1#P Chnxy) + O#F, (Kn=y)
F P"(x,y) ees§3.38)
Se sique de (3.34) y ¢(3.38) que
ExCNCy) = E,¢E 1,0000)
- wag
'5‘ E, ¢ y(Xn))
-
= 5 P™x,y)
Negt *

Esto es, el valor esperado del nluaero de veces que la cadena
que comienza en X se encuentra en el estado y,

Sea
. N .
Bixoyd) = EL(NCY)) 'J{ PUx,¢)

Entonces, B6(x,y) denots el nameroc esperado de visitas & y por una
cadens de Markov que se Inicia en x.
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TEORERA L.
i) Sfea y un estado TRANSITORIO. Entonces,
P (N(y)Sm) = 7
(la cadena con inicio en x sblo hard un numero finito

de visitas a y) y
}20 xe&

GCx,y) = ’
1 -HRy bea(3.39)

la cual & finita para toda x€3§ .,

id) Sea y un estado RECURRENTE. Entonces,

P‘,(‘N(y)ew) = %
GCy,y) =@ .
Tanbién
P CN(y)ew) = P (Tg @) =Py , x68 ces(3.40)

si Py-o, _entonces G(x,y)=0, sientras que si f%, M
entonces 6(x,y)= @ . :

Este teorema describe la diferencia fundamental entre @
estado TRANSITORIO vy un estado RECURRENTE. Si y es un wstdo
transitorio, entonces, sin Iimportar donde comience la cadena de
Narkov, hard& solo un nkmero finito de visitas a y, v ¢l Numero
esperado de visitas a y es finito. Supbngase ahora Qque y es uv
estado recurrente. Entonces, si la cadena de Narkov se inicia en
otro estado x, paede ser imposible que llegue a y, Sin easbargo,
sl es posible y la cadena visita a y al menos yna vez, entoncos
. lo hard infinitamente seguido. Esto puede cbservarse de nuevo ev
la Figura 3.21.

PRUEBA

Sea y un estado transitorio. Como O !éaf 1, se sigue de
(3.38) que

P (NCyd)=m) = 1im Py(NCyI>=m)

L
m.g
= lim -ﬁb ﬁ%
| LU ’
"0.

Por (3.36):



GCx,yd = Ex(Niy))

o

= 5 m P tNCydI=m)
mset
® m-{

= & m_,equ ('I-e.,).
med

Rustituyendo t=FPy en la serie de potencias

n

a .
& omot = z
— .,

mef (l..t).
se concluye que

6ex,p) = Py ca-R 1
-z, "

,.-...___Pi___\/ a0
1 - Py
lo cual completa la prucha de (i).

Ahora, sea y un estado RECURRENTE, Entonces {251, y s& sigue
de (3.35) que

Py (NCylem) = Jim Py(NCy)o=m)

2o
=1in Ry = Py
el

En particualar, Py (N(y)sa) = }. Si una variable aleatoria no
negative tiene probabllidad positiva de ser infinita, su valor
espérado es infinito, as!

8Cy,y) = Ey(N(y)) = © ,

54 fqulo, entonces Pa(Tly=n)=0, para todo entero m positivo ¢
infinito, entonces (3,28) implica que

P (x,y) = 0, ‘n>el:
asi 6(x,y) = O
€n este caso., Si }z > 0, entonces
PeiNCyI=®) 20 > 0
¥, por lo_eanto,

Glx,y) = E4(NCy)) = @
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S¢ea y un estado TRANSITURIO, Como

a0
3 PPx,y) = B(x,¢y) ¢ @ , XES,

*4

se observa que

lim P"tx,y) = O, xe€s, e (3,42
n—=—2>0

Una cadena de Markov se llama CADENA TRANSITORIA,. si todos
sus estados son transitorios, y CADENA RECURRENTE, si todos sus
estados son recurrentes. Es f&cil ver gque una cadena de Markov
con espacio de estados finito, debe tener al menos un estado
recurrente, y por lo tanto, no puyede ser una cadena de
transicibn., Ya Qque si S es finito y todos los estados fueran de
¢ransicibn, entonces, por (3.471)

0= X lin Pltx,p)
S -l

= lim & P™x,y)
n—=>0 ¥3

= lim P, (Xp6 8)
n=->mo

= lim J

n=-?wo
= 1

lo cual es una contradiccibn,
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J.7 ANALISIS DEL ESPARCIO D£'£STODOS'

fean x, v dos estados no necesariamente distintos. Le dice
qur “x LLEYA A v” 5§ ﬁ&) 0, &5 decir, X LLEUA B V si e3 posible
Jue una cadens que se ecuantra en x, s$£ encuentre en y despubs de
un tiempo menor Qque infinito, Esto se observa gréficamente si es
pasible, por alpln camino, llegar de x & y. Por e¢jenplo, en la
flaura 3.24, #]l estado ¢ LLEVR al estado ¢,

Se dice que dof estados (x,v) se COMUNICAN 55 x LLEVA a vy, v
adends, y LLEVA & x., Esta relacibn tiene las siguientes

propiedadess
8) Reflexividads x se COMUNICA consigo mismo.

b) Simctrias si x COMUNICA con y, entonces y COMUNICA con
X

<) Transitividadr si x COWMUNICA con v, y y COMUNICA caop z,
enptonces x COMUNICA con =,
. TEOREMA 1.

Sea x um estado RECURRENRTE, ¢ :apbbgo:e que x LLEVR a .
Entonces y s RECURRENTE vy Ryx Fu® !, €s decir, si x es

" recurrente. y x lleva a ¢, entonces x, y estdn CONUNICADOS,

PRUEBA: '

Asumiendo que y distinto de x, ya que de otra forma se

' ; tendria le propiedad (a),
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Come
PATy <o) = Fy> 0

5o observa que Pe(Ty=n) > 0, para algun entera posi two n. Sea n‘,
dicho entero positivo, i.€.:2

ng= min (nx=l 1 F (T, *sn) >0 ). vae (T 42)
Se sigue de (3.42) y (3,29) que P™(x,y) > 0 v
P x,y) = 0, I<=m<an, cer(3.43)

£s decir, la cadena no puede pasar de x @ y en menos de ng pasSOS.

Como P™ (xXyy) > O, pueden hallarse estados y,, Ypjyieey yﬁ,-: ]
tales Que: : :

P,(X"V‘,-c-, wal'y;‘.,, X., "'y) L P(x,y).n. P(y,‘.,, y’ > 0

Ninguno de los estades Y5 ,..., Yn-c€5 igual @ x 0 @ y5 y&
que 51 esto sucediera, serfa posible - ir de x & y con
probabil idad positiva en menos de n, pasos, en contradiccibn cen
(3.43). )

Ahora se desostrark que Q: =l. Supohgase lé contririo,
H: <t., Entonces, una cadena de Markov con inicio en v tCier:
probabilidad positiva l—ﬂ: de no alcanzar x. RGn ads, une cuadel:
de Markov con inicio en x tiene la probabilidad positivas

P(xoft) see Pligasy) €1 ~ Ry

de visitar los estados Yi,e009 YRete ¥ sucesivanente n Ja:x
Primeras no  VECESs ¢ NUNCE regresar & x desputs del tiempo no
Pero, si esto sucede, la cadena de Narkov nunca regresa & x en
algln tiempo nr+1, por lo que se '_ontrcdlcc la :apo:lclbh de yue
X @5 un estado recurrente. .

C0.0 P., !, hay un entero positive n, tal que P"‘(y,x) >0,
Ahora, como

6NNy

P CVyy) = B, (hopmem =) 2% By (Kny #X, Knjen %X, Knpumer,=¥)
cp ’(y,x) P%x,x) P™(x,9).
Entonces, ‘
6Cy,y) >= TPy, p) = 5: P Ty 35 By, )™ x, y) E P Cx, 500 u
nmisen, mi '

e P (y,x) P (x,y) B(x,x)

s m.,
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de donde se tiene Que y €5 tamhiép up estadc resurrente,
s recurrente y Yy lleva a ¥, se observa gue AL =7, Este
zompleta la prusha.

DEFINICION:
itn conjunte de estados C no vaclo, ¢s5 CERRADD si no existe
un estado en € Que lleve a otro estado fuera dé C, i.€.,

Py=0 . xec, yec. ere (3 44)
Equivalentemente, C ¢s5 cerrado si vy sbélo sis
Plix,y) =0, x€C, y &€ Con 271 ,,.(3.45
En rcalidad, -atn de la condicidn nks dEbLIl Jde gque
Plx,y)=0 con xeC y y & [ see(3.454)
puede praobarse que C es cerrado.
. 2§ se cumple (3.46), entonces para x¢{ y vy & C
P x,y) = £ P(x,2) Plz,y)
S

= T Plx,z) Plz,y¢)
2¢$

:O,
de modo gque (3.45) puede probarse por induccibn.

Si C es cerrado, entonces una cadena de Markov que comienza
en - L, permanecerd en C con probabilidad !. En la Fiqura 3.1
puede observarse que los estados O y ! forman un conjunte
cerrado, Una vez Que la cadena se encuentra en alguno de ellos
pernanecerd en el congyunte (0,13,

Si & o5 un estado absorbente entonces (a} es un conjunto
cerrado, ya que el sistema permanecerd siempre en a.

DEFINICION . .

Un conjunto cerradao C se llama IRREDUCIRBLE si "x lleva a v”
Fdard todds las opciones de x,y €L, S sigue del Teorema 1 Que si
L es un conjunto cerrado irreducible, entonces, o todos los
estados en C son Ctransitorios o todos son  recudrrentes. En la
fFigura J3.11 se observa guae (0,1 forman un conjunto cerrado
irreducible. NOtese gque en un conjunto irreducible existe siempre
un camino Qque comunice dos estados cualesquiera del conjunto,
aunque no necesariamente en un paso.
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CORGLARIO

Sea ¢ un conjunto cerrado irreducible de estados
recurrentes. Entonces

By« 1
A (NCyI=D) =
G(x,y) o
para todas larx 6pciones de x,v€C.

Una cadena de Markov irreducible (tasbidn llawada regular),
€5 una cadenad cuyo espacio dr estados es irreducible, es decir,
una cadena en la cual de cada estado se puede pasar a cualquier
otro, en uno o mds pasos, (véase mds adelante, en teorla de
gréfices, el concepto equivalente JdJe gréfica fuertemente conexa..
Tal cadena de Narkov necesarianente @5 una cadena transitoria o
una cadena recarrente.

" El Corolario anterior implica, en particular, que una cadena
recurrente irreducible visita cada estado un némero infinito de
veces con probebilidad I. :

Como se menciond en la seccion 3.6, i S es rinita contiene
al »enos un estado recurrente; de »odo Que, cueslquier congjunio
cerrado finito de estados contiene al menos un estado recurrente.
Sea ahora C un conjunto cerrado irreducible finito, Como todos
sus estados deben ser transitorios o todos recurrentes, vy C tiene
al »enos un estado recurrente, se tiene entonces gue cada estado
en C es recurrente, £s5 decir, en un congyunto cerrado irreducible
finito, todos los estados serdn recurrentes, De aqul se obtiens
el siguiente

TEORENA 2

Sea C un conjunto cerrado 1rreducibl¢'fin!to. entonces cada
estado en C es recurrente.

Considérese una cadena de Narkov Que tiene nlumero finite de
estados. E] Teoreme 2 iwplica que si la cadena es irreducible,
debe ser recurrente., S1 la cadena no es5 irreducibls, puede
dividirse en subconjuntos Que si1 sean irreducibles, y utilizar
los teoremas anteriores para detersinar clales estados son
recurrentes y cubles transitorios.

EJEMPLO 2.

Considbrese la cadena Je Markoyv con matriz de transicibn:
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v 0 15 25 115 0 1/
20 0o 0 1/ 273 1%
0 Q 0 172 0 172
.0 o0 0 /4 O 3¢

zuya gr&fica correspondiente se aprecia en la Figura 3,22,

. 1
= Figuma !.ll
Desconpesicida del Espacio de les Estados

AN

Heura 3,122
Grale Ondenade

tome . primer. paso para determinar cublés estades  son
transitorior v cukles son rezurrentes, debe analizarse cuales
ostados "llevan” a cuales otros., Esto se indica en la matriz, de
la forma va mencionads en la seccién 2.5.2. : R
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2z + + + * + +

'

!
-2 e + + + +* +
3{0 6 0 + o+ 4

d lo 1) o + »’ *

& o 0 0 - + * |
Como se dijé, esta ratriz puede obtenerse con potencies booleanas
de la matriz dé¢ transicibn de un paso, o directamente (lo - »ds .
sencillo), de la gré&fica.

El elemento (x,y) de esta watriz es "+" o "0”, dependiendo
de si ﬁh es positiva o cero, i.e.,, 51 x lleva o no a y. Par
supuesto, si P(x,y)> Q, tntancos'4%>0. (El Inverso no siespre se¢
cumple, ya que se puede illegar de x & v en mds de un paso,) '

POF'CJEDPIO,

Pez,00 = 0 pero

P232,0) = P(2,1)PC1,0) = 1/20 > 0
Por lo tanto, £, > 0.

El estado O e5 un estado absorbente y, por tanto, tamsbilp es
recurrente. Se ve claramente de la matriz (o de la gréfical), gus
(3,4,5) es un conjunto cerrado irreducible. £l Teorema 2 implice
que 3,4,5 son estados recurrentes. Los estados 1 y 2 llevan &
cero, pero no pueden ser alcanzados desde cero., Del Teorema ! s¢
tiene que 1,2 deben ser transitorios. En suva, I y 2 son
transitorios v 0,3,4,5 son recurrentes. '

Sea 5y una coleccidn de estados transitorios en S, v sea Ca
una coleccidn de estados recurrentes en S. En el e eaplo
anterior, Sy =(1,2) y Se= (0,3,4,5) . £] congunto 5Sg puede
descomponerse en los siguientes conjuntos (disjsuntos) cerrados
irreducibles (o clases)s C; =(0) y Co » {(3,4,5) . El siguiente
teorema puestra que tal Jdescomposicién es siempre posible cuando
5 es no vaclo. . ' :

TEQRENA 2
Supdngase Qque - el conjunto Sa de estador recurrentes es no

vacio, entonces Sa es 1a unidn de un numero finito o iInfinito -
numerable de conjuntos cerrados irreducibles disjuntos Ciy Cajeie
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Fragbai

Elfjase x¢ Sa y #ea L el congjunto de fcdos los s
T tales que "x lleva a yv*. Lome x &5 recurrente, Pu .
tanto, x € . USe¢ verificarsd ahora Que C es un zonjunta cerrado
lrreducibl e,

Rupbngass que ye O y "y lleva & z". CLomo v 5 reéc
del Teorema ! s¢ tiene que x lleva a =, Entonces 3
nuestra que C ex cerrado.

Supbngase Que y,2 €L, como X €5 recurrente y “x lleva a y".
f€ Figque Jdel Teorema ! que y lleve a x y como "y lleva a x" y "x
llcva a =", se concluye que "y lleva a =", Esto muestra que O e
irreducitle.

Para coapletar la pruehba del teorema se¢ necesita mostrar que
51 C v D son dos subconjuntos cerrados irreducibles de 2, o son
disjuntos o son idénticos,

Supbnyase Qque no son Jdisjuntos y sea x C,0, Elljase vy C y
entonces x lleva @ y. Como x C y C es irreducible, y como I es
cerrado, x Dy "x lleva a y”, se concluye que vy D. Entonces
cada estado en C est& tambibn en D. De manera similar, zada
¢stado en D estq en O, v por lo tanto son idénticos.

Puede usarse esta Jescomposicibn del espaczio de estados de
una cadens dJde Markov para entender ¢l comportamiento de ur
sistema tal, &i una cadena de Markov se¢ Inicia en uno de los
sonjuntos cerrados Irreducibles G de estados recurrentes,
permaneceri en € . para siempre y, con probakilidad ! visitark
cada estado -en € ipfinito numero de veces., &1 la cadena empieza
€n el conjunto de estados transitorios & , ya sea que re quede en
3 para siempre (si el conjunto de estados es infinito), o, en
213un momento, . entrardé ep alguno Jde los estados C para
perpanecer ahl, visitando Iintinito nluwero de veces estos estados.

3.8 APLICACION DE LR TEORIA DE BRAFOS

Exte nucva herramients porpitird hazer un andlisiz  Jdel
€spacio de estados de una cadena Jde Markov (zon espacio de
estados finito), de forma sencilla vy objetiva. .

Considérese una cadena de Markov con un conjunto de estados
Je nlumero finito r, entre los que se efectudn transiciones, A
zada una de las r transiciones efectuables corresponde una
probabilidad, Que €5 un nimero positivo o nulo, de donde se
deduce una primera observacibng hay transiciones “posikles”
Corobakilidad positiva), e "imposibles” (probabilidad nula).

En este punto er pecesario visdalizar €l conjunto 2 de los
fstados, as! como las transiciones posikles entre ellos.
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Puede ha: se un dibuio sumario donde los puntos numeradas
representan Io cstados, ¢ Jonde las flechas entre los estados
repréesentaran la; transiciones posibles., R esto se le llama
GRAFICA DIRIGIDA, generalmente e@gbreviado como DIGRAFICA o
DIGRAFG, &1 se quiere perfeccionar esta representacibn puede
insecribirse junto a cada flecha un ndwero positivo Inferior o
igual a It la profabilidad de la transicibn representada oor la
flecha. BI no hay flecha, la probabilidad de transicibn es cero.
Completando con extos datos numéricos, el dibujo contiene tants
informaczidn como la matrir estocdstica asociada a la cadena de
Narkoy, ‘

Paradd jicamente, lo que se hizo para dar al problema un
soporte concreto v visualizable, servirk para una abstraccibn muy
rigurosa.

En efecto, se ha reducido lo esencial del problesa a un
dibujo Yormado por puntos y flechas que unen & ciertos pares de
~puntos. Un dibujo de este tipo se llama ¢l DIGRAFG o la DIGRAFICA
de las transiciones posihles, ’

Por otra parte, el ente matendtico "grafo”, que se encuentra
en varios v mlltiples campos, es objeto de un estudio sistenltico
llamado Teorla de Brificas. A continuacidn se expondrbn ciertas
nociones v algunos resultados de esta teoria Qque sersn
indispensables, y se hardéd su equivalencia con los conceptos
mencionados en las secciones anteriores. Sji se desea conocer un
estudio mds detallado Jde la Teorla de Grdficas, refidrase a (N).

3.0.2 DEFINRICIONES

El dibujo del que se habld arribe no es, de hecho, . mas que
una red, imagen concreta del grafo, ente matenbtico abstracto,

DEFINICION

Se llama GRAFL &l par formado por un congjunto & y una
aplicacidn multirorme [ de 3 en si mismo (o relacién binaria), Se
llama @ este grafo 6 = (3,M.

NOTA: Unicamente se¢ considerarkn los grafos finitos, es
decir, grafo: tales que la cardinalidad de & sea finita.

La nplirac10n I hace corrc:pondor & todo oloncnto s de S un

congunto, [ (s) de elementor Je S que puede contener al mismo s,
reducirse a un solo olenvneo o cer vacio,
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DEFINICION

Losr elementos de ['(s), si existen, se llamaran los
SIGUIENTES de 3.

DEFINICION

Se llawma ARCO de grafo a todo par orientado (o dirigido),
(5,¢) ¢ta) que te '(s), s decir, tal que t sea un siguiente de s,
Reciprocamente, se dice que s @5 un PRECEDENTE de t. Se llama
ORIGEN del arco @ s v t es su EXTRENO, (Ver Figura 3.13)

S Y K 1 lﬂ!l.
e s

Fipura .13

DEFINICION

in arco,(:.k) en que origen y extremo se confunden, se llama
«z BUCLE o un LOGP, (Yer Figura 3.14)

Tigurs 3,04
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La aplicacién r dparece asl como un con,junto de relaciones
binarias orientadas entre los elementos de S, o bien, cono una
parts del producto cartesiano SxS.

Par cste motivo, a wmenudo [" representard tanbién el conjunto
de los arcos. Arl, pare decir Qque el grafo G(S,I") contiene al
arce {(s,¢), se escribird (s,t) . )

Si es tan natural representar un conjunto por puntos de un
plano, lo wes tambjién el representar las relaciones bipnarias
orientadas de este conjunto por las flechas o "arcos” entre estos
puntos. &1 grafo es entonces representado par una red en Que los
nodos o vekrtices representan los elementos de S,

Por esta razdn se suele llamar VERTICES del grafo a los
elementos de 5 y as] se vuelve a encontrar la representacibn
concreta que se dio al principia,

Otras definiciones importantes sonig
DEFINICION

$i en el congunto S de los vertices del grefo 8#(S,I') no se
considers mas Que una parte S', para ia Que no se considersn mas
Que los arcos de '=['n(3'x5'), se dice que ¢l graro asi formade
G'=(3',I'"") &5 un SUBGRAFO de G. -

DEFINICION

Se llama CANINO @ una sucesidn de artos (ag,8p), (a@3,83),
(@3 84 Jjsssy(@eyitn), tal Que el origen de cade uno, a
partir del segundo, sea el extremo del inmediatansente anterior.
(Ver Figura 3.15) :
L]

E U T R K
Tigars 3.49
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DEFINICION

Se Jlama CIRCUITO a un camino c€rrado (as,83), (82,83),v¢4y
(@p-s,and. (Ver Figura 3.16)

1} )
) y % 0% S
cIncuito
Tigwre 3,16

DEFINICION

Se . llama PRSEC & una sucesibn de arcos en la cual se pasa
»hs de una vez por un mismo virtice, sin regresar al vértice
inicial. (Ver Figura 3.17)

Hipure 3.17

En jeneral, los caminos se representan por Cay, 8gp.000 @ag)’
‘o tamhidn (a,, ap) y los circuitos por (&, &z,000r &y 7R
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DEFINICION

& existe un camino (a,b) se dice que & es un ANTECESOR de
by, y que b s un SUCESUR de a. No confundir con los conceptos de
precedente y siguiente., (Uer Figura 3.18) En las cadenas de
Markov, este concepto equivale a decir "a 1leva a b”.

DEFINICION

Se dice que un grato es FUERTENENTE CONEXO, i cialquiz-i
que sea ¢l par a,b de vértices, estdn gobre un mismo circuit:.
Dicho de otra forma, esto equivale & que todos los vértices estén
CONUNICADOS, i.e., dado cuslquier par de vértices a,b, "« lleva &
bY v b lleva a &”,

Observacidng los siguientes conceptos son equivelentes:
i) a'y b estan sobre el miswo circuito
d1) existe a! menos un camino (a,b> y un callno (b,s).

La relacidn ‘“estar :obro un mismo circuito” o “estar
comunicados”, que puede representarse por -<==), es pues
sindtrica. €s adensds, transitiva (véase la demostracidn en |la
seccidn anterior). Por &1timo, si se adeite convencionalmsente que
todo punto esth sobre el mismo circuito en s1 »ismo, o sejor aln,
£i se asplia Ia relacidbn <--7> ent "esth confundido con o esth
zobre un »ismo circuito con”, la relacidn <--> es tanbibn
reflexiva. '

Hay pues una relacidn de oqalvole»cla en el conjunto do los
vértices de un grafo.

Tode relacibn de egquivelencia en un con;unto doeornlna en
el una particibn.

NOTAs

Se dicc"quo un congunto A1, Ra,..., An de -partes (o
subcon juntos de un conyunto E) formsan una PARTICION sis
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lo. Ninguna Jde estas partes €5 vacla.
0. Dos & dos son disjuntos.
Jo, Su unibn es el conjunto E,

Las partes At 4 Rzyeeey Ap se llaman las CLASES de la
particidn, Las condiciones 2a., y J&. §on equivalentes & lo
siguientes Todo elewmento de £ pertenece a una clase vy
selanmente a una.,

Se menciond arriba que existe una particibn inducida por una
~¢elasibp Jde equivalencia, pero es obvio que Inversamente, toda
pardicidn Jefine una relacidn de equivalencia, que es,
Fiaplevente, “pertenccer & una Mmisma cClase que”,

ia relacién <--> deternina en un grafo una pcrti&ldn cuyars
clases ge llanan las CONPONENTES FUERTEMENTE CONEXAS, abreviado
Jeneralmente como cfc.

Por definicidn, dos vertices de una misma cfc estdn sobre un
nis®o circuito, pero esta no Quiere decir necesariavente gue el
subgrare formado por esta cfc sea un grafo fuertemente conexa.’
Erto #0lo  sucede si dos vertices cualesquiera de esta cfc esthn
LFobre dn mis®o circuito cospuesto de elewentos de la cfc.

Pero todo circuito que pasa por estos dos vértices no tiene
B35 Que Jos que “estdn sobre un mismo circuito con o confundidox
2on” cada uno de ellos, y que pertenecen pues a la »isna clase de
equivalencia, Lar clases de la particién o cfz son, por lo tanto,
subgrafos fuertesente conexocs. Esta nocibn er equivalente a la
anterior de CONJUNTO IRREDUCIBLE.

La Figura 3.19 representa la particidbn de un grafo en
;orponontc: fuertemente conexas (o conjuntos irreducibles).

Dusaempesisiin de w Coafs o0 ofo
4 AY

I

. Pigere .19




J.8.2 ORDENACION DE UN GRAFO

Considbrese que ¢! grafo 8 -cap r vértices o nodos
represéntando r estados, donde cada una de las transiciones esth
représentada por un arco (s,t),.

Los vErtices de 6 que no tienen PRECEDENTE, representan los
eventos que sblo pusden efectyarse en priser lugar. Se dice que
su congunto forma la GENERARCION (0) del grafo.

Esta generacidn (0) no podrd ser vacla mas que en el caso de
que todo punto del grafo tenga su precedente. Supuesto el niwero
de vertices [finjto, serd necesadrio que en este grafo haya urn
circuito, como esto formaria un conjunto irreducible de estados
finitos, se tratarie de una cadena de Narkov RECURRENTE. (Ver mbs
adelante el concepto de “anillo”)

Una vez efectusdos los eventos de la generacidn (0), se¢
tendrdén otras generaciones. Son aquellas que se encuentran sin
precedente en el subgrafo 6-{0). Se llanara GENERACION 1 & aste
con junto. - S

Lo misso que antes, (1) no sera vaclo mas que si se tiene
un circuito en - @ -(0). Pero suponiendo que no lo hay en &,
tampoco existirk en 8 ~(0) , ya que eg un subgrafo de 8.

Y asé, sucesivamente, puede seguirse esta descomposicion ¢n
generaciones hasta que se terpinen los vertices del grafo. lLos
vértices que pertenercen & la Gltina generacidn representerdn
estados absorbentes, por carecer de sigulentes. Del mismo modc,
los  vertices de la generacidbn cero serdn necesariasente
transitorios, por carecer de precedentes. :

: ‘La ausencia de circuito al comienzo ¥ ‘bor tanto, en cadas
una de las etapas, aseguras Qque ningupg gonqracibn :crtvvoc!q.

Esta descomposicidn de estados se llama ORDENACION DiL
6RAFO. Puede pmaterielizarse escrihiendo los vértices de la
generacién cero sobre una primera linea horizontal, las de (11,
sobre la l1ea inmediata inferior, etc. (UYer Figures 3.20 vy 3.203)




Glﬂ%&'.n

Tigura 3.262

As!, Qqueda demostrado ol‘:igalcneel
TEOREMA 1

Un grafo sin circuitos puede ser ordenado.

PROPIEDADES DE LAS BENERACIONES

1. Un veprtice iInscrito en la generacion (i} no tiene
precedentes mas Que en las generacionés {03,013, ...,
{i~1), De lo contrario tendri al menos un precedente en
el subgrafo 6 -€(0)-{1)- ... ~Li-1), y no for»arla parte
de (i). . .

2, Ademds, tiene por-lo menos un precedente en (i-1). De lo
contrario, habria sido alcanzado antes de llegar a {i)}.

Observacibns: Con el sentido otorgado al arco (s,t), es
decir, "t se efectua despues de s”"; ¢l interés recae
sobre los vértices sin precedencia, ya Que de ellos
Jependerk, en gran sedida, el comportamiento futuro del
sistema. 21, por el contrario, se representa por (a,b) la
relacion “b se efectla despubs de a”, se buscarlian antes

los wvértices sin siguiente, y s&¢ continla la ordenacidn

de esta forna. £] método es el mismo, con lc condicidn de
sustituir “precedente” por "siguiente”.

Téngase en cuenta que, s$i en 8 se cambia ¢] sentido de
todos los arcos se obtiene un grafo que se denots por 3, y al
que se llama DURL de 8. Entonces,  la generacidn (V) de 6 no
corrsponde necesarianente & la Ultima generacidn de 6. La Figurs
3.2¢ muestra el dusl de 8, vy la Figura 3.21a muestra el dusl:
ordenado. '
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Pigurs 3.010 J

RECIPROCO DEL TEORENR I

Solo puede ordenarse un grafo sin circuitos, o bien: un
grafo con un circuito no puede ser ordenada. Obstrvese la Fiqura
3.22, es imposible ordenarla. .
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Praehat

Considérense todos los caminos que vayan de un vkrtice sip
precedente a up vertice de un circuito (si no hay, €l recliproco
queda derostrade), sin pasar por otro vertice situade sobre un
circuito., Sea &k la LONGITUD (es decir, el nimero de arcos) del
payor de ellos (en la Figura 3,22 ex el camino (h,c,d) de
longitud 2). £En la ordenacidn s¢ toca un ciruito, lo mds tarde
para la generacibn k (aqu! desde I, s causa de €), pero én
todos los casos, cuando se llege a la etapa k+l no quedan ya
puntos sin precedentes., Desde luego, i r esr el nimero Jde
vértizes, k < r., De modo que ¢l teorema puede reescribirse como

TEOREMR 2

Un grafo pucdt ser ordenado si y sblo si es un Qrafo sin
‘clrcuitos. .

La palcbrc ORDEN 'designa una relacion binaria con las

:1gu1¢ne¢: propicdadt:r reflexividad,
. ‘ ’ transitividad y ) ‘
antisisetrla, E

= Dcnoeo:o por 7T~ larelacidn do orden, entonces se tiene
la siguiente :

DEFINICION.

aT b si existe an'canino (a,b) o a=b.

Con esta definicibn, la reflexividad serla cierts. La
antisinetria es debida a la ocurrencia de circuitos: si existe un
.cemino (a,b), entonces no existe el camino (L,a). &1 ex::tlcra se
“tendria un ctrcalto, el cual noe puede ser ordenado.

. Pero, de saners 9¢n¢ral, tansbikn en un grafo con circuitos,
la relacion 7T clono por lo menos las propiedades de:

reflexividad y

transitivided.
701 relacidn se llama un PREORDEN.

Un orden es, pues, un caso particular de un preorden: un
sreerden antisimbtrico. La relaciébn de equivalencia "E” estéd
relacionada con "1,

En efecto,

“a existe sobre el mismo circuito que b*, i.e., aE b

‘equivale a1

“existe un camino entre a y b*, i.e., a T b, y
‘Mexiste un camino entre by a', i.e., b T a,
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Esto puede escribirse como
a £ b {ex> @ Tb vy bTa

Dado un preorden I, la relacidn de equivalencia E as!
construida, determina en S clases Jde equivalencia entre las que
extiste un orden.

E] preorden T caorresponde al grafo 6 y la& relacibn de
equivalencia £ es la que descompone el grafo en componentes
fuertemente conexas. Esto representa la nocibn Je la seccibn
anterior correspondiente a ”de:conponor el espacio de estados en
conjuntos IRREDUCIBLES”.

Con:truycndo ahora un grafc g en el gque los vbrtices
representan las cfc de &, y donde un arco (i, ) signifique la
existencia de por lo menos un arco que va dé un vhrtice de la crfc
nimero I a un vértice de la crf:c nlmero ;.

Es evidente que si hay un arco (i,j) no existe arco '(y,i),
ya que entonces “i" y ”J”‘portcnctcer!an a la wmisme ctc.

De manera »&s jeneral, se ve que g es :Jn circuitos, ¢ puode
‘ordenarse y se le l1lana el GRAFO REDUCIDO DE 6, y representa le
divisidn del sistema en conjuntos Irreducibles. Para 9;a-pliflcar
esto, vhanse las Figures 3.23 y 3.23e, donde e raserve’ la
releacidn de ordeén de las clases de equivalencia.

: » ,

Melaside do Ovden eutre ‘tas mm de. oclulmu .
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JEFINISION

te llama CLASE INICIAL de un grafo 6 a teda cfc de 6
representada e€n 6 por un punto Jde la generacidn (0}, (Por lc
“anto, el jrafo de la Figura 3,23 tiepe dos clases iniciales.)

DEFINICION
Recioracamente, se llama CLASE FINAL de un gqrafe & a toda

:ic J&¢ & representada ep G por un punto de laq Lltima generacibn.
(Por lo tanteo, ¢l graro de la Figura 3,23 tiene una clase final.)

Estas Jefiniciones son de suma importancia, ya que permiten
decerrinar won racilidad los diferentes tipos. Jde estades gque
ferean  un  sistema., Toda clase final sera necesariamente un
cQniunto de estados recurrentesr (si €5 un solo esteado, é&ste seréd
absorbente), ya Que @l sistema permanecerd siempre en csa clase
une ve: Que ha llegado a ella, Todas lar clases que no sear
finales, necesarianente representardn conjuntos de estados
transitorios, ya Que existe probabilidad positiva de que el
ristemd no reqrese a ellas,

EJEMPLD 7.,

Jonsiderese la matriz de transicibn mencionada en el E jemplo
J de la seccibn 3.6, En le Figura 3.12a se tiene &l grafo
irociedo, junto con €l grafo j de las clases de 6, ordenado.
Puede verse Que las clases finales 1 v 111, son npecesariamente
zonjuntos de estados recurrentes, mientras que Il es un conjunto
de¢ estados transitorios. Estos resultados son exactamente los
wismos Que los encontrados en la seccibn 3.6.

3.8.3 PERIODICIDAD

Una clase final, considerada aisladamente, no €s mas que un
grarfe fuertenente conexo, e5 decir, dun graro en el que- dos
virtices cualesquiera estdn sobre un mismo circuito.

Es conveniente extenderse un poco mds sobre estos circuitos,
Considérese €l grafo de la Figura 3.24.

Tigurs 3.24
Grale fuertenente sonere oon periodicidad ¢:3
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Puede verificarse que todos los circuitos de este grafe
fuertemente conexo contienen un numero deé arcos que es wmlUltiplo .
de §. BSe dice entonces gque son de longitud wmultiplo de 5
(llamando “longitud” de un camino o de un circuito, como s¢
indich, al nlumero de sus arcos).

Para explicar vy generalizar estas propiedades, sea t ¢l
winimo comlin dJdivisor de la longitud de todos los circuitos dJdel
grafo 8 (¢t recibe €1 nombre de PERIODICIDAD o PERIODO del grafo).
Este numero puede, en particular, ser igual a 1 (por ejemplo, si
el grafo tiene hucle), entonces se dice gue el grafo es
APERIODICO. Si el estado i Je una clase es aperiddico, entonces
todosr los estados son aperiddicos. Los estados recurrentes
positivos que son aperiddicos reciben el nombre de estados
ERBODICOS. Una cadena foraads de estados ergbdicos, se dice que
es una CADENA ERGODICA.

LENA. .
Todos los caminos entre dos vertices dados I vy 4 son de
longitud igual en médulo ¢. e

(LYY

Sea uysun camino (i, 4). Se llamardk L(u;) a su longitud. Sea
u un canino cualquiera (j,i).

Entonces u;+u constituye un circuito (i,4,1) cuya Iangit&d
LCu IslCu), serd un »lltiplo de ¢t por Jdefiniciédn.

Notas Cuando do:‘naioro: X,y son iguales en NODULO ¢, quiere
decir que x-y es igual & un »Ultiplo de t; esto se denota por:

i x =y mod ¢,
o x=y= 0 mod ¢.

Entonces,
LCug) # LCu) = O mod t.

Sea u; otro camino cuslquiera (i, ;). Se tiene tanbidn
LCug) » LCu) = O mod ¢,

Restando estas dos ulti;as fcusciones se& obtiene
Llug) — LCug) = 0 mod ¢.

Apaydndose en este lema, se puede definir una DISTANCIA
entre dos vértices cuealesquiera de un grafo., Dados dos vertices i
y Je Se bha demostrado que todos los caninos 4 = (1,;) son de
longitud igual en médulo ¢, ’

Sea D la distancie (i,j), entonces

DCi,yg) = LCu) mod ¢

102



con O<L=N(i, )v=t~2, DCi, i) = 0,1y 0aa,t=1,

Esta distancia tiene la propiedad de aditividad mbédulo ¢t. £En
efecto, del lema anterior:

D, 30 + DCy, k) = DCi, k) mod ¢,
En particular, |
Deigg) » DCj,d) = 0O mod ¢,
Notas Ténjase presente que de aqul no puede deducirse
DG, = DG, i) mod ¢,
pero puede escribirse

DCi, 30 » DCjd) = ¢,

Esta distancia permite definir una PARTICION en el conjunto
‘de vértices del grafo 8.

qco & un vértice arbzcrario, pero fijo de 6. Considérense
Ie: ¢ CODJGDCO!! )

Cn = C 4/ D(ayiden 3 (n = 0,1,..., t=1)

que se leés “zonjunto de vértices de 8 rlfaado; & una distancia
de @ igual e n”, para los ¢t valores posibles de n.

Si teZ, no hay mas que un conjunta Cp.

Si gesz, se dice que los Cs Torman una particidn de 6.

En efecto, para todo vértice i, D(a,i) es un nkwmero bien
detersinado que vale 0,1,..., © (e 1), Todo vértice i pertenece a
uno y sélo uno do los Cw.’

Notes las Cy reciben en general el nombre de SUBCLASES.

PROPIEDADES DE LA PARTICION EN SUBCLASES

lo. Decir gue i,J portonocon & una misma subclase © no;
xtqniflca Ques

D(a,i) = D¢a, s
y cualesquiera que sean i y 4, pgre;noclcneo: o No & una miswa
subzlase, se tiene, de una forma general, 'por la propiedad de
aditividad : C : :

D(a,i) * Dea,j) * D4, 5 mod ¢,
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Por lo que es equivalente a decir que [ y ; pertenecen a und
misma subclase, 0 que

D(jei) = O mod ¢,

Se observa que la relacibn de equivalencia “pertenecer a una
mispa suabclase’, no distingue @ ningun a. La particibn en
subclases esta pues Intrinsecamente ligada al grafo G fuertemente
CONEXo,

Por lo tanto, la relacibn de definicibn a partir de un a
particular, tiene la ventaja de permitir una numeracidn de las
rubclases.

81 se hubiera partido Je otro vértice b, se tendria otra
numeracidn, deducida de la precedente por perlueacldn circalar,
pero siempre en las misnas subclases.

20. Sea i un vkrtice de la subclase Cn., Todos sus slgaientes
pertenecen & Cnu. (Por excepcibn, a U para n=st- 1). En efecta,
para fualqaicr j siguiente de i ' S

D(i,j) = 1

de donde Pea, ;> = (n + 1) mod ¢.

CONCLUSION

&1 se sigue un camino cualquiera de un grafec fuertesente
conexo, ‘ 0
- & cada paro s¢ cambia Je subclase,
-~ las subclases se encuentran siempre en el mismo ordcn, con
“una periodicidad t.

En lo que se refiere a las cadenas de Narkav, estas
propiedades tienen la siguiente consecuencia: ‘

Sean x,y' dos estados de una misma cla:o rfinel <(y por lo
tanto recurrente), de periodicided t, representados por los
vertices 1 y 4 de grafo asociado., Como i, por hipbtesis, no tiene
siguientes Qque no pertenezcan & U, todo casino (!,J) esth
' enteranente dentro dc c. , :

~ €4 longitud es puo: 19«01 e D¢d, -od te Pcrt:&ndo de x, es
imposible encontrarse en y al cabo Jde un nanoro de transiciones
que no sea fgual a D(i, ) wod ¢, Asi,

P"Cx,y) * 0 . para todo n = D(iyy) mod €.
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£n particular,
P"(y,y) = 0 para todo n no mUltiplo de ¢.

Por otro lado, se dJdice que el estado ¢ tiene periode
t (trsl), i P"(y,y)=0 siempre que n no sea divisible entre t v
que ¢ ses el mepor entero con esta propiedad. Por ejemplo, si es
positle que el proceso entre al estado 1 solamente en los
instantes ¢,2,9 0000 €N UYD caso este extado tiepe periodo £.

%i existen dos nlmeros consecutivos s y (s+1), tales que €l
proceso puede encontrarsy en €l estado i ep los instantes s vy
(i*l), s¢ dice Qque el estado tiene periodo ! y recibe el nombre
de estado aperibdico., Si el estado i de una clase es aperibdico,
entonces todos los estados son aperibdicos. Los estados

recurrentes pasitivos aperibdicos son, como se djgjo mas arriba,
ergodicoes. .

3.8.4 EJENPLOS
EJEMPLO 2.

- -1 » g -
Considerese ¢! proceso con matriz de transicibng

NES IR 3
: 412 w2z o
2 ] 1/ 172
3 o 0 z j
e Cuyos grafos asociades se muestran en la Fiqura 3.25., De

esta grérica se observa que el estado 3 er absorbente ' (caso
particul ar de estado ergbddico), mientras qQue ! y 2 san
transitorios. : ’ : I




EJENPLD 3.

Considérese €] proceso con matriz de transicibn:

! z 3
: w2z 112 0

2 0 12 12 ‘
3 0 72 2,

Cuva grdfica asociada esta en la Figura 3.26. De oqui se
concluye que el estado ! es transitorio, wientras que 2 y 3
foraan un conjunto Jde estadosr rocurronto:,'org¢d:co. '

EJENPLO +.

Considerese e! proceso con matriz de transicidng

! 2 3
1 ,'1/2 1/2 0
b4 S0 17Z 172
3 'Lus 73 13

Cuya gréfica asociada se muyestra en la Figqure 3.27.
Obskrvese que en este caso, se tiene una .cadena irroduciblc,,'
donde todos los estados son rocarrcnees y apcrlbdtco:.‘. g




EJENPLO 5.

Considbrese el proceso con matriz de transicibng

1 2
! 0 F
2 1 0

La grafice corrt:pobdicntc es la Flgura 3.28, dJdonde se ve

qu; la cadens es irreducible o de clase Unica, peribdica, con
e' .

10 1
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EJEMPLG &,

Considérese el proceso con matriz de transicibng

1 2 3
7 w2 1z o veo]
2 | o 72wz ...
3 o 0 102 ses
. L [ . . "l-J

Cuya gréfice corresponde a la Figura 3.29, donde se ve Que
todos los estados son transitorios.

| W

3.9 PROBARILIDADES DE ABSORCION

Sea C uno de los conjuntos cerrados e irreducibles de
estados recurrentes, y sea R(x) = B (To<®™), la probabilidad de
Que una cadena de Narkov con inicio en x, eventualmente llegue @
C. Como la cadena permanece en C una vex Que ha llegado, se llaws
a (x) la probabilidad de que una cadena Qque se inicia en x sea
~absorbida” por el conjunto C, Claranente,

;9(::) * J, si xel y
Rx) =0, 51 x es recurrente y x € C.
No es tan claro como calcular @(x) para x¢Sy.
84 'My solamente un ntmero finito de estados transitorios, y

en particular, si S misno es finito, es siespre posible calcular
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f%(x), X¢S , resolviendo un sistema de ecuaciones lineales con
tantas ecuaciones como incdgnitas, i.e., niembros de Sy, Para
entender por quk, obskrvese que sI x€Sr, unad cadena con Inicio
€n x puede entrar a £ %olo si lo hace al tiempo I, o estando &n
Sy al tienpo I vy entrande a C en algln momento futuro. E1 primer
evento tiene probatilidad

S Pix,y?
yec
v el sequndo

£ Pexey) Aoy
y‘Sr
Entonces

fc'(x) = F P(x,y) ¢ Z'(x,y).f(y), 'X€8r .. (3.47)
¥ C Y€ Sr

La ecuacion (3.47) seo cumple con S finito o inlinito, PEPro

@5 mds claro como resolverla para las R (x), x6 Sy de:conOf:da:,

cuande &, ‘es finito, Une dificultad edicional es que si Sr es

infinito, entonces (3.47) no tiene necesariamente solucibdn lnica.’

TEQRENA 2
Supdnjase Que ¢! con}unto Sr de estados transitorios es

finito, y sea C un conjunto cerrado irreducible de estados
recurrentes, Entonces el sistenma de ecuaciones

fix) = 5 Plx,y) + & Plx,y) fly), x¢8y vee€3.48)
yeo yet,
tiene la solucidn tnica:s
Cfex) = Rex), xeS,. o C eea(3.49)
Pruetas

€i se cumple (J.OO),'cneondc:“
fCy) = 5 Ply,2) v+ & Ply,z) 1(2), y€S, .
. e ees, :
Sustituyendo en (3.48)
fix) & Z Pix,y) »& *’P(x,y)P(y,z) rS I PUX,ydPCly,2)1(2)
. ,,

yeSy 20( Ve &y 2e5,

La suva de los das primeros térsinos es P,(T. £2), y el tercero se
reduce a“Z;P'(x,z)!(:),' que es lo mismo quf"‘&,'ﬁ’(x,y)f(y).
s r. ¢Sy '

Eneoncoi,
!(x) - P 8/ £2) ¢ EP (xo9)0Cy)

. Uetll:ando la induccidn o repitiendo el praoceso antcrior se .
soncluve Que, para todos los enteros po:ielvo: ni

fix) o Py(Tedn) ¢ SP (x,y)Cy), %685, . vee(3.50)
: V' r : .
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Como cada vel, €5 transitorio, se sigue de (3.41) que

lim P"(x,y) = 0, X€S, ye€Sy, ses¢3.52)
n==po0

De acuyerdo & las suposiciones del teorema Sr @5 un <¢objunto
rinite, por lo tanto, s¢ sigue de (3,51) que la suma en (1.30) ge
aproxima @ cero cuendo n-->am , Consecuentemente, para x¢Sr

f(x) = 1im Py (T, ¥n)
n-->o

P (T <o)y = R(x),
EJENPLD 1,

Considbrese la cadena de Markov del E jemplo ! de la seccibn
. 3.6. Encontrer las probebil idades de absorcidn por el conjunto
(0) para los estados 1 y 2, es decir :

BByt
v 14 g'o 'ﬁd (27,
‘ ‘DO (3.47) y de la satriz de transicidn del e emplo, se e
que 1 y 2 son estados transitorios, con Ly B, detersina! ;s
por las ecuaciones o A
B2 1144 1B + (11008,
Row Paytny = SpcL,y0 + Pty Byey)
ye o} yes,
R. ® /4 ¢+ (1/2) %‘('1) v 1/ %(2)
y Res 1B+ 19 B,
Resolviendo estas ecuscions
By sars y B - uws.
Por mbtodos :h“aro‘:,':o concluye Que

Bayt) =215y B, 0 e w8

4!.4.-'-1(

Al ternativanente, se pueden ohbtener estas probabilidades
restando R,(1) v Ry(2) de 1. ‘

TEORENA 2.
8i hay un numero finito de estados tran:ieorio:,y‘
a0 =1 con x¢ o _ : -"»'.v“'”'“f;,’
Para verificar (3.52) nbétese que. para x¢Sr . f l?‘ (x) a5
igual @ LIRS .
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.E‘:P,('Tn \lw) L P, (‘TJ' {w ),

Como solamente hay un nlmero finito de estados transitorios
y cada estado transitorio es visitado sblo un niumero finito de
veces, la probabilidad P, (Tsy <®) de Que un estado recurrente
sea alcanzado es I, por lo que se cumple (3.52),

' ine vez Que una cadena de Markov cmpieza en 4n estado
transitoric x, entra en un conjunto £ cerrade irreducible de
estados recurrentes, visitando cada estado en C, Entonces

E'r H(x) para x & , ye Ll 10e(3.53)
Se sigue de (3,53) que en el e¢jemplo

Boo Bynhy = Ranicr = 215
y BowRe #Be = Poasicr = 415

J.10 NARTINGALAS

Considerkse una cadena de Markov con e:pccib de estados
finito 0,1,:40, d‘~ y funcidn de transicibn P tal que

4 .
ﬁa yPix,y) = x, x20,1,.0.,4 sse{3 54

Recordando la definicibn Jde (:pcrcnza satendtica (vease Apéndice
R), se observa que ¢sta ecuacibn implica Qque el valor esperado
del estado préximo futuro y, sea igual al valor presente x.

Rhora, la esperanza
EUI..,/ X.-i. pocey Xn."Xp.‘p Xn=x) =

’
- ﬁ; YP(Knot 2y 7 XoSXo prese Kny®Xny s Kn=x)

d
= X vy Plx,y)
ye0 .

por la propiedad de Markov. Se concluye de (3.54) que
E(Rpy/ Xo'x.,..., X”.,"X,H, Np=x) = x 0es (3. 55)

e¢s decir, que el valor esperado de Ap, dados los valores pasados
y presente de Xg,..., Xn es igual al valor presente de Xp. lina
sucesidén de variables aleatorias que tienen esta propiedad san
llamadas MARTINGALAS. Las wmartingalas no necesarissente son
cadenas de Markov, y juegan un papel muy importante en la teotia
de probabilidad. Sdrgiercon inicialmente en los juegos de azar
(vhase (D) pare un estudio en particular sobre los juegos de
azear), . :
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31 XAnp denota ¢! capital de ub jugador despuds del tiempo n,
y 51 todas las apuestas son justas, esto es, si €l resultado de
la esperanza deé ganancia es cero ( jufgo suma cero), entonces Jn,
n »=0, forma una martingala. Llos jujadores, naturalmente, se
.interesan por encontrar alguna estrategia de apuestas, como
incrementar sus apuestas hasta que ganen, Esto podrla darles unae
ganancia esperada neta, despues de una serie de apuestas. Esta
técniza fue conocida como “LA MARTINGALA INFALIBLEY, aungue la
préctica demostrd Qque no era realwente infalible.(Vease (Bo), pp.
143) Por una parte, las apuestas en el juego por lo general esthn
limitadas; ademds, por muy rico que fuera el jugador que quisiera
utilizar esta martingala, po hay mas que una fortuna ljsitada v,
por consiguiente, corre el peligro de verse obligedo a dejar de
Jugar por falta de dinero. . h »

Se sigue de (2.54) que

o

S ¢y P(O,y) = 0

f20
¥, por lo tanto, que P(O,7) = P(0,2) = ,.. = P(0,d) = O. Entonces
cerc - €5 necesarjamente un estado absorbente. Se sigue en forma
sinilar que d es dbsorbente. Representan los estados de raina o
de ganancia mdxima. '

Consideres:c ahora una cadena de Markov que satisrace (5.5v:
Yy que no ticne estados absorberntes distintos de 0 y J, entor:i:.
los estados 1,...,0-1 sop transitorios y cada uno lleve a :-#-:
a d. (Vbase la Figura 3.30) Si la cadena de Narkov empicza v x,
eventualmente entrs-2 en uno de los dos estados absorbentss C ¢
d, y persanecera ahf. : :

0 1 3 L I 4

Tigwre 3.9
MRTINGALA

12



Entonces,

LTS

E4(Xn) = y P (hp=y)

<
u
o

L3
kg

14 P"('YX, 2

-
"
(-3

a-1 n »
. =3 yP X, y) ¢+ g P (x,d)
2 y10
: o

=3 vy p%x,y) 0 o P (T, % n)
; Lald

Ve | que

tiende Cero cuando n tiende a infinito para y =

) 1,2,.-«,(’"1.

5 Como los estacos 1,2,.,.,d-2 son transitorios, se
E{ PP Ciyyd
s €n consecuen:ia,

n==>

y lim E’(xn) * dP. (T <o) o dﬁ,td
\
At

: Por otro lado,  se sigue de (3,54) que EX"=£X»au..lEXo Yy por
i-tanto, £,(X,) = x, Ast,

1im€,0Kp) = &
ne~> '

1yualando estas dos Ulcimas ecuaciones

Fa=xtd, xe0,...,d T ease

. Como L. vfly =1, se sigue de (3.5¢) que

Ros1 -9, x=0,...,d

Es Decesario verificar que, para x=4,.,,,0-¢,

X/d = Plx,d) + > (y1d) Pix,y) cei(3.57)

1o cual puede seguirse de (3.5¢4).

La ceadena genttice del Ejemplo 7 de la seccidn 3.4,
gatistface (3.54), agl como 1a cadena de la ruina de un jugador en
0s2y0009d con matriz de transicidn de la forma

i(,3~




P 0 0 e 0]
1/2 0 MHZ ... 0
0 12 0 ... 0
Lo 0 0 e 7]

Supbngase que dos jugadores hacen serie€s de apuestas Jde ciepn
pesos hasta que uno de ¢llos se arruina, y ademds cada jugador
tiene probabilidad !/2 de ganar una apucsta dada. Si el priser
Jugador tiene un capital inicial de Jd-x cientor de pesos,
entonces el sepundo juzador tiene prokabilidad »9¢= x/d de
arruinarse y el primer jujador tiene probabilided I-(x/d) Jde
arruinarse.,

3.42 CADENAS -DE NACIMIENTO Y MUERTE

€n una cadena de Markov irredusible, o todos los ertados son
recurrentes, o todos sonp transitorios, Je wodo que una cadena de
Markov irreducible o esx recurreénte o €5 transitoria, Una cadena
de Markov irreducible con numero finito de estados, es
necesariamente recurrente. En general, es dificil decidir cuando
una cadena irreducible con nimero infinito Jde¢ estados o=
recurrente o transitoria. Sin embargo, esto puede hacerse para la
cadena de nacimiento y muerte.

Considbrese una cadena d} nacimiento y‘nuoitc en los enteras

no negativos o en el conjunto finite O0,...,d . Enp -el priver
caso d= -, La funcidn de transicidn es de la forma:

Qe s y=x-1

Plx,y) = Te £i y=x
P, ' si yax+l
[¢] otro caso

Donde px + Qv+ re= 1, para x€S, Q0 y px 20, i d < o,
Adicionalmwente, supbngase que p, ¢y Q, son positivos para 0O <{x <d.

Para a y b en S tales que & < b,' sea |
alx) = B (Ta T ), ad< xdb

(Es decir, ulx) representa la probabilidad de¢ q&c une cadena que _'
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se injcia en x, alcance el estado a antes que ¢l estado L), V/ sea
wl@d)=! ¢y uib)=0, Si la cadena de nacimiento y muerte s¢ iInlcia
en vy, éntonces va en un paso a v-I, y o y+l, cop prokabilidades
Qes’ar O Py respectivamente, Se sigue entonces ques

ucy) = g uCy=1) + r uly) + p uly+d), asylb 1e0(3.58)
Como n, =l-p -q, , puede reescribirse esta ecuacidn

uCy+ld) = ulyd = qu (uly) - uly=1)), avyll 2ee(3.59)

d = ’ O<yvd e (3800

De (3.89) se ve que

uly+l) - uly) =« 4 (uly) = uly=2) y alylh

J".[
ge lo cual se tiene

4 4
ulyrd) = uCy) = 24, L (uCa+2) - uCa))
“a ryd

= Jﬁ—(a(a+l) - ufal)
r 4

Consecuentemente,

uly) - uly+l) = jﬁ—(u(a) - ula#l)), a&ai=ydh e (3.62)
Y .

Sumando (3.51) sohre yra,...,b=! y recordando que ula)sl vy
ulh)=0, se concluye que

u(a) - uCarl) b
* e d
&% =8
Yz a

(3.61) se convierte en
uly) - ulyrl) 5;1E~ al=yilh
-
yza 4 . , )
Surando esta ecuacidn sobre y = X,...,b-1 y utilizando la formula
uth)=0, se okbtiene

18
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Se rigue de la deflfinicidn de u(x) que
o

P AT T, =_.V,":__",_‘.r_. s asx<b o Ceea(362)
pa !

Restando (3.¢2) de ! a ambos lados
A-f

—

)
Bo(TasTy = 22 1 aexcn : ‘e i (3.63)

ER:
y=a Y

EJENPLL 1.

ina cierta cklula tiene probabilidades de 9720 de
particionarse en dos, 10/20 de morir, y 1/20 de seguir viviendo
sin Jduplicarse. $i la comsunidad al-anza IS wil células, la
comunidad se destruye por e€xceso de poblaciébng si llegan a morir
10 »il ctlula:, tanbidn se Jdestruye por falta de defensas.

@) Encontrar la probabilidad de que Ia colanidad se destruya
por exceso de pohlacién.

L) Enzontrar el nimero esperado de auertes.

&i se denota por Xn el numero de cklulas presentes en &
tiempo n, con Xy =10mil, (ya que de otra forsa no bhabria
comunidad), entonces Xp, n>=0, forsa una cadena de nacimientn
muerte sobre (O,mil, ..., 3%8il) con tasas p,=9/20, q,*10/20 7
1y £1/720, con O<x<3%,

Los estados cero y 35 son absorbentes. La formula (3.43) o5
aplicable con a=0 y, x=10, b=3S,

Se concluye que Jy'r(m/”'/ s OKry<=3d4, y cneo'm:n'

1 : ’

5, oy or9- o
FolTys %) =g = 5,047
* E cr0/9) (10/9/%- 1

vo :

Entonces la comunidad tiene probabilidad .047 de destruirse
por exceso de poblacién (una probabilidad bastante pequcha)., (!
nbkmero esperado de muertes e€si

20 mil - 35 mil(0.047) = 8,360
Considérese una cadena de nacimjiento y muerte en los enteros
no negativos, la cual s irreducible, i.e., tal que p .0 para

x>20, ¢ Q>0 para xi<l, Puede determinarse cudndo esta cadena e¢s
recurrente y cudndo es transitiva. (UOa:q,la‘Figura 3.3
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Figura 3.0

Wna'lugunmh _

Como un caso especial de (3.62)

P

(T, Ty) =1 = 1 y 0> 2

bl 2 A eas(3.64)
. yeo °Y

Considérese ahora una cadena de pacimiento y muerte Que se
inicia en el estado 1., Comc la cadena de nacimiento y muerte
puede wmoverse & lo Bbs un paso hacja la derecha, en un tiempo
dado, (considerando la& transicibn de un estado a otro como un
movimiento & lo largo de la recta real),

FIRZE AP2R I e C3.585)

Se sigue de (3.65) que (I, <Tnl, n >I, forma una secuencia no
decreciente de eventos, Se concluye Que

1im P (Ty<Ty) = B (T,<Ty para algln n > 1) ...(3.65)
n==>0 ’ :

La ecuacidn (3.65) implica que Tod=n y entonces T,-~->@
"zuando n tiende a infinito; por lo tanto, €l evento (T, <Tp para
algun n 212 ocurre si y 56lo si el evento (Ty <@} ocurre. Puede
reescribirse (3,66) como

1in P (T < Ty) = P, (T, ¢ @) e (3.67)
n--sm ' :

Se sigue de (3.64) y (3.67) que

Bo(Ty<@) = 8 = 1 _
:'-'o(y ) --1(3168)

N Ahora puede observarse que una cadena de nacimiento y muerte
. #f recurrente si y sblo si '
’ . a0 . . i
E Jy L - k . oo (3.'.‘19)
yr0 ‘ .
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2i la cadena de naciuiento y muerte es recurrente, entonceés
Pr (To weo) = 1, ¢ (3.,69) se¢ sigue Je (3,48). Para obtener el
inverso, okskrvese que P(O,y)=0 para y>=2, y par lo tanto
PO (TO Y o) = P(O,0) + F(O,I)G(Ta\’w) ete(3.70)
Supdngase que (3.69) se cumple, entonces por (J.68)
(T, <o) =
De aqul y de (3.70) se concluye Qu¥

Py (T, 00) = P(O,0) + PLQ, 1) = ¢

Entonces O e5 un estado recurrente, y como se asumib que la
cadena era Irrcducible, dehe s€r una cadena recurrente.

En conclusidn, se ha protado que una cadena irreducible 30
nacimiento y wuerte en 0,1,%2,... es recurrente sf y sblo si

@ q‘tll q. .
}; ------- s w . ese(3.72)
p‘nna p‘
EJENPLO 2.

Considbrese una cadena de nacimiento y myerte en 0,7,7....
definida por

e y Qy* = , X250
2¢x¢+2) 2¢x+1)
Determinar si la cadena es recurrente o transitoria.
Como Qy X

Py x+2

se .ﬂ'gd' que n * Qoees Qu * 12 vee X
pl vee Py I 4 ... x*2

- 2 s 2 (. - !
I ] i W7 )
Entonces
[ Y
LA =2 X /(xrl) = 11(x+2)
Xeo4d xst

* 2 (272~ 3 v U/3 - W14+ L8~ U/ LY
2 172y =

Por lo tanto, esta cadena es transitoria.
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3.22 CADENAS DE RAMIFICACION

Considerese la cadena wencionada en ¢l Ejemplo & de la
seccddn 3.4, La probabilicad de extincibn L de la zadena ¢s5 la
Frokakilidad de gque los descendientes de una particula dada se
extingan., Entonces,

P=L, = p (T, ¢0)

Ahore, supbngase que en lugar de I, Inclialmente hay X
particulas, Como el numero de nacimientos en las diversas
generaciones es independiente de las otras, la probakilidad de
que los Jescendientes dJde cualquiera de las x partlculas
eentualnente se extinga es la potencia x de la probebilidad de
que los Jdescendientes de cualquier particula eventualmente s¢
extingan., En otras palabras,

[ 4 .
£=P L X7 1,2, e (3.72)

En €l Ejemplo ¢ de la seccién 3.4, una particula da origen &
b particulas en la siguiente generacibén, donde % es una variakle
2leatoria con densidad f, 351 r(l)=!, s tiene una cadena e
ramificacibn degenerada, en la que cade estado es absorbente,
Entonces, supbngase que f(1) < I. Entonces el estado O es un
€stado aksorbente, y los demds son transitorios. De aqui se sigue
que, con probabilidad 1, la cadena de ramificacibn o es absorktida
por O 0 se aproxima @ +®@ , Ge concluye de (3,72) que:

B (li 3 =t = pf LI IS
7 ‘r{-‘-:ax"'w) - p , x=1,2,

Es conveniente determinar P , o al  onmwenos, dJdeterninar
cuando P = 1 y cuando P <1, dJdado que esto nos indica si lsa
extincidn es segura ¢ no. Esto puede hacerse usando argumentos
basados en la fdraula

$p) =p ce i (3.73)
donde ® es la funcibn generatriz de probabilidad de [ (ver
Apéndice B), definida por

Bty = 1¢0) » T fCy) ¢t O<=ts=]
Para verificar (3.73)
oo
PP, = P10+ yz‘ PCL,y) Py
: @
. P00 ¢ F pet, g Pt
.4

= £(0) ¢+ I f(yrpY

Y'
= & (p)

Sea 4 el nlbwero especrado de nacimientos de una pchf!cal:
Jeda, Zfapbngase wuiel, Entonces la ecuacibn F(t) = t no tiene

-t
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ralces en (0,1), (ya que f(I) <!), vy entonces P=l, De modo Que
la extincibn es cierta si u<sl y (1) <2,

Supbngase ahora que g »1. Entonces la ecuacidbn #(t)st tiene
una raiz Unica en [0,1), y por lo tanto P es £ b 1. En realidad,
P siempre es igual a P, . En consecuencia, si a > 1, la
probabilidad de extincién es menor que uno. (Para probar estos
resultados recubrdese que w es iqual @ la derivada de la funcibn
generatriz, evaluada en t=1, RApekndice B).

Estos resultados son razonakles en forma intuitiva. Si u <1,
entonces, en promedio cada particula da origen a menos de una
nueva particulay as! se espera que la poblacién llegue @
desaparecer. 5i u >, en promedio, cada particula Ja origen a mds
de una nueva partlicula. €n este caso se espera que la problacién
tenga probabilidad positiva de crecer répidasente, en forma
geomdtrica. £E] caso wsl! es la linea divisoria, pero como pP~=/
cuando u <2, es plausible que P=! también cuando uel., Esto, de
nuevo es l169ico, ya que si, en promedio, cada particula genera
s6lo otrea, la tendencia ser& la extincibn,

EJEMPLO I, EXTINCION DE UN RPELLIDU.

£l sehor Ualle de la Loma desea saber cual es la
probabilidad de gque su apellido se extings. Supone qQue, en
promedio, cada hombre tiene 3 hijos, de los cuales cada uno tiene
probabilidad 1/2 de ser howbre y 1/2 de ser mujcr. Supbngase que
el nimero de hombres (los que conservardn y ¢Cransmpitirdn el
apellido), en la n-ésima ogeneracibn, forma una cadena de
ramificacién,

La funcibdn de densidad del numero de hijos varones de urn

hoabre dado es una Binowmial (ver Apéndice B), con parametros n=3
y pxl/2. Entonces la funciébn de densidad estd dada pors

(7) prqne
f(xd=\x p e

Calculando las probabilidades

FCO) = (2/2) = 1/%
(1) = 3/'2
f(2) » 3/%
¢<3) = /&
f(x) = 0, para x>=4.

El nluwero promedio de nacimientos masculinos os a=np=3/2,
Como w > 1, la probabilidad de extincidn P e¢s la ralz de 1le
ecuacién . '
FCOY ¢ 1CIE + T¢I+ £(De0= ¢

que se encuentra en (0,1). Réescribiendo la ecuacidn
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e gtf-se 120
(t=4) (t2» 4t - 1) =0

£sta ecuasisdn tiene las ralces: I, -¥5 - 2, vy ¥5-2 . Conmo
necesariamente debe ser mayor que 0 y menor que !, P= 15 - 2,

Rhora, =i por ejemplo, &l sebor UYalle de la Loma tiene dox
h1jos y una hija, laqprobabilidad de que su apellido se extinga
serd simplepente P= P°, -

3.13 CADENAS DE LINERS DE ESPERA.

Considérese la cadena de linea de espera del E emplo U de la
seccidn 3.9, Sean Y%, %2, ... ya como en dicho ejesplo. De
nuevo, es canveniente determinar cudndo la cadena es recurrénte y
cudndo s transitoria.

Sea u el nlusero esperado de clientes que llegan en una
unidad de tiempo. Supdngase primero que u >!. Como &l menos uns
persona es atendida en un momento y, en prosedio, mbs de un nuevo
cliente se incorpora a al cols, percceria que, a medida que ¢!
tiempo avanza, habrk 3ds y »is gente esperando, y la longitud de
la cola tenderla @ intinito. Entonces, sim >4, la llnea d¢
espera es una cadena transitoria. En general, esto no sucede,
pues cuando una cola es demasiado larga, la gente ya no se¢
incorpora. .

Para discutir el caso en Qque u<xl, puede suponerse que la
cadena es irreducible, ya que es posible pasar de un estado &
cualquier otro, aunque no necesariasente en ura unidad de tiempo.
Tomando u <1, en promedio, wmenos de un nuevo cliente llejga a la
cola en ura unidad de tiempo. Como se atiende & un cliente
siempre que la cola no este vacla, se esperaria Que, sin importer
la longitud inicial de la cola, esta desapareceria en un tCtiempo
futuro. Entonces O es un estado recurrente, y por lo tanto, la
cadena es recurrente. £l caso u~s! e¢s la linea fronteriza, pero de
nuevo, O er un estado recurrente, de ®»odo que, al ser la cadena
irreducikle, debe ser recurrente.

3.49 CONPORTANIENTO ASINTOTICO DE LA NATRIZ DE TRANSICION

En muchos casos, al estudiar un sistesa, se observa Qque su
desarrollo data de mucho tiempo atrds, entonces el sistema puede
tener un cierto comportaniento limite, es decir, una distribucidn
estable dJe probabilidades. E£s muy conveniente, por lo tanto,
detersinar si un proceso tiende o no & estabilizarse despubs de
un nisero grande de transiciones. Claro que no todos los procesos
llegarkn a obtener estabilidad y, en algunos casos, como se verd
»ds adelante, el comportamiento futuro del proceso dependerk en
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gran medida Jdel estado iniczial.
Rprovechando el desarrollo anterior Jde la teoria de
gré&ficas, y utilizendo las técnicas matriciales, es relativamente

sencillo determinar cuando un sistema tiende @ un limite y cusl
es este limite,

3.14.1 PROPIEDADES DE LA NATRIZ DE TRANSICION

la matriz P, definida cowo matriz de probabilidades de
transicibn tiepe, como ya se dijo, las siguientes propiedades;

Ja. Todas sus términos son positivas o nulos.

fa, La suma J¢ los términos de cada rengldn es 1.

-

Sa. El producto de dos matrices estocasticas es una matriz
estochstica., £En efecto, sea C el vector columna del
espacio r (para una patrizr estochstjca de r columnas
por r renglones), tal Que todas sus componentes sean
iguales & la unidad., Como la suma de las componentes de
cada rengldn de P €5 I, puede escribjrse

pPLC=2C,
lo cual Jemuestra que I es un valor propio de F y qu

&
ef un vector prapio a la Jderecha correspondiente a ¢!
valor.

Rhora, sean A y B dos matrices estochsticas del wmiswmo
orden, y seca D el producto AB. Se fiene

RC =¢C
Premultiplicando amhos miembros por’ﬁ
A(RC)Y = AC = C ‘
(AB)C = C
Entonces
Dec~=¢e
Por lo tanto, D es una matriz estochstica.

- En particular, todas las potencias de P seran matrices
estockstjicas.

Se obtuvo tambibn el resultado, en la seccibn 3.%5.2, de que
la matriz de probabilidades de transicidn en n pasos es igual &
la n—ésina potencia de P, Por otro lado, se tiene entonces Qque la
digtribucibn de probabil idades en el n-dsivo estado es igual a la
distribucidn inicial p por la matriz de transicidn P elevada &

12z



‘@ r, Rsiwismo, la distribucidn de probabilidades en el estado
(n*!) €5 Jiqual a la distribucién en <! estado n por la matriz de
transicidn en un paso P, (Yéanse las ecuaciones (3.31) vy (3.34)
en la seccion 3.5.2)

T.14.2 EL COMPORTANIENTO ASINTOTICO
Recordande la ecuacién (3.32)
-’lel:mP

se okserva que, dadas la distribucibn inical de prokbakilidad b y
la matriz de prokabilidades d¢ transicion P, bastan para
determinar la Jdistribucibn de probabilidades en todo Instante
posterior n.

Ahara bien, es de gran Interks determinar que sucede al
sistema después de un tiempo infinito, sobkre todo, si el vector
de probabilidades Jr, converge hacia un vector T,

Esta eveptual convergencia ests estrechamente relacionada
zon €l estado de régimen pridcticasente alcanzado al cabe de un
nimero suficientewente grande de transiciones.

Como de lo anterior resulta Que, dado Jo, todo el futuro del
sistena estd contenido en la matriz P, no hay duda de Que el
comportamniento asintdeico del sistema dependerd de las
propiedades de esta matriz,

En el caso de existir este limite J1, puede arfirmarse que
deberd satisfacer las siguientes condicianess

t. 2i Mo tiende haczc un limite ¥, entonces T tiende hacia
€l mismo [lmite.

Puesto que, segln (3.32) se tiene
Ty = Ty P
entonces  debe verificar
Jr=rep,

Esto puede resumirse diciendo que T e€s un vector propio de P
por la fzqQuierda, correspondiente al valor propio 1.

Luego, dicho vector propio, con la condicidbn de ser de
términos no negativos cuya suma sea ! (normalizado), represents
una distribucidn de probabilidad que no estd afectada por una
transicion (no estandolo tampoco por un numero cualquiera de

transiciones)., Una distribucibn de este tipo recibe el nosbre de
DISTRIBUC!ON ESTACIONARIA asociada a P,
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De forma qgeneral, se dice Qque un proceso estocdstico es
estacionario s5i es homogéneo en el tiempa, y s5i, ademds, su
distribucidn de probabilidades es independiente en ¢l tiempo.

El término probabilidad Jde estado estacionario de la ceadena
e Markov significa Que la probabidad de hallar el procesoc en un
estado determinado, por ejenplo j, despues de un namera grande
de transiciones, tiende al valor JIC;)-, independiente de &
distribucidn incial de protablidad definida sobre los estados. Es
Importante hacer notar Que la protadbilidad de estado estacionario
NO implica que el proceso se fije en un estado. Por el contrario,
el proceso sigue llevando & cabo transiciones de estado a estado,
y en cualquier paso n, la probabilidad de transicién del estado i
al estado ; Figue siendo P(i, ;).

Tasbitn pueden interpretarse los J(;> como probabilidades
estacionarias (no confundir con probabilidades de transicibn
estacionarias). Si la probabilidad absoluta inicial de
encontrarse en el estado ; esth dada por X¥(,;) para toda ,
entonces la prokabilidad absoluta de hallar ¢l proceso en el
estado ; en el instante n=!,2,..., tambidn estd dada por H( ;).

Cuando una cadena de Markov converge hacia una distribucidn
1inite T, converge pues hacia un proceso estacionario, Adesds, si
¥ es alcanrado en un instante cualquiera, el proceso es, a partir
de entonces, estacionario.

2. De igual modo, si Jn tiende efectivamente hacia un limits
Jl, puede ocurrir que dependa no solaménte de P, sino tambidn de
la distribucibn iniciel X, .

En efecto, haciendo tender p hacia infinito en (3.321), se
tienes . )

Fexgp® eed(3.74)

donde F® representa el limite (si existe) de P” cuando n tiende a
infinito,

gin enbargo, en algunos casos, la distribuzibn de
probatbilidad 1imite serdk idependiente de la distribucibn inicial
Jo. De aqul se tiene el siguiente

TEORENR 2

Es necesario y suficiente para que J/ sea independiente de J,,
que la matriz P” tienda hacia una matriz limite P® estocdstica,
cualquiera Qque sea el estado inicial, vy que tenga todas sus
renglones iguales entre si, y adenbs iguales a .

Prueba
La condicidbn es necesaria. En efecto, si ) es la misna pare

todas las distrituciones iniciales ,, en particular es la wisme
para las r distribuciones: .
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(1’ 0, O, ere ¢ O)
€0, 1,0, see , O)
€0, 0, 4, v0oue , O

2000000000000

0, 0, Oy wer , 1)

Cada renglén de P? tiene pues, por limite J. Por lo tanto I
exizte y sus r renglones son idénticos a v,

L@ ¢condicibn es suliciente. En cfecto, si la matriz F® tiene
todas sus files identicas, sea

Py o* B

entonces la ecuacién (3.74) que }e escribe
Xy = ‘z‘Jr.tn Pi;

e convierte en

WCyy = 3 Bedd) pP = pP EMCE) =g .. (378
4 4
resultado que es independiente de las (i) y que Jemuestra
ademds que la Jistribucidn limite es idéntica a los renglones de
la matriz P®,

DEFINICION

Se dice que una cadena de Markov es REGULAR, o wmejor, que
estd en el caso regular, si J», distribucién de probakilidad en
el instante n, tiende, <cuando n tiende a infinito, hacia un
linite v, independiente de ¥, , distribucibn inicial.

Obsbrvese que una cadena ERBODICA siempre seha rejular.
E1 Teoresa I Que se acaba de wencionar, es ya una primera

condicion necesaria y suficiente de regularidad. Lla reqularidad
€5 por lo general un problesa muy importante.

NOTA 1s Se'ha visto, antes de hablar de regularidad, que e!
linite y, si existe, y sea 0 no independiente de 7,, es de todas
formas un vector propio a la izquierda correspondiente al valor
propio de I de P, Se ha llamado teambidn 7, a la distribucidn de
probabilidad estacionaria asociada con P.

Sea “u” un valor proplo de Py sea q un vector propto por la
i2quierde a:octado e ut

yersav,

Postaultiplicando por el vector colusna C, en que todos los
térainos son iguales a1 ’

UPC = a U, C
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pC = C
entonces
(u=l) U, ¢ = %

El producto escalar Uu'l representa la suama de los términos
de Uu . Asi, Gnicamente los vectores propios por la izquierda
correspondientes & usl pueden tener la suma Je rus térmsinos no
nula, o sea que  pueden  representar, convenientemente
norwal izados, una distrikucibn de probabilidad.

NOTR 23 Puede hacerse la siguiente arirmacibnis si hay
regularidad hay unicidad de la distribucibn estacionaria.

En efecto, sea Uy tal que
P =1

Por la hipbtesis de regularidad, Jlip~->F, cualquiara que sea
n , luego en particular, para W=+ U,, De otro modo, si % =U,,
Jin= Uy para todo n. Luego U =X. ‘ :

horn 3s La existencie de una distribucibn estacionaria Unjca
no implica que ésta sea regular, Cowo contraejemplo considérese
la matriz estocdstice

0 1
P =
1 0
Los dos valores propios correspondientes a P son +! vy ~1., £

unico wvector propio (con sums de términos fgual a unao.’,
correspondiente al valor propio de ! de P ¢s

U = (21/2, 1/2)

Luego, con Thix (p, @), se tiene B = (g, p), Max (p, g), etc.
Ex decir, se tiene una cadena periddice, con parjedo 2, No existe
pues limite para T en general, salvo para p=q=1/2, es decir, si
la distribucibn estacionaria era ya alcanzada al cosienzo.

NOTA ¢35 Se owenciond en la NHota I qQue sblo los vectores
propios Uy pueden representar una distribucibn de protabilidad vy
los otros tendrdn necesariamente térainos negativos. Pero no esté
excluido & priori que sea asl para ciertos vectores U, .

- &in esbargo, si bhay regularidad, el vector propio U
Gnicamente puede representar una Jdistribucidn de probabiliad ya
que entonces es igual (una vezr normalizado), ~a todos los
renglones de P".

De le& Nota 3 se sigue Que la periodicidad eventual (e
ciertos estados finales es incompatible con la regularidad, pues
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29pide la existencia de llvite para le&s probabilidades de
transicioén.

Por otro lado, la existencia Jde varias zlases finales éx
incompatible con la rejuleridad. Sean £ y; £ dos estados
recurrentes pertenecientes a Jos clases fipales diferentes ( dos
zenguntos cerrados {rreducibles), entonces se tiene para p  que
tiende & infinitos '

PP i, i) == 0

Pero P(j,4) no tiende hacia cero (tiende a l/mjj). Por lo tanto,
la colusna ; de P® npo puede téner en el limite todos sus términos
iquales,

De las observaciones anteriores se tiene Que la condicibn
necesaria y suficiente de regularidad (o ergodicidad), es que la
cadena. Jde  Markov sblo tenge una clase final ¢y que €sta no sea
periddica.

Estos resultados son intuitivamente ciertos, utilizando la
teorla de gréficas, ya& Que se ve en ¢l grafo de las transiciones
posibles que no se puede estar indefinidawente en los estados
¢transitorios. Llega pues un momento en Qque se estd €n una clase
final, Se Quede alll el sistema y dJda vueltas dentrao

.dndefinidamente sin salir jands,

8F hay varias clases finales, no se¢ sabe a priori en cual se¢
quedard. La distribucidn 1iInite pno puede ser  entonces
independiente de las condiciones iniciales, pues si se encuentra
en el momento de partir en una clase final, seguh se trate de una
o de otre, la evolucidn posterior sera enteramente diferente.

En cuanto a la periodicided, se ve claramente que tiene por
consecuencia Que la probabilidad de hallarse en tal estado
depende del nlUsero de orden de la transicibn considerada, por
elevado que sea,

3.19.3 ESTUDIO NATRICIAL

£l estudio de Ila potencia n-késima de una matriz es un
sroziema clésico del &lgebra matricial y ex de suma importancia
el papel que JdesempePNa su ESPECTRO, es decir, el conjunto de Joc
valores propios o valores caracteristicos de la matriz.

Fuede preverse que ¢s en las particuleridades_del espectro
de las  matrices estocdsticas donde reside la naturaleza de su
-apporeal!ento asintbtico general, vy que sobre su- €spectro se
impondran necesariasente las condiciones de todo comportamineto
particular, por egjesplo, y sobre todo, la condicibn de
reqularicad o ergodicidad. . .

El ilquléncc tegrema serd de utilidad en los ~resultados
rasterioress :
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TEORENA ¢

Sea A una aatriz cuadreade cuszlquiera. Entonces cualquier
valor propio (o0 valor -sracteristico) de la matriz A zac en a!
menos uno de los clrculos con cer‘ o en &; vy radioxy [a,,-].
(Figura 3,32) lej

@

w

figwe 3.22 ’

Prueba

Sea A un valor propio de la matriz h. Entonces, existe ur
vector no nulo tal que cumple -on la ecuacién

Ax = x 8

es decir,

‘dgs Bap ve dzm

Cx, X, ses  Xp) [l,, @p oo am',

)(x‘ Xg 200 Xp) = . o eee : ‘
i a2 il
de donde se tiene el sistema de ecuaciones
)"I - ‘ci’xi & para ;i = 1, 2, ..0 , D
En ‘pa‘ielcaur,
Axj R B l‘:;x, .

entonces,
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B
i
l
¥
=

e

RS T R

= ,‘(J(A - ’f
Torando valores absolutos
-~ - ayl= va;s
1-")!“ a;l I/?;X‘ aljl,
71 por la desigualdad triangual ar
[ (2= a)e= Ej"’” x;i/ .. (3.78)

Ahara tien, como €l vector x tiene al menos una coordenada X,
je nbdulo phximo, puede ser normalizado

x' = (xg Xy cee x'p?
Y en este nuevo vector
x} <= ! , J* 1, 2, sesy
Custituyendo en (3.76)
IA-a/ r X)) oayt
dyi

Este teorema se cumple entonces para cualquier valor propié
v elementos @ en los complejos.

Rhora, puede aplicarse este teorema al caso especial de una
natriz estocdstica,

TEORENA 3

Toda matriz estochstica P tiene valores propios contenidos
en un cfrculo unitario con centro en el origen.(Figura 3.33)

Les valores m.!l':.'tﬂ"m” toslins o ol
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Prueba
Aplicando el Teorema 2 a una matriz estoclstica
A= pilv=  Z lp,.
I 71 ﬁg! bi
pera,
T o= 5~
p,= &, entonces ., <* ]
gt in*
de donde,

II\ - le"\i" 1.

TEOREMA 4

Toda nmatriz estochstica o nitriz de Markov tiene un
valor propio cuyo mbdulo es 1 (es decir, A ={),

Pryueba

Como se sabe que
»

15 P = 1, 1 =2y 2, vaes D
entonces,
z PP oo p FA 1
1 P P ees p 2\ z
Z p P ese p 1 \ 2.
P . = . . s . e |*] .
z P p e Pl 1 1

o cual dc»qt:tfa que ! es up valor propio de P y Que el vector
de elementos iquales & la unidad es un vector propio a la derecha
correspondiente a este valor,

8 continuacibn se enunciaran tres teoremas cuya dewostracibn
puede encontrarse en (()s
TEORENA &

El orden de multipliczidad del valor propio ! es igual a
nimero de clases recurrentes para una mdatriz estocdstica rfinita.

23¢



TEGREMA &

i P es la matriz de transicibn de una cadena de Markov
finita, irreducible y periddica de periodo t, entonces las t~
trimas rafces de la unidad son valores propios de P, cada una de
pultiplicidad I, y no existen otros valores propios de mbdulo 1.

TEQGRENG 7

2 P es la watriz de transicidn de una cadena de Markov
finita, todo valor propio Jde M de »ddulo I es ralz de la unidad.
Las t—ésimas ralces Jde la unidad son valores proplos de P si ¢
solamente si P contiene una clase recurrente de periodo t, La

pultiplicidad de cada t-dsima ralz de la unidad ¢s exactamente el
niwero de clases recurrentes de periodo t.

A continuacidn se analizarén algunos GJODPIOI de cadenas de
Markov, utilizando Ia: conceptos anteriores.

J.24.4 EJENPLOS
EJENPLO 2. CADENR LINEAL DE N ESTADOS.

Considbrese la cadena de Narkov con matriz de transicién

P -p 0 PR o)
0 P I~p ... O
o 0 0 eer 2

cuyo grafo asociado se presenta en la fFigura 3.34. Esta €s una
cadena donde todos los estados son transitorios, excepto n, que
es absorbente, De cada estado sblo puede pasarse al siguiente, o
persanecer ¢n el mismo.

';4
* ’
»

"

Tigure 3.34
Cadena lineal do n estades
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Planteando la ecuacibn de valores propios
Ax=xpP e
5

B
se tiene ] sistema

Ax = % py
Axp= x,(2-p,) + X3 P

A Xp- & Xp.g (l—pn-‘) * Xn i
Se observa que existe una relacibn de recurrencia del priser

orden, es Jdecir, cada estado depende Unicamente del anterior.
Esto puede exprisarse con la matriz de transferencia

(x; X4 i-p; 1\, ' ‘ =
L ' P = P, —
(Xfy %5 ) = o)L
o “0 e

. Para encontrar el o:tado'ostacianario, se toma el cvalor
caracteristico igual a 1, 1o cual génera ¢l sistesa: .

X4 T X4 Py
My ® X (I=py) + Xp Py

Xp* Xpld=png) +* xn
Cuya soluzibn es el vector de estado estacionario
0 0 0 ... .

Esto es razonable, dado que todos los estados, excepto el
dltimo, son estados de transicidn.

EJENPLO 2. CADENA DE NARKOU CON-RETROALIMENTACION.

CO»inOrc:o una cadena de qukov con la siguiente matriz de
transicidng
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v 0 0 Y 4 "ee o

» [ ¢« TN .
‘ . . s o .

i . . . s .

1-p 0 0 r P

J

suya grifics asociada se presenta en la Figura 3.35. Se trata de
un sistema semejante #l anterior, pero en el estado n existe la
posibilidad de regresar al prisero. Esto forma un grafo
fuertemente conexo, es decir, es una cadena cerrade irreducible
finita, por lo tanto, todos los estados serdn recurrentes, y es -
aperiddica, por tener bucles,

cutms A st

Escribiendo la ecuacidn de valores proplos

Ax=xp

la cual genera el sistema

Ay = x{p. * Xy (1=pp)
Axg= (2=py )y * Xy

A Xp® (1=pung) Xm¢?® XnbPn

donde rse ve Que cada estado depende dcl-anecriof;' y el primero
Jepende del ULltiwo. Para encontrar el vector estacionario se toma
A= 2, de dondes
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X = (I=pn) X,

(1-p;)

Xp= (I=ps) X,
(T-pz)

Xy = (17pa’ X,
CL=F 4!

p= (21-pmd Xpoy
[T )

de donde se debe dar un valor arbitrario a Xn o de modo que el
vector estacionario sea normalizado.

Por e jemplo, para dos estados sea la matriz
. .:s)
05 .5
Para el valor h=l, se tienen las ecuaciones

Xg ¥ o X3 + .5 X
Xy = X+ W E X2

1o cual puede expresarse codo
¥ (.5/.6) x
X €.867.5) x

dando a x, el valor !
xz* 4.2 ‘

normal izando

X = +4545 y X = . 5454,

EJENPLO 3. ANILLO.
Un anillo es una cadena de Markov con retroalimentacibn, en

la cual las probabilidades son uniformes, es decir, p,*p para
todo 1. Lq matriz de transicibdn es

134



. 3 . LN -

) . . . sese .
. . L N -

I=p 0 Q ene p

suya gr&fica asociada €5 la& Figura 3.36.

Utilizando los resultados anteriores, se obtiene el vector
estacionario

(2 b 1 . 1)
normal izando
(a/n 1/n 1/n vae i/n)

Es decir, en cualquier instante cxiste la misma probabil idad
J¢ que €l proceso se encuentre en cualquiera de los estados,

EJENPLO 4, CﬁbENR CON REBRESO AL PRINER ESTADO,

Considbrese una cadena de dos estados con patriz de

transicién,
/-5 -5)
W 0
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donde existe la posibilidad de volver al primer estada. 3Se trata
de una cadena cerrada irreducible finita, que por lo tanto serd
reczurrente., La gréfica asociada se muestra en la Figure 3.37.

So=—1o

Figura 3,37
Cadena lineal con regrese al priner estade

Las ecuaciones con A= serdn
X ® .svx, * Xp
X ® o5 x4
dando un valor arbitrario x =1, entonces x = ,5. Norsalizando
x = 2/3
x;' 1/3

Ndotese que la probabilidad es mayor para 01 estado 1, ya que
tiene mas vias de acceso.

EJENPLO 5. CADENR CON DOS CLASES FINRLES.
Sea la cadena con matriz de transicién
/3 /3 /3
0 P 0
) o H ' i
cu}a grérica se presenta en la Figura 3.38. Puede ob:orvar;f que
existen dos clases Tinales, por lo que no hadbrk un estado

estacionario. E1 comportaniento futuro del sistema Jdepende, en
forma definitiva, del estado iniclal del sistena.



Lo

Figura 3. 24
Cadena do Mariov con dos slases Pinales

Se tienen dos valores propios iguales a 1, que indican la
existencia de dos clases recurrentes: las clases finales,

EJENPLD &. CADENR PERIODICA.

Sea la cadena Je Markov con matriz de transicién

/0 1 0
0 (o] z
\1 0 )

cuys gr&fice corresponde a la Figura 3.39, Se observa Que existe
periodicidad 3, ya que la longitud de todos los caminos de
recurrencia e¢s 0 en mddulo 3.

Rl obtener los valores propios s¢ observa que existen I
ralces de la anidad, lo cual indica la existencia de una clase
peribdbdica con periodo 3.

ligun 3.9
Codma Pevildios
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£l sistema de ecuaciones correspondiente a =] seré
Ny T X3
Xg ¥ X4

Xy ¥ Xz

lo cual pareceria iInmplicar gque la& cadena tiene la misma
probabilidad (1/3) de encontrarse en cualquier estado. Sin
enbargo, al ser una cadena peribdica, el estado de la cadena
dependerd necesariamente del orden del instante, por muy grande
que &s5te sea.

F.15 UNA APLICACION: EL CASO DE LA NOVILIDAD-SOCIAL

Las sociedades humanas se clasifican por lo general en
clases en cuanto a ingreso, ocupacibn, status social o lugar de
residencia, etc. Los miembros de dicha sociedad transitan de una
clase & otra, aparentemente al szar. El elenento esencial de
cualquier wmodelo estocdstico de movilidad &5 una Jdescripribn
probabillstica de cémo tiene lugar el cambio de una clase a otra.

En el w®modelo whks simple se supone Que la posibilidad d¢
moverse depende sblo de la clase presente, y no de como se llegh
& ella. Si el movimiento puede observarse en puntos discretos de
tienmpo, el modelo apropiado serd una cadena de Markov. Pueden
hacerse nodiricaciones para que el modelo sea nas realista. £l
sistesa se considerard cerrado, es decir, se supondrd Qque los
mienbros del sistema no cambian & traveés del tiempos no entra ni
sale ninguna persona. :

Es importante distinguir entre €l aovimiento
intergeneracional vy el movimiento intrageneracional. £l prisero
se refiere & _casbios de status de padre @ hijo & travks de
generaciones subsecuentes. AQqul! las unidades de tiempo son
discretas y & miden en generaciones., Los podelos
intrageneracionales =son aguellos en que el wovimiento de los
individuos entre las clases sucede durante la vida de cada unc.
En este caso e] tiempo seria continuo.

3.15.1 EL MODELO DASICO

Considérese inicialmente un wmodelo wmuy sisple para el
desarrollo de una linea de familia. El requeriniento fundamental
de un modelo es que delhe especificar la forma &n Qque ocurren los
cambios de clase social o ecofomica. 3Supbngase Qque estos cambios
se rigen por probabilidades independientes del tiempo. Sea pj; la
probabilidad de gque el hijo de un padro de clase | este en la
clase j en la :lgaitnto gonoracldn.
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Como el sistema es cerrado

14
S5 P ?

donde r es el nbaero de clases. Sea P la wmatriz de transicibn de
probabil idades.

81 se consideran sblo femilias en las que cada padre tiene
exa-tanente un hijo, la historia de la familia serd una cadena de
Markov. (En realidad, en una poblacidn cuyo numero permanece
constante en ¢l tiempo, cada padre tiene, &n promedio, un hijo,)

Supbngase que la probabilidad de que el progenitor inicial
de una ramilia este an la clase ; al tiempo cero es (). Sea la
probabilidad de que la linea de descendencia estd en la clase
al tiempo n (n=i,2,3,...), Ty, Las probabilidades (Th( ;)2
pueden calcularse recursivasente del hecho

T € 32 '1.‘;;‘””('“ Pij s CiT1,2,000pr)
en notacion matricial

Tova = Jr", P
de Jonde

Tpeg= T vP"

Los elementos del vector Jln pueden tambibn interpretarse
como las proporciones esperadas de poblacidn en las diverseas
clases al tiempo n. Si las clases originales de las llneas
faniliares se conocen, el vector J, representard la estructura de
la clase inicial.

Sea ;ﬁ? el (i,;)-8sim0 elenento de la matriz de <transicibn
en n pasos P . Entonces,

r .
TnCp) = 2 Toti) o 2 JT1, 20000y P

1)
En esta representacidn se ve Qque iz es la probabilidad de
Que una linea de familia vaya de la clase | a la clase ; en n
generaciones. ‘

- El caso i=; es de especial interks ya que las probabilidades
P;; pueden tomarse cono bases de las sedidas de movilidad.

En wuchas aplicaciones la pobldcidn ha existido por wuchas
generaiones, por lo que el estado "presente” corresponde a un
valor grande de n. Por lo tanto, es de gran Interks préctico
investigar la conducta de las probabilidades (J2 v p cuando
n tiende @ iInfinito.

Esta conducta linite depende de la estructura de P. Dado .que

P ez regular, (puesto gque puede pasarse de un estado a cualquier’
otro en un paso, dJe donde se ve que ¢! procesc foraa una cadena
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cerrada Irreducible finta, que por lo tanto es recurrente
positiva vy aperibdical, estas probabilidades tienden a un limite
cuando n tiende a infinito,

Una vez asegqurada la existencia de los limites, es necesario
calcularlos. As), si se¢ escribe

lim ﬁn('j) =T ¢ )
n==,®

la extructura limite debe satisfacer

J= Xp
r
con 'f‘_"]r("}) = Z,

Le estructura o Jdistribucibn limite puede entonces
obtenerse, como ya s¢ dijo, resolviendo el sistena de ecuaciones
dado por el valor propio !. Una propiedad importante de la
solucidn es que no depende del estado inicial del problesa. Caomo,
dadas las ruposiciones, el vector da la estructura esperada de
la poblacion en @l tiempo presente, si esta estructura es todo
lo que puede observarse, no existe formsa dé reconstruir la satriz
de ¢ransicibdn, Pero, de hecho, puede dJeducirse P de dos
estructuras consecutivas Jny Mnu, aunque la informacibn obtenids
de este modo no sea totalmente confiable, dJdependiendo de lar
circunstancias.

€1 valor limite de P", denotado por P* debe satisfacers
reme

lo cual sble sucede cuando P" es una matriz con tados -sus
renglones jguales entre si e iguales al vector estacionario.

€i un modelo provee una adecuada descripcibn de sociedades
reales, entonces su desarrollo futuro depende Unicamente Je su
estructura inicial y de la matriz de transicibn., De estos dJdos
factores, la distrubucibn inicial tiene aenos influencia conforme
transcurre el tiespo. R 1a large,  la estructura de la soziedad
estd deterninada por la natrix de transicién.,

Esta conczlusion iiplica qdolcl estudio de la movilicad debe
centrarse en las probabilidades de transicibn. En particuar, las
. medidas de wovilidad serdn funciones de los elementos de P.

(Antes de esto, deben hacerse pruebas sobre la adecuacibdn del
nodclO‘u:ando datos reales. :

3.15.2 ADECUACION DE UN MODELO

. .Considérese la siquiente tablas
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MATRIZ DE TRANIICION EN UN PASH

CLASE DEL HITU

CLASE DEL PADRE A B c n £
————— A, Pr;fcsional .45 .30 L20 .O;_—-_—:g;-_~_”
B. Ejecutivo . 40 .40 .40 .08 .00
C. CGupervisor $ 20 30  ¥0 £ 06 0
D, Obrere .08 .05 .30 . 40 £20
£, Sutempleado .02 .01 .08 .40 .50
Tabla 3.1

Estos datos po son reales, pero dan una imagen de los
hechoss por lo general, la tendencia de los hijos es permanccer
en lg clase del padre, esto se observa por las probakilidades »as
altas sokre Jla diagonal principal. Por otro lado, es poco
probable que el hijo de un profesional sea un subempleado vy
viceversa (aunque no es imposible)y de »odo que esto se expresa
con probalkilidades pequehas.

En realidad, como se verd en :eguida, la tendencia general
es aumentar de status social.

Supongase une distribucidn inicial de probabil:dedes de 1la
formas

To= ¢,02, .08, .20, .40, .30)

donde .la nmayorla se concentra en la clase ohkrera vy la
probabilidad de pertenecer a las clases nas altas ¢s pequeha.

Si se desea calcular la distribucién de probabilidad dentro
de 10 generaciones, por ejemplo, se obtienen los siguientes
resul tadoss

(L2 57217, .254046, .22377, .16393, .10107)

£stos resultados se obtuvieron con 01 programa NARKI, que se
auestra en el Rpbndice A.

Dentro de 50 generaciones, el estado csperado serai
T = (.26090, ,25715, ,22331, 16091, .09773)
- Se obkserva, entonces, una tendencia a pasar a las clases

superiores, dJdisminuyendo la probabilidad de ser subenpleado, por
ejedplo. -
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Rhora, supbngase Qque un profesional desea conocer Ja
probakilidad de que sus bisnietos no pertenezcan a la clase
“profesional®. Esto equivaldria a cacular la probabilidad de
encontrarse en cada uno de los otros ¢4 estados,despues de 3 pasos
‘(paso I= hijo, paso 2= njeto, paso J= hjisnieto), Utilizando el
programa NARKZ, del Apéndice A:

B (Ty=3) = 42247

G =2)

« 24020

F(Th=3) = 07345

Pr(L =3) = ,0396¢

La Ultima probabilidad es la probatilidad de gque sus
bisnietos sean subenpleadosy la anterior es la probabilidad de
Que sean ohreros, y asi sudcesivamante, . .

Con esta patriz de transicibn se obtiinc un vector de
probabilidades estacionario (NARK3, Apéndice R):

= (,2690, .25715, .22331, .16090, ,09773)

Que, como se ve, €5 igual al vector Je las 50 generaciones. Ext>
Quiere decir que, en la generacidn numero 50, ya se alcanzd i
distribucidn estable.

Si se desea conocer los tienpos esperados de recurrencia, 23
decir, el nlimera de generaciones esperado para que, uUna Vex Que
se ha salido de una clase, se vuelva @ ella, <e tienc (programa
MARK3, Apéndice R):

Mo = 2,83

Mg = 3.89

/‘c - 4-‘8

Ale * 6,21

Mg = 10,23

(Reculbrdese gque la probabilidad de recurrencia es igual F3)
inverso de los tiespos esperados de recurréncia.)

De la misma forma, pueden calcularse los tiempos de llegada
por prisera vez (o tiempos del primer paso):

ﬂ‘. - ‘031
Mac = 5.55
M = 10,92
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,U,a( = 23.67
que representan ¢! nbmero de generaciones esperado para pasar de
una clase s otra. (Programa MARKRY, Apéndice B)

J.15.3 NEDIDAS DE MOVILIDAD

Es conveniente, .oxptcjalotnte cuando se comparan dos
sociedades,tenér una medida de lo movilidad, De acuerdo al modelo
Je Markow, la sociedad se caracteriza por su wmatriz de
transicidn,

En una sociedad completanente inmbvil, los hijos tendria
cxactamente la clase de sus padres, y la matriz P tendria I!’s en
la diagonal principal, y cero en todas las dends entradas,

En una sociedad perfectamente mévil, la clase del hijo serla
abhsolutamente independiente de la del padre. Une sociedad de este
tipo, tendria una matriz P con todos sus renglones idénticos,

i'na sociedad con movilidad extrema, donde los higjos siempre
tuvieran uns clase distinta de la del padre, tendria una matriz
de ¢ransicibn P con entradas cero, excepto en la Jdiagonal
secundaria, cuyos elesentos seribn todos 1’s. .

Por lo general, la matriz de transicibn de una sociedad

ncraal, es un intermedio entre los dos primcros casos, semejante
& la patriz de transicibn del ejemplo.

- 3.16 LECTURAS RECONENDADAS

i) Bh, Caps. 111 al yll

ii) €, Processus séochastique:, lears Graphes, leurs lUsages
iii) 6o, Cadenas Finitas de Markov y sus Aplicaciones

iv) Hi, Cap. IX

v) K, Cap. VIl ¢y VIII

vi) Hps, Introduction to Stochastic Processes
vii) N, Stochastic Processes
vili) Pa, Caps. V] y Vi1

ix) Ro, Random Processes
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3.17 EJERCICIOS

3.2, G&Supbngase Que la probakilidad de que 1llueva mahana, si
estéd lloviendo hoy, es 0.835 y que la probabilidad de tener un
dia despejado makana e5 de 0.9, si esth despejado hoy.

@) Determine la matriz de transicidbn de un paso.
b) Encuentre las probabilidades de estado estacionario.

3.2 Determine las clases de las cadenas de Markov y ‘cudles
fon recurrentes y transitorias,

a) o 0 1/4 374!
! 0 0 0
o 1 0 0

| 0 ] 0 ol
b) T ¢ 0 0 0
I VE B 7% 4 o
o 1z 1z 0

1172 0 0 172

3.3 Supbngase que una red de comunicaciones transaite
numeros en un sistema binario. Rl pasar a Crives de la red,
existe una probabilidad q de que el nlmero registrado se 'reciba
incorrectamente ¢en la :igu:cnec etapa. Si Xo denota el nimero que
entra al gistesa, X; el ndmero rejgistrado despubs de la primers
transeisidbn, X; el bnumero registrado despubs de la segunda
transmisibn,..., entonces Xn es una cadena de Markov. Hallar la
patriz de transicibn de un paso y el estado estacionario.

3.4 Supdngase que una cadena de Markov tiene matriz dJde
transicidbn doblemente estochkstice, y que consta de n estados.
Desuestre que si una cadena de este tipo es irreducible,
y aperibdica, entonces '

Xy = 1 y Para j=l,2,000,4 N
n

3.5 Una particula se nueve sobre un circulo, pasando por los
puntos que se han marcado 0,1,2,3,4 (siguiendo un orden en el
sentido del movimiento de las manecillas del reloy). La particula
parte del punto O, En cada paso tiene una probabilided ¢ de
- moverse . un punto en el sentido del msovimiento de las wmanecillas
del reloy y 1-q de moverse un punto en sentido contrario @ las
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ranecillas del relej. Sea Xp 4 n2»=Q, su localizacibn sobre el
cirzulo, entonces Ap €5 una cadena Jde Markov.

@) Hallar la matriz de prokakilidad de transicibn,
L) Encontrar el grafo asociado.
s, kallar el vector de estado estacionario.

3.5 Sea kn, nra0, una cadena de Markov dJde dos estados.
Encontrar

&) P(X2=0 / Ko=0 ¢ X, =0)

B) PCX #Ky)

c) POX =2Xp)

3.7 GSupbngase que se tienen dos cajas vy 2d bolas, de las
cuales d son negras y d son blancas. Inicialmente, hay d bolas en
cade caja. En ceada ensayo se extrae «na bola al azar de cada una
de las dos cajes y se colocan en la caja opuesta. Sea Ko el
nimero de bolas negras que hay Inicialmente en la caja A y, para
n=l, sea Xn el numero de Lolas negras en la ca;a R despubs del n-
ksimo ensayo. Hallar la funcibn de transicidn,

3.8 Modiriquese la cadena de colas suponiendo que si hay uno
o m»ds clientes esperando ser atendidos al inicic de un periodo,
existe una probabilided p de que un cliente sea atendido durante
ese periodo, vy I-p de que ninguno sea atendido, es decir, Qque se
esté atendiendo todavia al cliente anterior. Hallar la funcibn Jde
transicibdn,

3.9 Sea Xn, n*0, una cadena de Markov de dos estados.

&) Encontrar P (T, =n)

&) Encontrar £, (T =n)

2,10 S¢a Xn, n=0, la cadena de Ehrenfest, y supbngase que Xa
tiene una distribucidn binomial con paramctros d y /2. Encontrar
la distribucibn de X .

3.11 Considere la cadena de Ehrentest con d=4,

‘@) Encontrar Py (T, 2n) para x¢35 y l%n£d,

b) Encontrar P, P‘y p!

c) 81 m=C1/5, 115, 15, 1/5, 1/5), encontrar T, T y Jh

d) Encuentre el grafo asoctado y determine su periodo.

, 3.12 Considérese la cadena de Narkov con espacio de estados’
(0, 1, 27 y matriz de transicibn
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&) Encantrar P'y el
k) Encontrar P", npyl.
c) Encontrar el grafo asociado y determinar el periodo.

- 3.13 Considerese una cadena de Markov en los enteros no
negativos tal que, iniciando en x, la cadena va al esteado x+1 con
probabilidad p, 0<{p<l ¢y va al estado O con probakilded I-p.

a) Trazer el grafo asociado.
b) Probar Que esta cadena es irreducible,

c) Probar Que la cadena es recurrente.

3.14 Considérese la cadena de Narkov con espacio de estados
&=(0, 2, 2, 3, 4, 5, &) y matriz de transicibn

Corz o w8 a4 s 0. o
o 0 ! 0 N 0 0 !
0 0 0 F] 0 0 0 :
0 ! 0 0 0 0 0
o 0 0 0 /2 0 1/2= _
0 0 0 o 12 12 o

Lo o o 0 o 112 uzj

a) Trezar ¢l grafo asociado a la setriz.

b) Determinar cubles estados son transitorios y cudles
recurrentes. :

¢) Hallar 6;, ¥20, .00, 6.
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3.1% Considere la cadena de Markov er O, Z4.ve,& con patriz
Je transicién

(172 11z 0 o) 0 0!
3 23 0 o 0 o |
0 0 s o 78 .ol
51/4 14 0 o 14 U4
0 0 /4 o 14 o
0 178 o 18 18 2/5J

a) Trazar el prafo ascciasdo.
b) Deterainar los estados transitorios y recurrentes,

) Hallar %.(x), X20, vesy 5.

! 3.16 Considere la cadena Jde la ruina de un jugador en
{Oolgonn’d)a ”‘11" P,(f \ 7‘ . O<X\d.

3.17 Considere una cadena irreducible de nacimiento en los
enteros. Mostrar que si p % q, pera x¥1, la cadena es recurrente,

3.18 Considere una cadena irreducible de nacimiento y muerte
en los enteros no negetivos tal que

G/ pa) = (x/ (xs2)F,  x21,
a) Probar que le cadena es transitoria,
b) Hallar P,, xei.
3.19  Se efectlus una encuesta de mercado de tres sarcas de
chocolates X, Y y 2. Ceada vezr que el cliente compra un nuevo
paguste, puede comprar de la nisma marca ¢ casbiarse a otra. Se

rnah obténido los siguientes datos estimados:

NARCA RECIEN CONPRADA

X y z
X 0.7 0.2 0.2
NARCA
PRESENTE Y 0.3 0.5 0.2
Z 0.3 0.3 0.
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Se estima que en este momento el 30 por ciento de los
clientes compran la marca X,- 20 por ciento la marca Y, vy £0 por
ciento la marca Z, :

a) Trazar el grafo asociado,

b) Encontrar la distribucién linite.

3.20 Demostrar que una cadena absorbente no &x rejgular.
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CONCLUSION

Como se ha visto a lo largo del texto, existe una iInfinidad
Je poxibles aplicaciones de la. teoria de los Procesos
Estocdsticos, y, sobra todo, este tipo de modelos se ajustan mds
a los fenbnenos reales. : N

Sin eakargo, en Ic practics es poco usual el espleo de estos
caonocimientos. Rdenks de ser poco conocidos, y de que la

-bibliograria al respecto es poco abundante, se -da un cierto

rechazo a Involucrar 1la& probabilidad en la planeacibn, Esto
sucede, sobre todo, en los aspectos que tratan con. la conducta

?’“"n, .

e iy . ' Co .

Cuando - los _ aspectos sociales de un problema  son
signiticativor, como frecuentemente lo son, los proczesos
estochsticos pueden facilitar parte del camino & recorrer.

-Aunque, indudablesente, esta tarea debe ser completada por el

criterio, el sentido comln, la intuicidén, la experiencia o
cuslquier otro elenento Que esté disponible. Pero se observa Que
el uso de los Procesos Estochsticos en particular, y de los
adtodos estadisticos y matendticos en general, son muy limitados
en estos aspectos.

El hosbre no es sujeto de fhcil estudio., Los mdtodos que se
enplean para estudiar su naturaleza no funcionan msuy bien. Los
experinentos en los que Intervienen seres humanos nunca pueden
repetirse exactementes y cambios =sutiles de las condiciones
experimentales pueden hacer que. los resultados no sean
concluyentes. Las predicciones basadas en teorlas tasbibn son
dificiles de verificary el propio acto de la verificacién puede
dlterar ol comportamiento del sujeto.

En realidad, tambibn un experimento flsico o quimico resulta
estar  influenciado por una serie de factores imposibles de
detectar -y, menos alin, de medir. Por muy cientlfico y exacto que
se considere un experimento, siempre existirdn elesentos del
exterior afectaran de alghn modo los resultados, muy posiblemente
en forsa aleatoria. De mdo que lor Procesos Estoclsticos
resultan Utiles en cuaquier caso.

Se dice coalnsente que las mateshticas son el lengua,e.de la
ciencia. Entonces, deben serlo tasbidbn de las :-iencias sociales.
£1 lenguaye Jde las natensdticas, descorcizida para la mayoria de la*
gente, es un lengus je precizo, breve y objetivo, que simplifica

149




las cosas, haciéndolaz ranejables., No es un lenjuaje emocional,
pero i sufizientemente rico paraz servir a las necesidades Je la

clencia €n todas sus ¢tapas. En cualquier parte de la ciencia son

necesarias la prscisibn, la brevedad y la objetividady aln en las
ciencias sociales, que tratan con un sujeto (el . hosbre), cuyas
caracteristicas vages, ambiguas vy onoclonalc: hacen que la.
precisibn sea dificil de obtener, ‘

En muchas ocasiones, se rechaza el empleo de Jas matesdticas

en las cliencias soclales, porque se da una impresidn dc,.f

deshumanizacién,  de wmaterializacion de los actos personaler,

perdienda de vista a la persona como ser &nico y especial. £:ea'Vﬁ?

senzacidn se ha Incrementado con el advenimiento y do:lrrollo de
los sistenasr electronicos de dnfor.cclbn. : :

- Pero dc la misma forsa Que ¢l teléfono, la televisidn, vy.
Jdends medios de comunicacidn son herramientas al servicio de la
sociedad y de la persona en particular, - las satesbtices, junto
con la .computacidn y todos los avances, son isplementos cuvc o
objetivo fscnclal es sejorar la condlclbn del honbrc. .

Claro que, como ¢odos los dcnl: conoclnteneor, pucdih

ponerse al servicio de intereses poco  sanos, y redundar en .

consecuencias fatales, El uso que se haga de ellos dependers,
comno siempre, de la libertad y los ideales de quien los tenge en
sus manos. B : '
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APENDICE A
ALEUNOS PROBRANAS UTILES



“Dar al hombre lo que es del hombre,
y @« la cosputadora
lo que es de la computadora”

(N. WIENER)



APENDICE f

P continuacibn se presentan varias programas Qque. pueden
utilizarse para agilizar y simplificer a@lgunos de los cdlculos
que aparecen dentro del texto.

Los programas estan escritos en lenjuaje Pascal, para la
microcomputadora Colusbia. Sin embargo, se wuestran también los
respectivos diagrasas de bloque, de 20do- que pueden realizarse
récileente en cualquier otro lenguaye 0 »dquine,

(Estos programas se utilizaron para calculer los resultados
obtenidos en la seccidn 3.15.2 del Capitulo Il11.)

. fntes de cada programa aparece su respective diagrama de
bloque, asY como las varjables gque e! programa acepta y los
resultados que se producen. Se incluye, al rinal de cada programa
una corrida, que puede emplearse para probar el programa.



A.1 MARKE, PROGRAMA PARA CALCULAR LA N-ESIMA POTENCIA DE . LA
MATRIZ DE TRANSICION Y LAS DISTRIBUCIONES -DE  PROBABILINAD

DESPUES DE N PASOS.

El programa acepta los siguientes Jdatoss
NEDs nlmero de estados (entero).
NPT potencia (entero).

Q¢1,7)5 probabilidad de pasar del estado i al estado J
(real).

NCJ)s distribucibn iniciel de probabilidad del estado
J (real),
El projgrama jenera los siguientes resultadoss

ANPYI(I,J)s probabilidad de pasar Jel estado I al estado
J despues de npt pasos (real).

ANPT(J)s proporcidn del estado ; despuds de npt pasos
(real).
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var

bogln

£
¥

program markl;
type
MATZDIN = array £1..25,1..2582 of realj

var
NED,R,S,N 1 iInteger;
A 1 MAT2DIN;
PREN 1 realy

procedure DESPMAT(N,M s integery
A ¢t MATZDIN);

var
J,J 1 integery

begin
for Je=l to N do
for y12! to N do
begin
writeln(’a¢’,1,’, ,J,’)r’,ﬁ[l,JJ);
endy

B S
Y

proccduro NULNRI(N,N,L ‘s integery
A,B 1 NAT2DIN;
var L 1 NAT2DIN)j

"1,J,K 1 integer;

' begin

for Js=2 to N do
for Js=§ to L do
begin
€L1,718%0;
for Ki=! to N do
begin
cc1,321sCC1, JJ*H[I KJGB[K,JJ:
end;
endg

<

3
L

‘»proccdurc LEENQT(N,H s integery.

var A s NAT2DIN)
var
1,0 1 l»togar;

‘for 1484 to N do
for Je=l to N do
begin )
wrleo('ﬁt',l, ‘, ,J,')")t
roadl»(htl JJ);
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end;
end;y

procedure RESULTRDUS(NED,R,S,N : integery
Az MAT2DIN;
PREN 1 real);
Legin
writeln;
writeln(’Resultadoss’)y
writeln;
wratcln(’ﬂatr:z de ’,”Transicion Orjginalt’);
EDPMAT(NED,NED,R) 3
writcln; : .
writeln(’Probabilided de ir del estado ’,R,' al estado ’,8);
writeln(” en ’,N,’ pasos & '’ ,PRSN);
endy
funceion B(NED,R,S,N 1 integer; A 1 MATZDIN) 1 roal,
var
1,0 5 integer;
B 1 NAT2DIN;
- SUN 3 realy
-begin
for leel to NED do
for Je=l ¢o NED do
BL1,0212RC1,02
ir N> then
begin
SUNs =0y
for li=H-1 downto I do
begin
SUN1=SUN+G(NED, R,s.l RIwBLS SJ}
NULNAI(NED NED,NED,R,B,B);
endy
6:-![R,SJ-SUN,
end
else
‘B1=B(R,%]s

endy

procedure LECTURACvar NED,R,S,N t integer;
var R : MATZDINY;

begin -
writelny !
writeln('Nark2. Probakilidad de ir de R & S')y .-
writeln(’por prinera vezr en N pasos’)y o
writelny
write(’Numero de E:todo:-')y
readln(NED) s ‘ . . el :
write(’'R=’); , TP
readlIn(R); ] CE R S ST
write(’Ss’)y ' : R S SR L
readln(s); ‘ G A
‘write('N=');g ‘ . s e s e 4
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readin(N);
writeln(’'Matriz de Transicioni’)y
LEEMATCNED,NED,R)

end;

procedure INICIAL1ZA;

begin
PREN1=0y

ends

begin
INICIALLZA;
LECTURA(NED ,R,S,N,A);
PREN:=B(NED,R,S,N,R);
RESULTADOSC(NED,R,S,N,A,PRSN)

end.
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A.2 NARKZ. PROSAANA PARA CALCULAR LA PRODABILIDAD DE PASAR DEL
£STADO “R* AL ESTADO “8° POR PRINERA VIZ EN “N* PASOS,
£l programa acepts los siguientes Jatos:
NED1 nusero de estados (entero).
As estado inicial (entero),
s estado final (enters).
Nt numero de pesos (entero).

A1,7)1 probebilded de pasar del estado | al estado
(resl).

Y genera los siguientes resultadost

PRSN: probebilidad de pasar del estado r al estado =
por primera vexr en n pasos (real),

YT
<>

IMCILINg
mu:=0

.
ul

b:‘.u' !
(IR |

W -
Lo z

nlkzymn“'
! : NLS)

T
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projram markl;
type
nat2din = array [1..268,1..25] of realy

var
néd,nptrinteger;
a,anptematldinmg
Nexnptsmatlidimg

procedure despmat(n,mezinteger;azmatldin)g

var
i,78integer;

begin
for is=! to n do
for jt1= ! to m» do
begin ‘ '
writeln('RC ,4,7,',4,'0%" ,all, 1)}
end; )

end;

procedure mulmat(n,m,liintegery
a,bimatlding
var cimatidin);

var
iogokszintegery

begin
for issl to n do
for 4:=! to 1 do
begin
cli, 313=0;
for ki=l to m do
begin R :
cliyydeacli, jIrali, kIrblk, 415
end; '
ends

end;

procedure poteat(n,posinteger;
arpat2ding
var apossat2dinm);

var
logoltintegery

hegin
for is=l to n do
for j12} to n do
begin
i1 i<>; then
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apoli, j1150
else
apoli, 111
end}
for 13524 to po do
begin
nulmatin,n,n,a,apo,apo)y
end;

ends

procedure resul tados(ned,npti:integer;
anptimat2ding
xnptinat2din)g

begin
writelng
write(’La Natriz de Transicion olcvoda & la ’,npt)y
- writelny .
despaat(ned,ned,anpt);
writelng
writeln(’Distribucion de Probakilidad despues de ’,
. npt,’ pasos’);
despoat(l,ned,xnpt);

end;

procedure calcpot(pned,nptiinteger;
armat2dim;
ximatldimy
var anptimatlding
var xnptimatlidinl;

begin
potmetined,npt,a,anpt);
sulmat(l,ned,ned,x,anpt, xnpt);

endys

procedure lectura(var ned,neptiinteger;
var amat2ding
var x19at2din)y

var
i,jrintegers

begin .
writeln(’Markl., Matri: de Transicion en N pasos’’j
writeln(’ y Distribuciones de Pro&ah:l:dad’),

writein(’: despues de N pasos’ )y
writelng

write(’Nusero de E:eado:r ')
readin(ned))

writelng

write(’Potencias ’);
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readlninpt);
Nritelng
writeln(’Matriz de Transicion’);
far is=1 to ned do
for j1#1 to ned do
begin
write( RC(’, 4,7, 145" 0"
readinCali, j1);
end;
writeln;

writein(’Distribucion Injcial de

for 4521 to ned do
© begin
write( " x(', 4,202 )3
readinixli, 1))
endys

end;

procedure inicialize;
ver
_dp4t1integer;

begin :
for f321 to 25 do
begin
for j1=¢ ta 25 do .
begin
xnptli, 1150}
anptli, yj1320y
end;
end;

oendy

begin
inicialize;
-Jectara(ned,npt, e, x)}
calcpetined,npt,a,x,anpt,xnpt)y
resul tados(ned,npt,anpt,xnpt)y

end.
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R.J NARK3I, PROGRANA PARA CALCULAR EL ESTADO ESTACIONARIO DE UNR
CARENA DE NARKOU Y SUS TIENPOS DE RECURRENCIA.
£! projrava acepta los siguientes datosy
NER:s namero de estados (entero).

A(1,J)1 probatilidad de pasar del estado I al estado
{real), : '

Y genera los siguientes resultados:

RECT)s proporcidn del  estado ; en el estado
estacionario (real).

NU(I, )5 tiempo de recurrencia para i=; (real).

ERSMAER I
. SisTRS
! M= nh

[}
(&) 2 =
WD

1IN
Lt
na,»n
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srograr markis
tvpe .
natidim=arrayll..285,2,.257 of real;

var
ned,swerroriintegeéry
3. xXe.musmat2ding

procedure desponat(n,miintegery asmatidin);

var

Syjtinteqgery

tegin
for is=] to.n do
for ji=l1 to m» do
begin
writeln('AC* 4, ,7 4, )= ,ali, ;33
end;

endy

_brocedure gssjrd(n,msinteger;
T amat2ding
var bimat2dis);

var
fggok,l,dpiv, jpiviintegers
factor,maxsrealy

procedure buscamaxi(n,m,iact:integer;
anat2ding
. var maxsrealy
var Ipiv, jpivsinteger);
var
i,jsinteger;

begin
for iscjact te n do
. for 4321 to m do
begin
if (4%=*n) then
if gosialz, 4l man then
begin
maxsxabs(ali, j1)f
ipivisiy
JPive=yg
ends
‘ end;
end; :

procedure casbreng(m,i,ipiviintejery
var a: matZdim)y

var S

Jrinteger;
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factor:ireal;

for jt=1 to m do

begin
begin
end;
endy
kegin

factors=alipiv, j14

-alipiv, jlivall, 41;

ali,jle=factory

for 125f to n do
for js=1 to m do
bliy,jls=all, ;23
for f1=1 to n do

begin

maxg=0y

ipivi=Qy

JPivi=0y

buscamax(n,»,i, b,-ax,ipiv,jp:v)l
if Cipiv<>i) and Cipivi>0O) then

canbreng(m,i,ipiv,b);

if jpiv<>0 then

ends

endp

begin
factors=bli, jpivis
for j1=x1 to » do
begin :
bli,j1:=bli, j1/7actarg
end;
kL1, jpivissly
for ki=l to N do
hegin
i1 k<>i then
begin
factors=blk, jpivdy
for 11=2 to » do
begin’
blk,1212b(k, 13=tactor*bli,.

endy
end;
end;

ends

procedure resultadosi(nediinteger;

begin
writelng

8, X0, PuLRAt2ding
swerrorsinteger))

writeln(’'Matriz de Transicion Orlginalx'él
despmat(ned,ned,a)y
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writelng
writeln('Distribuciones Estacionarias de Prokabilidade’);

desplct(l,ntd,xe)j

writelny
writeln(’Tiempos Esperados de Recurrencia’);

despratiped , ned,mud} .

if swerror=l then
writeln(’ #saxs#s Ninjunaé 0 Infinitas Soluciones ¥##wsd’);

?praécdure calctmrinediinteger;
xe1mat2ding
var mutsatldimlg

i,jtinteqer;

) beg i
: for iz=1 to ned do
begin
for j1=1 to ned do
- begin
ouli, j11%0g
end;
it xel1,i1>0 then
puCi,i)s=1/xell,il}

endy
L endy

: procedure calcede(nediinteger;

: bimatiding

var xetnat2ding

var swerrorsinteger)j

F ver
i, j,snasigsinteger}
aspat2ding

E ~eqin
3 swerror:e0y
for issl to ned do
for js=4 to ned do
begin
8li,y2ssbl ), 413
endy
for ig=1 to ned do
begin o
ali,i)1=ati,11-1}
ali,ned+11120}
endy
for J171 to ned#! do
begin
ali, y2121y
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endy
gssjrd(ned,ned+l,a,al);
for it=1 to ned do
bejin
swasigi=0;
for j1=1 to ned do
kegin
if ali, 3J=1 then
hegin
swasigixly
xell,;1s=ali, nedrlly
endy . )
end;
If swasig=0 then
hegin
swerrori={y
for is=! to ned do
xell,iJe=0y
endy
end;

endy

procedure lectura(var nedginteger;
var aisat2din)g

var
i,stintegery

beyin
writeln(’'Mark3., Estados Estacionarios’)y
writeln(’ y Tiempos Je Recurrencia’)ly
writelng
write(’'Nunero de Estadosr’)y
readin(ned);
writeln;
writeln(’Matriz de Transicion:z’);
for is=! to ned do
for j1=2! to ned do
begin
Write('RC?, 4,7, ,4:°02" )
readlniali, j12;
endy '

endj

begin
lecturained,a);
calcede(ned,a,xe,snerrorly
calctarined,xe,mu);
resul tadosi(ned,a,xe,nu,snerrar)}

end,
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A.4 NARKE. PROGRANA PARA CALCULAR EL TIENPO DE LLEGADA POR
PRINERAR VEZ DEL ESTRBO “]1* AL ESTADO *J*, CON “1* DISTINTO
DE *J~.,
El programa acepta los siqQuientes datost

NEDs nlmero de estados (entero).

AC1,0): probabildad de pasar Jel estado i al estado
(real).

Y genera los siguientes resultados:

NUCT,J)1 tiempo de llegada por primera vez del cltado i
al estado j, para i distinto de .

un
L
MLD

|
CALCELAR
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Z O(I,IM('JY
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waLh
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program markd;
‘yoe
matldim=zarrayll..25,1.,.253 of real;
var
ned, j,swerroriinteger;
2,rurmatldimg

procedure despmat(n,msinteger;
armatl2dinl;

vav .

iojtinteger;

hegin
for i1=f{ to n do
for js=1 to m do
hegin
writelnC’RC’, 5,7 ,7,4,')=",al1,31);
ends '

end;

orocedure gesjrdin,miinteger;
amatiding
var bimat2din)g

var
Iogoksl,ipiv, jpiviinteger;
factor,maxsreal;

procedure buscamaxi(n,m,iactiinteger;
armat2ding
var saxireal;
var ipiv,jpiviinteger)y
var
i,jsinteger;
hegin
“for isxiact to n do
for ji=l to m» do
beygin ) .
if (j<=n)then
it ahscali, ;1) max then
begin
maxs=abscali, j1);
ipivs®iy
Jpivi=jg
end; :
ends -
end;

procedure cambreng(m,i,ipiviinteger;
var asnat2din)g
var
Jiintegers
factorsrealy
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begin
faor j1=1 to » do

begin
factori=ealipiv, 423
alipiv, jls~ali, ;14
ali, jls=factory
end;
endys
begin

for ds=f to n do
for ji1=1 to m do
bli, ds=ali, ;jl1;
for is=] to n do
begin
paxy=0y
ipive=0y
Jpivi=0g
buscemax(n,n,i, b, nax,ipiv, jpiv);
IrCipivi>i) and(ipiv<>Q) then
canltireng(m, i, ipiv,b);
if jpiv<>0 ther
begin
factors=tL{1, jpiv]}
for j4t=1 to m do
begin
bli,)s5bli, j1/Tactory
endy
bli,jpiviisly
for k:=1 ta N do
begin
. If k<Mi then
begin ‘
factors=blk, jpivly
for 1:1=! to m» do
begin
bl k,128sblk,1)-factorebl

end;
end;
end;g
end;
endy

end)

procedure leenatin,msintegery
var ainat2din)g

var
i,j1integer;y

begin
for i1=f to n do
for ji1#! to » do
begin
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write(’ AC? 0,7 0 ds’)=" 0}
readlniali, ;1);
end;

| endy

procedure resul tados(nediintegery
anat2dinmg
nusmat2ding
swerrorginteger))

hegin .
writeln; N
writeln(’Natriz de Transicion Originals®)j
despeatined,ned,a)}
writelny .
it swerror <> 1 then .
writeln(’Natriz de Tiempos de Llegadas por Prisera Vezs')y
if swerror <> 1 then : ’
despeat(ned,ned,mu);
writeln;

ir swerrorsl then
writeln(’snses No hay Solucion o la Solucion es Infinita wadas’)

. endg

. procedure calctim(nedsinteger;
asnat2ding
var suspat2ding
var swerrorsinteger)s

var
Jeinteger;
ik procedure calcaulned,s1integery
: . atnat2ding
var suspatlding
var swerrorginteger);
var ‘
) {ejesmasigrintegery
‘ - bimat2ding
] begin ‘
4 for is=l to ned do
‘ _begin,
- for j1=1 to ned do
2 begin
: blLi,jlexali, 2}
k ' it isy then
i bli, j1s=bli, 33-1y
i if jas then o
bli, 41320y
end;
bLi,nedvilse=1y
if i=g then
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begin
for ji1=! to ned+! do
bLi,401%0;
bhls,511=1;
end;
end;
gssgyrd(ned,ned#l, b, b);
for it=xl to ned do

begin
FN3sig1=0;g
for js=l! to ned do
Legin :
ir LI, ;1= then
begin
»ul j,521%60i,ned+11y
swasigi=ly
*nds
endy
if swasigs0 then
swerrors=ly
end;
end;
begin
snerrori=0;
for js=! to ned do
begin .
calcaulned, ;,a,mu, snerror);
endy
end;

procedure lectura(var nedsinteger;
var asnat2din);

begin
writelny
writeln(’'Markd. Tiempos de Llegada Por FPrimera Vez');
writelnc’ del Estado 1 al Estado J. (1<) ),

writelng
write(’Numero de Estados= *);
readinined);
writelng
writeln(’Natriz de Transicioni’)y
leenat(ned,ned,a);

end;s

begin
lecturaltned,a) )
calctin(ned, a,nu,snerror))
resultados(ned,a,vu,smerror)y

end. A o
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A.3 NARKS. PROGRANA GUE SINULA UN PROCESO DE CRMINATA ALEATORIA.

E1 programa simula un paseo aleatorio en dos dimensiones,
partiendo del origen, en &ngulos al azar.

£l programa acepta el datos

N ¢ nimero de pasos

Y generas los siguientes resul tados:
X 1 posicidn en la abscisa correspondiente
Y 1 pogicidn en la ordenada correspondiente

D ¢ distancia del punto (X,Y) al origen

[ = moems
| 92 e

. LT HNXI*2YI43)
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program markss

var
n,isinteger;
Cox,y,d1 realy

sonst
pi=3,. 14259254

hegin
writeln(’ MarkS. Programa que Simula un Proceso de Caminata Aleator

writelny
write(’ Numero de pasos = ’)j
readinin})
X850y
y8=0y
far 1=l to n do
hegin
t1=2 # pi » randonyj
Xi1=x ¢ cos(t)y
ys=y ¢ gin(t);
dissqré(xex + y#y)g
writelng
writeln(’'Paso ’,i,’ Coordenadas ',
'x v ' ,x13:2,7 , vy * ’,y1322,
* Distancia al origen .=’ ,d1212);
ends : '

end.
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Nark5. Programe que Simula un Proceso de Laminata Rleatoria

Numero de pasos = 10

Paso ! Coordenadas

Paso
Paso
Paso
Paso
Paso
Paso
Paso
Paso

Paso

2

3
L4
5
6
7
s
9

Coordenadas
Coordenadas

Coordenadas

.

Coordenadas

"'Coordenadas

qurdqnadc:

Coordenadas

Coordenadas

X

L4

x

0.97 ,

1.00 ,

1.39 ,
1.88 ,
2.77 ,
2,08 ,

3,05 ;

2.9? ’
2.95 ,

-

4
L4
L4

-

.

-0.24 bl:eancia al origen = {.00 '

Q.76 Distancia al origen = 1,24

-0.16 Distancia al origen = 1.40 .

0.71 Di?tancla ol
0.25 Dl:éanéia'il
0.97 Distancia af
1.22 Di:ecncio af
2.22 Distancia al

1.23 Distancia al

origen
origen
origen
origoﬁ
origen

origen

- 2,01
‘. 2,78
* 2,30
3,
« 3,
.3

20 Coordenadas x = 3.77 , y = 1.6/ Distancia al origen = 4,10
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ARPEHNHDNICE 3

ELEMENTUS DE PRURARILIDAD



~“E} M»ro tiene nil planes pera s3 -luo.
£1 azer, sélo ano parea cada uno.”

(Arigstdteles)



APENDICE »

R continuacidn se enunciardn algunos conceptos importantes
que se¢ manejan a lo largo del texto., Para un estudio whs
Jétallado e  sugiere consul tar textos  especificos de
probabilidad,

DEF zrmcmus

Se llana ESPACIO NUESTRAL &l conjunto de resultados positles
de un experimento, :

Une UARTABLE ALEATORIA (generalmente abreviada como .1.a.),
¢F una funcibn de valor nusérico definida sobre el espacio
suestral. ‘ ‘

PROPIEDADES

1) O'P(ovcnté)'l, i.e., la protabilidad de un evento siempre
es no negativa y nunca serk mayor que I,

tl) Pievento iImposible)=0
idi) P(espacio suestral)=!

EVENTOS ¥ REBLAS

- EVENTOS - REBLAS DE ADICION REGLAS DE PRODUCTO
[N ) PCAD) PCAND)
v Hetuamente
o excluyentes - PR +» (D) : (]

~Nependientes. P(RI+P(BI-P(RIP(R/A) P(RAIP(B/AI=P(BIP(A/R)
Independientes PRI+P(BI-P(AIP(B) P(RIP(B)

_DEFINICIONES | |

FUNCION DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD: f, (x) = P(Xex)

FUNCION DE DISTRIBUCION ACUNULATIVAS N
A ?}:)*'_ﬂ Pexax) = S PRex), 21 K discreta
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X
Felx) = P(X$x) t[f, (x) dx, 9i X continua.
ESPERANZA DE UNA URARIABLE ALEATORIA:

. :Yk P(Xek) = gk P (k), 5si X discreta
ECX) =

-
.fy fely) dy, s X continua.

ESPERANZA DE UNA FUNCION DE URRIABLE ALEATORIA:

I glk) PCX=k) = T gCkIP tk), 51 XK es discreta
ECoCX)r=el” : . '
»
49";') o (y) dy, si XK es continus.
“0”;"7051
Sea la funcidn g dada por
z = gy = 7,

donde 4 es un entero positivo, entonces la esperanza de ).‘j e '
conoce como J-bsimo momento respecto al origon de la v... ohle
aleatoria X y estd dado por .

5 ? k'p k), si X es v.a., discreta
ECKT) =

L J
_{' y f, (y) dy, si X es v.8. continua.

Notese que cuando j*1 el primer mosento coincide ¢an la esperanza
de XA, Beneralmente este 20nento se denota pediante el sisbolo u vy
a4 aenudo se conacc con el nombre de media o prosedio de la '
dutribacun.

La n'pcranzc de une con:eanec ¢ por X es igual a la
constante C por la esperanza de A o

£chr «fTy tocyy ay = €Sy 1,3 dy ® € EK.
-» Py
Si la funcibn 9 estdk dada por zag(x)-cx-uxn’- (K—m)j‘ s, €D
donde 4 @s un entero positivo, entances la esperanza de (X-u)” s¢
l1lana y4~8simo wmomento respecto a la pedia de la variable
aleatoria X y esth dado por . '

J ; zu-,n’r,cu, st X discreta
E(X-EC(X)) = E¢X~u) =)" .

f(y-,a) fo )0y, si X continua.
" Notese que si Jtl, entonces ux-,a)-o. si J'?, cntonco: E()l-,u) se

llama verianza de le variable aleatoria X y frecuentesente se
dencta por o', L& raiz cuadrade de la varianza, o, se llama
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sesviacidn esténdar de la variable aleatoria X.

ALBUNDS TEOREMAS PARA YARIABLES RLEARTURIAS.

Estos teoremas pueden demostrarse fdcilmente utilizando las
Jdefiniciones anteriores.

TEORENR 1.
El wvalor esperado de una suwma de variables aleatorias es la

sura de los valores esperados individuales.

TEORENA Z.
La varianza Jde una suma de variables aleatorias ' es

. n ne "
Varixy+ X3+ oo * xa) = Sot + 25 & o,
ist deg yot 1t

TEORENR 3., i )
8§ una variable aleatoria x con varianzas oﬁ se multiplica
por una consecntc C, la varianza de la variable alcatoria z5Cx es

fgual a C v’

’

FUNCION CARRCTERISTICA.

Sea X una variable aleatoria con funcibn de distribucibn
fix). Entoncc; la funcidn caracteristica estd dcfinidl uono

Pty = £ (0

de donde

z ot pix;), si X discrete

$,(t) =
j Hx g¢x) dx, s£i X continua.
-0

TEORENA 4. .
Si el k-#simo momento de una variable aleatoria cxi:eo, bste

¢s ¢xpresedo por :
¢°co»

- --'-;:--

donde f?O) es la k-8siva derivada de la funcibn caracteristica
$(t) de dicha variable valusdas en t=0, -

FUNCION GENERATRIZ DE MOMNENTOS.

Cesa X una variable aleatoria cualquiera con funcidn de
distribucibn f(x), entonces la funcién generatriz de momentos
estd dada por

NeCt) = E (')
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de donds

i
& e"p(xz) R i X e5 discreta.

N (t) = -
e f(x)dx, si K es continue,

TEOREMA §.

Sea X una variable aleatorisa cuslquiera con funcibn
generatriz de wmomentos finita en algén intervalo abierto qus
cantenga al cero, e€ntaonces X tiene momentos

s, = N'0)
Jonde ‘N: (0) €5 la k-btsima derivada de la funcibn generatriz de
momentos valuada en ¢=0,

DEFINICION

Dadas dos Jensidades f y g, la funcibn f#y definida por

. -
g(z) r_.ff(x) gCz=x) dx, -@w< z < @
@5 und densidad, se llana CONVOLUCION de f v 3.

TEORENA ¢. .

Le densided de una suma de varisbles aleatori.
independientes es igual @ la convolucidn de sus densidades.

.TEORENR 7.
Sea X une variable aleatoris no nejativa,

i) Si 5010 tona valores enteras, entonces X tiene esperanza
finita i y sblo si la serie

[ 4
S P(X=n) converge.
) L]
Si la serie convorqc{oneonccs
-
EX = Z P(Xdn)

ii) 51 er zontinua zon funciln de distribucibn F, entonces
X tiene esperanza [finite :t y s8lo si { P(X~x) dx es
finitay en este caso

EX = {(1-r(x>) dx.
Considérese el espacio de probabilidad (n, R, P) y supbdngase
que los conyuntor aencionados abajo estén en A.
TEORENA 8.

1) Si Dj son disjuntos y PLC/D;)=p indepenidientemente de i,

192



entonces P(C/f Dp2=p.

ii) &1 C; son disjuntos, entonces P( C /D)= > PCC /D).

iii) 8i € son disjuntos y uE;QIL, entonces

P(C/D) = 5 PCESID) P(CIEIND). -

iv) &1 Ci son disjuntos y P(A/D;)=P{B/C]) para todo

entonces P(R/uC; )=P(B/nC; ).

ANRL UGBTI AS

VARIABLE ALEATORIA TIENPG CONTINUD

TIENPO DISCRETO

Nimero de eventos Proceso PoissoncA)
Nedia At
Varianza A\t

Tiempo entre Exponencial

ocurrencias : Negativa (A)

: Nedia 1/A

Var 2/A

Tiempo de espera Distribucidn

para la n-tsima Gamma (n,))

‘ocurrencia Nedia n/A
Var n/x

Proceso Binomial
Nedia np
Varianza np(l=p)

Geonbtrice (pq)

Nedia 1/p
Var q/r

Pinosial

Negetiva (n,p,
Hedia n/p

var nq/p
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ALOUNAS LEYES DISCRETAS DE PROBADILIVADES QUE SE USAN

FRECUENTENENTE CON SUS NONENTOS Y FUNCIONES BENERATRICES(®)

Loy de Varla ’
Durimars | Pt de s de pebbidsdon aotl | oo BaTeE
De Weweuil 0s)<) Ma)mp amy
:‘ '-u.-u- ’ "
.imnhlv (L2 % X1 '(,).(: re- ..gl,i,.‘.... .
osips) Lk ' ;e au v e
Do Niowe SR LN BRLIY R A
, =d L 1. ] ;
Gosmétrica [LTL 1] [IULY . 2 T T ]
wd L L T ? , ﬁ
. =¥, ~N "
lv-mhln!.'niva o [10)] . )'q' -'--v' Fﬂ!'ﬁ
LDt (“')0’(-0' 1=1200 ‘ ‘ '
’-_'. Q=-
o | L NI | [
lhmmmn‘nit'\ Vel : Np)(
Asl, 0N ._,) . -
\p.,n 12 piv) LTT amOl e " m(p l)
N .
. Sl epteme ) -
... Fussite generstris ,_a‘. aancwrisics Tercer momenee .;‘.“-m
:'m-:"m #(0) = B X - Bl Re-x4
Detmedt . | e Ry IY) M- W4 0el) - 00)
| S Iy Ty _apale=p) PP & poll - 4p0)
“De Ivinn oy s A AW
: - )
Comintes T-ﬁ.i' '.5 -"-,(u::) *(u n?)
Diosmist seguive . ® O () .
~| ) o) wa-rer ='-(- e [
- . . . - -
_ !""' +PQ8 +00Q)
Wapemiiries ﬁnual-uMMdmmmlan#“’-

®) Table eonn de (Po). PP, ?46 y 247,
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ALGUNAS LEYES CONTINURS DE PROBABILIDADES GQUE SE USAN

FRECUENTENENTE CON SUS MONENTOS Y FUNCIORES GENERATRICES(™)

Ley 4  parke Funcity de densidad de Media Variancia
probahiidades Pacimetros " prbubilidades f() mefle] | ot= B - Exx)
Unifornit en of L X4 2 f(n)--—l—- eCaCh .—-t-.- Q-;zﬂ:
Imervale de b-o. - t !
asd =0 on olre Coes
Nowal -ugngn =) --—-."‘("" " o
>0 “vie - ‘
Espanencial ADO fla) mAeir x>0 1, t
=0 w8 otre caso Iy »
Cemma >0 fis)= N') 2o (Aa)riede  2D0 i I"
=0 - aetrecae|
& Fenclia generatriz de Funclén carcteriotica {Tweer momemte] Cisrto momere
hard mementos “";(., :.;.hl] comtred contra)
#11) = Ele A Eis-8a) | &ix - By
Uslforme on o prgupen '.M...'h- . : (;_.)'i
Py e e PEny 0 %
Nermal [ o . dmy e 0 %0t
-.llnlenthl A N n\-+ 1 L]
) () (-3) ¥ ®
Camems neoo in)v * b
(t-5) (-3 y W

(¢) Tablas tomadas de (Pe), PP 248 y 249.
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